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Résumé

Dans cette thése nous nous intéressons a ’analyse d’erreur a priori et a posteriori de méthodes
d’éléments finis mixtes et non—conformes. Nous considérons en particulier les équations de Darcy
a perméabilité fortement variable et les équations de convection—diffusion-réaction en régime de
convection dominante.

Nous discrétisons les équations de Darcy par une méthode d’éléments finis mixtes non-conformes
de type Petrov—Galerkin appelée schéma boite. Les techniques d’estimations d’erreur a poste-
riori par résidu et hiérarchique conduisent a des estimateurs d’erreur a posteriori fiables et opti-
maux indépendamment des fluctuations de la perméabilité. Les résultats théoriques sont validés
numériquement sur différents cas tests présentant de forts contrastes de perméabilité. Enfin, nous
montrons comment les indicateurs d’erreur obtenus permettent de générer des maillages adaptatifs

Nous discrétisons les équations de convection—diffusion—réaction par des éléments finis non-
conformes. Deux méthodes de stabilisation sont étudiées : la stabilisation par viscosité de sous—
maille, conduisant & un schéma boite et la méthode de pénalisation sur les faces. Nous montrons que
les deux schémas ainsi obtenus ont les mémes propriétés de convergence que les approximations par
éléments finis conformes. Grace aux techniques d’estimations d’erreur par résidu nous obtenons des
estimateurs d’erreur a posteriori fiables et optimaux. Certains des indicateurs d’erreur sont robustes
au sens de Verfiirth, c’est a dire que le rapport des constantes intervenant dans les inégalités de
fiabilité et d’optimalité explose en au plus I'inverse du nombre de Péclet. Les résultats théoriques
sont validés numériquement et les indicateurs d’erreur a posteriori obtenus permettent de générer

des maillages adaptatifs sur des problemes présentant des couches intérieures.

Abstract

In this thesis we present a priori and a posteriori error analysis of mixed and nonconforming
finite element methods. In particular, we consider the Darcy equations with variable permeability
and the convection—diffusion—reaction equation in the convection-dominated regime.

We discretize the Darcy equations by the mixed nonconforming Petrov—Galerkin method known
as the finite volume box scheme. Residual and hierarchical techniques lead to reliable and efficient
a posteriori error estimators which are applicable no matter the variation of the permeability.
Finally, we present numerical results which confirm the theory and we use the error indicators
obtained to generate adaptive meshes.

We discretize the convection—diffusion-reaction equations by nonconforming finite elements.
We investigate two different methods of stabilization : the subgrid method, leading to a finite
volume box scheme and the face penalty method. We prove that the derived schemes have the
same convergence properties as conforming finite element approximations. Owing to the residual a
posteriori error estimation techniques we obtain reliable and efficient a posteriori error estimators.
Some of these estimators are robust in the sense defined by Verfiirth, where the estimates are
optimal if the local Peclet number is sufficiently small. Finally, to numerically illustrate the theory
we consider test cases with an interior layer and we use the error indicators to generate adaptive

meshes.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Aujourd’hui I’étude expérimentale des processus (physiques, chimiques, biologiques,
...) intervenant dans les sciences de I'ingénieur n’est plus le seul moyen de comprendre et
de prédire ces processus. En effet, avec le développement de méthodes numériques perfor-
mantes, la simulation numérique est devenu pour I'ingénieur un outil d’une importance
considérable. De nombreux domaines d’application utilisent ces méthodes. Dans le cadre
de cette these, nous nous intéressons plus spécifiquement aux processus de transports dans
les écoulements en milieu poreux.
Ces écoulements s’inscrivent dans le cadre de problémes environnementaux qui suscitent
actuellement un grand intérét. En particulier, 'utilisation durant ces vingt dernieres années
de matiere nucléaire pour la production d’énergie pose aujourd’hui le probleme du sto-
ckage des déchets et notamment du stockage en couche géologique profonde. Une question
naturelle se pose : quel va étre le comportement de ces déchets une fois qu’ils auront migré
a travers les barrieres ouvragées pour le confinement des alvéoles de stockage et qu’ils
se retrouveront relachés dans le milieu naturel 7 La simulation numérique du transport
des radio—nucléides dans les écoulements souterrains permet de prévoir ce qui pourrait se
passer dans des milliers d’années.
Les modeles physiques relatifs au transport advectif-diffusif-réactif des radio—nucléides
dans les écoulements souterrains peuvent étre tres complexes. Leur approximation numérique
doit étre précise et fiable. De plus, la mise en ceuvre sur ordinateur ne doit pas étre trop
couteuse en temps de calcul. Une stratégie intéressante afin d’optimiser les calculs consiste

a adapter le maillage & la solution calculée. Grace a ces techniques, le temps de calcul
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peut étre réduit. La figure 1.1 représente la géométrie du cas test Couplex I, [BKSTO04].
La profondeur du domaine est de 695 m et sa longueur de 25000 m. Le sol est constitué
de quatre couches géologiques (marne, argile, calcaire et dogger) et la conductivité hy-
draulique présente de fort contrastes entre les différentes couches. Au sein de la couche
de calcaire se trouve positionnée une coupe bi—dimensionnelle d’une alvéole de stockage.
L’objectif de ce cas test est de simuler le transport de déchets radioactifs par un écoulement
dans le sol constitué de ces différentes couches géologiques. La figure 1.2, qui présente un
zoom du maillage au voisinage de ’alvéole de stockage, montre comment le maillage peut

étre adapté en fonction du calcul de la charge hydraulique dans 1’écoulement.

Marne
Argile
Calcaire Alvéole de stockage —fHF=__—
Dogger

Fia. 1.1: Géométrie du cas test Couplex I

TR

F1c. 1.2: Raffinement de maillage (zoom autour d’une I'alvéole de stockage)



1.1. Motivations

Dans ce chapitre, nous présentons les problemes modeles de 1’écoulement et du trans-
port en milieu poreux saturé; modeles que nous étudierons dans les chapitres suivants.
Nous présentons également les approximations de ces modeles les plus rencontrées dans
la littérature et celles que nous avons développées dans le cadre de cette these. Nous rap-
pelons également le principe général des estimation d’erreur a posteriori et les différentes
techniques existantes.

Nous considérons tout au long de ce document un maillage 7;, d’un domaine Q de R,
d = 2,3 étant la dimension de ’espace. En dimension deux, nous supposons que €2 est un
polygone et en dimension trois que 2 est un polyedre. On note 0N la frontiere de €2 et n
la normale extérieure. Les éléments du maillage sont des triangles ou des tétraedres. Par
abus de langage, 75, est appelée une triangulation de ) et les éléments de 7}, sont appelés
des triangles quelque soit la dimension d’espace considérée. Nous désignons respectivement
par Fp, F, fz et F g I’ensemble des faces, des faces intérieures et des faces extérieures (situées
sur la frontiere) de 7. Le diameétre maximal des éléments de la triangulation est noté h.

Considérons le probleme linéaire abstrait suivant :

Chercher u € V tel que
(1.1)

a(u,v) = f(v) Yve W,

ou V et W sont des espaces de Hilbert respectivement munis des normes |||y et [|-|lw,
a(+,-) est une forme bilinéaire sur V- x W et f(-) est une forme linéaire sur W.

On dit que le probléme (1.1) est bien posé s’il admet une et une seule solution. Le théoréme
de Banach—Necas—Babuska (ou théoreme BNB) donne des conditions nécessaires et suffi-

santes pour montrer que le probléme (1.1) est bien posé; voir [EG04, p. 85].

Théoréme 1.1.1 (Banach—Necas—Babuska). Le probléme (1.1) est bien posé si et

seulement si

Y00, inf sup L)
veV wew |[v||lv[jwllw

VweW, {MveV, alv,w)=0}={w=0}. (BNB2)

> o, (BNBI1)

La terminologie BNB provient du fait que du point du vue de ’analyse fonctionnelle, le
théoreme 1.1.1 est une simple reformulation du théoréeme de I'image fermée et du théoreme
de Dapplication ouverte dus a Banach. Le théoreme 1.1.1 a été énoncé sous cette forme
par Necas en 1962 [Nec¢a62] ; son importance fondamentale dans le contexte de la méthode

des éléments finis a été soulignée par Babuska en 1972 [BAT2].
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1.2 Ecoulements darcéens en milieu poreux

Dans cette section, nous décrivons le modele de Darcy pour les écoulements station-
naires en milieu poreux saturé. Nous en présentons quelques formulations mathématiques

et leurs approximations numériques.

1.2.1 Le probléeme modele

L’écoulement stationnaire dans un milieu poreux saturé peut étre modélisé par les
équations de Darcy :

c+kVu=0 dans(,
(1.2)

Vo=f dans 2,

ou o est le vecteur vitesse, k la conductivité hydraulique (ou la perméabilité) qui est
uniformément minorée par un réel strictement positif, u la pression (ou la charge hydrau-
lique & une transformation affine pres), et f le terme source représentant les sources ou
puits de masse dans le domaine €). Le coefficient k est également appelé perméabilité. La
premiere équation dans (1.2) est la loi phénoménologique de Darcy, introduite par H. Darcy
dans [Dar56], et la seconde équation exprime la conservation de la masse. Le probléme
(1.2) est posé dans un domaine €2 et est fermé par des conditions sur la frontiere 092 qui
portent sur le flux ou sur la pression. L’élimination de la vitesse conduit au probleme
elliptique suivant :

V- (kVu)=f, (1.3)

avec des conditions limites de Dirichlet ou de Neuman sur la pression. Pour simplifier, on
se restreint par la suite a des conditions de Dirichlet homogénes. On suppose également

que la conductivité hydraulique est dans L>(Q) et que la donnée f est dans L?(12).

1.2.2 Le cadre mathématique

La formulation faible de (1.3) consiste a

Chercher u € H(Q) tel que
{ 0( ) q (1.4)

JokVuVu=[,fv VoveH}Q).
Par ailleurs, plusieurs formulations faibles du probleme (1.2) peuvent étre considérées.

D’une part, on peut considérer deux formulations symétriques dans laquelle I’espace de

solution pour les inconnues (o, u) est le méme que 'espace des fonctions tests. Ces deux
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formulations symétriques different du fait que soit la vitesse soit la pression est cherchée
dans un espace présentant plus de régularité. D’autre part, il est également possible de
considérer une formulation non-symétrique dans laquelle I’espace de solution et l'espace
des fonctions tests sont différents. Décrivons brievement ces différentes formulations.

e Formulation symétrique dans H(div; Q) x L2(9).

L’intégration par parties de la loi de Darcy conduit a la formulation faible suivante :

Chercher (o,u) € H(div; Q) x L?(Q) tel que
Joom— [okuV-T=0 V7€ H(div;Q), (1.5)
JqvVeo = [q fv Vv e L3(Q),

ot H(div; Q) = {0 € [L2(Q)]4, V-0 € L*(Q) }. Des conditions aux bords sur le flux
peuvent étre imposées en considérant un sous-espace de H(div;{2). L’équation de
conservation de la masse a été conservée telle quelle.

e Formulation symétrique dans [L2(Q)]? x H(Q).
L’intégration par parties de l’équation de conservation de la masse conduit a la

formulation faible suivante :
Chercher (o,u) € [L3(Q)]? x HL(Q) tel que
JooT+ [kTVu=0 V7 e [L2(Q)], (1.6)
— Jqo-Vv= [ fv Vove HH Q).
Dans cette formulation, c’est I’équation de Darcy qui a été conservée telle quelle.
e Formulation non-symétrique dans H (div; Q) x H}(Q) et [L?(2)]¢ x L*(Q).
Dans cette these, nous nous intéressons a une formulation de ce type dans laquelle les
espaces de solution pour la pression et pour la vitesse ont plus de régularité que les

espaces des fonctions tests. Cette formulation a été considérée dans [TT99, Cro00].

La formulation faible de (1.2) consiste a

Chercher (o,u) € H(div; Q) x H(Q) tel que
Joo T+ [okTVu=0 Vre[L*0), (1.7)
JovVeo= [, fv Vv e L?(9).
On remarquera qu’aucune intégration par parties n’a été effectuée. Dans cette for-
mulation, ’équation de Darcy et ’équation de conservation de la masse ont donc

été conservées telles quelles. On observe qu'une autre formulation non—symétrique,
duale de (1.7), consiste & chercher (o, u) € [L%(Q)]% x L?() et & prendre les fonctions
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test dans H (div; Q) x HE (), [Cro00]. Dans ce cas, I'’équation de Darcy et I’équation
de conservation de la masse doivent étre intégrées par parties. Cette formulation ne
sera pas considérée dans cette these.

La caractere bien posé des formulations présentées ci-dessus, notamment de (1.7) peut

se montrer en utilisant le théoreme BNB ; voir le chapitre 2.

1.2.3 Approximation par éléments finis

Nous rappelons dans cette section les approximations par éléments finis de plus bas
degré des formulations faibles ci-dessus. Avant de faire cette présentation, non—exhaustive,
définissons pour une fonction R-valuée, v, continue par morceaux le saut de v a travers

une face intérieure de la triangulation F' de F }Z par
[U]F = v|Tln1 + ’U‘TQTLQ,

ou 711 et Ty sont les deux éléments de 7; partageant la face F' de normales extérieures
respectives nj et ng (voir figure 1.3). Dans le cas d’une face F' sur le bord 0f2 on définit le

saut de v a travers F' par

[v]F = v|Tn,

ou T est I’élément de 7T;, qui contient la face F. De méme pour une fonction R%-valuée, 7,

continue par morceaux le saut de 7 & travers une face intérieure F' de F} est défini par
[7lp =7l n1 + 71y n2
et dans le cas d'une face F' sur le bord 92 on définit le saut de 7 a travers F' par :

[T]F:T‘T-TL.

Ty

F1a. 1.3: Deux triangles partageant une face intérieure
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On désigne par P*(T') I'ensemble des polynémes sur T' € 7y, de degré total inférieur ou égal
a k, avec k > 0. Enfin, I’espace Pk(’Th) désigne ’ensemble des fonctions dont la restriction
a chaque triangle 7' de 7j, est dans P*(T).

On peut distinguer deux approximations par éléments finis de (1.4) de degré un. La
premiere est une approximation conforme de la pression, c’est-a-dire que ’on cherche la
solution approchée dans l’espace des fonctions continues qui sont linéaires sur chaque

élément du maillage et qui s’annulent au bord. Cette formulation s’écrit :

{ Chercher uy, € Pcl,o('];z) tel que (1.8)
Jo kEVup-Vo, = [ fon Yo € PLo(Th),
ol

Plo(Ty) = {vn € Hy(Q); VT € Ty, vp|r € PY(T) }. (1.9)

La deuxiéme approximation est une approximation non—conforme de la pression, c’est-a-
dire que I'on cherche la pression dans I’espace des fonctions linéaires sur chaque élément du
maillage qui sont uniquement continues aux barycentres des faces et qui sont en moyenne
nulles sur les faces du bord. Cet espace est ’espace d’éléments finis de Crouzeix—Raviart,
noté P, (75) et défini par [CR73]

Proo(Th) ={wvn € L*(Q); VT € Ty, vp|r € PY(T); VF € Fp, / [vn]l,=0}.  (1.10)
F

Ainsi, 'approximation non—conforme de (1.4) consiste a

Chercher uy, € PI}C 71) tel que
{ " olTh) tela (1.11)

ZTeTh fT kEVuy-Vup = fQ fop Yoy € P&C’O(ﬁl) .

Intéressons—nous maintenant aux approximations du probleme mixte (1.2).
e Approximation de la formulation symétrique dans H(div; Q) x L?(Q).
On approche la vitesse o par une fonction linéaire sur chaque élément de la triangula-
tion et de composante normale continue au milieu des faces. Pour cela, on introduit
'espace d’éléments finis de Raviart-Thomas de plus bas degré RT°(7;,), [RT77],

défini comme suit

RT(T;) = {m € [L*(Q)]% VT € T, 7|7 € RT(T); VF € Fy, /F[Th]p =0},
(1.12)

ot RT°(T) est l'espace des polynémes en x de la forme ax + 3 avec a € R et

B € R? La pression u est approchée dans I'espace des fonctions constantes par
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morceaux P%(7;,). Ainsi, le probléme discret consiste A :

Chercher (op,,up) € RT°(71,) x P°(7y,) tel que
anh'Th—kauhV-Th:O Y1 ERTO(’Th), (1-13)
fQ v V.o, = fﬂ fon Yo, € PO('Z;Z) .

L’équation de conservation de la masse discrete est équivalente a
V'O'h = fh )

ot fr = I'f, TI° étant I'opérateur de projection L2-orthogonale sur P°(7;). On
obtient donc une conservation locale de la masse sur chaque maille. Par contre, la
loi de Darcy n’est satisfaite qu’au sens des distributions. On utilise une technique
d’hybridation pour réduire le cotit de calcul du probleme (1.13); voir par exemple
[BF91].

Approximation de la formulation symétrique dans [L2(Q)]¢ x HE ().

On cherche la vitesse approchée dans [P°(73)]¢ et la pression dans PCI,O(Th), ce qui

conduit au probleme discret suivant :

Chercher (o, up,) € [PO(T3)]¢ x Pcl,o('];z) tel que
Jaonmh+ JokmVu, =0 V7, € [PY(T;))?, (1.14)
- fQ on-Vop = fQ fon Yoy € Pcl,()(,];l) .

La solution approchée uy, est solution du probleme (1.8) et on a une reconstruction
locale de la vitesse. Par contre, ’équation de conservation de la masse n’est satisfaite
qu’au sens des distributions. Une autre approximation également recontrée dans la
littérature repose sur une ’approximation non—conforme de la pression. Le probleme

discret consiste a
Chercher (op,,up) € [P°(T)]¢ x Pr}c,o(’];z) tel que
Joonmh+ Yper, JrkmnVu, =0 V7, € [PY(T,)], (1.15)
—2ren, JronNVun = Jo fon Vun € Py o(Th) -
La solution approchée de (1.15) est solution du probléme non—conforme (1.11). Cette
approximation conduit aussi a une reconstruction locale de la vitesse. L’équation de
conservation de la masse n’est satisfaite qu’au sens des distributions.

Approximation de la formulation non-symétrique dans H (div; Q) x H (Q) et [L2(0)]¢ x
L2(9).



1.2. Ecoulements darcéens en milieu poreux

La vitesse et la pression sont approchées, respectivement, dans 1’espace de Raviart—
Thomas de plus bas degré, RTY(7},), et dans I'espace de Crouzeix—Raviart, Px}go (73,).

Cette formulation discrete non—conforme de type Petrov—Galerkin s’écrit :

Chercher (o4, up) € RT(Tp,) % Py o(Tn) tel que
Joonmh+ X rer, Jr Vur =0 V7, € [PY(Ty))?, (1.16)
fﬂvhv-ah:fgfvh VU}ZEPO(%).

Le schéma discret (1.16) est intéressant car les fonctions tests sont localisées aux
éléments du maillage. Ainsi, ce schéma peut étre interprété comme une méthode
de volumes finis et est souvent appelé schéma boite (finite volume box scheme,
en anglais). Pour les équations de Darcy, le schéma boite de plus bas degré a été
introduit dans [CC98] et une interprétation en degré de libertés dans le cadre de
la méthode des éléments finis est donnée dans [Cro00]. Des versions de plus haut
degré sont analysées dans [CG02,Gre03]. Le schéma boite (1.16) est doté de trois
propriétés importantes :

— Sur chaque triangle T de 7j, on a la reconstruction locale de la vitesse approchée

suivante :

onlr = —klrVuplr + 4 ful ey, (1.17)

ou 7r,1l est le polynome de degré un par morceaux tel que pour tout T € 7, et pour
tout = (1, -+ ,xq) €T, w}l(x) =(x1—Gra1, - ,2a—Gra),ou (Gra,...,Gra)
sont les coordonnées cartésiennes du barycentre Gp de T. Pour simplifier on a
supposé que la conductivité hydraulique k est constante par morceaux, mais une
formule de reconstruction existe également si k est variable dans T'.

— Pour T € 7Ty, on a la conservation de la masse discréte suivante
Von = fn. (1.18)

— La pression approchée uy, est solution du probleme

Chercher uy, € P&C 71) tel que
{ " olTh) tela (1.19)

Yorer, Jr kVunNon = Jo favn  Von € Paeo(T) .-
Une conséquence importante de cette propriété est que pour obtenir la solution

(on,up) de (1.16), il suffit de résoudre le probleme (1.19) puis de reconstruire le
champ oy, selon (1.17).
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Achdou et al. proposent dans [ABC03] une formulation mixte symétrique de I’équation
de Poisson avec des conditions de Neumann imposées sur la vitesse. Deux schémas de
discrétisation sont proposés et les auteurs montrent qu’en fait chaque schéma est équivalent
a un schéma de volumes finis. De nombreux schémas de volumes finis ont été développés
et analysés pour 1’étude de 1’équation de Darcy. On pourra se référer a [EGHO00] pour une
introduction aux méthodes de volumes finis. Les liens entre les méthodes d’éléments finis
et de volumes finis ont été étudiés dans plusieurs travaux, tels que [BSW83,GP99,ABC03].

1.3 Transport de polluants

Dans cette section, nous présentons I’équation de convection—diffusion—réaction modélisant
le transport de polluants. Nous en présentons quelques formulations mathématiques et

leurs approximations numériques.

1.3.1 Le probleme modele

Le transport d’un polluant peut étre modélisé par 1’équation de convection—diffusion—
réaction. Notons par D lopérateur différentiel du second ordre D = —A(-) et par A
I'opérateur différentiel du premier ordre A = 3-V(-) + v(-), avec 8 € [L>®(Q)]4, V-8 €
L®°(Q) et v € [L>®°(Q)]%. Avec ces notations, I’équation de convection-diffusion-réaction
s’écrit

eDu+ Au=f. (1.20)
L’inconnue u représente, par exemple, la concentration d’une espéce chimique transportée
par le champ d’advection (3, € est le coefficient de diffusion, v le coefficient de réaction et
f le terme source. Le probleme (1.20) est posé dans un domaine 2 et est fermé par des
conditions sur le bord 92 qui portent sur la concentration ou sur le flux de celle-ci.

Effectuons tout d’abord un changement de variable afin d’obtenir des coefficients et

un domaine 2 adimensionnés. Soit Cq > 0 la constante de Poincaré définie par

v
Co— inf Vollo,0
verl (@) [vlog

Définissons la longueur lg par
lo = CS; L

Par le changement de variable 2/ = %x pour z € ), le probleme (1.20) s’écrit

—Au' + 3V +Vu=f dans Q, (1.21)

10
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o ) est I'image Q par le changement de variable considéré ci-dessus. Pour z € Q et

x' e,

1
/Boo,Q

ol S0 est la norme L™ de § sur 2. De plus, les parametres adimensionnés €', 3 et v/

u'(a) =u(z),  f(a) (z),

sont définis par

r_ € r_ B = vig
lofso Boo2 Boo,02

€

Notons que le coefficient € peut s’interpréter comme l'inverse du nombre de Péclet. Par
la suite, nous omettons le signe ’ et il sera donc implicitement entendu que les coefficients
sont adimensionnés.

Dans de nombreuses applications, il est intéressant de connaitre le flux de polluant.
Pour cela, introduisons la variable auxiliaire 0 = —Vu . Nous obtenons alors la formulation

mixte suivante de (1.20) :

oc=-Vu dans €2,
eV-o+ [B-Vu+rvu=f dans Q.

(1.22)

1.3.2 Le cadre mathématique

Pour simplifier cette présentation, nous imposons des conditions limites de Dirichlet

homogenes. Considérons la formulation faible de (1.20) :

Chercher u € H}(Q2) tel que

(1.23)
a(u,v) = (f,v)o,0 Yv € H&(Q),

a(u,v) :/QEVU-V’U—}-/Q(ﬂ'VU-FVU)U.

On suppose qu’il existe une constante g > 0 telle que 0 = v — %V-ﬁ > oy p.p dans €,
si bien que le probleme (1.23) admet une et une seule solution. Si v = 0 et V-5 = 0, le
probleme (1.23) admet une et une seule solution si 5 est un champ remplissant, i.e., si
pour presque tout x dans 2, il existe une courbe caractéristique qui atteint 02 en temps
fini [Aze95].

11



Chapitre 1. Introduction

Dans cette these, nous nous intéressons également a la formulation non-symétrique de
(1.22) suivante :

Chercher (o,u) € H(div; Q) x H}() tel que
JooT+ [oT-Vu=0 V7 e [L2(Q)9, (1.24)
Jae(V-ov) + [o(B:Vuv+ [qruv = [, fv  Yve L*(Q).
Au chapitre 3, nous montrons le caractére bien posé du probleme (1.24). L’intérét de cette

formulation est qu’elle sert de base a la construction d’un schéma boite pour approcher le

probléeme de convection—diffusion—réaction (1.23).

1.3.3 Approximation dans un cadre conforme

Soit X}, un sous-espace de H}(f2) de dimension finie. La discrétisation de (1.23) par la

méthode de Galerkin standard s’écrit :

Chercher uy, € X, tel que
{ (1.25)

a(up,vn) = (f,vn)on  Yuop € Xp.

Le probleme (1.25) admet une et une seule solution si et seulement si il existe une constante

ap, > 0 telle que :
inf sup a(wh, V) > ap,
wWh€Xh v, e Xy, HwhHLQthHLQ

ol [|-||s,o désigne la norme canonique de H®, avec s > 0. De plus, pour obtenir des es-
timations d’erreur optimales il faut que la constante «ay soit minorée par une constante
indépendante de h. Malheureusement, il existe en général deux constantes c; et co telles

que

cih < inf  sup a1(wn, vn)

< eoh 1.26
wh€Xn v, e X, [wnll1,ellvallon ’ (1:26)

ou aj(wp,vy) = fﬂ(ﬁ-th)vh; voir [EG04, p222] pour une preuve en dimension un. En
régime d’advection dominante, i.e. € < 1, ce résultat se traduit par ’apparition d’oscil-
lations non—physiques dans la solution approchée de (1.25). Pour remédier & ce probleme
différentes méthodes de stabilisation ont été introduites. Nous en présentons une revue

non—exhaustive.
e Laméthode de Galerkin/Moindres carrés (GaLS, de 'anglais Galerkin Least-Squares)
Dans [BH82] les auteurs stabilisent la formulation de Galerkin (1.25) en ajoutant un

terme de diffusion dans la direction des lignes de courant. Cette méthode est aussi

12



1.3. Transport de polluants

appelée streamline diffusion method. En notant hp le diametre du triangle T' de 73

et en posant A, = €D + A, le probleme discret s’écrit :

Chercher uy, € X}, tel que pour tout v, € X,

a(up,vp) + > 8(hr)(Acun, Acvn)or = (fvn)oq+ Y 6(hr)(f, Acvn)or (1.27)
TeT, TET,

ot d(hr) est une fonction dépendant de € et de hp pouvant par exemple étre choisie

1 e\ !
olhy)=|—+ — .
(hr) <hT " h%)
On pourra se référer a [JNP84,Joh87,Cod98,RST96,QA97] pour 'analyse numérique

de (1.27). L inconvénient de cette méthode est que le parametre de stabilisation

comme suit :

dépend du coefficient de diffusion et de la taille du maillage.

e La méthode de viscosité de sous—maille
La méthode de stabilisation par viscosité de sous—maille a été introduite par Guer-
mond dans [Gue99] pour un probléeme du premier ordre et géneralisée & un probléme
du second ordre dans [Gue0l] .

On considere un espace de dimension finie X que 'on enrichit comme suit :
Xt =X, o X!, (1.28)

Alors, tout élément uy de X; se décompose de facon unique dans Xj © X}fl comme
suit :

ul, = up, + ul .

On dit que X}, est 'espace des échelles résolues et X }fl I’espace des échelles fluctuantes.
On dit que uy, est la composante de uj aux échelles résolues et ul;l la composante
aux échelles fluctuantes. L’enrichissement de X; peut se faire soit en augmentant
le nombre de degré de libertés soit en considérant une triangulation de taille plus

petite. Supposons que les espaces X} et X} sont tels que

a1 (up, v5
Ja >0, inf sup LJ‘) > a, (1.29)
up€Xn yo €X' [unll1slvhllo
uniformément en h. Ici nous avons posé -1, = ||-llo.o + [|3-V()|lo.o. L’hypothese

(1.29) permet de controler [lup||1 5, mais il manque encore le controle de ||ul |1 g
Une fagon simple de controler cette quantité consiste a ajouter un terme de viscosité

artificielle n’agissant que sur la fluctuation uz

13
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Dans le cas des équations de convection—diffusion-réaction, ce terme peut étre choisi

pour tout ug, vfb € X,fl comme suit :

by (uly, vh) :cbh/ Vul- Vol ou  by(ul, o) :cbh/(ﬁ'Vug)(ﬁ‘Vv,fl), (1.30)
Q Q

ou ¢, est une constante indépendante de h et de e. Ainsi, le probleme (1.25) stabilisé

par la méthode de viscosité de sous—maille s’écrit :

Chercher uy, € X7 tel que
{ " (1.31)

a(up, v) +bp(ul,vb) = (f,v$)on Vi € X5

Dans le terme by(+, -) il apparait une constante ¢, qui ne dépend ni de h ni de €. Brezzi
et al. [BKROO] montrent que le choix de cette constante n’est pas sans incidence
sur la qualité des résultats numériques; en particulier, ceux-ci sont améliorés en
considérant un algorithme itératif permettant de calculer cette constante sur chaque
élément de la triangulation.

La méthode de pénalisation sur les faces

Burman et al. [BHO4, Bur04] se sont inspirés des travaux présentés dans [DD76]
pour proposer une méthode de pénalisation sur les faces permettant de stabiliser des
approximations par éléments finis des équations de convection—diffusion en régime de
convection dominante. Cette méthode présente 'avantage d’étre moins cotiteuse que
les méthodes d’approximation de Galerkin discontinues qui, elles aussi reposent sur
une pénalisation des sauts a travers les faces. Dans [BH04] les auteurs considerent
la formulation de Galerkin (1.25) avec X, = Pcl,o('];z) a laquelle ils ajoutent le terme

de pénalisation sur les faces intérieures défini pour tout up, vy, € X, par

Tunon) = 3 [ AWeVuileVonle,
FeF} F

ol 7 désigne une constante indépendante de h et €. Ainsi, le schéma considéré est

Chercher uy, € X}, tel que
(1.32)

a(uh, Uh) + J(uh, ’Uh) = (f, 'Uh)[)7Q V’Uh € Xh .

L’inconvénient des méthodes de pénalisation sur les faces est ’élargissement du sten-
cil de discrétisation, ce qui se traduit par une augmentation des termes non nuls dans

la matrice de rigidité.

14
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Parmis les autres méthodes de stabilisation on peut citer la une méthode appelée
Residual Free Bubbles [BR94| dans laquelle ne figure pas de parameétre dépendant de e
et h. Cette méthode a été reprise dans [FR96, BFR98, BKR00]. Enfin, des approximations
de I’équation de convection—diffusion par schéma boite en une dimension d’espace ont été
analysées dans [Cro02, Gre03, CGO04].

1.3.4 Approximations mixtes et non—conformes

La formulation mixte de problemes elliptiques a été tres étudiée ces dernieres années.
Par contre un nombre relativement moins important de travaux a été consacré a 1’étude
de la formulation mixte des problemes de type convection-diffusion-réaction. Dans [Jaf84,
Daw93,DA99], il est proposé diverses méthodes de décentrement permettant d’obtenir une
approximation stable et convergente. L’inconvénient des méthodes mixtes est le cott de
calcul associé a la résolution du systeme linéaire. Une méthode d’élements finis mixtes
hybrides est introduite dans [SMA97]| conduisant & une réduction significative du cotit
de calcul. Plus récemment, dans [BEGO04] les auteurs consideérent une formulation de
type Petrov—Galerkin discontinue qui est en fait une formulation duale hybride qui, apres
condensation statique, devient une formulation non—conforme primale. Cette derniere for-
mulation est alors stabilisée par une technique de décentrement et 'approximation du flux
convectif—diffusif est obtenu par post—processing.

Un des objectifs de notre étude sur les équations de convection—diffusion—réaction est
d’une part de préserver la continuité du flux a travers les interfaces des éléments de la
triangulation et d’autre part de disposer d’une reconstruction locale du flux discret. Pour
simplifier, supposons que v = 0 (le cas v # 0 est considéré au chapitre 3). Considérons le

schéma boite suivant :
Chercher (o4, up) € RT(T,) % P o(Tn) tel que
Jaonmh+ YXrer, Jph-Vun +tip(un, ) =0 V1, € [PUT))4,  (1.33)
Jo €(V-on)vn + [o(B-Vur)vp + ton(un, vn) = [o fon Yo, € PY(Ty,),

ol ty (-, -) et to (-, -) sont deux formes bilinéaires respectivement définies sur P, ((75) x
[PO(71,)]% et Pr}c,o (Tn) x P°(73,) . La démarche consiste & éliminer le flux discret en posant
7, = eV, pour vy, € Pr}C,O(,];l) afin d’obtenir une formulation en la variable primale sous

la forme suivante :

Chercher uy, € Pl (73) tel que
{ co(7n) (1.34)

an(un, vn) + sp(un,vn) = l(vp)  Vou € P o(Th) .
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La forme bilinéaire ay(-,-) est définie par :

Yoy, , wp, € P&C’O('Z?l), ap(vp, wp) = Z / eVuy-Vup, + Z /(ﬂ'Vuh)vh,
T T

TET, TeTy
et la forme bilinéaire /(-) ne dépend pas de la solution approchée uy. La forme bilinéaire
sp(+,-) est quant a elle, déduite de fagon univoque des forme bilinéaires ¢ (-, -) et ta p(-,-).
Pour plus de détails nous renvoyons a la section 3.5.
Réciproquement, partons du probléeme approché (1.34) et supposons que sp(+,-) se localise
comme suit :
sp(vp, wp) = Z [sLT(vh,HOwh) + 827T(Uh,7T}1L'V’LUh)] ,
TeT),

ot s17(-,-) et sa7(-,-) sont deux formes bilinéaires. Alors, on montre (voir section 3.5)
qu’il existe o, € RTY(7;,) vérifiant une formule de reconstruction locale tel que (o, up)
est solution du schéma boite (3.45). Ces considérations montrent qu’obtenir un schéma
boite du type (1.33) revient & obtenir une approximation stabilisée de (1.25) dans un cadre
non—conforme. Avant de présenter les deux schémas obtenus dans cette these, faisons un
bref état de I'art sur la stabilisation des approximations par éléments finis des équations
de convection—diffusion—réaction dans un cadre non—conforme.

La principale difficulté d’une approximation non—conforme de (1.25) est le controle du
terme convectif. En effet, en intégrant par parties ce terme sur chaque triangle T de 73

nous obtenons pour tout v, € P&C,o(%)

> /T(B'Wh)“h: > %/Fﬁ-[vi]p- (1.35)

TET,, FeF,
Pour que le schéma soit stable, il faut controler ce terme. Dans [JMT97], dans le cadre d'une
approximation dans P&QO (73), les auteurs proposent différentes méthodes de stabilisation

de type GaLS auxquelles ils ajoutent le terme suivant de saut sur les faces :

Z O‘F/F[uh]p-[vh]p. (1.36)

FeFy,
Le coefficient o est choisi en fonction de h et de e. Dans [JMST98], toujours dans le cadre

d’une approximation dans Pl

nc.0(7Zn), les auteurs analysent une méthode de stabilisation

de type GaLS a laquelle ils ajoutent un terme de saut sur les faces, mais cette fois, le
terme de saut ne fait pas intervenir de coefficient dépendant de h et de €. Le terme de saut
considéré est

) /Fﬁ'[uh]F{vh}FJr > /F\ﬁlF[uh]F-[vh]F, (1.37)

FeFy, FeFy,
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ol la valeur moyenne de vy, & travers la face F est définie par {vp}r = 3(vn|ry, + vnlz),
et |Blr = |Bnr|, ot np est un des deux vecteurs normal & F. Le premier terme de
(1.37) permet d’assurer la stabilité du probleme discret et le second terme la convergence
de l'erreur de consistance uniformément en e. Néanmoins, dans cette méthode, il reste a
choisir le parametre venant de la stabilisation GaLS qui dépend de h et de e.

Stynes et al. [ST01] montrent que dans le cas de ’élément fini rotationnel rectangulaire,
on peut s’affranchir du terme de saut sur les faces pour obtenir la stabilité du probleme.
Knobloch et al. [KT03] construisent un nouvel élément fini non-conforme d’ordre 1 de sorte
que la méthode GaLS ne soit pas modifiée par I'ajout d’un terme de saut sur les faces.
L’inconvénient de cet élément est qu’il est de dimension égale a deux fois la dimension de
I’espace de Crouzeix—Raviart.

Dans ce travail, nous proposons deux nouvelles méthodes de stabilisation de I’équation
de convection—diffusion-réaction. La premiere est une méthode de stabilisation par vis-
cosité de sous—maille dans un cadre non—conforme qui s’inspire de la méthode présentée
et analysée dans [Gue0l] dans un cadre conforme. La seconde est une méthode de sta-
bilisation par pénalisation sur les faces qui s’inspire de la méthode présentée et analysée
dans [Bur(04, BHO3].

e Stabilisation par viscosité de sous—maille.

Nous considérons cette méthode pour I’équation (1.20) avec des conditions de Diri-
chlet homogenes. Pour I'espace des échelles résolues nous choisissons ’espace d’éléments

finis de Crouzeix—Raviart Pt

c,0(7n). Pour I'espace des échelles fluctuantes, nous choi-

sissons l'espace de Fortin—Soulié By.(7;,) défini par
BHC(/];L) = vectrer, {b%c} ) (1.38)

ou

d
Wlr=2—(d+1))_ Ay,
=0

(1.39)
b%C|Q\T =0 )
ol {\; 7}o<i<q sont les coordonnées barycentriques de T'. Posons
X}ez = PI”}C,O(I];L) @ Bnc(%) .
Alors, le probleme discret que nous considérons est le suivant :
Chercher u$ € X7 tel que
b (1.40)

@h(u(;L?vz) = (f’ v}eL) sz € Xea
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oll nous avons posé

On(uf, v5) = an(us, vfy) + edp(uf, v5) + by (ul, vh) + Jo(us, v5) | (1.41)
avec
n(ug,, vp) Z / B-Vup + vuy)vp,  dp(uj,vy) Z / Vuy,-Voy,
TET, TET,
by (uly, vh) = ¢ Z hT/ Vul,- Vol avec ¢, > 0,
TGTh
o(ug,vy) Z Jo,r(uy,,vy,) avec Jo p(up,vp) / B-[u
FE]—"
ou v}ll est la valeur aval de vy, définie pour F € ]—',"L et pour presque tout x € F par
|

vy, (z) = lim,_o+ vp(z + v6). Au chapitre 3, nous présentons une analyse d’erreur a
priori et a posteriori de ce schéma ainsi qu’une réinterprétation en un schéma posé
sur les échelles résolues.

e Stabilisation par pénalisation sur les faces.

Pour cette méthode, plutét que d’imposer des conditions limites de Dirichlet ho-
mogenes nous allons imposer des conditions de Robin sur le bord rentrant 0€;, et
des conditions de Neumann homogenes sur sortant 0€Qqus, ol Qi et Iyt sont

définis par :
Oy ={z€dQ : fn<0} et O ={xre€d: fn>0},

si bien que 092 = Qs U 0Qn.

Avec des conditions mixtes de Robin et Neuman, le probleme (1.20) s’écrit

—eAu+ -Vu+vu=f dansQ,
—eVun+pBnu=g sur 0y , (1.42)
Vun=0 sur 9Qout ,

oil g est un terme source. Introduisons I'espace PL.(7},) :

PL(T) = {v, € L*(Q); VT € Ty, vpir € PHT); VF € Fi, / [vp] » = 0} .
F

Le schéma que nous considérons est le suivant :

{ Chercher uy, € PL.(73,) tel que pour tout v, € PL.(73) (1.43)

ap(up,vp) + Jo(up, ve) + Ji(un, vn) = (f,vn)o.0 — (9, 01)0,004, »
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1.3. Transport de polluants

ou
uh,vh Z /GVU}L Vvh—i—/Tuhvh— Z /uhﬂ -V,
TeT, TeT,
+ ) /ﬁ UhUhF+/ (B-n)upvp (1.44)
Fe]:z 8Qout
et

Jo(un,vn) = Y Jor(un,vn), Jop(un,vs) = —/ B[un) vy,
F

Fer, ) (1.45)
J1(up,vp) ZF%; Ji,r(un,vn) , Jl,F(Uh,Uh):/FﬂOOF[ﬁ Vup|p-[B-Vui)p

On conviendra que Ji g (up,vh) = 0 si foo,p = 0.

L’avantage du schéma (1.43) par rapport aux méthodes existantes dans le cas non-
conforme réside dans le fait qu’il n’y a pas de terme dépendant de € et h a choisir.
Pour I’analyse d’une méthode de stabilisation par pénalisation sur les faces dans un
cadre non-conforme ou les conditions limites sont imposées faiblement on pourra se
référer a [Bur04].

L’implémentation numérique des termes de pénalisation Jo(-,-) et Ji(-,-) nécessite

la connaissance des faces voisines au sens décrit & la figure 1.4.

F1G. 1.4: Faces voisines de la face F

La structure de la matrice de rigidité en est alors modifiée. En dimension 2, la

matrice de rigidité d’un probleme posé sur Pl ,(7;,) contient cinq éléments non nuls

nc,0
sur chaque ligne de la matrice (trois pour les faces du bord). En introduisant les
termes de pénalisation Jy(-,-) et Ji(+,-), il y a treize éléments non nuls par lignes

(sept pour les faces de bord).
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1.4 Les estimations d’erreur a posteriori

Les estimations d’erreur a posteriori ont été introduites en 1978 par Babuska et Rhein-
bolt [BR78a,BR78b]. A la différence des estimations d’erreur a priori, les estimations d’er-
reur a posteriori permettent de controler 'erreur exacte par une quantité ne dépendant
que de la triangulation, des données du probléeme (membre de droite, conditions limites,
parametres du modeles physiques) et de la solution approchée (donc connue). Depuis les
travaux de Babuska et Rheinbolt, I'intérét pour de telles estimations s’est considérablement
accru. Cet intérét est principalement da a la nécessité d’obtenir des résultats numériques
précis sans que le colt de calcul soit trop élevé. En effet, 'analyse d’erreur a posteriori
permet de déterminer explicitement si la solution approchée est une approximation de la
solution exacte v suffisament précise pour les besoins de 'ingénieur. De plus, afin d’op-
timiser les calculs, les estimations d’erreur a posteriori permettent de raffiner certaines
parties de la triangulation en fonction de la solution approchée.

En notant e(up) et n(up), respectivement l'erreur exacte et l'estimateur a posteriori

de cette erreur, on souhaite obtenir des inégalités du type

en(up) < e(up) < en(un)

avec des constantes ¢ et ¢ indépendantes de la taille des triangles de 7. Ces inégalités
signifient que l'erreur est globalement équivalente a l’estimateur d’erreur a posteriori.
La majoration indique que n(uy) est fiable et la minoration que n(uy) est optimal. La
notion de fiabilité permet d’apporter une garantie a la précision des calculs. Par ailleurs,
en localisant 1’estimateur 7(uy,), on peut générer un nouveau maillage sur lequel on espere
que l'erreur soit plus petite et ainsi obtenir une solution approchée plus précise. La notion
d’optimalité est importante car elle garantit que I'erreur obtenue est petite sans que le
colit de calcul ne soit trop important.

En pratique, on localise ’erreur et ’estimateur d’erreur a posteriori, sous la forme

N
N

e(up) = Z er(up)? et  n(up) = Z nr(up)?

TeT, TeTy,

La quantité nr(up) est appelée indicateur d’erreur local. On souhaiterait obtenir une
équivalence entre l'erreur locale er(up) et lindicateur local np(up) c’est-a-dire que sur
tout triangle T' € 7y,

enr(un) < er(un) < enr(un) .

20



1.4. Les estimations d’erreur a posteriori

Lorsque I'erreur s’exprime en fonction de I'inverse d’un opérateur différentiel il n’est pas
possible d’obtenir une majoration locale de ’erreur. Dans la plupart des cas, on obtient

une majoration globale de lerreur du type

1
2

S er(un)? | <e D nrlun)®|

TGTh TGTh

et une minoration locale de 'erreur de la forme

enr(un) < | D er(un)® | + P(Th, Ar, f),
TeAT

ot Ay est un patch d’éléments autour du triangle T" et P(7p, Ap, f) est une perturbation
soit négligeable, soit du méme ordre que l'erreur > e n . e7(up).

Lorsque l'indicateur local est jugé trop grand sur un élément de la triangulation, alors
cet élément est raffiné, et, inversement, lorsque 'indicateur est jugé suffisament petit sur un
patch d’éléments, ceux-ci sont déraffinés. [’annexe B présente un algorithme d’adaptation

de maillage.

1.4.1 Les estimateurs de type résidu

Pour des raisons de clarté, placons—nous dans le cadre du probleme de Poisson avec

des conditions limites de Dirichlet homogenes :

(1.46)

—Au=f dans Q,
u=20 sur 02,

ott f est dans L?(£2). La formulation faible du probleme (1.46) dans H}(£2) est la suivante :

{ Chercher u € H{(9) tel que (1.47)

a(u,v) = (f,v)o.0 Vv € H} (),

ol la forme bilinéaire a(-,-) est définie sur H}(Q) x HJ () par a(u,v) = [, Vu-Vv. Par
le théoreme de Lax-Milgram, il est clair que le probleme (1.47) admet une et une seule
solution. L’approximation par des éléments finis P'-conformes de la formulation faible
(1.47) s’écrit :

{ Chercher uy, € PC{O(’]}L) tel que (1.48)

a(un,vn) = (f;vn)on  Yun € PLo(Th).
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Gréce a la coéreivité de la forme bilnéaire a(-,-) sur Hg(Q) x H}(2), il est clair que pour
u € Hy(Q) et up € Ply(T,), respectivement, solutions de (1.47) et (1.48), on a

a(u — up,v
allu—uplig < sup LE=Um?)

veri@ vl
< Au—up),v >y 1
< s ( )V > =10, 1 (@)
veHL(Q) [v][1,0

< |f + Aupll-1,0,

ou < - >poig)mie) € [l-1,0 désignent respectivement le produit de dualité entre
H7YQ) et H}(Q) et la norme canonique de H~1(2). L’inégalité ci-dessus est bien une
estimation d’erreur a posteriori de l'erreur ||u — up||1,0, mais la norme ||-||-1,o n’est pas
facile & évaluer en pratique et n’est pas localisable. Néanmoins, I'idée d’intégration par
parties pour éliminer la solution exacte u est a retenir. En intégrant par parties sur chaque
élément de la triangulation 7}, on évite la norme ||-||_1 o et on localise I'estimateur d’erreur

a posteriori.

Proposition 1.4.1 (Fiabilité). Soient u et u; les solutions respectives de (1.47) et
(1.48). Supposons que la famille de triangulations (Tp,)n~o est réguliére. Alors il existe

une constante c telle que :

lu—unllio<e| D erlun f)*| (1.49)

TeT),

avec les indicateurs d’erreur locaux

1
VT €T, er(un, f) = hrllf + Aupllor + 5 Y hEI[Vunlrllor - (1.50)
FeFr

Pour la preuve de ce résultat, on renvoie a [Ver96]. Dans la littérature, la quantité ez (up, f)
est appelé indicateur d’erreur par résidu car f+ Awuy, est le résidu de 'EDP f = —Aw. Une
remarque importante est que la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-) n’est pas utilisée
dans la démonstration de la fiabilité, ce qui permet de généraliser la démonstration a
des problemes ou la forme bilinéaire vérifie seulement une condition de type inf-sup. Le

résultat suivant montre que l'indicateur d’erreur local er(up, f) est optimal.

Proposition 1.4.2 (Optimalité). Soit | € N et posons Zy, = {vn, € L*(Q); VT €
Ty ,vnlr € PYT)}. Supposons que la famille de triangulations (Tp,) >0 est réguliére. Alors,
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1.4. Les estimations d’erreur a posteriori

il existe une constante c telle que

I+ Sl < e (= whr+ ing 17 = wnllor ) (151)
vRLEZ R

_1 1
1V wlelor < e (el = uwhag + 1 ing If = loar) . (152
VRLEZ R

er(un, f) < c(Ju—unli,ap +hrllf —vnlloas) - (1.53)

La preuve de 'optimalité des estimateurs d’erreur a posteriori par résidu est également
due & Verfiirth, voir [Ver96] et [EG04] pour [ # 0.

Cette technique d’estimation d’erreur a posterior: étant peu cotteuse, elle est utilisée
dans de nombreux domaines d’application. Pour les équations de Stokes, Verfiirth dans
[Ver89, Ver91] obtient un estimateur par résidu fiable et optimal. Babuska et al. [BDR92]
s’intéressent aux calculs des constantes apparaissant dans la majoration et la minoration
de erreur. Bernardi et Verfiirth [BVO00] établissent pour ’équation de Poisson a coeffi-
cients variables des opérateurs d’interpolation permettant d’obtenir des constantes dans
les estimations d’erreur indépendantes du rapport entre le maximum du coefficient du
coefficient de diffusion et le minimum. Achdou et al. dans [AB01, ABC03] proposent deux
estimateurs par résidu pour les équations de Darcy & perméabilité variable. Les travaux
de Carstensen [Car97] et ceux de Hoppe et Wohlmuth [HW97] analysent un estimateur
par résidu pour une formulation mixte du probleme de Poisson. Verfiirth [Ver94] étudie
des estimateurs d’erreur a posteriori pour des problemes elliptiques non-linéaires. Pour
les problemes de convection—diffusion Verfiirth [Ver98| présente un estimateur par résidu
dit robuste au sens ou le rapport des constantes intervenant dans les inégalités de fiabilité
et d’optimalité explose au plus en l'inverse du nombre de Péclet en régime de convec-
tion dominante. Pousin et Rappaz [PR94] obtiennent un estimateur par résidu pour les
équations de convection—diffusion non-linéaires. Schieweck [Sch02] propose un estimateur
dans le cadre d’une méthode non-conforme pour la discrétisation du probleme de Pois-
son. Ce type d’estimateur est également utilisé pour des discrétisations de type volumes
finis. On pourra se référer & [ABMV03, ANTO03] pour des problemes elliptiques linéaires et
a [BMV03,BMO00] pour des problemes non-linéaires.

1.4.2 Les estimateurs de type hiérarchique

Les estimateurs d’erreur a posteriori de type hiérarchique ont été introduits par Bank
et Weiser [BW85]. Pour simplifier, on considére le méme probleme modele que dans la

section précédente.
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Enrichissons 1’espace Pcl,o(,]ﬁ) par X, C H(Q) tel que P&O(ﬂ) et X, forment en
somme directe, notée X,. L’enrichissement de PC{O(’Z}l) peut se faire de sorte que l'espace
X, soit un espace d’éléments finis d’ordre plus élevé, par exemple Pc2,0 (71), ou bien de sorte
que X}, soit un espace d’éléments finis basé sur une triangulation plus fine, par exemple
Plo(Th2)-

Considérons maintenant le probleme suivant :

Chercher @y, € X}, tel que (1.54)
a(@n,on) = (f,on)oa  Yon € Xn, '
et le probléeme résiduel posé sur )?h
Clierc/}}er up, € /)\A(h tel que ) ) ~ (1.55)
a(Un,vn) = (f,0n)o0 — alun,vh) VUi € Xp.

Supposons que les deux problemes ci-dessus sont bien posés. L’hypothese de saturation
suivante signifie que Uy, est une meilleure approximation de u que uy, autrement dit que

up, converge plus vite vers u que up,.

Hypothése 1.4.3 (Hypothése de saturation). Il eziste une constante 5 € ]0,1]
indépendante de h telle que

lu—Tnlhg < Bllu - unlhe. (1.56)

C’est sous cette hypothese que Bank et Weiser [BW85] montrent que dans le cas d'un
probleme elliptique, linéaire, symétrique et défini positif, 'erreur ||u—up||1,0 est équivalente
a ||upll1,0, ie.,
(1= 822 |fan]10 < lu— unlle < cllin]io-

Durdn et Rodriguez ont montré dans [DR92] que l'estimateur ainsi obtenu était assymp-
totiquement exact. Ce résultat a été généralisé par Bank et Smith dans [BS93], en faisant
I’hypothese de Cauchy-Schwarz forte (appelée aussi inégalité CBS en référence a Cauchy—
Bunyatowski-Schwarz) entre les espaces Pcl,o (7n) et X,

Hypothése 1.4.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz forte). Il existe une constante vy €
[0, 1] indépendante de h telle que

Yo, € Plo(Tn),Yon € Xn,  alvn, ) < llonllielvnlio-

Une interprétation géométrique de cette inégalité est que I’angle entre les espaces Pcl,o (7p)

et X n est strictement aigu uniformément en h. Ainsi, on obtient le résultat suivant :
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1.4. Les estimations d’erreur a posteriori

Proposition 1.4.5 (Fiabilité et optimalité).
1
(1 - 6%)7|un

On remarquera qu’on obtient uniquement une majoration et une minoration globales

Lo < (1= 1 = 8272 |[anlho- (1.57)

1,0 < |lu—up

de lerreur. Dans [AABM9S|, Achchab et al. généralisent cette technique aux cas des
éléments finis mixtes consistants ou non. Ils présentent un exemple sur la formulation mixte
de Galerkin standard du probléme de Poisson dans l'espace produit RT°(7;,) x P°(7y).
L’enrichissement de cet espace conduit a résoudre un probléme résiduel global. Pour éviter
ce cout élevé, Hoppe et Wohlmuth [WH99] proposent une méthode de décomposition
permettant de résoudre uniquement des problemes résiduels locaux.

Outre le fait que le probleme résiduel doit étre localisé pour que I'estimateur hiérachique
soit facilement calculable, il faut également vérifier I’hypothese de saturation et I'inégalité
de Cauchy-Schwarz forte. Cette derniere peut généralement étre vérifiée par des considérations
algébriques qui sont indépendantes du probleme modele considéré. Par contre, I’hypothese
de saturation n’est pas toujours vérifiée (notamment lorsque l’enrichissement se fait en
raffinant la triangulation). Nochetto [Noc93] montre dans le cadre du probleme de Pois-
son que ’hypothese de saturation est inutile pour obtenir I'estimateur établi par Bank et
Weiser [BW85] en montrant que ce dernier est équivalent a l'estimateur par résidu établi
d’une part par Babuska et Rheinbolt [BR78a] et d’autre part par R. Verfiirth dans [Ver96].
Dorfler et Nochetto, [DN02], toujours pour le probleme de Poisson ou ’espace Pcl,o('];z)
est enrichi de sorte que X, = Pc%o(?ﬁ), montrent que si les oscillations de la donnée f
sont suffisamment petites, ’hypothese de saturation est vérifiée. Plus récemment, Ach-
chab et al. [AAAQ3] construisent un estimateur d’erreur a posteriori hiérarchique pour
un probleme de perturbation singuliere approché par des éléments finis P'conformes ne
nécessitant pas I’hypothese de saturation, ni méme l'inégalité de Cauchy—Schwarz forte.
Dans le cadre du probleme de Poisson dans lequel nous nous sommes placés, cette tech-

nique revient & construire un opérateur II : H} () — Pcl,o (7) tel que :
Yo € HY(Q), Yoy, € PC{O(’Z}), a(vp, Iv) = a(vp,v).

Ainsi, on obtient une équivalence entre l'erreur réelle et I’estimateur d’erreur a posteriori
hiérarchique. Notons que dans [AAA03] le choix de )?h permet d’obtenir un estimateur

hiérarchique local.

1.4.3 Autres estimateurs

e Estimation par résolution de problemes locaux.
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Ce type d’estimateur est basé sur la résolution de problémes locaux non—couplés
dont le second membre est le résidu (au sens faible). Le problémes locaux sont
résolus en utilisant un espace d’éléments finis de plus haut degré tout en ayant le
moins de degré de liberté possible. Ces problemes auxiliaires doivent étre posés sur
des sous-domaines (£2;)1<;<p formant un recouvrement de €2 afin d’obtenir une in-
formation sur le comportement local de I'erreur. Enfin, la résolution des problemes
auxiliaires ne doit pas étre plus couiteuse que la résolution du probléme initial. L’es-
timateur d’erreur a posteriori s’exprime comme une certaine norme de la solution
des problemes locaux. Verfiirth [Ver96] propose trois espaces d’éléments finis per-
mettant de satisfaire les différentes conditions évoquées ci-dessus. Ainsi, il généralise
au cas-bi-dimensionnel l'estimateur d’erreur obtenu dans [BR78al. Il reprend l'es-
timateur d’erreur a posteriori obtenu par Bernardi et al. [BMV93] et en imposant
des conditions de Neumann sur le bord de chaque sous-domaine €2;, il montre que
Iestimateur obtenu est une modification de I'estimateur hiérarchique de Bank et
Weiser. Verfiirth dans [Ver98, Ver04| présente des estimateurs d’erreur a posteriori

pour les équations de convection—diffusion.

Estimation par résolution d’un probléme dual.

Cette méthode, introduite par Johnson, [Joh93], permet de contrdler une fonction-
nelle de I'erreur, ce qui dans certains domaines d’application, est plus intéressant que
de controler erreur dans la norme d’énergie (ou de stabilité naturelle) du probleme
considéré. Les estimations d’erreur a posteriori s’obtiennent via la résolution d’un
probleme dual. L’estimateur s’exprime comme le résidu local de la solution approchée
pondéré par des poids dépendant des dérivées secondes de la solution du probleme
dual. La solution duale apporte une information sur l'origine de ’erreur. Dans la
pratique, on doit utiliser une approximation de la solution duale. Par exemple,
Burman et al. [BEGO04] établissent une estimation d’erreur a posteriori par cette
méthode de dualité pour I'étude des flammes de bunsen. Dans [Ran98], Rannacher
s'intéresse a des formulations d’éléments finis mixtes stabilisés par des moindres
carrés tels que le probléme de Poisson mixte, le probleme de Stokes et le probleme de
convection—diffusion—réaction stabilisé par GaL.S. On renvoie aux travaux de Becker
et Rannacher pour plus de détails [BR96,BR01]. Kanschat et Suttmeier dans [KS99]
ont étendu cette technique aux approximationx par éléments finis dans un cadre
non-conforme de I’équation de Darcy. Cette méthode a également été utilisée pour

I’analyse a posteriori de la méthode de Galerkin discontinue pour les équations
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de transport [SW03, BHL03, EP04]. Des estimateurs d’erreur a posteriori pour des
probléemes paraboliques non-linéaires sont analysés dans [JR94, EJ95, EEHJ95].

e Estimation de 'erreur de modélisation.
Les estimateurs d’erreur a posteriori que nous avons vus jusqu’a maintenant per-
mettent de contoler 'erreur de discrétisation en une certaine norme. Pourtant une
autre source d’erreur existe : 'erreur de modélisation. En effet, il est tres fréquent
que le modele le plus approprié a la situation considérée et donc le plus précis ne
puisse étre simulé en raison des couts de calcul prohibitifs qu’il engendre. Ainsi, un
autre modele plus simple et moins précis va étre préféré, au moins dans certaines
parties du domaine de calcul. Cependant, nous ne savons pas a priori quelles par-
ties du domaine requierent le modele précis. Récemment Braack et Ern [BE03] ont
proposé une méthode d’adaptation conjointe du modele et du maillage basée sur la
résolution d’'un probléme dual. Le probleme dual pemet de mesurer 'influence du

modele en une fonctionnelle de la solution approchée.

1.5 Plan du mémoire

Le reste de ce mémoire est composé de quatre chapitres et de deux annexes. Le chapitre 2
est consacré a 1’étude de I'équation de Darcy dans un milieu poreux saturé hétérogene
et les chapitres 3 et 4 sont consacrés a 1’étude des équations de convection—diffusion—
réaction. Le chapitre 5 présente les conclusions et les perspectives. L’annexe A rassemble
divers résultats techniques utilisés dans ce mémoire. L’annexe B présente 'algorithme de
raffinement adaptatif utilisé pour les simulations numériques. Enfin, les notations utilisées
sont indiquées dans une nomenclature.

e Chapitre 2. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la discrétisation de I’équation
de Darcy (1.2) par le schéma boite. Nous nous intéressons en particulier au cas
ou les contrastes de perméabilité sont tres importants. Nous montrons le caractere
bien posé de (1.16) et nous présentons une analyse d’erreur a priori. Une attention
particuliere est portée au fait que les constantes apparaissant dans les estimations
sont indépendantes des fluctuations de la permabilité. Nous présentons une analyse
d’erreur a posteriori. Une premiere analyse a posteriori est faite en utilisant les
techniques d’estimateurs d’erreur a posteriori par résidu. Cette analyse porte sur la
formulation mixte (1.16) et également sur sa formulation primale équivalente en pres-

sion (1.11). Une deuxieéme analyse a posteriori est faite en utilisant les techniques
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d’estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchiques pour la formulation primale en
pression (1.11). Nous proposons trois estimateurs hiérarchiques. Un premier estima-
teur basé sur une hypothese de saturation est obtenu par enrichissement de I'espace
de Crouzeix—Raviart par des bulles non-conformes sur les éléments. Un deuxiéme
estimateur également basé sur cette hypothese de saturation et sur I’hypothese
de Cauchy—Schwarz forte est obtenu par enrichissement de l’espace de Crouzeix—
Ravaiart par des bulles quadratiques sur les faces. Le dernier estimateur est obtenu
par enrichissement de ’espace de Crouzeix—Raviart par des bulles quadratiques sur
les faces. Ce dernier estimateur présente I’avantage de ne pas reposer sur une hy-
pothese de saturation. Nous terminons ce chapitre par des tests numériques illustrant

les résultats théoriques.

Chapitre 3. Ce chapitre est consacré a I’étude de I’équation de convection—diffusion—
réaction avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes. Nous montrons le
caractere bien posé du schéma non-conforme stabilisé par viscosité de sous-maille
(1.40). Nous en faisons également ’analyse d’erreur a priori et montrons qu'il
possede les mémes propriétés de convergence que les schémas usuels. Par conden-
sation des bulles non-conformes nous obtenons un probleme équivalent posé sur
I’espace des échelles résolues. Puis nous nous intéressons a la formulation mixte des
équations de convection—diffusion—réaction (1.22). Nous montrons que la formula-
tion mixte non-symétrique (1.24) est bien posée. Nous discrétisons cette formulation
par un schéma boite et montrons que celui-ci est équivalent au probleme posé sur
les échelles résolues et a une reconstruction du flux discret sur un patch d’élements
du maillage. Ensuite, nous présentons une analyse d’erreur a posteriori de (1.40)
basé sur les techniques d’estimation d’erreur par résidu. Nous montrons que certains
indicateurs sont robustes au sens de Verfiirth [Ver98]. Pour finir, nous présentons

des tests numériques illustrant les résultats théoriques.

Chapitre 4. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’équation de convection—
diffusion—réaction avec des conditions aux limites mixtes de type Robin—Neuman.
Nous montrons le caractere bien posé du schéma non-conforme stabilisé par pénalisation
sur les faces (1.43). Nous en effectuons par la suite ’analyse d’erreur a priori et nous
montrons qu’il possede les mémes propriétés de convergence que les schémas usuels.
Puis nous présentons une analyse d’erreur a posteriori basée sur la technique d’esti-

mateur par résidu. Nous montrons que certains indicateurs d’erreur a posteriori sont
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robustes au sens de Verfiirth. Nous terminons le chapitre par des tests numériques
illustrant les résultats théoriques.

Les résultats présentés dans le chapitre 2 ont donnés lieu a une publication [EAE04].

Les publications relatives aux résultats présentés dans dans les chapitres 3 et 4 sont en

cours de rédaction.
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Chapitre 2

L’équation de Darcy a

perméabilité variable

2.1 Introduction

L’écoulement stationnaire dans un milieu poreux saturé est généralement modélisé par
les équations de Darcy :

(2.1)

c+kVu=0 dans,
Vio=Ff dans 2,

ou o est le vecteur vitesse, k la conductivité hydraulique (ou la perméabilité) qui est uni-
formément minorée par un réel strictement positif, u la pression (ou la charge hydraulique
a une transformation affine pres), et f le terme source représentant les sources ou puits de
masse dans le domaine ). La premiére équation dans (2.1) est la loi phénoménologique de
Darcy et la seconde équation exprime la conservation de la masse. Le probleme (2.1) est
posé dans un domaine §2 et est fermé par des conditions sur la frontiere 02 qui portent
sur le flux ou sur la pression. L’élimination de la vitesse conduit au probleme elliptique

suivant :

—V-(kVu) = f. (2.2)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une formulation dans laquelle les espaces de so-
lution pour la pression et pour la vitesse ont plus de régularité que les espaces des fonctions
tests [CC98, Cro00]. Supposons pour simplifier que I’on impose des conditions aux limites
de Dirichlet homogenes sur la pression, et supposons que la conductivité hydraulique &

est dans L°(€2) et que la donnée f est dans L?(Q). Considérons la formulation faible de
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Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

(2.1) suivante :

Chercher (o,u) € H(div; Q) x H}(Q) tel que
Joo T+ [okTVu=0 V7 e[L*0), (2.3)
JqvVeo= [, fv Vo e L),

ott H(div; Q) = {0 € [L2(Q)]%, V-0 € L?() } et d = 2,3 est la dimension de 'espace. Des
conditions aux bords sur le flux peuvent étre imposées en considérant un sous-espace de
H(div; ). La formulation faible sur Hg(Q) de (2.2) est

Trouver u € HL(Q) tel que
{ 6(2) 2.4)

JokVuVv=[,fv  VYveH}Q).

Ce chapitre est organisé comme suit. Le caractere bien posé de (2.3), 'approximation
de (2.3) par un schéma boite et l'analyse d’erreur a priori du schéma sont présentés a
la section 2.2. Des estimations d’erreur a posteriori de type résidu sont étudiées a la
section 2.3. Deux estimateurs sont établis, I'un basé sur la formulation mixte, I'autre
basé sur une formulation primale équivalente pour la pression discrete. Des estimations de
type hiérarchique sont analysées a la section 2.4. Des estimateurs utilisant des bulles non-
conformes sur les éléments du maillage et des bulles conformes sur les faces du maillage
sont considérés. Des résultats numériques sont présentés a la section 2.5, et on finira par

quelques conclusions a la section 2.6.

2.2 Schéma boite et analyse d’erreur a priori

Dans cette partie, nous précisons les hypotheses faites sur le modeéle et montrons que
le probleme (2.3) est bien posé. Puis, nous décrivons le schéma boite, schéma utilisé pour

la discrétisation de (2.3), et nous présentons son analyse d’erreur a priori.

2.2.1 Hypotheéses et caractere bien posé

Soit © un domaine polygonal dans R? , avec d = 2 ou 3. Pour des raisons de simplicité,
notre analyse est restreinte au cas d’un milieu isotrope dans lequel la conductivité hy-
draulique est un scalaire. Par contre, on s’intéresse a un milieu hétérogene dans lequel les
variations de k£ peuvent étre importantes. D’un point de vue géologique il est raisonnable

de faire I’hypothese suivante :
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2.2. Schéma boite et analyse d’erreur a priori

Hypothese 2.2.1. Il existe une partition Q = Ulel Q avec N Qy =0 pour 1 # 1, tel

que k soit égal a une constante positive k; dans chaque sous-domaine €.

Cette hypothese sera toujours faite implicitement dans ce chapitre, hypothese également
utilisée dans [BV00, ABO1].

On définit le nombre de conditionnement de k comme suit :
oa(k) = max k/ m&nk. (2.5)

Pour des milieux fortement hétérogenes, ce nombre est tres grand. Dans la pratique il est
donc tres important que les constantes intervenant dans les estimations d’erreur soient
indépendantes de ce rapport. Pour cela des normes appropriées pour mesurer ’erreur
ont été introduites dans [BV00]. Pour une région R et ¢ € L*(R), ||¢lo,r dénote la
norme L? de ¢ sur R et ||¢[pt10p = HkiétpHo,R. La méme notation est utilisée si ¢
est une fonction vectorielle dans [L?(R)]¢. Le produit scalaire usuel sur L?(R) est noté

(,)o,r- Pour ¢ € H™(R), m = 1, 2, |p|m r dénote la semi-norme H™ de ¢ sur R.

Pour ¢ € H(R), posons |¢

[¥llk-1501v,8 = ¥ llk-150,r + IV-¥llk-1,0,R-
Posons V = H(div; Q) x H}(Q) et W = [L2(Q)]¢ x L*(Q), munis respectivement des

normes

kilR = Hk%VLpH()’R. Finalement, pour ¢ € H(div; R), posons

[, w)llv = llollk-1av,0 + lulkre et [[(70)[lw = [7llkoe + vlkos- (2.6)

Soit B(+,) la forme bilinéaire définie sur V' x W par
B((o,u), (1,v)) = (0,7)gq + (v, Vo) o + (kVU,T)q - (2.7)

Proposition 2.2.2. Le probléme (2.3) est bien posé.

Démonstration. D’apres le théoréme de Banach—Necas—Babuska (voir, e.g., [EG04, p. 85]),

le probléeme (2.3) est bien posé si et seulement si les deux conditions suivantes sont satis-

faites :
e Blow @)
20 Oy S e v o)~ (eNB1)
Y(r,v) e W, {¥(o,u) €V, B((o,u),(r,v)) =0} = {(r,v) =0} . (BNB2)

(1) Montrons que la condition (BNB1) est satisfaite.
Soit (o,u) € V et posons (7,v) = (k™o + Vu,2u + k~1V-0). Alors, (1,v) € W et

B((o,u), (,v)) = / (ko + K[ Vu® + k™ V0> + 20-Vu + 2V -0) = ||(0.w)[} .
Q
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Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

puisque fQ o-Vu + uV-o0 = 0. Soit Cq la constante de Poincaré telle que pour tout
u € H&(Q)7 lullo.o < Cal|Vulloq. Alors,

1 1 1
Yu e Hy(Q), |k2ullogn < Cooa(k)2||k2Vullogq,

et ainsi,
I, ) < 4llolF-1,00.0 + 4lullfon + IVullfon) < 40w} +4CE 00k ulZqq) -

Donc, la condition inf-sup (BNB1) est vérifiée avec a1 = 2(1 + 46%@(2(]{))%.

(2) Montrons que la condition (BNB2) est satisfaite.
Soit (7,v) € W tel que V(o,u) € V, B((o,u),(r,v)) = 0. Soit € H}(Q) l'unique
solution de V-kVv = v. Alors en posant (o,u) = (—kVv,0), il est clair que (o,u) € V
et

0= B((o,u),(r,v)) = /

oT+ kr-Vu+ovV-o = —/ v?,
Q

Q
ce qui implique v = 0. Finalement, en prenant (o, u) = (7,0), on obtient 7 = 0.

O

Remarque 2.2.3. Comme pq(k) > 1, la constante o dans (BNB1) peut toujours étre
minorée de la facon suivante : @ > cgg(k)fé avec la constante ¢ indépendante de k. Cette

minoration sera utilisée par la suite.

Remarque 2.2.4. Lorsque chaque sous-domaine €); a une intersection non-vide avec le
bord de ) la quantité pq (k) n’apparait plus dans la constante de I'inégalité inf-sup associée

a la forme bilinéaire B(-,-).

2.2.2 Le schéma boite

Pour une famille réguliere de triangulations {73}, de €, 'hypothése qui suit sera

toujours faite dans ce chapitre.

Hypothese 2.2.5. Pour tout h, la triangulation T;, est compatible avec la partition Q =
Uleﬁl au sens ot lintérieur de chaque triangle T € Ty, a une intersection non-vide avec

seulement un des sous-domaines ;.

Ainsi, la conductivité hydraulique k est constante sur chaque triangle T" de 7}, et sa valeur

locale est notée kp. Pour toute face intérieure F' € F} telle que F = TNT" avec T et T” dans
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2.2. Schéma boite et analyse d’erreur a priori

Ty, posons {k}r = $(kr+kr), ki = max(kp, krv), et op(k) = max(kr, kr+)/ min(kr, k).
Pour toute face extérieure I € .7-";?, telle que F' € Fr , posons {k}r = k7 et op(k) = 1.
Enfin, dans ce chapitre ¢ dénote une constante positive indépendante de h et des rapports
oq(k) et op(k), pouvant changer a chaque occurrence.

La vitesse discrete est cherchée dans ’espace d’éléments finis de Raviart—Thomas de
plus bas degré H (div;2)-conforme, [RT77]

RTY(T;) = {a € [L*(Q)]%; VT € Ty, anlr € RT(T); VF € F, /F [alp =0}, (2.8)

avec RTY(T) = [P°(T)]? + zP°(T), « € R%. Cet espace est muni de la norme ||-||z-1.4iv.0-
La pression discrete est cherchée dans I'espace d’éléments finis non-conforme de Crouzeix—
Raviart [CR73],

PI}C,O(,];l) = {Uh S L2(Q); VT € 7;“ Uh‘T < Pl(T); VF € fh, / [Uh]F = 0}, (2.9)
F

ou P™(T) est I’ensemble des polynomes de degré total inférieur ou égal n sur T, avec
n > 0. Cet espace est muni de la norme brisée de I'énergie |- |, définie pour v €
Hi () + Poeo(7n) par

|v‘k;1,h = Z ‘v’i;l,T . (2.10)
TeTy,

Les fonctions tests pour la pression et la vitesse sont prises dans ’espace des fonctions
constantes par morceaux P%(7},). La discrétisation par éléments finis mixtes non-conformes

de (2.3) correspond au schéma boite qui s’écrit comme suit :

Chercher (oy,,up) € RT(T;,) x PL. o(73) tel que

nc,0
a(on, ) + bip(mh,up) =0 V7, € [PY(T))?, (2.11)
b2(0h7vh) = (f> Uh)O,Q vUh € PU(%),

avec les formes bilinéaires

a(on, h) = (Oh, Th)oq s b1a(Thsun) = Z kr(Th, Vun)o r (2.12)
TeT,
et
bg(o‘h, Uh) = (V‘O’h, Uh)O,Q . (2.13)

L’existence et l'unicité de la solution (op,up) de (2.11) peuvent étre prouvées comme

dans [Cro00] pour un coefficient constant k. De la méme fagon, il est aisé de montrer
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Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

que le probleme discret (2.11) est bien posé pour un coefficient variable k. L’existence
et 'unicité peuvent également étre établies en prouvant une condition inf-sup discrete;
voir [EGO04, p. 273] pour une preuve avec un coefficient constant k. Nous donnons ici

I’extension immédiate de cette preuve au cas d’un coefficient k variable.
Proposition 2.2.6. Si h est suffisament petit le probléeme discret (2.11) est bien posé.
Démonstration. Pour des raisons de clarté, introduisons les espaces suivants :

Vi = RT°(T3) x Pleo(Ti), Wi = [P(Ta))" x PO(Ty),

munis respectivement des normes

[(on, un)llvi, = llonllk-1aiv.e + [unlprn et [[(Thon)llw, = I7allko0.0 + loallkoq

et la forme bilinéaire By(+,-) définie sur V;, x W}, par

By ((on, un), (th,vp)) = alon, ) + b1 p(Th, up) + ba(on, vs) -

D’apres le théoreme de Banach—Necas—Babuska le probleme discret (2.11) est bien posé si

et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

B
Jay, >0, inf sup n((Th tn), (T, V1)) > ay,, (BNB1p,)

(@R un)EVi (r0n)eWn |1(Ths wn)[[vi, [1(Ths i) lw, —

V(Th,vh) e Wy, {V(O’h,uh) eV, Bh((ah,uh), (Th,vh)) = 0} = {(Th,vh) = 0} . (BNBQh)

(1) Montrons que la condition (BNB1py) est satisfaite.
Soit (o, un) € Vi, Soit Viuy tel que pour tout T € Ty, Viup|r = V(un|r) et soit T1°
'opérateur de projection L?-orthogonale de L?(2) sur 'espace des fonctions constantes
par morceaux P°(73,).
Posons 7, = k~ 1%, +Vup, et vy, = 211%y, +k~1V-05,. Remarquons que (73, v3) € Vj,.
De plus,

Bi((on,un), (th,v1)) = (on, K %0;)0.0

+ Z [(oh, Vup)or + (Vup, 10101 + kr(Vup, Vup)o,r]
TeT,

+ Q(V-O'h, HOUh)()’Q + (k‘_lv'dh, V‘O'h)(LQ .

Par définition de I1°, (o, k1%, 0.0 = (1%, k~1%,)0.0. De plus Vuy, € [P°(73,)]4,

et V-op, € P°(T3,), donc (I, Vup)or = (on, Vup)or, et (V-on, HO'LL]—L)(]’Q = (V-op,up)o -
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2.2. Schéma boite et analyse d’erreur a priori

Ainsi,

_1 _1 1
By ((on, un), (mh,vn)) = [k 200§ o + k72 V-0onllda + > k2 Vup s
TeT;,

+ 2 Z (O’h, vuh)O,T + 2(V~O’h, uh)()’Q .
TeT),

En intégrant par parties le dernier terme du membre de droite de ’égalité précédente,
et en utilisant le fait que la composante normale de o), € RT°(7}) est continue &

travers les faces intérieures de 7y, il vient

Z (V-on,up)or = — Z (on, Vup)or + Z /FUh~[Uh]F-

TeTh TETh Fej_‘}ib

Le terme de bord de I'égalité ci-dessus s’annule puisque la composante normale de o
est dans P°(7,) et puisque Pnlqo(%) satisfait le Patch—test d’ordre 0, (A.15). Donc,

_1 _1 1
Bu((on, un), (th,vn)) = [k~ 210045 0 + 172 V-0ull5 0+ > 152 Vsl 7
TeET,

De plus pour tout 7, € RT°(7}), on a (voir Annexe A.20)
I7ullo < 17l + che|[V-mhllor -
Ainsi,

_1 _1 1
Bu((onun), (thyvn)) = clk 2013 o + (1 = )k 2Voonlfo + > k2 Vunllf 1.
TeT),

Si h est suffisamment petit, (1—c’h?) est minoré par % Soit Cf, la constante de Poincaré
discréte (A.3.3) telle que pour tout u € HE(Q)+PL o(Th), [[ullon < Ch (ZTeThHVUHg,T)‘
Alors,

1 1
Vu € Hy(Q) + Paoo(Tn) . [IkZullon < Caoa(k)2|uly, -

La stabilité L? de 'opérateur de projection II° conduit &

2
1Chs v llws, < Adllonll-r a0 + AllunlEo 0 + 4Co) (k) unlia p) -

D=

Donc la condition inf-sup discréte (BNB1y) est vérifiée avec o ! = 2(14+4(Ch) 00 (k)) 2.

(2) Montrons que la condition (BNB2p,) est satisfaite.
Les espaces V}, et W}, étant de dimension finie, les conditions (BNB1j) et (BNB2j,) sont
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Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

équivalentes si et seulement si dimV}, = dimWj},. Notons respectivement par Ny, Nt et
Nfi le nombre d’éléments, le nombre de faces, et le nombre de faces intérieures de la
triangulation. Alors, il est clair que dim Vj, = Ni + N} et dim W), = (d + 1) N, ce qui

par les relations d’Euler (voir Annexe A.1) conduit bien a dim V}, = dim W,

O

Pour terminer, remarquons que la solution du schéma boite (2.11) satisfait trois propriétés

importantes qui sont énoncées dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.7.

(i) La vitesse discréte o, satisfait I’équation de conservation de la masse
V-on = fn, (2.14)
ot fh = Hof.
(ii) La vitesse discréte oy, peut étre reconstruite localement grace a l'expression suivante :

VT €Ty, oplr = —krVunlr + 5(famh)Ir (2.15)

ot ﬂ,ﬁ est un polynome de degré un par morceaux tel que pour tout T € Ty et pour
tout x = (z1,-+- ,zq) €T, w}ll(x) =(x1 —Gra, - 24 — Gra), ot (Gra,...,Gr4q)

sont les coordonnées cartésiennes du barycentre G du triangle T

(iii) la pression discréte up, est aussi l'unique solution du probléme

{ Chercher uy, € Péc,o(%) tel que (2.16)
Ap(un,vn) = (fn,vn)o Vo € Paco(Th),
avec

Ap(up,vp) = Z kr(Vup, Vup)o,r - (2.17)

TeTh

Le probléeme (2.16) sera appelé “formulation primale.”

Remarque 2.2.8. La propriété (2.15) montre que le schéma boite coincide avec le post-

processing de la méthode mixte classique dont il est question dans [AB85].

Démonstration. La propriété (i) découle directement de la seconde équation de (2.11). La
propriété (ii) découle du fait que tout élément o, de RTY(7T},) s’écrit sur chaque triangle
T € Tp, (A.19),

onlr = M%) |7 + 2V-op|rmi| 7 .
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2.2. Schéma boite et analyse d’erreur a priori

On déduit de la premiere équation de (2.11) que (II%)|r = krVuy, puisque krVuy, €
PY(T3,), et on conclut grace a la propriété (i). La propriété (iii) se vérifie comme dans
[Cro00], en prenant comme fonction test dans la premiere équation de (2.11) 7, = Vup, €
[PO(T3,)]%, avec vy, € Pnlc,o(ﬂ)- En effet, comme (o, up,) € RTY(73,) x Pnlc?o('fh) est solution

de (2.11), en intégrant par parties, il vient

Z (kVup, Vo )or = — Z (on, Vop)o,r

TGTh TGTh
= (Veon,vn)or — Y _ (ohn,vh)oor-
TeTy, TeT,

Le terme de bord dans le membre de droite de I’expression ci-dessus est nul, comme nous
avons pu le voir dans la démonstration de la proposition 2.2.6. Puisque oj, € RT°(7},) sa
divergence est dans P%(7},), donc (V-0y, UR)o,.0 = (V-ah,Hovh)oﬂ, et ainsi (V-op,vp)0,0 =
(f, I1%p)0.0 = (fa,vn)o.q, ce qui termine la démonstration. O

2.2.3 Analyse d’erreur a priori

Proposition 2.2.9. Soient (o,u) et (op,up) respectivement lunique solution de (2.3) et

(2.11). Supposons ulr € H*(T) pour tout T € Ty,. Alors, il existe une constante c telle que

2

clu—uplgap < | D hkrlule | +RIf = fallog (2.18)
TETh
clo = onllk-100 < lw—unlyy p + Bl falle-100- (2.19)

Démonstration. La preuve est similaire a celle présentée dans [CC98] pour un coefficient

constant k. Cette preuve est étendue ici au cas d’un coefficient k variable.

(1) Montrons tout d’abord l'inégalité (2.18). Il est clair que :

(i) la forme bilinéaire Ay (-,-) est coercive sur P, o(75) x Py o(7n),

.. e s P 1
(ii) la forme bilinéaire Ay (-, ) est bornée sur Py,

up € P&C,O(Th) et pour tout vy, € P&C’O(ﬂ), Ap(up,vn) < lunlpq g,

0(Tn) x Pr}qo(’ﬁl) ; puisque pour tout

Uh|k;1,h‘
Alors, d’apres le second lemme de Strang pour u et uy respectivement solution de

(2.16) et (2.4), on a l'estimation d’erreur suivante :

—A
lu—uplpgp, <2 inf  Ju—wplp,+  sup (Jns vn)o.e = An(, vn)
w wn€Py o(Th) T wpePl o(Th) VA1,
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Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

(a) Estimation de I'erreur d’approximabilité, infwhePr}c’o(Th) U — whlg. -
Notons IT' l'opérateur de projection L?(£2)-orthogonale de L?(f2) sur Pcl,O(,];L)'
Comme P(Tp,) C Pl (T,

nc,0

=

inf |u—wplpy g, < fu— Ml , <c Z hikrlul3 ¢
whEPnc,o(Th) TeT,

(fnyvn)o,0—=An(u,vp)
|'Uh|k;1,h ’
En intégrant par parties Ap(u,vy), et en utilisant le fait que —V-kEVu = f, il vient

(b) Estimation de I'erreur de consistance, sup,, cp1 (7,
nc,

(frsvn)o.e = An(u,vn) = =(f = fa,vn)oo — Y kr | Vunuy.
TeTy oT

Le premier terme dans le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est estimé comme
suit
(f = frovn)o = (f = foovn =)o < If = falle-ro0llvn — Tvsllko0

<ch|f = fulle-100

Uh|k;1,h-

Comme P (75) satisfait le Patch-test d’ordre 0 (A.3.1), en introduisant 'opérateur
de projection L?-orthogonale I1% de L%(F) dans P°(F), il vient pour le second

Z kr Vunuvy, = Z Z /FkT(Vu—H%(Vu))‘nvh.

T, or TET;, FEFy

terme

et en utilisant maintenant 'inégalité d’interpolation de faces de Crouzeix—Raviart
(A.16), il vient

Y kr | Vunvy| <e Y hrkrlvalgirlular
rer, 7T =

d’out l'estimation a priori (2.18).

(2) Terminons la démonstration en montrant l'inégalité (2.19).
La formule de reconstruction locale de la vitesse discrete (2.15) et le fait que 0 = —kVu

conduisent a

N[ =

_1
lo = onll-100 < [u—tnlg,+ 3 | D I 2 fmpldr
TeT),
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De plus, pour tout T € Ty, ||} |lo.r < chr. Ainsi puisque f, € P(73) il vient

I famillor < chrll fallor-

D’ou
HJ - Uh”kfl;O,Q < ’u - uh‘k;l,h + Cthh”kfl;O,Q ’
et donc 'estimation a priori (2.19) se déduit de (2.18).

La preuve est complete. ]

Remarque 2.2.10. Sans hypothese supplémentaire de régularité sur f, la seule estimation
pour la divergence de la vitesse est ||V-(o — op)|lg-1.00 < |f — frllk-1,0,0- Ainsi, bien que
lo — onllk-1.00 converge a l'ordre un en h grace a (2.19), la méme conclusion n’est pas
nécessairement possible pour la convergence de |0 — ol[;-1.4iv,0. Dans la plupart des
applications, il est raisonnable de supposer que la donnée f a plus de régularité. Par

exemple, si f € H!(T},), on obtient également une convergence d’ordre un pour |jo —

Jthil;div,Q'

Remarque 2.2.11. L’analyse a priori de (2.11) peut aussi étre conduite dans I’esprit du
Second lemme de Strang en considérant la formulation mixte. L’analyse peut étre dérivée
en étendant la preuve présentée dans [EG04, p. 273] au cas d’une conductivité variable. Si
f est seulement dans L?(12), I'espace d’élément fini de Raviart-Thomas ne donne pas de
propriété d’approximabilité sur V-o et, il n’est donc pas possible de déduire que l'erreur
converge vers zero dans la norme V. Si f € H'(7}), analyse conduit & une convergence

d’ordre un dans la norme V.

2.3 Analyse d’erreur a posterior: de type résidu

Dans cette section nous analysons deux estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu.
Le premier est obtenu & partir de la formulation mixte (2.11) et le second a partir de la
formulation primale (2.16). Le premier présente l'inconvénient que les constantes appa-
raissant dans les estimations dépendent du rapport pq(k); par contre, le second conduit

a des constantes indépendantes de ce rapport.

2.3.1 Résultats préliminaires

Dans ce qui suit, I’analyse requierera I’hypothese suivante, inspirée de [BV00, p. 590].
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Hypotheése 2.3.1. Pour toutes paires d’éléments de Ty partageant un sommet, il existe
un chemin connectant des éléments adjacents (adjacent signifie que les éléments corres-
pondants partagent une face) tel que tous les éléments partagent le sommet en question et

tel que la fonction k est monotone le long de ce chemin (voir figure 2.1).

FiG. 2.1: Illustration de I’hypothese 2.3.1

En dimension 2, une condition suffisante pour que 'hypothese 2.3.1 soit satisfaite est qu’il
y ait au plus trois sous-domaines partageant un point commun dans €2 et au plus deux
sous-domaines partageant un point commun sur 0. Il est possible de construire des contre-
exemples a ’hypothese 2.3.1 en utilisant par exemple quatre sous-domaines; on ne peut
donc pas affirmer que cette hypothese soit toujours satisfaite dans des situations réelles.
Néanmoins cette hypothese est nécessaire a la construction d’un opérateur d’interpolation
conduisant & des propriétés d’approximation uniformes en la conductivité hydraulique.

e Sous I'hypothese 2.3.1, il est prouvé dans [BV00, lemme 2.8] qu'’il existe un opérateur

d’interpolation Zgy : L?(2) — Péo(ﬂ) tel que

1
Yv € H&(Q), VT € 7;1, ”’U — IBV'UHO,T < ChT(k‘T)_§ ’U|k;l,AT , (2.20)
. 1
Vo e HY(Q), VF e Fy, |v—Tavulor < chp(ky) 2loliiap,  (2:21)

ou

2 2 2 2

v‘k;l,AT = ZTGATHV”Hk;o,T et ’U|k;;1,AF = ZTGAFHV”Hk;o,T-

e Soit Zos : P&go(ﬁz) — cl,o(ﬂt) lopérateur d’interpolation de Oswald défini pour
vy, dans P&c,o(%) comme 'unique fonction de P&O(ﬂ) tel que pour tout sommet
intérieur s € S,il,

1
Tosvp(s) = Al > vnlr(s), (2.22)
5/ TeT,
ou S,i est I’ensemble des sommets intérieurs, 7, I’ensemble des éléments de 7}, conte-

nant le sommet s et f(75) est le cardinal de cet ensemble. Si s € 9, Zosvp(s) = 0.
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2.3. Analyse d’erreur a posteriori de type résidu

L’opérateur d’interpolation de Oswald a été considéré dans [HW96, KP03, ABCO03].
Lemme 2.3.2. Sous l’hypothése 2.3.1, il existe une constante c telle que pour tout
vp, dans PI}C,O(,Z;'L)’

VT €Ty, |on—Zosvnlkar <c| > > {ktehp'llvalrldr ] - (2.23)
SGST FeFs

Dans le cas ou on n’impose pas de conditions de Dirichlet au bord, la majoration

dans (2.23) n’inclut pas les faces de bord ; voir [Ber, KP03] pour la preuve. Dans le

cas présent, la preuve est similaire, mais la majoration contient les faces de bord.
2.3.2 Estimateur basé sur la formulation mixte

Introduisons le rayon de gyration de T', pr = |T]_% I llo.7-

Proposition 2.3.3. Soient (o,u) et (on,un) respectivement l'unique solution de (2.3) et

(2.11). Alors, il existe une constante positive c telle que

lu — uh‘k;l,h + llo — onllk-1.amv,0

1 .
<coo(k): | Y Pir(f)P+  inf  fup—onlfan | (2.24)
TeT, vR€P} 4(Th)

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locaux

VI €Ty, Pur(f)=IIf = falli-ror + 307l falli-107 - (2.25)

Démonstration. Soit vy, une fonction arbitraire de Pcl,o (T3) et soit o, € RT%(7},) le champ
de vitesse discret de la solution de (2.11). Comme (o, u) € H(div; Q) x H () est solution
de (2.3), pour tout (7,v) € [L2(Q)]¢ x L2(Q),

a(on — 0,7) + bip(r,on — ) = alon, ) + bia(m o) = 3 / (krVon + op)
TeTy, T

< Y IVon + k't onllkor I7llkor -
TeT,

et

ba(on — 0,0) = ba(on,0) — (fv)g0= D /T(V‘Uh —Hv< D IVon— fleror [vllkor -

TeT, TeT;,
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Grace & la proposition 2.2.2, a la remarque 2.2.3, et en utilisant le fait que (0 —op, u—wvy) €

V, il vient

1 B((o — op,u —vp), (1,0))
coa(k)"2(lu = vplpy p + o = onli-1.aiv,0) < sup : —
roew  ITlkoa + vlko0

Des estimations précédentes, du fait que V-0, = fj et de 'inégalité triangulaire, on déduit

que

_1
coa (k)2 (|lu — Uh|k;;1,h +[lo = onllp-1.4iv,0)

=

< Z k7 on + Vonlior + 1f = V-onllf-10r
TeTy

=

<V2 lun — vh‘i;l,h +1f = fh||i*1;o,ﬂ + Z Hk:Fth + VuhH%;o,T
TeTy

En utilisant de nouveau l'inégalité triangulaire, et le fait que poq(k) > 1, on obtient

1
lu — uh’k;l,h +llo = onlk-1av,0 < d oa(k)2 (’uh - Uh’zﬂ,h +f - thzfl;o@

1

2

+ Z ||k:7_“10-h + vuh”%;O,T )
TeT,
avec ¢ =1+ ‘/TE . Finalement, en utilisant la formule de reconstruction (2.15) on déduit
(2.24). O

Remarque 2.3.4. L'estimateur d’erreur a posteriori dans (2.25) est la somme d’un terme
de pré-processing ne dépendant que du terme source f et du maillage, et d’un terme de

post-processing dépendant de la pression discrete uy,.

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 2.3.2, de 'estimation (2.24),

et de la régularité de la famille de triangulations {7} },.

Corollaire 2.3.5. Soient (o,u) et (op,up) respectivement l'unique solution de (2.3) et

(2.11). Alors, sous l’hypothese 2.3.1, il existe une constante c telle que

(NI

D=

P+ Y mor(un)’ (2.26)

TeT, TeT,

|’LL - uh’k;l,h + ||U - Uh“k—l;div,Q < CQQ(k)

D=

[NIES

< coq(k)

Yo+ Y mrwn)?| L (227)

TeT, FEF,
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2.3. Analyse d’erreur a posteriori de type résidu

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locauz
VI'e Ty, mr(up) = |un — Zosun|piT, (2.28)

11
VF € Fr, mor(un) = {k}php?[[[un]rllo.r - (2.29)

Remarque 2.3.6. Les deux estimateurs dans (2.28) et (2.29) sont calculables explici-
tement. Leur cout de calcul est sensiblement équivalent; voir la section 2.5 pour une

discussion plus détaillée.
Pour finir, étudions 'optimalité des indicateurs d’erreur ci-dessus.

Proposition 2.3.7. Soient (o,u) et (op,up) respectivement l'unique solution de (2.3) et

(2.11). Alors, il existe une constante c telle que

VI'€Ty, Pir(f) <llo—onllk-r1awr +lu—unlkr, (2.30)
1
VE € Fr, mor(un) <cor(k)? > |u—upleir, (2.31)
T'eTs
1
VI'€Ty, mr(up) <c Z Z or (k)2 Z lw — up k1,7 - (2.32)
s€St FeFr T'eTr

Démonstration. La formule de reconstruction locale de la vitesse discrete (2.15) ainsi que

les équations (2.3) et (2.14) menent a
Pio(f) = V(o —on)lk-r01 + llon + krVup|p-1,07
<o —onllg-1.aiv,r + [t — uplp,r -
De plus, il existe une constante c telle que

_1
Vo€ HY(Q), You € PLo(T), YF € Fuy hpZ|wllor <c 3 [o—wvihr.  (233)
TeTr

L’estimation (2.33) est établie dans [ABCO03, théoréme 10] pour F' € F}, et la preuve
pour F' € F? est similaire. En utilisant (2.33), (2.31) est directement déduite. Finalement,
(2.32) résulte de (2.23) et de (2.31).

U

2.3.3 Estimateurs basés sur la formulation primale

Dans cette section, nous établissons un estimateur d’erreur a postertor: sur la pression

basé sur la formulation primale et nous en déduisons un estimateur d’erreur a posteriori
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Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

sur la vitesse. L’analyse repose sur I’hypothese 2.3.1, qui en dimension trois doit étre
complétée par 'hypotheése suivante (en dimension deux cette hypotheése découle directe-
ment de 'hypothese 2.3.1).

Hypotheése 2.3.8. Tous les éléments de T, ayant un sommet sur le bord peuvent étre
connectés a un élément ayant une face sur le bord le long d’un chemin parcourant des

éléments adjacents contenant ce sommet et le long duquel la fonction k est croissante.

Proposition 2.3.9. Soient u et up, respectivement ['unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, sous les hypothéses 2.3.1 et 2.3.8, il existe une constante c telle que

2
2 . 2
|u—unlpyp <€ E , P (f)° + inf lun = vnlian | o (2.34)
TGT}L vhepc,O(Th)
ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locaux

VI €T, Por(f) =hrllf — fall-vor + hrll fall-r07

L _1
+ > hEkR) 2 Ufamtlpllor (2.35)
FEfTﬂf,il

Démonstration. Soit vy, une fonction arbitraire de Pcl’O (71). En posant w = u — vy, il vient
2
lu — Uh’k;;l,h = Ap(u — up,w) + Ap(up, — vp, w) .

(1) Estimation a posteriori de Ay (u — up, w) pour w € HE(Q).

En intégrant par parties ce terme, il vient

Ap(u—vp,w) = /wa + Z [/TV-kVuhw — /E)T kVuh-nw}

TeT,

-y /wa_ 3 /F[kVuh]Fw.

TeT, FeFi

Considérons maintenant une fonction arbitraire de P (7}), notée wy,. Alors

Ap(u —up,wp) = (f = frswn)oq

et donc, pour tout w € H(Q),

Ap(u —up, w) = Ap(u —up,w —wy) — (f — fhvwh)O,Q'
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2.3. Analyse d’erreur a posteriori de type résidu

Ainsi,
Ap(u —up,w Z /f w —wp,) Z / kENVup] F(w —wp) Z/ f=fn)w
TET, FeFi TET,

Les deux premiers termes du membre de droite de 1’égalité ci-dessus s’estiment grace
aux techniques classiques des estimations a posteriori par résidu, voir par exemple
[Ver96,BV00]. En effet, en prenant w;, = Zgyw, les inégalités (2.20) et (2.21) conduisent

a
_1
j[JTUJ—1WJfSCthTQHfHQTMﬂhLATv
T
1 1
(/[Vuuf(w——wh>gch;uﬁo—ﬂHVuuFﬂ@FhMMLAF-
F

Grace & la formule de reconstruction (2.15) et au fait que pour tout F' € F; et tout
o, € RT°(T3), [op]r =0, on a [kVuy]p = L[ fr7}]r. Dol

> [t = 3 [ Vulew-w) < | 3 w1

TeT;, FeF} TeT),

1
+ Z Lhr(kp) I hWh]FHOF)2 [wk10-
FeFi

I1 ne reste plus qu’a estimer (f — fp, wh)oﬂ. Pour cela, utilisons le fait que f;, € PY(73)

et lestimation d’erreur de projection (A.9), pour obtenir

(f = frwn)op = (f = frrwn = 0wn)o 0 < chr | = fulle-v0.0 [[Vwnllkor -

La stabilité H! de I'opérateur d’interpolation Zgy, établie ci-dessous au lemme 2.3.11,

mene a
(f = frown)or < chr ||f = fallk-ro7 IVwllko,ar -
D’ou
3
(f - fh,wh)o,gz sc Z h%“ If = thZ*l;O,T |w|k;17h.
TeTy
Donc,

1
2

Ap(u —up,w) <c Z 9’2,T(f)2 |w‘k;1,h'
TeT,
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(2) Estimation a posteriori de Ay (uj, — vy, w) pour w € HE(Q).
Il est clair que

Ap(up — vp,w) < Jup — vl plwleg p -
(3) Les deux étapes précédentes conduisent &
= vnlppn <c | D Par(F)’ ]+ lun — valpyn -
TeT,

(4) Finalement, par I'inégalité triangulaire on obtient

[u—unlpp < 1w =Vl + [un — Vnlig b

ce qui termine la preuve.

O

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 2.3.2), de l'estimations (2.24),

et de la régularité de la famille de triangulations {7}, }y,.

Corollaire 2.3.10. Soient u et uy respectivement l'unique solution de (2.4) et (2.16).

Ainsi, sous les hypothéses 2.3.1 et 2.3.8, il existe une constante c telle que

= unlyyp <c | D0 Par(N)?+ > mrun)? (2.36)

TeTy, TeT,

<c Z ?27T(f)2 + Z 7727F(uh)2 . (237)

TeTy, FerF,
Lemme 2.3.11. Sous les hypothéses 2.3.1 et 2.3.8, il existe une constante c telle que

Yo e HY(Q), VT € Th,  |Zevvlkir < clvleiar - (2.38)

Démonstration. Pour un ensemble mesurable w et une fonction v € L!(w), notons p,(v)
la valeur moyenne de v sur w.

(1) Prouvons tout d’abord que

Yo e Hy(Q), VF € Fj,, F =TinTy, ||pr, (0)—pr, (0)|lomur, < chrl|Vollomur, - (2.39)
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Posons 01 = v — up, (v), 02 = v — up, (v), et d12 = v — pupun, (v). Grace a linégalité de

Poincaré—Wirtinger appliquée sur 11, 15, et 17 U T et un argument de scaling, il vient

|61 + [|02 + [|012]lo,ryur, < c(hry + hry) (2.40)
De plus,
S12 = 61+ 2 (0) — iy (0)) = 8+ (g () — oy ()
|T1|+|T| ' : Th| + T 2 '

En particulier ceci conduit a |pr, (v) —pr, (v)| < c(|012]+01]) sur 11, et |ur, (v) —pr, (V)| <
c(|012] + |02|) sur Ty . Ainsi, lestimation (2.39) résulte de (2.40) et de la régularité de la
famille de triangulations.

(2) Pour un sommet s € Sﬁ, soit ws le support de la fonction de base nodale g, i.e.,
I'union de tous les éléments dans 75, qui ont s comme sommet. Soit I(s) € {1,...,L} un
entier tel que s soit contenu dans QZ(S) et que k|o, (+) SOit maximal parmi tous les klq, tel

que Q; contienne s. L’opérateur Zpy est défini comme suit [BV00] :

Vo e L2(Q), Tpvv= ) Hu,ngy, ) @s-
SES;L

(3) Soit T' € 7, et supposons tout d’abord que tous les sommets de T sont dans S}l. Alors,

VIgyolr = Y poanue @) Veslr = Y (twnoy, () — pr(0)) Veslr . (241)
seTNS} seTNS}

Notons T1, ..., Ty les triangles dans ws M €Yy(,). Ainsi,

k(s)

Z!T\MT pr(v))

Hasanty (V) = pir(v) = IT1] + ...+ [Tis)

Grace a la régularité de la famille de triangulations,

|Hessne ey (0) = pr(v)] < € > |pry (v) = py ()]
11,1

ou ZTLTQ dénote une somme finie sur les paires de triangles partageant une face. De plus,
grace a I'hypothese 2.3.1 et au choix de {2, les paires peuvent toujours étre choisies de

sorte que kp, > kr et kp, > kp. Donc, I’égalité (2.39) mene a

1 _1
k;‘mwsﬂﬂl(s) (v) = pr(v)] < chrlws| "2 [v]k1w, - (2.42)
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Finalement, (2.41) et (2.42) impliquent

1
Zovolkr < chrlws| 2 [vlkaw, | D IVesllor | < clolkw, < clv
sGTﬂSfL

k;1L,A7

puisque wg C Ap.

(4) Finalement, si un sommet s de T' appartient au bord, I'inégalité (2.42) est aussi sa-
tisfaite pour Heos N ) (v) = 0. En effet, supposons tout d’abord que T' a une face sur le
bord. Alors, en procédant comme dans I’Etape 1 en prolongeant v par zéro en dehors de
Q, on montre que ||ur(v)|jor < chr||Vullor, ce qui conduit & (2.42). Si T a moins d’une
face sur le bord, I’hypothese 2.3.8 permet de considérer un chemin menant a un triangle
ayant une face sur le bord, le long duquel la fonction k est croissante (voir figure 2.2),
ce qui conduit de nouveau a (2.42) avec p,no,,, (v) = 0. La conclusion de la preuve est
maintenant immédiate en remplacant dans (2.41) la quantité pew,no,,, (v) par 0 pour tous

les sommets de T se trouvant sur le bord.

I'c o

F1G. 2.2: Chemin connectant 7" & T” le long duquel la fonction & est croissante

O

Nous allons maintenant étudier 'optimalité des indicateurs d’erreur établis ci-dessus.

Grace a la proposition 2.3.7, nous avons seulement a prouver I'optimalité de Po (f).

Proposition 2.3.12. Soient u et uj respectivement l'unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, il existe une constante c telle que

VI €Ty, Por(f) < cllu—unlenar +hellf — fulle-1.0a.) - (2.43)

Démonstration. Rappelons tout d’abord que

1 _1
VT €Ty, Por(f) =hrlf = fuleor + holfalle-or + Y. BEER) 2 familelor.
FG}—Tﬂ]‘—;‘L
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Soit T' € 7},. Estimons chacun des termes de Py 7(f) par les techniques classiques utilisées
par exemple dans [Ver96, BV00].

(1) Majoration de hr|| fallk-1.0.7-
Posons wr = fu|7b%, ot b5 € H}(T) est la bulle cubique conforme décrite dans la
définition A.22. Puisque wr € P3(T),on ac Hth%’T < (fn,wr)o, (voir lemme A.4.2).
De plus, pour tout v, € PY(T), J7 Vop-Vwr =0 car wy € H}(T). Ainsi,

Il < [ owr= [ for+ [ = pror
:/waT—/Tk:VuHVwT+/T(fh—f)wT
:/kV(u—uh)'VwT—f—/(fh—f)wT

T T
< k2lu — uplgrlwrlue + | f = falloollwrllor -

Par le lemme A.4.2, on a |wr|ir < ch;1||fh

lo,r et lwrllor < cll fallo,r- Ainsi,
1
Ifalldr < c <h51k‘%fu —uplprll frllor +[1f — fh||0,T||fh||0,T>

1
Sﬂh%f(%ﬂﬁuwmmﬂﬂfn%f>v

et donc,

holl fulle-107 < ¢ (Ju — uplea,r + bollf = falle-107) -

(2) Majoration de hé(k;)7%‘|[fh7rfll]F|’0,F pour F' € F} N Fr.
Rappelons que la formule de reconstruction (2.15) conduit & é[ fhW;ll] F = [kVup]F pour
tout F' € Fj.
Pour vy € P, I}C,O(%) et pour F € F!, notons Pp[Vuy|r le prolongement continu de
[Vuplp & Tp. Posons wrp = Pp[Vuy|pbs, ot b% € H(7r) est la bulle quadratique

conforme décrite dans la définition A.4.4. Ainsi,

e NEVunl 2 < / FVunlpwr = 3 / Fwp + kY (4 — up) Vg
F TeTr F

<3

TeTr

orllwrllor + [u— uplkrlwr|ir) -

1 1
Parlelemme A.4.5, ona|wp|i,7 < chp?[|[[kVug]r|lorF et |lwrllor < chZ||[kVup]Fllo,F-
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Ainsi,

_1 1
1EVunlelr < elkVurlelor 3 (hF2|ero,T+ h%lu—uh!k;l,T) ,
TeETR
et donc pour tout T' € 7Ty,

S hikh)

FeFr

1
2
1[kVurlrllor < ¢ (Ju—unlir + bollf — fulli-ro7) -

La preuve est complete. ]

Remarque 2.3.13. Si f € H'(7,), hr| f — fallp-1.0r est d’'un ordre un plus élevé que

|u — up |k, 7

Un des importants avantages du schéma boite est que les estimations d’erreur sur la

vitesse peuvent étre déduites des estimations d’erreur sur la pression.

Proposition 2.3.14. Soient (o,u) et (op,up) respectivement l'unique solution de (2.3) et
(2.11). Supposons qu’il existe un indicateur d’erreur sur la pression np(7Zy, f,up) dépendant

seulement du maillage Ty, de la donnée f, et de la pression discréte up tel que

2

’U - uh‘k;l,h < X* E 77T(,Th7 I uh)2 > (2'44)
TeTy,
et
VT € 771 5 Xx T]T(/];Lv f7 Uh) < ’u — Up|k;1,A7 5 (245)

pour des constantes . et x*. Alors,

||U - athfl;div,Q <2 (X*)2 Z nT(,];Lv f: ’U,h)2 + Z :PLT(f)Q ) (246)
TeTy, TeT,
et
X7 (Th, frun) + Prr(f) < 3lu — uple,ar + 2[00 — onllg-1.giv 7 - (2.47)

Démonstration. La formule de reconstruction locale (2.15) meéne &

o —onl o0 <2 Y (lu—unliar + Eobl )
TeT,
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De plus, V-(o —op) = f — frn. Dot

IV-(0 = on)llf-100 + lo = onli-100 <2 | () D n0(Tn frun)® + Y Prr(f)? ]
TETh TeTh

ce qui conduit & 'estimation (2.46). Pour montrer (2.47), notons tout d’abord que

Prr()? < 2 (190 = on)liF-s00 + A lE-10) -

et grace a la formule de reconstruction locale (2.15),

B2 o <2 (o = ol gz + V(0 — w)Bor) -

Donc,
Prr(F)? <4l = onlos g + lu—wnltyr) |

et (2.47) en découle aisément. O

2.4 Analyse d’erreur a posterior: de type hiérarchique

Dans cette section on analyse un estimateur d’erreur a posterior: hiérarchique sur la
pression dans le cadre de la formulation primale (2.16). Un estimateur d’erreur a posteriori
sur la vitesse en est alors aisément déduit grace a la proposition 2.3.14. Dans la premiere
partie de cette section, on établit une majoration globale et une minoration locale de
I’erreur en pression en utilisant les techniques classiques reposant sur une hypothese de
saturation et sur 'inégalité de Cauchy-Schwarz forte, [BS93, AABMO98|. Dans la deuxieéme
partie, les techniques présentées dans [AAAO03] dans un cadre conforme sont étendues a
un cadre non-conforme afin d’obtenir un estimateur d’erreur a posterior: hiérarchique ne
nécessitant pas ’hypothese de saturation.

Pour enrichir I'espace PI}QO(’]}L) on fait I’hypothese suivante :

Hypothese 2.4.1. Il existe un espace )A(h C HY(Ty,) tel que :
(i) Pr}c,o(']w et X), forment une somme directe, désormais notée X, ;
(ii) Vay € )/Zh, VF € Fp, fF[Eh]F = 0.

Considérons les deux problemes suivants :

{ Chercher @y, € X}, tel que (2.48)

An(@n,Th) = (fa,h)oq  YOh € Xh,
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et

{ Chercher iy, € X}, tel que (2.49)

An (@, 0n) = (frsOh)o.q — An(un, ) Von € Xp,

ou uy est 'unique solution de la formulation primale (2.16). Grace a 'hypothese 2.4.1,
| - |41 5 est une norme sur X . Donc, les problemes (2.48) et (2.49) admettent une unique

solution.
Remarque 2.4.2. Dans la pratique il convient de choisir )?h de sorte que le probléme

résiduel (2.49) puisse étre localisé.

2.4.1 Estimateurs hiérarchiques nécessitant I’hypothese de saturation

Deux estimateurs d’erreur a posteriori sont établis dans cette section, I'un est basé sur
des bulles conformes sur les faces, et 'autre sur des bulles non-conformes sur les éléments.

Les deux estimateurs reposent sur I’hypothése suivante :

Hypothése 2.4.3 (Hypothése de Saturation). [l existe une constante § € (0,1)
indépendante de h et de oq(k) tel que

U= Unlgqp < Blu—vnly - (2.50)

L’inégalité (2.50) signifie que la solution u;, de (2.48) converge plus vite vers la solution u
de (2.4) que la solution uy, de (2.16).

Hypothése 2.4.4. Il existe une constante vy € [0,1) indépendante de h telle que

Von € P o(Th) , Yy € Xn, VT €T, (Vo Vwn)gr < vlvn

1,T whh,T. (251)

Clairement, I’hypothese 2.4.4 implique I'inégalité de Cauchy—Schwarz forte
Von € Paco(Th), Ywn € Xn,  An(vn, wn) < Y[onlp plwnlg - (2.52)

L’inégalité (2.52) signifie que ’angle entre les espaces PI}QO(’]}L) et Wh est strictement aigu

uniformément en h.

Proposition 2.4.5. Soient u et up, respectivement 'unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, sous les hypothéses 2.4.1, 2.4.3, et 2.4.4, il existe une constante c telle que

_ 1
=t < (0= B) " (1= 7*) "2 [Unlgy g - (2.53)

54



2.4. Analyse d’erreur a posteriori de type hiérarchique

Démonstration. La preuve est une extension immédiate au cas non-conforme de ’analyse
présentée dans [BS93| pour le cas conforme.
Soit uy la solution (2.48). Posons @, = w1 + ug avec u; € P&c,o(%) et uy € Xp. Pour
Up € Pnlc,o(ﬁz) C X,

Ap (@, — up,vp) =0,

et pour tout vy, € X C Xy,
An(Tn — up, Uy) = Ap(Un, Op) -
Ainsi, en prenant v, = u; — uy, et U, = us dans les équations ci-dessus il vient
— 2 — A (D
|Uh - uh|k;1,h - h(’th, UQ) >

et par 'inégalité de Cauchy—Schwarz (standard), |u), — uh|z;17h < || plu2lp p- De plus,
grace a (2.52),

lur — Uh’z;l,h + ’U2|i;1,h — [@n — uh‘i;l,h = 2Ap(uz, up — u1) < 29|ugfy plun — uilg gy, -

C. _ 1.
Dong, (1 772)|u2|z;1’h <|ap — “h|z;1,h’ ce qui implique [up, — Up|y; 5 < (1 —72)"2 |Un k.1 p-
Une combinaison des inégalités ci-dessus et 1'utilisation de 1’inégalité triangulaire menent
a
_ 2\ — 1~
‘u - uh|k;1,h < |U’ - uh|k;1,h + (1 -7 ) 2 |uh|k;1,h :

L’hypothese 2.4.3 nous permet de conclure. O

2.4.1.1 Estimateur hiérarchique basé sur des bulles conformes sur les faces

Soit un simplexe T € 73, dont les faces sont numérotées par {F; }o<i<q. Pour 0 < i <d,
soit A\; 7 la coordonnée barycentrique associée au sommet de T' opposé & F;. Soit T/ le
simplexe dont les sommets sont le barycentre de T' et les d sommets de F; (voir figure de
gauche de 2.3).

Pour F € Fi, F = Ty N T, notons i; et ip U'indice local de F' dans T et T5, res-
pectivement (voir figure de droite 2.3). Posons Ap = Tj UT], et introduisons les bulles

conformes sur les faces b}; définies comme suit :

J=d

/ d

bplr; =d H (NjiTw = Xip 1), m=1,2,
=0
i#im

0.

(2.54)

/ _
F’Q\ZF -
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T
F1 F2 .
i
12
Ty T

F

Fia. 2.3: Gauche : numérotation des faces du triangle T et des triangles construits a partir
du barycentre et des sommets de T ; droite : numérotation locale de la face F' dans les

triangles T et 15
Finalement, posons
X, = Be(Th) = vectpe i {p} - (2.55)

L’hypothese 2.4.1 est clairement satisfaite.
Remarquons que ce choix pour X n permet de localiser le probléme résiduel (2.49) puisque

les bulles {b} e #i sont & support deux a deux disjoints.

Proposition 2.4.6. Soient u et up, respectivement ['unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, sous les hypothéses 2.4.3 et 2.4.4, il existe une constante c telle que

u—tplpp<c | Y Psp(f)?] (2.56)
FeF}

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locaur

(U)o 5, — alfnmilE [ Ul

VF e F,, Psr(f)= TR (2.57)
PN
Démonstration. Montrons que
VF € F}, Whlp &, = Pa,r(f) (2.58)

1
ot [tnl, 5, = (ZT'GZF \ﬂhli;LT,) *. Prenons b}, comme fonction test dans (2.49). Une

56



2.4. Analyse d’erreur a posteriori de type hiérarchique

intégration par parties et la formule de reconstruction locale (2.15) conduisent a

> (kT Vi, Vbp)om = (f,bp)o &, — > (krVup, Vi)
T/EZF T/GZF

~ (£ ¥dos, = [ WVulth
— (1¥)os, — dhtlr [ V.
F

Posons 4y, Ap = apby avec ap € R. Alors, ZT’EEF (kr Vg, V), = = ap|Vs|? ce

Fle1,Ap’
qui mene a
1
(fhub,F)()ﬁF_gfhﬂ-h fpb,

|F|k1AF

aOfF = )

et (2.58) résulte du fait que [up|;, x = |l |0, A, - Finalement, I'estimation (2.56)
résulte directement de (2.53) et (2.58). O

Remarque 2.4.7. L’estimateur d’erreur a posteriori(2.58) fait intervenir uniquement un

terme de pré-processing.
En dimension deux, il est assez immédiat de vérifier I'inégalité de Cauchy—Schwarz forte.

Lemme 2.4.8. Supposons d = 2. Alors, il existe une constante positive v < 1 telle que

linégalité (2.51) est vérifiée.

Démonstration. La “preuve” consiste en une vérification numérique plutét qu’en une
démonstration mathématique formelle.
(1) Pour T € Ty, soit B.(T) = vect pcor{bx|r} et soit

(Vu, VU)OT
= max
uePY(T)weB.(T) || Vullor||Vollor
mtA12A2_21A2193

I est aisé de vérifier que yr = sup,cps , ou Aqq, A2, Ao, et Ags sont des

rtAnx
blocs 3x3 de la matrice de rigidité locale A relalu‘lcive aux fonctions de base de PrlC o(7p) et
B.(7y,) ; voir, e.g., [AO0O, p. 97] ou [EGO04, p. 441].

(2) Soit T € Tp,. Grace a 'isotropie et a I'invariance d’échelle, on peut supposer que deux
des sommets du triangle 7" ont comme coordonnées (0, 0) et (1,0) et paramétrer le triangle
T par ses angles (a, 3) (voir le dessin de gauche de la figure 2.4). Pour chaque couple («, ),
on résout numériquement le probleme aux valeurs propres ci-dessus. Ainsi on construit la

fonction («, 3) — ~p. De la méme fagon, par isotropie et invariance d’échelle, le méme
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résultat est obtenu pour 7 si les deux angles sont pris dans l’ensemble { o, B, 7 —a — (3 }

quel que soit I'ordre. Donc I’étude peut étre restreinte au domaine
D={(a,B); a>p;a+28>m a+pB <}

Le triangle ombré au centre de la figure 2.4 illustre ce domaine. Les isocontours de la
fonction (o, ) € D +— ~p sont représentés a droite de la figure 2.4. La valeur minimale
pour 7 est 0.4 et est atteinte pour le triangle équilatéral (coin gauche du triangle ombré).
La valeur maximale, 0.75, correspond a o — . Il est donc possible de majorer vz par une

constante v < 1. O

JAN JAN

(0,0) (1,0) A 32 o a

F1G. 2.4: Gauche : triangle T d’angles « et (3; centre : domaine D (triangle ombré) pour
les couples (a, ) ; droite : fonction (o, 3) € D +— ~p (dans la table des couleurs, les valeurs

noires correspondent & 0.4 et les valeurs blanches a 0.75)

Pour finir, étudions 'optimalité de I'indicateur d’erreur (2.57).

Proposition 2.4.9. Soient u et uy, respectivement l'unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, il existe une constante c telle que
VE € Fp Par(f) < u—unlpy x, +chelf = faliros, - (2.59)

Démonstration. Comme @y, est solution (2.49) et X, C H(Q),

\ﬁhli;l’ﬁF = Z /lk\T/V(u—uh)-Vﬂh—ir[ (fh —f) up,

A
T eAp £

< |w—=unlpy 3, [0l &, + 1= Tallox  1Enllo x . -

Comme [bpllyx, < chp||Vbg|x, et Uy est proportionnel a b et Ap, Vestimation

énoncée est vérifiée. O
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2.4.1.2 Estimateur hiérarchique basé sur des bulles non-conformes sur les

éléments

Soit T' € Tj,. Considérons la bulle non-conforme sur I’élément b7’ introduite par Fortin—
Soulié dans [FS83] telle que
d
Viflr =2~ (d+1) ) N,
= (2.60)
br'lovr = 0.

Remarquons que les bulles non-conformes sur les éléments sont telles que
vI' €T, VF € Fp, /bljpcz . (2.61)
F

En effet, en dimension deux, bj" s’annule aux deux points de Gaufl de coordonées barycen-

. . 1 . . . . .
triques sur les arétes % + l(1)2 alors qu’en dimension trois, b7 s’annule aux trois points

2\3
de Gaufl de coordonnées barycentriques sur les faces (%, %, %) Finalement, posons
X = Bue(Th) = spanper, {br'} - (2.62)

L’hypothese 2.4.1 est clairement satisfaite.

Lemme 2.4.10.

(i) L’inégalité de Cauchy—Schwarz forte est satisfaite pour les espaces P&C’O (7n) et Buc(71)
avec v = 0.

(ii) Soit up, = uy+ue unique décomposition de la solution uy, de (2.48) avec u; € PI}QO(’]}L)
et ug € Bne(7p,). Alors uy = uy, est lUunique solution de (2.16) et ug = uy est l'unique
solution de (2.49).

Démonstration. (i) Soit v, une fonction arbitraire dans By.(7p) et soit vy, une fonction

arbitraire dans Pr}c,O (73,). Soit T € T,. Une intégration par parties conduit a

(V’Ub, vvh)[)}T = Z V’Uh‘TLF / Uy,
FedT F
et le membre de droite s’annule grace a (2.61). Ceci implique que 'inégalité de Cauchy—
Schwarz forte est satisfaite pour les espaces P&C,O(Th) et Bne(7r) avec v = 0.

(ii) Soit wp = u1 +ug 'unique décomposition de la solution uy, de (2.48) avec uy € PI}QO(’Z}L)
et ug € Buc(7y). Pour tout vy, € PI}QO(’Z}L),

(fnsvn)oo = An(Un, vn) = Ap(ur, va) + Ap(uz,vn),
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et par la premieére partie de la preuve, il vient Ap(ug,vy) = 0. Ainsi, Ap(ui,vp) =
(fh,vh)oyﬂ, i.e., u; est I'unique solution de (2.16), ce qui implique que uy est I'unique
solution de (2.49). O

Proposition 2.4.11. Soient u et uj, respectivement l'unique solution de (2.4) et (2.16).
Alors, sous U’hypothese 2.4.3,

1 1
m Z fP4,T(f)2 <|u-— uh|k;1,h < m Z ?4,T(f)2 ) (2.63)

TeTy TeT,

N|=
N

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locaux

(fh7 b%C)O,T

T 1R,

(2.64)

Démonstration.
(1) Soit @y, 'unique solution de (2.48). En utilisant le lemme 2.4.10, posons Ty, = up + Up.-

Ainsi,
Gnlgan = 18n =l p < 0= Tnlgqp +[u—wnlpg, < (T4 B)lu—unly

grace a I’hypothese 2.4.3. De plus, comme la constante v dans I’hypothese 2.4.4 est égale
N L. N N 1 1~ N
a0, la proposition 2.53 méne & [u — uply j, < 7=5[Ung; - Don,

1 1
——Unlp o S U= ULy S —— Uk g -
1+ﬁ| h‘m,h—\ h|k,1,h— 1_5| h|k,1,h

(2) Pour conclure la preuve, montrons que |up|p1,7 = Par(f) pour tout T € 7p,. En
prenant vy, = b7’ in (2.49) et en utilisant le fait que (Vuy, Vb7©), = 0, il vient

VT € 7;1 5 kT(vaha vb’rll“c)oj‘ = (fh7 b%C)O,T :

Posons up|7 = arby pour ar € R. Comme (Vuy, VU), = ar|by %T, on en déduit que
(fha b%c)o,T

ez, o ainst [alr = Paz(f). O

o =

Remarque 2.4.12. Comme @y, peut étre calculé sans résoudre le probleme (2.48), il est

aisé de vérifier numériquement si I’hypothese de saturation est satisfaite.

Remarque 2.4.13. L’estimateur d’erreur a posteriori dans (2.64) ne fait intervenir qu'un

terme de pré-processing.
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Remarque 2.4.14. En choisissant d’enrichir PI}QO(’ZA) par I’espace engendré par les bulles

cubiques conformes sur les éléments (voir Annexe A.22), on obtiendrait également I'indi-
cateur P4 7(f) en remplacant b5° dans 2.64 par b. Pour les cas tests considérés a la

section 2.5, I’hypothese de saturation n’a pas été satisfaite numériquement.

2.4.2 Estimateur hiérarchique coutournant ’hypotheése de saturation

Dans cette section on établit un estimateur d’erreur a posteriori hiérarchique coutour-

nant les hypotheses 2.4.3 et 2.4.4. Nous considérons le cas th = B.(Th).

Proposition 2.4.15. Soient u et uy respectivement 'unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, sous les hypothéses 2.3.1 et 2.3.8, il existe une constante c telle que

. 2
lw—unlpyp < | D Par(f)?+ D Por(f)*+ inf  fup—wnlig, | o (2.65)
FeF} TeT} vn€Fco(Tn)
ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locauz

VI'€Th, Psx(f)=hrlflli-r00 +hrlf = full-ror- (2.66)

Démonstration.

(1) Soit IT: H}(2) — B.(7s) Vopérateur d’interpolation défini pour v € H} () par

M=% (ﬁbD By (2.67)

FeF]

Une intégration par parties montre que Ay, (vp, v) = Ap(vp, [Tv) pour tout vy, € Pr}c,o (7n)
et v € H&(Q) De plus, I'opérateur II est doté de la propriété de stabilité suivante : il
existe une constante c telle que pour tout v € H}(Q) et T € Ty,

_1
Mol < chp® D follor, (2.68)
FeFr
1
Toflor < chd Y lvllor- (2.69)
FeFr

L’inégalité (2.68) est établie dans [AAA03, lemme 2.2]. Pour établir (2.69), notons tout

d’abord que grace a la régularité de {7}, et a la construction des bulles conformes
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sur les faces b, il existe une constante positive ¢ telle que pour tout 7 € 7y, et
1
F e Fr, \F]% |0 llo,r < ch? [ b ol [F| est la (d—1)-mesure de F. En utilisant (2.67)

et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, il vient
1
7} :
Mollor < > HUHO,Ff—b,Hb%Ho,T <ch2 Y ollor-
FeFr FUF FeFr
(2) Soit vy, € Plo(Tp) et soit w = u — vy. Alors, on a
|u — Uh|i;1,h = Ap(u — up, w) + Ap(up — vp,w) .
(a) Estimation de Ap(u — up, w) pour w € HL(L).
Ah(u — Up, w) = Ah(u, w — IB\/’LU) + Ah(u,IBVw) — Ah(uh, w — IB\/U)) — Ah(uh,IBVw)
= (fiw—Tpvw)oq + (f = fo, Ievw)y g — An(up, (w — Ipyw)) .
Comme uy, est la solution du probleme (2.49) et II(w — Zpyw) € B.(74),
Ap(u —up, w) = (f,w — Ipyw)g g — (fa, IL(w — Ipvw))g g

+ Ap(up, I(w — Ipyw)) + (f = fr, Ievw)g g -

Localisons et majorons les quatre termes du membre de droite de 'égalité ci-
dessus. Grace a (2.20),

(f»w - IBVw)O,T < ChT||f”k*1;0,T|w|k;17AT :

De plus, (2.21) et (2.69) conduisent a

1
(i, IH(w — Zpyw))o < ell fallorhd D llw = Zevwllo,r

FeFr
1
< chr| frllor Z (k7) "2 |wlk1,ap,
FeFr
<chr|fulli-ror D, [wlkiay -
FeFr

De plus, en utilisant (2.21) et (2.68), il vient

1 _1
kr (Vin, VII(w — Tayw))o ¢ < cl|Van|lkorkihe® Y [lw — Teyw|

0,F
FeFr
1 _1 1 1
< clanlkarkibr® Y hE(KR) 2 wlkaar
FeFr
< c|up|k1,r Z |W[ks1,A 5 -

FeFr
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Finalement, en utilisant la propriété de stabilité (2.38) établie au lemme 2.3.11,
on déduit que
(f = froIevw)op = (f — fu, Tevw — I (Teyw)) o < chollf = fulli-107Tevewlk,r
< chrllf = fulle-v0rlwlk,an -
(b) Estimation de Ap(up — vp, w) pour w € HL ().

Il est clair que

Ap(up, — vpyw) < up — vnlgg plwlg -
(c) En rassemblant les estimations ci-dessus et en utilisant (2.58), il vient

2

lu — Uh|k;;17h <c Z fP3,F(f)2 + Z (P5,T(f)2 + up — Uh’kg,h . (2.70)
FeF; TeT,,

(d) Finalement, par I'inégalité triangulaire il vient
[u—uplpg p < |u—Vnlgqp + [un — vl -
La preuve est complete. ]

Remarque 2.4.16. Si f est réguliére, le second terme du membre de droite de (2.66) est

d’un ordre plus élevé que le premier.

Les résultats qui suivent sont une conséquence directe du lemme 2.3.2 et de 'estimation

(2.65).

Corollaire 2.4.17. Soient u et up respectivement 'unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, sous les hypothéses 2.3.1 et 2.3.8, il existe une constante c telle que

N[

|u—up g < € Z Py r(f)? + Z Psr(f)* + Z mr(un)® (2.71)

FeFi TET), TeT;,

(NI

<c| Y Psr()?+ D] Psr(f)’+ D mrlun)’| (2.72)

FeFi TeT), FeFy,

Pour finir, on étudie 'optimalité des indicateurs d’erreur locaux ci-dessus. Grace aux

propositions 2.3.7 et 2.4.9, nous avons seulement & prouver 'optimalité de P57 (f).
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Proposition 2.4.18. Soient u et uy, respectivement l'unique solution de (2.4) et (2.16).

Alors, il existe une constante c telle que
VT €Th, Psr(f) <c(lu—unlear+hrllf = falle-107) - (2.73)

Démonstration. Le terme hrl| f||-1,07 se majore comme dans la preuve de la proposi-
tion 2.3.12. O

Remarque 2.4.19. Il n’est pas immédiat de construire un estimateur d’erreur a posteriori
hiérarchique basé sur des bulles non-conformes sur les éléments coutournant I’hypothése
de saturation. En effet, la preuve de la proposition 2.4.15 repose sur la construction d’un
opérateur II tel que Ap(vp,v) = Ap (v, Iv) pour tout vy, € P&QO(’Z?Z) et v € H(Q). Or, si
ITv est dans Bye(7h), par le lemme 2.4.10 on a Ap(vp, ITv) = 0.

2.5 Résultats numériques

Cette section présente les résultats numériques dans des milieux homogenes et hétérogenes
pour les estimateurs d’erreur a posteriori par résidu et et les estimateurs d’erreur a pos-
teriori hiérarchiques établis ci-dessus. Les solutions discretes sont obtenues a partir de la

formulation primale (2.16) et de la formule de reconstruction (2.15).

2.5.1 Milieu homogene

Considérons le carré 2 = |0,1[ x |0, 1[ avec des conditions aux limites de Dirichlet
homogenes et une conductivité hydraulique constante & = 1. La donnée f est choisie
de sorte que la solution exacte de (2.4) soit u(z,y) = sin(2nx)sin(27ry). Deux familles
de triangulations non-structurées sont considérées. La premiere famille consiste en une
triangulation quasi-uniforme de taille h; = ho27%, avec hg = 0.2 et i € {0,...,4}. La
seconde famille n’est pas uniforme, la taille des triangles au bord est toujours h; avec
i €{0,...,4} , alors que la taille des triangles est dix fois plus petite au voisinage du point

(0.5,0.5). Une triangulation de chaque famille est représentée a la figure 2.5.
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Fia. 2.5: A gauche : triangulation quasi-uniforme de taille hg; a droite : triangulation

non-uniforme de taille hg

Les tableaux 2.1 et 2.2 présentent les résultats obtenus pour 'erreur réelle en pression
en norme |- |, , et en vitesse en norme ||-||;-1,4iy.o sur les différentes triangulations (on
entend par erreur réelle la différence entre la solution analytique et la solution approchée).

Les coefficients a et w indiquent 1’ordre de convergence de I'erreur. Le coefficient o est défini
par a = log(=4-)/log(+4-) et le coefficient w est défini par w = 2log(=~ )/log(N]f,‘—:;l)

€it1 hit1 €i+1
ou e; est 'erreur sur la triangulation de taille h; et Na; est le nombre d’arétes sur cette

triangulation. Les résultats présentés aux tableaux 2.1 et 2.2 sont en accord avec ’analyse

a priort de la proposition 2.2.9.

Na h | lu—unlpry @ | llo=onlli-tave @

115 0.2 1.9105 - 13.5440 -
374 0.1 0.9881  0.95 7.3536 0.88
1441 0.05 04954  1.00 3.6228 1.02
5621 0.025 | 0.2482  1.00 1.8040 1.00
22330 0.0125 | 0.1238  1.00 0.9010 1.00

TAB. 2.1: Erreur réelle en pression et en vitesse, et ordres de convergence sur les triangu-

lations quasi-uniformes
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Na N]\?—afl lu — Uh|k;1,h w lo = onllg-1av,0 W

274 - 1.5613 - 10.4427 -
1034 1.94 0.8134 1.01 5.8178 0.54
3052 1.72 0.4227 1.21 3.0459 1.09
16517 2.33 0.2087 0.83 1.4656 0.86
67132 2.02 0.1034 1.00 0.7287 0.99

TAB. 2.2: Erreur réelle en pression et en vitesse, et ordres de convergence sur les triangu-

lations non-uniformes

Na | Pu(f)  Pa(f) | mua) me(up) | L Iy Iy

115 13.4550 15.9078 | 2.1158 1.1552 | 1.01 9.45 2.04
374 7.3136 8.5318 | 1.1289 0.7285 | 1.01 9.78 2.03
1441 3.6023 4.1730 | 0.5737 0.4061 | 1.01 9.58 2.03
5621 1.7938 2.0763 | 0.2867 0.2104 | 1.01 9.52 2.02
22330 | 0.8959 1.0338 | 0.1430 0.1069 | 1.01 9.50 2.02

TAB. 2.3: Estimateurs d’erreur a posterior: de type résidu et

triangulations quasi-uniformes

indice d’efficacité sur les

Na | Pu(f)  Pof) | mup) me(wn) | L I3 Is

274 10.3648 12.2677 | 1.8008 0.8980 | 1.01 9.01 2.03
1034 | 5.7813  6.7212 | 0.9509 0.6035 | 1.01 9.43 2.03
3052 | 3.0276  3.5276 | 0.4848 0.3536 | 1.01 9.49 2.03
16517 | 1.4563 1.7097 | 0.2403 0.1833 | 1.01 9.34 2.03
67132 | 0.7239  0.8481 | 0.1200 0.0939 | 1.01 9.36 2.03

TaAB. 2.4: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indices d’efficacité sur les

triangulations non-uniformes

Les tableaux 2.3 et 2.4 présentent les différents estimateurs d’erreur a posteriori par résidu
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établis dans la section 2.3. Les termes de pré-processing P;1(f) et Po(f) sont définis par

1 1
2 2
Pf) = D P L P = D] Par(H?] (2.74)
TeT, TeT,
avec les indicateurs d’erreur définis en (2.25) et (2.35), respectivement, et les termes de

post-processing sont définis par

ISR
N[

mun) = [ Y omrn)® | o m(u) = D mrn)® | (2.75)

TeT, FeFy,

avec les indicateurs d’erreur définis en (2.28) et (2.29), respectivement. Par abus de
langage, nous appelons P1(f), P2(f), m(up) et n2(up) des estimateurs d’erreur. Les ta-
bleaux 2.3 et 2.4 montrent que les termes de pré-processing P1(f) et Po(f) dominent les
termes de post-processing 11 (uyp) et n2(up). Ces tableaux présentent également quelques
indices d’efficacité pour les estimateurs d’erreur a posteriori par résidu. Les indices d’effi-
cacité pour l'estimateur d’erreur en pression-et-vitesse basé sur la formulation mixte sont

définis par (voir corollaire 2.3.5)

ni(un) +P1(f)
lu — Uh’m,h + [lo — Uh”kfl;div,sz

I; = , ie{l,2}. (2.76)
Les indices d’efficacité pour ’estimateur d’erreur en pression basé sur la formulation pri-

male sont définis par (voir corollaire 2.3.10)

_ ni(un) + P2(f)

Tprs = . ie{1,2). 2.77
2+ |U_uh|]€;17h { } ( )

Ces indices sont proches de 1 si le terme Py(f) n’est pas inclus. Les indices d’efficacité
pour 'estimateur d’erreur par résidu en pression-et-vitesse basé sur la formulation primale

sont définis par (voir corollaire 2.3.10)

ni(un) + P1(f) + Pa(f)
”U, - uh‘k;l,h + ”U - O—hHlffl;div,Q

Iy = , 1€ {1, 2} . (278)

Finalement, les indices d’efficacité pour I’estimateur d’erreur en vitesse basé sur la formu-

lation primale, définis par (voir corollaire 2.3.10 et proposition 2.3.14)

ni(un) +P1(f) + Pa(f)
o — Uth*l;div,Q

IG-‘ri = IS {172}7 (279)
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sont compris entre 2 et 2.3, indiquant que ’erreur réelle en vitesse coincide approximati-
vement avec P1(f). Donc, pour un milieu homogene, I’estimateur d’erreur en vitesse basé
sur la formulation mixte conduit a des bornes plus fines que celles obtenues par I’estima-
teur d’erreur basé sur la formulation primale et sur la formule de reconstruction locale
(2.15). Les estimateurs d’erreur a posteriori par résidu et I'erreur réelle sont présentés a
la figure 2.6 en échelle logarithmique en fonction du nombre de degrés de liberté de la
formulation primale (2.16). Sur cette figure est également présenté 'estimateur d’erreur

pour la vitesse

n(on) = n2(un) + P1(f) + Pa(f), (2.80)

résultant du corollaire 2.3.10 et de la proposition 2.3.14 en prenant les constantes égales
a un. Les estimateurs d’erreur a posteriori convergent bien a ’ordre un, conformément a

I’analyse a posteriori.

— glu(} wnlp,n) — gl"(})“h‘k;l,h
ok Py ] ok Py
. . Z: mguh) . . :: m((uhg
s * -0 m2(up i x> -0 M2 (up
v . . e Pa(f) ] 'k - 10! :
*. wan(op) o wan(op)

10

FiG. 2.6: Erreur réelle et estimateurs d’erreur par résidu en fonction du nombre de faces
de la triangulation. Gauche : triangulations quasi-uniformes; droite : triangulations non-

uniformes

Les termes de post-processing dans (2.74) et (2.75) peuvent étre évalués en bouclant une
ou deux fois sur les éléments de la triangulation ; ainsi, leur évaluation requiert asympto-
tique le méme cott, i.e., un cout proportionnel au nombre de degrés de liberté du probleme
discret en pression. Notons que ce cott est inférieur au cotut associé a la résolution de la
formulation primale (2.16).

Pour illustrer 'optimalité des estimateurs d’erreur par résidu, la figure 2.7 présente
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I'erreur locale en pression ||u — up||x;1,7 et 'indicateur d’erreur local 1 7(up) sur chaque
triangle T' de la triangulation quasi-uniforme de taille hj. La distribution spatiale des

deux quantités montre une physionomie analogue, en particulier en ce qui concerne la

localisation des maxima.

F1a. 2.7: Localisation de lerreur réelle (gauche) et de l'estimateur d’erreur par résidu

. . . . . . _h
n1(up) (droite) pour la triangulation quasi-uniforme de taille h = %

Les tableaux 2.5 et 2.6 présentent les résultats numériques pour les estimateurs hiérarchiques

obtenus a la section 2.4, ainsi que leurs indices d’efficacité.

Na | Ps(f) Ps(f) Palf) B Iy Lo T2
115 | 0.2427 8.7543 1.0080 0.86 | 0.13 5.82 3.77
374 0.1436 4.3564 0.5675 0.82 | 0.14 5.69 3.20
1441 | 0.0726 2.0595 0.2827 0.82 | 0.15 5.46 3.17
5621 | 0.0368 1.0161 0.1430 0.82 | 0.15 5.40 3.20
22330 | 0.0184 0.5003 0.0713 0.82 | 0.15 5.34 3.20

TaB. 2.5: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchiques et indice d’efficacité sur les tri-

angulations quasi-uniformes
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Na | P3(f) Ps(f) Palf) B I7 Is Lo
274 0.1982 6.6865 0.8005 0.86 | 0.13 5.56 3.66
1034 | 0.1121 3.3859 0.4410 0.84 | 0.14 547 3.39
3052 | 0.0602 1.7702 0.2345 0.83 | 0.14 5.48 3.26
16517 | 0.0294 0.8729 0.1142 0.84 | 0.14 5.47 3.42
67132 | 0.0142 0.4303 0.0552 0.85 | 0.14 5.46 3.56

TAB. 2.6: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchique et indice d’efficacité sur les tri-

angulations non-uniformes

Les termes de pré-processing sont définis par :

N}
[SIe
N

Po(f)=| D Par(H?] L Pa(H) = | Do Par()?] PN = D] Pl

Fefi TeT, TeT),

avec les indicateurs d’erreur locaux définis en (2.57), (2.64), et (2.66), respectivement.
Nous ferons le méme abus de langage que précédemment en appelant Ps(f), P4(f) et P5(f)
estimateurs d’erreur. Les indices d’efficacité pour les estimateurs d’erreur en pression basés
sur les bulles conformes sur les faces reposant ou non sur ’hypothese de saturation sont

respectivement définis par (voir propositions 2.4.6 et 2.4.15) :

I = Ps(f)

_ — (2.81)
lu — uh‘k;l,h

° Pa(f) + Pa(f) + milun)

lu — Uh‘m,h

Igy; = , 1€ {1, 2} . (282)

L’estimateur Ps(f)+P5(f)+ni(un), i € {1,2}, présente 'avantage théorique de contourner
I’hypothese de saturation, mais son indice d’efficacité est compris entre 5.3 et 6.0. L’indice
d’efficacité de 'estimateur d’erreur a posteriori basé sur les bulles non-conformes sur les

éléments (voir proposition 2.4.11) est défini par :

1 Pa(f)

1-p lu — Uh‘m,h .

I (2.83)

Pour les bulles non-conformes sur les éléments, '’hypothése de saturation a été vérifiée

numériquement comme le montrent les résultats présentés aux tableaux 2.5 et 2.6. Bien

que ’hypothese de saturation ne soit pas vérifiée théoriquement pour les bulles conformes
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sur les faces, on peut remarquer que l'estimateur Ps3(f) produit des résultats satisfai-
sants sur les triangulations quasi-uniformes et non-uniformes. L’erreur réelle en pression
et les estimateurs hiérarchiques sont représentés a la figure 2.8 en échelle logarithmique en
fonction du nombre de dégrés de liberté du probleme primal (2.16) sur les triangulations
quasi-uniformes et non-uniformes. Dans les deux cas, les estimateurs d’erreur a posteriori

convergent bien a ’ordre un.

't

—tlu = uplpq
xemex P (f)
w--x P5(f)
=0 Py (f)

-
\
—u = up g

xemex P (f)
w-x P5(f)
=0 Py (f)

-2
0°F il il L3 10°H
10 10 10 10 10 10

Fia. 2.8: Erreur réelle et estimateurs d’erreur hiérarchiques en fonction du nombre de
faces de la triangulation. Gauche : triangulations quasi-uniformes ; droite : triangulations

non-uniformes

2.5.2 Milieu hétérogene

Considérons le carré 0 = ]—1,1[ x ]—1,1[ avec des conditions limites de Dirichlet
homogenes. Le domaine €2 est découpé en quatre sous-domaines Q;, 1 € {1,--- 4}, qui
sont des carrés de coté de longueur 1. Les sous-domaines sont numérotés dans le sens
trigonométrique en commencant par le sous-domaine en haut a droite. Sur chaque sous-
domaine §, I € {1,...,4}, la conductivité hydraulique est prise égale a k; = k1 ou Kk
est un réel positif. Notons que les variations de k sont en accord avec I’hypothese 2.3.1.
Comme chaque sous-domaine €2; a une intersection non-vide avec le bord de €2, ’estimateur
d’erreur en pression-et-vitesse basé sur la formulation mixte ne dépend pas de pq (k) (voir la
remarque 2.2.4) ; néanmoins, la minoration locale concernant 1y 7(up) et n2, r(up) dépend

toujours de g (k). On considére deux valeurs pour le parametre x : £ = 10 induisant & un
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contraste maximal de la conductivité de oo (k) = 10%; k = 100 induisant & un contraste
maximal de la conductivité de gq(k) = 10°. Dans les deux cas, la donnée f est telle que
f(z,y) = 2w? sin(7z) sin(7y) de sorte que sur chaque sous-domaine €, la solution exacte
est u(x,y)lo, = kll sin(mx) sin(7y). Notons que la solution exacte présente une singularité

Cl aux interfaces entre les sous-domaines.

Les résultats sont présentés sur une famille de triangulations non-structurées quasi-
uniformes avec une taille de maillage h; = hg27%, hg = 0.2 et i € {0,...,4}. Les triangula-
tions restent compatibles avec les sous-domaines €2, en accord avec '’hypothese 2.2.5. Les
tableaux 2.7 et 2.8 présentent les résultats obtenus pour 'erreur réelle en pression et en

vitesse. Les ordres de convergence des erreurs sont bien en accord avec ’analyse a priori.

Na h |U—Uh|k;1,h o lo —onllg-1av0 @

440 0.2 0.4966 - 1.8853 -
1456 0.1 0.2614 0.92 0.9915 0.92
5684 0.05 0.1310 0.99 0.4844 1.03
22321  0.025 0.0655 1.00 0.2421 1.00
88961 0.0125 0.0327 1.00 0.1209 1.00

TAB. 2.7: Erreur réelle en pression et en vitesse, et ordres de convergence lorsque pq(k) =
10

Na h ’U—uh‘m,h o lo —onllp-1av0 @

440 0.2 0.4735 - 1.7976 -
1456 0.1 0.2493 0.92 0.9454 0.92
5684 0.05 0.1249 0.99 0.4619 1.03
22321  0.025 0.0625 1.00 0.2308 1.00
88961 0.0125 0.0312 1.00 0.1153 1.00

TAB. 2.8: Erreur réelle en pression et en vitesse, et ordres de convergence lorsque pq(k) =
106
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Na | Pi(f)  Palf) | m(un) m2(un) | N I3 I5
440 3.5075 5.6169 | 0.5334 1.9876 | 1.70 12.39 4.05
1456 | 1.8437 2.8631 | 0.2954 0.7793 | 1.71 12.08 3.99
5684 | 0.8990 1.3705 | 0.1509 0.3001 | 1.71 11.61 3.93
22321 | 0.4491 0.6790 | 0.0757 0.1158 | 1.71 11.52 3.91
88961 | 0.2244 0.3374 | 0.0377 0.0460 | 1.71 11.47 3.90

TaB. 2.9: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indices d’efficacité lorsque
oa(k) =10°

Na | Pi(f)  Pof) | mQun) mo(up) | L I3 I5
440 3.5075 5.6155 | 0.5086 61.6208 | 1.77 12.93 4.24
1456 | 1.8437 2.8621 | 0.2817 23.6439 | 1.78 12.61 4.17
5684 | 0.8990 1.3699 | 0.1439 8.7840 | 1.78 12.12 4.11
22321 | 0.4491 0.6787 | 0.0721 3.1831 | 1.78 12.01 4.09
88961 | 0.2244 0.3372 | 0.0360 1.1380 | 1.78 11.96 4.08

TaB. 2.10: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indices d’efficacité lorsque
oa(k) = 10°

Les tableaux 2.9 et 2.10 présentent les mémes estimateurs d’erreur a posteriori par résidu
que ceux présentés dans les tableaux 2.3 et 2.4. On remarquera qu’aucune dégradation
de l'indice d’efficacité n’est observée lorsqu’on passe de oq (k) = 10% & pq(k) = 10°. Ceci
confirme que les variations de l'estimateur d’erreur en pression sont indépendantes des
fluctuations de k. La figure 2.9 présente 'erreur réelle en pression en échelle logarithmique
ainsi que les mémes estimateurs d’erreur par résidu qu’a la figure 2.6 en fonction du nombre
de degrés de liberté du probleme primal. Le graphe de gauche de la figure 2.9 présente le cas
0a(k) = 103 et le graphe de droite présente le cas pq(k) = 10°. Dans les deux cas, le bon
ordre de convergence est obtenu sauf pour 7s(up) qui exhibe une super-convergence. Les
valeurs prises par 72 (uy) sont plus grandes quand oq (k) = 10° puisque les sauts de pression
sont maximaux aux interfaces des sous-domaines ou la moyenne {k}r de la conductivité
hydraulique a travers la face F' peut étre tres grande. La figure 2.10 représente l'erreur
locale en pression ||u — up||k:1,7, U'indicateur d’erreur local n; 7(up) et I'indicateur d’erreur

local P53 7(f). Il apparait sur cette figure que 1 7(up) prend ses valeurs les plus grandes
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F1G. 2.9: Erreur exacte et estimateurs d’erreur par résidu en fonction de nombre de faces
du maillage. Gauche : oq(k) = 103 ; droite : og(k) = 105

aux interfaces entre les sous-domaines 21 et o d’une part, et entre les sous-domaines 21
et Q4 d’autre part. L’indicateur d’erreur local P37 (f) prend ses valeurs les plus grandes
au centre du sous-domaine €2;. L’erreur, quant & elle, prend ses valeurs les plus grandes au
centre du sous-domaine 27 d’une part, ainsi qu’aux interfaces entre les sous-domaines €2y
et Qo, et 0 et Q4 d’autre part. Ceci montre que I'indicateur d’erreur 7y 7(up) est sensible
aux grandes variations de la conductivité, alors que l'indicateur d’erreur P37 (f) qui ne

dépend pas de la solution approchée, n’est pas sensible a ces variations.
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F1G. 2.10: Localisation de l'erreur réelle (gauche), localisation de I’estimateur d’erreur par
résidu 71 (up,) (centre) et localisation de l'estimateur d’erreur hiérarchique P3(f) (droite)

pour une triangulation de taille h = % et oo (k) = 106

Na | P3(f) Ps(f) Palf) B Iy  TIip Ii2
440 0.0755 2.3385 0.2988 0.80 | 0.15 5.93 3.01
1456 | 0.0394 1.1535 0.1537 0.81 | 0.15 5.69 3.09
5684 | 0.0194 0.5424 0.0754 0.82 | 0.15 544 3.2
22321 | 0.0097 0.2665 0.0376 0.82 | 0.15 5.37 3.19
88961 | 0.0048 0.1319 0.0188 0.82 | 0.15 5.33 3.19

TAB. 2.11: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchiques et indices d’efficacité lorsque

oa(k) =103
Na | Ps(f)  Ps(f) Pu(f) B | Iy Lo T2
440 | 0.0720 2.2298 0.2849 0.80 | 0.15 5.93 3.01
1456 | 0.0375 1.0999 0.1466 0.81 | 0.15 5.69 3.09
5684 | 0.0185 0.5171 0.0719 0.82 | 0.15 5.44 3.2
22321 | 0.0093 0.2541 0.0359 0.82 | 0.15 5.37 3.19
88961 | 0.0046 0.1258 0.0179 0.82 | 0.15 5.33 3.19

TAB. 2.12: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchiques et indices d’efficacité lorsque

oa(k) = 109

Les tableaux 2.11, 2.12 et la figure 2.11 présentent les mémes estimateurs d’erreur
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hiérarchiques qu’aux tableaux 2.5, 2.6 et qu’a la figure 2.8. Les mémes conclusions que
pour les estimateurs par résidu peuvent étre tirées. Les résultats indiquent en particulier
que pour les cas tests que nous avons considérés, la constante de saturation § ne dépend

pas de oq (k).

— Ju— unlp

—t|u = uplgq

i i)
5 ¥k U5
e Pa(f) i } . o0 P4 (f)
] 10 THe
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Fi1Gc. 2.11: Erreur exacte et estimateurs d’erreur hiérarchiques en fonction du nombre de
faces du maillage. Gauche : o (k) = 10%; droite : o (k) = 10°

2.5.3 Adaptation de maillage

Une des applications des estimateurs d’erreur a posteriori étant d’adapter la triangu-
lation a la solution calculée, cette section est consacrée a la construction de triangulations

de facon adaptative. L’algorithme utilisé dans cette section est celui présenté en B.

2.5.3.1 Milieu homogeéne

On considere d’abord le cas test de la section 2.5.1. Les histogrammes 2.12 et 2.13
présentent, respectivement, la répartition des triangles et de I’erreur en pression |u — up| KLk
en fonction de la taille des triangles lorsque la triangulation est générée de facon adaptative
en utilisant 7y 7(up,) comme indicateur d’erreur. Ces deux histogrammes montrent qu’ini-
tialement tous les triangles ont sensiblement la méme taille mais que ’erreur n’est pas
uniformément répartie. Au cours des itérations, ce phénomene s’inverse et on voit que les
triangles sont de taille différente, alors que 'erreur s’équilibre sur I’ensemble des triangles.

Sur le maillage le plus fin les variations de taille de triangles est importante, alors que

76



2.5. Résultats numériques

lerreur est uniforme. La figure 2.14 montre la triangulation initiale et les triangulations

générées avec 11 7(up) et P3r(f) apres six itérations.

100 T T T T T 1000 T T T T T 10000 T

100 1000

10 . . - 10 . 10 L
005 005 005 0 02 0% 001 0025 005 0 02 0% 0w 005 005 002 0%

Fi1G. 2.12: Répartition des triangles par leur taille sur des triangulations générées de fagon
adaptative en utilisant 71 7(up,) comme indicateur d’erreur. A gauche : sur la triangulation
initiale ; au centre : sur la triangulation générée de fagon adaptative apres 3 itérations; a

droite : sur la triangulation générée de fagon adaptative apres 6 itérations

100 T T T T T 1000 T T T T T 100000 T

100

1 L 1 L L 10000
00125 0025 005 01 02 0% 00125 0025 005 01 02 05 00125 0025 005 01 02 0%

FiG. 2.13: Répartition des erreurs en pression sur des triangulations générées de fagon
adaptative en utilisant 71 7(uj,) comme indicateur d’erreur. A gauche : sur la triangulation
initiale ; au centre : sur la triangulation générée de fagon adaptative apres 3 itérations; a

droite : sur la triangulation générée de fagon adaptative apres 6 itérations

On remarquera que lorsque la triangulation est générée de facon adaptative avec l'in-
dicateur d’erreur local P35 r(f), la constante 5 de 'hypothese de saturation 2.4.3 tend vers

1, ce qui implique une dégradation de l'indice d’efficacité I1o.
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Fia. 2.14: A gauche : triangulation initiale de taille hg; au centre : triangulation générée
de fagon adaptative apres 6 itérations en utilisant 71 7(up) comme indicateur d’erreur; a
droite : triangulation générée de facon adaptative apres 6 itérations en utilisant Pz 7 (f)

comme indicateur d’erreur

Les figures 2.15 et 2.16 présentent les erreurs réelles et les estimateurs d’erreur par résidu
et hiérarchique en fonction du nombre d’arétes sur des triangulations raffinées de facon
adaptative en utilisant les indicateurs d’erreur 9y 7 (us) et Psr(f). Ces figures montrent

que 'ordre de convergence de I'erreur et des estimateurs est assez bien conservé.

.
e *—*‘ufuhlk;l,h, . *—*‘ufuh‘k;l,h
. * xP1(f) M * x P1(f)
wh o v () . i)
oo luhs . o0 13 (up,)

DI S R e Po(f)

Fi1G. 2.15: Erreur réelle et estimateurs d’erreur par résidu en fonction du nombre de faces
du maillage sur la triangulation raffinée de facon adaptative en utilisant Pz 7(f) (a gauche)

ou n1,7(up) (& droite)
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2.5.

Résultats numériques

't

'y o

Tt u = uplpg |
xeex P (f)
ok P (f)
o0 P4(f)

Fi1G. 2.16: Erreur réelle et estimateurs d’erreur par résidu en fonction de nombre de faces
du maillage sur les triangulations raffinées de fagon adaptative en utilisant P37 (f) (&

gauche) ; 9 7(up) (& droite)

Les tableaux 2.13 et 2.14 présentent les résultats obtenus pour I'erreur réelle en pression
sur les triangulations raffinées de facon adaptative en utilisant d’une part P3 r(f) et d’autre
part 71 7(up). On voit que l'ordre de convergence de 'erreur réelle est proche de 1 dans
les deux cas. Les tableaux 2.14, 2.15, 2.16, 2.17 et 2.18 présentent les résultats obtenus
pour les estimateurs d’erreur pour les mémes triangulations que celles des tableaux 2.13

et 2.14. On constate que I'indice d’efficacité n’est pas dégradé excepté I1o qui se dégrade

T
—lu = uplp
wemx P (f)
ok P (f)
o0 Py(f)

a mesure que la constante de saturation § tend vers 1.

Na N]\L;—Zl ‘u_uh|k;1,h w o —onlli-1av0 W
115 - 1.9105 - 13.5440 -
200 1.32 1.4764 0.91 10.0530 1.08
409 1.43 1.1105 0.79 7.5057 0.82
908 1.50 0.8409 0.68 5.3058 0.83
2231 1.57 0.5850 0.81 3.7011 0.79

TaB. 2.13: Erreur en pression et en vitesse sur les triangulations générées de fagon adap-

tative par Psr(f)

79



Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

Na Nz\(;—atl |“_“h’k;1,h w | llo=onllk-rave W
115 - 1.9105 - 13.5440 -
302 1.62 1.1330 1.07 8.1824 1.04
736 1.56 0.7481 0.93 5.5397 0.88
1996 1.65 0.4906 0.84 3.5704 0.87
5974 1.73 0.3116 0.82 2.2962 0.80

TAB. 2.14: Erreur en pression et en vitesse sur les triangulations générées de facon adap-

tative par n1 7 (up)

Na | Piu(f)  Pa(f) | mlup) me(up) | L I3 Is

115 | 13.4550 15.9078 | 2.1158 1.1552 | 1.01 9.44 2.04
200 9.9770 11.6731 | 1.7721 0.9286 | 1.02 9.11 2.03
409 7.4442 8.4841 | 1.3648 0.7905 | 1.02 8.87 2.01
908 5.2512 5.8495 | 1.0911 0.6830 | 1.03 8.25 1.98
2231 | 3.6615 3.9926 | 0.7753 0.5033 | 1.03 &8.15 1.97

TAB. 2.15: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indice d’efficacité sur les

triangulations générées de facon adaptative par Ps r(f)

Na | Pi(f)  Po(f) | mlun) me(un) | L I3 Is

115 | 13.4550 15.9078 | 2.1158 1.1552 | 1.01 9.44 2.04
302 8.1334 9.5175 | 1.3456 0.8384 | 1.02 9.59 2.04
736 5.5105 6.5039 | 0.8558 0.5968 | 1.01 9.84 2.05
1996 | 3.5563 4.4418 | 0.5013 0.3595 | 1.00 10.1 2.09
5974 | 2.2905 2.9652 | 0.2766 0.2031 | 0.99 104 2.12

TAB. 2.16: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indice d’efficacité sur la

triangulation générée de facon adaptative par 71 7 (up)

80



2.5. Résultats numériques

Na | P3(f) P5(f) Pa(f) B Iy Iy 112
115 | 0.24275 &8.75426 1.00804 0.86 | 0.13 5.82 3.77
200 | 0.17908 6.12566 0.72100 0.88 | 0.12 5.47 4.07
409 | 0.12422 4.05849 0.49299 0.90 | 0.11 5.00 4.44
908 | 0.08024 2.54404 0.31547 0.93 | 0.10 4.42 5.36
2231 | 0.05026 1.56065 0.19687 0.94 | 0.08 4.10 5.61

TAB. 2.17: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchique et indice d’efficacité sur les

triangulations générées de facon adaptative par Ps (f)

Na | Ps(f)  Ps(f) Pu(f) B | Iy Lo I
115 | 0.2426 8.7543 1.0080 0.86 | 0.13 5.82 3.77
302 | 0.1628 4.9367 0.6463 0.83 | 0.14 5.69 3.35
736 | 0.1116 3.4100 0.4392 0.81 | 0.15 5.85 3.10
1996 | 0.0852 2.6052 0.3344 0.73 | 0.17 6.5 2.52
5974 | 0.0605 1.8377 0.2368 0.65 | 0.19 6.98 2.17

TaB. 2.18: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchique et indice d’efficacité sur la tri-

angulation générée de fagon adaptative par ny r(up)

2.5.3.2 Milieu hétérogene

Reprenons le cas hétérogene considéré dans la section 2.5.2 avec oq(k) = 103, et uti-
lisons les indicateurs d’erreur locaux P37 (f) et n1 7 (up) pour raffiner la triangulation de
fagon adaptative. La figure 2.17 montre la triangulation initiale et la triangulation adap-
tive obtenue apres six itérations. On observe que la triangulation générée par 1y r(up) est
raffinée le long des interfaces des sous-domaines, particulierement le long de l'interface
entre les sous-domaines 1 et {24, a travers laquelle le saut du coefficient & est maximal.
Par contre, la triangulation générée par Ps r(f) est raffinée aux centres des sous-domaines

Q;, i € {1,2,3} et plus particulierement au centre du sous-domaine ;.
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FiG. 2.17: Gauche

: triangulation initiale (440 faces); centre :

v
2
VAVAVLS,

vuAVAVAVAVAVAVA

< <]

NOAYAY

sVAVAVAV,
vmv’?ﬁﬂAéAéX#’

vaY
SVAVAV)>
K
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¥
Ava¥
Vavay

triangulation raffinée de

facon adaptative en utilisant P 7(f) (14395 faces) ; droite : triangulation raffinée de facon

adaptative en utilisant 71 7 (up) (54738 faces)

Les tableaux 2.19 et 2.20 présentent I'erreur réelle en pression et en vitesse. L’ordre de

convergence de l'erreur réelle en pression et en vitesse se dégrade lorsque la triangulation

est raffinée avec P3p(f). Par contre, I'ordre de convergence de ces erreurs est préservé

lorsque la triangulation est raffinée avec 71 7 (up). Ceci montre que la prise en compte

des singularités de la solution aux interfaces entre les sous-domaines est essentielle pour

obtenir une bonne approximation de la solution exacte sur un maillage adaptatif.

Na Nz\?—afl lu — Uplpap W lo = onllk-1,av,0 W
440 - 0.4966 - 1.8853 -
9593 1.16 0.4173 0.64 1.4611 1.71
977 1.28 0.3671 0.39 1.1893 0.84
2096 1.46 0.2786 0.37 0.9154 0.69
5295 1.59 0.2087 0.32 0.6771 0.65
14395 1.65 0.1577 0.28 0.4804 0.69

TAB. 2.19: Erreur réelle en pression et en vitesse, et ordres de convergence

gulations générées de fagon adaptative par P31 (f) lorsque oo (k) = 103
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2.5. Résultats numériques

Na Nﬁ—afl ’“_Uh‘m,h w | llo=onllk-rave w

440 - 0.4966 - 1.8853 -

926 1.45 0.2966 1.38 1.1005 1.14
2368 1.60 0.1736 1.14 0.6060 1.27
6271 1.63 0.1105 0.92 0.3807 0.87
17919 1.70 0.0695 0.87 0.2462 0.82
54738 1.75 0.0405 0.97 0.1517 0.86

TaAB. 2.20: Erreur en pression et en vitesse sur les triangulations générées de fagon adap-

tative par m1 7(up) lorsque pq(k) = 103

Sur la triangulation contenant 14395 faces, l'erreur réelle en pression |u — up| ki1 €St
de 0.1577; sur la triangulation ayant 54738 faces, elle est de 0.0405; sur la triangulation
la plus fine, raffinée uniformément et considérée dans la section précédente, cette erreur

est a peine plus petite que 0.033, mais le maillage contient 88961 faces.

A la figure 2.18, on voit que les termes de pré-processing sont sous-optimaux. L’erreur
est également sous-optimale lorsque la triangulation est raffinée de facon adaptative avec
P3.7(f). Ceci peut s’expliquer par le fait que le maillage issu de cette adaptation n’est pas
raffiné 1a ou la solution exhibe une singularité. Sur les triangulations raffinées de fagon
adaptative avec 1y 7(up), U'erreur réelle exhibe bien un ordre de convergence de un comme

on peut le voir a la figure 2.19.

83



Chapitre 2. L’équation de Darcy a perméabilité variable

— |u—uplpqp — e —uplpa
0'F P1(f) E P1(f)
1 (up) i 1 (up)

n2(up) 1 e n2(up) 4
***** Pa(f) 1 = Pa(f)

10'F E

Fi1G. 2.18: Erreur exacte et estimateurs d’erreur par résidu en fonction de nombre de faces
du maillage lorsque oq(k) = 10% sur les triangulations raffinées de facon adaptative en

utilisant P35 7(f) (& gauche) ou 1y 7(up) (& droite)

— \u*uhhc;l,h: —lu—uplpg g
P3(f) P3(f)
Ps5(f) P5(f)
10'- Palf) E 10 Palf) g
. ] ~

10 ' 10’ 10

Fia. 2.19: Erreur exacte et estimateurs d’erreur par résidu en fonction du nombre de faces
du maillage lorsque oo (k) = 103 sur les triangulations raffinées de facon adaptative en

utilisantPs r(f) (& gauche) ou ny 7 (up) (a droite)

Pour finir, les tableaux 2.21, 2.22, 2.23 et 2.24 présentent les résultats obtenus pour

les estimateurs d’erreur a posteriori considérés dans les sections précédentes. Seuls les
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indices d’efficacités I3, Is et I;5 sont dégradés lorsque la triangulation est générée avec
ni,7(up). La dégradation des deux premiers indices est due a la sous-optimalité des termes
de pré-processing P1(f) et Pa(f). On remarquera que la quantité n1(up)/|u — upy. 5, reste
comprise entre 0.7 et 1.07. La dégradation de I15 est quant a elle due au fait que § tend

vers 1 au cours des itérations.

Na | Pi(f)  Polf) | mun) me(uwn) | L Iz I;
440 3.5075 5.6169 | 0.5334 1.9876 | 1.70 12.4 4.05
593 3.1234 4.7436 | 0.4925 1.8383 | 1.92 12.5 4.45
977 2.7903 4.1286 | 0.4629 1.7398 | 2.09 12.5 4.74
2096 | 2.3622 3.4081 | 0.3622 1.1454 | 2.28 13.5 5.14
5295 | 1.9352 2.6723 | 0.2765 0.8282 | 2.50 14.1 5.51
14395 | 1.5128 1.9643 | 0.2108 0.6262 | 2.70 13.8 5.78

TaB. 2.21: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indice d’efficacité sur les

triangulations générées de fagon adaptative par P3r(f) lorsque oq(k) = 103

Na | Pi(f)  Po(f) | m(ua) me(un) | I I3 Is
440 | 3.5075 5.6169 | 0.5334 1.9876 | 1.70 12.4 4.05

926 | 2.4856 4.3024 | 0.3025 0.7747 | 1.99 15.5 5.07
2368 | 1.9048 3.5406 | 0.1631 0.3043 | 2.65 21.3 7.19
6271 | 1.4423 2.8577 | 0.0934 0.1494 | 3.13 26.7 8.94
17919 | 1.0322 2.1160 | 0.0523 0.0680 | 3.43 31.2 10.1
54738 | 0.6975 1.4342 | 0.0288 0.0306 | 3.78 36.1 11.1

TAB. 2.22: Estimateurs d’erreur a posteriori de type résidu et indice d’efficacité sur les

triangulations générées de fagon adaptative par 7y r(up) lorsque pq(k) = 103
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Na | P3(f) Ps(f) Palf) B Iy Ly 12
440 0.0755 2.3385 0.2988 0.80 | 0.15 5.93 3.01
593 0.0482 1.4973 0.1894 0.89 | 0.11 4.88 4.13
977 | 0.0310 1.0074 0.1217 0.94 | 0.08 4.09 5.52
2096 | 0.0199 0.6529 0.0781 0.96 | 0.07 3.71 7.01
5295 | 0.0125 0.4106 0.0491 0.97 | 0.06 3.35 7.84
14395 | 0.0078 0.2486 0.0304 0.98 | 0.05 2.96 9.63

TAB. 2.23: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchique et indice d’efficacité sur les

triangulations générées de fagon adaptative par P37 (f) lorsque oo (k) = 103

Na | P3(f) Ps(f) Pulf) B Iy Lo I
440 0.0755 2.3385 0.2988 0.80 | 0.15 5.93 3.01
926 0.0497 1.5742 0.1955 0.75 | 0.17 6.55 2.64
2368 | 0.0323 0.9936 0.1264 0.69 | 0.19 6.99 3.47
6271 | 0.0217 0.6714 0.0852 0.64 | 0.20 7.34 2.96
17919 | 0.0146 0.4404 0.0572 0.57 | 0.21 7.61 1.91
54738 | 0.0088 0.2603 0.0343 0.53 | 0.22 7.72 1.82

TAB. 2.24: Estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchique et indice d’efficacité sur les

triangulations générées de fagon adaptative par 11 1(uy) lorsque (k) = 103

On vérifie que numériquement '’hypothese de saturation est satisfaite pour les bulles
non-conformes sur les éléments, alors que pour les bulles conformes sur les faces, si ’hy-

pothese de saturation est satisfaite, la constante 3 est estimée étre plus grande que 0.8.

2.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté une analyse d’erreur a prior: et a posteriori d’une
méthode d’éléments finis non-conforme pour approcher un probleme elliptique a coefhi-
cients variables. Nous avons porté une attention particuliere sur le fait que les estimations
d’erreur a priori et a posteriori font intervenir des constantes qui sont indépendantes des
fluctuations de la perméabilité. Ce type de résultat est important dans le cas des mileux

poreux tres hétérogenes comme ceux intervenant dans I’étude des écoulements souter-
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rains. Tous les estimateurs d’erreur a posteriori ont été évalués numériquement sur des
cas tests ou la perméabilité est constante, variable et fortement variable. Nous avons étudié
deux exemples montrant comment ’estimateur d’erreur peut étre localisé pour raffiner le
maillage de facon adaptative.

D’un point de vue pratique, nous pouvons tirer les conclusions suivantes. Les estima-
teurs par résidu et hiéarchiques ont un cout de calcul comparable. Celui-ci est proportion-
nel aux degrés de liberté de la formulation primale (2.16). Ce cotit est donc considérablement
moins élévé que le colit de la résolution de la formulation primale. Certains des estimateurs
d’erreur @ posteriori hiérarchiques ne font intervenir que des termes de pré-processing,
mais la difficulté liée a ces estimateurs est que ’hypothese de saturation n’est pas tou-
jours vérifiée. En utilisant des bulles conformes sur les faces, un estimateur hiérarchique ne
nécessitant pas I’hypothese de saturation a été établi. Cet estimateur est plus précis que
I'estimateur par résidu basé sur la formulation primale. Ces deux estimateurs requierent
une reconstruction conforme de la pression discrete; une facon efficace de réaliser cette
reconstruction consiste a utiliser 'opérateur d’interpolation de Oswald. Ceci conduit a
'indicateur d’erreur local 71 7(up). Cet indicateur est plus précis que 'indicateur d’erreur
local 12 p(up,) et est donc recommandé pour des évaluations numériques. De plus, dans les
cas tests étudiés dans ce chapitre, on peut observer que I'indicateur d’erreur local 1y 7(up)
seul (i.e. sans ajout des termes de pré-processing requis par la théorie) peut étre utilisé
pour estimer l'erreur en pression et générer une triangulation raffinée de fagon adapta-
tive. Finalement, I’estimateur d’erreur pour la vitesse basé sur la formulation mixte est
plus précis que celui basé sur la formulation primale et la reconstruction locale de la vi-
tesse; cependant le premier estimateur peut dépendre des fluctuations du coefficient k,

contrairement au deuxiéme.
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Chapitre 3

Convection—diffusion : stabilisation

par viscosité de sous-maille

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’équation de convection—diffusion-réaction avec des
conditions limites de Dirichlet homogenes. Le probleme que nous considérons est le sui-

vant :

(3.1)
u=0 sur 0.

{ —eAu+ B-Vu+rvu=f dans Q,
Ce probleme intervient par exemple dans la modélisation du transport advectif-diffusif—
réactif d’un soluté dans un écoulement. L’inconnue u représente la concentration, € le
coefficient de diffusion , 3 le vecteur vitesse, v le coefficient de réaction, et f le terme
source. On suppose que ) est un polygone de R? ou un polyedre de R? de frontiere 5.

Dans ce chapitre, on fera les hypotheéses minimales suivantes :

e ¢ est un réel strictement positif,

e [ est dans [IWH>(Q)]4, d = 2,3 étant la dimension d’espace,
e v est dans L>®(Q),

e f est dans L2(Q),

e il existe og > 0 tel que 0 = v — %V-ﬁ > op p.p dans Q.

89
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Considérons la formulation faible de (3.1) suivante :

Chercher u € H}(Q) tel que
{ 0(2) 52)

ao(u,v) + a1 (u,v) + ed(u,v) = (f,v)o0 Vv e HHQ),

a1, v) = /Q vuv,  ay(u,v) = /Q BV, d(u,v) = /Q Vu-Vo.

Proposition 3.1.1. Le probléme (3.2) admet une et une seule solution.

Démonstration. Soit v € Hg(Q). En intégrant par parties le terme convectif, il vient

aow) =4 [ (V)2
Q
et en utilisant le fait que ¢ > g9 > 0, on obtient
ap(v,v) + a1 (v,v) + ed(v,v) > min(e, 0'0)”11”%’9 )
On conclut grace au lemme de Lax—Milgram. O

Dans de nombreux problemes physiques, tels les écoulements en milieu poreux, il est
souhaitable de préserver la continuité du flux a travers les éléments de la triangulation.

Pour cela, il est préférable d’écrire le probleme sous forme mixte en introduisant la variable

auxiliaire 0 = —Vu :
oc=—-Vu dans €2,
eV-o+ -Vu+vu=f dans Q, (3.3)
u=20 sur 0f).

La formulation faible de (3.3) est présentée et analysée dans la section 3.4.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 3.2 est consacrée a une discrétisation de
(3.2) stabilisée par viscosité de sous—maille dans un cadre non-conforme. Nous présentons
également une analyse d’erreur a prior: du schéma. Une interprétation sur les échelles
résolues de cette formulation est donnée a la section 3.3. L’étude d’une formulation faible
non-symétrique de (3.3) est présentée a la section 3.4 et sa discrétisation par un schéma
boite, équivalente a ’approximation non—conforme sur les échelles résolues de la variable
primale, est présentée a la section 3.5. A la section 3.6, nous effectuons une analyse d’erreur
a posteriori de la méthode d’approximation décrite dans la section 3.2. Enfin, la section 3.7

présente les résultats numériques.
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3.2. Stabilisation par viscosité de sous-maille

3.2 Stabilisation par viscosité de sous-maille

Dans ce qui suit, ¢ désigne une constante générique indépendante de h et € et dont la valeur
peut changer a chaque ocurrence. Comme nous 'avons précisé dans le chapitre d’intro-
duction, les coefficients sont adimensionnés de sorte que 3 est d’ordre 1 et on suppose
qu’il n’y a pas de couche advective-réactive si bien que v est au plus d’ordre 1. Dans les
estimations d’erreur présentées ci-dessous, la dépendance des constantes en (3 et v ne sera
pas explicitée.

L’analyse qui suit requiert les hypotheses suivantes :

e la solution u de (3.2) est dans H?(2),

e le vecteur 3 est dans [P%(7;)]% et V-3 =0,

e la famille de triangulation {7, },~¢ est quasi—uniforme,

e la taille h de la triangulation 7} et le coefficient de diffusion € sont tels que h < 1 et
€ < 1. Le probleme étant adimensionnalisé, cette hypothese peut se faire sans perte
de généralité.

Remarque 3.2.1. L’hypothese V-3 = 0 implique en particulier que la composante nor-

male de 3 est uni—valuée sur .7-",2 et que v > g9 > 0 p.p dans (2.

Remarque 3.2.2. On peut faire seulement I’hypothese de régularité sur la famille (73)p>0.
Moyennant certaines complications techniques, on peut montrer sous cette seule hypothese

que 'analyse présentée ci-dessous reste valable ; voir [Gue01].

3.2.1 Préliminaires

Dans cette section, on s’intéresse a une approximation de (3.2) stabilisée par viscosité
de sous-maille dans un cadre non-conforme. Soient X§ un sous-espace de H'(75), X} un
sous-espace de Xy, et P, : X; — X} un opérateur linéaire L?-stable. On suppose que P},
est un projecteur. Notons X! = (I — Py) X} ot I est I'identité de X ; autrement dit,

f
X, =Xn®Xj. (3.4)
Par la suite, on dira que X}, est I'espace des échelles résolues et X ,fL I’espace des échelles
fluctuantes. Pour tout élément v; de X, posons
vp = Pyl et vl =0 —uy.

On dit que vy, la composante résolue de v}, et va la composante fluctuante. Dans ce chapitre,

on s’intéresse au cas ou

Xy, =PLo(Ty) et XI=B.(Tp).

nc,0
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Rappelons que P&C,o(%) désigne I'espace de Crouzeix-Raviart défini par
nc,0

P o(Th) = {v, € L*(Q); VT € Tp,, vp|r € PY(T); VF € Fy, /F[vh]F =0},

et que Bye(7y) désigne l'espace engendré par les bulles quadratiques non-conformes de

Fortin—Soulié défini par

Bue(7n) = vectres, {b7'} , (3.5)
ou . 2
nc _
VFlr =2 — (d+ 1);)\“, 56
brlanr =0,
ou A\ir, @ € {0,---,d}, sont les coordonnées barycentriques de 7. La stabilité L? de

lopérateur P}, résulte de I'indépendance linéaire des fonctions de base de PI}QO (73,) et de
B (7) (voir [Gue99, Proposition 4.1]). Rappelons quelques propriétés vérifiées par les
éléments de By (7).

Lemme 3.2.3. I existe deux constantes 1 et yo indépendantes de h telles que

‘A¥=%W!%!W%z:mﬂ- (3.7)

Posons V(h) = H}(Q) + X et introduisons les normes brisées sur V (h) :

[ SIS

1
2

[oln = Y IVollgr et Julgn=| D I8Vollir | - (3.8)

T€eT, TEeTh

Introduisons la forme bilinéaire a; p(-,-) € L(V (k) x V(h);R) définie par

anww) = 3 [ Bvou. (3.9)
TeT), T
On a le résultat suivant :

Lemme 3.2.4. [l existe une constante c telle que

e
Yoy, € Xp,  sup 1.4V, V) > clon|g,h - (3.10)

veexe  [vhllog

Démonstration.
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3.2. Stabilisation par viscosité de sous-maille

(i) Définissons 'opérateur linéaire IT de L?($2) dans X! tel que pour tout v € L*() et
pour tout T € 7Tp,
Jrv
H'U|T: f pic /rIIwC.
T T

En utilisant les relations (3.7) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, il vient

2 -2
Mg = 3 (/ ) (/ b%c) [ ey
TeTy T T T
< Y [TelRarln) T T
TeT),
< Hliga-

L’opérateur II est donc L2?(2)-stable. De plus, par construction on a
VT € Ty, , Vv € L*(Q), /(U—HU) =0.
T

(ii) Soit v, € Xp. Le vecteur 3 étant constant par morceaux, 3-Vuy € [P%(73,)]?. Ainsi,
CLLh(vh, v — HU) = Oa

ce qui conduit &

a1,y (vn, v}) aip(vp, o) Se sup ai p(vp,v)

Yoy, € X, sup
’ 0,0 verz(@)  |vllog

vexg  lvplloe  — werz Mo

1
2

LRICIEAL Y i Sl XN
|vnlgn =

La preuve est complete. O
Remarque 3.2.5. Si 8 € C'(Q) on peut montrer une inégalité inf-sup du type (3.10);
voir [Gue99].

3.2.2 Le schéma discret

Rappelons quelques notations. Soit F' € ]—71 telle que F' = T71 NT5, ou T et T sont des
éléments de 75, dont les normales extérieures sont notées nq et no, respectivement. Pour un
champ de vecteurs R%-valué, ¢, définissons |q|r = |¢-nr|, ott nx est un des deux vecteurs

normal & F. Pour F € .7-",?, on pose |q|p = |g-n| (on rappelle que n désigne la normale
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Chapitre 3. Convection—diffusion : stabilisation par viscosité de sous-maille

extérieure a ). En d’autres termes, |¢|r désigne la valeur absolue de la composante
normale de ¢ sur F'. Pour une face intérieure ' € F; et une fonction v continue par
morceaux sur €2, on note par vt et v! la valeur aval et amont de v respectivement. Ces

valeurs sont définies pour presque tout xz € F' par

i) = lim v(z++6) et vl(z)= lim v(z—~p). (3.11)
y—0t y—0t

Pour une région R, ve g désigne la norme de v dans L>(R) ou dans [L>(R)]%.

La formulation discrete de (3.2) stabilisée par viscosité de sous-maille est la suivante :

Chercher uj € X} tel que

(3.12)
®h(u27 Ug) = (f7 UZ)O,Q VU?L € X}c; )
ou Oy(+,-) € LIV (h) x V(h);R) est définie par
On(uj,, vf,) = an(uf,, vj) + edp, (uf, f) + bp(uj, vh) + Jo(uj, o), (3.13)
avec
ap(uy,, vy) Z / B-Vug, + vuy)vy, = ay p(uj,, v5,) + ao(uf,, vy) (3.14)
TeTy
uh, Uh Z / Vuh Vvh, (315)
TeTy
b (ub, o) = ¢ Z hT/ Vul, Vol avec ¢y > 0, (3.16)
TeT,
Jo(us,vf) = Y Jor(u,vf)  avec Jop(uf,vf) / B-u . (3.17)
FeFLUF®

avec la convention que pour F € Fit, 3-[u$|p(v)t = (Bn)uvs. Introduisons sur V(h) x
V(h) la forme bilinéaire symétrique définie positive, as(, ), définie par

as(v,w) = 3 (an(v,w) + Jo(v,w) + ap(v,w) + Jo(v,w)) . (3.18)
Introduisons les normes suivantes sur V' (h) :

2

1
Il ={ D2 NBIERIFIG | (3.19)
FeFy,
1 1
[olla = llvllo,o + llvll; + €2 |v[in + h2|vlgn (3.20)

1

2

I

oz = lolla+ | D bz o NGl (3:21)

TeT;, FeF,
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3.2. Stabilisation par viscosité de sous-maille

Lemme 3.2.6. Il existe une constante c telle que
Vo € Xi, o as(vf05) = e (IflRa + 111 (3.22)

Démonstration. Soit v; € Xj. En intégrant par parties le terme convectif de a(-,-) et en

utilisant le fait que V-3 = 0, il vient
VT e Ty, / vp B-Vuy = %/ (Bn)(v5)?2.
T ar

Soit F' € .7-7; telle que F' = T1 N1 ou 11 et T, sont les deux éléments dans 7j, partageant
la face F'. Soit n; la normale sortante a Tj, et posons v§ = v} |7, @ € {1,2}. Supposons par
exemple que $-n; > 0 (méme raisonnement si f-np < 0 et résultat trivial si G-n; = 0).

Alors, (v§) = v§ si bien que

B1(v5)%]p = Bni(v5)® + Brna(v5)? = Bona () — (v5)?),

B[o]p(vi)t = B-(navf + ngv§)vs = By (vf — v5)vs .

Ainsi,

L3 (w52 — A5l () = b Boma (o5 — u)?,
et donc

1 / B1(05)] — / Bl)r(f)! = 1 / Blr )3

F F F

Donc,
as(v5 1) > oolloflZ0 + 1 3 / Blelegz +1 S / |Bon] (45)?
FeF} F FeF? F
2

> (s 0 + I10512),

ce qui complete la preuve. ]

Le caractere bien posé et 'analyse de convergence du probleme (3.12) repose de maniére

fondamentale sur la condition inf—sup suivante.

Lemme 3.2.7. I existe une constante c telle que

On (v, ws,
Yoy € Xp,, sup M > c(HvﬁHA + h%\v,fl\l’h) . (3.23)
wsEXE HwhHA
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Démonstration. Soit vy € X} . Par la coercivité des formes bilinéaires dy(-,-) et bp(-, ), il
vient

as(vf,, of) + e[vh [T + cohloplt ), < On(vh, vf). (3.24)

(a) Supposons h < e. Il est clair que h%|v,‘;|ﬁ7h < ce? v} |1, Par suite,

sl + Alof R < e (o

2
3o+ NG + el + Blug 2 s) -
En utilisant les inégalités (3.22) et (3.24), on déduit que
On(vs,v5) > ¢ (vs|li + hlvh 2, ) -
h\Vnh>Vp) = hilA hil,h

Par conséquent,

sup On(vy, wh) o On(vh:v5) Gh(v%lvi)
wpexy lwilla MRl 7 (gl RE ol

1
> c(l[flla + hE[of )
(b) Supposons € < h. D’apres la condition inf-sup (3.10) on a

e
erlonln < sup SenlVmh)
weexs  |lwhlloo

ol c; est une constante indépendante de h et de €. Or,

a1 n(vn, wh) = On (v, wf) — a1n(vh, wh) — ao (v, w)

- JO(’U]?L? wli) - edh(vl?w wli) - bh(vfw wg) .
D’une part, on a
a1, (Vh wi)| < elo|upllwhllog

et

|ao(vy, wi)| < cllvpllogllwyllog -

D’autre part, I'inégalité de trace discrete (A.14) et la quasi—uniformité du maillage

menent a

_1
| Jo(vh, wi)| < ch™ 2 vy llwllo.q,
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3.2. Stabilisation par viscosité de sous-maille

et grace a I'inégalité inverse (A.12), on obtient

eldn (v, w})| < ceh™ o

Lallwhllo.q -
Enfin, par la stabilité L?(Q2) de P, et par I'inégalité inverse (A.12), il vient

b (v}, wh)| < eph|vh |1 plwh i < clvllunllwh oo

< clvpliallwhlog -

Donc,

O, (vs, ws 1 _
erfonlon < sup M) o) (aglion 4 b+ B3R + eh o)
wsEXS [[wf, lo,0
ol co est une constante indépendante de h et €. En élevant cette inégalité au carré et

en multipliant le résultat par %, il vient
O, (ve. ws 2

Ghlonfy < sup Ui
wgexs W 1wy g o

sup O (v}, w})?
wiexs hH|will5 o

f 2 -
+ 26 (Rllvs I3 + Bloh s + o515 + h o5 R 1)

2
1L,h ) >

(3.25)

f 2
+263 (110513 0 + Aloh s + 10515 + elof

puisque € < h < 1. De (3.22) et (3.24), on déduit que

2
G AR (AP A R LA A

ou cg désigne une constante indépendante de h et de €. En combinant cette derniere

inégalité avec (3.25), il vient

@h 08w 2
uﬁ3@+mﬂﬁ+dﬁﬁﬁ+mﬁﬁﬁ+m%%ﬁ3c<sm>—ilLﬁl

+ @h(vz UZ) .
wpexe R w13 7
Comme [vf |55 < |vnlgn + c[vf]1h, on a

2 f 2 f
opll% + hloplTn < loplid.a + I0sll5 + €elvhl3h + ch(lv T, + [vnl3 ) -

Ainsi,

On(vp, wp)* | On(v, vp)
los 1% + hlvhli, <c| sup — Vi
A b wgexs R wi I o (A A

O (v, ws)? O (v, wy)
<c| sup h_lhiyngr sup —— P2 Jop|l, )
ws EXy HwhHO7Q w eXy [[willo.0
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L’inégalité (A.26) conduit a

[e) e e\2 (e e e\2
b + AL < o sup SnCRR - OnlRuE)T)
’ wsexe h HwhH(LQ wieXs  [lwp |’y

D’une part, grace a I'inégalité inverse (A.12) on a h|w2|% B <h! waZH%Q et du fait que
e <honaceuwili, < ch_IHw,elHaQ. D’autre part, grace a I'inégalité de trace discrete
(A.14) on a Hwﬁ”% < h*1|]w§LHg79. Ceci conduit a

2 — —
lwil% < et + D whlld o < ch ™ lwhlFq

puisque h < 1. Donc,

O, (ve. we)?
[of1% + Blof[2, < ¢ sup 2n(hnh)
w§eXy HwhHA

La preuve est complete. O

Corollaire 3.2.8. Le probléme (3.12) admet une et une seule solution.
3.2.3 Analyse d’erreur a priori
Lemme 3.2.9 (Continuité). Il existe une constante c telle que
Y(v,w) € HYQ) x V(h), an(v,w) + edp(v,w) < c||v||h’% lwll 4 - (3.26)
Démonstration. Soient v € Hj(Q) et w € V(h). Remarquons tout d’abord que
ap(v,w) = 2a4(v,w) — ag(w,v) — ay p(w,v) — Jo(w,v),

puisque Jo(v,w) = 0.
Estimons chacun des termes du membre de droite de I'égalité ci-dessus. La forme bilinéaire

as(-, ) étant symétrique définie positive, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

1
2

D=

as(v,w) < as(v,v)2as(w,w)? .

Par ailleurs,

1 2 2
as(v,v) = [v2vlg o + gllvl < cllvlly-

Donc,

as(v,w) < cf|vf| sllwll 4 < eflolly tllwll4-
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3.2. Stabilisation par viscosité de sous-maille

De plus,

ao(w,v) < cllwlloallvllon,

et

1 —
ain(w,v) < wlgalvlon < (A2ulsn) [ 30 iy

TeTy,

< lwllallvlly,z -
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

Dwwy<el S 11812 w]rlR g ST olRe

FeF}uF FeF}UF

< cljwl| allv]lp, 1 -
De plus, il est clair que
1 1
edn (v, w) < e[l pez|wlip < flvfl, 1 flwl4-
En rassemblant les inégalités ci-dessus, on obtient (3.26).

Lemme 3.2.10 (Estimation d’erreur). Posons

ap(u, ws) + edp(u, ws) — (f, ws
Rp(u) = sup AC ﬁ(e’H B) = (fywi)og
wy, €Xp Wyl 4

Alors, il existe une constante c telle que
= s lla + B3l < e (Jlu = Tyally o + Rafw)) |
ou IIj, est la projection L*(Q)-orthogonale sur PCI’O(']%).
Démonstration. 1l est clair que
o= g < = Tl 3 + e —

Pour conclure, il suffit donc de montrer que

1
I = L+ B3 [ < e (Jlu = Taul, 1+ Raw)) -
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Chapitre 3. Convection—diffusion : stabilisation par viscosité de sous-maille

Puisque IIu € X}, n’a pas de composante aux échelles fluctuantes et que [IIju]r = 0 pour
tout F' € Fj, on a

Vwy, € Xp,  On(uj, — pu, wy) = (f,w})o0 — an(u, w;,) — edp(u, wy)

+ ap(u — Hpu, wy,) + edp (v — pu, wy) .

La condition inf-sup (3.23) conduit a

O (uy, — Ipu, wy)

1
luf, = Thull 4 + P2 uplip < ¢ sup

we EXE [whl 4
=c sup |:(f7 w}eL)O,Q - ah(UZU)Z) - €dh(ua ’LUZ)
w EXE lwill 4

ap(u — pu, wy) + edp(u — Hpu, wi)]

lwill o

Par le lemme 3.2.9 de continuité de ay(-,-) + edp (-, -) sur HE(Q) x V(h), il vient

€ _ e\ __ e
us — Hhu + h% uf n<ec sup (f) wh)O,Q ah(uawh) 6de(u7U)}l)
h A hil,

+ [lu = Hpull, 1
WS EXE [wi [l 4 o2

< e lu— Myl + Ri(w)) -
La preuve est complete. O

Lemme 3.2.11 (Approximabilité). Il existe une constante c telle que

Yo e HA(Q)NHY(Q), v =Tl 1 < chlez +h2)|v]ls0. (3.29)
Démonstration. Soit v € H}(Q) N H?(Q). Puisque v — ITj, € H}(Q), on a

1 1
[o = ol 1 = [lo = polloo + [ V(v = Tpo)loa + h2[|3-V(v = Tav)foq

D=

1
2
+ | D bl =Twollgr |+ | D llo—THolg -
TeT, FeF,
Par les propriétés d’approximation de 11, on obtient
1 1 1 1
lo = Tpvlloq + €2V (v — Hpv)llo,o + h2[|8-V (v — Hiv)llo,o < ch(h + €2 + h2)|v]20
< ch(e? +h2)[loz0,
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puisque h < 1. De plus,

(NI

_ 3
Yo bl =Mplir | < chzlofzg.
TeT,

et par I'inégalité de trace continue (A.13),

(NI

3
5r | <chlvlze.

Z |lv —TTxpv

FeF,

La preuve est complete. ]

Lemme 3.2.12 (Consistance). Soit u ['unique solution de (3.2). Alors, il eriste une

constante c telle que
Rp(u) < ce2hlul2 - (3.30)

Démonstration. Soit w; € X;. En intégrant par parties dj(u,wj) et en utilisant le fait

que u est solution de (3.2), on obtient
an(u, wy) + edp(u, wy) = Z / eVu-Vuwy + Z / (B-Vu + vu) wy,
T T

TeT, TeTy,
/ e(Vu-n)wy,
oT

:/ (—eAu + B-Vu + vu) wy, + Z
Q

TeT,

= (fuidoa+ Y [ Vuluile.

FeF,

L’espace X satisfait le Patch—test d’ordre 0, donc

an () + edn(u, w5) — (Fuwddoo = 3 / (Vi — T (V) [uf]
Fer, VT

ot on rappelle que I1% désigne 1'opérateur de projection L?-orthogonale de [L?(F)]¢ dans
[P(F)]?. Par I'inégalité d’interpolation de faces de Crouzeix-Raviart (A.16), il vient

an(u, wy,) + edp(u, wy,) — (f, wh)o, < cehllullz.0|wh |1 -

On en déduit (3.30). O
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Théoréeme 3.2.13 (Convergence). Soit u ['unique solution de (3.2). Soit uj l'unique

solution de (3.12). Alors, il existe une constante c telle que
lu =l + h2 s < ch(e? +h2) ullza. (3:31)
Démonstration. Par les lemmes 3.2.10, 3.2.11 et 3.2.12, il vient
1
= Ly + 52l < el = Tl o+ Bi(w))
1
< e llu—Taull, 3 + e hljullz)
11
< ch(hz +€2)||ull2,n-

La preuve est complete. O

3.3 Formulation sur les échelles résolues

Dans cette section, on s’intéresse a une formulation sur les échelles résolues obtenue

par condensation des bulles {b%°}rc7, dans le probleme (3.12).

3.3.1 Le probléme approché

Lemme 3.3.1. uj, est solution de (3.12) si et seulement si

(i) sa composante auz échelles résolues uy, est solution du probléme suivant :

Chercher uy, € Pr}c,o(,];z) tel que

S (un, vp) 4 mh(un, vn) + Jo(un, vn) = (f,vn)o0 + Uvn)  Yop € Pl o(Th),
(3.32)

i) sa composante aux échelles fluctuantes ul est telle que
h

(f:07%) o — an(un, b5°)

f 0,7 T /1 nc

Uh = : o o T > (333)
& eF)

ot nous avons défini

On(un, v) = ap(up, vy) + edp(un, vp) ,

ap(up, b5 )ap (b5, vp)
Th(uhavh) = - Z @hg)nc bng; ’
TeT, T " T

Z (fv b%C)O’Tah(b%cy Uh)

)= 2 e )

TeT,
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Démonstration. La solution uj € Xj de (3.12) se décompose comme suit :

f
uy, = up + up, = up + E arby’
TeTy

ol ap € R pour tout T € 7},

(i) Prenons comme fonction test dans (3.12) v, = b4 ou T” € 7j,. Alors,

6 (uhabT’) + JO(UhabT/ + Z aT@h bnc l’lC) (f7 )
TeT;,

Puisque pour tout T' € 7y, et pour tout vy, € Py, L o(Th), din(vn, 5°) = 0 et Jo(vp, b5S) =
0, et puisque O (b5, 055) = 0si T # 1", on en déduit

an(uun, U35) + g O (B3, BS) = (£, 55 1o

Ceci conduit a
(F.55)0 - — an(up, bF)

O (b¢, b5°) ’

ar = VT €17;,. (3.34)

On en déduit I'expression de uf donnée en (3.33).

(i) Prenons comme fonction test dans (3.12) v§ = vp,. On a dy(ul, vy) = 0 et Jo(ul, vy) =

0. Comme vy, n’a pas de composante aux échelles fluctuantes, on obtient

5h(uh, Uh) + Jo uh, Uh Z aTap, bT ,Uh) (f, Uh)O,Q ,
TeT),

et grace a l'expression de arp donnée dans (3.34), on obtient bien (3.32).

La preuve est complete. ]

3.3.2 Analyse d’erreur a priori

L’objectif de cette section est analyse d’erreur a priori de (3.32) a partir de ’analyse

d’erreur a priori du probleme (3.12). Intoduisons sur X la norme suivante :

1 1
[villag = lvhll4 + (h2 4 €2) (3.35)
Lemme 3.3.2. [l existe une constante c telle que
1
Ve € X5, ellofllag < llella + R lohlu (3.36)
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Démonstration. Soit vy € Xj. Comme (Vup, vab)ng = 0 pour tout T' € 7Tp, il vient

‘Uli‘%,h = |vp, %,h + \”2\%,h > !vilih-
Donc,
2 f 2 f
vkl + h|vh|%,h > Slopll + §|Ufel|%,h + h|vh‘%,h
2
> M55 + 5 (e + W)t
2
> cllvpl% ¢ -
Ce qui termine la preuve. O

Proposition 3.3.3. [l existe une constante c telle que

Oy, (vs, we
Yoy, € X, sup 4}1( b i)

> c|lvpllag- (3.37)
weexs  |Unll 4 A

Démonstration. Du lemme 3.3.2 et de la condition inf-sup du lemme 3.2.7 on déduit pour
tout vy € Xj,

Lt
sl < e (oflla+ R uhln)

<c sup 7@;1(@2,@02)
T owgexs  llwpll,

La preuve est complete. O

Théoréme 3.3.4 (Convergence). Soit u ['unique solution de (3.2). Soit up l'unique

solution de (3.32). Alors, il existe une constante c telle que

= up ]|, < ch(eZ + h2)||u

2.0 - (3.38)
Démonstration. L’inégalité triangulaire conduit a
lu =l 4 < llu—pull 4 + v = uf |4 + [l 4 -

(1) Montrons que
f
Tt = w4+ ]y < el Tt = v (3.39)

1
Puisque ul, = > e, arTby’, avec ar € R, et puisque |[b7|lo,r < chi|bFF[1, 7 pour tout
T €Ty, ona
1
lubllo.g < h2[ujlin -
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De plus, par l'inégalité de trace discrete (A.14) et par I'inégalité ci-dessus, il vient

1
luhll; < B2 bl
Par définition de la norme ||-|| 4, on obtient

11
il 4 < e(h? + €2)[uj |1, -

Comme IT,u n’a pas de composantes aux échelles fluctuantes, on en déduit (3.39).

(2) Grace a la condition inf-sup (3.37), on a

On(pu — ujy, wy)

[Hpu —upll4¢ < sup
AT eexe [wi [l 4

Le membre de droite de l'inégalité ci-dessus se majore comme dans la preuve du

lemme 3.2.10. Ainsi, grace aux lemmes 3.2.11 et 3.2.12,
1 1
Mpw = upll g < ch(e> +h2)|ull2,0,

si bien que
1 1
T — ||y + [luhl| 4 < chleZ +hz).

(3) En procédant comme dans le lemme 3.2.12 pour majorer ||u — Ipul 4, et en utilisant

I'inégalité ci-dessus, on obtient (3.38).

La preuve est complete.

3.4 Formulation mixte

Considérons la formulation faible non-standard de (3.3) suivante :
Chercher (o,u) € H(div; Q) x H}(Q) tel que

/ or+ | Vur =0, Vrel[Ll*0)]?,
Q Q

/QV-UU+/Qe_l(ﬁ-Vu)v+/T6_lyuv:/Qe_lfv, Yo e LA(Q).

0

(3.40)

Introduisons les espaces L = [L2(Q)]x L2(Q), W = H(div; Q) x H'(Q) et V = H(div; Q) x

HE (). Equippons ces espaces des normes suivantes :

V(irv)e L, l(m0)l[r = lIrlloo +[lv
Vio,u) eV, (o, u)llv = [lo

0,92 5

00+ [[V-alloo+[Vu

0,82 -
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Proposition 3.4.1. Le probléme (3.40) admet une et une seule solution.

Démonstration. Considérons la forme bilinéaire B(-,-) définie sur V' x L par :

B((o,u), (1,v) = (0,700 + (Vu, T)oq + (V-0,0)00 + (e 1 8:-Vu,v)o0 + (6 tvu,v)oq -
(3.43)
D’apres le théoreme de Banach—Necas-Babuska, le probleme (3.40) est bien posé si et

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

B((o, u), (1, v))

Jae >0, inf  sup > ., BNB1
ol S0 ooV ol (anel)
V(rv) €L, {¥(o,u) €V, Bl(o.u),(r,0)) = 0} = {(r,0) = 0} . )

La condition inf-sup (BNB1) n’étant pas utilisée dans ce chapitre pour obtenir des esti-
mations d’erreur uniformes en €, on acceptera que la constante o, dépende de €. Pour
vérifier les deux conditions ci-dessus, procédons de la méme fagon que pour les systemes
de Friedrichs ; voir [EG04, p. 226].

(1) Montrons que la condition (BNB1) est satifaite.

(a) Commencons par montrer que la forme bilinéaire B(-,-) est L2-coercive sur V,
c’est-a-dire qu’il existe une constante c. (dépendant de €) telle que pour tout
(r,v) €V,

B((r,v), (1,v)) = cll(r,0)II7.

En utilisant le fait que (8-Vv,v)o0 = 0 puisque V-3 =0 et v € H}(Q2), il vient
B((7—7 U)v (Ta U)) = ”TH(Q),Q + 6_1HVUH(2),Q + (V’U, T)O,Q + (V'Tv U)Oﬂ :

On conclut en observant que (Vv, 7)o q + (V-T,v)0.0 = 0.
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3.4. Formulation mixte

(b) Pour tout (o,u) € V, on a

sup B((o,u),(7,v)) (Vu, T)oqa + (V-0,0)00 + (€718:-Vu,v)o0
el @Ol 7 geyev l(m,v)llL
—1
sup (0, 7)o 0+ (6 'vu,v)o0
(rw)eL ||(Ta U)HL
sup (Vu, 7)o + (V-o,0v)0.0 + (€ 13-Vu,v)00
(rv)eLl I(1,v)|lL
lolloallTlloo + e Hvulloallvloeo
sup
(rw)EL (7, v)l|
sup (Vu, 7)o+ (V-o,0)00 4 (€71 5-Vu,v)o0
(r)EL (7, v)l|

\%

Y

—ce ([lofloq + [[ullo.n)
sup (Vu,T)o0 + (V-o,0)00 + (€ 13-Vu,v)o0
(rw)eL I(1,v)|lL
B
e ap Blo. )
(rv)EL “(7—71})”L

V

grace & la L2-coercivité de B(-,-) sur V. Ainsi,

B((o, u), (1, v))

B
sup > [Vallog + V-0 + € B-Vuloq — 0 sup 22 (m0))
(ryw)eL ”(TvU)HL (rw)el H(Tav)HL

Par I'inégalité triangulaire on a
IV-oloq = |- '8:Vu+ Vo +e ' 5Vulloo
< ¢ ool Vullog + V-0 + 1 8-Vulog,
ce qui conduit a

(1+ € o)™ (IVullog + [[V-olog) < [Vullog + V-0 + €' 5-Vulog.

Donc,
B((o,u),(1,v B((o,u),(1,v
S0 Tl S0 ol
D’ou
B((o,u), (1,v
¢ sup BUO T S G o 4 19 ollon + llollog = @)l -
(Tw)eL ”(7_71))HL

On en déduit (BNB1).
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(2) Montrons que la condition (BNB2) est satisfaite. Soit (7,v) € L tel que V(o,u) €
V, B((o,u),(1,v)) = 0. Alors, dans [D’'(Q)]¢ et D'(Q2) respectivement, on a les égalités
suivantes :

T—Vuv=0,
—eV-r = 3Vo+rvv =0,
ce qui montre que (7,v) € H(div; Q) x H'(Q). Alors, en notant < -, - >
de dualité entre les espaces H 3 (092) et H %(89), il vient

B((o,u),(1,v)) =< on,v>_ 0.

1=
’2

N|—=

Le champ o dans 'égalité ci-dessus étant arbitraire, la surjectivité de ’application
trace (voir A.5.1) implique que v = 0 sur 9 et donc v € Hg (). On en déduit que
(1,v) € V. On a donc B((7,v), (1,v)) = 0. La L?-coercivité de B(,-) sur V implique
(1,v) = 0. On en déduit (BNB2).

La preuve est complete. O

3.5 Schéma boite

L’écriture du schéma boite pour les équations de convection—diffusion-réaction va nous
conduire a une formule de décentrement local du flux sur chaque élément de la triangula-
tion. Introduisons pour cela les notations suivantes.

Soit T un élement de 7;, de bord 9T. Soit v, € H'(7;). On définit pour presque tout
xedl

vi (x) = lim vp(y) et o) = lim vy (y).

y—»z ’y—h’L‘
yeT ygT

Par convention vy = 0 sur le bord 0€2. De plus, désignons par nr la normale extérieure a
T dans 7j, et posons

oT™ = {x € 9T, B-ny <0} . (3.44)

FIG. 3.1: L’ensemble T™ est representé par les faces en gras
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3.5. Schéma boite

Rappelons que I1° désigne 'opérateur de projection L2-orthogonale sur I’ensemble des
fonctions constantes par morceaux PY(7;). Enfin, on note f;, = I1°f.
Le schéma boite que nous considérons pour discrétiser (3.40) est une approximation non—

conforme de type Petrov—Galerkin :
[ Chercher (o4, up,) € RT(T}) x nco(’ﬂl) tel que

/ on-Th + Z / Yy, -1, +/ ve~ uh(ﬂh ) + tip(up, ) =0, V715, € [PO(Th)] ,
Q TET, Q

/Q e(V-on)vp + 2/ ﬁvuh)wﬂr/Vuhvh+t2h(uh,vh) (f,on)o0 +1(vn), Yo, € PUT),

TeT),

(3.45)

b b
o) = 3 |-G 1 [ el ) ekl ]

TeT,
et
ah Up,, bre
ta,n(un, vn) Z NCS anC) / by vn
TeT),

avec

~ nc _ 1 nc nc__1

ap(by’, ) = 2/ (bTﬁ —vbyp 7Th) “Th -

T

On rappelle que 7} (2)|r = (z1 — Gr1, 24 — Gra), ot (Gr1,...,Gr4) sont les coor-

données cartésiennes du barycentre du triangle 7.

Remarquons que les relations d’Euler (A.1) garantissent qu’il y a autant d’équations
que d’inconnues dans (3.45). Pour montrer la caractére bien posé de (3.45) une premiere
possibilité consiste a prouver directement une condition inf-sup discrete. Une deuxieme
possibilité, qui est celle retenue ici, consiste & faire le lien avec ’approximation non-

conforme aux échelles résolues.

Proposition 3.5.1. (o4, up) est solution de (3.45) si et seulement si

(i) up est solution de

Chercher uy, € P (75) tel que

S (un, vn) + Jo(un, vp) + ra(un, vn) = (fa, vn)oo + 1(I1%), Yo, € Pl o(Th) .
(3.46)
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(ii) oy, vérifie la formule de reconstruction suivante pour tout T € Tj, :

3 7bnc T i
onlr = — Vup|r — 7:@2((1;,%}%2)1_10(%(5 —vmy)) = /a:rin |B-ner | (uf, — )y |7
7bnc 1
+ 1 (—ﬁ'Vuth — % (vup) |7 + gﬁgngT%)) 1 (v0e) (3.47)

f,b“c) ,
+ fulr + SR TOWHE) ) Tl

Démonstration.

(1) Montrons que si (op,up,) est solution de (3.45), alors uy, est solution de (3.46).

a) Soit vy, € Pr (73). Il est clair que Vo, € [P°(73,)]%. Prenons 7, = eVuy, €
nc,0
[P%(73,)]? dans la premiere équation de (3.45). Alors par intégration par parties,

il vient
Z /eah~Vvh:— Z /G(V-ah)vh—f— Z/ e(opnr)vp
7T, ' T 7T, ' T TeT, 79T
=) /E(V'Uh)vh+ > EO’h'/[Uh]F
Te1, ' T FeF, F
= > /G(V'Uh)vh,
TETh T

puisque o, € RT°(7,) et v, € P&c,o (7). Par conséquent,

/e(V-Jh)vh: Z /eVuh'Vvth Z/l/uh(Tr,ll~Vvh)+t17h(uh,erh).
Q T T

TeTy, TeT,

Prenons IT°v;, € PY(7;,) comme fonction test dans la seconde équation de (3.45).

Alors, on a

—/QE(V'O'}L)HOUh = Z [/

(ﬁ'VUh)HOUth/ v up Iy +to p (up, 1100 ) — (f, T4 )o.0—1 (1) -
TeTy T T

De plus, V-0, € P°(T;), donc [o(V-op)vp, = [o(V-05,)11%j. ainsi en combinant

les deux égalités ci-dessus il vient

Z /TeVuh-Vvh + Z [/T(B-Vuh)ﬂovh + vy, (I, + W}L'Vvh)]

TET, TET,

+ t1. 1 (un, €VoR) + top (up, 004) = (f, T%vp)0.0 + 1(TT00p) .
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3.5. Schéma boite

Comme 3-Vu, € P%Tp,), Z/BVuthh: Z/ﬁVuhvh De plus,
TeT, TeT),
pour tout T € Tj et tout v, € PYT), on a d’aprés (A.21) la décomposition

suivante :
Uh|T = Hovh|T + 7T}11'V’Uh|T . (3.48)

Ainsi,

Z / eVup-Vuy, + Z / B Vuh Uh +/ vupvp + 11 h(uh,erh) + 19 h(uh,H vh)

TeTy, TeT;,
= (f,11%p)0.q + [(TT%;,) .

Montrons que pour tout vy € Py (7n),
t1n(un, €V0R) + top (up, T0vs) = 1 (up, vp) + Jo(up, vp) -
D’une part, en intégrant par parties le terme convectif de a(-,-), il vient
ap (b5, eVoy) = /T (B-V V5 )y, + /T v -Vuy,

les termes de bords s’annulant puisque pour tout T € Tp,, bjvy, € P3(T) et b’

s’annule aux points de GauBl (g;)1<i<¢ du triangle T'. Par suite,

ah(uh, b%c)&h(bl%c, EVU}L) . ah(uh, br%c) [(ﬁVb%C, 'Uh)O,T + (l/brjlwc, W,ll'vvh>07T]

On (bhe, bhe) B O (bBe, be)
Donc,
a U ’b nc nc
t h(uh, eVup) + to h(uh, ° Uh Z @Z br}llc bY;IC) / [(ﬁ-VbT )Uh + vbp (Hovh + W}L.Vvh)]
T 9

TeT),

+2/ (18] (u, — ) (mh-Ven) |

TeTy,

En utilisant & nouveau la décomposition (3.48), il vient

vy (), 4 7} -Voy) = vbiuy,

si bien que
ap(up, bg” ne ne ap(up, b )an (b, v
- Z h rlllc 71le /[(ﬁvbT )vh + I/bT (Hovh + W}L.vvh)} = - Z h( " Tzch(ncT h)
On (b7, br’) TeT, On by, br’)
= rp,(un, V) -

111



Chapitre 3. Convection—diffusion : stabilisation par viscosité de sous-maille

D’autre part, la décomposition (3.48), le fait que 3 € [P%(73)]? et le fait que
P..o(Th) satisfait le Patch-test d’ordre 0 conduisent &

Jo(un,vn) == Y B-Tup] p(mi-Vop)t
S
Par conséquent,

S [ Al - vl = 3 [ nltet v

TeT,, FE]'—}LD

-2 /Fﬁ‘[uh]F(W}vah)l

FeF}
= J()(uh, ’Uh) .

Donc,

t1p(un, €Vop) + to g (up, T0vp) = r(up, vp) + Jo(up, vp) -

(c¢) Finalement, il est clair que
(f; )00 + W) = (fn, vn)g.q + LTT%0n) .

(d) Ceci montre que uy, est solution de (3.46).
(2) Montrons (3.47).
D’apres (A.19), tout élément o, de RTY(7},) se décompose sur chaque triangle 7' de
7}, comme suit :
oplr = Hoah\T + é(V'O‘h)TF}HT. (3.49)
(a) Calculons II%,.

Soit T' € Ty,. Prenons 15, = e;jl7, i € {1,--- ,d}, ou e; est le i-eme vecteur de la

base canonique de R? et 17 Pindicatrice de T'. Il vient
b 1 i 1
i) = i [ - vndyet b [ gl - ek el

Posons (7 = [y |B-nr|(ul, — uf)mh | € R Ainsi, la premiere équation de (3.45)

conduit a
7bl’lC
/T (on + Vun + g Bh i (8 — vmh) + giCr) e = 0.
On en déduit

7bnc 11
Moplr = ~Vuplr — oty 05 (8 — vmh) = gimCr
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(b) Calculons V-oy,.
Soit T' € T}, et prenons v, = 17 dans la seconde équation de (3.45). Ceci conduit

N

a

ap (up,b5e ne

/T (eVUh + 68-Vuy, + vuy, — %VW

_ (f;b7 nc ncy\ _
f+ Sl (8-Vb — b)) = 0.
Ceci mene a
eV-oplr = |—B-Vuy, — I (vuy) + % O(vbhe)
bs
i~ oy T (3-V05 — ) | |7

On conclut en remarquant que II°(3-Vb5¢) = |T|~* [ 3-Vb5¢ = 0.

(3) La réciproque se base sur les mémes calculs.

La preuve est complete. l
Remarque 3.5.2. Si v =0, la formule de reconstruction du flux est :
= Vv A4 '71‘T| 1
onlr = unlr + B-Vup | g pmepmey <8 — Lap) e+

1 /8 By — ) (el (3.50)

avec 7 définie en (3.7). Ce résultat s’obtient en remarquant d’une part que 3-Vuy €
[P°(T3,)]? donc ap(up, b3°) = B-Vupy1|T|. D’autre part, on a IIO(BbE) = Bv;.

Remarque 3.5.3. On note qu’une différence importante par rapport a la formule de
reconstruction locale du flux dans ’équation de Darcy est que la pénalisation des sauts
aux interfaces induit une formule de reconstruction sur une maille 7' € 7}, qui combine des

valeurs sur T et ses voisins amont.

3.6 Analyse d’erreur a posterior:

Cette section est consacrée a l'analyse d’erreur a posteriori par résidu de la méthode
de stabilisation par viscosité de sous-maille dans un cadre non—conforme (3.12).
On utilisera 'opérateur de Oswald déja considéré au chapitre 2 et dont on rappelle la
définition. Soit Zos : PY(T,) — Plo(’Z}Z) Popérateur d’interpolation de Oswald tel que

113



Chapitre 3. Convection—diffusion : stabilisation par viscosité de sous-maille

pour vy, dans Pl(’Z}L), Tosvy, est 'unique fonction de Pcl’O (73,) telle que pour tout sommet

intérieur s € Sy,

Tosun(s) = ﬁ%vhh(s), (3.51)

et Zosvp(s) = 0 si s € 02. Rappelons que pour un sommet s de Sy, 75 désigne 'ensemble
des triangles de 7j partageant le sommet s. Le cardinal de cet ensemble est noté £(75).

Notons par .7-"798 I’ensemble des faces du maillage contenant un sommet de T € 7j,.

Lemme 3.6.1. Il existe deuzx constantes c1 et co indépendantes de h telles que pour tout
vy, dans PY(Ty,),

1
VT €Th, lvw —Zosonllor < ¢ > hilllvalrllor, (3.52)
FeFRs
1
VT €7y, |Uh*IOs'Uh|1,T <c Z hF2||[Uh]F 0,F - (3.53)
FeFRs
Démonstration. On pourra se référer a [KP03] pour la preuve de ce résultat. O

Introduisons sur V' (h) la norme |||, o, définie par

1
lolg=| D leVulds | +lwlog. (3.54)

TETh

et localisons cette norme comme suit :

1
2
1
lea = <§ Hﬁ?VwH%,T) + [lwllo,a (3.55)

TeA

[w

ou A est une union de triangles de 7}, qui par la suite sera T', Ap ou Ap. On rappelle que
A, respectivement Ap est I'union des éléments de 7}, qui partagent au moins un sommet

avec T', respectivement avec F'.

Théoréme 3.6.2 (Fiabilité). Soit u l'unique solution de (3.1). Soit uj, lunique solution

de (3.12). Alors il existe une constante c telle que

(SIS

lu—uslleq <c| D me(fup)?+ Y nar(uf)?

TET,, FeFiuFin
2
+ inf > or(uf —v)? | (3.56)
’UhGPC’O(Th) TeT,
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3.6. Analyse d’erreur a posteriori

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locauz

VT €T, mo(fius) = e 2hy||fn + eAus, — B-Vus, — vus|lor (3.57)

1
2

_1 1
+e2hrllf = fallor+ | D helleVuilrlge |
FeFrnF}

0,F » (358)

. . _1
VE € FRUF, mr(uy) = hp®|[[up]e

et

or(up, —vp) = [lup —valli7 - (3.59)

Démonstration. Soit vy, € X5 N HF(Q) = 0170(’2'h) et posons w = u — v, € H(Q). En

remarquant que as(w,w) = ap(w,w) puisque Jo(w,w) = 0, il vient

1 1
12 (u—vp) 5.0 + €2V (u—va) 5.0 = as(u — vp, w) + e dp(u — vy, w)

= 0p(u — up,w) + 6p(uj, — vp, w).

1) Estimons 6p(u — u$, w) pour w € HL ().
h 0

En intégrant par parties le terme diffusif, il vient

Sulu—uw) = 3 (fa+eAuf — B-Vuh — v, whor + 3 / (Vs
TET, FeFi

+ > (f = fmw)or-

TeTy

Soit wy, € Pcl,o(%)- Puisque wy, n’a pas de composantes aux échelles fluctuantes,
O (uhs wr) + Jo(up, wn) = (f,vn)o,0 = 6n(u,vp) .
En d’autres termes,

on(u — ug,wy) = Jo(uy, wp,) .
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Ainsi,

Sutu =) = 30 [ (ot e = 50 = v w = wn) + [ (7 = fi)w = wn)

TeT),

#30 [Ievutetw - wn) + g )

FeF]

< Y (I — eAufy, = B-Vu§, — v llor + 11 f = fullor) llw — wallor
TeTy
£y / 1eva) pllo.rllw — whllo.r + Jo(uf, wh)
FeFi F

Prenons wy, = Cpw ou Cj, désigne 'opérateur d’interpolation de Clément. Alors, grace
aux inégalités (A.6) et (A.7), il vient

Sn(u—uf,w) <c | D e Thi|fn + eAus, — 8-Vuf, — vug |5 + € ThEIf = fulldr
TeT,

N

L1yl 1
+ > hptleVuslelg e | llezVwllog + Jo(us, wh) -
FeF}

Estimons le terme Jy(uj, wp).

L’inégalité de trace discréte (A.14) et la L2-stabilité de Cp,, (A.4), conduisent &

1
lo,rhzllw} o,

Jolunw) =— Y /F Blefuglrwt < 3 hp?[usle

FeFjuF» FeF}
2
sc 7 ] rlloF | llwallon
< ' llus]pl5 e | llwnl
FeF}

<c| D mr)? ] Jwll -
FeF}
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3.6. Analyse d’erreur a posteriori

Donc,

On(u—uf,w) < | D W S+ eAuf, — B-Vuf, — v |3+ RN~ fulld
TeT,

—1yp.L _
+ D e VailelS e+ Do hEllFle | vl
FeF} FeFUFn

< S omahu)?+ Y mer@)? | g

TET, FeFiUF

(2) Estimons d(uj, — vp, w) pour w € HOI(Q)

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, il vient

I

1
on(uf, = vhw) < e | D eV (uf, —on)I§ 7 + 11V (uf, = on) 1§ 7 + lluf, = onllg.r
TeT,

N =

1
> eVl 7 + [[wllr
TeT,

<c Z QT(UZ - Uh)2 ”wHe,Q 5
TETh

puisque € < 1.

(3) Les deux étapes précedentes permettent d’écrire que

(NI

lu=vflleg<c| D mrlfup)®+ Y mpi)?+ Y or(uf — o)’

TeT), FeFiuFin TeT,
(4) Par 'inégalité triangulaire on a

lu = uilleo < llu—=wnllog + llvn — ujlle -

D=

On conclut en observant que ||vp — ugl| o < ¢ (ZTeTh or(u§ — vh)2) puisque € < 1.

La preuve est complete. ]
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Corollaire 3.6.3. Soit u l'unique solution de (3.1). Soit uj 'unique solution de (3.12).

Alors, il existe une constante c telle que

NI

lu—wuslleq <c| Y Imrlfug)? +m30@h)? +nar(s)’l+ > naw(uf)?
= FeFiuFn
(3.60)

1

2

<c| > ma(fu)? +mr@)? 1+ Y. merh)?+ > nsrp(up)?

TeTn FeFLUFn FEFy,
(3.61)
ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locauz
VT €Ty, m3r(un) = ||lun — Zosunll1,r (3.62)
VT €T, mar(up) = lluplhr, (3.63)
_1
VEF € .'Fh , 775,F(uh) = th H[Uh}F 0,F - (3.64)

Démonstration.

(1) 1l est clair que pour tout 7" € 7}, et tout vy, € Pcl,o(’]?l)

or(uf, —vn) < llun — vallir + llupllr -
L’inégalité (3.60) résulte directement du choix v, = Zoguy, dans U'inégalité ci-dessus.

(2) L’inégalité (3.61) résulte directement des inégalités (4.12) et (4.13). En effet,

1 _1
VT € Th, |lun —Zosunlr < ¢ Y (hg +hp®)|l[unlrllor
FeFPs

<c| > mrun)|

FeFgs
puisque h < 1.
La preuve est complete. O

Proposition 3.6.4 (Optimalité). Soit u l'unique solution de (3.2). Soit uj, (3.12). Alors,

il existe une constante c telle que

1
VT € 7;1,7 nl,T(fu U?L) S C(l_'_e_ihT)Hu_u?LHe,TF +6_1hTHf_thO,T7 (365)
VF e FLUFE, mp(uf) < ce 3llu—uf, 1, - (3.66)

118
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Démonstration.

(1) Soit T € Tj,. Estimons 71 7(f,uj,) en utilisant les techniques développées dans [Ver98].
(a) Estimation de eféhTHfh + eAuy — B-Vus — vuj o7

Rappelons que b désigne la bulle conforme définie en (A.22). Posons wr =

VS (fr + eAus — B-Vu§ — vus) € HY(T). Alors, en intégrant par parties le terme

diffusif, il vient

on(u —uj, wr) = /

eV(u—uj)-Vwr + / (B-V(u —uyp) + v(u — uj)wr
T

T
= (f = fnwr)or + (fn + €Auj, — 3-Vuy, — vup, wr)or,

puisque wy € HZ(T). D’apres le lemme (A.4.2), HUH%,T < (v, b7v)g  pour v €
P2(T). Donc,

cll fn + eAuf, — B-Vuy, — vuf |5 0 < (fr + eAufy, = 5-Vuf, — vug, wr)g ¢

= 0p(u — up, wr) + (fr — frwr)or -

Majorons les deux termes du membre de droite de I'inégalité précédente. Comme
|60 < cl|v]or et [b5v]1r < ch;1|]v||0,T pour tout v € P?(T), on obtient

lwrllor < ell fr + Auj, = 8-V, — vy flor,

et
lwrli,r < chyt || fn + eAug, — B-Vuf; — vus [lo.r -

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités ci-dessus, il vient

(NI

1 1
on (= uf, wr) < e (13 V(= uf)|F 7 + v (u— )3 7)

1

2

(He%VwT

B+ (L e wrlE )
1 1
<c(ehp! + €3 ) fu— o fo + euf, = BV — vk o
De plus,

(f = foswr)or < cllf = fal

o7 frn + €Auy, — 5-Vuj, — vuj,

0,1 -

En collectant les deux inégalités ci-dessus, on obtient

1. _1
|+ eduf, = 8905, — v llor < ¢ | (BTt + € ) ju = Uil + 1 = fallor]
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Chapitre 3. Convection—diffusion : stabilisation par viscosité de sous-maille

et donc
1 1
e 2 hp| foteAus—B-Vus,—vu§ o7 < ¢ (1+ € Thr) [ju — Ul gort€ 2hrllf—fallor -

1 .
(b) Estimation de hpr[e%VuZ]FHQF pour F e FrnNF;.
Rappelons que b%, désigne la bulle conforme définie en (A.4.4). Pour vj € X} et

pour F' € Fj, , notons par Pp[eVu;]r le prolongement continu de [eVv}|r a Tr.
Posons wp = b5 Pr(—[eVu$|r) € H}(TF). Alors,
([eVus)p, wr) g = On(uf, wr) — > (—eluf + B-Vuj, + vug, wr)y 1
TETF

D’apres le lemme (A.4.5), ||v||(2)F < ¢(v,b%v)oF pour tout v € P%(F). Donc

| eVus]rlg r < (—[eVus]r,wr)g g
= Op(u — uj, wr)

= D [Uh+eduf = BVuf — v, wr)o p = (f = faswr)o ]
TeETR
Majorons les tr01s termes du membre de dr01te de 'inégalité ci-dessus. D’une part,
16%vlo.7 < ch%HvHOF et [b5v)1, 7 < chF |[v]lo,F pour tout v € P?(F). Ceci mene
a
1 1
lwelloze < chillleVuglpllor et |wph g < chp?llleVup]rlor -

Ainsi,

on(u—uf,wr) e [ D 2 V(w—uf)[§r + V2 (w - uf) |3 1
TeTr

1 _
Z lezVwpll§r + (14 € Hlwrld s
TeTr

_ 1 1
<o (e%hﬁ ¥ e%hfm) = g 7. €95

D’autre part, en utilisant la majoration de || f, + eAuy, — 5-Vuj —vusg ||o, 7, obtenue

ci-dessus pour tout T € 7, et la régularité du maillage, il vient

1
(fn + eAuy = B-Vuy, — vuj, wr)o 7. < chipll fo + Aug, — B-Vuj, — vui[lo7p [[[eVup]llo,r

1 It
gc(<e2hT2 + e ) fu— | g

1
Rl — fhuo,TF) Nevuslelor
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3.7. Résultats numériques

De plus,

1
(f = frowr)oze < chillf — frllozell[€Vug]lr

0,F -

Ainsi,
i1 _ _1
hillle2Vuglpllor <c ((1 +ethr)llu — gl gy + € 2l f - tho,TF) -

(2) Estimation de no p(u$) pour tout F dans F; U Fin.
Dans [ABC03,KP03] il est montré que pour tout F dans F,

1
Mug]pllor < chi DIV (w—uf)lloz-
TeTR

Donc,

_1 1
ek (up) = hp? |fuglrllor < €2llu —uyll 7, -

Cette estimation reste également valable pour F' € F, ,il“.

La preuve est complete. O

Remarque 3.6.5. Une inégalité du type na,r(uf) < [lu — u||_ , n’est pas aisée & obtenir.

La seule inégalité obtenue est
VT €Ty, mar(up) < Jlu—uf e + u—upllr

Cette inégalité ne permet pas de conclure quant a l'optimalité de 'indicateur 7]4,T(u2)
puisque le membre de droite ne fait pas apparaitre ||u — uj||_.

La méme remarque peut étre faite pour 75 g(up,).

3.7 Reésultats numériques

Cette section présente les résultats numériques obtenus sur deux cas tests en dimension
deux pour la méthode de stabilisation présentée ci-dessus. On résout la formulation sur
les échelles résolues (3.32) et grace a I'expression de u! donnée en (3.33), on obtient la
solution uj.

Le premier cas test est construit de sorte a posséder une solution analytique exhibant une
couche intérieure. Le deuxieme cas test correspond a un probleme ou existe une couche

intérieure résultant de la propagation d’un terme source dans la partie aval du domaine.
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3.7.1 Cas test 1

Considérons le carré unité ]0, 1[x]0, 1[. La donnée f est choisie de sorte que la solution
exacte de (3.1) soit

u(z,y) = % sin(mz) sin(my) (1 — tanh(o‘;’—;m)> , (3.67)

avec le parametre a,, = 0.05. La solution exacte exhibe une couche intérieure en x = 0.5.
On choisit 3 = (1,0)T et v = 1. On considere ce cas test pour € € {1,1072,107%}. La
triangulation est quasi-uniforme et non-structurée de taille h; = hg27%, avec hg = 0.1 et
i € {0,---,4}. On choisit ¢, = 1 dans l'expression de by(+,-) donnée en (3.16). Dans les
tableaux ci-dessous, nous donnons le nombre de faces Na et la taille i de la triangulation.
Le coefficient « indique que 'erreur converge en O(h®).

Le tableau 3.1 présente la norme |[-|| 4 de Derreur réelle (on entend par erreur réelle
la différence entre la solution exacte et la solution approchée) pour les différentes valeurs
du coefficient de diffusion € et pour les différentes triangulations. L’erreur réelle en norme
||| 4 lorsque € = 1 exhibe un ordre de convergence de 1. Lorsque € = 1072, lerreur réelle
en norme ||| 4 converge approximativement en O(h%) pour € < h alors que pour € > h
'ordre de convergence est proche de 1. Pour ¢ = 1074, on a bien un ordre de convergence
en O(h%) sur I’ensemble des valeurs de h considérées. L’ensemble de ces résultats est en

conformité avec I'analyse a priori du theoreme 3.2.13.

Maillage e=1 =102 e=10"*
Na he Jlu=ugly, o [llu—ugll, o |Ju-ul, o
374 0.1 0.9605 - 0.3222 - 0.2939 -
1441  0.05 0.4608  1.06 | 0.1232  1.39 | 0.1009  1.54

5621 0.025 0.2156 1.09 0.0470 1.40 0.0337 1.58
22330 0.0125 0.1028 1.07 0.0192 1.29 0.0118 1.51
88961 0.00625 0.0497 1.05 0.0085 1.17 0.0044 1.41

TAB. 3.1: Erreur réelle dans la norme |[|-|| , et ordres de convergence pour € = 1, e = 1072
et e =107*

Le tableau 3.2 présente la norme |||, o, de erreur réelle pour les différentes valeurs du

coefficient de diffusion € et pour les différentes triangulations. Pour cette erreur, on observe

un comportement analogue a celui observé pour ||-|| , mais le changement de régime entre
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3.7. Résultats numériques

la convergence en O(h%) (advection dominante) et O(h) (diffusion dominante) s’opére

pour des valeurs plus grandes de h.

Maillage e=1 e=10"2 e=10"*
Na h ”“_UZHEQ « Hu—u‘ZHEQ « ”U_“ZHGQ o
374 0.1 0.7110 - 0.0813 - 0.0229 -
1441 0.05 0.3700 0.94 0.0375 1.12 0.0078 1.56
5621 0.025 0.1846 1.00 0.0174 1.10 0.0029 1.42
22330 0.0125 0.0920 1.00 0.0087 1.00 0.0012 1.21
88961 0.00625 0.0459 1.00 0.0048 0.86 0.0007 0.90

TAB. 3.2: Erreur réelle dans la norme ||-||_ o, et ordres de convergence pour e =1, € = 1072
et e=1073

Les tableaux 3.3, 3.4 et 3.5 présentent les résultats obtenus avec les estimateurs d’erreur
a posteriori par résidu établis dans ce chapitre. Les termes 71 (f,uj), n2(uj), n3(us) et
na(ul) sont définis par :

1
2 2
nl(f? u%) = Z nl,T(fv uz)Q , 12 uh Z n?,F(u‘lsz)Q ) (368)
TeTy Fe]:i
1 1
2 2
na(un) = [ D mar(un)® |, naluf) > mar(up)? |, (3.69)
TeT, TeT,

avec les indicateurs définis en (3.57), (3.58), (3.62) et (3.63). Nous ferons le méme abus
de langage qu’au chapitre précédent en appelant n;(ufy), i € {1,---,3} et 174(u2) des

estimateurs d’erreur. L’indice d’efficacité [

m(f,u5) 4+ na(us) 4 n3(up) 4+ na(ul)

I pu—
[Ju— UhHe,Q

i

est aussi présenté dans tableaux 3.3, 3.4 et 3.5. Dans le cas ou € = 1, les estimateurs

d’erreur a posteriori convergent tous a l’ordre 1 et I'indice d’efficacité I reste borné.
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Na  h [ m(fow) m(w) m(un) m(a) | 1
374 0.1 7.2634  0.6133 1.0385 0.4035 | 12.5
1441 0.05 3.3779 0.3673 0.5838 0.2478 | 12.3
5621 0.025 1.5504  0.1925 0.2920 0.1265 | 11.7
22330 0.0125 0.7324  0.0976 0.1450 0.0638 | 11.3
88961 0.00625 0.3563 0.0491 0.0725 0.0322 | 11.1

TaAB. 3.3: Estimateurs d’erreur a posteriori et indices d’efficacité lorsque € = 1

Lorsque € = 1072, les estimateurs d’erreur a posteriori exhibent tous le bon ordre de
convergence excepté 7y (uz) qui sous-converge. Cette sous-convergence n’affecte pas 'esti-
mateur d’erreur a posteriori global qui est dominé par 71 7(f,u}). L'indice d’efficacité I

est indépendant de la taille du maillage.

Na h m(foup) na(uf) ns(un) ma(up) | 1
374 0.1 1.5458 0.3101 0.5116 0.0055 | 29.2
1441 0.05 0.5195 0.1986 0.2905 0.0044 | 27.0
5621 0.025 0.1958 0.1281 0.1789 0.0037 | 28.9
22330 0.0125 0.0828 0.0774 0.1070 0.0028 | 31.0
88961 0.00625 0.0379 0.0433 0.0607 0.0013 | 29.8

TAB. 3.4: Estimateurs d’erreur a posteriori et indices d’efficacité lorsque € = 1072

Lorsque € = 10~4, I'estimateur 7y (f, uj,) super—converge alors que les autres estimateurs

sous—convergent. L’indice d’efficacité décroit et ceci est di a la super-convergence de

ni(f,uy) et au fait que n1(f, uj5) domine les autres estimateurs.

Na h m(f,up) mus)  m3(un)  malup) !
374 0.1 12.8271  0.2926 0.4950 0.0012 595.6
1441 0.05 2.9046 0.1134 0.1722 0.0003 409.0
5621 0.025 0.6478  0.0324 0.0496 9.07 1075 | 251.7
22330 0.0125 0.1524 0.0115 0.0178 3.75107° | 151.5
88961 0.00625 0.0406 0.0077 0.0111 2.18 1075 | 84.9

TAB. 3.5: Estimateurs d’erreur a posteriori et indices d’efficacité lorsque € = 10™*

124




3.7. Résultats numériques

Les estimateurs d’erreur a posteriori et ’erreur réelle en norme ||-|| cfo. Sont représentés
)

en échelle logarithmique en fonction du nombre de faces de la triangulation a la figure 3.9.

10 e T

—t fu—ufll, g |

—t flu—uf || 1 x

gy ten ] ol o (uf) |
x ok ma(ug ) 1 3 -k M2 (uy, ) 1

) ] o . o0 ma (ul)

e o e m(uf)

el ! L 0% ! L
g 7

10 10 10 10
wE — flu —uhll, o 3
i comp(ug)
[ * #-% ma(uy)
Wl o0 4 (uy,) |
E . o0 n3(uy,) E

10°E

10* E \‘\\o\\ E!

e »

05 0l Ll P E—
10 10 10°

F1G. 3.2: Erreur réelle et estimateurs d’erreur a posteriori en fonction du nombre de faces
de la triangulation. En haut & gauche : € = 1, en haut & droite : € = 1072 et en bas :
e=10"*

Les figures 3.3 et 3.4 présentent la localisation de l'erreur réelle en norme |-, et la
localisation de I'indicateur d’erreur 1y (f,u$) lorsque € = 1 et € = 10™* sur la triangulation
de taille h3. Ces deux figures montrent que les indicateurs d’erreur 7y 7(f,uj5) prennent
leurs valeurs les plus grandes la o 'erreur réelle prend ses valeurs les plus grandes. Pour

€ = 1074, les valeurs les plus grandes de 1 (f, uj,) sont concentrées au centre du domaine.
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F1G. 3.3: Localisation de l'erreur réelle en norme |-, (& gauche) et de l'estimateur

d’erreur a posteriori n1,7(f,uj5) (a droite) lorsque € = 1 sur la triangulation de taille h3

Fia. 3.4: Localisation de l'erreur réelle en norme |[|-[|., (& gauche) et de l'estimateur
d’erreur a posteriori N r(f,u$) (& droite) lorsque € = 107* sur la triangulation de taille
hs3

3.7.2 Adaptation de maillage

Dans cette section nous montrons comment I'indicateur 7y 7(f, uj,) permet de raffiner
la triangulation. On considere le cas test de la section précédente. La figure 3.5 présente les
triangulations raffinées de facon adaptative aprés six itérations de l'algorithme présenté
dans I'annexe B pour les différentes valeurs de e. On observe que la triangulation est

raffinée 1a ou la solution présente une couche intérieure.
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F1G. 3.5: Raffinement de maillage adptatif en utilisant I'indicateur d’erreur ny 7(f, up). En
haut & gauche : maillage initial (374 faces); en haut a droite :
itérations pour € = 1; en bas & gauche : maillage adapté apres 5 itérations pour € = 1072
(2202 faces); en bas a droite :

faces)

maillage adapté apres 5 itérations pour e = 10~* (1657

Na | lu—-wugl, w Hu—u‘i”eﬂ w
374 0.9605 - 0.7110 -
473 0.6692 2.76 0.5150 2.46
647 0.5158 1.66 0.4059 1.51
1116 0.3553 1.38 0.2894 1.25
2073 0.2774 0.81 0.2285 0.77

TAB. 3.6: Erreur réelle en norme ||+ 4 et en norme ||| , et ordres de convergence sur les

triangulations générées de facon adaptative avec 1y 7(f,us) lorsque € = 1

Les erreurs réelles en normes [|-[|4 et [|-[|. o sur les triangulations raffinées de fagon

adaptative pour les différentes valeurs de e sont indiquées dans les tableaux 3.6, 3.7 et
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3.8. L’ordre de convergence de ces erreurs n’est pas dégradé ; on observe méme une super—

convergence.

Na | |lu—ugl, w HU_U%HE@ w
374 0.3222 - 0.0813 -
434 0.2119 3.19 0.0589 2.45
667 0.1184 2.71 0.0365 2.23
1166 0.0775 1.52 0.0260 1.22
2202 0.0493 1.44 0.0180 1.17

TAB. 3.7: Erreur réelle en norme ||| 4 et en norme ||-[|_ ;, et ordres de convergence sur les

triangulations générées de facon adaptative avec 01 7(f, up) lorsque € = 1072

Na ||u—u‘fL||A w Hu—u%”e’Q w
374 0.2939 - 0.0229 -
485 0.1748 3.97 0.0136 3.97
666 0.1144 2.70 0.0087 2.82
1088 0.0735 1.81 0.0057 1.71
1657 0.0489 1.97 0.0040 1.78

TAB. 3.8: Erreur réelle en norme ||-|| 4 et en norme ||-||_(, et ordres de convergence sur les
K

triangulations générées de facon adaptative avec 1y 7(f,up) lorsque € = 10~4

Les estimateurs d’erreur a posteriori sur les différentes triangulations sont indiqués
dans les tableaux 3.9, 3.10 et 3.11. Les indices d’efficacité ne sont pas dégradés. De plus,
dans le cas € = 1074, 'indice d’efficacité I décroit et ceci est dit & la super-convergence
de n1,7(f,uy,) qui domine les autres indicateurs d’erreur. Les autres estimateurs exhibent
également une super-convergence. Comme on peut le voir a la figure 3.6, qui représente en
échelle logarithmique les estimateurs en fonction du nombre de faces, 'ordre de conver-

gence des estimateurs est le méme que celui de I'erreur réelle en norme ||-|| -
b
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Na | m(f,ug) mus) m3(un) ma(u)) | T

374 7.2634 0.6133 1.0385 0.4035 | 13.11
473 4.9253 0.4829 0.7757 0.3120 | 12.61
647 3.5336 0.3847 0.6111 0.2262 | 11.72
1116 2.2647 0.2802 0.4351 0.1569 | 10.84
2073 1.5435 0.2173 0.3379 0.1090 | 9.66

TaB. 3.9: Estimateurs d’erreur a posteriori par résidu sur les triangulations générées de

facon adaptative avec 01 7(f, uj) lorsque e =1

Na [ () mlus) ma(w) md) | 1
374 1.5458 0.3101 0.5116 0.0055 | 29.19
434 0.9153 0.3017 0.4372 0.0048 | 28.16
667 0.5084 0.2035 0.3016 0.0038 | 27.87
1166 | 0.3207  0.1655 0.2400 0.0035 | 28.06
2202 0.2022 0.1270 0.1807 0.0031 | 28.50

TAB. 3.10: Estimateurs d’erreur a posteriori par résidu sur les triangulations générées de

fagon adaptative avec 0y 7(f,u$) lorsque e = 1072

Na | m(f,ug) mug) ms(up) nma(u)) | T

374 12.8271  0.2926 0.4950 0.0012 | 594.6
485 6.3990 0.2281 0.3562 0.0006 | 513.5
666 3.6850 0.1316 0.2116 0.0004 | 463.0
1088 2.0807 0.0908 0.1495 0.0002 | 407.2
1657 1.2289  0.0621 0.1053 0.0002 | 349.1

TAB. 3.11: Estimateurs d’erreur a posteriori par résidu sur les triangulations générées de

fagon adaptative avec 0y 7(f,u$) lorsque e = 1074
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F1G. 3.6: Erreur réelle en norme ||-||_(, et estimateurs d’erreur a posteriori en fonction du

nombre de faces de la triangulation générée de facon adaptative avec 11 7(f, uj,). En haut

A gauche : € = 1; en haut & droite : e = 1072; en bas : e = 10~*

3.7.3 Cas test 2

Ce cas test consiste en la résolution de I’équation de convection—diffusion—réaction

dans le carré unité ]0,1[x]0, 1[. Les données du probleme sont telles que f = 0 dans Q; et

f = 10% dans Qs ; voir la figure 3.7 pour une définition de Q; et Q.
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0

(0.4,0.2)

F1G. 3.7: Partition du domaine €2 en 7 et Q9

On choist 3 = (2,1)7 et v = 1. On impose des conditions de Dirichlet homogenes sur
le coté horizontal en bas et sur le coté vertical gauche. Sur les deux autres cotés, on impose
des conditions de Neumann homogenes. Comme pour le cas test précedent, on fait varier
le coefficient de diffusion € dans {1,1072,10~} et on consideére les mémes triangulations.
On prend ¢, = 1.

La figure 4.3 présente les isovaleurs de la solution approchée sur la triangulation de
taille hg pour les différentes valeurs prises par €. On constate la formation de la couche
intérieure induite par la propagation du terme source dans la partie aval du domaine a

mesure que € prend des valeurs de plus en plus petites.

|

F1G. 3.8: Isovaleurs de la solution approchée lorsque ¢ = 1 (& gauche); ¢ = 1072 (au

centre) ; € = 10™* (& droite) sur la triangulation de taille h3.

Les tableaux 3.12, 3.13 et 3.14 présentent les résultats obtenus pour les estimateurs
d’erreur a posteriori. On observe que l'ordre de convergence des estimateurs décroit a

mesure que € est de plus en plus petit. La figure 4.4 représente les estimateurs d’erreur a
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posteriori en fonction de nombre de faces de la triangulation en échelle logarithmique. On

observe une dégradation des résultats lorsque € = 1074

Na h m(fouf)  ma(uf)  m3(un)  ma(uf)
395 0.1 4.2216  0.8333 1.2019 0.4599
1453 0.05 24887  0.3871 0.5783 0.2428
5594 0.025 1.4131 0.2050 0.2994 0.1292
22156  0.0125 0.8478 0.1030 0.1501 0.0655
88424  0.00625 0.5403 0.0506 0.0741 0.0328

TaB. 3.12: Estimateurs d’erreur a posteriori lorsque € = 1

Na h m(foug)  me(up)  ms(un)  nalup)
395 0.1 1.8879  4.3634 6.8197 0.1166
1453 0.05 1.2776  3.0902 4.5066 0.1041
5594 0.025 0.8904  2.3469 3.3307 0.0939
22156  0.0125 0.6241 1.6289 2.3131 0.0758
88424 0.00625 | 0.4397  1.0137 1.4474 0.0532

TAB. 3.13: Estimateurs d’erreur a posteriori lorsque € = 1072

Na h m(fiug) me(up)  ma(un)  na(uj)
395 0.1 34.1937 5.7387 13.5865 0.0384
1453 0.05 25.4495 4.2222 7.2226 0.0238
5594 0.025 16.9353 4.0360 6.6320 0.0229
922156 0.0125 | 9.4421  3.5347 5.7025 0.0218
88424 0.00625 | 4.8404 2.4440 3.8544 0.0162

TAB. 3.14: Estimateurs d’erreur a posteriori lorsque € = 104
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F1G. 3.9: Erreur réelle en norme ||-||_, et estimateurs d’erreur a posteriori en fonction du
nombre de faces de la triangulation générée de facon adaptative avec 1 7(f, v} ). En haut

A gauche : e = 1; en haut & droite : e = 1072; en bas : e = 1074

3.8 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons étudié un nouveau schéma de discrétisation non—conforme
des équations de convection—diffusion—réaction stabilisé par viscosité de sous—maille. Outre
le terme de viscosité de sous—maille considéré dans le cas conforme nous avons introduit
un terme de pénalisation sur les faces. Nous avons montré la stabilité de ce schéma et les

mémes propriétes de convergence que les schémas existant dans la littérature. L’intérét
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Chapitre 3. Convection—diffusion : stabilisation par viscosité de sous-maille

théorique et pratique du schéma est que les termes de stabilisation ne font pas intervenir de
coefficient dépendant de h et de €. Nous avons réinterprété ce schéma en un probléme posé
dans l’espace des échelles résolues. Puis, nous avons étudié une formulation mixte non—
symétrique des équations de convection—diffusion—réaction discrétisée par schéma boite.

Nous avons montré que ce schéma boite peut étre construit de maniere a ce que :

(i) la variable primale discrete soit solution du probléme posé sur les échelles résolues,

dont nous avons effectué une analyse d’erreur a priori,

(ii) on dispose d’une formule de reconstruction du flux sur un patch d’éléments de la

triangulation.

Enfin, nous avons présenté une analyse d’erreur a posteriori du schéma stabilisé par visco-
sité de sous—maille. Certains indicateurs sont robustes au sens de Verfiirth, [Ver98]. Nous
avons étudié le comportement de ces indicateurs sur deux cas tests et nous avons montré
comment certains indicateurs peuvent étre utilisés pour générer des maillages adaptatifs

sur des problemes de convection—diffusion-réaction présentant des couches intérieures.
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Chapitre 4

Convection—diffusion : stabilisation

par pénalisation sur les faces

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude de I’équation de convection—diffusion-réaction avec
des conditions aux limites mixtes de Neumann (homogene) et de Robin. Le probleme que

nous considérons est le suivant :

—eAu+ B-Vu+vu=f dansQ,
—eVun+fnu=g sur 0y , (4.1)
Vun=20 sur 0Qout -

Ce probleme intervient par exemple dans la modélisation du transport advectif-diffusif-
réactif d’un soluté dans un écoulement. L’inconnue u représente la concentration, € le
coefficient de diffusion , 3 le vecteur vitesse, v le coefficient de réaction, et f, g des termes
source.

On suppose que le domaine 2 est un polygone de R? ou un polyedre de R3. On note

09} la frontiere de ) et n la normale extérieure. On pose
Oin ={x € : fn<0} et Oy ={xec€d: Bn>0},

si bien que
0 = 0Qin U 0Q0ut -

Dans ce chapitre, on fera les hypotheses minimales suivantes :

e ¢ est un réel strictement positif,
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Chapitre 4. Convection—diffusion : stabilisation par pénalisation sur les faces

3 est dans [W1>(Q)]?, d = 2,3 étant la dimension d’espace,
v est dans L*°(Q),

f et g sont respectivement dans L%(Q) et dans L?(0Qy) ,

il existe un réel og > 0 tel que o = v — %V-ﬂ > op p.p dans Q.

Considérons la formulation faible de (4.1) suivante :

{ Chercher u € H*(Q) tel que : (4.2)
a(u,v) = (f,v)o0 — (9:v)000, Y€ H(Q), '
ou

a(u,v) = /QeVu-Vv + /QTUU - /Qu(ﬁ-VU) + égout(ﬁ-n)uv, (4.3)
et

T=v—-V-[3. (4.4)
Proposition 4.1.1. Le probléme (4.2) admet une et une seule solution.

Démonstration. Montrons que la forme bilinéaire a(-,-) est coercive sur H(Q) x H! ().
Pour v € H'(Q), on a

[oevo == [0+ [ @,

ce qui conduit a

1 1
a(v,0) = €| Vu[§ o + lozvl§ o + 3lll8n2v

2
0,00

1
> €| Vol[§ o + oollvllg o + 511812015 o0 -

On conclut grace au lemme de Lax—Milgram. O

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2, nous présentons un schéma de
discrétisation de (4.2) dans un cadre non-conforme stabilisé par des termes de pénalisation
sur les faces. Les termes de pénalisation portent d’une part sur les sauts de la solution
discrete aux interfaces du maillage et d’autre part sur les sauts de la dérivée advective. Les
sections 4.3 et 4.4 sont respectivement consacrées a l'analyse d’erreur a priori et a poste-

riori de ce schéma. Dans la section 4.5, nous présentons quelques résultats numériques.
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4.2. Le cadre discret

4.2 Le cadre discret

Le probleme (4.2) est approché par une méthode d’éléments finis non-conforme stabi-
lisée par pénalisation sur les faces.

Rappelons que PL.(7,) désigne l'espace de Crouzeix-Raviart défini par

Pi.(Th) = {vn € L*(Q); VT € Ty, vp|r € PY(T); VF € Ff, /F [vp] » = 0},

et rappelons quelques notations. Soit F' € fé telle que FF =11 N 15, ou 11 et T sont des
éléments de 7, dont les normales extérieures sont notées ny et ns, respectivement. Pour un
champ de vecteurs R%valué, g, définissons |q|r = |g-nr| ott nr est un des deux vecteurs
normal & F. Pour F € .7-"}?, on pose |q|p = |¢g-n| (on rappelle que n désigne la normale
extérieure a Jf2). En d’autres termes, |¢|r désigne la valeur absolue de la composante
normale de ¢ sur F. Pour une face intérieure F' € fé et une fonction v continue par
morceaux sur €2, on note la valeur aval et amont de v par v et v! respectivement. Ces
valeurs sont définies pour presque tout x € F par

vi(z) = lim v(z+v8) et ol(z)= lim v(z—~8). (4.5)
y—0+ y—0+

Pour une région R, v g désigne la norme de v dans L°°(R) ou dans [L°°(R)]%.

Le probléme discret que nous considérons est le suivant :

{ Chercher uy, € PL.(73,) tel que :

an(un,vn) + Jo(un, vn) + Ji(un,vn) = (f,vn)o.0 — (9, vn)o0.00, Yon € PL(Th),

(4.6)
ou
n(up, vp) Z /EVuh Vvh+/7'uhvh— Z /uh B-Vuy)
TET, TeT,
+ Z /ﬁ UKLV, F+/ (ﬁ-n)uhvh, (4.7)
Fe]:z 8Qout
et
Jo(un,vn) = > Jor(up,vn), Jor(un,vs) = —/ B-lun]Fuy
; F
FeFi (48)
J(unsvn) =Y Jup(unon), Jip(us,vs) / [8-Vup]p-[8-Vup]p
FeFi Poo,F
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Chapitre 4. Convection—diffusion : stabilisation par pénalisation sur les faces

avec la convention que Jy g(up,vp) = 0 si fo,r = 0.

Posons V' (k) = [H*(T,) N H'(Q)] + PL.(7) et introduisons sur V' (h) les normes suivantes :

1
2
1 1 1
lwlgoo=| D lle2Vulldr |+ llozwlog + 52|12 wllosn, (4.9)
TeT),

lwllae =

2
1
[wllegor + [ D N1BI2[w]F

ap + Ji(w,w)
FeFi
Lemme 4.2.1 (Stabilité).

N|=

(4.10)

(i) La forme bilinéaire ap(-,-) est ||-|| 5, q-coercive sur HY(Q) x HY(Q)

(i) La forme bilinéaire ap(-,-) + Si_o Ji(+ ) est ||-||an-coercive sur V(h) x V(h).
Démonstration.

(i) Montrons la ||-[| g, q-coercivité de ap(-,-) sur H'(Q) x H'(Q).

Soit w € H'(£2). Une intégration par parties du terme convectif de ay(w,w) mene a

IR Y Oy T

De plus, il est clair que

1

—ﬁ/m(ﬂ-n)wZJr/ 3

[ (g =4 / (Bt +} /

8Qout
=5 [ 1Bl

o0
Ainsi, puisque ZFGF,Q I B-[w?]F = 0, on obtient

(Bn)w?

1 1 1
ap(w, w) = le2Vw||§ o + [o2wllg o + 3812w o0 ,
et donc

2
ah(wa U}) > %HwHeﬁo’,Q .

(ii) Montrons la ||-|| a,q-coercivité de ap(-,-) + Zz‘l:o Ji(+,+) sur V(h) x V(h).
Soit wy, € V(h). Une intégration par parties du terme convectif de ap,(wp, wp) meéne
a

VT €Ty, /Twhﬂ-th = —% /T(Vﬂ)w,% + %/8 (ﬂ-nT)w}QL,
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4.3. Analyse d’erreur a priori

ou nr est la normale extérieure a T'. Ainsi,

1
1 1
an(wn,wn) + Y Ji(wp,wp) = Y |2 V|5 + o2 wn§ g

i=0 TeT),
1 apy2 _ 1 . 2
+ 2F§f;b/Fﬂ [wh]F 2/89in(ﬂ n)wj,
+3 /ag CROIEDY /F B-wnlpwy, + Ji(wn; wn)

FeF}
(a) Il est clair que

1
[ @ +d [ @t = Yl

out

(b) Nous avons vu au chapitre précédent que pour tout F € F, ﬁ,

[ otudle = [ stwdeut =5 [ Bletui.

Donc,

1

1 1 1
an(wn,wn) + Y Ji(wn,wp) = Y |le2Vunllgr + lo2wil§o+ 5 D 1812wl rlb,r
i=0 TET, FeFi

1
+ %H’ﬁn|2wh”aaﬂ + Jl(’l,Uh, wh) 5

si bien que
1

ap(wp, wp) + Z Ji(wn,wp) > txllwnlG0-
=0

La preuve est complete. ]

Corollaire 4.2.2. Le probléme (4.6) admet une et une seule solution.

4.3 Analyse d’erreur a priori

Dans ce qui suit, ¢ désigne une constante générique indépendante de h et € et dont la valeur
peut changer a chaque ocurrence. Comme nous l'avons précisé dans le chapitre d’intro-
duction, les coefficients sont adimensionnés de sorte que 3 est d’ordre 1 et on suppose

qu’il n’y a pas de couche advective-réactive si bien que v est d’ordre au plus 1. Dans les
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Chapitre 4. Convection—diffusion : stabilisation par pénalisation sur les faces

estimations d’erreur présentées ci-dessous, la dépendance des constantes en 3 et v ne sera
pas explicitée.
L’analyse qui suit requiert les hypotheses suivantes :
e la solution u de (4.2) est dans H%(1),
e le vecteur 3 est dans [P}(7;,)]¢, c’est-a-dire que le champ 3 est continu et affine par
morceaux,
e la famille de triangulations {7} },~o est réguliere,
e la taille h de la triangulation 7 et le coefficient de diffusion € sont tels que h <1 et
€ < 1. Le probleme étant adimensionalisé, ces hypotheses peuvent se faire sans perte

de généralité.

Remarque 4.3.1. L’hypothese 3 € [P1(7,)]? conduit & 8-Vuy, € PY(7;,) pour v, dans
PL.(T3), ce qui permet d’obtenir une analyse d’erreur a priori optimale. Cette hypotheése
est classique dans les problemes de convection—diffusion; elle est par exemple utilisée
dans [HSS02]. De plus, pour v dans H?(Q), la continuité de 3 implique la continuité de
B-Vv au travers des faces du maillage, ce que nous utiliserons également dans ’analyse

ci-dessous.

Aux chapitres précédents, nous avons considéré I'opérateur de Oswald Zos : PY(7,) —
Pcl,o(%)- Dans ce chapitre, on considére un opérateur légerement modifié (pour simplifier,

on conserve la méme notation) Zos : P1(7;,) — P1(7}) défini comme suit :

1
Y, € PY(T},), Vs € Si,  Zosun(s) = m Z vp|7(s), (4.11)
5/ TeT,

ou 7, désigne l'ensemble des triangles de 7}, partageant le sommet s et #(7;) désigne le
cardinal de cet ensemble. On utilise également une définition légerement modifiée de .7-"%5
qui maintenant désigne ’ensemble des faces intérieures du maillage contenant un sommet

de T.

Lemme 4.3.2. [] existe deux constantes ci et co indépendantes de h telles que

1
Vo, € PH(Th) VT € T, |lvn — Zosvnllor < ¢ > hal[valellor (4.12)
FeFQs
_1
Yo, € PY(Th) VT € T, |vn —Tosvnlir < ¢ Y hp?|[onlellor. (4.13)
FeF@s
Démonstration. On pourra se référer a [ABC03, KP03]. O
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4.3. Analyse d’erreur a priori

Introduisons sur V' (h) la norme suivante :

> Bwoarhllwlir | (4.14)

TeTy

Hw”h@ =

ou A7 est I'union des éléments de 7, partageant au moins un sommet avec 1" € 7.
Posons [P} (’Th)]l = {v € HY(Q) N H?(T},) : Yo, € PX(T}), (v, Vh)oq = 0}.

Lemme 4.3.3 (Continuité). Il existe une constante c telle que pour tout v € [P} (ﬁb)]J'

et pour tout wy, € PL.(73),
an (v, wn) + Jo(v, wn) + J1 (v, wp) < elfof], 1wl a0 (4.15)

Démonstration.

(1) Estimation des termes de ap, (v, wp).

(a) Clairement, pour tout v € [P} (’Z}L)]J‘ et pour tout wy, € PL.(73),

Z / eVu- th—i-/ Towp, < c||v||

TeT,

Allwnllag-

(b) Comme v € [Pcl(’]}l)]J', (v, Zos(B-Vwp))g o = 0. Ainsi,

> [ osvun= 3 [ o3V~ Tou(5Tun)

TeTy, TeTy,

< ol ll8-Vwn — Zos(B-Vwn) llor
TET,

<c Z [[v]lo,r Z h #IB-Vwrlrllo,r

TeT, FeFQs
1 1
2 h2 2
> Booarhy > BVl rllf
T€T Feri %

1
< cf[oll,, 1 Ji (wh, wn)?
< cffvlly g llwnllag,

ol nous avons utilisé I'inégalité (4.12) et la régularité du maillage.
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(c) Puisque v € H'(Q), [v]F = 0 pour tout F € Fj. Ainsi,

> /FB’[th]F: > /Fﬂ'[wh]Fv

FeF} FeF}

Nl
[NIE

1
<c| Y Boarhyvlgr > N8I wnl I3 e

TeT, FeF}

< cllell, s lwnllag

ol nous avons utilisé I'inégalité de trace discrete (A.14) et la régularité du maillage.

De méme,

> [ @npwwn < clol g sl as.
F

FeFput

(2) Estimations de J;(v,wy) pour ¢ = 1,2.
Comme v € H'(Q),
Jo(v,wp) =0.

Enfin, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

D=

1
J1(v, wn) < J1(v,0)2J1(wn, wp)? < vl 1 flwnllao-

En collectant les inégalités ci-dessus, on obtient bien (4.15). O

Remarque 4.3.4. Si nous avions imposé des conditions aux limites de Dirichlet ho-
mogenes dans (4.2) de facon forte, nous aurions dii considérer 'opérateur Zos : P'(7;) —
Pcl,o('];z)- Ceci aurait conduit a introduire les faces de bord dans le terme de pénalisation
J1(+,+), ce qui physiquement n’est pas réaliste. On peut imposer des conditions de Dirichlet

de fagon faible; voir [Bur04] pour I'analyse de la méthode.

Lemme 4.3.5 (Estimation d’erreur). On pose

ap(u,wy) — (f,wn)o,0 + (9, wn)o,00:,

Rp(u) =  sup (4.16)
thP&C(Th) ”whHA,Q
Alors, il existe une constante c telle que
= unllae < e (llu =Tl + Ra(w) | (417)

ot Iy, est l'opérateur de projection L*-orthogonale sur P} (Ty).
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Démonstration. 1l est clair que
lu — Mpul| a0 < |lu— Hhu”h,% .
Ainsi, par I'inégalité triangulaire on a
lv —unllan <llu—=Tyull, 1+ [Hyw —unl a0

Posons wp, = Ipu — uy, et observons que wy, € V(h). Alors, par la ||| 4,o-coercivité de
an( ) + g Ji(, ) (voir lemme 4.2.1) sur V'(h), il vient

c|[Tpu — uhHi’Q < ap(Ipu — up, wp) + Jo(pu — up, wp) + J1(Mpu — wp, wy) -

De plus, comme Jo(u, wp,) = Ji(u,wp) =0, on a

1 1

ap(Ipu — up, wp) + Z Ji(Tpu — up, wp) = ap(pu — u, wy) + Z Ji(pu — u, wp)
i=0 i=0

+ ap(u, wy) — (f,wr)o0 + (9, wn)o,00, -

Comme ITpu —u € [Pcl(ﬁl)]l, nous déduisons du lemme 4.3.3 que

1

an(Mpu — u,wp) + Y Ji(Myu —u,wy) < el Myu—ully, 1 lwpllag-
=0

Donc,

ap(u, wy) — w + w i
llu— unllag < My —ully s+ sup n(w,wn) — (f, wn)o.o + (9, Wh)oo0um
2 wnePlL(Th) [wnll 4,0

La preuve est complete. ]

Lemme 4.3.6 (Approximabilité). Il existe une constante c telle que pour tout v €
H?(Q),
[v =TTy, 1 < ch(e? +h7)||v]lagq - (4.18)
2

Démonstration. Soit v € H?(). Alors, en utilisant le fait que II,v — v € HY(Q), on a

1 1 1
[o =Thollp 1 = €2V (v = Tpo)lloe + [loz (v = Tpv) oo + [[|6-n]> (v = Thv)

0,00

N

NG

+ [ Y Baoarhg o =Tol3p |+ Ji(v — My, v — )
TET,
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Par les propriétés d’approximation de I, (A.9)-(A.10), on a pour tout T € Tp,

V(v —1Ipv) o < chr|[v]2r,

lv = Tyvllog < chilv]ar-

Par suite,

1 1 1
2V (v = IIxv)llo,0 + [lo2 (v — IIpv) [0 < ch(€z + h)||v]l2,q -

De plus,

D=

— 3
Y Booarhy! v —Iyolgr | < ch?|lvllzg -
TeTy,

L’inégalité de trace continue (A.13) conduit pour tout F € F} a

S

1
1[8-V(v = )] pllo,r < ¢Boo,r||V(v — ITxv)|| i
1

< oo, |V (v = Tp0) 6 7, lv

2
2. Tp
1
< foe, ph7 v

2V (v = TTxo)

Tr

=

2 Tr -

Ainsi,
h

o0,

18-V (v = o) I3 F < chillvl3 7,
si bien qu’en sommant sur F' € ]_—}i“ il vient

Jl(v — v, v — Hhv)% < ch% ||U|

2,0 -
Finalement, en utilisant & nouveau 'inégalité de trace continue (A.13), il est clair que
1 3
[18-n]2 (v = Txo)llopa < ch2[[v]20 -

En collectant les inégalités obtenues ci-dessus et en utilisant le fait que h < 1, on obtient
(4.18). O

Lemme 4.3.7 (Consistance). Soit u l'unique solution de (4.1). Alors, il existe une

constante c telle que

| Ry ()| < cezhlfulla.q . (4.19)
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Démonstration. Soit wy, € PL.(T}). Alors,

n(u, wp) Z/eVquh+/Tuwh Z/uﬁth

TeT, TeTy,
+ Z /B uth+/ (B-n)uwy, .
FerF} O%out

Puisque u € H?(Q), une intégration par parties des termes diffusif et convectif conduit &

ap(u,wp) = / (—eAu + B-Vu + vu)w

+Z/ VunTwh—Z/ (B-nr)uwy,

TETh TETh
+ Z /5 u’th-l-/ (B-n)uwy,

Fe]_‘z 6Qout
= (f,wn)oa+ Y /GVU th+/ (5'nu—9)wh—/ (B-n)uwp,

6Qin aﬂin
FG]”
= (f,wn)o,0 — (9, wn)o,00;, + Z /eVu wh]p
FE]:Z

Ainsi,
ap(u, wp) — (f,wn)o,0 + (9, wn)o,00;, = Z /eVu [wp]

FE]:Z
Comme PL.(7;,) satisfait le Patch—test d’ordre 0,
onusun) = (Fon)og + (5. 0ndoom, = Y [ elVu=TH(Va)-funr
FeF}

ou I1% : [L2(F)]? — [P°(F)]? désigne la projection L2-orthogonale sur [P%(F)]¢. Grace a

I'inégalité d’interpolation de face de Crouzeix—Raviart (A.16), on a

/(Vu—H%(VU))U)HT < chr|wp|1,r|Vuli 1.
F

VT €1y, ,VF € Fr,

Ainsi,
2
|lan(u, wp) = (f, wh)o o + (9, wh)og,, > IVwallg ¢
TET,
< cehlullz.0llwnlag
et on en déduit (4.19). O
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Théoréme 4.3.8 (Convergence). Soit u 'unique solution de (4.2). Soit up l'unique

solution de (4.6). Alors, il existe une constante c telle que

lu=wnllag < ch (€ +h7) |lul

2.0 - (4.20)

Démonstration. D’apres le lemme 4.3.5,

lu = wnllag < ¢ (Jlu =Tyl + Rafw)) -

Le premier terme de membre de droite s’estime grace au lemme 4.3.6 et le second terme

s’estime grace au lemme 4.3.7. On obtient alors 'estimation (4.20).
O

4.4 Analyse d’erreur a posteriori

Dans cette section, on s’intéresse a ’analyse d’erreur a posteriori du probleme (4.6).

Pour tout w € V/(h), localisons les normes [|w|| g, €t [[w][4,0 comme suit :

1 2
2
1 1 1
[wllego,a = (Z \62WH%,T> + [lo2wllo,a + > liBnlzw|f g
FeFANF?

2

1
aa=lwlgea+ | Do BRG] + | D Jurlww)] |
FG]:API]:;L FeFa

D=

]

ol A est une union de triangles de 7y, qui par la suite sera T, A7 ou Ap, et Fa est

I’ensemble des faces des éléments de A.

Lemme 4.4.1. Soit u l'unique solution de (4.2). Soit up, lunique solution de (4.6). Alors,

il existe une constante c telle que

clu —u < L g, up)? 4+ inf up — vp)?
| Mlegon < | D2 ma(f,g,un) g > or(un—wn)

Bl
N}

TeTy TeT,
Ji J
© s Jolunywn) - Ji(un,wn) (4.21)
weHL(Q), ||wh||5ﬁU7Q
wp,=Cpw

ou Cp : LY(Q) — PX(T}) est lopérateur d’interpolation de Clément et ou nous avons

introduit

VI'e Ty, or(un—vn) = |un —vplhir + Z llun, — vallo,F » (4.22)

FeFpnFin
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4.4. Analyse d’erreur a posteriori

et les indicateurs d’erreur locauz, pour tout T € Ty,

_1 1
m,r(fsg,un) =€ 2hr| fp — B-Vup, — vupor + > hi ez [Vup]pllo,r
FeFrn{FiuFgut}
1
+ Z eiéh}é”gh + eVuy-n — B-nuy|or
FeFrnF»
_1 _1.4
+e2hpllf = fullor+ Y € 2hillg—gnllor- (4.23)
FeFpnFin

Démonstration. Soit v, € P}(T},) et posons w = u—vy, € H'(Q). En utilisant le lemme 4.2.1
(i), on obtient

c|lu — vh||§/307g < ap(u — up,w) + ap(up — vy, w) . (4.24)

(1) Estimation de aj(u — up, w) pour w € HY(Q).
Soit wy, € PY(73). Alors,

ap(u — up,w) = ap(u — up, w —wp) + Jo(up, wp) + J1(up, wp)

= Z /Tev(u —up)-V(w —wy) + /QT(U — up)(w — wp)

TeT,
- TEZTh /T (4 — ) BV (w — wp) + F% /F B-[(u — un)(w — wp)]

+ / (B — un) (w0 — wn) + Joun, wy) + Ty (un, )
Oout

En intégrant par parties, il vient

ap(u — up,w) = Z /T(—eAu + B-Vu + vu)(w — wp) + Z /8T eV(u —up)n(w — wp)

TeTy, TeT,

— Z /T(ﬁ-Vuh + vup)(w — wy) — /89 Bn(u— up)(w — wp)

TeT,

+ / Ben(u— up)(w — wn) + Jo(un, wn) + i (up, wn)
OQout

= Z /T(f — B-Vuy, — vup)(w — wy) — /a (g + eVup-n — B-nup)(w — wy)

TeTy Qin

_ Z / [eVuh]F(w — wh) + Jo(uh, wh) + Jl(uh, wh) .
reFinFy
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Chapitre 4. Convection—diffusion : stabilisation par pénalisation sur les faces

L’inégalité de Cauchy-Schwarz mene a

an(u—up,w) < Y |If = BV — vupllorlw — whllor

TeT),

+ Y eVunlrllorllw — wallor
FeFjuFpmt

+ Y g+ eVupn — Bnupllo,pllw — whllo,r
FeFr

+ Jo(up, wp) + Ji(up, wp) .

Prenons dans I'inégalité ci-dessus wy, = Cpw, ou Cp, désigne 'opérateur d’interpolation
de Clément. Les inégalités (A.6)-(A.7) conduisent &

_1 1
an(u—up,w) < | Y € 2hyl|f = B-Vup —vupforle2 Vwloa,
TeT,

Tl 1
+ Y bzl [Vunlplopllez Vulloa,
FeFjuFgut

11 L
+ > € 2hllg + eVupn — Bnupllo.pllez Vwloa,

FeFn

+ Jo(un, wp) + Ji(up, wp)

<c| > e'nFlfn = B-Vun — vupli e + e RN = fulldr
TeT),

1
+ ) helle2[Vunlpl§ g

FeFluFpmt

1
2

+ > ¢ hplgn + eVunn — Bnug|i§ g + ¢ hpllg — gnllg

||w||eﬁo'7ﬂ
FeFn
Jo(un, wp) + Ji(up, wp)
+ | sup : wllego0
weH (9), Hw”s,@a,Q
wh:Chw
1
Jo(un, wp) + J1(up, w)

S c Z Ul,T(f,gaUh)Z + sup : ||73H ||w||E/BO',Q

TeTh wwehlilc()?l?) ' 6160.79

(4.25)
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4.4. Analyse d’erreur a posteriori

(2) Estimation de ay(uj, — vp, w) pour w € H(Q).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et une intégration par parties du terme convectif menent

a
1 1
an(up — va,w) < Y [l€2V(up — o) lorlle2 Vullo.r
TeT,
_1 1
+ ) llom2(8-V (up, — va) + v(up — ) llorllozwlor
TeT),

1 1
+ 3 1B13(un = on)llo,rll1B1w]o,

FeFir

IN

S ez V(un — on)lB g + o2 (8-V (un — vn) + v(up, —wn)) |3 7
TeTy

N

3 2 1 2 19 1
+ Z 18] 7 (un — vi)llo,p (HE?VwHo,mL||02w||o,9+\|\5-n|2w

1
2 2
|078(21n
FeFn

1
<c| D lexVun —on)lgr + 11V (un = vn)lg.r + llun = valld 2
TeT,

1
2

1
+ > 815w —o)lEe | Nl
FeF?
1
2

<c Z QT(uh - Uh)z ”wHeﬁo’,Q : (426)
TeT,

(3) Les inégalités (4.25) et (4.26) conduisent a

N
N

cllu=vnllegon < | D malfrigun) | + | D or(un —va)

TETh

TETh
s Jo(un, wa) + J1(up, wp)
weHL(Q), HwHeﬁo’,Q
wp, =Cpw

(4) Par 'inégalité triangulaire on a
HU - uh”e,@a,ﬂ < Hu - vh”eﬂo‘,ﬂ + ”Uh - uh“eﬁo‘,ﬂ )

1
et on conclut en observant que |[vy, — up|l 5,0 < ¢ (ZTeTh or(up — Uh)2> .
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Chapitre 4. Convection—diffusion : stabilisation par pénalisation sur les faces

La preuve est complete. O

Lemme 4.4.2. Soit u 'unique solution de (4.2). Soit up unique solution de (4.6). Alors,

il existe une constante c telle que

N

Jo(up, wn) + J1(up, w
sup o(un, wp) 1(un, wp) <ec Z No.r(up)? + E 3.5 (up)? , (4.27)
weH1(Q), HwHeﬁo’,Q FeFi FeFi
wp =Cpw € h € h

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locaux

. 3
VE € F, mor(un) = e 2h2 | [8-Vunlrllor, (4.28)

. _1
VEF € f;i , 7737F(uh) = h‘F2 H[uh]Ho,F . (4.29)

Démonstration. Majorons successivement Jo(up, wp) et Ji(up, wp).

1. Majoration de Jo(up,wp).

Ce terme se majore comme au chapitre 3, ce qui conduit a

2

- 1
Jo(un,wn) < e | D hptllunlrlldr | lozwnlbog
FeF]

<c Z 773,F(Uh)2 Hw”eﬁo,Q'
FeF}

2. Majoration de Jq(up, wp).

L’inégalité de trace discrete, (A.14), et la régularité du maillage conduisent a
. 1o -1
VF € f;l, H[ﬂ-th]FHof < ce 2hF2 H62vwhH077F .
La H'-stabilité de Cj, (A.5), meéne &
> Blphrll[BVurlrld p < clle? Va3
oo, F!VF hlFl0,F = 0,Q -

FeF]
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4.4. Analyse d’erreur a posteriori

Ainsi,
1 1
2 2
_ ehp
Tiunwn) < | D0 e WEIBVulellr | | D0 I8 Vunlel
FeF FeF} oo F
2
_ 1
<c| Y enRBVulrlg s | lle2Vullog
Feri
2
<c Z mo,r(un)? | wllseq -
FeF]
La preuve est complete. O

Le théoréme qui suit est une conséquence directe des lemmes 4.4.1 et 4.4.2.

Théoréme 4.4.3 (Fiabilité). Soit u l'unique solution de (4.2). Soit up, 'unique solution

de (4.6). Alors, il existe une constante c telle que

2 2
cllu—unllgea < | D ma(frgun)?| + inf > or(up — vp)?
TET, vREPS (Th) TeT,
3
| D [mr(un)’ +msp(n)’] | (4.30)
FeF}

Corollaire 4.4.4. Soit u l'unique solution de (4.2). Soit up, l'unique solution de (4.6).

Alors, il existe une constante c telle que

D=

v —unllgrn < c Z (7 (f, g,un)? + nar(un)?] + Z (2,7 (un)? + 13, (up)?]

TeT, FeF}
(4.31)
1
2
<c| Y. malfrguwn) + D [nerun) +nspwn)?] | (4.32)
TET), FeF;
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Chapitre 4. Convection—diffusion : stabilisation par pénalisation sur les faces

ot nous avons introduit les indicateurs d’erreur locaur

VT €Ty, nar(un) = ||V(un — Zosup)

0,7 + |lun — Zosunlo,r
1

2

+ > lun — Zosunlg e | - (4.33)
FeFpnFin

Démonstration.

(1) La preuve de (4.31) est immédiate en prenant v, = Zosup, dans ’expression de o (up —
vp,) donnée en (4.22).
(2) La preuve de (4.32) résulte du fait que
> mr(un)® < > nar(un). (4.34)
TeT FeF}

En effet, pour tout T' € 7}, par les inégalités (4.12)-(4.13), on obtient

_1
IV (un — Zosun)llo.r + llun — Zosunllor < ¢ > (1+hp)hp® |[[uslp
FeFRs

|O,F-

En utilisant I'inégalité de trace discrete (A.14), la régularité du maillage et I'inégalité
(4.12) pour tout F € Fr N Fi® il vient

1
lun, — Zosunllo,r < chp? un — Zosunllor < e D Nunlerlloe -
FreFPs
Ainsi, ) )
VT €Ty, mr(un) <c D (hp® + b2+ Dllunlrlor
FeFgs

En utilisant le fait que h < 1, on obtient bien (4.34).

Etudions maintenant I'optimalité des indicateurs d’erreur obtenus ci-dessus.

Proposition 4.4.5 (Optimalité). Soit u l'unique solution (4.2). Soit up l'unique solution

de (4.6). Alors, il existe une constante c telle que
VT € Tn, mur(f,g,un) < C((l +e hr)llu = unll gy ag

1 1 1
+ el = fullor+ Y < EhEllg— gnllor). (435)
FeFrnFin

. 1
VF e F,, mn3r(up) <ce 2fju— uh||€5U7TF . (4.36)
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4.4. Analyse d’erreur a posteriori

Démonstration.

(1) Soit T € Tj. Estimons 7y 7(f,g,un) en utilisant les techniques développées dans
[Ver98|.
(a) Estimation de eféhTHfh — B-Vuy, — vup o
Rappelons que b5 désigne la bulle conforme définie en (A.22). Posons wy =
b (fn — B-Vup, —vuy) € H}(T). Alors, en intégrant par parties les termes dif-
fusif et convectif, il vient

ap(u — up, wp) = / eV (u — up)-Vwp — /

(u — up)B-Vwr + / T(u — up)wy
T T

T
= (f = fo,wr)or + (fn — B-Vuy — vup, wr)or,

puisque wr € HE(T). D’apres le lemme (A.4.2), HUH&T < ¢(v,bv), p pour v €
PY(T). Donc,
cllfn = B:-Vun — vun|§p < (frn — B-Vup, — vug, wr) ¢
= ap(u — up,wr) + (fn — frwr)o -

Majorons les deux termes du membre de droite de I'inégalité précédente. Comme

16500 < cljv]lor et |bSv]i 1 < chyt||v]lo pour tout v € PY(T), on obtient

lwrllox < cllfa— BVup—vuplog et |wrlir < chy' || fo— B-Vun — vupllor -
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités ci-dessus, il vient

1
2

1 1
an(u = un,wr) < ¢ (EV (= un) 3z + o (w = wn)l3r)

1

. ) 1
(HeszTH%,T+ (1+e 1)HwTH3,T)2
1. _ _1
<c (65th Te 2) lu = unl| go.pll fu = B-Vun — vunllor -
De plus,

(f = fnywr)or < c|lf = fullor

En collectant les deux inégalités ci-dessus, on obtient

| fn — B-Vup, —vupllor -

1o _1
I = B-5un = vunllox < ¢ [(hz" + ¢ Dllu = unllgor + 1 = fullo] |
et donc

_1 _ _1
e 2hp||frn — B-Vup —vupllor < ¢ (1+€ hy) lu — wnll o + € 2hollf — fullor-
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1 ,
(b) Estimation de hZ|| [E%Vuh]FHQF pour F dans Fp N {F} U F"}.
Rappelons que b% désigne la bulle conforme définie en (A.4.4). Pour v, € PL(T})

et pour F' € F}, , notons par Pr[eVuy]F le prolongement continu de [eVuy]r & Tp.
Posons wg = bSPr(—[eVup|r) € HY(TF). Alors,

([EVU}L}F, wF)O,F = ah(uh, wF) — Z (ﬂVUh + vuy, wF)()’T
TeTr

D’apres le lemme (A.4.5), ||v||0 # < c(v,b%v)o,F pour tout v € P1(F). Donc

c|l[eVunlpllg < (—[€Vunlr, wr)g p

= ap(u — up, W) — Z [(fn = B-Vup — vup, wF)O,T - (f- fhawF)O,T} :

TeTR

Majorons les trois termes du membre de dr01te de l'inégalité précédente. D’une

part, [|b%vllo,7 < ch%”v < chp : |lv]lo.7 pour tout v € PY(F). Ceci

mene a
1 _1
lwrlloze < chipllleVurlrllor et |wrliz < chp®||[eVup]rlor-

Ainsi,

(NI

1 1
ap(u—up,wp) <c | Y lle2V(u—up)lgr + oz (w—up)llgr
TeTr

1 —
> ez Vurls + 1+ wrlir
TeTr

;o1 51
<o (thFQ te zh;) ot — unll gz e Vundllo

D’autre part, en utilisant la majoration de || f, — 5-Vu, — vupllo, 7 obtenue ci-

dessus pour tout T € 7Tj, et la régularité du maillage, il vient

1
(frn = B-Nup — vun, wp)y 7, < chpll fr = B-Vun — vunlloz | [€Vun]llo.r

1,-4 14
< <<eth2 + 20 1 — unl o,

1
BAIf - fhno,fF) leVanlllo.r -
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4.4. Analyse d’erreur a posteriori

De plus,

1
(f = foowr)oze < chillf — fullozell€eVur]rllo,r -

Ainsi,
Tl _ 1
hillle2Vunlrllor <c ((1 + e thr)llu = unllgo 7y, + €207 f — tho,TF) :
1 :
(c) Estimation de e_%h%th + eVuy-n — B-nup o pour F dans Fr N F;".
Posons wr = b%(gn + €Vup-n — f-nuy). Alors,

(gn + €V-upn — B-nup, wr)o,r = (fo — B-Vur, — vup, wr)or — ap(u — up, wr)

+ (f = foowr)or + (9 — gh, WR)o,F -

En utilisant les estimations obtenues ci-dessus et la régularité du maillage, on
obtient

1 _1. L
lgn + €Vup-n — B-nupljor < c <(62th +e zhi)|lu — upll 5,1

1
+ hillf = fr

lo,r + |lg — 9hHo,F> ,
et donc

_1.1 _ _1
€ 2h%thJrﬁvuh'n—5'nuhHo,FSC<(1+€ "hr)llw = unll oo + € 2 bl f = fallor

)
(2) Estimation de 13 p(up) pour tout F dans F.
Dans [ABC03,KP03] il est montré que pour tout F dans Fj,

_1.4
+ € 2hillg — gnl

1
lwnlpllo.r < chp D IV (w—un)lor-
TeTr

Donc,
_1 1
3, (un) = hp®|[[un]pllop < ce™ 2 |lu — unll gy 73 -
La preuve est complete. O

Remarque 4.4.6. La proposition 4.4.5 montre que l'indicateur d’erreur 1y 7(f, g, un) est
robuste au sens enoncé dans [Ver98] ; c’est-a-dire que les bornes inférieures et supérieures de
Iestimateur different d’un facteur ¢+ e~ 'h. Donc, si le nombre de Péclet est suffisamment

petit, U'estimateur a posteriori est optimal.
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Remarque 4.4.7. Il n’est pas clair que ’on puisse obtenir une inégalité du type na r(up) <

cllu —up| 5, 0- On peut facilement obtenir une inégalité du type

_1.1 1 1.1
no,F(un) =€ 2hpJyp(u —up,uw—up)? <€ 2hillu—upllazg,

mais cette inégalité ne permet pas de conclure & l'optimalité de lindicateur 13 p(up)

puisque le membre de droite ne fait pas apparaitre ||u — wup|| BoQ

4.5 Reésultats numériques

Cette section présente les résultats obtenus sur deux cas tests en dimension deux pour
la méthode de stabilisation présentée dans ce chapitre. Un premier cas test est construit
de sorte a posséder une solution analytique exhibant une couche intérieure. Le deuxieme
cas test ne possede pas de solution analytique et exhibe une couche intérieure résultant

de la propagation d’une discontinuité dans les conditions limites d’entrée.

4.5.1 Cast test 1

Considérons la carré unité |0, 1[x]0, 1[. Les données f et g sont choisies de sorte que la

solution exacte de (4.1) soit

u(z,y) = % (1 — tanh(o'g—;m)) ,

avec le parametre a,, = 0.05. La solution analytique exhibe une couche intérieure en xz =
0.5. On choist 8 = (1,0)7 et v = 1. On considére ce cas test pour € € {1,1072,1074}. Les
triangulations sont quasi-uniformes et non-structurées de taille h; = hg2~, avec hg = 0.1
et 1 € {0,---,4}. Le tableau 4.1 présente la norme ||-|| 4o de Ierreur réelle (on entend par
erreur réelle la différence entre la solution analytique et la solution approchée) pour les
différentes valeurs prises par le coefficient de diffusion € sur les différentes triangulations.

Le coefficient o dans ces tableaux indique que l’erreur converge en O(h®).
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4.5. Résultats numériques

Maillage e=1 e=10"2 e=10"*
Na h lu—upllae o |llu—upllae o |lu—upllae o
374 0.1 2.0918 - 0.7547 - 0.5290 -
1441 0.05 1.1176 0.90 0.4364 0.79 0.3040 0.80
5621 0.025 0.5313 1.07 0.1900 1.20 0.1345 1.18
22330 0.0125 0.2517 1.08 0.0748 1.34 0.0476 1.50
88961 0.00625 0.1200 1.07 0.0324 1.21 0.0165 1.53

TaB. 4.1: Erreur réelle en norme ||| 4o et ordres de convergence pour € = 1, ¢ = 1072 et
e=10""

L’erreur réelle en norme ||-|| 4o converge & I'ordre 1 lorsque € = 1. Lorsque € = 1072,
lerreur converge approximativement en O(h%) lorsque € < h excepté pour le maillage de
taille h; ou l'ordre de convergence est inférieur & 1. Lorsque € = 10™%, on obtient une

convergence en O(h%) pour h < 1.25 x 1072

Maillage e=1 €e=10"2 e=10"4
No b [Je—wilgeo @ |llu-ulpo o |lo—uilgo o
374.  0.10000 1.0817 0.93 0.4432 1.07 0.2385 1.36
1441.  0.05000 0.5667 0.93 0.2126 1.06 0.0928 1.39
5621.  0.02500 0.2878 0.98 0.0707 1.59 0.0248 1.90
22330.  0.01250 0.1445 0.99 0.0244 1.54 0.0052 2.25
88961. 0.00625 0.0727 0.99 0.0127 0.94 0.0014 1.89

TaB. 4.2: Erreur réelle en norme ||| 4, ¢ et ordres de convergence pour € = 1, € = 1072
et e=10""

Le tableau 4.2 présente la norme ||-[| 5,  de I'erreur réelle pour les différentes valeurs
du coefficient de diffusion € et pour les différentes triangulations. Pour cette erreur, on
observe un comportement analogue & celui observé pour la norme ||-|| 4,0 lorsque € = 1 et
€ = 1072. En régime de diffusion dominante (e = 10~%), on observe une super-convergence

de l'erreur.

Les tableaux 4.3, 4.4 et 4.5 présentent les résultats obtenus pour les estimateurs par résidu
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obtenus dans ce chapitre. Les termes 11 (f, g, up), n2(up), n3(up) et na(up) sont définis par

N
N|

m(frgoun) = | Y mae(fgun) | o mwn) = D mr(w)’]| (4.37)
T€Tn FeFi

ma(un) = [ Y mar@a)® | o malun) = [ D marun)® | (4.38)

FeFi TeT,

N
N

avec les indicateurs définis en (4.23), (4.28), (4.29) et (4.33) respectivement. Comme dans
les deux chapitres précédents, nous ferons un abus de langage en appelant ni(f, g, un),

ni(up), i € {2,3,4}, des estimateurs d’erreur. L’indice d’efficacité I est défini par

4
Zi:1 i

= ——"F=———.
HU - uhHeﬂU,Q

(4.39)

Lorsque € = 1, on observe que l'indice d’efficacité est indépendant du maillage et que
la super-convergence de 72(up,) n’affecte pas cet indice puisque cet estimateur est dominé
par n1(f, g, un)-

Na h m(f,g,un)  m(un) m3(up) na(up) | 1
374 0.1 8.2335 0.1741 0.6282 0.9699 | 9.25
1441 0.05 3.9144 0.0599 0.4380 0.6321 | 8.9

9621 0.025 1.8557 0.0156 0.2426 0.3315 | 8.50
22330 0.0125 0.9094 0.0039 0.1248 0.1662 | 8.33
88961 0.00625 0.4806 0.0010 0.0630 0.0832 | 8.63

TAB. 4.3: Estimateurs d’erreur a posteriori et indices d’efficacité lorsque € = 1

Lorsque ¢ = 1072, I'estimateur 71(f,g,u,) domine les autres estimateurs pour les
trois premieres triangulations. Celui-ci étant super-convergent c’est Iestimateur 74(up)
qui domine sur les deux derniéres triangulations. La convergence de n4(up) étant en O(h),

ceci explique la légere dégradation de 'indice d’efficacité I sur la triangulation la plus fine.
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4.5. Résultats numériques

Na h m(foun) mo(un) m3(un) na(up) | 1

374 0.1 3.0430 0.7252 0.4500 0.6725 | 11.03
1441 0.05 0.9623 0.3715 0.3239 0.4664 | 10.00
5621 0.025 0.2946 0.1349 0.1799 0.2462 | 12.10
22330 0.0125 0.1081 0.0379 0.0973 0.1297 | 9.97
88961 0.00625 0.0514 0.0097 0.0536 0.0708 | 14.60

TAB. 4.4: Estimateurs d’erreur a posteriori et indices d’efficacité lorsque € = 1072

Lorsque € = 1074, on observe une super-convergence des estimateurs conduisant &
une décroissance de l'indice d’efficacité. Les valeurs prises par celui-ci restent toutefois
relativement élevées, en accord avec les estimations d’optimalité qui se dégradent (& h

fixé) en e~ ! pour 01 7(f, g, un) et en €2 pour n3(up)-

Na h m(fog,un)  ma(un)  nz(up)  na(up) I
374 0.1 28.2494 7.4285 0.5404 0.8158 | 155.28
1441 0.05 7.7970 3.8835 0.4032 0.5905 | 136.57

5621 0.025 1.6272 1.4093 0.1666 0.2330 | 138.55
22330 0.0125 0.2577 0.3865 0.0398 0.0542 | 141.96
88961 0.00625 0.0508 0.0973 0.0118 0.0158 | 125.50

TAB. 4.5: Estimateurs d’erreur a posteriori et indices d’efficacité lorsque € = 1074

Les estimateurs a posteriori et 'erreur réelle en norme ||- Heﬁo q sont présentés en échelle
logarithmique en fonction du nombre de degrés de liberté du probleme (4.6), c’est-a-dire

du nombre de faces de la triangulation dans la figure 4.1
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Fi1G. 4.1: Erreur réelle et estimateurs d’erreur a posteriori en fonction du nombre de faces

de la triangulation. Gauche : € = 1; centre : € = 102 ; droite : € = 1074

Le figure 4.1 montre que pour les trois valeurs de € choisies, les estimateurs 71 (f, g, up)
et m2(up,) ont un ordre de convergence supérieur a l'ordre de convergence de l'erreur réelle
en norme ||-[| 4, o. Lorsque € = 1072 et 1074, les estimateurs n3(uy) et n4(uy) sont sous-
optimaux sur les maillages les plus grossiers. Dans les trois cas, on voit que les estimateurs

dominent ’erreur réelle.

Terminons la présentation des résultats obtenus pour ce cas test avec la visualisation de

la localisation de l'erreur réelle en norme ||| 4, o, et de lindicateur d’erreur n1,7(f, g, un).-
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F1G. 4.2: Localisation de 'erreur réelle (a gauche) et de l'estimateur d’erreur a posteriori

m.r(f,g,un) (A droite) sur la triangulation de taille ho pour e = 1072

La figure 4.2 montre que les indicateurs d’erreur 7y 7(f, g, us) prennent bien leurs
valeurs les plus grandes la ou l'erreur réelle prend ses valeurs les plus grandes. Donc, en
utilisant ces indicateurs d’erreur pour un raffinement adaptatif de maillage, ce dernier
devrait étre raffiné la ou 'erreur est grande. Des maillages adaptatifs sont présentés pour

le deuxieme cas test dans la section 4.5.3.

4.5.2 Cas test 2

Ce deuxieme cas test consiste en la résolution de 1’équation de convection—diffusion—
réaction dans le carré unité |0, 1[x]0, 1[. Les conditions limites sont choisies de sorte que la
solution présente une couche intérieure. Les données du probleme sont f =0, 8 = (2,1)7
et v = 1. On impose des conditions de Robin sur le c6té horizontal en bas avec g = 1 et
sur le coté vertical gauche avec g = 0. Sur les deux autres c6tés, on impose des conditions
de Neumann homogenes. Comme pour le cas test précédent, on fait varier le coefficient de
diffusion € dans {1,1072,107*} et on consideére les mémes triangulations. Les conditions
limites étant discontinues au point (0,0) la solution présente une singularité a l’origine
qui se propage le long de la ligne de courant de direction (3, formant ainsi une couche
intérieure.

La figure 4.3, présente les isovaleurs de la solution approchée sur la triangulation de
taille hg pour les différentes valeurs prises par €. On constate la formation d’une couche
intérieure induite par la singularité au point (0,0) & mesure que € prend des valeurs de

plus en plus petites.
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FIG. 4.3: Isovaleurs de la solution approchée, ¢ = 1 (& gauche); ¢ = 1072 (au centre);

e = 107* (& droite) sur la triangulation de taille h3.

Les tableaux 4.6, 4.7 et 4.8 présentent les résultats obtenus pour les estimateurs a
posteriori.
Lorsque € = 1, l'estimateur 71 (f, g, up) est sous-optimal et domine les autres estima-

teurs; ces derniers exhibent une convergence a ’ordre 1.

Na h | m(f,g,un) mo(un) m3(un)  ma(un)
374 0.1 0.6725 0.0046 0.0170 0.0234
1441 0.05 0.4712 0.0013 0.0092 0.0124
5621  0.025 0.3283 0.0004 0.0049 0.0065
22330 0.0125 0.2300 0.0001 0.0025 0.0034

TAB. 4.6: Estimateurs d’erreur a posteriori lorsque € = 1

e = 10" Vv e=1.
Lorsque 1072, on observe un comportement analogue au cas 1

Na h | m(f,g,un) na(up) nz(up)  ma(up)
374 0.1 7.5674 0.2077 0.0676 0.0978
1441 0.05 5.3815 0.0981 0.0379 0.0459
5621 0.025 3.7998 0.0477 0.0197 0.0254
22330 0.0125 2.6717 0.0211 0.0099 0.0156

TAB. 4.7: Estimateurs d’erreur a posteriori lorsque € = 1072

Lorsque € = 1074, 11 (up) et n2(uy,) ont un ordre de convergence proche de 1.
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Na ho I m(fiun) m2(un) n3(un)  nalup)
374 0.1 4.9970 2.0555 0.1158 1.5703
1441 0.05 2.5668 0.9154 0.0968 0.8855
5621 0.025 1.3503  0.4507 0.0780 0.4827
22330 0.0125 0.7107  0.2237 0.0593 0.2495

TAB. 4.8: Estimateurs d’erreur a posteriori lorsque € = 10~4

La figure 4.4 représente en échelle logarithmique les estimateurs d’erreur a posteriori

en fonction du nombre de faces de la triangulation.

*0
*§

L
*o

F1G. 4.4: Erreur réelle et estimateurs d’erreur a posteriori en fonction du nombre de faces

de la triangulation. En haut & gauche : cas oli € = 1; en haut & droite : € = 1072 ; en bas

e=10"*

i
Fb %
Lo

10

* 12

0-=0 14

—t 711§fvgv up)

Up,

Up
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4.5.3 Adaptation de maillage

Dans cette section, nous montrons comment le maillage est raffiné a ’aide de certains
des estimateurs d’erreur obtenus dans ce chapitre. Considérons le cas test 2 et utilisons
Palgorithme d’adaptation de maillage décrit dans I'annexe B. La figure 4.6 présente le
maillage initial et les maillages obtenus aprés cing itérations lorsque pour € = 1072 et
e = 1074, Lorsque ¢ = 1072, le maillage est raffiné & l'origine et le long de la couche
intérieure. Lorsque € = 1074, la zone ou le maillage est raffiné est plus fine que pour

e = 1072, en accord avec le fait que la couche intérieure est plus étroite.

F1G. 4.5: Raffinement de maillage adptatif en utilisant 'indicateur d’erreur 71 7(f, g, up).
A gauche : maillage initial ; au centre : maillage adapté apres 5 itérations pour € = 1072

& droite : maillage adapté apres 5 itérations pour € = 1074

Les tableaux 4.9 et 4.10 présentent les estimateurs d’erreur a posteriori sur les cing
triangulations raffinées de fagon adaptative avec les indicateurs d’erreur 1y 7(f, g, up) pour

€ =10"2 et e = 1074, respectivement.

Lorsque ¢ = 1072, l'ordre de convergence de n2(up) est plus grand que l'ordre de

convergence de 11(f, g, un), n3(un) et na(un).
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Na | m(f,un) na(up) nz(up)  na(up)
374 | 0.646018 0.2077 0.2276 0.4269
622 | 0.416064 0.1088 0.1898 0.3189
1224 | 0.254349 0.0560 0.1368 0.2163
2474 | 0.154027 0.0292 0.1019 0.1515
5657 | 0.088210 0.0149 0.0724 0.1029

TaB. 4.9: Estimateurs a posteriori par résidu sur les triangulations générées de fagon

adaptative avec 11 7(f, g, up) lorsque € = 1072

Lorsque € = 1074, n1(f, g, un) et n2(up) exhibent le méme ordre de convergence alors
n g n

que n3(up) et na(up) sous sous-optimaux.

Na | mi(f,un) n2(un) n3(un)  na(un)
374 | 4.996989 2.0555 0.1158 1.5703
641 | 2.507593 1.0641 0.1072 1.0055
1180 | 1.378212 0.5975 0.0851 0.5909
2118 | 0.795577 0.3709 0.0702 0.3615
3778 | 0.449918 0.2048 0.0502 0.1888

TaB. 4.10: Estimateurs a posteriori par résidu sur les triangulations générées de fagon

adaptative avec 11 7(f, g, up) lorsque € = 1074

La figure 4.6 présente les estimateurs d’erreur a posteriori en fonction du nombre de

faces des triangulations.
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Fi1Gc. 4.6: Estimateurs d’erreur a posterior: par résidu sur les triangulations générées de
facon adaptative avec 11 7(f, g, up) en fonction du nombre d’arétes. En haut & gauche :

€ =1; en haut & droite : e = 1072; en bas : e = 1074

Ces résultats montrent qu’en régime advectif dominant, la convergence des estimateurs
est améliorée en raffinant le maillage de fagon adaptative. Seul n3(uy) et n4(up) présentent
le méme défaut de convergence.

En utilisant n;(up), i € {2,3}, pour générer de facon adaptative des maillages, on

obtient des maillages raffinés similaires a ceux de la figure 4.6.

4.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté un nouveau schéma de discrétisation de ’équation
de convection—diffusion-réaction dans un cadre non-conforme. La stabilisation proposée

se fait par pénalisation sur les faces intérieures, d’une part du saut de la solution discrete
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et d’autre part du saut de la dérivée advective. Un intérét théorique du schéma est que les
termes de stabilisation ne font pas intervenir de coefficient dépendant de h et de €. L’ana-
lyse d’erreur a priori conduit a des estimations d’erreur du méme ordre que celles obtenues
avec les méthodes de stabilisation usuelles. Certains des indicateurs d’erreur a posterior:
obtenus sont robustes au sens defini dans [Ver98] et peuvent d’étre utilisés pour générer
des maillages adaptatifs sur des probleme de convection—diffusion—réaction présentant des

couches intérieures.
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Chapitre 5
Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a ’analyse d’erreur a priori et a pos-
teriori de méthodes d’éléments finis mixtes et non-conformes pour les équations de Darcy
et de convection—diffusion-réaction.

Dans le chapitre 2 nous avons présenté une analyse d’erreur a prior: et une analyse
d’erreur a posteriori d’une discrétisation par schéma boite pour les équations de Darcy. Les
techniques d’estimateurs par résidu et hiérarchique ont conduit a des indicateurs d’erreur
fiables et optimaux. Ces estimateurs ont été évalués numériquement sur des cas tests ou la
perméabilité est constante, variable et fortement variable. Nous avons également montré
sur des exemples numériques comment ces estimateurs permettent de raffiner le maillage
de facon adaptative.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié un nouveau schéma de discrétisation non—
conforme des équations de convection—diffusion—réaction stabilisé par viscosité de sous—
maille. Outre le terme de viscosité de sous—maille classiquement considéré dans le cas
conforme, nous avons introduit un terme de pénalisation du saut de la solution discréte
sur les faces. Nous avons montré la stabilité de ce schéma et les mémes propriétes de
convergence que les schémas existant dans la littérature. Un intérét théorique et pra-
tique est que les termes de stabilisation ne font pas intervenir de coefficient dépendant
de € et de h. Nous avons réinterprété ce schéma en un probleme posé dans I'espace des
échelles résolues. Nous avons également étudié une formulation mixte non—symétrique
des équations de convection—diffusion—réaction discrétisées par schéma boite. Nous avons
montré que ce schéma boite est équivalent au probléeme en variable primale posé sur les
échelles résolues et a une formule de reconstruction du flux sur un patch d’éléments de la

triangulation. Nous avons effectués une analyse d’erreur a posteriori du schéma stabilisé
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par viscosité de sous—maille. Certains indicateurs sont robustes au sens de Verfiirth [Ver98§]
et nous avons étudiés sur deux cas tests le comportement de ces indicateurs.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté un nouveau schéma de discrétisation de
I’équation de convection—diffusion—réaction dans un cadre non-conforme. La stabilisation
proposée se fait par pénalisation sur les faces intérieures d’une part du saut de la solution
discrete et d’autre part du saut de la dérivée advective. Un intérét théorique et pratique du
schéma est que les termes de stabilisation ne font pas intervenir de coeflicient dépendant
de h et de e. L’analyse a priori conduit a des estimations d’erreur du méme ordre que celles
obtenues avec les méthodes de stabilisation usuelles. Certains des indicateurs d’erreur a
posteriori obtenus sont robustes au sens defini dans [Ver98] et peuvent étre utilisés pour
générer des maillages adaptatifs.

Les perspectives de ce travail sont :

e A court terme certains aspects de ces travaux méritent d’étre complétés, notamment
Panalyse d’erreur a priori de la formulation mixte des équations de convection—
diffusion—réaction et ’analyse d’erreur a posteriori de type hiérarchique pour la
méthode de stabilisation par viscosité de sous—maille.

e A plus ou moins long terme, on pourra appliquer ces méthodes a des probléemes
concrets tels que le cas test Couplex I pour le stockage des déchets radioactifs; ou a

des modeles d’écoulement dans les bassins versants.
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Annexe A

Résultats techniques

Dans cette annexe, nous rappelons quelques résultats utiles.

A.1 Maillages

Soit 73 une triangulation d’un domaine €2 simplement connexe. Soient N le nombre
d’éléments, Ny le nombre de faces, Ny le nombre de sommets et Nfa le nombre situées sur

la frontiere de 2. Alors, en dimension deux, on a les relations d’Euler suivantes :

Ng— N+ Ns=1,
{ el £+ (Al)

2N; — NP = 3N, .

Définition A.1.1 (Régularité). Soit pr le diamétre de la plus grande boule inscrite
dans le triangle T. Alors la famille de maillages {Tp}p~o est dite réguliere s’il existe une

constante oqg telle que

Vh, VT € Ty, h—Tgao. (A.2)
T

Définition A.1.2 (Quasi-uniformité). Une famille de maillages {71 }n~0 est dite quasi-

uniforme si et seulement si elle est réguliere et s’il existe une constante c telle que

Vh,VT €Ty, hr>ch. (A.3)

A.2 Opérateurs d’interpolation

L’opérateur d’interpolation de Clément, Cp,, introduit par Clément dans [C1675] satisfait

les propriétés suivantes :

171



Chapitre A. Appendice

Lemme A.2.1.

(i) Stabilité : Soit 0 < m < 1. Il existe une constante c telle que : Yh, Yv € HY(Q),

[Chvllo.0 < cllvllog (A.4)

[Chvll10 < cllv]lia- (A.5)
(i) Approximabilité : Il existe une constante c telle que : Vh,

VT €T, ,Yv € HY (A7), |lv—Cho

o < chrljvlli,ar (A.6)

1
VE € Fy,Yv € HY(AFR), |lv—Cuvllor < chi||v]i,ap- (A7)

Pour la démonstration de ces inégalités, on pourra se référer a [Clé75, Ber89, BG98].

Introduisons I'opérateur de projection orthogonale pour le produit scalaire de [L2(£2)]¢.
Pour k > 0, IT* : [L?(Q)]? — P*(7},) est défini pour tout v € [L?(Q)]¢ et pour tout T € 7y,

par

(I%)|r € [PH(T))?, (A8)
[Ty —v)g=0, Vge [PHT). '
Lemme A.2.2. Il existe une constante c telle que : Yh YT € Tp, ,Yv € [HF1(T)]?
v —T*vllor < ch* ol (A.9)
lv —T*]y 7 < eh®|olpsrr (A.10)

Lemme A.2.3 (Inégalité inverse locale). Soit (73,),~0 une famille réguliére de maillages.
Soient | et m deux entiers tels que 0 < m < [. Soit un entier k > 1. Alors, il existe une

constante c telle que pour tout v € P*(T,),
VT T, lolhr < R ol (A11)

Lemme A.2.4 (Inégalité inverse globale). Soient | et m deux entiers tels que 0 <
m < 1. Soit un entier k > 1. Si la famille de maillages {Tp}n>0 est quasi-uniforme, alors

il existe une constante c indépendante de h telle que pour tout v € Pk(%),

oIl | <eh™ Y Il | (A.12)

TeT, TeT,

(SIS
N
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Lemme A.2.5 (Inégalité de trace continue). Soit {7, }r~0 une famille réguliére de

maillages. Alors, il existe une constante c telle que

VYT €T, ,Yv € Hl(T), Hng’aT <clv

lorl[vfl1,r- (A.13)

Lemme A.2.6 (Inégalité de trace discréte). Soit un entier k > 1. Soit {Tp}p~0 une

famille réguliere de maillages. Alors, il existe une constante c telle que

1
VT € Tp,,Yv € PM(T), |vloar < chp?|v

0T - (A.14)

A.3 Espaces d’éléments finis

A.3.1 Le Patch—test

Définition A.3.1. Soit (7)o une famille réguliére de maillages. Une fonction vy, dans
P*(Ty,), avec k > 1, vérifie le Patch-test d’ordre k — 1 si

Vg € P*YTp,), VF € Fi, / [vn] g = 0. (A.15)
F
On renvoie a [IR72,CR73] pour plus de détails.

A.3.2 L’espace d’éléments finis de Crouzeix—Raviart

L’espace d’éléments finis de Crouzeix—Raviart, PLl.(73), introduit dans [CR73], est
'espace des fonctions de L?(Q2) affines sur chaque élément du maillage et continues aux

barycentre des faces internes; autrement dit

PL(T) = {wn € L2(Q); VT € Ty, v|z € PL(T): VFefi,/[vh]F—O}.
F

C’est espace est également appelé espace P! non-conforme en référence au fait qu’il n’est

pas H'(Q)-conforme. Cet espace satisfait le Patch-test d’ordre 0.

A.3.2.1 Degrés de liberté de P.l.(7;)

L’espace PL.(7) est un espace vectoriel de dimension Ny dont les degrés de liberté

sont les formes linéaires (Ip)pez,, avec pour tout vy, € PL.(7p),

1
lp(vp) = W/th-
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Fic. A.1: Degrés de liberté de 1’élément fini de Crouzeix—Raviart

Lemme A.3.2 (Interpolation de faces de Crouzeix—Raviart). Soit {7} }n~0 une
famille réguliére de maillages. Soit k € N et soit m € N tel que 0 < m < k. Alors, il existe

une constante c telle que pour tout T € Ty,

VF € Fr,Vo € H(T), Vv € H™"(T), ’/ d(v — )| < chitH ol 7lvlmsrr -
F

(A.16)
On renvoie & [CR73] pour la preuve.
A.3.2.2 Inégalité de Poincaré discrete
Lemme A.3.3. Il existe une constante ¢ ne dépendant que de § telle que
1
2
Vo € Hy(Q) + Paco(Tn) s lvlloa <c| D IVolgr | (A.17)

TeT,

On renvoie & [Tem77,CGO02] pour la preuve.

A.3.3 L’espace d’éléments finis de Raviart—Thomas de plus bas degré

L’espace d’éléments finis de Raviart-Thomas, RT%(7}), introduit dans [RT77], est

défini de la maniere suivante :

RT(Ty) = {qn € [L2(Q)]% VT € Ty, qu|r € RT(T); VF € F, /F[qh]F =0}, (A.18)

ot pour tout T' € Ty, RT°(T) désigne I’espace des polynoémes en x qui s’écrivent sous la
forme oz + 3 avec a € R et 3 € R%.
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A.3.3.1 Degrés de liberté de RT%(7},)

L’espace RT"(T7},) est un espace vectoriel de dimension N; dont les degrés de liberté

sont les formes linéaires (L) pez, , avec pour tout 7, € RT(7},),

1
Lp(m,) = W/Fm'nﬂ

ol ng est un vecteur normal a la face F.

Fia. A.2: Degrés de liberté de I’élément fini de Raviart—Thomas

A.3.3.2 Caractérisation de RT°(T)

Tout élément 75, de RT%(7;,) s’écrit sur chaque triangle T' de 75, comme suit, [Mar85],
Th‘T ZHOTh‘T—i- é(v-Th)‘TW}lL’T, (A.lg)

ou 7r,11 est le polynome de degré un par morceaux tel que pour tout T' € 73 et pour tout
T = (.%'1, s ,iL'd) e T, W}L(l') = (xl — GT,l, cee ,Td — GT,d), ou (GTJ, .. -,GT,d) sont les
coordonnées cartésiennes du barycentre G de T. De cette égalité se déduit facilement

que

V1, € RTO('];L), ||Th||O,T < HHOT}LHQT + ChTHV'Th 0,1 - (A.QO)

Lemme A.3.4 (Décomposition hiérarchique d’un polynéme de degré 1).

VT €T, Yo, € PI(T) , Uh’T = HO('Uh) + W}L'vvhh . (A.Ql)
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A.4 Fonctions bulles

A.4.1 Bulles conformes sur les éléments

Définition A.4.1. Soit T € Ty. La bulle cubique conforme sur T est définie par
d+1 .
bplr = (d+1)%F g)\i,Ta (A.22)
b7 lovr = 0.

La bulle conforme b5 s’annule sur le bord de T et prend la valeur un au barycentre de 7.

De plus, elle vérifie les propriétés suivantes (voir [Ver96, Lemme 3.3]).

Lemme A.4.2. Soit {7;}p~0 une famille de maillages réguliére. Alors, il existe une
constante ¢ indépendante de hp telle que pour tout T € Ty et pour tout v € Pk(T),
k>0,

||UH(2),T < C(U’bCTU)o,Tv

[v b

lo,r < cllvllo,r

Wb < chytl|vllor -

A.4.2 Bulles non-conformes sur les éléments

La bulle non-conforme, notée b7, introduite par Fortin-Soulié dans [FS83], est définie

par

Définition A.4.3.
d

biflr =2~ (d+1) ) A,
2 (A2

b7 lovr = 0.
En dimension deux, la bulle non-conforme b%¢ est 'unique fonction de P?(T) (a une
constante multiplicative pres) s’annulant aux 6 points de Gaufl du triangle 7', voir fi-

gure A.3. De plus, elle prend la valeur —1 aux sommets de T et la valeur % au milieu des
faces de T.
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g2 g3

g1 94

gﬁ g5

F1G. A.3: Points de GauB} (g;)1<i<¢ du triangle T’

A.4.3 Bulles conformes sur les faces

Soit T' € T, et désignons par {Fj }o<i<q ses faces. Pour 0 < i < d, soit A; 7 la coordonnée
barycentrique associée au sommet de T' opposé & Fj. Pour F € F!, F = Ty N T», notons

par i1 and io 'indice local de F' dans T} et 15, respectivement.

A.4.3.1 Les bulles conformes sur les faces a support dans 7p

Définition A.4.4. Soit F € fé telle que F'="T1 NTy. La bulle quadratique conforme b%;

sur la face F est définie par

Jj=d
d
CF|Tm:d H )\im,Tma m:172a

Jj=0
J#im

belovr, = 0.
La bulles conforme b% prend la valeur 1 au barycentre de la face F' et vaut 0 aux

sommets de cette face F.

La bulle conforme b%, vérifie les propriétés suivantes (voir [Ver96, Lemme 3.3]) :

Lemme A.4.5. Soit {7,}n~0 une famille de maillages réguliére. Alors, il existe une

constante ¢ indépendante de hr telle que pour tout T € T;, avec F' € Fr et pour tout
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v E Pk(fh), k>0,
HUH%,F < c(v,bpPrv)g s
1
| Prvbpllor < chillvfor,

_1
|PFU bCF|1,T < ChF2 ||UH07T )

ot, Ppv : L°(F) — L>®(T) est un opérateur de prolongement continu (voir [Ver96, p58]

pour plus de précisons).

A.4.3.2 Les bulles conformes sur les faces a support dans A F

Posons Ay = T; UTj, ot T} est le simplexe dont les sommets sont le barycentre de T

et les d sommets de Fj. La bulle conforme b/ sur les faces est définie par

Définition A.4.6.
j=d
bIF‘TZ’m = dd ()\jva - )\immi> ’ m = ]" 27

3 <

j=
i
! _
F]Q\ A= 0.
La zone ombrée représentée sur la figure A.4 représente le support de b’ en dimension

deux. 1l est clair que b, € H} (Ap).

F1G. A.4: Support de la bulle conforme b’

La bulles conforme % prend la valeur 1 au barycentre de la face F et vaut 0 aux

sommets de cette face F'.
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A.5 Autres résultats

Théoréme A.5.1 (Théoréme de trace). L’application 7o : u +— ~o(u) qui a une

fonction u € C*(Q) associe sa trace sur O se prolonge en une application continue et

surjective de H' () dans H%(Z?Q) Il existe donc une constante c telle que
Yo e HY(Q), o)l a0 < clvllo. (A.24)

En particulier,
voe HY(Q),  [lvo(@)]ose < cllvllie- (A.25)

Lemme A.5.2. Soient x et y deux réels. Alors, pour tout réel v >0 on a

Y 2 1,
<1 — 2. A.26
vy < 5w +27y (A.26)

179



Chapitre A. Appendice

180



Annexe B

Adaptation de maillage

Un des objectifs des estimateurs a posteriori est d’adapter le maillage. Nous décrivons
ci-dessous l'algorithme d’adaptation de maillage utilisé pour les cas tests numériques

présentés dans ce manuscrit.

B.1 Fonctionnement général du mailleur

On part du constat suivant :
1. Un domaine bidimensionnel est limité par sa courbe frontiere.

2. La courbe frontiere peut se partitionner en une union de lacets élémentaires (i.e.,

des segments de courbes paramétrées).

3. Chaque lacet élémentaire est limité par ses extrémités. Ces points sont appelés som-

mets de la frontiere.
Nous considérons sont des maillages non-structurés de type quasi-Delaunay. Ils sont générés
par une méthode frontale, basée sur 'algorithme de Bowyer—Watson [Bow81, Wat81] voir
également [EG04, p348|.

Pour mettre en ceuvre une méthode frontale, il est nécessaire de spécifier le maillage sur
la frontiere du domaine. Pour cela, on se donne un fichier de maillage frontalier, qui, pour
chaque lacet composant la frontiere, contient le couple (h;, s;) ou h; est la taille imposée
des mailles au voisinage de du point d’abcisse curviligne s; du lacet en question. Dans
la plupart des applications, on souhaite également imposer la taille de certaines mailles a
Iintérieur du domaine. Pour cela, on utilise un fichier de maillage intérieur dans lequel
figure un ensemble de triplets (h;, z;,y;) ou h; est la taille désirée de la maille au voisinage

du point de coordonées (z;, y;).
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B.2 Algorithme de raffinement adaptatif
L’algorithme de raffinement adaptatif du maillage est le suivant :
(i) Construire un premier maillage 7,2. Poser i = 0.
(ii) Résoudre le probleme approché sur Thl On note u}l la solution approchée.

)
)
(iii) Caleuler np, (u), sur tout 7; € T} ot 0y, (u) est un indicateur d’erreur local sur 7.
(iv) Si lerreur globale est suffisamment petite, arréter.

)

(v) Sinon, calculer la taille h7,,, des mailles du nouveau maillage a partir des indicateurs
d’erreur locaux nr; (uf) :
hr, = L(n, (uﬁz)) hr, ,
avec par exemple I(nr,(u})) = % si np(ul) > TOL et I(ng,(u})) = 1 sinon. La

tolérence TOL est calculée en fonction de nr(u}), sous la forme

1 .
TOL = E (uh
TlETh”L

ol nt; est le nombre de triangles du maillage ThZ Ce choix de calcul de la tolérance
conduit a équi-répartir I'erreur sur les mailles au fil des itérations.

(vi) Création du fichier de maillage frontalier en prescrivant sur chaque lacet composant la

frontiere la nouvelle taille hr,, | des triangles ayant une aréte sur le lacet en question.

(vii) Création du fichier de maillage intérieur en préscrivant au barycentre des triangles in-
terieurs au domaine la nouvelle taille hr,, . Afin que le nombre de points de triangles
ou on impose une nouvelle taille ne soit pas trop élevé, un test de fluctuation locale
est effectué. Si pour deux triangles voisins 77 et T4, on a | log(hqi/ hTQi)\ > log~y avec
par exemple v = 1.5, alors thi et hT2i sont écrits dans le fichier de maillage intérieur.

Sinon, une seule de ces quantités est écrite.

(viii) Génération du maillage T,f“ et retour a I'étape (ii).

B.3 Extension au cas multi-domaines

On considere le cas ou le domaine §2 est constitué de nd sous-domaines, c’est-a-dire

nd
Q=] . (B.1)
m=1
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Une premiere possibilité pour mailler un tel domaine est de procéder comme ci-dessus
en maillant globalement le domaine 2. Le maillage global ainsi généré n’a aucune raison
d’étre conforme a la décomposition (B.1). Or, si les sous-domaines présentent des forts
contrastes au niveau des propriétés physiques (par exemple une perméabilité hydraulique
fortement variable d’un sous-domaine a l'autre), cette méthode n’est pas adéquate car il
est souhaitable qu'un triangle n’appartienne pas a deux sous-domaines. Dans ce type de

situation, on va utiliser un algorithme de collage comme celui décrit ci-dessous :

1. Mailler les sous-domaines (), en s’assurant que les interfaces sont maillées de la

méme fagon.
2. Coller les m maillages des sous-domaines €2, afin de créer le maillage global de €.

Ainsi, pour raffiner le domaine ) de manieére adaptative, on applique ’algorithme
de raffinement adaptatif décrit ci-dessus a chaque sous-domaine 2, puis on “colle” les

maillages ainsi générés.
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Nomenclature

Convention générale

Tout au long de ce document, ¢ dénote une constante ne dépendant pas du maillage,

et dont la valeur numérique peut changer a chaque occurence. {2 désigne un ouvert, borné,

connexe de R, La frontiere de © est noté 9. On désigne par n la normale extérieure a

Q. Etant donné un champ de vecteur 3 défini sur Q, on pose

On={2€d: pn<0} et Iy ={recd: fn>0},

si bien que 92 = Qi U 0Q0ut -

Opérateurs différentiels

(xlf"

ou
Vu
V-u
8-Vu
Au
ol

Y0

) .’I]d)

Coordonnées cartésiennes dans R?

Dérivée au sens des distributions de u par rapport a z;, 1 <i <d
Gradient : Vu = (O1u, - - ,0qu)’ pour u R-valuée

Divergence : V-u = Z?:l Ozu; pour u Re-valuée

Opérateur d’advection : 3 est R%-valué et 5-Vu = Zle Bi0iu
Laplacien : Au = 2?21 O;iu pour u R-valuée

Longueur du multi-indice a = (o -+ ,aq) € N?, |a| =a; + -+ aq

Application trace
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Symboles relatifs au maillage

hr

(Zn)n

h

N

N;, Ni, N?
T, Fi o F
ffCL)ut ’fiiLn
Sh

s

St

Fr

Tr

Fs

7

A1, Ap

nr
T

Fonctions

Diametre de T' C R?

famille de triangulations de © (en dimension d = 3, T' € 7}, est un tetraedre)
maxrer, hT

Nombre d’éléments

Nombre de faces, de faces intérieures et de faces extérieures
Ensemble des faces, des faces intérieures et des faces extérieures
Ensemble des faces contenues dans 02yt et €2y respectivement
Ensemble des sommets de 7,

Ensemble des sommets intérieurs de 7},

Ensemble des sommets de T' € 7},

Ensemble des faces de T' € 7T;,

Ensemble des éléments de 7}, contenant une face I’ € Fp,
Ensemble des faces de Fj, contenant un sommet s € Sy,
Ensemble des éléments de 7}, contenant un sommet s € Sy,
Union des éléments T' € 7} partageant au moins un sommet
avec T' € Ty, et ' € Fp,, respectivement

Normale extérieure a T' € T,

d-mesure de T' € Tp,

Barycentre de la face F' € Fy,

ulp Restriction de la fonction » & 'ensemble E
{u}p Moyenne de u : {u}p = 3(ulr, +ulp,) si F € Fj t.q. F =T1NTh
et {u}r =ulr si F € F2 N Fr pour u R-valué

[ulp  Saut de u : [u]lp = ulpnn +ulnnn si F € Ft.q F=T1NT,

et [ulp =u|pnp si F € .7:}? N Fr pour u R-valuée
[r]r Saut de 7 : [7]p = 7|y ngy + 7|y nm, st F € Fi tq. F=T1NTy
et [7]r = 7|rnr si F € F2 0 Fr pour 7 Ri-valuée
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Espaces de fonctions

) Espace des fonctions k fois continument dérivables sur
L?(w) Espace des fonctions de carré intégrable sur w C ) a valeurs dans R
[L%(w)]®  Espace des fonctions de carré intégrable sur w C Q & valeurs dans R?
H5(Q) {veD(Q);|al <s, % € L2(Q)},s€N,s>1
H*(Ty,) {ve L2(Q);VT €Ty, v|r € H*(T)},s €N, s>1
HYQ)  {ve HY(Q):0(u) = 0}
H1(Q) Espace dual de H} ()
H(div;Q) {oe[L*(N)]¢ Vo e L*(Q)}

P*(w) Espace des polynémes de degré total inférieur ou égal a k sur w

PH(Ty) Espace des fonctions dont la restriction & chaque élément T' € 7, appartient & P*(T')
(-, )ow Produit scalaire dans L?(w), w

II1l0.w Norme canonique dans L?(w), w C €

Il s.w Norme canonique dans H*(w),w C 2, s >1

|+ 5w Semi-norme canonique dans H*(w), w C Q, s > 1

|||l div,0 Norme dans H (div; )
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