N

N
N

HAL

open science

Monte Carlo Methods and stochastic approximations

Bouhari Arouna

» To cite this version:

Bouhari Arouna. Monte Carlo Methods and stochastic approximations. Mathematics [math]. Ecole
des Ponts ParisTech, 2004. English. NNT: .

pastel-00001269

HAL 1Id: pastel-00001269
https://pastel.hal.science/pastel-00001269
Submitted on 3 Jun 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://pastel.hal.science/pastel-00001269
https://hal.archives-ouvertes.fr

These de doctorat de I’Ecole Nationale des Ponts et
haussées

Spécialité : PROBABILITES APPLIQUEES

Présentée par Bouhari AROUNA

Pour obtenir le grade de Docteur de I’Ecole Nationale des Ponts et
Chaussées

Sujet de la these:

Algorithmes Stochastiques et Méthodes de
Monte Carlo

Soutenue le 15 Décembre 2004 devant le jury composé de :

Mr Gilles PAGES (Président, Professeur Université Paris VI)

Mr Bernard LAPEYRE (directeur de these, Professeur ENPC)

Mr Denis TALAY (rapporteur, Directeur de Recherche INRIA)

Mr Jean LACROIX (rapporteur, Professeur Université Paris VI)

Mr Damien LAMBERTON (examinateur, Professeur Université MLV)
Mr Stéphane TYC (examinateur, Head of Research at BNPPARIBAS)






A ma douce Emilie,
A ma tres grande famille,

A tous les enfants de la Terre.






Remerciements :

Crest une vieille tradition que de remercier au début d’un tel travail tous ceux qui, de
loin ou de pres, directement ou indirectement, ont contribué a le rendre possible. c’est
avec mon enthousiasme le plus vif et le plus sincere que je voudrais rendre mérite a
tous ceux qui a leur maniere m’ont aidé a mener a bien cette these.

Je désire exprimer ma profonde gratitude:

Au Professeur et ami Bernard LAPEYRE pour avoir accepté de me superviser durant
ces trois dernieres années, pour sa disponibilité et sa générosité exceptionnelles et pour
son soutien constant pendant la rédaction de cette these. Au cours de son exercise a la
direction du cermics, il a su créer une ambiance formidable et génératrice d’inspirations.

Au Professeur Gilles PAGES qui m’a honoré en acceptant d’étre Président du jury
de ma these et plus particulierement pour son cours intitulé “Martingales et Algo-
rithmes Stochastiques” du D.E.A. “Analyse et Systemes Aléatoires” de I'Université
de Marne-La-Vallée qui a constituer ma toute premiere expérience avec cette notion
mathématique qui prends de plus en plus d’'importance dans les applications.

Aux Professeurs Denis TALAY et Jean LACROIX pour avoir accepté la charge d’étre
Rapporteurs de ma these. Merci a Denis TALAY pour son intérét pour mon travail
de these. La semaine que j’ai passée a son invitation, dans son équipe de Sophia
Antipolis a été, pour moi, extrémement enrichissante. Merci a Jean LACROIX pour
avoir accepté, sans hésitation cette tache, alors méme que nos chemins ne s’étaient
jamais croisés auparavant.

Au Professeur Damien LAMBERTON et au Docteur Stéphane TYC qui m’ont honoré
en acceptant d’étre Examinateurs dans ce jury et d’avoir été présents a ma soutenance
de theése. Chacun d’eux mérite un remerciement plus particulier :



Damien pour toutes ses remarques, ses suggestions et ses conseils amicaux, cela m’a
beaucoup encouragé; je dis merci a ’homme, mais aussi a ’enseignant qu’il a été pour
moi.

Stéphane de m’avoir accepté dans son équipe de recherche en finance quantitative a la
BNPPARIBAS alors méme que je n’avais pas encore soutenu ma these: merci.

Je tiens & remercier tous les membres de I’équipe Probabilités Appliquées du Cermics,
notamment Jean-Francois DELMAS, Benjamin JOURDAIN, Jérome LELONG, Nicola
MORENI, Aurélien ALFONSI, Christophe CHORRO, Julien GUYON, Ralph LAVI-
OLETTE et Antonino ZANETTE, pour leur gentillesse et les discussions stimulantes
que nous avons eues durant ces trois dernieres années.

Je tiens également & remercier tous les autres membres du cermics: Alexandre ERN,
Linda EL ALAOUI, Laetitia ANDRIEU, Kengy BARTY, Jean Philippe CHANCE-
LIER,Guy COHEN, Eric CANCES, Yousra GATI, Claude LE BRIS, Frédéric LEGOLL,
Tony LELIEVRE, Francois LODIER ainsi que tous les autres dont je n’ai pas cité le
nom ici pour leur ouverture d’esprit et leur gentillesse. Nos parties de pétanque entre
“thésards” me manquerons beaucoup.

Ce ne serait pas tout a fait correct de ma part de finir sans adresser mes plus vifs
remerciements a Sylvie BERTE et Khadija ELOUALI, les deux secrétaires du Cermics
pour m’avoir supporter pendant ces trois années. Leur tache est immense et leur
présence est rassurante pour nous, méme si nous ne le leur disons pas souvent. Avec
du recul, je vous dis chapeau mesdames.

Je dois un grand merci a tous mes amis, et en particulier a Latyr MBODJ, pour
avoir accepté de relire certaines parties de cette these, durant ses week ends et a sa
compagne Josiane ZOUNGRANA d’avoir supporté, avec souplesse, cette situation ou
il lui consacre forcément un peu moins de temps.

Je ne pourrais jamais oublier le soutien et 1'aide des membres de ma nombreuse et
merveilleuse famille. Et que dire a ma chere et tendre moitié, Emilie NABEDE, elle
qui m’a toujours supporté contre vents et marrées, sinon un sobre et simple merci
infiniment.



Table des Matieres

1 Rappels Mathématiques 19
1.1 Contenu du chapitre . . . . .. . ... .. ... ... . o 19
1.2 Présentation de la méthode de Monte carlo . . . . . . . . .. ... ... 19
1.3 Résultats de Convergence . . . . . . . . . . . . ... ... ... 20

1.3.1 Loi Forte des Grands Nombres et méthode de Monte Carlo . . . 20
1.3.2  Théoreme Central Limite et méthode de Monte Carlo . . . . . . 20
1.3.3 Estimation statistique de l'erreur e, . . . . . . . . . .. .. ... 21

1.4 Martingales et Théoremes limites . . . . . . .. ... ... ... .... 23
1.4.1 Définition et Propriétés . . . . . . . . .. ... 23
1.4.2 Théoremes Limites . . . . . . . . . . .. ... ... ... .... 23

1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection a la Chen . . . . . . . . . . .. 25
1.5.1 Présentation générale . . . . . . . .. ..o 26
1.5.2  Le cas ou le pas (Vn)n>o décroit vers 0 . . . . . ... .. .. .. 28
1.5.3 Méthode de Projection a la “Chen” . . . . . . . ... ... ... 29
1.5.4 Méthode de Projection fixe . . . . . . . ... ... ... .. 31
1.5.5 Le cas des Algorithmes Stochastiques a gain constant . . . . . . 32
1.5.6 Méthode de Lyapounov pour les EDO . .. .. ... ... ... 33
1.5.7  Un résultat général de convergence faible . . . . . . . . . . . .. 34

1.6 Deux Lemmes d’Analyse . . . . . . . . ... ... ... 37
1.7 Exemple d’Options en finance . . . . . . ... ... ... ... ..... 37
2 Fonctions d’Importance et Approximations Stochastiques en Finance 39

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Introduction . . . . . . .. 39
Cadres mathématique et financier . . . . . . .. ... ... ... .... 40
Fonction d'Importance . . . . . . . . . . ... oL 41
Une procédure de Réduction de Variance . . . . . . . . ... .. .. .. 45
Tests numériques . . . . . . ... 48
2.5.1 Modele a volatilité constante . . . . . . . ... ... ... ... ol

2.5.2 D’autres résultats sur la volatilité constante . . . . . . . . . .. 55



8 TABLE DES MATIERES
2.5.3 Une comparaison avec la méthode GHS . . . . . .. .. ... .. 58
2.5.4 Modeles a volatilité stochastique . . . . . . .. .. ... .. .. 61

2.6 Remarques et premieres conclusions . . . . . . . .. ... 63
3 Méthode de Monte Carlo Adaptative 65
3.1 Introduction . . . . . . . ... 65
3.2 Motivations . . . . . . . ... 65
3.3 Principaux Résultats . . . . . . . . ... ... L 67
3.4 Une procédure de minimisation de variance . . . . . . . ... ... ... 72
3.4.1 Applications financieres . . . . . .. .. ... 74
3.4.2 Un exemple en fiabilité . . . . .. ... ... ... ... ..... 76
3.5 llustrations numériques . . . . . . . . . ... 80
3.5.1 Le modele de Black et Scholes . . . . . ... ... ........ 80
3.5.2 Lemodele de Heston . . . . . . . ... . ... ... ... .... 83
3.5.3 Le modele de Cox Ingersoll et Ross . . . . . ... .. ... ... 85
3.5.4 L’exemple de la fiabilité . . . ... ... ... ... ... .... 87
3.6  Quelques remarques pratiques . . . . . . ... 88
3.7 Meéthodes de réduction de variance des Algorithmes Stochastiques . . . 90
3.7.1 Méthode des Variables Antithétiques et Fonction d’Importance
pour les observations . . . . . . .. ... ... 92
3.8 Réduction de Variance et Algorithmes Stochastiques a gain constant . . 95
3.8.1 Cadre gaussien . . . . . . ... 95
3.8.2 Procédure de réduction de variance . . . . . . . ... ... ... 97
3.9 [Illustration Numérique . . . . . . . . . . . .. oL 98
4 Variance reduction as entropy minimization 105
4.1 Introduction . . . . . . . . .. 105
4.2  The Importance Sampling paradigm . . . . . . . ... .. .. ... ... 106
4.3 Variance reduction as entropy minimization . . .. . .. .. ... ... 108
4.3.1  x? minimization . . . . ... ... 108
4.3.2 Kullback-Leibler minimization . . . . . . . . . . ... ... ... 109
4.3.3 Comparison between these distances . . . . . .. ... ... .. 111
4.3.4 Delta computation . . . . . ... ... ... . ... 111
4.4 The Variance Reduction Procedure . . . . . . . .. ... ... ... .. 112
4.4.1 The Martingale Monte Carlo Algorithm . . . . . ... ... .. 113
4.4.2 A stochastic approximation scheme to learn the optimal drift . . 115
4.4.3 Summary . . .. ... 117
4.5 Numerical Results . . . . . . . . . . ... o 117
4.5.1 Preliminary remarks . . . . . . ... ... 117



TABLE DES MATIERES 9

4.5.2 FEuropean Call . . . . . . . ... ... .. ... oo 118
453 AsianCall . . . . . ... 119
4.5.4 European Basket Call . . . . . . ... . ... ... ... .... 120

4.6 Conclusion . . . . . . . L 122



10

TABLE DES MATIERES




Introduction






TABLE DES MATIERES 13

Introduction

Le but de ce travail de these est de proposer des techniques de réduction de variance,
facilement implémentables, pour les méthodes de Monte Carlo. Notre approche se fait
en deux étapes:

e [a paramétrisation de la loi de simulation a travers un changement de tendance

(drift),

e [’utilisation des Algorithmes Stochastiques pour estimer le parametre de drift
optimal.

Nous avons d’abord développé une implémentation séquentielle de la méthode, suivie
ensuite d'une implémentation adaptative. Cette derniere technique sort du cadre
habituel des applications des méthodes de Monte Carlo. Nous avons ainsi été amené a
mettre en place et a démontrer des résultats théoriques de convergence qui définissent
le cadre précis de l'utilisation de cette méthode de réduction de variance adaptative.
Voici schématiquement comment se présente les deux approches séquentielle et adap-
tative. Lorsque 'on cherche a calculer la quantité

Elp(X)],

une simulation Monte Carlo s’avere souvent étre la seule méthode ayant un facteur
“gain/cout (temps de calcul)” raisonnable. C’est le cas, par exemple, lorsque X est un
vecteur aléatoire de tres grande dimension (> 10). Si I'on dispose d’une représentation
paramétrique de I'espérance sous la forme:

Elp(X)] =E[g(0, X)], 0€eR",

il est alors naturel d’essayer d’identifier un parametre optimal #* qui minimise I'erreur
statistique ou la variance
2 2
Elg™(6, X)] — E[p(X)]

de I'estimation. Les Algorithmes (ou Approximations) Stochastiques de type Robbins
Monro sont bien adaptés pour ce type d’optimisation stochastique. Ils permettent
d’obtenir une estimation asymptotique du parametre #*. Il suffit ensuite d’utiliser la
Loi Forte des Grands Nombres pour estimer 1’espérance recherchée par

1 N
N Zg(e*aXn)a
n=1

ou (X,,)n<n est une suite de vecteurs aléatoires indépendants tous de méme loi que X
et NV un entier suffisamment grand. Nous avons montré que si I’on sait construire une
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suite (6,,)n>0 qui converge presque siirement vers 6%, I'on peut utiliser ’approximation

non standard suivante
N

Elp(X)] ~ 1 > gl0u 1, X,

n=I1
Nous obtenons également un Théoreme de la Limite Centrale et un résultat d’estimation
de la variance empirique pour cette approximation et développons ainsi une méthodologie
Monte Carlo non standard®. Notons qu’il est possible de démontrer un résultat de type
Berry Essen pour cette méthode de Monte Carlo non standard.

Présentation du Résultat Adaptatif

On veut calculer a I'aide d’une méthode de Monte Carlo la quantité E[p(X)], pour
une fonction (éventuellement vectorielle) ¢ : RY — R suffisamment intégrable et un
vecteur aléatoire d—dimensionnel X defini sur un espace probabilisé donné (92, F, P).
On suppose qu’il existe une transformation

g:R" xR — R, qg>1
suffisamment intégrable telle que:

(A) El[g(6, X)] =E[p(X)], VO eR.

Soit #* un point donné de R? et (6,),>o une suite de vecteurs aléatoires définie sur
(Q, F,P) et convergeant presque sirement vers §*. On montre sous des hypotheses assez
faibles que si (X,,),>0 est une suite de vecteurs aléatoires indépendants identiquement
distribués selon la loi de X alors:

le vecteur aléatoire
| N
A
SN:—E 9(0n1, X0)
N n Y n
n=1
converge presque surement, quand N tend vers l'infinie, vers l’espérance recherchée

Elg(6", X)] = E[p(X)].

Sous les mémes hypotheses, on montre qu’un théoreme de la limite centrale existe:

'le domaine d’application principal des résultats théoriques de ce travail est la finance numérique.
Toutefois, il nous semble que les techniques développées sont suffisamment génériques pour étre
adaptées en vu de leur utilisation dans d’autres domaines comme par exemple la physique.
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£ 2
VNISy -~ Ele(X)]] 5 (0,52,
N—+o00
avec Y2 une matrice de variance-covariance qu’on peut expliciter en fonction de 0*.
Sous des hypothéses légerement renforcées, on montre ’existence d’intervalles de con-
fiance empiriques pour ce théoréme de la limite centrale.

Ces résultats, qui sont exposés dans le Chapitre 3, sont a la base de notre méthodologie
d’estimation Monte Carlo dans laquelle la variance empirique de I'estimation est réduite
dynamiquement au cours des itérations Monte Carlo.

Mise en ceuvre de la Méthode
L’exemple du cas Gaussien

En finance I'implémentation du prix d’une option peut le plus ouvent se ramener au
calcul de E[p(X)] ou ¢ est la fonction de payoff de l'option et X = (Xi,..., X,) ~
N (0, I;) est un vecteur Gaussien standard. I désigne la matrice identité de R?. Un
simple changement de variable entraine 1’égalité

E[o(X)] = Elg(0, X)], avec g(0,2) = p(x +0)e "o e R,

ol ||z]| représente la norme Euclidienne d'un vecteur o appartenant a R? et z-y désigne
le produit scalaire de deux vecteurs z,y € R?. On note V(0) = E[g?(0, X)] — E[p(X)]2.
On montre sans difficulté particulere que si

la fonction de payoff p(X) est non nulle et suffisamment intégrable alors la fonction
V(0) est différentiable et posséde un unique minimum 0,

unique solution du probleme de recherche du zéro du gradient de V'
VvV (f) = 0.

A cause de la forme “exponentielle” de VV(+), I'algorithme de Robbins Monro classique
ne permet pas de résoudre directement cette équation. Pour cela nous utilisons une
méthode de projection aléatoire de l'algorithme de Robbins-Monro diie a Chen et
Zhu (1986). En exploitant cette méthode, on a montré que sous la seule condition
d’intégrabilité de la fonction de payoft:

E(|¢(X)|*) < +oc  pour un certain § > 1,
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on peut choisir une version (0,),>0 de Ualgorithme de Robbins-Monro convenablement
tronqué par la méthode de Chen et Zhu qui converge presque surement vers l'unique
racine 0% du probléeme VV (0) =0, § € R”.

[’algorithme de Robbins Monro projeté par cette méthode de Chen est présenté dans
le chapitre 1 et le résultat ci-dessus est exposé dans le Chapitre 2.

Dans ce Chapitre notre motivation a ensuite été d’illustrer sur des exemples tirés de la
finance I'intérét numérique de I'approximation

Blp(X)] ~ 3 0(0., X,)

en comparant sa variance estimée et son cout (en temps de calcul) a celle d’'une méthode
de Monte Carlo standard et a celle de la méthode des fonctions d’importance de Glasser-
man, Heidelberger et Shahabuddin (1999). Ce Chapitre fait I'objet d’'un article paru
dans la revue “The Journal of Computational Finance”.

Dans le Chapitre 3 nous étudions I'approximation Monte Carlo non standard

]E %;q nla

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous utilisons les algorithmes de Robbins
Monro a pas décroissant pour développer une méthode de Monte Carlo adaptative.
Dans cette méthode, la variance est réduite au fur et a mésure des itérations Monte
Carlo pour finalement donner un estimateur de variance minimale en un certain sens.
Cette partie du Chapitre 3 a constitué un article publié dans la revue “Monte Carlo
Methods and Applications”.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous reprenons les méthodes développées au
chapitre 2, en les adaptant aux algorithmes stochastiques a pas constants v > 0 (mais
petits). La premiere remarque a faire est que ces algorithmes ne convergent pas presque
surement vers §* mais convergent en loi vers un vecteur aléatoire qu’on peut écrire sous
la forme

G=0"+./7g,

avec g un vecteur gaussien centré. Ainsi la loi du vecteur G se concentre autour de
0* lorsque le pas v devient de plus en plus petit. C’est cette observation qui justifie
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(moralement) le fait qu’on puisse utiliser une réalisation de la loi stationnaire des algo-
rithmes stochastiques a pas constants a la place de #* dans les procédures de réduction
de variance.

Dans le Chapitre 4, nous considérons le probleme de réduction de variance sous un
angle différent: celui de la minimisation de I’entropie relative entre une certaine prob-
abilité optimale et une famille paramétrique de probabilités obtenue par le Théoreme
de Girsanov. Nous montrons que ce point de vue conduit (en univers discret) & la
minimisation de la fonction suivante:

V() = E {@(X) (% 102 —e-xﬂ . feRr

Il est clair que cela revient au méme de chercher le zéro é, de la fonction
VV(0) =E[p(X) (@~ X)], 0 < R.
0 X+ 011

A cause de la disparition du terme e Ce dernier probleme est de loin plus
facile a résoudre que la recherche de zéro de la fonction

VV(6) = E[(9 - X)p*(X)e “ NI
% et 'on peut ainsi simuler 0 directement.

Mais cette maniere de procéder ne permet pas de mettre en place une méthode de
réduction de variance adaptative. Nous avons donc utilisé de nouveau des algorithmes
stochastiques pour estimer . Et nous avons surtout remarqué que le parametre 0
permettait de construire un estimateur convergeant et consistant du delta de 'option
dont le payoff est ¢(-). Cette possibilité qu’a I'algorithme de fournir une estimation de
la couverture delta? de I'option est particulierement intéressante.

Manifestement on a =

2le delta d’une option est la dérivé premiere de son prix par rapport au titre sur lequel I'option
porte. C’est cette quantité qui dit “de combien le prix de ’option varie lorsque le sous-jacent bouge”.
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Chapitre 1

Rappels Mathématiques

1.1 Contenu du chapitre

Dans ce chapitre nous présentons certains résultats et outils théoriques bien connus qui
nous seront utiles tout au long de cette these. Nous commencons, dans les sections 1
et 2, avec une breve présentation des grandes lignes de la méthode de Monte Carlo et
les résultats de convergence classique qui définissent son cadre d’utilisation. Dans la
section 3 nous rappelons les théoremes limites pour martingales que nous utiliserons
dans les chapitres suivants. Par la suite nous introduisons les algorithmes stochastiques
sous leur forme générale suivi par des résultats de convergence que nous commentons.
Pour finir nous présentons la technique de projection fixe et la technique de projection
aléatoire de Chen qui sont utilisées dans les applications pratiques des algorithmes
stochastiques.

1.2 Présentation de la méthode de Monte carlo

Le recours aux méthodes de Monte Carlo est tres courant chaque fois que 'on est
confronté au calcul de certaines quantités moyennes. Apres avoir mis ces dernieres
sous forme d’espérances, il reste a calculer des quantités de la forme E[p(X)], ou X est
un vecteur aléatoire et ¢ une fonction définie sur R?. Pour pouvoir faire ce calcul, il
convient de savoir simuler une suite (X,, n > 1) de variables aléatoires indépendantes
selon la loi de X.

Sur le plan informatique, on ramene la simulation d’une loi arbitraire a celle d’une suite
de variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur U'intervalle (0, 1)
(pour plus de précision a ce sujet voir [MADO2] et les références qui s’y trouvent). On
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approxime alors E[p(X)] par

S = 5 lp(X0) + -+ (X))

C’est le principe des méthodes de Monte Carlo.

1.3 Résultats de Convergence

Nous présentons brievement ici les différents résultats de convergence qui constituent
en pratique la mise en ceuvre des méthodes de Monte carlo. Ces résultats se trouvent
dans tous les traités classiques de probabilité.

1.3.1 Loi Forte des Grands Nombres et méthode de Monte
Carlo

Théoréme .1. Si on suppose que E[||¢(X)|]] < 400 et qu’on dispose d’une suite
(Xn, n > 1) de copies indépendantes de X alors, avec probabilité 1 on a :

lim l[90(X1) + o+ (X)) = Elp(X)].

n—+oomn,
Dans la plupart des cas on dispose d’une estimation

n = Blp(X)] ~ Tp(X)) + -+ o(X,)]

de l'erreur de convergence.

1.3.2 Théoreme Central Limite et méthode de Monte Carlo

Théoréme .2. Si on suppose que E[||o(X)||?] < +oo et si on note 0 la variance de
©(X), alors :

Vn ,
~—=e&, converge en loi vers @G,
o

G étant une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.

Une conséquence (entre autres) de ce théoreme est que pour tout a < b :

li IP’(U < <0b> /b -2 do
im —a<eg, < —b)| = e )
n—+o00 \/ﬁ o \/ﬁ Ja V2T
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En pratique une facon standard de mesurer 'erreur de convergence d’une méthode
a

de Monte Carlo est de donner soit I'écart-type 7 de g, soit de donner un intervalle
auquel appartient le résultat recherché avec une confiance (par exemple) de 95%. Cela
conduit, étant donné que

P(|G| <1.96) ~ 0.95,
a 'intervalle de confiance suivant :

o

o
Sy —1.96——=, Sy + 1.96\/N

VN

1.3.3 Estimation statistique de l’erreur ¢,

Les considérations précédentes prouvent que 'efficacité (ou la fiabilité des résultats)
d’une méthode de Monte Carlo dépend de l'ordre de grandeur de la variance o? de
la variable aléatoire dont on veut estimer la moyenne. On reprend les notations
précédentes. On rappelle que 'objectif est d’évaluer:

¢ = E[p(X)].

Soit Xy, Xo, ... des réalisations indépendantes de la loi de X. D’apres la Loi Forte des
Grands Nombres on peut approcher ¢ par ¢ donné par:

1 N
Sy = N ;QO(Xn);

pour N “suffisamment grand”. Toujours d’apres la Loi Forte des Grands Nombres et
dans le cadre des hypotheses du Théoreme Central Limite, il est bien connu que la
quantité

N
1
~2 B 2
6" = 7 2_(#(Xa) — Sv)
n=1
est un estimateur sans biais de la variance o2, appelée variance empirique de I’échantillon.
On peut alors obtenir un intervalle de confiance approché (par exemple) a 95% en rem-
placant dans l'intervalle de confiance fourni par le Théoreme Central Limite o par
é- ~ ~
o o
Sy —2—, Sy + 2—}.
[ VN VN

Pour finir on peut dire que les avantages de cette méthode sont:

e sa progammation est facile,
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e clle auto-estime son erreur d’approximation (sans pratiquement aucun calcul
supplémentaire),

e clle ne dépend pas de la régularité de la fonction ¢,

e et surtout, elle est “presque” insensible a la dimension d du probleme.

Son inconvénient, principal est:

e sa vitesse de convergence assez faible (de I'ordre de \/% avec C' > 0).

Ameélioration de la méthode de Monte Carlo standard

Pour améliorer la convergence d’une méthode de Monte carlo, I'on peut soit augmenter
le nombre total de simulations N soit réduire la variance o2. Si I'on opte pour une
augmentation de /N, pour obtenir une précision supplémentaire d’un point 'on doit
multiplier le nombre total de simulations par un facteur de 100 (ce qui devient treés
vite irréalisable compte tenu de la limitation de la puissance des machines). Si I'on
opte pour une réduction de la valeur de o, une réduction d’un facteur de 10 signifie par
exemple que le nombre total de simulations requises pour obtenir le méme degré de
précision (que pour la méthode dans laquelle o n’a pas été réduit) doit étre diviser par
100. C’est ce qui justifie la tres grande importance qui est accordée aux techniques,
dites de réduction de variance, qui cherchent a diminuer la valeur de o. Il existe une
grande variété de ces techniques souvent a la fois simples et efficaces, mais dont le choix
est spécifique au probleme traité. Les plus connues (et aussi les plus classiques) sont

e La technique des variables de controle,
e La technique des variables antithétiques,
e [La méthode de stratification,

e [La méthode de conditionnement et

e La méthode des fonctions d’importance.

La derniere méthode appelée encore méthode d’échantillonnage préférentiel consiste a

Bo()] - E| 00,

o X et Y ont respectivement les densités f(z)dz et f(y)dy. Si I'on pose f(Y) =
o(Y)f(Y)/f(Y), on aura amélioré la méthode de Monte Carlo standard si

Var(f(Y)) < Var((X)).
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Les méthodes de réduction de variance que nous développons dans cette these, utilisent
une version paramétrique de la technique d’échantillonnage préférentiel. Pour plus de
détail sur les autres méthodes de réduction de variance nous citons entre autres les
livres [LPS98] et [MADO(2].

1.4 Martingales et Théorémes limites

Apres avoir défini la notion de martingale, nous exposons brievement dans cette sec-
tion quelques résultats probabilistes importants sur les martingales. Plusieurs livres
fondamentaux exposent en détail, ces notions. Nous citons entre autres les livres de
Williams [WIL95] (pour une initiation), de Neveu [NEV72] et de Hall-Heyde [HH80].

1.4.1 Définition et Propriétés

Définition .1. Soit (M,),>¢ une suite de variables aléatoires adaptée a une filtration

(fn)nZO-
On dit que (M,),>o est une martingale par rapport a (F,),>o si pour tout n > 0, p.s.:

E(M, 1 /F,) = M,.

Remarque .1. Intuitivement, une martingale est une suite aléatoire qui a tendance a
rester constante en moyenne.

Remarque .2. On rappelle qu’'une espérance conditionnelle n’étant définie que presque
stirement, toutes les relations ol apparaissent des espérances conditionnelles sont des
relations presque stres (p.s. en abrégé). Ainsi, méme quand on en fera pas mention
explicitement, elle sera sous-entendue.

1.4.2 Théorémes Limites

Le théoreme suivant qui nous sera utile dans la suite est relatif a la convergence des
martingales de puissance a—intégrable avec 1 < a < 2. On peut notamment trouver
une preuve de ce théoreme dans le livre de Hall et Heyde cité plus haut.

Théoréme .3. Soit (M,),>o une martingale vectorielle de puissance a—intégrable avec
1 < a <2 par rapport & une filtration (F,)n>0. Notons

an =E(||Mp1 — M,||" JF,) < 400, et S,=apg+ -+ ay.

Alors on a
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1. Sur I’événement { Sy, < 00}, M,, — My, ot My, est une variable aléatoire finie.

2. Sur I’événement {Soo = 00} on a une loi des grands nombres,

Mo e,

Sn
Remarque .3. Lorsque a = 2, (S,_1)n>1 est le processus croissant ou crochet oblique
associé a la martingale de carré intégrable (M,,),>o et 'on note (M), = S,_;. Dans ce
cas

Oy = E(||Mn+1 - MnHQ /-7:71) = E(||Mn+1||2 /-7:71) - H]\/[TLH2

Remarque 4. La partie 1) du théoreme est le Théoréme de Chow classique. La partie 2)
en résulte en considérant la nouvelle martingale (martingale transformée de (M, ),>0)

N, = zn:(Mk — My 1)/ (Sk_1b(In S 1)),

k=1

ou b est une fonction vérifiant f1+°°(1/b(t))dt < +oc, et en lui appliquant le résultat
de la partie 1) et le Lemme de Kronecker (que nous rappelons a la fin de ce chapitre).

Théoréme .4. Soit (M,),>o une martingale (vectorielle) par rapport a une filtra-
tion (Fp)n>0, de carré intégrable pour laquelle il existe une suite positive déterministe
(Un)n>0 croissant vers +oo tel que son processus crochet ( M ), vérifie:

(M )n

Un

(1)

P . . aep .
— Y% avec X* une matrice carrée définie positive;
n

alors on a la loi forte des grands nombres suivante

M, p.s.
noPEo,
Up 7

Si de plus la condition de Lindberg est vérifiée:
1 — P
(2) ve>0, — ZE{IIMIC = My P Lt ie vy Fia | 0,
" gp=1 '

alors:

M, 5 N(0,%2).

Up n

Pour une preuve de ce résultat, I'on peut consulter [NEV72] ou [DD83].
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1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection a la
Chen

Il n’est pas nécessaire de rappeler ici tous les domaines des sciences appliquées dans
lesquels peuvent intervenir les algorithmes stochastiques. Cela va du calcul proba-
biliste des structures (Mécanique) a I’étude des réseaux de neurones en passant par
I"automatique, I’économie ou encore la chimie. L’utilisation de ces algorithmes dans les
problemes de la finance numérique est peu développée. La recherche des points ot une
fonction réelle V' atteint ses minima (avec sa transposition en recherche des maxima
pour la fonction —V')

argmin V = {g; V(z) = igf{V(y)}};

est un probleme tres courant qu’on ramene souvent a celui de la recherche de I’ensemble
des points ou une fonction A s’annule

h'(0) = {z, h(z) = 0},

avec h = VV | le gradient de V. Le caractere stochastique des procedures de recherche
de zéro de h provient souvent de ce que

e ou bien les fonctions h et V' ne sont observables qu’a des perturbations pres,

e ou bien A est difficile a expliciter, mais on sait facilement simuler une quantité
aléatoire qui lui est proche “en moyenne”.

Il arrive aussi que ce caractere stochastique provienne d’un bruit aléatoire que 'on
utilise pour interdire & I’algorithme de converger vers des solutions aberrantes (minima
locaux, points selles, ...). La forme générale des algorithmes stochastiques pour le
probleme de recherche de zéro de h s’écrit

gn-l—l - 971 - ’yn-l—l[h(gn) + 5n+1} + On4+17Tn+1- (11)

La fonction h est définie sur un ouvert O de R?, & valeurs dans R?. Les pas (ou gains)
de l'algorithme (7,)n>0 €t (0y)n>0 sont deux suites déterministes, de nombres réels
strictement positifs et décroissants (au sens large) qu’on peut régler a priori librement.
Les suites (€,)n>0 €t (7n)n>0 sont des perturbations aléatoires imposées par le modele.
Par exemple tandis que (g,),>0 sera le plus souvent un accroissement de martingale
(i.e. un bruit blanc), (1,),>0 sera une “petite perturbation” éventuellement rajoutée
pour les besoins de convergence.
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Nous renvoyons aux livres de Duflo Marie [DUF96] et [DUF97], a celui de Benveniste,
Metivier et Priouret [BMP87], a celui de Pflug [PFL96] ou encore au livre trés récent,
de Kushner et Yin [KY03] pour un exposé détaillé sur le sujet. Il existe également
une multitude d’articles sur les propriétés de convergence de tels algorithmes dont on
pourra trouver certains dans les références bibliographiques a la fin de ce manuscrit.
Dans les cas qui vont nous occuper tout au long de ce travail, I'algorithme considéré
pourra toujours se mettre sous la forme

gn—l—l - 971 - ’Vn—l—lh(gn) + Yn+1En+1 + Yn+1Tn+1,

avec Ele,q1/Fn] = 0, (Fn)n>o étant une filtration engendrée par la suite (6,),>0-
(rn)n>0 est une suite de termes résiduels qu’il faudra controler.

Dans la suite de cette section, nous présentons plus en détail les algorithmes stochas-
tiques (markoviens sur R?) et quelques outils permettant I’analyse numérique de leur
comportement en temps long les résultats rappelés ici nous servirons dans les prochains
chapitres de cette these.

1.5.1 Présentation générale
On consideére une suite de vecteurs aléatoires de R? définie de facon récursive par

00 dOIlIlé, 0n+1 - 071 - 7n+1F(9n; Xn—l—l)a n Z 0. (12)

® (7n)n>0 est une suite (décroissante au sens large) de réels positifs , appelée pas
ou gain de I'algorithme stochastique, vérifiant

Yo >0 et Z%:+oo.
n>0

e (X, )n>0 est une suite de vecteurs aléatoires indépendants suivant tous la méme
loi que X.

e La fonction F'(-) est ['observation de I'algorithme stochastique. C’est un champ
de vecteurs défini sur R? x R? & valeurs dans R? et qui vérifie

Vh € R, E[F (A, X)] < 400, et O+ F(A,-) continue dPy — p.s.

La fonction h donnée par

h(0) = E[F(0, X)], ()
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est appelée fonction moyenne de I’algorithme. La fonction A est en général numériquement
difficile d’acces. Notons que 'on a

avec F,, = 0{bp, X;,0 < i < n}. (Fn)n>o est la filtration propre de (X,),>o (et de 6y).
On peut réecrire (.1.2) sous la forme

0n+1 = gn - 7n+1h(9n) + 7n+1(h(0n) - F(gn; Xn+1))7 n Z 0. (14)

Les termes h(6,) — F(0,, X,11), n > 0 ont une espérance conditionnelle nulle par
rapport a F,, et sont par ailleurs mésurables par rapport a F,,.;. Ce sont donc les
accroissements d’une F, —martingale (M,),>o. Finalement I’algorithme stochastique
(.1.2) s’écrit

Opni1 = 0n — Yor1h(0n) + Vo1 AM,q, n > 0. (.1.5)
Les outils utilisés pour étudier cet algorithme different selon que le pas (v,)n>0 est
constant ou tend vers 0.

e v, =7>0:

— L’algorithme (.1.2) est alors une F,,—chaine de Markov homogene de semi-
groupe de transition fellérien donnée par

Qy(f)(0) :=ELf (6 — ~vF (6, X))].

— On peut également voir cet algorithme, via (.1.5), comme un schéma d’Euler
de pas 7 de I'équation différentielle ordinaire associée a la fonction (—h), a
savoir

O(t) = —h(B(t)) t>0, (ODEy)

auquel 'on a rajouté un bruit vyAM, .

Dans ce cas, pour v suffisamment petit, le comportement de I'algorithme sto-
chastique (.1.2) est tres proche de celui de la solution de (ODE}).

e v, —0:

— Il s’agit alors d’une chaine de Markov inhomogene, dont la transition a la
date n est donnée par

E[f(gn—kl)/fn] = Q’yn+1 f(gn)
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— Ou, via (.1.5), le voir comme un schéma d’Euler a pas “décroissant” et
perturbé de (ODE}).

Dans ce dernier cas 'algorithme stochastique (.1.2) permet d’estimer asymptoti-
quement la solution de 1’équation

h) =0, 6eR ()
ou h est définie par ().

Il existe une littérature abondante sur [’analyse numérique du comportement en temps
long de I'algorithme stochastique (.1.2). Nous allons simplement rappelé ici quelques
résultats de convergence qui servirons dans les prochains chapitres. Dans la suite on
utilisera la notation Y, = F(6,, X1, n >0.

1.5.2 Le cas ou le pas (y,),>0 décroit vers 0

L’une des difficultés dans I'utilisation pratique des Approximations Stochastiques réside
dans le fait que leurs versions different sensiblement d’'un domaine d’applications a un
autre. De fait, les criteres théoriques de convergence sont tout aussi nombreux mais
pas toujours évidents a adapter a la situation réelle de I'utilisateur. On peut trouver
une démonstration du théoreme ci-dessous dans [DUF97].

Théoréeme .5. Sous les hypotheéses suivantes

(H) 360 €R ho)=0, VOcR 0#£6*, (0—6%)-h(0) >0, (.1.6)
(H,) d gm=+t00 et > 2 < +oo, (.1.7)

(H3) 3C>0, E[Yaul?/F] <CO+0.07) pes., (-1.8)

Valgorithme (.1.2) (6,)n>0 converge presque surement vers 6*.

Remarque .5. Un point intéressant a noter est que la convergence de la suite (6,),>0
ne dépend pas de la valeur initiale 6.

Remarque .6. Pour une présentation tres succinte des algorithmes stochastiques, 1’'on
peut consulter [MDO02]. Pour une étude plus appronfondie I'on se reportera par ex-
emple a des livres généraux comme [PFLI6], [BMP87|, [DUF97] ou [DUF96]. Pour
des discussions plus spécialisées il existe une multitude d’articles comme par exemple
[CLA84], [CZ86], [DEL96| ou [CGG8Y|.



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection a la Chen 29

Remarque .7. De toutes les hypothéses du théoréeme .5, (Hj3) est de loin celle qui pose
le plus de difficulté. L’hypothese (H;) est ce qu’on appelle une condition de type
Lyapounov. Elle traduit une force de rappel et assure la stabilité de (ODE}). Nous
reviendrons plus en détail sur cette notion plus tard.

Dans le théoreme ci-dessus, si on remplace la condition (Hj3) par

+o00
(Hy) D BllYanlP/Fl<e<too ps, (:1.9)

n=0

le résultat reste inchangé (voir [BLLS6).

1.5.3 Meéthode de Projection a la “Chen”

En pratique il est difficile de montrer que ces conditions sont vérifiées comme 'illustre
'exemple unidimensionnel tres simple suivant (emprunté a [CHE(02])

F(0.2) = —(0—10)* avec 7, = ~.
n

Il est clair que dans ce cas I'hypothese (H3) du théoreme .5 n’est pas satisfaite. De
plus il n’est pas évident de montrer que (H,) est vérifiée.
D’ailleurs quelques itérations donnent a partir de la valeur initiale #; = 0

6, = 1000, 6, = —485148500, 65 ~ 3.8 x 10%,

suggérant du méme coup que 'algorithme (dans ce cas) diverge tres rapidement, et la
nécessité d’avoir une hypothese d’un type (Hs) ou (H,;) mentioné ci-dessus. Toutefois
lorsqu’on choisit la valeur initiale 6y de I'algorithme de facon que |§;, — 10| < 1, alors ce
dernier converge vers la solution du probleme qui est manifestement * = 10. Chen ob-
serve a propos de cet exemple que choisir la valeur initiale f, dans un voisinage proche
de 10, est en un sens équivalent & considérer les itérations de I'algorithme (6,),>0 &
partir d'un certain rang ny. On comprend bien que la difficulté réside dans le choix de
ce rang ng. Pour contourner le probleme, Chen H-F. (1986) propose une méthode de
projections aléatoires de 1’agorithme. La méthode est la suivante:

D’abord on généralise I'hypothése de Lyapounov (H;)

(Hs) 30*e€RY, FV:R?— R, deux fois contintiment différentiable tels que,

V(G*) =0, limHI||~>oo V(’I“) = +o0,et V 0 # 0* V(G) > 0, h(@) . VV(G) > 0.
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Remarque .8. A partir de cette hypothese on retrouve en effet (H;) avec la fonction de
Lyapounov V (0) = 1|6 — 6%|)°.

2

Ensuite, on choisit deux vecteurs distincts ' et 2 de R? et on fixe un réel M > 0 tels
que

max(V ("), V(62)) < min(M, inf(V(8); |6] > M)). (.1.10)

Remarque .9. Une fois ' # 62 fixés, le choix de M est toujours possible puisque
lim||mH—>oo V(.Z‘) = +00.

Finalement on consideére une suite quelconque (U, ), de réels positifs strictement crois-
sante, tendant vers 'infini avec Uy >> M (dans leur article, les auteurs choisisent
Uy > M + 8 pour les besoins techniques de la preuve qu’ils donnent de leur principal
résultat), pour n > 0 et fy donné, on définit par récurrence

an* n Yn si an* n Yn <Uana
N sinon
avec
n—I1
o(n) = Z 1{||9k*"/k+1yk+1H>U0(k)}v o(0) =0, (:1.12)
k=0
et
5, — o1 91 o(n) est Pair,‘ (1.13)
6? si o(n) est impair.

Voici comment on peut interpréter cette technique de projection. Alors que o(n)
désigne le nombre de projections effectuées aucours des n premieres itérations, U, ()
représente la taille maximale que ne doit pas dépasser I'algorithme au bout de (n + 1)
itérations. En effet on voit de (.1.11) que si l'estimé de rang (n + 1) calculer par
l'algorithme de Robbins Monro reste dans la sphere fermée de rayon aléatoire Uy,
alors il évolue exactement comme un algorithme de RM classique (.1.2). Par contre si
(0n — Yny1Yni1) sort de cette région alors 'estimé a la date (n+ 1) est réinitialisé a un
point fixé dans le passé, et la limite de projection est dilatée de U,y a Uy(ny41. Dans
cette méthode, on n'impose pas a l'algorithme 6, d’étre a priori borné. C’est d’ailleurs
le trait le plus remarquable de cette méthode de projection due Chen.

Remarque .10. Il faut noter au passage que l’algorithm(i (.1.11) peut prendre la forme
((1.1), avec vp = On, Eny1 = h(0n) — Yoy1 et o1 = (O — On + Vg1 Yosr1) X 1¢[[0n —
7n+1Yn+1|| > Ua(n)}

Le théoréme suivant est prouvé dans [CGGS8S].
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Théoréme .6. Supposons que ’hypothése (Hs) est vérifiée. Si la condition suivante
est satisfaite

n—I1
(Hs) im0 ;AMM =0 ps,  (114)

alors lalgorithme de Robbins-Monro tronqué par la méthode de Chen (.1.11) converge
presque surement vers 8% et le nombre de projections o, est presque surement borneé.

Ce résultat sera utilisé dans le prochain chapitre.

1.5.4 Meéthode de Projection fixe

Comme on I’a vu dans 'exemple de la section précédente les itérations d’algorithmes
stochastiques peuvent exploser tres vite. Cela peut provenir d'un mauvais choix de
la structure de I'algorithme dans la modélisation d’un phénomene physique (réel) ou
tout simplement d'un artefact numérique. Un aspect important des applications des
algorithmes stochastiques concerne donc l'attitude a adopter lorsque les valeurs des
itérations deviennent trop grandes. Le probleme est qu’il n’existe pas de procédure
universelle permettant de résoudre ce genre de situation. Néanmoins dans la plupart
des situations pratiques, les problemes rencontrés possedent, en réalité, des bornes im-
plicites (contraintes physiques ou économiques). Il convient alors, en cas de valeurs
excessives, de tronquer les itérations de l'algorithme. 11 faut mentionner d’ailleurs
que méme dans le cas ot 'on a démontré qu'un algorithme stochastique (non borné a
priori) converge fortement, il est trés courant que pour certains jeux de parametres, ses
itérations successives explosent numériquement. En général, dans I’étude mathématique
de ces algorithmes, on remplace les hypotheses de “bornitudes des itérations suc-
cessives” par diverses hypotheses de stabilité. Alors évidemment cela aboutit a des
développements mathématiques compliqués (beaucoup plus compliqués que dans le
cas borné) et intéressants (sur le plan de la théorie, voir par exemple, [PAGO03]),
mais en pratique, cela n’empéche pas de devoir tronquer les itérations successives de
I’algorithme lorsqu’il s’agit de le mettre en ceuvre numériquement.

Soit K un compact non vide de R?. Un algorithme stochastique (0n)n>0 Projeté sur K
sera défini récursivement par la donnée de 0y € K et par

Ont1 = k(0 — Yns1Ynt1)- (.1.15)

On peut réecrire cet algorithme sous la forme

0n+1 - 071 - 7n+1Yn+1 + 7n+1Zn+1; (116)
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olt (Zy,)n>1 est un terme de correction ou de projection sur K. En faisant apparaitre les
observations moyennes h(6,) = E[Y,11/F,], avec F,, = o {Y}, k < n} cet algorithme
lui méme peut étre réecrit sous la forme

Oni1 =0+ Vs 1h(0n) + Yor16ns1 + Yns1Zns1, (.1.17)

ol £,41 = —Yui1 + h(6,). Le résultat de convergence suivant sera utilisé dans le
Chapitre 3 et est du a Bernard Delyon 2000 (voir [DELO0O]).

Théoréme .7. Si

e lim Y ! ve <+4oo et lim ||Z,]]=0, p.s.
’ n—+oo

n—-+o0o

o Il existe 0* € K et une fonction V : R? — R, conveze, de classe C' tels que

lim V(z) =400, V(0*)=0 et VV(0) h(d)>0,V0+#0"

[[#[|—+o00

alors Ualgorithme stochastique projeté (6,)n>0 converge presque stirement vers 6*.

1.5.5 Le cas des Algorithmes Stochastiques a gain constant

Toute cette partie constitue un condensé de résultats connus. Pour la cohérence de
notre exposé, il nous a semblé important de faire un rappel sommaire de ces résultats.
IIs sont essentiellement tirés du livre de Kushner et Yin (2003 [KY03]).

Nous avons vu a la section 1.5.1 que les algorithmes a pas constants s’écrivaient

Onir = 00 —YR(0]) +ven0, 1 >0, 67 =6, (.1.18)

avec h(0)) = E[Y,,/F7], Y, Uobservation de I'algorithme et ), = h(6)) — Y,),;.
Lorsque le pas 7 > 0 est suffisamment petit, on peut montrer que pour n assez grand la
loi de 0] ressemble a une gaussienne de moyenne 6* et de matrice de variance-covariance
V7 X, ¥ étant une matrice définie positive indépendante de . En d’autres termes pour
7 assez petit, si 67 désigne la limite en loi de (.1.18) alors

9"’@9*+\/§G, avec G ~ N(0,%).

Ainsi moralement lorsque v devient petit, la loi de (.1.18) va se concentrer autour de
0*. On rappelle que 6* est solution de 1’équation

h(#) =0, 6eR% (.1.19)
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On va montrer que sous des conditions tres simples, §* est aussi limite d’une solution
de I’équation différentielle ordinaire (EDO en abrégé)

0(t) = —h(0(1)),  0(0) = by. (EDOR)

La technique la plus couramment utilisée pour étudier la stabilité des solutions des
EDO est la méthode de Lyapounov.

1.5.6 Meéthode de Lyapounov pour les EDO

Nous commencons par la définition des fonctions de Lyapounov

Définition .2. Une fonction V : R? — R, est dite de Lyapounov si elle est convexe,

de classe C!, et vérifie lim V(x) = +oo.
Jal|->-+oo

Le principe de la méthode de Lyapounov est le suivant (on peut se repporter a [LL61]).
Soit h une fonction de R? dans lui méme et §(-) une solution de 'EDO (.1.19). On
suppose qu’il existe une fonction de Lyapounov V telle que:

(A4.1) 30, e RY V(0) =0 et V(0) >0VH # 6.
et

(A4.2) VV(z) h(z) >0 Yz e R —{4}.
Pour A > 0 si on pose I'y = {z; V(z) < A} alors il est clair que

L1y (0(e))] =V (B(t)) - bt

dt )
— — VV(0(t)) - h(A(t))
= —k(0(t))

<0 Vi>0,
et la fonction £ — V(0(t)) est décroissante, d’out la proposition suivante

Proposition 1.5.1. Soit 0(-) une solution de I’EDO (.1.19) de condition initiale 0.
Sous les hypotheses (A4.1) et (A4.2), on a

fy € F)\,Z>9(7L) eIy, Vt>D0.
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Maintenant comme la fonction V' est positive on a

V(O(0) > V(0(0) ~ V(0(0)
bd
- [ G
—/0 k(0(s))ds.

L’application x — k(x) étant elle méme positive (et continue), on a

0< /W k(O()dt < V(0(0)) < +00, ot lim K(6(t)) = 0.

t—+4o0c0
Ce qui donne la proposition suivante

Proposition 1.5.2. Soit 0(-) une solution de I’EDO (.1.19) de condition initiale 0.
Sous les hypotheses (A4.1) et (A4.2), si lim, 0(t) désigne une valeur d’adhérence de

(0(t))i>0, alors
lignﬁ(t) € {x € Ty; k(z) =0},

A > 0 étant choisi tel que 6(0) € Ty.

Remarque .11. Si la fonction k est seulement mesurable mais est telle que
Vd>0,3e>0 tq. |z|>0=k(z)>e¢,

alors la conclusion de la proposition 1.5.2 est encore vraie.

Remarque .12. La méthode de Lyapounov pour la stabilité des EDO fonctionne bien
lorsque la fonction & s’annule en des points isolés. Lorsque ce n’est le cas, il convient
d’utiliser un résultat appelé Théoréme d’invariance de LaSalle (voir [LL61]) pour s’en
sortir. Dans tous les cas que nous allons rencontrer, la fonction £ s’annule en un seul
et unique point noté #* et ce probleme ne se pose donc pas.

Maintenant nous allons de revisiter un résultat de convergence des algorithmes sto-
chastiques a pas constant. En fait nous nous contenterons de définir le cadre et de
présenter un premier résultat de convergence.

1.5.7 Un résultat général de convergence faible

Le résultat de convergence que nous énongons ici est tiré de [KY03]. On considere
I’algorithme stochastique projeté suivant:

QZH = HK(QZ - ’YYW

n+])> n Z 0; 93 € K; (120)

ou K est un compact non vide de R?. En pratique, le plus souvent le compact K est :



1.5 Algorithmes Stochastiques et Projection a la Chen 35

e Soit un hypercube fermé de R?,

e Soit K ={z; ¢i(x) <0;i=1,...p}oup>1pouri=1,...p, ¢(-) est une fonc-
tion réelle de classe C' définie sur R? telle que Vg;(z) # 0 si ¢;(z) = 0.

Le second cas généralise le premier et est 'exemple le plus couramment rencontré dans
les applications.

Remarque .13. Dans le second cas, il est clair que K est une sous-variété, connexe,
compact et non vide de R?.

Les g; sont alors ce qu’on appelle les contraintes de I'algorithme. Une contrainte g;
est dite active en un point x si ¢;(z) = 0. On pose A(z) = {i; ¢;(z) = 0} I'ensemble
des indices des contraintes actives en z, et on note C(z) le cone convexe engendré par
{y; y = Vqi(z); i € A(z)} 'ensemble des normales extérieurs en x.

Si on suppose que pour chaque x tel que A(x) # (), Uensemble {Vq;(x); i € A(x)} est
un systeme libre (au sens vectoriel du terme) alors on peut montrer que C(z) = {0}
en tout point z € K tel que ¢;(z) # 0.

Remarque .14. 1l est facile de voir que si K est une boule fermée de R? alors C(x) = {0}
en tout point x € K appartenant a 'interieur de K.

On peut toujours réecrire I'algorithme (.1.20) sous la forme
O) =0 =Y, +~7) .., 0] € K, (.1.21)

ou (Z))p>1 est un terme de correction ou de projection sur K. On pose F, =
o{0],Y,); k <n} la tribu engendrée par ] et Y,’ pour k < n et on fait les hypotheses

i

suivantes:
(H;) {Y7; n,v} est uniformément intégrable.

(Hg) il existe des fonctions A7 (-) uniformément continues en n et v et des vecteurs

aléatoires ] tels que:E [V,),,/F7] = h1(6]) + &) 1.

(Hy) il existe une fonction continue A(-) telle que V0 € K
i LY (130) — h(0)] = 0

m7n1’y

(Hip) lim LS R[] /F7] =0 en moyenne.
m,n,y" "
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Le symbole lim signifie que la limite est considérée pour m,n — 400 et v — 0 de
m,n,y

quelque facon que ce soit. On définit les processus interpolés de 'algorithme (.1.21) de
la maniere suivante:

D’abord pour ¢ = 0, 67(0) = 6] et 07(t) = 6 sur Uintervalle de temps [ny, ny + 7].
Ensuite Z7(0) =0 et Z7(t) = v ZE:Q)} Z} pour t > 0. [a] désigne la partie entiere d'un
réel a et par convention une somme sur un ensemble d’indice vide est nulle. Et enfin
on définit de maniere analogue le processus Y7 (-).

Le théoreme suivant est prouvé dans [KY03] (page 248).

Théoreme .8. Sous les hypothéses (H7)-(Hio), pour toute famille croissante d’entiers
(N,)>0, pour toute sous-suite de {07 (YN, + -), Z7(yNy + -), v > 0}, il existe une sous-

suite que nous noterons encore {07 (YN, + -), Z7(yN, + ), v > 0} et un processus (0(-), Z(-))
tels que

(07 (YN, + ), Z7 (YN, +)) == (0(-), Z()),

v—0
avec

6(t) = 0(0) + /t h(0(s))ds + Z(t).

De plus il existe un processus intégrable z(t) tel que

Z(t) —/0 z(s)ds et =z(t) € —C(0(t)),

pour presque tout t et w.

Lorsque K = R? (i.e. il n’y a pas de projection), si on fait [’hypothése supplementaire
1e la suite st tendue alors les conclusions ci-dessus sont encore vraies avec
ue la suite (0)),>0 est tendue alors les conclusions ci-dessus sont encore vraies avec

Z(t)=0 Vt>O0.

Remarque .15. Lorsque N, = 0, Vy > 0 et §7(0) = 6y, le résultat de la convergence
faible du Théoreme .8 ci-dessus nous dit que la trajectoire #7(-) est trés proche de
la trajectoire de la solution de I'EDO 6(t) = h(A(t)); 6(0) = 6y avec une probabilité
arbitrairement grande (uniformément par rapport a la condition initiale) quand v — 0.
Remarque .16. Moyennant quelques hypotheses supplémentaires, on peut préciser la
vitesse de convergence faible du Théoréme .8 ci-dessus (voir [KY03] page 319 ou [BMPS87]
chap.4). En effet on montre que si ] = 6, alors

(07 = bo(nv)) ¢
77 ;}H\/(O, ¥),

¥ étant une matrice de variance-covariance (ne dépendant pas de ) et (6p(t))i>0 la
solution de 'EDO 6(t) = h(f(t)) avec comme condition initiale 6(0) = 6.
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1.6 Deux Lemmes d’Analyse

Nous rappelons simplement ici deux lemmes élémentaires (mais importants) d’analyse
qui serons utilisés plus tard.

Lemme .9. (Lemme de Césaro) Soient (uy),>o une suite convergente et (an)n>1
une suite de nombres réels positifs croissant vers l'infini. Alors la suite définie par

converge vers la méme limite que (Uy,),>0

Lemme .10. (Lemme de Kronecker) Soient (s,),>0 une suite positive croissant
vers Uinfini et (x,),>0 une suite réelle. On suppose que la série de terme général
(xn/Sn) converge. Alors

k=n
1
)
S
" g=1

(voir par exemple [WIL95] p.117)

1.7 Exemple d’Options en finance

Une option est un contrat entre deux ou plusieurs contre-parties portant sur un actif
sous-jacent (par exemple une action, un indice, un panier d’indices, une obligation, le
cours du pétrole etc...) et qui donne a une des parties une prérogative sur les autres.
Les options les plus simples qui existent sont le Call (opiton d’achat) et le Put (option
de vente) sur une action.

A priori on peut envisager un nombre infini d’options (I'imagination de I'homme étant
sans limite!). Nous nous contenterons ici d’écrire tout simplement le payoff de certaines
options dont les options utilisées pour des illustrations numériques dans cette these:

e Un Call (resp. Put) européen de maturité 7" est une option sur un sous-jacent
Sy, de prix d’exercise (ou strike) K, garantie, a son détenteur, la richesse

max(Sy — K, 0) (resp. max(K — Sy,0)),

a la date 7.
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e Un Call asiatique de maturité T et de strike K est un Call standard, mais qui
porte sur la moyenne du cours du sous-jacent S entre 0 et 7.
Lorsque la moyenne est continue la richesse finale est donnée par:

T
G(Sp, t > 0) = (% /U Stdt—K>
X

Alors que qu’elle vaut
1
U(Sy, i =1...d) = (E ;Sn —~ K>+,
lorsque la moyenne est discrete.

e Un Cap sur un taux d’intérét r;, de maturité 7', de taux strike K, aux dates

de paiement t; < ty < ... < t, et t,.; = T sur un nominal de L est une
option qui verse a son détenteur le flux L(r;, — K), a chaque date de paiement
tiv1, ©=0,...,n. Le payoff de ce Cap est la somme de tous les flux actualisés

jusqu’a maturité, c’est-a-dire

LGm(ﬁi — K),.

i=1 j=1

e Un Call barriere sur S de maturité 7" et de strike K donne a son détenteur le
droit d’acheter Sy au prix K, a condition que le cours de S soit resté dans un
certain domaine D (option OUT) ou en soit sortie (option IN) entre 0 et T'. Par
exemple, avec une barriere haute (UP) la richesse finale s’écrit:

Ls<v (ST — K)4.

Toutes ces options (et bien d’autres encore) peuvent étre de type américain: dans ce
cas ’acheteur peut exercer son droit a toute date comprise entre 0 et T



Chapitre 2

Fonctions d’Importance et
Approximations Stochastiques en
Finance

Ce chapitre est 'objet d’'un article paru dans la revue “The Journal of Computa-
tional Finance”.

2.1 Introduction

L’usage des simulations Monte Carlo pour 'estimation du prix de certains instruments
financiers est apparu en 1977 dans un article de P. Boyle. Aujourd’hui encore les
méthodes de Monte Carlo restent tres compétitifs dans le pricing et la couverture des
produits dérivés en finance, surtout si ces produits sont complexes ou tout simplement
dépendent d’un nombre élevé d’actifs sous-jacents. L’efficacité d’une méthode de Monte
Carlo étant liée a la variance statistique de I'estimation, I'on essaye, tant que faire se
peut, d'utiliser des techniques de réduction de variance pour améliorer sa précision. Le
but de ce chapitre, est de présenter I'une de ces techniques. C’est une méthode nou-
velle basée sur une formulation simple de la technique des fonctions d’'importance et sur
I'usage des algorithmes stochastiques de type Robbins-Monro. Les approximations sto-
chastiques sont, depuis longtemps, largement utilisés dans plusieurs domaines des sci-
ences (voir Rubinstein et Melamed [RM98] pour plus de détails), mais leur apparition
en finance numérique est récente (1998, Vazquez-Abad et Dufresne [VD98]). Newton
(1994 [NEW94]) a montré qu’en théorie dans un probleme de pricing en temps continu,
la technique des fonctions d’importance peut permettre d’avoir un estimateur de vari-
ance nulle par un changement de drift stochastique. Toutefois, la détermination de ce
parametre stochastique suppose la connaissance a priori du prix a estimer. Pour mettre
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en ceuvre cette approche, on utilise donc des approximations (plus ou moins grossieres)
du prix pour avoir des approximations du drift optimal. L’approche de Glasserman,
Heidelberger et Shahabuddin (1999 [GHS99a] et [GHS99b]) est différente: Plutot que
de considérer un changement de parameétre stochastique (en temps continu), ils limi-
tent leurs investigations a un changement de parametre déterministe fini-dimensionnel.
De fait cette restriction ne rend plus possible 'obtention d’estimateurs, du prix de
I'option, de variance nulle. Dans le papier que les auteurs ont publié a ce sujet, la
méthodologie consiste a exhiber —en utilisant des techniques de Grandes Déviations—
une direction d’échantillonnage préférentiel lelong de laquelle une bonne approxima-
tion de la vraie variance de l'estimateur Monte Carlo est minimale. Vazquez-Abad
et Dufresne (1998 [VD98]) d’une part et Su et Fu (2002 [SF02]) d’autre part sont les
premiers a combiner la technique des fonctions d’importance et une approximaton sto-
chastique de type gradient stochastique dans une méthode de Monte Carlo en finance.
[’approche que nous présentons ici est semblable a chacune des approches ci-dessus.
Tout comme Glasserman, Heidelberger et Shabuddin (1999) nous utilisons la technique
des fonctions d’importance dans un cadre (celui du praticien) ou la simulation des
processus sous-jacents se fait a partir d’une suite de vecteurs gaussiens indépendants.
Mais notre méthode de recherche de la direction optimale d’échantillonnage préférentiel
est radicalement différente. Elle semble plus proche des travaux de Su et Fu (2002).
[.’idée principale de notre approche est d’utiliser une version convenablement adaptée
des algorithmes de Robbins-Monro pour optimiser le choix de la direction d’échantillonnage
préférentiel. Bien que la vitesse de convergence de ce type d’algorithmes soit en général
de l'ordre de C/+/n, leur implémentation est directe et tres facile.

La suite de ce chapitre se décompose comme suit: dans la prochaine section nous
présentons brievement le cadre mathématique et financier suivie, dans la section 3,
d’une introduction rapide de la technique des fonctions d’importance (basée sur le
théoreme de Girsanov). Dans la section 4, nous présentons une méthode de réduction
de variance basée sur I'utilisation des algorithmes stochastiques combinée avec la tech-
nique des fonctions d’importance. Cette méme section contient une preuve du principal
résultat théorique de ce chapitre, support de la méthodologie que nous exposons ici.

2.2 Cadres mathématique et financier

Nous modélisons le prix d’un actif sous-jacent directement sous la mesure risque-neutre
par I’équation différentielle stochastique suivante

dSt = St(Tdt + (T(t, St)th), SO =, (21)

avec r le taux d’intérét sans risque, o(t,y) la nappe de volatilité de V'actif, W, un
mouvement brownien standard, et x un réel positif fixé. Pour des raisons d’absence
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d’arbitrage, dans un marché sans frictions, le prix d’une option de payoff 1/3(5’,5, t<T)
est donnée par la formule (voir par exemple [LL96])

Co = Ele "™(S,,t < T, (.2.2)

ou E désigne l'espérance prise sous la probabilité risque-neutre.

Remarque .17. L’actif sous-jacent S peut étre multidimensionnel. Dans ce cas, chacune
de ses coordonnées vérifie une diffusion du type (.2.1) et la formule (.2.2) reste vraie
en général.

En pratique, pour évaluer numériquement une telle espérance, il faut le plus souvent
discrétiser le processus de sous-jacent (S;);>o. Nous nous limiterons au cas ou la sim-
ulation du processus de sous-jacent est simplement gouvernée par une suite de copies
indépendantes de la loi gaussienne centrée réduite. Ce n’est d’ailleurs pas un cas
particulier puisqu’on peut toujours, par une transformation linéaire, ramener le cas
correlé a ce cas. Néanmoins, nous devons garder a I’esprit que lorsqu’une solution de
I'équation différentielle stochastique (.2.1) n’est pas connue, la simulation de la diffu-
sion (S;);>0 se fait apres une discrétisation par un schéma numérique de type schéma
d’Fuler. Nous admettons donc qu’une telle discrétisation existe sur une grille de
temps 0 =Ty <T) < --- <Ty =T, qu'elle est acceptable, et nous nous focalisons sur
I'obtention d’estimateurs précis du prix Cy. Ainsi nous approximons C par C’o avec

Co =Ele ™ )(Spy, ..., 5,)],
que nous pouvons réecrire comime
Co = B[y (X)), (.2.3)

ot X = (Xy,...,Xq) ~ N(0,1;) et I est la matrice identité de R?. La fonction 1
peut étre explicitée a partir de la fonction de payoff 1/3 et de la discrétisation de S.
Nous nous intéressons maintenant a 1’évaluation Monte Carlo de (.2.3) par une tech-
nique de fonctions d’importance paramétrique.

2.3 Fonction d’Importance

La technique des fonctions d’importance paramétrique consiste a “shifter” laloi de X en
lui ajoutant un vecteur § = (y,...,60,) de R?. Par un simple changement de variable
sur R? (ou une application d’'une version élémentaire du théoréme de Girsanov), on
peut réecrire (.2.3) sous la forme

Co :]E[Q(gaX)L (24)
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avec

g(0, X) = (X + 0)e 0N allol”, (.2.5)

|z|| et - y désignant respectivement la norme Euclidienne d'un vecteur z € R? et
le produit scalaire usuel de deux vecteurs 2,y € R’ La famille (g(f, X)),cpa est

ainsi une famille paramétrique d’estimateurs sans biais de C’O. L’idée naturelle est
d’essayer d’exhiber d’une telle famille I’estimateur le plus éfficace i.e. celui a la variance
la plus petite. Dans leur article [GHS99a] Glasserman Heidelberger et Shahabuddin
développent une procédure de minimisation de la variance de g(#, X') en fonction de
0. L’idée est de chercher a éliminer la contribution de la partie linéaire de la fonction
In(¢(-)) a la formation de la variance totale de I'estimation. Par des techniques de
Grandes Déviations ils montrent que cela revient a faire un échantillonnage lelong de
la direction 6 de R? solution du probleme de recherche de point fixe:

Viny(0) =60, 6¢cR t.qyd) > 0.

Cette approche consiste en réalité a remplacer le vrai probleme de minimisation sto-
chastique par un probleme approché de minimisation déterministe. La méthode marche
bien dans le cas de fonctions de payoff ¢ assez régulieres et pour lesquelles la partie
linéaire de In(¢(+)) est prépondérante.

Notre premier objectif est d’étudier directement le vrai probleme de minimisation par
des méthodes stochastiques. Si on note dans la suite H la fonction donnée par

H(9) = E[¢g* (0, X)],
alors le probleme a résoudre est le suivant

min H (). (.2.6)

fcRd

Le résultat qui suit nous permet de convertir ce probleme de minimsation en un
probleme de recherche de zéro d’une fonction.

Proposition 2.3.1. Supposons que P(1)(X) > 0) # 0. Si E(y)?*(X)) < oo, aveca > 1,
alors H est strictement conveze sur R et il existe un unique 6* € RY tel que

H(6*) = min H(6). (.2.7)

feRd

Remarque .18. En écrivant les conditions d’optimalité de premier ordre pour H on
s’apercoit que le parametre optimal 6* est aussi 'unique solution de I’équation

VH() =0, 60¢cR (.2.8)
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Preuve. Un simple changement de variable montre que
H() =E [W(X + 9)6*2“*“9“2]

_ {z/ﬂ(X)e’a'XJ“%WHZ].

Considérons 0 € R? tel que ||f]| < K avec K > 0. Si on pose
F(0,2) = (0 — z)y?(z)e o300,
alors on obtient sans difficulté 'inégalité suivante

/ F(0, 2) e 3y < /(K ([ Nelle =2 Flel? 2 () o~ el g

Maintenant d’apres I'inégalité de Holder, on a

1—1
. 2 ., . ‘ 1
/F(@,aj)eéllmzdx < o' </(K+ ||37||)‘“€“K1”$6é“”2d3;> y

X (/w%(m)eé”“’Qdm)E.

Mais E(¢)** (X)) < oo, entraine que la quantité [ |F(0,z)e 217" dz est bornée deés
que ||| < K. D’apres le théoreme de Lebesgue, on en déduit que la fonction H est
différentiable et que

VH(9) =E[F(9,X)] = E[(G - X)W(X)e“"”%“} .

En réitérant cette argumentation, on montre sans difficulté particuliere que H est deux
fois continuement différentiable et que sa matrice hessienne est donnée par

HessH (0) = IE{ (Id +(0—-X)(0— X)T> z/)2(X)e("X+%"2] 7

I, étant la matrice identité de RY. Comme P(¢)(X) > 0) #0on aV u € RY — {0}, u”
désignant le vecteur transposé de wu,

u” - HessH(0) - u = E|:<||11||2 + (u- (0 — X))2>w2(X)ea'X+1502} > 0,
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et la matrice hessienne de H est définie positive. Ainsi la fonction H est strictement
convexe sur R?. Pour terminer la preuve il suffit de montrer que

lim H(#) = +oc.
0] =+o0

Mais on a

111012 2 —10]]11x
H(g) > ezlloll E<7/) (X)e el 1{X<3”}>

> e dl"PEW? (X1 ¢ e -
Et toujours parce que P(¢(X) > 0) # 0, on voit que limg_, 100 H () = +00.
U

On a aussi le corollaire suivant
Corollaire .11. Si h(-) désigne la fonction définie par
h(f) =VH(#), 6cR, (.2.9)

alors on a

h(0*) =0 et VYOERY, 6*£60 h(f)-(0—6") >0,

et la condition de Lyapounov (Hy) du Théoréme .5 est vérifiée.

Preuve. C’est une application directe de la formule de la moyenne et de la Proposi-
tion 2.3.1.

Remarque .19. Plutot que de résoudre le vrai probleme (.2.7), I'on peut tres bien
chercher a résoudre le probleme approché suivant

N

; - 1 ,
min H(6), avec H(f) := v ZF(QJX(Z)):

AcRd -
=1

ot N € N est tres grand et XU, .. X(N) est un échantillon de copies indépendantes
de X. En effet une fois ces trajectoires X générées, le probleme approché devient
un probleme simple d’optimisation déterministe qu’on peut résoudre par des méthodes
bien connues d’Analyse numérique. Cette approche est particulierement efficace lorsque
la loi de X est a support fini ou méme dénombrable. Pour plus de précision la dessus
'on pourra se reporter a [SHO0] et aux références qui s’y trouvent.

La principale idée de cette partie de notre travail de these consiste a exhiber une bonne
version de 'algorithme de Robbins-Monro pour évaluer la solution du probleme (.2.8),
puis a mettre en ceuvre une méthode efficace de réduction de variance Monte Carlo.
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2.4 Une procédure de Réduction de Variance

D’apres la Proposition (2.3.1) et la Remarque (.18), il existe un unique 6* € R? tel que
h(0*) = 0. Ce parametre nous fournit également ’estimateur Monte Carlo g(#*, X') de
variance minimum de la quantité (.2.3), parmi tous les estimateurs de méme forme.
En général, la fonction h est numériquement inaccessible méme dans les cas les plus
simples. On a vu dans le chapitre précédent qu'un algorithme stochastique de la forme
(.1.2) peut, dans de tels cas, étre utilisé pour évaluer asymptotiquement le parametre
0*.

D’apres le Corollaire .11, I'hypothese (H;) du Théoreme .5 est vérifiée. De plus il est
évident que (H,) est vérifiée pour une large gamme de pas 7,. Si 'on implémente
directement cet algorithme, I'on s’apercoit parfois qu’il diverge treés rapidement. Cela
est di, comme dans ’exemple de la section 1.5.3 au fait qu'une hypothese de la forme
(H3) ou (Hy) est invérifiable dans ce cas. En effet

Yosr 1= F(0n, Xps1) = (0 — Xyt )02 (Xpaq )e O Xt tallnl” (.2.10)

est 'observation de ’algorithme. Dans cette expression (f,),>o représente 1’agorithme
stochastique (.1.2) et (X,,),>0 est une suite i.i.d. de vecteurs gaussiens selon la loi de
X. On rappelle que si

Fn =0{by, Xi, k <n},

il vient facilement que

E[YnJr] /fn] = h(gn)

On a observé numériquement que la suite <(1 + ||9n||2)]E[||Yn+1||2/.7-'n]> explose
/ n>0
tres souvent avec n. Ce qu’on peut expliquer par la forme “en exponentielle du carré

de la norme de 6,7 de la suite des observations de [’algorithme. Pour remédier a cela,
nous allons utiliser la méthode de projection de Chen introduite au chapitre précédent.

Remarque .20. On peut obtenir un théoreme limite central pour 1’algorithme stochas-
tique (.1.2). Une étude théorique plus fine de sa vitesse de convergence montre que la
vitesse optimale (~ 1/4/n) est atteinte pour des pas de convergence décroissant vers
zéro comme 1/n. Toutefois, en pratique 'on utilise des pas de la forme

Yn a, > 0.

B+n
a et [ étant des parametres a régler pour avoir une bonne convergence numérique de
I’algorithme. Dans tout ce chapitre et jusqu’au chapitre 3, nous utiliserons essentielle-
ment des pas de convergence de ce type.
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Le théoreme suivant est le principal résultat de ce chapitre. Il nous permet de mettre
en ceuvre notre technique de réduction de variance.

Théoréme .12. Supposons que P(o(X) > 0) > 0. Si E[|o(X)|"] < 400 pour un
certain a > 1, alors en choisissant la suite U, (de la méthode de projection de Chen)
a croissance suffisamment lente , 'algorithme défini par (.1.11-.1.18) converge presque
siirement vers 'unique solution 0* de I’équation h(0) =0 6 € RY.

Remarque .21. Notons que contrairement au résultat ci-dessus, dans le Théoreme .4
de [CGGS8S], la suite U, peut étre n'importe quelle suite croissant vers I'infini. Le
choix convenable d’une telle suite apparaitra tout naturellement dans la preuve que
nous allons donner du Théoreme .12.

Mais avant la preuve nous pouvons résumer la méthode comme suit: D’abord générer

un grand nombre de trajectoires Monte Carlo (X,,),>0

(i) ensuite lancer I'algorithme (6,,),>o defini par (.1.11)-(.1.13) lelong d’un

~

certain nombre de ces trajectoires pour obtenir un estimé 6 de 6*,

(ii) puis utiliser la valeur # obtenue au (i) dans I'estimation Monte Carlo classique
de la quantité recherchée Cy ~ + ZT]:]:] g(0,X,).

Maintenant voici une preuve du théoreme .12

Preuve.  Soit (X,),>o la suite i.i.d. de vecteurs gaussiens centrés réduits utilisée
pour générer 1’algorithme stochastique (6,),>0. On rappelle que si

fn - 0—{907 Xka k S TL},

alors 0, et X, 1 sont respectivement F,-mesurable et indépendant de F,,, de sorte que
les observations de l’algorithme vérifient

E[[Yoi1 [/ Fa] = 5*(6n)
ol ‘
s(0) = B[]0 — X[ %p" (X)e 20X IO,

Notons f(f,z) la fonction définie par f(6,z) = || — z||2e2?*+I° ¥ > 1 on a sans
difficultés particulieres

_ . 2
E(f7(0, X)) = E(||§ — X |[|*Pe 20X +P10F)
= IE(||X||26e(w“)a'x’(ﬂ%)”a"Q) par un changement de variables
< e BRI x |28 2B+ D10l
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Or la variable aléatoire || X || suit une loi de Khi-deux & d degrés de liberté. Par suite
en utilisant Vinégalité (26 +1)||0]||| X || < (28+1)?(|0]]*+ ;|| X||* on obtient en utilisant
la densité de cette loi

+o0
E(f?(0, X)) < C(d)e” CHDIIP+@s+17100? / 15
J0
= Cy(B, d)e~ B+DIOP+@E+1II0I

D’apres I'inégalité de Holder, il vient pour p > %

1
4

2(0) < (E(Iso(X)4”)>4p (E[f“;p‘ <9,X>1) o (211)
< C(p, d)e@@IeI”, (.2.12)

avec C1(d), Cy(B,d), et C(p,d) trois constantes strictement positives. Q(p) est une
fraction rationnelle (en p) définie par
_ Thp* —p+1/32

P -p/t
Maintenant en utilisant la définition méme de I’algorithme (6,,),>¢ donnée en (.1.11)-
(.1.13) et la condition Uy > max(||0'|], ||#?]]), on voit que

Q(p) :

X || < max(Usgn 1), /100 1]]) < Up, et 52(6,) < CeQPVn,

pour n assez grand.
Pour finir la preuve, on pose €,,1 = h(0,) — Y11, n >0 et on définit

n—1

M, = Z%’+]€i+l n>1 et M,=0.

=0

Il est clair que (M,),>1 est une F,-martingale de carré intégrable. Son processus
crochet (oblique) est donné par

n—1
(M) = 320 i/
=0

n—1 n—1
=D VBl /7] = ) vkl
i=0 1=0

IN

n—1
> aEYin P/ F]
=0
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En exploitant I'estimation (.2.11) on voit qu’on peut choisir la suite (U,,) de sorte que

“+oc

lim (A1), <Z%§+1 Vi [P/ s

n—-+o0o
< CZ’y UL D.S.

n>0

< +oc  p.s.,

ou C > 0 est une constante. On conclut, d’apres le Théoreme .4, que la martingale
(M,,)n>0 converge presque surement, i.e.,

n—1
lim g Vit1€it1 < +00,  D.S.
n—+oc 4 0

1=

Le Lemme .10 de Kronecker entraine alors que

-1

5 z+]

=0

hm Vnt1 =0 ps.

Ainsi ’hypothese (Hg) est vérifiée et le Théoreme .6 s’applique. O

Remarque .22. Le choix de la suite U,, de projection se fait en étudiant le comportement
7.5p%—p+1/32

00 En effet on peut montrer que

de la fraction rationnelle Q(p) =

Vp>1, Q(p) €]7.5, 8.71],

De sorte que le choix U,, = ’/1]_0 Inn 4+ M + 10, n > 1 entraine
Vp>1, e Pz < 9V = Constant x 77%, et la série 27 Un converge,

11
puisque 42eQ®U ~ (1/n)10 au voisinage de I'infini.

2.5 Tests numériques

A travers nos illustrations numériques nous voulons voir si I'apport de la méthode de
réduction de variance que nous proposons ici est significatif. Nous mesurons cet apport
en terme de rapport de variances de notre méthode et de la méthode de Monte Carlo
standard. Ce ceefficient est noté RV dans le reste de ce chapitre (et méme dans toute
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cette these). Nous verrons qu'il est suffisant pour la comparaison. Le ccefficient RV
est défini par

NZ” N.Q(OX)_CJQV
Nanq( )_CJZV

avec f une estimation asymptotique de 6%, g2(0,z) = @2(x)e *7HlI” ot Cy =
+ ZZ;V ©(X,,). Evidemment RV est une approximation du vrai coefficient RV*

RV =

3

Var[g(0, X)]  H(0) — ég

RV* .= = —,
Var[g(6*, X)]  H(¢%) — C?

lequel ne peut manifestement pas étre calculé explicitement. On peut toutefois montrer
que
IRV —RV*| =5 0.
n—-+0o0o

L’implémentation numérique de I’algorithme (.1.11-.1.13) requiert une attention parti-
culiere sur le choix de la suite de pas de convergence (7,),>0. Ce choix reste toujours
délicat. D’un point de vue théorique, la question est réglée: on montre que la meilleure
suite (celle qui permet d’avoir une vitesse optimale de convergence en loi dans le TCL
de I'algorithme) doit décroitre vers 0 comme 1/n. Mais comme nous I'avons vu a la
Remarque .20, dans les applications, il est plus commode de choisir des pas du type

«

p+n’

a et [ étant des parametres a régler pour obtenir une bonne convergence numérique
de l'algorithme. Dans nos tests, nous avons observé que des variations du parametre
[ affectait peu cette convergence, contrairement a «. La question générale du choix
empirique du bon « reste un probleme ouvert sur lequel nous reviendrons un peu a
la fin du prochain chapitre. Ce choix est lié a une bonne connaissance des ordres de
grandeur des variables (des observations) qui interviennent dans la mise en ceuvre de
I’algorithme. Nous nous limitons, dans ce qui suit, a donner quelques indications utiles
sur ce choix en pricing d’options.

Notons d’abord que nous avons observé que les valeurs de a dépendent plus du ratio
So/ K que des autres parametres de I'options, K étant le prix auquel I'option est exercée.
Par suite, les valeurs du parametre o que nous donnons ici peuvent étre utilisées pour
le pricing Monte Carlo des options de méme nature que celle pour lesquelles ces valeurs
ont été trouvées a condition que les ratio Sy /K soient du méme ordre de grandeur que
ceux utilisés ici. L’on pourra ainsi pousser les simulations plus loin en tabulant les
valeurs de « correspondant au ratio Sy/K.

Tn = O‘76>07
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Dans tous nos tests, les points de réinitialisation (.1.13) de I'algorithme de Chen que
nous avons utilisés sont

z' =0.00925e et z?=0.0725€,

pour les call et
! = —0.00925e et z? = —0.0725e,

pour les put. e désigne le vecteur (1,...,1) de R?. Nous rappelons que le choix de ces
vecteurs est completement arbitraire. Mais une fois ces vecteurs fixés, les valeurs de la
constante M utilisées (voir (.1.10)) sont M = 50 et M = 100 respectivement pour les
modeles a volatilité constante et a volatilité stochastique.

Remarque .23. Rappelons que 'objectif de notre méthode est de minimiser la fonction
H() = E[g* (A, X)] par un algorithme stochastique de type Robbins-Monro de la forme

«

+1

o a > 0 et F(0,x) est telle que VH(0) = E[F (6, X)]. Il est clair que les itérations
ci-dessus ont une variabilité importante selon que H est susceptible de prendre ou non
de grandes valeurs; ce qui dégrade la convergence numérique de l'algorithme. Une
fagon de réduire ce fait peut consister a appliquer a H (et donc a F') une homothétie
de rapport strictement plus petit que 1. Par exemple en pricing d’options, pour des
call ou put, si nous posons ¢(z) = ¢(r)/Sy, Sy étant la valeur spot du sous-jacent,
alors

0n+1 - 077 - F(0n= Xn-H):

H(0) = S3H(0),

avec

H(0) = E[@?(X)e X310,
et

argminH (f) = argminH (6).

0 0
La remarque consiste alors a implémenter I’algorithme (.1.11-.1.13) pour estimer #* en
utilisant les observations issues de H plutot que de H.
Ainsi pour avoir les ”vraies” valeurs du parametre « de la suite de pas de convergence,
il faut diviser les valeurs qui apparaissent sur ’axe des abscisses de toutes les figures
par Sg.
Remarque .24. Dans toutes nos illustrations numériques, la valeur initiale de I’algorithme
(.1.11-.1.13) utilisée est #, = 0. Néanmoins dans certains cas, il est possible d’avoir
une idée intuitive d’'un bon “voisinage” du parametre optimal #*. 1l est, dans de tels
cas, plus naturel de choisir f; dans ce voisinage.
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2.5.1 Modele a volatilité constante

Nous étudions ici la fiabilité et la robustesse de la méthode que nous proposons. Pour
des Call et Put Européens et Asiatiques, nous tracons le ratio RV en fonction du
parametre « (noté “alpha” sur les figures) de la suite de pas de convergence mais avec
des trajectoires simulées différentes pour chaque courbe. L’objectif est de mesurer le
degré de stabilité de la réduction de variance obtenue en fonction des tirages Monte
Carlo utilisés. Sur la Figure 2.1, apparaissent les courbes de VRV obtenues pour un
Put européen a la monnaie, tandis que la figure 2.2 représente les mémes courbes pour
un Call européen en dehors de la monnaie. Chacune des courbes sur ces figures sont
tragées avec 50 000 trajectoires Monte Carlo dont 10 000 ont servi a faire converger
I’algorithme de Robbins-Monro. Les figures 2.3 et 2.4 représentent le VRV dans le cas
multidimensionnel d'un Call et Put asiatiques respectivement. Ces graphiques sont
basés sur 1 000 000 de trajectoires simulées au total. On remarque que globalement, la
réduction de variance obtenue est bonne et effective pour une large fourchette de valeurs
de a. La figure 2.5 qui suit représente le VRV tracé avec les mémes tirages Monte
Carlo dans le cas d’ un Call européen a la monnaie sur un panier de 10 actifs sous-
jacents. Nous avons utilisé un total de 90 000 tirages Monte Carlo dont respectivement
2 500, 5000, et 10 000 tirages ont servi pour I'estimation asymptotique du drift optimal
0*. 11 apparait clairement sur cet exemple que le taux de réduction de variance qu’on
obtient diminue avec I'augmentation de la valeur du parametre « (de la suite de pas
de convergence de I'algorithme de Robbins-Monro) et la baisse du nombre d’itérations
effectuées pour estimer ce drift optimal.

Cela souligne une variabilité importante de 1’algorithme stochastique utilisé. Une facon
de réduire cette variabilité est de trouver une observation aléatoire 17”+1 telle que

B[Yoi1/Fal = h(6n) et B[V, /F) <EY,,/Fl, (:2.13)

et de l'utiliser a la place de 'observation initiale Y,,, ;. En effet, si la suite de variables
(Yo41)n>o0 €était déterministe, alors I'algorithme (.1.2) serait simplement un schéma
d’Euler a pas décroissant de recherche des racines d’une fonction. Nous reviendrons un
peu plus en détail sur I’étude de ce phénomene de variabilité a la fin du Chapitre 2.

Remarque .25. 11 est important de noter que sur toutes les figures, nous avons toujours

VRV > 1.
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Figure 2.1: Stabilité du ratio de variance v RV pour un Put européen a la monnaie.
Les parametres sont Sg = strike =50, r =0.10, T =1, 0 = 15%
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Figure 2.2: Stabilité du ratio de variance v RV pour un Call européen en dehors de la
monnaie. Les parametres sont Sg = 50, strike = 60, r = 0.05, T =1, 0 = 30%.
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Figure 2.3: Stabilité du rapport de variance RV pour un Call asiatique a la monnaie.
Les parametres sont n = 20, Sg = K =50, r = 0.05, 0 = 30%, T = 0.5.
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Figure 2.4: Stabilité du ratio de variance RV pour un Put asiatique a la monnaie. Les
parametres sont n = 20, Sg = K =50, r = 0.05, ¢ = 10%; T = 0.5.
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Figure 2.5: Taux de réduction de variance vRV pour un Call basket a la monnaie
par rapport au nombre total de trajectoires Robbins-Monro. Les parametres sont
K =50, r=0.05 Sqo=50 T=1.
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2.5.2 D’autres résultats sur la volatilité constante

Les résultats de la suite de nos investigations numériques se présentent sous forme de
tableaux. Les Tableaux 1 et 2 présentent les résultats obtenus pour un Put et un Call
européens respectivement. Evidemment les formules de pricing de ces options existent
analytiquement, mais il semble naturel de commencer les essais par ces exemples parmi
les plus simples afin de mesurer le gain en terme de réduction de variance mais aussi
I’absence de biais dans les estimateurs fournis par notre méthode. Dans ces tableaux,
PrixRM, PrixMC et PrixBS désignent respectivement 'estimation du prix par notre
méthode (Monte Carlo + Fonction d’Importance + Algorithme Stochastique), par la
méthode de Monte Carlo standard et le prix Black & Scholes. Nous rappelons que RV
désigne le rapport des variances statistiques de notre méthode et de celle de la méthode
de Monte Carlo naive. Sur ces exemples, on remarque clairement que ce ratio est tres
intéressant. De plus nos prix sont nettement plus précis que ceux obtenus a I’aide de
la méthode Monte Carlo naive. le ratio RV est d’environ 5 dans le plus mauvais des
cas et peut dépasser un facteur de 600 dans les cas les plus favorables (options loins
de la monnaie). Le Tableau 3 contient les taux de réduction de variance pour un Call
Asiatique (sur moyenne arithmétique). Comme on peut le constater le ratio RV est
au moins égal a un facteur de 6. Ce qui signifie pour ce cas qu’a un niveau de

Tableau 1 Réduction de Variance estimée pour un Put Européen dans le modele de
Black—Scholes

Parametres IS
o B o K/So PrixRM PrixBS PrixMC RV
1500 1. 0.3 0.6 0.13 0.13 0.13 38.4
o0 0.8 1.28 1.28 1.27 10.9
50 1.0  4.68 4.68 4.70 6.3
10 1.2 10.54 10.53 10.58 4.8
5000 0.1 0.8  0.0042 0.0042 0.0040 350.
50 1.0  0.97 0.96 0.96 9.6
50 1.2 731 7.31 7.33 6.3

Les résultats utilisent 40,000 tirages Monte Carlo et 10,000 itérations Robbins-Monro. Les
parametres sont: Sg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

précision fixé, 'on a besoin approximativement de 6 fois moins de simulations dans
notre méthode que pour la méthode de Monte Carlo classique. Dans le Tableau 4 nous
exposons les mémes résultats, mais pour un Call européen sur panier. Dans le cadre du
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modele a volatilité constante, le pricing des options sur panier est typiquement 1'un des
problemes d’estimation pour lesquels une méthode de Monte Carlo est inévitable. Pour
obtenir des estimations fiables, il faut donc disposer d’une technique de réduction de
variance efficace et systématique. La nappe de volatilité est prise “flat” & 15% ou 30%
et la valeur spot des sous-jacents est identique et égale a Sg. Les résultats contenus
dans ce tableau confirment 'intérét de notre méthode. Dans tous les cas le ratio de
variance est supérieur a 10.

La complexité (au sens algorithmique du terme) d’un algorithme stochastique est
équivalente a celle d'une méthode de Monte Carlo. Soient RM et MC respective-
ment le nombre d’itérations de 'algorithme stochastique et de la méthode de Monte
Carlo, si N désigne le nombre de pas de discrétisations du modele, alors la complexité
de notre méthode est de 'ordre de Constant x N x (RM + MC). Dans tous nos
tests, RM est au plus égal & 20% de MC. Parallelement le taux de réduction de vari-
ance a atteint dans le cas le moins favorable un facteur de 5 et un facteur de quelques
centaines dans les cas les plus intéressants.
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Tableau 2 Réduction de Variance estimée pour un Call Européen sous le modele de
Black-Scoles

Parameétres IS

o B o K/So PrixRM PrixBS PrixMC RV
25 1. 0.3 0.6 21.63 21.60 21.52 16.8
25 1.0 7.12 7.12 7.01 10.9
o0 1.2 3.45 3.45 3.43 15.2
o0 1.6 0.67 0.67 0.68 46.2
10 0.1 0.6 21.47 21.46 21.52 112.4
20 1.0 3.41 3.40 3.38 7.8
100 1.2 0.23 0.23 0.23 31.4
5000 1.4 0.004 0.004 0.004 625.0

Les résultats utilisent 40,000 tirages Monte Carlo et 10,000 itérations Robbins-Monro. Les

parametres sont: Sg = 50, r = 0.05, T =1.0.

Tableau 3 Réduction de Variance estimée pour un Call Asiatique arithmétique sous le
modele de Black-Scoles

Les résultats sont basés sur 40,000 tirages Monte Carlo et 20,000 itérations Robbins-Monro.

Parameétres IS
o 16} o K/Sy PrixRM RV
20 25 1. 0.1 0.8 10.723 57.8
250 1.0 1.53 7.3
5000 1.1 0.037 6.3
25 0.3 0.8 10.77 144
250 1.0 299 9.0
2500 1.2 0.320 28.1
40 25 0.1 0.8 10.75 13.0
250 1.0 299 9.0
2500 1.2 0.321 24.0
25 0.3 0.8 10.72 27.0
250 1.0 1.53 6.8
10000 1.2 0.037 7.8

Les parameétres sont Sg = 50, r = 0.1, T = 0.5.
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Tableau 4 Réduction de Variance estimée pour un Call Basket Européen sous le modeéle de
Black-Scoles

Parameétres IS
n o« I6] o K/Sy PrixRM RV
10 2.5 1. 0.3 0.6 28.03 37.2
2.5 0.8 23.47 34.8
2.5 1.0 19.85 34.8
2.5 1.2 16.96 36.0
2.5 1.4 14.60 37.2
2.5 0.15 0.6 23.66 16.8
2.5 0.8 16.74 13.7
2.5 1.0 11.52 12.3
25 1.2 7.78 16.8
25 1.4 5.22 20.3
20 2.5 0.3 0.6 32.24 90.3
2.5 0.8 28.88 84.6
2.5 1.0 26.14 84.6
25 1.2 23.85 67.2
25 1.4 21.90 70.6
2.5 0.15 0.6 25.21 21.2
2.5 0.8 19.46 194
2.5 1.0 16.02 194
25 1.2 11.65 20.1
25 1.4 9.09 25.0

Les résultats sont basés sur 90,000 tirages Monte Carlo et 10,000 itérations Robbins-Monro.
Les parametres sont Sg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

2.5.3 Une comparaison avec la méthode GHS

Rappelons tout d’abord que le probleme de départ était le suivant

min E gpQ(X)efa'XJ“%”g"an ; (VP)
HeR?
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ot D = {x € R p(z) > 0}. En posant p(X)1p = exp(¢(X))1p, par la formule de
Laplace classique (voir Bleistein et Handelsman 1975, ch 8.) on voit que

E ¢2(X)e*9-x+%llﬂll21D} - (gﬂ)dﬂ/ew(m0-w+<1/2)02(1/2)z||2dx
D

~ const X exp <I¥1€a5({2¢(7") — -2+ (1/2))10]* — (1/2)”’1“”2}) :

Dans [GHS99a] les auteurs remplacent le probleme de minimisation stochastique (VP)
par le probleme approché suivant

1 1
min max {2@5(7") —0-x+ §||9||2 — §||T||2} :

9cRe x€D

En suite en utilisant des techniques de grandes déviations, ils développent un context
dans lequel le probleme min-max ci-dessus est équivalent a

mae {oto) — 5lol |

zeD

Ce dernier probleme d’optimisation est déterministe et facile a résoudre par des tech-
niques usuelles. Il faut souligner tout de méme que cette méthode exige un certain
degré de régularité de la fonction de payoff ¢. Il est donc clair que notre méthode sera
meilleure a celle de [GHS99a] pour le pricing des options de payoffs irréguliers. Ce que
nous faisons ici, est simplement de comparer les deux méthodes dans le cas asiatique.
Cette comparaison est résumée par le Tableau 5. IS + RM et IS + GHS correspon-
dent respectivement aux résultats relatifs a notre méthode et a celle de [GHS99a]. On
y voit que, dans ce cas particulier les taux de réduction de variance sont équivalents
pour les deux méthodes. Nous avons poussé I'étude en comparant les drifts optimaux
donnant les directions optimales d’échantillonnage dans les deux méthodes. Les fig-
ures 2.6 et 2.7 représentent ces deux directions optimales d’échantillonnage dans le cas
des options (Asiatiques) sur moyenne arithmétique. On voit que ces directions sont
presque identiques. D’ailleurs le coefficient de corrélation des vecteurs correspondant a
ces directions est de 99.97%. Nous avons utilisé un ordinateur Pentium 11l 1Ghz / 1Go
Ram pour faire nos tests et les temps de calcul sont de 1s64 pour la méthode GHS et
de 1s92 pour notre méthode.
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Table 5 Réduction de Variance estimée pour un Call Asiatique sous le modele de
Black-Scoles. Comparaison entre notre méthode stochastique et la méthode déterministe

de [GHS99a]
Parametres IS+RM IS+ GHS

o « K/So Price RV Prix RV
50 0.9 6.054 11.4 6.052 10.6

0.1 200 1.0 1.919 7.6 1.921 7.0
2.10* 1.1 0.203 22.3 0.201 21.1

20 0.9 7.144 8.9 7.145 8.3

0.3 100 1.0 4174 10.1 4.169 9.2
500 1.1 2.211 13.0 2,206 12.0

Les résultats sont basés sur 42,500 tirages Monte Carlo et 20,000 itérations Robbins-Monro.
Les parameétres sont n = 16, Sqg =50, T =1.0, r = 0.05.

Figure 2.6: Drifts optimaux avec IS+RM (trait continu) et IS+GHS
(trait discontinu) pour une option Asiatique. Les parametres sont
n=16, Sy =K =50, r=0.05, ¢ =0.1, o = 200, T =1, 20,000 itérations.
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Figure 2.7: Drift optimaux avec IS+RM (trait continu) et I[S+GHS
(trait  discontinu) pour une option Asiatique. Les parametres sont
n=16, Sy =K =50, r=0.05, 0 =0.3, =100, T =1, 20,000 itérations.
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2.5.4 Modeles a volatilité stochastique

Le premier exemple considéré, dans ce cadre, est le modele a volatilité stochastique de
Heston (1993). Nous avons testé notre méthode sur un Call européen. Ce choix est
motivé par le fait qu’il existe une formule fermée pour ce type d’option sous le modele
de Heston. On constate une fois de plus que notre technique de réduction de variance
donne des prix assez précis.

Modele de Heston
Sous ce modele 'actif sous-jacent est gouverné par la dynamique suivante
{dSt — 1Syt + /S dW,
dv, = k(0 — v)dt + o /o, dW?,
ou W' et W? sont deux mouvements browniens correlés avec (W' W?2), = pt et

k, v et o des constantes réelles positives. Pour mettre en ceuvre notre méthode, nous
commencons par discrétiser les diffusions ci-dessus par un schéma d’Euler simple

Stier = Su(1+rAt + /v, AtX"),
Ve =g + k(0 — v ) A+ oAty (pXT + /1 — p? X,
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avec (X');>1 une suite de copies indépendantes de la loi normale centrée réduite.
Dans notre implémentation nous utilisons en entrée, pour chaque itération, un vecteur
de taille 2d (X*',..., X??). Le type d’option considéré est un put sur la moyenne
arithmétique

Les résultats que nous avons obtenu sont regroupés dans le Tableau 6. Dans ce Tableau,
ClosPR désigne le prix obtenu par la formule fermée de Heston. Une fois de plus il
apparait que notre méthode marche bien.

Nous concluons ces tests avec le modele a volatilité stochastique de Hull et White
(1987 [HW8T]).

Modéle de Hull et White

Ce modele est défini par

dS; = rSydt + /7, S, AW},
doy, = voudt + (o dWE,

ot W et W2 sont deux mouvements browniens correlés avec (W, W?2), = pt.

Dans ce modele, le sous-jacent S est d’espérance finie, mais de variance infinie. Dans
un cadre discret, on remarque que cette variance est finie mais augmente tres vite
avec le nombre de pas de discrétisations. Pour atténuer cet effet, on peut tronquer la
discrétisation comme suit (voir [GHS99al)

{STiJrl = STI(I + rAt + vV (IiAtXi),

i -1¢? i — 2 yd+i
0i1 = min{e, oy 2CIAHGVAI X/ 1-p? X

avec ¢ une constante réelle positive non nulle. L’impact d’une telle troncature sur la
valeur moyenne du sous-jacent est insignifiante, mais elle stabilise les variances estimées.
En prenant ¢ = 0, on retombe dans le cas de la volatilité constante. Une fois ce travail
effectué, I'implémentation de la méthode est presque aussi simple que dans le cas
du modele a volatilité constante. Nous avons, de nouveau, testé la robustesse de la
méthode par rapport aux trajectoires Monte Carlo simulées en tracant le ratio VRV
avec différents jeux de ces trajectoires. Dans les simulations effectuées nous avons
utilisé les parametres suivants ¢ =2, v =0, Sp = 50, T'= 0.5, et p = 0.5.
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Table 6 Réduction de Variance estimée pour un Call Européen sous le Modeéle a volatilité
stochastique de Heston

Parameétres IS

Vo « B K/Sy ClosPR PrixRM RV
0.01 10 1. 0.8 11.95 11.94 9.0
50 0.9 7.27 727 7.3

100 1.0 3.33 3.33 8.4

500 1.1 1.13 1.12 13.0

500 1.2 0.32 0.32 16.0

0.04 12.5 0.8 12.00 12.00 9.0
25 0.9 7.67 7.66 8.4

50 1.0 4.27 4.25 9.0

250 1.1 2.11 2.10 11.6

500 1.2 0.95 0.95 144

Le nombre de pas de discrétisations vaut n=100.Les résultats sont basés sur 15,000 tirages
Monte Carlo et 5,000 itérations Robbins-Monro. Les parameétres sont Sg = 50, r = 0.05, k = 2.0,
#=0.01,p=05 T=1.0,0=0.1.

2.6 Remarques et premieres conclusions

L’originalité de la méthode de réduction de variance que nous proposons dans ce
chapitre provient de l'utilisation d’'une bonne version des algorithmes de Robbins-
Monro. Nous avons prouvé théoriquement et numériquement que la méthode marche.
Nous verrons au Chapitre 3 qu’elle pourrait étre améliorée, par un travail préalable sur
la version des algorithmes stochastiques utilisée. Nous verrons également qu’en com-
binant notre méthode avec une méthode de réduction de variance standard, le taux
de réduction obtenu peut étre tres grand. On peut enfin observer que cette méthode
réduit le plus souvent la variance de 'estimation Monte Carlo d'une espérance E[¢(X)];
en tout cas elle ne 'augmente pas. (Lorsque la fonction o(-) est symétrique, il est facile
de voir que la solution du probléeme (.2.7) n’est autre que #* = 0. Cela signifie tout
simplement qu’il vaut mieux ne pas appliquer de technique de fonction d’importance
pour la réduction de variance dans ce cas! Puisque la probabilité initiale sous laquelle
les simulations sont effectuées est déja en ce sens, une probabilité optimale.
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Figure 2.8: Stabilité du ratio de Variance RV pour un Put Asiatique en dehors de
la monnaie sous le modele de Hull White & ¢ = 50%. Les autres parametres sont

Voo =04, r=0.1.
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Figure 2.9: Stabilité du ratio de Variance RV pour un Put Asiatique en dehors de

la monnaie sous le modele de Hull-White & ( = 100%. Les autres parametres sont

vog=04, r=0.1.
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Chapitre 3

Méthode de Monte Carlo
Adaptative

Ce chapitre a fait 'objet d’un article paru dans la revue “Monte Carlo Methods
and Applications”.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons une version adaptative de la méthode de réduction
de variance exposée dans le chapitre précédent. Cette nouvelle méthode est justifiée
par des résultats théoriques généraux.

Le chapitre se décompose comme suit. Dans la section 2 nous exposons les motivations
qui nous ont poussé a développer une telle méthode. La section 3 contient les résultats
principaux du chapitre et leurs démonstrations. Dans la section 4 nous expliquons
comment ces résultats permettent de proposer une technique de réduction de variance.
Nous illustrons cette méthode par des applications en finance et en fiabilité. Enfin la
derniere section contient nos conclusions, des remarques pratiques et une étude de la
variabilité de 1’algorithme stochastique utilisé.

3.2 Motivations

Considérons le probleme général de ’estimation d’une quantité de la forme

Elp(X)],
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ou X suit une loi quelconque simulable et supposons qu’il existe une transformation

paramétrique de la forme
E[p(X)] = Elg(0, X)].

Remarque .26. En pratique une telle représentation est assez facile a obtenir des que
la loi de X possede une densité.

1. Par exemple si X est un vecteur aléatoire a valeurs dans R? avec une densité
multivariée f(x) > 0, alors on a simplement

Elp(X)] = Elg(6, X)],

avec g(0, 1) = o(x + H)f(ﬁ:;)).
2. Un autre exemple consiste a considérer la transformation matricielle suivante

Elp(X)] = Elg(0, X)],

avec (0, ) = (det @)’IW, et © une matrice carrée inversible de taille

d.

Dans une procédure Monte Carlo, il est naturel de chercher un (le) parametre 6 qui
minimise la variance de I'estimateur g(, X)) ou de maniére équivalente, le parametre 6

solution du probleme
mﬂin]E[gQ(@,X)]. (.3.1)

Cela, dans le but de réduire I’erreur statistique de ’estimation. Si #* est un minimiseur
de (.3.1) et si (X,)n>0 est une suite de copies indépendantes de la loi de X alors on
sait qu'il est souvent bénéfique d’utiliser 'approximation Monte Carlo classique (voir
Chapitre 2)

Blp(X)] = D 0(6°. X,)

Notre objectif dans ce chapitre est de développer un cadre rigoureux dans lequel, la
quantité d’intérét E[p(X)] peut étre approximée par

N
1
E[p ~ =" g0, X,) 3.9
N n:lq ( )

pour N assez grand. (6,,),>¢ étant une suite (aléatoire) qui converge vers §*. L’originalité
de cette méthode viendra du fait que nous obtenons pour cette estimation ergodique
un Théoreme Central Limite (TCL) pour lequel la variance théorique est estimable sur
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I’échantillon. Nous verrons d’ailleurs que cette variance peut étre estimée de maniere
empirique avec les mémes trajectoires Monte Carlo (X,,),>¢ utilisées dans (.3.2). Ce
qui constituera une méthode de Monte Carlo qui réduit sa propre variance de maniere
dynamique.

Remarque .27. Nous avons vu au Chapitre 1 que si le vecteur X suivait une loi de gauss
standard, alors la transformation g donnée dans la remarque précédente devient

1

9(0,2) = @(x + 0)e o210,

Dans cette écriture, ||z|| représente la norme euclidienne d’un vecteur z € R? et z - y
le produit scalaire euclidien de deux vecteurs z,y € R?.

3.3 Principaux Résultats

Dans cette section nous énoncons et prouvons les résultats théoriques sur lesquels repose
la mise en ceuvre pratique de notre méthode. Nous nous placons donc dans le cadre
général de I'estimation de

Elp(X)],

pour une fonction
0: R 5 R telle que  E[||o(X)]|] < +oo.

La variable X suit une loi d—dimensionnelle définie sur un espace probabilisé (€2, F, P).
On suppose qu’il existe une transformation

¢g:RI xR — RP
qui vérifie les propriétés

(Hy) 3 1<a<2,VOeR!, g0, X)el?(P), et Elg0 X) =E[p(X)].
Les résultats que nous avons obtenus sont les suivants.

Théoréme .13. Loi Forte des Grands Nombres.
Pour un 6* € RY, supposons qu’il existe une suite de variables aléatoires (0,),>0 definie
sur (2, F,P) telle que

0, X5 0 (»).

n—-+oo

Sous Uhypothese (Hi1), si nous supposons de plus que
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(Hy)  La transformation 0 —s E[||g(0, X)||*"] := s24(0) est continue en 0*
(Hiz)  (0n)n>0 est adaptée a la filtration engendrée par 0y et (Xp)n>o,
et pour tout n > 0, E(seq(0,)) < 400,

alors:
n

1 p.s.
— 0, 1. X Elop(X
- k_lg( -1, Xk) njoo [o(X)],

avec (Xp)n>o une suite i.i.d. de copies de X

Remarque .28. 11 faut noter que dans le Théoreme ci-dessus la suite (,),>¢ peut étre
déterministe ou stochastique.

Le théoreme suivant nous précise la vitesse de convergence de 1’estimation

Théoreme .14. Théoréeme Central Limite.
Sous U'hypothése (Hyp) et dans le cadre du Théoréme .13, nous avons la convergence
en loi suivante

ValS, — Elp(X)]] 5 N(0,%?)

n——40c
avec

* * T
2 =E|(9(6", X) — Elp(X)]) (9(6", X) — Elp(X)])" |,
ou ul désigne le transposé d’un vecteur u de RP.
Ce qui induit le corollaire suivant

Corollaire .15. Estimation de la variance empirique.
Si Uhypothése (Hyq) est vérifiée avec a = 2 et si

n

X5 = -~ 2.0(91971, Xi)g (01, Xi)" =SSy

k=1

est une matrice inversible, alors

Sho T S et Vi (S2) T (Su - Elp(X)) 5 N(0,1,).
n—-+00 n—-+00

Remarque .29. Il est important de noter que les variables aléatoires (g(6,_1, Xy))n>1

ne sont ni indépendantes ni distribuées selon la méme loi. Les Théoremes .13 et .14

ci-dessus ne rentrent donc pas dans le cadre d’'une méthode de Monte Carlo classique.
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Remarque .30. Le Corollaire .15 montre que ’écart-type de ’estimation peut étre
estimé avec un cout supplémentaire négligeable en utilisant les mémes trajectoires
(9(0n—1, X5))n>1 déja générées exactement comme dans une méthode de Monte Carlo
standard. Cette faculté que possede la méthode de donner une estimation de I'erreur
statistique avec un cotut marginal, par rapport a I’estimation de la moyenne, est im-
portante dans les applications.

Nous donnons maintenant une preuve de ces résultats. Par souci de simplicité, nous
allons effectuer cette preuve pour p = 1, I’extension au cas p > 1 ne posant pas de
problémes.

Preuve. (du Théoreme .13) La démonstration de ce théoreme se fait par construction
d’une martingale ayant de bonnes propriétés.
Considérons la suite (M,),>o definie par My = 0 et

M, = 3 lg(Bh 1. X) — Elp(X)], n> 1.

Soit F,, = o{6y, X;,0 < i < n} la filtration propre de (X,),>o (et de 6). Il est clair en
utilisant 'hypothese (Hqp) que

]E[.Q(gnflaXn)/fnfl} = ]E[SO(X)L

et que (M,),>o est une martingale par rapport a (F,),>o. D’apres (Hi3), on a

E((AM,)?) = E[E[(g(0n-1.Xn) — Elp(X)])*/Fn]]
= E[E(g” (001, Xn)/Fn1)] — Elp(X)]?
< Elsy (0, 1)] < +oc,

et (M,)n>o est une F,—martingale de carré intégrable. Son processus crochet oblique
est donné par
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Comme 6, *Z5 6*, le Lemme .9 de Césaro implique

(M)

" (0 - Elp(X)] = Var(g’(0". X)) = 0 pas.
Le Théoreme .4 s’applique et donne

M,
— 0 p.s.
n n

C’est-a-dire, le résultat recherché. [

Preuve. (du Théoréme .14). En tenant compte du résultat du Théoreme .13, il suffit
de démontrer que la condition de Lindberg est vérifiée pour la martingale (M,,),>0.
Or, un calcul simple meéne a I'estimation suivante

E(m(akl,xk) - E(so(X))2“/fk1> < (E[gwm,xm/m

s |E(so(X>)2“)
— 201 (g3, (By) + B (X)) ).

L’hypotheése (His) et le Lemme de Césaro montrent alors que

—Z $2a(0k1) + [E(p(X))[**) — L,

n

avec

L = s52a(07) + [E( (X)) ™,

une constante réelle positive pour laquelle nous avons

lim sup — ZE(Q (O 1, Xg) — E(@(X))F“/fk]) <L p.s.

n—+oc T

Maintenant pour un b > 0 fixé et pour tout n > 0 si on définit

n

Fol0) = 1+ S 1a(011 300 = B 050007000/ 1 ).

alors on a certainement l'estimation

b72(a71

) n
Fa) < S Bl %) OO R ) s
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En faisant varier b a travers la suite b, = £y/n pour un £ > 0 arbitraire on obtient

—2(a—1)

Falbn) < S Yo 0601 X0)  BCO) /T )

Ce qui prouve que

limsup F,(b,) = lim F,(b,) =0, p.s.

n—+4oc n—+00

Ainsi la condition de Lindberg est vérifiée pour la martingale (M,,),>¢. Finalement le
résultat voulu s’obtient en appliquant le Théoréme .12. [

Preuve. (du Corollaire .15). Pour prouver le corollaire, nous avons simplement
besoin de montrer que les deux suites suivantes

n

1<, 1
— Or_1, X t — 0, _ f > 1
nkz_;g(kla k) e nZSQ(kl) or n =1,

k=1

convergent presque surement vers la méme limite. Pour cela on définit par récurrence
la suite

M Z Hk ],Xk *92(919 ])] TIZ]_, M():O

Nous rappelons que dans le Corollaire .15, nous avons renforcé I’hypotheése (Hi;) en
supposant que a = 2. Dans ce cas une argumentation similaire a celle de la preuve du
Théoreme .13 montre que (M, ),>o est une martingale de carré intégrable par rapport a
la filtration propre de (X,,),>0 (et de 6y) en 'occurence (F,),>o. Son processus crochet
est donné par

n

(1), = 3 (Bl 001, X0)/ i = 30000 )

_ kz"](sml) )

De nouveau d’apres le Lemme de Césaro et la continuité des fonctions s, et s on voit
que
(M)n

n

—— 54(0%) — s3(0%) = Var(¢*(0*, X)) >0 p.s.

La premiere partie du Théoreme .4 s’applique et montre que

M,
— 0,
n n
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ce qu’on réecrit sous la forme

1O 1
[_ 292(91471;)(14) - =
n n

k=1 k=1

n

52(0,{1)} — 0.

n

Mais comme = >~ | s5(0)_1) — S9(6*) on obtient finalement

1 n
o2 = - > (O, Xi) — Sy — 55(07) — 5{(0") = Var(¢(6", X)).
k=1

Ce qui complete notre preuve. ]
Remarque .31. Si la suite (6,),>0 est ergodique, on a toujours % — s9(0%) —

E[¢(X)]?, et la Loi Forte des Grands Nombres reste vraie. Pour le Théoréeme Central
Limite, c’est un peu plus compliqué. Mais cette remarque justifie I'utilisation pratique
des algorithmes stochastiques 6,, a pas constant pour faire de la réduction de variance.

Dans la section qui suit, notre objectif est de montrer dans quelle mesure ces résultats
théoriques peuvent permettre de mettre en ceuvre une technique de réduction de vari-
ance Monte Carlo.

3.4 Une procédure de minimisation de variance

Supposons comme au debut de la section précedente que la quantité E[p(X)] peut se
mettre sous la forme E[g(#, X)]. Comme nous I’avons vu au Chapitre 2, il est naturel
de déterminer I'estimateur ¢g(#*, X') dont la variance est la plus petite. Ce qui revient
a déterminer le parametre * qui vérifie

main V() =V (0"),

avec

V(0) = E[g*(6, X)].
Sous certaines hypotheses, VV/(6) existe et peut étre écrit sous forme d’une espérance
VV(0) = E[F(9,X)], #eR

qui vérifie
E[F(6*, X)] = 0.
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Lorsque cette espérance n’est pas accessible numériquement, mais qu’on sait simuler
la loi de X, une idée naturelle est d’utiliser une version adéquate des algorithmes de
Robbins-Monro pour résoudre le probleme ci-dessus.
Supposons pour l'instant qu’il existe une telle version des algorithmes de Robbins-
Monro que nous notons (6,),>¢ et qui vérifie
6, 2o 9%

n—-+o0o
Supposons que la suite approximante (6,,),>0 est générée a partir d'une suite (X,,),>0
de copies indépendantes de la loi de X. Alors la méthode d’estimation de I'espérance
E[¢(X)], que nous proposons ici, se résume comme suit:

1. Le Théoreme .13 affirme que

N

lim =" g0 1, Xn) = Elp(X)]

olt (X,)n>0 est la méme suite utilisée pour générer (6, ),>o.

2. D’apres le Théoreme .14, la variance théorique du théoreme de la limite centrale
pour ce probleme est donnée par :

= Var[g(0*, X)] = main Var([g(0, X)].

Cette variance est optimale au sens o1, ¢’est la plus petite variance que 'on peut
espérer avoir dans cette formulation paramétrique du probleme.

3. Finalement en utilisant le Corollaire .15 on a l’estimation empirique suivante de
la variance théorique

1 N
]QVZNZ 771; SQ

Cette estimation empirique est obtenue en utlisant les mémes trajectoires (X,,),,>

n)n>0
générées précédemment, et c’est elle qui permet d’avoir des estimations d’erreur
a aide d’intervalle de confiance.

Remarque .32. La procédure décrite ci-dessus est similaire en tout point a la procédure
Monte Carlo standard sauf pour la prise en compte additionnelle de la simulation de la
suite approximante (6,,),>0. Mais ce calcul supplémentaire qui se fait avec les mémes
trajectoires déja simulées permet en retour, une réduction de variance au fur et a
mesure des itérations Monte Carlo de I'estimation.
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Nous détaillons dans la suite deux applications possibles de la méthode. La premiere (et
la plus importante) concerne la finance numérique, et la deuxiéme traite d’applications
en fiabilité des systemes.

3.4.1 Applications financieres

Nous rappelons que le prix d’arbitrage d’une option qui paie le montant ¢(S;,t < T)
a la date T est donné par (voir par exemple [HULO03])

¢ =Ele Jo r0Uy(S, ¢ < T, (.3.3)
ol le sous-jacent S est supposé suivre la dynamique suivante
dSt = Sf(?"(t)dt + O'(t, St)th), S(] =, (34)

avec r(t) le taux d’intérét sans risque, o(t,y) la fontion de volatilité locale, W un
mouvement brownien et x > 0 fixé.

Lorsqu’on ne dispose pas d’une solution explicite de la diffusion (.3.4), comme au
chapitre 2, nous considérons disposer d’une discrétisation acceptable de cette solution
sur une grille de temps 0 = t; < t; < --- < ty = T. Dans ce cas en pratique, pour
estimer la valeur de ¢, on est réduit a calculer

¢ =Ele Z=rty(S, .., 8,

¢ peut éetre réecrit sous la forme

¢ = Elp(X)],

ot X = (Xy,...,Xy) ~ N(0,1,) et I est la matrice identité de RY. ¢ est une trans-
formation dont I’expression dépend a la fois de la discrétisation de S et du payoff .
Nous avons vu a la section 3 du chapitre 2 que si g désigne la fonction définie par

9(0,7) = p(a + )"0,

alors
¢ =E[g(0, X)]

et la variance est donnée par
V(0) = Elg* (0, X)] — ¢*.
Nous avons également vu dans cette méme section que le probleme de minimisation

minV/ (6),

HcRd
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possede une unique solution notée #* et que 6* était aussi la seule solution du probleme

VV () = E(6 — X)Q(X)e X300 — (.3.5)

Nous avons enfin démontrer dans ce méme chapitre (voir le Théoreme .12) que 6* est
limite presque stre de l'algorithme stochastique (.1.11-.1.13) et la condition (%) du
Théoreme .13 est satisfaite.

Nous possédons donc une suite approximante et sommes en mesure de développer notre
procédure de réduction de variance. La proposition suivante résume tout cela.

Proposition 3.4.1. Si ¢ vérifie B(|o(X)|*) < +oc pour un certain § > 1, et si nous
notons g(0,z) = @(x + 0)e =210 alors les hypotheses (Hy,), (Hys) et (Hys) sont
satisfaites et les Théoremes .13 et .13 ainsi que le Corollaire .15 s’appliquent.

Preuve. Cest facile de vérifier que (Hi;) est satisfaite avec a = 2. De plus on a

5p(0) = Bl p(X) eI IO,
si s, désigne le moment d’ordre p de g(, X'). Maintenant supposons que ||f|| < C avec
C une constante réelle positive strictement. Avec la notation
vp(0, ) = lip() e @ DO
on a l'estimation
CZ
vp(0, )| < e PP ()P Dl

En utilisant I'inégalité de Holder il vient

. .\ s
/|¢(x)pec<p1)m||€;mn2dx < (/ eﬁ(wnme%nmzdx) (/ o(z)]P x
(

1

5 3.6)

Mais E(]p(X)|* (X)) < oo, avec § > 1, et le Théoréeme de Lebesgue entraine que la
fonction s, est continue pour p = 2, 3,4. L’hypothese (Hyy) est donc satisfaite.

Par définition méme de I'algorithme (.1.11-.1.13), on a pour n > 0, 8, < U,, (Uy)n>0
faisant référence a la suite de projection intervenant dans la définition de cet algorithme.
Et d’apres (.3.6) on a pour chaque n > 0 fixé

sp(0n) < C,, pour p=234,

et une certaine constante strictement positive C,. L’hypothese (H;3) s’applique et on
obtient le résultat énoncé. O]

La sous-section suivante traite des possibilités d’applications en fiabilité.



76 Méthode de Monte Carlo Adaptative

3.4.2 Un exemple en fiabilité

En fiabilité des systemes, I’'on a souvent besoin de modéliser la durée de vie T' (aléatoire)
d’un composant puis d’estimer sa durée de vie moyenne. La variable T" est suposée
posséder une fonction de distribution continue F(t) = P(T < t), ¢t > 0. La plupart du
temps les données empiriques sur le fonctionnement des composants d’un systeme sont
recueillies en termes de proportion conduisant a 'introduction d’un taux de défaillance
noté A(¢). Ce taux mesure a l'instant ¢ la proportion de composants qui tombent
en panne avant l'instant £ + dt sachant qu’ils étaient en fonction apres la date . Sa
définition est donc donnée par

A(t) = %@)%P(T <t+h/T >t).

On définit aussi le taux de défaillance cumulée A(?) (ou fonction de hasard) par A(t) =
f(: A(s)ds. 1l est bien connu que (voir par exemple [AJ99]) la fonction de répartition F
est déterminée de maniére unique par la relation

Fit)=1—-e*  ¢t>0.

Supposons que l'on soit intéressé par le calcul de la durée de vie moyenne du systeme
MTTF = E(T). La méthode la plus simple pour calculer MTTF est de faire
I’hypothese que 'on connait la loi de T'. En pratique une hypothese de loi exponen-
tielle peut s’avérer satisfaisante (c’est le cas, par exemple, des composants électroniques
neufs). Ici nous décidons de ne faire aucune hypothese a priori sur la loi de 7.

Soit ¢ I'inverse (ou pseudo-inverse généralisée) de A. Si X est une variable de loi expo-
nentielle de moyenne 1, alors les variables aléatoires ¢ (X) et T sont distribuées selon
la méme loi. En effet

P(i)(X) > 1) = P(X > A(t)) =e 2O =P(T > t).

On renforce ’hypothese (Hi;) de la maniere suivante

(His) : P((X) >0) >0, 3" >0, eta > 1 tels que /x“tb?“’(:c)eg*mdx < +oc.
Ry

Remarque .33. Cette condition peut paraitre restrictive, mais il n’en est rien car on

peut montrer que lim(z) = +oo. En général, la fonction 1 croit vers I'infini comme
T—-+00
une fonction puissance x — 2%, « > 0, et I'hythotese (Hyy) est vérifiée pour * arbi-

trairement petit. C’est par exemple le cas, lorsque la variable T suit une loi de Weibull,
de Fréchet ou encore une loi de Gumbel.
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Notre objectif est de montrer que I'on peut mettre en ceuvre une méthode de Monte
Carlo efficace pour 'estimation de MTTF lorsqu’il n’est pas facilement calculable mais
qu'une “bonne approximation numérique” de la fonction ¢ est disponible.

Un simple changement de variables donne

MTTF = E[)(X)] = E[¢(X/0)e" /DX /6, 6 > 0.

Comme dans la section précedente, il est naturel de déterminer si la variance de la
famille d’estimateurs (g(f, X))g>o possede un minimum atteint en un point #*. Pour
cela, remarquons d’abord que

Var (¢(X/0)e VDX )h) < 400 = 0<0 <2
Nous devons donc nous restreindre au probleme de minimisation suivant

min h(f), avec h(f) = E[y?(X/0)e* VDX /92, (.3.7)

0<h<2

La peuve de la proposition suivante est analogue a celle de 2.3.1.

Proposition 3.4.2. Sous Uhypothése (Hy4), la fonction h définie ci-dessus est strictement
conveze sur |0, 2| et vérifie

lim h(f) = +oo.

0—{0,2}
h atteint donc son minimum en un unique point 0* €)0, 2[. De plus 6* est donnée
comme unique solution du probleme

H(0) :=E[(6X — 1)*(X)e” VX =0, 0<0<2.
Remarque .34. Une transformation simple permet de voir que
h(0) = E[y? (X)e” VX]/0, 0<6<2.
Pour des raisons techniques, nous devons nous limiter au probleme suivant

min h(f), avec >0 et ad"=a—1+¢" (.3.8)
v+ <O<2—5*
Cette restriction est une sorte de localisation du probleme de départ. Elle nous permet
de traiter jusqu’au bout notre probleme de minimisation par 'utilisation d’un résultat
du a Bernard Delyon (cf. [DEL00]).

Remarque .35. Le choix de ¢* apparait clairement dans une preuve que nous donnons
ci-dessous. celui de v* est moins naturel, mais il est essentiel pour des “besoins de
démonstration”. Comme le cas # = 1 correspond a la méthode de Monte Carlo stan-
dard, a partir du moment ou on choisit §* et v* tels que 1 € [y*, 2 — §*], la procédure
que nous présentons devrait toujours permettre de réduire la variance de I’estimation.
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D’apres la Proposition 3.4.2 et la remarque ci-dessus, le probleme de minimisation a

résoudre est le suivant
HO) =0, v <0<2-4". (.3.9)

~

Son unique solution notée  coincidera avec 0* si 6* et v* sont suffisamment petits.
Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur la recherche d’une suite approximante du
parametre 0.

On considere la suite (6,),>0 définie par la donnée de 6, € [y*,2 —6*] et par la relation
de récurrence pour n > 0

(.3.10)

0 _ On — Y1 Ynsr st Op — Y1 Yo € [v5,2 67,
] 0, sinon,

avec (7,)n>0 une suite réelle positive vérifiant
Y gm=Aoc et Y 4E < +oo. (.3.11)
n>0 n>0

La suite Y;, est donnée d’apres 'expression de H () par

Vi1 = (0o Xpi1 — D)X, )elfn D Xnsr (.3.12)

ou (X, ),>0 est une suite de copies indépendantes de la loi exponentielle de moyenne
1. La proposition suivante assure que la version des algorithmes stochastiques définie
ci-dessus constitue bien une suite approximante (aléatoire) du parametre 6 recherché.

Proposition 3.4.3. Sous ’hypothése (Hyy) si on note

€nt+1 = H(gn) - Yn—l—l et 'ny1 = 7n+1Yn+11{0n77n+1Yn+1€[~/*,276*}}
alors nous avons les résultats suivants:

(Ry) : H est continue sur |0, 2[ et (x — 0*)H(z) > 0, Vz €]0, 2[—{0"}.
p
(Rs) : lim Yn€n < +00 p.s. et limr, =0 p.s.
p—+o0 nel n—+o0
L’algorithme (.3.10-.3.12) converge donc presque sirement vers l’'unique solution 6* du
probléeme .3.9.

Preuve. L’assertion (R;) est une conséquence immédiate de la convexité stricte de

la fonction h (voir la Proposition 3.4.2). Soit (F,),>¢ la filtration propre de 6, et de
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(Xk)k>o- Il est alors clair que E[Y,, 4 /F,] = H(6,). De plus on a
Bllens1|*/Fa] < BI([H (0n)] + [Vasa )/ Ful

<2 (1) + Bl /7]

< 2%,(0,), avec s,(6) = E[|X — 1]"p**(X ) a(0-1)X ]
< E[((2 = 6)X +1)%p?(X)e® X car 6, <2 —6*
= E[((2 - 0")X + 1) (X)el! =]

< 4oc p.s. grace a (Hyy).

Par conséquent la suite (M,),>o définie par M, = Y, _ ek, et My = 0 est une
F.-martingale de puissance a—intégrable, telle que

D E[IMy — My [/ Fia] =Y viEller|*/Fra] < oo pes.
k=1 k=1
D’apres le Théoreme de Chow .3 on a

+oc
Z%en < +00 p.S.

n=1

Or par définition méme la suite (H(6,)),>0 est bornée; donc

lim~v,Y, =0p.s., et limr, =0 p.s.

n—-+oc n—+00

Pour conclure, il suffit de réecrire 1'algorithme (.3.6) sous la forme

9n+1 - gn - 7n+1H(9n) + Tn+1€n+1 + Yn+1Tn+1,

et d’appliquer le résultat du Théoreme .7. O]

Nous terminons cette section avec la proposition suivante dont la preuve est analogue
a celle de la proposition 3.4.1.

Proposition 3.4.4. Si Uhypothése (Hyy) est satisfaite avec le paramétre a = 2, alors les

1
conditions (Hy1), (Hy2) and (Hi3) sont satisfaites avec g(0,x) = 61/)(%) 97 et les
Théoremes .13, .14 et Corollaire .15 s’appliquent.
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3.5 Illustrations numériques
Nous allons présenter deux applications numériques:

1. des cas gaussiens venant de la finance, la méthode que nous proposons consiste
a approximer la quantité E[p(X)] par

1o .
=GN Oy e NI (()a)
k=1

avec (6x)k>o défini par 'algorithme (.1.11-.1.13).

2. Dans I'exemple de fiabilité de la section précédente, on approxime E[)(X)] (X
suit une loi exponentielle de moyenne 1) par

1 — Xy Xk
ES () A (o
k=1

olt (f)k>o est donné par (.3.10-.3.12).

D’apres les résultats théoriques vus plus haut, ces estimations permettent de réduire la
variance statistique par rapport a une estimation Monte Carlo standard. La complexité
de notre méthode est de I'ordre de C' x n x d alors que celle d'une méthode de Monte
Carlo classique est de C' xnxd, d étant la taille du vecteur X et C et C' deux constantes
réelles positives. L’appel itératif a la fonction ezponentielle dans I'implémentation des
approximations ci-dessus suggere que C' va étre légérement supérieur & C'. Néanmoins
nous verrons que le gain in fine de la méthode justifie largement cette légere augmen-
tation de sa complexité de calcul.

3.5.1 Le modele de Black et Scholes

Notre premier exemple concerne le pricing Monte Carlo d’un Call européen dans le
modele de Black et Scholes. Ce modele est defini par (.3.4) dans le cas particulier d'un
taux d’intérét r et d'une volatilité o > 0 constants. La simulation exacte du sous-jacent

se fait alors par la formule
Sy = 506(77%”2)“”‘%.

Le prix d’arbitrage d'un Call (resp. Put) est donné par

e ""Elmax(Sy — K,0)] (resp. e " E[max(K — Sy,0)]).
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C’est un fait bien connu que la variance Monte Carlo d'un Put est souvent inférieure
a celle d’'un Call. Nous rappelons la formule dite de parité Call-Put

e "TElmax(Sr — K,0)] — e ""E[max(K — S7,0)] =S, — Ke "".

D’apres cette formule et la remarque faite précedemment, il est souvent plus avan-
tageux, lorsque 1'on veut “pricer” un Call par une méthode de Monte Carlo, de pricer
systématiquement le Put correspondant. Le but, ici, est de combiner notre méthode
de Monte Carlo adaptative avec cette technique de parité Call Put afin d’obtenir une
réduction de variance encore plus importante. Cette idée est testée sur un Call eu-
ropéen de maturité 7' = lan, sur un sous-jacent de valeur spot Sy = 100, de volatilité
o = 0.2 ou 0.3 avec un taux d’intérét sans risque r = 0.05 ou 0.1. Les résultats sont
reproduits dans le Tableau 1.  Err désigne l'erreur statistique sur les prix estimés
et est défini par Err = UN/\/N, ou oy est ’écart type Monte Carlo de I’estimation.
Dans ce tableau, BS représente le prix Black & Scholes et RV désigne le rapport des
variances. On y voit clairement que la variance Monte Carlo peut étre réduite de facon
tres significative.

Cette observation plaide pour un usage (chaque fois que cela est possible) de la méthode
adaptative méme si une autre méthode de réduction de variance est déja utilisée.



Tableau 1 Réduction de Variance estimée pour Call Européen loin dans la monnaie sous le modele de
Black Scholes

IS + Indirect Indirect BS
o K/x Prix Err RV Prix Err RV Prix
5 x 10* 0.7 33.540 0.0006 23751 33.542 0.005 382 33.540
r=0.05 1x10 0.8 24.587 0.003 1131 24.585 0.012 51 24.589
c=02 1x103 0.9 16.698 0.007 118 16.689 0.023 11 16.699
8 x 10? 1.0 10.449 0.014 22 10433 0.039 3 10.451
5x 104 0.7 36.722 0.0003 100793 36.724 0.003 877 36.722
r=01 1x10* 0.8 27.992 0.002 3371 27.994 0.009 105 27.993
=02 1x103 0.9 19.986  0.005 293 19.980 0.018 20 19.989
8 x 10? 1.0 13.263 0.011 47 13.265 0.031 5.4 13.270
5x 104 0.7 37.320 0.003 2726 37.319 0.013 112 37.321
r=01 1x10 0.8 29.428  0.006 424 29.420 0.023 31 29.432
=03 1x103 0.9 22503 0.012 101 22,500 0.036 11 22.510
8 x 102 1.0 16.730 0.02 29 16.733 0.05 4.6 16.734

Les résultats sont basés sur 50,000 tirages Monte Carlo et Les autres parametres de 1'option sont x = 100, T = 1.0.

c8
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3.5.2 Le modeéle de Heston

Nous appliquons maintenant la procédure au modele a volatilité stochastique de Heston
(voir Chapitre 2) dont la discrétisation s’écrit

Sti+1 = Sn(l + TAt + UtiAtXi),
Vi =0y 4 k(0 — v At + o /Ato, (pXE+ /1 — p2X T,

avec (X');>; une suite de copies indépendantes de la loi normale centrée réduite.
Comme nous 'avons vu au chapitre précedent, sous ce modele, les prix des Call et Put
européens sont disponibles sous forme analytique ([HES93]). Nous avons de nouveau
implémenté ces formules. Les résultats obtenus sont dans le Tableau 2. Q-CF désigne
le prix calculé avec cette formule, et Brute représente le prix et 'erreur statistique
de la méthode de Monte Carlo standard. Une fois de plus la réduction de variance
obtenue par notre méthode seule est significative. Mais pour souligner encore une fois
I'intérét de combiner notre méthode avec une autre technique de réduction de variance
(plus ou moins standard), nous utilisons de nouveau la relation de parité Call-Put'.

Tableau 2 Réduction de Variance estimée pour un Call Européen loin en dehors de
la monnaie sous le modele a volatilité stochastique de Heston

IS Brute Q-CF
vo a K/Sy Price Err VR Price Err Price

200 1.4 0.37 0.006 18.2 0.40 0.03 0.38
80 1.3 0.70  0.01 13.1 0.73 0.04 0.70
0.04 50 1.2 1.38 0.01 10.1 1.43 0.05 1.39
40 1.1 493 0.02 8.0 3.03 0.06 2.94
30 1.05 4.42  0.03 6.2 4.57 0.07 4.44

80 1.4 1.00  0.01 13.5 1.04 0.05 1.01
80 1.3 1.66 0.02 12.1 1.72  0.06 1.68
0.09 50 1.2 285 0.02 94 2.95 0.07 2.87
40 1.1 497 003 8.4 5.14 0.09 5.04
30 1.05 6.61 0.04 8.0 6.84 0.1 6.72

Nous avons utilisé 20,000 Tirages Monte Carlo et n = 200 pas de discretisation. Les parametres
du Call sont Sg =100, r=0.1, T=0.5, k=2, v=0.01, 0 =0.5.

"Nous rappelons que la relation de parité Call-Put est une conséquence de 1’absence d’opportunité
d’arbitrage et de ce fait ne dépend pas du modele choisi pour le sous-jacent
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Le Tableau 3 contient les résultats que nous avons obtenus pour un Call européen loin
dans la monnaie dans le modele de Heston. On y voit que la variance de I'estimation

peut étre énormément réduite.

Les résultats numériques regroupés dans le Tableau 4 sont relatifs a une option d’achat

sur moyenne arithmérique (Call Asiatique discret) dont le payoff s’écrit

d
W(Sy,, i =1..d) = (% > S, - K>
=1

+

Tableau 3 Réduction de Variance estimée pour un Call Européen loin dans la

monnaie sous le modele a volatilité stochastique de Heston

IS + Indirect Indirect Q-CF

Vo a K/Sg Price Err VR Price Err VR Price
400 0.7 33.416 0.0007 18989 33.416 0.001 6609 33.417

200 0.8 23.925  0.002 1437 23.927 0.003 793 23.933

0.04 200 0.9 14.641  0.007 173  14.653 0.01 75 14.650
100 1.0 6.875  0.017 23 6.913 0.028 8.8 6.868

25 1.05 4.449  0.027 6.6 4.484 0.039 3 4.440

800 0.7 33.432  0.002 5833 33.435 0.003 2068 33.443

400 0.8 24.070  0.005 632 24.088 0.009 212 24.086

0.09 100 0.9 15.476  0.015 70 15.498 0.023 29 15.485
10 1.0 8.953 0.034 11 8971 0.045 6  8.966

10 1.05 6.701  0.047 46 6.714 0.057 3.1 6.718

Nous avons utilisé 20,000 Tirages Monte Carlo et n = 200 pas de discretisation. Les parameétres
du Call sontSg =100, r=0.1, T=0.5, k=2, v=0.01, 0 = 0.5, p=0.5.

Pour le pricing d’une telle option, la seule méthode (envisageable) de pricing et/ou
de calcul de couverture est une méthode de Monte Carlo ou de Quasi-Monte Carlo.
Ici la direction optimale d’échantillonnage est un vecteur de R?** car pour simuler une
trajectoire du sous-jacent, I’on doit simuler aussi une trajectoire de la volatilité. Comme
dans les exemples précédents, on voit que la procédure réduit de fagon significative la
variance Monte Carlo de I'estimation.
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Tableau 4 Réduction de Variance estimée pour un Call Asiatique sous le modele a
volatilité stochastique de Heston

IS Brute
Vo o K/Sy Price Err VR Price Err

1x 103 1.3 0.35 0.004 16 0.38 0.02
1x 103 1.2 0.85 0.005 17 0.90 0.02
0.04 5 x 10? 1.1 2.22 0.005 10.4 2.32 0.03
8 x 10! 1.0 6.12 0.01 6.4 6.25 0.04
2 x 10! 0.9 1371 0.02 56 13.87 0.05
1 x 10! 0.8 2260 0.02 55 2281 0.05

8 x 102 1.3 0.93 0.006 22 0.99 0.03
4 x 102 1.2 1.84 0.009 16 1.93 0.04
0.09 2 x 10? 1.1 3.73  0.01 11 3.88 0.05
1 x 102 1.0 755 0.02 81 7.75 0.06
2 x 10! 0.9 1415 0.03 7.2 1437 0.07
1 x 10! 0.8 2265 0.03 7.6 2289 0.07

Nous avons utilisé 20,000 Tirages Monte Carlo et n = 50 pas de discretisations. Les parameétres
du Call sont S =100, r=0.1, T=1,k=2, a=0.01, 0 =0.5, p=0.5.

3.5.3 Le modele de Cox Ingersoll et Ross

Notre dernier exemple en finance concerne le pricing d'un Cap sur taux d’interét dans
le modele de Cox Ingersoll et Ross (CIR 1985) ot le taux suit la dynamique suivante:

dry = k(a — ry)dt + o/ridW;,

avec W un mouvement Brownien standard et k, a, o des constantes réelles positives.
Il a été prouvé dans [ROG95] que lorsque d = 4ak/o est un entier, le processus
(r4)¢>0 suit la méme loi que le processus (|| X;||?)i>0, X étant le processus d-dimensionel
solution de 'EDS

k
dXt == *iXtdt + %th,

avec comme condition initiale X, le vecteur de taille d dont toutes les composantes

sont égales a /rod.



86 Méthode de Monte Carlo Adaptative

Le processus X est un processus d’Orstein Uhlenbeck dont la loi exacte est connue. On
montre sans difficulté que sur une grille de points t; = jh, h > 0 avec j = 0, ..., la :™°
composante de ce processus est simulée de facon exacte par

. 1 . 1
() _ —gkhy (@) 7 —kh -
Xy, =e 20X + B E(l —e "G ngy, 7=0,1,..,n -1,
ou Gy, ..., Gy, sont des réalisations indépendantes de la loi de Gauss centrée réduite.
Nous nous placons dans le cas ou d = 1, afin de séparer I’étude de I'erreur statistique
due a la variance, que nous faisons, de I'erreur due au biais éventuels provenant de la
discrétisation.

Tableau 5 Réduction de Variance estimée pour un Cap de taux d’intérét sous le

modele CIR

IS Brute
T o K Price Err VR Price Err

1x1073 0.044 30.215 0.006 33 30.258 0.035
1x107% 0.054 15.311  0.008 18 15.344 0.033

025 1x107' 0.064 3.565 0.006 11 3.579 0.021
1 x 101 0.074 0.402  0.001 24 0.405 0.006

2 x10* 0.084 0.029 0.0001 103  0.031 0.001

1x1073% 0.044 28.631 0.009 25 28.682 0.046
1x1073 0.054 14.976 0.01 16 15.015 0.041

0.50 1x1072 0.064 4.622 0.008 11 4.640 0.027
1x107Y 0.074 1.024 0.003 17 1.028 0.012

1x 101 0.084 0.190 0.001 44 0.193 0.005

Nous avons utilisé 50,000 Tirages Monte Carlo et n = 16 dates de fixing. Les parametres du
Cap sont rg = 0.064, k =0.05, d =1, 0 = 0.08, p = 0.5, pour un nominal de 100.

Soit un Cap de taux d’intérét, de maturié T', de taux strike K, sur un nominal de M.
On suppose que les dates de paiement sont t; < ty < ... < t, et t,,1 = T. A chaque
date de paiement t;,q, i = 0,1, ...,n I"échange de flux de ce Cap est M(r;, — K),. Le
payoff de ce Cap est la somme de tous les flux actualisés et vaut

Mzefhzéz’ "y — Ky
=1
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Comme le note Glasserman, Heidelberger et Shahabuddin [GHS99al, cette formula-
tion ne tient pas vraiment compte de la distinction entre “l'univers continu” et “le
monde discrét” en termes d’actualisation (voir [MR97] ou [HULO03]). Néanmoins, cet
exemple reste instructif sur 'efficacité de la procédure de réduction de variance que
nous proposons. Les tests sont résumés dans le Tableau 5. On y voit que le taux de
réduction de variance est important et varie de 10 a 100. Ce taux de réduction est peu
influencé par le parametre? o utilisé pour définir la suite de pas de convergence.

3.5.4 L’exemple de la fiabilité

Nos terminons les essais numériques sur un probleme simple de fiabilité: 'estimation
Monte Carlo de la durée de vie moyenne MTTF d’un systeme. Nous supposons pour
cela que le temps de défaillance T du systeme suit une loi de Weibull Wei(f3, o, y) dont
la fonction de répartition est donnée par
F(t) =1—exp(=(51)7), t>max(0,7),
ou vy € R, et 5, 0 > 0 sont des constantes. Il est facile de vérifier que
MTTF = v+ ol (£2),

avec I'(+) la fonction Gamma. Par suite dans ce cas particulier, le calcul de MTTF se
fera par I'utilisation d’une approximation numérique de la fonction I'(-). Nous avons
implémenté cette technique naturelle et dans le tableau 6, CF désigne les valeurs
obtenues dans ce cas. Pour mettre en ceuvre notre méthode, nous observons d’abord
que la fonction de hasard (le taux de défaillance cumulé) du systéme est donnée par

A(t) = (t_7>6, t > max (0,7),

o

de sorte que son inverse ¢ dont nous avons besoin est connue explicitement et vaut

1
Y(x) = oxb + 1.

L’on peut noter dans ce cas que I'hypothese (Hy,) est facilement vérifiée. Le taux
de réduction de variance obtenue est particulierement intéressant lorsque 3 est petit.
C’est ce cas qui correspond aux grandes valeurs de MTTF. On peut noter au passage
I’apparition d’un biais important dans I'estimation Monte Carlo standard du MTTF
lorsque le parametre § est de plus en plus petit, et que ce biais est automatiquement
corrigé par notre méthode.

211 faut remarquer dans le Tableau 5 les variations des valeurs du parametre a de la suite de pas de
convergence. Ici le payoff n’est plus renormalisé comme dans les cas précédents. Nous y reviendrons
a la fin de ce chapitre
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Tableau 6 Réduction de Variance estimée pour le temps moyen de survie MTTF
d’un systeme, sous la loi de Weibull

IS Brute CF

B o MTTF Err VR MTTF Err MTTF
0.2 0.0001 119.671 1.641 68 104.448 13.512 120
0.25 0.1 24.059 0.331 37 22528  2.001 24
0.5 0.1 1.999 0.018 12 2.011  0.061 2
0.75 0.5 1.190 0.009 7.0 1.203  0.023 1.191
1 1 0.999 0.006 5.4 1.010 0.014 1
1.5 1 0.902 0.004 4.2 0.909  0.009 0.903
2 1 0.886 0.003 3.7 0.891  0.007 0.886

Les résultats sont basés sur 5,000 tirages Monte Carlo, et les parametre de la loi sont
0o =10, 0 =1.0, v=0.0.

3.6 Quelques remarques pratiques

Notre but ici est d’exposer quelques indications intéressantes pour une bonne implémentation
d’un algorithme stochastique de type Robbins-Monro.
e Le choix de (7n)n>0
Nous rappelons que les algorithmes stochastiques que nous avons vus jusqu’ici ont été
utilisés pour estimer asymptotiquement le minimum #* d’une certaine fonction V' défini
par
V(0) = E[H(#, X)].

L’observation de cet algorithme (cf Chapitre 2) notée (Y,,),>1 vérifie

E[Y,i1/Fn] = VV(0,),

avec F, = {6y, X3, 0 < k < n} la filtration propre de I'algorithme. Soit V?V (6*)
la matrice hessienne (lorsqu’elle est bien définie) de V' prise au point 6* (nous avons
montrer dans le Chapitre 2 que cette matrice est bien définie). Il est prouvée (par
exemple dans [PEL96]) que si L désigne la plus grande valeur propre de V2V (6*), alors
les meilleures suites de pas de convergence (7,),>0 parmi toutes les suites possibles sont
données par

Vo = ﬂ) n>1 avec 2ol > 1. (%)
n

Par “meilleures”, nous entendons toutes les suites qui permettent d’obtenir la vitesse
optimale (en 1/y/n) de convergence en loi de 'algorithme (6,,),>.
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Malheureusement, le calcul pratique de la valeur propre L est impossible, puisque #*
est inconnu. Mais cela nous suggere 'heuristique suivante:

e Pour “pricer” un Call ou un Put, avec notre méthode de Monte Carlo adaptative,
il peut étre plus intéressant de normaliser la fonction de payoff ¢. En effet dans
ce cas la fonction a minimiser est donnée par

V(0) = Elp?(X)e 0¥ *1017,

et si I'on pose ¢(x) 2 ©(x)/So, avec Sy le prix spot du sous-jacent, alors il est
clair que

argminV/ () = argminV (f),
0 0

ol

V(6) = Elg* (X)e *XaI0,
L’idée consiste, alors, a mettre en ceuvre un algorithme de Robbins Monro pour 1%
plutot que pour V. On vérifie qu’'une bonne valeur de o obtenue pour une option
de spot et strike S} et K respectivement, devrait donner de bons résultats pour le
pricing d’une autre option de spot Sg et de strike K2 pourvu que Sj/K' = S2/K?.
Dans tous nos tests numériques, nous avons pris en considération cette remarque

sauf pour le pricing des Caps de taux d’intérét (la valeur initiale du taux étant
déja i 1).

e Si les observations Y, étaient déterministes, alors I'algorithme de Robbins
Monro a pas décroissant ou constant serait réduit a un schéma d’Euler d’une
équation différentielle ordinaire. Cette simple remarque permet de comprendre
que la variabilité des algorithmes stochastiques peut étre controlée par la variance
conditionnelle de Y, ;. On y revient un peu plus en détail a la section suivante.

e Le choix de 6y
Le choix de la valeur initiale f, de I’algorithme (6,,),>¢ peut s’avérer important. En
général, dans le cas déterministe, il existe des méthodes empiriques pour un tel choix,
alors que dans le cas stochastique, a cause de la présence de I'aléa, I'importance de
ce choix est moins significative. Dans le cas particulier de notre méthode MCA, du
fait de la prise en compte itérative des valeurs de (6, ),>o dans la moyennisation Monte
Carlo, il importe de bien choisir la valeur de 6. Mais en générale I’on ne dispose pas de
moyens efficaces pour le faire. Une maniere tres simple de contourner le probleme est
de considérer (dans la moyennisation Monte Carlo) les valeurs de 'algorithme (6,,),>¢
a partir d'un certain rang ng. Dans ce cas (x), devient

n
Z o( Xy + gki])6*91«71'Xk+\\9k71||2’

k=ng+1

1

n —"nyg
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alors que (%), est remplacé par

Xk

1 n
X, — —&
E 1 1/) Xk e k 61«,71 .
n—n 0k71 0k71

0 k=no+1

Dans nos tests, nous avons utilisé ng = 500 dans le premier cas et ng = 100 dans le
second.

3.7 Meéthodes de réduction de variance des Algo-
rithmes Stochastiques

Plusieurs pistes peuvent étre explorées pour I’amélioration de la convergence numérique
(liée a la stabilité de I'algorithme stochastique utilisé) de notre méthode de réduction
de variance. Sans étre exhaustifs, nous allons tenter dans cette section d’y apporter
quelques éléments de réponse.

Rappelons la forme générale des algorithmes stochastiques de type Robbins-Monro

0n+1 = 077 - f)/n—Hh(gn) + ’Vn-l—l(gn—l—l + rn—!—l); n Z 0; (313)

avec Ele,11/F,] = 0, (Fn)n>o étant la filtration naturelle de (6,)n>0 et (7n)n>1 un
terme résiduel supplémentaire, le plus souvent nul, qui peut provenir par exemple d'une
projection de I'algorithme stochastique. Nous avons vu dans le Chapitre 1, qu’un tel
algorithme pouvait étre vu comme un schéma d’Euler de pas décroissant (v,),>0 de
I'équation différentielle ordinaire associée a la fonction (—h), a savoir

0(t) = —h(o(t)) t>0, (ODEy)

auquel on a ajouté le bruit (¢, + 7,)n>1. La convergence de cet algorithme repose
fondamentalement sur le controle du bruit (g, +7,) (voir les Théoremes .5 et .6). Pour
plus de simplicité, nous allons supposer dans la suite que le terme (ry),>; est nul. Il
est clair que la suite (,),>0 convergerait d’autant plus vite que le bruit (&,),>1 serait
de taille “petite”. En effet si ce bruit était nul, alors 'algorithme (6,),>¢ se reduirait
a un schéma d’Euler déterministe de 1’équation différentielle ODFE),. L’accélération
de la vitesse de convergence (numérique) de 'algorithme stochastique repose donc en
grande partie sur la réduction de sa variabilité (i.e. 'atténuation de son caractere sto-
chastique). Nous commencerons par spécifier ce que nous entendons par variabilité des
algorithmes stochastiques. Ensuite dans le cas particulier des algorithmes a dynamique
gaussienne, nous essayerons de trouver de nouvelles représentations des observations
dont nous comparerons les variabilités.
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Réduire la variabilité de 1'algorithme stochastique (6,),>¢ consiste a rechercher une
nouvelle représentation du bruit (£,),>1, que nous noterons (£,),>o telle que

Eléni1/Fal =0 et E[||nii|?/Fn] < Elllenia |’/ Fa], VYn>0. (.3.14)

Ces conditions sont les analogues des conditions (.2.13) qui portent sur les observations
de I'algorithme. On comprend bien qu’il est quasi-impossible de faire une étude générale
de ce type de probleme, sans spécifier explicitement la forme de £,. On rappelle que
I'observation F'(6,, X,,41) est liée au bruit £, par la relation

Entl = h(gn) — F(gn,Xn+1), n Z 0.

Pour des raisons de faisabilité, nous allons remplacer les conditions (.3.14) par les
conditions suivantes: trouver une représentation F'(,x) telle que

N—-1

E[F (B, Xns1)/Fol = h(6,)  p.s. Z HF 9"’X"+1)H << — Z 1F (O, X)) |12,
(.3.15)

D’apres le Théoreme .13 on devrait avoir,

N-—
1 - 2 ps. % 2
~ Z PO, Xo)| 25 E[IF(E, X
De plus comme

N— N—-1
1 - 2 1 1
= O K| = 5 D o 1 6l
Nz:o ' N ;%%H !

on peut raisonnablement considérer la quantité

= )
VAR =~ nz; HF(en,Xn+1) ‘
comme une “bonne” mesure de variabilité globale de I'algorithme (.3.13). Nous lim-

iterons nos investigations numériques au cadre gaussien considéré jusqu’a maintenant.
Ce cadre se caractérise par des observations définies en (.2.10) par

F(0n, Xnt1) = (0 — Xi1) 0> (Xngr)e Knt1+5]10n ” n > 0.
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3.7.1 Meéthode des Variables Antithétiques et Fonction d’Im-
portance pour les observations

Comme X est un vecteur gaussien on peut appliquer le théoreme de Girsanov au vecteur
1 2
aléatoire F(0, X) = (0 — X)p?(X)e **+219° pour shifter la loi de X. Cela donne
1 2
E[F (0, X)] =E[F (0, X + 6)e " 211" vgeRre, (.3.16)
1 2
—E[F(0, X — )0 X207 vg e R (.3.17)

1 1
En posant F} (6, z) = F (0, z+0)e " 21" ot Fy(0, ) = F(0, 2—60)e”” 21" on montre
par de simples manipulations que

Fi(0,X) = =X Q*(X +0)e 20X 101 g e RY

et
F(0,X) = (20 — X)*(X — 0)ell” 9 e R

Pour ces représentations on a encore

Lorsque P(¢(X) ~ 0) ~ 1, il peut étre plus intéressant d’utiliser F} ou F, (ou une
combinaison convexe des deux) comme observation plutot que la représentation F'.
LLa méthode des variables antithétiques consiste a considérer comme observation

F (0, X) =~ (F(0,X) + F(0. —X)). (.3.18)

(NN

X étant un vecteur gaussien centré, on a encore
E[F, (0n, Xni1)/Fn] = h(6,) p.s.

Nous nous sommes contentés de I'exemple du Call sous le modele de Black et Sc-
holes pour effectuer les tests de variabilité de 'algorithme (.1.11-.1.13). Les résultats
sont regroupés dans les Tableaux 7 et 8 ci-dessous. Ces résultats concernent le cas
d’un Call Européen avec d’abord une faible volatilité (¢ = 10%) puis une volatilité
élevée (0 = 30%). Les quatre dernieres colonnes de ces tableaux contiennent le ceeffi-
cient de variabilité VAR défini plus haut pour I'algorithme stochastique (.1.11-.1.13)
avec respectivement F'(0,,, X,,11), Fu(0pn, Xni1), Fi1(0,, Xoi1) et F5(0,, X,,11) pour ob-
servations. En dessous du coefficient de variabilité, apparait entre parentheses la
valeur estimée du drift optimal 6* par ’algorithme correspondant. En fait nous avons
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délibérément “oublié” les premieres itérations des algorithmes dans I’estimation de la
variabilité, car nous avons observé que ces premieres itérations prenaient souvent des
valeurs excessives dues probablement a des valeurs de v, trop grandes au début. Ainsi
le vrai coefficient de variablité que nous avons estimé est

1 2

N—-1
VAR = nzn: HF(GH,XHH)

3

avec ng — 100 dans nos tests. Pour faire ces tests nous avons utilisé les mémes valeurs
du parametre « de la suite de pas de convergence de 1’algorithme que celles qu'on a
utilisé dans le Chapitre 2 pour le méme type d’options.

On voit clairement dans les Tableaux 7 et 8 que 'observation F} est, globalement, la
plus satisfaisante dans tous les cas, dans la mesure ou elle fournit souvent la variabilité
la plus faible.

Tableau 7 Variabilité de I'algorithme (.1.11-.1.13) pour un Call Européen peu
volatile

a K/Sy¢ VAR, VAR, VAR; VAR,

10 0.6 0.03362 0.00356 0.03036 0.04504
(0.229) (0.234) (0.228) (0.228)

0.8 0.00294 0.00094 0.00225 0.00629
(0.407) (0.413) (0.406) (0.409)

20 1.0 0.00005 0.00003 0.00002 0.00043
0.775 0.747 (0.779) (0.780)

100 1.2 0.00001 0.00001 0.00000 0.00004
(0.437) (0.412) (0.436) (0.439)

Nous avons utilis¢ RM=10,000 trajectoires simulées pour la convergence de ’algorithme. Les
parametres du call sont: r = 5%, 0 = 10%, T = 1.0.
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Tableau 8 Variabilté de I'agorithme (.1.11-.1.13) pour un Call Européen volatile

a K/Sy¢ VAR, VAR, VAR; VAR,

25 0.6 0.03837 0.02037 0.02053 0.18557
(0.656) (0.666) (0.675) (0.677)

0.8 0.00572 0.00332 0.00239 0.07911
(0.909) (0.919) (0.924) (0.913)

1.0 0.00061 0.00032 0.00019 0.02897
(1.231) (1.234) (1.230) (1.270)

50 1.2 0.00006 0.00003 0.00001 0.00796
(1.561) (1.539) (1.562) (1.580)

1.4 0.00004 0.00003 0.00000 0.00361
(1.443) (1.388) (1.397) (1.441)

1.6 0.00005 0.00005 0.00000 0.00221
(1.145) (1.023) (1.142) (1.098)

Nous avons utilis¢ RM=10,000 trajectoires simulées pour la convergence de ’algorithme. Les
parameétres du call sont: r = 5%, 0 = 30%, T = 1.0.

Remarque .36. Pour finir, nous évoquons deux techniques (générales) de moyennisa-
tion, de I’algorithme (6,,),>0. La premiere qui consiste & moyenniser les itérations de
I’algorithme est la méthode de Ruppert et Polyak, alors que la deuxieme consiste a
moyennisation les observations de I'algorithme. On peut montrer que, théoriquement,
ces techniques sont optimales (en un sens que nous ne détaillons pas, pour plus de
précision a ce sujet voir [KY03], [POL90] ou [RUPS88]). Toutefois sur le plan stricte-
ment numérique, il est bien connu que la moyennisation ralentit considérablement la
convergence (numérique) de l'algorithme. Lorsqu’on sait montrer que l'algorithme
(0,)n>0 converge (p.s.) vers une valeur #*, on peut étre tenter de dire que I'algorithme

moyennisé suivant
k=n

~ 1
k=n—Np,+1

est meilleur estimateur de 6* que 6, ne l'est, et ce pour une suite (N, ), qui tend vers
Iinfini et n— N,, > 0. En réalité cela dépend beaucoup de la forme de la suite v, de pas
de convergence de I’algorithme 6,,. Polyak et Ruppert ont montré que si v, décroissait
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moins vite que 1/n alors la remarque ci-dessus est vraie: (.3.19) est préférable a 6,
pour estimer #*. On peut se référer a [KY03] (chap.11), ou a [DUF96] (chap.4.I1I)
pour plus de détails.

Remarque .37. La moyennisation des observations conduit a 1’algorithme suivant:

Opi1 = Op — (04 1) Y1 F (0, Xnir), (.3.20)
avec
. 1 e - . 1 e -
F (0, Xoi1) = ~ ;F(ak,xk+l), et =~ ;ak. (.3.21)

De nouveau, sous de bonnes hypotheses, on peut montrer que cet algorithme est
asymptotiquement “optimal” (voir [KY03] (chap.11) et [DUF96] (chap.2.1) et les nom-
breuses références qui s’y trouvent).

Meéme si ces deux techniques de moyennisation permettent de contourner le probleme
difficile du choix de la suite de pas de convergence 7,, Dans nos implémentations, elles
n’ont pas donné satisfaction. En effet, la seule moyennisation peut multiplier par un
facteur de 10 (et méme plus!) le temps global d’exécution de la procédure de Monte
Carlo avec réduction de variance par un algorithme stochastique non moyennisé. Dans
les procédures de réductions de variance que nous avons cherchées a développer, nous
avons porté une attention particulere a I'obtention d’une bonne réduction de variance
pour un cout de calcul “raisonnable”. Les techniques de moyennisation nous ont paru
a cet effet trop cheres.

3.8 Reéduction de Variance et Algorithmes Stochas-
tiques a gain constant

Jusqu’ici nous nous sommes servi des algorithmes stochastiques a pas décroissants pour
développer nos méthodes de réduction de variance. L’objectif de cette section est de
montrer que, grace a leurs propriétés ergodiques, les algorithmes stochastiques a pas
constants permettent également d’obtenir des réductions de variance intéressantes.

3.8.1 Cadre gaussien

Revenons a I'objectif initial de I'estimation du minimiseur de Var(g(f, X)) avec X un
vecteur gaussien de taille d et (6, ) = o(z + 0)e = 2101",
On a vu (Proposition 2.3.1 et remarque .18) que ce probléme était équivalent a

h(#) =0, 0 ¢c R (.3.22)
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avec h(0) = E[F(0, X)] et F(0,z) = (6 — 2)¢*(x)e 0=+2101° dont la solution unique
est notée §* € R’. On fixe fy € R” et on pose V() = 5|0 — 6*||>. On considére
A>0et Ry > 0 tels que

V() <A et R3/2>N+ 0. (.3.23)

Soit Ky = {0, € R%; [|0]*> < R2} la boule fermée centrée de R? de rayon R).

Remarque .38. 11 est facile de voir que 0y € K,, et donc d’apres la Proposition
1.5.1 toute solution (0(-)) de (EDO,,) de condition initiale §; reste entierement dans
I'interieur du compact K,. On considerera ce K, comme compact de projection de
I'algorithme stochastique (.1.20).

En pratique, on définit I'algorithme stochastique projeté (6)),>¢ de facon itérative en
posant: 6] = 6y et pour n > 0

5 _{ezwml st 83— Y V|l < R,
n+l —

. (.3.24)
07 sinon

avec Y,/ | = F(0), X,11) et (X,)n>1 une suite i.i.d. de méme loi que X.

Remarque .39. Ici la filtration propre de 'algorithme ne dépend pas de v et est donnée
par F, = 0 { Xy, k < n}. 1l est clair qu’on peut réecrire cet algorithme sous la forme

97’1+1 = HKA (971 o /YYnW—H)’ n = O’ 93 S K)\'
par définition méme puisque 6y € K.
On a le résultat suivant

Théoréme .16. Si E[p?*(X)] < +oo pour un 1 < a < 2, alors les hypothéses (H7) a
(Hio) sont vérifiées et le processus interpolé (07 (t));>0 associé a Ualgorithme stochas-
tique (.3.24) converge en loi vers la solution de I’EDO

o) = —h(O(r)),  h(6) = BLF(8, X))
de condition initiale 0(0) = 0y € K.
Preuve. D’abord remarquons que les hypotheses (Hg), (Hg) et (Hio) sont triviale-

ment satisfaites en prenant
hl =h et h=h.

Pour vérifier (Hy), choisissons 1 < b < a. On a
e [0 )] - £ [£ (¥ /)]
=E[s(07)]
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avec
5(6) =B [[[9 — X[ g (X)e X310
<E |21 (RY + |[X]")i® (X)X 48]

< + o0.

Ainsi 3L < +oo tel que E {HYJHH})] < L avec b > 1; ’hypothese (H7) est donc

satisfaite et le Théoreme .8 s’applique. Maintenant étudions le processus limite (Z(%));
du théoreme. D’apres le Théoréme .8, il existe un processus intégrable (z(t)); tel que

z(t) € =C(0(t)) et Z(t) _/0 z(s)ds.

Or d’aprés la Remarque .38, V¢ > 0, 0(t) € K,. K, étant la boule fermée centrée de

rayon R) choisi comme dans (.3.23), la Remarque .14 affirme que V6 € IO(,\, C(9) =
{0}. Donc
Vt>0, C(0(t)={0} et =z(t)=0.

Finalement comme Z(0) =0 (en £ = 0 il n’a y pas eu de projection) on a
Z(t) =0, Yt>0.

Ce qui prouve que toutes les sous-suites convergentes (faiblement) de (67(t)); converge
vers la méme limite, en I'occurrence l'unique solution de EDQ),. Ce qui acheve la
démonstration du théoreme. 0

Remarque .40. En fait dans ce cadre gaussien qui est le notre, on peut vérifier que
toutes les hypotheses du Théoréme 1.1 (page 319) de [KYO03] sont satisfaites et que
pour n assez grand
07 —0(n
ﬁ v—0

avec ¥ =E [F(0*, X)F (0", X)"].

3.8.2 Procédure de réduction de variance

Pour rendre notre discours plus cohérent et autonome, nous reprenons ici une partie
de ce qui a été dit a la section 4 du Chapitre 2.

Notre objectif premier était de trouver une bonne méthode de réduction de variance
pour l'estimation Monte Carlo de la quantité E[p(X)] avec X ~ N (0, 1,).
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Jusqu’ici, nous avons toujours estimé le parametre #* (solution de (.3.22)) par un
algorithme stochastique a pas décroissant. En effet, nous avons prouvé a chaque fois
un résultat de convergence presque sur de I’algorithme vers 6*.

Pour les algorithmes a pas constant, il n’est plus possible de démontrer un résultat
de convergence de ce type, mais un résultat plus faible de convergence en loi. Le
Théoreme .16 et la Remarque .40 affirment en effet que pour n assez grand et pour un
pas 7 suffisamment petit, algorithme (.3.24) vérifie:

07 ~ 0"+ /7 G,

ot G ~ N(0, X). Heuristiquement, pour 7 petit, le régime stationnaire de ) se
concentre autour de #*. C’est ce qui suggere d’essayer ’approximation Monte Carlo

P(X) = =967, Xn), (ALGO,)

n=1

1
N

avec 67 une estimation asymptotique de 6" par 'algorithme ] utilisant comme obser-

vation
i 2 —0%- X1+ 3116712
Y = (0] = Xpy1) @2 (X )e O Xnni 310207,

[La mise en ceuvre de cette procédure de réduction de variance se fait exactement comme
aux sections 4 et 5 du Chapitre 2 a la seule différence que I’algorithme (.1.11-.1.13) est
remplacé par I'algorithme (.3.24) & pas constant (et petit).

Remarque .41. Le méme procédé peut etre mis en ceuvre dans le cadre du prochain
Chapitre. Il n’y a que le critere a minimiser qui change. Ce qui revient a résoudre
'équation (.4.21) ou (.4.20) par un algorithme stochastique & pas constant.

3.9 Illustration Numérique

Comme dans le Chapitre 2, nous mesurons 'efficacité de cette méthode de réduction
de variance par le rapport de sa variance et de celle de la méthode de Monte Carlo
sans réduction de variance. Dans le cas de 'approximation (ALGO;), ce ratio vaut

LS 0.5 (S 00, X))
LYY g0 x,) - (S a0 X))

Quelques réglages s’'imposent au niveau du choix effectif de la taille du compact K, de
projection de I'algorithme (.3.24):
D’apres la forme des observations de cet algorithme (surtout la partie en exponentielle

RV =
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2
et X+ |3]] ), il est facile de prédire que la norme [|0*|| de 8* ne dépassera pas

quelques unités. On prendra donc Ry = 5 ou Ry = 10 comme rayon du compact K
selon qu’on est en dimension grande ou pas. L.a Remarque .23 du Chapitre 1 sera prise
en compte dans nos implémentations. Nous rappelons que d’apres cette remarque il
est plus commode de mettre en ceuvre 'algorithme 6 en utilisant comme observations
= _ _n7. 1 Y (|12 _
Yl = (0] = X))@ (X )e X200 avee o(x) = p(x)/So-
Remarque .42. Toutes les valeurs de v qui apparaitront dans la suite devrons étre

divisées par S? pour retrouver les “vraies petites valeurs” de 7.
Par exemple une valeur v = 2 avec un spot Sy = 50 vaut en réalité v = 0.0008

Nous avons effectué une série de tests qui confirment que les algorithmes a pas constants
conduisent a des taux de réduction de variance du méme ordre de grandeur que les
algorithmes a pas décroissants. Nous présentons ici quelques uns seulement de ces
tests numériques.

Les figures 1 et 2 montrent un exemple du type de dépendance qui existe entre le ratio
de variance RV et le parametre v dans le cas simple d'un call européen a la monnaie
sous le modele de Black-Scholes. On y voit que la réduction de variance est importante
pour un large intervalle de valeurs de 7y et que cette réduction décroit légerement lorsque
v devient de plus en plus grand. Ce qui est tout a fait normal puisqu’'une grande valeur
de 7 correspond a un bruit important dans I’estimation de 6* par ). En fait la Figure
2 est un zoom de la Figure 1 autour de la valeur v = 0.01. Elle confirme le fait que v
devrait étre petit mais pas trop, sinon les itérations de ’algorithme ne feront que “du
sur-place”. Dans la Tableau 1, sont résumés les résultats numériques obtenus pour un
Call européen sur moyenne arithmétique. Rappelons que c’est 'un des cas d’options
les plus simples pour lesquels le probleme de pricing ne peut étre abordé que par la
simulation (a l'inverse du call asiatique sur moyenne continue). On peut ramarqer que
le taux de réduction de variance obtenu est similaire a celui des tests numériques du
Chapitres 2 et des résultats de [GHS99a] (Tableau 5.1). Le léger biais qui apparait
entre nos prix et ceux de [GHS99a] est du au fait qu'on a utilisé au total beaucoup
moins de simulations Monte Carlo.

Un autre cas d’option simple dont le probleme de pricing requiert la simulation est
celui des options sur panier d’actions (ou sur indice). de payoff

d
max (Z a; S — K, 0) ,

i=1

ol les a; sont des poids positifs vérifiant Zf’:l a; = 1.
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Figure  3.1: continum du ratio de variance RV  par rapport
au pas de convergence -~ pour un Call européen a la monnaie.
So =K =50, r =0.05, sigma=0.3, T=1, MC = 40,000, RM = 10, 000.

[ratio de variance|

>
[a s
5K
4
C | I I I I | I I I I |
(0] 0.5 1 1.5 2
alpha
Figure  3.2: continum du ratio de variance RV  par rapport

au pas de convergence v pour un Call européen a la monnaie.
So =K =50, r =0.05, sigma=0.3, T=1MC = 40,000 RM = 10, 000.
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Sous la probabilité de pricing (probabilité risque-neutre) Uactif S! suit la dynamique
de Black—Scholes

ds; :
t_ : j
5 = rdt + Za,;jdwg, Si>0
’ i=1
avec W = (W', ..., W% un mouvement brownien d—dimensionnel et o = (0y;);

la matrice de volatilité de marché. Par souci de simplicité de notre exposé, nous
présentons dans le Tableau 2 le cas ou 0;; = 0 > 0 et S§ = Sy. On y voit par exemple
que les valeurs de v sont plutot petites, a cause du probleme bien connu de la forte
variance des options sur panier. D’ailleurs la réduction de variance obtenue est plus
importante que dans le cas asiatique ci-dessus.

Tableau 1 Réduction de Variance estimée pour Call Asiatique sous le modele de
Black-Scoles

Parametres IS

n ~ o K/So PrixRM RV,
16 0.01 0.1 0.8 10.80 22.1
0.5 1.0 1.93 7.3

500 1.2 0.006 142.7

0.01 0.3 0.8 11.09 9.7

0.05 1.0 4.19 9.7

0.5 1.2 1.09 19.1

64 0.005 0.1 0.8 10.73 114
0.3 1.0 1.83 7.3

10 1.1 0.17  20.7

0.01 0.3 0.8 10.94 9.2

0.05 1.0 3.99 9.6

0.5 1.2 0.98 18.7

Les résultats sont basés sur 10,000 tirages Monte Carlo et 4,000 itérations Robbins-Monro.
Les parametres sont Sg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

Pour finir, nous anticipons un peu en testant ’estimation

P(X) ~ 30l 1, X (ALGO)

n=1
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ot 7 est lalgorithme (.3.24) avec simplement comme observations (voir (.4.21) du
Chapitre 4)

Yn7+1 = SO(Xn+1)(02 - Xn_|_1).

Tableau 2 Réduction de Variance estimée pour un Call Basket Européen sous le modele de
Black-Scoles

Parametres IS
n ~y o K/Sy PrixRM RV
10 0.001 0.3 0.6 2722  37.2
0.001 1.0 19.02  35.7
0.001 1.4 13.83  39.6
0.001 0.1 0.6 21.62 155
0.01 1.0 741 116
0.1 1.4 1.80 24.2
20 0.0005 0.3 0.6 31.77 103.9
0.001 1.0 25.61  96.1
0.001 1.4 21.36 104.2
0.001 0.1 0.6 2235 156
0.005 1.0 9.94 141
0.05 1.4 4.03 21.8

Les résultats sont basés sur 40,000 tirages Monte Carlo et 10,000 itérations Robbins-Monro.
Les parametres sont Sg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

Tableau 3 Réduction de Variance estimée par une méthode de Monte Carlo
adptative pour un Call Européen sous le modele de Black-Scoles

Parametres IS
v o K/Sy PrixRM PrixBS RV’
0.005 0.3 0.6 21.59 21.60 15.3
0.05 1.0 7.12 7.12 11.1
0.1 1.2 3.45 3.45 15.0
0.5 1.6 0.67 0.67 40.7
0.004 0.1 0.6 21.45 21.46 50.6
0.5 1.0 3.40 3.40 7.8
50 1.2 0.23 0.23 31.3
500 1.4 0.004 0.004 (>1000)
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Les résultats utilisent 50,000 tirages Monte Carlo. Les parameétres sont: Sg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

Remarque .43. Méme si nous n’avons pas démontré ici des résultats théoriques qui
garantissent la validité d’une telle approximation, nous pensons qu’elle devrait donner
de bons résultats. Nous pensons qu’avec quelques hypotheses supplémentaires (de
type “ergodicité”), I'on peut démontrer de tels résultats en adaptant (avec de légeres
modifications) les démonstrations des Théoremes .13 et .14 du Chapitres 2. Dans ce
dernier cas le ratio de variance que nous avons noté par RV’ se calcule exactement
de la méme facon et par la méme formule que RV. Le Tableau 3 résume les résultats
numériques obtenus et confirme I’heuristique ci-dessus; ce qui montre que la méthode
réduit bien la variance de I'estimation.
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Chapitre 4

Efficient Variance Reduction For
Functionals of Diffusions by
Relative Entropy Minimization

Ce chapitre a été rédigé en collaboration avec Olivier Bardou.

4.1 Introduction

Examples of successful use of Importance Sampling applied to derivatives pricing
are Reider [REI93|, Glasserman, Heidelberger and Shahabuddin [GHS99a] or Boyle,
Broadie and Glasserman [BBG97]. More closely related to this work are the papers
by Su and Fu [SF02], Vasquez-Abad and Dufresne [VD98] and Arouna [ARO04] where
stochastic approximations are used to find the optimal change of drift in an Importance
Sampling procedure. In these settings, the Importance Sampling problem was based
on the minimization of the variance of the estimation. In a recent work by Arouna
[AROO04], such an idea was combined with the Robbins-Monro algorithm to develop
an Adaptative Monte Carlo method where the optimal sampling direction is selected
within the Monte Carlo iterations. The present work follows a similar idea but the
main contribution is the introduction of a new minimization criterion: the Kullback-
Leibler entropy (or relative entropy) between two probability measures.

Since Newton [NEWO94] it is known that an Importance Sampling method can lead to
a zero-variance estimate through a stochastic change of drift. And by the Girsanov
Theorem, this optimal drift corresponds to an optimal probability measure. The idea
is then to use the relative entropy as a distance to minimize in order to find the “best
approximation” of the optimal zero-variance probability measure. We show that in a
discret framework this can be achieved by using a very simple version of the Robbins-
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Monro algorithm. Another nice feature of the method is that it allows to compute a
consistent, approximation of the delta of the derivatives.

The paper is organized as follows. We first recall the basic idea of Importance Sampling
in the diffusions framework. In section 3, we show the equivalence between variance
minization and entropy minimization and we investigate, as a corollary, the computa-
tion of the delta. Section 4 deals with the discrete framework for applying the method
and presents the Robbins-Monro algorithm as a tool for solving the entropy minimiza-
tion problem. The effiency of the method is numerically tested on a wide range of
derivatives including path-dependent options and interest rate caps.

4.2 The Importance Sampling paradigm

Let (2, F, P) be a given probability space and (W})o<;<r be a standard d-dimensional
Brownian motion with natural filtration F := (F;)o<;<r defined on this space. We
consider the R valued process X, solution to the stochastic differential equation

Xo =1z
{dXt — B(X,)dt + o(X,)dW,, ¢ € [0,T]. (4.1)

We suppose that there exists two constants K > 0 and C' > 0 such that the functions
b and o, defined on R” and valued in R" and R"*? respectively, verify, Vz, y € R,

[1b() = b(y) || + llo(2) = o(y)]| < K|z —yll,

[[b(@)I] + llo(@)]| < Ol

such that the SDE (.4.1) has a unique strong solution (see Karatzas and Shreve
[KS88]).We are concerned with the Monte Carlo estimation of the expectation

Vo == E[ypr (X)].

We suppose that there exists an € > 0 such that the real valued non negative functional
(X)) satisfies

P (yr(X) > 2) = 1.

In a financial setting, the expectation Vj can be seen as the risk neutral price of an
option with underlying asset X. The efficient computation of this price using a Monte-
Carlo method often requires variance reduction techniques. The variance reduction
method considered here is the so-called importance sampling method. The basic idea
is as follows. Let us define
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1 /T
gl = {0, F-adapted such that E [exp <§/ ||9t||2dt>] < +oo} (.4.2)
0
and

T
HT = {0, F-adapted such that E [/ ICAIR dt} < +oo} : (.4.3)
Jo

For § € H*, the norm ||0]|% = E r 0,/ dt| induces a scalar product and H'
T Jo

endowed with this scalar product is an Hilbert space. Moreover, £7 is a closed non
empty subset of H”. There is a correspondence between a process 0 := (6;);<r € ET
and P—equivalent probability measures as stated below (see Protter [PRO90]).

Theorem 4.2.0.1 (Girsanov’s Theorem). The process W?, defined by
t
th =W, — / O, ds,

J0

18 a standard Brownian motion under the probability Py with density

dP T e
d—IP? = exp (/0 0 - dW; — 5/0 ||9t||2dt>

with respect to P.

The following result is a consequence of the Martingale Representation Theorem.

Theorem 4.2.0.2. Given a probability measure Py, equivalent to P on (0, Fr), there
exists an F-adapted process (0;)i<r such that fUT 10;]]2dt < +o0 P —a.s. and

dP 4 1"
— — exp / s - dW, — —/ 10,]]?ds ), P — a.s.

Under the probability Py on (2, Fr), the process X is solution to the following SDE

Xo = @ (.4.4)
dX; = (b(X;) +o(X)0)dt +o(X,)dW/., t €[0,T). o
Moreover, we have
dP
E [ (X)] = By | (X) 2| (45)
dPy
where the subscript indicates that the expectation is computed with respect to Py. It

follows that, under the probabilty Py, wT(X)jTlp; is an unbiased estimator of the price
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Vo. This is precisely an importance sampling estimate. We now have to choose the
process ) that minimizes the variance of 17 (X )dP/dPy under Py i.e. the process 6 that
solves

— 4.6
P, (:4.6)

Theoretically, it is known that there exists a unique probability measure Py« for which
Var g [1/)T(X) aF ] vanishes. In fact, since

dpP
in V. X :
;Ielég ary [1/)T( ) }

dPg~
dP dP\’ dP 1*
X)—| = E X)— —E X)—
Vary [wT( )dPo] 0 <¢T( )dPg> 0 [1/)T( )dIP’J
dP
= E|¢p(X)? | — E[¢p(X)]
n(XP | - Bl (X
Py~ should satisfy
o dP 2
E | ¢ (X) =E[yr (X)),
dPy-
and this relation leads obviously to
dPy- _ (X))
dP E[¢7(X)]
which is equivalent to
X
ap,. = L) p (4.7)
Vo

Of course, this formula is of no direct practical interest since it requires the knowledge
of the expectation V. Our aim is now to built an efficient estimator of the process 6*.
This problem will be formulated as a distance minimization issue. We are going to see
that a convenient choice of the distance is important from a numerical point of vue.
The next section is thus devoted to the comparison between different distances.

4.3 Variance reduction as entropy minimization

4.3.1 x? minimization
The x? divergence between two probability measures is formally defined by

dP 2
Ry (P, Q = %/<@1> dQ if P~ Q

= o0 otherwise.
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When considering this distance, simple computations show that problem (.4.6) is equiv-
alent to the following distance minimization problem between Py and Py-

mlI% RQ (]P()*, ]P)()) . (48)

e
To see this, first observe that

1 dPy- E
Ry (Py-, Py) = §/<d];a —1> dIPy

1 (dPg-)”
- 5(/ dIs’(, _1>‘

Plugging equation (.4.7) in this expression gives

1 X)? dP
Ry (Py-, Py) = —< Yr(X) 5 d]P’l)
2 \J E[gr(X)] 0P,
o (E|er(0E]
= 3 7
Therefore, problem (.4.8) reexpresses as
dP
inE X)) —|. 4.9
iy |0 o
By the Girsanov Theorem this latter problem reduces to
T 1 /7
min E [wT(X)Q exp (— / 0, - dW; + - / ||9t||2dt>} . (.4.10)
feeT Jo 2 Jo

Equation (.4.9) is exactly the usual criterion to minimize when refering to optimal
importance sampling. See for instance Newton [NEW94] and Arouna [ARO04]. From
this latter reference, we know that considering the x? distance leads to numerical
difficulties. In particular, it is shown that a truncated Robbins-Monro algorithm has
to be introduced in order to deal with the exponential martingale. We are now going
to see how a another choice of distance can overcome this difficulty.

4.3.2 Kullback-Leibler minimization

This distance is defined by

Ro (P, Q) = /ln (%) AP if P ~ Q

= o0 otherwise.
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Our aim is to minimize R (Pg-, Py). This quantity can be rewritten as

AP,
Ro (P Py) = |1 dP,.
o(a, 0) /n<dIP’0> 0*
dP,.  dP
= [ (E2. 2 g,
/”(d]}» dP(,)d"
AP, AP
~ [ P 1 P
_/”(d]}»)d" /”(dp(,)d"

The first integral does not depend on Py. Then, minimizing Rg (Py-, Py) is equivalent

to minimizing fln( ) dPy-. Moreover, since

vr(X)
APy = —————dP,
" Elr(Y)]
we get,
dP dP\  ¢r(X)
In{— | dPy- = In dP
[ (dm) o=/ <dm> E [¢: (X))
_ Bl (#)]
E [¢7(X)]
Thus, the problem of minimizing Rg (Py«, Py) reduces to
dP
E — 4.11
iy B |0 m ()] (411)
which we rewrite as, by the virtue of the Girsanov Theorem,
J(0 4.12
min J(6), (4.12)
with

J(O) = E [wT(X) <_ /OT 6, - th+%/OT ||9t||2dt>} | (413)

The following result is important for the understanding of the numerical implementa-
tion of our method.

Theorem 4.3.2.1. Suppose that K" is a closed, conver and non empty subset of ET .
If there exists € > 0 such that Plipp(X) > e] = 1 then J admits a unique minimum
0* ¢ K" and

4
160 — 67|12 < = [J(0) — J(0)], Ve K" (.4.14)
£

Remark 4.3.1. For a proof, one could refer to any book of convex analysis.
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4.3.3 Comparison between these distances

First, notice that the pseudo-distances Ry (P, Q) and R, (P, Q) are non negative
and vanish if and only if P = Q. Therefore, they are equivalent in terms of zero-
minimization. However, the Kullback Leibler distance is sharper than the y? divergence
in the sense that

Ro(P, Q) <R, (P, Q), VP ~ Q, (4.15)

since Inz < (2% — 1), YV > 0. But, the most important fact is the quadratic depen-
dance of the right hand side of equation (.4.12) instead of the exponential dependance
of equation (.4.10) upon f. Clearly, (.4.12) leads to a more tractable minimization
procedure than (.4.10). We refer to Basseville (1996) for complements on entropy and
pseudo-distances between probability measures.

4.3.4 Delta computation

As noted in the introduction, a key feature of importance sampling for pricing a given
derivative is that the optimal control 6* is closely related to the delta of this derivative.
In fact, it is known from Newton [NEWO94| that the zero-variance drift term 6* of an
option with discounted payoff ¢ is given by

o(Xy)m

% = Elpr () 7

,te 0, T]

where the process 7; is the unique process implicitely defined by the Martingale Rep-
resentation theorem

wT(X)—E[wT(X)]+./O 7 o(X,) dW,,  a.s. (.4.16)

The process 7 is refered to as the delta of the option with payoff ¢;(X). Thus, the
computation of the optimal process 0* gives also an estimation of the delta of the option
through the relation :

T = B[ (X)|F]o H(X,) -0 as. (.4.17)

which reduces to
A= Voo Nz) -0, (.4.18)

for t = 0. We now develop the discrete framework to perform the computation of 6*
and Vj.
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4.4 The Variance Reduction Procedure

In practice, when the solution to the SDE (.4.1) can not be computed explicitly, one
must discretize it. In such a case the computation of the price V reduces to the
computation of

Vo =E [¢r(X")],

where X" is a discretization of the solution X to (.4.1). For sake of simplicity, we shall
focus on the Euler-Maruyama scheme (see Talay and Tubaro [TAL90]) although our
method could be extended to any other scheme. The discretization of equation (.4.1)
with constant time step h := % is then

{Xo — XO
Xnpey = Xnp+b(Xpp)h + 0 (Xpp) VAW, p=0...m — 1

with AW, w N(0,1;) and I; the identity matrix of R?. Similarly, equation (.4.4) is
discretized by the following scheme :

XO - XO
{ Xh(p«H) = X}w —|— (b(th) —|— o) (th) ép) h —|— O'(th)\/EAWp, p = 0 ..m — 1

In this representation, 6 := (50, ceey ém,l) is a d x m matrix. Let us define the picewise
constant function (6;),<s by setting

0,:=0, if tc [hp, h(p+1)][.

Then 6 can be seen as a rough approximation of the random vector process 6. In the
sequel AW denotes the d x m matrix (AWy, ..., AW, 1). In this discrete setting,
equation (.4.5) translates into

Vo = E [¢r(X]
—E {wT(X) exp (é VhAW — g||é||2>} (.4.19)

1/2
where ||[M|| = (ZZLI S M,fp> denotes the Frobenius norm of a matrix M of
size d x m. These relations hold for each § € R™™. From equation (.4.12), the

Kullback-Leibler minimization becomes

minJ(f), 6 € R¥™, (.4.20)
e
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with

J() =E [¢T(X) (é VhAW + g||é||2)] .

Using first order optimality conditions, we are reduced to solving the following zero-
problem
VJ(#) =0, 6#eR>™, (.4.21)

with

VJ(0) = E pr(X) (b~ VhAW))|.

Remark 4.4.1. The functional j(é) is defined as an expectation under the initial
probability so that the functional ¢y (X ) does not depend upon f which only appears
through the functional (—f-vVAAW + b 16]|2) which is clearly convex. As this functional
explodes when ||f|| — +oc, it admits a unique minimum 6* € R&™,

As the exponential is a convex application, the same arguments can be used to prove
that the x? distance is also a convex functional of # (see Arouna [ARO04]). Moreover,
remember that the y? distance is always greater than the Kullback-Leibler distance
(see (.4.15)). This feature is illustrated in figure 4.1. From this, it is easy to check
that an optimization algorithm based on the Kullback-Leibler distance always leads to
a decrease in the variance, even if the optimal process #* is not reached.

4.4.1 The Martingale Monte Carlo Algorithm

Following Arouna [ARO04], the Monte Carlo method to be implemented in this case can
be described as follows. First suppose that we are able to compute efficiently a sequence
(9 )i>0 of approximations of the optimal o generated from a sequence of independent
copies (AW");>1 of AW. Then using (.4.19) and a result of Arouna [ARO04] we have

%ZwT(Xi)exp(éi.mAwi ||o7||2) B[R], (422)

where (Xi)i:1___N are independent copies of X simulated with AW ~and 0. Note that
no restriction is assumed on the dependence between this sequence #* and the random
process AW?. The variance of the estimation is given by

N
=~ D (X exp (—291 VhAW? — h||9"||2> -V, (.4.23)
i=1
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the x2 distance

the Kullback-Leibler distance

Figure 4.1: Variance and cross-entropy minimization
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and it is proved in Arouna [AROO04] that, on one hand,

dP
2 a.s. ~
ZN N:)OO Varg* |:wT(X)d]P)6~*:| (424)
and, on the other hand,
Vv — E[¢r(X -
VNE Wr(O] v sy N (0, 1) (.4.25)

2
EN N—+o00

Thus, we have a central limit theorem that enables us to build confidence intervals.
Since the asymptotic variance of the estimation (.4.22) convergences to a variance
smaller than that of a crude Monte-Carlo simulation, it can be shown that for NV large
enough Y33, is also smaller than the variance of a crude Monte-Carlo simulation.

In addition, we can get as a feedback a good approximation to the delta of the option
via formula (.4.18) by setting

A =Vyo (0, z)- 6. (.4.26)
Next the minimization issue (.4.21) will be performed using a simple Robbins-Monro

procedure as described below.

4.4.2 A stochastic approximation scheme to learn the optimal
drift

From the discretization of X, we see that the simulation of X relies only upon the
simulation of the law of AW ~ N(0, I;xm,). Hence there exists a function ¢p(z)
depending on the discretization of X such that

vr(X) = r(AW).

Let us define
F (9, z) == @r(z)(Vh — x)

and suppose that
(Ho): 3a >0 such that E[p3*(AW)] < 4oc.
Our approach for solving problem (.4.21) relies on the following iterative scheme

éi+] = éz - ’)/H_lF(éi, AWl), (427)
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where (7;);>1 is a sequence of positive numbers converging to 0. This iterative stochastic
approximation in known as Robbins—Monro algorithm and is well indicated for the
resolution of the zero-search problem

E[F (6", AW)] =0, 6 eR>™, (.4.28)

This algorithm is particularly efficient when the expectation E[F (6, AW)] cannot be
computed but one can easily simulate the law of F'(6, AWW). Let us now denote by

<.731> the o-algebra generated by the random vectors (AW?"),_, . If we set
i=1...n
B(f) == E[F (6, AW)],
clearly we have B o B
E[F (0", AW")|[Fia] = E(0'),
and B . . N
E[||F (0", AWY||?|Fi_] < CA+|6"]]?), a.s. (.4.29)
where

C' = max (E[g] (AW)], B[} (AW) | AW[7])

is a finite positive constant by the virtue of hypothesis (Hy). Next, we state a conver-
gence Theorem for (.4.27) proved in Duflo [DUF97]:

Theorem 4.4.2.1. Under the following hypotheses

310 € R™™ such that FE(0*) = 0 and Y0 € R™™ with 6 # 6*, (6 — 6*) - E(A) > 0,

(.4.30)
Z% =+o0 and Z'yf < +o0, (.4.31)
E[|F(F, AWYF ] < C(1+ [|F]2), a.s. (4.32)

the sequence of random wvectors (57)720 defined in (.4.27) converges almost surely and
in L? to 0.

Since J is convex, it is clear that there exists a unique 6* which minimizes the functional
j(é) so that hypothesis (.4.30) is a simple consequence of the Theorem of finite incre-
ments. Since hypothesis (.4.32) is fulfilled from equation (.4.29), Theorem (4.4.2.1)
applies for the iterative algorithm (.4.27).

This algorithm is adaptive in the sense that the sequence f is built up within the
Monte-Carlo algorithm. As this sequence is convergent it admits implicit bounds. Nev-
ertheless, numerical events might lead to large values of # and make our exponential
terms unstable. We shall adress this issue in the next section.
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4.4.3 Summary

Finally, let us summarize the Martingale Monte Carlo algorithm to be implemented in
the very general case.

fori=1...m,
Xé = XUa X(l) = XUa AWl ~ N(O’ Idzp)
forj=1...p,
Xi=Xi +bX!_)h+o(Xi ) VhAW!

J

Xi= X+ (b(f(;,l) +o(Xi ) é;.,l) h+o(Xi,) - VAAW

Gl — G — ity (Xz) (\/Eéz N AWi)

Vy = %ZN)/)T (X) exp <\/ETr (9 - tAWZ’) - g||éi||§>
=1

Remark 4.4.2. Of course, the Robbins-Monro algorithm and the Monte-Carlo proce-
dure can also be performed separately.

4.5 Numerical Results

4.5.1 Preliminary remarks
Choice of the sequence v;

It is worth pointing out that the Robbins—Monro algorithm (.4.27) is very easy to
implement. In our numerical investigations, we use v; = «/(1 + i) as sequence of
convergent steps, where o > () is chosen empirically. In general this choice is not an easy
task. Hence we followed the numerical recommandations for financial applications that
are made at section 6 of Arouna [ARO04]. For a more global insight into this problem,
one can see Kushner and Yin [KY03], where the optimal numerical convergence of the
Robbins Monro algorithm is discussed in length.
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Reduction of the conditional variance

Remember that the observation of the the Robbins-Monro algorithm (.4.27) is defined
as

F(@', AWY) = or(AW) (VR — AWY), i > 0.

In order to reduce the variability of the Robbins-Monro algorithm, one might reduce the
conditional variance E[|| F'(6", AW")||?|F;] of the sequence of the observations. This can
be done by replacing in equation (.4.27) the observation F(6°, AW?) with F'(§, AW?)

where |
Aﬂ@AsziO%@Awy+ﬂ@—AW0.

Clearly we still have o
E[F (0, AW)] =0,

and Theorem (4.4.2.1) still applies for the Robbins-Monro algorithm defined as

G+l = i — 4, F(B, AW, (.4.33)

Control of the exponential terms

Since this algorithm converges, it admits implicit bounds. But from a numerical point of
view, it is still possible for the 67 to take excessive values. This might be a consequence
of the ~; that are too large or of numerical events. To deal with these problems, we
implement the following truncated version of the algorithm

éi — ’)/H_lﬁ(éi, AWZ) S U,

_ 0F — ~  F(0F, AW if
014—12{ Yi+1 ( ’ ) ! (434)

g otherwise.

U is a constant upperbound of 6* taken equal to 5 in our all experimentations.

4.5.2 FEuropean Call

We begin our experiments with a european Call option example in the Black Scholes
model. Thus, our discretized process follows the dynamic

Xt- _ Xt- 1e(T702/2+§ti71)(tiftifl)‘FU\/ti*tif]AWi XO =1.t = 1 i=1 n ( 4 35)
; i , , Ug ot co N 4.

The pricing and the hedging of this option is available in closed form but this example
is still illustrative by allowing us to measure both the variance reduction obtained and
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the accuracy in prices and in delta hedging. The variance reduction is measured via
the ratio

LS ) (F R en(x9)

— \ :
Xy

where 37 is defined in (.4.23). The numerical results for this case are in Table 1 and
show the effectiveness of the procedure. PrixRM, PrixBS, Arnm and Agg denote
respectively the Monte Carlo estimated price including our method (Importance Sam-
pling + Relative entropy minimization + Robbins—Monro), the Black—Scholes exact
price, the delta computed by our method (using equation (.4.26)) and the exact delta
given by the Black Scholes formula.

Table 1 Estimated variance reduction ratio and delta hedging for a european call
option in the Black—Scholes model

Parameters RM+IS
(81 g K/SO PrixRM ARM PrixBS ABS RV
1 0.1 0.6 21.46 1.00 21.46 1.00 104.1
20 1.0 3.41 0.71 3.40 0.71 7.7
5000 1.4 0.004 0.002 0.004 0.002 748.5
2.5 0.3 0.6 21.61 0.97  21.60 0.99 16.5
25 1.0 7.13 0.62 7.12 0.62 11.3
50 14 1.56 0.21 1.56 0.21 25.4

The results are based on 40,000 Monte Carlo simulated paths.
The parameters are: Xg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

4.5.3 Asian Call

Our second example is the pricing of an arithmetic asian call option in the Black
Scholes model. The discounted payoff of this option is given by

_ ., 1 <
o(X):=e TTH&X(E;XM_K: 0)

where n is the total number of reset dates and X is defined in (.4.35). Numerical pro-
cedures are available for the pricing of this option with continuous averaging but not
with discret averaging (see Geman and Yor [GEM93]). In this latter case, simulation is
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necessary. The numerical results obtained are summarized in Table 2. Apg represents
the delta of the option computed with a finite differences method (with step A = 0.01).
Note the strong accuracy of the delta portofolio computed with our algorithm.

Table 2 Estimated variance reduction ratio and delta hedging for an arithmetic asian
call option in the Black—Scholes model

Parameters RM+IS

n (81 o K/SO PrixRM ARM ABS RV
16 5 0.3 0.8 11.09 0.91 0.91 9.8
10 1.0 4.18 0.59  0.57 9.4

50 1.2 1.09 0.21 0.22 18.6

16 10 0.1 0.8 10.80 0.97  0.98 36.7
25 1.0 1.92 0.67  0.67 7.2

50 1.1 0.20 0.13 0.13 12.3
64 5) 0.3 0.8 10.93 0.92 0.92 9.2
20 1.0 3.98 0.58  0.58 9.0

50 1.2 0.97 0.22  0.22 18.4

64 5 0.1 0.8 10.73 0.99 0.98 27.6
25 1.0 1.83 0.67  0.66 6.8

500 1.1 0.17 0.13 0.13 21.1

The results are based on 10,000 Monte Carlo simulated paths.
The parameters are: Xg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

4.5.4 European Basket Call

Our last example deals with the pricing of a european basket call option. The payoff
of this option is given by

d
max (Z a,;f(% - K, 0) ,
i=1

where a; are positive constants such that Z;‘i:] a; = 1. The dynamic of the i™® asset
X" (under the so-called risk neutral probability) is defined as

_ d d
AX . R
Xit = (7“ + E O’Z]G(YL)Z])(# + E (IidetJ, Xé > 0,

j=1
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with W = (W', ..., W% a d—dimensional Brownian motion, é(f); a deterministic
d x d-sized matrix representing the Girsanov change of drift and o = (0y;);; a d x d-
sized matrix representing the volatility of the market. Once again, simulation is the
only method available for pricing, especially when d is large (d > 10). For simplicity,
we fix the spot values of all the underlying assets equal to X,. The volatility matrix
is flat at 10% or 30%. Table 3 displays the variance reduction obtained. Observe
that in the worst case we have VRV > 3. This means that we are able to reduce the
length of the Monte Carlo confidence intervals (at a given confidence level) by a factor
of at least 3. As mentioned above, our method also provide an estimate of the delta
hedging strategy. Under flat spot values and volatility matrix hypothesis, it can be
proved that the pricing problem reduces to the pricing of a simple european call option
on an underlying X that follows the dynamic

dX ~ _
—L = (r+o00(t))dt + oVddB,, X, >0,
t
with 0 = 0y;, Vi, j and B, := %Zjﬂ Wtj, a one dimensional Brownian motion.

Thus the delta hedging portofolio of the option is given by the so-called Black Scholes
formula.

For example if n = 10 assets, X, = K = 50, 0 = 30 %, then the seller of the option
must hold Agg = 0.69 share of each underlying asset. With these values as inputs, we
obtained the following hedging portofolio

Agrm = {0.73, 0.69, 0.67, 0.69, 0.70, 0.71, 0.70, 0.72, 0.70, 0.72},

after RM = 20,000 iterations of the Robbins-Monro algorithm (.4.34). This shows the
potential of the procedure even in high dimensional cases.
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Table 3 Estimated variance reduction ratio for a european basket call option in the
Black Scholes model

Parameters RM-+IS

n o o K/X, PrixRM RV
10 2.5 0.3 0.6 27.22 34.8
5 1.0 19.01 34.2

10 1.4 13.83 38.7

2.5 0.1 0.6 21.62 14.8

10 1.0 741 11.2

25 1.4 1.79 23.3

20 1.5 0.3 0.6 31.74 99.5
2.5 1.0 25.59 94.5

2.5 1.4 21.35 99.4

2.5 0.1 0.6 22.34 15.1

2.5 1.0 994 13.9

5 1.4 4.03 21.0

The results are based on 40,000 Monte Carlo simulated paths.
The parameters are: Xg = 50, r = 0.05, T = 1.0.

In all these examples the additional computing time per replication required to simulate
using Robbins-Monro algorithm is roughly (at most) about 30 % of the time required
to simulate without variance reduction. But this additional effort is negligible when
compared with the variance reduction achieved and as a feedback the method provides
accurate estimate of the delta of the option.

4.6 Conclusion

We present in this paper a variance reduction method based on the relative entropy
minimization between an optimal Importance Sampling measure and a set of para-
metric Importance Sampling measures. The optimal Importance Sampling measure
corresponds to an optimal drift parameter which itself provides the optimal hedging
strategy for the option (see Newton[NEW94]). We use the Robbins-Monro algorithms
to find a good asymptotic estimate of this optimal drift and thus for the delta of the
option. Our numerical tests indicate the effectiveness of the procedure, since the vari-
ance reductions achieved are important. The method is as easy to implement as is a
standard Monte Carlo method. One can take advantage of this facility to combine the
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method with other variance reduction techniques for more efficiency.
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Résumé: Dans cette these, nous proposons de nouvelles techniques de réduction de variance,
pour les simulations Monte Carlo. Par un simple changement de variable, nous modifions la loi
de simulation de facon paramétrique. L’idée consiste ensuite & utiliser une version convenable-
ment projetée des algorithmes de Robbins-Monro pour déterminer le parameétre optimal qui
“minimise” la variance de l’estimation. Nous avons d’abord développé une implémentation
séquentielle dans laquelle le parametre optimal est estimé asymptotiquement puis injecté
dans la simulation Monte Carlo. Ensuite, nous avons développé une version adaptative, dans
laquelle la variance est réduite dynamiquement au cours des itérations Monte Carlo. Enfin,
dans la derniere partie de notre travail, I'idée principale a été d’interpreter la réduction de
variance en termes de minimisation d’entropie relative entre une mesure de probabilité opti-
male donnée, et une famille paramétrique de mesures de probabilité. Nous avons prouvé des
résultats théoriques généraux qui définissent un cadre rigoureux d’utilisation de ces méthodes,
puis nous avons effectué plusieurs expérimentations en finance et en fiabilité qui justifient de
leur efficacité réelle.

Abstract: The objective of this work is to present new competitive variance reduction tech-
niques for Monte Carlo simulations. The methods use importance sampling scheme. By an
elementary change of variable, we introduce a drift term into the computation of an expecta-
tion via Monte Carlo simulations. Subsequently, the basic idea is to use a truncated version
of the Robbins-Monro algorithms to find the optimal drift that reduces the variance. First,
we develop a sequential application of the method, in which the optimal drift is estimated
separately and is plugged in the Monte Carlo simulation. In the second part of our work we
develop an adaptative version of the method, where the change of drift is selected dynamically
through the Monte Carlo simulation. The last part of the work follows a similar idea but its
main contribution is the introduction of a new minimisation criterion: the Kullback-Leibler
entropy (or relative entropy) between two probability measures. We develop two applica-
tions of the procedure for variance reduction in Monte Carlo computation in finance and in
reliability.

Discipline: PROBABILITES APPLIQUEES.

MOTS-CLES: Méthode de Monte Carlo, réduction de variance, Algorithmes Stochas-
tiques, Projection fixe, Projection aléatoire “a la Chen”, Martingales, Entropie relative.
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