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Chapitre 1

Introduction

Dans ce travail nous étudions le modéle probabiliste de la file d’attente avec
clients impatients.

Le modéle classique de la file d’attente consiste en un systéme dans lequel
des serveurs sont soumis & un flux de requétes qu’ils doivent traiter. Il a un
grand nombre d’applications dans les réseaux de télécommunications, dans
les réseaux informatiques, les analyses de trafic routier ou méme dans de
« vraies » files d’attente, au magasin, au cinéma... Il permet de répondre
& des questions de temps de traitement, de structuration de réseaux ou de
dimensionnement.

Le développement du temps-réel est aujourd’hui une préoccupation ma-
jeure dans les réseaux de télécommunication. Dans le contexte multimédia
notamment, on cherche a transmettre les données en un temps trés bref. Des
flux de données de types parfois tres différents doivent cohabiter, I'intégrité
de ces flux doit étre respectée et les réseaux qui les transmettent doivent étre
a la fois flexibles et rapides. Toute donnée doit alors avoir une « durée de
vie » trés limitée dans le systéme, puisque son traitement doit étre instan-
tané.

Pour rendre compte de la contrainte du temps-réel dans les réseaux,
on doit enrichir le modéle classique de la file d’attente par un nouveau
paramétre, le délai des requétes qui entrent dans la file. On considére qu’une
requéte est perdue dés qu’elle dépasse ce délai sans avoir commencé son
traitement. En termes idéalistes, on parle de files d’attente avec clients im-
patients. Les clients ont une patience pour entrer en service, au dela de
laquelle ils choisissent de quitter la file. Ce modéle a initialement été con-
struit pour décrire les réseaux téléphoniques ou les clients mis en attente
raccrochaient au bout d’un certain temps si leur appel n’était pas pris en
compte. On comprend qu’il est pertinent, plus largement, pour décrire les
réseaux dits « temps-réel ».

On représente usuellement le comportement des files d’attente par des
processus stochastiques qui les décrivent de maniére exhaustive. On cherche
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

alors & savoir & quelle condition ces processus atteignent le régime station-
naire et leurs comportements asymptotiques permettent souvent de calculer
les « performances » des systémes (temps de réponse, probabilité de perte
pour des files & capacité limitée...).

Dans le cas particulier de la file d’attente avec clients impatients, le
modeéle probabiliste comporte un paramétre supplémentaire avec le délai
des clients. La premiére question sur ce nouveau modéle est de savoir si les
processus qui décrivent habituellement les files d’attente classiques y sont
adaptés et sinon, de les représenter différemment. On cherchera ensuite a
répondre aux questions suivantes :

e stabilité: a quelle condition sur ses paramétres la file d’attente atteint-
elle un régime stationnaire ?

e calcul des performances : comment calculer les différents indica-
teurs des performances du systéme, au premier rang desquels, la prob-
abilité de perte d’un client en fonction des parameétres du systéme?

¢ dimensionnement : comment mieux dimensionner la file (nombre de
serveurs, vitesse d’exécution) pour diminuer cette perte ?

e choix de la discipline de service : suivant quelle discipline servir
les clients pour améliorer ces performances et en particulier, pour en
perdre le moins possible ?

Angle d’approche

Dans la littérature, les résultats sont déja nombreux dans les cas ol on a pu
rapprocher le modéle de la file d’attente avec clients impatients a celui de la
file d’attente classique (sans délais). Essentiellement, cela n’est possible que
lorsque la discipline de service est premier entré, premier servi (FCFS). Mais
une grande quantité de modéles, parmi lesquels tous ceux ol la discipline de
service dépend du délai des clients, ne peut étre étudié par ces méthodes
classiques. Dans ces cas, les processus décrivant habituellement les systémes
(congestion de la file d’attente, charge de travail des serveurs) ne satisfont
plus d’équations markoviennes et les arguments habituels sont inadaptés.

Comme on va le voir, certaines de ces disciplines de service présentent
cependant un intérét crucial dans la pratique. Comment décrire de maniére
satisfaisante les modeles correspondants 7 La littérature est jusqu'’ici assez
réduite sur le sujet.

L’objectif de ce travail est donc de contribuer & la construction dune
théorie spécifique aux files d’attente avec clients impatients, en proposant des
descriptions originales adaptables au plus grand nombre possible de modéles.
Notre préoccupation est donc autant théorique qu’applicative : nous calcu-
lons dans certains cas précis, les performances par des techniques ad hoc, et



tachons par ailleurs de donner des méthodes d’étude générales, adaptées aux
particularités de la file d’attente avec clients impatients.

Plan du document

Le chapitre 2 est dévolu a la description du modéle des files d’attente
avec clients impatients. Nous y introduisons les principales définitions et no-
tations que nous utilisons tout au long de cette thése. En particulier, nous
définissons les processus stochastiques décrivant le systéme et les disciplines
de services que nous étudions.

Le chapitre 3 est consacré a la problématique d’ensemble et aux résultats
et méthodes existants sur la stabilité et les performances des files d’attente
avec clients impatients. Nous commencons par rappeler les résultats de sta-
bilité, de congestion & 1’état stationnaire, de temps d’attente pour des files
d’attente dirigées par la discipline FCF'S et rappelons les formules analytiques
existantes pour le calcul de la probabilité de perte et du temps d’attente des
clients.

Ensuite, nous mettons ’accent sur la comparaison des performances entre
les différentes disciplines de services et en particulier sur 'optimalité de la
discipline EDF (FEarliest Deadline First).

Enfin, aprés avoir pointé I'impossibilité d’appliquer la méthodologie adap-
tée aux files FCFS dans le cas ou la discipline est EDF, nous décrivons une
méthode originale existant dans la littérature pour décrire 1’évolution dun
systéme soumis & EDF, mais sans perte de clients.

Tous les chapitres suivants sont dévolus & nos contributions.

Dans le chapitre 4, nous complétons les résultats de stabilité existants et
décrits dans le chapitre 3 pour une discipline de service quelconque et dans
un cadre plus général pour les lois des paramétres du systéme. Nous met-
tons en outre en évidence une méthode ergodique adaptée du calcul de Palm,
pour déterminer & quelle condition le systéme atteint le régime stationnaire.

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons au calcul de la probabilité de
perte et & la comparaison entre les disciplines de service de ce point de
vue. Nous donnons deux encadrements pour la probabilité de perte, dans
le cas M/G/1 a forte charge avec délais quelconques et dans le cas G/M/1
avec délais déterministes. Nous donnons ensuite une nouvelle preuve de
I'optimalité de la discipline EDF pour la comparaison stochastique sur la
perte des clients, montrons 'optimalité d’EDF en terme de probabilité de
perte, et donnons un majorant du gain d’EDF pour la probabilité de perte.



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Nous prouvons par ailleurs que la discipline de service LDF (Latest Deadline
First) est la « moins bonne » discipline de service suivant ces critéres.

Dans le chapitre 6, nous donnons une description nouvelle de la file avec
clients impatients régie par EDF en introduisant un processus markovien &
valeurs mesures ponctuelles : le processus des profils, qui garde en mémoire
les délais résiduels de tous les clients présents dans le systéme, ou déja perdus.

Nous donnons une limite fluide et un théoréme central limite pour tous
les processus Markoviens & valeurs mesures ponctuelles présentant la méme
dynamique que le processus des profils (les processus de transport). Nous
en déduisons ’approximation des processus de performances de la file EDF
(processus de congestion, processus des pertes et des services) par des pro-
cessus continus et déterministes, et I’estimation des fluctuations & ces limites
par des processus de diffusion.

En outre, nous adaptons ces résultats & la file d’attente FIFO avec délais
déterministes, qui peut étre décrite par le méme processus, ainsi qu’au pro-
cessus des services résiduels de la file délai pur.

Nous concluons et donnons les perspectives de ces travaux en chapitre 7.



Chapitre 2

Définitions et notations

Nous introduisons ici les définitions que nous allons utiliser tout au long de ce
travail. Nous définissons tout d’abord en partie 2.1, & partir de la définition
générale d’une file d’attente, la file d’attente avec clients impatients. Nous
définissons en partie 2.2 la discipline de service EDF, qui jouera un role
central par la suite. Nous évoquons enfin en partie 2.3 les différentes variables
et processus de performances, qui permettront de décrire le comportement
des différents modéles étudiés.

2.1 La file d’attente avec clients impatients

Nous rappelons ici la définition générale du modéle probabiliste de la file
d’attente, en introduisant les processus de base auxquelles nous ferons référen-
ce tout au long de cet travail.

File d’attente

Soient des clients qui entrent dans un magasin & des instants aléatoires, en
demandant un service de durée aléatoire. Ces clients attendent dans une file
d’attente que I'un des serveurs du magasin soit libre pour pouvoir étre servis.
On se place sur un espace probabilisé (Q,]—",P). On appelle C1, Co, ...
les clients dans l’ordre de leurs arrivées, et on note pour tout n, 7, I'instant
d’arrivées de C,, et oy,, la durée du service demandé par C,,.
On suppose que p.s. les arrivées sont simples (un seul client entre a la fois),
la suite des instants d’arrivées (Tn,n € N*) est donc une suite de vari-
ables aléatoires p.s. strictement croissante. On note (N, t > 0), le processus
stochastique qui compte, a chaque instant ¢, le nombre de clients entrés dans
le systéme jusqu’a t. Autrement dit, pour tout t,

Nt = Z 1{Tn§t}'

neN*

11



12 La file d’attente avec clients impatients

On notera par ailleurs Uy := T} et pour tout n > 1, la (n + 1)-iéme interar-
rivée
Uni1:=Thi1 — T

On dit alors que (N¢,t > 0) est le processus des arrivées, (Un, n e N*), est la
suite des interarrivées et (O‘n, n e N*) est la suite des temps de services. On
suppose par ailleurs que les suites des interarrivées et des temps de services
sont stationnaires et on note alors U, une variable aléatoire (v.a.) générique
ayant pour loi la loi des interarrivées et o, une v.a. ayant pour loi la loi des
temps de services. On suppose de plus que ces v.a. sont intégrables :

E[U] < et Elo] < oo,
on note en outre
A= (E[U])! et pi=(E[o])™

et on définit la charge p du systéme par :

La file d’attente correspondante est donc 1’objet probabiliste entiérement
déterminé par ce processus des entrées, par cette suite des temps de service,
et par les propriétés du « magasin ». Nommément, ces propriétés sont le
nombre de serveurs, la capacité de la file d’attente (ou buffer), c’est a dire,
le nombre de clients qui peuvent étre mis en méme temps en attente, et sa
discipline de service, i.e. le critére suivant lequel les serveurs choisissent le
client prioritaire & servir lorsqu’ils sont disponibles et qu’il y a des clients en
attente. Les disciplines de service les plus usuelles sont :

e FCFS (First came, First served) si on sert toujours le plus ancien client
arrivé. En particulier, si il n’y a qu’un serveur, la discipline revient &
FIFO (First in, First out), puisqu’alors un client entré avant un autre
sort forcément avant lui sous FCFS,

e LCFS (Last came, First served) si on sert toujours le dernier client
arrivé. En particulier, si il y a un serveur, la discipline revient & LIFO
(Last in, First out),

e RANDOM si on sert les clients au hasard suivant un tirage uniforme
sur la population de la file d’attente,

e PS (Processor Sharing) si un « serveur » sert simultanément tous les
clients présents dans le systéme, a une vitesse divisée par le nombre de
clients servis & chaque instant,
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o Files avec priorités : les clients sont des représentants de différentes
classes C1,Co, ... et le serveur, si il a le choix, sert un client de la classe
C; avant un client de la classe C; si ¢ < j.

Dans toutes les disciplines de services exceptée FCFS et PS, un client qui est
déja dans le systéme peut voir entrer aprés lui un client qui lui est prioritaire.
On dira alors qu’'un serveur sert de facon préemptive si il peut interrompre
le service d’un client pour commencer & en servir un autre qui lui est priori-
taire, non-préemptive sinon.

Les lois de probabilités et les valeurs des paramétres qui caractérisent
entiérement une file d’attente sont résumés par la nomenclature de Kendall,
notation universellement reconnue dans la théorie des files d’attente quel-
conques :

Definition 2.1.1

Une file d’attente est entiérement caractérisée par le quintuple
A/S/s/s+ B — X ou:

o A représente la loi de la suite des interarrivées (Un,n € N*),

e S représente la loi de la suite (O‘n, n e N*) des temps de services
demandés par les clients,

e s représente le nombre (éventuellement infini) de serveurs,

B est la taille (éventuellement infinie) du buffer (nombre de
clients mazximal qu’il peut contenir),

e X représente la discipline de service.
En particulier, les deux premiers paramétres A et .S caractérisant les lois des

suites des interarrivées et des temps de services prennent essentiellement les
valeurs suivantes :

e G (general) si la suite est stationnaire ergodique ,
o GI (general independent) si elle est 1.i.d,

o M (memoryless) si la suite est i.i.d. de loi exponentielle (si A = M, le
processus des entrées est donc un processus de Poisson),

o D (deterministic) si la suite est déterministe et constante.
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En général, si aucune ambiguité n’est possible, on notera ././s, une file avec
s serveurs, de buffer de capacité infinie, régie par la discipline FCFS. Par
exemple, la file M/M/1 est la file d’attente ou les clients entrent suivant un
processus de Poisson, en demandant un service de loi exponentielle, avec un
serveur, un buffer de taille infinie et traitée en FIFO.

Modéle avec clients impatients

Pour modéliser le transfert de données en temps-réel, on doit ajouter une
contrainte au systéme en spécifiant que les taches sont perdues si le temps
qu’elles passent dans le systéme est plus grand qu’un délai qui leur est alloué.

Le modéle que nous considérons est donc une file d’attente ou les clients
ont un délai (ou patience) pour étre servis, au deld duquel ils sortent du
magasin sans avoir été satisfaits. Autrement dit, le n-iéme client C,, entre
dans la file d’attente affecté du délai D,,, qui est une variable aléatoire p.s.
strictement positive. Si il n’a pas pu atteindre le serveur & la fin de sa
patience (i.e. a linstant T,, + D,,), il est éliminé du systéme. Les délais
seront donc considérés éliminatoires et jusqu’au début du service.

Par ailleurs, la suite (Dn, n e N*) sera toujours supposée stationnaire de
loi générique la loi de D. On supposera de plus que

E[D] <
et on notera
I:=(E[D) "

Par ailleurs, si le client C,, est toujours dans le systéme & l'instant ¢, on
appellera son délai résiduel a t DR, (t) le temps restant & ¢ avant I’expiration
de son délai. On a alors :

DRu(t) = Dy — (t — Ty).

On peut décrire la file d’attente avec clients impatients avec la nomenclature
suivante, introduite par Barrer ( [Bar57]) :

Definition 2.1.2
Une file d’attente avec clients impatients est caractérisée par la
donnée de A/S/s/s+ D — X, ou :

o A, S et s représentent, comme dans la nomenclature de Kendall,
respectivement la loi du processus des arrivées, des temps de
services et le nombre de serveurs,

o D représente la loi générique des délais des clients, élimina-
toires et jusqu’au début du service,
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o X est la discipline de service.

Remarque 2.1.1 Si le contraire n’est pas précisé, on supposera toujours
que la discipline de service est non-préemptive.

La définition précédente indique que l'on suppose toujours que le buffer
est de taille infinie. Le paramétre aléatoire D (le délai) remplace alors dans
la nomenclature de Kendall classique le paramétre B (la taille du buffer)
comme facteur limitant la capacité du systéme. La file d’attente avec clients
impatients est donc un modeéle & perte, au méme titre par exemple qu’une
file & buffer fini G/G/s/s + B (ou un client est perdu si il entre dans le
systéme alors que le buffer est déja plein).

Il est par ailleurs a noter que dans la littérature, les délais peuvent aussi
ne pas étre éliminatoires (auquel cas ils ne servent qu’a donner des priorités
aux clients). Un client reste alors dans le systéme aprés expiration de sa
patience, méme si il n’a pas atteint le serveur.

Enfin, les délais peuvent aussi étre éliminatoires, mais jusqu’a la fin du
service : dans ce cas un client est éliminé si il n’a pas terminé son service a
Iinstant T}, + D,,. Mais nous nous limiterons dans ce travail aux cas précisés
dans la définition 2.1.2

2.2 Disciplines de service temps-réel

Les disciplines de services mentionnées dans la partie précédente sont bien
sir applicable & une file d’attente avec clients impatients. La dynamique de
la file d’attente est alors celle d’une file d’attente classique, modifiée par les
éliminations de clients, qui ne sont plus & servir.

Ceci étant, aucune d’entre elles ne tient a priori compte des délais des
clients. Nous présentons ici deux disciplines de services, définies dans le cas
ou les clients sont affectés de délais et qui joueront un role central dans cette
étude : les disciplines EDF et LDF'.

Definition 2.2.1

1. La discipline de service d’une file d’attente avec clients impa-
tients est dite EDF (FEarliest Deadline First) non préemptive
(notée EDF) si a chaque fin de service, le serveur sert le
client dont le délai résiduel a cet instant est le plus court. Il
sert alors ce client jusqu’a complétion de son service.
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2. La discipline de service est dite EDF préemptive (notée EDFp)
st le serveur sert a chaque instant le client dont le délaz
résiduel a cet instant est le plus court.

3. La discipline est dite LDF (Largest Deadline First) non-
préemptive (LDF) si le serveur sert a chaque fois qu’il com-
pléte un service le client dont le délai résiduel a cet instant
est le plus long.

4. La discipline est dite LDF préemptive (LDFp) si le serveur
sert a chaque instant le client dont le délai résiduel a cet
instant est le plus long.

Comme nous ’avons précisé dans la remarque précédente, nous n’étudierons
en détail que les disciplines de services non-préemptives, notées ici EDF
et LDF'. Nous reviendrons largement par la suite sur les propriétés de ces
disciplines de service et sur les problémes que pose I’étude des files d’attente
correspondantes.

2.3 Variables remarquables et processus de perfor-
mances

Définissons ici les différentes variables aléatoires et processus stochastiques
caractérisant une file d’attente avec clients impatients.

e le temps d’attente proposé W, au client C,, est le temps qu’aura &
attendre C),, avant d’étre servi. Ce temps peut étre supérieur a D,,
auquel cas C), est perdu (il n’a pas pas pu atteindre le serveur),

o le temps d’attente 7" d’'un client C,, est le temps effectivement passé
par C,, dans le buffer :

7;? = Wn]—{Wn<Dn} + Dn]-{WnZDn}7

e le temps de séjour 7,° du client C), est le temps que passe effectivement
C,, dans le systéeme (buffer + service) :

T, = Wn+0u)liw,<p,) + Dnliw,>D,}-

Pour tout systéme de files d’attente a perte, la probabilité de perte m; du
client C}, est la probabilité que ce client soit perdu. Par exemple, pour une
file d’attente classique & buffer fini M/M/1/1 + B, cette probabilité serait
donnée par la probabilité qu’il y ait 1+ B clients dans le systémes a l'entrée
de Ci. Dans le cas d’une file d’attente avec clients impatients, la condition
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de perte est plus complexe : 7 est donnée par la probabilité que C}, se voit
proposer un temps d’attente supérieur & son délai :

7 = P [Ck est perdu | = P [Wy > Dy]. (2.1)

Définissons maintenant les processus de performances :

le processus de congestion (X;,t>0) ! est le processus comptant le
nombre de clients dans le systéme & chaque instant t,

le processus d’affluence du buffer (Q¢,t > 0) est le processus qui compte
le nombre de clients dans le buffer & ’instant ¢. Ainsi, pour tout ¢ :

Q= (Xt - 5)+7

pour tout n > 1, on note par T}, le n-iéme instant de sortie du serveur,
c’est-a-dire, 'instant de la n-iéme fin de service. Le processus des fins
de services (S¢,t > 0) est alors le processus ponctuel (& trajectoires p.s.
cadlag) comptant le nombre de services terminés jusqu’a ¢. Autrement

dit, pour tout t :
Si=D 15
neN*

pour tout n > 1, on note par 7, la durée du n-iéme service rendu par
le serveur, i.e. la durée du service qui se termine & 7;,,

pour tout n > 1, on note par T),, le n-iéme instant ot un client est
perdu. Le processus des pertes (P;,t > 0) est alors le processus cadlag
comptant le nombre de pertes jusqu’a ¢t. Pour tout ¢ :

P = Z 1Tn§t7

neN*

le processus des départs du systéme (Dy,t > 0) est le processus comp-
tant les instants de sorties du systéme (services ou pertes) jusqu’a t.
Autrement dit, pour tout ¢ :

Dt Z:St—FPt.

Si on réordonne les délais résiduels des @); clients présents dans le buffer
a t par ordre croissant (pour les servir en FDF, donc), on note ces délais
résiduels:

Ri(t) < Ra(t) < ... < Rg,(t).

Horsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible, nous noterons par exemple X pour le
processus (X¢,t > 0)
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Ry (t) est donc le plus petit délai résiduel a [instant t. A un instant de fin de
service Ty, le serveur sert donc en EDF le client de délai résiduel Ry (T},).
On notera également le délai initial du client prioritaire a l'instant t par
D(t). Supposons que la file est traitée en EDF. Soit ng, le numéro du client
prioritaire & I'instant ¢ dans I'ordre des arrivées (ce client est donc C,,,). On
a alors :

Ry (t) = DRno (t) et D(t) = Dno =R (t) +t— Tng-

On notera également
Zt = RQt (t),

le plus grand délai résiduel ¢ t d’un client dans le buffer & t. A chaque fin
de service T, n, on sert donc en LDF le client dont le délai résiduel a Tn est
Zy . Le processus (Zt,t € R+) est donc le processus des délais résiduels
MaTimaus.

On a vu que, tout au long de ce travail, tous les processus et les suites
de bases du modeéle (entrées, services, délais) seront au moins considérés
stationnaires. Ceci étant, rien ne dit pour l'instant que le systéme lui-méme,
et par-la méme les variables de performances comme les temps d’attente
et de séjour et les processus de performances X et (), soient des processus
stationnaires.

La zone de stabilité de la file d’attente est I’ensemble des valeurs des
paramétres de la file d’attente (lois des arrivées, des demandes de services
et des délais) telles que le systéme puisse atteindre le régime stationnaire
(et dans ce cas, il latteindra forcément un jour). En particulier, la loi du
processus X devient stationnaire, et un client qui entre dans le systéme
trouve toujours le systéme & 1’état stationnaire, sans perturber cet état. La
version stationnaire de X est alors la loi de probabilité sur N telle que pour
tout ¢ & partir de l'atteinte de 1’état stationnaire, X; soit distribué suivant
cette loi.

On notera, & ’état stationnaire :

e X, la version stationnaire de X;

e (D, la version stationnaire de @,

7%, la version stationnaire du temps d’attente,

T#, la version stationnaire du temps de séjour.

W la version stationnaire du temps d’attente proposé.

On appelle point de construction d’une file d’attente stable, un point de
renouvellement pour son processus de congestion, c’est & dire, un instant oul
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un client entre dans un systéme vide. On appelle par ailleurs busy cycle,
le temps qui s’écoule entre deux points de construction successifs. Un busy
cycle se décompose en

busy cycle = busy period + idle period,

ol la busy period est le temps passé entre le point de construction et le pre-
mier instant de vidage et 1’idle period est le temps passé entre cet instant
de vidage et le point de construction suivant. Par définition de la stabilité
d’une file d’attente, une file d’attente stable a p.s. une infinité de points
de construction, et les durées des busy periods successives forment une suite
ii.d., d’espérance finie.

A supposer que le systéme atteigne un jour I’état stationnaire, on définit
un important indicateur de performances pour une file d’attente & perte, la
probabilité de perte a 1’état stationnaire, ou probabilité de perte.

Definition 2.3.1
Pour toute file d’attente a perte, la probabilité de perte est donnée
par :

= P[un client entrant dans le systéme

a Uétat stationnaire est perdu|. (2.2)

Pour une file d’attente avec clients impatients, 7 est donnée par la probabilité
a I’état stationnaire qu’un client doive attendre plus longtemps que son délai
pour étre servi :

m= lim 7, = lim P[W, > D,)]

n—~o0 n—oo

= lim P[W, >D]=P[W >D]. (2.3)

n—~o0
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Variables remarquables et processus de performances



Chapitre 3

Problématique et résultats
existants

Nous exposons ici les principaux résultats existants sur le sujet des files avec
clients impatients. Nous présentons en outre les difficultés méthodologiques
soulevées par ce modéle, comme une introduction & nos contributions, qui
suivront ce chapitre.

La littérature, abondante en ce qui concerne le domaine général des files
d’attente, est en réalité assez réduite dés lors que l'on pose des limites sur
le temps d’attente des clients. On distinguera ici trois types d’approches,
auxquelles correspondront les trois parties de ce chapitre d’état de 'art du
probléme.

La premiére consiste & adapter la théorie classique des files d’attente
FCFS au cas ou les clients sont impatients. On cherche dans ce cadre a
savoir a quelles conditions les processus qui sont les métriques habituelles
d’étude du systéme (congestion, charge de travail...) restent ergodiques et &
en déduire les caractéristiques du systéme a 1’état stationnaire. La théorie
est assez robuste : en supposant au moins que les interarrivées, les temps
de service et les délais forment des suites i.i.d., on peut adapter certaines
descriptions de la file d’attente classique FCFS et donner des formules ex-
plicites pour la stabilité, la probabilité de perte ou le temps d’attente.

La deuxiéme approche pose le probléme des files d’attente avec clients
impatients en terme d’ordonnancement : quelle discipline de service doit-
on appliquer pour perdre le moins de clients possible 7 Apparait ici 1’idée
qu’une autre discipline de service que FCFS, qui prenne en compte les délais
des clients, peut traiter la demande de maniére plus performante.

Il émerge des travaux réalisés sur le sujet que la discipline de service EDF
est optimale & plusieurs titres. Ceci étant, ces résultats sont pour I’heure,

21
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soit posés en termes totalement déterministes (on connait le scénario des
requétes, on ordonnance le traitement des taches pour donner la meilleure
réponse), soit purement expérimentaux : il apparait que les arguments val-
ables pour I’étude probabiliste d’une file avec clients impatients gérée par
FCFS ne sont pas adaptables & un systéme EDF par exemple.

Nous présentons donc une troisiéme approche, celle de la Real Time
Queueing Theory (RTQT) ( [DLSO01]) : elle propose un processus stochas-
tique original pour décrire une file d’attente avec délais non éliminatoires
régie par EDF.

Ce chapitre s’organise comme suit : en partie 3.1, nous passons en revue
les résultats existants sur le probléme de la file FCFS avec clients impa-
tients. En partie 3.2, nous présentons 1’état de l'art sur la question de la
comparaison des performances entre les différentes disciplines de service et
en particulier 'optimalité de 1’algorithme EDF. En partie 3.3, nous présen-
tons la problématique de 1’étude probabiliste d’une file d’attente régie par
EDF et la complexité de ce modéle. Nous voyons en section 3.3.2 les ré-
sultats expérimentaux existant sur le calcul des performances d’EDF et en
section 3.3.3, nous évoquons briévement la méthode originale de la RTQT et
donnons l'intérét théorique que cette méthode peut présenter dans le cadre
de notre probléme.

3.1 La file FCFS : résultats et méthodes existants

Depuis longtemps (Erlang, [Erl17] !), on sait étudier avec des processus
markoviens simples, 1’état stationnaire d’une file d’attente « classique »
M/M/s/s + B geérée par FCFS ou B est la taille, limitée et déterministe,
du buffer. Ces modéles sont les modéles & pertes les plus simples. On
décrit parfaitement le comportement du processus de congestion (X;,t > 0)
et on en déduit que le systéme atteint la stationnarité sans condition sur ses
paramétres. Par ailleurs, la propriété PASTA avec I'ergodicité de X permet
de donner la probabilité de perte a 1’état stationnaire par la probabilité a
I’état stationnaire qu’il y ait s + B clients dans le systéme.

Le délai (ou patience, suivant les auteurs) affecté aux clients apparait
comme une limitation (mais de taille aléatoire !) de la capacité du systéme.
Barrer ( [Bar57]) a, le premier, soulevé le probléme pour une file d’attente
M/M/s/s+D—FCFS : peut-on adapter le résultat précédent pour trouver
la probabilité de perte d'un client ? La réponse est non, puisqu’alors le
processus de congestion X n’est pas markovien. Barrer construit alors un
modeéle ad hoc pour lever cette indétermination. Ce faisant, il exhibe la loi
stationnaire du nombre de clients dans le systéme et donne 7 la probabilité
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de perte :

1
T = ;pse()‘_s")dP [Xoo = 0], (3.1)

ou d est la valeur des délais initiaux. Gnedenko et Kovalenko ( [GK68])
ont pointé et corrigé des erreurs dans la preuve de (3.1), tout en validant
la formule. Jurkevic ( [Jur71]) a ensuite élargi ce résultat et donné la loi
du nombre de clients a I’état stationnaire lorsque les délais sont le minimum
d’une constante et d’une loi exponentielle. Par ailleurs, Finch a donné la loi
du temps d’attente dans une file GI/M/1/1 + D — FIFO ( [Fin60]). Des
considérations du méme type ont mené au calcul de la probabilité de perte
d’une file M/G/1/1 4+ D — FIFO (Kok et Tijms, [DKT85al) et d’une file
M/G/1/1 + D — FIFO avec délais jusqu’a la fin du service ( [DKT85b]).
Citons encore [Coh68], [Gho63] et [Tak74| pour d’autres résultats sur des
modéles de ce type.

Pour initier la généralisation de ces résultats a une file G/G/1/1 + G —
FIFO, [LL73] donne une borne supérieure heuristique pour la probabilité
de perte :

7 < Plo > U]. (3.2)

Pour une file d’attente classique G/G/1 régie par FIFO, , le descripteur
d’état est la suite des temps d’attente proposés aux clients (ou workload)
(Wh,n € N). L’équation de Lindley donne pour tout n :

Whit = [Wi — Upsr + o) T (3.3)

L’étude de la stabilité de la file G/G/1 due a Loynes ( [Loy62]) utilise ce
processus remarquable. Loynes prouve qu’a la condition

E[U] > Elo], (3.4)

le systéme atteint un régime stationnaire, et décrit le régime stationnaire du
systéme avec W, la loi stationnaire du workload.

Revenons au temps-réel. Baccelli et Hébuterne ( [BH81]) et Baccelli,
Boyer et Hébuterne ( [BBH84| ) montrent que le workload d’une file d’attente
GI/GI/1/14+GI — FIFO est une chaine de Markov & partir d’une observa-
tion simple : le workload est le méme que celui d’un systéme ou les clients,
qui connaissent & leur arrivée la valeur du workload (aware customers), ne
rentrent effectivement dans le systéme que si le workload est plus petit que
leur délai (auquel cas ils seront forcément servis). Une file avec aware cus-
tomers n’endure donc pas de perte de clients rentrés dans le systéme : un
client peut savoir dés le début s’il pourra atteindre le service ou non avant
I’expiration de son délai, et ne rentre pas si ¢a n’est pas le cas. Le work-
load de la file avec aware customers (et donc, celui de la file avec unaware
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customers) vérifie alors une équation markovienne du méme type que (3.3) :

Wn+1 = [Wn +on — n+1]+ si D, > W,
W1 = [Wn — Upia]™ sinon.

I1 est alors aisé de donner la condition pour ’atteinte du régime stationnaire :

Theoréme 3.1.1 (¢f [BBHS84))
A la condition Ploc < U] > 0, la chaine de Markov (W,,n € N) est
ergodique st et seulement si :

1—p(1—rllngo(1—P[D>x])) > 0.

De plus, les périodes d’activité sont d’espérance finie.

En particulier, ce théoréme implique qu’a la condition Plo < U] > 0, si la
loi des délais ne charge pas +o0, la file est stable dans le sens oul les périodes
d’activité sont p.s. finies. Remarquons d’ailleurs que cette condition de
stabilité est plus faible que la condition de Loynes (3.4), ce & quoi on pouvait
s’attendre, puisque ’on perd des clients.

L’étude du comportement stationnaire de la file donne aussi une relation
simple entre la probabilité de perte de la file et la probabilité que le systéme
soit vide & l’état stationnaire. [BBH84| montre que :

w=1—1+w. (3.5)
P P

Considérons maintenant le cas M /M/s/s+ G — FCFS. [BBH84| donne
la loi du temps d’attente de la file M /M /s/s+GI—FCF'S grace a ’'argument
précédent. Récemment, des méthodes markoviennes nouvelles ont permis de
donner des formules exactes pour des métriques de performance du systéme,
telles que la probabilité de perte ou le nombre de clients & 1’état stationnaire.
Brandt et Brandt ( [BB99]) et Movaghar ( [Mov98]) donnent la loi du nombre
de clients a ’état stationnaire X, dans une file M/M/s/s + GI — FCFS
(et méme, on les parameétres des lois exponentielles des interarrivées et des
services dépendent du nombre de clients dans le systéme, state dependant
imput, [Mov98]). Ils utilisent un argument de « conservation de flux »
(entrées en sorties) di a Kleinrock ( [Kle76]) : a I’état stationnaire, le nombre
de clients dans le systéme a la méme loi suivant qu’il est vu d'un client qui
sort du systéme (éliminé ou servi) ou d’un client qui entre dans le systéme.
Les calculs sont alors permis par des propriétés spécifiques du processus de
Poisson (PASTA...). IIs donnent en particulier pour la file M/M/1/1+GI —
FIFO le terme P [ X, = 0] par :

P[Xoo=0=1+2X /O Mo PID>aldz—py gy, (3.6)
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ce qui avec (3.5) donne explicitement la probabilité de perte pour la file
M/M/1/14+G—FIFO (notons que le résultat est généralisé a la file M /M /s/s+
GI — FCFS pour s > 1).

Dans le cas d’une file M /M/s/s+ D — FCFS ou les délais initiaux déter-
ministes sont tous égaux a d, [CKCO01] propose une approche sensiblement
différente et notamment le calcul explicite de performances (probabilité de
perte, temps d’attente...) par I'étude de la loi stationnaire du processus
markovien d’ancienneté (K;,t > 0), a valeurs dans I'espace

({0} x {0, 1., s} JU({1} x [0,d]) :

K;:=(0,¢) siily a c clients dans le systéme, ¢ < s,
K;:=(1,Y;) s’ily aau moins s+ 1 clients dans le systéme,

ou Y; est le temps passé dans le systéme & ¢ par le client prioritaire & cet in-
stant (le plus ancien). On peut alors calculer la loi stationnaire de (K;,t > 0)
et donc la densité f de la version stationnaire de Y. En vertu de la propriété
PASTA, la probabilité de perte est alors donnée par :
f(d)
= 3.7
; (37)
ol A est l'intensité du processus des entrées, et on retrouve le résultat de
Barrer, (3.1). Remarquons que le résultat précédent est généralisé a des
délais courant jusqu’a la fin du service, ol le modéle est adaptable.

3.2 Comparaison des disciplines de service

Voyons maintenant dans les grandes lignes oll en est le spectre de la con-
naissance concernant la question suivante : étant fixé un scénario d’arrivées
de requétes, affectées de délais d’exécution donnés, comment ordonnancer le
traitement des tidches de maniére & obtenir de meilleures performances 7

Un scénario temps-réel (scénario de trafic avec délais) est dit faisable par
un ordonnanceur s’il peut traiter toutes les requétes sans en perdre une seule.
Dertouzos [Der74] prouve alors le résultat suivant :

Theoréme 3.2.1 (cf [Der74])
L’algorithme EDF est optimal en terme de faisabilité parmi tous
les algorithmes préemptifs.

L’optimalité d’EDF en termes de faisabilité signifie qu’il n’existe pas de scé-
nario de trafic temps-réel faisable par un autre algorithme préemptif, mais
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pas par EDF. D’autre part, Leboucher [Leb98] montre qu’EDF est égale-
ment optimal en terme de faisabilité si on considére les délais jusqu’a la fin
du service, et dans d’autres cas connexes.

En des termes probabilistes, les résultats sont trés réduits. Comme on
va le voir tout au long de ce travail, la dynamique du systéme sous EDF est
trés complexe. Panwar, Towsley et Wolf ( [PT88]) montrent cependant le
résultat suivant :

Theoréme 3.2.2 (cf [PT88])

Soit v, une discipline de service quelconque. En notant P, le
nombre de clients perdus a t sous v, B,, la durée de la n-iéme
busy period sous v et 77 le débit de service sous v :

1. pour toute file G/M/s/s + GI, pour tout t, PFPF <, P7,

2. pour toute file M/G/s/s + GI, TV < TEPF et pour tout n,
BEFPE >4 By,

ot on note :

X >aY & P[X <z| <P[Y <z, pour tout = € R.

Il est & noter que ces résultats sont obtenus par stricte comparaison des
files d’attente trajectoire par trajectoire (i.e., pour un scénario de trafic
donné) et ces arguments ne permettent pas a priori de calculer ou méme
d’estimer la loi du processus des pertes sous EDF (PtED Fit> O) et la prob-
abilité de perte sous EDF, 7FPF, Néanmoins, ils confirment le résultats
précédent de faisabilité en tant qu'’ils désignent aussi EDF comme la disci-
pline optimale.

3.3 La file EDF : problématique probabiliste

3.3.1 Description du systéme

Comme on I’a remarqué dans la section précédente et mis & part le dernier
résultat, les comparaisons de performances entre les disciplines de service
ont souvent été posées en termes d’ordonnancement pur, et rarement en
termes probabilistes. Elles désignent EDF comme la discipline optimale.
Cependant, alors que 1’étude d’un systéme temps-réel sous FCFS est trés
robuste comme on l’a vu en partie 3.1, il n’en va pas de méme lorsque la
discipline de service est EDF.

En effet, du point de vue du client qui rentre dans le systéme, la situa-
tion est beaucoup plus complexe qu’en FCFS. Sachant son délai initial et le
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workload du systéme & 'instant de son arrivée, un client ne peut pas savoir
en EDF g’il sera servi ou non. Sa situation dans la file d’attente va évoluer
de maniére instable et incertaine, puisque des clients peuvent entrer dans
le systéme aprés lui et passer devant lui si leur délai initial est plus court
que son délai résiduel & l'instant de leur arrivée. Ensuite, la situation du
méme client peut brutalement s’améliorer s’il s’avére que ces clients qui I’ont
préempté sont éliminés du systéme & cause d’un délai trop court. En allant
plus loin, il est trés clair en FCFS qu’un client entrant dans un systéme a
I’état stationnaire a d’autant moins de chances d’étre perdu que son délai
initial est long. Par contre, sous EDF, il semble a prior: beaucoup plus dif-
ficile de répondre a cette question : un client qui a un délai initial trés long
et qui, de fait, a beaucoup de chances de passer longtemps dans le systéme
n’a pas forcément plus de chances d’étre servi qu’un client qui entre dans le
systéme avec un délai initial trés court, et qui a donc une probabilité grande
d’étre prioritaire (dans le cas non-préemptif), ou méme d’étre directement
servi (dans le cas préemptif).

Ces remarques montrent donc bien la difficulté de décrire 1’évolution de la
file d’attente sous EDF par un descripteur d’état classique : entre autres, les
remarques que nous venons de faire montrent que le processus de congestion
(Xt,t € R+), la suite des workload aux instants d’entrées (Wn,n € N) ou
encore le processus d’ancienneté (K;,¢ > 0) introduit par [CKCO01] pour la
file FCFS ne sont pas markoviens dans le cas d’EDF.

Cela pose probléme, car nous avons vu qu’EDF est précisément la disci-
pline de service la plus intéressante en tant qu’elle maximise de nombreux
critéres de performances. C’est bien la toute la problématique de ce travail :
la théorie probabiliste est robuste lorsqu’il s’agit d’étudier les propriétés a
I’état stationnaire d’un systéme régi par FCFS, mais les mémes arguments
ne peuvent plus s’appliquer s’agissant d'un systéme EDF, qui par ailleurs
présente toutes les propriétés d’optimalité.

3.3.2 Calcul numérique des performances d’EDF

La simulation des performances d’EDF ne peut déja étre réalisée qu’en met-
tant en évidence un bon descripteur du systéme. Ainsi, citons quelques ex-
emples montrant comment simuler numériquement la perte du systéme sous
EDF en mettant en évidence une chaine de Markov [HXD88, PK91, ND92,
PT88|. Cela peut sembler surprenant, puisqu’on a vu qu’aucune chaine de
Markov simple ne peut a priori décrire un systéme sous EDF. Précisément,
des approximations du systéme par un autre sont nécessaires pour rendre le
systéme markovien et ces études ont des limites :

e Certaines d’entre elles utilisent un modéle simplifié, comme par exem-
ple la file F/M L(n) ([HXDS88]), qui n’applique EDF qu’aux n premiers
(ou derniers, [PK91] ) clients, les autres étant servis en FIFO.
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e Le calcul de 7 impose des limites pratiques sur le nombre d’états du
systéme, et requiert une spécification restrictive des données, comme
les n clients choisis dans [HXD88|, ou une borne sur les délais ([PT88]).

Par ailleurs, Chen et Decreusefond donnent dans [CD96] une méth-
ode originale adaptée de la loi de conservation de Kleinrock pour calculer
numériquement le temps d’attente moyen pour une file d’attente M/G/1/1+
G—EDF, ou les clients appartiennent & IV classes différentes qui déterminent
leur délai. Ce calcul s’effectue par la résolution d’un systéme non linéaire de
dimension N, faisable numériquement.

De maniére générale, 1a mise en place de l'algorithme EDF pose comme on
vient de le voir de vrais problémes de tractabilité pour les calculs numériques
et les simulations, et présente de plus un coup algorithmique en terme de
complexité. Une autre question sous-jacente devient donc : le gain de perfor-
mance d’EDF est-il suffisamment important par rapport au systéme FCFS
par exemple, pour compenser cette plus grande complexité 7 A notre con-
naissance, il n’existe pas dans la littérature de réels éléments permettant de
répondre a cette question. L’'un des objectifs de ce travail est précisément
de donner des pistes pour le calcul des performances sous EDF.

3.3.3 Le descripteur a valeurs mesures ponctuelles

Nous introduisons ici ’idée et la méthode de Doytchinov, Lehoczky et Shreve
(RTQT, [DLSO01]) pour décrire une file d’attente a un serveur régie par EDF.
L’idée centrale de ce travail consiste & considérer comme processus descrip-
teur du systéme le processus & valeurs mesures ponctuelles qui garde la trace
4 l'instant ¢ de tous les délais résiduels de tous les clients présents dans le
systéme & l'instant ¢. Les trajectoires du processus prennent donc leur valeur
dans un espace d’état beaucoup plus complexe que la droite réelle (ici, un es-
pace de dimension infinie), mais semblent étre les seules qui rendent compte
de I'évolution du systéme de maniére exhaustive.

Soit le systéme suivant :
e une file d’attente GI/GI/1,

e les clients entrent affectés de délais i.i.d. et p.s. bornés et son servis
suivant la discipline de service EDF préemptive,

e aucun client n’est perdu : les clients restent dans la file méme si leur
délai est expiré, jusqu’a ’achévement de leur service.

Attardons-nous sur les deux différences majeures avec les systémes que nous
étudions dans cette thése :
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e d’une part, les délais ne sont pas éliminatoires, ce qui bouleverse fon-
damentalement la dynamique du systéme : celui-ci ne présente pas la
méme condition de stabilité, ne se vide pas aux mémes instants, sert
des clients que le systéme EDF avec élimination aurait perdus. Dans
ce cas, les délais des clients ne servent qu’a les classer dans la file,

e d’autre part, la discipline de service est préemptive, ce qui signifie que
le service d’un client peut étre interrompu & tout moment si un client
plus pressé que lui entre dans le systéme.

Méme si ce modéle et son domaine d’applications n’entrent pas & proprement
parler dans le sujet de cette thése, la méthode développée ici a inspiré toute
une partie de nos contributions (chapitre 6), en 'adaptant & une file EDF
ol les clients sont perdus & I'atteinte de leurs délais.

Remarquons enfin que ’hypothése que les délais initiaux sont p.s. bornés
n’est qu’une hypothése technique. D’une part, cette hypothése est trés plau-
sible en pratique et d’autre part, les simulations réalisées dans ces travaux
indiquent que les résultats sont toujours vérifiés si cette condition n’est pas
remplie. Cela dit, nous verrons que nous pourrons nous passer de cette
hypothése dans notre cas.

On définit alors comme descripteur du systéme, le processus des profils
a l'instant ¢ par, pour tout ¢ et pour tout borélien ‘B :

Q:(B) = {nombre de clients dans le file & ¢

ayant & t un délai résiduel dans %}.

On note par ailleurs

Wi(B) = {travail associé aux clients dans le file & ¢

ayant a t un délai résiduel dans %},

le processus du workload associé.

L’objet de [DLS01] est ’étude & forte charge (p = 1) d’un tel systéme
par changement d’échelle en espace et en temps.

On considére ainsi une suite de systémes tels que AWE [0(”)] — 1, ou
les clients entrent dans le systéme affectés de délais initiaux D™ de fonction
de répartition G™. On suppose qu’il existe une fonction de répartition G
telle que G (y/nz) = G(z) pour tout n.

On note pour le n-iéme systéme, an) et Wt(n), les processus des profils
et du travail correspondant, et

e le Netput process Nt(n) := travail entré jusqu’a t,
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e I'Idleness process It(n) = —OrgiEth(") = temps idle jusqu’a t,
_S_

e le Workload process Wt(n) = Nt(n) + It(n).
On normalise ces processus de la facon suivante, par exemple :
1
NiD

Rappelons maintenant le théoréme central limite fonctionnel pour les files
d’attente sans perte, réalisé pour une charge limite 1. Au sens de la conver-
gence en loi des processus & valeurs réelles :

" (B) = —= 0 (vnB).

Theoréme 3.3.1
(N, 10 W)= (N*, 1%, W),
ou N* est un mouvement Brownien avec dérive, et

I} := — min N,
0<s<t

W= Nj + I},

En utilisant ce dernier résultat, Doytchinov et al. démontrent alors le théoréme
suivant :

Theoréme 3.3.2 (¢f [DLSO01]) ) )

Les processus a valeurs mesures Vy(") et Q") convergent en distri-
bution vers les processus W* et Q* définis pour tout t et tout B
par:

W) = | (1 - Ga)) de, G (B) = N} (D),
BO[F*(t),00]
ou I'* est le processus défini pour tout t par:

F (t) = H-Y(W?), ot H(y) /Oou ~ G(2)) da
)

En projetant pour tout ¢ et pour tout n contintiment la mesure an) sur la
droite réelle, on a en particulier :
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Corollaire 3.3.3 ( [DLS01])
La longueur de la file renormalisée Q") converge en distribution
au sens des processus vers A\W*.

Le résultat précédent permet donc ’approximation fluide du processus
cadlag qui compte le nombre de clients en attente par une diffusion. Ce
résultat permet ainsi de simuler, entre autres, la fraction N (z) de clients
& l’état stationnaire dans la queue ayant un délai résiduel inférieur ou égal
a z en fonction du nombre de clients & I’état stationnaire dans la file, Q™)
qui n’est pas exprimé explicitement.

Pour vérifier ce résultat par simulations, Doytchinov et al. simulent un
systéme pour n grand et arréte de le faire tourner lorsque Q™ est assez
grand. A ce moment-1a, on suppose que ’on a atteint ’état stationnaire et
on regarde la valeur empirique de N (z). L’application & = 0 donne donc
en théorie, & I'état stationnaire, la proportion de clients dans la file ayant
dépassé leur délai. Les simulations montrent que 'approximation est bonne.

Citons ici également les travaux initiaux de Lehoczky sur le sujet, qui
ont abouti aux résultats que nous venons de citer ( [Leh96|, [Leh97b]),
ou une variante appliquée & des réseaux de Jackson ( [Leh97a]). Notons
également que Baldwin et al. proposent dans [BDKMO00] une méthode de
contrdle d’admission adaptée de la RTQT, dans le cadre d’un systéme EDF
sans perte. La méthode présentée permet une diminution substantielle de la
probabilité de dépassement de délai (et donc de retard).

En conclusion, la RTQT propose donc la premiére véritable méthode de
description d’un systéme soumis & EDF, dont on a par ailleurs remarqué la
grande instabilité. Mais son application & une file EDF avec pertes pose trois
problémes majeurs :

e le théoréme 3.3.1 ne s’applique pas dans le cas ou le systéme perd des
clients,

e l’approximation du nombre de clients n’ayant pas dépassé leur délai
dépend de la loi stationnaire du nombre de clients dans le buffer, sur
lequel on a aucune information dans le cas d’'un systéme & perte,

e en vertu des remarques faites précédemment sur les différences struc-
turelles entre la dynamique de ce systéme EDF sans perte et celle du
systéme avec perte, on ne peut rien déduire de ces résultats pour une
file avec éliminations, la proportion de clients présents ayant dépassé
leur délai n’étant pas a priori la proportion de clients perdus dans
notre systéme, par exemple,
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e le seuil de charge limite (p = 1) n’est plus pertinent lorsque 1’on regarde
un systéme & perte : on n’est pas a saturation du systéme quand p =1,
puisque le systéme est alors toujours stable (¢f chapitre 4).

Ceci étant, la méthode a elle-méme un intérét pour ce qui va suivre et le de-
scripteur considéré semble étre le modéle pertinent pour décrire la discipline
EDF.

Remarque 3.3.1 L’idée de prendre un processus a valeurs mesures ponctuel -
les comme indicateur de 1’état d'un systéme & la dynamique instable est
également développée par Gromoll, Puha et Williams ( [GPWO01]) dans le
cas de la file d’attente Processor Sharing (PS) et par Limic ( [Lim01]) pour
une file LIFO, dans les deux cas pour des systémes sans pertes a forte charge

(p=1).



Chapitre 4

Stabilité

Ce chapitre, et tous les chapitres suivants, sont dévolus & nos contributions.

4.1 Introduction

Nous posons ici la question de la stabilité du systéme. A quelle condition sur
les parameétres du systéme, celui-ci atteint-il un régime stationnaire 7 Comme
on I’a vu dans le chapitre précédent, théoréme 3.1.1, une condition nécessaire
et suffisante de stabilité pour une file d’attente GI/GI/1/1 + GI — FIFO
ou les délais sont p.s. finis est donnée par

Ploc < U] > 0.

Nous nous proposons ici d’élargir ce résultat & un cas plus général :

e en supposant seulement que 'on est dans le cas G/G/1, ou les délais
forment une suite ergodique,

e en considérant une discipline de service quelconque.

Il est & noter en effet sur ce dernier point que les résultats de stabilité ex-
istant & notre connaissance ne sont établis que pour la discipline de service
FIFO. Une méthode liée au calcul de Palm permet comme on va le voir de
donner des résultats pour le cas G/G/1/1 + G et pour une discipline de ser-
vice quelconque.

Ce chapitre s’organise comme suit. En partie 4.2 nous montrons la sta-
bilité dans le cas GI/GI/1/1 4+ GI avec discipline de service quelconque, en
comparant le processus de congestion de la file avec clients impatients avec
celui de la file « délai pur » G/G /0.

33
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Nous donnons en partie 4.3 un résultat de stationnarité adapté du cal-
cul de Palm et d’un schéma de récurrence arriére pour une file avec clients
impatients G/G/1/1 + G avec discipline de service quelconque.

4.2 Régénérativité dans le cas GI/GI/1/1+ GI

4.2.1 Comparaison avec la file « délai pur »

Nous considérons ici une file d’attente délai pur G/G /oo, c’est-a-dire :

e les suites des interarrivées et des temps de service (Un,n € N) et
(an, n & N) sont ergodiques et intégrables,

e il v a une infinité de serveurs.

Ainsi, chaque client qui entre dans le systéme est directement pris en charge
par un serveur (il y en a toujours un disponible) et reste dans le systéme
pendant la durée de son service.

Nous noterons alors pour un tel systéme :

e 0PF le temps de service demandé par le n-iéme client entré dans la
queue,

e XPP, le nombre de clients & 'instant t.

Theoréme 4.2.1
Soit une file G/G/1/1 + G gérée par une discipline de service non-
préemptive quelconque, ot (o,,n € N) représente la suite des temps

de service et (D,,n € N) est la suite des délais initiauz des clients.
Alors :

1. Le nombre de clients dans le systéme est a tout instant t in-
férieur a celui XP? de la file G/G/< qui traite les demandes
des mémes clients, ot les temps de services demandés par les
clients sont donnés par

ppP . _
o, =0p+ Dy.

2. Le nombre de clients dans lg buffer est a tout instant t in-
férieur au nombre de clients XP* dans la file G/G /< qui traite
les demandes des mémes clients et ou les temps de service de-
mandés par les clients sont donnés par :

PP =D

n — n-



35

Preuve. Supposons que la file avec impatiences et la file délai pur partent
du méme état initial.

Ensuite, elles traitent les demandes des mémes clients (arrivés aux mémes
instants).

1. Dans la file G/G/1/1 + G, le client C,, reste dans le systéme pendant
un temps au plus égal & o,, + D,,. Par ailleurs, le méme client C), entre
dans la file délai pur en demandant un service o2 := o, + D,,. Les
suites (Dn,n € N) et (an,n € N) étant ergodiques, (O’BP,W, € N) Iest
aussi et donc le systéme est bien de type G/G/oc. On a de plus :

DP
Xy < E L7, <t TtontDu>ty = Xy
neN

2. Le client C),, passe dans le buffer de la file G/G/1/1 + G un temps
inférieur ou égal & D,,.

Si on considére maintenant que les mémes clients entrent dans le sys-
téme délai pur en demandant un service de durée

~DP ._
0y, = Dy,

ce systéme est bien de type G/G /oo et on a :

- DP
Q<Y Ynu<tmuipasny = X0
neN

4.2.2 Résultat de régénérativité

La question de la stabilité est souvent posée en terme de finitude presque
stre des busy periods, ou autrement dit, de régénérativité du processus de
congestion (X, ¢t > 0). On dit qu'un processus est régénératif lorsque 0 est
récurrent positif pour ce processus. Dans ce cas, (X, ¢ > 0) atteint p.s. un
régime stationnaire et le temps passé entre les instants successifs de visite en
0 forment une suite i.i.d.. Dans le cas particulier ou (X, ¢ > 0) représente le
processus de congestion d’une file d’attente, la régénérativité de X implique
en particulier que la file d’attente atteint un régime stationnaire et que les
durées des busy periods successives forment une suite i.i.d.. En particulier,
le processus X atteint le régime stationnaire et la file est stablel.

Lyoir [Tho00]
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Theoréme 4.2.2
Soit une file d’attente avec clients impatients GI/GI/1/1+GI gérée
par une discipline de service non-préemptive quelconque, ou les in-
terarrivées sont notées (U,,n € N), les temps de services (o,,n € N)
et les délais initiauz des clients sont notés (D,,n € N). On suppose
que :

P[D+o<U]>0. (4.1)

Alors, le processus de congestion (X;,t > 0) est régénératif.

Preuve. Considérons la file GI/GI /oo ol les interarrivées sont de loi celle
de U, telle que les demandes de services des clients sont la somme des délais
et des temps de services demandés par les clients de la file avec clients im-
patients (i.e., (UEP =op+ Dp,n € N)) Soit PY;, la probabilité de Palm
associée au processus des entrées N. (4.1) implique que

PY [P <U] =P} [c+D<U]>0.

On peut donc appliquer le résultat de Thorisson ( [Tho00], p.370) : le
processus (XtDP,t € R+) du nombre de clients dans la file GI/GI /oo est
régénératif. On applique alors la premiére partie du théoréme 4.2.1 : le
processus (Xt,t € R+) du nombre de clients dans la file avec impatiences
GI/GI/1/1 + GI atteint 0 p.s. une infinité de fois.

O

Remarque 4.2.1 Ce résultat généralise le théoréme 3.1.1 & une discipline
de service quelconque.

4.3 Stationnarité pour la file G/G/1/1+ G

Nous considérons ici le cas général d’une file d’attente avec clients impatients
G/G/1/14G gérée par une discipline de service non-préemptive quelconque.

4.3.1 Un résultat de stationnarité

Soient :

° <5’t, t> 0), un processus ponctuel stationnaire de points (Tn, n e N).
Pour tout ¢ :

S = Z L, <y

neN
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e pour tout n € N,

6n = Tn+1 - Tn

La suite (6,,n € N) est donc une suite stationnaire ergodique de loi
générale celle de &,

e (Gy,n € N), une suite de marques du processus (gt,t > 0). La suite

(Gn,n € N) est donc une suite stationnaire ergodique de loi générale
celle de &.

Nous nous placons sur ’espace de Palm ? correspondant au processus S. Plus
précisément, nous munissons ’espace probabilisé (Q, F, P) du flot 0 := 0T1
et de la probabilité de Palm P% associés a S.
L’espace de Palm (Q,}", P%,H) est tel que :
e 0 est stationnaire : Pour tout A dans F,
P

(07 (A)] =Py [A],

0 0
s s
e 0 est ergodique : Pour tout A dans F,

A=0""(A) = PY[A]=0oul,

o Ty =0, P%—p.s.

Suivant cette définition, la suite (6,,n € N) est compatible avec le flot er-
godique 6 et autrement dit, en notant pour tout n dans N,

" =0ofo..00,
alors, POS— p.s., pour tout n dans N :
op=0600"

De méme, (G, n € N) étant une suite de marques du processus (S*t, t > 0),
elle est également compatible avec le flot. C’est donc une suite stationnaire
ergodique et pour tout n dans N :

Gy =G of".
Nous supposons de plus que :

E% [0] < o0 et E% [4] < 0.

2voir [BB93] pour de plus amples informations sur ce cadre d’étude
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Par ailleurs, nous supposons que le flot 8 est bijectif, et notons :
0~ (A) =B € F tel que 0 (B) = A.
Ainsi, pour tout n dans N,
0" =000 07"

Nous décrivons une suite définie par une équation de récurrence de type
équation de Lindley ( [Loy62]) :

Definition 4.3.1
Soit Y, une variable aléatoire p.s. finie. La suile (Yg,n € N) a

valeurs R' est définie par :
- +
Yﬁl = [max{YY,dn} — 6n] , pour tout n € N.

Nous cherchons ici & établir & quelle condition (?ny,n € N) atteint un

régime stationnaire. Autrement dit, nous cherchons une variable aléatoire
Y, p.s. finie, telle que Y soit la version stationnaire de la suite (Y,,n € N),
ou encore :

VY =Y 06" pour tout n € N.

En particulier, avec la définition 4.3.1, on aura alors :
Y 00 = [max {Y,a} — 6] . (4.2)

On a le résultat suivant :

Theoréme 4.3.1
Il existe une unique solution Y de (4.2), finie p.s.. De plus :

PO Y <] >0 (4.3)

Preuve. Soit Y une solution de (4.2). Vérifions (4.3) :

e Si P% [Y =0] >0, il n’y rien & montrer.

e Supposons que P% [Y = 0] = 0. Alors, sur un événement de probabilité
L,

Yo >0e [max{Y,a} —6]7 >0
& Yol =max{Y,a}—45. (4.4)
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Si on suppose que (4.3) est fausse, P%—p.s., Y > adetdoncYol =Y —6.
On a alors :
E}[Yo0—-Y]=—E[6] <0,

ce qui est absurde par le lemme ergodique (lemme A.0.1 en appendice).
(4.3) est vérifiee.

Nous allons exhiber une solution Y de 1’équation (4.2) par un schéma de
type schéma arriére de Loynes ( [Loy62]).
Nous notons pour tout n dans N,

A_p=Co00 ™ et o_,=000"".
Définissons la suite (M,,,n € N) (suite arriére correspondant & ()A/,? ,n € N)) :

My=0,ps.,

+
M, = [max ( Z o_; >] pour tout n € N.

Remarquons que (M,,n € N) est croissante, puisque pour tout n dans N :

=1
J n+1 +
= |max { max a_]—g 6_; 7&_(n+1)—§ 0_;
N i=1 i=1
n+1
=max{ M,,&_pi1 — 6. ¢,
=1

en remarquant que {max (A4, B)}" = max {A*, B}, pour tous A et B.
Donc, il existe une variable aléatoire (éventuellement infinie) M., telle que
M, soit la limite presque stire de la suite (M,,n € N). Plus précisément,
M, est donnée par :

; +
My, = [sup (a_j —Z@-)] . (4.5)

Jenr i=1

Par ailleurs, on peut remarquer que :

Lemme 4.3.2
Pour tout n dans N,

My 41 060 = [max {M,,a} — )" .
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Preuve du lemme 4.3.2. On fait une récurrence sur n :

» +
j
+1 . R
My = [I;ﬁ:af( (a—j - E U—z’)]

=1

j +
n+1 ~ A A ~
= |max qmax { &_; — o_; |, &1 —0_1
Jj=2 ,
i=1
j +
7 ~ ~ ~ ~
= |maxqmax { &_;_1 — E O_;-1), @x_1 —0_1
J=1 ,
1=0
j +
= |max Inax a_j— E —6_1, G_1—6_1

j +
n R N 1 A N
= |max{ |max | &—;j — E 0_; 007, a1 p—0_1

=1 i=1
= [max {M,,,a} — 6] o071,
O

Par continuité p.s. de la fonction [max {., &} — )" 0671, la limite My, vérifie
donc :
My 00 = [max { My, a} — o],

ce qui correspond & (4.2). My, est donc un bon « candidat » pour la v.a.
stationnaire Y. Il reste & vérifier & quelle condition M, est p.s. finie.

Lemme 4.3.3
M, est p.s. finie.

Preuwve du lemme 4.3.3. L’événement {M,, = oo} est f-invariant. En effet,
0 { My = o0} = {My, 060 = 0}
= {[max {M, a4} — 6]7 = 0o} = {M = o0},

puisque & et ¢ sont p.s. finies.
Maintenant, remarquons que :

= | Z)]
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Or, d’aprés le théoréme de Birkhoff (théoréme A.0.2 appliqué aux suites
ergodiques et intégrables (&;,7 € N) et (6;,7 € N)) :

(G_j—b_jp1 —0-;) — E
1 Jee

n

J

(-

7

Le dernier terme est strictement négatif et donc en définissant pour tous
N € Net n>0,'événement

J
ENg = {Vj > N,Z (i —b g1 —04) <] <—E% (6] +77) } ;

i=1
pour tout € > 0, il existe N € N et n > 0, tels que :

P% [5]\/777] > 1—e.

Pour ¢ tel que —E% [6] +n <0, sur I'événement Ey ), pour tout j > N,

(Gi — Qi1 — 6—3) + Go < j (—E% [6] + n) <0

J
=1

et donc '
J
My = supz (A —G_jy1 — 0—;) + G < 0.
JEN o
Donc, pour tout € > 0,

P [My < o0l >1—¢,

ou encore :
P% [Moo = o0] < e.

Comme ’événement { M, = oo} est §— invariant, par ’ergodicité du flot 6,

on conclut :

PY [My, = o] = 0.
0

Donc, on a trouvé une version stationnaire de la suite (Y,,,n € N), i.e. une
solution de (4.2) : il s’agit de la variable aléatoire p.s. finie

Y =M.

Nous prouvons finalement que M, est I'unique solution de (4.2). Soit Z une
autre solution finie. D’une part, Z > 0 = Mj et si on suppose que Z > M,
P%—p.s., alors,

Z o0 =[max{Z &} —6]" > [max {M,,4a} —6]" = M, 11080, P% —p.s.
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et donc Z > Mn+1P%—p.s..
Finalement, pour tout 7, P% [Z > M,] =1 et on passe a la limite :
PY[Z > M) = 1. (4.7)
Par ailleurs, sur I’événement {Z < M.},
Zo0=1Z~6]" 1zoay + @ —6]" 1iz<a
< Mo =611 1zaay + 16— 6] 1124
< (Meo0)lizsay + (Moo 0)1iz<qy = My 0 0.

L’événement {Z < M.} est donc f-contractant, et donc de probabilité 0 ou
1 en vertu de ’ergodicité du flot. Comme

{Z<a}C{ZoO < Myob},
(4.3) implique que
P [Z o0 < My 06 =P%[Z < My] >0,
ce qui donne finalement :

P [Z < M) =1,

soit avec (4.7) :
P [Z = M) = 1.
O

Nous déduisons de ce résultat deux corollaires importants sur le comporte-
ment asymptotique de la suite <Yn, n e N) :

Corollaire 4.3.4
Partant de 0,

Preuve. On peut en particulier donner la forme développée de Y;? pour tout

n€N:
+

1 n—1
S R N N
Y, = |max | &; — E op . (4.8)
J=0 —
1=j

En effet, pour le premier terme, la définition 4.3.1 implique :

VY = [max {0, &0} — 60] " = [0 — Go] "



et (4.8) est vérifice.
Ensuite, par récurrence, si Y,0 satisfait (4.8), alors :

+
n—1 +
0 1 R N R R
Y, | = |max m_aéc Q ; ,Qp p — Op
= P
n—1 +
-1 . R N
= |max O,maéc aj — gi | .0 p —0On
Jj= =
+
n—1
n—1 N ~ ~ ~ ~
= |max —an,mag)( aj — 0; On,Qp — Op,
Jj= =
+
n
n—1 ~ ~ A
= | max maai aj — G; | ,an —0n
Jj= ’
1=

n
n ~ A
= |max Otj — E ag;
J=0 —
=7

Montrons maintenant par récurrence que pour tout n:
M2 =YDop™

n

D’une part, pour n = 0, on a clairement :

- 1+
n—
n—1 “ ~ N N ——
= |max m_a(>)< a; — oi |l ,an p —0n Y
J= Py
- 1+
1 n
n— A~ ~ ~ A J
= |max { max | &; — il , &y — 0n of 1
= —
_l’_
n
= |max | &; — o o1 = Yno+1 o~ (nt+1)
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La propriété est donc vraie au rang n + 1. Elle est donc vérifiée pour tout n.
Maintenant, soit £, une fonction réelle continue et bornée. Alors:

E%[F’(?f)]::E%[P’(ﬁ?oﬁ‘”)]::E%[F(ALJ]
. B [F (Ma)] = ES[F (V).

n—oo 9 S

Corollaire 4.3.5
A la condition

0
P

sup <d_j - Z]:c?_i) < 0] > 0, (4.9)
i=1

jEN*

il existe P%—p.s. une infinité d’indices tels que Y =Y o 6™ = 0.

Preuve. La condition (4.9) équivaut a

POV =0] >0,

0
5

ou Y = My, est donnée par (4.5). La suite <§Afr}/,n € N) « retombe » donc

P%—p.s. une infinité de fois en 0 puisque 0 est chargé par sa loi stationnaire.
O

4.3.2 Application a la file G/G/1/1+ G

Nous considérons une file d’attente avec clients impatients G/G/1/1+G régie
par une discipline de service non-préemptive quelconque. Comme défini en
chapitre d’introduction, nous notons par Z;, le délai résiduel a ’instant ¢ du
client le « moins pressé » présent dans le buffer & cet instant. Nous majorons
ici aux instants de fins de service, le processus (Z;,t > 0) par une méthode
de type « borne stochastique » 3. Nous montrons alors la stationnarité du
processus majorant grace au théoréme précédent et donc, celle du processus
(Z, t > 0).

Rappelons que l'on note par T}, le n-iéme instant de sortie d’un client
du service et (Sy,t > 0), le processus des sorties du serveur, c’est-a-dire :

S = Z 1{Tn§t} pour tout t.
N

3voir [Pek99] pour des exemples
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Soit pour tout n, 7, la durée du n-iéme service rendu par le serveur. Il
est clair, comme la suite des temps de service demandés dans 'ordre des
arrivées (o,,n € N) est indépendante des autres paramétres du systéme et
en particulier de la discipline de service, que

(0n,n € N) £ (G0, €N).

En d’autres termes, la « statistique» du systéme (loi des variables aléatoires
et processus qui le caractérisent) est la méme suivant que c’est le serveur ou le
client qui décide de la durée du service qui commence. Nous considérons alors
que c’est le serveur qui décide de la durée de chaque service qui commence,
sans perte de généralités :

pour tout n,durée du n-iéme service = &,,.

Alors, &, est de méme loi que le durée de service d’un client, i.e. celle de la

v.a. O.
Lemme 4.3.6
Soit pour tout n dans N:

~ +

k/Tke(Tn _&R7T’FL}

Alors, A, désigne le plus grand délai résiduel a T, des clients entrés
dans le systéme durant le n-iéme service et conservés a l'instant
T, st il y en a, ou 0 sinon.

Preyve. Si au moins un client est entré pendant le n-iéme service (& la con-
dition N (T}, — &, T,] > 0), le plus grand délai résiduel a T;, parmi ces clients
nouveaux entrés sera donné par le plus grand des (Dk — (Tn — Tk)>

Si la précédente quantité est nulle, cela signifie que des clients sont entrés
dans le systéme durant le n-iéme service, mais qu’ils ont tous atteint leur
délai & T,. O

Définissons pour tout n dans N la quantité «,, par :

An = [an - &n]+7
ou autrement dit :
Q= max {Dk—FTk—T—& }1 - = .
On peut remarquer que
ap > 0 p.s. pour tout n € N, (4.10)

puisque pour tout k tel que Ty, € (Tn — Op, Tn], Ty, + 6y > Th.



46 Stationnarité pour la file G/G/1/1 + G

Definition 4.3.2
Pour tout n € N, nous notons

Ly = ZTn’

le plus grand délai résiduel a T, d’un client présent dans le systéme
a cet instant.

En particulier, en rappelant (¢f chapitre 2) que
Rl(t) < Rg(t) < ... < RQ(t) (t)

désigne la suite des délais résiduels a ¢ des clients présents dans le buffer &
cet instant, on a alors:

Zn = RQTn (Tn)l{QTn>0} = RXTn (Tn)l{XTn>0}’ (411)

puisque 7T}, étant l'instant d’une fin de service, & cet instant la population
du buffer est la population de systéme tout entier.
En d’autres termes, la suite (Z,,) caractérise la quantité suivante :

e si plus d’un client est dans le systéme & l'instant T, (en particulier,
T, + 1 sera égal a T, + Gpn1, puisque le systéme ne se vide pas a T,),
Zy indique le plus grand délai résiduel des clients dans le systéme &

T,—1, le maximum étant pris y compris sur le client qui commence &
étre servi,

e si Xj =1,iln’y a qu'un seul client dans le systéme a T, et Z, est le
délai résiduel & cet instant de ce client qui précisément va étre servi et
4 cet instant son délai ne compte plus. Il faudra ’effacer du descripteur
par la suite,

e si X7 =0,in’y a aucun client dans le systéme a la fin du n-iéme
service, le systéme est vide et Z, = 0.

Par conséquent, on a :

X7 =0 Z, =0 pour tout n € N. (4.12)

Lemme 4.3.7
Pour toute discipline de service,

g1 < [max{Zn.l{XTn#},anH} — &nrr. (4.13)

De plus, les deux termes sont égaux sous EDF.
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Preuve. Nous nous placons dans les trois cas possibles pour la récurrence,
suivant que X7 est égal 4 0,1 ou > 2:

e Si X7 > 2, en particulier, Z, # 0, le systéme n’est pas vide a T}, et
T, ntl = T, + 6p. Alors, le plus grand délai résiduel des clients dans le
systéme & Tn—i—l est inférieur ou égal au max {Zn — On,s An+1}. Ilya
égalité dans le cas d’EDF, puisqu’alors le client relatif & ce maximum,
s’il était déja dans le systéme a 7T, (et donc, il correspond & Z,, — 6,,),
n’a pas été servi a cet instant et est donc toujours dans le systéme a
Ty+1. Dans tous les cas, T,11 =T, + 7, et on a :

- - +
Zp+1 < max {Zn — 5n,An+1} = [max {Zn,anH} — 5n] .

e S5i X7 =1, leseul client dans le systéme a l'instant T,, commence son
service a cet instant et donc son délai résiduel Z, a T,, doit disparaitre
du descripteur puisqu’il ne sera plus en concurrence avec les autres
clients & Tj,+1, date de la fin de son service. Dans ce cas le plus grand
délai résiduel & Tp41, 8'il y a au moins un client dans le systéme, est
apporté par un client entré pendant le n + 1-iéme service. Ici aussi,
Tn+1 :Tn—i—c}n eton a:

Zn+1 = An—i—l = [an—l—l - 5n]+

e Si X7 = 0, le systéme est vide & T;,. Dans ce cas, il faut attendre
n
I’arrivée d’un client pour que le n + 1-iéme service commence. Donc,
Tn+1 7é Tn + &na mais

_max ({Dk + T — (Tn1 — &n+1)}
k’/TkE(Tn.g_l—&n-‘—lyTn-ﬁ—l}

'l{N(an _&n+17Tn+1]>0}>

= max, ({Dk + T — (Tog1 — 5n+1)}
k/Th€(Tn,Trny1]

Line, ,Tn+ﬂ>0}> ;

puisque aucun client n’est entré entre 7T, et T,,41 — Gp11. On a la-
encore :

An—i—l = [an—i—l - &n]+

Donc,

Zn+1 = An—i—l = [an—i—l - &n]+
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O

Nous donnons une condition pour la récurrence de la suite (Zn, n e N) en

0. Or, (4.13) induit deux difficultés. La premiére est que la récurrence est
définie par une inégalité dans le cas général (discipline de service quelconque),
la seconde est que le terme 1; X £0}s qui dépend de tout le passé de la file

et pas seulement de Z,, montre que I'inégalité ne met pas directement en
évidence une suite ergodique.

Nous exhibons donc une suite de variable aléatoire qui soit définie par
une égalité de récurrence du type de I’équation de Lindley et qui permette
par comparaison de donner le comportement asymptotique de (Zn, n e N).

Definition 4.3.3
On définit la suite (Y,,,n € N) par :

Yb = 207
Y1 = [max{Y,,an} — 5’n]+ , pour tout n € N.
En particulier, il est clair que :
Y,, > Z,, pour tout n € N, (4.14)

avec une récurrence immédiate et I'inégalité (4.13).

Soit maintenant la suite (Tn, n e N) suivante :
Ty := f()v
T, =1T,_1+ 6, pour tout n € N*.

Nous notons par ailleurs le processus suivant :

St = Z l{Tngt} pour tout .
N

La suite (6,,n € N) étant stationnaire et ergodique, (gt,t > 0) I’est aussi
et on peut considérer I'espace de Palm (Q,]: , P%,O) relatif au processus

(gt,t > 0), en notant 0 := 0. le flot stationnaire ergodique correspondant.

Sous cette hypothese, (6, n € N) est donc une suite de marques du processus
S. En particulier elle forme une suite ergodique, puisqu’elle est compatible
avec le flot. IP’%— p.s. :

on(w) = 6’(0T~n(w)): 700" (w),
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ou ¢ est la durée du service qui se termine P%—p.s. at=0,deloicelle de o.

Nous définissons par ailleurs la variable aléatoire

&= max Di+Tr — (T 1, '
k/TkE(To,Tl]{ F k (0)} {N(Tov,T1]>0}

Le processus des entrées marqué par les délais initiaux des clients (N, D)
étant indépendant de S, on peut construire la suite de marques de S (G, n € N)
de la maniére suivante, pour tout n € N, POS— p.s. :

bp(w) = d(QTn (w))= @ o "(w).
On a en particulier :

an >0 POS — p.s. pour tout n € N.

Finalement, nous définissons pour toute v.a. X :

{ %X:X7

A

X S _ 1t
Y, 1= [max{Yn ,an} — crn] , pour tout n € N.

Theoréme 4.3.8
1. Partant de Yy = 0, Il existe une une unique version station-
naire Y p.s. finie telle que :

2. Si de plus

0
Pg '
JEN*

J

sup (d_j — Z&_’) < 0] >0,
i=1

la file d’attente se vide p.s. une infinité de fois.

Preuwe. 1. Les hypothéses du théoréme 4.3.1, 1 sont vérifiées pour le pro-
cessus <§t,t > 0) et les suites (&y,,n € N) et (6,,n € N). En partic-
ulier on peut appliquer le corollaire 4.3.4 : il existe une unique variable
aléatoire Y p.s. finie telle que :

Vo £y, (4.15)
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Remarquons maintenant que (G, n € N) ala méme loi que (a,,n € N).
Donc, partant de Yy = Zy = 0, la suite ()A/,?, n e N) a la méme loi que
(Y, n € N) et on conclut avec (4.15).

2. La condition (4.9) est satisfaite et on peut appliquer le corollaire 4.3.5 :
il existe P%—p.s. une infinité d’indices tels que Y, = 0. Partons de

l'état Yy = Zy = Y. D’une part, comme la suite (f’ny,n € N) a la
méme loi que (Y;,n €N), il y a p.s. une infinité d’indices tels que
Y, = 0. D’autre part, & tout instant 7;, et pour toute discipline de
service :

{Ynzo}g{ano}:{anzo},

avec (4.12) et (4.14). 0 est donc récurrent pour la suite (X7 ) et il U'est
aussi pour le processus (X3, ¢ > 0) ( par définition, X; ne peut valoir 0
qu’a un instant de fin de service ).

O

Remarque 4.3.1 Il est intéressant de rapprocher ce résultat a la condition
de stabilité de la file G/G/1/1, donnée par [F1i83] ( [BB94], propriété 2.6.1.
p.123), de la méme forme. Cependant, dans la file G/G/1/1, lorsque cette
condition n’est pas vérifiée, I'unicité, et méme 'existence de la solution sta-
tionnaire ne sont pas garanties (|[BB94|, exemples 2.6.1 et 2.6.2, p. 122). Elle
le sont dans le cas G/G/1/1 + G..

Corollaire 4.3.9
La file d’attente avec clients impatients M/GI/1/1+ GI se vide p.s.
une infinité de fois pour toute discipline de service.

Preuve. D’une part, il est immédiat de voir avec I’expression de &, pour tout
n que si le processus des entrées est un processus de Poisson et les temps de
service et les délais forment deux suites i.i.d., la suite (G, n € N) est 1.i.d..
D’autre part, pour tout n,

014 ~ 0r1Aa

A

> P (N(Ty 1, Ty = o] —Pp [N(Tn — &, T] = 0] > 0.
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Donc,
J
0 ~
Pg sup (a_j — ZU_Z) < 0]
JEN™ i=1
J
=P} | sup <&—Z&_i> <0l =P%a-5<0/>0
JEN* i=1
On peut donc appliquer le théoréme 4.3.8, partie 2. O

Remarque 4.3.2 Dans ce dernier cas, on a affaibli les hypothéses du théoréme
4.2.2. Remarquons de plus que le théoréme 4.3.8, 2 s’applique dans un cadre
plus général, ses hypothéses étant plus larges.
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Chapitre 5

Probabilité de perte

La probabilité de perte d’un client & I’état stationnaire (probabilité pour un
client entrant dans le systéme & 1’état stationnaire de ne pas atteindre le
serveur avant l’expiration de son délai) est la principale métrique de per-
formance d’un systéme & perte. L’estimation de cette probabilité par une
formule close dépendant des autres parameétres du systéme peut permettre de
répondre a des questions de dimensionnement : étant données des contraintes
de trafic (flux des entrées et loi des délais par exemple), on peut en partic-
ulier déduire de cette formule les valeurs des paramétres (nombre de serveurs,
débit de service), qui garantissent une exigence fixée en terme de perte pour
une discipline de service donnée. Nous avons vu dans le chapitre 3 une for-
mule explicite de cette probabilité pour un systéme M/M/s/S+G — FCFS
( [Mov98], par exemple).

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous exposons dans quelques cas
plus généraux, d’autres résultats et méthodes de calcul pour estimer la prob-
abilité de perte.

L’autre aspect du probléme est précisément le choix de la discipline de
service : laquelle choisir afin de minimiser la probabilité de perte 7 C’est
I'objet de la deuxiéme partie de ce chapitre, qui présente quelques résul-
tats de comparaison entre disciplines de service pour un jeu de paramétre
donné. Ce faisant nous précisons et complétons certains résultats de Pan-
war, Towsley et Wolf dans [PT88] sur la comparaison de la perte entre les
différentes disciplines de service pour toute file d’attente avec clients impa-
tients. Comme on I’a rappelé dans le chapitre 3, théoréme 3.2.2, Panwar
et al. ont montré qu'EDF est optimale en terme de perte pour toutes les
disciplines de services non-préemptives, en le sens qu’a chaque instant ¢, la
perte dans une file d’attente G/M/s/s + G — EDF est stochastiquement
inférieure & celle endurée par le méme systéme sous toute autre discipline de
service non-préemptive. Nous donnons ici une autre preuve de ce résultat,
en allant plus loin : nous montrons que la probabilité de perte a l’état sta-
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tionnaire ™ 1 est inférieure en EDF par rapport & toute autre discipline de
service non-préemptive. Par le méme type de raisonnement, nous montrons
également que la discipline LDF maximise la perte pour l'ordre stochastique
et la probabilité de perte.

L’algorithme EDF est coliteux en terme d’ordonnancement : il requiert
une réactualisation compléte du buffer tout entier & chaque arrivée d’un
client. Il est donc naturel de se demander si le gain réalisé en appliquant
EDF est suffisant pour justifier ce cotit. Ne disposant pas d’une formule
close pour la probabilité de perte sous EDF, on cherche donc & estimer le
gain réalisé en terme de probabilité de perte entre EDF et toute autre disci-
pline de service non-préemtive. Nous proposons ici une premiére estimation.

Ce chapitre s’organise comme suit. En partie 5.1 nous présentons deux
encadrements de la probabilité de perte pour une file avec clients impatients :
un encadrement & forte charge (p > 1) pour un systéme M/G/1/1 + G
avec discipline de service quelconque en section 5.1.1 et un encadrement
pour un systéme GI/M/1/1 + D — FIFO en section 5.1.22. En partie
5.2, nous comparons les différentes disciplines de service du point de vue
de la perte. Nous donnons en section 5.2.1 une nouvelle preuve du résultat
de Panwar et al. ( [PT88]) qui donne EDF comme discipline optimale en
terme de perte dans le cas G/M/1/1 + G pour l'ordre stochastique. Nous
montrons également que LDF maximise la perte pour l'ordre stochastique.
Nous donnons en section 5.2.2 un encadrement de la probabilité de perte
sous toute discipline de service non-préemptive (et donc pour FIFO, par
exemple) en fonction de la probabilité de perte sous EDF pour un systéme
M/M/1/1 4+ G. Nous montrons au passage qu'EDF est dans ce cas optimal
pour la probabilité de perte, et donnons un majorant du gain d’EDF en
terme de probabilité de perte.

5.1 Deux encadrements

5.1.1 Encadrement a forte charge

Nous proposons un premier encadrement, pour une file d’attente avec clients
impatients régie par une discipline de service quelconque, de la probabilité
de perte dans le cas ol la charge du systéme est supérieure a 1.

Lemme 5.1.1
Soit v une discipline de service quelconque. Pour toute file d’attente

!définie en (2.2)
2Ces deux encadrements figurent dans [DMO03]
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G/G/1/1+ G — v soumise a la charge p > 1,

-1
r>2—
p

Preuve. Comme on le montre en appendice B, (B.3), le processus station-
naire N? des clients qui seront servis a pour intensité A* donnée par :

A= A1 —m).

Considérons le « sous-systéme » restreint aux clients qui seront servis. Le
sous-systéme est donc une file G/G/1, avec un processus stationnaire d’intensité
A(1—) en entrée, stable puisque le systéme d’ensemble est stable lui-méme.
D’aprés le théoréme de Loynes, on a donc:

A1 - m)E[o] < 1

et autrement dit,

1
1—-—<m.

On a par ailleurs :

Lemme 5.1.2
Pour toute discipline de service v, pour toute file d’attente M /G/1/1+
G — v soumise a la charge p,

p

< —.
p+1

Preuve. La probabilité de perte d’un client est inférieure & celle d’une file
d’attente classique sans buffer M/G/1/1 (les clients ne sont servis que si ils
entrent dans un systéme vide). Pour un tel systéme, la formule d’Erlang-B
donne la probabilité de perte = (M/G/1/1) :

T (M/G/1/1) = pr1

et on a le résultat. O

Nous pouvons donc déduire des deux lemmes précédents un encadrement
de la probabilité de perte pour toute file d’attente M/G/1/1 + G, avec dis-
cipline de service quelconque :
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Theoréme 5.1.3
Pour toute discipline de service v, la probabilité de perte de la file
M/G/1/1+ G — v soumise & une charge p > 1 vérifie

p—1 p

<< ——. 5.1
p p+1 (5-1)

Comme on peut s’y attendre, la probabilité de perte tend alors vers 1
quand la charge tend vers l'infini, puisque le systéme tend & s’engorger, et
un client & avoir trés peu de chances d’étre choisi.

Nos simulations indiquent qu’a p > 1 fixé, la probabilité de perte tend
vers la borne supérieure de l'intervalle précédent lorsque 1/E [D] tend vers
I'infini, donc en cas de délais d’exécution trés petits et par-1a méme, de forte
perte.

5.1.2 Cas GI/M/1/1+ D — FIFO (EDF)

Nous nous placons ici dans un cas sensiblement plus complexe, ol on ne
suppose plus que le processus des entrées est un processus de Poisson, mais
simplement un processus de renouvellement. Nous supposons par ailleurs
dans cette section que les délais initiaux sont déterministes.

Nous considérons donc une file d’attente GI/M/1/1 +D — FIFO, ou :

e les clients entrent dans le systéme suivant un processus de renouvelle-
ment. Autrement dit, les interarrivées Up,y1 := Tp,o1 — T, sont in-
dépendantes et identiquement distribuées,

e les clients demandent un service de durée exponentielle o ~ (u),

e les délais éliminatoires des clients sont déterministes, initialement tous
égaux a d.

Remarquons tout d’abord que dans ce cas, les disciplines de service EDF
et FIFO sont équivalentes. En effet, le délai résiduel du client C & un instant
t auquel il est encore en attente dans le systéme est donné par:

DRy(t) =Dy — (t —Tx) =d+ T — t.
Ainsi :
{le client C; est prioritaire & ¢ sur le client C; sous EDF}

<= 0 < DR;(t) < DR;(t)
= 0<d+Ti—t<d+Tj—t
< T; < Tj, et C; et C; sont en attente & ¢

— {le client C; est prioritaire a ¢ sur le client C; sous FIFO}.
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Le résultat donné ici, exprimé pour une file gérée en FIFO, est par conséquent
toujours valable si la file est gérée en EDF : il s’agit exactement de la méme
file d’attente.

Remarque 5.1.1 On montre de la méme facon que dans ce cas ou les délais
sont déterministes, la discipline LDF revient & la discipline LIFO.

Nous donnons un encadrement de la probabilité de perte d'un client
a l'état stationnaire. Alors que ’absence de mémoire de la loi exponen-
tielle permettait dans le cas M/M/s/s+ G — FCFS d’exhiber des modéles
markoviens simples pour le calcul de performances et donnaient en partic-
ulier une formule close pour la probabilité de perte, un tel cadre d’étude ne
fonctionne plus ici et il faut trouver un cadre ad hoc pour pouvoir estimer
cette probabilité.

Rappelons que 1’on note pour tout k,

7. := P [le client Cf est perdu |.

Nous donnons une équation de récurrence simple pour (7, k € N) et en dé-
duisons la probabilité de perte en passant & la limite sur ’expression générale
de T

Theoréme 5.1.4
La probabilité de perte a l’état stationnaire d’une file d’attente
GI/M/1/14+ D — FIFO (ou EDF) vérifie :

Plo > Ule
1—Plo > U](1 — e +d)

<7 <Plo>U]

Preuve. Nous notons 77, I'instant o le client C}, quitte la file d’attente. S’il
n’est pas perdu, T} est donc l'instant ou il entre en service et T} se trouve
dans l'intervalle de temps [T}, T + d[. Sinon, on a T}, = T}, + d.

Notons par ailleurs les événements suivants :

I]t- = {C’j est en service a l'instant t},

Gj = {Cj est servi }

Le client C}, est éliminé lorsque le serveur est occupé a l'instant T + d. Cet
événement est réalisé si I’'un des clients Cy, C1, ..., C,_1 entrés avant C}, est
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en service & 'instant T + d. Dans ce cas, ce client en service a T} + d 1’était
déja a Tp_1 + d, sinon il aurait été éliminé & cet instant :

k—1 k—1
M = ZP [Ifﬁd} _ ZP [If’“*d n[fk—1+d:|
§=0 3=0
k—1
— P |:I;rk+d | Ifk—l'ﬁ‘d]P[Ifk—l'f‘d )
§=0

Les temps de service étant exponentiels, la probabilité qu'un client soit encore
en service & Ty, + d sachant qu’il était déja en service & T;_1 + d est donnée
par : Plo > T} — Ty—1] = P[0 > U]. L’égalité précédente donne donc :

k—1
T = ZP o >U]P [I].Tk‘ler]
5=0
—Plo>Ulm_i +Plo>U]P [I,fﬁf*d} . (5.2)
Tk _1+d

Comme I, ™ C Gg_1, on a alors :
e <Plo>Ulmp_1+Plo>U](1—7m_1) =Plo >U].

On passe a la limite sur k£ dans I’inégalité précédente. Comme on atteint un
jour I’état stationnaire,

lim 7, =x
k—o0

et on a la borne supérieure pour 7.
Considérons maintenant la borne inférieure. (5.2) donne pour tout client

Cy. :
e =Plo>Ulm1+Po>U]P [I,’ff;l*d]
—Plo> U] <wk_1 4 P[Gy]
— P [ le service de C_1 se termine avant Ty,_1 + d] >
=Plo > U] <7rk_1 +1 -7

—-P [Gk—l N {TI::—I +op1 <Tp_1+ d}] >

>Plo> Ul (1—(1—7rk_1)P (o5t <d])
=Plo>U|-Plo>U|P[o <d (1 —mp_1).
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En d’autres termes, pour tout k:
7, >Plo>U]P[o >d+Plo>U|Plo <dm1
et en passant & la limite sur k :
7>Plo>U|Ploc>d+Plo>U]P[o <d|r.
La minoration est démontrée. O

Ce résultat compléte celui de [LL73], (3.2), qui ne donnait qu’une borne
supérieure pour la probabilité de perte. Par ailleurs, il est clairement beau-
coup plus fin que 'encadrement (5.1) et présente I’avantage d’étre vrai pour
des interarrivées i.i.d. de loi quelconque et pour n’importe quelle charge.

Précisons & quoi revient cet encadrement dans trois cas de lois pour les
interarrivées, déterministe, uniforme et exponentielle :

Corollaire 5.1.5

1. Dans une file D/M/1/1+ D — FIFO (EDF), ou les arrivées
sont périodiques de période p (autrement dit U =p p.s.),

e—H(p+d)

1—e#(1—end)

<7 <e M (5.3)

2. Dans une file GI/M/1/1+ D — FIFO (EDF), ou les interar-
rivées forme une suite de variables uniformément distribuées

sur [0, M],
l—e M —pd —uM
- © 1—e™
1_e}i;¢M — <t ————. (5.4)
1 — L= (1 — emnd) pM

3. Dans une file M/M/1/1+ D — FIFO (EDF), ou le processus
des arrivées est un processus de Poisson de paramétres )\,

%e_ﬂd )\
S — <7<, (5.5)
1— m(l — e H ) A + M

On peut remarquer en particulier que le dernier résultat (5.5) est cohérent
avec celui de [CKCO01], (3.7), puisque les bornes précédentes encadrent la
valeur exacte de 7.
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5.2 Comparaison entre disciplines de service

Plagons-nous maintenant dans le cas général stationnaire pour la loi des
délais initiaux des clients. Ici, les disciplines EDF et FIFO par exemple, ne
sont a priori plus équivalentes, et nous cherchons & les comparer du point
de vue de la perte. Dans cette partie, nous redémontrons le résultat de
Panwar et al. ( [PT88]), théoréme 3.2.2, qui donne 'optimalité d’EDF en
terme de perte pour l'ordre stochastique. Nous montrons également que
LDF est la moins bonne discipline de service avec ce critére. En outre, nous
allons plus loin : nous montrons pour un systéme équivalent qu'EDF a la
plus faible probabilité de perte & 1’état stationnaire, que LDF a la plus forte
probabilité de perte & 1’état stationnaire entre toutes les disciplines de ser-
vice non-préemptives et donnons un majorant du gain d’EDF en terme de
probabilité de perte par rapport a toute autre discipline de service.

5.2.1 Cas général G/M/1/1+G

Soit une file d’attente avec impatiences G/M/1/1 + G. Soit G, la durée du
n-iéme service rendu par le serveur. Nous supposons comme dans le chapitre
précédent que c’est le serveur et non 'identité du client qui entre en service
a Tp_1, qui décide de la valeur de 6,. Cette hypothése ne change pas la
statistique du systéme.
On note pour toute discipline de service (.) :

)

e pour tout %, Pt(') le nombre de clients perdus et S,
servis par (.) a I'instant ¢,

le nombre de clients

e 3 l’état stationnaire :

— PO, 1le nombre de clients perdus pendant une busy period de (),
— EO), le nombre de clients entrés pendant une busy period de (L),
— 80), 1e nombre de clients servis pendant une busy period de (.),
— B, la durée d’une busy period pour (.),

— 7(), 1a probabilité de perte pour (.).

Nous comparons, pour un scénario de trafic (une trajectoire de la file
d’attente), les performances du systéme pour trois disciplines de service dif-
férentes : EDF, LDF et une discipline de service quelconque ~.

On se place donc sur une trajectoire (t,,n € N) de la suite des temps
d’arrivées (T5,,n € N), (sp,n € N) de la suite des temps de service (6,,n € N)
et (d,,n € N) une trajectoire de la suite des délais initiaux (D,,,n € N). On
notera, pour cette trajectoire et pour toute discipline de service (.) :

()

e pour tout ¢, p;” le nombre de clients perdus a l'instant ¢ par (.),
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e pour tout n, s(')

de (.).

le nombre de service pendant la n-iéme busy period

Soit tg, I'instant d’arrivée du premier client dans la file (point de con-
struction). On note également :

e pour tout n = 1...max{31’,s]fDF,sIfDF}, tn, la date de fin du n-iéme

service, VTE'), la population présente dans la file (.) & £, xfﬂ = #(V(')),

le nombre de clients présents dans le systéme (.) & £, et lﬁ;) =p;’, le

nombre de clients perdus par (.) & &,

e pour tout n = 1...min{s¥,s‘fm}, pour (.) = v et EDF, On sépare a
)

t, les populations VTE' de la facon suivante :

EDF __ ~,EDF EDF/~y
V., =M + R,

ot an _ MT’Z,EDF _I_R%/EDF’

ot M;""P" est la population présente a la fois dans le systéme EDF
et dans le systéme 7 & £, RﬁDF/ 7 est la population présente dans le
systéme EDF & t,, qui est absente & cet instant dans le systéme 7
et Rx/ PPT st la population présente dans le systéme v & t,, qui est
absente a cet instant dans le systeme EDF,

e pour tout n = 1...min{sIfDF,s¥}, pour (.) = et LDF,

Vny/LDF — MT’Z,LDF _’_R%/LDF

et
VJJDF/W — MT’Z,LDF + R1I/4LDF/’V’

ot M,""" est la population présente & la fois dans le systéme LDF et
dans le systéme v & £,,, R%/ “P¥ est la population présente a ¢, dans le
systéme LDF qui n’est pas présente au méme instant dans le systéme

. LDF
~ et vice-versa pour R, ",

Lemme 5.2.1
Pour tout n jusqu’a min{s],sFPF}  si R%/EDF # 0, il existe une
application injective :

o . R%/EDF R RﬁDF/’y
" C;— Cy tel que T; + Dj < T}, + Dy,.
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Preuve. Nous raisonnons par récurrence. A tq,

R’ly/EDF _ Rlli}DF/’y =0

et la condition est vérifiée. On suppose que la propriété est vraie a I'instant
t, et on appelle Cy, le client servi par v & cet instant.

1. Si R%/ PPF — ), tous les clients de V;) sont dans V,FPF.

e si EDF sert aussi Cj, V', | C V2P et RZQEIDF = (),

e si EDF sert C; € R;°", il sert un client qui de toutes facons n’est

pas dans le systéme v 4 £,, et on a bien RZiElDF =0,

e si EDF sert un client C; € M;"""",

— si Cj est le client Cj, le méme client est servi a t, dans les

deux systémes et donc RZﬁDF =0,

— si Cj #Cret 1)+ Dy <£n+1, Tj—l-Dj <7}—|—Dl <£n+1, Cj
est donc éliminé du systéme régi par v & t,41, C; n'est pas

~/EDF . ~Y/EDF
dans R)/|" et onabien R/ " =0,

—siCj#Cret Ty + Dy > tny1,

* 81 Tj + Dj < tnt1, C; est donc éliminé du systéme v a
fn1 et RIPT =,

* si Tj + Dj > tp11, C; est donc toujours dans le systéme

v a Ty et RIPPT = {C;). Or, G € Vil C VPP e

Ty + Dy > Tj + D; > fpy1, donc C; € RE/7

nt1 €t on peut
noter (I)n(Cj) = Cl.

IS 2 sz . EDF
Donc, dans tous les cas ’hypothése de récurrence est vérifiée si Rx/ =

0.

2. On suppose maintenant que R;{/ BPT £ () et que l’application injective
®,, existe. On suppose de plus que RZQEIDF 7{@. Soit C; € RZQEIDF.
Alors, C; € Vi) aty, et Cj # Cy car vy sert Cy & t,.

® si Cj € R;/L/EDF’ s01t Ck: = (I)n(cj) e REDF/«,‘

Alors, T, + Dy, > Tj + Dj > t~n+1,
— si C), n'est pas le client servi par EDF a ¢,
(et donc Ty + Dy, # min{T; + D;,C; € V,EP¥1) alors,
C € RET}M car il n’est pas éliminé & £, et ®,,41(Cy) = Cy,
— si EDF sert C}, & t,,
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x si Cp € M)"°F Ty + Dy > T, + Dy, > t,, 41, C; n’est pas
éliminé par EDF & ¢, et donc C; € Rziﬁ/ 7
Alors on note ®,41(C;) := C.

* si Cy n’est pas dans M,)"""", C; € RZ/EDF, Cp = ®,(()) €
REDF/ et Oy, # Cy, car C) # C;. Comme C}, est le client
servi par EDF a t,, T, + Dy, > T + Di, > tr41 et donc

EDF/
Cm € R, 7.
Alors on note ®,41(Cj) := Cp,
o siCj e M, BPF C; est le client servi par EDF a tn, et donc
Tj + Dj = min{Ti +D;,C; € VnEDF},

—siC e M,:Z’EDF, T+ D; > Tj —I-Dj > t~n+17
C; est toujours dans le systéme EDF a t,, 11, plus précisément

¢ e Ri_’ﬁ” et on note ®,,11(Cy) := C,

—-siC € R%/EDF, on note a nouveau Cy, := ®,,(C)) € REP*/Y ¢
VEPF et Ty, + Dy > Tj + Dj > fny1. Donc, Gy, € REVY7
car a t,41 il n’est ni servi ni éliminé par EDF. On note alors

(I)n+1(Cj) = Cm.
L’hypothése de récurrence est donc vérifice si R, # 0.

0

On peut de méme donner le résultat suivant en comparant maintenant, pour
le méme scénario de trafic, le systéme géré par la discipline de service quel-
conque v avec celui géré par LDF :

Lemme 5.2.2
Pour tout n jusqu’a min{s,LPF 57}, si RﬁDF/W # 0, il existe une
application injective :

R{:LDF/’y R R%/LDF
v, :
" C]HC]C tel que Tj—l-Dj<Tk—|-Dk.

Preuve. Nous raisonnons de la méme facon que dans le lemme précédent,

par récurrence. A {1,
LDF/7y Y/LDF
Rl / — R]_/ — @

On suppose que la propriété est vraie a I’instant ¢,, et on appelle C}, le client
servi par LDF & cet instant.

1. Si REPF/Y — ¢ YR C v
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. . LDF
e si vy sert aussi Cj, VoPr C V), et Rn_H/’Y — 0,

o siysert C; € R%/ "PT il sert un client qui n’est pas dans le systéme

LDF & t,, et on a bien RZIJ)FFl/A’ =0,
e si 7y sert un client C; € M;""",
—siC =0, R =0, )
—siCj #Cret Ty + Dy < tyy1, alors Tj +Dj~< T+ Dy < tpy1,
C; est donc éliminé du systeme LDF & ?,41 et on a bien

LDF/y _
Rn+1 -

— 81 Cj # Cpet T+ Dy > Ty,
* siTj+Dj < tni1, et donc C; est éliminé par LDF a thit

et R,I;]flm =0,

* sil+Dj > thtts C; n’est pas éliminé du systeme LDF &
fni1 et RE257 = {C;}. Or, C; € VEPF C Vi et Ty+ Dy >

n+1
T, + D; > tpi1, donc C; € RETIM

U,(C)) = C.

et on peut noter

2. On suppose que R,I;DF/ T £ (), que 'application injective VU,, existe et
que REP5/7 £ . Soit C; € RV, ¢ € V,LPF,

o siC; € R, Cp = 0,(C;) € REPF et Ty + Dy > Tj + D; >
th—i-l;

— si O} n’est pas le client servi par v a t,, C) € RZleF et

Vn11(C) = Ck,

— si vy sert C A ty,
% si C; € M,""P", comme LDF sert C; & t,,, Tj + D; > T}, +
Dy, > tp41 et donc C; € RZQLIDF. On note V¥, 1(Cj) =

Cla

xsiC) € REDF/W, on note Cy, := U, () € RZ/LDF et T, +
Dy, >T;+ D;. Or, T, + D, >Tj+Dj >£n+1 car Cj et
C; sont dans V,'P¥ et LDF sert C;. Donc, C,, n’est pas

~/LDF

éliminé a t,,1 et n’a pas été servi par v : C,, € R,

et on note ¥, 1(C;) := Cp,.
o Si C; € M, ysert Cj aty,

— si Gy € MM Ty+ Dy > Ty + Dj > Ty, Cp € R et on
note ¥,,1(C;) := C,

—-siC) e REDF/W, on note a nouveau C,, := V,(C)). Cj et ()
sont dans V,'°F et LDF sert Cj, donc T;+D; > T;+D; > thit
et comme T, + D,,, > 1T; + D;, C,, n’est pas servi par v 3
t, et n’est pas non-plus éliminé du systéme 7 & #,,1. Donc
Cp, € RZQLIDF et on note ¥, 1(C;) := Cp,.
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On en déduit :

Corollaire 5.2.3
Partant d’un point de construction commun aux trois systémes et
répondant au méme trafic,

1. le systéme régi par v se vide avant le systéme régi par EDF
et aprés celui géré par LDF :

SfDF < 81/ < Sf‘DF7
2. pour tout n jusqu’a s,
#(REPF) < — 1, (5.6)

pi<pl <pitt+s] -1, (5.7)
51

o1 o

3. pour tout n jusqu’a si”F,

#(RY/ )< n — 1, (5.8)
Y LDF Y LDF
pstDF < pfstF < pstDF +to - L (5.9)
1 1
Preuve. 1. Le lemme 5.2.1 implique en particulier que

u (R%/EDF> <4 (REDFm) pour tout n < min{S7,Sf”"}  (5.10)
et donc :
# (V) < # (V,'°") pour tout n < min{S7, ST""}.

Donc, le systéme EDF ne peut se vider avant que le systéme v ne se
vide et autrement dit s < s¥PF.
Par ailleurs, le lemme 5.2.2 implique de méme que

# (REDF/“’) <# (RZ/LDF) pour tout n < min{S;"", 57}
et donc
# (Vy°F) < #(V,)) pour tout n < min{S}"", S7}.

Le systéme LDF se vide donc avant le systéme v : s}PF < s].
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2. Par récurrence: a tp, #(RIEDF): 0. On suppose la propriété vraie a
tn. On note encore C}, le client servi par v & cet instant. Alors,

{Cl} U
{RELDF/"/ N {Tk + Dy, > <£n+1 vV Cél‘l/i%DF{ﬂ + Dz})}}

. ~,EDF
R::LiFl/v C si C; € My ,

{RELDF/'Y N {Tk + Dy, > <£n+1 V ng\l/i%DF{E + Dz}) }}

| si 0y € R)/EPR

Donc, pour tout n jusqu’a S7,
#(EE) < #(REPT) 41
et on a (5.6). Par ailleurs :
PP = N(0,Ea] — 1 — 227 = p) + #(RY/™F) — (RE)
et avec (5.10) et (5.6) :
Pt <pl <pPFan—1- # (R;/®PF). (5.11)
On a donc (5.7) pour n = s].

3. On applique le méme argument a la comparaison v/ LDF' : pour tout

n < stP¥, en notant Cj, le client servi par LDF et C; & tn -

'{cgu{Eme{n+Dk>@Hygqy}

. LDF
S1 Cj € Mﬁ” R

{5 p> fnaofa) |

§i C; € REFY

~/LDF
Rn+1 <

et on conclut de la méme facon.

O

La figure 5.2.1 illustre ces résultats, en représentant une busy period pour
EDF et v :=FIFO. Les busy periods pour les deux systémes, soumis aux
mémes demandes, aux mémes instants d’arrivées, commencent au méme in-
stant. En abscisses , on note les instants d’arrivées (Tn, n e N*) des clients
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Tn+Dn |
: Client servi par FIFO

Client servi par EDF

y=X

- Fin de la busy—
period de FIFO

Tl+olo+2+03
+04+05
s /
X
X

T1+ol+02+03
o4 R4

t5

« 4

X

T1l+ol+02+03

Tl+ol+02

Tl+ol

T1

* Tn
T1 Ti+ ol T1+ ol+o2 T1+ ol+02+03 Tl+ol+o2

*03t04  T14610+2+03
+04+a5

Figure 5.1: Busy period pour EDF et FIFO

et en ordonnées leurs dates d’élimination (Tn + Dp,n € N*). Chaque croix
représente donc un client entré dans le systéme. Les barres horizontales
représentent les instants de fins de service pour les deux systémes, pour ce
scénario de trafic. Un client est encore dans le systéme, et susceptible d’étre
servi a l'instant £, := ¢;+Y ., G, si la croix correspondante est au dessus de
la n-iéme barre horizontale, et si il n’a pas encore été servi sous la discipline
de service considérée. Par exemple, le serveur peut servir a t, toutes les
croix se trouvant dans le rectangle R, 1 (clients qui si ils ne sont pas servis
a t,, seront éliminés & fn+1), ou au dessus.

Les croix se trouvant dans les triangles ¢; sont des clients éliminés avant
méme la fin du service pendant lequel ils sont entrés (clients « mort-nés »).
EDF sert toujours le client correspondant & la croix la plus basse parmi celles
se trouvant au dessus de la barre horizontale correspondant a 'instant de fin
de service. FIFO sert au méme instant, le client dont la croix se trouve la
plus & gauche (LDF servirait, lui, toujours la croix la plus haute). A #4, EDF
sert le client entouré une fois et FIFO, le client entouré deux fois. La busy
period sous FIFO se termine donc & ts5, alors que celle ’EDF se poursuit:
le client entouré deux fois n’a pas encore été servi a t5 par EDF et n’a pas
atteint son délai a cet instant : il est servi.

On peut alors retrouver et compléter le résultat de Panwar et al. :
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Corollaire 5.2.4
Pour toute file G/M/1/1 + G, pour tout t et toute discipline de

service v,
EDF % LDF
-Pt Sst -Pt Sst Pt .

Preuve. On part de 58 := 1o. A cet instant un client entre dans les trois
systémes vides et pour les trois disciplines de service :

() _ 0 _

Sfo = pig =0
(aucun service n’a été complété et aucun client n’a été éliminé).
Commencons par considérer les disciplines v et EDF. D’aprés le corollaire
5.2.3, v termine sa premiére busy period avant EDF, et & tout instant ¢ < s7,
d’aprés (5.11) :

A la fin de la busy period de v (a s]), si le systéme EDF n’est pas vide, EDF
commence son (s] + 1)-iéme service et

pit < 20 (5.12)
1 1
puisqu’a cet instant autant de client sont entrés et ont été servis dans les
deux systémes, mais il reste des clients dans le systéme EDF. Si EDF termine
sa busy period avant l'arrivée d’un nouveau client dans le systéme v vide,
les deux systémes sont vides en méme temps et on peut ré-initier le méme
raisonnement en repartant d’un systéme vide pour les deux disciplines (point
de construction commun) dés que ce nouveau client C; entre dans le systéme.
Sinon, on définit la discipline de service modifiée 4 : 4 « bloque » le
serveur (il le rend inactif) pendant toute la durée du (s] + 1)-iéme service
d’EDF (et ainsi de suite & chaque début d’un nouveau service d’EDF tant
qu’aucun nouveau client n’est entré dans le systéme 7). Le premier client
C; & entrer dans le systéme & partir de 14 voit sa patience « gelée » jusqu’a
ce qu’il rentre en service, & la fin du service en cours pour EDF. Ainsi, le
systéme 7 ré-initie une période d’activité avec le service de C; nécessairement
4 un instant de début de service du systéme EDF. Soit #} cet instant. On a
alors : i
VT <1y (5.19)

puisque les clients éventuellement perdus par EDF pendant 1’idle period de
7 sont soit :

e des clients qui ont figuré dans le systéme 7 (perdus ou servis),

e des clients entrés aprés C; et éliminés avant £ auquel cas ils sont aussi
éliminés par 7,
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e (; lui-méme (qui dans ce cas ne doit sa présence dans le systéme 5 &
t5 quau fait que son délai a été gelé) et dans ce cas 4 perd un client
de moins qu’EDF.

Dans tous les cas, 7 perd au plus un nouveau client de moins qu’EDF pendant
son idle period et donc (5.13) découle de (5.12).

Ensuite, & linstant £5, une busy period reprend pour 7, couplée avec les
services d’EDF : on réitére le méme raisonnement pour cette nouvelle busy
period de ¥ et pour les clients entrés & partir de cet instant en appliquant le
corollaire 5.2.3 partie 2 et I’équation (5.11).

On peut donc coupler les deux systémes & l'infini en s’assurant que la
perte du systéme 7 soit plus forte que celle I’EDF : pour ce scénario de
trafic, pour tout ¢,

pERF < pj.

On généralise ce raisonnement a tous les scénarios de trafic : p.s., pour tout
¢, )
PFPF < P, (5.14)

Maintenant, en vertu de la propriété d’oubli de la loi exponentielle, la durée
du service du client C; qui entre dans le systéme y vide est de méme loi que
la durée résiduelle du service en cours pour EDF, ¢,,,. Donc, le systéeme v a
la méme statistique que le systéme 4. En particulier, pour tout t,

5 L
Y = pY
Pt _Pt7

et on a la premiére majoration stochastique avec (5.14).

Ensuite, on applique le méme raisonnement en comparant maintenant
les systémes v et LDF. On définit la discipline LDF qui couple avec les busy
periods de ~y lorsque le systéme LDF se vide mais pas le systéme -y, et on
applique le corollaire 5.2.3 partie 3 : on a la deuxiéme majoration. [l

Remarque 5.2.1 Panwar et al. montrent dans [PT88], d’une maniére
différente, la premiére majoration stochastique.

5.2.2 Cas M/M/1/1+G

Nous considérons dans cette partie que le processus des entrées est un pro-
cessus de Poisson. Nous montrons dans ce cas ’optimalité d’EDF en terme
de probabilité de perte a I’état stationnaire par rapport a toute autre
discipline de service non-préemptive. Ce faisant, on peut aller plus loin que
dans la section précédente et donc que Panwar et al., qui donnaient cette
optimalité sur les pertes instantanées en terme de majoration stochastique
pour un systéme G/M/1/1 + G.
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Theoréme 5.2.5

Pour toute file d’attente avec clients impatients M/M/1/1+G ot A
est l'intensité du processus des entrées et les demandes de services
sont de durée moyenne 1/u, pour toute discipline de service non
préemptive vy, la probabilité de perte 17 vérifie :

(AE [B*P*] + 1) (LE [B*P"] — 1)

EDF< Y < EDF
T ST ST TR [BF] + 1) AE [BF]

Preuve. Comme dans la preuve du corollaire 5.2.4, on part d’un point de
construction commun aux trois systémes £ := £y. D’aprés le corollaire 5.2.3,
7 termine sa premieére busy period avant EDF, et & cet instant s], on a
(5.7). A s], si le systéme EDF n’est pas vide, on considére comme plus haut
la discipline de service modifiée 4. Si EDF termine sa busy period avant
I’arrivée du client C; qui ré-initie la busy period de 7, les deux systémes sont
vides en méme temps et on note v := 1.

Sinon, on note & nouveau 3, le premier instant oi le serveur est libre

sous EDF et les deux systémes sont non-vides. A cet instant, on a :

p?éDF < pgl) < pfé“ +5] —1. (5.15)
En effet, (5.13) donne la minoration et d’autre part, tout client perdu par
7 pendant sa période d’inactivité est un client « mort-né », entré aprés Cj
pendant le service ’EDF et éliminé avant la fin de celui-ci. Un tel client est
donc aussi perdu par EDF et (5.7) donne la majoration.

A t}, une nouvelle busy period commune a4 EDF et 4 commence et &
cet instant, il n’y a aucun client présent dans le systéme 4 qui ne soit pas
présent dans le systéme EDF. On réitére le méme raisonnement que pour
la premiére busy period jusqu’a 'instant ol le systéme 7 se vide & nouveau.
Si le systéme EDF n’est pas vide & cet instant, on appelle 5(2) Iinstant de
reprise de la période d’activité pour 7, etc... jusqu’a 'instant (dont on sait
qu’il existe puisque le systéme est stable) o le systéme EDF se vide. Cet
instant est nécessairement un instant ou le systéme 4 se vide aussi : c’est la
fin de la v-iéme busy period de 7. Par récurrence, pour tout 1 < n < v, en
appliquant le corollaire 5.2.3, (5.7) et (5.15) & la n-iéme busy period de 7, on
généralise (5.15) :

n n n
EDF EDF v v EDF EDF 01
o) <3505 -4 < 32 (0 ) + ).
=1

=1 1= 1=

D’autre part, en notant b*°*, la durée totale de la busy period d’'EDF, pour
i =1,..,v, b, la durée de la i-iéme busy period de 7 pendant celle ’EDF
et pour i = 1,...,v — 1 (si v > 2), i] la durée de la i-iéme idle period de 5
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pendant que le serveur est actif sous EDF :
Voo v—1 ~
=S S
1 1

siv > 2.

D’apreés les deux équations précédentes, on a donc p.s. pour deux systémes
EDF et 4 partant d’un point de construction commun et répondant & la
méme demande de service :

,7/EDF ,7/EDF
EDF _ pEDE 7 - pl
> (PRr-pm) < X0 (P - Pp)
i=1 1=1
L7 /EDF
< (PEr — PERS 4 87) = ¥7/PPF - (5.16)
1=1
,7/EDF ,7/EDF _

B = > Bl+ > I, (5.17)
1 1

ou :

o 1/7/EDF ggt le nombre de busy period que fait 4 pendant une busy period
d’EDF,

e pour i = 1,...,/7/EDF B;’ est la durée de la i-iéme busy period de 7
pendant celle d’EDF et S; est le nombre de service complétés sous
pendant cette i-iéme busy period,

e pour i =1,..,/7/EPF _1 7 est la durée de la i-ieme idle period de 7

pendant la busy period d’EDF.

D’une part, soit A, l'intensité du processus Poissonien des entrées. Le sys-
téme étant supposé a 1’état stationnaire, I’ergodicité et la propriété PASTA
appliquées & ce processus impliquent que 7(-) est la limite du quotient du
taux de perte par A :

1
70 = Zlim supE

t—oo

()
%] . (5.18)

Par ailleurs, les points de construction étant des instants de renouvellement
du systéme stable, d’aprés ( [Ros95], théoréme 3.6.1.), (5.18) revient a :

E[P] E[P

5]~ BB (5.19)

) =
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(5.19) implique :

EDF EDF 4 /EDF
pip B[P 7] B[S (e ppn)

EDF __ _ 0 —

E [EFPF] \E [Té/’y/EDF B Tg} AE [BPPF] )

. 7 g} 5/EDF ol 3

5 E [P] - E [P%ol — P%g] - E [zﬂ/ |E [P%Ol - P%g}

BIEYL e (T} -19]  XE[W/PPF]E (T} - 19

5/EDF 5 5 3/EDF = ~
_ E [Z?:l (P%; - P%é—l)] B E [Z?:l (P%% - P%é_l)]
\E [Téﬂ/EDF B T(ﬂ - \E [BEDF] )

avec l'identité de Wald. Ces deux équations donnent avec (5.16) :

E [11/FDF] E [$7] — E [17/EPF]

7EPF < 7Y < gBDF 4 (5.20)

D’autre part, avec (5.17) et l'identité de Wald :
E [B™"] = E [WEDF] E[B'] +E [zﬂ/ EDF] E[Il - E[1],

ol I est la variable aléatoire du temps & attendre avant ’arrivée d’un nouveau
client dans un systéme vide. L’équation précédente se réécrit :

E[ &/EDF} _E[B™|+E[] E[B™+1/)
g T E[B+E[]  EB]+1/x

(5.21)

(5.20) et (5.21) donnent donc :

E[BEDF|4+1/) 5
2 (m[57] - 1)

aFPF < ¥ < pEDF |

La statistique du systéme sous 7 étant la méme que celle du systéme sous =,
la suite d’inégalités précédente équivaut a :

E[BEDF|4+1/x
wEEs BT

7FPF < 57 < pFPF

(5.22)

(5.22) est vraie pour toute discipline de service non-préemptive . Elle est
vraie pour 7 :=LDF et donc en particulier :

E[BEDF]41/) LDF
EDF _ /LDF _ /EDF | E[BLDF|+1/Xx (E[S*PF] - 1)
- - \E [BEDF]

T (5.23)
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Maintenant, en refaisant le méme raisonnement pour la comparaison des
probabilités de perte entre LDF et la discipline quelconque v & partir de
Péquation (5.9), on aboutit & l’équation analogue & (5.22) en remplacant -y
par LDF et EDF par v :

E[BY]+1/A
BN (g gior] 1)

’y< LDF< Y
n <7 <7+ \E[B7]

(5.24)

En combinant la premiére inégalité de (5.24) et celle de (5.22) avec (5.23),
on obtient :

E[BEPF|11/)
% (E[S™F] -1)

7FPF < 7 < gBOF 4

Finalement, ’espérance de la durée d’une busy period vérifie

E [BLDF] — E [0_] E [SLDF] — iE [SLDF]

et I’équation précédente donne le résultat. O
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Chapitre 6

Limites fluides des processus de
transport

Lorsque I’on ne dispose pas d’outils théoriques permettant d’étudier finement
un systéme de files d’attente, on peut chercher & identifier son « comporte-
ment asymptotique ». On cherche alors, via une renormalisation de type
loi forte des grands nombres, une limite au sens des processus pour un pro-
cessus markovien décrivant le systéme. Cette limite est alors & trajectoires
continues et décrit la tendance générale de I’évolution du systéme stable.

Appliquée a la file M/M/1 de paramétres A et u, cette idée conduit a
chercher le comportement pour n grand, de la suite de processus (L",n € N*)
définie par Eén) =1et pour t > 0, Egn) :=n"1Ly, ot L; est le nombre de
clients dans le systéme a l'instant t.

Notons qu’il importe de préciser la condition initiale si ’on veut obtenir
un résultat significatif : pour d’autres suites de conditions initiales, la limite
sera identiquement nulle ou infinie. Une fois montré que la suite (E(”), n e N*)
tend au sens de la topologie de Skorokhod ! vers le processus déterministe
continu L := {(1+(A—p)t)T, t > 0}, on étudie la « vitesse de convergence »
et on montre que la suite de processus (\/ﬁ (E(”) — l_}) ,n € N*) converge en
loi vers un processus de diffusion sur Uintervalle de temps [0,1/(A — p)™]
( [Rob00, Prop 5.15 p.121]).

On voit bien dans cet exemple que la limite fluide indique la tendance
générale d'un systéme fluide qui s’écoulerait & temps continu, ayant les
mémes caractéristiques au premier ordre que le vrai systéme, la file d’attente
& événements discrets. Ici, partant d’une masse initiale unité, le systéme flu-
ide limite se remplit bien & la vitesse A et se vide & la vitesse p. Par ailleurs,
& la condition A < p, il reste éternellement vide une fois qu’il s’est vidé pour
la premiére fois. Notons que cette condition est précisément la condition
nécessaire et suffisante de stabilité de la file d’attente. En outre, la limite

!cette topologie est décrite précisément en section 6.1.1
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fluide permet de calculer la durée moyenne d’une période d’activité, donnée
par le premier instant de vidage du systéme fluide.

De nombreux systémes de files d’attente ont fait I’objet de telles investi-
gations, pour des systémes variés de grande taille (voir [Rob00], [Bor67] pour
la file pure delay, [Gra05] pour un systéme ou le client rejoint la plus courte
file, ou [Cho90] pour un réseau de vidéo-conférence).

La démonstration classique exige que le processus étudié soit une semi-
martingale. Les principaux outils pour montrer les convergences recherchées
sont alors 'inégalité de Doob et surtout le lemme de Gronwall. On en tire
assez aisément l’équation différentielle ordinaire dont doit étre solution la
« fonction de centrage », c’est-a-dire la limite du processus renormalisé. La
démonstration du théoréme central limite fonctionnel, ainsi qu’il est convenu
d’appeler la convergence de la suite des écarts vers une diffusion, repose sur
les mémes outils. Il faut toutefois prendre garde aux « effets de bord » (voir
[Rob00, page 124]) : par exemple, quand le processus L ci-dessus atteint 0,
le systéme a quasiment atteint I’équilibre, ces fluctuations sont donc faibles
et la renormalisation les écrase tant que L reste a 0. Il importe donc aussi
de trouver des conditions initiales qui permettent d’assurer que l'intervalle
de temps sur lequel la convergence a lieu ne soit pas réduit a 0.

L’objet de ce travail est d’obtenir le méme type d’information pour des
files d’attente avec clients impatients. Nous considérons principalement deux
cas : les files M/M/s/s + GI — EDF et M/M/s/s + D — FCFS. Dans
ces deux cas, il faut remarquer que le processus (X;, ¢ > 0) qui compte le
nombre de clients présents dans le systéme & t, n’est plus markovien. En
effet, la valeur de X;,j dépend non seulement du nombre de clients présents
a4 t mais surtout de tous les délais résiduels de ces clients ainsi que ceux
des clients qui arrivent entre t et ¢ + h. On choisit donc naturellement
comme processus & étudier le processus v := (v, t > 0), a valeurs mesures
ponctuelles, dont & chaque instant les atomes sont les délais résiduels des
clients passés et présents. On peut retrouver de tels processus dans les
travaux de Doytchinov et al. pour une file EDF sans éliminations ( [DLS01]),
dans une forme légérement différente, de Baccelli et Brémaud au sujet de la
SRPT ( [BB94]), ou encore de Gromoll et al. dans le cas de la file Processor
Sharing ( [GPWO01]).

Ici, nous montrons dans les cas qui nous intéressent que pour toute fonc-
tion ¢ suffisamment réguliére, le processus {(v4, ¢) — (v}, ¢), t > 0} est une
semi-martingale. A la différence des systémes étudiés jusqu’a présent, il
importe ici de remarquer que la dynamique du systéme, en ’occurrence la
décroissance continue des délais résiduels, introduit un terme de « dérive »
spatiale de v, qui explique la présence de la dérivée (au sens des distribu-
tions) de ;. La présence de ce terme nous oblige d’une part a travailler dans
un espace beaucoup plus grand que celui des mesures ponctuelles, nommé-
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ment nous utilisons ’espace des distributions tempérées et d’autre part nous
empéche d’utiliser le lemme de Gronwall. Nous avons pu contourner cette
difficulté grace a ’étude d’une équation aux dérivées partielles particuliére,
dite « équation de transport ». La forme explicite de la solution de cette
équation permet de mener & bien les majorations nécessaires 4 la preuve des
convergences. Les autres difficultés sont du méme ordre que celles usuelle-
ment rencontrées dans ce genre d’approche, notamment il s’agit de trouver
de bonnes conditions initiales qui assurent que l'intervalle de temps sur lequel
la convergence a lieu n’est pas vide.

Ce chapitre s’organise comme suit?. Dans une premiére partie de prélim-
inaires, partie 6.1, nous définissons les principaux espaces de mesures et de
processus dans lesquels nous travaillons en section 6.1.1 et définissons en
section 6.1.2 I’équation de transport intégrale dans ’espace des processus a
valeurs distributions tempérées. En partie 6.2, nous introduisons le descrip-
teur d’état pour une file d’attente M /M /1/1+ GI — EDF, le processus des
profils, & valeurs mesures ponctuelles. Nous montrons en particulier qu’il
est un processus de Feller faible & valeur mesures. En partie 6.3, nous étu-
dions plus généralement les processus de transport, la classe de processus a
valeurs mesures ponctuelles ayant le méme type de générateur infinitésimal,
ainsi que leur renormalisation en espace et en temps. Dans la partie 6.4,
nous donnons deux résultats de convergence pour des suites de processus de
transport renormalisés vers des limites fluides. En partie 6.5, nous donnons
le théoréme central limite fonctionnel correspondant. Dans la partie 6.6,
nous revenons a la file d’attente M/M/1/1 + GI — EDF et adaptons les
théorémes limites fluides de la partie 6.4 et centraux limites de la partie 6.5
au processus des profils de cette file d’attente. Nous élargissons en sections
6.6.3 et 6.6.4 ces résultats au cas de s serveurs, s > 1. En partie 6.7, nous
adaptons les résultats des parties 6.4 et 6.5 & une suite de processus & valeurs
mesures renormalisés décrivant une file d’attente M/M/s/s + D — FCF'S.
En partie 6.8 nous appliquons ces résultats a la file délai pur M/GI/oo. Nous
concluons ce chapitre en partie 6.9 par des heuristiques et des commentaires
sur les résultats obtenus.

6.1 Préliminaires

6.1.1 Les processus a valeurs mesures

L’objectif de ce travail est d’étudier la convergence en loi d’une classe de
processus renormalisés a valeurs dans ’espace des mesures de comptage sim-
ples. Dans cette section nous exposons les notations que nous utilisons dans
tout le chapitre et définissons les espaces de mesures, les espaces de proces-

?Le contenu du présent chapitre apparait pour 'essentiel dans [DMO04] et [DMO05]
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sus et enfin les espaces de processus & valeurs mesures dans lesquels nous
travaillons. Nous donnons en outre les propriétés de bases de ces espaces.

Espaces fonctionnels et espaces de mesures
Définissons tout d’abord les espaces fonctionnels suivants :

Dy, := {fonctions cadlag bornées de R dans R},
Co := {fonctions continues de R dans R, de limite nulle en U'infini},
Cp := {fonctions continues bornées de R dans R},

Cl= {qb dérivables de R dans R, de limite nulle en 'infini
telles que ¢ et ¢ sont bornées},

C* := {fonctions infiniment dérivables de R dans R},
S = {(l) € C>,VY(a,b) € N2, sup | m“dd—;¢(x) |< oo}.
||

On munit Cy et Cp de la norme uniforme

|9 lloc:= sup | (x)]
z€R

et C} de la norme

16 1:=I1 ¢ lloo + 1| ¢ lloo -

S est I’espace des fonctions @ décroissance rapide. La topologie sur S, définie
par la famille de semi-normes

o d
| ¢ |a,b:: Sug | x w@b((ﬂ) |, a€N,beN,
e

est métrisable et S est un espace de Fréchet nucléaire® et séparable.
On notera par ailleurs pour toute ¢ dans Dy, pour tout h réel,

Th ¢(.) == @(. — h).
On définit maintenant les espaces de mesures :

Mp = {mesures de comptage localement finies sur ]R},
M}r := {mesures finies positives sur R},

My = MpN M} = {mesures de comptage finies sur ]R}.

3Pour la définition et les propriétés des espaces et opérateurs nucléaires, voir [SchT71]



79

Pour toute p dans M7, pour toute fonction ¢ de Dy, on peut définir

(1, 6) = / o) dpu(z).

En particulier, pour toute mesure £ de M,, on peut définir (¢,,(§),n = 1,..., N(£)),
la suite des points de £ rangés dans 1’ordre croissant. £ s’écrit alors

N(E)

€= S
n=1

et pour toute ¢ de Dy,

N(©)

0y =D ¢(tal9)).

n=1

Notons par ailleurs pour tout h réel et toute ¥ de MT, 7,v la mesure de
M;{ telle que pour tout B € B(R),

v (B) :=v(B + h),

ou B+h :={x + h,x € B}.Pour toute ¢ € Dy, on a donc (1,v, ¢) = (v, Th,P).
En particulier, si v € M,,

v(R) v(R)
TRV = Z ThOt, (v) = Z Ot (v)—h>
n=1 n=1

et
v(R)

(Thv, 6) = (1, 7h0) = > Th(tn)-
n=1
L’espace ./\/l;? est muni de la topologie faible o (M}F,Cb) (ou topologie
étroite) , la topologie la moins fine rendant continues les applications de
M}r dans R : p+— (u,¢), ¢ € Cp. La topologie étroite est métrisable (on

notera la distance induite d 4 (.,.)), et M;{ muni de cette topologie est un

espace Polonais (¢f [Pro56]). On munit par ailleurs M, de la trace de la
topologie étroite.
L’espace des distributions tempérées S’

Nous noterons S’ I’espace des distributions tempérées, qui est le dual topologique
de S (ensemble des applications linéaires continues de S dans R). S’ est alors
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un espace de Fréchet nucléaire et séparable, puisque S ’est. On notera alors
pour toute distribution u dans S’ et toute fonction ¢ dans S,

(1, @) s = ().

Il est clair que (i, ¢)s/ prolonge (u, @) pour toute ¢ de S, et on notera, pour
toute ¢ de S et toute p de M;{ :

(N) ¢> = <,U,, ¢>S”

On rappelle par ailleurs que pour  une distribution de S, pour toute fonction
¢ dans S, la dérivée au sens des distributions ' de p est donnée par :

<,U,/, ¢> = _<M7 ¢/>
et sa transformée de Fourier [i est définie par :
Vo €S, (1, 9) = (1, 9),

ol ngb est la transformée de Fourier de ¢ :

b '—L e %% ¢ (x) dx
36) = —= [ ol .

Finalement, on dira qu'une suite de distributions u” converge vers u au sens

des distributions et on notera u” s, 1, si:

(u", ¢) — (u, @) pour toute fonction ¢ dans S.

Les espaces de processus

Soit 0 < T < oo. Nous définissons ici les espaces de processus indicés sur
[0, T] (ou sur tout R+ si "= co) et particuliérement, l’espace des processus
a valeurs distributions tempérées. Dans toute la suite, F étant un espace
Polonais, nous noterons

Crr:=C(0,T,F),
I’espace des fonctions continues de [0,7] dans E et
Dr g :=D([0,T],FE),

I'espace des fonctions cadlag de [0,7] dans E (et de méme, Co g €t Doo E)-
Si Mj[ est muni de la topologie étroite, C;, e et D, e sont des espaces

Polonais ( [EK86], [Daw93]), pour ¢ < oo, Crr muni de la norme infinie

19 [l7.00:= sup [g(t)|
0<t<T
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est un espace Polonais, de méme que Co, r muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur tout compact. D’autre part, il existe une distance dp
sur Dr g telle que cet espace métrique soit complet et séparable (voir par
exemple |[Rob00], p.352).

Le théoréme suivant donne un critére simple pour caractériser Dr 7/, oul
F' est le dual topologique d’'une espace de Fréchet nucléaire (F' est alors
lui-méme de Fréchet nucléaire) :

Theoréme 6.1.1 (cf. [U82])

Soit F, un espace de Fréchet nucléaire. Une fonction i est dans
Dr.r (resp. Crr) ssi (u,¢) est dans Drr (resp. Crr) pour toute
fonction ¢ dans F.

En particulier , ¢ est donc dans Dr s si et seulement si (¢, ¢) est dans Dy r
pour toute ¢ dans S.

Revenons au cas ot E est un espace Polonais, et plagcons nous maintenant
sur ’espace probabilisable (DT7 E,Bpr. E). On appelle processus & valeurs F,
une variable aléatoire & valeurs Dr . On peut généraliser la notion de con-
vergence étroite a tout espace Polonais en disant que la suite de probabilités
(P™,n € N*) sur E converge étroitement (i.e. au sens de la topologie faible)
Si:

lim FdP”:/FdP,
n—oo

pour toute fonction continue bornée F' de F dans R. On dira alors qu’une
suite de processus (X", n € N) de Dy g converge étroitement (ou en loi, au
sens de Skorokhod) vers X dans Dr g et on notera

X" —TE X,

si la suite des probabilités images converge étroitement.

Definition 6.1.1

Une suite de probabilité (P",n € N*), sur un espace Polonais E est
dite tendue si pour tout € > 0, il existe un compact K. de E tel que
pour tout n € N, P"[K.] > 1 —¢. On dira qu’une suite de variables
aléatoires a valeurs F est tendue si la suite des probabilités images
est tendue.

La topologie induite sur les probabilités sur un espace Polonais est métrisable
( [Rud91]). On a alors :
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Theoréme 6.1.2 (Théoréme de Prohorov)
Une suite de probabilités (P",n € N*) sur E Polonais est tendue si
et seulement st elle est relativement compacte.

Le résultat suivant donne un critére de tension pour une suite de probabilités
sur ’espace probabilisable (DT,F, Bp, f,>, ol F est de Fréchet nucléaire.
On notera dans toute la suite pour tout ¢ dans F, ’application suivante :

D { Dry — Drr
L WV T

Theoréme 6.1.3 (cf. [Mit83])
Soit (P",n € N) une suite de probabilités sur (DTJ:/,%DTJ,), telle

que pour toute ¢ dans F, (P"P4,n € N) est tendue dans Drr. Alors,
(P",n € N) est tendue dans D 5.

6.1.2 L’équation de transport intégrale dans D, s

Nous introduisons ici I’équation de transport intégrale dans D, s/, une équa-
tion intégrale dans ’espace des processus cadlag a valeurs dans ’espace des
distributions tempérées, Dy s'.

Nous rappelons ici le résultat standard ( [Eva98]) sur la résolution de
1 équation de transport dans C'(RxR+,R). Soit ’équation suivante d’inconnue
u(zx,t) :
E Ou = —bd,u + f dans R x (0, 00),
(E) u=hsur R x {t =0},

oil b est un réel, f est une fonction C! (R x R+,R) et h est C* (R, R).
Pour tout z dans R et ¢ dans R+, I'unique solution de (E) est donnée
par :

u(z,t) = h(z — tb) + /0 f(z+ (s —1t)b,s)ds. (6.1)

La résolution de cette équation utilise la méthode des caractéristiques.
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Definition 6.1.2

Soient K dans S’ et (¢;,t > 0), une fonction de Dy, s telle que gy = 0,
la distribution nulle. On dit que (7t > 0) vérifie I’équation de
transport (Ex ) dans D s si pour toute ¢ dans S et pour tout
t>0:

(s &) = (K, 6) + /0 () @) ds + (g, &) (6.2)

I apparait d’une part que 9 = K. Par ailleurs, notons que (7, ¢ > 0) une
solution de (Eg 4) est & valeurs dans Dy, s/, puisque la fonction (t — (gy, qb))
est cadlag pour toute fonction ¢ de S.

Nous raisonnons par analogie avec le résultat précédent pour montrer
que cette équation intégrale dans ’espace des fonctions cadlag a valeurs S’
admet une unique solution, et explicitons cette solution. On résout ainsi
I’équation de la méme facon, en assimilant la dérivée en espace J,u pour les
fonctions de C!(R x R+, R) avec la dérivée au sens des distributions pour les
fonctions de Dy, 57 :

Theoréme 6.1.4
L’équation de transport intégrale (Ex ,) admet une unique solution
L dans Dy, s/, vérifiant pour toute ¢ dans S et pour toutt >0 :

(Lo d) = (K1 6) + (ger ) — /0 (9o s &) ds. (6.3)

On commence par donner le résultat technique suivant :

Lemme 6.1.5
Pour toute ( dans S', toute ¢ dans S, Uapplication (t — ((,7:¢)) est
dérivable et pour tout t :

d
%(C,Tt@ = <C,7Tt¢>‘
preuve du Lemme 6.1.5.

1
%LHBE“’T”W — T1p)

= (¢, Jim 3 (6. — B) = 76)) = —(C, (9)') = (¢, 6.

0
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preuwve du Théoréeme 6.1.4. Unicité

Soit ¢ dans S et deux solutions L et M de (Eg ). Notons pour tout t réel
la distribution /V; suivante :

Nt = Lt - Mt.
(6.2) implique en particulier que pour tout ¢ > 0 :

(N, ) = /0 (N, ) ds,

soit pour tout ¢ dans S :

d
%(Nb(;» = <(Nt),7¢> avec <N07¢> =0.
On a alors :
d — B d ~ ;o N/
(N 6) = 2N 6) = (VD) ,6) = =(Ny, (8)).
En notant pour tout &, () := —i&, ’équation précédente revient donc a :

d

5 (Ve 8) = =Ny, §9) = —(Ne, ) = (Ui, 6).

En résolvant cette équation différentielle, on obtient donc pour toute ¢ dans
S et pour tout ¢ :

(N:g) = (Noe¥, ¢) = (No, e¥'e) = (No, e¥te) = 0.

Finalement, pour tout ¢, IV; est donc la distribution de transformée de Fourier
identiquement nulle : c’est la distribution nulle.

Ezxistence

Soit ¢ > 0, ¢ une fonction de S et L; la fonction de Dy, s/ définie par (6.3).
t t
[z oyas=— [ (zaonas
0 0

B _/(:<K’Ts¢/> dS—/Ot<gs,¢’>ds+/Ot/os(gr,fs_rqﬁ”mrds
= [cmois— [odtyas— [ [t rooset)dsar
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On applique le lemme 6.1.5 au premier et au dernier terme :

t

[ onas= [ (o ds = [ 106 as
) asar

t

— (K. m) — (K., ¢) — / (g5, &) ds — /0 (9o, 7erd) — (g1, &) dr

’ t
= (K, 1¢) — (K, ) — / (gor oo} ds.
0

L’équation précédente avec (6.3) donne donc pour tout ¢ > 0 et pour toute
¢ dans S :

(Li, &) = (K, ) + /0 (L)' 8) ds + (g1 6),

et autrement dit (L, ¢t > 0) est I'unique solution dans Dy s de (Ex ). O

6.2 Processus des profils de la file EDF

Nous introduisons ici le descripteur d’état pour une file d’attente M /M /1/1+
GI — EDF. Nous considérons un processus d’entrées Poissonien (N, t > 0),
de points (Ty, k € N*) et d’intensité A, de clients demandant une service de
durée exponentielle de paramétre u. Le k-iéme client est affecté & son entrée
d’un délai éliminatoire jusqu’au début de service Dy, de loi générale celle
de D, variable aléatoire p.s. strictement positive. Les clients sont traités
suivant la discipline de service EDF non-préemptive.

Rappelons les définitions des processus de performances caractérisant la file
d’attente. Pour tout ¢ :

X, := Nombre de clients dans le systéme a l'instant ¢ ,
Q¢ = (X; — 1)T = Nombre de clients en attente & I'instant ¢ ,
St := Nombre de clients servis jusqu’a ¢ ,

P, := Ny — X; — S = Nombre de clients perdus jusqu’a t .

Comme précisé en introduction, aucun de ces processus mono-dimensionnels
classiques n’est markovien et on doit avoir recours & une autre description qui
soit exhaustive. Nous définissons donc un nouveau processus descripteur :
I'instant ¢, si le buffer est non vide, rappelons que I’on note pour i = 1, ...., Q¢,
R;(t) le délai résiduel du i-éme client dans le buffer dans I’ordre des priorités :

Ri(t) < Ra(t) < .... < Rg,(t).

Notons par ailleurs, si au moins un client a été perdu a ¢ (P, # 0), pour
i =1,....., P, R_;(t), le temps écoulé depuis I’élimination du i-éme client
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dans l'ordre inverse de l'ordre chronologique (ce temps écoulé est aussi un
« délai résiduel », mais il est négatif et concerne un client qui a été perdu) :

R_p,(t) < R_p—1(t) < ... < R_4(1).

Ainsi, pour tout ¢ dans {—Pt, e, —1,1, Qt}, si on note par k;, le numéro
du client correspondant dans 1’ordre des arrivées,

R;i(t) = Dy, — (T, — 1)

et le serveur commence le service du client de délai résiduel R;(t) a l'instant
t ou il termine un service.
On définit le profil du systéme par :

Qt P
v= ) Ort Y Or )
i=1 i=1

ou pour tout réel x, J, est la masse de Dirac en x. Le profil est donc une
mesure ponctuelle, qui place une unité de masse & chaque délai résiduel a t
d’un client présent dans le buffer, ou déja éliminé, & cet instant. A chaque
instant ¢, 14 appartient bien p.s. a M,. On définit par ailleurs la filtration

Fy =0 (vs(B),s < t,B € B(R)).

Etudions en détail la dynamique du processus des profils (v4,t > 0).
D’une part, le processus évolue continiiment en fonction du temps : les délais
résiduels des clients décroissent & la vitesse unité et donc tous les points se
décalent vers la gauche a cette vitesse. Les clients perdus sont ceux corre-
spondant aux atomes qui en dérivant sont passés en dessous de 0. A chaque
instant d’arrivée, un point s’ajoute a la mesure en d, le délai initial du client
qui entre dans le systéme & cet instant. Enfin, & chaque fin de service, un
point est 6té de la mesure : l'atome correspondant au client qui rentre en
service,

Ry (t) = tl(ljt),

autrement dit, le plus petit atome positif de la mesure. Cette dynamique est
résumée par la figure 6.2.

Etudions les variations infinitésimales de ce processus. Notons pour tout
t, A, le temps & attendre avant la premiére arrivée aprés t et pour tout ¢ tel
que X; > 0, F; le temps a attendre avant le premier départ du serveur aprés
t. Alors, pour tous ¢t,h >0 :

ThVt siA; >het Fy, >hou@; =0,
Tth_(SRl(t)—h si At>h, F, < het Qt>0,
ThVt + Oy —(t+h—t,) S1 Ar <het Fy >hou Q=0

et le client entre a t; affecté d’'un délai dy,

Vtyh =



RL(Y)

Début d’un service entre t et t+h
K
’ ’
/
/
% t+h

/1 R1+h)

Client éliminé
t+2h
R3(t+2h)

R1(t+2h) R2(t+2h)

R-1(t+2h)

Arrivée entre t+h et t+2h

Figure 6.1: Dynamique du processus des profils

les événements plus complexes (plusieurs arrivées, plusieurs fins de service
ou arrivées et fins de services) entre ¢ et ¢t + h étant de probabilité o(h). En

particulier, cette dynamique montre que le processus ({v, ¢),t > 0) est dans

Do r pour toute fonction ¢ € Cy.

./\/l;? muni de la topologie étroite est localement compact séparable, et
peut étre compactifié suivant la compactification de Watanabe ( [Daw93]) :

Mt = M;{ U 0 gt ol 00+ est le point a l'infini tel que v — 0t si
et seulement si (v, n € N*) sort de tout compact & partir d’un certain rang.
Soit CO(M}F, R), I’ensemble des fonctions continues de M dans R, de limite

nulle en cop,. On munit CO(M;,R) de la norme du sup :

| ' [loc:= sup [F(v)].
I/E/Vllf

Proposition 6.2.1
Le processus (v,t > 0) est un processus de Feller faible relativement
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a (F,t >0) dont le générateur infinitésimal est donné par :

O L L AR

I (V= 00) Ly oy + / F(v+6) dPp(d). (6.4)
pour toute F' appartenant au domaine de A :

D(A) == Co(MF,R) {lim Fn) = F

—— existe ;.
h—0 h }

Preuve. Pour tous ¢,h > 0 et toute fonction mesurable bornée F de /\/l}r
dans R :

E[F@an)lFil = (1= (A +1lg, 00501 ) B) Frt)
+ phF (v — Thdtl(l’t)) 1{Vt(Rj;_)>0}
+ )\h/F (Tth + Th(sd) dPD(d) + O(h)

=: ThF(Vt). (65)

Le processus (v,t > 0) est donc un processus de Markov faible homogéne
suivant la définition (iii) p.18 de [Daw93], dont la fonction de transition est
donnée par (Ty,h > 0).

M;{ muni de la topologie étroite étant localement compact séparable, on peut
appliquer la proposition 2.4 p.89 de [RY94]: (v,t > 0) est un processus de
Feller ssi :

Vh>0,VF € Co(Mp,R), T, F € Co(Mp,R),

VF € Co(My,R), Vv € M}, T, F(v) — F().

Soit F' € Cy </\/l+,]R). Tout d’abord, (6.5) indique clairement que pour tout

h > 0, T F est dans C’O(M}F,R), puisqu’en particulier les applications qui
a v € M, associent son premier atome positif et sa masse positive sont
continues pour la topologie étroite ( [EK86]| p. 402, [Bil68]). On a ensuite
pour toute v € M,, :

i = lim F =F
lim T}, F(v) = lim () = F(v),

puisque d/\/l}“ (Thv, V) " 0 (ie. [fdmpv Pt | f dv pour toute f € Cp, par
convergence dominée) et F' est continue. (v4,¢ > 0) est donc un processus de
Feller faible. Son générateur est alors défini pour tout F' € D(A) par :

. ITyF—F

lim ————.

h—0 h
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Lemme 6.2.2
Pour toute F € Co(MT,R), }Lir% | F(th.) = F ||oo= 0.

preuve du lemme 6.2.2. Remarquons tout d’abord que "application :

{ Co(M},R) — Co(MF,R)
F() v F(m.)

est continue. ’application étant linéaire, il suffit de vérifier que pour toute
suite (Fj,,n € N*) tendant vers 0, la suite (F},(74.),n € N*) tend vers 0. Pour
cela il suffit de remarquer que pour tout F et tout h > 0 :

sup |F(mpv)| = sup |F(v)].
ueM}.L ue/\/t;

Soit F' dans CO(M}F, R). L’ensemble CK(M;?, R) des fonctions continues de
M}r dans R & support compact dans M}r est dense dans CO(M}F,R). il

existe donc F € CK(M}F,R) telle que pour tout £ > 0 il existe k tel que
|h| < k implique :

| F(mh.) = F loo<|| F(th. — F() lloo + | F(Th.) = F |loo + | F = F ||
<2+ || F(mh) = F ||oo -

On est donc ramené a prouver que

lim || F(13,.) — F |joo= limsup |F(myv) — F(v)| =0, (6.6)
h—0 h—0,cK

ott K est le support compact de . F est donc uniformément continue sur
K : pour tout ¢, il existe n > 0 tel que :

I/,I?EK,dM}-(I/,ﬁ)<T]:> Fv)—-F@)| <e.

En prenant le hg > 0 tel que sup dM}-(I/, Thv) < m et pour tout |h| < hg,
[h|<ho
Thv € K, on a donc :

sup sup |F(v) — F(mpv)| < e,
|h|<hoveK

ce qui achéve la démonstration du lemme. O



90 Les processus de transport renormalisés

On a pour tout F' € D(A) et tout h >0 :

1
li —(IpF - F)— AF ||
lim || 3 (T, F — F) = AF |

F(rpv) — F(v)  lim F(rpv) — F(v)

<1
= g 0P h hsoo h

h_)Ol/E./\/l;-r

+ (A + p)lim sup |F(mpv) — F(v)]

1
h—0pe M,

+pfim sup [F (1= 6u)) = F (v = )|

+ A}Lir% sup E[|F (74(v — dp)) — F (v — dp)|]
—YveM,
Fopw) = Fv) . F(mv) = F(v)

< lim sup h ] .
—00

h_)olfe./\/l}r

+2(A+ p)lim sup |F(m,.) — F|, (6.7)
h—0 +
veM;

par convergence dominée dans dernier le terme de la premiére inégalité. Par
définition du domaine D(A), il existe une fonction BEF de CO(M}F,]R) telle

que :
F(m,.)— F
BF = lim | Plm.) - F

h—0

oo
et en particulier pour toute v € M7,
F —F
h—0 h

Le premier terme du terme de droite de (6.7) est donc nul, de méme que la
limite dans le deuxiéme terme, d’aprés le lemme 6.2.2. O

6.3 Les processus de transport renormalisés

Nous introduisons ici une classe de processus & valeurs M7, généralisant le
processus des profils de la file EDF. Dans toute cette partie, nous fixons les
parametres suivants :

e )\ et u, deux réels positifs,

e une application

R { M, <R
¢ = R(C) = tyo)(€),
o j(¢) est un entier déterministe. En d’autres termes, I’application

déterministe R associe & une mesure ponctuelle, I'un de ses atomes (
pour j fixé ou, par exemple, pour le plus grand atome),
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e D, une variable aléatoire réelle strictement positive.

Definition 6.3.1

Soit (v,t > 0), un processus a valeurs M, tel que pour toute fonc-
tion f € Cy, le processus ((v1, f),t > 0) est dans Dy k-

Soit (F;,t > 0) la filtration associée. On dit que (v,t > 0) est un
processus de transport associé a (\, i, R,D) si il est un processus
de Feller dont le générateur A est donné par :

AF(v) = lim % (Frw) = F0)) (A + g, g oy ) F)

+pF (v = 0rw)) Lo®e)>0) T )‘/F (v +6q) dPp(d), (6.8)
pour toute F' appartenant a D(A).

Les processus de transport satisfont ainsi un probléme de martingale parti-
culier. On a le résultat suivant :

Lemme 6.3.1
Pour toute fonction ¢ € S, le processus (My(t),t > 0) suivant est
une Fi;-martingale de carré intégrable, a trajectoires p.s. cadlag :

Amwzmwww@@+éa@ww

+u/0 ¢ (R(:)) 11, )50} 45 — ME[S(D)]. (6.9)

Son processus croissant est donné pour tout t > 0 par :

(M) = p /0 P (RO Ly o0} 45+ ME [F(D)] . (610)

Preuve. Soit ¢ € §. On définit I'application II, de M;[ dans R pour toute
v par :
Iy(v) == (v, ). (6.11)

I1, appartient & D(A). D’autre part :
v(R)

tim (I (70) ~ L)) = D 7 (6 () — h) — 6 (1) — 1)

h—0 -
=1
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le générateur A appliqué a I, donne donc pour toute v de M), :

ATy () = Jim 5 (TTy(70) = Ty ()) (A 11y, ) ) TTo¥)
Ly (v = 00)) Ly s 0y + A / I (v + 64) dPp(d)
=~ 9) = (A + 1L 00y ) 4 9)
1 (000) = B ) Loy A (0400 + [ 60,00 aPola))

= —(1,0') + 16 (R0)) L ) + XE[S(D)]. (6.13)

Regardons maintenant le générateur correspondant & la fonction Hi définie
pour toute v par IT3(v) = (v,¢)”. IT] est dans D(A) , et on a avec (6.12) :

tim & (1T (710) ~ T = (T, (7)) (0)

d
= 2H¢(”)£

(g (1)) (0) = —2(v, $)(v, ¢').
Le générateur appliqué a Hé est alors donné pour toute v par :

AT (1) = lim %(Hi(w) ~30)) - (A g oy ) TR0

=1
h0
+ pII; (v — 6r) Liy )0y + A/Hg (v +84) dPp(d)
= 20, 0) 1 &' = (A+ 1Ly, 0y ) (0
£ 06) — R0 D) } Luqas o)

2 [{w o)+ 6,91} dPola)

+ 16 (R(V) 1, s )50} + AE [¢°(D)]
= 20, 6) ALy (V) + 16" (R(W)) L, s )0} + AB [¢°(D)] . (6.14)

= 2016) (016~ 16 (RO L o0+ E6(D)] )

D’apres le lemme de Dynkin ( [EK86|, proposition 1.7. p.162, [Dyn65]),
pour toute fonction F' € D(A), le processus suivant est une F;-martingale :

ME(t) = F(y) — F(wy) — /t AF (vg) ds.
0
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Appliquons ce résultat a F' := Ily, puis F' := Hi. Tout d’abord, avec (6.13),
le processus suivant est une martingale :

My () := Mo () = Tly(4) — Ty (v0) — /0 ATTy(v,) ds
= () — (0, 6) + /0 (ve, &) ds

/ & (R0 (a0} ds — MB[5(D)],

et on retrouve le processus défini par (6.9). Par ailleurs, (My(t),t > 0) est
p.s. & trajectoires cadlag car le processus ((v4, ¢),t > 0) lest.

Nous calculons maintenant son crochet. Tout d’abord, avec (6.14), le pro-
cessus suivant est une martingale :

Ny(t) = Mo (t) = 112 (1) — 13 (1) — /0 AT (v5) ds
= (1,807 = (0,807 = [ 2000,0) ATLg(02) ds

0
t
— /0 ¢ (R(v)) 1, ()50} 45 — ME [¢*(D)] . (6.15)
Ensuite, remarquons avec (6.9) que :

(My): = {(v., 9))1- (6.16)

La formule d’intégration par parties appliquée a la semi-martingale ((v¢, ¢),t > 0)
donne :

(v 8)? = (v, )2 + 2 / (s, ) (s, 8) + (v, B)}s
0

¢
= (0:0)* 42 [ (a0 M0 2 [ (s ) AT (02) s + (7,0
0 0
(6.17)
avec (6.9). (6.15) avec (6.17) implique donc pour tout ¢t > 0 :

5 /0 (ve, @) AMy (1) + (v, &)

= N¢(t) + /J/O (;52 (R(vs)) 1{1/S(Ri)>0} ds + X\tE [(bQ(D)] .

Finalement, avec (6.16), et en identifiant les processus & variations finies
dans la derniere égalité :

()= (s = [ 6 (R0 L, o0y s+ NE [F(D)]
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En particulier ¢ est bornée par || ¢ ||~, on a donc
E [(Mg)] < A+t || ¢ |5 < oo,
et donc (My(t),t > 0) est une F-martingale de carré intégrable. O

Nous présentons maintenant la martingale correspondant & une renormal-
isation (7;,t € RT) d’un processus de transport (v4,t € R") correspondant &
un triplet (o, 3,7) :

Definition 6.3.2
Soient o, 3,7 trois réels positifs. On appelle renormalisation d’un
processus (&,t>0) a valeurs /\/l;[ associée au triplet (a,(,v), le

processus (g},t > 0) a valeurs ./\/l}r défint pour tout t et pour tout
B € B(R) par :

&(B) = %smwm,

ot yB := {yz,x € B}.

En particulier, la renormalisation d’un processus ¢ a valeurs M, est donc le
processus ¢ & valeurs M,, accéléré en temps avec le facteur «, dont le poids
de chaque atome est divisé par § et dont les atomes a l'instant ot sont ceux
du processus original & l'instant ¢, divisés par - :

- 1 Cat(R)
“=3 2 Ot (Cat) /72
et pour toute fonction f € Dy,
Cat(R)
s _ 1 ti(Cat))
G5 =3 ; f( =)

Nous considérons finalement que I'application R sélectionne & l'instant ¢ sur
la mesure renormalisée (; 'atome

Lemme 6.3.2
Soit (v,t >0), un processus de transport associé a (A, pu,R,D), ¢
dans S, (,t >0), la renormalisation de ce processus associée a
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(o, B,7) et la tribu G, := 0 (ves(B),s <t,B € B(R)). Le processus
défini pour tout t > 0 par

Mp(t) = (71, 6) — (70, 0) + & / (s, &) ds

A D
/(;5 (7)) 145, R*)>o}ds—§tE [q&(y)] (6.18)

est une G;-martingale de carré intégrable a trajectoires p.s. cadlag.
De plus, son crochet est donné pour tout t > 0 par :

(My), = %—3/0 ¢* (R(7s)) 1, my)>0) ds + @tE [¢2 <;>] (6.19)

Preuve. Soit ¢ définie par ¢(.) = %gb( /7). En particulier, ¢ est une fonction
de S et d’apres le lemme 6.3.1, le processus réel (My(t),t > 0) est une F;-
martingale de carré intégrable. Autrement dit, le processus

(My(t),t >0) := (My(at),t > 0)

est une Gi-martingale de carré intégrable, & trajectoires p.s. cadlag. Or,
pour tout ¢,

at
My(at) = (vat, ) — (o, ) + /0 (s, ) ds
at
tp /0 BR() L, 2250y ds — AatE [B(D)]
t
= (Vo) — (00, ¥) + 0 / (Vo 0') d
0
t
+ Na/() 1/} (R(Vas)) 1{1/as(Rj_)>0} ds — AatE W(D)] . (620)
On a par ailleurs les égalités suivantes :
(Vats ) = X0 ED 0 (1 (var)) = (71, 6),
(Vo V) = o S0y o (M) = (7, 00,

¥ (R(Vas)) Ly @50y = 59 (R(75)) L, & )>0}

E[(D)] = 4E [¢(2)].
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De (6.20), on déduit donc pour tout ¢ > 0 :

o(0) = My(at) = (1, 6) = (0, 6) + = /0 (s, &) ds

¢ A D
+ %/0 ¢ (R(7s)) Ly, ry )0y ds — ﬁatE [¢ <7 )] :

Avec (6.10), le crochet de (My(t),t > 0) est donné pour tout ¢ > 0 par :

(M) = (My)ar = / P? (R(vs) l{y R1)>0) 45 + AtE [v*(D)]

- [ RO oy e [ ()]

O

6.4 Lois des grands nombres

Nous exposons ici deux théorémes limites fluides pour des suites de processus
de transports, correspondant & deux renormalisations différentes.

6.4.1 Premiére renormalisation

Definition 6.4.1

Soit &£, une mesure diffuse de ./\/l}r Sotent \ et u deux réels posi-
tifs, (7,t > 0) une fonction déterministe de Do r et D une variable
aléatoire p.s. strictement positive. Nous appelons limite fluide
correspondant a (f,)\,u,ﬁ D), la fonction déterministe (vf,t >0) a
valeurs dans M}r définie pour tout t > 0 et toute f € Dy par :

<I7£k,f>=<£,nf>—u/0 Tisf (Ts) ds+)\/0 E[r_of (D)] ds. (6.21)

Sous ces hypothéses, (6.21) indique en particulier que pour toute fonction f
dans Cp, la fonction réelle ((7/, f),t > 0) est dans Coo r.

Proposition 6.4.1
La limite fluide 0" associée a (5, A, T, D) est l’unique solution dans
Doqg/ de :

(72 8) = (E.6) — /O (7%, &) ds — p /0 6(r) ds + ME [6(D)] . (6.22)

pour toute ¢ dans S.
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Preuve. (6.22) est une équation de transport intégrale dont le second membre
(g¢,t > 0), donné pour toute ¢ par :

(G0 B) = —p /O 6(7s) ds + ME [¢(D)] |

est bien dans Dy, s/. On applique le théoréeme 6.1.4 et donc :

t
(5,8 = (€,7:.6) + g1, 9) — /0 (gos71_s &) ds

td
= (eno)+ o)+ [ Glannoid)ds

(e id) /0 6(7s) ds + ME [(D)]

o /0 /0 % (e (7)) duds + A /0 S%E st (D)) ds. (6:23)

Or,

/0 t /0 S%m_sqb(m) duds = — /0 t /O " s () duds

=— /Ot /Ot LiuesiTi—s¢ (Tu) ds du
= [ 000~ retlr) au (620

et

/0 3 9B 16 (D)] ds = - /O SE [r_o¢/ (D)] ds
— —tE[¢(D)] + /O ‘B [7_s6(D)] ds, (6.25)

par intégration par parties. Finalement (6.24) et (6.25) dans (6.23) donne
exactement (6.21) pour toute fonction ¢ dans S. O

Soient maintenant :
o (\",)n € N*)et (u",n e N*), deux suites de réels positifs,

e R une application de M,, dans R définie comme dans la partie précé-
dente,

e (D", n € N*), une suite de variables aléatoires réelles p.s. strictement
positives.
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Pour n € N*, nous définissons (v}",t > 0), le processus de transport corre-
spondant & (A", u", R, D™) et (F}*,t > 0), la filtration associée. Nous notons
par ailleurs 7§, le premier instant tel que la mesure v™ ne charge plus la
demi-droite positive :

73 = inf {t, ] (R}) =0} .
(7', t > 0) est la renormalisation de (v}',t > 0) associée & (n,n,n), c’est-a-
dire, pour tout n, tout ¢ et tout borélien ‘B :
_ 1
7 (B) = Ty (nB).

En particulier, T;(14") étant le i-iéme atome de la mesure ponctuelle 14", le
i-éme atome de 7' est donc donné par :

Ti (v,
1,y = T
et alors,
R n
R(ﬂ?) — (Vnt) )
Nous notons par ailleurs (G, t > 0) := (F;%,t > 0), la filtration associée.

Enfin, 77 est le premier instant tel que la mesure renormalisée 7" ne charge

» 10 p q g
* .

plus RY :

7= inf {t, 77 (R}) = 0} = inf{t, 1, (R}) = 0} = %0

Soit ¢, une fonction de S. D’aprés le lemme 6.3.2, le processus réel défini
pour tout ¢ par

MR () = (7, ) — (7, ) + — /0 (o7, ¢')ds

" A'n,

t n
+ w/O ¢ (R(7)) Lipn (v )>0p ds — ——tE [@b (D—>]

n n
t
— (5P ¢) — (T 0) + /0 (0", ) ds
t Dn
i [ ORED) Lspixe ooy s - 18 [0 (2| (620
0 n

est une G;'-martingale de D, r de carré intégrable, dont le crochet est donné
pour tout ¢ par :

T )u’ n =N )\nn 2 Dn
(Mg), = — 0 0% (R(7)) Liop ey )>0) ds + B [¢ (7>]

n t n n
_ M 2 —n A 2 (D
= ; ; (;5 ('R(l/s )) 1{DQ(R*+)>0} ds + ?tE |:(f) <—n >] . (627)
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Nous donnons une loi des grands nombres pour la suite de processus

(7, t > 0),n € N¥). Plus précisément, pour un horizon 7" bien choisi, nous
montrons la convergence en loi (ou au sens de Skorokhod) de cette suite vers
la limite fluide 7* dans Dr s/. Faisons les hypothéses suivantes, correspon-
dant a cette premiére renormalisation :

Hypothése 6.4.1

o Il existe deux réels positifs \, u tels que :

A" — A, (6.28)
uwt— p. (6.29)

o St >0, il existe 77 > 0 tel que

Py > 73] —0 (6.30)

n—oo

et tel que pour toute ¢ dans S,

E

sup (7", ¢>21{%5‘>%51}] — 0. (6.31)

o Il existe une mesure diffuse £ de M;{ telle que pour toute f
dans Dy :

E

sup (7 — €, 7 f>2] —0. (6.32)

t<7g n—oo

o Il existe une p.s. v.a. strictement positive D telle que :

D . _

— =D (6.33)
E [%] —E[D]. (6.34)

e Si >0, il existe un processus (7¢,t > 0) de Do tel que :

( /O "R - ) ds>2] 0. (639)

pour tout t > 0, E

Nous sommes donc en mesure de prouver le résultat suivant :
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Theoréme 6.4.2

On suppose vraies les hypothéses 6.4.1. Soit (vf,t >0), la limite
fluide correspondant a (E,A,M,F, D). Alors, pour toute fonction ¢
dans S :

E

sup (7 = 7. 9)° | —0.

t<rs

Preuve. Définissons pour tout n le processus (7;',t > 0) de Do s pour tout
t >0 par :
=

Soient ¢ € S et n € N. Nous allons tout d’abord montrer que :

E

FN A F* n—oo
t<THNTS

sup <m"7¢>2] — 0. (6.36)

D’aprés (6.22) et (6.26), on a p.s. pour tout t < 75 A7y < 7 -

T 6) = (0 6) — /0 7 ¢') ds + /0 o(r2) ds — ME [6(D)]

o /0 "SR ds + NME [qb (%)] L NI (E). (6.37)

En posant

<ﬁ@%=ﬂA¢MWB—MEM@ﬂ

[ omepyas e [o (2)] o

n

(6.37) revient & :
t
(ﬁ?,¢>==<ﬁ8,¢>+-/£((ﬁ?Y,¢>ds-F<§?,¢)

Par ailleurs, pour tout ¢, 'application (¢ — (g/"(w),¢)) est p.s. linéaire
et la fonction (¢ +— (gi'(w),®)) est p.s. a trajectoires cadlag : le proces-
sus (g;',t > 0) appartient donc a Dzx 5. Autrement dit, (7;,t < 7) vérifie
I’équation de transport intégrale dans S', (Egp gn)-
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D’apres le théoréme 6.1.4, on a donc p.s. pour tout ¢ < 7§(w) A 7§ <

7o' (W) :

t
(0 6) = (T 76) + (G &) — /0 (G 71 o8') ds

ce qui revient a : :

(0 @) = (o, Tep) +u/ o(Ts) ds—)\tE /¢

+ AME [gb(D >]+M¢ //Tt 5@ (7o) duds
+)\/SE[Tt #'(D)] ds + " //Tt & (R(F™)) duds
e [ (2)] ds_/Mn n

= (ily, e®) + 1 /0 t Ti—s(Ts) ds — /0 t [w (D)] ds
<—”>] e

Y /Mg s

t
— /0 i (R(7)) dsw

Oou encore :

(. 4) = (a5 )+ i) [ R ds— (A [ ® t [w <D>] ds
i [ (et R — i) ds
[ B[ (2) k] s

t
—/0 M} (s)ds. (6.38)
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L’égalité précédente est vraie p.s., pour tout ¢t < 7J'(w) A 7;. On a donc :

E| sup (i ¢)° ]
t<TRATY
t 2
< 7{ E| sup (i5,m6)> | +Ip—p"PE| sup {/ |7t-s(R(75))] dS} ]
t<FRATE t<7g AT LJ0
t L 2
+A=A"P2E| sup {/E|:Ts<—>:|d8}
<Aty LJo n

+ 1*E

sup {/Ot |75 O(R(7)) = Tes¢(Ts)| d8}2]

_ () -nso] |

sup {/E[
t<roarg U Jo
t, 2
sup {/ ‘Mg_s¢,(s)‘,ds} ] }
t<rnnrg LJo

sup {J\Zg(t)}2
(6.39)

+ \’E

+E + E

t<TRNTE

Nous allons donner un majorant de ’expression précédente qui tende vers

0. Notons pour tout temps d’arrét 7, pour tout processus (Xt > 0), le

processus arrété (X/,t > 0) défini pour tout ¢ > 0 par X/ = X . 7 est

clairement un F;-temps d’arrét : on applique 'inégalité de Doob & la martin-
RN <

gale de carré intégrable (M (g) ’ (t),t > 0], en remarquant en particulier

que la martingale locale

({(MZJ)*& (t)}2 = (W) ot 2 0)

est une martingale :

E| sup {Mg(t)}2 =E

t<TRATE t<7g

< 4E [{(MZJ)W (?5)}1
—4E [<(Mg)75l>*} — 4E [<M$>;5LM5]

To

" /07“75 ¢% (R(7")) ds + )‘—nn (70 N76) E [¢2 <%>H

o7 0)]

=4E
n

'un A" 2 —%
<a( A T (6.4
<a (B ) 1 . (040)
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Ensuite, pour le troisiéme terme,

sup {/ ‘Mn (8 } ]
t<TPNTS

sup {/ ‘M ¢/s+t‘d}
t<7—5‘/\7'0

A
0

<E / sup |MP (s + t)‘ ds
) t<TINATS

=E

0 _ 2
<E 7"8‘/ sup {Mf_s(b,(s—i—t)} ds

= =N A 7%
—T5 tSTHNTS

0
=%
_ 0/ E
-7

avec Cauchy-Schwarz puis Fubini. La fonction 7_¢¢' est dans S pour tout s si

_ 2
sup {AL2 (s +1)}

E<TRNTE

ds,

¢ lest. Il est donc clair que le processus (Mf75¢/(s +1),t> 0) est une G', -

martingale issue de 0 et de carré intégrable. On applique la-aussi 'inégalité
de Doob et donc :

2 0
sup /‘ b ( 3} §4T*/ E[Mfs/s—i—. ) _]ds
t<TNTE { ' ] ’ —7 < a )>T6LMJ
0
= 4T /;71* E |:<MTS¢I>5+7-6’L/\7—6‘:| ds

no s ETRATS
I / 0o 2
— Ts¢)" (R(Z4)) Lepn (mer )20} AU

. () {7 (2)20}

+ % (s+70ATE |:(7'_3¢) (Dn>] ] ds

0
= 47, / E
-7

n

n AP _,
<At @ I (2425 [ rmas
.

=255 1 6P I (242 ). (61

Pour les deuxiéme et troisiéme termes :

| o { [ oo o} |

sup {/ 1 lloo d8}2] =l ¢ 1% (75)%, (6.42)

<7y

<E
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w2 e ()] #} ]

533;’{ / 191l d}] =16 1% (%)% (6.43)

D’autre part, ¢ est en particulier une fonction Lipschitzienne et on a :

E

<E

Bl s {/ s (R) — s ds}2]
<E sup{/ 16 lloo IR >—rs|ds}2]
PR { [ R(us>rsds}2], (6.44)
| s {[8[[no (%) oo s} ]

<E

(/o[ 1|5 o] |
{%_Dﬂ (7)2. (6.45)

Finalement, réécrivons (6.39) avec (6.40), (6.41), (6.42), (6.43), (6.44) et
(6.45) :

= ¢ [I5% E

E

sup (7;', ¢)° ]

t<ERATE

S?{E

FA NP6 5 () + i ) ¢ 5 B

2 —*
=" ¢ % (1)

{/0 R - 74 d}]
{2 —D}2] et (2 ) 1 e

+2(75)° 11 (@) loo <%n %) } (6.46)

sup (715, 719)

t<FRATE

+X ¢ |5 E
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et en vertu des hypotheéses 6.4.1, (6.36) est vraie.

Maintenant, on a :

E | sup <77;L) ¢>2 =E |sup <77t )¢> 1{7’ <7y + E | sup <77t 7¢> 1{7’ >T }]
t<7y t<7y t<ry
<E sup <ﬁ?7 ¢>21{7_'6‘<T”} + E | sup <77;L7 ¢> 1{T >T }]
<R AT t<ry
<E| sup (i/,¢)°| +2E |sup (v}, ¢>21{%g>%gb}]
t<TYENATY t<7y
+2E sup<p;‘,¢>21{f5>f51}] . (6.47)
t<7y

On a par ailleurs :

+A/ [7-s¢ (D)] d }

D
< sup {16 floo € () + 1| @ oo £ (A-+ 1) )

<Hol {e@®) +7 (0} =M, (6.48)

ce qui donne donc dans (6.47) :

E <E| sup (i77,4)°| +2E

t<TFRATE

sup (7', ¢)°
t<7§

sup (7', ¢>21{%5 >%gb}]

<7y

+2M P [75 > 7] .
On conclut avec (6.36) pour le premier terme et les hypothéses (6.31) et
(6.30) pour les deuxiéme et troisiéme termes :

E

=% n—oo
t<7;

sup (77’ ¢>2] — 0.

Corollaire 6.4.3
Sous les hypothéses du théoréme 6.4.2,

(7.t >0),n € N*) =z 5 (7,1 >0).
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Preuve. D’aprés le théoréme 6.4.2, pour toute ¢ de S :

<wmwf—wwﬂmeNﬁ-ﬁm.
t<ry n—00

Cette suite converge donc en probabilité, et on peut appliquer la proposi-
tion C.0.1 : pour toute ¢, la suite (((7{*, ¢),t > 0),n € N*) converge en loi
au sens de Skorokhod vers la fonction déterministe ({7}, ®),t > 0). S’ est
un espace de Fréchet nucléaire et on applique le théoréme 6.1.3 : la suite
(7, t > 0),n € N¥) est tendue dans Dz 5. Son unique valeur d’adhérence
est donnée par la limite fluide (7/,¢ > 0) : elle converge en loi. O

6.4.2 Deuxiéme renormalisation

Considérons maintenant le cas limite critique, c’est-a-dire, lorsque

ATL

— — 1.

u"n—oo
Dans ce cas, une nouvelle renormalisation est possible sous des hypothéses
bien précises. La limite fluide obtenue (ou limite fluide critique) a alors une

forme différente de la précédente.

Definition 6.4.2

Soient ¢ une mesure diffuse de M| et K > 0. Nous appelons limite
fluide critique correspondant a ({,K), la fonction déterministe
définie par :

1- I;O = g,

2. pour toute f € Dy, pour toutt :

<ﬁﬁ=@n@+KA¢w4m& (6.49)

Comme dans le cas de la précédente limite fluide, pour toute f de Cp,
((7F, f),t > 0) est une fonction de Coo k.

Nous montrons par ailleurs, comme pour *, que * est 1'unique solution
d’une équation de transport intégrale dans Dy, s :

Proposition 6.4.2
La limite fluide critique U* associée a (§,K) est l'unique solution
dans Dy, s de :

{7, ¢) = (&) —/0 (75, ¢) ds + Kt¢(0), (6.50)
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pour toute ¢ dans S.

Preuve. (6.50) décrit une équation de transport intégrale dont le second
membre est donné pour tout t par

(91, ¢) := K1(0)

et (g¢,t > 0) est bien un processus de Do, 7. On applique le théoréme 6.1.4 :

t
<%@=@n@ﬂ%@—é@mﬂww

td
= (6m0)+ (. 0)+ [ Flonmoid)ds

td
— () + K1) + K [ 57 (n-0(0)) ds
t
—(€nd) + K [ rio(0)ds,
0
ce qui est exactement (6.49) pour toute ¢ dans S. O

Comme dans la section précédente, nous considérons pour tout n, (v}*,t > 0)
le processus de transport correspondant & un quadruple (A", u™, R, D"™),
(Ff,t > 0) la filtration associée et 7, le premier instant de vidage du sys-
téme. Nous notons maintenant (7}*,¢ > 0), la renormalisation de (v, ¢t > 0)
correspondant au triplet (n3/ 2 n,n?/ 2), c’est-a-dire, pour tout n, tout ¢ et

tout borélien B :

~n 1 n
Vy (%) = EV n3/2t(n3/2%).

En particulier, le i-éme atome de 7;* est donc donné par :

~n Ti(yn'/ )
E(Vt ) = n3;22t 9
et alors,
~n R(VZ'/ )
R} = 7137;22'5

Nous notons par ailleurs (H}',t > 0) := <.7-":3 ot = 0), la filtration associée.
Enfin, le premier instant ou le n-iéme processus ne charge plus la demi-droite
positive est noté :

n

1= inf{t, "(RT) = 0} = 7;0/2.
n
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Ecrivons pour toute ¢ dans S, la martingale correspondant a (77t > 0) :
d’aprés le lemme 6.3.2, le processus réel défini pour tout ¢ par

32t
NE3(6) = (57 6) — (35, 0) + gy [ @36

n,3/2 [t ) A" 3/2 D
+ BT ¢ (R(7)) Lip +)>o0y ds — Z te [‘ﬁ (W)]
t
— (5, 0) — (7, 0) + / (7, )ds
0
DTL
+ V" /¢ ) Lionr+)>0} ds — \/_)‘ntE[ < 3/2)] (6.51)

est une Hj'-martingale de Dy, r de carré intégrable , dont le crochet est
donné pour tout ¢ par :

5 ny,3/2 )\nn3/2 Dn
(M), / ¢” (R(72)) L rs)>0} ds + tE [(;52 <n3 /2>]

A" D"
/ ¢2 1{V”(R* )>0} ds + TtE |:¢2 <n3/2>:| . (652)

Comme dans la section précédente, nous donnons une loi des grands nombres
pour la suite de processus renormalisés ((7)',t > 0),n € N*). Nous voyons
dans (6.51) que les termes & variations finies

t
\/ﬁﬂn/o (Rop)Lipn ®+)>0y ds

als(5)

« explosent » & l'infini : nous proposons des conditions limites telles que ces

deux termes se compensent, en vertu de I’hypothése A" /u"™ — 1 :
n—oo

et

Hypothése 6.4.4

o Il existe A > 0 tel que :

AT, (6.53)
T\, (6.54)

et il existe K > 0 tel que
VR (A" =) — K. (6.55)

n—oo
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o Il existe 7; > 0 tel que :
P75 > 73] —0, (6.56)
E f<11~13<’7f7¢>21{%5>%§}] — 0. (6.57)
77.6; n—~o0

o Il existe une mesure diffuse & de M}r telle que pour toute f

dans Dy :
nE | sup(7y — &, th>2] — 0. (6.58)
<7y n—00
° n
£, (6.59)
n n—oo
DTL

o 2
To
E <\/ﬁ R ds> —0. (6.61)
Sous ces nouvelles hypothéses, on a la convergence suivante :

Theoréme 6.4.5

On suppose vraies les hypothéses 6.4.4. Soit (v;,t >0) la limite
fluide critique correspondant a (§,K). Alors, pour toute fonction
¢ dans S :

E

~n ~ % 2
sup (7' — v, ¢)°| — 0.

Preuve. Reprenons les arguments de la preuve précédente. Définissons pour
tout n € N et tout t >0 :
i = 7= (),

On a a linstant ¢ < 7] A 7, d’aprés (6.50) et (6.51) :

. 6) = (. &) + MID(t) — /0 (@) ds + (K — v/ (" — ")) t(0)

v [ (6 (RO — 6(0)) ds + A" VtE [¢ <%> - ¢><0>] . (6:62)
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L’équation précédente est une équation de transport intégrale de second

membre
(i ¢) = Mg () + (K = Vr (X" = ™)) t(0)
t D"
Vi [ RE) - 60) ds+ 3y o (2375 ) - 00
0 n
ce qui donne avec le théoréme 6.1.4, puis intégrations par parties :
<ﬁ?’ ¢> <170 ) thb + M¢ / M ¢/ dS
N N
0
t
=1V [ (e (RA7) = -0(0) s
t n
A /0 E [Tt_sqzs <%> —Tt_s¢(0):| ds. (6.63)

On alors, de méme que dans la preuve précédente, pour tout n et pour tout
t<TENTG

E| sup {<ﬁ?,¢>}2]
tST(;‘/\TJ
<E| swp {(i.no)} (—“"+—”>24%*\|¢2|\
N t<FRNTE o vnooyn ’ ~
oM i) 673 || ()2 o
<f+ ﬁ) (7)1 ()7 |

+{K = V(A" = ")} 6 {7 1 ¢ oo}
- 2
+6{u" | ¢ % B {ﬁ/o R(ﬂ?)ds}
Dy 2
ro(y o 1k {E |2 |
et les hypothéses 6.4.4 donnent :

E| sup {<ﬁg,¢>}2] —0. (6.64)

SNA K n—~o0
t<T AT

Comme dans la preuve précédente, il est aisé de montrer qu’il existe une
constante M telle que :

sup (7}, ¢>2] < M. (6.65)
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On conclut en remarquant que :

E [sup (i, ¢)*| <E| sup (7}, ¢)*| +2E sup(ﬁf,¢>21{;g>;gb}]
t<7g t<FINTE t<7;
+2E Sup<ﬁ:,¢>21{;—g>7~_gb}] s
<7
avec 'hypothése (6.57), (6.64) et (6.65). O

Corollaire 6.4.6
Sous les hypothéses du théoréme 6.4.5,

((ﬁf,t > O) ,n € N*) :}7:575/ (ﬂ:,t > O) .

Preuve. Comme dans le corollaire 6.4.3, on applique la proposition C.0.1
et le théoréme 6.1.3. La limite fluide critique (7/,¢ > 0) est alors 'unique
valeur d’adhérence de ((7',t > 0),n € N*) dans Dz . O

6.5 Théoréme central limite fonctionnel

Intéressons-nous & présent aux fluctuations des processus de transport renor-
malisés autour de la limite fluide. Nous montrons en particulier ici, dans
deux cas différents, la convergence en loi dans Dzx s/ de la suite des proces-
sus résiduels obtenus vers un processus de diffusion.

Nous noterons dans toute cette partie, pour tout processus (My,t > 0)
de Dzr 57, (NtM > O) le processus & valeurs S’ défini pour tout ¢ et pour
toute ¢ de S par :

t
<th‘/17¢> ::/0 <Msa7—t—s¢> d57

et (ItM,t > O) le processus a valeurs S’ défini pour tout ¢ et pour toute ¢
par :

M L ! 3
(1M, ) "/0 (M, 6) ds.

Par ailleurs, on rappelle (¢f [Met82], [U82]) qu’un processus (M;,t > 0)
de Dzx s est une semi-martingale (resp. martingale locale, martingale) a
valeurs S’ si pour toute ¢ dans S, ((My, ¢),t > 0) est une semi-martingale
(resp. martingale locale, martingale) réelle. Pour toute semi-martingale
a valeurs &’ (M, t > 0), pour toute semi-martingale réelle (X;,¢t > 0), le
processus (L¢,t > 0) de Dzx s défini pour tout ¢ et toute ¢ de S par :

(Lo, ) =/0 (M, 6) dX,,
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sera noté pour tout ¢,

t
/ M, dX, =: Ly,
0

I« intégrale stochastique » a valeurs S’ de M avec X.

6.5.1 Reésultat préliminaire

Dans cette section nous montrons un résultat technique (la proposition 6.5.1)
que nous utiliserons pour démontrer la convergence en loi du processus des
écarts.

Lemme 6.5.1
Pour toute ¢ dans S, la famille {7,.¢,r € [0,7;]} est un précompact
de S.

Preuve. Pour toute semi-norme associée aux entiers «, 3, pour tout 7,

776la, = sup ‘azagb(ﬁ) (@ — 7“)( = sup ((y +r)* (y)‘

(0% (0%
< Z G re? |¢|j,g < Zcé (75) W’jﬁ =: K7+ 08,6,
j=1 J=1

constante indépendante de r. L’ensemble {7,.¢,r € [0,7;]} est donc borné
dans ’espace nucléaire S : en vertu de la proposition 4.4.7, p.81 de [Pie66],
il est précompact. O

Lemme 6.5.2
Pour toute ¢ de S, ’application

{]R — S

ro— T

est continue.
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Preuve. Soit ' < r. Solent v et 3 deux entiers. Il existe s €]r’, r[ tel que :

76 = 7l = sup |2 (0 (@ =) = 6P (= 1))

2°(r =)D @ = )| = [r = '| sup |(y + )76 (y)
Y

= sup
xr

[0
<|r=r| Y CLs" 0] 51

j=1
[e%
< ‘r — r" Z Cl(r+1)*7/ |¢]jﬁ+1 =: M, 08,6
j=1
Pour tout € > 0, il existe donc 7 := tel que
T7a,l[37¢

|r =71 |<n=|1d— Tl 5 <e

Lemme 6.5.3
Pour tout élément (M t>0) de Dz: s1, (NtM,t > 0) appartient a
Crr .5+
Preuve. Soit ¢ dans S et (M;,t > 0) dans Dzx 5. Soit 'application
R?2 —R
FM . t
© e [ Onne)ds
0

Soient ¢, < 7. Pour tous t/, 7/,

‘FM(t/77«/) _ FM(t77’)‘ = /t/(MS,T,J@ ds — /t<M5,Tr¢> ds
¢ ¢ 0 0

t t
< [ 10t ds+ [ (0700 - 70)] ds. (6.66)
t 0
D'une part, ({(Ms, $),s > 0) est dans D7+ g, donc borné sur [0, 73] :

sup [(My, 6)| = sup (M, )] < ox.

s<TE 5€[0,75]1NQ

L’ensemble M := {Mj,,s € [0,75] N Q} est donc un sous-ensemble faible-
ment borné de I’ensemble des applications continues de S dans R. En tant
qu’espace de Fréchet, S est un tonnelé d’aprés le corollaire 0, p. III.25
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de [Bou73]. On peut donc appliquer le théoréme de Banach-Steinhaus
(théoréeme 1, p. II1.25 de [Bou73]) : M est équicontinu. Donc, pour tout
e >0,

e = ]\4_1 - c i = Ms < =
ve N () {¢”se[§'2§n@‘< <o

s€[0,75]1NQ

est un voisinage de la fonction nulle dans S. L’application r — 7,.¢ étant
continue de R dans S d’aprés le lemme 6.5.2, il existe donc n > 0 tel que
pour tout t < 7 :

' —r| <n= (16 —10) € Vi

— sup |<M877'r’¢ - Tr¢>| < o7
s€[0,7]NQ To

t/
— /0 My, 706 = 7,6)| ds < = (6.67)

D’autre part, ((Ms, 7-¢),s > 0) est dans Dz« g, donc borné sur [0, 75]. Pour
tout ¢’ :

t/
[ Vo) ds < |¢ — ] Ko
t

Autrement dit, il existe § := > 0 tel que

g
2K, ,

)

tl
\ﬂ—¢|<&J:>/ KM@nwﬂds<%. (6.68)
t

Pour tout ¢, 7, pour tout &, (6.67) et (6.68) dans (6.66) impliquent qu’il existe
n, 6, tels que

it =t <&, |r—r|<n= !Fg(t’,r’) —Fqﬁ\/[(t,rﬂ <e.

L’application F éw est donc continue sur le compact ([0,7])?. En vertu du
théoréme de Heine, elle est aussi uniformément continue sur ce compact. Il
existe donc 4,7 > 0 tels que :

sup sup  |EY(t,r") = F)l(t.r)| <e.
rrl, lr—r!|<n Y |t—t'|<S
Finalement, pour £ :=n A4,
M M
sup (N3, ) — (NM, )]
L |t—t| <€
< ap s [ENE) - R <o
!, |r=rl|<n tt, [t—t'|<d

L’application ¢ — (N, ¢) est donc continue pour toute ¢ dans S : (NM,¢ > 0)
est dans C;.g S O
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Nous montrons alors le résultat suivant :

Proposition 6.5.1
L’application
Dfé‘ S - C?(;‘,S’
(Mg, t >0) — (NM,t>0)

est continue.

Preuve. Soit ((My',t > 0),n € N*) une suite de Dzx s/ convergeant vers
(Mg, t > 0). En particulier, pour toute ¢ la suite (((M;*, ¢),t > 0),n € N¥)
converge dans Dz« g vers ((M, $),t > 0). Il est bien connu que I’application

Dz r — Carr

0
t
(X4, t>0) +— (/ Xsds,t20>,
0

est continue pour la topologie de Skorokhod. Donc, la suite
(((IM", ¢),t > 0) ,n € N*) converge dans Crz: g vers ((I},¢),t >0). En
particulier,

supsup <ItMn,qb)‘ < 00.

neNt<7y

Ceci est vrai pour toute ¢ dans S et donc le théoréme de Banach-Steinhaus
implique que ’ensemble

H={IM" neNteQn(o,7]}

est équicontinu. Maintenant, pour tout k, pour toute famille finie {¢;,i = 1, ..., k}
et pour tout ¢ < k,

sup

(M — 1M, ¢;)] —o0.
tg-Fg n—00

Donc,
sup max !(ItMn — ItM,(;SM —0
tg%glzlwk n—oo

et donc autrement dit pour toute semi-norme p,, de la topologie faible :

SUpP Py (ItMn — ItM) — 0.

En vertu du théoréme de Pietsch ( [Pie66], proposition 0.6.7. p.9),

n M
supp/K (It - I ) —0,
<7 n—0o0
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pour toute semi-norme p- de la topologie forte, c’est & dire que pour tout
précompact K de S :

sup sup ‘(ItMn - ItM,qb)‘ — 0.
t<TFpeK n—oo

Pour ¢ fixée dans S, on peut appliquer ce résultat a 'ensemble {7, ¢ ,r € [0, 7;]},
qui est précompact d’aprés le lemme 6.5.1. On a donc :

sup sup

(M = 1M, 7,.9)| — 0.
t<rEr<wy n—00

On a finalement pour toute ¢ dans S :

t
/ (M? — Mg, 1t—50¢) ds
0

n M
sup [(N;"" — N, ¢)| = sup
<7y <7y
t
< sup sup / (MY — Mg, 1,¢)ds
t<7yr<75 1J0

= sup sup |<ItMn - It]\/l,TTqb>| — 0.
t<Frr<wy} n—0oo

Pour toute ¢ dans S, la suite (((NM",¢),¢t > 0),n € N*) tend donc vers
((NtM,qb),t > O) dans Cz: g ((NtMn,t > 0) ,n e N*) tend vers (NtM,t > 0)
dans Czr 5. La proposition est démontrée. O

6.5.2 Premiére normalisation

Nous fixons £, (A",n € N*), A\, (u",n € N*), u, R et (D", n € N*) vérifiant
les hypothéses 6.4.1. ((v}*,t > 0),n € N*) est la suite des processus de trans-
port correspondant a (A", u", R, D") et ((7{',t > 0),n € N*), sa renormali-
sation suivant le triplet (n,n,n).

Dans toute cette partie, on suppose de plus que :

Hypothése 6.5.4

VA" = A) —0, (6.69)
Vo (u" = p) —0. (6.70)

e Pour tout € > 0 il existe a tel que pour tout n € N :

P [|vn(og — v5,0)| >a] <e. (6.71)
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o Il existe v e S, tel que pour toute ¢ dans S,
(Vnlig, 7, ¢),t > 0) =z r ((v,7:9),t > 0). (6.72)
e Dans l’hypothése (6.33), D = d est déterministe et :

pr
= _d
n

ﬁE[

} 0. (6.73)

n—oo
e Si u>0, il existe un processus (R¢,t > 0) de Dz: s/ tel que :

((\/ﬁ (573(”?) - 5%) b= O) n € N*) s (Re,t > 0). (6.74)

D’aprés le théoréme 6.4.2, pour toute ¢ dans S,
(7, ¢),t 20),n e N*) =z (7, 0),t > 0),
ou (7f,t > 0) est la limite fluide correspondant & (§ S, T D), définie par

(6.21).
Soit n € N et le processus a valeurs M;{ suivant : pour tout ¢,

Y=g = (o - ).
Soit ¢, une fonction de §. Dans le cas de p quelconque avec la premiére nor-

malisation, nous cherchons a donner la limite en loi de la suite de processus
définie pour tout n et pour tout ¢ > 0 par :

Y3(t) = (Y, ¢) = Vn (7 =, 9)),

qui est bien a valeurs dans D .
On a tout d’abord le résultat suivant :

Lemme 6.5.5
Pour toute ¢ dans S, la suite

<(/ Vi (s (R(2)) = Ty 6(F)) ds,t > 0> e N*>

de Czx r converge en loi vers le processus défini pour tout t par :

t
A <R8, Tt_5¢> dS.
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Preuve. En notant pour tout n et pour tout t,
Ry == +n (571(5;) - 57=s) ,
le processus (Rf',t > 0) est dans Dz+ s (pour tout ¢ (¢ (R(7g)),t > 0) est &
trajectoires cadlag car ¢ est continue et (R(7Y),t > 0) est cadlag). En vertu
de 'hypothése (6.74),
(R, t >0),n e N") — (R, t >0)

en loi dans Dzr s et d’aprés les remarques précédentes, on peut appliquer
la proposition 6.5.1 : par le théoréme de l’application continue (théoréme
C.0.1),

(NZ",t>0),neN*) — (NF,t>0)

en loi dans C;aggf. Le lemme est démontré. O

Soit n € N. Définissons le processus suivant : pour toute ¢ de S et pour
tout ¢,

M) = Vi ()
=ﬁ@@—ﬁ%@+ﬁf@d@
+u”f/ »(R 1{VH(R* >0}ds " \/_tE[ <Zn>] (6.75)

avec (6.26). (./\;lg(t),t > O) est en particulier une martingale de Dy g, de

carré intégrable puisque (Mg(t),t > O) I’est. Son crochet est donné pour
tout ¢ par :

) 1= (M13), = n (313),

. /¢ Ny s 0 45 + NHE [gb <%>] (6.76)

avec (6.27).
Le processus (M?,t > 0) de D s/ défini pour toute ¢ dans S par

(M, 9) = Mg(t)

est donc une martingale & valeurs S’. Elle vérifie le résultat suivant :
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Lemme 6.5.6
La suite de martingales (( P> 0) ,n e N*) converge en loi dans
Ds: s+ vers le processus

t
(My,t > 0) := <\/ﬁ/ Sr, AW} + VXGWE t > o) : (6.77)
0

ou (th,t > O) et (Wf,t > O) sont deuxr mouvements browniens stan-
dards indépendants.

Preuve. Appliquons tout d’abord le théoréme C.0.2 en appendice. Soit ¢
une fonction de S et 4, la fonction définie par :

Yo (t) == ,u/o ¢* (7s) ds + \tg?(d).

On a 74(0) = 0, pour tout n, (MZ(t), t> 0) est une martingale issue de 0,

son processus croissant (/Ig(t),t > O) vérifie pour tout ¢ :

E[A5(1)] < (\"+ ")t || ¢ [5.< o0,

_ 2 _
et donc le processus <<Mg(t)) — AR(t), t > O> est en particulier une G-

)
martingale : les assertions (C.1) et (C.2) sont vérifiees. Par ailleurs, p.s.
pour tout ¢t < 7 :

A0 = 200) = (1= ) [ 6 ROy
w0 =2 [ (Z)] i [ (62 RO 10y - 6100 s
+ ME [¢2 (%) — ¢2(d)} . (6.78)

Cela implique d’'une part que

E |sup {A5(1) - ’V¢<t>}21{fg>f;}]
< {4+ A= X) 4+ 8 (N + 1) } (7)) 67 1% Pl > 7]

—0, (6.79)

n—oo
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avec 'hypothése (6.30). D’autre part, (6.78) implique aussi :

E

sup {A(1) - 7¢(t)}2] <a{(u= P+ A=) )6 I

t<FEAFD
. 2
2 2/ 112 o ny =
+4p” || (¢7) |5 E {/0 |R(7g') — 75| dS}

oy e e [2 )
—0, (6.80)

n—oo

avec les assertions (6.28), (6.29), (6.34) et (6.35) des hypothéses 6.4.1. On a

alors :

_ 2 _ 2
E f;;;{f“%(t) — w(t)} <2E t;ggﬂ{f“%(t) — w(t)} ]
_ 2
+2E f;%{Ag(t) - 7¢(t)} 1{%5>%5L}]
Ay

avec (6.79) et (6.80) : (C.5) est démontrée. Finalement, (C.4) découle di-
rectement de la continuité des intégrales dans (6.76), et pour tout 7" > 0,
d’apres (6.75) :

E [sup |M2(t) — M3(t-)|°

t<T

<E

supy/t (77, 6) — (77" ¢>>2]

t<T
2
< (vAlele) o
n

puisque les sauts de (7}",¢ > 0) sont p.s. de taille inférieure & ”ﬂl"" : on

a (C.3). On peut donc appliquer le théoréme C.0.2 : la suite de martin-

gales ((Mg(t), t> O) ,n € N*) converge en loi vers le mouvement Brownien

changé de temps (W7 o)) 02 0) , ou de maniére équivalente, vers le processus

<\/ﬁ / () AW VAWR6(), 1 > 0) ,

oll (th,t > 0) et (Wf,t > 0) sont deux mouvements browniens réels in-
dépendants (ce sont deux martingales locales réelles continues de méme pro-
cessus croissant (74(t),t > 0)). Pour toute ¢ dans S, la suite de processus

((( A7, ¢),t > O) ,n € N*) converge donc en loi dans D7+ g vers le processus
((Mt, ¢),t > 0) défini en (6.77), ce qui achéve la démonstration. O
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Corollaire 6.5.7 )
La suite de processus de Crr s <<NtMn,t > O) ,n € N*) converge en

loi vers (NtM,t >0). Autrement dit, pour toute ¢ dans S, la suite

t
de processus <</ ./\;l?t_s(z,(s) ds,t > 0) ,n € N*> converge en loi dans
0

Crz r vers le processus défini pour tout t par :

t S t
Vi /0 /0 Te—s®(Fy) AW, ds + VX /0 Ti—sd(d)W2 ds.

Preuve. La suite de ((M?,t > 0) ,n € N*) est & valeurs dans Di—g’s/. On ap-
plique la proposition 6.5.1 : 'application qui a ((M?,t > O) ,nE N*) asso-
cie ((Nt/‘;(n,t > 0) ,n € N*) est continue. La convergence du lemme précé-

dent donne le résultat avec le théoréme de I’application continue (théoréme
C.0.1). O

Pour toute ¢ fixée dans S, la limite en loi au sens de la topologie de
Skorokhod de la suite de processus réels (Yg,n € N*) va étre établie en
montrant la tension de la suite des mesures images de ces processus sur
DT,]R-

Proposition 6.5.2 B
Pour toute ¢, la suite de processus ((qu”(t),t > O) ,n € N*) est ten-

due.

Preuve. Nous allons appliquer le théoréme C.0.3 : fixons ¢ dans S, e, n >0
et intéressons-nous au module de continuité de Y,

w™ () = sup | Y (u) = Y (v) |

w, <7l v—ul <8
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Avec (6.38), on a pour tous u,v < 7§ AT -

(F"() = Y™ (0), 6) = Vil mud — 7o)
T VRl — ) { [ rumsomEmyas - [ niomen) ds}

o[22 - [ 2] ()]

- m{ [ (R = o)) s

- [ (RO - o) ds}
i \/HA{ /0 ‘B [rsqb (%) - qub(c?)] ds
- [B]no(2) - notd)] ds}
satg) - s - { [T @i [ @ ash. @8

On a alors pour tous v < u < 75 AT :

(V7 () = Y7(0), 8)] < | VA, Tt — )|
+f{|u—u|+|A—A”|}II¢IIOO(U+U)

v [ (re o RED) = bl ds

— [ (bR = rimslr)) s

VN B || 2 - dl] o
M) — M2 W) + ‘/Ou/\;lfu_s(b,(s)ds—/OUM¢U_8¢/(s)ds .

Tout d’abord, la suite de processus ((v/n(7g, 7¢),t > 0),n € N*) converge
en loi par 'hypothése (6.72). Elle est donc tendue et donc il existe Ny et
do > 0 tels que pour tout n > N,

(6.82)

P (6.83)

sup VAl ud — )| = i] <

wvSTENATE |lv—u|<do 12

OOIO)
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Ensuite, il existe Ny tel que pour tout n > Ny et tout 6 < 73,

s a{ = g =X 6 o (o)
U VSTENATE [v—u| <8
—x n
< va{ =1+ D= 3 L6 Do 275 < 15,

et il existe Ny tel que pour tout n > N et tout § < 73,

(6.84)

w6 B || ] o

wSTENATE [v—u| <8
IO | N
< VA" ¢ ||oo E || — — d|| 275 < —=. .
<V 6 B |20 - 25 < . 089
Le lemme 6.5.5 implique en particulier que la suite de processus
t
<<\/ﬁ/ {Tt—s® (R(DY)) — Te—sb (Ts)} ds,t > 0) ,n € N*>
0

est tendue. D’apreés le théoréeme C.0.3, il existe donc d3 et N3 tels que pour
tout n > N3 :

P s i<, NG /0 “<¢u_s¢ (R(ag))—m_sqb(fs))ds
_/OU<7-1;—3¢(R(17?))—Tu—sqb(fs))ds 2%]§§

(6.86)

De méme, le lemme 6.5.6 implique que la suite ((Mg(t),t > 0) ,n € N*)

est tendue. D’aprés le théoréeme C.0.3, il existe donc d4 et Ny tels que pour
tout n > Ny :

P sup M () — M) > L] << (6.87)
wVSTEATE [v—u|<da 12 8
Le corollaire 6.5.7 indique de méme que la suite de processus
t
<</0 MG, p(s)ds,t > O> ,n € N*>
est tendue. Il existe donc 5 et N5 tels que pour tout n > Nj :
P n
sup s (8)ds — MTU w(8)ds| > —
wSTENATE Jv—u| <oy 12
€
<-. (6.88
<S. (689)
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Finalement, pour
0 := min (50, (53, (54, 55) 5

Ng := max (Ny, N1, Na, N3, N4, N5) ,

(6.83) donne pour tout n > Ng :

Pl s (70T g]
wvSTENATE Jv—u| <8
<P sup |\/ﬁ<776b7 Tu¢ - Tv¢>‘ > %]
wvSTENATE Jv—u| <6
tPl s a6 e () > %]
wSTEATE, Jv—u| <8
+P sup Vi / (R sO(R(L)) = T s0(7s) ) ds
wvSTENATE [v—u| <8 0
_ /0 (P sb(R(Z2)) = 7 si(7) ) dis| > %]
+P sup Vi || ¢ oo E H——dH (u+wv) > L
wSTEATE [v—u| <8 12
+P sup | M (1) — MP(v)| > e
wSTEATE Jv—u| <6 10
+P sup / M3 y(s)ds —/ M} (s)ds| > ua
wSTEATE Jlv—u| <8 [0 v 0 vTs 12

avec (6.83), (6.84), (6.85), (6.86), (6.87) et (6.88).
D’autre part, pour tout n :

P sup Y™(u) — Y"™(v 1 >
u,vgﬂ_'g,\v—u|§5|< ( ) | {TO >T0}

<Pl >,

et donc en vertu de ’hypotheése (6.30), il existe N7 tel que pour tout n > Ny

P sup !(Y (u) = Y"™(v

77 e
Lo 22| <20 (6:90)
u,<TF |l v—u| <8 ‘ { > } 2] 2
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Finalement, pour tout n > N := NgV N7 :

Pw"(6) > 7] < P swp (VM) ~ Y7(0).9)] > —]

wSTENATE Jv—u|<6

4P sup (V) = Y"(v),0)| Loy > g]

w7 v—u|<d

avec (6.89) et (6.90). La condition (C.7) du théoréme C.0.3 est vérifiée pour
la suite de processus (Yq?, n e N*). La condition (C.6) ayant été supposée

vraie par ’hypothése (6.71), le théoréme s’applique : la suite est tendue. O

Nous montrons finalement le théoréme central limite pour une suite de
processus de transport renormalisés et plus précisément, la convergence en

loi de la suite de processus ((Yg(t),t > 0) N RS N*) vers un processus de

diffusion :

Theoréme 6.5.8
Soit ¢ € S. Soit le processus défini pour tout t par

_ t
YI(t) = (0, 76) — s /0 (Ros 7o) ds
t t ~
+ Vi / Ti_sd(Fs) AW + VX / Tt sd(d) dW?2,
0 0

ou (th,t > 0) et (Wtz,t > 0) sont deuxr mouvements browniens in-

dépendants.
Sous les hypothéses 6.4.1 et 6.5.4,

V1 o
Y¢ :>7?6"R Y¢ .

Preuve. Soit ¢ dans S. Soit t < 7J. Nous avons vu dans la proposition
précédente que la suite de processus ((Y(;(t),t > O) ,n € N*) est tendue et
que toutes ses valeurs d’adhérence sont des processus a trajectoires p.s. con-
tinues. D’autre part, en vertu des hypothéses, la suite (1{f5>f5l},n € N*)

converge en probabilité vers 0. En particulier, cette suite est tendue et donc,
la suite des couples

({75, 20) 1y foneN)
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est tendue dans Drxr @ R. Alors, toute valeur d’adhérence de la suite des

couples s’écrit {(Yg(t),t > 0) ,0} et autrement dit, le long de toute sous-

suite convergente, 7; < 7j' p.s. & partir d’un certain rang. Autrement dit, &
partir d'un certain rang p.s. ¢t < 7} et donc, d’aprés la relation (6.38) :

30 = Vo) + Vi) [ e o(R ) ds
A= A /OtE {quj (%)] ds
i [ (s R ~ 7o) ds
+ v/nA /OtE [qub (%) - qub(D)} ds
M) - /0 M (s)ds.

En vertu des hypothéses 6.5.4, du lemme 6.5.5, du lemme 6.5.6 et du corol-
laire 6.5.7, (Yg(t),t > O) vérifie donc p.s. pour tout ¢t < 7 :

Y (t) = (v, 7o) — it /0 (Rs, Ti—s®) ds + /1 /0 O(Fs) AW + VAp(d) WP

t s ;
_\/ﬁ/o /0 Tt—sqb/(fu)qu} ds — \/X/O Tt_s¢/(d_)W82 ds. (6.91)

Le théoréme de Fubini pour les intégrales stochastiques ( [RY94],ex 5.17
p.175) donne ’égalité en loi :

t s t t
/ / Ti—s® (Fy) AW, ds = / / Ti—s@' (7)) ds AW}
0 JO 0 Ju

:/0 (gb(fu _Tt—uqb(fu)) qul’ (6'92)

et la formule d’intégration par parties implique :
t t
/ Ti—s @ (A)W2 ds = / W2d (re—sp(d))
0 0

— $(d)W; - /O i s6(d) dW2. (6.93)

(6.92) et (6.93) dans (6.91) donne finalement 1’égalité en loi :
t
V() = (0.m6) ~n | (Rt} ds
0

t t B
+ Vi /0 Te—s (7 ) AW + VX /0 Ti—sd(d) dW2.
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La limite en loi de ((Yg(t), t> 0) ,n € N*) est donc l'unique valeur d’adhé -
rence, entiérement définie par la relation précédente. O

6.5.3 Deuxiéme normalisation

Fixons maintenant &, (A",n € N*), A\, (u",n € N*), R et (D",n € N*) et K
vérifiant les hypothéses 6.4.4. En particulier, la charge limite est donnée par
n

)\— — 1.

Ut n—oo
(v, t > 0),n € N¥) dénote la-encore la suite des processus de transport cor-
respondant & (A", u", R, D™) et maintenant ((7{*,t > 0),n € N*), sa renor-
malisation suivant le triplet (n3/ 2 n,n 2).
On suppose de plus que :

Hypothése 6.5.9

[ J
n'/M (K —/n (A" —u")) — 0, (6.94)
[ J Dn
n'/*E [7] — 0. (6.95)

e Il existe un processus (Ri,t > 0) de Dz: s tel que :

<<n3/4 (57%@”) - 50) > o) ne N*) — s (Reyt > 0). (6.96)

D’aprés le théoréme 6.4.5, pour tout ¢ dans S,
(<ﬁtnv¢>7t > O) :>7~'6‘,R (<ﬁ:’¢>at > O) )

ou (7,t > 0) est la limite fluide critique correspondant a (&, K), définie par
(6.49). Nous nous intéressons a nouveau au processus des écarts renormalisés.
Soit n € N et le processus a valeurs M;{ suivant : pour tout ¢,

V= g =l - ).

En fixant ¢ dans S, nous notons également le processus réel correspondant :
pour tout ¢,

Y(t) = n' (5] — 7F, 9)).
En suivant les mémes arguments que dans la preuve du théoréme 6.5.8, on
montre alors que :
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Theoréme 6.5.10
Sous les hypothéses 6.4.4 et 6.5.9, pour toute ¢ dans S,

i/(z? :>7~'57R Y/(;,
processus défini pour tout t par :

3 t t
1(t) = (v,79) _“/o (R, 71 s6) ds+¢ﬁ/0 6(s — 1) dW,,

ou (W, t > 0) le mouvement Brownien standard.

Preuve. Les arguments sont les mémes que ceux de la preuve du théoréme
6.5.8 : on passe a la limite en loi dans (6.63), en utilisant la convergence de
la martingale correspondante vers un mouvement Brownien changé de temps
de méme processus croissant que dans le théoréme précédent, en remplacant
pour tout ¢, 7 par 0 et D par 0. ]

6.6 Application aux files EDF

Revenons aux files d’attente avec clients impatients soumises & EDF. Con-
sidérons pour tout n € N une file d’attente M/M/1/1 + GI — EDF pour
laquelle :

e \" est l'intensité du processus Poissonien des entrées (N/*,t > 0),

e tout client demande un service exponentiellement distribué de parameétre
Mn
e tout client est affecté d’un délai éliminatoire jusqu’au début du service,

de loi celle de D".

Nous notons alors (v{*,t > 0), le processus des profils correspondant. On
note pour toute mesure ponctuelle ( telle que ¢ (R*Jr) > 0,

Repr(C) = t1(¢),

le plus petit atome positif de cette mesure. ¢;(v{") correspond donc au
délai résiduel du client prioritaire dans la n-iéme file & l'instant ¢. Avec
ces notations, (v}*,t > 0) est donc le processus de transport correspondant a
(A", 1", REpr, D™), puisqu’alors (6.8) revient a (6.4).

On notera par ailleurs pour tout n :

7y := inf {t, vy (]R*Jr) = O} ,

le premier instant de vidage du systéme.
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6.6.1 File M/M/1/1+ GI — EDF a charge quelconque

Soit (#]',t € RT) la renormalisation du n-iéme processus des profils suivant
le triplet (n,n,n). On note la-encore

1
7y = inf {¢, 7] (R}) =0} = =77
n

Theoréme 6.6.1

1. On suppose que les hypothéses (6.28), (6.29), (6.32), (6.33)
et (6.34) sont vérifiées, qu’il existe un processus (7f°F,t > 0)
de Dy r tel que pour tout t >0 :

E < /0 (o) — 75O ds>2] 0, (6.97)

n—oo

et qu’a Uorigine il existe un entier strictement positif x et
75 € (0,2/p] tels que

vy ([nTy,00)) > nx + 2 pour tout n. (6.98)

Dans ces conditions, pour toute fonction ¢ de S,

E

t<7 n—oo

ou ("t > 0) est la limite fluide correspondant a
(57 )‘7 Ky fEDF? D) 3

t t B
@ 0) = (& d) —n / Tes® (T57F) ds + A / E [7.¢ (D)] ds.
0 0

2. On suppose de plus que les hypothéses (6.69)-(6.73) sont véri-
fiées et qu’il existe un processus (R{°",1 > 0) de Dz: s tel que :

((\/ﬁ (5,51(17?) — 57:{«11)5') ,t > 0) ,n e N*) =S (RfDF,t >0).
(6.99)
Alors, pour toute fonction ¢ de S,

((\/ﬁ<1712/1 - DtEDF7 ¢>7t 2 O) y TV € N*) :>?5,R (7¢EDF(t)7t 2 O) )
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le processus défini pour tout t par :

. t
3 0E(t) = (v, 7p) — H/O (RSPF, m—s¢) ds
t ¢ 7
0 0

ou (th,t > O) et (Wf,t > O) sont deuxr mouvements browniens
indépendants.

Preuwe. 1. Nous appliquons le théoréme 6.4.2 & la suite de processus
(v",n € N). Pour cela, nous devons vérifier les hypothéses 6.4.1. (6.35)
revient & (6.97). Ensuite, 'hypothése (6.98) signifie qu'il y a initiale-
ment dans la n-iéme file au moins nx + 2 clients dont le délai résiduel
est supérieur ou égal a n7;. Notons T, le cumul du temps qui serait
nécessaire pour servir les nx + 1 premier clients parmi eux :

nx+1

Ty = Z o;.
i=1

T est en particulier indépendant du processus des entrées (N/*,t > 0).
On a par ailleurs pour tout n :

P I < nif] <P [s;;fg > nz + 1] —P [s;;%g > nx] . (6.100)
ou (S}, t > 0) est un processus de Poisson d’intensité u", puisque les
services de durée (™) s’enchainent sans interruption au moins jusqu’a
Iinstant de fin du nz + 2-iéme service. Sﬁfg suit une loi de Poisson
de paramétre p""n7j et a donc méme loi qu’une somme de n variables

(P',i = 1..n) iid. de loi de Poisson de paramétre p"7;. Le terme
précédent vaut donc :

P[S;;fg >m;} ~-P —P

En notant (P;,i € N), une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de
Poisson de parametre p7;, le terme précédent est équivalent pour n
grand &

P

n—oo

1 n
EZ.PZ>JZ‘
i

— P[E[P] >z = 1{7__5>%} =0,
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par la loi faible des grands nombres. Donc :

P [T} < n7]] — 0. (6.101)

n—oo

Soient maintenant pour tout n, les événements suivants :

A = {7_'(? < 7‘5}: {7'(? < nfg},

B = {Les nx + 1 clients prioritaires parmi ceux de délais
initialement > n7; sont servis avant n7; }

Sur A", les atomes de vj qui sont supérieurs a n7; ont disparu de
la demi-droite positive avant n7j. Pourtant, les clients correspondant
n’ont pu étre éliminés & cet instant car leur échéance était postérieure
a n7;. Ils sont donc tous rentrés en service avant n7). Comme ils
étaient au moins au nombre de nx + 2, cela signifie en particulier que
les nx + 1 prioritaires parmi eux ont tous complété leur service avant
n7;. Ceci ne peut étre vrai que si T < n7j. On a donc :

A" C B C TP < i}, (6.102)

et donc :
P[A"] <PI[Ty < n7j] — 0,

n—oo
avec (6.101) : I’hypothése (6.30) est donc vérifiée.
Il reste a vérifier (6.31). Tout d’abord, on a p.s. pour tout n et pour
toute ¢ :

n 2
_ L= (tilog) A 2
sup (7', 6)? = sup —qu(w < 190 qup {Q)
t<7} <z | T i—1 n n <7
2
< || o ||oosu11{ ﬁt+l/8 (R*-l-)}z
0

n? t<7
2
2 {Ng%g} —n *\12
Donc,

E

t<7s

f)
SUP<’7£17¢>21{T§<75}] <2|¢ ||go E Tol{i-g<f5}

+2010 I B{ B2)} Lmary| - (6209



132 Application aux files EDF
Or, d’apres (6.102),

2 2
) )
E 701{7,_n<?*} <E|—22

n2 n2 1{T§<nfg}
n
—E VN ) P[T} < n7g] ~ N{RPP[T] <n7] —0
Il e (15" <n7g] ~ A{To [T5" < n7g] — 0,

(6.105)
en utilisant au passage 'indépendance de 7}’ et du processus des en-
trées (IV/',t > 0). De plus :

N
B[(7 {R})} Lsgarg)]
—n * * 2 * 2
< 2B [{7 (BY) — € (RY)} Limgary | + 2B [{€ (RD)} Ly
<2E [{m (R}) — ¢ (®R})}] +2 {¢ (R PITY < o] —0,
(6.106)

avec (6.32) et (6.101). Finalement, (6.105) et (6.106) dans (6.104)
donne (6.31).

2. Comme (6.74) est vraie d’apres (6.99), on peut appliquer le théoréme
6.5.8.
O

Lecas D=0

Un exemple de loi pour les délais initiaux des clients dans le n-iéme systéme
vérifiant ’hypotheése (6.97) est celui ou 'on suppose que le délai initial renor-
malisé des clients D™ /n tend en loi vers 0. Supposons par exemple que pour

tout n,
r
D"~€< T >,
n—Ol

ou n,I' > 0 et £(¢) est la loi exponentielle de parameétre . Il est alors aisé
de vérifier les hypothéses (6.33), (6.34) et (6.73) pour

D =0ps..

De plus, par Cauchy-Schwarz puis Fubini,

</0t(t1(17?)d3>2] < t/OtE [(h(ﬂ?))z] ds.

E
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Or, pour tout s, t1(7}) < %(8) p.s., ot D"(s) est le délai initial du client

prioritaire & 'instant s dans le n-iéme systéme. D"(s) est de loi de D" et

donc :
t/otE[(tl(Vg))2] dsgt/OtE <%>2

grace & (6.34), puis par convergence dominée. Donc, (6.97) est vérifiée pour

2t2
= -7 —
n2e2 pooco

ds 0,

(7F",t € RT) = 0,

le processus identiquement nul. La limite fluide correspondante est alors
donnée pour toute ¢ et tout ¢ par :

(70, 6) = (6,71 8) + (A — 1) /0 b(—s) ds. (6.107)

En supposant maintenant que les délais initiaux sont p.s. bornés, avec pour
tout n :
D" <n'?~dps.,

ol «,d > 0, le raisonnement précédent reste valide et la convergence vers la
limite fluide définie par (6.107) reste vraie. De plus, on a pour tout n, toute
¢ de S, tout n > 0 et tout § >0 :

| o

sup  Vnl{¢ (L)) — d(0)} — {¢ (t1(7))) — (0)}] = ?7]

w,w<TSJu—v| <8

<P

sup V|t () — ()] > — ]

w7l u—v[<d ” ¢/ ”OO

Sup Vi D"(t)‘

t<7y

<P

n
> <1, .
I Hoo] {nax i)

Le terme précédent vaut 0 a partir d’un certain rang N : la suite de processus
((\/ﬁ(étl(ﬁt") —0p),t > 0) ,n € N*) est donc tendue dans Dz s/. De méme
, pour tout 1 > 0 et pour toute ¢ de S,

P | supv/n o (t1(51) — 6(0)] > n| < P |sup vty (77) > —
< <7y |l ¢ [loo
<1y — 0.
{” 42 157 }”—’OO

Toute valeur d’adhérence (R;°",¢t > 0) vérifie donc :

P

sup [(R{7F, )| = 77] =0,

t<7y
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et donc (R}°",t > 0) est unique, identiquement égal a la distribution nulle.
L’hypothése (6.99) est donc vérifiée pour le processus distribution nulle. On
peut appliquer la deuxiéme partie du théoréme 6.6.1 :

(Yg(t),t = 0),n e N*) =z (VS (t),t >0),

défini pour tout ¢ par :

Y)(t) = (v, ) + \/ﬁ/o B(s —t)dW} + ﬁ/o P(s —t) dW2.

6.6.2 File M/M/1/1+ GI — EDF a charge unité

Soit maintenant (7}',¢ € RT), la renormalisation de (v}',¢ > 0) suivant le
triplet (n3/2,n,n3/2). On note ici

o Tk L
Ty = inf {t> ' (RY) = 0} - n3/27—0'

Theoréme 6.6.2

1. On suppose que les hypothéses (6.53), (6.54), (6.55) et (6.58)

sont vérifiées, que

E

{%}2] —0 (6.108)

et qu’a l'origine il existe un entier strictement positif x et
75 € (0,2/\] tels que

vy ([n3/27~'§, oo)) > nx + 2 pour tout n. (6.109)

Dans ces conditions, pour toute fonction ¢ de S,

E

sup <I;tn - ﬁtEDFa ¢>2 — 07
t<7y n—0oo

ou (VFPF )t >0) est la limite fluide critique correspondant a
(&, K) : pour toute ¢ de S et tout t,

t
(D7PF,0) = (€, T ¢) +K/0 é(s —t)ds.
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2. On suppose de plus que les hypothéses (6.94) et (6.95) sont
vérifiées et qu’il existe un processus (Rf°",t > 0) de Dz: s tel
que :

((\/ﬁ (%(Dg) - 50) > 0) ,n € N*> =5 (REPF,120).
(6.110)
Alors, pour toute fonction ¢ de S,

((\/’EO}ZL - ﬂtEDF) ¢>7t > 0) L€ N*) :?J,R <~¢EDF(t)7t > O) )

le processus défini pour tout t par :

- t t
EOF(1) = (0,1 — i /O (RFPF 7, 6 ds + V2N /O 6(s — 1) dW,,

ou (Wi, t > 0) est le mouvement Brownien standard.
DTL
Prewve. 1. (6.108) implique que — tend en loi vers 0 (hypothése (6.59))
n
et par Cauchy-Schwarz,

(e 5] = 5 ] e

On a donc (6.60). De méme, pour tout ¢ > 0 et pour tout n :

{\/ﬁ/ot(tl(ﬂﬁ)dS}Ql <t’E {%}1 ds — 0

etona (6.61). Finalement, comme dans la preuve précédente I’hypothese
(6.109) garantit (6.56) et (6.57) : on applique le théoréme 6.4.5.

E

2. (6.110) garantit (6.96) : on peut appliquer le théoréme 6.5.10.

Remarque 6.6.1 En faisant le méme raisonnement que dans la partie précé-

n T
D" ~ ¢ (nl_a> ,

ot «,I" > 0 satisfait (6.108) et on peut dans ce cas appliquer la premiére
partie du théoréme 6.6.2. Si maintenant les délais initiaux sont bornés, par

dente, on vérifie que

exemple
D" < n?*dps.,
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ou d > 0 et déterministe, on vérifie ’hypothése (6.95) et, comme dans la
partie précédente, que (6.110) est vérifiée pour

(REPF, ¢ > 0) =0,

le processus & valeur distribution nulle. On peut donc appliquer la deuxiéme
partie du théoréme 6.6.2, et la limite en loi est donnée pour tout ¢ par :

NfDF(t) = (v, 7ep) + \/ﬁ/o P(s — 1) dWi.

6.6.3 File M/M/s/s+ GI — EDF a charge quelconque

Il est aisé de généraliser les résultats de la section 6.6.1 au cas général d'une
suite de systémes & S serveurs, S > 1. Du point de vue des clients du
buffer, la dynamique du n-iéme systéme est identique en remplacant le débit
de service par Su". Le processus des profils correspondant (v/*,t > 0) est
alors le processus de transport associé a (A", Su™, Rgpr, D™) . On supposant
maintenant qu’a l’origine, il existe un entier strictement positif = et 75 €
(0,z/Su| tels que :

vy ([n7g,00)) > Snx + 2 pour tout n,

(on a Snz + 2 clients & servir et non plus seulement nz + 2), sous les hy-
pothéses du théoréeme 6.6.1 on a le méme résultat : la suite de processus des
profiles renormalisés suivant (n,n,n) ((7}',t > 0),n € N*) vérifie pour toute

¢ de S
E

t<7g n—oo

Sup<17tn_17tEDF’S)¢>2] —>07

ou (DfDF’S,t > 0) est la limite fluide associée & (5, A, S, 7EPES, D) :

¢ t
0°7%,0) = (€716) = S | a6 (7577 ds A [ B0 (D)] ds.
0 0
(6.111)
D’autre part, sous les mémes hypothéses que le théoréme 6.6.1, partie 2.,
pour toute ¢ la suite des processus des écarts tend en loi vers le processus :

t
VEPT(0) = (0.70) — S | (REP"S, i) ds
0
t t
+ /S / Tr_s(FEPTS) AW + VA / Ti_sd(d) dW2, (6.112)
0 0

ou (th,t > 0) et (Wtz,t > 0) sont deux mouvements browniens indépen-
dants.
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6.6.4 File M/M/s/s+ GI — EDF a charge unité
On suppose la-aussi que la n-iéme file a S serveurs, que

Spu™ — A
n—oo
la limite de (A", n € N*) (charge limite unité) et qu’ il existe & l'origine un
entier strictement positif = et 75 € (0,2/\] tels que :

vy <[n3/27~'§, oo)) > Snx + 2 pour tout n.

Sous les hypothéses du théoréme 6.6.2, on obtient de méme la convergence
vers la limite fluide critique associée a (£, K), et le théoréme central limite
fonctionnel théoréme 6.6.2, partie 2. .

6.7 Application aux files FIFO / FCFS

Le modele est identique & celui décrit en partie 6.6, en précisant ici que pour

tout n :
D" =d" ps.,

ou (d",n € N*) est suite déterministe de réels strictement positifs, et que les
clients sont servis suivant la discipline FIFO. Les files d’attente sont donc
de type M/M/1/1 + D — FIFO. Comme nous l’avons remarqué en section
5.1.2, chapitre 5, dans ce cas ou les délais initiaux sont déterministes les
disciplines EDF et FIFO sont équivalentes. Le systéme est donc un systéme
M/M/1/1+ D — EDF, et on peut appliquer les résultats de la partie 6.6.
En supposant que la file a un serveur, que les hypothéses du théoréme 6.6.1
sont vérifiées avec en particulier

g
n n—oo

dr -
Vn W_d — 0,

(et donc, les hypothéses (6.33), (6.34) et (6.73) sont satisfaites), on peut
appliquer le théoréme 6.6.1 : la suite des processus des profils renormalisés
suivant (n,n,n) ((7}",t > 0),n € N*) vérifie pour toute ¢ de S :

E

sup (7" — v}, qz5>2] — 0,
<7y

ou (7f™° t > 0) est la limite fluide correspondant a (&, A, u, 7*'¥°,d) : pour
tout t et toute ¢ :

t t
(70, 0) = (&7 ¢) —u/ Tis¢ (75°) ds+A/ 756 (d) ds.  (6.113)
0 0
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Sous les hypothéses du théoréme 6.6.1, partie 2., la suite des écarts satisfait
de méme :

(Va7 =570, ¢),t 2 0) ,n € N*) =ms m (Y0(1),1 > 0),

le processus défini pour tout ¢ par :

) t
Y(;IFO (t) = <’U, Tt¢> - NA (REIFO7 Tt—s¢> ds
t t 7
VR [ ) W+ VA [ otd aw?,
0 0

ou (th,t > 0) et (Wf,t > 0) sont deux mouvements browniens indépen-
dants.

Les résultats de la section 6.6.2 restent vrais sous les mémes hypothéses,
en précisant que les délais initiaux des clients sont déterministes : le théoréme
6.6.2 s’applique & une suite de systémes M/M/1/1 + D — FIFO & charge
limite unité (A" /™ — 1).

De méme, en sugpgzant maintenant que la file a S serveurs, les résultats
de la section 6.6.3 restent vrais en supposant les délais déterministes. La
n-iéme file est alors de type M/M/s/s + D — FCFS et sous les mémes
hypotheéses, pour toute ¢ de S :

E

t<7g n—oo

sup (7" — v} °FS, qb)2] — 0,

ou (79" t > 0) est la limite fluide associée & (&, A, Sp, 779F5,d) :

t t
0F7%.0) = (€7 6) = S [ o6 (17%) ds4 A [ o (d) ds.
0 0

Pour toute ¢ la suite des écarts (((7)* — 07", ¢),t > 0) ,n € N*) tend en loi
au sens de Skorokhod sur [0, 7] vers le processus défini pour tout ¢ par :

t
VEUS(0) = (o,m) = S | (RIS o) ds
t t B
+/Su / T1—s(FECTS) AW L + VX / Ti_sp(d) dW?2, (6.114)
0 0

ou (th,t > 0) et (Wf,t > 0) sont deux mouvements browniens indépen-
dants.

Finalement, sous les hypothéses de la section 6.6.4, le théoréme 6.6.2
s’applique & une suite de systémes M/M/s/s + D — FCFS a charge limite
unité (A\"/S u"nj(;o 1) : on a les mémes résultats de convergence.



139

6.8 Application a la file M/GI/occ

Nous appliquons ici les résultats des parties 6.4 et 6.5 a la file délai pur.
Considérons pour tout n un systéme M/GI /oo dans lequel :

e \" est l'intensité du processus Poissonien des entrées (N/*,t > 0), telle
que la suite (A", n € N*) vérifie (6.28) : il existe A tel que

A\, (6.115)

n—0o0
e les clients demandent des services i.i.d. de loi générale celle de
o = no, (6.116)
ol o est une variable aléatoire p.s. strictement positive.

Nous notons alors (x}',t > 0), le processus qui tient trace a l'instant ¢ de tous
les temps de service résiduels de tous les clients présents dans le systéme &
Iinstant ¢. Il est aisé de vérifier alors que le processus (v)',t > 0) est le
processus de transport correspondant a (A",0,0,0™). En effet, il est un
processus de Feller dont le générateur est donné par :

AF () = Jim 3 (P(ri) = FOO) NP0 + X" [ F(x+8.) dPa(s),

pour toute F' appartenant a D(A). Nous notons par ailleurs pour tout n
(xX¢,t > 0), la renormalisation de ce processus suivant le triplet (n,n,n).
Nous imposons la condition initiale suivante : nous fixons z, un entier stricte-
ment positif et posons a ¢t = 0, x( la distribution sur R’ d'un nz-échantillon
{ol',i=1,...,nx} de variables aléatoires i.i.d. de loi celle de ™. Ceci im-
plique en particulier que pour toute ¢ € Dy, on a la convergence presque
sire :

n

Jim 5300 = Jim 3 (%) = fim 250 (%) = amloto,

par la loi forte des grands nombres. En supposant de plus qu’il existe une
mesure £ € M;{ telle que pour tout 7" > 0 et pour toute fonction ¢ € Dy, :

E

sup(xg — &, 1) ] (6.117)

t<T °0

les deux relations précédentes impliquent que pour toute ¢ dans Dy :

E[{¢, ¢)] = zE[p(0)]. (6.118)
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Theoréme 6.8.1
Sous les hypothéses (6.115)-(6.117), pour tout T >0 :

E

sup(xj — >‘<?",¢>2] —0,
tST n—~o0
ot (xPF,t >0) est la fonction déterministe a valeurs /\/l}r définie
pour tout t > 0 par :

TP = 2B [rf(0)] + A /0 E [r, f(0)] ds. (6.119)

Preuve. Nous appliquons le théoréme 6.4.2 & la suite de processus

((x7,t > 0),n € N*). Pour cela nous devons vérifier que les hypothéses 6.4.1
sous = 0 sont satisfaites. (6.28) est vérifiée en vertu de (6.115), (6.116)
implique aisément (6.33) et (6.34) pour D := o et (6.32) est supposée vraie
en vertu de (6.117) pour ¢ définie par (6.118). On a donc pour tout 7> 0 :

E

sup(ﬁb - X?P7 >2] — 0,
tST n—oo

ot (xP*,t > 0) est la limite fluide correspondant a (£, A, 0,0, o), ce qui revient
a (6.119). O

6.9 Commentaires

Les résultats présentés dans les parties 6.6, 6.7 et 6.8 donnent des appli-
cations du théoréme limite fluide et du théoréme central limite aux files
d’attente avec clients impatients (resp. délai pur). Elles exploitent en outre
une description exhaustive du systéme a travers la collection des délais (resp.
temps de service) résiduels. Ceci étant, le lecteur aura noté que plusieurs in-
déterminations résistent a l’analyse. L’objet de cette partie conclusive est de
les discuter. Nous expliquons dans certains cas les limites du modéle, et don-
nons dans d’autres cas des heuristiques pouvant se déduire de ces résultats
sans pouvoir, dans 1’état actuel des choses, les prouver rigoureusement.

6.9.1 Généralisation aux fonctions tests indicatrices

Il est naturel de vouloir donner des approximations fluides des processus de
performances caractérisant le systéme, principalement, les processus

(Qt,t >0) et (P;,t > 0) qui comptent respectivement le nombre de clients
dans le systéme & t et le nombre de clients perdus jusqu'a t. Pour tout
t, 'approximation fluide (Qf > 0) du processus de congestion du buffer
serait donnée par la relation :

Q;ﬁk = <77;<7 ]—Ri>7 (6120)
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ou (7f,t > 0) est la limite fluide du processus des profils du systéme con-
sidéré. Cependant, les résultats de limites fluides que nous obtenons ne
prouvent pas la convergence de la suite de processus de congestion du buffer
renormalisés ((Q?, t> 0) ,n € N*) vers (Qz‘,t > 0), puisque les convergences
obtenues ne sont données que pour des fonctions tests fortement réguliéres
(fonctions de S), alors que la fonction ¢ := 1gr; présente une discontinuité
en 0.

Ceci étant, la forme générale de la limite fluide (7}, ¢) (6.21) ne fait pas
intervenir la dérivée de ¢ et reste définie, par exemple, pour une fonction
de type cadlag, ce qui est le cas de lRi' En particulier, la limite fluide du
nombre de clients dans le systéme M /M /oo de paramétres A et p initialement
chargé de = clients demandant des services i.i.d. de loi e(u) vaudrait, avec
(6.119) appliquée a 1es -

t
277 = (" 1rs ) = 2B [111&1(0—25)} +>\/0 E [lRi(J_ s)] ds

t
:a:P[a>t]+/\/P[cr>s] ds=ze " +p(1—e™), (6.121)
0

ce qui est exactement la limite fluide du processus de congestion de la file
M/M /oo (voir |Rob00], th. 6.13 p.153). Cela signifie que dans ce cas, on
peut généraliser le résultat de convergence, théoréme 6.8.1, & la fonction test
1g: . On peut remarquer que la renormalisation aboutissant & ce résultat, due
a Kelly ( [Kel86] ), correspond en fait a la suite de processus de transport
associée & (nA,0,0,0) renormalisée suivant les parameétres (1,7n,1). La suite
de martingales obtenue est alors exactement celle correspondant au cas traité
en partie 6.8, définie pour tout n et t par :

Mg(t) = (7' ¢) — (7, d) +/0 (¢, ¢")ds — ME ¢ (o)].

Ce résultat semble donc indiquer que l’on peut généraliser les résultats de
limites fluides des processus de transport & des fonctions tests de type cadlag,
et en particulier aux fonctions indicatrices. Nous donnons ici une liste des
résultats heuristiques auxquels cette idée conduirait :

Affluence et nombre de clients servis dans le systéme M/GI /oo

Sous les hypothéses faites en section 6.8, I’équation (6.121) donnerait dans le
cas général M /GI /oo lalimite fluide suivante pour le processus de congestion
du systéme :

t
PP (¢ 1y ) = 2P [0 > 1] +)\/ Plo > s] ds.
0
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La limite fluide du nombre de clients servis jusqu’a ¢ serait alors donnée pour
tout ¢ par :

t
S?P:<)Z?P,1R_> :;pP[ggt]—l—)\/ P[O‘SS] ds.
0

Dans le cas oil les demandes de services initiales sont déterministes égales a
o (systéme M /D /o), la limite fluide du processus de congestion a ¢ revient
a:

QrF =2l + At AO),
et celle du processus des services jusqu’a ¢ devient :

StDP = xl{ogt} + A(t — 0')+.

La suite de processus ((\/ﬁ (Q? — _?P) > 0) ,n € N*) convergerait sur
tout compact au sens de la topologie de Skorokhod vers le processus de
diffusion :

t
QyF = (v, 1{.>t}> + \/X/ 1o g dWs,
0

et la suite de processus ((v/n (S — SPP) ,¢ > 0) ,n € N*) convergerait dans
le méme sens vers le processus défini pour tout ¢ par :

t
SPF = (v, 1{.§t}> + \/X/ lio<i—s) dWs.
0

Affluence du buffer et perte dans la file M/M/s/s+ GI — EDF

Dans le cas de la file & S serveurs (S > 1) gérée par EDF, on obtiendrait
la convergence dans D;&R de la suite du nombre de clients dans le buffer
renormalisé ((Q?, t> 0) ,n € N*) vers la limite fluide donnée par :

,?DF,S — <17§DF,S’ 1R’_j_>

t t
= (&7 1R1> - Su/o Ti—s1ry (FEPPS) ds + )\/0 E [Tisi (D)] ds

t t
= £(Jt, o0]) —S,u/o I{FEDF,S>t_S} ds—i—)\/o P [D > s] ds,

avec (6.111). Le méme argument appliqué a la fonction test 1z donne la
limite fluide suivante pour le nombre de clients perdus :

ptEDF,S — <17tEDF,S’ 1R—>

t t
=, 1r-) — Sﬂ/ Ti—s1r— (Fg°%) ds + A/ E [r,1r_ (D)] ds
0 0

t t
= £([0,¢]) —S,u/o 1{F§DDF,S§t_S} dS—i—)\/O P [D < S] ds.
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Affluence du buffer et perte dans la file M/M/s/s+ D — FCFS

Dans le cas ot le délai initial des clients est déterministe, égal & d, les dis-
ciplines EDF et FCFS sont équivalentes. Les deux équations précédentes
donneraient respectivement pour la limite fluide du nombre de clients dans
le systéme & ¢ et du nombre de clients perdus jusqu’a ¢ :

t
2 =&(t, 00l) — Su / Lirporssi—sy ds + A(EA ),
0

t
PFO™s = ¢([0,4]) — S,u/o 1prers<; gy ds+ At —d)7".

Le théoréme central limite fonctionnel, théoréme 6.5.8, donnerait alors
les convergences en loi suivantes dans Dzs g :

((\/H(Q?_ 7fCFS))t20)7nEN*) :>?5,R (Q?CFS’tzo)’
(Vi (PP — PF™) £ 0) im € N*) —ri g (PEOFS £ > 0).

ol pour tout ¢ :
1 = (70 gy )
= (v,1{5g) — Sp /Ot<R§CFSa 1isi—s))ds
+/Su /0 t 1gworss o AW + VA /0 g (@15} dw?2,
et
PECFS _ (pFCFS 15
= (v,1{<yy) — Sp /;(RI;OFS’ 1{<i—s))ds

t t
+ v/ S,u/ 1{7:£CFS§t_8} dWSl + \/X/ 1{J<t—s} dWsz,
0 0 -

avec (6.114).

Remarque 6.9.1 En vue d’'une généralisation aux fonctions tests Dy, nous
pouvons citer le résultat de [MR93], qui donne une condition suffisante pour
I’élargissement de la convergence d’une suite de processus de DT’ M ou M}r

est muni de la topologie vague (induite par les fonctions & support compact)
a la convergence dans Dy, .+, ol ./\/l}r est muni de la topologie étroite.
k) f
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6.9.2 Temps de vidage

Les preuves de convergence que nous exposons reposent sur la résolution
de ’équation de transport intégrale dans S’. Cependant, la dynamique du
systéme ne s’exprime sous cette forme que tant que le systéme ne s’est jamais
vidé. A cet instant de vidage, un terme dépendant de 14(R% ) apparait et
ne permet plus l'application du théoréme 6.1.4. Nous devons donc, afin de
nous assurer que ’horizon de convergence n’est pas réduit & 0, choisir des
conditions initiales telles qu’il existe un 75 > 0 déterministe tel que

P [le systéme normalisé ne se vide pas avant 7;] — 0.
n—oo

On assure ainsi la convergence vers la limite fluide sur [0, 7}], mais cela ne
permet pas, en revanche, de déterminer le temps de vidage du systéme fluide
et donc, un horizon de convergence maximal.

Dans le modéle classique de la file M/M/1 a faible charge (p < 1), ce
probléme est évité par la convergence p.s. du temps de vidage normalisé
(premier instant d’atteinte de 0 partant de n, divisé par n) vers la lim-
ite déterministe 1/(u — A) ( [Rob00], proposition 5.5, p.108). Cela assure
la convergence du processus de congestion normalisé vers la limite fluide
sur [0,1/(x — A)], qui est la durée moyenne d’une période d’activité (temps
d’atteinte de 0 depuis I'instant d’arrivée d’un client dans un systéme vide).
La résolution d’un probléme de réflexion de Skorokhod assure que la lim-
ite reste collée en 0 aprés cet instant de vidage, et donc la convergence sur
I’horizon R+ tout entier. Dans le cas d’une file d’attente avec impatiences,
aucun résultat aussi fort n’a pu étre montré, et on ne peut qu’exhiber une
borne inférieure déterministe pour le temps de vidage renormalisé. On doit
pour cela imposer au minimum que le n-iéme systéme soit chargé de n + 2
clients en attente de délais résiduels supérieurs ou égaux a n/u (hypothése
(6.98) pour x = 1). Le systéme renormalisé correspondant est donc initiale-
ment chargé d’un client en attente, de délai supérieur ou égal & la durée
moyenne d’un service.

Le probléme des conditions initiales ne se pose plus dans le cas oit u =0
(systéme M/GI /o) : la dynamique du systéme suit une équation de trans-
port pour tout ¢ (indépendemment du fait que le systéme s’est vidé avant
t ou non) et la convergence vers la limite fluide a lieu sur un horizon infini
(partie 6.8). Les conditions initiales ne sont alors plus contraintes a la néces-
sité de « charger » suffisamment le systéme & l'origine pour éviter un temps
de vidage trop rapide (nul asymptotiquement). Cela permet, dans le cas
M /M /oo, de supposer initialement que le systéme présente une distribution
de n clients de service résiduel de loi celle de no, ce qui donne une conges-
tion initiale de 1 client de service résiduel de loi celle de o pour le systéme
renormalisé. Cela correspond intuitivement & ’arrivée d’un client dans un
systéme vide, et dans ce cas 'approximation fluide donne une estimation de
la durée d’une période d’activité.



Chapitre 7

Conclusion

Nous avons donc présenté nos contributions & I’étude du transfert de données
en temps-réel via I’étude des files d’attente avec clients impatients.

Bilan

En plus d’un passage en revue des résultats existant sur le sujet, nous avons
décrit en détail des résultats nouveaux, ainsi que des méthodes originales
adaptées a certains cas précis.

Synthétisons ’ensemble de ces résultats.

Dans les chapitres 4 et 5, nous avons mis 1’accent sur une premiére de-
scription originale adaptée aux files d’attente avec clients impatients régies
par une discipline de service quelconque en étudiant la file aux instants de
fins de service :

Nous avons ainsi généralisé dans le chapitre 4 les résultats de stabilité
& des cas plus généraux et & toute discipline de service, par une méthode
originale adaptée du calcul de Palm :

e lafile GI/GI/1/1+ GI est stable pour toute discipline de service dans
le sens ou elle se vide p.s. une infinité de fois,

e un processus simple décrivant la file G/G/1/1 + G atteint le régime
stationnaire pour toute discipline de service.

Nous avons par ailleurs donné dans le chapitre 5 un encadrement de la
probabilité de perte a forte charge pour la file M/G/1/1 4+ G sous une disci-
pline de service quelconque et a charge quelconque pour la file GI/M/1/1 +
D — FIFO (EDF).

Nous avons dans ce méme chapitre comparé les disciplines de service en
terme de pertes :
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e en redémontrant par une méthode originale que la perte d’un systéme
G/M/1/1 + G est minimale en EDF pour l'ordre stochastique et en
montrant qu’elle est maximale pour LDF suivant ce méme critére,

e en montrant dans le cas M/M/1/1 + G que la discipline EDF est
optimale et que la file LDF est la « moins bonne » pour la probabilité
de perte,

e en donnant dans le cas M /M /1/1+G un majorant de la différence entre
la probabilité de perte pour toute discipline de service et la probabilité
de perte en EDF dans le cas M/M/1.

Nous avons enfin proposé dans le chapitre 6, une description de la file
EDF par un processus & valeurs mesures ponctuelles vérifiant les propriétés
des processus de transport. Nous avons donné la limite fluide des processus de
transport pour une charge limite quelconque et la limite fluide critique de ces
processus a charge limite unité. Nous avons également donné les théorémes
centraux limites fonctionnels correspondant & ces deux cas limites.

Nous en avons déduit les lois des grands nombres et les théorémes cen-
traux limites fonctionnels des processus de transport caractérisant les files
M/M/s/s+GI — EDF, M/M/s/s+ D — FCFS et M/GI /.

Ce travail a donc mis 'accent sur 'optimalité du protocole EDF pour
tout systéme temps-réel. Il a par ailleurs proposé des résultats originaux,
applicables en pratiques, ainsi que des méthodes nouvelles qui semblent in-
diquer le cadre d’étude adéquat pour I'étude exhaustive du comportement
d’un systéme temps-réel dirigé par un protocole quelconque.

Perspectives

Il reste naturellement beaucoup & faire sur le sujet.

Comme on I’a vu, la discipline de service EDF est montrée comme op-
timale, mais on aura noté également a quel point ’étude d’un systéme sous
EDF était complexe et empéchait une application « directe » de la théorie
classique des files d’attente.

Le dernier chapitre, chapitre 6, donne alors une méthode originale et
adéquate pour ’étude du comportement d’une file d’attente avec clients im-
patients régie par la discipline EDF. Nous avons vu que I'étude de la limite
fluide du processus des profils permettait de capturer la tendance moyenne
des processus d’affluence, de services et de pertes du systéme. Ces résultats
seront le point de départ du calcul analytique des performances d’un tel sys-
téme. Des indéterminations restent a lever sur la convergence des processus
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réels associés pour des fonctions tests moins réguliéres, la convergence du
processus des délais résiduels prioritaires et I’estimation précise du temps de
vidage.

Nous nous sommes concentrés a donner un résultat le plus général pos-
sible pour les théorémes limites fluides et théorémes centraux limites de cer-
tains processus a valeurs mesures ponctuelles : les résultats sont vrais pour
tous les processus de transport. Ces processus sont des processus markoviens
a valeurs mesures ponctuelles qui dérivent continiiment, et auxquels sont
ajoutés et 6tés & des instants aléatoires des points donnés suivant certaines
conditions.

Nous avons vu trois exemples de processus de transports (les profils des
files M/M/s/s+ GI — EDF, M/M/s/s + D — FCFS et M/GI/c), mais
la définition de ces processus semble suffisamment générale pour embrasser
un nombre beaucoup plus important de processus & valeurs mesures. Il sera
intéressant en particulier d’appliquer les résultats présentés ici & d’autre files
d’attente avec clients impatients et notamment pour des conditions limites
différentes (préemptive, délais jusqu’a la fin du service,...).

Par ailleurs, on peut imaginer que ce cadre d’étude puisse aussi étre
adapté a ’étude de certains systémes de particules, qui ont souvent une telle
dynamique.

D’autre part, I’un des chantiers les plus importants qui pourrait étre mis
en oeuvre & partir des résultats théoriques que nous venons de d’énumérer
sera d’exprimer analytiquement la probabilité de perte (et le temps d’attente,
le temps de séjour...) conditionnellement au délai initial d'un client, et de
comparer les protocoles de services & ’aune de ces indicateurs.

Cependant, notre étude montre que, sauf dans des cas simples, il semble
pour l'instant inenvisageable d’adapter le descripteur général du systéme
(le processus des profils, & valeurs dans un espace fonctionnel de dimension
infinie) en marquant de plus chaque client par son délai initial.

Un tel travail permettrait de quantifier les performances d’un protocole
en considérant une seule source de données parmi toutes (isoler le son dans
le contexte multimédia, par exemple), a laquelle un délai propre est alloué,
et de quantifier I’'apport de performances d’EDF par rapport aux protocoles
classiques. On pourrait ainsi répondre a la question de savoir si le colt
algorithmique enduré est compensé par ce gain de performances, précisément
pour ce flux de données.
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Appendice A

Deux résultats de théorie
ergodique

Nous rappelons ici deux lemmes classiques en théorie ergodique et en théorie
de Palm : le lemme ergodique et le théoréme de Birkhoff.

Lemme A.0.1 (¢f [BB93])

Soit (Q,f, PO,H), un espace de Palm muni du flot stationnaire er-
godique 0. Soit Z, une v.a. p.s. finie (pas nécessairement inté-
grable). Si Z — Z o0 est intégrable, alors :

E’[Z - Zo0)=0.

Theoréme A.0.2 (cf [BB93])
Soit l’espace probabilisé (Q,}", P) . Une suite de variables aléatoires
(Yn,n € N*) de L'(Q, X) est ergodique si et seulement si

LS F(Y) — B[F(Y)]
=1

n—~o0

pour toute fonction F mesurable et intégrable de X dans R.

En particulier, ce théoréme implique que toute suite de v.a. i.i.d. est er-
godique.
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Appendice B

Applications de la Swiss army
formula

Nous rappelons ici la Swiss army formula pour le calcul de Palm, appelée
ainsi car d’une formule compacte, on peut déduire un grand nombre d’usages
(comme un couteau suisse...). Nous donnons ses applications élémentaires
aux files d’attente avec clients impatients.

B.1 Formules
Soient :
e un processus cadlag (Z;,t > 0),

e un processus « d’arrivées » (A, t > 0) de points (T),,n € N*), d’intensité
stochastique A4,

e un processus « de départs » (Dy,t > 0) de points (7,,n € N*),

o (V,,n € N*), la suite de marques de (A, t > 0) définie pour tout n
par :
Vo =T, — 7p,

le temps de séjour (ou temps de réponses) du n-iéme client C,, & entrer
dans le systéme,

e le processus de comptage (X, t > 0), vérifiant pour tous a et b

X(b) = X(a) = A((a,b]) = D (a,b]),

(B¢, t > 0) un processus réel croissant.
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Theoréme B.1.1 (¢f [BB93])
Supposons que Z,A, D, X sont 0;-compatibles, ot (0;,t > 0) est un
flot stationnaire sur (2, F,P). Alors:

Vo t
ME) [/ Zs st} = %E U Xs_Zs st]. (B.1)
0 0

avec cette formule, on retrouve en particulier la formule d’échange de Neveu.
Soient deux processus ponctuels N (d’intensité finie \) et N’ (de points
(T),n € N) et d’intensité finie \’), stationnaires par rapport au méme quadru-
ple (2, F,P,0;). Alors :

Theoréme B.1.2 (¢f [Nev76])
Pour toute fonction réelle f, mesurable et positive,

XEY [f] = NEY, / " (Fonn N(dt)] .
0

B.2 Applications aux files avec clients impatients

Donnons maintenant quelques applications de ces deux formules aux files
d’attente avec clients impatients. La faiblesse des hypothéses de la Swiss
army formula permet en particulier de prendre pour processus dans cette
formule, des processus divers comme les processus des clients qui seront
perdus, ou les clients qui seront servis. On peut alors réécrire simplement
quelques métriques de performances intéressantes du systéme.

Intensité du processus d’entrée des clients perdus

Soit N, le processus stationnaire des entrées, d’intensité finie \. Nous con-
sidérons NP, le processus des instants d’arrivées des clients qui seront perdus.
Autrement dit, pour tout ¢ :

NtP = Z 1{Tn§t}1{Cnsera perdu} ‘= Z 1{T}f§t}’
neN neN

ot 75 marque l'instant de m-iéme entrée d’un client qui sera perdu. Nous
notons A7, I'intensité de N (A est finie puisque A I’est).

Pour la discipline EDF par exemple, N¥ est clairement un processus
anticipatif. Ce processus est néanmoins stationnaire, jointement compatible
avec le processus des entrées IV et on peut appliquer le théoréme B.1.2 & la
fonction identiquement égale & 1 :

NEQ» [N(0,TF]] = A
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Or, N(0, T[] est précisément, partant P?\,P—p.s. de l'arrivée d’un client qui
sera perdu, le nombre de clients entrés avant l’entrée d’un autre client qui
sera perdu : c’est précisément, & 1’état stationnaire, ’'inverse de la probabilité
de perte 7 (la proportion de client qui seront perdus sur le nombre total de
clients). La formule précédente se réécrit donc :

M=\ (B.2)

Soit N, le processus des arrivées des clients qui seront servis. N° est
toujours jointement stationnaire avec N et son intensité est donnée par :

A =A1—-n). (B.3)

Probabilité de perte

Nous appliquons la Swiss army formula pour donner une formule impliquant
la probabilité de perte d’un client. Dans le théoréme B.1.1, nous prenons
pour tout t Z; =1 et By =t, et notons A := N¥ et D := DP, le processus
des départs des clients perdus. On a donc pour tout n : V,, = D, le délai
du n-iéme client. La formule (B.1) donne donc :

Pg0 Po 1 L op
AT Eyp ds :fE X, _ds|,
0 0

ME[D|=E [X[], (B.4)

soit :

ol (XtP ,t > O) est le processus comptant le nombre de clients destinés a étre
perdus dans le systéme. Avec B.2, (B.4) revient donc a :

_ E[X,(0)]
= TZ[)’W‘ (B.5)

Temps d’attente effectif

Maintenant, considérons le temps d’attente effectif 7¢ (temps passé dans
le buffer) d’un client impatient. En prenant toujours pour tout ¢, Z; = 1,
B; = t, mais A est maintenant le processus des entrées total (A := N), en
notant 7 le temps de séjour, (B.1) revient & :

T3 1 t
AE% [/ ds] =_E [/ Xs_ds],
0 t 0

ol (X¢,t > 0) compte maintenant le nombre total de client dans le systéme.
L’équation précédente revient & :

AE [D1ipoyn] + AE [(W + 0)1ip-wy] = E [Xo],
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ot W est le temps d’attente offert & un client entrant dans le systéme, soit :
AE [T+ AE[0] E [1{D>W}] =E[Xy],

Oou encore :
AE [T + p(1 — ) = B [Xq) .

On a donc pour toute discipline de service :

E[Xo] - p(1 - )
A

E[T% =

et en particulier si la discipline de service est FIFO, avec (3.5) la formule
précédente se réécrit :

E [Xo] — (1 —po)
)\ :

E[T9] =

ou pg est la probabilité que le systéme soit vide & ’état stationnaire.
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Convergence en loi

Commencons par rappeler une condition suffisante pour la convergence en loi
d’un processus de D([0, T],R) vers une fonction déterministe de D([0, 7], R) :

Proposition C.0.1 (¢f [Rob00],prop D5 p.353)
St une suite (X("),n € N) de processus de D([O,T],R) est telle que

sup | X" — X, | 0,
0<t<T n—00

ot (X;,t € [0,T]) est un élément déterministe de D([0,T],R), alors
(X("),n € N) converge en loi dans D([O,T],R) vers X.

Le théoréme suivant donne une propriété de base d’une suite de variables
aléatoires convergentes en loi :

Theoréme C.0.1 (Théoréme de ’application continue, [Bil68])
Soit S et U, deux espaces métriques séparables. Soit (X,,n € N¥)
une suite de variable aléatoire a valeurs S convergeant en loi vers
une variable aléatoire X de S et f : S — U une application mesurable,
continue sur le support de X. Alors, la suite (f(X,),n € N*) con-
verge en loi dans U vers f(X).

Nous rappelons ensuite le résultat suivant ( [EK86]), qui établit en par-
ticulier la convergence en loi d’'une martingale de carré intégrable vers un
mouvement Brownien changé de temps, lorsqu’un probléme de martingale
est bien posé.
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Theoréme C.0.2 ( [EK86], Th 1.4 p.339)
Soient R™ et A™, dans D(R+,R) et une fonction croissante v de
D(R+,R) telles que :

R™(0) =0 et v(0) =0 (C.1)

2
R™ et (R(")> — A™ sont des F; — martingales locales,  (C.2)

et pour tout T >0 :

E Eug {R(”) (t) — R™ (t—)}Q— — 0 (C.3)
EEIT){ — A (t—)} — 0 (C4)
¥t >0,V > 0,P HA(" )} > s: — 0 (C.5)

Alors, Y") converge en distribution vers W), ou W est le mou-
vement Brownien standard.

Rappelons enfin le résultat standard suivant, qui établit une condition néces-
saire et suffisante pour la tension d’une suite de processus :

Theoréme C.0.3 ( [Rob00],Th D9 p.354)
Soit P,,, une suite de probabilités sur D([0,T],R). On suppose que
pour tout € > 0 :

1. Il existe a,
P,[| X(0) |>a] <e. (C.6)

2. Pour tout n > 0, il existe 6 > 0, N entier tels que pour tout
n> N,
P, [wx(9)] <, (1)

ot wx(0) :==sup{| X(t) — X(s) ;s,t <T,|t—s|<d}.

Alors, la suite (P,,n € N*) est tendue, et toute valeur d’adhérence
P est une probabilité sur C([0,T],R).
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