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[(σ−→n ).−→n ](−→v .−→n ) = 0
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ρ(T )

∂ρ

∂T
Ṫ
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�aþ&W���	��T���#��"S�|ý
4O���'������ÿ
�����
	�,������U	���	��!���D���9�=���Õÿ�ÿ��
�çÿT�9��,������

���������Qþ����
�������'�����!\�	 ÿ����
�����¨ÿ
�
	�,����w���w�a�����!���Bý����
%çÿ��Yý
\Xþªð Py���������������A�n���iùXA5A�05ò=�yð ���
�
�����8�VùXA5A5Z�ò=�*ð Py���������'������
�
�����8�}ùXA5A5A�ò³ú87H. �&i9�aý��Õÿ�ÿ
	��
�­�����Bý��'�Yý�����"�����ÿ*ÿX. �����������'�����çÿ$���U�X�¨ÿ��
Ô­�������U�Õÿ
�$�çþ�4����
	�\��uú ê �
�çÿ�þ��Yý
	�\��
�çÿ$���
��"S�|ý
4O���'�������U	���	��!���Lÿ��
�çÿ����&�����t?@�¨ý
�'�r,���	��Õÿ
�8�����D?@�¨ý
�'�D4Xþ��çþYý
	�,����uú ê �
�çÿ8�>�
��\O�
�çÿ��S�|ýVÿ
	��U����	;WS�X���
	��
�U�X\O�
	ïý
H = 0

m¹����ÿ�����	��t���#�����¨ÿ
�
	���	���þ �Õÿ
�$�����¨ý�ÿ����
�çÿ
�������X�Àÿ����çÿ-	��9Û���������� ���Yÿ��aþ&?@�¨ý
�!���
	��
�çÿ������¨ÿ
�
	�,����Õÿ������G��� þ��Õÿ&nkú
���U�'���'�'�/. þ�,��S���
	��
�Ö(Lú 15I�%Õ�aþ&W���	��#���)ÿ�����	��r���U�����¨ÿ
�
	���	���þ�þ�4����Qu

σ00
ú8� . �����Bý��'�S�|ý
�X�8�����çÿ����'�X�
�Lý��!���U���ÿ
	��G�������
	��
�w���Õÿr�aý����Õþ��aþÕÿQ	����9�çÿ
�Bý
	���� ÿX�����ÕÿQ�����&Ò!��	�������ÿ*,����<���
�çÿr\������
�çÿQ���<�aý�þÕÿ��������YýQ\5�|ý
	������y���'?@�
�����
	��
�w���

��� �����U��þYý����
�aý��G���*���
�çÿT��\��
�çÿ*%�	����R�����������9���
��������þ$���$�������
R2SOL

uG���������8��+��a�$����ÿ
	��
�S���
	��
�=ú
�$���çÿt���Õÿt�X�
���Õÿ�ÿ��
��	����ÕÿX�����
�çÿt�çþ�45��	�4O���
�çÿD%�	����¾þ�\�	������U�'�����D���Õÿt���Yý
�'�ÕÿH�V. 	����Yý
�
	��*���t�/. þ�,��S���
	��
�'���Q���T,��S�����
	���þ
�����'�
��\����'�����cÿ��T�Bý��
��\O�$��"S����4Xþ����S�|ýmý������>�¨ý
�-���9iTþ�,��S���
	��
�çÿ*4O�
��\��Yý
�S�����<���Õÿy�X�
���Õÿ*�S�������çÿ��Õÿ*���*��	�,���	����Õÿ2ú

0�A



(¨û�ý��
%���M��'�#�¾þ��X����	�,����$�>�
�aý<���U���
��� þ������
���
	������#�V. �
��	��Yý
ê �
�çÿ'���[�çþ�45��	�4O���
�çÿ!�S�¨ÿ'���Õÿ'���Yý
�'�ÕÿF���[4uý���\�	���þ5�r���
�U�>�uÿ����������Õÿ�ÿ������
	��������R�9����"çþ����
�'M���������4O�
�9ÛS���'�����
�����Bý��<���Õÿ}ý��
�����X���9iiú�BD�F���
�çÿ
	��aþYý������Q�@. þ�,��S���
	��
��(Lúïù-�����çÿr���
,����������-���
�çÿQ�
�'���
���
�çÿr���Õÿr���Yý
�'�ÕÿQ�V. 	����Yý
�
	��5�����
�çÿ
�
%��������
�çÿ-�/. þ�,��S���
	��
�R�V. þ�,���	���	�%aý������$��� ����,�����ÿ��
��	����UE

∇.s−∇p+ ρ−→g =
−→
0

m@(Lú 1Lù�n
7H. þ�,��S���
	��
�ª���G���
���
	�����	���þ ���
����� �����aý����S���������U��ý��
���G���#�/. þ�,��a���
	��
�ª(Lú (5Z!���T\��R���Õÿ�þ�,��S���
	��
�çÿ����G���
�U�a�¨ýL�
�����'�����-���$��� ����,�����ÿ��
��	����'E

∇.−→v = −3(1− 2ν)

E
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∫

Ω
ρ−→g .−→v dV +

∫

∂Ωτ

τimp.
−→v ∗dS −

∫

Ω
s(−→v ) : ε̇∗dV +

∫

Ω
p∇.−→v ∗dV = 0
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(
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ρ(T )

∂ρ

∂T
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3(1− 2ν)
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ṗ

)
dV = 0
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∀−→v ∗
∫
Ω ρ
−→g .−→v ∗dV +

∫
∂Ωτ

τimp.
−→v ∗dS −

∫
Ω s(

−→w ) : ε̇(−→v ∗)dV +
∫
Ω p∇.

−→v ∗dV = 0
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Ω s(
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Ω p∇.
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∀p∗
∫
Ω p

∗
(
∇.−→w + 1

ρ(T )
∆ρ
∆T

Ṫ + 3(1−2ν)
E

pt−pt−∆t
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∂Ωτ
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∫
Ω s(

−→v ) : ε̇(−→v ∗)dV +
∫
Ω p∇.
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Ω s(

−→
b ) : ε̇(
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∫
Ω p∇.

−→
b ∗dV = 0

∀p∗
∫
Ω p

∗
(
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ρ(T )
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Ṫ + 3(1−2ν)
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Rl(−→v h, ph) = Rll +Rlp +Rl = 0

Rb(
−→
b h, ph) = Rbb +Rbp +Rb = 0

Rp(−→v h,
−→
b h, ph) = Rpl +Rpb +Rpp +Rl = 0
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∫
Ω ρ
−→g .−→v ∗dV +

∫
∂Ωτ

τimp.
−→v ∗dS −

∫
Ω s

evp(−→v ) : ε̇(−→v ∗)dV +
∫
Ω p∇.

−→v ∗dV = 0
∫
Ω p

∗

(
∇.−→w +

1

ρ(T )

∆ρ

∆T
Ṫ +

3(1− 2ν)

E

pt − pt−∆t

∆t

)
dV = 0
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∫
Ω ρ
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Ω ρ
−→g .−→v ∗dV +

∫
∂Ωτ

τimp.
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�aý<���$�X�¨ÿ-�������U�X��\�	���þ$�S���
�aý��������!m¹����	������#�����!��	������
1, 4 cm
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Pr =
ν

a

m@(Lú s5IOn
BD�[?/��	 ÿ������<\5�|ý
	��Yý<����ÿ������V�S�|ý����'M��Bý��

β
�9���
�Pÿ-�X\O�
�çÿ-�&:V�����
�çþ����Õÿ<���Õÿ
��ÿ*�>�
�aý-�9	�\O�Yý�ÿ-�¨ý��Lý��Õÿ-���$4uý����������aýT�9�

���
�G%aý��T���-pT�X+�����	�45"F���
�U�'�-���<�'�
���Bý��-���<����%����X����(Lú 0çú�78�ÕÿrW�45�aý��Õÿy(LúïùXI#���y(LúïùuùFý��&�çý�þÕÿ��&���������Q���Õÿr	 ÿ��X\5�������aý�ÿ
���ÕÿT���
�U�a�uÿ��������ÕÿT���$���U\�	����Õÿ�ÿ��$��� ý�þ�45	��'�*ÿ
�����
	��
���S��	ïý��G���<���Õÿ<����%����X���9i�(Lú s'���T(Lú NDý��¨ÿ�ÿ����G%��������-���Õÿ<\5�������aý�ÿ
���$���G��	��
��þYý����
�aý������Õÿ<�!��i9	��!�U���Õÿ<���
�U�a�uÿ��������Õÿ-���$���G\�	����Õÿ�ÿ�����	��çÿ
	8,����$���uÿmý�þÕÿ
����������ÿ2ú

Ra β

103 −7, 1.10−3

104 −7, 1.10−2

105 −7, 1.10−1

106 −7, 1
~ 0�� ï (Lú 0�E��X������������� β �>�
�aý*���Õÿ-�9	;:iþYý�������ÿ<���Õÿ
��ÿ

78�Õÿ*\5�������aý�ÿ<���Õÿ*�9	;:iþYý�������ÿ*�S�|ý����'M��Bý��Õÿ*���
	���	 ÿ�þÕÿ*�a�
�çý*����ÿ
	��G�������
	��
� ÿ��
���<���
���çþÕÿ<�����çÿy��������%����X����(Lú 6Lú ê �
�çÿ
�X\O�
�çÿ8�S�|ý���	��������aý�ÿ��&:V�����
�çþH���ÕÿV���Õÿ
��ÿ��X\O���t�����D�¾þ��
"������H���D�Bý����çÿ
�a�¨ý
���9	ïý��������aþ��Yý
	����H�����çÿHð pT�����S���������A�n���iùXA5A5Z�ò³ú

λ (W/m/K) 1
CP (J/kg/K) 100
T h (◦C) 0
T c (◦C) 1
T0 (◦C) 0, 5
L (m) 1
µ (Pa.s) 0, 71.10−2

ρ0 (kg.m−3) 1
g (m.s−2) 10
∆t (s) 0, 1����	������þ�X�|ý��
����þYý
	 ÿ
�
	�,����

h�9�[�!��	�������4O�
m

0, 01

~ 0�� ï (Lú 69E�\
�������aý�ÿ-���Õÿ*�S�|ý����'M��Bý��Õÿ-�a�
�aý<�����X�¨ÿ*���Õÿ
�<���$��� �X�X\�	���þ$�X�|ýBý�þ��

Ra 103 104 105

max(vx)
ð �$��\�	 ÿX�=ùXA5Z51�ò

0, 0365 0, 1618 0, 3473

max(vx)
ð �$�¨ÿ
���
�8�=ùXA5AONXò

0, 0359 0, 1573 0, 3374

max(vx) P1 + /P1,
�!��	�������4O��ÿ
�Bý
�����
�aý�þ

31× 31 0, 0350 0, 1497 0, 3650

max(vx) R2SOL P1 + /P1,
�!��	�������4O�*ÿ
�Bý
�����
�aý�þ

51× 51 0, 0358 0, 157 0, 413

max(vx) R2SOL P1 + /P1,
�!��	�������4O�����
��ÿ
�Bý
�S�&���aý�þ

0, 0355 0, 1547 0, 3916

~ 0�� ï (Lú s9E����
�U�S�|ý���	 ÿ��
��������� \5�������aý*�!��i9	��!�����#�������U���
�U�a�uÿ���������i��9�R��"S���U�R���Õÿ<\�	����Õÿ�ÿ��Õÿ
s56
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�����9�R��"S���U���������U���
�U�a�uÿ���������ÿ
��	�\5�����yi��9�R��"S���U�R���Õÿ<\�	����Õÿ�ÿ��Õÿy�>�
�aý
Ra = 105

ìyí¹îyï (Lúïùuù5E��X�|ý
�����9�R��"S���U���������U���
�U�a�uÿ���������ÿ
��	�\5�����*+w�9�R��"S���U�R���Õÿ<\�	����Õÿ�ÿ��Õÿy�>�
�aý
Ra = 105
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Ra 103 104 105

max(vy)
ð �$��\�	 ÿX�iùXA5Z51�ò

0, 0370 0, 1962 0, 6859

max(vy)
ð �$�¨ÿ
���
�8�iùXA5AONXò

0, 0364 0, 1908 0, 6631

max(vy) P1 + /P1,
�!��	�������4O�

31× 31 0, 0357 0, 1742 0, 591

max(vy) R2SOL P1 + /P1,
�!��	�������4O�

51× 51 0, 0363 0, 188 0, 678

max(vy) R2SOL P1 + /P1,
�!��	�������4O�����
��ÿ
�Bý
�����
�aý�þ

0, 0358 0, 1872 0, 6257

~ 0�� ï (Lú N�E����
�U�S�|ý���	 ÿ��
��������� \5�������aý*�!��i9	��!�����#�������U���
�U�a�uÿ��������$+w�9�R��"S���U�R���Õÿ<\�	����Õÿ�ÿ��Õÿ

���Õÿ�ý�þÕÿ
����������ÿy���Õÿy����%����X���9i�(Lú sG���*(Lú N��9�
�w�a�����*�����aþ��9��	ïý��$,����-���T�X���������
P1+ /P1

,���	iÿX. �����aý�����"��T���T�����çÿ
���$�����9iw���T���G��	��
��þYý����
�aý���ÿ���	������
	;WS,����$�Õÿ
�y�a�
�çýy�����!��	�������4O�

51× 51
���y�>�
�aý*�������9	 ÿ��Yý�þ��
	 ÿ����
	��
�[�9	ïý������������

�����U�çÿ2ú9BD�w�&:V���X�����-�!��	�������4O�
51× 51

�Õÿ
�r%>�X�������
���w�����çÿQ�aý�þ���	 ÿQ�>�
�aý�ý����aý�þÕÿ��������Yýy���#���
����"��T��	��U	����-�aý�MÕÿy���Õÿ
�S�|ý��
	 ÿ2ú
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����	����Yý ���Õÿ#���Yý
�'�Õÿ ���
�����Yý
�S�����U���[�9	����������
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	����=ú978�<�!����þYý
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	8���
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�aýBý��
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"��Yý
�'���/����ñ*���
��	����=ú
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�
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�
	�,����$	��U��� þ��'������þG�����çÿ*���$��������pT(O2�¥T7�ú
7���W�45�aý��w(LúïùX(�ý����aý�þÕÿ��������F���'�aý
	�����	��a�w���'��� ÿ
	��#�������
	��
�=úH¥-�9ÿ
�����>�uÿ��'���Õ�X���������Q�������Ö���Dÿ
+��¾þ��Bý
	�,����'�S�|ýý������>�¨ý
�Uu��/. ��i��

x = 0
�����'���
��45�����aýG	���	��
	������

a0 = 10 m
ú�7H. �
%�KL����ÿ
��%�	��#���)ý��&?Þý��
	��9	 ÿ�ÿ����'����� ���
�çÿ
������� ���

"��
�'�
4OM����#���
Ṫ = −5 ◦C/s

�&�cÿ��$���
���Bý&�
�&�������
���uú�78�������&Ò!�&	������T���$��	;����������	��
�
α
\5�����

1, 068.10−5 K−1 ú
ê �
�çÿT��������	�,����
�çÿ-�������
�����
���T%�	�������þYý�����45��	 ÿ�ÿ������T���9i[�
���
	��ïÿ_ÿ
���ÀþYý
	����aýT���<	��9?{þYý
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�Bý��
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��45�����aý

a
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	�����	���þ#,����UE

dV

dx
= 3αṪ

m@(Lú sLù�n
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	��#E

{
V = 3αṪx���
���

a = a0 exp
(
3αṪ t

) m@(Lú s5(On
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�������y	���	��
	����xú ê �
�çÿy�
%��������
�çÿy�>�
�aý

x = 10m
�����

\�	����Õÿ�ÿ��U���
1, 602.10−3m/s

�V. ���aý�MÕÿ#pT(O2�¥T7������V. ���aý�MÕÿ����Tÿ��
�����
	��
�Õ���S����+��
	�,����uú�7��!W�45�aý��!(Lúïù�0[�'�
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	���þ#���
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BD� ÿ
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�[�a�����<�'�
���Bý��YýTuG�S�|ý��
	ïý-�����/. þ�,��S���
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	�����	���þ#,����UE

dV

dx
= αṪ

1 + ν

1− ν

m@(Lú s51On
�
Ô

ν
�Õÿ
�*���$�����&Ò!��	������T����û��
	 ÿ�ÿ��
�=úaoQ��,���	8���
�����'E

{
V = αṪ 1+ν

1−ν
x���
���

a = a0 exp
(
αṪ 1+ν

1−ν
t
) m@(Lú s�0�n

ê ���¾þYý
	�,������'���������
�çÿ���\��
�çÿ���"��
	 ÿ
	��a�
�aý�������Ò!��	������t����ût�
	 ÿ�ÿ��
�
ν = 0, 3

���8���r�����&Ò!��	������t�V. ªQ�
����4
E = 1000

MPa
ú
7��<W�45�aý��<(LúïùX6cý����aý�þÕÿ��������y���-\�	����Õÿ�ÿ���ÿ
��	�\5�����t�/. ��i��ri u-�/. 	��çÿ
�&�����

t = 0 s
ú�7��-\�	����Õÿ�ÿ��Q�a�
�aý

x = a0 = 10
m
�Õÿ
�y���

9, 920.10−4 m/s
�V. ���aý�MÕÿQ���*ÿ
	��#�������
	��
�����Q���

9, 917.10−4m/s
�V. ���aý�MÕÿQ����ÿ��
�����
	��
�����S����+��
	�,����uú97��
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	�,��������ÕÿFþ�,��S���
	��
�çÿT(Lú s�0çú

s5Z



(Lú 0�oy�¨ÿ<���Õÿ
��ÿ<����\5����	������
	��
�

ìyí¹îyï (LúïùX19E����
�U�>�uÿ��������$i�������� \�	����Õÿ�ÿ���uG���[	��çÿ
�������-,����������
��,����

ìyí¹îyï (Lúïù�0�E>���
�U�S�|ý���	 ÿ��
�������Bý��G����ÿ��
�����
	��
�����S����+��
	�,����G���T���êÿ��
�����
	��
���
%����������G�S�|ý�pT(O2�¥T7Ö�a�
�aý����G�X�¨ÿ����
���U�9	����������
	��
�R�
"��Yý
�U	�,������V. ���[�!����þYý
	����R����ñ*���
��	����

s5A



(¨û�ý��
%���M��'�#�¾þ��X����	�,����$�>�
�aý<���U���
��� þ������
���
	������#�V. �
��	��Yý

ìyí¹îyï (LúïùX69E����
�U�>�uÿ��������$i�������� \�	����Õÿ�ÿ���uG���[	��çÿ
�������-,����������
��,����

ìyí¹îyï (LúïùXs9E>���
�U�S�|ý���	 ÿ��
�������Bý��G����ÿ��
�����
	��
�����S����+��
	�,����G���T���êÿ��
�����
	��
���
%����������G�S�|ý�pT(O2�¥T7Ö�a�
�aý����G�X�¨ÿ����
���U�9	����������
	��
�R�
"��Yý
�U	�,������V. ���[�!����þYý
	����R���aý����'�����_þ����¨ÿ
�
	�,����

N
I



(Lú 0�oy�¨ÿ<���Õÿ
��ÿ<����\5����	������
	��
�
a�8n�H8n� ð�WHQfGeB�DF¼?R(<[@CQ9>gGe<?>®Gsî�@CQ9>gGe<?>®G|MH<POFQPGeBIQ9@�GIDFJLK�M4mnXYEUBIJLW`»h<dGAGe<
oQ�#���Õÿ
�-�>�Yý
�'�������#\5����	����Yý-�/. 	��U��� þ��'���������
	��
�ª�9�����
�U�a�¨ý
�����'������þ����¨ÿ
�����/\�	 ÿ����
�����¨ÿ
�
	�,����uú ê �
�çÿ-���
�çÿ
	��aþYý��
�çÿ
������þ��aý��
��\����
����ý�����������45���#���
�U�'�$	����9	�,��çþ�ÿ
�aý*���GW�45�aý��#(Lúïù�Ndú

ìyí¹îyï (Lúïù�N�E��aý
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σéq = σ00 +Kevp ˙̄ε
m (ε̄+ ε̄0)

n m@(Lú s56On
78�Õÿ<\5�������aý�ÿ<���Õÿ<�����&Ò!��	�������ÿT���$���G���
	=ý
"çþ��
���
45	�,����#(Lú s56�ÿ��
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Kevp(MPa.sm m n σ00(MPa) ε̄0 ν E(MPa)
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���wÛ��9i m@1Lú (5Z5�On

−λ∂T
∂n

= h(T − Tair)
���R���
��\������
	��
� m@1Lú (5Z�%an

T = Timposé
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σéq − σ00
Kevpεn

〉 1
m

s
m¹0çú (On

(Lú<7�� ���
	��
���9	��
	�\��$�a�����-���Bý���þ��Yý
	�����ÿ��
�çÿ*������?@�¨ý
�'���'�
�����9	��'���çÿ
	��
�����������!E
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σéq

n(K)εm
(K) m¹0çúïùuù�n

¥-�!�a�����}ý�þÕþ��Yý
	ïý��-�����
���Fþ�,��S���
	��
�F���*�����'���'�<�!����	�MYý��-,����*�������
	��G�����
	�����	��X���
	�\O�T�aþ&W���	��<�S�|ýH�/. þ�,��S���
	��
�!0çúïù�E
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éq (TS) = σevp
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K(T ) = exp [ln 10(aT + b)]

a = −0, 1888◦C−1

b = 287, 41
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β (MPa−1) n A (s−1) Q (kJ/mol) m

δ − Fe 0, 0522 0 9, 997.107 202, 1 0, 2657

γ − Fe 0, 01308 0, 4289 1, 047.1010 326, 3 0, 2008
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{
σéq = fδσδ + fγσγ

ε̇ = ε̇δ = ε̇γ
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ε̇ = fδ ε̇δ + fγ ε̇γ

σéq = σδ = σγ
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�R�aþÕÿ
	ïý���ÿ
	��U�����&�'�����
,��8. 	���?/�¨ÿ�ÿ��<�X\5�������Yýr���$�!���
	�Mký��¨údû��
�aýr�����*�����çÿH4uý��������<��	�%a�Yý
��þT���!��	�\O�X���!���Õÿr�aþ&?@�¨ý
�!���
	��
�çÿr	��S���
��\�	��&���Q���
���
�V. ����\�	 ÿ���4O�Yýr���F���
�����
���r%�	;������þYý����a45��	 ÿ�ÿ������r��������Ï
�Q,����-���
���������2ú�oQ������ÿ
	�45��	;WS�T,����*���ÕÿH�S�������aÿQ���F���
�����
���y�X\O���
���F£�?/���9i��!��������,���	���£�ý��Õÿ
���Yý��
���T���R���
�����
���-�!��	 ÿ����aý��
���-��� �>�uÿ�ÿ
	�%�	���	���þ#���*ÿ����aþ������
���YýT�����çÿ-���$���������aþ&W���	
�S�|ý-�����-�
���
	��xú
oQ�
���S��	 ÿ�ÿ����������!�>�uÿ
	��
	��
�ª�9���!��������,���	���u!����	��çÿ
�������

t
���
���çþG�S�|ý�ÿ��'���
��45�����aý$�¾þ����������aý
45	�,����

l(t)
�a���
�çÿ

�>�
��\O�
�çÿ-���
���S��Þ��Bý��*ÿ��G�a�uÿ
	��
	��
��u �/. 	��çÿ
�������cÿ
��	�\5�����*�S�|ý#E

l(t+∆t) = l(t) + VC∆t
m@6LúïùXAOn
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6Lú 1O���Õÿ
�
	��
�R�9�R���
�����
���-�¾þ��X����	�,����#�X\O���$���Yÿ-�
���
	�� ÿ<�������
��� þ������
���
	������
�
Ô

VC
�Õÿ
�����w\�	����Õÿ�ÿ��U���'���
��� þ��5�Vÿ��X������	ïý��'���
�����=úVû��
�aý#���
�����>�
	����

M
���'�����¨ý����
���çþ��Õÿ −→x t

M

���­���
�����
��� u
�/. 	��çÿ
�������

t
�X\O���U��� �!��������,���	��8�8���
�çÿ��a�
��\��
�çÿ��X�����������Yý#���U�aþ������
�����'�����#	����Yý�þ��'���������Q�V. �����>�
	����

M
���
��� þ

���[�!��������,���	������
�U�'�������'�
���Bý��$���GW�45�aý��#6Lú AG�S�|ý#E

−→uM = −→x t+∆t
M −−→x t

M =
−−−−−−−→
M tM t+∆t m@6Lú (5IOn

ìyí¹îyï 6Lú A9E����
�����
���-%�	�������þYý��������
���������T���[��	�\O�X���R�9�[�!��������,���	��

° Ø�ÔÀÖ�»çÛ¨Ö!¸\ÜÐ±¹»LÖxwí×�»�±�ÛXØa±Ð±¹»PÔ�Ö
���-���G�aþ&W���	��
	��
���9�w�aþ������
�����'�����*	����Yý�þ��'���������V�aý�þ��Õþ��������X�����
�çÿQ�>�
��\O�
�çÿ*���w�aþ��9��	ïý��T����\�	����Õÿ�ÿ�� −→v t

C(M)
���

���$�a�
	����
M
E

−→v t
C(M) =

1

∆t
−→uM

m@6Lú (Lù�n
�$���çÿ����¾ÿ��
��\O���aý����
�çÿ�	��U�a�uÿ��
�çÿ#���
���U���Õÿ#�����9i����
�U�>�uÿ��������Õÿ#���U���w\�	����Õÿ�ÿ�� −→v t

C(M)
�>�
�aý����
�����a�
	����

M�����S�|ý
���&�a�����$���R�!��������,���	��=úa� . �����Bý��#�S�|ý
�X�S�����çÿ-���U�S�|ý
�
	��#���
�aý
%>�#�������U�!�
��"�	����5�a�����
����\�	����Õÿ�ÿ����8. �Õÿ
�<�S�¨ÿ
ùX1ON
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«<�����������
	��
���9�����
45	���	�����pT(O2�¥T7­u ���Dÿ
	��G�������
	��
�R���$��� ���
��� þ������
���
	������
�¨ý
�
"��
4O�
�a����� �����������R�9�[�!��������,���	������9iw	��çÿ
��������ÿ

t
���
t+∆t

ú

° Ø�ÔÀÖ�»çÛ¨Ö!¸\ÜÐ±¹»LÖxwí×�»�±Qºa±ÞÜÐ²X²X»çÔ�Ö

ûD�|ý\ý������a�¨ý
�H��� ���
�����
���D���
���������X�����
�çÿ�	��U�>�uÿ��
�çÿ�������ÿ��������Q���
�U�a�uÿ��������y���r���<\�	����Õÿ�ÿ��Q���t�5. �Õÿ
�����-���
�U�a�uÿ��������
���¨ý
�!�����'�����!��������,���	��­u'�/. 	��çÿ
�������

t + ∆t
úV¥-������	 ÿ�ÿ�� �����¨ý�ÿ���	�%aý��G���F���
�U�a�uÿ��������U���#���!\�	����Õÿ�ÿ���ÿ
��	�\5���������

���������9�Ñ�!��������,���	��õm¹\O���������aý −→τ nkúroQ�
�U�'���
�Ñ�/. ��\��Ñ�aý�þ��Õþ������U�'�����'���w\����������aý −→u t
M

�8. �Õÿ
�U�S�¨ÿU���
���!u
?/��	����¨ý
�
"��
4O�
�S�������Ó�aþ������
�����'�����h_<�
�®\5�­�����a�����������w�'�
���Bý��Yý�,���� −→u t

M

�>�����w���Bý������
�çÿ
	��aþYý�þ����
�U�'�����
�aþ������
�����'���������¨ý
�!���D���R�!��������,���	��ªuU�/. �¨ý��Lý���ùG�&�

θ
�S,���	��Õÿ
�-�/. ����45���G����ý��
�����
	��
�������Bý��#�����9iR	����Yý�þ��'�&����ÿ

���$�����U�çÿGmÐ�&?�W�45�aý��#6LúïùXIOnkú

ìyí¹îyï 6LúïùXI9E����
�����
���-%�	�������þYý�����45�;	 ÿ�ÿ������-���[��	�\��X���[�9�[�!��������,���	��

ût�
�aý'���F?/��	ïý��w���
�çÿU�X�����������
�çÿ'���Õÿ �aý��
KL�����
	��
�çÿ¾ÿ
��	�\5����� −→τ ��� −→n = −→n t+∆t ���w���R\�	����Õÿ�ÿ�� −→v t
C(M)

ú ê �
�çÿ
���
���
�çÿ#���U\����������aý −→

k
���U\O���������aý#����	�����	ïý��w��i��'���U���Tý��
�����
	��
�Ö�9���'�
��\����'����� �9���!��������,���	��=ú�78�U�Bý
	�M��Lý��

(−→τ ;−→n ;
−→
k )
�Õÿ
�D���
���y�9	ïý������2ú ê �
�çÿ\ÿ
	��U����	;WS�
�çÿt���Õÿt���
�����
	��
�çÿ<E −→v t

C(M) = −→v � M t =M0
�����t���
�çÿD�aþ&W���	 ÿ�ÿ��
�çÿ

M1 =M t +−→v t
C(M)∆t

ú ê �
�çÿ*�a�
��\��
�çÿ-�����¨ý�ÿ-�X�����������Yý#E
ùX15Z



6Lú 1O���Õÿ
�
	��
�R�9�R���
�����
���-�¾þ��X����	�,����#�X\O���$���Yÿ-�
���
	�� ÿ<�������
��� þ������
���
	������

−→v .−→n = −−→v .
[−→τ ∧ −→k

] m@6Lú (5(5�On
= −−→k . [−→v ∧ −→τ ] m@6Lú (5(�%an

¥cý#E

−→v ∧ −→τ =

−−−−→
M0M1

∆t
∧
−−−→
CM1

CM1

m@6Lú (515�On
= − 1

∆tCM1

−−−→
CM0 ∧

−−−→
CM1

m@6Lú (51�%an
= −CM0 sin θ

∆t

−→
k

m@6Lú (51
��n

���'�����çÿX�
θ =

VC∆t

R

�
Ô
R
�Õÿ
������ý��X+O�
�Õ���'���
�aý�%��aý��!���'���w�!�
��"�	����'\����S�|ý#���U�!��������,���	��Ñuw�/. 	��çÿ
�������

t���
�çÿ
	��aþYý�þuú>�$���çÿT���Õÿ����
���9	��
	��
�çÿ$����ÿ
	��G�������
	��
�ª���#���!���
��� þ�� ���
���
	������5�>�
�ª�RE
R ≈ 10 m

�
VC ≈ 0, 01 m/s���

∆t ≤ 1s
�����
�����
���Bý��
��\��$4Xþ&�Pþký&�������'�����

θ ≈ 10−3 rad <<
ùuúS¥-�[�Bý��
��\O�#�����¨ý�ÿ#E

−→v .−→n =
CM0 sin θ

∆t
≈ CM0θ

∆t
=
CM0VC

R

m@6Lú (�0�n
���$�'���'���
�[�X��������������� ���
�U�>�uÿ��������#������� \�	����Õÿ�ÿ�� −→v t

C(M) = −→v .−→τ −→τ ÿ
��	�\5����� −→τ úS¥-���G�S�|ý-�aþ&W���	��
	��
�­E

−→v .−→τ =

−−−−→
M0M1

∆t
.

−−−→
CM1

CM1

m@6Lú (56On
oQ��,���	V�>�����cþ�4��������'�&���_ÿX. þ��Yý
	ïý��'E

−→v .−→τ =

−−−→
CM1

2 −−−−→CM1.
−−−→
CM0

∆tCM1

m@6Lú (5sOn

BD�ª\O��+�������,���� −−−→
CM1.

−−−→
CM0 = CM1.CM0 cos θ

���
CM1 = CM0

m
M1

�Õÿ
���/. 	��!��4O�U���
M0

�S�|ý�����ý��
�����
	��
�
�����������Bý��

C
���-����ý��X+O�
�

θ
n&���
���wE

−→v .−→τ =

−−−→
CM0

2 − CM0CM0 cos θ

∆tCM0

m@6Lú (ON5n
¥cý-���
�U�'�

θ << 1
���
�R�GW��S�������'�����GE

−→v .−→τ ≈ CM0 − CM0
θ2

2

∆t
=

1

2

CM0V
2
C∆t

R

m@6Lú (5ZOn
ùX15A
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	��
���9�����
45	���	�����pT(O2�¥T7­u ���Dÿ
	��G�������
	��
�R���$��� ���
��� þ������
���
	������
¥-�[�a�����-���
���$\O�
	ïý-,�������� ���
�U�a�uÿ������������$���G\�	����Õÿ�ÿ�� −→v = −→v C(M)t

�¨ÿ�ÿ�����	 þ����[�aþ������
�����'�����-	����Yý�þ��'���������
�
�9�'���r�����*���
�U�>�uÿ��������cÿ
��	�\5����� −→τ uT�/. �¨ý��Lý��-($��� θ ���r�Õÿ
�H���
���*�çþ�45��	�4O�X��%����-����\5�����}ÿ������
�U�>�uÿ��������cÿ
��	�\5��������'���¨ý
�!�����UuU�/. 	��çÿ
�������

t +∆t
�9���!��������,���	��=úaBD���aý����S�����

CM0 ≈ R
mÐ���#,���	t�Õÿ
�-\dý���	��X�|ýT�/. þ��S��	 ÿ�ÿ����aý����

%aý����'�#�Õÿ
�y?/��	�%����$����\5�����<����ý��X+O�
�R���$���
�aý
%��aý���n&�������¾þYý
	�,������'�����T�������U���
�����'E
{−→v .−→τ ≈ 5.10−6m/s
−→v .−→n ≈ 0, 01m/s

m@6Lú (5AOn

oQ����	D�'�
���Bý��U,���� |−→v .−→τ | << |−→v .−→n | ú>k�	��S�������'���������'\�	����Õÿ�ÿ�� ���ÕÿT���������aÿ$�9���!��������,���	��ª�a������ÿX. þ��Yý
	ïý�� ������G?/�A\��
��ÿ
��	;\5�������'E

−→v t(M) = −→v t
C(M) +−→v t

‖(M)
m@6Lú 15IOn

�
Ô −→v t
C(M)

�Õÿ
�#����\�	;���Yÿ�ÿ��!�aþ��9��	����!�9�Õ�aþ������
�����'�����G	����Yý�þ��'���������y�9�Õ���
�����
��� ���
��������� ��� −→v t
‖(M)

�Õÿ
�#�����
\�	����Õÿ�ÿ���������4O�������#���[�������R�9���!��������,���	���uG�/. 	��çÿ
�������

t+∆t
ú

BD�­���
�������çÿ
	��
�8�8�a�
�aý����U���
�����
����%�	�������þYý����r45��	ïÿ�ÿ������$���
�çÿ�	��U�a�uÿ��
�çÿ����F\�	����Õÿ�ÿ�� −→v t
C(M)

�aþ��9��	����'�9���aþ��������
�����'�����#	����Yý�þ��'���������y�9�­���
�����
���G���
���������G���#�
������	 ÿ�ÿ�� ��	�%aý��'�������
�U�a�uÿ��������!���U���w\�	����Õÿ�ÿ��U�����çÿ����U�������­�9�
�!��������,���	��=ú

è�8bo�8n� Þ�JLKLGeQ9@�G|R(X?@CQ9KUD:k�WH<[Qd»h<?@[OFQSO:D:KHqhJ9GIDr¼YBI<

û%$a±¹³ Ù�³�±¹»�±ÞÜÞÔ�ºPØçÖ(Üb¾í×�³
2��aýy���$W�45�aý���ùuúïùT���
�çÿQ�a�
��\��
�çÿQ\O�
	ïýQ���cý�Ï
���T���-������	���4O�
�
	�MYý��$���Tÿ���	��w�9�F�aý������Õÿ�ÿ
�çÿQ���T���
��� þ������
���
	������uú�BD�����
�>�Yý
�'�������$?/��	ïý������U�Bý����çÿ
	��
	��
�������Bý������'�!�
��"�	���� uU�aý��
�aý����'�������S�|ý
���Yý mÐ�5. �Õÿ
�L��u��=�9	ïý�� ��������ý�þ�45	��
���aþ���	��U	���þ��
�S�|ýy���Õÿ�ý��
�����X���9iSnQ���y�����Bý��T���cý�þ��S�|ý
�
	������aý<���y�����>����"����������
��� þ���,���	>���
���
	������������<���T�/. �
��	��Yýy��	�,���	����$u#"S�������
�����U�ÀþYý����
�aý��uúS7�� ��	���4O�
�
	�MYý��#�Õÿ
�<���
���$�çþ����Õÿ�ÿ���	ïý��$�a�
�aý-�����9i~ý���	 ÿ��
�çÿ�E
^ �
"��Yý
�U	�,������'�����X�V�¨ÿ�ÿ
�aý��YýT������þ��S��	 ÿ�ÿ��&�çý_ÿ
�9Ò�ÿ��������G���G����,�����ÿ��
��	����#�a�
�aýT�Bý��
�����Yý������aý����9��	���ÿ����çÿcý
	 ÿ�,�������$�a�YýL?@�¨ý����
	��
�
^ �¾þ��X����	�,������'�����X�Q���
���Bý��Yý!���ÕÿF�&:V����ÿ!���[����4uý��X\�	���þ[�>�
�aý!45��	����Yýw�����U	����9i¬���[�aý����9��	��F\O�Yý�ÿ'���ª�X�
���R���ÿ��
��	��9	;WS�X���
	��
�'ÿ������
������	ïý��uú

ø-¶8´p×�³�²X²(Ü�Ø�Ô�Ù�³�²�ÖX³í×Ay�³�²¾Ù�³ ×�»çÜ�Ù�³dÚV×!³XÖ¾×�w�²(Ü�Ù\Ú
ût�
�aýêÿ
	��#�����Yý'�����¾þYý
	�,������'�����!���[���
�����
���w��\����w������	���4O�
�
	�MYý��R���
�çÿU����	;��	 ÿ��
�çÿwu��/. 	��çÿ
���|ýF��������4O�Õÿ
�
	��
���9�
���
�����
���H��\����H���Õÿpý��
�����X���9i#���<�¾þ��
"������y���Q���
�����
���t��þ��S����	 ÿ�þuú
78��ÿ���"çþ��!�T6Lúïùuù�ÿ
+��G%a�
��	 ÿ��r���cÿ
�Bý�����þ�45	��y�
���
����þ��uú
� . �����>�
	����-���T\����������¾þYý
	�,����$���
�çÿFÿ
�����a�uÿ��
�çÿ<,����T���G��	���4O�
�
	�MYý��$�>�����<���Bý����'���aþ���	 ÿ�þ��$�S�|ý<�����9iTÿ���45�'������ÿ
���F�'���'�!���
��45�����aý2úD7��R�aþ&W���	��
	��
�Ñ���!���[��	���4O�
�
	�MYý��F	��U����	�,����w,����!���[�!���
	�MYý��w���
	���ý��Õÿ
���Yý ���
�U�aý
	 ÿ��w�����Bý��
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���9�[���
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���<�Àþ��S����	 ÿ�þ#������	�\��X���R������� ��	���4O�
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	�MYý��
���ÕÿT�����9i ÿ���45�'������ÿ2úS7��'���
��45�����aý��9�'ÿ���45�'�������Õÿ
�-�aþ����Yý
�U	��çþ��G�S�|ý-���'���
��45�����aý��������U��	���4O�
�
	�MYý���mÐ�5. �Õÿ
�-�����
���
���çþ��R4Xþ��
�¾þ��Bý
	�,�����	����Bý
	��çÿ�M�,�����u���"S�
,����[�!�
��"�	�����,��8. �
���>�����F�aþ��9��	ïý������[���3ÿ������
	��
�®���
�����Yý
�S�����w���Õÿ
���
���9	��
	��
�çÿ����9iw��	��U	����Õÿ<�
"��Yý
�U	�,����ÕÿTuU��������	�,����Yý&n
ø-�Ö�a�
	����
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λ ≈ 40 W/m/K
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ρ ≈ 7, 3.103 kg/m3 ��� CP ≈ 700 J/kg/K
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