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Résumé

Le travail présenté dans ce manuscrit s’inscrit dans le cadre de la commande temps réel
de certains procédés du raffinage. Nous présentons les travaux réalisés sur la commande
monovariable et la gestion des paramètres variables (retard, gain). Cette approche est
complétée par des applications réalisées, soit directement sur un procédé réel, soit sur
un modèle de connaissance proche d’un procédé réel.

La première partie des travaux s’est articulée autour de l’étude d’un article apparu en
2003. Nous avons comparé les méthodes de commande monovariable proposées dans
cet article avec d’autres méthodes plus communément utilisées. Pour tester ces diffé-
rents outils dans des conditions proches des conditions réelles, nous avons réalisé un
modèle simplifié d’un procédé d’hydrodésulfuration. Dans le but améliorer les perfor-
mances obtenues avec les outils testés, nous avons mis au point un prédicteur de Smith
adaptatif dans lequel le retard est mis à jour à partir de considérations physiques du
procédé.

Nous nous intéressons aussi au problème ouvert de la commande d’un procédé de mé-
lange, qui comporte plusieurs volumes morts entre les bacs de bases et la mélangeuse.
Nous avons montré qu’il était possible de reconstruire, en choisissant un estimateur
adapté, les propriétés en sortie de mélangeuse. Nous avons aussi constaté qu’il était
possible, via une optimisation non linéaire, de gérer les contraintes sur les caractéris-
tiques du mélange, en prenant en compte explicitement la variabilité du retard pendant
le calcul de la commande. La méthode, testée dans un premier temps en simulation, a
été mise en place et est utilisée, au moins pour sa partie estimation, sur une mélangeuse
réelle.

Nous avons également travaillé sur la commande d’un procédé de neutralisation de pH.
L’approche que nous avons eue du problème est double. D’un côté, nous avons travaillé
directement sur le procédé, de l’autre, nous avons élaboré un modèle non linéaire à
partir duquel nous avons mis en place une loi de commande non linéaire. Le modèle
utilisé est issu du principe de la conservation de la matière et des équations d’équi-
libres qui régissent les réactions acido-basiques ; il est calé avec une série d’expériences
réalisées dans différentes conditions opératoires. La loi de commande utilisée pour ré-
guler le pH mesuré au pH de consigne intègre les non linéarités du procédé ce qui
permet à l’utilisateur de changer de conditions opératoires sans avoir de modifications
à apporter aux réglages de celle-ci.
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Chapitre 1

Introduction générale

Le but des travaux présentés ici est de développer des outils de contrôle temps réel
adaptés pour la commande de modèles à paramètres variables. Cette démarche cherche
à pallier les principaux défauts des approches linéaires actuellement utilisées pour la
commande des procédés du raffinage et de la pétrochimie. Basées sur des modèles trop
simples, celles-ci ont un domaine de fonctionnement et des performances limités.

1.1 Motivation

Le besoin de généralité Pour les industries manufacturières, l’investissement dans
un contrôleur est rentabilisé par un effet de volume. Comme il se vend de nombreux
exemplaires des produits équipés du contrôleur en question, un développement spé-
cifique trouve facilement sa justification. En contrôle des procédés, la situation est
différente. Chaque unité est particulière et il est difficile de dégager des classes de pro-
blèmes pour lesquels le développement d’un outil dédié est économiquement viable.
Par conséquent, les outils ont une vocation générale, leur permettant de s’adapter
aussi bien à des réformeurs qu’à des unités d’hydrodésulfuration ou à des distillations
atmosphériques. . .

Limites actuelles La contrepartie de cette généricité est qu’actuellement ces ou-
tils se basent sur des modèles extrêmement simples. Ce sont des modèles linéaires à
paramètres constants, dont le domaine de validité est restreint : il n’est pas possible
de garantir les performances sur une large plage de fonctionnement du procédé. Ces
modèles linéaires disent essentiellement que la modification d’une variable d’action
entraîne une modification proportionnelle de la variable contrôlée (le coefficient de
proportionnalité est appelé gain). L’effet n’est pas immédiat : rien ne se passe avant
un retard pur donné, ensuite la modification de la variable contrôlée prend un certain
temps, appelé temps de montée. Les trois paramètres (gain, retard et temps de montée)
sont considérés comme des constantes. Pour obtenir la valeur de ces paramètres, il est
nécessaire de procéder à de longs et nombreux essais sur le site industriel. De plus, en
pratique, les paramètres ne sont jamais constants : les performances de ces contrôleurs
sont limitées, parfois au point de rendre impossible leur utilisation. Quelques palliatifs
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sont envisageables pour changer les paramètres du modèle suivant les conditions de
fonctionnement du procédé. Mais, classiquement, le problème est repoussé ailleurs et
en génère de nouveaux. Il faut définir quand les changements doivent avoir lieu. Les
changements impliquent une phase transitoire pendant laquelle les performances sont
dégradées. Enfin, qui dit changement de paramètres dit disponibilité de ces paramètres,
donc alourdissement de la phase d’identification, déjà trop longue, puisqu’aucune mé-
thode pour identifier les paramètres du contrôleur pendant son fonctionnement ne se
révèle vraiment efficace.

1.2 Résumé des travaux réalisés

Nous présentons dans ce manuscrit les approches que nous avons mises en place pour
la commande de plusieurs procédés non linéaires. Dans les cas traités, les non linéarités
peuvent être interprétées comme des gains variables, des constantes de temps variables
ou des retards variables. Dans un premier temps, nous avons abordé le problème du
retard variable dans un contexte monovariable pour la commande d’un modèle sim-
plifié d’une unité d’hydrodésulfuration. Dans un second temps, nous avons isolé le
problème du retard variable dans un cadre multivariable en travaillant sur un procédé
de mélange. Enfin, nous avons travaillé sur un problème réunissant gain variable et
constante de temps variable : la régulation de pH sur un procédé batch (pilote IFP).

1.2.1 Retard variable

La gestion du retard variable représente un problème récurrent dans la commande des
procédés industriels. Le retard est le plus souvent généré par le transport d’un fluide
dans un volume constant. Il devient variable lorsque le débit de ce fluide fluctue. Nos
travaux sur ce thème comportent deux volets.

Prédicteur de Smith adaptatif Dans un premier temps (chapitre 2), nous nous
sommes intéressés à la régulation monovariable d’un procédé d’hydrodésulfuration.
Nous avons comparé les performances de régulateurs standards (régulateur propor-
tionnel intégral et prédicteur de Smith) avec celles d’un prédicteur adaptatif. Pour ce
dernier, notre contribution réside dans la mise à jour du retard à partir de considéra-
tions tirées de la solution analytique d’une équation aux dérivées partielles comportant
des termes de convection et de diffusion. Les simulations indiquent que ce prédicteur
fonctionne mieux que les régulateurs standards. Nous chercherons à quantifier cette
amélioration dans la suite des travaux.

La calcul pour la mise à jour du retard pourra être utilisé dans d’autres cadres. Mais
la structure de ce prédicteur se prête mal aux généralisations (en multivariable no-
tamment), pour lesquelles il faut pouvoir prendre en compte, au moment du calcul de
la commande et non de manière indirecte comme dans le cas traité, la variabilité des
retards par rapport à cette commande.
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Mélanges Le constat précédent sur la généralisation de notre prédicteur adaptatif
nous a amené à aborder un second volet, concernant un problème de mélange (cha-
pitre 3). C’est un cas multivariable pour lequel la dynamique est constituée uniquement
de combinaisons de retards purs variables.

Nous avons établi le modèle dynamique pour une topologie de mélange quelconque,
comportant des volumes morts à l’origine des retards purs. Ces topologies deviennent
importantes avec le développement des mélanges en amont de procédés de traitement,
mélanges qui utilisent des bacs de stockage intermédiaires répartis à des endroits divers
dans la raffinerie.

Nous avons montré qu’il est possible de modifier dynamiquement la connaissance dis-
ponible des bases de mélange, afin que la prédiction des propriétés du mélange converge
vers sa mesure (estimation). Nous avons aussi constaté qu’il était possible, via une op-
timisation non linéaire, de gérer les contraintes sur les caractéristiques du mélange, en
prenant en compte explicitement la variabilité du retard pendant le calcul de la com-
mande. La méthode, testée dans un premier temps en simulation, a été mise en place
avec succès et est utilisée, pour l’instant pour sa partie estimation, sur une mélangeuse
réelle en raffinerie.

1.2.2 Gain variable

Parallèlement aux études sur la variabilité des retards purs, nous avons travaillé sur
un problème de régulation de pH, qui illustre bien le problème de la variabilité du
gain. L’écriture du modèle de connaissance sur ce procédé est difficile, à cause du
caractère multi-acide ou multi-basique des constituants utilisés d’une part ; à cause,
d’autre part, de phénomènes de précipitation et de dissolution assez mal connus d’un
point de vue cinétique. De plus le caractère batch du procédé est représenté par un
modèle instationnaire ; cette caractéristique du modèle est vue comme une constante
de temps variable.

Dans le cadre de premiers travaux, nous avons réglé un régulateur PID autour de
divers points de fonctionnement (dont des points difficiles à atteindre dans la zone de
neutralisation). Le fonctionnement, satisfaisant dans les cas les plus simples, ne nous
a pas permis de respecter les spécifications souhaitées par l’utilisateur dans les cas les
plus difficiles.

Pour améliorer les performances, nous avons mis au point un modèle compatible avec
nos objectifs de commande. Nous nous sommes donc intéressés aux propriétés d’un
modèle simplifié du procédé et avons mis au point une commande non linéaire. Malgré
des résultats très satisfaisants en simulation, les premiers résultats obtenus sur le pilote
ont été décevant. La régulation de pH en zone de neutralisation est un problème difficile
du fait de l’importante non linéarité du procédé présente dans cette zone. En plus, de
cette difficulté que nous avons prise en compte dans le modèle et donc la commande,
nous avons dépassé ce cadre et travaillé sur le procédé pour réduire considérablement
les perturbations non mesurables. Nous avons notamment mis au point une régulation
plus performante pour la couche bas niveau dont le comportement était insatisfaisant
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et modifié une partie du système de supervision.

Suite à ces améliorations nous avons raffiné notre modèle et pris en compte à l’aide
d’un modèle simplifié la précipitation jusqu’à maintenant considérée comme une per-
turbation non mesurable.

L’ensemble des modifications opérés sur le procédé et sur le modèle utilisé pour la
commande nous a permis d’obtenir les résultats attendus, similaires à ceux obtenus en
simulation et répondant aux exigences de l’utilisateur sur la gamme de fonctionnement
donnée. Ces travaux sont présentés dans le chapitre 4.



Chapitre 2

Limitations et possibilités d’adaptation
des méthodes usuelles de contrôle pour

les systèmes à retards variables

Les systèmes à retards variables représentent un défi pour le contrôle des procédés
industriels. Une des principales causes de la variabilité du retard est le transport de
matière, à débit variable, dans un volume constant. C’est typiquement le cas dans les
réacteurs tubulaires.

En dépit des avancées des techniques du contrôle des procédés, la simplicité et la robus-
tesse du contrôleur PID en font un choix très fréquent (voir [ÅH95]). De nombreuses
méthodes de réglage existent lorsque les modèles présentent un retard non négligeable.
Les régulateurs de type prédictif (voir [MY01]) prennent en compte les retards purs
présents dans les modèles, mais ils ne sont pas spécifiquement adaptés aux retards
variables. Le prédicteur de Smith est le plus simple de ces régulateurs et permet d’ac-
croître les performances obtenues lorsque le retard est bien connu. Cependant, comme
le montre [MN03], il est pénalisé par une forte sensibilité face à l’identification et à
la variabilité du retard. En contrôle monovariable, les performances des prédicteurs
sont souvent décevantes et poussent à l’utilisation de contrôleurs plus simples de type
PID, dont la robustesse est améliorée, aux dépens des performances du système bouclé.
Une vue d’ensemble des problèmes associés aux systèmes retardés est présentée dans
[Ric03]. Dans le cadre de premiers travaux visant à gérer la variabilité du retard, nous
présentons dans ce chapitre un contrôleur de type “prédicteur adaptatif”.

Dans l’introduction (section 2.1), nous présentons une méthode de réglage des régu-
lateurs proportionnels intégrals (PI) proposée par Tavakoli et Fleming en 2003. Nous
utilisons un résultat récent proposé dans [SDP05] pour montrer qu’un régulateur PI
réglé avec les réglages de Tavakoli et Fleming stabilise les systèmes du premier ordre
à retard. Les réglages proposés par les auteurs, déterminés pour assurer la robustesse
en boucle fermée, garantissent des marges de gain et de phase minimums. Nous propo-
sons un calcul qui permet de définir l’erreur maximale réalisable sur l’identification du
retard (en fonction du rapport retard/constante de temps) pour conserver un système
bouclé stable. Après avoir présenté le prédicteur de Smith, nous rappelons la méthode
utilisée sur ce prédicteur pour le rendre robuste face aux erreurs d’identification de
retard.
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Le prédicteur de Smith adaptatif que nous exposons est présenté à la section 2.2. Nous
proposons dans cette section une étude comparative du prédicteur proposé avec les
régulateurs présentés en introduction sur un simple système du premier ordre à retard
variable.

Pour illustrer et comparer ces différentes commandes, nous souhaitons les utiliser pour
un modèle de connaissance de procédé réel. Nous proposons donc, à la section 2.3,
un modèle simplifié pour une unité d’hydrodésulfuration (HDS) dont le cœur est un
réacteur tubulaire. Le modèle du réacteur est du type piston-diffusion, il s’écrit donc à
l’aide d’équations aux dérivées partielles (EDP). L’EDP du transport est aussi utilisée
pour modéliser les conduites qui acheminent les matières d’une opération unitaire
à une autre. Après avoir décrit l’unité d’hydrodésulfuration, nous en proposons un
modèle simplifié. La robustesse et les performances en suivi de trajectoire et rejet
de perturbation du contrôleur proposé sont étudiées sur ce modèle de connaissance.
Ces résultats sont comparés à ceux obtenus avec deux régulateurs classiques : un
contrôleur proportionnel intégral (PI) et un prédicteur de Smith. Cette étude nous
permet de valider l’intérêt de notre contrôleur dans un contexte plus réaliste de contrôle
de procédés.

Nous proposons, dans la section 2.4, une méthode pour identifier le retard utilisé dans le
prédicteur adaptatif à partir des équations aux dérivées partielles convection-diffusion.

2.1 Introduction

La mise en place de régulateurs monovariables représente souvent une première étape
pour la conduite des procédés. Une manière directe d’étudier et de comparer ces régu-
lateurs monovariables est de les boucler sur un système simple : le modèle du premier
ordre retardé que nous utilisons, dans ce qui suit, est noté{

ẋ(t) = −K
τ
x(t) +

K

τ
u(t− δ)

y(t) = x(t)
(2.1)

où K est le gain statique , τ est la constante de temps et δ est le retard. Sur un procédé
réel, ces trois paramètres peuvent être identifiés en réalisant un échelon unitaire en
entrée (boucle ouverte). La dynamique du procédé en boucle fermée peut aussi être
caractérisée par son gain limite Ku et sa période limite Tu qui se déterminent par
exemple via une commande relais (voir [ÅH95]). Nous notons l’erreur et la commande
PID comme suit

e(t) = yc(t)− y(t) ,

u(t) = Kc

(
e(t) +

1

Ti

∫ t

0

e(v)dv + Td
de

dt

)
(2.2)

où Kc est le gain du contrôleur, Ti est le temps intégral et Td est le temps dérivé. Nous
parlerons de régulateur proportionnel intégral (PI) lorsque Td = 0 et de régulateur
proportionnel (P) lorsque Td = 0 et Ti = +∞.
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2.1.1 Les contrôleurs PI

En 2003, S. Tavakoli et P. Fleming proposent dans [TF03] une approche de réglage de
ces contrôleurs pour des systèmes du premier ordre retardés. Cette nouvelle approche
utilise l’analyse dimensionnelle, pour déterminer le gain proportionnel et le temps
intégral en fonction des trois paramètres caractérisant un modèle du premier ordre
retardé.

Nous avons réalisé un état de l’art des méthodes de réglage depuis 1942, date à laquelle
J. G. Ziegler et N. B. Nichols ont proposé les deux premières méthodes utilisées
dans l’industrie. Nous rappelons quelques unes de ces méthodes qui ne forment pas
une liste exhaustive des méthodes de réglages pour les contrôleurs PID, mais leurs
caractéristiques ont fait d’elles une base de comparaison pertinente pour la méthode
de S. Tavakoli et P. Fleming.

Méthode proposée par Tavakoli Fleming Les auteurs proposent dans [TF03]
une méthode optimale basée sur une analyse dimensionnelle pour le réglage des PI pour
des systèmes du premier ordre retardé. Les paramètres du contrôleur sont déterminés
en fonction de ceux du système. L’analyse dimensionnelle permet de mettre à jour
et d’utiliser des variables adimensionnelles, on cherche alors des relations entre ces
variables de la forme

KKc = g1

(
δ

τ

)
,

Ti
δ

= g2

(
δ

τ

)
.

Ces fonctions sont déterminées de telle manière que pour un changement de consigne,
l’intégrale de la valeur absolue de l’erreur soit minimisée. Pour assurer la robustesse
en boucle fermée, deux contraintes sont utilisées, pour garantir une marge de gain
minimum de 6.0 dB et une marge de phase minimum de 60 ◦.

Une optimisation globale (algorithme génétique) permet de déterminer les meilleures
valeurs pour les paramètres du contrôleur pour chaque valeur de δ/τ . Les fonctions g1

et g2 sont ensuite déterminées par des méthodes d’identification et les paramètres du
contrôleur PI sont finalement donnés par

Kc = ζ
τ

δK
+ β

1

K
et Ti = γ δ + ξτ où


ζ = 0.4849
β = 0.3047
γ = 0.4262
ξ = 0.9581

(2.3)

Ziegler-Nichols en boucle fermée : réponse fréquentielle Cette méthode est
basée sur la connaissance du gain limite et de la période limite, deux paramètres qui
caractérisent la dynamique du procédé et qu’il est aisé d’identifier expérimentalement
en amenant le système en limite de stabilité (voir [ZN42]). Ziegler et Nichols ont étudié
sur un procédé réel simple les effets de perturbations et d’échelons avec un contrôleur
proportionnel. Ces tests leur ont permis de conclure qu’un bon compromis entre un
biais important et un grand dépassement était de choisir le gain du contrôleur de telle
sorte que le rapport d’amplitude sur-oscillation/sous-oscillation soit égal à 0.25. Ils ont
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déduit de ce critère la valeur du gain du contrôleur puis le temps intégral du contrôleur.
Cette méthode donne de bons résultats lorsque le rapport δ/τ est faible ; quand il est
important, la réponse en boucle fermée est très lente.

La formule de Cohen et Coon Cohen et Coon ont présenté dans [CC53] une
méthode pour déterminer les paramètres pour garantir un certain degré de stabilité.
Les réglages sont obtenus par une étude théorique sur un système du premier ordre
avec retard normalisé. Les harmoniques de la réponse après un échelon sont négligées
et le rapport d’amplitude de la fondamentale est choisi égal à 0.25. La méthode de
Cohen-Coon a une petite marge de gain et une petite marge de phase lorsque le retard
du procédé est faible. De manière intéressante, ce problème de robustesse diminue
lorsque le retard augmente, c’est pourquoi cette méthode est souvent utilisée sur des
procédés présentant des retards importants.

Raffinements de la formule de Ziegler-Nichols Le réglage a été proposé par
Hang, Åström et Ho en 1991 [HÅH91]. C’est une analyse dimensionnelle, pour laquelle
les variables adimensionnelles sont le gain normalisé KKu et le retard normalisé δ/τ ,
qui a permis de déterminer les réglages. De nombreuses études en simulation ont été
menées pour déterminer qu’un bon critère de performance est de régler les paramètres
pour obtenir une réponse avec 10% d’overshoot et 3% d’undershoot. Cette méthode
de réglage donne de bons résultats, très proches de ceux présentés par Tavakoli et
Fleming, que le retard soit important ou non.

La méthode proposée dans [TF03] est comparée favorablement aux autres méthodes
et d’autant plus lorsque le rapport du retard sur la constante de temps est important.

2.1.2 Stabilité des systèmes bouclés avec des régulateurs PI

Dans le cadre du contrôle des systèmes du premier ordre à retard, Silva, Datta et
Bhattacharyya ont démontré, dans [SDP05], un théorème qui définit l’ensemble des
régulateurs PID (2.2) stabilisants. Nous exposons les réglages de Tavakoli et Fleming
pour un régulateur proportionnel intégral (PI) aux hypothèses de ce théorème.

Théorème 2.1 ([SDP05])
Supposons τ > 0 et K > 0, alors l’ensemble des contrôleurs PID (2.2) préservant la
stabilité du système (2.1) est défini par les valeurs admissibles suivantes

− 1

K
< Kc <

1

K

(τ
δ
α1 sin(α1)− cos(α1)

)
où α1 est l’unique racine sur ]0, π[ de l’équation

tan(α) = − τ

τ + δ
α

Pour Kc en dehors de ces bornes, il n’existe pas de contrôleur PID (2.2) stabilisant
(2.1). Une fois choisi Kc dans ces bornes, il faut et il suffit pour stabiliser (2.1) de
choisir (Ti,Td) comme suit.
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Soient z1 et z2 les deux racines réelles (ordonnées) sur ]0, 2π[ de l’équation

KKc + cos(z)− τ

δ
z sin(z) = 0

Nous notons m(z) = δ2/z2 et b(z) = −δ(sin(z) + τ
δ
z cos(z))/(Kz).

1. si Kc ∈
]
− 1
K
, 1
K

[
, alors (Ti, Td) doit être choisi de telle sorte que − τ

K
< Kc Td <

τ
K

, Kc

Ti
> 0 et KcTd > m(z1)

Kc

Ti
+ b(z1) ;

2. si Kc = 1
K

, alors (Ti, Td) doit être choisi de telle sorte que Kc Td <
τ
K

, Kc

Ti
> 0 et

KcTd > m(z1)
Kc

Ti
+ b(z1) ;

3. si Kc ∈
]
− 1
K
, 1
K

(
τ
δ
α1 sin(α1)− cos(α1)

)[
, alors (Ti, Td) doit être choisi de telle

sorte que Kc

Ti
> 0 et m(z1)

Kc

Ti
+ b(z1) < KcTd < min

(
m(z2)

Kc

Ti
+ b(z2),

τ
K

)
.

Pour la stabilité des contrôleurs proportionnel (P) ou pour différentes extensions des
résultats, nous nous référerons à [SDP05]. Les auteurs montrent dans [SDP05, page
224] que le régulateur PID (2.2) réglé avec les réglages de la première méthode (indi-
cielle) de Ziegler et Nichols [ZN42] et bouclé sur (2.1) est un système stabilisant.

Montrons maintenant que les réglages (2.3) choisis par Tavakoli et Fleming pour un
régulateur PI rendent aussi (2.1) stable. Commençons par montrer que le gain pro-
portionnel Kc satisfait toujours les hypothèses du théorème 2.1. Pour notre système
stable, le gain proposé satisfait Kc > 0 > −1/K. En ce qui concerne la borne supé-
rieure indiquée dans le théorème 2.1, en posant

µ =
δ

τ
, (2.4)

nous pouvons la réécrire

Kmax =
1

K

(
1

µ
α1 sin(α1)− cos(α1)

)
où α1 est l’unique solution sur ]0, π[ de tan(α1) = − α1

1+µ
. En éliminant µ en fonction

de α1 dans cette dernière équation, nous pouvons établir que

Kmax −Kc =
1

K µ

(
cos(α1) +

α1

sin(α1)
− ζ − βµ

)
= − 1

K

(
tan(α1)

α1 + tan(α1)

)(
cos(α1) +

α1

sin(α1)
− ζ

)
− β

K

Le signe de Kmax −Kc est le même que celui de K(Kmax −Kc)µ car K > 0 et µ > 0.
Il suffit donc de montrer l’inégalité suivante

K(Kmax −Kc)µ = cos(α1) +
α1

sin(α1)
− ζ + β

(
α1

tan(α1)
+ 1

)
> 0 (2.5)

Comme le montre la figure 2.1, quel que soit α ∈]0;π[, nous avons

K(Kmax −Kc)µ > 0.
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Fig. 2.1 – Positivité de la fonction K(Kmax −Kc)µ (définie par (2.5)) sur l’intervalle
α ∈]0, π[.

Par conséquent, comme α1 ∈ ]0;π[ le gain proportionnel suggéré par Tavakoli et
Fleming satisfait toujours les hypothèses du théorème 2.1 de stabilisation par un PID
pour un système du premier ordre à retard. En outre, nous montrons par une étude
détaillée dans l’annexe A que le temps intégral Ti défini dans (2.3) par cette même
méthode satisfait également les hypothèses le concernant de ce théorème.

2.1.3 Robustesse des réglages de Tavakoli Fleming face à une
erreur de retard

Notons δ le retard réel et δ̄ = (1 + e)δ le retard identifié correspondant au retard réel
sur lequel nous avons réalisé une erreur e > −1. Dans ce qui suit, nous déterminons la
valeur maximale acceptable de e pour conserver un système bouclé stable en choisissant
les réglages suivants

Kc = ζ
τ

(1 + e)δK
+ β

1

K
et Ti = γ (1 + e)δ + ξτ (2.6)

Pour cela, nous présentons deux résultats issus de [SDP05] :

Théorème 2.2 ([SDP05] page 138)
Supposons τ > 0, δ > 0 et K > 0, alors l’ensemble des Kc pour lesquels il existe une
solution stable lors du bouclage d’un système stable (2.1) avec un contrôleur PI (2.2)
est défini par les valeurs admissibles suivantes

− 1

K
< Kc <

τ

δ K

√
α2

1 +
δ2

τ 2
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où α1 est l’unique racine sur ]π
2
, π[ de l’équation

tan(α) = −τ
δ
α

Lemme 2.1 ([SDP05] page 142)
Pour Kc > − 1

K
, une condition nécessaire et suffisante pour que les a(zj) définis par

a(z) =
z

δ K

(
sin(z) +

τ

δ
z cos(z)

)
soient positifs pour i impair est que

Kc <
τ

δ K

√
α2

1 +
δ2

τ 2

où α1 est l’unique racine sur ]π
2
, π[ de l’équation

tan(α) = −τ
δ
α

De plus, pout tout

Kc ∈

]
− 1

K
;
τ

δ K

√
α2

1 +
δ2

τ 2

[
,

a(zj) < 0 pour tout j pair.

Le théorème 2.2 nous permet de définir une première borne sur e

e > eKc
min =

ζ

−βµ+
√
α2

1 + µ2
− 1 (2.7)

Le lemme 2.1 permet de s’affranchir de vérifier l’inégalité m(z1)
Kc

Ti
+ b(z1) < KcTd <

min
(
m(z2)

Kc

Ti
+ b(z2),

τ
K

)
du cas 3 du théorème 2.1 puisqu’elle est toujours vérifiée si

le régulateur est proportionnel intégral et si l’inégalité du théorème 2.2 est vrai. Nous
sommes dans ce cas. Il nous reste à définir, sous ces hypothèses et sans distinction de
cas, une borne sur e qui, lorsqu’elle n’est pas dépassée, permet de vérifier l’inégalité

m(z1)
Kc

Ti
+ b(z1) < 0

Soit eTi
min cette borne, elle est solution de l’équation

ζ+βµ (1+e)−z1 sin(z1)
(
γ µ (1+e)2+ξ (1+e)

)
−z2

1 cos(z1)

(
γ (1 + e)2 + ξ

(1 + e)

µ

)
= 0

où z1 est la plus petite solution réelle de l’intervalle ]0, π[ de l’équation

ζ + βµ(1 + e) + µ (1 + e) cos(z)− (1 + e) z sin(z) = 0
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Fig. 2.2 – Erreurs limites eTi
min (trait noir épais) et eKc

min (trait bleu fin) à ne pas
dépasser pour conserver un système bouclé stable

Nous représentons sur la figure 2.2 les deux bornes eKc
min et eTi

min déterminées et remar-
quons graphiquement que eTi

min ≥ eKc
min. Nous définissons ainsi emin = eTi

min la valeur
minimale à ne pas dépasser pour conserver la stabilité boucle fermée avec le régula-
teur PI suggéré par Tavakoli et Fleming. Ainsi, pour toute erreur e > emin, le système
boucle fermée est stable. D’un point de vue physique, cette conclusion est logique ; si
le retard réel est surestimé, les réglages (2.6) deviennent plus mous ; s’ensuit une perte
de performance mais un gain de robustesse donc pas de déstabilisation. En revanche
si ce retard est sous estimé, les réglages sont plus durs et rendent le système bouclé
moins stable ou instable si e < emin.

S’il est difficile d’avoir une expression analytique de emin, quelques calculs supplémen-
taires permettent de montrer que emin < −0.6 ou plutôt que quel que soit µ > 0 les
réglages (2.6) avec e = −0.6 rendent encore le système (2.1) stable.

2.1.4 Un prédicteur de Smith pour améliorer les performances

Nous avons montré théoriquement que le régulateur PI (2.2) réglé avec (2.3) sur le
système (2.1) était stable. Nous le comparons au prédicteur de Smith, dans un premier
temps lorsque les paramètres sont parfaitement identifiés et dans un second temps
lorsque le retard est mal connu. Nous mettons en évidence la sensibilité du prédicteur
de Smith lorsque le retard δ est important par rapport à la constante de temps τ du
modèle.
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Le prédicteur de Smith Smith a présenté en 1958 un outil de régulation pour
les systèmes asymptotiquement stables en boucle ouverte, mono-entrée/mono-sortie
et qui présentent du retard (proposé dans [Smi58]). Dans ce contexte mono-variables,
un retard sur l’entrée ou la sortie est équivalent. En effet les formes d’état suivantes
possèdent la même fonction de transfert

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− δ̄), y(t) = Cx(t)

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t− δ̄)

où x ∈ Rn, u ∈ R et y ∈ R. Cette fonction de transfert est un produit d’une fraction
rationnelle propre et d’un opérateur à retard

P (s) = Ḡ(s) exp(−δ̄s) = C(sI − A)−1B exp(−δ̄s)

L’intérêt du prédicteur de Smith est de permettre d’utiliser un contrôleur Gc(s) conçu
pour le système sans retard Ḡ(s) en l’insérant dans le schéma général de la figure 2.3.
Pour le contrôleur Gc(s), de multiples choix sont possibles. Pour les modèles de procédé
P (s) du premier ordre, nous utilisons une approche commune : le contrôleur est un PI
dont le gain est l’inverse du gain du modèle et dont le temps intégral est la constante
de temps du modèle. Les fonctions G(s) et exp(−δs) représentent la connaissance du

6
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- - - -

�

6

-
∑ ∑

e2e
U(s)Yc(s) Y (s)

Gc(s) P (s)

G(s)(1− exp(−δs))

Prédicteur de Smith

+

−

+

−

Fig. 2.3 – Système bouclé avec le prédicteur de Smith.

système. Idéalement, on a G(s) = Ḡ(s) et exp(−δs) = exp(−δ̄s). On suppose donc le
transfert Ḡ(s) stable. C’est sous ces hypothèses qu’on comprend le fonctionnement du
prédicteur de Smith. Grâce à la boucle interne au prédicteur (dans la zone encadrée
de la figure 2.3), le signal entrant dans le contrôleur Gc(s) est

e2 = Yc − P (s)U − (Ḡ(s)− P (s))U = Yc − Ḡ(s)U

Ce terme est la différence entre la référence et la prédiction de la valeur de sortie du
système à l’horizon δ̄.

Le comportement entrée-sortie du système bouclé par le prédicteur de Smith est équi-
valent à celui du système donné sur la figure 2.4. Artificiellement, on a réussi à inter-
cepter le signal de mesure avant le bloc retard et donc à nous ramener à un problème
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de régulation d’un système sans retard. On notera toutefois que le retard est toujours
présent sur la sortie. Il n’a pas disparu du problème mais il n’interfère pas avec la
régulation.

6
��
��

- - - - -
∑

Ḡ(s)Gc(s) exp(−δ̄s)Yc(s) Y (s)+

−

Fig. 2.4 – Forme équivalente du système bouclé avec le prédicteur de Smith.

Amélioration du comportement du prédicteur de Smith lorsque le retard
est mal identifié Il est bien connu que le prédicteur de Smith n’est performant que
si le retard du système est très bien identifié. Lorsque ce n’est pas le cas, une solution
peut consister à filtrer (filtre F (s) sur la figure 2.5) l’écart entre la sortie mesurée
et l’estimation synchronisée (retardée) pour atténuer l’influence de ce terme dans la
rétroaction. En pratique, lorsque le retard est mal connu, le filtrage ajouté, nécessaire
pour augmenter la robustesse du contrôleur, dégrade les performances du contrôleur :
il est alors plus simple et tout aussi performant d’utiliser un régulateur type PID avec
des réglages adaptés.
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Fig. 2.5 – Implémentation du prédicteur de Smith avec filtre additionnel de robustesse.

2.2 Prédicteur de Smith adaptatif

Nous présentons dans la section 2.2.1 le prédicteur de Smith adaptatif proposé et nous
le comparons dans la section 2.2.2 au régulateur PI et au prédicteur de Smith sur un
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modèle du premier ordre retardé. Nous nous plaçons délibérément dans le cadre d’une
structure connue pour la variabilité du retard donc, par conséquent, nous ne cherchons
pas à comparer avec des méthodes d’identification en ligne du retard.

2.2.1 Présentation du prédicteur de Smith adaptatif

Le prédicteur de Smith adaptatif est, comme son nom l’indique, issu du prédicteur
de Smith : il se représente comme sur la figure 2.5. L’amélioration proposée consiste
à mettre à jour le retard dans le modèle de commande du procédé. Cette mise à
jour permet d’avoir un modèle plus proche du procédé, et donc un contrôleur plus
performant. L’amélioration repose sur la connaissance du retard qui, dans la majeure
partie des cas, est lié au transport d’un produit dans un volume fixe à un certain débit
(retard de transport) et au temps nécessaire pour prélever un échantillon, réaliser la
mesure et renvoyer le résultat de la mesure (retard de mesure). La variabilité du retard
de transport est due aux changements de débit. Le retard de mesure peut être variable
et en particulier peut dépendre de la valeur courante de la grandeur mesurée. Dans
tous les cas cependant, au moment où une nouvelle mesure est disponible, le retard de
mesure est connu.

Pour que le prédicteur de Smith ait un comportement optimal, il faut que les para-
mètres du modèle (en particulier le retard) soient bien connus. Dans le cas contraire,
en particulier lorsque le retard du procédé varie, le procédé commandé peut devenir
instable. Pour pallier ce problème, une estimation en ligne du retard est réalisée. Le
retard estimé correspond à la somme du retard de mesure et du retard de transport. Le
retard de mesure est connu à chaque itération, mais le retard dû au transport dépend
(implicitement) du volume traversé V et du débit volumique Q(t). Dans le cas piston
pur, il est défini par l’équation

V =

∫ t

t−δ(t)
Q(s) ds (2.8)

La connaissance du débit en fonction du temps permet de résoudre à chaque instant
cette équation implicite (qui ne possède qu’une unique solution lorsque le débit est
strictement positif) pour mettre à jour le retard et synchroniser correctement le pré-
dicteur adaptatif. Nous rappelons l’origine de l’expression (2.8) dans l’annexe C.

Lorsqu’il existe de la diffusion, le retard calculé à partir de l’intégrale (2.8) est surestimé
et il est nécessaire de corriger cette estimation. Nous présentons, à la section 2.4 une
méthode pour prendre en compte la diffusion dans le calcul du retard.

2.2.2 Etude comparative sur un système du premier ordre re-
tardé

Nous comparons dans ce qui suit le comportement du système (2.1) lorsqu’il est bouclé
avec un régulateur PI (réglé avec la méthode proposée par [TF03]), un prédicteur de
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Smith et le prédicteur de Smith adaptatif. Pour cela, nous choisissons deux jeux de
paramètres différents : le premier (K, τ, δ) = (1, 1, 1) permet d’avoir un ratio δ/τ égal
à 1 et le second (K, τ, δ) = (1, 0.2, 1) où le ratio δ/τ vaut 5.

Les simulations présentées sur les figures 2.6 et 2.7 sont des suivis de trajectoires avec
un retard qui varie de +40%. Dans le modèle de commande du contrôleur PI et du
prédicteur de Smith, le retard n’est pas mis à jour : la commande ne tient pas compte
de la variation de débit. En revanche, dans le prédicteur de Smith adaptatif, le retard
est mis à jour à partir de sa vraie valeur. La simulation avec le premier modèle, figure

0 2 4 6 8 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y(
t)

Temps (min)

Consigne
PI TF
Prédicteur de Smith
Prédicteur de Smith adaptatif

Fig. 2.6 – Réponse à un échelon de consigne sur le modèle (K, τ, δ) = (1, 1, 1). Le
retard identifié vaut +40% du retard réel

2.6, montre que la réponse du prédicteur de Smith adaptatif est stable et rapide. Le
régulateur PI et le prédicteur de Smith offrent des réponses très proches l’une de l’autre,
même si le prédicteur de Smith présente un comportement légèrement perturbé par la
variation du retard. Le rapport δ/τ est égal à 1, cela permet au contrôleur PI d’être
performant et au prédicteur de Smith de se montrer assez robuste face à l’erreur sur le
retard. La simulation du second modèle, figure 2.7, met en évidence la sensibilité du
prédicteur de Smith aux erreurs sur le retard lorsque le rapport δ/τ est très supérieur
à 1. En effet, alors que l’erreur sur retard (en %) est identique à celle du cas précédent,
la réponse obtenue avec le prédicteur de Smith est instable. Le contrôleur PI offre
une réponse stable mais lente (les temps de montée et de réponse sont très longs). Le
prédicteur de Smith adaptatif permet de conserver les performances du prédicteur de
Smith lorsque le retard est bien identifié : la réponse atteint rapidement la consigne
sans perte de stabilité.

Régulateur PI adaptatif. Dans le même esprit que pour le prédicteur de Smith, il
est possible de mettre à jour les paramètres du régulateur PI. Cette mise à jour permet
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Fig. 2.7 – Réponse à un échelon de consigne sur le modèle (K, τ, δ) = (1, 0.2, 1). Le
retard identifié vaut +40% du retard réel

de récupérer les performances d’un régulateur PI réglé avec la valeur réelle du retard.
Mais cette approche implique d’avoir la connaissance du retard ou du moins le moyen
de le calculer précisément : dans ce cadre et pour obtenir de meilleurs performances,
l’utilisation d’un prédicteur de Smith adaptatif est plus naturel.

Néanmoins, nous avons testé cette approche (où les réglages sont ceux de [TF03])
sur le modèle (2.1) et sur le modèle d’hydrodésulfuration présenté à la section 2.3.
Les résultats obtenus sont logiquement un peu moins bons que ceux du prédicteur de
Smith adaptatif, mais meilleurs que ceux du régulateur PI à paramètres fixés et que
ceux du prédicteur de Smith à retard fixé.

2.2.3 Conclusion

La connaissance ou l’estimation des paramètres d’un système permet, si elle est ex-
ploitée dans le régulateur, d’améliorer considérablement les performances du système
en boucle fermée. Dans le cas des systèmes à retards, les performances du prédicteur
de Smith adaptatif (lorsque les retards sont connus ou bien estimés) font de celui-ci
un contrôleur naturel à utiliser.
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2.3 Étude comparative sur un modèle d’une unité
d’hydrodésulfuration

Pour confirmer les conclusions de la précédente étude, nous développons, dans cette
section, un modèle de procédé d’hydrodésulfuration. Le cœur du procédé est un réac-
teur tubulaire modélisé par une équation piston diffusion. C’est un procédé qui présente
un retard important et variable ; les variations du débit d’entrée du réacteur sont à
l’origine de la variabilité du retard.

2.3.1 Contexte

Les gazoles moteur et fuel domestique sont constitués en grande partie des coupes
gazoles et kérosènes obtenues dans la distillation initiale du pétrole brut. Quand elles
sont issues de bruts à moyenne teneur en soufre (MTS) ou à haute teneur en soufre
(HTS), ces coupes ont des teneurs en soufre incompatibles avec les spécifications im-
posées par les directives européennes (50 ppm masse depuis le 1er janvier 2005 et 10
ppm masse à partir du 1er janvier 2009).

En hydrodésulfuration de gazoles, le taux de désulfuration visé jusqu’à présent était
de 90-95 %. Pour respecter les nouvelles spécifications, ceux-ci doivent être accrus à
95-98 % en fonction des teneurs en soufre des charges à traiter.

Face à un approvisionnement constitué majoritairement de bruts MTS et HTS, les
raffineries doivent disposer de capacités importantes en hydrodésulfuration de gazoles
et cela d’autant plus, qu’aux coupes de distillation s’ajoutent maintenant les produits
craqués. L’abaissement de la teneur en soufre va conduire, d’une part à des modifi-
cations des unités existantes d’hydrodésulfuration des gazoles et d’autre part à des
améliorations des outils de commande.

2.3.2 Description du procédé

Nous étudions le cas particulier de la désulfuration d’une coupe intermédiaire qui
entre dans la composition des gazoles. Dans le procédé réel, la charge à désulfurer
est mélangée avec un gaz (essentiellement de l’hydrogène). Le soufre est éliminé par
combinaison chimique avec de l’hydrogène en présence d’un catalyseur adapté ; l’unique
réaction retenue s’écrit :

RSH + H2 −→ RH + H2S (2.9)

C’est une simplification très importante du schéma réactionnel réel. L’unité d’hydro-
désulfuration que nous avons choisi de modéliser est décrite sur la figure 2.8.

Pour simplifier la simulation et la commande, nous avons fait les hypothèses suivantes :
– la température d’entrée du réacteur peut être réglée instantanément ;
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– les composants légers sont totalement et instantanément séparés du liquide dans le
séparateur à la sortie du réacteur ;

– le rapport entre la charge et le gaz (recyclage + apport de gaz riche en hydrogène)
reste constant ;

– la composition de la charge mélangée à la recyclage est constante.

Ces hypothèses ne simplifient pas le problème de manière excessive ; les conclusions que
nous donnons sur ce modèle restent valables sur le procédé. Concernant la première
hypothèse, en pratique, une mesure de température est réalisée peu après le four et
celle-ci est utilisée pour commander le brûleur du four. Cette boucle bas niveau a
une dynamique rapide comparativement à celle du procédé, avec un temps de réponse
inférieur à 10 minutes, contre un temps de réponse supérieur à 1 heure pour le procédé.
Relaxer les deux dernières hypothèses ne conduirait pas à des résultats qualitativement
différents.

Le modèle simplifié garde les caractéristiques principales que nous avons voulu isoler
pour les essais : des non-linéarités fournissent un gain et une constante de temps
variables, le transport par la tuyauterie nous donne un retard variable. La figure 2.9
permet d’illustrer ces variations du retard.

2.3.3 Modèle

Réacteur

Nous nous sommes attardés sur la modélisation du réacteur, cœur de l’unité. En par-
tant de la conservation de la matière (2.10) et de l’énergie (2.11), nous avons établi
les modèles pour les réacteurs suivants : réacteur parfaitement agité continu, réacteur
piston et réacteur piston-diffusion. Pour chaque composant Aj, la conservation de la
matière exige que l’on ait Débit

d’accumulation
de Aj

 =

(
Flux de Aj

entrant

)
−
(

Flux de Aj
sortant

)
+

 Débit de
production

de Aj


(2.10)

et le premier principe de la thermodynamique donne Quantité d’énergie
entrant

dans le réacteur

 =

 Quantité d’énergie
sortant

du réacteur

+

 Energie interne
s’accumulant

dans le réacteur

 (2.11)

Pour le réacteur, nous utilisons le modèle piston avec diffusion de matière et d’énergie.
Nous supposons que le profil de pression dans le réacteur est constant et que le volume
molaire est constant. L’état du modèle est constitué par les fractions molaires des
réactifs (xRSH , xH2) et des produits (xRH , xH2S), ainsi que par la température (T ).
Le modèle du réacteur s’écrit
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Fig. 2.8 – Schéma simplifié d’une unité d’HDS


∂x

∂t
= vmol

(
−F

Ω

∂x

∂z
+ ν r(·)

)
+D

∂2x

∂z2
∀ x ∈ {xRSH , xH2 , xRH , xH2S}

τT
∂T

∂t
= −FCP

Ω

∂T

∂z
+ ∆H r(·) +DT τT

∂2T

∂z2

(2.12)
où T (0, t) est la commande et xRSH(0, t), xH2(0, t), xRH(0, t) et xH2S(0, t) sont constants
(ils pourraient être utilisés comme des perturbations). Le terme ν vaut -1 pour les ré-
actifs et 1 pour les produits. Le terme τT nous permet de prendre en compte le fluide,
le catalyseur et le métal du réacteur. La cinétique de la réaction est notée

r(·) = r(T, xRSH , xH2) = k exp

(
− Ea
RT

)
xRSH xH2 (2.13)
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Fig. 2.9 – Fraction massique de RSH. Simulation boucle ouverte.

Dans ce modèle, les paramètres Ea, k et ∆H ont été identifiés numériquement en
faisant trois hypothèses basées sur des connaissances réelles en régime permanent :
– si la température d’entrée est T in = 623K alors la température de sortie est T out =

643K ;
– si la température d’entrée est T in = 623K et que la pureté massique en en-

trée est xin = 350ppm massique alors la pureté massique en sortie est xout =
50ppm massique ;

– si la température d’entrée est T in = 628K et que la pureté massique en en-
trée est xin = 350ppm massique alors la pureté massique en sortie est xout =
40ppm massique.

L’identification numérique des paramètres cinétiques dépend des valeurs de D et DT

qui sont difficiles à connaître ou à identifier, mais qui ont été fixées au préalable.

Séparateur

A la sortie du réacteur, la charge est refroidie, nous ne prenons plus en compte la
dynamique de la température. Nous supposons que la séparation entre le gaz liquide
est parfaite et instantanée. Nous modélisons donc le séparateur à l’aide d’équations
algébriques (2.14). Notons, avant la séparation, xliqj , la fraction molaire du constituant
j sous forme liquide et xgazj la fraction molaire du constituant j en phase gazeuse alors
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Symb. Quantité Unité
D Coefficient de diffusion de la matière m2.s−1

DT Coefficient de diffusion de la température m2.s−1

Ea Énergie d’activation J.mol−1

F Débit molaire en z mol.min−1

t Temps min
T Température (Temp.) K
vmol Volume molaire dans le réacteur m3.mol−1

xRSH Fraction molaire de RH
xH2 Fraction molaire de H2

xRH Fraction molaire de RH
xH2S Fraction molaire de H2S
xB Fraction molaire de B
z Unité de longueur m
∆H Enthalpie de réaction J.mol−1

ν Coefficient stœchiométrique
Ω Section du réacteur m2

τT Pseudo constante de temps J.K−1.m−3

Tab. 2.1 – Notations

on a

x̄liqj =
xliqj∑
k x

liq
k

, x̄gazj =
xgazj∑
k x

gaz
k

. (2.14)

où x̄liqj (resp. x̄gazj ) désigne la fraction molaire du constituant j liquide (resp. gazeux)
après la séparation. Nous supposons qu’à ce niveau de l’unité les constituants H2 et
H2S sont gazeux et RH et RSH sont liquides.

Stripper

À partir de la sortie du séparateur, nous modélisons uniquement la dynamique des
éléments en phase liquide. Nous simplifions le problème en faisant l’hypothèse que
le stripper se comporte comme un simple ballon modélisé comme un réacteur par-
faitement agité continu dans lequel il n’y a pas de réaction. Le bilan matière est le
suivant

dx̄j
dt

=
F d

Nd

(
x̄inj − x̄j

)
.

où F b est le débit molaire à l’entrée du réacteur et N b est le nombre de moles dans le
ballon.

Le stripper, en aval du séparateur, est destiné à soutirer (en tête) l’H2S et les consti-
tuants légers qui restent dans le liquide après la séparation. Une température d’épuise-
ment suffisante permet de retirer pratiquement tout l’H2S présent dans la charge. Par
contre, le soufre (hors H2S) est essentiellement contenu dans les constituants lourds,
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qui se retrouvent en totalité en fond. En pratique, pour un débit de 200 t/h à l’entrée
du stripper, le débit en fond de stripper est supérieur à 190 t/h . Dans ces conditions,
on peut considérer que charge et débit soutiré en fond sont identiques. Par ailleurs, sur
les plateaux sous l’alimentation, on peut négliger les fractions vapeur des constituants
lourds contenant le soufre. Pour ces constituants, chaque plateau se comporte comme
un filtre du premier ordre de la fraction liquide du plateau au dessus. Le comportement
de la fraction soufre en fond de stripper est alors assimilable à celui d’un premier ordre
retardé.

Tuyauterie

En pratique, la tuyauterie permet d’acheminer le produit du réacteur au séparateur,
puis du séparateur au ballon et finalement, du ballon à l’endroit où la mesure est
réalisée. Dans l’unité simplifiée que nous modélisons, nous faisons l’hypothèse que le
comportement de l’ensemble des tuyauteries est similaire au comportement dans une
seule conduite dont le volume correspond à la somme des volumes des tuyauteries. Dans
cette conduite, nous supposons que le comportement du fluide est du type piston pur.
Le modèle utilisé est l’EDP du transport

∂x̄j
∂t

= −vpmol
F p

Ωp

∂x̄j
∂z

pour tout j ∈ {R, RSH} ,

où vpmol, F
b et Ωp sont respectivement le volume molaire à l’intérieur de la conduite

de longueur Lp qui génère le retard, le débit à l’entrée de la conduite et la section de
celle-ci.

2.3.4 Résultats de simulation

Discrétisation en espace Le modèle final est composé de plusieurs équations aux
dérivées partielles que nous avons discrétisées avec un schéma décentré dans l’espace
(cf. équations (2.15), (2.16), (2.17) et (2.18)) pour nous ramener à une suite d’équations
différentielles ordinaires.

∂xj
∂z

=
xij − xi−1

j

l
, (2.15)

∂T

∂z
=

T i − T i−1

l
, (2.16)

∂2xj
∂z2

=
xi+1
j − 2xij + xi−1

j

l2
, (2.17)

∂2T

∂z2
=

T i+1 − 2T i + T i−1

l2
. (2.18)

où l est la taille du réacteur divisée par le nombre de mailles n (une maille représente
alors un réacteur parfaitement agité). La discrétisation des conduites est réalisée de
manière similaire.
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Modèle de commande Pour la commande, nous avons choisi d’identifier le modèle
de procédé comme un modèle linéaire du premier ordre avec retard. La commande u(t)
est la température d’entrée du réacteur et la sortie y(t) est la teneur en soufre (ppm
massique) en sortie du stripper. Le modèle de commande obtenu est valide autour du
point de fonctionnement suivant :

ȳ = α× 50 ppm massique, ū = 623K

où α est une constante utilisée pour convertir les fractions massiques en fractions
molaires. Il est noté

τ ẏ(t) = −
(
y(t)− ȳ

)
+K

(
u(t− δ)− ū

)
L’identification, réalisée avec ISIAC ([TB04]), donne

K = −2 ppm.K−1, τ = 8.28 min et δ = 27 min

Le débit de charge est considéré comme une perturbation. Nous avons réalisé des
études de robustesse par rapport à des variations du retard et des études en suivi
de trajectoire. Les simulations sont représentées respectivement sur les figures 2.10 et
2.11.

Rejet de perturbations

Le retard variable est dû à la variation du débit de charge. Cela nous conduit à tester
la robustesse des contrôleurs en introduisant des changements dans le débit F à l’entrée
du réacteur. Fref est le débit de charge qui a été utilisé pour identifier le modèle. La
simulation se déroule en cinq étapes : Étape 1 : quand t ∈ [0, 5], F = 1.3 Fref .
Étape 2 : quand t ∈ [5, 10], F = Fref . Étape 3 : quand t ∈ [10, 15], F = 0.7 Fref .
Étape 4 : quand t ∈ [15, 20], F = Fref .

La figure 2.10 montre la fraction massique de soufre à la sortie du ballon. Après
chaque changement de débit, nous notons la présence d’un pic (sur-oscillation ou sous-
oscillation). Celui-ci est inévitable lorsqu’il y a des échelons de débit. En effet, à l’ins-
tant où le débit augmente, nous ne pouvons plus agir sur le produit présent dans le
réacteur pour compenser la diminution du temps de séjour par une augmentation de la
température (c’est à dire une augmentation de la vitesse de la réaction) : la charge sort
du réacteur avec plus de soufre. Le phénomène est analogue lorsque le débit diminue.

Pendant l’étape 1, le retard diminue car le débit est plus important. La réponse du
PI est lente, son temps de montée est le plus long des trois contrôleurs. Le prédicteur
de Smith a un temps de montée plus rapide, mais l’erreur sur le retard fait apparaître
des oscillations sur le signal de sortie, donc le temps de réponse est le plus long. Le
prédicteur adaptatif amène la sortie rapidement à sa consigne ; son temps de montée
est le plus court des trois contrôleurs proposés. De plus, le temps de réponse est plus
court de plus d’une heure par rapport à celui des autres contrôleurs. L’étape 2 souligne
la supériorité des prédicteurs quand le retard est exactement identifié. Ici, le retard
réel est identique au retard utilisé par les contrôleurs : la convergence de la sortie vers
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Fig. 2.10 – Rejet de perturbation

sa consigne est rapide. Le contrôleur PI converge plus lentement, le temps de réponse
est plus long d’une heure par rapport aux deux prédicteurs. Pendant l’étape 3, le
retard augmente car le débit est moins important. Le prédicteur adaptatif a un temps
de montée légèrement plus long que celui des deux autres contrôleurs, mais le temps
de réponse est beaucoup plus petit (plusieurs heures de différence). Pendant l’étape
4, le débit à l’entrée du réacteur est égal au débit de référence, les conclusions sont les
mêmes que dans l’étape 2. Les prédicteurs donnent de meilleurs comportements que
le contrôleur PI.

Suivi de trajectoire

Nous proposons dans cette section un exemple de suivi de trajectoire perturbé par une
variation du retard, due à un changement de débit de charge précédant le début de la
simulation (F = 0.8 Fref). Les résultats sont présentés sur la figure 2.11. Au début,
le procédé est initialisé à un point d’équilibre avec la consigne, puis la simulation se
déroule en cinq étapes : Étape 1 : quand t ∈ [0, 9], yc = 60. Étape 2 : quand
t ∈ [9, 16], yc = 50. Étape 3 : quand t ∈ [16, 22], yc = 40. Étape 4 : quand
t ∈ [22, 25], yc = 50.
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Fig. 2.11 – Suivi de trajectoire avec perturbation du débit à l’entrée du réacteur

La réponse du prédicteur adaptatif est plus rapide pendant toute la simulation : le
temps de montée et le temps de réponse sont les plus courts sur les quatre étapes. Les
résultats sont très similaires à ceux constatés en rejet de perturbation, le prédicteur
adaptatif prend en compte les variations de retard et offre un comportement rapide et
stable.

Remarque 2.1
À partir de l’estimation du retard, nous avons aussi testé une mise à jour des pa-
ramètres d’un régulateur PI selon les formules (2.3) de Tavakoli-Fleming. Les résul-
tats obtenus sont un peu moins bons que ceux du prédicteur adaptatif, mais toutefois
meilleurs que ceux du régulateur PI à paramètres fixés et que ceux du prédicteur de
Smith à retard fixé.

2.4 Variabilité du retard associée à l’équation piston
diffusion

Comme nous l’avons vu dans les sections précédentes, l’amélioration des performances
du prédicteur adaptatif repose sur la connaissance du retard. Dans la majeure partie
des cas, ce retard est lié au transport d’un produit dans un volume fixe à un certain
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débit (retard de transport) et au temps nécessaire pour prélever un échantillon, réaliser
la mesure et renvoyer le résultat de la mesure (retard de mesure). Le retard de mesure
est variable, mais il est connu, il peut donc être exploité directement. Si dans le cas
piston pur, l’expression du retard peut être estimée via l’équation implicite (2.8), il
n’en est pas de même pour un modèle piston diffusion. En effet, il est nécessaire de
corriger cette estimation.

2.4.1 Prise en compte de la diffusion pour le calcul du retard

Pour un même réacteur tubulaire, différents types de modèles peuvent être dérivés
selon les besoins. Dans le cadre de la commande de procédés, le modèle généralement
le plus utilisé est du type premier ordre retardé. Ce type de modèle ne tient toutefois
pas compte de la nature du réacteur tubulaire pour lequel la dynamique et la cinétique
de réaction peuvent être caractérisées en tout point du réacteur. En effet, l’utilisation
des bilans de matière et d’énergie mène directement à des équations aux dérivées
partielles. Pour une simple conduite, celles-ci sont des équations de transport. Dans
le cas général, pour un réacteur tubulaire, le modèle obtenu des bilans est du type
piston-diffusion avec un terme qui représente la cinétique de réaction.

Après avoir calculé l’expression dans le cas piston pur (2.8), nous présentons dans
ce qui suit un calcul du retard pour un modèle piston-diffusion (sans cinétique de
réaction).

Lorsqu’il existe de la diffusion, le retard calculé à partir de l’intégrale (2.8) est sur-
estimé. Il est nécessaire de corriger cette estimation : nous utilisons pour cela des
résultats issus de travaux sur l’équation de la chaleur que nous présentons dans ce
qui suit. En simulation, ces résultats permettent aussi, dans le cas du piston pur, de
compenser les effets de diffusion numérique. Ceux-ci sont créés par les discrétisations
en espace que nous utilisons pour nous ramener à un système d’équations différen-
tielles ordinaires en temps. La diffusion a aussi un effet sur les constantes de temps du
système, effet que nous négligeons ici, mais qui ouvre d’autres voies pour l’adaptation
des contrôleurs.

Nous proposons dans ce qui suit une méthode pour le calcul du retard dans le cas de
l’équation piston diffusion. Nous reprenons l’idée de Ziegler et Nichols qui proposent
dans [ZN43] de déterminer graphiquement les paramètres d’un modèle du premier
ordre à retard à partir de la réponse à un échelon du système. C’est une méthode
couramment utilisée pour l’identification des paramètres d’un modèle. Une version
analytique du calcul du retard pour le cas particulier de l’équation piston diffusion est
proposée dans la suite de cette section.
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Solution de l’équation piston diffusion

Considérons l’équation piston diffusion suivante λ
∂2y

∂z2
=

∂y

∂t
+ v · ∂y

∂z
y(z, 0) = f(z)

(2.19)

Dans le cas particulier où la condition initiale est un échelon défini par

f(z) =

{
0 ∀z ∈ [0 ; +∞[
1 ∀z ∈ ]−∞ ; 0[

, (2.20)

la solution analytique de cette équation s’écrit

y(L, t) =
1

2
erfc

(
L

2
√

tλ
−

v
√

t

2
√

λ

)
(2.21)

où la fonction1 erfc(x) est

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t
2

dt avec erfc(0) = 1.

La solution est démontrée dans l’annexe B.

Calcul du temps où la pente est maximum

Pour le calcul du retard, nous avons besoin de l’expression du temps où la pente est
maximale. Nous calculons la dérivée seconde de la fonction y(L, t) par rapport au
temps2 pour déterminer l’instant où la fonction aura une dérivée maximum. Nous
posons

g(t) =
L

2
√
tλ
− v

√
t

2
√
λ

Il vient alors
g′(t) = − 1

4
√
λ

(
L

t
√
t

+
v√
t

)
,

g′′(t) =
1

8
√
λ

(
3L

t2
√
t

+
v

t
√
t

)
Nous avons aussi

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t
2

dt

erfc′(x) = − 2√
π
e−x

2

erfc′′(x) =
4√
π
x e−x

2

= −2x erfc′(x)

1“fonction erreur complémentaire”
2Dans le calcul qui suit, L est considérée constante.
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La dérivée seconde s’écrit :

∂2y

∂t2
(L, t) =

1

2
erfc′∣∣g(t) (−2g(t) g′(t)2 + g′′(t)

)
Comme il faut annuler cette équation pour obtenir une expression du temps où la
pente de y(L, t) est maximum, nous cherchons t tel que :

0 = −2g(t) g′(t)2 + g′′(t)

0 = −2
1

2
√
λ

(
L√
t
− v

√
t

)
1

16λ

(
L

t
√
t

+
v√
t

)2

+
1

8
√
λ

(
3L

t2
√
t

+
v

t
√
t

)
0 = . . .

0 =
v3

t3
√
t

(
t3 + t2

(
L

v
+

2λ

v2

)
+ t

(
6λL

v3
− L2

v2

)
− L3

v3

)
︸ ︷︷ ︸

P (t)

Notons
a =

L

v
et b =

2λ

v2
,

le polynôme P (t) s’écrit alors

P (t) = t3 + t2 (a+ b) + t
(
3ab− a2

)
− a3

La solution intéressante de l’équation P (t) = 0 est la suivante

κ =
(
48 a2b+ 84 ab2 + 64 a3 − 8 b3 + 12

√
276 a3b3 − 192 a4b2 − 27 a2b4 + 192 a5b

)1/3

tpmax =
κ

6
−
(

7

3
ab− 4

3
a2 − b2

3

)
2

κ
− a

3
− b

3
(2.22)

Ce temps correspond au temps où la pente de la solution de (2.19) est maximale.

Remarque 2.2 (Solution approchée)
L’expression du temps tpmax dans (2.22) est compliquée, mais nous avons déterminé
un temps t̄pmax très proche de celui-ci et dont l’expression est beaucoup plus simple.
Lorsque nous choisissons

t̄pmax = a− b,

les temps tpmax et t̄pmax sont similaires dans la plupart des cas.

Cette expression nous permet de retrouver l’expression du retard lorsqu’il n’y a pas de
diffusion. En effet, dans ce cas, λ = 0 donc b = 0 et ainsi, le temps où la pente est
maximum est exactement le retard. Elle est égale à

t̄pmax = a =
L

v
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Fig. 2.12 – Identification de la solution de l’EDP (2.19) par un premier ordre retardé.

2.4.2 Calcul du retard pur

Pour identifier le retard pur d’un système du premier ordre, nous choisissons comme
première approximation l’expression (2.23) qui correspond au temps où la tangente à
la solution de l’équation piston diffusion au point de pente maximale coupe l’axe des
abscisses. Pour cela, calculons la pente maximum de y(L, t) (en tpmax).

dy

dt
(L, tpmax) =

1

2

(
− L

4t
3/2
pmax

√
λ
− v

4
√
λtpmax

)
d erfc
dt

(
L

2
√
tpmaxλ

− v
√
tpmax

2
√
λ

)

= −1

2

(
− L

4t
3/2
pmax

√
λ
− v

4
√
λtpmax

)
2√
π
e
−
�

L

2
√

tpmaxλ
− v
√

tpmax

2
√

λ

�2

L’approximation du retard s’écrit finalement

δ = tpmax −
y(L, tpmax)
dy
dt

(L, tpmax)
(2.23)
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La figure 2.12 montre la solution de l’EDP (2.19) et le retard calculé via la méthode
présentée précédemment.

Dans le cadre d’un modèle piston diffusion, cette approximation du retard est une don-
née supplémentaire qui permet de mettre à jour le retard dans le prédicteur de Smith
adaptatif à partir des paramètres du modèle de connaissance. Elle permet d’amélio-
rer les performances du prédicteur proposé lorsque le procédé commandé est de type
piston diffusion.

2.4.3 Simulation

Pour illustrer les améliorations apportées lorsque la diffusion est prise en compte dans
la commande, nous présentons dans cette sous-section une simulation de suivi de tra-
jectoire sur un modèle piston-diffusion. Le modèle simulé s’écrit

∂y

∂t
= −v · ∂y

∂z
+ λ

∂2y

∂z2
(2.24)

où v est une vitesse et λ est le coefficient de diffusion. Pour la simulation, nous avons
discrétisé l’équation (2.24) avec un schéma décentré dans l’espace pour nous ramener
à une suite d’équation différentielle ordinaire.

∂x

∂z
=
xi − xi−1

l
, et

∂2x

∂z2
=
xi+1 − 2xi + xi−1

l2
(2.25)

où l est la longueur d’une maille. Nous bouclons le système avec le prédicteur de
Smith présenté dans ce chapitre. Le modèle interne utilisé est identifié hors ligne :
c’est un premier ordre avec retard. Nous distinguons deux cas : pour le premier modèle
identifié, nous prenons en compte le transport et la diffusion de l’équation (2.24) ; dans
le second modèle, seul le transport est utilisé pour l’identification. L’identification de
l’équation aux dérivées partielles avec un premier ordre retardé se justifie alors par
la présence de diffusion numérique. Le schéma de discrétisation utilisé est source de
diffusion numérique dont nous tenons compte dans l’identification du modèle interne.
Le régulateur interne est un PI qui est réglé à partir du modèle identifié comme suit

Kc = K, et Ti = τ

où K est le gain et τ la constante de temps du modèle identifié.

Nous présentons sur la figure 2.13 les solutions y(t) = x(L, t) de l’équation (2.24)
bouclée avec un prédicteur de Smith d’une part lorsque la diffusion est prise en compte
et d’autre part, lorsqu’elle ne l’est pas. Dans cet exemple, le fait de ne pas prendre en
compte la diffusion dans le prédicteur de Smith dégrade les performances et porte le
système en limite de stabilité. Dans ce cas, la perte de stabilité peut être estompée par
l’ajout d’un filtre dans le prédicteur et par la dégradation des paramètres du régulateur
interne, mais alors, la réponse obtenue est moins performante.

Ainsi, la prise en compte du terme de diffusion dans le calcul du retard permet de
préserver les bonnes performances du prédicteur de Smith obtenues lorsque le retard
est bien connu.



32
Chapitre 2. Limitations et possibilités d’adaptation des méthodes usuelles de

contrôle pour les systèmes à retards variables

0 20 40 60 80 100 120
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
y(

t)

Temps (min)

Consigne
Smith réglé sans la diffusion
Smith réglé avec la diffusion

Fig. 2.13 – Suivi de trajectoire sur un modèle piston diffusion bouclé avec un prédicteur
de Smith synthétisé avec et sans utilisation de la diffusion

2.5 Conclusion

Les résultats obtenus illustrent les problèmes liés à la variabilité du retard tels qu’ils se
posent en génie des procédés : il est nécessaire de rendre les PI robustes au détriment
de leur précision ; les prédicteurs de Smith classiques sont vulnérables aux erreurs sur
le retard pur et doivent aussi être déréglés pour acquérir de la robustesse. Ce déréglage
peut impliquer les paramètres du contrôleur ou consister uniquement en un filtrage plus
important de la différence entre la sortie mesurée et son estimation (mal) synchronisée.
Dans les deux cas, la réponse alors obtenue est plus lente et l’amélioration par rapport
à un contrôleur PI n’est plus significative.

Il est donc logique de s’attendre à une amélioration des résultats lorsque le retard
utilisé par le contrôleur est mis à jour. C’est ce que montrent les premiers résultats
présentés dans ce chapitre : le prédicteur adaptatif est sensiblement meilleur, en suivi
de trajectoire et en rejet de perturbations.

Dans le cadre particulier de l’équation piston diffusion, nous avons montré qu’il était
possible d’estimer le retard en fonction du terme de diffusion. Ce calcul permet la mise
à jour du retard dans le prédicteur de Smith adaptatif.

Ce chapitre a fait l’objet d’une publication [BCP04] présentée à Bath (UK) en sep-
tembre 2004 (Proc. of UKACC Int. Control Conference). La présentation du prédicteur
de Smith adaptatif a eu lieu en septembre 2005 à l’occasion du congrès de la société
française de génie des procédés [BCP05].



Chapitre 3

Commande d’une mélangeuse

Les problèmes générés par les retards variables apparaissent dans beaucoup de procédés
de raffinage et de pétrochimie, mais ils sont souvent combinés à d’autres phénomènes
provenant de caractéristiques propres aux procédés (réactions chimiques, diffusion de la
température, diffusion de la matière,...). Cette superposition de phénomènes empêche
souvent d’isoler clairement les difficultés liées aux retards variables.

Pour pallier ce problème, nous présentons dans ce chapitre un procédé dont la difficulté
essentielle est la gestion des retards variables. Le procédé étudié peut alors être vu
comme regroupant les problèmes liés aux retards variables qu’on retrouve dans un
procédé plus complexe. Il s’agit d’un procédé de mélange.

Les enjeux de l’optimisation de mélanges en raffinerie sont considérables : ils relèvent du
respect aux meilleurs coûts des spécifications réglementaires des carburants fabriqués
(indice d’octane, volatilité, taux de soufre. . .).

Nous étudions un modèle de mélange tel qu’il se pose dans les raffineries. Le mélange
de n bases qui ont chacune m propriétés (théoriquement connues) permet d’obtenir un
produit qui a m propriétés. L’objectif est de réguler (ou surveiller) les propriétés en
sortie de mélangeuse en commandant les débits de chaque base, cela en restant au plus
près de la recette (choix initial des proportions des bases dans le mélange). Dans ce
procédé, les retards variables sont dus au transport de la charge à des débits variables
dans des volumes fixes. La prise en compte des volumes morts (prémélanges) et des
contraintes sur les sorties dans la commande d’un tel procédé est un problème ouvert.

En pratique, si les volumes morts sont petits par rapport aux débits dans les conduites,
ils sont négligés ; le modèle devient linéaire [Pet00]. Le cas de la commande de mélanges
linéaires avec prémélanges est abordé dans [PCR98].

Dans la section 3.1, nous faisons une description du procédé tel qu’il est rencontré
dans les raffineries. La disposition des bacs de stockage et le regroupement des bases à
différents endroits de la raffinerie sont représentés par un schéma de principe que nous
appelons flowsheet.

Dans la section 3.3 nous proposons une manière de représenter un flowsheet quelconque
via une matrice et un vecteur. Puis nous proposons un modèle et une expression
générale des propriétés en sortie de mélangeuse, en fonction des propriétés des bases.
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À la section 3.4, nous proposons un estimateur des propriétés en sortie de mélangeuse
dont nous montrons la convergence vers les propriétés réelles en sortie de mélangeuse
en exhibant une fonction de Lyapunov.

À la section 3.5, nous proposons une commande prenant en compte les prémélanges
et les contraintes en sortie.

Finalement, à la section 3.6, nous présentons les résultats de simulation pour deux
flowsheets présentés dans ce chapitre.

3.1 Description du procédé de mélange

Dans le cas de mélange que nous traitons, chacune des bases n’est pas directement
envoyée à la mélangeuse. En effet, la disposition des bacs de stockage des bases dans
une raffinerie fait que les conduites qui transportent les bases se combinent à différents
emplacements avant d’arriver dans la mélangeuse. La figure 3.1 donne un exemple de
regroupements de conduites en amont de la mélangeuse. Dans la suite, ces regroupe-
ments sont dénommés des prémélanges.

Bac 4

Bac 2

Bac 3

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������
�������������������

Mélangeuse

Bac 5

Bac 1

Volume V1

Volume V3

Volume V2

Fig. 3.1 – Disposition des bacs de stockage et regroupement des bases avant la mé-
langeuse

Les volumes morts Vi génèrent des retards purs sur la sortie du modèle (i.e. sur les
propriétés du mélange). Ces retards sont variables car les débits traversant ces volumes
morts sont variables. Les fractions de débits de chaque base sont les commandes ; elles
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sont mises à jour toutes les minutes. Celles-ci sont déterminées afin de minimiser l’écart
à la recette en respectant (quand c’est possible) les contraintes sur les propriétés en
sortie de mélangeuse.

3.2 Composition de fonctions retard

Pour exprimer les propriétés de la coupe en sortie de mélangeuse, il est nécessaire
de tenir compte des volumes des conduites. Lorsque ces volumes se succèdent, l’ex-
pression de la sortie se complexifie en faisant apparaître des compositions de fonctions
retard (nous rappelons la définition de la fonction retard dans l’annexe C). Pour mieux
comprendre les calculs et l’expression des propriétés en sortie de mélangeuse dans la
section 3.3, nous présentons et interprétons ici un exemple simple de composition de
retard.

L’expérience que l’on souhaite décrire est la suivante : il est envoyé à débit variable
F (t) un liquide dans une conduite de volume V3 = V1 + V2. On place un capteur à
l’entrée du volume V1 qui permet de mesurer la propriété b1(t) et un autre capteur
entre V1 et V2 qui permet de mesurer la propriété b2(t). On souhaite exprimer, de deux
façons différentes, l’expression de la sortie b3(t) (en utilisant b2(t) et sans utiliser b2(t)).
Le problème est représenté sur la figure 3.2. Nous donnons une signification physique
aux différents retards à différents temps dans la table 3.1.

- - -r r rF (t)

b1(t) b2(t) b3(t)
V1 V2

Fig. 3.2 – Transport de matière dans 2 volumes successifs

Cas 1

Les propriétés en sorties des volumes V1 et V2 s’écrivent respectivement

b2(t) = b1(t− δ1(t)) où V1 =

∫ t

t−δ1(t)

F (s)ds

b3(t) = b2(t− δ2(t)) où V2 =

∫ t

t−δ2(t)

F (s)ds
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d’où
b3(t) = b1(t− δ2(t)− δ1(t− δ2(t)))

Cas 2

La propriété en sortie du volume V3 s’écrit aussi directement

b3(t) = b1(t− δ3(t)) où V3 = V1 + V2 =

∫ t

t−δ3(t)

F (s)ds

Montrons que
δ3(t) = δ2(t) + δ1(t− δ2(t))

Faisons l’hypothèse que F (t) 6= 0 sur l’intervalle d’étude. L’équation

V1 =

∫ t∗

t∗−δ1(t∗)

F (s)ds

est valable en tout temps t∗, notamment en t∗ = t− δ2(t) d’où

V1 =

∫ t−δ2(t)

t−δ2(t)−δ1(t−δ2(t))

F (s)ds

Il suffit d’écrire

V3 = V1 + V2∫ t

t−δ3(t)

F (s)ds =

∫ t−δ2(t)

t−δ2(t)−δ1(t−δ2(t))

F (s)ds+

∫ t

t−δ2(t)

F (s)ds

∫ t

t−δ3(t)

F (s)ds =

∫ t

t−δ2(t)−δ1(t−δ2(t))

F (s)ds

d’où

∫ t−δ2(t)−δ1(t−δ2(t))

t−δ3(t)

F (s)ds = 0 (3.1)

D’après l’hypothèse faite F (t) > 0, l’équation (3.1) est équivalente à

δ3(t) = δ2(t) + δ1(t − δ2(t))

�
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δ2(t) temps qu’a mis la particule à la sortie du volume V2 au
temps t pour parcourir ce volume V2.

t− δ2(t) temps auquel la particule à la sortie du volume V2 au
temps t est à l’entrée du volume V2 (et à la sortie du
volume V1).

δ1(t) temps qu’a mis la particule à la sortie du volume V1 au
temps t pour parcourir ce volume V1.

δ1(t− δ2(t)) temps qu’a mis la particule à la sortie du volume V1 au
temps t− δ2(t) pour parcourir ce volume V1.

δ3(t) temps qu’a mis la particule à la sortie du volume V2 au
temps t pour parcourir le volume V3 = V1 + V2.

δ2(t) + δ1(t− δ2(t)) temps qu’a mis la particule à la sortie du volume V2 au
temps t pour parcourir le volume V2 plus temps qu’a mis
la particule à la sortie du volume V1 au temps t− δ2(t)
pour parcourir le volume V1.

Tab. 3.1 – Signification physique des retards

3.3 Modèle

Dans ce qui suit, nous utilisons les notations suivantes

– n est le nombre de bases ;
– m est le nombre de propriétés de chaque base ;
– p est le nombre de prémélanges ;
– bi est le vecteur de longueur m représentant, soit les propriétés de la base i si i ≤ n,

soit les propriétés en sortie du prémélange k si i > n (on a alors i = n+ k) ;
– B est la matrice des propriétés des bases

B =
(
b1, . . . , bn

)
– ui est, soit la fraction du débit volumique de la base i si i ≤ n soit la fraction du

débit volumique traversant le prémélange k si i > n (on a alors i = n + k). Nous
avons

ui =
Qi

Q

où Qi est un débit volumique correspondant à la base (ou au prémélange) i et Q est
le débit total de la mélangeuse ;

– le retard généré, à l’instant t, par le volume mort du prémélange k est noté δk(t).

Les propriétés des bases sont supposées constantes. Par définition des fractions volu-
miques, nous avons

n∑
i=1

ui = 1
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3.3.1 Expression de la sortie

Dans cette section, nous commençons par rappeler l’expression de la sortie lorsque
chaque base arrive directement à la mélangeuse. Puis, à titre d’illustration, nous écri-
vons l’expression de la sortie lorsque la disposition des bacs de stockage et des pré-
mélanges dans la raffinerie est représentée par la figure 3.1. Enfin, dans le dernier
paragraphe de cette section, nous exposons une écriture de la sortie dans le cas géné-
ral, pour un flowsheet quelconque.

Cas d’un procédé sans prémélange

Lorsque chaque base arrive directement dans la mélangeuse, les propriétés du mé-
lange dépendent proportionnellement du débit de chaque base. L’expression y(t) des
propriétés du mélange s’écrit donc

y(t) = Bu(t)

La commande de ce type de procédé est étudiée dans [Pet00].

Cas particulier de la configuration représentée figure 3.1

La configuration des prémélanges en amont de la mélangeuse, correspondant à la fi-
gure 3.1, est représentée par le flowsheet figure 3.3.

Dans ce cas particulier, il y a cinq bases et trois prémélanges. Les fractions des débits
volumiques traversant les prémélanges s’écrivent

u6(t) = u4(t) + u5(t)
u7(t) = u1(t) + u2(t)
u8(t) = u1(t) + u2(t) + u3(t)

(3.2)

L’expression des propriétés en sortie fait intervenir les propriétés en sortie des prémé-
langes 2 et 3. On a donc

y(t) = b6(t)u6(t) + b8(t)u8(t) (3.3)

Au temps t, les propriétés en sorties des prémélanges s’écrivent

b6(t) =
b4 u4(t− δ1(t)) + b5 u5(t− δ1(t))

u6(t− δ1(t))

b7(t) =
b1 u1(t− δ2(t)) + b2 u2(t− δ2(t))

u7(t− δ2(t))

b8(t) =
b7(t− δ3(t))u7(t− δ3(t)) + b3 u3(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t))

(3.4)



3.3. Modèle 39

r

r

r

r

r

r

r

r

r

(b1, u1)

(b2, u2)

(b3, u3)

(b4, u4)

(b5, u5)

Base 1

Base 2

Base 3

Base 4

Base 5

(b6, u6)

(b7, u7)

(b8, u8)

y

V1

V2

V3

Fig. 3.3 – Flowsheet du procédé de mélange avec prémélanges

Nous utilisons (3.2), (3.3) et (3.4) pour obtenir une expression de la sortie dans laquelle
les propriétés des bases sont en facteur

y(t) = b1 u8(t)
u7(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t)))

u1(t− δ2(t− δ3(t)))

u7(t− δ2(t− δ3(t)))

+b2 u8(t)
u7(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t)))

u2(t− δ2(t− δ3(t)))

u7(t− δ2(t− δ3(t)))

+b3 u8(t)
u3(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t))
+ b4 u6(t)

u4(t− δ1(t))

u6(t− δ1(t))
+ b5 u6(t)

u5(t− δ1(t))

u6(t− δ1(t))
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Si on pose

U1(t) = u8(t)
u7(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t)))

u1(t− δ2(t− δ3(t)))

u7(t− δ2(t− δ3(t)))

U2(t) = u8(t)
u7(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t)))

u2(t− δ2(t− δ3(t)))

u7(t− δ2(t− δ3(t)))

U3(t) = u8(t)
u3(t− δ3(t))

u8(t− δ3(t))

U4(t) = u6(t)
u4(t− δ1(t))

u6(t− δ1(t))

U5(t) = u6(t)
u5(t− δ1(t))

u6(t− δ1(t))

(3.5)

et

U(t) =

 U1(t)
...

U5(t)


l’expression des propriétés en sortie de mélangeuse devient

y(t) = BU(t) =
5∑

i=1

Ui(t)bi

Remarque 3.1
Si u(t) est constant sur l’intervalle [t− δ2(t− δ3(t)) , t], alors

U(t) = u(t)

Les propriétés y(t) du mélange sont exprimées en fonction des propriétés des bases,
des valeurs présentes et passées des fractions de débits de chaque base. Les Ui(t) sont
des produits et rapports de commandes passées et présentes.

Les expressions des Ui(t) dans les propriétés du mélange sont donc beaucoup plus com-
plexes lorsqu’il y a des prémélanges. On voit notamment apparaître des compositions
des fonctions δi(t). Une des difficultés dans la mise en place d’une commande dans ce
problème est que la variabilité des retards est uniquement due aux variations de débits
qui sont justement les commandes.

Cas général

Considérons un flowsheet de mélange comportant p prémélanges numérotés de 1 à p.
Notons :

– Qi(t) le débit volumique de base i au temps t, avec i ∈ {1, . . . , n} ;
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– Qn+i(t) le débit volumique total traversant le volume mort i au temps t, avec i ∈
{1, . . . , p} (le débit entrant est toujours égal au débit sortant) ;

– Q(t) le débit volumique total de la mélangeuse au temps t, Q(t) =
∑

i=1,nQi(t) ;
– Vi le volume mort associé au prémélange i ;
– bi le vecteur des propriétés de la base i, bEj (t) (resp. bSj (t)) le vecteur des propriétés à

l’entrée (resp. la sortie) du prémélange j au temps t. Par convention pour une base
bi = bEi (t) = bSi (t).

À toute base i associons un chemin Πi défini par la suite des pi volumes morts tra-
versés à partir de cette base pour atteindre la mélangeuse. C’est une suite de pi
entiers différents qui se rapportent aux indices de numérotation des prémélanges,
Πi = {π1

i , π
2
i , . . . π

pi

i }, avec πji ∈ {1, . . . , p} pour tout j ∈ {1, . . . , pi}. Πi = ∅, soit
pi = 0, signifie que la base i est directement injectée dans la mélangeuse.

Dans le cas de la figure 3.3, nous avons :

– Π1 = {2, 3}, p1 = 2 ;
– Π2 = {2, 3}, p2 = 2 ;
– Π3 = {3} , p3 = 1 ;
– Π4 = {1} , p4 = 1 ;
– Π5 = {1} , p5 = 1 ;

Pour tout prémélange i, définissons l’ensemble Γi de ses qi débits entrants. C’est un
ensemble de qi entiers différents qui se rapportent aux indices de numérotation des
débits volumiques, Γi = {γ1

i , γ
2
i , . . . γ

qi
i }, avec γji ∈ {1, . . . , n + p} pour tout j ∈

{1, . . . , qi}.

Dans le cas de la figure 3.3, nous avons :

– Γ1 = {4, 5}, q1 = 2 ;
– Γ2 = {1, 2}, q2 = 2 ;
– Γ3 = {1, 5 + 3} = {1, 8}, q3 = 2.

Pour Πi = ∅, les propriétés bi interviennent sous la forme pondérée Qi(t)/Q(t)bi dans
l’expression des propriétés du mélange sous forme de combinaison linéaire des proprié-
tés des bases.

Intéressons-nous maintenant au cas Πi 6= ∅.

Pour le prémélange πji , le débit total est Qπj
i
(t) =

∑
k∈Γ

π
j
i

Qk(t). La propriété en entrée

bE
π1

i
s’écrit

bEπ1
i
(t) =

∑
j∈Γ

π1
i

bEj Qj(t)∑
j∈Γ

π1
i

Qj(t)

Dans cette entrée, le terme en bi intervient sous la forme

Qi(t)∑
j∈Γ

π1
i

Qj(t)
bi =

Qi(t)

Qπ1
i
(t)
bi
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En sortie, nous avons bS
π1

i
(t) = bE

π1
i
(t− δπ1

i
(t)), le retard pur δπ1

i
(t) étant défini par

Vπ1
i

=

∫ t

t−δ
π1

i
(t)

Qπ1
i
(τ)dτ. (3.6)

Le terme en bi intervient donc dans bS
π1

i
(t) sous la forme

Qi(t− δπ1
i
(t))

Qπ1
i
(t− δπ1

i
(t))

bi

De manière similaire, nous avons pour le prémélange π2
i

bEπ2
i
(t) =

∑
j∈Γ

π2
i

bEj Qj(t)∑
j∈Γ

π2
i

Qj(t)
,

soit, pour le terme en bi dans bE
π2

i
(t) ,

Qπ1
i
(t)

Qπ2
i
(t)

Qi(t− δπ1
i
(t))

Qπ1
i
(t− δπ1

i
(t))

bi

Pour bS
π2

i
(t) = bE

π2
i
(t− δπ2

i
(t)), le terme bi intervient sous la forme

Qπ1
i
(t− δπ2

i
(t))

Qπ2
i
(t− δπ2

i
(t))

Qi(t− δπ2
i
(t)− δπ1

i
(t− δπ2

i
(t)))

Qπ1
i
(t− δπ2

i
(t)− δπ1

i
(t− δπ2

i
(t)))

bi

Nous voyons apparaître des compositions de retards sur les chemins Πi. Définissons les
fonctions ∆j

i (t) : t 7→ t− δπj
i
(t), pour tout πji dans Πi. La composition de ces fonctions

à i fixé est définie par

∆k,j
i (t) , ∆k

i (∆
j
i (t)) : t 7→ t− δπj

i
(t)− δπk

i
(t− δπj

i
(t))

et ∆l,k,j
i (t) , ∆l

i(∆
k,j
i (t)). Avec ces définitions, la formule pour le terme bi dans bS

π2
i
(t)

s’écrit
Qπ1

i
(∆2

i (t))

Qπ2
i
(∆2

i (t))

Qi(∆
1,2
i (t))

Qπ1
i
(∆1,2

i (t))
bi

A la sortie du dernier prémélange πpi

i , nous avons pour bS
π

pi
i

(t) en bi

Q
π

pi−1
i

(∆pi

i (t))

Qπ
pi
i

(∆pi

i (t))

Q
π

pi−2
i

(∆pi−1,pi

i (t))

Q
π

pi−1
i

(∆pi−1,pi

i (t))
· · ·

Qπ1
i
(∆2,...,pi

i (t))

Qπ2
i
(∆2,...,pi

i (t))

Qi(∆
1,2,...,pi

i (t))

Qπ1
i
(∆1,2,...,pi

i (t))

et enfin dans le mélange, en notant Ui(t) le terme en facteur de bi
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Ui(t) =
Qπ

pi
i

(t)

Q(t)

Q
π

pi−1
i

(∆pi

i (t))

Qπ
pi
i

(∆pi

i (t))

Q
π

pi−2
i

(∆pi−1,pi

i (t))

Q
π

pi−1
i

(∆pi−1,pi

i (t))
· · ·

Qπ1
i
(∆2,...,pi

i (t))

Qπ2
i
(∆2,...,pi

i (t))

Qi(∆
1,2,...,pi

i (t))

Qπ1
i
(∆1,2,...,pi

i (t))

(3.7)

La sortie s’écrit

y(t) =
n∑
i=1

Ui(t)bi (3.8)

Remarque 3.2 (Cas sans prémélange)
Pour Πi = ∅ , on a Ui(t) = ui(t) = Qi(t)/Q(t).

Dans le cas de la figure 3.3, l’expression (3.7) des Ui(t) permet bien de retrouver
l’expression (3.5) déterminée dans le paragraphe précédent.

3.3.2 Définition d’une topologie pour la représentation d’un
flowsheet

Pour la commande (et aussi pour la simulation) du procédé de mélange, nous avons
besoin de représenter numériquement le flowsheet. Destiné à être implémenté en raf-
finerie, le régulateur doit être générique et il doit facilement s’adapter à des configu-
rations de bacs de stockage et de prémélanges différentes. En effet, certains bacs sont
alimentés ponctuellement, il existe alors des modes de fonctionnement dégradés dont
le flowsheet diffère du flowsheet classique. Ces modes de fonctionnement sont identifiés
et le régulateur doit être adapté pour travailler sur tous ces schémas.

Dans un souci de généricité, nous définissons un objet qui caractérise de manière
univoque un flowsheet particulier. Nous avons choisi cet objet comme étant une matrice
Mf de représentation du flowsheet et un vecteur Vf des volumes des prémélanges du
flowsheet. Dans le cas particulier du flowsheet de la figure 3.3, la matrice Mf et le
vecteur Vf sont respectivement représentés sur les tables 3.2 et 3.4. La construction
de ces éléments se fait par simple “lecture” du flowsheet. Ainsi le régulateur peut être
utilisée pour un autre flowsheet en faisant une simple mise à jour dans le code de
l’objet qui le caractérise.

Matrice de représentation d’un flowsheet

Étant donné p, le nombre de prémélanges la matrice Mf a p + 1 lignes et p + n + 1
colonnes. Nous représentons, sur les lignes, les prémélanges puis le produit final. Sur
les colonnes, nous représentons les bases, puis les produits intermédiaires (les sorties
des volumes morts de prémélanges) et finalement le produit final (le mélange).
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base 1 base 2 base 3 base 4 base 5 PM1 PM2 PM3 P
PM1 0 0 0 −1 −1 2 0 0 0
PM2 −1 −1 0 0 0 0 2 0 0
PM3 0 0 −1 0 0 0 −2 3 0

P 0 0 0 0 0 −2 0 −3 5

Tab. 3.2 – Mf – Matrice de représentation du flowsheet de la figure 3.3

Chaque colonne correspond à un “produit particulier” : c’est soit une base, soit un
produit intermédiaire (une sortie de volume mort de prémélange), soit le produit final
(le mélange). Les lignes ne comportent que les produits différents des bases.

Dans la colonne correspondant à un produit, il existe un unique nombre négatif, expri-
mant la consommation de ce produit. La ligne sur laquelle se situe ce nombre négatif
donne le produit immédiatement en aval dans la chaîne de mélange : c’est soit un
produit intermédiaire, soit le produit final. Le fait qu’il n’existe qu’un unique nombre
négatif par colonne signifie qu’aucun produit n’est séparé en deux flux distincts. Cette
hypothèse est toujours vérifiée en pratique. La somme des éléments de la colonne vaut :

– -1 pour les bases (signe négatif pour indiquer une consommation) ;
– 0 pour les produits intermédiaires (constitués et consommés) ;
– n, soit le nombre de bases, pour le mélange final.

Dans la ligne correspondant à un produit (intermédiaire ou mélange final),

– les nombres négatifs indiquent les bases ou produits intermédiaires à partir desquels
il est constitué ;

– l’unique nombre positif se situe dans la colonne du produit et indique le nombre de
bases entrant dans sa constitution. Par construction, la somme des éléments d’une
ligne vaut 0.

Pour suivre une base, il faut

– chercher le produit intermédiaire ou le produit final par lequel elle est utilisée ;
– se reporter à la colonne de ce produit intermédiaire, voir par quel produit intermé-

diaire ou final il est lui même consommé . . . , jusqu’à arriver au produit final.

Dans le cas d’un flowsheet sans prémélange, la table se réduit à une ligne et (n + 1)
colonnes, une par base plus une pour le mélange. Les n premières colonnes valent −1
et la dernière n.

Propriétés qui permettent de vérifier l’absence d’erreur dans la matrice Mf

– la somme des éléments sur chaque ligne doit être égale à 0 ;
– la somme des éléments sur les colonnes correspondant aux bases doit faire −1 ;
– la somme des éléments sur les colonnes correspondant aux prémélanges doit faire 0 ;
– la somme des éléments sur la dernière colonne doit être égale au nombre de bases ;
– il y a un seul élément sur chaque colonne correspondant à une base.
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Remarque 3.3 (Ordonnancement des prémélanges)
On appelle sous matrice Ms de Mf la matrice correspondant uniquement aux lignes et
aux colonnes des prémélanges et du produit final dans Mf .

PM1 PM2 PM3 P
PM1 2 0 0 0
PM2 0 2 0 0
PM3 0 −2 3 0

P −2 0 −3 5

Tab. 3.3 – Ms – Sous-matrice triangulaire inférieure

On note qu’il est nécessaire d’ordonner les prémélanges de manière à ce que les
indices {j1, . . . , jk} des prémélanges qui sont en amont d’un prémélange i respectent
les inégalités 

j1 < i
...

jk < i

Cet ordonnancement particulier impose à la matrice Ms d’être triangulaire inférieure.

Vecteur des volumes des prémélanges du flowsheet

Le vecteur Vf est représenté dans la table 3.4. Il suffit de placer dans l’ordre des
prémélanges, les volumes morts leur correspondant.

Volume
PM1 V1

PM2 V2

PM3 V3

Tab. 3.4 – Vf – Vecteur des volumes des prémélanges du flowsheet

3.4 Estimation de la sortie

Pour la commande de ce procédé de mélange, l’objectif est de réguler (ou surveiller)
les propriétés en sortie de mélangeuse en commandant les débits de chaque base, cela
en restant au plus près de la recette (choix initial des proportions des bases dans le
mélange).
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La résolution d’un problème d’optimisation du type

min
u
‖u− ū‖2

2
zm ≤ bmax
ze = beq
umin ≤ u ≤ umax

(3.9)

où zm et ze sont les vecteurs de propriétés en sortie de mélangeuse (yi) en différents
temps. Lorsque les propriétés des bases (matrice B) sont bien connues, les propriétés
en sortie de mélange s’écrivent facilement à partir de la commande u et de la matrice
B (Cf section précédente). En pratique, la matrice B est mal connue, il n’est donc pas
possible d’écrire zm et ze comme un produit d’une sous-matrice de B et de u. Pour
pallier ce problème, nous proposons dans cette section un estimateur des propriétés
en sortie de mélangeuse. Pour cela, nous déterminons une matrice B̂ qui ne tend pas
nécessairement vers la matrice des propriétés B mais qui fait converger ŷ = B̂U vers
y = BU . Le problème d’optimisation (3.10) s’écrit

min
u
‖u− ū‖2

2
Au ≤ bmax
Aequ = beq
umin ≤ u ≤ umax

(3.10)

où A et Aeq sont des sous-matrices de B̂. Ce problème est alors solvable par une
méthode SQP.

Notons ŷ(t) les propriétés estimées en sortie de mélangeuse. Nous avons

ŷ(t) = B̂(t)U(t) (3.11)

L’estimateur que nous proposons s’écrit


dB̂t

1

dt
= −β1 U(t)

(
ŷ1(t)− y1(t)

)
...

dB̂t
m

dt
= −βm U(t)

(
ŷm(t)− ym(t)

) (3.12)

où y(t) =
(
y1(t), . . . , ym(t)

)t est le vecteur des propriétés en sortie de mélangeuse.

Pour montrer la convergence de l’estimateur (3.12), nous choisissons la fonction de
Lyapunov suivante

φ(B̂) =
1

2

m∑
j=1

(
B̂t
j(t)−Bt

j(t)
)t (

B̂t
j(t)−Bt

j(t)
)
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La dérivée de la fonction de Lyapunov par rapport au temps est

dφ

dt
(B̂) =

m∑
j=1

(
B̂j(t)−Bj(t)

)(dB̂t
j

dt
−
dBt

j

dt

)

Comme nous avons fait l’hypothèse que les propriétés des bases étaient constantes,
nous avons

dBt
j

dt
= 0 ∀ j ∈ {1, . . . ,m}.

En utilisant cette hypothèse et les équations (3.12) de l’estimateur, nous obtenons

dφ

dt
=

m∑
j=1

βj

(
B̂j(t)−Bj(t)

)
U(t)

(
ŷj(t)− yj(t)

)
Par (3.11) et (3.8), la dérivée de φ(t) le long des trajectoires s’écrit

dφ

dt
(B̂) =

m∑
j=1

βj
(
ŷj(t)− yj(t)

)2 ≤ 0

La fonction est φ positive, décroissante, bornée inférieurement par 0 donc elle converge :

lim
t→0

φ(B̂(t)) <∞

Par intégration, t0 quelconque, on a∫ t

t0

m∑
j=1

βj
(
ŷj(t)− yj(t)

)2
= φ(B̂(t))− φ(B̂(t0))

il vient que la limite suivante existe et

lim
t→∞

∫ t

t0

m∑
j=1

βj
(
ŷj(t)− yj(t)

)2
<∞ (3.13)

D’autre part B̂ est borné car B̂ → φ(B̂) est telle que φ(B̂) → ∞ lorsque ‖B̂‖ →
∞ et que dφ

dt
(B̂) ≤ 0. Il suit que les seconds membres de (3.12) sont tous bornés

uniformément en t. Donc t→ B̂(t) est uniformément continue. Il vient alors que
m∑
j=1

βj
(
ŷj(t)− yj(t)

)2
=

m∑
j=1

βj

(
B̂j(t)U(t)−Bj(t)U(t)

)2

est uniformément continue. D’après le lemme de Barbalat appliqué à (3.13), il vient
que

lim
t→∞

‖B̂j(t)U(t)−Bj(t)U(t)‖ = 0 ∀j
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donc
lim
t→∞

‖ŷj(t)− yj(t)‖ = 0 ∀j

Dans la simulation présentée à la section suivante sur la figure 3.5, les βj sont choisis
comme suit

βj =
1

‖U(t)‖2 τ

avec τ = 3 min.

Remarque 3.4 (Temps continu / temps discret)
L’étude de l’observateur et de la fonction de Lyapunov a été faite en temps continu
par souci de compacité des notations. En pratique, sur site, celui-ci est codé en discret.

L’estimateur, tel qu’il est présenté dans cette section a fait l’objet d’un dépôt propriété
industrielle auprès de l’agence européenne de protection des programmes.

3.5 Commande

Nous présentons dans cette section une commande prédictive qui prend en compte les
contraintes en sortie de la mélangeuse. Dans un souci de lisibilité, le cas traité concerne
un flowsheet très simplifié (figure 3.4) : trois bases, un prémélange et trois propriétés
considérées qui sont la densité, l’indice de cétane et la proportion de soufre. Comme
en pratique, la commande est mise à jour de manière discrète toutes les minutes. Une
approche discrète est donc mise au point pour la commande.

r

r

r
r

r
(b1, u1)

(b2, u2)

(b3, u3)

(b4, u4)

y

V

Fig. 3.4 – Flowsheet simplifié

D’après l’expression (3.7), il est aisé de voir qu’il existe une matrice Γ(t) telle que

U(t) = Γ(t)u(t)

Les termes de la matrice Γ(t) sont connus et antérieurs au temps courant t. Les pro-
priétés en sortie s’écrivent
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y(t) = B Γ(t)u(t)

où

B =
(
b1 b2 b3

)
=

 b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

 et u(t) =

 u1(t)
u2(t)
u3(t)


Notons u4(t) = u1(t) + u2(t) le débit en sortie du prémélange. Les propriétés en sortie
de mélange sont

y(t) =
b1 u1(t− δ(t)) + b2 u2(t− δ(t))

u4(t− δ(t))
u4(t) + b3 u3(t)

= b1
u1(t− δ(t))

u4(t− δ(t))
u4(t) + b2

u2(t− δ(t))

u4(t− δ(t))
u4(t) + b3 u3(t) (3.14)

Une expression générale de la matrice Γ(t) est

Γ(t) =



u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

0 0 1


Au temps t, si

u(t̄) = u ∀t̄ ≥ t

où u est une constante, alors il existe t̃ > t tel que

t̃− δ(t̃) = t

Donc ∀t̂ ≥ t+ δ(t̃) nous avons

y(t̂) = b1u1(t̂) + b2u2(t̂) + b3u3(t̂)

Dans ce cas, la matrice Γ(t̂) se simplifie et s’écrit

Γ(t̂) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


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En fait, ceci correspond au phénomène suivant : si les débits des bases sont constants
“suffisamment” longtemps, alors les valeurs de ceux-ci aux temps t̂ et t̂ − δ(t̃) sont
identiques.

3.5.1 Contraintes sur les propriétés en sortie

Les contraintes en sortie de mélangeuse sont nécessaires, elles permettent de respecter,
aux meilleurs coûts, les spécifications réglementaires des carburants fabriqués (indice
d’octane, volatilité, taux de soufre. . .).

Nous les notons


y1(t) ≤ ymax1

y2(t) ≥ ymin2

y3(t) = yref3

Dans la simulation présentée sur la figure 3.5, nous avons supposé que, pour notre
flowsheet simplifié, la densité et le soufre sont bornés par des maxima et l’indice de
cétane est borné par un minimum.

3.5.2 Commande sans prise en compte des prémélanges

La commande sans prise en compte des prémélanges peut être vue comme une prédic-
tion dont l’horizon est +∞ et l’horizon de contrôle est 1. En fait, l’horizon de prédiction
correspond au temps nécessaire pour que les conduites se vident du liquide présent à
l’instant t si la commande déterminée reste constante à partir de celui-ci. Ce temps a
été noté précédemment δ(t̃).

Pendant la prédiction, la commande est supposée constante entre t et t + δ(t̃) donc
l’expression (3.14) de la sortie se simplifie pour t̂ ≥ t+ δ(t̃) et devient :

y(t̂) = b1 u1(t̂) + b2 u2(t̂) + b3 u3(t̂).

Dans ce qui suit, la matrice utilisée pour avoir les sorties en t+ δ(t̃) est

Γ
(
t+ δ(t̃)

)
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Notons ū, la recette proposée pour le mélange. C’est la commande qui est appliquée
quand l’unité est pilotée en boucle ouverte.

En pratique, les bases sont des produits semi-finis, c’est à dire qu’elles ont déjà été
transformées dans des unités de la raffinerie. La recette déterminée en boucle ouverte
est une solution qui permet théoriquement d’avoir des propriétés en sortie de mélan-
geuse dans les spécifications mais elle permet aussi de consommer les bases à des débits
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cohérents avec les débits de production et les quantités stockées des bases. Les spéci-
fications demandées sur les propriétés en sortie de mélangeuse sont toutes exprimées
directement sous forme de contraintes. L’absence de suivi de trajectoire ne nécessite
pas d’inclure dans le critère de minimisation une fonction de la sortie. Le problème
(P ) à résoudre pour respecter les contraintes et être le plus près de la recette est donc
le suivant

min
u
‖u− ū‖2

2
Au ≤ b
Aeq u = beq
umin ≤ u ≤ umax

(3.15)

La première inéquation de (3.15) permet de prendre en compte les contraintes

{
y1(t+ δ(t̃)) ≤ ymax1

y2(t+ δ(t̃)) ≥ ymin2

en choisissant

A =

(
b11 b12 b13
−b21 −b22 −b23

)
et b =

(
ymax1

−ymin2

)
La seconde équation de (3.15) permet de prendre en compte la régulation

y3(t+ δ(t̃)) = yref3

et d’assurer l’égalité

u1 + u2 + u3 = 1

en choisissant

Aeq =

(
1 1 1
b31 b32 b33

)
et beq =

(
1

yref3

)
La dernière équation de (3.15) permet d’assurer que chacune des fractions de débits
reste comprise entre 0 et 1, c’est à dire

0 ≤ ui ≤ 1 ∀ i = 1, 2, 3

La commande appliquée au procédé est la solution de ce problème. Comme cette
commande ne prend pas en compte les prémélanges, elle ne garantit pas le respect des
contraintes en régime transitoire. Pour pallier cette insuffisance, nous proposons, dans
la section qui suit, une commande calculée pour un horizon de prédiction multiple.
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3.5.3 Commande avec prise en compte des prémélanges

L’objectif est de construire une commande qui gère les contraintes en transitoire, c’est
à dire entre le temps t où on applique la commande et le temps t+ δ(t̃). L’idée est de
garder la structure de la commande précédente et d’y ajouter des points de contraintes
entre t et δ(t̃). L’horizon de contrôle reste 1.

Pour l’écriture du problème, nous ajoutons un point de contrainte en t instant auquel
nous souhaitons déterminer la nouvelle commande. Le problème (Pprem) s’écrit

min
u
‖u− ū‖2

2
Au ≤ b
Aeq u = beq
umin ≤ u ≤ umax

(3.16)

La forme du problème est identique au cas sans prémélange, mais les matrices pour
les contraintes changent et s’écrivent

A =


b11 b12 b13 0 0 0
−b21 −b22 −b23 0 0 0

0 0 0 b11 b12 b13
0 0 0 −b21 −b22 −b23

( Γ(t)
Γ(t+ δ(t̃))

)

A =


b11 b12 b13 0 0 0
−b21 −b22 −b23 0 0 0

0 0 0 b11 b12 b13
0 0 0 −b21 −b22 −b23





u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1



A =



b11 u1

(
t− δ(t)

)
+ b12 u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) b11 u1

(
t− δ(t)

)
+ b12 u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) b13

−b21 u1

(
t− δ(t)

)
− b22 u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) −b21 u1

(
t− δ(t)

)
− b22 u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) b23

b11 b12 b13
−b21 −b22 −b23


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A =


b14

(
t
)

b14

(
t
)

b13

−b24

(
t
)

−b24

(
t
)

b23

b11 b12 b13

−b21 −b22 −b23

 et b =


ymax

1

−ymin
2

ymax
1

−ymin
2


Ces contraintes s’écrivent plus simplement

y1(t) ≤ ymax1

y2(t) ≥ ymin2

y1(t+ δ(t̃)) ≤ ymax1

y2(t+ δ(t̃)) ≥ ymin2

Nous avons aussi

Aeq =

 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 b31 b32 b33 0 0 0
0 0 0 0 0 0 b31 b32 b33

 1
Γ(t)

Γ(t+ δ(t̃))



Aeq =


1 1 1

b31 u1

(
t− δ(t)

)
+ b32 u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) b31 u1

(
t− δ(t)

)
+ b32 u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) b33

b31 b32 b33



Aeq =

 1 1 1
b34

(
t
)

b34

(
t
)

b33

b31 b32 b33

 et beq =

 1

yref
3

yref
3


Ces contraintes s’écrivent plus simplement

u1 + u2 + u3 = 1

y3(t) = yref3

y3(t+ δ(t̃)) = yref3

Pour rajouter une contrainte au temps t̄ ∈]t, t+ δ(t̃)[, il suffit de choisir

A =


b11 b12 b13 0 0 0 0 0 0
−b21 −b22 −b23 0 0 0 0 0 0

0 0 0 b11 b12 b13 0 0 0
0 0 0 −b21 −b22 −b23 0 0 0
0 0 0 0 0 0 b11 b12 b13
0 0 0 0 0 0 −b21 −b22 −b23


 Γ(t)

Γ(t̄)
Γ(t+ δ(t̃))

 ,

(3.17)
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b =


ymax1

−ymin2

ymax1

−ymin2

ymax1

−ymin2

 ,

Aeq =


1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 b31 b32 b33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 b31 b32 b33 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 b31 b32 b33




1
Γ(t)
Γ(t̄)

Γ(t+ δ(t̃))


(3.18)

et

beq =


1

yref3

yref3

yref3

 .

La solution du problème (Pprem) est la commande appliquée.

Résolution du problème (Pprem) et calcul du retard pour les prédictions

Lorsque la contrainte en t̄ ∈]t, t + δ(t̃)[ est prise en compte, l’expression des matrices
A et Aeq dans le problème (Pprem) nécessite la connaissance de δ(t̄). Or l’expression
implicite du retard est

V =

∫ t̄

t̄−δ(t̄)
Qu4(s)ds

où Q est le débit total. Le calcul du retard δ(t̄) lorsque t̄ > t n’est plus possible car
nous ne connaissons pas l’expression de u aux temps supérieurs à t. En pratique, le
signal u(t) est discrétisé avec une période d’échantillonnage de ∆t. La discrétisation
permet de calculer δ(t) mais aussi δ(t + ∆t) qui dépend uniquement des valeurs de u
aux temps strictement inférieurs à t+ ∆t (voir Annexe D).

Lorsque les prédictions se font à des temps ť strictement supérieurs à t+∆t, les matrices
A et Aeq dépendent de Γ(ť) (voir (3.17) et (3.18)) qui lui dépend de u4(ť − δ(ť)). La
commande u au temps ť−δ(ť) est celle que l’on cherche à déterminer. Le problème à
résoudre devient non linéaire. Pour les contraintes, les matrices A et Aeq dépendent
de la commande u à divers temps dans le futur (u qui est le vecteur des variables
d’optimisation).

Pour gérer le calcul du retard aux temps supérieurs à t + ∆t, deux solutions sont
envisagées : la première consiste à faire une approximation sur le calcul du retard (voir
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annexe D) et la seconde consiste à résoudre “brutalement” le problème non linéaire ce
qui permet de faire la minimisation en calculant le vrai retard (de prédiction).

L’hypothèse faite, lorsque la première solution est retenue, est que la commande u(t̄)
est égale à la commande u(t) lorsque t̄ > t. Cette hypothèse concerne uniquement le
calcul du retard. Il est alors possible de calculer (si on suppose que le débit total est
constant) le retard pour tous les temps supérieurs à t + ∆t. Lorsque cette hypothèse
est faite, le problème de minimisation (Pprem) reste linéaire.

Pour résoudre le problème (Pprem) en calculant le retard exact lorsqu’on prend en
compte les contraintes entre t et t−δ(t̃), nous nous servons de la routine d’optimisation
non-linéaire sous contrainte fmincon de Matlab. La méthode utilisée par cette fonction
est basée sur une optimisation quadratique séquentielle (SQP en anglais) ; un sous
problème quadratique est résolu à chaque itération et les estimations du Hessien et du
Lagrangien sont mises à jour.

Sur le choix du nombre de points de contraintes

En pratique, la disponibilité des mesures et le temps de réaction des pompes font que
les débits des bases ne sont pas mis à jour en continu. Ils sont modifiés de manière
discrète à intervalles réguliers. Pour ces raisons, nous avons choisi une approche discrète
pour traiter ce problème de mélange. En simulation, nous mettons la commande à jour
chaque minute.

Le choix du nombre de points de contraintes est empirique mais il est intuitivement
fonction du pas d’échantillonnage, du nombre de prémélanges et des volumes des
conduites traversées. En fait, les contraintes sont à appliquer en un nombre fini de
points. En effet, comme les changements des débits sont discrets, les propriétés en sor-
tie de mélangeuse sont constantes par morceaux. De plus l’horizon de contrôle choisi
est 1 donc lors du calcul d’une nouvelle commande, il y a un nombre fini de propriétés
différentes à prendre en compte dans les contraintes. Numériquement, il est possible
d’ajouter exactement ces points de contraintes, mais les simulations réalisées nous per-
mettent de constater que les améliorations apportées par rapport à un nombre de point
de contraintes fixe ne sont pas significatives. De plus, dans ce cas, la dimension du pro-
blème à résoudre peut varier à chaque itération et devenir telle que, numériquement,
le problème d’optimisation devienne difficile à résoudre.

En simulation, choisir brutalement un nombre de points de contraintes élevé est inutile
car, du fait du caractère constant par morceaux des propriétés, certaines inégalités sont
identiques donc inutiles. En revanche, choisir un nombre de points de contraintes trop
petit peut conduire à violer les contraintes entre les temps pris en compte.

Nous avons choisi, dans le cas simplifié (figure 3.4), 3 points de contraintes en t, t +
δ(t̃)/2 et t + δ(t̃). Dans le cas plus complexe (figure 3.3), nous avons utilisé 5 points
de contraintes répartis régulièrement sur [t; t+ δ(t̃)].

Remarque 3.5 (Approche continue)
Si les débits de bases étaient modifiés de façon continue, une approche continue pour la
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résolution du problème aurait pu être envisagée. La commande optimale aurait alors été
caractérisée par le principe du maximum de Pontryagin. Généralement, les contraintes
sont traitées par des méthodes numériques discrètes (par ex. collocation) ou expri-
mées en de nombreux points de maillage. En laissant une tolérance sur la violation
de contraintes, on peut trouver des trajectoires numériquement intéressantes. Dans ce
cas, lorsque le pas du maillage tend vers 0, la solution numérique ne converge pas
forcément vers la solution du problème continu.

A cette approche continue, nous avons préféré développer une approche discrète plus
simple à mettre en oeuvre et correspondant mieux au problème de mélange tel qu’il se
pose en raffinerie.

3.6 Résultats de simulation

Dans ce qui suit, nous présentons les résultats de simulation pour le problème simplifié
(figure 3.4) et pour le flowsheet plus complexe présenté sur les figures 3.1 et 3.3.

La simulation présentée sur la figure 3.5 permet de se rendre compte de l’amélioration
apportée lorsque les prémélanges sont pris en compte dans la commande pour le pro-
blème de mélange simplifié. Lorsque la mélangeuse est pilotée avec la commande ne
prenant pas en compte les prémélanges, les propriétés ne sont pas respectées pendant
les 8 premières minutes alors qu’il existe une combinaison optimale de débits volu-
miques permettant de respecter les contraintes dès le début du bouclage. En effet, il
suffit d’un seul pas de temps à la commande prenant en compte les prémélanges pour
que les propriétés en sortie respectent les contraintes.

Pour le problème de mélange plus complexe, présenté sur les figures 3.1 et 3.3, la
commande utilisée est identique. Nous présentons sur la figure 3.6 les mesures des
propriétés en sortie de mélangeuse. La commande qui prend en compte les prémélanges
permet respecter en transitoire les contraintes sur les propriétés. Avec la commande ne
prenant pas en compte les prémélanges, les propriétés mesurées violent les contraintes
pendant la période transitoire mais se stabilisent sur des valeurs qui les respectent. La
prise en compte des volumes morts permet, dans ce cas, un gain de temps de temps de
20 minutes (les contraintes sont respectées 20 minutes plus tôt). Cette approche permet
surtout de limiter la quantité de produit mélangé ne respectant pas les spécifications
(donc non valorisable sans une nouvelle étape de traitement).
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Fig. 3.5 – Comparaison des résultats obtenus avec les deux commandes (avec et sans
prise en compte des prémélanges dans le problème d’optimisation) présentées dans la
section 3.5 dans le cas du flowsheet simplifié.
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Fig. 3.6 – Comparaison des résultats obtenus avec les deux commandes (avec et sans
prise en compte des prémélanges dans le problème d’optimisation) présentées dans la
section 3.5 dans le cas du flowsheet présenté sur la figure 3.3.
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3.7 Résultats industriels

Dans la section qui suit, nous présentons des résultats expérimentaux obtenus dans une
des raffineries du groupe Total où l’estimateur de propriété a été installé. Les courbes
représentent, en bleu, les propriétés mesurées en sortie de mélangeuse, et en marron,
les propriétés observées à l’aide l’estimateur présenté précédemment. Les contraintes
maxima et minima sont représentés en pointillés rouge. Lorsque les contraintes changent,
nous distinguons clairement un retard entre l’estimation et la mesure. Nous mesurons
assez loin en aval de la mélangeuse, d’où le retard de 50 minutes environ. L’impression
de décalage des courbes signifie simplement que la prédiction instantanée est bonne.

Fig. 3.7 – Résultats expérimentaux obtenus dans une raffinerie du groupe Total. En
bleu le pourcentage de soufre mesuré en sortie de mélangeuse, en marron l’estimation
de ce pourcentage et en rouge les minima et maxima à ne pas dépasser.

3.8 Conclusion

Nous avons défini, dans la première étape, une manière de représenter n’importe quel
flowsheet. Nous avons codé un simulateur générique permettant de traiter un flowsheet
quelconque. La seconde étape nous a permis de mettre au point un estimateur de
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Fig. 3.8 – Résultats expérimentaux obtenus dans une raffinerie du groupe Total. En
bleu le densité mesurée en sortie de mélangeuse, en marron l’estimation de cette densité
et en rouge les minima et maxima à ne pas dépasser.

propriétés des bases qui sont en réalité mal connues. Nous montrons la convergence de
la sortie estimée ŷ(t) vers la sortie réelle y(t) en associant à l’observateur déterminé
une fonction de Lyapunov.

Nous avons déterminé, dans la troisième étape, une commande prédictive qui permet
de respecter les contraintes imposées sur les propriétés du mélange en régime transitoire
lorsque c’est possible.



Chapitre 4

Régulation de pH

Si la régulation de pH des procédés continus (type CSTR) est un sujet à l’origine
de nombreux articles, celle de procédés de type fed batch est peu abordée dans la
littérature. Les contraintes qui s’imposent sur ce type de procédés font de la régulation
du pH un problème difficile.

Dans un mélange mettant en jeu plusieurs espèces acides et basiques, le pH est une
mesure de la concentration CH (mol/l) en ions hydronium H3O

+. Cette concentration
est responsable du caractère acide de la solution. Le pH est défini par

pH = − log10(CH) (4.1)

La commande des procédés de régulation de pH joue un rôle très important dans
l’industrie des procédés. La neutralisation d’une solution est un cas particulier, mais
important de la régulation de pH. Le contrôle de pH est connu pour être un problème
difficile ; en effet, obtenir une commande robuste et performante est souvent difficile
à cause des variations non linéaires des caractéristiques du procédé. Les courbes de
titrage permettent de se rendre compte de ces non linéarités et notamment de celle qui
correspond à la variation du gain. Les commandes classiques basées sur des méthodes
de linéarisation autour d’un point de fonctionnement ne sont pas adaptées et offrent,
lorsqu’elles sont implémentées, des performances décevantes. D’une manière générale,
pour la neutralisation du pH, les régulateurs à paramètres constants sont inefficaces
([Cor01]).

Dans le cadre des réacteurs parfaitement agités, [MHS72] ont présenté un modèle
purement différentiel dont l’état est la concentration CH en ions hydronium. Cette
dynamique est obtenue en dérivant l’équation d’équilibre et en utilisant les équations
de bilan matière dans la dérivée. [GV83] utilisent le concept d’invariant de réaction
et proposent un modèle algébro-différentiel. La commande mise au point nécessite la
mesure du pH des flux de réactifs entrant dans le réacteur. Dans la plupart des cas les
espèces mises en jeu et les constantes d’acidité associées sont mal connues, les auteurs
proposent donc d’utiliser dans le modèle, des réactifs "fictifs". Le nombre d’acides ainsi
que les constantes d’acidité sont déterminés en fonction de la zone de pH exploitée. Un
algorithme des moindres carrés récursifs permet d’estimer l’état du modèle et un régu-
lateur PID est utilisé sur le premier élément de l’état estimé. Cette commande n’utilise
pas la connaissance du procédé dont nous disposons (courbe de titrage, concentrations
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des réactifs, densité, masses,...). Après avoir introduit la définition de l’acide fort équi-
valent, [WK91] proposent une réduction du modèle de [GV83] sous l’hypothèse que les
flux entrants, le volume et les concentrations des réactifs sont constants. Le modèle dy-
namique obtenu est scalaire ; il devient linéaire s’il est possible de faire l’hypothèse que
le débit de commande est très inférieur aux débits des réactifs. Le régulateur proposé
est un PI modifié bouclé sur la concentration de l’acide fort équivalent. En pratique,
le calcul de cette concentration n’est pas possible, il est nécessaire de l’estimer. [LY93]
proposent un modèle de commande algébro-différentiel dans lequel la partie algébrique
est une somme pondérée de courbes de titrations (acide forts, faibles) dont la somme
des poids vaut 1. Le choix des poids et des concentrations est ajusté pour que la courbe
de titration obtenue colle à la courbe de titration expérimentale. Le contrôleur utilisé
est un PI sur une erreur de pH ; le gain du contrôleur en fonction du pH mesuré est
ajusté à partir de la courbe de titration calculée. [KWC05] proposent une commande
feedforward-feedback basée sur le modèle de Wiener (le modèle de Wiener a une struc-
ture sérielle composée d’un système dynamique linéaire suivi par un système algébrique
non-linéaire). Le modèle utilisé est celui proposé par [WK91] ; la partie feedback de la
commande est aussi identique à celle proposée par [WK91]. La partie feedforward de
la commande est obtenue en ajoutant à la commande feedback un terme dépendant
du pH de consigne et du débit entrant des réactifs. Le terme ajouté est la commande
appliquée lorsque le pH est stabilisé au pH de consigne.

Un résumé des méthodes récentes de commande des procédés de neutralisation de pH
est disponible dans [Cor01, chapitre 6].

L’approche que nous avons eue du problème est double. D’un côté, nous avons travaillé
directement sur le procédé pour réaliser des tests en boucle ouverte et en boucle fermée
avec des régulateurs simples. De l’autre, nous avons travaillé sur l’élaboration d’un
modèle non linéaire qui soit à la fois représentatif du procédé et assez simplifié pour
permettre son utilisation dans la commande du procédé. À partir de ce modèle une
commande non linéaire a été utilisée pour commander le procédé.

Dans la section 4.1, nous présentons le procédé de neutralisation de pH et une courbe
de titrage mettant en jeu les réactifs utilisés dans le procédé réel. Cette courbe fait
ressortir la non-linéarité du procédé étudié.

Dans la section 4.2, nous exposons les premiers résultats obtenus sur le procédé avec
deux commandes PI et PID : la mise en place d’un régulateur proportionnel intégral
(PI) constitue une approche intéressante mais insuffisante pour contrôler ce procédé
au vu des spécifications qui nous sont imposées.

Nous proposons dans la section 4.3 un modèle simplifié du procédé étudié. Il est écrit
à partir du principe de la conservation de la matière (équations différentielles) et des
relations d’équilibres des réactions acido-basiques (équations algébriques). Dans cette
même section, nous présentons la loi de commande non linéaire mise au point pour la
régulation du pH. Des résultats de simulation et des résultats obtenus sur le procédé
sont comparés.

L’importance des perturbations observées sur le signal du pH nous a amené à résoudre
des problèmes sortant du cadre de la régulation du pH : nous avons amélioré la régula-
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tion de base et modifié une partie du système de supervision pour diminuer la période
d’échantillonnage et synchroniser les mesures réalisées. Suite à ces améliorations réa-
lisées dans le but de réduire les perturbations observées sur le signal de pH mesuré,
nous avons modifié la manière d’appliquer la commande non linéaire (la structure de
la commande restant identique). Nous présentons ces travaux dans la section 4.4 ; des
résultats obtenus sur le procédé permettent de se rendre compte des bénéfices apportés
par ces modifications. Nous aboutissons à une commande performante satisfaisant aux
spécifications demandées.

Enfin, une seconde approche non-linéaire est exposée à la section 4.5. La commande
mise au point permet de faire converger l’erreur entre le pH de consigne et le pH
mesuré de manière suivant une exponentielle décroissante. En pratique, même si les
résultats sont proches de la première méthode non linéaire mise au point, la seconde
est moins robuste car les dérivées de fonctions identifiées (hors ligne) point par point
y sont utilisées.

4.1 Le procédé

Le procédé sur lequel nous travaillons est utilisé pour la synthèse de précipités de
sulfate d’aluminium (Al2(SO4)3) et de métasilicate de sodium (Na2SiO3). Un ajout
supplémentaire de soude (NaOH) ou d’acide sulfurique (H2SO4) permet de réguler
le pH du mélange à une valeur souhaitée. Pour simplifier la lecture de ce document,
nous décrivons uniquement la commande avec l’acide sulfurique. Notre contribution
sur ce procédé réside dans la mise en place d’une loi de commande qui permette de
réguler automatiquement le pH du milieu réactionnel dans des conditions opératoires
multiples. L’objectif, pour l’utilisateur, est de pouvoir modifier les valeurs de consigne
de pH, les concentrations des réactifs et les débits entrants sans pour autant avoir à
modifier les paramètres du régulateur. Cela permettra de fixer un des multiples para-
mètres modifiables dans la synthèse de précipités et d’optimiser la reproductibilité des
synthèses réalisées. Le schéma de principe du procédé est représenté sur la figure 4.1.

Mode opératoire. Le procédé sur lequel nous travaillons est de type fed batch.
Une expérience type se décompose comme suit : au départ de l’expérience, le réacteur
contient un volume V0 d’eau (pied d’eau). Puis, les précurseurs (un acide réactif (Ar) et
une base réactive (Br)) sont versés dans le réacteur à des débits massiques constants.
Dans le même temps, il est ajouté dans le réacteur, l’acide de commande (Au) dont
l’ajustement du débit massique (variable de commande) permet de contrôler le pH du
mélange réactionnel (variable mesurée). Simultanément, de l’eau est ajoutée à un débit
variable, calculé pour que le débit volumique total soit constant pendant toute la durée
du batch. L’objectif est de déterminer une loi de commande qui permette d’envoyer
rapidement le pH du mélange réactionnel vers le pH de consigne et de l’y maintenir
pendant la durée restante de l’expérience. Les approches mises au point pour cette
régulation haut niveau sont présentées dans les sections 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5.

Chaque produit est ajouté dans le réacteur à l’aide d’une pompe qui transfère le liquide
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stocké dans un bac positionné sur une balance vers le réacteur. La masse mesurée par
la balance permet de réguler le débit d’ajout via la commande de l’intensité envoyée
à la pompe. Cette régulation bas niveau est décrite dans la section 4.4.1 et le schéma
de principe est représenté sur la figure 4.12.
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Fig. 4.1 – Schéma de principe du procédé de régulation de pH

Courbe de titrage En pratique, les courbes de titrages sont majoritairement uti-
lisées pour déterminer la concentration exacte d’un produit, d’une espèce ou d’une
fonction chimique quelconque. La technique consiste à mettre le produit à analyser en
solution et à le faire réagir avec une autre espèce en solution dont on connaît parfaite-
ment la concentration et la quantité mise en jeu. En ajoutant, à intervalles réguliers,
un volume de titrant dans la solution et en mesurant le pH, une courbe du pH en
fonction de la quantité de titrant ajoutée peut être tracée : c’est la courbe de titrage.
Il reste alors à définir à quel moment il y a équivalence entre la quantité de titré et la
quantité de titrant, pour définir, à l’aide de la connaissance de la réaction chimique,
la concentration du produit analysé.
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Fig. 4.2 – Courbe de titrage d’un mélange de sulfate d’aluminium (Al2(SO4)3) et de
métasilicate de sodium (Na2SiO3) par ajout d’acide sulfurique (H2SO4) : expérience
réalisée au titrimètre automatique.

Nous n’utilisons pas la courbe de titrage dans ce but là, mais celle-ci met facilement en
évidence la non linéarité du système et après normalisation, nous souhaitons exploiter
cette connaissance dans la commande.

Nous représentons, sur la figure 4.2, la courbe de titrage d’un mélange d’acide (sulfate
d’aluminium), de base (métasilicate de sodium) et d’eau, titré par de l’acide fort (acide
sulfurique). Le titrant est ajouté par petit volume dans le mélange, puis, après un temps
de stabilisation, la mesure de pH est effectuée.

La figure 4.2 montre une évolution non linéaire du pH en fonction de la quantité
d’acide fort ajouté. Il faut donc tenir compte de ce saut de pH dans l’élaboration de la
commande et faire en sorte que celle-ci ait un comportement différent si le pH mesuré
est dans l’intervalle [5, 9] (zone de neutralisation dans cet exemple) ou s’il ne l’est pas.
La zone de neutralisation est caractérisée graphiquement par le point d’inflexion de la
courbe de titrage.

4.2 Approche linéaire

La première approche mise en place pour la commande est une approche linéaire. L’idée
est d’utiliser un régulateur simple afin d’évaluer les difficultés pour la commande du
procédé à différentes consignes de pH.
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4.2.1 Régulation hors zone de neutralisation

Le premier régulateur testé est un régulateur proportionnel intégral (PI) que l’on
boucle après une temporisation de trente secondes pendant laquelle nous appliquons
un débit constant d’acide fort. Ce débit constant peut être exprimé à partir du modèle
présenté dans la section 4.3.1. La temporisation permet de boucler le système lorsque
les débits des précurseurs (acide et basique) sont proches du débit de consigne. Après la

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

pH

Mesure
Spécifications

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

D
éb

it 
(g

/m
in

)

Temps (min)

Commande

Fig. 4.3 – Régulation à pH = 10 avec un contrôleur proportionnel intégral

temporisation, le régulateur est bouclé et la référence pour la commande est initialisée
à la mesure de pH actuelle. Celle-ci rejoint la consigne en quarante cinq secondes.
Les résultats de l’expérience sont présentés sur la figure 4.3. Les spécifications sont
atteintes en 1 minute et 20 secondes.

4.2.2 Régulation dans la zone de neutralisation

Il est plus difficile de réguler à pH = 7 car nous travaillons dans la zone de neutralisa-
tion. Sur la figure 4.2, il est facile de se rendre compte qu’un ajout d’acide de commande
dans la zone de neutralisation entraîne une très grande variation du pH alors qu’en
dehors de la zone de neutralisation le même ajout entraîne une petite variation de pH.

L’utilisation d’une approche similaire ne permet pas d’atteindre les spécifications en
moins de 10 minutes (la durée totale du batch) : des réglages trop durs font osciller
le pH ; des réglages trop mous augmentent démesurément le temps de réponse et ne
permettent pas de stabiliser le pH en moins 10 minutes. Nous verrons plus loin que
les oscillations observées sur pH proviennent aussi d’un ensemble de perturbations que
nous avons identifiées. Nous présentons dans la section 4.4, les travaux réalisés pour
les limiter.
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Fig. 4.4 – Régulation à pH = 7, avec adaption du gain en fonction du pH mesuré

Pour prendre en compte la zone de neutralisation dans la commande, une première
approche consiste à adapter le gain du contrôleur en fonction du pH : plus il est
proche de la zone de neutralisation, plus il est faible. Nous choisissons un grand gain
lorsque le pH mesuré est hors de la zone de neutralisation et un petit gain lorsque le
pH correspond à la zone de neutralisation. Comme le montre la figure 4.4, les réglages
choisis pour cette approche n’ont pas permis de stabiliser le pH à sa valeur de référence.

Lorsque le pH correspond à la zone de neutralisation, le gain choisi pour le contrôleur
est petit. Lorsque le pH “entre” dans cette zone, la commande est soit trop forte, soit
trop faible ; le gain choisi n’est pas suffisant pour avoir une action significative sur la
commande et faire en sorte que le pH reste dans cette zone.

A la suite de ces résultats, nous choisissons d’abandonner ce gain scheduling (sans
doute trop grossier dans cette première approche) pour ajouter un terme dérivé dans
le régulateur PI utilisé hors zone de neutralisation.

Nous obtenons ainsi le premier régulateur qui nous permet d’appréhender correcte-
ment le problème de régulation à pH = 7 : c’est un régulateur PID à paramètres
constants pour un pH de consigne donné. Les résultats obtenus avec cette commande
sont présentés sur la figure 4.5.

Dans la zone de neutralisation, les améliorations apportées par la dérivée du pH cor-
respondent à nos attentes. Cependant, le temps de stabilisation est long (supérieur à
2 minutes et 30 secondes) et les perturbations observées (jusqu’à ± 0.8 point de pH)
sur le signal du pH ne sont pas satisfaisantes et doivent être rejetées. De plus, sur
plusieurs dizaines d’expériences réalisées, nous n’avons observé que quelques résultats
intéressants (celui présenté sur la figure 4.5 étant le meilleur).
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Fig. 4.5 – Régulation à pH = 7 avec un contrôleur proportionnel intégral dérivé (PID)

Conclusion. Les performances (temps de stabilisation et rejet de perturbations)
atteintes avec cette approche linéaire sont suffisantes hors zone de neutralisation mais
insuffisantes dans la zone de neutralisation. Pour pallier le manque de performance et
de répétabilité dans la zone de neutralisation et pour mettre au point une solution
moins contraignante pour le réglage du régulateur, nous présentons dans la section
suivante, une approche non linéaire basée sur un modèle simplifié du procédé.

4.3 Modèle et approche non linéaire

Nous présentons, dans la section 4.3.1, un modèle simplifié pour un procédé de régula-
tion de pH d’un mélange d’acide faible et de base faible par ajout d’un acide fort. Dans
la section 4.3.2, nous proposons une commande non linéaire issue du modèle identifié.
Les résultats issus de simulations sont comparés à ceux obtenus sur le pilote dans la
même section.

4.3.1 Modèle d’un procédé de neutralisation du pH dans un
réacteur de type fed batch

Le modèle utilisé est algébro-différentiel : les équations dynamiques sont issues du
principe de la conservation de la matière et l’équation algébrique de la loi d’action
de masse, du produit ionique de l’eau, du principe de la conservation de la matière
(appliqué aux réactions) et de la neutralité de la solution. Le modèle résultant est, du
fait de l’équation d’équilibre, non linéaire mais aussi fortement instationnaire car le
procédé modélisé est de type fed batch : il y a donc un aspect transitoire permanent.
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L’écriture du modèle est le résultat d’un compromis entre la précision souhaitée et son
utilisation pratique. Pour la commande, nous retenons les dynamiques prépondérantes
et négligeons les autres. Dans la première partie de ce travail, les effets de précipita-
tions, mal connus, ne sont pas modélisés et sont considérés comme des perturbations
non mesurables. Il en est de même pour les variations de température générées par
l’exothermicité des réactions qui ont lieu. La température du milieu réactif est régulée
à une température de consigne ; seule la température de consigne, supposée constante,
est prise en compte dans le modèle.

Equations dynamiques

Dans ce qui suit, la conservation de la matière permet de dire que pour une espèce
(acide ou base et ses ions associés), le débit d’accumulation est égal au flux entrant.
Nous obtenons les équations suivantes

V̇ = qeau +
qĀ
CĀ0

+
qB̄
CB̄0

+
qu
Cu0

Ṅu = qu
ṄĀ = qĀ
ṄB̄ = qB̄

(4.2)

où
– Cu0, CĀ0 et CB̄0 sont respectivement les concentrations des solutions aqueuses d’acide

de commande Au, d’acide réactif Ar et de base réactive Br.
– qĀ (resp. qB̄) est le débit molaire d’acide réactif (resp. de base réactive). Ils sont

supposés constants car parfaitement régulés via le régulateur bas niveau.
– qu est le débit molaire d’acide de commande.
– qeau est le débit volumique d’eau. Il est réajusté en fonction de qu pour que le débit

volumique total qtot reste constant. Nous choisissons donc

qeau = qtot −
qĀ
CĀ0

− qB̄
CB̄0

− qu
Cu0

– NĀ est le nombre total de moles de l’acide. Si les n réactions de dissociation de Ar
sont notées

ai1Ar + ai2H2O 
 ai3H3O
+ + ai4A

i ∀i = 1, . . . , n (4.3)

nous appelons nombre total de moles la quantité

NĀ = zA0 NAr +
n∑
i=1

zAi NAi (4.4)

où zA0 et zAi sont fonctions du nombre d’atomes d’un corps qu’on choisit comme
corps de référence dans la réaction (4.4). Dans les cas étudiés dans la littérature
(échange d’un seul proton par réaction et coefficients stœchiométriques égaux à 1),
ces coefficients sont égaux à 1.
Cette relation est tirée du principe de la conservation de la matière appliqué
à l’espèce Ar.
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– Nu est le nombre total de moles d’acide de commande.
– NB̄ est le nombre total de moles de la base réactive. Si les m réactions de dissociation

de Br sont notées

bi1Br + bi2H2O 
 bi3OH
− + bi4B

i ∀i = 1, . . . ,m (4.5)

nous appelons nombre total de moles la quantité

NB̄ = zB0 NBr +
m∑
i=1

zBi NBi (4.6)

où zB0 et zBi sont fonctions du nombre d’atomes d’un corps qu’on choisit comme
corps de référence dans la réaction (4.6). Dans les cas étudiés dans la littérature
(échange d’un seul proton par réaction et coefficients stœchiométriques égaux à 1),
ces coefficients sont égaux à 1.

Remarque 4.1
La concentration NĀ/V est appelée concentration totale dans [WK91] et invariant de
réaction dans [GV83].

Equation d’équilibre

L’équation d’équilibre est directement obtenue à partir d’équations algébriques qui
traduisent la loi d’action de masse, le produit ionique de l’eau, le principe de la conser-
vation de la matière (appliqué sur les réactions) et la neutralité de la solution.

Lorsque les électrolytes sont faibles, ils ne sont que partiellement dissociés ; à une
température donnée, leurs constantes d’acidité caractérisent l’équilibre. Nous faisons
l’hypothèse que les concentrations mises en jeu sont suffisamment faibles pour pouvoir
considérer le mélange comme une solution idéale. Ainsi, l’activité d’une espèce peut
être exprimée par sa concentration en moles par litre. Pour les réactions (4.3) et (4.5),
les constantes d’acidité s’écrivent

Ki
a =

C
ai
3
H C

ai
4

Ai

C
ai
1
Ar

et Ki
b =

C
bi3
HC

bi1
Br

C
bi4
Bi

(4.7)

Pour l’acide de commande, qui est un électrolyte fort, la dissociation est totale ; en
présence d’eau, toutes les moles sont transformées, on a donc

Cu = CAα
u

où α est le nombre de réactions de dissociation de Au et Aαu est l’ion résultant des
dissociations.

La constante d’acidité de l’eau est le produit ionique de l’eau Ke : il est considéré
constant à une température donnée (Ke = 10−14 à T = 25◦C). Nous avons

Ke = CHCOH− (4.8)
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L’équation d’électroneutralité appliquée à la solution s’écrit

CH +
m∑
i=1

iCBi =
Ke

CH
+

n∑
i=1

iCAi + αCAα
u

(4.9)

Les équations (4.4) et (4.6) permettent d’écrire

CĀ = CAr +
n∑
i=1

CAi et CB̄ = CBr +
m∑
i=1

CBi

qui, utilisées avec (4.7), nous permettent de définir les deux fonctions fA et fB suivantes

fA(CH , CĀ) = −
n∑
i=1

iCAi et fB(CH , CB̄) =
m∑
i=1

iCBi (4.10)

L’utilisation de (4.10) dans (4.9) permet d’obtenir l’équation d’équilibre qui s’écrit

g0(CH) + fA(CH , CĀ) + fB(CH , CB̄)− αCu = 0,

avec

g0(CH) =

(
CH −

Ke

CH

)
.

Dans le cas général (aij 6= 1), fA(CH , CĀ) ne peut pas se décomposer comme un produit
de CĀ et d’une fonction dépendant uniquement de CH ; c’est à dire

@ gA(CH) tq fA(CH , CĀ) = CĀ gA(CH)

La remarque est valable pour fB(CH , CB̄).

Pour illustrer ce cas général, nous nous référons par exemple à [BE76] qui détaille les
réactions de dissociation de certains ions ; nous citons ici une des nombreuses réactions
de dissociation de l’ion aluminium Al3+

13Al3+ + 28H2O 
 Al13O4(OH)7+
24 + 32H+ (4.11)

Cas particulier Dans la littérature, seul un cas simplifié est étudié ; l’hypothèse
posée est que les coefficients stœchiométriques sont égaux à 1 : aij = 1 ∀ i, j. Dans ce
cas, les constantes d’acidité s’écrivent

Ki
a =

CHCAi

CAr

et l’équation d’équilibre peut s’écrire

g0(CH) + gA(CH)CĀ + gB(CH)CB̄ − αCu = 0 (4.12)
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où

gA(CH) = −
n+ (n− 1)

CH
Kn
a

+ · · ·+ Cn−1
H

K2
aK

3
a . . . K

n
a

1 +
CH
Kn
a

+ · · ·+ Cn−1
H

K2
aK

3
a . . . K

n
a

+
Cn
H

K1
aK

2
a . . . K

n
a

et

gB(CH) = −
mCm

H + (m− 1)
Ke

Km
b

Cm−1
H + · · ·+ Km−1

e CH
K2
bK

3
b . . . K

m
b

Cm
H +

Ke

Km
b

Cm−1
H + · · ·+ Km−1

e CH
K2
bK

3
b . . . K

m
b

+
Km
e

K1
bK

2
b . . . K

m
b

Rappelons maintenant que d’après (4.1) nous avons

CH = 10−pH

Notons alors l’équation d’équilibre (4.12) en pH

h0(pH) + hA(pH)CĀ + hB(pH)CB̄ − αCu = 0 (4.13)

où
h0(pH) = g0(CH)
hA(pH) = gA(CH)
hB(pH) = gB(CH)

Les fonctions fi(CH , Ci) pour i = {Ā, B̄} se notent aussi fi(10−pH, Ci). Dans la suite
du document les fonctions seront exprimées en pH.

Identification de hA(pH) et hB(pH)

Dans le cas étudié, les constantes d’acidité des réactifs sont mal connues et nous savons
qu’il existe des réactions de dissociation complexes. En réalité, toujours d’après [BE76],
plusieurs dizaines de réactions de dissociation pour la silice, l’aluminium (voir réaction
(4.11)) et l’acide sulfurique ont été identifiées. La complexité des réactions et le peu
de connaissances disponibles sur celles-ci nous ont incité à emprunter une voie plus
simple pour la commande.

Nous supposons que les fonctions fA(10−pH, CĀ) et fB(10−pH, CB̄) sont linéaires en les
concentrations CĀ et CB̄, c’est à dire

fA(10−pH, CĀ) = CĀ hA(pH)
fB(10−pH, CB̄) = CB̄ hB(pH)

Les fonctions hA(pH) et hB(pH) sont identifiées en réalisant des titrations des acides
réactifs et bases réactives. Les hypothèses fi(10−pH, Cī) = Cīhi(pH) sont validées a
posteriori à partir de ces expériences réalisées à différentes concentrations.
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hA(pH). Pour identifier la fonction hA(pH) nous réalisons des expériences de titra-
tion de l’acide réactif à différentes concentrations par la soude. Lorsque seuls l’acide
réactif et la soude sont mis en jeu, l’équation d’équilibre s’écrit

h0(pH) + hA(pH)CĀ + CNaOH = 0 (4.14)

L’équation (4.14) permet d’exprimer la fonction hA(pH) en fonction de la concentra-
tion totale d’acide réactif, de la soude et du pH mesuré. Les expériences sont réalisées
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Fig. 4.6 – Test de linéarité de fA(10−pH, CĀ) = hA(10−pH)CĀ, pour cinq concentrations
initiales de CĀ différentes.

à des concentrations initiales d’acide réactif différentes afin de vérifier l’hypothèse de
linéarité. La figure 4.6 représente les fonctions hA(pH) obtenues pour cinq titrations
pour des concentrations initiales d’acide réactif variant de 0.01 à 0.44 g.ml−1. Si l’hypo-
thèse de linéarité avait été exactement vérifiée, la fonction hA(pH) aurait été identique
pour toutes les concentrations d’acide réactif. Dans notre cas, les courbes ne se super-
posent pas mais restent, pour pH ∈ [4.5 ; 10], dans un intervalle raisonnable (±3% de
la valeur identifiée de la fonction). La fonction hA(pH) utilisée dans le modèle est conti-
nue dérivable et sa dérivée est aussi continue et dérivable (C2) ; elle est polynômiale
par morceaux. Les coefficients des polynômes sont le résultat d’une minimisation de
l’écart au carré par rapport aux fonctions hA(pH) associées aux concentrations initiales
différentes.

hB(pH). Nous utilisons la même méthode pour identifier la fonction hB(pH). En
revanche, la titration de la base réactive par l’acide sulfurique (acide fort) forme, à
certains pH et certaines concentrations élevées, un gel qui peut altérer les mesures du
pH. Pour ces raisons, nous avons réalisé les titrations dans le sens inverse : l’acide fort
est titré par la base réactive.
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Fig. 4.7 – Test de linéarité de fB(10−pH, CB̄) = hB(pH)CB̄, pour cinq concentrations
finales CB̄ différentes.

Remarque 4.2 (Titrations acide fort/base réactive ou base réactive/acide fort)
Dans les cas favorables (pas de gélification), des titrations de la base réactive par
l’acide sulfurique ont été réalisées et les résultats montrent que les courbes obtenues
sont proches de celles obtenues pour le titrage inverse.

Dans ce contexte, seuls l’acide sulfurique et la base réactive sont mis en jeu, l’équation
d’équilibre s’écrit

h0(pH) + hB(pH)CB̄ − αCu = 0

Les expériences sont réalisées à des concentrations finales de base réactive différentes
afin de vérifier l’hypothèse de linéarité. La figure 4.7 représente les fonctions hB(pH)
obtenues pour cinq titrations pour des concentrations finales de base réactive variant de
0.04 à 0.3 g.ml−1. Si l’hypothèse de linéarité avait été exactement vérifiée, la fonction
hB(pH) aurait été identique pour toutes les concentrations de base réactive. Dans
notre cas, les courbes ne se superposent pas mais restent, pour pH ∈ [4 ; 9.5], dans un
intervalle raisonnable (±3% de la valeur identifiée de la fonction). La fonction hB(pH)
utilisée dans le modèle est définie comme étant le polynôme de degré 9 qui minimise
l’écart au carré par rapport aux fonctions hB(pH) associées aux concentrations finales
différentes. Contrairement à l’identification de la fonction hA(pH), l’approche brutale
de l’identification avec un polynôme d’ordre élevé est suffisante pour la commande.

4.3.2 Commande non linéaire du procédé de neutralisation de
pH

Le travail sur le modèle du procédé nous a permis de mettre en évidence que la ré-
gulation du pH pouvait être restreinte à une régulation de masse classique avec des
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réglages indépendants des conditions opératoires (pH de consigne et débits des pré-
curseurs) : ceux-ci étant considérés automatiquement dans la commande. Nous avons
mis au point un simulateur pour tester cette nouvelle idée que nous décrivons dans ce
qui suit. Les premiers résultats ont été rapidement très encourageants en simulation :
les erreurs faites sur le modèle et le bruit de mesure sont des perturbations qui sont
rejetées en boucle fermée. Les résultats obtenus sur le procédé réel, avec ce régulateur,
ne se sont pas avérés aussi concluants qu’en simulation. Les perturbations associées
à la régulation des pompes et à la précipitation étaient trop importantes pour régu-
ler le pH dans la zone de neutralisation en respectant les spécifications imposées par
l’utilisateur.

Nous nous plaçons dans le cas particulier où les coefficients stoechiométriques sont
égaux à 1. La variable régulée n’est pas directement le pH ; l’idée est de contrôler le
nombre de moles d’acide de commande présentes dans le réacteur. Pour cela, nous
disposons initialement de mesures (pH et masses des réactifs) et d’une commande : le
débit d’acide de commande.

Nous calculons un nombre de moles N c
u en utilisant l’équation algébrique (4.13). Pour

tout temps, le nombre de moles de consigne s’écrit

N c
u =

1

α
(h0(pHc)V + hA(pHc)NĀ + hB(pHc)NB̄) (4.15)

La commande est déterminée pour faire convergerNu versN c
u de manière exponentielle,

c’est à dire

Ṅu = Ṅ c
u −

1

τ
(Nu −N c

u) (4.16)

où nous avons

Ṅ c
u =

1

α

(
h0(pHc)V̇ + hA(pHc)ṄĀ + hB(pHc)ṄB̄

)
La commande qu se détermine directement à partir de (4.16) en utilisant Ṅu = qu.
Nous obtenons

qu = Ṅ c
u +

1

τ
(N c

u −Nu) (4.17)

En pratique, les erreurs de modélisation nous obligent à utiliser un terme intégral ;
nous choisissons un simple régulateur PI pour réguler le nombre de mole Nu

qu =
1

τ

(
(N c

u −Nu) +
1

Ti

∫ t

0

(N c
u −Nu)

)
(4.18)

Le terme Ṅ c
u de l’équation (4.17) n’est pas utilisé dans le régulateur mais du fait qu’il

est constant, le terme intégral du régulateur suffit pour le compenser et ainsi assurer
la convergence de Nu vers N c

u.

Une fois ce débit molaire déterminé, il est transformé en débit massique qui devient
la nouvelle consigne d’un second régulateur : le régulateur de masse/débit.
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Convergence de pH vers pHc

Montrons maintenant que si Nu = N c
u alors pH = pHc. D’après l’équation algébrique

(4.13), nous avons
(h0(pH)− h0(pH

c))V +
(hA(pH)− hA(pHc))NĀ +
(hB(pH)− hB(pHc))NB̄ = 0

(4.19)

Or la fonction définie par l’équation (4.15) est bijective et monotone par rapport à
pHc donc l’unique solution vérifiant l’équation (4.19) est pH = pHc.

Résultats de simulation
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Fig. 4.8 – Simulation d’un batch dont le pH de consigne est hors zone de neutralisa-
tion : pHc = 10.

Pour tester la commande mise au point, nous avons réalisé un modèle de simulation du
procédé. Ce modèle intègre une partie réacteur basée sur les équations (4.2) et (4.12)
et une partie pompe/balance (couche bas niveau) qui permet de réaliser des ajouts
massiques dans le réacteur.

Le modèle de simulation. En plus du modèle chimique présenté dans la section
précédente, le modèle de simulation intègre un modèle de la sonde de pH (système du
premier ordre), un modèle de pompe (système du premier ordre retardé), un modèle
de balance (système du premier ordre) tenant compte de la précision finie (0.1 g)
de la balance et le régulateur de masse utilisé. Le tout est simulé avec une période
d’échantillonnage variable autour de 0.5 s. Des perturbations sont ajoutées sur les
masses mesurées pour reproduire les perturbations observées sur les balances.
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Hors zone de neutralisation. Nous présentons sur la figure 4.8 la simulation d’un
batch où le pH de consigne est hors zone de neutralisation (pHc = 10). Hors zone de
neutralisation, le pH de consigne est atteint en 2 minutes, sans oscillation et le pH
reste quasiment constant pendant toute la durée du batch.
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Fig. 4.9 – Simulation d’un batch dont le pH de consigne est dans la zone de neutrali-
sation : pHc = 7.

Dans la zone de neutralisation. Nous présentons sur la figure 4.9 la simulation
d’un batch où le pH de consigne est dans la zone de neutralisation (pHc = 7). Le pH
mesuré atteint le pH de consigne en 2 minutes et il reste, pendant toute la durée du
batch, dans l’intervalle toléré par l’utilisateur (±0.2 point de pH).

Résultats obtenus sur le procédé

Les premiers résultats obtenus sur le pilote hors zone de neutralisation (à pHc = 10)
sont similaires à ceux présentés dans la simulation figure 4.8, même si des oscillations
de faible amplitude sur le pH montrent que les perturbations du procédé réel n’ont
pas toutes été prises en compte dans le modèle de simulation. La figure 4.10 présente
les données réelles obtenues sur le pilote.

La figure 4.11 montre les résultats obtenus lorsque le pH de consigne est dans la zone de
neutralisation (ici pHc = 7). Comme dans la simulation, le temps de montée est court
mais il y a des oscillations importantes sur la mesure de pH. Les résultats obtenus
confirment la présence de perturbations sur le procédé réel. L’ajout des réactifs est
supposé être réalisé à débit constant, mais il ne l’est pas car la régulation bas niveau de
l’ensemble pompe/balance est peu performante et génère des oscillations importantes
sur les débits réels des réactifs et la commande.
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Fig. 4.10 – Régulation du pH hors zone de neutralisation (pHc = 10 ) sur le procédé
réel
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Fig. 4.11 – Régulation du pH dans la zone de neutralisation (pHc = 7 ) sur le procédé
réel

Conclusion La commande mise au point donne de bons résultats en simulation
(pour tout pH de consigne) et sur le pilote hors zone de neutralisation. Les difficultés
rencontrées sur le pilote pour la régulation dans la zone de neutralisation nous ont
conduit à réaliser d’importants travaux sur le procédé (partie logiciel de supervision
et loi de régulation des niveaux bas) pour identifier et minimiser leurs impacts. Une
partie de ces travaux est présentée dans la section 4.4.
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4.4 Mise au point pour l’approche non linéaire

Pour améliorer le comportement boucle fermée du système avec le régulateur non
linéaire (4.18), nous avons d’abord cherché à limiter les perturbations extérieures. Dans
ce cadre, nous avons travaillé et amélioré la régulation des masses. L’approche utilisée
et les résultats obtenus sont présentés à la section 4.4.1. D’autre part, nous avons
modifié une partie du code de supervision pour diminuer les temps d’échantillonnage
et pour synchroniser les mesures de masses et de pH. Les balances ont été isolées
de manière à ne plus être perturbées par des phénomènes extérieurs (courants d’air,
vibrations des pompes,...).

Après avoir réduit les perturbations extérieures, nous avons travaillé sur l’application
de la commande : la cascade de régulateur (régulation de pH, puis régulation de masse)
est supprimée et la commande de pH se fait directement en intensité (cf section 4.4.2).
Cette étape est représentée sur la figure 4.16. La précompensation, non utilisée dans
la commande (4.18), est partiellement introduite dans la commande modifiée. La pré-
cipitation négligée dans un premier temps, est prise en compte dans la commande ;
nous détaillons cette partie dans la section 4.4.3.

4.4.1 Stratégie pour la régulation de base

La régulation de base (masse/débit) mise au point est abordée dans cette section.
Nous présentons le modèle de pompe utilisé dans la section 4.4.1 et nous détaillons le
régulateur implémenté sur le procédé dans la section 4.4.1.

Le modèle de la boucle bas niveau : pompe - balance

Comme nous l’avons brièvement décrit dans la section 4.1, la régulation d’un débit
se fait avec une mesure de la masse ajoutée (balance) et l’ajustement de l’intensité
envoyée à la pompe qui fait circuler le liquide de son bac de stockage (positionné sur
la balance) au réacteur. Le schéma de cette boucle de régulation est représenté sur
la figure 4.12. Il existe une relation dynamique linéaire entre l’intensité envoyée à la
pompe et le débit observé (le débit est estimé à partir du signal des masses mesurées).
Cette relation est représentée par un modèle du premier ordre retardé

Ṁ(t) = d(t)

τ ḋ(t) = −d(t) +K(I(t− δ)− I0)
y(t) = ζ(M(t), µ)

(4.20)

où M(t) est la masse réelle, d(t) le débit réel, I(t) l’intensité envoyée à la pompe, I0
l’offset de la pompe, µ la précision de la balance et y(t) la masse arrondie mesurée. La
constante de temps τ , le gain K et le retard δ sont identifiés par une série de tests en
boucle ouverte.

La fonction ζ(M,µ) permet de modéliser la précision de la balance qui retourne une
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Fig. 4.12 – Schéma de principe de la régulation de masse/débit sur le procédé de
neutralisation de pH

valeur précise à ±µ g ; elle est définie par

ζ(M,µ) =

{
M − mod (M,µ) si mod (M,µ) ≤ µ/2

M + µ− mod (M,µ) sinon

En pratique les paramètres des pompes sont identifiés hors ligne par une série d’éche-
lons d’intensité ; des échelons d’une longueur suffisante nous permettent d’estimer cor-
rectement le débit à partir de la masse mesurée : le gain. La synchronisation des
signaux de masse et d’intensité, associée à un nombre suffisant d’échelons et compor-
tement particulièrement linéaire de la pompe nous permettent d’une part d’identifier
les paramètres du modèle (4.20) et d’autre part de valider le choix de ce même modèle.
Les valeurs des paramètres identifiés sont voisines de celles présentées ci dessous.

K = 3.8 mA/(g/min)
τ = 0.2 s
δ = 3.5 s
µ = 0.1 g

Commande des pompes

La commande des pompes représente un point important de la régulation du pH
car elle peut être la source de perturbations non rejetables : à débits de consigne
constants pour les réactifs et l’acide de commande, nous avons constaté des
variations de pH comprises entre 1 et 2 point de pH. Le signal de pH et les intensités
des pompes sont représentés sur la figure 4.13. La régulation de base d’origine, pas
assez performante, génère des pics d’intensité qui font varier les débits des précurseurs
et de l’acide de commande ; ces variations des débits se répercutent directement sur le
pH du mélange réactionnel.

Pour l’ajout des précurseurs à des débits constants, l’objectif est de réguler un débit
de consigne et la masse de consigne associée pour obtenir un débit réel le plus constant



4.4. Mise au point pour l’approche non linéaire 81

4 5 6 7 8 9 10
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
pH

Mesure

4 5 6 7 8 9 10
4.6

4.7

4.8

4.9

5

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

In
te

ns
ité

 (
m

A
)

Temps (min)

Base réactive
Acide réactif
Acide de commande

Fig. 4.13 – Expérience BOUCLE OUVERTE (sur le pH) où les débits de consigne des
réactifs ET de la commande sont constants. Les variations d’intensité (générées par le
régulateur de masse débit d’origine) entraînent des variations très importantes sur le
pH.

possible et une masse réelle la plus proche possible de la masse de consigne. Pour cela,
nous avons décomposé la commande en trois phases différentes que nous présentons
simplement dans ce qui suit mais qui sont détaillées dans la section E.1.

La première phase présentée dans la section E.1.1 est une précompensation qui permet
de rattraper le retard δ identifié à l’aide d’un pré positionnement en intensité. Cette
boucle ouverte est nécessaire car la structure incrémentale de la commande nécessite
une initialisation. La présence d’un retard nous conduit à réaliser un dépassement en
intensité afin de boucler le système lorsque plusieurs points de mesure sont disponibles
et à un moment où la masse mesurée est proche de la masse de consigne.

Dans une seconde phase, la boucle est fermée avec un contrôleur dont les réglages sont
durs de manière à rattraper rapidement les erreurs lorsque le pré-positionnement de la
phase 1 ne permet pas d’atteindre la consigne. Dans la section E.1.2, nous justifions
le passage à une troisième phase en montrant la présence d’un cycle limite lorsqu’un
simple régulateur proportionnel est utilisé. Le régulateur utilisé pendant la troisième
et dernière phase a des réglages "mous" ; il permet de limiter les variations de débit.
La stabilité du régulateur boucle fermée (phase 2 et 3) est démontrée dans la section
E.1.3.

Résultats

Nous présentons sur la figure 4.14 le résultat de la régulation d’un débit à 2g/min
avec le régulateur mis au point. La phase 1 (pré compensation boucle ouverte) dure



82 Chapitre 4. Régulation de pH

0 1 2 3 4 5 6 7
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18
M

as
se

 (
g)

Mesure
Consigne

0 1 2 3 4 5 6 7
4.6

4.7

4.8

4.9

5

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

In
te

ns
ité

 (
m

A
)

Temps (min)

Commande

Fig. 4.14 – Régulation à 2g/min ; Régulateur de masse mis au point

10 secondes ; la phase 2 (régulateur mis au point avec des réglages durs) est appliquée
sur la période t ∈]10 s, 1 min 40 s[. La phase trois (régulateur mis au point avec des
réglages mous) est appliqué sur le reste de l’expérience (t > 1 min 40 s).

Cette figure peut être comparée avec la figure 4.15 où le régulateur d’origine est uti-
lisé. Nous constatons la présence d’oscillations rapides d’amplitude importante sur
l’intensité. De plus, la masse mesurée ne rejoint pas la masse de consigne.

Nous notons donc deux améliorations majeures avec notre régulateur :
– le signal de masse rejoint très rapidement la masse de consigne ;
– les oscillations sur l’intensité (donc le débit étant donnée la faible constante de temps

de la pompe) sont quasiment inexistantes dans la troisième phase (réglages mous)
ce qui réduit considérablement le risque de perturbation sur le pH pour la régulation
du niveau supérieur (régulation du pH).

Les résultats en boucle ouverte sur le pH montrent que le régulateur de masse mis au
point est plus performant et limite considérablement les perturbations sur le signal du
pH.

4.4.2 Commande non linéaire directe pH/Intensité

L’approche développée ici est similaire à celle présentée dans la section 4.3 mais la
cascade de régulateurs est supprimée (cf schéma figure 4.16). Le modèle de pompe est
utilisé dans la loi de commande et c’est l’intensité de la pompe qui est directement
utilisée pour la régulation du pH (cf figure 4.16).

Le régulateur mis en place est un régulateur PI dont l’entrée est une fonction du pH de
consigne et du pH mesuré et dont la sortie est une intensité. Dans un souci de lisibilité,
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Fig. 4.15 – Régulation à 2g/min ; Régulateur de masse d’origine

nous conservons la notation choisie précédemment où qu est la commande. Le passage
de l’intensité au débit molaire et inversement est simple. En effet, c’est un modèle du
premier ordre retardé qui relie le débit molaire à l’intensité

τ q̇u(t) = −qu(t) +K(I(t− δ)− I0)

Comparativement à la dynamique du pH (équation (4.22)), la constante de temps de ce
modèle est très faible (0.2s) donc nous la négligeons et considérons dans le modèle que
l’intensité est une fonction affine du débit molaire. Le retard δ est lui aussi négligé.
En pratique, nous en tenons compte lors du réglage de la commande (4.21) : nous
imposons des réglages moins durs dans le but de gagner en robustesse. Le passage
du débit molaire qu à l’intensité s’effectue donc en multipliant le débit molaire par
une constante K̄ dépendant de la concentration, de la densité et du gain de la pompe
d’acide sulfurique qu = K̄(Iu − I0).

L’idée de cette approche est de réguler le nombre de moles d’acide sulfurique nécessaire
à chaque instant. La suppression de la couche bas niveau nous conduit à ne plus utiliser
la valeur mesurée de Nu dans la commande mais la valeur donnée par l’équation
d’équilibre (4.13) que nous notons aussi

h(pH, t)− αNu = 0

où
h(pH, t) = h0(pH)V + hA(pH)NĀ + hB(pH)NB̄

Les débits des précurseurs (acide et base) sont des consignes constantes connues : qc
Ā

et qc
B̄

; ils sont régulés et nous faisons l’hypothèse que le débit mesuré est égal au
débit de consigne. Cette hypothèse, fausse pendant la courte période transitoire est
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très réaliste aux vues des résultats obtenus avec le nouveau régulateur de masse/débit.
Une intégration de ces débits de consigne nous permet de remplacer les mesures NĀ et
NB̄ par leurs valeurs de consigne. Cela nous permet de ne pas subir les perturbations
liées à la précision des balances et de régler le contrôleur comme pour une régulation
de masse (réglages constants). La précision de la régulation de masse permet de faire
l’hypothèse que les masses des précurseurs sont parfaitement régulées.

La structure de la commande reste inchangée ; elle est définie pour que la dynamique
boucle fermée de l’erreur de moles d’acide de commande s’écrive

Ṅu(t)− Ṅ c
u = −1

τ
(Nu −N c

u)

En débit molaire, la commande s’écrit

qu(t) = qcu −
1

τ
(Nu −N c

u)

où
N c
u =

h(pHc, t)

α
et

qcu =
1

α

∂h

∂t
(pHc, t) =

1

α

(
h0(pHc)q + hA(pHc)qĀ + hB(pHc)qB̄

)
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En pratique, la présence de retard et d’erreurs de modélisation nous conduit à ajouter
un terme intégral et à n’appliquer qu’une fraction β de la pré-compensation qcu. La
commande implémentée sur le procédé s’écrit

qu(t) = βqcu −
1

τ α

(
(h(pH, t)− h(pHc, t)) +

1

Ti

∫ t

0

(h(pH, t)− h(pHc, t))ds

)
(4.21)

où nous choisissons β = 0.75. Le choix de cette valeur est empirique : il est déterminer
pour obtenir de bonnes performances sur l’ensemble du domaine d’utilisation de la
commande. Les débits d’acide réactif et de base réactive sont connus et nous supposons
qu’ils sont parfaitement régulés. La seule mesure utilisée dans la commande (4.21) est
celle du pH.

Stabilité boucle fermée. Reprenons l’idée développée par [MHS72] et dérivons
l’équation d’équilibre (4.13) par rapport au temps pour obtenir un modèle purement
différentiel dont l’état est le pH. Nous obtenons

(h′0(pH)V + h′A(pH)NĀ + h′B(pH)NB̄)︸ ︷︷ ︸
φ(pH,t)

˙pH+(h0(pH)q + hA(pH)qĀ + hB(pH)qB̄)︸ ︷︷ ︸
ψ(pH)

−αqu = 0

d’où la dynamique du pH

˙pH = − ψ(pH)

φ(pH, t)
+ α

qu
φ(pH, t)

(4.22)

La dynamique de l’erreur de pH boucle fermée avec la commande implémentée (4.21)
(β = 1 et pas de terme intégral) s’écrit

˙︷ ︷
pH− pHc = − 1

φ(pH, t)

((
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
+

1

τ

(
h(pH, t)− h(pHc, t)

))

Prenons la fonction

V (t) =
1

2
(pH− pHc)2

La dérivée de cette fonction par rapport au temps s’écrit

V ′(t) = − 1

φ(pH, t)

((
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
+

1

τ

(
h(pH, t)− h(pHc, t)

))
(pH− pHc)

Nous allons utiliser le théorème de la valeur intermédiaire sur la fonction

(t, pH) →
(
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
+

1

τ

(
h(pH, t)− h(pHc, t)

)
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Il existe pH0(t) tel que pH0(t) ∈ [pH, pHc] ou [pHc, pH] et

˙︷ ︷
pH− pHc = − 1

φ(pH, t)

(
dψ

dpH
(pH0(t)) +

1

τ

∂h

∂t
(pH0(t), t)

)
(pH− pHc)

Étant donnée la définition de h(pH, t), il existe γ < 0 tel que

∂h

∂pH
(pH0(t), t) < γ < 0 ∀t

pour pH0 ∈ [2, 13]. D’autre part
dψ

dpH
≤ 0

et enfin il est possible de borner uniformément en temps

α ≤ φ ≤ β < 0

Il vient alors
V̇ ≤ −γ

α
(pH− pHc)2 = −γ

α
V

donc V converge exponentiellement vers 0 et

lim
t→∞

pH = pHc

4.4.3 Précipitation, erreurs de modélisation et déstabilisation

En pratique, l’implémentation des commandes (4.18) et (4.21) conduit à un résultat
similaire : pendant une première partie de l’expérience, le pH converge vers le pH de
consigne puis des oscillations d’amplitude croissante apparaissent ; le système bouclé
devient instable.

L’écriture des modèles en boucle fermée ne permet pas de trouver une explication
à ce phénomène déstabilisant. Dans les deux cas, le gain de la commande augmente
linéairement par rapport au temps mais, cette dépendance en temps de la commande
est adaptée aux volumes de réactifs qui augmentent aussi linéairement par rapport au
temps.

Les phénomènes de précipitation (non-modélisés jusqu’à maintenant) sont à l’origine
de cette déstabilisation. La figure 4.17 montre les résultats obtenus en pratique lorsque
la précipitation n’est pas prise en compte dans la commande (4.21) ; sur cette figure,
il n’y a pas de pré-positionnement dans la commande (β = 0). Nous comparons cette
figure avec un résultat issu d’une simulation (figure 4.18) dans laquelle le modèle
intégre la précipitation mais pas la commande utilisée (4.21) sans pré positionnement
(β = 0). Les deux figures révèlent des comportements similaires : après une période
transitoire, le pH se déstabilise progressivement en oscillant autour du pH de consigne.

Les réactions acido-basiques mises en jeu forment des particules solides sous forme d’un
précipité. Celui-ci est homogène dans le réacteur et il se forme à partir du moment



4.4. Mise au point pour l’approche non linéaire 87

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13
pH

Mesure
Spécifications

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

D
éb

it 
(g

/m
in

)

Temps (min)

Commande

Fig. 4.17 – Expérience où la commande utilisée est (4.21) sans pré positionnement et
sans prise en compte de la précipitation.

où les réactifs sont suffisamment concentrés dans le volume réactionnel (concentration
critique) et en présence d’un précurseur de charge nulle. A partir de ce moment, la
concentration dans le réacteur devient supérieure à cette concentration critique donc
tous les réactifs ajoutés précipitent ; le nombre de moles en solution aqueuse (donc à
utiliser dans l’équation d’équilibre pour le calcul du pH) est celui correspondant à la
concentration de solubilité.

Les phénomènes de précipitation sont mal connus, il est donc difficile d’établir un mo-
dèle précis en écrivant une équation de solubilité. Une manière simple de prendre en
compte cet effet de précipitation dans le modèle, puis dans la commande est de consi-
dérer qu’à partir d’un instant t̄ correspondant au début de la précipitation, une partie
des réactifs n’est plus en solution aqueuse. Théoriquement, lorsque la concentration
d’un précurseur est supérieure à une concentration critique (dite de solubilité) et en
présence d’un précurseur de charge nulle, il y a précipitation donc solidification d’une
partie du précurseur ajouté.

Pour modéliser ce phénomène, nous écrivons, à partir de l’équation d’équilibre (4.13)
deux nouvelles équations

h0(pH)βV V + hA(pH)βĀNĀ + hB(pH)βB̄NB̄ − αβuNu = 0 (4.23)

où les βi sont les fractions des réactifs, eau et commande consommés lors de la solidi-
fication. Cette équation, neutre comme l’équation (4.13), permet d’écrire une nouvelle
équation d’équilibre dans laquelle seules les fractions des produits en solution aqueuse
sont considérés

h0(pH)(1−βV )V +hA(pH)(1−βĀ)NĀ+hB(pH)(1−βB̄)NB̄−α(1−βu)Nu = 0 (4.24)
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Fig. 4.18 – Simulation d’une expérience où la précipitation est prise en compte dans
le simulateur mais pas dans la commande ; le pH de consigne est 7. La commande
utilisée est (4.21) sans pré positionnement (β = 0).

Nous faisons plusieurs hypothèses :
1. Nous supposons que la précipitation de l’acide réactif et de la base réactive se

déclenche à t̄ connu donc{
βĀ = βB̄ = 1− t̄/t si t > t̄
βĀ = βB̄ = 0 sinon

La valeur donnée à t̄ est empirique ; elle a été déterminée à la suite de nombreuses
expériences réalisées sur le procédé.

2. Nous supposons que le volume du précipité (solide) est négligeable comparative-
ment au volume total donc βV = 0 ; en pratique, le volume de précipité représente
0.5% à 5% du volume total.

3. Nous supposons que lorsque la précipitation débute, il n’y a pas de consommation
de réactif déjà présent dans le mélange réactionnel ; c’est à dire que seules les
quantités supplémentaires ajoutées à partir du dépassement de la concentration
critique précipitent.

4. Pour précipiter de manière neutre, l’équation (4.23) doit être respectée. Cela
nous permet de déterminer βu :

βu =
1

αNu

(h0(pHc)βV V + hA(pHc)βĀNĀ + hB(pHc)βB̄NB̄)

Comme pour βĀ et βB̄, nous supposons que la fraction βu n’est pas dépendante
du pH mais du pH de consigne. Cette hypothèse repose sur le fait que pour
t > t̄, la période transitoire est terminée (ou quasiment terminée) et donc le pH
est proche du pH de consigne pHc.
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De t = 0 à t = t̄, il n’y a pas de précipitation, la stabilité du système décrit par (4.22)
et bouclé avec (4.21) est démontrée dans la section 4.4.2.

Regardons maintenant la dynamique du système bouclé sous les hypothèses précé-
dentes lorsque t > t̄. En remarquant que (1 − βi)Ni = Naq

i pour i ∈ {Ā, B̄}, où
Naq
i correspond au nombre de moles présent à l’instant t = t̄ (donc constant), nous

choisissons les notations suivantes

hp(pH, t) = h0(pH)V + hA(pH)(1− βĀ)NĀ + hB(pH)(1− βB̄)NB̄

φp(pH, t) = h′0(pH)V + h′A(pH)Naq

Ā
+ h′B(pH)Naq

B̄

ψp(pH) = h0(pH)q

le modèle prenant en compte la précipitation comme décrite ci-dessus s’écrit

˙pH = − ψp(pH)

φp(pH, t̃)
+ α

qu

φp(pH, t̃)
(4.25)

La commande utilisée est la version adaptée pour la précipitation de la commande
(4.21) et elle s’écrit

qu(t) = βqcu −
1

τ α

(
(hp(pH, t)− hp(pHc, t)) +

1

Ti

∫ t

0

(hp(pH, t)− hp(pHc, t))ds

)
(4.26)

où
qcu =

1

α

∂hp
∂t

(pHc, t)

Une approche identique à celle développée dans la section 4.4.2 permet de montrer
que le système (4.25) bouclé avec la commande (4.26) est stable.

4.4.4 Résultats pratiques

Après avoir réalisé l’ensemble de ces modifications, nous présentons, sur la figure 4.19
une régulation dans la zone de neutralisation (pH = 7) avec la commande non linéaire
développée. Cette approche donne de bons résultats en zone de neutralisation : le pH
de consigne est atteint en 2 minutes et 30 secondes et l’amplitude des oscillations ne
dépasse pas les spécifications de l’utilisateur (± 0.2 point de pH).

Comme le montrent les figures 4.20 à 4.23, la commande (avec des réglages inchangés)
donne de bons résultats sur toute la zone de pH ([4 ; 10]) dans laquelle l’utilisateur
souhaite travailler. La période transitoire est inférieure à 3 minutes dans tous les cas
et lorsque le pH du milieu réactionnel est stabilisé il reste à ± 0.2 point du pH de
consigne.

Les expériences réalisées dans des conditions opératoires différentes (temps de synthèse
plus long, concentration totale différente, rapport silice/alumine différent) donnent
aussi de bons résultats. Sur l’ensemble des expériences réalisées (hors développement),
la répétabilité obtenue avec la commande non linéaire est très satisfaisante.
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Fig. 4.19 – Régulation à pH = 7 avec un régulateur non-linéaire massique corrigé pour
la prise en compte du phénomène de précipitation
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Fig. 4.20 – Régulation à pH = 4 avec un régulateur non-linéaire massique corrigé pour
la prise en compte du phénomène de précipitation
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Fig. 4.21 – Régulation à pH = 5.5 avec un régulateur non-linéaire massique corrigé
pour la prise en compte du phénomène de précipitation
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Fig. 4.22 – Régulation à pH = 8.5 avec un régulateur non-linéaire massique corrigé
pour la prise en compte du phénomène de précipitation
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Fig. 4.23 – Régulation à pH = 10 avec un régulateur non-linéaire massique corrigé
pour la prise en compte du phénomène de précipitation
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4.5 Approche dérivée

Dans cette section nous présentons une seconde approche non linéaire basée directe-
ment sur l’équation de la dynamique du pH (4.22). L’idée est de choisir la commande
qui permet d’avoir une dynamique boucle fermée qui s’écrit

˙︷ ︷
pH− pHc = −1

τ

(
pH− pHc

)
Pour cela, il suffit de prendre

qu =
1

α

(
ψ(pH)− 1

τ
φ(pH, t)(pH− pHc)

)
En pratique, les erreurs de modèle nous conduisent à remplacer le premier terme
ψ(pH)/α par un terme de feed-forward βψ(pHc)/α et à ajouter un terme intégral
pour accélérer la convergence.

La commande appliquée sur le procédé s’écrit

qu =
1

α

(
βψ(pHc)− 1

τ
φ(pH, t)(pH− pHc) +

1

τ Ti
φ(pH, t)

∫ t

0

(pH− pHc)ds

)
(4.27)

Stabilité boucle fermée.

La dynamique de l’erreur de pH boucle fermée avec la commande implémentée (4.27)
(β = 1 et pas de terme intégral) s’écrit

˙︷ ︷
pH− pHc = − 1

φ(pH, t)

(
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
− 1

τ

(
pH− pHc

)

Prenons la fonction

V (t) =
1

2
(pH− pHc)2

La dérivée de cette fonction par rapport au temps s’écrit

V ′(t) = − 1

φ(pH, t)

(
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
(pH− pHc)− 1

τ

(
pH− pHc

)2

La fonction φ(pH, t) est strictement négative, ψ(pH) est une fonction positive dé-
croissante. On a V ′(t) ≤ 0 donc V (t) est une fonction positive décroissante le long
des trajectoires ; elle converge vers le plus grand invariant contenu dans l’ensemble{

pH | V ′(t) = 0
}

soit pH = pHc.
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Conclusion

La commande testée sur le procédé donne des résultats proches de ceux obtenus avec
la première approche non linéaire. Cependant, cette méthode nécessite l’utilisation de
la dérivée des fonctions identifiées point par point hA(pH) et hB(pH). Ces dérivées
apparaissent dans la fonction φ(pH, t). L’utilisation de cette dérivée est source de
perturbations car si les erreurs faites sur les fonctions identifiées sont bornées, celles
réalisées sur les dérivées des fonctions ne le sont pas. Pour ne pas perdre de robustesse
et pour éviter d’introduire inutilement des perturbations, nous préférons travailler
directement avec les fonctions identifiées donc avec la première approche non linéaire
développée.

4.6 Conclusion

La régulation du pH est connue pour être un problème difficile. Dans le cas traité,
la difficulté de ce problème est augmentée par les caractéristiques technologiques du
procédé sur lequel nous travaillons :
– temps d’acquisition variables ;
– problèmes de synchronisation des données ;
– perturbations électriques ;
– régulation des masses et débits approximatives ;
– précision des balances ;
– temps de réponse variable de la sonde.
Les caractéristiques chimiques du procédé (précipitation, exothermicité) sont aussi
sources de difficultés pour la régulation du pH.

Nous l’avons vu dans la section 4.4.1, il est nécessaire que l’ajout en co-flux des réactifs
se réalise rapidement à un débit très faiblement variable autour du débit de consigne ;
cette condition permet de ne pas générer de perturbations non rejetables par le régu-
lateur de pH. Dans ce même cadre, il est important de s’assurer que les mesures sont
synchronisées correctement.

Une fois que les sources de perturbations ont été minimisées, il est important d’iden-
tifier les perturbations qui sont mesurables (la précipitation par exemple) et celles qui
ne le sont pas (le temps de réponse variable de la sonde par exemple).

Dans nos approches directes (pH/intensité linéaire et non linéaires), la précipitation
est considérée comme une perturbation mesurable et elle est prise en compte dans le
modèle de commande et dans la commande appliquée par un artifice validé numérique-
ment. La variabilité du temps de réponse de la sonde de pH (liée aux concentrations,
au pH et à son usure) est pris en compte en déréglant les paramètres des régulateurs
afin de rendre le régulateur plus robuste.

La cascade de régulateurs pour la commande du pH ne permet pas de réagir assez
rapidement sans ajouter de perturbation : nous avons donc supprimé cette cascade
et privilégié une commande directe du pH via l’intensité de la pompe de l’acide com-
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mande.

Le contrôleur utilisé permet de réguler le pH à tout pH de consigne entre 4 et 10. Il
permet aussi de changer les conditions opératoires comme le temps de batch et les
débits des co-flux sans modifier les paramètres de régulation. Dans certains cas, un
ajout de base est réalisé pour la régulation du pH ; nous n’avons pas détaillé ce point
dans ce document.

Pendant la première partie de nos travaux, nous avons choisi de ne pas modéliser les
phénomènes de précipitation. Nous avons ensuite identifié que cette précipitation avait
un impact important sur le pH ; cet impact peut être considéré très simplement dans la
commande. Des études complémentaires sur ces phénomènes délicats de précipitations
pourraient permettre d’affiner la commande présentée (mais dépassent le cadre de ces
travaux). Nous souhaitons notamment automatiser le choix du temps t̄ à partir de
données disponibles en ligne.
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Annexe A

Stabilité des systèmes du premier ordre
avec retard

Nous avons montré, dans la section 2.1 que le gain proportionnel Kc (2.3) proposé par
Tavakoli et Fleming satisfait toujours les hypothèses du théorème 2.1 de stabilisation
par un régulateur PID (2.2) pour un système du premier ordre à retard (2.1). Nous
montrons dans ce qui suit que le temps intégral Ti défini dans l’équation (2.3) et
proposé par ces mêmes auteurs respecte aussi les conditions du théorème 2.1. Dans
une seconde section, nous comparons les réglages de Tavakoli et Fleming et de Ziegler
et Nichols et nous retrouvons, par le biais des intervalles stabilisants définis par le
théorème 2.1, un phénomène observé en pratique : les réglages de Ziegler et Nichols ne
sont pas adaptés lorsque le rapport retard sur constante de temps (δ/τ) est supérieur
à 1.

A.1 Stabilité des réglages de Tavakoli Fleming (temps
intégral)

Deux cas se distinguent en fonction de µ défini par l’équation (2.4).

Cas 1 : µ ≥ ζ

1− β
. Dans ce cas, nous avons 0 < Kc ≤ 1

K
. Le régulateur utilisé est

proportionnel et intégral donc le terme dérivé est nul ; nous avons trivialement

− τ

K
< 0 <

τ

K

Montrons maintenant que nous avons

0 > m(z1)
Kc

Ti
+ b(z1) (A.1)

où les fonctions m(z) et b(z), et la valeur z1 sont définies dans le théorème 2.1. Nous
avons

0 >
δ2Kc

z2
1 Ti

− δ

K z1

(
sin(z1) +

τ

δ
z1 cos(z1)

)
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En utilisant (2.4) et (2.3), il vient

0 >
ζ + βµ

γ +
ξ

µ

− z1

(
µ sin(z1) + z1 cos(z1)

)
(A.2)

où z1 ∈]0;π[ est la solution de

KKc + cos(z)− τ

δ
z sin(z) = 0 (A.3)

Nous avons donc
ζ + µβ + µ cos(z1)− z1 sin(z1) = 0

d’où
µ = f(z1) =

z1 sin(z1)− ζ

β + cos(z1)
(A.4)

La fonction f(z) définie par (A.4) présente une discontinuité pour z = arccos(−β) ∈
]0, π[. Il suffit de remarquer que cette valeur n’est jamais solution de l’équation (A.3)
pour conclure que ce n’est pas un problème. Comme le montre la figure A.1 (a), la
fonction f(z) est croissante sur les intervalles ]0, arccos(−β)[ et ] arccos(−β), π[. De

plus, nous avons f(π) =
ζ

1− β
qui borne inférieurement la valeur de µ (hypothèse

réalisée dans le cas 1), donc pour µ ≥ ζ

1− β
, la solution de l’équation (A.3) se trouve

dans l’intervalle ]0, arccos(−β)[. Remplaçons maintenant µ par sa valeur (A.4) dans
l’équation (A.2) pour obtenir une nouvelle inégalité à vérifier sur z1 ∈]0, arccos(−β)[

0 >
ζ + βf(z1)

γ +
ξ

f(z1)

− z1

(
f(z1) sin(z1) + z1 cos(z1)

)
(A.5)

Nous présentons, sur la figure A.1 (b) la fonction à droite de l’inégalité (A.5) multipliée
par β + cos(z1) > 0 sur z1 ∈]0, arccos(−β)[. La fonction est strictement positive sur
cet intervalle donc l’inégalité (A.1) est vérifiée et par conséquent que les réglages de
Tavakoli Fleming pour un régulateur PI sur un système du premier ordre retardé sont
stabilisant lorsque

µ ≥ ζ

1− β
.

Cas 2 : 0 < µ <
ζ

1− β
. Dans ce cas, nous avons

1

K
< Kc <

1

K

(τ
δ
α1 sin(α1)− cos(α1)

)
.

Le régulateur utilisé est proportionnel et intégral donc le terme dérivé est nul.

La première inégalité à vérifier est

m(z1)
Kc

Ti
+ b(z1) < 0 (A.6)
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Fig. A.1 – (a) : Valeur de µ en fonction de z où µ est défini par l’équation (A.4) ; (b) :
Vérification de l’inégalité (A.5).

Il suffit de remarquer que pour 0 < µ <
ζ

1− β
, alors la solution z1 qui vérifie (A.3)

est comprise dans l’intervalle ]0, arccos(−β)[ pour utiliser le résultat du cas 1 et ainsi
montrer que l’inégalité (A.6) est vrai.

La seconde inégalité à vérifier s’écrit

min

(
m(z2)

Kc

Ti
+ b(z2) ,

τ

K

)
> 0 (A.7)

Il est trivial de voir que m(z2) > 0, Kc

Ti
> 0 et τ

K
> 0. Il suffit donc de montrer que

b(z2) > 0 pour montrer l’inégalité. z2 est définie dans le théorème 2.1 comme la seconde

racine réelle ordonnée de l’équation (A.3) sur ]0; 2π[. Lorsque 0 < µ <
ζ

1− β
la figure

A.2 (a) montre que cette seconde racine est contenue dans l’intervalle ] arccos(−β), π[.
Sur cet intervalle, la figure A.2 (b) représente b(z2) en facteur de −µ(β+cos(z2))K/δ >
0 ce qui permet de conclure que b(z2) > 0, donc l’inégalité (A.7) est bien vérifiée.

Par conséquent, les réglages suggérés par Tavakoli Fleming pour un régulateur PI
satisfont toujours les hypothèses du théorème 2.1 de stabilisation pour un système du
premier ordre à retard.
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Fig. A.2 – (a) : Valeur de µ en fonction de z où µ est défini par l’équation (A.4) ; (b) :
Vérification de la positivité de b(z2).

A.2 Comparaison des réglages de Ziegler et Nichols
et Tavakoli et Fleming

Après avoir démontré que les réglages proposés par Tavakoli et Fleming (2.3) pour
les régulateurs PI rendaient stables les systèmes du premier ordre à retard, nous les
comparons à ceux proposés par Ziegler et Nichols (réponse indicielle). Pour cela, nous
présentons, sur les figures A.3 et A.4, la localisation de ces réglages dans les zones
de stabilité définies par le théorème 2.1. La figure A.3 représente la borne sur le gain
proportionnel : les deux méthodes de réglages respectent cette contrainte. Néanmoins,
alors que les réglages de Ziegler et Nichols offrent un KKcµ qui reste constant lorsque
µ augmente, ceux proposés par Tavakoli et Fleming offre un KKcµ qui augmente et qui
reste ainsi plus centré sur la région de stabilité. La figure A.4 présente la localisation du
temps intégral sur son intervalle de stabilité. La conclusion est similaire à celle obtenue
pour le gain proportionnel : les réglages de Ziegler et Nichols restent très loin de la
limite de stabilité. En fait, s’il est clair qu’approcher les bornes supérieures (présentées
en trait épais) équivaut à se rapprocher d’un système bouclé instable, rester à proximité
de 0 permet d’acquérir de la robustesse mais diminue fortement les performances. Par
exemple, lorsque le temps intégral Ti est infini (régulateur proportionnel), la grandeur
représentée µ2KKcτ

Ti
est nulle mais le régulateur laisse le système bouclé stable mais

avec un biais entre la mesure et la consigne. C’est un phénomène connu et observé en
pratique qui engage souvent à ne pas utiliser les réglages de Ziegler et Nichols lorsque
µ > 0.6. En pratique, lorsque le retard est important nous observons que les réglages
de Ziegler et Nichols offrent beaucoup de robustesse mais peu de performance, alors
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Fig. A.3 – Comparaison de µKKc pour Tavakoli et Fleming (trait noir épais), Ziegler
et Nichols (trait bleu fin) par rapport à la valeur maximale de stabilité (trait discontinu
rouge).

que ceux proposés par Tavakoli Fleming donnent des résultats performants tout en
restant robustes.

Nous caractérisons cette robustesse par rapport à une erreur d’identification du retard
δ dans la section 2.1.3.
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Fig. A.4 – Comparaison de µ2K
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pour Tavakoli et Fleming (trait noir épais),

Ziegler et Nichols (trait bleu fin) par rapport à leurs valeurs maximales respective de
stabilité (traits discontinus).



Annexe B

Solution de l’équation de
piston-diffusion

Considérons l’équation piston diffusion suivante λ
∂2y

∂z2
=

∂y

∂t
+ v · ∂y

∂z
y(z, 0) = f(z)

(B.1)

Dans le cas particulier où la condition initiale est un échelon défini par

f(z) =

{
0 ∀z ∈ [0 ; +∞[
1 ∀z ∈ ]−∞ ; 0[

(B.2)

la solution analytique de cette équation s’écrit

y(L, t) =
1

2
erfc

(
L

2
√

tλ
−

v
√

t

2
√

λ

)
(B.3)

où la fonction1 erfc(x) est

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t
2

dt avec erfc(0) = 1

Solution de l’équation de la chaleur

L’équation de la chaleur s’écrit {
ut = uxx
u(x, 0) = f(x)

(B.4)

Nous cherchons une fonction u(x, t) solution du problème B.4 (voir [Can04]) qui soit
C1 en temps, C2 en espace et H2

0 (R), où l’espace H2
0 (R) est défini comme suit

H2
0 (R) =

{
f ∈ L2(R) | ∂f

∂x
∈ L2(R),

∂2f

∂x2
∈ L2(R), et lim

x→±∞
f(x) = 0

}
1fonction erreur complémentaire
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La transformée de Fourier de cette fonction suivant la variable x uniquement s’écrit

û(α, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
u(ξ, t)e−iαξdξ

où α ∈ R et t ∈ R+. Nous utilisons la première équation de (B.4) pour écrire la
transformée de Fourier (suivant la variable x uniquement) de la dérivée partielle de
cette fonction par rapport au temps qui s’écrit

∂û

∂t
(α, t) =

1√
2π

∫ +∞

−∞

∂2u

∂ξ2
(ξ, t)e−iαξdξ

Deux intégrations par parties successives donnent

∂û

∂t
(α, t) =

1√
2π

(iα)2

∫ +∞

−∞
u(ξ, t)e−iαξdξ −

[
e−iαξ

(
∂u

∂ξ
(ξ, t) + iαu(ξ, t)

)]+∞

−∞

Nous avons fait l’hypothèse que u ∈ H2
0 donc u(ξ, t) et ∂u

∂ξ
(ξ, t), tendent vers 0 quand

ξ →∞, nous obtenons
ût(α, t) = −α2û(α, t)

d’où
û(α, t) = f̂(α)e−α

2t

Nous appliquons la transformée de Fourier inverse

u(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
û(α, t)eiαxdα

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(α)eiαx−α

2tdα

=
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iαξdξeiαx−α

2tdα

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(ξ)

∫ +∞

−∞
eiα(x−ξ)−α2tdαdξ

La fonction Γ permet d’obtenir le résultat suivant∫ +∞

−∞
eiαx−α

2tdα =

√
π

t
e−

x2

4t

Posons maintenant

K(x, t) =
1

2
√
πt
e−

x2

4t

nous obtenons alors la solution u(x, t) de l’équation de la chaleur (B.4) qui s’écrit

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
f(ξ)K(x − ξ, t)dξ (B.5)

À l’aide de deux changements de variables successifs, nous ramenons la résolution du
problème (B.1) à la résolution de (B.4).
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Premier changement de variable

Montrons que la première équation du système (B.1) se ramène à une équation de la
forme

ut = uxx − b(t)ux.

Nous posons
x =

z√
λ

il vient alors

ut = uxx −
v√
λ
ux, où nous avons y(z, t) = u(x, t)

et donc le résultat escompté avec b(t) = v√
λ
.

Second changement de variable

Montrons maintenant que tout système du type

ut = uxx − b(t)ux

s’écrit sous la forme de l’équation de la chaleur

Ht = Hxx

Il suffit de poser

x = ξ +

∫ t

0

b(η)dη et H(ξ, t) = u

(
ξ +

∫ t

0

b(η)dη, t

)
Dans notre cas, nous avons

H(ξ, t) = u

(
ξ +

v√
λ
t, t

)
et H

(
x− v√

λ
t, t

)
= u(x, t)

Vérification
∂2H

∂ξ2
=
∂2u

∂x2

(
∂x

∂ξ

)2

+
∂u

∂x

∂2x

∂ξ2

d’où
Hξξ = uxx

∂H

∂t
=
∂u

∂x

∂x

∂t
+
∂u

∂t

d’où
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Ht = uxb(t) + ut et donc

Ht = Hξξ

Condition initiale

H(ξ, 0) = u(ξ, 0) = y(
√
λξ, 0) = f(

√
λξ)

Nous posons
g(ξ) = f(

√
λξ)

Le système à résoudre pour trouver une solution de notre problème initial est l’équation
de la chaleur suivante qui a été partiellement résolue précédemment.

{
Ht = Hxx

H(x, 0) = g(x)
(B.6)

La solution du problème (B.6) est :

H(x, t) =

∫ +∞

−∞
g(µ)K(x− µ, t)dµ

Parcours inverse La solution du problème{
ut = uxx − v√

λ
ux

u(x, 0) = g(x)
(B.7)

est

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
g(µ)K

(
x− v√

λ
t− µ, t

)
dµ

La solution du problème  λyzz = yt + v yz

y(z, 0) = f(z) = g

(
z√
λ

)
(B.8)

est

y(z, t) = u

(
z√
λ
, t

)
=

∫ +∞

−∞
f(µ

√
λ)K

(
z√
λ
− v√

λ
t− µ, t

)
dµ

soit

y(z, t) =
1√
λ

∫ +∞

−∞
f(µ)K

(
z − vt− µ√

λ
, t

)
dµ
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Choisissons l’échelon unitaire inverse comme sur la figure B.1 pour f(z) alors nous
pouvons écrire :

y(z, t) =
1√
λ

∫ 0

−∞
K

(
z − vt− µ√

λ
, t

)
dµ

-

6

0

1

u(x, 0)

x

Fig. B.1 – Condition Initiale

Faisons le changement de variable µ = −ξ.

y(z, t) =
1√
λ

∫ +∞

0

K

(
z − vt+ ξ√

λ
, t

)
dξ

En z = L, la solution s’écrit :

y(L, t) =
1√
λ

∫ +∞

0

1

2
√
πt
e−

�
L−vt+ξ√

λ

�2

4t dξ

Posons
u =

L− vt+ ξ

2
√
tλ

, et du =
1

2
√
tλ
dξ.

Il vient :

y(L, t) =
1√
π

∫ +∞

L

2
√

tλ
− v

√
t

2
√

λ

e−u
2

du

La fonction erfc(x) est

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t
2

dt , erfc(0) = 1

d’où le résultat final recherché

y(L, t) =
1

2
erfc

(
L

2
√

tλ
−

v
√

t

2
√

λ

)
. (B.9)

�





Annexe C

Définition et calcul du retard pour le
transport d’une charge dans un volume

fixe

Dans les procédés industriels des produits sont transportés d’un endroit à un autre
pour y être traités, transformés... Ce transport s’effectue à débits constants ou variables
via des conduites qui peuvent être représentées par des volumes fixes.

Lorsqu’il y a ni mélange, ni réaction pendant le transport de la charge et que le débit
et la composition de la charge à l’entrée du volume sont connus, il est possible, à tout
instant, de déterminer la propriété de la charge à la sortie du volume.

- -r rQ(t)

u(t) y(t)
V

Fig. C.1 – Transport dans un volume

Notations

Q(t) = débit volumique
V = volume
δ(t) = retard
u(t) = propriété de la charge à l’entrée du volume
y(t) = propriété de la charge à la sortie du volume
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Annexe C. Définition et calcul du retard pour le transport d’une charge

dans un volume fixe

C.1 Définition du retard

On appelle retard le temps δ(t) qu’a mis une particule se trouvant à la sortie du
volume pour traverser ce volume. Si on dispose de ce temps, on peut alors exprimer
les propriétés en sortie en fonction des propriétés en entrée avec la relation suivante

y(t) = u(t− δ(t))

En effet, la propriété d’une particule en sortie à l’instant t est égale à la propriété de
cette même particule observée à l’entrée à l’instant t moins le temps qu’elle a mis pour
traverser le volume V .

La question est la suivante :
Etant donnée une particule à la sortie du volume à l’instant t, combien de
temps a-t-elle mis pour traverser le volume ?

C.2 Expression du retard à débit constant non nul

Lorsque le débit volumique Q est constant et non nul, l’expression du retard est ex-
plicite

δ =
V

Q
.

La propriété de la charge en sortie est

y(t) = u(t− δ)

où δ est le retard constant généré par le transport à débit constant dans un volume
fixe.

C.3 Expression du retard à débit variable non iden-
tiquement nul

Lorsque le débit volumique Q(t) est variable non identiquement nul, l’expression du
retard au temps t devient implicite

V =

∫ t

t−δ(t)

Q(s) ds. (C.1)

L’expression de la propriété de la charge en sortie de volume est

y(t) = u(t− δ(t))

L’équation (C.1) est valable en tout t, si l’intégrale est définie. Pour que l’intégrale
soit définie, il suffit que le débit ait été différent de 0 pendant suffisamment de temps
pour qu’une particule de la charge traverse le volume.



C.4. Calcul du retard dans le cas particulier d’un débit constant par morceaux 115

C.4 Calcul du retard dans le cas particulier d’un dé-
bit constant par morceaux

Lorsque Q(t) est constante par morceaux

{Q1, Q2, . . . , Qn}

il existe n0 ≤ n et une suite {δn0 , δn0+1, . . . , δn} de temps strictement positifs tels que

V =
n∑

i=n0

δiQi

Le retard au temps t s’écrit

δ(t) =
n∑

i=n0

δi

Si l’intervalle de discrétisation ∆ est constant, deux cas se distinguent :

Cas 1, il existe n0 ≤ n tel que

V =
n∑

i=n0

∆Qi

et le retard au temps t s’écrit

δ(t) = (n − n0 + 1)∆

Cas 2, il existe n0 ≤ n tel que

V <

n∑
i=n0

∆Qi et V >

n∑
i=n0+1

∆Qi

Alors il existe δn0 > 0 tel que

V = δn0Qn0 +
n∑

i=n0+1

∆Qi

et il s’écrit

δn0 =
V −

∑n
i=n0+1 ∆Qi

Qn0

.

Le retard au temps t est
δ(t) = δn0 + (n − n0)∆





Annexe D

Discussion sur l’approximation réalisée
sur le retard pour les prédictions

L’expression implicite du retard est

V =

∫ t

t−δ(t)
Q1(s)ds. (D.1)

où Q1(t) est le débit traversant le volume au temps t. Au temps t, si les valeurs de u
jusqu’à t sont connues, nous calculons via l’expression implicite (D.1) le retard δ(t).
Le vecteur u est la commande avec

u(t) =

 u1(t)
u2(t)
u3(t)


Les ui représentent les fractions de débits des bases i pour i = 1 . . . 3 (nous avons
u1 + u2 + u3 = 1).

r

r

r
r

r
(b1, u1)

(b2, u2)

(b3, u3)

(b4, u4)

y

V

Fig. D.1 – Flowsheet simplifié

Dans le cas d’un prémélange unique (figure D.1), l’expression de la sortie y(t) au temps
t est :

y(t) = B Γ(t)u(t)
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prédictions

où Γ(t) est une matrice dont les termes sont connus, antérieurs au temps courant t
mais dépendant de ce temps t. B est la matrice des propriétés de chaque base :

B =
(
b1 b2 b3

)
=

 b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33


Une expression générale de la matrice Γ(t) est

Γ(t) =



u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

0 0 1


En pratique, la commande est mise à jour à une fréquence 1

T
(où T = 3 min). Sur une

période d’échantillonnage, entre t et t+ T , la commande est constante. Notons

uk = u(t) ∀t ∈
[
t0 + kT , t0 + (k + 1)T

[
.

L’expression algébrique de la sortie en t ∈
[
t0 + kT , t0 + (k + 1)T

[
est donc

y(t) = B



u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u1

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) u2

(
t− δ(t)

)
u4

(
t− δ(t)

) 0

0 0 1


uk.

La simulation de cette équation algébrique peut être réalisée de deux manières diffé-
rentes ; soit nous calculons la sortie à une fréquence f1 = 1/T1 et la commande à une
fréquence f2 = 1/T2 (on choisit T2 > T1), soit nous calculons la sortie et la commande
à une fréquence d’échantillonnage commune f = 1/T . Nous avons choisi la seconde
alternative.

Description des deux premières étapes :

Etape 0 — En t0, nous supposons que le système est stabilisé depuis assez de temps
pour que

δ(t0) =
V

Q1(t0)
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Nous avons u0 = u(t0). La sortie en t0 s’écrit

y(t0) = B



u1

(
t0 − δ(t0)

)
u4

(
t0 − δ(t0)

) u1

(
t0 − δ(t0)

)
u4

(
t0 − δ(t0)

) 0

u2

(
t0 − δ(t0)

)
u4

(
t0 − δ(t0)

) u2

(
t0 − δ(t0)

)
u4

(
t0 − δ(t0)

) 0

0 0 1


u0.

La commande u0 est appliquée sur l’intervalle
[
t0 , t0 + T

[
6

-

-� T

r

r
r

u0

u1

u2

t0 t1 t2 t3

Fig. D.2 – Commandes

Etape 1 — En t1 = t0 + T , l’expression de la sortie est

y(t1) = B



u1

(
t1 − δ(t1)

)
u4

(
t1 − δ(t1)

) u1

(
t1 − δ(t1)

)
u4

(
t1 − δ(t1)

) 0

u2

(
t1 − δ(t1)

)
u4

(
t1 − δ(t1)

) u2

(
t1 − δ(t1)

)
u4

(
t1 − δ(t1)

) 0

0 0 1


u1.

Il est nécessaire d’avoir calculé la commande u1 qui sera appliquée sur l’intervalle[
t1 , t1 + T

[
.

L’expression du retard δ(t1) est implicite

V =

∫ t1

t1−δ(t1)

Q1(s)ds

mais le débit est supposé constant par morceaux

Q1(t) = Q(t)u0
4 I[t0−δ(t0) , t1[(t) +

n∑
i=1

Q(t)ui4 I[ti , ti+1[(t)
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prédictions

où Q(t) est le débit volumique total constant (en pratique fixé par l’opérateur) et la
fonction indicatrice I[ta , tb](t) est définie comme suit

I[ta , tb](t) =

{
1 si t ∈ [ta , tb]
0 sinon .

Nous avons donc

V =

∫ t1

t1−δ(t1)

Qu0
4 I[t0−δ(t0) , t1[(s) +

n∑
i=1

Qui4 I[ti , ti+1[(s)ds (D.2)

=

∫ t−1

t1−δ(t1)

Qu0
4ds+

∫ t1

t−1

Qu1
4ds︸ ︷︷ ︸

=0

(D.3)

= δ(t1)Qu
0
4 (D.4)

d’où l’expression

δ(t1) =
V

Qu0
4

qui ne nécessite pas la connaissance de u1.

Dans le calcul de la commande u1, des prédictions (calculs de la sortie y) sont réalisées
aux temps

{
t1 , t2 , . . . , +∞

}
. Comme nous avons pu le constater précédemment, le

calcul de Γ(t1) ne nécessite pas la connaissance de u1. En revanche, pour obtenir la
matrice Γ(t2), nous devons calculer δ(t2) et donc connaître la valeur u1. Le problème
à résoudre n’est alors plus linéaire.

L’hypothèse faite dans un premier temps, pour calculer δ(t2) et les δ(t) ∀ t ∈ [t2,+∞[,
est de considérer que les commandes ui sont égales à la commande u0 lorsque i > 0.
Nous pouvons alors calculer (si le débit total est supposé constant par morceaux) le
retard pour tous les temps strictement supérieurs à t1. Lorsque l’hypothèse précédente
est faite, le problème de minimisation est linéaire.

Si on souhaite prendre en compte la valeur exacte du retard, le problème devient non-
linéaire, il est alors nécessaire de le résoudre avec une routine prenant en compte ces
contraintes non linéaires : fmincon de Matlab.



Annexe E

Compléments de travaux pour la
régulation de pH

E.1 Stratégie pour la régulation de base

La commande des pompes représente un point important de la régulation du pH car
elle peut être la source de perturbations non rejetables. L’objectif est de réguler un
débit de consigne et la masse de consigne associée pour obtenir un débit réel le plus
constant possible et une masse réelle la plus proche possible de la masse de consigne.
La boucle de régulation est représentée sur la figure 4.12. Le modèle de l’ensemble
pompe balance est rappelé ci dessous

Ṁ(t) = d(t)

τ ḋ(t) = −d(t) +K(I(t− δ)− I0)
y(t) = ζ(M(t), µ)

(E.1)

où M(t) est la masse réelle, d(t) le débit réel, I(t) l’intensité envoyée à la pompe, I0
l’offset de la pompe, µ la précision de la balance et y(t) la masse arrondie mesurée.

La fonction ζ(M,µ) permet de modéliser la précision de la balance qui retourne une
valeur précise à ±µ g ; elle est définie par

ζ(M,µ) =

{
M − mod (M,µ) si mod (M,µ) ≤ µ/2

M + µ− mod (M,µ) sinon

Pour cela, nous avons décomposé la commande en trois phases différentes. La première
phase présentée dans la section E.1.1 est une pré-compensation qui permet de rattra-
per, à l’aide d’un pré positionnement en intensité, le retard δ identifié. Dans la seconde
phase, la boucle est fermée et les réglages sont durs de manière à rattraper rapide-
ment les erreurs lorsque le pré-positionnement de la phase 1 ne permet pas d’atteindre
la consigne. Dans la section E.1.2, nous justifions le passage à une troisième phase
en montrant la présence d’un cycle limite lorsqu’un simple régulateur proportionnel
est utilisé. Le régulateur utilisé pendant la troisième et dernière phase a des réglages
"mous" ; il permet de limiter les variations de débit. La stabilité du régulateur boucle
fermée (phase 2 et 3) est démontrée dans la section E.1.3.
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E.1.1 Pré-compensation

La présence de retard pur et la connaissance du modèle nous incitent à calculer un pré
positionnement en intensité (commande) pour rejoindre le plus rapidement possible la
masse de consigne (mesure) et le débit de consigne.

Nous présentons, dans ce qui suit, trois approches différentes pour réaliser cette pré-
compensation. La première idée est d’utiliser la platitude (voir [FLMR95]) pour déter-
miner l’intensité qui minimise l’intégrale de l’erreur de masse au carré et sous certaines
contraintes. La seconde approche permet de prendre en compte le temps d’échantillon-
nage du superviseur dans le calcul la commande ; une optimisation permet d’obtenir
la pré-compensation. La troisième approche est celle implémentée sur le procédé réel ;
inspirée des deux premières, elle n’est pas optimale, mais elle est beaucoup plus simple
à implémenter sur le procédé réel.

Platitude

Nous choisissons M(t) sous forme d’un polynôme de degré n en temps t : M(t) =∑n
i=0 ait

i. L’objectif est de déterminer les paramètres ai de ce polynôme qui minimisent
le critère suivant

min
ai

∫ T+δ

δ

(M(s)−M c(s))2 ds (E.2)

Du fait du retard pur, l’intensité I(t) appliquée (entre 0 et δ) n’affecte pas le signal
de masse M(t) sur le même intervalle de temps. La commande calculée sur [0;T ] a un
impact sur la masse sur l’intervalle [δ;T + δ]. Les contraintes d’inégalités sont

I(t) ≤ Imax ∀ t ∈ [0;T ]
−I(t) ≤ −Imin ∀ t ∈ [0;T ]
M(t) ≤ M c(t) +Md ∀ t ∈ [δ;T + δ]

(E.3)

où Md est le dépassement maximal autorisé. Les contraintes d’égalité s’écrivent
M(δ) = 0

Ṁ(δ) = 0
M(T + δ) = M c(T + δ)

Ṁ(T + δ) = dc

I(T ) = I0 + dc

K

(E.4)

Le temps T + δ correspond à la durée de la boucle ouverte. Pour peu que le choix
de T soit raisonnable, le problème d’optimisation a toujours une solution. L’intensité
appliquée entre t = 0 et t = T est celle obtenue en résolvant le système dynamique
(E.1) avec la solution du problème d’optimisation (E.2) sous les contraintes (E.3) et
(E.4) ; entre t = T et t = T + δ, l’intensité appliquée est

I(T ) = I0 +
dc

K
. (E.5)
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A l’issu de cette étape, le système est bouclé avec un régulateur de type PI lorsque
la masse et le débit sont théoriquement stabilisés à la consigne. Un passage en boucle
fermée entre T et T + δ aurait engendré un comportement perturbateur. La solution
du problème de minimisation (E.2) sous les contraintes (E.3) et (E.4) est présentée
sur la figure E.1. La fonction fmincon de MATLAB permet de résoudre ce problème
dont le critère (E.2) s’écrit explicitement. Les contraintes d’inégalité (E.3) sont prises
en compte pour des n temps répartis régulièrement sur l’intervalle concerné.
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Fig. E.1 – Feed forward : génération d’une trajectoire boucle ouverte par platitude

L’approche platitude est théorique, elle ne tient pas compte des contraintes propres
au procédé comme le temps d’échantillonnage du superviseur par exemple.

Prise en compte de l’échantillonnage

L’approche que nous présentons dans cette section est comparable à la précédente, mais
nous tenons compte du fait que la commande est constante par morceaux. En effet, le
superviseur du procédé a un temps d’échantillonnage fixe (1 seconde), la commande
est mise à jour à chaque passage et reste constante pendant 1 seconde. Nous calculons
pour cela la solution exacteM(t) du système (E.1) pour ∀t ∈ [ti+δ; ti+1+δ] ⊂ [δ;T+δ].
Nous obtenons

M(t) = M(ti)+K(t−ti−δ) (Ii − I0)+τ

(
exp

(
−t− ti − δ

τ

)
− 1

)
(K (Ii − I0)− d(ti))

où l’intensité Ii est une constante et

I(t) = Ii ∀t ∈ [ti; ti+1] ⊂ [0;T ]



124 Annexe E. Compléments de travaux pour la régulation de pH

Les conditions (M(ti), d(ti)) sont calculées en réalisant les itérations nécessaires à partir
des conditions initiales connues (M(δ), d(δ)).

Le critère à minimiser s’écrit

min
Ii

∫ T+δ

δ

(M(s)−M c(s))2 ds

Les contraintes sont identiques à (E.3) et (E.4). La solution de cette minimisation est
présentée sur la figure E.2.
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Fig. E.2 – Feed forward : génération d’une trajectoire boucle ouverte par commande
constante par morceaux

Pré-compensation implémentée.

Nous proposons une boucle ouverte en trois étapes :

1. Nous appliquons, pendant un temps T , une intensité supérieure à l’intensité
nécessaire en stationnaire pour être au débit de consigne. Cette étape permet au
signal de masse, de rattraper (avec un retard δ) le signal de masse de consigne.

2. Nous appliquons l’intensité nécessaire en stationnaire pour être au débit de
consigne durant un temps T̄ . Ainsi, le signal de masse recolle entre T + δ et
T + T̄ + δ (avec un retard δ) au signal de masse de consigne. Nous avons alors
M(T + T̄ + δ) = M c(T + T̄ + δ).

3. Nous conservons l’intensité précédente pendant un temps δ + T̃ pour que le
bouclage se réalise lorsque M(T + T̄ + δ) = M c(T + T̄ + δ) et lorsque M c(T +
T̄ + T̃ + δ) > mµ (où µ est la précision de la balance).
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Commençons par fixer T̄ : nous choisissons T̄ > 3τ pour que le débit ait atteint plus
de 95% de sa valeur stationnaire après un changement d’intensité.

En pratique, nous calculons le temps T le plus petit possible mais il doit être suffi-
samment grand pour qu’il existe IT une intensité telle que Imin ≤ IT ≤ Imax et que
M(T + T̄ + δ) = M c(T + T̄ + δ) lorsque IT est appliquée pendant un temps T .

Il est possible de calculer numériquement (avec un algorithme de Newton) le temps
minimum Tmin pendant lequel l’intensité appliquée est l’intensité maximum (IT =
Imax)pour avoir Mc(δ + Tmin) = M(δ + Tmin).

Nous majorons ce temps en faisant une approximation sur la constante de temps de
la pompe ; nous obtenons ainsi une expression analytique d’un temps proche mais
supérieur à Tmin.

Lorsque I(t) = Imax ∀ t ∈ [0, Tm] et si (M0, d0) = (0, 0), l’expression de la masse au
temps t ∈ [δ; δ + Tm] s’écrit

M(t) = K(Imax − I0)

(
t− δ + τ

(
exp

(
−t− δ

τ

)
− 1

))
Pour tout temps t ∈ [δ; δ + Tm], nous avons

M(t) > K(Imax − I0) (t− δ − τ)︸ ︷︷ ︸
M̃(t)

Définissons le temps Tm tel que Mc(δ + Tm) = M̃(δ + Tm). Nous obtenons

Tm =
K(Imax − I0) τ + dcδ

K(Imax − I0)− dc

Nous avons, M(δ + Tm) > M c(δ + Tm), donc nécessairement, il existe une intensité
comprise entre I0 et Imax qui, appliquée pendant Tm, permet d’atteindre la masse de
consigne.

La commande est échantillonnée avec une période fixe Tu ; pendant cette période,
l’intensité est constante. Pour qu’il existe IT telle que I0 ≤ IT ≤ Imax et que M(T+T̄+
δ) = M c(T+ T̄+δ) lorsque IT est appliquée pendant un temps n Tu, nous arrondissons
suivant une précision Tu en direction de +∞ le temps Tm. Nous choisissons le plus petit
temps T tel que

T ≥ Tm et T = nTu où n ∈ N∗ (E.6)

Si le temps déterminé s’écrit T = n Tu avec n < 3 alors nous imposons T = 3Tu. Cette
manipulation permet de limiter les erreurs lorsque le temps réel d’échantillonnage Tu
n’est pas respecté.

Lorsque les débits sont faibles, la précision de la balance nous impose de rallonger
le temps de boucle ouverte pour avoir quelques points de mesure avant de boucler le
système. Nous ajustons donc le temps T̃ de la manière suivante
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T̃ =

 0 si
mµ

dc
− T − T̄ − δ ≤ 0

mµ

dc
− T − T̄ − δ sinon.

L’ajout de ce temps permet d’avoir m points de mesure au moment du bouclage. Nous
avons fixé m = 2.

Notons TIdc = T̄ + T̃ + δ la durée pendant laquelle l’intensité correspondant au débit
de consigne est appliquée, le temps de boucle ouverte s’écrit

TBO = T + TIdc

Une fois le temps T déterminé, il suffit de calculer l’intensité IT appliquée pendant un
temps T telle que

M(TBO) = M c(TBO)

où T est donné par l’équation (E.6).

Nous obtenons

IT = I0 +

dc
(
T + δ + τ

(
1− exp

(
−TIdc

τ

)))
K

(
T + τ

(
exp

(
−T + TIdc

τ

)
− exp

(
−TIdc

τ

)))
La trajectoire obtenue est représentée sur la figure E.3. La constante de temps de la
pompe est faible (0.2s) par rapport à la valeur de la période d’échantillonnage (1s).
Les deux solutions prenant en compte l’échantillonnage sont donc très proches. Si la
constante de temps était nulle (pas de dynamique sur la pompe) les deux solutions
seraient identiques.

E.1.2 Existence d’un cycle limite

Nous justifions, dans cette section, le passage à une troisième phase dans la commande
des masses/débits pendant laquelle les réglages sont mous. En pratique, le régulateur
utilisé est proportionnel intégral mais le phénomène de cycle limite est présent avec
un simple régulateur proportionnel. Nous montrons qu’un régulateur proportionnel
génère un cycle limite lorsque la mesure est discrète. Pour simplifier l’analyse, nous
retirons le retard de la dynamique du système (celui-ci n’est pas la source du cycle
limite). Le modèle s’écrit

Ṁ(t) = d(t)

τ ḋ(t) = −d(t) +K(I(t)− I0)
y(t) = ζ(M(t), µ)

Notons eM = M c −M l’erreur entre la masse de consigne (M c) et la masse réelle et
dc le débit de consigne. Nous avons

Ṁ c = dc
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Fig. E.3 – Génération d’une trajectoire boucle ouverte par commande constante par
morceaux : feed forward implémenté sur le pilote

A débit de consigne constant, la dynamique de eM s’écrit

τ ëM = −ėM −K(I − I0) + dc

Notons maintenant Ic la commande appliquée en boucle ouverte pour suivre le débit
de consigne : Ic = I0 + dc/K. La dynamique précédente peut alors s’écrire

τ ëM = −ėM +K(Ic − I)

Pour plus de lisibilité, nous choisirons la notation suivante pour l’équation précédente

τ ëM = −ėM + Ku (E.7)

Lorsque la mesure de masse est discrète, la commande proportionnelle s’écrit

u(t) = Kc(d
ct− round(dct− eM(t), µ))

Le schéma bloc du système bouclé avec une commande proportionnelle est représenté
sur la figure E.4.

où le bloc χ non-linéaire, est défini par la fonction suivante

χ(x, t) = Kc(d
ct− round(dct+ x, µ))

lorsque la commande est proportionnelle avec un gain proportionnel Kc. Le bloc L est
défini par l’équation (E.7). L’entrée u(t) de ce bloc s’écrit

u(t) = χ(−eM(t), t) = Kc(M
c(t)− round(M c(t)− eM(t), µ)) (E.8)
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Fig. E.4 – Schéma bloc du système bouclé avec un régulateur proportionnel lorsque
la masse mesurée est discrète.

L’objectif est de montrer qu’une solution eM(t) du système dynamique (E.7) est un
cycle limite. Pour cela, il suffit de montrer qu’il existe eM(t) telle que χ(−eM(t), t)
est un signal identique à u(t) défini par (E.8). Nous décomposons la démonstration de
l’existence de ce cycle limite en trois étapes :

1. Hypothèse sur la forme de u(t) ;

2. Calcul de la solution eM(t) lorsque l’entrée du système dynamique linéaire L est
u(t) ;

3. Démonstration : le signal χ(eM(t), t) a les mêmes caractéristiques (période, phase,
amplitude) que le signal initial u(t).

Hypothèse sur la forme de u(t). Les hypothèses faites sur le signal u(t) sont
issues d’une étude du signal χ(−eM(t), t) lorsque M(t) = M c(t) (i.e. eM(t) = 0).

Nous supposons que le signal d’entrée u(t) est périodique de période

T =
µ

dc

et d’amplitude µ/2, avec u(0) = 0. Le signal est représenté sur la figure E.5.

Le signal triangulaire u(t) est impair (u(−t) = −u(t)) donc le développement en série
de Fourier s’écrit

u(t) =
∞∑
n=1

bn sin(nωt) où bn =
4

T

∫ T/2

0

u(s) sin(nωs)ds

Nous obtenons

u(t) =
∞∑
n=1

bn sin(nωt) où bn =
2Kcd

c(−1)n+1

nω
(E.9)

Calcul de la solution eM(t). La solution du système dynamique (E.7) lorsque
l’entrée u(t) s’écrit suivant l’équation (E.9) s’écrit
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Fig. E.5 – Signal périodique u(t)

eM(t) = ėM(0)τ

(
1− exp

(
− t

τ

))
+ eM(0) +

2KKcd
c

ω
∞∑
i=1

(−1)i+1

i(1 + (iωτ)2)

(
1− cos(iωt)

iω
− τ sin(iωt) + iωτ 2

(
1− exp

(
− t

τ

)))
(E.10)

Détails

ėM(t) = exp

(
− t

τ

)
ėM(0) +

∫ t

0

exp

(
−t− s

τ

)
2dcKKc

τω

∞∑
i=1

(−1)i+1

i
sin(iωs)ds

d’où l’expression de l’erreur de débit

ėM(t) = exp

(
− t

τ

)
ėM(0) +

2dcKKc

τω
∞∑
i=1

(−1)i+1

i

τ

1 + (iωτ)2

(
sin(iωt)− iωτ

(
cos(iωt)− exp

(
− t

τ

)))
(E.11)

En intégrant (E.11), nous obtenons l’erreur de masse

eM(t) =

∫ t

0

ėM(s)ds+ eM(0)
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Démonstration : "χ(−eM(t), t) a les mêmes caractéristiques que u(t)". Nous
devons maintenant vérifier que les caractéristiques du signal χ(eM(t), t) sont identiques
à celle du signal d’entrée u(t). Pour cela nous devons montrer l’égalité

χ(−eM , t) = u(t) ∀t > 0 (E.12)

Pour vérifier l’égalité (E.12) il suffit de voir que

Ṁ(t) ≥ 0 ∀t ≥ 0 (E.13)

et de montrer que

eM

(
(2k − 1)

T

2

)
= 0 ∀k ∈ N∗. (E.14)

Si la solution respecte ces deux points alors le signal χ(eM , t) est exactement identique
à u(t). Pour s’en convaincre, il suffit de regarder la figure E.6 et de constater que si un
signal eM(t) est tel que la masse M(t) = M c(t) − eM(t) reste dans la zone hachurée
alors la masse discrétisée est identique au signal de masse de consigne discrétisée (celui
utilisé pour générer le signal d’entrée u(t)). Pour que M(t) reste dans la zone hachurée,
il est nécessaire que M(t) = M c(t) sur l’intersection des rectangles hachurées (coins
supérieurs droits et inférieurs gauches). Cette contrainte est représentée par l’équation
(E.14). Si en plus, le signal M(t) est croissant (équation (E.13)) alors M(t) reste dans
la zone hachurée. Par définition de χ (arrondi représentant la balance) tout signal
restant dans la zone hachurée donne, lorsqu’il est discrétisé, le même signal tracé en
gras sur la figure E.6. Dans ces conditions, nous avons χ(eM(t), t) = u(t).
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Fig. E.6 – Signal de masse et signal de masse discrétisé

Le premier point (E.13) est vérifié car la masseM(t) est croissante : il n’est pas possible
d’enlever du liquide qui a déjà été pompé. Nous vérifions l’égalité (E.14) dans la partie
qui suit.

La solution (E.10) évaluée en (2k − 1)T/2 donne
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eM

(
(2k − 1)

T

2

)
= ėM(0)τ

(
1− exp

(
−(2k − 1)T

2τ

))
+ eM(0)

+4
KKcd

c

ω2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2(1 + ((2k − 1)ωτ)2)

+2KKcd
cτ 2

(
1− exp

(
−(2k − 1)T

2τ

)) ∞∑
i=1

(−1)i+1

1 + (iωτ)2

En utilisant les résultats sur les séries (E.18) et (E.19), nous obtenons

eM

(
(2k − 1)

T

2

)
= ėM(0)τ

(
1− exp

(
−(2k − 1)T

2τ

))
+ eM(0)

+4
KKcd

c

ω2

(
π2

8
− πωτ

4
tanh

( π

2ωτ

))
+KKcd

cτ 2

(
1− exp

(
−(2k − 1)T

2τ

))(
1− π

ωτ sinh( π
ωτ

)

)
(E.15)

Reste à déterminer le couple (eM(0), ėM(0)) qui permet de vérifier l’égalité (E.14). La
différence entre eM ((2k1 − 1)T/2) et eM ((2k2 − 1)T/2) pour k1, k2 ∈ N∗ avec k1 6= k2

donne

ėM(0) = KKcd
cτ

(
π

ωτ sinh
(
π
ωτ

) − 1

)
(E.16)

L’équation (E.15) utilisée avec le résultat (E.16) permet d’obtenir l’expression de la
condition initiale

eM(0) = −dcKKc
(
π2

2ω2
− πτ

ω
tanh

( π

2ωτ

))
telle que

eM

(
(2k − 1)

T

2

)
= 0 ∀k ∈ N∗ (E.17)

La croissance de M(t) et la propriété (E.17) permettent de montrer que χ(−eM(t), t) =
u(t) donc que eM(t) est un cycle limite.



132 Annexe E. Compléments de travaux pour la régulation de pH

Résultats sur les séries

∞∑
i=1

(−1)i+1

x2 + i2
=

1

2

(
1

x2
− π

x sinh(πx)

)
(E.18)

∞∑
i=1

1

(2i− 1)2 (1 + (2i− 1)2x2)
=
π2

8
− π|x|

4
tanh

(
π

2|x|

)
(E.19)

E.1.3 Stabilité du système boucle fermée.

Dans la section précédente, nous avons montré la présence d’un cycle limite. Pour
limiter les oscillations observées, nous choisissons de diminuer les gains du régulateur
au cours du temps. Nous montrons dans cette section la stabilité du système bouclé.
La démonstration est réalisée avec un modèle sans retard et sans discrétisation du
signal de masse.

Le modèle de pompe (E.1) est simplifié pour la démonstration de la stabilité du système
bouclé avec la commande (E.20). La discrétisation de la masse n’est pas prise en compte
et le retard est négligé. Le système utilisé s’écrit{

Ṁ(t) = d(t)

τ ḋ(t) = −d(t) +K(I(t)− I0)

d’où
τM̈(t) = −Ṁ(t) +K(I(t)− I0)

où M(t) est la masse, d(t) le débit et I(t) l’intensité envoyée à la pompe.

La boucle fermée fait suite au feed forward qui a requis un temps noté t0. La commande
utilisée est donc appliquée au temps t = t̄+ t0 où t̄ est le temps où le débit de consigne
devient différent de 0 ; nous avons M c(t̄) = 0. Cette commande s’écrit

I(t) = I0 +
1

K
d̂+

τ

K

(
a0

∫ t

t̄

eM(s) ds+ a1 eM + a2 ed̂(t)

)
(E.20)

où eM(t) = M c(t) −M(t), ed̂(t) = dc − d̂(t) et d̂(t) est l’expression du pseudo débit
qui s’écrit

d̂(t) =
M(t)−M c(t̄)

t− t̄
.

Pour tout temps t > t̄, nous avons dc =
M c(t)−M c(t̄)

t− t̄
, l’erreur ed̂ peut donc s’écrire

ed̂ =
M c(t)−M(t)

t− t̄
=
eM(t)

t− t̄
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Le système boucle fermée s’écrit ˙IeM
˙eM
ėd

 =

 0 1 0
0 0 1

−a0(t) −
(
a1(t) + 1

t−t̄

(
a2(t)− 1

τ

))
− 1
τ


︸ ︷︷ ︸

M(t)

 IeM
eM
ed

 (E.21)

avec

a0(t) = (a0
0 − a∞0 ) exp

(
−t− t0

τf

)
+ a0

0

a1(t) = (a0
1 − a∞1 ) exp

(
−t− t0

τf

)
+ a0

1

a2(t) = (a0
2 − a∞2 ) exp

(
−t− t0

τf

)
+ a0

2

où les a0
i et les a∞i sont des constantes.

Théorèmes, lemmes et corollaires. Pour conclure sur la stabilité du système,
nous utilisons le théorème E.1, le corollaire E.1 et le lemme E.1 qui sont démontrés
respectivement dans [Kha01, pages 158, 352 et 353].

Théorème E.1
Soit x = 0 un point d’équilibre exponentiellement stable de

ẋ = A(t)x.

Supposons que A(t) est continue et bornée. Choisissons Q(t) une matrice continue,
bornée, définie positive et symétrique. Alors, il existe une matrice P (t) continuement
différentiable, bornée, définie positive et symétrique qui satisfait

Q(t) + P (t)A(t) + AT (t)P (t) + Ṗ (t) = 0

La fonction V (t, x) = xT P (t)x est une fonction de Lyapunov pour le système et elle
satisfait

k1 ‖x‖a ≤ V (t, x) ≤ k2 ‖x‖a
∂V

∂t
+
∂V

∂x
A(t)x ≤ −k3‖x‖a

∀ t ≥ 0 et ∀x ∈ D, où k1,k2, k3 et a sont des constantes positives et D est un ensemble
de Rn contenant le point d’équilibre x = 0.

Corollaire E.1
Soit x = 0 un point d’équilibre exponentiellement stable de

ẋ = A(t)x. (E.22)
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Soit V (t, x) une fonction de Lyapunov pour (E.22) qui satisfait

k1 ‖x‖2 ≤ V (t, x) ≤ k2 ‖x‖2

∂V

∂t
+
∂V

∂x
A(t)x ≤ −k3‖x‖2∥∥∥∥∂V∂x
∥∥∥∥ ≤ k4‖x‖

∀ t ≥ 0 et ∀x ∈ D, où k1,k2, k3 et k4 sont des constantes positives. Supposons que le
terme de perturbation B(t)x satisfait

‖B(t)x‖ ≤ γ(t)‖x‖

où γ(t) satisfait ∫ t

t0

γ(τ)dτ ≤ ε(t− t0) + η (E.23)

pour des constantes non négatives ε et η, où

ε <
k1 k3

k2 k4

Alors l’origine est un point équilibre exponentiellement stable du système

ẋ = (A(t) +B(t))x.

De plus si toute les hypothèses sont vérifiées globalement, alors l’origine est globalement
exponentiellement stable.

Lemme E.1
Si γ(τ) → 0 lorsque t→∞ alors pour tout ε > 0, il existe un η = η(ε) > 0 tel que la
condition (E.23) soit satisfaite.

Le problème traité. L’équation (E.21) dont nous devons montrer la stabilité peut
s’écrire sous la forme suivante

ẋ = Ax+B(t)x

avec

A =

 0 1 0
0 0 1
−a −b −c

 (E.24)

et

B(t) =

 0 0 0
0 0 0

−d(t) −e(t) 0


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en posant

a = a0
0

b = a0
1

c =
1

τ

d(t) = (a0
0 − a∞0 ) exp

(
−t− t0

τf

)
e(t) = (a0

1 − a∞1 ) exp

(
−t− t0

τf

)
+

1

t− t̄

(
a2(t)−

1

τ

)

Dans le cas stationnaire, la stabilité exponentielle du système nominal ẋ = Ax est
obtenue si la matrice A est Hurwitz. La matrice A, définie par (E.24) est Hurwitz si

a > 0
c > 0
b c > a

c’est à dire, a0
0 > 0, 1

τ
et a0

1

τ
> a0

0. L’application du théorème E.1, du corollaire E.1 et
du lemme E.1 montre que, sous ces conditions, 0 est un point globalement asymptoti-
quement stable du système (E.21).

E.2 Commande linéaire directe pH/Intensité

L’approche présentée dans cette section est linéaire. La non linéarité du système est
prise en compte dans la commande via un gain scheduling [RS00]. Nous avons supprimé
le régulateur de masse d’acide de commande et nous régulons directement le pH à l’aide
de l’intensité de la pompe concernée.

Rappelons la dynamique du pH :

˙pH = − ψ(pH)

φ(pH, t)
+ α

qu
φ(pH, t)

Nous linéarisons ce modèle autour du point de fonctionnement (pHc, qcu) où qcu est défini
par

qcu =
ψ(pHc)

α
(E.25)

Autour de ce point, le linéarisé temps variant s’écrit

˙︷ ︷
∆pH = − 1

φ(pHc, t)2

(
ψ′(pHc)φ(pHc, t)− ∂φ

∂pH
(pHc, t) (ψ(pHc)− αqcu)

)
∆pH+

α

φ(pHc, t)
∆qu

(E.26)
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L’utilisation de (E.25) dans (E.26) donne

˙︷ ︷
∆pH = − ψ′(pHc)

φ(pHc, t)
∆pH +

α

φ(pHc, t)
∆qu

En posant

τ(pHc, t) =
φ(pHc, t)

ψ′(pHc)

et
K(pHc) =

α

ψ′(pHc)

le modèle s’écrit sous la forme suivante

˙︷ ︷
∆pH = − 1

τ(pHc, t)
∆pH +

K(pHc)

τ(pHc, t)
∆qu.

Les paramètres de ce système linéaire sont représentés sur la figure E.7. Le gain du
modèle n’est pas dépendant du temps, il dépend uniquement de la valeur de pHc.

La constante de temps du modèle est faiblement dépendante du pH, elle dépend es-
sentiellement et linéairement du temps.

Remarque E.1 (Valeur de la constante de temps)
L’expression de la constante de temps définie par l’équation (E.2) et représentée sur
la figure E.7 se simplifie

τ(pHc, t) =
ψ′(pHc)t+ h′0(pH

c)V0

ψ′(pHc)
= t+

h′0(pH
c)V0

ψ′(pHc)

car V (t) = q t+V0, NĀ = qĀ t et NB̄ = qB̄ t. Le second terme de la constante de temps
est négligeable ; la valeur de la constante de temps est donc proche de t.

Le régulateur mis au point est un régulateur PID avec un gain scheduling. Le pH
de consigne est donc remplacé par le pH mesuré dans l’expression du gain et de la
constante de temps pour le calcul des réglages. La méthode utilisée pour régler les
paramètres du contrôleur en fonction des paramètres du modèle linéaire est présentée
par Tavakoli Fleming dans [TT03] :

Kc(pH, t) =
1

K(pH)

(
δ

τ(pH, t)
+ 0.2

)

Ti(pH, t) =

0.3
δ

τ(pH, t)
+ 1.2

1

τ(pH, t)
+

0.08

δ

Td(pH, t) =
τ(pH, t)

90
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Fig. E.7 – Paramètres du modèle : Gain du modèle (en g.min−1.mA−1) et constante
de temps du modèle (en s)

Les paramètres du contrôleur sont représentés sur les figures E.8 et E.9.

Le régulateur utilisé s’écrit

qu = Kc(pH, t̃)
(
epH +

1

Ti(pH, t̃)

∫ t

0

epH + Td(pH, t̃)
d epH

d t

)
où t̃ = t si t < t̄ et t̃ = t̄ sinon. Ce choix est justifié dans la section 4.4.3.

En pratique, le terme dérivé est remplacé par un terme dérivé approché incluant un
filtre du signal d’erreur. Pour prendre en compte la précipitation, nous fixons le temps
t̃ = t si t < t̄ et t̃ = t̄ sinon. Après le temps t̄, le temps intégral Ti et le temps dérivé
Td sont constants alors que le gain du contrôleur Kc est variable en fonction du pH
mesuré. Nous justifions ce choix dans la section 4.4.3.

Cette approche, à paramètres constants est efficace hors zone de neutralisation, mais
dans la zone de neutralisation, la période transitoire est trop longue. Nous propo-
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sons, dans la section suivante, un gain scheduling qui permet de diminuer ce temps
transitoire.
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Fig. E.8 – Gain du contrôleur (en mA.min.g−1)

Des résultats obtenus avec cette loi de commande hors zone de neutralisation et dans
la zone de neutralisation sont présentés sur les figures E.10 et E.11.

Stabilité du système boucle fermée dans le cadre d’une commande propor-
tionnelle

Le terme dérivé permet d’améliorer les performances, il n’est pas nécessaire pour dé-
montrer la stabilité. Le terme intégral permet de rattraper les erreurs de modèle.
Supposons que le régulateur soit proportionnel et qu’il s’écrive

qu =
ψ(pHc)

α
−Kc(pH, t̃)(pH− pHc)

Le système boucle fermée s’écrit

˙︷ ︷
pH− pHc = − 1

φ(pH, t)

(
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
− 1

δ + 0.2
φ(pH, t)
ψ′(pH)

(pH− pHc)

Prenons la fonction

V (t) =
1

2
(pH− pHc)2

La dérivée de cette fonction par rapport au temps s’écrit
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Fig. E.9 – Temps intégral du contrôleur (en s) et temps dérivé du contrôleur (en s)

V ′(t) = − 1

φ(pH, t)

(
ψ(pH)− ψ(pHc)

)
(pH− pHc)− 1

δ + 0.2φ(pH,t)
ψ′(pH)

(pH− pHc)2

La fonction φ(pH, t) est strictement négative, ψ(pH) est une fonction positive décrois-
sante (ψ′(pH) ≤ 0). On a V ′(t) ≤ 0 donc V (t) est une fonction positive décroissante
le long des trajectoires ; le principe d’invariance de LaSalle dit qu’elle converge vers le
plus grand invariant contenu dans l’ensemble

{
pH | V ′(t) = 0

}
soit pH = pHc.
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Fig. E.10 – Résultat d’une régulation à pH = 10 sur le procédé
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Fig. E.11 – Résultat d’une régulation à pH = 7 sur le procédé
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E.3 Stabilité d’un système linéaire non autonome par-
ticulier

Étant donné le système linéaire non autonome suivant

ẋ(t) = A(t)x(t) (E.27)

où

A(t) =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

a21(t)
. . .

... aij(t)
an1(t) ann(t)

 .

supposons que ∀t̄ ∈ C ⊂ R fixé, V (x) = xT P (t̄)x soit une fonction de Lyapunov pour
le système

ẋ(t) = A(t̄)x(t)

Si la matrice Ṗ est semi définie négative alors, par la proposition E.1, V (t, x) =
xT (t)P (t)x(t) est une fonction de Lyapunov pour le système (E.27).

Proposition E.1
Soit le système linéaire non autonome suivant

ẋ(t) = A(t)x(t)

Supposons que ∀ t̄ ≥ t0 fixé, la fonction V (x) = xT P (t̄)x est une fonction de Lyapunov
pour le système autonome

ẋ(t) = A(t̄)x(t)

telle que x = 0 ∈ Rn soit un point d’équilibre exponentiellement stable.

Supposons qu’il existe k1 est k2 deux constantes strictement positives telles que

k1k1‖x‖2 ≤ xTP (t̄)x ≤ k2k1‖x‖2

Supposons qu’il existe une matrice Qmin définie positive telle que

xT Qmin x ≤ xT Q(t)x

où la matrice Q(t) est définie par

Q(t) = −A(t)T P (t)− P (t)A(t).

Supposons que la matrice Ṗ (t) est une matrice semi définie négative, alors

∂V

∂t
(t, x) = xT

(
A(t)T P (t) + P (t)A(t) + Ṗ (t)︸ ︷︷ ︸

−Q(t)+Ṗ (t)

)
x

est définie négative et x = 0 est un point globalement exponentiellement stable pour le
système (E.27).
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Démonstration Immédiate par le théorème E.2.

�

Théorème E.2 ([Kha01])
Soit x = 0 un point d’équilibre du système non autonome suivant

ẋ(t) = f(x, t) (E.28)

avec x = 0 ∈ D ⊂ Rn. Soit V : [0;∞[×D → R une fonction continue différentiable
telle que

k1‖x‖2 ≤ xTP (t̄)x ≤ k2‖x‖2

∂V

∂t
(t, x) =

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −k3‖x‖2

∀ t ≥ 0 et ∀x ∈ D, où k1, k2 et k3 sont des constantes positives. Alors, x = 0 est un
point globalement exponentiellement stable pour le système (E.28).


