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Résumé

Les amortisseurs à masse accordée (TMD) connaissent un succès important en génie
civil. Mais leur performance est très liée aux réglages de ses paramètres et leur efficacité
varie beaucoup lorsque la structure évolue ainsi que le type de chargement. Dans ce travail,
on a réalisé une version semi-active ne nécessitant pas de source d’énergie extérieure
significative, à base d’amortisseurs électromécaniques commandés en temps réel. Cette
version semi-active consiste en un TMD pendulaire couplé à un alternateur qui sert à
transformer l’énergie mécanique en énergie électrique qui sera dissipée dans une résistance
externe par effet Joule.
Quatre points ont particulièrement été développés dans ce travail.

• Le premier est consacré à la conception des paramètres de l’actionneur en intro-
duisant un critère d’optimisation. Ce critère est basé sur la maximisation du taux de
décroissance exponentiel au moyen de la technique de placement des pôles. Il a été mon-
tré numériquement l’efficacité de cet actionneur ainsi que l’importance de ses paramètres
optimaux à amortir le mode de torsion d’un démonstrateur d’un pont en construction
lorsqu’il est en vibration libre ou également en vibration harmonique.

• Le deuxième est dédié à l’amortissement des plusieurs modes en introduisant plu-
sieurs actionneurs. En particuliers, l’utilisation des trois actionneurs, dont un est attaché à
l’extrémité du tablier et les deux autres sont attachés à l’extrémité du pylône, permettent
d’amortir quatre modes de vibration du démonstrateur du pont.

• Le troisième porte sur le développement d’une loi de contrôle semi-actif qui permet
une adaptation en temps réel des paramètres de l’actionneur lorsque la structure évolue
ainsi que les types de chargement. Cette loi peut être appliquée pour amortir plusieurs
modes en agissant sur un mode particulier à chaque instant dans l’esprit de la méthode
MIMSC. Cette loi de contrôle, appliquée sur la résistance externe branchée aux bornes
de l’alternateur, permet de faire varier le coefficient d’amortissement et de compenser la
rigidité de l’actionneur.

• Le dernier porte sur la mise en oeuvre expérimentale, sur la maquette du pont,
d’une part du contrôle passif et d’autre part du contrôle semi-actif. Dans le contrôle
passif a été validé la théorie de la conception des paramètres de l’actionneur et a été
confirmé l’efficacité de l’actionneur électromécanique. Mais, dans le contrôle semi-actif
a été seulement validé l’avantage de rendre l’efficacité de l’actionneur indépendante de
l’évolution de la structure.
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Sommario

Gli smorzatori a massa accordata hanno ottenuto un importante successo in ingegneria
civile. Il loro rendimento tuttavia dipende molto dalla scelta dei parametri e la loro efficacia
varia notevolmente con l’evoluzione della struttura e il tipo di carico applicato. Durante lo
svolgimento di questo lavoro abbiamo realizzato una versione semi-attiva che non richiede
un’energia significativa dall’esterno, tramite l’utilizzo degli smorzatori elettromeccanici.
Questa versione semi-attiva consiste in un pendolo accoppiato ad un alternatore che serve
a trasformare l’energia meccanica in energia elettrica; tale energia viene dissipata in una
resistenza esterna per effetto Joule.
In questo lavoro sono stati sviluppati in particolare quattro punti.

• Il primo è dedicato all’ottimizzazione dei parametri relativi all’attuatore introdu-
cendo un criterio d’ottimizzazione. Questo criterio è basato sulla massimizzazione del
coefficiente di decadimento esponenziale mediante la tecnica dello spostamento dei poli. E
stata mostrata numericamente l’efficacia di questo attuatore e l’importanza dei suoi para-
metri ottimali per smorzare il modo torsionale di un modello di ponte quando è soggetto
a vibrazione libera o armonica.

• Il secondo punto è dedicato allo smorzamento multimodale usando attuatori elettro-
meccanici multipli. In particolare, sono stati usati tre attuatori per controllare il primo
modo verticale, il modo torsionale, il terzo modo e il sesto modo di vibrazioni del modello.

• Il terzo punto è concentrato sullo sviluppo di una legge di controllo semi-attivo che
permette un adattamento in tempo reale dei parametri dell’attuatore secondo l’evoluzione
della struttura e il tipo di carico applicato. Questa legge puo essere applicata per lo
smorzamento multimodale agendo su un modo particolare in ogni istante. Questa legge
di controllo, applicata alla resistenza esterna collegata all’alternatore, permette di variare
il coefficiente di smorzamento e di compensare la rigidità dell’attuatore.

• Nell’ultimo punto è stato sviluppato uno studio sperimentale del controllo passivo
e del controllo semi-attivo sul modello di ponte. Nel controllo passivo è stata convalidata
la teoria dell’ottimizzazione dei parametri dell’attuatore ed è stata confermata l’efficacia
dell’attuatore elettromeccanico. Nel controllo semi-attivo invece è stato confermato sol-
tanto il vantaggio di rendere l’efficacia dell’attuatore indipendente dell’evoluzione della
struttura.
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Abstract

Tuned mass dampers (TMDs) have obtained an important success in civil engineering.
Since their performance depends on the choice of its parameters and evolutions of the
structure to be controlled may pull down the efficiency of this kind of device. In this
work we achieved a semi-active version based on electromechanical device. This semi-
active version consists in a pendulum coupled at an alternator. When pendulum begins to
oscillate, the alternator converts the mechanical energy into electric energy to be dissipated
through an exterior resistor via Joule effect.
Four points have been mainly developed in this work.

• The first point is devoted to obtaining an optimal design of a passive actuator using
an optimization criteria. This criteria is based on the maximization of the exponential
time decay rate by means of the pole placement technique. Numerical simulations have
shown the actuator efficiency and the importance of their optimal parameters in absorbing
the torsional mode of small-scale bridge under construction when it is in free vibration or
also in harmonic vibration.

• The second point studies the multimodal vibration damping of the demonstrator
bridge equipped with multiple actuators. In particular, three actuators have been used
for control the first vertical mode, the torsional mode, the third mode and the sixth mode
of vibrations of the demonstrator bridge.

• The third point consisted in developing the semi-active control law that permits to
adapt the actuator parameters in real-time when the structure evolves. This semi-active
control law consists in changing the resistor in real-time in such a way to lock the apparent
stiffness of the real TMD at its desired optimal value and to vary the damping coefficient.

• The last point deals with the experimental study of the passive control and the semi-
active control on a small-scale bridge. In passive control, the theory of optimal design of
the actuator parameters has been validated and the efficiency of the electromechanical
actuator has been confirmed. In semi-active control, only the advantage of the actuator
in such a way to make its performance independent of the structural evolution has been
validated.
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Introduction

Les motivations qui poussent à l’utilisation du contrôle des vibrations des ponts sont
nombreuses. Les grands ponts modernes à haubans ou suspendus sont de plus en plus
flexibles. Leur chargement a plus que doublé en dix ans, alors que leur poids propre a
diminué. Ils sont donc plus sensibles aux excitations extérieures comme le vent et les
séismes. Il s’agit d’une tendance qui s’accentue et qui trouve son origine entre autres dans
une amélioration des performances des matériaux de construction. De plus, l’exigence de
projeter des ponts en degré de résister, sans dégâts appréciables, à des hautes actions
dynamiques.
Plutôt que de renforcer et de rigidifier la structure afin d’affronter des actions extérieures
peu fréquentes, il s’agit de s’y opposer de manière contrôlée en produisant des forces de
réaction adaptées lorsque ces actions se produisent. Les systèmes de contrôle sont prin-
cipalement trois : passif, actif et semi-actif. Le contrôle passif consiste à superposer à la
structure un dispositif qui dissipe l’énergie ou filtre la transmission des efforts dans la
structure, au moins à une fréquence donnée. Il ne nécessite ni mesure ni source d’énergie
externe. Le contrôle actif vise à imposer une force ou un déplacement en certains points
du système, en fonction notamment de l’état mesuré au même instant, ou de l’histoire
de celui-ci. Ceci exige un système de capteurs, un traitement du signal, une stratégie de
contrôle, un calculateur temps réel, un système d’actionneurs et une source importante
d’énergie externe. Le contrôle semi-actif, en revanche, ne nécessite qu’une faible source
d’énergie pour modifier la propriété mécanique du dispositif de contrôle. Il combine les
principaux traits des systèmes actifs et passifs. D’où, le système de contrôle semi-actif des
structures est une extension logique de technologie du contrôle actif et passif.
Parmi les amortisseurs les plus utilisés en génie civil, on peut citer les amortisseurs à masse
accordée (TMDs). Les travaux de Frahm (1911) [38] et Ormondroyed et Den Hartog (1928)
[78] sont parmi les premières études d’application de ce type d’appareil aux différents sys-
tèmes mécaniques. Ces amortisseurs sont couramment utilisés dans différentes structures
du génie civil, comme les bâtiments et les ouvrages souples tels que les passerelles, les
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ponts suspendus et les ponts à haubans. La performance de ces amortisseurs est très liée
aux réglages de leurs paramètres. De même, leur efficacité varie beaucoup lorsque la struc-
ture évolue ainsi que le type de chargement. D’où, l’idée principale d’introduire le contrôle
semi-actif qui permet selon une loi de contrôle d’adapter les paramètres de l’actionneur
en temps réel lorsque la structure évolue ou lorsqu’elle est soumise à différents types des
sollicitations.
L’objectif de ce travail est de mettre en place les outils numériques nécessaires, de réaliser
la conception en détail de l’actionneur, afin d’amortir le mode de torsion d’une maquette
de pont en construction, et la faisabilité de version semi-active, à base d’amortisseur élec-
tromécanique, afin que l’actionneur permette une adaptation en temps réel aux évolutions
de la structure et des sollicitations.
Dans ce travail on a introduit un nouvel actionneur électromécanique principalement
composé d’un TMD pendulaire couplé à un alternateur qui sert à transformer l’énergie
mécanique en énergie électrique qui sera dissipée par effet Joule dans une résistance ex-
terne. Puis, on a introduit une nouvelle méthode de conception des paramètres du TMD
pendulaire : un critère d’optimisation du taux de décroissance exponentiel. Enfin, on a
développé une loi de contrôle semi-actif permettant une adaptation en temps réel des
paramètres de l’actionneur aux évolutions de la structure aux cours du temps et des solli-
citations. Cette loi de contrôle est appliquée sur la résistance externe attachée aux bornes
de l’alternateur.
Les travaux de cette thèse sont exposés comme suit :
Le chapitre 1 est consacré à un bref aperçu sur les systèmes de contrôle passif et les lois
de contrôle actif et semi-actif.
Dans le chapitre 2 on présente l’actionneur électromécanique qui est principalement formé
d’un pendule couplé à un alternateur. Cet actionneur est attaché à l’extrémité d’une
poutre encastrée-libre afin d’amortir le premier mode de vibration. Le système d’équa-
tions du modèle complet est obtenu en utilisant le cas de discrétisation puis couplage. Les
équations de la poutre sont obtenues en utilisant une discrétisation sur la base modale,
les équations du TMD pendulaire sont obtenues à partir des équations de Lagrange et
les équations mécanique et électrique de l’alternateur sont obtenues en appliquant, res-
pectivement, le principe fondamental de la dynamique et la loi des mailles. Pour simuler
le système complet couplé, on a identifié les paramètres de l’alternateur et le coefficient
d’amortissement propre de l’actionneur.
Dans le chapitre 3 on a effectué une étude paramétrique du système formé par deux équa-
tions. L’équation de vibration du premier mode de la poutre et l’équation de l’actionneur
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de référence : l’amortissement total est équivalent à un amortissement visqueux. Les pa-
ramètres optimaux de l’actionneur sont déterminés en introduisant une nouvelle méthode
de conception qui consiste à la maximisation du taux de décroissance exponentiel. On a
réalisé une étude détaillée de l’amortissement obtenu en variant les paramètres de l’ac-
tionneur. De cette étude, on a constaté que le meilleur emplacement de l’actionneur est
dans la zone à déplacement maximal. Après avoir simulé le système complet couplé sur un
système simple (poutre), on a présenté dans le chapitre 4 la simulation du démonstrateur
d’un pont en construction contrôlé par l’actionneur électromécanique. La conception des
paramètres de l’actionneur : la longueur du pendule et le coefficient d’amortissement total
équivalent est réalisée en appliquant le critère d’optimisation introduit dans le chapitre 3.
A partir de la simulation numérique, on a montré que cet actionneur, lorsqu’il est attaché
à l’extrémité du tablier, est très efficace à amortir le mode de torsion de la maquette
lorsqu’elle est en vibration libre ou également en vibration harmonique. Aussi, il est très
efficace à amortir, suivant le plan de vibration du pendule, le premier ou le troisième
mode de vibration lorsqu’il est attaché à l’extrémité supérieure du pylône. Par ailleurs,
lorsque la maquette est équipée par trois actionneurs, les trois premiers modes sont bien
contrôlés.
Dans le chapitre 5, d’une part on a développé une loi de contrôle semi-actif permettant
une adaptation en temps réel des paramètres de l’actionneur aux évolutions de la ma-
quette du pont lorsqu’elle est considérée en cours de construction. D’autre part, on a
appliqué cette loi de contrôle pour adapter les paramètres de l’actionneur en temps réel
selon les types des sollicitations en considérant que la maquette est soumise à différents
types des chargements. En plus, cette loi de contrôle semi-actif est utilisée pour amortir
deux modes différents : le mode de torsion et le sixième mode, en agissant sur un mode à
chaque instant dans l’esprit de la méthode MIMSC.
Cette loi, qui peut être considérée très simple, s’applique sur la résistance externe qui
permet de varier en temps réel l’amortissement et de compenser la rigidité de l’action-
neur. La simplicité de cette loi consiste en l’introduction d’un seul capteur pour sa mise
en oeuvre expérimentale comme il est indiqué dans le dernier chapitre.
Le chapitre 6 expose la mise en oeuvre expérimentale du contrôle passif et semi-actif sur
la maquette du pont. On a confirmé expérimentalement, en contrôlant le mode de torsion
de la maquette, la validité du critère d’optimisation du taux de décroissance exponentiel
introduit dans le chapitre 4. Aussi, on a montré l’importance majeure des paramètres
optimaux de l’actionneur sur l’amortissement.
Ensuite, on a introduit plusieurs actionneurs pour amortir plusieurs modes de vibration
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de la maquette du pont : l’utilisation des trois actionneurs électromécaniques dont un
est attaché à l’extrémité du tablier et les deux autres à l’extrémité supérieure du pylône
permet d’amortir le premier mode vertical, les deux premiers modes horizontaux et le
mode de balancement de la maquette du pont. Même lorsque les paramètres des deux
actionneurs attachés à l’extrémité supérieure du pylône ne sont pas choisis de manière
optimale, on note une amélioration significative de l’efficacité du TMD principal. Tous
ces essais sont illustrés par des films qui sont représentés sur un CD-ROM.
Enfin, on a mis en oeuvre expérimentalement la boucle de contrôle semi-actif qui a permet
de valider l’avantage de rendre l’efficacité de l’actionneur indépendante de l’évolution de
la structure.



Chapitre 1

Les systèmes de contrôle passif et les
lois de contrôle actif et semi-actif

1.1 Introduction

L’intérêt de contrôle des structures en génie civil revêt divers aspects, évoqué dans
plusieurs projets scientifiques, tels que l’accroissement de la productivité des chantiers, de
la durée de vie de l’ouvrage ou de ses composants, de la durée de mise en service qui due à
la possibilité de la réhabilitation, l’adaptation des ouvrages existants à une évolution des
niveaux de performances requises ou de l’environnement, le maintien en fonctionnement
d’un ouvrage à la suite d’un séisme, le confort, qui peut aussi s’avère un critère limitant
pour l’utilisation d’un ouvrage tel qu’un pont ou une passerelle piétonnière, la stabilité
aéroélastique et l’économie de matériaux. En conséquence et pour atteindre tous ces ob-
jectifs, de nouveaux concepts de protection structural ont été améliorés dans le domaine
de contrôle de vibration des structures.
Les méthodes innovantes de contrôle sont devenues, dans les dernières années, d’actualité
importante, ils permettent de projeter des structures pour résister, sans dégâts appré-
ciables, à des actions dynamiques, par exemple des tempêtes, une grande action sismique,
etc. Parallèlement on exige, pendant la construction, de protéger les structures par des
systèmes de protections, en réduisant la réponse, efficaces et en même temps fiables. Entre
ces méthodes innovantes de contrôle, on peut distinguer trois approches différentes : passif,
actif et semi-actif ; à celles-ci on peut ajouter une quatrième qui est le contrôle hybride.
Le contrôle passif consiste à superposer à la structure un dispositif qui modifie la rigidité
ou l’amortissement du système structural sans demande d’une source d’énergie externe

9
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et sans introduire de l’énergie pour son fonctionnement. Le contrôle actif vise à imposer
une force ou un déplacement en certains points du système à contrôler, en fonction no-
tamment de l’état mesuré ou de l’historique de celui-ci. Ce type de contrôle nécessite une
source importante d’énergie externe pour opérer les actionneurs qui fournissent les forces
de contrôle dont les magnitudes sont déterminées en utilisant les mesures, à partir des
capteurs, des excitations et/ou de réponse de la structure. Le contrôle semi-actif combine
les principaux traits des systèmes actifs et passifs. Ces systèmes exigent une faible source
d’énergie pour modifier la propriété mécanique de dispositif de contrôle. Alors, qu’un sys-
tème de contrôle est hybride s’il utilise une combinaison de système de contrôle passif et
actif.

1.2 Systèmes de contrôle passif

Les techniques passives d’amortissement des vibrations structurales utilisent l’intégra-
tion ou l’ajout de matériaux ou systèmes, possédant des propriétés amortissantes, couplés
à la structure de telle façon que les vibrations de la structure soient amorties passivement,
c’est à dire, sans aucune intervention extérieure supplémentaire et sans apport d’énergie
de l’extérieure. Principalement, il existe deux catégorie de systèmes passifs : la première
est l’isolation sismique et la deuxième est la dissipation d’énergie.

1.2.1 Systèmes d’isolation sismique

Le principe de l’isolation sismique n’est pas nouveau : les premières expériences re-
montant au début de 20ième siècle. La première application de la technologie moderne de
l’isolation sismique a été réalisée en 1969. Actuellement quelques milliers de bâtiments et
de ponts à travers le monde sont munis de systèmes d’isolation sismique. Ces systèmes
consistent à mettre, entre les fondations et la superstructure, des dispositifs qui ont une
déformabilité horizontale très importante et une rigidité verticale très élevée. Ces dispo-
sitifs permettent à découpler le mouvement du sol de la structure dans le but de réduire
les forces transmises à cette dernière. L’isolateur capte les déformations (inélastiques) et
filtre les accélérations (hautes fréquences) de sorte que la superstructure isolée se déplace
essentiellement selon un mode rigide subissant de faibles accélérations et presque pas de
déformations. Par conséquent, les forces d’inertie transmises aux éléments de fondations
sont limités et demeurent en deçà de la capacité élastique de tels éléments. Ce comporte-
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ment se traduit par la limitation des dommages subis par la superstructure et les éléments
de fondation et par la préservation de la fonctionnalité de la structure après le séisme.
L’isolation à la base repose sur le principe que si la période de vibration est augmentée
suffisamment pour s’éloigner de la période d’excitation prédominante du tremblement de
terre, les accélérations transmises à la structure (et par conséquent les forces d’inertie)
sont considérablement réduites. En revanche, l’augmentation de la période engendre des
déplacements plus importants concentrés au niveau de l’isolateur. Dès lors l’incorpora-
tion d’un dispositif de dissipation d’énergie à l’isolateur est requise afin de contrôler les
déplacement et de réaliser un compromis satisfaisant entre la réduction de la force et
l’accroissement du déplacement.
Les systèmes d’isolations sismique sont composés, principalement, par :

– un appui capable de transmettre les charges verticales mais ayant une faible rigidité
horizontale : c’est le noyau de l’isolateur. La rigidité latérale de l’appui est le pa-
ramètre clé dans l’augmentation de la période et par conséquent dans la réduction
des forces sismiques. De plus, la rigidité latérale de l’appui joue un rôle très impor-
tant dans le déplacement sismique de l’ouvrage et son recentrage après le séisme
(déplacement résiduel).

– dispositif de dissipation d’énergie : ce dispositif sert à contrôler la déformation de
l’isolateur et par conséquent le déplacement absolu de la superstructure située au
dessus. Plusieurs dispositifs ont été mis au point avec une application plus au moins
répandue.

– un système de retenue : le système d’isolation doit avoir une rigidité initiale élevée
afin de minimiser les déplacements sous les charges de service tel que le freinage et
le vent.

Les systèmes d’isolation sismique sont largement utilisés dans le monde dont l’application
a été plus au moins répandue et une revue exhaustive de ces systèmes dépasse le cadre de
ce travail. Néanmoins, on peut grossièrement classifier les systèmes d’isolation sismiques
en deux catégorie.
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1.2.1.1 Les systèmes à base d’élastomère

Ces systèmes exploitent le principe de l’appui fretté et sa flexibilité latérale. Le système
d’isolateur à base d’élastomère est l’isolateur à base d’appui fretté avec un noyau de plomb
intégré à l’intérieur de l’appui tel qu’illustré à la figure (1.1).

Fig. 1.1 – Isolateur élastomérique avec noyau de plomp.

Les principales limitations des systèmes à base d’élastomère sont :

– sensibilité aux variations thermiques,

– l’instabilité de l’appui : la résistance à la charge verticale diminue avec l’accroisse-
ment de la déformation latérale,

– les dimensions de l’appui et particulièrement sa hauteur peuvent constituer une
limitation pratique particulièrement pour les applications de réhabilitation,

– le noyau de plomb a le défaut de transmettre des accélérations de haute fréquence
et réduit l’efficacité de l’isolation.

1.2.1.2 Les systèmes à base de glissement

L’interface de glissement permet de dissiper l’énergie sismique par friction. A titre
d’exemple, le système de pendule à friction est un système qui utilise une interface de
glissement sous forme de cuvette, portion d’une sphère, qui confère à la structure un
mouvement global similaire à un pendule. Le rayon de courbure et le coefficient de frot-
tement de l’interface sont les caractéristiques clé qui contrôlent la période d’isolation et
la quantité d’énergie dissipée du système, figure (1.2).
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Fig. 1.2 – Isolateur de type pendule à friction.

1.2.2 Dissipation d’énergie

Les systèmes passifs de dissipation d’énergie ont le même principe de base que les
isolateurs sismiques lorsqu’ils sont incorporés dans la structure : ils peuvent absorber une
portion de l’énergie d’excitation extérieure. En plus, ils peuvent réduire substantiellement
le mouvement différentiel entre les éléments de la structure et par conséquent réduire les
dégâts de cette dernière. Ces dernières années, des efforts sérieux ont amélioré le concept
des systèmes de dissipation d’énergie, et plusieurs appareils ont été installés dans des
structures partout dans le monde. En général, ils sont caractérisés par leur capacité de
dissiper l’énergie de vibration de la structure ou de la convertir en un autre mode de
vibration ou en une autre forme d’énergie. Les principaux systèmes sont :

– amortisseurs métalliques

– amortisseurs à friction

– amortisseurs viscoélastiques

– amortisseurs à fluide visqueux

– amortisseurs à masse accordée

– amortisseurs à liquide accordée

– les matériaux intelligents

Pour une étude détaillée de ces systèmes de dissipation d’énergie, on renvoie les lecteurs
à [91, 98] où il a été représenté un rappel historique, un principe de base, une formulation
mathématique et une étude théorique et expérimentale de ces systèmes. Les matériaux
intelligents sont formés principalement par :

– les alliages à mémoire de forme

– les matériaux piézoélectriques

– les fluides électrorhéologiques

– les fluides magnétorhéologiques
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1.3 Les lois de contrôle actif

Un amortisseur passif est fondamentalement conçu pour réduire seulement un mode de
vibration particulier de la structure. En revanche, un amortisseur actif peut amortir une
bande large de fréquence. D’où, l’étude du contrôle actif des structures est une extension
logique de technologie du contrôle passif. Un système de contrôle est actif si un ou plu-
sieurs actionneurs appliquant des forces sur une structure selon une loi de contrôle et en
utilisant pour leur fonctionnement une source d’énergie externe. Ces forces peuvent être
utilisées pour ajouter ou dissiper l’énergie de la structure à contrôler. Afin de construire
un tel système, il existe deux approches qui sont radicalement différentes : la première
consiste à identifier la perturbation qui crée les vibrations pour l’annuler en lui superpo-
sant une excitation "inverse". Cette stratégie de contrôle actif est appelée contrôle par
anticipation (feedforward). Elle est surtout développée en acoustique [74], mais elle est
aussi très utile pour le contrôle de vibration des structures [40]. La deuxième consiste à
identifier la réponse de la structure plutôt que l’excitation qui la fait vibrer. Elle nécessite,
donc, la modélisation du comportement dynamique de la structure. Le travail de contrôle
des vibrations qui porte sur ce type de stratégie est appelé contrôle par boucle de rétro-
action (feedback).
Un système de contrôle actif des structures a la configuration de base comme est indiquée
dans la figure (1.3). Il consiste, premièrement, à placer les capteurs sur la structure pour

Fig. 1.3 – diagramme de contrôle actif.
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identifier, à chaque instant, la réponse ou l’excitation. Lorsque seulement la réponse de
la structure est mesurée, la configuration de contrôle est connue sous le nom du contrôle
à boucle fermée : la réponse est mesurée à chaque instant et cette information est utilisée
pour la correction de la force de contrôle appliquée instantanément. Mais, lorsque seule-
ment l’excitation est mesurée, le contrôle prend le nom de boucle ouverte. Par contre, si
la réponse et l’excitation sont mesurées ensemble le terme utilisé dans la littérature est
le contrôle à boucle fermée-ouverte. En deuxième étape, il consiste à choisir une loi de
contrôle convenable qui permet, à chaque instant, à l’actionneur, en apportant de l’éner-
gie de l’extérieur, de produire une force de contrôle. Par suite, lors de la conception d’un
système de contrôle actif des vibrations par rétroaction, on commence par étudier le com-
portement dynamique de la structure à contrôler, puis on choisit une loi de contrôle de
rétroaction qui répond au mieux à la problématique. Les lois des contrôles par rétroaction
auxquelles on s’intéresse par la suite se définissent en fonction de l’état de la structure
sur laquelle elles sont appliquées. L’efficacité de ce type de contrôle dépend du :

– placement optimal des capteurs : en vue d’une discrétisation modale du déplacement
d’une structure, le positionnement des capteurs est primordial pour le contrôle de
la structure et l’estimation de l’état du modèle.

– choix d’une loi de contrôle efficace : si le comportement du système n’est pas satis-
faisant, l’objectif du contrôle est d’agir sur le système à travers des variables notées
υ(t) pour obtenir le comportement désiré de la réponse de la structure ou du sys-
tème. Le problème de contrôle consiste donc à définir une loi de contrôle robuste
afin que les réponses ou les sorties du système soient celles désirées.

– placement optimal des actionneurs : comme les actions de contrôle sont localisées
au niveau des actionneurs, c’est à dire que le contrôle agit sur la structure par l’in-
termédiaire des actionneurs, et donc évidemment l’efficacité de contrôle dépend de
la position de ces derniers. Pour un contrôle actif, l’optimisation du positionnement
des actionneurs consiste à minimiser l’énergie qu’il faut fournir pour stabiliser le
système.

1.3.1 Modélisation des systèmes de contrôle

On a distingué deux grandes familles : le contrôle feedforward et le contrôle feedback
auquel on limitera l’étude dans ce paragraphe. On présente les principes de contrôle actif
dans le cas unidimensionnel, cas d’une poutre de longueur L encastrée à l’une de ses
extrémités. Ensuite, on présentera sommairement la technique d’approximation modale.
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Avant que nous introduisions les différentes lois de contrôle existantes, nous définissons
les outils modernes de modélisation du système de contrôle : les équations d’état, les
équations de sortie et les équations de contrôle qui forment le système d’état et les notions
de contrôlabilité et d’observabilité.

1.3.1.1 Contrôle en effort d’une poutre

Comme la poutre est la structure la plus courante à modéliser, et en vue d’avoir la
technique de discrétisation modale d’un système mécanique continu qui nous permet de
déterminer le système d’état, nous considérons une poutre uniforme d’Euler-Bernoulli,
qui relie la rotation de la section de la poutre au déplacement transversal. La poutre est
fixée à l’une de ses extrémités, l’autre extrémité est soumise à une force de contrôle, figure
(1.4). D’une manière générale, l’action de contrôle peut être un déplacement imposé ou
une force. Pour le cas de force on peut citer l’exemple de l’amortisseur à masse accordée
qui agit sur la structure en appliquant une force de contrôle, un tel type d’amortisseur est
passif en lui ajoutant un moteur, par exemple, il devient un amortisseur actif.

Fig. 1.4 – Poutre droite encastrée-libre contrôlée en force.

La poutre a les caractéristiques physiques suivantes : L sa longueur, ρ sa masse volumique,
S sa section, E son module d’Young et I son moment d’inertie de flexion selon l’axe de
Y. L’excitation de la poutre est modélisée par une densité linéique de force répartie sur
toute sa longueur f(x,t) et qui varie dans le temps. Considérons l’évolution de la poutre
sur un intervalle de temps [0,T], c’est à dire que T est l’horizon du temps pendant lequel
la poutre se stabilise. Cet horizon du temps est assimilé à l’infini dans le contrôle moderne
[67]. Cette hypothèse rend la matrice de Riccati du système à contrôler indépendantes du
temps. La réponse de la poutre, déplacement transversal, notée z(x,t), vérifie les équations
d’évolution dynamique :
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



ρAz̈(x,t) + EI ∂4z
∂x4 (x,t) = f(x,t) dans (0,L)× [0,T ]

z(0,t) = 0,− EI ∂3z
∂x3 (L,t) = υ(t) sur [0,T ]

∂z
∂x

(0,t) = 0 ∂2z
∂x2 (L,t) = 0 sur [0,T ]

z(x,0) = z0(x), ∂z
∂t

(x,0) = z1(x) dans (0,L)

(1.1)

où z0(x) et z1(x) définissent les conditions d’évolutions initiales supposées suffisamment
régulières. Le contrôle υ(t) est appliqué à l’extrémité de la poutre afin d’amortir les vibra-
tions dues à l’excitation extérieure et qui sera déterminé en fonction de l’état du système.
D’une manière générale, pour amortir les vibrations, on impose soit un effort soit un dépla-
cement sur tout ou sur une partie du solide. Dans le cas de contrôle actif par rétroaction,
le contrôle est défini

υ(t) = F (z(x,t),ż(x,t)), (1.2)

en fonction de l’état du système. Ce type de stratégie, selon la terminologie de contrôle,
prend le nom de contrôle par retour d’état. Le concept de ce type de contrôle est exprimé
de façon plus générale, dans le domaine temporel, sans qu’il soit nécessaire d’évoquer une
boucle. Le problème essentiel est de déterminer le contrôle υ(t) [84].

1.3.1.2 Calcul des formes modales de la poutre

Lors du calcul des valeurs et vecteurs propres, on suppose que le déplacement du
problème libre : c’est à dire non amorti, complété des conditions initiales et que toutes les
actions extérieures sont considérées nulles, a la forme harmonique

z(x,t) = ϕ(x)eiωt. (1.3)

Comme la poutre a une infinité de degrés de liberté, alors la solution du système conservatif
homogène muni des conditions aux limites, a une infinité dénombrable de solutions [43],
appelées modes propres, valeurs et vecteurs propres associées au système homogène extrait
du système (1.1) sont les solutions des équations suivantes :





ρAλiϕi(x) = EI d4ϕi

dx4 (x) dans (0,L)

ϕi(0) = 0, dϕi

dx
(0) = 0, d2ϕi

dx2 (L) = 0 et d3ϕi

dx3 (L) = 0
(1.4)



1.3 Les lois de contrôle actif 18

Les constantes λi sont les valeurs propres de la poutre et ϕi(x) sont les formes propres
associées. La résolution de ce système conduit aux formes propres à une constante multi-
plicative près. Cette constante est fixée par la condition de normalisation. Un calcul exact
des valeurs et vecteurs propres d’un tel système avec une normalisation par rapport à la
masse a été fait par [88].

1.3.1.3 Calcul de la flèche de la poutre par formulation variationnelle

L’idée de base, pour approcher la solution z(x,t) du problème (1.1) posé dans un espace
de dimension infinie, consiste à restreindre la formulation variationnelle à un sous-espace
de dimension finie où le problème se ramène simplement à un système linéaire. La solution
approchée obtenue dans l’espace de dimension finie converge vers la solution exacte du
problème d’origine.
Dans le cas d’un contrôle en déplacement imposé sur le bord d’une poutre en appuis
simple, une formulation variationnelle faible ne convient pas à l’approximation du dépla-
cement [19]. Il a été introduit une formulation variationnelle dite très faible. Dans une
telle formulation le déplacement est défini comme étant la somme d’un déplacement quasi
statique imposé par le contrôle et d’une somme de modes propres de flexion.
Par contre, pour un contrôle en effort, en imposant un effort tranchant à l’extrémité libre
de la poutre, comme indiqué dans la figure (1.4), une formulation variationnelle classique
en espace




∀ψ ∈ V = {ψ ∈ H2(0,L) telque ψ(0) = dψ

dx
(0) = 0}

ρA
∫ L

0
z̈(x,t)ψ(x) dx + EI

∫ L

0
∂2z
∂x2 (x,t)d2ψ

dx2 (x) dx = υ(t)ψ(L)
(1.5)

convient pour l’approximation de la réponse de la poutre.
Le terme intégral de cette formulation variationnelle est une forme bilinéaire continue et
coercive sur l’espace V et le second terme définit une forme linéaire continue sur V. Le
théorème de Lax-Milgram nous garantit alors que la formulation (1.5) admet une solution
et une seule.
La formulation variationnelle faible (1.5) a été obtenue par multiplication de l’équation
d’équilibre dynamique du système (1.1) par une fonction test de l’espace puis par double
intégration par partie par rapport à la variable de l’espace. Dans cette formulation on a
annulé les efforts extérieurs. L’approximation de la solution du problème (1.5) consiste
simplement à introduire un sous-espace de dimension finie noté VN qui est formé par
les N premiers modes propres. La projection du déplacement sur cette base modale nous
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permet de déterminer une estimation modale de déplacement sur les N premiers modes
propres sous la forme suivante :

zN(x,t) =
N∑

i=1

αi(t)ϕi(x), (1.6)

où ϕi(x) est l’ième mode propre de la poutre et αi(t), la composante de la projection du
vecteur déplacement sur ϕi(x), souvent appelé la contribution modale du mode i.
Le déplacement défini par l’équation (1.6) est solution de la formulation variationnelle





∀ψN ∈ VN

ρA
∫ L

0
z̈N(x,t)ψN(x) dx + EI

∫ L

0
∂2zN

∂x2 (x,t)d2ψN

dx2 (x) dx = υN(t)ψN(L)
(1.7)

restreinte au sous-espace VN . υN(t) le contrôle en effort calculé à partir de l’estimation
du déplacement et de la vitesse par les N premiers modes.
Après le remplacement du déplacement par son estimation (1.6) dans la formulation varia-
tionnelle (1.7), en faisant varier la fonction test N fois, en la remplaçant à chaque fois par
ϕi, et en utilisant les propriétés d’orthonormalité et d’orthogonalité des modes propres,
on obtient les équations suivantes :

α̈i(t) + λiαi(t) = υN(t)ϕi(L) pour i = 1, . . . ,N (1.8)

où λi = ω2
i la valeur propre associée au mode i. Dans l’équation d’équilibre de la poutre

(1.1) on n’a pas introduit le terme de l’amortissement qui est le siège de dissipation d’éner-
gie. L’amortissement existe dans tout système physique, même si on le néglige souvent
en première approximation. En pratique, les vibrations libres, qui correspondent à la so-
lution générale du système homogène, s’atténuent très rapidement de sorte que, dans les
problèmes de réponse à une charge harmonique ou périodique, on se limite en général à la
recherche de la solution particulière correspondante. Pour être plus proche de la réalité,
on prend en compte la présence d’amortissement dans la modélisation du mouvement
de la structure. Les systèmes mécaniques réels comportent de très nombreuses liaisons
qui sont en général le siège des dissipations d’énergie des vibrations les plus importantes.
Actuellement, on ne sait pas encore modéliser à priori le comportement dynamique des
liaisons [44].
Considérons, dans le cas d’une poutre, que la majeure partie de la dissipation peut être
modélisée par une dissipation de type visqueuse, c’est à dire une force proportionnelle
à la vitesse mais de signe contraire. Et afin d’éviter le problème de couplage entre les
équations en αi, on adopte l’hypothèse de Rayleigh qui rend la matrice d’amortissement
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diagonale. L’équation (1.8), en introduisant le taux d’amortissement modal ξi, sera écrite
comme suit :

α̈i(t) + 2ξiωiα̇(t) + λiαi(t) = υN(t)ϕi(L) pour i = 1, . . . ,N (1.9)

Cette partie de discrétisation en espace des équations différentielles a pour but de per-
mettre une description des systèmes en termes de variable d’état qui est très utilisée en
contrôle actif, essentiellement pour les modélisations de contrôle de type feedback.

1.3.1.4 Système d’état

La théorie classique est basée explicitement sur une relation entrée/sortie, en utilisant
un modèle de la fonction de transfert du système pour la mise au point du contrôleur. La
théorie du contrôle moderne, quant à elle, est basée sur un modèle construit à partir d’un
système d’équations différentielles du premier ordre constituant une équation différentielle
matricielle. Nous écrivons les contributions modales de l’accélération en fonction de celles
du déplacement, de la vitesse et des forces de contrôle, sous la forme d’équations de
Lagrange d’un système à N degrés de liberté écrit sous la forme vectorielle équivalente,
définissent par l’équation (1.9). Complétons par l’identité α̇(t) = α̇(t) et introduisons
le vecteur d’état qui contient les inconnues du système différentiel, défini par : X(t) =

[αi(t),α̇i(t)]
T , pour i = 1, . . . ,N . Nous pouvons écrire l’équation d’état du système (1.9) :

Ẋ(t) = [A]X(t) + [B]υN(t), (1.10)

où A est la matrice d’état de dimension 2Nx2N : A =

[
0 I
−λi −2ξiωi

]
et B la matrice

d’entrée de dimension 2Nxr : B =

[
0

ϕi(L)

]
avec r est le nombre d’actionneurs.

Si le vecteur d’état initial et le vecteur de contrôle sont donnés, le vecteur d’état peut
être calculé à chaque instant. L’équation (1.10) est très largement utilisée en contrôle de
systèmes linéaires. Pour décrire le système du point de vue de sa sortie, on lui ajoute
souvent une seconde équation :

Y (t) = [C]X(t), (1.11)

appelée équation de sortie ou d’observation. L’observation est mesurée le plus souvent
à travers des capteurs placés aux points xq. Y(t) est le vecteur de sortie contenant les
signaux observés, aux points de mesure des capteurs, [C] est la matrice d’observation :
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C =

[
0

ϕi(xq)

]
.

La fonction de contrôle est définie en fonction de l’état du système, elle peut se mettre
sous la forme matricielle :

υN(t) = −[K]X(t), (1.12)

avec K la matrice de gain défini par la loi de contrôle.
Le système formé par les équations (1.10), (1.11) et (1.12)





Ẋ(t) = [A]X(t) + [B]υN(t)

Y (t) = [C]X(t)

υN(t) = − [K]X(t)

(1.13)

est appelé système d’état.

1.3.2 Contrôlabilité et observabilité

La mise en oeuvre d’une stratégie de contrôle actif d’une structure nécessite toujours
l’étude de l’observabilité et de la contrôlabilité du système étudié. C’est une étape indis-
pensable de la loi de contrôle choisie. Elle conditionne la réussite de tout dispositif de
contrôle actif. Les notions de contrôlabilité et d’observabilité introduites dans les années
soixante, sont fondamentales en contrôle moderne. La contrôlabilité mesure la capacité
d’une configuration particulière d’actionneur de contrôler l’état du système complet ; in-
versement, l’observabilité mesure la capacité de la configuration particulière du capteur à
fournir toutes les informations nécessaires estimées d’état complet du système [83].

1.3.2.1 Contrôlabilité

Considérons un simple exemple, pour mieux comprendre la contrôlabilité d’un système,
à deux sous systèmes mécaniques soumis à la même force de contrôle agissant sur la masse
m1 comme illustré dans la figure (1.5). Il est claire que la masse m2 du système (a) n’est
pas contrôlable par la force de contrôle et pour ce motif que le système global est dit non
contrôlable et donc si une seule composante est non contrôlable, le système est dit non
contrôlable. D’autre part, le système (b) est contrôlable et la force de contrôle agit sur les
deux masses du système.
Un système est dit contrôlable lorsqu’il est possible de changer l’état en passant d’un état
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Fig. 1.5 – Contrôlabilité d’un système.

initial, X0, à un état final, Xf , ou l’inverse, en un temps fini et en utilisant seulement une
force de contrôle.
Considérons un système linéaire de rang 2N (1.13), et une matrice test Q, dite matrice
de contrôlabilité qui a la forme suivante :

Q = [B,AB,...A2N−1B] (1.14)

Le système (1.13) est dit contrôlable si et seulement si la matrice de contrôlabilité a pour
rang maximal. Dans le cas où il aurait une seule entré, la matrice Q est carré et le système
est contrôlable si Q est non singulier.
Cette réponse n’est pas assez souvent pratique pour les problèmes de l’ingénieur où nous
avons besoin d’une information plus quantitative puisqu’il précise simplement si le système
est contrôlable ou non. Pour cela, il est proposé d’utiliser un nouveau critère, permet
de quantifier la contrôlabilité mode par mode, se base sur la matrice grammienne de
contrôlabilité définit par [51]

Wc =

∫ T

0

[eAτBBT eA
T τ ] dτ. (1.15)

Cette matrice est solution de l’équation de Liapunov

AWc + WcAT + BBT = 0. (1.16)

Ainsi, on peut énoncer le critère de contrôlabilité de la matrice grammienne : un système
est contrôlable si est seulement si la matrice de contrôlabilité Wc est définie positive.
Pour contrôler tous les états du système, contrôler mode par mode, il est plus intéressant
d’étudier le problème des valeurs propres de la matrice grammienne.
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1.3.2.2 Observabilité

Un concept dual à celui de contrôlabilité d’un système linéaire est l’idée que chaque
variable d’état a des effets sur la réponse du système. L’observabilité est donc un concept
du même type que la contrôlabilité mais cette fois, c’est la relation entre les sorties et l’état
du système qui est caractérisée. Autrement dit, l’observabilité relie le vecteur de sortie
z(t) au vecteur d’état X(t) du système linéaire (1.13). Avec référence à un tel système, il
est dit complètement observable si, pour chaque état initial X0 existe un temps fini, noté
T, dans le quel la connaissance de z(t) est suffisant pour déterminer l’état final X(T ). La
vérification de l’observabilité ressemble beaucoup à celle de la contrôlabilité qui se réduit
au calcul du rang d’une matrice :

O = [C,AC,...A2N−1C] (1.17)

Cette matrice prend le nom de matrice d’observabilité. D’après le critère de Kalman re-
posant sur le rang, le système (1.13) est complètement observable si et seulement si la
matrice d’observabilité est de rang 2N, nombre des composantes du vecteur d’état [83].
L’étude de l’observabilité d’un système à plusieurs variables permet au concepteur de
choisir les variables de sorties mesurables du modèle du système. Si un état non obser-
vable est inclus dans le contrôle, il résulte qu’il ne pourra pas être détecté à la sortie,
d’où l’instabilité éventuelle. Le critère de Kalman précise simplement que le système est
observable ou non, mais il ne donne pas une information plus quantitative. Pour cela, et
dans le plus souvent des cas pratiques des problèmes de l’ingénieur il est utilisé un critère
qui quantifie la visibilité de la réponse par les capteurs, en utilisant la matrice grammienne
définit par

Wo =

∫ T

0

[eA
T τ CTC eAτ ] dτ. (1.18)

Cette matrice permet de quantifier l’énergie récupérée par les capteurs indépendamment
des conditions initiales et qui a pour propriété : le système (1.13) est observable si et
seulement si la matrice d’observabilité Wo est définie positive. Pour mesurer, donc, l’ob-
servabilité mode par mode du système il suffit de calculer les valeurs propres de Wo.
On remarque que la matrice grammienne d’observabilité est déduite directement par dua-
lité entre observabilité et contrôlabilité : le couple (A,C) est observable si et seulement si
(AT ,BT ) est contrôlable. En remplaçant (A,B) par (AT ,CT ) dans l’équation (1.16), nous
obtenons que la matrice d’observabilité Wo est solution de l’équation suivante :

ATWo + WoA + CTC = 0 (1.19)
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1.3.3 Phénomène de Spillover

Les structures continues ont une infinité de degrés de liberté. La décomposition modale
du déplacement d’une telle structure se fait alors sur une infinité de termes et donc les
capteurs, placés lors du contrôle, observent une infinité de modes. Les systèmes de contrôle
actif sont utilisés pour réduire les vibrations d’une bande de fréquence. Un modèle réduit
alors doit être développé par discrétisation en introduisant seulement les N premiers modes
propres de la structure qui est en général tout à fait suffisant pour tenir compte des
comportements dynamiques à basse fréquence dans la plupart des situations pratiques.
Cette réduction d’ordre se fait par la projection sur les N premiers modes et le contrôle
sera exprimé sur une base tronquée de dimension N ce qui fait apparaître l’instabilité des
modes résiduels qui ne sont pas pris en compte, lors de la discrétisation, dans le modèle
de dimension fini. On peut définir le phénomène de spillover par le transfert d’énergie vers
des modes élevés qui ne sont pas pris en considération dans le modèle. Le spillover peut
être décomposé en deux parties :

– le spillover d’observation dans le quel les signaux observés décomposés sur les N
modes du modèle sont pollués par les modes d’ordre supérieur,

– le spillover de contrôle qui aura lieu lorsque le contrôle excite les modes d’ordre
supérieur.

Pour qu’il y ait instabilité par spillover, il faut avoir le spillover d’observation et le spillover
de contrôle. Plusieurs travaux ont fait l’objet de ce phénomène [2, 17, 59].

1.3.4 Algorithmes de contrôle actif

La conception du système de contrôle est très dépendante du choix et de l’emplacement
relatif des actionneurs et des capteurs. Il est connu que, pour des actionneurs et capteurs
colocalisés, la conception du système de contrôle, même pour des systèmes simples de
rétroaction, permet d’aboutir à des systèmes stables. Le contrôle est dit colocalisé si les
capteurs et actionneurs sont localisés sur les mêmes points de la structure, c’est à dire que
le capteurs et l’actionneurs sont physiquement placés sur les mêmes points de la structure
et énergétiquement sont conjugués, tel que force et déplacement ou vitesse ou moment et
rotation.
D’autre part, la performance du système de contrôle est aussi fortement dépendante de
l’algorithme de contrôle utilisé pour traiter les informations fournies par les capteurs afin
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de déterminer les signaux de contrôle envoyés aux actionneurs. Plusieurs algorithmes ont
été utilisés dans la littérature pour contrôler les vibrations des structures : le plus simple
est probablement le "Direct Velocity Feedback" DVF [3], qui a pour principe d’imposer
une force proportionnelle à la vitesse au point de mesure, ou "Integral Force Feedback"
IFF [83]. Ces approches colocalisées assurent une stabilité locale, ils ne produisent pas le
phénomène d’instabilité par spillover. Ces deux lois de contrôle peuvent être appliquées
sans recours à un modèle. De plus, elles sont principalement efficaces prés de la fréquence
de résonance. D’autres approches sont très non colocalisées tel que le contrôle proportion-
nel à la flèche de l’extrémité libre d’une console, en utilisant des éléments piézoélectriques,
dont l’actionneur piézoélectrique est positionné près de l’encastrement, tandis que la me-
sure de la flèche est effectuée, au moyen d’un accéléromètre ou d’un capteur optique, placé
à l’extrémité. Plusieurs travaux ont considéré cette approche [12, 110], qui utilise la loi
de contrôle "Linear Quadratic" LQ classique qui est plus efficace et assure une stabilité
globale [83]. Néanmoins, un modèle est exigé pour sa mise en oeuvre qui nécessite une dis-
crétisation, et lors de son approximation en dimension finie une instabilité due au spillover
peut paraître.
Il est intéressant de considérer le comportement dynamique d’un système par sa réponse
modale. Ceci est particulièrement vrai en contrôle actif pour les structures mécaniques
montrant des résonances espacées dans la bande passante du contrôleur. Tout naturelle-
ment, cela a motivé le développement des méthodes de contrôle actif visant à contrôler
les modes de façon indépendante [68].
Suivant les travaux sur la contrôlabilité exacte des équations différentielles [63], Komornik
a introduit une nouvelle stratégie efficace et simple pour la stabilisation des structures
souples [54, 55]. Ce type de contrôle est optimal et donc il est caractérisé par les mêmes
avantages que la rétroaction LQ. Les seules différences sont la simplicité lors de sa mise
en oeuvre et une meilleure efficacité, surtout lorsqu’il est utilisé comme un contrôle fron-
tière, les actionneurs sont placés sur le bord [19]. Plusieurs travaux ont étudié ce type de
contrôle pour la stabilisation des structures flexibles [16, 19, 86]. Pour des études détaillées
sur cette loi de contrôle nous renvoyons les lecteurs aux [19, 54, 55, 86].

1.3.4.1 Les lois DVF et IFF

Considérons un système mécanique, formé de masses ressorts et amortisseurs, à N
degrés de liberté. L’équation d’équilibre dynamique de ce système a la forme suivante :

Mẍ + Cẋ + Kx = 0. (1.20)
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En multipliant cette équation par la vitesse ẋ et en intégrant sur un intervalle de temps
fini, nous aboutissons à l’équation d’équilibre énergétique :

M

∫ t

0

ẍẋ dt + K

∫ t

0

xẋ dt = −C

∫ t

0

ẋ2 dt. (1.21)

Le premier membre de l’équation (1.21) est la variation de l’énergie totale dans l’intervalle
de temps [0, t]. Le deuxième membre est une fonction décroissante dans le temps à cause
de la condition C > 0 et du caractère croisant de l’intégrale

∫ t

0
ẋ2 dt.

Par conséquent, lors de l’étude d’un système dissipatif, l’énergie totale se transforme d’un
état à un autre sous une forme décroissante par effet de frottement ou de viscosité. Alors
que lors de présence de contrôle actif de vibration, l’énergie mécanique de vibration de la
structure se dissipe par un système de l’extérieur. Par exemple en imposant une force en
un point xc de la structure, pour qu’elle s’oppose aux vibrations, sa puissance devrait être
négative. Dans ce cadre, est développée la loi de contrôle colocalisé D.V.F, qui consiste à
imposer une force

F (xc,t) = −g1ż(xc,t) (1.22)

proportionnelle à la vitesse. Donc, à partir d’une configuration capteur actionneur, on
mesure la vitesse et on impose une force. g1 est un gain positif, ż(xc,t) est la vitesse du
point xc de la structure à contrôler. Le signe (-) est pour toujours assurer que la puissance
apportée par le contrôleur est négative

P (t) = −g1ż(xc,t)
2. (1.23)

On remarque que ce type de contrôle colocalisé n’exige pas un modèle discret, il peut être
utilisé sans discrétisation si l’on utilise un capteur de vitesse car il est basé sur une mesure
locale de la vitesse et non plus d’une mesure continue de vitesse ou de déplacement de la
structure. Lorsque les capteurs mesurent l’accélération, ou le déplacement, la vitesse sera
calculée par intégration ou par dérivation.
La loi de contrôle IFF nécessite une mesure locale de la force. Ce type de contrôle dual
de D.V.F a pour principe, en mesurant une force, d’imposer un déplacement

z(xc,t) = −g2

∫ t

0

F (xc,t) dt (1.24)

proportionnel à l’intégrale de la force mesurée en un point de placement du capteur. g2

est un gain positif, le signe (-), comme pour le contrôle D.V.F, est pour toujours assurer
que la puissance

P (t) = −g2F (xc,t)
2 (1.25)

apportée par le contrôleur est négative.
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1.3.4.2 Contrôle optimal

La théorie de contrôle moderne se présente comme la synthèse de la matrice de gain
du contrôle par retour d’état. Le contrôle intervient dans l’équation d’état (1.10) comme
une donnée que l’on peut choisir, en imposant une énergie de contrôle, afin de minimiser
l’énergie mécanique de la structure. Le problème du contrôle optimal consiste essentielle-
ment à déterminer le contrôle υ∗(t), admissible, apte à conduire le système vers un état
désiré X∗(t), tout en minimisant une fonctionnelle coût. Afin de déterminer la solution
d’un problème du contrôle optimal, il existe plusieurs approches dont deux sont prin-
cipales : la première, constituée de la théorie de Hamilton-Jacobi, consiste à établir des
conditions suffisantes d’optimalité global et la deuxième se base sur le principe de mini-
mum de Pontryagin qui est un principe variationnel : le contrôle optimal doit minimiser
une fonction appelée Hamiltonien.
En se mettant dans le cadre d’un système linéaire après discrétisation (1.13), pour déter-
miner la matrice de gain, le contrôle optimal linéaire quadratique propose de minimiser
une fonctionnelle de performance définit par :

J(υ) =

∫ T

0

{
[X(t)]TQ [X(t)] + [υN(t)]TR [υN(t)]

}
dt, (1.26)

où [X(t)] est l’état du système, Q et R des matrices pondérantes respectivement les
états et le contrôle du système. Ces matrices sont les paramètres de la loi de contrôle. La
matrice R est symétrique strictement définie positive vu que chaque contrôle a un coût,
alors que Q est semi-définie positive. Le contrôle utilisant l’expression (1.26) comme une
fonctionnelle de coût quadratique linéaire à minimiser peut être interprété ainsi : il s’agit
de conduire l’état du système aussi proche de zéro que possible tout en limitant la force
de contrôle. Une certaine construction de Q peut favoriser le contrôle de certains états.
De la même façon, les éléments de R peuvent privilégier un actionneur de contrôle sur
un autre. Ainsi, les matrices Q et R ont une influence importante sur le calcul de la
matrice de gain. Alors que le choix de la fonctionnelle de coût permet, par conséquent, de
considérer deux aspects caractéristiques d’un problème de contrôle :

– obtenir une minimisation de la vibration de l’état de la structure en minimisant
l’énergie mécanique,

– obtenir la performance recherchée sur l’état du système à travers l’utilisation d’une
force de contrôle convenablement limitée.
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Le contrôle υ∗(t) est défini par [58]

υ∗(t) = −KX∗(t), (1.27)

K = R−1BT P (t) est la matrice gain du contrôle optimal. Lors de contrôle à horizon infini,
aucune condition n’est imposé sur l’état final et P (t) tend vers une matrice constante P
solution de l’équation algébrique de Riccati

−Q −AT P − PA + PBR−1BT P = 0. (1.28)

1.3.4.3 Contrôle modal

Comme est signalé plus haut, il est intéressant de considérer le comportement dy-
namique d’un système par ses réponses modales. Cela a motivé le développement des
méthodes de contrôle actif des vibrations visant à contrôler les modes de façon indépen-
dante, on parle alors de contrôle modal. Cette méthode permet d’amortir chaque mode
indépendamment des autres IMSC (Independent Modal Space Control), ce qui permet
de résoudre des équations algébriques non couplées plutôt que l’équation matricielle de
Riccati [68]. Chaque mode à amortir oblige la présence d’un actionneur, et donc cette
méthode nécessite autant d’actionneurs que de modes à contrôler. Plus tard, a été déve-
loppée la méthode MIMSC (Modified Independent Modal Space Control) par [8], toujours
dans le même esprit du contrôle modal, qui offre la possibilité d’amortir plusieurs modes
en utilisant seulement quelques actionneurs. Un contrôleur modal est composé de trois

Fig. 1.6 – Principe de contrôle modal par retour d’état.

parties distinctes comme est indiqué dans la figure (1.6) :

– un filtre modal qui permet de construire un vecteur d’état modal de dimension fini
à partir de la sortie du système,



1.4 Les lois de contrôle semi-actif 29

– la matrice de gain modal qui pondère le contrôle sur les différentes coordonnées
modales,

– le synthétiseur de modes qui reconstruit le signal à appliquer aux actionneurs de
contrôle.

1.4 Les lois de contrôle semi-actif

Comme on a indiqué, l’idée principale du contrôle semi-actif est très simple : elle
consiste à changer, en temps réel, les caractéristiques des dispositifs passifs de dissipation
d’énergie et ce changement ne nécessite qu’une source minimale d’énergie. Le concept
de ce type de contrôle est introduit pour la première fois par Karnopp [52] qui propose
de modifier la force d’amortissement du fluide en contrôlant l’ouverture de la valve d’un
amortisseur conventionnel, par exemple, un amortisseur hydraulique muni d’une servo-
valve qui contrôle le débit d’huile à travers une restriction [79].
L’action de contrôle, pour une approche de type semi-actif, se réalise à travers le réglage,
en temps réel, des paramètres mécaniques de dissipation réagit passivement avec le reste
de la structure. La modalité de réglage de ces paramètres est déterminée, sur la base
d’un choix d’algorithme de contrôle, en fonction de l’excitation et/ou de la réponse de la
structure. Par conséquent, comme pour le contrôle actif, le système de contrôle semi-actif
nécessite des capteurs, processeurs et actionneurs. L’énergie demandée de l’extérieure, par
contre, est minimale par rapport à un système de contrôle actif : sert seulement à modi-
fier les caractéristiques mécaniques des dispositifs de contrôle, et peut être fournie, par
exemple, d’une simple batterie. Les systèmes de contrôle semi-actif, donc, représentent
une évolution des systèmes passifs, et par conséquent ils en conservent les caractéristiques
fondamentales de fiabilité, de sécurité et de simplicité, en les plaçant à coté de celle de
l’adaptation, dans le but d’augmenter ses performances jusqu’à les approcher aux sys-
tèmes de contrôle actif.
Il existe une liaison conceptuelle forte entre les systèmes semi-actifs et les systèmes passifs
[33] ; en effet, les diverses terminologies utilisées en littérature pour identifier le contrôle
semi-actif sont, par exemple, Parametric Control, Contrôle Passif Variable, contrôle de
Système à Structure Variable (VSS)... Pour plus de détails sur ces terminologies, nous
citons aux lecteurs [33].
Les systèmes de contrôle semi-actif incluent deux catégories : la première est à rigidité
variable et la deuxième est à amortisseur variable. Dans la première, la raideur de la
structure est ajustée pour établir une condition non-résonnante entre la structure et l’ex-
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citation [90]. Les appareils à raideurs variables peuvent être réglés en éliminant ou en
ajoutant une rigidité à une section particulière de la structure. Dans la deuxième, le
coefficient d’amortissement des appareils de dissipation d’énergie varie entre une valeur
minimale et une autre maximale. Ces coefficients sont modifiés à partir d’un algorithme
de contrôle, en ajustant les propriétés mécaniques du dispositif de contrôle, pour accom-
plir des réductions considérables de la réponse de la structure. Dans les deux catégories,
comme les systèmes passifs, les forces de contrôle sont produites en utilisant le mouvement
de la structure et, comme les systèmes actifs, des contrôleurs qui, à partir d’une loi de
contrôle, développent des signaux pour sélectionner la rigidité ou le coefficient d’amortis-
sement de l’appareil.
Plusieurs études sont concentrées sur l’usage des algorithmes de contrôle semi-actif pour
les structures avec variation du coefficient d’amortissement du dispositif utilisé. Ils ont
étudié l’efficacité de ces algorithmes en réduisant la réponse des structures sous différents
chargements dynamiques.
Le coefficient d’amortissement d’un amortisseur variable de la structure peut être ajusté,
pendant la réponse, entre deux valeurs limites : une valeur maximale et une autre mini-
male, Cmax et Cmin ; tel que

Cmin ≤ C(t) ≤ Cmax. (1.29)

Plusieurs études ont développé des algorithmes pour sélectionner le coefficient d’amortisse-
ment convenable pendant la réponse de la structure. En [81] a été introduit un actionneur
hydraulique avec un orifice réglable en utilisant un algorithme de contrôle en boucle fer-
mée pour sélectionner le coefficient d’amortissement de l’appareil à chaque incrément du
temps. Il a été, aussi, introduit un algorithme de contrôle optimal "Clipping" basé sur
le régulateur linéaire quadratique (LQR). Les résultats de ces études indiquent que la
variation d’amortisseur réduit considérablement la réponse d’une structure soumise à des
excitations sismiques. Dans le même principe, en [80] a été introduit un algorithme bang-
bang basé sur la méthode de Lyapunov. D’autres études ont été concentrées sur l’efficacité
des dispositifs de dissipation en réduisant la réponse de vibration des ponts induite par
les véhicules [82].
En [37], pour régler le coefficient d’amortissement d’un système d’isolation sismique, il
a été utilisé deux algorithmes : le premier est l’algorithme bang-bang et le deuxième est
l’algorithme instantané optimal introduit par [108]. Les résultats numériques indiquent
des réductions des réponses de presque 41% du déplacement maximum et 22% de l’ac-
célération maximale lorsque le pont est soumis à une excitation sismique. En [30] a été
utilisé un algorithme LQR bang-bang semi-actif pour contrôler la force de glissement dans
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les amortisseurs à frottement. Dans une autre étude, en [64] a été utilisé un algorithme
bang-bang semi-actif basé sur la théorie de Lyapunov pour un cadre à trois étages dont a
été montré l’importance de l’effet des amortisseurs variables sur la réponse.
Dans une étude analytique et expérimentale sur un cadre à un seul étage et à trois étages
développée par [101], a été testé un amortisseur à fluide variable semi-actif et un amortis-
seur on-off. Pour l’amortisseur variable, un amortisseur skyhook, un LQR et un algorithme
de contrôle du mode glissant ont été employés. Les résultats ont indiqué que les deux types
d’amortisseurs ont réduit considérablement la réponse comparé au cas sans contrôle. On
présentera dans la suite quelques lois de contrôle semi-actif.

1.4.1 Contrôle à boucle ouverte

Dans le cas de contrôle à boucle ouverte aucune loi de contrôle rétroaction n’est né-
cessaire et même si une loi de contrôle est a priori fixée aucune connaissance de variable
d’état n’est nécessaire [65]. Les caractéristiques d’amortissement des appareils peuvent va-
rier de façon continue ou par étapes, selon la condition de fonctionnement. Typiquement,
les variations d’amortisseurs fonctionnent en bi-phase de la manière "on-off". Cela veut
dire que l’appareil peut être considéré comme un élément passif dans lequel les propriétés
dissipatives peuvent varier d’une valeur à une autre. C’est la façon la plus simple d’appli-
quer la loi de contrôle qui peut être très utile pour l’isolation de vibrations des machines
tournantes. Par exemple, une telle technique est utilisée pour les machines à laver : une
valeur d’amortissement "haute" est utilisée quand le tambour est à basse vitesse (c’est à
dire durant l’accélération ou décélération), alors qu’une "faible" valeur d’amortissement
est attribuée à haute vitesse. Un changement automatique des propriétés de l’amortisseur
lorsqu’une vitesse limite est atteinte. Ce type de contrôle est utile quand le système à
amortir admet des caractéristiques dynamiques très bien connues. Dans quelques cas les
différents niveaux d’amortissement sont choisis par l’utilisateur, comme dans le cas de
suspension de véhicule semi-actif.

1.4.2 Contrôle Sky-hook

Pour introduire ce type de contrôle, nous considérons un système conventionnel à un
seul degré de liberté, figure (1.7), dont la masse est reliée à la base par un ressort de
rigidité k et un amortisseur C et qui a l’équation de mouvement suivante :

m1Ẍ1 + C(Ẋ1 − Ẋ2) + k(X1 −X2) = 0, (1.30)
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X1 et X2 sont respectivement le déplacement de la masse m1 et de la base. La fonction
de transfert sera défini par

H(
X1

X2

) =
1 + 2iξ ω

ω0

1−
(

ω
ω0

)2

+ 2iξ ω
ω0

, (1.31)

ω2
0 = k

m1
est la pulsation propre et ξ = C

2m1ω0
le taux d’amortissement du système conven-

tionnel.

Fig. 1.7 – Amortisseur conventionnel et Skyhook.

Lorsque l’amortisseur n’est plus inséré entre la base et la masse, figure (1.7.a), mais
entre celle-ci et une référence fixe, figure (1.7.b), le système d’amortissement sera appelé
un amortisseur skyhook [52]. Les équations (1.30) et (1.31), pour un tel système, seront
définies comme suit :

m1Ẍ1 + CSkyẊ1 + k(X1 −X2) = 0, (1.32)

H(
X1

X2

) =
1

1−
(

ω
ω0

)2

+ 2iξSky
ω
ω0

, (1.33)

où ξSky est le taux d’amortissement idéal skyhook.
Afin de comparer les performances entre l’amortisseur skyhook et l’amortisseur passif,
on représente le module de transmissibilité, pour les deux systèmes, en fonction de ω

ω0
,

pour différentes valeurs du taux d’amortissement, par la figure (1.8). Pour les deux cas,
à faible valeur de ξ, le module de transmissibilité présente une forte amplification à la
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Fig. 1.8 – Courbe du module de transmissibilité.

résonance. Alors que, pour une valeur du taux d’amortissement skyhook suffisamment
grande, nous pouvons amortir la vibration même à la fréquence de résonance. Au-delà de
cette fréquence, les deux amortisseurs atténuent la vibration mais dans des proportions
différentes. Il existe un grand nombre d’études qui porte sur l’efficacité des systèmes de
contrôle skyhook, surtout, utilisés pour le contrôle de vibration de suspension soumise à
des excitations à la base [52, 84].
D’un point de vue pratique, il est difficile de reproduire le concept de l’amortisseur skyhook
dans le cas de contrôle des structures. En effet, il est presque impossible de trouver une
référence fixe pour l’amortisseur dans le cas des grands ouvrages. Malgré cette contrainte
il existe des systèmes qui peuvent remplacer le système skyhook. Une première méthode
pour obtenir un système qui représente des performances très proches de l’amortisseur
skyhook est de remplacer l’amortisseur passif par une force génératrice active qui peut être
obtenue en utilisant un actionneur hydraulique. Alors que ce système est plutôt complexe
et il exige une source d’énergie importante. Une deuxième méthode, qui représente la
simplicité d’un amortisseur passif conventionnel, est d’utiliser les amortisseurs semi-actifs,
qui sont placés entre la base et la masse, dont le coefficient d’amortissement varie entre
deux valeurs extrêmes. En se plaçant dans le cadre de la deuxième approche, le système
de contrôle semi-actif est représenté par la figure (1.9). Supposons que, pour les deux
systèmes (skyhook et semi-actif), la masse m1 se déplace vers le haut avec une vitesse Ẋ1
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Fig. 1.9 – Amortisseur semi-actif

positive. Si nous considérons la force

FSky = −CSkyẊ1, (1.34)

qui est appliquée par l’amortisseur skyhook à la masse m1, nous remarquons qu’elle est
dirigée vers le bas. Ensuite, nous avons besoin de déterminer si l’amortisseur semi-actif
est capable de produire la même force définit par l’équation (1.34). Si la base et la masse
s’éloignent, alors l’amortisseur semi-actif est en traction. Par conséquent, la force semi-
active appliquée

Fsa = −Csa(Ẋ1 − Ẋ2), (1.35)

sur la masse m1 est dans la direction négative (dirigée vers le bas). Le coefficient d’amor-
tissement Csa vérifie, sous l’exigence d’égaliser le deux forces d’amortissement (1.34) et
(1.35), la condition suivante :

Csa = CSky
Ẋ1

Ẋ1 − Ẋ2

. (1.36)

Et par suite, si Ẋ1 et (Ẋ1 − Ẋ2) sont positives, Csa devrait être défini conformément à
(1.36). Considérons maintenant le cas où la base et la masse s’éloignent encore, mais la
masse se déplace vers le bas avec une vitesse Ẋ1 négative. Dans la configuration skyhook, la
force d’amortissement sera appliquée vers le haut, direction de X1 positive. Dans la confi-
guration semi-active, cependant, l’amortisseur est encore en traction, et la force d’amor-
tissement sera encore appliquée vers le bas, dans la direction de X1 négative. Puisque la
force d’amortissement semi-active ne peut pas être appliquée dans la même direction que
la force d’amortissement skyhook, elle prendra la valeur minimale possible. L’amortisseur
semi-actif est désiré être mieux que possible afin qu’il n’y ait aucune force d’amortisse-
ment, mais en réalité quelques petites forces d’amortissement sont présentées et qu’elles
ne sont pas dans la même direction que la force d’amortissement skyhook. Donc, si Ẋ1
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est négative et (Ẋ1 − Ẋ2) est positive, la force d’amortissement semi-active devrait être
minimisée. D’autres analyses simples ont été appliquées à d’autres combinaisons de Ẋ1 et
(Ẋ1 − Ẋ2), [65], ont montré que la force de contrôle semi-actif sera définie comme suit :





si Ẋ1(Ẋ1 − Ẋ2) > 0 alors Fsa = CSkyẊ1

si Ẋ1(Ẋ1 − Ẋ2) < 0 alors Fsa = 0

(1.37)

Fsa est la force produite par l’amortisseur semi-actif. Le système (1.37) implique que
lorsque la vitesse relative (Ẋ1 − Ẋ2) et la vitesse absolue de la masse m1 ont les mêmes
signes, la force d’amortissement est proportionnelle à Ẋ1. Autrement, elle est nulle. Une
autre interprétation énergétique, si le produit de deux vitesses est positif, c’est à dire que
la puissance associée à la force d’amortissement Skyhook est dissipative. Donc, l’amortis-
seur semi-actif réalise la force d’amortissement skyhook si le signe de la vitesse relative,
(Ẋ1 − Ẋ2), est identique à celui de la vitesse absolue, Ẋ1 ; dans le cas contraire, l’amor-
tisseur semi-actif doit engendrer un effort de signe opposé à la vitesse relative, ce qui est
impossible sans fournir d’énergie au système.
Pour le cas d’un amortisseur variable, le coefficient d’amortissement pendant la réponse de
la structure peut être ajusté entre deux valeurs limites, comme est indiqué par l’équation
(1.29), suivant une certaine loi de contrôle ; une valeur supérieure et l’autre inférieure,
Cmax et Cmin. Si la force FSky est supérieure à l’effort maximum que peut fournir l’amor-
tisseur semi-actif, Csa prend la valeur Cmax. Par contre, le coefficient d’amortissement
semi-actif prend la valeur minimale Cmin lorsque la force Fsa est égale à zéro. D’après
les équations (1.29) et (1.36), le coefficient, Csa, varie continuellement entre deux valeurs
limites suivant la loi de contrôle qui prend le nom d’un algorithme de contrôle semi-actif
continu skyhook (Continuous skyhook control).





si Ẋ1(Ẋ1 − Ẋ2) > 0 alors Csa = α

si Ẋ1(Ẋ1 − Ẋ2) < 0 alors Csa = Cmin

(1.38)

Avec α = min
{

CSky
Ẋ1

Ẋ1−Ẋ2
,Cmax

}
. La loi de contrôle (1.38) est choisie telle que la varia-

tion du coefficient d’amortissement passif conventionnel peut atteindre le coefficient d’un
amortisseur skyhook. Cette loi peut être simplifiée en utilisant un amortisseur semi-actif à
deux états comme une variante de l’amortisseur continuellement variable [56]. Cet amor-
tisseur commute entre deux positions; une valeur minimale et une valeur maximale, d’où
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le nom de l’algorithme "on-off". L’amortisseur est ajusté selon la loi de contrôle suivante :




si Ẋ1(Ẋ1 − Ẋ2) > 0 alors Csa = Cmax

si Ẋ1(Ẋ1 − Ẋ2) < 0 alors Csa = Cmin

(1.39)

La performance de cette loi est due au choix du coefficient d’amortissement. Ce qui le
rend, malgré sa simplicité et ses performances supérieures à celles d’un amortisseur passif,
moins performant que le cas continu [52, 84].

1.4.3 Contrôle ground-hook

Ce type de contrôle a le même principe que le contrôle skyhook, seulement que le
solide à amortir sera attaché à la terre, simple appellation, au lieu du ciel. Mais l’essentiel
est que le solide reste attaché à une référence fixe. La loi de contrôle est déterminée
suivant le signe du produit de la vitesse absolue de la masse à amortir et de la vitesse
relative entre les deux solides. Nous pouvons citer le cas de la suspension d’un véhicule
[65] ; le contrôle ground-hook, contrairement au contrôle skyhook qui est développé pour
amortir la vibration de la suspension, est développé pour amortir la vibration du pneu,
qui sera attaché à une référence fixe (terre) par un amortisseur ; un tel amortisseur est
appelé souvent un amortisseur idéal. La vitesse absolue est celle du pneu alors que la
vitesse relative est la différence entre les vitesses absolues du pneu et de la suspension.
Ce type de contrôle semi-actif est aussi utilisé dans les amortisseurs à masse accordée,
appelés amortisseurs à masse accordée ancrés (ground-hook tuned mass damper), pour
réduire les vibrations des planchers causées par l’activité humaine [95]. Il a été introduit un
amortisseur à masse accordée qui utilise un amortisseur semi-actif variant continuellement
afin de réduire l’accélération du plancher. Il l’a appliqué à un système ayant un seul degré
de liberté, ce qui est représentatif des planchers d’un édifice. La loi de contrôle utilisée est
équivalente au système (1.38), avec Ẋ1 est la vitesse absolue du plancher, Ẋ2 est la vitesse
absolue de la masse accordée et α = min

{
G|Ẋ1|,Cmax

}
où G est un gain. Le coefficient

d’amortissement peut varier aussi de façon discontinu entre deux valeurs limites, Cmin et
Cmax, mais selon la loi de contrôle (1.39) et qui sera nommée par le contrôle semi-actif
on-off ground-hook.
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1.4.4 Algorithme LQR semi-actif

L’algorithme classique LQR est très utilisé pour le contrôle actif des vibrations [97, 109]
mais il est aussi utilisé pour le contrôle semi-actif des vibrations des structures [12, 81, 101].
Considérons l’équation différentielle du mouvement d’une structure à n degrés de liberté
soumise à m amortisseurs semi-actifs :

Mẍ(t) + Cẋ(t) + Kx(t) = Dυ(t), (1.40)

où x(t) est un vecteur de dimension n qui représente le déplacement de la structure,
υ(t) un vecteur de dimension m qui représente les forces de contrôles engendrées par les
amortisseurs semi-actifs, M la matrice masse, C la matrice d’amortissement, K la matrice
de rigidité et D une matrice de dimension nxm. La représentation d’état de ce système
est donnée sous la forme Ẋ(t) = AX(t) + Bυ(t). Dans cet algorithme le contrôle υ(t) est
choisi par minimisation, durant l’excitation, de l’expression quadratique de la fonction
coût suivante :

J(υ) =

∫ T

0

{
[X(t)]TQ [X(t)] + [υ(t)]TR [υ(t)]

}
dt, (1.41)

où T est la durée de l’excitation, Q une matrice carrée semi-définie positive et R une
matrice carrée symétrique définie positive.
Pour une configuration de contrôle en boucle fermée [90], en minimisant la fonctionnelle
J(υ) définie par l’équation (1.41), le vecteur force de contrôle est construit comme suit :

υ(t) = −R−1BT P (t)X(t) = GX(t), (1.42)

où la matrice G représente la matrice de gain et la matrice P la solution de l’équation
classique de Riccati.

1.4.5 Contrôle Clipping

La conception du contrôleur, pour ce type de contrôle, peut être divisée en deux étapes.
La première étape consiste à choisir une loi de contrôle actif en supposant qu’un appareil
actif idéal est présent. La deuxième étape est "la coupure" (Clipping) du contrôleur qui
permet à l’amortisseur semi-actif de développer la force que l’appareil actif aurait exercée
sur la structure [65].
Considérant le cas du paragraphe précédent, le coefficient d’amortissement pour l’ième



1.4 Les lois de contrôle semi-actif 38

amortisseur au temps t peut être calculé à partir de l’équation (1.42) [62].

C∗
i (t) =

υi(t)

ẏi(t)
=

2N∑
j=1

GijXj(t)

ẏi(t)
, i = 1, . . . ,r (1.43)

où ẏi(t) est la vitesse relative entre les extrémités de l’ième amortisseur. Rappelons que
le coefficient d’amortissement est ajusté entre deux valeurs limites (1.29), Ci(t) de l’ième
amortisseur est choisi comme suit :

Ci(t) =





Cmax,i si C∗
i (t) ≥ Cmax,i

C∗
i si Cmin,i < C∗

i (t) ≤ Cmax,i

Cmin,i si C∗
i (t) ≤ Cmin,i

(1.44)

Le coefficient d’amortissement choisi, varie d’une façon continue entre les deux valeurs
extrêmes. Il peut être aussi choisi de sorte qu’il commute entre ces deux valeurs extrêmes
Cmin et Cmax .
Un tel algorithme est adopté par [90] pour le contrôle semi-actif des structures.
Les forces de contrôles υ(t) sont produites par des amortisseurs semi-actifs tels que les
amortisseurs magnéto-rhéologiques qui peuvent être convenablement contrôlés en ajustant
un potentiel [50]. Par ailleurs, les forces de contrôles sont liées à la tension appliquée notée
dans la suite ν [50].

1.4.6 Contrôle de Lyapunov

Cette approche exige l’utilisation de la fonction, V (X), de Lyapunov qui devrait être
définie positive à chaque état du système X(t). Cette fonction, pour un système linéaire
sans contrôle, Ẋ = AX, a la forme suivante [83] :

V (X) =
1

2
XTPX, (1.45)

P est une matrice réelle symétrique définie positive. La dérivée par rapport au temps de
cette fonction est

V̇ (X) =
1

2
[ẊTPX + XTPẊ] =

1

2
XT (ATP + PA)X

= −1

2
XTQX. (1.46)
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Si les matrices P et Q satisfont l’équation matricielle

ATP + PA = −Q, (1.47)

dite de Lyapunov. La matrice Q est aussi définie positive. Par suite, les fonctions V (X)

et −V̇ (X) sont définies positives. Si, maintenant, le système linéaire contient des forces
de contrôle υ(t) produites par des amortisseurs semi-actifs magnéto-rhéologiques tel que
Ẋ = AX + Bυ(t), l’équation (1.46) devient

V̇ (X) = −[
1

2
XTQX −XTPBυ(t)]. (1.48)

Les forces produites par les amortisseurs magnéto-rhéologiques peuvent être augmentées
ou diminuées en ajustant la valeur de la tension appliquée ν. Cette tension, varie entre une
tension minimale et une autre maximale, permet de varier la force de contrôle. Par ailleurs,
dans l’équation (1.48), le seul terme qui peut varier directement par un changement de
la tension du contrôle est le terme qui contient le vecteur force de contrôle υ(t). Afin de
maintenir ce terme le plus positif possible il a été proposé par [60] la loi de contrôle, qui
minimise V̇ (X), suivante :

ν =





0 si −XTPBυ(t) < 0

Vmax si −XTPBυ(t) ≥ 0
(1.49)

Vmax est la tension maximale appliquée sur l’appareil magnéto-rhéologique. Il est à noter
que cet algorithme est classé comme un contrôle bang-bang, il dépend du signe de la force
de contrôle mesurée et de l’état du système. Pour implémenter cet algorithme, un filtre
de Kalman est à utiliser pour estimer les états basés sur les mesures disponibles, c’est
à dire les déplacements et forces de l’appareil. Donc, dans cet algorithme, une meilleure
performance est attendue lorsque les mesures des réponses des structures complètes sont
utilisées.

1.4.7 Contrôle Bang-Bang

Cette stratégie de contrôle est élaborée afin de piloter un système mécanique par le
biais d’actionneurs ayant une gamme d’efforts admissibles très réduite. Par exemple une
vanne pilotant la viscosité d’un amortisseur. Il a été montré par [66] que tous les trans-
ferts d’état que l’on peut faire avec un contrôle optimal dont les valeurs sont comprises
dans un ensemble borné peuvent être obtenus par un contrôle bang-bang dont les valeurs
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sont réduites à la frontière de cet ensemble. Les principes de base pour des applications
générales de ce loi de contrôle ont été étudiés par [112]. Pour introduire cet algorithme,
nous considérons une structure à n degrés de liberté soumise à m forces de contrôles pro-
duites par les amortisseurs semi-actifs magnéto-rhéologiques. L’équation d’équilibre de ce
système est définie par l’équation (1.40).
Dans cette approche, la fonction de Lyapunov a été choisie pour représenter l’énergie
totale de vibration dans la structure

V (x) =
1

2
xTKx +

1

2
ẋTMẋ. (1.50)

La dérivée par rapport au temps de cette fonction, en introduisant (1.40), est

V̇ (X) = xTKẋ + ẋT (−Cẋ−Kx + Dυ]. (1.51)

De cette expression, afin d’obtenir V̇ grand et négatif, c’est à dire maximiser le taux de
dissipation d’énergie, la loi de contrôle est choisie sous cette forme :

ν =





0 si − ẋT Dυ(t) < 0

Vmax si − ẋT Dυ(t) ≥ 0
(1.52)

Cette loi permet de commuter la tension appliquée sur l’amortisseur entre deux valeurs
extrêmes, une minimale et l’autre maximale. La tension est minimale (nulle) lorsqu’il n’y
a pas de dissipation et elle est maximale lorsqu’il y a dissipation. D’où, l’appellation, le
plus souvent, d’algorithme de dissipation d’énergie maximale.
En [90] a été proposé un algorithme appelé algorithme domaine déplacement accélération
qui est un raffinement de l’algorithme bang-bang.

1.4.8 Contrôle par frottement homogène modulé

Le contrôle semi-actif des amortisseurs à frottement a été proposé pour améliorer
les caractéristiques de la dissipation d’énergie des amortisseurs à frottement passifs et
élargir la région d’application dans laquelle ils peuvent être utilisés avec succès. Cette
stratégie de contrôle a été développée originalement par [49] pour utiliser les amortisseurs
à frottement variable. Dans la même période il a été proposé [31] des lois du contrôle pour
des amortisseurs à frottement qui maximisent la dissipation d’énergie au sens instantané
en modulant la force normale à l’interface du frottement.
Dans cette approche, à chaque événement des extrêmes locaux de la déformation de
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l’appareil, c’est à dire lorsque la vitesse relative entre les extrémités de l’appareil semi-
actif est nulle, la force normale appliquée à l’interface de frottement est mise à jour à une
nouvelle valeur. Pour chaque minimum ou maximum local de déformation, la force normale
est choisie d’être proportionnelle à la valeur absolue de la déformation de l’appareil semi-
actif. La loi de contrôle est définie par :

N(t) = g|P [∆(t)]|, (1.53)

où g est un gain positif et P [.] est défini tel que,

P [∆(t)] = ∆i(t− s), avec s = {min x ≥ 0; ∆̇(t− x) = 0},

on définit ∆(t− s) comme le plus récent extrême local de la déformation.
Cet algorithme a été développé pour les appareils à frottement variable, c’est pourquoi
les modifications suivantes sont exigées lors des applications pour un autre genre d’appa-
reils semi-actifs (comme par exemple, l’appareil magnéto-rhéologique ou appareil à orifice
variable) :

– Le plus souvent, il n’est pas besoin de vérifier si la force mesurée est plus grande
que la force de frottement statique µN , µ est le coefficient de frottement, parce que
quelques appareils semi-actifs ne produisent pas de force de frottement statique.

– Une boucle à force rétroaction est utilisée pour induire l’amortisseur semi-actif à pro-
duire, approximativement, la force de frottement qui correspond à la force normale
exigée.

Donc, le but est de produire la force de contrôle suivante :

υc = µg|P [∆(t)]| = gn|P [∆(t)]|, (1.54)

où la constante gn a l’unité d’une rigidité. D’où, la loi de contrôle suivante :

ν =





0 si υc − |υ| < 0

Vmax si υc − |υ| ≥ 0
(1.55)

υ est la force mesurée et υc la force de contrôle exigé. Un choix approprié de la constante
gn gardera la force υc, la plupart du temps, dans l’enveloppe de fonctionnement de l’amor-
tisseur semi-actif. Cette loi de contrôle exige seulement la mesure de la force appliquée et
du déplacement relatif de l’appareil de contrôle.
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1.4.9 Contrôle par logique floue

La théorie de la logique floue a été publiée en 1965 par [111]. Cette théorie a été
appliquée surtout à la commande des systèmes. La logique floue repose sur une théorie
permettant de manipuler des données imprécises. Par exemple, comment réguler la tem-
pérature d’une pièce en fonction d’un jugement du type : "il fait trop chaud", "il fait
froid"...Elle permet de traduire mathématiquement la sensibilité humaine sous la forme
de valeurs déterministes ; par exemple, la couleur d’un objet qui entre le "gris" et "noir".
Ces valeurs sont appelées valeurs linguistiques.
Ce type de contrôle appliqué sur des amortisseurs semi-actifs est considéré comme une
loi de contrôle continue. La production du contrôleur déterminée par la loi de contrôle
par logique floue peut être ajustée entre deux états limites. La logique floue est utilisée
dans plusieurs contrôleurs parce qu’elle n’exige pas un modèle très précis du système à
contrôler [90]. La logique floue exécute des règles qui relient les entrées du contrôleur avec
des sorties exigées. Ces règles sont créées typiquement à travers l’intuition. Le contrôle
par logique floue est caractérisé par trois étapes de base indépendament du système à
contrôler, ces étapes sont :

1. première étape : "fuzzifucation". Cette étape consiste à attribuer une fonction d’ap-
partenance à chaque entrée. C’est le point principal, parce que les formes possibles
de ces fonctions sont infinies, pourtant le plus souvent sont utilisées les formes tri-
angulaires ou trapézoïdales. Une fois les fonctions d’appartenance des entrées sont
choisies, elles seront lues comme des valeurs fictives et seront transformées en des
valeurs floues par attribution d’une valeur à chaque composant de la fonction d’ap-
partenance,

2. deuxième étape : "inférence" ; exécution des règles. Pour créer la règle de base du
contrôleur, tout d’abord, la fonction d’appartenance doit être définie. Une fois ces
fonctions avaient été définies, plusieurs combinaisons peuvent être déclarées. Dans
ce cas, pour chaque combinaison possible des entrées une valeur linguistique de
sortie est définie. Ces règles peuvent être décrites comme une série des déclarations
"si-alors" et ne nécessitent pas un modèle mathématique complexe,

3. troisième étape : "défuzzification". C’est la phase qui permet de calculer le contrôle
en fonction des différents degrés d’appartenance des variables d’entrées. Plusieurs
méthodes sont utilisées, mais principalement la méthode de "centre de gravité" est
la plus utilisée.
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Ces trois étapes doivent être répétées pour chaque nouvelle entrée afin d’obtenir un
contrôle continu.



Chapitre 2

Modélisation du système de contrôle
d’une poutre avec TMD pendulaire et
un alternateur

2.1 Introduction

Les appareils d’amortissement de vibrations mécaniques les plus utilisés dans la pra-
tique sont les amortisseurs à masse accordée (TMDs) qui sont couramment utilisés dans
différents champs d’applications en génie civil, par exemple, l’amortissement des vibra-
tions des bâtiments, des ouvrages souples tels que les passerelles, les ponts suspendus les
ponts à Haubans... Les efforts des recherches entamés par Frahm (1911) [38], Ormon-
droyed et Den Hartog (1928) [78] et Den Hartog (1947) [29] sont parmi les premières
études d’application de cet appareil aux différents systèmes mécaniques.
Les TMDs peuvent être implémentés principalement sous deux formes [98] dont la plus
connue est celle formé par une masse attachée à la structure principale par un ressort
et un amortisseur (masse-ressort-amortisseur), tel que le bloc de béton qui a été installé
au sommet du bâtiment Citicorp à New York dans les années 1970 et qui se déplace sur
une surface lisse lubrifiée avec de l’huile. La deuxième forme, où se limite notre étude,
est l’amortisseur à masse accordée pendulaire. L’utilisation la plus connue de ce type
d’amortisseur est l’installation d’un pendule de 800 tonnes dans un bâtiment de 508 m de
hauteur (Taipei 101) pour stabiliser le tour en présence d’un chargement externe d’origine
tremblement de terre ou vent.
Pour un simple pendule, la fréquence de vibration dépend seulement de la longueur du fil

44
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du pendule qui souvent exige un grand espace pour qu’on puisse le synchroniser avec la
fréquence du système à amortir [98]. Pour diminuer la longueur du pendule, on introduit
un pendule tel que sa fréquence dépend de sa longueur et de sa masse ; le bras du pendule
est conçu comme une barre rigide à son extrémité libre est attachée une boule rigide.
Ce type du pendule a été introduit, comme système passif, dans plusieurs travaux pour
réduire la vibration d’une structure en grande déformation. Il a été introduit par [77] pour
amortir les modes de flexion d’une poutre, encastrée-libre, tridimensionnelle avec grand
déplacement et grande rotation. Le pendule est attaché à l’extrémité de la poutre dans le
but d’amortir la vibration verticale. Le système d’équations aux dérivées partielles trouvé
est non linéaire et les termes de non linéarité sont dues à la grande déformation de la
poutre et au couplage entre la poutre et le pendule. Une discrétisation de ce système est
faite par utilisation de la méthode de Galerkin en introduisant un seul mode de vibration
de la poutre. En [71] a été déterminé l’efficacité du pendule à réduire passivement la vi-
bration de la poutre, introduite par [77], pour différentes orientations. Le même système
a été étudié par [70] mais en utilisant la méthode des éléments finis. Pour introduire le
couplage bidirectionnel entre la poutre et le pendule, [76] a considéré le cas d’un pendule
qui vibre dans deux plans et qui se déplace selon l’axe de la poutre. Plusieurs autres types
de systèmes pendulaires peuvent être utilisés pour réduire les vibrations des structures
[98].
Tous les systèmes de TMDs pendulaire introduits sont des amortisseurs passifs. Nous pré-
sentons dans ce chapitre un nouveau système d’amortissement TMD pendulaire couplé à
un alternateur "actionneur électromécanique". Ce système consiste en un pendule couplé
à un alternateur qui à sa sortie est liée une résistance. Lorsque cette résistance varie dans
le temps selon une loi de contrôle, l’actionneur électromécanique devient un amortisseur
semi-actif. Afin d’étudier un tel actionneur, on propose de contrôler, en utilisant cet ac-
tionneur, premièrement la vibration horizontale puis les vibrations horizontale et verticale
d’une poutre encastrée-libre.

2.2 Modèle mécanique

Pour étudier l’amortissement semi-actif des vibrations en utilisant un amortisseur
à masse accordée de type pendulaire, on considère un système mécanique couplé à un
circuit électrique. Ce modèle est constitué d’une poutre d’Euler-Navier-Bernoulli, qui à
son extrémité est collée une plaque à laquelle sont attachés un pendule et un alternateur
comme est indiqué sur la figure (2.1). Le pendule est couplé à l’alternateur qui à sa sortie
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Fig. 2.1 – Modèle mécanique : vibration horizontale.

est liée une résistance. Ce modèle, à résistance constante, est considéré comme un système
passif. Pour obtenir un amortissement semi-actif des vibrations de la poutre on fait varier
la résistance dans le temps. Le rôle de l’alternateur dans ce système est de transformer
l’énergie mécanique du pendule en énergie électrique qui sera dissipée par effet Joule dans
la résistance variable. L’énergie mécanique du pendule est due à la vibration de la poutre.
Le pendule est couplé à l’alternateur, il a alors un seul degré de liberté ; il peut pivoter
selon un seul axe de rotation. Son plan de vibration dépend de la position de fixation
sur l’extrémité de la poutre. Si le pendule vibre dans le plan (OYZ) il sera conçu pour
amortir la vibration horizontale, mais lorsqu’il vibre dans le plan (OXZ) il sera conçu pour
amortir la vibration verticale de la poutre. Nous considérons dans cette étude que le plan
de vibration du pendule est (OYZ). Nous écrivons par la suite les équations qui décrivent
le comportement mécanique et électrique de ce système en analysant, premièrement, le
cas où la poutre vibre seulement dans le plan horizontal puis le cas, plus général, où il y
a une combinaison entre les vibrations horizontale et verticale de la poutre.

2.3 Vibration horizontale

On considère seulement le cas de la vibration horizontale de la poutre, vibration dans le
plan (OXY), qui induit une vibration du pendule dans le plan (OYZ), en faisant un angle
θ par rapport à l’axe (OZ), comme est montré sur la figure (2.1). La rotation du pendule
entraîne en rotation le rotor de l’alternateur avec un angle βθ, β est le rapport d’engrenage,
constant, entre l’alternateur et le pendule. On écrit, dans ce cas de vibration, les équations
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Fig. 2.2 – Composantes du pendule.

qui décrivent le comportement du système en considérant le cas de discrétisation puis
couplage.
On considère une poutre de longueur L en flexion simple fixée à l’une de ses extrémités
par une liaison encastrement et à l’autre extrémité est attachée une plaque de masse mp à
laquelle sont accrochés un pendule et un alternateur. Le pendule est formé d’une boule de
masse ms et de rayon Rs fixée à l’extrémité libre d’une barre de masse mb et de longueur
lb, d’un grand disque de rayon Rd de masse md et de moment d’inertie Id d’axe X et d’un
arbre de masse marb et de moment d’inertie Iarb d’axe X comme est montré sur la figure
(2.2). Supposons que ce pendule est formé simplement de deux sous système ; un premier
sous systèmes "disque-arbre-plaque" formé par le disque, l’arbre et la plaque de masse
totale m1 = mp + md + marb et de moment d’inertie I1 = Id + Iarb et un deuxième sous
système "barre-boule" formé par la barre et la boule de masse totale m2 = ms + mb et de
moment d’inertie I2 par rapport à la l’axe (AX) qui est déterminé à partir du théorème
d’Huygens

I2 =
1

3
mbl

2
b +

2

5
msR

2
s + ms(Rs + lb)

2. (2.1)

Le centre de gravité de ce deuxième système est déterminé par la formule suivante :

l = AG =
ms(Rs + lb) + 1

2
mblb

ms + mb

. (2.2)

Le moment d’inertie total Ip et la masse totale Mp du pendule sont respectivement la
somme des moments d’inerties et des masses de deux sous systèmes ; Ip = I1 + I2 et
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Fig. 2.3 – Système pendule-alternateur.

Mp = m1 + m2. L’alternateur de masse ma et de moment d’inertie Ia est en engrenage
avec le disque du pendule, figure (2.3). On note dans la suite par Map la masse totale
du système électromécanique ; pendule-alternateur. Pour obtenir un système d’équations
discrétisées couplées, nous introduisons le cas de discrétisation spatiale du déplacement
de la poutre puis couplage entre les différentes équations d’équilibre [19].

2.3.1 Equations du mouvement de la poutre et du pendule

La mise en équation d’équilibre d’un problème dynamique est une étape très impor-
tante pour analyser la réponse d’une structure. Ces équations dynamiques peuvent être
obtenues à partir de trois méthodes : méthode directe, méthode énergétique et Principe
des Puissances Virtuelles (PPV). La première consiste à identifier le torseur des efforts
qui s’exerce sur la structure à étudier et à écrire qu’il est égal à la variation de la quantité
de mouvement du système ; cette formulation est connue sous le nom de seconde loi de
Newton ou loi fondamentale de la dynamique. La deuxième, à l’opposé de la méthode
directe, ne fait intervenir que des grandeurs scalaires. La troisième est particulièrement
bien adaptée à la mise en équation des milieux continus pour lesquels masses et raideurs
sont distribuées dans tout le système.
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Fig. 2.4 – Les forces appliquées sur le pendule.

Le système étudié est formé d’une poutre, d’un pendule et d’un alternateur. Les équa-
tions mécaniques du pendule seront déterminées en appliquant la méthode énergétique,
l’équation mécanique de l’alternateur sera trouvée à partir de la méthode directe et son
équation électrique sera obtenue à partir de la loi des mailles, alors que la formulation de
la poutre est celle obtenue dans le chapitre précédent avec une force horizontale concen-
trée à son extrémité libre [13]. Cette force est la réaction de la liaison horizontale interne
entre le pendule et la poutre. Nous supposons dans ce cas que la poutre vibre seulement
dans le plan horizontal, en faisant un déplacement y(x,t), qui induit la translation du
pendule et de l’alternateur, en faisant un déplacement horizontal y(L,t), et la rotation du
deuxième sous système du pendule avec un angle noté θ. Le pendule est soumis, comme
indiqué sur la figure (2.4), à la force de liaison horizontale entre poutre et pendule notée
par υH(t) et au couple mécanique Cm qui agit par le petit pignon de l’alternateur sur le
grand pignon du pendule. Le vecteur position de l’extrémité superieure du pendule noté
rp, le vecteur position du centre de gravité de la barre noté rb et le vecteur position de la
boule du pendule noté rs peuvent être définis en petit déplacement, dans le système des
coordonnées orthonormales (O,X,Y,Z) des vecteurs unitaires, respectivement, (a1,a2,a3),
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comme suit :

rp = La1 + y(L,t)a2

rb = La1 + [y(L,t) + lb
2
sin(θ)]a2 − lb

2
cos(θ)a3

rs = La1 + [y(L,t) + (lb + Rs)sin(θ)]a2 − (lb + Rs)cos(θ)a3

(2.3)

Les vecteurs vitesses correspondants sont

ṙp = ẏ(L,t)a2

ṙb = [ẏ(L,t) + lb
2
θ̇cos(θ)]a2 + lb

2
θ̇sin(θ)a3

ṙs = [ẏ(L,t) + (lb + Rs)θ̇cos(θ)]a2 + (lb + Rs)θ̇sin(θ)a3

(2.4)

ṙp est la vitesse de vibration du premier sous système du pendule, de masse m1 et de
moment d’inertie I1, ṙb et ṙs sont, respectivement, les vitesses de vibration de la barre et
de la boule du pendule. L’énergie cinétique totale du pendule est T = Tp + Tb + Ts. Avec

Tp = 1
2
(m1 + ma)(ẏ(L,t))2 + 1

2
I1θ̇

2

Tb = 1
2
mb(ẏ(L,t))2 + 1

6
mbl

2
b θ̇

2 + 1
2
mblbθ̇ẏ(L,t)cosθ

Ts = 1
2
ms(ẏ(L,t))2 + 1

2
ms(lb + Rs)

2θ̇2 + ms(lb + Rs)θ̇ẏ(L,t)cosθ

(2.5)

L’énergie cinétique du centre de gravité du pendule TG = Tb + Ts, en itroduisant les
équations (2.1) et (2.2), sera défini comme suit :

TG = 1
2
m2(ẏ(L,t))2 + 1

2
I2θ̇

2 + m2lθ̇ẏ(L,t)cosθ. (2.6)

L’énergie potentielle totale U du pendule est

U = −m2glcosθ. (2.7)

L’énergie dissipative totale D du pendule est

D =
1

2
Cpθ̇

2. (2.8)

Cp est le coefficient d’amortissement du pendule. Pour obtenir les équations du pendule,
on utilise les équations de Lagrange suivantes :

d

dt
(
∂T

∂q̇k

)− ∂T

∂qk

+
∂U

∂qk

+
∂D

∂q̇k

= Qk pour k = 1, . . . ,r (2.9)

Avec les coordonnées généralisées qk et les forces extérieures Qk sont définies comme suit :

qk = {y(L) θ} et Qk = {υH − Cm} . (2.10)
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Soient les équations suivantes :
Pour q1 = y(L)

d
dt

(∂T
∂ẏ

) = (m1 + ma + m2)ÿ(L,t) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇
2sinθ

∂U
∂y

= 0 ,∂T
∂y

= 0 et ∂D
∂ẏ

= 0
(2.11)

Pour q1 = θ
d
dt

∂T
∂θ̇

= (I1 + I2)θ̈ + m2lÿ(L,t)cosθ −m2lθ̇ẏ(L,t)sinθ
∂T
∂θ

= −m2lθ̇ẏ(L,t)sinθ
∂U
∂θ

= m2glsinθ
∂D
∂θ̇

= Cpθ̇

(2.12)

On remplace l’equation (2.11) dans l’équation de Lagrange (2.9) on trouve l’équation de
la force de liaison horizontale suivante :

Mapÿ(L,t) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇
2sinθ = υH(t). (2.13)

Avec Map = Mp + ma. On remplace maintenant l’equation (2.12) dans l’équation de
Lagrange (2.9) on trouve l’équation de rotation du pendule

Ipθ̈ + m2lÿ(L,t)cosθ + Cpθ̇ + m2glsinθ = −Cm. (2.14)

g est l’intensité de la pesanteur, ÿ(L,t) l’accélération de l’extrémité libre de la poutre
et ωp =

√
m2gl
Ip

la pulsation propre du pendule. On suppose que la console en flexion est
constituée d’un matériau élastique, homogène et isotrope ; soit ρ sa masse volumique, L sa
longueur, A sa section, E son module d’Young et Iz son momemt d’inertie de flexion selon
l’axe Z. L’excitation de cette poutre est modélisée par une densité linéique de force répartie
sur toute sa longueur f(x,t) variable dans le temps. La réponse de la poutre, déplacement
horizontal, notée y(x,t) et en adoptant l’hypothèse de petite perturbation (HPP) : en
négligeant le déplacement longitudinal, vérifie les équations d’évolution dynamique en
utilisant la théorie d’Euler Navier Bernoulli [18, 86] :





ρAÿ(x,t) + EIz
∂4y
∂x4 (x,t) = f(x,t) dans (0,L)× [0,T ]

y(0,t) = 0, ∂y
∂x

(0,t) = 0 sur [0,T ]

∂2y
∂x2 (L,t) = 0, EIz

∂3y
∂x3 (L,t) = υH(t) sur [0,T ]

y(x,0) = y0(x), ∂y
∂t

(x,0) = y1(x) dans (0,L)

(2.15)

y0(x) et y1(x) définissent les conditions d’évolutions initiales supposées suffisamment ré-
gulières. υH(t) est la force de liaison entre la poutre et le pendule appliquée à l’extrémité
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libre de la poutre. Pour obtenir un modèle discrétisé de dimension finie du déplacement
que l’on pourra utiliser numériquement, on souhaite discrétiser le déplacement horizontal
sur la base modale tronquée au rang N. Pour cela, on projette le déplacement sur ces
formes modales, ceci au moyen d’une formulation variationnelle en espace.





trouver y(x,t) tel que

∀ψ ∈ V = {ψ ∈ H2(0,L) tel que ψ(0) = dψ
dx

(0) = 0}
ρA

∫ L

0
ÿ(x,t)ψ(x) dx + EIz

∫ L

0
∂2y
∂x2 (x,t)d2ψ

dx2 (x) dx = −υH(t)ψ(L)

(2.16)

Cette formulation variationnelle a été obtenue par multiplication de l’équation d’équilibre
dynamique du système (2.15) par une fonction test puis par double intégration par parties
par rapport à la variable espace. Dans cette formulation on n’a pas tenu compte de la
densité linéique de la force répartie f(x,t) : vibration libre de la poutre.
Pour calculer les valeurs propres et les modes propres de la poutre, on cherche les solu-
tions de la forme y(x,t) = ϕ(x)eiωt du système homogène conservatif associé au système
(2.15). Le terme "homogène" signifie que les actions extérieures agissant sur la poutre
sont considérées nulles. Le problème aux valeurs propres peut être formulé sous la forme
suivante : 




trouver (λ,ϕ) ∈ IR×V tel que ∀ψ ∈ V

EIz

∫ L

0
d2ϕ
dx2 (x)d2ψ

dx2 (x) dx = λρA
∫ L

0
ϕ(x)ψ(x) dx

(2.17)

Ce problème admet une infinité de solutions. On note par la suite VN , l’espace engen-
dré par les N premiers modes propres de la poutre. Les modes ainsi définis vérifient les
conditions d’orthogonalité suivantes :{

ρA
∫ L

0
ϕi(x)ϕj(x) dx = m∗

jδij

EIz

∫ L

0
d2ϕi

dx2 (x)
d2ϕj

dx2 (x) dx = kjδij

(2.18)

m∗
j est la j-ième masse modale et kj est la j-ième rigidité modale. On impose aussi de

normaliser les modes propres en imposant la condition suivante :

ϕi(L) = 1 pour i = 1, . . . ,N (2.19)

Cette normalisation est toujours possible car ϕi(L) 6= 0 pour i=1,. . . ,N.
L’approximation de la solution du problème (2.16) consiste simplement à introduire le
sous-espace de dimension finie VN qui est formé par les N premiers modes propres. La
projection du déplacement sur cette base modale nous permet de déterminer une estima-
tion modale du déplacement sur les N premiers modes propres sous la forme suivante :

yN(x,t) =
N∑

i=1

αi(t)ϕi(x), (2.20)
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ϕi(x) est l’ième mode propre de la poutre et αi(t) la composante de la projection du
vecteur déplacement sur ϕi(x), souvent appelée la contribution modale du mode i.
Le déplacement estimé défini par l’équation (2.20) est solution de la formulation varia-
tionnelle




chercher yN ∈ VN tel que ∀ψN ∈ VN

ρA
∫ L

0
ÿN(x,t)ψN(x) dx + EIz

∫ L

0
∂2yN

∂x2 (x,t)d2ψN

dx2 (x) dx = −υHN(t)ψN(L)
(2.21)

où υHN(t) est la force de liaison horizontale discrétisée

υHN(t) = MapÿN(L,t) + m2[lθ̈cosθ − lθ̇2(t)sinθ] (2.22)

déterminée à partir de l’estimation du déplacement de la poutre sur les N premiers modes.
De même, l’équation du pendule (2.14) peut être écrite sous la forme discrétisée

Ipθ̈ + Cpθ̇ + m2glsinθ = −m2lÿN(L,t)cosθ − Cm. (2.23)

Après le remplacement du déplacement par son estimation (2.20) dans la formulation
variationnelle (2.21), en faisant varier la fonction test N fois, en la remplaçant à chaque
fois par ϕi et en utilisant les conditions d’orthogonalité (2.18) et de normalisation (2.19)
des modes propres, on obtient les équations suivantes :

m∗
i α̈i(t) + Map

N∑
j=1

α̈j(t) + kiαi(t) + m2lθ̈cosθ = m2lθ̇
2sinθ pour i = 1, . . . ,N (2.24)

Dans l’équation d’équilibre de la poutre (2.15) on n’a pas introduit le terme d’amortisse-
ment qui est le siège de dissipation d’énergie. Mais pour être plus proche de la réalité, on
prend en compte la présence de l’amortissement propre de la poutre dans la modélisation
de son mouvement même s’il est très faible. La majeure partie de la dissipation peut être
modélisée par une dissipation visqueuse, c’est à dire une force proportionnelle à la vitesse
mais de signe contraire. Et afin d’éviter le problème de couplage entre les équations en
αi, on adopte l’hypothèse de Rayleigh qui rend la matrice d’amortissement diagonale. En
introduisant le taux d’amortissement modal ξi, l’équation (2.24) sera écrite comme suit :

m∗
i α̈i(t) + Map

∑N
j=1 α̈j(t) + ciα̇(t) + kiαi(t) + m2lθ̈cosθ =m2lθ̇

2sinθ

pour i =1, . . . ,N
(2.25)

Le système formé par les équations discrétisées (2.25) et (2.23) est un système couplé non
linéaire. Le terme de couplage vient de la continuité, au point x = L, du déplacement entre
la poutre et le pendule. A ce système, on ajoute les équations mécanique et électrique de
l’alternateur.
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2.3.2 Equations de l’alternateur

L’alternateur est une machine électrique permettant de convertir l’énergie mécanique
en énergie électrique ou inversement. L’alternateur comme toutes les machines tournantes,
on distingue la partie fixe appelée stator de la partie tournante appelée rotor, figure (2.5).
La partie séparant les deux est appelée entrefer. Le stator porte le bobinage polyphasé
qui permet de créer un champ tournant. Le rotor crée un moment magnétique M, soit
à partir d’un aimant permanent soit à partir d’une bobine en rotation parcourue par un
courant continu. Dans les deux cas, le rotor comprend un circuit magnétique qui permet
de canaliser le flux afin d’avoir un meilleur couplage possible entre rotor et stator. Lors de
la rotation de la machine, le flux envoyé par le rotor dans les bobines fixées sur le stator
varie au cours de la rotation et y crée des forces électromotrices d’induction triphasées.
D’une manière générale, le stator et le rotor ont le même nombre de pôles [27], qui satisfont
la relation entre la vitesse de la machine et la fréquence propre du courant induit dans la
bobine

f = P
n

60
, (2.26)

où P est le nombre de paire de pôles, f la fréquence propre du courant du stator et n
le nombre des tours par minute que nous imposons à la machine. Considérons le cas

Fig. 2.5 – Composantes de l’alternateur.

d’un alternateur dont le rotor est à aimant permanent à quatre pôles et le stator est
à bobinage triphasé en branchement étoile. Les trois bobines sont décalées de 120◦. Le
champ magnétique uniforme, noté par B, est crée par l’aimant fixé sur l’axe du rotor. Le
flux magnétique au niveau d’une spire de la bobine fixée sur le stator est donné par la
formule suivante :

φ(t) =

∫ ∫

S

B dS. (2.27)

Pour simplifier, nous supposons que le champ magnétique B est homogène sur toute la
surface de la spire S et ne varie pas au cours du temps. S est le vecteur surface de la spire.
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Le champ B tourne avec la rotation de l’aimant qui est engendrée par la rotation du
pendule en faisant un angle θ(t) variable dans le temps. L’angle de rotation de l’aimant,
angle entre les vecteurs B et S, est proportionnel à θ(t) en le multipliant par le rapport
d’engrenage, noté β, entre le petit disque fixé sur l’axe du rotor de l’alternateur et le grand
disque du pendule. Le flux d’une seule spire défini par (2.27) peut être simplifié comme
suit :

φ(t) = BScos(βθ(t)). (2.28)

Le mouvement du pendule entraîne en rotation l’aimant qui provoque une variation de ce
flux magnétique dans les bobines. Cette variation, d’après la loi de Lenz, induit une force
électromotrice triphasée d’induction aux bornes des bobines. Cette force dépend de la
répartition des bobinages, de la forme de l’induction dans l’entrefer créée par l’inducteur
et son amplitude est proportionnelle à la vitesse de rotation de la machine. La force
électromotrice (f.e.m) pour une simple phase, entre l’extrémité d’une bobine et le neutre,

e(t) = −dφ(t)

dt
, (2.29)

est créée pour s’opposer à la variation de flux dans les bobines. Le signe moins "-" dans
la formule (2.29) indique cette opposition. Si la bobine comporte N spires, la f.e.m pour
une phase, f.e.m simple, est égale à la somme des f.e.m induites dans chacune des spires

e(t) = −N
dφ(t)

dt
. (2.30)

En dérivant l’équation (2.28) par rapport au temps et en la remplaçant dans l’équation
(2.30), l’expression de la f.e.m simple devient

e(t) = Keβθ̇sin(βθ(t)). (2.31)

Ke = BNS est une constante électrique qui dépend des paramètres de construction de la
machine (construction, géométrie, matériaux...) et βθ̇ la vitesse angulaire de rotation de
l’aimant à l’intérieur de la bobine. Cette f.e.m est proportionnelle à la vitesse de rotation
de l’aimant (donc à la vitesse de la variation de flux dans la bobine). L’alternateur est
considéré à quatre pôles et donc à chaque quart de tour la tension induite change de sens,
il s’agit d’un courant alternatif. Cet alternateur, comme toute machine électrique, peut
être modélisé par un circuit électrique. Par ailleurs, l’équation électrique est déterminée
en écrivant l’équation d’équilibre du circuit électrique défini par la figure (2.6.a), en lui
appliquant la loi des mailles,

u(t) = e(t)− Le
di

dt
− ri(t), (2.32)
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Fig. 2.6 – Modèle électrique de l’alternateur.

où u(t) est la tension simple à la sortie de l’alternateur, L et r sont respectivement
l’inductance et la résistance d’une bobine et i(t) est le courant induit. Lorsqu’à la sortie
de l’alternateur est attachée une résistance variable notée R(t), figure (2.6.b), l’équation
électrique (2.32) devient

Le
di

dt
+ (r + R(t))i(t) = Keβθ̇sin(βθ(t)). (2.33)

A cette équation électrique on peut ajouter une équation mécanique. En plus de la force
d’inertie, le rotor est soumis à la force de frottement f = Caβθ̇, supposé visqueux, à un
couple mécanique externe Cm exercé par le grand pignon du pendule sur le petit pignon
de l’alternateur et à un couple électromagnétique, Cem. La force électromotrice produit
un courant induit dans chaque bobine qui provoque lui-même la formation d’un champ
magnétique tournant. D’après la loi de Laplace, le couple électromagnétique est défini
comme suit :

Cem = SBri(t)sin(βθ(t)), (2.34)

Br est le champ magnétique résultant qui traverse une spire. Ce couple électromagnétique
total est un couple résistant sur l’aimant qui sera défini sous cette forme :

Cem = Kci(t)sin(βθ(t)), (2.35)

Kc est une constante mécanique.
Par application du principe fondamental de la dynamique, l’équation mécanique qui régit
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le mouvement du rotor est
βIaθ̈ + βCaθ̇ = Cm − Cem. (2.36)

Ia est le moment d’inertie total de la partie en rotation de l’alternateur ; aimant, axe du
rotor et de petit disque fixé sur l’extrémité de cet axe, comme est indiqué sur la figure(2.5).
Ca est un coefficient de frottement interne de l’alternateur. Cette équation mécanique de
l’alternateur peut être ajoutée à l’équation du pendule (2.23), vu qu’ils ont le même axe
de rotation. Le système d’équations du modèle complet formé par la poutre, le pendule
et l’alternateur dans le cas de discrétisation puis couplage peut être écrit sous la forme
suivante :




m∗
i α̈i(t) + Map

∑N
j=1 α̈j(t) + ciα̇i(t) + kiαi(t) + m2(lθ̈cosθ − lθ̇2sinθ) = 0

pour i = 1...N

(Ip + βIa)θ̈ + m2l
∑N

j=1 α̈j(t)cosθ + (Cp + βCa)θ̇ + m2glsinθ + Kci(t)sin(βθ(t)) = 0

Le
di
dt

+ (r + R(t))i(t)−Keβθ̇sin(βθ(t)) = 0

(2.37)

On notera dans la suite Iap = Ip + βIa et Cap = Cp + βCa, respectivement, le moment
d’inertie et le coefficient d’amortissement total de l’actionneur pendule-alternateur. Pour
simuler ce système, il faut identifier les paramètres de l’actionneur.

2.3.3 Identification du coefficient d’amortissement

Afin de simuler le système (2.37), il est nécessaire de déterminer le coefficient d’amor-
tissement propre de l’actionneur Cap. Ce coefficient sera calculé dans la configuration où
l’actionneur n’est pas lié à la poutre. Pour cela, on considère un simple pendule couplé
avec un alternateur en circuit ouvert, avec le moment d’inertie total Iap = 1,3657Kgm2,
la masse m2 = 3,3Kg et la longueur équivalente l = 0,5525m. Le pendule est attaché à un
support fixe et il est équipé par un capteur potentiométrique qui consiste à mesurer l’évo-
lution de l’angle de vibration θ au cours du temps. Celui ci est solidaire mécaniquement de
l’axe de rotation du pendule. Ce capteur potentiométrique est constitué d’une résistance
totale R0 sur laquelle peut se déplacer un contact électrique. La valeur de la résistance
variable est déterminée en fonction du nombre de tours du capteur par la formule suivante
[42] :

R(t) =
θ(t)

θmax

R0. (2.38)

Avec θmax = 2πN , N est le nombre de tours pris égal à 10 dans notre cas. Dans la figure
(2.7) est représenté le schéma du capteur et du circuit électronique qui nous permet d’avoir
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une image de la trajectoire du pendule. E est la tension fournie au capteur, Vp(t) = θ(t)
θmax

E

est la tension aux bornes du potentiomètre. La tension à la sortie Vs(t) est égale à la
tension Vp(t) multipliée par le gain R2

R1

Vs(t) =
ER2

2πNR1

θ(t). (2.39)

Avec E = 24V , R1 = 1KΩ et R2 = 15KΩ. L’idée de cette expérimentation consiste

Fig. 2.7 – Représentation du capteur potentiométrique et du circuit électronique.

à mesurer la tension à la sortie du circuit au cours du temps qui est proportionnelle à
l’angle de vibration du pendule en vibration libre comme est indiqué par l’équation (2.39).
Puis de chercher numériquement le coefficient d’amortissement propre Cap. Ce coefficient
d’amortissement est celui qui minimise une fonctionnelle représentant l’écart entre l’angle
de vibration expérimentale et l’angle de vibration numérique,

J(Cap) =

∫ T

0

(θexp(t)− θnum(Cap,t))
2dt. (2.40)

L’angle de vibration numérique est déterminée en résolvant l’équation différentielle sui-
vante :

Iapθ̈ + Capθ̇ + m2glsinθ = 0. (2.41)

Un algorithme de gradient permet d’identifier, en minimisant la fonctionnelle (2.40), le
coefficient d’amortissement Cap. La valeur de ce coefficient identifiée est Cap = 0,18Kg/s

qui correspond à un amortissement réduit de 2%. En utilisant cette valeur du coefficient
d’amortissement, on a représenté dans le même graphe (2.8) la tension numérique Vs(t),
liée à l’angle de vibration numérique par la relation (2.39), et la tension Vs(t) expérimentale
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mesurée directement à la sortie du circuit électronique. On constate que les deux courbes
sont presque confondues. Après l’identification du coefficient d’amortissement Cap, il reste
à identifier les paramètres de l’alternateur ; les coefficients Ke et Kc, la résistance interne
et l’inductance de bobine.
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Fig. 2.8 – Comparaison entre la tension Vs(t) expérimentale et numérique en circuit ouvert.

2.3.4 Identification de l’alternateur

Après l’identification du coefficient d’amortissement propre de l’actionneur pendule-
alternateur, on utilise le même essai et les mêmes valeurs indiquées dans le paragraphe
précédent pour identifier le coefficient Ke de la f.e.m. On mesure par un oscilloscope la
tension à vide composée de l’alternateur lorsque le pendule est lâché d’un angle θ0 en
vibration libre, figure (2.9).

La valeur de Ke est celle qui minimise la fonctionnelle représentant l’écart entre la f.e.m
à vide expérimentale et la f.e.m à vide numérique,

J̆(Ke) =

∫ T

0

(Eexp
v (t)− Enum

v (Ke,t))
2dt. (2.42)

Cette valeur est fixée à Ke = 0,06V rad−1s en appliquant l’algorithme du gradient. Dans la
figure (2.10) est représentée la force électromotrice en résolvant numériquement le système
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Fig. 2.9 – Représentation expérimentale de la force électromotrice à vide.
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Fig. 2.10 – Représentation numérique de la force électromotrice à vide.

suivant : {
Iapθ̈ + Capθ̇ + m2glsinθ = 0

Ev(t) =
√

3Keβθ̇sin(βθ(t))
(2.43)

On remarque que la valeur de Ke précité est très proche de la valeur déterminée par un
essai réalisé par le constructeur soit Ke = 0,058V rad−1s ; en mesurant l’amplitude de la
f.e.m à vide entre phase à 2000t/min.
La valeur de la résistance par phase a été mesurée par un Ohmmètre. D’où, la résistance
d’un seul fil est r = 0,85Ω.
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Un autre essai est réalisé en mesurant les amplitudes de la tension simple et de l’intensité
du courant à une vitesse angulaire constante 2000t/min qui correspond, d’après la formule
(2.26), à une fréquence f = ω

2Π
= 66,67Hz. Par suite, connaissant l’amplitude de la f.e.m

à vide simple, la valeur de la résistance et la valeur de cosϕ, on peut déduire la valeur
de la réactance (Leω) à partir d’une simple représentation vectorielle : le diagramme de
Behn-Eshenburg. La tension par phase à la sortie de l’alternateur est u(t) = Uejωt et le
courant parcouru dans la bobine est i(t) = Iejωt+ϕ ; ϕ est l’angle de déphasage entre la
tension et l’intensité du courant. L’équation électrique de l’alternateur (2.32) peut être
simplifiée sous la forme suivante :

Ev = U + jLeωI + rI. (2.44)

Fig. 2.11 – Diagramme vectoriel de Behn-Eshenburg.

A partir du diagramme de Behn-Eshenburg de cette équation défini par la figure (2.11),
on déduit le système d’équations

{
Evx = U + rIcosϕ + LeωIsinϕ

Evy = −rIsinϕ + LeωIcosϕ
(2.45)

par projection sur les axes X et Y. La résolution de ce système permet de déterminer la
valeur de la réactance et par conséquent la valeur de l’inductance de la bobine : Le = 0,0036

Henry.
Après l’identification des paramètres électriques, on peut identifier le coefficient mécanique
du couple électromagnétique Kc, en proposant toujours la même expérience réalisée dans
le paragraphe précédent. On lâche le pendule en vibration libre à partir d’un angle θ0 et
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on mesure expérimentalement la tension Vs(t) en court-circuit. La constante du couple
électromagnétique Kc est celle qui minimise la fonctionnelle suivante :

J̃(Kc) =

∫ T

0

(V exp
s (t)− V num

s (Kc,t))
2dt. (2.46)

La tension de sortie numérique V num
s (Kc,t) est donnée par la résolution du système diffé-

rentiel suivant :




Iapθ̈ + Capθ̇ + m2glsinθ + Kci(t)sin(βθ(t)) = 0

Le
di
dt

+ ri(t)−Keβθ̇sin(βθ(t)) = 0

Vs(t) = ER2

2πNR1
θ(t)

(2.47)

La constante mécanique qui minimise la fonctionnelle (2.46), en utilisant l’algorithme
du gradient, est Kc = 5V rad−1s. A cette valeur les deux courbes, la tension numérique
V num

s (t) et la tension V exp
s (t) expérimentale, représentées dans la figure (2.12) sont confon-

dues.
Une autre comparaison entre les résultats numérique et expérimental est faite lorsque une
résistance est attachée aux bornes de l’alternateur de valeur R = 6,8Ω. Pour la valeur de
Kc indiquée ci-dessus, les deux courbes expérimentale et numérique sont aussi confondues,
figure (2.13).
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Fig. 2.12 – Comparaison entre la tension Vs(t) expérimentale et numérique en court-circuit.
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Fig. 2.13 – Comparaison entre la tension Vs(t) expérimentale et numérique à R = 6,8Ω.

En effectuant ces essais, on a identifié les coefficients suivants : Cap = 0,18Kg/s, Ke =

0,06V rad−1s,r = 0,85Ω, Le = 0,0036 Henry et Kc = 5V rad−1s.

2.4 Vibrations horizontale et verticale de la poutre

Dans le paragraphe précédent, on a considéré le cas où la poutre vibre seulement dans
le plan horizontal. Par ailleurs, l’actionneur est destiné à amortir ce type de vibration. On
considère dans ce paragraphe que la poutre est soumise à une combinaison de vibrations :
vibration verticale, dans le plan (OXZ), et vibration horizontale, dans le plan (OXY ).
L’actionneur est toujours considéré fixé à l’extrémité libre de la poutre. Par ailleurs,
les vibrations de la poutre induisent une vibration du pendule dans le plan (OY Z), en
faisant un angle θ par rapport à l’axe (OZ), comme est montré sur la figure (3.1). La
rotation du pendule entraîne la rotation du rotor de l’alternateur avec un angle βθ, β est
le rapport d’engrenage entre l’alternateur et le pendule. Pour simuler numériquement le
système formé par les équations de la poutre, du pendule et de l’alternateur, on propose
de discrétiser les équations de la poutre puis de coupler tous les équations du système.
On commence à définir les équations des forces de liaison horizontale υH(t) et verticale
υV (t) entre actionneur et poutre et l’équation de rotation du pendule. Ces équations
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Fig. 2.14 – Modèle mécanique : vibration horizontale et verticale de la poutre.

seront obtenues en appliquant les équations de Lagrange. Les déplacements de l’extrémité
supérieure "A" du pendule selon les axes (OY ) et (OZ) seront notés, respectivement,
y(L,t) et z(L,t). Le vecteur position de l’extrémité supérieure du pendule noté rp, le
vecteur position du centre de gravité de la barre du pendule noté rb et le vecteur position de
la boule du pendule noté rs peuvent être définis en petit déplacement, dans le système des
coordonnées orthonormales (O,X,Y,Z) des vecteurs unitaires, respectivement, (a1,a2,a3),
comme suit :

rp = La1 + y(L,t)a2 + z(L,t)a3

rb = La1 + [y(L,t) + lb
2
sin(θ)]a2 + [z(L,t)− lb

2
cos(θ)]a3

rs = La1 + [y(L,t) + (lb + Rs)sin(θ)]a2 + [z(L,t)− (lb + Rs)cos(θ)]a3

(2.48)

Les vecteurs vitesses correspondants sont

ṙp = ẏ(L,t)a2 + ż(L,t)a3

ṙb = [ẏ(L,t) + lb
2
θ̇cos(θ)]a2 + [ż(L,t) + lb

2
θ̇sin(θ)]a3

ṙs = [ẏ(L,t) + (lb + Rs)θ̇cos(θ)]a2 + [ż(L,t) + (lb + Rs)θ̇sin(θ)]a3

(2.49)
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L’énergie cinétique totale du pendule est T = Tp + Tb + Ts.
Avec

Tp = 1
2
(m1 + ma)(ẏ(L,t))2 + 1

2
(m1 + ma)(ż(L,t))2 + 1

2
I1θ̇

2

Tb = 1
2
mb[(ẏ(L,t))2 + (ż(L,t))2] + 1

6
mbl

2
b θ̇

2 + 1
2
mblbθ̇ẏ(L,t)cosθ + 1

2
mblbθ̇ż(L,t)sinθ

Ts = 1
2
ms[(ẏ(L,t))2 + (ż(L,t))2] + 1

2
ms(lb + Rs)

2θ̇2 + ms(lb + Rs)θ̇ẏ(L,t)cosθ

+ms(lb + Rs)θ̇ż(L,t)sinθ

(2.50)
L’énergie cinétique du centre de gravité du pendule TG = Tb + Ts, en itroduisant les
équations (2.1) et (2.2) sera défini comme suit :

TG =
1

2
m2[(ẏ(L,t))2 + (ż(L,t))2] +

1

2
I2θ̇

2 + m2lθ̇ẏ(L,t)cosθ + m2lθ̇ż(L,t)sinθ. (2.51)

L’énergie potentielle totale U du pendule est

U = (m1 + ma)gz(L,t) + m2g(z(L,t)− lcosθ)). (2.52)

L’énergie dissipative totale D du pendule est

D =
1

2
Cpθ̇

2. (2.53)

Cp est le coefficient d’amortissement du pendule. Les équations des forces de liaison et
l’équation du pendule sont obtenues en appliquant les équations de Lagrange (2.9). Où
les coordonnées généralisées qk et les forces extérieures Qk sont définies comme suit :

qk = {y(L) z(L) θ} et Qk = {υH υV − Cm} . (2.54)

Le couple d’engrenage entre pendule et alternateur Cm et les forces de liaison horizontale
υH et verticale υV sont donnés par le système suivant :





υH(t) = Mapÿ(L,t) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇
2sinθ

υV (t) = Mapg + Mapz̈(L,t) + m2lθ̈sinθ + m2lθ̇
2cosθ

Ipθ̈ + m2lÿ(L,t)cosθ + m2lz̈(L,t)sinθ + Cpθ̇ + m2glsinθ = −Cm

(2.55)

Les équations de vibration horizontale de la poutre, en négligeant la densité linéique de
force répartie sur toute le longueur de la poutre et en se plaçant en HPP, sont définies
par le système (2.15) et celles de vibration verticale sont :





ρAz̈(x,t) + EIy
∂4z
∂x4 (x,t) = 0 dans (0,L)× [0,T ]

z(L,t) = zA(t), EIy
∂3z
∂x3 (L,t) = υV (t) sur [0,T ]

z(0,t) = 0, ∂z
∂x

(0,t) = 0, ∂2z
∂x2 (L,t) = 0 sur [0,T ]

z(x,0) = z0(x), ∂z
∂t

(x,0) = z1(x) dans (0,L)

(2.56)
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Fig. 2.15 – Les forces appliquées sur le pendule.

z(x,t) est le déplacement de la poutre dans le plan vertical (OXZ) et Iy est le moment
d’inertie de la poutre selon l’axe Y. Aux équations du pendule et de la poutre on ajoute
les équations, électrique et mécanique, de l’alternateur.

{
Le

di
dt

(t) + (r + R(t))i(t) =Keβθ̇sin(βθ(t))

βIaθ̈ + βCaθ̇ =−Kci(t)sin(βθ(t)) + Cm

(2.57)

On adopte la même démarche qu’au paragraphe précédent pour déterminer un système
discrétisé couplé. Ainsi, on obtient un nouveau système d’équations, d’inconnues y(x,t),
z(x,t), θ(t) et i(t).
On cherche le champ déplacement U(x,t) = (y(x,t),z(x,t)) dans l’ensemble W, défini
comme suit [14] :

W = {Û(x) = (ŷ(x),ẑ(x)) ∈ (H2(0,L))2 tel que Û(0) = 0, dÛ
dx

(0) = 0}

D’où la formulation variationnelle suivante :



∀ Û ∈W

b(Ü ,Û) + a(U,Û) = −υH(t)ŷ(L)− υV (t)ẑ(L)
(2.58)
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Avec b(Ü ,Û) = ρA
∫ L

0
ÿ(x,t)ŷ(x) dx + ρA

∫ L

0
z̈(x,t)ẑ(x) dx

et a(U,Û) = EIz

∫ L

0
∂2y
∂x2 (x,t) d2ŷ

dx2 (x) dx + EIy

∫ L

0
∂2z
∂x2 (x,t) d2ẑ

dx2 (x) dx. Dans cette formulation
on n’a pas tenu compte de la densité linéique des forces réparties sur la poutre.
Les modes propres de la poutre sont trouvés en cherchant des solutions de la forme
U(x,t) = ϕ(x)eiωt du système homogène conservatif associé à la formulation (2.58).
ϕ(x) = (ϕy(x),ϕz(x)) est le vecteur des modes propres de la poutre formé par les modes
horizontaux et verticaux. Le problème aux valeurs propres peut être formulé sous la forme
suivante [14] : 




trouver (λ,ϕ) ∈ IR×W tel que ∀Û ∈W

a(ϕ,Û) = λb(ϕ,Û)
(2.59)

Ce problème admet une infinité de solutions. On note par la suite WN , l’espace engen-
dré par les N premiers modes propres de la poutre. Les modes ainsi définis vérifient les
conditions d’orthogonalité suivantes :

{
b(ϕ

i
,ϕ

j
) = m∗

jδij

a(ϕ
i
,ϕ

j
) = kjδij

(2.60)

m∗
j est la j-ième masse modale et kj est la j-ième rigidité modale. Vu que ϕ

i
(L) 6= 0 pour

i=1,. . . ,N, on impose aussi de normaliser les modes propres par amplification en imposant
la condition suivante :

Maxϕ
i
(L) = 1, i = 1, . . . ,N (2.61)

Avec ∀ a ∈ IRn on pose Max(a) = Max(|a1|,|a2|,...,|an|).
L’approximation de la solution du problème (2.58) consiste simplement à introduire le sous
espace de dimension finie WN qui est formé par les N premiers modes propres. La pro-
jection du déplacement sur cette base modale nous permet de déterminer une estimation
modale du déplacement sur les N premiers modes propres sous la forme suivante :

UN(x,t) =
N∑

i=1

αi(t)ϕi
(x), (2.62)

où αi(t) est l’ième contribution modale du déplacement.
Le déplacement estimé (2.62) est solution de la formulation variationnelle suivante :




∀ ÛN ∈WN

b(ÜN ,ÛN) + a(UN ,ÛN) = −υHN(t)ŷ(LN)− υV N(t)ẑ(L)
(2.63)

υHN(t) et υV N(t) sont les forces de liaisons discrétisées horizontale, respectivement, ver-
ticale, UN(x,t) = (yN(x,t),zN(x,t)) et ÛN(x,t) = (ŷN(x,t),ẑN(x,t)).
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Après le remplacement des déplacements par leurs estimations (2.62) dans le système
(2.63) et en tenant compte des propriétés d’orthogonalité (2.60) et de normalisation (2.61)
on obtient le problème discrétisé suivant :

m∗
i α̈i(t) + kiαi(t) = −υHN(t)ϕy

i (L)− υV N(t)ϕz
i (L) pour i = 1, . . . ,N (2.64)

Les expressions discrétisées de ces forces ainsi que l’équation discrétisée du pendule sont
obtenues en remplaçant les déplacements horizontal et vertical du système (2.55) par leurs
approximations définis par l’équation (2.62). On ajoute les équations du pendule et de
l’alternateur au système (2.64), il vient que les contributions modales des déplacements,
l’angle de rotation de la barre du pendule et le courant électrique vérifient le système
différentiel d’équations couplées suivant :




m∗
i α̈i(t) + Map

∑N
j=1 α̈j(t)ϕj

(L)ϕ
i
(L) + m2lθ̈(cosθϕ

y
i (L) + sinθϕz

i (L))

+kiαi(t) = −Mapgϕz
i (L) + m2lθ̇

2(sinθϕy
i (L)− cosθϕz

i (L)) pour i = 1, . . . ,N

Iapθ̈ + m2l
∑N

i=1 α̈i(t)(cosθϕ
y
i (L) + sinθϕz

i (L)) + Capθ̇ + m2glsinθ + Kci(t)sin(βθ) = 0

Le
di
dt

(t) + (r + R(t))i(t)−Keβθ̇sin(βθ) = 0

(2.65)

Durant le phénomène de vibration mécanique, la poutre excite le pendule qui vibre en
faisant un angle de rotation d’axe (OX) et entraîne l’alternateur en rotation. Lors de sa
rotation, l’alternateur transforme une partie de l’énergie mécanique en énergie électrique
qui sera dissipée par effet Joule dans une résistance, l’autre partie est dissipée par frotte-
ment dont on rend compte par le coefficient d’amortissement mécanique Cap. Pour mieux
comprendre et afin de déterminer le coefficient d’amortissement total, on suppose que
la partie inductive de l’alternateur de la dernière équation du système (2.65) est négli-
geable ; on revient à la vérification de la validité de cette hypothèse simplificatrice dans
le cinquième chapitre. On en déduit l’expression du courant électrique

i(t) =
βKe

r + R(t)
θ̇sin(βθ). (2.66)

Puis on remplace cette expression dans l’équation de la rotation de l’actionneur qui sera
définie comme suit :

Iapθ̈ + m2l

N∑
i=1

α̈i(t)(cosθϕ
y
i (L) + sinθϕz

i (L)) + [Cap +
βKeKc

r + R(t)
sin2(βθ)]θ̇ + m2glsinθ = 0.

(2.67)
A partir de cette équation il est clair que l’amortissement est la somme d’un amortisse-
ment purement mécanique et d’un amortissement purement électrique qui est une fonction
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décroissante de la résistance à ajouter : système réel.
L’amortissement total varie entre une valeur minimale et une valeur maximale : lorsque
R = ∞, l’alternateur est en circuit ouvert, pas du courant électrique, et l’amortissement
est purement mécanique et lorsque R = 0, l’alternateur est en court-circuit et l’amortis-
sement est maximal.
Lorsque la résistance extérieure attachée aux bornes de l’alternateur est fixe, on parle du
contrôle passif et lorsqu’elle est variée en temps réel selon une loi de contrôle, on parle
du contrôle semi-actif. On verra dans le cinquième chapitre comment on peut faire varier
cette résistance en temps réel selon une loi de contrôle.
Afin de déterminer les paramètres optimaux du TMD pendulaire, on suppose que l’amor-
tissement électrique est équivalent à un amortissement visqueux. L’actionneur électromé-
canique sera appelé, dans ce cas, actionneur de référence, le système d’équations sera
appelé système de référence, et l’équation (2.67) sera écrit comme suit :

Iapθ̈ + m2l

N∑
i=1

α̈i(t)(cosθϕ
y
i (L) + sinθϕz

i (L)) + Ceqθ̇ + m2glsinθ = 0. (2.68)

Ceq = Cap + C électrique
eq est le coefficient d’amortissement visqueux total équivalent.

Avec C électrique
eq θ̇ est l’amortissement visqueux équivalent à l’amortissement électrique dû

à la résistance fixe externe attachée aux bornes de l’alternateur.
En contrôle passif, la valeur optimale de la constante de la résistance externe R, est
déterminée en minimisant la différence entre l’amortissement optimal du système de ré-
férence et l’amortissement du système réel par la méthode des moindres carrées.
En contrôle semi-actif, le coefficient d’amortissement varie en temps réel selon une loi
de contrôle et sera noté C̃eq(t). Ce coefficient d’amortissement est déterminé tel que la
réponse du système réel soit égale à la réponse du système de référence à chaque étape de
construction comme on verra en détail dans le chapitre 5.



Chapitre 3

Conception des paramètres optimaux
d’un amortisseur à masse accordée
pendulaire et un alternateur :
actionneur de référence

3.1 Introduction

Un contrôle purement passif consiste à disposer sur la structure un système qui stabi-
lise les vibrations comme pour le contrôle actif, mais sans apport d’énergie de l’extérieur.
Ce type de contrôle est plus simple et ne présente aucun problème d’instabilité. D’autre
part, il consiste en une réduction des vibrations moins consistante que celle obtenue avec
le contrôle actif et sur une bande de fréquence plus serrée. Parmi les amortisseurs les plus
utilisés en génie civil, on peut citer l’amortisseur à masse accordée (TMD). La raideur
et la masse d’un tel système sont choisies pour que l’oscillateur ainsi constitué dissipe
le maximum d’énergie de l’ouvrage que l’on souhaite contrôler. Ce système est utilisé
pour amortir la vibration d’un seul mode de vibration de la structure en synchronisant
la fréquence de vibration de l’amortisseur sur le mode à amortir. Le problème d’amortis-
sement d’une manière passive des vibrations relatives à plusieurs modes d’une structure
mécanique en utilisant plusieurs amortisseurs à masse accordée est traité dans [94], où
l’auteur a utilisé deux amortisseurs à masse accordée pour réduire les vibrations causées
par l’activité humaine des deux premiers modes propres du plancher.

70
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La performance d’un amortisseur à masse accordée passif est très liée aux réglages de
ses paramètres qui ont été le sujet de nombreuses recherches. La première méthode de
conception est introduite par Den Hartog (1947) [29] qui applique un critère d’optimi-
sation consiste à la minimisation du déplacement de la structure principale, lorsque son
amortissement propre est nul et lorsqu’elle est soumise à une excitation harmonique. Il
a été déterminé les paramètres optimaux du TMD en fonction du rapport de la masse
du TMD sur la masse modale du mode à amortir. Lorsque l’amortissement propre de la
structure principale est non nul, ces paramètres ont été obtenus par [103] en appliquant
un critère qui consiste à la minimisation de la vitesse de la structure principale. Une
étude détaillée a été réalisée par [105] ; lorsque la structure est soumise à une excitation
aléatoire, les paramètres optimaux du TMD ont été donnés en appliquant un critère d’op-
timisation qui consiste à minimiser l’accélération de la structure principale. Par contre,
lorsque la structure principale est en vibration libre, les paramètres optimaux du TMD
ont été donnés par [89] en appliquant un critère d’optimisation qui consiste à la maxi-
misation du décrément logarithmique. Ces paramètres ont été obtenus, plus tard, lorsque
l’amortissement propre est non nul par [39]. Tous ces critères, et plusieurs autres, ont
déterminé les paramètres optimaux du TMD en fonction du rapport de la masse du TMD
sur la masse modale du mode à amortir. Mais, l’actionneur introduit dans cette étude
contient la masse du TMD pendulaire et la masse totale de l’actionneur. D’où, l’intérêt
d’introduire un critère qui tient compte de tous les paramètres de cet actionneur.
Dans ce chapitre on considère un modèle mécanique à un seul degré de liberté reporté
dans le deuxième chapitre et dérivé, à travers réduction modale, d’un modèle à plusieurs
degrés de liberté obtenu par discrétisation modale d’une poutre encastrée libre. A cette
équation on ajoute l’équation de l’actionneur de référence ; système formé par une poutre
et par un actionneur de référence. Une étude paramétrique de ce système est effectuée et
afin d’amortir le premier mode propre de la poutre, les paramètres optimaux de l’action-
neur sont déterminés en appliquant un critère d’optimisation. Ce critère est basé sur la
maximisation du taux de décroissance exponentiel au moyen de la technique de placement
des pôles après linéarisation du système couplé. Cette technique a été introduite pour dé-
terminer les paramètres optimaux d’un circuit électrique afin d’amortir la vibration d’une
structure à travers des éléments piézoélectriques [10, 22, 23]. On a défini un paramètre in-
dicatif de l’amortissement du système, correspondant au taux de décroissance exponentiel
des oscillations libres du système, et on a réalisé une étude détaillée de l’amortissement
obtenue en variant les paramètres de l’actionneur. Cette étude est analysée sur le premier
mode propre de la vibration horizontale de la poutre et il est la même pour tout autre



3.2 Modèle mécanique 72

mode sélectionné.
La comparaison entre les paramètres optimaux de l’actionneur obtenus selon le critère de
la maximisation du taux de décroissance exponentiel et les paramètres optimaux selon
d’autres critères donnés en littérature ainsi la réponse de la structure correspondante sera
étudiée dans le prochain chapitre.

3.2 Modèle mécanique

Après l’écriture des équations discrétisées du modèle et l’identification des paramètres
de l’alternateur dans le chapitre précédent, on introduit dans ce chapitre un critère d’op-
timisation du taux de décroissance exponentiel pour obtenir les paramètres optimaux de
l’actionneur. Pour chercher ces paramètres, on considère un système mécanique formé
d’une poutre encastrée-libre ; de longueur L, de section A et de masse volumique ρ, à son
extrémité libre est attaché l’actionneur électromécanique qui sera supposé dans la suite
de ce chapitre comme actionneur de référence. Cet actionneur est utilisé pour amortir
la vibration de la poutre. Comme la performance d’un TMD, en contrôle passif, est très
dépendante du mode à amortir de la structure, on considère seulement le premier mode de
vibration horizontale de la poutre. Le système de ce contrôle passif est à deux degrés de
liberté ; la première contribution modale de la poutre et l’angle de vibration du pendule.
Pour obtenir un amortissement passif optimal du premier mode de cette poutre il faut
choisir des valeurs optimales de la longueur du pendule et du coefficient d’amortissement
total équivalent de l’actionneur indiqué par la figure (3.1). Le comportement de ce sys-
tème, en considérant seulement le premier mode de vibration horizontale de la poutre, est
complètement décrit, après discrétisation, par le système différentiel suivant :





(m∗
1 + Map)α̈1(t) + m2l(θ̈cosθ − θ̇2sinθ) + c1α̇1(t) + k1α1(t) = 0

Iapθ̈ + m2lα̈1(t)cosθ + Ceqθ̇ + m2glsinθ = 0
(3.1)

où m∗
1, c1, k1 et α1 sont, respectivement, la première masse modale, le premier amortisse-

ment modal, la première rigidité modale et la première contribution modale de la poutre.
θ est l’angle de rotation de la barre du pendule. On rappelle que m2 est la masse de la
barre et de la boule, l est la distance entre le point A et le centre de gravité (l = AG) :
longueur équivalente du pendule, Map et Iap sont, respectivement, la masse et le moment
d’inertie total de l’actionneur électromécanique.
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Fig. 3.1 – Représentation schématique de l’actionneur.

Si nous supposons que l’angle de rotation du pendule est faible, le système (3.1) peut être
écrit sous la forme linéaire suivante :





(m∗
1 + Map)α̈1(t) + m2lθ̈ + c1α̇1(t) + k1α1(t) = 0

Iapθ̈ + m2lα̈1(t) + Ceqθ̇ + m2glθ = 0
(3.2)

3.3 Equations adimensionnelles

Dans le but d’optimiser les paramètres du pendule : masse, longueur équivalente et
coefficient d’amortissement mécanique, pour obtenir un amortissement optimal de la vi-
bration horizontale de la poutre, il convient de manipuler des paramètres adimensionnels.
Les grandeurs fondamentales θ et t sont écrites sous la forme adimensionnelle suivante
[22] :

θ = θ̌Θ, t = ťτ, (3.3)
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où les grandeurs majuscules sont adimensionnelles alors que celles avec le tilde sont les
échelles relatives. Le système d’équations linéaires (3.2), en introduisant ces paramètres
adimentionnels sera écrit comme suit :





(1 + Map

m∗
1

)α̈1 + m2

m∗
1
lθ̌Θ̈ + 2ξ1ω1ťα̇1 + λ1ť

2α1 = 0

Θ̈ + m2l
Iap

1
θ̌
α̈1 + Ceq

Iap
ťΘ̇ + m2gl

Iap
ť2Θ = 0

(3.4)

ω1 =
√

k1

m∗
1
est la première pulsation modale, λ1 la première valeur propre et ξ1 le taux

d’amortissement réduit du premier mode de la poutre. Les dérivées sont maintenant par
rapport au temps adimensionnel τ . ť est choisi tel que le coefficient de α1 dans la première
équation du système (3.4) soit unitaire ; par conséquent on a

ť =
1

ω1

. (3.5)

Par raison de symétrie, θ̌ sera fixé en supposant que le coefficient de Θ̈ dans la première
équation soit égal au coefficient de α̈1 dans la deuxième équation du système précédent.
Par ailleurs, le système linéaire (3.4) s’écrit sous la forme adimensionnelle :





(1 + k)α̈1 + µl
√

m2

µIap
Θ̈ + 2ξ1α̇1 + α1 = 0

Θ̈ + µl
√

m2

µIap
α̈1 + 2ζpΘ̇ + p2Θ = 0

(3.6)

avec adaptation des notations suivantes [96] :





ξ1 = c1
2
√

m∗
1k1

, ω2
ap = m2gl

Iap
et p = ωap

ω1

ζ = Ceq

2Iapωap
, k = Map

m∗
1

et µ = m2

m∗
1

(3.7)

ωap est la pulsation propre du système pendule-alternateur, p le rapport entre la pulsation
propre de la poutre et la pulsation du pendule-alternateur et ζ le taux d’amortissement
propre de l’actionneur de référence. Les quatre paramètres adimensionnels µ, k, p et ζ

relient les quatre paramètres dimensionnels de l’actionneur de référence ; la masse du
pendule m2, la masse totale de l’actionneur Map, la longueur équivalente du pendule l

et le coefficient d’amortissement total équivalent Ceq. L’inertie totale de l’actionneur est
définie en fonction de la longueur équivalente et de la masse du pendule m2. Par raison
de simplification on suppose que Iap = m2l

2.
Si µ = 0, le système mécanique couplé poutre-pendule-alternateur revient à l’étude d’une
poutre avec une masse concentrée à son extrémité libre.
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3.4 Solution du système des équations adimensionnelles

On procède maintenant en écrivant le système linéaire des deux équations différentielles
ordinaires de seconde ordre (3.6) sous la forme matricielle suivante :

MẌ + CẊ + KX = 0. (3.8)

Avec M =

[
1 + k

√
µ

√
µ 1

]
, C =

[
2ξ1 0

0 2ζp

]
, K =

[
1 0

0 p2

]
et X = [α1,Θ]T . La matrice

M est toujours inversible car son déterminant, (1 + k − µ), est non nul puisque la masse
du pendule m2 est inférieure à la masse totale de l’actionneur Map. Ce système peut être
écrit sous la forme d’un système d’état

Ż = AZ (3.9)

des quatre équations différentielles ordinaires du premier ordre.

Z = [X,Ẋ]T est la variable d’état et A =

[
0 I

−M−1K −M−1C

]
la matrice d’état. La

solution de l’équation (3.9) est de la forme Z = Z0e
Aτ où Z0 est la condition initiale. Cette

solution peut être écrite explicitement comme combinaison linéaire des exponentielles eλiτ ,
i = 1, . . . ,4, en utilisant les valeurs propres λi de la matrice d’état A. Les coefficients de
cette combinaison linéaire dépendent des conditions initiales. Le polynôme caractéristique
de la matrice A, dont les racines sont les valeurs propres de ladite matrice, est le suivant :

P (λ) = 1
1+k−µ

{(1 + k − µ)λ4 + [2ζp(1 + k) + 2ξ1]λ
3

+[1 + p2(1 + k) + 4ξ1ζp]λ2 + [2ζp + 2ξ1p
2]λ + p2} (3.10)

En appliquant le critère de Routh ; un système linéaire est stable si est seulement si ses
valeurs propres sont à parties réelles négatives, Re(λi) < 0, i = 1, . . . ,4, en accord avec le
fait que le système utilisé est purement dissipatif. La solution du système couplé (3.6) est
alors constituée de la somme des exponentiels des racines du polynôme (3.10).

3.5 Optimisation des paramètres adimensionnels

Afin d’obtenir les paramètres adimensionnels optimaux, on applique un critère d’op-
timisation qui consiste à maximiser le taux de décroissance exponentiel de la solution de
la vibration libre du système mécanique linéaire (3.9). La maximisation de ce taux de
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décroissance peut être obtenue au moyen de l’application de la technique de placement
des pôles après linéarisation du système différentiel du modèle mécanique couplé [10]. On
suppose en premier cas que le coefficient d’amortissement propre de la poutre est nul ;
ξ1 = 0. Les pôles du système mécanique couplé λi sont les racines du polynôme P (λ)

(3.10). Ces racines ont des parties réelles non positives. L’optimisation de l’amortisse-
ment du système est réalisée en fixant les valeurs de µ et de k dans l’intervalle [0,1] et en
cherchant les valeurs de pkµ et de ζkµ de p et ζ qui maximisent le taux de décroissance
exponentiel (ETDR) de la vibration libre de la poutre donnée par :

ETDR = min
i
| Re(λi) |, (3.11)

où Re est la partie réelle des racines du polynôme P (λ). Cette procédure d’optimisation,
en paramètres dimensionnels, revient à fixer les valeurs de m2 et de Map et à chercher les
valeurs de la longueur équivalente du pendule et de la résistance externe qui maximisent
le taux de décroissance exponentiel. La recherche des racines du polynôme P (λ) revient
à la recherche des racines du polynôme suivant :

P̄ (λ) = (1 + k − µ)λ4 + 2ζp(1 + k)λ3 + [1 + p2(1 + k)]λ2 + 2ζpλ + p2 (3.12)

Ce polynôme a la même forme que le polynôme obtenu par [10, 22] lorsqu’un circuit RL
est attaché aux bornes d’un élément piézoélectrique pour amortir une poutre. Dans ce cas
et en ordre de maximiser le taux de décroissance exponentiel, les valeurs optimales de p et
de ζ sont obtenues lorsque le polynôme a deux racines doubles complexes conjuguées. Par
analogie, on suppose que le polynôme (3.12) a deux racines doubles complexes conjuguées :

P̄ (λ) = (1 + k − µ)[λ2 − 2x1λ + x2
1 + x2

2]
2, (3.13)

où x1 ∈ R− et x2 ∈ R sont, respectivement, la partie réelle et imaginaire des racines
complexes conjuguées. En identifiant les coefficients des deux polynômes (3.12) et (3.13),
les valeurs des paramètres adimensionnels optimales et de ETDR





pkµ =

√
1 + k − µ

1 + k

ζkµ =

√
µ

1 + k

ETDR =

√
µ

2
√

1 + k
√

1 + k − µ

(3.14)

sont définies en fonction des paramètres µ et k. On revient lors de la résolution du système
adimensionnel sur la validité de l’optimalité de ces paramètres dont on étudie la réponse
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de la poutre en variant à chaque fois une paramètre.
Lorsque le polynôme (3.12) a une racine réelle d’ordre quatre, une valeur optimale de k

peut être obtenue en fonction de µ

k =
5µ− 4

4
. (3.15)

Comme la valeur de µ est faible [29], alors à partir de l’équation (3.15), il est presque
impossible de trouver une valeur optimale de k. Par ailleurs, pour fixer les paramètres µ

et k on étudie leurs influences sur les autres paramètres de l’actionneur.
Pour voir l’influence de la masse du pendule m2 et de la masse totale de l’actionneur Map

sur la réponse du pendule, on trace l’évolution du taux de décroissance exponentiel en
fonction de k et de µ en variant l’un et en maintenant l’autre fixe. De la figure (3.2) il
résulte que, pour une valeur fixe de k, ETDR augmente en fonction de µ et, pour une
valeur fixe de µ, diminue en fonction de k. On remarque aussi, à partir du système (3.14),
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Fig. 3.2 – Evolution de ETDR en fonction de k à µ = 5% à gauche et en fonction de µ à k = 15% à

droite.

que pour toutes valeurs de k et de µ, le coefficient ETDR est positif. Par ailleurs, la partie
réelle des racines du polynôme (3.12) est négative et donc d’après le critère de Routh, le
système linéaire mécanique (3.6) est stable.
De même, pour voir l’influence des masses de l’actionneur (m2 et Map) sur le paramètre
de synchronisation et sur le taux d’amortissement réduit, on trace l’évolution de p et de
ζ en fonction de k et de µ en fixant à chaque fois l’un et en faisant varier l’autre. De la
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figure (3.3) il résulte que le paramètre de synchronisation diminue en fonction des masses
de l’actionneur. Et par suite, plus les masses de l’actionneur augmentent plus l’influence
sur l’amortissement du paramètre de synchronisation diminue. Cette remarque coïncide
avec celle donnée par [29]. Mais, en [29] le paramètre de synchronisation modale est défini
seulement en fonction de µ.

De la figure (3.4) il résulte que le taux d’amortissement réduit ζ diminue en fonction de
k mais il augmente en fonction de µ. Par ailleurs, à partir de ces courbes, on ne peut
pas définir des valeurs optimales des masses de l’actionneur. Mais, on peut tirer une



3.5 Optimisation des paramètres adimensionnels 79

constatation : l’amortissement est meilleur lorsqu’on augmente µ et on diminue k. Vu que
k est toujours plus grand que µ, on prend dans la suite de ce chapitre k = 15% et µ = 5%.
Par contre, pour chaque valeur de k et de µ il existe une valeur optimale du paramètre
de synchronisation p et une valeur optimale de ζ définies par (3.14). Mais lorsque la
valeur de p est prise d’une manière non optimale elle correspond aussi une valeur du
taux d’amortissement réduit ζ qui dépend de k, µ et de p. La signification des valeurs
optimales introduites par les expressions analytiques (3.14) peut être mieux comprise si
on introduit le lieu des racines du polynôme (3.12) en variant le taux d’amortissement
réduit ζ. Dans les figures (3.5) et (3.6) le lieu des racines du polynôme (3.12), dans le
demi-plan d’ordonné positive, est représenté pour k = 15%, µ = 5%, en variant ζ et pour
des valeurs de p respectivement égales à 0,9pkµ et 1,1pkµ; la condition d’amortissement
maximal est atteinte au point x, pour lequel la partie réelle du pôle, à partie réelle minimale
en valeur absolue, est stationnaire [22]. De même, dans la figure (3.7) est représenté le
lieu des racines du polynôme (3.12) pour k = 15%, µ = 5%, en variant ζ et pour p

pris en condition de synchronisation p = pkµ. Le point optimal, indiqué par x, lorsque
les deux parties imaginaires des pôles coïncident ; racine complexe double, correspond au
maximum d’amortissement de la poutre. La valeur optimale de ζ trouvée numériquement
est conforme à celle donnée par son expression analytique définie par le système (3.14).
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Fig. 3.5 – Lieu des pôles à k = 15%, µ = 5% et en faisant varier ζ à p = 0,9pkµ.
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Fig. 3.6 – Lieu des pôles à k = 15%, µ = 5%et en faisant varier ζ à p = 1,1pkµ.
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Fig. 3.7 – Lieu des pôles à k = 15%, µ = 5%et en faisant varier ζ à p = pkµ.

Dans le cas où p est différent de pkµ, une expression analytique du taux d’amortissement
réduit ζ peut être aussi obtenue en supposant que le polynôme (3.12) a deux racines
complexes conjuguées à même partie réelle,

P̄ (λ) = (1 + k − µ)(λ2 − 2x1λ + x2
1 + x2

2)(λ
2 − 2x1λ + x2

1 + x2
3), (3.16)



3.5 Optimisation des paramètres adimensionnels 81

où x1 ∈ R− est la partie réelle et (x2,x3) ∈ R2 sont les parties imaginaires des racines
complexes conjuguées. Le taux d’amortissement réduit ζ et le taux de décroissance expo-
nentiel seront déterminés par identification des coefficients des polynômes (3.12) et (3.16)
en fonction des trois paramètres adimensionnels du système k, µ et p. La recherche de la
valeur de ETDR, coïncide toujours avec la partie réelle −x1.
On peut considérer aussi le cas où le coefficient d’amortissement propre de la poutre
n’est plus négligeable. Les valeurs pkµ, ζkµ et la correspondante valeur du taux de décrois-
sance exponentiel, lorsque le polynôme caractéristique de la matrice d’état a deux racines
doubles complexes conjuguées pour des valeurs fixées de k et µ, sont dans ce cas définies
par les relations implicites suivantes :





pkµξ1 =
−µξ1+

√
1+k−µ

√
(1+k−ξ2

1)µ

(1+k)
√

(1+k−ξ2
1)µ

ζkµξ1 =
ξ1
√

1+k−µ+
√

(1+k−ξ2
1)µ

1+k

ETDRkµξ1 =
µ(1+k−2ξ2

1)
√

1+k−µ+2ξ1(1+k−µ)
√

µ(1+k−ξ2
1)

2(1+k)(1+k−µ)
√

(1+k−ξ2
1)µ

(3.17)

Il est facile de vérifier que le système (3.17) coïncide avec le système (3.14) lorsque ξ1 = 0.
Confrontant en outre la troisième équation du (3.17) avec la troisième équation du (3.14)
résulte que l’amortissement maximal obtenu dans le cas de dissipation propre de la poutre
non nul (ξ1 6= 0) est supérieur à celui obtenu dans le cas où (ξ1 = 0) pour les mêmes va-
leurs de k et µ.

Optimisation basée sur la considération de la fonction de transfert
Comme on a indiqué au début de ce chapitre, ils existent plusieurs autres critères pour
obtenir les valeurs optimales d’un amortisseur à masse accordée tels que [98] :

– La minimisation du déplacement de la structure principale.

– La maximisation de la rigidité dynamique de la structure principale.

– La maximisation du coefficient d’amortissement équivalent de l’ensemble structure-
TMD.

– La minimisation de la vitesse de la structure principale.

– La minimisation de l’accélération de la structure principale.

On rappelle ici la méthode basée sur l’analyse en fréquence de α1. Cette méthodologie a été
illustrée en [98], appliquée à un système mécanique à un seul degré de liberté amorti par
un amortisseur à masse accordée et soumis à une excitation harmonique, et a été illustrée
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en [22] pour un système électromécanique en utilisant un élément piézoélectrique. On
considère la réponse en fréquence de α1 obtenue du système





(1 + k)α̈1(t) +
√

µΘ̈ + α1(t) = 1

Θ̈ +
√

µα̈1(t) + 2ζpΘ̇ + p2Θ = 0
(3.18)

correspond à (3.6) dans lequel est considéré nul le coefficient d’amortissement propre de
la poutre et ayant une force externe adimensionnelle unitaire. La réponse en fréquence de
α1 est donnée par l’expression suivante :

α1(Ω) =
−Ω2 + 2jζpΩ + p2

(1 + k − µ)Ω4 − 2jζp(1 + k)Ω3 − (1 + p2(1 + k))Ω2 + 2jζpΩ + p2
(3.19)

où Ω est la pulsation adimensionnelle et j =
√−1. L’optimisation se fait en cherchant les

valeurs des paramètres adimensionnels qui minimisent la quantité :

‖α1(Ω)‖∞ = sup |α1(Ω)|
Ω

(3.20)

Une telle minimisation optimise la réponse du système, sollicitée par une force externe
sur une large bande de fréquence.
Dans la figure (3.8) est reportée la réponse en fréquence de |α1(Ω)| pour k = 15%,

µ = 5% et p = 0,97 et pour différentes valeurs de ζ. On note qu’il existe deux valeurs de
Ω, respectivement Ω = Ω1 et Ω = Ω2, pour les quelles |α1(Ω)| ne dépend pas de ζ. La
valeur optimale de p, en fixant les autres paramètres et en déterminant les expressions
analytiques Ω1 et Ω2, selon cette méthode se détermine en imposant |α1(Ω1)| = |α1(Ω2)|.
Pour établir la valeur optimale de ζ, il existe plusieurs méthode, on peut par exemple
adopter le critère suivant :

∂|α1(Ω)|
∂Ω

(Ω1) = 0. (3.21)

Des expressions analytiques de p et de ζ ont été données par Den Hartog [29] pour un
système à un seul degré de liberté amorti par un amortisseur à masse accordée lorsque
la structure est soumise à une excitation harmonique. Plusieurs autres expressions ana-
lytiques ont été établies pour différents types d’excitations extérieures sur la structure
principales dans le cas d’un simple TMD. En particuliers et comme pour le cas étudié,
lorsque la structure est en oscillation libre, les expressions analytiques de p et de ζ ont été
données par [39] et seront aussi rappelées dans le prochain chapitre dont une comparaison
sera faite entre ces paramètres et les paramètres obtenus dans ce chapitre par le système
(3.14).
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Fig. 3.8 – Réponse en fréquence de |α1(Ω)| pour k = 15%, µ = 5%, p = 0.97 et pour différentes valeurs

de ζ.

3.6 Résolution du système adimensionnel

Afin de déterminer numériquement les paramètres adimensionnels du pendule qui per-
mettent d’amortir passivement et d’une manière optimale un seul mode de vibration d’une
poutre encastrée libre, On considère dans cette section une poutre qui a les caractéris-
tiques suivantes : masse volumique ρ = 7800kg/m3, section A = 1,14610−3m2, longueur
L = 3m et taux d’amortissement propre considéré nul, ξ1 = 0. On choisit d’amortir le
premier mode de vibration horizontale de la poutre dont f1 = 6,95Hz. L’oscillation libre
du premier mode de la poutre, à un état initial déformé, est représenté par les figures
(3.9) et (3.10), en fixant les valeurs de k et de µ dans l’intervalle [0,1[ et en choisissant
en premier p = 0,9pkµ puis p = 1,1pkµ, les valeurs de ζ correspondantes sont déterminées
respectivement à partir des courbes (3.5) et (3.6). Le cas où p = pkµ est représenté par la
figure (3.11), avec les mêmes valeurs de k, de µ et avec ζ = ζkµ. La comparaison entre les
simulations des figures (3.9) et (3.10) avec celle de la figure (3.11) montre l’influence ma-
jeure du paramètre de synchronisation p sur l’amortissement de la réponse de la vibration
du premier mode de la poutre.

Dans les figures (3.12) et (3.13), et pour montrer l’influence du paramètre ζ sur la réponse
de la structure, est représenté l’oscillation libre du premier mode propre α1 pour des
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Fig. 3.9 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à p = 0,9pkµ, k = 15% et µ = 5%.
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Fig. 3.10 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à p = 1,1pkµ, k = 15% et µ = 5%.
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Fig. 3.11 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à p = pkµ, ζ = ζkµ, k = 15% et µ = 5%.

valeurs de k et de µ fixées, p = pkµ et en variant à chaque fois la valeur de ζ ; dans la figure
(3.12) on augmente le taux d’amortissement ζ = 2ζkµ et dans la figure (3.13) on prend
ζ = 1

2
ζkµ. De même, de la comparaison entre les simulations des figures (3.12) et (3.13)

avec celle de la figure (3.11) résulte évident l’influence majeure du taux d’amortissement
ζkµ sur l’amortissement de la réponse de vibration du premier mode de la poutre. Par
suite à partir de ces comparaisons, on peut constater que l’amortissement passif optimal
du premier mode de vibration horizontal de la poutre est obtenu lorsqu’on utilise les
paramètres p = pkµ et ζ = ζkµ donnés par le système (3.14) qui seront considérés dans la
suite comme paramètres optimaux de l’actionneur électromécanique.
On peut en outre observer des battements dans la simulation de la figure (3.13), qui sont
dus à la présence de doubles pôles complexes conjugués dont les parties réelles presque
coïncident et dont les parties imaginaires sont très peu éloignées [22].

Pour montrer l’influence du paramètre adimensionnel µ sur l’amortissement du premier
mode de la poutre, on représente par la figure (3.14) la simulation numérique de la réponse
de ce mode à k fixé et avec p et ζ optimaux. La comparaison de cette simulation avec
celle de la figure (3.11) montre que l’amortissement augmente en fonction de µ.
A partir des paramètres adimensionnels k et µ on peut déduire respectivement la masse
totale de l’actionneur Map et la masse du pendule m2 et à partir des paramètres optimaux
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Fig. 3.12 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à k = 15%, µ = 5%, p = pkµ et ζ = 2ζkµ.
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Fig. 3.13 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à k = 15%, µ = 5%, p = pkµ et ζ = 1/2ζkµ.
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Fig. 3.14 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à k = 15%, p = pkµ, ζ = ζkµ et µ = 10%.

adimensionnels pkµ et ζkµ on peut déduire respectivement la longueur équivalente optimale
du pendule lopt et le coefficient d’amortissement total équivalent optimal de l’actionneur de
référence Copt

eq en utilisant le système (3.7). Enfin, à partir de ces paramètres on détermine
les masses de la boule ms, en négligeant son rayon, et de la barre mb ainsi que sa longueur
lb.

3.7 Paramètres optimaux du pendule

Dans ce paragraphe, on détermine les paramètres physiques du pendule-alternateur
qui permettent un amortissement optimal du premier mode de la vibration libre de la
poutre. Ces paramètres optimaux seront directement déduits à partir des paramètres
adimensionnels optimaux trouvés dans le paragraphe précédent. Soient k = 15%, µ = 5%,
p = pkµ et ζ = ζkµ. A partir de k on peut déterminer la masse totale Map. La masse de la
barre et de la boule m2 est déterminée à partir de µ. A partir de la valeur optimale de p, on
déduit la longueur équivalente du pendule optimale et le coefficient d’amortissement total
équivalent optimal est déterminé à partir de ζ. Ces grandeurs optimales, avec Map = 1 Kg
et m2 = 0,35 Kg, auront les valeurs suivantes : lopt = 0,0062m cm et Copt

eq = 2,25 10−4Kg/s.
L’oscillation libre du premier mode de la poutre, en utilisant ces paramètres optimaux,
est représentée par la figure (3.15). La longueur optimale du pendule obtenue est très



3.7 Paramètres optimaux du pendule 88

0 1 2 3 4 5
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

temps (s)

α
1
(t

)

Fig. 3.15 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à Map = 1 Kg, m2 = 0,35 Kg Ceq = Copt
eq et

l = lopt.
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Fig. 3.16 – Lieu des pôles à Map = 2,05Kg, m2 = 1,02Kg et l = 6cm.



3.8 Bilan Energétique du système 89

0 1 2 3 4 5
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

temps (s)

α 1(t)

Fig. 3.17 – Oscillation libre du premier mode de la poutre à Map = 2,05Kg, m2 = 1,02Kg, Ceq =

0,13Kg/s et l = 6cm.

petite. Pour avoir une longueur réalisable, on augmente la valeur de k et de µ et on trace
le lieu des pôles pour une valeur fixe de la longueur du pendule afin d’obtenir le coefficient
d’amortissement équivalent correspondant optimal. Dans la figure (3.16) est représenté le
lieu des pôles à Map = 2,05Kg et à m2 = 1,02Kg ; la condition d’amortissement optimal
est atteinte au point x. Dans la figure (3.17) est représentée la réponse de la première
contribution modale de la poutre pour un pendule de longueur l = 6cm. Il est nettement
clair que la décroissance maximale dans le temps de l’oscillation libre du premier mode
de la poutre est très inférieure à celle obtenue en condition optimale. D’où l’importance
de la longueur optimale du pendule sur l’amortissement.

3.8 Bilan Energétique du système

Dans cette section sont évalués les échanges énergétiques entre les différents organes
du système capables de dissiper l’énergie. En particulier est confronté, de point de vue
énergétique, le comportement du système relatif à un actionneur à paramètres optimaux
à celui à paramètres non optimaux. Pour évaluer les différentes contributions énergétiques
du système, il convient d’écrire la formulation Lagrangienne du système (3.2) :

d

dt
(

∂T

∂q̇ki

)− ∂T

∂qi

+
∂U

∂qi

+
∂D

∂q̇k

= 0 pour i = 1, . . . ,2 (3.22)
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où qi sont les coordonnées généralisées, avec q1 = α1 et q2 = θ, T l’énergie cinétique, U

l’énergie potentielle et D le potentiel de dissipation ; dans le cas spécifique examiné on a




T = 1
2
(m∗

1 + Map)α̇1
2 + 1

2
Iapθ̇

2 + m2lθ̇α̇1

U = 1
2
(k1α

2
1 + m2glθ2)

D = 1
2
ξ1ω1α̇1

2 + 1
2
Ceqθ̇

2

(3.23)

Dans les figures (3.18) et (3.19) sont reportées les simulations de l’oscillation libre du
système dimensionnel évaluées pour l = 6cm et Ceq = 0,13Kg/s respectivement l = loptcm

et Ceq = Copt
eq ; plus précisément sont reportées les allures de l’énergie potentielle élastique

1
2
k1α

2
1 et du potentiel de dissipation 1

2
Ceqθ̇

2.
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Fig. 3.18 – Energie élastique et potentiel de dissipation pour Map = 2,05Kg, m2 = 1,02Kg, Ceq =

0,13Kg/s et l = 6cm.

0 2 4 6 8 10
0

50

100

150

200

250

300

350

400

temps (s)
0 2 4 6 8 10

0

200

400

600

800

1000

1200

temps (s)

Energie dissipativeEnergie élastique

Fig. 3.19 – Energie élastique et potentiel de dissipation pour Map = 1Kg, m2 = 0,35Kg, l = lopt et

Ceq = Copt
eq .
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De ces deux figures on observe que l’énergie potentielle, proportionnelle au carré de la
première contribution modale, a une allure oscillante et dont la décroissance exponentielle
est maximale lorsque les paramètres sont optimaux.

3.9 Influence de la masse totale de l’actionneur Map sur

la réponse de la poutre

On a étudié dans les paragraphes précédents l’influence des différents paramètres de
l’actionneur sur l’amortissement du premier mode de la poutre tels que la longueur du
pendule équivalente l, le coefficient d’amortissement total équivalent Ceq et la masse m2.
On a aussi montré que le paramètre de synchronisation ainsi que ETDR diminuent en
fonction de la masse totale de l’actionneur. Pour cela, on étudie dans ce paragraphe
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Fig. 3.20 – Effet de la variation de la masse totale Map du pendule sur la réponse de la poutre à l = lopt,

Ceq = Copt
eq et m2 = 0,35.

l’influence de la masse totale de l’actionneur sur la réponse de la vibration de la poutre.
On considère l’actionneur de référence avec ces paramètres optimaux précités et on varie
la masse Map. La simulation numérique est représentée par la figure (3.20) pour différentes
valeurs du rapport m2

Map
à m2 fixé. Il résulte que, à taux d’amortissement propre nul, la

réponse de la première contribution modale de la poutre diminue avec l’augmentation
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du rapport m2

Map
: diminution de la masse totale du système pendule-alternateur Map. Par

ailleurs, il est nécessaire de tenir compte de ce paramètre dans la conception d’un tel
actionneur. Le critère de maximisation du taux de décroissance exponentiel, appliqué
ci-dessus, offre l’avantage d’introduire la masse totale dans la conception de l’actionneur.

3.10 Emplacement optimal du pendule

Après la détermination des paramètres optimaux de l’actionneur électromécanique
pendule-alternateur qui ont pour but d’amortir l’oscillation libre du premier mode propre
de la poutre, nous analysons numériquement dans ce paragraphe l’emplacement optimal
de cet actionneur sur la poutre en faisant la comparaison entre l’oscillation de la première
contribution modale de la poutre pour différents emplacements. Pour cela, nous considé-
rons une longueur équivalente du pendule l = loptcm, un coefficient d’amortissement total
équivalent Ceq = Copt

eq , une masse totale Map = 1Kg et une masse m2 = 0,35Kg et en
variant le rapport x

L
. Avec x est l’abscisse d’emplacement du pendule et L est la longueur

de la poutre.
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Fig. 3.21 – Différents emplacements de l’actionneur optimal sur la poutre.

Dans la figure (3.21) est représentée l’oscillation libre de la première contribution modale
de la poutre, à taux d’amortissement propre nul, tel que le rapport x

L
∈ {1

4
,1
2
,1}. De cette
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figure on observe que l’amortissement est maximal lorsque le rapport x
L

= 1 : le pendule
est placé à l’extrémité de la poutre. Il est minimal lorsque x

L
= 1

4
et il sera évidemment

nul si le pendule est attaché à l’encastrement, c’est à dire le rapport x
L

= 0. Et par suite,
on remarque que l’amortissement augmente avec l’augmentation du rapport x

L
.

Si on reprend les valeurs optimales de la longueur du pendule et du coefficient d’amor-
tissement total équivalent pour chaque emplacement. Les valeurs de la masse totale Map

et de la masse m2 sont figées. Les oscillations libres de la première contribution modale
pour différents emplacements sont représentés dans la figure (3.22).
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Fig. 3.22 – Emplacement optimal de l’actionneur sur la poutre.

Plusieurs études ont été faites pour déterminer l’emplacement optimal de l’actionneur lors
du contrôle passif ; par exemple le meilleur emplacement d’un élément piézoélectrique est
dans le zone d’encastrement pour diminuer la courbure de la structure [22]. Alors que
l’amortisseur à masse accordée agit pour diminuer le déplacement de la structure [94]
et par suite son meilleur emplacement est dans la zone à déplacement maximal. Pour le
système étudié ci-dessus, le déplacement maximal est à l’extrémité libre de la poutre. Par
suite, le meilleur emplacement du système TMD pendulaire, comme le montre la figure
(3.22) et conformément aux études développées par [71, 94], est à l’extrémité libre de la
poutre x = L.



Chapitre 4

Modélisation de la maquette du pont
avec un actionneur électromécanique

4.1 Introduction

Dans les deux derniers chapitres précédents, nous avons étudié la modélisation et la
conception de l’actionneur de référence pour contrôler une poutre encastrée-libre. Dans
ce chapitre on adopte la même démarche pour modéliser une maquette d’un pont en
construction contrôlée par l’actionneur électromécanique. Les équations dynamiques de la
maquette sont obtenues par application du principe des puissances virtuelles et les modes
propres sont calculés par éléments finis. Les équations du pendule sont réécrites à partir
des équations de Lagrange, alors que les équations mécanique et électrique de l’alternateur
sont données dans le deuxième chapitre.
Les paramètres optimaux de l’actionneur, paramètre de synchronisation et taux d’amor-
tissement réduit, pour amortir un seul mode de vibration, sont obtenus dans ce chapitre
en développant la même idée : application du critère de maximisation du taux de décrois-
sance exponentiel. Ces paramètres optimaux sont calculés analytiquement et numérique-
ment pour amortir d’une manière optimale le mode de torsion de la maquette du pont
(deuxième mode de vibration). Les expressions analytiques de ces paramètres sont définis
en fonction de la masse du pendule et de la masse totale de l’actionneur.
Ces paramètres, obtenus en appliquant le critère de maximisation de ETDR, sont com-
parés aux paramètres obtenus en littérature. En particulier, les paramètres obtenus dans
cette étude sont comparés aux paramètres donnés par [39] lorsque la structure est en
vibration libre.

94
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Pour amortir le mode de torsion de la maquette, l’actionneur est attaché à l’extrémité du
tablier. La simulation numérique de la réponse de la maquette du pont a montré l’effi-
cacité de l’actionneur et l’importance de ses paramètres optimaux à amortir le mode de
torsion lorsque la maquette est en vibration libre ou également en vibration harmonique.
Par contre, pour contrôler passivement plusieurs modes on a utilisé plusieurs actionneurs.
En particuliers, trois actionneurs dont un est attaché à l’extrémité du tablier et les deux
autres à l’extrémités du pylône de la maquette du pont ont utilisé pour amortir les trois
premiers modes de vibration.
Enfin, l’amortissement de la contribution modale du mode de torsion en résolvant le sys-
tème d’équations linéaires est comparé à l’amortissement de la contribution modale du
même mode en résolvant le système d’équations non-linéaires.

4.2 Modèle de la maquette du pont

La maquette du pont est un démonstrateur d’un pont en construction. Pour cela, elle
est réalisée de manière à avoir des fréquences propres similaires à celles d’un ouvrage réel :
de l’ordre de 1Hz. La géométrie de la maquette est constituée par :

– Un tube cylindrique inférieur de diamètre extérieur 45 mm, d’épaisseur 2 mm et de
hauteur 1035 mm.

– Une barre cylindrique supérieure pleine de diamètre 45 mm et de hauteur 1215 mm.

– Une masse cylindrique mobile, située sur le tube supérieur, de diamètre 100 mm et
de longueur 200 mm, soit une masse de 12,25 kg.

– Une poutre creuse, à section rectangulaire de dimension 150 mm x 50 mm, avec une
épaisseur de 3 mm et une longueur de 6 m.

– Une plaque de base de dimension 22 mm x 40 mm x 15 mm.

La masse totale de la maquette est d’environ 108 kg. La liaison entre le pylône et le sol
est réalisée par l’intermédiaire d’une plaque bien fixée au sol au moyen de quatre vis ;
cette liaison est modélisée par une liaison d’encastrement. La liaison entre le tablier et
le pylône est réalisée au moyen d’un profilé en U ; aussi cette liaison sera modélisée par
un encastrement figure (4.1). Pour obtenir, dans la suite, un modèle simple à simuler, on
considère que la maquette du pont est constituée de poutres droites qui vérifient les hy-
pothèses d’Euler-Navier-Bernoulli et on suppose que les transformations restent petites.
Par ailleurs, on considère que la maquette du pont est formée des quatre poutres d’Euler-
Navier-Bernoulli soumises à la compression-traction, à la torsion et à la flexion dans les
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Fig. 4.1 – Maquette du pont.

deux plans. Les numéros des poutres sont indiqués sur la figure (4.2). La première et la
troisième poutre représentent le tablier, la deuxième et la quatrième poutre représentent
le pylône de la maquette. On associe à chaque poutre un repère local (okxk) dirigé vers la
droite pour les poutres horizontales et vers le haut pour les poutres verticales. On désigne
par ρ(xk) la masse linéique, E(xk) le module d’Young, Ak(xk) la section de la k-ième
poutre, G(xk) le module de cisaillement de la structure, Jk(xk), Iy

k (xk) et Iz
k(xk) les iner-

ties d’une section de la k-ième poutre. Les inconnues du problème sont représentées par
le champ des déplacements U = Uk(xk,t), k = 1, . . . ,4 indique le numéro des poutres de
la maquette du pont. Ce vecteur champ déplacement est formé des quatre composantes
Uk(xk,t) = [uk(xk,t),γk(xk,t),vk(xk,t),wk(xk,t)], où uk désigne le déplacement longitudi-
nal de la k-ième poutre, γk la rotation de la k-ième poutre selon son axe propre, vk le
déplacement selon l’axe Y et wk le déplacement selon l’axe Z de la k-ième poutre.

4.3 Formulation du problème dynamique

La maquette est modélisée par l’assemblage des quatre poutres. Elle sera contrôlée
en lui attachant un pendule, par exemple, à l’une des deux extrémités libres du ta-
blier. Le pendule est couplé avec un alternateur. On suppose que le pendule vibre au-
tour de l’axe du tablier (OX), c’est à dire dans le plan vertical (OYZ). On note par
f = f

k
(xk,t), k = 1, . . . ,4, l’effort d’excitation extérieur réparti sur la structure. Ce vec-



4.3 Formulation du problème dynamique 97

Fig. 4.2 – Modélisation de la maquette du pont.

teur, f
k
(xk,t) = [fx

k (xk,t),mk(xk,t),f
y
k (xk,t),f

z
k (xk,t)], est formé de quatre composantes :

la première représente la force d’excitation longitudinale linéique sur la k-ième poutre, la
deuxième le moment de torsion réparti sur la longueur de la k-ième poutre, la troisième
et la quatrième les efforts extérieurs répartis selon, respectivement, les directions Y et Z
de la k-ième poutre. La mise en équation sera effectuée à l’aide du principe des puissances
virtuelles (PPV) qui requiert le calcul de la puissance des efforts intérieurs Pint(Û), de la
puissance des efforts extérieurs Pext(Û) et de la puissance des quantités d’accélérations
Pacc(Û) dans tout champ de vitesse virtuelle Û . Ce principe des puissances virtuelles
s’énonce comme suit :

Pint(Û) + Pext(Û) = Pacc(Û) (4.1)

On a choisi cette méthode pour décrire les équations car elle présente l’avantage de mettre
en relief la cohérence entre la modélisation géométrique et la modélisation des efforts.
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4.3.1 Puissance des efforts extérieurs

En plus des efforts répartis sur toute la structure, le pont est soumis aux efforts
concentrés à l’extrémité gauche du tablier, notée A : point d’accrochage de l’actionneur.
On note, par la suite, R(t) le vecteur des efforts concentrés en A. Par ailleurs, la puissance
des efforts extérieurs a pour expression :

Pext(Û) =
4∑

k=1

∫ Lk

0

f
k
(xk,t)Ûk(xk)dx−R(t)Û1(x1 = 0). (4.2)

Le vecteur des efforts concentrés R(t) = [υL(t),Γ(t),υH(t),υV (t)] est formé des quatre
composantes non nulles : υL(t) la force longitudinale, Γ(t) le couple de torsion, υH(t) la
force horizontale et υV (t) la force verticale. Ces forces représentent les efforts appliqués
par l’actionneur sur le pont au point d’accrochage : extrémité gauche de la première poutre
du tablier.
En tenant compte de l’expression du champ des vitesses virtuelles et de l’expression des
efforts extérieurs, la puissance des efforts extérieurs aura la forme suivante :

Pext(Û) =
∑4

k=1

∫ Lk

0
[fx

k (xk,t)ûk(xk) + mk(xk,t)γ̂k(xk) + f y
k (xk,t)v̂k(xk) + f z

k (xk,t)ŵk(xk)]dx

−υL(t)û1(x1 = 0)− Γ(t)γ̂1(x1 = 0)− υH(t)v̂1(x1 = 0)− υV (t)ŵ1(x1 = 0).

(4.3)

4.3.2 Puissance des quantités d’accélération

La puissance des quantités d’accélération de la structure complète, pour tout champ
de vitesses virtuelles a la forme suivante :

Pacc(Û) =
∑4

k=1

∫ Lk

0
[ρAkük(xk,t)ûk(xk)]dx +

∑4
k=1

∫ Lk

0
[ρJkγ̈k(xk,t)γ̂k(xk)]dx

+
∑4

k=1

∫ Lk

0
[ρAkv̈k(xk,t)v̂k(xk)]dx +

∑4
k=1

∫ Lk

0
[ρAkẅk(xk,t)ŵk(xk)]dx.

(4.4)

4.3.3 Puissance des efforts intérieurs

Les efforts intérieurs de la structure étudiée sont l’effort normal Nk, le moment de
torsion Mx

k et les moments de flexion My
k et M z

k selon les axes y et z de la k-ième poutre.
Par ailleurs, la puissance de ces efforts intérieurs est

Pint(Û) = −∑4
k=1

∫ Lk

0
[EAk

∂uk

∂x
(xk,t)

dûk

dx
(xk)]dx−∑4

k=1

∫ Lk

0
[GJk

∂γk

∂x
(xk,t)

dγ̂k

dx
(xk)]dx

−∑4
k=1

∫ Lk

0
[EIz

k
∂2vk

∂x2 (xk,t)
d2v̂k

dx2 (xk)]dx−∑4
k=1

∫ Lk

0
[EIy

k
∂2wk

∂x2 (xk,t)
d2ŵk

dx2 (xk)]dx

(4.5)
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La formulation variationnelle est déterminée, en remplaçant les équations (4.3-4.5) dans
la formule (4.1), sous la forme suivante :





∀ Û champ de vitesse virtuel ∈ V

b(Ü ,Û) + a(U,Û) = c(f,Û)− υL(t)û1(x1 = 0)− Γ(t)γ̂1(x1 = 0)

−υH(t)v̂1(x1 = 0)− υV (t)ŵ1(x1 = 0)

(4.6)

b est la puissance des efforts d’accélération, a est défini à partir de la puissance des
efforts intérieurs et c est la puissance des efforts extérieurs linéiques répartis sur toute la
structure. V est l’espace des champs cinématiquement admissible :

V = {Û = {Ûk = {ûk,γ̂k,v̂k,ŵk},k = 1..4} ∈ ⊗4
k=1[(H

1[0,Lk])
2 × (H2[0,Lk])

2]

tel que û2(x2 = 0) = 0, γ̂2(x2 = 0) = 0, v̂2(x2 = 0) = 0

ŵ2(x2 = 0) = 0, dv̂2

dx
(x2 = 0) = 0, dŵ2

dx
(x2 = 0) = 0,

v̂1(x1 = L1,t) = v̂3(x3 = 0,t) = v̂2(x2 = L2,t) = v̂4(x4 = 0,t),

ŵ1(x1 = L1,t) = û2(x2 = L2,t) = ŵ3(x3 = 0,t) = û4(x4 = 0,t),

ŵ2(x1 = L2,t) = û1(x1 = L1,t) = ŵ4(x3 = 0,t) = û3(x3 = 0,t),
∂ŵ1

∂x
(x1 = L1,t) = ∂ŵ3

∂x
(x3 = 0,t) = ∂ŵ2

∂x
(x2 = L2,t) = ∂ŵ4

∂x
(x4 = 0,t),

∂v̂1

∂x
(x1 = L1,t) = ∂v̂3

∂x
(x3 = 0,t) = γ̂2(x2 = L2,t) = γ̂4(x4 = 0,t), et

∂v̂2

∂x
(x2 = L2,t) = ∂v̂4

∂x
(x4 = 0,t) = γ̂1(x1 = L1,t) = γ̂3(x3 = 0,t)}

(4.7)

Avec
⊗4

k=1 H i[0,Lk] = H i[0,L1]×H i[0,L2]×H i[0,L3]×H i[0,L4]

Dans la conception de la maquette du pont, le pylône a été encastré au sol et le tablier
au pylône. D’où le champ de déplacement Uk(xk,t), k=1,. . . ,4 vérifie les conditions aux
limites suivantes :

– Extrémité gauche de la première poutre : en ce point sont attachés le pendule et
l’alternateur.





EA1
∂u1

∂x
(x1 = 0,t) = υL(t), GJ1

∂γ1

∂x
(x1 = 0,t) = Γ(t)

EIz
1

∂2v1

∂x2 (x1 = 0,t) = 0, EIy
1

∂2w1

∂x2 (x1 = 0,t) = 0

∂
∂x

(EIz
1

∂2v1

∂x2 )(x1 = 0,t) = υH(t), ∂
∂x

(EIy
1

∂2w1

∂x2 )(x1 = 0,t) = υV (t)

(4.8)

– Extrémité inférieure de la deuxième poutre : cette extrémité est encastrée.




u2(x2 = 0,t) = 0, γ2(x2 = 0,t) = 0 v2(x2 = 0,t) = 0

w2(x2 = 0,t) = 0 ∂v2

∂x
(x2 = 0,t) = 0 ∂w2

∂x
(x2 = 0,t) = 0

(4.9)
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– Extrémité droite de la troisième poutre : cette extrémité est libre.




EA3
∂u3

∂x
(x3 = L3,t) = 0, GJ3

∂γ3

∂x
(x3 = L3,t) = 0

EIz
3

∂2v3

∂x2 (x3 = L3,t) = 0, EIy
3

∂2w3

∂x2 (x3 = L3,t) = 0

∂
∂x

(EIz
3

∂2v3

∂x2 )(x3 = L3,t) = 0, ∂
∂x

(EIy
3

∂2w3

∂x2 )(x3 = L3,t) = 0

(4.10)

– Extrémité supérieure de la quatrième poutre : cette extrémité est aussi libre.




EA4
∂u4

∂x
(x4 = L4,t) = 0, GJ4

∂γ4

∂x
(x4 = L4,t) = 0

EIz
4

∂2v4

∂x2 (x4 = L4,t) = 0, EIy
4

∂2w4

∂x2 (x4 = L4,t) = 0

∂
∂x

(EIz
4

∂2v4

∂x2 )(x4 = L4,t) = 0, ∂
∂x

(EIy
4

∂2w4

∂x2 )(x4 = L4,t) = 0

(4.11)

– Conditions de raccordement au noeud : ce noeud représente un encastrement entre
le tablier et le pylône. En ce point on a continuité du déplacement, de la rotation,
des efforts et des moments [14].

– Continuité du déplacement




v1(x1 = L1,t) = v3(x3 = 0,t) = v2(x2 = L2,t) = v4(x4 = 0,t),

w1(x1 = L1,t) = u2(x2 = L2,t) = w3(x3 = 0,t) = u4(x4 = 0,t),

w2(x1 = L2,t) = u1(x1 = L1,t) = w4(x3 = 0,t) = u3(x3 = 0,t),

(4.12)

– Continuité de la rotation




∂w1

∂x
(x1 = L1,t) = ∂w3

∂x
(x3 = 0,t) = ∂w2

∂x
(x2 = L2,t) = ∂w4

∂x
(x4 = 0,t)

∂v1

∂x
(x1 = L1,t) = ∂v3

∂x
(x3 = 0,t) = γ2(x2 = L2,t) = γ4(x4 = 0,t)

∂v2

∂x
(x2 = L2,t) = ∂v4

∂x
(x4 = 0,t) = γ1(x1 = L1,t) = γ3(x3 = 0,t)

(4.13)

– Continuité des efforts




−EA1
∂u1

∂x
(x1 = L1,t) + ∂

∂x
(EIy

2
∂2w2

∂x2 )(x2 = L2,t)− ∂
∂x

(EIy
4

∂2w4

∂x2 )(x4 = 0,t)

+EA3
∂u3

∂x
(x3 = 0,t) = 0

− ∂
∂x

(EIy
3

∂2w3

∂x2 )(x3 = 0,t) + ∂
∂x

(EIy
1

∂2w1

∂x2 )(x1 = L1,t)− EA2
∂u2

∂x
(x2 = L2,t)

+EA4
∂u4

∂x
(x4 = 0,t) = 0

∂
∂x

(EIz
3

∂2v3

∂x2 )(x3 = 0,t) = ∂
∂x

(EIz
1

∂2v1

∂x2 )(x1 = L1,t)

∂
∂x

(EIz
4

∂2v4

∂x2 )(x4 = 0,t) = ∂
∂x

(EIz
2

∂2v2

∂x2 )(x2 = L2,t)

(4.14)
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– Continuité des moments




GJ4
∂γ4

∂x
(x4 = 0,t) = GJ2

∂γ2

∂x
(x2 = L2,t) + EIz

1
∂2v1

∂x2 (x1 = L1,t)

−EIz
3

∂2v3

∂x2 (x3 = 0,t)

GJ3
∂γ3

∂x
(x3 = 0,t) = GJ1

∂γ1

∂x
(x1 = L1,t) + EIz

2
∂2v2

∂x2 (x2 = L2,t)

−EIz
4

∂2v4

∂x2 (x4 = 0,t)

−EIy
1

∂2w1

∂x2 (x1 = L1,t) + EIy
3

∂2w3

∂x2 (x3 = 0,t) + EIy
4

∂2w4

∂x2 (x3 = 0,t)

= EIy
2

∂2w2

∂x2 (x2 = L2,t)

(4.15)

4.4 Approximation modale du déplacement

Afin de déterminer les modes propres de la structure, on cherche des solutions de la
forme :

U(xk,t) = ϕ(xk)e
iωt (4.16)

ϕ(xk) = (ϕx(xk),ϕ
γ(xk),ϕ

y(xk),ϕ
z(xk)) est le vecteur des modes propres de la structure.

Le problème aux valeurs propres sera formulé sous la forme suivante [14] :




trouver (λ,ϕ) ∈ IR×V tel que ∀Û ∈ V

a(ϕ,Û) = λb(ϕ,Û)
(4.17)

Ce problème admet une infinité de solutions. On note par la suite VN , l’espace engendré
par les N premiers modes propres de la maquette. Les modes ainsi définis vérifient les
conditions d’orthogonalité suivantes :

{
b(ϕ

i
,ϕ

j
) = m∗

jδij

a(ϕ
i
,ϕ

j
) = kjδij

(4.18)

m∗
j est la j-ième masse modale, kj est la j-ième rigidité modale et δij est le symbole de

Kronecker. Vu que ϕ
i
(x1 = 0) 6= 0, on normalise alors les modes propres par amplification

en imposant la condition suivante :

Maxϕ
i
(x1 = 0) = 1 pour i = 1, . . . ,N (4.19)

Avec ∀ a ∈ IRn on pose Max(a) = Max(|a1|,|a2|,...,|an|). Cette condition de normali-
sation est toujours possible car ϕ

i
(x1 = 0) 6= 0 pour i = 1, . . . ,N .
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L’approximation modale du déplacement sur ces N modes, solution du problème (4.6)
dans l’espace de dimension finie VN , se décompose ainsi :

UN(xk,t) =
N∑

i=1

αi(t)ϕi
(xk) (4.20)

où k indique le numéro de la poutre et αi(t) l’ième contribution modale du déplacement.
Après le remplacement du déplacement par son estimation (4.20) et en tenant compte
des propriétés d’orthogonalité (4.18) et de normalisation (4.19) on obtient le problème
discrétisé suivant :

m∗
i α̈i(t) + kiαi(t) = fi(t)− υLN(t)ϕx

i (x1 = 0)− ΓN(t)ϕγ
i (x1 = 0)

−υHN(t)ϕy
i (x1 = 0)− υV N(t)ϕz

i (x1 = 0) pour i = 1, . . . ,N
(4.21)

où fi(t) =
∑4

k=1

∫ Lk

0
f

k
(xk,t)ϕi

(xk)dx, ϕx
i (x1 = 0) est la composante longitudinale de

l’ième mode, ϕγ
i (x1 = 0) la composante de torsion de l’ième mode, ϕy

i (x1 = 0) et
ϕz

i (x1 = 0) les composantes de l’ième mode, respectivement, selon les directions Y et
Z de l’extrémité gauche de la première poutre de la maquette du pont : point d’accro-
chage de l’actionneur. Les forces de liaison et les équations du pendule seront déterminées
à partir des équations de Lagrange et leurs discrétisations seront obtenues en appliquant
l’approximation modale du déplacement (4.20).

4.5 Equations du pendule et de l’alternateur

Pour contrôler le mode de torsion de la maquette du pont, on propose d’utiliser un
amortisseur à masse accordée de type pendulaire couplé à un alternateur. Cet actionneur
est attaché à l’extrémité de la première poutre de la maquette sous le tablier figure (4.3).
Le principe de fonctionnement de ce système est le même que celui expliqué dans le
deuxième chapitre : la vibration de la maquette induit la vibration du pendule qui entraîne
l’alternateur en rotation. Le rôle de ce dernier est de transformer l’énergie mécanique
en énergie électrique qui sera dissipée par effet Joule dans une résistance. On adopte les
mêmes notations indiquées dans le cas de la modélisation d’une poutre avec un actionneur,
on suppose que le pendule est formé d’une boule de masse ms et de rayon Rs fixée à
l’extrémité libre d’une barre de masse mb et de longueur lb. On note par m2 = ms +mb la
masse totale du pendule et par I2 son inertie totale par rapport à l’axe parallèle à (OX)
déterminée à partir du théorème d’Huygens, par l la position de centre de gravité du
pendule et par ma et Ia la masse totale et le moment d’inertie total de l’alternateur avec
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Fig. 4.3 – Modélisation de la maquette du pont avec l’actionneur.

le réducteur. Afin de déterminer les équations du pendule, lorsque le pont est soumis à des
vibrations, on propose une écriture énergétique du système en appliquant les équations
de Lagrange.
Remarque
Dans ce cas, le pendule est formé d’un seul système de masse m2 et d’inertie I2 et pour
rester cohérent avec les notations du deuxième chapitre on pose que la masse totale du
pendule est Mp = m2 et que l’inertie totale du pendule est Ip = I2.

Le vecteur champ déplacement de la maquette du pont, comme il a déjà été précisé dans
le paragraphe précédent, est formé des quatre composantes : déplacement longitudinal,
angle de torsion, déplacement horizontal et déplacement vertical. Par ailleurs, le vecteur
position d’un élément de la première poutre du tablier noté rT et le vecteur position de
l’extrémité supérieure du pendule noté rA peuvent être définis en petit déplacement dans
le repère global des coordonnées orthonormales (O,X,Y,Z) des vecteurs unitaires notés,
respectivement, (a1,a2,a3) comme est indiqué dans la figure (4.4) :

rT = u1(x1,t)a1 + v1(x1,t)a2 + w1(x1,t)a3 (4.22)

rA = u1(x1 = 0,t)a1 + [v1(x1 = 0,t) + esin(γ1(x1 = 0,t))]a2

+[w1(x1 = 0,t)− ecos(γ1(x1 = 0,t))]a3

(4.23)
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Fig. 4.4 – Modèle mécanique : vibration du pendule.

Avec l’excentricité e = OA, l la longueur équivalente du pendule, θ l’angle de rotation du
pendule et γ1 l’angle de torsion de la première poutre du tablier de la maquette du pont.
De même, le vecteur position du centre de gravité du pendule, noté rG, est défini par :

rG = u1(x1 = 0,t)a1 + [v1(x1 = 0,t) + esin(γ1(x1 = 0,t)) + lsin(θ)]a2

+[w1(x1 = 0,t)− ecos(γ1(x1 = 0,t))− lcos(θ)]a3

(4.24)

Les vecteurs vitesses correspondants sont :

ṙT = u̇1(x,t)a1 + v̇1(x,t)a2 + ẇ1(x,t)a3

ṙA = u̇1(x1 = 0,t)a1 + [v̇1(x1 = 0,t) + eγ̇1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))]a2

+[ẇ1(x1 = 0,t) + eγ̇1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t))]a3

ṙG = u̇1(x1 = 0,t)a1 + [v̇1(x1 = 0,t) + eγ̇1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t)) + lθ̇cos(θ)]a2

+[ẇ1(x1 = 0,t) + eγ̇1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t)) + lθ̇sin(θ)]a3

(4.25)
ṙA est la vitesse de vibration de l’alternateur et du réducteur, de masse ma et de moment
d’inertie Ia, et ṙG la vitesse de vibration du pendule, de masse m2 et de moment d’inertie
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I2. L’énergie cinétique totale du pendule est T = TA + TG. Avec

TA = 1
2
ma[(u̇1(x1 = 0,t))2 + (v̇1(x1 = 0,t))2 + (ẇ1(x1 = 0,t))2] + 1

2
mae

2(γ̇1(x1 = 0,t))2

+maev̇1(x1 = 0,t)γ̇1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t)) + maeẇ1(x1 = 0,t)γ̇1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t))

TG = 1
2
m2[(u̇1(x1 = 0,t))2 + (v̇1(x1 = 0,t))2 + (ẇ1(x1 = 0,t))2] + 1

2
I2(θ̇)

2

+1
2
m2e

2(γ̇1(x1 = 0,t))2 + m2elθ̇γ̇1(x1 = 0,t)cos(θ − γ1(x1 = 0,t)) + m2lθ̇v̇1(x1 = 0,t)cosθ

+m2lθ̇ẇ1(x1 = 0,t)sinθ + m2eγ̇1(x1 = 0,t)v̇1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))

+m2eγ̇1(x1 = 0,t)ẇ1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t))

(4.26)
L’énergie potentielle totale U du pendule est

U = mag[w1(x1 = 0,t)−ecos(γ1(x1 = 0,t))]+m2g[w1(x1 = 0,t)−ecos(γ1(x1 = 0,t))−lcosθ]

(4.27)
L’énergie dissipative totale D du pendule est

D =
1

2
Cp(θ̇ − γ̇1(x1 = 0,t))2 (4.28)

Cp est le coefficient d’amortissement propre du pendule. Les équations du pendule seront
déterminées en appliquant les équations de Lagrange suivantes :

d

dt
(
∂T

∂q̇k

)− ∂T

∂qk

+
∂U

∂qk

+
∂D

∂q̇k

= Qk pour k = 1, . . . ,r (4.29)

Les coordonnées généralisées qk et les forces extérieures Qk sont définies comme suit :

qk = {u1(x1 = 0) v1(x1 = 0) w1(x1 = 0) γ1(x1 = 0) θ}
Qk = {υL(t) υH(t) υV (t) Γ(t) − Cm}

(4.30)

υL, υH et υV sont, respectivement, les forces de liaison longitudinale, horizontale et verti-
cale entre le tablier et le pendule, Γ le couple de torsion du tablier sur le pendule et Cm

le couple mécanique de l’alternateur sur le pendule, figure (4.5).

Soient les équations suivantes :
Pour q1 = u1(x1 = 0)

d
dt

( ∂T
∂u̇1

) = (ma + m2)ü1(x1 = 0,t)
∂U
∂u1

= 0 , ∂T
∂u1

= 0 et ∂D
∂u̇1

= 0
(4.31)

Pour q2 = v1(x1 = 0)

d
dt

( ∂T
∂v̇1

) = (ma + m2)v̈1(x1 = 0,t) + (ma + m2)eγ̈1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))

−(ma + m2)e(γ̇1(x1 = 0,t))2sin(γ1(x1 = 0,t)) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇
2sinθ

∂U
∂v1

= 0 , ∂T
∂v1

= 0 et ∂D
∂v̇1

= 0

(4.32)
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Fig. 4.5 – Les forces appliquées sur le pendule.

Pour q3 = w1(x1 = 0)

d
dt

∂T
∂ẇ1

= (ma + m2)ẅ1(x1 = 0,t)

+(ma + m2)eγ̈1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t)) + (ma + m2)e(γ̇1(x1 = 0,t))2cos(γ1(x1 = 0,t))

+m2lθ̈sinθ + m2lθ̇
2cosθ

∂U
∂w1

= (ma + m2)g
∂T
∂w1

= 0 et ∂D
∂ẇ1

= 0

(4.33)
Pour q4 = γ1

d
dt

∂T
∂γ̇1

= (ma + m2)e
2γ̈1(x1 = 0,t) + (ma + m2)ev̈1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))

−(ma + m2)eγ̇1(x1 = 0,t)v̇1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t)) + (ma + m2)eẅ1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t))

+(ma + m2)eγ̇1(x1 = 0,t)ẇ1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t)) + m2elθ̈cos(θ − γ1(x1 = 0,t))

+m2elθ̇γ̇1(x1 = 0,t)sin(θ − γ1(x1 = 0,t))−m2elθ̇
2sin(θ − γ1(x1 = 0,t))

∂T
∂γ1

= m2elθ̇γ̇1(x1 = 0,t)sin(θ − γ1(x1 = 0,t))− (ma + m2)eγ̇1(x1 = 0,t)v̇1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t))

+(ma + m2)eγ̇1(x1 = 0,t)ẇ1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))
∂U
∂γ1

= (ma + m2)gesin(γ1(x1 = 0,t)), ∂D
∂γ̇1

= Cp(γ̇1(x1 = 0,t)− θ̇)

(4.34)
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Pour q5 = θ

d
dt

∂T
∂θ̇

= I2θ̈ + m2lv̈1(x1 = 0,t)cosθ −m2lθ̇v̇1(x1 = 0,t)sinθ + m2lẅ1(x1 = 0,t)sinθ

+m2lθ̇ẇ1(x1 = 0,t)cosθ + m2elγ̈1(x1 = 0,t)cos(θ − γ1(x1 = 0,t))

+m2el(γ̇1(x1 = 0,t))2sin(θ − γ1(x1 = 0,t))−m2elθ̇γ̇1(x1 = 0,t)sin(θ − γ1(x1 = 0,t))
∂T
∂θ

= −m2elθ̇γ̇1(x1 = 0,t)sin(θ − γ1(x1 = 0,t))−m2lθ̇v̇1(x1 = 0,t)sinθ + m2lθ̇ẇ1(x1 = 0,t)cosθ
∂U
∂θ

= m2glsinθ
∂D
∂θ̇

= Cp(θ̇ − γ̇1(x1 = 0,t))

(4.35)
On remplace l’equation (4.31) dans l’équation de Lagrange (4.29) on trouve l’équation de
la force de liaison longitudinale :

υL(t) = Mapü1(x1 = 0,t) (4.36)

Avec Map = ma + m2 la masse totale de l’actionneur "pendule-alternateur". On remplace
maintenant l’équation (4.32) dans l’équation de Lagrange (4.29) on trouve l’équation de
la force de liaison horizontale :

υH(t) = Mapv̈1(x1 = 0,t) + Mapeγ̈1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))

−Mape(γ̇1(x1 = 0,t))2sin(γ1(x1 = 0,t)) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇
2sinθ

(4.37)

Puis, on remplace l’équation (4.33) dans l’équation de Lagrange (4.29), on trouve l’équa-
tion de la force de liaison verticale :

υV (t) = Mapg + Mapẅ1(x1 = 0,t) + Mapeγ̈1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t))

+Mape(γ̇1(x1 = 0,t))2cos(γ1(x1 = 0,t)) + m2lθ̈sinθ + m2lθ̇
2cosθ

(4.38)

Ensuite, on remplace l’équation (4.34) dans l’équation de Lagrange (4.29), on trouve
l’équation du couple de torsion suivante :

Γ(t) = Mape
2γ̈1(x1 = 0,t) + Mapev̈1(x1 = 0,t)cos(γ1(x1 = 0,t))

+Mapeẅ1(x1 = 0,t)sin(γ1(x1 = 0,t)) + m2elθ̈cos(θ − γ1(x1 = 0,t))

−m2elθ̇
2sin(θ − γ1(x1 = 0,t)) + Mapgesin(γ1(x1 = 0,t)) + Cp(γ̇1(x1 = 0,t)− θ̇)

(4.39)

Enfin, on remplace l’équation (4.35) dans l’équation de Lagrange (4.29), on trouve l’équa-
tion de rotation du pendule.

Ipθ̈ + m2lv̈1(x1 = 0,t)cosθ + m2lẅ1(x1 = 0,t)sinθ + m2elγ̈1(x1 = 0,t)cos(θ − γ1(x1 = 0,t))

+m2el(γ̇1(x1 = 0,t))2sin(θ − γ1(x1 = 0,t)) + Cp(θ̇ − γ̇1(x1 = 0,t)) + m2glsinθ = −Cm

(4.40)
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A ces équations on ajoute les équations, électrique et mécanique, de l’alternateur en
considérant que l’angle de torsion du tablier de la maquette du pont est très faible.

{
βIaθ̈ + βCaθ̇ = −Kci(t)sin(βθ(t)) + Cm

Le
di
dt

+ (r + R(t))i(t) = Keβθ̇sin(βθ(t))
(4.41)

Ces équations sont déterminées dans le deuxième chapitre. β est le rapport d’engrenage,
Ke la constante de la force électromotrice et Kc la constante du couple électromécanique.
Le est l’inductance d’une bobine de l’alternateur, r sa résistance et R(t) la résistance va-
riable externe.
A partir du modèle éléments finis de la maquette du pont réalisé sur Openfem, on re-
marque que la torsion n’est couplée qu’avec les déplacements horizontaux. Et par suite
dans le modèle théorique on peut considérer, à titre d’une première approximation, qu’il
n’y a pas de couplage entre les déplacements verticaux et la rotation d’axe vertical. De
plus, on suppose que l’angle de torsion du tablier est très faible, et en négligeant les termes
quadratiques, les équations des efforts de liaisons peuvent être écrites sous la forme sim-
plifiée suivante :





υL(t) = Mapü1(x1 = 0,t)

υH(t) = Mapv̈1(x1 = 0,t) + Mapeγ̈1(x1 = 0,t) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇
2sinθ

υV (t) = Mapg + Mapẅ1(x1 = 0,t) + m2lθ̈sinθ + m2lθ̇
2cosθ

Γ(t) = Mape
2γ̈1(x1 = 0,t) + Mapev̈1(x1 = 0,t) + m2elθ̈cos(θ)

−m2elθ̇
2sin(θ) + Mapgeγ1(x1 = 0,t) + Cp(γ̇1(x1 = 0,t)− θ̇)

(4.42)

Les équations discrétisées des efforts de liaisons sont déterminées à partir de l’estimation
du déplacement sur les N premiers modes définis par l’équation (4.20) comme suit :




υLN(t) = Map

∑N
j=1 α̈j(t)ϕ

x
j (x1 = 0)

υHN(t) = Map

∑N
j=1 α̈j(t)(ϕ

y
j (x1 = 0) + eϕγ

j (x1 = 0)) + m2l[θ̈cosθ − θ̇2(t)sinθ]

υV N(t) = Mapg + Map

∑N
j=1 α̈j(t)ϕ

z
j(x1 = 0) + m2l[θ̈sinθ + θ̇2(t)cosθ]

ΓN(t) = Mape
∑N

j=1 α̈j(t)(ϕ
y
j (x1 = 0) + eϕγ

j (x1 = 0)) + m2elθ̈cos(θ)

−m2elθ̇
2sin(θ) + Cp(

∑N
j=1 α̇j(t)ϕ

γ
j (x1 = 0)− θ̇)

+Mapeg
∑N

j=1 αj(t)ϕ
γ
j (x1 = 0)

(4.43)
De même pour l’équation mécanique de rotation du pendule-alternateur :

Iapθ̈ + m2l
∑N

j=1 α̈j(t)[ϕ
y
j (x1 = 0)cosθ + ϕz

j(x1 = 0)sinθ + eϕγ
j (x1 = 0)cosθ]

+Capθ̇ − Cp

∑N
j=1 α̇j(t)ϕ

γ
j (x1 = 0) + m2glsinθ = −Kci(t)sin(βθ(t))

(4.44)
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Avec Iap = Ip + βIa le moment d’inertie total de l’actionneur et Cap = Cp + βCa le
coefficient d’amortissement mécanique total de l’actionneur. D’où le système complet
simplifié pont-pendule-alternateur discrétisé couplé :





m∗
i α̈i(t) + kiαi(t) = fi(t)− υLN(t)ϕx

i (x1 = 0)− ΓN(t)ϕγ
i (x1 = 0)

−υHN(t)ϕy
i (x1 = 0)− υV N(t)ϕz

i (x1 = 0) pour i = 1, . . . ,N

Iapθ̈ + m2l
∑N

j=1 α̈j(t)[ϕ
y
j (x1 = 0)cosθ + ϕz

j(x1 = 0)sinθ + eϕγ
j (x1 = 0)cosθ]

+Capθ̇ − Cp

∑N
j=1 α̇j(t)ϕ

γ
j (x1 = 0) + m2glsinθ = −Kci(t)sin(βθ(t))

Le
di
dt

+ (r + R(t))i(t) = Keβθ̇sin(βθ(t))

(4.45)

où les forces υLN(t), υHN(t) et υV N(t) et le couple ΓN(t) sont définis par la formule (4.43).
Ce système non linéaire, en regroupant les termes en accélération ensemble, peut être écrit
sous la forme matricielle suivante :

M(X)Ẍ + C(R(t))Ẋ + KX = f(t,X,Ẋ) (4.46)

On ne s’intéresse, par la suite, qu’aux six premiers modes (N=6), le vecteur inconnu du
système sera XT = [α1(t),α2(t), . . . ,α6(t),θ(t),q(t)], q(t) est la charge électrique, et les
matrices M, C et K seront définies comme suit :

M =

[
M11 M12

M12T M22

]
,

M11 est une matrice symétrique (6,6) dont les éléments sont :

M11
ii = m∗

i + Map((ϕ
x
i (x1 = 0))2 + (ϕy

i (x1 = 0))2 + (ϕz
i (x1 = 0))2 + e2(ϕγ

i (x1 = 0))2

+2eϕy
i (x1 = 0)ϕγ

i (x1 = 0)) pour i = 1, . . . ,6

M11
ij = Map[ϕ

x
i (x1 = 0)ϕx

j (x1 = 0) + ϕy
i (x1 = 0)ϕy

j (x1 = 0) + ϕz
i (x1 = 0)ϕz

j(x1 = 0)

+e2ϕγ
i (x1 = 0)ϕγ

j (x1 = 0) + eϕy
i (x1 = 0)ϕγ

j (x1 = 0) + eϕy
j (x1 = 0)ϕγ

i (x1 = 0)

pour i,j = 1, . . . ,6 et i 6= j

M12 est une matrice (6,2) dont les éléments sont :

M12
i1 = m2l[cos θϕy

i (x1 = 0) + sin θϕz
i (x1 = 0) + e cos θϕγ

i (x1 = 0)] pour i = 1, . . . ,6

M12
i2 = 0 pour i = 1, . . . ,6

M12T est la matrice transposée de M12.

M22 est une matrice (2,2), M22 =

[
Iap 0

0 Le

]
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C =

[
C11 C12

C12T C22

]
, C11 est une matrice symétrique (6,6) dont les éléments sont :

C11
ii = Cp(ϕ

γ
i (x1 = 0))2 pour i = 1, . . . ,6,

C11
ij = Cpϕ

γ
i (x1 = 0)ϕγ

j (x1 = 0) pour i,j = 1, . . . ,6 et i 6= j.

C12 est une matrice (6,2) dont les éléments sont :

C12
i1 = −Cpϕ

γ
i (x1 = 0) pour i = 1, . . . ,6

C12
i2 = 0 pour i = 1, . . . ,6

C12T est la matrice transposée de C12.

C22 est une matrice (2,2), C22 =

[
Cap 0

0 r + R(t)

]

K =

[
K11 O6,2

O2,6 O22

]
, O est la matrice nulle et K11 une matrice symétrique (6,6) dont les

éléments sont :
K11

ii = ki + Mapeg(ϕγ
i (x1 = 0))2 i = 1, . . . ,6

K11
ij = Mapegϕγ

i (x1 = 0)ϕγ
j (x1 = 0) i,j = 1, . . . ,6 et i 6= j

Le vecteur f(t,X,Ẋ) est défini comme suit :

f(t,X,Ẋ) =

(
(fi(t)−Mapgϕz

i (x1 = 0) + m2lθ̇
2[sin θϕy

i (x1 = 0)− cos θϕz
i (x1 = 0)

+e sin θϕγ
i (x1 = 0)])i=1,...,6,−m2gl sin θ −Kcq̇(t) sin(βθ),Keβθ̇(t) sin(βθ)

)T

4.6 Calcul des modes propres de la maquette en utili-

sant une modélisation par éléments finis

Pour obtenir les modes propres de la maquette du pont (λ,ϕ), on choisit d’utiliser un
modèle éléments finis de la structure. Pour cela on a utilisé le logiciel Matlab muni du
module Openfem. La maquette est modélisée par l’assemblage des poutres soumises à la
traction-compression, à la torsion et à la flexion dans les deux plans. La liaison entre le
pylône et le tablier est considérée comme une liaison d’encastrement. Les déformées mo-
dales de la maquette du pont sont représentées par la figure (4.6) où sur chaque déformée
est indiquée la fréquence propre correspondante. Ces fréquences sont calculées lorsque la
masse mobile est à l’extrémité supérieure du pylône. Les fréquences propres des deux pre-
miers modes ; premier mode vertical et mode de torsion, sont très proches. Par ailleurs, la
position de la masse mobile a une influence sur le couplage de ces deux premiers modes :
lorsque la masse est en bas de la quatrième poutre les deux modes sont découplés.
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Fig. 4.6 – Les déformées modales de la maquette du pont.

4.7 Contrôlabilité de la maquette du pont

Contrôler un système nécessite de pouvoir contrôler chaque mode. En particulier, on
peut montrer que certaines positions des actionneurs ne permettent pas de contrôler cer-
tains modes. Il est donc nécessaire d’étudier la capacité d’une structure à être contrôlée
par une configuration d’actionneurs [20, 86]. Dans ce paragraphe on quantifie la contrô-
labilité des six premiers modes de la maquette à partir de la matrice grammienne de
contrôlabilité. Pour cela, on suppose que la maquette du pont est soumise seulement à
une action de contrôle à l’extrémité du tablier. Cette action représente les forces du pen-
dule sur le pont. Le système formé par les équations du pont avec les forces de contrôle,
en supposant dans le modèle éléments finis seulement pour ce cas une normalisation par
rapport à la masse, peut être écrit sous la forme d’un système d’état :

Ż = [A]Z + [B]υN(x1 = 0). (4.47)

Avec Z = [αi(t),α̇i(t)]
T pour i=1,. . . ,6, A =

[
O6,6 I6,6

−λi O6,6

]
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υN(x1 = 0) = [−υLN(x1 = 0),− ΓN(x1 = 0),− υHN(x1 = 0),− υV N(x1 = 0)]T et

B =

[
O6,4

(ϕ
i
(x1 = 0))i=1,...,6

]
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Fig. 4.7 – Grammien de contrôlabilité des six modes de la maquette du pont.

La matrice grammienne de contrôlabilité du système (4.47)

G(T ) =

∫ T

0

eA
T tBTBeAtdt (4.48)

permet de quantifier l’énergie fournie au système. Pour observer la contrôlablilité mode
par mode lorsque l’actionneur est attaché à l’extrémité du tablier, il est possible de calculer
un quotient de Rayleigh associé à chaque mode et défini comme suit :

λ∗i =
1

λi

(ψ
i
(x1 = 0))T Gψ

i
(x1 = 0) pour i = 1, . . . ,6 (4.49)

Avec ψ
i
(x1 = 0) = (ϕ

i
(x1 = 0),O1,8)

T . De la figure (4.7) on observe que les deux premiers
modes de la maquette du pont sont bien contrôlables alors que les autres sont très peu
contrôlables lorsque l’actionneur est attaché à l’extrémité du tablier.
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4.8 Conception des paramètres optimaux de l’action-

neur

Après la formulation du problème dynamique et la discrétisation des équations conti-
nues, il reste à déterminer les paramètres optimaux de l’actionneur : masses, longueur du
pendule et valeur de la résistance externe. Pour cela, on applique le même critère d’op-
timisation introduit dans le cas de la modélisation d’une poutre avec un actionneur de
référence, qui consiste à maximiser le taux de décroissance exponentiel. Pour chercher
ces paramètres, on considère le système mécanique formé de la maquette du pont et de
l’actionneur de référence. Comme la performance d’un TMD est très dépendante de la
pulsation du mode à amortir et pour des raisons de simplification, on considère premiè-
rement le cas d’un seul mode de vibration : mode de torsion du tablier. Par ailleurs, le
système se réduit à un système à deux degrés de liberté : mode de vibration du pont et
angle de vibration du pendule. Les paramètres optimaux adimensionnels qui sont liés aux
paramètres de l’actionneur sont déterminés analytiquement, en écrivant les équations qui
décrivent le comportement de ce système sous une forme adimensionnelle linéaire, lorsque
les pôles du système coïncident [10, 45]. Ces paramètres seront déterminés aussi numé-
riquement au moyen de la technique de placement des pôles. Pour étudier l’influence du
pendule sur la stabilité des autres modes du système, on calcule les pôles de tous les modes
considérés de la maquette. Les paramètres optimaux de l’actionneur de référence trouvés,
en appliquant ce critère d’optimisation, seront comparés aux paramètres donnés par [39].
De même, l’oscillation en vibration libre du deuxième mode de la maquette du pont, ob-
tenue par l’utilisation des paramètres trouvés à partir du critère d’optimisation du taux
de décroissance exponentiel, est comparée à celle obtenue en introduisant les paramètres
donnés par [39]. Lorsque la structure est soumise à une excitation harmonique, ces para-
mètres ont été donnés par [29] en appliquant le critère de minimisation du déplacement
de la structure principale.

4.8.1 Equations adimensionnelles

Le système discret qui décrit le modèle mécanique est formé de deux équations : la
première est l’équation de vibration du mode de torsion de la maquette du pont en consi-
dérant que l’amortissement propre est nul et la deuxième est l’équation de vibration de
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l’actionneur de référence.



[m∗
2 + Map((ϕ

x
2(x1 = 0))2 + (ϕy

2(x1 = 0))2 + (ϕz
2(x1 = 0))2 + e2(ϕγ

2(x1 = 0))2

+2eϕy
2(x1 = 0)ϕγ

2(x1 = 0))]α̈2(t) + m2l[ϕ
y
2(x1 = 0)cosθ + ϕz

2(x1 = 0)sinθ

+eϕγ
2(x1 = 0)cosθ]θ̈ + Cp(ϕ

γ
2(x1 = 0))2α̇2(t)− Cpϕ

γ
2(x1 = 0)θ̇ + (k2 + Mapeg(ϕγ

2(x1 = 0))2)α2(t)

= −Mapgϕz
2(x1 = 0) + m2l[ϕ

y
2(x1 = 0)sinθ − ϕz

2(x1 = 0)cosθ + eϕγ
2(x1 = 0)sinθ]θ̇2

Iapθ̈ + m2l[ϕ
y
2(x1 = 0)cosθ + ϕz

2(x1 = 0)sinθ + eϕγ
2(x1 = 0)cosθ]α̈2(t)

−Cpϕ
γ
2(x1 = 0)α̇2(t) + Ceqθ̇ + m2glsinθ = 0

(4.50)

D’après le calcul éléments finis, les formes propres, au point d’accrochage de l’actionneur,
verticale ϕz

2(x1 = 0), longitudinale ϕx
2(x1 = 0) et de torsion ϕγ

2(x1 = 0) sont nulles.
D’après la condition de normalisation (4.19), la forme propre horizontale ϕy

2(x1 = 0) est
unitaire pour le mode de torsion. Si on suppose que l’angle de vibration du pendule est
faible, le système précédent peut être écrit sous la forme linéaire suivante :




(m∗
2 + Map)α̈2(t) + m2lθ̈ + k2α2(t) = 0

Iapθ̈ + m2lα̈2(t) + Ceqθ̇ + m2glθ = 0
(4.51)

Ce système linéaire a la même forme que celui étudié dans le troisième chapitre. Par
ailleurs, en suivant la même démarche et en introduisant les notations suivantes,




ω2
ap = m2gl

Iap
, k = Map

m∗
2

et µ = m2

m∗
2

p = ωap

ω2
et ζ = Ceq

2Iapωap

(4.52)

le système linéaire (4.51) s’écrit sous la forme adimensionnelle suivante :




(1 + k)α̈2 + µl
√

m2

µIap
Θ̈ + α2 = 0

Θ̈ + µl
√

m2

µIap
α̈2 + 2ζpΘ̇ + p2Θ = 0

(4.53)

ω2 est la pulsation propre du mode de torsion de la maquette du pont, ωap la pulsation
propre de l’actionneur, p le rapport entre la deuxième pulsation propre de la maquette
et la pulsation de l’actionneur et ζ le taux d’amortissement réduit de l’actionneur. On
rappelle que les quatre paramètres adimensionnels µ, k, p et ζ relient les quatre paramètres
dimensionnels de l’actionneur : la masse du pendule m2, la masse totale de l’actionneur
Map, la longueur équivalente du pendule l et le coefficient d’amortissement total équivalent
Ceq. L’inertie totale de l’actionneur est définie en fonction de la longueur équivalente et de
la masse du pendule m2. Pour des raisons des simplifications on suppose, dans ce premier
cas, que Iap = m2l

2.
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4.8.2 Solution du système des équations adimensionnelles

Pour appliquer le critère de maximisation du taux de décroissance exponentiel il
convient d’écrire le système linéaire des deux équations différentielles ordinaires du se-
conde ordre (4.53) sous la forme matricielle suivante :

MẌ + CẊ + KX = 0. (4.54)

Avec M =

[
1 + k

√
µ

√
µ 1

]
, C =

[
0 0

0 2ζp

]
, K =

[
1 0

0 p2

]
et X = [α2,Θ]T . La matrice

M étant inversible, le système peut être écrit sous la forme d’un système d’état

Ż = AZ (4.55)

de quatre équations différentielles ordinaires du premier ordre avec la variable d’état

Z = [X,Ẋ]T et la matrice d’état A =

[
0 I

−M−1K −M−1C

]
. La solution de l’équation

(4.55) est de la forme Z = Z0e
Aτ . Avec Z0 est la condition initiale. Cette solution peut être

écrite explicitement en terme de combinaison linéaire des exponentielles eλiτ , i = 1, . . . ,4,
en utilisant λi les valeurs propres de la matrice d’état A. Le polynôme caractéristique de
la matrice A, dont les racines sont les valeurs propres de ladite matrice, est le suivant :

P (λ) = 1
1+k−µ

[(1 + k − µ)λ4 + 2ζp(1 + k)λ3 + (1 + p2(1 + k))λ2 + 2ζpλ + p2] (4.56)

Les paramètres optimaux de l’actionneur comme on a signalé seront obtenus par applica-
tion du critère d’optimisation du taux de décroissance exponentiel qui est défini comme
suit :

ETDR = min
i
| Re(λi) |, (4.57)

où Re est la partie réelle des racines du polynôme P (λ).
Par analogie à ce qui a été fait dans le troisième chapitre, la maximisation du ETDR est
obtenue pour des valeurs fixées de k, de µ et des valeurs optimales de pkµ et ζkµ. Ces
paramètres optimaux sont obtenus, lorsque le polynôme (4.56) a deux racines doubles
complexes conjugués qui ont la même partie réelle [10, 45].
Les expressions analytiques des paramètres optimaux pkµ et ζkµ ainsi que le taux de
décroissance exponentiel





pkµ =

√
1 + k − µ

1 + k

ζkµ =

√
µ

1 + k

ETDR =

√
µ

2
√

1 + k
√

1 + k − µ

(4.58)
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sont données en fonction des paramètres adimensionnels k et µ.
A partir de ces paramètres adimensionnels optimaux on peut déterminer les paramètres
dimensionnels de l’actionneur : masse totale de l’actionneur, masse du pendule, longueur
équivalente du pendule et coefficient d’amortissement équivalent total et par conséquent,
la valeur de la résistance externe en contrôle passif et semi-actif. Les valeurs optimales
définies par les expressions analytiques (4.58) peuvent être trouvées numériquement au
moyen de la technique de placement des pôles. Dans la figure (4.8) est représenté le lieu des
racines du polynôme (4.56) en variant le taux d’amortissement réduit ζ dans le demi-plan
des ordonnées positives pour des valeurs de k = 36%, µ = 15,7% et pour une valeur opti-
male de p donnée lorsque p = pkµ. Pour cette valeur optimale de synchronisation, les deux
pôles coïncident et au point de coïncidence (point x) correspond le taux d’amortissement
réduit optimal ζkµ. Lorsque la valeur de p n’est pas prise en condition de synchronisation,
le problème d’optimisation du taux d’amortissement réduit n’a pas été étudié dans la lit-
térature. Ce problème peut être rencontré lors d’une application pratique, notamment à la
condition de synchronisation où il est difficile de réaliser la longueur du pendule calculée ;
trop courte ou trop grande. On a déjà rencontré ce problème dans le cas d’amortissement
de vibration d’une simple poutre dans le chapitre 3 : la longueur du pendule obtenue, en
synchronisant la fréquence du pendule à la première fréquence de la poutre, est très faible,
sa réalisation pratique es très difficile.
En utilisant ce critère d’optimisation, le coefficient d’amortissement optimal est obtenu
pour chaque valeur de p. Dans la figure (4.9) est représenté le lieu des racines du polynôme
(4.56) en faisant varier le taux d’amortissement réduit ζ dans le demi-plan des ordonnées
positives pour des valeurs de k = 36%, µ = 15,7% et pour une valeur de p non optimale ;
p = 0,95pkµ. Au point x, indiqué sur cette figure, correspond le maximum de ETDR, et
par suite, la condition de maximum d’amortissement est atteinte en ce point.
La valeur de k est presque fixée à partir de la masse de l’alternateur. La valeur de µ

est déterminée en se basant sur le travail fait dans le troisième chapitre, où on a montré
l’influence du rapport

µ

k
sur la réponse de la poutre ; l’amortissement est une fonction

croissante de la masse oscillante m2.

L’étude qui vient d’être exposée s’intéresse à la détermination des paramètres de l’action-
neur pour amortir d’une manière optimale le mode de torsion de la maquette du pont.
Pour voir l’influence de ces paramètres sur les autres modes de vibration, on trace le lieu
des pôles de tous les modes de la maquette en supposant que le coefficient d’amortisse-
ment propre du pendule est nul. Le lieu de ces pôles est représenté, en faisant varier le
taux d’amortissement réduit ζ dans le demi-plan des ordonnées positives, par la figure
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Fig. 4.8 – Lieu des pôles en variant ζ pour k = 36%, µ = 15,7% et p = pkµ.
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Fig. 4.9 – Lieu des pôles en variant ζ pour k = 36%, µ = 15,7% et p = 0,95pkµ
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Fig. 4.10 – Lieu des pôles de la maquette du pont en variant ζ pour k = 36%, µ = 15,7% et pour

p = pkµ.

(4.10). Le paramètre p est pris en condition de synchronisation p = pkµ. On constate que
les pôles correspondants aux trois modes verticaux (1, 4 et 5) sont à parties réelles nulles.
C’est-à-dire que l’amortissement équivalent de ces modes est nul. On peut comprendre,
alors, que les modes verticaux ne sont pas contrôlables pour une telle fixation de l’action-
neur : le pendule vibre dans le plan (OYZ). Dans le paragraphe (4.7), on a remarqué que le
premier mode vertical est très bien contrôlable lorsque l’actionneur est attaché à l’une des
extrémités libres du tablier. Par ailleurs, ces modes verticaux seront contrôlés en mettant
un autre actionneur électromécanique dont le pendule vibre dans le plan de la maquette :
plan vertical (OXZ), ou en utilisant un simple TMD (masse-ressort-amortisseur).
On remarque, sur la même figure, que la partie réelle du sixième mode est très supérieure
à celle du troisième mode (mode de balancement). La réponse du mode 6 est donc mieux
amortie que celle du mode de balancement. Cette remarque sera réétudiée dans le pro-
chain paragraphe en traçant la réponse des deux modes pour une même excitation. Par
ailleurs, l’actionneur est plus efficace sur le mode de torsion que sur les deux autres modes
horizontaux : sixième et troisième mode. Cela justifie le résultat trouvé dans le chapitre 3 :
le meilleur emplacement du TMD est dans la zone du déplacement maximal. Par ailleurs,
pour obtenir un amortissement optimal passif du mode de balancement, le mieux est de
placer l’actionneur à l’extrémité du pylône de telle façon que le pendule vibre dans le plan
(OYZ).
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Les paramètres optimaux donnés par le système (4.58) sont déterminés à partir du critère
de maximisation du taux de décroissance exponentiel. Ces paramètres ont été trouvés dans
la littérature pour un simple TMD et selon différents types d’excitations. On rappelle ici
les expressions de ces paramètres données par [39] lorsque la structure est en vibration
libre, comme le cas étudié, et les expressions données par [29] lorsque la structure est
soumise à une excitation harmonique dont la méthode a été rappelée dans le chapitre 3.
Pour comparer les paramètres obtenus dans ce chapitre aux paramètres donnés dans la
littérature, on adopte les mêmes notations.
Par ailleurs, lorsque la structure à amortissement propre nul est en vibration libre et par
application du critère de minimisation du déplacement de la structure principale, le pa-
ramètre de synchronisation et le taux d’amortissement réduit optimaux sont définis selon
[39] par le système suivant : 




popt =
1

1 + µ

ζopt =

√
µ

1 + µ

(4.59)

Ces paramètres ont été donnés par [89] en 1981, en maximisant aussi que possible la
valeur du décrément logarithmique, lorsque l’amortissement propre de la structure est
négligeable. Plus tard en 1993, ont été retrouvés par [39], dans le cas général, lorsque
l’amortissement propre de la structure principale est non nul.
Ces paramètres sont définis en fonction de la masse du pendule m2 mais ils ne tiennent pas
compte de la masse totale de l’actionneur Map. Par suite, ces formules sont bien adaptées
pour un simple TMD ou pour un simple pendule (pendule sans alternateur). Par contre, les
paramètres adimensionnels donnés par le système (4.58) offrent cet avantage et tiennent
compte de tous les paramètres de l’actionneur et ils sont aussi optimaux pour un simple
TMD. Il est facile de vérifier qu’on retrouve les paramètres optimaux (4.59) à partir des
paramètres définis par le système (4.58) en supposant que k = µ ; la masse de l’alternateur
est nulle.

Remarque

Lorsque l’amortissement propre de la structure principale est non nul, noté ξ, les expres-
sions des paramètres optimaux (4.59) sont données par le système suivant [39] :





popt = 1
1+µ

− ξ
√

µ

(1+µ)
√

1+µ−ξ2

ζopt = ξ
1+µ

+
√

µ
√

1+µ−ξ2

1+µ

(4.60)
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Ce système coïncide avec le système (4.59) lorsque l’amortissement est nul ; ξ = 0. On
remarque aussi que ces paramètres coïncident avec les paramètres (3.17) donnés dans le
troisième chapitre en supposant que k = µ.
Lorsque la structure principale à amortissement propre nul est soumise à une excitation
harmonique, les expressions des paramètres adimensionnels seront définies par le système
suivant [29] : 




popt =
1

1 + µ

ζopt =

√
3µ

8(1 + µ)

(4.61)

Ces paramètres ont été trouvés en appliquant la méthode rappelée dans le troisième
chapitre.

4.9 Réponses des modes de la maquette du pont

Pour pouvoir juger de l’efficacité des paramètres optimaux de l’actionneur de réfé-
rence obtenus dans le paragraphe précédent, on compare la réponse en vibration libre du
deuxième mode de la maquette du pont obtenue en utilisant les paramètres du système
(4.58) et la réponse du même mode de vibration obtenue en introduisant les paramètres
donnés par [39].
Les valeurs du coefficient de synchronisation et du coefficient d’amortissement réduit du
système (4.58) sont calculées pour k = 36% et µ = 15,7% ; ces coefficients sont donnés à
partir du critère de maximisation de ETDR. On utilise la même valeur de µ pour le calcul
des valeurs de popt et de ζopt selon le système (4.59) donné par [39]. Le choix de la valeur
de k est fixé à partir de la masse de l’alternateur.
Dans la figure (4.11) sont représentées les deux contributions modales du déplacement en
vibration libre du mode de torsion. La première est calculée en utilisant les paramètres
optimaux (4.58) donnés à partir du critère de maximisation de ETDR et la deuxième en
utilisant les paramètres optimaux (4.59) donnés par [39]. Ces contributions modales ont
été obtenues en résolvant le système linéaire aux équations différentielles ordinaires,





(1 + k)α̈2 +
√

µΘ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µα̈2 + 2ζpΘ̇ + p2Θ = 0
(4.62)

en introduisant à chaque fois les paramètres optimaux correspondants. On constate que
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Fig. 4.11 – Réponse libre de la contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont pour

k = 36%, µ = 15,7% et pour p et ζ calculées premièrement à partir du critère de maximisation de ETDR

puis à partir du critère donné par [39].

l’amortissement de la contribution modale du déplacement du mode de torsion obtenu à
partir du critère de maximisation de ETDR est plus important que celui obtenu selon le
critère donné par [39].
On constate aussi, que la décroissance de la réponse en déplacement dans les deux cas
n’est pas exponentielle, vu que la contribution modale n’oscille pas sur son mode propre.
En effet, pour quantifier cet amortissement on peut identifier le taux d’amortissement
équivalent ξeq associé à chaque cas selon la formule suivante :

ξeq = 2ξ2 +
√

µ
< Θ̈α̇2 >

< α̇2
2 >

, (4.63)

< . > est un produit scalaire, ξ2 le taux d’amortissement propre du mode de torsion, α̇2 la
vitesse de contribution modale et θ̈ l’accélération de l’angle de vibration du pendule. Ce
coefficient est trouvé en réécrivant la première équation du système (4.62) sous la forme
d’une équation d’équilibre énergétique.

(1 + k) < α̈2α̇2 > +
√

µ < Θ̈α̇2 > +2ξ2 < α̇2
2 > + < α2α̇2 >=< f2(t)α̇2 > (4.64)

Dans cette équation, on a considéré que l’amortissement propre associé à ce mode de
vibration est non nul et que la structure est soumise à une excitation extérieure. Pendant
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un cycle de vibration, τ varie entre 0 et 2π, la contribution modale vérifie les relations
suivantes : < α̈2α̇2 >=< α2α̇2 >= 0. L’équation (4.64) devient l’équation d’équilibre des
puissances :

2ξ2 < α̇2
2 > +

√
µ < Θ̈α̇2 >=< f2(t)α̇2 > (4.65)

2ξ2 < α̇2
2 > est la puissance dissipative due à l’amortissement propre de la structure,

< f2(t)α̇2 > la puissance d’effort extérieur et √µ < Θ̈α̇2 > le flux de puissance de la
structure principale au système d’amortissement. Donc, plus le flux est important mieux
est l’amortissement de la structure principale. Par suite, ce flux de puissance peut être
défini comme une puissance dissipative supplémentaire de la structure principale, d’où
l’expression de l’amortissement total équivalent du mode de torsion (4.63).
En négligeant l’amortissement propre de la maquette du pont du mode de torsion, dans le
cas étudié, l’amortissement est identifié à 4,67% pour la réponse de la contribution modale
du déplacement selon le critère [39] et à 7% pour la réponse de la contribution modale
selon le critère de maximisation de ETDR. On a trouvé les mêmes valeurs en utilisant le
toolbox COSMAD. Cette différence est due au paramètre k qui non seulement n’a pas été
pris en compte dans les paramètres donnés par [39], mais qui n’a pas été non plus intro-
duit par aucun critère d’optimisation dans la littérature. De plus, cette différence entre
les deux taux d’amortissement identifiés augmente si on diminue la masse du pendule
m2 : le rapport

µ

k
diminue. Cela peut expliquer l’intérêt d’introduire un critère d’optimi-

sation qui tient compte de tous les paramètres d’un tel actionneur électromécanique. Pour
confirmer l’avantage donné par le critère de maximisation de ETDR : de mieux amortir
la contribution modale du déplacement en vibration libre du mode de torsion de la ma-
quette du pont et de tenir compte de tous les paramètres de l’actionneur, on effectue une
comparaison entre les réponses des autres modes de la maquette du pont. On souhaite
faire la comparaison entre les réponses des six premiers modes. Pour bien voir l’influence
du pendule sur les modes verticaux (1, 4 et 5), on résout le système simplifié complet
non linéaire (4.45) en considérant que le coefficient d’amortisement propre du pendule est
nul et en utilisant un actionneur de référence. Les paramètres dimensionnels utilisés sont
déterminés pour chaque critère à partir des paramètres adimentionnels correspondant. La
résolution de ce système non linéaire se fait à partir du schéma d’intégration de Newmark
dont la procédure de calcul est résumée par l’organigramme de la figure (4.12). Dans
la figure (4.13) sont représentées les contributions modales des six premiers modes de la
maquette du pont en utilisant des paramètres optimaux dimensionnels. Ces paramètres
sont calculés premièrement à partir du critère de maximisation de ETDR (4.58) (courbes
pointillés), puis à partir du système (4.59) (courbes en traits pleins). La condition initiale :
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Fig. 4.12 – Algorithme d’intégration de Newmark.

état initial déformé seulement du mode de torsion, est considérée la même pour les deux
critères.
De cette figure on constate que les courbes, selon les deux méthodes, du troisième mode et
du sixième mode sont presque confondues. On peut, donc interpréter que la masse totale
Map n’a pas un effet important sur ces deux modes de vibration.
Le mode de balancement converge vers des oscillations constantes : il est très sensible
à l’excitation horizontale du tablier vu que le déplacement horizontal et la torsion sont
couplés.
On constate aussi une bonne superposition des contributions pour les modes verticaux.
Ces modes oscillent autour d’une position d’équilibre déformée. Ces modes verticaux ne
sont pas amortis, conformément à ce qu’il a été remarqué dans le paragraphe précédent
en traçant le lieu des pôles.
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Fig. 4.13 – Contributions modales des modes verticaux (à gauche) et des modes horizontaux (à droite)

en utilisant des paramètres dimensionnels. Les contributions en pointillés sont obtenues selon le critère

de maximisation de ETDR et les contributions en traits pleins sont obtenues selon le critère donné par

[39].
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Fig. 4.14 – Angle de vibration du pendule obtenu selon le critère de maximisation de ETDR (en

pointillé) et angle de vibration obtenu selon le critère donné par [39] (en trait plein).
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Enfin, pour analyser le comportement de l’actionneur, on représente dans la figure (4.14)
l’angle de vibration du pendule. Cet angle est excité principalement par le déplacement
horizontal de la maquette du pont. On remarque qu’il a presque le même tracé que la
contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont mais en retard de phase.
Cet angle se stabilise lorsque le déplacement horizontal de la maquette se stabilise. Pour
cela, l’amortissement de l’angle de vibration du pendule dont les paramètres donnés à
partir du critère de maximisation de ETDR est plus important que celui de l’angle de
vibration du pendule dont les paramètres obtenus selon [39].

4.10 Amortissement multimodale de vibration de la ma-

quette du pont

L’actionneur électromécanique attaché à l’extrémité du tablier de telle façon que le
pendule vibre dans le plan (OYZ) permet d’amortir seulement la vibration du mode
de torsion. Dans cette section, on cherche à amortir le premier mode et le mode de
balancement en utilisant la même idée développée dans ce travail. Comme on a signalé
dans le paragraphe (4.8.2), le premier mode est amorti lorsque le pendule de l’actionneur
vibre dans le plan (OXZ) et le mode de balancement est amorti lorsque l’actionneur est
placé à l’extrémité du pylône dont le pendule vibre dans le plan (OYZ). Pour simplifier,
on propose d’amortir premièrement le mode vertical ensuite le mode de balancement.

4.10.1 Amortissement du premier mode de vibration de la ma-

quette du pont

On considère que l’actionneur électromécanique est placé à l’extrémité supérieure du
pylône de telle façon que le pendule vibre dans le plan de la maquette du pont (OXZ). Le
système mécanique est formé de l’équation de vibration du premier mode de la maquette
du pont et de l’équation de vibration de l’actionneur "linéarisé". L’équation de vibration
discrétisée du premier mode est définie comme suit :

m∗
1α̈1(t) + k1α1(t) = −υHN(t)ϕx

1(x4 = L4), (4.66)

où ϕx
1(x4 = L4) est la composante selon la direction X de la déformée modale du premier

mode. Cette équation est la première équation du système (4.21) avec une seule force



4.10 Amortissement multimodale de vibration de la maquette du pont126

horizontale de liaison appliquée à l’extrémité de la quatrième poutre de la maquette.
L’expression de cette force de liaison et l’équation de vibration du pendule

{
υH(t) = Mapü4(x4 = L4,t) + m2lθ̈cosθ −m2lθ̇

2sinθ

Ipθ̈ + m2lü4(x4 = L4,t)cosθ + Cpθ̇ + m2glsinθ = 0
(4.67)

sont obtenues en appliquant les équations de Lagrange. La discrétisation de ce système
est déterminée à partir de l’estimation du déplacement sur le premier mode. Au système
(4.67) on ajoute les équations de l’alternateur. D’où le système formé des deux degrés de
libertés suivant, on considère l’actionneur "linéarisé" :





(m∗
1 + Map(ϕ

x
1(x4 = L4))

2)α̈1(t) + k1α1(t) + m2lθ̈cosθϕ
x
1(x4 = L4)

= m2lθ̇
2sinθϕx

1(x4 = L4)

Iapθ̈ + m2lα̈1(t)ϕ
x
1(x4 = L4)cosθ + Ceqθ̇ + m2glsinθ = 0

(4.68)
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Fig. 4.15 – Réponse libre de la contribution modale du premier mode de vibration de la maquette du

pont munie du pendule décrit au paragraphe (4.10.1) .

Les paramètres optimaux du pendule sont déterminés, en appliquant le critère d’optimisa-
tion du taux de décroissance exponentiel, à partir du système (4.58). On représente dans
la figure (4.15) l’oscillation libre de la contribution modale du premier mode en fonction
du temps. On remarque qu’en utilisant une telle configuration de l’actionneur le premier
mode vertical de la maquette du pont est amorti et l’amortissement équivalent est identifié
à 6%.
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4.10.2 Amortissement du troisième mode de vibration de la ma-

quette du pont

Pour amortir le mode de balancement, on considère que l’actionneur électromécanique
est placé à l’extrémité supérieure du pylône dont le pendule vibre dans le plan de la ma-
quette du pont (OYZ). Par raison de simplification, on suppose que le système mécanique
est formé seulement de l’équation de vibration du mode de balancement de la maquette
du pont et de l’équation de vibration de l’actionneur "linéarisé". Ce système, a la même
forme que le système (4.68), définit comme suit :





(m∗
3 + Map(ϕ

y
3(x4 = L4))

2)α̈3(t) + k3α3(t) + m2lθ̈cosθϕ
y
3(x4 = L4)

= m2lθ̇
2sinθϕy

3(x4 = L4)

Iapθ̈ + m2lα̈3(t)ϕ
y
3(x4 = L4)cosθ + Ceqθ̇ + m2glsinθ = 0

(4.69)

où ϕy
3(x4 = L4) est la composante selon la direction Y de la déformée modale du mode

de balancement. Les paramètres optimaux de l’actionneur "linéarisé" sont déterminés
à partir du système (4.58). On représente dans la figure (4.16) l’oscillation libre de la
contribution modale du troisième mode en fonction du temps. On remarque que le mode
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Fig. 4.16 – Réponse libre de la contribution modale du troisième mode de la maquette du pont munie

du pendule décrit au paragraphe (4.10.2).

de balancement de la maquette du pont, lorsque l’actionneur est attaché à l’extrémité
supérieure du pylône de façon à ce que le pendule vibre dans le plan (OYZ), est bien
amorti.
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En effet, pour amortir les trois premiers modes de vibration il suffit d’équiper la maquette
de trois actionneurs électromécaniques dont deux sont attachés à l’extrémité du pylône
et le troisième est attaché à l’une des deux extrémités du tablier comme indiqué sur la
figure (4.17).

Fig. 4.17 – Maquette du pont équipé par trois actionneurs.

4.11 Réponse du mode de torsion sous excitation har-

monique

Après la comparaison entre les contributions modales du déplacement en vibration
libre, on étudie dans ce paragraphe la comparaison entre la contribution modale du mode
de torsion en utilisant les paramètres donnés par le système (4.58) et la contribution
modale du même mode en utilisant les paramètres donnés par (4.61). La structure, dans
les deux cas, est soumise à une excitation harmonique. On considère que cette excitation
est horizontale et qu’elle est concentrée à l’autre extrémité du tablier de la maquette du
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pont. Le système à résoudre est le suivant:




[m∗
2 + Map((ϕ

x
2(x1 = 0))2 + (ϕy

2(x1 = 0))2 + (ϕz
2(x1 = 0))2 + e2(ϕγ

2(x1 = 0))2

+2eϕy
2(x1 = 0)ϕγ

2(x1 = 0))]α̈2(t) + m2l[ϕ
y
2(x1 = 0)cosθ + ϕz

2(x1 = 0)sinθ

+eϕγ
2(x1 = 0)cosθ]θ̈ + Cp(ϕ

γ
2(x1 = 0))2α̇2(t)− Cpϕ

γ
2(x1 = 0)θ̇

+(k2 + Mapeg(ϕγ
2(x1 = 0))2)α2(t) = f2(t)−Mapgϕz

2(x1 = 0)

+m2l[ϕ
y
2(x1 = 0)sinθ − ϕz

2(x1 = 0)cosθ + eϕγ
2(x1 = 0)sinθ]θ̇2

Iapθ̈ + m2l[ϕ
y
2(x1 = 0)cosθ + ϕz

2(x1 = 0)sinθ + eϕγ
2(x1 = 0)cosθ]α̈2(t)

+Ceqθ̇ + m2glsinθ = 0

(4.70)

f2(t) = a0 cos(ω2t)ϕ
y
2(x3 = L3) est la force d’excitation harmonique, où a0 son amplitude

et ω2 sa pulsation propre prise à la résonance du mode de torsion de la maquette du pont.
D’après le calcul éléments finis, les formes propres, au point d’accrochage de l’actionneur,
verticale ϕz

2(x1 = 0), longitudinale ϕx
2(x1 = 0) et de torsion ϕγ

2(x1 = 0) sont nulles et
d’après la condition de normalisation (4.19), la forme propre horizontale ϕy

2(x1 = 0) est
unitaire pour le mode de torsion.
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Fig. 4.18 – Contribution modale du mode de torsion obtenue selon le critère de maximisation de ETDR

(en trait pointillé) et la contribution du même mode obtenu selon le critère donné par [29] (en trait plein).
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Fig. 4.19 – Comparaison entre la contribution modale du mode de torsion sans contrôle et la contribution

modale du même mode avec l’actionneur attaché à l’extrémité du tablier.

De la figure (4.18) on observe que la contribution modale obtenue en utilisant les para-
mètres donnés par (4.61) est mieux amortie que celle obtenue en utilisant les paramètres
donnés par (4.58). D’où l’intérêt, comme on verra dans le prochain chapitre, d’introduire
une loi de contrôle semi-actif qui permet de faire varier les paramètres de l’actionneur
selon les types d’excitations.
De plus, dans la figure (4.19) est représentée la contribution modale du déplacement du
mode de torsion sans contrôle, puis contrôlée en utilisant premièrement un actionneur à
paramètres optimaux ensuite un actionneur à paramètres non optimaux : actionneur à
coefficient d’amortissement équivalent nul. On observe l’influence majeure de l’actionneur
à paramètres optimaux à réduire l’amplitude de vibration de la contribution modale à la
résonance.
L’étude faite jusqu’à présent est la conception des paramètres optimaux de l’actionneur
de référence pour amortir le mode de torsion de la maquette du pont. On étudiera par la
suite l’amortissement du mode de torsion de la maquette du pont lorsqu’on considère le
système réel (non-linéaire).
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4.12 Réponse du mode de torsion de la maquette du

pont en résolvant le système non linéaire

L’étude faite jusqu’à maintenant se base sur l’hypothèse fondamentale que l’amor-
tissement électrique peut être obtenu par un amortissement mécanique visqueux équi-
valent ; actionneur de référence. Les paramètres optimaux de l’actionneur de référence
pour amortir le mode de torsion de la maquette du pont ont été obtenus en utilisant
le critère de maximisation du taux de décroissance exponentiel au moyen des placement
des pôles après linéarisation du système d’équations différentielles. Dans cette section
en considèrant que l’amortissement est la somme d’un amortissement mécanique et d’un
amortissement électrique, système réel, on cherche à déterminer la valeur de la résistance
externe afin d’amortir toujours le mode de torsion de la maquette du pont, en résolvant
le système d’équations non linéaires (4.45).
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Fig. 4.20 – Comparaison entre la contribu-

tion modale du mode de torsion à circuit ou-

vert et à circuit fermé avec Cap = 0.
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Fig. 4.21 – Comparaison entre la contribu-

tion modale du mode de torsion à circuit ou-

vert et à circuit fermé avec Cap 6= 0.

Pour cela, on maintient la masse totale de l’actionneur Map, la masse du pendule m2 et la
longueur équivalente optimale du pendule obtenues dans les paragraphes précédents et on
cherche premièrement une valeur de la résistance externe à Cap nul, tel que l’amortisse-
ment du mode de torsion soit optimal. Lorsque l’amortissement mécanique de l’actionneur
est non nul, on cherche une valeur de la résistance et une valeur de Cap tel que l’amortis-
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sement du mode de torsion soit optimal. Les paramètres électriques, la résistance interne,
l’inductance de la bobine et les constantes Ke et Kc, sont identifiés dans le deuxième cha-
pitre. Le rapport d’engrenage est pris dans ce cas à β = 252 de manière que l’alternateur
produise du courant pour des petites oscillations.
Pour comparer l’amortissement du mode de torsion en résolvant le système linéaire avec
l’actionneur de référence (4.51) à l’amortissement en résolvant le système non linéaire
avec l’actionneur en circuit fermé (4.45), on représente, dans les figures (4.20) et (4.21),
la contribution modale en vibration libre du mode de torsion de la maquette du pont
en résolvant le système linéaire (4.51) à paramètres optimaux (courbes pointillées) et la
contribution modale du même mode de vibration en résolvant le système non linéaire
(4.45) (courbes en traits pleins). Dans la figure (4.20) la contribution modale lorsque l’ac-
tionneur est en circuit fermé est tracée pour une valeur de résistance externe R = 110Ω et
un coefficient d’amortissement mécanique nul. Comme dans la pratique l’amortissement
propre est non nul, la valeur de la résistance est prise à R = 150Ω pour un coefficient
Cap = 0,11Kg/s, figure (4.21). De ces deux figures, on constate que l’amortissement est
plus important en résolvant le système non linéaire (4.45) que le système linéaire (4.51) à
paramètres optimaux.



Chapitre 5

Contrôle semi-actif

5.1 Introduction

L’idée principale du contrôle semi-actif est très simple : elle consiste à changer, en temps
réel, les caractéristiques des dispositifs passifs de dissipation d’énergie. Ce changement ne
nécessite qu’une source minimale d’énergie.
D’une manière générale, il existe deux types de contrôle semi-actif : le premier est un
contrôle dit continu, il nécessite un dispositif de commande permettant d’ajuster (en
continu) la force de contrôle, et le second est un amortisseur à deux états (amortissement
fort/faible), plus facile à mettre en oeuvre. Le concept de contrôle semi-actif a été introduit
pour la première fois par [52] où les premiers dispositifs ont été introduits dans le domaine
de suspension des véhicules. Très récemment, ce type de dispositifs a été introduit dans le
domaine du génie civil [81]. Aujourd’hui il existe différents types d’appareils semi-actifs
proposés pour contrôler les structures en génie civil. Dans la suite, on présente quelques
exemples. Pour une étude plus détaillée, nous renvoyons les lecteurs aux [46, 47, 99].

– Amortisseurs hydrauliques à orifice variable : dans le domaine du génie civil,
l’efficacité des amortisseurs à orifice variable pour réduire la réponse de bâtiments
soumis aux charges sismiques a été démontrée, à partir des résultats numériques et
expérimentaux sur des modèles réduits, par [57, 69, 82, 100]. En plus, des résultats
expérimentaux sur des modèles réels ont été donnés, pour un bâtiment, par [26, 53]
et, pour un pont, par [36].

– Amortisseurs à friction variable : l’idée d’introduire un amortisseur à friction
variable est de contrôler la force du frottement entre deux objets glissants en variant
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la pression à la surface du contact. Plusieurs variantes sur cette idée existaient dans
la littérature. Ce dispositif à friction variable a été proposé par [1] dans lequel l’ac-
tionneur est relié rigidement à la structure. Une étude semblable a été menée par
[30]. Il a été montré, analytiquement, que de tels appareils peuvent être employés
pour réduire les déplacements relatifs des étages d’un bâtiment. Un autre type d’ap-
pareil à frottement variable, "a friction-controllable fluid bearing", a été étudié par
[37].

– Amortisseurs à rigidité variable : l’idée d’utiliser un amortisseur à rigidité va-
riable a été proposée pour la première fois par [53]. Ces amortisseurs ont été intro-
duits dans de nombreux bâtiments pendant la dernière décennie [107] et plusieurs
méthodes de contrôle ont été développées pour ces appareils [102]. La combinai-
son des amortisseurs à rigidité variable et du TMD a été introduite surtout par
[73, 104, 72].

– Amortisseurs à fluide contrôlable : les amortisseurs à fluide contrôlable pos-
sèdent des fluides dont les propriétés peuvent être influencées par la présence d’un
champ magnétique ou électrique. Dans ces deux cas, les amortisseurs sont appelés,
respectivement, magnétorhéologique (MR) ou électrorhéologique (ER). Le fluide
rhéologique a été découvert pendant les années quarante par [85]. Le fluide change
de comportement lorsqu’il est exposé à un champ magnétique ou électrique : il aura
alors un comportement visco-plastique. Donc, l’application d’un tel fluide dans un
amortisseur permet de contrôler en temps réel la viscosité de l’amortisseur à travers
un champ électrique ou magnétique. Ces amortisseurs ont montré une efficacité dans
les applications en génie civil [32, 41]. Une récente recherche sur les amortisseurs à
fluide MR a montré la capacité de ce type d’amortisseur à réduire la vibration de
structures due à des excitations sismiques [106]. Ces amortisseurs sont très fiables
parce qu’ils n’ont pas de valves mécaniques à manipuler et ils peuvent être propulsés
par de simples piles. Les applications de ce type d’amortisseur dans le domaine de
structure sont nombreuses et sont encore un sujet de recherche.

– Amortisseurs électromécaniques : l’énergie de vibration d’une structure peut
être aussi dissipée au moyen d’un amortisseur électrique. Par exemple, dans le
contrôle de structures flexibles avec des matériaux piézoélectriques, plusieurs études
ont montré qu’une réduction considérable de vibration peut être accomplie lorsqu’un
circuit électrique RL est branché aux bornes de l’élément piézoélectrique [11, 45] ;
l’élément piézoélectrique, par son effet direct, convertit l’énergie mécanique en éner-
gie électrique qui sera dissipée dans le circuit extérieur RL. Mais l’application des
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piézoélectriques dans le domaine de génie civil reste très limitée aux structures
minces. Par contre, un générateur de courant électrique peut être utilisé dans dif-
férents champs d’application en génie civil [92]. Notre étude est basée sur le choix
de cet amortisseur électromécanique. Le générateur de courant transforme l’éner-
gie mécanique de vibration de la structure en énergie électrique qui sera dissipée
dans un circuit électrique externe branché aux bornes de l’alternateur. Cette idée
peut être étendue à un amortisseur électromécanique semi-actif, en faisant varier la
résistance extérieure par application d’une loi de contrôle.

Ces dispositifs semi-actifs servent à modifier le comportement de l’actionneur : rigidité
ou amortissement, en lui appliquant une loi de contrôle. Par conséquent, les systèmes de
contrôle semi-actif incluent deux catégories, comme on a signalé dans le premier chapitre :
la première est à rigidité variable et la deuxième est à amortissement variable. Dans les
deux catégories, les forces de contrôle sont produites à partir d’une loi de contrôle pour
sélectionner la rigidité ou le coefficient d’amortissement de l’appareil.
Les appareils d’amortissement de vibrations mécaniques les plus utilisés dans la pratique
sont les amortisseurs à masse accordée (TMDs). La première version semi-active de cet
appareil a été introduite par [48], dont des comparaisons entre TMD semi-actif et TMD
purement passif et actif sont analysées en utilisant un actionneur hydraulique. Ces com-
paraisons ont pour but de montrer la performance du TMD semi-actif. Les résultats de la
simulation numérique indiquent que l’utilisation du TMD semi-actif en contrôlant le valve
de l’actionneur permet d’améliorer l’amortissement de la réponse en déplacement et en
accélération par rapport au système du TMD passif et de le rapprocher de la performance
du système TMD actif. Une utilisation plus récente du TMD semi-actif, pour contrôler les
vibrations des planchers causées par l’activité humaine, est introduite par [95] en utilisant
un algorithme de contrôle ground-hook. Cet algorithme permet de faire varier continuel-
lement l’amortissement afin de réduire l’accélération du plancher. Une comparaison entre
un tel système d’amortissement et un TMD passif équivalent a montré l’efficacité et la
robustesse du TMD semi-actif.
Les amortisseurs à masse accordée représentent une technologie tout à fait mûre pour
réduire la réponse des structures flexibles tels que la vibration des passerelles induite par
les charges vivantes ou par le vent, mais leur efficacité est lié à la masse ajoutée. Dans
le cas de passerelles où les charges des piétons peuvent être une partie considérable de la
masse vibrante ou dans le cas de structures vraiment minces, il est difficile d’ajuster les
paramètres (masse et raideur) de l’amortisseur à masse accordée selon le mode à contrô-
ler. Il a été proposé en [75] d’utiliser des amortisseurs semi-actifs à masse accordée qui
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sont capables d’ajuster leurs paramètres dynamiques, en temps réel en utilisant un algo-
rithme de contrôle. Pour obtenir un tel système d’amortissement semi-actif, il est souvent
utilisé un appareil électrorhéologique ou magnétorhéologique sur lequel sera appliqué la
loi de contrôle. Plusieurs travaux ont utilisé un amortisseur magnétorhéologique (MR)
semi-actif ; ce type d’amortisseur a été utilisé par [75] pour réduire la vibration d’une
passerelle soumise aux excitations des piétons. Sur cette même application, il a été mon-
tré que les amortisseurs semi-actifs MR TMD sont capables de s’adapter aux variations
des propriétés mécaniques du système et offrent l’avantage de contrôler une large gamme
des fréquences [93]. Ce type d’amortisseur a été testé expérimentalement par [87] pour
contrôler un modèle d’un bâtiment à quatre étages en utilisant un algorithme semi-actif
On-Off.
Dans ce chapitre on introduit une loi de contrôle semi-actif qui permet de faire varier
l’amortissement et de compenser la rigidité du TMD pendulaire. Dans la première partie
de ce chapitre, on a étudié l’influence de la partie inductive sur l’énergie totale du sys-
tème. Dans la deuxième partie on a intéressé à l’amortissement semi-actif du mode de
torsion de la maquette du pont en utilisant l’actionneur électromécanique. Cet actionneur
est formé d’un TMD pendulaire couplé à un alternateur. Le concept moderne du TMD
pour les applications structurelles a été étudié dans le domaine d’amortissement des vi-
brations dynamiques dès 1911 par [38]. L’efficacité de ce système compte fortement sur le
réglage adéquat de ses paramètres en fonction du mode naturel de la structure à contrôler.
Dans le cas d’une structure continue, cas des ponts, la fréquence de vibration du TMD
est synchronisée à la fréquence propre du mode à amortir : dans le chapitre précédent
il a été déterminé les paramètres optimaux de l’actionneur de référence pour amortir le
mode de torsion de la maquette du pont. Mais lorsque la structure évolue en fonction des
étapes de construction, sa fréquence diminue et les paramètres du TMD ne seront plus
optimaux. Par ailleurs, sa performance diminue. Pour remédier à cet inconvénient, une
loi de contrôle semi-actif est développée, pour faire varier la résistance en temps réel, afin
d’avoir des paramètres optimaux : rigidité et amortissement, pour différentes étapes de
construction.
De même, l’efficacité du TMD varie beaucoup selon le type d’excitation. Par ailleurs,
dans la troisième partie, on a introduit la même loi de contrôle semi-actif pour adapter
en temps réel les paramètres de l’actionneur selon les types des sollicitations.
Dans la quatrième partie on a aussi introduit la même loi de contrôle pour amortir plu-
sieurs modes en agissant sur un mode particulier à chaque instant dans l’esprit de la
méthode MIMSC.
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5.2 Modèle mécanique de la maquette du pont et de

l’actionneur électromécanique

L’action de contrôle, pour une approche de type semi-actif, se réalise à travers le ré-
glage en temps réel des paramètres mécaniques de dissipation, et réagit passivement avec
le reste de la structure. La modalité de réglage de ces paramètres est déterminée, sur la
base d’un choix d’algorithme de contrôle, en fonction de la réponse de la structure ou de
l’excitation ou bien en fonction des deux. Par conséquent, comme pour le contrôle actif, le
système de contrôle semi-actif nécessite des capteurs, des processeurs et des actionneurs.
L’énergie demandée de l’extérieur, par contre, est minimale par rapport à un système
de contrôle actif. Elle sert seulement à modifier les caractéristiques mécaniques des dis-
positifs de contrôle. Les systèmes de contrôle semi-actif représentent donc une évolution
des systèmes de contrôle passif, et par conséquent ils en conservent les caractéristiques
fondamentales de fiabilité, de sécurité et de simplicité.
Après la détermination des paramètres optimaux de l’actionneur pour contrôler d’une
manière passive le mode de torsion de la maquette du pont, on analyse dans ce chapitre
la variation de l’amortissement que vise un contrôle semi-actif. La variation de l’amor-
tissement est obtenue en faisant varier la résistance externe branchée aux bornes de l’al-
ternateur par l’introduction d’une loi de contrôle semi-actif. L’amortissement équivalent
de ce système, comme il est indiqué dans le deuxième chapitre, est une fonction décrois-
sante de la résistance. On rappelle que lorsque la résistance est nulle, l’alternateur est
en court circuit, l’amortissement équivalent est maximal et lorsqu’elle tend vers l’infini,
l’alternateur est en circuit ouvert, l’amortissement est purement mécanique. Par ailleurs,
ce coefficient d’amortissement, peut être ajusté entre deux valeurs limites suivant la valeur
de la résistance. Sa valeur optimale, afin d’amortir le mode de torsion de la maquette du
pont, est donnée dans le chapitre précédent en appliquant le critère de maximisation du
taux de décroissance exponentiel.
L’efficacité de l’actionneur varie beaucoup, comme on l’a montré dans le chapitre pré-
cédent, lorsque ses paramètres ne sont pas pris d’une manière optimale ou également
lorsque la structure évolue. Durant la construction d’un grand ouvrage, le pont passe par
des phases intermédiaires dans lesquelles il est très flexible. Un vent courant suffit à créer
des vibrations susceptibles d’interdire momentanément la poursuite des travaux. Les ar-
rêts de chantier dus à un vent trop fort représentent un coût financier très important.
La mise en place d’un système de contrôle de type TMD permet de diminuer l’amplitude
des vibrations et d’augmenter ainsi le niveau de vent acceptable. Mais l’efficacité d’un tel
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système de contrôle diminue de plus en plus en fonction de l’avancement des travaux.
L’idée fondamentale développée dans ce chapitre est de maintenir l’actionneur électromé-
canique durant plusieurs étapes de construction d’un pont en adaptant ses paramètres en
temps réel ; ceci au moyen d’une loi de contrôle semi-actif.
Pour étudier un tel problème, on considère le système mécanique formé par la maquette
du pont et de l’actionneur électromécanique, système réel, et on cherche à amortir le mode
de torsion de la maquette du pont durant différentes étapes de construction. Par ailleurs,
le système se réduit à trois degrés de liberté : la deuxième contribution modale de la ma-
quette du pont, l’angle de vibration du pendule et le courant électrique. Les équations
discrètes qui décrive ce modèle mécanique, en considérant que l’angle de vibration du
pendule est faible, sont les suivantes :





(m∗
2 + Map)α̈2(t) + m2lθ̈ + k2α2(t) = 0

Iapθ̈ + m2lα̈2(t) + Capθ̇ + m2glθ = −Kci(t)sin(βθ(t))

Le
di
dt

+ (r + R(t))i(t) = Keβθ̇sin(βθ(t))

(5.1)

Les paramètres de ce système ont été définis dans les chapitres précédents et lorsque on
utilise un actionneur de référence, ce système a été obtenu dans le chapitre 4 par le sys-
tème (4.51).
Afin de déterminer l’amortissement total équivalent, on néglige la partie inductive de
l’alternateur de la troisième équation du système (5.1), puis on remplace le courant élec-
trique,

i(t) =
βKe

r + R(t)
θ̇sin(βθ), (5.2)

par son expression (5.2) dans la deuxième équation du système (5.1). Ce dernier sera
défini comme suit :





(m∗
2 + Map)α̈2(t) + m2lθ̈ + k2α2(t) = 0

Iapθ̈ + m2lα̈2(t) + C̃eq(t)θ̇ + m2glθ = 0
(5.3)

C̃eq(t) est le coefficient d’amortissement équivalent défini par :

C̃eq(t) = Cap +
βKeKc

r + R(t)
sin2(βθ). (5.4)

Il est noté, que l’inductance n’a pas été négligée lors du calcul des coefficients de la f.e.m
Ke et du couple électromagnétique Kc.
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Pour confirmer l’hypothèse donnée ci-dessus sur l’inductance de l’alternateur, on repré-
sente les énergies totales du pont et du pendule calculées à partir du système (5.1) et du
système (5.3).

5.3 Energie totale de la maquette du pont et du pen-

dule

On appelle énergie totale la somme de l’énergie cinétique T et de l’énergie potentielle
U du mode de torsion de la maquette du pont et du pendule qui sont définies comme
suit : 




T = 1
2
(m∗

2 + Map)α̇2
2(t) + 1

2
Iapθ̇

2 + m2lθ̇α̇2(t)

U = 1
2
k2α

2
2(t) + 1

2
m2glθ2

(5.5)
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Fig. 5.1 – Evolution en fonction du temps de

l’énergie totale avec et sans partie inductive.
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dale du mode de torsion avec et sans partie inductive.

Dans la figure (5.1) sont représentées, en fonction du temps et aux mêmes conditions
initiales, en trait plein l’énergie totale calculée à partir du système (5.1) et en pointillé
l’énergie totale calculée à partir du système (5.3). On constate une bonne superposition des
deux courbes. Vu le rapport d’engrenage utilisé, l’alternateur produit du courant même
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pour des petites oscillations du pendule, l’énergie électrique est donc presque complète-
ment dissipée dans la résistance et l’énergie inductive est négligeable. De même, dans la
figure (5.2) sont représentées en trait plein l’oscillation libre de la contribution modale du
mode de torsion calculée à partir du système (5.1) et en pointillé la contribution du mode
de torsion calculée à partir du système (5.3). On constate aussi une bonne superposition
des deux courbes. On peut conclure que l’hypothèse simplificatrice, qui consiste à négli-
ger la partie inductive, n’a pas changé le comportement du système et n’a pas influencé
sur l’amortissement de la vibration de la contribution modale du mode de torsion de la
maquette du pont.
On remarque, aussi, d’après la figure (5.1) que l’énergie totale décroît périodiquement en
fonction du temps. La période de cette décroissance est la demi-période du pendule. Dans
le quatrième chapitre, on a montré que l’amortissement est maximal lorsque l’angle de
vibration est en retard de phase par rapport au déplacement du pont de 90◦ et il est nul
lorsqu’ils sont en phase. Par ailleurs, lorsque la contribution modale du mode de torsion
de la maquette du pont et l’angle de vibration du pendule sont en phase, l’énergie totale
est constante.

5.4 contrôle semi-actif du mode de torsion de la ma-

quette du pont

Dans les chapitres précédents, on a étudié l’actionneur électromécanique formé d’un
pendule et d’un alternateur, on a identifié les paramètres électriques de l’alternateur et on
a déterminé les paramètres optimaux de l’actionneur de référence pour amortir le mode
de torsion de la maquette du pont. Le contrôle semi-actif sera réalisé en introduisant une
loi de contrôle qui permet de faire varier, en temps réel, la résistance externe branchée
aux bornes de l’alternateur.
Par ailleurs, on considère le système formé par l’équation du mode de torsion de la ma-
quette du pont et de l’équation de l’actionneur réel, dont la résistance externe varie en
fonction du temps et par conséquent le coefficient d’amortissement total.





(m∗
2 + Map)α̈2(t) + m2lθ̈ + k2α2(t) = 0

Iapθ̈ + m2lα̈2(t) + C̃eq(t)θ̇ + m2glθ = 0
(5.6)

Pour introduire une loi de contrôle, il convient, comme on a eu l’habitude de le faire
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durant ce travail, d’étudier des paramètres adimensionnels. Ce système réel a la même
forme que le système étudié dans le troisième chapitre. Par suite, en introduisant les
grandeurs fondamentales θ et t sous la forme adimensionnelle,

θ = θ̌Θ, t = ťτ , (5.7)

le système (5.6) peut être écrit directement sous la forme adimensionnelle suivante :




(1 + k)α̈2 +
√

µΘ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µα̈2 + 2ζ̃(t)pΘ̇ + [p]2Θ = 0
(5.8)

Les paramètres adimensionnels sont définis comme suit :




ω2 =

√
k2

m∗
2

, k =
Map

m∗
2

et µ =
m2

m∗
2

ω2
ap =

m2gl

Iap

, p =
ωap

ω2

et ζ̃(τ) =
C̃eq(t)

2Iapωap

(5.9)

ωap est la pulsation propre de l’actionneur, p le rapport entre la deuxième pulsation propre
de la maquette et la pulsation de l’actionneur et ζ̃(τ) le taux d’amortissement propre
de l’actionneur. Les quatre paramètres adimensionnels k, µ, p et ζ̃(τ) relient les quatre
paramètres dimensionnels de l’actionneur à savoir la masse totale de l’actionneur Map, la
masse du pendule m2, la longueur équivalente du pendule l et la résistance externe R(t).
L’inertie totale de l’actionneur est définie sous la forme simplifiée par Iap = m2l

2.

L’idée qu’on souhaite développer dans cette partie est d’adapter en temps réel les
paramètres de l’actionneur lorsque la structure évolue, afin d’amortir toujours le mode
de torsion de la maquette du pont. Pour cela, on considère que le pont est en cours de
construction et on suppose qu’il passe par des étapes successives de construction dont les
masses modales et les fréquences propres, pour chaque étape, sont connues. L’actionneur
est installé à partir d’une étape bien définie et on cherche à le maintenir durant plusieurs
étapes successives de construction, et éventuellement pour toute la durée de construction,
en adaptant en temps réel ses paramètres. Cette adaptation permet d’obtenir des para-
mètres optimaux, tels qu’ils sont introduits dans le quatrième chapitre, pour différentes
étapes de construction. C’est à dire, rendre les comportements de la structure comme
si elle était équipée par un actionneur de référence à chaque étape de construction. La
variation en temps réel des paramètres de l’actionneur sera réalisée en introduisant une
loi de contrôle sur la résistance qui permet non seulement d’obtenir un coefficient d’amor-
tissement optimal, mais aussi une rigidité optimale pour chaque étape de construction.
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On considère que l’actionneur réel est introduit à l’ième étape de construction. A cette
étape, le contrôle semi-actif est défini comme suit par la procédure suivante:

1. on donne les valeurs de m∗
2(ei) et de k2(ei) à partir du calcul aux éléments finis ou

par identification modale,

2. on choisit les valeurs de Map et de m2 et on calcul les valeurs de k(ei) et de µ(ei),

3. on déduit les valeurs de p(ei) et de ζ(ei) selon les formules données par le critère
d’oprimisation ETDR,

4. On cherche la résistance R(t) tel que le système de référence et le système réel
suivants 




(1 + k(ei))α̈2 +
√

µ(ei)Θ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µ(ei)α̈2 + 2ζ(ei)p(ei)︸ ︷︷ ︸ Θ̇ + [p(ei)]
2Θ = 0

(5.10)

et





(1 + k(ei))α̈2 +
√

µ(ei)Θ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µ(ei)α̈2 + 2ζ̃(τ)p(ei)︸ ︷︷ ︸ Θ̇ + [p(ei)]
2Θ = 0

(5.11)

ont la même solution. C’est à dire que ζ̃(τ) = ζ(ei). Cette dernière rélation, en
utilisant l’équation (5.4), peut être écrit comme suit :

Cap +
βKeKc

r + R(t)
sin2(βθ) = Ceq(ei). (5.12)

D’où, la résistance externe attachée aux bornes de l’alternateur

R(t) =
βKeKcsin

2(βθ)

Ceq(ei)− Cap

− r (5.13)

A l’étape de construction suivante, ei+1, les paramètres de l’actionneur réel, ζ̃(τ) et
p(ei+1), ne sont plus optimaux, vu que k et µ varient lorsque la structure évolue. Par
ailleurs, les paramètres optimaux, à cette étape ei+1, peuvent être obtenus selon deux
méthodes :

– méthode 1 : introduire un nouvel actionneur optimal,

– méthode 2 : introduire l’idée de contrôle semi-actif.
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La deuxième méthode consiste à maintenir l’ancien actionneur de l’étape ei en faisant
varier le coefficient d’amortissement en temps réel afin d’obtenir les nouveaux paramètres
optimaux de l’actionneur selon la procédure suivante :

1. on donne les nouvelles valeurs de m∗
2(ei+1) et de k2(ei+1) à partir du calcul aux

éléments finis ou par identification modale,

2. on calcul les valeurs de k(ei+1) et de µ(ei+1) à partir des valeurs de Map et de m2

définies dans l’étape ei

3. on déduit les valeurs de popt(ei+1) et de ζopt(ei+1) selon les formules données par le
critère d’oprimisation ETDR,

4. On cherche la résistance R(t) tel que le système de référence et le système réel
suivants





(1 + k(ei+1))α̈2 +
√

µ(ei+1)Θ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µ(ei+1)α̈2 + 2ζopt(ei+1)popt(ei+1)Θ̇ + [popt(ei+1)]
2Θ︸ ︷︷ ︸ = 0

(5.14)

et





(1 + k(ei+1))α̈2 +
√

µ(ei+1)Θ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µ(ei+1)α̈2 + 2ζ̃(τ)p(ei+1)Θ̇ + [p(ei+1)]
2Θ︸ ︷︷ ︸ = 0

(5.15)

ont la même solution.
C’est à dire que 2ζ̃(τ)p(ei+1)Θ̇+[p(ei+1)]

2Θ = 2ζopt(ei+1)popt(ei+1)Θ̇+[popt(ei+1)]
2Θ.

Cette dernière rélation peut être écrit comme suit :

ζ̃(τ) =
[popt(ei+1)]

2 − [p(ei+1)]
2

2p(ei+1)

Θ(τ)

Θ̇(τ)
+

ζopt(ei+1)

p(ei+1)
popt(ei+1) (5.16)

Le taux d’amortissement réduit, défini par l’équation (5.16), prend des valeurs continues
entre une valeur minimale et une autre maximale : ζ̃min et ζ̃max, qui représentent les
limites physiques de l’amortisseur. Lorsque l’amortissement est trop grand par rapport à
ce que peut fournir l’amortisseur, celui-ci est saturé à ζ̃(τ) = ζ̃max. Inversement, si on se
trouve dans une phase non dissipative, l’amortisseur est commuté dans sa configuration
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minimale et ζ̃(τ) = ζ̃min. Entre ces deux cas limites, le taux d’amortissement est donné
par l’équation (5.16). D’où le système suivant :

ζ̃(τ) =





ζ̃min si ζ̃∗(τ) ≤ ζ̃min

ζ̃∗(τ) si ζ̃min < ζ̃∗(τ) < ζ̃max

ζ̃max si ζ̃∗(τ) ≥ ζ̃max

(5.17)

Avec le taux d’amortissement réduit ζ∗(τ) défini par

ζ̃∗(τ) =
[popt(ei+1)]

2 − [p(ei+1)]
2

2p(ei+1)

Θ(τ)

Θ̇(τ)
+

ζopt(ei+1)

p(ei+1)
popt(ei+1) (5.18)

L’amortisseur passif avec un amortissement maximal est obtenu lorsque ζ̃max = 1, résis-
tance minimale, et l’amortisseur passif avec un amortissement minimal est obtenu lorsque

l’amortissement est purement mécanique : ζ̃min =
Cap

2Iapωap

, résistance maximale.

Le taux d’amortissement réduit (5.18) est liée à la résistance externe, en supposant que
la résistance interne de l’alternateur est nulle, par l’équation suivante :

R∗(t) =
βKeKc

2Iapωapζ∗(t)− Cap

sin2(βθ). (5.19)

D’où la loi de contrôle semi-actif suivante :

R(t) =





Rmax si ζ̃∗(t) ≤ ζ̃min

R∗(t) si ζ̃min < ζ̃∗(t) < 1

Rmin si ζ̃∗(t) ≥ 1

(5.20)

Cette loi de contrôle semi-actif est appliquée sur la résistance externe branchée aux bornes
de l’alternateur. Elle permet de la commuter continuellement entre une valeur minimale et
une autre maximale. Dans la réalité, Rmin est égale à la résistance interne de l’actionneur
et Rmax est une valeur grande.
La variation de la résistance peut être réalisée à partir d’un switch électronique. Ce switch
est composé par un pont redresseur, qui transforme la tension alternative en tension
continue positive, et d’un transistor mosfet, qui est modélisé comme un interrupteur ouvert
ou fermé. Ce switch sera commandé par un signal à rapport cyclique variable. On reviendra
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au prochain chapitre sur les détails de la variation de ce switch.
De la loi de contrôle introduite dans ce chapitre, on remarque, outre sa simplicité qu’elle
permet non seulement de faire varier le coefficient d’amortissement mais également de
compenser la longueur du pendule. Par ailleurs, les paramètres optimaux à l’étape ei+1

de construction du pont sont obtenus à partir des paramètres optimaux de l’actionneur
introduits à l’étape ei en faisant varier la résistance externe selon la loi de contrôle semi-
actif (5.20).

5.5 Réponse du mode de torsion de la maquette

Pour appliquer la loi de contrôle introduite dans le paragraphe précédent, on consi-
dère que la maquette du pont évolue selon différentes étapes en ajoutant, par exemple une
masse concentrée. Cette évolution représente l’évolution d’un pont en cours de construc-
tion. Pour simplifier l’étude, on applique la loi de contrôle entre seulement deux étapes
de construction. On suppose que la maquette du pont, telle qu’elle est modélisée dans le
quatrième chapitre, représente l’étape ei de construction du pont. Dans cette étape un
actionneur à paramètres optimaux, déterminés dans le quatrième chapitre, pour amor-
tir le mode de torsion est introduit. L’étape ei+1 sera modélisée en ajoutant une masse
concentrée de 1,2Kg sur l’extrémité droite du tablier. La fréquence propre du mode de
torsion devient f(ei+1) = 1,29Hz. Si on maintient l’ancien actionneur avec ses paramètres
durant l’étape ei+1 (actionneur de l’étape ei), l’oscillation libre de la contribution modale
est représentée, dans la figure (5.3), en trait plein à l’étape ei et en pointillé à l’étape
ei+1. De cette figure on remarque que l’amortissement diminue en fonction des étapes de
construction. Il passe de 7% dans l’étape ei à 4% dans l’étape ei+1. Par ailleurs, l’efficacité
de l’actionneur varie beaucoup lorsque la structure évolue.
Pour amortir d’une manière optimale ce mode dans cette nouvelle étape, il existe deux mé-
thodes, comme on a indiqué dans le paragraphe précédent : la première méthode consiste
à introduire un nouvel actionneur à paramètres optimaux et la deuxième consiste à main-
tenir l’ancien actionneur en ajustant ses paramètres en temps réel selon la loi de contrôle
semi-actif (5.20). Pour comparer les deux méthodes, on représente dans la suite la contri-
bution modale du mode de torsion en fonction du temps.
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Fig. 5.3 – Comparaison entre la contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont à

l’étape ei et à l’étape ei+1 en utilisant l’actionneur introduit à l’étape ei.

5.5.1 Cas1 : réponse du mode de torsion à l’étape ei+1 selon la

méthode 1

La première solution envisagée, pour obtenir un amortissement optimal du mode de
torsion à cette nouvelle étape de construction, est d’introduire un nouvel actionneur avec
des paramètres optimaux (actionneur de l’étape ei+1). Le modèle est décrit par le système
d’équations adimensionnels (5.14) et l’oscillation libre de la contribution modale corres-
pondante est comparée à celle donnée par l’actionneur de l’étape ei qui vérifie, à l’étape
ei+1, le système d’équations suivant :





(1 + k(ei+1))α̈2 +
√

µ(ei+1)Θ̈ + α2 = 0

Θ̈ +
√

µ(ei+1)α̈2 + 2ζ(ei)p(ei)Θ̇ + [p(ei)]
2Θ = 0

(5.21)

De la figure (5.4) on constate, comme il est prévu, que l’actionneur de l’étape ei+1, vu
que ces paramètres sont optimaux, est plus efficace que celui de l’étape ei à cette nouvelle
étape de construction. L’amortissement équivalent de l’oscillation libre de la contribution
modale du mode de torsion est de 6,05% en utilisant un actionneur de l’étape ei+1 alors
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Fig. 5.4 – Comparaison entre la contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont à

l’étape ei+1 en utilisant l’actionneur de l’étape ei et l’actionneur de l’étape ei+1.

qu’il est seulement de 4% en utilisant un actionneur de l’étape ei. Par ailleurs, plus que
les étapes de construction de la structure avancent, moins que l’actionneur de l’étape ei

est efficace.

5.5.2 Cas2 : réponse du mode de torsion à l’étape ei+1 selon la

méthode 2

Dans ce deuxième cas, pour obtenir un amortissement optimal du mode de torsion à
cette nouvelle étape de construction, on maintient l’ancien actionneur et on fait varier ses
paramètres en temps réel selon la loi de contrôle semi-actif (5.20). Afin de comparer cette
deuxième méthode avec la première, on représente dans la figure (5.5) l’oscillation libre
de la contribution modale du mode de torsion selon les deux méthodes. On remarque une
bonne superposition des deux courbes. Par ailleurs, l’utilisation de cette loi de contrôle
nous permet de réaliser un actionneur optimal à l’étape ei+1 à partir de l’actionneur
introduit à l’étape ei. La contribution modale en contrôle semi-actif est représentée en
fonction du temps adimensionnel car on a utilisé le système (5.17).
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Fig. 5.5 – Comparaison entre la contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont donnée

par le contrôle passif optimal en utilisant l’actionneur de l’étape ei+1 et par le contrôle semi-actif.

On a remarqué numériquement, qu’il est possible d’avoir un meilleur amortissement à
l’étape ei+1 en contrôle semi-actif que celui produit par un actionneur optimal lorsqu’on
introduit le système suivante :

ζ̃(τ) =





ζ̃∗(τ) si ζ̄(τ) > ζ̃min

0,1 si non
(5.22)

Avec 



ζ̃∗(τ) =
[popt(ei+1)]

2 − [p(ei+1)]
2

2p(ei+1)

Θ(τ)

Θ̇(τ)
+

ζopt(ei+1)

p(ei+1)
popt(ei+1)

ζ̄(τ) =
[popt(ei+1)]

2 − [p(ei+1)]
2

2p(ei+1)

Θ(τ)

Θ̇(τ)

(5.23)

Ce système correspond au loi de contrôle semi-actif suivante :

R(t) =





R∗(t) si ζ̄(t) > ζ̃min

R̄min si non
(5.24)

R∗(t) est définie par l’équation (5.19) et R̄min peut être définie aussi à partir de l’équation
(5.19) en mettant la valeur du taux d’amortissement égale à 0,1.

Dans la figure (5.6) est représentée l’oscillation libre du mode de torsion selon la loi de
contrôle (5.24) et selon le contrôle passif optimal en utilisant l’actionnuer de l’étape ei+1.
On remarque que cette dernière loi de contrôle semi-actif permet de mieux amortir le mode
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Fig. 5.6 – Comparaison entre la contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont donnée

par le contrôle passif optimal en utilisant l’actionneur de l’étape ei+1 et par le contrôle semi-actif selon

la loi (5.24).
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Fig. 5.7 – Comparaison entre la contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont en

utilisant l’actionneur de l’étape ei et le contrôle semi-actif selon la loi (5.24).
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de torsion par rapport au contrôle passif optimal à cette nouvelle étape de construction. De
même, dans la figure (5.7) est représentée l’oscillation libre du mode de torsion selon la loi
de contrôle (5.24) et selon le contrôle passif de l’étape ei. On remarque que l’amortissement
équivalent de l’oscillation libre du mode de torsion est de 4% en utilisant l’actionneur de
l’étape ei et il est de 7% en utilisant la loi de contrôle semi-actif. Par ailleurs, cette loi de
contrôle permet de maintenir la performance de l’actionneur électromécanique introduite
dans l’étape ei. Pour confirmer cet avantage, donnée de la loi de contrôle, on représente
dans la figure (5.8) l’oscillation libre de la contribution modale du mode de torsion à
l’étape ei en utilisant le contrôle passif optimal (à gauche) et à l’étape ei+1 en utilisant le
contrôle semi-actif selon la loi (5.24) (à droite).
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Fig. 5.8 – Contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont à l’étape ei en utilisant le

contrôle passif optimal à gauche et à l’étape ei+1 en utilisant le contrôle semi-actif selon la loi (5.24) à

droite.

On remarque que les deux courbes ont presque la même décroissance et le même taux
d’amortissement réduit. Par suite, le premier avantage de cette loi de contrôle semi-actif est
d’adapter les paramètres de l’actionneur de manière à rendre sa performance indépendante
de l’évolution de la structure.
Comme la performance d’un TMD diminue aussi selon le type d’excitation, on étudie dans
la suite la possibilité d’adapter les paramètres de l’actionneur, selon la loi de contrôle semi-
actif en faisant varier la résistance externe, pour différents types d’excitations.
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5.6 Contrôle semi-actif de différents types d’excitations

Dans la littérature il existe des expressions analytiques des paramètres optimaux du
TMD selon le type d’excitation externe, comme est indiqué dans le tableau (5.1) [98].
Dans le chapitre précédent, les paramètres optimaux de l’actionneur électromécanique,
longueur du pendule et coefficient d’amortissement total, ont été obtenus en introduisant
le critère d’optimisation du taux de décroissance exponentiel lorsque la structure est en
vibration libre. Lorsque la structure sera soumise à un autre type d’excitation, tel que
l’excitation harmonique, aléatoire, sismique..., les paramètres introduits ne sont plus op-
timaux et la performance de l’actionneur diminue.
L’idée fondamentale à introduire dans cette partie est d’adapter en temps réel les para-
mètres de l’actionneur selon le type d’excitation en utilisant une source d’énergie mini-
male. Pour cela, on introduit une loi de contrôle semi-actif qui permet de faire varier en
temps réel les paramètres de l’actionneur selon le type de chargement. La loi de contrôle
est celle introduite dans le paragraphe précédent et qui est définie par le système (5.24).
Cette loi s’applique sur la résistance externe; elle consiste à faire varier la résistance qui
permet d’obtenir, selon le type d’excitation, le coefficient d’amortissement réduit ζopt et
le paramètre de synchronisation popt.
Il faut noter, dans ce cas, que ei, introduite dans la loi de contrôle, n’est plus l’étape de
construction, mais c’est l’étape durant laquelle la structure est en vibration libre. L’étape
ei+1 est lorsque la structure est soumise à un autre type d’excitation.

Type d’excitation popt ζopt

Vibration libre
1

1 + µ

√
µ

1 + µ

Excitation harmonique
1

1 + µ

√
3µ

8(1 + µ)

Excitation aléatoire
√

1 + µ
2

1 + µ

1

2

√
µ(1 + 3

4
µ)

(1 + µ)(1 + µ
2
)

Excitation sismique
1

1 + µ

√
2− µ

2

√
3µ

8(1 + µ)

√
2

2− µ

Auto-excitation
1√

1 + µ

√√
1 + µ− 1

2
√

1 + µ

Tab. 5.1 – Paramètres optimaux du TMD pour différents types d’excitations.



5.6 Contrôle semi-actif de différents types d’excitations 152

Remarques

– Les paramètres optimaux rappelés dans le tableau (5.1) pour tous les types d’excita-
tions ont été obtenus dans la littérature pour un simple TMD.

– La loi de contrôle semi-actif introduite est applicable sur plusieurs types d’excitations
à condition qu’on les connaisse ou qu’on puisse les identifier.

Comme le paramètre k n’a pas été introduit pour les différents types d’excitations et
pour qu’on puisse faire une comparaison cohérente entre les paramètres optimaux de
l’actionneur pour différentes excitations, on a indiqué aussi, lorsque la structure est en
vibration libre, dans le tableau (5.1) les paramètres donnés par [39] pour un simple TMD.
Pour pouvoir appliquer ces paramètres comme paramètres optimaux de l’actionneur, on
considère dans la modélisation, seulement dans ce paragraphe, que l’alternateur représente
une masse concentrée à l’extrémité du tablier.
Dans la suite, on suppose que les paramètres de l’actionneur introduit sont déterminés
lorsque la maquette du pont est en vibration libre : étape ei, à l’étape suivante la maquette
est soumise à une excitation harmonique : étape ei+1. Le but est d’adapter les paramètres
de l’étape ei à l’étape ei+1 afin d’amortir toujours le mode de torsion de la maquette du
pont.
A l’étape ei, le système d’équations est décrit comme suit :





(1 + µ)α̈2 +
√

µΘ̈ + α2 = f(ei,τ)

Θ̈ +
√

µα̈2 + 2ζpΘ̇ + [p]2Θ = 0
(5.25)

Avec f(ei,τ)=0, vibration libre.
Les paramètres optimaux de ce système ont été déterminés par [39] et sont définis dans
le tableau (5.1). A l’étape suivante ei+1, le système d’équations (5.25) sera décrit sous la
forme suivante :





(1 + µ)α̈2 +
√

µΘ̈ + α2 = f2(ei+1,τ)

Θ̈ +
√

µα̈2 + 2ζpΘ̇ + [p]2Θ = 0
(5.26)

Avec f2(ei+1,τ) = a0

m∗
2
cos(τ) est la force d’excitation harmonique d’amplitude a0 et de

même pulsation que le mode de torsion de la maquette du pont. Les paramètres de ce sys-
tème, p et ζ, ne sont plus optimaux pour ce type d’excitations. Les nouveaux paramètres
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optimaux de ce système peuvent être obtenus selon deux méthodes :

– méthode 1 : introduire un nouvel actionneur à paramètres optimaux pour ce type
d’excitation,

– méthode 2 : introduire l’idée de contrôle semi-actif.

Selon la premières méthode, les paramètres optimaux, pour ce type d’excitation, excitation
harmonique, ont été obtenus par [29] et ils sont rappelés dans le tableau (5.1). Selon la
deuxième méthode, les paramètres optimaux de ce dernier système peuvent être obtenus
en gardant l’actionneur de l’étape ei et en faisant varier le coefficient d’amortissement
réduit en temps réel selon l’équation (5.18) afin d’obtenir les paramètres optimaux de
l’actionneur à l’étape ei+1.
Pour pouvoir comparer l’influence de ces deux types des paramètres sur la réponse de
la maquette, on représente dans la figure (5.9) l’oscillation de la contribution modale du
mode de torsion, lorsque la structure est soumise à une excitation harmonique, obtenue
par la résolution du système (5.26) en introduisant premièrement les paramètres optimaux
de l’étape ei puis les paramètres optimaux de l’étape ei+1.
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Fig. 5.9 – Contribution modale du mode de torsion de la maquette du pont en pointillé obtenue à partir

des paramètres optimaux de l’étape ei et en trait plein obtenue à partir des paramètres optimaux de l’étape

ei+1.

On remarque que lorsque la maquette du pont est soumise à une excitation harmonique,
les paramètres de l’étape ei+1 sont plus efficaces que ceux de l’étape ei : ils permettent de
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Fig. 5.10 – Contribution modale du mode de

torsion de la maquette du pont en trait plein ob-

tenue à partir des paramètres de l’étape ei+1 et en

pointillé obtenue à partir du contrôle semi-actif.
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Fig. 5.11 – Contribution modale du mode de

torsion de la maquette du pont en trait plein ob-

tenue à partir des paramètres de l’étape ei et en

pointillé obtenue à partir du contrôle semi-actif.

mieux amortir l’oscillation de la contribution modale. Par suite, l’efficacité du TMD varie
beaucoup selon le type de chargement.
Les paramètres optimaux de l’actionneur à l’étape ei+1 peuvent être obtenus à partir des
paramètres optimaux de l’actionneur à l’étape ei en faisant varier la résistance externe
branchée aux bornes de l’alternateur selon la loi de contrôle semi-actif définie par le sys-
tème (5.24). Pour pouvoir juger de la robustesse de cette loi de contrôle semi-actif, on
compare la réponse de la contribution modale du mode de torsion obtenue à partir de
contrôle semi-actif à celle obtenue en utilisant les paramètres optimaux de l’étape ei+1. De
la figure (5.10), on remarque que l’oscillation harmonique de la contribution modale du
mode de torsion de la maquette du pont est mieux amortie en contrôle semi-actif qu’en
contrôle passif en utilisant les paramètres optimaux de l’étape ei+1. De même, de la figure
(5.11) on remarque une efficacité remarquable de contrôle semi-actif en comparant la ré-
ponse de la contribution modale obtenue à partir de contrôle semi-actif à celle obtenue
en utilisant les paramètres de l’étape ei. En utilisant cette loi de contrôle semi-actif, la
performance de l’actionneur devient indépendante du type d’excitation externe.
Par ailleurs, cette loi de contrôle semi-actif permet de faire varier les paramètres de l’ac-
tionneur en temps réel selon les types de sollicitations de la structure.
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5.7 Contrôle modal

On introduit dans ce paragraphe la loi de contrôle semi-actif (5.24) afin d’amortir plu-
sieurs modes de la structure, dans l’esprit de la méthode MIMSC (modified independent
modal space control) en agissant sur un mode particulier à chaque instant. La méthode
MIMSC a été développé par [8], elle consiste à modifier la méthode IMSC (independent
modal space control) développée par [68]. Cette dernière permet d’amortir chaque mode
indépendamment des autres, ce qui permet de résoudre des équations algébriques non
couplées. Elle nécessite, donc, autant d’actionneurs que de modes à amortir. Par contre,
la méthode MIMSC offre la possibilité d’amortir plusieurs modes en utilisant seulement
quelques actionneurs. Cette méthode a été le but de plusieurs travaux [9, 35].
L’efficacité de l’actionneur introduit compte fortement sur le réglage adéquat de ses para-
mètres en fonction du mode naturel de la structure à contrôler. Donc, l’idée fondamentale
à introduire dans cette partie est d’adapter en temps réel les paramètres de l’actionneur
électromécanique selon le mode de vibration qu’on cherche à amortir. Pour cela, on intro-
duit la loi de contrôle semi-actif (5.24). On considère que cette loi permet de faire varier
en temps réel les paramètres de l’actionneur, dans ce cas, selon le mode à amortir. Elle
permet d’obtenir le coefficient d’amortissement réduit ζopt et le paramètre de synchroni-
sation popt associés à chaque mode.
Il faut noter, dans ce cas, que ei et ei+1, introduits dans la loi de contrôle, sont respecti-
vement l’ième mode et l’ième plus un mode de vibration qu’on cherche à amortir. Dans la
suite, on suppose que l’actionneur électromécanique, à paramètres optimaux, est installé
sur la maquette du pont pour amortir le mode de vibration ei. Le but est d’adapter les
paramètres de l’actionneur pour amortir le mode ei+1 et éventuellement plusieurs autres
modes de vibration.
Le système d’équations, formé par l’équation de vibration du mode ei et de l’équation de
l’actionneur sous la forme adimensionnelle, est décrit comme suit :





(1 + k(ei))α̈ei
+

√
µ(ei)Θ̈ + αei

= 0

Θ̈ +
√

µ(ei)α̈ei
+ 2ζ(ei)p(ei)Θ̇ + [p(ei)]

2Θ = 0
(5.27)

On rappelle que les paramètres optimaux de ce système ont été déterminés dans le chapitre
précédent. Le système d’équations (5.27), en considérant le mode de vibration ei+1, sera
définit sous la forme suivante :
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



(1 + k(ei+1))α̈ei+1
+

√
µ(ei+1)Θ̈ + αei+1

= 0

Θ̈ +
√

µ(ei+1)α̈ei+1
+ 2ζ(ei+1)p(ei+1)Θ̇ + [p(ei+1)]

2Θ = 0
(5.28)

Les paramètres de ce système, p(ei+1) et ζ(ei+1), ne sont plus optimaux pour ce mode de
vibration.
Les nouveaux paramètres optimaux de ce système peuvent être obtenus selon deux mé-
thodes :

– méthode 1 : introduire un nouvel actionneur optimal,

– méthode 2 : introduire l’idée de contrôle semi-actif.

La deuxième méthode consiste à maintenir l’ancien actionneur en faisant varier le coeffi-
cient d’amortissement en temps réel afin d’obtenir les nouveaux paramètres optimaux. Ce
coefficient d’amortissement peut être varié en temps réel selon la loi de contrôle semi-actif
(5.24).
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Fig. 5.12 – Oscillation libre de la contribution modale du mode ei+1 de la maquette du pont en pointillé

obtenue à partir de la méthode 2 et en trait plein obtenue à partir de la méthode 1.

Afin d’appliquer l’idée de contrôle semi-actif sur la maquette du pont pour amortir deux
modes, il est nécessaire d’avoir de déplacement horizontal de l’extrémité du tablier, où
est attaché l’actionneur, pour un autre mode outre que le mode de torsion. Pour cela, on



5.8 Conclusion 157

considère le sixième mode de vibration de la maquette. Par consequence, on suppose dans
la suite que ei correspond au mode de torsion et que ei+1 correspond au sixième mode de
vibration de la maquette du pont.
Pour pouvoir juger de l’efficacité de la loi de contrôle semi-actif (5.24), on compare la
réponse de la contribution modale du mode ei+1 obtenue à partir des deux méthodes
(méthode 1 et méthode 2). De la figure (5.12), on remarque que la méthode 2, contrôle
semi-actif, amortit mieux l’oscillation libre de la contribution modale du mode ei+1 de la
maquette du pont, que la méthode 1, contrôle passif optimal. Par ailleurs, en plus de la
facilité d’exécution : la variation des paramètres de l’actionneur en temps réel est beaucoup
plus facile que l’introduction d’un autre actionneur optimal, le contrôle semi-actif permet
de mieux amortir le mode ei+1 que le contrôle passif optimal. Donc, cette loi de contrôle
semi-actif permet d’amortir plusieurs modes en agissant sur un mode particulier à chaque
instant.

5.8 Conclusion

Les amortisseurs à masse accordée connaissent un succès important en génie civil. Mais
leur efficacité varie beaucoup lorsque la structure évolue ainsi que le type de chargement.
Pour cela, on a introduit dans ce chapitre une loi de contrôle semi-actif qui permet une
adaptation en temps réel des paramètres de l’actionneur fondamentalement aux évolutions
de la structure et aussi des sollicitations. En plus de sa simplicité, cette loi de contrôle
semi-actif permet d’amortir plusieurs modes en agissant sur un mode particulier à chaque
instant.
La simplicité de cette loi consiste en l’introduction d’un seul capteur pour sa mise en
oeuvre expérimentale comme en verra dans le dernier chapitre de ce travail.



Chapitre 6

Résultats expérimentaux

6.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente la mise en oeuvre expérimentale et quelques résultats
expérimentaux relatifs à l’amortissement à travers un contrôle passif puis un contrôle
semi-actif de l’oscillation libre de la maquette du pont. La maquette est contrôlée par
l’actionneur électromécanique "TMD pendulaire couplé avec un alternateur". Les études
expérimentales ont été faites pour vérifier la validité de la théorie de la procédure d’op-
timisation des paramètres de l’actionneur pour le contrôle passif et de la loi de contrôle
semi-actif, définies dans les précédents chapitres. Ces études comportent principalement
trois parties. La première partie a été consacrée au contrôle passif du mode de torsion de
la maquette du pont et de l’étude de l’influence des paramètres optimaux de l’actionneur
sur la réponse de la maquette en introduisant un seul actionneur électromécanique. Dans
la deuxième partie on a étudié l’amortissement de plusieurs modes de vibration de la
maquette du pont en introduisant trois actionneurs. Des films représentatifs de ces deux
parties sont illustrés dans un CD-ROM. Dans la troisième partie on a étudié le contrôle
semi-actif du mode de torsion de la maquette du pont en présentant la loi de contrôle
introduite dans le cinquième chapitre. Dans cette partie on s’est limité à l’introduction de
la loi de contrôle pour maintenir l’actionneur durant plusieurs étapes de construction de
la maquette du pont : la maquette telle qu’elle est construite, représente l’ième étape de
construction, l’ième plus une étape de construction est modélisée en ajoutant une masse
concentrée. L’application de la loi de contrôle pour faire varier les paramètres de l’action-
neur selon les types d’excitations n’est pas faite dans le cadre de ce travail.

158
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6.2 Dispositif expérimental

6.2.1 Matériels utilisés

La maquette représente le démonstrateur d’un pont en construction. Elle est réalisée
de manière à avoir des fréquences propres de l’ordre de 1Hz. La maquette est constituée
de, figure (6.1) :

– Un tube cylindrique inférieur de diamètre extérieur 45 mm, d’épaisseur 2 mm et de
hauteur 1035 mm.

– Une barre cylindrique supérieure pleine de diamètre 45 mm et de hauteur 1215 mm.

– Une masse cylindrique mobile, située sur le tube supérieur, de diamètre 100 mm et
de longueur 200 mm, soit une masse de 12,25 kg.

– Une poutre creuse, à section rectangulaire de dimension 150 mm x 50 mm, avec une
épaisseur de 3 mm et une longueur de 6 m.

– Une plaque de base de dimension 22 mm x 40 mm x 15 mm.

Le tube inférieur et la barre cylindrique supérieure forment le pylône. La poutre creuse
représente le tablier de la maquette. La maquette du pont est en acier (module d’Young
E=210 Gpa, coefficient de Poisson ν = 0,3 et masse volumique ρ = 7800 kg/m3). La masse
totale de la maquette est d’environ 108 kg. La liaison du pylône au sol est réalisée par
l’intermédiaire d’une plaque bien fixée au sol au moyen de quatre vis ; cette liaison a été
modélisée par une liaison encastrement. La liaison entre le tablier et le pylône est réalisée
au moyen d’un profilé en U, figure (6.2) ; aussi cette liaison a été modélisée par une liaison
encastrement. Par ailleurs, il faut noter que le tube creux est emmanché, aussi bien au
niveau de la plaque que du profilé en U. La masse mobile est serrée sur le tube supérieur
au moyen de trois vis et peut être déplacée sur le long de ce tube afin de découpler les
deux premiers modes : premier mode vertical et premier mode horizontal, qui sont très
proches en fréquences.

Pour mesurer la réponse de la maquette du pont, on utilise des accéléromètres PCB qui
sont fixés sur la maquette. Les principales caractéristiques d’utilisation des ces accéléro-
mètres sont fournies par le constructeur et sont rapportées dans le tableau (6.1).
Les accéléromètres sont, après conditionnement, connectés à la carte d’acquisition DSPACE
1103 dotée de Convertisseurs Analogiques Numériques (CAN), de Convertisseurs Numé-
riques Analogiques (CNA) et d’un composant DSP (Digital Signal Processor) placé sur
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Fig. 6.1 – Maquette du pont.

Fig. 6.2 – Liaison centrale de la maquette.

Etendues de mesure (m/s2) ± 1000
Domaime fréquentiel d’utilisation (Hz) 0 à 150

Etendues des températures d’utilisation (◦C) -40 à +85
Masse (g) 12

Coefficient de sensibilité normal (mV/(m/s2)) 0.95e2 à 1.1e2

Tab. 6.1 – Caractéristiques des accéléromètres PCB.

l’ordinateur qui pilote l’ensemble du système. L’ordinateur est équipé du logiciel MAT-
LAB Simulink qui permet de travailler sur les signaux en provenance de la carte DSPACE.
La maquette est contrôlée par un actionneur électromécanique qui est formé par un pen-
dule couplé avec un réducteur et un alternateur comme est indiqué sur la figure (6.3).
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Fig. 6.3 – Actionneur électromécanique.

Pendule
Les paramètres du pendule sont donnés par le tableau (6.2). La longueur du pendule et

Longueur équivalente: l 17,57 cm
Masse du pendule: m2 2,89 Kg

Tab. 6.2 – paramètres du pendule.

le coefficient d’amortissement optimaux ont été déterminés en appliquant le critère d’op-
timisation du taux de décroissance exponentiel dont la masse totale de l’actionneur est
Map = 6Kg. A l’axe de rotation du pendule est fixé un capteur potentiométrique pour
mesurer son angle de vibration.
Réducteur
Le rapport du multiplicateur de vitesse de l’alternateur, rapport d’engrenage, a été fixé
dans le quatrième chapitre à β = 252 de manière que l’alternateur produise du courant
pour des petites oscillations. Mais afin que le couple d’entrée soit minimal, ce rapport est
fixé, dans ce cas, à β = 10.
Alternateur
L’alternateur utilisé est triphasé à couplage étoile avec aimants permanents dont les prin-
cipales caractéristiques techniques sont rapportées dans le tableau (6.3). Les paramètres
internes de cet alternateur ont été identifiés dans le deuxième chapitre et sont rappelés
dans le tableau (6.4).
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Puissance apparente 45 VA
Vitesse 2000 tr/min

fréquences 66,7 Hz

Tab. 6.3 – Caractéristiques techniques de l’alternateur.

Résistance interne par phase (r) 0,85 Ω

Inductance interne par phase (Le) 0,0036 Henry
Coefficient de la force électromotrice (Ke) 0,06 V rad−1s

Coefficient du couple électromécanique (Kc) 5 V rad−1s

Tab. 6.4 – Paramètres internes de l’alternateur.

A la sortie de l’alternateur est attachée une résistance : lorsque elle est fixée, le contrôle
est appelé passif et lorsqu’elle est pilotée via une carte électronique dissipant l’énergie
électrique de manière variable en fonction du temps, le contrôle est appelé semi-actif.
Amortissement interne
Pour utiliser cet actionneur il est nécessaire de déterminer son coefficient d’amortissement
propre Cap. Ce coefficient a été identifié dans le deuxième chapitre. Mais comme la liaison
pendule-alternateur est changée, en remplaçant le petit et grand pignon par un réducteur,
le coefficient d’amortissement est identifié de nouveau en utilisant le même essai et la même
méthode. La valeur de ce coefficient identifié est Cap = 0,035Kg/s qui correspond à un
amortissement réduit de 2,48%.

6.2.2 Placement des capteurs

Le mouvement de la maquette est mesuré ponctuellement à l’aide d’un nombre limité
de capteurs. L’information qu’ils donnent est donc l’accélération en plusieurs points. L’op-
timisation de leur placement a été le but de plusieurs travaux [15, 61]. L’utilisation d’une
approximation modale conduit au vecteur d’observation de la forme :

Y (t) = [yN
1 (x1,t), . . . ,y

N
q (xq,t), . . . ,y

N
Q (xQ,t)]T , (6.1)

avec

yN
q (xq,t) =

N∑
i=1

αi(t)ϕi
(xq).f q

(6.2)

où xq est l’abscisse du qème capteur, q ∈ (1, . . . ,Q), ϕ
i
(xq) est le vecteur de l’ième mode

propre au point xq, αi(t) est l’ième contribution modale du déplacement et f
q
est le
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vecteur position du qème capteur : c’est à dire f
q

= a1, a2 ou a3.
Si on considère le cas de la maquette du pont instrumentée par une configuration des
capteurs mais sans actionneur, le système d’état en considérant les six premiers modes
est défini comme suit : {

Ż(t) = [A]Z(t)

Y (t) = [C]Z(t)
(6.3)

Avec Z = [αi(t),α̇i(t)]
T pour i=1,. . . ,6, A =

[
O6,6 I6,6

−λi O6,6

]
et C = [ϕ

i
(xq).f q

,O]Q×12.

λi, i=1,. . . ,6, est l’ième valeur propre de la maquette du pont.
Lors de l’utilisation des accéléromètres, l’équation d’observation devient :

Ÿ (t) = [C][A]2Z(t) (6.4)

Pour chercher le placement optimal des accéléromètres sur la maquette du pont, on est
servi de deux algorithmes de placement de capteurs disponible dans SDTools [4] :

– Algorithme de "independence effective" (EFI)

– Algorithme de "maximum response sequence" (Mseq)

Le premier algorithme (EFI) garantit l’indépendance linéaire des modes mesurés. Partant
d’un nombre initial de capteurs, la méthode les élimine un par un jusqu’à en obtenir le
nombre désiré. Cependant, le deuxième algorithme consiste à placer les capteurs là où
l’amplitude des modes est la plus importante.
Pour voir la corrélation entre les modes pour une configuration donnée des capteurs, on
présente la notion du MAC (Modal Assurance Criterion), qui est le critère de calcul-essai
le plus utilisé car il est simple à implémenter. L’expression du MAC entre les modes j et
k est défini par [21] :

MACjk =
[(ϕT

t
)j(ϕa

)k]
2

(ϕT
t
ϕ

t
)j(ϕT

a
ϕ

a
)k

(6.5)

ϕ
t
représente la forme modale analytique et ϕ

a
représente la forme modale expérimentale.

Une corrélation parfaite entre deux modes résulte en un MAC de 100%. Les modes sont
jugés être corrélés entre eux pour un MAC > 90%, en deçà la corrélation est jugée
douteuse jusqu’à 70%, les modes sont considérés non corrélés pour 10% < MAC < 70%

et parfaitement orthogonaux pour un MAC ≤ 10%.
Le placement des capteurs, ainsi que le MAC obtenu pour les deux méthodes (EFI et
Mseq), en mettant six capteurs pour observer les six premiers modes, sont représentés
respectivement sur les figures (6.4) et (6.5).
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Fig. 6.4 – Placement des capteurs pour la maquette du pont suivant les méthodes Mseq (à gauche) et

EFI (à droite).

Fig. 6.5 – MAC correspondant au placement des capteurs pour la maquette du pont suivant les méthodes

Mseq (à gauche) et EFI (à droite).

On remarque que les deux méthodes donnent la même estimation du MAC et le même
emplacement des capteurs. Cet emplacement et aussi la configuration la plus évidente.
La corrélation entre les modes donnée par les deux méthodes est très faible. En effet
pour l’observabilité, on a tendance à vouloir mettre les capteurs là où le déplacement est
maximal, c’est à dire en bout du tablier et au haut du pylône. Par ailleurs, on prend
cette configuration des capteurs pour pouvoir effectuer par la suite le contrôle passif et
semi-actif de la maquette du pont. Mais pour quantifier la visibilité des modes par les
accéléromètres, on propose d’étudier le grammien d’observabilité qui est maintenant une
démarche courante pour le contrôle. Son expression est définie comme suit [51] :

G(T ) =

∫ T

0

eA
T t(A2)TCTCA2eAtdt (6.6)
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Dans l’expression de ce grammien, on a utilisé A2 car on a introduit des accéléromètres
pour mesurer la réponse de la maquette. G(T ) permet de quantifier l’énergie récupérée par
les accéléromètres indépendamment des conditions initiales. Pour quantifier la visibilité
mode par mode, il est possible de calculer un coefficient associé à chaque mode comme
suit :

λ∗i = (ψ
i
)T G(T )ψ

i
pour i = 1, . . . ,6 (6.7)

avec ψ
i
= (ϕ

i
(x1).f 1

, . . . ,ϕ
i
(x6),f 6

,O1,6)
T . Les valeurs de λ∗ pour les six premiers modes

sont représentées dans la figure (6.6). On remarque que les six modes sont bien observables.
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Fig. 6.6 – Grammien d’accélération pour six accéléromètres placés sur la maquette du pont pour six

modes ciblés.

Remarques

– Comme on s’intéresse aux six premiers modes de vibration et qu’on souhaite utiliser
une estimation d’accélération par filtrage modal, il convient d’avoir au moins autant
d’accéléromètres que de contributions modales à identifier. Pour cela, on a pris six
accéléromètres.

– Dans ce cas, on ne s’intéresse pas à la visibilité des modes supérieurs en utilisant
cette configuration des capteurs car le problème du spill-over ne se pose pas pour le
contrôle passif et semi-actif.
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6.2.3 Estimation d’état

L’état d’un système est composé des contributions modales du déplacement et des
contributions modales de la vitesse. Lors de l’utilisation des accéléromètres, les contribu-
tions modales d’accélération seront obtenues en utilisant un filtre modal. Les contributions
modales de déplacement et de vitesse seront obtenues par intégrations numériques des si-
gnaux des contributions modales d’accélération.
On considère la décomposition modale de l’accélération de la maquette du pont sur les
six premiers modes. Le filtre modal permet de convertir en temps réel les six accéléra-
tions mesurées par les accéléromètres, en contributions modales d’accélération. Il donne
un résultat correct si la réponse réelle coïncide avec sa projection sur les six premiers
modes :

[α̈6
1(x1,t), . . . ,α̈

6
6(x6,t)]

T = [F][ÿ6
1(x1,t), . . . ,ÿ

6
6(x6,t)]

T (6.8)

[F] est la matrice de filtre modal définie comme suit :

[F] = [ϕ
i
(xq).f q

]−1, pour i = 1, . . . ,6 et q = 1, . . . ,6 (6.9)

f
q
est le vecteur position du qème capteur: c’est à dire f

q
= a1, a2 ou a3. Les propriétés de

cette méthode ont été introduites dans [24, 25]. Les méthodes d’identifications modales
sont nombreuses en mécanique [4, 34], elles permettent d’identifier les formes modales aux
points de placement des capteurs.

6.2.4 Identification modale

L’analyse modale de la maquette du pont a été le but d’un stage de DEA (Diplôme
d’Etudes Approfondies) [28]. L’identification modale a été étudiée par la méthode en
output-only en utilisant la toolbox COSMAD, qui est fondée sur la méthode des sous
espaces [7]. Cependant il a été montré que les fréquences propres identifiées expérimen-
talement du modèle réel sont très proches de celles calculées par éléments finis et que
l’amortissement modal est très faible et même négligeable. Dans le tableau (6.5) sont
reportées les fréquences propres des six premiers modes de la maquette du pont.

Mode 1 2 3 4 5 6
fréquences (Hz) 1,3046 1,348 2,36 6,90 7,44 11,77

Tab. 6.5 – Les valeurs des six premières fréquences propres obtenues expérimentalement.
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6.2.5 Filtre fréquentiel et dérivation numérique

La chaîne d’acquisition et de traitement des signaux est composée d’appareils fonc-
tionnant sur une certaine plage de fréquence ; au delà et en deçà, le signal est filtré par
des filtres passe bas et passe haut. Ces derniers sont soit intégrés dans les appareils, soit
rajoutés par l’utilisateur. La dérivation d’un signal amplifie énormément les bruits de
hautes fréquences et le signal est souvent noyé au milieu de ces bruits. Pour remédier
à ce problème on propose un calcul de la dérivée complété par filtrage fréquentiel passe
bas [86]. Soit u le signal d’entrée d’un filtre dérivateur, v le signal de sortie et w le si-
gnal intermédiaire. La première opération est la véritable dérivation : w = u̇, puis vient le
filtrage. On prend un filtre dit du second ordre tel que les composantes du signal avant
la fréquence de coupure soient conservées et les suivantes soient éliminées. On définit v
comme la solution de

v̈ + 2ξcωcv̇ + ω2
cv = ω2

cw, (6.10)

où ωc est la pulsation de coupure, ξc le coefficient du filtre pris égal à 1√
2
pour ne pas avoir

de résonance.
Pour modéliser ces deux opérations, on utilise les transformées de Fourier, on note w la
pulsation, on obtient les équations suivantes :

W (ω) = jωU(ω) et ω2
cV (ω)− ω2V (ω) + 2jωξcωcV (ω) = ω2

cW (ω). (6.11)

D’où
V (ω)

U(ω)
=

jωω2
c

ω2
c − ω2 + 2jωξcωc

(6.12)

La fréquence de coupure est choisie pour limiter au mieux les signaux que l’on ne souhaite
pas voir. Dans un modèle à six modes, la fréquence du sixième mode est de 11,77 Hz.
Pour cela, on a pris une fréquence de coupure fc = 15Hz.

6.3 Contrôle passif

Tous les essais ont été réalisés en vibration libre de la maquette du pont : cas du lâché.
On considère un état initial déséquilibré qui conduit à des oscillations [86]. Pour cela, on
propose de déformer le tablier afin de lui donner un déplacement initial. Ainsi, on tire
l’extrémité du tablier pour le déplacer de six centimètres puis on le lâche en laissant le
contrôle agir. On tire horizontalement : lâché horizontal, lorsqu’on cherche à exciter les
modes horizontaux et verticalement : lâché vertical, lorsqu’on cherche à exciter les modes
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verticaux. La simulation est lancée juste avant le lâché du tablier.
Dans cette partie on présente le contrôle passif de la maquette du pont : la résistance at-
tachée aux bornes de l’alternateur est fixée. Lorsque l’actionneur est attaché à l’extrémité
du tablier on cherche à contrôler le mode de torsion. Par contre lorsqu’il est attaché à
l’extrémité du pylône et suivant le plan de vibration du pendule, on cherche à amortir le
premier mode ou le mode de balancement de la maquette.

6.3.1 Contrôle du mode de torsion de la maquette du pont

On considère durant cette section un lâché horizontal. On représente dans la figure
(6.7) l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode
de torsion de la maquette du pont sans actionneur. On remarque que l’amortissement
propre de ce mode est très faible, comme a été montré lors de l’analyse modale ; il est
identifié à 0.1%. Par ailleurs, l’amortissement interne a une influence négligeable sur les
paramètres optimaux de l’actionneur.
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Fig. 6.7 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de torsion

de la maquette du pont sans actionneur

Afin d’amortir ce mode de torsion, l’actionneur est attaché à l’extrémité du tablier où le
déplacement est maximal, comme est indiqué sur la figure (6.8). Le coefficient d’amortis-
sement total optimal de l’actionneur a été déterminé à partir du critère d’optimisation du
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taux de décroissance exponentiel. Lorsqu’une résistance est attachée aux bornes de l’al-
ternateur, l’amortissement est la somme d’un amortissement purement mécanique et d’un
amortissement électrique, dû à la résistance. La valeur de cette dernière est déterminée
par la méthode de moindre carrée et elle est fixée à une résistance totale de 4,5Ω.

Fig. 6.8 – Dispositif de contrôle du mode de torsion de la maquette du pont.

L’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de
torsion de la maquette du pont est représentée sur la figure (6.9). On remarque que l’uti-
lisation d’un tel actionneur électromécanique avec des paramètres optimaux permet de
bien amortir ce mode de vibration de la maquette du pont. Par contre, il n’est pas aussi
efficace quant à l’amortissement des petites oscillations, vu que le rapport d’engrenage
utilisé est très faible. De cette figure, on remarque aussi l’apparition des hautes fréquences
des modes horizontaux sur la réponse du mode de torsion, vu qu’un lâché horizontal excite
tous les modes horizontaux.
Pour comparer les études expérimentales et numériques, on représente dans la figure (6.10)
l’oscillation libre numérique de la contribution modale de l’accélération du mode de tor-
sion de la maquette du pont en introduisant les mêmes paramètres de l’actionneur utilisés
expérimentalement. On remarque que les deux courbes, numérique et expérimentale, ont
presque le même tracé et la même décroissance. D’où, une bonne corrélation entre la si-
mulation numérique et le résultat expérimental.
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Fig. 6.9 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de torsion

de la maquette lorsque l’actionneur est à paramètres optimaux.
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Fig. 6.10 – Oscillation libre numérique de la contribution modale de l’accélération du mode de torsion

de la maquette lorsque l’actionneur à paramètres optimaux.
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Pour voir l’influence de l’actionneur, lors d’un lâché horizontal, sur tous les modes, on
représente dans la figure (6.11) l’oscillation libre expérimentale des six premières contri-
butions modales des accélérations de la maquette du pont en utilisant l’actionneur à
paramètres optimaux.
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Fig. 6.11 – Oscillation libre expérimentale des six premières contributions modales des accélérations de

la maquette du pont avec actionneur à paramètres optimaux.

Dans cette figure les contributions modales des accélérations des modes horizontaux et du
mode de balancement sont représentées à droite et celles des modes verticaux sont repré-
sentées à gauche. En plus du mode de torsion, l’actionneur permet d’amortir le sixième
mode de vibration, alors que son influence sur le troisième mode est minimale. Pour amor-
tir ce mode de balancement, un actionneur devrait être placé à l’extrémité du pylône. Les
modes verticaux sont très peu excités et ne sont pas amortis.
Afin de montrer expérimentalement l’importance des paramètres optimaux, on consi-
dère toujours le même actionneur : actionneur électromécanique attaché à l’extrémité du
tablier, en variant premièrement la résistance externe puis la longueur du pendule en
maintenant la masse totale de l’actionneur fixe.
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6.3.1.1 Variation de la résistance externe

Dans cette section, on fait varier la résistance externe à partir de sa valeur optimale.
La longueur du pendule prise en condition de synchronisation reste fixe. Dans la figure
(6.12) est représentée l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accé-
lération du mode de torsion de la maquette du pont en pointillé lorsque l’actionneur est en
circuit ouvert et en trait plein lorsque l’actionneur est à paramètres optimaux. Dans cette
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Fig. 6.12 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de

torsion de la maquette du pont en pointillé lorsque l’actionneur est en circuit ouvert et en trait plein

lorsque l’actionneur est à paramètres optimaux.

figure, lorsque l’actionneur est en circuit ouvert, il est clairement visible le phénomène
des battements qui est dû à la présence de double pôles complexes conjugués dont leurs
parties réelles sont presque coïncidées et leurs parties imaginaires sont très peu éloignées.
Si on augmente la résistance, l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale
de l’accélération du même mode est représentée en pointillé lorsque R = 2Ropt et en trait
plein lorsque R = Ropt dans la figure (6.13). On remarque que l’oscillation libre de la
contribution modale de l’accélération lorsque R = 2Ropt est moins amortie par rapport au
cas où R = Ropt. Les battements ne sont plus visibles dans se cas, les parties imaginaires
des pôles complexes conjugués du système sont égaux et leurs parties réelles sont très
éloignées.
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Fig. 6.13 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de

torsion de la maquette du pont en pointillé lorsque R = 2Ropt et en trait plein lorsque R = Ropt.

6.3.1.2 Variation de la longueur du pendule

Dans cette section, on maintient la résistance externe fixe R = Ropt et on fait varier la
longueur du pendule à partir de sa valeur optimale. En particulier, dans la figure (6.14)
est représentée l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération
du mode de torsion de la maquette du pont en pointillé lorsque l = 13,5cm et en trait
plein lorsque l = lopt=17,57cm, alors que, dans les figures (6.15) et (6.16), la longueur du
pendule utilisée est supérieure à sa valeur optimale. Dans la figure (6.15) est représentée
l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de
torsion de la maquette du pont en pointillé lorsque l = 25cm et en trait plein lorsque
l = lopt. De même, dans la figure (6.16) est représentée l’oscillation libre expérimentale de
la contribution modale de l’accélération du même mode en pointillé lorsque l = 34,5cm

et en trait plein lorsque l = lopt. Sur ces figures, on remarque que plus la longueur du
pendule s’éloigne de la longueur optimale, moins l’oscillation de la contribution modale
est amortie. D’où, l’importance de la condition de synchronisation.
Après avoir montré expérimentalement l’importance des paramètres optimaux de l’ac-
tionneur pour contrôler le mode de torsion de la maquette du pont, on cherche dans une
deuxième partie à amortir la vibration du premier et du troisième mode de vibration de
la maquette du pont.
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Fig. 6.14 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du mode de

torsion de la maquette du pont en pointillé lorsque l = 13,5cm et en trait plein lorsque l = lopt.
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Fig. 6.15 – Oscillation libre expérimentale

de la contribution modale de l’accélération du

mode de torsion de la maquette du pont en

pointillé lorsque l = 25cm et en trait plein

lorsque l = lopt.
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Fig. 6.16 – Oscillation libre expérimentale

de la contribution modale de l’accélération du

mode de torsion de la maquette du pont en

pointillé lorsque l = 34,5cm et en trait plein

lorsque l = lopt.
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6.3.2 Contrôle du premier et du troisième mode de vibration de

la maquette du pont

Comme on a indiqué dans le quatrième chapitre, pour amortir le premier mode et le
mode de balancement de la maquette du pont, l’actionneur doit être attaché à l’extrémité
du pylône : le premier mode est amorti lorsque le pendule vibre dans le plan (OXZ) alors
que le mode de balancement est amorti lorsque le pendule vibre dans le plan (OYZ).

6.3.2.1 Contrôle du premier mode de vibration de la maquette du pont

L’actionneur est attaché à l’extrémité du pylône dont le pendule vibre dans le plan
(OXZ) comme est indiqué par la figure (6.17). L’actionneur électromécanique utilisé ex-
périmentalement, dans ce cas, n’est pas à paramètres optimaux, car on a utilisé un moto-
réducteur à courant continu dont on ne connaît pas ses caractéristiques. La longueur du
pendule est choisie en condition de synchronisation l = 15,6cm. En considérant un lâché
vertical, l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de l’accélération du
premier mode de la maquette du pont, lorsque le motoréducteur est en court circuit, est
représentée dans la figure (6.18) . On remarque que l’amortissement n’est pas optimal vu

Fig. 6.17 – Contrôle du premier mode de

vibration de la maquette du pont.
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Fig. 6.18 – Oscillation libre expérimentale

de la contribution modale de l’accélération du

premier mode de la maquette du pont lorsque

le motoréducteur est en court circuit.
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que l’actionneur utilisé n’est pas à paramètres optimaux. Mais l’idée est de montrer que
ce mode est amorti lorsque l’actionneur est attaché à l’extrémité du pylône.
L’excitation considérée dans la suite de ce chapitre est un lâché horizontal.

6.3.2.2 Contrôle du mode de balancement de la maquette du pont

L’actionneur est toujours attaché à l’extrémité du pylône mais le pendule vibre dans le
plan (OYZ) comme est indiqué par la figure (6.19). L’actionneur utilisé expérimentalement
dans ce cas est aussi à paramètres non optimaux, car on a utilisé le même actionneur que
le cas précédent en variant seulement la longueur du pendule et son plan de vibration.
La longueur du pendule est choisie en condition de synchronisation l = 6,8cm. Dans la
figure (6.20) est représentée l’oscillation libre expérimentale de la contribution modale de
l’accélération du mode de balancement de la maquette du pont lorsque le motoréducteur
est en court circuit.

Fig. 6.19 – Contrôle du premier mode de

vibration de la maquette du pont.
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Fig. 6.20 – Oscillation libre expérimentale

de la contribution modale de l’accélération du

mode de balancement de la maquette du pont

lorsque le motoréducteur est en court circuit.

On remarque que ce mode de balancement est amorti pour cette configuration de l’ac-
tionneur.
Dans cette section on a utilisé deux actionneurs électromécaniques : un attaché à l’extré-
mité du tablier et l’autre à l’extrémité du pylône comme est indiqué par le figure (6.19).
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L’excitation est toujours la même; on tire l’extrémité du tablier et on lâche à vitesse
nulle. En effet, ce lâché excite tous les modes horizontaux et le mode de balancement de
la maquette du pont. Par ailleurs, on représente dans la figure (6.21) l’oscillation libre
expérimentale des trois contributions modales des accélérations des deux premiers modes
horizontaux et du mode de balancement de la maquette du pont lorsque l’actionneur at-
taché à l’extrémité du tablier est à paramètres optimaux et le motoréducteur est en court
circuit.
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Fig. 6.21 – Oscillation libre expérimentale des trois contributions modales des accélérations des deux

premiers modes horizontaux et du mode de balancement de la maquette du pont lorsque l’actionneur

attaché à l’extrémité du tablier est à paramètres optimaux et le motoréducteur est en court circuit.

On remarque que les oscillations de ces trois modes sont bien amorties.
Par suite, on peut tirer comme conclusion partielle, que l’utilisation des trois actionneurs
électromécaniques dont un est attaché à l’extrémité du tablier et les deux autres sont
attachés à l’extrémité du pylône permettent d’amortir le premier mode vertical, les deux
premiers modes horizontaux et le mode de balancement de la maquette du pont.
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6.4 Contrôle semi-actif

Dans cette partie on présente la mise en oeuvre expérimentale de la loi de contrôle
semi-actif sur la maquette du pont introduite dans le cinquième chapitre. On se limite à
l’introduction de la loi de contrôle pour maintenir l’actionneur durant plusieurs étapes de
construction de la maquette du pont. La maquette telle quelle est construite, représente
l’ième étape de construction ei, l’ième plus une étape de construction ei+1 est modélisée en
ajoutant une masse concentrée. Les paramètres optimaux de cette nouvelle étape seront
obtenus en faisant varier la résistance en temps réel selon la loi de contrôle semi-actif
introduite dans le chapitre précédent. Cette résistance est pilotée via une carte électronique
dissipant l’énergie électrique de manière variable en fonction du temps.

6.4.1 Schéma de la boucle de rétroaction

Le contrôle de la maquette du pont est réalisé grâce à un ensemble capteurs-contrôleur-
actionneur. La maquette du pont est instrumentée avec 6 accéléromètres, qui permettent
de mesurer les mouvements du pont. De plus un potentiomètre est placé sur l’axe de
rotation du pendule qui, couplé à un alternateur, fait office d’actionneur. Les capteurs
sont, après conditionnement, connectés à la carte d’acquisition placée sur l’ordinateur qui
pilote l’ensemble du système. L’actionneur est piloté via la carte électronique dissipant
l’énergie électrique de manière variable. La figure (6.22) présente la boucle de rétroaction.

Fig. 6.22 – Boucle de rétroaction.

En supposant que les paramètres de l’étape de construction ei+1 sont connus, la loi de
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contrôle introduite dépend seulement du rapport θ/θ̇. L’angle de vibration du pendule
θ est proportionnel à la mesure du potentiomètre, la vitesse angulaire θ̇ est obtenue par
dérivation numérique de l’angle θ.
La carte de commande est un switch électronique, dont le schéma est fourni par la figure
(6.23), composé d’un pont triphasé qui redresse le signal en tension monophasée, puis
d’un transistor mosfet qu’on peut modéliser comme un interrupteur ouvert ou fermé en
série avec une très faible résistance. Lorsque le transistor est conducteur, l’alternateur est

Fig. 6.23 – Switch électronique.

alors court-circuité et lorsqu’il est bloqué, l’alternateur est en circuit ouvert. Par suite,
l’amortissement est variable selon le rapport cyclique à une fréquence fixée. Ce switch
est donc commandé par un signal de commande à rapport cyclique variable de période
T. Soit une résistance en série avec un interrupteur commandé par un rapport cyclique
variable. L’interrupteur est fermé pendant la durée a et ouvert pendant T-a. On applique
une tension U continue et constante aux bornes de la résistance. La quantité de charge
qui passe à travers la résistance pendant une période est Q=(U/r)a. Or cela correspond
à une résistance équivalente R telle que Q=(U/R)T. On en déduit R=rT/a.
La résistance r a été déterminée expérimentalement en testant la carte électronique lorsque
l’actionneur est monté sur un support fixe. On a déterminé la résistance équivalente R
pour différents rapports cycliques T/a. Il résulte que r = 11,25Ω : cette valeur représente
la résistance interne de la carte électronique.
Le signal à rapport cyclique variable est obtenu par la comparaison entre un signal trian-
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gulaire et une consigne qui dépend de la valeur de la résistance R déterminée par la loi
de contrôle semi-actif (5.24). Cette consigne est définie comme suit:

c = A− A
r

R
(6.13)

Fig. 6.24 – Génération du signal de commande.

Lorsque l’amplitude du triangle A est inférieure à la consigne c, le signal de commande
vaut 0 et le switch est bloqué (circuit ouvert). Dans le cas contraire, le signal de commande
vaut A et le switch est passant (circuit fermé). Ainsi on obtient un signal à rapport cyclique
variable selon la valeur de c, la consigne, image de la valeur de la résistance issue de la loi
de contrôle. La résistance est fixe sur une période T. Cette période est choisie très faible
de telle façon à simuler une résistance continue dans le temps.

6.4.2 Résultats de contrôle semi-actif

La loi de contrôle semi-actif (5.24) introduite dans le chapitre précédent a pour but
de maintenir l’actionneur durant plusieurs étapes de construction de la maquette du pont
afin d’amortir le mode de torsion. Dans cette étude et pour des raisons de simplification,
les grandeurs mécaniques, tels que les masses modales et les fréquences propres, sont cal-
culées d’avance par éléments finis. Mais, ces grandeurs peuvent être déterminés aussi en
temps réel par identification modale.
On considère que la maquette du pont telle qu’elle est construite, représente l’étape de
construction ei, l’étape de construction ei+1 est modélisée en ajoutant une masse concen-
trée de 1,2kg à extrémité du tablier : extrémité de la troisième poutre, selon la modélisa-
tion du quatrième chapitre. Dans la figure (6.25) est représentée l’oscillation libre de la



6.4 Contrôle semi-actif 181

contribution modale d’accélération du mode de torsion de la maquette des deux étapes
de construction. L’actionneur utilisé dans l’étape ei est l’actionneur passif à paramètres
optimaux. Cet actionneur est maintenu sans changement de ses paramètres durant l’étape
ei+1. On remarque, comme on a montré dans le chapitre précédent, que l’amortissement
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Fig. 6.25 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale d’accélération du mode de torsion

de la maquette du pont à l’étape ei et à l’étape ei+1 en maintenant le même actionneur.

de l’oscillation de la contribution modale du mode de torsion diminue en fonction de
l’évolution de la maquette. Par suite, l’efficacité de l’actionneur électromécanique passif
utilisé diminue lorsque la structure évolue au cours du temps.
Par ailleurs, pour confirmer l’avantage de la loi de contrôle semi-actif introduite dans
le chapitre précédent, on cherche à maintenir le même actionneur, en faisant varier ses
paramètres en temps réel selon la loi de contrôle appliquée sur la résistance externe, du-
rant quatre étapes de construction de la maquette du pont : la maquette telle qu’elle est
construite représente l’étape ei, l’étape ei+1 est modélisée en ajoutant une masse concen-
trée de 1,2kg, l’étape ei+2 est représentée en ajoutant une masse concentrée de 3kg et
l’étape ei+3 est représentée en ajoutant une masse concentrée de 4,2kg toujours à l’extré-
mité libre de la troisième poutre. L’oscillation libre de la contribution modale du mode
de torsion de ces quatre étapes est représentée par la figure (6.26). On remarque que
les quatre courbes sont presque confondues. D’où, la loi de contrôle permet d’adapter
l’actionneur de manière à conserver sa performance indépendamment de l’évolution de
la structure : l’actionneur permettant une adaptation en temps réel aux évolutions de la
structure.
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Fig. 6.26 – Oscillation libre expérimentale de la contribution modale d’accélération pour quatre étapes

du mode de torsion de la maquette du pont en utilisant le contrôle semi-actif.

Par contre, de cette dernière figure on observe le phénomène des battements qui est dû à
la résistance interne de la carte électronique qui est très élevée par rapport à la résistance
optimale. Cette résistance interne est due à la présence des diodes pour redresser le courant
alternatif.

6.5 Conclusion

L’étude expérimentale, développée dans ce chapitre, valide l’efficacité importante de
l’actionneur électromécanique utilisé pour stabiliser les vibrations de la maquette du pont.
Par ailleurs, les résultats obtenus expérimentalement en contrôle passif confirment la va-
lidité du critère d’optimisation du taux de décroissance exponentiel introduit dans le
quatrième chapitre. Aussi, ils montrent l’importance majeure des paramètres optimaux
de l’actionneur sur l’amortissement.
L’utilisation des trois actionneurs électromécaniques dont un est attaché à l’extrémité
du tablier et les deux autres à l’extrémité du pylône permet d’amortir le premier mode
vertical, les deux premiers modes horizontaux et le mode de balancement de la maquette
du pont. Cependant il faut noter que les paramètres des deux actionneurs attachés à l’ex-
trémité du pylône ne sont pas choisis d’une manière optimal.
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Les résultats expérimentaux en contrôle semi-actif confirment l’avantage de la loi de
contrôle qui permet d’adapter l’actionneur de manière à conserver sa performance in-
dépendamment de l’évolution de la structure.





Conclusions

Ce travail est un développement d’une loi de contrôle semi-actif. A ce titre il décline
toutes les étapes de la mise en oeuvre : synthèse théorique du contrôle, approximation
numérique, expérimentation... Pour appliquer cette loi de contrôle, on a proposé un ac-
tionneur électromécanique original. Cet actionneur est composé principalement d’un TMD
pendulaire couplé à un alternateur qui sert à transformer l’énergie mécanique en énergie
électrique qui sera dissipée par effet Joule dans une résistance externe. Lorsque cette ré-
sistance est constante, on parle du contrôle passif et lorsqu’elle varie dans le temps on
parle du contrôle semi-actif.
Comme la performance du TMD est très liée aux réglages de ses paramètres et comme
leur efficacité varie beaucoup lorsque la structure évolue ainsi que le type de chargement,
il décline les principaux résultats et innovations de ce travail qui peut être résumé ainsi :

On a introduit une méthode de conception des paramètres de l’actionneur. Cette mé-
thode consiste à maximiser le taux de décroissance exponentiel au moyen de la technique
de placement des pôles. De la simulation numérique, on a pu constaté, à partir de l’étude
détaillée de l’amortissement obtenu en variant les paramètres de l’actionneur, que l’empla-
cement optimal de cet actionneur est dans la zone à déplacement maximal. On a constaté
aussi l’importance majeure des paramètres optimaux de l’actionneur sur l’amortissement.

A travers des simulations numériques sur une maquette d’un pont en construction, on a
montré que cet actionneur électromécanique, lorsqu’il est attaché à l’extrémité du tablier,
a une efficacité très importante à amortir le mode de torsion lorsque la maquette est
en vibration libre ou également en vibration harmonique. En plus, l’utilisation des trois
actionneurs, dont un est attaché à l’extrémité du tablier et les deux autres à l’extrémité
du pylône avec le pendule de l’un qui vibre dans le plan de la maquette et le pendule
de l’autre qui vibre dans le plan perpendiculaire de la maquette, permettent d’amortir le
premier mode vertical, le mode de torsion et le mode de balancement de la maquette du
pont.

185
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On a développé une loi de contrôle semi-actif qui permet une adaptation en temps réel
des paramètres de l’actionneur aux évolutions de la structure et des sollicitations. Cette
loi de contrôle s’applique sur la résistance externe branchée aux bornes de l’alternateur
et elle permet de varier le coefficient d’amortissement et de compenser la rigidité de
l’actionneur. Cette loi s’applique durant la construction de pont lorsqu’il passe par des
étapes intermédiaires dans lesquelles il est très flexible. Elle permet d’éviter le changement
de l’actionneur à chaque étape de construction, comme elle permet d’éviter les arrêts du
chantier et d’augmenter la sécurité pour les ouvriers. Cette loi peut être aussi appliquée
pour amortir plusieurs types d’excitations et également plusieurs modes en agissant sur
un mode particulier à chaque instant. En plus, elle peut être considérée très simple, car
elle consiste en l’introduction d’un seul capteur lors de sa mise en oeuvre expérimentale.

On a mis en oeuvre expérimentalement, sur la maquette du pont, d’une part le contrôle
passif et d’autre part le contrôle semi-actif. Dans le contrôle passif on a validé la théorie de
la conception des paramètres de l’actionneur et on a confirmé l’efficacité de l’actionneur
électromécanique introduit, comme on a montré que l’introduction des trois actionneurs
dont un est attaché à l’extrémité du tablier et les deux autres à l’extrémité du pylône
permettent d’amortir le premier mode vertical, les deux premiers modes horizontaux et
le mode de balancement. On a aussi observé une bonne similitude entre les résultats nu-
mériques et expérimentaux. Mais, dans le contrôle semi-actif on a seulement pu valider
l’avantage de rendre l’efficacité de l’actionneur indépendante de l’évolution de la structure.

Prespectives
Pour compléter les résultats obtenus et répondre aux questions posées par ces derniers,
un certain nombre de travaux sont à envisager :

Expérimentalement, on souhaite améliorer la validité de la loi de contrôle semi-actif desti-
née à être utilisée pour des ponts en construction ou des ponts qui sont soumis à différents
types d’excitations, deux pistes peuvent être explorées :

– choisir un autre alternateur qui produise plus de courant pour des petites vitesses
de rotation,

– diminuer la résistance interne de la carte.

Une première étape à évaluer après l’amélioration expérimentale, est la mise en oeuvre de
la loi de contrôle grâce à une analyse modale en ligne.
On souhaite évaluer expérimentalement l’écart entre la loi de contrôle semi-actif introduit
dans cette étude à des lois de contrôle actif.
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On souhaite, aussi, mettre en oeuvre expérimentalement la loi de contrôle semi-actif pour
amortir différents types d’excitations et amortir différents modes en agissant sur un mode
particuliers à chaque instant dans l’esprit de la méthode de MIMSC.

Enfin, on souhaite faire la conception de cet actionneur électromécanique pour un vrai
pont et l’industrialiser.
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