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Analyse d’erreur a posteriori pour les couplages Hydro-Mécaniques et mise en
ceuvre dans Code  Aster

Résumé : On s’intéresse & ’analyse de méthodes d’approximation par éléments finis en espace
et différences finies en temps pour des problémes Hydro-Mécaniques (HM) couplés intervenant
dans la théorie de la poroélasticité linéaire quasi-statique. Aprés avoir rappelé les bases physiques
de cette théorie, on propose un cadre adapté pour mener I’étude mathématique des versions sta-
tionnaire et instationnaire du probléme HM. Pour la version stationnaire, aprés avoir étudié
le caractére bien posé du probléme aux niveaux continu et discret et effectué ’analyse d’er-
reur a priori, on réalise ’analyse d’erreur a posteriori en utilisant deux techniques différentes
adaptées pour 'estimation en norme H! sur la pression et sur les déplacements respectivement.
Les propriétés classiques de fiabilité et d’optimalité sont démontrées pour les estimateurs d’er-
reur associés. Quelques expérimentations numeériques, réalisées dans Code_ Aster, illustrent les
résultats théoriques. Pour la version instationnaire, on établit d’abord un résultat de stabilité
pour le probléme continu. Puis, on présente une analyse d’erreur a priori optimale utilisant les
techniques de projection elliptique. Enfin, I’analyse d’erreur a posteriori est réalisée en utilisant
deux approches différentes : une approche directe et une approche par reconstruction elliptique.
La premiére est adaptée pour I'estimation en norme L?(H}) sur la pression et la deuxiéme est
adaptée pour l'estimation en norme L°(H.) sur les déplacements et en norme L{°(L2) sur la
pression. Des expérimentations numériques, réalisées dans Code_ Aster, viennent compléter les
résultats théoriques.

Mots-clés : Equations aux dérivées partielles, méthode des éléments finis, analyse d’erreur
a priori, analyse d’erreur a posteriori, couplages Hydro-Mécaniques, Code_ Aster, qualité des
études, poromécanique.

A posteriori error analysis for Hydro-Mechanical couplings and
implementation in Code Aster

Abstract : We analyse approximations by finite elements in space and finite differences in time
of coupled Hydro-Mechanical (HM) problems related to the quasi-static linear poroelasticity
theory. The physical bases of this theory are briefly restated and an abstract setting is propo-
sed to perform the mathematical study of the stationary and unstationary versions of the HM
problem. For the stationary version, the well-posedness of the continuous and discrete problems
are established and the a priori error analysis is performed. Then, we propose the a posteriori
error analysis by using two different techniques suited to estimate the displacement error and
the pressure error, respectively, both in the H}-norm. The classical properties of reliability and
optimality are proved for the associated error estimators. Some numerical experiments using
Code_ Aster illustrate the theoretical results. For the unstationary version, we first establish a



stability result for the continuous problem. Then, we present an optimal a priori error analysis
using elliptic projection techniques. Finally, the a posteriori error analysis is performed by using
two different approaches : a direct approach and an elliptic reconstruction approach. The first is
suited to estimate the pressure error in the LZ(H})-norm and the second is suited to estimate the
displacement error in the L°(H})-norm and the pressure error in the L{°(H})-norm. Numerical
experiments using Code_ Aster complete the theoretical results.

Keywords : Partial differential equations, finite element method, a priori error analysis, a
posteriori error analysis, Hydro-Mechanical couplings, Code Aster, quality assessment, porome-
chanics.

AMS Classification : 66M60, 65M15, 74F10
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Dans cette thése, on s’intéresse & 1’évaluation de ’erreur de discrétisation pour des mé-
thodes d’éléments finis en espace et de différences finies en temps appliquées a des problémes
de géomatériaux dans le cadre de la théorie des milieux poreux élastiques. Aprés avoir rap-
pelé les fondements de cette théorie, on présente dans ce chapitre introductif une application
a I'étude du stockage souterrain des déchets radioactifs et un outil logiciel développé par EDF
R&D possédant notamment un module de résolution de problémes géomécaniques : Code_ Aster.
On détaille ensuite les différentes erreurs intervenant dans la résolution numérique de problémes
physiques, parmi lesquelles I’erreur de discrétisation fait I’objet d’une attention particuliére dans
cette thése. On décrit brievement différentes techniques basées sur ’estimation d’erreur a poste-
riori permettant d’évaluer ’erreur de discrétisation pour des problémes modéles stationnaire et

instationnaire. Enfin, on présente les objectifs de cette thése et le plan du mémoire.

1.1 Modélisation des géomatériaux

On s’intéresse & des matériaux constitués d’un squelette solide et d’un réseau de pores, qui,
s’ils sont connectés entre eux, permettent le passage d’un fluide interstitiel. Le comportement
de ce fluide peut alors influer sur celui du squelette et réciproquement. De nombreux matériaux
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présentent cette caractéristique parmi lesquels les matériaux minéraux comme les sols et les
roches, les matériaux organiques comme le bois ou les os et les matériaux industriels comme
certains joints d’étanchéité. Dans cette thése, ’accent porte sur la modélisation des sols et des
roches.

La modélisation d’un sol, constitué d’un squelette minéral déformable et d’un espace poreux
interstitiel occupé par un seul constituant fluide (eau) ou par deux constituants (eau et air), peut
s’effectuer sous des hypothéses raisonnables dans le cadre du milieu continu poreux. Le milieu
poreux est vu comme la superposition de deux milieux continus : le squelette solide et la phase
fluide ; voir la figure 1.1. Le squelette peut étre d’homogénéité et de cohésion variables. Un milieu
cohérent est un milieu pour lequel les effets de surface et les forces entre les particules ont une
grande influence sur les caractéristiques : le milieu a ’apparence d’un solide et ne se désagrége pas
sous leffet de la pesanteur ou d’autres forces appliquées (par exemple : les argiles ou les bétons).
Un milieu peu cohérent (ou sol grenu) est, par opposition, un sol pour lequel les caractéristiques
géotechniques sont déterminées par les forces de volume ou de pesanteur, comme les sables.
Les modéles physiques auxquels on s’intéresse dans cette thése sont pertinents pour des milieux
cohérents. Entre les éléments solides du squelette, on trouve des pores. On distingue les pores

porosité
occluse

porosité
connectée [-&X

grains _|
solides

particule du squelette milieu poreux

Fig. 1.1. Le milieu poreux vu comme une superposition de deux milieux continus : le squelette solide et la phase
fluide.

fermés qui n’échangent pas de matiére avec leurs voisins et les pores connectés entre lesquels des
échanges se produisent. On parle respectivement de porosité occluse et de porosité connectée.
La porosité du milieu correspond uniquement aux pores connectés. On suppose que ces pores
peuvent étre occupés par deux constituants au maximum, chacun coexistant dans deux phases
au maximum, 'une liquide et ’autre gazeuse. On considére que les fluides interstitiels occupant
les pores sont ’air, I’hydrogéne ou l’eau (pouvant étre présente sous forme liquide ou vapeur).
On dit que le milieu est saturé si ’espace interstitiel est uniquement occupé par de ’eau en phase
liquide. On dit que le milieu poreux est non saturé dans le cas contraire.

Le milieu poreux posséde une cinématique repérée par celle du squelette et les aspects
thermodynamiques sont traités dans le cadre des systémes ouverts. Les sollicitations envisagées
sont de type thermique, hydraulique et mécanique. Les sollicitations thermiques peuvent étre
dues a la présence de sources de chaleur au sein du milieu poreux, telles que des déchets radio-
actifs stockés. Les sollicitations hydrauliques sont liées & I’écoulement de un ou plusieurs fluides
4 travers le milieu poreux. Les sollicitations mécaniques peuvent étre causées par des contraintes
mécaniques imposées, telles que le creusement d’ouvrages, ou par des contraintes intrinséques
telles que la consolidation naturelle du sol par gravité. Lorsque les trois phénomeénes sont traités
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de maniére couplée, le cadre est celui dit de la Thermo-Hydro-Mécanique, noté THM dans le cas
saturé et THHM dans le cas non saturé. La premiére théorie sur les couplages Hydro-Mécaniques
dans les milieux poreux et notamment sur le phénoméne de consolidation a été établie par Ter-
zaghi dans les années 1920. Il s’est intéressé aux expériences d’une éponge remplie d’eau et d’une
colonne d’argile ou de sable soumise & une charge constante sans possibilité d’échappée latérale.
Il a ainsi posé les bases de la théorie de la consolidation de fagon empirique [vT25, vT36]. Le
premier modeéle Hydro-Mécanique saturé (HM) a été développé de maniére rigoureuse par Biot
dans les années 1950, aprés quelques travaux préliminaires d’avant-guerre [Bio41]. Sa formalisa-
tion dans le cadre de la mécanique des milieux continus, la justification thermodynamique des
grandeurs introduites et son intégration dans les codes de calcul datent seulement du début des
années 1990 ; voir en particulier les travaux de Coussy [Cou04]. Le modéle de Biot a également
été étendu au cadre de la THHM afin de prendre en compte les effets conjoints du transport de
chaleur et de masse du fluide dans le milieu poreux déformable.

On s’intéresse dans cette thése avant tout au modéle HM saturé. L’objectif est d’étudier le
champ de déplacements et la distribution de pression dans une structure élastique. On se place
dans I’hypothése de déformations quasi-statiques, c’est-a-dire qu’on néglige les effets d’inertie
dans le comportement mécanique comme pour le comportement hydraulique. Deux approches
sont alors possibles. La premiére consiste & s’intéresser aux lois microscopiques régissant les phé-
nomeénes & 1’échelle du pore pour en déduire les lois macroscopiques & 1’échelle du milieu poreux.
Cette approche est relativement bien établie pour des milieux poreux saturés. La seconde ap-
proche, plus ancienne, consiste & supposer que les principes de la mécanique des milieux continus
restent applicables au niveau macroscopique. La concordance des résultats des deux approches a
été démontrée dans certaines situations [ASP77, BOFM89, MTL96] et on retient ici la seconde
approche. On écrit les équations d’équilibre mécanique et de conservation de la masse du fluide
s’écoulant dans la structure. Le concept de contraintes totales o, spécifique & la théorie des mi-
lieux poreux, traduit les effets couplés des déformations et du flux hydraulique. L’hypothése de
Terzaghi, qui suppose une partition des contraintes, permet de relier les contraintes totales aux
contraintes effectives o’ (induites par les déformations de la structure) et aux contraintes de
pression oy, (induites par le fluide) sous la forme

/
o =0 + 0p.

Le comportement mécanique élastique est formulé par la loi de Hooke pour les contraintes effec-
tives sous la forme

o' (u) = M (V-u)lg + 2 2¢e(u),

ou u désigne le champ de déplacements du squelette, £(u) le tenseur des taux de déformation,
A1 et Ay sont les coefficients de Lamé et I; désigne le tenseur identité d’ordre d, ou d est la
dimension spatiale (d = 2 ou 3). Les contraintes de pression sont reliées & la pression de maniére
linéaire, via le coefficient de Biot supposé constant b, sous la forme

Up = _prd7
ou p désigne la pression hydraulique. L’équilibre mécanique quasi-statique du squelette s’écrit

Vo' (u) — bVp + pret F™ = 0, (1.1)
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olU pref désigne la masse volumique homogénéisée et F' la force de gravité. Pour le comportement
hydraulique, on écrit la conservation de la masse de fluide suivie au cours de ’écoulement et on
suppose que le flux hydraulique obéit a la loi de Darcy. On aboutit ainsi & 1’équation

1
Oy <Mp + bV-u) — V- (kVp) = =V:(kpF™), (1.2)
ol on a introduit le module de Biot M, la perméabilité hydraulique «, la masse volumique du
liquide p (supposée constante) et la force de gravité F. Ce sont les équations (1.1) et (1.2),
complétées par des conditions limites et des conditions initiales, qui constituent le point de départ
des travaux ci-dessous.

1.2 Une application : le stockage souterrain des déchets radioactifs

Une application de la modélisation présentée ci-dessus est 1’étude du stockage profond des
déchets de Haute Activité a Vie Longue (HAVL) résultant de l'utilisation de matiére nucléaire
pour la production d’énergie en centrales nucléaires, de la recherche ou de la médecine. Pour
les centrales nucléaires, les déchets radioactifs HAVL sont notamment le combustible usé et sa
gaine protectrice. Une fois séparées du combustible usé, les gaines sont compactées sous forme
de galettes puis placées dans un conteneur en acier. Le combustible usé subit, quant & lui, un
retraitement, c’est-a-dire une séparation en différents composants : la plus grande partie est
constituée d’uranium et de plutonium recyclables en MOX (mélange d’uranium et de plutonium
utilisé dans certains réacteurs), ainsi qu’'une faible proportion de déchets ultimes (produits de
fission et actinides mineurs, non valorisables dans l’état actuel de la technique). Les déchets
ultimes sont conditionnés dans une péate vitreuse inaltérable, pour assurer la stabilisation, puis
coulés dans des conteneurs en acier.

En France, la loi Bataille, votée en 1991, porte sur la gestion des déchets nucléaires. Cette
loi a impulsé un effort de recherche considérable selon 3 axes : ’axe 1 porte sur la sépara-
tion/transmutation, ’axe 2 sur le stockage en couches géologiques profondes et 1'axe 3 sur l’en-
treposage. Le stockage souterrain en couches géologiques profondes occupe une place importante
dans le dispositif de la nouvelle loi sur les déchets nucléaires du 28 juin 2006. Le stockage consiste
a entreposer les conteneurs en profondeur (entre 400 et 700 métres) au sein de formations géolo-
giques propices (stabilité géologique, faible perméabilité, faible gradient de charge hydraulique),
les modalités de la réversibilité de 'opération n’ayant pas encore été tranchées. Le dispositif est
illustré & la figure 1.2. Il est constitué d’'un réseau de galeries d’accés et de manutention, des-
servant des séries de puits horizontaux ou sont disposés les déchets. L’extension horizontale de
la partie souterraine peut étre de quelques kilomeétres carrés. L’accés en est assuré au moyen de
puits verticaux, dont le nombre est limité afin d’éviter qu’ils ne constituent des chemins préféren-
tiels pour une remontée éventuelle des radionucléides. Le stockage souterrain a pour impératif de
confiner la radioactivité, c’est-a-dire d’interdire ou de limiter & un niveau acceptable le transport
des matiéres radioactives vers l’environnement. On entend par niveau acceptable le maintien
d’expositions de la biosphére aux rayonnements ionisants inférieures aux réglementations en vi-
gueur. Le systéme de confinement est constitué de 2 ou 3 barriéres successives, selon l'option
retenue, illustrées a la figure 1.3. Ces barriéres ont des roles complémentaires et sont congues
pour étre aussi durables et efficaces que possible :
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Fig. 1.2. Ouvrage de stockage souterrain dans son ensemble.

— le colis de déchets, constitué d’une matrice, d'un conteneur et d’un surconteneur,
— la barriére ouvragée,
— la barriére géologique.

Galerie de manutention
Barriere géologique

Barriere ouvragée  Colis de déchet Bouchons . P
Voussoir en béton

Fig. 1.3. Galerie, puits et colis situés en profondeur.

Le colis, plus qu'un simple «emballage», est un objet de haute technologie chargé d’assurer
un premier role dans le confinement de la radioactivité. Le contenu actif des radionucléides
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ne représente qu’environ 15% de son tonnage, la matrice adaptée au déchet et le conteneur
comptant pour 85%. La fonction essentielle du colis est de confiner la radioactivité sur 1’échelle
de temps pour laquelle il a été concu, supérieure a quelques milliers d’années. A plus long terme,
les conteneurs de déchets vont inévitablement se corroder sous ’action des eaux interstitielles
présentes dans les milieux géologiques. Cela va conduire au relachement de faibles quantités de
radionucléides autour du colis.

La barriére ouvragée a pour fonction de limiter les flux d’eau autour des colis, de retarder
leur dégradation et la migration ultérieure des radionucléides une fois les colis dégradés. Elle est
constituée d’argile compactée sous forme de pastilles afin de faciliter sa mise en place dans un
site de stockage. Le gonflement occasionné par la resaturation en eau de ce matériau permet de
garantir le scellement des vides initialement présents entre les pastilles. Les matériaux constitutifs
de la barriére ouvragée doivent posséder des propriétés thermo-hydro-mécaniques peu sensibles
& des évolutions au cours du temps de la température, de la teneur en eau et de la composition
chimique des eaux de ’environnement.

La barriére géologique a pour fonction de limiter la diffusion et d’assurer la rétention des
radionucléides en champ proche du site de stockage initial jusqu’a une décroissance suffisante
de leur radioactivité. En effet, les radionucléides libérés par dégradation du colis vont en partie
interagir avec la surface des matériaux les environnant (barriére ouvragée mais également barriére
géologique) et pour certains s’y fixer. Une autre partie va migrer de la zone de stockage et diffuser
lentement dans I’environnement. La circulation des eaux souterraines est clairement un facteur
essentiel susceptible de favoriser le transport des radionucléides. Le premier critére de choix de
la roche héte du site de stockage est donc lié a la prévision des mouvements d’eau au sein de
celle-ci au cours du temps.

Les questions soulevées par le stockage souterrain de déchets radioactifs sont bien stir nom-
breuses. La contribution que peuvent apporter les scientifiques concerne avant tout la possibilité
de sa réalisation technique dans le cadre législatif en vigueur et la prédiction du comportement
de I'ensemble du site de stockage sur une échelle de temps correspondant & l’obtention d’un
niveau de radioactivité suffisamment faible des déchets, c’est-a-dire environ un million d’an-
nées. Plusieurs rapports sur 1’état d’avancement de la recherche sont disponibles sur le site
http://www.andra.fr, dont la référence [And06] qui propose un éclairage sur la loi de pro-
gramme du 28 juin 2006. Le lecteur intéressé pourra également consulter I'ouvrage [CEA06].

1.3 Un outil logiciel : Code_ Aster

EDF doit garantir la maitrise technique et économique de ses moyens de production d’élec-
tricité. La streté et la disponibilité des installations industrielles et de génie civil nécessitent
d’étayer les décisions relatives a leur exploitation par des études de mécanique au sens large. Ces
études recourent & la simulation numérique avec le logiciel Code Aster (Analyse de Structures
et Thermo-mécaniques pour des Etudes et des Recherches), développé en interne. L’organisa-
tion autour de cette plate-forme de modélisation en calcul de structures capitalise le savoir-faire
d’EDF en matiére de modélisation des phénomeénes physiques mis en jeu, de leurs traitements
numeériques et des méthodes d’analyse associées.
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Pour répondre & la problématique du devenir des produits issus du combustible nucléaire
utilisé dans ses centrales, EDF étudie la possibilité du stockage souterrain & grande profondeur
des déchets ultimes au sein de Code_ Aster. Les simulations des différentes phases de creusement
des galeries, puis d’évolution au cours du temps des produits stockés, ont lieu en utilisant des
modélisations THHM qui visent & restituer la complexité du comportement des milieux poreux.
Dans ce paragraphe, on propose de présenter succintement l’organisation générale de Code Aster,
de mettre en lumiére son caractére industriel et de décrire briévement son module de simulation
numérique THHM. Pour plus de détails sur les modélisations THHM, on pourra consulter la
documentation technique [Meu05] réalisée au début de cette these.

1.3.1 Présentation générale

L’objectif de ce paragraphe est de présenter Code Aster et d’en esquisser ’architecture
générale. Une documentation exhaustive du code peut étre trouvée sur son site Internet
http://www.code-aster.org.

= SAUOMESI2I5 BSEuayLl] A

File Edit View Visualization Selection Representation Tools Window Help A
D& HX| J@rosiro o esmis  (GEMBNNLEE v EQE
: |- ViK scene:1 - viewer:1 =
I

Object Value | = - P
Z.@Fostrra av Q4D a v®MEH
- @ maillage_resu.med
- MAILL
Z-Families
4 onNodes
+-oncells

~-Groups
Bl
BAS
CAVITE
D4
DERECHA
Gl
GAUCHE
HAUT
ROCHE
S-Fields
U21_ DEPL .-
U2_1__ERRE ELEM SIGM
U21__ SIEFELGA
U2_1_ SIEF_ELNOD_ELGA
U21_ VARIELGA

[ 4
3 ASTK version 1.5:2 = Bencl S =] E3 EFICAS WM PoUrASTER avacile catalogiie cataNEWS) e
Fichier Configuration Outils Options Aide ||Jeu de commandes  Options  Aide Traduction Patrans [
ETUDE M | TESTS | | | SURCHARGE M Mémoire totale (Mo) 256||| @ B ¥ m T P
: VFICHIEHS = dont Aster (Mo} _| | = |
[ Temps (him:s) 10:00:00{ [ 5
Chemin de base |flocal00imeunisASTER/TEST/Benchmark 9 iy T ' Ajouter mots-clés | Nouvells Commande | Paramétre/Commentaire |
Machine exéc claui2a? -
Type  Serveur Ko UL D B ¢ (3 I —— e Mots-ciés permis i Régles
- T ersion 9~ || ppologie | T
: z 5 INFO A AY
=Sl el _/E[“de comm ] L 1 @ o COMMENIENSe  FEEEFPPEFFRARRRTEE ersIONTHCRERD
mmad ~| Local —||/maill_gros.med 2/ | _| x| 7 = Jere aazptation LANGLE
- =5 & interactif s
mess —| Local — | /etude mess s _| W _| j - ; ewm”me R MAILLAGE_NP1_ANNEXE
- < ’ suivi interact A
resu —| Loeal —||/etude resu 8 _| W _| o X MAILL_00 m:‘:Lg::&FHONT‘EHE
med —| Local —||/maillage_resumed let 1 WM g W Hedabg Gl WAILL0Y NOMBRE
e e v e TA‘T\ONd RAFF_DERA i
& debug i L ||
| re,ne,;a m:mer\ ‘ Talle
e | il INTERPENETRATION
ancer| run — Lol ELEMENTS_NON_HOMARD
S— Bau_minimum S l ]
/ /
_ Suivi des jobs | DREE el - g g
Argumenis | - Supprimer | Documentation |
= i - 3 B G5 =rermne v 2 kensole ~ SALOME 3.25 - [studyl] [ EFICAS vLLL pour ASTER au- | i ‘E =11 s
Huf <K PN - ) < == e »
3D E g i Terminl - Selome V22,5 [N ASTICurion 5.2 Banci] B AEE ) T

Fig. 1.4. Exemple d’étude réalisée avec Code_ Aster.
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Code_ Aster est développé depuis 1989 par EDF R&D. Le code est un outil généraliste
de calcul des structures par éléments finis, dont le domaine d’application essentiel est la méca-
nique des solides déformables, mais il permet également la modélisation de phénomeénes hydrau-
liques, thermiques et acoustiques dont les effets peuvent induire des déformations mécaniques.
Il couvre une large palette d’applications allant de la mécanique quasi-statique, a la dynamique
rapide en passant par la modélisation des géomatériaux. Code Aster compte en version 8 envi-
ron 1400 000 lignes de code source, le tout reposant sur un gestionnaire de la mémoire (JEVEUX),
un superviseur de commandes et un moteur de calcul éléments finis. Le code source est composé
de routines Fortran, de fonctions C, de catalogues Python et d’une base conséquente de cas tests
(plus de 1600 en version 8). Les fonctions C réalisent certaines taches «systémey» impossibles en
Fortran 77 telles que ’allocation dynamique et la mesure de temps. On distingue deux sortes de
catalogues :

— les catalogues de commandes paramétrant le superviseur,

— les catalogues d’options paramétrant les calculs élémentaires, pris en charge par les rou-

tines de nom générique texxxx.
Le gestionnaire de mémoire permet de manipuler (création, sauvegarde, destruction, libération de
la mémoire, copie ...) des structures de données qui seront ensuite échangées par les commandes.
Le superviseur sert a enchainer les différentes commandes. Le moteur de calcul éléments finis
exécute les algorithmes indépendamment de la formulation des éléments. Le schéma 1.5 illustre
I’architecture informatique générale simplifiée du code.

__________________ F—— — — — — = —— — — — -
I h ¢ ' Moteur de calcul | rontions |
| Lecture des données 1 Opérateurs d I ] f)eur e.ce} cu II Calcul d’options
Loommm e  (nparcommande) | elémenssfints [V par élément fini |

ST ol s
|
/ 0pO00L | | '/ te0001 | !
\
|
' 1op0002 | ') 1e0002 | |
|
| | |
_ 0p0003 | 0003 ||
Interface graphique Superviseur [ - | Calcul | - |
(programme principal) : : : I
: |
| : | : ‘
N op0198 ‘ ‘ te0599 :
| | |
: ! te0600
| [oPO199 | JEVEUX L |
Gestiondela |
mémoire

Fig. 1.5. Architecture informatique globale de Code_ Aster.

La démarche pour réaliser une étude avec Code_Aster consiste en l’enchainement d’un
certain nombre de commandes s’appuyant sur le langage Python. Les paramétres d’entrée d’une
étude sont un fichier de commandes et un maillage d’éléments finis.

Le fichier de commandes comporte classiquement plusieurs étapes dont la lecture du
maillage, la définition du probléme physique étudié, la résolution du probléme et le post-
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traitement du calcul. Un exemple d’une partie de fichier de commandes pour un calcul de désa-
turation d’un milieu poreux est donné 4 la figure 1.6. On y observe la définition de constantes
(VISCOLIQ, VISCOGAZ, ...) et d’une liste d’instants (INST1), la lecture du maillage (MAIL), le
choix d’une modélisation Thermo-Hydraulique non saturée en déformations planes (nommée
D_PLAN_THVD) et la définition du matériau étudié (MATERBO). En sortie, un fichier résultat et un
fichier message sont produits. Le fichier résultat fournit les champs de résultats attendus par le
fichier de commandes. Le fichier message regroupe les messages d’erreur éventuels lors de 1’exé-
cution des commandes, la durée en temps CPU de chaque commande et le coiit global du calcul.
L’utilisateur est grandement aidé dans la phase de conception de son maillage et de son fichier de
commandes par différents outils. La plate-forme Salomé, co-développée par EDF en partenariat
avec d’autres industriels, fournit un outil facile d’emploi de génération de maillage, de réalisation
d’études et de post-traitement des résultats. Le lecteur intéressé peut obtenir des renseignements
supplémentaires sur cette plate-forme & ’adresse Internet http://www.salome-platform.org.
Pour la conception du fichier de commandes, il n’est pas nécessaire a l'utilisateur de Code_ Aster
de connaitre la syntaxe exacte de toutes les commandes (plus de 200 en version 8). L’outil Efi-
cas (Editeur de FIchier de Commandes et Analyseur Sémantique) permet d’éviter les fautes de
syntaxe et simplifie grandement la phase de conception du fichier de commandes.

1.3.2 Un code industriel

Code_ Aster propose une panoplie de modélisations multiphysiques et de méthodes d’ana-
lyse adaptée aux besoins d’EDF. Il est ouvert, en évolution constante et soumis aux régles
d’Assurance Qualité (AQ).

Depuis 1989, le code est développé par une équipe centrale d’une vingtaine d’ingénieurs
qui se consacre & la cohérence et & la qualité de la plate-forme, de I'architecture & la mise en
exploitation au travers d’outils de gestion de configuration, d’acceptation des évolutions et de
retour d’expérience. Elle est épaulée par plusieurs équipes internes EDF de projets applicatifs et
de prestataires de services externes. Les missions de ces équipes sont doubles :

— amélioration constante des fonctionnalités du code,

— développement de nouvelles modélisations et techniques numériques.

Les équipes de développement s’appuient pour cela notamment sur des innovations théoriques
suscitées par la recherche en interne, par des partenariats universitaires ou avec des industriels
partageant les mémes problématiques. Le code est diffusé librement, sous licence GNU-GPL.
Le site Internet http://www.code-aster.org est particulierement actif et constitue un retour
d’expérience précieux pour EDF. Cette démarche d’ouverture permet également une validation
indépendante du code et d’en accroitre la qualité. Le code est proposé sous 3 formes différentes.

— La version d’ezploitation est qualifiée (sous AQ), validée indépendamment et abondam-
ment documentée. Sa durée de vie de deux années voit ses sous-versions semestrielles se
décliner au rythme des maintenances correctives et des compléments de validation et de
documentation.

— La version de développement s’enrichit hebdomadairement de corrections, d’améliora-
tions et d’innovations. Les nouveautés sont documentées et la non régression du code est
assurée. De cette version nait la version d’exploitation tous les deux ans.

— La version libre est éditée en code source et exécutable Linux sur le site Internet et
provient, aprés conditionnement, de la version de développement du moment.
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DEBUT (CODE=_F (NOM="WTNP115A’ ,NIV_PUB_WEB=’INTERNET’) ,DEBUG=_F (SDVERI="0UI’))
PRE_IDEAS();
INST1=DEFI_LIST_REEL (DEBUT=0.0,INTERVALLE=_F (JUSQU_A=1000.,NOMBRE=1,),);
MAIL=LIRE_MAILLAGE();
MAIL=DEFI_GROUP(reuse =MAIL,MAILLAGE=MAIL,
CREA_GROUP_NO=(_F (GROUP_MA=’BAS’,) ,_F(GROUP_MA=’HAUT’,),

_F(GROUP_MA=’GAUCHE’,) , _F(GROUP_MA=’DROIT’,),

_F(GROUP_MA="B0’,),),);
MODELE=AFFE_MODELE (MAILLAGE=MAIL,

AFFE=_F(TOUT=0UI’ ,PHENOMENE=’MECANIQUE’,
MODELISATION=’D_PLAN_THVD’,),);

UN=DEFI_CONSTANTE(VALE=1.0,);
ZERO=DEFI_CONSTANTE(VALE=0.0,) ;
VISCOLIQ=DEFI_CONSTANTE(VALE=1.E-3,);
VISCOGAZ=DEFI_CONSTANTE(VALE=1.8E-05,);
DVISCOL=DEFI_CONSTANTE (VALE=0.0,);
DVISCOG=DEFI_CONSTANTE (VALE=0.0,);

MATERBO=DEFI_MATERIAU(ELAS=_F(E=5.15,NU=0.2,RH0=2670.0,ALPHA=0.,),
COMP_THM = ’LIQU_VAPE’,
THM_LIQU=_F(RH0O=1000.0,

UN_SUR_K=0.,
ALPHA=Q.,
CP=4180.0,
VISC=VISCOLIQ,
D_VISC_TEMP=DVISCOL,),
THM_GAZ=_F (MASS_MOL=0.02896,
CP=1017.0,
VISC=VISCOGAZ,
D_VISC_TEMP=ZERO,),
THM_VAPE_GAZ=_F (MASS_MOL=0.018,
CP=1900.0,
VISC=VISCOGAZ,
D_VISC_TEMP=ZERO,),

THM_INIT=_F(TEMP=300.0,PRE1=0.0,PRE2=0. ,POR0=0.3,PRES_VAPE=3700.

THM_DIFFU=_F (R_GAZ=8.315,
RH0=2200.0,
CP=1050.0,
BIOT_COEF=1.0,
SATU_PRES=SATUBO,
D_SATU_PRES=DSATRO,
PESA_X=0.0,PESA_Y=0.0,PESA_Z=0.0,
PERM_IN=KINTRO,
PERM_LIQU=UN,
D_PERM_LIQU_SATU=ZERO,
PERM_GAZ=UN,
D_PERM_SATU_GAZ=ZERO,
D_PERM_PRES_GAZ=ZERO,
LAMB_T=LAMBT,
LAMB_S=LAMBS,
D_LB_S=DLS,
LAMB_CT=0.5),);

fiﬁ();

Fig. 1.6. Partie d’un fichier de commandes pour Code_ Aster.

0,),
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Le travail présenté dans la suite de cette thése s’insére dans la version de développement et
I'impact de la restitution dans Code_ Aster des nouveautés théoriques acquises dans le cadre de
cette thése sera précisé par la suite.

Les caractéristiques présentées ci-dessus d’un grand code industriel tel que Code Aster
permettent de concevoir que 'insertion d’une nouvelle chaine de calculs n’est pas chose aisée!
En effet, il faut tout d’abord comprendre ’organisation générale du code et les mécanismes mis
en jeu. Le développeur dans Code Aster doit également respecter un certain nombre de régles
avant de pourvoir modifier le code source. Pour cela, des outils de développement et de gestion
du code source ont été congus. Ils permettent notamment de vérifier la cohérence de la restitution
souhaitée par le développeur : inspection des sources, des catalogues, des cas tests, absence de
conflits avec d’autres restitutions, non régression des résultats de cas tests existants.

1.3.3 Le module THHM

Parmi la panoplie de fonctionnalités du code, le module de simulation numérique THHM
est né en 1995 avec une premiére fonctionnalité, intégrée dans la version 3 (1996) du code,
de modélisation THM 2D et 3D des milieux saturés avec une loi de comportement mécanique
élastique. Le choix effectué dans le module THHM est une interpolation quadratique pour les
déplacements et une interpolation linéaire & la fois pour les pressions et la température. Ce choix a
été justifié sur un cas de consolidation en dimension 1 et en milieu saturé par Chavant [Cha01b] et
sera justifié mathématiquement dans cette thése au chapitre 4 dans le cadre de ’analyse d’erreur
a priori. En 1999, pour la premiére version THHM, une intégration classique a été utilisée, a
savoir de Gauft pour une discrétisation spatiale en quadrangles, ou de Gauk-Hammer pour une
discrétisation spatiale en triangles. Depuis lors, d’autres méthodes d’intégration numérique ont
été testées et incorporées dans le code.

— L’intégration lumpée : afin de diminuer certaines oscillations numériques sur les inconnues
du probléme (déplacements, pression) dues & la violation du principe du maximum discret
pour des problémes de type «chocy» (non-compatibilité des conditions aux limites et des
conditions initiales), on choisit les sommets de ’élément fini comme points d’intégration
en déplacements et en pression.

— L’intégration sélective : pour pallier la dégradation des résultats (perte de précision par
diffusion excessive) pour des problémes ou les phénoménes mécaniques prédominent,
lors de 'utilisation de l'intégration lumpée, une intégration sélective a été proposée. Elle
consiste & intégrer les termes faisant intervenir une dérivée temporelle et les termes de
couplage aux sommets, les autres étant intégrés aux points de Gauf intérieurs.

De nombreuses lois de comportement mécanique sont incorporées dans le module THHM
afin de tenir compte de la spécificité des géomatériaux (entre autres Cam-Clay, modeéle de Bar-
celone, Laigle). La variété des phénomeénes hydrauliques est également traitée par des modéles
complexes basés sur ’expression de lois d’écoulement non linéaires pour les 2 constituants pos-
sibles au sein du milieu poreux. Une équation thermique exprime le principe de conservation de
I’énergie. Les échanges entre phases sont régis par les lois d’équilibre de la thermodynamique. Les
mécanismes de diffusion au sein des mélanges gazeux (air sec et eau vapeur) et liquide (air dissous
et eau liquide) sont régis par des lois de Fick. On observe que, dans le cas le plus général, on
s’intéresse 4 des problémes multi-physiques, complexes et non-linéaires. La figure 1.7 illustre un
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calcul d’excavation d’une galerie circulaire, réalisé a I'aide d’une modélisation HM instationnaire
non linéaire saturée du module THHM de Code Aster.

Fig. 1.7. Zones de fissuration dans un calcul d’excavation : & gauche, calcul sur un maillage grossier; & droite,
calcul sur un maillage raffiné autour de la zone d’excavation.

La résolution numérique des probléemes THHM se fait de maniére totalement couplée au
sein de Code_ Aster avec un algorithme de Newton. Le lecteur intéressé trouvera une présentation
plus détaillée du module THHM dans la documentation de référence du code [Cha0la, Cha0Olb].
Dans les applications industrielles, la résolution numérique des problémes THHM peut faire
apparaitre de multiples difficultés telles que la convergence de l'algorithme de Newton (choix
du critére de convergence, éventuelle absence de convergence), la trés grande sensibilité des
calculs a la discrétisation spatio-temporelle ou les oscillations dans les résultats. Plusieurs pistes
sont évoquées pour parer ces difficultés, sans étre véritablement tranchées. On peut repenser
la résolution totalement couplée des problémes THHM au sein de Code Aster au profit d'un
chainage des calculs ou bien s’intéresser & des méthodes numériques autres que celles par éléments
finis telles que les méthodes par volumes finis, préférentiellement choisies dans les problémes ou
dominent les effets hydrauliques. Cette problématique sort du champ d’étude de cette thése d’'une
part parce qu’on traitera essentiellement des couplages Hydro-Mécaniques linéaires et d’autre
part parce qu’on suppose que les données du probléme garantissent l'existence d’une solution
suffisamment réguliére en espace et en temps (ce qui exclut par exemple les incompatibilités
entre conditions aux limites et conditions initiales qui sont sources de difficultés).

Au-dela de la problématique du stockage profond des déchets nucléaires, le module THHM
est également adapté aux autres besoins en simulation numérique d’EDF comme par exemple
I’étude de ’étanchéité des enceintes de confinement des centrales nucléaires ou de la tenue des
barrages.
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1.4 Les sources d’erreur dans une modélisation numérique

Comme dans toute modélisation numérique, le résultat d’un calcul THHM ne fournit pas
un rendu exact du comportement physique réel qu’il est censé représenter. La solution calculée
est toujours entachée d’erreurs. Le terme erreur n’est pas a prendre ici au sens de faute (faute
de raisonnement dans la méthode ou instruction fausse dans ’algorithme de résolution) mais
plutdt au sens d’imprécision inévitable. L’erreur d’approximation, c’est-a-dire la différence entre
la solution exacte et la solution calculée, peut avoir plusieurs origines. Cette section en dresse
une bréve revue, en distinguant les erreurs de résolution numérique, de discrétisation et de
modélisation. Dans ’optique d’améliorer la résolution d’un probléme, on préconise généralement
de s’intéresser dans cet ordre aux erreurs. La contribution de cette thése portera exclusivement
sur les erreurs de discrétisation.

La maitrise des erreurs passant par leur estimation, ’analyse d’erreur a posteriori constitue
dans de nombreux cas une technique efficace d’estimation d’erreur & partir uniquement de la
solution calculée et des données du probléme. Elle s’oppose en cela a 1’estimation d’erreur a
priori, qui fait intervenir la solution exacte du probléme dans les estimations. Pour étre utile en
vue d’améliorer la modélisation numérique, I’estimation d’erreur a posteriori doit présenter les 3
caractéristiques suivantes :

— fiabilité : estimation fournit une majoration globale (en espace et en temps) d’une norme

de lerreur,

— optimalité : ’estimation se décompose en estimateurs d’erreur locaux en temps et en
espace et ceux-ci fournissent des bornes inférieures de ’erreur d’approximation locale,
garantissant ainsi que les estimateurs d’erreur locaux ne «surévaluent» pas trop lerreur.

— efficacité numérique : I’évaluation numérique des estimateurs d’erreur doit étre d’un coft
faible par rapport & I’étape de résolution numérique du probléme.

L’estimation d’erreur a posteriori est a l'origine d’algorithmes de raffinement adaptatif de la
discrétisation qui permettent souvent de diminuer (parfois d’optimiser) le cott des calculs. La
construction de maillages s’adaptant automatiquement & la solution permet pour un nombre
de degrés de liberté fixé d’augmenter la précision ou pour une précision donnée de diminuer
le nombre de degrés de liberté. Un raisonnement similaire peut s’appliquer & l'adaptation de
la discrétisation temporelle pour les modéles instationnaires méme si la mise en ceuvre est
plus délicate. Dans le cadre de Code Aster, ’estimation d’erreur a posteriori peut étre cou-
plée avec 'outil de maillage adaptatif HOMARD, initialement congu pour les logiciels de cal-
cul d’EDF mais pouvant également étre interfacé avec d’autres logiciels. Le lecteur intéressé
pourra trouver des renseignements sur les principes de fonctionnement de HOMARD & I’adresse
http://www.code-aster.org/outils/homard. Une documentation compléte [Nic05| est égale-
ment disponible.

On propose ci-dessous un exemple d’adaptation de maillages réalisé a I’aide de HOMARD
pour un probléme de mécanique quasi-statique réalisé dans Code_ Aster. On considére une piéce
encastrée sur son coté gauche. On choisit une loi de comportement mécanique du matériau de
type Von Mises isotrope. Un chargement mécanique est imposé sur le haut de la seconde bosse.
On observe que le maillage initial, illustré a la figure 1.8, est assez grossier.

On présente a la figure 1.9 une série de maillages raffinés sur la base des estimateurs d’erreur
implantés dans Code_ Aster pour la mécanique quasi-statique. On remarque que le maillage est
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Fig. 1.9. Exemple de raffinement adaptatif de maillage par HOMARD.

raffiné dans des zones qu’il était difficile de prévoir a priori par une simple analyse physique
du probléme. De plus, la frontiére de la piéce étudiée est approchée fidélement car au fil des
adaptations, les nouveaux nceuds sont placés sur le véritable bord.

1.4.1 Erreurs de modélisation

Face a un probléme physique, l'ingénieur doit d’abord choisir un modéle permettant de
formaliser en équations les processus mis en jeu et s’assurer (si possible) que le modeéle obtenu
soit bien posé, c’est-a-dire qu’il admette une et une seule solution. La modélisation consiste en
I’écriture de lois de conservation, d’équilibre ou de comportement. Elle fait généralement appel
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a des hypothéses simplificatrices et ne rend compte que partiellement de la réalité physique
du probléme. De plus, le modéle fait intervenir des parameétres qui sont le résultat de mesures
expérimentales ou qui proviennent eux-mémes d’une approximation. La précision sur ces données
paramétriques est, en quelque sorte, imposée & 'ingénieur numeéricien et il ne peut agir sur elle.

Une possibilité afin de réduire les erreurs de modélisation dues aux incertitudes para-
métriques consiste, lorsqu’on connait une partie de 1’évolution du systéme, & faire appel aux
techniques de problémes inverses. Ces techniques sont traitées par exemple dans I'ouvrage d’Isa-
kov [Isa98]. Les problémes inverses apparaissent dans de nombreux domaines tels que la chimie
(détermination des constantes de réaction), I’hydrogéologie (identification des conductivités hy-
drauliques) ou l’acoustique sous-marine (détermination de la forme d’un obstacle). D’autres
exemples d’application sont exposés dans 'ouvrage de Kirsch [Kir96]. L’assimilation de données
propose également la confrontation d’'un modéle théorique aux observations expérimentales de
létat d'un systéme. Elle permet d’améliorer la connaissance (passée, présente et future) de ’état
d’un systéme physique & partir de la donnée concomitante d’observations sur le systéme et de
sa connaissance théorique par la simulation numérique. Elle est notamment utilisée en météo-
rologie ol les modeéles font intervenir un grand nombre de paramétres et ou les observations
sont nombreuses. Le lecteur pourra consulter les travaux de Bouttier et Courtier [BC97], de Ide,
Bennett, Courtier, Ghil et Lorenc [IBC'99] et ceux de Talagrand [Tal97] pour une introduc-
tion. Par ailleurs, des techniques d’estimation a posteriori, introduites par Braack et Ern [BE03],
permettent également d’analyser les erreurs de modélisation et d’adapter le modéle par zones.

1.4.2 Erreurs de discrétisation

Une fois choisi le modéle, force est de constater que celui-ci n’admet pas, en général, de
solution qui puisse étre facilement évaluée. L’ingénieur doit donc se contenter d’en chercher une
solution approchée et pour cela, il fait appel & des méthodes d’approximation dont les plus clas-
siques (éléments finis, volumes finis, différences finies) fournissent une discrétisation en temps et
en espace des équations du modéle. Par exemple, dans la méthode des éléments finis, la solu-
tion du probléme modéle est approchée par une combinaison linéaire de fonctions élémentaires
polynomiales. Cette approximation est naturellement source d’erreurs que ’ingénieur cherche &
estimer et & diminuer. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, la littérature sur l'estima-
tion de l'erreur de discrétisation par les méthodes d’analyse d’erreur a posteriori est abondante.
Les bases en furent jetées dans les travaux pionniers de Babuska et Rheinboldt [BRT78].

Pour les problémes stationnaires, on suppose pour fixer les idées qu’on s’intéresse au pro-
bléme suivant (complété par des conditions aux limites de type Neumann homogéne pour sim-
plifier) :

{ Trouver u € H'(£2) tel que (13)

V-p(u) = f dans {2,

oll ¢ représente un opérateur de diffusion (& valeurs dans IR?) et ot la donnée f est dans L2(2).
Ayant construit une famille de maillages {7}, }~0 du domaine (2, on désigne par uy, la solution du
probléme (1.3) approché par une méthode d’éléments finis dans un cadre conforme (u;, € H'(2)).
Méme si les travaux de cette thése porteront sur des estimations a posteriori de type résidu, il est
utile & ce stade introductif de décrire briévement un éventail plus large de techniques d’estimation
d’erreur a posteriori.
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— Méthode par résidus : Cette technique a été introduite par Babuska et Rheinboldt

[BR78]. Verfiirth [Ver96] en a proposé une revue relativement exhaustive. Pour tout
v € V, on définit le résidu p de la solution approchée uy en v par

p(up;v) = Z pr(up;v),

TeTh

avec les contributions locales

pr(unsv) = (f = V-o(up),v)o 1 + (¢(un) nr,v)o o7 »

ou np désigne la normale extérieure a la maille T. Pour un sous-ensemble R C {2 et
un entier s > 0, l'indice s p fait référence au produit scalaire dans H*(R) (L?*(R) pour
s = 0) ou a la norme associée. Soit F' une face intérieure du maillage, c’est-a-dire telle
qu’il existe deux mailles T et Ty dans 7 avec F' = T7 N T5. On désigne par ny et no
les normales extérieures a 17 et 15, respectivement. On définit le saut de la composante
normale de ¢(uyp) a travers F' par

[#(un)nl = ¢(un)lry 11 + ¢(un)|r, no. (1.4)

Pour une face F' située au bord, on pose simplement [¢(up)n] = ¢(up)|r-n ou T est
I’élément de 7;, dont F’ est une face. Cette définition du saut est illustrée a la figure 1.10.
Pour tout T' € 73, on définit I’estimateur d’erreur local & la maille T par

Fig. 1.10. Exemple de face intérieure de maillage.

7 = hr |lf = V-o(un)lloz + i Mo Cun) nlllo o7 (1.5)

ou hr désigne le diamétre de la maille 7. On remarque que nr est composé d’un terme
faisant intervenir le résidu de 1’équation (1.3) évalué dans chaque maille et d'un terme
faisant intervenir le saut de 'opérateur de diffusion aux interfaces de la maille. On dispose
de la propriété de fiabilité suivante

1/2

IV =)o <e | D 07 ;
TeT),
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ol c1 est une constante réelle indépendante de h. Si on s’intéresse au probléme de Laplace
ou ¢(u) = —Vu, on peut montrer également la propriété d’optimalité suivante : il existe
une constante co, indépendante de h, telle que pour tout 1" € 7y,

nr < e ([IV(u —un)llo,ar + hrllf = fallo.ar)

ot A est un macro-élément centré autour de T et fj la fonction constante par morceaux
égale & la moyenne de f sur chaque maille.

— Méthode par dualité : Cette méthode qui remonte aux travaux de Johnson [Joh87] et
de Becker et Rannacher [BR0O1| permet d’estimer l’erreur d’approximation wvia une fonc-
tionnelle 1 : H!(2) — TR qui fait intervenir des quantités intéressant plus spécifiquement
I'ingénieur, comme par exemple une moyenne de déplacement dans une sous-région du
domaine physique ou une moyenne de contraintes sur une interface. Sous des hypothéses
adéquates, on dispose de 'estimation suivante

() = (un)| < ¢ Y nrwr,

TeTh

ou les quantités n sont définies en (1.5) et ou les quantités wy font intervenir la solution
d’un probléme dual auxiliaire posé sur I’ensemble du domaine physique. Ce probléme
dual est rétrograde en temps dans le cas instationnaire.

— Méthode hiérarchique : Cette technique, introduite par Bank et Weiser [BW85],
consiste & enrichir I’espace d’approximation, noté V},, par une augmentation du degré
des polynémes d’interpolation ou par un raffinement uniforme et global du maillage. Cet
enrichissement donne naissance & un espace des échelles fluctuantes, noté V,f , et & un
espace d’approximation enrichi V;° sous la forme

Ve =V, e Vi

Les estimateurs d’erreur sont ensuite évalués en fonction de la solution d’un probléme
auxiliaire posé sur I’espace des échelles fluctuantes. Sous certaines hypothéses (notam-
ment ’hypothese dite de saturation qui affirme que l'espace V7 fournit une meilleure
approximation de la solution exacte que V}), on montre une propriété d’équivalence de
I'erreur globale et de 'estimateur d’erreur a posteriori; voir les travaux de Bornemann,
Erdmann et Kornhuber [BEK96| et ceux de Dorfler et Nochetto [DN02] ou on montre
que 'hypothése de saturation peut étre vérifiée en examinant le terme d’oscillation des
données. Depuis les travaux de Bank et Weiser portant sur un probléme elliptique sy-
métrique défini positif discrétisé par des éléments finis de Lagrange IP1, une littérature
abondante s’est développée sur le sujet. La formalisation des travaux précédents dans un
cadre abstrait, avec estimations d’erreur a priori et a posteriori, a été proposée par Ach-
chab, Agouzal, Baranger et Maitre [AABM98]. Un exemple sur la formulation mixte de
plus bas degré du probléme de Poisson est également présenté. L’enrichissement conduit
& résoudre un probléme résiduel global. Pour éviter ce coiit élevé, Hoppe et Wohlmuth
[WH99| proposent une méthode de décomposition permettant de résoudre uniquement
des problémes résiduels locaux. L’ouvrage d’Ainsworth et Oden [AO00] fournit une revue
relativement détaillée de ’estimation d’erreur a posteriori de type hiérarchique.

— Méthode par flux équilibrés : Sous ce nom générique, on peut regrouper un ensemble
de méthodes nécessitant la construction d’un flux approché gz@(uh) dont la divergence est
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de carré sommable et approche le terme source f avec précision. L’estimateur d’erreur
est alors basé sur l’écart entre ¢(uy,) et (i(uh) L’origine de ces méthodes remonte aux
travaux de Prager et Synge [PS47] ou une décomposition de lerreur est proposée en
utilisant une reconstruction du flux dont la divergence est exactement le terme source.
Ces idées ont été étendues dans le cadre de l’estimation en loi de comportement par
Ladeveze [Lad75, Lad77]; voir également les travaux de Ladevéze et Leguillon [LL83].
L’approche de Ladevéze est basée sur la notion d’erreur en relation de comportement
et sur des techniques adaptées de construction de champs admissibles. Pour le probléme
classique de 1’élasticité quasi-statique, 1’idée consiste a construire, a partir de la solu-
tion discréte et des données, un couple déplacements-contraintes admissible, c’est-a-dire
vérifiant exactement les conditions d’admissibilité cinématique et statique. En effet, les
approximations issues de la méthode des éléments finis ne vérifient généralement pas ces
conditions puisque la contrainte discréte n’est pas en équilibre avec les charges données.
La construction du couple admissible est un point délicat de cette méthode. L’erreur en
loi de comportement est ensuite définie comme 1’écart entre la contrainte éléments finis
et la contrainte obtenue par la construction ci-dessus. Récemment, le développement
de ces méthodes a été poursuivi dans plusieurs directions : la formalisation du cadre
mathématique, 'extension & une classe de problémes plus larges et le développement de
techniques de reconstruction locale du flux ne nécessitant pas de calculs cotteux. On
pourra par exemple consulter les travaux de Destuynder et Métivet [DM99], de Neit-
taanméki et Repin [NRO4]|, de Luce et Wohlmuth [LW04]|, de Braess et Schoberl [BS06],
de Nicaise, Witowski et Wohlmuth [NWW06], de Cochez-Dhondt et Nicaise [CDNOQ7] et
de Ern, Stephansen et Vohralik [ESV07].

— Méthode de Zienkiewicz-Zhu (ZZ) : Le principe de la méthode ZZ est d’utiliser
la solution discréte afin d’approcher localement le gradient de la solution exacte. La
technique a été introduite par Zienkiewicz et Zhu [ZZ87] pour des problémes d’élasticité
linéaire 2D. Elle a ensuite été étendue aux problémes 2D non linéaires de viscoplasticité
[ZLHS8S8| et d’élastoplasticité [BZ99] ainsi qu’aux problémes 3D d’élasticité linéaire et de
viscoplasticité incompressible [BF04]. Les estimateurs d’erreur locaux sont définis comme
la distance entre un gradient reconstruit de la solution exacte, noté Gruy, et le gradient
de la solution discréte de la maniére suivante

nr = |Grup — Vup|o,r,

pour tout T' € 7},. Cette technique présente I'intérét de la simplicité de mise en ceuvre a

un cott faible. Cependant, elle dispose généralement d'une caution théorique moindre,

méme si des propriétés de fiabilité ont été établies par Bartels et Carstensen [BC02|.
Dans Code_ Aster, plusieurs estimateurs d’erreur sont implantés : un estimateur d’erreur spatiale
en résidu pour l'élastoplasticité [Des05] et pour la thermique transitoire [Boi02], un estimateur
d’erreur par dualité pour la mécanique quasi-statique [Del06] et un estimateur d’erreur de type
Z7 pour des problémes d’élasticité 2D [Des94].

L’estimation d’erreur a posteriori pour les problémes instationnaires est un sujet particu-
liérement pertinent car les processus dépendant du temps interviennent dans une large gamme
d’applications physiques telles que les phénomeénes de diffusion, d’écoulements de fluides ou
d’électromagnétisme. Cependant, elle constitue encore un sujet d’étude en développement. La
littérature sur 'estimation d’erreur a posteriori pour les problémes paraboliques (linéaires) est
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relativement étendue. Les premiers travaux se restreignent a ’adaptation en temps. Par exemple,
Johnson, Nie et Thomée [JNT90]| présentent une analyse a posteriori dans le cas linéaire pour
le schéma d’Euler implicite en temps. Nochetto, Savaré et Verdi [NSV00] proposent une étude
a posteriori pour des problémes paraboliques non linéaires. Picasso [Pic98] a effectué une des
premiéres analyses a posteriori pour une discrétisation «espace-temps». Les estimations sont éta-
blies sous 'hypothése restrictive que les maillages sont emboités en temps, ce qui interdit dans la
pratique tout déraffinement. Un algorithme d’adaptation des paramétres de discrétisation est ex-
posé et testé numériquement. Verfiirth [Ver05] propose également une analyse a posteriori pour
un probléme d’advection-diffusion-réaction instationnaire discrétisé par une méthode d’éléments
finis «espace-temps». L’accent porte sur la robustesse des estimateurs en régime d’advection do-
minante, ce qui conduit & des estimations globales en espace. Les travaux de Bergam, Bernardi
et M’Ghazli [BBMO05| ont conduit & des estimateurs a posteriori «espace-temps» permettant de
raffiner ou déraffiner le maillage en temps, avec des propriétés de fiabilité et d’optimalité permet-
tant de développer une stratégie d’adaptation du pas de temps et du maillage. Des algorithmes
d’adaptation ont été proposés et mis en ceuvre par exemple par Nicaise et Soualem [NS05] et
Chen et Feng [CF04].

Les estimations d’erreur décrites ci-dessous pour les problémes paraboliques fournissent
des estimations d’erreur convergeant de maniére optimale en espace par rapport a ’erreur en
norme L?(H!) (L? en temps, H' en espace). Une nouvelle approche, récemment introduite par
Makridakis et Nochetto [MNO3] et analysée plus en détails par Lakkis et Makridakis [LMO06], est
basée sur la technique de reconstruction elliptique et permet d’obtenir des estimateurs d’erreur
pour la norme L (L2) (L* en temps et L? en espace) avec optimalité de la convergence. Cette
méthode, qui sera décrite plus en détail dans la suite, peut étre considérée comme la contre-partie
dans le cadre a posteriori de la méthode de projection elliptique introduite par Wheeler [Whe73|
pour ’analyse d’erreur a priori. Elle fait intervenir un champ auxiliaire continu, noté U, qui
vérifie les 2 propriétés suivantes :

— la différence U — uy, entre le champ auxiliaire et la solution numérique peut étre évaluée

via des estimations d’erreur a posteriori dans un cadre stationnaire,

— la différence u — U entre la solution continue et le champ auxiliaire satisfait une version
modifiée de ’équation parabolique originale, dont le second membre dépend de U — uy, ;
en utilisant les propriétés de stabilité du probléme continu, on obtient un contréle de
u— U par U — uy,.

D’autres approches pour obtenir des estimations d’erreur a posteriori dans la norme L{°(L2)
pour les problémes paraboliques peuvent étre trouvées, entre autres, dans les travaux d’Eriksson
et Johnson [EJ91, EJ95] et de Thomée [Tho97] basés sur des techniques de dualité, dans le
travail de Babugka, Feistauer et Solin [BFS01] utilisant une double intégration en temps, et dans
le travail de Verfiirth [Ver98] pour les équations paraboliques quasi-linéaires.

D’autres problémes instationnaires ont été étudiés, tels que ceux de Stokes et de propa-
gation des ondes par Bernardi et Siili [BS05]. Pour le probléme de Stokes, Bernardi et Verfiirth
considérent une discrétisation temporelle d’Euler implicite et une discrétisation spatiale par des
éléments finis conformes [BV04]. L’analyse d’erreur a posteriori fournit des estimateurs dont la
convergence est optimale dans la norme L?(H!) (L? en temps et H' en espace) pour la vitesse.
Karakatsani et Makridakis [KMO06| considérent une semi-discrétisation spatiale par éléments finis
ou par volumes finis. Des estimations d’erreur d’ordre optimal en norme L{°(L2) et L°(H.) pour
la vitesse sont démontrées en utilisant la technique des opérateurs de reconstruction de Stokes.
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1.4.3 Erreurs de résolution

Les erreurs de résolution sont liées a la machine (ordinateur) utilisée et aux algorithmes
itératifs mis en ceuvre. Les erreurs machine sont dues au fait qu’un ordinateur ne peut représenter
les nombres réels qu’avec un nombre fini de chiffres. Par ailleurs, les algorithmes itératifs mis en
ceuvre peuvent également étre sources d’erreur car le critére de convergence retenu peut conduire
& une solution numérique parfois trés éloignée de la solution réellement convergée. Le critére de
convergence résulte en général d'un compromis entre cotit de calcul et précision. En effet, le
temps de calcul peut facilement devenir un facteur limitant. L’augmentation de la puissance des
machines, notamment & architecture paralléle, constitue un élément de réponse & ce probléme.
La maiftrise des erreurs de résolution sort du champ d’investigation de cette thése qui s’appuiera
sur le savoir-faire actuellement implanté dans Code_ Aster. En particulier, dans le cadre de la
poroélasticité linéaire qui fera I'objet principal de cette thése, la convergence des algorithmes de
résolution est assurée.

1.5 Objectifs de la thése

Le principal objectif de cette thése est de proposer une analyse d’erreur a posteriori pour
des systémes d’équations aux dérivées partielles formés de deux équations dans lesquelles une
inconnue, notée u, est gouvernée par une équation elliptique et I’autre, notée p, par une équation
de type parabolique. L’application visée est le systéme de la poroélasticité (1.1)-(1.2), issu de la
modélisation HM, dont on rappelle ici les équations

—V-o'(u) + bVp = pret F™, dans [0,7] x £2, (1.6)

1
O <Mp + bV-u> — V-(kVp) = =V-(kpF™), dans [0,T] x £2, (1.7)
muni de conditions limites et de conditions initiales et ou o’(u) = A\ (V-u)lz + 2Xoe(u). Ici 2
représente le domaine en espace et T un temps fini de simulation. Pour simplifier, on restrein-
dra l’analyse & des conditions limites de Dirichlet homogénes en déplacements et en pression,
I’extension & des conditions mixtes Dirichlet-Neumann ne posant pas de réelles difficultés.

On montrera au chapitre 2 que la norme de stabilité naturelle du probléme (1.6)-(1.7) est
pour tout t € [0, 7],

t 1/2
sup [[u(s, Yo + sup HP(&')HO,QJr( / up<s,->|ﬁ,gds) . (1.8)
s€[0,4 s€[0,t] 0

Chacun des 3 termes ci-dessus correspond & la norme canonique des espaces L°(H)), L{(L2)
et L?(H}) respectivement. On observera que la norme de stabilité (1.8) assure un controle ins-
tantané sur les oscillations spatiales des déplacements, sur la valeur instantanée de la moyenne
quadratique spatiale de la pression et un contrdle en moyenne en temps des oscillations spatiales
de pression.

La discrétisation du probléme (1.6)-(1.7) sera réalisée par un schéma d’Euler-Galerkin,
c’est-a-dire par une méthode d’éléments finis conformes en espace et un schéma d’FEuler impli-
cite en temps, ce qui correspond au choix numérique effectué dans Code_ Aster. L’extension de
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I’analyse & une discrétisation temporelle par un #-schéma ne souléve pas de nouveaux problémes
théoriques. De plus, pour la discrétisation spatiale, comme il est usuel dans les codes éléments
finis traitant de la poroélasticité, on choisit une interpolation de degré 2 pour les déplacements
et de degré 1 pour la pression ou plus généralement d’un degré plus élevé pour les déplacements
que pour la pression. Ce choix sera justifié mathématiquement au chapitre 3.

On effectuera 'analyse d’erreur a posteriori pour 'approximation Euler-Galerkin du pro-
bléme (1.6)-(1.7) sous ’hypothése que les maillages sont constants en temps. Méme si cette
hypotheése est restrictive, elle est raisonnable pour au moins deux raisons.

— Pour les problémes HM, ’analyse mathématique dans le cas de maillages dépendant
du temps pose des difficultés techniques, dues au choix de la dérivée temporelle des
déplacements comme fonction test, que ’on ne rencontre pas dans le cas de problémes
paraboliques comme 1’équation de la chaleur. On reviendra sur ce point dans le chapitre 4.

— Dans la pratique, les stratégies d’adaptation des parameétres de discrétisation spatio-
temporels font encore 1’objet de développement et sont délicates & mettre en ceuvre
(problémes de réinterpolation des inconnues sur maillages variables). La restitution in-
formatique dans un code industriel tel que Code_ Aster ne serait pas envisageable dans
le cadre de cette thése.

Deux analyses d’erreur a posteriori sont proposées ci-aprés. La premiére est une extension
au probléme (1.6)-(1.7) de celle menée par Bergam, Bernardi et M’Ghazli [BBMO05] pour 1’équa-
tion de la chaleur. L’estimation a posteriori qui est obtenue convient afin de controéler I'erreur
sur la pression en norme L?(H}). Cependant, la convergence en espace de cet estimateur est
sous-optimale pour l'erreur L{°(H}) en déplacement et pour erreur L$°(L2) en pression. Cette
difficulté se pose en des termes analogues pour I’équation de la chaleur ou la convergence des
estimateurs obtenus par approche directe est sous-optimale pour I’erreur en norme L{°(L2). La
technique de reconstruction elliptique [LM06] permet de résoudre ce probléme. Notre idée a donc
été d’étendre cette analyse & la modélisation HM afin d’obtenir de nouveaux estimateurs d’erreur
dont la convergence est optimale par rapport & I’erreur sur les déplacements en norme L{°(H})
et sur la pression en norme L3°(L2).

1.6 Plan de la thése

Le reste de ce mémoire est composé de 4 chapitres.

Dans le chapitre 2, on présente quelques notions élémentaires relatives a la théorie des
milieux poreux permettant de formuler le probléme HM, c’est-a-dire les équations classiques du
systéme de la poroélasticité linéaire quasi-statique en milieu saturé. On aboutit & un systéme
d’équations décrivant les effets couplés des déplacements et de la pression du liquide s’écoulant
dans un géomatériau. On introduit ensuite les 2 versions (stationnaire et instationnaire) du
probléme modéle. Les déplacements et la pression pouvant admettre des ordres de grandeur tres
différents, on propose un adimensionnement du systéme couplé HM. Enfin, on introduit un cadre
abstrait afin de simplifier ’analyse mathématique effectuée dans les chapitres suivants et afin de
donner une portée plus générale & notre étude.

Dans le chapitre 3, on effectue ’analyse mathématique du probléme abstrait stationnaire.
Les analyses d’erreur a priori et a posteriori seront utiles pour le probléme instationnaire traité
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au chapitre suivant. On montre d’abord le caractére bien posé du probléme continu. Puis, on
introduit la discrétisation du probléme par une méthode d’éléments finis conformes et on effectue
I’analyse d’erreur a priori, ce qui permet d’introduire deux projections de Riesz qui interviendront
ultérieurement dans le cas instationnaire. On propose ensuite une analyse d’erreur a posteriori
par deux techniques différentes. La premiére est une méthode directe basée sur les techniques
de résidu développées pour les problémes elliptiques, permettant de garantir une convergence
optimale des estimateurs pour l’estimation de I’erreur sur la pression en norme H'. La seconde
est une méthode par dualité, permettant sous certaines hypothéses d’obtenir des estimateurs
avec une convergence optimale pour 'erreur sur les déplacements en norme H'. Pour chacune des
deux méthodes, des résultats de fiabilité et d’optimalité sont établis. Quelques expérimentations
numériques, toutes réalisées dans Code_ Aster, viennent illustrer les analyses d’erreur a priori et
a posteriori.

Dans le chapitre 4, on propose ’analyse mathématique du probléme abstrait instationnaire.
On montre un résultat de stabilité pour le probléme continu (garantissant l'unicité de la solution
forte) qui permet d’identifier la structure mathématique du probléme instationnaire. On énonce
ensuite un résultat d’analyse d’erreur a priori dont la preuve est inspirée de la technique de projec-
tion elliptique de Wheeler [WheT73]. L’analyse a priori des approximations Euler—Galerkin pour le
probléme de consolidation de Biot a été réalisée par Murad, Loula, et al. [ML92, ML94, MTL96].
Le probléme examiné ici est 1égérement différent car on ne suppose pas que le module de Biot
est grand, c’est-a-dire qu’on n’omet pas le terme de dérivée temporelle de la pression dans (1.7).
Par ailleurs, ’analyse d’erreur a posteriori est réalisée en utilisant une méthode directe et une
méthode par reconstruction elliptique. La méthode directe repose directement sur la stabilité du
probléme continu et fournit une estimation fiable pour les déplacements dans la norme L3 (H})
et pour la pression dans les normes L{°(L2) et L(H}). Cependant la convergence des estima-
tions en espace pour lerreur sur les déplacements dans la norme L{°(H.) et pour I'erreur sur
la pression dans la norme L{°(L2) n’est pas optimale. La méthode par reconstruction elliptique
permet de recouvrer cette optimalité. On présente enfin des résultats numériques tous obtenus
dans le cadre de Code_ Aster validant I’analyse d’erreur a priori et illustrant la performance des
différents estimateurs d’erreur a posteriori.

Le chapitre 5 dresse la conclusion de ce travail de thése et propose quelques perspectives.

La plupart des résultats présentés aux chapitres 3 et 4 est contenue dans la référence
[EMO07] soumise pour publication. Ces résultats ont également été présentés a diverses conférences
[Meu0O6a, Meu06b, Meu07a, Meu07b].
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L’objectif de ce chapitre est de présenter les bases physiques du modéle Hydro-Mécanique
(HM) auquel on s’intéresse dans cette thése. On introduit les différentes notions physiques néces-
saires a la formulation des équations HM. On effectue ensuite I’adimensionnement du probléme
HM. On propose également un cadre abstrait permettant de simplifier I’étude mathématique
menée dans les chapitres suivants et de donner une portée plus générale aux résultats.

2.1 Bases physiques du modéle

Dans toute cette thése, on se place dans le cadre de la poroélasticité linéaire. On considére
un milieu poreux {2, de frontiére I, saturé par de ’eau liquide, avec un comportement mécanique
élastique linéaire. Le comportement du fluide influe sur celui du squelette et réciproquement. La
dimension spatiale est implicitement choisie égale & 3, sauf mention contraire. L’indice supérieur
devant une quantité désigne de maniére générale sa valeur & l'instant initial.

2.1.1 Notations

On introduit d’abord quelques concepts physiques et quelques notations nécessaires 4 1’écri-
ture du probléme. On adopte une représentation lagrangienne par rapport au squelette. Les
coordonnées © = x4(t) a l'instant ¢ sont celles d’un point matériel attaché au squelette et les
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opérateurs de dérivation sont définis par rapport a ces coordonnées. Par la suite, la dépendance
des champs descriptifs en (z,t) ne sera pas explicitée, sauf si nécessaire. Les variables d’état du
probléme sont le champ de déplacements u = (ug, uy, uz)t et la pression du liquide p.

Si on note df24 la partie du volume infinitésimal de milieu poreux df2 occupée par le fluide
dans la configuration courante, la porosité eulérienne ¢ est définie par

a2
¥ = a0
La porosité varie donc entre 0 et 1. On remarque que ce concept de porosité est de nature
eulérienne, au sens ou il est défini sur la configuration actuelle de I’élément de volume (sans faire
appel a une configuration particuliére choisie comme référence).
On peut également normaliser df2, par le volume infinitésimal a l'instant initial df2°. On obtient
ainsi la porosité dite lagrangienne :

s,
= do’
On définit le tenseur des déformations linéarisé
1
e(u) = 3 (Vu+ Vu'), (2.1)
a valeurs dans IR>2. On note
ey =Tr(e) = V-u. (2.2)

Le jacobien J = 1+¢y de la transformation du squelette représente la dilatation volumique, c’est-
a-dire le rapport df2/df2° entre les volumes de la particule de squelette dans les configurations
actuelle et initiale. On observe alors que

o =Jep.
La quantité ey peut s’exprimer sous la forme :
_df - dgn’
gy = (20 .

On fait 'hypothése que la transformation du squelette est infinitésimale, ce qui autorise ’ap-
proximation J ~ 1. On peut ainsi confondre la porosité eulérienne et la porosité lagrangienne
lorsque ces quantités apparaissent en tant que telles [CDE03|. Cependant, le calcul des variations
infinitésimales de ces deux quantités nécessite plus de précautions. On a la relation suivante :

dp =d(Jp) = Jdp + pdey =~ dp + pdey . (2.3)

On note p la masse volumique de 1’eau liquide, supposée constante. On définit ’apport massique
volumique en eau dp par :

sp=p((L+ev)p—¢°), (2.4)

Il représente la masse de fluide apportée entre l'instant initial et actuel, normalisée par le vo-
lume élémentaire dans la configuration initiale. L’apport massique permet de définir la masse
volumique globale vue par rapport a la configuration de référence, notée p.of. Cette derniére est
normalisée par le volume infinitésimal & l'instant initial df2°. On a
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Pref = Poet + 0P,

ol p?ef désigne la masse volumique homogénéisée & 'instant initial, obtenue en tenant compte
des masses volumiques du squelette et du fluide.

Le tenseur des contraintes o, a valeurs dans IR®3, est utilisé afin d’exprimer ’équilibre
mécanique du squelette. Dans le cadre de 'hypothése de Terzaghi, il se décompose en la somme
d'un tenseur des contraintes effectives, ¢/, et d’un tenseur de contraintes de pression, oy, sous la
forme

o=0a+op. (2.5)

Le tenseur des contraintes effectives o’ résulte uniquement des déformations du squelette. Le
tenseur o, rend compte du travail des forces de pression associé au changement de volume induit
par les déplacements du squelette. Dans la suite, on suppose que le tenseur du travail des forces
de pression est sphérique et s’écrit sous la forme o,I3, ol 0, est maintenant un scalaire et I3
désigne le tenseur identité de IR,

On note v la vitesse du liquide et vs = J;u celle du squelette dans un référentiel fixe en
temps. On introduit la masse volumique apparente de 1’eau normalisée par rapport au volume
dans la configuration actuelle

p = pp.

Le flux massique hydraulique est défini par :
My = p'(v —vg). (2.6)

Ce vecteur est destiné & calculer le débit de masse hydraulique et est également appelé vecteur
courant relatif (par rapport au squelette) de masse de ’eau.

2.1.2 Equations constitutives

Etant donné un temps de simulation T, on est maintenant en mesure de formuler les équa-
tions constitutives du probléme modéle. On résout un probléme d’équilibre mécanique (bilan de
quantité de mouvement pour le squelette et le fluide) et un probléme d’évolution en hydraulique
(bilan de masse fluide). On rappelle que le traitement de ces deux problémes est complétement
couplé dans Code_ Aster. Par la suite, on rappelle & titre indicatif et entre crochets les unités des
grandeurs physiques. Néanmoins, cela ne préjuge pas du choix d’unités fait dans Code_ Aster.

L’équilibre mécanique se formule classiquement de la maniére suivante [Cou04]

V.o + pret F™ =0 dans [0,7] x {2, (2.7)

ou F" désigne la force de gravité. On observera que sous '’hypothése de déformations quasi-
statiques, les effets d’inertie dans la structure, représentés par le terme p,orOprui, Ont été négligés.
Dans le cadre de 'élasticité linéaire isotrope, on a

o = ey iz + 2)q¢,

ou A1 et Ao sont les coefficients de Lamé. Ce sont des coefficients phénoménologiques dépendant
du matériau dont est constitué le squelette solide dans le milieu poreux. Le coefficient A\ décrit
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la compressibilité du matériau. Des valeurs trés grandes du rapport A;/Ae correspondent a un

matériau pratiquement incompressible. Ce cas ne rentre pas dans le cadre des travaux ci-dessous.

Par la suite, il sera commode d’exprimer le tenseur des contraintes effectives en fonction du
module de Young F et du coefficient de Poisson v sous la forme

, E v

7 T 1+v [1 — o

eyls + €:| .

Les relations entre module de Young, coefficient de Poisson et coefficients de Lamé sont les
suivantes

N — Ev \y — E
T a1 =2) 2T 2(14v)
31 + 2\ 1 Al
E=)——- = ——.
2 A1+ Ao ’ v 21+ Ao

Gréce au postulat de Terzaghi, en différentiant la relation (2.5), on obtient
do’ = do — dopI3. (2.8)
En utilisant une formulation de Bishop, on écrit :
dop, = —bdp, (2.9)

ou b est le coefficient de Biot, supposé constant. Il renseigne sur la contrainte macroscopique
mobilisée lorsqu’on augmente la pression de pore en bloquant la déformation volumique (e = 0).
La relation (2.9) est écrite sous forme différentielle car c’est sous cette forme qu’elle est utilisée
dans le schéma d’intégration en temps dans Code Aster. L’équilibre mécanique s’écrit donc

V-O’l(u) —bVp+ pret F™ = 0.

On détaille maintenant briévement 1’établissement de 1’équation de conservation de la masse
fluide [DB02]. On considére un systéme matériel de milieu poreux occupant le volume de controle
élémentaire V0 dans la configuration initiale. Adoptant le point de vue lagrangien par rapport
au squelette, on suit ce systéme dans la transformation du squelette. Il occupe a linstant ¢ le
volume de controle élémentaire V. Par définition, V0 et V contiennent les mémes particules de
squelette et donc la méme masse de solide. En revanche, en raison du mouvement relatif du fluide
par rapport au squelette, la masse de fluide contenue dans V différe de celle contenue dans V.
On désigne par m la masse d’eau contenue dans le volume de controle élémentaire V. On a :

m:/ pgpdV:/ ppdV°.
\%4 Vo

1
= [ i) dv° = [ i (po)av. (210)
Vo 1%
ou la dérivée di = 0y + vs-V renvoie & une dérivée particulaire suivant les mouvements de la
particule de squelette. Une seconde fagon de calculer la variation de m consiste & écrire qu’elle
est due au flux relatif de masse fluide & travers la frontiére du systéme!. Grace a (2.6), on obtient :

Il vient donc :

! Rappelons que celle-ci évolue en fonction de la transformation du squelette. C’est donc le flux relatif de fluide
par rapport au squelette qui intervient dans (2.11)



2.1 Bases physiques du modéle 27

dim = —/ pp (v —vs) ndl = —/ V-M,dV. (2.11)
)% %4

En rapprochant (2.10) et (2.11), on obtient une équation scalaire exprimant localement la conser-
vation de la masse d’eau :
di(6p) + JV-Myq = 0.

Dans la mesure ol on fait I’hypothése que la variation temporelle du déplacement est faible
(vs = 0), df peut se confondre avec la dérivée partielle par rapport au temps ;. On rappelle
que 'hypothése de transformation infinitésimale du squelette autorise également ’approximation
J =~ 1. Le bilan de masse fluide s’écrit donc [Ger73] :

04(6p) + V-Myq = 0. (2.12)

Pour le comportement du fluide, on utilise la loi de Darcy

M
2 g (=Vp+ pF™), (2.13)

ol ~ désigne la conductivité hydraulique. Cette derniére n’est pas directement une donnée et sa
valeur est connue & partir de la formule suivante :

L Kint((p)
w(T)

On a introduit les quantités suivantes :
— K'™|m?| est la perméabilité intrinséque caractéristique du milieu poreux. Cette quantité
est fonction de la porosité;
— 1 |Pa.s] désigne la viscosité dynamique du liquide. Cette quantité est fonction de la
température.
L’équation hydraulique (2.12) se réécrit en tenant compte de la définition de dp et du fait que p
est constante,
Op — V- (kVp) = —pV- (kF™).

En utilisant des arguments thermodynamiques, on montre que ’évolution de la porosité est régie
dans le cadre isotherme par I'expression

dp = (b— ) (d&?v + Kisdp> . (2.14)

Cette équation a été établie dans le cadre de la thermo-poro-élasticité linéaire [Cou04, CCDV99].
Dans cette équation, on voit apparaitre d’une part le coeflicient de Biot introduit par 1’équation
(2.9) et d’autre part le module de compressibilité des grains solides K [Pa], supposé constant.
L’apparition du méme coefficient b dans les 2 équations résulte de I'égalité des dérivées croisées
d’un potentiel thermodynamique. Pour la porosité lagrangienne, en utilisant (2.2) et (2.3), on
obtient :

1
dp, (2.15)

dg = bd(V-u) + 7

ol on a posé
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Le module de Biot M [Pa] renseigne sur la variation de volume des pores induite par une dé-
formation macroscopique en condition drainée (p = 0). Il est supposé constant ici. On remarque
dans ’équation (2.15) 'apparition d’un terme lié au déplacement qui induit le couplage entre le
déplacement et la pression du liquide.

2.1.3 Le probléme modéle

Dans ce paragraphe, on présente le probléme modéle, issu des équations de la poroélasticité
présentées au paragraphe précédent, auquel on s’intéresse dans cette thése. Les inconnues du
probléme couplé HM sont :

— le champ de déplacement w (3 inconnues scalaires) ;

— le champ de pression p (1 inconnue scalaire) ;
soit au total 4 inconnues scalaires. On dispose pour les déterminer des 4 équations suivantes :

— les équations d’équilibre (3 équations scalaires)

V-o'(u) —bVp + pres F™ = 0,
— Déquation de diffusion de la masse fluide (1 équation scalaire)
06 — V- (kVp) = —pV- (kF™).
ou les équations d’état du squelette sont
o'(u) = A\ (V-u) I3 + Ay (Vu + V),
dp = bd(V-u) + %dp.

En éliminant la porosité lagrangienne ¢, le probléme modéle consiste donc & trouver un champ
de déplacement u : [0,7] x £2 — IR? et un champ de pression p : [0,7T] x 2 — TR tels que

—V-o'(u) +bVp = f, dans [0, 7] x £2, (2.16a)
(35p + bV-u) — V-(kVp) = g, dans [0,7] x 2, (2.16b)

ol f = pretF™ et g = —pV- (kF™) sont des données. Le systéme (2.16a)—(2.16b) est complété
par une condition initiale que nous ne préciserons pas dans le cas général (voir [Sho00, Sho02]).

Pour les conditions aux limites, on considére dans le cas le plus général une double partition

de la frontiére sous la forme

r=ryurft=rffuri
On suppose que les déplacements du milieu poreux sont imposés sur la partie Fg{ et que les
contraintes mécaniques sont imposées sur la partie FI{}/I. On suppose que la pression de liquide est

imposée sur la partie Fg et que le flux hydraulique est imposé sur la partie FI\PII. Les conditions
aux limites pour la partie mécanique du modéle s’écrivent donc :

{ U = up, Sur F]g/[,

2.17
(o' (u) — bpxsIs) m = oner, sur I\, (2.17)
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ot on a noté I's = 'y N Iy, de fonction caractéristique xs, la portion de la frontiére ou les
contraintes et le flux hydraulique sont imposés. Pour la partie hydraulique, on a

{ P = PD, sur F]IJ{, (2 18)

H
Mg'n = Mygnor, sur Iy.

Une analyse mathématique du systéme (2.16a)—(2.16b), portant sur l’existence et l'unicité de
solutions forte et faible dans le cadre de la théorie des équations d’évolution linéaires dégénérées
dans les espaces de Hilbert, a été effectuée par Showalter [Sho00, Sho02]. Bien que le probléme
d’évolution (2.16a)—(2.16b) soit essentiellement de type parabolique sous des hypothéses mini-
males de régularité sur les données, on ’appelle ci-aprés probléme couplé elliptique-parabolique
pour souligner le fait que I’équation (2.16a) est de type elliptique pour le déplacement et 1’équa-
tion (2.16b) est de type parabolique pour la pression. De plus, dans le cadre de cette thése, on ne
s’intéresse qu’a des solutions fortes du probléme (2.16a)—(2.16b), c’est-a-dire avec suffisamment
de régularité en temps pour pouvoir considérer les valeurs instantanées de ces équations pour
tout ¢t € [0,T]. Dans ces conditions, la condition initiale peut étre spécifiée sur la pression, le
déplacement initial résultant de I’équation mécanique (2.16a) a ¢t = 0.

On s’intéresse également & la version stationnaire du probléme modéle précédent

—V-o'(u) +bVp = f, dans 2, (2.19a)
—V-(kVp) =g, dans 2, (2.19b)

ou les différents champs descriptifs ne dépendent que de la variable d’espace. Ce probléme est
complété par les conditions aux limites (2.17)-(2.18).

2.2 Adimensionnement

Le probléme modéle fait intervenir deux inconnues, les déplacements et la pression du
liquide, dont les ordres de grandeur peuvent étre trés différents. On propose donc dans ce para-
graphe une mise a 1’échelle des équations constituant le probléme modéle, qui servira de point de
départ a I’analyse mathématique. On observera que cette mise & 1’échelle n’est pas utilisée dans
I’étape de résolution numérique. Les estimations d’erreur a posteriori seront donc obtenues sur
le probléme adimensionné, puis redimensionnées en vue de leur utilisation dans Code Aster.

Pour toute variable a, on note a* la variable adimensionnée correspondante. Par exemple,
pour la pression hydraulique p, on a la relation

p = Pp~,

ou P désigne une pression caractéristique. Les variables du probléme sont

Variable‘ Signification ‘Unité‘Grandeur caractéristique
t instant S T,
x vecteur position m L
U déplacement du squelette] m U
D pression hydraulique Pa P
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ou la derniére colonne donne les notations pour les grandeurs caractéristiques. Les paramétres
phénoménologiques, supposés constants ici pour simplifier, sont

Parameétre Signification Unité
E module de Young Pa

v coefficient de Poisson -

K conductivité hydraulique/m?.Pa~!.s

M module de Biot Pa

b coefficient de Biot -

-1

On considére enfin les données

Donnée Signification Unité
f terme source mécanique |Pa.mn~!
g terme source hydraulique s1
i déplacement initial m
Do pression initiale Pa
Onor |contrainte mécanique au bord| Pa
Gnor flux hydraulique au bord | m.s™!

On introduit les opérateurs de dérivation spatiale et temporelle par rapport aux variables
adimensionnées. Pour tout j € [[1,d] (on rappelle que d désigne la dimension spatiale du pro-
bléme), on note a;v la dérivée partielle de v selon sa j-éme composante spatiale adimensionnée
et Of la dérivée partielle de v par rapport a sa composante temporelle adimensionnée. On a

1
(3252} = ?82(2},
C
1
0jv = z@;v,
1 *
Vo= EV V.

On rappelle qu’on suppose le comportement mécanique du squelette élastique. Le tenseur des
contraintes effectives o’ (u) s’écrit donc

o' (u) = 1 fu [1 _sz (Veu)Is + E(u)]
- T [ gV )
- % [(1 - 21/];(1 Ty Vst Jlr ye*(“*)}
!
ol on a posé
o) = (1— 25(1 +v) (Viu)s + 1+ Vg*(u*),

et ou
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1
e (u*) = i(V*u* + (V*u*)h), (2.20)
désigne le tenseur des déformations adimensionné.

On rappelle que v € ]0,1/2[ et que les cas v — 1/2 et ¥ — 0 sont exclus par hypotheése.

2.2.1 Cas instationnaire

On s’intéresse ici a la version instationnaire du probléme modéle. Les équations décrivant
le comportement du systéme sont

—V.o'(u) +bVp = f, dans[0,7T] x £,
O (ﬁp + bV-u) —kAp =g, dans[0,T] x 2.

L’équation de mécanique se réécrit

EU
__v*‘o_/;k (u*) + bv*p* —

L
P =t (2.21)

P
On propose la stratégie de mise a 1’échelle suivante. L'utilisateur choisit deux quantités : ’échelle
de longueur L et ’échelle de pression P. L’échelle de longueur L est déterminée par la géométrie
du modeéle. L’échelle de pression P est déterminée par les conditions limites de Dirichlet imposées
sur la pression ou éventuellement par les conditions initiales. Pour la partie mécanique, on impose
LP
U=—. 2.22
= (222
Alternativement, l'utilisateur peut choisir 1’échelle de longueur L et I’échelle de déplacement U
(par exemple par le biais d’une condition aux limites) et déduit de (2.22) ’échelle de pression P.
Par ailleurs, I’équation hydraulique s’écrit

1

* P * U * ok P *, %
?Tré% (;K]]) + bj:‘7 U ) ——/ijizzﬁ p =g.

Compte tenu de la relation (2.22), 1’égalité précédente se réécrit

of <%p* + bV*-u*) - Kz;EA*p* = T;Eg.
Le temps caractéristique 1. est choisi tel que
12
T. = Y
On obtient ainsi le systéme adimensionné
—V*-o"*(u*) + bVt = f*, dans [0, T*] x 2%, (2.23a)
oF <%p* + bV*-u*) — %A*p* =g, dans [0,T™] x 2%, (2.23b)

avec
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L
fr= Ff’ (2.24)
., B L?

De plus, T = 1 =T et £2* est I'image de {2 par une homothétie de rapport . Le cadre d’appli-
cation de la modehsatlon HM est en général celui ou F ~ M et T* ~ 1.

2.2.2 Cas stationnaire

On s’intéresse maintenant & la version stationnaire du probléme modéle. Les équations
décrivant le comportement du systéme sont

—V.o'(u) +bVp = f, dans (2,
—kAp =g, dans {2,

complétées par des conditions aux limites. On procéde comme ci-dessus : I'utilisateur choisit L et
P puis évalue U selon (2.22) (ou choisit L et U et évalue P selon (2.22)). L’équation mécanique est
traitée comme dans le paragraphe précédent. On dispose donc de 1’équation (2.23a). L’équation
hydraulique s’écrit

P
On obtient ainsi le systéme adimensionné
—V*o"* (u*) + bV p* = f*, dans 2%, (2.27a)
E
—MA*p* =g, dans 2%, (2.27b)

ol f* et g* sont définis par (2.24)—(2.25). La multiplication de I’équation hydraulique par le
facteur E/M peut sembler un peu artificielle car le paramétre M n’intervient pas dans une
modélisation stationnaire. Elle est introduite afin que (2.27a)—(2.27b) fournisse bien la version
stationnaire de (2.23a)—(2.23b). De plus, 2* est & nouveau 'image de {2 par une homothétie de
rapport %

2.3 Cadre abstrait

Dans cette section, on présente un cadre abstrait pour 1’étude des problémes modéles
adimensionnés introduits ci-dessus, & savoir les problémes (2.23a)-(2.23b) et (2.27a)-(2.27b).

Soit V, et V; deux espaces de Hilbert respectivement équipés de formes bilinéaires symé-
triques, continues et coercives a et d. Les normes induites par ces formes sont respectivement
notées

Flla et -lla-

Soit V, et V] les espaces duaux respectivement de V, et V; munis des produits de dualité notés

<"'>a et <"'>da
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et des normes

(- 0)al

) q)d
Il = sup Lotel gy = gy W@l
0£4vEV, V]l 0#£q€Vy lalla

Soit L, et Ly des espaces de Hilbert équipés respectivement des produits scalaires
(). et (5)Le
avec les injections continues et denses

Vo <= La,
Vy — Lg.

En identifiant L, et Ly avec leur espace dual, on dispose des injections suivantes :
Vo Ly=L, — V!
Vd‘HLdEL&‘HVC;

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur Lg X Ly induisant une norme |||,
telle qu’il existe deux constantes y; > 0 et 2 < 400 telles que pour tout ¢ € Vy,

mliglz, < llglle < r2llallzy

Par ailleurs, on note 7 la constante de continuité de 'injection V; — Lg, c’est-a-dire que pour
tout q € Vg,
lallze < Alalla-

On a donc la relation, pour tout g € Vy,

lalle < Yllgllas

avec v = 7. Finalement, soit b une forme bilinéaire continue sur V, x L; avec une constante
de continuité (3, & savoir, pour tout (v,q) € V, x Ly,

1b(v, q)| < Bllollallgllz, (2.28)
On a donc

b(v, q)| < Bllvlallalle, (2.29)
avec 3 = B’yf !, On utilisera surtout les constantes 3, (3, v et 4 aux chapitres 3 et 4.

Pour un espace de Hilbert Z de fonctions définies sur {2 équipé d’une norme ||-||z, L7 (Z)
désigne ’espace vectoriel de fonctions f de l’espace et du temps telles que pour tout ¢ € [0, 77,
f(t):= f(t,-) est dans Z et f(t) est de carré intégrable sur [0, 7], & savoir

T
A 1£(5)[%ds < +oo.

De maniére similaire, H}(Z) désigne le sous-espace de L?(Z) de fonctions f dont la dérivée
temporelle au sens des distributions, d; f, est de carré intégrable sur [0, 7], & savoir
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T
| 10 olds < 4o
0
On observe que les fonctions de H}(Z) admettent des valeurs ponctuelles dans Z pour tout
t e [0,7].

Etant donné f € H} (V,)), g € H}(V]) et po € Vy, on cherche la solution (u,p) € H} (V,) x
H} (V) telle que pour presque tout ¢ € [0, 7],

a(u,v) — b(v,p) = (f,v)a, Yo € Vg, (2.30a)
c(Op, q) + b(Opu, q) + d(p,q) = (9, Q)a; Vg € Vg, (2.30b)

complétée par la condition initiale

p(0) == po.
On remarque que dans le cadre présent, I’équation (2.30a) est valide jusqu’a ¢ = 0 et détermine
ainsi de maniére unique la valeur initiale de u en fonction de pg et f(0). En posant ug := u(0) € V,
I’estimation a priori
luolla < Bllpollc + (£ (O], ,
se déduit aisément en prenant v := ug dans (2.30a).

On considére également la version stationnaire du probléme (2.30a)-(2.30b). Etant donné
f €V, et geVy, on cherche la solution (z,p) € V, x V; telle que

a(@,v) —b(v,p) = {f,v)a, Yo € Vg, (2.31a)
d(P;q) = (9, 9)a, Vg € Va. (2.31b)

On introduit les opérateurs différentiels (en espace) associés aux formes bilinéaires a, b, ¢ et d.
Pour cela, on définit les opérateurs continus suivants :

A€ L(VaiV)),  BeL(VasLa), B'eL(LayVy),

Ce [,(Ld; Ld), De [,(Vd; VC;),

tels que pour tout (v,w) € V,, x V,, pour tout (q,r) € Ly X Ly et pour tout (s,y) € Vg x Vg,
<A’U, w>a = —a(v, w)’ (B’U, q)Ld = b(’U, Q)a (BT(J, U>a = b(v, Q)a
(Cq,7)1, = c(g,7), (Ds,y)a = —d(s,y).

On observe que C est en fait un opérateur d’ordre 0. Avec cette notation, le probléme (2.30a)—
(2.30b) consiste & chercher (u,p) € H} (V,) x H}(Vy) tel que

C’(?tp + B@tu - Dp =49, (232b)

ces égalités étant valables pour presque tout ¢ € [0,T] dans V, et V] respectivement. Dans le cas
stationnaire, le probléme modeéle (2.31a)—(2.31b) consiste a chercher (u,p) € V,, x Vj tel que

—Au—-Bip=7, (2.33a)
-Dp=7, (2.33b)

ces égalités étant valables dans V, et V) respectivement.
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2.4 Application & la modélisation Hydro-Mécanique

Les problémes (2.23a)—(2.23b) et (2.27a)—(2.27b) rentrent dans le cadre abstrait introduit
ci-dessus. Pour des raisons de simplicité, on considére des conditions aux limites de Dirichlet
homogénes a la fois pour les déplacements et la pression sur toute la frontiére I'. En posant

Vo = [Ho (29, La=[L*(29)P,
Vg = H)(2), Lq= L*(2%),
on définit les formes bilinéaires
a(u*,v*) = / o'*(u*):e* (vY), b(v*,p*) = / bp*V* v,
c(p*,q*) = / Lp*q*, d(p*,q*) = / LN p*-V*g*.
2* 0*

La coercivité de a sur V, x V, résulte de la premiére inégalité de Korn, la coercivité de d sur
Vi x Vg résultant de 'inégalité de Poincaré. On rappelle ci-dessous ces deux inégalités.

Lemme 2.1 (Poincaré). Il existe une constante c; > 0 telle que

Vot € Hy(2%),  cpllv*lloer < V*0*[lo.c-.

Lemme 2.2 (Korn). Il eziste une constante ¢ > 0 telle que

Vot € Hy (), cellv*lle < [l (v")llo.cx-

Pour tout v* € Vg, on a

= [ o @ = [ (e 00 o U

En particulier, on a

(1-2v)(1+4+v)
IV 0" o < o113

La forme bilinéaire b est clairement continue sur V, x L avec

ﬁ:b<%>1/2 ((1—21/3(14_”))1/2.

Par ailleurs, v = (¢}) ' et 7 = (M/E)l/Q(c;)_l. On obtient enfin les opérateurs A, B, Bf, C et
D sous la forme

L
Au* = V*o"*(u*) = FV-U/(U),

E
Bu* =bV*u* = ﬁbv-u,

L
Bip* = —bV*p* = —=b
P V™p PVp,
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’analyse mathématique du probléme modéle (2.31a)-
(2.31b) et & son approximation par éléments finis conformes. On rappelle que le probléme continu
consiste a chercher (u,p) € V, x Vj tel que

a(@,v) — b(v,p) = (F,v)a, Yo € V,,
d(]_?a Q) = <§’ Q>d’ Vq S Vd’

(3.1a)
(3.1b)

avec des données f € V/ et g € V. On renvoie 4 la section 2.3 pour les hypothéses mathématiques
sur les formes bilinéaires a, b, ¢ et d et les espaces fonctionnels V, et V.

On étudie le caractére bien posé du probléme continu et de son approximation par éléments
finis. On propose ensuite une analyse d’erreur a priori et a posteriori du probléme discret et une
illustration numérique des résultats théoriques obtenus grace & Code_ Aster.

3.1 Le probléme continu

On fixe le probléme générique suivant
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Trouver = € V tel que
(3.2)

VeV, a(@y) =£(y),
ou V est un espace de Hilbert muni d’une norme ||-||y et £ € V'. Pour déterminer les conditions
sous lesquelles le probléme (3.2) est bien posé, on rappelle les deux principaux résultats que sont
le théoréme de Lax-Milgram qui donne une condition suffisante et le théoréme de Banach-Necas-

Babuska qui donne les conditions nécessaires et suffisantes. Pour la preuve de ces théorémes, on
pourra consulter par exemple [EG04].

Théoréme 3.1 (Lax-Milgram). Si la forme bilinéaire a est coercive, i.e., s’il eriste une
constante a > 0 telle que
Ve eV, a(x,x)>alz)f,

le probléme (3.2) est bien posé. En particulier, on a l’estimation

_ 1
vEe V', lzlv < —[i£]v.

Théoréme 3.2 (Banach-Nec¢as-Babuska). Le probléme (3.2) est bien posé si et seulement si

1. il existe une constante o« > 0 telle que

VeV, sup a(z,y)
vev lyllv

> aljzllv,

Yy €V, <Vx€V,a(a:,y):0) = (y=0).

Dans ces conditions, on a l’estimation

_ 1
vee V', |zl < [t

Pour ’étude du probléme (3.1a)-(3.1b), on utilise le théoréme de Banach-Nefas-Babugka. On
pose
V=V, xV,,

muni de la norme naturelle
5 = 102 + 1113
On définit la forme bilinéaire continue a, pour tout (x,y) = ((u,p), (v,q)) € V x V, par
a(xa y) = a(u, ’U) - b(U,p) + d(p, q)a (33)

et la forme linéaire continue f pour tout y = (v,q) € V par

£(y) = (f,v)a + (G, Da-

Sous cette forme, les problémes (3.1a)-(3.1b) et (3.2) sont clairement équivalents.

Théoréme 3.3. Le probléeme (3.1a)-(3.1b) est bien posé.
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Preuve. Pour montrer la premiére condition du théoréme 3.2, il suffit de montrer qu’il existe
1,2 > 0 tels que pour tout = (u,p) € V, il existe § = (0,4) € V tel que

{ 19llv < elllv,

! (3.4)
a(z,9) > ealf-

En effet, si tel est le cas, on a

C1

sup > —= = =
vev llllv = llgllv — allzly

Soit * = (u,p) € V. Comme d est continue symétrique et coercive sur Vy x V; et que b est
continue sur V, x Ly, le probléme auxiliaire

Trouver ¢ € V; tel que
Vg eV, d¥,q) =0b(u,q)

admet une unique solution, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram. Celle-ci satisfait ’estimation a
priori [[¥[la < By|ulla car

19117 = b(u, ¥) < Bllullalllle
< Byllullall®la-

On a grace a la symétrie de d,
a((u,p), (u,¥ +p)) =a(u,u) — b(u,p) + d(p,¥ + p)
=[lullz + lIpll
=7
On a de plus
[ (w, ¥ +p) lv < lulla + [¥]la + [Iplla

< (1+57) (llulla + [lplla)
< V2(1+ ) elv-

On montre maintenant la seconde condition du théoréme 3.2. Soit y := (v,q) € V. Supposons
qu’on ait pour tout z := (u,p) € V,

a((u,p), (v,q)) =0.

En prenant p = 0 et v = v dans (3.3), on obtient v = 0 grace a la coercivité de a. En prenant
ensuite p = ¢, on obtient ¢ = 0.

Le théoréme 3.2 assure donc que le probléme (3.1a)-(3.1b) est bien posé. O

On peut établir le caractére bien posé du probléme (3.1a)-(3.1b) sans passer par le théoréme 3.2
en utilisant sa structure bloc. En effet, la coercivité des formes bilinéaires a et d implique que les
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opérateurs A € L(V,; V) et D € L£(Vy; V) définis dans la section 2.3 sont des isomorphismes.
Puisque le probléme (3.1a)-(3.1b) consiste a chercher (u,p) € V, x V; tel que

—Au - B'p=7¥,
_DZ_? = ga

on en déduit que son unique solution est donnée par

3.2 Le probléme discret

Dans cette section, on introduit la version discrétisée du probléme (3.1a)-(3.1b) par une
méthode d’éléments finis de Lagrange conformes. Soit {Vup}rso et {Van}rso deux familles de
sous-espaces respectivement de V, et V; de dimension finie. Le paramétre

h = max hr
TeTh ’

fait référence a la taille des maillages {7, },~¢. Pour toute maille T' € 7, on définit son diameétre

hy =diamT = max_||z1 — x|,
x1,22€T

ot ||| désigne la norme euclidienne de IR3. Le probléme discret consiste a chercher @), € Vjy, et
Dy, € Van tels que

a(@p, vp) — b(vp, By) = (f, vn)a, Yoy, € Van, (3.5a)
d(Pn, an) = (9, qn)a Yan € Vin. (3.5b)

Gréace a la coercivité des formes bilinéaires a et d, on montre facilement le résultat suivant.

Théoréme 3.4. Le probléeme approché (3.5a)-(3.5b) est bien posé.

Le probléme discret (3.5a)-(3.5b) peut étre reformulé en utilisant un opérateur de projection de

Riesz
%h : Va X Vd — Vah X th,

tel que pour tout (v,q) € V, x Vy, la fonction Ry, (v, q) := (Ran(v, q), Ran(q)) est définie par

a(v — Ran(v, ), v) — b(vp, ¢ — Ran(q)) =0, Yy, € Van, (3.6)
d(q —Ran(q),qn) =0,  Van € Van. (3.7)

Il est clair que (up, py,) satisfait (3.5a)—(3.5b) si et seulement si
Up = Ran(U,D) et P, = Ran(P)-

Les propriétés d’approximation de ’opérateur R; sont les suivantes. Un résultat analogue est
établi dans [ML92|.
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Lemme 3.1. Pour tout (v,q) € Vo, X Vg, on a

[v —Ran(v,9)lla < Uhlélf v = vhlla + Bllg — Ran (@) Ly (3-8)
lg —Ran(@Plla = inf |lg—aqnlla- (3.9)
ah€Van

Preuve. On démontre d’abord la propriété (3.9). Pour tout ¢ € Vy, comme Ryp(q) € Vgp, on a

lg — Ran(@)lla = inf |lg — qnlla-
qn€Van

D’autre part, pour tout g, € Vg, comme g —Rgn(q) est dans 'espace vectoriel orthogonal a Vg,
et gn, — Ran(q) € Vap, le théoreme de Pythagore assure que

lg = anllZ = llg = Ran(@17 + 1Ran(@) = anllF > llg — Ran(@)I3-
En particulier, on a

f - > lg—R 2
qlélv lg — anllZ > lla an(@)|2,

ce qui fournit (3.9). Pour établir (3.8), on considére l'opérateur 9%2,1 : Vo — Vo, défini de telle
sorte que pour tout v € V,

a(v — %gh(v),vh) =0, Yoy, € Vap.
De la méme maniére que ci-dessus, on montre que

lo =R @lla = inf o= vnllo

On observe ensuite que, puisque ‘ﬁgh (v) et Ran (v, q) sont dans Vi,

||mah(v’ Q) - maoh(v)uc% :a(mah(va Q) - mgh(v)a mah (’U, Q) - 9{aoh,(v))

=a(Ran (v, q) — v, Ran(v, q) —mo (V)
+a(v — R, (v), Ran (v, q) — R, (v))

= — b(Ran(v,q) —9%0 (V) q — ‘ﬁdh(Q))

<BI|Ran(v,0) = R, () lallg = Ran(a) ] L,

Ainsi, [|[Ran(v,q) — ‘ﬁaoh(v)Ha < Bllg — Ran(q)||r, ce qui donne, par inégalité triangulaire,
lo = Ran (v, 9)lla < [[v = R, (©)la + [1Ran (v, 4) = R, (0)]la
< o =RE, @) lla + Bla — Ran(@)]| L,

menant directement a (3.8). O

L’estimation (3.8) est optimale pour le premier terme du membre de droite dans le sens ou ce
dernier minore également le membre de gauche. L’optimalité du second terme fera, quant a elle,
I’objet de la section suivante.
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3.3 Analyse d’erreur a priori

Pour déduire du lemme 3.1 les taux asymptotiques de convergence pour l’erreur d’ap-
proximation en fonction du paramétre h quand la solution exacte est suffisamment réguliére, on
introduit les hypothéses suivantes.

Hypothése 3.1. Il existe des constantes c¢; et ¢y, des réels strictement positifs s, et sq, et des
sous-espaces W, C V, et Wy C Vj respectivement équipés des normes ||-||w, et ||-|w,, tels que
indépendamment de h,

Yo € Wy, inf |jv —vplla < b vllw,, (3.10)
v €Van

Vg € Wy, inf Hq — qth < CQhSqu”Wd. (3.11)
an€Van

Hypothése 3.2. Il existe une constante c3 et un réel strictement positif § tels que pour tout
r € Lg, la solution unique ¢ € V; du probléme dual d(q, ¢) = (r,q)r, pour tout g € Vy, est telle
qu’il existe ¢y, € Vg, satisfaisant

6 — dnlla < esh?||r|lz,. (3.12)

L’hypothése 3.1 est classique dans le contexte des approximations par éléments finis. L’hypo-
thése 3.2 est une propriété de régularité elliptique associée & la forme bilinéaire d sur V. Cette
hypothése est exprimée ici sous forme abrégée, I’expression usuelle consistant & supposer que la
solution duale ¢ est dans un sous-espace Yy de V; ou 'estimation d’interpolation (3.12) est valide
sous la forme

¢ — dnlla < esh?||olly,-

L’hypothése 3.2 sera également utilisée dans les analyses d’erreur a priori et a posteriori du
probléme instationnaire au chapitre 4. Pour ’analyse d’erreur a posteriori (stationnaire et ins-
tationnaire), une expression plus fine localisée sur les éléments du maillage sera introduite au
paragraphe 3.4.4 (voir hypothése 3.4).

On utilise d’ores et déja la conséquence importante suivante de ’hypothése 3.2
lg = Ran @)z, < esh®lla — Ran(a)lla- (3.13)

En effet, en procédant comme dans le lemme de Aubin-Nitsche, on définit ¢ comme la solution
duale associée & r := g — Ryn(q) et en observant que d(r, ¢p) = 0 pour ¢, € Vg, on obtient

lg = Ran (@12, = (r.r)L, = d(r.¢) = d(r,¢ — ép) < |[rllall¢ — énlla,

d’ou (3.13) s’ensuit aisément. Une conséquence importante de (3.8), (3.10) et (3.13) est que pour
tout (v,q) € Wy x Wy,

lo = Ran(v,d)lla < crh™ [[vllw, + Besesh**qllw,-

Il est raisonnable d’équilibrer les deux sources d’erreur dans ||v — Rap (v, ¢) 4. Ceci motive I'hy-
pothése suivante.
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Hypothése 3.3. s, = sq+ 9 =: s.

Dans le cadre des hypotheéses 3.1-3.3, le lemme 3.1 fournit pour tout (v,q) € W, x Wy,

[v = Ran(v,9)lla < k7 (cr|[vllw, + Beacsllgllw,), (3.14a)
lg = Ran(@D)lzy < hPe2esllgllw,, (3.14b)
lg = Ran(@)lla < 2*°calqllw,. (3.14c)

En conséquence, dés que la solution exacte du probléme stationnaire (3.1a)—(3.1b) est suffisam-
ment réguliére, a savoir

(ﬂ,]_?) € Wa X Wda

Perreur ||p— Py, ||4 converge asymptotiquement en h*~° tandis que V'erreur ||@ — ||, + ||P — Byl L,
converge asymptotiquement en h°. Puisque § est strictement positif, ceci signifie que ’erreur
@ —@nlla + ||P — PullL, converge plus rapidement que ||p — Py |-

3.4 Analyse d’erreur a posteriori

Dans cette section, on présente ’analyse d’erreur a posteriori du probléme discret (3.5a)-
(3.5b) par la méthode des résidus. On démontre notamment deux propriétés importantes relatives
aux estimations d’erreur a posteriori : la fiabilité et ’optimalité. Comme il est usuel dans I’analyse
d’erreur a posteriori, on suppose dans cette section que les données (7, §) sont suffisamment
réguliéres, & savoir dans L, X Lg. On introduit les opérateurs Ag, BZI et Dg, qui sont en fait les
versions localisées aux mailles des opérateurs A, B et D introduits a la section 2.3. On suppose
que les formes bilinéaires peuvent étre localisées comme suit : pour tout (v, q) € V, x V; et pour
tout (&,¢) € Vo x Vg tel que Aq€ € Ly et D€ € Ly,

a(g’ U) = Z [_(Aelg’ U)LG(T) + (Jaé-’ U)La(aT)]’ (315)
TeT),

d(¢,q) = D [~(DerC, @) poer) + (Jal @) 1yom)- (3.16)
TeT),

Ici, pour une maille T' € 7;, L,(T) et Ly(T) sont des versions locales des espaces L, et Ly
respectivement, (-,-)r, 1) et (,-)r,or) sont des produits scalaires pour les fonctions définies
sur la frontiere 07 de T et J, et J; sont des opérateurs de saut tels que J,& = 0 si A € L,
et Jg¢ = 081 DC € Ly. De plus, on suppose que pour tout v € V, et pour tout ( € Ly tel que
Bl¢ € L,
b(v,¢) = Y [(v, B L. ) + (G, v) L, om)s (3.17)
TeT,

avec J¢ = 0 si Bf¢ € L,. On suppose enfin qu’il existe deux opérateurs d’interpolation de type
Clément iqp, : Vy — Vap et ign : Vg — Vg, tels que pour tout (v, q) € V, x Vg,

> v = ian )7, oy + bl = dan ()7, o)) < callollz, (3.18)
TeTh
> h70lla = ian( @7, ) + Pr'lla = ian(@17,om) < esllallz. (3.19)

TETh
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Cette hypothése abstraite est classique dans le contexte de 'estimation d’erreur a posteriori;
voir, par exemple [Ver96, EG04].

3.4.1 Le résidu

On reprend les notations relatives au probléme générique (3.2).

Définition 3.1. Soity € V := V, x V. On définit le résidu de la solution approchée T, = (Up,Dy,)
en y par

p(Tny) = £(y) —a(Th,y). (3.20)
On observe que le résidu est lié & ’erreur d’approximation par la relation
p(Tn;y) = a(T — T, y).
La relation d’orthogonalité de Galerkin s’écrit sous la forme
Yyn € Vi := Vo X Van,  p(Tniyn) = 0. (3:21)
On définit les résidus et les sauts par élément suivants
Ran = [ + Aauy, + Bllz_?h, Jan = JaUup — JpDp,
Rpn =g+ Depy, Jph = JdPp,-
Lemme 3.2. Pour tout y = (v,q) €V, on a

p@niy) = Y [(Rans V)1 — Jans Viwony) + O [(Rpns O ryry — (Fpns O raor)] -
TeTy, TeT,

Preuve. Soit y = (v,q) € V. On a
p(Th;y) =a (U —Up,v) —b(v,p—Dy) +d (P — P, q)

=y {(7+ Aetin + BB, ) 1o (ry — (JaTin, v) 1o (o) + (JsBs v) o 07)
TET,

+ Z (@ + DeiPrs @) o) — (Jabs ) py0m)] »
TET,

ce qui fournit 1’égalité voulue. 0O

3.4.2 Fiabilité

On définit les estimateurs d’erreur

Ea= Y [WIBanl} ) + hrll Fanl,om) | (3:22)
TETh

&= 2 WF B3I RalI iz + Pl Tl o (3.23)
TET,

ou r > 0 est un paramétre réel.
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Théoréme 3.5 (Fiabilité). On a

@ — a2 + [P — Bull} < 20 %caéx + 20 2csEpo. (3.24)

Preuve. De la premiére condition du théoréme 3.2, on déduit

a||T — Tplly < sup a\r = I Y) (@ = Zn,y)

vev  ylv

En utilisant la définition (3.20) du résidu et en appliquant la relation d’orthogonalité (3.21), on
obtient pour tout y, = (vp,qn) € Vi (yp sera choisi en fonction de y ci-dessous),

a(T — Th, Y — Yn)

al[z —Tpllv<  sup

y=(v,q) €V HyHV
_ o (Th;y — yn)
=sup ———+
vev  lyllv
< sup Sorer, IRarll Loyl = vnll Loy + 1anl . om)llv = vallLoom)]
T yev lyllv

+sup Sorer, Bl Lamylla = anll oy + 1 Tpnllyor g — anll,om)]
yev lyllv
1/2

<| X [WrIRalE i + bl anll oy
TeT,

_ _ 1/
<ZTeTh hz? o — vh”%a(T) +hytllo — Uh”%a(aT))
X sup

yev lyllv
1/2

+ | X [BHIBIE ) + Bl o) |
TeT),

_ _ 1/
(Sren hrlla = anl ) + ho'la = anll2 om))
X sup .

yev lyllv

Pour chaque y € V, on peut choisir y, résultant des propriétés d’interpolation (3.18)-(3.19) pour
obtenir

— — 1/2 61/2 1/2 51/2
ol — Tully < oy ?EX7 + e gﬁ,/O’

ce qui compléte la preuve. O

De par l'inégalité ||q||c < 7||q|lq, on déduit de (3.24) une estimation a posteriori pour 'erreur en

pression en norme |||,

15— Brll2 < 2920 2eséa + 292 %esEpp.

Remarque 3.1. Dans (3.22) et (3.23), la contribution des termes de saut est restreinte aux faces
intérieures de T et aux faces de la frontiére sur lesquelles les fonctions de V, ou Vg ne sont pas
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nulles (parce qu’on y impose une condition de type Neumann). Pour alléger l’écriture, ce point n’a
pas été explicité. Il le sera au paragraphe 3.5.1 lorsqu’on donnera les expressions des estimateurs
pour la modélisation HM.

3.4.3 Optimalité

On s’intéresse maintenant a l'optimalité des estimateurs d’erreur (3.22)—(3.23), & savoir
qu’on établit une propriété de minoration locale de ’erreur par ces estimateurs. On utilise pour
cela la technique des fonctions bulles introduite par Verfiirth [Ver94, Ver96]. On introduit au
préalable quelques notations. On désigne par f,i1 I’ensemble des faces intérieures du maillage et
par .7-",? I’ensemble des faces situées sur le bord du domaine. Pour une maille 7' € 75, donnée, on
note Fr I’ensemble des faces de T' et on pose

Fr=F0Fr, Fp=FnFr.

On introduit les versions locales &; 1 et & 7, pour un réel r > 0, des estimateurs (3.22)-(3.23),

Ea= > &r,  Er= Y &rr (3.25)

TeTy, TeT,
avec
& = Wl Ranll 7, oy + hrll Janl1 2, or) (3.26)
& = 3 (W1 Renl iy + bl Bl omy |- (3.27)

On suppose que les formes bilinéaires a, b, c et d peuvent étre localisées par élément sous la forme

a(v,w) = Z ar(v,w), b(v,q)= Z br(v,q),

TeTy, TeT,
C(Qar) = Z CT(QaT)? d(S,t) = Z dT(S?t)'
TeTy, TeT,
Ceci induit une localisation des normes |[|-||a, ||||c €t ||-||¢ sous la forme
lollz = >~ llvl2
TeT),
lgllz = > llallZr,
TeT),
Isllz =Y lslldr
TeT),

avec

[ollzr = ar(v,v),
a2 = er(a,q),

IsllE.r = dr (s, s).
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Pour tout T' € Ty, lorsque les données f et § sont polynomiales, les résidus par élément Ry,
et Ry, sont par construction dans des espaces de dimension finie notés respectivement P,(7T") et
Py(T). Ici, P, et P; sont les espaces polynomiaux avec lesquels les espaces d’approximation Vp,
et Vg, ont été construits. Pour une face F' dans le maillage, les restrictions des résidus de saut
Jun et Jpn, & F sont dans des espaces polynomiaux notés respectivement P,(F') et P;(F'). Dans
ce chapitre, on désigne désormais par x < y l'inégalité = < cy avec une constante ¢ strictement
positive et indépendante du maillage. Pour tout 7" € 73, on suppose qu’il existe deux fonctions
bulles v, 7 € V, et vqr € Vy avec des supports localisés sur T telles que pour tout v € P,(T) et
pour tout ¢ € Py(T),
2
||v||La(T) < (Va,TUaU)La(T),
lva,rvllL, ) + brlvervllar S lvllL. ),
2
lall7 oy S Ward, @)ryr)s
lva,rdllL,ry + brlvardllar S llallzyr)-
De plus, pour une face F' C 97, on suppose qu’il existe deux fonctions bulles v, r € V, et
vgr € Vg aux supports localisés sur I’ et deux opérateurs de prolongement 7, r et 7wy p de

fonctions définies sur F' sur I’ensemble des fonctions définies sur Ar formé de un ou deux éléments
de 7}, auxquels F appartient, tels que pour tout v € P,(F') et pour tout ¢ € Py(F),

101Z, 7y S (Va0 0) L)
—-1/2 1/2 <
hp e, p(Va,p0)l Lo (ap) + by “lITa,p (Ve pv)lla,ap S 0] Lo )
HQH%d(F) S (Vards Q) ryr)
oL/ B2 <
7 e r(ara)l,ap) + by Imap(vardllaar S lallnym)-
Pour r > 0, on introduit également ’espace des fonctions totalement discontinues

Plyy = {vn € L*(Ty) /NT € Ty, vplr € Po(T)}.

On note II; le projecteur L?-orthogonal sur vy, (on utilisera les mémes notations lorsqu’on
applique la projection composante par composante pour des fonctions a valeurs vectorielles).

Théoréme 3.6 (Optimalité). Soit 11 > 0 et ro > 0. Pour tout T € Tp,, on a

Ear S Y (WHIF = Fulltur + 1@ = Tl2 0 + 15 = ullav) (3.28)
T'€eAr

GorS Y. (B35 =l + 1P - Pulda ) (3.29)
T'€eAr

ou f), = H;lf et g, = I1;°g et ou Ay désigne ’ensemble des mailles qui partagent au moins une
face avec T.

Preuve. Soit T' € T,. On majore d’abord || f + Aqty, + BllﬁhH%a (r)- Par simple inégalité triangu-
laire, on a

7 + Acttin, + BiBall3 . oy S T+ Aetin + BiBull3, oy + IIF = Tall -
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On pose wy = f}, + Aqliy + B‘L]_oh. Il s’agit maintenant de controler Hwh||%a ()" Puisque wy, est
un polynéme, on a

w2,z < <Va,TWh77h + Aatun + B;I_?h) L)

ST = Tillzamllonllzur) + (varon T+ Awmn+ Blpn)

ST = Tllzamllonllzary + (varon Aa @~ + By @y~ 1),
S = fullLalwnlln, () + ar(@ =, vo,rwn) — br(Va,rwn, b — Py)-
D’ou
lonl,czy ST = Fallzoemlonllzam + bz lonl cacry (1 = T lla + 1 = Paller)

Finalement, on obtient

|f + Aatip, + Bl@hH%G(T) SIF- ?hH%a(T) +hz? (Jlu — |2+ 1D —BullZr) - (3.30)

Soit F' une face de la maille 7. On majore maintenant la quantité ||Jap||r,F)- On pose Yp =
Vg, FJun. On observe que Jyj, est un polynéme. En remarquant que J,u — Jpp = 0 sur F et que la
fonction 7, p1pF est nulle sur le bord de Ar et est continue sur F', on peut intégrer par parties
comme suit :

HJahH%a(F) S (Va,rdans Jan) o (r) = (F, Jan) Lo(F) = (Ta,pUF, Jan) Lo (F)

N Z [GT/ (n — U, T, pYF) — b (7o, YR, P, — D)
T’EAF

+ (Aa(Tp — W), 7o, VF) 1o (1) + (Taptor, B By — ﬁ))La(T/)]

— — - — —1/2
S S [ = oz + 15 = Bullea) b2 Fanl e
T’EAF

1/2
Rt ooyl T )|
On obtient donc

1/2 — — — —
W21 Fanllaey S Y [ = Tnllaz + 1B = Buller + | Ranllocrryhr]
T’EAF

ce qui permet de conclure.

La seconde estimation du théoréme se montre de maniére semblable. Par simple inégalité
triangulaire, on a

1R 17,y = 119 + DeiBnll7 iy S IGh + DePullL, o) + 17 = GllZ 1)

On pose wy = 7Gj, + Deipy,- 11 s’agit maintenant de controler ||wh\|%d ()~ Puisque wy, est un poly-
ndéme, on a
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lwnllZ, ) S VarwnsGn + DelPr) y(1)
ST = Gnllpam) lwnll o) + (Va1wn, G+ Dabp) L)
ST = Fnlloymyllwnllo oy + (Varwn, —De (P — ) L)
ST = dnllpam lwnllnyery + dr(® — Bps varwn)-
On obtient alors
lwnl?, oy <19 = Gull7, oy + P22 lD = Bl

Soit F' une face de la maille 7. On majore maintenant la quantité |||z, 7). On pose Yr =
Vg rJpn- On observe que Jpj, est un polynéme. En remarquant que Jgp = 0 sur F' et que la
fonction mg pior est nulle sur le bord de A et est continue sur F', on peut intégrer par parties
comme suit :

o017,y < (Varons Jpn) La(r)

< Z [dr By, — D, 7a,790F) + (Det (B, — B)s Ta, p¥UF) 1y (1))

T’EAF
_ _ —1/2 1/2
< S U - Ballar bz 1l ey + | Ronllzaern i 150 iey)-
T €eAr

On a donc .
W2 N onllzaey <Y 1B = Bullar + 1 Rpnllzyern br),
T’EAF

ce qui fournit le résultat souhaité. O

Remarque 3.2. En combinant les résultats de lanalyse d’erreur a priori (3.14a), (3.14b) et
(3.14c) avec les résultats d’optimalité du théoréme 3.6, on observe que la convergence de la borne
supérieure de linégalité (3.24) est optimale pour |[p — Py||3, sous des conditions portant sur
Uapprozimation des données f et g examinées ci-dessous, mais est sous-optimale pour ||u — tp,||?
(et pour ||p — Py, ||?). Ceci motive une amélioration de ’analyse d’erreur a posteriori effectuée au
paragraphe suivant.

On suppose que f € H*~1(£2*) et on prend r; = s — 1 (on rappelle que s est défini dans
'hypothése 3.3). Dans ce cas, le terme hZ|f — th%a(T) dans (3.28) est du méme ordre que
1@ — |2 7 + [P — Prll2 7 De méme, on suppose que g € H* ' (£2*) et on prend rp > s — 6 — 1.
Dans ce cas, le terme h2.|g — th%d(T) est supé_rieur ou égal a ||p — ﬁth,T. Par exemple, pour
k=2etl=1,o0nobtient s=2et § =1; donc f € H(2*) et g € L*(£2*).

3.4.4 Amélioration de I’estimation d’erreur a posteriori

Dans ce paragraphe, on propose une analyse d’erreur a posteriori permettant d’obtenir
Ioptimalité de la convergence des estimateurs d’erreur pour l'estimation a posteriori de 'er-
reur || — Upl/o. L’analyse requiert un raffinement de I’hypothése 3.2 en localisant la propriété
d’approximation sur les éléments du maillage.
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Hypothése 3.4. Il existe une constante cg et un réel strictement positif § tels que pour tout
r € Lg, 'unique solution ¢ € V; du probléme dual d(q, ) = (r,q)r, pour tout g € Vy, est telle
qu’il existe ¢y, € Vyy, satisfaisant

> b lle = dnllLyr) + hrtllé = dullZ,om) < colirllZ,- (3.31)
TeT),

On dispose alors du résultat suivant :

Théoréme 3.7. On a B
1T — |2 < 2c4& + 26%c6Ep 5. (3.32)

Preuve. On estime dans un premier temps la quantité |p—py,||1,. Soit ¢ la solution duale associée
a la donnée r :=p — p;, dans I'hypothese 3.4. Alors

I, = (r7)e, = d(r,¢) = d(r, ¢ — ¢n),
pour tout ¢, € Vy,. En utilisant (3.16) et (3.31), on obtient
d(r,p —¢n) = Y (=Dar,é — ¢n)ryr) + (Jars & — én)1y0m)
TeT),
1/2 1/2
<& I,

D’ou

1P = Bullz, = 7117, < cofps-
Par ailleurs, on observe que

a(u — up,v)

[@—uplla = sup
otveve  vlla
a(u —up,v) — b(v,p—p =
= sup ( ( ) — N h)> + BIIp — Dallz,
0£vEVs [v]|a
- . (o —i - R
— sup (a(u Up,V Zah(v)) (U Zah(v)7p ph))+ﬁ‘|p_ph||[zda
0£vEVs [[v]la

car iqp(v) € V. En utilisant (3.15), (3.17) et (3.18), on obtient
7= nl2 <25 3 [ Aa(E = 1) + B — B2,y + Bl = 1) = o5 — ) 2 o
TeT),
+ 26|~ Billi,
<2cséy + 232065@5-

ce qui fournit le résultat souhaité. O

En s’inspirant de la preuve du théoréme 3.6, on montre aisément le résultat d’optimalité suivant

Sl—  — 20|17 _ 5. |12
Eor S Y (M7 =Gl oy + WP~ Bulld) (3.3
T'€eAr
En combinant les résultats de l’analyse d’erreur a priori (3.14a), (3.14b) et (3.14c) avec les
résultats d’optimalité (3.28) et (3.33), on observe que la convergence de la borne supérieure de
I'inégalité (3.32) est optimale, sous des conditions portant sur l'approximation des données f
et g.
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3.5 Application & la modélisation Hydro-Mécanique

Dans cette section, on présente 1’application de la théorie développée précédemment dans
le cas ou l'on s’intéresse au systéme de la poroélasticité (2.19a)-(2.19b).

On considére le probléme discret (3.5a)—(3.5b) avec le déplacement (resp. la pression)
approché en espace par des éléments finis continus de Lagrange de degré k > 1 (resp. [ > 1).
Alors, I'hypothése 3.1 est valable pour

Sq = k?, sq =1,
W, = [Ho(2) N H*N(T,)1P, Wa = Hy (20 N HTY(T,),

ou pour m > 0, H™(7;,) désigne I’espace de Sobolev brisé d’ordre m. L’hypothése 3.2 signifie
que pour tout 7 € L?(2*), 'unique solution ¢* € H(£2*) du probléme dual

| gveve=[ reowem@),

est dans H'*9(£2*). Ainsi, dans le cas ot £2* est convexe, (3.12) est valable avec § = 1 (dans le
cas général, on a toujours 6 > 1/2). En conséquence, I’hypothése 3.3 implique

k=1+1,

c’est-a-dire que l'interpolation polynomiale pour le déplacement est d'un degré supérieure a
celle de la pression. Le choix le plus courant en pratique est £k = 2 et | = 1, c’est-a-dire que
des polynomes continus de degré 2 par morceaux sont utilisés pour approcher le champ de
déplacement et des polyndémes continus affines par morceaux sont utilisés pour approcher le
champ de pression. Dans ce cas, ||t — |1, et [P —Dpllo,2 convergent au second ordre en espace
tandis que ||p — Py|/1,2 converge au premier ordre en espace. Ces résultats seront illlustrés a la
section 3.6. Les opérateurs A et D) sont tels que pour tout & € [HE(£2*) N H(7))3, pour tout
¢ € H}(2*) N HY(Ty), pour tout T € T,

Auglr =V (Elr) et Dadly = 12 A%(CIr),

ot on a défini H'(7,) = {v € L*(£2*)/VT € Tp,,v|r € H(T)}. L'opérateur B«L est tel que pour
tout ¢ € L%(T*), pour tout T € 7y,

Bli¢|r = —bv*(¢|7).

Dans le contexte de la modélisation HM ou V, = [Hg(£2%)]3 et V; = H}(£2*), Popérateur d’in-
terpolation usuel de Clément [Clé75, Ber89] (modifi¢ pour prendre en compte des conditions de
Dirichlet homogenes au bord) ou 'opérateur d’interpolation de Scott—Zhang [SZ90]| peuvent étre
utilisés pour satisfaire les propriétés d’interpolation (3.18)-(3.19). Pour un domaine 2* convexe,
I’hypothése 3.4 est également vérifiée avec o = 1, il suffit pour cela de prendre pour ¢y 'inter-
polé de Lagrange de ¢. Enfin, les fonctions bulles utilisées dans les preuves de 'optimalité des
estimateurs peuvent étre construites comme décrit par Verfiirth [Ver94].
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3.5.1 Expression des estimateurs d’erreur a posteriori

On donne ici ’expression des estimateurs d’erreur a posteriori (3.26)—(3.27), tels qu’ils ont
été implantés dans Code Aster. L’analyse d’erreur a posteriori est effectuée sur le systéme adi-
mensionné (2.27a)—(2.27b) du paragraphe 2.2.2. Les formules (3.26)—(3.27) sont donc appliquées
aux quantités adimensionnées puis réécrites en vraie dimension, car ce sont celles-ci qui sont
disponibles dans Code Aster. On détaille ’expresion en variables dimensionnées des estimateurs
(3.26)—(3.27). Le premier terme de (3.26) est

. )
W | R |12 7 = W | + Aartty, + Bl |12 7
hZ L 1
=2l Iz
2 1 i ! (— — 112
= hTWHf + Vo' (un) — bV |[6.7-

f+ Vo () — bvﬁh)Hg,T

Le second terme est, pour toute face intérieure F* C 0T,

|| Jan 1§, e = b+l (@) -n] |5
hr 1 » 1
= fH[[;(a’(Uh)-n)]]H%,Fm
1 — 2
= hTﬁ”ﬂgl(uh)'nﬂHo,F-

On rappelle que 'opérateur de saut [-] est défini par I’égalité (1.4). Le premier terme de (3.27)
est nul car, dans Code_ Aster, G, est proportionnel & la divergence de la gravité et p;, est affine.
Comme p,, est affine, on observe également que J;p;, = 0. Le second terme est

E_ .
hepe || oI5, 7+ = hT*HHMV*I)h'n]]”g,F*
hT E2 L2 . 1
= TWEH[[VPM”]]H%,FF
E? )
P2LA-2])[2,2 2 H[[Mlmh'”]]Ho,F-

:hT

On rappelle que M), désigne le flux hydraulique dans Code_ Aster, donné par
Mg = kp(=Vp + pF™).

On utilise le flux hydraulique dans les estimateurs précédents plutdt que le gradient de pression
car cette quantité est plus aisément accessible dans les routines élémentaires de Code Aster.

Pour tout 7' € Ty, on rappelle que Fi. (resp. ]::?) désigne ’ensemble des faces de T situées
a l'intérieur (resp. sur la frontiére) du maillage. On définit
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1 - _ _ 1 _ 2
Ea,r :h%m”f + Vo' () — bVBL|IG 7 + hTW Z H[[U/(Uh)'n]]HO,F (3.34)
FeFi,

1 _ —
throg S owe — (o @) — Bl 1

Ferdnryt
E? )
&o,r =hr PQLd_QMQKQPQ Z HIIMIQJL'n]]HQ,F (3-35)
FeFL,
E? )
+hr P2LA-2)\[22 2 Z [ Miqnor — Mlq,h‘nHO,F )
Ferdnrf
3 E? 2
ey verer i L L (3.36)
FerFl
3 E2 2
+ by P2LdM2/£2p2 Z ”Mlq,nor - Mlq,h'nHo,F .
FeF2nrf

On a en fait considéré une formulation des estimateurs d’erreur a posteriori dans un cadre un peu
plus général que celui du probléme (3.1a)-(3.1b) ou des conditions aux limites de Dirichlet ho-
mogénes en déplacements et en pression sont imposées sur toute la frontiére I'. L’expression des
estimateurs d’erreur a posteriori donnée ci-dessus permet, outre les conditions de Dirichlet homo-
génes, de prendre également en compte les conditions aux limites de Neumann non-homogénes,
telles qu’elles sont définies par les formules (2.17) et (2.18).

On donne enfin 'expression adimensionnée de la norme |||y, qui est utilisée dans la sec-
tion 3.6 pour le calcul des indices d’efficacité des estimateurs d’erreur. Pour tout (v, q) € V,, x Vg,

on pose
2 E2 2 2
v||3 = =3 A (Ve +2/)\6v ),
1 E/
2 2
alli = s 77 | (Vo)

3.5.2 Mise en ceuvre dans Code_ Aster

Une nouvelle modélisation HM stationnaire correspondant au probléme (2.19a)-(2.19b)
a d’abord di étre implantée dans Code_ Aster car la modélisation 2D stationnaire n’était pas
disponible (en effet, il n’y a guére d’applications industrielles relevant de ce cadre). La modéli-
sation est effective pour les mailles 2D triangulaires et quadrangulaires. L’extension aux mailles
3D (tétraedres, pentaédres, hexaédres) et aux modélisations axisymétriques ne poserait aucune
difficulté supplémentaire.

Un nouveau catalogue d’éléments finis a été défini. Il comporte les éléments triangulaires
et quadrangulaires. L’intégration est faite de maniére classique, au sens défini dans I'introduction
au paragraphe 1.3.3. On rappelle qu’il s’agit d’une intégration de Gaufs pour une discrétisation
spatiale en quadrangles, ou de Gauk-Hammer pour une discrétisation spatiale en triangles. Pour
les quadrangles (resp. les triangles), l'intégration volumique se fait & I’aide d’une famille & 9 (resp.
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6) points de Gauf. L’intégration surfacique est réalisée par une intégration comportant 4 points
de Gaufs. Les options de 1’élément fini (particuliérement celles de résolution) sont identiques &
celles du catalogue pour les éléments finis de la modélisation 2D instationnaire du code.

3.6 Résultats numériques

On considére sur le domaine [0,1] x [0,1] la solution analytique suivante du probléme
(2.19a)-(2.19b) avec les conditions aux limites de Dirichlet correspondantes,

cos(mx) sin(my)
sin(mzx) cos(my)

M%wz—[

] ,  p(z,y) = sin(nzx) sin(my),

avec kK = b = 1. On obtient

f=0,

g = m(cos(mx) sin(my), sin(rx) cos(my))".

Les coefficients de Lamé sont A\ = 1/(47) et Ao = 1/(87), ce qui donne un coefficient de Poisson
v = 1/3 et un module de Young F = 1/(37). On choisit le module de Biot M = 1/(37) et la
masse volumique p = 1.

Les taux de convergence en espace sont évalués sur des séries de triangulations structurées
raffinées uniformément et basées sur un pas de maillage de la frontiére hg. On note

m=(&)"% m= () et ny= (&)Y

Les constantes ¢; sont prises égales & 1 (elles pourraient étre déterminées de fagon plus précise).
Par ailleurs, on n’a pas pris en compte dans les tests numériques la contribution & I’estimateur
d’erreur de l'erreur d’interpolation sur les conditions de Dirichlet en déplacement ; 1’estimation
de cette erreur ne pose pas de probléme particulier. On définit les indices d’efficacité

+ +
Ieff:M, jeff:M,
17 — Znllv [ — p|a
« M +n . m+n3
T -l =l + 1P — Palle’

Le tableau 3.1 présente les résultats de convergence sous raffinement spatial pour l'erreur
d’approximation mesurée dans différentes normes. Tous les taux de convergence expérimentaux
concordent avec ceux prédits par ’analyse d’erreur a priori. Une observation importante est
que lerreur totale est dominée par 'erreur en norme H' sur la pression. Par ailleurs, les taux
de convergence observés dans le tableau 3.2 pour les estimateurs d’erreur concordent avec les
prédictions théoriques. L’indice d’efficacité Z.¢ prend des valeurs comprises entre 3 et 5, ce qui
signifie que ’estimateur n; + 72 se comporte de maniére satisfaisante pour estimer 1’erreur sur la
pression dans la norme H'. Comme prévu, la situation est différente si I’on chercher & controler
erreur sur les déplacements en norme H'. Comme cela est reflété par I’indice d’efficacité L) qui
augmente lorsque le maillage est raffiné, cette derniére erreur converge plus vite vers 0 que les
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ho'l @ —Tnlla | 1B —DBulla | 1T —Znllv | 1P — Bhlle

4 (1.08e-2 — [6.73e-1 — |6.83e-1 — |5.28e-2 -

8 |3.21e-3 1.74|3.61e-1 0.90|3.65e-1 0.91|1.54e-2 1.77
16 |8.47e-4 1.92(1.85e-1 0.97|1.86e-1 0.97|4.05e-3 1.93
32 |2.15e-4 1.98/9.29¢-2 0.99(9.31e-2 0.99(1.03e-3 1.98
64 [5.39e-5 1.99(4.65e-2 1.00(4.66e-2 1.00|2.58e-4 1.99
128|1.35e-5 2.00|2.33e-2 1.00|2.33e-2 1.00|6.45e-5 2.00

Tableau 3.1. Erreurs et taux de convergence sous raffinement spatial.

ho'! m n2 3 Tew| Tlg | Jenr | Tix

4 |7.67e-2 — | 2.27 — |7.27e-1 - |3.43|217.89 |74.69|12.64

8
16
32
64

128

2.78e-2 1.46
8.3%-3 1.73
2.26e-3 1.89
5.82e-4 1.96
1.47e-4 1.99

1.44 0.66
7.92e-1 0.86
4.12e-1 0.94
2.10e-1 0.98
1.06e-1 0.99

2.26e-1 1.69
6.14e-2 1.88
1.59%-2 1.95
4.02e-3 1.98
1.01e-3 1.99

4.02
4.31
4.45
4.51
4.54

456.93
944.63
1927.59
3898.26
7842.19

79.00
82.35
84.34
85.42
85.98

13.59
14.24
14.59
14.78
14.87

Tableau 3.2. Estimations d’erreur a posteriori, taux de convergence et indices d’efficacité sous raffinement spatial.

estimateurs déduits par I’approche directe. On remarque que les indices d’efficacité Jeg et Jj

pour ’approche par dualité prennent des valeurs assez grandes, mais admettent un comporte-

ment asymptotique raisonnable car ils sont pratiquement indépendants du maillage. Le fait que
i soit sensiblement inférieur & Jeg montre que l'erreur |[p — Py, || domine l'erreur ||[@ — @y ||q-
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’analyse mathématique du probléme modéle (2.30a)-
(2.30b) et & son approximation par une méthode d’Euler-Galerkin. Rappelons que le probléme
continu consiste & chercher une solution forte (u,p) € H}(V,) x H}(Vy) telle que pour presque
tout ¢ € [0, 77,

a(u,v) — b(v,p) = (f,v)q, Vv € Vg, (4.1a)
c(9p, q) + b(Oru, q) + d(p,q) = (9,9)a; Vg € Va, (4.1b)

avec la donnée py € V; et les membres de droite f € H} (V) et g € H}(V]). On observera que
léquation (4.1a) est en fait satisfaite pour tout ¢ € [0,7] de par les hypothéses de régularité
qui sont faites. On renvoie a la section 2.3 pour la définition des opérateurs et des espaces ci-
dessus. Dans le cas de la poroélasticité, une analyse mathématique d’une version plus générale
du systéme (4.1a)-(4.1b) basée sur la théorie des équations d’évolution linéaires dégénérées dans
les espaces de Hilbert a été effectuée par Showalter [Sho00, Sho02].

L’approximation d’Euler-Galerkin consiste en une méthode d’éléments finis conformes en
espace et un schéma d’Euler implicite en temps. On présente d’abord ’analyse d’erreur a priori.
Puis, deux analyses d’erreur a posteriori sont réalisées, fournissant des majorations de ’erreur
d’approximation ol toutes les constantes sont explicitées. La premiére analyse repose directement
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sur la stabilité du probléme continu et peut étre utilisée pour estimer le terme dominant associé
a la composante p dans la norme en énergie. Celle-ci sera identifiée ci-dessous comme étant

1 2 1 2 1 ¢ 2
ST + S Ip@I2 + 5 [ los)l2ds.
0

La seconde analyse est une extension de la technique de reconstruction elliptique introduite par
Makridakis et Nochetto [MNO3] pour les problémes linéaires paraboliques. Elle est utilisée ici
pour obtenir une estimation d’erreur a posteriori pour la composante v dans la norme en énergie
qui ait un taux de convergence optimal par rapport au pas du maillage. Des résultats numériques
sont présentés pour illustrer la performance des différents estimateurs.

4.1 Le probléme continu

Le premier résultat est une estimation a priori pour la solution forte. Ceci nous permet
d’identifier la norme de stabilité naturelle (ou norme en énergie) pour le probléme (4.1a)-(4.1b).

Proposition 4.1. Pour tout t € [0,T], on a
1 2,1 o 1 [ 2
o) + 302+ § [ (o) s

T 2 T (4.2)
g2<2 sup [|£(s), + /0 ||atf<s>u;1ds> T /0 lg(s)2ds + uoll2 + lIpoll2

s€[0,T]

Preuve. Puisque (u,p) est une solution forte, pour presque tout ¢ € [0,T], v = J;u appartient a
V, et ¢ = p appartient a V. En utilisant ces fonctions tests dans (4.1a)—(4.1b), on obtient

gdillullz + 3dellpl? + llplz = (£, dew)a + (g, D)a.

On en déduit
sdillully + dellpllZ + SlIpll3 < (f, Bru)a + %HgHi-

Soit t € [0,T]. En intégrant 'inégalité précédente sur [0,¢] et en intégrant par parties en temps
le terme (f, Oyu)q, on obtient

t
Ulu()]2 + 3p(0) 12 + 3 /O Ip(s)|3ds

t
0

< (f(8), u(t))a — (f(0),u(0))a — / (0cf(5), u(s))ads + %/0 lg()I2ds + 5lluollZ + 3llpoll?-

On en déduit que pour presque tout ¢ € [0, T,
2,1 > 1 [ 2 2
)12+ 3012 + 4 [ (o) s < Ao () + B2

avec or(u) = supyejo,r) [u(s)lla;



4.2 Le probléme discret 59
T 2 T 2 2 2
A=2 swp [FO,+ [ 10s@lds e B =} [ llgls)IFds+ blual? + dml.
s€[0,T] 0 0

Do, 2o7(u)? < Aoy (u) + B de telle sorte que or(u)? < 4(A% + B?). On aboutit &

t
slu@®llz + zllp@)IE + 3 /0 lp(s)l3ds < A + gor(u)* + B < 2(A% + B?),
ce qui méne a (4.2). O

Remarque 4.1. La proposition 4.1 reste valable dans un cadre légérement plus général ot g €
L{(Vy), po € La et p € Li(Vq) N H{ (La).

Remarque 4.2. La proposition 4.1 signifie que la norme naturelle de stabilité contréle le dépla-
cement dans la norme LS (H)) et la pression dans les normes L°(L2) et L?(HY). Ce résultat de
stabilité repose sur le fait que ’équation de la conservation de la quantité de mouvement peut étre
testée par la dérivée temporelle du déplacement. On remarque qu’un autre choizr de fonctions test
pour le probléme (4.1a)—(4.1b) est possible. En effet, en dérivant ’équation (4.1a) par rapport
au temps et en choisissant comme fonctions test v = Oyu et ¢ = O¢p, la norme de stabilité qui se
dégage est pour tout t € [0,T],

Ip(t)]2 + /0 1u(s)]? + /0 10 (s)12.

Travailler avec cette norme demande davantage de régularité sur la solution et les données du
probléeme.

4.2 Le probléme discret

Le probléme (4.1a)—(4.1b) est approché par un schéma d’Euler-Galerkin, & savoir par des
élements finis conformes en espace et un schéma d’Euler implicite en temps. Soit {Vap}rso et
{Vian}n>o deux familles de sous-espaces respectivement de V, et V; de dimensions finies. Le
parameétre h fait référence a la taille des maillages {7} }n~0. Soit

O=to<ti1 <...<tny=T,
une suite d’instants discrets et pour tout n € {1,..., N}, on pose
Tn =tn — tn—1 et I, = [tn—h tn]-

Pour une fonction de I’espace et du temps, I'indice supérieur n indique la valeur prise par cette
fonction a 'instant ¢,,. Par exemple, u" := u(ty,-) € V.

Le probléme discret consiste & chercher {uf} | € Vo]V et {pp}_ | € [Vyu]V tels que
pour tout n € {1,...,N},

a(uy,vy) — b(vp,pp) = (f7s0n) La, Yoy, € Van, (4.3a)
c(0¢phs qn) + b(0eup, qn) + d(ph, an) = (9h> qn) Ly Vg € Van, (4.3b)




60 4 Analyse du probléme instationnaire

N

ou

Spup = 7, (up —up ),
- 1

Sephy = 7o (0] — )

Etant donné (uon, pon) € Van X Van, la condition initiale est (u9,pY) := (uon, pon)- Les données

{fitnz € [La)™ c [Va]Y,
{ghn=r € [La™ € [Vd']N-

sont respectivement des approximations de { f" _, et {g"
Lemme 4.1. Le probléme discret est bien posé.

Preuve. Pour tout n € {1,..., N}, les équations (4.3a)—(4.3b) constituent un systéme linéaire
carré pour les composantes de (uy, p}) une fois des bases de V;j, et Vg, choisies, de telle sorte qu'il
suffit de prouver I'unicité de la solution discrete. En testant avec v, = uj — uz_l et g, = Tapjp
et en utilisant le fait que

a(z,z —y) = a(z,z) + 3a(z — y,z —y) — 3a(y,y),

grace a la symeétrie de la forme bilinéaire a (avec une propriété similaire pour la forme bilinéaire c),

on obtient 1 1 ~12 4 1 2,1 —1)2 2
slunllc + zlluy —uy Iz + 3llpallc + 5llPh — i~ 112 + mllPh Il

= gllup MG+ (i = wh ™Dz, + 5105 12 + 7alghs PR L

Do,
slunllz + 3llpRlIZ + 57alloilld < gl =12 + SN, + 3lloh~ 12 + 37l Iz,

Ceci prouve l'unicité de la solution du systéme linéaire carré. 0O

La preuve du lemme 4.1 suggére comment le schéma discret (4.3a)—(4.3b) pourrait étre
modifié si des maillages dépendants du temps étaient utilisés. Dans ce cas, on travaille avec deux
familles {V2 1N et {V2 1V | de sous-espaces de dimension finie de telle sorte que pour tout
ne{0,...,N}, Vi C V, et Vj} C V;. Le schéma discret prend la forme (4.3a)-(4.3b) avec des
fonctions tests vy, € V; et g, € V3 . Malheureuseument, ’argumentation déployée dans la preuve
ci-dessus doit étre revue car il n’est plus possible d’utiliser vy, = uj — uZ_l comme fonction test
puisqu’en général v, ¢ V), (sauf si I'hypothése restrictive Vﬁ;l C V} est vérifiée pour tout
n € {1,...,N}). Pour contourner cette difficulté, on considére ’opérateur de projection de Riesz
9‘{2,? : Vo — V1 défini de telle sorte que pour tout v € V,,

a(v — %Zﬁ(v),vh) =0, Yo, € V), (4.4)

et on définit
Seuft = 7y H(uft — RO (ur ).

Alors, en procédant comme dans la preuve du lemme 4.1 avec les fonctions tests
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—1
on = ufy — RP (up~") € Vi,
an = TnPh € Vip,

et en observant que a(up,vy) = a(up,uy — uzfl) puisque uj € VJ}, la méme estimation de
stabilité est retrouvée.

On rappelle les opérateurs différentiels (en espace) associés aux formes bilinéaires a, b, ¢
et d introduits dans la section 2.3,

Ae L(Vy; V], B e L(Vy; Ly), Bt e L(Lq; V)
C e ﬁ(Ld;Ld), D e ﬁ(Vd; ch),

tels que pour tout (v,w) € V,, x V,, pour tout (q,r) € Ly X Ly et pour tout (s,y) € Vg x Vg,

(Av,w)e = —a(v,w),  (Bu,q)z, =b(v,q),  (Blq,v)a = b(v,q),
(C%T)Ld = C(Q7T)7 <D$7y>d = —d(S,y)7

ou l'opérateur BT est I’adjoint de B. On observe que C' est en fait un opérateur d’ordre zéro.
Avec ces notations, le probléme (4.1a)—(4.1b) peut étre réécrit sous la forme

COp + Boyu — Dp = g,

ces égalités restant valables pour presque tout ¢ € [0, 7] dans V| et V; respectivement. La version
discréte des opérateurs ci-dessus sera également utilisée :

A € ﬁ(Vah; Va ), By, € E(Vah; th)a
B}; € E(th; Vah), Dy € E(thE th)a

tels que pour tout (v, wp) € Vo X Van, pour tout (qn, yn) € Van X Vap,

(Apvn, wy)r, = —a(vp, wp), (Bhvh, qn) L, = b(vn, qn),

(Bl gn, vn) 1. = b(vn, an), (Dnan,yn)r, = —d(qn, yn).

Comme on travaille en dimension finie, les crochets de dualité ont été remplacés par les produits
scalaires dans L, et Lg. Le probléme discret (4.3a)—(4.3b) peut étre réécrit sous la forme

—Apul — Biph = [, (4.5)

Céipp, + Broruy, — Dappy, = gpy» (4.6)

ces égalités étant valables pour tout n € {1,..., N} dans V,; et Vg, respectivement. Pour un
usage ultérieur, on pose

= —Apuon — Blpon, (4.7)

de telle sorte que (4.5) reste valable pour n = 0.
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4.3 Analyse d’erreur a priori

Comme il est d’usage, ’analyse d’erreur a priori est réalisée sous ’hypothése que la solution
exacte est suffisamment réguliére, a savoir

u € Ctl(Wa) N CE(Va)a pe Ctl(Wd) N CE(Ld)
Pour tout n € {1,..., N}, on définit

CT(u,p) = 29°v3¢5¢3 sup [|0:p(s) |3y, + 26°7% (1 sup [[Gpuls)[lw, + Beacs sup [9ep(s)[lw,)?,
seln s€ln s€ln

O3 (u,p) = 37° sup 107p(s)llz + 567 sup 107 u(s)llz,
C"(f,9) = 3" = 217 + mallg™ — ghlli-
De plus, on suppose que les données initiales wugy, et pgp sont choisies telles que
luo — wonlla < ezh®[lucllw, et |po — porlle < esh®||pollw, (4.8)
et on définit
C(ug, po) = (e1 + e1)?|[uollfy, + (733 + 3(r2¢2e3 + ¢8)) Ipolliv, -

Un choix possible est de poser ugp, = Ran(uo, po) et por, = Ran(po), auquel cas on peut prendre
C(u()ap(]) = 0.

Théoréme 4.1. Dans le cadre précédent, on a pour tout n € {1,..., N},

gl =z + illp" ~phllZ
n

<h**C(ug, po) Z C™(f,9)+ > [rmh*CT"(u, p) + 725,C5" (u, p)] (4.9)
m=1
+ h2s(cl”unHWa (B> + 5713341 v,
et
n n n
s7mllp™ = P1IG < h*Cluo,po) + D C™(f,9) + > [rmh**CT* (u, p) + 725,C5" (u, p)]
m=1 m=1 m=1
n
+ > im0 R,
m=1
(4.10)
Preuve. (i) Pour tout n € {1,..., N}, on estime dans un premier temps les quantités

Nan = Ran(u",p") —up et ng, = Ran(p") — -

On observe que pour tout vy € Vyp,
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(Z(’I’]Zh, ’Uh) - b(vh’ 77311) = <fn - f}?? Uh>a,
et que pour tout gy € Vg,

(g — 0ty an) + (i, — 0t an) + Td (0 an)
= T0(9" — g1, an)a + c(Ogn, an) + b0, an),

0, = Ran(p") — Ran(p" ™) — m0ip",
egh = mah(unapn) - 9{ah(un_lapn_l) — O™,

En testant avec vy, := 00y, — 0.y Levy, (puisqu’on travaille avec des maillages indépendants du
temps) et g := 1}, € Van, on obtient aprés quelques manipulations algébriques élémentaires

sl + 5k — i 02 + 5lnilZ + Slni — o, 12 + 7ol |13
=3 12 A+ Sl 12+ ™ = SR = i e+ lg™ = ghys i) + <(On, nign)
+ b(egh’n:llh)'

D’ou
sl l2+ S 2+ 3l Iz < Sl 24300k HI2+C™(F 9)+m0 Y10 1247, 8292100, 12

(ii) On estime maintenant les quantités 07, et 67, . On observe que

0y, = —/I [0ip(s) — Ran (Oep(s))]ds — /I (5 —tn_1)0ip(s)ds.

Ainsi, grace aux hypotheses de régularité sur la solution exacte et a ’estimation (3.14b),

16 lle < Y2mnhcocs Sup 18:p(s)llw, + 575 sup 1872(5) -
s€ln S€Eln

De maniére similaire, en utilisant (3.14a),

10anlla < Tnh®(c1 sup |1u(s)lw, + Beaes Sup 18ep(5)llw) + 575 sup [|0u(s)]a-
s€ln S€Eln s€ln

Par conséquent,
o 210812 + 7 8221001 < Tk CF (u, ) + 7,C3 (u, p).
En sommant les estimations précédentes, on obtient
n
2 2 2
Shnillz + 3lndlZ + D gl |z
m=1

< SlnBally + 310G llZ + D [C™ (£, 9) + Tnh® CF (u, p) + 733, C3 (u, p))-

m=1
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(iii) On estime maintenant les erreurs initiales 772h et 772h- Dans le cas ou ugp = Ran(ug, po) et
por = Ran(po), il est clair que ngh =0 et ngh = 0. Dans le cas général, on utilise I'inégalité
triangulaire pour déduire

%0 lle = [1%Ran (o) — Ponlle < |Ran(Po) — polle + IIpo — Ponlle < B (yacaes + cs)||pol|w,-

De maniére similaire,

1795 lla < 1%Ran (1o, o) — uolla + [0 — wonlla < 7*((er + e7)lluollw, + Beacs|Ipollw,)-

Donc

n
Slninll2 + 3l + > Frmloiih 13

m=1

< W% Clug,po) + 3 [C™(f,g) + Tuh® CT(w,p) + 75,03 (u, p)].

m=1

(iv) On déduit aisément le résultat souhaité de I'inégalité triangulaire et des estimations (3.14a)-
(3.14b)—(3.14c). O

Le théoréme 4.1 montre que dés que la solution exacte est suffisamment réguliére et modulo
les erreurs d’approximation des données, ||u™ —u}||, + ||p" — p}||c converge a 'ordre s en espace
et au premier ordre en temps, tandis que (D, _; T |[p" — ph’”Hfl)l/ 2 converge & ’ordre (s —6) en
espace et au premier ordre en temps.

4.4 Analyse d’erreur a posteriori

Cette section est consacrée a ’analyse d’erreur a posteriori pour le schéma discret (4.3a)—
(4.3b). Deux estimations sont démontrées. La premiére repose directement sur la stabilité du
probléme continu et fournit une estimation d’erreur adaptée pour la mesure de ’erreur sur p
dans la norme L?(V;). La seconde est basée sur une adaptation de la technique de reconstruction
elliptique de Makridakis et Nochetto et fournit une estimation d’erreur adaptée & la mesure de
Perreur en u dans la norme L{°(V,) et l'erreur en p dans la norme L{°(L4). On suppose dans
cette section que la donnée (f,g) est dans L?(Ly) x L?(Lg).

4.4.1 Approche directe

L’analyse d’erreur a posteriori repose sur la stabilité du probléme continu. Par conséquent,
on réécrit le schéma discret comme des équations valables presque partout dans [0,7] plutot
qu’aux instants discrets {t,}"_;. Dans ce but, soit uy, (resp., py,) la fonction continue et affine
par morceaux en temps telle que pour tout n € {0,..., N}, up-(tn) = uj (resp., pur(tn) = D})-
On observe que Oiup, et Oypp, sont définis presque partout dans [0,7] et sont constants sur
chaque intervalle en temps I,,. De maniére similaire, soit f5, la fonction continue et affine par
morceaux en temps telle que pour tout n € {0,...,N}, fo(tn) = f7'. On a également besoin
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de considérer des fonctions constantes par morceaux en temps, a savoir 70pp, (resp., 7™gnr)
égales a py (resp., gj) sur I, pour tout n € {1,..., N}. Avec les notations ci-dessus, le schéma
discret (4.3a)—(4.3b) fournit presque partout dans [0, 7],

a(unr,vn) — b(vp, phr) = (far, Un) Lo Yoy, € Vap, (4.11)
(Oephrs an) + b(Opunr, qn) + A7 phryan) = (00nr an) Ly, Van € Van. (4.12)

Pour formuler I’estimation d’erreur a posteriori, il est commode d’introduire le résidu de Galerkin
&, (resp., ;) qui est une fonction continue et affine par morceaux en temps & valeurs dans V,/
(resp., une fonction constante par morceaux en temps a valeurs dans V) telle que presque partout
dans [0, 77,

<Q5aav>a = (th,U)La - a(uhrav) + b(vaphr)a Yu € Vaa (413)
(64,0)a = (°gnr, @)1, — c(Ospnr, @) — b(Optnr, q) — d(7°phr,q), Vg € Vy. (4.14)

On définit les estimateurs d’erreur sur les données, d’erreur en espace et d’erreur en temps par

T T 2
()= | ||<g—w°gh7><s>||§ds+< sup 17 = fur) 01 « \Iat(f—fhr)(S)\lgd«S),

s€[0,T
Edat = Huo —uon |l + [Ipo — ponll? + 4E(f, g)a (4.15)
2
Espe = Z A1y [| &g H2 +4 ( sup 1&g, + Z &7 — &7, ) (4.16)
m=1 m=1
N
Eim = Y _ s7mloi — ) I3 (4.17)
m=1

On rappelle que &' = &,(t,,), etc.
Théoréme 4.2. Pour tout n € {1,...,N},

tn tn
%Hun_umg‘*‘%”Pn_PZ”z‘*‘/O %H(p_phT)(s)H?ldS—i_/o %”(P—Wophr)(s)ugzds < 5dat+€spc+€tim-
(4.18)

Remarque 4.3. On a conservé le terme ft” (=7 pnr)(5)||2ds dans Uestimation d’erreur car
il sera utile afin d’établir 'optimalité de l'estimateur d’erreur en temps Etim -

Preuve. On pose & = u — upy, ¢ = p — ppr et ¢ = p — 7%pp,. On observe que presque partout
dans [0, 77,

a(é-?v) - b(’l),() = <f - fh’r + ®aav>a, V’U S Vaa
c(0:C, q) + (0, q) +d((,q) = (g — 7°0hr + Ga.q)a, Vg € Va

En testant pour presque tout ¢ € [0, 7] avec v := 9§ et ¢ = (, on obtient

3 EN+3dICIZ+ SIS+ 3ICE = (f = far+Ba, 0E)a+ (g —Tgnr + G4, Q)a+ 5 [Phr — i I3,
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ol on a utilisé le fait que grace a la symétrie de d,
d(¢, Q) = 3d(¢,¢) + 5d((,€) = 3d(C = (¢ = O).
Puisque f — fur + 84 € H{ (V) et g — ™gp, + B4 € LE(V]), on peut procéder comme dans la

preuve de la proposition 4.1 et en déduire pour tout n € {1,..., N} la majoration

tn tn
L — 2 + 1" — )2 + /0 L(p = pan) (5)]2ds + /0 L (p = 7 pnr) ()] 2ds
2

T T
<Eau+ | 4||esd<s>u§ds+4<2 sup [@a(s)], + | Hateﬁa@)ngds)
0 0

s€[0,T
T
4 / (P — 701 ) (5) 12ds.
0

Les second et troisieme termes & droite fournissent &p. et le dernier terme fournit &y,. La
majoration finale (4.18) résulte du fait que &, est affine par morceaux en temps, &, est constant
par morceaux en temps, et que pour tout s € I,

(Prr = 7pne)(s) = 70" (5 = tw) (01 — P~ )-0

Remarque 4.4. Le tauz de convergence en espace de la borne supérieure dans (4.18) est optimal
pour [;" 31(p — par)(8)|[3ds, mais ne Uest pas pour 3|u™ — ult||2 + 3|p" — pp||?.

Afin de localiser I’estimateur d’erreur spatiale e, on localise les formes bilinéaires a, b et
d a ’aide des opérateurs Ag, BL et Dg et on considére les termes de saut .J,, J; et J; comme

dans la section 3.4. Pour tout m € {1,..., N}, on définit les résidus R}, o €t les sauts Ji;
Jm b Dar
wh = I+ Aaup + Blpit, uh = JaUh' = Joph, (4.19)
gllm = h - C(Stph — elétuh +Delphm, J;Z = Jdphm, (420)

ol on a également introduit la version localisée B, de l'opérateur B, Ag, BL et Dg étant déja
définis a la section 3.4. Pour m = 0, Rgh et Jgh sont définis de maniére similaire. On définit

également pour tout m € {0,..., N}, les estimateurs d’erreur en espace
Er =Y BFIRGIG, ) + hrll TiklIT o)), (4.21)
TeTh
o= ST W RIRIIE o + T2 o) (4.22)
TeTh

ou r > 0 est un paramétre réel. On utilise également la version incrémentale en temps de ces
estimateurs, & savoir pour tout m € {1,..., N},

Ey'(6t) = Z w216 R |17, () + hrl|0e] h||%a(aT)],
TETh

Z hgr 2 hT||5t "ﬂ&d(T) + hr [0 ﬁzH%d(@T)]’
TeT,
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ou
5tR1Th:Tn_11( Z%_Rumhil)’ 5t‘]h _Tml( uh_‘]ﬁ 1)’
SRy, = 70, (Rpy, — RIY), G = (g — T ).

Enfin, comme dans la section 3.4, on suppose qu’il existe deux opérateurs d’interpolation de type
Clément iqp : Vy — Vap et ign : Vg — Vg, tels que pour tout (v, q) € V, x Vg,

> v = ian )7,y + 17 v = dan ()7, o)) < callollz, (4.23)
TeT),
> b2 lla = ian(@17 o) + b7t la = ian (@117 om) < esllalld- (4.24)
TET,
Proposition 4.2. Dans le cadre ci-dessus, pour tout m € {0,..., N},
1B < calyl (4.25)

et pour tout m € {1,...,N},

185 — ST 7 < cal(61), (4.26)
187117 < &, (4.27)
Donc,
N N 2
<Y desTnEM +16¢4 sup EM + 8¢ EME)Y? . 4.28
e St 16y s £0 4 s o600 (129
Preuve. On observe que
o, = sup (S gy (B0 Zfan(vla
ozveVe vlla  ozveve [olla

puisque (4.11) et (4.13) impliquent que (B, v;,), = 0 pour tout vy, € V,p,. On a par ailleurs
(65" v —ian(v))a
= (4" v = tan(v)) 2o — a(uf’; v —ian(v)) + b(v — ian(v), pp’)
= U0 = i)y — Y [(Aaup, v = ian(v) L, 1) + (Jati, v = ian(0)) 1, 0]

TeTy, TeT,
+ ) {(U — i (v), BRI pagry + (Jo0) v — iah(v))La(aT)] :
TETh

On déduit alors
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(6;", v = ian(v))a
< 3 [+ Aai? + BEp a0 = ian (@) acr) + 1 o 10 = ian (@)l o)

TET,
1/2
< 3 [B0sr + A + BYoRE ) + b TS, o) |
TETh
1/2

< | X2 [h22 e = ian @), 1y + B2 0 = ian (@)1, o)
TETh

On a donc, en utilisant ’estimation (4.23),

<®Zn7 v — iah(v»

L (e,
fella !

ce qui méne a l'estimation (4.25). Les estimations (4.26) et (4.27) se montrent de maniére sem-
blable. Finalement, (4.28) résulte de la définition de Epe. O

On s’intéresse maintenant & ’optimalité des estimateurs d’erreur en espace et en temps
déduits ci-dessus, & savoir si ces quantités fournissent des bornes inférieures pour les erreurs
estimées dans ’équation (4.18). On commence par 'optimalité de l'estimateur d’erreur en temps.

Proposition 4.3. On a l'estimation suivante

T T
Euim < 2 / 1 — pur)(s)]2ds + 2 / 10 — 7% ) (s) | 2.
0 0

Preuve. On observe que
T
Eim= [ onr —7ir) () 3,
0

et on utilise I'inégalité triangulaire. 0O

Pour étudier 'optimalité de l'estimateur d’erreur spatiale, on considére les trois termes du
membre de droite de (4.28). Chacun peut étre majoré en utilisant la technique des fonctions bulles
introduite par Verfiirth [Ver94, Ver96]. On reprend les notations et les hypothéses introduites
dans le paragraphe 3.4.3. On introduit la version localisée des estimateurs &, £ (6;), £ et
&) (6¢) sous la forme

EM =&l ENG) =Y Erp(dy),

TeTy, TeT,

m m
gp,r - Z p,r 1"

TET,

avec
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= h7l| Ry 117, )+ hrll gy 7. (A1) m =0, (4.29)
(5t) = T 0c R T oy + B0 TR o) M2 1, (4.30)
ot = D W BT oy + Pl T2 o)) m 2 1. (4.31)

On désigne par z < y 'inégalité x < cy avec une constante strictement positive indépendante de
la description en espace et en temps.

Proposition 4.4. Pour tout T € T, soit Ar l’ensemble des éléments du maillage qui partagent
au moins une face avec T. Alors, on a

T S Z (Wl f™ — f;an%a(T/) + [lu™ — Uhm”Z,T' + [[p™ —pZLHZT/], (4.32)
T’EAT
wr(68) S TN f™ = St fR T oy A+ 1w™ = Spuf |2 g + 16p™ — P12 ], (4-33)
T €eAr
Tm&por S Z hT/ [ 9= Woghr)(s)H%d(T/)dS +7' |60 M?Him (4.34)
T e A

+ Tnllo™ = 0pi 120 + hgll(p — 7pne) ()13, | ds

Preuve. En posant 7 = v, 7R}, on obtient

IR, ) S (B V) Locry = (F = £ 1) Loy + (Aa(ul — u™) + BL0R = ™), ¢r) L.
= (fi" = [ A1) o) + ar (W™ — uy' dbr) = br (Y, p™ — Py,

de telle sorte que
hrllRypllLaery S hollfi' = " aery + lw™ = up'llar + lp™ = ph'lle-

De maniére similaire, en utilisant ©r = v, rJ;, on obtient

(T bR ary = D, lap (up! — u™, 7o p0r) — by (T, p0r, P — D) + (Righs Ta, pYE) 1, (1)
T eAr

+ (™ = I Ta FOFR) Lo ()]s

d’ou (4.32) s’en déduit aisément. L’estimation (4.33) se démontre de maniére semblable. On
démontre maintenant I’estimation (4.34). On a

B BRI o) = /1 RRIRI . oy ds.

En posant Y1 = vy R} phs OLL obtient, pour tout s € I,

(Rphs 1) Ly
(gn" — Coipy' — Bardrup" + Deipp', Y1) 1y (1)
— (9(s) = COyp(s) — Badru(s) + Dap(s), V1)L, (1)

IR o)

IZANRZAN
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On a donc

Tmh%HRg/LzH%d(T)Sh%/I [(QZL = 9(8), Y1) L,y — (C(py' —p™ — pyt +pm71),7/)T)Ld(T)

m

— (Ba(up' —u™ — a0, r) oy + d(p(s) — P T/JT)] ds.

En utilisant 1’inégalité de Young, on obtient
rn BRI, o) S5 /I [n(g = 70g0) ()2 ry s + ™ = — ™ 2
A R A N o R ] 8
De maniére similaire, en utilisant 1 p = vy, FJ%, on obtient, pour tout s € I,,,

(Jph» VF)Ly(F) = Z [err (0¢(P™ — pi')s Ta,pr) + bpr (8¢ (U™ — up'), Ta, pYF)
T’EAF

+dr(p(s) — pp's Ta,pbr) — (Rphs T, FYUF) Ly (1)
+ (g9n" — 9(8); Ta, pVF) Ly

d’ou (4.34) s’en déduit aisément. O

Les estimations (4.32)-(4.33)-(4.34) montrent que les différents termes majorant Egpe
dans (4.28) fournissent des minorations quasi-locales en espace pour l'erreur d’approximation
a chaque instant discret et & l'instant précédent. Cette difficulté est directement liée au fait
que ’analyse repose sur la norme naturelle de stabilité pour le probléme continu qui fournit un
controle sur la composante u seulement dans la norme L{°(V). Un travail théorique plus appro-
fondi est requis pour traiter cette question. Dans le cadre de cette thése, on vérifiera uniquement
dans les expérimentations numériques présentées dans la section 4.6 que si la solution exacte a
un comportement régulier en temps, & converge également de maniére optimale.

4.4.2 Ameélioration des estimations en utilisant la reconstruction elliptique

Pour tout n € {0,..., N}, on définit la reconstruction elliptique de (u},py) € Von x Vap
comme les fonctions (U™, P") € V, x Vj telles que

a(U",v) = b(v, P") = a(u}, Pyv) — b(Papv, pi), Vv e Vg, (4.35)

d(P",q) = d(pp, Panq) — b(dtuy,q — Pang),  Vq € Va, (4.36)

ou P, (resp., Py,) désigne la projection L,-orthogonale de V, sur V;, (resp., la projection Lg4-

orthogonale de V; sur V). Pour n = 0, on utilise la convention que 6tu2 =0et 5tp2 = 0. On
observe que

AU™ + Bt P = Apuf + Blp?, (4.37)

DP"™ = Dppy + (B — By)opuy. (4.38)
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En effet, pour tout q € Vg,

(DP",q)q = —d(P",q) = —d(py,, Panq) + b(sup,, ¢ — Panq)
= (Dupp, Panq)L, + ((B — By)dtuy, q) 1,
= (Dppj, + (B — By)dsuy, q) 1,

puisque Dppj € V. La preuve de I'équation (4.37) est similaire. En effet, pour tout v € V;, on
a

(AU"™ 4+ BTP",v)q = —a(U"™,v) + b(v, P")
= —a(up, Pupv) + b(Papv, pj)
= (Apuyp, Popv)r, + (B;TLPZ,Pahv)La
= (Anufi, v)n, + (BLp o)L,
L’idée clé pour estimer les erreurs ||u" — uj||q et ||[p"™ — p}||. est de considérer les décompositions

n

u

3

n __grm n n __rm n
w =U" —uy, Pu=U" —u",

=P"—py, py=P"=p"

n n
—up = wy - py, W
n n n

P —DPp wp_p

s w,

<3

Les quantités w;, et w;, peuvent étre bornées par les estimations d’erreur a posteriori pour le
probleme stationnaire, tandis que les quantités py; et pj; peuvent étre estimées grace a la stabilite
du probléme continu en fonction de wy; et w) et d’autres quantités calculables. Comme dans le
paragraphe 3.4.4, on fait appel a I’hypothése de régularité 3.4 qu’on rappelle ci-dessous.

Hypothése 4.1. Il existe une constante cg et un réel strictement positif § tels que pour tout
r € Lg, 'unique solution ¢ € V; du probléme dual d(q, ) = (r,q)r, pour tout g € Vy, est telle
qu’il existe ¢y, € Vg, satisfaisant

> b hp?llé = @l o) + hr' 16 = nlZ om)] < collrllz,. (4:39)
TeTh

On estime d’abord les quantités w;, et w, en fonction des estimateurs d’erreur en espace &," et
&), définis par (4.21) et (4.22) respectivement. Ces équations définissent &* pour m > 0 et &,
pour m > 1. Pour m = 0, on pose

Ry, = (Dt — Dp)por, et Jyy, = Japp. (4.40)

Lemme 4.2. Dans le cadre ci-dessus, on a pour tout n € {0,...,N},
i ll2 < 2c4€lf + 256y, (4.41)
lwp |2 < v3cesps. (4.42)

Preuve. (i) Estimation de |lwy||r,- Soit ¢ la solution duale associée a la donnée r := w; dans
I’hypotheése 4.1. Alors,

lwpllz, = (1), = d(r, ¢) = d(r,¢ — dn),
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puisque grace a (4.36), d(r, o) = d(P™ —p}, ¢) = 0 pour ¢p, € Vg En utilisant (3.16) et (4.39),
on arrive a

19
lwpllE, < e Y W Wl Dawpl7 o) + bl Jawy |17, o)
TeT),

En utilisant (4.6) et (4.38), on obtient pour n > 1, et sur chaque T € 7y,

Deow,, = DaP" — Depp, = Dppj, + (Ba — Bp)otup, — Dapy = —Rpy,

et cette relation est également valable pour n = 0 par définition de Rgh. De plus, pour tout
n >0, JgP™ = 0 puisque DP" € Vg, C Ly. En conséquence,
2
lwpllz, < c6&ps

si bien que
lop 12 < 73eoys

(ii) Estimation de ||w]||4- On observe que

a(wl,v a(wl, v) — b(v,w) -
ol = sup “EED < sy (4 2+ Bl
oveva vlla T ozvev, [v]la
a(wWl', v —1igp(v)) — b(v — igp(v), WD ~
S sup ( ( u a ( )) ( a ( ) p)) +BHQ}$HLd
0£vEV, [v]la

grace & (4.35) puisque iq,(v) € V. En utilisant (3.15), (3.17) et (3.18), on obtient

lwillz < 2¢8 Y | Aawy + Bhwpll7, o) + hrllJawis = Jwpl7, or) + 2682w 1Z,
TETh

Grace a (4.5) et (4.37), AU+ BT p™ = Ahuh—i—B pp = —f; de telle sorte que sur chaque T' € 7,
Agw!! + Blwl = AU™ + Bt P" — Agull — Blpp = —RY,.
De plus, Jowy, — Jyw, = —J.}; puisque AU™ + BTP" € L,. Ceci fournit (4.41). O

On s’intéresse maintenant aux quantités pj; et p;. On définit les estimateurs d’erreur sur
les données, d’erreur en espace et d’erreur en temps par

Eaat = [U° = uo||2 + || P° = pol|2 + 2£(f, 9), (4.43)
N
58pc = [27 06(72 + 2B2ﬁ2) (5t) + 4ﬁ 0 C45m(5t)] (4-44)
m=1
R N
Eiim = 27°71||Cip}, + Badyuy, — Drppor, — g ll7, + Z 2V |10:(Copy’ + Babeuy! — gi)17,,
- (4.45)

ou on a introduit, pour tout m > 1,

= > Esr(d)

TETh

= > WIS R IT, oy + R 60 T 1Z o)
TeT,
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Lemme 4.3. On a pour tout n € {1,..., N},
Hlol2 + SR 12 < Eaat + Espe + Etim. (4.46)

Preuve. Les estimations pour pj, et p, résultent des propriétés de stabilité du probleme continu.
Ainsi, il est une nouvelle fois commode de traiter les équations valides presque partout dans
[0, 7] plutét qu’aux instants discrets {t,}2_. Soit U, (resp., P;) la fonction continue et affine
par morceaux en temps telle que pour tout n € {0,..., N}, U = U" (resp., P = P™). Soit wy,,
et wy, construits d’une maniére similaire & partir de {w}}_, et {w)} . On définit
pur =Ur —u et ppr = Pr —p.
On observe que pour presque tout ¢ € [0,7] et pour tout v € V,
a(pur,v) = b(v, ppr) = a(Ur,v) — b(v, Pr) = (f,v)L,
= a(unr, Panv) — 0(Panv, ppr) — (f0) L,
= (frrs Panv)ia = (f;0)2a = (frr = f,0) 14>
tandis que pour tout g € Vg,
(Oeppr,a) + b(Oepur, q) + d(ppr, q)
= c(0Pr,q) +b(0Ur, q) + d(Pr,q) — (9.9)r,
= c(Orwpr, q) + b(Oswur, q) + (DT°Pr, @)1, + A(Pryq) + (T gnr — 9,0) 14
= c(Orwpr, q) + b(Owur,q) + (D(x°Pr = Pr), @)1, + (7 ghr — 9:0) L5

ott 7P, est une fonction constante par morceaux en temps égale & P" sur I,, pour tout n €
{1,...,N}. En effet, sur chaque intervalle de temps I,,,

c(Oernr, q) + b(Orunr, q) = (Copy, + Béruy,q)L,
= (g5 + Dnp), — Bpoyuy + Béguy, q)r, = (95, + DP",q)r,-

En testant les équations ci-dessus avec v := Oipyr €t ¢ := ppr, On obtient

5l pur Iz + Sdillppr |12 + lopr |12
:(th - f7 atpuT)La + c(atwp'ra ppr) + b(atwura ppr)
+ (D(TFOPT - PT)a ppT)Ld + (Woghr -9, PpT)Ld,

de telle sorte que

sdillpurll + 3dillppr |2
< (fnr = [, 0tpur)ra + 'YQH&prTHz + ﬁQ'quatWUTH?I + '~Y2'Y1_ZHD(7TOPT - PT)H% + Hﬂ'oghr - g”i-

En procédant comme dans la preuve de la proposition 4.1, on obtient pour tout n € {1,..., N}
la majoration

L2 + Lo 2
R T T
g@+/’mWMw@M@+/2@ﬂ@wmwws
0 0

T
+ [ oD@ P, - P (o),
0
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Les second et troisiéme termes dans la borne supérieure fournissent l’estimateur d’erreur en
espace Sspc grace au fait que Wpr et wyr sont affines par morceaux en temps de telle sorte que

T N
/ |Ope(s) 2 = S 7l — w2,
0 m=1

T N
/ s () [2ds = S mntlom — w12,
0 m=1

Par linéarité et en procédant comme dans la preuve du lemme 4.2, on obtient

W — WM L? < 2¢,E™(8;) + 26%¢6 25 (0t)

u u
m m—112 2 m
pr — Wy Hc < 726651),6(615)'
Finalement, le dernier terme dans la borne supérieure fournit ’estimateur d’erreur en temps Eim
puisque

T N
/ ID(x°P; — Pr)(s)||2ds = > 37| D(P™ — P12,
0 m=1
et pour tout m > 0, DP™ = Dgpy’ — R}, O

Théoréme 4.3. Pour toutn € {1,...,N},

™ — a2 + 3p™ = o211 < Eaat + Espe + Evim + c2EL + (393 + B2)EDs. (4.47)

Preuve. Conséquence du lemme 4.2, du lemme 4.3 et de l'inégalité triangulaire. O

4.5 Application i la modélisation Hydro-Mécanique

Dans cette section, on présente ’application de la théorie développée précédemment dans le
cas oll on s'intéresse au systéme de la poroélasticité (2.16a)-(2.16b). Lorsque des éléments finis de
Lagrange de degré k > 2 sont utilisés pour approcher le déplacement et des éléments finis continus
de degré k — 1 sont utilisés pour approcher la pression, |[u” —u}||1,o et [|p™ —p} |0, convergent a
l'ordre k en espace et au premier ordre en temps, tandis que (31 1 7 [l —leH% Q)l/ 2 converge
a lordre (k — 1) en espace et au premier ordre en temps.

4.5.1 Expression des estimations d’erreur a posteriori

L’analyse d’erreur a posteriori est effectuée sur le systéme adimensionné (2.23a)—(2.23b) du
paragraphe 2.2.1. Comme dans le cas stationnaire, on a implanté une formulation des estimateurs
d’erreur a posteriori dans un cadre un peu plus général que celui du probléme (2.30a)-(2.30b) ou
des conditions aux limites de Dirichlet homogénes en déplacements et en pression sont imposées
sur toute la frontiére I'. L’expression des estimateurs d’erreur a posteriori donnée ci-dessous per-
met, outre les conditions de Dirichlet homogénes, de prendre également en compte les conditions
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aux limites de Neumann non-homogenes, telles qu’elles sont définies par les formules (2.17) et
(2.18). On donne également ’expression de la norme de stabilité nécessaire pour le calcul des
indices d’efficacité dans la section suivante.

Estimateurs d’erreur en espace.

Pour les estimateurs d’erreur a posteriori relatifs & la partie mécanique, on a pour tout T € 7y,

1 1 2
SSTT :h%“ 27d Hfm + VU,(“?)H%,T + hr 27d Z HIIO',(U,ZI)TL]]HO F
P2L P2L Pl ’
€Fp

1 2
thrrg D ot = (') n = b £
FeF2nri

m 1 m m— m m— m m—
Elr(60) =hi gl ™ = £+ Vol (uf! — ™) = bV R — P

1 _
thr o > [l — g

FeFl,
1 _ _ _
throrr > ot — o = (0 (i = e = b(i = )R
FeFdnr}
On a donc
Tn_zl 1TT(615)
:@;”fm o A e R T e AV (A |
on PPL 210 h S
hT 1 / -1 2
e ey DN | LA AR R | g
m FeF}
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FeFenry

On détaille maintenant ’expression des estimateurs d’erreur relatifs & la partie hydrau-
lique. On rappelle que dans Code_ Aster U'interpolation de la pression est linéaire, ce qui fait
disparaitre le terme Dpj". Dans les applications visées, le terme g;* disparait également car il est
proportionnel & la divergence de la gravité. On a pour tout 7" € 7p,

E? 1 2 E?
TmEp 0.1 ZTthTm HM@PZ@ + bV (Srup’) . + Tthm Z M n[5
) FerF,
+ Tthm Z | My nor — Mign I, r-
Ferdnrf

Preuve. En choisissant r = 0, le premier terme de (4.22), multiplié par 7}, est
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Tl | Ry |3 e = T | Copepy™ + B[ v

Tmh3 || ET LT N
- T 5 b==V-(5 —
T 12 MPtph+ gV od|| T
Tmh2 E?T? 2
— TL2 P2 5tph +bv (5tuh) OTE

2
Sy’ + bV (Srup’)

o
P2Ld M | M o1

Pour toute face intérieure F* C 9T™, le second terme de (4.22), multiplié par 7.5,, est

2
[[—V* *on]
0,F*
S|
op L1

T, hT*HJ ||0 =T, hT*

Tm hr || E

L
T I Vph n]

[+7

E2k

2
= Tthm H[[szl'“]]Ho,F
E2
- TthP2Ld 2M H'IMlq,h n]]Ho F
O

De méme, pour tout T € 73, on obtient

E? 1 ? B
pLT th2Ld 22 M‘gtphm+bv'(5tuzl) o +hTP2LdM2H2 2 Z [z n]]HOF
) FeF,
E? 2
3
+th2LdM2,€2p2 Z H[[Mlﬁnor o Mlﬁh'n]mof'

Ferdnrg

Par ailleurs, pour tout T' € 7}, on a
2

_ hi E? 1
T EL L1 (6r) :T—f—]ﬂ T Matp; + bV (8up) — kDpp), .
hi E?
T 11 P2LI=2K3 M3 p2 Z H'IMlqh Mlq h]]Hop
FeFi,
hj E? >
+ . Z H[[Mlé,nor - Ml((]l,nor - (Mlg,h - Ml((]l,h)]]Ho,Fv

el P2Ld_2K3M3p2
FeF2nrf

puisque
M P
0 _

Pour tout m € [2, N], on a
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Tm 5p,1 7(6t)

h4T E? iphm — 2ph +pp 2 Voupt — 2V-uhm_1 + V-uzl_z

=— +0b
T P2LA—23 M3 || M Tm Tm ot
hi E?
+ Ty P2LA—23 M3 p2 Z H[[Mlqh Mlqh]]Hop
FeFl,
hi B 1 0 1 0 2
o PRI 23 M 2 Do Mo = Mo = (Mg gy = MG g -
FeF2nrf

Estimateurs d’erreur en temps.

L’estimateur temporel pour la méthode directe est tel que pour tout m € |1, NJ,

E
) _17

L’estimateur temporel pour la méthode par reconstruction elliptique est tel que
2

| Coppy™ + Bojuy ™ — th?{*H%d PngEW M(Stph + bV (8yup) — KDppy, -
et pour tout m € [2, N|,
7o) (|60 (Copepp* + Bopuy™) |
. E? 1py = 2p;" —i—pff 2 bV-uhm — 2V-uff_1 + V-u;l”_Q
P2LAd=2xM (| M Tm Tm 0.0

Norme de stabilité.

On donne maintenant ’expression de la norme de stabilité utilisée pour le calcul des indices
d’efficacité. On a pour tout n € {1,--- , N}

: </
2 2 2
u" —up ||z = MV-(u" —uf 2/)\26u"—u" >,

F
Ip" — ppll2 = DILAN] /Q(Pn —pp)*.

Pour la norme L?(V}) de la pression, on utilise une formule d’intégration de Simpson en temps.
Pour tout n € {1,--- ,N}, on a

J o ) o) s -

1/2
L
[Z Tm/ PZLd[ (0™ = P+ AV TE =y 2P+ V(T - 1)2]] ’

_1
2 _

=3 (o +p;*"). Enfin,

[/Otn v WophT)(S)”?lds} : [Z Tm / parav (P - pZ”)Ql : .

~ Pa m
ou on a noté p,
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4.5.2 Mise en ceuvre dans Code_Aster

Les estimateurs d’erreur pour le probléme HM instationnaire sont mis en ceuvre dans
Code Aster et enrichissent ceux implantés pour le probléme HM stationnaire. Les routines de
calcul des estimateurs d’erreur en espace erhmv*.f (terme résiduel de l'estimateur), erhms*.f
(terme de saut aux interfaces), erhmb*.f (terme pour la condition de Neumann au bord) et
te0497.f (somme des différents termes) sont communes aux deux problémes et sont intégrées
dans 'opérateur de post-traitement CALC_ELEM. Pour les termes composant ’estimateur d’er-
reur en temps, leur calcul est effectué dans 'opérateur de résolution des probléemes THHM,
STAT_NON_LINE, afin de faciliter la mise en ceuvre d’une éventuelle procédure d’adaptation au-
tomatique de la discrétisation temporelle. Les estimateurs d’erreur sur les données 4, n’ont pas
été implantés.

4.6 Résultats numériques

On considére sur le domaine {2 = [0,1] x [0,1] la solution analytique suivante du pro-
bléme (2.16a)-(2.16b) avec les conditions aux limites de Dirichlet correspondantes,

exp(—At) [ cos(mz) sin(my) . .
= —-——— — _A
u(t,z,y) o sin(rz) cos(ry) | p(t, z,y) = exp(—At) sin(7x) sin(my),
avec A = ffé, k = 0.05, b = 0.75, ﬁ = 2%. Les coefficients de Lamé sont A\ = % et Ao = %,
ce qui donne un coefficient de Poisson v = 0.4 et un module de Young E = %. Les taux de

convergence en espace sont évalués sur une série de triangulations structurées basées sur un pas
de maillage & la frontiére hg et raffinées uniformément.

Les tableaux 4.1 et 4.2 présentent les résultats de convergence (sous raffinement spatial et
temporel respectivement) pour des erreurs d’approximation mesurées dans différentes normes.
Tous les taux de convergence concordent avec ceux prédits par ’analyse d’erreur a priori. Une
observation importante est que I’erreur globale est dominée par 1'erreur en norme L?(H}) sur la
pression.

ho ' llw = wnella | lIp = parlle [(fy llp = PaslD2|(fy P = 7°Pnr]|3)*2
4 |8.12e-3 - |5.66e-3 — |[2.75e-2 - 2.75e-2 —

8 12.15e-3 1.92|1.49e-3 1.92|1.45e-2 0.92 1.45e-2 0.92

16 |5.34e-4 2.01(3.73e-4 2.00|7.33e-3 0.98 7.33e-3 0.98

32 |1.32e-4 2.02|9.21e-5 2.01|3.68e-3 0.99 3.68e-3 0.99

Tableau 4.1. Erreurs 4 l'instant final et taux de convergence sous raffinement spatial ; 7' = 0.1, 7 = 2.50e-4.

Pour évaluer 'estimation d’erreur a posteriori obtenue avec ’approche directe, voir (4.18),
on évalue les quantités
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7w =wnella | Ip = prrlle |(fy 1P = ar DSy llp = 7%Pnr [12)*/2
0.25(5.10e-3 — |5.64e-3 — |1.68e-2 - 1.81e-2 -
0.2 |4.13e-3 0.94|4.55¢e-3 0.96|1.39¢-2 0.84 1.48e-2 0.93
0.1 [2.12¢-3 0.96(2.31e-3 0.98|7.58e-3 0.87 7.74e-3 0.93
0.05(1.07e-3 0.99|1.16e-3 0.99|4.24e-3 0.83 4.26e-3 0.86
Tableau 4.2. Erreurs a l'instant final et taux de convergence sous raffinement temporel; T=1, ho = 1/128.
N 1/2
1/2
m= D m&h] . m= sw (€M
m—1 0<m<N
(4.48)
N N 1/2
1/2 —12
ns =Y (EM(6))"?, m= > Tl =G
m=1 m=1
ainsi que les indices d’efficacité
+n2+n3+ +n2+n3+
Ieff m 72 73 T4 * m 72 n3 T4 (449)

=T ) ff — N Ny
(fy [lp = prrll2 + lp = mOpnr||2]) /2 N —upfla + PN = oy e

On rappelle que 11, 12 et n3 sont associés & ’estimateur d’erreur spatial et que 7y est associé &
I’estimateur d’erreur temporelle. Les tableaux 4.3 et 4.4 présentent les résultats obtenus sous raf-
finement spatial et temporel, respectivement. Tous les taux de convergence observés concordent
avec les prédictions théoriques. De plus, l'indice d’efficacité Zog prend des valeurs entre 2 et 3,
indiquant que les estimateurs proposés se comportent de maniére satisfaisante pour controler
erreur sur la pression dans la norme L7(H}!). Ce résultat montre qu’en I’absence de comporte-
ment singulier en temps, le terme 73 (qui n’avait pas fait I’objet d’une majoration par ’erreur
dans l'analyse théorique) ne conduit pas & sur-estimer l’erreur. Celui-ci est d’ailleurs inférieur
aux contributions des deux autres termes 7; et 7o. Par ailleurs, on observe comme attendu que la
situation est assez différente si l’on essaie de controler ’erreur sur les déplacements dans la norme
L (HY). Comme cela est reflété par l'indice d’efficacité Iz qui augmente lorsque le maillage
est raffiné, cette derniére erreur converge plus vite vers 0 que ’estimateur d’erreur déduit de
I’approche directe.

ho'! m 72 73 74 T Zog

4 16.34e-2 - |9.53e-2 - [8.17e-3 - |1.45e-3 - (3.13 11.43

8 13.33e-2 0.93
16 [1.71e-2 0.96
32 |8.62e-3 0.98

2.57e-2 1.89
6.63e-3 1.96
1.68e-3 1.98

2.75e-3 1.57
7.13e-4 1.94
1.80e-4 1.99

7.67e-4 0.92
3.89%e-4 0.98
1.96e-4 0.99

2.18 15.33
1.70 23.81
1.45 41.19

Tableau 4.3. Estimations d’erreur a posteriori utilisant I’approche directe et taux de convergence sous raffinement

spatial ; T'= 0.1, 7 = 2.50e-4.
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T m M2 13 M4 T Iog

0.25(4.33e-3 1.07e-4 1.15e-4|4.70e-2 - |1.48 4.80
0.2 |4.37e-3 1.02e-4 1.04e-4|3.85e-2 0.90|1.51 4.95
0.1 |4.45e-3 9.93e-5 8.25e-5|2.01e-2 0.93(1.62 5.58
0.05{4.49e-3 1.02e-4 7.38e-5|1.03e-2 0.96|1.77 6.69

Tableau 4.4. Estimations d’erreur a posteriori utilisant ’approche directe et taux de convergence sous raffinement
temporel; T'=1, ho = 1/128.

Pour évaluer l'estimation d’erreur a posteriori en utilisant la reconstruction elliptique,
voir (4.47), on évalue les quantités

N 1/2
N5 = (Z T;LI(gg,Ll((st) + 5:7(50)) ) (4.50)
m=1

N 1/2
16 = (ﬁHC&:pk + Bosuj, — Dapon — gill2 + D minl|6:(Coipfyt + Boyuj) — gZ“)H?) , (4.51)

m=2
= (EN)?, (4.52)
s = (Epn)'?, (4.53)

ainsi que l'indice d’efficacité

N5 +Ne + N7+ 18
[ul¥ = up[|a + [l = Py e

Teft =

(4.54)

On rappelle que 75 est associé & l'estimateur d’erreur en espace et que 7g est associé a l'esti-
mateur d’erreur en temps. De plus, n7 et ng controlent 'erreur entre la solution discréte et sa
reconstruction elliptique; voir le lemme 4.2. Le tableau 4.5 présente les résultats obtenus sous
raffinement spatial. Les ordres de convergence observés concordent assez bien avec les prédictions
théoriques. On observe une légére super-convergence pour 75 et une légére sous-convergence pour
77 sur les maillages (trés) grossiers. La quantité ng, qui est reliée a l'erreur temporelle, reste a une
valeur quasi constante et suffisamment petite sous raffinement spatial. Finalement, on observe
que 'indice d’efficacité est assez grand, particuliérement sur les maillages grossiers.

4.7 Extension aux modélisations non linéaires

Dans cette section, on propose une extension de ’analyse d’erreur a posteriori présentée
ci-dessus a I’étude de problémes de géomécanique non linéaires & vocation industrielle. La non-
linéarité provient de ’équation hydraulique. D’une part, la masse volumique du liquide dépend
de la pression hydraulique par la relation
dp  dp

=@ 4.55
- (4.55)
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hot

75

Tl6

i

718

jeff

4
8
16
32

1.34e-0 —

2.01e-1 2.74
4.36e-2 2.21
1.04e-2 2.07

1.14e-2
7.82e-3
7.58e-3
7.55e-3

1.55e-2 -

5.70e-3 1.44
1.79e-3 1.67
4.93e-4 1.86

2.18e-2 -

5.83e-3 1.90
1.50e-3 1.96
3.77e-4 1.98

169.43
120.26
97.49
19.59
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Tableau 4.5. Estimations d’erreur a posterior: utilisant la reconstruction elliptique et taux de convergence sous
raffinement spatial; T'=1, 7 = 0.1.

ou Kj, désigne le module de compressibilité du liquide. D’autre part, la porosité dépend des
déformations et de la pression par la relation (2.14), rappelée ci-dessous

(4.56)

1
do = (b— d —dp).
o= @)<6v+Ksp>

La simulation numérique est réalisée a 1’aide de la modélisation HM instationnaire implantée dans
Code_ Aster. Pour le détail de cette modélisation, le lecteur pourra consulter la documentation
de référence du code [Cha0la, Cha0lb]. On propose dans cette section un exemple d’adaptation
de maillages pilotée par les estimateurs d’erreur a posteriori obtenus par la méthode directe.

4.7.1 Le cas test

Le cas test étudié est inspiré du benchmark proposé par Chavant et Millard [CMO07] dis-
ponible & 'adresse http://www.gdrmomas.org/ex_qualifications.html. La motivation indus-
trielle qui sous-tend ce cas test est la nécessité de mieux connaitre ’endommagement induit par
les travaux d’excavation dans le milieu naturel pour la mise en place d’un site de stockage de
déchets nucléaires.

Il s’agit d’étudier une cavité cylindrique en massif géologique infini. Par symeétrie, on res-
treint 1’étude du probléme & un quart de plan. La géométrie du probléme est illustrée a la
figure 4.1. On se place dans le cadre de déformations planes par rapport & la direction z per-
pendiculaire au plan de la figure. L’échelle de temps de la simulation est 7 = 1.5 x 106 s ~ 17
jours. L’état de contraintes initial est anisotrope. La loi de comportement mécanique choisie est
une loi élastique dont les parameétres sont le module de Young E = 5800 MPa et le coefficient
de Poisson v = 0.3. Les paramétres physiques utiles pour ’adimensionnement des estimateurs
d’erreur proposé au paragraphe 4.5.1 sont

1
— =269 %1071 Pat,

=1.02x 107 m?2pals!
K m-.Pa ~.s °, i

p = 1000 kg.m 3.
On choisit la longueur caractéristique L = 60 m et la pression caractéristique P = 5 MPa, ce qui
donne U = 5.17 cm. Les conditions aux limites sont
— Sur I :
-Si0<t<T:
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t
orr = (—11cos? 0 — 15.4sin% 0)(1 — T) MPa,

t
o9 = —4.4cosfsinf(1 — T) MPa,

t
p=47(1 - ) MPa.

- Sit>T:
Opp = 0p9g =p=0.
— Sur Iy : u, =0 et My =0.
— Sur I3 : 0yy = —15.4 MPa et p = 4.7 MPa.

- Sur Iy : 0yy = —11 MPa et p = 4.7 MPa.
— Sur Is : uy =0 et My, = 0.

5

Fig. 4.1. Géométrie du probléme.

On observe que le probléme est posé sur un domaine qui n’est pas convexe, ce qui ne pose pas
de difficulté car les estimateurs de la méthode directe n’utilisent pas la propriété de régularité
elliptique.

4.7.2 Résultats numériques

Le maillage initial, illustré & la figure 4.2, est construit de maniére assez grossiére pour
observer les raffinements proposés par les estimateurs d’erreur en espace. Pour la discrétisation
temporelle, on considére une subdivision uniforme en N = 15 intervalles. Les estimateurs d’erreur
locaux en espace et globaux en temps sont définis a 'instant final ¢5 pour toute maille T € 7},
par

N 1/2 N
nr = (Z TmE,’:?o,T) + sup (E7)P 4D (ETr(6)).
m=1

0<m<N m—1

Pour des raisons informatiques liées & Code_ Aster, 'estimateur nr est évalué sans tenir compte
du terme portant sur les conditions de Neumann. La figure 4.3 présente une série de maillages
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Fig. 4.2. Maillage initial.

raffinés par HOMARD en choisissant comme critére de raffiner 5% des éléments dont ’estimateur
d’erreur est le plus élevé. Le champ de pression calculé sur les maillages raffinés est illustré a la
figure 4.4. On observe que le profil de pression au voisinage de I’excavation est mal capturé sur les
maillages grossiers. On donne également dans le tableau 4.6 les valeurs des estimateurs d’erreur
en espace 11, 12 et N3 et de Uestimateur en temps 7y définis par les formules (4.48) sur une série de
maillages raffinés. On remarque que les valeurs des indicateurs en espace 71, 72 et n3 décroissent

Nombre de mailles| m 72 13 i
196 1.25e-1 4.24e-1 4.24e-1|9.19e-7
278 2.65e-2 7.63e-2 7.64e-2|1.24e-6
392 1.76e-2 3.46e-2 3.46e-2|1.31e-6
564 1.50e-2 2.00e-2 2.00e-2|1.32e-6
890 1.13e-2 1.18e-2 1.18e-2|1.34e-6
1368 9.09e-3 7.72e-3 7.72e-3|1.34e-6
2268 7.04e-3 4.69e-3 4.69¢-3 |1.36e-6
3762 5.16e-3 2.84e-3 2.84e-3|1.36e-6
6200 3.97e-3 1.87e-3 1.88e-3|1.36e-6
10042 3.02e-3 1.17e-3 1.17e-3|1.36e-6

Tableau 4.6. Estimations d’erreur a posteriors utilisant ’approche directe et convergence sous raffinement spatial ;
T = leb s.

comme attendu. L’indicateur en temps n4 augmente pour des maillages grossiers puis se stabilise
lorsque les maillages deviennent trés fins. Celui-ci reste négligeable devant les estimateurs d’erreur
en espace. Par ailleurs, on observe que le maillage est raffiné automatiquement autour de la zone
d’excavation, qui est la zone physique d’intérét.
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Fig. 4.3. Raffinement adaptatif du maillage.
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Fig. 4.4. Champs de pression sur les maillages raffinés.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a 'analyse d’erreur a priori et a posteriori de méthodes
d’approximation par des éléments finis en espace et par des différences finies en temps pour des
problémes Hydro-Mécaniques issus de la théorie de la poroélasticité.

Dans le chapitre 2, on a présenté les bases physiques du modéle HM étudié dans cette
thése. On a proposé un adimensionnement du systéme d’équations couplées pour les versions
stationnaire et instationnaire du modéle. On a également introduit un cadre abstrait permettant
de simplifier ’analyse mathématique et de donner une portée plus générale aux résultats.

Dans le chapitre 3, on s’est intéressé & ’analyse de la version stationnaire du probléme
modéle, dont on a considéré une discrétisation par une méthode d’éléments finis de Lagrange
conformes. On a proposé ’analyse d’erreur a posteriori par deux méthodes différentes : une
méthode directe basée sur la stabilité du probléme continu et une méthode par dualité. Les
propriétés de fiabilité et d’optimalité des estimateurs d’erreur ont été démontrées. La méthode
directe est adaptée pour estimer I’erreur sur la pression dans la norme H'! et la méthode par
dualité pour estimer I’erreur sur les déplacements dans la norme H'!. Les estimateurs a posteriori
ont été implantés dans Code Aster. Quelques illustrations numériques sur un cas test avec
solution analytique ont été présentées.

Dans le chapitre 4, on s’est intéressé a ’analyse de la version instationnaire du probléme
modéle. On a établi un résultat de stabilité pour le probléme continu permettant d’identifier la
norme de stabilité naturelle. On a ensuite considéré la discrétisation du probléme par une méthode
d’éléments finis de Lagrange conformes en espace et par un schéma d’Euler implicite en temps.
Apres avoir effectué ’analyse d’erreur a priori (utilisant notamment les techniques de projection
elliptique), I’analyse d’erreur a posteriori a été menée en utilisant deux méthodes : une méthode
directe basée sur la norme de stabilité du probléme continu et une méthode par reconstruction
elliptique. On a dans les deux cas obtenu des estimations d’erreur a posteriori fiables et délivrant
des majorations globales de I’erreur d’approximation ol toutes les constantes dans les estimations
ont été identifiées, ce qui est particuliérement intéressant dans les simulations numériques ayant
pour objectif 1’évaluation de la performance des sites de stockage de déchets. Des propriétés
d’optimalité ont également été établies dans le cas de l'approche directe pour les 3 termes de
I’estimateur d’erreur spatiale. La méthode directe est adaptée pour ’estimation de I’erreur sur
la pression dans la norme L?(H}) et la méthode par reconstruction elliptique est adaptée pour
Iestimation sur les déplacements dans la norme L°(H}) et pour I’estimation sur la pression dans
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la norme L$°(L2). Méme si elle présente un intérét mathématique, la méthode par reconstruction
elliptique ne semble pas étre efficace afin d’évaluer l'erreur d’approximation car dans les cas
tests que nous avons considérés, les indices d’efficacité sont trés grands. On recommande plutot
d’utiliser la méthode directe qui semble plus fiable, avec des indices d’efficacité compris entre 3
et 4. Enfin, on a proposé l'application de la méthode directe & 1’étude d’un cas d’excavation pour
le stockage des déchets nucléaires.

Les travaux présentés dans ce mémoire pourraient étre poursuivis dans les directions sui-
vantes :

— tester les estimateurs obtenus sur des domaines concaves (par exemple en L) ol 'hypo-
theése de régularité elliptique n’est plus valide,

— étendre l'analyse mathématique du probléme modéle instationnaire aux maillages dé-
pendant du temps,

— approfondir I’étude de la méthode par reconstruction elliptique afin d’essayer de réduire
les indices d’efficacité,

— réaliser des simulations numériques avec adaptation de maillages pilotée par les estima-
teurs d’erreur a posteriori sur divers cas tests industriels,

— étendre tant que faire se peut le champ d’application des travaux aux problémes non
linéaires.
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