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Chapitre 1

Introduction

La simulation numérique peut constituer un apport décisif dans la recherche de
conditions optimales lors de la mise en ceuvre de procédés de fabrication. En plus de
limiter les campagnes d’essais elle peut participer a la compréhension de phénomenes
complexes en donnant acces a des données (températures, contraintes, ...) difficilement
accessibles par des démarches expérimentales. Ceci est notamment le cas pour le ci-
saillage a grande vitesse, également appelé cisaillage adiabatique, pour lequel la brieveté
des phénomenes (pour une éprouvette de 5 millimétres d’épaisseur la propagation de la
bande cisaillement se fait sur une durée de quelques dizaines de micro-secondes) rend
tres délicate I'observation et la mesure. Aujourd’hui, pour ce procédé, la définition des
parametres optimaux (vitesse poingon, jeu poingon/matrice, ...) est encore loin d’étre
maitrisée.

La simulation numérique en 3d de ce procédé, et d’'une maniere générale de tous
les procédés mettant en ceuvre de tres grandes déformations de la matiere, par une ap-
proche de type éléments finis est confrontée a des difficultés pratiques suite aux fortes
distorsions des éléments. Des procédures de remaillages doivent étre mises en ceuvre.
Celles-ci sont couteuses en temps de calcul et rendent nécessaire, a chaque remaillage,
la projection de champs ce qui tend a dégrader la qualité de la solution. Une alterna-
tive possible aux approches éléments finis sont les méthodes sans maillage | ].
Ces approches se liberent de la contrainte de maintien de la qualité géométrique des
éléments supports de l'interpolation et donc de la nécessité de déplacement de nceuds
vis a vis de la matiere. Ainsi, tout au long d’'une simulation, elles rendent possible la
conservation des noeuds initiaux (en affinant éventuellement ['interpolation par ajout
de neeuds dans certaines zones) qui sont de véritables points matériels. En définissant
toutes les variables aux nceuds (typiquement déplacements, contraintes, température,
déformations plastiques, ...) il est alors aisé de suivre I’évolution des variables qui y
sont associées sans projection. Les méthodes sans maillage présentent cependant deux
inconvénients : le choix de la taille du support des fonctions de formes de I'interpolation
(car non automatique), et I'imposition des conditions aux limites.

Une troisieme voie existe. 11 s’agit de 'approche NEM (Natural Element Method)
qui est a mi-chemin des méthodes sans maillage et de la méthode des éléments finis. La
NEM propose une interpolation basée sur le diagramme de Voronoi associé au nuage
de noeuds répartis sur le domaine a étudier. Ce diagramme de Voronoi est le dual du
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

maillage de Delaunay. Il y a donc un maillage utilisé pour la construction de l'inter-
polation. Cependant, comme le montrent les exemples présentés dans ce document, la
qualité de cette interpolation ne dépend pas de la forme des triangles (problémes bidi-
mensionnels) ou tétraedres (problémes tridimensionnels) présents dans le maillage de
Delaunay. Ce dernier est construit de facon systématique sans nécessiter le déplacement
de nceuds. Avec la NEM le choix du support des fonctions de forme est automatique
et optimal dans le sens ou le voisinage des noeuds est pris en compte au mieux pour
définir I'interpolation. Pour ce qui est de I'imposition des conditions aux limites, pour
des domaines convexes, elle est directe et procede de la méme démarche que les éléments
finis : I'influence des nceuds internes a un domaine donné s’annulent sur les bords de
ce dernier. La NEM cumule, pour les domaines convexes, les avantages des méthodes
sans maillage et des approches éléments finis méme si, vis a vis de ces dernieres, un
surcout existe pour la construction de I'interpolation.

La méthode des éléments naturels contrainte CNEM (Constrained Natural Element
Method) a été introduite afin de garder les propriétés de la NEM pour des domaines non
convexes. L’interpolation CNEM est construite sur le diagramme de Voronoi contraint
qui est le dual du maillage de Delaunay contraint. Ainsi, en plus du nuage de nceuds,
une description valide de la frontiere du domaine doit étre introduite. Le maillage de
Delaunay est contraint a respecter cette frontiere.

Le travail de cette these a principalement deux objectifs. Le premier est la mise en
ceuvre de la méthode des éléments naturels contrainte dans un contexte tridimensionnel,
et le second est son utilisation dans la simulation des transformations finies et en
particulier celle du cisaillage a grande vitesse. La premiere partie du document (chapitre
2) débute par une présentation générale de la méthode des éléments naturels contrainte.
Afin d’introduire avec plus de précision cette méthode, les définitions s’y afférent sont
ensuite données. Dans la seconde partie (chapitre 3) est abordée la mise en ceuvre
en 3d de I'approche. Trois aspects sont concernés : la construction du diagramme de
Voronol contraint, le calcul des fonctions de formes éléments naturels de type Sibson,
et la discrétisation du domaine en vu de I'intégration nodale stabilisée conforme SCNI.
Pour ces trois aspects nous avons soit développé nos propres algorithmes et/ou intégré
et évalué des algorithmes issus du travail d’autres équipes(certains de ces algorithmes
ont été reprogrammés a cette fin). Deux criteres ont été pris en considération : la
robustesse et les performances en temps de calcul. La troisieme partie (chapitre 4) porte
sur la validation de la CNEM en 3d au travers de deux exemples en élasticité linéaire
(sous Uhypothése des petites perturbations). Y est notamment abordé I'importance des
choix faits pour le calcul de I'intégration stabilisée. Cette validation s’appuie sur des
comparaisons, en terme d’erreur et de taux de convergence (effectivité) vis a vis des
solutions analytiques et des solutions obtenues avec la méthode des éléments finis. La
derniere partie (chapitre 5) présente la démarche adoptée pour 'utilisation de la CNEM
en grandes transformations. Deux exemples sont étudiés. Le premier exemple porte sur
le test de la barre de Taylor. Cet exemple est bien référencé dans la littérature | ).
Il a permis de valider et comparer notre mise en ceuvre vis a vis d’autres approches.
Le second exemple porte sur le cisaillage a grande vitesse. Sont notamment étudiés les
premiers instants du cisaillage et 'importance du type de matériau sur la localisation

12



des bandes de cisaillement. Dans la conclusion nous faisons un bilan de ce travail et
jetons les bases des développements a venir.

Les travaux présentés dans ce document s’integrent dans un projet plus large qui
associe le CNRS, TENSAM et le CETIM autour d’un laboratoire commun : le LASIP
(Laboratoire pour la Simulation des Procédés). 1’objectif principal de ce laboratoire
est d’aller vers une meilleure compréhension et maitrise du cisaillage a grande vitesse.
Ainsi, en parallele de la présente démarche simulation, un banc d’essais de cisaillage
a grande vitesse a été mis en place sur le site de TENSAM Paris. Ce banc d’essais
vise, par une maitrise ”optimale” des conditions opératoires, a faire des observations et
des mesures pour aller vers une définition et une identification de modeles de compor-
tement. Ces modeles devront étre suffisamment représentatifs pour que, utilisés dans
I’approche CNEM, les simulations soient prédictives.

13
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Chapitre 2

Présentation de 'approche CNEM

L’objet du présent chapitre est de présenter ’approche
C-NEM sans entrer dans les détails de sa mise en ceuvre.
Apres avoir esquissé les grands traits de I'approche et
avoir situé celle-ci vis a vis de la NEM, nous revenons
sur la définition du diagramme de Voronoi Contraint.
Ce diagramme est a la base de la construction de l'in-
terpolation CNEM. Nous rappelons également les par-
ticularités et propriétés vérifiées par cette interpolation
avant de finir le chapitre par une présentation de la tech-
nique d’intégration utilisée dans notre mise en ceuvre de

la CNEM.
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CHAPITRE 2. PRESENTATION DE L’APPROCHE CNEM

2.1 Meéthode des éléments naturels (NEM) - Méthode
des éléments naturels contrainte (CNEM)

La méthode des éléments naturels (NEM) | Il | propose une interpo-
lation définie a partir de constructions géométriques se basant sur un diagramme de
Voronoi. Ce diagramme de Voronoi est celui associé au nuage de noeuds répartis sur
le domaine étudié. Les noeuds sont des points du domaine ou sont définis les degrés de
libertés (DDL) de I'interpolation. L’interpolation proposée est une combinaison linéaire
de fonctions de forme, une par nceud, locales en espace et interpolantes (la valeur de
Uinterpolation en un neud est égale a la valeur des DDL du neeud).

Le diagramme de Voronoi est le dual du maillage de delaunay associé au nuage
de nceuds. Cependant, contrairement a des fonctions de forme dont la construction
est basée sur un maillage (éléments finis par exemple), les fonctions de forme NEM
ne dépendent pas du maillage de Delaunay sous-jacent, mais plutot de la répartition
spatiale des nceuds.

Afin de mieux illustrer cela, la figure 2.1 donne, pour une distribution nodale fixée,
et en un point x donné, la valeur de la fonction de forme associée a chaque noeud
(diamétre des cercles rouges) : pour linterpolation NEM Sibson a gauche, et FEM
(éléments finis linéaires) a droite pour deux maillages différents.

Pour la NEM, les voisins de z (neuds du domaine pour lesquels les fonctions de
forme associées sont non nulles) sont les nceuds les plus proches de x, neeuds j, h,
k, et g. Pour cette interpolation, plus un noeud est proche du lieu ou l'on évalue
I'interpolation, plus son influence (la valeur de la fonction de forme qui lui est associée)
est grande. On peut constater que les valeurs des fonctions de forme associées aux
voisins de x sont presque identiques, car z est sensiblement & une méme distance de
ces derniers.

Ceci n’est pas vérifié pour la FEM, que ce soit pour un maillage fortement distordu
(maillage du haut), ou pour un maillage de Delaunay qui minimise cette distorsion (
maillage du bas). Pour le maillage du haut, les voisins de z sont 4, e, et f, qui ne sont
pas les neeuds les plus proches de x. Pour le maillage du bas, les voisins sont j et g (
k est aussi un voisin mais la valeur de la fonction de forme associée est pratiquement
nulle), alors que k et h sont a une distance similaire de x.

Comparée aux autres méthodes sans maillages, I’'approche NEM procede un avan-
tage important. Sur la frontiere du domaine, la valeur du champ interpolé par des
fonctions de forme NEM, ne dépend que de la valeur de ce champ aux nceuds de la
frontiere, et ce linéairement (figure 2.2). Autrement dit, les nceuds internes au domaine
n’ont pas d’influence sur la frontiere du domaine : les fonctions de forme associées
a ces derniers s’annulent a la frontiere. Ceci permet d’imposer de fagon stricte des
conditions aux limites qui sont indépendantes de toute valeur aux nceuds internes au
domaine.

Cependant, cette propriété n’est valable que pour des domaines convexes. Pour des
domaines non-convexes sur et pres d'un bord non-convexe, le champ interpolé peut
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2.1. METHODE DES ELEMENTS NATURELS (NEM) - METHODE DES ELEMENTS NATURELS
CONTRAINTE (CNEM)

F1G. 2.1 — Fonction de forme NEM Sibson (a gauche) / FEM (a droite)

dépendre non seulement de nceuds internes au domaine mais aussi de noeuds se situant
de lautre coté de ce bord (voir figure 2.3 a gauche).

La CNEM (Constrained Natural Element method) [YvoOl] a été introduite afin
remédier a cette lacune. La CNEM n’est qu’une extension de la NEM pour des do-
maines non-convexes. Ainsi, pour la NEM le calcul des fonctions de forme se base
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sur le diagramme de Voronoi, pour la CNEM il se base sur le diagramme de Vo-
ronol contraint par la frontiere du domaine.

La figure 2.3 illustre apport de la CNEM (dessins a droite) vis a vis de la NEM
(dessins a gauche) prés d’un bord non convexe. Comme pour la figure 2.1, le diametre
des cercles rouges représente la valeur des fonctions de forme en z.

F1G. 2.2 — Fonctions de forme NEM Sibson pres d’un bord convexe

18



2.1. METHODE DES ELEMENTS NATURELS (NEM) - METHODE DES ELEMENTS NATURELS
CONTRAINTE (CNEM)

o o

x

€,
€,

OO e U f

F1G. 2.3 — Fonctions de forme Sibson pres d’'un bord non-convexe, NEM (a gauche)
/ CNEM (a droite)
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2.2 Les fonctions de forme CNEM

Dans ce paragraphe, pour des raisons de commodité, nous nous référons souvent au
cas bidimensionnel (n = 2), suivi en italique d’une généralisation au cas tridimensionnel
(n = 3) ou plus (n > 3). D’une maniére générale nous nous intéressons & un domaine
2 de R" dont la frontiere est notée I'.

2.2.1 Préliminaire
Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay

Soit S un ensemble de noeuds de R", et soit p un nceud de S. La région de Vo-
ronoi | ] associée & p, notée Vorg(p), est 'ensemble des points de R™ plus proches
de p que de tout autres nceud ¢ de S.

Vorg(p) = {xr € R",d(x,p) < d(z,q),Yq € S,q # p}

ou d(.,.) est la distance euclidienne entre deux points.

Le diagramme de Voronoi est le dual de la triangulation de Delaunay | |, trian-
gulation pour laquelle le cercle (sphére, hyper-spheére) circonscrit (e) a chaque triangle
(tétraédre, simplexe) ne contient aucun nceud a 'intérieur.

Vocabulaire

— Sommet : centre du cercle (sphére, hyper-sphére) qui circonscrit un triangle
(tétraedre, simpleze) de Delaunay. Ce sommet est donc associé a trois nceuds
générateurs ((n+1) en nd), il est en liaison avec a trois autres sommets ((n+1)
en nd), ceux associés aux triangles (tétraedre, simplexe) de Delaunay adjacents.
Aréte : segment reliant deux sommets adjacents, elle est associée a deux nceuds
générateurs (n en nd)
Face : plan (hyper-plan) médian entre deux nceuds voisins (neuds générateurs).
Cellule : région de Voronoi.

Diagramme de Voronoi contraint et triangulation de Delaunay contrainte

La définition du diagramme de Voronoi contraint s’appuie sur le critere de visibilité
| |

Un neeud ¢ est dit visible d'un autre noeud p, et réciproquement, si, et seulement
si, le segment de droite [p, ¢ les reliant ne transperce pas la frontiere I' du domaine €2,
et n’est pas a l'extérieur de ce dernier.

Sur la figure 2.4, les segments [a,b], [a,c], et [a,d] transpercent I'. Les noeuds b, ¢, et
d ne sont donc pas visibles par a et réciproquement. Par ailleurs, le segment [e,c| est &

I'extérieur du domaine, les nceuds e et ¢ ne sont donc pas visibles I'un de 'autre.

La définition de la région de Voronoi contrainte associée a un nceud p, Vorg(p),
trouvée classiquement dans la littérature | ], est la suivante :

Vori(p) ={x € R" : d(z,p) <d(z,q),Yq € S, q# p, = p visible, x q visible} (2.1)
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2.2. LES FONCTIONS DE FORME CNEM

F1G. 2.4 — Critere de visibilité

Cette définition restreint la région de Voronoi contrainte associée a un nceud donné,
a sa partie interne au domaine. Afin de pouvoir calculer des fonctions de forme par la
suite, cette région ne doit pas étre tronquée par la frontiere du domaine.

Une définition de la région de Voronoi contrainte associée a un nceud, plus étendue,
dans le sens ou elle ne tronque pas cette région par la frontiere, est la suivante :

Vori(p) ={z € R" : d(x,p) <d(x,q),Yq € S, q# pAp quisible} (2.2)

Sur la figure 2.5 est représentée a gauche une cellule de Voronoi pour un diagramme
non contraint, et sur les deux dessins de droite, les cellules associées au méme nceud
pour un diagramme de voronoi contraint. La cellule en haut a droite est celle issue
de la définition 2.1, la cellule en bas a droite correspond a la définition 2.2. Pour le
diagramme contraint issu de la définition 2.2, seule ’application aux nceuds du critere
de visibilité sert a définir la cellule du noeud p. Les noeuds k£, [ ne sont pas visibles par
le noeud p, car les segments [p, ] et [p, k] transpercent la frontiere du domaine.

Il faut souligner que le diagramme de Voronoi d’un nuage de nceuds, est un dia-
gramme de Voronoi contraint par I’enveloppe convexe de ce nuage de nceuds. Pour
un domaine non convexe, l'enveloppe convexe des noeuds n’est plus sa frontiere, d’ou
la différence entre les deux diagrammes pour de tels domaines.

Le diagramme de Voronoi contraint est le dual de la triangulation de Delaunay
contrainte| |. Pour cette triangulation le cercle (spheére, hyper-sphére) circonscrit(e)
a chaque triangle (tétraédre, simplexe) ne contient aucun nceud visible par les nceuds
de ce triangle. En 2d la triangulation de Delaunay contrainte existe toujours que ce soit
pour des domaines convexes ou non. Ceci n’est malheureusement plus vrai en 3d pour
certains domaines non convexes comme, par exemple, le polyedre de Schonhardt | ]
(voir figure 2.6). Une solution dans ces cas consiste a ajouter des nceuds supplémentaires
sur la frontiere du domaine. Nous reviendrons plus en détail sur cet aspect dans le pa-
ragraphe 3.2.1.
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F1a. 2.5 — Région de Voronol associée a un nceud, non-contrainte (@ gauche),contrainte
(a droite)

2.2.2 Calcul des fonctions de forme CNEM

Soit 2 un domaine dans R", I" sa frontiere, et S un ensemble de noeuds répartis sur
Q.

Soit z un point a l'intérieur du domaine €2, point o1 ’on veut évaluer I'interpolation,
tel que :

-x ¢S

—x ¢l

On note :

— DV{ le diagramme de Voronoi contraint de Q (ou plus précisément diagramme

de Voronoi associé auz neuds de S et contraint par la frontiére T' de Q).
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2.2. LES FONCTIONS DE FORME CNEM

Ajout de noeuds

o ——

Domaine n'ayant pas de Domaine ayant une
tétraedrisation de Delaunay tétraédrisation de Delaunay
contrainte contrainte

FiGc. 2.6 — Tétraedrisation contrainte de Delaunay du polyedre de Schonhardt par
ajout de noeuds

— DV{., le diagramme de Voronoi contraint de €2 avec ajout du point x.

- TDg,, la triangulation de Delaunay contrainte de {2 avec ajout du point .

— ¢, la cellule de Voronoi associée au point x dans DV(5_ .

Les voisins naturels du point x sont les nceuds de €2 dont la cellule de Voronoi est
voisine directe de la cellule de x dans DV(j, . Autrement dit ce sont les nceuds de (2
qui sont liés a z par une aréte de Delaunay dans T'Dg, .

Soit v; un tel voisin, et ¢,, sa cellule de Voronoi associée dans DV{j. La valeur en z
de la fonction de forme éléments naturels Sibson [Sib80b][Sib80a] [Sib81] associée a ce
nceud voisin, fonction notée ¢3 (), est donnée par :

.;(x) — ”cz N C'Ui”L
lezll),

ou |||, désigne la mesure de Lebesgue (longueur en 1d, aire en 2d, mesure de
volume en 3d...). 11 s’agit d’'une mesure algébrique, elle peut étre négative pour des
frontieres fortement non convexes (voir 3.3.4).

(2.3)

Un exemple de construction de ces fonctions de forme en 2d est donné figure 2.7.

Sur la figure 2.8 sont représentées les courbes iso-valeurs d’une fonction de forme
associée a un nceud, élément naturel Sibson 2d (a gauche), et éléments finis linéaire (4
droite) construite sur la triangulation de Delaunay duale pour comparaison.

Sur la figure 2.9 sont représentées les surfaces iso-valeurs d’une fonction de forme
associée a un nceud, élément naturel Sibson 3d (en haut), et éléments finis linéaires
construite sur la tétraedrisation de Delaunay duale (en bas) pour comparaison.
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insérer le point x

-———

\

~
~~_____>

calcul de la fonction de
forme associée a chaque
voisin

F1G. 2.7 — Calcul des fonctions de forme Sibson

On peut enfin voir figure 2.10, la différence qui résulterait pour un domaine non
convexe 2d, de l'utilisation d'un diagramme de Voronoi non contraint (a gauche) et
d’un diagramme de Voronol contraint (a droite) pour une fonction de forme Sibson
associée a :

— un neeud proche de la frontiere (en haut),

— un neeud sur la frontiere (en bas).

Il est également possible de définir, pour ce méme noeud voisin, une autre fonction
forme éléments naturels, dite non Sibson ou Laplace [B500], au point z, ¢\ (z) qui a
pour expression :

Ifill

=
H:l?’l)i

n o fllL
21 s, |

w (1) = (2.4)

ou f; désigne la face de ¢, associée au nceud voisin v;, et n le nombre de voisins
naturels.
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BT [0 [ [ BT T ] e

0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9

7

F1G. 2.8 — Fonction de forme en 2d EN Sibson / EF linéaires

F1G. 2.9 — Fonction de forme en 3d, EN Sibson / EF linéaires
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0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9
/’,‘
0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9

y

.\/ .

Fic. 2.10 — Résultat de l'utilisation d’'un diagramme de Voronoi non contraint /
contraint pour le calcul d’une fonction forme Sibson

2.2.3 Calcul du gradient des fonctions de forme CNEM de
type Sibson

Piper [1p93] donne 'expression exacte du gradient de la contribution A; (||c; N ¢y, ||;)
d’un neceud voisin v; donné, et ce en dimension quelconque :

Lfill

Vi(z) = xC} (2.5)

—
TU;

26
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avec :

1. f; : face de ¢, associée au neeud voisin v;.

2. C; : centroide (barycentre) de la face f;, défini par la I’équation 2.6.

1
C; = / q dg 2.6
1T s, (26)

2.3 peut se réécrire :
Ai(z)
Z?:l Aj(x)’

Cette derniere expression permet d’aboutir a I’expression ci-dessous pour le gradient
des fonctions de forme Sibson :

v (1) = avec n le nombre de voisins. (2.7)

VAi(x) = ¢y, (2) 351 V()

Vo, () = 7 (2.8)
' Zj:l Aj()
2.2.4 Propriétés des fonctions de forme CNEM
a) Propriété delta Kronecker
Les fonctions de forme éléments naturels sont interpolantes :
On, (n) = 0ij (2.9)

b) Partition de 'unité

Par construction les fonctions de forme éléments naturels vérifient la partition de
I'unité. En un point x d’'un domaine €2, on a :

Z bu, () =1, V 2 € Q, avec n le nombre de voisins du point x. (2.10)
i=1

c) Propriété de coordonnées locales et consistance linaire

Sibson| Il Il | et Piper| | montrent qu’en un point x donné d’un
domaine (2, les fonctions de forme éléments naturels reproduisent exactement les coor-
donnés géométriques de ce point :

T = v () z;, avec n le nombre de voisins de z. 2.11
Z ¢ k3 ( ) 7
i=1

Les deux propriétés (b) et (c) impliquent que les fonctions de forme éléments na-
turels reproduisent exactement les fonctions linéaires.
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d) Linéarité sur le bord

Sur la frontiere qui contraint le diagramme de Voronoi d’'un domaine (2, les fonc-
tions de forme éléments naturels sont strictement linaires | .

Pour rappel, la frontiere qui contraint un diagramme de Voronoi d’'un domaine 2, est :
— l'enveloppe convexe des nceuds de €2, si 'on utilise un diagramme de Voronoi,
— la frontiere réelle de €2, si 'on utilise un diagramme de Voronoi contraint.

Ces deux dernieres sont confondues pour des domaines convexes.

Les propriétés (a) et (d) impliquent que sur un segment (polygone en 3d) de la
frontiere, I'interpolation éléments naturels est linéaire et ne dépend que de la valeur
du champ aux nceuds de ce segment (polygone en 3d). 1l est ainsi possible d’imposer
directement les conditions aux limites sur les nceuds de la frontiere.

e) Support

Le support d'une fonction de forme éléments naturels associés a un noeud ¢ donné de
2, est 'ensemble des cercles (sphére, hyper-sphére) circonscrits aux triangles (tétraédres,
simplezes) de Delaunay connectés a i. Ce support est tronqué par la frontiere qui
contraint le diagramme de Voronoi du domaine 2 (voir figure 2.10). Sur la figure 2.8
on peut voir que le support d’une fonction de forme éléments naturels est plus étendu
que le support d’une fonction éléments finis linéaires qui serait associée au méme nceud,
et construite sur le maillage de Delaunay dual. Ainsi, contrairement aux éléments finis,
pour l'interpolation éléments naturels en 2d, plus de 3 fonctions de forme peuvent étre
non nulles en un point (4 en 3d).

f) La continuité

Les fonctions de forme éléments naturels Sibson (figure 2.11 a droite) sont C° aux
noeuds, C! sur les cercles (sphéres, hyper-sphéres) de Delaunay, et C™ partout ailleurs

[HS00].
Les fonctions de forme éléments naturels Laplace (figure 2.11 a gauche) sont C° aux
nceuds et sur les cercles (spheres, hyper-spheres) de Delaunay, et C* partout ailleurs

[HS00].

2.3 Intégration numérique et gradient stabilisé
Deux types d’intégration sont généralement utilisées dans la NEM, et donc par
extension dans la CNEM :
1. l'intégration de Gauss sur les tétraedres de Delaunay,

2. lintégration nodale stabilisée conforme SCNI (Stabilized Conforming Nodal In-
tegration,).
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F1a. 2.11 — Fonctions de forme éléments naturels 2d Laplace / Sibson

La premiere nécessite un nombre élevé de points de Gauss afin de minimiser 1’er-
reur d’intégration. Ceci est di au fait que les fonctions de forme éléments naturels sont
rationnelles (elles ne peuvent pas étre intégrées numériquement de fagon exacte par la
méthode de Gauss).

La seconde, l'intégration nodale stabilisée conforme SCNI, a été introduite par
Chen [CWYYOI][CYWO02] pour des approximations sans maillage de type RK dans la
méthode RKPM [1.J795], afin d’améliorer I'intégration nodale directe. Elle fut reprise
par Cueto [GCNDO4] pour des approximations de type éléments naturels dans la NEM.

L’intégration SCNI consiste a substituer le gradient VA d’un champ interpolé A,
en chaque nceud n; d'un domaine 2, par un gradient moyen (appelé gradient stabilisé)
V A;. Ce gradient moyen est calculé sur un sous-domaine w; de €2, qui entoure le noeud
n; .

VA= / V Adw; (2.12)
lwill o,

En utilisant le théoreme de la divergence, 2.12 peut se simplifier en :

1

lwill Jro,

VA; = A7 dlw; (2.13)

avec :
— T'w; : le bord de w;
— 1 : la normale extérieure a I'w;

La formule 2.13 permet :
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— de passer d'une intégrale volumique a une intégrale surfacique,
— d’intégrer directement le champ plutot que son gradient.

Pour le calcul du gradient stabilisé, il est nécessaire d’introduire une discrétisation
du domaine €2 en sous-domaines "nodaux” entourant chaque nceud. La fagcon d’obtenir
une telle discrétisation est abordé dans le paragraphe 3.4.

L’intégration stabilisée permet d’associer un gradient unique au sous-domaine w;.
C’est ce gradient qui sera utilisé par la suite pour le calcul des déformations et contraintes
moyennes associées a chaque nceud du domaine. Cette démarche permet, dans un
contexte de grandes transformations, d’éviter la projection de champs entre deux confi-
gurations lors d’une réactualisation, toutes les variables (déplacement, déformation,
contrainte,...) étant définies aux noeuds (colocation).
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2.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de définir les notions de base de I'interpolation CNEM.
Le chapitre qui suit va se concentrer sur la mise en ceuvre, en 3d, des algorithmes
utilisés pour la construction du DVC, le calcul des fonctions de forme CNEM ainsi que
pour la discrétisation en vue de I'intégration SCNI.
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Chapitre 3

Mise en ceuvre de la CNEM en 3d

L’objet de ce chapitre est de détailler, dans un contexte
tridimensionnel, les trois principaux aspects de la mise
en ceuvre de la CNEM, que sont, la construction du
DVC, le calcul des fonctions de forme Sibson, et la
discrétisation du domaine en vue de l'intégration SCNI.
On retrouvera ainsi, exposé dans le paragraphe 3.1, 'or-
ganisation choisie pour représenter de fagon topologique
le diagramme de Voronoi contraint qui est a la base de
I’approche CNEM.

Ce diagramme de Voronoi contraint est déduit d’une
tétraedrisation de Delaunay contrainte réalisée a 1’aide
du code TetGen | ] externe au notre. Apres une
présentation rapide de la démarche utilisée dans Tet-
Gen paragraphe 3.2.1, 'algorithme permettant de pas-
ser de la tétraedrisation contrainte au diagramme de Vo-
ronol est donné dans le paragraphe 3.2.2.

Cela établi, les différentes approches possibles pour
le calcul des fonctions de forme CNEM Sibson sont
présentées dans le paragraphe 3.3. Une comparaison
des performances de ces différentes approches ainsi que
les particularités de l'interpolation CNEM au voisinage
des zones non convexes d'un domaine sont également
données dans ce paragraphe.

On abordera finalement dans le paragraphe 3.4 la
discrétisation du domaine en vu de l'intégration SCNI.
Certains aspects problématiques dans le cas de domaine
fortement non convexe sont mis en évidence et résolus.




CHAPITRE 3. MISE EN (BUVRE DE LA CNEM EN 3D

3.1 Structuration adoptée pour les données du dia-
gramme de Voronoi contraint

Pour décrire en détail le diagramme de Voronoi, et pour faciliter 'écriture des
algorithmes géométriques, nous avons choisi de le représenter de facon topologique.
Les entités de bases dont est composé un diagramme de Voronoi en 3d sont de quatre
types : sommet, aréte, face, cellule (les neeuds ne sont pas considérés comme des
entités de Voronoi). Les entités de méme type sont stockées dans une méme liste.

a) L’entité sommet :

Fic. 3.1 — Conventions pour les sommets

Chaque sommet est connecté a :

— ses 4 neeuds générateurs (Bowyer neud)| ], noeuds du tétraedre dual,
— ses 4 sommets voisins (Bowyer sommet)| |, les tétraedres voisins du tétraedre
dual,

— ses coordonnées, centre de la sphere circonscrite au tétraedre.

Soit s le sommet considéré :

— Ses 4 nceuds générateurs ng, ny, mg, ng sont ordonnés de maniere a ce que la
normale a la face du tétraedre dual a s formée par les noeuds ng, nq, ns,
H % % . b) Ve . 7’ \
n = ng ni A ng ny, pointe vers 'extérieur du tétraedre.

— Ses 4 sommets voisins sy, S1, Sg, s3 sont ordonnés de maniere a ce que s;, pour
i € {0,1,2,3}, soit le sommet du tétracdre dont les 3 noeuds ngy, 7(i+1)mod(4),
N (i42)mod(4) (mod : modulo) soient les noeuds en commun avec le tétraedre dual a
s.

Sommet a Uinfini : Un sommet (tétraédre) a U'infini est un sommet qui ne possede
que trois nceuds, nceuds d’un triangle de la frontiere du domaine. Le quatrieme qui est
a Uinfini, dirigé vers l’extérieur, aura comme index (—1) dans la structure de données
associée au sommet. Ce sommet a l'infini ne possede qu’'un seul sommet voisin, som-
met ayant en commun les trois mémes nceuds, les trois autres sommets voisins auront
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comme index (—1) dans sa structure de données. Enfin ce sommet a l'infini n’a pas
de coordonnées, mais se situe a 'infini sur 'arréte de Voronoi ayant comme nceuds les

trois nceuds du sommet.

b) L’entité aréte :

Fia. 3.2 — Conventions pour les arétes

Chaque aréte est connectée a :
— ses trois nceuds générateurs, nceuds sommets de la face de tétraedre associée a

cette aréte (face de tétraédre duale de ’aréte),
— ses deux sommets.

Soit a l'aréte considérée. Ses 3 nceuds générateurs ng, ny, ns et ses deux sommets
Sg, $1 sont ordonnés de maniere a ce que :
— la normale a la face de tétraedre duale a a, formée par les noeuds ng, nq, no,
ﬁ ——ﬁ ——ﬁ . A
n = ng ni A ng na, pointe dans le méme sens que le vecteur sq sq
Remarque : ng, n1, no ne sont pas stockés, car ils se déduisent directement a partir

de sg et sy.
c) L’entité face :

Chaque face est connectée a :
— ses deux nceuds générateurs, noeuds de I'aréte de tétraedre duale,

— sa liste d’arétes signées et chainées.

Soit f la face considérée. Ses deux nceuds générateurs ng, n; et sa liste d’arétes
ag, ai, ... a, sont ordonnés de maniere a ce que :
— les arétes soient chainées et que le contour formé par la liste d’arétes s’enroule
dans le sens direct autour de l'axe orienté (ng, n1).
Dans la liste des arétes, les index sont signés. Une aréte sera considérée comme
étant positive, si elle est orientée dans le méme sens qu’est orienté le contour.
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F1G. 3.3 — Conventions pour les faces

d) L’entité cellule :

Chaque cellule est connectée a :
— son neeud générateur,
— sa liste de faces signées.

c 122 , " . — N
Une face sera considérée comme étant positive, si sa normale n° = ngni (ng, n;
nceuds de la face) pointe vers l'extérieur de la cellule.

La figure 3.4 donne une représentation synthétique de la structure des données
adoptée pour le diagramme de Voronoi.

| Diagramme de Voronoi |
|

___________________ i
1
I S Y F , =
—L
-1 @ —t e —— - ~—
Liste cellules B ‘| - ,l, ____________ i !
. 1 | I
> Liste faces —)I fi |$_$|fh|$ __$|fkl|$ ____________ L] ~
Liste arétes —
> Liste sommets e ____ __ __ ____ i |
ElE plan |9 §la [} : L
[ S
| I
51 Su St Sdq Sm Sa L~
Ne

F1G. 3.4 — Connexion entre les différentes entités du diagramme de Voronoi
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3.2 Construction du diagramme de Voronoi contraint

La construction du diagramme de Voronoi contraint se fait par le biais de son dual,
la tétraedrisation de Delaunay contrainte.

3.2.1 Construction de la tétraedrisation de Delaunay contrainte
d’un domaine 3d

Cette construction est réalisée grace a I’algorithme proposé par Si et Gartner [SG05].
Les données d’entrée de cet algorithme sont les nceuds du domaine, et sa frontiere
décrite sous forme de PLC (Piecewise Linear Compleze). Un PLC consiste en une
description linéaire par morceaux d’une frontiere [MTT96]. Pour un domaine 3d cette
description est composée d'un ensemble de faces polygonales planes (pouvant étre non
convezes), de segments, et de noeuds (un exemple de PLC est donnée figure 5.5), tels
que :

— deux faces ne peuvent étre que disjointes ou avoir uniquement en commun un

ensemble de segments et/ou de noeuds,

— deux segments ne peuvent étre que disjoints ou avoir en commun un unique nceud.

Une triangulation est un PLC tres simple ou toutes les faces sont des triangles.

Fi1G. 3.5 — Exemple de PLC

L’algorithme proposé par Si et Gartner comprend quatre étapes principales, et se
base sur le théoreme qu’ils énoncent :
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Théoreme 1. Soit X un PLC, si la tétraedrisation de Delaunay des neceuds de X
contient tous les segments de X, et ne contient aucune dégénérescence locale, alors la
tétraedrisation de Delaunay contrainte de X existe.

Définition : 1l y a dégénérescence locale si cing nceuds ou plus de X se situent sur
une méme sphere sans qu’aucun autre noeud ne soit a I'intérieur de cette sphere.

Etape 1 : Construction de la tétraedrisation de Delaunay des nceuds de X

Cette construction se fait par le biais d’algorithmes incrémentaux standard (voir/ /).
Soit D; cette tétraedrisation.

Etape 2 : Traitement des segments de X non compatibles

Tous les segments de X ne sont pas forcement des arétes de D;. Le but de cette étape
est d’insérer de maniere incrémentale des noeuds dans X (modification du PLC, et en
particulier modification des segments concernés par ajout d’un ou plusieurs neuds sur
ces derniers) de maniére a obtenir une tétraedrisation de Delaunay Dy pour laquelle
tous les segments du nouveau PLC X' sont des arétes de D.

Etape 3 : Suppression des dégénérescences locales

Afin de pouvoir appliquer le théoreme 1, les dégénérescences locales doivent étre sup-
primées. Cette suppression se fait par perturbation locale de la position de certains
noeuds, ou par insertion d’un nceud le cas échéant. En effet, certains nceuds de X ne
peuvent étre perturbés sans compromettre la description linéaire de la frontiere, par
exemple, pour un noeud se situant a l'intersection de 3 faces de X. Soit X” ce nouveau
PLC et Dj la tétraedrisation de Delaunay associée.

Etape 4 : Récupération des faces

A la suite de I’étape 3, le théoreme 1 garantit I’existence de la tétraedrisation contrainte
de X”. D3 n’est pas cette tétraedrisation car certaines faces de X” peuvent ne pas étre
entierement formées par I'union de faces triangulaires de Dj : certains tétraedres de Ds
peuvent transpercer des faces de X”, car jusqu’a présent nous n’avons pas introduit le
critere de visibilité (voir 2.2.1).

La suppression des tétraedres transpercant une face F' de X” crée une ou plusieurs
cavités, chacune d’entres elles provient du retrait de tétraedres adjacents et peut ne
pas étre convexe. Chaque cavité est ensuite séparée en deux par F' (introduction du
critere de wisibilité : les faces de X" sont opaques) et un maillage de Delaunay est
réalisé pour chacune des deux moitiés a partir des nceuds de chacune d’entres elles.
Seuls les tétraedres internes aux demie-cavités sont conservés.

Il est a noter que la sphere circonscrite a certains tétraedres d’une demi-cavité peut
contenir des noeuds de l'autre demie-cavité, car ils ne sont plus visibles.

Une fois toutes les faces F' traitées, une tétraedrisation D, est obtenue pour laquelle
toutes les faces de X” sont formées par des ensembles de faces triangulaires de Dj.

Pour finir les tétraedres extérieurs au domaine sont supprimés.
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La tétraedrisation Dy est la tétraedrisation de Delaunay contrainte de X”.

L’algorithme a été implémenté par les auteurs dans un code c++(TetGen/ 1),
que nous utilisons pour réaliser cette tétraedrisation contrainte.

Dans le cadre des grandes transformations, les noeuds ajoutés feront 1'objet d’un
traitement spécifique précisé dans le chapitre 5. Le calcul des fonctions de forme CNEM
3.3 se base sur D, garantissant ainsi toutes les propriétés énoncées en 2.2.4.

3.2.2 Passage de la tétraedrisation de Delaunay contrainte au
diagramme de Voronoi contraint

Une fois la tétraedrisation contrainte établie, la construction de la base de données
topologique du diagramme de Voronoi adoptée est directe.

La donnée d’entrée de I'algorithme qui effectue cette tache, donnée produite par le
code TetGen| |, est la liste des sommets (tétraedres), avec pour chaque sommet :

— ses coordonées (centres de la spheéres circonscrites au tétraédre de Delaunay dual)

— sa connexion aux 4 neeuds de son tétraedre dual (Bowyer neud [ /),

— sa connexion aux 4 sommets voisins, sommets des 4 tétraedres voisins au tétraedre

du sommet en question (Bowyer sommet [ /).

L’algorithme de remplissage de la base de données du diagramme de Voronoi a été
concu de maniere a ne créer qu'une fois chaque entité du diagramme de Voronoi tout
en limitant les cotits générés par la vérification de 'existence d’une entité avant de la
créer. Ainsi, nous savons qu’a partir de chaque sommet il est possible de créer (cf figure
3.0) :

— 4 arétes : arétes reliant ce dernier aux quatre sommets voisins. Chacune des ces
arétes est susceptible d’étre créée deux fois. Afin d’éviter cela nous ne créerons une
arete qui si I'index du sommet considéré est supérieur a l'index du sommet voisin.

— 6 faces : chaque face est commune a tous les sommets ayant les deux nceuds de
la face en commun (grappe de tétraédress s’enroulant autour de laréte de Delaunay
formée par les deux neuds de la face). Chaque face est donc successible d’étre créée
autant de fois qu’il y a de ces sommets (nombre de tétraedres de la grappe). Une solution
a moindre cott est de vérifier dans la liste des faces de la cellule associée a I'un des
deux nceuds de la face considérée (peu importe le choix), si elle n’a pas déja été créée.
Nous évitons ainsi la vérification dans la liste globale des faces du diagramme qui a
une complexité en O(n?).

Remarque : la liste des cellules forme implicitement une table de hachage des
faces, la clé d’acces associée a une face donnée est I'index de I'un de ses deux nceuds.
Afin de minimiser la taille des listes des faces qui ont la méme clé, qui est dans notre
cas de l'ordre de la dizaine (nombre de face d’une cellule), on pourrait construire une
table de hachage des faces explicitement, en associant aux faces une clé basée sur les
indexes de ses deux noeuds.

39



CHAPITRE 3. MISE EN (BUVRE DE LA CNEM EN 3D

les

F1G. 3.6 — Arétes et faces connectées & un sommet s

Algorithme :

Données d’entrée :

— La tétraedrisation de Delaunay contrainte.
Données de sortie :

— Le diagramme de Voronoi contraint.

Pour décrire 'algorithme de remplissage de la base de données nous introduisons
notations et conventions suivantes :
— L’indexation commence a partir de 0

- n:

|
Q= Q2

noeud

: sommet de Voronol
: aréte de Voronoi

: face de Voronol
: cellule de Voronol

— zy, avec X,y € {n,s,a, f,c} : entité = de 'entité y

— z;y 1 9™ entité x de Uentité y. Si la derniere entité (la plus a droite) comporte un
indice, il ’agit de son numéro (indez) dans la structure de données du diagramme
de Voronoi.

— mod : modulo

Exemples :

- Nn;s

0 1€ noeud du sommet s

— a;fjc 1 19" aréte la j° face de la cellule c
- nia; - 1" noeud de la 79¢ aréte du diagramme de Voronot
— 8;5 1 19 sommet du sommet s (i sommet voisin au sommet s)
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Pour chaque sommet s” de la T'DC faire

créer un tableau tampon A de 4 arétes
Pour ¢ de 0 a 3 faire
Si (index(s¥) > index(s;s")) Alors
créer une arete a"
spa¥ «— s; 3 spa’ «— s;8Y 5 Ali] —a’
Fin Si
Fin Pour
Pour 2 de 0 a 2 faire
Si ((A[0] créé)V(A[( + 2)mod(3) + 1] créé)) Alors
créer une face tampon f
Si (dans cn;s¥ il existe une face ayant comme un de ses deux
noeuds 7(i11)mod(3)s”) Alors
‘ affecter cette face a f*

Sinon

nof? = mnis® 5 nf e Nip1)mod(3)S”

ajouter f a cng;s” ; ajouter —fY a cn(it1ymod(3)s”
Fin Si

Si (A[0] créé) Alors
| ajouter A[0] & f*
Fin Si
Si (A[(i 4 2)mod(3) + 1] créé) Alors
‘ ajouter —A[(i + 2)mod(3) + 1] a fv
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Pour ¢ de 0 a 2 faire
Si ((A[(7 4 1)mod(3) + 1] créé)V(A[(i + 2)mod(3) + 1] créé)) Alors
créer une face tampon fv
Si (dans cngs il existe une face ayant comme un de ses deux
neeuds n;s”) Alors
‘ affecter cette face a f*

Sinon

nof’ —mnzs’ 5 naf? —n;s"

ajouter f¥ a cngs” ; ajouter —fY a cn;s’
Fin Si

Si (A[(i 4+ 1)mod(3) + 1] créé) Alors
‘ ajouter A[(i + 1)mod(3) + 1] a f*
Fin Si
Si (A[(¢ + 2)mod(3) + 1] créé) Alors
| ajouter —A[(i + 2)mod(3) + 1] & f*
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Algorithme 1: Construction de la topologie du DVC a partir de la TDC
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3.3 Calcul des fonctions de formes CNEM de type
Sibson

Le calcul des fonctions de formes CNEM de Type Sibson comporte deux étapes
principales. La premiere étape concerne la modification locale du diagramme de Vo-
ronol contraint suite a l’ajout du point x, cette étape est présentée au paragraphe 3.3.1.
La seconde concerne le calcul de la mesure du volume commun a la cellule associée au
point z, et chaque cellule associée a un nceud voisin de x (au sens Voronoi dans le nou-
veau diagramme) avant U'insertion du point x. Ce calcul peut se faire par différentes
approches. Celles-ci sont présentées dans le paragraphe 3.3.2 et leurs performances sont
comparées au paragraphe 3.3.3. Une illustration de la démarche complete est donnée
figure 3.7. Enfin, certains phénomenes associés aux fonctions de formes CNEM appa-
raissant en 3d pour des domaines non convexes sont mis en évidence au paragraphe
3.3.4.

3.3.1 Etape-1 : Insertion du point x dans le diagramme de
Voronoi contraint existant

Vu que nous voulons insérer un point dans un diagramme existant, 'utilisation
d’'un incrément d’algorithme incrémental s’impose. Deux algorithmes incrémentaux,
concourants dans leur démarche, sont a notre disposition | |, celui de Bowyer
[ | qui travaille sur les sommets, et celui de Watson | | qui travaille sur
les tétraedres. Ces derniers ont été élaborés pour la construction de diagramme de
Voronoi non contraint, mais en les utilisant de fagon incrémental sur un diagramme
de Voronoi contraint existant, ils maintiennent le caractere contraint du diagramme.

Chaque incrément de ces deux algorithmes se décompose en deux étapes principales :

1. Recherche de tous les tétraedres dont la sphere circonscrite contient le point x,
et les casser. Cette étape se décompose elle-méme en deux autres :

(a) Recherche du tétraedre qui contient le point x (voir détail juste en dessous)

(b) Recherche de tous les tétraedres dont la sphére circonscrite contient le point
x : cette recherche est locale, elle se fait en ”visitant” les tétraedres qui sont
a proximité du premier.
2. Mailler la cavité ainsi obtenue en étoilé par rapport au point x, et mettre a jour
les relations de voisinage entre les tétraedres.

Recherche du tétraédre qui contient le point x

Pour cela il est possible d’utiliser la descente en gradient basée sur le graphe de Vo-
ronol proposée par Schmitt et Borouchaki | |, ou celle basée sur le graphe de De-
launay proposée par Green et Sibson | ]. Dans le cas de domaines non convexes ces
deux recherches peuvent échouer si I’'on démarre la recherche a partir d’un tétraedre non
visible du point z. Il donc nécessaire de mettre en place d’autres types de recherches,
comme par exemple par "tache d’huile”, ou par octree.
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\
Prendre

les S
voisins

Calculdela
fonctionde
forme associée |
a chaque voisin |

————— > '\s“

Fi1a. 3.7 — Calcul des fonctions de formes NEM Sibson

Remarque concernant le probléme des tétraédres plats

Des tétraedres plats peuvent apparaitre lors du remaillage de la cavité en étoilé. Ceci
se produit lorsque le point x est sur le cercle circonscrit a une face de tétraedre de
Delaunay (ou s’il en est trés proche). Suivant la tolérance que 1'on prend pour le test
de la sphere vide, on peut éliminer les deux tétraedres T'a et T'b adjacents (figure 3.8),
ou seulement 1'un d’entre eux (alors que les deux doivent étre éliminés), auquel cas, la
face commune a ces derniers sera une face de la cavité, ce qui aura pour conséquence
la création d’un tétraedre de Delaunay plat (ou quasi plat) lors du remaillage en étoilé
par rapport au point x. La recherche des coordonnées du sommet associé a un tel
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Fi1G. 3.8 — Cas de figure pouvant conduire a la création d’un tétraedre plat

tétraedre menera a une indétermination (une infinité de sphéres passent par ce cercle).
Il est possible d’éviter de créer de tels tétraedres, pour cela, il suffit de vérifier avant de
remailler la cavité, s'il y a une (ou plusieurs) face(s) de cette derniere susceptible(s)
de créer un tétraedre plat (point trés proche du plan formé par les 3 neuds de la face).
Si de telle faces sont trouvées, on ne peut qu’étre en présence du cas précédemment
cité (point x proche du cercle circonscrit a la face, preuve ci-dessous), et le tétraedre
adjacent a cette face (celui qui n’a pas été supprimé) peut étre donc supprimé, chose
que lon fera(sans oublier de mettre a jour la cavité). Ce n’est qu’apres avoir vérifié
toutes les faces de la cavité que le remaillage en étoilé sera effectué.

Preuve

Imaginons qu’il y ait une face de la cavité pour laquelle le point z appartient au plan
passant par les trois nceuds de la face (ou s’il en est trés proche), trois cas de figures
sont possibles :

1. le point x est a 'extérieur du cercle circonscrit a la face,
2. le point z est a l'intérieur du cercle circonscrit a la face,

3. le point z est sur le cercle circonscrit a la face (ou trés proche de ce cercle).

La premiere proposition est impossible, car le second tétraedre partageant la face n’au-
rait pas pu étre éliminé, vu que la sphere qui le circonscrit ne peut contenir le point z,
ce qui implique que cette face n’aurait pas fait partie de la cavité.

La seconde proposition I'est aussi, car dans ce cas le point x serait a l'intérieur de la
sphere circonscrite au tétraedre, donc ce dernier aurait di etre éliminé, du coup cette
face n’aurait pas fait partie de la cavité.

Finalement le point x ne peut étre que sur le cercle circonscrit a la face.
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’

3.3.2 Etape-2 : Calcul de la mesure du volume commun a ¢,
et ¢,

Une fois le point = inséré dans le diagramme, il nous faut calculer la mesure du
volume commun a la cellule ¢, associée au point z, et la cellule ¢, associée a chaque
neeud v voisin de = (dans le nouwveau diagramme) avant l'insertion de z, volume que
I’on nommera dans tout ce qui suit par le polyedre P™. Afin de calculer cette mesure
nous pouvons procéder de plusieurs fagons :

a) Par l’algorithme récursif de Lasserre

Cueto et al | | ainsi que Sambridge et al | I |, proposent d’uti-
liser I'algorithme récursif de Lasserre, qui n’a besoin pour le calcul de la mesure de
volume d’un polyedre convexe dans R" que de ’ensemble des demi-plans le définissant,
s’affranchissant ainsi d’une description topologique explicite de ce dernier.

Dans le cas d'un domaine convexe, les cellules de Voronoi des nceuds de ce dernier
sont convexes, le polyedre P™ étant par conséquence convexe (intersection de deux
polyédre convezes) peut étre alors décrit comme un volume délimité par un ensemble
fini de demi plan (H-représentations). Pour un nceud voisin v; donné de z, cet ensemble
est constitué de toutes les faces de ¢,,, cellule du nceud v; avant insertion du point z, et
de la face commune aux nceuds v; et z (voir figure 3.9). Le polyedre P™ étant décrit
par une (H-représentations), nous pouvons des lors calculer la mesure de son volume
en utilisant I'algorithme récursif de Lasserre :

Soit un polyedre convexe P dans R", délimité par m demi-plans, chacun de ces der-
niers peut étre représenté par une inéquation, ce qui peut se traduire sous une forme
matricielle par I'inéquation :

A-x2<b (3.1)

ou A est une matrice m x n, x la colonne des n composantes du point x, et b une
colonne de m termes.

La mesure de volume de P, noté V(n, A,b), peut étre alors calculée par la formule
suivante : -

Vi(n,Ab) =

S|

b.
~Vin—1,A,b 3.2
Ta LAY (3:2)

i=1
Avec : Vi(n — 1, A, b) la mesure de volume dans R"~' de la face f; :

fi={xlal z=0b;, A-2<b}

Remarque : 3.2 peut étre mise sous la forme bien connue en géométrie 2d, 3d :

V(P) = 3" Distlo. f) - V(£) (3:3)
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HEE NN

Aijout des restrictions (demi-plans associés aux faces)

FI1G. 3.9 — Etape-2 : Calcul de la mesure de volume du polyedre P™ par Lasserre

—

Avec : 0 un point quelconque, et Dist(o, f;) la ditance signée de o a la face f; (op-1i,
avec p un point de f;, et 7 la normale extérieure unitaire de f;).

Vi(n — 1, A, b) ne peut étre calculé directement, car nous ne connaissons pas ex-
plicitement les sommets du polyedre définissant la face f;, Lasserre propose donc de
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projeter cette derniere dans un sous-espace de dimension n — 1 :

La face f; étant définie en fixant la ™ contrainte dans le systeme 3.1 (a -z = b; ).

On choisit un pivot a;; # 0, afin de substituer la variable z; = b; — Zk:l -y (’f’“
) ij

dans les m — 1 autres inéquations, pour aboutir au systeme :

Ilhm
I&z
|

< (3.4)

qui définit la face ﬁ-j, projection orthogonale de la face f; sur un hyperplan de normale
€;.

A est une matrice m X 7, b une colonne de m termes,oum=m—1 etn=n—1.
Z est la colonne (7 termes) des composantes de z & laquelle a été retiré z; (la variable
substituée).

Il est alors possible d’écrire :

1
M(n_ 17éab) =3

5 Vi, A) (3:5)

ou A est le rapport entre la mesure de volume de la face f; et sa projection ortho-
gonale f;; :
Clij

]

i(fi) - €

ni( f;) étant la normale unitaire a la face f;.
Pour illustrer cela, voir la figure 3.10, qui représente un cas 3D.

En remplacant 3.5 dans 3.2 on obtient I'algorithme récursif de Lasserre :

Apres n— 1 substitutions, a la fin de chaque branche du schéma récursif, on aboutit
a un domaine dans R, qui est représenté par un systeme de m —n + 1 inéquations, et
qui est de la forme o - x; < 3, avec a et 3 des colonnes de taille m —n + 1, et z; la
variable restante. La mesure de volume d’un tel domaine est égale & :

positif négatif
mazx {O, (mm {aiﬁi } — max {Odi 3 }) } (3.7)

Remarque importante : Cette méthode ne peut étre appliquée qu’a des polyedres
P convexes. Pour des domaines non — convexe certaines cellules peuvent ne pas étre
convexes (voir 3.3.4), ce qui interdit I'usage de I’algorithme récursif de Lasserre dans
ce contexte.

V(n (3.6)

@ | o
II:N
|O“I

3I'—
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fi

F1G. 3.10 — Projection orthogonale de la face f; sur un plan de normale €]

b) Par le biais du volume complémentaire

La mesure de volume du polyeédre P pour un voisin donné v; peut étre aussi
définie comme étant la mesure de la variation du volume de la cellule de ce nceud apres
insertion du point x (voir figure 3.11).

Soit Ny (z) 'ensemble des noeuds voisins a x, et soit S(Ny(x)) I'ensemble des som-
mets des cellules des noeuds de 'ensemble Ny (x) (aprés insertion du point x).

Grace a S(Ny(z)) il est possible de reconstruire la topologie (cellules, faces, arétes
et sommets) des cellules de I'ensemble Ny (x), et de = également, et ce en utilisant I’al-
gorithme du paragraphe 3.2.2. Nous pourrons ainsi par simple soustraction en déduire
la variation des mesures de volume des cellules associées aux nceuds voisins du point
x.

Cette méthode ne peut étre appliquée que si la cellule de chaque nceud voisin est
non infinie. Si ce n’est pas le cas, il est impossible de calculer la mesure de son volume,
mais vu que nous n’avons besoin que de la mesure de la variation de volumes des
cellules apres insertion du point x, et non de leur volume, cette impossibilité peut étre
contournée en tronquant les cellules infinies (ajout de faces).

La reconstruction de la topologie des cellules de 'ensemble Ny () et de celle de x
est nécessaire pour calculer leur Volume par 3.3. Afin de réduire les temps de calcul, ces
volumes peuvent étre calculés d’une autre fagon, grace a une décomposition en volumes
élémentaires associés a chacune des arétes de chaque cellule (voir figure 3.12).
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FiG. 3.11 — Etape-2 : Calcul de la mesure de volume du polyedre P™ par le biais du
volume complémentaire

Ces volumes élémentaires sont construits comme suit :

Soit a I’aréte considérée, s, so ses deux sommets, nq, ng, n3 ses trois nceuds générateurs.
La contribution de ’arréte a au volume de la cellule ayant comme noeud n; sera formée
par les deux tétraedres 717, T5, avec :

- Ty tétraedre ayant pour sommets : ny, Sy, Sa, iy (milieuxr du segment (nq,ns)).

- Ty tétraedre ayant pour sommets : nq, Sa, S, niz(milieur du segment (nq,n3)).

Il suffira donc de parcourir toutes les arétes formées par les sommets de ’ensemble
S(Ny(x)), et de rajouter la mesure de volume élémentaire associé a chacune des cellules
des noeuds (inclut dans 'ensemble Ny (x)) de I'aréte considérée.

c) Par approche topologique basée sur le DVC

Le polyedre P™ généré par I'intersection de ¢, cellule du point , et ¢, cellule d'un
neceud voisin v; avant insertion du nceud x, n’est pas quelconque. Il possede une propriété
particuliere grace a laquelle il est possible de reconstruire sa topologie (faces, arétes,
sommets) en se basant uniquement sur les connectivités du DVC. Aucune opération
d’intersection géométrique proprement dite n’est nécessaire.

En effet, dans le cas général si 'on prend deux volumes A et B qui s’interpénetrent,
on peut décomposer la surface du volume intersection en deux parties bien distinctes,
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e 3

F1G. 3.12 — Contribution du volume associé a une arréte au volume d’une cellule

['Apg, partie de la surface I'A du volume A qui est a 'intérieur du volume B, et I'By,
partie de la surface I'B du volume B qui est a 'intérieur du volume A. 'Ap et I'By
ont en commun une courbe S, intersection de I'A et de I'B (voir figure 5.13).

Dans notre cas, si I’on considere la cellule ¢, comme étant le volume A, et ¢,, comme
étant le volume B, 'Ap se réduit exactement a f;¢, face de la cellule é, ayant comme
second neceud le noeud v;.

Quant a I'B4, elle se décompose en deux parties, Fj,, ensemble des faces de la
cellule c,, tronquées par les arétes de fi¢;, et éventuellement Fi ensemble des faces
de la cellule ¢,, étant completement a l'intérieur de é, (voir figure 3.14).

L’algorithme se composera donc de deux étapes, la premiere qui construira 1’en-
semble [y, et la seconde qui construira 'ensemble Fy, et ce pour chaque noeud v;
voisin du noeud z. Le volume construit, sa mesure est calculée avec 3.3. Pour ce qui
suit se référer a la figure 3.15.

Soit v; le voisin considéré, et c,, sa cellule associée. Et soit f;¢, la face de la cellule
du point x ayant v; comme un de ces deux noeuds.

Chaque aréte a, f;¢,; de f;é, tronque une face f;c,, de ¢,,, face ayant comme 1'un
de ses deux nceuds le noeud v;;, nceud de l'aréte a,f;¢, différent de = et de v;. Les
deux sommets de I'aréte a; f;¢, tronquent deux arétes de fjc,,, arfjc,, et a;fjc,,, arétes
ayant pour nceuds vy v;; respectivement, nceuds d’aréte différents de z et de v;, des
arétes a; fi¢, et aj fi€z, arétes de f;¢, qui précede et qui succede a; fié,. Soit A le sous
ensemble d’arétes de fjc,, qui succede 'aréte ay fjc,, jusqu’a a;f;cy,.
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La liste d’arétes de la face f;c,, tronquée sera composé de ayf;c,, tronquée, suivi
du sous ensemble d’arétes A, de l'aréte a;fjc,, tronquée, et enfin de l'aréte (—)a; f;é,.
Avec chaque aréte a de A, en construira des couples (aréte, neud), ou ”aréte” est

a, et "noeud” v;, que 'on ajoutera a une liste de couples L.
Une fois 'ensemble Fi,, construit, on retrouvera les faces de 'ensemble Fg par
adjacence aux faces de Fj,, grace aux arétes de la liste de couples L, et ce comme suit :
— tant que la liste L est non vide, on retire le couple ¢ en queue. Soit f la face de
¢y, ayant pour noeud v, nceud de l'aréte du couple c différent de v; et du noeud

du couple c. f fait partie de 'ensemble Fi7, elle est donc ajoutée a ce dernier.
Pour chaque aréte a de f différente de I’'aréte du couple ¢, on vérifie si elle est
pressente dans un couple de L, si oui, ce couple est supprimé, si non, on rajoute

a L le couple (a,v).

L’approche topologique présente les avantages suivants par rapport aux deux ap-
proches précédentes :

— gain en temps de calcul (d’un facteur de l'ordre de 10 par rapport a Lasserre,
comme il est montré plus loin),

— indifférente au fait que les cellules voisines soient infinies ou non (on ne calcule
pas la variation de la mesure de volume d’une cellule voisine mais la mesure de
volume du polyédre intersection P™ ),

— indifférente au fait que les cellules voisines, et notamment celle du point x, soient
convexes ou nomn.

Fi1G. 3.13 — Volumes A et B qui s’interpénétrent
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FI1G. 3.14 — Etape-2 : Calcul de la mesure de volume du polyedre P™ par approche
topologique basée sur le DVC

Algorithme :

Données d’entrée :

— Le diagramme de Voronol contraint (sans le point x, point ot 'on veut évaluer
Uinterpolation).

— La cellule de Voronoi associée au point x.

Données de sortie :

— L’interpolation CNEM de type Sibson au point x.
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L=nombre de faces de ¢,
Pour i de 0 & L — 1 faire
v; : noeud tampon ; v; < nceud de la face f;¢, # de x
P : polyedre tampon ; rajouter la face f;c, a P
L) : liste de couples (aréte, nocud) tampon
N=nombre d’arétes de f;c,
Pour j de 0 a N — 1 faire
v, Vij, vy : neeud tampon
Vi nceud de 'aréte agj_1ymod(n) ficz 7 de z et de v;
v;; «+— nceud de l'aréte a; fic; # de = et de v;
v;; « neeud de l'aréte a(j41ymoa(n) ficez # de x et de v;
f : face tampon ; rajouter aréte (—)a; f;cy a f
f : face tampon; f « face de c,, dont un des deux nceuds est v;;
M=nombre d’arétes de f
Pour k£ de 0 & M — 1 faire
n* : nceud tampon ; n* < nceud de laréte aif # de v; et de Vij
Si (n* = vj;) Alors
agh - aréte tampon ; af? — arf; soafe — soa; ficy
Rajouter l'aréte af<? & f*
k « (k+ 1)mod(M); n* « noceud de laréte ay f # de v; et
de (%%
Tant que (n* # vf) faire

Rajouter ayf a fird

Rajouter le couple (ayf,n*) a L@

k — (k+ 1)mod(M)

nF « noeud de laréte ai f # de v; et de vy,

Fait
a{ﬁg : aréte tampon ; a{fg — apf; Sla{;; — s1a; [y
Rajouter Iaréte a{ﬁg a fira
Sortir de la boucle k
Fin Si
Fin Pour
Rajouter 4 & P
Fin Pour
...suite de I’algorithme page suivante...
Fin Pour

Algorithme 2: Calcul des fonctions de forme de type Sibson
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Pour i de 0 a L — 1 faire

Tant que (L™ non vide) faire
Retirer le couple (a?"¢¢ n?°u€) en queue de L")

ftre . face tampon; f? «— face de ¢,, dont un des deux nceuds est
ndueuve

Rajouter f" & P

Pour chaque aréte a de 9 faire

Si (a # a?"¢) Alors

Si (le couple ((—)a, n?¢"¢) existe dans L(*™) Alors
‘ Supprimer ce couple de L@~

Sinon L
n : neeud tampon; n < neeud de laréte a; 9 # de
v; et de naueue
Rajouter le couple (a,n) a L@~

Fin Si

Fin Si

Fin Pour

Fait

__ volume de P
<I>(U“ 27) ~ volume de ¢

Fin Pour

Algorithme 3: Calcul des fonctions de forme de type Sibson suite et fin

d) Par approche topologique basée sur la TDC

Boissonnat et al | | proposent un algorithme basé entierement sur la TD (ou
TDC). La méme décomposition que précédemment du polyedre P™ est faite. Soit Fy,,
I'ensemble de toutes les faces tronquées de tous les polyedres P™ associées a tous
les voisins de x, et soit Fg; I'ensemble de toutes les faces non tronquées de tous les
polyedres P associées a tous les voisins de z. La construction de ces deux ensembles
se fait comme suit :

— Soit C' la cavité engendrée par l'insertion du point = dans la TDC (ensemble
de tétraédres dont la sphére circonscrite contient le point x). Soint A I'ensemble
des arétes de tétraedre de C. A se décompose en deux sous ensembles, A;,; sous
ensemble des arétes internes a C, et A.,; sous ensemble des arétes externes a C'

(aréte se situant sur une face (de tétraedre) externe a C).

Chaque aréte externe a.,; (aréte a-b figure 3.16 a gauche) de A.. a pour dual une
face firq (face rouge) de Fi,,. Les sommets associés aux tétraedres de C' ayant @,
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F1G. 3.15 — Identification des entités utilisées dans 1’approche topologique basée sur le
DVC

pour aréte constituent une partie de la liste des sommets de fi,,. Pour compléter
cette liste, il faut rajouter a ses extrémités les deux nouveaux sommets associés
aux tétraedres ayant pour noeuds le point = et les noeuds des deux faces externes
de la cavité qui ont pour aréte a.,: (faces a-b-c et b-a-e).

Chaque aréte a;,; (aréte a-b figure 3.16 a droite) de Ay a pour dual une face
Jirq (face rouge) de Fi, cette face a pour sommets les sommets associés aux
tétraedres de C' ayant a;,; pour aréte.

Une fois ces deux ensembles construits, il sufit d’ajouter chaque face de ces deux en-
sembles au polyedre P™ associé & chacun des deux nceuds de 'aréte de tétraddre duale
a cette face. En rajoutera enfin & chaque polyedre P™ associé & un noeud voisin de
x donné, la face de la cellule de x ayant comme 'un de ses deux noeuds de face ce voisin.

En plus de procéder les mémes avantages que ’algorithme topologique basé sur le
DVC, et de diviser les temps de calcul de ce dernier par un facteur 2, cet algorithme
est entierement basé sur la TDC, la construction du DVC et donc inutile.
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FI1G. 3.16 — Etape-2 : Calcul de la mesure de volume des polyedres P™ par approche
topologique basée sur la TDC

e) Par I’algorithme de Watson

Préliminaire : Calcul de la mesure de Volume d’un polyedre par décomposition
de Lawrence [Law91]

Soit un polyedre P, et soit m un hyperplan qui n’est parallele a aucune face de P. La
mesure de volume du polyedre P peut étre alors calculée en sommant algébriquement

les mesures de volume de simplexes sprZ®_ que 'on construit en prennant pour chaque

sommet s de P, en plus de 'hyperplan 7, les hyperplans associés aux faces de P ayant
s pour sommet. Chacun de ces hyperplans divise I'espace en deux parties signées, la
partie positive étant celle incluant P. Le signe de la mesure de volume d’un simplexe
sprlev est le signe de la partie de I'espace dans laquelle il se situe, qui est le produit des

Law

signes de cette partie 'espace par rapport a chacun des hyperplans associés a spx;
(Uhyperplan m n’étant pas pris en compte).

Sur la figure 3.17, est illustré un exemple de cela en 2d. Le polyedre P ayant pour
sommets a, b, ¢, d, est décomposé en triangles, et ce en prenant pour chaque sommet s
de P, les droites associées aux arétes de P ayant s pour sommets, et la droite 7, ce qui
nous donne :

— Pour a — droites (da), (ab), 7 — triangle (Paa,a,paep), signe + = —(aa) X —(an)

— Pour b — droites (ab), (bc), 7 — triangle (pap, b, Poc), signe — = —(ap) X +(5e)

— Pour ¢ — droites (bc), (cd), m — triangle (Ppe, €, Ded), Signe + = +(ey X +(ca)

— Pour d — droites (cd), (da), 7 — triangle (peq, d, Daa), signe — = +(cq) X —(da)

Watson [DF'W] propose d’utiliser la décomposition de polyedre de Lawrence pour
le calcul de la mesure de volume des polyedres intersections P, qu'il a modifié en
prenant comme plan 7 un plan passant par une des faces de P™. La mesure de Volume
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du polyedre P s’obtient alors en sommant algébriguement les mesures de volume des

simplexes sprl® associées aux sommets ne se situant pas sur 7, S¢m. La face de pint

par laquelle passe le plan 7 n’est pas choisi au hasard, c’est la face de P ayant pour
neeud (au sens Voronoi) le point z, point d’évaluation de I'interpolation, et le noeud v
voisin de z rattaché au polyedre intersection P considéré, autrement dit c’est le plan
médiant entre le point x et le noeud voisin v.

Les hyperplans associés aux faces de P™ ayant pour sommet sg¢m de Sgm sont des
plans médiants associés aux deux nceuds de chaque aréte du simplexe de Delaunay dual
a sgm ayants v pour neeud.

Les sommets du simplexe spx

— le sommet de Voronoi s¢m

— les centres des hyperspheres circonscrites aux simplexes ayant pour sommets le

point = et les noeuds de chacune des faces du simplexe de Delaunay dual au
sommet de Voronoi s¢m, ayant le noeud v comme nceud.

Law

sqn SOD donc :

Afin d’illustrer cela, prenons I’exemple 2d donné figure 3.18. Le polyedre (a,b,c,d,e,f)
est le polyedre intersection P™ associé a un nceud voisin v du point z. Chaque sommet
du polyedre P™ ne se situant pas sur la droite m (sommets c,d,e,f) est un sommet de
Voronoi de la cavité engendrée par 'insertion du point z, ayant v pour nceud ( au sens
Voronoi), autrement dit c¢’est le centre d’un cercle circonscrit a un triangle de Delaunay
de la cavité ayant v pour nceud. La contribution & la mesure de volume de P™ associée
a un sommets s¢gm, est le triangle construit avec les deux droites associées aux arétes
de P™ ayant se¢m pour sommet, et la droite m. Vu que les deux droites passant par sgm
sont des médianes d’arétes du triangle de Delaunay dual a s¢m ayants v pour nceud, et
vu que la droite 7 est aussi une médiane, droite médiane entre le point x et au noeud
v, les points d’intersections des deux droites passant par s¢m avec la droite 7 sont par
conséquence les centres des cercles circonscrits aux triangles ayant pour nceud le point
z, et les deux noeuds de chacune des deux arétes du triangle de Delaunay dual a sgm
ayant v pour nceud. Exemple, pour le sommet c :

— L’intersection de la premiere droite passant par ¢, droite (bc) et 7, point ppe, est
le centre du cercle circonscrit au triangle ayant pour noeud x et v, ny qui sont les
neeuds d’une aréte du triangle de Delaunay dual au sommet de Voronoi ¢ ayant
v pour nceud.

— L’intersection de la deuxiéme droite qui passant par ce sommet, droite (cd) et T,
point py., est le centre du cercle circonscrit au triangle ayant pour noeud z, et v,
ng qui sont aussi les nceuds d’une aréte du triangle de Delaunay dual au sommet
de Voronoi ¢ ayant v pour nceud.

Cet algorithme est actuellement le plus efficace que nous ayons trouvé pour le calcul
des fonctions de forme Sibson. Sa simplicité et sa rapidité sont dues au fait qu’il ne
construit pas les polyedres intersection P™ (faces, arétes, sommets) pour en suite
calculer la mesure de leurs volumes. 1l le fait directement en bouclant sur les simplexes
de la cavité, chacun de ces derniers apporte une contribution a la mesure de volume
de chacun des polyedre P™ rattaché aux noeuds de ce simplexe. Il faut cependant
signaler que 'algorithme de Watson n’est pas applicable pour des points d’évaluation
de l'interpolation x se situant sur une face de tétraedre de Delaunay. En effet, dans ce
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F1ac. 3.17 — Décomposition de Lawrence en 2d

cas, cette face sera forcement une face d’'un tétraedre de la cavité. Un des simplexes
spst;}f aura donc comme sommet 'orthocentre d’un simplexe ayant pour sommet les
nceuds de cette face et le point x, qui est indéterminé, car les sommets de ce dernier

sont coplanaires.

3.3.3 Test comparatif des différents algorithmes

Les cing méthodes de calcul de fonction de forme de type Sibson ont été implémentées
(langages ¢, c++). Pour la méthode de calcul se basant sur l'algorithme récursif de
Lasserre, nous utilisons le code Vinci | |, dans lequel est implémenté une version
améliorée de ce dernier, I'algorithme r-Las | ].

Calculateur utilisé

— OS : microsoft windows xp

— Compilateur : Microsoft (R) Incremental Linker Version 7.10.3077
— Processeur : Mobile Intel Pentium M 745 - 1800 MHz

- RAM : 1024 Mo - PC2700 DDR SDRAM
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£
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Fic. 3.18 — Algorithme de Watson en 2d

Le test

On prend un cube de dimension unitaire (1x1x1) avec 10000 noeuds répartis de fagon
aléatoire a I'intérieur. Les fonctions de formes sont évaluées aux barycentres de chaque
tétraedre de Delaunay. Ceci évite de comptabiliser le temps pris par la localisation du
point ou 'on veut évaluer la fonction de forme dans la tétraedrisation. Seuls les points
pour lesquels les 5 méthodes sont applicables ont servi pour les tests,ont été écartés
les points ot au moins 1'une des cellules des nceuds voisins au point d’évaluation est
infinie (méthode de calcul par volume complémentaire non applicable).

Résultats

Les temps donnés sont des temps moyens correspondants a 1000 évaluations. Le
temps de calcul global est divisé en deux :

— Tequite - temps pris pour la construction de la cavité, il est évidemment constant
pour les cinqg algorithmes testés.

— Teai—f¢ : temps pris par le calcul des fonctions de formes une fois la cavité
construite.
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Algorithme | Lasserre ‘ Vol-comp ‘ Topo-DVC ‘ Topo-TDC ‘ Watson
Teavite (M.S) 0
Toar—ss(m.s) | ~ 4136 | =~ 544 ~ 413 ~ 192 ~ 51
Toairs Alg - ~ ~ ~
e | ~82 | &1l ~ 8 ~ 4 1

Comme le montrent ces mesures, l'algorithme de Watson est le plus performant.

Afin de situer ces temps de calculs par rapport aux temps que pourrait prendre
d’autre fonctions de formes, le méme calcul a été mené en prenant cette fois ci des
fonctions de formes éléments naturels Laplace et éléments finis linaire :

ff Sibson (Watson) | Laplace | EF Linéaire
T(m.s) ~ 87 ~ 150 ~ 3
T — ~
T(EF Linéaire) ~ 33 ~ 06 1

Conculsion

En conclusion, I'algorithme de Watson semble étre le plus approprié pour le calcul
des fonctions des formes de type Sibson dans le cas de la CNEM. Comme nous 'avons
vu cet algorithme ne fonctionne pas pour des points d’évaluation se situant sur et
proche d’'une face de Delaunay. Pour ces points I'algorithme topologique basé sur la
TDC est préconisé. Dans la pratique le taux d’échec de I'algorithme de Watson pour

des points d’évaluations positionnés de facon aléatoire, est de Pordre de —%-.
$ ) 1000

3.3.4 Mise en évidence de phénomenes associés aux fonctions
de formes CNEM apparaissant en 3d pour des domaines
non convexes

Pour des domaines non convexes, il existe des lieux géométriques pour lesquels
Iinsertion d’un point dans le diagramme de Voronoi contraint, conduit a la création
d’une cellule de Voronoi associée non convexe. Afin d’illustrer cela, prenons le domaine
Q2 de la figure 3.19. L’insertion du point  de coordonnées [—0.1, 0, 0] dans le diagramme
de Voronoi contraint de €2, conduit a la création d’une cellule non convexe, comme
lillustre la figure 3.20. Sur cette méme figure, on peut voir que le polyedre P™ associée
au neeud voisin v (ng, ou ny) lest aussi.

Le passage d’une topologie convexe a une topologie non convexe de la cellule associée
au point z, se fait de facon continue quand on déplace ce dernier. La figure 3.21, met en
évidence cela en faisant passer progressivement le point = de la position [—0.25, 0, 0]
a la position [07, 0, 0] (déplacement suivant [’aze X).

Ayant remarqué cette propriété de non convexité, il est alors intéressant d’étudier
I’évolution des fonctions de forme en fonction de la position du point z. Le graphe 3.22
commence par donner, en fonction de la coordonnée suivant 'axe X du point x, les
mesures de volumes :

— de la cellule associée au point = (Vol(c,)).

— des polyedre intersections P associées & chaque voisin de z.
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Le graphe 3.23 permet enfin de préciser, toujours en fonction de la coordonnée
suivant 'axe X du point z, la valeur des fonctions de forme associées aux noeuds
voisins de x.

Il est facile de vérifier numériquement que toutes les propriétés relatives aux fonc-
tions de formes énoncées dans le chapitre 2.2.4 sont vérifiées. On peut cependant voir
qu’il existe une position xy pour laquelle le volume de la cellule associée au point x
s’annule. Ceci donne lieu a l'indétermination des fonctions de formes de type Sibson
en ce point (division par 0). De telles positions ne sont pas uniques. En effet, si 'on
calcule la mesure de volume de la cellule associée au point x dans un voisinage de x,
les point correspond aux lieux de I’espace ou la mesure de volume de la cellule associée
au point x est nulle forment une surface (voir figure 3.24).

Il est a noter que méme pour d’autres fonctions de forme éléments naturels comme
Laplace, il existe aussi des lieux pour lesquels elles sont indéterminées, comme le montre
le graphe de la figure 3.25.

Ce probleme a été mis en évidence récemment et son influence sur le comportement
de la CNEM n’a pas encore été étudié en détail. Pour les simulations menées a ce
jour, nous n’avons pas observé de comportement suspect au voisinage des zones non
convexes du domaine.
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F1G. 3.19 — Domaine non convexe et positionnement du point x
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FIG. 3.20 — Domaine non convexe : cellule ¢, — Intersection avec la cellule du noeud
voisin ¢,
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x 1 [-0.25,0,0] x :[-0.21,0,0] x 1 [-0.17,0,0]

x :[-0.13,0,0] x : [-0.09,0,0]

x :[-0.05,0,0]

Fia. 3.21 — Passage d’une cellule convexe a une cellule non convexe en fonction de la
position de x
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3.3. CALCUL DES FONCTIONS DE FORMES CNEM DE TYPE SIBSON

1 05

1 04

103

402

1 01
X

: A—7 \ : 0
0,25 0,2 -0,15 0,1 -0,05 0
1 -0
4 -0,2
e Vol(cy) 103
¢ Vol(cxNcg)=Vol(cxNc1)
o Vol(cyNcy)=Vol(cxNc7) 17
4 Vol(cxNc3)=Vol(cxNcgp) 1 o5
x Vol(cxMNcg)=Vol(cxNcs) X

Fi1G. 3.22 — Mesure de volumes
voisines

. cellule du neceud z, et intersections avec les cellules

1 08

1 06

N\,

0,4

- X
@ VO|(Cx) 1 -06
o ff(0)=ff(1)
o ff(2)=Fff(7) 1798
a ff(3)=ff(6) 4
x ff(4)=ff(5) X

Fic. 3.23 — Fonction de formes Sibson en x pour les différents voisins
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iso(V(c)) = 0)

F1a. 3.24 — Lieux de I'espace ou le volume de la cellule du noeud z est nul

1 08

106

1 04

1 02

r T T T
-0,25 -0,2 -0,15 -0,1

o ff(0)=ff(1)

o ff(2)=ff(7) 1
a ff(3)=ff(6) 4
x ff(4)=ff(5) X

FiG. 3.25 — Fonction de formes Laplace en x pour les différents voisins
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3.4. DISCRETISATION DU DOMAINE EN VUE DE L’INTEGRATION NUMERIQUE

3.4 discrétisation du domaine en vue de l’intégration
numeérique

Comme nous l'avons vu en 2.3, pour un domaine donné €2, l'intégration nodal
nécessite une discrétisation en volumes élémentaires entourant chaque noeud.

3.4.1 Cas des domaines convexes ou faiblement non convexes

Dans le cas de domaines convexes ou faiblement non convexes, 1'utilisation des cel-
lules de Voronol constitue une partition "naturelle” du domaine (figure 3.20). Il est
néanmoins nécessaire de tronquer les cellules qui débordent du domaine, cellules dont
le nceud est sur la frontiere, et certaines dont le nceud est proche de la frontiere. Dans
cette partie nous allons présenter les algorithmes mis en ceuvre afin de tronquer ces
cellules par la frontiere, ils ne sont applicables que s’il n’y a pas de cellules non convexes
s’auto-intersectant a l'intérieur du domaine, ce qui peut se produire si ce dernier est
localement fortement non convexe (voir 3.4.2).

Le fait de disposer de tels algorithmes nous a permis d’étudier 'influence du choix
fait pour la partition du domaine sur la qualité des résultats obtenus par la CNEM

(voir 4.3).

FiG. 3.26 — Exemple de cellule de Voronoi tronquée par la frontiere

Si I'on étudie une cellule de Voronol tronquée par la frontiere (figure 3.27), on
constate que cette derniere est composée de faces de Voronol (faces violettes), de
faces de Voronoi tronquées par la frontiere (faces bleues), et de sous-faces de la tri-
angulation de la frontiere (faces jaunes). Le contour des faces de Voronoi tronquées
par la frontiere, est composé d’arétes de Voronoi, d’arétes de Voronoi tronquées par
la frontiere, et d’arétes se situant sur la triangulation de la frontiere. Les sous-faces
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F1G. 3.27 — Analyse d’une cellule de Voronoi tronquée par la frontiere

de la triangulation de la frontiere sont formées exclusivement d’arétes se situant sur
la frontiere. Les arétes de Voronoi tronquées par la frontiere peuvent avoir comme
sommets, un sommet de Voronoi ou un point d’intersection [aréte Voronoi/face tri-
angulation| (points bleus). Les arétes se situant sur la triangulation de la frontiere
peuvent avoir comme sommet, un point d’intersection [aréte triangulation/face Vo-
ronoi| (points jaunes), un point d’intersection [aréte Voronoi/face triangulation], ou en-
core un nceud. Les nouveaux sommets des faces décrivant une cellule tronquée peuvent
ainsi étre de trois types :

1. des nceuds,
2. des points intersection entre arétes de triangulation et faces de Voronoi,
3. des points intersection entre arétes de Voronoi et faces de triangulation.

La détermination des sommets de la premiere famille (les neuds) est immédiate.
La détermination de ceux des deux familles suivantes ’est moins, en particulier dans
un contexte d’optimisation des algorithmes. Cette détermination fait 1’objet, successi-
vement pour chaque famille, des paragraphes a et b.

Une fois tous ces sommets construits, il ne reste plus qu’a les utiliser pour décrire
les nouvelles arétes et nouvelles faces des cellules tronquées par la frontiere. Ceci est
décrit dans le paragraphe c.

a)Points d’intersection entre arétes de la triangulation de la frontiére et
faces de Voronoi

Soit al une aréte de la triangulation de la frontiere, et soient n® et n’ les deux
noeuds extrémités de a?. Soient enfin c,e et ¢ les deux cellules de de Voronoi as-
sociées a n® et n®. En plus de ces deux cellules, 'aréte a” peut transpercer plusieurs
autres cellules c,= (figure 3.28). Les cellules transpercées par a’ forment une chaine
de cellules adjacentes (cellules qui partagent une face de Voronoi : face transpercée par
a’) dont les deux extrémités sont les cellules c,a et c,». Etant donné que les cellules
sont supposées étre convexes a l'intérieur du domaine, on peut affirmer que c,« et ¢
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F1G. 3.28 — Intersection entre une aréte de la triangulation et les faces de Voronoi

ne sont transpercées quune seule fois par a’, et que les cellules ¢,= sont transpercées

deux fois par a”.

Algorithme :

Données d’entrée :

— Le diagramme de Voronoi contraint.

— La liste des arétes de la triangulation de la frontiere, avec :
pour chaque aréte a’ ses deux noeuds nia’ et noa’, ainsi que les deux triangles
auxquels elle appartient t;a”, t2a”.

Données de sortie :

— Les points d’intersections [aréte triangulation/face Voronoi] avec :
pour chaque point p ses coordonnées [XY Z]p, aréte de la triangulation a”p et
la face de Voronoi fVp qui 'ont engendré.
Ces points, ainsi que les points d’intersection [aréte Voronoi/face triangulation]
que l'on verra dans la section suivante, seront stockés dans la liste des sommets.
On rajoutera une variable a la structure de données associée a l'entité sommet
afin d’indiquer son type.

— Pour chaque aréte de la triangulation a? la liste de faces de Voronoi qu’elle
intersecte Lfa”.
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Pour chaque aréte a? de la triangulation de la frontiere faire
n : nceud tampon
f : face tampon
n «— noa’
f—{}
Répéter
ft : face tampon
Si (n=nga’) Alors
| fi" — face de ¢, intersectée par a
Sinon
‘ it « face de ¢, # de f, intersectée par a
Fin Si
p™ : sommet tampon
[ XY Z]p™ « Coordonnée du point d’intersection de a’ avec f™
anint - CLT
print — fint
Stocker p™ dans la liste des sommets du diagramme de Voronoi
Rajouter fi a Lfa”
n « neceud de la face f™ £ n
f — fint
jusqu’a ce que (n = njal)
Fin Pour

T

T

Algorithme 4: Intersection [aréte triangulation/face Voronoi]

b)Points d’intersection entre arétes de Voronoi et faces de la triangulation
de la frontiere

Soit fT une face de la triangulation de la frontiere. Chacune des 3 arétes de f7
transperce un ensemble de faces de Voronoi. Soit F° (faces bleues figure 5.29) I'union
des trois ensembles de faces intersectées par les trois arétes de f7. F* "borne” ’ensemble
FJ (faces jaunes figure 3.29) des faces de Voronoi intersectées par la face triangulaire
fr.

Il est ainsi possible, grace aux faces de I'ensemble F°, de reconstituer par adja-
cence les faces de ’ensemble F7, et par conséquence de trouver les points d’intersection
laréte Voronoi/face triangulation], car tous ces derniers se situent sur des arétes de
Voronoi appartenant aux faces de I’ensemble FV.

A chaque fois que 'on trouve un point d’intersection [aréte Voronoi/face triangu-
lation|, on crée une aréte de Voronoi tronquée, qui sera un attribut de chaque aréte de
Voronoi qui intersecte la frontiere. Avant de créer une telle aréte, on doit vérifier au
préalable si cela n’a pas déja été fait, car il possible quune aréte de Voronoi puisse étre
tronquée des deux cotés.
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3.4. DISCRETISATION DU DOMAINE EN VUE DE L’INTEGRATION NUMERIQUE

T,
)

B>V

B\

/

¥
.\

.;;}T/.
X/

\‘

/»3
J

"

Q

F1a. 3.29 — Intersections [aréte Voronol/face triangulation)]

Algorithme :

Données d’entrée :

— Le diagramme de Voronoi contraint.
— Pour chaque aréte de Voronoi a, les 3 faces de Voronoi aux quelles elle appartient

Jia faa et fsa.

— La liste des triangles de la frontiere.
Données de sortie :

— Les points d’intersections [aréte Voronoi/face triangulation| avec :
pour chaque point p ses coordonnées [XY Z|p, I'aréte de Voronoi a"p et la face
de la triangulation f7p qui 'ont engendré.

— Pour chaque aréte de Voronoi a qui intersecte la frontiere, son aréte tronquée
trq
aa.
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Pour chaque triangle 7" de la triangulation de la frontiere faire
LU=9) : liste tampon de couples (face Voronoi,aréte Voronoi)
Pour chaque aréte a du triangle f7 faire
Pour chaque face f de L7a faire
Si (f présente dans un couple de L(/~) Alors
‘ Supprimer ce couple de L{/~%)
Sinon
| Rajouter le couple (f,{}) & LU~
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Tant que (LY~ non vide) faire
Retirer le couple (f7cu¢ q@%c¥¢) en queue de L~
a : aréte tampon

du triangle 7
p™ : sommet tampon

anint — a

print - fT

Si (a possede déja une aréte tronquée) Alors
par pint

Sinon

a'™ : aréte tampon

atrq — a

par pint

atrqa - at'r’q

Fin Si

Pour i de 0 & 2 faire
Si (fia # fi“e“¢) Alors

Si (f;a présente dans un couple de LU/=%)) Alors
‘ Supprimer ce couple de L~
Sinon
‘ Rajouter le couple (fia,a) & LU~
Fin Si
Fin Si
Fin Pour

Fait
Fin Pour

Algorithme 5: Intersection [aréte Voronol/face triangulation]
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a « aréte de f1Ueuc £ de a?"¢ (si elle existe) qui intersecte la face

[ XY Z]p™ «— Coordonnées du point d’intersection de a avec f7

Stocker p™ dans la liste des sommets du diagramme de Voronoi

Remplacer dans a'"%a le sommet qui est au dessus du triangle f7

Remplacer dans a'™ le sommet qui est au dessus du triangle f7

Stocker a'"? dans la liste des arétes du diagramme de Voronoi




3.4. DISCRETISATION DU DOMAINE EN VUE DE L’INTEGRATION NUMERIQUE

c)Construction des cellules de Voronoi tronquées par la frontiere

Cette construction se fait en 2 étapes :
Etape 1 : Création des faces de Voronoi tronquées par la frontiere

Grace aux trois faces de Voronoi auxquelles chaque aréte de Voronoi tronquée ap-
partient, on recense toutes les faces de Voronol qui intersectent la triangulation de la
frontiere. Ces faces sont par la suite rassemblées dans une liste. Pour chaque face f
de cette liste, on crée une face de Voronoi tronquée f"%, qui est un attribut de f. Les
arétes de f"? peuvent étre de trois type :

— Type a : Arétes de Voronoi.

— Type b : Arétes de Voronoi tronquées par la frontiere (déja créées).

— Type ¢ : Arétes se situant sur la triangulation de la frontiere (a créer).

Ces dernieres ont pour extrémités des points d’intersections [aréte triangulation/face
Voronoi], ou [aréte Voronoi/face Triangulation|, appartenant a la face de Voronoi consi-
dérée, et se situant sur une meéme face de la triangulation. Le contour d’une face de Vo-
ronol tronquée par la frontiere forme une séquence d’arétes @o{n x (al} o@o{m x (¢},
qui se répete une ou plusieurs fois. Afin de former une séquence, on recherche dans la
face f une aréte qui possede une aréte tronquée et dont le premier sommet et un point
d’intersection, on rajoute cette aréte a f%. Si le second point de cette aréte n’est pas
un point d’intersection, on rajoute & fi? toutes les arétes de f qui suivent jusqu’a ce
que l'on tombe sur une aréte qui possede une aréte tronquée dont le second sommet
est un point d’intersection. Soit p ce point, on recherche parmi les points d’intersection
de la face associée a f, le point qui se situe sur la méme face que p, et 'on crée I'aréte
reliant ces deux points (aréte de type c). Et ainsi de suite jusqu’a ce que le second
point de l'aréte créée soit un point d’intersection [aréte Voronoi/face triangulation].
On procede de la méme facon pour former les séquences qui suivent, jusqu’a ce que le
contour de f*7 soit totalement formé.

Algorithme :

Données d’entrée :

— Le diagramme de Voronoi contraint.

— La liste des faces & tronquer L7.

— La liste des points d’intersection associés a chaque face f de L, LY f.

Données de sortie :

— Pour chaque face de Voronoi f qui intersecte la frontiere, sa face tronquée fef.
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Pour chaque face & tronquer f de L/ faire
nb, <+ nombre d’arétes de la face f
10
ftra . face tampon
Répéter
Tant que (a;f n’a pas d’aréte tronquée V spa’"%a; f n’est pas un point
d’intersection) faire
| i« (i + 1)mod(nb,)

Fait
Rajouter a'%a; f & fi"4
Tant que (a;f n’a pas d’aréte tronquée V sya'%a; f n’est pas un point
d’intersection) faire
i < (i + 1)mod(nb,)
Si (a;f n’a pas d’aréte tronquée) Alors

| Rajouter a;f a f'
Sinon

| Rajouter a™%a;f & fi
Fin Si

Fait

s% : sommet tampon

§* «— $1a"9a; frmp

Retirer s* de LPf

Tant que (il y a un point s* de L f sur le méme triangle que s?) faire
Retirer s, de L™ f

a : aréte tampon

Soa «— s¢

sia < s°

Stocker a dans la liste des arétes du diagramme de Voronoi
Rajouter a & fi"4

s — gb

Fait
jusqu’a ce que (LPf soit vide)
Rajouter f4 & la liste des faces du diagramme de Voronoi

ftrqf — f‘t'rq

Fin Pour

Algorithme 6: Création des faces de Voronoi tronquées par la frontiere

Etape 2 : Création des cellules de Voronoi tronquées par la frontiere
Cette étape est constituée elle-méme de deux sous étapes :

Etape 2-1 :
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Grace aux nceuds des faces de Voronol qui intersectent la frontiere on recense toutes
les cellules qui intersectent la frontiere que I'on rassemble dans une liste. Pour chaque
cellule ¢ de cette liste, on crée une cellule de Voronoi tronquée ¢'"?, qui sera un attribut
de c¢. On commence par rajouter a ¢ les faces tronquées de ¢, garce a ces faces, et par
adjacence, il est possible de retrouver les faces de ¢ non tronquées internes au domaine,
que 'on rajoute a "9,

Algorithme :

Données d’entrée :

— Le diagramme de Voronoi contraint.

— La liste des cellules a tronquer L°.

Données de sortie :

— Pour chaque cellule de Voronoi ¢ qui intersecte la frontiere, sa cellule tronquée
c"c & laquelle il ne manque que les faces se situant sur la frontiere du domaine.
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Pour chaque cellule a tronquer ¢ de L faire
¢! : cellule de Voronoi tampon

L) : liste de couples (aréte, nocud) tampon
L/ : liste de faces de Voronoi tampon

Pour chaque face f de c faire

Si (f a une face tronquée) Alors
Rajouter f9f & la liste de faces de ¢
Pour chaque aréte a de f"9f faire
Si (a aréte de Voronoi non tronquée) Alors
n : nceud tampon
n « noeud de l'aréte a # de nof et ny f
Rajouter le couple (a,n) a L@~
Fin Si
Fin Pour
Sinon

‘ Rajouter f & L/
Fin Si
Fin Pour
Tant que (L™ non vide) faire
Retirer le couple (a?“¢¢ n?eu€) en queue de L")
Trouver et retirer dans L/ la face f dont un des deux noceuds est ndue
Rajouter f & "
Pour chaque aréte a de f faire
Si (a # a?"¢) Alors
Si (le couple (—a, n9"") existe dans L@~™) Alors
‘ Supprimer ce couple de L@~

Sinon
n : nceud tampon

n «— noeud de l'aréte a # de nof et ny f
Rajouter le couple (a,n) & L™

Fin Si

Fin Si

Fin Pour

Fait
Ctrqc - Ctrq
Fin Pour

Algorithme 7: Création des cellules de Voronol tronquées par la frontiere - 1/2

Etape 2-2 :

L’étape précédente produit des cellules tronquées auxquelles il ne manque que des
faces se situant sur la frontiere du domaine. Ces faces sont donc des sous-faces des
triangles de la frontiere. Le but de cette étape est de les créer. Pour chaque cellule
tronquée, les sous-faces de la triangulation qui lui manquent ont pour arétes :
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— les arétes de ses faces de Voronoi tronquées par la frontiere, qui se situent sur la

frontiere (déja créées).

— des sous-arétes d’arétes de la triangulation de la frontiere (" a créer).

Ces dernieres ont pour sommets soit un point d’intersection [aréte triangulation/face
Voronoi], soit un noeud (neeud de la cellule). On rassemble dans une liste tous les points
intersections [aréte triangulation/face Voronoi] de la cellule concernée. Pour chaque
point de cette liste on recherche s’il existe un autre point dans cette méme liste qui se
situe sur la méme aréte de la triangulation. Si oui, on crée 'aréte qui relie ces deux
points. Si non, on crée 'aréte reliant ce point au nceud de la cellule.

Grace a I’ensemble des arétes des deux types précédents, il est possible de créer les
faces manquantes en rassemblant les arrétes qui se situent sur une meéme face de la
triangulation. Ces arétes seront chainées par la suite.

Algorithme :

Données d’entrée :

— Le diagramme de Voronoi contraint.

— La liste des cellules tronquées L°.

Données de sortie :

— Pour chaque cellule tronquée c les faces qui lui manquent se situant sur la frontiere
du domaine.
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Pour chaque cellule tronquée ¢ de L¢ faire

L= : liste de couples (aréte, triangle) tampon

Récupérer dans les faces tronquées de c les arétes se situant sur un triangle
de la fronticre, et rajouter les couples associés a L@~

LP : liste de points d’intersection tampon

Récupérer dans les faces tronquées de ¢ les points d’intersections [aréte tri-
angulation/face Voronoi], et les rajouter a L?

Tant que (L? non vide) faire

a : aréte tampon

Retirer le point p?““*¢ en queue de LP

a’ : aréte de la triangulation tampon

CLT — anqueue

Si (un des deux nceuds de a’ est le noeud nc) Alors
Soa = pqueue
s1a = nc

Sinon
Rechercher dans L? le point p se situant sur a’

N pqueue
s1a6 = p
Fin Si
Stocker a dans la liste des arétes du diagramme de Voronoi
Rajouter le couple (a,tya”) & la liste de couple L(*~?)

Rajouter le couple (a,t,a”) & la liste de couple L(*~?)

Fait

Tant que (L") non vide) faire

Retirer le couple (a?c"¢ t7uu¢) en queue de L!
f face tampon

Rajouter a?“¢*¢ a f

Retirer tous les couples ayant t7“¢“¢ comme triangle, et rajouter leur
arete a f

Ranger et orienter les arétes de la face f

Stocker f dans la liste des faces du diagramme de Voronol

Rajouter f a la liste de faces de ¢

a—t)

Fait
Fin Pour

Algorithme 8: Création des cellules de Voronol tronquées par la frontiere - 2/2
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3.4.2 Cas des domaines fortement non convexes

Pour certains domaines fortement non convexes, la discrétisation par le biais des
cellules de Voronoi décrite dans la section précédente devient problématique. Les algo-
rithmes proposés ont comme hypothese de départ la convexité des cellules de Voronoi a
I'intérieur du domaine, hypothese qui peut ne plus étre vérifiée pour des domaines for-
tement non convexes. Pour de tels domaines certaines cellules associées a des nceuds de
la frontiere ou proches de celle-ci deviennent non convexes a l'intérieur du domaine. Il
est possible de mettre en évidence ce phénomene par 'exemple illustré figure 3.32 (le
domaine pris est présenté figure 3.51). Sur cette figure on peut voir que la cellule de
Voronoi associée au nceud n est non convexe a 'intérieur du domaine (le point entouré
avec un cercle appartient a la courbe d’auto-intersection de la cellule du neeud n, et est
a Uintérieur du domaine).

Ce probleme peut étre contourné en utilisant une partition autre que celle basée sur
les cellules de Voronoi. La plus évidente et la plus simple a mettre en ceuvre, consiste
a subdiviser chaque tétraedre de la tétraedrisation de Delaunay contrainte que I'on a a
disposition en quatre parties, et d’associer chaque partie au nceud du tétraedre auquel
elle est rattachée. On obtient ainsi une partition qui associe un volume élémentaire a
chaque noeud du domaine figure 3.30.

F1G. 3.30 — Discrétisation obtenue par le biais des quarts de tétraedre
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F1G. 3.31 — Domaine produisant des cellules de Voronoi non convexes en son intérieur

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre ont été présentés les algorithmes associés a la mise en ceuvre de
la CNEM en 3d. Grace a l'utilisation de I'algorithme de Watson, les temps de calcul
des fonctions de formes Sibson ont été pratiquement divisés par un facteur 100. En cas
d’échec de ce dernier (environ ﬁ) I’algorithme proposé par Boissonnat et al garantit
leurs calculs.

Pour la discrétisation du domaine en volumes élémentaires en vue de l'intégration
SCNI, et dans le cas de domaine convexe et faiblement non convexe, les cellules de
Voronoi (internes+tronquées par le bord) sont une solution. Un algorithme robuste et
local est proposé afin de tronquer les cellules de Voronoi qui débordent sur la frontiere.
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Fia. 3.32 — Cellule de Voronoi non convexe a l'intérieur du domaine

Dans le cas général, la discrétisation basée sur les quarts de tétraedres rattachés aux
noeuds constitue une solution efficace a moindre cotit.
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Chapitre 4

Validation

Avant d’appliquer la CNEM a des problemes en trans-
formation finies, nous présentons dans ce petit cha-
pitre, deux exemples en petites perturbations pour des
problemes tridimensionnels d’élasticité.

Ces exemples permettent de valider I'aptitude de la
CNEM, en 3d, a traiter de tels problemes et de com-
parer les résultats obtenus avec la CNEM a ceux obte-
nus avec les éléments finis (€léments tétraédriques a /
neeuds). Ces exemples ont également permis de calibrer
certains parametres pour l'intégration nodale stabilisée.
Apres avoir précisé la nature des simulations réalisées
(identique pour les deux exemples) ainsi que la mesure
d’erreur employée, nous donnons les résultats obtenus
pour ces deux exemples : la sphere creuse sous pres-
sion et I'excavation cylindrique dans un milieu ”infini”.
Nous étudions enfin I'importance des choix faits pour
I'intégration (volume entourant les neeuds, nombre de
points d’intégration) quant a la précision des résultats
obtenus.




CHAPITRE 4. VALIDATION

4.1 Simulations menées et résultats

Afin de valider la CNEM en 3d, nous avons réalisé une série de simulations pour
chacun des deux exemples choisis. Notre choix s’est porté sur deux problemes types en
élasticité (hypotheése petites perturbations) ayant une solution analytique | ] la
sphere creuse sous pression et I'excavation cylindrique dans un milieu infini soumise a
des contraintes a 'infini.

La norme de 'erreur utilisée est la norme en énergie de déformation :

lel| = \/fQ(a —0):C71: (0 —0)d2 (4.1)
fQ o:C~1:6dQ2
avec :
— (' : le tenseur d’élasticité,
— o : le tenseur de contraintes calculées,

— 0 : le tenseur de contraintes exactes.

La résolution du systéme linaire engendré est réalisée grace au solveur itératif (gra-
dient conjugué) creux de la librairie mathématique MKL [Int].

Les caractéristiques du calculateur utilisé sont les suivantes :
— OS : Linux RedHat 64 bits

— Compilateur : Intel c++ compiler 9.1

— Processeur : Intel I[tanium 2 - 1,6GHz

— RAM : 32G - DDR2 - 667MHz

Pour chacun des deux problemes, et pour une distribution nodale homogene donnée,
les simulations suivantes ont été menées :
— Intégration de Gauss de degré 4, avec fonction de forme Sibson.
— Intégration de Gauss de degré 0, avec fonction de forme éléments finis linéaires
sur maillage de Delaunay.
— Intégration de Gauss de degré 0, avec fonction de forme éléments finis linéaires
sur maillage optimisé.
— Intégration stabilisée, avec fonction de forme Sibson.
— Intégration stabilisée, avec fonction de forme Laplace.
— Intégration stabilisée, avec fonction de forme éléments finis linéaires sur maillage
de Delaunay.
— Intégration stabilisée, avec fonction de forme éléments finis linéaires sur maillage
optimisé.
Pour 'intégration de Gauss, elle est réalisée, selon le cas, soit sur les tétraedres de
Delaunay soit sur les tétraedres du maillage éléments finis optimisé.

Pour 'intégration stabilisée, elle est faite sur les volumes nodaux issus de la discrétisation

quart de tétraedre (tétraedres proviennent, selon le cas, soit du maillage de Delaunay
soit du maillage éléments finis optimisé), en prenant un point de Gauss par face (qua-
drangle). Ce choix est justifié un peu plus loin dans le paragraphe 4.3.
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4.1. SIMULATIONS MENEES ET RESULTATS

Les résultats obtenus pour la sphere creuse appellent aux mémes commentaires que
ceux obtenus pour I'excavation cylindrique. Ces commentaires sont donnés section 4.2.

4.1.1 Sphere creuse sous pression

Dans cet exemple, on considere une sphere creuse sous pression interne. La sphere
est parfaitement élastique, et possede des propriétés mécaniques isotropes. La solution
exacte du probléme (contraintes) en coordonnées sphériques (7,0, ¢), est donnée par :

o3 3
Opp = — Rznt (Rext . 1> P (42)

fiert3 - Rint3 7,3
Rint3 Re:pt?)
0pp = Ogp = _R t3 "R t3 ( 2703 + 1P (43)
Org = Orp = Ohp = 0 (44)

Avec :
— P : la pression a l'intérieur de la sphere,
— Ry, : rayon interne de la sphere,
— R, : rayon externe de la sphere.

Pour les simulations, la pression P régnant a l'intérieur de la sphere est prise égale
al MPa.
Vue la symétrie du probleme on ne considere que le huitieme de la sphere. Les conditions
aux limites sont illustrées figure 4.1.

Les figures 4.2 et 4.3 montrent la répartition de la contrainte équivalente de Von
Mises, issue du calcul CNEM avec fonction de forme Sibson et intégration SCNI, et
ce pour deux nombres de nceuds différents (3.500, et 300.000 neeuds). Ces champs de
contrainte équivalente ne sont pas lissés : la contrainte est constante sur le volume
entourant chaque nceud.

Les courbes de convergence et d’effectivité (taux de convergence) sont données fi-
gures 4.4 et 4.5.

A titre indicatif, le graphique 4.6 donne, pour le modele de la sphere creuse com-
portant le plus grand nombre de nocuds, et pour chaque simulation :
— les temps de calcul associés a l'intégration + l’assemblage + l'imposition des
conditions aux limites,
— les temps de calcul associés a la résolution du systeme linaire engendré,
— les valeurs chiffrées de l'erreur relative ||e|| vis a vis de la solution exacte.
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F1c. 4.1 — Conditions aux limites

sigma Mises

3.1E+06
3.0E+06
2.9E+06
2.8E+06
2.7E+06
2.6E+06
2.5E+06
- 2.4E+06
2.3E+06
22E+06
2.1E+06
2.0E+06

1.9E+06
SRS e 1aos
(A ey LT 1.7E+06
1.6E+06

F1G. 4.2 — Contrainte équivalente de Von Mises - &~ 3.500 noeuds (integration stabilisée
- FF Sibson)

86
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sigma Mises

3.1E+06
3.0E+06
2.9E+06
2.8E+06
2.7E+06
2.6E+06
25E+06
2.4E+06
2.3E+06
2.2E+06
2.1E+06
2.0E+06
1.9E+06
1.8E+06
1.7E+06
1.6E+06

F1G. 4.3 — Contrainte équivalente de Von Mises - &~ 300.000 nceuds (integration sta-
bilisée - FF Sibson)

0.1 —=-Gauss FEM-L M-D
’ —=—Gauss FEM-L M-O
—o—Gauss Sibson
—#-SCNI FEM-L M-D
SCNI FEM-L M-O
—e—SCNI Laplace
\ —e—SCNI Sibson
5 001 -
0,001 ‘ ‘ ‘
1000 10000 n 100000 1000000

F1a. 4.4 — Courbes de convergence |le|| = f(nb noeud) - double échelle logarithmique

87



CHAPITRE 4. VALIDATION

1,6 Gauss FEM-L M-D
—=— Gauss FEM-L M-O

1,5 1 —o— Gauss Sibson

1.4 SCNI FEM-L M-D

a SCNI FEM-L M-O

1,3 ——SCNI Laplace
—e— SCNI Sibson

1,2 — —théorique

1,1 A
;] \//\A

0.9 -

08 - /\/
0,7 -
0,6 -
0,5 -
04
0,3 -

0,2 T T 1
1000 10000 n 100000 1000000

effectivité

F1G. 4.5 — Courbes d’éffectivité (degré de convergence) - échelle logarithmique pour le
nombre de neuds
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SIMULATIONS MENEES ET RESULTATS

140

120+

100+

80+

60

401

20

T(int+ass+cl) - (minutes)

135,9

1,40%
1,20%
1,00%
0,80%
0,60%+
0,40%+

0,20%

0,00%

erreur

1,31%

70+

60

50

40-

30+

20+

T(sol) - (minutes)

EGauss FEM-L M-D
B Gauss FEM-L M-O
l Gauss Sibson
ESCNI FEM-L M-D
OSCNI FEM-L M-O
B SCNI Laplace

B SCNI Sibson

F1G. 4.6 — Temps de calcul et erreur - ~ 300.000 nceuds
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4.1.2 Excavation cylindrique dans un milieu infini

Dans ce deuxieme exemple, on considere une excavation cylindrique dans un milieu
élastique isotrope infini, soumise a des contraintes a l'infini dans le plan normal a ’axe
du cylindre. On peut trouver une solution exacte du probleme en déformations planes,
dans | | (Coordonnées cylindriques (1,0,z)) :

onm T (1 () B (8 (2))

oo+ 0o 2 oo o} 4
Ogp = % (1 + (g) ) — % (1 + 3(%) ) cos (20) (4.6)

o= =722 (14 2(2)" = 5(2) ") sin 20 (@7)

T T

Ozz =V (UTT + 0-99> (48)

Ory = 09, = 0 (4.9)

Pour les contraintes a l'infini on prend, 015 = 0, et 095 = 1 M Pa.
Etant donnée la symétrie du probleme, seul le quart du domaine est utilisé pour les
simulations. Les conditions aux limites sont illustrées figure 4.7.

F1G. 4.7 — Conditions aux limites
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sigma Mises

2.6E+06

2.4E+06
i 2.2E+06
] 2.0E+06
] 1.8E+06
1.6E+06
1.4E+06
1.2E+06
1.0E+06
8.0E+05
6.0E+05
4.0E+05
2.0E+05

F1G. 4.8 — Contrainte équivalente de Von Mises - &~ 5.000 noeuds (integration stabilisée
- FF Sibson)

sigma Mises

2.6E+06
2.4E+06
2.2E+06
2.0E+06
1.8E+06
1.6E+06
1.3E+06
1.1E+06
9.3E+05
7.2E+05
5.2E+05
3.1E+05
1.0E+05

F1G. 4.9 — Contrainte équivalente de Von Mises - ~ 370.000 nceuds (integration sta-
bilisée - FF Sibson)
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Gauss FEM-L M-D
—=—Gauss FEM-L M-O
—o—Gauss Sibson

SCNI FEM-L M-D

SCNI FEM-L M-O
—e—SCNI Laplace
—o—SCNI Sibson

=

0,001 \ \ \
1000 10000 n 100000 1000000

0,1

I

F1G. 4.10 — Courbes de convergence ||e|| = f(nb noeud) - double échelle logarithmique

Gauss FEM-L M-D
1,6 1 —=—Gauss FEM-L M-O
—e— Gauss Sibson
1,5 1 SCNI FEM-L M-D
SCNI FEM-L M-O
1,4 1 —— SCNI Laplace
—e— SCNI Sibson
1,3 1 — —théorique
1,2 1
2
11
°
e 1
®
0,9 ~
0,8
0,7 4
0,6 A
0,5 T T 1
1000 10000 n 100000 1000000

F1G. 4.11 — Courbes d’éffectivité - échelle logarithmique pour le nombre de neeuds
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4.2. COMMENTAIRES SUR LES RESULTATS OBTENUS

4.2 Commentaires sur les résultats obtenus

Bien qu’ayant le méme taux de convergence que les éléments finis linéaires, pour les
deux exemples étudiés, la CNEM divise I'erreur globale par 3. Ainsi pour atteindre une
erreur globale fixée cela revient, en 3d, a avoir 30 fois plus de nceuds pour une approche
éléments finis linéaires que pour la CNEM. Ce gain de précision est principalement da
a l'utilisation du gradient stabilisé qui, s’il est utilisé sur approximation éléments finis,
donne des résultats alors comparables pour I'interpolation éléments naturels et éléments
finis. On peut remarquer que l'erreur obtenue avec la CNEM avec une intégration de
Gauss sur les tétraedres de Delaunay, augmente avec I'augmentation du nombre de
neeuds, ce qui peut étre expliqué par une sous intégration des gradients de fonctions
de formes de type Sibson.

4.3 Choix de la méthode de calcul du gradient sta-
bilisé
Remarque : l'étude a été menée pour des fonctions de forme élément naturel Stbson.

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe 3.4, 'utilisation de la discrétisation
basée sur les cellules de Voronoi n’est pas toujours possible. Nous avons donc proposé
d’utiliser la discrétisation basée sur les quarts de tétraedres. Afin de voir si cette derniere
n’induit pas d’erreurs supplémentaires, le probleme de la sphere creuse sous pression
a été traité avec les deux discrétisations. Le domaine étant faiblement non convexe, la
discrétisation basée sur les cellules de Voronoi est possible. Sachant que les fonctions
de formes Sibson sont rationnelles, le nombre de point d’intégration pris pour le calcul
du gradient stabilisé peut influer sur 'erreur de calcul. Afin de s’assurer que 'erreur
d’intégration est convergée pour chaque discrétisation, on prend différents nombres de
points d’intégrations.

Les simulations suivantes ont été menées :

— Intégration stabilisée, discrétisation basée sur les quarts de tétraedre, avec :
— 1 point d’intégration pour 3 faces,
— 1 point d’intégration par face (barycentre),
— 1 point de Gauss par triangle,
— 13 point de Gauss par triangle.
— Intégration stabilisée, discrétisation basée sur les cellules de Voronoi, avec :
— 1 point d’intégration par face (barycentre),
— 1 point de Gauss par triangle,
— 13 point de Gauss par triangle (26 par quadrangle).

Remarque : Les triangles sont obtenus en maillant les faces des volumes élémentaires
entourant chacun des neeuds. Ces faces sont des quadrangles si l’on prend la discrétisation
basée sur les quarts de tétraedres, et des polygones si l'on prend la discrétisation basée
sur les cellules de Voronoi.

Les résultas obtenus sont résumés sur la figure 4.12. On peut voir sur cette derniere,
que la discrétisation basée sur les quarts de tétraedre n’induit pas plus d’erreur que la
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discrétisation basée sur les cellules de Voronoi (pour un nombre de point d’évaluation
de fonction de forme par neeud presque équivalent). De plus, I'erreur d’intégration avec
seulement un point d’intégration par face est largement suffisante (identique a celle

obtenue avec 26 points par face). C’est cette intégration que nous avons choisie pour
tous les calculs CNEM.

erreur (nb noeud = 3.500) nb evalution ff / nb noeuds - (échelle log)

3,50% 1000+

3,00%

2,50%

100+
2,00%

1,50%
1,00%

0,50%

0,00%

ECel Tet/d-1p

OCel Tet/4 - 1 pG/Face

O Cel Tet/4 - 1 pG/Tri Face
W Cel Tet/4 -13 pG/Tri Face
OCel Vor - 1 pG / Face
OCel Vor - 1 pG/Tri Face
OCel Vor - 13 pG/Tri Face

0,50%
0,45%
0,40%
0,35%
0,30%
0,25%
0,20%
0,15%+
0,10%
0,05%+
0,00%

F1G. 4.12 — Erreurs associées aux différentes méthodes de calcul du gradient stabilisé
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4.4 Conclusion

Les résultats donnés dans ce chapitre ont permis, d’une part, de positionner la
CNEM vis a vis des éléments finis linéaires (tétraédres a 4 neeuds), et d’autre part
de calibrer certains parametres concernant l'intégration stabilisée (influence du do-
maine d’intégration et choiz du nombre de points d’intégration). Un point marquant
est que I'approche CNEM donne des résultats d’une qualité supérieure aux éléments
finis linéaires, que le maillage éléments finis soit optimisé ou non. Il faut cependant
noter 'importance du gradient stabilisé. Ainsi, si une démarche gradient stabilisé est
appliquée a 'interpolation éléments finis, pour un maillage de Delaunay ou un maillage
optimisé, les approches CNEM et éléments finis donnent, en élasticité linéaire, des
résultats de qualité similaire.
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Chapitre 5

Applications de la CNEM aux
grandes transformations

Dans cette derniere partie nous abordons 1'utilisation
de la CNEM dans un contexte de grandes transforma-
tions (grands déplacements et grandes déformations).
Comme nous le verrons, méme si un nombre impor-
tant de fonctionnalités sont opérationnelles, certains
développements sont, encore a ce jour, en cours de
réalisation ou a venir. Nous commencons par présenter la
démarche mise en ceuvre pour les transformations finies :
schéma d’intégration temporelle, particularités liées a
I’actualisation de la configuration, modele de compor-
tement (modéle de type Johnson-Cook), contact. Nous
nous intéressons ensuite a deux exemples particuliers.
Le premier, le test de la barre de Taylor, est destiné
a positionner les résultats obtenus avec la CNEM vis
a vis de ceux obtenus avec d’autres approches. Nous
proposons également, sur cet exemple, une étude sur
I'influence de la conduction thermique et de ’adoucisse-
ment thermique (terme d’adoucissement dans la loi de
Johnson-Cook) sur les résultats de simulation. Le second
exemple est celui du cisaillage a grande vitesse. Deux
aspects sont abordés : étude des premiers instants du
cisaillage et des durées caractéristiques des phénomenes
rencontrés, puis étude de la dépendance de la localisa-
tion des déformations plastiques en fonction du matériau
cisaillé (deur matériauz différents sont comparés).




CHAPITRE 5. APPLICATIONS DE LA CNEM AUX GRANDES TRANSFORMATIONS

5.1 Mise en ceuvre des grandes transformations dans
Nessy

5.1.1 Contexte général de la mise en ceuvre

L’objet de ce paragraphe est de préciser la démarche que nous avons adoptée
pour utiliser la CNEM dans un contexte de grandes transformations. Cette démarche
integre :

— des aspects cinématiques :

— utilisation d’une formulation lagrangienne actualisée,
— utilisation d'un schéma d’intégration temporelle explicite,

— un traitement des contacts : contact avec frottement sur surfaces rigides unique-

ment,

— une intégration de la relation de comportement qui se base sur une décomposition

multiplicative du tenseur gradient de la transformation F en partie élastique et
partie plastique.

Ces différents points sont abordés un a un dans les paragraphes qui suivent. La
plupart des choix faits sont identiques a ceux présentés dans la these d”Yvonnet | ).

Le modele de comportement pris est le modele de Johnson-Cook 5.1. Ce modele
est tres utilisé pour les phénomenes a grande vitesse de déformation car il prend en
compte de fagon simple les principaux phénomenes physiques rencontrés :

— D’écrouissage,

— le durcissement dynamique,

— l’adoucissement thermique.

0 (Eeqréeqy T) = (A4 B.(ceg)") - (1 + Cln (i—j) ) (1 — (g__%)m) (5.1)

écrouissage ~~
durcissement dynamique adoucissement thermique

avec :

— A : la contrainte d’écoulement a déformation plastique nulle,
B : le parametre linéaire d’écrouissage,

n : le parametre non linéaire d’écrouissage,

C' : le coefficient de sensibilité a la vitesse de déformation,
o : la vitesse de déformation de référence,

T; : la température de transition,

T} : la température de fusion,

— m : 'exposant d’adoucissement thermique.

5.1.2 Formulation Lagrangienne Actualisée (FLA)

Un des cotit principaux de la CNEM, par rapport aux approches de type éléments
finis, est lié a la construction de l'interpolation et au calcul des gradients stabilisés.
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A cause de grandes déformations il peut y avoir localement de grands déplacements
des neeuds les uns vis a vis des autres (notamment en présence de cisaillement). Ainsi,
les voisins naturels initiaux d’un nceud peuvent ne pas le rester, d’ou la nécessité
de réactualiser l'interpolation. Le déplacement d’une particule m a l'instant ¢, noté
u(m)o_¢ est alors défini par :

a(m)o_)t = a(/'/TL)O_’tact +a(m)tact_>t (52)
nb voisin
a(/rTL)tact_’t = Z ¢itact (x(m)tact) U (mi)tact—nf (53)
=1

avec :
— tae : instant correspondant a la derniere actualisation,
— z(m)y,,, : coordonnées de la particule m a l'instant ¢,
— ¢4, (x) : fonctions de forme construites sur la configuration a l'instant ¢, au
point de coordonnées x, associée au voisin 1,
- u (mi)tact—>t . déplacement associé a la i®™¢ particule voisine de l'instant ¢y &
I'instant ¢.

Il en découle que le gradient total de la transformation en un point m est défini
par :

gdo_’t = ?tact_’t'go_’tact (54)

5.1.3 Traitement des points additionnels

Comme nous I'avons vu dans le paragraphe 2.2.1, la construction (ou reconstruc-
tion en FLA) du diagramme de Voronoi contraint peut nécessiter 'ajout de nouveaux
noeuds. Ces nouveaux nceuds sont toujours ajoutés sur la surface du domaine, et ap-
partiennent donc a un des triangles décrivant cette frontiere.

Ces nouveaux nceuds sont traités comme des noeuds ”esclaves” des 3 nceuds de la
facette sur laquelle ils se situent. Leur déplacement est défini comme une combinaison
linéaires des nceuds "maitres”.

nb maitre

Uesclave = Z )\z LUj (5 . 5)
=1

ou u; est le déplacement de chaque nceud maitre, et A, le coefficient de pondération
- nb maitre
associé (D 7, A =1).

Cette démarche a plusieurs avantages. Elle permet de ne pas ajouter d’inconnues
supplémentaires au probleme a traiter et surtout évite de diminuer le pas de temps
adopté dans le schéma d’intégration temporelle explicite (schéma conditionnellement
stable).

Le volume de chaque cellule esclave est réparti, au prorata des A;, sur ses nceuds
maitres.
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5.1.4 Schéma d’intégration temporelle

Le schéma d’intégration en temps choisi est celui des différences centrées | .
Il s’agit d'un schéma explicite, conditionnellement stable. Il est classiquement présenté
sous la forme :

ii = M (FE — Fi) (5.6)
. . Atn + Atn—l .
g = iy + = (5.7)

avec :

— M : la matrice masse, cette derniére est prise diagonale (pour chaque neeud il
s’agit de la masse de la cellule associée),

— F¢ : colonne des efforts extérieurs généralisés,

— F™ : colonne des efforts intérieurs généralisés.

5.1.5 Traitement du contact

Actuellement seul le contact avec frottement (frottement de coulomb) sur des sur-
faces rigides mobiles a été implanté. Ce traitement se base sur une approche prédiction
correction ou les composantes de F* sont calculées de maniere a respecter les condi-
tions de contact a t,,.1.

5.1.6 Intégration de la relation de comportement

Pour l'intégration de la relation de comportement nous avons suivi la démarche
proposée par | |. Cette démarche s’appuie sur une description de I’état plastique
de la matiere a partir d’'une décomposition multiplicative du tenseur gradient de la
transformation totale F. Ce tenseur est décomposé en une partie élastique et une

partie plastique :
F=F3F (5.9)

Soit la configuration S, , configuration a 'instant ¢,, , pour laquelle on connait :
— 0, : le tenseur de contrainte de Cauchy,

— F, : le gradient de la transformation totale,

- F f : la partie plastique du gradient de la transformation totale,

— pp ¢ la déformation plastique cumulée.

Et soit la configuration S, ., la configuration a l'instant ¢, = ¢, + At.

. . . . N P
L’intégration de la relation de comportement consiste a trouver o, 1, ffn 415 et P

on se donnant uniquement le gradient de la transformation totale ffnﬂ a l'instant ¢,,,1.

Le schéma d’intégration en temps permet de calculer en chaque noeud F,, 1.

Fri =T+ Vg, (tnsr) (5.10)
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Remarque : dans un contexte de FLA &, ,; = (J + %kgtm (Utypy—t,, +1)) Fo,,

L’intégration de la relation de comportement débute par une prédiction élastique
qui revient a faire ’hypothese que 3'-2 = .FI'.Z

Prédiction élastique :

Le gradient élastique prédictif *J, ,, est défini par :

Fopr = Funn ()7 = RUW (5.11)

ot *R et *U" sont respectivement le tenseur de rotation pure et le tenseur de
déformation pure gauche déduits de la décomposition polaire de *J, ;.

Le tenseur des contraintes de Cauchy tourné prédictif, *&, est défini par la relation
de comportement élastique écrite dans les deux équations suivantes :

Tr(*6) =3k Tr(*E"), dev(*6) = 2 pu dev(*E") (5.12)
6 =J(RY 0 R, avee J = det(*F, ) = det(F 1) (5.13)
avec :
— *&° = In(*U") : tenseur des déformations logarithmiques de Henky,
-3 Kk= % : module de compression hydrostatique (E module d’Young, v coeffi-

cient de poisson),
- 2p= 1% : module de cisaillement transverse.

La contrainte prédictive équivalente *o°? (contrainte équivalente de Von Mises) vaut
ainsi :

1 1
* el 5 *5ed — j\/g dev(*a) : dev(*o) (5.14)

En notant oY la contrainte seuil en début d’incrément, deux cas sont a envisager :

— "0 < 0¥ — onreste dans le domaine élastique, la prédiction est donc la solution.

— *0% > g¥ — on est dans le domaine plastique, il faut donc appliquer le correcteur
plastique.

Correction plastique :

On suppose que 'écoulement plastique se fait dans la direction du déviateur des
contraintes (loi de normalité) :

(5.15)
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et donc, par intégration Euler arriere (implicite), que :

AEP — Ap§ dev(o)

2 o4

(5.16)
de laquelle est déduit la déformation élastique E° :

E = & - A& (5.17)

A partir de la déformation élastique il est possible de calculer le déviateur du tenseur
des contraintes tournées dev(d) :

dev(6) =2 p dev(EY) = 2 p dev(*E") — 2 p Adev(E") (5.18)
ou encore : Jo(s
dev(d) = dev(*6) — 3 u Ap e;)e(qa) (5.19)
Soit finalement :
o= "6"—-3 uAp (5.20)
L’écoulement plastique ayant lieu, on a :
71 = a¥(py, Ap, ...) (5.21)

En remplagant 'expression de ¢°¢ donnée par 5.21 dans 5.20, nous obtenons une
équation non linaire dont la résolution permet de déterminer I'incrément de déformation
plastique cumulée Ap. Une fois Ap connu, 5.19 nous donne dev(d).

Vu que Pécoulement plastique est incompressible (detF’ = 1) on a Tr(E°) =
Tr(*€°) et donc :

Tr(6) =3k Tr(E) =3k Tr(*€") (5.22)
D’ou : )
Oni1 = dev(d) + gTT(é‘) (5.23)

Pour remonter & F 41 il suffit de suivre la procédure :

U = exp(E) — 3:2+1: RU - 9:Z+1:(9:2+1)_1- n+1 (5.24)
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5.2 Applications

5.2.1 Barre de Taylor

Présentation du test

Le test de la barre de Taylor consiste & impacter une barre (cylindrique) métallique
dotée d’une vitesse initiale v, sur un plan rigide (figure5.1). Pour nos simulations, ’axe
du cylindre ainsi que la vitesse initiale du cylindre, sont pris paralleles a la normale au

plan impacté.

F1c. 5.1 — Barre de Taylor (Schema)

Les données, résultats expérimentaux, ainsi que les résultats des simulations éléments
finis (LS-Dyna,avec couplage thermo-mécanique) de ce test ont été repris de | ].

Les données utilisées sont les suivantes :
— Matériau : Cu-ETP (Cu-a1) dont le comportement est modélisé via un modele de
type Johnson-Cook :

A(MPa) | B(MPa) | C n m | e(s™) | ,(K) | T ('K)
90 292 0,025 | 0,31 | 1,09 1 294 1356

— Dimensions :
— longueur initiale : 30 mm
— diametre initial : 6 mm
— Vitesse d'impacte : 188 m/s
— Température initiale : 727 ‘K
— Le contact se fait sans frottement et le plan impacté est supposé infiniment rigide.

Sur la figure 5.2 sont représentés les profils du cylindre apres impact pour : le
résultat expérimental, une simulation éléments finis menée avec LS-Dyna et enfin la
simulation menée avec la CNEM. Pour les deux simulations, la conduction thermique
a été prise en compte.

Les longueurs et diametres finaux sont listés dans le tableau ci-dessous.
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expérimental | LS-Dyna | CNEM

langueur finale (mm) 16,8 20,2 15,7
(l B leacp)/leacp - 2075% _673%
diametre final (mm) 11,0 12,0 14,8
(d — dewp)/dexp - 8,8% 34, 7%
0.02
, <« CNEM
, —LS-DYNJA
| p @Expérimental
0.015 - || khessssmssmms
£0.01 I -
> : [6)
| Q
i of
0.005 of
i
i ___/‘ \,‘_
0 ' I
-0.01 -0.005 0 0.005 0.01

X (m)

F1a. 5.2 — Comparaison entre les profils obtenus : expérience / FEM/ CNEM

Les figures 5.4 a 5.2.1 retracent différentes étapes de ’écrasement du cylindre. Deux
grandes phases sont identifiées. La premiere au cours de laquelle seule I'extrémité
s’évase, la seconde ou apparait un renflement dans la partie centrale. Tout a la fin
de la simulation (¢ = 1,18.107*s) on observe un relachement des contraintes : ne sub-
sistent que les contraintes résiduelles auxquelles s’ajoutent des allers retours d’ondes
élastiques.

Les résultats CNEM et éléments finis semblent encadrer le résultat expérimental (la
CNEM donne une meilleure prédiction sur la longueur, les éléments finis une meilleure
prédiction sur le diametre). Il est cependant a noter que ces simulations n’integrent pas
le frottement cylindre/plan qui aura tendance a réduire le diametre et a augmenter la
longueur du cylindre apres impact.

Importance des phénomenes thermiques

Afin d’étudier 'influence des phénomeénes thermiques sur le résultat obtenu, la
meéme simulation a été menée :
— en adiabatique,
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— avec température constante (pas d’adoucissement thermique).
Les profils de cylindre obtenus sont présentés figure 5.3. Les longueurs ainsi que les
diametres finaux sont donnés dans le tableau ci-dessous.

conduction | adiabatique | T constant
langueur finale (mm) 15,7 15,7 16,0
diametre final (mm) 14,8 14,8 13,8
max T(K) 960 030 718
max p 3,41 3,41 2,93
0.02

««sCNEM-Conduction
CNEM-Adibatique
+ CNEM-T constant

0.015

i i i i
S sssccceie
”..04”0-0--0-

Y (g)

P,

0 P ) oY

-0.01 -0.005 0 0.005 0.01
X

F1G. 5.3 — Comparaison entre profils obtenus : conduction / adiabatique / T constant

Pour ce qui est du profil final du cylindre, peu de différences sont observées pour
les 3 simulations. Seule la suppression de ’adoucissement thermique a une tres légere
influence sur le résultat (moins d’écrasement), cette différence est par contre plus si-
gnificative pour les températures (et les déformations plastiques cumulées) : 7T18°C' le
cas sans adoucissement contre 960°C' ou 980°C' pour les deux autres simulations.
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F1G. 5.5 — Barre de Taylor - p - 0s < t < 3,84.107%s
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107



CHAPITRE 5. APPLICATIONS DE LA CNEM AUX GRANDES TRANSFORMATIONS

158ic19P
00+3000
103ere
10389
00+3€0°+
00+3i€°+
00+3¢L }
00+390C
00+30r'T
00436/
00+360°€

188ld-18p
00+3000

T
004361
004360

SOSIN UOA

9043007
204302C
20430C%
2043029
2043028
804320}
8043271
2043zt L
804329}
804328}
804320

SISIN LA

90+300T
£0+30TC
20+302%
2043079
2043028
8043201
8043t
80432y L
80+329'1
20«3z}
80+320T

Sp0038L L =1 _ ”
S$00250'L =1 _ ”

£
A\
o
sp0098L 't =1 \
| ”
SpP00950'} =1

F1G. 5.8 — Barre de Taylor - 0 Von-Mises - FIG. 5.9 — Barre de Taylor - p-9,14.107° <
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5.2.2 Cisaillage adiabatique

Une banc d’essais de cisaillage a grande vitesse a été développé au sein du LMSP.
Une des finalités de notre travail, et donc de cette mise en ceuvre de la CNEM, est de
simuler les essais réalisé sur ce banc et de comparer résultats de simulation et résultats
expérimentaux. Le dispositif expérimental peut étre schématisé comme indiqué sur la
figure 5.10. Ce dispositif comprend un poin¢on qui, lancé avec une vitesse initiale ?p,
vient impacter une éprouvette parallélépipedique simplement posée sur une matrice
elle-méme montée sur un tube de Hopkinson (tube non représenté sur la figure).

poincon

P

o
7%
o

~ x(i:}&'%?ri
o,
he N

1}) = éprouvette
2 | S R p— N
/ . ]p
_ o N Ce N
Le \

,\ matrice /]

F1a. 5.10 — Cisaillage adiabatique (Schemas)

Pour les simulations, le poincon et la matrice seront considérés rigides, la ma-
trice étant fixe et le poincon étant supposé opérer a vitesse constante. L’ensemble
matrice-poingon-éprouvette possédant deux plans de symétrie, seul un quart du dispo-
sitif est modélisé. La conduction thermique n’a pas été prise en compte. Les contacts
poingon/éprouvette et éprouvette /matrice sont supposés sans frottement. La procédure
d’actualisation de la configuration n’a pas été appliquée sur cet exemple.

Nous présentons ci-dessous des résultats pour deux matériaux différents : un acier
inoxydable, le 304L, et un alliage de titane, le TA6V. Dans les deux cas un modele de
comportement (seuil) de Johnson-Cook est utilisé. Les parametres de ces modeles sont
les suivants :

Matériau-a : 304L (d’aprés [ /)
A(MPa) | B(MPa) | C n m | (s | T,(K) | T4 (K)
253,32 685,1 | 0,097 | 0,3128 | 2,044 1 296 1698
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Matériau-b : TA6V (d’aprés [ /)

A(MPa) | B(MPa) | C n m gn(s™h) | T(C) | T4(°C)
866 318 0,008 | 0,25 | 1,055 | 5,77.1072 20 1670

Les simulations de cisaillage présentées ont en commun les données suivantes :
— Jeu poingon matrice j : 0,3 mm

— Largeur poingon [, : 11,4 mm

— Rayon d’arrondi poingon 7, : 0,2 mm

— Rayon d’arrondi matrice r,, : 0,2 mm

Epaisseur éprouvette e, : 5 mm

Largeur éprouvette [, : 8 mm

— Longueur éprouvette h, : 24 mm

— Vitesse du poingon : 10 m/s

— Température initiale : 293 "K

Etude du début du cisaillage (acier 304L)

Sur les figures 5.11 et 5.12 sont détaillés les premiers instants du cisaillage (0 <
t < 2,3.107%s). La propagation des ondes élastiques est clairement visible : les ondes
traversent I'éprouvette (épaisseur 5mm ) en environ 1.107%s. Un aller retour prend ainsi
2.107%s, durée au bout de laquelle on observe déja trés nettement la localisation des
bandes de cisaillement. Le niveau de contrainte atteint est tel que la plastification dans
cette zone a déja débutée ce qui montre que le cisaillage a commencé alors méme que
I’équilibre dynamique est tres loin d’étre établi.

Il est cependant important de noter que pour cette simulation le poingon et la
matrice sont supposés rigides. Dans la pratique, module d’Young et masse volumique
de ces derniers sont voisins de ceux du matériau cisaillé (inox 304L). Le comportement
¢élastique de la matrice et du poingon ne peuvent ainsi étre négligés pour les premiers
instants de la découpe. Le fait de les considérer rigides induit une surestimation dun
facteur 2 environ de la vitesse de l'interface poingon/éprouvette et donc des contraintes
présentes dans les ondes élastiques.

La suite de la simulation confirme la localisation observée aux premiers instants
(figures 5.13 et 5.1/). Dans sa version actuelle, la simulation, suite a I’absence de
réadaptation de la frontiere du domaine, ne peut dépasser 39.107%s. Cette durée corres-
pond & environ 20% de la durée prise pour le cisaillage complet (d’aprés une estimation
expérimentale).

Etude comparée de la localisation du cisaillement - 304L/TA6V

Nous avons également réalisé une simulation pour le TA6V (figures 5.15, 5.16). Ce
matériau possede un comportement sensiblement différent du 304L. Comme le montre
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ces figures, les simulations permettent de retrouver ce qui est observé expérimentalement
a savoir une plus grande localisation de la bande de cisaillement pour le TA6V. Pour
le 304L une tres forte concentration des contraintes est observée au niveau des congés
du poincon et de la matrice : il y a un facteur 2 sur les contraintes entre ces zones et le
centre de la bande de cisaillement. Pour le TA6V la contrainte est presque homogene
dans toute la bande de cisaillement.

Il faut cependant garder a l'esprit que ces résultats dépendent fortement de I’iden-
tification des parametres utilisés dans le modele de comportement. Ils indiquent sim-
plement une tendance.
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F1G. 5.11 — Cisaillage 304L - 0s <t < 1,5.107%s
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F1G. 5.12 — Cisaillage 304L - 1,5.107%s < t < 2,3.107%s
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F1G. 5.13 — Cisaillage 304L - 2,3.107%s <t < 2,9.107°s
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F1G. 5.14 — Cisaillage 304L - 2,9.107%s < t < 3,9.107°s
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5.3 Conclusion

Les simulations menées sur le test de la barre de Taylor nous ont permis de compa-
rer les résultats obtenus par la CNEM avec ceux obtenus par LS-Dyna. Ces résultats
dépendent des algorithmes utilisés dans la CNEM mais également du modele de com-
portement choisi et de l'identification de ses parametres. Ces différents aspects ex-
pliquent, sans qu’il soit possible de cerner I'influence de chacun, les différences observées
entre résultats expérimentaux et résultats numériques. La principale conclusion est
que la CNEM, et I'implémentation que nous en avons faite, permettent d’obtenir des
résultats, pour cet exemple, de qualité tout a fait comparable aux approches concur-
rentes. Enfin, toujours pour la barre de Taylor, et pour une vitesse d’impact de 188m/s,
les simulations montrent qu’il est tout a fait valide de se placer en adiabatique.

Les simulations menées sur 'exemple du cisaillage se limitent actuellement aux
premiers instants du cisaillage. Si la localisation des déformations est déja clairement
observée, deux fonctionnalités nous font encore défaut pour aller plus loin dans la
simulation : la possibilité d’ajout de nceuds en cours de simulation, et la séparation de
la matiere. La premiere fonctionnalité est en cours de finalisation. La seconde se basera,
dans un premier temps sur une technique de type "kill-cell” analogue a la démarche
"kill-element”. Ce type de stratégie étant relativement simple a intégrer nous espérons
avoir tres prochainement des simulations completes du cisaillage.
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Chapitre 6

Conclusion

Nous pouvons dire qu’a ce jour la majorité des difficultés inhérentes a la mise en
ceuvre de la CNEM en 3d ont été surmontées : construction du diagramme de Voronoi en
3d, optimisation des temps de calcul associés a I’évaluation des fonctions de forme
Sibson, discrétisation du domaine en volumes élémentaires nodaux pour l'intégration

nodale stabilisée (SCNI).

Les tests de validations en élasto-statique ont été menés avec succes. Bien qu’ayant
le méme taux de convergence que les éléments finis linéaires, la CNEM divise I'erreur
globale par 3.

En transformations finies, pour des comportements élasto-viscoplastique, I'approche
proposée donne également des résultats tres prometteurs. Ainsi sans utiliser une réactu-
alisation de configuration (formulation lagrangienne totale), pour le test de la barre de
Taylor, les résultats obtenus sont de qualité au moins équivalente a ceux obtenus avec
une approche éléments finis.

Il est cependant nécessaire d’aller plus loin dans le développement de la CNEM et
dans les comparaisons avec les approches éléments finis. Pour ce faire, une procédure
d’adaptation automatique de l'interpolation en cours de simulation doit étre ajouté
a ’approche actuelle. Un indicateur basé sur une technique de reconstruction des
contraintes de type Zienkiewicz-Zhu | Il | a été programmé | | mais
doit encore étre couplé a une procédure de raffinement. Par ailleurs, la CNEM exige
une description correcte de la frontiere (pas d’auto-intersection) pour la construction
du diagramme de Voronoi contraint. Ceci implique une éventuelle mise a jour de cette
derniere : remaillage surfacique dans les zones ou des repliements, des allongements
ou rapprochements excessifs sont observés. L’ajout de nceuds permettra d’exploiter
completement la formulation lagrangienne actualisée pour aller plus loin dans les si-
mulations telles que le cisaillage par exemple.

Pour ce qui est de 'application de la CNEM au cisaillage a grande vitesse, il faut
encore, pour réaliser des simulations plus représentatives, tenir compte des effets dy-
namiques au sein des outillages (matrice et poingon). A titre d’exemple, sur le banc
de cisaillage a grande vitesse du laboratoire, le cisaillage d'un acier S600 de 2mm
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CHAPITRE 6. CONCLUSION

d’épaisseur dure environ 200us. Un aller retour des ondes élastiques dans le poingon
prend environ 80us, ce qui modifie I'interaction poingon/éprouvette en cours de ci-
saillage. Toujours pour la simulation du cisaillage, il est également nécessaire de pou-
voir prendre en compte une séparation de la matiere. A cette fin une technique de type
7kill element” va dans un premier temps étre mise en ceuvre.
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Mise en ceuvre de la méthode des éléments naturels contrainte en 3d:
Application a la simulation du cisaillage adiabatique

RESUME: Ce travail porte sur la mise en ceuvre en 3d de la méthode des éléments naturels contrainte
CNEM en vue de son utilisation pour la simulation du cisaillage a grande vitesse. La CNEM est une
approche a mi-chemin des approches sans maillage et des éléments finis. La construction de son
interpolation utilise le diagramme de Voronoi contraint (dual du maillage de Delaunay contraint) associé a
un nuage de nceud réparti sur le domaine étudié muni d’'une description de sa frontiére.

La mise en ceuvre de la CNEM comporte trois aspects principaux :i) la construction du diagramme de
Voronoi contraint, ii) le calcul des fonctions de forme éléments naturels Sibson, iii) la discrétisation d'une
formulation variationnelle générique par utilisation de l'intégration nodale stabilisée conforme, SCNI,
introduite par Chen et Al en 2001. Une partie importante de ce travail concerne les deux derniers points.
Pour le calcul des fonctions de formes Sibson 3d cing algorithmes sont présentés, dont deux développés
au cours de la thése, et sont comparés en terme de performance. Par ailleurs, une discrétisation est
proposée pour étre applicable au cas des domaines fortement non convexes.

La mise en ceuvre proposée est validée sur des exemples en élasticité linéaire 3d en petites
perturbations (vis a vis de solutions analytiques et de résultats éléments finis) puis en grandes
transformations (test de la barre de Taylor). L’application de la CNEM au cisaillage grande vitesse est
finalement abordée.

Les développements effectués ont été intégrés a la plateforme logicielle Nessy. Cette plateforme a pour
objectif la capitalisation du savoir faire du LMSP en simulation numérique.

Mots-clés: méthode des éléments naturels contrainte 3d (CNEM), diagramme de Voronoi contraint
(DVC), tétraédrisation de Delaunay contrainte (TDC), fonction de forme Sibson, transformations finie,
dynamique explicite, barre de Taylor, cisaillage adiabatique.

Implementation of the constrained natural element method in 3d:
Application to the simulation of adiabatic shearing

ABSTRACT: This work deals with the implementation in 3D of the Constrained Natural Element Method
CNEM in order to use it in the simulation of high speed shearing problems. The CNEM is a member of the
large family of mesh-free methods, that is at the same time very close to the finite element method. The
CNEM’s shape function is built using the constraint Voronoi diagram (the dual of the constraint Delaunay
tessellation) of a set of nodes defining both the whole domain and its boundaries.

The implementation comprises three principal aspects :i) the built of the constrained Voronoi diagram, ii)
the Sibson-type CNEM shape functions computation, iii) the discretization of a generic variational
formulation by invoking an “stabilized conforming nodal integration”, SCNI, introduced by Chen & al. in
2001. In this work, we focus especially on the two last points. In order to compute the Sibson shape
function, five algorithms are presented, analyzed and compared, two of them are developed in the context
of this PhD. For the integration task, a discretization strategy is proposed to handle domains with strong
non-convexities.

These approaches are validated on some benchmarks, first in 3D elasticity under the hypothesis of small
transformations. The results are compared with the analytical solutions and with approximate finite
elements results. Furthermore, a validation in large strain with plasticity effects (Taylor-bar impact) is
achieved and gives reasonable results. Finally, the 3D CNEM is applied for addressing high speed
shearing models.

The developed simulation code (in Fortran and C++) is integrated in the LMSP software platform NESSY.
NESSY aims the capitalization of the LMSP know-how in numerical simulation.

Keywords: 3d constrained natural elements method (CNEM), constrained Voronoi diagram (CVD),
constrained Delaunay tetraedrisation (CDT), Sibson shape function, Finite Transformations, explicit
dynamics, Taylor bare impact, adiabatic shearing.
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