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º �N��¦��5�À�{��¤��5¤��5�����A¡��Lº»�N�d¦��A���N��¤J�0���A¡��&� ¾ � �d�A���N�5��¤�����¡�� � £ �N�d¤�¡�� � ¸ �:���5�d�������#����� � � �
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¼��$���y�, ��d¤����A¤� x���-���A¡��,�¯��·5���5¡ ��1%��&3���.�(� �5� �¶¦y¤��,¤��I�0�x��� �d¤9�0�����A¡v���y�$���5�d�A�d�,¤��y�A�

¤��,[x�y�#�(� �&�¶�N���5���5�5��������¤J���y�G&������x���,�A� �¶�N���y�'� �5¡��v¸ �{¸¹��¤����#�(� �&�¶�N���5���5�5��������¤J���y�4���' y����¡��x��¡�¡d�
�5���A�>��¤��'�
�
� ��� ¡v��¡���·5���À�������A�5���¨��¤��d�'��¥§�A����¤ ¸¹�A¤i�A¡v�~¤�����¤�¡� `�5��¡��N������ L������ L���y����¤��B�5��¡d��¤ ���
�&������¤��A�����5¡� ��d�� ��d¤��5���5¡� �¦ �¯¡�¤��5�N¸!�¶¦�¤���¤J�0���A¡����F¡���¡��d·A�,�B�A����¡�¤����5�d�'�
�6[x�$���²¡�¤��, ���¤\[x�A� �(� �5�A�d¤ �������X���5¡<���0�x�{��¤�����¡������À�d���g�N��¤�������¦x����¤ �����5�����A�,�A� � �A�$����¤ ���5¡<�N�d�N¸
�,¤9�0���5¡��x���y�d�A�0���5¡t�5� ¤��� L��¡��N�0�

me = 1, e = 1, ~ = 1,
1

4πε0
= 1,

���
me

���5¡d¤9�����i�¨���À�N¡d¡d�i���i�(� �5���A�&�������
�
e
�¨���¶¦x���>���i�A���5�5�d�d¤9�0���i�5���A�,�A� ����¤����!�

~
�¨���5����¡������ ���

��� £ �¨���y� Q��d�5����¤��d�4�5�
ε0

�¨�: L�A�d�,¤�����¤ �¯¤ ������¤��5���5�5����¤9�0���4������¤����'�
M²� �,�N������¡��¨�~�A���d�d�5¡d L�����x�N���A�#¡d��¤ �N��� ���#�g���A�#���5¡�����¤ ���A¡���¡����A�����5¡

� ��¤ ���4���B����¡d¡��
9.11 × 10−31

Q?�
� ��¤ ���4���B�����.�����5��� �

a0

�x�d�g�����F���#©§��¦�� �
5.29 × 10−11

�
� ��¤ ���4���4�d�A�, �¡

2.42 × 10−17
¡

� ��¤ ���4�
� �A�y�A�3��¤�� � ���²¦x���v���d�5�!�x���N���60X���
4.36 × 10−18

/:¡d��¤ �
627

QN�g�����N�,�����
µ²�N��¡X���,��� ������¤����B���5¡X�A��¡��L���5¡t�,�¯�y·A���5¡����'�¶¦y¤��,¤��G�0�x��� ��¤J���y��¡d�' ��¨�N�A�A� �t�x����¡t���B�g�N���d�
������� ���������LK �������.�(�'& 	-���c�'��& � / ���3��&+?3��������� ¢L�A�»¡d¤��, ���¤J[ ��� �����A�5�¨�À���5��¤��5�0�U���5����¡d¤����A���A�
���A¡4���³� �N� ° ���5¡'�{�����,�A¡²�5���,���~�y�A¡B x���v��¤��5�����5¡²�A����¡d¡�¤9�0���5¡4�5�B���5¡4�A���A�5�d�d���y¡4�A���,�������A¡
 x�N����¤��A�����A¡��0�x��� ��¤J���y�A¡�� ¥§�5�������N � ��d� ° ¤����N�d¤���� �A¡v�����y¡���¤\[x�A�� x���#���E& ��¤ �8�0�������5¡'���³����� °
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¡���� ���`�A�����A����   ����y¡À�������d��¡ ���y�K���5¡��A���A�5�d�d���y¡��<µX����¡����A���À�����d¤��A��� �y� � � ��� � � �(�<©-���d�
�&�8M4 y `�5��¦��A¤����5�²��� �4���A¡d��������� ���0�x�{��¤����K�����¯�¶¦y������¤��.���A�²¡v�¶�N�d¤���������¤����!�<���y�:������¡4�N��������¡
���������A�  ���� �¨��¡d��¤ ���'�� x���O�������,�5��¦y�¯���-���� L�A���d���d���N��¤����~�A�:�¶¦y�A�d�¶¦���� �-�y����¡d�����y��¤�����¡�����¡
���:&����d�,�#�
� �y���~¡d�5�d¤��~���~ ��y¤�¡d¡d�����5�A¡4�
� ���� x���d���,·5�����

ε
�
ε =

(
me

mn

) 1
4
�
me = 1

�5����� �4�¨�
����¡d¡����-� ��� �A���A�&���d��� �&�

mn >> 1
�¨������¡�¡d���
� ���S���³�����
�;µX�A¡B���d�g���N� ° ��� ���A��¤��5���d¡ � �����

��� �������0�d�d� �0���F�¨� ¡d�A��¤��F��¤���¡d¤����¯���A�0��� �5����¤��,��¡v���� y�d����¤J�0���,� �¨��¡������y�d¤���� � ° �N�5���F���
�(� �������N��¤��������'�¯�¶¦�������¤��.���A�B�:������¡����5¡����d�����A¡��A�

ε
�

)�����¡B������¡4 y�¨��¬5����¡4�����y�:�x����¡4���~�g���y�d�����:�A�&�d�d���N � ��d� ° ¤����N�d¤���� �x����¡²�d���y�B�A�E�0��¤ �N�
¡���¤����d�B�&�t�5����¡�¤����5�d����¡����F¡���¡v��·A�,�#�A���, `��¡d�B���

-
K

�y� ����� ° ��¡�¡d¤��,¤����A¡H�#���A¡-�¶¦x���3���A¡§ L�����&�����5�����A¡��0¡�¤����y�A¡<�N� °  `��¡d¤��d¤����y¡
R1, . . . , RK������¡

R3
�y�5�����B�¶¦x���>���A¡��A���A�5�d�d¤J���y�A¡

z1, . . . , zK �-
N

�A���A�&���d����¡O���5�A��¤���¡��N y��¤�¡>���y�<�A�-¡d��� � �y�A¡  x�N����¤��A�����A¡X�0�x��� ��¤J���y�A¡��N x���;�����#&������5�d¤����
�-� ���y���'�y�����5�

ψe
�

�6[x�9����¡d¤��� ���¤J[x�5������&������À����¤�¡����'� ������¡����������y¡��5���,�5��������� ���A¡��N���d¤��������A¡À�y��¡d �¤��
�§���A¡
 ����A�y���A¡t�À�N�d¦��A���N�d¤9�0���A¡����A¡v�¶��� ���N���¨���y���A¡§�A�F ��d�5�x��� �X�y�A¡�������·5���A¡��g���A�#¡d �¤��
�
�¯����¡:��� �� � ���� ° ¤��À�{��¤���� ����©-���d�¯¸ M² � `�5��¦��5¤��,�A���;���5¡~ x���v��¤��A�����A¡~�5�¨��¡�¡d¤9�0���5¡E�0���$¡d��� �����A¡
���³����� ° �5�������y�A� �#�x����¡B���  L�����5�0�d¤��5� ���`�A�&��¤J&

W
�&�B���5���4�A���L[K�����d�N��¤������
� ���0��¤���¤������~�A���v¸

���A¡d L�����»������¤���¤������q�
� �5���A�>��¤��B L�����5� ��¤��5�����

inf
{
W (R1, . . . , RK), (R1, . . . , RK) ∈ R3K

}
,

�g���5�

W (R1, . . . , RK) = U(R1, . . . , RK) +
∑

1≤k<l≤K

zk zl
|Rk − Rl|

,

U(R1, . . . , RK) = inf
{
〈ψe, H{Rk}

e ψe〉, ψe ∈ He, ‖ψe‖L2 = 1
}
,

H{Rk}
e = −

N∑

i=1

1

2
∆xi

−
N∑

i=1

K∑

k=1

zk
|xi − Rk|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|
,

He =
N∧

i=1

H1(R3).

¼��� ����A�,¤��A�;���5�d�,�§���: L�����5� ��¤��5�
W

�d�5 ��d�5¡d�A� �d�����§ L�����5� ��¤��5�y� �o�5�5��¤\&  `�5�d¬5�, ���� ���5¡O���³����� °
���g���y¡d�#���'���~ ��d�5¡d�5���A�'�
� �y�»�0�x�!���B�
� �A���A�&���d����¡t�&�����B���A� ° ¤�·A�,�4���A�����B�5���d���A¡d L���������¨�
���A �����¡d¤�����¤�� ���5�d�0���A���g��¤��d� � &����d�5�A¡����'¥§���������~��� �
¼��À L���d�A� ��¤��A�

U
�5¡������y���5�0� �A� �¶¦��5�d�¶¦x�N�0���(� �&�¶�N�G&����y�x���,�A� �¶��� ��¤�� �!�;��� �5�¶�{�'¡v�¶�N�d¤����y�x��¤����

���F �����¡��x��¡d¡�� �5���A�>��¤�� �����F��� 0X���,¤�� ������¤��A� �A���A�5�d�d���y¤9�0���
H

{Rk}
e

¡�������� �A¡d ����A�����5¡�&����y�&¸
�d¤�����¡;�
� �������<�����,¤�¡d¡�¤������A¡�� ��� ��¤�¡v�����&���d¤J�0���A¡
�
� �N ��d·5¡O���  ���¤����5¤� L�-��� £ ���y��¤0�5�O�����d������¤�¡d�5�A¡��
 ��y¤�¡3�0���4���X�,�¯�y�����X�����g�N�d�d�X���²�¨��&������5�d¤����À�
� �������²¡�� ¤��0�d�A�� ��d·&���4�A�����,�X���y�²���A�y¡d¤��d�²���
 ������x���y¤���¤ ���'�K)t���d����¡B�0�������:��¤ �,�A�y�����B���A¡d¤����B�x����¡����7& ��¤ �B�0���

U
�5¡��t����¤ ¸!��@A�,�X���B���A¡d�y� ¸

���N�²�
� ���� ���������·A�,�����'��¤���¤��,¤�¡d�N��¤����$¡d���y¡²�A��� �d����¤��0�d� � ‖ψe‖L2 = 1
��¡����²�����5¡d x�N�A�~���

��¤����5��¡d¤����,¤��1[x�y¤�� � He

� �y¥§�� ���������·5���������,¤���¤���¤�¡��N�d¤����
� �5�������N���,�A� �-�� � L�A���� y�d������·A�,�
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�5���A�&��������¤9�0���'� �A¡��X�A�5����¤"�0��¤;������¡�¤�� �d�A�d�5¡d¡��A���� x�����¨��¡d��¤ ���'�5)�����¡�¡d�� y `��¡�����¡t�������#�������&¸
�x�g�N��� ���0�������A¡4 L��¡d¤ ��¤�����¡ {Rk}

���A¡B���³� �N� ° ¡d��� �G[ ° �A�5¡'�&�# `��¡�����¡
He := H

{Rk}
e

 L�����
¡�¤��, ���¤\[x�A�<���A¡����N�¶�N�d¤�����¡��
µX�&�¶��¤���������¡_�: ����A¡d�5� �²�A�G�0���B�d�5 ��d�5¡d�5�0�d�A� �4���A¡���¤\�o�5�d�A� �d¡��d�A�����5¡��y�#�(� 0t���,¤����d����¤��A�

He- ���: ��d�5��¤��A�X�d�A�����:���A ����A¡d�5� ���,��� �A���5�3��¤��~�A¤����5�d¤9�0���:���5¡#�5���5�5��������¡��
∆xi

�5����� �#���~���{¸
 y�¨���5¤��A�� x�N������ � L���v�6�����~���N�d¤¨�N�����

xi ∈ R3
�

- �������A� ° ¤�·A�,���d�A�������A���d�d�5¡d L������� �(� ¤�� ���A�d���5�d¤���� �5���������~��¤��A�����$�5� ���d�F���³� �N� ° �5�
�5���5�5��������¡��
)t����¡X��� [x��¤�¡d¡d����¡B���» ���¡d¡d�!���:�'[��K���~¡�¤��, ���¤\[x�A�����A¡X�y���¶�N�d¤����y¡t L�����t�¨�
¡���¤��d�!�

V (x) = −
K∑

k=1

zk
|x − Rk|

- �5�1[x� ���²������¤�¡�¤�·5�������A�����B���5�A��¤����¨�~���A ��y��¡d¤�����¤�� ���5�d�5���A�&��������¤9�0���4�5���������~��¤��A�����'�
£ �d�5�A¤�¡d����¡��0�����¨�K���N�¶�N�d¤���� ∧N

i=1H
1(R3)

���5¡d¤J�����$��� �A¡� x���5�����A�&������¤��A���y�A¡E&������&��¤�����¡~���
⊗N

i=1H
1(R3)

��� ��¤�¡����,�5����¤9�0���5¡À�����d¡3�0��� ��� ��� �5�¶¦x���.���K���5¡À�A���������������5�A¡��y�»���5� ° �5���5�&¸
�d�d����¡��
)�����¡~�N��������¡B�d�A�y�����,�A�B�(� 0t����¤����d����¤��5�

HV

�'[x� �
� ¤���¡d¤�¡��d�A�#¡d���#���,�3=����V���y���N�:�����y�A�#���
 L�����5� ��¤��5�

V
���.�0���A��¡���� �X¡������,¤�¡<���A¡��A���A�&���d����¡

HV = H1 +

N∑

i=1

V (xi),

H1 = −
N∑

i=1

1

2
∆xi

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|
,

¥§���,�,�#�y����¡���� �³������¡���¤ �� �����¡�¦x���¯�4�x���F��¤���¤��,¤�¡��A���§���  y�d������·A�,�4�A���A�5�d�d���y¤9�0���#�A¡������
���A�5�d�A���� ����� ����²���²�(� 0t����¤����d����¤��5�

HV

�y��¡d¡��¯�5¤�� �~�¨�' y����¡- `�&��¤��d�X�N�����5���  ��d�� y�d�
E

�y�
HV�c���y¤;�-� �5¡��4�N�y�������0���#�¨�~�N�����A������� ��¤���¤��~�y�>���F ���������·5���B�5���A�&��������¤9�0���'�x ���¤�¡3�0���#������¡

¡������,�A¡'�x����¡'��� �A�����d�À��¤��y�g��¤��d�
� �"�X¤���¡d¤(�Y�����y����¤���¤��,¤�¡��A���4�y�  ��d������·5���,�A���A�5�d�d���y¤9�0���
���A�d¤\[x�#��� ���0�x�N�d¤����$���'�¯�¶¦y������¤��.���A��¡����N��¤������x��¤��d�

HV ψ = Eψ.

M²� ���~��¤�¡d L��¡d���
� �y���:¡d�����y��¤��������������0��¤J�0�������5�: ��d���y��·A�,�T�0���: L�����X�����A��¡4���
N = 1�&�t���F�y�# L�A�¯�� ��d���A�5���A�6�:�����B�d�5¡d�����y��¤������0���,�A��¤9�0���B��¤����A�&���7�0���B `���������A¡�¡v�¯¡v��·5���5¡ �

1
���

2
�A���5�5�d�d����¡�� £ �����-���A¡<¡v��¡���·5���5¡< �����¡§�5���� y��� ° �5¡������À�y�d¤���¤�¡d�����5¡§�,�5�d¦��¯�y�A¡§�y�t�!�� `�

0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q���� &������5�d¤����y���A�����X�y�#���:���A��¡�¤��d���0���B������¡X�N��������¡§ ����A¡��A� ���5�X�x���y¡����A¡����5� °
 ����¯�¶¦���¤����5¡�¡d�A�&��¤�����¡��
® �1[x� �������¯���G&������5�d¤����F�
� �������

ψe ∈ He

� ������¡t `���y�����y¡²��¡�¡d���A¤��5�X L�����������¯�
p
�A���, ���¤�¡

�5�0�d�d�
1
�&�
N

��� �� `�5���N�d�A���4�y�A��¡�¤����:�-� �������d�
p
�o���N���

Dψe,p

�Y��� ⊗p
i=1 L

2(R3)
�x���y¡4����¤ ¸

��@A�,�!���y��[x��¤� x�N��¡d���F���³� ���

γψe,p(x1, · · · , xp, x′1, · · · , x′p) =
N !

p! (N − p)!

∫

R3(N−p)

ψe(x1, · · · , xp, xp+1, · · · , xN )

ψe(x
′
1, · · · , x′p, xp+1, · · · , xN) dxp+1 · · ·dxN ,



� ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

����¤ ¸¹�:@5���B�� y `�5�������N�d�d¤��5�B���A��¡�¤��d���
� ���d�y�d�
p
�-)�����¡t����������¡X¤��0�d�A���A¡d¡��A������¡4 x�����¨�,¡d��¤ ���

�0�
� ��� ° ���N����¤��5�A¡Y���5��¡d¤ ��� �
� �������d�
1
� ® �1[x�#���B����[x�y¤������<���A��¡�¤��d� �5���5�5��������¤J���y�

ρψe

�N¡d¡d���A¤��A�
���¨�T&����y�5��¤������
� �������

ψe
 ����

ρψe(x) = γψe,1(x, x) = N

∫

R3(N−1)

|ψe(x, x2, · · · , xN)|2dx2 · · ·dxN .
�b�L� � �

��
���
 � � < ���#�! ��B �� C ������ # ���� < ���

¼�� �,����·A��� �y� 0t�����d�d�5�&¸s«x��� Q �d�5¡d��� ��� ��� ��� �� � ���� ° ¤��À�N�d¤���� �N����¤¨�N�d¤����y���A�����»�y�  ����N¸
����·A�,�t�5���5�5��������¤J���y�!�����y���5�0���X�5���d�5¡������A¤J���x��� �<���A¡H&������&��¤�����¡-�-� ���y���²���y��¤�¡d¡d¤������5¡ �'�A�5�����A¡
�0��¤
¡�� �A�A��¤����A� �4¡d����¡X����&��������B�
� ���K���&���5�d�,¤��x��� �t���:���¨�N�d�A�����

N
&������&��¤�����¡t�-� ���y�����,�N¸

�����A���A�&���d����¤9�0���5¡�������¦y�����������5�A¡
ϕi

�� � L�A���A�5¡����d��¤ �¶�����A¡<�,�����5�A������¤����A¡t¢

ψe(x1, · · · , xN) =
1√
N !

det (ϕi(xj)) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(x1) · · · ϕ1(xN)
· ·
· ·
· ·

ϕN(x1) · · · ϕN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

¾ � �����¯�y��¤�¡�����¡���� �A¡� x���A�B���5¡t�5���1[K�������N�d¤����y¡����
N

���d��¤ �¶�����A¡<�,�����A�A�y�¨��¤��d�A¡

WN =

{
Φ = {ϕi}1≤i≤N , ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕi ϕj = δij, 1 ≤ i, j ≤ N

}
,

�&�t�(� �5��¡d�5�~�����4���A¡����5�d�A����¤��x��� ��¡����'�¯���N���5�

SN =

{
ψe ∈ He/∃Φ = {ϕi}1≤i≤N ∈ WN , ψe =

1√
N !

det (ϕi(xj))

}
.

¼��B ��d������·5���4���60t�����d�d�A�C¸s«x��� QÀ¡�� �A�5�d¤ �

inf {〈ψe, HV ψe〉, ψe ∈ SN} .
�b�L� ���

�¯��¤��
Φ = {ϕi}1≤i≤N ∈ WN

�&�
ψe ∈ SN

���:���5�d�A����¤��x��� �4�����¯���N���5�4��¡d¡��¯�5¤��V�
Φ
�;�¯��¤ �

γΦ(x, x′) = γψe,1(x, x
′)
�
DΦ = Dψe,1

�&�
ρΦ(x) = ρψe(x)

�<M²�F���������d¡

γΦ(x, x′) =
N∑

i=1

ϕi(x)ϕi(x
′),

DΦ =
N∑

i=1

(ϕi, ·)L2 ϕi,

ρΦ(x) =

N∑

i=1

|ϕi(x)|2.
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)�����¡  L���y������¡O�y�����_�� ��d�5¡d�A� � �y��[x��¤��O���6&������&��¤��������5����� �-� �5���A�>��¤��-���~�,�¯��·5��� ��� 0t�����d�d�5�&¸
«x��� Q<�

EHF (Φ) := 〈ψe, HV ψe〉
�0��¤�¡�� � °  y�d¤��,�B���B�¨�T& ��¬5����¡d��¤ �N��� ���B�A� &������&��¤����F�y�A¡

ϕi

EHF (Φ) =

N∑

i=1

1

2

∫

R3

|∇ϕi|2 +

∫

R3

ρΦV

+
1

2

∫

R3

∫

R3

ρΦ(x) ρΦ(x′)

|x− x′| dx dx′

− 1

2

∫

R3

∫

R3

|γΦ(x, x′)|2
|x− x′| dx dx′.

£ ¦ ��¡d¤9�0���5���5� �4�§���  y�d�A�,¤��5�~���5�d�,� ���F��� �A�y�A�3��¤������ 0t�����d�d�5�&¸s«x��� Q �d�5 ��d�5¡d�A� �d�K��� �A���5�3��¤��
�5¤����&��¤9�0���F��� �¨� &������&��¤���� �
� �����y�!� �5���������A� ° ¤�·A�,� �(� ¤�� ���A�d���5�d¤���� �5���A�&������¡����N��¤J���y� �5�0�d�d�
���³����� ° �&�:�A���A�5�d�d���y¡

�
���,������¤�¡�¤�·A�,�����A�����À�A�����d�A¡� `����� �K��� �A���5�3��¤��À�A������������¤��5�����À�5�¨��¡s¸

¡�¤9�0���������¨�F��¤�¡v���d¤����y�d¤���� �����¶¦����3���
ρΦ �

���,���5�d��¤��A���5¡��~�� � L�A���,���,���5�d�,���
� �A�¶¦����.���'� ¾ �
�5¡��:�
� ����¤9��¤����: ������A�,�A� ���0�x��� �d¤9�0���� ��y¤�¡3�0�
� ¤��i���A¡d�y�����,������� ��� ��¤�¡v�����&���d¤������À��� &����y�5��¤����
�
� �����y�!�L¼��# y�d������·A�,�²���60X�N�������A�C¸s«x�¯� Q �b�L� ���§¡�� �A�5�d¤ ���������#����¡�¡d¤

inf
{
EHF (Φ), Φ ∈ WN

}
.

�b�L� 4��
)��������y¡²��·A¡G�� ��d�5¡d�A� ���0���~���À��¤ �,�5�����d�����d�5¡d���y���d�~�5�:�����y���g���  ���������·A�,�' ����³�¯¤��A� �4���
& ��¤ �B�0���B�¨�T&������&��¤��������5�����X�
� �5���A�>��¤��B�
� �A¡v�� x��¡B�0�x�����d�N��¤J���y�!�
£ ���#��¤������A�y�d¡��L ���¤�¡3�0���:������¡B��¤���¤��,¤�¡�����¡��¨�:&����y�5��¤��������5�������
� �A���5�3��¤�� 〈ψe, HV ψe〉

¡d���4���
�5��¡d�5�~�����  �����¡$�d�5¡��d�d�A¤�� ���0��� �(� �5��¡d�5�~�������y� �y�A x���v�4���(� �5���A�>��¤��K�y� 0t�����d�d�5�&¸s«x��� Q ¡��A���
¡��� `�5�d¤��A����� �4��� �A�y�A�3��¤��<�5���A�&��������¤9�0��������¡v�¯¡v��·5���'�¯¼��4��¤\�o�5�d�A�y�A�������A�5¡-���5� ° �5���A�>��¤��5¡ �5¡��
���5�����,���5�B�A���5�3��¤��4���B�A�����d�A���N��¤����
�
® �1[x�  `���y�,���A¡,������·5���A¡������!�� `� 0X�N�������A�C¸s«x�¯� Q;�i��� � ° ¤�¡����5���A�F��� ��¤���¤��,¤�¡��A���~ L���������A¡
 L�����5� ��¤��5��¡:���$�!�� L�»¥§������������¤��5� �A¡������5����� �d�d�A���x�N��¡������A��¡����

Z =
∑K

i=1 zk ≥ N� � �L� 20�?� 2����(� ® � ���5�N�����¶¦y�'¡���� �y��¤��5¤����4���A¡v���B���F ��d���y��·A�,�4���y���A�v�t�&����¤ �,�A¤����'�

��
���
�� ��� * < �E�! �� �!C�� < AB� ��� < A�A� #�!�! ��� ��C �B #A�"�� ��*
¼��A¡����&��¦������5¡: ��d�³���5�x��� �,�����¨�»�d¦��A����¤����y�F����&������&��¤��������5�����������¨�K���5��¡d¤ ��� � µ²« ´ �

 L����� 0F��&+����� = 6A�8&A$��.�(�'&���5���?3���'� = � ���!�3������·A¡��y�d¤���¤�¡d�5�A¡§�5�� �¦ �¯¡�¤9�0���B���$¡�����¤����!�� ��d�5�����5�0�
���y¡d¡d¤4�y�A ���¤�¡2�0���A�J���y�A¡F�������5�A¡������� ������$�5¡d¡��A� ��¤��A�������x����¡$���A¡�¡�¤��~�y�¨�N�d¤�����¡,�����¶¦�¤���¤��
�,�����5�A������¤����!� ¾ ��¡�� �'��¤��;��� �d�5�¶¦��A���¶¦��A� �(� �5���A�>��¤��i�&�
�����y�A��¡�¤���� �A���A�&���d����¤9�0���i����&������x���,�A� �����
���F ���������·5���4�5���5�5��������¤J���y�!�x�A�F�d�5¡d��� �N��� �����  y�d������·A�,�²���B�,¤���¤���¤�¡��N�d¤����,���B�¨��&��������

inf

{
F (ρ) +

∫

R3

ρ V, ρ ∈ L1(R3),

∫

R3

ρ = N

}
,

���
F

�5¡��������G&������&��¤��������A�����t���B�¨�:���A�y¡d¤��d�B�A���5�5�d�d����¤J�0���
ρ
�

¼������y¡���¤\[x�g�{��¤������d¦��A���d¤9�0�������t�A�A¡ �,�¯��·5���5¡-�#�
� ���`���d�,�5���6& ��¤��d�� x���90t��¦y�A�0�`�5�3�~�&�+P���¦��
� ��� �O ���¤�¡X���������y�d�d�:�N � ��d���¶¦���&��y�X ��d�� `��¡��A�: x�N�4¼��5�0�K�&�4�A��¡���¤��d�:�d�5 ��d¤�¡d�~�&�4 ��d�������.���A�
 x�N�t¼�¤��A� � 4&4����



� � ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

¼��§ y�d������·A�,�-�y�A¡ �,�5�d¦��¯�y�A¡O�y�-�!�� `�§µ²« ´ �A¡v�]�0�
� ���~���-�A���y�x�'W��
 x��¡
�
� � °  ��d�5¡d¡�¤������ ° ���&���
���À�¨�2&������5�d¤����y���A�����

F (ρ)
�X�0��¤  `���y�d���N¤��'¡d�À y�3@5�d�A�E�F���A¡�¡d¤������¨�N�d¤����y¡4���y���5�d¤9�0���5¡��]M4�

�5�»�A����¡��d�d��¤ �X�������B���A¡X�� � ���� ° ¤��À�N�d¤����y¡<�A�  ��d�5�x��� �X L�������d� &��A���A���5�����5¡t¡v�¯¡v��·5���5¡X L�����
���A¡3�0���5��¡����F¡���¤ ���A���y¡�������¤����4�����G&������&��¤��������A�����t���B�¨�:���A�y¡d¤��d��¢

-  L�����'���5¡'�,�¯�y·A���5¡'�y���!�� `� ´ ¦�������¡v¸!«x�A�d�,¤�������¡v��¡���·5������������&��A���A���5���A¡v�~��� � �!N
¦y�����!��·A���4�-� �5���A�&��������¡��

- �0�x�N�0�§��� ° �,����·A���A¡ �����!�� `�*Pt��¦��¯¸v��¦x���z¤���¡ �y�d¤���¤�¡d�5�0�i�y��¡v�¯¡v��·5�������
N

�A���5�5�d�d����¡
�2��&+����&3�W���
�-$��.�(�'& �

��� ��� ��� � � �.����� ��	 � � 
 ?�* ��� � ��� �)	��
	.�  � a
¥§�A¡i�,�¯��·5���5¡ ¡d��� �i���¯���A�0��¡i x�N� �����N��¡d L��¡d¤ ��¤����:���:�A��¡i�������A�5���¨��¤��d�i���,�A���, L�����d�A�,�A� �

�
� ����� �!N4¦����,�%��·5���4�
� �A���A�5�d�d���y¡��&���A�A�v�¶��¤���¡���� ���5���B¤��0�d�d������¤ ��¡<��¤��A�F�g�N��� �t���t����¡��d¤J[x�A�{¸
�d¤����$��¦y�A����¤9�0���B���B�¨�:µ²« ´  x��� 0���¦��A�0�L�A�>���&� P���¦��
�x¥§¤�������¡����A¡<�d�d��¤�¡� ��d¤����A¤� x��� ° ¢

- ���4������·5���4��� ´ ¦�������¡s¸s«x�A����¤ � ´ « �

F (ρ) = CTF

∫

R3

ρ
5
3 +

1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy,

- ���4������·5���4��� ´ ¦�������¡s¸s«x�A����¤ ¸¹����� 7S�5¤9N5¡
��� QN�A� � ´ «%7 �

F (ρ) = CW

∫

R3

|∇√
ρ|2 + CTF

∫

R3

ρ
5
3 +

1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy,

- �&�����4�,�¯��·5���²�y� ´ ¦y���À�N¡v¸s«x�5�d�,¤ ¸sµt¤����N�&¸¹����� 7 �A¤JNA¡
�N� Q��A� � ´ «Oµ 7 �

F (ρ) = CW

∫

R3

|∇√
ρ|2 + CTF

∫

R3

ρ
5
3 − CD

∫

R3

ρ
4
3 +

1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy.

¥§�5¡�������·A���A¡����y¤��A�:�0���²�A����¡d¤����A���A¡<�5�����,���d����¤����5� �¶��¤��d�A¡ �5�<�g� ��� ���5�A¡d¡��²�
�A@5�d�d�²�y�d¤���¤�¡d�5¡
�x�N��¡����A¡�¡d¤������¨�N�d¤����y¡����d�5¡����5� ��¤�� ���A���A¡�¡���� ��¡,�
� ���  `��¤�� �:�����������d¦��A����¤9�0���$�A���:¤���¡� ����&¸
¡��A� ���5�0���y�A¡§�y¤ �,�A��� ���5¡-���N��¦y�A���N��¤J���y�A¡i¡d�5�~���¨�N�����5¡§��� ° �,����·A���A¡i���t�!�� L� 0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q
�&� P���¦��¯¸s�¯¦x��� ¢ ��¤���¤��,¤�¡d�N��¤���� ¡d���y¡,�5��� ���d��¤�� ���'�  L�A���d�������A���, x���5¤����I� �(� ¤��1[x��¤(�
�y���¯¸
�5��� ��� ° ¤ ��� �� `���y� ´ «Oµ 7 � �0 ��d�5¡d�A�y�A�²���� L�����5�0�d¤��5��¡i�A���y�����~�y¤��A�y¡�� �5�d�!� ¾ ��¡i��� �-�5�d�t�&������¤��A¡
�5�0�d�d�����y�d�d�5¡  x��� ¼�¤��5� � 4�� ���&�-�¯¤��,��� � 4�� �(� ©§�5�.������¤¨�1�N©§����NA¤�¡ �5� ¼�¤��5��� � ��� ¥<�N�d�d�.��¼�¤�����¡�� ���
�&�X¼��#©§��¤�¡�� �1� � ���(�
��� ��� ��� � � �.����� ��	 � � 
 ?�* ��� � � � ��
���� � ��
 � b�
'� ��� � � � � � � ��
.��� �

£ ���y�  ��d�5¡d�A� �d�A�i�A�5¡ �,����·A���A¡ ������¡i����������¡O�³����¤��O�`�5¡d��¤��,�y���d�5�d���������A�i��� ° &������y�A�,�A� ��¡
���#�¨���d¦��A���d¤��4�y�#���T&������&��¤��������A�����²�y�#���~���A�y¡d¤��d�!�
)�����¡��d�5���A������¡X�N�F y�d������·A�,�4���B��¤���¤��,¤�¡d�N��¤����

E(V ) := inf

{
〈ψe, HV ψe〉, ψe ∈

N∧

i=1

H1(R3), ||ψe||L2 = 1

}
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�&�~�����d����¡ FN =
{
ψe ∈

∧N
i=1H

1(R3), ||ψe||L2 = 1
} ��M²�  `�5�y���,��� �����A���0����¡�¤

ψe ∈
FN

� �N������¡<�¨�:���5��¡d¤ ���
ρψe

����[x�y¤��B x��� �b�?� � �<�N � x���v��¤��5� �6���(� �5��¡d�5�~�����4�A��� ��� ° �

IN =

{
ρ ≥ 0,

√
ρ ∈ H1(R3),

∫

R3

ρ = N

}
.

ª �A�5¤� ����L�0���5���5�0��� ¡d¤
ρ ∈ IN

� �N������¡�¤�� � ° ¤�¡����
ψe ∈ FN

�d�A�+�0���
ρψe = ρ

�]M²� ��¤��E�0���
���A¡:���5��¡d¤ ���A¡:�y� IN

¡d���0�
N

���@�����@j�����&3� ��125I���  ����~���5¡V&������5�d¤�����¡��
� �������$�
� �A���5�3��¤��I[x��¤��!�
� ���~¤��y�A�#�x�N���y�d�A�����# `�����t�5����¡v���d�y¤��d�'������&������5�d¤����y���A�����B�������,�y�A��¡�¤���� � �����0�X��� � ° ¤�¡v���5���A�
���5�A���y���B������¦��5���d·5���B���60t��¦��A�0�L�A�3�,�5�*P���¦�� � ��� � �§�5¡��t�������d¡����B L��¡d�5�

FLL(ρ) = inf {〈ψe, H1ψe〉, ψe ∈ FN , ψe
�: `���������A�y¡d¤��d�

ρ} .
�&�t�y�#���A�����3�0���5�B���y�

E(V ) = inf {〈ψe, HV ψe〉, ψe ∈ FN} ,

= inf

{
inf {〈ψe, H1ψe〉, ψe ∈ FN , ψe

�: `���y�����A��¡�¤��d�
ρ} +

∫

R3

ρV, ρ ∈ IN
}
,

= inf

{
FLL(ρ) +

∫

R3

ρV, ρ ∈ IN
}
.

�b�L� 2��

¼��E&������5�d¤����y���A�����
FLL

¡�� �� y `�5����� ,e�'&A$��.�(�'&3&A��5�5I��	-��5D��	-��&+�����Wj`	-���\��� = ���n�(�21 �
M²�� `�5�y������¡d¡�¤�����[x�y¤��:�����F���¯���d�2&����y�5��¤��������5�������`�5����[��A¤¨�N�0�,�����,�A¤������5���d�5¡~ ����� ��d¤��5�d�A¡
���N��¦y�A���N��¤J���y�A¡ � 4,4 �¯����¤�¡;�5����¡v���d�y¤����#�t x�N����¤����
� �&�¶�N�d¡O�,�A�����.���5¡
 ����y�O=N� �0���§ ����d¡���¼F� �� L�&¸
�d�N���5���t�y�'���5��¡d¤ ���8�

N
�5���d �¡t��¡�¡d���A¤�������� �5���N�� ������A�����d�5¡d L�����x��� � �,���V&������5�d¤������
� �������

ψe ∈ FN

�5¡������ [x��¤� x���
ΓN = |ψe〉〈ψe|.¼��A¡§�5�¶�{��¡§�,�A�����.���5¡i¡d��� ����� [x��¤�¡- x�N�§���5¡§�� L�A�d�N���5���d¡-���A��¡�¤��d�U�

N
�A���� �¡§�-� �&�¶�N�d¡§�,¤ ° ���5¡��

�0��¤�¡d���0�����5¡��A���~�y¤��x��¤�¡d���y¡��A��� ��� ° �A¡X�-� �� L�A�d�N���5���d¡����B���5��¡d¤ �����
N

�A���� �¡��
� �&�¶�N�d¡� ����d¡

Γ =

+∞∑

i=1

pi|ψie〉〈ψie|, 0 ≤ pi ≤ 1, ψie ∈ FN .

�¯��¤�� DN

��� �A��¡��A�~�y���<�����5�A¡i�� L�A���{���A�y�d¡���¥ � �A¡v� �����A��¡��A�~�������A��� ��� ° ��¸;¤��y¡�� �!��¤ � �A�V& ��¤ � ���
�(� �5�0���A���� � L�'�5��� ��� ° �'���'�(� �5��¡d�5�~�����4���A¡��� L�A���{���A�y�d¡����A��¡�¤��d�#�y�A¡��5�¶�{��¡� ����d¡��L¼;�:���5��¡d¤ ���
ρ(x)

�&���¨�:���N����¤��A�X���A��¡�¤��d�#�-� �������d�
1 γ(x, x′)

�N¡d¡d���A¤��A�5¡ �:�������5���� `�5���N�d�A����¡�� �5�A��¤����5� �

ρ(x) =

+∞∑

i=1

piρ
i(x),

�&�
γ(x, x′) =

+∞∑

i=1

piγ
i(x, x′),



� � ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

���
ρi

�&�
γi

¡d��� ���¨�$���A�y¡d¤��d���&�����F���N�d�d¤��5�:���A�y¡d¤��d����¡�¡d���A¤��A�A¡8� ���I&������5�d¤���� �
� �������
ψie
�

£ ������¤��y�g����¤����'�y���� L�A�y���5�A�d¤��d�

Tr(Γ) = 1, Tr(H1Γ) =
+∞∑

i=1

pi
〈
ψie, H1ψ

i
e

〉
, Tr(HV Γ) =

+∞∑

i=1

pi
〈
ψie, H1ψ

i
e

〉
+

∫

R3

ρV.

¾ ���5¡��X��������¡#& ���5¤����X���4����¤��_���y�

E(V ) = inf {Tr(HV Γ), Γ ∈ DN} ,
�&�*�0���

{ρ, ∃Γ ∈ DN

���5�"�0���
Γ
��¤��< `���y�����A��¡�¤��d�

ρ} = IN .£ �����A����¡����0���5�0���
E(V ) = inf

{
FL(ρ) +

∫

R3

ρV, ρ ∈ IN
} �b�L� ���

���
FL(ρ)

�5¡����¨� ,e�'&A$��.�(�'&3&A��5�5I��	-�Q5D�X	-��&+������j`	-� �n�(�21 �x��� [x��¤��4 x���

FL(ρ) = inf {Tr(H1Γ), Γ ∈ DN , Γ
�� L���������5��¡d¤ ���

ρ} .
/���¡>�0�
�Y�: ����A¡��A� �������5�����B�� � y�d� ° ¤����N��¤������-� ���&���²� �o�5�5�d���A�B����¤�¡-�����5�����²���5¡����A� ° &����y�&¸
�d¤������y�A�����A¡

FLL
�5�
FL
�{�y¤¯���_&������5�d¤������y�A����� ��� 0���¦��5���L�A�>�N¸ P���¦�� � ��� �¯�y��� �O�5�����5¡����A�5�������5� �4�

���: L�A�¯���A� ��@5�d�d�:�&���N�����5�A¡ & ���5¤����A�,�A� �² L�����²�y��¡���¡��d·A�,�:���
N

�A���A�&���d����¡��oµX�A¡#�� � y�d� ° ¤ ¸
���N��¤�����¡i����¤ ���5�0�§�������6@5�d�d�6& ��¤��d�A¡i `�����$�0���t�¨�4��¦��5���d¤��t�y�X�¨�U&����y�5��¤��������5�������y�t���#���5��¡d¤ ���
��¤ �§�y�$¤�� ���5�3@5�§ ����{��¤9�0���'�1���&�����5�����5���5� �<���5¡<�� y ��d� ° ¤����N��¤�����¡F& ��¤ ���A¡-�d�5 `��¡��A� ��¡����<���5¡<�g��� ¸
�5����¡  `�����-�y�A¡§¡v��¡���·5���5¡<�����d� &��A�d�5���A�t�d�5�¨�N�d¤����5���5� �- y�d���¶¦��A¡<�y�À¡���¡v��·A�,� � ¤����A�����§�d�5�A�(�¯¼��
�5��� ���d¤����y�d¤���� �¨�� y����¡²�5�����0���~�5¡��4�5�A�����#���EPt��¦��K�5�B�¯¦x��� � 4���� ���y¤O��� �²�y�������~�(� ¤����A�#���
 ����A���y�d�$��� ¡v��¡���·5���$�y�À�d� &��A���A���5�$��� ���5¡

N
�A���5�5�d�d����¡'�
� ¤�� ���5���!��¤�¡d¡��A� �: x��¡��A� �������A� ° �

¼��`&������5�d¤����y���A�����À�y�F�y�A��¡�¤������5¡����������d¡:���y�d�A�0���F�A���d�5�� �����¬g�N�0�~��� 0X���,¤�� ������¤��A�
H1

���
¡v�¯¡v��·5���#�d�5�A�� x���

H0 = −
N∑

i=1

1

2
∆xi

.

¼�� &����y�5��¤��������5�����»���������%������� �¨� &������5�d¤����y���A�����F���»���5��¡d¤ ���K�y��¼��5�0� ¸s¼�¤��5� �A¡v���������d¡,�¨�
&����y�5��¤��������5�����²�
� �A���5�3��¤��#�5¤����&��¤J���y�4����Pt��¦���¸v�¯¦x�N�

TKS(ρ) = inf {〈ψe, H0ψe〉, ψe ∈ FN , ψe
�: `���y�����A��¡�¤��d�

ρ} . �b�L� � �
¥§�5�A¤� `�5�y��¡d�B¡d¤��� y��¤J[��A�<�5�

TKS(ρ) = inf

{
1

2

N∑

i=1

∫

R3

|∇ϕi|2, ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕiϕj = δij,

N∑

i=1

|ϕi|2 = ρ

}
,

�b�L� ���
 L�����v�¯�����y� �b�L� � �������,�5�����# `���y�X�,¤���¤���¤�¡d�A�y�<���K���&���5�d�,¤��x��� �t���:���¨�N�d�A���L¼��� y�d������·A�,�
�5¡��,�0��� �A� �
� �A¡��F x�N¡��d���{�����y�d¡$�����A��¡ � ¤��X� � ���5¡��A��� �����&¸¹� ° �A�, ����5¡ � ��¥§�A L�A���x�N�0�����¨�
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&������~����� �b�L� ���²�$��� ¡d�5��¡' L�����²�d���y�
ρ ∈ IN

�5�#�!� �A¡v�#�A�5�����E&������~�����T���y¤ �A¡��#�y�d¤���¤�¡d�5�~�A�
���5���A�d�����x���y¡t���A¡�¡d¤��~�����N��¤�����¡§�0���,�A��¤9�0���5¡��
¥§�K y�d������·A�,�»�
� �S �����¡À��¤��5�  L�����À��� &����y�5��¤��������5�����F�y�K�¨� ���A��¡�¤��d�K����¼�¤��5� ��¡�¡d���A¤��5� �
�(� 0t����¤����d����¤��5�

H0

���~ ����A�x��� �4 ���¡X�5���A���, y���'��� ¤�� ���5�����&��¤���� �y�A¡²�5���A�&��������¡��oµX��[���¤�¡�¡d����¡
��� ,e�'&A$��.�(�'&3&A��5�5I��	�� j�&A���h6��(�M$���&Aj��.� E �3�`	-� = ��&�� 8

TJ(ρ) = inf {Tr(H0Γ), Γ ∈ DN , Γ
�: L���������5��¡d¤ ���

ρ} .
ª �A�����3�0������¡��
� �N�`����� ���y�

-  L�������d���y���� L�A�d�N���5�������A��¡�¤��d�#�-� �&�¶�N�d¡��,¤ ° �d�A¡
Γ
���»�

Tr(H0Γ) =

∫

R3

(
1

2
∆xγ(x, x

′)

) ∣∣∣∣
x=x′

dx

� �
γ
�A¡v�X���~�À�N�d�d¤��A�²���5��¡d¤ ���B�
� ���d�y�d�

1
��¡d¡��¯�5¤��A���

Γ �- �(� �5��¡d�5�~���������A¡����N����¤��5�A¡��y�A��¡�¤����$�-� �������d�
1
��¡d¡��¯�5¤��A�5¡��K���A¡:�� L�A�d�N���5���d¡:�y�A��¡�¤����

�-� �&�¶�N�d¡t�,¤ ° ���5¡��A¡v�t�5�����0� ¢x¤��Y¡�� �!��¤������
{
γ(x, x′) =

+∞∑

i=1

niϕi(x)ϕi(x
′), ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕiϕj = δij, 0 ≤ ni ≤ 1,

∞∑

i=1

ni = N

}
.

� � � �  ����� ��� 9 �`�@j����-5f� ���"����� $��'&3&3�%���'���`5I�F&A�'� 	-�`��?3j��'�������M	-�`�@�����@j�����&3� � �
12��5f����j�	-���S�����.���($����9	-��&+�����Wj�	-�c���@���B�(�����'�;	��@�9	�� j��(�������B� K �W�������
	L*��
���@*"���"��5N&�� ��&
�
K �I�����/�+�'�`	-�������B��5D�����@�U�3�'�-�Q5I���B���3j��
���W���-�@�`	-��&+�����Wj�	-���Bj�� �����/���8�@�2O

¥§�5�A¤O�y����¡²�N��·5�����,�d�A�y��[x��¤��t����&����y�5��¤��������5�����4�
� �5���A�>��¤��'�A¤����5�d¤9�0���#���E/������!Q;�5�0��¤
�����
¡��A��¡� `�����������y�

ρ ∈ IN

TJ(ρ) = inf

{
1

2

N∑

i=1

ni

∫

R3

|∇ϕi|2, ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕiϕj = δij,

0 ≤ ni ≤ 1,
+∞∑

i=1

ni = N,
∞∑

i=1

ni|ϕi|2 = ρ

}
.

¼��A¡U&������5�d¤������y�A�����A¡
TKS

�5�
TJ

��¡�¡d���A¤��A�A¡U����� 0X���,¤�� ������¤��A�
H0

&���������¤�¡�¡d�A� �B���5¡B�� � ���� ° ¤ ¸
���N��¤�����¡4�N¡d¡d��N��L�����y�A¡#���:��� �A���5�3��¤��:�A¤����5�d¤9�0������� ¡���¡��d·A�,�����A�5��� £ ���#��¤������A�y�d¡��`��� �A���5�3��¤��
����¥§���������~�

J(ρ) =
1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y| dx dy���A ����A¡d�5� �¶��� �t��� �A���5�3��¤��4�A���5�5�d�d��¡v�¶�N�d¤9�0���²�
� �����B��¤�¡��d�d¤��y�y��¤��������B�¶¦x���>���4�A����¡d¡�¤9�0���4���B���5�¯¸
¡�¤����

ρ
�5¡����y���4�A¡v��¤����N�d¤���������¤�¡d�������������t���²�(� �5���A�>��¤��²�-� ¤��0�d�A�d���5�d¤������5� ���d�4���A¡

N
�A���5�5�d�d����¡

�
� ��� ¡v��¡���·5���,���,���A�y¡d¤��d�
ρ
�
¼��5¡��A���d�5���d¡#�����5¡����¶¦x���A�y� ���,�A�A¡#���5� ° ���A�����5¡'¡���� �����&¸

�������� L�A�5¡t�x�N��¡���� j�&A���(6��(�Q	�� j�$�?+��&-6-���;$��'����j�5D���.�(�'& ����[x�y¤��B�A���,�,�4�¨�~��¤\�o�5�d�A�y�A�

Exc(ρ) = FLL(ρ) − TKS(ρ) − J(ρ),



� 2 ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

���
Exc(ρ) = FL(ρ) − TJ(ρ) − J(ρ),

¡��A�������0���i�(� ���²���¶¦y��¤�¡�¤���� ¡d�y¤����d� �(� �� y ��d���¶¦��i¼��5�0� ¸s¼�¤��5�B���4��� �� � ����¯�¶¦y�i¼�¤��A�
�A¼����5����¡v���d�y�&¸
�d¤���� ���8&����y�5��¤��������5�����A¡��
� �A�¶¦x���1���&¸¹�A�����d�A���N��¤����K�N � ��d���¶¦��5�A¡²���A���x�N�0�X���5¡X¡d¤��~�����N��¤�����¡��0�¯¸
�,�A��¤9�0���A¡- `��¡d¡d¤������5¡i�A¡��§�x��¡��A�X¡����§�(� �N�x������¡����y�I� �!N�����¤\&����d�,���
� �A���5�5�d�d��� �c&������&��¤��������5�����5¡
¼�µ_������� ¡����������~�N�x������¡��#�y� �������»�-� �5�¶¦x���.���C¸!�5���d���A�¨�{��¤���� � &������&��¤��������A�����5¡�­'­7��� � � ���
 x�N����¤��t�y�t�(� �5�¶¦x���.���80X���v�����A�&¸!«x�¯� Q: L�A�y�§����¡�¡d¤5@5�����t¤����A����¡ �5�-���À x�N�d�����������d¡ ���B&������&��¤����¯¸
���5�����A¡�¦ �¯�y�d¤��y�A¡��
¼�����¡3�0���~����&������&��¤��������5�����4�-� �5���A�>��¤��'�A¤��y�5��¤J�0�������TPt��¦y�¯¸v�¯¦����/�A¡��X�¶¦���¤�¡d¤��'�`���' y�d������·A�,�
���#�,¤���¤���¤�¡��N�d¤����,����¡v���d��¤�� � �L� 2��§ `�5�y�6@5�����B�d�A�, ������A�² �������� ���2	 ��5I��	-���B��?-& � P ?+���

EKS(V ) = inf

{
1

2

N∑

i=1

∫

R3

|∇ϕi|2 +

∫

R3

ρV +
1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy + Exc(ρ),

ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕiϕj = δij

}
,

�g���5��¤��A¤
ρ =

∑N
i=1 |ϕi|2

�
�¯¤ �(� �����y��¤���¤�¡������:&������&��¤��������A�����'�
� �5���A�>��¤��:�5¤����&��¤J���y�:���:/����x�!Q  `���y�²�d� &����d�~�y���A�X���~ ����N¸
����·A�,� �b�L� ��� �����F���y��¤��A� �����4�,����·A��� � �
K �W��&�	-�;	��B��?-& � P ?+��� �

EEKS(V ) = inf

{
1

2

+∞∑

i=1

ni

∫

R3

|∇ϕi|2 +

∫

R3

ρV +
1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy+Exc(ρ),

ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕiϕj = δij, 0 ≤ ni ≤ 1,
+∞∑

i=1

ni = N,
+∞∑

i=1

ni‖∇ϕi‖2
L2 <∞

}
,

���F�A�&�d�d�G&���¤�¡

ρ =

+∞∑

i=1

ni|ϕi|2.
�b�L� ���

¥ � �A¡v�B���K�,�¯��·5���B� ° �d�A�����5� Pt��¦���¸v�¯¦x�N� �0�������A�5�������'���#������·5��� �@�;	���$��;	 4Q�����.�@�����76n��$98
��� 0X« �� ���¤�¡3�0���'�A�A����¤ ¸¹�A¤��A����¡d¤�¡����T�À�A����¡d¤����A���A�X�y���8&����y�5��¤��������5�����#�-� �5���A�>��¤��'���'�!�� L��� ° ¸
�d�A�����5� P���¦��¯¸s�¯¦x��� ������¡��¨�!�0���5�����²���²�d�A�d�,�B�
� �A�¶¦x���1���&¸¹�A�����d�A���N��¤������A¡v�t�0���(�L¥§�B������·A���
¡�� �5�A�d¤ ���������

ErHF (V ) = inf

{
1

2

+∞∑

i=1

ni

∫

R3

|∇ϕi|2 +

∫

R3

ρ V +
1

2

∫

R3

∫

R3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy,

ϕi ∈ H1(R3),

∫

R3

ϕiϕj = δij, 0 ≤ ni ≤ 1,

+∞∑

i=1

ni = N,

+∞∑

i=1

ni‖∇ϕi‖2
L2 <∞

}
,
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���
ρ
�5¡������������F x��� � �L� ��� � M²�  L�A�y�,¡�¤��, ���¤\[x�A�~�(� �5�A��¤����y�d����� �,����·A���$�A¤ ¸¹���A¡�¡d��¡,�A� ���

����&������~���¨�N�0�6�:�(� ��¤����²���5¡t���N�d�d¤��5�A¡<�y�A��¡�¤����B�
� �������d�
1
�<M²�����y�d¤��5�0���N¤���¡�¤

ErHF (V ) = inf

{
ErHF (γ), γ ∈ PN

} �b�L� ���

���
ErHF (γ) =

∫

R3

Tr(−1

2
∆γ) +

∫

R3

ργ V +
1

2

∫

R3

∫

R3

ργ(x) ργ(y)

|x− y| dx dy,

�g���5�
ργ(x) = γ(x, x)

�x�5�����

PN =
{
γ ∈ S(L2(R3)), 0 ≤ γ ≤ 1, Tr(γ) = N,Tr(−∆γ) <∞

}
.
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� ��� E �,($���5%5��3B��%&�'� ($���k+ 
O%5�Y�;3'��� 	F3B

MN3#%C�;�
)t���y¡O�A�����,�A��¬5����¡;¤��5¤  x���; ��d�5¡d�A� �d�A� ���5¡
���y��¤���¡��5�O�A���y�A�A ¯��¡]���5���A�d��� ° �y�d¤���¤�¡d�5¡;������¡;���

�A�����d�§���§���t�,�¯���5��¤�¡��N�d¤����B���5¡O�A��¤�¡v�¶��� °  x�N�>& ��¤ ��¡��{�g�N��� � ���§ ��d�5¡d�A� �d�A� ���5¡
���A¡��������N��¡
�d�A���N��¤\&�¡
��� ° �,�¯�y·A���5¡§���X�A�d¤�¡������ °  ��d�5¡d�A� ����� �����A¡���� & ���y�d¡��1�0��¤`¡d�5�d��� ��� °  L��¡d�5¡��5���y�A�,��� ���d�5¡����
¥§¦x�N �¤��d�d�32.�
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 � 
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� ���A��¤�¡v�¶���` x���>& �N¤��<�5¡�������¡v�¯¡v��·5���B�,�����5�A������¤����t���²����¤�������¤��1[���¤��'�y�A����¡��d¤����y�4�
� �y�F�5�¯¸
¡��A�~�����B���'�y� ����� ° �����0�������¶¦����3���B�5¡��t�d�A y�d�A¡��A� ���5�� x�N���y���B���5¡d�����'��� ª �������� L��¡d¤ ��¤ ���
 L�A��¤�����¤9�0���'���5���
� �����B¤��L[x��¤��d�²�
� �A���A�5�d�d���y¡��y�����x��� ����¤��A� �������B���5��¡d¤ ���B�A���A�5�d�d���y¤9�0���4 L�&¸
��¤�����¤9�0��� � ���t�:@5���� L�A�d¤��¯�y¤��A¤ ���B�0���X���'��¤�¡��d�d¤��y�y��¤������y�X�¶¦x���>���²���5¡§���³����� ° � � ® �$¡��� � L�N¸
¡d��� �H���y�����A¡ �y� ����� ° ¡���� �F[ ° �A¡ � �N � ��d� ° ¤����N�d¤����'����©§�����¯¸ M² � L�A�y¦��A¤����5� � �N������¡  L���y������¡
���5�A��¤��d�B���A����¡� L��¡�¤���¤�����¡< ��������F�����d¤J&

m
�d�A L�5�d�'¡��������5¡����¯�5����¡��
� ���»���A¡��g��� R ¢

R =
{
ua+ vb + wc, (u, v, w) ∈ Z3

}
.

¼��A¡'���A�&���5���d¡
a, b, c

�&�¶��� �~¡��� � L��¡d�5¡~��¤����g�N¤��d�5���5� �'¤������5 `�5���x��� ��¡'�x����¡
R3
��¤���¡7&����d�,�A� �

���y� �x�N¡d�F��� R � £ �������d�&���5��¤��:� �(� �N � ��d� ° ¤����N�d¤���� �5�¨��¡�¡d¤J���y�F�y�A¡,���³� ��� ° � ���$�,����¤\&
m���A ����A¡d�5� ���

K
 ������d¤��A�y���A¡- `�����5�d���A�����A¡-���4�¶¦x���>���² L��¡d¤ ��¤ ���U�0��¤`�A�����d�A¡� `�������A� �����N��¦��5�À� ¸

�d¤9�0���A�,�A� �t x�����¨��� �*�,�y�»�A�y¡d�A�������#���#�À��¡�¡d�5¡X���'µX¤��d���B `��¡d¤��d¤����A¡��A���,���4�y����¡���� �³������¡
���K�N�� x���d�³�N��� �B¢

m =

K∑

k=1

zkδRk
,

��� ���5¡
Rk

���A ����A¡��A� ���5�0�����5¡# L��¡�¤���¤�����¡4���5¡'�y� ����� ° �5�# L�A�y���A� ��@&�����A¡#�¶¦���¤�¡�¤�¡B�x���y¡'�(� �5�¯¸
¡��A�~�����

Γ =

{
xa + yb+ zc, (x, y, z) ∈

[
−1

2
,
1

2

)3
}
,
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�� y `�5���F�A�A���������$����¤ ���!� £ ���y¡d¤��5���d¡,�¶¦���¤ ° ���F�A�A���������A¡�����¤ ���F¡d��� ����¤��5� ¡ G��� L��¡�¡d¤��y���A¡�� ® �
 �¦ ��¡d¤J�0���!� �����y�d¤���¤�¡d�t¡d���y���A� �t�¨�~�A�5���������²�y� 79¤9�����5�v¸s�¯�A¤ �ON!�¯��� NA���y�#�y�'µt¤��d¤��¶¦����&�4������[���¤��
�5�����,���5�¶�N�0�§�¨�B�A�5�����y�������t¿i���d������� ��¡�¡d���A¤��A�t���� L��¤�� � {0} ���X���'��¤�¡�����¤����¯��¤����,�y�X L��¤�� ��¡
R � ¼;�K�5�A���������À��� 79¤J�����5�v¸v���A¤��3N��K���» ��d�� ��d¤��5���À���$ x���v�¶�!���5�~���5¡~¡����,�5�d�d¤��5¡~��� �d�5¡d�A���
�
)��������y¡*�0���B�����d¡3�0���B���A¡����5�5���5���d¡

a
�
b
�5�
c
¡d���0�����5� ° �����A� ° ������¦y�%�����x�N� ° �

Γ
�A���¹���5¤����

�g���5�����~�A�A���������²��� 79¤9�����A�s¸v�¯�5¤��ONX��� ���A¡��g���
�
)��������§�������5�5�d¤J&��5¡��O���-�y�A�A��¤����-����¡v���d�y�5���y�d�§�5���5�5��������¤J���y�-�����A�d¤�¡��������g�����y¤�¡��d�d¤����y��¤����B `�5�d¤��N¸
��¤J�0���B���A¡����³� ��� ° �5�¶�N�0�����������A�'� £ �������5�A�¨�L��������¡����y�d����¡6���À�N��¤� ��y���A�-���B�����~�y�d�A�y¡d�A¡
&����y�5��¤�����¡ R ¸¹ `�5�d¤�����¤J���y�A¡��O `���¯���N�0�V@&�����F�d����¤ ���A�5¡E���O^N�A�,����� ���x��� �¯¡��$���F«x�����d¤��A���i¥ � �5¡��
 L�����>���y��¤�������¡�¤�� �d�d������¤�¡�����¡_�� ����A¡d�5� �X���~������¤�������� �@j����;���a�@j�$�� ���@� E ��� � £ ���������y�#����¡d�
���������A�

(a, b, c)
�y� R �L���F�y��[x��¤ �B¢

R∗ =
{
ua′ + vb′ + wc′, (u, v, w) ∈ Z3

}
,

���F�¨�~����¡d�
(a′, b′, c′)

���5�d¤J[��

a · a′ = b · b′ = c · c′ = 2π,
b · a′ = c · a′ = a · b′ = c · b′ = a · c′ = b · c′ = 0.

¥§�&�d���#��� [x��¤��d¤����$�y� R∗ ���B���5 `�5���» x�N¡��y�#���~�x��¡��#�¶¦y��¤�¡�¤��!� ¼��:�A�5���������²�y�379¤J�����5�v¸v���A¤��3N
���R�d�5¡d�A��� ���A�5¤� ����L�0��� �A¡v�F�� � L�A���A�  ��d�5��¤�·A��� :'�'&A�Y	-� � ����5�5I�'�8��& ���9�A��¤�¡v�¶���(�+)t����¡��¨�
���N������¡

Γ∗ �)�����¡�¡��� � L��¡d�5�d���y¡~�x����¡#�����¯���,�¨� ¡���¤��d�:�0��� R = Z3
����� � ° ���5��¡d¤���� �F��� ���A¡d�A��� �0���5� ¸

�5���.�0��� ���  `��¡d�� x��¡$�y����¤ �,�A�y����� � �+M4�R���y��� �����y�
Γ =

[
−1

2
, 1

2

)3 � R∗ = 2πZ3
�5�

Γ∗ = [−π, π)3
�

��
 � 
 � � C $�$  #�!" "�&)���!C � � * < �E�! �B ��=� < � �
¼��A¡$�����y�A¡���� ©§���¯�¶¦ ��� �$�-� ���L�����R�&����¤��0�d�d������¤ ���A¡À x���$«O���L�0���&� � � ���²������¡$���»�g��¡

���y¤���¤����5��¡d¤��������5�Y�5�� x�N�t©-�����¶¦ � 2 ��������¡����4�A��¡B���A���5�����(�
� ���$�������À����©§�����¶¦
�;��� &������&��¤���� �0�x��¡�¤ ¸! L�A��¤�����¤9�0���'�
�5¡��:�y���I&������&��¤���� �� � x�N�����5�x��� �V�
�(� �5¡d x���5�

L2
ξ(Γ) = {ϕ ∈ L2

loc(R
3)|ϕ(x−k) = e−ik·ξϕ(x), ∀k ∈ Z3,

 `������ ��d�5¡3�0���B�����¯�
x ∈ Γ},

���
L2

loc(R
3)

�y�A¡d¤J�������(� �5¡d x�N�A�À�y�A¡T&����y�5��¤�����¡'���5¡d���d�������5¡����
R3

�F���N���A�y�d¡�������¡
C
�0��¤

¡���� �X���B�A���d���4¤�� �����������y���4¡d�y���d���y���5���� ����5��¤����A����¡��x����¡
R3
�xµX�#�À�N��¤�·5�d�²�����y¤��N�����5� ���!�

L2
ξ(Γ) =

{
ϕ ∈ L2

loc(R
3)
∣∣e−iξ··ϕ ∈ L2

per(Γ)
}
,

���
L2

per(Γ) =
{
ϕ ∈ L2

loc(R
3)
∣∣ϕ �A¡��

Z3 −  `�5�d¤��¯��¤J�0��� }
.�t¤���¡�¤���¡�¤���� �����������

L2
ξ(Γ)

�y�F y�d������¤���¡��g������¤����

(ϕ, ψ)L2
ξ(Γ) =

∫

Γ

ϕψ,
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���F���y�d¤��5�0���y� �5¡d x���5�'�y� 0�¤����`�5����¤�¡d���,���d y¦��7�
L2

per(Γ)
�

¥§���y¡d¤��y�A�d����¡t����¤��0�d�A�x�N�0���(� �5¡d x�N�A�

1

(2π)3

∫

Γ∗

L2
ξ(Γ) dξ =

{
(ϕξ)ξ∈Γ∗ | ϕξ ∈ L2

ξ(Γ), ξ 7→ ‖ϕξ‖L2
ξ(Γ)

���5¡d���d�������
,

∫

Γ∗

‖ϕξ‖2
L2

ξ(Γ) <∞
}

�0��¤(�x�~����¤Y�y�  ����¯�y��¤���¡��g������¤����²����[���¤� x���

(ϕ, ψ) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(ϕξ, ψξ)L2
ξ(Γ) dξ,

�������B¡��d�d���&�������'�-� �5¡d x���5�'�y� 0�¤����`�5���4�
¼��4��¦��5���d·5���X���B���A�5���� L��¡�¤���¤��������B©-�����¶¦���¡d¡����d�G�0���B��� �� � ���¤��A�N��¤�������¤����A��¤����X��� [x��¤��4¡d���
�����5�¨��¡�¡d�B���'�¯�¶¦ ½§�����3N S(R3)

 x���

∀ϕ ∈ S(R3), Uϕ = ((Uϕ)ξ)ξ∈Γ∗

�g���5�
(Uϕ)ξ(x) =

∑

k∈Z3

eik·ξϕ(x− k),

¡��§ ����������1���i���-������¤�·A��� ����¤9�0��� �A�'�����-¤�¡d�����&���d¤��
U

���
L2(R3)

������¡ 1

(2π)3

∫

Γ∗

L2
ξ(Γ) dξ

�
¼F� ¤�� ���5�d¡d�#���

U
� �������5�

U∗ �y�A¡��t��� [x��¤��B L�����<�d���y�
ϕ = (ϕξ)ξ∈Γ∗

 x���

(U∗ϕ)(x− k) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

e−ik·ξϕξ(x)dξ,

 L�����4 ����A¡>���y�,�d���y�
x ∈ Γ

�&�B `���y�²�����y�
k ∈ Z3

��¼F� ¤�¡d���,�5�d�d¤��
U

 L�A�����&�B���������
� �A�5�d¤��d�
�0���# `�����<�����¯�

ϕ ∈ L2(R3)
�

ϕ(x) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

ϕξ(x) dξ

���
ϕξ(x) =

∑

k∈Z3

eik·ξϕ(x− k) ∈ L2
ξ(Γ)

�&�
‖ϕ‖2

L2(R3) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

‖ϕξ‖2
L2

ξ(Γ).

�¯��¤�������¤�� ���5�x��� �:������ L�A�d�N���5�������y�d�N¸s��� ����¤�� �
A ∈ B(L2(R3))

�0��¤��A�����~�¯���$�g���5� ���A¡
�d������¡��¨�N�d¤����y¡������d�A¡��g���  `�5�d¤��¯��¤J�0���!���'� �5¡��v¸ �{¸¹��¤����²���A�-���y�

∀k ∈ Z3, τkA = Aτk.

� ���'���5�A���, L��¡d¤ ��¤����À�A¤ ¸!���5¡d¡���¡<���5¡+&������5�d¤����y¡§���
L2(R3)

�A�$���y���A¡<�y�4©§�����¶¦��5���d���A¡d L�����
�������A�5���� L��¡�¤���¤����K¡���¤��N��� �������:�(� �� `�5���N�d�A���

A
¢Y¤��O� ° ¤�¡��d�,�y��������¤9�0����&������5�d¤����

ξ 7→ Aξ



� � ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

�x�N��¡
L∞(Γ∗,B(L2

ξ(Γ)))
���5�����I�0���$ `�����������y���I&����y�5��¤����

ϕ ∈ L2(R3)
�5�� ����A¡3�0���$�d���y�

ξ ∈ Γ∗

(UAϕ)ξ = Aξ(Uϕ)ξ,
� �L� � ���

¡���¤������7& ��¬5���F���0��¤��N�����A� ���

(Aϕ)(x) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(Aϕ)ξ(x) dξ =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(Aξϕξ)(x) dξ.

M²�F�A�A��¤������B������¤�·A�d�4¡v���~�`����¤9�0���

A =
1

(2π)3

∫

Γ∗

Aξ dξ.

¼F� ��� ����¤��d� �b�L� � ���§¤��� y��¤9�0���t�A�F x���v��¤��5����¤��A�+�0���

sup
ξ∈Γ∗

||Aξ||B(L2
ξ(Γ)) = ||A||B(L2(R3)) .

�¯¤����# �����¡
A

�5¡��t `��¡d¤��d¤J&;¡d�y�
L2(R3)

�L�¶¦����A��� ���A¡
Aξ

�5¡��t `��¡�¤��d¤J& �;M²�F `�5�y�²�N������¡�����[x�y¤��
�x�N��¡

R+ ∪ {+∞}
TrΓ(A) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)(Aξ) dξ.

µ²�N��¡i�¨�²�,�¯���5��¤�¡��N�d¤����'�����¨�²¡v���d�y�5���y�d���A���A�5�d�d���y¤9�0�������5¡ �5�d¤�¡��¶�N� °  x�N�>& ��¤ ��¡��{�����A¡v�-�����5���
��������¤� ������A� ���5¡<�� L�A���{���A�y�d¡������À���N�d�d¤��5�A¡ �i���5��¡d¤ ���

γ ∈ L2(R3)
���A��¤J[ �N�0�§���5¡§ ����� ��d¤��5�d�A¡

¡���¤��N��� ���5¡'¢
-
γ
�A���,�~�y�d�B�g���A�#���5¡<���d����¡d���N��¤�����¡<�y� ���A¡d�A���

∀k ∈ Z3, τkγ = γτk,

-
0 ≤ γ ≤ 1

��� ¡d�A�y¡,�y�A¡:�� L�A�d�N���5���d¡����¯���N¸!���{����¤��0�d¡~¡d�y�
L2(R3)

�
1
�d�5 ��d�5¡d�A� ����� �

�(� �� `�5���N�d�A����¤����A� ��¤ ���4¡����
L2(R3)

�
- ���4�����~�y�d�B�
� �A���5�5�d�d����¡� x�N������¤��d�B���4�����������4�5¡��B[x��¤(�
- �(� �5���A�>��¤��4 ���������¤ ���B���4���������,�4���

γ
�5¡��B[x��¤��!�

¾ �����A¡d�y�����4�y�#�5�7�0��¤� ��d�5�A·5���8�0�
� �������5�Y�� L�A���{���A�y�
γ
 L�A�y��¡��#�y�A�A���� L��¡d�5��¡d���y¡����T&����d�,�

γ =
1

(2π)3

∫

Γ∗

γξ dξ,

�g���5�
0 ≤ γξ ≤ 1

 `���y�� ����A¡>���y� �����y�
ξ ∈ Γ∗ � 1

���A¡�¤9������� �À�5�5�d�d�,&���¤�¡v¸¹�A¤��(� �� L�A�d�N���5���
¤����A� ��¤ ����¡d���

L2
ξ(Γ)

�¯¼��������~�y�d���
� �5���5�5��������¡  x��� �A�5�����y��������¤ �����A¡v�<�������<�
TrΓ(γ)

�?)t���d����¡
�0���

TrΓ(γ) =

∫

Γ

ργ

���
ργ(x) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

γξ(x, x) dξ
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�5¡��
�¨�<���5��¡d¤ ���i�A���A�5�d�d���y¤9�0��� � �'� �5¡��;�����H&������&��¤����4 `��¡�¤��d¤���� �&�
Z3 ¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0���
� �g¼����A�����y¤���¤����¡����t���T[x��¤ �������B���B�(� �5���A�>��¤��² ������A�A���������²����¤ ���4¡�� � °  y�d¤��,�B x���

TrΓ(−∆γ) :=
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)(−∆ξγξ) dξ <∞,

���
∆ξ

�A¡v�4��� �� L�A�d�N���5�������:¼��� ������A�'�L�5����¡�¤����5�d���5���,���B���K�� `�5���N�d�A���
L2
ξ(Γ)

�`µ²���y¡X��� � ° ¸
 ����A¡�¡d¤���� �5¤ ¸!�y�A¡d¡���¡�� ��� �:�y��¤���¤�¡d�²���~�A��� ���5� ��¤����»��¡����A�����

TrΓ(−∆γ) := TrΓ((−∆)−1/2γ(−∆)−1/2)

�&�
TrL2

ξ(Γ)(−∆ξγξ) := TrL2
ξ(Γ)((−∆ξ)

1/2γξ(−∆ξ)
1/2).

£ �����������y�d�4�À�{���d¤��A�²�y�A��¡�¤����B�
� �A�y�A�3��¤��7[x��¤��!�x���F�:�A� & ��¤��
√
ργ ∈ H1

per(Γ) =
{
u ∈ L2

per(Γ) | ∇u ∈ (L2
per(Γ))3

}
.

¥§�5�A¤��A¡v�t�y���'�5����¡����0���A�y�A���y�#�(� ¤�����������¤ ���
∫

Γ

|∇√
γ|2 ≤ TrΓ(−∆γ).

µ²�N��¡i�A�A�v�¶��¤���¡i ��d������·5���5¡O�N���d¤��N��¤��������5��¡��0����������¡i�A����¡�¤����5�d�5�d����¡�� ���<�y���~�������
� �5���5�5��������¡
Z

 x���4�5�A��������������¤��d�:¡d�5����������¤����5�����0���:���  ���������·5���'� M²�������g�N��¤������5������������¡4�x����¡B�(� �5�¯¸
¡��A�~�����

Pper =

{
γ ∈ B(L2(R3)) | 0 ≤ γ ≤ 1, ∀k ∈ Z3, τkγ = γτk,

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
(1 − ∆ξ)

1/2γξ(1 − ∆ξ)
1/2
)
dξ <∞

}
.

µ²�N��¡t�-� ���¯���d�5¡��g��¡��x¤��Y¡��A���E[ ° �8���(� �g�N�����5�!���&����� �A��¡��A�~�����²�N���d¤��N��¤��������5�o¡d�5���

PZ
per =

{
γ ∈ Pper | TrΓ(γ) =

∫

Γ

ργ(x) dx = Z

}
.

µ²�N��¡X���A¡�������·A���A¡����B�!�¯ L��P���¦��¯¸s�¯¦x���,�x��� 0X�N��¤���������¤��5���A���A�5�d�d���y¤9�0�����5¡��t���K�� L�A�d�N���5���
¡����

L2(R3)
�y�#����&����d�,�

H = −1

2
∆ + Vper

� �L� ��� �
���

Vper ∈ L2
per(Γ)

�5¡�� ����� &������5�d¤���� �����  L�����5� ��¤��5�4���`�A�&��¤J& �
Z3

¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0���!� � �R�d�A�
�� L�A�d�N���5���À�5¡����� � L�A���F��� �� `�5���N�d�A�������»�¯�¶¦�������¤��.���A�� `�5�d¤��¯��¤J�0���!�i¼F� �� `�5���N�d�A���

H
�5¡��

�����¯¸!�L���d�y�!�x����¤�¡<���F L�A�¯�t�y�g�����,��¤���¡����4���5�A���, L��¡d�5���5� �������A¡����#©§���¯�¶¦ ¢

H =
1

(2π)3

∫

Γ∗

Hξ dξ,
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���
Hξ

�5¡��<�y�À�� L�A�d�N���5���-�y���¯¸!�L�������t¡����
L2
ξ(Γ)

��¼F� � °  ��d�5¡d¡d¤����$���
Hξ

�A¡v�§�d�d·A¡ ¡d¤��� y���!�?M²�
���A�F���`�5�

Hξ = −1

2
∆ξ + Vper.

� �L� � ���
¥§���,�,�

Γ
�A¡��t�L���d���'�x��� �� L�A���{���A�y�

Hξ

�5¡��t�
� ¤�� ���A��¡d�'�A���, x���&�4� ¾ ��� ° ¤�¡����#�����y�# L�������d���y�
ξ ∈ Γ∗ �0�����t¡d��¤ ��� (εn,ξ)n≥1

�5�-�������x��¡d�t¦�¤����`�5���d¤��A�y���
(ψn,ξ)n≥1

���
L2
ξ(Γ)

�d�A�����_�0���X L�����
�d���y�

n ∈ N \ {0} �5���d���y�
ξ ∈ Γ∗ �

Hξψn,ξ = εn,ξψn,ξ.

£ ��¡d���y¡
ϕn,ξ(x) = e−iξ·xψn,ξ(x)

�6M²� ���5�d¤\[x� & �N�A¤����A�,�A� �2�0���
(ϕn,ξ)n≥1

�A¡v�»���y� ����¡d�
¦�¤����L�A�v��¤��5�����:���

L2
per(Γ)

&��������5�����:���A�&���5���d¡~ y�d�� ����A¡B���,��� �� L�A���{���A�y�B���y���{¸s���{����¤�� �
Hξ¡����

L2
per(Γ)

����[���¤� x���

Hξ = −1

2
∆ − iξ · ∇ +

|ξ|2
2

+ Vper.

£ ���y¡� y�d�A�5¤�¡��A�,�A� �4�
Hξϕn,ξ = εn,ξϕn,ξ.¥§���,�,�t�(� �� y ���¤��g�N�d¤����

ξ 7→ Hξ
�5¡����N�x�����0�d¤9�0���!�0���À `�5�y���,��� ���d�5�#�' x�����d¤��i���²�(� ���0�x�N��¤����

�5¤ ¸!�y�A¡d¡���¡7�0���~���A¡ &����y�5��¤�����¡
ξ 7→ εn,ξ

¡���� �4��¤� �¡d�¶¦�¤ �ON5¤��A�y���A¡��oµX�� �����¡X `���y�t�����y�
E ∈ R

�
�(� �5��¡d�5�~�����

{ξ ∈ Γ∗ | ∃n ∈ N \ {0} �d�A�"�0���
εn,ξ = E}�5¡��t���B���5¡d�����#�0�������'�

M²�F `�5�y�t����¡d¡�¤������0�d�d�5��� 20�?� ´ ¦��,�y± ¾�¾d¾ � � �����"�0���#���4¡� `�5�5�d�d�B���
H

�A¡��� ��y�d�A�,�A� �t����¡��N¸
�������5� ���A��� ��¤��0� �&�*�0���

σ(H) =
∞⋃

n=1

bn
���

bn =
⋃

ξ∈Γ∗

{εn,ξ} =
[
Σ−
n ,Σ

+
n

]
, Σ−

n = min
ξ∈Γ∗

εn,ξ, Σ+
n = max

ξ∈Γ∗
εn,ξ

¼F� ¤�� ���5���N�������
bn

�A¡v�X�N � `�5���4���
n
¸!¤�·A�,�²�x�����y�#�y� ¡� `�5�5�����'�y�

H
�

�¯¤
H

���A ����A¡d�5� ���À�(� 0t���,¤����d����¤��A�F�����¶¦x���,  �,�³���A� �d�5�¨�N�d¤J& ����� �5���N�4�A���A�&���d����¤9�0���E&��������{¸
�,�A� �¶�N�������~�À�N�d�d¤��A�4���5��¡d¤ ���B���B��� �5���N�+&������������5� �¶���Y�5¡��

γ = χ(−∞,εF](H)

 L���������$�5�A�v�¶��¤��
εF ∈ R

�x�N � `�5���²�y¤����A���$���B«x�A����¤(�.M²�$ L�A�y���,��� �����A�+�0���
γ
�� � ������d¤��A� �

��¤��A� �~�(� �5��¡d�5�~����� Pper

��¼��4��¤ ���g�N�$���B«x�A�d�,¤L `�5�y�B@5�d�d�²¤��0�d�A�� ��d�&���4�A�����,�X���� L�����5� ��¤��5�
�¶¦�¤���¤J�0���!�N���y�d�d�A�,�A� � �y¤�� �5���,���-���§�������d¤� ���¤��g�{���A�y������¼��!���d���.���§��¡d¡��¯�5¤��_�X���X�A���0�d����¤�� ���
[ ° ��� �O���i�����~�y�d�i�
� �A���5�5�d�d����¡
 x�����A�5��������� ���y¤����'� ® �~�y��¤���¤�¡���� ���������5�A���, L��¡d¤ ��¤����4���§©-�����¶¦
�
���F���y�d¤��5�0�

γ =
1

(2π)3

∫

Γ∗

γξ dξ
�g���A�

γξ = χ(−∞,εF](Hξ) =
∑

(n,ξ) | εn,ξ≤εF

|ψn,ξ〉〈ψn,ξ|.
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¼F� �� `�5���N�d�A���

γ
 `��¡�¡d·5���'���~���A�y¡d¤��d�

ργ(x) = γ(x, x) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

(n,ξ) | εn,ξ≤εF

|ψn,ξ(x)|2 dξ

���A�d¤\[ ��� �
ργ ≥ 0

� √
ργ ∈ H1

per(Γ)
�5�

∫

Γ

ργ = Z

���
Z

�5¡��i���§�����~�����<�
� �A���A�5�d�d���y¡  x��� �5�A���������-����¤ ��� �����<��¤ ���A���:����«x�A����¤¯�A¡��i�¶¦y��¤�¡�¤y���<�d�A�����
¡������d�T�0�������:�A��� ���d��¤�� �d�'�5¤ ¸!�y�A¡d¡���¡X¡���¤������A�d¤\[x�A� � �`¼����d¡>���-� ¤����F�,�������� »�5�0�d�d�'�¨�

Z
¸!¤�·A�,�

�&�§���
(Z+1)

¸!¤�·5�������������'���'� �5¡��v¸ �{¸¹��¤�����������¡3�0���
Σ−
Z+1 > Σ+

Z

�
εF

 L�A�y�  ����A�������t�-� ¤��� L�����d�
�0���5�������N�����5�����x����¡���� ¤�� ���5���N�������

[Σ+
Z ,Σ

−
Z+1]

�-�¯¤������
�
εF

� �����F���N���A�y�,�y¤��A� ����[���¤��'�§¼��
¡v�¯¡v��·5���t¡d���A���, L�����d���A���,�����y�À¤�¡����¨�N�0� �x����¡i���� ����A�,¤��5� �g��¡i�5� �5�����,�����,�A���y�����5�d�A���
�x�N��¡t���4¡d�5�A�����F�g�N¡��

ε F
ε F

Conducteur

−Σ
Σ +3

2
γ 

Isolant / Semi−conducteur

z  = 2 z  = 3

������� �L� � - �� `�5�5������������� �� `�5���N�d�A��� 0X���,¤�� ������¤��A�  `���y�:���A¡����N���5�d¤¨�N� ° ¤�¡d������� ��¡ �N¡d�5��¤ ¸
�5���������&���5���d¡t�5�����A¡����N���5�d¤���� ° �A�����y���5�d�A����¡��

��
 � 
�� � < ���#�! ��B �� C ������ # ���� < ��� ��* ��&�� � $ < &B�%�� ���E�!" ��C?� $'C � �9C?� �

£ ���y����� �5�d¤�¡��¶�N�- x�N�>& ��¤ �'�5���, `���v�¶��� �
Z

�A���A�&���d����¡� x�N���A�5���������,����¤ ���!�����À�,�¯��·5�������
0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q��d�5����¤���¡�� �5�A��¤��

inf
{
E0

per(γ), γ ∈ PZ
per

} � �L� � 4��
���F��� �A�y�A�3��¤��4���60X�N�������A�#«x�¯� Q��A¡v�t�y�������5�' x�N�

E0
per(γ) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆ξγξ

)
+

1

2
DG1 (ργ − µper, ργ − µper) .
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¼�� &����d�,����¤���¤����A��¤����
DG1

�A¡�� ��� [x��¤��  L�����$�����y���5¡,&����y�5��¤�����¡
f

�5�
g Z3 ¸! L�A��¤�����¤9�0���5¡¡�� �,¡����,���5� �t�������y��¤�·5�d�5¡� x���

DG1(f, g) :=

∫

Γ

∫

Γ

G1(x− y) f(x) g(y)dx dy.

���
G1

�5¡����¨�T&����y�5��¤���������[���¤��B���B������¤�·5�d�²�y��¤9�0���B x���




−∆G1 = 4π

(∑

k∈Z3

δk − 1

)

G1 Z3 ¸¹ `�5�d¤�����¤J���y� , �,¤��
R3

G1 = 0.

¼��T&������&��¤����
G1

�5¡����5�2& ��¤��§���X�y� ���������B­4�d�5�A�
Z3

¸! L�A�d¤��¯�y¤9�0�������4��� ¤�� ���5�����&��¤����À��� £ ��¤�¡v¸
¡���� � 4�� �(�0¥§���,�,�

G1

�5¡��
Z3 ¸! L�A�d¤��¯�y¤9�0���!�{¤��¯ `�5�y�-����¡�¡d¤�¡�� �5�A�d¤��d��¡d����¡i�¨� &��������<�-� ���y��¡��A��¤��

���'«x������¤��A�
G1(x) = c+

∑

k∈2πZ3\{0}

4π

|k|2 e
ik·x � �L� � 2��

���
c =

∫
Γ
G1 > 0

�L¥§�A�¨�,¡d�5�����y�A�,��� ���d�'�x����¡���� �g��¡t �����¡6���5���A�d���X���¨�:¡��A�5�d¤����K�L� 2.�L¼;�
�,�A¡����d�

µper

�d�5 ��d�5¡d�A� �d���¨�~�y�A��¡�¤����B L�A��¤�����¤9�0���4���5¡����³� ��� ° �y��[x��¤��B�A���,���X¡d��¤ �

µper(x) =
∑

R∈Z3

Z m(x−R).
�b�L� � ���

)�����¡�¡d�� y `��¡�����¡� L������¡d¤��� y��¤J[��A�-�0���
m

�A¡v�
�y���F&������5�d¤����4 L��¡�¤���¤ ��� �y� C∞
c (R3)

��� ¡��� � L�����
¤����A����¡��x����¡

Γ
�&�6���y� ∫

R3 m(x)dx = 1
� � � �A�����5���Y¡d¤��� y���²�,��� �����B��������¡_�0���

DG1 (ργ − µper, ργ − µper) =
∑

k∈2πZ3\{0}

4π

|k|2 |ρ̂γ(k) − µ̂per(k)|2,

�����(� ���������A�0���A���� y�d�4���I& ��¤ �+�0��� ∫
Γ
(ργ − µper) = 0

 `�����§�����y�
γ ∈ PZ

per

�1)t���d����¡_�0���
�¶¦x�N�A��� ���A¡X���A� ° ���5�d�,�A¡²���:�(� �5���A�>��¤�� E0

per(γ)
�5¡��7[x��¤
 `�����X�����y�

γ ∈ Pper

�Y¥ � �5¡��B�5�¨��¤��
 L���������X ����A�,¤��A���y�&���!� �A¡������d��¤�����¡�¡d¤Y L�����§���²¡��A�A�����  y��¤�¡>���y� √

ργ ∈ H1
per(Γ)

 L�����§�d���y�
γ ∈ Pper

�
� ���<¡d�����y�d¤����#��� � �L� � 4����5¡��  ����
�y��[x��¤ ��¤����������5�¶�{� �A���A�&���d����¤9�0��� &������x���,�A� ����� � ��5I��$��h�@�'&3�($
6��@�'�-&�	����(���W� �����~�5�d¤�¡v�¶���0 x�N�>& ��¤ �4� �0���§�y����¡O�y�����5�d����¡
�x����¡;�����¯���§����¡���¤��d�

γ0
per

�{¼��t���5��¡d¤ ���
�5���A�&��������¤9�0���B�5���d���A¡d L��������� ���#¡d�A�d�,�y�����5�

ργ0
per

�
ργ0

per
(x) = γ0

per(x, x)
� �

¾ �
¥<�N�����.�
¥ �;¼���©-�d¤�¡B�&� £ � ¸!¼H��¼�¤�����¡B��� ���y�A�,��� ���d���x�N��¡ � � � �H�0���,���� ���������·5��� � �L� � 4��
���y���&�d�¶�N¤������K�,¤���¤���¤�¡d�5���

γ0
per

�&� �0�����d����¡����5¡t�,¤���¤���¤�¡d�5���d¡���� �b�L� � 4��< x�N���¶�'���g��¤��A� �t�¨�
��@A�,�²���5��¡d¤ ���

ργ0
per

�K)t����¡<�����y������¡�¤��A¤o���A¡<¤����A�5¡� ��d¤����A¤� x�����A¡§�y�4�¨�� ����A�y���!�L�¯��¤��
(γj)j∈N���y�#¡���¤��d�B��¤���¤��,¤�¡d��� ���� `���y�����4 ���������·5��� �b�L� � 4�� � ¥§¦x���5��� �y�A¡��� L�A���{���A�y�d¡

γj
 `�5�y�B@5�d�d�

���5�A���, L��¡d�B�A�F�����y�A¡����#©§�����¶¦

γj =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(γj)ξdξ.
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�� � 
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 � �	� 
�� �&4

µX�# �����¡����5���,���

TrΓ(γj) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)((γj)ξ) dξ <∞,

(γj)ξ
�A¡��,������ L�A�d�N���5���V�K�����N�A�!� �y�����$�A���� x�N�5�4�O `���y�~�����y�

j
�5�� ����A¡>���y� �����y�

ξ
� ® �

�5����¡d���0���A���5�!�
(γj)ξ(x, y) =

∑

p≥1

λ(j)
p (ξ)u(j)

p (ξ, x)u
(j)
p (ξ, y),

� �L� �
� �

���
0 ≤ λ

(j)
p (ξ) ≤ 1

� �5��� �
(u

(j)
p (ξ, ·))p≥1

�A¡����������x��¡���¦�¤����`�5���d¤��A�y��� �y�
L2
ξ(Γ)

� ® �
� °  y����¤ �¶��� � �������¯���g�N�����G& ��¤��6�0���

(γj)ξ
�5¡��G�������N�A�� L�����������y�

j
�&�² ����A¡3�0���'�����y�

ξ
� ���

 L�A�y�t���y¡d¡d¤���� [x��¤����¨�:���A�y¡d¤��d�

(ρj)ξ(x) =
∑

p≥1

λ(j)
p (ξ)|u(j)

p (ξ, x)|2.

¼��*&����y�5��¤����
(ρj)ξ

�5¡��
Z3

¸¹ `�5�d¤�����¤J���y�!�³ L��¡d¤ ��¤����!�{�5�O¡d¤
ρj

���5¡d¤J�����§���t���5��¡d¤ ���-���<��� �� L�A�d�N���5���
γj
����� �

ρj(x) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(ρj)ξ(x)dξ.

¼��4���y�<���4�¨�# ��d�5��¤�·A�d�X�5�¶�N `�²�y�4�¨�����5������¡��d���N�d¤������A¡����y�4�`�������A�§���A¡$&������5�d¤����y¡
(ρj)ξ

�5�
ρj

�&�X���A¡��� L�A�d�N���5���d¡
γj

�5�
(γj)ξ

�'[�� ���# L���y����¤���� ° �d����¤��d�B���B�A�5¡t¡���¤��d�A¡����A¡�¡d���y¡v¸!¡���¤��d�A¡
�5��� ���A�>���A� �d�A¡� `�5�d�,�5���¶��� �4�0�x�N��¡§���A¡ ���A� ° ���¯���d�5¡§�&�¶�� L�A¡��¯���t x��¡�¡d�A�§¡d���5�A�A¡�¡d¤ ���A�,�A� �6�#�¨�
��¤��,¤����t�x����¡����~�A��� ���d��¤�� �d�#�y�#�¶¦����3���B�&�t������¡���� � °  ����A¡d¡�¤����F���B��� �A�y�A�3��¤��!�
£ �������5�A�¨�L� ��� �d�5�À�N�3�0���»�-� ���L����� �0���

0 ≤ (γj)ξ ≤ 1
 L�����������¯�

γj
�x����¡ PZ

per

�+M²�
���¯��¤��5� �<�A�y¡d��¤ ���²���A¡§�L�������A¡-¡d����¦���¤��d�A�A¡��y�5���y��¤���¤�¡���� � �
� �����² x�N���<���'�5��� �����N¤�� ���t���X�¶¦x�N�3���
�&�t�-� ���¯���d�B x�N�������*& ��¤��_�0���#�¨�~¡���¤��d�

(E0(γj))j∈N

�A¡v���`�������A�'�;M²� �,��� �����B��¤��y¡d¤Y¡����A�5�A¡d¡�¤ ¸
���A�,�A� �X���A¡� ����� ��d¤��5�d�A¡�¡d�y¤��N��� ���5¡��
� ��¼��B¡d��¤ ���

(γj)ξ(x, y)
�5¡��-�`���d���5��������¡

L2(Γ∗×Γ×Γ)
� �5� ���������¨�4¡d��¤ ���

γj(x, y)
�A¡��

�L�������A�~������¡
L2(Γ × R3)

�`�&�4�:@5���#�x���y¡
L2

unif(R
3;L2(R3))

���3^��A�T�À��� ¤�� �N����¤¨�����5�
 ����������N��¡d���N��¤����
�

�L� ® ���y�d¤���¤�¡���� �
�¨�²���5�A���, L��¡d¤ ��¤���� �b�?� �
� � �{�������y��¤��A� �F�0�������X¡d��¤ ��� √
ρj(x)

�A¡v�i�`�������A�
������¡

H1(Γ)
�&���������B�x���y¡

Lp(Γ)
 L�����

1 ≤ p ≤ 6
� ¤��{���A�&��¤�����¡����'�¯���L�����&� � �

41� ® �,�A������������¤����-�y�����A¡d�y���¶�{�  ��d�5�A�5���A� �4���¨�²¡���¤��d�
γj(x, y)

�A¡v� �`�������A���x�N��¡
Lp(Γ×Γ)

�
 L�����

1 ≤ p ≤ 6
�5� √

(ρj)ξ(x)
�A¡v���`�������A�B�x�N��¡

L2(Γ∗;H1(Γ))
�

2.� ® �1[��
�y�5���y��¤���¤�¡���� �i��� ¤��y��� ����¤��d�<���²¼�¤��A�¯¸ ´ ¦�¤����d¤��1�.���������y��¤��A� �$���y�²�¨�B¡d��¤ ���
(ρj)ξ(x)�5¡��t�`���d���5�#������¡

L
5
3 (Γ∗ × Γ)

�
�t ��d·5¡§�g����¤�� �,��� �����_���y�����A¡ ��¤\�o�5�d�5�0�d�A¡i¡d�y¤����5¡ ¡d��� � �L���d���5�A¡�� ¤��y�5¡��  L��¡d¡�¤������<����¡d�� y `��¡��A�
�c���y¤��d�d�7��� ° �d����¤��d�t���A¡�¡�����¡v¸¹¡d��¤ ���5¡ �$�0���²�5�A¡�¡���¤��d�A¡<�5��� ���A�>���A� ���;M²�$ `�5�y����¤���¡d¤L¡d�� y `��¡��A�
�0���
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� ��,

� �����~¡d��¤ ���
(γj)ξ(x, y)

�A��� ���A�3����& ��¤������5���5� �<�x���y¡
L2(Γ∗ × Γ × Γ)

���A��¡��y���7&������5�d¤����
(γ∞)ξ(x, y)

�?M²�, `�5�y�-��·A¡ ������¡i����[x�y¤��i���À�� `�5���N�d�A��� ���y�d�N¸s�N�{����¤�� �
γ∞

¡����
L2(R3)

�
 ����

γ∞ =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(γ∞)ξdξ,

� �
(γ∞)ξ

�5¡��,��� �� L�A���{���A�y�:��� 0t¤����L�A���v¸v�¯�¶¦y��¤��y�~¡����
L2
ξ(Γ)

�O����� �������y� �������A¡��
(γ∞)ξ(x, y)

�KM4� �
0 ≤ (γ∞)ξ ≤ 1

�5���������
0 ≤ γ∞ ≤ 1

�
�L�����'¡���¤��d� √

ρj(x)
�5��� ���5�3���U& ��¤������5���5� �-������¡

H1
per(Γ)

�?&��������5���5� �<�x���y¡
Lp(Γ)

 L�����
1 ≤ p < 6

�&�� ��d�5¡3�0���� ������d���y��¡d�y�
R3

���5�d¡������7&������&��¤���� √
ρ∞(x) ∈ H1

per(Γ)
�

41�����F¡���¤��d���y��&����y�5��¤�����¡# `��¡d¤��d¤����A¡
(ρj)ξ(x)

�A��� ���A�3��� & ��¤��y���A�,�A� �B�x�N��¡
L

5
3 (Γ∗ × Γ)���A��¡t���y��&����y�5��¤����$ L��¡d¤ ��¤����7�0���'�y����¡������d����¡

(ρ̃∞)ξ(x)
�

M²�����A��¤J[x�B�5��¡d��¤ ���7& ���5¤����5���5� �_�0���'�(� �����
1

(2π)3

∫

Γ∗

(ρ̃∞)ξ(x)dξ = ρ∞(x).

M²�F�A�A��¤��d���y�����B���A¡����d����¤�¡
(ρ∞)ξ(x)

�N� ��¤��A�$�y�
(ρ̃∞)ξ(x)

�
¥§���,�,�4������¡���� �g������¡���¤ �� ����y¡�¦����y�4�x���4���y�t���B�¨�:���5� ° ¤�·A�,�B�5���� `�B���B���� y�d�A�¯�����5¡������
�,��� �����A�B�0���

γ∞
���5�d¤\[x�B�¨�~�A���0�d����¤�� ���B���B�¶¦x���>���

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)(γ∞)ξdξ = Z,

�5�2���y¤§�N� @5�����I& ��¤����A� �y�d¤���¤�¡��N�0������& ��¤��T���y�$��� �A���5�3��¤����A¤����5�d¤9�0�����5¡����L���d���5�!� ® � � �o�&�4�
���9���» `�5�y��¤��5¤X�y�d¤���¤�¡d�5����¤��d�5�5���5���5� �$�¨�S�5��� ���5�3���5���A� & ��¤��y���»�y�

(γj)ξ
�A���$��� �� L�A�d�N���5���

¤����A� ��¤ ���#�
� �A¡��t x��¡���� �� `�5���N�d�A������� 0t¤����L�A���v¸v�¯�¶¦y��¤��y�4��¥§�����,�
(γj)ξ

�5� −∆ξ(γj)ξ
¡d��� �

���5¡��� `�5���N�d�A����¡E�»���d���A�$¡����
L2
ξ(Γ)

�O¤�� �A� �5¡���������@A�,�� L�����
(1 − ∆)

1
2
ξ (γj)ξ(1 − ∆)

1
2
ξ�&�~���, ����y¡'���F¡���¤��d� ∫

Γ∗ TrL2
ξ(Γ)[(1 − ∆)

1
2
ξ (γj)ξ(1 − ∆)

1
2
ξ ]dξ

�A¡v�~�L���d���5�!��M²�S L�A�y�'�������
¡��� � L��¡d�5���'�t� ° �d�����&��¤����' ���·A¡
�
� �y���-¡�����¡s¸!¡d�y¤����'�'�0���

(1−∆)
1
2
ξ (γj)ξ(1−∆)

1
2
ξ

�A��� ���A�3���<��� �¨�
��@A�,���À���y¤�·A���_�0���

γξ
�&�§¡d�#��¤��,¤����-¡d�5���B���A�5�A¡d¡d��¤����A�,�A� �

(1−∆)
1
2
ξ (γ∞)ξ(1−∆)

1
2
ξ

��¥§�5�����
�5��� ���A�>���A�y�A��¡�¤9����¤\[x���0���� L�����B ��d�5¡3�0���������¯�

ξ ∈ Γ∗ �5�# L�����²�����y�B�� L�A���{���A�y�
T

���y�d�N¸
��� ����¤�� �4¡����

L2(R3)
¡d�����A�5���, `��¡d��� �B¡d���y¡#��� &����d�,�

T = 1
(2π)3

∫
Γ∗ Tξdξ

��� ���A¡
Tξ

¡d��� �
���5¡§�� L�A�d�N���5���d¡ ���10t¤����L�A���v¸v�¯�¶¦y��¤��y� ¡d�y�

L2
ξ(Γ)

�����0�-���5¡i���³� ��� °
Tξ(x, y)

�� y x�����d¤��5�����A� �
�
L2(Γ∗;L2(Γ × Γ))

����� �

lim
j→∞

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)[(1 − ∆)

1
2
ξ (γj)ξ(1 − ∆)

1
2
ξ · T ∗

ξ ]dξ

=
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)[(1 − ∆)

1
2
ξ (γ∞)ξ(1 − ∆)

1
2
ξ · T ∗

ξ ]dξ.

�t������¡����5�� ����A�x�N�0�-�A�����,�#&������&��¤����:���A¡v� ���A¡ �� `�5���N�d�A����¡
Tξ = (1−∆)−1

ξ

�����,���y�d¤��A� �H�0���

lim
j→∞

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)(γj)ξdξ =

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)(γ∞)ξdξ,
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�&���A���,�,�t���A¡§�� `�5���N�d�A����¡
γj

���A��¤J[x�5�0�<�¨�'�5��� ���d��¤�� ���X���X�¶¦x�N�3���² L����� �����¯�
j
�¯¤��`�5���A¡v�����

��@A�,�4 `�����
γ∞
�

® �1[x�-�x�¨�'�d�d��¤�¡d¤�·5�����5���� L�4���4�¨�� y�d�A�¯���B�A���y�A�A�����B���t x��¡d¡d�!���G�~���~��¤��,¤��d���x����¡��(� �5���A�>��¤��'�
® �»�¯��¤���¤�¡d��� �<��� �5���� L�4 ��d�5�A�A�y�A� ���'�5�����4���A�,���²�y�'« �N�d���
�¯��� ���y��¤��A� �B�0���

lim inf
j→∞

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

[
−1

2
∆ξ(γj)ξ

]
dξ ≥ 1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

[
−1

2
∆ξ(γ∞)ξ

]
dξ.
� �L� � ���

£ ������¤������A�y�d¡��0�5�F�¯��¤���¤�¡d��� �<�¨�~�5��� ���5�3���5���A�G&������d�²���
ρj(x)

������¡
Lpper(Γ)

 L�����
1 ≤ p < 3

�
���F���y�d¤��5�0�

lim
j→∞

1

2
DG1(ρj − µper, ρj − µper) =

1

2
DG1(ρ∞ − µper, ρ∞ − µper).

� �L� � ���
­4�O^��5��� � �L� � ���§�5� � �L� � ��� ����� �N��������� � ° ¤�¡v���5���A�B�
� ���F��¤���¤��,¤�¡��A���- `���y�����4�,�¯��·5���²���A���y¤��
��� 0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q» L�A�d¤��¯�y¤9�0���!�5�$�A���y��¤��d¤����K�y�,�,��� �����A�U�0���� L�����² y�d�A¡>�0���,�d���y�

ξ ∈ Γ∗�&�
x ∈ Γ

�
(ρ∞)ξ(x) = (γ∞)ξ(x, x).

� �L� � ���
¥§�5�A¤y¡��-�,��� �����-�5���y�d¤���¤�¡��N�0�������5��� ���5�3���5���A�#& �N¤������ ���A¡
�� `�5���N�d�A����¡

(1−∆)
1
2
ξ (γj)ξ(1−∆)

1
2
ξ�&�t�5� �¯��¤���¤�¡d��� ���A���,�,�²�� L�A���{���A�y�d¡v¸b���5¡���¡����5¡��� L�A���{���A�y�d¡���� 0t¤����`�5���v¸v�¯�¶¦��,¤��¯�

Tξ = (1 − ∆)
− 1

2
ξ θξ(·)(1 − ∆)

− 1
2

ξ

���
θξ(x)

�A¡v�t�y���7&������5�d¤����F������¤��d����¤��d�t���
L∞(Γ∗ × Γ)

� ¾ �Y�¯¤��A� �t�������d¡

lim
j→∞

∫ ∫

Γ∗×Γ

(ρj)ξ(x)θξ(x) dx dξ = lim
j→∞

∫ ∫

Γ∗×Γ

(γj)ξ(x, x)θξ(x) dx dξ

=

∫ ∫

Γ∗×Γ

(γ∞)ξ(x, x)θξ(x) dx dξ

�&�4�K���3^��A���:�¨�:�A���0���A�>���A���5�����
(ρj)ξ

�x����¡
L

5
3 (Γ∗ × Γ)

�����»������¡�¡d¤

lim
j→∞

∫ ∫

Γ∗×Γ

(ρj)ξ(x)θξ(x) dx dξ =

∫ ∫

Γ∗×Γ

(ρ∞)ξ(x)θξ(x) dx dξ,

�
� ��� �b�L� � ��� �
)�����¡i ��d���y�����y¡$�² y�d�A¡��A� � ��� ����¤��A¤��d�§�������²���A�y¡d¤��d�� `�5�d¤��¯��¤J�0���

ρ0
per

� £ ����� �5�A�¨�L��¡d�y � `��¡d����¡
�0�
� ¤��`� ° ¤�¡v���4���5� ° �,¤���¤���¤�¡d�5���d¡ ���²�(� �5���A�>��¤��²¡���� PZ

per

�
γ1

�5�
γ2

���y�²���A�y¡d¤��d�A¡���¡�¡d���A¤��A�A¡
ρ1�&�

ρ2

�L����¤��
γ = 1

2
γ1 + 1

2
γ2

� �������d¡

E0
per(γ) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆ξγξ

)
+

1

2
DG1 (ργ − µper, ργ − µper) ,

=
1

2
E0

per(γ1) +
1

2
E0

per(γ2) −
1

8
DG1(ρ1 − ρ2, ρ1 − ρ2),

= I0
per −

1

8
DG1(ρ1 − ρ2, ρ1 − ρ2),
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���
I0
per

�A¡v�»������¤���¤��~�y� ��� ��� �A�y�A�3��¤��� L�A�d¤��¯�y¤9�0���� L�����
γ ∈ PZ

per

� £ �����5����¡d���0���A� �4�
DG1(ρ1 − ρ2, ρ1 − ρ2) = 0

�-¥§���,���
G1

�
ρ1

�
ρ2

¡d��� �,�����y¡
Z3

¸! L�A��¤�����¤9�0���5¡�� ���� L�A�y�
���A�A��¤����#�(� � °  ��d�5¡d¡d¤����F���

DG1

�g���5�'���A¡��A��� �,�5¤��A� �d¡��y�'«x���y�d¤��5�<���
G1

�&�
ρ1 − ρ2

¢

DG1(ρ1 − ρ2, ρ1 − ρ2) =
∑

k∈Z3\0

4π

|k|2 |ρ̂1(k) − ρ̂2(k)|2.

�t¤���¡�¤��
DG1(ρ1 − ρ2, ρ1 − ρ2) = 0

����¤J���y�A�,�A� �B¡d¤ ���À��¤\�o�5�d�A�y�A�
ρ1 − ρ2

�A¡v�#�A����¡v�¶��� �d�!�
M²� ∫

Γ
ρ1 − ρ2 = Z − Z = 0

�&�t�y�����
ρ1 = ρ2

�
)�����¡�����������¡ �A�����y�d�d�4�,��� �����A�<�x�N��¡����² y�d���¶¦x��¤��$�¶¦��� �¤��d�d�7�0���4���²��¤���¤��,¤�¡��A��� ��� � �L� � 4��
�5¡��4���y¤9�0���!�5�0���~�!� �A¡v�4���� ����{���A�&���5���²���v��¦��%�����x��� �

γ0
per

2
= γ0

per = γ0
per

∗ ���5� �0�
� ¤��;���A��¤J[x��(� �������N��¤����F���y���{¸!�A��¦��A���A� ���
γ0

per = χ(−∞,εF ](H
0
per)

� �L� �N���
���

εF ∈ R
� �y¤����A���F���#« �5�d�,¤ � �¯���

H0
per = −1

2
∆ + Vper

�&�t� � ���4 `���d�A� ��¤��A�Y�y�#�¶¦����� F�,� ���A�

Vper(x) =

∫

Γ

G1(x− y)
(
ργ0

per
(y) − µper(y)

)
dy

�5¡��t¡d�����y��¤����$���F ��d���y��·A�,�
{

−∆Vper(x) = 4π
(
ργ0

per
(x) − µper(x)

)
,

� ® �0�x�N�d¤�������� £ ��¤�¡d¡������
∀z ∈ R, Vper(x+ z) = Vper(x)

�b¥§���y��¤��d¤�����¡��N� ° �L���d�y¡� L�A��¤�����¤9�0���5¡ �
.

)��������y¡ �0�������X¡d�����y��¤����:����¡���¡v��·A�,������ ��d������·5���<�5����¤� y�d¤9�0���§�5¤ ¸¹���A¡�¡d��¡i�
� �A¡v�- ���¡ ����¤J���y�!�
����¤�¡ �0��� �����y�d�A¡;¡d�5¡O¡d�����y�d¤�����¡�¡���� �O���-�¨�+&��������

Vper+C
�{� �

C
�A¡v� ���y�-�5����¡������ ���'� �¯¤0��� ���

���A�, ��¨���5�
Vper

 x���
Vper +C

�¯¤��`¡�� �������²�d�5�� y�¨���5�A�
εF

 x�N�
εF +C

�x�N��¡ �b�?� ����� �y¥§�����,�
Vper ∈ L2

per(Γ)
�;��� 0X�N��¤���������¤��5�

H0
per

�A¡v����� �� L�A�d�N���5���~���F�¯�¶¦y������¤��.���A�~ L�A��¤�����¤9�0�����5�
¡���� ¡� `�5�5�d�d�# `��¡�¡d·5���'���:¡��������5�d���d�B���5�A��¤������:�¨�:¡��A�5�d¤����� ����A�5�A���5�0�d�!�

� ��� E �,($���5%5��3B��%&�'�V(���� +-

%5���;3#���6	$

�������:�;3#����($��� ($��M�3#���;�
	�����+-�;�$���5�

)t���d�d�»�� � ����¯�¶¦��»�A����¡�¤�¡v���`�S�5����¡�¤����5�d�A����� ����& ���¯���A�����,�»���y� �  �¡��A���y�N¸!�,�����5�A����� �
 ������.���5�²�x���y¡����²�5�d¤�¡v�¶���` x��� & ��¤��-¦.=��d�!� ¥§�&�d���B�N � ��d���¶¦��4���A ����A�����x���y¡������g�������4��¤J�`�A���A� �
�(� �� y ��d���¶¦��:¡d�y¤���¤��'�x����¡ � ���.-���� �  L�����X�5���y��¤��5�²���A¡4�,����·A���A¡²�
� �A���A�&���d���y���x���,¤9�0���T�������¯¸
�d¤9�0��� ��0 ® µ�� �gµ²����¡������y���A�H�0��¤ ¡d�y¤��4�A������¡�¡d�y � `��¡d����¡ �0�
� ¤���� ° ¤�¡��d�i���8���� 

Σ−
Z+1−Σ+

Z > 0� ���y�����A�,�A� ����¤��B�0���B���4�A�d¤�¡������Y¦.=��d�B�A¡������F¤�¡����¨�N�0�<��� �y� ¡��A�,¤ ¸!�5�������y�5���5��� � �



������� � �����F� � � ��
 � ��� � � � � 
 � � 
 � ���%��
 � � �F� 
 �'� 
�� � � ��� � � ��
�� �����A�)
�� �F� �����
��
�� 
�� � �E*#"� #A ��CD��� < A ��& > < ���#�! ��B ��* �9CF&)�

�¯¤
µ
���A¡�¤9�����B�����y¤�¡��d�d¤����y��¤����$���#�¶¦x���>���'�0���5���A��¤����4���»�5�d¤�¡v�¶���Y�³���A�'����& ���¯�4�x�¨�:�¶¦x�N�3���

�0���5���g�N¤��d�B���B���~ �¡d�5�����N¸¹�������A�5�����4¡��A�����¨�~�y¤�¡��d�d¤����y��¤����
ν
���5�����7���y�

µ(x) = µper(x) + ν(x).
�t¤���¡�¤` x�N�§� ° �5�� ����!��¡d¤L�������A�, ��¨���5�t���t�y� �����$�����5�d¤�¡��¶�N�` x�N�>& ��¤ �-¡�¤��d���U���(� ���d¤9��¤����� x�N�-���
���³�����»���B�¶¦x�N�3���

Z ′ � ¤��� y���d�&���
� ��¤��L��¤��A� �
ν(x) = (Z ′ − Z)m(x).

µ²�N��¡O�5�#�0��¤�¡d��¤ �4�³�����y¡O¡d�y � `��¡d�A������¡ ���y�
ν
�5¡��
����� &������5�d¤����#�����y���A�-���

L1(R3)∩L2(R3)
�

µX�#��@A�,�!�������5�A�d¤����:�¨�~���N�d�d¤��5�4���A�y¡d¤��d�B�����A�d¤�¡��������g���A�#��� & ���y��¡d����¡t���T&����d�,�
γ = γ0

per +Q,

Q
�y�A¡d¤J���x��� ���¨�~���N�d�d¤��5�4���A�y¡d¤��d�B��������& ���¯�4�;)t�N������¡B�0���

Q
���5�d¤\[x�B���A¡��5��� �����N¤�� ���5¡

Q∗ = Q
�5� − γ0

per ≤ Q ≤ 1 − γ0
per.

� �L� � � �
)�����¡<��� [x��¤�¡d¡d����¡��À�N¤�� ���5�x��� �§�(� �5���A�>��¤����A���A�&���d����¤9�0���t���$����& �N�y�< L�����-�����²���N����¤��5�t���5�¯¸
¡�¤����4�d�A¡��

γ
 x���

E rHF
µper+ν(γ) − E rHF

µper+ν(γ
0
per).©§¤��A���&��¤����5���,�A� �4�0�5�5�d�d�²� °  ����A¡�¡d¤������
� �T�0�
� �y�$¡d�A�y¡#&����d�,�A�x y��¤�¡>���y�²���5¡-���5� ° ������� ��¤��d�A¡

¡���� ��¤��1[x��¤��A¡ �
µper

�5¡��' `�5�d¤�����¤J���y�:�5�
γ
�&�
γ0

per

¡d��� �'���������1� ¤��1[x��¤ � � ® � �d�5�N���y�¶¦��!���A�
���A�A��¤��N��� ���A�&�d���B��¤\�o�5�d�5���A�B�A� &������&��¤��������B�¨���N���d¤��������

Q = γ − γ0
per

�x�������y��¤��A� �

E rHF
µper+ν(γ) − E rHF

µper+ν(γ
0
per) “ = ” Tr

(
H0

perQ
)

−
∫

R3

∫

R3

ν(x)ρQ(y)

|x− y| dx dy +
1

2

∫

R3

∫

R3

ρQ(x)ρQ(y)

|x− y| dx dy,

�&�-�y����¡ ���5�d������¡H�0�
� ¤����A¡v�i `��¡d¡d¤������§�����������y�A�i����¡d�5��¡i�À�N�d¦��A���N�d¤9�0���§ y�d�A�5¤�¡i�����,�A�~�y�d�
���#������¤��d�²���B��� ��� �N��¤��d�X�5¤ ¸!�y�A¡d¡���¡��
® �I& ��¤ �4�0��� �A��¡��A�~�y���²���5¡<���N����¤��A�5¡-�y�A��¡�¤����

Q
¡����<�����0���A�`��¤���¤��,¤�¡��A� ���t���5�~�����X���²�y�d��¤ ���

���§��� ��� ����¤��d� �A¤ ¸¹���A¡�¡d��¡O `���y�O���y�d�A��¤��
�(� �5���A�>��¤�� �A���A�&���d����¤9�0���-���~��� & ���y�O�N�X�y����¡�@&�����#&���������¤
 x�N�$���A¡����>�����,�A� ��¡À������¤���¤ ���$��¦��5�d�,�¯�¯�¯������¤J�0���!� £ ���y�$���A�5�d¤������A�&�$�A��¡��A�~�y���!�§������¡
���&�����y¡<�
� ���`���d�À¤�� ���d������¤��d���¨�B�����d¤����,���������N�A�&¸

γ0
per

¢����À�� `�5���N�d�A���
Q

�A¡��+�#�d�����5�&¸
γ0

per

¡d¤
Q ∈ S2

�&�
γ0

perQγ
0
per

�
(1 − γ0

per)Q(1 − γ0
per) ∈ S1

�<M²� ���N���A�d�
S
γ0
per

1

�&�� `���y��¡d¤��, ���¤J[x�5�
S0

1

��� �A�y¡d�A�������#���A¡t�� L�A���{���A�y�d¡*�,���d���A�C¸
γ0

per

�L¼����d�����5�&¸
γ0

per

�
� ���»�� L�A�d�N���5�������������5�¨��¡�¡d�
S0

1

�5¡��t�������d¡���� [x��¤��B�5�����,�
Tr0(Q) := Trγ0

per
(Q) = Tr(γ0

perQγ
0
per + (1 − γ0

per)Q(1 − γ0
per)).)��������y¡6�0���

Tr0(Q) = Tr(Q)
¡d¤
Q

�5¡��t������ L�A���{���A�y�*�~�d�����5�!� £ ������¡d¤��, ���¤J[x�5�§���5¡������¶� ¸
�d¤�����¡��x������¡���� [x��¤�¡d¡d����¡

Q−− := γ0
perQγ

0
per

�5�
Q++ := (1 − γ0

per)Q(1 − γ0
per).
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)�����¡� `���¯������¡6�: ����A¡d�5� �X¤��0�d�d������¤��d�4��� �A¡� x���5�#�y�'©§���x���¶¦
Q =

{
Q ∈ S0

1

∣∣ Q∗ = Q, |∇|Q ∈ S2, |∇|Q++|∇| ∈ S1, |∇|Q−−|∇| ∈ S1

}
,

���N���B���B�¨�:���������

||Q||Q := ||Q||
S2

+
∣∣∣∣Q++

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣Q−−∣∣∣∣

S1

+ |||∇|Q||
S2

+
∣∣∣∣|∇|Q++|∇|

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣|∇|Q−−|∇|

∣∣∣∣
S1
.
� �L� �����

¼��S ����� L��¡d¤ ��¤���� � �b�¯�5�5��¤����+2.� 41� � �:�5�¶�N����¤����`�0�
�Y�S�d���y�
Q ∈ Q ���  L�A�y�$��¡d¡��¯�5¤��A�,�����

���5��¡d¤ ���
ρQ ∈ L2(R3) ∩ C ����[���¤��B���B������¤�·5�d�²�y��¤9�0���B x���

∀W ∈ C∞
c (R3), Tr(WQ) =

∫

R3

ρQ(x)W (x) dx

�&�2�0���K��� �� � y��¤��A�N��¤����
Q 7→ ρQ

�A¡v���A���0�d¤��0���'� ¾ �A¤(�-��� ���N�¶�N�d¤���� C ���5¡d¤J�����K�(� �5¡d x���5�»���
¥§���y�����~�

C := {ρ ∈ S ′(R3) | ρ̂ ∈ L1
loc(R

3), D(ρ, ρ) <∞},���
D(·, ·) �5¡��'�¨�2&����d�,�V�0�x�����d�N��¤J���y�� L��¡d¤ ��¤ ��������[���¤��,¡d��� {ρ ∈ S ′(R3) | ρ̂ ∈ L1

loc(R
3)} x�N�

D(f, g) := 4π

∫

R3

f̂(k) ĝ(k)

|k|2 dk.

)��������y¡6�0���
L

6
5 (R3) ⊂ C �5�6�0���# `���������A¡B&������&��¤�����¡

f
�5�
g
�� � x�N�����5�x��� �*�

L
6
5 (R3)

�

D(f, g) =

∫

R3

∫

R3

f(x) g(y)

|x− y| dx dy.)�����¡�����[x�y¤�¡d¡�����¡����������5���5�0�� L�����
Q ∈ Q

Tr0(H
0
perQ) := Tr(|H0

per − κ|1/2(Q++ −Q−−)|H0
per − κ|1/2) + κTr0(Q)

���
κ
�5¡��4�y�K�����~�y�d�����A�5�O������¤��d����¤��d�B�¶¦���¤�¡d¤;�x����¡t���8� �� 

(Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

��������¡²�,��� �����A������¡
���À�¶¦x�� �¤ ���d�t¡d��¤ �N��� �+�0���²���t�,�A�~�y�d�X�y�X������¤��d�t���X��� � °  ��d�5¡d¡�¤������5¤ ¸¹���A¡�¡d��¡��#��¤��5������¡��A��¡
�&�~�������A L�A���  ���¡����S�¶¦���¤ ° �y�

κ
� � )t���y¡�¡d�����,�A¡#�À�N¤�� ���5�x��� ���5� �,�A¡d�y�d�À�y�À�����y���A�

���y����� [x��¤ ��¤���� ���N�d¦��A���N��¤J�0���: ��d�5�A¤�¡d�,�������I&������5�d¤����y���A�����~�
� �A�y�A�3��¤������,����������������·A���
���#��� & ���y�4�x¥§�A�����&¸¹�A¤Y¡�� �5�A�d¤ �

Eν(Q) := Tr0(H
0
perQ) −D(ρQ, ν) +

1

2
D(ρQ, ρQ),

���
κ ∈ (Σ+

Z ,Σ
−
Z+1)

� �d�� � L�A������¡ �0��� Eν(Q)
�5¡��4¤������A L�A�y�x��� �²�����¶¦y��¤ ° ���

κ
� �o¼��:&������&¸

�d¤������y�A����� Eν(Q)
�A¡v� ��� [x��¤��§ `���y�
�����y�

Q ∈ Q � ® �1[x�: L�����
�d�A��¤��O�5���� ¯���§�y�A¡ �5��� �����N¤�� ���5¡
 �¦ ��¡d¤J�0���A¡ �b�L� � � � ��������¡�¤��0�d�d������¤�¡d����¡��(� �5��¡d�5�~�����4���B��¤���¤��,¤�¡d�N��¤����

K :=
{
Q ∈ Q | − γ0

per ≤ Q ≤ 1 − γ0
per

}
.

M²�� L�A�y�²���A��¤J[x�5�U�0��� K �A¡��²�A� & ��¤ �t�(� �5� ���A���� � L�~�A���0��� ° �E&��A�����5�����5¡4�5�¶�{��¡
Q ∈ Q �0��¤

¡�� �5�A�d¤ ���5�0�X¡d���y¡����T&����d�,�² x�N����¤��A����¤�·5�d�
Q = γ − γ0

per

�
γ
�5����� �t�y�F y�d�{���5�5���5���������d¦��%���������

¡����
L2(R3)

�
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�� 
 � � ���!" �� #A��� �� > �!AB� > �!"� #&B��"

)t���y¡X�����y¡²¡d���,�,�A¡�¤�� ���5�d�A¡�¡d�5¡G�À���A� ° ¡�¤������N��¤�����¡� �¦ �¯¡�¤9�0���5¡���µ²�N��¡²���# ����A�,¤��A���g�N¡��
���$¤��� L��¡��t���t L�����5� ��¤��5�`�¶¦y¤��,¤9�0���!���¨�#�¶¦x���>���X�5���d���A¡d L��������� �B����� �5���N�<�,¤��y¤��,¤�¡��N�0� ��� �A���5�v¸
��¤����5�¶�N�0���������d¡:�y����¤����5�����0���F���  y�d������·A�,�!� µX����¡,���$���5� ° ¤�·A�,���g��¡��i��� ¤��, `��¡��$�����
�5��� �����N¤�� ���B���B�¶¦x���>���!�x�5�G���y¤;�y�������B��¤��A� �:���F ��d������·5���4���N��¦y�A���N��¤J���y�² ����y¡���¤ �,�A¤����'�

�  �� � � ��� � � � � a � a � a�	���
 a ��� ������$ � �+*/� 
'� � 
 a@� � $ � a � a������
¥§���y¡d¤��y�A�d����¡t���4 ��d������·5���²�y�#�,¤��y¤��,¤�¡��{��¤�����¡���¤��N��� �

Eν
εF

:= inf{Eν(Q) − εFTr0(Q), Q ∈ K} > −∞ �b�?� �&4��
 L�����

εF
�x�N��¡ ���+���� ��A� ���������A¡ ���������5¡

Z
�&�
Z+1

� µ²�N��¡ �A���,�¯��·5���'�N���²�¶¦x���3���������y��& ���y�
�5¡��t�A��� ���>=����5�4 x�������4 L���d�A� ��¤��A�Y�¶¦�¤���¤J�0���!�����F�y¤����A���F���#« �5�d�,¤��

εF
�

)�����¡�����������¡- ��d���¯���A�B�:���:�¯�A�&��¤���� 2.� 4L� �T�0���4�5�# y�d������·A�,�4�����,�5�<������¤���¤��,¤�¡��A���
Qν,εF

�
¼��� ��d���y��·A�,� �b�?� �&4��O `�5�y� �"�����(�'��� �N�����&�d�d�d�� ����y¡d¤��5���d¡i�,¤���¤���¤�¡d�5���d¡
�À��¤�¡ �����y¡-���A¡i��¤���¤ ¸
�,¤�¡��A����¡  ��������!���A� �-�¨�4��@A�,�����A��¡�¤��d�

ρQν,εF

� £ �N�-�N¤������A����¡����5���,����������¡i��� �³������¡-�����������A�
 ����A�5�A���5���,�A� �4�x�d���y���,¤���¤���¤�¡d�A�y�-���5�d¤\[x�B��� ���0�x�N�d¤��������¯���N¸¹�A��¦��5�d�5�0�d�

Qν,εF = χ(−∞,εF )(HQν,εF ) − γ0
per + δ,

� �L� � 2��
���

HQν,εF = H0
per + (ρQν,εF − ν) ∗ | · |−1

�&�4���
δ
�A¡��B�y���� `�5���N�d�A���X���y�d�N¸s��� ����¤�� �t���~���N�.� [x��¤;���5�d¤J[x��� �

0 ≤ δ ≤ 1
�5�

Ran(δ) ⊆
ker(HQν,εF − εF )

�
)�����¡<�,��� �����A�d����¡+�0���²�(� �� L�A�d�N���5���

(ρQν,εF − ν) ∗ | · |−1
�A¡v�������X `�5�����y�d�x�N�d¤����À�A���, x���&���

���'��� �� L�A���{���A�y�����:�¯�¶¦y������¤��.���A�� `�5�d¤��¯��¤J�0���
H0

per

�x�5�*���-� �5�K�A���y¡d���0���5���A�:���A¡��� L�A�d�N���5���d¡
HQν,εF

�5�
H0

per

��� �-�:@5����¡� `�5�5�����X�5¡d¡d�5� ��¤��5��� ® ���d�&���N���¶¦��!���5�-�A���0�d����¤��d�5���5�0�§����¡d L�A�5�d�d�
���
H0

per

� ����¡� `�5�5�d�d�����
HQν,εF

 `�5�y�-�A��� ���5��¤�� �y�A¡i���N���A�y�d¡i ��d�� ��d�5¡ ¤�¡d�����A�5¡ �y���������d¤� ���¤��A¤ ���
[x�y¤��K�5�R�y�A¡d¡�����¡$�������S�x���y���K���� �����¡À����¡d¡�� �5���A�>��¤��»�5�$�x�N��¡����5¡I� �� y¡��<¼��5¡����N���A�y�d¡
 ����� ����A¡����

HQν,εF

¤��1&��A��¤��5���d�5¡_�
εF

�A�����d�5¡d L�������5�0�*�:���5¡��A���5�5�d�d����¡����¯�A����¤�¡d�5¡§ �¤������5¡� x���
���4����& ���¯�4�

ε F
0

ε F
qν,

������� �L� � -$�¯ L�A�5�d�d�B���
HQν,εF

���A�F¦x���y� ���&�����
H0

per

���A�F�x��¡ �

)��������y¡
H− = Ran(γ0

per)
�&�

H+ = Ran(1 − γ0
per)

���A¡X�A¡d ����A�5¡4�d�A¡� `�5�5�d¤����5���5� �B�¯�5�A�� L�A¡
�&�t��¤��v�����5��¡���� �A��¤�¡������Y x�N�>& ��¤ �����B�x��¡d�'�`�¯�� � L��¡d����¡t����¤��0�d�A�x�N�0�B�0���

εF
���B¡d��¤ �� x��¡������

�N�����A���: ����� ����F�y�
HQν,εF

� µ²�N��¡��5���g��¡
δ = 0

�&�
Q = γ − γ0

per

�5¡��,�¨�K��¤\�o�5�d�5���A�����
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'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

���5� °  ����{���A�&���A�y�d¡ �����d¦��%��������� ° �%�X�����d¡ ����& � � �&4�� �O¤��y� ° ¤�¡v�����������x��¡������ 0t¤����`�5���
(ϕ−

i )i>N−���
H−

�5�~�����$�x��¡��$��� 0�¤����L�A�v�
(ϕ+

i )i>N+

�y�
H+

�d�A�����A¡T���y�$�x����¡~���»�x��¡��$��� 0�¤����L�A�v�
((ϕ−

i ), (ϕ+
i ))

�y�
L2(R3) = H−⊕̂H+

��� ��¤��

Qν,εF =




−IN−
0 0 0

0
��¤¨�!�

(−a1,−a2, · · · ) 0
��¤��!�

(b1, b2, · · · )
0 0 IN+ 0
0

��¤��!�
(b1, b2, · · · ) 0

��¤��!�
(a1, a2, · · · )




�g���5�
0 ≤ ai < 1,

+∞∑

i=1

ai < +∞, bi =
√
ai(1 − ai)

�&�
Tr0(Q

ν,εF ) = N+ −N−.µ²�N��¡������d�d�²�,�¯�y·A���
Tr0(Q)

¡��A�d��¤�� ���A�� ��d�&���²�5���,���t�¨�'�¶¦����3���4�y�$����& ���¯� � ���X��¤��A�� ��d�5�A¤�¡
�5�0�d�d�

Tr0(Q)
�5�����A¡�����¡��A���N���y���A¡� �¦ ��¡d¤J�0���A¡��d�5¡��¶�N�0� �:�A�5�¨��¤��d�A¤�� � �

)��������y¡]�0���<�¨���À�{���d¤��A�
Qν,εF

 `�5�y�]@&���d�§�d�A�y�����<��¤��!�����������i�A�: y�d�A����� � �¨���x��¡d�§��� 0�¤����L�A�v�

((ϕ−
i )−N−<i≤0, (ψ

−
i )i≥1, (ϕ

+
i )−N+<i≤0, (ψ

+
i )i≥1)

���
ψ±
i = ±

(
1∓√

ai

2

)1/2

ϕ−
i +

(
1±√

ai

2

)1/2

ϕ+
i

� µ²�N��¡��A�5�����B�x��¡��

Qν,εF =




−IN−
0 0 0

0
��¤¨�!�

(−√
a1,−

√
a2, · · · ) 0 0

0 0 IN+ 0
0 0 0

��¤��!�
(
√
a1,

√
a2, · · · )


 .

M²������¤ �B���y�
Qν,εF

¡d�A�d�:�~�d�����5�#¡�¤��5��¡d�5�����5���5� ��¡d¤
+∞∑

i=1

√
ai < +∞,

�5�8�0��¤��
� �A¡v�� x��¡��5��¤��y�A� �X y��¤�¡>���-� �������(�'��� ���»�:¡d�5�����5���5� � ∑+∞
i=1 ai < +∞ �

�  �� � � ��� � � � � a � a � a�	���
 a ��� ������$ � � �($ ��� 
  �Ka � 
'� � �($ ���  �: �
µ²�N��¡À���F�A��¡À y�d�A�5�A���5� ����� ¤9�������d� �%�����(�'��� �¨���¶¦x���>���»�y� ��� & ���y�4� ��������¤�¡��0�
� ¤��5¤�������¡
���������y¡ ��¤���¤��,¤�¡��A�;��� �A���5�3��¤��<�A��¤��� L��¡��N�0� �������A��� �d����¤��0�d�������¶¦x���>���!�0µX����¡i�����d�d���,�¯��·5���'�
��� �¶¦x���>�������S����& ���¯�~�A¡v� �+����	-j !�&3���h�(�'&

q := Tr0(Q)
������������¡��0���À��� ���A�¨�{��¤����  ����A�5¤�¡d�

�5�0�d�d�
Tr0(Q)

�&�'���A¡4���y¡d�A�v�N�������5¡4 �¦ ��¡d¤9�0���5¡'���A¡v���:���A�A����¤����A¤�� � �5)t����¡B���y���5������¡#��¤���¡d¤
���
 ���������·A�,�4¡d��¤ ���N�0�

Eν(q) := inf{Eν(Q), Q ∈ K, Tr0(Q) = q}, �b�L� �����
�x�N��¡t�����0���5���¨�~�¶¦x���>���

q ∈ R
�5¡��������y���A�'�



���������D�
����
 � �F� �)�
� � �'
 � � ��� 
 � 
��	��
 � ��� �D� � ����� � � 4 �

¼��# ��d�5��¤��A���d�5¡d��� �¶�N�6�0���#������¡������y������¡��A¡v�X�(� � °  y�d�A¡�¡d¤����K���������0��¤J�0���4���
Eν(q)

�x L���������
�A��¡t¡d����¡���� & ���y� �

ν = 0
�

E0(q) =

{
Σ−
Z+1q pour q ≥ 0

Σ+
Zq pour q ≤ 0,

���
Σ+
Z

�A¡v�²�¨�,�`���d���'¡d�� L�A��¤��A�y�d���y���¨�
Z
¤�·A�,�'�x�N�������&�

Σ−
Z+1

�¨���`���d���'¤��1&��5�d¤��5���d�#���'�¨�
(Z + 1)

¤�·5���#�x���y���!�oµ²����¡²�5�~�g�N¡²���
ν = 0

�`���' ���������·A�,�'������¤���¤��,¤�¡d�N��¤������
� �� x��¡t���
¡������y�d¤����-��¡����L&O¡�¤

q = 0
�

)�����¡ ����� �d�d����¡i�5��¡d��¤ ���B�0������� � ° ¤�¡v���A�y�A���
� ���À�,¤���¤���¤�¡d�5���
Qν,q

 `���y� ���� ��d������·5��� � �L� �����
�5¡��t���0��¤��N�����A� ���G���¶¦x���5�����#���A¡����5� ° �A������¤��d¤����y¡<¡d��¤ �N��� ���A¡#¢

- �d���y�d�X¡d�y¤������,¤���¤���¤�¡���� ���§ `���y�-���� y�d������·A�,���A¡��§ ��d�5�A���, x���&���t�x����¡ Q �5�-�A��� ���5�3���
���A��¡t���F�,¤���¤���¤�¡d�A�y�

Qν,q
���B��� �A���5�3��¤��

�- �y�A¡ ��&Aj(6���5f���Wj��`	-��� = �3� 4��	� ¡���� �����A��¤J[x�5�A¡#¢

∀q′ ∈ R \ {0}, Eν(q) < Eν(q − q′) + E0(q′).

µ²�N��¡§�����A��¡ �����5�A¡-�A�����y¤���¤�����¡i¡d���0� ���5�d¤\[x�A�5¡���������¡ ���y�d�A�����y¡-�5�����,���x����¡ �����A��¡- y�d�A�5�&¸
���5� �_�0���X���t�,¤���¤���¤�¡d�5��� �
� �A¡v�� x��¡ ���A�5�A¡�¡���¤��d�A�,�A� ���y��¤9�0���t�À��¤�¡H���y�X�¨�#���A�y¡d¤��d�X�N¡d¡d���A¤��A�
ρQν,q

�(� �5¡���� ® � ���y�d�d�,¤�� � ° ¤�¡����
εν,qF

�x����¡#���V� �N 
[Σ+

Z ,Σ
−
Z+1]

�d�A�H�0���À������¤���¤��,¤�¡��A���t���¯¸
�d�A�0�S¡���¤��#���y¡d¡d¤i��� �,¤���¤���¤�¡d�A�y�t���  ���������·5���:�y�,�,¤��y¤��,¤�¡��{��¤���� � �L� � 4��X `�����

εF = εν,qF
�

¥§�²�,¤��y¤��,¤�¡d�5���O���A�d¤\[x�²�(� �������N��¤����À�N�y���N¸¹�A��¦y�A�d�5� ��� � �L� � 2��i L����� ������ `�5���N�d�A���
δ
���A��¤J[ ��� �

0 ≤ δ ≤ 1
�&�

Ran(δ) ⊆ ker(HQν,q − εν,qF )
�Y¼F� �� `�5���N�d�A���

δ
�5¡��4�y�~�����1� [x��¤
¡d¤

εν,qF
�
� �5¡��

 x�N¡��(� �y���B���A¡�� ° �d�d�A�,¤��d�A¡����,� �� 
��µ²����¡����²�A��¡��A��� ���d��¤����!���'� �5¡������F�� L�A���{���A�y�*�~�d�����5�!�
® �1[x���y����¡X�&�¶���y��¤�¡�¡d���y¡*�0���'��� �A��¡��A�~�����'�y�A¡

q ∈ R
¡d�N��¤�¡>& ��¤�¡���� �����5¡t�5������¤ ��¤�����¡��d���0��¤�¡d�5¡

 L��������� � ° ¤�¡v���5���A�#�
� ���»�,¤���¤���¤�¡d�5���<�A¡v�X�y�»¤�� �d�A���N�������U&��5�d�,�#�y��� ��¤��y�'���
R

�5�*�0�����'� �5¡��
���4 �����¡B���d������¤�� �d�A���N�������²¡������������y�A���¨�T&������5�d¤����

q 7→ Eν(q)
�A¡���¡v���d¤��5�d�A�,�A� ���A��� ��� ° �!�

� ��
 � �$	��<
O+§���&�A�$�&� �<�>�&%AG %C��� �;?$�<
 G �,( �À�F3#G %5H��$�
)t���y¡X���������y¡*�� ����A¡d�5� �4�d�5��¤��5�����5¡t�,�¯�y·A���5¡�¤�� �����¯���y¤���¡��x�N��¡X���A¡�¡d�5�5��¤�����¡t ��d�5�A�A�y�A� ���5¡

 L�����
���A¡;�g�N¡ �g���A�§�5� ¡d����¡
����& ���¯� �g���5�<�¨�������d¤����'���§��¤��,¤����
��¦��5�d�,�¯�y���x�N��¤J���y�-����������·A���
���#¡d�y `�5�d�A�5���������'�
¼��:�,�¯��·5���#���:¡d�y `�5�d�A�5���������'�5�0���:������¡4����������¡����5�A�d¤��d�~ y����¡²�5�����5����¤���¡X�x�N��¡4����¤��y¡��¶�N�0���
�5����¡d¤�¡��d�#���A����¡d¤����A���A����� � ���d����� �O��������¤��y� ���i¡d¤��~���¨�{��¤����
�5�5���, `��¡�� ���i ����y¡d¤��5���d¡��5�A���������5¡
���y¤����5¡i�5� �� � L�A��� ��� �3���@$���5�5f�-5I� ���&�#�²¤��� L��¡��A� ���5¡i�A�����y¤���¤�����¡ ��¤��,¤��d�A¡O L�A��¤�����¤9�0���5¡ �����L���d�
���#�¨�~¡��� L�A�d�5�A���������!�
¥§�-������·A��� �A¡v�O���i �����¡��5�������N���,�A� �;�y��¤���¤�¡d� �x�N��¡
���i�g�����A��� ��� ¡��d�d���&�������A¡
�A���5�5�d�d����¤J�0���A¡����
¡�����¤����A¡
�A�d¤�¡���������¤���¡��³�À��¤�¡� ��d�5¡d�A� �d���y�g�����,��¤���¡
 y����¡�¤��A�y�d¡O¤����A���0���A��¤��A� ��¡ �����d¡>�0�
� ¤��0¡�� �!��¤��
���
¡�¤��~�����A�i���,�A��¤�¡������ �A���, L��������� �i���À��� & ���y��� ® �� ��d�5��¤��A� ��¤��A�
� ���A¡i�A������¤��d¤����y¡i���À�L���d�, L�&¸
��¤�����¤9�0���5¡<�A���A�A� �����5¡�¤�� ���5�����&��¤�����¡§ �������¡�¤��d�A¡§�5� ���d�4���²��� & ���y���&��¡d�5¡�¤����!���A¡  L�A�d¤��¯�y¤9�0���A¡��
® �»¡��A�5�����K��¤��A�-�����B L�����5�0�d¤��5���A���5�5�d�d��¡v�¶�N�d¤9�0���G�0��¤��d·��������N� ¡��A¤��F���#�¨�:¡d�y `�5�d�A�5���������B����¤ �



4 � ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

 x�N�<�A���y¡��������5�d¤����À�d�A¡� `�5�5�d�A�����5¡§�5������¤ ��¤�����¡-��¤��,¤��d�A¡  L�A�d¤��¯�y¤9�0���A¡§�����L���d�À���²�¨�#¡d�� L�A���A�5� ¸
�������'� ® ���5����¡����0���A�y�A�!�x���#¡��� L�A�d�5�A���������t����¤�� @5�d�d�U�������x�����A�,�A� �i���5�y�����!��¼�����¡3�0�
� ����¡�¤��~�����
��������& �N�y�§�¶¦����3���'�¯¤��1& ���y�-�����y�t�5���� L�A�y¡d�A� ��� � ° �5·A¡§���������y��& ���y�-�����¶¦x���>���X x�N� �y���X���5�¯¸
¡�¤����:�y�,�¶¦����3���:�y��¤J&�������� � ke��5�5f���-� 1��-$9826��@�'�8&�	 � �`�5�V���y¤ �A�����y��¤��G�$���5¡#�� � ���� ° ¤��À�N�d¤����y¡
�����Y�5��� ���3=����A�5¡��
)�����¡��A���,�,�A��¬5����¡� x�����y�A�A��¤���� ��� �,�¯��·5���
���i¡d�� L�A���A�A���������!�A�� ��d·5¡ ���y��¤ ������¡� y�d�A¡��A� ���5�d���y¡
���A¡��d�5¡d��� �¶�N�d¡��y�#�5��� ���5�3���5���A�'���y���5�0��¡t L���������A¡��A��¡��³���A�#�5��¡��N��¡�����& ���¯�4�

��
�� 
�� �  #"�� �E� $B��� < A ��& > < ���#�! �� "�&B$  �E�� #���!&B�� 

£ ���y�
L ∈ N \ {0} �y������¡���� [x��¤�¡�¡d���y¡t���~¡d�� L�A���A�A���������

ΛL =

[
− L/2, L/2

)3

.

¼��»���A¡��g���
� ���F�d�5¡d�A��� �d�5�A¤� ��d�?�0���»�&�À��� N5�����»�y�K©§��¤���������¤�� �A�����d�A¡� `�����x��� ��¡�¡d��� �À�������
���A¡d L�A�&��¤ ���A�,�A� � R = LZ3

� R∗ = 2π
L

Z3
�5�

[− π
L
, π
L
)3
�6)t�N������¡,�0��� �¨� �A�A��������������¤ ���

Γ = [−1
2
, 1

2
)3

�5� �¹�y�A¤��y�'�g���A�
Λ1

�

L L

������� �L� 4 -��¯�� L�A���A�A���������X L���������X�g�N¡��³���A�B��� & ���y� �(���������¶¦�� �§�5��¡��N��¡�����& �N�y� �(�:������¤��d�
� �
¼F� �A¡d ����A�#��� 0t¤����`�5���§¡d���������0���A�;�!��¤�¡d¡��A� �����5¡��� `�5���N�d�A����¡����A���N��¤\&�¡_�:�¨�~¡d�y `�5�d�A�5���������4�5¡��

L2
per(ΛL) =

{
ϕ ∈ L2

loc(R
3) | ϕ (LZ3)

¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0��� }
,

�&�'�y� �&�¶�N�B�5���A�&��������¤9�0���,���y��¤�¡d¡d¤������'�A¡v�'�y�A�A��¤��B x�N�#�y�����À�N�d�d¤��A�~���5��¡d¤ �����$��� �A���� �¡
γ�� y x�����d�A�x�N�0�*����� �A��¡��A�~�y���4�A���0��� ° �

Psc,L =

{
γ ∈ S1(L

2
per(ΛL)) | γ∗ = γ, 0 ≤ γ ≤ 1, TrL2

per(ΛL)(−∆γ) <∞
}
.

� � �� L�A�d�N���5���
γ ∈ Psc,L

�A¡v�t�y� �� L�A�d�N���5�������y�d�N¸s��� ����¤�� �_�~�d�����5�#¡����
L2

per(ΛL)
�x�A���, ��d¤�¡

�5�0�d�d�
0
�&�

1
���,¡d�5��¡§���5¡-�� `�5���N�d�A����¡���¼��#�5������¤ ��¤����

Tr(−∆γ) < +∞  L�A�d�,�5� ���������y���A�
��� ¡d�5��¡ ���¶¦x���5���»�y�A¡����A�����5¡����B��� �A���5�3��¤��4��� �,����·A���4���60X���v���d�5�&¸!« ��� Q����A����¤ �� `�������¨�
¡��� `�5�d�5�A��������� ������¤�� ���5¡§���5� ° ¡��A�&��¤�����¡§¡���¤��N��� ���5¡ � ��µX�t �����¡��¯���'���5��¡d¤ ���t���²�¶¦x���>���

ργ(x) =
γ(x, x)

��¡d¡��¯�5¤��A���
γ
���A��¤J[x�

ργ ≥ 0
�5� √

ργ ∈ H1
per(ΛL)

�



���������D�
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 � �F� �)�
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 � � ��� 
 � 
��	��
 � ��� �D� � ����� � � 4,4

)�����¡�¤�� �d�d������¤�¡�����¡`�  y�d�A¡��A� � ���  L���d�A� ��¤��A�~����¥§�����������
LZ3 ¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0��� GL

��� [x��¤
�5�����,�4��� ����¤J�0���4¡d�����y��¤����$���F¡���¡��d·A�,�





−∆GL = 4π

(∑

k∈Z3

δkL − 1

L3

)

GL LZ3 ¸¹ `�5�d¤�����¤J���y� , ��¤��
R3

GL = 0.

� �L� � � �

)�����¡~�N��������¡X���5�d¤\[x�A�8���y�
GL

�A¡��'�d�5��¤������S���³�����S����­B���A�5�
G1

¤��0�d�d������¤ ��� �¨�F�¯�5�5�d¤����
�L� �L� 4: x�����¨�~���A�¨�{��¤����

GL(x) = L−1G1(x/L)
�&�6���-� ��� �

GL(x) =
c

L
+

∑

k∈R∗\{0}

4π

|k|2
1

L3
eik·x,

� �L� �����

�����5����¡v�¶��� ���
c
�&�¶��� ���A�5�����B�N � x���d��¤�¡�¡���� ���x���y¡ � �L� � 2�� �

¿X�A�d¤\[x����¡ �
� ���L���d� �0�����¨��&����y�5��¤����
GL

����[x�y¤��  x���	� �L� ����� �A¡v� ���A����� �0���
GL(x) =

L−1G1(x/L)
� ® �F x���v�¶��� ����� � �L� � 2�� �����F L�A�¯�t�5�A��¤��d�

G1(x) = c+
∑

k∈Z3\{0}

4π

|2πk|2 e
i2πk·x.

µT� ���
G1

(x
L

)
= c +

∑

k∈Z3\{0}

4π

|2πk|2e
i 2πk

L
·x,

�&�t �����¡d��¤ ���
1

L
G1

(x
L

)
=
c

L
+

∑

k∈Z3\{0}

4π

|2π
L
k|2

1

L3
ei

2π
L
k·x = GL(x).

¿X�A�d¤\[x����¡��� ����A¡d�5� �:�0��������&������5�d¤����
GL

��� [x��¤��$ ���� �b�L� �������5¡���¡������y�d¤���� �y��¡v��¡���·5���
� �L� � � � � ¾ ���5¡����5��¤����A� �*���y�

GL

�A¡v�
LZ3

¸¹ `�5�d¤�����¤J���y�!� £ ������¤������5���d¡��

−∆GL =
4π

L3

∑

k∈Z3\{0}
ei

2π
L
k·x �x���y¡ D′(R3).

M²�F���y��¤��A� ���������d¡ � �L� � � �#���O^N�A�G�:��� � ° ���5��¡d¤����F¡d��¤ ���N�0�d�B���B�¨�T&������~�����X��� £ ��¤�¡d¡d���
1

L3

∑

k∈Z3

ei
2π
L
k·x =

∑

l∈Z3

δlL,
�x�N��¡ D′(R3).

� �L� �N���

¥§���,�,�t���G&������~�������5¤ ¸¹���A¡�¡d��¡��������X�y�À�3=�����¤��, `���v�¶��� �i�x�N��¡§���#¡���¤��d�!�0������¡-�A���d�� � L�A������¡
���B y�d�A�¯���!��µ²�N��¡i�����g�N¡ ����¤��y¤��,�A��¡�¤������y�A���{�A�&�d�d�6&������~�����§�A¡v�-�� � L�A���5�_&����d�~�y���<��� £ ��¤�¡�¡d���
�&�t¡�� � °  ��d¤����#��¤���¡d¤ ¢

1

L

∑

k∈Z

ei
2π
L
k·x =

∑

l∈Z

δlL,
�x����¡ D′(R).

� �L� �����



4&2 ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

£ �������5�¶�N����¤��§�A�&�d�d��&������~�����!�y�y����¡��y��¤���¤�¡d����¡§�¨�T&������&��¤����
L
¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0���

f
��� [x��¤��B x�N�

f(x) = x
 L�����

x ∈ [0, L),

 L�������¨�'���y�A�����
f ′(x) = 1 − L

∑

k∈Z

δkL
�x����¡ D′(R).

® �»�y�5���5���� y x��� �
f
�5� ¡��A��¤��B���#«x������¤��A���y���F���y�d¤��5�0�

f(x) =
1√
L

∑

l∈Z

cl(f)ei
2π
L
lx,

� �L� 4����

�g���5�

cl(f) =
1√
L

∫ L

0

f(x)e−i
2π
L
lx dx,

=
1√
L

∫ L

0

xe−i
2π
L
lx dx,

=
iL

3
2

2πl
.

¼���¡d�A��¤�� � �L� 4����§�A¡v�t�y�A�d¤ �N�������4������¡ D′(R3)
�x�5�

f ′(x) =
1√
L

∑

l∈Z\{0}
i
2π

L
lcl(f)ei

2π
L
lx,

= −
∑

l∈Z\{0}
ei

2π
L
lx.

£ ������¤������A�y�d¡��¯�A�F�y��¤���¤�¡���� �<����&����d�~�y���²���5¡t¡d���y�d¡��x�������y�d¤��5�0�

f ′(x) = 1 − L
∑

k∈Z

δkL,

�
� ��� �b�L� ����� �
)�����¡² x�N¡d¡d����¡G�� ��d�5¡d�5�0�#�N�K�g��¡t���d¤���¤��,�A�y¡d¤��������A�(�;)t���y¡4����������¡� ��d���y���5�U�0���: `�����t�d���y�
ϕ ∈ D(R3)

�
〈 1

L3

∑

k∈Z3

ei
2π
L
k, ϕ
〉

=
〈∑

l∈Z3

δlL, ϕ
〉
.

� �L� 4 � �

¥§���,�,� ��� �A¡� x���A�i���5¡��A������¤��x�N¤�¡d����¡Y��¤����g�N¤��d�5¡o���]&������5�d¤�����¡o���4�!�¯ L�
ϕ(x) = ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3)�5¡�� ���A�y¡d���x����¡ D(R3)

��¤��¯�A¡v�-�5���d�g�N��¤��d�<¡d� ��¡d��� � ���� ��d���¯���A� � �L� 4 � �
 L����� �����<�d�A�����#&����y�&¸
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 � ��� �D� � ����� � � 4 �

�d¤����
� ¾ �Y�¯¤��A� �
〈 1

L3

∑

k∈Z3

ei
2π
L
k, ϕ
〉

=
1

L3

∑

k∈Z3

〈
ei

2π
L
k, ϕ
〉
,

=
1

L3

∑

k∈Z3

∫

ΛL

ei
2π
L
k·xϕ(x) dx,

=
1

L3

∑

k∈Z3

∫

ΛL

∫

ΛL

∫

ΛL

ei
2π
L

(k1x1+k2x2+k3x3)ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3) dx1 dx2 dx3,

=
1

L3

∑

k∈Z3

(∫

ΛL

ei
2π
L
k1x1ϕ1(x1) dx1

)(∫

ΛL

ei
2π
L
k2x2ϕ2(x2) dx2

)(∫

ΛL

ei
2π
L
k3x3ϕ3(x3) dx3

)
,

=
1

L3

(∑

k1∈Z

∫

ΛL

ei
2π
L
k1x1ϕ1(x1) dx1

)(∑

k2∈Z

∫

ΛL

ei
2π
L
k2x2ϕ2(x2) dx2

)(∑

k3∈Z

∫

ΛL

ei
2π
L
k3x3ϕ3(x3) dx3

)
,

=
1

L3

(〈
L
∑

k1∈Z

δk1L, ϕ1

〉)(〈
L
∑

k2∈Z

δk2L, ϕ2

〉)(〈
L
∑

k3∈Z

δk3L, ϕ3

〉)
,

=
〈∑

k1∈Z

δk1L, ϕ1

〉〈∑

k2∈Z

δk2L, ϕ2

〉〈∑

k3∈Z

δk3L, ϕ3

〉
,

=
〈∑

l∈Z3

δlL, ϕ
〉
.

¥§�5�¨�� ��d���¯���G�0���

−∆GL = 4π

(
1

L3

∑

k∈Z3

ei
2π
L
k·x − 1

L3

)
= 4π

(∑

k∈Z3

δkL − 1

L3

)
.

�r ����A¡��A� �4��������¡² L���y������¡B����[x�y¤��² L�����X�d���y�d�T&������&��¤����
g LZ3

¸! L�A��¤�����¤9�0���#�5�B¡�� �,¡����:¸
�,�A� ���d��������¤�·A���

(g ?ΛL
GL) (x) :=

∫

ΛL

GL(x− y) g(y) dy,

�&�
DGL

(f, g) :=

∫

ΛL

∫

ΛL

GL(x− y) f(x) g(y) dx dy.

��
�� 
 � � � > � �� � �  � > < ����A�C > ����&� $ < &B�%�! �����!" ��CF� $'C � �9CF� �

£ ���y�#�y�S�A��¤�¡v�¶���  ����>& ��¤ �4�Y��� &������&��¤��������A�����~�-� �5���A�>��¤��,��� ������·A���:����¡d�� L�A���A�5�����y���:���
0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q��d�5����¤���¡�� �5�A��¤��

E0
sc,L(γ) = TrL2

per(ΛL)

(
−1

2
∆γ

)
+

1

2
DGL

(ργ − µper, ργ − µper)

��� �����y¡4���� � L�A������¡7�0���
µper(x) =

∑
R∈Z3 Zm(x − R)

�A¡v�'�y���E&������5�d¤����
Z3

¸ � �&�B�������
LZ3 ¸ �§ L�A�d¤��¯�y¤9�0���!�y¼F� �5���A�>��¤��B���B��� �5���N�+&����y�x���,�A� �¶�����5¡��t�������d¡<�y�������5�' x�N�

I0
sc,L = inf

{
E0

sc,L(γ), γ ∈ Psc,L,

∫

ΛL

ργ =

∫

ΛL

µper = ZL3

}
.

� �L� 4����
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)�����¡§�,��� �����A������¡#�0��� �b�L� 4 ��� ���y���&�§���À��¤���¤��,¤�¡��A���
γ0

sc,L

�?�0���t�d����¡ ���A¡-��¤���¤��,¤�¡��A����¡ ���
� �L� 4����²��� �����F��@A�,�����A��¡�¤��d�

ργ0
sc,L

���5�8���y�À�A�&�d�d�����5��¡d¤ �����A¡��'����¤J�0���!� £ �N����¤������A����¡��Y���A¡
�5��� ���A�>���A�y�A�A¡X¡d��¤ ���N�0�d�A¡���� ����¤��A��¢

- �5��� ���5�3���5���A�'���B��� �A���5�3��¤��
lim

L→+∞

I0
sc,L

L3
= I0

per,

- �5��� ���5�3���5���A�'���B�¨�:���A�y¡d¤��d�B�A���5�5�d�d����¤J�0���
√
ργ0

sc,L
⇀
√
ργ0

per

& ��¤��y���A�,�A� ��������¡
H1

loc(R
3),

ργ0
sc,L

→ ργ0
per

&����v���5���5�0��������¡
Lploc(R

3)
 `���y�

1 ≤ p < 3
�5�� 
�  
�

.
�¯��¤�������¤�� ���5�x��� �

H0
sc,L = −∆

2
+ (ργ0

sc,L
− µper) ?Γ G1

�(� 0t����¤����d����¤��5�����B�¶¦x���, »�,�³���5� ��� ������·5���4���#¡d�� L�A���A�5�����y���!�¯�¯� �A���,�,�4���»�� L�A�d�N���5���
�!��¤�¡d¡d��� �²¡����

L2(R3)
�5)t����¡X�,��� �����A�d����¡ �0���~ L�����������¯�

L ∈ N \ {0} � H0
sc,L −H0

per

�5¡��
���F�� L�A�d�N���5�����`�������B�5�B�0���

lim
L→∞

∣∣∣∣H0
sc,L −H0

per

∣∣∣∣ = 0.

® � ��������� �
(λLn(ξ))n∈N\{0}

�¨� ¡d�y¤���� �A����¤�¡�¡���� ���»���A¡,���N���A�y�d¡À y�d�� ����A¡��y�
(H0

sc,L)ξ
 L�����

ξ ∈ Γ∗ �x¤��o�d�5¡d��� ���B�A�F���y�d�d�B���5¡B&����d�~�����A¡����'¥§���y����� ��¸!«O¤�¡��¶¦��A�B�0���

lim
L→∞

sup
n∈N\{0}

sup
ξ∈Γ∗

∣∣λLn(ξ) − λn(ξ)
∣∣ = 0

���
(λn(ξ))n≥1

¡���� �����A¡<�N�����A����¡� ��d�� y�d�A¡����
(H0

per)ξ
¤�� �d�d������¤��d�A¡� ����A�5�A���5���,�A� �4�

�¯¤ ��� ��� ¡d�� � L��¡����A�1[�� ���-� ¤�� � ° ¤�¡��d�À��� � ��  �5�0�d�d���¨�
Z
¤�·A�,�,�x���������5���¨�

(Z + 1)
¤�·A�,�!�

���¯���d�5���5� ����¤ �G�0�������:�A��¤�¡������ �A¡v�#���S¤�¡d������� �4��� ��� ¡��A�,¤ ¸¹�A�����y���5�d�A�����;�&�����y���(� ���`[ ° �
���

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

�x�������d¡� L�����
L

¡�� �,¡����,�,�A� �6�������y�
�x���4�,¤���¤���¤�¡d�5���
γ0

sc,L

�y� � �L� 4����
�5¡��t����¤9�0���'�x�5���!� �A¡v�t����¡d¡�¤���� ����¤9�0���4�,¤��y¤��,¤�¡d�5��� ��� �,����·A���U�����N���¯¸!�A�������y¤9�0���B¡d��¤ �N��� �B¢

I0
sc,L,εF

:= inf
{
E0

sc,L(γ) − εFTrL2
per(ΛL)(γ), γ ∈ Psc,L

}
.

´ ���y�,�A�5�A¤� ������y���,�0���!�  L�����������A��¤�¡v�¶���< ����>& ��¤ �4�
���$�,�¯��·5�����y�F¡��� L�A�d�5�A���������$�A��� ���5�3���
��¤��A�����5�d¡ �����,�¯��·5������� 0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q~�d�5����¤��i L�A��¤�����¤9�0����¤�� ���d������¤ �H�4�¨�4¡d�5�5�d¤����À�L� �L� 4L���A�
�0��¤y����¡v��¤J[��4��� �y��¤���¤�¡d�N��¤����À�y�F�,����·A���4���B¡d�� L�A���A�A���������²�x���y¡t���A¡�¡d¤��~�����N��¤�����¡§�0���,�A��¤9�0���5¡��

��
�� 
�� � � > � �� � �  � > < ����A�C > ����&� $ < &B�%�! � CF" C��F #����* �9CF&��
�X ���·A¡ �g����¤�� ���d��¤��d�<�����A��¡i¡�����¡i��� & ���y��� ¤��y�y����¡i�A¡v�#�4 ����A¡��A� �§ L��¡�¡d¤��y�����������d��¤��d�A� �5�A����¤

�g���5���y��& ���y����¼F� ¤����A���A¡��#���:�A�����5�����5�X�(� �5���A�>��¤��~�y� �y��& ���y�B�5�  ��d�5�x��� �#�A���,���'�d� &��A�d�5���A�
���4�g��¡�¡��N��¡t�y��& ���y���;)t���y¡�¡��� � L��¡d����¡������{�������d¡B�0���B���4�5�d¤�¡v�¶���o¦.=����B�5¡������F¤�¡d���¨��� ���������
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¡��A�,¤ ¸!�5�������y�5���5�����o���y�d�d�A�,�A� �4�y¤��U�0�
� ¤��;� ° ¤�¡��������`� �� ��5�0�d�d�~���A¡²���������5¡
Z

�5�
Z + 1

�y�
�(� 0t����¤����d����¤��5�À L�A��¤�����¤9�0���

H0
per

�
)�����¡ �d�� � L�A������¡ �0���-������¡O�g������¡O ��d¤�¡O�A�����,�i���A��¡�¤��d�§���-�¶¦x���3���§���~�y��& ���y�

ν ∈ L1(R3)∩
L2(R3) ⊂ C �0µ²����¡ �����,�¯�y·A�����y��¡��� L�A�d�5�A���������!��¤���������¡F& ���¯� �  `�5�d¤��¯��¤�¡d�5� �-������� & ���y���D)t����¡
� �o�5�5���y����¡��A�5�����#�� L�A���{��¤����$�A�F¤�� �����¯���y¤�¡��N�0�����T&������&��¤����

νL(x) :=
∑

z∈Z3

( � ΛL
ν)(· − Lz).

¼��8&����y�5��¤��������5�������-� �5���A�>��¤��t `���y�-���t�,�¯�y·A�������t¡d�� L�A���A�A���������t������¡§���X�A��¡<�g���5�²��� & ���y�<�5¡��
�������d¡��y��[x��¤��B `���y�<�����y�

γ ∈ Psc,L

 x�N�

Eνsc,L(γ) = TrL2
per(ΛL)

(
−1

2
∆γ

)
+

1

2
DGL

(ργ − µper − νL, ργ − µper − νL) .

�¯¤��(� ���F�¶¦���¤�¡d¤ �t�y�'�5��� ���3=����A�����,�¶¦x�N�3���#���»�y��& ���y� ����� ��¤����4�-� ���» `���d�A� ��¤��A���¶¦�¤���¤J�0��� � ���
��¤ ���A��� ��� «x�A����¤ � �

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

� ���� ���������·A�,�$��� �,¤��y¤��,¤�¡��{��¤���� ���A¡d�y���¶�N�0�,�5¡������
¡���¤��N��� �

Iνsc,L,εF = inf
{
Eνsc,L(γ) − εFTrL2

per(ΛL)(γ), γ ∈ Psc,L

}
.

� �L� 4&4��
£ ������ x��¡d¡��A�6�:�¨�:��¤���¤ ������¦��5�d�,�¯�¯�¯������¤J�0���!���y����¡�����������¡<¡�����¡v�����N¤��d�4���A¡� `�5�5��¤ ���5���5�0�t���
�(� �5���A�>��¤��'�������¨�²���5��¡d¤ �����5���A�&��������¤9�0�����&�i�����¨�²���N����¤��A�-���A�y¡d¤��d�������,¤��y¤��,¤�¡d�5���;��� �b�L� 4,4�� �
�(� �5���A�>��¤��'�;���$���A��¡�¤��d�À�A���A�&���d����¤9�0���,�5�'�¨���À�{���d¤��A�:���5��¡d¤ �������S�,¤���¤���¤�¡d�5���²��� �b�L� 4 ��� ���5�
�,��� �����A�B�0���B�A�A¡���¤\�o�5�d�A�y�A�A¡����y���&�d���5� �t�y���B��¤��,¤��d�X�����d¡>���y�

L→ +∞ �
£ �����#�A� �0��¤i�5¡��'�����(� �5���A�>��¤��'��������¡#���y�d�A������¡8�0���

Iνsc,L,εF − I0
sc,L,εF

�����,�5�#���y����¤��,¤����
[x�y¤��B������¡3�0���

L→ +∞ �5��������¡�¡������,�A¡��A�� x���y���A¡��
� ¤��y�A� ��¤\[x�A���5�5�d�d�B��¤��,¤��d��¢

lim
L→∞

(
Iνsc,L,εF − I0

sc,L,εF

)
= Eν

εF
−
∫

R3

ν
(
(ργ0

per
− µper) ?Γ G1

)
+

1

2
D(ν, ν)

���
Eν
εF

�5¡��4��� [x��¤��À�¨�À�¯�A�&��¤���� 2.� 41� �,�A���,���#��� �A�y�A�3��¤��#�A���5�5�d�d����¤J�0���~���K�y��& ���y�²������¡3�0���
�����¶¦����3���B�5¡����A��� �d�3=����A�B x�������4 `���d�A� ��¤��A�Y�¶¦y¤��,¤9�0���

εF
�

µX����@A�,�!�;�¨�»�y¤J�`�A�d�5���A�$�y�A¡��À�{���d¤��A�5¡����5��¡d¤ ���A¡:�y�A¡���¤���¤��,¤�¡��A����¡B�5���¨� ��¤J�`�A���A���5�$���A¡
���5��¡d¤ ���5¡��A���A�&���d����¤9�0���5¡~��¡�¡d���A¤��5�A¡��
�N�����&�d�d�A� ���y�A¡���¤��,¤��d�A¡ & ��¤������5¡:¢��A� ���N�¶��� �

γν,εFsc,L

���
�,¤���¤���¤�¡d�5���§���F ���������·5��� �b�L� 4,4�� ����� �1�K�:� ° ���d���5�d¤����F ���·A¡��

(γν,εFsc,L − γ0
sc,L)(x, y) ⇀ Qν,εF (x, y)

& ��¤������5���5� ��������¡
H1

loc(R
3 × R3)

�5��&����v���A�,�A� �,�x���y¡
L2

loc(R
3 × R3)

�i���
Qν,εF

�A¡v�À���
�,¤���¤���¤�¡d�5���§��� � �L� � 4�� � ® �1[��
�x `�������¨�~���5��¡d¤ ���B�A���A�5�d�d���y¤9�0���!�

ργν,εF
sc,L

− ργ0
sc,L

⇀ ρQν,εF

& ��¤������5���5� ���x����¡
L2

loc(R
3)
�

¥§�5¡'���A¡d�y���¶�{��¡²¡��A�d���0�# ������y���A¡#�x����¡4�����¯�A�&��¤����(2.� 21� �L�o�A� ¡d��¤ �N��� �B�¨�À���5�À�N�d�¶¦������ � ��� �(�
¥§���,�,�4 `���y�����4�g�N¡t�g���A�#����& ���¯���d����¤ ���² y�d�A�5�A���5���,�A� �t������¡����A��� [x��¤�¡�¡d���y¡t�
� ���L���d�����



4�� ��� � ���
	���
'� ��� � �'&(+ "�� )���"��#� �',��8!(� "��#��)���� ,(� !��'"
	 "�,�� � )�� ��"
� ��,

 ���������·A�,�À�����,¤��y¤��,¤�¡��{��¤���������� �:�¨���N���d¤��������,�A¡v���¨�F��¤J�`�A���A���5�
QL

�A� �����$���������N�d�d¤��5�
���5��¡d¤ ���:���5¡��

γ ∈ Psc,L

��� ������·5���~����¡��� `�5�d�5�A���������~�³���A����� & ���y�#�5�B���~��¤���¤��,¤�¡��A���
γ0

sc,L���F�,�¯��·5���4���B¡��� `�5�d�5�A���������X�d�A���N��¤\&
�����g��¡� L�A�d¤��¯�y¤9�0���

Iνsc,L,εF − I0
sc,L,εF

= inf
{
Eν

sc,L(QL) − εFTrL2
per(ΛL)(QL), QL ∈ KL

}

−DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper) +

1

2
DGL

(νL, νL)

���

Eν
sc,L(QL) − εFTrL2

per(ΛL)(QL) := −DGL
(ρQL

, νL) +
1

2
DGL

(ρQL
, ρQL

)

+ TrL2
per(ΛL)

(
|H0

sc,L − εF |1/2(Q++,L
L −Q−−,L

L )|H0
sc,L − εF |1/2

)

�&�

KL =
{
QL ∈ S1(L

2
per(ΛL)) | Q∗

L = QL, |∇|QL|∇| ∈ S1(L
2
per(ΛL)),

− γ0
sc,L ≤ QL ≤ 1 − γ0

sc,L

}
.

¾ �i�A¡v�~�N¡d¡d��N�& �N�A¤����:���,����� �d�d�A�7�0��� −DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper) + 1

2
DGL

(νL, νL)
�A��� ���5�3���

���A�d¡ − ∫
R3 ν
(
(ργ0

per
−µper) ?ΓG1

)
+ 1

2
D(ν, ν)

������¡3�0���
L
�d�A�������A��¡<��� ¤��L[x��¤��0¼��#��¤ �,�A�y�����

¡��A���,�
� �5�¶�N����¤��+�0���
lim
L→∞

Eν
εF ,L

= Eν
εF���

Eν
εF ,L

= inf
{
Eν

sc,L(QL) − εFTrL2
per(ΛL)(QL), QL ∈ KL

}
.
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µX�A�5�d¤��d�F��� �5�¶�{���5���5�5��������¤J���y� ���5¡À�5�d¤�¡v�¶��� ° �5���, `���v�¶��� �,���5¡À��� & ���y��¡,�����g�N� ° �A¡v�À���
 ���������·A�,���À� ���5���i�A�, �¦ ��¡d¤9�0���t���A¡ �5���N��¡i¡�����¤����A¡����A��¡d�A¤��A���5�t�y�A¡i�À�{���A��¤¨��� ° �5� �5���x�N���N¸
�5���A�&��������¤9�0��� � � � � � �L� � � �(�
¥§�� ��d������·5�����B���s�3�B�5�d�X���L��������¡d����¡ ��¤\�o�5�d�A� �d�A¡H&����d�,�A¡�� ® �����`�5��� �A���,����������¡i��� �³������¡
���� ��d�5�A�5���A�,���5� � ����¥§¦x�� y¤��������L�N��� � �����y�O�
� �y�:����& ���¯�i�²�����������,�A� �
 `����� �A����¡d�����y�A���5�
�(� �� y x���d¤ ��¤����»���~�N�����A����¡² ����� ��d�5¡B�x����¡4���A¡U� �N �¡���������¡d¡�¤��Y������¡ � ��� �(�Y�����!�3��� �o�5�5�d�������A¡
�A�����5����¡����'�N�����A����¡t y�d�� ����A¡t�x����¡����A¡*� �� �¡t `�����t���, y�d�� x�'� �N��¤������
� �������5¡²�x����¡����5¡t�5�d¤�¡v¸
����� °  �¦y�������y¤9�0���A¡i ����A¡��A� �¶��� �§���A¡i L�A���d���d���N��¤�����¡H�B¡d�� � L���v�i�A���, x���&�4� ����¤�¡ �5���¯��¤���¤�¡d��� �
��� �,����·A�������À¡d�� L�A���A�A���������À��¤\�o�5�d�5�0�~��� �.=��d�d� ���5�:�5�  x���v��¤��5����¤��A�B��¤����g�N¤��d� � � £ ¤�¡d����¤-�5�
¡��A¡4�A�����¨�N�`���d�N���5���d¡���� �4 ����� L��¡d�~�y�A¡²�,�5�d¦��¯�y�A¡²��� � �A����¡��d�A�t `�5�����y�d�L� �� `���y�t���d��¤��d�A�t���A¡
��� & ���y�d¡:�����g��� ° � � �L� �N�����;����¤�¡'�A�A�����5¡v¸!�5¤- y�d�A¡��A� ���5� ���y�A¡: ���������·5���5¡����À `�������d¤�¡��N�d¤���� ���
�,¤���¤��A���5�i�������d����¡ &��A���i�y���¶¦����3�����5� ���d�����UNA���������¯�A����¤�¡d�A�-����¡d��¡d¤ ��������������& �N�y�i�5�i�����d�A¡v���
��� �5�d¤�¡v�¶���(� £ ���4��¤������A����¡��L�����d�&���d���y�������y¡d¡d¤O���A¡4 ���������·A�,�A¡²¡�¤��,¤��¨�N¤��d�5¡��x����¡4���A¡4���v��¤��A���5¡
�5�����A�5�d�x�N�0�À�¨�K L�������y��¤���� ¡� `�5�5���d�����'� �À�N¤�¡:� �K�5���A���d� �³���A�F���A¡,�,�¯��·5���5¡:��¤��y�g��¤��d�A¡ ������¤��
���N�¶���,���5� ��� � 2����5�����5¡��d� &��A�d�5���A�5¡X¤����A����¡d�5¡ � �

£ �����X�,�5�������'�5�» ������A�#���5¡t�,�5�d¦��¯�y�A¡����y���5�d¤9�0���5¡²��¡�¡d���A¤��A�A¡ �����N���d�#�,�¯��·5���B���N��¦��5�À� ¸
�d¤9�0���� `�����4���5¡4����& ���¯��¡B `�����5�d���A��¡��������y¡4������¡B¡d�����,�A¡4�
� ���L���d�  ������A�5¡B�x����¡B��� �g�N���d�
���y¤���¤����5��¡d¤��������5�`�&��������¡§������¡���¤��,¤����5�d���y¡ ¤��A¤5�~�A�&�d���²�� � ����¯�¶¦��'� ¥§�A L�A�y�x��� ����� �5�d�����²���
�A�����d������¤���¤����5��¡d¤��������5���A¡v�<���&�����5�����A�,�A� � �A�À�5������¡ � � � �(�D)t���d�d�t�� � ����¯�¶¦��t�A���, L�����d���d�d��¤�¡
�&�¶�� L�A¡² y�d¤��y�A¤� ������5¡*�0���'������¡² y�d�A¡��A� ���5�d���y¡4�x����¡²�(� ���d�����!�LµT� ���`���d�
�L������¡t�d�5¡d�����y�d����¡X���
 ���������·A�,�~ `�5�d¤��¯��¤J�0���~¡d�y�4�¨���A�5���������'����¤��d�

Γ
�")t���y¡4¤�� �����¯���y¤��d����¡X�5��¡d��¤ �������5¡ &������&��¤�����¡

��� 7S������¤��A�� `�5�d�,�5���¶��� �,�����F�����g����¤�¡d�N��¤����S���F�¨�� L�A�v�������x�N��¤���� ���F�¨���À�{���d¤��A�$���5��¡d¤ ���
�5�.���A�y���d�5�' x�N�����²��� & ���y��� ® �1[x�F������¡�� �o�5�5���y�A�d����¡t¡������A�&�d�d�#����¡d�B�
� �5���N��¡����¯�A����¤�¡d�A¡-�����
�� y ��d� ° ¤����N��¤������N���d¤��N��¤��������5�����T���y¤- L�A�����&�d���d�F���F���A¡������y�d¤���� �0���,�A�d¤J�0�����y� ������·5���:���
��� & ���y� � �L� ����� �N¼F� �N � ��d� ° ¤����N�d¤����#���N�d¤¨�{��¤��������A����� �5�E���y�A¡��d¤������&� ���5¡O�d�5¡d��� �¶�N�d¡ �0���,�A�d¤J�0���A¡
���¯���A�0��¡�¡d���0�����&�¶��¤������A¡����»¥§¦x�� y¤������#�L�

���
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	���
 � ��� "
	�� + )���"��#� ��� 	A&(� "
�'��,:�',��6!(� "��#��)����

� ��� U �����#�5�$��%&�'� ����G �<

%AH,�$� (�� 	$

�'"�����G �)($�Z+§���&�A�$�&�
)t���y¡X�g������¡X�¶¦���¤�¡d¤� L�������A�5���������B����¤ ���

Γ = [0, 1)
�&�X L�����6NA���y�'���'©§��¤���������¤������ ¤�� ���5�v¸

�N������� � ���y���A�v��� � �����¶¦y�
�
Γ∗ = (−π, π]

�oµ²����¡²�5�~�,�¯��·5���#����¤���¤��,�A��¡�¤����y���A�(�x���A¡X�A¡d ����A�5¡
¡����t���A¡>���y�A��¡��!��¤�¡d¡��A� �����5¡���¤����A�d¡��� L�A�d�N���5���d¡�¡���� �

L2
per(Γ) =

{
u ∈ L2

loc(R), u Z −  L�A��¤�����¤9�0��� }
,

�&�
L2
ξ(Γ) =

{
u ∈ L2

loc(R), u(x)e−iξx Z −  L�A��¤�����¤9�0��� }
.¼��8&����y�5��¤��������5�����t�
� �A�y�A�3��¤��X�y��������·5��� � µ �A���y¡d¤��y�A�d�t�x����¡§�A�²�¶¦x�N �¤��d�d�X¡�� �5�A��¤��< L�����-�����

���N����¤��5�4���A��¡�¤��d�'�N����¤�¡d¡�¤������
γ =

1

2π

∫

Γ∗

γξdξ

¡�����¡��¨�T&��������
E(γ) = T (γ) + Ene(ργ) + Eee(ργ),�g���5�

T (γ) =
Ake

2π

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆γξ

)
dξ,

Ene(ρ) =

∫

Γ

Vnuc(x)ρ(x)dx,

Eee(ρ) =
Aee

2
Dκ(ρ, ρ).

µ²�N��¡$���5¡À� °  ����A¡�¡d¤�����¡$�A¤ ¸!���5¡d¡d�y¡��
Vnuc

���A¡�¤9�����»���F `���d�A� ��¤��A������S �.Q{�g½§�
Z
¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0���

���5���A���' ��������A¡����³� �N� ° ���B�¶¦x���>���
Z

�y¤�¡d L��¡��A¡�¡d�A�������¨�~��¤�¡��d�d¤��y�y��¤����$ `�5�d¤��¯��¤J�0���

ρnuc = Z
∑

k∈Z

δk

�&�
Dκ

�A�����d�A¡� `�������:�(� ¤��0�d�A�d���5�d¤����$���US �.Q{�g½§�

Dκ(ρ, ρ) =

∫

Γ

ρ(x)Vρ(x)dx

���
Vρ

�A¡v�X�(� ���y¤9�0���B¡d�����y��¤������x����¡
H1

per(Γ)
���#��� ���0�x�{��¤����F�y� £ ��¤�¡�¡d���¯¸!©§��� �ONA����������¤����A�{¸

��¤�¡d�5�
−V ′′

ρ + κ2Vρ = 4πρ.�t¤���¡�¤����g���A�4�5�A¡<�y���¶�N�d¤����y¡��
Vnuc

�A¡v�<��� ���5�
V−ρnuc

�5�§�A¡v����� ����¤J���y�t¡������y�d¤����,�x���y¡
H1

per(Γ)���
−V ′′

nuc + κ2Vnuc = −4πρnuc.
�
41� � �

)��������y¡$�0�������� L�����5� ��¤��5�
Vnuc

�#���y�t� °  y�d�A¡�¡d¤��������������0��¤J�0����¡d¤��� ����4¢
Vnuc

�A¡��-�¨�U&����y�5��¤����
Z
¸! L�A��¤�����¤9�0���²�d�A�����U�0���

∀x ∈ [0, 1], Vnuc(x) = 4πZ

(
e−κx

2κ(e−κ − 1)
− eκx

2κ(eκ − 1)

)
.

�
41� ���
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£ ���������A��¤J[x�5���A�A���1�����N������¡
V

�¨�T&������5�d¤����
Z
¸! L�A��¤�����¤9�0���X�d�A�����U�0���

∀x ∈ [0, 1], V (x) = 4πZ

(
e−κx

2κ(e−κ − 1)
− eκx

2κ(eκ − 1)

)

�&�t�A�����5��������¡
V ′ �5� V ′′ �5� �¯��¤���¤�¡d��� �<�¨��&������~�����²���A¡�¡d���y��¡#¢

V ′(x) = W (x) +
∑

k∈Z

(V (k + 0) − V (k − 0))δk,

= W (x) + (V (0) − V (1))
∑

k∈Z

δk,

= W (x)���
W

�5¡������ ����¤J�0���U&������&��¤����
Z
¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0���X���5�����7���y�

∀x ∈ [0, 1], W (x) = 4πZ

( −e−κx
2(e−κ − 1)

− eκx

2(eκ − 1)

)
,

�&�
V ′′(x) = κ2V (x) + (V ′(0) − V ′(1))

∑
k∈Z

δk,

= κ2V (x) + 4πZ
∑

k∈Z

δk.

¥§�5�A¤ �,��� �����T�0���
V

�5¡��B���y�~¡d�����y��¤����»�y� �
4L� � ���x����¡
H1

per(Γ)
�o¼F� ���y¤��A¤ ���#���~����¡d�����y�d¤����

��� �
4L� � �§������¡
H1

per(Γ)
���5�A���y���B���F���A�,�,�X���#¼�� ° ¸vº ¤��9���d���,�

¼��A¡F�A����¡������ ���A¡
Ake

�5�
Aee

 y�d�A¡��A� ���5¡»�x�N��¡��¨� ����[���¤��d¤���� ��� �(� �5���A�>��¤��
E(γ)

¡d�5�����A� �
���y¤9�0���A�,�A� �6�����0��¤���¤������A� ���A¡§��¤J�`�A���A� ��¡§�d�A�����5¡<���²����&������&��¤��������5�������
� �A���5�3��¤��4�'[x� ���-� ¤���¡
¡���¤��5�0�����F��@A�,�4���d�����4���G�����N�����A�y���
£ �����B���5¡#�L�A¡���¤��y¡4��� �0���,�A��¤9�0���������y¡'�N��������¡X��¤�¡d�5�d�5�d¤�¡��A�

Γ
�&�

Γ∗ �g���5�����5¡8���d¤������5¡X����¤ ¸
&��������5¡��L�X¤��y¡d¤���¡d�y�

Γ∗ �y���$ ����A�������$ ���¡<�������
� 2π
Nk

�g���5�
Nk = 2Ñk ∈ 2N∗ �5�����$����[x�y¤��

����¡���¤��d�4���B `��¤�� ��¡
(ξ(k))1≤k≤Nk

 x���

ξ(k) = 2π
k − Ñk

Nk
= π

k − Ñk

Ñk

= −π +
kπ

Ñk

.

M²� �� � ����¯�¶¦y�:�A��¡���¤��d�:��� �A¡d ����A�
L2

per(Γ)
¤�� �����¯���y¤��² y�d�A�5�A���5���,�A� �# x���X��� �A¡d ����A�

XNj

���
��¤����5��¡d¤����

Nx = 2Nj + 1
�y��[x��¤� ����
XNj

=
�� x��� {ej(x)}j∈[|1,2Nj+1|]���

ej(x) = e2iπ(j−Nj−1)x � ® �1[x�-�L�������d¤������X�
� �A¡� x���A� (x(l))1≤l≤Nx

�A¡������ [x��¤��# ����

x(l) =
l − 1

Nx
.

£ ����� ¡d¤��� y��¤J[��A�;��� ¤��, ����5���5�0���N��¤����
�g�y����¡ �
� �y�d¤���¤�¡d���y¡��0�
� �����_����¤������-�y�§�¶��¤������
Nx

� �&�H���-� ���
�5¡d x���5�$���N�d¤¨�{��¤��������A�

XNj

��¡�¡d���A¤��
� �O�À��¤�¡����»�A��� ���A�3���A���5�F�y�$�¨�»�,�5�d¦��¯�y�$�����d��¤����5��� �
�����(�'��� ���5¤������A������¡�¤<��� �g�N��¤����y��¤���¤�¡d�À�y���I����¤��������y���¶��¤������

2Nj + 1
 L�����~�y¤�¡d�5�d�&��¤�¡��A�~���A¡

&����y�5��¤�����¡����#©§���¯�¶¦��5���y���8���d¤����������4�¶��¤������
4Nx + 1

 `��������¤�¡��A�d�&��¤�¡d�A�����:���A��¡�¤��d�!�
º»�N¤�� ���5�x��� �H�0����������¡i�g������¡i¤�� �����¯�y��¤��
�A�5¡ �y��[x��¤ ��¤�����¡O�&�i�������N��¤�����¡O�y����¡i����������¡; L���y����¤��
 ����A¡��A� ���5�:�¨� �,�5�d¦��������y�À�g�N���A�y�-�����¨�F���A��¡�¤��d�À�A���A�&���d����¤9�0���V&������x�N���5�0����������¡�¡d���A¤��5�I�
���F L�����5�0�d¤��5�����B�¶¦x���, F�,�³���5�

Z
¸! L�A��¤�����¤9�0���

Vmf

���������'�
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�¯��¤��
Vmf

���» L���d�A� ��¤��A�����#�¶¦x���, »�,� ���A�
Z
¸¹ `�5�d¤��¯��¤J�0���!�K)�����¡6[ ° ����¡����B�����~�y�d�#�
� �5���5�&¸

�d�d����¡: ����~�A�5��������� �
Ne

�&���A���y¡d¤��y�A�d����¡:��� �� L�A���{���A�y� 0X���,¤�� �����y¤��A�  L�A�d¤��¯�y¤9�0�����'��¤�¡�¡���� �
¡����

L2(R)
�y��[x��¤� ����

H = −Ake

2

d2

dx2
+ Vmf.

¼����y�A��¡�¤����'���#��� �5�¶�{�6&������x���,�A� �¶�N���5�²�(� �5���A�>��¤��B�5¤����&��¤9�0���#���#�A�&�X�&�¶�N�t¡d��� �X����[x�y¤��A¡t�d�5¡v¸
 L�A�&��¤����A�,�A� �t x���

ρGS(x) = γ0(x, x)
�&�

TGS =
Ake

2π

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆(γ0)ξ

)
dξ

���
γ0 = χ(−∞,εF ](H),

���4��¤����g���F���#«x�A�d�,¤
εF

�&�¶��� ���¶¦���¤�¡d¤����4���5�����4�À���y¤�·A���U�0���
TrL2

per(Γ)(γ
0) = Ne

�
£ �������A����¡v������¤����'���5¡X�N � ��d� ° ¤����N�d¤�����¡

ρGS
app

�&�
TGS

app

�&�
ρGS

�5�
TGS

�x��� �A���y¡d¤��y·A�d�#���5¡
Nk�� L�A�d�N���5���d¡

Hξ(k) = −Ake

2

d2

dx2
− iAkeξ(k)

d

dx
+
Ake

2
|ξ(k)|2 + Vmf

�!��¤�¡d¡d��� ��¡d���
L2

per(Γ)
�x�5�����������d�

εapp
1,ξ(k) ≤ · · · ≤ εapp

Nx,ξ(k)

�&�

uapp
n,ξ(k)(x) = =

Nx∑

j=1

Cn,k
j ej(x)

���A¡4�N�����5���d¡4 ����� ����A¡B�5�#���5¡²���5�5���5���d¡# ����� ��d�5¡B���
Hξ(k)

���y���5�0��¡B x���B�� � y�d� ° ¤����N��¤����»�N�{¸
��¤¨�N�d¤������y�A�����X���F ���������·5���²��� ° �N�����A����¡� y�d�� ����A¡

Hξ(k)un,ξ(k) = εn,ξ(k)un,ξ(k)

�x�N��¡'�(� �5¡d x�N�A�
XNj

�XM²�S���y�d¤��5�0�'��¤���¡d¤ ���A¡#�� � y�d� ° ¤����N��¤�����¡²¡���¤��N��� ���5¡'�y�
γ0(x, x′)

�
ρGS�&�

TGS
¢

γ0
app(x, x

′) =
1

Nk

Nk∑

k=1

Ne∑

n=1

uapp
n,ξ(k)(x)u

app
n,ξ(k)(x

′)eiξ(k)xe−iξ(k)x
′

,

=
1

Nk

Nk∑

k=1

Ne∑

n=1

Nx∑

j=1

Nx∑

j′=1

Cn,k
j Cn,k

j′ ej(x)ej(x
′)eiξ(k)xe−iξ(k)x

′

,

=
1

Nk

Nk∑

k=1

Ne∑

n=1

Nx∑

j=1

Nx∑

j′=1

Cn,k
j Cn,k

j′ e
2iπ(j−Nj−1+(k−Ñk)/Nk)xe−2iπ(j′−Nj−1+(k−Ñk)/Nk)x′ ,
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ρGS
app(x) =

1

Nk

Nk∑

k=1

Ne∑

n=1

|uapp
n,ξ(k)(x)|2 =

1

Nk

Nk∑

k=1

Ne∑

n=1

Nx∑

j=1

Nx∑

j′=1

Cn,k
j Cn,k

j′ e
2iπ(j−j′)x

TGS =
1

Nk

Nk∑

k=1

Ne∑

n=1

Nx∑

j=1

2π2Ake

(
j −Nj − 1 +

k − Ñk

Nk

)2

|Cn,k
j |2.

�¯��¤��
H̃k ∈ CNx×Nx

���~�À�N�d�d¤��A�²¦��5�d�,¤��d¤��A�y���4���4���5�d�,�7���A���5�����
(H̃k)j1,j2 = 〈ej1|Hξ(k)|ej2〉,

= 2π2Ake

(
j1 + j2

2
−Nj − 1 +

k − Ñk

Nk

)2

δj1j2 +

∫

Γ

Vmf(x)e
2iπ(j2−j1)xdx.

¼��A¡
(εapp
n,ξ(k), C

n,k)1≤n≤Nx

¡���� �t���y���5���y¡t�5� ���A¡d�����N��� �����4 ���������·A�,�B��� ° �N�����A����¡� ��d�� y�d�A¡
H̃kC

n,k = εapp
n,ξ(k)C

n,k, [Cn,k] ∗ Cn′,k = δn,n′, εapp
1,ξ(k) ≤ εapp

2,ξ(k) ≤ · · · ≤ εapp
Nx,ξ(k)

.µ²�N��¡X���N���d�B�5�¯���'� ���B `�N���A� �d¤��A���5¡��t�������y��¡d�y���������d¤������
(x(l))1≤l≤Nx

�5�t���F `�5�y�t�5�N�����y�A�
���A¡����A�����5¡ �-� �5���A�>��¤��  `�N���A� �d¤��A������ x�N���d�����y¡>&��������5� �y� «x������¤��A�$�d�� �¤����	� 6G�'��� 6T�'�-���(���
�+�;��&+� ,e�'���F*
6D6 � � � ® � � �o�&�4�

- £ �����
1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ Nx

����� �
(j2 − j1 + 1) ∈ [|1, Nx|]

�&�� x�N�#�5����¡����0���A� ���O�A�
�¯��¤���¤�¡d��� �����U& ��¤ �_�0���B���4 L�����5� ��¤��5�

Vmf

�A¡v�*�:�N�����A����¡��d�A�5�����A¡� ���¤�¡��A�F��¤�¡��A���5��¤�¡���� ���
∫

Γ

Vmf(x)e
2iπ(j2−j1)xdx =

∫

Γ

Vmf(x)e−2iπ(j2−j1)xdx,

' 1

Nx

Nx∑

l=1

Vmf

(
l − 1

Nx

)
e−2iπ(j2−j1)(l−1)/Nx ,

=
1

Nx

Nx∑

l=1

Vmf(l)e−2iπ(j2−j1)(l−1)/Nx ,

=
1

Nx
VFFT

mf (j2 − j1 + 1),

�5�:��������� � Vmf(l)
���A¡O�N�����A����¡O���

Vmf

��� °  `��¤�� ��¡
(x(l))1≤l≤Nx

���<�¨�6���d¤������ �-� �5¡d x���5�!�
- ® ��¡���¤��d�!�  L�����

1 ≤ j2 < j1 ≤ Nx

�
∫

Γ

Vmf(x)e
2iπ(j2−j1)xdx =

∫

Γ

Vmf(x)e2iπ(j1−j2)xdx,

=
1

Nx
VFFT

mf (j1 − j2 + 1).

)�����¡� `���¯������¡����������� y�d�A¡��A� �t���������5�t���T&����d�������²� °  ���¤��A¤��d�4���A¡
H̃k
j1,j2

H̃k
j1,j2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

Nx

VFFT
mf (j2 − j1 + 1)

¡d¤
1 ≤ j1 < j2 ≤ Nx

2π2Ake

(
j1 −Nj − 1 +

k − Ñk

Nk

)2

+
1

Nx

VFFT
mf (1)

¡d¤
1 ≤ j1 = j2 ≤ Nx

1

Nx

VFFT
mf (j1 − j2 + 1)

¡d¤
1 ≤ j2 < j1 ≤ Nx.
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M²�F�d�A�����>���y�#�5��¡d�y¤����G�0���
un,−ξ(k) = un,ξ(k).M²� ���y�����

un,ξ(k)(x) =
Nx∑

j=1

Cn,k
j ej(x),

=
Nx∑

j=1

Cn,k
j e2iπ(1+Nj−j)x,

=
Nx∑

j=1

Cn,k
j e2iπ(Nx−j+1−Nj−1)x,

=

Nx∑

j=1

Cn,k
j eNx−j+1(x),

=

Nx∑

l=1

Cn,k
Nx−l+1el(x),

=

Nx∑

l=1

Cn,Nk−k
l el(x) = un,−ξ(k)(x),

�
� ���
Cn,Nk−k
j = Cn,k

j .® � �d�A�x�N�0���5���� ¯���4���B�A�5�A¤(�x������¡� L���y������¡��d�A�5�d¤��d�
TGS

app

�&�
ρGS

app

�5���,���²¡���¤��

TGS
app =

1

Nk

Ne∑

n=1

Nx∑

j=1

2π2Ake

(
(j −Nj − 1)2|Cn,Ñk

j |2 + 2

Nk−1∑

k=Ñk+1

(
j −Nj − 1 +

k − Ñk

Nk

)2

|Cn,k
j |2

+

(
j −Nj − 1 +

1

2

)2

|Cn,Nk
j |2

)
,

ρGS
app =

1

Nk

Ne∑

n=1


|un,ξ(Ñk)|2 + 2

Nk−1∑

k=Ñk+1

|un,ξ(k)|2 + |un,ξ(Nk)|2

 .

¼��A¡t���N���A�y�d¡
un,ξ(k)

�N� °  `��¤�� ��¡X�y���¨�����d¤������#�-� �5¡d x���5�: `�5�y���5� ���À���5�����d�����t¡d�~���A�A��¤��������
������¤�·A�d�4¡�¤��, ���¤\[x�A�

un,ξ(k)(x(l)) =

Nx∑

j=1

Cn,k
j ej(x(l)),

=

Nx∑

j=1

Cn,k
j e2iπ(j−1−Nj)(l−1)/Nx ,

= wn,k(l)e
−2iπNj(l−1)/Nx ,���F��� ���F�: `��¡d�

wn,k(l) =

Nx∑

j=1

Cn,k
j e2iπ(j−1)(l−1)/Nx = Nx[C

n,k]IFFT(l),
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¾ « « ´ ���5¡d¤9���x��� ���¨�����d����¡ &����d�,�A�4���#«x������¤��5������ �¤����4¤�� ���A�d¡��!�
M²�F�A�F���A���y¤������ � °  ����A¡�¡d¤����,[x�������4���

ρappGS
��� °  `��¤�� ��¡

(x(l))1≤l≤Nx

¢

ρGS
app(x(l)) = ρ(l) =

N2
x

Nk

Ne∑

n=1


|[Cn,Ñk]IFFT(l)|2 + 2

Nk−1∑

k=Ñk+1

|[Cn,k]IFFT(l)|2 + |[Cn,Nk]IFFT(l)|2

 .

£ �������d�5¡d���,�A���K�: x�����d¤��<�y�A¡<�N�����5���d¡��y�F L���d�A� ��¤��A�Y���B�¶¦x�N�� $�,�³���A�F�A�����A¡� L��¤�� ��¡��y�4�¨�
����¤������

(x(l))1≤l≤Nx

�g���4���y�d¤��5�0���y���i�� � ���� ° ¤��À�{��¤����X���B¡d L�A�&����� �y� ���������5¡
(εapp
n,ξ(k))1≤n≤Nx,1≤k≤Nk

�
������� �A���5�3��¤����A¤��y�5��¤J�0�����y�À��� �5���N�G&������x�N���5�0����� �5�����,�¨�����A��¡�¤��d�À���,��� �5���N�G&������x���,�A� �����
��� °  `��¤�� ��¡����B�¨�����d¤������'�

(ρ(l))1≤l≤Nx

�
)��������y¡*�0�
� ���» L�A�¯�t�d�A¡��d�A�t���y���5�d¤9�0���5���5� �X���#�A�����N�5��·5�d�#¤�¡����¨��� ����� �A��¤�¡������� x��� & ��¤����.�0��¤
�5¡��t�����B¦ �¯ L���d¦�·A¡���&����y�x���,�A� �¶�����4���B�����d�d�4�,�¯��·5���4���B��� & ���y�����A�F���A��¤J[ �N�0�6�0���

Σ− = max
1≤k≤Nk

εapp
Ne,ξ(k)

< Σ+ = min
1≤k≤Nk

εapp
Ne+1,ξ(k).

� 
���
 � ; CF����&�� �B& $ < �� #A ���! #���B � � C > $ > < �F #A@CF"�" < ���!* � &�AB �B #A �
"�� ��* � < ABA�*# 

)t���y¡��³������¡������~���~¡d�5�5��¤����� ��d�5�A�5���A� ���#�A�����,�A� ���g�N���A�y���A�§�����B�� � y�d� ° ¤����N��¤������0�¯¸
�,�A��¤9�0���4���B�¨�'���A��¡�¤��d�#�y�4��� �5�¶�{�+&������x�N���5�0��������¡�¡d���A¤��G���y�F L���d�A� ��¤��A�Y���4�¶¦����� ��,�³���A�
���������!�<)�����¡�� ° ���,¤������y¡��À��¤�� ���A����� �����B ��d������·5���4¤��0���A��¡d�!�;�0��¤��A����¡d¤�¡����8���g�����A�����A���0�¯¸
�,�A��¤9�0���A�,�A� �i���y�t�N � ��d� ° ¤����N�d¤����~�y�� L�����5� ��¤��5�������¶¦x�N�� ,���³���A�,��¡d¡��¯�5¤��B�4���������5��¡d¤ ���
ρ Z

¸! L�A�d¤��¯�y¤9�0���4�����y���A�'� ¼��B L�����5� ��¤��5�Y���#�¶¦x���, ����³���5�»�N¡d¡d���A¤��������~���A�y¡d¤��d�
ρ
�A¡v�

Vmf = Vnuc + Vρ

���
Vnuc

�A¡v�<�����y���X x�N���
4L� ��� �5�§���
Vρ

�A¡v����� ����¤J�0���t¡������¯��¤������x�N��¡
H1

per(Γ)
���t��� ���0�x�N�d¤����

−V ′′ + κ2V = 4πρ.

µ²�N��¡t�y�������#�5�¯�y�4���y���5�d¤9�0���'�x�¨�:���5��¡d¤ ���
ρ
�N � x���v��¤��5� �6�

XNj

¢

ρ(x) =
Nx∑

j=1

ρ̂jej(x).

)�����¡����y���5������¡��������
V(x) =

Nx∑

j=1

V̂jej(x),

���
V̂j

�A¡v�t�y�������B x���
V̂j = 4π

ρ̂j
κ2 + 4π2(j −Nj − 1)2

.



2 � ���������
	���
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® �� ��d�N��¤J���y�!� ������¡t�
� �³������¡²�L�A¡���¤����0���~���5¡t�N�����5���d¡t���������d�����y¡>&��������5�'����«x�����d¤��A����¤�¡s¸
�5�d·5�d�'�y�

V
�c���y¤;¡��A�v�¯¤��d��� �*�:�A���y¡�������¤����B�¨�~���N����¤��A�4�y�#�(� 0t���,¤����d����¤��A�,���'�¶¦����� ��,�³���A�

�5�����,�4� °  ���¤9�0�������¨�~¡d�5�5�d¤����F ��d�5�A�5���A� ��� � �5)t���y¡t�N��������¡<�����y�#�A�����5�����5�B�, y�d�A¡��A� �
V FFT�B x���v��¤�� �y�A¡i���N���A�y�d¡i���

ρ
�5�À���5¡i `��¤�� ��¡i�����¨�7����¤������

(x(l))1≤l≤Nx

���¯��¤ �
Nj +1 ≤ j ≤ Nx

�
M²� �

ρ̂j =

∫

Γ

ρ(x)ej(x) dx,

=
1

Nx

Nx∑

l=1

ρGS

(
l − 1

Nx

)
e−2iπ(j−Nj−1)(l−1)/Nx ,

=
1

Nx

Nx∑

l=1

ρ(l)e−2iπ(j−Nj−1)(l−1)/Nx

�
� ���
∀Nj + 1 ≤ j ≤ Nx, ρ̂j =

1

Nx

ρFFT(j −Nj).

µX�#�¨�~��@A�,�4������¤�·5�d�'�y���F `�5�y���A�5�d¤����

∀Nj + 1 ≤ j ≤ Nx, V̂j =
1

Nx
V FFT(j −Nj)

® �»���A ����A�x�N�0���(� � °  y�d�A¡�¡d¤���� �y�
V̂j

�5�,&����y�5��¤��������
ρ̂j
�x��� ���y��¤��A� �

∀Nj + 1 ≤ j ≤ Nx, V FFT(j −Nj) = 4π
ρFFT(j −Nj)

κ2 + 4π2(j −Nj − 1)2

�&�t�y�����
∀1 ≤ m ≤ Nj + 1, V FFT(m) = 4π

ρFFT(m)

κ2 + 4π2(m− 1)2
.

�
41� 4��
)�����¡~�y�d¤���¤�¡d����¡'����¤��0�d�A�x�N�0�'����& ��¤����0���$���� L�����5� ��¤��5�-�5¡��:���A�5�§ L�������A�����5�����5�'���A¡����y�����A¡
�d�A�d�,�A¡����B���,«O« ´ ¢x L�����

1 ≤ m ≤ Nx − 1
�

V FFT(Nx −m+ 1) =

Nx∑

l=1

V (l)e−2iπ(Nx−m)(l−1)/Nx ,

=
Nx∑

l=1

V (l)e2iπm(l−1)/Nx ,

=

Nx∑

l=1

V (l)e−2iπm(l−1)/Nx ,

= V FFT(m+ 1).

«O¤��x�����A�,�A� �4�

∀Nj + 2 ≤ m ≤ Nx, V FFT(m) = V FFT(Nx −m + 2).
�
4L� 2��
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 � � ���)��
 � ��� � � � ��
���� � � �5� � 
 ��	.��� �����	� � �?� �)�
� � 2��

)��������y¡6�0���
Dκ(ρ, ρ)

¡�� � °  ���¤��,�4�A� &������5�d¤��������5¡����N���A�y�d¡����B�¨�:«O« ´ �y�
ρ
� ® �F�y��¤���¤�¡���� �

�d���{��������¡ ��� & ��¤������y�
ρ
�5�
Vρ

¡���� � �X�N�����5���d¡ ���A�5�����5¡��{�����
ρ̂Nx−j+1 = ρ̂j

�&�
V̂Nx−j+1 = V̂j L�����������y�

1 ≤ j ≤ Nx

�x��� ���¯��¤��5� �

Dκ(ρ, ρ) =

∫

Γ

ρVρ =
Nx∑

j=1

ρ̂jV̂j = ρ̂Nj+1V̂Nj+1 +
Nx∑

j=Nj+2

(
ρ̂jV̂j + ρ̂jV̂j

)

= 4π|ρ̂Nj+1|2 + 2

Nx∑

j=Nj+2

4π|ρ̂j|2
κ2 + 4π2(j −Nj − 1)2

=
4π

N2
x


 |ρFFT(1)|2

κ2
+ 2

Nj+1∑

m=2

|ρFFT(m)|2
κ2 + 4π2(m− 1)2


 .

� 
���
�� � $B��� > CF� � C > $��!A��@����� < �E� � � > � � � ���

¼F� M² y�d¤������Yµ²�N�� �¤��.�V�X�J�����d¤ ��¦�����M4µ_���< L�A�����&�t�y�#���A�¶¦��5�d�¶¦��5�²���4�,¤��y¤��~���.�
� �����
&����y�5��¤����

E(γ)
¡�������� �A��¡��A�~�y���4�A���0��� ° �

P = {γ ∈ B(X) | γ = γ∗, 0 ≤ γ ≤ 1, Tr(γ) = Ne}
��� B(X)

�y�A¡d¤J��������� �A¡d ����A�,���A¡��� `�5���N�d�A����¡'�L�������A¡'¡d���'��� �A¡� x���5�����5�5�d���d¤��A�
X

�����y���!�
)��������y¡#�0��� P �A¡v�<�(� �5�0���A���� � L�X�A���0��� ° �4������� �A¡� x���A� P̃ �y�A¡§ y�d�{���5�5���5���d¡§�����d¦��%��������� ° ���
�d���.�

Ne

P̃ =
{
γ ∈ B(X)|γ = γ∗ = γ2, Tr(γ) = Ne

}
.

¼F� ���9�����d¤��d¦��,�_M4µ_�R�5¡�� ���,���J�����d¤ ��¦��,�§¤ ���5���N�d¤J& �{����� �i�¶¦x�!�0����¤��d�A���{��¤����~�A���y¡d¤�¡v�����A�,���5� °
�&�¶�� L�A¡��Y�¯��¤��

γN
�����N�����A�������

γ
���(� ¤ ���A�d�N��¤����

N
� £ �����X�5����¡��d�d��¤��d�

γN+1
� ���»�5�����,�A�y�A�

 x�N���5����¡v���d�y¤��d�B�����,¤���¤���¤�¡d�5���
γ̃N+1 ∈ P̃ ���F ���������·5���

γ̃N+1 = arginf γ̃∈ eP
d

dt

(
E((1 − t)γN + tγ̃)

)
|t=0.

�
41� ���
µ²�N��¡t�y�������#�A��¡��

E(γ) = T (γ) + Vne(γ) + Eee(γ)�&�����A¡d�������d� �
41� ���²�d�&��¤��A� ���A� & �N¤�������¤���¤��,¤�¡��A�²¡���� P̃ ��� &����y�5��¤����
γ 7→ Tr(Hργ γ̃)

� ® �
� �o�&�4�

d

dt

(
E((1 − t)γN + tγ̃)

)
|t=0

=
d

dt

(
(1 − t)T (γN) + tT (γ̃) + (1 − t)Ene(γ

N) + tEne(γ̃) +
Aee

2

(
Dκ(ργN , ργN )

)

+2tDκ(ργN , ργ̃ − ργN ) + t2Dκ(ργ̃ − ργN , ργ̃ − ργN )
))
|t=0,

=
(
T (γ̃) − T (γN) + Ene(γ̃) − Ene(γ

N) + AeeDκ(ργN , ργ̃ − ργN ) + tAeeDκ(ργ̃ − ργN , ργ̃ − ργN )
)
|t=0,

= T (γ̃) − T (γN) + Ene(γ̃) − Ene(γ
N) + AeeDκ(ργN , ργ̃ − ργN ).
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M²�F�d�A�¶¦y�A�d�¶¦y�������y�#�y� �,¤���¤���¤�¡d�5���-¡���� P̃ ���B�¨��&������&��¤����

γ̃ 7→ T (γ̃) + Ene(γ̃) + AeeDκ(ργN , ργ̃) = Tr(Hρ
γN
γ̃)

���
Hρ

γN

�A¡v�t�(� �� `�5���N�d�A��� 0t����¤����d����¤��5�

Hρ
γN

= −Ake
2

d2

dx2
+ Vnuc + Vρ

γN
.

µT� ���
γ̃N+1 = � (−∞,εN+1

F )(Hρ
γN

) + δ,

���
εN+1
F

�A¡v���¶¦���¤�¡�¤t�d�A�U�0���
Tr(γ̃N+1) = Ne

�5�����
δ
�A¡v�����9 ��d� ���A�5�d�A���$������¦y�%�����x�N�

�
� ¤����!���4¤����A����¡d�4������¡
ker(Hρ

γN
− εN+1

F )
�

¥§�&�d���À ��d�5��¤�·A�d���5���� `���A¡v�~���`�A�&�����5�$�0�����5�d¤J���y�A�,�A� �~ x�N���¨�F�d���¯��¤��y�����5�A��¤���� � ��� ¡d�5�&¸
�d¤���� �
41� � � � � � ® ��& �N¤��4�x�5���,���B�����y¡X���������y¡����4����¤��t�x�N��¡t�5�T�0��¤;¡d��¤ �4�x������¡X�
� ����������¡� x��¡
�L�A¡���¤��������g�����A�����A� ���5�4�y�~¡��d�¯� QN�A�B�A���,�A�,��¤����
�

γ̃N+1
�`�À��¤�¡t¡��A�����A�,�A� �4�(� �5���A�>��¤��'�A¤��y�&¸

�d¤9�0���
T̃N+1

�x���~���A��¡�¤��d�
ρ̃N+1(x) = γ̃N+1(x, x)

�&�t���A¡��5���A�>��¤��5¡
εN+1
n,ξ(k)

�5���d���A¡d L��������� ���A¡��
¼������A� ° ¤�·A�,� �&�¶�� L�i�A���y¡d¤�¡v��� �����d���y���5�;��� ��¤���¤��,¤�¡��A���`���i��� �A���5�3��¤��

E(γ)
¡d������� � ¡d�������5� � �

[γN , γ̃N+1]
� £ �������A�7& ��¤��d�!�¯���F¤�� �����¯���y¤������T&������5�d¤����

fN(α) = E((1 − α)γN + αγ̃N+1),

= (1 − α)TN + αT̃N+1 + Ene((1 − α)ρN + αρ̃N+1) + Eee((1 − α)ρN + αρ̃N+1),

���
TN = T (γN)

�5�
T̃N+1 = T (γ̃N+1)

���&�t���F���A�¶¦��5�d�¶¦��
αopt

�d�A�"�0���

αopt =
���3���,¤�� {

fN(α), α ∈ [0, 1]
}
.

®O°  ��d¤�������¡
fN(α)

�5�,&������5�d¤����$���
α
� ¾ �o��¤��A� �

fN(α) = TN + α(T̃N+1 − TN) + Ene(ρ̃
N) + αEne(ρ̃

N+1 − ρN)
+Eee(ρ

N ) + α2Eee(ρ̃
N+1 − ρN) + αAeeDκ(ρ

N , ρ̃N+1 − ρN ),

= EN + α(T̃N+1 − TN + Ene(ρ̃
N+1 − ρN) + AeeDκ(ρ

N , ρ̃N+1 − ρN))
+α2Eee(ρ̃

N+1 − ρN),
= aNα2 + bNα + EN ,

�g���5�
EN = E(γN)

�5�

aN = Eee(ρ̃
N+1 − ρN ),�5�

bN = T̃N+1 − T̃N + Ene(ρ̃
N+1 − ρN) + AeeDκ(ρ

N , ρ̃N+1 − ρN).

M²�F `�5�y������� �d�d�A�+& �N�A¤����A�,�A� �_�0���

bN =
1

Nk

Ne∑

n=1

Nk∑

k=1

εN+1
n,ξ(k) − 2EN + TN + EN

ne,



��������
 � � ���)��
 � ��� �5� ��
 ��	�� � ��� � � �D� � ��
 � �F� �)�
� � � 2��

���
EN

ne = Ene(ρ
N )
�

£ �����X¤���¤��d¤¨����¤�¡��A�<�(� ���J������¤���¦y���UMBµ_�8�`���  ��d�5���K�5�����,�B `�N���A� �d¤��A�;���#���A ������
V 0 = Vnuc

�
 L�����t�����0���5�O���»��¤�¡� `��¡������'�¨�V&����d�~�y���#� °  ���¤��A¤ ��� �
41� ��� � ® �� ����¯�5�A�x��� �4�5���,���8������¡d�5�&¸
�d¤���� 41� � � � ���������¯��¤��5� � ���A¡ �� y ��d� ° ¤����N��¤�����¡

ρ0
�
T 0
�
E0

ne

�&�
E0

�����¨�²���5��¡d¤ ���'��������� �A���5�3��¤��
�5¤����&��¤9�0���'�`�y�'�(� �5���A�>��¤��B�
� ¤�� ���5�����&��¤����»���³����� ° ¸!�5���A�&��������¡X�&�X�y����� �A�y�A�3��¤��4�����������B���'��� �5���N�
&����y�x���,�A� �¶�����N¡d¡d���A¤��B���� `�N���A� �d¤��A���y�#�¶¦����� ��,�³���A�

V0

�
)�����¡� x��¡d¡�����¡6�� ��d�5¡d�A� � �:�¨�~���5¡d�A��¤� y�d¤��������5¡t¤ ���5���N�d¤�����¡��

-
ρN

�5����� �O�y�������-¡d���
���A¡; L��¤�� ��¡����-�¨�B���d¤������
(x(l))1≤l≤Nx

�{�����A�����5�����i¡������d����¡>&����d�,�A�
�y�²«x������¤��A� �d�� �¤����!� �0��¤L `�5�d�,�5� �
� ���y�d�A��¤�� & ���5¤����A�,�A� �

(V N )FFT
����& � ¡d�5�5�d¤���� 41� � � ��� �

M²���A����¡v������¤��§�������d¡i���� `�N���A� �d¤��A� �����¶¦x���, À�,�³���5�
(V N

mf)
FFT = V FFT

nuc +(V N )FFT
�

- M²�9��¡�¡d�5�~�������5��¡d�y¤����»�¨�S���N����¤��5�»�����(� 0t����¤����d����¤��5� ���K�¶¦x���, 9���³���A� �x���y¡$�¨�
����¡d�

(ej)1≤j≤Nx

�y�
XNj

 L�������¶¦x�!�0���  `��¤�� �
k

�y� ��� ���d¤������
(ξ(k))1≤k≤Nk

� ® �
�y¤¨�!�����x����¤�¡���� ���A�5¡4�À�{���d¤��A�5¡��L�������y�d¤��A� �X���A¡��N�����5���d¡² y�d�� ����A¡

(εN+1
n,ξ(k))

�o�5�²���K L�A�y�
�A�����5�����5�

T̃N+1
�
ρ̃N+1

�x�5�
ẼN+1

ne

�
- M²�F�g�����A�����4�A��¡���¤��d�

αN+1 �5�����,�4� °  ���¤9�0���4�5¤ ¸!�y�A¡d¡���¡
- M²�F `��¡d�#�������d¡

ρN+1 = (1 − αopt)ρN + αoptρ̃N+1,

TN+1 = (1 − αopt)TN + αoptT̃N+1,

EN+1
ne = (1 − αopt)EN+1

ne + αoptẼN+1
ne ,

EN+1 = aN(αN+1)2 + bNαN+1 + EN .

- ® �1[��
�����$���5�A¤����4�
� ���$�A��¤���·5�d�²�-� �����3@&�4��µX����¡��¨�#���A��¡d¤��������5�d���A�����t���$�A�����4¤��L¡�� �!��¤ �
�-� ��� �����~�y�d���
� ¤����5���N�d¤����y¡²�À� ° ¤��À�N���<���y¤i�F�&�����¶¦���¤�¡d¤ �A� &������&��¤���� �y�,���$�A��� ���5�v¸
���A���5�'���¯���A�0���B¡���¤��d�G���y¤����5�d¡��A¡�¡���¤�¡�� ¾ ��¡��A���N¤����5�A L�A���x�N�0�t �����&��A�d�������4���7[ ° �A�������
�d�����5�����y�A�

ε > 0
�&�²�d�5� ���³���5�8�,�¨�, ��d�5��¤�·A�d�#�5���� L��¡d¤ ∣∣∣∣ρN+1 − ρN

∣∣∣∣ ≥ ε
 `���y�X�����

�5�A�v�¶��¤����B�����d�,�!�

� ��� U �����#�5�$��%&�'� (F� 	$
O�#"�� ��G � (������$	��<
 +§���&�5���&�&�
¥§����¡�¤����5�d����¡���� ¡d�� L�A���A�A���������

ΛNk
= [0, Nk)

� £ �������d�5¡d�����y�d� ���y���5�d¤9�0���5���5� �����
 ���������·A�,�����~¡��� L�A�d�5�A���������!�L����¤�� �����¯�y��¤����¨�:���d¤������B���y¤J&��������#�A���5¡d x���5�

(xsc(l))1≤l≤NxNk���
xsc(l) =

l − 1

Nx�&�t���4¡d���y¡v¸!�5¡d x�N�A�
YNx,Nk

���
L2

per(ΛNk
)
��� [x��¤� x���

YNx,Nk
= Span {fµ(x)}1≤l≤NxNk

,�g���5�
fµ(x) =

1√
Nk

e2iπ(µ−NxÑk)x/Nk .

�����5�:�A�5�����~�5��� ���5�0�d¤����»���~�������À�N��¤�¡d�N��¤����
�¯�¨�E& ����¤������
(fµ(x))1≤l≤NxNk

�5¡��4�y�����x�N¡d�~���s¸
�d¦����������À�N���²���

YNx,Nk

�



��� ���������
	���
 � ��� "
	�� + )���"��#� ��� 	A&(� "
�'��,:�',��6!(� "��#��)����

� 
 � 
�� ; CF����&�� �B �!C��� #AB"�� ��* *#�! #� ��� < A�����&B � < A��BC >  #A ��C?�! CF"�" < ����*# 
� &�A $ < �� #A ���! #� �� � � C > $ > < �F #A � < A�AB*

�¯��¤ � W ���F `�N���A� �d¤��A���y�#�¶¦����� ��,�³���A�
NkZ

¸! L�A�d¤��¯�y¤9�0���4�5�

HW ,sc = −1

2

d2

dx2
+ W

�(� 0t����¤����d����¤��5����¡�¡d���A¤�� � ¤��o¡�� �!��¤����-� ���F�� L�A�d�N���5�������y�d�N¸s��� ����¤�� ��¡����
L2

per(ΛNk
)
� �

£ �����;�g�����A�����A�Y�0���,�A��¤9�0���A�,�A� �;��� �5���N�"&������������5� �¶�����y� �(� �� `�5���N�d�A���
HW ,sc

�³���B��¤¨�'�����x����¤�¡��
���F���N����¤��5�:���À�5�5�'�� `�5���N�d�A���#�x���y¡'��������¡d�

(fµ(x))1≤l≤NxNk

� ® �S ��d�N��¤J�0���!�����A¡B���N���A�y�d¡
��� W ¡���� �t�y�������5�A¡�¡d�����¨�����d¤������t�
� �5¡d x�N�A�

(xsc(l))1≤l≤NxNk

�x�&�t���F���y��¤��A� �
[HW ,sc]µ1µ2 =

〈
HW ,scfµ1 , fµ2

〉
L2

per(ΛNk
)
,

= 2π2 (µ1 −NxÑk)
2

N2
k

δµ1µ2 +
1

Nk

∫

ΛNk

W(x)e2iπ(µ2−µ1)x/Nk dx,

' 2π2 (µ1 −NxÑk)
2

N2
k

δµ1µ2 +
1

NxNk

NxNk∑

l=1

W (l)e2iπ(µ2−µ1)(l−1)/(NxNk),

���F��� ���F�: `��¡d�
W (l) = W(xsc(l)) = W

(
l−1
Nx

) �
¥§���,�,�F������¡����� ���������·5���$¡����,�¨���A�5�����y�������y¤����'� ������¡, L���y������¡��5��¡d�y¤������ °  y�d¤��,�A�����A¡
�5�¯�����5¤��5�0�d¡����4�¨�#�À�{���d¤��A�

[HW ,sc]
�5�I&������5�d¤����À���A¡<�N�����A����¡< x��� �����N��¡>&��������5�²���4«x���y�d¤��5�

�d�� �¤��y�4���'���~¡d��¤ ���
(W (l))1≤l≤NxNk

�;)�����¡����y�d�A������¡���¤���¡�¤

[HW ,sc]µ1µ2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

NxNk
W FFT(µ2 − µ1 + 1)

¡�¤
1 ≤ µ1 < µ2 ≤ NxNk,

2π2 (µ−NxÑk)
2

N2
k

+
1

NxNk
W FFT(1)

¡�¤
1 ≤ µ1 = µ = µ2 ≤ NxNk,

1

NxNk
W FFT(µ1 − µ2 + 1)

¡�¤
1 ≤ µ2 < µ1 ≤ NxNk.

� ���,�� � ���� ° ¤��À�N�d¤������y�:�¨�$�À�{���d¤��A�~�y�A��¡�¤����������(� �&�¶�N�U&������x���,�A� �¶�N� �A¡v�'���y���5���y�� x�N�4�¨�
&������~�����4¡d��¤ ���N�0�d�

(γ0)sc(x, x′) =

NeNk∑

n=1

ψsc
n (x)ψsc

n (x′),

=

NeNk∑

n=1

NxNk∑

µ,µ′=1

Cn
µC

n
µ′fµ(x)fµ′(x

′),

=
1

Nk

NeNk∑

n=1

NxNk∑

µ,µ′=1

Cn
µC

n
µ′e

2iπ(µ−NxÑk)x/Nke−2iπ(µ′−NxÑk)x′/Nk .

µ²�N��¡t���A¡�� °  y�d�A¡�¡d¤�����¡X�5¤ ¸¹���A¡�¡d��¡��

ψsc
n (x) =

NxNk∑

µ=1

Cn
µfµ(x)



��������
 � � ���)��
 � ��� �5� ��
 ��	�� � ��� � � �D� � ��
 � �F� �)�
� � � � �
�&�

(Cn)1≤n≤NxNk

���A¡�¤9���������y�,����¡d�,�����d¦��������d�������'���:���A�&���5���d¡' ��d�� y�d�A¡#�����¨�����N�d�d¤��5�
���

HW ,sc
��¡�¡d���A¤��A�#��� ° �N�����A����¡� ��d�� ��d�5¡

εscNxNk

�d���.���5�A¡� x�����������d�B�5�d��¤�¡d¡��N�0�#¢

HW ,scCN = εscnC
n, [Cn]∗Cn′

= δnn′, εsc1 ≤ εsc2 ≤ · · · ≤ εscNxNk
.

¼F� �A���5�3��¤��²�A¤����5�d¤9�0���²�&���¨���y�A��¡�¤����X���²��� �5���N�#&������x���,�A� �¶�N�`¡�� � °  y�d¤��,�A� ���������d¡ �A�2&����y�5��¤����
���5¡

Cn
µ

¡�����¡��¨�T&��������

T sc
GS = TrL2

per(ΛNk
)

(
−1

2
∆(γ0)sc

)
= 2π2

NeNk∑

n=1

NxNk∑

µ=1

(µ−NxÑk)
2

N2
k

|Cn
µ |2

ρsc(l) = (γ0)sc(xsc(l), xsc(l)),

=

NeNk∑

n=1

|ψsc
n (xsc(l))|2,

=
1

Nk

NeNk∑

n=1

∣∣∣∣
NxNk∑

µ=1

Cn
µe

2iπ(µ−NxÑk)(l−1)/(NxNk)

∣∣∣∣
2

,

=
1

Nk

NeNk∑

n=1

∣∣∣∣
NxNk∑

µ=1

Cn
µe

2iπ(µ−1)(l−1)/(NxNk)

∣∣∣∣
2

,

= NkN
2
x

NeNk∑

n=1

|[Cn]IFFT(l)|2.

� � � �  � ��� ��� P ��5I�/�3�'����&3�h�(��5 W �05D�������������(j���j���� ����5Ij�����&3�(�����@�F	������h�@�
Z
�I�3j����(�2	�� E ����*

5D�9�����.���($��Q	-��&+������j�	��M���@��125 ������	-�H�����3����$���5�5f�-5I�U�3���-�������@j�$������@�F��&�,e�'&A$��h�(�'& 	-���
(Cn,k)��12����&3�g�B��&_�@j����'5f�'��&3��5I�#���@��125 �����`	-�M$���5�5f�-5I�

(γ0)sc(x, x′) = γ0(x, x′),

=
1

Nk

Ne∑

n=1

Nk∑

k=1

Nx∑

j,j′=1

Cn,k
j Cn,k

j′ e
2iπ(j−Nj−1+(k−Ñk)/Nk)xe−2iπ(j′−Nj−1+(k−Ñk)/Nk)x′ ,

=
1

Nk

Ne∑

n=1

Nk∑

k=1

Nx∑

j,j′=1

Cn,k
j Cn,k

j′ e
2iπ((j−1)Nk+k−NxÑk)x/Nke2iπ((j′−1)Nk+k−NxÑk)x′/Nk ,

=
Ne∑

n=1

Nk∑

k=1

Nx∑

j,j′=1

Cn,k
j Cn,k

j′ f(j−1)Nk+k(x)f(j′−1)Nk+k(x′).

� 
 � 
 � ; CF����&�� ��& $ < �� #A ���! #� �B �� & � C��=C CF"�" < ���!* � &�A� �B #A�"�� ��*
� < A�AB*# 

�¯��¤ �
ρ

���y�S���5��¡d¤ ��� ���S�¶¦x���3���
NkZ

¸¹ `�5�d¤�����¤J���y�!���� � x�N�����5�x��� � � �(� �5¡d x�N�A�
YNx,Nk�&�����A ����A¡��A� ���5� �5�� y���N�d¤9�0���$ x���:���»¡d�y¤����

(ρ(l))1≤l≤NxNk

�y�F¡��A¡:�N�����5���d¡��A� ���5¡: `��¤�� ��¡
(xsc(l))1≤l≤NxNk

�



��� ���������
	���
 � ��� "
	�� + )���"��#� ��� 	A&(� "
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¼��S L���d�A� ��¤��A�
V sc
ρ

�A¡�� ��� ����¤J�0��� ¡������¯��¤����R������¡
H1

per(ΛNk
)
��� ��� ���0�x�{��¤���� ��� £ ��¤�¡d¡����¯¸

©§�����ON5�À�N������¤��y�g����¤�¡d�5�
−V ′′ + κ2V = 4πρ.¥§���,�,�
ρ(x) =

NxNk∑

µ=1

ρ̂µfµ(x),

¤��o��¤��A� �
V sc
ρ (x) =

NxNk∑

µ=1

V̂µfµ(x),

���
V̂µ = 4π

ρ̂µ

κ2 + 4π2(µ−NxÑk)2/N2
k

.
�
41� � �

£ ��¡d���y¡
V (l) = V sc

ρ (xsc(l))
�O¥§���,���,�����y¡���� �g�����y¡'��� �»���F¡��A�5�d¤����S ��d�5�A�A�y�A� ���'� ������¡

���y�d����¡��L�A¡���¤��-�� `��������¡�¡d�A�������5�<�¨�~���N����¤��5�X���4�(� 0t����¤����d����¤��5�����4�¶¦x���, ����³���5�F��¡d¡��¯�5¤��
�
ρ
���y�A¡ �N�����5���d¡

(V FFT(m))1≤m≤NxNk

�y���¨�X���d����¡ &����d�,�A�<�y��« �����d¤��A�O�y¤�¡d�5�d·&�����������²¡d��¤ ���
(V (l))1≤l≤NxNk

�
�¯��¤��

(ρFFT(m))1≤m≤NxNk

�¨�X���d����¡ &����d�,�A�<�y�t«x���y�d¤��5� ��¤�¡d�A��·5�d�������¨�²¡d�y¤����
(r(l))1≤l≤NxNk���5¡��N�����A����¡����

ρ
�5� ���A¡� L��¤�� ��¡��y�#�������d¤������!�1M4� �

ρ̂µ =

∫

Γ

ρ(x)fµ(x),

' 1

NxN
3/2
k

NxNk∑

l=1

ρ

(
l − 1

Nx

)
e−2iπ(µ−NxÑk)(l−1)/(NxNk),

=

NxNk∑

l=1

r(l)e−2iπ(µ−NxÑk)(l−1)/(NxNk).

µX�����
∀NxÑk ≤ µ ≤ NxNk, ρ̂µ =

1

NxN
3/2
k

ρFFT(µ−NxÑk + 1)

�&�t�y�#��@A�,�

∀NxÑk ≤ µ ≤ NxNk, V̂µ =
1

NxN
3/2
k

V FFT(µ−NxÑk + 1),

�5�8�0��¤��5�0�d���'W����B�A�F�y��¤���¤�¡���� � ��41� � �

∀NxÑk ≤ µ ≤ NxNk, V FFT(µ−NxÑk + 1) = 4π
ρFFT(µ−NxÑk + 1)

κ2 + 4π2(µ−NxÑk)2/N2
k�&�t�y�����

∀1 ≤ m ≤ NxÑk + 1, V FFT(m) = 4π
ρFFT(m)

κ2 + 4π2(m− 1)2/N2
k

.
�
41� ���
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���� � � �5� � �����F� ���	����� � � ��
 �&4

¥§���,�,�4���4 L�����5�0�d¤��5�
V sc
ρ

�A¡v�t���A�5������� �:�A��¡���¤��d�B `���y�<�����y�
1 ≤ m ≤ NxNk − 1

�

V FFT(NxNk −m + 1) =

NxNk∑

l=1

V (l)e−2iπ(NxNk−m)(l−1)/(NxNk),

=

NxNk∑

l=1

V (l)e2iπm(l−1)/(NxNk),

=

NxNk∑

l=1

V (l)e−2iπm(l−1)/(NxNk),

= V FFT(m+ 1).

µT� ���
∀NxÑk + 2 ≤ m ≤ NxNk, V FFT(m) = V FFT(NxNk −m + 2).

�
4L� ���
£ �����~���A¡d�y���5���O�5� �g� ��� �:�y�A¡~ x�N¡������y¤�¡d�5�d�&��¤�¡d�N��¤���� [ ° �A¡:�5�����5¡'�N�����5���d¡'���À��� ���5��¡d¤ ���
�5�����A¡� L��¤�� ��¡����'�¨�:���d¤������4�
� �A¡� x���5�!�o���K���y�d¤��A� �t���5¡t�N�����5���d¡ � «O« ´ �#���K L�����5� ��¤��5� W �L�A�
���5� ° �5�¶�N `�5¡'¢ �
� ���L���d� ���B�g�����A�������'�¨�~���d����¡ &����d�,�A�'« « ´ �y�

ρ
 y��¤�¡����#�g�N���A�y�;�y�

W FFT x�N�����A¡+&������~�����A¡ �
4L� ���§�&� �
41� ��� �

� 
 � 
�� ����� < ��� � � >  � � � $ < &)� �� $�� < (���� >  ��� "�&B$  �E�� #���!&B�� 

¼������A¡������y�d¤��������F ���������·5���B���B¡��� `�5�d�5�A���������4¡�� � �o�5�5�d�����5�»�y�d¤���¤�¡���� ���y���#���x�� y���N��¤����
���i�(� ���J������¤���¦y��� M4µ_�� L�A�����&�d����� �����i�d�5¡d�����y�d�i���  y�d������·A�,� ���i�A�5��������� � ��& �A¡d�A�&��¤����641� � � 4�� �
¼��A¡��,�¯��¤\[x�g�{��¤�����¡+���� � L���v���A���&�¶��� ���,¤����5���d�5¡��x�����y¡��y�#���A¡����&�¶��¤���������¡< x�N¡�¤��A¤(�

� ��� U �����#�5�$��%&�'� ����G �<

%AH,�$� (�� G �,(����&� ($��(���MN3#�$�
£ ���y� ���y���5��¤������5¡S�N � ��d� ° ¤����N�d¤�����¡F�N���d¤��N��¤��������5�����5¡»��� ���N���d� �,�¯�y·A���S��� �y��& ���y���

������¡²���������y¡����5����¤��t�A����¡v������¤����'���5¡X¡�����¡v¸¹�A¡� x���A�5¡²���'��¤��,�A��¡�¤����2[x�y¤��#���A¡t�A¡d ����A�5¡
H− =ª ���

(γ0
per)

���A¡� x���A�����A�A�y `� � �&�
H+ =

ª ���
(1−γ0

per)
���A¡d ����A����¤����d���A� � ���5�.���5�����d�5¡- ����i���A¡

&����y�5��¤�����¡B�����g�N��¤�¡��A�5¡B���y�������'�y� ��� & ���y���
µX����¡#�¨��¡d�A�&��¤�����4L� 41� � ��������¡'� °  ���¤J���y����¡#�A���:¸
�,�A� � �A���y¡�������¤������������A��¡i¡d����¡s¸!�5¡d x���5�A¡#�B�(� �N¤��������_&����y�5��¤�����¡ ��� 7S������¤��A�i��� ° ¤��������5���5�0�
���¯�A����¤�¡d�A�5¡�� �&�§�x�N��¡§���B¡��A�&��¤���� 41� 41� �L�0������¡ �����0�d�d���y¡-�5�����,�A� � �g�N���A�y���A�i�0���,�A��¤9�0���A�,�A� �
�������5�����A¡�&������&��¤�����¡:�A����¤����5��¡d¤���� � �H)t����¡����A�5�d¤�������¡:���¨��¡d�5�5��¤���� 41� 41� 4 ���$ y�d������·A�,�
���À��¤��,�A��¡�¤���� [x��¤��À�d�5¡d��� �¶��� ��������� �� � y�d� ° ¤����N��¤��������N�d¤¨�{��¤��������A�����:���À���������À�,�¯�y·A���,���
��� & ���y���x�5��������¡� ����A¡��A� �����y¡ �0���A�J�0���A¡��d�5¡d��� �¶�N�d¡����y���5�d¤9�0���5¡ �:���~¡d�A�&��¤�����4L� 41� 2.�

� 
�� 
�� � < AB� ��� < AB" �� �� CFA�AB�! �

�¯��¤ �
ρ0

per

���:���A��¡�¤��d�#�y�#�(� �&�¶�N�#&������x���,�A� �����Y���F ��d������·5���4 L�A��¤�����¤9�0���²�&�

H0
per = −1

2

d2

dx2
+ Vnuc + Vρ0per

.
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�¯��¤��
(ψn,ξ)n≥1, ξ∈Γ∗

���5¡����d��¤ �¶�����A¡<���#©§���¯�¶¦����B�(� 0t����¤����d����¤��5�
H0

per

�x¤(� �'�

−1

2

d2ψn,ξ
dx2

+ Vnucψn,ξ + Vρ0per
ψn,ξ = εn,ξψn,ξ, ψn,ξ ∈ L2

ξ(Γ),

∫

Γ

ψm,ξψ
∗
n,ξ = δmn, ε1,ξ ≤ ε2,ξ ≤ ...

�¯��¤��
n ∈ N∗ �<M²�F�y��[x��¤ ���¨�T&������&��¤�������� 7 ���y��¤��5� � �,·A�d� �

χn
 x�N�

χn(x) =
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

ψn,ξ(x)dξ.

M²�F `��¡��B�A��¡���¤��d�# L�����<�d���y�
r ∈ R �

χn,r(x) =
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

ψn,ξ(x)e
−iξrdξ.

¼��A¡B&������&��¤�����¡
(χn,r)r∈R

���5�d¤\[x�A� �

∀r ∈ R, χn,r(x) = χn(x− r)
 
�  
�

£ ������¤������A�y�d¡��
(χn,r)r∈R

&����d�,�4�����7& ���,¤������������d¦��������d�,�A�!� ® �F���`�5���

〈χn,r, χn,r′〉L2(R3) =
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

〈(χn,r)ξ, (χn,r′)ξ〉L2
ξ(Γ)dξ,

=
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

∫

Γ

ψn,ξ(x)e−iξrψn,ξ(x)e
−iξr′dξdx,

=
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

〈ψn,ξ, ψn,ξ〉L2
ξ(Γ)e

−iξ(r′−r)dξ

=
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

e−iξ(r
′−r)dξ

= δr,r′.

M²�K L�A�y�X�����0�d�d�5�*�0���
(χn,r)r∈R

�5����¡��d¤��d�����5��& ��¤������y���x��¡���¦�¤����L�A�v��¤��5�����B���
Ran(Πn)���

Πn

�5¡������4 y�d�{���5�5���5����¡d L�A�&�����N�;¡������¨�~�¯¸¹¤�·5���²���������#���
H0

per

�
¾ �t�A� ���A¡d�y���������y�

(χn,r)1≤n≤Ne, r∈R
�5�

(χn,r)n>Ne, r∈R
�A����¡��d¤����y�A� �$���5¡��x��¡��A¡�¦�¤����L�A�s¸

�d¤��A�y���A¡����
H−

�&�
H+

�d�5¡d L�A�5�d¤����A�,�A� �4�
)������5�d¤J���y�A�,�A� �4�
��� �»¤�� ���A�>@5���»�A�I�0���À���A¡�&������&��¤�����¡'�y���x��¡���¡d��¤��A� �~���A¡' �����¡#�����g�N��¤ ¸
¡��A�A¡B L��¡d¡�¤������ �����T& ��¬5��� �À�A�E�0�������A¡X�À�N�d�d¤��A�A¡t¦x���,¤�� ������¤��A���y�A¡�¡d��¤��A� �²���A¡² �����¡²�5�d�A�y¡d�A¡
 L��¡d¡�¤������A¡ � ��¥ � �A¡v�F�¨� �d��¤�¡����  L�����À���!�0���A����� ��� & ��¤��À�� � L�A�²���  ����¯�5�A�����������¯�A����¤�¡��N�d¤����
¡���¤��N��� �4�
M²�#�A���,���5���A�i x�N���d�A�����>���y�A� �0���!� ���5¡
&������&��¤�����¡

ψn,ξ
�&�¶��� �;��� [x��¤��5¡X�����y�  y¦x��¡d� �������x�����

 ���·A¡��;���  L�A�y�B���A�, ��¨�N�A�A�
ψn,ξ

 x�N�
ψαn

n,ξ = ψn,ξe
iαn(ξ)

���
αn

�5¡��#�����E&����y�5��¤���� ���
Γ∗ �



��������
 � � ���)��
 � ��� � � � ��
���� � � �5� � �����F� ���	����� � � ��
 ���

�N�����A����¡4�x����¡
R
�Yµ²�N��¡4���~�A��¡4 x���v��¤��A����¤��A�������(� ���� y�d�A�y�

αn(ξ) = ξr0
�g���A�

r0 ∈ R �Y������¯��¤��5� �
χαn
n =

1

|Γ∗|

∫

Γ∗

ψαn

n,ξ(x)dξ,

=
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

ψn,ξ(x)e
iαn(ξ)dξ,

=
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

ψn,ξ(x)e
iξr0dξ,

= χn,−r0(x) = χn(x + r0).¼��7& ����¤������
(χn,r)r∈R

���_&������&��¤�����¡i��� 7 �N����¤��5�i�d�A¡v���������y�t¤����¶¦x���.���A�B¢ �¨�U&������&��¤�������·5�d�
��¡d¤��� y���A�,�A� �:�&�����d������¡��¨�N�d�A�'� ® � ���5�N�����¶¦��'�i `���y�~���

αn
�0���5���5���.�0�����¨��&��������À�����¨�

&����y�5��¤�������·5�d�4�5¡��t������¤J[��A�!�
£ �����,�g����¤��:���A¡E&������&��¤�����¡:��� 7S������¤��A�:���5¡: ����y¡:�����g����¤�¡d�5�A¡~ L��¡�¡d¤��y���!�
¤��#& �N�y���¶¦���¤�¡d¤����¨�
&����y�5��¤����

αn(ξ)
���B������¤�·5�d�7���,¤���¤���¤�¡d�A� ���F�A��¤���·5�d�4���B���5�����g����¤�¡d�N��¤����
�

µ²�N��¡ � � 2 ���§º»���>Ng����¤t�&��¿ �����y�A�d�y¤�������� �� y�d�� L��¡d�»�A���,���F�A��¤��d·A�d� ���K���5�����g����¤�¡d�N��¤���� �¨�
�N����¤¨�����5�

Ω(αn) =
〈
χαn
n ||x|2|χαn

n

〉
− |〈χαn

n |x|χαn
n 〉|2

���
x
���A¡�¤9�����:�(� �� `�5���N�d�A���² L��¡�¤���¤����K�x�N��¡

L2(R3)
��¼��5¡G&������5�d¤�����¡X��� 7 ���y��¤��5�²���y�d�A�0���A¡

���3^��A���:�A�#�A��¤��d·A�d�4¡���� �t�� � L�A���5�A¡ ;_�eK ������5�5 = �\��$;��5f�D:'�;	��B��&3&3�(����6A�-&A$��h�(�'&+�%4�; ��� 6 7 �
¼�� �A����¡��d�d���&��¤����R�5¤ ¸¹���A¡�¡d��¡$¡�� � �o�5�5���y� ���������� x�N���x�����y�!� £ ���������¯���A�y¤������5¡$�x��¡��A¡$���
H−

�5�
H+

�5���A���d�:�,¤��A� ° ���¯�A����¤�¡d�A�5¡��`���� `�5�y�# ��d���A�5���A�4�5���,���~¡���¤������¯��¤��
(Bn)n∈N

���
�5��¡d�5�~�����$[x��¤y�y�<�x�����y�A¡��%)t����¡O `���¯������¡ ��¡d¡��¯�5¤��A���X�
� ¤��, `������� �0���A����� & ����¤������

(U(ξ))ξ∈Γ∗���-�À�{���d¤��A�5¡;�y��¤�����¤����A¡����-����¤������ |N |×|N | ���5¡X&����y�5��¤�����¡;���B7 ���y��¤��5� ���5���A�d����¤�¡d�5�A¡;����[x�y¤��A¡
 x�N�

∀n ∈ N , χUn (x) =
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

∑

m∈N
Unm(ξ)ψm,ξ(x)dξ.

�t������¡
χUn ∈ ⊕m∈NRan(Πm)

�5�
(χUn (· − r))n∈N ,r∈Z

&��������$���y� �x�N¡d��¦�¤����`�5���d¤��A�y�������
⊕m∈NRan(Πm)

�`¼��:& ���,¤������
(U(ξ))ξ∈Γ∗

 `�5�y�7@5�d�d�~�¶¦y��¤�¡�¤����y�~�À�N��¤�·5�d�8�À��¤���¤��,¤�¡��A�����
�5�d¤��d·A���²���²���5�����g����¤�¡d�N��¤������5�<���$���y��¤��A� ���N¤���¡�¤`���y�²�x��¡��²��� ;_�eK ������5�5 = �\��$;��5f�D:'�;	 4��"��&A���
�
��5f�D:'�;	�7��B��&3&3�(����6A�8&A$��.�(�'&+� �

� 
�� 
 � ;=< A�" ����&��0��� < A �B � � � �  #A �B� >  #A�"�� < A �
£ ���y�:�A����¡v������¤����$���A¡�º»¼&7R«  L�����:�����d�d�$ ���������·A�,�!�O�y����¡:¡d�y¤�������¡���� �� � ����¯�¶¦��$�y�&¸

�5�d¤��d�X�x�N��¡ � � � �(�¯µt�5�¶�N¤���������¡ �A�&�d���X�� � ����¯�¶¦y�² `�����§���'�A����¡��d�d���&��¤��������4º ¼&7R«S�d�5�¨�N�d¤����5¡+�
�(� �5¡d x���5�'���A�5�� L�!�
)�����¡� x���v������¡��y� ���A¡d�y���¶�{���
� ��� �A�����5���Y���B¡��� `�5�d�5�A���������X `���y�����²�5�d¤�¡v�¶���o x���>& �N¤��<�y�����x��� �
���y���� y ��d� ° ¤����N��¤����

γsc(x, x′) =

NxNk∑

µ,µ′=1

Pµµ′fµ(x)fµ′(x
′)



� � ���������
	���
 � ��� "
	�� + )���"��#� ��� 	A&(� "
�'��,:�',��6!(� "��#��)����

���'�¨���À�{���d¤��A�B���5��¡d¤ ���
γ0

per

�5)���������¡ �0���
γsc  L�A�y� @5�����'���y���5���»����������¤�·A�d�B �����¡��A�A�����N¸

�,¤9�0���~�5� �d�A�, �¡²���:�A�����5���  x�N�²��� �g�����A���O¡d���4���À�A�5�����y�����y��¤��d���³���A�������:�y¤�¡d�5�d�&��¤�¡d�N��¤����
���y¤J&��������4���4����¤������

Nk

���B�¨��N5�����B���#©§�d¤���������¤��-�L)���������¡���� �����A�,�A� �B�0���

TrL2
per(ΛNk

)(γ
sc) = NeNk := N0.

¼������&��¦������4 ����� `��¡d�A�B�x�N��¡�� � � ���A���y¡d¤�¡v���8�:��¤¨�!�����x����¤�¡d�5�§�(� �� L�A�d�N���5���

Ξ = γsc sin

(
2πx

Nk

)
γsc.

¥§�&�²�� L�A�d�N���5�����A¡��t�A� ���`�5�t�����'�� � ���� ° ¤��À�{��¤����$���'�(� �� `�5���N�d�A���
γ0

perxγ
0
per

�y��� �X���F L�A�y�
�,��� �����A�B�0���B���A¡_&����y�5��¤�����¡� ����� ����A¡�¡d��� �����5¡²º»¼&7R« ���A�¨�{��¤����A¡6�:��� �A¡� x���A�B���A�5�� `�'�
¼��A¡��A��� �,�5¤��A� �d¡��y�#���:�À�N�d�d¤��A�²���

Ξ
�x����¡��¨�~����¡d�

(fµ)1≤µ≤NxNk

¡���� �t�y�������5¡t x�N�

Ξµ,µ′ =

NxNk∑

µ1,µ2=1

Pµµ1Sµ1µ2Pµ2µ′

���
Sµ1µ2 =

∫

ΛNk

sin

(
2πx

Nk

)
fµ1(x)fµ2(x)dx,

=
1

Nk

∫

ΛNk

sin

(
2πx

Nk

)
e2iπ(µ2−µ1)x/Nkdx,

=
i

Nk

∫

ΛNk

sin

(
2πx

Nk

)
sin

(
2π(µ2 − µ1)x

Nk

)
dx,

= i

∫

Γ

sin(2πy) sin(2π(µ2 − µ1)y)dy,

=
i

2

∫

Γ

(cos(2πy(µ2 − µ1 − 1)) − cos(2πy(µ2 − µ1 + 1))) .

¼��A¡,¤�� �d�����d�����5¡~ ��d�5�A�5���A� ���5¡À¡���� ���y��� �0�������5¡:¡d¤��5��¡��A�����A�,�A� �,¡d¤
µ2 − µ1 − 1 = 0

���
µ2 − µ1 + 1 = 0

�xµT� ���

Sµ1µ2 =

∣∣∣∣
i/2

¡d¤
µ2 − µ1 = 1

−i/2 ¡d¤
µ2 − µ1 = −1.

¾ ���5� ���5�A���y���G�0���

Ξµ,µ′ =
i

2

NxNk−1∑

µ1=1

(Pµµ1Pµ1+1,µ′ − Pµ,µ1+1Pµ1µ′).

M²�F��¤¨�!�����x����¤�¡d�t�A��¡���¤��d�B�A�5�����B���N����¤��A�X�5�����F�������
(Mn)1≤n≤Ne

���F¡���¡��d·A�,�B���
Ne

���5�&¸
�d�A����¡t ����� ����A¡����

Ξ
��¡�¡d���A¤��A¡���� °

Ne

 �����¡� `�&��¤��d�A¡<�N�����A����¡� ��d�� y�d�A¡��L¼��5¡_&������5�d¤����y¡

χLW
n (x) =

NxNk∑

µ=1

Mn
µ fµ(x)



��������
 � � ���)��
 � ��� � � � ��
���� � � �5� � �����F� ���	����� � � ��
 ���

¡��A�d���0���y�A¡:�� y ��d� ° ¤����N��¤�����¡#���A¡
Ne

º ¼&7R« �����(� �5¡d x���5�����A�A�y `�����¯�A����¤�¡d�5�A¡'���y�����������
 L��¤�� �

3Ñk/2
�����4�,¤��y¤��~���q���B���T&������5�d¤����

sin
(

2πx
Nk

) �
)�����¡� `���y�����y¡t�N��¡d¡�¤��g�����A�����A�#& ���5¤����A�,�A� �<���A¡<�N�����5���d¡��y�4�A�A¡_&����y�5��¤�����¡���� °  L��¤�� ��¡§���B�¨�
����¤������X�-� �5¡d x���5�� x�N��« « ´ ¢

χLW
n (x(l)) =

1

N
1/2
k

NxNk∑

µ=1

Mn
µ e

2iπ(µ−NxÑk)(l−1)/(NxNk),

=
1

N
1/2
k

(
NxNk∑

µ=1

Mn
µ e

2iπ(µ−1)(l−1)/(NxNk)

)
e−2iπ(NxÑk−1)(l−1)/(NxNk),

= NxN
1/2
k [Mn]FFT(l)e−2iπ(NxÑk−1)(l−1)/(NxNk).

® ��¡���¤��d�!�x���$�5� ���5����¤ �� x���<�d������¡��¨�N�d¤����À�����4�x��¡��4���'º»¼&7R« ���4��� �A¡� x���5�4�¯�5�A�� L�:¢� L�����
�d���y�

r ∈ Z
�x���F L��¡d�

χLW
n,r (x) = χLW

n (x− r)

=

NxNk∑

µ=1

Mn
µ fµ(x− r)

=

NxNk∑

µ=1

Mn
µ e

−2iπ(µ−NxÑk)r/Nkfµ(x)

=

NxNk∑

µ=1

Mn,r
µ fµ(x),

���
Mn,r

µ = Mn
µ e

−2iπ(µ−NxÑk)r/Nk
�

® �,¡d�A���A�&��¤������x��� �i�x���y¡ ���²�x��¡����y�A¡
(χLW

n,r )
���5¡

m−
&������5�d¤����y¡ ���A¡  y����¡  ����¯�¶¦y�A¡ �����y��& ���y���

���F L�����d�d�:�A����¡v����¤��d�B���F�A¡� x���A�B�
� �� � y�d� ° ¤����N��¤����$���
H−
�

® �F�d�A�, �����¬g��� �
γsc

 x�������y�'�N � ��d� ° ¤����N�d¤������y�  ����{���A�&���5����¡d L�A�5�d������¡��������5¡
Na

�x���y���A¡
��¤��v�����5�����A¡#���À �����¡#�x��¡d¡��À�5���A�>��¤��'�
���  `�����d�d� �A����¡��d�d��¤��d�,���y���5�d¤9�0���5���5� �~�������x��¡��À���
º»¼&7R«��d�5�¨�N�d¤����A¡"�<�5�A¡��x�����y�A¡�� ® �����i��@A�,�!�5���4���y�d¤��A�y�����<���5¡��A¡d ����A�5¡
�
� �� � y�d� ° ¤����N��¤����
���

H+

�5��¡d�5���5�5��¤������x�N�0�§ x������¤ �A�5¡�º»¼&7R«#���A�5�����A¡#�0��¤L¡d���0�<���A¡  �����¡§ ����¯�¶¦y�A¡<���$�y��& ���y���

� 
�� 
�� ��$�$B� < ��� > CD��� < A �
C �E�!CD��� < ABA� #�!�! �B& > < � �#�! ��� ��* �9CF&)�
¥§����¡�¤����5�d����¡4�y���: `�5���d���d�x�{��¤����

ν(x)
�y�:�¨���¶¦x���>���:�0���A���g��¤��d�~ L�A��¤�����¤9�0���'��� �A��¤�¡������

 x�N�>& ��¤ �t�&�X¤�� ���A���A¡�¡d����¡s¸!������¡²���  ��d������·5���B���#��¤���¤��,¤�¡d�N��¤������g���A�~�5��� �����N¤�� ���#���#�¶¦x���3���!�
¤(� �'�1�����#�d������¡� `��¡d¤��d¤����À�����,�¯�y·A��� � µ �����0�§¤��L�A¡v�_�0���A¡v��¤������x����¡§�A�²�¶¦x�N �¤��d�d�X�y�$������·A���
� �L� �����§�5�d����¤��B�
� ���F `��¤�� �����4�����4��¦��5���d¤J���y�8�:����¡��A�&��¤����»�?� 41� �L�
£ �����;��¤�¡��A�d�&��¤�¡d�A���5�- ���������·A�,�!�³¤��'& ���y�; ��d�5�������-�5���A���� y�d� �¨���A���0�d����¤�� ��� ���y�-�������N�d�d¤��5�

Q����¤��-�� � x�N�����5��¤��H�B��� �A¡� x���5� K � £ ���y�-�5�6& ��¤��d�'�����À�5����¡v���d�y¤�� �A���,�,��� °  ���¤J�0���6�'�¨�4¡��A�5�d¤����
 ����A�5�A���5�0�d�!�<�y�A¡��5¡d x���5�A¡��-� �� y ��d� ° ¤����N��¤����

V h
−

�&�
V h

+

�y�
H−

�5�
H+

�d�5¡d L�A�5�d¤����A�,�A� �4�
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�5�.���A�y���d�5¡' x�N�²���A¡'º»¼&7R«$���¯��¤ �
m±

�¨����¤����5��¡d¤����K���
V h
±
�
Nb = m− + m+

�Y�5�
V h =

V h
− ⊕ V h

+

�
�¯��¤��

(ϕ1, · · · , ϕm−
)
���d�A¡� 
�

(ϕm−+1, · · · , ϕNb
)
�����#�x��¡�������� ���A�5�A¡�¡���¤��d�A�,�A� �X�����d¦��������s¸

�,�A�����
V h
−
� �d�5¡d 
� �y�

V h
+

� � 0²�x��������� ��¤�¡d�A���5�d¤�¡d�����$ ��d���y��·A�,�$�����,¤���¤���¤�¡��N�d¤���� �g���A�
�5��� �����N¤�� ���,���,�¶¦x���3�����x�N��¡'�5�5�����,�x��¡d�'�
��� ���A¡��d�d�5¤�� ���(� �5¡d x�N�A�����N�d¤¨�{��¤��������A� ��� ° �� L�A�d�{¸
�d�A����¡

Q
�y�#�d���.�E[x��¤��y�#���T&����d�,�

Q =

Nb∑

i,j=1

Qh
ij|ϕi〉〈ϕj|,

�
41� ���

���F�¨�~���N�d�d¤��5�
Qh

�� � ������d¤��A� �6�:��� �A�y¡d�A�������B�A���0��� ° �

Qh =
{
Qh ∈ CNb×Nb , (Qh)∗ = Qh, −γ0 ≤ Qh ≤ S−1 − γ0, Tr(SQh) = q

}
.

µ²�N��¡t�(� � °  ��d�5¡d¡d¤����F�A¤ ¸¹���A¡�¡d��¡��
S

���5¡d¤9�����B�¨�~���N����¤��A�X���B�d�A�5���y���d�5���5� �

S =

(
Sm−

0
0 Sm+

)

���
[Sm−

]ij = (ϕi, ϕj)L2

�&�
[Sm+ ]ij = (ϕm−+i, ϕm−+j)L2

�&�
γ0 ���5¡d¤9�����:�¨�����N����¤��5�T�0��¤

���A ����A¡d�5� ���
γ0

per

�x����¡����~�x��¡d�
(ϕi)1≤i≤Nb

¢

γ0 =

(
S−1
m−

0

0 0

)
= S−1/2D0S

−1/2 �g���A�
D0 =

(
Im−

0
0 0

)
.

¼��E& ��¤��U���y�
S

¡d��¤ �B��¤¨�!�����x������ x���4�y�����A¡²��¤��5�0�#��� & ��¤ �7�0�������A¡B�5¡d x���5�A¡
V h
−

�5�
V h

+

¡d��� �
���v��¦��!�����x��� ° � µt�#��@A�,�!�y�¨�~���N����¤��A�X���

H0
per

�x���y¡��5�5�����#�x��¡d�B�5¡������B�¨�T&��������

H0 =

(
H0

− 0
0 H0

+

)

¼����y�A��¡�¤����'�5�X��� �A���5�3��¤��#�-� ���»�� `�5���N�d�A���
Q

���#�¨�E&����d�,� ��41� ���<¡d��� �²�y�������5�A¡²���A¡d L�A�&��¤ ���&¸
�,�A� �� x���

ρQ(x) =

Nb∑

i,j=1

Qh
ijϕi(x)ϕj(x)

�&�
E(Q) = Tr(HQh) +

1

2
Tr(J(Qh)Qh),

�g���5�
[H]ij = H0 +Dκ(ν, ϕiϕj)

�5�
[J(Qh)]ij = Dκ(ρQh , ϕiϕj)

�
�6[x���y�� `���¯����¤�� �d�5¡d�����y�d���A�� ���������·A�,�< x��� �(� �N�9������¤��d¦����$M4µ_�9 ��d�5¡d�A� �d���5¤ ¸¹���A¡�¡d��¡�� ������¡
� �o�5�5���y����¡����4�¶¦x���1���A�,�A� �t���4���N�d¤¨�N�����

D = D0 + S1/2QhS1/2.
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 � � ���)��
 � ��� � � � ��
���� � � �5� � �����F� ���	����� � � ��
 ���

£ �����
Qh ∈ Qh � D �� � x���v��¤��A� �6�,�(� �5��¡d�5�~�����

{
D ∈ CNb×Nb, D∗ = D, 0 ≤ D ≤ INb

, Tr(D) = m− + q
}
.

¼F� � °  ��d�5¡d¡�¤���� ���B��� �A���5�3��¤��4�A� &������5�d¤��������
D

�A¡v�t��������¡

ε(D) = E(Qh),

= E(S−1/2(D −D0)S
−1/2),

= E(S−1/2DS−1/2 − γ0),

= Tr
(
H(S−1/2DS−1/2 − γ0)

)
+

1

2
Tr
(
J(S−1/2DS−1/2 − γ0)(S−1/2DS−1/2 − γ0)

)
,

= Tr
(
H(S−1/2DS−1/2

)
− Tr(Hγ0) +

1

2
Tr
(
J(S−1/2DS−1/2)S−1/2DS−1/2

)

−Tr
(
J(γ0)S−1/2DS−1/2

)
+

1

2
Tr(J(γ0)γ0),

= Tr(H̃D) +
1

2
Tr
(
S−1/2J(S−1/2DS−1/2)S−1/2D

)
− E0,

�g���5�
H̃ = S−1/2(H − J(γ0))S−1/2

�&�
E0 = Tr(Hγ0) − 1

2
Tr(J(γ0)γ0).

)�����¡  x�N¡d¡d����¡F�X ����A¡��A� � �t���t���5�d��¤�·A�d�§¡d�A�&��¤����~���-�A�<�¶¦x�N �¤��d�d�§� �~������¡O������������¡��0���5�9�0���A¡
���A¡d�y���¶�{��¡ �0���,�A�d¤J�0���A¡i���y�d�A�0��¡ �5�À�� y ���¤J������� � ���5¡ ���&��¦������5¡ �5�i�� y ��d� ° ¤����N��¤�����¡
���A�5�d¤��d�A¡
����¡>�0�
�Y�, ��d�5¡d�5�0���

� 
�� 
�� � &� #����&B #" �� #" ��" A�& > * ��� �.&� #"

£ ���y���(� �N � ���¤��g�N�d¤������0�����5�d¤J���y�!�x�����y¡t�g������¡��¶¦���¤�¡�¤Y�A�����,�²�N�����5���d¡����5¡t ��������,·5�d�d�5¡

Aee = 10, Ake = 1
�5�

κ = 5

���t�À�N��¤�·5�d�6�'�5� �0���²���A¡ �A���5�3��¤��A¡ �A¤��y�5��¤J�0���X�&�§ L�����5� ��¤��5�������y�X��� �5���N�H&������x�N���5�0����� ¡d��¤��A� �
���F��@A�,�4���d�����B���G�������y���A�����
)�����¡t�³������¡� ���¤�¡���¤\�o�5�d�A� �d¡t��� & ���y�d¡�� ¼��� ��d�5��¤��A����� & ���y�4�

ν = (Z − 1)δ0.25 − Zδ0,

�0��¤��A�����d�5¡d L���������L���.���5�;�y�����³� �N���5�
��¤���¤����y�A��¡����¶¦x���>��� �
� �y���§���y¤����'� ���&���i���d��¤��d� �x����¡
���N���d�,���v��¤��A��� � �N�����
)t����¡4�,��� ��������¡B��� ¥§¦x�N �¤��d�d�������5¡4�d�5¡d��� �¶�N�d¡4���y���5�0��¡B `���y�

Z = 2
�

Ne = 2
�
Na = 2

�5�
Nb = 28

�¯�5���� ����d�5¡+�����À�g�����A���L¦x����¤ �����5�`� �o�5�5�d���4�g���5�4�����X����¡d�²�y�
1224

�����y�A¡i ��¨�N���A¡��?M4�¯���d����� [K������������� �d����� �i�¨�²�y�A��¡�¤����
ρQ

������¡i�g������¡ � ° ¦�¤��`�����§���d���A�
���5¡t�,���������5¡<���'º»¼&7R« ��·5�d�5¡��5���d���A¡� `���y�x��� �t��� ° ���5� ° �x�N�����A¡����A�A�y `�5�A¡ � �x���y���A¡����
�N�����A���5�
� �5� ��� ° ���A� ° �x�����y�A¡i�¯¤����d���A�����A¡ � �x���y���A¡i�����A���������&��¤������O���� ����y¡ �x��¡d¡��t�5���A�>��¤��'�
)�����¡; ��d�5������¡X�� ��d�5¡d�A� �

Z = 60
�
Ne = 2, Na = 4

�&�
Nb = 90

�gµ²����¡��¨�+[K�����d�i�A¤ ¸!���5¡d¡�����¡��
���� ����A�,¤��5�#�A�������À�,��� ���d�,���� L�����5� ��¤��5�i���y�A���A��¤������y�S��� & ���y�~�&������¡��A�5����� ���F��¤\�o�5�d�5���A�
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�5�0�d�d� ���A¡����5��¡d¤ ���5¡À���5¡��&�¶�N�d¡�&����y�x���,�A� �¶��� ° �³���A� �5�,¡����y¡À��� & ���y�4�i���¯���A�0���F x���,���5� °
�,�5�d¦��¯�y�A¡���¤J�`�A���A� ���5¡'¢x�������A¡������y�d¤����$�y�'���N���d�B�,�¯�y·A���4�y�#�y��& ���y� � �����N¤����A���0�d¤��0���<�5�����
�A�����5�������B¡d�� L�A���A�5�����y��� � �5�  L��¤��0�d¤������A¡ � �
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������� 4L� � - ´ �����5�X���5¡§��¤\�o�5�d�5���A�5¡§���t `���d�A� ��¤��A��¡ �����A¡�¡d¤�������¦x�N�y� � �5�-���X�y�A��¡�¤����5¡������A¡�¡d¤��
���F�x��¡ �<���B�¨�:���5�����#«x�A�d�,¤o�5� ���d�#��� �5���N�� L�A���d���d�L�4�5���(� �&�¶�N���������A L��¡��
¼��A¡ �d�5¡d��� �¶�N�d¡i���y���5�0��¡-¡���� � ¡��N�d¤�¡>& �N¤�¡��N�0�d¡�����@A�,���g���5�t���,���������d�����_&������&��¤�����¡ ��� 7S���¯¸
��¤��A���¨���>���A�,�A� ��¤��1&��5�d¤��5������� ���������d� �
� �������A¡À ��¨���y�A¡À�y�A�A�5¡d¡d��¤����A¡$ L�����À�y� �g�����A�������
¡��� `�5�d�5�A���������'� £ ���y�§���,�A��¤������A� ���B y�d�A�5¤�¡�¤����,�����¨�4�d�5¡d�����y��¤������0���,�A��¤9�0�������������d�d��������·A���
���t����& �N�y�4�����À L���������#�A���, ����&���5� ���#�y�A¡d�5�d¤� y��¤����À���t��� �A¡� x���A����¤����d���A� �5� � ���1�����5� �¶��� � ���¨�
�x�N¡d�#���'º»¼&7R«��5�  y�d�{���&�¶��� ��¡d���

H+

���A¡����d�y¤��¶�N���A¡<�N�����,¤9�0���5¡����x�N y���5�A¡t��������& ���¯�4�
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"�

�#9 � = ��� ��5 �F���@��5f� 8��#�3������5I��
4��� � ��� ?3�F	-� ,e��$����Q��&_��?3��� ��?+��� ��� 8��Q��?3��� ��&3�����������.��&-6�O �
�¯¤���¥§¦x���d���A¡�«x�����1Q

� �
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¾ � ��¦�¤�¡~�¶¦x�� ¯���A��� ½§���N�d�2����¤��.� �d� ���5���A����  �N��� ���5����¤�� ��¦�����¦��5�����S� °  `��¡d�A��¤�� � � �(�
�x�N¡d�A� ���	&����d���������������%��¤��A¡��`�&�!½§�5�A� ��¦y� «x�5�d�,¤<¡d�A� �!&²�  L�A�v�������`�5� �5����¡������������ ��¦��
µX¤������#¡d�A�À¤���0²�x��� ���y� ® ���A�5�d�d���y���x���,¤��5¡�¤��F�d¦��� y�d�A¡��A���5�~�!& ���»� ° �d�A���x���O�5���5�5������¡����N��¤��
[x�5���
� ª �5�A�5�0�d���!�y��¦��X�¨�N�����A�-�������5�L½§��¡�� ° �d�A��¡�¤����5���À¡����y��¤��5�$�0� 0X��¤��.NA�(��¼��&½�¤��
���¯�A���B�����
�¯�����³���!��¤�����¦�� 0X�N�������A�C¸s«x�¯� Q��N � ��d� ° ¤����N�d¤���� � ���.-¯��� ���x����¡d�5�K���»¤����g�N¡B&������ ¥§¦x��¤ ° �����
¾ �d���g���y� � � 4�� � ¡��A�À����¡�� � � � � 2 � � � � ¡d¤��.� ����� �N�x�� y�d¤��.�$��¦y�A¡d�����&��¦�����¡���½-��½-�A�������y���:���
 ����� L��¡d�t�#�y�5½ ���N��¦y�A���N��¤��g���¯�� � ���� ���¶¦�&���� ��¦���¡d�5�J&¨¸¹�A����¡�¤�¡v���A� � ���5¡d�A��¤� y�d¤������!&Y�#�5����¡������
¤����d¦��B ��d�5¡d�5���A�'�!&O���¯�A���o�y��&��A�&��¡��

7S�`&����A��¡��A�R���9��¦�� �@�;	���$��;	 4Q�����.�@�����76n��$98 � � 0X« �À�,�����A�²¤�� ½�¦�¤��¶¦9��¦�� ¡��N¸!�A�������A�
�
K8$�?+��&-6-�Q������� ¤�¡����������5�5�d�A�
� ´ �E&������d¦��A��¡d¤��� y��¤J& ���d¦��B�À�N�d¦��A���N�d¤��g�N�<&������~������¡��y½-�4½�¤����
���N�$� °  ���¤��A¤ ��� � �¶�!QN�K��¦��»¡d �¤�� �N���d¤��������F¤�� �d� ���5�A����� �F���y� ½�¤����t�N¡d¡d�y���»�d¦x�N���d¦��»¦y��¡��
�5����¡������O¤�¡t�5����¤��#½�¤��d¦K��¡�¤��.�����#�N����� �'& �¶¦x���>���

Z
 `�5�X����¤ �X�5�A����� ´ ¦������3���y���5�0�d¡X�L�A��� ½

�A��� �L�B�g��¡�¤�� ��� ° �d�A�����5� �d���d¦��G���A�y�A���N���g��¡��!�

¾ ����¦�¤�¡4¡����y�y�%����¦y�:�À��¤����������5�5�#�!& ¤�� ���5�d�5¡��#¤�¡²�d¦��:¡d�N¸¹�g�������5� 	-��&+����� = �����.��� K �!&i��¦��
�5���A�&��������¡�� ´ ¦�¤�¡'¤�¡'�F¡d�5�J&¨¸s�N�{����¤�� �B�� L�A�d�N�����

0 ≤ γ ≤ 1
���&��¤��1� ��� ��¦��,�����C¸!�L�¯�¯� ¡d x���5�

L2(R3)
�%79¦��A�

γ
¦x�N¡�� [x�y¤����$�d���.Q;� ¤ ���������A��¡:� [x��¤ ���$�0���~�L�A���!&t�A���A�5�d�d���y¡�� ¾ � ��¦��

 L�A��¤�����¤����g��¡��!�y�d¦��U�����������$¡v�¶�N�d�X���5��¡d¤ �!�����N����¤ °
γ0

per

¦x�N¡����$¤��L[x��¤��d�t�d���.Q � ¤ �<���5¡d�A��¤��L�A¡
¤��1[x��¤ ���A� ������� �'�A���5�5�d�d����¡ � �������A�����~�¯���A¡ ½�¤ ��¦~�d¦��<���d����¡d���N��¤�����¡
�!&`�d¦����¨�{�d��¤��A�'� 7 �<½�¤����
¡��A��¤��~��¦y��¡����0���5� �d¦x�N� �d¦��B���d���y����¡��¶�{�������A�y¡d¤��!�~�À�N�d�d¤ ° �!&o�4�A�v�¯¡v�¶����½�¤ ��¦,�4�����g���¯����&��5�5�
�A���»�L�#½���¤������A�»��¡

γ = γ0
per +Q

��½�¦��5�d�
Q

¤�¡��,�5���� ����5�t `�5���d���d�x�{��¤����F�'&O��¦y�' L�A��¤�����¤��
���5��¡d¤ �!���À�{���d¤ °

γ0
per

�!&;��¦��B����&��A���A���5�' L�A� &��A�&�t�5����¡��������

¾ � �A���¶¦R�!&��d¦�� ���`�³��� �d¦��d�5� �A��¡d�5¡ � [x��¤ �����0���~�L�A���!&'�A���A�5�d�d���y¡��� L�A�>&��5�5� �A�v�¯¡v�¶���(�
��� &��A�&��¤������A����¡v�¶��� � �o�d¦��E���d������� ¡����N���:���5��¡d¤ �!�����N����¤ ° �g��� �L�:���y����¤����5� �0�»��¤���¤��,¤9N5¤��.�
¡���������������¤����g���
�A���5�3���E&��y���5�d¤����x�N�y���,�4¡d�&�-�'&Y���y��¤�¡d¡d¤������-���A�y¡d¤��!�~�À�N�d�d¤��A�A¡�� ¾ �:��¦����A��¡d�
�!&����A�v�¯¡v�¶��� ½�¤��d¦��#�����g���x��� &��A�&�4�¯�d¦��X L�A�v�������x�N�d¤����

Q
¤�¡-�'�,¤���¤���¤JNA�A�O�!&�¡d��������������¤����A���

�,¤���¤���¤JNg�N�d¤����B ����������A��¡d�5�i¤�����¦y�<½�¦������§¡d x���5�
R3
��½�¤��d¦:�² `��¡d¡d¤������§�¨��� Q#�!&L�A���, x���&�����5¡d¡

�N��¤��1[x��¤ �!�%� ´ ¦y�#����¤��$���0��¡d�x�N� &��A�N���y�d�4�A���� x�N�d�A�$�d�,¡v�¶���y�x���d���N���d¤��N��¤����x���L ����������5��¡§¤�¡
�d¦x�N�

Q
¤�¡
�X¡��A�J&¨¸!���{����¤�� �
�� `�5���N�d���
�'& ¤��1[x�y¤���� ���N�.Q;� ´ ¦�¤�¡O½§��¡ �����d�g�N�y�4��¦��§�g��¡��§¤�� � ��� -¯��� �(�

´ ¦�¤�¡��¶¦x�� y�d�A��¤�¡����3� ���y¤9NA�5� ��¡�&��������³½�¡��/7S�F½�¤����+[x�d¡v�$�d�5�g�������d¦��»�y��[x��¤ ��¤���� �!&X��¦��
���A�����5�A� 0X���v���d�5�&¸!« ��� Q��,�����A�?&���� �U[x��¤ ���<�0���~�L�A� �'&o�5���A�&��������¡�� ´ ¦���¡d�A�5�����,¡d�5�5��¤����:½�¤����
�L�'�y�5���N���A� ������¦��#����[���¤��d¤����F�!&O�d¦��#�������A�
&������d¦��#¤��1[x�y¤����4 L�A��¤�����¤��4�5����¡��������K&��������³½�¤��1�
����¤��y��� � ��� � � � � � �y�y�§ y�d�³��¤���¤��.��¡������t�����y¤���¤����x���x���N�d�A�d¤����x�A���� x�N�d�A�,���#½�¦x�N�§½§��¡-�������
¤�� � ��� � � � � � � ´ ¦��A�
��½-� ½�¤����4���A¡��A��¤��L� �d¦�� �,�����A�U&����$�d¦��S�5����¡������4½�¤���¦ �����g���X����&��5�5��¡
½�¦�¤��¶¦ �¶�!QN�A¡���¦y�K `�5�>&��5�5�$�5����¡������²��¡À�d��&��5�d�5���A� ���y� [x�x�������� ��d�³���K��¦x�N����¦�¤�¡À�,�¯�y�A��¤�¡
�d¦��4��¦��5�d�,�¯�y���x�N��¤��²��¤���¤ �§�!&;��¦y�#¡��� L�A�d�5�A���;�,�����A�(�

�X������¡v�������o��¦��# ����¯�!&�¡<½�¤����Y�L�B¡d�5�J&¨¸!�5����¡�¤�¡��d�A� �4�x�y¡d¤��1��¡������B�5¡���¤��À�{���A¡��N��� ¡����,�����&¸
���5�����x���A¡������d¡ ���N��¦��5�d�5��¤����d¦��� ��d�&��¤�����¡i�¶¦x�N y���5�-�N����¤��:��¦����� y `�5����¤ ° � � �����5¡d¡i����¦y�A��½�¤�¡d�
¡v�¶�N�d�A� �d¦��B�� L�A���{������¡�¤��$��¦��B ����¯�'&�¡����d�4�5����¡d¤����A���A�»��¡��� L�A���{������¡����

L2(R3)
�
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7S�t¡��������§�0���d�5�g������¤��.�#�d¦��²��� [x��¤ ��¤����À�!&Y�d¦��²���A�����5�A� 0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q,�,�����A� � 2 � �;&����<�
[x�y¤����t�0���~�L�A�<�!&Y�A���5�5�d�d����¡��.)���������¦x�N� ��¦y� �@�;	���$��;	 0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q,�,�����A� ¡d¦y�������À�����<�L�
�5���1&���¡��A�À½�¤ ��¦��d¦�� �������.���($��W�;	 0X���v���d�5�&¸!« ��� Q~�,�¯�y�A�x�A�����,����� �~��¡��A��¤����0���,�A��¤��g�N�x¡d¤����¯¸
���N��¤�����¡ ��¡d�5�:�!�A�.� � �
� � � �=7 �~�5����¡d¤����A�B��¡v��¡����5�2�A���0����¤��y¤��.�

N
���������A�¨�{��¤���¤�¡���¤��8�0�x�N�0�d���

�5���A�&��������¡<�N�����#¡d�5�§�!&��0���5���A¤L¦x�g��¤��.�'�'�y�A��¡�¤��!���!&Y�¶¦x�N�3���
ρnuc

� ¾ &
&����i¤��y¡��¶�N���A����¦��5�d�²�N�d�
K

���y�A���5¤��!&
�¶¦x���3���A¡
z1, ..., zK ∈ N \ {0} �����g�{���A���{�

R1, ..., RK ∈ R3
�y�d¦��A�

ρnuc(x) :=
K∑

k=1

zkmk(x−Rk),

½�¦��5�d�
m1, ..., mK

�����À L��¡d¤ ��¤������,�g�N¡d�����A¡����
R3

�!&<�d���¶���i����¡d¡'�����'� £ ��¤�� ��¸¹��¤JQ����0���A���A¤
½-�������»�A���d�d�5¡d L�����F���

mk = δ
����¦y��µX¤������4�,�g�N¡d�����
�����y�B&������A��� ���A��¤��A���5�'½-��¡d¦������Y�y�g���

½�¤ ��¦ ¡d�,�g�N�d�A� �0���5���A¤-¤��S�d¦��$¡d���0���A�(� ¤�� �!�;½§����¡�¡d���,�À�d¦x�N��&����~�����
k = 1...K

�
mk

¤�¡:�
¡���������¦��������������N��¤ ���7&������&��¤����F¡����¶¦ �d¦x�N� ∫

R3 mk = 1
�

´ ¦����A���5�3�����!&L��¦y��½�¦�������¡���¡v���A�q¤����d¦����d�A�y���A�5� 0X�N�������A�C¸s«x�¯� Q��������A�y�d�g�N��¡ � � �L�@2 � �

E rHF
ρnuc

(γ) = Tr

(
−1

2
∆γ

)
+

1

2
D (ργ − ρnuc, ργ − ρnuc) .

��2.� � �

�t¡,�,�A� �d¤������5�����`�³���!� ½-� ¦x�g���F�¶¦y��¡d�5� ��¡���¡��d�A�V�!&t����¤ ��¡:¡����¶¦ �d¦x�N�
~ = m = e =

1
4πε0

= 1
½�¦��A���

m
�����

e
���d�'�d�A¡� `�5�5�d¤����5���F��¦��'�À�N¡d¡²�N���»��¦y���¶¦x���>�����'&i���K�5���A�&�������
�

~¤�¡t��¦y�~�d�5�����A�5� £ ������� Q��A����¡������ �B�����
ε0

¤�¡t�d¦��~��¤��A���A�5�d�d¤��' L�A����¤ �d��¤ ��¤��!�$�!&O��¦����N���5�����,�
´ ¦���[��d¡��4�d�A��� ¤�� ��¦��~��¤9��¦ �v¸!¦x���y�K¡d¤����:�!& ��2.� � �t¤�¡t��¦y�EQ�¤����5�d¤��'�A���5�3���»�!&i��¦��~�5���5�5��������¡
���y�

D(·, ·) ¤�¡-��¦y�X�A����¡d¡�¤��A���Y¥§�����������À¤�� �d�A���N�5��¤����
� ½�¦�¤��¶¦��d�A����¡#&����
f
���y�

g
¤��
L6/5(R3)��¡

D(f, g) =

∫

R3

∫

R3

f(x) g(y)

|x− y| dx dy = 4π

∫

R3

f̂(k)ĝ(k)

|k|2 dk
��2.� ���

½�¦��5�d�
f̂
���5�������5¡²��¦��~« �����d¤��A�t�d�����y¡>&������ �'&

f
� ¾ �K��¦y¤�¡²�,�g����¸ [x�5���K�,�¯�y�A���x�d¦��:¡����N���~�'&

�d¦��
N

�A���A�&���d����¡<¤�¡§���A¡��A�d¤��`�5���0����¦��X�����&¸¹�`���y�����A�y¡d¤��!�À�À�{���d¤ °
γ
��½�¦�¤��¶¦$¤�¡����$�5���A�,�A� �

�!&
��¦��7&��������³½�¤��1���A����¡d¡

PN =

{
γ ∈ B(L2(R3)) | 0 ≤ γ ≤ 1, Tr(γ) = N, Tr

(√
−∆γ

√
−∆

)
<∞

}
.

7 �~�d�5�g�����
�d¦x�N� B(H)
�y�A�����d�A¡²�d¦��~¡d ����A�:�!&i�L�����y���A��¡��A�J&¨¸!���{����¤�� �X�� L�A�d�N�����d¡²�N�5��¤��.�����

�d¦�� 0t¤����L�A�v�'¡� x���5�
H
�.7 ������¡d� ����[x�y�

Tr((−∆)γ) := Tr(
√
−∆γ

√
−∆)

½�¦�¤��¶¦ �À�'Q��A¡
¡��A��¡���½�¦y�A�

γ ∈ PN
� ´ ¦���¡d�5� PN

¤�¡t��¦y�:�A����¡d�A���5��� ��� ° ¦0�����
�!& ��¦���¡d�5�B�'&-������¦y�%�����x�N�
 ����{���A�&������¡<�!&��d���.Q

N
�N�5��¤��.�����

L2(R3)
�����À¦x�g�¯¤��.�~��[x��¤��d�*Q0¤����5�d¤��X�5���A�>���%� ® ���¶¦�¡d�y�¶¦

 ����{���A�&�����
γ =

∑N
i=1 |ϕi〉〈ϕi|

¤�¡<�d¦��B���A��¡�¤��!�����N����¤ ° �!&O� 0t�����d�d�5�&¸s«x��� Q�¡����N���

Ψ = ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕN
��2.� 4��



� 2 ����� � �
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 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

¤�� ��¦��K�y¡d�x���
N
¸¹�`���y� ¡d x���5���!&7&��A����¤�����¤��F½§�g����&��y���5�d¤�����¡$½�¤ ��¦ [x��¤ ����Q�¤����5�d¤��K�5���A�>���

∧N
i=1H

1(R3)
�

�X� �
γ ∈ PN

¤�¡�������¸!����� �N��¤ ���'�O¡d�5�J&¨¸!���{����¤��0�������S¦x��¡:��[x�y¤����,���d���A� �����0�x���-���
N
� �

¥§���y¡d���0���5� �����!�x¤��-¤�¡-���A���� x�N�5�<�� `�5���N�d���§�N������¦��5�d� &����d�t¤��-�g���$�L�X��¤��!����������¤JNA�A�,¤���¡d���,�
���v��¦��������d�����Y����¡d¤�¡

(ϕi)i∈N\{0}
�!&
L2(R3)

γ =
∞∑

i=1

ni |ϕi〉 〈ϕi|.

�¯¤����A�
0 ≤ γ ≤ 1

�����
Tr(γ) = N

�o�d¦��:�A¤J���A� �N�������A¡
ni

�!&
γ
�����:�����
¤��K�d¦��������.���

[0, 1]���y�»¡d�y�/�d�
N
�L¼;�N¡���� ����¦y���A������¤��d¤����

Tr(
√
−∆γ

√
−∆)

¤��� y��¤��5¡<��¦x�{�
ϕi ∈ H1(R3)

&����
�����

i ∈ N \ {0} �´ ¦��*&��y���5�d¤����
ργ

�� � L�g�N�d¤��1�'¤�� �@2.� � �i¤�¡ �d¦��t�y�A��¡�¤��!����¡d¡��¯�5¤¨�N�d�A�,½�¤���¦,��¦����� L�A�d�N�����
γ
�

��� [x���5���0�
ργ(x) = γ(x, x)

½�¦��A���
γ(x, y)

¤�¡��d¦���Q��A�����A�
�!&O�d¦��B�����N�A�#�A�¨�N¡d¡��� `�5���N�d���
γ
�

7 �B¦x�g���
ργ(x) = γ(x, x) =

∞∑

i=1

niϕi(x)
2 ≥ 0.

�t���§�d¦������5�d�,¡����d�$��� [x���5� ¡�¤����5�
0 ≤ ni ≤ 1

����� ∑∞
i=1 ni = Tr(γ) = N

�i«x���~�����
γ ∈ PN �-������¦x�N¡

ργ ≥ 0
���y� √

ργ ∈ H1(R3)
�$�X¡

H1(R3) ↪→ L2 ∩ L6(R3)
�����

√
ργ ∈ L2 ∩ L6(R3)

�o¤ �²¦�������¡
ργ ∈ L1 ∩ L3(R3) ↪→ L6/5(R3)

�o¦��5���A�~�d¦��:�¨�N¡��X�d�A��� �!&
�@2.� � �§¤�¡�½§�5��� ¸!��� [x���A�-�

¾ �À�A��� �L�F ��d�³���5� � ¡��A�F��¦�� �� � L�A���y¤ ° �!& � 2 � � ����¦x�{�À¤\&
N ≤ ∑K

k=1 zk
� ���5�y���d�������

 L��¡d¤ ��¤ ���A� ���¶¦x�N�3���5� ¡v�¯¡v���5��¡ � �x��¦��4�N����¤¨�N�d¤����x�N�` ����������A�

IrHF(ρnuc, N) = inf
{
E rHF
ρnuc

(γ), γ ∈ PN
} ��2.� 2��

¦x�N¡t���,¤���¤���¤JNA�A�
γ
��������¦x�N���d¦��B�A�����d�5¡d L������¤��.���,¤��y¤��,¤9NA¤��.�B���A�y¡d¤��!�

ργ
¤�¡����y¤9�0���!�

´ ¦��B0X�N�������A�C¸s«x�¯� Qt�������5� � 4 � ��¤�¡Y��¦�� �N����¤¨�N�d¤��������{�� � ���� ° ¤��À�N�d¤����t�!&���¦�� �d¤��,�&¸!¤������5 `�5�����A� �
�¯�¶¦y������¤��.���A�<�������N��¤����$���y����¤����5��� �À���A¡v���d¤��5�d¤��.���d¦��²¡��5���!&"&��5�d�,¤�����¤���½<�g��� &������&��¤�����¡����¯¸
���5�~�A����¡d¤����A�d�N��¤���� �d� ��¦y��¡d���y¡d�5�~�!&_&������&��¤�����¡��!&§��¦�� &����d� ��21� 4�� � ´ ¦y� 0X« &������5�d¤��������
���g����¡

EHF
ρnuc

(γ) = E rHF
ρnuc

(γ) − 1

2

∫∫

R6

|γ(x, y)|2
|x− y| dx dy,

��21� ���
�d¦��À����¡��#���5�d���`�5¤��.�F�g�N�����5� �d¦�� �
K8$�?+��&-6-�X��&A���h6 = � �X¡B��¦�� 0X���v���d�5�&¸!« ��� Q��A�y�A�3�N� &����y�&¸
�d¤����x�N�Y¤�¡��������A��� ��� ° �L�d¦��A���B¤�¡���¤ �d�d���X¦y�� `�4�d�,���y�¶��¤����d¤9�����d���y¡§��¦��5�d�,�¯�¯�¯������¤��²��¤���¤ ��¡-¤��
�d¦�¤�¡~¡��5����¤��1�.�O�{�~���A��¡��'½�¤��d¦ �A�����d�5�0�~¡��¶�{���&¸¹�!&¨¸¹�d¦��&¸!�����#���5�¶¦���¤J���y�A¡��i«x���B��¦y¤�¡����g��¡����
�;��¦��
� ° �¶¦����.���#���A��� ¤�¡��'& ���A�����������5�5�d�A�F¤����À�{��¦��5�À�N�d¤��A���`¡v�����y¤��A¡��


���� � ?$� 
O��(���+§��( � 34
;��
O��� 
 �À�,+�� G �,(���� MN�B
 3 	��<

M{��+-�
+-
 �À�Y�;3#�

¾ �$��¦�¤�¡<½§���>Q;�y��¦��B�0���5���A¤Y���d�4�5�¨���, `�5�
���N���$½§�B�� y�d¤��,¤9N5�X����� �À�³���A����¦��B¡v�¶�N�d�4�!&���¦��
�5���A�&��������¡�� ¾ � ����¦y�A�4½§���d��¡���½-�,���������#�A���y¡d¤��y�A�4��¦��V���5���,�5���v���� y�d¤��,¤9NA�N��¤����» ����������A�,�
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¾ ��¡v���A���
�o½-�:������¤�� �d�A�d�5¡��d�A� ¤��F��¦��~�¶¦����.���~�'& ��¦��~�5���5�5��������¤��'¡v�¶�N�d�~�!& ��¦y���A�v��¡��¶�N�O½�¦��A�
�,�����g������� &��A�&�²¤�¡�¤��0�d�d�������5�A�K¤��F�d¦��'���d¤9��¤��x�������, L�A�d¤��¯�y¤��B�0���A���g�����A���L[K�����d�N��¤����
� ´ ����¦y¤�¡
�5���
��½-�4¡d¦x�����o���A����¦��A�³��¤�����������¦��4� 0X« �,�¯�y�A�;&����§��¦y�4¤��1[x�y¤����t `�5�>&��5�5���A�v��¡��¶�N� ��½�¤ ��¦$���
��� &��A�&� �-½�¦�¤��¶¦�½<��¡�¡v�����y¤��A�$� �$¥<�N�d�d�.��¼��4©§��¤�¡§������¼�¤����y¡§¤�� � ��� � � � �(� ´ ¦y�4�¨�N�����A� �g�N�F�L�
���¯�¶��¤����A� ��¡4��¦��:�d¦��A�������y���x���,¤��A���O��¤��,¤��²�'&-�d¦���� 0X«9�,�¯���5��&����U[x�y¤�����¡v�¯¡v���5��¡B½�¦�¤��¶¦
½§��¡�¤�� �����¯�y���A�5�F¤��À��¦y�4 ��d�&�¯¤�����¡�¡��A�5�d¤����-� ´ ¦�¤�¡<½�¤����L�`�4� °  ��¨��¤����A�$¤����¯�5�5��¤���� 2.� 2:�`�5���³½G�

¼��5�
Γ = [−1/2, 1/2)3

�`�F��¦�� ����¤��,�5�A���(�/7S� ���A���N���»� �
Γ∗ = [−π, π)3

��¦y�,[x��¡��
©§��¤���������¤�� N5�����B�!&;��¦��B�¨�{�d��¤��A�'��������� �

τk
��¦��4���d����¡��¨�N�d¤������� `�5���N�d�������

L2
loc(R

3)
��� [x���5�

� �
τku(x) = u(x− k)

��7S�4��¦y�A�F¤�� �����¯���y�A�

Pper =

{
γ ∈ B(L2(R3)) | 0 ≤ γ ≤ 1, ∀k ∈ Z3, τkγ = γτk,

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)((1 − ∆ξ)

1/2γξ(1 − ∆ξ)
1/2) dξ <∞

}

½�¦��5�d�
(γξ)ξ∈Γ∗

¤�¡��d¦�� ©§�����¶¦ ½§�³���A¡F���A�5���, `��¡�¤��d¤���� �'&
γ

½-� ¦��³���  ��d�5¡d�A� �d�A� ¤�� ��¦��
 ����5��¤�����¡��¶¦x�� y�d�A� � ¡d�5�#����¡�� � � �L� 2 � � �X¢

γ =
1

(2π)3

∫

Γ∗

γξ dξ, γξ ∈ B(L2
ξ(Γ)),

L2
ξ(Γ) =

{
u ∈ L2

loc(R
3) | τku = e−ik·ξu, ∀k ∈ Z3

}
,

½�¦�¤��¶¦ �5���d���A¡� `���y��¡,�d����¦������5�A���, `��¡d¤��d¤���� ¤�� [x�`�5�d¡
L2(R3) =

∫ ⊕
Γ∗ dξL

2
ξ(Γ)

� «x������� �
γ ∈ Pper

�Y½-���y�A�����d��� �
γξ(x, y)

��¦y�,¤�� �����������]QN�A�����A� �!&
γξ
� ´ ¦����y�A��¡�¤��!���!&

γ
¤�¡²��¦��5�

�d¦��B����������� �N�d¤����
Z3

¸! L�A��¤�����¤��6&������&��¤����F�'&
L1

loc(R
3) ∩ L3

loc(R
3)

��� [x���A�»��¡

ργ(x) :=
1

(2π)3

∫

Γ∗

γξ(x, x) dξ.

¼��5����¡����y���A����¤��y�²�!½§�� `��¤�� ��¡4¢1[x��¡����.&�������� �
γ ∈ PZ

per

�

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)(γξ) dξ =

∫

Γ

ργ(x)dx,

½�¦�¤��¶¦�¤�¡ ��¦����0���~�L�A� �'&o�5���A�&��������¡i `�5� ����¤ �i�A�A������¼;�{���A� ½-��¡d¦x�N���x���y���d¦����A���y¡����d��¤�� � �d¦x�N�
�d¦��B¡���¡��d�A�/¤�¡����5�y���d���������F�d�5¡��d�d¤��&��������¡d�A� ���5¡��d�,¡v�¶�N�d�A¡

γ ∈ Pper

¡d�N��¤�¡>& ��¤��.�
∫

Γ

ργ(x)dx = Z

½�¦��5�d�
Z

¤�¡<��¦��B�0���5���g�N���¶¦x���3���# L�A�����y¤����A�5���(�
´ ¦���¡d�5�A�����S `��¤�� �B¤�¡4��¦x�{�'�d¦��� L�A��¤�����¤��5¤��!� �A���y��¤��d¤���� �� L��� �d¦��,�� `�5���N�d���

γ
�d������¡��¨�N�d�A¡

��� �d��¤ ��¡_Q��5�d���5�;��¡_&�������� ½�¡X¢

γ(x− k, y − k) = γ(x, y) ∀k ∈ Z3, ∀(x, y) ∈ R3 × R3.
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7S���N��¡d�À¤�� �����¯���y�A�~��¦y�
Z3 ¸¹ `�5�d¤��¯��¤��~­4�d�5�A� Q��5�d���5� �!& ��¦�� £ ��¤�¡�¡d��� ¤�� �d�A���N�5��¤���� � 4�� �(�

���5�����d�A�»� �
G1

�����F����¤9�0���5���À����[x�y�A�»� �




−∆G1 = 4π

(∑

k∈Z3

δk − 1

)

G1 Z3 ¸! L�A��¤�����¤�� , ��¤��
R3

G1 = 0.

´ ¦��'«x������¤��A�§� °  x����¡�¤����F�!&
G1

¤�¡

G1(x) = c+
∑

k∈2πZ3\{0}

4π

|k|2 e
ik·x

½�¤ ��¦
c =

∫
Γ
G1 > 0

� ´ ¦y�<�A���A�5�d�d��¡v�¶�N�d¤��- `���d�A� ��¤�������¡d¡��¯�5¤¨�N�d�A��½�¤ ��¦��
Z3

¸! L�A��¤�����¤��i���5��¡d¤ �!�
ρ ∈ L1

per(Γ) ∩ L3
per(Γ)

¤�¡<��¦��
Z3

¸! L�A��¤�����¤�� &��y���5�d¤�������� [x���A�»��¡

(ρ ?Γ G1)(x) :=

∫

Γ

G1(x− y) ρ(y) dy.

7 �B¤�� �����¯���y�A�B¦��A���4��¦��B¡d ����A�5¡
Lpper(Γ) = {u ∈ Lploc(R

3)
∣∣u Z3−  L�A��¤�����¤�� } �

7S�#����¡d�:¡��5�6&�������� �
Z3

¸! L�A��¤�����¤��6&������5�d¤����y¡
f
�N���

g

DG1(f, g) :=

∫

Γ

∫

Γ

G1(x− y) f(x) g(y)dx dy.

¾ ����¦��B¡����0���A�(�x½§�4½�¤����o���5�����d�'� �
χI

��¦��B�¶¦x���d���5�d�A��¤�¡��d¤��7&������&��¤����$�!&;��¦��B¡d�&�
I ⊂ R

�����
� �

χI(A)
��¦��B¡� `�5�5���d���� ��d� ���A�5�d�������

I
�!&
��¦��4¡��A�\&¨¸s���{����¤�� ���� L�A�d�N�����

A
�

7S�B���A�g�N���o�d¦x�N����¦y�# L�A��¤�����¤��X���A��¡�¤��!�$�'&
�d¦��B���y�A���5¤�¤�¡B��¤ ���A��� �

µper(x) =
∑

R∈Z3

Z m(x−R).

7 �À¦x�g������¡�¡d���,�A� &����B¡d¤��, ���¤��A¤ �!� �d¦x�N�
m

¤�¡����������y��� �N�d¤�����&����y�5��¤���� �!& C∞
0 (R3)

½�¤ ��¦
¡��� � L�����B¤��

Γ
�Y�������d¦x�N� ∫

R3 m(x)dx = 1
��0t�5���A� ∫

Γ
µper(x)dx = Z

�`��¦����d���¶�N�O�0���A���g���
�¶¦x�N�3���#¤��$�A���¶¦»���y¤����A�5���(� ´ ¦��# `�5�d¤��¯��¤��²� 0t« �A���5�3���$¤�¡<��¦��5� �y��[x���5��&����

γ ∈ Pper

��¡

E0
per(γ) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆γξ

)
+

1

2
DG1 (ργ − µper, ργ − µper) .

��2.� � �

¾ � �����¯�y���A¤��.�
PZ

per :=

{
γ ∈ Pper |

∫

Γ

ργ = Z

}
,

��2.� ���
�d¦��B `�5�d¤�����¤��²� 0t«	���d�����y� ¡v�¶�N�d�#�5���A�>��� �� `�5���y��¤����5�A��� �-¤�¡_��¤����5� � �

I0
per = inf

{
E0

per(γ), γ ∈ PZ
per

}
.

��2.� ���
¾ �,½<�N¡À ���� ���A� � � ¥<�N�����.� ¼��»©-�d¤�¡,���y� ¼�¤����y¡,¤�� � � � ���d¦x�N�,��¦��5�d�F� ° ¤�¡v��¡�� �,¤���¤���¤JNA�A�
γ0

per ∈ PZ
per

���,��¦��'��¤���¤��,¤9NA�N��¤����À y�d�������A� �@2.� ��� �`�����F��¦x�N�X�����Y��¦��'��¤���¤��,¤9N5�A�d¡��'& ��2.� ���
¡�¦x���d�B��¦y�#¡d���,�4���A��¡�¤��!�

ργ0
per

� 7 �4¦x�g���B��¦��7&��������³½�¤��.���d�A¡������
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� ��� �< � � � ��� ��� � a 
 a �=� �<- 
���� * �  a �.� a
$  �� 	 � a � a � a����  
	 � �\���
Z ∈ N \ {0} O

��?3���B��&3���B�D:����.�(�'&����@��125I��� ��2.� ��� ��	��B��� �F� ����¤J�0���B��¤���¤��,¤9N5�A�
γ0

per

O 0M��&A�'�.��&-6�1 =

H0
per := −∆

2
+ (ργ0

per
− µper) ?Γ G1,

��2.� ���
��?3�/$��'���������3�'&�	���&-6N�3�����(�2	��($����;��& � !#��5D	/?+���B��5f���'&3�.��&+*

γ0
per

�I�4���'5f�-�h�(�'&B��� ��?3�4����5 , �;$��'&+���I���W��&3�
� E �+���h�(�'&

γ0
per = χ(−∞,εF ](H

0
per),

�@2.� � ���
2�?3���@�

εF
�I�B� �G��6��
��&-6-�F�B�85f�.� ��5f�(����$;��5�5I�;	 «x�A����¤����&���5� *.2�?-�($�?R$;��&V1��M��&3����� ���@���W�;	%�'�S�

$�?3���B�($;��58�3�'����&3�.�.��5DO
2"	�	����.�(�'&���5�5 = *g,e�'�c��& = εF ∈ R

���3$�?9� ?+��� ��2.� � ��� ?3�'5D	'��*
γ0

per

�I�"��?3�H�-&3� E �3�H�B��&3���B�D:'���
�'& Pper

�W,Q� ?3�B��&A���h6 = ,��8&A$��.�(�'&���5

γ 7→ E0
per(γ) − εF

∫

Γ

ργ .

< �����W,LO M²���  y�d���!& ��¡d�5¡i�A�¨�N¡d¡d¤��g���¯¤����A��¡�&���� 0X���v���d�5�&¸!« ��� QB��¦��5���d¤��A¡�� �¯�A��� 4��1���¯�A�&��¤���� 2 �
&����O�t���5����¡d¤��,¤�������¡d�&�d�d¤��.�.�N¼��5� �y¡ �A���y¡d¤��y�A� �t��¤���¤��,¤9N5�A�

γ0
per

�!&
I0
per

� ¤��
¤�¡ Q0���³½����d�X� ° ¤�¡��
� � � � �?� ´ ¦��8�L� � � � �{«O¤���¡��;½§�§������� ��¦x�{�O��¦y�< `�5�d¤��¯��¤��i `���d�A� ��¤����

Vper := (ργ0
per

−µper)?ΓG1¤�¡�¤��
L2

loc(R
3)
� ¾ �����A�5�
�

Vper

¤�¡�¡������¯��¤��������:��¦�� £ ��¤�¡�¡d���F���0�x�N�d¤����
−∆u = f,

��2.� ��� �
½�¤ ��¦

f = 4π (ργ0
per

− µper)
�L�X¡

ργ0
per

∈ L1
loc(R

3)
�N���

µper ∈ L1
loc(R

3)
�
f
¤�¡<¤��

L1
per(R

3)
�

�t�0�À¡d�����y��¤������d� ��21� ��� � �d¦��A����&������²¤�¡-¤��
W 2,1

loc (R3)
� �N�����?�X¡

W 2,1 ↪→ Lq
&����§�����

1 ≤ q ≤ 3� �����(�x�����B¦x��¡�¤��$ x�����d¤��5���¨���
Vper ∈ L2

loc(R
3)
�

´ ¦0��¡
Vper

��� [x���5¡i�
∆
¸¹�`���������5�,�� `�5���N�d���O���

L2(R3)
½�¤ ��¦~���A���N��¤ ���<�L�������EN5�A���.��� ¡��A�

�¯�5�5�d¤���� � � � � �����:�d¦��A����&������
H0

per = −∆/2+Vper

¤�¡ ¡d�5�J&¨¸!���{����¤��0�O���
L2(R3)

½�¤���¦������À��¤��
D(−∆) = H2(R3)

�����E&����d�@��������¤��
H1(R3)

��©§�A¡�¤����5¡�����¦y��¡� `�5�5�d�d���r�!&
H0

per

¤�¡  ������A� �
���y¡d�����y���5���$�5��� ��¤��0������¡��x�5���� L��¡��A�F�!& �x�N����¡���¡�¡����N���5�»¤�� � 2��L� ´ ¦�� � ¸v� ������� � 20�?� ´ ¦��
± ¾d¾d¾ � � ��� ��� ´ ¦�¤�¡ ¤�¡F����¤��.�²�d�#�L�������A¡�¡d�A� �d¤¨���  ����� `�5���!��&���� ��¦��� ����¯�!&L�!&L��¦y���y��¤9�0���5���A¡�¡-�!&
γ0

per

�N¼��5�
(λk(ξ))n≥1

���5������� ��¦��§�����¯¸¹���A�5�d�g�N¡d¤��1�²¡d�����y�A���5���'&���¦��§�A¤9���A� �N�������5¡
�'&
(H0

per)ξ
�

´ ¦��5�
σ(H0

per) =
⋃

k≥1

λk(Γ
∗), H0

per =
1

(2π)3

∫

Γ∗

(H0
per)ξ dξ.

´ ¦��²©-�����¶¦��5¤9���5�0�N�������A¡
λk(ξ)

�
k ≥ 1

�
ξ ∈ Γ∗ �����BQ��y� ½����d�'�L���d�g�N�`�N�x�����0�d¤���¤��,�g���¶¦

[ ° �5�»��¤��d�A�&��¤����$�������A�����������L�4�A���y¡��¶�N�0��½�¤ ��¦$�d�5¡d L�A�&���d�:��¦��²�N����¤¨�������
ξ
��7S�B�N�d�7����¤��.�

�d�� ����³���4��¦x�{�X�:�5����¡d���0���A���5�~�!&;��¦�¤�¡� ��d�� ��d�&�!�$¤�¡<�d¦x�N����¦��B�����¯¸!���5�A���g��¡�¤��.�E&������&��¤����

C : κ 7→
∑

k≥1

|{ξ ∈ Γ∗ | λk(ξ) ≤ κ}|

¤�¡À�A���0�d¤��0�����y¡À���
R
� ´ �S�d¦�¤�¡À��¤��,� ½-�K�`����¤�� � � ���N��¤��1� ��¦��N���d¦��K¡���� �5��� �¶��¤����A� ¤��

�d¦�� &��y���5�d¤����R¤�¡F� [x��¤��d� �����!� ´ ¦�� �� L�A���{�����
H0

per = −∆/2 + Vper

¤�¡��`���������5� �L�&¸
��� ½2�0� −∆/2 + K

&����F¡����,� ���g���4�5����¡������ �
K
�t¥§����¡����0���5�0�d���!���d¦��S©-�����¶¦ �5¤9���5�0�N�{¸

�����A¡ �!&
H0

per

�N�d� �`���y�����A�-�t�� R��� � �~��� ��¤� ���¤��g�N�d¤����»����� ��� ���y��¤��d¤���� �5����¡������ ��¡��X� �
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�d¦���¡d���!& ��¦���¼��� ��¨�N�A¤¨�N�
� �A����¡�¤����5�d�5� ��¡²���»�� `�5���N�d�������
L2

per(Γ)
�o���y�K¤��t¤�¡*Q��y� ½��K�d¦x�N�

∑
k≥1

∣∣∣{ξ ∈ Γ∗ | λ̃k(ξ) ≤ κ}
∣∣∣ � λ̃k �L�A¤��1��¦��5�d�#��¦���©§�����¶¦»�5¤9���5�0�N�������A¡��!& �d¦��~¼��� y�¨���5¤¨���
�

¤�¡'�2[x��¤ ���:¡������ )��³½z½§���¶�'Q��,�F�y�A�A���g��¡�¤��.�F¡d���0���A���5�
(κn)n∈N

½�¦�¤��¶¦ �5��� ���5�3���5¡'���
κ
�

� ¡d¤��1�,�d¦x�N����¦��B¡�����¤��
C(κ)

¤�¡_[x��¤ ���'�x¤���¤�¡�¡�� �,�A¤��A� �t�d�� y�d�³���B��¦��#�A���0�d¤��0��¤ �!�$����� � &����
���y����¤����5�

k, k ≥ 1
� 7S�B�A���$½��d¤��d�4��¦x�N�
Ck(κn) = | {ξ ∈ Γ?| λk(ξ) ≤ κ}| + |An|½�¤ ��¦

An = {ξ ∈ Γ∗∣∣κ < λk(ξ) ≤ κn}
�
(An)n∈N

¤�¡�� ������¸!¤��y�A�d�A��¡d¤��.�S¡����0���5���A���!&
�5��¡d�5�~�����5¡ ����� ∩n∈NAn = ∅ � ´ ¦��A����&������ (|An|)n∈N

�����A¡����UN5�A���.�{½�¦y¤��¶¦~ ����³���A¡
��¦��-�d¤9��¦0�v¸
�5��� ��¤��0��¤ �!� �!&

Ck
� ´ �  ��d�³���F�d¦��$��� & ��¸!�5��� ��¤����y¤��!� ½§�F�A���y¡d¤��y�A������¤����5�d�A��¡d¤��.��¡d�����y�A���5�

(κn)n∈N

½�¦y¤��¶¦F�A��� ���5�3���5¡t�d�
κ
� 7 �B¦x�g���
Ck(κ) = Ck(κn) + |Bn|,½�¤ ��¦

Bn = {ξ ∈ Γ∗∣∣κn < λk(ξ) ≤ κ} � (Bn)n∈N

¤�¡��S�����¯¸¹¤����5�d�A��¡d¤��.� ¡����0���5���A���!&
�5��¡d�5�~�����5¡�¡d�y�¶¦ ��¦x�N� ∩n∈NBn = {ξ ∈ Γ?| λk(ξ) = κ} �i��¦y¤�¡,¡d�5��¦x�g�¯¤��.� �S¼��5�`�5¡3���y�
�,�g��¡����d�,���0�x�N�i�d��N5�A���»� � � 2��?��¼��5�����F� �(� ´ ¦�������& �v¸!�A���0�d¤��0��¤ �!�K�!&

Ck
&��������³½�¡��
�X¡G&����

�d¦��B�����¯¸¹���A�5�d�g�N¡d¤��1�����A¡�¡t�'&
C
��¤���¤�¡���� �¯¤�����¡��

´ ¦��i�� L�A���{�����
H0

per

�`�5¤��.���L�������y�A�G&��d��� �L�A���³½G�A½§�i¦x�g���
C ≡ 0

���
(−∞, inf λk(Γ

∗))���y� ¤��~¤�¡TQ0���³½�� � 2��L� ¼��A�,������¸s� � ��¦x�N�
limκ→∞C(κ) = ∞ �%7 ���g�N� ��¦0��¡~�¶¦�����¡����

�¶¦��5��¤��g���� L���d�A� ��¤����
εF

¡d�y�¶¦ ��¦��N�

Z = C(εF ) =
∑

k≥1

|{ξ ∈ Γ∗ | λk(ξ) ≤ εF}| .
�@2.� � ���

¥§���y¡d¤��y�A�d¤��.�,���N����¤¨�N�d¤����
(1 − t)γ0

per + tγ
&�������� �

γ ∈ PZ
per

���y�
t ∈ [0, 1]

�y½-�B¦x�g���

E0
per((1 − t)γ0

per + tγ)=
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
− 1

2
∆
(
(γ0

per)ξ + t
(
γξ − (γ0

per)ξ

)))

+
1

2
DG1

(
ργ0

per
+ t(ργ − ργ0

per
) − µper, ργ0

per
+ t(ργ − ργ0

per
) − µper

)

= E0
per(γ

0
per) + t

(
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
− 1

2
∆(γξ − (γ0

per)ξ)
))

+tDG1

(
ργ0

per
− µper, ργ − ργ0

per

)
+
t2

2
DG1

(
ργ − ργ0

per
, ργ − ργ0

per

)
.

«x������� �
t
��¦�¤�¡:� °  ��d�5¡d¡�¤���� ¤�¡E�����g�N�d�A�:��¦x�N�����,���0�x���<��� ��¦y�F�,¤��y¤��~��� E0

per(γ
0
per)

�F�X¡
t ∈ [0, 1]

���d¦�� �d�A��� �!&E[��d¡��K���d���5�»¤��
t
¦x��¡»�d� �L�S�����y����� �{��¤����!� ´ ¦�¤�¡F���A��� ���g���y¡

1
(2π)3

∫
Γ∗ TrL2

ξ(Γ)

(
(H0

per)ξ
(
γξ − (γ0

per)ξ
))
dξ

½�¦��A���
H0

per

¤�¡<��¦��B�,�g����¸ [x�5������ L�A���{��������� [y¸
���5�»¤�� ��2.� ��� � ´ ¦y�A�d� &����d�

γ0
per

��¤���¤��,¤9N5�A¡ ��¦��7&��������³½�¤��.����¤��y�g���#&��y���5�d¤����x�N�

γ ∈ PZ
per 7→

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
(H0

per)ξγξ
)
dξ.

7 �'¡����y�d�����&�X��¦y�'�¶¦��5��¤��g���� L���d�A� ��¤����
εF

����[x�y�A�����L�³���������F¤�� �����¯���y�A�B��¦��G&��d�5�'�5���A�>���
&����y�5��¤����x���

γ ∈ Pper 7→ F (γ) :=
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
(H0

per − εF )ξγξ
)
dξ.
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)�����¤��A�'�d¦x�N�X¡d¤��y�A� 1
(2π)3

∫
Γ∗ TrL2

ξ(Γ) (γξ) dξ = Z
&����t��� �

γ ∈ PZ
per

�`�d¦��A�
γ0

per

����¡�����¤���¤ ¸
�,¤9N5�A¡

F
��� PZ

per

�y«x���-��� �
ξ ∈ Γ∗ ��½-�²�A��� [x���$������¦y���������À���.&��y���5�d¤�����¡

ek(ξ, ·) ∈ L2
ξ(Γ)¡����¶¦ �d¦x�N�

(H0
per)ξ =

∑

k≥1

λk(ξ)|ek(ξ, ·)〉〈ek(ξ, ·)|,
�@2.� � 4��

�A���¶¦ &����y�5��¤����
(ξ, x) 7→ ek(ξ, x)

�L�A¤��1� ���A��¡d���d�����������
Γ∗ × Γ

��¼��5�F��¡����³½2�y��[x���
γ0 ∈ Pper

� �

(γ0)ξ(x, y) =
∑

k≥1

δk(ξ)ek(ξ, x)ek(ξ, y), δk(ξ) =

{
1

¤J&
λk(ξ) ≤ εF

0
¤J&
λk(ξ) > εF .

�y�g��¤��1�t��¦y¤�¡;��¤J�`�A���A� ��� �
γ0 = χ(−∞,εF ](H

0
per).

)t���d¤��A�
εF

½<�N¡O�¶¦���¡��A�~�d�X�A�y¡d�����
γ0 ∈ PZ

per

�
7S�B���³½  y�d�³���#��¦x�N�

γ0
¤�¡���¦��B���y¤9�0���#��¤���¤��,¤9N5�A�§�'&
�d¦���&��y���5�d¤����

F
��� [x���A�K���`�³���!�

��� �d¦��À¡��5� Pper

½�¤���¦y���y���»�¶¦x���>�����A����¡��d����¤��0��� ��¤����5�
γ0 ∈ PZ

per

�;�d¦�¤�¡#½�¤����i ����³���À�d¦x�N�
γ0

per = γ0
�N���F�d¦x�N�

γ0
per

¤�¡<��¦y�#�y��¤9�0���B�,¤���¤���¤JNA�A� �!&
F

��� Pper

� 7 �4½��d¤��d�

F (γ) − F (γ0) =
1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
(H0

per − εF )ξ(γ − γ0)ξ
)
dξ

=
∑

k≥1

1

(2π)3

∫

Γ∗

(λk(ξ) − εF )
(
〈γξek(ξ, ·), ek(ξ, ·)〉ξ − δk(ξ)

)
dξ

½�¦��5�d� 〈·, ·〉ξ ¤�¡i��¦��t��¡d�x�N�`¤������A�  ����¯���y�5�-�!& L2
ξ(Γ)

���¯¤����A�
0 ≤ γ ≤ 1

¤��
L2(R3)

� ½-�X¦x�g���
�d¦x�N�

0 ≤ γξ ≤ 1
���
L2
ξ(Γ)

� ¡��A�-�¯�A�&��¤����#�L� ��� �4�t¡��<�A���y¡d���0���5���A�'� 〈γξek(ξ, ·), ek(ξ, ·)〉 ∈ [0, 1]
�

&������N���,��¡����&���5���
ξ ∈ Γ∗ �<0t�5���A�'� ��¡d¤��.�:��¦��B��� [x��¤��d¤����$�'&

δk(ξ)
�

F (γ) − F (γ0) =
∑

k≥1

1

(2π)3

∫

Γ∗

|λk(ξ) − εF | ×
∣∣〈γξek(ξ, ·), ek(ξ, ·)〉 − δk(ξ)

∣∣dξ ≥ 0.

´ ¦�¤�¡�¡d¦��³½�¡:��¦x�{�
γ0

�,¤���¤���¤JNA�5¡
F

��� PZ
per

� ¾ &t���³½
F (γ) = F (γ0)

�O�d¦��A� ���5�A�5¡d¡��N�d¤�� �
〈γξek(ξ, ·), ek(ξ, ·)〉 = δk(ξ)

&����������,��¡����5���A���
ξ ∈ Γ∗ ���y� ��� �

k ≥ 1
�;��¦��$¡��5� {ξ ∈

Γ∗ | ∃k, λk(ξ) = εF}
¦x�g��¤��1����¼��5�`�5¡3�����i�,�g��¡����d� ���0�x�����d�6N5�A���t�N¡Y½§�i¡��g½ �`� &����d�'� � ¡�¤��.�

���³½@��¦x�N�X��¦��:�� L�A�d�N�����d¡
γξ

���y�
(1 − γ)ξ

�����:����������� �N�d¤����'�o½-�:¤��1&��5�X��¦x�{�
γξek(ξ, ·) =

δk(ξ)ek(ξ, ·)
&����������

k ≥ 1
����� �����,��¡v�������

ξ ∈ Γ∗ �<0t�5���A� γ = γ0
�����

γ0
¤�¡��d¦��'�y��¤9�0���

�,¤���¤���¤JNA�5���'&
F
� ¾ �� x�����d¤��5���¨���

γ0
per = γ0

�`¤�� �!�
γ0

per

¡d��� ���A¡²�d¦��~¡��A�J&¨¸¹�A���y¡d¤�¡v���5�0�²���0�x�N�d¤����
�@2.� � ��� �

¥§����¡�¤����5�À���³½ �����N��¦��5���,¤���¤���¤JNA�5�
γ

�!&²�d¦��»�5���A�>��� E0
per

��� PZ
per

�i½§� �d�A�A�������d¦x�N�
ργ = ργ0

per

�N¡t½§��¡²¡d¦y� ½���¤�� � � � �(��0t�A�y�A���d¦����� L�A�d�N�����d¡
H0

per

�����
γ0

�y��[x���5� ���L� ���~���
���N�X���5 `�5���»��� ��¦y�'�¶¦���¡d�A�»��¤���¤��,¤9N5�A��� ´ ¦��'���L� ���~���>�����,�A� �t�� � ���¤��5���d�

γ
¡d¦��³½�¡t�d¦x�N�

γ = γ0 = γ0
per

�x¤(� �'�
γ0

per

¤�¡�����¤J�0���!�
¼��5����¡;�����d¤��A� �d¦x�N� ´ ¦��5���d�5� � �A��� �¶�N¤���¡Y�d¦��d�5� ����¤��4�d�A¡������d¡���¦x�N��½-�A���-�y�������5� ��¤������A�

¤�� � � � � ¢<[x��¡��
γ0

per

¤�¡X�y��¤9�0���'�`¡��A�A������¤��t¤�¡t�À ����{���A�&�������o���y�»��¦�¤��d�K¤ ��¡��N�d¤�¡>[��A¡ ® �0�x�N�d¤����
�@2.� � ��� � ´ ¦��A¡��B�d¦��d�5�4 ��d�� `�5����¤��A¡��N�d�²�5�d���5¤¨���<&����<�~ ����� L�A�<�5����¡��d�d���&��¤������!&���¦��4�,�����A�;&����
�d¦��B�A����¡v�¶����½�¤��d¦F���y��&��A�&�4�
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´ ¦��� ����{���A�&�����
γ0

per

���A ����A¡d�5� ��¡i��¦��<¡v�¶�N�d���!& ��¦�� 6n�����B�����;� �N¤�� �!�{�!& ��¦���¤��1[x��¤ ���-¡���¡��d�A�
�!&;�N������¦y�X�A���A�&���d����¡§¤�����¦y�X L�A�d¤��¯�y¤����A�v�¯¡v�¶���(�.M &��5������¡d�!�¯¤��-¤�¡-����¤��1[x��¤ ���������1Q, y�d�{���5�5�������
�,�g���y¤��.�:��¦��N�

γ0
per =

∑

k

|ϕk〉〈ϕk|

¡�¦����������L��¤�� ���5�d ����5���5�À�N¡i�d¦��������C¸!�L�¯�y�~�À�N�d�d¤ ° �!&o�7&����d�����y¤��1[x��¤ �������¨�N�d�A� ���&���A����¤��x��� �

Ψ = ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ · · · ∧ ϕk ∧ · · · .
´ ¦��B& ���&� ��¦x�N�

γ0
per

¤�¡i�N����¤��d¤���������� �#�B¡� `�5�5�d�����x ����{���A�&�����i�N¡d¡d���A¤��N���5�:½�¤���¦:�d¦����A��� ��¤��0������¡
¡� `�5�5�������6�!&-��� �� L�A�d�N�����X���g�N��¡²�����d¦������ �¯¤�����¡B���������%�N�F½�¤ ��¦���¦y� 0Q���
�-$F���;� ½�¦�¤��¶¦ ¤�¡
�d¦��B ��d�{���5�5�d�������F�d¦��B�������N��¤ ���4¡d L�A�&���d����¡d����¡� x���5�'�!&;��¦y�'µt¤����N�4�� `�5���N�d����� ���.-y��� ���

º ��¡v�4�!& �����²���A¡������d¡²½�¤����;¦������»�������T&����X¤���¡����¨�N�d���d¡t����� �%�=79¦y�A� ���A�5�A¡�¡����v�%�Y½-�:¡d¦x�����
���!Q��

Z ∈ N \ {0} �����F���!Q��4��¦y�G&��������³½�¤��.�~��¡�¡d���, y�d¤���� ¢
� � � 	 ��?3���@���I�%�%6���� 1���� 2U����& � ?3�

Z
��� ? ��&�	_� ?3�

(Z + 1)
�(���Q1���&�	'*H�.O.�2O

Σ+
Z < Σ−

Z+1

*
2�?3���@�

Σ+
Z

��&�	
Σ−
Z+1

���@�J�@�����3��$��h������5 = ��?3�X���eK ���B�-� ��&�	 � ?3�J�B��&3���B�-� �W,�� ?3�
Z
��� ?

��&�	���?3�
(Z + 1)

�(��� 1���&�	'�M�W,
H0

per

O
7S���A�, �¦x��¡�¤9NA�#��¦x�{�U�X¡�¡d���, y�d¤���� � � � 	 ¤�¡X�À�A���y��¤��d¤���� ���K��¦��'¡d�����y��¤����

γ0
per

�'& ��¦��
&A�'&35f��&A�;���  ��d���y���A� ��2.� ��� �")t���d�:��¦x�N�B�y�����A� � � � 	 �`������¦x��¡

γ0
per = χ(−∞,εF ](H

0
per)

&����
��� �

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

�


���� � ?$� 

��(��F+-��( � 34
;��
O��� 
 �À�,+�� G �,($����MN�B
 3 + 
 �À�Y�;3#�
� %C�;? 3 ($��M{��+-�

¾ �K��¦�¤�¡X¡��A�5�d¤����-�`½-�:����[x�y�~��¦��~���A���y�A�A�"0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q �,�¯�y�A�;���A¡��A�d¤���¤��1�À��¦����`�5¦x�{¸
��¤����X�!& �d¦��~«x�A����¤�¡��g�$�����» `��¡�¡d¤������F�!& �V[x��¤��d���0���~�L�A�X�!& �L���������5���A�&��������¡ �����X¦y�����5¡ �
�5����¡��������K���¯�A���-�y��&��A�&�4� M²���~�,�����A� ¤�¡:�N� ��� �¯¤�����¡��d�����y¡d L��¡d¤ ��¤���� �!&���¦���©§�%������¤����L�³� ¸
µX¤������C¸s«x��� Q �,�¯�y�A�-½�¦y¤��¶¦ ½<�N¡: ��d�� L��¡��A� � � ¥§¦x��¤ ° ���y� ¾ �����A����� � � 4��§�d�����A¡��A��¤��L����¦��
 L���¨�N�d¤9N5�A��µX¤������4¡��g� � ���y� ��[x�y¤����4�0�����`�5���'&
���A���N��¤ �¯¤�¡��d¤��X�5���5�5��������¡ ��¤�����¦��B ����A¡��A���5�'�!&
���À� ° ���5�d�x���L L�����5�0�d¤¨���(�?M²���-���N�d¦��A���N��¤��g���y����[x�y¤���¤����,�!&Y��¦y�t���A�����5�A�$�5���A�>���V&������5�d¤��������
&��������³½�¡��À�N¤���� �S¤����g��¡E&������ � ���L�5�&4��(� 7S�F¡d¦������� ����³���F¤�� �¯�A�&��¤�����2.� 2 ��¦x�N���d¦�¤�¡��,�¯���5�
�A��� �`�����y����¤����5� ��¡#��¦��,��¦��5�d�,�¯�¯�¯������¤�����¤��,¤��B�'&<��¦���¡d�N¸¹�g�������5�S¡d�y `�5�d�A�5��� �������5��� �X�
���������%������¡��d�5¡d��� ��½<�N¡t ����³���A� ¤�� � ��� �"&����<�d¦��#©§�%������¤��y�`�³� ¸sµX¤������C¸s«x��� Q � ©<µ²« ���,�����A�(�
�X¡�¡d���,�#�d¦x�N����¦��# L�A�d¤��¯�y¤��²�0���5���g�N�t���5��¡d¤ �!�

µper

�y��[x���5�K¤�� �b�?� � ����¤�¡��d�A y�¨���5�A�»� �F�
���¯�A����� �~ L�A���d���d�L�A�À���y�A���A���§�y�A��¡�¤��!�

µper + ν
� ´ ¦��²��� &��A�5�

ν
�g�N���������5�`�B�N���g���y�5�%�y���À¤��¯¸

�d�A�d¡v��¤ ��¤¨�N�x�N�����������-�N��¤��� ��y�d¤��!�!��½�¤��d¦� `��¡�¡d¤������������g�N���d�A���d�d���.���5���5�0� �!&`��¦������5¤9��¦0�L���d¤��.�
�N�d���,¡�� ´ ¦��B����¤���¤��y�g�:�������5�d� �¯¤��.�:��¦��B�,�¯�y�A�Y¤�¡��d������[x�y��� !�&3���W� �5���A�>����� �$¡d�y�y���d���&¸
�d¤��.�²�d¦�� ��&e!�&3���W� �A���5�3���~�!& ��¦��< L�A��¤�����¤��§«x�A�d�,¤y¡��g�

γ0
per

����[����A�,¤��~�d¦��� ��d�&��¤�����¡ ¡��A�&��¤����
�
&������.�d¦�� ��&e!�&3����� �A�y�A�3�N���!&���¦y�4 `�5�����y�d�L�A��¡���¡��d�A� �y�����A���5����¡�¤����5���N�d¤����
�¯«x���§�d¦��B©<µ²«



������� 
��	� 
 � � � ��� �F� � � 
 � � 
 ���#
 ����� � 
�� � �	� ��� �)
 � �

�,�¯�y�A������¦�¤�¡�½<��¡� ����� L��¡d�5�,[x��¡���¤�� � ��� �(�x«x���d���������%�������4���y�¶��¤���¡+&������:���5¡���¡����N���
γ

E rHF
µper+ν(γ) − E rHF

µper+ν(γ
0
per) “ = ” Tr

(
H0

per(γ − γ0
per)
)

−
∫

R3

∫

R3

ν(x)ρ[γ−γ0
per]

(y)

|x− y| dx dy +
1

2

∫

R3

∫

R3

ρ[γ−γ0
per]

(x)ρ[γ−γ0
per]

(y)

|x− y| dx dy.
��2.� � 2��

M &
�A������¡d�4��¦y�B�!½-�:���5�d�,¡�¤��$��¦��4����& �v¸!¦x���y�$¡d¤��y�4�!& ��21� � 2��§���d�4�y����½§�5��� ¸!��� [x���A���L�A�A����¡d�
µper

¤�¡� L�A��¤�����¤��$�N��� �L�A�A����¡��
γ

�N���
γ0

per

¦x�g���F¤��1[x�y¤����$�d���.Q0¡��i���¯�,½-�»¡�¦x�����<�`�F���y���
�d� ��¤������S���N��¦��5�À�{��¤��A�������A����¤��.� �d� ��¦��K��¤9��¦ �v¸!¦x���y� ¡d¤����!� � °  �����¤��d¤��.� ��¦���& �N�5���d¦x�N�
Q := γ − γ0

per

¤����y���A�5¡'�$¡��À�����O L�A�v�������x�N��¤������!& ��¦��:����&��5�d�A�y�A�,¡��¶�{���
γ0

per

� ´ ¦��E&������À�N�
�5���� y�y�¶�N�d¤���� ��2.� � 2�� ½�¤����x�`�i����¡��d¤J[x�5��� ���,�g�N��¡§�!&��d¦��A�������y���x���,¤�����¤��,¤�� ���>�����,�A� ��¡-¤��
�¯�5�5�d¤���� 2.� 2.�

� 
�� 
�� �  ��'A�� ��� < A < � � �  �E �B&��  � � C ������ # ���� < ���  #AB � � � < � C �� ��
�9 #� �

7S�����³½��y��[x���F ����� `�5�d� �S��¦y�F���A���y�A�A�+0X���v���d�5�&¸!« ��� Q �5���A�>��� �!&t��¦��F«x�A����¤<¡��g� ¤��
�d¦��� ����A¡d�5���A�$�'&���¦����y��&��A�&�

ν
��7S�����A�y������� �

Sp

��¦y�$�¯�¶¦x�{�d���5� �A�¨�N¡d¡��'&��� `�5���N�d���d¡
Q���&��¤��.�����

L2(R3)
¦x�g�¯¤��.�,��[x��¤��d�

p
���d���A�'�x¤�� �!��¡����¶¦ �d¦x�N�

Tr(|Q|p) <∞ �K)������4�d¦x�N�
S1¤�¡'��¦y�À¡d ����A���'&������N�A�&¸¹�A����¡d¡'�� `�5���N�d���d¡��;����� ��¦��N�

S2

¤�¡#��¦���¡d x�N�A���!& 0t¤����`�5���v¸v�¯�¶¦��,¤��¯�
�� L�A�d�N�����d¡��y¼��5�

Π
�L�4���À�����d¦��%���������` y�d�{���5�5�����<���

L2(R3)
¡����¶¦$��¦x�N�§�`�N��¦

Π
�N���

1−Π¦x�g���$¤��1[x�y¤����,���N�.Q0¡��]�>¡d�A�\&¨¸s��� ����¤�� �#�A���, x���&�~�� L�A�d�N�����
Q

¤�¡'¡���¤��S���K�L�
Π
¸¹�d�����5���A����¡d¡

�
Q ∈ SΠ

1

�;½�¦��5�
Q ∈ S2

�����
ΠQΠ, (1−Π)Q(1−Π) ∈ S1

� ¾ ��¡
Π
¸¹�d�����5�<¤�¡O�d¦��A����� [x���5�

��¡
TrΠ(Q) = Tr(ΠQΠ + (1 − Π)Q(1 − Π))

�K)t�N��¤��5�X��¦��N��¤J&
Q ∈ S1

�y�d¦��A�
Q ∈ SΠ

1

&����
��� �

Π
���y�

TrΠ(Q) = Tr(Q)
�;�¯�5� � ���L���¯�A�&��¤���� �L� � �]&����7���5���A�d���  ����� `�5���d¤��A¡4���A���N���5� �d�

�d¦�¤�¡���� [x��¤��d¤����-� ¾ ����¦��7&��������³½�¤��.�1��½-�B��¡d�B��¦��B¡�¦������d¦x�����F�������N��¤����

Q−− := γ0
perQγ

0
per, Q++ := (1 − γ0

per)Q(1 − γ0
per),

S0
1 := S

γ0
per

1 =
{
Q ∈ S2

∣∣ Q++ ∈ S1, Q
−− ∈ S1

} �����
Tr0(Q) := Trγ0

per
(Q).

7S�#����¡d�:¤��0�d�d�������5�B�d¦��#©<���x�N�¶¦ ¡� x���A�

Q =
{
Q ∈ S0

1

∣∣ Q∗ = Q, |∇|Q ∈ S2, |∇|Q++|∇| ∈ S1, |∇|Q−−|∇| ∈ S1

}
,

�5�����³½§�5�»½�¤��d¦�¤���¡����N�����d���Y�����d�

||Q||Q := ||Q||
S2

+
∣∣∣∣Q++

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣Q−−∣∣∣∣

S1

+ |||∇|Q||
S2

+
∣∣∣∣|∇|Q++|∇|

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣|∇|Q−−|∇|

∣∣∣∣
S1
.
�@2.� � ���

´ ¦��#�A���0��� ° ¡d�&�����$½�¦�¤��¶¦���¦��B�5���A�>���$½�¤����o�L�#�y��[x���5�»¤�¡

K :=
{
Q ∈ Q | − γ0

per ≤ Q ≤ 1 − γ0
per

}
.

�@2.� � � �
)�����¤��A���d¦x�N� K ¤�¡B��¦����A����¡d�A�S�A��� ��� ° ¦0�����-�'&�¡����N���5¡

Q ∈ Q �!&§��¦���¡d L�A�A¤����H&����d�
Q =

γ − γ0
per

�
γ
�`�5¤��.� ��� �����d¦��%���������  ��d� ���A�5�d���#���

L2(R3)
�;©§�5¡d¤����A¡��;�d¦��À�0���~�L�A�

Tr0(Q)



��� ����� � �
	��#
 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

�A���$�`�X¤�� ���5�d ����5���5����¡-�d¦��²�¶¦x�N�3���²�'&���¦��²¡v��¡����5�k�,�g��¡����d�5��½�¤��d¦��d�5¡d L�A�5�§�����d¦x�N�<�'&���¦��
���y `�5�����y�d�L�A� « �5�d�,¤-¡��g�1���X¡�½-�$¡��g½>¤����¯�5�5��¤������L� 41�;¤��:�A��� �`�À ��d�³���5� ��¡d�5������¡�� � ���L�
¼��A�,��� � � �X��¦��N�

Tr0(Q)
¤�¡#��� ½<�g��¡#��� ¤�� �������A�B¤J&

Q
¤�¡#� 0t¤����L�A���v¸v�¯�¶¦y��¤��y�²�� L�A�d�N�����4�!&

�d¦��B¡d L�A�A¤����-&������
Q = γ − γ0

per

�y½�¤ ��¦
γ
���������d¦��%���������Y ����{���A�&�������.������¤ ��¤����x����� �%��¤����d¦�¤�¡

�A��¡d�'�
Tr0(Q) = 0

½�¦��A� ‖Q‖ < 1
�

7S���N�d�����³½ ����¤��.�»����¡�¦��³½ ��¡d�5������¡�� � � �&��� � �4��¦x�{�:��¦����5����¡v�����N¤�� � −γ0
per ≤ Q ≤

1 − γ0
per

¤�� ��2.� �
� �§¤�¡����0��¤ ���N���A� ���d���d¦��B¤������0�x����¤ �!�

Q2 ≤ Q++ −Q−− �@2.� � ���
���y� ¤��� ���¤��5¡§¤��� x�N����¤��A�������§�d¦x�N�

Q++ ≥ 0
���y�

Q−− ≤ 0
&������N�0�

Q ∈ K �

−γ0
per ≤ Q ≤ 1 − γ0

per ⇐⇒ 0 ≤ Q + γ0
per ≤ 1,

⇐⇒ (Q+ γ0
per)

2 ≤ Q+ γ0
per,

⇐⇒ Q2 +Qγ0
per + γ0

perQ+ γ0
per ≤ Q+ γ0

per,
⇐⇒ Q2 ≤ Q−Qγ0

per − γ0
perQ,

���y�À½§�X¦x�g���
Q++ −Q−− = (1− γ0

per)Q(1− γ0
per)− γ0

perQγ
0
per = Q−Qγ0

per − γ0
perQ

�
¾ � ������¤ ��¤����
�

Q ≤ 1 − γ0
per =⇒ Q−− = γ0

perQγ
0
per ≤ γ0

per(1 − γ0
per)γ

0
per = 0

���y�

−γ0
per ≤ Q =⇒ 0 = −(1 − γ0

per)γ
0
per(1 − γ0

per) ≤ (1 − γ0
per)Q(1 − γ0

per) = Q++.

¾ � ���d���5�²��������[����� y�d�� L�A�����»�d¦����A���5�3���K�!&
Q
�Y½-���y�A�A� ���F��¡�¡d���A¤��N�����$���5��¡d¤ �!�

ρQ½�¤ ��¦���� � ¡����N���
Q ∈ K ��7 �~¡d¦������;¡d�5����¦x�{�

ρQ
�g���»¤���& ���&�²�L����� [x���5� &����X��� �

Q ∈ Q �´ ¦�¤�¡�¤�¡:���������0��¤�����¡ �J�����(�'��� ¡d¤��y�A� Q �����A¡:���N���������S�A��� ����¤�� ���d���A�C¸!�5�¨��¡�¡:�� `�5���N�d���d¡��
�����y¤���¤����x�������#½§�t���A�5���d���¶¦��5� Q,�d¦x�N�i��¦����¨�N¡��i�!½§�#���5�d�,¡ �'& ��2.� � 2�� ������½-�A��� ¸!�y��[x���5�
��«x���
�d¦�¤�¡� ����� `��¡d�!��½-�#¤�� �����¯���y�A�²��¦y�#¡��N¸!�A�������A�F¥§���y�����~��¡� x���A�

C := {ρ ∈ S ′(R3) | ρ̂ ∈ L1
loc(R

3), D(ρ, ρ) <∞}

½�¦��5�d�
D(f, g) = 4π

∫
R3 |k|−2f̂(k)ĝ(k)dk

½<�N¡<�����d�g�N�y�:��� [x���A��� � �@2.� ��� � ® �����³½-�A�À½�¤ ��¦
�d¦�¤�¡t¤������5�t y�d�������5��� C ¤�¡t� 0�¤����L�A�v��¡d x���5�!� ¾ �����A�5�
�o���5�t��¡t���!Q���¡d���,�~¥<�N���¶¦ �K¡d���0���A���5�
(ρn)

¤�� C � ´ ¦y�A� ρ̂n(k)
|k|

¤�¡²¥<�N���¶¦ �K¤��
L2(R3)

� ��¦��5�d� &����d�'�A��� ���5�3���5¡²����¡����,�
g ∈ L2(R3)¤��

L2(R3)
�;¼��5�

ρ = F−1
(
|k|g

) �
¥§���A���d� �%�
ρ ∈ S ′(R3)

�����S¡�¤����5�
g ∈ L2(R3)

�
ρ ∈ C �º ���d�A�³���A���

||ρn − ρ||2C = 4π

∫

R3

∣∣∣∣
ρ̂n(k) − ρ̂(k)

|k|

∣∣∣∣
2

dk,

= 4π

∫

R3

∣∣∣∣
ρ̂n(k)

|k| − g(k)

∣∣∣∣
2

dk,

→ 0
½�¦��A�

n→ +∞.
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´ ¦�¤�¡' y�d�³���5¡#�d¦����5���, ����&���A�y�A¡d¡#�!& C ��7 ����¦��5�S¤�� �d�d�������A�~�d¦���©§�A � L�N¸!¼��&��¤ ¡d x���5� C̃ :=
{V ∈ L6(R3) | ∇V ∈ L2(R3)} � ® �����³½-�A�»½�¤ ��¦$��¦��B¤������A�� y�d�������5�

(V,W )C̃ =

∫

R3

∇V · ∇W,

C̃ ¤�¡��"0t¤����L�A�v�:¡d x�N�A�!�$)t�N���$��¦x�{�:��¦��F�A���y��¤��d¤���� �³���5�,�d¦��,�������y¤��A� ���A��� �L�F�d�5½���¤������A�
∫

R3 |k|2|V̂ (k)|2 dk <∞ ��« ���
V ∈ C̃ ��½§�B���³½ ¤�� �����¯���y�A�4��¦��B��¤����A���#&������

ΦV : ρ ∈ C → C,

ρ 7→ ΦV (ρ) =

∫

R3

ρ̂(k)V̂ (k) dk,

½�¦�¤��¶¦»¤�¡<½§�5���Y��� [x���5�»¡d¤����A�
∫

R3

∣∣∣ρ̂(k)V̂ (k)
∣∣∣ dk ≤

(∫

R3

|ρ̂(k)|2
|k|2 dk

) 1
2
(∫

R3

|k|2|V̂ (k)|2 dk
) 1

2

= ||ρ||C ||V ||C̃ < +∞.

´ ¦��~���`�³���~¤������0�x����¤ �!�F����¡��À ����³���A¡t��¦x�N� ‖ΦV ‖C′ = supρ∈C\{0}
|ΦV (ρ)|
||ρ||C

≤ ||V ||C̃
�5)t�³½G�L½§�

��� [x���I&����
V ∈ C̃ � ρV = 1

4π
F−1(|k|2V̂ (k))

� ¾ ��¤�¡��A��¡d¤���� ¡��A�A� �d¦x�N�
ρV ∈ C �����S�d¦x�N�

|ΦV (ρV )| = ||V ||C̃ ||ρV ||C
� ´ ¦��A����&������ ||ΦV ||C′ = ||V ||C̃

� ´ �� ��d�³������¦��N�
Φ·

¤�¡B�$��¤ ���5�5��¤����
�L�5�!½-�A�5� C ′ ����� C̃ � ½§�~�y� ½� ����³���~��¦��N� &������g�N�¶¦

ρ ∈ C �`�d¦��A���~� ° ¤�¡���¡
V ∈ C̃ ¡d�y�¶¦ �d¦x�N�

ΦV = D(ρ, ·) � ´ �!Q0¤��.� Vρ = F−1(|k|−2ρ̂)
��½-�'¤������5�A��¦x�g���

∀ρ′ ∈ C, ΦV (ρ′) =

∫

R3

ρ̂′(k)V̂ (k) dk

= 4π

∫

R3

ρ̂′(k)ρ̂V (k)

|k|2
= D(ρV , ρ

′).´ ¦��#¤�¡����,�5���v�
Φ·

�������³½�¡���¡�����¤��y�A� ��¤\& �À��¦y�'©-�A � L�N¸s¼��&�¯¤�¡� x���5�#½�¤ ��¦ C ′ �
7S�B���³½ ��¡d�#�����x����¤��!�À���3���y���5�0���d���y��[x���

ρQ
¢

�6 ���*/� 	4a 
 a ��� � ��� ��� � a 
 a �=� �<- 
���� � � � 	4a 
 ?
ρQ

- �< 
Q ∈ Q 	 � 2c�����-������?+���

Q ∈ Q O
��?3��&

QV ∈ S0
1

,e�'�`��& = V = V1 + V2 ∈ C ′ + (L2(R3) ∩ L∞(R3))
��&�	����'�@���'��������?3���@�

�
K �I�����F�%$��'&+��� ��&3�
C

4 ��&�	-���3��&�	-��&3�U�W,
Q

��&�	
V
7B���3$�?%� ?+���

|Tr0(QV )| ≤ C ||Q||Q (||V1||C′ + ||V2||L2(R3)).
�@2.� � ���

��?-���M��?3�`5f��&A�;��� ,e�'���
V ∈ C ′ + (L2(R3) ∩ L∞(R3)) 7→ Tr0(QV )

$;��&V1��S$��'&3�.��&3���'����5 =
�
K ����&�	-�;	F�W� C ′ +L2(R3)

��&�	F��?3���@�Q�
K �I��� �H�M�-&3� E ����5 = 	-� !�&A�;	 ,��8&A$��.�(�'&
ρQ ∈ C ∩L2(R3)���3$�?%� ?+���

∀V = V1 + V2 ∈ C ′ +
(
L2(R3) ∩ L∞(R3)

)
, 〈ρQ, V1〉C,C′ +

∫

R3

ρQV2 = Tr0(QV ).

��?3��5f��&A�;���������
Q ∈ Q 7→ ρQ ∈ C ∩ L2(R3)

�I�B$��'&3�h��&3�3�'�g� @

||ρQ||C + ||ρQ||L2(R3) ≤ C ||Q||Q .
� ����&3�.� ��5�5 = 2�?3��&

Q ∈ S1 ⊂ S0
1

*U� ?3��&
ρQ(x) = Q(x, x)

2�?3���@�
Q(x, y)

�I�F� ?3�F��&3�W�(6��
��5
8�����&A��5��W,

Q
O
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< �����W,LO ¼��&�
V = V1 + V2

½�¦��A���
V1 ∈ C ′ ����� V2 ∈ L2(R3) ∩ L∞(R3)

�o�N���
Q ∈ Q �µX�5�����d¤��.�,� �

(γ0
per)

⊥ = 1 − γ0
per

�y½-�'�A��� �y����¤��A�²��¦��N�
(QV )++ = (γ0

per)
⊥(QV )(γ0

per)
⊥

���y�F�d¦x�N�
Q++V (γ0

per)
⊥ +Q+−[γ0

per, V ](γ0
per)

⊥

= (γ0
per)

⊥Q(γ0
per)

⊥V (γ0
per)

⊥ + (γ0
per)

⊥Qγ0
per

(
γ0

perV − V γ0
per

)
(γ0

per)
⊥,

= (γ0
per)

⊥Q(γ0
per)

⊥V (γ0
per)

⊥ + (γ0
per)

⊥Qγ0
perV (γ0

per)
⊥,

= (γ0
per)

⊥Q(γ0
per + (γ0

per)
⊥)V (γ0

per)
⊥,

= (γ0
per)

⊥(QV )(γ0
per)

⊥.�¯¤���¤��¨�������!�
Q−−V γ0

per −Q−+[γ0
per, V ]γ0

per

= γ0
perQγ

0
perV γ

0
per − γ0

perQ(γ0
per)

⊥(γ0
perV − V γ0

per

)
γ0

per,

= γ0
perQγ

0
perV γ

0
per + γ0

perQ(γ0
per)

⊥V γ0
per,

= γ0
per(QV )γ0

per,¡��,�d¦x�N�
(QV )−− = Q−−V γ0

per −Q−+[γ0
per, V ]γ0

per.
�@2.� � ���

7 �B�������À���g�N�Y½�¤���¦$�d¦��
(QV )−− ���5�d�,�y��¦��#���>�����,�A� ���L�A¤��1���d¦��4¡��N���7&����

(QV )++
�

«O¤���¡��4½-�,½���¤��d�
Q−−V γ0

per = (1 + |∇|)−1(1 + |∇|)Q−−(1 + |∇|)(1 + |∇|)−1V γ0
per���y� ���N��¤��5�²��¦x�{�

(1 + |∇|)−1V
¤�¡��L�������y�A�F¡d¤��y�A�

V2 ∈ L∞(R3)
� �F��¡d¡����, y��¤����F�����

∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V1

∣∣∣∣
S6

≤ C ||V1||L6 ≤ C ′ ||∇V1||L2 = C ′ ||V1||C′

� � �d¦��`PB�N�d�N¸v�¯¤������¯¸v�¯�5¤����A�~¤������0�x����¤��!� � � � 4��,����� �d¦��K�A��¤��d¤��g�N���¯���L�����&� �5�~�L�A����¤��.� �!&
H1(R3)

¤��
L6(R3)

� �t¡
(1+|∇|)−1

�����
γ0

per

�����i����¡����`���y�����A�-� �����
(1+|∇|)Q−−(1+|∇|)¤�¡O���d���A�C¸!�A����¡d¡��N�d¦�¤�¡
 ��d�³���5¡ ��¦x�N�

Q−−V γ0
per

¤�¡ �X�d�����5�&¸¹�A�¨�N¡d¡ �� L�A�d�N������� ´ ¦��y¡ ��¦��+&��������³½�¤��1�
¤�¡��d�d���:¢

|Tr(Q−−V γ0
per)| = |Tr(Q−−V )|

= |Tr((1 + |∇|)Q−−(1 + |∇|)(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1)|
≤ ||Q||Q

∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1
∣∣∣∣

S∞
.

´ ¦��5�
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V1(1 + |∇|)−1

∣∣∣∣
S∞

≤
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V1

∣∣∣∣
S6

∣∣∣∣(1 + |∇|)−1
∣∣∣∣

S∞

≤ C ||V1||L6 ≤ C ′ ||V1||C′ ,���y�
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V2(1 + |∇|)−1

∣∣∣∣
S∞

≤
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1|V2|(1 + |∇|)−1

∣∣∣∣
S∞

≤
∣∣∣
∣∣∣
(
(1 + |∇|)−1|V2|1/2

)2∣∣∣
∣∣∣
S2

≤
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1|V2|1/2

∣∣∣∣2
S4

≤ C
∣∣∣
∣∣∣(V2)

1
2

∣∣∣
∣∣∣
L4

= C ||V2||L2 .
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¾ ����¦��B����¡���¤������0�x����¤��!�!�¯½-�'¦x�g���'��¡��A�F��¦���PB�N���{¸v�¯¤�������¸v�¯�5¤����5�i¤�������������¤ �!�%�
0��A���5�!�

|Tr(Q−−V γ0
per)| ≤ C ||Q||Q (||V1||C′ + ||V2||L2).«x���<�d¦��B¡d�A�5�����F���A��� �!& �@2.� � ��� ��½§�§����¡v�t�y¡d�'¼��5����� � ��½�¦�¤��¶¦F�d�A����¡<��¡���¦x�{�

Q−+[γ0
per, V ]γ0

per ∈ S1

¡�¤����5�
Q−+ ∈ S2

�����
[γ0

per, V ] ∈ S2

�K������¤ ��¤����x�������

|Tr(Q−+[γ0
per, V ]γ0

per)| ≤
∣∣∣∣Q−+[γ0

per, V ]γ0
per

∣∣∣∣
S1

≤ C
∣∣∣∣Q−+

∣∣∣∣
S2

(||V1||C′ + ||V2||L2).

©-�$�d¦��60X��¦y�¯¸s©<�N�x���¶¦ ´ ¦��A�����A� � � �����d¦��B��¤����g���$&����d�
V ∈ C ′ + (L2 ∩ L∞) 7→ Tr0(QV )�A���»�L�B�A��� ��¤��0������¡����$� ° �d�A���y�A�»�d� C ′ + L2 � ©-�����A�y¡d¤��!���'&

L2 ∩ L∞ ¤��
L2 ����¦�¤�¡+&����d�k¤�¡

���y¤9�0���!�
C ∩ L2

¤�¡B�����x� ° ¤ ����¡d�»¤ �B�g��� �`��¤����A� ��¤\[x�A� ���F¤��d¡B��¤���������� ¾ �d¡'�y�x��� ¤�¡ C ′ + L2
�
Tr0(Q)̇�L�A�����.��¤��.�#�d�

(C ′ +L2)′
�0½§�t�g���À���³½9¤����5�0�d¤J& ��¤ �-�d�~�'�y��¤9�0���6&������5�d¤����

ρQ ∈ C ∩L2
��7S�

���³½ �5���, ��y���²�d¦��B������� �!&;��¦x�N�_&��y���5�d¤����
�¯½�¦�¤��¶¦F¤�¡�� ����� [x��¤��d¤����

||ρQ||C + ||ρQ||L2 = sup
V ∈C′+L2

|Tr0(QV )|
||V ||C′+L2

,

= sup
V1∈C′,V2∈L2

|Tr0(Q(V1 + V2))|
||V1||C′ + ||V2||L2

,

≤ C ||Q||Q ,
� � ��21� � ��� �
¾ &
Q ∈ S1

�Y��¦��5� ∀V ∈ C ′ + L2,Tr0(QV ) = Tr(QV ) =

∫

R3

Q(x, x)V (x) dx
�Y½�¦�¤��¶¦

¤�¡�����¡d�F���0�x��� � � ��¦�������[x�y¤���¤���� �!&
ρQ
����� ∫

R3 ρQ(x)V (x) dx
� ´ ¦�¤�¡'¤��� ���¤��5¡

Q(x, x) =
ρQ(x)

�
�X¡�¡d���,¤��.�:�d¦x�N� � � � 	 ¦�������¡<�������!��½-���N�d�4���³½ ¤��F L��¡�¤���¤����À�d�:��¤ ���B���d¤J�����d����¡<¡d�5��¡d�

�d�K��¦�����¤9��¦ �v¸!¦x���y� ¡d¤������!& ��2.� � 2��7&����
γ − γ0

per = Q ∈ K � ¾ � �d¦��$¡d�����y�A���;½§�$�y¡d����¦y�
&��������³½�¤��1� &A�'� ���.�(�'& &�������� �

Q ∈ Q ¢

Tr0(H
0
perQ) := Tr(|H0

per − κ|1/2(Q++ −Q−−)|H0
per − κ|1/2) + κTr0(Q)

�@2.� �����
½�¦��5�d�

κ
¤�¡t�����N�d��¤ �����N�����d�A���;���y�~�`�5�X¤�� ��¦y��� �� 

(Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

� ��¦�¤�¡X� °  y�d�A¡�¡d¤����K½�¤����;�L�
 ����³���A� ���$�L�:¤����y�A L�A�����5� �B�!&

κ
�o¡d�A��¥§��������������� � �L�A��� ½ � � ´ ¦��5� ½-������[����:��¦��:�5���A�>���

�!& ��� �$¡����N���
Q ∈ K ��¡

Eν(Q) := Tr0(H
0
perQ) −D(ρQ, ν) +

1

2
D(ρQ, ρQ).

�@2.� � � �

´ ¦��T&����y�5��¤����
ν
¤�¡X����� ° ���A���x���
���A�y¡d¤��!� �!&i�¶¦x�N�3���~���A ����A¡��A� ��¤��.����¦������y�A���A���X�¶¦����3���

�!&��d¦������ &��A�&�4� «x���B��¦��À¡��!QN�$�!&�¡d¤��� ���¤��5¤��!�%�`½§�$¡�¦x�����-��¡�¡d���,��¦��5�d�À�d¦x�N�
ν ∈ L1(R3) ∩

L2(R3) ⊂ C �;�����d¦����.��¦�¡d���,���!&§�����B�d�A¡������d¡#���d�:�������:½�¤��d¦S��½-�g�!QN�A�~�N¡d¡d�y�� y�d¤����-� 7S�
¡�¦x�������y�A�A����¦y�G&��������³½�¤��.�
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� � � � � � � 2H�����-���S� ?+��� � � � 	�?3�'5D	'�B�.�����2O?6T�'�S��& = !TK8�;	
κ

��&V� ?3�`6����
(Σ+

Z ,Σ
−
Z+1)

*
��?3���@�B�
K �I��� � 2U�X$��'&+��� ��&3���

c1, c2 > 0
���3$�?%� ?+���

c1(1 − ∆) ≤ |H0
per − κ| ≤ c2(1 − ∆)

��2.� �����
�'�B���3���
�����'���F�'&

L2(R3)
O���&��+�����.�($��-5D���

∣∣∣∣|H0
per − κ|1/2(1 − ∆)−1/2

∣∣∣∣ ≤ √
c2,

∣∣∣∣|H0
per − κ|−1/2(1 − ∆)1/2

∣∣∣∣ ≤ 1/
√
c1.

P ���B��5D����5 = * (H0
per − κ)(1 − ∆)−1 ��&�	9��� ����&3�����@���`���@�F1��'�-&�	-�;	J���3���
���W�'�@�2O

< �����W,LO�ª �5�g�����y��¦��N�
H0

per = −∆/2+Vper

½�¤��d¦
Vper = (ργ0

per
−µper)?ΓG1 ∈ L∞(R3)

�
¾ ���y�A�A�-�

Vper

���A�d¤\[x�A¡���¦y� £ ��¤�¡�¡d��� ���0�x�N�d¤���� ½�¤��d¦
4π(ργ0

per
− µper)

��¡���¦��F�d¤J��¦ ��¸!¦������
¡�¤����4�,�A�~�L�A�§�!&���¦��4�������N��¤����
�1�t¡��`�N��¦

ργ0
per

�N���
µper

���d�4¤��
L2

per

�
Vper

¤�¡<¤��
H2

per

�x�����
�d¦��A���:¤�¡²�������`�����5�F¤��{���A�&��¤����»�L�5�!½-�A�A� ��¦��N�4¡d ����A�����y�

C
1
2 (R3)

� � ��� ¾ �� x�����d¤��5���¨�����
Vper¤�¡X�A���0�d¤��0�����y¡²�����F��¦��5�d� &����d�'�`���y�����A�-� ´ ¦0��¡ |H0

per − κ| ≥ H0
per − κ ≥ −∆/2 − C

&����
¡������'�¨���>���B�A�����.��¦K�5����¡������ �

C
�
M²�F��¦��'����¦��5�t¦������
�`��¡

κ ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

� ��¦y�A�d�'� ° ¤�¡v��¡
α > 0

¡����¶¦ �d¦x�N� ∣∣H0
per − κ

∣∣ ≥ α
� ´ ¦�¤�¡�¤��, ���¤��A¡-�d¦x�N�

|H0
per − κ| ≥ max(−∆/2 − C, α) ≥ c1(1 − ∆)

&����i¡��������A����¡������ �
c1 > 0

� ´ ¦��t ��d���!&`�!&o�d¦��t�y � `�5�-�L�����y�À¤�� ��21� �����O¤�¡i¡��d����¤J��¦ �3&����v½<�����
�
´ ¦��A�

(−∆/2 + c)−1(H0
per − κ + c) = 1 + (−∆/2 + c)−1(Vper − κ)

¤�¡4�$�`���������5�
� ��������¦��5�d��&����d�B�A��� �d¤��0������¡ �<¤�� ���5����¤������4�� `�5���N�d���+&����

c
�����3���4�5�����.��¦
�x¡d¤����A�

∣∣∣∣(−∆/2 + c)−1(Vper − κ)
∣∣∣∣ ≤ ||Vper||L∞ + |κ|

c
.

´ ¦0��¡
(H0

per − κ + c)−1(−∆/2 + c)
¤�¡~�L�����y���A�	&����:�»½-�A��� ¸!�¶¦y��¡d�5�

c � 1
� � ���;½�¦�¤��¶¦

�5���g�N�d���À¤��, ���¤��A¡ ��¦x�N�

(H0
per − κ)−1(−∆ + 1) =

H0
per − κ + c

H0
per − κ

(H0
per − κ + c)−1(−∆/2 + c)

−∆ + 1

−∆/2 + c

¤�¡t�N��¡d�:�L�����y���A�
���d�%���&��¦��5��½�¤ ��¦�¤��d¡�¤�� ���5�d¡��!�
©-�~�d¦�������[x�y¤���¤������!& Q �����,¼��A�,�À� � ��¤��i¤�¡ �5���A��� ��¦x�{� ��¦����d¤J��¦ ��¸¹¦x������¡d¤������!& �@2.� �N���

¤�¡���½§�5��� ¸¹����[����A� ������� ��¤��!� &����'��� �
Q ∈ Q ����� �N�0�

κ ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

� ´ �%���5��¦y�A�'½�¤ ��¦
£ �d�� `��¡�¤��d¤���� � ½�¦�¤��¶¦����5����¡��y¡��d¦x�N�

ρQ ∈ C &�������� � Q ∈ Q �x½-�'���5�����5�#�d¦x�N� ��2.� � � �§¤�¡��
½-�A��� ¸!�y��[x���5�,&��y���5�d¤����x�N���

7S�B¡�¦x�����o���A�5�F�d¦��7&�������� ½�¤��.�~¡� x���A�#�!&
�����d�4�d�����������<�� L�A�d�N������¡

Qr := {Q ∈ Q | (−∆)Q2(−∆) ∈ S1, (−∆)(Q++ −Q−−)(−∆) ∈ S1}
�@2.� �&4��

���y�F�d¦��#��¡d¡��¯�5¤¨�N�d�A���A��� ��� ° ¡d�&�
Kr := K ∩ Qr.´ ¦��G&��������³½�¤��.���d�A¡�������½�¤����`�`�B��¡���&����i¢
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� � � � � ��� ��?3�F���+�-$�� Qr

4 �������AO4��?3��$��'&3���
K0����� Kr

7X�I�S	-��&+���M��& Q 4 �@�����AO ��& K 7H,e�'�
��?3���W���3�'5I�;6 = �W, Q O

< �@���W,LO ¼��5�
Q ∈ Q � « ��� ε > 0

�y½-�'¤��0�d�d�������5�²��¦��7&��������³½�¤��.���d�������¨����¤9NA�N��¤����À�� L�A�d�N�����

Rε := (1 + ε|H0
per − Σ|)−1 �@2.� � 2��

½�¦��5�d�B½§�#¦x�g���#�¶¦���¡��A�
Σ

��¡<�d¦��B�A�A� �d�A���!&
�d¦��G� �� 

Σ :=
Σ+
Z + Σ−

Z+1

2
.

���y� ¡��5�
Qε := RεQRε.)�����¤��A�E[x�d¡v�B��¦x�N�

Qε ∈ Qr

¢Y�d� ¡�¦��³½z��¦x�{�4�o½-��¤�� ���d�������5�:��¦����������N��¤����
B(z) := (z −

H0
per)

−1(−∆ + 1)
�����$½-�'���¯�¶��¤��

(1 − ∆)Rε = (1 − ∆)(H0
per − Σ)−1

H0
per − Σ

1 + ε|H0
per − Σ| = −B(Σ)∗

H0
per − Σ

1 + ε|H0
per − Σ|

½�¦�¤��¶¦$¡d¦��³½�¡§�d¦x�N� ‖(1−∆)Rε‖ ≤ ε−1‖B(Σ)∗‖. �¯¤���¤��¨�������%� ‖Rε(1−∆)‖ ≤ ε−1‖B(Σ)‖ ��t¡
Rε

�5���,�~�y���5¡<½�¤��d¦
γ0

per

��½-�#¤��1&��5�

(1 − ∆)Q−−
ε (1 − ∆) = (1 − ∆)RεQ

−−Rε(1 − ∆) ∈ S1.

¼�¤9QN�5½�¤�¡d�!�
(1 − ∆)Q++

ε (1 − ∆) ∈ S1

� ¾ �²���A����¤���¡����$ ����³���~��¦��N�
(−∆)Q2

ε(−∆) ∈ S1

�
7 �B¦x�g���

||(−∆)Q2
ε (−∆)||

S1
= ||(−∆)RεQR

2
εQRε(−∆)||

S1
,

≤ ||(−∆)Rε||S∞
||Q||

S2
||R2

ε ||S∞
||Q||

S2
||(−∆)Rε||S∞

.

�t¡
(−∆)Rε

�����
R2
ε

�����~�L���������5� �����
Q ∈ S2

�o�d¦��~��¤9��¦ ��¸¹¦x������¡�¤�����¤�¡²�L�������y�A� �����
(−∆)Q2

ε (−∆) ∈ S1

� ´ ¦��A� ½§�~¡�¦��³½ ��¦x�{�
Qε ∈ Kr ⊂ K ½�¦y�A�

Q ∈ K � ´ �À ��d�³���#��¦�¤�¡��
½-����¡d�:��¦y��& ���5�4�d¦x�N� −γ0

per ≤ Q ≤ 1 − γ0
per

¤�¡²���0��¤��N�����A� �4���
Q2 ≤ Q++ − Q−− � ¡��A�

�¯�5�5�d¤���� 2.� 41� � � �.�t¡ ‖Rε‖ ≤ 1
��½-�B���y�¶�N¤��

(Qε)
2 = RεQ(Rε)

2QRε ≤ RεQ
2Rε ≤ Rε(Q

++ −Q−−)Rε = (Qε)
++ − (Qε)

−− �@2.� �����
½�¦��5�d�B½§�B¦x�g���#�y¡d�A����¦��N�

(Rε)
2 ≤ 1

�����$�d¦x�N�
γ0

per

�5���,�~�y���5¡<½�¤��d¦
Rε

�)0��A���5�!�x¤ ������� �
���A����¤���¡t���� ����³���:��¦x�{�

Qε → Q
&����t��¦�� Q ¸b���� L�����!��� ��¡

ε → 0
�<&����4��� �,[ ° �A�

Q ∈ Q �
7 �B¡d¦x���������A�5�F�d¦��
� � � � � � � 6T�'����& = 1 ≤ p <∞ ��&�	0��& = !TK8�;	

Q ∈ Sp

*/�'&A�c?+�'�

lim
ε→0

||RεQ−Q||
Sp

= 0.
�@2.� � � �
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< �����W,LO )t�N��¤��5�²��¦x�{�

Rε − 1 = − ε|H0
per − Σ|

1 + ε|H0
per − Σ|

¡d�N��¤�¡>[x�5¡ ‖Rε − 1‖ ≤ 1
�)0t�5���A� ||(Rε − 1)Q||

Sp
≤ ||Q||

Sp
.
´ ¦��B¡d x�N�A�#�!& � ¡d�,�¯�N��¦ �*[x��¤ ���

�d���.Q��� L�A���{������¡-¤�¡-���5��¡d�X¤��
Sp

&���� ��� �
1 ≤ p <∞ � ´ ��¡d¦y� ½9�d¦x�N�4�0���5�-��¡ ���!Q��

Q ∈ Sp

�
M²���B�g�N�»��� ½<�g��¡�� °  x���y�

Q
��¡

Q =

+∞∑

i=1

λi|fi〉〈fi|,

½�¦��5�d�
(fi)i∈N

&����d�,¡X��� �����d¦��������d�������x��¡�¤�¡��!&
L2(R3)

�N���»½�¦��5�d�'�d¦���¡����0���5���A�:�!&O��¦��
�5¤9���5�0�N�������A¡��!&

Q (λi)
¤�¡�¤��

`p
� ´ ¦��5� ½-�'¤��0�d�d�������5�

QN =

N∑

i=1

λi|fi〉〈fi|,

���y�

QNε =
N∑

i=1

λi|fiε〉〈fiε|,

�d¦��
fiε

�L�A¤��1�À¤��
H2(R3)

�`¡����¶¦���¦x�{� 〈fiε, fjε〉 = δij
�����K�5��� ���A�>��¤��1�À½�¦��A�

ε → 0
�d�
fi¤��

L2(R3)
�

7 �#���d�G����¤��.�~����¡�¦��³½ ��¦x�{�
QNε → Q

¤��
Sp

� «O¤���¡����

||Q−QN ||Sp
=

+∞∑

i=N+1

|λi|p,

½�¦�¤��¶¦K�A���0���A�>���A¡²�d�
0
½�¦��A�

N
�����A¡����À¤��1[x��¤ �!�%� ´ ¦��5�
�o�y¡d¤��1����¦y��& ���&�t�d¦x�N�t��¦��#��������¡

||·||
S1

�N��� ||·||
S2

���d�������y¤��N�����5� �B��� �d¦���¡d�&�'�'&-�d¦����� `�5���N�d���d¡B���
L2(R3)

�!&-�����1QK���³½-�A�
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�d¦x���F�������0�x�����d�
2
�y½-�'���¯�¶��¤�����¦x�N���d¦��A���'� ° ¤�¡��d¡����5����¡v�¶��� �

c ∈ R+

¡d�y�¶¦ ��¦��N�

||QN −QNε||S1
=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑

i=1

λi
(
|fi〉〈fi| − |fiε〉〈fiε|

)
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
S1

,

≤ 2N
(

sup
1≤i≤N

|λi|
)

sup
1≤i≤N

∣∣∣∣|fi〉〈fi| − |fiε〉〈fiε|
)∣∣∣∣

S1
,

≤ 2cN
(

sup
1≤i≤N

|λi|
)

sup
1≤i≤N

∣∣∣∣|fi〉〈fi| − |fiε〉〈fiε|
)∣∣∣∣

S2
,

= 2cN
(

sup
1≤i≤N

|λi|
)

sup
1≤i≤N

(∫∫

R3×R3

(fi(x)fi(y) − fiε(x)fiε(y))
2dx dy

) 1
2

,

= 2cN
(

sup
1≤i≤N

|λi|
)

sup
1≤i≤N

(∫∫

R3×R3

(
fi(x)(fi(y) − fiε(y))

+fiε(y)(fi(x) − fiε(x))
)2
dx dy

) 1
2

,

≤ 2cN
(

sup
1≤i≤N

|λi|
)

sup
1≤i≤N

(
2

∫∫

R3×R3

fi(x)
2(fi(y) − fiε(y))

2dx dy

+2

∫∫

R3×R3

fiε(y)
2(fi(x) − fiε(x))

2dx dy

) 1
2

,

= 2cN
(

sup
1≤i≤N

|λi|
)

sup
1≤i≤N

(
2 ||fi − fiε||2L2(R3) (||fi||2L2(R3) + ||fiε||2L2(R3))

) 1
2

,

�d¦������5�d� ||fi − fiε||L2(R3)

�A���0���A�>��¤��.���d�
0
½�¤���¦

ε
&����X�&���5���

1 ≤ i ≤ N
� ´ ¦�¤�¡t���A�,����¡s¸

�d���N�d�A¡���¦��B�5��� ���A�>���A�y�A���'&
QNε

���
QN

¤��
S1

�x¦��A�y�A�#¤��
Sp

�¯½�¦��A�
ε
�����A¡<�d�VNA�A���.�K�X¡��

�5����¡d���0���A���5�!�
QNε

�5��� ���5�3���5¡��d�
Q

¤��
Sp

½�¦��A�
ε
���¯�5¡��d�VNA�A���À�N���

N
�d��¤��1[x�y¤��!�%�

´ ¦x�N�.Q0¡ ���²��¦y�����L� ���<�d�5¡d��� �4�������~� �~��¤����A���d¤ �!�%�³¤ � ¡d� ���5�A¡ �d�4 ��d�³������2.� � � �"&����
Q = |f〉〈f |½�¤ ��¦

f ∈ H2(R3)
� ´ ¦��A�

||(Rε − 1)|f〉〈f |||
S1

≤ ||(Rε − 1)f ||L2 ||f ||L2 ≤ ε
∣∣∣∣|H0

per − Σ|f
∣∣∣∣
L2 ||f ||L2½�¦�¤��¶¦»�5��� ���A�>���A¡����,�,��¡

ε → 0
�����F�A���0�d�d����¡ ||(Rε − 1)|f〉〈f |||

Sp

&����
1 ≤ p <∞ �

7S�X���d�t���³½R¤��À L��¡�¤���¤��������~�5���� y���5�d���d¦��X y�d���!&��!&�¼��A�,���~�L��«O¤��d¡����¯� � ��2.� � � ��� � ¡��A�
�¯�5�5�d¤���� 2.� �L�� ����¯�!&
�!&O¼��A�,�À� ��� � �

[Rε, |∇|] = [(1 + ε|H0
per − Σ|)−1, |∇|],

= [1
ε
(1
ε
+ |H0

per − Σ|)−1, |∇|],
= εRε

[
|H0

per − Σ|, |∇|
]
Rε���y�F�d¦��A����&������#� �F¼��A�,��� � 4~��¦��5�d�B� ° ¤�¡v��¡����A����¡v�¶��� �

C > 0
¡����¶¦ �d¦x�N�

‖ [Rε, |∇|] ‖ ≤ Cε.
��2.� �����

0��A���5�!�
limε→0 ‖ [Rε, |∇|] ‖ = 0

� ¼��&�t�y¡� y�d�³���4��¦��N�
|∇|(RεQRε −Q)−−|∇| = |∇|((Rε − 1)Q−−Rε +Q−−(Rε − 1))|∇|

= [|∇|, Rε]Q
−−[Rε, |∇|] + [|∇|, Rε]Q

−−|∇|Rε

+(Rε − 1)|∇|Q−−[Rε, |∇|] + |∇|Q−−[Rε, |∇|]
+(Rε − 1)|∇|Q−−|∇|Rε + |∇|Q−−|∇|(Rε − 1).
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[|∇|, Rε]Q

−−[Rε, |∇|] = (|∇|Rε −Rε|∇|)Q−− (Rε|∇| − |∇|Rε)
=

(
|∇|RεQ

−− −Rε|∇|Q−−) (Rε|∇| − |∇|Rε)
= |∇|RεQ

−−Rε|∇| − |∇|RεQ
−−|∇|Rε

−Rε|∇|Q−−Rε|∇| +Rε|∇|Q−−|∇|Rε,

[|∇|, Rε]Q
−−[Rε, |∇|] + [|∇|, Rε]Q

−−|∇|Rε = |∇|RεQ
−−Rε|∇| −Rε|∇|Q−−Rε|∇|,

(Rε − 1)|∇|Q−−[Rε, |∇|] + |∇|Q−−[Rε, |∇|] = Rε|∇|Q−−Rε|∇| − Rε|∇|Q−−|∇|Rε,

[|∇|, Rε]Q
−−[Rε, |∇|] + [|∇|, Rε]Q

−−|∇|Rε + (Rε − 1)|∇|Q−−[Rε, |∇|] + |∇|Q−−[Rε, |∇|]
= |∇|RεQ

−−Rε|∇| −Rε|∇|Q−−|∇|Rε,

(Rε − 1)|∇|Q−−|∇|Rε + |∇|Q−−|∇|(Rε − 1) = Rε|∇|Q−−|∇|Rε − |∇|Q−−|∇|.
´ ¦0��¡��
[|∇|, Rε]Q

−−[Rε, |∇|] + [|∇|, Rε]Q
−−|∇|Rε + (Rε − 1)|∇|Q−−[Rε, |∇|] + |∇|Q−−[Rε, |∇|]

+(Rε − 1)|∇|Q−−|∇|Rε + |∇|Q−−|∇|(Rε − 1)
= |∇|RεQ

−−Rε|∇| − |∇|Q−−|∇|,
= |∇|((Rε − 1)Q−−Rε +Q−−(Rε − 1))|∇|.

�t � �����¤��.�$�A¤ ��¦��5� ��2.� ���������4¼��A�,��� 4À���$�A���¶¦����A��� �'& �d¦��: ����5��¤����y¡²� °  ����A¡d¡�¤���� �������³½�¡
�d���5�����A�������4��¦��N�

lim
ε→0

∣∣∣∣|∇|(Q−−
ε −Q−−)|∇|

∣∣∣∣
S1

= 0.

´ ¦��# ����¯�!&
¤�¡<�d¦��B¡����,�U&����<�d¦��4���A��� |||∇|(Q++
ε −Q++)|∇|||

S1

�
´ ¦��5�
�x½§�#¦x�g���

Qε −Q = RεQRε −Q,
= RεQ(Rε − 1) + (Rε − 1)Q,

Q++
ε −Q++ = (RεQRε)

++ −Q++,
= RεQ

++Rε −Q++,
= RεQ

++(Rε − 1) + (Rε − 1)Q++,
Q−−
ε −Q−− = (RεQRε)

−− −Q−−,
= RεQ

−−Rε −Q−−,
= RεQ

−−(Rε − 1) + (Rε − 1)Q−−.
�t¡

Rε

¤�¡��L�����y���A�»�����
Q ∈ S2

�
Q++, Q−− ∈ S1

�`�N���
(Rε − 1) → 0

½�¦��5�
ε → 0

��½-�
���¯�¶��¤��

lim
ε→0

(
||Qε −Q||

S2
+
∣∣∣∣(Q++

ε −Q++)
∣∣∣∣

S1
+
∣∣∣∣(Q−−

ε −Q−−)
∣∣∣∣

S1

)
= 0.
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|∇|(Qε −Q) = |∇|RεQRε − |∇|Q,
= [|∇|, Rε]QRε +Rε|∇|QRε − |∇|Q,
= [|∇|, Rε]QRε +Rε|∇|Q(Rε − 1) + (Rε − 1)|∇|Q,½�¦�¤��¶¦K����¡d�:�5��� ���A�>���A¡����VNA�5�d�,¤��

S2

&����<�d¦��B¡����,�B�d�A��¡d���y¡t�N¡t�N�`�³���'�
´ ¦0��¡

lim
ε→0

||Qε −Q||Q = 0.

� �< ��=��� �  '? ��� 2H�����-����� ?+��� � � � 	`?3�'5D	'���.�����2O ��?3��&
Q ∈ Qr

* � ?3��&
H0

perQ ∈ S0
1

O 6n�'�
��& = Q ∈ Q *d� ?3�/�
KL���@�������(�'& ��2.� ����� ,e�'�

Tr0(H
0
perQ)

	-����� &A�'��	-���3��&�	��'&
κ ∈ (Σ+

Z ,Σ
−
Z+1)

O
��,
Q ∈ K * � ?3��&

0 ≤ c1Tr((1 − ∆)1/2Q2(1 − ∆)1/2)
�@2.� �N���

≤ c1Tr((1 − ∆)1/2(Q++ −Q−−)(1 − ∆)1/2)

≤ Tr0(H
0
perQ) − κTr0(Q)

≤ c2Tr((1 − ∆)1/2(Q++ −Q−−)(1 − ∆)1/2)
2�?3���@�

c1
��&�	

c2
���@�H6�������& 1 = �\���B��� ��O

< �����W,LO ¼��&�
Q ∈ Qr

�����
κ ∈ (Σ+

Z ,Σ
−
Z+1)

� ´ ¦��5�
((H0

per−κ)Q)++ = |H0
per−κ|Q++ =

|H0
per−κ|(1−∆)−1(1−∆)Q++ ∈ S1

� ��¼��A�,�À� � �N���:��¦������ [x��¤��d¤����:�'& Qr

�%� ¡d¤���¤��¨���
���>�����,�A� �H&����

((H0
per−κ)Q)−−  ����³���A¡ ��¦x�{�

H0
perQ ∈ S0

1

� ´ ¦y�A�:&����i��� �
Q ∈ Qr

� �@2.� �N���
¤�¡i�B¡v���d��¤9��¦ �>&�����½§���d�:�5����¡����0���A�y�A�X�'& ��21� ����� ����� ��2.� � ��� �&7 ���A���y�A���y������¡d¤��.�²��¦������5��¡d¤ �!�
�!& Qr

¤�� Q ���y� ��¦y�'���5��¡d¤ �!�F�!& Kr

¤�� K � ´ ¦y�8&��������³½�¤��.�:¤�¡����K������ y�¶�{��¤����F�'&�� ���L� ´ ¦��
� �i¢
� �< ��=��� �  '? ��� �\���

ν ∈ L1(R3) ∩ L2(R3)
*
Z ∈ N \ {0} ��&�	X�'�����-����� ?+��� � � � 	M?3�'5D	'�2O

6T�'����& = κ ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

*/�'&A�c?+�'��,e�'�H���'���
d1, d2 > 0

∀Q ∈ K, Eν(Q) − κTr0(Q) ≥ d1

( ∣∣∣∣Q++
∣∣∣∣

S1
+
∣∣∣∣Q−−∣∣∣∣

S1

+
∣∣∣∣|∇|Q++|∇|

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣|∇|Q−−|∇|

∣∣∣∣
S1

)
+ d2

(
||Q||2

S2
+ |||∇|Q||2

S2

)
− 1

2
D(ν, ν)

�@2.� � ���
4���&A$�� Eν−κTr0

�I� 1��'�8&�	-�;	4,����'� 1���5I� 2 ��&�	M$�������$������ �'& K O�2 	�	����h�(�'&���5�5 = *#2�?3��&
ν ≡ 0

*
Q 7→ E0(Q) − κTr0(Q)

�I��&A�'&3&A�(6����.������*���1�����&-69�������8&3� E �3���B��&3���B�D:'���LO
< �����W,LOo¾ �y���0�x����¤��!� ��2.� ������¤�¡²��¡����d��¤9��¦0�>&�����½§�����K�A���y¡d���0���5���A���!& ��21� �����t����� ��¦��T& �N�5�

�d¦x�N�
D(·, ·) ����[����A¡t���F¤������5�� ��d�������&����� C ¢

Eν(Q) − κTr0(Q) = Tr0((H
0
per − κ)Q) −D(ρQ, ν) +

1

2
D(ρQ, ρQ),

= Tr(|H0
per − κ| 12 (Q++ −Q−−)|H0

per − κ| 12 ) −D(ρQ, ν) +
1

2
D(ρQ, ρQ),

≥ c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) −D(ρQ, ν) +

1

2
D(ρQ, ρQ).
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−D(ρQ, ν) +
1

2
D(ρQ, ρQ) ≥ −1

2
D(ν, ν),

�¯�,¤��<�d�A����¤���¡<���� ���� ���#�d¦x�N�

c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ d1

( ∣∣∣∣Q++
∣∣∣∣

S1
+
∣∣∣∣Q−−∣∣∣∣

S1
+
∣∣∣∣|∇|Q++|∇|

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣|∇|Q−−|∇|

∣∣∣∣
S1

)
+ d2

(
||Q||2

S2
+ |||∇|Q||2

S2

)
.
��21� 4����

�t � �����¤��.�
(1 − ∆)

1
2
¤�¡,���0��¤ ���N���A� ��� �y  ���S� �~��� ��¤� ���¤��g�N�d¤����À�A����¡v�¶��� ��� �d�S�~��� ��¤� �����¤��1�

�d¦��
k
¸¹�d¦ « �����d¤��A�X�,�����:� �

(1 + |k|2) 1
2
�o½�¦�¤��¶¦ ¤�¡7���d�A�N���5�²��¦x�N� |k| �`��¦y�,¡v���~�`��� �!&i��¦��

�� L�A�d�N����� |∇| �´ ¦0��¡

c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c1Tr((1 − ∆)

1
2 (Q2)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c3Tr(Q2) = c3‖Q‖2

S2
,

c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c4Tr(|∇|Q++|∇|) = c4‖|∇|Q++|∇|‖S1 ,

c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c4Tr(|∇|Q−−|∇|) = c4‖|∇|Q−−|∇|‖S1 ,

c1Tr((1 − ∆)
1
2Q2(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c5Tr(|∇|2Q2) = c5‖|∇|Q‖2

S2
,

c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c6Tr(Q++) = ||Q++||

S1
,

c1Tr((1 − ∆)
1
2 (Q++ −Q−−)(1 − ∆)

1
2 ) ≥ c6Tr(−Q−−) = ||Q−−||

S1
,

¡���� �$�¶�'Q�¤��.�
d1 = min(c4, c6)

���y�
d2 = min(c3, c5)

��½-�#���y�¶��¤�� ��2.� 4���� �
¾ &
ν ≡ 0

�x�0� �@2.� ����� �y¤���¤�¡��A��¡d¤����À¡d�A�5� �d¦x�N�
Q 7→ E0(Q) − κTr0(Q)

¤�¡��������y��� �N�d¤����!� �����
����������¡����

0
�y¤J&
�����F����� ��¤J& ||Q||K = 0

�y¤��!�
Q = 0

�
� � � �  �� ��� ´ ¦y���5���A�>��� Eν(Q)

���A��¡d�����A¡B��¦��,�A�y�A�3�N� �!&���¡����N���
γ = γ0

per + Q
½�¤���¦

���A¡d L�A�&���d����¦x�N���'&
γ0

per

� ´ ¦0��¡���¦y�$�¨��¡v��¡��¶�{���A�,�A� ���!&²¥§��������������� �K¤�¡:���y����¦��5�:½<�g� �!&
� °  y�d�A¡�¡d¤��.�S��¦y�,& ���&����¦x�N�

γ0
per

¤�¡:��¦���¡v�¶�N�d� �!&X���³½-�A¡����A�y�A�3�N� �!&X�d¦��� `�5�d¤�����¤��$¡���¡��d�A�
½�¦��5� �d¦��A���#¤�¡����,����&��5�5�4�

� 
�� 
 � � ���!" �� #A��� < � > �!A�� > ���  �E" � � � � C@� �  > �!� CF� $ < �� #A ���!C?�

¾ � �¯¤��5½ �!&~¥§���d�����¨���v� �L�<¤���¤�¡��x�{�����d���X��� ¤�� ���d�������5�K��¦��`&��������³½�¤��1�S�,¤���¤���¤JNg�N�d¤����
 ����������A�

Eν
εF

:= inf{Eν(Q) − εFTr0(Q), Q ∈ K} > −∞ ��21� 4 � �
&����B�N�0��« �5�d�,¤O���5���5�

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

� ´ ¦y�V&��������³½�¤��.�À���A¡d�y���B½�¤����
�L�� ��d�³���5� &��������³½�¤��1�
¤����g��¡_&�������� �&4�� ¢
� ��� �< � � � ��� b a�	#
'� � $,� �<- � a � a � a����  	��:a 
�� ��$ ��� � a
$,� �1*/� 
'� � 
 a@� � 	 � �\���

ν ∈
L1(R3) ∩ L2(R3)

*
Z ∈ N \ {0} ��&�	V�'�����-���X��?+��� � � � 	J?3�'5D	'�2O ��?3��&a,e�'�%��& = εF ∈

(Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

*"� ?3���@�X�
K �I�����X� �B��&3���B�D:'���
Q̄ ∈ K ,e�'� ��21� 4 � � O < �@��125I��� ��21� 4 � � ��� = ?+�����
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 ���#
 ����� � 
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 �,4

���������
��5N�B��&3���B�D:'���@��* 12�-� � ?3� = ��5�5n��?+���@�S��?3�B�2������	-��&+����� = ρ̄ = ρQ̄
O 2H& = �B��&3���B�D:'���

Q̄�W, ��21� 4 � � �2���.�I� !#���Q��?3������5 , �;$��'&+���I���W��&3�#� E �+���h�(�'&
{
Q̄ = χ(−∞,εF )(HQ̄) − γ0

per + δ,

HQ̄ = H0
per + (ρQ̄ − ν) ∗ | · |−1

�@2.� 4����

2�?3���@�
δ

�I�J�B!�&3�����X�
��&�8a����5 , � ��	
ke�'��&3�����3���
���W�'���2���h�I� , = ��&-6
0 ≤ δ ≤ 1

��&�	
Ran(δ) ⊆

ker(HQ̄ − εF )
O

� � � �  �� ��� ©-��&������: ��d�³��¤��.����¦�¤�¡X��¦��5���d�5���L���&�²��¡4¡�¦��³½@�d¦x�N�X�5���5���
V ∈ L6(R3)

�o�����
�d¦��A����&������ � ,e�'���.�(�'��� �5���A�v�

V ∈ C ′ ��¤�¡��,�5���, x���5�� L�A�v�������x�N�d¤����$�!&
H0

per

�
´ ����¦�¤�¡���¤��,�
���5�:�y¡~�¶�!QN��� ¡����0���5���A�

un ∈ H2(R3)
�d¦x�N�:�5��� ���A�>���A¡�½-�g�!Q0���S���

u∗
¤��

H2(R3)
�!79¤���¦y���y�-�d�A¡v����¤��5�d¤����-�0½-�²�A������¡d¡����,�t��¦��N�

(un)
�A��� ���5�3���5¡������,��¡v�§�&���A�v�0½�¦��A���

¤��
R3
�&7 �<��¦y�A��¡d�&�

vn = V un
�&7 �������_����¤��1�X���4 ����³������¦x�{�

(vn)
�5��� ���A�>���A¡i���

v∗ = V u∗¤��
L2(R3)

�
¼��5�

ε > 0
�����

Kε = {x ∈ R3, |V (x)| ≤ cε = ε
M
} ��½�¦��A���#½-�B�g��� �¶¦�����¡d�

M
¡����¶¦ �d¦x�N�

‖un − u∗‖L2(R3) ≤ M
����� ||un||L∞ ≤ M

¡d¤��y�A�
(un)

¤�¡²�L�����y���A� ¤��
H2(R3)

� 7 �:¦x�g���
|R3 \Kε| <∞ �

����¦��5��½�¤�¡d�
V

½§���y�����������L�4¤��
L6(R3)

� ´ ¦0��¡

‖vn − v∗‖2
L2(R3) =

∫

R3

V 2(x)(un(x) − u∗(x))2 dx,

=

∫

Kε

V 2(x)(un(x) − u∗(x))2 dx +

∫

R3\Kε

V 2(x)(un(x) − u∗(x))2 dx,

≤ ε2

M2

∫

Kε

((un − u∗)(x))2 dx +

∫

R3\Kε

V 2(x)((un − u∗)(x))2 dx.

´ ¦���[x�d¡v�'�d�A���6¤�¡4�L���������5� � �
ε2
��«x���4��¦��,¡d�5�A���y� ���5�d�,�Y½§��¦x�g���V&����#�����,��¡v�#�����

x ∈
R3 \Kε

V 2(x)((un − u∗)(x))2 ≤ 4M2V 2(x)�d�%���5�d¦��A��½�¤ ��¦
∫

R3\Kε

V 2 ≤ ||V ||2L6(R3) |R3 \Kε|2/3 <∞.

©§�5¡d¤����A¡��
V 2(x)((un − u∗)(x))2 −→ 0

�����,��¡v�X�&���A�v�0½�¦��A�������
R3 \Kε

�o©-�»�y����¤��x�N�d�A�
�5��� ���A�>���A�y�A�!�`½§�~¦��³��� ∫

R3\Kε
V 2(x)((un − u∗)(x))2 dx −→ 0

½�¦y�A�
n
�����A¡t�d��¤��1[x��¤ �!�%�

«x���
n
�¨�N�3���²�5�����.��¦
��½§�B��¦0��¡�¦x�g���

||vn − v∗||2L2(R3) ≤ 2ε2,

��¤��5����¤��.�'�d¦��X�5��� ���5�3���5���A�B�!&
(vn)

�d�
v∗
��¦��A���5�X��¦y�*& ���&�§��¦��N�

V
¤�¡<�'�A���, x���&�§ L�A�v�������x�{¸

�d¤������!&
H0

per

�
¾ �  ������d¤��A�y�¨�����

(ρQ̄ − ν) ∗ | · |−1
¤�¡t���A���� x�N�5�� `�5���d���d�x�{��¤����F�'&

H0
per

� ¤��, �� �¯¤��.���d¦x�N�
HQ̄

¤�¡#¡��A�\&¨¸s���{����¤�� �B���
L2(R3)

½�¤��d¦ �y���À�N¤��
D(H0

per) = D(−∆) = H2(R3)
�N��� �d¦x�N�

σess(HQ̄) = σ(H0
per).

´ ¦0��¡���¦��²�y¤�¡d�5�d�&���²¡� `�5�5�������k�'&
HQ̄

¤�¡<�A¤ ��¦��5�§�5�� y�!�����<�5���, `��¡��A�
�!&`¤�¡����¨�{���A�:�5¤9���5� ���N�����5¡ �'&<[���¤��d���~�����d¤� ���¤��5¤��!�%�  L��¡d¡�¤���� �:���5�A�������¨�N�d¤��.�²�N� ��¦����5����¡i�!&L��¦��
�x�N����¡��
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< �����W,`�W, ��?3���'�������-O ¼��5�
(Qn)n∈N

�L�#�:��¤���¤��,¤9N5¤��.�#¡d�����y�A���5�8&����

Eν(Q) − εFTr0(Q), Q ∈ K ��2.� 4,4��
¾ � &�������� ½�¡
&�������¥§���������������#�<��¦��N�

(Qn)n∈N

¤�¡
�L�������y�A�~¤�� Q �N©-� £ �d�� L��¡d¤ ��¤���� � �
(ρQn)n∈N¤�¡X�L���������5�K¤�� C ∩ L2(R3)

� ´ ¦0��¡��o��  ���À� ° �����N�5��¤����
� ½§�'�g���K��¡d¡������#��¦x�{�X��¦y�A�d�'� ° ¤�¡v��¡
Q̄

¤��$��¦��B�A���0��� ° ¡d�&� K ¡d���¶¦F��¦x�N�
¤ �

Qn ⇀ Q̄
����� |∇|Qn ⇀ |∇|Q̄ ½-�g�!Q0� �$¤��

S2 �¤�¤ � |H0
per − εF |1/2Q++

n |H0
per − εF |1/2 ⇀ |H0

per − εF |1/2Q̄++|H0
per − εF |1/2

�
|H0

per − εF |1/2Q−−
n |H0

per − εF |1/2 ⇀ |H0
per − εF |1/2Q̄−−|H0

per − εF |1/2&����<�d¦��4½§�A�!Q�¸ ∗ ���� L�����!���,�!&
S1 �¤�¤�¤ �

ρQn ⇀ ρQ̄
¤�� C ∩ L2(R3)

�
¼��5����¡O����¡v��¤\& �����������&�¶��¤��o��¦��#���L�³���4��¦y�d�A�'��¡�¡d�A�v��¤�����¡��

¤ ��«O¤��d¡���� �`���d¦
(Qn)

���y�
(|∇|Qn)

½-�g�'Q�� �#�A��� ���5�3���§¤��
S2

� �y '���t� ° ���d���5�d¤���� ���L�A�A����¡d�
�!& ��¦y�,�L�����y���A���y�A¡d¡'�!&

(Qn)
¤�� Q �����F�d¦��A���,� ° ¤�¡��

Q̄
�����

Ḡ
¡d���¶¦ ��¦��N�

Qn ⇀ Q̄
�����

|∇|Qn ⇀ Ḡ
½§�A�!Q0���K¤��

S2

�o¼��5�
Φ

�L�:���K¤��0�d�����d���;�� `�5���N�d���X���
L2(R3)

½�¤��d¦ Q��5�d���5� ¤��
C∞

0 (R3 × R3)
� ¾ �t¦y������¡

(|∇|Qn,Φ)S2 = (Qn, |∇|Φ)S2,
→ (Q̄, |∇|Φ)S2.

0��A���5� ∀Φ ∈ S2

½�¤��d¦�QN�A�d�y�A��¤�� C∞
0 (R3 × R3)

�

(Ḡ,Φ)S2 = (Q̄, |∇|Φ)S2.

´ ¦�¤�¡�¤��, ���¤��A¡-�d¦x�N� |∇|Q̄ = Ḡ ∈ S2

�N���$��¦x�N� |∇|Qn ⇀ |∇|Q̄ ¤��
S2

�
¤�¤ � ª �5�g�����Y��¦x�{�

S1

¤�¡��d¦��#���x�����!&
��¦��#¡d x�N�A���'& �A���� x�N�5���� L�A���{������¡
S∞

� ´ ¦0��¡X¦��5�d�
An ⇀ A

&���� ��¦���½§�A�!Q�¸ ∗ �d�� L�����%�N�~�!&
S1

���A����¡
Tr(AnK) → Tr(AK)

&����i�N�0���5���, x���5�
�� L�A�d�N�����

K
� �t¡ |H0

per−εF |(1−∆)−1
¤�¡����L�������y�A�#�� `�5���N�d���������'��¡

(1−∆)Q++
n

¤�¡��`�����¯¸
���5�'¤��

S1

� |H0
per − εF |1/2(1 − ∆)−1/2(1 − ∆)1/2Q++

n (1 − ∆)1/2(1 − ∆)−1/2|H0
per − εF |1/2¤�¡��L�����y���A�F¤��

S1

���y�F�d¦��A����&������B�d¦��A���B� ° ¤�¡v��¡
P ∈ S1

¡����¶¦ �d¦x�N�4�y�� F�d��� ° ���d���5�d¤����

|H0
per − εF |1/2Q++

n |H0
per − εF |1/2 ⇀ P

&������d¦��#½-�g�'Q ¸ ∗ �d�� `�����%�����!&
S1

� ´ �À¡d¦y� ½ ��¦x�N�
P = |H0

per − εF |1/2Q̄++|H0
per − εF |1/2

�
���5�:��¡:�5����¡�¤����5�

ϕ ∈ L2(R3)
�
ψ ∈ L2(R3)

���y� ��¦��$�5���� ����5�:�� `�5���N�d���
K = |H0

per −
εF |−1/2|ϕ〉〈ψ||H0

per − εF |−1/2
�1&����<½�¦�¤��¶¦F������¦��B�����B¦x�N���

Tr
(
|H0

per − εF |1/2Q++
n |H0

per − εF |1/2K
)

= 〈ψ|Q++
n |ϕ〉 → 〈ψ|Q̄++|ϕ〉

���y� ������¦y�#�N��¦��5��¦x�����

Tr
(
|H0

per − εF |1/2Q++
n |H0

per − εF |1/2K
)

→ Tr(PK)

= 〈ψ||H0
per − εF |−1/2P |H0

per − εF |−1/2|ϕ〉.



������� 
��	� 
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 � �

¾ �B&��������³½�¡§��¦��N�
Q̄++ = |H0

per − εF |−1/2P |H0
per − εF |−1/2 ������¤�������¦y�A��½§���d��¡���¦x�{�

P = |H0
per − εF |1/2Q̄++|H0

per − εF |1/2.
´ ¦��# ����¯�!&
¤�¡<�d¦��B¡����,�U&����

Q−− �¤�¤�¤ �$�t¡�½-��¡d�³½ �`� &����d�'�
ρQn

¤�¡t�L�������y�A�»¤�� C ∩ L2(R3)
�����F��¦��5�d� &����d�'�A��� ���5�3���5¡X�� 

�d�F� ° �����N�5��¤�����½§�A�!Q0����¤�� C ∩ L2(R3)
����¡d���,�

ρQ̄′

�`½�¦�¤��¶¦ ¤�¡4¤�� & ���5�
ρQ̄

��¦x�N�.Q0¡B�d�$��¦��
& ���&����¦x�N���d¦��B�À�N 

Q 7→ ρQ
¤�¡���¤����g���<�������A��� �d¤��0������¡_&������ Q �d� C ∩ L2(R3)

�
�X¡

Qn ⇀ Q̄ ∈ S2

�x½§�'¦x�g���
(Qn, F ) → (Q̄, F )

�.&����t�������� L�A�d�N�����
F := |f〉〈f | ½�¤��d¦

f ∈ L2(R3)
��½�¦y¤��¶¦F���A����¡

〈f |Qn|f〉 → 〈f |Q̄|f〉.
�X¡

Qn ∈ K � −γ0
per ≤ Qn ≤ 1 − γ0

per

�x¡d�

−〈f |γ0
per|f〉 ≤ 〈f |Qn|f〉 ≤ 〈f |1 − γ0

per|f〉.
£ ��¡d¡�¤��.��������¦��B��¤��,¤��4� ½-�B���y�¶�N¤��

∀f ∈ L2(R3), −〈f |γ0
per|f〉 ≤ 〈f |Q̄|f〉 ≤ 〈f |1 − γ0

per|f〉,
½�¦�¤��¶¦»¤��� ���¤��5¡-��¦��N�

Q̄ ∈ K �´ ¦��A�-����¡
D(·, ·) ����[����A¡'��� ¤����y�A�4 ����¯���y�5�B��� C � D̃(f) = D(f, f)

¤�¡4�A��� ��� ° � �N���
�&���A�

α
¸!�5��� ��� ° �<��� C �´ ¦��*�0�x�����d�N��¤��6&������

D̃
�`�5¤��.�#�A��� ��� ° �����À�5��� ��¤����y����¡ ��� C �0¤�� ¤�¡i���³½-�A� ¡d�5��¤��A��� ��¤��0������¡

&����<�d¦��4½§�A�!Q����� `�����%���À������½§�B¦x�g����¢

D(ρQ̄ − ν, ρQ̄ − ν) ≤ lim inf
n→+∞

D(ρQn − ν, ρQn − ν).

)�� ½ ¡d¤��y�A�
Q++
n ≥ 0

� |H0
per − εF |1/2Q++

n |H0
per − εF |1/2

¤�¡�����¡����������y����� �{��¤����B�� `�5���N�d���
&������N�0�

n
� ´ ¦0��¡X« �N�d���
� ¡�¼��A�,�À��� 20� �Y��¤��A���y¡

Tr(|H0
per − εF |1/2Q̄++|H0

per − εF |1/2) ≤ lim inf
n→∞

Tr(|H0
per − εF |1/2Q++

n |H0
per − εF |1/2).

´ ¦��#¡��N���B���>�����,�A� �_&����<�d¦��4���A��� ¤�� ��������¤��1� −Q̄−− ≥ 0
��¤��5����¡

Eν(Q̄) − εFTr0(Q̄) ≤ lim inf
n→∞

(Eν(Qn) − εFTr0(Qn)) = Eν
εF
,

¤(� �'�
Q̄ ∈ K ¤�¡t�:�,¤���¤���¤JNA�5���

¼��5����¡�¡�¦��³½ ��¦x�{�
Q̄

¡��N�d¤�¡ [x�A¡���¦y�#¡��A�\&¨¸!�A����¡d¤�¡����5� �t���0�x�N��¤����

Q̄ = χ(−∞,εF )(HQ̄) − γ0
per + δ.

�@2.� 4&2��
«x�����d¦�¤�¡' ����� `��¡��!�O½-�I[x��¡��:���!Q��À��¡d�$�!&��d¦����5��� ��� ° ¤ �!� �!& K �N��� ½��d¤ �����d¦x�N��&����~��� �
Q ∈ K ����� ��� �

t ∈ [0, 1]
�

Eν((1 − t)Q̄+ tQ) − εFTr0((1 − t)Q̄ + tQ) ≥ Eν(Q̄) − εFTr0(Q̄).
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7 �B¦x�g���

Eν((1 − t)Q̄+ tQ) − Eν(Q̄) = Tr0

(
H0

per

(
(1 − t)Q̄ + tQ

))
− Tr0

(
H0

perQ̄
)

−D(ρ(1−t)Q̄+tQ, ν) +D(ρQ̄, ν) +
1

2
D(ρ(1−t)Q̄+tQ, ρ(1−t)Q̄+tQ) − 1

2
D(ρQ̄, ρQ̄),

¼��5����¡����5½��d¤ ���4��¦y�G[��d¡����!½-�,�d�A����¡��!&;��¦��#���L�³���B� °  ����A¡�¡d¤����K��¡

Tr0

(
H0

per

(
(1 − t)Q̄ + tQ

))
− Tr0

(
H0

perQ̄
)

= t
(
Tr0(H

0
perQ) − Tr0(H

0
perQ̄)

)
.

´ ¦��#��� ° ���!½-���d�A�d�,¡��d�A��� ��¡

−D(ρ(1−t)Q̄+tQ, ν) +D(ρQ̄, ν) = −D((1 − t)ρQ̄ + tρQ, ν) +D(ρQ̄, ν),
= t(D(ρQ̄, ν) −D(ρQ, ν)),

���y�F�d¦��B�¨��¡v���!½§�����5�d�,¡t�N¡

D(ρ(1−t)Q̄+tQ, ρ(1−t)Q̄+tQ) −D(ρQ̄, ρQ̄) = (1 − t)2D(ρQ̄, ρQ̄) + 2t(1 − t)D(ρQ̄, ρQ)
+t2D(ρQ, ρQ) −D(ρQ̄, ρQ̄),

= t2(D(ρQ̄, ρQ̄) +D(ρQ, ρQ) − 2D(ρQ̄, ρQ))
+2t(D(ρQ̄, ρQ) −D(ρQ̄, ρQ̄)).

´ ¦0��¡�½§�B���y����¤��

Eν((1 − t)Q̄+ tQ) − εFTr0((1 − t)Q̄+ tQ) − (Eν(Q̄) − εFTr0(Q̄))
= t
(
Tr0(H

0
perQ) − Tr0(H

0
perQ̄) − εF (Tr0(Q) − Tr0(Q̄))

)

+t(D(ρQ̄, ν) −D(ρQ, ν) +D(ρQ̄, ρQ) −D(ρQ̄, ρQ̄))

+
t2

2
(D(ρQ̄, ρQ̄) +D(ρQ, ρQ) − 2D(ρQ̄, ρQ)).

´ ¦�¤�¡B� °  ��d�5¡d¡�¤���� �`�5¤��.���������������N��¤ ���E&����4�����
Q ∈ K ���y� �N���

t ∈ [0, 1]
�`½-�����y�¶��¤��K��¦x�{�

&������N���
Q ∈ K

Tr0(H
0
perQ) − Tr0(H

0
perQ̄) − εF (Tr0(Q) − Tr0(Q̄))

+D(ρQ̄, ν) −D(ρQ, ν) +D(ρQ̄, ρQ) −D(ρQ̄, ρQ̄) ≥ 0.
�@2.� 4 ���

µX�5�����d¤��.�,� �
F (Q) := Tr0((H

0
per − εF )Q) +D(ρQ̄ − ν, ρQ)

�@2.� 4����<����¡����d�g�N��¡

F (Q) − F (Q̄) = Tr0(H
0
perQ) − Tr0(H

0
perQ̄) − εF (Tr0(Q) − Tr0(Q̄))

+D(ρQ̄, ρQ) −D(ρQ̄, ρQ̄) −D(ρQ, ν) +D(ρQ̄, ν) ≥ 0.

�t¡
D(ρQ̄−ν, ρQ) = Tr0(((ρQ̄−ν)∗ | · |−1)Q)

½§�t�d�A����¤�� �:���y����¤��:�d¦x�N�
Q̄

¤�¡ �#�,¤���¤���¤JNA�5�
��� K �!&

F (Q) = Tr0((HQ̄ − εF )Q).
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¼��5�
Q̄′ = χ(−∞,εF )(HQ̄) − γ0

per

� � ¡d¤��.�»�d¦���¡��N���$�N�3�����,�A� �d¡~��¡~¤��S��¦y�� ��d���!&��'& £ ���N¸
 L��¡d¤ ��¤���� ���`�5���³½G��½§��¦x�g���

Q̄′ ∈ K � �t� � Q ∈ K ¤�¡#�!&<��¦y�:&������
Q = γ − γ0

per

½�¤ ��¦
0 ≤ γ ≤ 1

�x�����F¤��<¦������y¡

Tr0((HQ̄ − εF )Q) − Tr0((HQ̄ − εF )Q̄′) = Tr0((HQ̄ − εF )(Q− Q̄′))

= Tr0((HQ̄ − εF )(γ − χ(−∞,εF )(HQ̄))).

´ ¦��5�d� &����d�'�
Tr0((HQ̄ − εF )Q) − Tr0((HQ̄ − εF )Q̄′) ≥ 0½�¤ ��¦F¤�������������¤ �!�À¤\&O�N��� �������À¤J&

γ = χ(−∞,εF )(HQ̄) + δ

½�¤ ��¦
0 ≤ δ ≤ 1

�����
Ran(δ) ⊆ QN�A�

(HQ̄−εF )
��0t�5���A�'�

Q̄
¤�¡�¡������¯��¤����²������¦��i¡d�5�J&¨¸¹�A����¡�¤�¡v���A� �

[x�5���F���0�x�N�d¤���� �@2.� 4���� �
´ ¦��B���y¤9�0���A�y�A¡d¡��!&��d¦��4���5��¡d¤ �!���d�5�À�N¤���¡ ���:�L�² ��d�³���A�
� ¼��5�<��¡���¡d¡����,�²��¦x�N�§��¦��5�d�²� ° ¤�¡��
�!½-�'�,¤��y¤��,¤9NA�5�d¡

Q1

�����
Q2

½�¤ ��¦:��¤\�o�5�d�A� � ���5��¡d¤ ��¤��5¡
ρQ1

�N���
ρQ2

� ´ ¦��A�-� ¤J&L½§���A���� ��¯���
�d¦��B�A���5�3�����!& Q1+Q2

2

��½-�����5�4�x�y¡d¤��1���d¦��B¡��d�d¤��&���A��� ��� ° ¤��!�F�!&
D
�

Eν
(
Q1 +Q2

2

)
− εFTr0

(
Q1 +Q2

2

)

= Tr0

(
H0

per

(Q1 +Q2

2

))
−D

(
ρQ1+Q2

2
, ν
)

+
1

2
D
(
ρQ1+Q2

2
, ρQ1+Q2

2

)
− εFTr0

(Q1 +Q2

2

)
,

=
1

2
Tr0(H

0
perQ1) +

1

2
Tr0(H

0
perQ2) −

1

2
D
(
ρQ1 , ν

)
− 1

2
D
(
ρQ2 , ν

)

+
1

2
D
(1

2
ρQ1 +

1

2
ρQ2 ,

1

2
ρQ1 +

1

2
ρQ2

)
− εF

1

2
Tr0(Q1) − εF

1

2
Tr0(Q2),

<
1

2
Tr0(H

0
perQ1) +

1

2
Tr0(H

0
perQ2) −

1

2
D(ρQ1, ν) −

1

2
D(ρQ2, ν)

+
1

4
D(ρQ1, ρQ1) +

1

4
D(ρQ2 , ρQ2) − εF

1

2
Tr0(Q1) − εF

1

2
Tr0(Q2),

=
1

2

(
Eν(Q1) − εFTr0(Q1)

)
+

1

2

(
Eν(Q2) − εFTr0(Q2)

)

= Eν
εF
,

½�¦�¤��¶¦»¤�¡�¤��$�A���0�d�����y¤��5�d¤����$½�¤ ��¦$��¦��7& ���&����¦x�{�
Eν
εF

¤�¡<�d¦��B��¤���¤��~�y���
ª �5�g��������¦x�{�;�d¦��§�¶¦����3��� �!&¯��¦�� ��¤���¤��,¤9N5¤��.�-¡����N���

Q̄
���y�¶�N¤����5�'¤�� ´ ¦��5���d�5�@��¤�¡;�y��[x���5�

��¡
Tr0(Q̄)

�i�¯¤���¤��¨������� ��� � ���L�&�&4��(�O¤ �:�g�N� �`�$ ����³���A��� �  L�A�v�������x�N��¤���� ��¦y�A���v�S��¦��N��&����
��� � [ ° �A�

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

�<��¦��5�d� � ° ¤�¡v��¡K� �A����¡������ �
C(εF ) > 0

¡d���¶¦R��¦x�N�F½�¦��5�
D(ν, ν) ≤ C(εF )

�y�����4¦x��¡
ker(HQ̄− εF ) = {0} �����

Tr0(Q̄) = 0
�¯¤�� �!����¦��4�,¤���¤���¤JNA�5� �!&



��� ����� � �
	��#
 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

�d¦���&����A�B�A�y�A�3�N�F½�¤ ��¦��¶¦��5��¤��g���� L�����5� ��¤¨�N�
εF

¤�¡��,�y�A�y�d������ L�A�v�������x�N��¤������!&O�d¦��B `�5�d¤��¯��¤��
«x�A����¤o¡d�g�L�

Z
��¦F�x�����

(Z + 1)
¡����������

Σ+
Z Σ−

Z+1
εF

Q̄

Σ

Qpol γe−

σ(HQ̄)

������� 2.� � - µt�A�A���� L��¡d¤ ��¤����
Q̄ = Qpol + γe−

&����B�����B�����F¡��������.�»�F L��¡d¤ ��¤ ���A� ���¶¦x���>���A�
�0���5���g�N���y��&��A�&� �

ν ≥ 0
� �

«x���²�:[ ° �5� � ° ���5�d�x���O���A��¡�¤��!�
ν
����� ��� �N�����0�x�N�d�A� �K�¶¦���¡��A� �¶¦��5��¤��g���
 `���d�A� ��¤����

εF
�

���y�#�A���F¦x�g���
Tr0(Q̄) 6= 0

���A����¤��.�:�A¤ ��¦��5�<��¦x�N���5���5�5�������¯¸¹¦������4 ���¤���¡�¦x�g���#�`�5�A�F�A�d�A�N���5�
&������ ��¦���«x�5�d�,¤¯¡��g�1�N����� �{���
�d¦x�N�O�d¦��<¡v�¯¡v���5�8�!& ��� ½-�A¡v� �A�y�A�3�N���5��� �¶��¤���¡ �*[���¤��d�§�0���~�L�A�
�!&O�`�������F�A���5�5�d�d����¡�����¦������A¡��5����¡��B�d�:��¦��B��� &��A�5��� ¾ � ��¦y�'�N � ���¤��g�N�d¤����y¡��y�����4½�¤����o��¡d�x�N�����
¦x�g���$&����;�� `��¡�¤��d¤����5���4�¶¦����3���5���0���5���g�N�;�y��&��A�&� �

ν ≥ 0
�o��¦x�N���d¦��-¡� `�5�5�d�d�����!&

HQ̄

�5��� �¶��¤���¡
�#¡d���0���5���A�X�!&Y�5¤9���5�0�N�������A¡i�5��� ���A�>��¤��1�'���B��¦y�t�L���d�d���

Σ−
Z+1

�!&`��¦������³½-�A¡v�§���L[x�����A���x�����
���A�����y���5�d¤���� �x������� � �����F��¦x�N�

εF
¤�¡��¶¦���¡d�A�»¡d���¶¦F��¦x�N�t� ° ���&��� �

q
�A¤J���A� �N�����y�A¡t���d�7[x�����A�-�

�5���d���A¡d L�����y¤��.�����
q
�L�������F�A���A�&���d����¡B¢

Q̄ =
(
χ(−∞,Σ)(HQ̄) − γ0

per

)
+
(
χ[Σ,εF )(HQ̄) + δ

)
:= Qpol + γe−,

�@2.� 4 � �
½�¦��5�d�B½§�#�d�5�g�����o��¦��N�

Σ
¤�¡<��¦��B�A�5� ���A���!&;��¦��G� �N 

Σ :=
Σ+
Z + Σ−

Z+1

2
.

«x���B�����#�����F¡��������.� � ��� &��A�&�����5��¡d¤ �!�
ν
�������,¦x��¡

Tr0(Qpol) = 0
��0t�5���A�

Tr(γe−) = q
�

¼��5����¡���¡�¡d���,�7&�����¡d¤��� y��¤��5¤��!����¦��N�
δ = 0

��������¦��N�
q ∈ N \ {0} � ´ ¦��5�

γe− = χ[Σ,εF )(HQ̄) =

q∑

n=1

|ϕn〉〈ϕn|
�@2.� 4����

½�¦��5�d�
(ϕn)

���d� �A¤J���A�1&��y���5�d¤�����¡ �!&
HQ̄

�A���d�d�5¡d L������¤��.� �d� ¤��d¡
q
[x�d¡v���A¤J���A� �N�������A¡ ¤��

[Σ, εF )
¢

HQ̄ϕn = λnϕn.
�@2.� 4����

)�����¤��A�4��¦x�{�
HQ̄ = −∆/2 + (ργe− − ν) ∗ | · |−1 + Vpol

�@2.� 4����
½�¦��5�d�

Vpol = (ργ0
per

− µper) ?Γ G1 + ρQpol
∗ | · |−1

¤�¡i�d¦��� `�������d¤JNg�N�d¤����� `���d�A� ��¤������5�d�g�{���A��� �:��¦���¡d�5�J&¨¸!�5����¡�¤�¡��d�A� �-«x�A�d�,¤x¡d�A�'�N���À¡��A�A��� �:��¦��
q
�A���A�&���d����¡�� ´ ¦0��¡-�d¦��

q
�5���5�5��������¡ ¡d��� ���X�#��¡��x���L�d�5�����A�5� 0X�N�������A�C¸s«x�¯� Q:���0�x�N��¤���� �@2.� 4����

¤���½�¦�¤��¶¦��d¦��4���A���¯¸�[x�A���À�� L�A�d�N��������2.� 4���� ������¤ ��¤����x����� �~�5��� �¶��¤���¡§��¦y�4¡d�A�\&¨¸!�5����¡d¤�¡��d�A� �� L�N¸
�����d¤JNg�N�d¤������'&
�d¦��B���5��¤����,�
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´ ¦��F¤�� ���5�d ����5�¶�{��¤���� ��¤����5� ¤����d¦��� ��d�&��¤�����¡, x���d�!���d�� �¦�¤�¡:��¤\�o�5�d�A� ��¤J&���¦��� L��¡d¤ ��¤ ���
���5��¡d¤ �!� �!&��¶¦x���>���

ν
�!&���¦y�$����&��5�5��¤�¡~¡��d�d���.���5�����.��¦ �d���A���g�N�d����� �A���A�5�d�d����¸!¦������À x�N¤��

&������k��¦y�'«x�5�d�,¤o¡d�A�1�
7S�B�5���F�d¦�¤�¡�¡��A�&��¤���� � �$¡� `�5�A¤J& ��¤��.�:��¦��B�d�����������d¤ �!�À�!&O¡d�����y��¤�����¡<�'& ��2.� 4 ��� �

�6 ���*/� 	4a 
 a ��� ��� �\���
ν ∈ L1(R3)∩L2(R3)

*
Z ∈ N\{0} ��&�	M�'�����-��� ��?+��� � � � 	"?3�'5D	'�2O

2H& = Q ∈ K ���'5f�8�.�(�'&R�W,Q��?3������5 , �;$��'&+���I���W��&3�U� E �+���h�(�'& ��21� 4 ��� 1���5I�'&-6'�Q��� Kr
O

< �����W,LO ¼��5�
Q ∈ Q �`�4�!&;��¦y�G&����d�

Q = χ(−∞,εF )(H
0
per + V ) − γ0

per + δ

½�¦��5�d�
0 ≤ δ ≤ 1

¤�¡�� [x��¤��d�������1Q �� L�A�d�N������½�¤ ��¦ ª ���
(δ) ⊆ ker(H0

per + V − εF )���y�
V = ρ ∗ | · |−1

&����:¡d���,�
ρ ∈ L1(R3) ∩ L2(R3)

��¤�� �����:�A��¡d�
ρ = ρQ − ν

� �F�X¡
ρ ∈ L1(R3) ∩ L2(R3) ⊂ L6/5(R3) ∩ L2(R3) ⊂ C � ½-��Q0���³½ � ¡d�5����¦y�~ ��d�&��¤�����¡t¡d�5�5��¤������
�d¦x�N�

V ∈ C̃ ⊂ L6(R3)
�`©§�A¡�¤����5¡��o�d¦��:«x������¤��A�����d����¡ &����d� �!& | · |−1

�`�5¤��.� 1
(2π)3/2

4π
|k|2
� ��¦��

«x������¤��5�O���d����¡>&����d�z�!&
V = ρ∗| · |−1

¤�¡
4π ρ̂(k)|k|2

½�¤���¦
ρ̂ ∈ L2(R3)∩L∞(R3)

��¥§����¡����0���A� �d���
V ∈ C0(R3)

� �������N����¤�¡�¦��A¡B�{�4¤��1[���¤��!� � ��0t�A�y�A�
V ∈ L6(R3) ∩ C0(R3)

������¤ �U&��������³½�¡
&������ ª �A�����3Q��~�d¦x�N�

V
¤�¡��:�A���� x�N�5�� L�A���d���d���N��¤������!&

H0
per

�
�¯¤����A�

ker(H0
per + V − εF ) ⊆ D(H0

per + V ) = D(H0
per) = H2(R3)

�L¤ �X¤�¡X�5���g�N���d¦x�N����¦��
[x�y¤����B�d���.Q��� L�A�d�N�����

δ
¡��N�d¤�¡ [x�A¡

(1 − ∆)δ2(1 − ∆) ∈ S1

� ´ ¦0��¡�� ��¦��5�d�B¤�¡��y�����A¡��d�d¤��5��¤����
¤�� �N¡d¡d�y��¤��.�:��¦x�N�

δ = 0
�������A���y¡d¤��y�A����¦��B�A��¡d�B½�¦��A�

Q = χ(−∞,εF )(H
0
per + V ) − γ0

per.

´ ¦��5� ½-�'���A�����3Q,��¦x�{�
Q2 = Q++ −Q−− ¢�¤����y�A�A�

Q2 = (χ(−∞,εF )(H
0
per + V ) − γ0

per)
2,

= χ(−∞,εF )(H
0
per + V ) + γ0

per − χ(−∞,εF )(H
0
per + V )γ0

per − γ0
perχ(−∞,εF )(H

0
per + V ),

Q++ = (1 − γ0
per)(χ(−∞,εF )(H

0
per + V ) − γ0

per)(1 − γ0
per),

= (1 − γ0
per)(χ(−∞,εF )(H

0
per + V ))(1 − γ0

per),
= χ(−∞,εF )(H

0
per + V ) + γ0

perχ(−∞,εF )(H
0
per + V )γ0

per

−χ(−∞,εF )(H
0
per + V )γ0

per − γ0
perχ(−∞,εF )(H

0
per + V ),

Q−− = γ0
perχ(−∞,εF )(H

0
per + V )γ0

per − γ0
per,

¡��,�d¦x�N�
Q++ −Q−− = χ(−∞,εF )(H

0
per + V ) − γ0

perχ(−∞,εF )(H
0
per + V ) − χ(−∞,εF )(H

0
per + V )γ0

per + γ0
per,

= Q2.

0��A���5�'¤ ���������À�d�5�À��¤���¡§�d�� ����³���4��¦x�{�
(1 − ∆)Q ∈ S2

�
¼��5�

C
�L��� ¡��������d¦ �5���������A���5����¡�¤��.�F��¦���½�¦������À¡� `�5�5���������!&

H0
per + V

�`�5���³½
εF��¤��!�x�d¦����`[x�d¡v�²�x���y��¡ � �Y�¯¤����A�

V ∈ L∞(R3)
�N��� |z −H0

per − V | ≥ c > 0
�y��¤J&�������� ��¤��

z ∈ C
��½-�B�g���F�,¤��,¤��t�d¦��B ��d���!&;�!&O¼��A�,�À� � �����2[x���F��¦x�{�

sup
z∈C

‖(1 − ∆)(z −H0
per − V )−1‖ <∞.

�@2.� 2 ���
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Z
th band1st band

εF

(Z + 1)st band

������� 2.� ��-$¥§���v���#�A���5����¡�¤��.�:�d¦��
Z
[��d¡����x�N����¡��

7 �4��¦��5�»��¡���¥<�N���¶¦ �5� ¡*&����d�~���������:½��d¤ ���

γ0
per =

1

2iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1 dz,

���y� ¤ ���A�d�N���²�d¦��B�d�5¡d��� ���A� �6&����d�����¨�

(z −H0
per − V )−1 = (z −H0

per)
−1 + (z −H0

per − V )−1V (z −H0
per)

−1

�d�����5½��d¤ ���
Q

�N¡

Q =
1

2iπ

∫

C

(z −H0
per − V )−1 − (z −H0

per)
−1 dz,

=
1

2iπ

∫

C

(z −H0
per − V )−1V (z −H0

per)
−1 dz,

=
1

2iπ

∫

C

(
(z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1 + (z −H0

per − V )−1V (z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1
)
dz,

=
1

2iπ

∫

C

(
(z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1 + (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1

+(z −H0
per − V )−1V (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1

)
dz,

= Q1 +Q2 +Q3,

½�¤ ��¦
Q1 =

1

2iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1dz,

Q2 =
1

2iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1dz,

Q3 =
1

2iπ

∫

C

(z −H0
per − V )−1V (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz.

¼��5�'��¡B���5�������
B(z) = (z − H0

per)
−1(1 − ∆)

� ´ ¦��V& ����¤���� �!&-�� `�5���N�d���d¡
(B(z))z∈C

¤�¡
���y¤J&�������� �À�L�������y�A� ����¦y¤�¡��d�5¡d��� ��¤�¡�¡����N���5� ¤��F¼��5����� � ��� � ¥§����¡����0���5�0�d���

∣∣∣∣V (z −H0
per)

−1
∣∣∣∣

S6
≤
∣∣∣∣V (1 − ∆)−1

∣∣∣∣
S6

||B(z)∗|| ≤ C ||V ||L6

½�¦��5�d�B½§�#¦x�g���#��¡��A����¦���PB�N���{¸v�¯�5¤����5�v¸s�¯¤��,���À¤������0�x�N��¤��!�

||V (x)f(−i∇)||
S6

≤ C6 ||f ||L6(R3) ||V ||L6(R3) ,

½�¤ ��¦
f(p) = 1

|p|2+1

� ´ �%���5�d¦��A��½�¤ ��¦ ��2.� 2 ��� �y��¦y¤�¡��d�5¡d��� ��¤��, ���¤��A¡-�d¦x�N�
(1 − ∆)Q3 ∈ S2

�
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7S�B���³½  ��d�³���B��¦��N�
(1 − ∆)Q1 ∈ S2

� ¼��5���y¡6[x��¡���¡d¦y� ½ ��¦x�{�
∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1dz

=

∫

C

(z −H0
per)

−1(γ0
per)

⊥V (γ0
per)

⊥(z −H0
per)

−1dz = 0.

7 �B¦x�g���
∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1dz

=
1

(2π)6

+∞∑

k,k′=Z+1

∫

Γ∗

∫

Γ∗

∫

C

1

z − λk(ξ)

1

z − λ′k(ξ
′)
dz |ek′(ξ′, ·)〉〈ek′(ξ′, ·)|V |ek(ξ, ·)〉〈ek(ξ, ·)| dξ′ dξ,

���y� 1
z−λk(ξ)

1
z−λk′(ξ

′)

�A���F�`�4���5½��d¤ �d�d�A� ��¡

1

λk′(ξ′) − λk(ξ)

(
1

z − λk′(ξ′)
− 1

z − λk(ξ)

)
,

¦��5���A�B��¦y�#���A¡�����������¦x���1Q�¡��d��¥<���y�¶¦0�<� ¡*&������~�����À¢
1

2iπ

∫

C

dz

z − λ
= 1

¤\&
λ
¤�¡�¤��À��¦��4 ��������!&��d¦��4¡d L�A�&���d�y� �A���5����¡��A��� �

C
� ¾ ���d¦�¤�¡§�g��¡��!�

λk(ξ)
�N���

λk′(ξ
′)
�N�d�

���N�'¤�����¦�¤�¡# ������#�!& ��¦���¡� `�5�5�������Z��¡
k, k′ ≥ Z + 1

¡�¤����5���������»��¦��E[x��¡��
Z

��������¡'���d�
�5���A����¡d�5�»¤��

C
� ´ ¦��A����&������

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1dz = 0.

�¯¤���¤��¨�������!�
∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1dz

=
1

(2π)6

Z∑

k,k′=1

∫

Γ∗

∫

Γ∗

∫

C

1

z − λk(ξ)

1

z − λk′(ξ′)
dz |ek′(ξ′, ·)〉〈ek′(ξ′, ·)|V |ek(ξ, ·)〉〈ek(ξ, ·)| dξ′ dξ,

�L����¦
λk(ξ)

�N���
λk′(ξ

′)
�L�A¤��.�����³½9¤�����¦y�X x���v�§�'&Y��¦��t¡d L�A�&���d�y�>�5���A����¡d�5��� �

C
��0t�A�y�A�!�

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1dz = 0.

´ ¦��5� ½-�'¦��³���

(1 − ∆)

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV (γ0

per)
⊥(z −H0

per)
−1dz

=

∫

C

B(z)∗[γ0
per, V ](γ0

per)
⊥(z −H0

per)
−1dz



� � ����� � �
	��#
 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

���y�

(1 − ∆)

∫

C

(z −H0
per)

−1(γ0
per)

⊥V γ0
per(z −H0

per)
−1dz

= −
∫

C

B(z)∗(γ0
per)

⊥[γ0
per, V ](z −H0

per)
−1dz,

½�¦�¤��¶¦»�L�A�����.�~���
S2

� ��¼��A�,����¡ � ������� � � �
B(z)∗ ∈ S∞

���y�
[γ0

per, V ] ∈ S2

� �
¼��5����¡����³½  y�d�³���4��¦��N�

(1 − ∆)Q2

¤�¡�����¡��:¤��
S2

�
¼��5����¡����A�5���, `��¡��

Q2

¤�� ���:�!½-�,�d�A����¡<½�¦�¤��¶¦F½-�B½�¤����L��¦��5�F�d�d�A�N��¡d�A ������N�d�A� �K¢

Q2 =

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1(γ0
per)

⊥V (z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1dz

:= Q0
2 +Q0,⊥

2 .

«O¤���¡����

Q0
2 =

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

2
V (z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz,

=

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per[γ

0
per, V ](z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz,

=

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per[γ

0
per, V ](z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1γ0

per
2
V (z −H0

per)
−1dz,

=

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per[γ

0
per, V ](z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1γ0

per[γ
0
per, V ](z −H0

per)
−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1γ0

perV γ
0
per(z −H0

per)
−1dz.

M²����¦y�²�����²¦������
��½�¦��A���~��� ��¤� �����¤��1�#� �
(1−∆)

����¦�� [��d¡����!½-�~���5�d�,¡<�����²��� ��¤����y¡d����¤��
S2

¡d¤��y�A�
[γ0

per, V ] ∈ S2

���y�K��¦��~�N��¦��5�t���5�d�,¡4�������L���������5� � ¡d����������¡��d¤J[x�A�N��¤�������¡6&����
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 � � 
 ���#
 ����� � 
�� � �	� ��� �)
 �,4

Q1

� �<M²�$��¦��B���d¦��A��¦x�N���
����¦y�B�d¦�¤����$���A��� �!&
Q0

2

¤�¡����0�x���Y���VN5�A�d�F¢
∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
perV γ

0
per(z −H0

per)
−1γ0

perV γ
0
per(z −H0

per)
−1dz

=
1

(2π)9

Z∑

n,m,l=1

∫

Γ∗

∫

Γ∗

∫

Γ∗

∫

C

1

z − λn(ξ)

1

z − λm(ξ′)

1

z − λl(ξ′′)
dz

|en(ξ, ·)〉〈en(ξ, ·)|V |em(ξ′, ·)〉〈em(ξ′, ·)|V |el(ξ′′, ·)〉〈el(ξ′′, ·)| dξ dξ′ dξ′′,

=
1

(2π)9

Z∑

n,m,l=1

∫

Γ∗

∫

Γ∗

∫

Γ∗

∫

C

(
α

z − λn(ξ)
+

β

z − λm(ξ′)
+

γ

z − λl(ξ′′)

)
dz

|en(ξ, ·)〉〈en(ξ, ·)|V |em(ξ′, ·)〉〈em(ξ′, ·)|V |el(ξ′′, ·)〉〈el(ξ′′, ·)| dξ dξ′ dξ′′,
½�¤ ��¦

α =
1

(λn − λm)(λn − λl)
, β =

1

(λm − λl)(λm − λn)
, γ =

1

(λl − λn)(λl − λm)
.

�t¡
n,m, l ≤ Z

�A½-�-¦x�g��� ∫
C

(
α

z − λn(ξ)
+

β

z − λm(ξ′)
+

γ

z − λl(ξ′′)

)
dz = α+β+γ = 0

�
7S�B���³½ ���g���Y½�¤ ��¦

Q0,⊥
2

Q0,⊥
2 =

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V (γ0

per + γ0
per

⊥
)(z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz,

=

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
[V, γ0

per](z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1V (z −H0

per)
−1dz,

=

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
[V, γ0

per](z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1γ0

per
⊥
V (γ0

per + γ0
per

⊥
)(z −H0

per)
−1dz,

=

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
[V, γ0

per](z −H0
per)

−1V (z −H0
per)

−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1γ0

per
⊥
[V, γ0

per](z −H0
per)

−1dz

+

∫

C

(z −H0
per)

−1γ0
per

⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1γ0

per
⊥
V γ0

per
⊥
(z −H0

per)
−1dz,

���y� ��¡�¤��.�:�d¦��B¡����,�#���3���y���5�0�d¡���¡_&����
Q0

2

�y½§�#���y����¤����d¦x�N�
(1 − ∆)Q0,⊥

2 ∈ S2

�
� � � �  �� ��� )t���d¤��5�~��¦x�N�B¤ �B¤�¡4�x�{�����d���O���$½-�������5�4½�¦��5�d¦��A�

Q ∈ S1

�o½�¦y¤��¶¦ ½§���y��� ¤��
 x�N����¤��A�������4¤��, �� �»��¦��N�

ρQ ∈ L1(R3)
� ´ ¦�¤�¡'¤�¡GQ��y� ½�� ���»�L�V& ����¡��V&����B�d¦���©§�%������¤����L�³� ¸

µX¤������C¸s«x��� Q��,�¯�y�A�o¡v�����y¤��A��¤�� � ��� -¯��� �(��7 �4��������������¡�½-�A���d¦�¤�¡+�0���5¡��d¤����2&����<�����<�,�¯���5�
¦��5�d�'�



�&2 ����� � �
	��#
 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

� 
�� 
�� � ���!" �� #A��� < � > �!A�� > ���  �E" &�A �� �%C@� � C � �? � < A�" ���ECF�!A �

¾ �K��¦��: y�d�5��¤�����¡²¡��A�5�d¤����-�o½§�:¡v�¶�N�d�A����¦y�~� ° ¤�¡v���5���A���!&i�,¤���¤���¤JNA�5�d¡B&����²��� �»�¶¦��A�,¤��A���
 L�����5� ��¤¨�N�-¤��S��¦�� � ��  �!&��d¦��� L�A��¤�����¤��,�� L�A���{�����

H0
per

�O���y�~�!&��A���y�d¡d����¦��À�d���¶�N�-�¶¦x�N�3���
Tr0(Q̄)

�!&t��¦��F���y����¤����5� ¡������¯��¤���� ½§��¡����.Q0���³½�� �%�����(�'��� �B0t�A��� ½-� ����� Q0���$��¦��F�,���d�
¡����y������ ����������5�6�!&��,¤���¤���¤JNA¤��1�À��¦����A���5�3��� ½�¦�¤���� ���H�3������&-6_� $�?+���h6-�J$��'&+���h�
����&3� �
º»�{¸
�d¦��A���N��¤��g���������d¦�¤�¡t¤�¡t����������¤ �,�A��� �²�L�A�g�N��¡d�:�N����¦y���.��¦»�d¦��~�5���A�>��� Eν(Q)

¤�¡t�A��� ��� ° ���
K ����� ½§�A�!Q0��� ���³½-�A�'¡d�A�,¤ ¸¹�A��� �d¤��0������¡ � ½���¡d� �G&����4�d¦���½-�g�!Q�¸ ∗ ���� L�����!���K�!& Q � ��¡B½<��¡
¡�¦��³½�� ¤�� ��¦��$ ����¯�'&t�'& ´ ¦y�A�����A� ��� �O��¦y�

γ0
per

¸¹���d���A�:&������5�d¤��������
Q ∈ K 7→ Tr0(Q)

¤�¡
�5��� ��¤��0������¡~���y� &A�'� ½���¡d��&����'�d¦���½-�g�!Q�¸ ∗ ���� L�����!�����!& Q ¢;¤��S y�d¤��y�A¤� y���,¤��'¤�¡# `��¡�¡d¤������
�d¦x�N�,� �  L��¡�¤���¤ �������:����� �{��¤����
�� x�N���:�!&��d¦����¶¦x���3���$�!&t� �,¤��y¤��,¤9NA¤��.��¡d�����y�A���5�,&����'��¦��
�¶¦x�N�3���C¸!�A����¡��d����¤����A���,¤���¤���¤JNg�N�d¤����À ��d���y���A� �A¡��g�� L�A¡t����¤��1[x��¤ �!�%�L���g�g��¤��1���N�t��¦��~��¤��,¤����
¡v�¶�N�d�'�!&O����¤J�`�A���A� � � ���³½-�A������¦�¤J��¦��5� �§�¶¦x���>���!� ¾ � & ���5����½§�#�g�N�  ����³���B��¦x�N�t�:�,¤���¤���¤JNA�A�
� ° ¤�¡��d¡~�������5�:�»�¶¦x�N�3�����5����¡v�����N¤�� �4�;¤J&����y� ����� � ¤\&�¡d��������¤����y¤��.� �A�����y¤���¤�����¡#¦������
����¦��
�������4�!&;½�¦�¤��¶¦ �L�A¤��.�:���� ��d�&���5�0�t��¦��B����� QÀ�!&
�A���� x�N�5���y�A¡d¡��

�X¡�� °  �����¤��y�A� ���`�³���!�i¤��, `��¡d¤��1�
Tr0(Q) = q

¡�¦�������� ¤�� ����¤ ��¤����A� �S���g��� �c&�������¡�� �:¸
�5¤��A� �d��� ½§�A�!Q�����&��5�5�$���5��¡d¤ �!�

ν
���d� � ¡v�¯¡v���5� �!&

q
�A���A�&���d����¡À�5���� ����A� �d� �  L���¨�N�d¤9N5�A�

«x�A����¤-¡d�A�1�F)t�N��¤��5����¦x�{�~½§����� &A�'� ¤��, `��¡d���d¦x�N�
q =

∫
R3 ν

� ¤�� �!�
�����:�,�¯���5�<�������³½�¡ �
�����(�'��� �d�,�d�d�A�N������&��5�5�d¡�½�¤ ��¦������¯¸ NA�5�d�����������Y�¶¦x���>���!�

�X¡���¡��x����¤��$�d�A�y���A�5��0t�����d�d�A�C¸s«x��� Q���¦y�A����¤��A¡��y½-�4�A����¡�¤����5�<��¦��B�A��¡d�4�!&O�~�d�A���Y�¶¦x�N�3���
�5����¡��d����¤�� �

q ∈ R
¢

Eν(q) := inf{Eν(Q), Q ∈ K, Tr0(Q) = q}. ��2.� 2 � �
79¦��5�»������� &��A�&�X¤�¡� ��d�5¡d�A� ���

E0(q)
�g�N� �L�4�A���, ��y�d�A�F� °  ���¤��A¤ ��� �»¢

�6 ���*/� 	4a 
 a ��� � ��� � - ��$&
 � -  �!� $ ���  : � � $ �=� 	#
  �Ka � � � � � �  �:)? 	 � �\���
Z ∈ N \ {0} ��&�	

�'�����-����� ?+��� � � � 	`?3�'5D	'�2O ��?3��&R�'&A�c?+�'�

E0(q) =

{
Σ−
Z+1q when q ≥ 0

Σ+
Zq when q ≤ 0.

��?3���B��&3���B�D:����.�(�'&����@��125I��� ��2.� 2 � � 24����?
ν ≡ 0

?+�'�Q&A�B���'5f�-�h�(�'&R�
K8$������F2�?3��&
q = 0

O

< �����W, �x¥§���g�N�d���

E0(q) ≥ inf{Tr0(H
0
perQ), Q ∈ K, Tr0(Q) = q} := Ẽ0(q)

�@2.� 20���
¡�¤����5�

D(ρQ, ρQ) ≥ 0
� 7S�B�L����¤��F� �$¡�¦��³½�¤��.����¦��N�

Ẽ0(q) =

{
Σ−
Z+1q when q ≥ 0

Σ+
Zq when q ≤ 0,

¼��5����¡����!Q��G[x�d¡v����¦��B�g�N¡d�
q ≥ 0

� ´ ¦y�A�
�

Ẽ0(q) − Σ−
Z+1q = inf{Tr0((H

0
per − Σ−

Z+1)Q), Q ∈ K, Tr0(Q) = q},



������� 
��	� 
 � � � ��� �F� � � 
 � � 
 ���#
 ����� � 
�� � �	� ��� �)
 � �

���y�,&������&���5���
Q ∈ K

Tr0((H
0
per − Σ−

Z+1)Q) = Tr((H0
per − Σ−

Z+1)(Q
++ +Q−−)),

= Tr(|H0
per − Σ−

Z+1|(Q++ −Q−−)),
≥ 0,

¡�¤����5�
γ0

per(H
0
per−µ)γ0

per = −γ0
per|H0

per−µ|γ0
per

�����
(γ0

per)
⊥(H0

per−µ)(γ0
per)

⊥ = (γ0
per)

⊥|H0
per−

µ|(γ0
per)

⊥ � ����� [x��¤ ��¤����
�L&������&���5���
µ
¤�����¦y������ 

[Σ+
Z ,Σ

−
Z+1]

�
¾ ���d�5�À��¤���¡:��� ¡d¦��³½��d¦x�N�

Ẽ0(q) ≤ Σ−
Z+1q

� ¼��&�
ε > 0

�F�t¡��d¦�� ¡� `�5�5�d�d��� �!&
H0

per

¤�¡
���y��� �5¡d¡��A� ��¤�����¡d L�A�&���d�y���

χ[Σ−
Z+1,Σ

−
Z+1+ε]

(H0
per)

¤�¡:��� ¤��1[���¤��d�$�����.Q  ��d� ���A�5�d�����i�N��� ½§�
�A���$�¶�!QN�'�N�$�����d¦����������À�N�o�x��¡�¤�¡<�'&

N = [q] + 1
&����y�5��¤�����¡

ϕi
¤��
L2(R3)

¡d���¶¦���¦x�{�
ϕi ∈

Ran(χ[Σ−
Z+1,Σ

−
Z+1+ε]

(H0
per))

� 7S�:�d¦��A� ��� [x���
Q =

∑N−1
i=1 |ϕi〉〈ϕi| + (q − [q])|ϕN〉〈ϕN |

�
Q

¤�¡�[x��¤ ���$���N�.Q;� ��¦��5�d��&����d�$���d���A�C¸!�A����¡d¡��N���
Tr(Q) = q

¡��
Q ∈ K ����� ¡d�N��¤�¡>[x�5¡��d¦��

�5����¡��d����¤�� �4� ´ ¦��5�
�

Tr0(H
0
perQ) = Tr(H0

perQ) =

N−1∑

i=1

〈H0
perϕi, ϕi〉 + (q − [q])〈H0

perϕN , ϕN〉,

≤ (Σ−
Z+1 + ε)q,

¡�¤����5��� �F¦0�� L����¦y�A¡d¤�¡
Σ−
Z+1 ≤ 〈H0

perϕi, ϕi〉 ≤ Σ−
Z+1 + ε

�Y����½-��¦x�g���
Σ−
Z+1q ≤ Ẽ0(q) ≤

(Σ−
Z+1 + ε)q

&������5���A�v�
ε > 0

���d¦��y¡
Ẽ0(q) = Σ−

Z+1q
½�¦��5�

q ≥ 0
�

�¯¤���¤��¨�������!�D&����
q ≤ 0

�y½-��[��d¡���¦x�g���B�d¦x�N�

Ẽ0(q) − Σ+
Zq = inf{Tr0((H

0
per − Σ+

Z)Q), Q ∈ K,Tr0(Q) = q}
= inf{−Tr0(|H0

per − Σ+
Z |(Q++ −Q−−)), Q ∈ K,Tr0(Q) = q} ≤ 0.

´ ¦��5�À���5�
N = −[q]

�
(ϕi)

N
i=1

�`��¤��
Ran(χ[Σ+

Z−ε,Σ+
Z ](H

0
per))

�����
Q = −∑N−1

i=1 |ϕi〉〈ϕi|−
([q] + 1 − q)|ϕN〉〈ϕN |

��7 �B¦x�g���
Tr(Q) = q

�����
Tr0(H

0
perQ) ≥ (Σ+

Z − ε)q
¡d�
Ẽ0(q) =

Σ+
Zq
�
´ ¦0��¡�¤ ���d�5�À��¤���¡~���  ���� ���F�d¦x�N�

E0(q) ≤ Ẽ0(q)
½�¦�¤��¶¦ ½-� ��� � ���`Q�¤������!&²¡��g�{¸

��¤��.� ���3�������5� �4�
¼��&�~��¡'���g�N� ½�¤ ��¦S�d¦��À�A��¡d�
q ≥ 0

����¦�������¦y�A���A��¡d�À�`�5¤��.� ¡d¤��,¤���������7S�
�A��� ��¡�¡d���,� �d¦x�N�

Σ−
Z+1 = minξ∈Γ∗ λZ+1(ξ) = λZ+1(ξ0)

¡d¤��y�A�»�A���¶¦
λn(ξ)

¤�¡�Q0���³½��
�d�S�L�»�A���0�d¤��0�����y¡À���

Γ∗ �§«x����¡d¤��� y��¤��5¤��!�!�O½§�»����¡��S�N¡d¡d�y���F��¦x�N�
ξ0

¤�¡,¤�����¦��F¤�� ���5�d¤����
�!&

Γ∗ � ��¦��F ��d���!&t�g�����L�F�A��¡d¤���� ���x�� y�d�A��¤J&���¦�¤�¡�¤�¡:�������d¦�� �A��¡d� � �i¼��5����¡����5�������F� �
uZ+1(ξ, ·) ∈ L2

ξ

���:�5¤9���5�0���A�&�����i��¡�¡d���A¤��N���5�~½�¤���¦'��¦����5¤9���5�0�N�������
λZ+1(ξ)

&����O��� �
ξ ∈ Γ∗ ��¯¤����A�

H0
peruZ+1(ξ, x) = λZ+1(ξ)uZ+1(ξ, x)

&�������� �
ξ ∈ Γ∗ �x¤���¤�¡��A���A���<��¦��N�

sup
ξ∈R3

||∆uZ+1(ξ, ·)||L2
ξ(Γ) <∞,

¤(� �'�
uZ+1 ∈ L∞(R3, H2

loc(R
3))

�����
uZ+1 ∈ L∞(R3 × R3)

� ����¦��
Z3

¸! L�A�d¤��¯�y¤��A¤ �!� ���d�A¡� 
�
�d¦��

2πZ3
¸! L�A��¤�����¤��5¤��!� � �!&

e−iξ·xuZ+1(ξ, x)
½�¤ ��¦��d�5¡d L�A�&�t�d�

x
� ���A¡d -�����

ξ
� �

¥§����¡�¤����5�'���³½q�2[ ° �A�S¡d x���5�
V

�!&<�y¤��,�A��¡�¤����
[q] + 1

���A����¡�¤�¡v��¤��1� �!& C∞
0

&������&��¤�����¡
f : R3 → C

½�¤��d¦�¡d�� � L���v�t¤�����¦��B���y¤����x�N���
B(0, 1)

�!&
R3
� «x������� �

λ
�¨���>���²�A�y���.��¦F¡d�



� � ����� � �
	��#
 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

�d¦x�N�4��¦y�:�x�����
B(ξ0, λ

−1)
¤�¡4�A��� �¶�N¤����5��¤��

Γ∗ �`½-��¤�� �����¯���y�A�~��¦y��&�������� ½�¤��.�À¡�����¡� x���A���!&
L2(R3)

¢

Wλ :=

{
gλ := λ3/2

∫

R3

f(λ(ξ − ξ0))uZ+1(ξ, ·)dξ, f ∈ V

}

½�¦�¤��¶¦�¦x��¡ ��¦���¡��N������¤��,�A�y¡d¤����À��¡
V
�L)t�N��¤��1�B�d¦x�N� &����-��� �

gλ ∈ Wλ

�N�d¤�¡�¤��.�7&������r¡d���,�
f ∈ V

|gλ(x)| ≤ λ3/2

∫

R3

|f(λ(ξ − ξ0))uZ+1(ξ, x)|dξ,

≤ λ−3/2

∫

R3

|f(ξ′)uZ+1(ξ0 + λ−1ξ′, x)|dξ′,

≤ λ−3/2 ||uZ+1||L∞(R3×R3)

∫

B(0,1)

|f(ξ)|dξ,

≤ Cλ−3/2 ||uZ+1||L∞(R3×R3) ||f ||L2(R3) ,

→ 0
½�¦��5�

λ→ ∞,

½-�����5�����5�'��¦����.Q0¡t�d����¦y�'¤��0�d�A�� `�����N��¤����$¤��y���0�x����¤��!�À�d¦x�N�t¤J&
gλ

¤�¡������d�A�³���A���`���y�����A�»¤��
L2(R3)

��½-�B�¶�!QN�G&�����¤���¡v�¶�����5� ||g||L2(R3) = 1
� �

∀ 2 < p ≤ ∞, lim
λ→∞

sup
g∈Wλ

||g||L2(R3)=1

||g||Lp(R3) = 0.
�@2.� 2�4��

©-���5����¡v���d�y�5��¤����������#����¡d��¦x��¡+&������N�0�2[ ° �5�
f ∈ V

½�¤ ��¦F��¡d¡��¯�5¤¨�N�d�A�
gλ ∈ Wλ

〈
gλ, (H

0
per − Σ−

Z+1)gλ
〉
L2

ξ

= λ3

∫

R3

∫

R3

|f(λ(ξ − ξ0))|2(λZ+1(ξ) − Σ−
Z+1)|uZ+1(ξ, x)|2dξ dx,

= λ3

∫

R3

|f(λ(ξ − ξ0))|2(λZ+1(ξ) − Σ−
Z+1)dξ,

=

∫

R3

|f(ξ′)|2(λZ+1(ξ0 + λ−1ξ′) − Σ−
Z+1)dξ

′,

=

∫

B(0,1)

|f(ξ′)|2(λZ+1(ξ0 + λ−1ξ′) − Σ−
Z+1)dξ

′,

→λ→∞ 0,

¡�¤����5�
f
¤�¡��L�����y���A� �����

λZ+1(ξ0 + λ−1ξ′) → λZ+1(ξ0) = Σ−
Z+1

½�¦��A�
λ→ ∞ �

´ �'Q��²���³½ ����������¦y���������À��� �x�N¡d¤�¡
(ϕλ1 , ..., ϕ

λ
[q]+1)

�!&
Wλ

�N���$¤�� �����¯�y���A����¦��t�� `�5���N�d���

Qλ :=

[q]∑

n=1

|ϕλn〉〈ϕλn| + (q − [q])|ϕλ[q]+1〉〈ϕλ[q]+1|.

©-�K�A����¡v�������5�d¤����
γ0

perϕ
λ
n = 0

&����B��� �
n = 1, ..., [q]

�����-����¡4�`� &����d�'�
Q

¤�¡B�I[x�y¤����������.Q
�� L�A�d�N�����'�N���

Tr0(Q
λ) = Tr(Qλ) = q

�Y��¦0��¡
Qλ ∈ K ¡d�N��¤�¡>[x�5¡#�d¦����¶¦x���3�����5����¡��d����¤�� �4�
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 � � � ��� �F� � � 
 � � 
 ���#
 ����� � 
�� � �	� ��� �)
 ���

´ ¦��5�

Tr0(H
0
perQ

λ) = Tr(H0
perQ

λ) =

[q]∑

n=1

〈
ϕλn, H

0
perϕ

λ
n

〉
+(q−[q])

〈
ϕλ[q]+1, H

0
perϕ

λ
[q]+1

〉
→ Σ−

Z+1q

��¡
λ → ∞ ¡d¤����A�:&������&���A�v�

n, 1 ≤ n ≤ [q] + 1
� 〈
ϕλn, (H

0
per − Σ−

Z+1)ϕ
λ
n

〉
L2

ξ

→λ→∞ 0
�

©§�5¡d¤����A¡��t�N¡
uZ+1(ξ, ·)

¤�¡�¤��
H1(R3)

��¡d� ���d���d¦��
(ϕλn)

�����9��¦��5�d��&����d�
(ρ

1/2

Qλ )λ≥1

¤�¡��
�L�������y�A��& ���,¤�� ��¤��

H1(R3)
½�¦�¤��¶¦K�A���0���A�>���A¡²�d�

0
¤��
Lp(R3)

&����t��� �
p > 2

��¦����.Q0¡t�d�
�@2.� 2,4�� �x© ����¦��60t���d�y� ¸!¼�¤ �d�d���5½-���¯�¯¸s�¯���L�����&�,¤�������������¤ �!�%�y�����B¦x��¡

D(ρQλ, ρQλ) ≤ C
∣∣∣∣ρQλ

∣∣∣∣2
L6/5

�@2.� 2&2��
½�¦�¤��¶¦»¤��� ���¤��5¡

D(ρQλ, ρQλ) → 0
��¡
λ→ ∞ � ® ���A� ��������� � E0(Qλ) → Ẽ0(q)

����� £ �d�� L�N¸
¡�¤���¤���� 4:¤�¡� ���� ���A�
�

7S���y� ½ ¡����N���-��¦�������¤����d�A¡������ �!& ��¦�¤�¡ ¡d�5�5��¤����
�{½�¦�¤��¶¦�¤�¡O��¤����A�5�d���'¤���¡� �¤����A��&������ � � 2 �o¢
� ��� �< � � � � � b"a
	#
 � � $,� �<-3� a � a � a ���  	 � ��� �  ��$ ���  �: � $ ��� 	>
  �Ka � 
 	 � �T���

ν ∈
L1(R3)∩L2(R3)

*
Z ∈ N\{0} ��&�	B�'�����-��� � ?+��� � � � 	H?3�'5D	'�2O���?3�\,e�'5�5I� 24��&-6M�'���������.�(�'&+�

���@�B� E �-���'��5I��&3� @
� � 	 <U�@��125I��� ��2.� 2 � � ��	��B�����`���B��&3���B�D:'���

Q̄



� � 	R� ����� = �B��&3���B�D:2��&-6 ��� E �3��&A$��`,e�'� ��2.� 2 � � �I�9������$��'�H�+�-$��B��& Q ��&�	 $��'&3�����h6-���
��� 2 ���
	'�F�9�B��&3���B�D:'���

Q̄
�W, �@2.� 2 � � 


� $ 	 ∀q′ ∈ R \ {0}, Eν(q) < Eν(q − q′) + E0(q′)
O

2c�����-����� ?+������?3�a� E �-���'��5I��&3�`$��'&�	����.�(�'&+� � � 	2* � � 	 ��&�	 � $ 	C��1��'���J���@�",��85 !�5�5I�;	�O ��&
��?-�I�a$;�'����* ��?3�9�B��&3���B�D:'���

Q̄
�I�9&A�'�H&A��$������2������5 = �8&3� E �3��*c12�8����5�5 ��?3�9�B��&3���B�D:'���@�M��?+���@�

��?3�U�2�����#	-��&+����� = ρ̄ = ρQ̄
O �c�����.	-����*d��?3�����"�
K �I��� �

εF ∈ [Σ+
Z ,Σ

−
Z+1]

����$�?M� ?+���A� ?3�"��12� ����&A�;	
�B��&3���B�D:'���

Q̄
�I�U� 6�5I��1���5��B��&3���B�D:'��� ,e�'�

Eν
εF

	-� !�&A�;	H��& ��21� 4 � � O �������'5f�����N� E � ���.�(�'& �@2.� 4����
,e�'�M���'���

0 ≤ δ ≤ 1
24����?

Ran(δ) ⊆ ker(HQ̄ − εF )
O ��?3�0���3���
���W�'�

δ
�I� !�&3�������;��&�8X� ,

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

��&�	��.�;�-$����;$�5D�'����� ,
εF ∈ {Σ+

Z ,Σ
−
Z+1}

O
2"	�	����.�(�'&���5�5 = ��?3�������F�W,

q
� �X��&

R
�2���.�I� , = ��&-6_� ?3�J��1��'���C� E �-���'��5I��&3�`$��'&�	����.�(�'&+�0�I�J�

&A�'& �;���H��� = $�5I�����;	S��&3�������'��5
I ⊆ R

O ��?-�I���I�c� ?3�c5D���(6-�����4��&3�������'��5\�'& 2�?-�($�?
q 7→ Eν(q)

�I�
���.���($��h5 = $��'&3���
KgO

� � � �  �� 
�� M²����¦x�N¡
I =

{
Tr0(Q̄), Q̄

�,¤��-�y�!&
Eν
εF
, εF ∈ [Σ+

Z ,Σ
−
Z+1]

} �=0��A���5�
I 6= ∅� � ´ ¦��5���d�5� �L�

º»��� �'�!&���¦y�<���L�³���<¡v�¶�N�d�A�,�A� ��¡ �N�d�-���A�v���5�����,���#¤��~���A���y�A�A� 0t�����d�d�5�&¸s«x��� Q4��¦��5���d¤��A¡
���y�F�y���������L�d¦��4���&�¶��¤���¡-½�¤���� �L�U��¤����A��¤�����¦��² y�d���!& � ¡��A�!�x�'� �1� � 2 � � � � ´ ¦��4��¤ �,�5�����§ x�����<¤�¡
�d¦��B ��d���!&;��¦x�N� � � 	 ¤�¡����0��¤��N�����A� ����� � $ 	 �?&����<½�¦�¤��¶¦�½-�'��¡��'¤����g�N¡+&��d��� � � 2����

´ ¦��� ��d���!&���¦��N�,��� � �,¤���¤���¤JNA�A�#¡d�������5¡ ��2.� 4 ���'¤�¡~��¦���¡d�������N¡:�`� &����d�����y��½�¤����§�L�
���,¤������5�
�

< �����W,`�W, ��?3���'����� �gO



��� ����� � �
	��#
 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��


=
'� * � ���������	��

���������������������! "�$#%���&�'�)(

¼��5����¡�¡���������� �$��¦y�G&��������³½�¤��.�����A¡d�y���4��½�¦y¤��¶¦F¤������5�A�F¡d¦��³½�¡���¦x�{� � � 	 ⇒ � $ 	 ¢
� � � � � 
 � � �  �: � �+*-, � 
 ?.* ��a � ��� ��� � a 
 a���	 	 � �\���

Z ∈ N \ {0} * ν ∈ C ��&�	0�'�����-���
��?+��� � � � 	`?3�'5D	'�2O ��?3��&+*3,e�'�F������� = q, q′ ∈ R

*/�'&A�c?+�'�

Eν(q) ≤ Eν(q − q′) + E0(q′).

��,Q���'�����'��������?3���@�`�I�F�
q′ 6= 0

���3$�?%��?+���
Eν(q) = Eν(q − q′) + E0(q′)

* ��?3��&_��?3�������I�F�
�B��&3���B�D:2��&-6M��� E ����&A$��M�W,

Eν(q)
2�?-�($�?J�I�Q&A�'�G���@��$��'�H�+�-$�� O

< �����W,LO 0t�5�d�'� �d¦x���.Q0¡�����¥§����������������2.��½-�'�A��� �,¤��,¤�����¦��B ����¯�'&O�!& � � 2.� £ �d�� -� � ����7S�
[x��¡��X������¤��A�B��¦x�{�

E0(0) = 0
¡d���d¦x�N����¦��5�d�'¤�¡������d¦�¤��.������ ��d�³����¤�����¦y���g�N¡d�

q′ = 0
�L¼��5�

��¡����³½ [ ° ¡d�����
q′ 6= 0

�N��� �A����¡d¤����A���!½-��¡����N���5¡
Q

�����
Q′ ∈ K ½�¦�¤��¶¦ �����$��������¡v�

�,¤���¤���¤JNA�5�d¡§�'&
Eν(q − q′)

�����
E0(q′)

���A¡� `�5�5��¤ ���5���

Eν(Q) ≤ Eν(q − q′) + ε
�N��� E0(Q′) ≤ E0(q′) + ε

&�����¡������
ε > 0

� ¥§����������������2.� ���%���5��¦y�A�:½�¤��d¦ ¼��A�,��� � 2S���y� £ �d�� `��¡�¤��d¤���� �L�i�������³½�¡
��¡$�d� �� � ���� ° ¤��À�N�d����� �  ����{���A�&�����

Q = P − γ0
per ∈ K � �9� [x��¤��d�K���N�.Q  ����{���A�&�����

Qk = Pk − γ0
per

������¡��,¤�� K ¡d�:½-�'�A��� �¶¦y�¯��¡��
Q

�����
Q′ �!&;��¦��7&������

Q = λ|ψ〉〈ψ| +

N∑

n=1

|fn〉〈fn| −
M∑

m=1

|gm〉〈gm| +

k∑

i=1

λ2
i

1 + λ2
i

(|vi〉〈vi| − |ui〉〈ui|)

+

k∑

i=1

λi
1 + λ2

i

(|ui〉〈vi| − |vi〉〈ui|)
�@2.� 2 ���

Q′ = λ′|ψ′〉〈ψ′| +
N ′∑

n=1

|f ′
n〉〈f ′

n| −
M ′∑

m=1

|g′m〉〈g′m| +
k′∑

i=1

(λ′i)
2

1 + (λ′i)
2
(|v′i〉〈v′i| − |u′i〉〈u′i|)

+
k′∑

i=1

λ′i
1 + (λ′i)

2
(|u′i〉〈v′i| − |v′i〉〈u′i|)

�@2.� 2 � �

½�¦��5�d�
λ = q − q′ − [q − q′] ∈ [0, 1)

�
λ′ = q′ − [q′] ∈ [0, 1)

�
N −M = [q − q′]

�����
N ′ −M ′ = [q′]

� ¾ � �@2.� 2 ���-���y� ��2.� 2 � � �
(fn)

N
n=1 ∪ (vi)

k
i=1

�����
(f ′
n)
N ′

n=1 ∪ (v′i)
k′

i=1

&����d�r�!½§�
���v��¦��������d�����L¡d�&��¡��!&

H+ = (1− γ0
per)L

2(R3)
�
(gm)Mm=1 ∪ (ui)

k
i=1

�����
(g′m)M

′

m=1 ∪ (u′i)
k′

i=1&������k�!½-�����v��¦��������d�����`¡d�5�d¡t�'&
H− = γ0

perL
2(R3)

�
´ ¦��]&��d�5�i��¤���¤��,¤9NA�N��¤����� ��d�������5�

E0(q′)
�L�A¤��1�<�����N��¡d���N��¤����²¤�� �N����¤¨��� �4�C½-� ¦��³��� E0(Q′

t) =
E0(Q′)

&����4��� �
t ∈ R

�o½�¦��5�d�
Q′
t(x, y) := Q′(x − te, y − te)

�
e
�L�A¤��1���2[ ° �5� ����¤��������

���A�5�d����¤��
R3
� ® �N¡d¤�� �%�

Q′
t = λ′|ψt〉〈ψt| +

N ′∑

n=1

|f tn〉〈f tn| −
M ′∑

m=1

|gtm〉〈gtm| +

k′∑

i=1

(λ′i)
2

1 + (λ′i)
2
(|vti〉〈vti | − |uti〉〈uti|)

+
k′∑

i=1

λ′i
1 + (λ′i)

2
(|uti〉〈vti | − |vti〉〈uti|)



������� 
��	� 
 � � � ��� �F� � � 
 � � 
 ���#
 ����� � 
�� � �	� ��� �)
 ���

½�¦��5�d�$½-�$¦x�g������¡d�5� ��¦��$���N�¶�N�d¤����
ψt(x) = ψ′(x − te)

���y� ¡d¤��,¤������d� ��&����'��¦��$���d¦��A�
&����y�5��¤�����¡��L)�����¤��A������¡d�B��¦x�N�

(f tn)
N ′

n=1∪ (vti)
k′

i=1 ⊂ H+

�N���
(g′m)M

′

m=1 ∪ (u′i)
k′

i=1 ⊂ H−
� ¡d¤����A�

�d¦��A¡��#�!½-��¡� x���5�A¡²�N�d�²���d����¡��¨�N�d¤����¯¸¹¤�� �N���d¤���� �4�
«x���²�5���A�v�

f, g ∈ L2(R3)
�o½§�:¦��³���

limt→∞ 〈f t, g〉 = 0
���¯��½-�,�A���`[x���`&����

t
�¨�N�3���

�5�����.��¦ � ����¦���­4�����:¸v�¯�¶¦y��¤��y�4���v��¦����y���d������¤JNg�N�d¤����  ��d���A�5�������,�!½-� ������¦y���������À���O¡���¡v¸
�d�A�,¡

(f̃ tn)
N ′

n=1 ∪ (ṽti)
k′

i=1 ⊂
(

span1≤n≤N

1≤i≤k
{fn, vi}

)⊥
∩ H+

���y�
(g̃tm)M

′

m=1 ∪ (ũti)
k′

i=1 ⊂
(

span1≤m≤M

1≤i≤k
{gm, ui}

)⊥
∩ H−

½�¦�¤��¶¦K�����4¡d���¶¦F��¦x�{�
lim
t→∞

∣∣∣
∣∣∣f̃ tn − f tn

∣∣∣
∣∣∣
L2(R3)

= lim
t→∞

∣∣∣∣ũti − uti
∣∣∣∣
L2(R3)

= lim
t→∞

∣∣∣∣g̃tm − gtm
∣∣∣∣
L2(R3)

= lim
t→∞

∣∣∣∣ṽti − vti
∣∣∣∣
L2(R3)

= 0

&������N�0�
1 ≤ n ≤ N ′ � 1 ≤ m ≤ M ′ � 1 ≤ i ≤ k′

� 7 �B����[x�y�
ψ̃t

�N����¤�� �����¯���y�A�

Q̃′
t = λ′|ψ̃t〉〈ψ̃t| +

N ′∑

n=1

|f̃ tn〉〈f̃ tn| −
M ′∑

m=1

|g̃tm〉〈g̃tm| +

k′∑

i=1

(λ′i)
2

1 + (λ′i)
2
(|ṽti〉〈ṽti | − |ũti〉〈ũti|)

+

k′∑

i=1

λ′i
1 + (λ′i)

2
(|ũti〉〈ṽti | − |ṽti〉〈ũti|)

½�¦�¤��¶¦S¤�¡4¡d���¶¦S�d¦x�N�
limt→∞

∣∣∣
∣∣∣Q̃′

t −Q′
t

∣∣∣
∣∣∣
S1(L2(R3))

= 0
��7 ��¦��³����� � �5����¡��d�d���&��¤����

Q +

Q̃′
t ∈ K �����

Tr0(Q + Q̃′
t) = q

����¦0��¡
Q + Q̃′

t

¡��{��¤�¡ [x�A¡#��¦����A���y¡����d��¤�� ��� )��³½r½§��¡d¦x�����
�5���� y�y���4��¦y�#�5���A�>�����!&

Q+ Q̃′
t

Eν(Q+ Q̃′
t) = Tr0(H

0
perQ) + Tr0(H

0
perQ̃

′
t) − D(ρQ, ν) − D(ρQ̃′

t
, ν) +

1

2
D(ρQ+Q̃′

t
, ρQ+Q̃′

t
),

= Eν(Q) + Eν(Q̃′
t) + D(ρQ, ρQ̃′

t
),

= Eν(Q) + E0(Q̃′
t) + D(ρQ − ν, ρQ̃′

t
),

���y��¡d¤��y�A�
Q

�����
Q̃′
t

���d�8[x��¤��d���d���.Q��� L�A���{������¡t½�¤��d¦K��¦��5¤��6Q��5�d���5��¡4¤��
L2(R3)

�����
ν
¤�¡

¤��
L1(R3) ∩ L2(R3)

�

D(ρQ − ν, ρQ̃′
t
) =

∫

R3

4π
(ρ̂Q(k) − ν̂(k))ρ̂Q̃′

t
(k)

|k|2 dk

= 4π

∫

R3

(ρ̂Q(k) − ν̂(k))ρ̂Q̃′(k)e−ik·te

|k|2 dk

= 2(2π)
5
2 ϕ̂(te),

½�¦��5�d�
ϕ(k) =

(ρ̂Q(k)−ν̂(k))ρ̂Q̃′ (k)

|k|2
�
ϕ ∈ L1(R3)

¡d¤����A�
∫

R3

|ϕ(k)| ≤ 1

4π
D(ρQ − ν, ρQ − ν)

1
2D(ρQ̃′, ρQ̃′)

1
2 ≤M,
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 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

½�¤ ��¦
0 < M <∞ ��¡

ρQ, ν, ρQ̃′ ∈ C � ����� [x��¤��d¤����-� ´ ¦��A�-�L� �$�d¦��B ��d�� L�A�v��¤��A¡��!&O« �����d¤��A�
�d������¡ &����d�
&����

L1
&��y���5�d¤�����¡��

ϕ̂(te) → 0
½�¦��5�

t→ ∞ �¯¦y�A���5�
D(ρQ− ν, ρQ̃′

t
)
�5��� ���A�>���A¡

�d�:N5�A�d��½�¦��5�
t→ ∞ �

�¯�

Eν(q) ≤ Eν(Q+ Q̃′
t) = Eν(Q) + E0(Q̃′

t) + ot→∞(1)

≤ Eν(q − q′) + E0(q′) + 2ε + ot→∞(1),

½�¦�¤��¶¦
�  x��¡�¡d¤��1���d�:��¦��B��¤���¤ �<�N¡
t→ ∞ ���y�

ε→ 0+
�x�A����¡��d¦��B ��d���!&
�!&
�d¦�¤�¡+[��d¡���¡v���A -�

¾ &
Eν(q) = Eν(q−q′)+E0(q′)

&�����¡����,�
q′ 6= 0

�g�d¦��A�#����� �A����¡��d�d���&��¡ ��������¸!�A���� x�N�5�
�,¤���¤���¤JNA¤��.�'¡����0���5���A�~� ���d¦��B¡����,�B���>�����,�A� �4�


=
'� * � ��� ����� ��( (����)� ����� (  ����)�'��� �	��
 �������&��
 �
��
 ����
�� � ���!�����)( (

´ ¦��7&��������³½�¤��.� £ ���� `��¡d¤��d¤����$¤�¡<��¦��#���������%�����²�!& � � 2.�x¼��A�,�À����� ¢
�6 ���*/� 	4a 
 a ��� 
 � � ��� 	��  � ��
 a ��� ��- $ ���  �: � a ��*%� a@��	 $ �=� * �)$&
 � ��	 	 	 � �\���

Z ∈ N \
{0} *

ν ∈ C *
q ∈ R

��&�	��'�����-��� � ?+��� � � � 	U?3�'5D	'�2O'2H�����8��� ��?+���
(Qn)n≥1

�I�U�c�B��&3���B�D:2��&-6
��� E �3��&A$�� ��& Kr

,e�'� ��21� 4 � � ���3$�?�� ?+���
Qn ⇀ Q ∈ K ,e�'� ��?3�)2U�;� 8 � ∗ �W���3�'5I�;6 = �W, Q O ��?3��&

Qn → Q
,e�'����?3�����h�@�'&-6������3�'5I�;6 = �W, Q � ,`��&�	J�'&35 = � ,

Tr0(Q) = q
O

< �����W, �W, ��?3� < �@���3�������.�(�'&�O ¼��&�
(Qn)n≥1 ⊆ Kr

�L� ��¡�¡����N���5�8�N������¡d¡������ �d¦x�N�
Tr0(Q) = q

��7 �GQ0���³½ &��d���.��¦��B ����¯�'&
�'& ´ ¦��5���d�5�/�:�d¦x�N�

Eν(Q) ≤ lim
n→∞

Eν(Qn) = Eν(q),
�@2.� 2����

¦��5���A�
Q ∈ K ¤�¡��,�,¤��y¤��,¤9NA�5�-�'&

Eν(q)
� ´ ¦��A����&������

Q
¡d�N��¤�¡>[x�5¡��d¦��B���0�x�N�d¤����

Q = χ(−∞,εF )(HQ) − γ0
per + δ

&�����¡����,�
εF ∈ (Σ+

Z ,Σ
−
Z+1)

���y��½�¦y�A�d�
δ
¤�¡���[x�y¤����X�����.Q��� L�A���{�����<¡d�N��¤�¡>& ��¤��1�

0 ≤ δ ≤ 1���y�
Ran(δ) ⊆ ker(HQ − εF )

� ¾ �  x�N����¤��A�������
Q ∈ Kr

� � £ ���� L��¡d¤ ��¤���� �?� 7 � ���³½
¤��0�d�d�������5�

P := χ(−∞,εF )(HQ), P ′ := χ(εF ,∞)(HQ)
�����

π := χ{εF }(HQ).

¼��5����¡�½���¤����

Eν(Qn) = Eν(Q) + Tr0(HQ(Qn −Q)) +
1

2
D(ρQn − ρQ, ρQn − ρQ).

)�� ½ ��¡d¤��.� � ���L� ¼��5����� � �����d¦��G& ���5����¦��N�
P − γ0

per = Q− δ ∈ S2

��������¦��#¦ �� `���d¦��A¡�¤�¡
Tr0(Qn) = Tr0(Q)

��½§�#���y����¤��

Tr0(HQ(Qn −Q)) = Tr0((HQ − εF )(Qn −Q)) = TrP ((HQ − εF )(Qn −Q))

= Tr(|HQ − εF |(P ′(Qn −Q)P ′ − P (Qn −Q)P )),



������� 
��	� 
 � � � ��� �F� � � 
 � � 
 ���#
 ����� � 
�� � �	� ��� �)
 � � �
½�¦��5�d��½-�$�d�5�g����� �d¦x�N�~� �S����[x�y¤���¤����

TrP (A) = Tr(PAP + (1 − P )A(1 − P ))
� ��¤����5�

Qn ∈ Kr

� −P − δ ≤ Qn −Q ≤ 1 − P − δ
�<0t�A�y�A�!�

0 ≤ Qn −Q + P + δ ≤ 1,
(Qn −Q + P + δ)2 ≤ Qn −Q + P + δ,

Q2
n − 2QnQ+ 2QnP + 2Qnδ +Q2 − 2QP − 2Qδ + P + δ2 ≤ Qn −Q+ P + δ,

(Qn −Q)2 ≤ Qn −Q− 2(Qn −Q)(P + δ) + δ − δ2,

½�¦�¤��¶¦ ¤��� y��¤��5¡
P (Qn −Q)2P ≤ −P (Qn −Q)P

�����
P ′(Qn −Q)2P ′ ≤ P ′(Qn −Q)P ′¡�¤����5�

Pδ = P ′δ = 0
�����

P 2 = P
�0���A����¡v�������5�d¤����
� ´ ¦y¤�¡���¤��A����¡

P (Qn −Q)2P + P ′(Qn −Q)2P ′ ≤ P ′(Qn −Q)P ′ − P (Qn −Q)P
��2.� 2 ���

���y�,¤��~ x���v��¤��A�������
P ′(Qn−Q)P ′ ≥ 0

�����
P (Qn−Q)P ≤ 0

�N¤�� �!�
Tr0(HQ(Qn−Q)) ≥ 0.�¯¤����A��½-�*Q0���³½ ��¦x�N�

limn→∞ Eν(Qn) = Eν(Q)
��½§��¦x�g���

Tr0(HQ(Qn−Q))+ 1
2
D(ρQn −

ρQ, ρQn − ρQ) → 0
½�¦��A�

n→ ∞ ������¡�¤����5�#�L���d¦��d�A����¡������4����������� �N�d¤����'��½§�#¤��L&��A�

lim
n→∞

Tr(|HQ − εF |P ′(Qn −Q)P ′) = lim
n→∞

Tr(|HQ − εF |P (Qn −Q)P ) = 0
��2.� 2����

���y�,&������ �@2.� 2����

lim
n→∞

Tr(|HQ − εF |P ′(Qn −Q)2P ′) = lim
n→∞

Tr(|HQ − εF |P (Qn −Q)2P ) = 0.

M²����¦��B�����B¦x�N���
��½-�#¦��³���#�d¦x�N�

P |HQ − εF |P ≥ cP |HQ − κ|P �����
P ′|HQ − εF |P ′ ≥ cP ′|HQ − κ|P ′

&����:¡����,�$¡d������� �A�����.��¦��A����¡v�¶��� �
c > 0

����� ¡������
κ /∈ σ(HQ)

�A����¡d�$�5�����.��¦ �d�
εF
�

¾ ���y�A�A�-����¦��5�d�B�����²�!½§���g�N¡d�A¡B¢¯¤J&
εF 6∈ σ(HQ)

�¯�d¦�¤�¡<¤�¡<��� ��¤����y¡��.)��³½ ���5����¡��N¡d¡d�y���²�d¦x�N�
εF

¤�¡ ����¤�¡d���¨�N�d�A���5¤9���5� ���N����� �!&
HQ

�{�d¦��A�~�d¦��A���<� ° ¤�¡���¡
α
¡d�y�¶¦��d¦x�N�

(−∞, εF )∩σ(HQ) =
(−∞, α]

�Y¼��5�
κ = α+εF

2

�
κ 6∈ σ(HQ)

�<7S�~¡�¦��³½@�d¦��~¤������0�x����¤��!�2&����
P
� ��¦y�~���d¦��A�²�A��¡d�

�L�A¤��.�'¡�¤��,¤�������� ´ ¦��A���X� ° ¤�¡���¡
c > 0

¡d�y�¶¦À��¦x�{� ∀λ ∈ (−∞, α], |λ− εF | ≥ c|λ−κ| � ´ ¦��A�
�

P |HQ − εF |P =

∫ α

−∞
|λ− εF |dPλ ≥ c

∫ α

−∞
|λ− κ|dPλ = cP |HQ − κ|P.

M²� ��¦����N��¦��5�~¦x�����-�
��¦y� & ���5����¦x�N�
π

¤�¡�� � ¡d�,������¦ �V[���¤��d�À���N�.Q �� `�5���N�d����¤��� ���¤��5¡
�d¦x�N� |HQ−κ|π

¤�¡][x��¤ �������N�.Q~���y�,�d¦��A����&������10�¤����`�5����¸s�¯�¶¦��,¤��y��� ´ ¦�¤�¡��0�������5�,�d�B�d¦��<½-�g�!Q
�5��� ���A�>���A�y�A�~�!&

(Qn)
¤��

S2

�x���g���y¡<���

lim
n→∞

Tr(|HQ − κ|π(Qn −Q)2π) = lim
n→∞

Tr(|HQ − κ|π(Qn −Q)π) = 0.
��2.� �����

¾ ��¤�¡<�d¦��A�F�A���g���<�d¦x�N����¦y¤�¡<��¤��5����¡

lim
n→∞

Tr(|HQ − κ|(Qn −Q)2) = 0.
�@2.� � � �

�t¡§½§�t¦x�g���²�¶¦y��¡d�5�
κ /∈ σ(HQ)

� ½§�²�A�����,¤��,¤��§�d¦��X y�d���!&��!&�¼��5����� � ���������¯�¶��¤��,�d¦x�N�

c1(1 − ∆) ≤ |HQ − κ| ≤ c2(1 − ∆).
��2.� �����
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0��A���5� �@2.� � � �§¡d¦��³½�¡���¦x�{�
(1 − ∆)1/2(Qn −Q) → 0

¤��
S2

�
7S��¤��d¤��.�~�y� ½

(Qn −Q)−− = (γ0
per − P + P )(Qn −Q)(γ0

per − P + P ),
= (γ0

per − P )(Qn −Q)(γ0
per − P ) + (γ0

per − P )(Qn −Q)P
+P (Qn −Q)(γ0

per − P ) + P (Qn −Q)P,
= P (Qn −Q)P + (γ0

per − P )(Qn −Q)γ0
per

−(P − γ0
per)(Qn −Q)(P − γ0

per) + γ0
per(Qn −Q)(γ0

per − P )�@2.� � 4��
���y����¡�¤��.�4�d¦����d�A¡������d¡ ���`�³���!��½-�X�����_����¤��.�4���B ��d�³�����d¦x�N� |HQ−κ|1/2(Qn−Q)−−|HQ−
κ|1/2 → 0

���y�
(1 − ∆)1/2(Qn −Q)−−(1 − ∆)1/2 → 0

¤��
S1

�
7S�i�N���d�A���y�t¦x�g��� ��¦��N� ∣∣∣∣|HQ − κ|1/2P (Qn −Q)P |HQ − κ|1/2

∣∣∣∣
S1

→n→∞ 0.
� � ��21� � � � �

´ ¦��5�
� ��¡d¤��.�:��¦x�{� ||ABnA||S1
≤ ||A||

S2
||Bn||S2

||A||
S∞

≤ ||A||
S2

||Bn||S2
||A||

S2

�
∣∣∣∣|HQ − κ|1/2(γ0

per − P )(Qn −Q)γ0
per|HQ − κ|1/2

∣∣∣∣
S1

≤
∣∣∣∣(|HQ − κ|1/2(γ0

per − P )(Qn −Q)(γ0
per − P )|HQ − κ|1/2

∣∣∣∣
S1

+
∣∣∣∣(|HQ − κ|1/2(γ0

per − P )(Qn −Q)|HQ − κ|1/2P
∣∣∣∣

S1
,

≤
∣∣∣∣|HQ − κ|1/2(γ0

per − P )
∣∣∣∣

S2
||(Qn −Q)||

S2

∣∣∣∣(γ0
per − P )|HQ − κ|1/2

∣∣∣∣
S2

+
∣∣∣∣(|HQ − κ|1/2(γ0

per − P )
∣∣∣∣

S2

∣∣∣∣(Qn −Q)|HQ − κ|1/2
∣∣∣∣

S2
||P || ,

|HQ − κ|1/2(γ0
per − P )

�
(γ0

per − P )|HQ − κ|1/2 �`�5¤��.�F�L���������5�S¤��
S2

�����
P

�L�A¤��1�»�
�L�������y�A�S�� `�5���N�d�����

(Qn − Q) → 0
¤��

S2

�N���
(Qn − Q)|HQ − κ|1/2 → 0

¤��
S2

�Y½§�
¤��1&��A�

∣∣∣∣|HQ − κ|1/2(γ0
per − P )(Qn −Q)γ0

per|HQ − κ|1/2
∣∣∣∣

S1
→n→∞ 0.

¾ � �d¦���¡��N���,½<�g�%� ∣∣∣∣|HQ − κ|1/2γ0
per(Qn −Q)(γ0

per − P )|HQ − κ|1/2
∣∣∣∣

S1
→n→∞ 0

�����
∣∣∣∣|HQ − κ|1/2(γ0

per − P )(Qn −Q)(γ0
per − P )|HQ − κ|1/2

∣∣∣∣
S1

→n→∞ 0
� ´ ¦��� ��d���!&`¤�¡ ��¦��

¡d�����7&����
(Qn −Q)++

�
(1−∆)1/2(Qn−Q)−−(1−∆)1/2 → 0

¤��
S1

�5�����5¡"&��d��� |HQ−κ|1/2(Qn−Q)−−|HQ−
κ|1/2 → 0

���y� �@2.� ����� �


=
'� * � ��� � 
 
 � �����$� � $ 	 ⇒ � � 	

7S���N�3������� �:�5��� ���d����¤��&��¤����
��¼��&�
(Qn)n≥1 ⊆ K �L���B�,¤��y¤��,¤9NA¤��.��¡d�����y�A���5�6&����

Eν(q)½�¦�¤��¶¦�¤�¡<���N�� ��d�5�A���, x���&�+&����§�d¦��²���� `�����%�����!& Q � ��©-����¦��4�y�A��¡�¤��!���'& Kr

¤�� K �¯½-�B�g���
&����v��¦��5�:��¡�¡d���,�À��¦��N�~�A���¶¦

Qn ∈ Kr

� ´ ¦y���`������� ��21� �����B��� ��¦����5���A�>��� ���A����¡#��¡��d¦x�N�
(Qn)n≥1

¤�¡,�`���������5� ¤�� Q � ´ ¦��A�-�§��  �d�S� ° �d�����&��¤���� ���y� � � £ �d�� `��¡�¤��d¤�����2.�i½§�»�g���
��¡�¡d���,���d¦x�N�

Qn ⇀ Q ∈ K ½�¦��5�d�
Tr0(Q) 6= q

�`����� ��¦x�N�
ρQn ⇀ ρQ

½§�A�!Q0��� ¤�� C �<7S�
½���¤����

Tr0(Q) = q − q′
½�¤ ��¦

q′ 6= 0
� 7 �#�y� ½  ��d�³���#�d¦x�N�

Eν(q) ≥ Eν(q − q′) + E0(q′)
�@2.� � 2��

���	��

����

����

(Qn)n∈N �

������

�������������! "�#�!��$�
%�����&��'(��)#*+�, 
Q �
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 ����� � 
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 � �,4

½�¦�¤��¶¦�½�¤������5��� �����N��¤��&� � $ 	 � ´ ����¦�¤�¡²�A���-�`½-�����3���y�~��¤JQ���¤��»��¦y�~ ��d���!&i�!& � � 2.� ´ ¦��,��4��§¢
�5����¡d¤����A�'��¡d�,�¯���d¦ ������¤�����&����y�5��¤����

χ
½�¤��d¦ ¡��� � L�����'¤��

B(0, 1)
¡d���¶¦ ��¦x�N�

0 ≤ χ ≤ 1���y�
χ ≡ 1

¤��
B(0, 1/2) �

����[����
χR(x) := χ(x/R)

� ´ ¦��5�����5�t�L�
ηR :=

√
1 − χ2

R

�`¼��5�
��¡�¤�� �d�d�������A�²�d¦��7&��������³½�¤��.�~���¯�A����¤JNg�N�d¤����,�� L�A�d�N������¡

YR := γ0
perηRγ

0
per + (γ0

per)
⊥ηR(γ0

per)
⊥, XR =

√
1 − Y 2

R.

� � � � � 
 � ����?+�����4,e�'����5�5
3 < p ≤ ∞ *

∣∣∣∣[ηR, γ0
per]
∣∣∣∣

Sp
= O(R−1+3/p), ||YR − ηR||Sp

= O(R−1+3/p).
�@2.� �����

;Y�'�@���'����� ||X2
R − χ2

R||Sp
= O

(
R−1+3/p

) O
< �����W,`�W,Q� ?3���\���B����O ©-� ��2.� � �&2��§����� ��2.� � � ��� �

[γ0
per, ηR] =

1

2iπ

∫

C

[(z −H0
per)

−1, ηR] dz,

=
1

2iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1[H0
per, ηR](z −H0

per)
−1 dz,

= − 1

4iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1 [∆, ηR] (z −H0
per)

−1 dz,

= − 1

4iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1(1 − ∆)(1 − ∆)−1 [∆, ηR] (1 − ∆)−1(1 − ∆)(z −H0
per)

−1 dz,

½�¤ ��¦
(z − H0

per)
−1(1 − ∆)

�y��¤J&�������� ���`���������5� � �»¼��A�,�À� � ��¡d�$¤��X�d�5�À��¤���¡t�d�$ ��d�³���
�d¦x�N�

(1 − ∆)−1 [∆, ηR] (1 − ∆)−1
¤�¡��L�������y�A�F¤��

Sp

�LºF���d�5� ���A���

[∆, ηR] = ∆ηR + 2∇ηR · ∇,
=

∑

i

∂2
i ηR + 2(∂iηR)∂i,

=
∑

i

∂i(∂iηR) + (∂iηR)∂i,

�d¦��A�
�

∣∣∣∣(1 − ∆)−1 [∆, ηR] (1 − ∆)−1
∣∣∣∣

Sp
=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣(1 − ∆)−1

(∑

i

∂i(∂iηR) + (∂iηR)∂i

)
(1 − ∆)−1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Sp

,

≤
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣(1 − ∆)−1

(∑

i

∂i(∂iηR)

)
(1 − ∆)−1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Sp

,

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣(1 − ∆)−1

(∑

i

(∂iηR)∂i

)
(1 − ∆)−1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Sp

,

≤ 2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

(∑

i

(∂iηR)

)
(1 − ∆)−1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Sp

,

≤ C

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∑

i

(∂iηR)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Lq

,
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 � ��� � ! )�+ �',���, !�� � " ��� ,(� "�� � "�!:!(�����#��)�+��

&����
q > 3

2

��7 �²¦x�g���U[x�d¡v����¡d�5���d¦x�N�<�� � �� �¯¤��.�
(1−∆)−1∂i

¤�¡-���0��¤ ���N���A� �<�d�~�~��� ��¤� �����¤��1�
� � pi

1+|p|2
¤��K« �����d¤��A�X�,�����!�L½�¦�¤��¶¦ ¤�¡X�`���y�����A�-� ´ ¦��A� ½�¤��d¦K��¦��VPB�N�d�N¸v���A¤����A�s¸v�¯¤�������¤��¯¸

����������¤ �!��½§�G���N����¦��B�¨�N¡������ �������{��¤����
�y«
¤��x�������!�

∫

R3

|∂iηR(x)|q dx =

∫

R3

|R−1∂iηR(x/R)|q dx,

=
R3

Rq

∫

R3

|∂iη(x/R)|q dx
R3
,

=
1

Rq−3

∫

R3

|∂iη(x)|q dx,

½�¦�¤��¶¦ ��¤��5����¡ ∣∣∣∣[ηR, γ0
per]
∣∣∣∣

Sp
≤ C ′ 1

R1−3/q ||∇η||Lq

&����
q > 3

�
® ���A� �d�x����� ��½-�#�y����¤��A�

YR − ηR = γ0
perηRγ

0
per + (γ0

per)
⊥ηR(γ0

per)
⊥ − ηR,

= −(1 − γ0
per)ηRγ

0
per − γ0

perηR(1 − γ0
per),

= −(1 − γ0
per)[ηR, γ

0
per] + γ0

per[ηR, γ
0
per],

=
(
1 − 2γ0

per

)
[γ0

per, ηR]

���y�F�d¦��y¡ �@2.� �����-¤�¡� y�d�³���5�»¡d¤����A�
γ0

per

¤�¡��L�������y�A�
�L«O¤��x����� �%�
X2
R − χ2

R = 1 − Y 2
R − χ2

R =

η2
R − Y 2

R

����¦��5�F� � �@2.� �����-���y�$¡d¤��y�A� ||YR|| ≤ 1
� ||ηR|| ≤ 1

� ||X2
R − χ2

R||Sp
= O

(
R−1+3/p

) �

� � � � � � � / &A�c?+�'�

∣∣∣∣[YR, |H0
per − Σ|1/2

]
|H0

per − Σ|−1/2
∣∣∣∣ = O(R−1)

�@2.� � � �

2�?3���@��2U�Q�@��$;��5�5���?+���
Σ = (Σ+

Z + Σ−
Z+1)/2

�I����?3���B�.	�	+5I�M�W,���?3�H6����AO

< �����W,"�W,/� ?3� �T���B����O 7 ����¡d���d¦��<½§�5��� ¸ Q0���³½��:¤�� ���������N�y�d�5 ��d�5¡d�5�0���N��¤������!&L��¦���¡>�������d�
���¯����� 4��

|H0
per − Σ|1/2 =

1

π

∫ ∞

0

|H0
per − Σ|

s+ |H0
per − Σ|

ds√
s
.

�@2.� �����

ª �A�A�����§�d¦x�N�
YR = γ0

perηRγ
0
per + (γ0

per)
⊥ηR(γ0

per)
⊥ � «x���~¡�¦������d���A¡�¡�� ½-�F�������S���5����¤�� ��¦��

�5¡���¤��À�{���4�!&
��¦��4���5�d� ¤�� ����� �¯¤��.�
(γ0

per)
⊥ηR(γ0

per)
⊥ ����¦��B ����¯�'&O�L�A¤��.�,�d¦��B¡����,�4½�¤��d¦

γ0
per��¡-��¦��5¡d�²�� L�A�d�N�����d¡-���d�t�`���d¦��L���������5���������5���,�~�y����½�¤��d¦ |H0

per −Σ| � � ¡d¤��.���d¦x�N�4�¯�����
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 ����� � 
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 � � �

�d¦��A�F��¦��7& ���&����¦x�N�
[A, 1

B
] = 1

B
(BA− AB) 1

B

��½§�B¡d�5�#�d¦x�N��¤ ��¡d� �,�A�5¡��d���A¡��d¤����N���

(γ0
per)

⊥
∫ ∞

0

[
ηR,

|H0
per − Σ|

s+ |H0
per − Σ|

]
|H0

per − Σ|−1/2 ds√
s
(γ0

per)
⊥

= (γ0
per)

⊥
∫ ∞

0

[
ηR, 1 − s

s+ |H0
per − Σ|

]
|H0

per − Σ|−1/2 ds√
s
(γ0

per)
⊥

= (γ0
per)

⊥
∫ ∞

0

−s
[
ηR,

1

s+ |H0
per − Σ|

]
|H0

per − Σ|−1/2 ds√
s
(γ0

per)
⊥

= (γ0
per)

⊥
∫ ∞

0

− s

s+ |H0
per − Σ|

[
ηR, s+ |H0

per − Σ|
] 1

s+ |H0
per − Σ| |H

0
per − Σ|−1/2 ds√

s
(γ0

per)
⊥

= (γ0
per)

⊥
∫ ∞

0

− 1

s+ |H0
per − Σ|

[
ηR,−

∆

2

]
1

s + |H0
per − Σ| |H

0
per − Σ|−1/2

√
sds(γ0

per)
⊥

= −1

2

∫ ∞

0

(γ0
per)

⊥

s+ |H0
per − Σ| [ηR,−∆] |H0

per − Σ|−1/2
(γ0

per)
⊥

s+ |H0
per − Σ|

√
sds.

�@2.� �N���
´ ¦��5�

[ηR,−∆] = (∆ηR) + 2(∇ηR) · ∇ �;¦y�A���5� ∣∣∣∣[ηR,−∆] |H0
per − Σ|−1/2

∣∣∣∣ = O(R−1)½�¦��5�d�²½-�²¦x�g���4�y¡d�A���d¦x�N� ∇|H0
per −Σ|−1/2

¤�¡<���L�������y�A�$�� L�A�d�N����� � �$¼��A�,��� � � ´ ¦��A�
½-�À��¡��:��¦x�N� |H0

per − Σ| ≥ ε
&����B¡d���,�

ε > 0
���F�A¡v��¤��À�N�d�~��¦��,�¨�N¡��B�d¤J��¦ �B¦x����� ¡d¤������!&

�@2.� �N���§¤��$��¦y�#�� `�5���N�d�����������k� �

∣∣∣∣[ηR,−∆] |H0
per − Σ|−1/2

∣∣∣∣×
∫ ∞

0

√
sds

(ε+ s)2
= O(R−1).

)t���d¤��5�'���³½ �d¦x�N�
YRQnYR ∈ K &����X�����

R ≥ 1
����¦y�'¡d�����#¤�¡��������8&����

XRQnXR

���y�
½-�'¡�¦x���������5�d�x�����������������A�5� ¤ � � � ´ ��¡��A�B��¦�¤�¡������N��¤��5�U&�����¤��y¡��¶�N���A�4��¦��N�

(1 + |∇|)(YRQnYR) = −(1 + |∇|)|H0
per − Σ|−1/2

([
YR, |H0

per − Σ|1/2
]
×

× |H0
per − Σ|−1/2|H0

per − Σ|1/2QnYR − YR|H0
per − Σ|1/2QnYR

) �@2.� � ���

½�¦�¤��¶¦~�L�A�����.��¡����
S2

¡�¤����5� |H0
per−Σ|1/2Qn ∈ S2

���y� [
YR, |H0

per − Σ|1/2
]
|H0

per−Σ|−1/2¤�¡#�L�����y���A� �0� ¼��5����� � � ´ ¦��, ��d���!& ��¦x�{�
(1 + |∇|)(YRQnYR)++(1 + |∇|) �����

(1 +
|∇|)(YRQnYR)−−(1+|∇|) �����-���d���A�-�A����¡d¡ ¤�¡
¡�¤��,¤�������¡d¤����A�

γ0
per

�����
(γ0

per)
⊥ ���d�-�`���y�����A�

���y���5�������y���<½�¤ ��¦ |H0
per−Σ| � ® ���5�0�d�x�������%���d�4 ��d�³�����d¦x�N� −γ0

per ≤ YRQnYR ≤ 1−γ0
per

�
½-�B��¡d�²�d¦��4���0��¤ ���N���A� ���5������¤ ��¤���� �@2.� � ��� �¯��¦�� & �N�5�<�d¦x�N�

γ0
per

�����
(γ0

per)
⊥ �A�����~�¯���t½�¤ ��¦

YR
��������¦x�{�

0 ≤ YR ≤ 1

(Qn)
2 ≤ Q++

n −Q−−
n ,

YR(Qn)
2YR ≤ YRQ

++
n YR − YRQ

−−
n YR,

YRQn(YR)2QnYR ≤ YR(Qn)
2YR ≤ (γ0

per)
⊥YRQnYR(γ0

per)
⊥ − γ0

perYRQnYRγ
0
per,

(YRQnYR)2 ≤ (YRQnYR)++ − (YRQnYR)−−,
−γ0

per ≤ YRQnYR ≤ 1 − γ0
per.
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7S�#�����4���³½ ���y���²���, ���� ��� ��2.� � 2��<��¡����y���������5�A�
�)7 �²½��d¤ ���!�.&��������³½�¤��.��� �&4��(�
Eν(Qn) = Tr(XR|H0

per − Σ|1/2(Q++
n −Q−−

n )|H0
per − Σ|1/2XR)

+Tr(YR|H0
per − Σ|1/2(Q++

n −Q−−
n )|H0

per − Σ|1/2YR) + ΣTr0(XRQnXR)

+ΣTr0(YRQnYR) +
1

2
D(ρQn − ν, ρQn − ν) − 1

2
D(ν, ν) �@2.� � ���

½�¦��5�d� ½-� ¦��³���i��¡d�5�#�d¦x�N�
[γ0

per, XR] = [γ0
per, YR] = 0

����¤��1&��A�
Tr0(Qn) = Tr0(XRQnXR)+

Tr0(YRQnYR).
´ ¦��A�
�x� ��¼��5����� � ��������¡�¤��.�~�d¦��7& ���5�<�d¦x�N�

(Qn)n≥1

¤�¡��:�`���������5�F¡��&¸
�0���5���A�'¤�� Q ��½§�B���5�����A�B��¦��N�

Tr(YR|H0
per − Σ|1/2(Q++

n −Q−−
n )|H0

per − Σ|1/2YR)

≥ Tr(|H0
per − Σ|1/2YR(Q++

n −Q−−
n )YR|H0

per − Σ|1/2) − C/R
��2.� � � �

&�����¡����,�#�5����¡v�¶��� �
C > 0

�K�X�3����¤��.�:¡�¤��,¤������d� �E&����<��¦��B���d¦��A���d�A�d�,¡��¯½§�#���y����¤��

Eν(Qn) ≥ Ẽ0(YRQnYR) + Tr(χR|H0
per − Σ|1/2(Q++

n −Q−−
n )|H0

per − Σ|1/2χR)

+ ΣTr(χR(Q++
n +Q−−

n )χR) +
1

2
D(ρQn − ν, ρQn − ν) − 1

2
D(ν, ν) − C ′/R

�@2.� � ���
&�����¡����,�#�5����¡v�¶��� �

C ′ ��½�¦��A���

Ẽ0(Q) := Tr(|H0
per − Σ|1/2(Q++ −Q−−)|H0

per − Σ|1/2) + ΣTr0(Q).

ª �A�A����� � £ �d�� L��¡d¤ ��¤���� 4��

E0(q) = inf{Ẽ0(Q), Q ∈ Kr, Tr0(Q) = q}.
´ ¦0��¡��`��¡�¤��.�

q = Tr0(Qn) = Tr0(YRQnYR) + Tr0(XRQnXR),���y�F�d¦��7& ���5���d¦x�N�
q 7→ E0(q)

¤�¡�¼�¤� �¡d�¶¦y¤��ONB� � £ �d�� `��¡�¤��d¤���� 41� ��2.� � ���-��¤��5����¡

Eν(Qn) ≥ Tr(χR|H0
per − Σ|1/2(Q++

n −Q−−
n )|H0

per − Σ|1/2χR)
+ΣTr(χR(Q++

n +Q−−
n )χR) + E0

(
q − Tr(χR(Q++

n +Q−−
n )χR)

)

+
1

2
D(ρQn − ν, ρQn − ν) − 1

2
D(ν, ν) − C ′/R.

�@2.� � 4��

¼��5����¡����³½  ���¡d¡����:�d¦��B��¤��,¤��
n→ ∞ � «O¤���¡��<½-�'�y����¤��A�

lim inf
n→∞

Tr(χR|H0
per − Σ|1/2(Q++

n −Q−−
n )|H0

per − Σ|1/2χR)

≥ Tr(χR|H0
per − Σ|1/2(Q++ −Q−−)|H0

per − Σ|1/2χR),
�@2.� � 2��

lim inf
n→∞

D(ρQn − ν, ρQn − ν) ≥ D(ρQ − ν, ρQ − ν)
�@2.� � ���

� �F« �N�����
� ¡�¼��5�����:��������¦��4½-�g�!Q$�5��� ���5�3���5���A�
ρQn ⇀ ρQ

¤�� C � ´ ¦��5�

lim
n→∞

Tr(χRQ
++
n χR) = Tr(χRQ

++χR), lim
n→∞

Tr(χRQ
−−
n χR) = Tr(χRQ

−−χR)
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½�¦�¤��¶¦»¤�¡����y�¶�N¤����5�F� ��½���¤��d¤��.��&�����¤���¡��������5�

Tr(χRQ
++
n χR) = Tr(χR(1 + |∇|)−1(1 + |∇|)Q++

n (1 + |∇|)(1 + |∇|)−1χR)

���y����¡d¤��.�À��¦��N�
χR(1 + |∇|)−1

¤�¡t�A���, x���&� ��¤��X�`�5�����.��¡t���
Sp

&����
p > 3

� �F��¦���P#�{���N¸
�¯�5¤����A�v¸s�¯¤��,����¤������0�x�N��¤��!� �§�N���F�d¦x�N�

(1 + |∇|)Q++
n (1 + |∇|) ⇀ (1 + |∇|)Q++(1 + |∇|)

&����<�d¦��4½§�A�!Q�¸ ∗ ���� L�����!���À�'&
S1

� ´ ¦0��¡��

Eν(q) = lim inf
n→∞

Eν(Qn) ≥ Tr(χR|H0
per − Σ|1/2(Q++ −Q−−)|H0

per − Σ|1/2χR)

+ ΣTr(χR(Q++ +Q−−)χR) + E0
(
q − Tr(χR(Q++ +Q−−)χR)

)

+
1

2
D(ρQ − ν, ρQ − ν) − 1

2
D(ν, ν) − C ′/R.

�@2.� ��� �
£ ��¡d¡�¤��.�,���³½ ���:�d¦��B��¤��,¤��§��¡

R → ∞ ��½-�B¦x�g���B��¦x�{�
χR → χ(0) = 1

�N���$��¦��5�d��&����d�

Eν(q) ≥ Tr(|H0
per − Σ|1/2(Q++

n −Q−−
n )|H0

per − Σ|1/2)
+ΣTr(Q++ +Q−−) + E0(q − Tr(Q++ +Q−−)

+
1

2
D(ρQ − ν, ρQ − ν) − 1

2
D(ν, ν),

½�¦�¤��¶¦À¤�¡ ���0�x���x���
Eν(q− q′)+E0(q′)

½�¦��A���t½-�t���A�g�N������¦��N�
q′ = q−Tr(Q++ +Q−−) =

q−Tr0(Q)
�³¡d��½-�-���¯�¶��¤�� ��2.� � 2�� � ´ ¦�¤�¡��5��� �����N��¤��&��¡ �
4��Y�N���'�5����¡���¦��i ����¯�'&¯�d¦x�N� � � 	 ⇔ � $ 	

¤�� ´ ¦y�A�����A� 41�


=
'� * 
 ��� � �������!� �)�)���!�	����
 � 
 �-���"�
q �
( (  � � ��� �	� � $ 	 � 
 # �$(

©§�A�A����¡��
q 7→ Eν(q)

¤�¡~�»�5��� ��� ° &������5�d¤����-�
¤ ��¤�¡��A����¡d¡�¤��A��� �d¦x�N�'��¦���¡��5�
I = {q ∈

R,
� $ 	 ¦�������¡ } ¤�¡�� �A����¡d�5� ¤�� �d�A���N�����!&

R
�i¡��A�K�'� �.� � � � � 2 � �(� ¾ �À¤�¡������¯¸¹�A�, y�!� ¡d¤����A� ¤��

�5��� �¶��¤���¡
Tr0(Q̄)

&����²��� �K�,¤���¤���¤JNA�A�
Q̄

�'&
Eν
εF

���y����¤����5��¤�� ´ ¦y�A�����A���L�<&����4��� �
εF

¤��
�d¦��U� �� 

(Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

�?������¤ ��¤����x�������%�
q 7→ Eν(q)

¤�¡§��¤����A���i���À�d¦��²�A�������A�&���5�$�A���, `�����A� ��¡
�!&

R \ I �����
I
¤�¡ �d¦��X�����3���5¡��-¤�� ���5���N��� ���À½�¦y¤��¶¦À�d¦�¤�¡ &������5�d¤�����¤�¡ ¡��d�d¤��&��� ���A��� ��� ° �x¼��5�<�y¡

���³½ ¡v�¶�N�d�#������ ��d�³���#�d¦��
� � � � ��� � �\���

Z ∈ N \ {0} * ν ∈ L1(R3) ∩ L2(R3)
*"��&�	C�'�����8���S��?+��� � � � 	�?3�'5D	'�2O

2H�����8���F��?+���
Q1

��&�	
Q2

���@�F�@�����3��$��.������5 = � 2U�9�B��&3���B�D:'�����B�W,
Eν(q1)

��&�	
Eν(q2)

24��� ?
q1 6= q2

O ��?3��&
ρQ1 6= ρQ2

��&�	9��?3���@� ,e�'���

Eν(tq1 + (1 − t)q2) ≤ Eν(tQ1 + (1 − t)Q2) < tEν(q1) + (1 − t)Eν(q2).

< �����W,c�W, ��?3� �\���B����O �t¡d¡�������� �:�A���0�d�����y¤��5�d¤����:�d¦x�N�
ρQ1 = ρQ2

� �X¡ ½-�t¡d�g½ �`� &����d�'�
�d¦��B�� `�5���N�d���d¡

Q1

�N���
Q2

¡��N�d¤�¡>& ����¦��B¡��A�J&¨¸¹�A���y¡d¤�¡v���5�0���������N��¤�����¡

Q1 = χ(−∞,ε1)(HQ1) − γ0
per + δ1, Q2 = χ(−∞,ε2)(HQ2) − γ0

per + δ2
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½�¦��5�d�
0 ≤ δk ≤ 1

����� ª ���
(δk) ⊆ ker(HQk

− εk)
&����

k = 1, 2
�5)t�5�A�A¡�¡�����¤�� �

ε1
�����

ε2�����²¤��
[Σ+

Z ,Σ
−
Z+1]

�N��¦��5��½�¤�¡��
Q1

�����
Q2

½-�������������<�`�²�5���, x���5����½�¦y¤��¶¦�¤�¡-�����< L��¡�¡d¤��y���
¡�¤����5�K�5���A��� �� L�A���{�������!& K ¤�¡À�5���, x���5���<��¤����5�

HQ1 = H0
per + (ρQ1 − ν) ∗ | · |−1 =

H0
per + (ρQ2 − ν) ∗ | · |−1 = HQ2

¦x��¡#���������F L��¤�� �B¡� `�5�5��������¤�����¦y�:� �N 
�Y½§�,���5�����A�
�d¦x�N�B¤J&

εk ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

�o�d¦��A� ���5�A�A¡�¡�����¤�� �
ker(HQk

− εk)
¤�¡B� [x��¤ ���:��¤����5��¡d¤�����¡d ����A�

���y�K��¦0��¡
δk

¤�¡6[x��¤��d���d���.Q;� ¾ &
εk ∈ {Σ+

Z ,Σ
−
Z+1}

�L��¦��5��¤��t�g�����A��¡d¤����F�L�~ ��d�³���A����¦x�{�4�N�
���g��¡v�

δk ∈ S1

�)0t�5���A�
Q1

�����
Q2

�y¤J�`�A�<���y�����0���~�����N�A�&¸¹�A����¡d¡<�� `�5���N�d���²¢
Q2 = Q1 + δ

�
½�¤ ��¦

δ = δ2 − δ1
�o�d¦0��¡'¤��

S1

¢
Tr|δ| < ∞ �
)t�³½

0 6= q2 − q1 = Tr(δ) =
∫
ρδ

½�¦�¤��¶¦
�5��� �����N��¤��&��¡���������¡�¡d���, y��¤�������¦��N�

ρδ = ρQ1 − ρQ2 = 0
� ´ ¦��A�-�.&����<��¦��B�5���A�>���%�x½-�#¦��³���

Eν(tq1 + (1 − t)q2) = inf{Eν(Q), Q ∈ K,Tr0(Q) = tq1 + (1 − t)q2},
≤ Eν(tQ1 + (1 − t)Q2),
< tEν(Q1) + (1 − t)Eν(Q2),
= tEν(q1) + (1 − t)Eν(q2),

� �$��¦y�#¡v����¤��5���5��� ��� ° ¤ �!�F�!&
ρ 7→ D(ρ, ρ)

�����F¡d¤����A�
ρQ1 6= ρQ2

�

� �< ��=��� �  '? ��� ��?3���@�F�I�F&A���B��&3���B�D:'����,e�'�
Eν(q)

� ,
q /∈ I

* ��?3�M��&3�������'��5��'& 2�?-�($�? � $ 	
?3�'5D	'�2O ��?-��� � � 	S���H��5f�(��� � $ 	 O

< �����W,Q�W,c��?3� 9 �'���'5�5D��� = O �X¡�¡d���,�X��¦��N�§�d¦��A���²¤�¡-���,¤���¤���¤JNA�A�
Q1

&����-¡d���,�
q1 /∈ I

�D&����
¤���¡��������A�

q1 > max I := q2
�1�t � �����¤��.�:¼��A�,�À� �#���

q1
�����

q2
¡d¦��³½�¡<��¦��N�

Eν(·) ½�¤����L�`�¡v���d¤��5�d�����A��� ��� ° � �N���$�g���y�������L�²��¤����g�N� � ���
[q2, q1]

�¯½�¦y¤��¶¦��A��� �d������¤��5�d¡§��¦��X����[x�y¤���¤������!&
I
�L�A¤��.�:��¦��B��¤J�%���5¡���¤�� �d�A���N���o���$½�¦�¤��¶¦

Eν(·) ¤�¡�¡��d�d¤��&��� �À�5��� ��� ° �

¥§������¤ ��¤�����¡²��¤9Q�� � $ 	 �� � L�g���B�A����¡d¡�¤��A����� �F½�¦y�A� �N�x�����?N5¤��.���d¦����A���, x���&�����5¡d¡B ��d�� `�5�v¸
�d¤��A¡B�!&§��¤���¤��,¤9N5¤��.��¡d�����y�A���5�A¡��X&����4¤��y¡��¶�N���A�,� � ��¡d¤��.�F�d¦����A���y�A�A� �d���N�d¤����¯¸¹�A���, x���&�����5¡d¡
 ���¤����5¤� ����4�!& £ � ¸!¼F� ¼�¤�����¡�� 4����(� ´ ¦��5� ����������¡d�:���5���F�A����¡d¡�¤��A���
&�������¤����g���§�������A��¡�¤��$½�¦�¤��¶¦
�d¦����`�N�d�����@�!& �d¦��<�A¡�¡d�5�0�d¤¨���y¡d L�A�5�d�d���8¦x��¡ ��¦y�#&����d���!& ��¦y����¤���¤��~�y� ½�¤���¦��d�A¡� `�5�5�i���

q′�!&o��¦��t�d¤9��¦0�-¦x���y�À¡d¤����X�'& � $ 	 ����¡ � °  ��d�5¡d¡��A��� ���d¦��80�¿ � ´ ¦y�A�����A� � ���L�
2 �L�
2�� ��� �t¡d¡d�y���
&����t¡d¤��� ���¤��5¤��!���d¦x�N�

q > 0
�N���»��¦��N�

Q̄
�g���K�L��½���¤��d�d�A���N¡X¤�� ��2.� 4 � ������� �@2.� 4���� �<79¦��5�

0 < q′ ≤ q
� � $ 	 ���A����¡X�d¦x�N�4¤ �²¤�¡t�����U& �g���������y�����d�����&�

q′
�A���5�5�d�d����¡4�5¡d�A�� `�~�d��¤��L[x��¤��!�!�

½�¦�¤����GQ��5�A �¤��.�
q − q′

�5���5�5��������¡����g�N���d¦������ &��A�&�4�)79¦��A�
q′ < 0

� ¤����,�g����¡���¦��N�X¤ ��¤�¡������
& �g�������������²�������&� |q′| ¦y�����5¡��A¡d�A�� L�B�d��¤��1[x�y¤��!�%��½�¦�¤����UQ��5�A �¤��.�

q + |q′| �A���A�&���d����¡����g�N�<��¦����� &��A�&�4�.79¦��A�
q′ > q

�Y¤��4�,�g�N��¡²��¦x�{�B¤��4¤�¡4�����7& �g�����d���������������&�
q′

�5���A�&��������¡4�A¡��g�� L�:���
¤��1[x��¤ �!�%�y½�¦�¤����7QN�A�A y¤��.�

q′ − q
¦������A¡����g�N���d¦��4��� &��A�5���

7S�À����������¡d¦��³½>¦��A����½�¦��A� � $ 	 ¦y������¡#�������!� £ ��� ��¤��.� � $ 	 ��¡��x������� �d�����y¤��d�5¡:¡d���,�
���5�g�g�� ����� `�5���!�:�'&L�d¦������A�y¡d¤��!�~�!&L�¶¦x���3���

ρQ̄
&���� �4¡������y�d¤����

Q̄
�!& ��¦�����������¤����g���
���0�x�N�d¤����

�@2.� 4���� � ¾ �� x���v��¤��5���¨�N���;Q0���³½�¤��.�À�d¦x�N�
ρQ̄ ∈ L1(R3)

½§���y�����L�'���5���»��¡d� &���� � ¡��A� ª �A�����>Q
4�� ��7 �# ��¨���F����¤�� ���5¡���¤J� �N�d���,���d�B�A����¡d�5���$�d¦������5�g�g�  ��d�� L�A�v��¤��A¡��!&

ρQ̄
���y�»��¦��#�N����¤���¤��!�

�!& � $ 	 ¤��K�d¦��:���g�N�U&��y�������!�"�<�B ����A¡��A� �4����¦y�~���N��¤��y¤��!�F�!&-�$�A�����y¤���¤����K¡�¤��,¤��¨�N���d� � $ 	 &����
�d¦���©-�%������¤����L�³�0¸!µX¤��d���&¸!«x�¯� Q��,�¯���5�Y½<�N¡t���y���$ ����³���A�»¤��$��¦��#�����y�d�A���N��¤ ��¤�¡��d¤��²��¤��,¤��§����¤��
�d¦��4½§�A�!Q$�A���y ���¤��.�:��¤���¤ �4�0¡d�5� � � 2 �(�



������� 
��	��
 � ��� �D� � ����� � � ��� 
 ��� 
��	� �D� � ��
 � �F� � � ��� �F� � ���

���
 � ?���� G ��� �	��

� ��������� ����������������� �!���"�#�$����� �����$�
�&%('*)�+-,/.102+3)54768)�&902:;)!�=<#)�%/>@?BA1A�+C0D<�E;FC%;,/.J&HG ,I>C)�'*0J4C)�A�0'&K,I>C)MLC:/)�NO.P02FC%(%/)5Q�,I.P02+76RG

LC:;0DNO.P+.�S,I>@?B,T.U,T.1%�,/>C)V,I>C)�:/'�0O43GJ+@?B'*.PQ&A1.P'*.U,#0'&",I>3)V%/FCL8)5:;Q5)5APA�'*0J4C)5A(�
W )�,
FC%X)5'�LC>@?Y%;.9N�)Z,I>@?B,X,/>C)5:;)*?B:/)S%/)�N2)5:/?YA[<�?\GJ%
0!&�L8)5: &902:/'�.1+.�*,I>C)�:/'�0O43GJ+@?B'*.PQZA1.^]

'�.P,/%��3_`+ � �ba �(�3,I>3)X?YF3,I>302:/%$Q�02+C%/.P4C)5:T?Z680\c�0!&d%/.JN5)
L
�
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Z3 ∩ ΛL
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√
L−3

∑

k∈Z3∩ΛL

ρL(x− k) →√
ργ0

per

�9�C| � ���

<l)\?Y�-AUG�.1+
H1

loc(R
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{3%;,/:/02+3~2APG�.1+

Lploc(R
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�90Y:�?YAPA

2 ≤ p < 6
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.P'*L802%/)XL8)5:;.10J4C.1Qf6802FC+34@?Y:;G Q�02+C4C.U,I.P02+C%$02+ ,I>C)
680Dc

ΛL

|=©�%/F@?BA1APG*,I>C)Mª#02FCAP02'Z6 .1+R,/)5:I?BQ�]
,/.102+�.1%�?YAP%/0
:/)5L3A�?YQ�)54	6RG�?

(LZ3)
]`L8)5:;.10J4C.1Q$ª#02FCA10Y'Z6*L80Y,/)5+R,I.1?YA«{2AP)\?Y43.1+C~V,I0X,I>3)(%;0B]`Q5?YA1AP)54

v�¬Dw@r�­Iyzr�tHt�®	s5�Jr�t�<T>C.1Qz>�<T.1APA�68)V4C)5%;Q5:;.168)54 .1+�4C)�,z?Y.PA1%�68)5AP0D<X|Cg$>C.1%T?BLCLC:/02?YQz> >@?Y%�,I>3)X?Y4O]
NB?Y+R,z?B~2)(0B��:;)5%/L8)5Q�,I.P+C~�,/>C)T%;GJ'*'�)�,/:;G�0B��,I>3)�%�GJ%;,I)�'¯.1+S,I>C)TQ5:�GJ%;,z?BA8Q5?Y%/)B|-_°,l<#?Y%�FC%/)�4	6RG
¥(?Y.1+C��A«{ W )�<T.P+!?Y+C4pkO0YA10DN2)`E(.1+ � a2± ��,I0XE;FC%;,/.P�HG ,I>C)Z¥&?Y:�,I:/)�)�]`i=0JQz��?YLCLC:;0\c3.P'	?u,I.10Y+e0Y�K+C0B]
LC>30Y,I02+Z²fF@?Y+R,IFC'´³[AP)5Q�,/:/0J43GJ+@?Y'�.1Q�%5|Dg$>C)l%/FCL8)5:;Q5)5APA-A1.1'�.P,�0Y�@?TA1.P+C)\?Y:�'�0J4C)5A2�902:�LC>30Y,I02+3.1Q
Q�:;GJ%;,I?YA1%T.1%T%�,IFC4C.P)54 .1+ ��µ ± �¶|
·&��Q�02FC:/%;)�,/>C)TQ502+bE;)5Q�,/FC:/)�.1%K,/>@?B,[,/>C)��C+@?YAC:;)5%/F3AP,I%(�H,I>C)T)5+3)5:/~BGSLh)�:�F3+C.P,�Q�)5A1A=?B+C4�,I>C)

~2:;02FC+C4M%;,z?u,I)�4C)5+C%;.P,`G
0Y�C,/>C)#Q�:;GJ%;,I?YAH��%/>302FCA14�+C0Y,d4C)5L8)5+34Z02+�,/>C)#Qz>302%/)�+M,I>C)�:/'�0O4OGO+C?Y'*.PQ
AP.1'�.P,�LC:;0OQ�)54CFC:;)Y|Jg$>C.1%l.1%l?YQ�,/F@?YAPAPGZ,/>C)&Q5?Y%/)&�90Y:�,/>C)&:;)54CFCQ�)54 ¥(?Y:;,/:/)5)�]¦i@0JQz��'*0J4C)5A=0Y��,I>C)
Q�:;GJ%;,I?YA«|8kO)�) � a ¨ ���902:T?�:/)5%;FCAP,T.P+�,I>C.P%$4C.1:;)5Q�,/.102+��902:T?�'�0O43)5A�<T.U,I> �-F@?Y+R,IFC'¸+-FCQ�A1)�.«|
W )�,*FC%*+30b<¹43)5%/Q�:/.P6h) ,I>C)�%/F3Lh)�:/Q5)�A1A�'*0J4C)�A«|[i@02:

L ∈ N \ {0} {[<l)�.1+R,/:/0J4CFCQ5)�,/>C)%;FCLh)�:/Q�)5A1A
ΛL = [−L/2, L/2)3

?Y+C4�,I>3)�¥�.1AP6h)�:;,$%;L@?YQ5)
L2

per(ΛL) =
{
ϕ ∈ L2

loc(R
3) | ϕ (LZ3)

]`L8)5:;.10J4C.1Q }
.g$>C)pA�?B,;,I.1Q�) R .P%�+30b<

LZ3 ?B+C4º.U,I% :/)�Q5.1L3:/0JQ\?YAVA1?B,/,/.1Q5) R∗ = 2π
L

Z3 {$>C)�+CQ5)p,I>C)
» :;.1APA102FC.P+ �502+C)

Γ∗ 68)5Q�02'�)5% [−2πη
L
, 2π(1−η)

L
)3 {h<T.U,I> η = 0

.U�
L
.1%()�N2)�+p?Y+C4

η = 1/2
.P�

L
.P%$0O434�|C¢¼)X�B)5)5L�,I>C)X+C0B,z?B,/.102+

Γ = [−1
2
, 1

2
)3 = Λ1

|
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 � ��� � ! )�+��',���, !�� � " ��� ,(� "���� "�!:!(�����#��)�+��

¢¼)(?YAP%/0
.1+R,I:;0O4CF3Q5)$,I>C)
LZ3 ]°Lh)�:/.P0O4C.PQTª#02FCAP02'Z6�Lh0B,I)5+R,/.�?YA GL

4C)��C+C)54�?B%�,/>C)(F3+C.1�-FC)
%;02A1F3,/.102+�,/0





−∆GL = 4π

(∑

k∈Z3

δkL− 1

L3

)

GL LZ3
]°Lh)�:/.P0O4C.PQ

,
'*.P+

R3 GL = 0._°,�.1%$)5?Y%;G�,/0SQz>C)5Qz����%;)5)�kO)�Q�,I.P02+ a |��R�l,I>@?B,
GL(x) = L−1G1(x/L)

?Y+C4�,/>@?B,

GL(x) =
c

L
+

∑

k∈R∗\{0}

4π

|k|2
1

L3
eik·x.

� 0D<º<l)
:/)5Q5?YA1Ah,I>@?B,$�90Y:T?Y+RG
LZ3 ]°Lh)�:/.P0O4C.PQ&�9FC+CQ�,I.P02+ g {

(g ?ΛL
GL) (x) :=

∫

ΛL

GL(x− y) g(y) dy,

DGL
(f, g) :=

∫

ΛL

∫

ΛL

GL(x− y) f(x) g(y) dx dy.

� +�?Y43'*.P%/%/.P6CA1)&)5A1)�Q�,/:/02+C.PQV%;,I?B,I)X.1%�,/>C)5+�4C)�%/Q5:;.168)54�6RG�?S0Y+C)�]°6h0J43G�43)5+C%;.P,`G '*?B,I:;.Uc
γ
.P+

Psc,L =

{
γ ∈ S1(L

2
per(ΛL)) | γ∗ = γ, 0 ≤ γ ≤ 1, TrL2

per(ΛL)(−∆γ) < +∞
}
.

� +-G
γ ∈ Psc,L

>@?Y%M?�<l)5APAU]`43)��@+C)�4 4C)�+C%/.U,`G�0B�$Qz>@?Y:;~2)
ργ(x) = γ(x, x)

{�<T>C)�:/)
γ(x, y).P%Z,I>C)��B)5:/+3)5AT0Y�T,I>C) 02L8)5:/?B,I0Y:

γ
| � 0B,I.1Q�)	,I>C?B,

γ(x + Lz, y + Lz′) = γ(x, y)
�902:�?Y+RG

z, z′ ∈ Z3
{3<T>3.1Qz>�.1'�LCA1.P)5%l,/>@?B,

ργ
.1%
LZ3

]`L8)5:/.P0O43.1QY|
g$>C:/0YFC~2>C02FO,V,I>C.P%V%/)5Q�,I.P02+�{�<l)*F3%/)�,I>C)�%;FC6C%;Q5:/.PL3,�� %;QY¤�,/0�.P+C4C.PQ\?B,/)M,I>@?u,V<#)SQ50Y+C%/.P4C)5:

,/>C)V,I>C)�:/'�0O43GJ+@?B'*.PQfA1.P'*.U,#0Y��,I>3)
%;FCL8)5:/Q�)5APA�'�0J4C)5A¶|

� 
�� 
�� ���  � > <	� ��A�C > �!� ��� > � � � � � � < &)� �  �9 #�0�

» )5Q5?YFC%;)Z02FC:('*0J4C)5A�<T.P,/>�4C)��9)5Q�,VFC%/)�%f,I>C)�4C)��9)�Q�,�]°�9:/)�)Z4C)�+C%/.U,`G�'*?B,I:;.Uc�0Y�",I>C)�i@)�:/'�.
%;)\? ?Y%�? :;)��9)�:/)5+3Q5)Y{l<#)7+3)5)54�,/0 %;,I?Y:;,�<T.U,I>�,/>C)7%�,IFC43Gj0Y�V,/>C)�,I>3)5:/'�0J43GJ+@?Y'�.1Q�A1.1'�.P,
<T.U,I>C02FO,�4C)��9)�Q�,5|K¢¼)�?B:/)�~202.P+C~�,/0!LC:/0DN2)��90Y:M,I>C)�%;FCL8)5:/Q�)5APA�'*0J4C)�A�?7:/)�%/FCAU,S?Y+@?BA102~20YFC%
,/0�
^� a {Cg$>3' a | a
� |
g$>C)�:/)543FCQ5)�4�¥&?Y:�,I:;)5)�]`i@0OQz�Z)�+C)5:;~YGS�9FC+CQ�,I.10Y+@?YAC0Y�h,I>C)�%/F3Lh)�:/Q5)�A1A='�0O4C)�A@.1%�4C)��@+C)54��902:

γ ∈ Psc,L

?Y%

E0
sc,L(γ) = TrL2

per(ΛL)

(
−1

2
∆γ

)
+

1

2
DGL

(ργ − µper, ργ − µper)

<T>C)�:/)�<l)7:;)5Q\?BA1A$,I>@?u,
µper(x) =

∑
R∈Z3 Zm(x − R)

.1%*?
Z3
]��9,/>-FC%

LZ3
]��ZLh)�:/.P0O4C.PQ

�9FC+3Q�,I.P02+�|Jg$>C)&:;)54CF3Q5)54 ¥(?Y:;,/:/)�)�]¦i@0JQz�S~2:/02F3+C4	%�,z?B,/)&)5+3)5:/~BG*�902:l?�+3)5F3,/:I?YA8%;GJ%;,/)5' .1+S,I>C)
680\c 0Y�d%/.1��)

L
.1%�,/>C)5+�~2.PNY)5+�6RG

I0
sc,L = inf

{
E0

sc,L(γ), γ ∈ Psc,L,

∫

ΛL

ργ =

∫

ΛL

µper = ZL3

}
.

�9�C| ¨Y R�
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W )�,�F3%[:/)5Q5?YA1AJ,I>@?u,
I0
per

{
γ0

per

?Y+C4
H0

per

?Y:/)�43)��@+C)�4S.1+�kO)�Q�,I.P02+��C| a |B¢�)T?Y:;)�~202.P+C~&,I0VL3:/0DN2)
,/>C)V�902A1AP0b<T.P+C~

&('!)+*-,.)0/21 � &3'�)�,4/5*76�8�9�:;/�<>=@?><A/5<CBD*-EFB.'�)G6!)+EH)�=IB�JKEH,.)+)MLON�PQ)+,4=R)0?>?�/5*S6�)�? 	.T�U r�o
Z > 0 VmXW(Ydsu­&xYtHt

L ∈ N \ {0} Z o9q@r&®�mHn@mH®�m\[5mHn�](w8­IsI^5t1r�® I0
sc,L

q3xuvVxYo[t1r/xuv�olsun�r&®�mHn@mH®�m\[ur�­ Z xYn8�xYtHtOo9q@r�®�mHn@mH®�m\[ur�­zv�vzq3xY­Ir$oHq@r#v5xY®	r$�Jr�n3v�mHoA_ V�` qJm1vT�Jr�n3v�mHoA_Vm1v Z3 a w@r�­�m«s5�Ym«y Vcb rzv�m��Jrzv Z oHq@r�­zrm1v�sun�rX®�mHn@mH®�m\[ur�­
γ0

sc,L

sed����3| ¨2 2�gf"qJm«yzq7yzsu®�®�¬Jo`rzvgf[mHo9q�oHq@rXo�­;xYn3v�tUxYo¶m«sun3v
τk Z k ∈ Z3 V

mHmXW ` q@rQd\sutHt1s4f[mHn�]�o9q@r�­�®	s5�I_un8xY®�m«yVt mH®�mHo�w8­zszw@r�­�o�m«rzvfq@sutU�*o�­�¬=r3h
• �¶ª#02+RN2)�:/~2)�+CQ5)�0Y�d,/>C)X)5+C)�:/~YG L8)5:TFC+3.P,$Q�)5A1A�� V

lim
L→∞

I0
sc,L

L3
= I0

per;

• �¶ª#02+RN2)�:/~2)�+CQ5)�0Y�d,/>C)X4C)5+3%/.P,`G3� V
√
ργ0

sc,L
⇀
√
ργ0

per

f#r/x4iutj_SmHn
H1

loc(R
3),

�9�C| ¨IkR�

ργ0
sc,L

→ ργ0
per

v�o¶­Isun�]Ytj_�mHn
Lploc(R

3)
d\su­

1 ≤ p < 3
xYn8��x V r V ;

• �¶ª#02+RN2)�:/~2)�+CQ5)�0Y�d,/>C)X'*)5?Y+O]«�@)5AP4e¥(?Y'�.1AP,/02+C.1?Y+	?B+C4e.U,I%$%;Lh)�Q�,I:;FC'	� V U r�o

H0
sc,L = −∆

2
+ (ργ0

sc,L
− µper) ?Γ G1

vDrzr�n¼xuvZxYn szw@r�­;xYo`su­ZxJy�o�mHn�]esun
L2(R3) V#` q@r�n Z d\su­ZxYtHt L ∈ N \ {0} Z H0

sc,L − H0
per

m1vSx
^�su¬Jn8�Jr/��szw@r�­;xYo¦su­
xYn8�

lim
L→∞

∣∣∣∣H0
sc,L −H0

per

∣∣∣∣ = 0.

l r�n�suo�mHn�]m^�_
(λLn(ξ))n∈N\{0}

oHq@r&n�sun8�Jrzy�­zr/xuv�mHn�]VvDrKn5¬=r�n�yzrXsedVr�m\]Jr�n;ouxYt ¬=rzvXsed
(H0

sc,L)ξ
d\su­

ξ ∈ Γ∗ Z sun�rfq3xuv
lim
L→∞

sup
n∈N\{0}

sup
ξ∈Γ∗

∣∣λLn(ξ) − λn(ξ)
∣∣ = 0

�9�C| µ �R�

f"q@r�­Ir
(λn(ξ))n≥1

xY­IrXoHq@r�r�m\]Jr�n;ouxYt ¬=rzvZsed
(H0

per)ξ
mHn@o¶­Is5�Y¬@yzr/�*mHn ` q@rzsu­Ir�®qp V

mHmHmXWsrfvzv�¬J®	r	mHn�xR�R�YmHo�m«sun o9q3xYoutwvyxcz�q@sutU�uv V Y�m|{�vDsu®	r εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1) V@` q@r�nud\su­ LtUxY­A]JrSr�n�su¬R]uq Z oHq@r�®�mHn@mH®�m\[ur�­ γ0

sc,L

sed
I0
sc,L

m1v�¬On@m>n5¬@r V�} o#m1vZxYt vDs*oHq@rM¬Jn@m>n5¬@rM®�mHn@mH®�m\[ur�­sedXoHq@r�d\sutHt1s4f[mHn�]Vw8­IsI^5t1r�®

I0
sc,L,εF

:= inf
{
E0

sc,L(γ) − εFTrL2
per(ΛL)(γ), γ ∈ Psc,L

}
.

�9�C| µJ�b�

~ ­zsDsed V
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5 B )+P x
W )�,�FC%T�@:/%�,(L3:/0DN2)X,I>@?u,

lim sup
L→+∞

1

L3
I0
sc,L ≤ I0

per

|8kJ,I?Y:;,/.1+C~Z�9:;02'�,I>3) » A10JQz>e4C)�Q502'�L80B]
%;.P,I.P02+

γ0
per =

1

(2π)3

∫

Γ∗

(γ0
per)ξ dξ

0Y�
γ0

per

.U,".P%"L802%/%;.16CAP)l,I0&Q502+C%�,I:;FCQ�,�?&Q�02+RN2)�+C.1)�+-,[,/)5%�,K�9FC+CQ�,I.10Y+
γ̃sc,L

�90Y:$���3| ¨2 2�d?Y%"�90YA1A10D<T%��

γ̃sc,L(x, y) =
1

(2π)3

∑

ξ ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

eiξx
(∫

ξ+[− 2πη
L
,
2π(1−η)

L
)3
e−iξ

′x(γ0
per)ξ′(x, y) e

iξ′ydξ′
)
e−iξy,

<T.U,I>
η = 0

.P�
L
.1%$)�NY)5+�?Y+C4

η = 1/2
.P�
L
.P%$0O4C4�|

_°,
.1%X)5?Y%;G7,/0eQz>3)5Qz�!,I>@?u,
γ̃sc,L

.1%X%/)�AP��]`?Y4uE;02.P+-,5{�+C0Y+C+C)5~2?B,I.UN2)�?Y+C4p%I?B,/.1%��@)5%
ρeγsc,L

= ργ0
per�9%/)5)�kO)5Q�,I.10Y+ a |��-��|�_`+ L@?B:;,I.PQ5FCA1?Y:5{�%;.1+CQ�) 1

(2π)3

∫
Γ∗ TrL2

ξ(Γ)(γ
0
per)ξ dξ = Z < ∞ {�<l)�Q5?Y+<T:;.P,I)

∫

ΛL

ρeγsc,L
=

∫

ΛL

µper = ZL3.

g$>C)�+�{@<T>C)5+
f ∈ L2

per(ΛL)
{
γ̃sc,Lf

.1%T?BA1%/0S.P+
L2

per(ΛL)
.P�

∀z ∈ LZ3, γ̃sc,L(x+ z, y) = γ̃sc,L(x, y + z) = γ̃sc,L(x, y) ∀x, y ∈ R3.

g�0T)5+C%;FC:/)[,I>C?B,\{5<l)�FC%/)K,/>@?B,
(γ0

per)ξ
.P%�.1+

L2
ξ(Γ)

{�<T>C.PQz>�.P'*L3A1.1)�%8,/>@?B,
e−iξ

′x(γ0
per)ξ′(x, y)e

iξ′y ∈ L2
per

�
�902:

z ∈ LZ3
{

e−iξ
′(x+z)(γ0

per)ξ′(x+z, y)e
iξ′y = e−iξ

′x(γ0
per)ξ′(x, y)e

iξ′y = e−iξ
′x(γ0

per)ξ′(x, y+z)e
iξ′(y+z).

� %
ξ ∈ 2π

L
Z3 ∩ Γ∗ { eiξ(x+z) = eiξx

?B+C4
e−iξ(y+z) = e−iξy

�90Y:*)�N2)5:�G
z ∈ LZ3

|#kO0
γ̃sc,L ∈ S1(L

2
per(ΛL))

?B+C4e.U,$<�?B%TNY)5:;.P�@)�4e.P+�kJ)5Q�,/.102+ a |���,I>@?B,$�C+@?YA1AUG
γ̃sc,L

.P%$.1+ Psc,L

|
� 0b<X{=%;.1+CQ�)
680Y,/>

ργ0
per

?Y+C4
µper

?Y:/)
Z3
]`L8)5:;.10J4C.1QB{

DGL

(
ρeγsc,L

− µper, ρeγsc,L
− µper

)
= L3DG1

(
ργ0

per
− µper, ργ0

per
− µper

)
.

g�0!)5%�,z?Y6CAP.1%;>¼,I>C.P%Z.1+3)5�-F@?YAP.P,`G2{�<l)�FC%/)�,/>C)	��?YQ�,M,/>@?B,
WL(x) =

∫
ΛL
GL(x − y)f(y) dyNY)5:/.U�@)5%





−∆WL = 4π(f −
∫

ΛL

f),
∫

ΛL

WL = 0,

�9�C| µ a �

<T.U,I>
f Z3

]°Lh)�:/.10J4C.PQ�?Y+C4
WL LZ3

]°Lh)�:/.10J4C.PQY| » )5%/.P4C)5%
W1 =

∫
Γ
G1(x−y)f(y) dy

N2)�:/.P�C)5%




−∆W1 = 4π(f −
∫

Γ

f),
∫

Γ

W1 = 0,
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<T.U,I>
f Z3 ]°Lh)�:/.10J4C.PQM?Y+34 W1 Z3 ]°Lh)�:/.10J4C.PQ
>3)5+CQ�) LZ3 ]°Lh)�:/.10J4C.PQY|@g$>C)ZL80Y,/)5+R,I.1?YA W1

,I>3)�]
:;)��902:;)*?BA1%/0�NY)5:;.P�@)�%��9�C| µ a �f?Y+C4¡6RG!FC+C.P�-FC)5+C)�%/%�0Y�l,/>C)�%/0YA1F3,/.102+!0Y��,I>3.1%V)5APA1.PL3,I.PQM%;GJ%�,I)5'�{
WL = W1

?Y+34�,/>C)5:;)��902:;)Y{C,z?B�J.P+C~
f = ργ0

per
− µper

{3,I>C)X:;)5%/F3AP,�.1%$LC:;0DN2)54�|
» )5%;.14C)�%5{C,/>C)X�J.P+C)�,/.1QVL@?B:;,�0Y��,I>C)X)5+3)5:/~BG�:/)5?Y4C%

1

L3
TrL2

per(ΛL)

(
−1

2
∆γ̃sc,L

)
=

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆
(
γ0

per

)
ξ

)
dξ

− 1

2(2π)3

∑

ξ ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∫

ξ+[− 2πη
L
, 2π(1−η)

L
)3
|ξ − ξ′|2TrL2

ξ′
(Γ)((γ

0
per)ξ′) dξ

′

− i

(2π)3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∫

ξ+[− 2πη
L
,
2π(1−η)

L
)3

(ξ − ξ′) · TrL2
ξ′

(Γ)(−i∇(γ0
per)ξ′) dξ

′.

_°,��902A1AP0b<T%X�9:/0Y'�,I>C)*6h02F3+C4C)543+C)5%;%�0Y� ∫
Γ∗ TrL2

ξ(Γ)((1 − ∆)(γ0
per)ξ) dξ

?Y+34¼�9:/02'�,/>C)	.P+O]
)��JFC?YA1.U,`G | − 2i∇| ≤ (1 − ∆)

,I>C?B,�,I>C)�A1?Y%;,M,`<#0¡,I)�:/'�%�0Y�T,I>C)�?Y680DN2) )�cOLC:;)5%/%;.102+j?Y:;)
6802FC+C43)54�6RG

C
(

2π
L

)3 ?Y+C4�,I>C)�:/)��902:/)X~20�,I0S��)5:/0S<T>C)�+
L→ +∞ {C>C)�+CQ5)X,I>C?B,

lim
L→+∞

1

L3
TrL2

per(ΛL)

(
−1

2
∆γ̃sc,L

)
=

1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
(∆γ0

per)ξ

)
dξ.

g$>C)�:/)��902:/)
limL→+∞L−3E0

sc,L(γ̃sc,L) = E0
per(γ

0
per) = I0

per

?B+C4 Q502+C%;)5�-FC)�+-,/APG

lim sup
L→+∞

1

L3
I0
sc,L ≤ lim

L→+∞
1

L3
E0

sc,L(γ̃sc,L) = I0
per.

5 B )+P��
W )�,�FC%�+C0D< )�%;,z?B6CA1.P%/>X,I>@?B,

lim inf
L→+∞

1

L3
I0
sc,L ≥ I0

per

|Di".P:/%�,\{5,/>C)�)�cO.1%�,I)5+3Q5)#0B�C?$'�.1+C.P'*.P�5)5:
γL
�902:	���C|�¨2 R�&�902APA10D<T%f�9:/02'�,/>C)�%I?Y'�)	?B:/~2FC'�)5+R,/%
,/>@?B,
<#)*FC%/)�4 6h)��902:/)�.1+¼kO)�Q�,I.P02+ a | a

�9%/)5)f?YA1%;0
,/>C)f?Y:;~2FC'�)5+R,I%�.1+�,I>C)�LC:;0O0Y��0Y� 
^� a {-g$>C' a |U� � ��|R¢¼)(+C0D< %/>C0D<�,/>C)&FC+3.1�-FC)5+3)5%/%
0Y�h,I>C)TQ�02:/:;)5%/L802+C43.1+C~X4C)�+C%/.U,`G

ρ0
sc,L

| W )�,lF3%l?B%/%/F3'*)T,I>@?u,[,I>C)�:/)T)�cO.1%�,�,`<#0�'*.P+C.1'�.1��)5:/%
γ1

{
γ2

<T.U,I>�Q�02:/:;)5%/L802+C43.1+C~�4C)5+C%;.P,/.1)5%
ρ1

{
ρ2

{O?Y+C4
ρ1 6= ρ2

|Og$>C)�+�{36RG�,I>C)(%;,/:/.1Q�,�Q�02+RN2)�cO.U,`G	0Y�
DGL

?B+C4�,/>C)XA1.P+C)\?Y:;.P,`G*0Y��,I>C)V,I:/?YQ5)B{C<#)X>@?\NY)

E0
sc,L (t γ1 + (1 − t)γ2) < tTrL2

per(ΛL)

(
−∆

2
γ1

)
+ (1 − t) TrL2

per(ΛL)

(
−∆

2
γ2

)

+
t

2
DGL

(ρ1 − µper, ρ1 − µper) +
(1 − t)

2
DGL

(ρ2 − µper, ρ2 − µper),

= t E0
sc,L(γ1) + (1 − t) E0

sc,L(γ2),

= I0
sc,L,

<T>C.PQz>�Q�02+R,I:/?Y4C.1Q�,I%�,/>C)[>RGOL80Y,/>C)5%;.1%�0Y�
I0
sc,L

6h)�.1+C~�,/>C)['�.1+C.P'*.P�5)5:h?Y%
t γ1 + (1 − t)γ2 ∈ Psc,L

|
¥�)5+CQ�)Y{

ρ1 = ρ2

|
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� 0Y,/)$,I>@?B,5{-6-GS%�GJ'*'�)�,/:;G2{
ρ0

sc,L

.P%
Z3 ]°Lh)�:/.P0O4C.PQY|u¢¼)�+C0D<�4C)��@+C)(,/>C)�02Lh)�:I?B,/02: γ0

sc,L

?Y%

γ0
sc,L =

1

L3

∑

k∈Z3∩ΛL

τ ∗kγLτk.

g$>C) W ?YLCA1?YQ5.1?Y+�Q502'�'ZF3,/.1+C~�<T.P,I>�,/>C)V,I:I?B+C%/A1?B,I.P02+C%�0Y�
Z3 {@.P,$>302A14C%

∀k ∈ Z3, Tr

(
−∆

2
τ ∗kγτk

)
= Tr

(
τ ∗k

(
− ∆

2

)
γτk

)
= Tr

(
−∆

2
γ

)
.

g$>C)S%;)5Q50Y+C4p,/)5:;'�0Y��,I>C)S)�+C)5:;~YG7.P%f,I>C)�%/?Y'*)Z�90Y:
τ ∗kγLτk

?Y%f�90Y:
γL
%/.P+CQ5)

ρτ∗k γLτk(x) =
ρ0

sc,L(x− k)
?Y+C4

ρ0
sc,L

.1%
Z3
]`L8)5:/.P0O43.1QY|-g$>C)�+e.U,�.P%�Q5AP)\?Y:�,I>@?B,

τ ∗kγLτk
.P%$?YA1%;0�?Z'�.1+C.P'*.P�5)5:

�902:M���3| ¨2 2�l�902:�?YA1A
k ∈ Z3

| » G Q�02+RN2)�cO.U,`G2{�%;0	.P%
γ0

sc,L

| » )�%/.143)5%5{
γ0

sc,L

Q50Y'*'ZFO,I)5%$<T.U,I> ,I>C)
,/:I?Y+C%;A�?B,/.102+3%

τk
�902:T?BA1A

k ∈ Z3
%;0�,I>@?B,�.U,I%$�Y)�:/+C)�A

γ0
sc,L(x, y)

%I?B,/.1%��@)5%

∀(x, y, z) ∈ R3 × R3 × Z3, γ0
sc,L(x+ z, y + z) = γ0

sc,L(x, y).
� %K<#)$%/?D<j.1+�kO)5Q�,I.10Y+ a |��3{B,I>3)�02L3,/.1'*?YA1.U,`GVQ502+34C.P,/.102+C%d.1'�LCAPGV,/>@?B,

γ0
sc,L

Q\?Y+�68)�)�c3LC?Y+C4C)�4
?Y%$�902APA10D<T%

γ0
sc,L(x, y) =

1

L3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξe
iξ·xvLk,ξ(x) v

L
k,ξ(y)e

−iξ·y

<T>C)�:/)X�902:T?Y+RG
ξ ∈ 2π

L
Z3 ∩ Γ∗ { (vLk,ξ)k≥1

.P%T?Y+ 02:;,/>C02+C0Y:/'*?YA�6@?B%/.1%T0Y�
L2

per(Γ)
Q�02+C%/.P%;,/.1+C~

0Y�")5.P~2)5+3�9F3+CQ�,/.102+C%$0B�d,/>C)X%/)5AU��]¦?Y4bE;02.1+R,�0YLh)�:I?B,/02:$02+
L2

per(Γ)
4C)��C+C)54e6-G

−1

2
∆ − iξ · ∇ + (ρ0

sc,L − µper) ?Γ G1 +
1

2
|ξ|2

?Y%;%/0JQ5.1?B,I)�47<T.P,I>!)�.1~2)�+RNY?BA1FC)�%
λL1 (ξ) ≤ λL2 (ξ) ≤ · · · g$>C)�0JQ5Q5F3L@?B,I.P02+7+-FC'Z68)5:;% nLk,ξ ?B:/).P+ ,/>C)X:I?Y+3~2)

[0, 1]
?Y+34�%;FCQz>e,/>@?B,

1

L3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ = Z.

W ?Y%�,IAPGY{�,I>C)�:/)�)�cO.1%�,I%�? i=)�:/'�.KA1)�N2)�A
εLF ∈ R

%/F3Qz>¼,I>@?u,
nLk,ξ = 1

<T>3)5+C)�N2)5:
λLk (ξ) < εLF?Y+34

nLk,ξ = 0
<T>C)�+C)�NY)5:

λLk (ξ) > εLF
|@g�0*~2)�,$,I>C)X)�+C)5:;~YG 0Y�

γ0
sc,L

{C<l)V�@:/%�,(Q�02'�LCF3,I)

∇xγ
0
sc,L =

1

L3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ
(
iξeiξ·xvLk,ξ(x) v

L
k,ξ(y)e

−iξ·y + eiξ·x∇vLk,ξ(x) vLk,ξ(y)e−iξ·y
)
,

∆xγ
0
sc,L =

1

L3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ
(
− |ξ|2eiξ·xvLk,ξ(x) vLk,ξ(y)e−iξ·y + 2iξeiξ·x∇vLk,ξ(x) vLk,ξ(y)e−iξ·y

+eiξ·x∆vLk,ξ(x) v
L
k,ξ(y)e

−iξ·y),
TrL2

per(ΛL)

(
−∆

2
γ0

sc,L

)
=

∫

ΛL

−∆

2
γ0

sc,L(x, x) dx = L3

∫

Γ

−∆

2
γ0

sc,L(x, x) dx
6-G�Lh)�:/.10J4C.PQ5.P,`G

,

=
∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ
2

∫

Γ

(|ξ|2 − 2iξ · ∇ − ∆)|vLk,ξ(x)|2 dx,

=
∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ
2

∣∣∣∣(ξ − i∇)vLk,ξ
∣∣∣∣2
L2

per(Γ)
.
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1

L3
I0
sc,L =

1

L3
E0

sc,L(γ0
sc,L) =

1

L3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ
2

‖(−i∇ + ξ)vLk,ξ‖2
L2

per(Γ)

+
1

2L3
DGL

(ργ0
sc,L

− µper, ργ0
sc,L

− µper).
�9�C| µB�R�

¢�)X+C0D< .1+R,I:;0O43FCQ5)

γ̃0
sc,L(x, y) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)e
iξ·xvLk,βL(ξ)(x) v

L
k,βL(ξ)(y)e

−iξ·y dξ

<T>C)�:/)
βL(ξ)

.1%�,I>C)#FC+C.1�-FC)#)5A1)�'*)�+R,[0Y� 2π
L

Z3∩Γ∗ %;FCQz>�,I>@?B, ξ ∈ βL(ξ)+[−2πη
L
, 2π(1−η)

L
)3
|

γ̃0
sc,L

Q5?Y+ 6h)X:/)�<T:/.U,/,I)�+

γ̃0
sc,L(x, y) =

1

(2π)3

∫

Γ∗

eiξ·x(γ0
sc,L)βL(ξ)(x, y)e

−iξ·y dξ,

<T>C)�:/)
(γ0

sc,L)ξ(x, y) =
∑

k≥1

nLk,ξv
L
k,ξ(x) v

L
k,ξ(y),

,/>C)�?Y6h0DNY)(�B)5:/+3)5A=6h)�.1+C~f<l)5APAU]°4C)��@+3)54�%/.1+3Q5)
(γ0

sc,L)ξ
.P%K,I:/?YQ5)�]`Q5A1?Y%/%�?B+C4�,/>C)5:;)��902:;)�¥(.1AP6h)�:;,�]

kOQz>3'*.P43,\|�g$>3)5+�{�.P,f.1%V)\?B%;G7,/0�Qz>3)5Qz�!,I>@?u,
γ̃0

sc,L ∈ PZ
per

%/0�,I>@?u,
γ̃0

sc,L

Q\?Y+p68)�FC%/)�4 ?Y%X?
,/)5%;,��9FC+CQ�,I.P02+��902:
���C|� R��|Cg$>C)5:;)��902:;)

E0
per(γ̃

0
sc,L) ≥ I0

per.
�9�C| µu�-�

W )�,�FC%T:;)5'*?Y:/�	,/>@?B,

ργ̃0
sc,L

(x) = γ̃0
sc,L(x, x)

=
1

L3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

(
L

2π

)3

|vLk,βL(ξ)(x)|2 dξ,

=
1

L3

∑

βL(ξ)∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

(
L

2π

)3 ∫

βL(ξ)+[ 2πη
L
,
2π(1−η)

L
)3
nLk,βL(ξ)|vLk,βL(ξ)(x)|2 dξ,

=
1

L3

∑

βL(ξ)∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)|vLk,βL(ξ)(x)|2,

= γ0
sc,L(x, x) = ργ0

sc,L
(x).

ª#02+3%/)5�-FC)�+R,IAPGY{
ργ̃0

sc,L

.P%
Z3
]`L8)5:/.P0O43.1QY{3?Y+C4 02+C)X>@?B%

DG1(ργ̃0
sc,L

− µper, ργ̃0
sc,L

− µper) =
1

L3
DGL

(ργ0
sc,L

− µper, ργ0
sc,L

− µper).
�9�C| µ ± �
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1

(2π)3

∫

Γ∗

TrL2
ξ(Γ)

(
−1

2
∆
(
γ0

sc,L

)
ξ

)
dξ =

1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2
‖(−i∇+ξ)vLk,βL(ξ)‖2

L2
per(Γ)

=
1

L3

∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,ξ
2

‖(−i∇ + ξ)vLk,ξ‖2
L2

per(Γ) +RL

�9�C| µB¨R�

<T.U,I>

RL =
1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

(
‖(−i∇ + ξ)vLk,βL(ξ)‖2

L2
per(Γ) − ‖(−i∇ + βL(ξ))v

L
k,βL(ξ)‖2

L2
per(Γ)

)
.

� F3,;,I.1+3~!���3| µY�2�����9�C| µY¨R�l,I0Y~2)�,/>C)5:�{3<#)
)5+34eFCL <T.P,/> 1
L3 I

0
sc,L +RL ≥ I0

per.
� %

|RL| ≤ 1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

((
‖(−i∇ + ξ)vLk,βL(ξ)‖L2

per(Γ) − ‖(−i∇ + βL(ξ))v
L
k,βL(ξ)‖L2

per(Γ)

)

(
‖(−i∇ + ξ)vLk,βL(ξ)‖L2

per(Γ) + ‖(−i∇ + βL(ξ))v
L
k,βL(ξ)‖L2

per(Γ)

))
,

≤ 1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

((
‖(ξ − βL(ξ))v

L
k,βL(ξ)‖L2

per(Γ)

)

(
‖(−i∇ + βL(ξ) − βL(ξ) + ξ)vLk,βL(ξ)‖L2

per(Γ) + ‖(−i∇ + βL(ξ))v
L
k,βL(ξ)‖L2

per(Γ)

))
,

≤ 1

(2π)3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

((
2π

L

)3 (
‖(−βL(ξ) + ξ)vLk,βL(ξ)‖L2

per(Γ)

+2‖(−i∇ + βL(ξ))v
L
k,βL(ξ)‖L2

per(Γ)

))
,

≤ 2

L3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2
‖(−i∇ + βL(ξ))v

L
k,βL(ξ)‖L2

per(Γ) +
1

L3

∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

(
2π

L

)3

,

≤ 2

L3

∫

Γ∗

(∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2
‖(−i∇ + βL(ξ))v

L
k,βL(ξ)‖2

L2
per(Γ)

) 1
2
(∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

) 1
2

+

(
2π

L

)6
Z

2
,

≤ 2

L3

(∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2
‖(−i∇ + βL(ξ))v

L
k,βL(ξ)‖2

L2
per(Γ)

) 1
2
(∫

Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2

) 1
2

+

(
2π

L

)6
Z

2
,

≤ 2

L3



(

2π

L

)3 ∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2
‖(−i∇ + βL(ξ))v

L
k,βL(ξ)‖2

L2
per(Γ)




1
2

×

×



(

2π

L

)3 ∑

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

k≥1

nLk,βL(ξ)

2




1
2

+

(
2π

L

)6
Z

2
,

≤
(

2π

L

)3(2I0
sc,LZ

L3

) 1
2

+

(
2π

L

)6
Z

2
,
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<l)
�C+@?YA1AUG	0Y63,z?Y.P+
lim inf
L→+∞

1

L3
I0
sc,L ≥ I0

per

|

5 B )+P������ sun;oYr�­A]Jr�n�yzr�sedVo9q@rM�Jr�n3v�mHo>_

� 6-GJLC:;0O43FCQ�,(0Y��k-,I)5L3%���?Y+C4 a .P%�,I>@?u,
(γ̃0

sc,L)L∈N\{0}
.1%T?S'*.P+C.1'�.1��.1+C~�%/)5�-FC)�+CQ5)
�902:

I0
per

|Cg$>C)XQ502+RNY)5:/~Y)5+CQ�)�:;)5%/F3AP,I%T02+�,/>C)V4C)5+3%/.P,`G
ργ0

sc,L
= ργ̃0

sc,L

.1'�'�)54C.1?B,I)�APG��902APA10D<T%#�9:/0Y'
,/>C)XLC:/0J0Y�d0Y� 
^� a {3g$>C' a |U� � |

5 B )+P�1���� sun;oYr�­A]Jr�n�yzr�sedVo9q@r
®	r/xYn a�� r�tU�
	XxY®�mHt o`sun@m�xYn¡xYn8�	mHoHvVv`w@rzy�o¶­�¬J®

·f+C)�>@?B%
H0

sc,L − H0
per = ΦL

<T>3)5:/)
ΦL

%/0YAPN2)�%	,I>3) � 02.P%/%;02+�)5�-F@?B,/.102+ −∆ΦL =
4π(ργ0

sc,L
− ργ0

per
)
02+

Γ
<T.U,I>�L8)5:/.P0O43.1Qf6802FC+C4C?Y:;G�Q�02+C4C.U,I.P02+C%5| � %T.P,#�902A1AP0b<T%l�9:/02'�kJ,I)�L��

,/>@?B,
(ργ0

sc,L
−ργ0

per
)
Q�02+RN2)5:;~2)5%l,I0
�5)5:;0�.P+

L2
per(Γ)

{R<l)(026O,z?Y.P+S,/>@?B,
ΦL

Q502+RN2)�:/~2)�%l,/0���)5:/0
.P+
H2

per(Γ)
{@>C)�+CQ5)
.1+

L∞(R3)
|@ª#02+C%/)��-FC)5+R,IAUG2{

∣∣∣∣H0
sc,L −H0

per

∣∣∣∣ ≤ ||ΦL||L∞ → 0
�9�C| µ2µ2�

?Y%
L→ ∞ | » G	,I>C)X'�.1+O]°'	?uc*LC:;.1+CQ�.1LCAP)Y{J<#)X>@?\N2)

λn(ξ) = inf
Vn⊂Vn

sup
ϕ∈Vn\{0}

〈
(H0

per)ξϕ, ϕ
〉
L2

per(Γ)

||ϕ||L2
per(Γ)

= inf
Vn⊂Vn

sup
ϕ∈Vn\{0}

||(−i∇ + ξ)ϕ||2L2
per(Γ) +

∫
Γ
V 0

per|ϕ|2

||ϕ||L2
per(Γ)

,

�902:
n ≥ 1

{
ξ ∈ Γ∗ { λn(ξ) 68)5.1+3~�,I>C)�+O]«,I> » AP0OQz>¡)5.P~2)5+RNB?YAPFC)Z0Y� H0

per

.P+7,I>C)S.1+3Q5:/)5?Y%/.P+C~
02:;4C)5:#?Y+C4 Vn ,I>C)(%/)�,$0Y��?YAPA=%/FC6C%;L@?YQ�)5%$0Y��43.1'�)5+C%;.102+ n .P+CQ5APFC4C)54	.1+*,/>C)(�90Y:/' 4C02'*?Y.P+*0Y�
H0

per

{C<T>C.PQz>e.P%$.1+���?YQ�,
H1

per(Γ)
|8kJ.1'�.1A�?B:/APGY{

λLn(ξ) = inf
Vn⊂Vn

sup
ϕ∈Vn\{0}

〈
(H0

sc,L)ξϕ, ϕ
〉
L2

per(Γ)

||ϕ||L2
per(Γ)

= inf
Vn⊂Vn

sup
ϕ∈Vn\{0}

||(−i∇ + ξ)ϕ||2L2
per(Γ) +

∫
Γ
V 0

sc,L|ϕ|2

||ϕ||L2
per(Γ)

,
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<T>C)�:/)
λLn(ξ)

.P%�,/>C)
n
]°,/> » AP0OQz>*)5.1~Y)5+RNB?YA1FC)T0Y�

H0
sc,L

.1+�,I>C)�.1+3Q5:/)5?Y%/.P+C~M0Y:/4C)�:#?Y+34
V 0

sc,L =
(ργ0

sc,L
− µper) ∗G1

|@g$>3)5+�{

|λLn(ξ) − λn(ξ)| =

∣∣∣∣∣∣
inf
Vn⊂V

sup
ϕ∈Vn\{0}

〈
((H0

sc,L)ξ − (H0
per)ξ)ϕ, ϕ

〉
L2

per(Γ)

||ϕ||L2
per(Γ)

∣∣∣∣∣∣
,

≤ inf
Vn⊂V

sup
ϕ∈Vn\{0}

∣∣∣∣∣∣

〈
((H0

sc,L)ξ − (H0
per)ξ)ϕ, ϕ

〉
L2

per(Γ)

||ϕ||L2
per(Γ)

∣∣∣∣∣∣
,

≤ inf
Vn⊂V

sup
ϕ∈Vn\{0}

∣∣∣∣H0
sc,L −H0

per

∣∣∣∣ ||ϕ||L2
per(Γ)

||ϕ||L2
per(Γ)

,

=
∣∣∣∣H0

sc,L −H0
per

∣∣∣∣ ,
<T>C.PQz>�Q�A1)\?B:/APG*.1'�LCAP.1)5%�,I>@?u,

sup
n≥1

sup
ξ∈Γ∗

∣∣λLn(ξ) − λn(ξ)
∣∣ ≤ ‖ΦL‖L∞ −→

L→∞
0.

5 B )+P������ n@m>n5¬@r�n�rzvzvZsed
γ0

sc,L

d\su­
tUxY­A]JrgouxYt ¬@rzvZsed
L

_`+7,I>C)�:/)�'	?Y.P+C4C)�:&0Y�[,/>C)MLC:;0O0B�¦{8<l)�?Y%;%/FC'�)M,I>C?B,mtKvyx zX>302A14C%�{h.¶|�)B|8,/>@?B,
H0

per

>@?Y%V?
~R?BL�|
g$>C)X%/L8)5Q�,I:/F3'¸0Y�

H0
sc,L

Q�02+C%;.14C)�:/)54e?Y%�?Y+ 02L8)5:/?B,I02:$0Y+
L2

per(ΛL)
.1%$~2.UN2)5+�6RG

σL2
per(ΛL)(H

0
sc,L) =

⋃

n∈N\{0}

⋃

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

λLn(ξ).

_°,$�902APA10D<T%#�9:;02'�k-,I)5L��Z,I>C?B,$,I>C)�:/)X)�cO.P%;,I%$%;02'�)
L0 ∈ N \ {0} %/F3Qz>�,/>@?B,$�902:$?BA1A L ≥ L0

{
,/>C)XA10D<#)�%;,

ZL3 )�.1~2)�+RNY?BA1FC)�%$0Y� H0
sc,L

�9.1+CQ�A1FC43.1+C~Z'MFCAP,/.1LCAP.1Q5.U,I.P)5%z�[?Y:;)
⋃

1≤n≤Z

⋃

ξ∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

λLn(ξ)

?Y+34 ,/>C)5:;)�.1%S?7~R?YL 68)�,`<l)5)�+j,I>3)
(ZL3)

]«,I> ?Y+C4 ,/>C)
(ZL3 + 1)

]°%;,�)�.1~2)�+RNY?BA1FC)�%5| � %*?
Q�02+C%/)��-FC)5+CQ�)Y{

γ0
sc,L

.1%VFC+3.1�-FC)5AUG74C)��@+C)�4���.P,f.1%f,I>3)�%;Lh)�Q�,/:I?YA[LC:;0uE;)5Q�,I02:
?Y%;%/0JQ5.1?B,I)�4¡<T.U,I>
,/>C)XA10D<#)�%;,

ZL3
)�.1~2)�+RNY?BA1FC)�%$0Y�

H0
sc,L

{@Q50Y+C%/.P4C)5:;)54e?Y%�?Y+ 02Lh)�:I?B,/02:$02+
L2

per(ΛL)
|

5 B )+P��
W )�,

εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1)

|Di@02:
L
A�?Y:;~2)")�+C02FC~Y>�{

γ0
sc,L = χ(−∞,εF ](H

0
sc,L) = χ(−∞,0](H

0
sc,L − εF )?Y%�02L8)5:/?B,I02:;%&?BQ�,I.P+C~S02+

L2
per(ΛL)

|=g$>C.P%('�)\?Y+3%T,/>@?B,
γ0

sc,L

%I?B,/.1%��@)5%T,I>C)�³[FCA1)�:�] W ?B~2:I?Y+3~2)
)��JFC?B,I.P02+§?B%/%/0JQ5.1?B,I)�4 <T.P,I>

I0
sc,L,εF

{&%/)5)º���3| µO�D��| � %¡,/>C) �9FC+CQ�,/.102+C?YA
γ 7→ E0

sc,L(γ) −
εFTrL2

per(ΛL)(γ)
.1%�Q�02+RN2)�c�02+ Psc,L

{
γ0

sc,L

.1%$?Z'�.1+C.P'*.P�5)�:[0Y��,I>C.P%#�9FC+CQ�,I.P02+@?YA¶|J_°,/%$FC+C.P�JF3)�]
+C)�%/%f�902APA10D<T%f?B%&FC%;F@?YAd�9:;02'¹,I>C)ZF3+C.1�-FC)�+C)5%;%V0Y�[,I>C)M'*.P+C.1'�.1��.1+C~�4C)�+C%/.U,`G2{8<T>C.1Qz>!.P'*LCAP.1)�%
,/>C)&FC+3.1�-FC)5+3)5%/%#0Y��,I>3)&02L8)5:/?B,I02:

H0
sc,L

?Y+C4��9:/02'£,/>C)(��?YQ�,l,/>@?B,
0
.P%l+30Y,#.P+*,/>C)(%;Lh)�Q�,/:/FC'

0Y�
H0

sc,L − εF
|
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a | a
� ��Q50Y'*L@?B:/)��90Y:f.1+C%�,z?Y+3Q5) �9�C| ¨IkR�T<T.U,I> ���3| ¨RµY�;��|�g$>C.P%f.1%(6h)�Q\?YFC%;)�,I>C)Z%;FCL8)5:/Q�)5APA"'�0O4C)�A
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γ0

sc,L

.P+�,/>C)�680\c�0Y�K%;.1��)
L3
<T>3.1Qz>�.P%TLh)�:/.10J4C.PQ&�902:$,I>C)
A�?u,/,I.PQ5)

Z3
|=i@02:�?Y+�.1+C%;FCA�?B,/02:5{O,I>C)

FC+3.1�-FC)5+3)5%/%�0Y�
γ0

sc,L

�902:VA�?B:/~2)
L
?Y+C4!,I>C)SQ�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)	L3:/02L8)5:�,I.1)�%X0Y�&mHmHmXW*?B:/)�?YA1%;0�N2)�:;G

.P+-,/)5:;)5%;,/.1+C~S�902:$Q�02'*L3F3,z?B,/.102+C?YAhL3FC:/L802%/)�%5|

�������	� 
���
������ ������� ������������� �"!#� �$� � 
&%'
&�(�
¢¼)e)5+C4j,I>C.P%*%;)5Q�,/.102+�6-GjQ50Y+C%/.P4C)5:;.1+C~p,I>C)�,I>C)�:/'�0O43GJ+@?B'*.PQ�AP.1'�.P,�0B�f,I>C)e%/FCL8)5:;Q5)�A1A

'�0O43)5A[<T.P,/> ?e4C)��9)5Q�,\|*)T)5Q5?YA1AK,/>@?B,
ν ∈ L1(R3) ∩ L2(R3) ⊂ C .1%X,I>C)*+JF3Q5A1)5?Y:M43)5+C%;.P,`G0Y�"Qz>@?Y:;~2)M0Y��,I>3)�4C)��9)5Q�,\|hi".1:;%;,$<l)M:/)�Q\?YAPA�,I>@?u,�<l)
+C)5)�4�,I0�Lh)�:/.P0O4C.P�5)f,/>C.1%$�9FC+CQ�,I.P02+�<T.U,I>

:;)5%/L8)5Q�,(,/0�,I>C)X%/F3Lh)�:/Q5)�A1A
ΛL + �902:�,/>@?B,�:/)5?Y%/02+ <l)
>C?DNY)�43)��@+C)�4 �9%/)5)MkO)�Q�,I.P02+ a |��-�

νL(x) =
∑

z∈Z3

( , ΛL
ν)(· − Lz).

g$>C)	:/)543FCQ5)�4 ¥&?Y:�,I:/)�)�]`i=0JQz�¡)5+C)�:/~YGp�9FC+CQ�,I.P02+@?YA�0Y��,/>C)	%;FCL8)5:/Q�)5APAl'�0O43)5A[<T.P,/> 4C)��9)�Q�,M.1%
,/>C)5+e4C)��@+3)54e�90Y:

γ ∈ Psc,L

?Y%

Eνsc,L(γ) = TrL2
per(ΛL)

(
−1

2
∆γ

)
+

1

2
DGL

(ργ − µper − νL, ργ − µper − νL) .

i@02:
εF ∈ (Σ+

Z ,Σ
−
Z+1)

{C<l)�Q�02+C%/.P4C)5:�,/>C)V�902A1AP0D<T.1+C~Z'�.1+3.1'�.1�\?u,I.10Y+*LC:;026CAP)5'

Iνsc,L,εF = inf
{
Eνsc,L(γ) − εFTrL2

per(ΛL)(γ), γ ∈ Psc,L

}
.

�9�C| µB R�

¢�)�:;)5Q\?BA1AT,I>@?B,
γ0

per

.P%	4C)��@+C)54�.P+�kJ)5Q�,/.102+��C| a {�,/>@?B,
Eν
κ

?Y+C4
Q̄
?Y:;)�4C)��@+C)54�.P+�kJ)5Q�]

,/.102+ �C|��3| a {@?Y+C4 ,I>C?B,
I0
sc,L,εF

.1%$4C)��@+C)�4�.1+ekO)�Q�,/.102+��C|��C|P�Y| � 0D<º<l)XLC:/0DNY)
,/>C)
&('!)+*-,.)0/ � t &('!)+,4/5*S6S8�9�:;/�<>=�?A<>/�< B *-E@B.'�) LON!PQ)+,4=R)�?A?g/5*76!)�?.-M< B.' 6!)+EH)�=IB z T
U r�o

Z ∈ N \ {0} V r&vzv�¬O®	rXoHq3xYo(tKvyx z�q@sutU�uvXxYn8� � {�vDsu®	r εF ∈ (Σ+
Z ,Σ

−
Z+1) VD` q@r�npsun�rq3xuv

lim
L→∞

(
Iνsc,L,εF − I0

sc,L,εF

)
= Eν

εF
−
∫

R3

ν
(
(ργ0

per
− µper) ?Γ G1

)
+

1

2
D(ν, ν).

���C| µIkR�

r(�R�YmHo�m«sun8xYtHtj_ Z m d γνsc,L �Jr�n�suo¦rzvXx�®�mHn@mH®�m\[ur�­�d\su­����C| µY R� Z oHq@r�npsun�r(q3xuv Z ¬Dw!o`s	rw{2o�­/xJy ao�m«sun¼sed�xSv�¬ ^�vDrKn5¬=r�n�yzr Z
(γνsc,L − γ0

sc,L)(x, y) → Q̄(x, y)f#r/x4iutj_�mHn
H1

loc(R
3 × R3)

xYn8��v�o¶­Isun�]Ytj_�mHn
L2

loc(R
3 × R3) Z f"q@r�­Ir Q̄ m1vSx�®�mHn@mH®�m\[ur�­Ssed�9�C| �O�b� Z xuv�sI^5o«xYmHn�r/�*mHn ` q@rzsu­Ir�®0/ V!b rzv�m��Jrzv Z

ργν
sc,L

− ργ0
sc,L

→ ρ̄

f#r/x4iutj_�mHn
L2

loc(R
3) Z f"q@r�­Ir ρ̄ m1v
oHq@r�yzsu®�®	sun!�Jr�n3v�mHo>_ sed
xYtHt�oHq@r
®�mHn@mH®�m\[ur�­IvMsed����3| �3�D� V
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 aY±
� | � %*.P+ ,/>C)�L3:/)�NJ.P02FC%�LC:/0J0Y�¦{K<l)e4C)�+C0Y,/)�6RG
γ0

sc,L

,/>C) '*.P+C.1'�.1��)5:X0Y���9�C|�¨2 R�z{K<T>C.1Qz> .1%�F3+C.1�-FC)��902:
L
A�?Y:;~2)�)5+302FC~2> ?Y+C4 .P%S?YA1%;07,I>C)

FC+3.1�-FC)T'*.P+C.1'�.1��)5:�0Y�T�9�C| µO�b��| W )�, KL

6h)$,/>C)$%/)�,l0B��02L8)5:/?B,I0Y:/%
QL

02+
L2

per(ΛL)
%;FCQz>*,/>@?B,

γ0
sc,L +QL ∈ Psc,L

|3_`+���?YQ�,

KL =
{
QL ∈ S1(L

2
per(ΛL)) | Q∗

L = QL, |∇|QL|∇| ∈ S1(L
2
per(ΛL)),

− γ0
sc,L ≤ QL ≤ 1 − γ0

sc,L

}
.

¢�)X.1+R,I:;0O4CF3Q5) Eνsc,L,εF := Eνsc,L − εFTrL2
per(ΛL)

|=i@02:
QL ∈ KL

{C02+C)X>@?Y%

Eνsc,L,εF (γ0
sc,L +QL) − E0

sc,L,εF
(γ0

sc,L) = TrL2
per(ΛL)

(
−1

2
(∆γ0

sc,L + ∆QL)
)

+1
2
DGL

(ργ0
sc,L

+ ρQL
− µper − νL, ργ0

sc,L
+ ρQL

− µper − νL) − εFTrL2
per(ΛL)(γ

0
sc,L) − εFTrL2

per(ΛL)(QL)

−TrL2
per(ΛL)

(
−1

2
∆γ0

sc,L

)
− 1

2
DGL

(ργ0
sc,L

− µper, ργ0
sc,L

− µper) + εFTrL2
per(ΛL)(γ

0
sc,L),

= TrL2
per(ΛL)

(
−1

2
∆QL

)
+DGL

(ργ0
sc,L

− µper, ρQL
− νL) + 1

2
DGL

(ρQL
− νL, ρQL

− νL)

−εFTrL2
per(ΛL)(QL),

= TrL2
per(ΛL)(H

0
sc,LQL) −DGL

(ρQL
, νL) + 1

2
DGL

(ρQL
, ρQL

)

−εFTrL2
per(ΛL)(QL) −DGL

(νL, ργ0
sc,L

− µper) + 1
2
DGL

(νL, νL).

� 0Y,I)Z,/>@?B,f.P+7,I>C)Z?Y6h0DNY)�)�cOLC:/)�%/%;.102+�{
H0

sc,L

.1%(Q502+3%/.143)5:/)�4p?Y%V?Y+!02L8)5:/?B,I0Y:f02+
L2

per(ΛL)
|

©�%/.1+3~*g$>C)�02:/)�'��C{C<l)XQ\?Y+ <T:/.U,I)f,I>C?B,

TrL2
per(ΛL)(H

0
sc,LQL) − εFTrL2

per(ΛL)(QL)

= TrL2
per(ΛL)((H

0
sc,L − εF )(1 − γ0

sc,L + γ0
sc,L)QL(1 − γ0

sc,L + γ0
sc,L)),

= TrL2
per(ΛL)((H

0
sc,L − εF )(Q++,L

L +Q−−,L
L )),

= TrL2
per(ΛL)(|H0

sc,L − εF |(Q++,L
L −Q−−,L

L )),

%;.1+CQ�)
TrL2

per(ΛL)((H
0
sc,L − εF )Q++,L

L ) ≥ 0
{

TrL2
per(ΛL)((H

0
sc,L − εF )Q−−,L

L ) ≤ 0
?Y+C4

TrL2
per(ΛL)((H

0
sc,L−εF )(1−γ0

sc,L)QLγ
0
sc,L) = TrL2

per(ΛL)((H
0
sc,L−εF )γ0

sc,LQL(1−γ0
sc,L)) =

0
{C<T>C)5:;)
<l)X>@?\N2)
%/)�,

Q++,L
L = (1 − γ0

sc,L)QL(1 − γ0
sc,L)

?Y+C4
Q−−,L
L = γ0

sc,LQLγ
0
sc,L.

g$>C)�+e,/>C)X)5�-F@?YAP.P,`G�0Y+�,/>C)X)5+C)�:/~2.P)5%TQ\?Y+ 68)X:/)�<T:;.P,;,I)5+�{C�902:
L
A�?B:/~2)f)�+C02FC~Y>�{=?Y%

Eνsc,L,εF (γ0
sc,L +QL) − E0

sc,L,εF
(γ0

sc,L) = TrL2
per(ΛL)(|H0

sc,L − εF |(Q++,L
L −Q−−,L

L ))

+
1

2
DGL

(ρQL
− νL, ρQL

− νL) −DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper).

�9�C|   �R�
_°,T�902APA10D<T%#�9:/0Y' ���C|�  �R��,I>@?B,

Iνsc,L,εF − I0
sc,L,εF

= inf
{
Eν

sc,L(QL) − εFTrL2
per(ΛL)(QL), QL ∈ KL

}

−DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper) +

1

2
DGL

(νL, νL).
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<T>C)�:/)

Eν
sc,L(QL) − εFTrL2

per(ΛL)(QL) := −DGL
(ρQL

, νL) +
1

2
DGL

(ρQL
, ρQL

)

+ TrL2
per(ΛL)

(
|H0

sc,L − εF |1/2(Q++,L
L −Q−−,L

L )|H0
sc,L − εF |1/2

)
.

i".1:;%;,5{�FC%;.1+C~
ν
68)5.P+C~ .1+

L1(R3) ∩ L2(R3)
?Y+C4!,I>3)�Q�02+RN2)�:/~2)�+CQ5)*0Y�

ΦL = (ργ0
sc,L

−
ργ0

per
) ?Γ G1

,/0��5)�:/0�.1+
L∞ ��%;)5)�kJ,/)5L¡��0Y��,I>3)ZLC:/0J0Y��0Y��g$>C)�02:/)�'���.1+!kO)5Q�,I.10Y+!�C|��3|P�b��{

<l)�0Y63,z?Y.P+

−DGL
(νL, ργ0

sc,L
−µper)+

1

2
DGL

(νL, νL) −→ −
∫

R3

ν
(
(ργ0

per
−µper) ?ΓG1

)
+

1

2
D(ν, ν).

_`+C43)5)54�{8<l)X>@?\N2)

DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper) =

∫

ΛL

(GL ∗ΛL
νL)(x) νL(x) dx,

=
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

ck(GL)|ck(νL)|2,

<T>C)�:/)
ck(f)

4C)5+C0B,I)5%�,/>C)
k
]°,/>
i=0YFC:/.P)5:�Q�0O)��*Q�.1)�+-,�0Y�

f
|\¢�)�?YA1:;)\?Y4OGf�-+C0D< ,I>C?B,

ck(GL) =
4π
|k|2
�902:

k 6= 0
?B+C4�<#)
Q502'�LCF3,/)

ck(νL) =
1

L
3
2

∫

ΛL

∑

z∈Z3

ν(x− Lz)e−ik·x dx,

=
1

L
3
2

∑

z∈Z3

∫

ΛL

ν(x− Lz)e−ik·(x−Lz) dx,
6RG�L8)5:/.P0O43.1Q5.U,`G2{J�902:

k ∈ 2π

L
Z3,

=
1

L
3
2

∑

z∈Z3

∫

−Lz+ΛL

ν(y)e−ik·y dy,

=
1

L
3
2

∫

R3

ν(y)e−ik·y dy,

=

(
2π

L

) 3
2

ν̂(k),

>C)�+CQ5)
DGL

(νL, νL) =
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

4π

|k|2
(

2π

L

)
|ν̂(k)|2,

<T>C.PQz>�Q50Y+-NY)5:;~2)5%�,I0
D(ν, ν) = 4π

∫
R3

|ν̂(k)|2
|k|2

<T>C)5+
L → ∞ 6RG Q�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)70Y�(,I>C)

)T.1)�'	?Y+3+�%;FC'�%5|
g$>@?Y+C�-%T,I0S,I>C)XLC:;0O0B�"0Y�"g$>C)50Y:/)5'¸��.1+ekO)�Q�,/.102+��C|��C|P�Y{C<#)
>@?\N2)X,I>@?u,

G1 ∗Γ (ργ0
sc,L

−
µper) = GL ∗ΛL

(ργ0
sc,L

− µper)
%;.1+CQ�)

ργ0
sc,L

− µper

.1%
Z3
]`L8)5:;.10J4C.1Q
?Y+C4e.P,/%&.1+R,/)5~2:/?YA�0bNY)5:



� aYa ���������	��
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!3���4#

Γ
.P%$)5�-F@?YA�,/0*��)5:;0C|@g$>C)5+�{

DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper) =

∫

ΛL

(G1 ∗Γ (ργ0
sc,L

− µper))(x) νL(x) dx,

∣∣∣DGL
(νL, ργ0

sc,L
− µper)

∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

ΛL

(G1 ∗Γ (ργ0
sc,L

− ργ0
per

))(x)νL(x) dx

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫

ΛL

(G1 ∗Γ (ργ0
per

− µper))(x)νL(x) dx

∣∣∣∣ ,

,/>C)��C:/%;,�,I)�:/' Q�02+RN2)5:;~2)5%d,I0��5)5:;0(,/>@?Y+C�-%�,I0(,/>C)�Q502+RN2)�:/~2)�+CQ5)#0Y�
ΦL = (ργ0

sc,L
−ργ0

per
)?ΓG1,/0f�5)�:/0f.P+

L∞ ?Y+C4M,/>C)l��?YQ�,",/>@?B, ν .1%�.1+ L1(R3)
{bGJ.P)5A143.1+C~�,I>@?B,�,I>3)�%/)��JF3)5+CQ�)

(||νL||L1(ΛL)).P%&6802FC+C4C)�4�|�g$>C)�+�{�%;.1'�.1A1?Y:/AUG	,I0*<T>@?B,&<l)�4C.P47?Y680DN2)Y{h<#)Z>C?DNY)Z,I>C)MQ502+RN2)�:/~2)�+CQ5)�0B�[,I>C)
i@02FC:;.1)�:$%/)5:;.1)�%�0B�d,/>C)X%/)5Q�02+C4�,I)5:;'�,I0

4π
∫

R3
̂(ργ0

per
− µper)(k)ν̂(k)/|k|2 dk

|
·fFC:$~20R?YA�.1%�,I0SLC:;0DN2)X,I>@?B,

lim
L→∞

Eν
εF ,L

= Eν
εF

�9�C|  O�b�
<T>C)�:/)

Eν
εF ,L

= inf
{
Eν

sc,L(QL) − εFTrL2
per(ΛL)(QL), QL ∈ KL

}
.

�9�C|   a �

5 B )+P x ���������	��
���
����������

_`+¼,I>3)�LC:/0J0Y�T0Y�����3|  3�D��{�<#)�%;>@?YAPAl+C)�)54 %;)�N2)�:I?YAl,I.1'�)5%X,I0�Q502'�L@?Y:;)	%;,I?B,I)�%�A1.UNO.P+C~�.1+
L2

per(ΛL)
<T.U,I> %;,I?B,I)�%(AP.PNJ.1+3~Z.1+

L2(R3)
|3gd0S,I>C.P%$)5+C4�{=<l)X.1+R,I:;0O43FCQ5)V,I>3)
'*?YL

iL : L2(R3) → L2
per(ΛL)

ϕ 7→
∑

z∈Z3

( , ΛL
ϕ)(· − Lz).

� 0Y,I.PQ5)Z,I>C?B,
(iL)

∗ : L2
per(ΛL) → L2(R3)

.1%&,/>C)�02L8)5:/?B,I02:(<T>C.1Qz>!,I0 ?B+-G�Lh)�:/.P0O4C.PQ��9FC+3Q�]
,/.102+

ψ ∈ L2
per(ΛL)

?Y%/%;0OQ�.�?B,/)5%V,I>3)��9FC+3Q�,I.P02+ , ΛL
ψ ∈ L2(R3)

| )T)5'*?Y:/��,I>@?B,
iL(iL)∗ =

IdL2
per(ΛL)

<T>C)5:;)\?Y%
(iL)

∗iL = , ΛL

|$¥()�+CQ5)
iL
43)��@+C)�%�?B+ .P%/02'�)�,/:;G �9:/02'

L2(ΛL)
,I0

L2
per(ΛL)

|hg$>3)Z)5�-F@?YAP.P,`G
(iL)

∗iLϕ = ϕ
.P%(0Y+CAPG ,I:;FC)M<T>C)�+

ϕ ∈ L2(R3)
>@?B%f.P,/%(%;FCLCL802:;,

.P+
ΛL

|K¢ >3)5+
ϕ ∈ H1(R3)

%/?B,I.P%;�@)�%	kJFCLCL
(ϕ) ⊂ ΛL

{",I>3)5+ 02+C)�?YA1%;0¡>@?Y%
∂xi
iL(ϕ) =

iL(∂xi
ϕ)
|

� 0Y,/.1Q�)�.P+ ?Y4C4C.U,I.10Y+ ,I>@?B,�.U�
A ∈ S1(L

2
per(ΛL))

{K,/>C)5+
(iL)

∗AiL ∈ S1(L
2(ΛL)) ⊆

S1(L
2(R3))

?Y+C4
TrL2

per(ΛL)(A) = TrL2(R3) ((iL)
∗AiL) .kO.P'*.PA�?Y:;APGS.U�

A ∈ Sp(L
2
per(ΛL))

{

||A||
Sp(L2

per(ΛL)) = ||(iL)∗AiL||Sp(L2(R3)) .
�9�C|  Y�R�

i".1+C?YA1AUG2{�<l)�%/>C?YA1A�FC%;)	,I>@?u,��902:�?Y+RG
Z3
]°Lh)�:/.P0O4C.PQ�6h0YFC+C4C)�4 �9FC+CQ�,/.102+

f
{
iLf = fiL

{
<T>C)�:/)7<l)7FC%;)�,I>C)�%I?Y'�)�+C0B,z?B,/.102+

f
,I0¼4C)5+C0B,I)�,/>C)�'ZF3AP,I.PLCA1.PQ\?B,/.102+ 0YLh)�:I?B,/02:*6RG ,I>C)

�9FC+3Q�,I.P02+
f
?YQ�,I.1+3~�)5.U,I>C)�:f02+

L2
per(ΛL)

0Y:f02+
L2(R3)

|�kO.1'�.1A1?Y:/AUG2{3,/>C)�02L8)5:/?B,I02:
H0

sc,L =
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−∆/2 + (ργ0
sc,L

− µper) ?Γ G1

Q\?Y+�68)f%;)5)5+�?Y%�?YQ�,/.1+C~Z0Y+
L2

per(ΛL)
02:l02+

L2(R3)
?Y+34�<#)

FC%;)(,/>C)T%I?Y'�)T+C0Y,z?u,I.10Y+�.P+�,I>C)$,`<l0MQ\?B%/)5%�|Og$>3)5+*<l)�>@?\N2)T�902:�?Y+RG
ϕ ∈ C∞

0 (R3)
%I?B,/.1%��HGO.P+C~

Supp(ϕ) ⊆ ΛL

H0
sc,LiLϕ = iLH

0
sc,Lϕ.

�9�C|  B�-�
� 0Y,I.PQ5)l,/>@?B,"02+C)#Q5?Y+�?YAP%/0(4C)��@+3) −i∇ 0Y+ L2(R3)

02:d02+
L2

per(ΛL)
?Y+C4�<#)�%;>@?YAPA3?Y4302L3,�,I>C)

%/?Y'*)T+C0B,z?B,/.102+��902:K,/>C)5%;)�,`<l0M02L8)5:/?B,I0Y:/%5|2¢�)T~R?B,/>C)5:�%/0Y'*)$FC%;)��9FCA=AP.1'�.P,I%d.1+�,I>3)��902APA10D<T.1+3~
� )�/�/5:�� T�U r�o ^�r

ψ ∈ L2(R3)
xYn8�

ϕ ∈ C∞
0 (R3) VD` q@r�n f#rVq3xIoYr
xuv L → ∞

p V (iL)∗γ0
sc,LiLψ → γ0

perψ
mHn
L2(R3) �

/ V (iL)∗H0
sc,Lγ

0
sc,LiLϕ→ H0

perγ
0
perϕ

mHn
L2(R3) �

� V (iL)∗∆γ0
sc,LiLϕ→ ∆γ0

perϕ
mHn
L2(R3) �

� V (iL)∗(1 + |∇|)iLϕ→ (1 + |∇|)ϕ mHn L2(R3) �
� V (iL)∗|H0

sc,L− εF |1/2iLϕ→ |H0
per − εF |1/2ϕ

mHn
L2(R3)

d\su­XxYn;_ � {Or/� εF mHneoHq@r ]Rx�w
(Σ+

Z ,Σ
−
Z+1) V

~ ­zsDsed V g$>C)�0YLh)�:I?B,/02: (iL)
∗γ0

sc,LiL
68)5.P+C~�FC+C.U�902:/'�APG 6802FC+C43)54!<T.P,/>!:/)5%;Lh)�Q�,X,I0

L
{�.U,

%;F ��Q5)5%�,/0 LC:/0DNY)7,I>C)��C:/%;,�?Y%/%;)5:;,/.102+j�902:�? 4C)�+C%/)!%;FC6C%;)�, 0Y�
L2(R3)

|�¥()�+CQ5)e<#)!'*?\G
?Y%;%/FC'�)V,I>@?u,

ψ = ϕ ∈ C∞
0 (R3)

|
W )�,

K
6h)
?ZQ50Y'*L@?BQ�,T%/)�,�.1+�,I>3)
:;)5%;02APNY)5+R,�%/)�,�0Y�

H0
per

|C¢�)X?Y:/)V~Y02.1+C~Z,/0SLC:/0DN2)V,/>@?B,

lim
L→∞

(iL)∗(z −H0
sc,L)

−1iLϕ→L→∞ (z −H0
per)

−1ϕ
�9�C|   ± �

.P+
L2(R3)

{=FC+3.P�902:;'*AUG	�902:
z ∈ K

|=gd0	,/>C.1%T)�+C4�{=<#)
�@:/%�,f+C0Y,/.1Q�)
,/>@?B,�6RGeg$>3)502:;)5' �C{
K.P%VQ502+R,z?B.1+C)�4�.P+¡,/>C)S:/)�%/02AUN2)5+R,
%/)�,
0Y�

H0
sc,L

�90Y:
L
A�?B:/~2)�)�+C02FC~2>�|��e02:/)�L3:/)5Q�.1%;)5APGY{�,I>C)�:/)

)�c3.P%;,/%
C(K) > 0

%/F3Qz>�,/>@?B,K�902:
L
A�?B:/~2)l)5+C02F3~2> ∣∣∣∣(z −H0

sc,L)−1
∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))
≤ C(K)

|u¢¼)
?YAP%/0��-+C0D< �9:/02'¹g$>C)�02:/)�'��	,I>C?B,f�902:&?YA1A

ε > 0
{8,/>C)5:;)�)�cO.1%�,I%

L0 > 0
%;FCQz>¡,I>@?B,(�902:V?YAPA

L ≥ L0

{ ∣∣∣∣H0
per −H0

sc,L

∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))
≤ ε

C(K)

|Og$>C)�+�{3F3%/.1+3~�,I>C?B,
(z−A)−1 − (z−B)−1 =

(z − A)−1(1 − (1 − (z − A)−1(B − A))−1)
{C<#)X026O,z?Y.P+ �90Y:

L
A�?B:/~2)f)�+C02FC~Y>

∣∣∣∣(z −H0
sc,L)−1 − (z −H0

per)
−1
∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))

=
∣∣∣∣(z −H0

sc,L)−1(1 − (1 − (z −H0
sc,L)−1(H0

per −H0
sc,L))−1)

∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))

≤
∣∣∣∣(z −H0

sc,L)−1
∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))

∣∣∣∣1 − (1 − (z −H0
sc,L)−1(H0

per −H0
sc,L))−1

∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))

≤ C(K)

∞∑

k=1

∣∣∣∣((z −H0
sc,L)−1(H0

per −H0
sc,L))

k
∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))

≤ C(K)
ε

1 − ε
,

,/>JF3%
∣∣∣∣(z −H0

sc,L)−1 − (z −H0
per)

−1
∣∣∣∣
B(L2

per(ΛL))
→ 0.
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¥�)5+CQ�)�.P,
%/F �*Q�)5%M,/0�LC:;0DN2)!�9�C|�  ± �&<T.P,/>
H0

sc,L

:/)�LCA�?YQ�)54�6-G
H0

per

�9%/)�)5+ ?Y%M?Y+p02Lh)�:I?B,/02:
?YQ�,I.P+C~S02+

L2
per(ΛL)

��| � %;%/FC'�.1+C~
L
A�?Y:;~2)V)5+C0YFC~2> �902:�kOFCLCL

(ϕ) ⊂ ΛL

{

(iL)
∗(z −H0

per)
−1iLϕ(x)

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

L−3

z − λn(k)

(∫

R3

en(k, y)
∑

z∈Z3

( , ΛL
ϕ)(y − Lz) dy

)
, ΛL

(x)en(k, x),

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

L−3

z − λn(k)

∑

z∈Z3

(∫

ΛL

en(k, y − Lz)ϕ(y − Lz) dy

)
, ΛL

(x)en(k, x),

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

L−3

z − λn(k)

∑

z∈Z3

(∫

−Lz+ΛL

en(k, z′)ϕ(z′) dz′
)

, ΛL
(x)en(k, x),

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

L−3

z − λn(k)

(∫

R3

en(k, ·)ϕ
)

, ΛL
(x)en(k, x),

∣∣∣∣(iL)∗(z −H0
per)

−1iLϕ
∣∣∣∣2
L2(R3)

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

L−3

|z − λn(k)|2
∣∣∣∣
∫

R3

en(k, ·)ϕ
∣∣∣∣
2

.

� 0b<X{T,z?B�J.P+C~ ,I>C)p%/Q5?YA�?B:�L3:/0J4CFCQ�,�?Y~R?B.1+C%�,�? �9FC+3Q�,I.P02+
ψ ∈ C∞

0 (R3)
{$<#)pQz>C)�Qz� ,/>@?B,

(iL)∗(z − H0
per)

−1iLϕ → (z − H0
per)

−1ϕ
.1+ D′(R3)

�T�902:
L
A�?B:/~2)p)5+C0YFC~2> %/0�,/>@?B,

kOF3LCL
(ψ) ⊂ ΛL

{
〈
(iL)

∗(z −H0
per)

−1iLϕ, ψ
〉
L2

per(ΛL)

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

L−3

z − λn(k)

(∫

R3

en(k, ·)ϕ
)∫

ΛL

en(k, x)ψ(x) dx,

=
∑

k∈ 2π
L

Z3∩Γ∗

∑

n≥1

(
2π

L

)3
(2π)−3

z − λn(k)

(∫

R3

en(k, ·)ϕ
)∫

R3

en(k, x)ψ(x) dx,

=
1

|Γ∗|

∫

Γ∗

dξ
∑

n≥1

1

z − λn(ξ)

(∫

R3

en(ξ, ·)ϕ
)∫

R3

en(ξ, x)ψ(x) dx,

=
〈
(z −H0

per)
−1ϕ, ψ

〉
L2

ξ(Γ)
,

6RGVQ�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)�0Y�O,/>C) )T.1)5'*?Y+C+&%/FC'�%5|\g$>3)5+�{D%;.1'�.1A�?B:/APGY{ ∣∣∣∣(iL)∗(z −H0
per)

−1iLϕ
∣∣∣∣
L2(R3)

→∣∣∣∣(z −H0
per)

−1ϕ
∣∣∣∣
L2(R3)

{D?BA1%/0$68)5Q5?YFC%;)�.U,�.1%�? )T.1)�'	?Y+3+f%/FC'º0bNY)5:
k
|Dg$>3.1%�GJ.1)�A14C%�,/>C)�%;,/:/02+C~

Q�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)Z0Y�
(iL)

∗(z −H0
per)

−1iLϕ
,/0

(z −H0
per)

−1ϕ
.1+
L2(R3)

|
i@02:",I>3)�L3:/0J0Y��0B�

(1)
{R.P,K,/>C)5+�%/F ��Q�)5%�,I0XQz>C0J02%/)�?VQ5FC:�N2)

C
?Y:/02F3+C4�,I>C)$�@:;%;,

Z
6@?Y+C43%

0Y�
H0

per

?Y+34 FC%;)p,/>C)�?Y6h0DNY)pQ�02+RN2)�:/~2)�+CQ5) 0B��,/>C)�:;)5%;02APNY)5+R,�.P+�,I>C)¼ª�?YFCQz>RG �902:/'MFCA�?3|
� %/%/)�:;,/.102+

(2)
.P%X?Y+�)5?Y%;GpQ�02+C%/)��-FC)5+CQ�)�0Y�

(1)
?B+C4��9�C|� Y�-�z|�_`+34C)5)�4�{�6-G¡g$>3)502:;)5' �C{�<l)

�-+C0D<¸,I>C?B,
limL→∞

∣∣∣∣H0
sc,L −H0

per

∣∣∣∣
B(L2(R3))

= 0
|�kJ.1+CQ�)

(iL)∗γ0
sc,LiL

.1%S6802FC+C43)54�{[,I>3.1%
.P'*LCAP.1)�%#,I>@?u,$�902:

L
A�?B:/~2)f)�+C02FC~Y>e%;FCQz>e,/>@?B,

Supp(ϕ) ⊆ ΛL

∣∣∣∣(iL)∗γ0
sc,L(H0

sc,LiL − iLH
0
per)ϕ

∣∣∣∣
L2(R3)

=
∣∣∣∣(iL)∗γ0

sc,LiL(H
0
sc,L −H0

per)ϕ
∣∣∣∣
L2(R3)

→ 0



��� ����� � ���	��
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<T>C)�:/)X<#)X>@?\NY)�FC%;)54¼���C|� Y�-�z|@g$>C)�+�<l)X+C0Y,I.PQ5)f,/>@?B,
H0

perϕ ∈ L2(R3)
|@¥�)5+CQ�)

(1)
.P'*L3A1.1)�%

,/>@?B,
limL→∞

∣∣∣∣((iL)∗γ0
sc,LiL − γ0

per)H
0
perϕ

∣∣∣∣
L2(R3)

= 0
|$g$>3)¼?Y:;~2FC'�)5+R,�.1% )�c3?YQ�,IAUG�,I>C)

%/?Y'*)��902:l,/>C)&,/>C.1:;4�?Y%;%/)5:�,I.P02+
(3)
| � %;%/)5:�,I.P02+

(5)
Q5?Y+�68)&LC:;0bNY)54 .1+�,I>C)&%I?Y'�)(<#?\G2{3F3%/.1+3~

�9�C|  B�-��?Y+C4 ,I>C)X.P+-,/)5~2:/?YA�:;)5LC:;)5%/)�+R,z?B,/.102+�0Y��,I>C)X%/�-F@?B:/)
:/0J0Y,
���3| ± µY��|
i".1+C?YA1AUG2{�.P,�:/)�'	?B.1+C%�,/0(LC:;0DN2)�,I>@?B,

(4)
.1%�,/:/FC)B{b<T>3.1Qz>
.1%�4C02+C)�6RGXQ50Y'*LCFO,I.1+3~�)�cOLCA1.PQ5.P,/APGY{

�902:
L
A�?Y:;~2)V)5+C0YFC~2>�%/0�,I>@?u,

Supp(ϕ) ⊆ ΛL

{

(iL)
∗(1 + |∇|)iLϕ =

∑

k∈ 2π
L

Z3

(2π)3/2

L3
(1 + |k|)ϕ̂(k)eik·x , ΛL

(x).
�9�C|� 2¨R�

g�0*L3:/0DN2)	���C|� 2¨R��{3<l)
68)5~Y.1+ 6RG )�cOL@?Y+C43.1+C~�,I>3)
L8)5:;.10J4C.1Q(�9FC+CQ�,/.102+
iLϕ

.1+�i@02FC:;.1)5:#%/)5:;.1)�%

(iLϕ)(x) =
∑

k∈ 2π
L

Z3

1

L
3
2

ck(iLϕ)eik·x,

<T.U,I>
ck(iLϕ) =

1

L
3
2

∫

ΛL

∑

z∈Z3

( , ΛL
ϕ)(x− Lz) e−ik·xdx,

=
1

L
3
2

∑

z∈Z3

∫

ΛL

ϕ(x− Lz) e−ik·(x−Lz)dx,

=
1

L
3
2

∫

R3

ϕ(x)e−ik·xdx,

=

(
2π

L

) 3
2

ϕ̂(k),

<T>C)�:/)
ϕ̂(k)

.1%f,/>C)�i@02FC:/.P)5:&,/:I?Y+3%;�902:;' ?B,XL802.1+R,
k
0Y��,I>C)��902+CQ�,I.P02+

ϕ ∈ L2(R3)
|�g$>C)�+�{

'ZF3AP,I.PLCAPGJ.P+C~ 6-G
(1 + |∇|) Q50Y:/:/)�%/L802+C4C%�,I07'ZF3AP,I.PLCAPGJ.P+C~�6RG (1 + |k|) ,I>3) k ]°,/> i@02FC:;.1)�:'�0O43)Y|bi".P+@?YA1AUG

(i∗L)
Q502+C%;.1%�,I%�0Y�3'MFCAP,/.1LCAUGO.P+C~#,/>C)

L2
per(ΛL)

�9FC+CQ�,/.102+
6RG , ΛL

{D>C)�+CQ5)&���C|� 2¨R��|
ª#02+3%/)5�-FC)�+R,IAPGY{

||(iL)∗(1 + |∇|)iLϕ||2L2(R3) =
∑

k∈ 2π
L

Z3

(2π)3

L3
|(1 + |k|)ϕ̂(k)|2 →L→∞ ||(1 + |∇|)ϕ||2L2(R3) .

g$>C) %�,I:/0Y+C~!Q502+RNY)5:/~Y)5+CQ�)�.1%M0263,z?B.1+C)�4 ?Y%�?Y680DN2) 6RG¼,I>3)�Q502+RN2)�:/~2)�+CQ5)�0Y�T,I>3) )�.P)5'*?Y+C+
%;FC'*%$<T>C)�+

L→ ∞ |
� )�/�/5:�� T�U r�o

V ∈ C∞
0 (R3) V�� rfq3xIoYr
xuv L→ ∞

(iL)
∗(1 − ∆)−1iL(V )iL → (1 − ∆)−1V,

�9�C|  2µ2�

(iL)
∗(1 + |∇|)−1iL(V )(1 + |∇|)−1iL → (1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1 �9�C|  Y R�

v�o�­Isun�]Ytj_*mHn
S2(L

2(R3)) V



� a ¨ ���������	��

����������������������� �"!$#&%('*)+��,-%.���/%.�0��,21�#
!3���4#

~ ­zsDsed V i@02: L A1?Y:/~Y)V)5+C02F3~2>e%;0�,/>@?B,(kOF3LCL (V ) ⊂ ΛL

{O<#)
>@?\N2)
∣∣∣∣(iL)∗(1 − ∆)−1iL(V )iL

∣∣∣∣
S2(L2(R3))

=
∣∣∣∣(1 − ∆)−1iL(V )

∣∣∣∣
S2(L2

per(ΛL))

= ||iL(V )||L2
per(ΛL) ||g0||L2

per(ΛL)

= ||V ||L2(R3) ||g0||L2
per(ΛL) ,

<T>C)�:/)
g0(x − y)

4C)5+30Y,I)�%	,I>C)��Y)5:;+C)5A&0Y�V,I>C)�02Lh)�:I?B,/02:
(1 − ∆)−1

{lQ502+C%;.14C)�:/)�4 ?Y%�?Y+
02L8)5:/?B,I0Y:$02+

L2
per(ΛL)

| � %T,/>C)
i@02FC:/.P)5:�%;L@?YQ�)�:;)5LC:;)5%/)�+R,z?B,/.102+�0Y��,I>C.P%$02Lh)�:I?B,/02:$:/)5?Y4C%
∑

k∈ 2π
L

Z3

1

1 + |k|2 |ek〉〈ek|,

<T.U,I>
ek(x) = 1

L3/2 e
ik·x {C<l)X0263,I?Y.1+

g0(x− y) =
1

(2π)3

∑

k∈ 2π
L

Z3

(
2π

L

)3
1

1 + |k|2 e
ik·(x−y),

?Y+34�,/>C)5:;)��902:;) ||g0||L2
per(ΛL) = (2π)−3/2

(∑
k∈ 2π

L
Z3

(2π/L)3

(1+|k|2)2
)1/2 | � 0D<X{@%;.1+CQ�)

lim
L→∞

∑

k∈ 2π
L

Z3

(2π/L)3

(1 + |k|2)2
=

∫

R3

|g(p)|2dp, g(p) = (1 + |p|2)−1,
�9�C|  IkR�

lim
L→∞

∣∣∣∣(iL)∗(1 − ∆)−1iL(V )iL
∣∣∣∣

S2(L2(R3))
=

||V ||L2(R3) ||g||L2(R3)

(2π)3/2

=
∣∣∣∣(1 − ∆)−1V

∣∣∣∣
S2(L2(R3))

.
�9�C|Xk �R�

� :/~2FC.P+C~�?B%(.P+e,I>3)MLC:;0O0Y�"0Y�K,/>C)��902F3:;,I>�?Y%/%;)5:�,I.10Y+�0Y� W )�'*'*?* O{8<l)MQ5?Y+7LC:;0bNY)�,/>@?B,�,I>C)
Q�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)����C|� Rµ2�V>C02AP4C%M.P+�,/>C)	%�,I:/0Y+C~702L8)5:/?B,I02:�%/)�+C%/)B|K_°,M,/>C)5+¼�90YA1A10D<T%X�9:/02' �9�C|Xk �R�
,/>@?B,T,I>C)XQ�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)M>302A14C%$%�,I:;02+C~2AUG�.1+

S2(L
2(R3))

|
g$>C)
?Y:/~YFC'*)�+R,T.1%$,I>C)V%/?Y'�)X�90Y:
���C|� 2 R�z{@+C0Y,/.1Q5.P+C~Z,I>C?B,

∣∣∣∣(iL)∗(1 + |∇|)−1iL(V )(1 + |∇|)−1iL
∣∣∣∣2

S2(L2(R3))

= TrL2
per(ΛL)

(
(1 + |∇|)−2iL(V )(1 + |∇|)−2iL(V )

)

= (2π)−3/2

∫∫

(ΛL)2
|hL(x− y)|2V (x)V (y)dx dy

→L→∞
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1

∣∣∣∣2
S2(L2(R3))<T>C)�:/)X<#)
>@?\N2)
FC%;)54 ,I>@?B,

hL(x) :=
∑

k∈ 2π
L

Z3

(2π)3/2

L3(1 + |k|)2
eik·x

Q�02+RN2)5:;~2)5%�,I0�,I>3)�i@02F3:/.1)�:$.1+RN2)�:/%;) F−1(h)
0B�
h(p) = (1 + |p|)−2

{C%;,/:/02+3~2APG	.1+
L2

loc(R
3)
|
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5 B )+P���������� �������
	 
��
¢¼)�LC:/0DNY)�>C)5:;)M,I>@?u,

lim supL→∞Eν
εF ,L

≤ Eν
εF

| W )�,
ε > 0

|�©�%/.1+3~ W )5'�'	? �\�C{ � :/0B]
L802%/.U,I.P02+ ± {�ª#02:/0YA1A�?B:;G��C{�?Y+C4�,/>C)Z+C0B,z?B,/.102+�,/>C)5:;)5.P+�{h0Y+C)ZQ\?B+7�@+C4�{hA1.1�B)M.P+�,I>C)MLC:/0J0Y�[0Y�
g$>C)�02:/)�'¹�3{=?Z�@+C.U,I)V:I?B+C��02L8)5:/?B,I02:

Q ∈ Kr

%/FCQz>�,I>@?B,

Eν
εF

≤ Eν(Q) − εFTr0(Q) ≤ Eν
εF

+ ε,
�9�C| k3�b�

0Y�d,I>C)V�902:;'

Q =
−1∑

m=−M
|vm〉〈vm| −

−1∑

n=−N
|un〉〈un| +

k∑

i=0

λ2
i

1 + λ2
i

(
|vi〉〈vi| − |ui〉〈ui|

)

+

k∑

i=0

λi
1 + λ2

i

(
|ui〉〈vi| + |vi〉〈ui|

)
+ δ′

<T.U,I>
δ′ =

J∑

j=1

nj|wj〉〈wj|.
�9�C|Xk a �

W )�,
0 < η << 1

|h_°,X.1%VL802%/%;.16CAP)M,I0�Qz>C0J02%;)*?	��?B'*.PAPG 0Y�l02:;,/>C02+C0Y:/'*?YA��9F3+CQ�,/.102+C%
uηn
{
vηm
{

wηj
.1+
C∞

0 (R3)
%/FCQz>�,I>@?B,

‖uηn − un‖H2 ≤ η, ‖vηm − vm‖H2 ≤ η, ‖wη
j − wj‖H2 ≤ η.

�9�C| k2�R�
�902:T?BA1A

n = −N...k { m = −M...k
?Y+C4

j = 1...J
| W )�,�FC%T4C)��@+C)V,I>3)�
V:I?B'�'*?B,I:;.1Q5)�%

(Sη−)i,j :=
〈
γ0

peru
η
i , u

η
j

〉
, (Sη+)i,j :=

〈
(1 − γ0

per)v
η
i , v

η
j

〉

<T>C.PQz>�{=6RG �9�C| k2�R�l%/?B,I.P%;�HG
Sη+ = IdM+k+1 + o(1)η→0

?Y+C4
Sη− = IdN+k+1 + o(1)η→0

|O¢¼)
?YAP%/0�.1+R,I:;0O4CF3Q5)T,I>C)(02:;,/>C02~202+C?YA@LC:/0bE;)5Q�,/02:

Πη
02+

Span{γ0
peru

η
n, (1−γ0

per)v
η
m}
?Y+C4�43)��@+C)

(Sηw)i,j :=
〈
(1 − Πη)wηi , w

η
j

〉 |8ª#AP)\?Y:;APG
Sηw = IdJ + o(1)η→0

|
� 0D<º<l)
.1+R,I:;0O4CF3Q5)X?�+C)�< 02:;,/>C02+C02:;'	?BA�%;GJ%�,I)5'¸.P+

L2
per(ΛL)

uηi,L :=
k∑

n=−N
(S−,L)

−1/2
i,n γ0

sc,LiLu
η
n, vηi,L :=

k∑

m=−M
(S+,L)

−1/2
i,m (1 − γ0

sc,L)iLv
η
m,

(S−,L)i,j =
〈
γ0

sc,LiLu
η
i , iLu

η
j

〉
L2

per(ΛL)
, (S+,L)i,j =

〈
(1 − γ0

sc,L)iLv
η
i , iLv

η
j

〉
L2

per(ΛL)
.

� 0Y,I.PQ5)(,/>@?B,$6RG�,I>C)(�@:/%�,T?Y%/%;)5:�,I.10Y+�0Y� W )5'�'	?� 3{
limL→∞ S±,L = Sη±

|3i".1+@?BA1APGY{2<#)&.1+R,I:;0B]
4CF3Q5)X,I>C)XLC:;0uE;)5Q�,I02:

ΠL

0Y+
Span(uηn,L, v

η
m,L)

?B+C4e43)��@+C)

wηj,L :=
J∑

`=1

(S
−1/2
w,L )j,`(1 − ΠL)iLw

η
` , (Sw,L)i,j =

〈
(1 − ΠL)iLw

η
i , iLw

η
j

〉
.

¢¼)X+C0D<º4C)��@+3)M?�%;,I?B,I)X.P+ KL

6RG

Qη
L =

−1∑

m=−M
|vηm,L〉〈vηm,L| −

−1∑

n=−N
|uηn,L〉〈uηn,L|+

k∑

i=0

λ2
i

1 + λ2
i

(
|vηi,L〉〈vηi,L| − |uηi,L〉〈uηi,L|

)

+

k∑

i=0

λi
1 + λ2

i

(
|uηi,L〉〈vηi,L| + |vηi,L〉〈uηi,L|

)
+

J∑

j=1

nj|wηj,L〉〈wηj,L|.
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» G W )�'*'*?� 3{3<l)�>C?DNY)

(iL)
∗uηi,L →L→∞ ũηi , (iL)∗vηi,L →L→∞ ṽηi

?Y+C4
(iL)∗wηj,L →L→∞ w̃ηj

�9�C|XkB�-�
.P+
L2(R3) ∩ L∞(R3)

{C<T>C)�:/)X,I>C)XA1.P'*.U,I%l?Y:/)X4C)��@+C)�4�6RG

ũηi :=
k∑

n=−N
(Sη−)

−1/2
i,n γ0

peru
η
n, ṽηi :=

k∑

m=−M
(Sη+)

−1/2
i,m, (1 − γ0

per)v
η
m,

w̃ηj :=

J∑

`=1

(Sηw)
−1/2
j,` (1 − Πη)wη` .

» G W )�'*'*?� 3{3<l)��-+C0D< ,I>@?B,T�902:T?B+-G	�3cO)54
ϕ, ψ ∈ C∞

0 (R3)
{

lim
L→∞

〈
i∗L(H0

sc,L − εF )γ0
sc,LiLϕ, (iL)

∗γ0
sc,LiLψ

〉
=
〈
(H0

per − εF )γ0
perϕ, γ

0
perψ

〉
.

¥�)5+CQ�)Y{R.1+3%/)5:�,I.P+C~f,I>C)$43)��@+C.U,I.P02+Z0Y�
Qη
L

.1+M,/>C)$�-.1+C)�,I.PQ�)5+C)�:/~YG�?Y+C4�FC%;.1+C~f,/>C)$Q502+RNY)5:/~Y)5+CQ�)
0Y�d,I>C) 
V:I?Y' '	?u,I:/.PQ5)�%5{O<l)
0263,z?B.1+

lim
L→∞

TrL2
per(ΛL)

(
(H0

sc,L − εF )Qη
L

)
= TrL2(R3)

(
(H0

per − εF )Q̃η
)

<T>C)�:/)
Q̃η
.P%V4C)��C+C)54�%/.1'�.1A1?Y:/AUG�?Y%

Qη
L

6CF3,X<T.P,/>¡,/>C)��9FC+CQ�,I.10Y+C%
(ũηn, ṽ

η
m, w̃

η
j )
.P+C%;,/)\?Y4¡0Y�

(uηn,L, v
η
m,L, w

η
j,L)
|R_`+C43)5)54�{OAP)�,�FC%�%/>C0D<�.U,[�902:

vηm,L + ,I>3)�L3:/0J0Y��68)5.P+C~VN2)5:�G�%/.1'�.1A1?Y:d�90Y:K,I>C)0Y,/>C)5:T6@?B%/.1%$�9FC+3Q�,I.P02+C%T?Y+34�,/>C)X%/FC'�68)5.P+C~��@+C.U,I)Y{O,I>C)XA1.P'*.U,#.P%�,I>C)�+e%�,I:/?Y.1~2>R,;�902:;<#?Y:/4�|

TrL2
per(ΛL)((H

0
sc,L − εF )|vηm,L〉〈vηm,L|) = 〈(H0

sc,L − εF )vηm,L, v
η
m,L〉L2

per(ΛL),

= 〈(H0
sc,L − εF )vηm,L, iLi

∗
Lv

η
m,L〉L2

per(ΛL),

=

〈 k∑

i=−M
i∗L(H0

sc,L − εF )(Sη+,L)
− 1

2
m,i(1 − γ0

sc,L)iLv
η
i ,

k∑

j=−M
i∗L(Sη+,L)

− 1
2

m,j(1 − γ0
sc,L)iLv

η
j

〉

L2
per(ΛL)

,

−→L→∞

〈 k∑

i=−M
(H0

per − εF )(Sη+)
− 1

2
m,i(1 − γ0

per)v
η
i ,

k∑

j=−M
(Sη+)

− 1
2

m,j(1 − γ0
per)v

η
j

〉

L2(R3)

,

= 〈(H0
per − εF )ṽηm, ṽ

η
m〉L2(R3)

= TrL2(R3)((H
0
per − εF )|ṽηm〉〈ṽηm|).

W )�,�FC%T+C0D< L3:/0DN2)V,I>C?B,

lim
L→∞

DGL
(ρQη

L
, ρQη

L
) = D(ρQ̃η , ρQ̃η).

g$>C)�Q�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)&���C| kY�-�h.P'*L3A1.1)�%h,/>@?B, , ΛL
ρQη

L

Q502+RNY)5:/~Y)5%�,I0
ρQ̃η

.1+VLC?Y:;,/.1Q5F3A�?Y:h.1+
L1(R3)∩

L2(R3)
|

� 0Y,/.1Q�)f,I>C)X4C)��@+C.P,/.102+�0B�
DGL

(·, ·) .1'�LCA1.P)5%l,/>@?B,

∀ρ ∈ L1
per(ΛL) ∩ L2

per(ΛL), DGL
(ρ, ρ) ≤ C

(
||ρ||2L1

per(ΛL) + ||ρ||2L2
per(ΛL)

) �9�C|Xk ± �



��� ����� � ���	��
�%����	
�����������������
���� � �����! "���#�������$��
�%���� � a k

�902:T?SQ50Y+C%;,I?Y+R,
C
.P+C4C)�Lh)�+C4C)5+R,�0Y�

L
|@_`+C4C)�)54�{

DGL
(ρ, ρ) =

∫

ΛL

(ρ ∗ΛL
GL)(x)ρ(x) dx

=
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

4π

|k|2 |ck(ρ)|
2

=
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}, |k|≤1

4π

|k|2 |ck(ρ)|
2 +

∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}, |k|>1

4π

|k|2 |ck(ρ)|
2

≤ c1‖ρ‖2
L1

per(ΛL) + 4π‖ρ‖2
L2

per(ΛL)

<T>C)�:/)
c1 = sup

L

1

(2π)3

∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}, |k|≤1

(
2π

L

)3
4π

|k|2 <∞.

W )�,�FC%"+30b<¼<T:/.P,/)
ρQη

L
= ρ1,L+ρ2,L

<T>C)�:/)
ρ1,L

.P%�,/>C)�Lh)�:/.10J4C.PQK�9FC+CQ�,/.102+X<T>C.PQz>�)��JFC?YA1%
, B(0,L/4)ρQη

L

02+
ΛL

|lg$>3)7Q502+RNY)5:/~Y)5+CQ�)!0Y� , ΛL
ρQη

L

,I0D<#?Y:/43%
ρQ̃η

.P+
L1(R3) ∩ L2(R3).P'*LCAP.1)�%�6RG 
�¨O{Cg$>C)50Y:/)5'¸_ � |Xk � ,I>@?B,5{CFCL ,I0�?Y+�)�cJ,I:/?YQ�,/.102+�{

, ΛL
ρQη

L
(x) → ρQ̃η(x) a.e. on R3,

| , ΛL
ρQη

L
(x)| ≤ ρ̃(x) ∀L, a.e. on R3 <T.U,I>

ρ̃(x) ∈ L1(R3) ∩ L2(R3).
g$>-FC%�{(?BLCLCAPGJ.P+C~ ,I>C) W )568)5%;~2FC)¡4C02'�.1+C?B,I)�4�Q502+RN2)�:/~2)�+CQ5)¡,I>3)502:;)5' ,/0

ρ2,L = ( , ΛL
−

, B(0,L/4))ρQη
L

<T>C.PQz>eQ�02+RN2)5:;~2)5%�,I0
0
?YAP'*02%�,$)�NY)5:�GJ<T>3)5:/)�02+

ΛL

{O<#)
~2)�,

lim
L→∞

||ρ2,L||L1
per(ΛL) = lim

L→∞
||ρ2,L||L2

per(ΛL) = 0.

¥�)5+CQ�)Y{=6RG �9�C| k ± �z{
lim
L→∞

DGL
(ρ2,L, ρ2,L) = 0.

g$>C)�+�.U,T:/)5'*?Y.P+C%#,I0S%;>C0D< ,I>@?u,

lim
L→∞

DGL
(ρ1,L, ρ1,L) = D(ρQ̃η , ρQ̃η).

�9�C|XkY¨R�
g�0�,/>C.1%$)�+C4 <#)
FC%/)X,I>3)
)�%;,/.1'*?B,I) 
��Rµ �

sup
x∈ΛL

∣∣∣∣GL(x) −
1

|x|

∣∣∣∣ = O(L−1),

,/0*026O,z?Y.P+

DGL
(ρ1,L, ρ1,L) =

∫∫

(ΛL)2
GL(x− y)ρ1,L(x)ρ1,L(y)dx dy,

=

∫∫

(ΛL)2

ρ1,L(x)ρ1,L(y)

|x− y| dx dy +O(L−1),

= D( , ΛL
ρ1,L, , ΛL

ρ1,L) +O(L−1),



�D� � ���������	��
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!3���4#

<T>C)�:/)�<#)�>@?\N2)�FC%/)�4¼,I>C?B, ||ρ1,L||L1
per(ΛL)

.1%XFC+C.U�902:/'�APGe6h0YFC+C4C)�4¼?Y+34�,I>C?B,
x − y ∈ ΛL�902:
?Y+RG

x, y ∈ B(0, L/4)
{h,I>C)�%/FCL3Lh02:�,
0Y�

ρ1,L

|�g$>C)�Q502+RNY)5:/~Y)5+CQ�)�0Y� , ΛL
ρ1,L

,I0D<�?B:/4C%
ρQ̃η

.P+
L1(R3) ∩ L2(R3)

,/>C)5+!LC:;0DN2)5%*�9�C|XkY¨R��|�©(%;.1+C~�,/>C)�%I?Y'�)�?Y:;~2FC'�)5+R,&�90Y:&,I>C)�,I)5:;'
DGL

(ρQη
L
, νL)

<l)
0Y63,z?Y.P+

lim
L→∞

(
−DGL

(ρQη
L
, νL) +

1

2
DGL

(
ρQη

L
, ρQη

L

))
= −D(ρQ̃η , ν) +

1

2
D
(
ρQ̃η , ρQ̃η

)
.

i".P+@?YAPAPG
lim
L→∞

Eν
sc,L(Q

η
L) − εFTrL2

per(ΛL)(Q
η
L) = Eν(Q̃η) − εFTr(Q̃η).

�9�C|Xk2µ2�
� ?Y%/%;.1+C~V,I0f,/>C)$A1.P'*.U,d?Y%

η → 0
FC%/.P+C~*���C| k2�R�"?B+C4Z,I>C)$Q�02+RN2)�:/~2)�+CQ5)�0Y�=,I>C) 
V:I?B' '*?B,I:;.1Q�)5%

Sη±
?Y+C4

Sηw
{C<#)X)�NY)5+R,IFC?YA1AUG�0263,I?Y.1+�,I>C?B,

Q̃η → Q
?Y+34�,/>C)5:;)��902:;)

lim sup
L→∞

Eν
εF ,L

≤ Eν(Q) − εFTr(Q) ≤ Eν
εF

+ ε.

5 B )+P�� T�� ��� � � ��� 	 
 �
¢¼)�)5+34¼,I>C)�LC:;0O0Y�#6RG�%;>C0D<T.1+C~�,I>@?u,

lim infL→∞Eν
εF ,L

≥ Eν
εF

| � %
ΛL

.P%X6h02F3+C4C)54
�902:T?B+-G��Oc3)�4

L
{C,/>C)X)�cO.1%�,I)5+3Q5)
0Y�K?S'�.1+C.P'*.P�5)5:

QL

0Y�

inf
{
Eν

sc,L(QL) − εFTrL2
per(ΛL)(QL), QL ∈ KL

}

.P%$%;,I:/?Y.1~Y>-,;�902:;<#?Y:;4�|C_`+�?Y4C4C.U,I.P02+�{-,I>C)X%/L8)5Q�,I:;FC'�0Y�
H0

sc,L

{@Q502+C%;.14C)�:/)�4e?B%(?B+�0YLh)�:I?B,/02:�02+
L2

per(ΛL)
{=.1%�LCFC:/)�APG�4C.P%/Q5:;)�,/)Z?Y+C4�6h02F3+C4C)54�6h)�A10D< ��%;)5)ZkO)5Q�,I.10Y+ a |��-��|=g$>C)�+�{�?Y%

QL

.P%&?
LC:;0uE;)5Q�,I02:T0DN2)�:�,/>C)V�@:/%�,�)5.1~Y)5+C%�,z?B,/)5%5{@.U,T.1%��@+3.P,I)V:/?Y+C�=|

)�)5?Y%/0Y+C.1+C~�?Y%�.1+ ,I>C)�LC:;0O0Y�&0Y� W )�'*'*? �¼��%;)5)7kO)5Q�,I.10Y+��C|��3|U�b��{K<l)�+C0B,I) �@:/%�,*,/>@?B,
V 0

sc,L = (ργ0
sc,L

− µper) ∗Γ G1

.1%l6h02F3+C4C)54�?Y+34	,I>C)�:/)��902:/)B{CFC%/.P+C~����3| µ �2��<T>C.PQz> ?Y%/%;FC:/)�%�,I>C)
)�c3.P%;,/)5+CQ�)*0Y�l?�~R?YL7�90Y:

L
A1?Y:/~2)M)5+C02F3~2>�{�<l)S�J+30b< ,I>@?u,f,I>C)�:/)S)�cO.P%;,I%X?�Q�02+C%;,I?Y+R,

c > 0�9.1+C4C)�Lh)�+C4C)�+-,*0Y�
L
��%;FCQz>j,/>@?B, |H0

sc,L − εF | ≥ c(1 − ∆)
02+

L2
per(ΛL)

|"¢�) >@?\N2) ,I>C)
�902APA10D<T.1+3~ZFC+C.U�902:/' 6h02F3+C4C%X�

TrL2
per(ΛL)(|H0

sc,L − εF |1/2(Q++,L
L −Q−−,L

L )|H0
sc,L − εF |1/2) ≤ C,

�9�C| k2 R�
TrL2

per(ΛL)((1 + |∇|)(Q++,L
L −Q−−,L

L )(1 + |∇|)) ≤ C,
���C| kRkR�

TrL2
per(ΛL)((1 + |∇|)Q2

L(1 + |∇|)) ≤ C,
���C|U� � �R�

DGL
(ρQL

− νL, ρQL
− νL) ≤ C,

�9�C|P���3�b�
<T.U,I>

C
.1+34C)5L8)5+C43)5+R,K0Y�

L
|C�9�C|XkY R��?Y+C4 �9�C|P���3�b���902A1AP0D<¼�9:/0Y' ,I>C)�6h0YFC+C4C)�4C+C)5%;%K�9:/02'´?B6h0DN2)

0Y�d,I>C)
)5+3)5:/~BG2{=%/>C0D<l)547.P+ekJ,I)�L a |@g$>3)5+�{"���C| kRkR�#Q�02'�)5%$�9:/02' ���C| k2 R��?Y+34 |H0
sc,L − εF | ≥

c(1−∆)
{B<T>C.1Qz>�.P%")5�-FC.UNB?YA1)�+-,",I0

(1+|∇|)2
|2i".P+@?YAPAPG2{J�9�C|U� � �R��Q502'�)5%"4C.1:;)5Q�,/APGX�9:/0Y'��9�C|XkIkR�

?Y+34
Q2
L ≤ Q++,L

L −Q−−,L
L

68)5.P+C~�,I:;FC)X.1+ KL

|
ª#02+C%;.14C)�:�+C0D<£,/>C)�%/)5�-FC)�+CQ5)�0B��02L8)5:/?B,I02:;%

Q̃L := (iL)∗QLiL
?YQ�,I.1+3~e02+

L2(R3)
|�_°,

.P%�6h02F3+C4C)54 .1+
S2(L

2(R3))
6RGº���C|U� � �R��?Y+C4 %/.P+CQ5)

TrL2(R3)(Q̃
2
L) = TrL2

per(ΛL)(Q
2
L)
6RG

�9�C|  Y�R��|l¥()�+CQ5)
Q̃L

<#)5?Y�-APGjQ502+RN2)�:/~2)�%5{�F3L�,I0 )�cJ,I:I?BQ�,I.P02+�{[,I0¼%/02'�)
Q ∈ S2(L

2(R3))
|



��� ����� � ���	��
�%����	
�����������������
���� � �����! "���#�������$��
�%���� �D�3�

kO.P'*.PA�?Y:;APGY{2,I>C)X¥�.1A168)5:�,;]¦kOQz>C'�.143,�02L8)5:/?B,I02:
RL := (iL)

∗QL(1 + |∇|)iL
<#)5?Y�-APG�Q�02+RN2)5:;~2)5%

FCL�,I0�)�cJ,I:/?YQ�,/.102+ ,I0�%/0Y'*)
R
.P+

S2(L
2(R3))

| W )�,
ϕ
?Y+C4

ψ
6h)X.1+

C∞
0 (R3)

?B+C4�?B%/%/F3'*)
,/>@?B,&kOFCLCL

(ϕ) ∪ kOFCLCL (ψ) ⊂ ΛL

|@g$>C)�+

〈(iL)∗QL(1 + |∇|)iLϕ, ψ〉L2(R3) =
〈
Q̃L(iL)

∗(1 + |∇|)iLϕ, ψ
〉
L2(R3)

→L→∞ 〈Q(1 + |∇|)ϕ, ψ〉L2(R3),

<T>C)�:/)7<l)�>@?\NY)!FC%/)�4�,I>@?B,
Q̃L ⇀ Q

<l)\?Y�-APGj.1+
S2

?Y+34�,I>@?u,
(iL)

∗(1 + |∇|)iLϕ →
(1+ |∇|)ϕ %;,/:/02+3~2APG
.1+ L2(R3)

6RGM,/>C)�,I>3.1:/4Z?Y%/%;)5:;,/.102+�0B� W )�'*'*?& 3|Y¥()�+CQ5)
Q(1+ |∇|) =

R ∈ S2(L
2(R3))

|
kO.1'�.1A1?Y:/AUG2{\43)��@+C)$,/>C)$02L8)5:I?u,I02:

SL := (iL)
∗Q−−,L

L iL
<T>C.PQz>�.P%K+C02+3Lh02%;.P,/.PN2)�?Y+C4�GJ.1)5AP4C%

?X6h0YFC+C4C)�4*%;)5�-FC)5+3Q5)f.P+
S1(L

2(R3))
6RG����C| kRkR�z|-©(LS,I0X)�cJ,/:I?YQ�,I.10Y+�{2<#)T'*?\GS?Y%/%;FC'�)T,/>@?B,

(SL)
Q502+RN2)�:/~2)�%Z�902:�,/>C)*<l)\?B�R] ∗ ,I02L802AP02~YG7,/07%/02'�) S ∈ S1(L

2(R3))
|dg�07.P4C)5+R,I.U�HG!,I>C)

AP.1'�.P,
S
{C<l)XQ502'�LCF3,/)
?Y%�?Y6h0DNY)X�90Y:

ϕ, ψ ∈ L2(R3)
{

〈SLϕ, ψ〉L2(R3) =
〈
(iL)

∗γ0
sc,LQLγ

0
sc,LiLϕ, ψ

〉
L2(R3)

=
〈
Q̃L(iL)∗γ0

sc,LiLϕ, (iL)
∗γ0

sc,LiLψ
〉
L2(R3)

.

©�%/.1+3~�+30b<p,I>3)K�@:/%�,�?Y%/%;)5:;,/.102+X0Y� W )5'�'*?$ #<#)�0263,I?Y.1+
limL→∞ 〈SLϕ, ψ〉L2(R3) = 〈Q−−ϕ, ψ〉L2(R3).¥�)5+CQ�)

Q−− = S ∈ S1

|Cg$>C)V%/?Y'*)X?B:/~2FC'�)5+R,/%�<#02:;�	�902:
(iL)∗Q++,L

L iL
<T>C.PQz>eQ�02+RN2)5:;~2)5%

,/0
Q++ ∈ S1

|@g$>3)5+�{@%;.1+CQ�)
(Q̃L)

∗ = Q̃L

{@.U,$.1%$)5?Y%;G	,I0S%/)�)
,/>@?B,
Q = Q∗ |=kO0S.U,T:/)5'*?Y.P+C%,/0*%;>C0D<º,I>C?B, |∇|Q−−|∇| ∈ S1

?Y+C4 −γ0
per ≤ Q ≤ 1 − γ0

per

|
» G ���3|P� � �R��{

(iL)
∗(1 + |∇|)Q−−,L

L (1 + |∇|)iL
.1%�6802FC+34C)54 .1+

S1(L
2(R3))

{�>3)5+CQ�)
Q�02+RN2)5:;~2)5%�F3L�,I0 )�cJ,I:I?BQ�,I.P02+j,/0 %/0Y'*)

P ∈ S1(L
2(R3))

�902:�,I>C)�<#)5?Y�2] ∗ ,I0YLh02AP02~YG 0B�
S1(L

2(R3))
| » )�%/.P4C)5%�{=�90Y:

ϕ, ψ ∈ L2(R3)
{

〈
(iL)∗(1 + |∇|)Q−−,L

L (1 + |∇|)iLϕ, ψ
〉
L2(R3)

=
〈
(iL)∗QLiL(iL)

∗γ0
sc,LiL(iL)

∗(1 + |∇|)iLϕ, (iL)∗γ0
sc,LiL(iL)∗(1 + |∇|)iLψ

〉
L2(R3)

=
〈
Q̃L(iL)

∗γ0
sc,LiL(iL)∗(1 + |∇|)iLϕ, (iL)∗γ0

sc,LiL(iL)
∗(1 + |∇|)iLψ

〉
L2(R3)

,

−→L→∞
〈
Qγ0

per(1 + |∇|)ϕ, γ0
per(1 + |∇|)ψ

〉
L2(R3)

,

<T>C.PQz> '*)5?Y+C%Z,I>C?B,
(iL)

∗(1 + |∇|)Q−−,L
L (1 + |∇|)iL

Q502+RN2)�:/~2)�%�,I0
(1 + |∇|)Q−−(1 +

|∇|) ∈ S1(L
2(R3))

.1+S,I>C)�<#)5?Y�S02Lh)�:I?B,/02:�%/)5+3%/)Y|3¥()�+CQ5)B{
(1+ |∇|)Q−−(1+ |∇|) = P ∈

S1(L
2(R3))

|
W ?Y%;,/APG2{J?Y%

QL ∈ KL

{J<l)f>@?\NY)f�902:l)�N2)�:;G
ϕ ∈ D(R3)

?Y+C4�?BA1A
L
A�?Y:;~2)�)5+C02F3~2>�%/0M,/>@?B,

kOF3LCL
(ϕ) ⊂ ΛL

{

0 ≤
〈
(QL + γ0

sc,L)iLϕ, iLϕ
〉
L2

per(ΛL)
≤ 〈iLϕ, iLϕ〉L2

per(ΛL) = 〈ϕ, ϕ〉L2(R3).

» )�%/.P4C)5%�{8F3%/.1+3~S,/>C)V�@:/%�,(?Y%/%;)5:;,/.102+�0Y� W )5'�'	?� 3{
〈
(QL + γ0

sc,L)iLϕ, iLϕ
〉
L2

per(ΛL)
=
〈
(iL)∗(QL + γ0

sc,L)iLϕ, ϕ
〉
L2(R3)

→
〈
(Q+ γ0

per)ϕ, ϕ
〉
L2(R3)

.
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¥�)5+CQ�)Y{
0 ≤ Q+ γ0

per ≤ 1
{3<T>C.PQz>�?YAPA10D<T%$FC%$,I0SQ�02+CQ5APFC4C)V,I>C?B,

Q ∈ K |
� 0D<X{[A1)�,

TL := (iL)
∗|H0

sc,L − εF |1/2Q−−,L
L |H0

sc,L − εF |1/2iL
<T>3.1Qz>�?BA1%/0¡4C)��@+C)�%	?

6802FC+C43)54¼%;)5�-FC)�+CQ5)*.1+
S1(L

2(R3))
|�©(L¡,I0 )�cO,/:I?YQ�,I.P02+�{�<l)*'*?\G!?Y%;%/FC'�)�,I>@?u,

TL ⇀ T�902:
,I>C)�<#)5?Y�2] ∗ ,/02Lh0YA102~YG¡0B� S1

| � :;~2FC.1+3~7?Y%M?Y6h0DNY)�?Y+C4 F3%/.1+3~!?Y%/%;)5:�,I.10Y+C%���?B+C4 ± 0Y�
W )5'�'*?V 3{B<l)T4C)54CF3Q5)$,I>@?u,

T = |H0
per−εF |1/2Q−−|H0

per−εF |1/2
| � 0D<X{-i=?B,I0YF�¤�% W )�'*'*?

GJ.1)�A14C%

lim inf
L→∞

TrL2
per(ΛL)

(
|H0

sc,L − εF |1/2(−Q−−,L
L )|H0

sc,L − εF |1/2
)

= lim inf
L→∞

TrL2(R3)(−TL) ≥ TrL2(R3)

(
|H0

per − εF |1/2(−Q−−)|H0
per − εF |1/2

)

g$>C.P%TLC:/0DN2)�%�,/>@?B,

lim inf
L→∞

TrL2
per(ΛL)

(
(H0

sc,L − εF )QL

)
≥ Tr0(H

0
perQ) − εFTr0(Q).

¢¼)M+C0D< %�,IFC4OG�,I>3)M,I)�:/' .1+RN202AUNJ.1+C~	,/>C)Z4C)�+C%/.U,`G
ρQL

|�id.1:/%�,\{@�902APA10D<T.1+C~S,I>3)ZLC:/0J0Y��0Y�
� :/0YLh02%;.P,/.102+��&?B+C4	FC%;.1+C~
,I>C)�6802FC+C4C%f���C| k2 R� ���9�C|P��� �R�z{-<l)f?B:/)�~202.1+3~
,/0�LC:;0DN2)(,/>@?B,�,I>C)�:/)
)�c3.P%;,/%&?�Q50Y+C%;,I?Y+R,

C
%;FCQz>e,/>@?B,$�902:T?BA1A

L
A�?Y:;~2)V)5+302FC~2> ||ρQL

||L2
per(ΛL) ≤ C.W )�,

V
6h)f.P+

L2
per(ΛL)∩L∞

per(ΛL)
| � %�.P+*,/>C)fLC:;0O0Y��0B� � :/02L802%/.U,I.P02+��2{-<l)VQ\?Y+�+30Y,I.PQ5)

,/>@?B,

(QLV )++,L = (γ0
sc,L)⊥(QLV )(γ0

sc,L)⊥ = Q++,L
L V (γ0

sc,L)⊥ +Q+−,L
L [γ0

sc,L, V ](γ0
sc,L)⊥.

kO.P'*.PA�?Y:;APGY{

(QLV )−−,L = γ0
sc,L(QLV )γ0

sc,L = Q−−,L
L V γ0

sc,L −Q−+,L
L [γ0

sc,L, V ]γ0
sc,L,

���3|P� � a �
<T>C)�:/)

(γ0
sc,L)⊥ = 1 − γ0

sc,L

|@¢¼)�02+CAUG�,I:/)5?B,&,/>C)
(QLV )−−,L ,I)5:;'e{@,/>C)Z?Y:;~2FC'�)5+R,f68)5.P+C~,/>C)X%I?Y'�)V�902:

(QLV )++,L |i".1:;%;,�<#)l<T:/.P,/)
Q−−,L
L V γ0

sc,L = (1+|∇|)−1(1+|∇|)Q−−,L
L (1+|∇|)(1+|∇|)−1V γ0

sc,L,?Y+34j+C0B,I.1Q�)�,I>@?u,
(1 + |∇|)−1V

.P%�6h0YFC+C4C)�4 %;.1+CQ�)
V ∈ L∞

per(ΛL)
6RG ?Y%;%/FC'�L3,/.102+�| � %

(1 + |∇|)−1
?Y+C4

γ0
sc,L

?Y:/)&?YA1%;0M6802FC+C4C)�4�{C?B+C4�?Y%
(1 + |∇|)Q−−,L

L (1 + |∇|) .1%�,I:/?YQ5)�]`Q5A1?Y%/%,/>@?Y+C�-%Z,I0 ���C| kRkR�z{�,/>C.1%�LC:/0DNY)5%Z,I>C?B,
Q−−,L
L V γ0

sc,L

.1%�?�,I:/?YQ5)�]`Q�A�?Y%;%M02L8)5:/?B,I02:�|�g$>JF3%Z,I>C)
�902APA10D<T.1+3~Z.1%�,/:/FC)S�

|TrL2
per(ΛL)(Q

−−,L
L V γ0

sc,L)| = |TrL2
per(ΛL)(Q

−−,L
L V )|

= |TrL2
per(ΛL)((1 + |∇|)Q−−,L

L (1 + |∇|)(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1)|
≤ ||QL||QL

∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1
∣∣∣∣

S∞(L2
per(ΛL))

.

g$>C)�+�{=:/)5?Y%/02+3.1+C~�?Y%T.1+�,/>C)XLC:/0J0Y��0Y� � :;02L802%/.U,I.10Y+!�2{C<#)X026O,z?Y.P+
∣∣∣∣(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1

∣∣∣∣
S∞(L2

per(ΛL))
≤ C ||V ||L2

per(ΛL) ,

¥�)5+CQ�)Y{
|TrL2

per(ΛL)(Q
−−,L
L V γ0

sc,L)| ≤ C ||QL||QL
||V ||L2

per(ΛL) ,



��� ����� � ���	��
�%����	
�����������������
���� � �����! "���#�������$��
�%���� �D�2�

<T>C)�:/)X,I>C)XQ�02+C%;,I?Y+R,
C
4C0O)�%T+C0Y,T4C)�Lh)�+C4�02+

L
��+C02:T0Y�dQ50YFC:/%;)
0Y+

V
��|

i@02:[,I>C)(%/)5Q�02+C4	,/)5:;' 0B�f�9�C|U� � a �z{R<#)(FC%/)�,I>C)���?YQ�,�,I>@?u,
Q−+,L
L ∈ S2

{
[γ0

sc,L, V ] ∈ S2

{
?Y+34�,/>@?B,

γ0
sc,L

.1%T?�6802FC+C4C)�4e0YLh)�:I?B,/02:5{3,/0SQ5A�?B.1'¯,I>@?B,

Q−+,L[γ0
sc,L, V ]γ0

sc,L ∈ S1.

� 4C43.P,I.P02+@?YAPAPGY{�6RGV%;.1'�.1A1?Y:8?Y:/~2F3'*)�+-,/%�?Y%�,I>302%/)[FC%;)54
.1+f,/>C)[LC:/0J0Y�J0Y� W )5'�'	?f� a { ∣∣∣∣[γ0
sc,L, V ]

∣∣∣∣
S2(L2

per(ΛL))
≤

C ||V ||L2
per(ΛL)

{C<T.P,I>�?�Q50Y+C%;,I?Y+R,
C
.P+C4C)�Lh)�+C4C)5+R,�02+

L
|@g$>-FC%5{@<l)�~2)�,

|TrL2
per(ΛL)(Q

−+,L
L [γ0

sc,L, V ]γ0
sc,L)| ≤ C

∣∣∣
∣∣∣Q−+,L

L

∣∣∣
∣∣∣
S2

||V ||L2
per(ΛL) .

¥�)5+CQ�)Y{

||ρQL
||L2

per(ΛL) = sup
V ∈L2

per(ΛL)

|TrL2
per(ΛL)(QLV )|
||V ||L2

per(ΛL)

,

≤ C ||QL||QL
,

≤ C ′.
g$>C)5:;)��902:;)Y{[FCL ,/0p)�cJ,I:I?BQ�,I.P02+�{"<l) >@?\N2) , ΛL

ρQL
⇀ ρ

<#)5?Y�-APG .P+
L2(R3)

�90Y:Z%/02'�)
�9FC+3Q�,I.P02+

ρ ∈ L2(R3)
|h¢�)Z+C0D<§.P+R,I:/0J4CFCQ�)�?Y+¡?YFJc3.PA1.1?Y:;G��9FC+3Q�,I.P02+

ρL ∈ L2(R3)
4C)��@+C)�4

.P+ei@02F3:/.1)�:$%/L@?BQ5)
?Y%$�902A1AP0D<T%f�

ρ̂L :=
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

ck,L(ρQL
)

|Pk|1/2
, Pk

<T>C)�:/)X�902:T?Y+RG
k ∈ (2π/L)Z3

{
Pk := k + [− π

L
, π
L
)3
|

� 0Y,/.1Q�)f,I>@?B,
ρL
.P%$6h0YFC+C4C)�4e.P+

L2(R3)
?Y%$<l)X>@?\N2)

∫

R3

ρ2
L =

∫

R3

|ρ̂L|2 =
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

|ck,L(ρQL
)|2 ≤

∑

k∈ 2π
L

Z3

|ck,L(ρQL
)|2 =

∫

ΛL

ρ2
QL
.

·f+ ,I>C) 0Y,/>C)5:S>@?Y+34 �9FCL ,I0p)�cJ,I:/?YQ�,/.102+=�
ρL ⇀ ρ

<l)\?Y�-AUG .1+
L2(R3)

{",/>C) %I?Y'�)�<#)5?Y�
AP.1'�.P,l?Y% , ΛL

ρQL

|Cg�0�%/)�)X,/>C.1%�{O<l)VQ502'�LCF3,/)&�@:;%;,$,I>3)V%/Q\?BA�?Y:�L3:/0J4CFCQ�,�0Y� , ΛL
ρQL

?Y~2?Y.1+C%�,
?��3cO)54 �9FC+CQ�,I.10Y+

ϕ ∈ C∞
0 (R3)

�3�902:
L
A1?Y:/~Y)V)5+C02F3~2>e%;0�,I>@?B,&kOF3LCL

(ϕ) ⊂ ΛL

{
∫

R3

, ΛL
ρQL

(x)ϕ(x) dx =

∫

ΛL

ρQL
(x)ϕ(x) dx

=
∑

k∈ 2π
L

Z3

ck,L(ρQL
)ck,L(iL(ϕ)),

=
∑

k∈ 2π
L

Z3

ck,L(ρQL
)

1

L
3
2

∫

ΛL

ϕ(x)e−ik·x dx,

=
∑

k∈ 2π
L

Z3

(
2π

L

) 3
2

ck,L(ρQL
)ϕ̂(k),
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<T>C)�:/)
ck,L(g)

4C)�+C0Y,/)5%�,I>3)
k
]°,/> i@02FC:/.P)5:*Q50J) ��Q5.P)5+R, 0Y�

g ∈ L2
per(ΛL)

?Y+34
f̂(k)

,I>3)
i@02FC:;.1)�:�,I:I?B+C%;�902:;'�0Y�

f ∈ L2(R3)
?B,�Lh0Y.1+R,

k
|

g$>C)�+�{
∫

R3

ρL(x)ϕ(x) dx =

∫

R3

ρ̂L(ξ)ϕ̂(ξ) dξ,

=
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

ck,L(ρQL
)

|Pk|
1
2

∫

Pk

ϕ̂(ξ) dξ,

=
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

(
2π

L

) 3
2

ck,L(ρQL
)

1

|Pk|

∫

Pk

ϕ̂(ξ) dξ.

g$>-FC%5{
∣∣∣∣
∫

R3

, ΛL
ρQL

(x)ϕ(x) dx−
∫

R3

ρL(x)ϕ(x) dx

∣∣∣∣

≤



(

2π

L

)3

|ϕ̂(0)| +
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

(
2π

L

)3 ∣∣∣∣ϕ̂(k) − 1

|Pk|

∫

Pk

ϕ̂

∣∣∣∣


 ‖ρQL

‖2
L2

−→ 0
<T>3)5+

L
~20J)5%$,I0S.P+3�@+C.U,`G2|

� 0b< 6-G	,I>C)XQz>C02.PQ5)X0Y��,I>C)XQ�FC6h)�%
Pk
{C<l)
?YA1%;0S>@?\N2)X�902:

L
A�?B:/~2)f)�+C02FC~Y>

D(ρL, ρL) = 4π

∫

R3

|ρ̂L(k′)|2
|k′|2 dk′,

= 4π
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

|ck,L(ρQL
)|2

|Pk|

∫

Pk

1

|k′|2 dk
′,

≤ 4
∑

k∈ 2π
L

Z3\{0}

4π

|k|2 |ck,L(ρQL
)|2,

= DGL
(ρQL

, ρQL
) ≤ C.

¥�)5+CQ�)Y{bFCLV,I0T)�cJ,/:I?YQ�,I.10Y+X<l)�'	?\Gf?Y%/%;FC'*)K,/>@?B,
ρL ⇀ ρ

<#)5?Y�-APGV.P+ C |b©�%/.P+C~$,I>C)[:;)5~2FCA1?Y:/.U,`G0Y�
ν̂
{C<l)
?YA1%;0�43)54CFCQ�)
,/>@?B,

lim inf
L→∞

(
−DGL

(ρQL
, νL) +

1

2
DGL

(ρQL
, ρQL

)

)
≥ −D(ρ, ν) +

1

2
D(ρ, ρ).

¢ >@?u,f:/)�'	?B.1+C%T,I0�68)ML3:/0DN2)�4!.1%(,/>@?B,
ρ = ρQ

<T>C)5:;)
Q
.1%T,I>C)
<#)5?Y��AP.1'�.P,$0B�

(iL)∗QLiL026O,z?Y.P+C)54�?Y680DN2)Y|=g$>C.P%$<T.1A1AhQ5AP)\?Y:;APG*%/>C0D<

lim inf
L→∞

Eν
εF ,L

≥ Eν(Q) − εFTr0(Q) ≥ Eν
εF

?Y+34 )�+C4 ,I>C)	LC:/0J0Y��0Y��g$>C)50Y:/)5' ± |d¢�)�.143)5+R,I.U�HGp,/>C)�A1.P'*.U,
0Y� , ΛL
ρQL

F3%/.1+3~!.P,I%
<#)5?Y�
Q�02+RN2)5:;~2)5+3Q5)M,/0

ρ
.1+
L2(R3)

|
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¢¼)
%;,I?Y:;,�<T.P,/>
ρQ++,L

L

?Y+C4�<T:/.P,/)Y{@�3cO.1+3~	%/0Y'*)
V ∈ C∞

0 (R3)
?Y+C4�?Y%/%;FC'�.1+C~

L
A�?Y:;~2)

)�+C02FC~2> �902:
Supp(V ) ⊂ ΛL

{
∫

ΛL

ρQ++,L
L

V = TrL2
per(ΛL)(Q

++,L
L iL(V )) = TrL2(R3)(ALBL)

<T.P,/>

AL := (iL)∗(1 + |∇|)Q++,L
L (1 + |∇|)iL, BL := (iL)∗(1 + |∇|)−1iL(V )(1 + |∇|)−1iL.g$>C)�%;)5�-FC)�+CQ5)

(AL)
.1%(6h02F3+C4C)54!.P+

S1(L
2(R3))

{8>C)5+CQ�)�.1+
S2(L

2(R3))
{h6RG ���3|XkRk2�(?Y+C4

Q�02+RN2)5:;~2)5%V��FCL�,I0M)�cJ,I:I?BQ�,I.P02+=�"<l)\?Y�-APG�.P+
S2(L

2(R3))
|R¢�)(LC:;0OQ�)5)�4�?Y%l?Y680bNY)(,/0�.P4C)5+R,I.U�HG

,/>C)	<l)\?Y�¡A1.P'*.U,\{�F3%/.1+3~e,I>3)*�902FC:�,I>¼?Y%/%;)5:;,/.102+¼0Y� W )5'�'	?� 3{�?Y+C4¼%/02'�)
ϕ, ψ ∈ C∞

0 (R3)%;FCQz>e,/>@?B,&kOFCLCL
(ϕ) ∪ kOFCLCL (ψ) ⊂ ΛL

〈ALϕ, ψ〉L2(R3) =
〈
(iL)∗(1 + |∇|)Q++,L

L (1 + |∇|)iLϕ, ψ
〉
L2(R3)

,

=
〈
Q++,L
L (1 + |∇|)iLϕ, (1 + |∇|)iLψ

〉
L2(R3)

,

−→L→∞ 〈Q++(1 + |∇|)ϕ, (1 + |∇|)ψ〉L2(R3),

=
〈
(1 + |∇|)Q++(1 + |∇|)ϕ, ψ

〉
L2(R3)

,

<T>C.PQz>�'�)\?Y+C%
AL
Q�02+RN2)5:;~2)5%l<#)5?Y�-APG�,I0D<#?Y:/43%

(1+ |∇|)Q++(1+ |∇|) | » G W )5'�'	?gk3{ BLQ�02+RN2)5:;~2)5%T,I0D<#?Y:/43%
(1 + |∇|)−1V (1 + |∇|)−1 %�,I:;02+C~2AUG	.P+ S2(L

2(R3))
|3¢¼)(,I>-FC%T0263,I?Y.1+

lim
L→∞

∫

ΛL

ρQ++,L
L

V = TrL2(R3)(Q
++V ) =

∫

R3

ρQ++V.

W .1�B)�<T.P%/)Y{=.U,$Q\?Y+�68)
L3:/0DN2)�4e,I>C?B,$,I>C)V<l)\?Y��AP.1'�.P,l0Y�
ρQ−−,L

L

.1%
ρQ−−

|
W )�,�FC%M+C0D< ,/:/)\?u,

ρQ+−,L
L

�H,I>C)�0Y,/>C)5:
Q\?Y%;)
ρQ−+,L

L

68)5.P+C~�%;.1'�.1A1?Y:z��|�©(%;.1+C~�ª�?YFCQz>RG8¤�%
�902:;'ZFCA1?�?Y+C4¼���C|U� � ± ��<#)X<T:/.U,I)

[γ0
sc,L, iL(V )] =

1

2iπ

∫

C

dz[(z −H0
sc,L)−1, iL(V )],

=
1

2iπ

∫

C

dz(z −H0
sc,L)−1[H0

sc,L, iL(V )](z −H0
sc,L)−1,

= − 1

4iπ

∫

C

dz(z −H0
sc,L)−1[∆, iL(V )](z −H0

sc,L)−1,

g$>-FC%�{
∫

ΛL

ρQ+−,L
L

V = TrL2
per(ΛL)

(
Q+−,L
L [γ0

sc,L, iL(V )]
)

= − 1

4iπ

∫

C

dzTrL2
per(ΛL)

(
Q+−,L
L (z −H0

sc,L)−1(∆iL(V ) − iL(V )∆)(z −H0
sc,L)−1

)
.

g$>C)X,`<l0�,/)5:/'�%T6h)�.1+C~�%;.1'�.1A1?Y:5{-<#)X02+3APG�43)�,z?B.1A�,/>C)
?Y:/~2F3'*)�+-,$,/0*LC?Y%/%$,I0�,/>C)XA1.1'�.P,l.1+

TrL2
per(ΛL)

(
Q+−,L
L (z −H0

sc,L)−1iL(V )∆(z −H0
sc,L)−1

)

= TrL2
per(ΛL)

(
∆(z −H0

sc,L)−1Q+−,L
L (z −H0

sc,L)−1(1 − ∆)(1 − ∆)−1iL(V )
)

= TrL2(R3)

(
CL(iL)

∗(1 − ∆)−1iL(V )iL
)
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<T.U,I>
CL := (iL)

∗∆(z−H0
sc,L)

−1Q+−,L
L (z−H0

sc,L)−1(1−∆)iL
| W )�,�FC%[�@:;%;,�:/)�'	?Y:;��,/>@?B,

CL
.P%�6802FC+C4C)�4 .1+

S2(L
2(R3))

?Y%
(Q+−,L

L )
.P%�6802FC+C4C)�4 .1+

S2

?Y+34 ?Y%
(∆(z −H0

sc,L)−1)?Y+34
((z − H0

sc,L)−1(1 − ∆))
?Y:/)�FC+C.U�902:/'�APG¼6h0YFC+C4C)�4�{l6RG W )5'�'	? � �O|�g$>3)5+�<l)7Q\?B+

.P4C)5+R,I.U�HG�,/>C)	<l)\?Y��A1.P'*.U,X6-G�L@?Y%;%/.P+C~7,I0�,/>C)�AP.1'�.P,X.1+ 〈CLϕ, ψ〉
�902:M%;02'�)*�3cO)54

ϕ, ψ ∈
C∞

0 (R3)
{@FC%;.1+C~�,I>C)
FC+C.U�902:/'�Q�02+RN2)�:/~2)�+CQ5)Z0B�",I>3)�:;)5%/0YAPN2)�+R,&�902:

z ∈ C
{8?Y%T%;>C0D<T+7.1+ ,I>C)

LC:;0O0B�"0Y� W )5'�'	?� 

〈CLϕ, ψ〉L2(R3) =
〈
(iL)

∗∆(z −H0
sc,L)−1(γ0

sc,L)⊥QLγ
0
sc,L(z −H0

sc,L)−1(1 − ∆)iLϕ, ψ
〉
L2(R3)

,

=
〈
QLγ

0
sc,L(z −H0

sc,L)−1iL(iL)
∗(1 − ∆)iLϕ, (γ

0
sc,L)⊥(z −H0

sc,L)−1iL(iL)∗∆iLψ
〉
L2(R3)

,

−→L→∞
〈
Qγ0

per(z −H0
per)

−1(1 − ∆)ϕ, γ0
per

⊥
(z −H0

per)
−1∆ψ

〉
L2(R3)

,

=
〈
∆(z −H0

per)
−1Q+−(z −H0

per)
−1(1 − ∆)ϕ, ψ

〉
L2(R3)

.
���C|U� �2�R�

g$>C)�:/)��902:/)B{
CL ⇀ ∆(z−H0

per)
−1Q+−(z−H0

per)
−1(1−∆)

<l)\?B�JAUG�.1+
S2(L

2(R3))
|2g$>C)�+

6RG W )�'*'*? k�<#)��-+C0D<¯,I>C?B,
(iL)

∗(1 − ∆)−1iL(V )iL
Q502+RN2)�:/~2)�%Z,I0D<#?Y:/4C%

(1 − ∆)−1V%�,I:/0Y+C~2APG .P+
S2(L

2(ΛL))
|l¥�)5+CQ�)�<l)�Q\?B+�L@?Y%;%*,I0p,I>C)�A1.P'*.U,�.1+º���3|P� �Y�R��{�FC+C.U�902:/'�APG¼.1+

z ∈ C
|C¢�)XQ502+3Q5A1F34C)V,I>@?B,

lim
L→∞

∫

R3

, ΛL
ρQL

V =

∫

R3

ρQV

�902:T?B+-G
V ∈ C∞

0 (R3)
{C,/>-FC%

ρ = ρQ
|

� )�/5: ,�� � T _`+	+-FC'�)5:;.1Q5?YA@%/.P'ZFCA�?u,I.10Y+C%5{u,I>C)T:/.P~2>R,;]°>@?Y+C4�%/.P4C)T0Y�(���C| µIkR�K.P%l?BLCLC:/0\cO.1'*?B,/)54
6RG

Iνsc,L,εF − I0
sc,L,εF

�902:S?!~2.PNY)5+ NB?YA1FC)	0Y�
L
|[g$>C.P%S?YLCLC:;0R?YQz> >@?Y%S%;)�N2)�:I?YAT4C:/?\<T6@?YQz�-%5|

i".P:/%�,\{2,I>3)(NB?YA1F3)5%�0Y�
L
,/>@?B,�A1)5?Y4*,/0
,/:I?YQ�,z?Y6CAP)T+JF3'*)�:/.1Q5?YA@%/.P'ZFCA1?B,I.P02+C%�?Y:;)(.P+*'*?Y+RG�Q\?B%/)5%

'ZF3Qz>�,/0O0X%/'*?YAPAO,I0XLC:;0DNO.P4C)T?VQ502:;:/)�Q�,�)5%�,I.1'*?B,/.102+Z0B�h,/>C)$A1.P'*.U,
L→ ∞ |-kO)�Q502+34�{R.P,[.P%[+C0Y,)5?Y%;G�,/0�)�cJ,I)5+34e,I>3.1%$'�)�,I>30O4��902:$Q�02'*L3F3,I.P+C~

Eν
κ

{C,I0�,I>C)X4C.P:/)�Q�,T)�NB?YAPF@?B,/.102+�0Y�
Eν(q)

�902:
?Z~2.UN2)�+

q
��.¶|�)B|J,/>C)V)5+C)�:/~YG	0Y�d?M4C)��9)5Q�,T<T.U,I>�?ZLC:;)5%;Q5:/.P6h)�4�,I0Y,I?YA�Qz>@?B:/~2)\��|3g$>3)f�902:/'*?YA1.P%/'

.P+-,/:/0J4CFCQ�)54�.1+
,I>C)#LC:/)�%/)5+R,�?B:;,I.PQ5AP)f�9LC:/0263A1)5'�%#���C|��3�b��?Y+C4 �9�C|��3�b�;��%/FC~Y~2)5%�,I%�?Y+�?BAP,I)�:/+@?u,I.PNY)
<#?\G��902:[Q502'�LCF3,/.1+C~V)�+C)5:;~2.1)�%�0Y�84C)��9)�Q�,I%�.1+SQ�:;GJ%;,I?YA1AP.1+C)�'*?B,/)5:/.1?YA1%�|u¢�02:;�M.1+�,/>C.1%[4C.P:/)�Q�,I.P02+
.P%�.P+�LC:/0Y~2:/)�%/% 
 ±   � |

����� ���	� 
 ��� 
�
 ����� 
�� � � �
¢¼)�~R?B,/>C)5:(.1+e,/>C.1%(%/)�Q�,I.P02+7%;02'*)�:/)�%/FCAU,I%(<T>3.1Qz>�<l)Z+C)�)54C)�4¡,/>C:/0YFC~2>C02FO,&,I>3)MLC:;0O0Y�9%�|

¢�)X%;,z?B:;,T<T.P,/>�%;02'�)

��������� � � � ��� � � � � �"
�� � ��� � � 
��
|

g$>C:;02FC~2>302F3,X,I>C.��XQz>@?YL3,/)5:5{�<l)S>@?\N2)�F��/)�4 ª�?YFCQz>RG8¤����902:;'ZFCA�?	,/0 )�cOLC:/) �!�
,I>C)SLC:;0uE;)5Q�,I02:
γ0

per

�

γ0
per =

1

2iπ

∫

C

(z −H0
per)

−1 dz,
�9�C|P���Y�-�



�����+���7
 � � � � ���#� �����"� ��
�� �D�Rµ

<T>C)�:/)
C
.��(?��3cO)54�:/)5~YFCA�?Y:$6802FC+34C)54eQ5A10 �/)54eQ502+R,/02FC:�)5+CQ�A10 �;.1+C~S,I>C)
A10D<l) ��,

Z
6@?Y+34��(0B�

,/>C) �/L8)5Q�,/:/FC'¸0B�
H0

per

|
g$>C)S�902A1AP0b<T.P+C~�:/) �/FCAU,M.��
?�F��;)��9FCA�,I0J02A",/0�:;)5LCA1?YQ5)�,I>3)*:;) �/0YAPN2)�+R,

(z − H0
per)

−1
<T.U,I>

,/>C)X02Lh)�:I?B,/02:
(−∆ + 1)−1

<T>C.PQz> . �$)\? �/.1)�:#,I0�'*?Y+C.PLCFCA1?B,I)B|O_°,!�$LC:/0J0Y��. �#,/>C) �I?B'*)X? �l,I>C)
02+3)
0B� W )5'�'*?��2|
� )�/�/5: x�� T ` q@r*szw@r�­;xYo`su­ B(z) = (z − H0

per)
−1(−∆ + 1)

�Jr � n�r/��mHn U r�®�®�x /�xYn8�
mHoHv
mHn;oYr�­IvDr�xY­Ir3^�su¬On8�Jr/�*¬Jn@m d\su­�®�tj_SmHn

z ∈ C V
g$>C)X+C)�cJ,(:/) �/FCAU,TLC:/0DNJ.14C) ���/02'�)XF��/)��9FCA�LC:/0YLh)�:;,I.P) �T0Y�dQ502'�'ZF3,I?B,I0Y:!�f�

� )�/�/5: x x T ` q@rZszw@r�­;xYo¦su­Iv [γ0
per,∆]

xYn8�
(1 − ∆) [γ0

per, |∇|] (1 − ∆)
xY­Ir3^�su¬Jn8�Jr/� V

~ ­zsDsed V g$>C)M6802FC+34C)54C+3) �!�&0Y� [γ0
per,∆]

�90YA1A10D<����9:;02' ���C|U� �Y�R�T?B+C4e�9:;02'�,I>C)X��?YQ�,(,/>@?B,
[(z −H0

per)
−1,∆]

.��$6h0YFC+C4C)�4eFC+3.P�902:;'*AUG	.P+
z ∈ C

6RG W )5'�'*?�� �3|
© �;.1+C~�?B~R?Y.1+!���C|U� �Y�-�z{3.U, �;F ��Q5) �$,/0ZLC:/0DNY)X,/>@?B,

(1−∆)[(z −H0
per)

−1, |∇|](1−∆)
. �

6802FC+C43)547FC+3.P�902:;'*AUG	.P+
z ∈ C

,I0�.1+3�9)�:$,I>@?B,
(1 − ∆) [γ0

per, |∇|] (1 − ∆)
. �T6802FC+C4C)�4�|=_`+

02:;4C)5:�,I0�LC:/0DN2)�,I>C)(FC+C.U�902:/' 6802FC+C43)54C+C) �!��0B�
(1−∆)[(z−H0

per)
−1, |∇|](1−∆)

{2<l)fF��;)
,/>C)V�902:/'*?YA�)��JFC?YA1.U,`G

[(z − A)−1, B] = (z − A)−1[A,B](z − A)−1.
���3|P� � ± �

¢�)V,I>-F���0263,z?B.1+

(1 − ∆)[(z −H0
per)

−1, |∇|](1 − ∆) = B(z)∗ [Vper, |∇|]B(z).
�9�C|U� �2¨R�

© �/.1+3~!���3|P� �B�-�#?Y+C4�A1)�'*'*?	� �O{3<#)
0263,I?Y.1+

‖(1 − ∆)[γ0
per, |∇|](1 − ∆)‖ ≤ C ||[Vper, |∇|]|| ≤ C ||∇Vper||L∞(R3) .

� )�/�/5: x � T�U r�o
V = V1 + V2

f[mHo9q
V1 ∈ C ′ xYn8� V2 ∈ L2(R3) V ` q@r�n [γ0

per, V ] ∈ S2xYn8�	oHq@r�­Ir�rw{2m1v�o9v�x
w@sDv�mHo�m oYrX­Ir/xYtdyzsun3v�o«xYn@o
C
v�¬@yzq�o9q3xYo

‖[γ0
per, V ]‖S2 ≤ C(‖V1‖C′ + ||V2||L2(R3)).

~ ­zsDsed V i@02:/'MFCA�? �V���C|U� �Y�-�l?Y+C4¼���C|U� � ± ��A1)\?B4 ,/0

[γ0
per, V2] = − 1

4iπ

∫

C

B(z)(−∆ + 1)−1[∆, V2](−∆ + 1)−1B(z)∗ dz

= − 1

4iπ

∫

C

B(z)((−∆ + 1)−1∆)V2(−∆ + 1)−1B(z)∗ dz

+
1

4iπ

∫

C

B(z)(−∆ + 1)−1V2(∆(−∆ + 1)−1)B(z)∗ dz.

� �
(−∆+1)−1

?Y+C4
(−∆+1)−1∆

?B:/)�6h02F3+C4C)54M02Lh)�:I?B,/02:!��{u<l)#0Y63,z?Y.P+�{bF��/.P+C~ W )�'*'*?
���3{
∣∣∣∣[γ0

per, V2]
∣∣∣∣

S2
≤ C

∣∣∣∣(−∆ + 1)−1V2

∣∣∣∣
S2
,



�D�Y  ���������	��

����������������������� �"!$#&%('*)+��,-%.���/%.�0��,21�#
!3���4#

�902:��;02'�)
Q�02+���,z?Y+R,
C
.1+C43)5L8)5+C4C)�+R,(0B�

V2

| W .1�B)�<T. �;)Y{

[γ0
per, V1] = − 1

4iπ

∫

C

B(z)(−∆ + 1)−1[∆, V1](−∆ + 1)−1B(z)∗ dz

= −
3∑

i=1

1

4iπ

∫

C

B(z)
(
(−∆ + 1)−1∂xi

) ∂V1

∂xi
(−∆ + 1)−1B(z)∗ dz

+
3∑

i=1

1

4iπ

∫

C

B(z)(−∆ + 1)−1∂V1

∂xi

(
∂xi

(−∆ + 1)−1
)
)B(z)∗ dz,

<T>C.PQz>�.P'*LCAP.1) �
∣∣∣∣[γ0

per, V1]
∣∣∣∣

S2
≤ C

∣∣∣∣(−∆ + 1)−1∇V1

∣∣∣∣
S2�902:��;02'�)[Q502+���,z?Y+R,

C
.P+C4C)5L8)5+34C)5+R,�0Y�

V1

|�¢¼)K,/>C)5+
F��/)[,/>C)��X?B,I0B]¦kO)5.PA1)�:�]�kJ.1'�02+(.P+C)5�-F@?BA1.P,`G
<T>C.PQz>e<l)X:/)5Q5?YA1AP)54 .1+�kJ)5Q�,/.102+e¨3|U�V,I0S.1+3�9)�:

∣∣∣∣[γ0
per, V2]

∣∣∣∣
S2

≤ C ′ ||V2||L2(R3) ,
���3|P� �2µ2�

∣∣∣∣[γ0
per, V1]

∣∣∣∣
S2

≤ C ′ ||∇V1||L2(R3) = C ′ ||V1||C′ .
���3|P� �Y R�

� )�/�/5: x � T ` q@r$szw@r�­;xYo¦su­ [ |H0
per−κ|, |∇| ] m1v ^�su¬Jn8�Jr/�!d\su­lxYn;_ κ mHnZoHq@rF]Rx�w (Σ+

Z ,Σ
−
Z+1) V

~ ­zsDsed V ¢�)
>C?DNY) |H0
per − κ| = −(H0

per − κ)γ0
per + (H0

per − κ)(1 − γ0
per)

?Y+C4 ,I>-F��

[ |H0
per − κ|, |∇| ] = −2(H0

per − κ)[γ0
per, |∇|] + [|∇|, Vper](2γ

0
per − 1)

= 2(B(κ)∗)−1(1 − ∆)[γ0
per, |∇|] + [|∇|, Vper](2γ

0
per − 1)

<T>C.PQz>j~Y.PN2) ��,I>C) :/) �/FCAU, �/.P+CQ5) ||[|∇|, Vper]|| ≤ ||∇Vper||L∞(R3)

?Y+34
(1 − ∆)[γ0

per, |∇|] . �6802FC+C43)54�6RG W )�'*'*?��2�2|

�������	� � 
 � � � � � � %�� � � � 
 � � ��� ��� 
�� � � � ���#� � K
g$>C. � �
	5Q�,/.10���. ��4
	�N20Y,�	54M,/0�,/>
	�~�	��
	�:I?YAP.1�5?B,I.P0��f0Y�3:�	 �;FCAP,!�d.�� 
 a �3{ � LCL�	��C43.Uc » � Q�0��CQ�	�:�]

�C.��C~�,I>
	X4
	����/.U,`G 0Y�����C.P,�	V:I?��3��02L�	5:I?u,I02: �5{3<T>C.PQz>e.��$F���	��9FCA��902:$LC:;0bNJ.��C~Sg$>
	502:
	��¹�3|
� )�/�/5: x 1 T Y�su­SxYn;_

Q ∈ K oHq@r�­Ir�rw{2m1v�o&xYn su­�oHq@sK]Jsun8xYt8w8­Is��\rzy�o`su­
P
v�¬=yzqpoHq3xYo

P −
γ0

per ∈ K xYn8��x	o¶­;xJyzr a y�tUxuvzvZszw@r�­;xYo`su­ δ ∈ Q v�¬=yzq o9q3xYo
0 ≤ δ ≤ 1 Z [P, δ] = 0

xYn8�

Q = P − γ0
per + δ.

~ ­zsDsed V g$>C.���.��T?���	\? ��G�?Y4@?YL��z?����10���0Y� 
 a �C{ W 	����*?�� k � |
¢�	X4
	��C0���	X�90Y:�������LCA��1Q�� �`G

H+ = (1 − γ0
per)L

2(R3)
?��C4

H− = γ0
perL

2(R3)
|

! ,.* PQ* LO< B.<C* 9 � T�U r�o
P
^�r�xYn�su­�oHq@sK]Jsun8xYt�w8­Is��\rzy�o¦su­�sun

L2(R3)
v�¬@yzq�o9q3xYo

Q = P −
γ0

per ∈ K V l r�n�suo¦rG^�_ (f1, ..., fN) ∈ (H+ ∩ H1(R3))N
xYn�su­�o9q@sun�su­�®�xYt�^zxuv�m1v�sed

E1 =
ker(P − γ0

per − 1) = ker(γ0
per) ∩ ker(1− P )

xYn8�M^�_
(g1, ..., gM) ∈ (H− ∩H1(R3))M

xYn
su­�oHq@sun�su­�®�xYt ^zxuv�m1vSsed

E−1 = ker(P − γ0
per + 1) = ker(1 − γ0

per) ∩ ker(P ) V	` q@r�npoHq@r�­Ir



�����+���7
 � � � � ���#� �����"� ��
�� �D�Rk

rw{2m1v�o�xYn su­�oHq@sun�su­�®�xYt!^zxuv�m1v
(vi)i≥1 ⊂ H+ ∩H1(R3)

sed
(E1)

⊥ mHn H+ Z xYn su­�o9q@sun�su­�®�xYt^zxuv�m1v
(ui)i≥1 ⊂ H− ∩H1(R3)

sed
(E−1)

⊥ mHn H− Z xYn8�SxMvDrKn5¬=r�n�yzr (λi)i≥1 ∈ `2(R
+)
v�¬=yzq

oHq3xYo

P =

N∑

n=1

|fn〉〈fn| +
∞∑

i=1

|ui + λivi〉〈ui + λivi|
1 + λ2

i

,
���3|P� �IkR�

1 − P =

M∑

m=1

|gm〉〈gm| +
∞∑

i=1

|vi − λiui〉〈vi − λiui|
1 + λ2

i

.
���3|P�2���R�

r��R�YmHo¶m«sun8xYtHtj_ ∑
i≥1 λ

2
i (‖∇ui‖2

L2 + ‖∇vi‖2
L2) <∞.

~ ­zsDsed V g$>
��� ���T?�� � 6RN � � F��TQ � : � APA�?Y:�G � �	
 a �C{Cg$> 	 � :
	�� µ � |
� *-,.* ?>?C:c, 8 1 T3U r�o

Q ∈ K V�` q@r�n o9q@r�­Ir rw{2m1v�oHvpx vDrKn5¬@r�n�yzr {Qk}k≥1

sed � n@mHo¦r!­/xYn iszw@r�­;xYo`su­zv ^�r�t1sun�]YmHn�]�o¦s Kr

v�¬@yzq7oHq3xYo ||Qk −Q||Q → 0
xuv
k → ∞ xYn8��d\su­ZxYn;_

k ≥ 1 Z
Tr0(Qk) = Tr0(Q) V

~ ­zsDsed V gd?Y� ���C~ λi = 0
� � : i > k

��� �I>
	S4
	�Q � ��L � ������� � � � � � : � L � ������� � � ± { � �
	SQ\?��
?YL3LC: � c����*?�� 	

P
6RG ?�� � �I>
	�:ZLC: � E
	5Q � � : Pk �/FCQz> �I>C?��

Pk − γ0
per → P − γ0

per

��� Q ? �
k → ∞ ?��C4

Pk − γ0
per

� ���
�
����	V:I?��C���

Pk − γ0
per =

N∑

n=1

|fn〉〈fn| −
M∑

m=1

|gm〉〈gm| +
k∑

i=1

λ2
i

1 + λ2
i

(
|vi〉〈vi| − |ui〉〈ui|

)

+
k∑

i=1

λi
1 + λ2

i

(
|ui〉〈vi| + |vi〉〈ui|

)
.
���3|P�2�Y�b�

_ ���I> 	�� �/F ��Q�	 � � � ?YLCLC: � c����	?���	 	\?BQz> �9F
�3Q�� � � � ��� �9�C|P�Y�2�b�*6RG ?���� ��� �I>
	�: � �
	B{#� � :
�����
�I?��CQ�	X6RG�4
	����
���C~�� � : ε� 1

{
ũi := ||Rεui||−1

L2 Rεui
?��C4 � :
�/> � � � :
�	?BA��1�����C~ �I> 	 ��	 �
	�<

�9F
�3Q�� � � ����{C<T>
	5:
	
Rε

<#? ��LC:�	�N � � F��;APG	4
	���� 	54�6RG¼���3| a �R��|
g$>
	��¡� � :X?��RG

Q = P − γ0
per + δ � � �I> 	S� � :���~��UN�	��p6RG W 	����*?7�\�C{ � �X:�	��*?������ � �?YL3LC: � c����*?�� 	

δ
6RG*?X��� ��� 	�:I?��C� � L�	5:I? � � : δk �;FCQz>��I>C?��

[Pk, δk] = 0
{R<T>
�1Qz>*Q\?��*6 	�4 � �
	

�����/>
	 �I?���	V<�?\GY|



�\� � ���������	��

����������������������� �"!$#&%('*)+��,-%.���/%.�0��,21�#
!3���4#
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� �

� ��� ��
�������� ��� � � ��������� � ��! �"
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Eν
h(q) = inf

{
Eνh(Qh), Qh ∈ Kh,

xf5
(Qh) = q

} � I�Q>�:�|�
7A,
�>.0, ���A1r9M145
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d2γ

dx2
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1
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7 � �-,
Dκ(f, g) = (A/2κ)
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A ∈ B(H) #&" S %u   .`�"P� "$ S "@�' ��,*%-V& �"�"�� Q�¡0� T , � "�#&,  &" #  S %  T  &%-" #&, ,*%�  �#, #&"$ S %  ,u:  %�¡&" ,w  %

a ∈ L2(Ω × Ω, dµ⊗ dµ),

"$ �%*%  Rw S  

∀f ∈ H, (Af)(x) =

∫

Ω

a(x, y) f(y) dµ(y), µ−  "  #�w S   D�&"�"`  S " .
�  � % S # ^

||A||2
S2

=

∫∫

Ω×Ω

|a(x, y)|2 dµ(x) dµ(y) = ||a||2L2(Ω×Ω) .

e������
�wp	G21����t?�	U.:1��t32145 � �B.H<=?���	65 �
	 ?q� � ��. � ���
�BG��H5�	U< � � 34�H5-1���	6<=5
A ∈ B(L2(Ω))

G � � �/?�	
� � _�14<��6� �6.H5����

a(x, y) = G(x − y)V (y)
1:9�	H.

G ∈ L2(Ω)
	 �
V ∈ L2(Ω)

p � ��1
A ∈ S2	 �

||A||2
S2

= ||a||2L2(Ω×Ω) =

∫∫

Ω×Ω

|G(x− y)|2 |V (y)|2 dx dy,

=

∫

Ω

(∫

Ω

|G(x− y)|2 dx
)
|V (y)|2dy 32145A~2<=E
���
�

,

=

∫

Ω

(∫

Ω

|G(z)|2 dz
)
|V (y)|2 dy,

= ||G||2L2(Ω) ||V ||2L2(Ω) .

¢ 	^5����F<=? �01�� 	��
��< � �>?������/14<�.0,21M3
���F5�	 �=Q

�gP
	.P�� P�� � [\!#=7$O&(����=c� )��15j�8$.�Y���
Sp

� � ���
H
<
� 	��P3214.�	^G
	@���>?BE�	65
�	���63=145-14ED?�	4Q 7 � <=5 1 ≤ p < +∞ � � <��kGO�H[��
���
� � ����?V1U.6?B1��
�
	

G
	���.0,21 ��� 	��

Sp =
{
A ∈ B(H)

∣∣|A|p ∈ S1

}
,

� � � �s��	
Sp(H)

�6� �B?g_*1¤5����F�L<
	�G���1��UE �BZ�< � �s�:�&�L<
	�?w� � � �U< �
���zG
	�?V1�� � 5���	 ||A||
Sp

=

(Tr(|A|p))1/p =
(
Tr(|A∗A|p/2)

)1/p Q
, � <��k1i9 � ���A?�	��A3=5 � 3D5�� � �s�����F<
�b941�� ��	��@�3�D�6�


 � � ���
1 ≤ p ≤ +∞ 	 �

p′
��	6?N�L<
	

1/p + 1/p′ = 1
Q����

A ∈ Sp

	 �
B ∈ Sp′

14? � 5��
AB ∈ S1

	���?w� � ��1 ||AB||
S1

≤ ||A||
Sp

||B||
Sp′ �
 � � ���

1 ≤ p ≤ +∞ Q|eg? � 5
� Sp

p �U<
� �	G 	k?B1 � � 5���	 ||·||
Sp

p 	�� �h< � 	��F3214.�	gG
	 �o1��=14.0,�Q
� �
A ∈ Sp

14? � 5
� A∗ ∈ Sp

	�� ||A||
Sp

= ||A∗||
Sp

Q ���D[���p
Sp

	��
�Y?B1zW 	65
� 	 �-<=5
	rG
	��
� 34�H5-1���	6<=5���G 	^5F1��=Z8[��
��3 � <=5c?B1 � � 5���	 ||·||

Sp �
 � � ���
1 ≤ p ≤ +∞ 14? � 5�� S1 ⊂ Sp ⊂ S∞

	 �YG
	 �;1��
���H5�	UZ6���
�H5-14?�	r3 � <D5 p ≤ q
p

Sp ⊂ Sq

Q
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��	�������� � � � �i�D�

:<; !#2>=7?A@B� 	�� �DC� �!#">$.���'&(! )�� �K$O&(2��
�g���F�F�#= ���g�F@�2% � P��^  S # %�  S # "  #&" "  &,-W %�  % # ,w¡&,� S ¡F� #2" "�, � , T  &% #&,w  %-%  �% �  2  S "�%  r¡F� # W�`&%�`�"P�&% ^ �4  ,*"�� 1�1��  &"�� 1
	 ^ :�� T 1 X�� � �6X
Q ,

f ∈ Lp(R3)
 &"
g ∈ Lp(R3)

���  0¡
2 ≤ p < +∞ ^ �&%B  " # f(x)g(−i∇)

 #&"$�|� % #
Sp(L

p(R3))
 &"

||f(x)g(−i∇)||
Sp

≤ (2π)−3/p ||f ||Lp(R3) ||g||Lp(R3) .
� �DQ��|�

f(x)g(−i∇) � �
� ��� W 1�����< ������� �01���� ��� W � 5�� � ?B? � 3 � 5�� � ���01 � �kG � 5 � 3D5���� ��� � � 5tW 14.��>? � � ��� �< ��� .H?V1���� � G�� � 3%�65F1�� � <=5
�8?�� � �:1��B5 � � �P<=5
L2(R3)

�3�LI�py¢h,2143�� � 5 �4�qQ 7 � <=5rG � <�a"W ��� .���� ��� �
f � � g � � �P<=5-14ED? � � � �t[ � � � �g3=5 � �F�L< � 3=145�� � <�� �P<=5 R3 ��� <���� � �-5 � GD<�� � ��� �g? � � ��� � � �UE=? � �
Df = {h ∈ L2

∣∣fh ∈ L2} � � Dg = {h ∈ L2
∣∣gh ∈ L2} � G ��� � � �kG21 � � L2

��Q 7 � <D5 ϕ ∈ Df

� � ψ̂ ∈ Dg

p � � GO�H[ � �!� 〈ϕ, f(x)g(−i∇)ψ〉 32145

〈ϕ, f(x)g(−i∇)ψ〉 =

∫

R3

f(x)ϕ(x)F−1(gψ̂)(x) dx.

� � 3=5F1����>��< � p ��� <��N<����B?�� � � 5 ��� �£?q�"� � �6Z|1M?������yG �$# 1�� � \]� � �B? � 5]\������ ��� 3 � <=5��z1 � � 5 � 5£?V1 ��� 5�� �
‖ · ‖Sp

G�� � 3%�65F1�� � <=5
�UGD<%�`_�3 � V (x)(1 − ∆)−1 �L<�� � ���rE�� ��� G � ?V1�W � 5�� � f(x)g(−i∇)1:9 � . f(x) = V (x) � � g(p) = 1
1+p2

Q

�gP
	.P�� P&8 &*$.�E�A��)���& ; !�2>=c�8����[\��56&(=7$.�8�
/ � 143=3 � ?>? �  &% #  T V %  "s` #i  %
�s� %-"fG���< �'� 34�H5-1�� � <=5k?�� � �:1 �>5 � T �F<=5k?w� � �F3=14. � G � ���>?BE � 5�� H

p
?q� ��� � � �UE=? �(��� �s� ρ(T )

G � � ��� �UE=5 � �Y. � �;3=? � a � � λ � � ?��/��< � λ − T
14G�� � ��� � < � � � 9 � 5
� �E � 5 � �4p ��� �s� Rλ(T )

Q *T1�W 1 �)�B?>? � (Rλ(T ))λ∈ρ(T ) � ���8?B1�5���� � ?b941 � � � G � T Q *y��143=3=?��B.61���� ���
λ 7→ Rλ(T ) � ���/1 � 14?>_*���B�L< � �F<=5t?q� � <D9 � 5�� ρ(T )

p�
;9M14? � <=5��kG21 � � L(H) � � ��� 1;?w� , �' &%-" ,."a`�' %b� "s` #i  %
�s� %-"$ 

∀(λ, µ) ∈ ρ(T ) × ρ(T ), −Rλ(T ) +Rµ(T ) = (λ− µ)Rλ(T )Rµ(T ).

* � #  - 0¡&" "  XG � T p ��� �s� σ(T )
p � �
��? � � � <���\ ��� � � �UE=? � W � 5�� �A. � �;3D? ��� ��� �-1 �B5 � G � ρ(T )

G21 � �
C
Q + ? � � G
�H. � �&3 � � �+��� ?w��< � � ��� G�� � � � � � � � G � �-5 � � ��� � <��]\ ��� � � �UE=? � �

 ? � #  - 0¡&" "   2  %�¡&" S  �% σp(T ) � �
�$?q� ��� � � �UE=? � G � � λ ∈ C

� � ? �&��< � λ − T � �
� ��� �� � � � .����bW �
? � � λ . � 5F5 � �P3 ��� G21 � � � � ��� ��G � �A9M14? � <=5��A3=5 � 3D5 � �AG � T p


 ? � #  - 0¡&" "  U¡0  %-" ,.% S σc(T ) � �
�A?w� ��� � � �UE=? � G � � λ ∈ C
� � ? �c�L< � λ− T � ����� � � � .����>W � �

Ran(λ− T ) 6= Ran(λ− T ) = H
p


 ? � #  - 0¡&" "  "s` #&, � S  �% � ���k?w� ��� � � ��E=? � G � � λ ∈ C
�L<�� ��� � ��� �g3=1���9M14? � <=5��A3=5 � 3D5 � � � �3 � <=5A? � �F�L< � ? � Ran(λ− T ) � � � �
�g321���G ��� � � G21 � � H

Q
*y��1 � 14?b_ � � �P3 � .��F5-14? � � � < � < � 5�,�? � . ��� �-5-1M? ��� ���6.61 � �B�L< � �L<21 � ���B�L< � QLe�� � ���232145 � a � �&3=? � p?q�J�k1 �-�>?�� ��� � ��� G���< � �P_ ��� ��� � � � ? �H.6<=?B1 �B5 �.� ���$< �/� 3%�65F1�� � <=5�14<�� � \�1MGs� � � � � ����� E � 5 � ��P<=58< � . � 5
�01 � �0� �F3=14. � G � ���>?BE � 5
� � � � ��� �F3 � .��F5 � 3 ��� .��F< � ?c. � 5F5 � �P3 ��� G*14<�a � �b9 � 1M<�aG�� � ��� 5FZ � � G � � ���-1�� �A?�� ���hG=< �]_ ��� ��� � Q
, � <�� � ��� ��1���� �2�>.��@G � <�a�3=5 � �-� � 5
��5����P<=?��-1�� ��3 � <=5�? � ���P3 � .��-5 � �CG�� � 3%�65-13� � <D5
�d14<�� � \14G � � � � � �HQ
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:<; !#2>=7?A@B� 	 � P Q�  ,."
T S %    .`�"P� "  S "t� S "` ��]�|���:  ,.%-" # S " S %  #  D��¡  g�' ��,*%-V& �"�"

H
X � %B  " # ^

�jX
T
%�_ �  D� #��' �#  - 0¡&" "  "s` #&, � S  �% ^

/ X
σ(T )

 #&" S % #i  S #��  &% #  T V %  Y�' R ^
0 X %  # �  0¡&"  S " #� "-   "  #;¡0  " "  #  2  %	�|� %-" � �' # �s�&%  S " #� "-   "  #8�' T � , #&" ,.%�¡&"  # #i  %-"  "�" �2 �W�  %	� S �#X

, � <���G
�H[ � � �
� ��� � 
83=5���� ��� �kG���14<��-5 � � � � <��]\ ��� � � �UE=? � ��G=< �F3 � .��F5 � Q
� !
	  ��'&7�F2% �gP���% ��  - �%*%  #  - 0¡&" "  ^� , #i¡�"  &"��' �%�_    .`�"P� "$ S "/� S "` ��]�|���:  ,.%-" T ^ %�  "a` σd(T ) ^%�_  &% #  T V %  @�' # �s�&%  S " #  "-   "  #2, #i  % `  #^�' T �' T S %�" ,  %�,w¡&,."a`�))%-,  �X
��%d��  - �%*%  @�&%B  " #�#  - 0¡&" "   # #  &%-" ,  �% %�_  &% #  T V %  σess(T ) = σ(T ) \ σd(T )

X
* � �F3 � .��-5 �)� ��� ��� ��� � ?�. ��� ��� ��� �^G ��� .8? � �P3 � .��F5 � . ��� ��� � <dG � T p�? � �t9M14? � <=5
�/3D5 � 3=5 � � �������� � ?Z� � � � �/? � ��941M? � <D5
�g3D5 � 3=5 � � ��� � ?Z� � �kG � �U<=?����B3=?��B.����s��� � [ � � � Q * � �F,
� � 5 ��� � �P<��>9M1 � � � ���<����B?�� ��� 
83D?B<���� � <D5
�A5 � 3=5���� � �AG21 � �A? � .0,2143����-5 � �DQ
:<; !#2>=7?A@B� 	 ! � :R; !#2%=7?�@���)����]�#/ � � P\Q�  ,."

H0 S %�   .`�"P� "$ S "k� S "� ��]�|���:  ,.%-" # S " H
�' 

��  T � ,.%  D(H0)
 &"
W S %
   .`�"P� "$ S " #�� T `&" "�,Fw S  # S " H ^ H0

�F¡0  T  D��¡&" X � %B  " #�%�_    .`�"F� "$ S "
H = H0 +W

�' @��  T � ,.%  D(H) = D(H0)
 #&"o� S "` ��]�|���:  ,.%-"  &" σess(H) = σess(H0)

X
�/5��4. � 1M< �F,
� � 5 ��� � G � ���B?>E � 5��P\���.0,��)�BG�� � � <0�-,O� � 5 ��� � G � G��B14Z ��� 14?����-1���� ��� G � � � 3%��\5F1�� � <=5
�r1M<�� � \`14Gs� � � � � �^. � �&3214.�� �0�Y9�< 

?V1 � � .���� ��� �DQ>�4QJ�DQJI�p ��� <�� �-1:9 ��� �r��< � 3 � <=5�< �
� 3%�65F1�� � <=5k14<�� � \�14Gs� � � � �A. � �&3214.�� T p �>? � a�� �
� � < ��� �P<���� � G � 5D� � ? � (λn)n∈N

� ��� G=1 � �k9 � 5
�lE�65 �)� ��< ��� E=1�� � ,��B?>E � 5���� ������� (en)n∈N

G � H
� � ?��c�L< �

∀n ∈ N, T en = λnen.

, � <��o3 � <D9 ��� ��
�3=5D��� ��� ��1 � � <�� � 5���< � σ(T ) = {λn}n∈N ∪ {0} � �h�L< � ∀λ ∈ σ(T ) \ {0} p
Ker(λ − T ) � �
�&G � G���� ��� ��� ��� [ � � � p � � ��� ��� G���14<��F5 � �(� � 5�� � �&�L< � λ ∈ σd(T )

Q � � [ �
σess(T ) = {0} po? � 5�� � ? 0

3 � <D9M1 � � ���-5 � � � �!��G21 � ��? � �F3 � .��-5 � 3 ��� .��-< � ? � � �!��G21 � ��? ��P3 � .��-5 � . ��� ��� � <�p � � ? ��� �L< � T � �
�:p � < � � � ���k321��Hp � � � � .����>W�Qx � 5��-� ����� ��. � ��� � � � .���� ��� 3=145k�L< � ?B�L< � � � � � � �F<=5k?V18G
�6. � �&3 � ������� ��� �F3 � .��-5F14? � G � � � 3%��\5F1�� � <=5
�k14<�� � \�14G � � � � � � � �A? � .614?B.H<=?�W ��� .���� ������� ?wQ

� ��� 3=5 � �)���65 � �;1 � � �65 � G���143=3D5��6, ��� G � 5�?V1{G
�6. � �;3 � ������� ��� �F3 � .��F5-14? � G���< � � 3%�65F1�� � <=5. ��� ������� � 
 . ��� ���BG
�H5 � 5U? � .61�� � 	 ? � �F3 � .��-5 �.� ���83D<=5 � � ��� �U3 ��� .��-< � ?wQX}t1 � �r. � .:1��HpX< �
� 3%�65F1�� � <=5�14<�� � \�14G � � � � � T �F<=5 < �)� �P3214. � G � ���B?BE � 5
� H � ����G
�H. � �&3 � �-14E=? � � � <���?B1gW � 5�� �

T =
∑

n∈N

λn|en〉〈en|

� 	 (en)n∈N

G
�����BZ ��� < ��� E21�� � � 5��F, ����� 5��;14? � G � H
Q�}t1 � �z?w� �6�L<213��� � � .��¦\`G � �
�P<��6p ��� 1<����B?�� ���y?B1 ��� �01���� ��� E=5F1s\`O � � �i? � ��O � � � |en〉 G
�����>Z ��� ? � 9 � .�� � <=5 en � �X? � �`E=5-1$� 〈en| �]_ �UE � ?�� � �?B1&W � 5�� � ?�� � �:1 �>5 � (en, ·)

Q � � <����>?�� �F1 � �A. � � ��� �-1���� ��� �6pR? � G � �;1 � ��� G � ?q� � 3%�65F1�� � <=5 T � ���
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D(T ) = {x ∈ H, x =
∑

n∈N
xnen,

∑
n∈N

|λn|2|xn|2 < ∞} Q � � [ � 3 � <=5t< ��� W � � .���� ���� � �P<=5-14ED? � f : R → C
p � � G
��[ � �!�A?w� � 34�H5-1�� � <=5 f(T )

32145��
D(f(T )) = {x ∈ H, x =

∑
n∈N

xnen,
∑

n∈N
|f(λn)|2|xn|2 <∞},

∀x ∈ D(f(T )), f(T )x =
∑

n∈N

f(λn)xnen.

� �DQ3�L�

¢ � ��� � W � 5��U<=? � . � � �������-< � ?V1¤E21�� � G=< .614?B.H<=?gW ��� .���� ������� ? � 3 � <=5z? � � � 34�H5-1�� � <=5���14<�� � \14G � � � � � � 
 �F3 � .��F5 � 3=<D5 � � ��� �A3 ��� .��-< � ? ��Q=����?q� � � G
�����BZ ��� 32145 χI ?V1@W � � .���� ��� .6145-1M.��s�H5����]\���B�L< � G � ?w� ��� � � �UED? � I ⊂ R
p2?w� � 3%�65F1�� � <=5 χI(T )

G
��[ � �T32145
χI(T ) =

∑

n∈N

χI(λn)|en〉〈en| =
∑

n/λn∈I
|en〉〈en|

� ���g143=3 � ? �/? � 3=5 � � � .�� � <=5 �P3 � .��-5F14? �F<=5 I G � ?w� � 34�H5-1�� � <=5A1M<�� � \`14Gs� � � � � T Q
7 � <=5XGO�H[ � �>5X?B1�G
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� � ��� H

< � ���B?>E � 5�� � � (Pλ)λ∈R

< ��� W 1 �)�B?>? � G � 3=5 � � � .�� � <=5�� � 5��F, � Z ��� 14<�a �F<=5 H 96�65��>[R1 � ���Q
PλPµ = Pinf(λ,µ)

p
��Q���\

lim
µ>λ

µ→λ

Pµ = Pλ
p

�DQ���\
lim

λ→−∞
Pλ = 0 � � ��\ lim

λ→+∞
Pλ = 1

� �>.��
1
G
�����>Z ��� ?w� � 3%�65F1�� � <=5$�BG ��� ������� �F<=5 H ��p

(Pλ)λ∈R � �
�t143D3 � ? � � < ��� W 1 �-�>?B? � �P3 � .��-5F14? � Q
, � <��X3 � <D9 ��� � � ����� . � 5N< � 3=5 � �)� � 5 �-,O� � 5 ��� � . ��� . � 5 � 1 � �N? � ?�� ��� ��� �-5 � W 1 �-�>?B? � �F3 � .��-5-1M? �
� � � 34�H5-1�� � <=5�14<�� � \�1MGs� � � � ���:<; !#2>=7?A@B� 	 �gP Q�  ,."

H S %  #  D��¡  ^�' ��,*%-V& �"�"  &"
(Pλ)λ∈R S %  \uH� T ,*%*%  #  - 0¡&" "P�&%  �# S " H

X
��%  2 �#  

D(T ) = {x ∈ H,
∫ +∞
−∞ |λ|2d ||Pλx||2 <∞}  &" ∀x ∈ D(T ), Tx =

∫ +∞
−∞ λdPλx

X
� %B  " #

T
��`*))%-,." S %"   .`�"P� "$ S "�� S "� ��]�|���:  ,.%-" # S " H

X ��% %�  "$ �#i  S �  &%-" 1 =
∫ +∞
−∞ dPλ

 &"

T =
∫ +∞
−∞ λdPλ

X
, � <���G
�H[ � � �
� ��� � 
83=5���� ��� �kG � <�a ��� � � �UE=? � � �� � ��� S

?w� ��� � � �UE=? � G � �cW 1 �)�B?>? � � �P3 � .��-5F14? � ���F<=5 H p A ?q� ��� � � �UE=? � G � � � 3%�65F1�� � <=5
��14<�� � \14G � � � � � ���P<=5 H
Q

* � �-,
� � 5 ��� � 3=5D�6.E�6G ��� �k3 � 5�� � ��G � G � ����� 5A< � � ��� � 
8?q�J1M3=3=?��>.:1���� ���
F : S → A ,

(Pλ) → T : D(T ) = {x ∈ H,

∫ +∞

−∞
|λ|2d ||Pλx||2 <∞} → H,

x →
∫ +∞

−∞
λdPλx.
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F
��`*))%-,." S %  g¡0  " "  #  2  %	�|� %�¡  V�, S %-, �4 �w S  
 &%-" "  S

 &"
A ^ � S " "  T  &%-"8� ,." � "`  S "&   .`�"F� "$ S " � S "� ��]�|���:  ,.%-" T # S " H ^  %  - S "r� # #i i¡&,  �" S %  <uH� T ,*%*%  #  - 0¡&" "P�&%  (P T

λ )λ∈R

"$ �%*%  w S  F ((P T
λ )) = T

X ��%� - S "¡0  % #&" " S ,*"  (P T
λ )λ∈R

�  D�&"�" ,*"&�' %b� "s` #i  %
�s� %-"$ &�' 
T

� %�_ � , �' &�' %b� u:  " T S %  # S , �s� %-"$ �-
#&,
λ < µ

#i  %-"��' S � "s`  �% # ^   %d�
1

2

(
P T
µ + P T

µ−0

)
− 1

2

(
P T
λ + P T

λ−0

)
=

1

2iπ

∫

C

(z − T )−1 dz

 cb
C
 #&" S %  c¡0  S "EV& >u� �" T `  V�  "&%�`  " `3W S %�,%$�"  h� S  %b� %z¡0  T  %   �  "  �%*%  nw S  C∩R = {λ, µ} &" "  �%*%  <w S  %  # "w� %�W' &%-"  # � C

 &%
λ
 &"  &%

µ
%  �#i  ,  &%-"  D� #  D�&"P�&%*% $�%  # � %�_ � �  "s`  �%-X

, � � ��� �c��< � ��� T � ���A< �.� 34�H5-1�� � <=5A1M<�� � \`14Gs� � � � �h. � �;3=14.��cG � ?V1�W � 5�� � � �DQ3�L��p�?V1@W 1��-�>?B? ��P3 � .��-5F14? � �L<���?><�� � �
�k1��
� � .�� � �+� ���kG ����� � � 32145 Pλ =
∑

λn≤λ |en〉〈en|
Q

7 � <=5 ��� 5 � 9 ��� �B5U1M<¤.:14?>.6<=? W ��� .���� ������� ?wp�3 � <=5�< �%� 3%�65-13� � <D5�14<�� � \`14Gs� � � � � T �F<D5
H � �< ��� W ��� .���� ��� � � �F<D5-14E=? � f : R → C

p ��� G
��[ � �!�k?q� � 34�H5-1�� � <=5 f(T )
32145 �

D(f(T )) = {x ∈ H,

∫ +∞

−∞
|f(λ)|2d ||Pλ||2 <∞},

∀ x ∈ D(f(T )), f(T )x =
∫ +∞
−∞ f(λ)dPλx.

� � 321M5����>.6<=?�� � 56p ��� I ⊂ R
p ? � 3=5 � � � .�� � <D5 �F3 � .��-5F14? �F<=5 I 1���� � .�� � 
d?w� � 34�H5-1�� � <=5&14<�� � \14G � � � � � T � ����G
��[ � �T32145

χI(T ) =

∫

R

χI(λ)dP T
λ =

∫

I

dP T
λ .

� � [ � p ��� < �z3 � <D9 � � � ���-14E=?��B58< � ?�� ��� ��� �F5 � ? � �P3 � .��F5 � G���< �/� 34�H5-1�� � <=5 � �$?B1CW 1��-�>?B? ��P3 � .��-5F14? � �
:<; !#2>=7?A@B� 
 � P,Q�  ,."

H S %  #  D��¡  A�' �� ,*%-V& �"�" #(`  D�&"P�jV %   &"
T S %�   .`�"F� "$ S "A� S "` ��]�|���:  ,.%-"# S " H

X ��%C� -
�jX
σ(T ) ⊂ R ^

/ X Q ,
T ≥ c

� : V�  "&%�`�,.%YuY`�"&,  S "  T  &%-" � ^ �&%B  " # σ(T ) ⊂ [c,+∞) ^
0 X Q ,

T ∈ B(H), σ(T ) ⊂ [− ||T || , ||T ||] X ��  % S #g� S T   ,.% # %�_ S %��' #g�' S � "s`  �% # − ||T || &" ||T ||  #&"h�|� % # %  �#  - 0¡&" "  ��' T ^
1 X
λ0 ∈ σp(T )

#&,  &" #  S %  T  &%-" #&, Pλ0 6= Pλ0−0

 &"
Ker(λ0−T ) = Ran(Pλ0 −Pλ0−0) ^	 X

λ0 ∈ σc(T )
#&,  &"�#  S %  T  &%-"�#&, Pλ0 = Pλ0−0

 &" ∀ε > 0, Pλ0+ε 6= Pλ0−ε ^�6X
σr(T ) = ∅ ^

� X
λ0 ∈ σd(T )

#&,  &" #  S %  T  &%-" #&,�,*%�  �#, #&"  ε > 0
"  �%�w S  h� , T Ran(Pλ0+ε − Pλ0−ε) <∞ ^

� X
λ0 ∈ σess(T )

#&,  &" #  S %  T  &%-" #&,  2  S " "�  S " ε > 0
� , T Ran(Pλ0+ε − Pλ0−ε) = ∞ X
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