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Es verdad ; pues reprimamos
esta fiera condicion,
esta furia, esta ambicion,
por st alguna vez sonamos;
y st haremos, pues estamos
en mundo tan singular,
que el vivir solo es sonar;
y la experiencia me ensena
que el hombre que vive, suena
lo que es, hasta despertar.
Suena el rey que es rey, y vive
con este engano mandando,
disponiendo y gobernando ;
y este aplauso, que recibe
prestado, en el viento escribe,
y en cenizas le convierte
la muerte, jdesdicha fuerte!
¢ Que hay quien intente reinar,
viendo que ha de despertar
en el sueno de la muerte!
Suenia el rico en su riqueza,
que mds cuidados le ofrece;
suena el pobre que padece
su miseria y su pobreza;
suena el que a medrar empieza,
suena el que afana y pretende,
suena el que agravia y ofende,
y en el mundo, en conclusion,
todos suenan lo que son,
aunque ninguno lo entiende.
Yo sueno que estoy aqui
de estas prisiones cargado,
y SOné que en otro estado
mdas lisonjero me vi.
¢ Qué es la vida ? Un frenest.
¢ Qué es la vida ? Una ilusion,
una sombra, una ficcion,
y el mayor bien es pequeno ;
que toda la vida es sueno,
y los suenos, suenos son.

Calderdén de la Barca
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Modélisation mathématique et simulation numérique de la structure
électronique de cristaux en présence de défauts ponctuels

Nous présentons des résultats mathématiques obtenus pour un nouveau modéle de
champ moyen dédié a la description d’électrons quantiques interagissant dans des
cristaux comportant des défauts locaux. Ce modéle est dérivé du modéle dit de
supercellule par un procédé de limite thermodynamique. Nous travaillons avec un
modéle de Hartree-Fock réduit, obtenu & partir du modéle de Kohn-Sham étendu en
négligeant le terme d’échange-corrélation. Les modeles utilisés et les résultats obte-
nus sont présentés au chapitre 2 puis démontrés au chapitre 4. Les chapitres 3 et 5
sont consacrés a la simulation numérique de notre modéle. Notre approche consiste a
mettre en ceuvre une approximation variationnelle dans une base précalculée de fonc-
tions de Wannier du cristal parfait de référence. Nous présentons quelques résultats
numériques obtenus sur un modeéle unidimensionnel avec un potentiel d’interaction

de Yukawa.

Mathematical modelling and numerical simulation of the electronic
structure of crystals in presence of local defects

We present mathematical results obtained for a new mean-field model dedicated
to the description of interacting electrons in crystals with local defects. Our model
is derived from the so-called supercell model by a thermodynamic limit procedure.
We work with a reduced Hartree-Fock model, obtained from the extended Kohn-
Sham model by neglecting the exchange-correlation term. The models used and the
obtained results are presented in chapter 2 and then proved in chapter 4. Chapters 3
and 5 deal with the numerical simulation of our model. Our approach consists of
a variational approximation in a precomputed basis set of Wannier functions of
the reference perfect crystal. Some numerical results obtained on a one-dimensional
model with Yukawa interaction potential are presented.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Présentation des résultats obtenus durant la thése

Au cours de ce travail de thése, nous avons abordé deux thémes différents de la
simulation moléculaire et multi-échelle. Tout d’abord, nous avons réalisé une étude
théorique et numérique de modéles de structures électroniques en phase cristalline,
d’abord dans le cadre de cristaux parfaits, puis de cristaux présentant des défauts
pontuels. La détermination de la structure électronique est en effet une étape né-
cessaire pour évaluer de facon fiable les forces interatomiques au sein du matériau.
Les modéles sous-jacents sont des systémes d’équations aux dérivées partielles non
linéaires, - modéles de Kohn-Sham issus de la théorie de la fonctionnelle de la densité.
Le modéle mathématique que nous proposons ici pour la description des cristaux
présentant des défauts est nouveau. Il a fait ’objet d’une étude numérique unidimen-
sionnelle et son implémentation dans le code Quantum-Espresso est en cours [78|.

La seconde partie du travail de thése consistait en une étude de calibration des
modéles de Monte Carlo cinétique a l'aide de simulations de dynamique molécu-
laire. La connaissance des potentiels interatomiques permet de mener & bien des
simulations de dynamique moléculaire sur des temps trés courts - quelques nanose-
condes. Or les processus mis en jeu dans le phénoméne d’irradiation (par exemple
sur les cuves des centrales nucléaires) correspondent pour certains a des événements
rares (sauts de lacunes, formation d’amas de défauts cristallins, etc) qui se déroulent
sur des échelles de temps beaucoup plus longues, de 'ordre de la seconde, et dont
les conséquences macroscopiques (durcissement, fragilisation du matériau) ne de-
viennent visibles qu’a I’échelle de plusieurs années. Les méthodes de Monte Carlo
cinétique permettent de réaliser I'intégration de ces échelles temporelles mais néces-
sitent, pour étre efficaces, d’étre paramétrées correctement par des simulations de
dynamique moléculaire. L’objet du travail consistait & analyser de fagon systéma-
tique pour un processus de diffusion de surface les différentes méthodes de calibration
utilisées. Nous avons donc pour cela amélioré un code en C++ préexistant au CER-
MICS. Les résultats de ces travaux sont en cours d’exploitation et ne seront donc
pas présentés dans cette thése.



2 Chapitre 1 : Introduction générale

Nous détaillons & présent la composition de ce manuscrit.

Dans le chapitre 2, nous présentons les différents types de modéles utilisés en chimie
quantique, d’abord pour des systémes comportant un nombre fini d’électrons, puis
pour des cristaux parfaits. Nous introduisons ensuite les résultats théoriques obte-
nus durant la thése. Ces résultats permettent en particulier de proposer un nouveau
modéle de champ moyen décrivant la structure électronique d’un cristal en présence
de défauts locaux. Ce modele est fondé rigoureusement dans le cadre Hartree-Fock
réduit par des arguments de limites thermodynamiques, et peut étre étendu au cadre
Kohn-Sham LDA et GGA. Pour construire ce modéle, nous reprenons dans un pre-
mier temps le procédé de limite thermodynamique pour un cristal parfait étudié par
I. Catto, C. Le Bris et P.-L. Lions dans [11, 12], mais en adoptant une approche
différente : dans notre étude, les électrons sont confinés a I'intérieur d’un cube (su-
percellule) dont on fait tendre la taille vers l'infini, et on impose des conditions
aux bords périodiques, tandis que dans [11,12], les électrons sont libres d’occuper
I’espace entier. Nous prouvons en particulier un résultat d’unicité de I’état fonda-
mental du cristal parfait dans le cadre Hartree-Fock réduit, résultat essentiel pour
notre étude et qui n’était pas prouvé dans [11,12]. Dans un second temps, en nous
basant sur des idées de [13] déja mises en ceuvre par Ch. Hainzl, M. Lewin, E. Séré
et J.P. Solovej [22-25] pour I’électrodynamique quantique, nous dérivons un modéle
permettant de calculer ’énergie et la densité électronique de I’état fondamental en
présence d’un défaut, modéle que nous justifions ensuite par des arguments de limite
thermodynamique. Ce chapitre consiste principalement en des annonces de résultats
qui seront démontrés ensuite au chapitre 4. Nous y montrons aussi quelques résultats
préliminaires qui seront utilisés par la suite.

Le chapitre 3 est dédié a la mise en application numérique des résultats théoriques
que nous avons obtenus. Cette mise en ceuvre s’est effectuée au cours de la thése dans
un cadre unidimensionnel, mais les résultats théoriques seront utilisables dans un
cadre plus général. Dans ce chapitre nous explicitons les approximations effectuées
et Ialgorithme d’optimisation utilisé (Optimal Damping Algorithm (ODA)), d’abord
pour calculer I’état fondamental du cristal parfait, puis pour résoudre le probléme de
supercellule (avec ou sans défaut). Enfin, nous introduisons les bases de fonctions de
Wannier qui nous ont paru les plus appropriées pour simuler numériquement notre
modéle de défaut.

Les deux derniers chapitres sont plus approfondis et peuvent étre lus indépendam-
ment. Le chapitre 4 reprend, en le complétant par des démonstrations plus détaillées,
un article que nous avons publié dans Communications in Mathematical Physics, pré-
sentant les fondements théoriques de notre modéle de défaut. Le chapitre 5, concer-
nant la simulation numérique de ce modéle dans un cadre simplifié unidimensionnel,
a été publié en I’état dans Journal of Physics : Condensed Matter.

Enfin, pour aider le lecteur, nous mettons en Annexe quelques définitions et résultats
d’analyse fonctionnelle dont nous faisons un usage régulier dans ce manuscrit.
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Chapitre 2

Modélisation des cristaux en chimie
quantique

2.1 Modélisation des systémes & nombre fini d’élec-
trons

2.1.1 Mise en place du modéle

Le but principal des modeéles ab initio en chimie quantique est de déterminer
in fine ’état électronique fondamental, c’est-a-dire I'état électronique de plus basse
énergie, d’un systéme moléculaire. Celui-ci est indispensable pour pouvoir ensuite
étudier les propriétés physico-chimiques du systéme considéré.

Afin de simplifier I’écriture des équations, on travaille habituellement en unités ato-
miques, obtenues en imposant

me =1 e=1 h =1, =1,
4meq

ou m, désigne la masse de I’électron, e la charge électrique élémentaire, / la constante
de Planck réduite et ¢y la permittivité diélectrique du vide.
On a alors la correspondance suivante avec les unités usuelles

Unité de masse 9.11 x 1073 kg
Unité de longueur (ag, rayon de Bohr) 5.29 x 107 m
Unité de temps 242 x 1077 s
Unité d’énergie (le hartree, noté Ha) | 4.36 x 1078 J soit 627 kcal /mol.

Dans la majorité des cas, les modéles de chimie quantique se placent dans le cadre
de 'approrimation de Born-Oppenheimer : en simplifiant, cela revient & considérer
les noyaux des atomes comme des particules classiques et les électrons comme des
particules quantiques. Cette approximation est justifiée par le fait que les noyaux

5



6 Chapitre 2 : Modélisation des cristaux en chimie quantique

sont beaucoup plus lourds que les électrons. Dans leur article de 1927 [5], Born
et Oppenheimer ont résolu ’équation de Schrodinger stationnaire, que nous allons
donner par la suite, par une méthode de perturbation en cherchant une solution sous

1
la forme d’une série de puissances d’un paramétre ¢, € = (2=)* m, = 1 étant la

masse d’un électron et m, >> 1 la masse d’un noyau. Des travaux ultérieurs [29]
ont montré que la série ainsi obtenue était asymptotique & la solution exacte de
I’équation de Schrédinger a tous les ordres en e.

Nous nous placons donc dans le cadre de cette approximation dans tout ce qui va
suivre et considérons un systéme composé de
— K noyaux assimilés a des charges ponctuelles, situés aux positions Ry, ..., Rg
dans R3, et de charges électriques zi,. .., 2k ;
— N électrons décrits, puisque ce sont des particules quantiques, par une fonction
d’onde notée ..

Afin de simplifier le formalisme, nous allons "omettre" les variables de spin, les
preuves mathématiques restant valables en prenant des modéles avec spin.

Sous 'approximation de Born-Oppenheimer, les particules classiques que sont les
noyaux évoluent dans un potentiel effectif WW et leur configuration d’équilibre cor-
respond au minimum d’énergie potentielle

inf {W(Ri,...,Rk), (Ri,...,Rg) e R*},
avec

Zk 2]
W(Ry,...,Rg) = U(Ry,... _—
( 1 ) K) U( 1 7RK> + 1<];<K |Rk _ Rl|7

U(Ry,... RK =mf{ we, {Rk}we> Ve € He, [|thelz2 = 1}

HiRY — Z A, — sz—Rk + Z i_x]‘

i=1 k= 1 1<i<j<N
- /\Hl(R?’).
=1

Le premier terme du potentiel W représente le potentiel effectif percu par les noyaux
a cause de la présence d’'un nuage d’électrons et le deuxiéme terme correspond & la
répulsion internucléaire (forces de Coulomb).

Le potentiel U est obtenu en cherchant 1’état fondamental (i.e. I’état stationnaire
de plus basse énergie) de ’Hamiltonien électronique HE{R’“} sur 1’espace des fonc-
tions d’onde admissibles, antisymétriques d’aprés le principe de Pauli et normalisées,
puisque le module au carré de la fonction d’onde s’interpréte comme une densité de
probabilité. Notons que la difficulté réside dans le fait que U est lui-méme le résul-
tat d’un probléme de minimisation sous contrainte (||¢||z2 = 1) sur un espace de
dimension infinie (H.). Ce probléme de minimisation, couramment appelé probléme



2.1. MODELISATION DES SYSTEMES A NOMBRE FINI D’ELECTRONS 7

électronique, est celui qui nous intéressera par la suite. Nous supposons donc doré-
navant que les positions { Ry} des noyaux sont fixées et posons H, := e pour
simplifier les notations.
Détaillons & présent ce que représentent les différents termes de I’Hamiltonien H,
— le premier terme représente I’énergie cinétique des électrons, A,, étant le la-
placien par rapport a la variable z; € R?,
— le deuxiéme terme correspond & l'interaction coulombienne entre noyaux et
électrons. Nous définissons au passage afin de simplifier les notations pour la

suite,
Z Ry

— enfin le troisiéme terme décrit la repulsmn interélectronique coulombienne.

Précisons que la notation /\1111 H'(R3) désigne I’espace vectoriel des fonctions de
®£V:1 H'(R3) antisymeétriques lorsque I'on échange les coordonnées de deux élec-
trons.

Nous allons renommer ’Hamiltonien Hy afin d’insister sur le role que va jouer le
potentiel V' auquel sont soumis les électrons

N
HV = H1—|—ZV .T}Z

Z gt Z i—x]|

1<i<j<N

Comme nous ’avons dit plus haut, un minimiseur du probléme électronique est un
vecteur propre de I’Hamiltonien Hy,, associé a la plus petite valeur propre E de Hy
(qui n’est autre que la valeur du minimum du probléme électronique, puisque nous
sommes dans un cadre linéaire). Ainsi, tout minimiseur du probléme électronique
vérifie I’équation de Schrodinger stationnaire

Hyp = Eip.

On ne dispose d’une solution analytique a ce probléme que pour le cas ou N = 1
et on ne peut procéder a une résolution numérique directe que pour des systémes a
1 ou 2 électrons. Pour des systémes plus complexes, on utilise des méthodes de type
Hartree-Fock ou fonctionnelle de la densité que nous allons présenter dans les deux
prochaines sections.

Enfin & toute fonction d’onde v, € H., nous pouvons associer pour tout p compris
entre 1 et N un opérateur densité d’ordre p, noté Dy, ,, de Q!_, L*(R?) dans lui-
méme, défini par son noyau

N
- :L‘ “ .. ZI/‘ :E Y :E
p'(N_p)'/RS(N p)we( 1 s Lpy Lp41, ) N)
/
’l/}e(xla"'7xp7xp+17"'7xN)dxp+1"'de7

/ AN
7¢e,p(x17"' » Tpy Tyyo e 7:Ep) =
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lui-méme appelé matrice densité d’ordre p. Nous ne nous intéresserons par la suite
qu’aux matrices densité d’ordre 1. Enfin on définit la densité électronique p,, associée
a la fonction d’onde v, par

Py () = Yy 1(z, ) = N ( )|¢e($,$27"' ,xn)[day - - - day. (2.1)
R3(N—1

2.1.2 Modéle de Hartree-Fock

Le modéle de Hartree-Fock résulte de I'approximation variationnelle du pro-
bléme électronique, obtenue en restreignant les fonctions d’onde admissibles a celles
qui s’écrivent sous la forme d’un déterminant de Slater de N fonctions d’onde mo-
noélectroniques orthonormées ; appelées orbitales moléculaires :

e1(z1) -+ pi(zn)

1
V(21 ,TN) = \/—N_!det (pi(z))) = —

@N&xl) <PN(.37N)

Introduisons I'espace des configurations de NV orbitales moléculaires

Wy = {‘I> = {vihacn: i € H'(R?), /3%’%‘ =05, 1<, < N},
R
et 'ensemble des déterminants de Slater

S = {1 € H/30 = (phaion € Wa i = — det (o) |

Le probléme de Hartree-Fock s’écrit

inf { (o, Hy ), 1o € Sy}. (2.2)

Soit @ = {pi},c;cy € Wn et e € Sy le déterminant de Slater associé¢ a ®. Soit
Yo(z,2'") = Ypo1(x,2"), Do = Dy, 1 et po(z) = py.(z). On a alors

Yo(z,2') = Z%(fﬁ)%(ﬂf/)a
Dy = Z(%‘,')Lz%a

pa(z) = > lpi()]*

1=
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Nous pouvons donc a présent définir la fonctionnelle d’énergie du modéle de Hartree-
Fock, B (®) := (1., Hyt.) qui s’exprime de la fagon suivante en fonction des ¢;

() = il I \ww / paV

// po(r) pal) o 1o

R3JR3 |IL'—I’

——// he(w 2 o g
R3JR3 |$_$,|

Physiquement, le premier terme de I’énergie de Hartree-Fock représente 1’énergie
cinétique de la fonction d’onde, et le deuxiéme l'interaction électrostatique entre
noyaux et électrons; le troisiéme terme correspond a I’énergie coulombienne clas-
sique de la distribution de charge pg ; le dernier est appelé le terme d’échange. Il
est d’origine purement quantique puisqu’il résulte de ’antisymétrie de la fonction
d’onde. Le probléme de Hartree-Fock (2.2) s’écrit donc aussi

inf {E"7(®), ® € Wy}. (2.3)

Notons dés a présent que la difficulté & résoudre ce nouveau probléme provient du
fait que la fonctionnelle d’énergie n’est pas quadratique.

Par ailleurs, puisque nous minimisons la fonctionnelle d’énergie (1., Hy 1) sur un
ensemble plus restreint que l’ensemble de départ, 1’énergie de Hartree-Fock sera
supérieure a I’énergie électronique du systéme. La différence de ces deux énergies est
dénommée énergie de corrélation.

Enfin pour les modéles de type Hartree-Fock, I'existence du minimiseur pour les
potentiels de type Coulombien est démontrée dans le cas ou Z = Efi 12k > N
[15,42,49]. En revanche son unicité reste un probléme ouvert et difficile.

2.1.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité

Les méthodes provenant de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT,
pour Density Functional Theory) déja trés utilisées en physique du solide, prennent
aussi depuis quelques années une part essentielle dans les simulations de chimie
moléculaire. Il s’agit de rechercher I’énergie et la densité électronique du fondamental
du probléme électronique, en résolvant un probléme de minimisation de la forme

inf{F(p)Jr/RapV, p € L'(R?), /RgpzN},

ol F' est une fonctionnelle de la densité électronique p.

La justification théorique de ces modéles a d’abord été faite par Hohenberg et Kohn
[27] puis une autre approche fut proposée par Levy et ensuite reprise et prolongée

par Lieb [33].
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Le probléme des méthodes de type DF'T est qu’on ne connait pas d’expression exacte
de la fonctionnelle F(p), qui pourrait se préter a des simulations numériques. On
en construit donc des approximations en prenant pour référence des systémes pour
lesquels on sait construire une fonctionnelle de la densité :
— pour les modéles de type Thomas-Fermi, le systéme de référence est un gaz
homogéne d’électrons,
— quant aux modéles de type Kohn-Sham ils utilisent un systéme de N électrons
sans interaction.

2.1.3.1 Modéles de type Thomas-Fermi

Ces modéles sont obtenus par transposition au cas moléculaire du comportement
d’un gaz homogéne d’électrons et certains ont été introduits bien avant la justifica-
tion théorique de la DFT par Hohenberg et Kohn. Citons les trois principaux :

— le modéle de Thomas-Fermi (TF)

5 1
Fo) = Cor [ o g [ [ B2 g,
R3 2 Jra/gs |$—y|

— le modéle de Thomas-Fermi-von Weizsécker (TFW)

5 1
Fip) = Cu [ 1Vypl + Crr [ gt [ [ B gy,
R3 R3 2 R3JR3 |3j—y‘

— et le modéle de Thomas-Fermi-Dirac-von Weizsécker (TFDW)

5 4 1
F(p) :CW/ |Vﬁ|2+CTF/ pg—CD/ p5+—// dedy.
R3 R3 R3 2 Jps/ps |x—y|

Ces modéles, bien que considérés comme rudimentaires et ayant cessé d’étre utilisés
dans les simulations, restent intéressants d’un point de vue théorique car ils pré-
sentent des difficultés mathématiques semblables aux modéles de type Hartree-Fock
et Kohn-Sham : minimisation sous contrainte, perte de compacité a I'infini, non-
convexité (pour TFDW), présence de potentiels coulombiens, etc. Ils ont été étudiés
entre autres par Lieb [32] et Simon [37], Benguria, Brezis et Lieb [2]|, Catto, Lions [8]
et Le Bris [9,10].

2.1.3.2 Modéles de type Kohn-Sham et extended Kohn-Sham

Pour présenter ces modéles nous allons avoir besoin de retourner aux fondements
de la théorie de la fonctionnelle de la densité.

Nous revenons au probléme de minimisation

N
E(V) ;= inf {<¢67H\/we>7 1/}6 S /\H1<R3>7 H’l/}GHLQ = 1}
i=1
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et notons Fy = {zpe e AY,HY(R?), |ve] . = 1}. On peut montrer que si 1), €
Fn, alors la densité p,, définie par (2.1) appartient a ’ensemble convexe

Iy = {pZO,\/EGHl(Rg), /Rgp:N}.

Réciproquement, si p € Zy, alors il existe ¢ € Fy tel que py, = p. On dit que
les densités de Zn sont N-représentables par des fonctions d’onde d’énergie finie.
Une idée naturelle pour construire une fonctionnelle de la densité (dont ’existence
découle du théoréme de Hohenberg et Kohn [27]) est alors de poser

Fri(p) = inf {{(¢e, H10e), ¥e € Fn, e a pour densité p}.

et de remarquer que

E(V) = inf{<¢eaHV¢e>a ¢e S JTN}a
= inf {inf{@/}e, lee%we € fNawe a pour densité p} +/ pv7 pE IN} )
R3

_ inf{FLL(p)—i—/R3pV, pGIN}. (2.4)

La fonctionnelle F7;, s’appelle fonctionnelle de la densité de Levy-Lieb.

On peut aussi définir une autre fonctionnelle bénéficiant de meilleures propriétés
mathématiques [33] mais construite a partir d’états mélangés plutot que purs. L’opé-
rateur de densité a N corps associé a I’état pur correspondant a la fonction d’onde
Y. € Fn est défini par

I'y = |we><we|'

Les états mélangés sont définis par des opérateurs densité a N corps d’états mixtes,
qui sont des combinaisons convexes d’opérateurs de densité a N corps d’états purs

+o00
L= > pilwi)(il, 0< p <1, ¢l € Fy.
i=1

Soit Dy I'ensemble de ces opérateurs. C’est un ensemble convexe - il s’agit en fait de
I’enveloppe convexe de I’ensemble des opérateurs densité des états purs. La densité
p(x) et la matrice densité d’ordre 1 (z,2") associées a un tel opérateur s’écrivent

plx) = Zpipi(fc),

et

+oo
/Y(xal‘l) = Zpﬂl(l‘affl)a
=1
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oll p' et +' sont la densité et la matrice densité associées a la fonction d’onde .
Par linéarité, on peut écrire

+00 +oo
Te(T) = 1, Te(HD) = > piwl, i), Te(HyT) = > pi(l, Hivl) + / pV.
i=1 i=1 e

Il est alors facile de voir que
E(V) = inf {Tr(HyT), T € Dy},
et que
{p, Al € Dy tel que I" ait pour densité p} = Zy.

Par conséquent,
R3

ou F(p) est la fonctionnelle de la densité de Lieb, définie par
Fr(p) = inf {Tr(H,I'), I" € Dy, T" a pour densité p}.

Jusqu’a présent aucune approximation n’a été effectuée mais aucune des deux fonc-
tionnelles F7, et Fp,, ni la fonctionnelle de Hohenberg-Kohn [27] dont elles découlent,
ne peuvent étre évaluées facilement pour un systéme de N électrons. Des approxi-
mations doivent donc étre faites pour que la théorie de la fonctionnelle de la densité
ait un intérét pratique. Actuellement les approximations faites reposent sur des cal-
culs pour des systémes de référence relativement proches du systéme “idéal” réel. La
contribution la plus connue est celle de Kohn et Sham [30| qui ont donné l'idée de
prendre un systéme de référence o les N électrons n’interagissent pas entre eux.
La fonctionnelle de densité est alors obtenue en remplacant I’Hamiltonien H; du

systéme réel par
alg |

La fonctionnelle analogue & la fonctionnelle de densité de Levy-Lieb est alors la
fonctionnelle d’énergie cinétique de Kohn-Sham

TKS(p) = inf{<¢ea H0w6>7 ¢e € JTN) ¢e a pour densité p} : (26)

Ceci peut se simplifier en

N N
1
Tes(p) = mf{il Vel g€ H'(R), /3 pips = 8y ) _leil* = ,0},
i=1 VK R i=1

(2.7)
pourvu que (2.6) admette pour minimiseur un déterminant de Slater. Le probléme
est que ce n’est pas toujours le cas (il y a des contre-exemples). Cependant, la
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formule (2.7) a un sens pour tout p € Zy et c’est cette formule qui est utilisée en
général dans les simulations numériques.

Ce probléme n’a plus lieu pour la fonctionnelle de la densité de Lieb associée a
I’Hamiltonien H, ne prenant pas en compte 'interaction des électrons. Définissons
la fonctionnelle d’énergie cinétique de Janak

Ts(p) = inf {Tr(Hol'), I' € Dy, I' a pour densité p}.

Remarquons d’abord que
— pour tout opérateur densité d’états mixtes I' on a

Te(HyT) = /R 3 (%Amfy(x,x'))

ou v est la matrice densité d’ordre 1 associée a I';
— l’ensemble des matrices densité d’ordre 1 associées a des opérateurs densité
d’états mixtes est connu : il s’agit de

dx

/

T=x

+oo 00
{’Y(%l’/) = Zni%(ﬂf)%@/)a i € H'(R?), /R3 pip; = 0ij, 0 <n; <1, Zn@ =N
i=1

i=1

Remarque 1. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de représenta-
bilité des matrices densité de premier ordre d’états mixtes [17,33], et il n'en
existe pas de similaire pour les opérateurs densité des états purs.

Ceci nous améne a redéfinir la fonctionnelle d’énergie cinétique de Janak, qui a un
sens pour tout p € Ly

N
, 1
Ty(p) = 1nf{§zni/ IVil?, i € HY(R?), / pipj = 0ij,
=1 IR R?

—+00 e’}
0<n; <1, Zn, = N, Zni|cpi|2 = p}.
i=1 i=1

Les fonctionnelles Txg et T'; associées a 'Hamiltonien H, fournissent des approxi-
mations assez bonnes de I’énergie cinétique du systéme réel. Par ailleurs, 1’énergie

de Coulomb .
J(p) = _// dedy
2 Jps/ps |x—y|

représentant 1’énergie électrostatique d’une distribution de charge classique de den-
sité p est une estimation raisonnable de ’énergie d’interaction entre les N électrons
d’un systéme de densité p. Les erreurs dues a chacun de ces deux termes sont re-
groupées dans ’énergie d’échange-corrélation définie comme la différence

Eye(p) = Fri(p) — Trs(p) — J(p),

} |
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E.(p) = Fr(p) —Ts(p) — J(p),

selon que ’on a choisi de suivre ’approche Levy-Lieb ou ’approche Lieb. La construc-
tion de fonctionnelles d’échange-corrélation approchées rendant les simulations nu-
meériques possibles est basée sur I’analyse du gaz uniforme d’électron (fonctionnelles
LDA) ou sur une analyse du trou d’échange-corrélation (fonctionnelles GGA). Une
partie de I’échange Hartree-Fock peut aussi étre inclus et on parle alors de fonction-
nelles hybrides.

Lorsque la fonctionnelle d’énergie cinétique de Kohn-Sham est choisie, le probléme
de minimisation abstrait (2.4) peut étre remplacé par le modéle de Kohn-Sham

N
1 1 p(@) p(y)
EXS() = it L L /vﬂ /v —//7dd Eoelp),
v) m{Q; [vap s [ g [ [ 52 vy + bl
¢i€H1<R3>7/90i90j:5ij}7
]R3

avec ici p = E,]L loil?.

Si I'on utilise la fonctionnelle d’énergie cinétique de Janak pour reformuler le pro-
bléme (2.5), on obtient le modéle “extended Kohn-Sham”

IS 1 p(x) p(y)
EEES(y :mf{— nl/ V¢i2—|—/ pV+—// S da dy 4 Fae(p),
\¢ 2; R3| | R3 2 JrsJrs |z — | )

+oo +o0
pi € H'(R?), /3%%‘ =0y, 0<m; <1, ) my=N, ZIRZHV%H%Q < 00},

R i=1

ol cette fois

+o0o
p=> nilail (2.8)
=1

C’est du modéle extended Kohn-Sham que découle le modéle reduced Hartree-Fock
(rHF) puisque celui-ci consiste a considérer une fonctionnelle d’énergie de type ex-
tended Kohn-Sham dans laquelle le terme d’échange-corrélation est nul. Ce modéle
s’écrit donc

1 1 p(x) p(y)
E™E (VY = inf{— nZ/ Vil +/ pV + —// ————=dx dy,
( ) 2 ; R3 ‘ | R3 2 R3JR3 ‘ZU — y|
+oo +o0

e HE), [

[Pipi = dij, 0 <my <1, an =N, ZniIIVgoiH%g < oo},
R i=1 i—1
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ou p est donné par (2.8). On peut simplifier I'écriture du modéle ci-dessus en le
reformulant & I'aide des matrices densité d’ordre 1. On obtient ainsi

EHE(V) = inf{é’”HF(v), v € PN} (2.9)

ou

1
EME () =/ Tr(—5Ay) +/ PV + 5 // PAD) 23W) g g,
R3 2 R3 R3JR3 |$ —y|

avec p,(z) = v(x, ), et o
Py = {y € S(LAR?), 0 <~y <1, Tr(y) = N, Tr(~Av) < oo}.

C’est le modéle (2.9) qui servira de base a tout ce qui va suivre.

2.2 Modélisation des cristaux parfaits

Nous commencons ici par présenter les outils et concepts généraux utilisés dans le
cadre de la modélisation des cristaux parfaits, avant de présenter les résultats relatifs
aux modéles de cristaux présentant des défauts, qui seront exposés et démontrés au
Chapitre 4.

2.2.1 Reéseaux et cellules unités

Un cristal parfait est un systéme moléculaire de taille infinie, constitué d’un en-
semble de noyaux dont la charge est représentée par une mesure de Radon positive
périodique, et d’une infinité d’électrons donnant lieu & une densité électronique pé-
riodique (de méme périodicité que la distribution de charge des noyaux). En suppo-
sant que les noyaux sont fixés (approximation de Born-Oppenheimer), nous pouvons
décrire leurs positions par un motif m répété sur les noeuds d’un réseau R :

R = {ucH—vb—i—wc, (u,v,w) €Z3}.

Les vecteurs a, b, c étant supposés linéairement indépendants dans R?, ils forment
une base de R. Pour revenir a ’approximation classique des noyaux, le motif m
représente K particules ponctuelles de charge positive qui correspondent mathéma-
tiquement parlant & un ensemble de masses de Dirac positives comme nous ’avons

vu auparavant :
K
m = E ZkéRk,
k=1

ou les Ry représentent les positions des noyaux et peuvent étres choisis dans 1’en-

semble
1 1\°
I'=<za+yb+ze, (x,y,2)€ ~9'3 ,
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appelé cellule unité. Plusieurs choix de cellules unité sont bien sir possibles. En
physique, on utilise souvent la cellule de Wigner-Seitz, ou zone de Dirichlet, définie
comme étant la cellule de Voronofi associée au point {0} de la distribution de points
R. La cellule de Wigner-Seitz a la propriété de partager les symétries du réseau.
Notons que lorsque les vecteurs a, b et ¢ sont deux & deux orthogonaux, I' coincide
avec la cellule de Wigner-Seitz du réseau.

Notre objectif est de décrire la structure électronique du cristal, la distribution pério-
dique des noyaux étant donnée. Pour cela, nous aurons a manipuler de nombreuses
fonctions R-périodiques, pouvant étre traitées grace a ’analyse de Fourier. C’est
pourquoi nous introduisons & présent la notion de réseau réciproque. Pour une base
donnée (a, b, c) de R, on définit :

R* = {ud + vt +wd, (u,v,w)€Z},

ou la base (d/, ¥, ) vérifie

Q

a-a =b-bV =c-c = 2m,
b-ad =c-d =a-b=cb =a-d=0b-c =0.
Cette définition de R* ne dépend pas de la base choisie. La cellule de Wigner-Seitz
du réseau réciproque est appelée premiére zone de Brillouin du cristal. Nous la
notons [™.
Nous supposerons dans toute la suite que R = Z* (I’extension & un réseau quel-
conque ne pose pas de difficulté). On aura donc I' = [—%, %)3, R* = 2773 et

r* = [—mm)3.

2.2.2 Rappels sur la théorie de Bloch
Les ondes de Bloch ont d’abord été introduites par Floquet [19] dans le cas

unidimensionnel et par Bloch [4] dans le cas général.

Une onde de Bloch, ou fonction quasi-périodique, est une fonction appartenant a
I’espace

loc

L{T) = {p € L} (R?)|p(x —k) = e ™ (), Vk € Z*, pour presque tout x € I'},

ou L2 (R®) désigne 'espace des fonctions mesurables de R?® & valeurs dans C qui

sont de carré intégrable sur tout compact inclus dans R?. De maniére équivalente,
LET) = {p € L (R*)|e ™ p € L3, (T) }

ou
L) = {¢ € Li (R%)]|p est Z* — périodique} .

per

Ainsi, si I'on dote LZ(I') du produit scalaire

(@7¢)L§(F) :A¢w7
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on obtient un espace de Hilbert isomorphe a L?_(T).

per

Considérons maintenant I'espace

ﬁ/p LeT)dg = {(Spf)fer*

2
| etz < o0}

qui, muni du produit scalaire défini par

pe € LE(T), €= llpellpz(r) mesurable,

1
(p,9) = 2n) /F*(S%%)Lg(r) dg,
a une structure d’espace de Hilbert.

Le théoréme de décomposition de Bloch assure que ’application linéaire définie sur
la classe de Schwartz S(R3) par

Vo € S(R?), Up = ((Up)e)eer- avec (Up)e(z) = Y e*p(z —k),

keZ3

1
se prolonge de maniére unique en une isométrie U de L*(R?) dans ok / LZ(T) de.
T .
L’inverse de U, notée U*, est définie pour tout ¢ = (¢¢)eer~ par

1 .
(2m)3 /p e~ M epe(w)dg,

pour presque tout z € I' et pour tout k € Z3. L’isométrie U permet donc d’écrire
que pour tout ¢ € L*(R?),

(U )z — k) =

1
o(0) = o | welo)

pe(r) = Y e p(e —k) € LE(T)

keZ3
et

1
Il = e [ Ioeliz

Soit maintenant un opérateur auto-adjoint A € B(L*(R?®)) qui commute avec les
translations du réseau périodique, c’est-a-dire tel que

VEk EZ?’, TkA:ATk.

A la décomposition ci-dessus des fonctions de L?*(IR?) en ondes de Bloch correspond
la décomposition suivante de I'opérateur A : il existe une unique fonction § — A
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dans (I, B(L(T'))) telle que pour toute fonction ¢ € L*(R®) et presque tout
£er
(UAp)e = Ac(Up)e, (2.10)

soit de facon équivalente

1 1
7 L (AR de = o [ (Aceoa) de

On écrit de maniére symbolique

1
A= W/F*Agdf.

L’égalité (2.10) implique en particulier que

(Ap)(z) =

S;JFE HA£HB(L§(F)) = HAHB(LQ(RS))'

Si de plus A est positif sur L*(R?), chacun des A¢ est positif. On peut alors définir

dans R, U {+o0}
1
Trr(A4) = 2n) /F Trrzr) (Ae) dE.

Dans la modélisation de la structure électronique des cristaux parfaits, on est amené
a manipuler des opérateurs (ou matrices) densité v € L?(R?) vérifiant les propriétés
suivantes :

— v commute avec les translations du réseau

VkeZ’, my =Tk,

— 0 < v <1 au sens des opérateurs auto-adjoints sur L*(R?), 1 représentant
I'opérateur identité sur L?(R?),
— le nombre d’électrons par unité de volume est fini,
— I’énergie par unité de volume de ~ est finie.
Il résulte de ce qui précéde qu'un tel opérateur v peut se décomposer sous la forme

1
’Y:W/F*’V&dﬁ,

avec 0 < ¢ < 1 pour presque tout { € I'*, 1 désignant cette fois-ci I'opérateur
identité sur LZ(T'). Le nombre d’électrons par cellule unité est égal & Trp(y). Notons

que
Trr(v) :/pv
r

ou
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est la densité électronique (c’est une fonction positive et Z3-périodique). La condition
sur la finitude de I’énergie par cellule unité s’exprime par

1

Trp(—Ay) = R /r Trram) (=Aeve) d§ < 00,

ot A¢ est 'opérateur de Laplace, considéré comme un opérateur Lg(f‘). Dans 'ex-
pression ci-dessus, on a utilisé la convention usuelle

Trr(—Ay) = Trp((—A) 2y (=A)"17?)

et
TrLg(r)<_A£’V£) = TrLg(F)((_A£)1/275(—A§)1/2)-

Pour toute matrice densité d’énergie finie, on a en fait

VP € Hyoy(T) = {u € Ly, (1) | Vu € (L, (1)}

Ceci est une conséquence de 'inégalité

J19VAF < Tre(-0).

Dans certains problémes variationnels que nous considérerons, le nombre d’électrons
Z par cellule unité sera une inconnue du probléme. On travaillera alors dans I’en-
semble

P = {v€BUAE) 1071, e, my=1m,

L Trpzry ((1— A ye(1 — Ag)'/?) d€ < OO}-

Dans d’autres cas, il sera fixé & I’avance, et I’ensemble variationnel sera

,Pir = {/7 S Pper | TI‘[*(’V) = /p»y(:b’) dr = Z} .
I

Dans les modéles de type Kohn-Sham, I’Hamiltonien électronique est un opérateur
sur L?(R3) de la forme

1
H =~ A+ Vi (2.11)

ol Vper € L2, (T') est une fonction (un potentiel effectif) Z*-périodique. Un tel
opérateur est appelé un opérateur de Schrédinger périodique. L’opérateur H est

non-borné, mais on peut néanmoins le décomposer en ondes de Bloch :

1
= g . et
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ou He est un opérateur non-borné sur L(T'). L’expression de Hy est trés simple. On
a en effet

1
He = —5 8¢ + Voer. (2.12)

Comme I' est borné, I'opérateur H, est d’inverse compact. Il existe donc pour tout
¢ € I'*, une suite (€, ¢)n>1 et une base hilbertienne (¢, ¢)n>1 de LZ(T') telle que pour
tout n € N\ {0} et tout £ € I'*,

Hehn e = €nethne.

Posons ¢, ¢(z) = e “%, ¢(x). On vérifie facilement que (¢, ¢),>1 est une base
hilbertienne de Lf)er(F) formée de vecteurs propres de I'opérateur auto-adjoint H¢

sur L2 (T') défini par

per

e Lo 95
H>=—-A—i-V+ =+ Voo
2 2
Plus précisément,

ngn,g = €n7£()0n7£.

Comme l'application ¢ — H¢ est analytique, on peut montrer & partir de I’équation
ci-dessus que les fonctions £ — ¢, ¢ sont lipschitziennes. De plus pour tout F € R,

I’ensemble
{£eT™ |3In e N\ {0} tel que €, = E}

est de mesure nulle.

On peut aussi montrer [42, Thm. XIII.100] que le spectre de H est purement abso-
lument continu et que

o
o(H)={Jbn ot by= | {enet = [0, 20], By =minene, T7 = maxen
n=1 ger=

L’intervalle b, est appelé la n-iéme bande du spectre de H.

Si H représente I’Hamiltonien de champ moyen relatif & ’état électronique fonda-
mental, la matrice densité de 1’état fondamental est

Y = X(—o0,eF] (H)

pour un certain ep € R, appelé niveau de Fermi. On peut montrer que + appartient
bien a ’ensemble P,.,. Le niveau de Fermi peut étre interprété comme un potentiel
chimique, autrement dit comme le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte
fixant le nombre d’électrons par cellule unité. En utilisant la décomposition de Bloch,
on obtient

1
v = W /I;* Ye dg avec  ye = X(*OO,EF}(Hg) = Z |wn,§><,¢)n,§|

(n,8) | €n,e<er
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L’opérateur v posséde la densité

py(x) = ~(z, [Yn,e ()] dg

75 | €n §<6F

[
r

ou Z est le nombre d’électrons par cellule unité (le niveau de Fermi est choisi de telle
sorte que la contrainte ci-dessus soit vérifiée). Lorsqu’il y a un gap entre la Z-iéme
et la (Z + 1)-ieme bande, c’est-a-dire lorsque X, | > Y%, er peut prendre n’importe
quelle valeur dans Dintervalle [X}, ¥, ,]. Sinon, ey a une valeur bien définie. Le
systéme se comporte comme un isolant dans le premier cas et comme un conducteur
dans le second cas.

vérifiant p, > 0, \/py € ) et

per(

z =2 z =3
Isolant / Semi—conducteur Conducteur

F1G. 2.1 — Spectre de I'opérateur Hamiltonien pour des matériaux isolants/semi-
conducteurs et des matériaux conducteurs.

2.2.3 Modéle de Hartree-Fock réduit pour le cristal parfait

Pour un cristal parfait comportant Z électrons par cellule unité, le modéle de
Hartree-Fock réduit s’écrit

inf {£9,,( €PL.} (2.13)

ou ’énergie de Hartree Fock est donnée par

1 1 1
0
gper( ) W /[“* TrLg(F) (_gAf’Yf) + §DG1 (p’Y — Mper, Py — :uper) :
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La forme bilinéaire Dg, est définie pour toutes fonctions f et g Z3-périodiques
suffisamment réguliéres par

De,(f.9) = / / Gz — y) f(z) g(y)de dy.

ou (i est la fonction définie de maniére unique par

~AG, = 4r (Z Ok — 1)

5 kez3
(G1 Z°-périodique, mign G1=0.
R

La fonction G est en fait le noyau de Green Z3-périodique de I'interaction de Pois-
son [37]. Comme G est Z*-périodique, il peut aussi s’écrire sous la forme d’une série
de Fourier

Gi(z)=c+ We“m (2.14)

ke2rZ3\{0}

ouc = fr G > 0. Cela sera démontré dans un cas plus général a la section 2.4. La
mesure [ipe représente la densité périodique des noyaux définie comme suit

Hper(T) = Z Zm(x — R). (2.15)
ReZ3

Nous supposons pour simplifier que m est une fonction positive de C2°(R?) de support
inclus dans I' et que fR3 m(z)dz = 1. Un calcul simple montre alors que

4 . R
DGI (pw — Mper, Py — Mper) = Z W|pv(k) - Mper(k)|27
ke2nZ3\{0}

ou I'on a tenu compte du fait que [.(py — fiper) = 0 pour tout v € PZ.. Notons que

chacun des deux termes de I'énergie £),.(7) est fini pour tout v € Pper. Cest clair
pour le premier, et c’est vrai aussi pour le second puisque ,/p, € Héer(F) pour tout

v € Pper-

Une solution de (2.13) est par définition un état électronique fondamental (electronic
ground state) du cristal parfait, que nous noterons dans toute la suite %?er- La densité
électronique correspondante sera notée pyo  (pyg,, (¥) = Ype (2, 7).

I. Catto, C. Le Bris et P.-L. Lions ont démontré dans [12] que le probléme (2.13)
admettait un minimiseur 7, et que tous les minimiseurs de (2.13) partageaient la
méme densité p,o . Nous donnons ici les idées principales de la preuve. Soit (7;)jen
une suite minimisante pour le probléme (2.13). Chacun des opérateurs y; peut étre
décomposé en ondes de Bloch

1
Vi = W/F*(%‘)fdé-
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De plus, comme
1
(2m)3

(fyj)g est un opérateur a trace, donc compact, pour tout j et presque tout £. En
conséquence,

Trp(v;) = /F Trrzm)((75)e) d§ < o0,

(%) = S AU (€ 2 (€, y), (2.16)

p>1

oun 0 < )\éj)(g) < 1, et ou (uéj)(g, -))p>1 est une base hilbertienne de LZ(T"). En
exploitant & nouveau le fait que (7;)¢ est a trace pour tout j et presque tout &, on
peut aussi définir la densité

Z)\(] |u§)a) (&, )2

p>1

La fonction (p;)¢ est Z3-périodique, positive, et si p; désigne la densité de I'opérateur
7Y, Ol &

1
5o = o [ )l

Le but de la premiére étape de la démonstration est de borner les fonctions (p;)¢ et
p;j et les opérateurs ; et (7;)¢ afin de pouvoir extraire de ces suites des sous-suites
convergentes permettant, dans les deux autres étapes, de passer successivement a la
limite dans la contrainte de charge et dans 1’expression de 1’énergie.

Pour cela, on remarque d’abord que 0 < (v;)¢ < 1 pour tout ; dans PPZer On
obtient ensuite les bornes souhaitées, en utilisant d’une part la contrainte de charge
et d’autre part le fait que la suite (£°(7;)) en est bornée. On montre ainsi successi-

vement les propriétés suivantes.

1. La suite (v;)¢(z, y) est bornée dans L*(I'™* x I' x I'), et donc la suite v;(z,y) est
bornée dans L?(T" x R?), et méme dans L2 . (R3; L?(R?)) grace a I'invariance
par translation.

2. En utilisant la décomposition (2.16), on obtient que la suite \/p;(x) est bornée
dans H(T") et donc dans LP(T") pour 1 < p < 6 (injections de Sobolev).

3. En corollaire du résultat précédent, la suite v;(x, y) est bornée dans LP(I' x I'),
pour 1 <p <6 et \/(pj)e(x) est bornée dans L*(I'™; H'(T)).

4. Enfin, en utilisant I'inégalité de Lieb-Thirring, on obtient que la suite (p;)¢(z)
est bornée dans L3 (I* x I).

Aprés avoir montré que les différentes suites sont bornées, il est possible de supposer
(quitte & extraire des sous-suites) que ces suites convergent. On peut ainsi supposer
que
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1. la suite (7;)¢(x,y) converge faiblement dans L?(T'* x T x T) vers une fonction
(Yoo )e(, ). On peut dés lors définir un opérateur auto-adjoint v, sur L*(R?),
par

1
Voo = R /r (Voo )edE,

Oll (Yoo)e est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur LZ(T"), dont le noyau est

(Yoo )e(z, 7). On a 0 < (Yo0)e < 1 et done 0 < v < 1.
2. la suite \/p;(x) converge faiblement dans H.(T'), fortement dans L”(I") pour
1 < p < 6 et presque partout sur R? vers une fonction \/p,.(z) € H!..(T).

per

3. la suite de fonctions positives (p,)¢(z) converge faiblement dans Li(T* x T)
vers une fonction positive que nous notons (p)e(z).

On vérifie ensuite facilement que 1’on a

(271r)3 /F*(ﬁoo)g(:c)dé = Do),

On écrira donc désormais (p,)e(x) au lieu de (oo )e ().

Comme nous 'avons dit plus haut, le but de la deuxiéme étape de la preuve est de
montrer que 7., vérifie la contrainte de charge

1
CE /F TrLg(r)(%o)fdf =7,

ce qui va étre fait en utilisant le fait que I’énergie cinétique est bornée. En effet,
on ne peut ici utiliser directement la convergence faible de (v,)¢ car opérateur
identité n’est pas un opérateur de Hilbert-Schmidt. Comme (7;)¢ et —Ag(7y;)e sont

1 1

2

des opérateurs & trace sur LZ(T), il en est de méme pour (1 — A)Z(v;)e(1 — A);
1 1
et de plus la suite [.. TrLg(p)[(l — A)Z(75)e(1 — A)Z]d€ est bornée. On peut donc
1 1
supposer, & extraction prés d’une sous-suite, que (1—A)Z (7;)¢(1—A)Z converge de la

1 1
méme maniére que ¢ et sa limite sera nécessairement (1 —A)Z (o0 )e(1—A);. Cette
convergence signifie que pour presque tout ¢ € I'* et pour tout opérateur 7' auto-
adjoint sur L*(R?) se décomposant sous la forme T = ﬁ Jp. Ted€ ou les Ty sont

des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur LE(F) dont les noyaux T¢(z,y) appartiennent
a L2(I*; L*(C x I)), on a

1 1 1
Jim. (27)? /F Trpzm[(1 = A)E(1)e(1 = A)¢ - T¢ldg
1 1 1
= @np /F Trpzm) (1= A)¢ (7a)e(1 — A)¢ - T¢]dE.

Alors, en prenant comme fonction test les opérateurs T; = (1 — A)gl, on obtient que

: 1 1
Jit o . T 00l = T [ oo
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et comme les opérateurs «y; vérifient la contrainte de charge pour tout j, il en est de
méme pour V.

Enfin, la troisiéme étape de la preuve concerne le passage a la limite dans 1’énergie.
En utilisant ’étape précédente et le lemme de Fatou, on obtient que

1 1 1
i g . o [~ 00 962 s [ o [0
(2.17)

Par ailleurs, en utilisant la convergence forte de p;(z) dans L2 (T') pour 1 < p < 3,
on obtient

1

1 — —
_DGI (poo — Mpers Poo — ,uper)- (218)

1
llm DGl(p] - Mper,pj - ,uper) - 2

j—oo 2

Gréce a (2.17) et (2.18), on aura l'existence d’un minimiseur pour le modéle réduit
de Hartree-Fock périodique, & condition de montrer que pour presque tout & € ['™
et x el

(Poo)e() = (Yoo)e(, ). (2.19)

1
Ceci se montre en utilisant la convergence faible des opérateurs (1— A) (Vi)e(1=A)¢
et en utilisant comme opérateurs-tests les opérateurs de Hilbert- Schmldt

Te=(1-A) *0()(1 - A);*

oll ¢(x) est une fonction arbitraire de L>°(I'™* x I'). Il vient alors

lim [ [ (pelaltelordode = tim [ [ Gp)eto.a)feta) dade

=[] retaa)telo) dode

et, grace a la convergence de (p;)c dans L3(I* x T), on a aussi

i [ te@rdrds = [ [ @Ot drds

d’on (2.19).

Nous prouvons a présent 'unicité de la densité périodique pger. Pour cela, supposons
qu’il existe deux minimiseurs de 1’énergie sur PZ cers V1 €t 72, de densités associées p;
et po. Soit 7 = %’yl + %72, alors

1 1 1
gger( ) = —3/ TrL2(F) __A§/7§ + _DG1 (p'y — Mper, Py — Mper) )
27)3 Jpr- 2
1 1
= 35 () + & (72) = 5 Da, (p1 — p2, p1 — p2),

9 “per 9 ~per

8

1
= Do — gDGl(Pl — P2, P1 — P2),
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ou I est le minimum de I'énergie périodique pour v € PZ,. Par conséquent,
Dg,(p1 — p2,p1 — p2) = 0. Comme Gy, p1, p2 sont tous Z3-périodiques, on peut

récrire I'expression de D¢, avec les coefficients de Fourier de G et p; — ps :

AT . .
De,(p1 — pa; p1 — p2) = Z W\Pl(k) — pa(K)[*.

kEZ3\0

Ainsi, D¢, (p1 — pa2, p1 — p2) = 0 uniquement si la différence p; — py est constante.
Or [.p1 —p2=2Z—Z=0et donc p; = p,.

Nous allons en outre montrer dans le prochain chapitre que le minimiseur de (2.13)
est unique, que c’est un projecteur orthogonal (VSerQ =10 =10 ) et qu’il vérifie
I’équation auto-cohérente

’yger - X(_OoyfF](HSer) (220)

ol € € R (niveau de Fermi), ou

1
HO - _§A + ‘/per

per

et ou le potentiel de champ moyen

Vi) = [ Gala =) (4. 0) )

est solution du probléme

—AVper(x) = 47 (pvger(‘”) — uper(x)> , (Equation de Poisson)
Vz € R, Vier(z+ 2) = Viur(2) (Conditions aux bords périodiques).

Notons que la solution du systéme du probléme elliptique ci-dessus n’est pas unique,
mais que toutes ses solutions sont de la forme V., +C', ot C est une constante. Si I’'on
remplace Vper par Vi, + C, il suffit de remplacer e par ep + C' dans (2.20). Comme
Voer € Lger(f‘), I’Hamiltonien ngr est un opérateur de Schrodinger périodique et
son spectre posséde la structure décrite a la section précédente.

2.3 Modélisation des cristaux présentant des défauts
ponctuels

Notre approche consiste & considérer le défaut comme une “pseudo-molécule”
plongée dans le cristal parfait hote. Cette approche reprend dans un cadre différent
lapproche suivie dans [22-25] pour étudier des modéles d’électrodynamique quan-
tique (QED). Dans tout ce qui suit, nous supposons qu’il existe un gap EEH—Z} >0
(autrement dit que le cristal hote est un isolant ou un semi-conducteur).
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2.3.1 Présentation du modéle de défaut

Si o désigne la distribution de charge nucléaire du cristal avec défaut, la charge
nucléaire de la pseudo-molécule sera la distribution v telle que

w(x) = pper() + ().

Ainsi par exemple, si on remplace le noyau du cristal parfait situé a 1’origine par un
noyau de charge Z’' (impureté), il vient

v(z) = (Z' = Z)m(x).
Dans ce qui suit, nous supposerons que v est une fonction donnée de L' (R?*)NL*(R?).

De méme, on écrira la matrice densité du cristal avec défaut sous la forme

Y= Yper + @,
() désignant la matrice densité du défaut. Notons que () vérifie les contraintes
Q* = Q et - ’Yger < Q <1l- W/ger' (221)

Nous définissons maintenant I’énergie électronique du défaut pour une matrice den-
sité test -y par

5;§:+V (7) g;I:quu (Vger)'

Bien évidemment, cette expression n’a qu’un sens formel puisque les deux quantités
sont infinies (upe est périodique et v et fyger sont de rang infini). En revanche, en
récrivant cette différence en fonction de la variable Q =~ —~J, on obtient

EZI:::JrV(fV) Sﬁge}:Jrl/(fyger) =7 Tr (ngrQ)

// da:dy—i— //pQ da:dy,
R3 |$—y| R3 JR3 |x—y|

et nous verrons qu’il est possible de donner un sens mathématique précis au membre
de droite de 1’égalité ci-dessus.

En fait, I’ensemble des matrices densité () sur lequel minimiser le membre de droite
de I’égalité ci-dessus pour obtenir I’énergie électronique du défaut va nous étre fourni
par des arguments de limite thermodynamique. Pour décrire cet ensemble, nous
devons d’abord introduire la notion de trace-y),, : un opérateur @Q est a trace-),, si

0
Q € &3 et 10,0V, (1 —10%)Q(1 —%,,.) € &1. On notera &, et pour simplifier
&9 I’ensemble des opérateurs a trace—fyger. La trace-fyger d’un opérateur de la classe
GY est alors définie comme

Tro(Q) := Tryg (Q) = Tr(Yper @Vper + (1 = Yer) QL = Yper))-

Notons que Tro(Q) = Tr(Q) si @ est un opérateur & trace. Pour simplifier les nota-
tions, nous définissons

Qii = VSeeryger et Q++ = (1 o VSGF)Q(l - ’Yl(f’]er)'
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Nous pouvons a présent introduire 1’espace de Banach
Q={Qe6) | Q" =0Q, [VIQe &, [VIQT"V|€ &, [VIQ V| &},

doté de la norme

IRl == 1Qls, + ||, + 1 |,
+HIVIQls, + [IVIQRT IV[6, + VIR IVI]g, - (2:22)

La proposition 1 (Section 4.3.1) établira qu’a tout Q € Q on peut associer une
densité pg € L*(R*) N C définie de maniére unique par

YW € C*(R?), Tr(WQ) = /RS po(x)W(x)dx

et que l'application () — pg est continue. Ici, la notation C désigne I'espace de
Coulomb
C = {peS'®) | pe LL(R), D(p,p) < o},

o D(-,-) est la forme quadratique positive définie sur {p € §'(R?) | p € L}, (R?)}
par

D(f,qg) ::47T/Ra%dk.

Notons que Lg(R?’) C C et que pour des fonctions f et g appartenant a Lg(R3),

[ [ e,
D(f,g)—/RS R

Nous définissons également pour () € Q

Tro(HY, Q) = Tr(]ng]r — /<;|1/2(Q+Jr — Q**)|nglr — /<;|1/2) + kTro(Q)

per

oll £ est un nombre réel arbitraire choisi dans le gap (X7, ;) (nous montrerons
au chapitre suivant que le membre de droite de ’expression ci-dessus a bien un sens
et ne dépend pas du choix de k). Nous sommes maintenant en mesure de donner
une définition mathématique précise de la fonctionnelle d’énergie de notre modéle
de défaut. Celle-ci s’écrit

£1(Q) = Tro(HQ) — Dlpa, ) + 5 Dlpg. pa)

ol k € (¥},%5,,) (rappelons que £(Q) est indépendant du choix de «). La fonc-
tionnelle £7(Q) est définie pour tout @) € Q. Enfin pour tenir compte des contraintes
physiques (2.21), nous introduisons 1’ensemble de minimisation

K:= {Q€Q| _’YgerSle_vger}'

On peut vérifier que K est en fait I’enveloppe convexe fermée des états () € Q qui

s’écrivent sous la forme particuliére () = v — fyger, v étant un projecteur orthogonal
sur L*(R3).
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2.3.2 Existence de minimiseurs

Nous nous sommes intéressés & deux situations physiques. Dans le premier cas,
on impose le potentiel chimique, la charge correspondant a I’état minimisant 1’éner-
gie étant alors une inconnue du probléme. Dans le deuxiéme cas, on impose une
contrainte de charge, ce qui donne lieu & un probléme mathématique plus difficile.

Probléme de minimisation avec un potentiel chimique

Considérons le probléme de minimisation suivant

EY = inf{&(Q) — erTro(Q), Q € K} > —o0 (2.23)

pour €x dans le gap entre les bandes Z et Z + 1. Dans ce modéle, la charge du défaut
est controlée par le potentiel chimique, ou niveau de Fermi, €.

Nous allons prouver a la Section 4.3.2 que ce probléme admet un minimiseur Q¥
Le probléme (2.23) peut a priori admettre plusieurs minimiseurs mais tous les mini-
miseurs partagent la méme densité pgv.cr. Par ailleurs, comme nous I’avons annoncé
précédemment, tout minimiseur vérifie ’équation auto-cohérente

QV’EF = X(*OO@F)(HQ"’SF) - ’yger + 57 (224)

ol
HQV’eF = H;()]er + (pQV’EF - V) * ‘ ’ ‘71

et ol § est un opérateur auto-adjoint de rang fini vérifiant 0 < § < 1 et Ran(d) C
ker(Hgver — €p).

Nous montrerons que l'opérateur (pgr.cr — /) * |- |~ est une perturbation compacte
de 'opérateur de Schrodinger périodique ngr, et qu’en conséquence les opérateurs
Hgver et HY,. ont méme spectre essentiel. En revanche, et contrairement au spectre
de ngr, le spectre de Hgv.<r peut contenir des valeurs propres isolées de multiplicité
finie en dessous de la bande de plus basse énergie et dans les gaps. Les valeurs
propres de Hgv.cr inférieures a er correspondent a des électrons localisés piégés par

le défaut.

gL
\ \——4——4H—-_L{MH4H%L%—>

F1G. 2.2 — Spectre de Hgv.er (en haut) et de HC,. (en bas)

per

Notons $_ = Ran(yp,,) et H, = Ran(l — 7)) les espaces respectivement occupés
et virtuels du cristal parfait de base. Supposons maintenant que €z ne soit pas une
valeur propre de Hgver. Dans ce cas 0 = 0 et Q = v — ’yger est la différence de
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deux projecteurs orthogonaux. Alors (cf. [23]) il existe une base de Hilbert (¢; )i~n_
de $)_ et une base de Hilbert (¢;f); ~, de $ telles que dans la base de Hilbert
(7). () de L*(R?) = $_BH on ait

—In_ 0 0 0
Qrer = 0 diag(_ah —ag, - ) 0 diag(b17 by, - - )
0 0 In. 0
0 diag(by,bo, ) 0 |diag(aq,aq,---)
avec
“+oo
0<a; <1, Zai < 400, bz: ai(l—ai)
=1
et

Tro(QF) = N, — N_.

Dans notre modéle Try(Q) sera interprété comme la charge du défaut (le lien précis
entre Tro(Q) et les observables physiques restant a éclaircir).

Notons que la matrice Q*“F peut étre rendue diagonale en prenant la base de Hilbert

(g7 )-n_<i<o, (W )iz1, (97 ) -y <i<0, (U] )iz1)

\ 1/2 _\1/2
ol ¥ ==+ (H;/a) o; + (H[;/_Z) ¢. Dans cette base

—In_ 0 0 0
SO I T eV e R 0
0 0 In, 0
0 0 0 |diag(y/a1,/az, )

On voit que Q"F sera a trace si et seulement si

+oo
> Vai < too,
=1

ce qui n’est pas évident puisqu’a priori on a seulement > . a; < +o00.

Probléme de minimisation avec une contrainte de charge

Dans le cas précédent on ignore a priori la charge du défaut, tandis qu’ici nous
allons minimiser I’énergie en imposant une contrainte de charge. Dans notre modéle,
la charge du défaut est par définition q := Tro(Q) (notons que la relation précise
entre Tro(Q) et les observables physiques reste a éclaircir). Nous obtenons ainsi le
probléme suivant

E"(q) := inf{&€"(Q), Q € K, Tro(Q) = g}, (2.25)

dans lequel la charge ¢ € R est donnée.
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Le premier résultat que nous donnons est ’expression analytique de E¥(q), pour le
cas sans défaut (v = 0)

>, .q pourq=>0
0(,\ _ Z+1
20 {550 o120

ot £} est la borne supérieure de la Ziéme bande et ¥, la borne inférieure de la
(Z + 1)iéme bande. Dans ce cas ou v = 0, le probléme de minimisation n’a pas de
solution, sauf si ¢ = 0.

Nous montrons ensuite que 'existence d’'un minimiseur **¢ pour le probléme (2.25)
est équivalente a chacune des deux conditions suivantes :
— toute suite minimisante pour le probléme est précompacte dans Q et converge
vers un minimiseur Q)¢ de I’énergie;
— des inégalités de type HVZ sont vérifiées :

V¢ e R\ {0}, E"(q) < E"(¢—d¢)+ E°(d).

Dans le cas ot ces conditions sont vérifiées, nous obtenons comme dans le cas précé-
dent que le minimiseur n’est pas nécessairement unique mais que la densité associée
pora est. En outre il existe €27 dans le gap [£},%7 ] tel que le minimiseur ob-
tenu soit aussi un minimiseur du probléme de minimisation (2.23) pour ep = €2f.
Ce minimiseur vérifie I’équation auto-cohérente (2.24) pour un opérateur ¢ vérifiant
0 <4 <1et Ran(d) C ker(Hgra — €5?). L’opérateur ¢ est de rang fini si €? n’est
pas l'une des extrémités du gap. Dans le cas contraire, c¢’est un opérateur a trace.

Enfin nous établissons que ’ensemble des ¢ € R satisfaisant les conditions requises
pour l'existence d’un minimiseur est un intervalle fermé non vide de R et que c’est
le plus grand intervalle sur lequel la fonction ¢ — E¥(q) est strictement convexe.

2.4 Supercellule et limite thermodynamique

Nous allons a présent relier les modéles introduits dans les sections précédentes
pour les cas avec et sans défaut avec la notion de limite thermodynamique du modéle
de supercellule.

Le modéle de supercellule, que nous allons décrire plus en détails dans un instant,
consiste a considérer un “grand” domaine de simulation, composé de plusieurs cellules
unités et appelé supercellule, et & imposer des conditions limites périodiques au bord
de la supercellule.

Ce modéle est le plus couramment utilisé dans le calcul de structures électroniques de
solides cristallins, mais présente néanmoins plusieurs inconvénients lorsqu’il s’agit de
simuler un cristal comportant un défaut. En premier lieu, les conditions au bord pé-
riodiques créent des interactions parasites entre le défaut et ses images périodiques.
En second lieu, le potentiel électrostatique qui régne au sein de la supercellule doit
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par construction respecter les conditions limites périodiques au bord de la supercel-
lule. En conséquence, la supercellule doit étre globalement neutre. Lorsqu’on simule
un défaut chargé, il faut donc compenser 'excés ou le défaut de charge par une den-
sité de charge uniforme (jellium background), ce qui conduit & des approximations
mal controlées.

Nous commencons par décrire le modéle de supercellule, aprés quoi nous présenterons
les résultats de convergence obtenus pour les cas avec et sans défaut.

2.4.1 Description du modéle de supercellule

Pour L € N\ {0}, nous définissons la supercellule

r= - L/2,L/2)3.

Le réseau, le réseau réciproque et la zone de Brillouin correspondants sont donc

respectivement R = LZ% R* = 227° et [-Z,7)%. Notons que la cellule unité
I = [-1,1)3 coincide avec A;.

F1G. 2.3 — Supercellule pour le cas avec défaut (& gauche) et sans défaut (& droite).

L’espace de Hilbert sur lequel agissent les opérateurs relatifs a la supercellule est

L2 (Ar) = {p € L}, (R%) | ¢ (LZ*)-périodique} ,

loc

et un état électronique admissible est décrit par une matrice densité & un corps vy
appartenant a ’ensemble convexe

Pt — {7 € G120 (AL) | 7" =7 0< 7 <1, Trsa, any(~A) < oo}.

Un opérateur v € P, 1, est un opérateur auto-adjoint a trace sur L%er(/\ 1), compris

entre 0 et 1 au sens des opérateurs. La condition Tr(—A~) < +o0o permet de donner
un sens & chacun des termes de I’énergie du modéle de Hartree-Fock réduit pour la
supercellule (voir les deux sections suivantes). De plus, la densité de charge p,(z) =
v(x, x) associée a y vérifie p, > 0 et \/py € H} (L)
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Nous introduisons a présent le potentiel de Coulomb LZ3-périodique G défini
comme 'unique solution du systéme

1
~AG;, = 4n <Z Orr — ﬁ) 2.26)

keZ3
G L 7Z3-périodique, m%n Gr =0.
R

Nous allons vérifier que G, est relié au noyau de Green G introduit a la Section
2.2.3 par la relation Gr(r) = L™'G1(z/L) et qu'on a

c 4 1 gk
Grz)=++ > TEEC ka (2.27)
keR*\{0}

la constante ¢ étant celle apparaissant dans (2.14).

Veérifions d’abord que la fonction G définie par (2.27) est telle que Gp(r) =
L7'Gy(z/L). En partant de (2.14), on peut écrire

|27k |[?
keZ3\{0}
D’ou 4
T 227\'161,
Gi(p)=ct X g
kez3\{0}

et par suite

1 T c dr 1 omp,
(1) =1+ X mmppettT = Gl

kezZ3\{0}

Veérifions a présent que la fonction G définie par (2.27) est solution du systéme
(2.26). 11 est évident que G, est LZ>-périodique. Par ailleurs,

4 2m
—AGy = —7; Z ¢'TF*  dans D'(R).

kezZ3\{0}
On obtient alors (2.26) grace a I'extension suivante de la formule de Poisson
1 ‘2m
=D ¢ER = 3", dans D'(RY), (2.28)
kez3 lez?

Comme la formule ci-dessus joue un réle important dans la suite, nous en rappelons
la preuve. Dans le cas unidimensionnel, cette formule est appelée formule de Poisson
et s’exprime ainsi :

1 2
T Z ek = Z o1z, dans D'(R). (2.29)

k€eZ lEZ
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Pour établir cette formule, nous utilisons la fonction L-périodique f définie par
f(z) = x pourze€l0,L),

pour laquelle

flr) =1~ LZédeans D'(R).

keZ

En développant f en série de Fourier, on obtient

(x) \/_ Z alf 2”“”, (2.30)

avec

a(f) = / o dg,
/

La série (2.30) est dérivable dans D'(R?), et

fla) = f > 2t

leZ\{0}

— E ez%lx

leZ\{0}

Par ailleurs, en utilisant la formule des sauts, on obtient

= 1_L25kLa

keZ
d’on (2.29).
Nous passons a présent au cas tridimensionnel. Nous allons prouver que pour tout
¢ € D(R?),
1 27r
(G e e) = (Do), (2:31)
kezZ3 lez3

Comme 'espace des combinaisons linéaires de fonctions du type p(z) = @1 (x1)p2(22)ps(3)
est dense dans D(R?), il est en réalité suffisant de prouver (2.31) pour une telle fonc-
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tion. Il vient

(7 o) - L3Z< °)
- 32/ () da,

kez3 Y AL
= 3 Z/ / / ei%ﬂ(klerkaJrkSm)gOl(:Cl)g02<x2)g03<x3) dl‘l de da:3,
kez3 A/ AL
1 on
= 52 ([ ermemdn) ([ B de) ( | R ) )
kez3 AL Ap
1 2
L (Z [ et dxl) (z [ daz2> (z [ e x?,)dmg),
ez AL koez ? AL hoe7 )AL

gzt g
= (S o) b)),
= (D due).

lez3

Cela prouve que

1 2mgy A 1
—AGL:47T<EZ€L —ﬁ>:4ﬂ'<2(sk[/—ﬁ>

keZ3 keZ3

A présent, nous pouvons définir pour toute fonction g LZ3-périodique et suffisam-
ment réguliére

(g4n, Cr) () = / Gule —y) gly) dy.

De, (f.9) = / / Gule — y) F(z) gly) da dy.

2.4.2 Limite thermodynamique pour le cristal parfait

Pour un cristal parfait, la fonctionnelle d’énergie du modéle de supercellule de
Hartree-Fock réduit s’écrit

1 1
Ssc L( ) TrL%er(AL) (_iAf}/) + §DGL (p“/ — Hper, p“{ - Mper)

ol nous rappelons que fipe:(¥) = Y pegs Zm(z — R) est une fonction Z?- (et donc
L73-) périodique. L’énergie de I’état fondamental est alors donnée par

ISOQL = inf {escL( . Y € Paer, /A Py = /A per = ZL3} . (2.32)
L L
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Nous montrerons que (2.32) admet un minimiseur 72, ;, que tous les minimiseurs de
(2.32) ont la méme densité p,o , et que cette densité est unique. Par ailleurs, les
convergences suivantes ont lieu :

— convergence de I’énergie

0
lim Lo _ 0
3~ “per’
L——+o00 L

— convergence de la densité électronique

\/pﬂfgc’L — \/pﬂfger faiblement dans H,'

loc

<R3)7

Py, = Py, fortement dans L (R*) pour 1 <p < 3etp.p..

Soit maintenant

A
HSOC,L = _5 + (p“/gc,L - Mper) *r Gl

I’Hamiltonien de champ moyen du modéle de supercellule, vu comme un opérateur
agissant sur L?(R?). Nous montrerons que pour tout L € N\ {0}, H. ; — HJ,, est
un opérateur borné et que
. 0 0| —
Jim (A = Hil) = 0.

En notant (A} (€))nemop la suite croissante des valeurs propres de (HY. )¢ pour
¢ € I'*) il résulte en outre des formules de Courant-Fischer que

lim  sup sup [AS(&) — A\ (€)] =0

L—0c0 pen\{o} cer*

ot (A, (§))n>1 sont les valeurs propres de (ngr)g introduites précédemment.

Si I'on suppose enfin qu’il existe un gap entre la Ziéme bande et la (Z + 1)iéme,
autrement dit que le cristal est un isolant ou un semi-conducteur, et que l'on fixe
un ep € (3,57, ), alors pour L suffisamment grand, le minimiseur 2, ; de (2.32)
est unique, et c’est aussi I'unique minimiseur du modéle grand-canonique suivant :

[SOC,L,EF = IIlf {SSOC,LC'}/) - EFTrL%er(AL)(7>7 v € PSC,L} .

Tout ceci prouve que, pour un cristal parfait, le modéle de supercellule converge
bien vers le modéle de Hartree-Fock réduit périodique introduit & la section 2.2.3, ce
qui justifie I'utilisation du modéle de supercellule dans les simulations numériques.

2.4.3 Limite thermodynamique pour le cas avec défaut

Aprés avoir traité le cas sans défaut, il nous est & présent possible de traiter celui
avec défaut. L’idée est de calculer ’énergie du défaut en prenant comme référence
le cas sans défaut. Nous supposons toujours que le cristal héte est un isolant ou un
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semi-conducteur, autrement dit qu’il existe un gap entre les bandes Z et Z + 1 de
’'Hamiltonien périodique H),..
Nous rappelons que nous avons pris comme densité de charge du défaut v € L*(R?)N
L?(R3) C C. Dans le modéle de supercellule, il nous faut “périodiser” le défaut. Nous

effectuons cette opération en introduisant la fonction

vp(z) =Y (Ix,v)(- - L2).

2€7Z3

La fonctionnelle d’énergie pour le modéle de supercellule dans le cas avec défaut est
alors définie pour tout v € Py 1 par

5 1 1

sc,L(’V) = TrLf,er(AL) (_EA’}/) + §DGL (pv — Mper = VL, Py = Hper — V).
Si I'on choisit de controler la charge du défaut a 1’aide d’un potentiel chimique (ou
niveau de Fermi), e € (X},%7.,), le probléme de minimisation résultant est le
suivant

Loy = inf {E€4,00) = erTrig a0 (1), 7€ P} (2.33)

Pour passer a la limite thermodynamique, nous allons soustraire respectivement de
I'énergie, de la densité électronique et de la matrice densité du minimiseur de (2.33),
I'énergie, la densité électronique et la matrice densité du minimiseur de (2.32), et
montrer que ces différences admettent une limite lorsque L — +oc.

Pour ce qui est de I'énergie, nous obtenons que I ; . — I, . admet une limite

finie lorsque L — +00 et nous sommes capables d’identifier cette limite :

1
: v 0 v
[}LH;O (ISC,L,EF - ISC,L,EF) = EeF - /]RS v ((p’\/ger - Mper) *r Gl) + §D(V7 V)
ou EY est défini a la Section 4.3.2 comme I’énergie électronique du défaut lorsque
la charge est controlée par le potentiel chimique ep.

De méme, la différence des matrices densités des minimiseurs et la différence des
densités électroniques associées, admettent des limites faibles : en notant 7.7 un
minimiseur du probléme (2.33), on a, a extraction pres,

(V2 = Voer) (@, y) = QY (2,y)
faiblement dans H._ (R3 x R3) et fortement dans L (R® x R?®), ou Q“F est un

loc loc
minimiseur de (2.23). Enfin, pour la densité électronique,

J— —\
Pacr = P, T PQrer

sc,L

faiblement dans L? (R?).

loc

Ces résultats seront prouvés dans la Section 4.4.2, en suivant la démarche de [25].
Comme pour le cas avec défaut traité précédemment nous redéfinissons d’abord un
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probléme de minimisation dont la variable est la différence (); entre une matrice
densité test 7 € Ps,, du modéle de supercellule avec défaut et le minimiseur 0,
du modéle de supercellule relatif au cas périodique

[sl,/C,L,eF - [SC,L,EF = inf {E:C,L<QL> - eFTrL]%er(AL)<QL>7 Qr € ICL}

1
— Dg, (vi, Po. L [hper) + iDGL (ve,vL)

ou
. 1
Esc,L(QL) - EFTrLEer(AL)(QL) = —Dg, (pQL’ VL) + §DGL (me pQL)
g ) (1H20 — el Q" — Q7 ) H, — erl12)

et

Kr= {QL € 61(L12Jer<AL)) | Qz = Qr, ‘V|QL|V‘ € 61<L?)er<AL))7
- ’)/SOC,L < QL <1l- ,ygc,L}’

Il est assez facile de montrer que —Dg, (v, Py, — Lper) + %DGL(I/L, vr) converge

vers — fR3 1/((/)73er — Uper) *T Gl) + %D(y, v) lorsque L tend vers I'infini. La difficulté
sera d’établir que
lim E¥

L—oo EFyL

_ v
= EEF

ol
L, = inf {ESVC,L(QL) —erTrrz a,)(Qr), Qr € ICL} .



Chapitre 3

Simulation numérique des cristaux

Décrire 1’état électronique des cristaux comportant des défauts locaux est un
probléme majeur en physique des états solides, en science des materiaux et en nano-
électronique |61, 68, 76].

Ce probléme a déja été abordé sous différentes formes. En effet, comme nous ’avons
vu précédemment au Chapitre 2, I’ajout d’un défaut a notamment pour conséquence
l'apparition de valeurs propres dans les gaps. Soussi, dans [75], a déja effectué des
calculs de valeurs propres dans des gaps pour la propagation d’ondes dans les cris-
taux photoniques présentant des perturbations & support compact, mais en utilisant
un modéle de supercellule différent du notre (et en particulier linéaire). Pisani et
ses collaborateurs ont proposé des méthodes de “cluster perturbé” pour traiter des
défauts locaux [65,70], mais celles-ci présentent des problémes de polarisation du
milieu et de transfert de charge entre la zone localisée ol se situe le défaut et le reste
du cristal. Par ailleurs, on retrouve aussi des problémes similaires dans les articles
concernant la pollution spectrale, mais 1a encore avec des modéles linéaires (voir
notamment [54] et les références incluses).

Pour mettre en place les méthodes numériques associées & notre modéle mathéma-
tique pour les défauts ponctuels, nous nous sommes d’abord placés dans un cadre
unidimensionnel et nous nous limiterons ici a cette approche. Cependant 1’étude du
cadre tridimensionnel est actuellement en cours [56]. Notre approche comporte trois
étapes principales que nous présenterons dans l'ordre. D’abord, nous résoudrons le
probléme périodique sur la cellule unité I'. Nous introduirons ensuite les fonctions
de Wannier permettant une localisation de la perturbation de la matrice densité
engendrée par le défaut. Enfin nous effectuerons sur cette base d’états localisés une
approximation variationnelle qui permettra la résolution numérique du modéle de
défaut (2.25). L’approximation variationnelle en question et les résultats numériques
obtenus sont détaillés au Chapitre 5.

39
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3.1 Reésolution numérique du probléme de cellule

Nous avons choisi pour cellule unité I' = [0, 1) et pour zone de Brillouin I'inter-
valle (ouvert & gauche) I'* = (—m, 7]. Dans ce modéle unidimensionnel, les espaces
sur lesquels agissent les divers opérateurs sont

L2, (1) = {u cLi.(R), uZ— périodique} ,

per loc

et
L?(I‘) = {ue L} (R), u(z)e ™" Z — périodique} .

La fonctionnelle d’énergie du modéle 1D considéré dans ce chapitre s’écrit pour une
matrice densité admissible |
= — d
V=5 /F RES

E(7> = T(’Y) + Ene(/)“/) + Eee(/)“/)a

sous la forme

avec

Ewlp) = / Vie(2)pl) e,

Eeo(p) = Dy(p,p)-

Dans les expressions ci-dessus, V.. désigne le potentiel de Yukawa Z-périodique
généré par des noyaux de charge Z disposés selon la distribution périodique

Pouc = Zzék
keZ

et D, correspond a l'interaction de Yukawa

Dy(p,p) = /F p(x)V,(x)dx

ou V, est I'unique solution dans Héer(F) de I'équation de Poisson-Boltzmann linéa-
risée
—Vp" + /@2Vp = 4mp.

et est 'unique solution dans H!_(T)

per

Ainsi, avec ces notations, V. est égal a V_
de

Pnuc

V4 K Ve = —4T pre.- (3.1)

nuc

Notons que le potentiel V. a une expression analytique simple : V,,. est la fonction
Z-périodique telle que

Vo € [0,1], Vielz) = 472 (% (:_:x_ 5 (::35_ 1)) | (3.2)
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Pour vérifier cela, notons V' la fonction Z-périodique telle que

e—/@$ eﬁl‘
v 0,1 Vv = 4n/ —
z€[0.1], V(z) : (25(6” —1)  2rk(er — 1))
et calculons V' et V" en utilisant la formule des sauts :
Vi) = W(z)+ > (V(k+0)=V(k - 0)),
keZ
= W(z)+ (V(0) = V(1) > &,
keZ
= W(x)
ou W est 'unique fonction Z-périodique telle que
—e kT ere
1 =A4n7 —
Ve e [0,1], Wi(x)=4r (2(6“—1) 2(6“—1))’

et
V'(z) = rV(x)+(V'(0) = V(1)) Xpez O
= KV(x)+47Z> 6.
ke

Ceci montre que V est une solution de (3.1) dans H},(T'). L’unicité de la solution
de (3.1) dans H;,(I") découle du lemme de Lax-Milgram.

Les constantes Ay et A présentes dans la définition de 1’énergie E(+) servent
uniquement & équilibrer les différents termes de la fonctionnelle d’énergie afin qu’ils

soient du méme ordre de grandeur.

Pour les besoins du numérique nous allons dlscretlser I' et I'" avec des grilles uni-
formes. Ainsi, sur I'*, on prend un pas égal & 5~ avec N = 2N;C € 2N* et on définit
la suite de points (f(k))lgngk par

On approche ensuite I'espace Lper(F) introduit précédemment par I'espace Xy, de
dimension N, = 2N; + 1 défini par

XNJ- = Span {ej(x)}jeﬂl,QNjJrlH

ot ej(x) = e*™U=Ni=D Fnfin, la grille d’espace (2(1));<;<n, est définie par

[—1
z(l) = N

Pour simplifier I'implémentation, nous n’utilisons qu’une grille de taille N, (et qu'un
espace variationnel Xy, associé), mais la convergence de la méthode aurait été a
priori meilleure si on avait utilisé une grille de taille 2N; + 1 pour discrétiser les
fonctions de Bloch et une grille de taille 4N, + 1 pour discrétiser la densité.

Maintenant que nous avons introduit ces définitions et notations nous allons pouvoir
présenter la méthode de calcul de la densité électronique fondamentale associée a
un potentiel de champ moyen Z-périodique V,,; donné.
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3.1.1 Calcul de la densité électronique fondamentale associée
A4 un potentiel de champ moyen donné

Soit V¢ un potentiel de champ moyen Z-périodique. Nous fixons le nombre d’élec-
trons par cellule & N, et considérons 'opérateur Hamiltonien périodique agissant
sur L?(R) défini par

A d?
leﬁ + Vit
La densité de I’état fondamental et ’énergie cinétique de cet état sont définies res-
pectivement par

o=-

et

T = 1;1:: /F Trpzr) (—%A(’Yo)g) dg
ou
V" = Xsoerl(H),
le niveau de Fermi ex étant choisi de telle maniére que Trzz_ () (%) = N..

Pour construire des approximations pspsp et Tgi et p&S et TGS on considére les Ny,
opérateurs

Ake d2 d Ake
Hepy = — 5 1.2 — 1 A& (R )—+ |§( ) + Vi
agissant sur L7, (T'), et on note i) < --- < e?\?jg(k) et

uapp § :an: )

les valeurs propres et les vecteurs propres de H¢(,) obtenus par approximation va-
riationnelle du probléme aux valeurs propres

He(kyUn (k) = €ng(k)Un (k)
dans I'espace Xy;. On obtient ainsi les approximations suivantes de Az, 2'), p98
et TGS :

e

Ny,
Wapp@ r') = Z Zuapp app(k) (x/)eif(k)xe—zﬁ(/ﬁ)m ’

klnl

e z

N, Ny
- Nkzzzzonkcw e

klnlj 1]/1

— Zk: Ze Zx Zx Cn kcn k_2im(j -_1+(k—Nk)/Nk)x6—2i7r(j’—Nj—1+(k_Nk)/Nk)x/

k;lnl] 15/=1
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N, . N e Pt =
papp ZkZ‘ Zpgk Zkzzzcnkcmk 2im(j—3")
Nklnl Nkklnljlj’l
N Ne Ny E— N 2
Tas = ZZZQW Age <]— =1+ N, k) |ank|2
k 1 n=1 j=1

Soit Hj, € CN=*Nz 13 matrice hermitienne de terme général
(Hk)j17j2 = <6]1|H5 |6J2>

~ 2
k — N, L
= 272Ake (jl ;]2 - Nj —1 + Tk> 5]'1]'2 -+ / me<l’)€2m(]27ﬁ)xd$.
k r

Les (engk), C™k)1<n<n, sont obtenus en résolvant le probléme aux valeurs propres

7 Jk __ _app k k 'k app app app
H,C™F = €% (™8 [Cm M O = G, €D <M< <

Dans notre code, le potentiel est donné sur la grille (x(1));<;<n, et on peut évaluer
les termes d’énergie potentielle par transformée de Fourier rapide (Fast Fourier
Transform, FFT). En effet,
— Pour 1 < j; <jy < N, ona (jo—j1+1) € [|1,N,]] et par conséquent, en
utilisant le fait que le potentiel V¢ est a valeurs réelles puis en discrétisant,

/me(x)ezm(jzﬁ)xdx = /me@)ezm(pjl)xd%
r r

N,
1 < -1
szmf< N

= _Zymf e2in(j2=i1)(I=1)/N

12

) e—2im(j2—j1)(1—1)/Na ,

— N VFFT<j2 _.]1 + 1)

en notant V(1) les valeurs de Vi,¢ aux points (x(1))1<;<n, de la grille d’espace.
— Ensuite, pour 1 < j5 < 71 < N,

/me(x)emﬁ(hjl)xdx — /me(x)e2iﬂ'(j1j2)xdx’
r r

1 L
= 7 Vet (1= d2t 1),

Nous pouvons donc a présent donner la formule explicite des H

]1]2
VFFT( — it 1) si1<ji<j2<N,
LN\ 2
. k— N . . .
H 5, = | 27 Age (jl =Nl ’“) VFFT< ) sil<gi=j<N,
VFFT(j1 — ot 1) si 1<7j,<j1 <N,
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On remarque ensuite que

On a donc

Un g (k) (2)

d’ou

En tenant compte de ceci, nous pouvons récrire

3 TN
n=1 j=1
papp =

+<j—Nj_1+

Chapitre 3 : Simulation numérique des cristaux

un77£(k) = un7£(k) :

Ny

> Citey(a),

j=1
Na

nk 2ir(1+N;—j)z
§ Cj e2im( j J)’

j=1
Na

nk 2in(Ng—j+1—N;—1)z
E Cj e2im(Ne J ),

j=1

Ny
3 CFen,pnlo)
=1
Ny

> O meale),

=1

x
n,Np—k
>_Cl
=1

-k Cn,k

GS
Tapp

) = Un—ei) (@),

n,Ng
Cj
et papp comme suit
Ni—1

Y k— N,
n, N, .
j—1)2|Cj k|2—|—2 E (j—Nj—1+ N,
k=Nj+1

1 ? n, N,
5) ‘Cj, k‘2)7

Nj—1

—Z [t einl> +2 D [tnew)® + [tngo)®

k=Nj+1

Les valeurs u, ¢x) aux points de la grille d’espace peuvent a leur tour se récrire de

maniére simplifiée

Un.g(y (z(1))

ou l'on a posé
Ng

wn,k(l)

j=1

Z Ok 2im(G=1)(=1)/Ne
J

Ny

> e (1)),

j=1
Na

Z Cjﬂ,keﬂw(jfl*Nj)(l*l)/Nz’
j=1

w,, k(l)e—Zinj (1-1)/Ng ’

N:): [Cn’k]IFFT(l),

2
k‘) |Cjn,k|2
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IFFT désignant la transformée de Fourier rapide inverse.

On en déduit I’expression finale de p,,,GS aux points (z(1))1<i<n, :

N2 e i Np—1
Pap (D)) = p(l) = sz [CPAEEE@)P 42 ([CPFEET())P + [[Cm AR (1)
n=1 k=Np+1

Pour résumer, a partir des valeurs du potentiel de champ moyen en les points de la

grille (z(0))1<i<w, , on obtient une approximation du spectre de bandes (€, ;) )1<n<n, 1<k<Ny,
de I'énergie cinétique de 1’état fondamental et de la densité de I’état fondamental

aux points de la grille, (p(1))1<i<n, -

Notons qu’on peut tester numériquement le caractére isolant du cristal parfait, qui
est une hypothése fondamentale de notre modéle de défaut, en vérifiant que

Y = max 2P

Y, = min ¥P .
(X ENe) < 2 Ne+LE(K)

1<k<Ny
3.1.2 Calcul du potentiel de champ moyen associé & une den-
sité donnée

Nous avons vu a la section précédente comment calculer une approximation nu-
mérique de la densité de ’état fondamental associé & un potentiel de champ moyen
donné. Nous examinons maintenant le probléme inverse, qui consiste a calculer nu-
mériquement une approximation du potentiel de champ moyen associé a une densité
p Z-périodique donnée. Le potentiel de champ moyen associé a la densité p est

me = Vnuc + ‘/p
ol Viye est donné par (3.2) et ot V, est I'unique solution dans H],(I') de ’équation

V" + K*V = 4np.

Dans notre code numérique, la densité p appartient & Xy, :

pla) = 3 heo)

Nous obtenons donc

Vi) = 3 Vies(o)

ou V; est donné par
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En pratique, nous n’avons besoin que des valeurs de la transformée de Fourier dis-
créte de V' (qui serviront & construire la matrice de ’'Hamiltonien de champ moyen
comme expliqué a la section précédente). Nous allons donc calculer & présent VFT
a partir des valeurs de p en les points de la grille (z(1))1<;<n,. Soit N;+1 < j < N,.
On a

o= [ s

N
1 <l — 1) e 2im(G—N;=1)(I=1)/Ns

1

Ny
— § p(l>€f2i7r(ijj71)(l71)/Nz
N,

=1

d’ou

. . 1 .
UNj+1<j< Ny pj = F/JFFT(J - Nj).

De la méme maniére, on peut écrire

~ 1
YN+ 1<G N, U= VTG - )

En reprenant ’expression de VJ en fonction de p;, on obtient

P (= N;)

VN, +1<j<N,, VTG -N)=14
e U =N = A el =N, — 17

et donc

P (m)

K2+ 472(m —1)2

Vi<m<N;+1, VY (m) = 4r (3.3)

Nous utilisons maintenant le fait que le potentiel est réel pour calculer les autres
termes de la FFT : pour 1 <m < N, — 1,

Ny
VFFT(Nx —m4+ 1) _ Z V(Z)e—m(m—m)(z-n/zvx’
=1

N
— Z V(l)e2i7rm(l71)/Nz’
=1

Ny

_ ZV(l)‘,3721'7rm(171)/1\r357
=1

= VFFT(m +1).

Finalement,

VN; +2<m <N, VF(m) = VFFT(N, —m +2). (3.4)



a

dt
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Notons que Dy(p, p) s’exprime en fonction des valeurs de la FFT de p. En utilisant

toujours le fait que p et V, sont a valeurs réelles, on a py,_j11 = p] et VN il = VJ
pour tout 1 < 57 < N,, on obtient

D.(p,p) = /pV = Z/)JV = PN+1VN+1+ Z ( +/31Vj>

7=1 J=N;+2
AxlpyP
= Ar|pn,|* +2 ’
TN, 1]” + j:%;+2 K2+ 4m2(j — N; — 1)2
Nj+1
o I ©O JZ [P (m) 2
N? K2 K2+ 472 (m — 1)?

m=2

3.1.3 Optimal Damping Algorithm (ODA)

L’Optimal Damping Algorithm (ODA) permet de rechercher le minimum d’une
fonction E(7) sur ’ensemble convexe

P={yeBX)|y=7"0<~y<1, Tr(y) = N}

ou B(X) désigne I'espace des opérateurs bornés sur un espace vectoriel X donné.
Notons que P est I’enveloppe convexe de ’espace P des projecteurs orthogonaux de
rang N, B

P={veBX)ly=7"=9" Tr(y) = N}.

L’algorithme ODA est un algorithme itératif, dont chaque itération consiste en deux
étapes. Soit 4" la valeur de + a l'itération N. Pour construire vV, on commence
par construire un minimiseur ¥V € P du probléme

_ d N
AN — arginf, 5 — pn (E((1 =YY +19)) |i=o- (3.5)
Dans notre cas,
E() =T() + Vie(y) + Eee(v)

et résoudre (3.5) revient en fait a minimiser sur P la fonction v — Tr(H 7). En
effet,

(B =07 +7)) limo
= (= () 1T ) + (1= 0 Bacln™) + 1Eue(3) + 522 (Duly. )

2D (3, py — po) + 2 Dilps — pyx, p3 — ) ) li=os

= (T(;Y) - T(’YN) + Ene(7) — Ene(’YN) + AeeDn(vaa P5 = PyN v) + tAeeDi(p5 = PyNy Py

=T(7) - T(”VN) + Ene() — Ene(’VN> + AeeDn(/)«/Nv Py — va)-

p’yN)) |t:07



48 Chapitre 3 : Simulation numérique des cristaux

On recherche donc un minimiseur sur P de la fonction

v T(’?) + Ene(’?) + AeeDn(pnya pﬁ) = Tr(prN:Y)

ou H, , est I'opérateur Hamiltonien
v

Age &
Hy = =5 s+ Vo Vo

D’ou
,~YN+1 = ]1(_0076g+1)<prN) + 9,

oit ¥ est choisi tel que Tr(7¥*!) = N, et ool § est un projecteur orthogonal

d’image incluse dans ker(H, , —ep ™).
vy

Cette premiére étape est effectuée numériquement par la routine décrite a la sec-
tion (3.1.1). En fait, comme nous allons le voir dans ce qui suit, nous n’aurons pas
besoin de calculer (et de stocker en mémoire) ¥V, mais seulement 1’énergie ciné-
tique 7V, la densité p™V 1 (z) = 7V *1(z, ) et les énergies € ;(2) correspondantes.
La deuxiéme étape consiste a trouver le minimiseur de ’énergie F() sur le “segment”

(v, 4N +1]. Pour ce faire, on introduit la fonction

M) = BE(1—aly" +a3™h),
= (1—a)TV + TV + B (1 — a)p" 4+ ap™ ™) + Eee (1 — ) pV + ap™ ™),

o TN = T(yN) et TNt = T(3V+1), et on recherche a® tel que
o = argmin { f"(a), a € [0,1]}.
Exprimons f¥(a) en fonction de «. 1l vient

fY@) = TV +a@ = T) + Bpu(5) + aBne (5" — o)
FEeo(p") + 0 Eee(p"H = p™) + @l D (p", N = p™),
_ EN +Oz(TN+1 . TN + Ene(ﬁNH . pN) +AeeDH(PN,ﬁN+1 . pN))
+0’ Eeo (5" — p),
= o2 +bVa+ EV,

avec EN = E(vV) et

o = Eeo(p"" = p"),
et
pN = TN+ N Ene(ﬁN+1 B pN) +AeeDﬁ<pN7ﬁN+1 B pN)_

On peut montrer facilement que

1 Ne Np
= DD et — 2BV + TN + B
Fosih=1
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ot Eje = Eye(p").

Pour initialiser I'algorithme ODA, on prend comme potentiel de départ V° = V.,
pour lequel on dispose de la formule explicite (3.2). En procédant comme a la sec-
tion 3.1.1, on obtient des approximations p°, 70, E° et EY de la densité, de ’énergie
cinétique, de I'énergie d’interaction noyaux-électrons et de 1’énergie totale de ’état
fondamental associé au potentiel de champ moyen V.

Nous passons a présent a la description des itérations.

— p étant donné sur les points de la grille (x(1))1<;<y,, on calcule sa transformée
de Fourier rapide, qui permet d’obtenir facilement (V™)¥T (cf. section 3.1.2).

On construit alors le potentiel de champ moyen (V)FFT = YEFT 4 (17N FET

— On assemble ensuite la matrice de 'Hamiltonien de champ moyen dans la
base (ej)i1<j<n, de Xy, pour chaque point k& de la grille (£(k))i<k<n,. En
diagonalifant ces matrice~s, on obtient les valeurs propres (enN g.r(}c)), et on peut
calculer TV*1 pN+1 et ENHL

— On calcule ensuite a¥*!' comme expliqué ci-dessus

— On pose alors

pN+1 — (1 _ aopt)p +aopt N+1
TN+1 — (1 o aopt)TN 4 O{Optcz‘v]\/:kl
EN+1 — 1— aopt)ENJrl optENJrl
Er]l\?Jrl — N(OJN—H) —|—bN N+1 +EN

— Enfin, on décide d’un critére d’arrét. Dans la version actuelle du code il s’agit
d’un nombre d’itérations maximal, qui a été choisi en fonction de la conver-
gence obtenue suite & divers essais. Il serait cependant préférable de fixer une
tolérance € > 0 et renvoyer & la premiére étape si |pV ! — p™| > € pour une
certaine norme.

3.2 Résolution du probléme de supercellulle

Considérons la supercellule Ay, = [0, N;). Pour résoudre numériquement le
probléme de supercellule, on introduit la grille uniforme en espace (2%(1))i<;<n,n,

ou
[—1

N,

et le sous-espace Yy, n, de L2, (Ay,) défini par

YN, N, = Span {fu@)hgngxNk g

2(l) =

avec .
— QiW(N_NxNk)x/Nk
r) = ——e :
fﬂ( ) \/m
Avec cette convention de normalisation, la famille (f,(z))i1<;<n,n, est une base or-
thonormale de Yy, v, .
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3.2.1 Calcul de la densité électronique fondamentale associée
A4 un potentiel de champ moyen donné

Soit W un potentiel de champ moyen N,Z-périodique et

1 d?
W,sc __
H T 2da? W

’'Hamiltonien associé (il s’agit d’un opérateur auto-adjoint sur L2 .(An,)).

Pour calculer numériquement I’état fondamental de 'opérateur H"Y*, on diagonalise
la matrice de cet opérateur dans la base (f,(x))i<i<n,n,- En pratique, les valeurs
de W sont données sur la grille d’espace (2°°(1))1<i<n,n,,, €t on obtient

[HW’SC];,“MQ = <HW7SCfM1 Y f/‘/2~> L%er (ANk )’
(:ul - N:ka‘>2 L " '
— QWQT(SMIMQ + M W(z)e Zima i) N dz,
~ Nsz
2(:“1 _NxNk) 1 2@7r I=1)/(Nz N,
~ 27 T(SMIMQ NN, N, Ny, Z W el k)

=1
ou 'on a posé W(l) = W(z*(l)) = W (l];—zl>

Comme dans le probléme sur la cellule unité, nous pouvons ensuite exprimer les
coefficients de la matrice [H"V*] en fonction des valeurs par transformée de Fourier
rapide de la suite (W(1))1<;<n,n,. Nous obtenons ainsi

1

N NkWFFT<,L62 — U1+ 1) sil< < o < Nme,
. NN -
[HY* ey = | 270 1l NZ b TN NkWFFT<1> sil < =p=py < NN,
1
NN WFFT<,L61 — U2 + 1) sil< o < 1 < N, N,.
x4 Vk

Une approximation de la matrice densité de I’état fondamental est obtenue par la
formule suivante
NeNy,

(O, 2) = D (),
J\bej\}k Nz Ny,

= > ) CrCful) fu (@),

n=1 p,u'=1
1 N.N;, NuNp
— E : § Can 2im(p— Nz Ny, )z /Ny, 7217r(,u — Nz Np)z /Nl€
n=1 p,pu'=1

Dans les expressions ci-dessus,

Na Ny,

) = > Crfulx)
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et (C™)1<n<n,n, désigne une base orthonormale de vecteurs propres de la matrice
de H"V=¢ associée aux valeurs propres € ~, rangées par ordre croissant :

HW,SCCN — effC", [Cn]*cn/ _ 5nnl’ Eic < EZC << eNsz

L’énergie cinétique et la densité de ’état fondamental s’expriment alors en fonction
des C7} sous la forme

_ \T )2
Té% = TrLger(ANk) <—§A(,}/0)sc> — o2 T|CLL|2

pe) = (O)ye(™(1), 2>(),

NeNj

= > lrEE)P,

n=1
1
N,

NeNyg | Ny Ny 2

Z CnGQiW(N_NxNk)(l_l)/(NxNk)
I

p=1
Nz Nj,

1 )
- = n 2im(u=1)(1=1)/ (N2 Ny)
- Y :

n=1 pn=1
NNy,

= N7 Y [[CMFTO).

n=1

n=1

NeNg 2

Remarque 2. Si le potentiel VW a la propriété supplémentaire d’étre Z-périodique,
la matrice densité du probleme de supercellule peut se récrire en fonction des (C™F)
obtenus en résolvant le probléme de cellule

(V) (. 2) = 70(56 x')

Ne Ng Ny
- ZZ N Ok RN~ =N [N = 2im (=N =1 (b= M) /N

n=1 k=1 j,j'=1
Ne N Ny

_ Z Z Z C" kcn k _2im((j—1)Ny+k— Nsz):v/Nk62i7r((j’fl)qukaNsz)m//Nk
)

n=1 k=1 j,j'=1
Ne Np  Ng

- ZZ Z C]T'L,kc’jn/’kf(j—l)]vk-‘rk('r)f(j’—l)Nk-',-k(xl)-

n=1 k=1 j,j'=1

3.2.2 Calcul du potentiel de Yukawa associé & une densité
donnée
Soit p une densité de charge Nj,Z-périodique, appartenant a l'espace Yy, n,
et représentée en pratique par la suite (p(l))1<i<n,n, de ses valeurs en les points
(@*(D)1<i<Na N, -

)
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Le potentiel V3 est I'unique solution dans H}(Ay,) de I'équation de Poisson-
Boltzmann linéarisée
V" + K*V = 4mp.

Comme
A
p(x> = Z ﬁﬂfﬂ('x)?
pn=1
il vient
Na Ny
Voe(x) Vifu(),
pn=1
ou R
Vv, =4 P
= 4w - : (3.6)
k% + 4% (u — N Ni)?2/N?
Posons V(I) = V;*(z*(l)). Comme nous I'avons vu & la section précédente, nous

aurons besoin, pour assembler la matrice de I’Hamiltonien de champ moyen associé
a p, des valeurs (V¥ (m)) <<, n, de la transformée de Fourier discréte de la suite

(VD) 1<i<n, -

Soit (p™™(m))1<m<n,n, la transformée de Fourier discréte de la suite (7(1))1<i<n, N,
des valeurs de p en les points de la grille. On a

h = [ o))

NNy
1 3, (l — 1) ¢~ 2im(u=Na B (=1)/(Na Vi)
Nlei’/Q =1 Ne

Nz Ny,

=S p(p)e e NN N )

=1

12

Donc
YN N, < p < NoNiy  pp = ! 7l (= NoNy + 1)
NN,
et de méme
Y 3 1 FFT Y

ce qui entraine en utilisant (3.6)

P — NNy, + 1)
k% + 4m%(u — N Ng)?2/N?

VNN, < it < NoNi, VEFT(p — NN 4 1) = 4n

et donc

P (m)

V1i<m< N,N,+1, VT — 4 .
== et L (m) 7T/<;2+47r2(m—1)2/N,§

(3.7)
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Comme le potentiel V* est réel, on a ensuite pour tout 1 <m < N, N;, — 1,

NNy,

VFFT(NxNk; —m+ 1) — Z V(l)6—2i7T(NxNk—m)(l—l)/(NxNk)’
=1

No N

_ ‘/'<l>€2i7rm(l—1)/(N35Nk)7
=1
No Ny,

— Z V(l)ef%wm(lfl)/(Nsz)’
=1

= VT (m + 1).

D’ou

VN,N, +2<m < N,N;,, VFT(m) = VFFT(N,N, —m + 2). (3.8)

Pour résumer, en ayant des pas de discrétisation fixés et les valeurs de la densité
en les points de la grille d’espace, on obtient les valeurs “FFT” du potentiel W, en
deux étapes : d’abord le calcul de la transformée FFT de p puis le calcul de WFFT
par les formules (3.7) et (3.8).

3.2.3 Algorithme ODA pour le probléme de supercellule

La résolution du probléme de supercellule s’effectue en utilisant une adaptation
de l'algorithme ODA permettant de résoudre le probléme de cellule (cf. section 3.1.3).
Les modifications a apporter étant mineures, nous ne les détaillons pas ici.

3.3 Résolution numérique du modéle de défaut

Pour obtenir des approximations variationnelles de notre modéle de défaut,
nous allons devoir construire des sous-espaces de dimension finie des espaces ) =
Ran(v),,) (espace occupé) et $, = Ran(1—~7,,) (espace virtuel), engendrés par des
fonctions localisées autour du défaut. Dans la section 3.3.1, nous expliquons com-
ment construire de tels sous-espaces a I'aide de fonctions de Wannier maximalement
localisées, et dans la section 3.3.2, nous montrons comment calculer numériquement
de telles fonctions en dimension 1. Nous décrivons a la section 3.3.3 le probléme
de dimension finie résultant de 'approximation variationnelle de notre modéle de
défaut, et nous présentons quelques résultats numériques a la section 3.3.4.

3.3.1 Fonctions de Wannier

Soit pger la densité de 1’état fondamental du probléme périodique et

. 1 d
Hper = _5@ + Vnuc + ‘/pger'
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Soit (n.e)n>1,cer+ les orbitales de Bloch de 'Hamiltonien H?

per? L.e.

den,g
2 da?

+ Vnucwn,f + pperd}n,{ En,fwn,fa wn,f € Lg(l—‘),

/ GmeWe = By 16 < cpe <
N

Soit n € N*. On définit la fonction de Wannier “mere” y,, par

1
(o) = 17 [ et

On pose ensuite pour tout r € R,

1 .
Xnr(T) = ‘F*‘ wné( Je ﬂgrdf-

Les fonctions (x,,,)rer vérifient

Vr€R, Xns(x) = Xulx—7) p.P.

Par ailleurs, (X, )rer forme une famille orthonormée. En effet,

1
<Xn,r7Xn,7"’>L2(R3) = |P*| /[‘* <(Xn,r)§>(Xn,r’){)Lg([‘)d§7

1 e

- */ /%75() —Er () dEdr,
‘Fl |/

- —ig(r'—r)

- |1-‘*|/F (Vng, wn,£>L§(F)e dg
1 / ~it(r'-r)

— e wW$e\r T d&'
1]/

= 57’,7”-

On peut montrer que (X, )rcr constitue en fait une base hilbertienne de Ran(I1,)
ou II, est le projecteur spectral sur la n-iéme bande de H.

per

Il en résulte que (Xn+)i<n<n.,rer €t (Xnr)n>n., rer constituent des bases hilber-
tiennes de $_ et $, respectivement.

Numériquement, on a intérét a ce que les fonctions de base soient les plus locali-
sées possible (de fagon & ce que les matrices hamiltoniennes soient les plus creuses
possibles). C’est la raison pour laquelle on fait appel au procédé de localisation
suivant.

On commence par remarquer que, les fonctions v, ¢ étant définies & une phase globale
pres, on peut remplacer v, ¢ par 1/170;’2 = wn7§ei“”(5) ol «,, est une fonction de I'* &
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valeurs dans R. Dans le cas particulier ou 'on prend «,(£) = &ry avec 79 € R, on

obtient
N / v
|F |

_ pian ()

1 €
— i€ro J
|F*|/ 7707%5( ) ¢,
= Xn-ro(#) = Xn(® +70)-

La famille (., )rer de fonctions de Wannier reste donc inchangée : la fonction meére
a simplement été translatée. En revanche, pour un «, quelconque la forme de la
fonction mére est modifiée.

Pour avoir des fonctions de Wannier les plus localisées possible, il faut choisir la
fonction a,,(€) de maniére & minimiser un critére de délocalisation.

Dans [64], Marzari et Vanderbilt ont proposé comme critére de délocalisation la
variance

Qo) = |2 ]xam) — [z xem) >

ol x désigne 'opérateur position dans L?(R?). Les fonctions de Wannier obtenues
grace a ce critére sont appelées Mazimally Localized Wannier Functions (MLWF).

La construction ci-dessus s’effectue bande par bande. Pour obtenir des bases de
$H_ et $H, encore mieux localisées, on peut procéder comme suit. Soit (B,),cn un
ensemble fini de bandes. Nous pouvons associer & n’importe quelle famille (U () )¢er-
de matrices unitaires de taille |N| x || les fonctions de Wannier généralisées définies

par
. Unin(§) Y, (z)dE.
T 2 e

Alors xY € @nenRan(Il,,) et (XY(- — 7))nenrez forme une base hilbertienne de
®menRan(Il,,). La famille (U(§))eer+ peut étre choisie de maniére & minimiser un
critére de délocalisation et on obtient ainsi une base de Mazimally Localized (Gene-
ralized) Wannier Functions.

vneN, xY(x

3.3.2 Construction de MLWF en dimension 1

Pour construire des MLWF pour notre probléme, nous suivons l’approche dé-
crite dans [67]. Détaillons cette approche pour la construction de MLWF relatives a
I’espace occupé.

Nous partons du résultat d’'un calcul de supercellule pour le cristal parfait donnant

une approximation
NNy,

Z Puu’fu(x)fu’(x/)

pop'=1
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de la matrice densité VSer- Notons que v*° peut étre obtenu de maniére plus écono-
mique en temps de calcul par un calcul sur la cellule unité avec une discrétisation
uniforme de taille N, de la zone de Brillouin. Notons également que

TI‘LQEr(ANk)(’)/SC) = NeNk = NO-

P

La méthode proposée dans [67] consiste a diagonaliser 1'opérateur

- SC o3 2rw sc
== S | —— .
ol N, )7

Cet opérateur est en effet une approximation de 'opérateur fygerxfyger dont on peut
montrer que les fonctions propres sont des MLWF relatives a ’espace occupé.

Les coefficients de la matrice de = dans la base (f,,)i1<u<n,n, sont donnés par

Nu Ny,

S = E , By Sy o Puoyw

p1,p2=1
ol

Spaps = / sin (2]7\;—:6) fin () fo () dz,

1 / - 2”) 2ir(uz a1/ N
= — sin | —— | e=""\H2THUE Rk (e,
Ne Ju, (Nk
i . (2mx . (27 (g — p)x
= — sin [ — | sin | ————— | dx,
Nk Jay, N, Ny,
= i/sin(Zwy) sin(27 (pe — p1)y)dy,
Jr

= %/F(COS(Qﬂ'y([}Q — 1 — 1)) —cos(2my(p2 — p1 +1))) -

Les intégrales précédentes sont non nulles si et seulement si py — 1 — 1 = 0 ou
,ug—,LL1+]_:O D’ou

S o Z/2 si Mo — 1 = 1
pipz —2/2 si Mo — 1 = —1.
Il en découle que
; NaNp—1
S = 9 Z (PMMPMH,M’ - Pu,u1+1Pu1u’)'
p1=1

On diagonalise ensuite cette matrice et on note (M™);<,<n, un systéme de N, vec-
teurs propres de = associés aux N, plus petites valeurs propres. Les fonctions

Nz Ny

(@) = Y M ()

p=1
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seront des approximations des N, MLWEF de I’espace occupé localisées autour du

point 3]%/2, le minimum de la fonction sin (2]3—:)

Nous pouvons aussi calculer facilement les valeurs de ces fonctions aux points de la
grille d’espace par FFT :

1 NNy, )
V(z(l) = —7 Z Mﬁgiw(wzNk>(l71)/(Nsz>7
Nk pu=1

1 NNy, ~
= _N1/2 ( Z Mﬁe%w(ﬂfl)(lfl)/(Nz Nk)> 6*21'“(]\71Nkfl)(lfl)/(Nsz)’

= ]\fgcj\[/;/2 [M"]FFT(Z)G*%”(N””Nk*l)(l*1)/(Nsz).
Ensuite, on en déduit par translation une base de MLWF de I’espace occupé : pour
tout r € Z, on pose

X () = XV (=)
No Ny,

= D Mif(e 1)
p=1
NaNj, ~
_ Z Mge—Qiﬂ(u—NxNk)r/Nkfu(x)

p=1
Nz Nj,

= D M fu),

ou M™" = Mnefin(prsz)r/Nk
w w :

En sélectionnant dans la base des (XI,;V,Y) les m_ fonctions les plus proches du défaut,
on pourra constuire un espace d’approximation de $_.

En remplacant 7*° par une approximation du projecteur spectral sur les N, bandes
virtuelles de plus basse énergie, on pourra construire numériquement une base de
MLWEF relatives a ces bandes. Et de méme, on obtiendra des espaces d’approximation
de 9, en sélectionnant parmi ces MLWF, celles qui sont les plus proches du défaut.

3.3.3 Approximation variationnelle du modéle de défaut

Considérons une perturbation v(x) de la charge nucléaire périodique du cristal
parfait et intéressons-nous au probléme de minimisation avec contrainte de charge,
i.e. a la transposition au modéle 1D dont il est question dans ce chapitre du modéle
(2.25) étudié d’un point de vue théorique a la section 2.3.2.

Pour discrétiser ce probléme, il faut prendre en compte la contrainte que la matrice ()
doit appartenir & ’espace K. Pour ce faire, on construit comme expliqué a la section
précédente, des espaces d’approximation V" et Vf de $H_ et $H, respectivement,



58 Chapitre 3 : Simulation numérique des cristaux
engendrés par des MLWF. Soit m. la dimension de V!, N, = m_ +m,, et V" =
Vi VI

Soit (@1, -+, ©m_) (resp. (@m_+1,-- - ,¢n,) une base non nécessairement orthonor-
mée de V" (resp. de V). Quand on discrétise le probléme de minimisation avec
contrainte de charge dans cette base, on restreint ’espace variationnel aux opéra-
teurs () de rang fini de la forme

Q= ZQ L) (sl (3.9)

,j=1
ot la matrice Q" appartient & ’ensemble convexe
h _ {Qh c CNbXNb, (Qh)* — Qh, _,YO < Qh < S—l _,}/0’ TI'(SQh) _ q} )

Dans 'expression ci-dessus, S désigne la matrice de recouvrement

Sm_ 0
= (% s
ot [Sy_lij = (is @)z et [Sm.lij = (Om_tis Pm_+5)12 €t 7° désigne la matrice qui
représente 7., dans la base (¢i)i<i<n, :

S-1 0 I, O
0 _ m_ _ q-1/2 -1/2 _ m_
~ ( 0 0o ) ST°DyS avec Dy ( 0 0 ) .

Le fait que S soit diagonale par blocs vient du fait que les espaces V" et Vf: sont
orthogonaux. De méme, la matrice de Hy,. dans cette base est de la forme

H® 0

0 _ _

= ()

La densité et I’énergie d’un opérateur ) de la forme (3.9) sont données respective-

ment par
Z Qlipi(x)p4()

1,7=1
et

B(Q) = TH(HQ") + S TH(J(@")Q").

avec [H];; = HO + D, (v, %ip;) et [J(Q")]i; = Dx(por, Pig;)-
Afin de pouvoir résoudre ce probléme par I’algorithme ODA présenté ci-dessus, nous
effectuons le changement de variable

D — DO +Sl/2QhSI/2.
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Pour Q" € Q", D appartient & I’ensemble
{DeC™ D*=D, 0<D<Iy, Tr(D) = m_+q}.
L’expression de I’énergie en fonction de D est alors

(@"),
(S72(D — Dg)S~?),
(571/2D571/2 . 70)’

_ 1
= Te(H(ST2DSTE = 9%) 4 STe(J(ST2DST2 = 4)(ST2DS T2 — 1),

e(D) =

E
E
E

= Te(H(S'?*DS™'?) — Te(HA") + %Tr(J(S1/2D51/2)Sl/2DSl/2)
~Te(J(G7)S DS ) 4 LT (I()N),
= T(HD) + JTx(s2I(S DS )5 D) — B,
avec
= STV - IS

et
_ 1
Ey = Tr(HA") — §Tr(J(70)70).

Nous passons a présent a la derniére section de ce chapitre oli nous donnons quelques
résultats numériques obtenus en appliquant les méthodes et approximations décrites
jusqu’a présent.

3.3.4 Quelques tests numériques

Pour I’application numérique, nous avons choisi comme valeurs des parameétres
A =10, Aie = 1 et Kk =5

de maniére a ce que les énergies cinétique et potentielle de ’état fondamental soient
du méme ordre de grandeur.

Nous avons pris différents défauts. Ln premier défaut,
vV = (Z — 1)(50_25 — Z(s(),

qui correspond & bouger un noyau et diminuer sa charge d’une unité, a été traité dans
notre article [58|. Nous montrons au Chapitre 5 les résultats obtenus pour Z = 2,
N, =2, N, = 2 et N, = 28, comparés a un calcul habituel effectué avec une base de
1224 ondes planes. Outre la figure montrant la densité pg nous avons exhibé le tracé
des modules de MLWF meéres correspondant aux deux bandes occupées (bandes de
valence) et aux deux bandes virtuelles (bandes de conduction) de plus basse énergie.

Nous prenons a présent Z = 60, N, = 2, N, = 4 et N, = 90. Dans la figure ci-dessous,
le premier cadre montre le potentiel nucléaire du défaut et le second la différence
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entre les densités des états fondamentaux avec et sans défaut, obtenue par deux
méthodes différentes : la résolution de notre modéle de défaut (trait continu) et un
calcul de supercellule (en pointillés).

o 2 4 & 8 10 12 14 18 18 20

F1G. 3.1 — Tracé des différences de potentiels (dessin du haut) et de densités (dessin
du bas) de la mer de Fermi entre ’état perturbé et 1’état au repos.

Les résultats obtenus sont satisfaisants, méme avec un nombre de fonctions de Wan-
nier largement inférieur au nombre d’ondes planes nécessaires pour un calcul de
supercellule. Pour améliorer la précision de la résolution numérique de notre modéle
de défaut, on pourra compléter la description de I’espace virtuel en “augmentant” la
base de MLWF en projetant sur $), des orbitales atomiques adaptées au défaut.



Chapitre 4

Local defects in periodic crystals

"Crystals are like people ; it’s the defects in them that make them interesting.”

Sir Charles Frank

61
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In this chapter, we are going to develop and detail the theory exposed in [7],
based on formal analogies between the Fermi sea of a perturbed crystal and the
Dirac sea in Quantum Electrodynamics in the presence of an external electrostatic
field. Recently, the latter model was extensively studied by Hainzl, Lewin, Séré and
Solovej in the Hartree-Fock approximation [22-25], based on ideas from Chaix and
Iracane [13] (see also [1,14]). Using and adapting these methods, we were able to
propose a new mathematical approach for the self-consistent description of a crystal
in the presence of local defects.

We focused on the reduced Hartree-Fock (rHF) model in which the so-called
exchange term is neglected. To further simplify the mathematical formulas, we will
not explicitly take the spin variable into account and will assume that the host
crystal is cubic with a single atom of charge Z per unit cell. The arguments below
can be easily extended to the general case.

In this study, the main object of interest is the so-called density matriz of the
electrons. This is a self-adjoint operator 0 < v < 1 acting on the one-body space
L?*(R?). When ~ has a finite rank, it models a finite number of electrons. In the
periodic case, the ground state density matrix %?er has an infinite rank (it describes
infinitely many electrons) and commutes with the translations of the lattice. We will
see in the sequel that the ground state density matrix of a crystal with a local defect
can be written as v = ’yger + (@), where () is a compact perturbation of the periodic
density matrix VSer of the reference perfect crystal.

In each of the above three cases (finite number of electrons, perfect crystal,
defective crystal), the ground state density matrix can be obtained by minimizing
some nonlinear energy functional on a set of admissible density matrices. In the case
of a crystal with a local defect, the perturbation () is a minimizer of some nonlinear
minimization problem set in the whole space R?, with a possible lack of compactness
at infinity. The main unusual feature compared to standard variational problems is
that @ is a self-adjoint operator of infinite rank. This was already the case in [22-25|.

This chapter is organized as follows. We will first recall the definition of the
reduced Hartree-Fock model for a finite number of electrons. The second section will
be devoted to the definition of the model for the infinite periodic crystal, following
mainly [11,12] (but providing some additional material compared to what was done
in [11,12]). Then, we will describe the model for the crystal with local defects
which takes the perfect crystal as reference and finally prove that this model is
the thermodynamic limit of the supercell model.

Almost all the proofs will be self-consistent, using some estimates and some ge-
neral results gathered in the previous chapter and in the appendix. Unless otherwise
stated the operators in the proofs are considered as operators on L?(R3).
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4.1 The reduced Hartree-Fock model for N elec-
trons

We start by recalling the definition of the reduced Hartree-Fock model [46] for a
finite number of electrons. Note that the reduced Hartree-Fock model should not be
confused with the restricted Hartree-Fock model commonly used in numerical simu-
lations (see e.g. [16]). We consider a system containing N nonrelativistic quantum
electrons and a set of nuclei having a density of charge py,.. If for instance there are
K nuclei of charges z1, ..., 2x € N\ {0} located at Ry, ..., Rx € R?, then

Pruc(T) = Z 2emi(x — Ry),

k=1

where my, ..., mg are positive measures on R? of total mass one. Point-like nuclei
would correspond to my = ¢ (the Dirac measure) but for convenience we shall deal
with smeared nuclei in the sequel, i.e. we assume that for all £k = 1...K, m; is a
smooth nonnegative function such that fRS my = 1.

The energy of the whole system in the reduced Hartree-Fock model reads [12,46]

r 1 1
EPnHtlli‘(V) = TI' (_iAf}/) + §D (p’Y - pIIUC7p’Y - pnuc) . (41)

As mentioned above, we have chosen a system of units such that h = m = e =
47360 = 1 where m and e are respectively the mass and the charge of an electron, A
is the reduced Planck constant and ¢, is the dielectric permittivity of the vacuum.
The first term in the right-hand side of (4.1) is the kinetic energy of the electrons
and D(-,-) is the classical Coulomb interaction, which reads for f and g in L5/°(R?)
as

rs Jrs [T — Y rs K|
where fdenotes the Fourier transform of f. In this mean-field model, the state of
the N electrons is described by the one-body density matrix ~, which is an element

of the following class
PN = {’y c B(LA(R*) | 0<y <1, Tr(y) =N, Tr (\/ —AvyvV —A) < oo}

We recall that B($)) denotes the space of bounded self-adjoint operators acting on
the Hilbert space $. We also define Tr((—A)y) := Tr(v/—Avy/—A) which makes
sense when v € PV. The set PV is the closed convex hull of the set of orthogonal
projectors of rank N acting on L?*(R?®) and having a finite kinetic energy. Each such
projector v = vazl |pi) {wi] is the density matrix of a Hartree-Fock state

U=p A Npn (4.3)
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in the usual N-body space of fermionic wavefunctions with finite kinetic energy
Y, HI(R?).

Any v € PV is non-negative, self-adjoint and has a finite trace (equal to N).
Consequently, it is a compact operator and therefore it can be diagonalized in some
orthonormal basis (¢;);em oy of L*(R?)

T = Z”z‘|90i> {pil.
1=1

Since 0 < v < 1 and Tr(y) = N, the eigenvalues n; of v are all in the range [0, 1]
and sum to N. Lastly the condition Tr(v/—Ayy/—A) implies that ¢; € H'(R?) for
all i € N\ {0}.

The function p, appearing in (4.1) is the density associated with the operator ~,
defined by p,(z) = v(x,z) where v(z,y) is the kernel of the trace class operator ~.

We have .
py(@) = y(z,2) = an‘%@)Q >0
i=1

All the terms are defined since 0 < n; < 1 and ) >, n; = Tr(y) = N. For all
v € PN, one has p, > 0 and /p, € H'(R®). As H'(R?) — L?> N L%(R?) and
Py € L* N L5(R3), it holds p, € L' N L3(R?) — LS/5(R?), hence the last term of
(4.1) is well-defined.
It can be proved (see the appendix of [46]) that if N < Y1 2 (neutral or
positively charged systems), the variational problem
Ligp (poue, N) = inf {E1F(y), v e PV} (4.4)

Pnuc

has a minimizer v and that the corresponding minimizing density p, is unique.

The Hartree-Fock model [36] is the variational approximation of the time-independent
Schrodinger equation obtained by restricting the set of fermionic wavefunctions un-
der consideration to the subset of functions of the form (4.3). The HF functional

reads |
cHF o rHF / / YT ZJ 45
Pnuc (’Y) Pnuc RO |l‘ _ y| ( )

the last term being called the ezchange energy. As the Hartree-Fock energy func-
tional is nonconvex, there is little hope to obtain rigorous thermodynamic limits in
this setting, at least with current state-of-the-art techniques. For this reason, the
exchange term is often neglected in mathematical studies.

4.2 The reduced Hartree-Fock model for a perfect
crystal

In this work, the nuclei are clamped, and we optimize only over the state of the
electrons. In other words, we do not consider the geometry optimization problem.
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Instead, we are interested in the change of the electronic state of the crystal when
a local defect is introduced in the originally periodic nuclear configuration. To this
end, we shall rely heavily on the rHF model for the infinite perfect crystal (with no
defect) which was studied by Catto, Le Bris and Lions in [11,12]. The latter can be
obtained as the thermodynamical limit of the rHF model for finite systems which
was introduced in the previous section. This will be explained in Section 4.4 below.

Let I' = [—1/2,1/2)® be the unit cell. We denote by I'* = [—m, ) the first
Brillouin zone of the lattice, and by 7;, the translation operator on L2 (R?®) defined
by mu(z) = u(r — k). We then introduce

P = {7 € BUA®Y) 029 1, W0 €22, 7y = m,

/F* Trpz ) (1 — A¢)7e(1 — Ag)'/?) d€ < o0 }

where (7¢)eer+ is the Bloch waves decomposition of v we have presented in the
previous chapter (see also [12,42]) :

v = ﬁ /F YVedé, e € B(LET)),

Lg(l") = {u e L} (R®) | mou = e *Cu, Yk € /Al

loc

which corresponds to the decomposition in fibers L*(R%) = [ d§LZ(T). For any
Y € Pper, we denote by v¢(x,y) the integral kernel of 7¢. The density of v is then
the nonnegative Z3-periodic function of L{ (R3) N L} (R3) defined as

loc loc

1
() = s [ el

Let us underline two points : first, for any v € PPZer,

1
(27T)3 /I:* TI‘LE(F)(W%) dé-:/rip"/(x)dx?

which is the number of electrons per unit cell. Later we shall add the constraint that
the system is neutral and restrict ourselves to states 7 € Py, satisfying

[ ontaria =2

where Z is the nuclear charge per unit cell.
The second point is that the periodicity condition upon the operator ~ translates
onto its kernel as follows :

fy('x - k7y - k) = ’Y(.’I},y) Vk € Z37 V(.T,y) S R? x R®.
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We also introduce the Z3-periodic Green kernel of the Poisson interaction [37],
denoted by GG; and uniquely defined by

~AG, = dn <Z O — 1)

5 kez3
G, Z’-periodic, min G, =0.
R

The Fourier expansion of (z; is

Gi(z) =c+ Z AT ik

ke2nZ3\ {0}

with ¢ = fr G1 > 0. The electrostatic potential associated with a Z3-periodic density
pe Ll (T)ynL3 (T) is the Z3-periodic function defined as

per per

(940 G)(z) = / Gl — y) ply) dy.

We introduce here the spaces Lt (') = {u € L (R?)|u Z*—periodic}.

per loc
We also set for any Z3-periodic functions f and g

De,(f.9) = / / Gz — y) f(z) g(y)de dy.

In the sequel, we will denote by x; the characteristic function of the set / C R and
by x7(A) the spectral projector on I of the self-adjoint operator A.
We recall that the periodic density of the nuclei is given by

fpes(1) = > Zm(x — R).
ReZ3

We have assumed for simplicity that m is a nonnegative function of C{°(R?) with
support in T, and that [p, m(z)dz = 1. Hence [, pper()da = Z, the total nuclear
charge in each unit cell. The periodic rHF energy is then defined for v € Py, as

1 1 1
0 —
Eper(7) = ) /F Trrz) <—§A%) + 5061 (py = btpers py = piper) | (4.6)

Introducing
Plir = {’7 € Pper | /pv = Z} ) (4.7)
r

the periodic rHF ground state energy (per unit cell) is given by

Iger = inf {5;?«31«(7)7 S P;ir} : (48)

It was proved by Catto, Le Bris and Lions in [12] that there exists a minimizer
’yger € PZ_ to the minimization problem (4.8), and that all the minimizers of (4.8)

per
share the same density p,o . We have the following result
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Theorem 1 (Definition of the periodic rHF minimizer). Let Z € N\ {0}.
The minimization problem (4.8) admits a unique minimizer %?er- Denoting by

A
ngr = _5 + (p’“{ger - :upel") *T G17 (49)
the corresponding periodic mean-field hamiltonian, fyger 1s solution to the self-consistent
equation

’Yger = X(—OO,EF](HSer)7 (410)

where €r 1s a Lagrange multiplier called Fermi level, which can be interpreted as a
chemical potential.

Additionally, for any ep € R such that (4.10) holds, fyger 1S the unique minimizer
on Pper of the energy functional

i gger<fy) —€F / p’Y'
T

Proof. Our proof uses classical ideas for Hartree-Fock theories. See |38, Section 4]
for a very similar setting. Let us consider a minimizer ), of I7,, (it is known to exist

by [12, Thm 2.1]). First we note that the periodic potential Vier := (50, — fiper)*r G1

is in L2 _(R?). Indeed, V., is solution to the Poisson equation

—Au = f, (4.11)
with f = 47 (py0,, — pper)- AS pyg, € Lo (R?) and piper € Ly (R?), f s in L}, (R?).

loc loc per

Any solution to (4.11) therefore is in W' (R?) [20]. As W?! — Liforall 1 < ¢ <3

loc

[20], one has in particular V,., € L2 (R3).

Thus Ve, defines a A-bounded operator on L?*(R?) with relative bound zero, (see
Section 6.1) and therefore H),. = —A/2+V,., is self-adjoint on L*(R?) with domain
D(—A) = H*(R?) and form domain H'(R?). Besides, the spectrum of HJ,, is purely
absolutely continuous, composed of bands as stated in [47, Thm 1-2| and [42, Thm
XIII1.100]. This is going to be an essential property for the proof of the uniqueness of
Ve Let (Ak(€))n>1 denote the non-decreasing sequence of the eigenvalues of (H7,,)e.

per
Then

1
0y _ * 0o _ 0
O(Hper) - U )‘k(r )7 Hper - (271_)3 /F* (Hper)f dg
k>1
The Bloch eigenvalues A\ (), k > 1, £ € I'* are known to be real analytic in each
fixed direction and cannot be constant with respect to the variable £&. We are going
to prove that a consequence of this proprety is that the non-decreasing function

CZHHZHSGT*U%(S)SKH

k>1

is continuous on R. To this aim, we begin by noting that the sum contained in
the function is a finite one. The operator H’, = —A/2 + Vier 1s bounded be-

per

low by —A/2 + K for some real constant K. Consequently, the Bloch eigenva-

lues of ngr are bounded, up to a multiplicative and an additive constants, by
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those of the Laplacian, considered as an operator on Lier(F), and it is known that

> k1 ’{g e | M(€) < n}’, A, being here the Bloch eigenvalues of the Laplacian,

is a finite sum. Now we take a decreasing sequence (k,),eny Which converges to k.
Using that the sum in C(k) is finite, it is sufficient to prove the continuity only for
one given k, k > 1. We can write that

Ci(hn) = [{€€ 7| M(§) <} + Ay

with A, = {£ € Tk < M(§) < Kn}. (An)nen is a non-increasing sequence of
ensembles and N,enA,, = 0. Therefore (| A,|)nen goes to zero, which proves the right-
continuity of Cj. To prove the left-continuity we consider an increasing sequence
(Kn)nen Which converges to x. We have

Cr(r) = Ci(kn) + [Bal,

with B, = {£ € ™|k, < M(§) < K}. (Bn)nen is a non-increasing sequence of
ensembles such that N,enB, = {£ € | \(€) = k}, this set having a Lebesgue
measure equal to zero by [47, Lemma 2|. The left-continuity of C} follows. As for
the non-decreasingness of C, it is obvious.

The operator H),. being bounded from below, we have C' = 0 on (—oo, inf A, (I'*))
and it is known [47, Lemma A-2| that lim, .., C(k) = co. We can thus choose a

chemical potential ez such that

Z=Cler) =) HEET™ | Mlé) < er}l. (4.12)

k>1

Considering a variation (1 —t)7),. + tv for any v € P2, and t € [0, 1], we have

a1 =11 +7)= Tz [ Tz (= 38 (Ohe+ (36— (o))

1
+§DG1 (Pvger +t(py — nger) — Mpers P9, T t(py — nger) - :uper>

1 1
_ ¢0 0 0
- gper(vper) +1 (W /[:* TrLg(F) < - iA(’Yf - (’Yper)f)))
t2
+tDG1 (p'yger — Mpery Py — p’yger> + §DG1 (p’y - p‘fgeﬁ Py — p’yger>-

For any t this expression is greater than or equal to the minimum Sger(fyger). As
t € [0,1], the term of first order in ¢ has to be nonnegative. This term reads
ﬁ - Trrzm) (HSe (ve = (10er)e) ) d€ where HY, is the mean-field operator defi-

ned in (4.9). Therefore 77, minimizes the following linear functional

1 0
per (2#)3 /F* TrLg(F) ((Hper)£7€) d&-

We subtract the chemical potential ¢ defined above and introduce the free energy
functional

1
Y€ 7Dper = F(,}/) = W/F TrLg(F) ((ngr - 6F)§7§) dg
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Notice that since - fr Trrzr) (7¢) d€ = Z for any v € PZ

., then 70 . also mini-
mizes I’ on Pper For any £ € I'*, we can find orthonormal functions e (&, ) € Lg (T)
such that

per 5 - Z)\k ‘ek <ek(£ )|7 (413)

k>1

each function (£, z) — ex(§,x) being measurable on I'* x I". Let us now define
7" € Pper by

(e 9) = > du(er(&,w)ew(€ v): %@:{éitgii_

k>1

Saying this differently 7% = X(_oo ) (Hoe,). Notice €z was chosen to ensure 7° € PZ

per per-
We now prove that 4° is the unique minimizer of the function F defined above,

on the set P, without a charge constraint. Since 7° € PZ | this will prove that

per?’

Yoer = 7° and that ~) is the unique minimizer of F' on Pye;. We write

F(y) - F(VO) = (271r)3 /r TrLg(r) ((ngr - €F)§(7 - 70)6) d§

= 3 G [ OO — e (eenl€ ) alé e — 8u(6)

where (-, ). is the usual inner product of LZ(T). Since 0 <y < 1 in L*(R?), we have
that 0 < ¢ < 1on LZ(T') (see Section 2.2). As a consequence, (yeer(§, ), ex(§,-)) € [0, 1],
for almost every & € I'*. Hence, using the definition of 5 (&),

E>1

[ ) = el x [agen(€, ) ent€, ) = 8@l = 0.
This shows that 7 minimizes F' on PZ . If now F(7) = F(4°), then necessarily
(veer(&, ), ex(&, ) = 6x(€) for almost every £ € I'* and any k£ > 1, the set {{ €
I'* | 3k, M\(€) = er} having a Lebesgue measure equal to zero as we saw before. Using
now that the operators 7¢ and (1 — 7). are nonnegative, we infer that veei(¢,-) =
0e(&)ex(&, ) for all k > 1 and almost all £ € T'*. Hence v = «° and 1° is the unique
minimizer of F. In particular 70, = 7, i.e. 7], solves the self-consistent equation
(4.10).

Consider now another minimizer v of the energy 50 e on P72 we recall that
Py = Py, as was shown in [12]. Hence the operators H[, and 7° defined above do
not depend on the chosen minimizer. The above argument applied to + shows that
y=9"= fyger, le. "Yger is unique. 0

Let us notice that Theorem 1 contains three main results that were not mentioned
in [12] : first %?er is unique, second it is a projector, and third it satisfies Equation
(4.10). These three properties are crucial for a proper construction of the model for
the crystal with a defect.
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The projector WSer represents the state of the Fermi sea, i.e. of the infinite system
of all the electrons in the periodic crystal. Of course, it is an infinite rank projector,
meaning that

fyl(o]er = Z |90k> <¢k‘
k

should be interpreted as the one-body matrix of a formal infinite Slater determinant
U=p Apa A ANppg A-ee.

The fact that vger is additionally a spectral projector associated with the continuous
spectrum of an operator leads to the obvious analogy with the Dirac sea which is
the projector on the negative spectral subspace of the Dirac operator [22-25].

Most of our results will hold true for insulators only. When necessary, we shall
take Z € N\ {0} and make the following assumption :

(A1) There is a gap between the Z-th and the (Z + 1)-st band, i.e. X5, < ¥,
where X} and ¥, are respectively the mazimum and the minimum of the Z-th
and the (Z 4 1)-st bands of H)

er’

We emphasize that Assumption (A1) is a condition on the solution 7). of the
nonlinear problem (4.8). Note that under (A1), one has V0, = X(—oc,ex](Hpe;) for
any ep € (35,55.,).

4.3 The reduced Hartree-Fock model for a crystal
with a defect

In this section, we define the reduced Hartree-Fock model describing the beha-
vior of the Fermi sea and possibly of a finite number of bound electrons (or holes)
close to a local defect. Our model is an obvious transposition of the Bogoliubov-
Dirac-Fock model which was proposed by Chaix and Iracane [13] to describe the
polarized Dirac sea (and a finite number of relativistic electrons) in the presence of
an external potential. Our mathematical definition of the reduced energy functional
follows mainly ideas from [22,23]. We shall prove in Section 4.4 that this model
can be obtained as the thermodynamic limit of the so-called supercell model. An
analogous result was proved in [25] for the Bogoliubov-Dirac-Fock (BDF) model.

Assume that the periodic nuclear density fipe defined in (2.15) is replaced by a
locally perturbed nuclear density jiper + . The defect v can model a vacancy, an in-
terstitial atom, or an impurity, with possible local rearrangement of the neighboring
atoms. The main idea underlying the model is to define a finite energy by subtrac-
ting the infinite energy of the periodic Fermi sea fyger defined in the previous section,
from the infinite energy of the perturbed system under consideration. For the BDF
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model, this was proposed first in [25]. Formally, one obtains for a test state

rHF rHF « ” 0 0
guper-l-l/( ) gﬂ/per"‘V(’ypeI‘) =7 "Tr (Hper(’y - ,}/per))

/ / ’Y Vper] d d + / / p[’y 'Yper] ’Y Vper}(y)dl_ dy (414)
R3 JR3 ‘55_ R3 JR3 ‘55_ |

Of course the two terms in the left-hand side of (4.14) are not well-defined because
Iper 1S periodic and because v and VSer have infinite ranks, but we shall be able
to give a mathematical meaning to the right-hand side, exploiting the fact that
Q:=v— ’Y;O)er induces a small perturbation of the reference state fyger. The formal
computation (4.14) will be justified by means of thermodynamic limit arguments in
Section 4.4.

4.3.1 Definition of the reduced Hartree-Fock energy of a de-
fect

We now define properly the reduced Hartree-Fock energy of the Fermi sea in
the presence of the defect v. We denote by &, the Schatten class of operators ()
acting on L?(IR3) having a finite p trace, i.e. such that Tr(|Q|?) < co. Note that &,
is the space of trace-class operators, and that G, is the space of Hilbert-Schmidt
operators. Let IT be an orthogonal projector on L?(R?) such that both IT and 1 —II
have infinite ranks. A self-adjoint compact operator () is said to be Il-trace class
(Q € &1) when Q € &, and TIQII, (1 -I1)Q(1—1I) € &;. Its [I-trace is then defined
as Trp(Q) = Tr(TIQI + (1 — I)Q(1 — II)). Notice that if Q € &y, then Q € & for
any IT and Trp(Q) = Tr(Q). See [22, Section 2.1] for general properties related to
this definition. In the following, we use the shorthand notation

Qii = fygerQ/ygem Q++ = (1 - fyger>Q(1 - f}/ger%
&Y = 613“ ={Qe&, | Q™ e6, Q7 e6} and Tr(Q) :=Tryy (Q).
We also introduce the Banach space
Q=1{Qe&) | Q" =0Q, |[VIQe &, [VIQTV|e &, [VIQT7|V|ec &},
endowed with its natural norm
1Rlg = 1Qls, + Q7" + Q7|
+HIVIQls, + [IVIQRT V[, + [IVIQR™IVI]g, - (4.15)
The convex set on which the energy will be defined is
K={Q€Q| —mpua<Q<1-7pu}) (4.16)

Notice that K is the closed convex hull of states () € Q of the special form @) =
Y — V9es 7 being an orthogonal projector on L?(R?). Besides, the number Tro(Q)
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can be interpreted as the charge of the system measured with respect to that of the
unperturbed Fermi sea. As we saw in Section 2.3, it can be proved (see also [22,
Lemma 2|) that Tro(Q) is always an integer if ) is a Hilbert-Schmidt operator of
the special form ) = v — ’yger, with v an orthogonal projector. Additionally, in this
case, Tro(Q) = 0 when ||Q| < 1.

We are now going to show (see also [1,22]) that the constraint —v), < @ <
1 — 7., in (4.16) is equivalent to the inequality

Q*<Q™T—-Q (4.17)
and implies in particular that Q" > 0 and Q= < 0 for any Q € K.

AN SR <1 =70, = 0<Q+70, <1,
= (Q+7)" <Q+70
= Q'+ Qper + V@ + Tper < Q + Vpers
<~ Q2 < Q - Q’)/ger - fygerQa

and we have Q++ - Qii = (1 - ’Yger)@(l - ’)/ger) - fyger nyger = Q - Q’yger - VgerQ'
In addition,

Q <1- ’}/ger — Q__ = ’YgerQ’)’ger < 78er(1 - Vger)vger =0

and
_fyger < Q — 0 = _<1 - ’yger)fyger(l - Vger) < (1 - ’Yger)Q(l - ’yger) = Q++-

In order to define properly the energy of (), we need to associate a density pg
with any state () € K. We shall see that pg can in fact be defined for any @) € Q.
This is not obvious a priori since Q does not only contain trace-class operators.
Additionally we need to check that the last two terms of (4.14) are well-defined. For
this purpose, we introduce the so-called Coulomb space

C:i={peS® | e LL(R?), D(p,p) < o}

o~

where D(f, g) = 4w [os |k|7?f(k)g(k)dk was already defined by (4.2). Endowed with
this inner product, C is a Hilbert space. Indeed, let us take some Cauchy sequence

(pn) in C. Then 2 T,if) is Cauchy in L?*(IR?), therefore converges to some g € L*(R?)

in L*(R?). Let p = F*(|k|g). Clearly, p € S'(R?) and since g € L*(R?), p € C.

Moreover,
> pu(k) = p(k) |”
 — = 4 P BV gk,
oo ol = [ |2 |
o (K
- 47?/ k) ool ar,
rs | ||

— 0 when n — +o0.
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This proves the completeness of C. We then introduce the Beppo-Levi space C :=
{V e L5(R3) | VV € L*(R?)}. Endowed with the inner product

(V,W)@:/ vV -VW,
R3

C is a Hilbert space. Note that the condition over the gradient can be rewritten
Jgs |E[?|V (E)|? dk < co. For V € C, we now introduce the linear form
o, :pelC — C,

p o= i) = [ T E

which is well defined since

1
T AR\ 3 . :
[ Jpovm] ae< ([ L8 a)" ([ wevwra) = ol 1Vl < +oc.
. e Ik .
|Pv (p)]

The above inequality also proves that ||y [ler = sup,ce\qo) St < Ve Now, we

define for V € C, py = LF Y(|k*V(k)). It is easily seen that py € C and that
[Py (pv)| = [Vl lpvle- Therefore [y, = [V]s. To prove that ®. is a bijection
between C' and C, we now prove that for each p € C, there exists V' € C such that
®y = D(p,-). Taking V, = F~1(|k|~2p), we indeed have

Vo €C, dy(p) = / )V (k) dk
]R3

[V

= Adr —_—
g |K]

= D (va p,)'
The isometry ®. allows us to identify the Beppo-Levi space with C'.
We now use a duality argument to define p, :

Proposition 1 (Definition of the density pg for ) € Q). Assume that () € Q.
Then QV € &Y for any V =V, 4+ V5 € C' + (L*(R?*) N L>(R?)) and moreover there
exists a constant C' (independent of Q and V') such that

Tro(QV)] < Ol @l g (Viller + 1Vl L2 gs) )- (4.18)

Thus the linear form V € C' + (L*(R3) N L®(R3)) — Tro(QV) can be continuously
extended to C' + L*(R?) and there exists a uniquely defined function pg € CNL*(R?)
such that

YW =Vi+V, el + (LXR)NLERY),  (pg, Vi) +/ paVa = Tro(QV).
R3

The linear map Q € Q — pg € CN L*(R?) is continuous :

loale + 1pel o) < ClQl, -

Eventually when Q € &, C &Y, then po(x) = Q(x,z) where Q(x,y) is the integral
kernel of Q.
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Proof. Let V = Vi + V, where V; € C' and V, € L*(R?) N L>=(R3), and Q € Q.
Denoting by (70..)" = 1 — 70, We can notice that
(@QV)TF = (W0e)  (QV) (Vo)™
and that
Q™ V() + Q7 [, V] (vper)L

= (7§6r>lQ(Vger)J—v(Vper) (Vger)i fylger (fyperv nyper) (7per) )
- (’y%er)lQ(’yB ) V(’Yper) ( perl) ’)/perv(,}/per) ’
= (’Yper)lQ(’Yp T +( fer) ) (’Yper) ’
= (Yper) (QV) (9per) ™
Similarly,
Q7*V726r _0 QiJrohger’ ‘ghger 0 \L/.0 0 0
= ’yperQ,yperV’Yper - WgerQ(’yB)er)J_ (’ngrv - V’Yper)’YpeN
= VgerQVpeeryper + VperQ(Vper) Vprer?
- f)/per(QV)fyper?
so that
(QV) ™ =Q  Vpe — Q" [pers Vper- (4.19)

We only deal with the (QV)~~ term, the argument being the same for (QV)*+.
First we write @~ Vap, = (14 [V)) 7 (1 + [V)Q™ (1 + [V))(1 + [V)) 7'V 5,
and notice that (1 + |V|)~!V is bounded since V, € L°>°(R?) by assumption and

[ +19) Wi, < ClIVilys < C'IVVile = €' Vil

by the Kato-Simon-Seiler inequality (6.3) and the critical Sobolev embedding of
H'(R?)in L°(R?). As (1+|V|)~! and 7}, are also bounded, and (14|V])Q~~(1+|V|)
is trace-class, this proves that Q“nyger is a trace-class operator. Thus the following
is true :

Tr(Q Vel = [T(Q V)
= [T((1+ VN~ (L + V(A + V)V +[V)

< Rl A+ VD™ VA+ VDo
Then
[+ V)"V + Vs, < 1A+IVD™ Vg, 10 +1VD s
< CVil <C' VAl
and
|+ VD) e+ VD) Yoo < A +IVD I+ VDY o

< [+ onare)?
< a+ 1D,
< c|ma}| | = CVale.
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In the last inequality, we have used the Kato-Simon-Seiler inequality.
Hence,

T (Q Ve < C Qg (IViler + V2l 12)-
For the second term of (4.19), we just use Lemma 12 which tells us that
QiJrh/ger? V]fyl(:)]er € 61

since Q1 € &, and [, V] € 6,. Additionally

|Tr(Q_+[’yIO)er7 V]’yIO)er)| S HQ_-F[’YSer? V]’Yger

By the Hahn-Banach Theorem [6], the linear form V € C’ + (L? N L™®) — Tre(QV)
can be continuously extended to C' + L2. By density of L? N L*> in L?, this form is
unique. '
C N L? is reflexive so it can be identified to its bidual. Its dual is C' + L?. Tro(Q)
belonging to (C’' + L?)’, we can now identify it to a unique function pg € C N L?. We
now compute the norm of that function, which is by definition

Tro(QV

lpole + ool = sup ‘V<7>'
Vec' +L2 || ||C’+L2

| Tro(Q(Vh + V)

o SC1Q s, IVille + V2l 2).

I

= sup
VieC! ,Voe L2 H‘/lHC’ + H‘/2HL2
< ClQlg-
by (4.18).
If Q € &, then YV € C' + L* Tro(QV) = Tr(Q / Q(z,x)V () dx, which

is also equal by the definition of pg, to [us po(z)V (x) dz. This 1mp11es Q(z,x) =
pq(x). O

Assuming that (A1) holds true, we are now in position to give a rigorous sense
to the right-hand side of (4.14) for v — 79, = @ € K. In the sequel, we use the
following notation for any ) € Q :

Tro(Hpe,Q) := Te(| Hpep — K[V2(QF = Q7)) [ Hpe — 6[%) + #Tr0(Q)  (4.20)

where « is an arbitrary real number in the gap (X},%, +1) (this expression will be
proved to be independent of x, see Corollary 1 below). Then we define the energy
of any state ) € K as

£1(Q) = Tr(HEW Q) — Dlpa, ») + 5 Dlpa pa). (4.21)

The function v is an external density of charge representing the nuclear charge
of the defect. For the sake of simplicity, we shall assume here that v € L'(R3) N
L*(R?) C C, although some of our results are true with a weaker assumption. We
shall need the following
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Lemma 1. Assume that (A1) holds true. For any fized k in the gap (5,%,,),
there exist two constants c1,co > 0 such that

a(l—-A)<|H per — k| <e(l—A) (4.22)
as operators on L?(R3). In particular

H| per H‘1/2 )71/2H < \/57 H‘ per KV| 1/2 1/2H < 1/\/7

Similarly, (H), — r)(1 — A)~" and its inverse are bounded operators.

Proof. Recall that Hp, = —A/2+ Vi with Vier = (pg,, — fiper) 20 G1 € L=(R?).

Indeed, Vj verifies the Poisson equation with 47(p,0  — pper) as the right-hand
side member of the equation. As both p,o and jip., are in L2, Voer isin H2,, and

per’
there is a Sobolev injection between that space and C'z (R3) |6]. In particular, Vpe
is continuous and therefore bounded. Thus [H),, — x| > H),, — k > —A/2 — C for
some large enough constant C. On the other hand, as k € (X},%5,,), there exists
« > 0 such that ‘ per — /i‘ > «. This implies that

per’

—R| > max(—=A/2 - C,a) > ¢1(1 — A)

‘ per

for some constant ¢; > 0. The proof of the upper bound in (4.22) is straightforward.
Then (—A/24¢) Y (H)y =k +¢) =1+ (=A/24 ¢) 1 (Voer — k) is a bounded
(and therefore continuous) invertible operator for ¢ large enough, since

[Voerl oo + 1]

=872+ ¢)7 (Ve — )] < 212

Thus (H?, — x + ¢)"}(=A/2 + ¢) is bounded for a well-chosen ¢ > 1 [6], which

per
clearly implies that

H° —k+c —~A+1
H  —r) Y (=A+1)= 2 — (H° — “H=A/2 _
(o = 1) A+ 1) = i (e =+ 7 A2+ 35—

is also bounded, together with its inverse. O

By the definition of Q and Lemma 1, it is clear that the right-hand side of (4.20)
is a well-defined quantity for any Q € Q and any s € (X},%},,). Together with
Proposition 1 which tells us that pg € C for any Q € Q, we deduce that (4.21) is a
well-defined functional.

We shall need the following space of more regular operators

0, ={Q € Q| (-A)Q*(-A) € &, (-A)QT —Q )(~A) € &,} (4.23)

and the associated convex set

K, :=KnNQ,.

The following result will be useful :
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Lemma 2. The space Q, (resp. the convex set K,) is dense in Q (resp. in K) for
the topology of Q.

Proof. Let () € Q. For € > 0, we introduce the following regularization operator

R.:=(1+¢H), —3|)~" (4.24)

er

where we have chosen X as the center of the gap

YRR
2

i

and set
Q. := RQR..

Notice first that ). € O, : to show that, we introduce the notation B(z) := (2 —
H? )7'(—A +1) and we obtain

per

L AVR = (1 A)HO )t e = Bz o =%
(_ )E_(_ )( per ) 1+€‘H0 _Z|__ ()1+€‘H0 _Z|

per per

which shows that [|(1— A)R.|| < e=1[| B(X)*||. Similarly, || R.(1 = A)|| < ! B(Z)].
As R. commutes with 77, we infer

1-A)Q (1—A)=(1-A)RQ R(l—A) € &,.

Likewise, (1 — A)Q (1 — A) € &;. It remains to prove that (—A)Q?*(—A) € &,.
We have

[(=2)Q2(=A)]g, [(=A)RQRIQR(-A)]g, ,

< N(=D)R s, 1Qls, | Bs. 1Qlls, (D) R s, -

As (=A)R. and R? are bounded and @) € G, the right-hand side is bounded and
(—A)Q?*(—A) € &,. Then we show that Q. € K, C K when Q € K. To prove this,
we use the fact that —),. < Q <1 — 1), is equivalent to Q* < Q" — Q™ (see
Section 4.3.1). As ||R.|| < 1, we obtain

(Q)? = RQ(R)*QR. < RQ*R. < R(Q™ — Q)R = (Q)*" — (Q)~~ (4.25)

where we have used that (R.)? < 1 and that VEer commutes with R.. Hence, it only
remains to prove that (). — @ for the O-topology as ¢ — 0, for any fixed ) € Q.
We shall need the

Lemma 3. For any 1 <p < oo and any fized () € S, one has

lim |R.Q — Ql, = 0. (4.2



78 Chapitre 4 : Local defects in periodic crystals
Proof. Notice that

6|I{12er - Z|
T 14 €HO, — 3

per

R, —

satisfies || Re — 1|| < 1. Hence [(R. — 1)@|s, < [Q|s, - The space of “smooth” finite
rank operators is dense in &, for any 1 < p < oco. To show that, let us take @) € &,,.
One can always expand () as

400
Q=>_Nlf)fil,
i=1

where (f;);cn forms an orthonormal basis of L?*(R?) and where the sequence of the
eigenvalues of @) ()\;) is in ¢7. Then we introduce

N
Qn =S ML
=1

and

N
Qne = > _ Nl fie)(fiel,
i=1

the fi being in H?(R?), such that (fi, fj.) = d;; and converging when € — 0 to f;
in L2(R3).

We are going to show that Qn. — @ in &,. First,

+oo

Q@ —Qnls, = D NI,

i=N+1

which converges to 0 when N goes to infinity. Then, using the fact that the norms
||, and ||, are equivalent on the set of the operators on L?(R?) of rank lower
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than or equal to 2, we obtain that there exists a constant ¢ € R such that

|Qxn — Qnels, ZA (1) fil = |fi5><fie|) ,
S 2N( Sllp |)\‘) Sup H|fz Z ‘fze fze H(‘51
< QCN( sup |)\\) sup [1f0) (fil = | fie) (el H627
= QCN(IEI;ISpNP\ ‘ lilzl<pN (/ABXRS fz fl fle(x)f16<y))2dxdy)27
2cN(1iu<I)N|)\\ 1iu<pN(//RS - (fi(x)(fily) — fic(y))
) (i) — @) dxdy) ,
< 2N w M) s (2 //M ) = fula) e dy

w2 [ R - )y

2
= 2eN(sup M) s (216 = Fullen (i + il
1<i<N 1<i<N

the term [ f; — fic[ ;2gs) converging to 0 with e for every 1 <4 < N. This demons-
trates the convergence of Q)n. to Q)i in &4, hence in &,, when € goes to zero. As a
consequence, ()y. converges to () in &, when € goes to zero and N to infinity.

Thanks to the above result, and by linearity, it suffices to prove (4.26) for Q = | f)(f]
with f € H?(R?). Then

[(Re = DI s, < MR =Dz 1 £112 < € [ Hper = B1F] o 1512
which converges to 0 as e — 0 and controls (R — 1)|f)(f[|g, for 1 < p < oc.

We are now in position to complete the proof of Lemma 2. First, by (4.105) (see
Section 4.5, proof of Lemma, 11),

[R57|v|] = [(1+€| per_2|)717|v|]7
- [ ( | per —Z|)71,|V|],
= [| per Z|7 |V|j| R
and therefore by Lemma 13 there exists a constant C' > 0 such that
| [Re, [VI] || < Ce. (4.27)
Hence, lim._o || [R., |V]] | = 0. Let us prove that
‘v|(ReQRe - Q)ii‘v| = ‘V|((Re - 1)Q77R6 + Qii(Re - 1))|V‘

= [V RJQT[Re, VI + V], RJQ™|V|R.
+(fze - 1)|V|Q__[Rea |V|] + |V|Q__[Rsa |V|]
+H(Re = DIVIQT VIR + [VIQ™|V|(Re — 1).
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By developing all the terms of the right-hand side expression

IV, RJQ™[R, [V = (VIR = R|V]) Q"™ (R|V| = |V|R)
(|V|R€Q__ - RE|V|Q__) (Re|v| - |V|Re)
|V|R€Q__R€|V| - |V|R6Q__|V|Re
—R|VI|Q™"RJ|V|+ RJ|V|Q™"|VIR,

IV, RJQ™™[Re, V[ + [V, RJQ™TIVIR. = |VIRQ™ " R|V| = R|V|Q™ " Re|V],
(Re = DIVIQ™[Re, [V + [VIQTT[R, [VI] = R|V[Q™"R|V| = R|V|Q™|V| R,

[IV], RJQ™[Re, V[ + [IV], RJQ™TIV|Re + (Re — DIV|Q™[Re, [V[] + [VIQ[Re, [ V]
= [VIRQ™™ R|V| = R|V|Q™"|V|R,,

(Re = DIVIQ VIR +|VIQ V(R = 1) = R|VIQ VIR~ |VIQ|V].
Thus,

IV, R|Q™ 7[R, [V[] + [|V], R|Q™|V[Re + (R = 1)[V|Q™[R., [V[] + [V|Q™ 7[R, [V]]
+(Re = DIVIQT VIR + [V|Q™7[V|(Re — 1)
= ‘V|R6Q__RE|V‘ - ‘V|Q__|V‘,
= V(R = )Q™" R + Q™ (R — 1))|V].

Applying either (4.27) or Lemma 3 to each term of the previous expression allows
to conclude that

lim [[|V[(Q: ™ = Q@ )IVI[, = 0.

The proof is the same for the term [|[V[(Q" — Q*)|V]|g,
Then, we have

QE - Q = REQRE - Qa
= RQ(R.—1)+ (R —1)Q,
QI =™ = (RQR)™ —-Q",
_ R5Q++Re _ Q++’
= RQ™ (R —1)+ (R —1)Q",
Q- —Q " = (RQR) ™ -Q,
= RQ R -Q ",
— ROQ (R —1)+ (R —1)Q

As R, is bounded and Q € &,, Q*", Q" € &4, and (R. — 1) — 0 when € — 0, we
obtain

lim ([Qc = Qls, + QT = Q" )lg, + (@™ =@ )]lg,) =0.
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Finally,
|V|(QE - Q) = |V|REQR€ - |V|Q7
Hv‘? Ré]QRe + Re‘v|QR€ - |V‘Q7
= Hv‘a Re]QRe + RE‘V|Q(R6 - 1) + (Re - 1)|V‘Q7
which also converges to zero in &, for the same reasons as above.
Thus

i 1@, — @l = 0.
]
Corollary 1. Assume that (A1) holds true. When Q € Q,, then H°, .Q € &Y. For

per

any Q) € Q, the expression (4.20) for Tro(ngrQ) does not depend on k € (X}, Y1)
If Q € K, then

aTr((1 = A)Y2Q%(1 — A)V?) (4.28)
aTr((1-A)2QT —Q )1 - A)"?)

TrO(ngrQ) — kTro(Q)

oTr((1—A)2(QT — Q™7 )(1—A)'?)

where ¢, and co are given by Lemma 1.

Proof. Let Q € Q, and k € (X7,%,,). Then (H),,—r)Q)"" = [H),.—k|QTT =
|H.. —k|(1—=A)"(1-A)Q"" € &, by Lemma 1 and the definition of Q,. A similar
argument for ((HJ,. —)Q)~~ proves that H), Q € &Y. Then for any Q € Q,, (4.28)
is a straightforward consequence of (4.22) and (4.17). We conclude using the density
of @, in Q and the density of I, in K. The following is an adaptation of [22, Thm

1] :

Corollary 2. Let v € L}(R3) N L?(R?), Z € N\ {0} and assume that (A1) holds.
For any k € (X}, ¥,.1), one has for some dy,dy >0

VAN VAN VAN VAN

Qe £1Q) - KTH(Q) > dy ( [0 o, + 1o I,

1
+[IVIQTIV ], + H|V\@|V\H@,l) +da (1Qls, +IVIQlS,) - 5Dw.v)
(4.29)

Hence E¥ — kTrq is bounded from below and coercive on K. Additionally, when v = 0,
Q — E%Q) — kTro(Q) is nonnegative, 0 being its unique minimizer.

Proof. Inequality (4.29) is a straightforward consequence of (4.28) and the fact
that D(-,-) defines an inner product on C :

£1(Q) ~ KTr(@Q) = Tro((H — K)Q) — Dlpa.) + 5D(pa, pa).

1 L 1 1
= To(| Y~ wIH(@ — Q) HS — 51}) — D(pg.v) + 2 Dlng. o).

> e Tr((1 - A)H(Q™ —Q )1~ A)}) — D(pg.) + 5 Dlpa. pa).
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Besides,
1 1
_D(va V) + §D(anpQ) > _aD(Vv V)a
So it remains to prove that
aTr((1= A (Q = Q) (1-2)%) = dy ( [@* e, + Q7 lls, + IVIQ* 191,

" H|V|Q“|V|H61) +dy (JQI3, + 11V1Q1,)4.30)

Applying (1 — A)% is equivalent, up to a multiplicative constant, to multiplying
the k-th Fourier mode by (1 + |k[?)2, which is greater than |k|, the symbol of the
operator |V|.

Thus

e Tr((1 - A)%(Q++ (- A)%) > o Tr((1— A)2(Q)(1 - A)2) > s Tr(Q%) = osl|QI,,
aTr((1=2)2(Q™ =Q77)(1 = 4)2) 2 e Tr(|VIQTHV]) = e[ VIQT[V]le,
clTr((l—A)f(Q++ )1 =4)2) = e Tr(VIQTV]) = allVIQRTV]]e,

e Tr((1 = A)2Q*(1 — )’) Tr(IVIPQ?) = lIVIQlS,,

oMl MG - - A 2@ = 1

aTr((1 =A@ Q7)1 -4)2) 2 6Tr(-Q7) = [@ |,

so by taking d; = min(cy, ¢s) and dy = min(cs, ¢;5), we obtain (4.30).
If v =0, by (4.29), it is easily seen that Q — E°(Q) — kTr(Q) is nonnegative, and
equals to 0, if and only if Q[ = 0, ie. Q = 0.

Remark 1. The energy £”(Q) measures the energy of a state v = 79, + Q with
respect to that of vger. Thus the last statement of Corollary 2 is another way of
expressing the fact that vger is the state of lowest energy of the periodic system
when there is no defect.

4.3.2 Existence of minimizers with a chemical potential

In view of Corollary 2, it is natural to introduce the following minimization
problem

EY = inf{&"(Q) — erTro(Q), Q € K} > —o0 (4.31)

for any Fermi level ¢p € (X},%,,,). The following result will be proved following
ideas from [23] :

Theorem 2 (Existence of minimizers with a chemical potential). Let v €
L'(R®) N L*(R?), Z € N\ {0} and assume that (A1) holds. Then for any ep €
(X%,%%,4), there exists a minimizer Q € K for (4.31). Problem (4.31) may have
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several minimizers, but they all share the same density p = pg. Any minimizer Q
of (4.31) satisfies the self-consistent equation

)= —00,€ Hg) — 0 +57
Q X( ; s F)( Q) ’Yper o (432)
Hg = Hye + (pg —v) *| - |

where ¢ is a finite rank self-adjoint operator satisfying 0 < 6 < 1 and Ran(d) C
ker(Hg — €p).

Remark 2. Before proving this theorem, let us show that every V € L%(R3), and
therefore a fortiori every V € C’, is a compact perturbation of ngr.
To this aim, let us take a sequence u, € H*(R®) that converges weakly to u* in
H?(R3). Without restriction, we can assume that (u,) converges almost everywhere
in R3. We then set v, = Vu,,. We are going to prove that (v, ) converges to v* = Vu*
in L2(R?).

Let € > 0 and K, = {z € R?, |V (2)| < ¢. = 7}, where we can choose M such that
Jun — w*||r2wsy < M and |u,|; < M since (u,) is bounded in H?*(R*). We have
IR3\ K| < oo; otherwise V would not be in L°(R?). Thus

lon =0y = [ VA@ale) = (@) do,

— /K V2 (2) (un(x) — u*(2))? do + /Rs\K V() (un(7) — u'(2))* dx,

< Ve /K((un —u*)(x))? dr + /RS\KE V2(2)(un — u*)(2))?* d.

The first term is bounded by 2. For the second term, we have for almost all z €
R3\ K,
V(@) ((u — w*)(2))? < 4MPV?(z)

together with
/ V2 < IV sy RO K < 0.
R3\ K.

Besides, V?(x)((u, — u*)(x))*> — 0 almost everywhere on R?® \ K.. By dominated
convergence, we have [ps . V?(2)((un — u*)(2))*dz — 0 when n goes to infinity.
For n large enough, we thus have

Jvn — U*HiQ(RS) < 2¢,

yielding the convergence of (v,) to v*, hence the fact that V' is a compact perturba-
tion of H?

per*
In particular, (pg —v) * | - is a compact perturbation of ngr, implying that

Hg is self-adjoint on L*(R?) with domain D(H},,) = D(—A) = H*(R?) and that

per

Oess(Hg) = 0(HJ,,). Thus the discrete spectrum of H is either empty or composed

per
of isolated eigenvalues of finite multiplicity, possibly accumulating at the ends of the

bands.

‘—1
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Proof of Theorem 2. Let (Q,)neny be a minimizing sequence for

E"(Q) —erTro(Q),Q € K (4.33)

It follows from Corollary 2 that (Q,,)nen is bounded in Q. By Proposition 1, (pg,, )nen
is bounded in C N L?(R?). Thus, up to extraction, we can assume that there exists
@ in the convex set K such that
i) Qn — Q and |V|Q, — |V|Q weakly in G,;
i) HY, — ep[V2Q; | HY, — e[V — |HY, — ep|V2Q [ HY, — ep[/2,
| Hper — €r2Qp [ Hpoy — ep|'/? — |HO —ep|V?PQ7 | Hpe, — e ['V?
for the weak-x topology of &, ;
iii) pg, = pg in CNL*(R?).
Let us justify and detail the above three assertions.

i) First, both (Q,,) and (|V|Q,,) weakly converge in G, (up to extraction) because
of the boundedness of (Q,) in Q. So there exist @ and G such that @, — Q and
|V|Q,, — G weakly in G,. Let ® be an integral operator on L*(R?) with kernel in
Cs°(R? x R?). It holds

(|V|Qn7®)62 = (Qn7|v|q))627
— (@,|V|®)e,-

Hence V® € &, with kernel in C5°(R? x R3),
(Gv Pe, = (Qv V|®)s,

This implies that |V|Q = G € &, and that |V|Q,, — |V|Q in &,.

ii) Recall that &; is the dual of the space of compact operators S.. Thus here
A, — A for the Weak-* topology of &; means Tr(A, K) — Tr(AK) for any compact
operator K. As |H..—€r|(1—A)~" is a bounded operator and as (1— A)Q*Jr is boun-
ded in &1, [HY,, — epV2(1 — A)V2(1 = A)2Q+ (1 — A)V2(1 — A)V2|HY, — ep[1/2
is bounded in &, and therefore there exists P € G such that, up to extraction

| per —€F |1/2Q++| per 6F|1/2 — P

for the weak-* topology of &;. To show that P = |HJ, — ep|'? QT HY,, — ep|'/?,
let us consider go € L*(R%), ¢» € L*(R®) and the compact operator K = |H),. —
ep|2) (V]| HY,, — ep|7'/2, for which on the one hand

( per —€r |1/2Q++‘ per 6F|1/2[()
= (V[Q} @) — (W|Q* )
and on the other hand

Tr (|Hp,, — €r|/2Q " | HY,
= Tr(PK)
WH per_€F| 1/2P‘ per_EF‘71/2|90>'

€F|1/2K)

T
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It follows that Q" = |HY.. — ep| "/2P|HY.. — ep|~"/?, or in other words that

er

P = |H§ _€F|1/2Q++|H§er_€F|1/2'

The proof is the same for Q)~~.

iii) As we saw before, pp, is bounded in C N L*(R?) and therefore converges up
to extraction weakly in C N L?*(R?) to some pg/, which is in fact pg thanks to the
fact that the map @ — pg is linear and continuous from Q to C N L?(R3).

As Q, — Q € By, we have (Q,, F) — (Q, F), for all operator F := |f)(f| with
[ € L*(R?), which means

(f1@nlf) — (fIQLS).
As Qn €K, =75, < Q, <1 =190, so

(e ) < (F1Qulf) < (FI1 = el -

Passing to the limit, we obtain

\V/f S LQ(R?’)? _<f|71?)er|f> < <f|Q|f> < <f|1 - Vger|f>7

which implies that Q € K.

Then, as D(-,-) defines an inner product on C, D(f) = D(f, f) is convex (and
even a-convex) on C.
The quadratic form D being convex and continuous on C, it is lower semicontinuous
for the weak topology and we have :

D(pg —v,pg —v) <liminf D(pq, — v, pq, —v).

n—-+o0o

Now since Q" > 0, |HY,, — ep|'?Q | HY,. — ep|*/* is also a nonnegative operator
for any n. Thus Fatou’s Lemma [45] yields

Tr(|HS,, — ep|"?QV T HY, — er|'/?) < lim inf Tr(|HS,, — ep|"?QF T HY,, — ep|'?).

er er

The same argument for the term involving —Q~~ > 0 yields

E"(Q) — erTro(Q) < Liminf(E(Q,) — erTro(Q,)) = E?

n—oo

i.e. Q € K is a minimizer.
Let us show that () satisfies the self-consistent equation

Q = X(—OO,EF) (HQ> - Vger =+ 0. (434)

For this purpose, we first make use of the convexity of K and write that for any
Q € K and any t € [0, 1],

E'((1-1)Q +1tQ) — erTro((1 — H)Q +tQ) > EY(Q) — erTro(Q).



86 Chapitre 4 : Local defects in periodic crystals

We have

E((1—1)Q +1Q) — £Y(Q) = Tro (HY, (1 —1)Q +1Q)) — rlifo (HpQ)
_D(p(lft)Q+tQ7 v) + D(/)Qa v) + §D(p(17t)Q+tQ7 p(lft)QthQ) - éD(/)Qa /)Q)a

Let us rewrite the first two terms of the above expression as

Tr(] (ngr ((1 - t)Q_ + tQ)) - TrO (ngrQ_) =t (TYO(HSerQ) - Tr(](ngrQ_)) .
The next two terms read as

—D(pa—g+tq: V) + Dipg,v) = —D((1 —t)pg +tpq,v) + D(pg,v),
= t(D(pg,v) — D(pq,v)),

and the last two terms as

D(pa-no+i0: Pa-no+e) — D(pa, pg) = (1 —=1)*D(pg, pg) + 2t(1 —t)D(pg, pq)
+t*D(pq, pg) — D(pa, pa),
= t*(D(pg, po) + D(pq, rq) — 2D(pa, pq))
+2t(D(pg. pa) — D(pg, pa))-

Thus we obtain

EV((1—1)Q +1Q) — erTro((1 — )Q +tQ) — (£"(Q) — erTro(Q))

=t (Tro(Hpe, Q) — Tro(HyperQ) — er(Tio(Q) — Tro(Q)))

+t(2D(pQ, v) — D(pq,v) + D(pg; pq) — D(pg, rg))

+%(D(pQ,pQ) +D(pq, po) = 2D(pg; pq))-

This expression being nonnegative for all ) € IC and all ¢ € [0, 1], we obtain that
for all Q € K

Tro(Hpe, @) — Tro(Hpe, Q) — €r(Tro(Q) — Tro(Q))
+ D(pg,v) — D(pq,v) + D(pg, pq) — D(pg, pg) = 0. (4.35)

Denoting by
F(Q) = Tro((ngr - 6F)CQ) + D(pQ - pQ)
(4.35) also reads

F(Q) - F(Q) = TrO(ngrQ> - TrO(ngrQ> - €F(T1"0(Q) - TTO(Q))
+D(pg, rg) — D(pg: pg) — D(pq,v) + D(pg,v) = 0.
As D(pg —v,pg) = Tro(((pg —v) * | -|~)@Q) we readily obtain that () is a minimizer
on K of
F(Q) = Trol(Hg — er)Q).
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Let Q' = X(—ooer)(Hg) — Voer- Using the same arguments as in the proof of Pro-
position 2 below, we have Q' € K. Any Q € K is of the form Q = v — 7], with
0 <~ <1, and it holds

Tro((Hg — er)Q) — Tro((Hg — er)Q') = Tro((Hg — er)(Q — Q"))
- Tro((HQ - EF)(’Y - X(—oo,eF)(HQ)))'

Therefore, -
Tro((Hg — €r)Q) — Tro((Hg — €r)Q') > 0
with inequality if and only if

Y = X(—oo,er)(Hg) + 0

with 0 < § < 1and Ran(d) C ker(Hg—er). Hence, @ is solution to the self-consistent
field equation (4.32).

The uniqueness of the density remains to be proved. Let us assume that there exist
two minimizers (), and ()2 with different densities pg, and pg,. Then, if we compute
the energy of %, we get, using the strict convexity of D,

, Q1+ Qo Q1+ Q2
e (B2) —am (B52)

+ 1 n
=Tr (ngr<Q1 QQ)) — D(pQI;QQ s 1/> + §D<pQ1;Q2 , pQ1;Q2> — EFTI'()(M

2 2

1 1 1
= §Tr0<HperQ1> + Tr0<HperQ2> 2 (pQu ) - §D<pQ27 V)
1 1 1 1 1 1 1
+§D<§pQ1 + §pQ2, é'OQl + §PQ2) - EFéTI'O(Ql) - €F§T1"0(Q2),

1 1 1 1
< 2Tr0(ngrQ1) + §T1"0( H)\Qs) — §D(pQ17 v) — §D(PQm V)

1 1 1 1
+ZD(pQU pQ1) + ZD(me pQQ) - €F§Tr0(Q1) - €F§T1"0(Q2),

= 5(EQ) - e Tro(@n)) + 3 (£7(@) - erTru(Qs))
=E;,

which is in contradiction with the fact that E? is the minimum. O

Recall that the charge of the minimizing state Q) obtained in Theorem 2 is defined
as Tro(Q). Similarly to [22,23], it can be proved by perturbation theory that for
any fixed e € (X},%,,), there exists a constant C(ep) > 0 such that when
D(v,v) < C(ep), one has ker(Hg — ep) = {0} and Tro(Q)) = 0, i.e. the minimizer of

)
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the free energy with chemical potential er is a neutral perturbation of the periodic
Fermi sea.

_ + _
o(H) Zth band_> Yo g

Z 4+ 1)st band

> >
>

onl A Ve~

- >
>

A

Q

FIG. 4.1 — Decomposition Q = Q,o + 7.~ for not too strong a positively charged
nuclear defect (v > 0).

For a fixed external density v and an adequately chosen chemical potential ep,
one can have Try(Q) # 0 meaning either that electron-hole pairs have been created
from the Fermi sea, and/or that the system of lowest energy contains a finite number
of bound electrons or holes close to the defect. In the applications, one will usually
have for a positively charged nuclear defect (v > 0) that the spectrum of H contains
a sequence of eigenvalues converging to the bottom X7, of the lowest unfilled band
(conduction band), and that ex is chosen such that exactly ¢ eigenvalues are filled,
corresponding to ¢ bound electrons :

Q = (X (HQ) = Vper) + (Xmer) (Hg) +0) = Qpot + Y- (4.36)
where we recall that Y is the center of the gap

Xy +¥70
72 .

Y=

For not too strong a defect density v, one has Tro(Qpo) = 0. Hence Tr(v.-) = ¢.
Let us assume for simplicity that § = 0 and that ¢ € N\ {0}. Then

7*—X26F HQ Z‘(‘O” Son (437)

where (p,) are eigenfunctions of Hg corresponding to its ¢ first eigenvalues in
(X, er) :
Hapn = Aon. (4.38)

Notice that

Hg = =02+ (py —v) %] - | + Vol (4.39)
where

‘/;)01 = (pyger - Mper) *r Gl +prol * | ’ |_1

is the polarization potential created by the self-consistent Fermi sea and seen by the
q electrons. Thus the ¢ electrons solve a usual reduced Hartree-Fock equation (4.38)
in which the mean-field operator (4.39) additionally contains the self-consistent po-
larization of the medium.
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The interpretation given in the previous paragraph is different if the positive
density of charge v of the defect is strong enough to create an electron-hole pair
from the Fermi sea.

We end this section by specifying the regularity of solutions of (4.32).

Proposition 2. Let v € L'(R*)NL*(R?), Z € N\ {0} and assume that (A1) holds.
Any Q € K solution of the self-consistent equation (4.32) belongs to K,.

Proof. Let () € Q be of the form

Q = X(—OO,EF)<Hper + V) 71(3]er +0

where 0 < 0 < 1 is a finite rank operator with Ran(d) C ker(H), + V — ep)
and V = px|-|7! for some p € LY(R?*) N L*(R?) (in our case p = pg — v). As
p € LY(R?*) N L*(R?) C L¥%(R®*) N L*(R?) C C, we know (see the prev1ous sectlon)

that V € C ¢ LS(R3). Besides, the Fourier transform of | - |~ being - )3/2 ‘kIQ, the

Fourier transform of V = px|-|~!is 47 “2‘2 with p € L*(R3) N L>(R3). Consequently
V € C°(R3?) (and vanishes at infinity). Hence V € L%(R3) N C°(R?) and it follows
from Remark 2 that V is a compact perturbation of HJ,..

Since ker(HJ,, +V —€ep) € D(H),, +V) = D(H},,) = H*(R?), it is clear that the

finite rank operator ¢ satisfies (1 — A)§?(1 — A) € &;. Thus, there is no restriction
in assuming that 6 = 0 and consider the case when

Q = X(—oo,sp)(ngr + V) - 71(3]er'
Then we remark that Q* = QT — Q= : indeed

Q2 = (X( S8 EF) (Hper + V) ’yger)27 0 0
X( 00,EF) (H + V) + ’yper - X(—%7EF)(Hper + V)7 er fyperX(—OO,EF) (Hper + V)

Q++ = ( 861‘)( —00 EF)<H%er + V) Vger)< - fyger%
= ( 7per)( —00,€F) (Hper + V))(l - ’y%er)
= X( 007€F) (Hper _'_ V) + ’yperX( OO EF)<Hper + V)Vper
_OX(*OovﬁF)<Hper + V)Wper fyperX( OO,EF)<Hper + V)
Qii = ’yperX(*OOﬁF)(Hper + V),Yper ’)/per’
so that
Q++ - Q__ = X(—OO,EF)(Hper + V) ,}/gerX(—OO,EF)(Hper + V) X(—OO,EF)(Hper + V)'Vger + ,yl(o]er?

= Q2

Hence it only remains to prove that (1 — A)Q € ..

Let & be a smooth curve enclosing the whole spectrum of Hj 0+ V below ep
(ie. the Z first bands). Since V € L*(R?) and |z — H),, — V| > ¢ > 0 uniformly in
2z € €, we can mimic the proof of Lemma 1 and find that

sup [|(1 — A)(z — HY, —V)7!| < c0. (4.40)

per
ZEC
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(Z + 1)* band
1

F1G. 4.2 — Curve enclosing the Z first bands.

We then use Cauchy’s formula to write
’YSer:—~ (Z_HO )71d27

and iterate the resolvent formula

(z—H, - V) '=(G-H ) '+ (-H, - V) 'V(z—H’)!

per per

to rewrite () as

= 0 -1 0 \-1
Q n % (g(z N Hper o V) - (Z - Hper) dZ7
1 0 -1 0 -1
— % %(Z — Hper — V) V(Z — Hper) dZ,
1
= %), (z=HS) V(e —H) " + (2= HS = V) 'V (2 — H))'V(z — HY
1
= % ), <(Z —HS)WV(z— H)) '+ (2 — H) 7'V(z — Hoy) ™'V — H,,
F(z— HO = V)W (e — HY )W (e — HO,) V(2 — ngr)—l) i
= Q1+ Q2+ Qs,
with .
Q1= i | 2= Hypo) 'V (2 = Hyo) 7'z,
1 - - J—
Q2 =5 (f(z —H,) 'V (z— H)) 'V (z — HY,) 'dz,
1
Qs = 5~ %ﬂ(z —H, — V) W(z— H )W (2 = HY )V (2 — HY, ) da.

Let us denote B(z) = (z — H?)7'(1 — A). The family of operators (B(2)).c¢ is

per

uniformly bounded (this result is stated in Lemma 10). Consequently

V(e = Hpe) g, < VA= 2) g, [BG)T < CIVI L

per

where we have used the Kato-Seiler-Simon inequality
V() f(=iV)le, < Cs [ f oy IV Lo sy »

with f(p) 1. Together with (4.40), this result implies that (1 — A)Q3 € Go.

= Pl
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We now prove that (1 — A)Q; € S,. Let us first show that
/%(2 — HO) 00V (2 — HY) Nz
= [5}2 — H) ' () V(A8 (z — HS,) T ldz = 0.
We have

_ 1 1 _
L (= — HO )0, VA0 (e — HO)de

1 oo 1 1 ) ) ‘ ,
=, o o T g €M €NVl st

k,k'=Z+1

and can be rewritten as

1 1
2= (&) 2= (&)

1 1 1
Ak (&) = Ai(€) (2 - (&) z- /\k(f))
hence the result, thanks to Cauchy’s formula :
1 dz

20T %Z—)\

=1

if X is in the part of the spectrum enclosed by %. In this case, \;(§) and A\ (§') are
not in this part of the spectrum as k, k" > Z + 1 since only the first Z bands are
enclosed in €. Therefore

L (2 — HO )0 VA0 (e — HO,)'dz = 0.

Similarly,

[g<z - ngr)ilygervfyger(z - [_[;()]er>71d’Z

1 z 1 1 , . . /
"B 2, [ ] 5 = o € D€ VIt e de e,

kk'=

both A,(§) and A\ (£') being now in the part of the spectrum enclosed by %". Hence,

/%(Z - ngr)ilf)/gervfyger(z - ngr>71dz =0.

Then we have
(1-A) L (= — HO ) 0 V(10 (= — HO,) \de
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and

(1-A) L (2 — HO) ™ (10) VAR (= — HO)Nde

= —/%B(Z)*(Vger)l[fygeru V](Z - nger)ildza

which belong to &, by Lemmas 10 and 12 (B(2)* € 6 and [y),,, V] € &5).
Let us now prove that (1 — A)Qs is also in Gs.

Let us decompose (), into two terms which we will then treat separately :

QQ = /{g(z - H[?er)_lfypo)erv(z - ngr)_lv(z - ngr)_ldz
4 [ = B O Ve = ) VG ) s

per per per

€
=Qy+ Q.
First,
(z = HO) ™90 V(2 — HO,) "'V (2 — HY, )Nz,

per per per

per per per

" L (2 = H) 0 VAl (2 — HO )WV (2 — HY,) d2,
= [ o= ) b VI = )V (e~ Hp)
[ 6 H Ao~ B0V G — )
= [ = H) el VI = H) V(e = H)
(o E ) Ve H )3 VI = i)

* / (Z - Hpo)er)_lvgervf}/ger(z - ngr)_17gerv72er(z - ngr)_ldz.
€

= f(z = Hyor) ™ Yper[Vpers V12 = Hyor) 'V (2 — Hpo) ™ d2

On the one hand, when multiplying by (1 — A), the first two terms are obviously in
S, since [7),,, V] € &, and the other terms are bounded (same justification as for
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@Q1). On the other hand, the third term of @Y is equal to zero :
2

0 1.0 0 0 1.0 0 0 1
[g(z - Hper) ’YperV’Yper(Z - Hper) ’YperV’Yper(z - Hper) dz

Z LLL L e e ®

\en( )>< ( NVlem (&', ) {em(E, )IV\ez(é”,~)><€z(£”w)|déd€’d£”,
5 gl
- <Z— — Am () s Az(f”)) o
Ien(é,-)><6n( ,-)|V|6m( ,-)><6m( & )WVle(€”, ) el&”, ) dg dg’ dg”,
with
o 1 . 1 1

O‘n - Am)()‘n - )\l) ()‘m - )\l)()‘m - )‘n) e ()\l - An)()\l - )\m>.

a B Y B B
(z W (3 R W 72) R w')) de = atfiy=0.

Asn,m,l < Z, we have/
G

We now deal with ngi

_ 1
0L _ L (2 = HO) 0 V(00 A0 ) (e — HO) V(= — HO)Nd,
1
= [ B e BV~ )

+ (Z_HO ) lfygerlvf)/ger (Z_HO ) 1V<Z_HO ) ldza

per per per

= /%(Z HSer) 1’72«31« [V771(3]er]<z—H§er> 1V( ngr) le
1 1 1
_'_/(Z_ngr) 1/71?61‘ Vnger (z_ngr) 173er V(W}?er—'—fyger )(Z_ngr> 1dZ7
1
= [ o= ) Vo = HR) Ve = )

1 1
(Z_HO ) 172er V’Yper (Z_HO ) 1’}/ger [Mvger](z_HO ) 1d2

per per per

L(z - ngr) lfygerlvf)/per (Z - HSer) lfyl(o]erj_vfygerj_(z - ngr) le,

and using the same arguments as for QJ, we obtain that (1 — A)QY" € &,. O

Remark 3. Notice that it is natural to wonder whether () € G, which would in
particular imply that pg € L'(R?). This is known to be false for the Bogoliubov-
Dirac-Fock model studied in [22-25]. We do not answer this question for our model
here.
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4.3.3 Existence of minimizers under a charge constraint

In the previous section, we stated the existence of minimizers for any chemical
potential in the gap of the periodic operator ngr, but of course the total charge
Tro(Q) of the obtained solution was unknown a priori. Here we tackle the more
subtle problem of minimizing the energy while imposing a charge constraint. Ma-
thematically this is more difficult because although the energy £¥(Q) is convex on
K and weakly lower semi-continuous (wlsc) for the weak-* topology of Q (as was
shown in the proof of Theorem 2), the ), -trace functional Q@ € K — Tro(Q) is
continuous but not wlsc for the weak-+ topology of Q : in principle it is possible
that a (positive or negative) part of the charge of a minimizing sequence for the
charge-constrained minimization problem escapes to infinity, leaving at the limit a
state of a different (lower or higher) charge. In fact, we can prove that a minimizer
exists under a charge constraint, if and only if some binding conditions hold, the
role of which being to prevent the lack of compactness.

As explained above, imposing Tro(Q) = ¢ should intuitively lead (for a suffi-
ciently weak defect density v) to a system of ¢ electrons coupled to a polarized
Fermi sea. Notice that we do not impose that ¢ = fRS v, i.e. our model allows a
priori to treat defects with non-zero total charge.

As usual in reduced Hartree-Fock theories, we consider the case of a real charge
constraint ¢ € R :

E"(q) = mH{€"(Q), Q € K, Tro(Q) = q}. (4.41)

When no defect is present, E°(q) can be computed explicitly :

Proposition 3 (Defect-free charge-constrained energy). Let Z € N\ {0} and
assume that (A1) holds. Then one has

>.,.1q9 when ¢ >0
0(.\ _ Z+1 =
Eq) = { ¥,q  when ¢ <0.

The minimization problem (4.41) with v = 0 has no solution except when q = 0.

Proof. Clearly

E'q) > inf{Tro(HO,Q), Q € K, Tro(Q) = g} := £°(q) (4.42)

since D(pg, pg) > 0. We begin by showing that

~ ,.19 when g>0
0 _ Z+1 =
E'q) = { ¥ q  when ¢ <0,

Let us take first the case ¢ > 0. Then,

E°(q) = B7410 = inf{Tro(Hpe, — ¥7,,1)Q), Q € K, Tro(Q) = g},
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and for every Q € K

Tr0<<Hper ZEJrl)Q) = Tr((Hper Z+1)(Q _'_Q__))
(| per ZEJA‘( _Q__))a

7

AVANT

since fyger<H§er_:u)78er = _fyper‘ per_luh/ger and (VSer) (ngr M) (f}/ger>l = (Vger) | per
11| (70e)*+ by definition, for every 4 in the gap [$}, %, ].
It remains to show that £°(¢) < ¥, ,¢. Let € > 0. As the spectrum of HY

per
only essential spectrum, X[s2 (H?.)) is an infinite rank projector, and we

Z415741 +e] per

can take an orthonormal basis of N = [¢] + 1 functions ¢; in L?(R3) such that ¢; €
Ran(xis, ;. g () We then define Q = 32173 [¢2) (] + (4 = laDliw) (ol
@ is finite rank, therefore trace-class and Tr(Q) = ¢ so ) € K and satisfies the
constraint. Then,

TrO(HSerQ) Tr (Hp)erQ) = Z(ngrwﬁ SOZ> + (q - [Q])<H§er()pN7 ()ON>7
i=1
< (EEH + €)q,
since by hypothesis ¥, < (H)..¢i, ;) < ¥, + € So we have ¥, ¢ < E%q) <
(X541 + €)q for every € > 0, thus Eo(q) = ¥, ,1q when ¢ > 0.
Similarly, for ¢ < 0, we first have that

EO(Q) - E}q = lnf{TrO(( per Z+)Q)7Q € ICvTI‘O(Q) = Q}
= inf{~Tro(|Hp,, — BZ(Q"F — Q77)),Q € K, Tro(Q) = ¢} < 0.

Then let N = —[q], (2)}X; be in Ran(x(ss vz (Hpe)) and Q = — 337 ) (] -

([q] + 1 = @)len) (#n]. We have Tr(Q) = ¢ and Tro(Hp,,Q) > (S5 — €)g so E°(q) =
¥rq.

Thus it remains to prove that E°(q) < E°(¢q) which we do by a kind of sca-
ling argument. Let us deal with the case ¢ > 0, the other case being similar. We
can assume that ¥, , = minger- Az41(§) = Az41(&o) since each A, (§) is known
to be continuous on I'*. For simplicity, we also assume that &, is in the interior
of T'* (the proof can be easily adapted if this is not the case). Let us denote by
uz11(€,-) € L an eigenvector associated with the eigenvalue Az (¢) for any & € T'™.
Since H uz,1(€&,7) = Azp1(&uzy1(E, w) for any € € T*, it is clear that

per

sup [Auz41(&, )| 2y < 00,
£€R3 ¢

ie. uzy € L°(R? HE (R?)) and uzy € L®(R3 x R3) by the Z*-periodicity (resp.
the 27wZ3-periodicity) of e %%uz, (£, x) with respect to z (resp. to &).

Consider now a fixed space V' of dimension [g] + 1, consisting of C§° functions
f : R3 — C with support in the unit ball B(0,1) of R3. For any \ large enough so
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that the ball B(&,A™!) is contained in I'*, we introduce the following subspace of
L*(R3) :

W,y = {QA = A2 . JOME = &o))uza(€,-)ds,  f € V}

which has the same dimension as V. Noting that for any g, € W, arising from some
fev

@)l < X [ 1FOE = @Duzal6 olds

IA

A2 / @@+ A€ )l

IA

A Juz 1| s, / F(O)de.

B(0,1)
< C)\_3/2 ||Uz+1||Loo(R3><R3) ”f”L?(]RS) )
— 0 When A — o0,

we deduce thanks to the interpolation inequality that if g, is moreover bounded in
L*(R?) (we take for instance |g] sy = 1),

V2<p<oo, lim  sup g .gs) = 0. (4.43)
A—00 gEW,
H9||L2(R3):1

By construction one also has for any fixed f € V with associated g\ € W)
(o (B = Z70003) 3 = X [ [ 1FOE = )P Oziale) = Sz luzea(g,) P da,
= 20 [ 1RO~ )P Ozale) ~ E5.0)de
R3
= [ UEFO e+ X7€) - Sy

- / FEP O (G + A€) — 55,,)de"
B(0,1)

—A—00 07

since f is bounded and Azi1(& + A1) — Azp1(&o) = X7, when X — .
Take now an orthonormal basis (47, ..., ¢7;,,) of W) and introduce the operator

[a]
Q"= lem @l + (a = laDlety ) (@l
n=1

By construction 70,5 = 0 for any n = 1,...,[¢] and, as before, Q is a finite rank
operator and Tro(Q") = Tr(Q*) = ¢, thus Q* € K satisfies the charge constraint.
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Then
TrO(ngrQA> TI' H;()]er Z <(10n7 er(pn _[Q]><()0[)\q}+17 ngr(p[)\q}+1> - ZEJrlq

as A — oo since for every n,1 < n < [q] + 1, (¢}, (H3: — X4, 90n>L2 — oo O

Besides, as uzy1(£,-) is in HY(R3), so are the (p}) and therefore (pQ/A)Azl is a
bounded family in H'(R?) which converges to 0 in LP(R3) for any p > 2 thanks to
(4.43). By the Hardy-Littlewood-Sobolev inequality, one has

D(pQA,pQA) <C HprHiws (4.44)

which implies D(pg», pgr) — 0 as A — oo. Eventually £%(Q*) — E°(q) and Propo-
sition 3 is proved. O
We now state the main result of this section, which is directly inspired from [24] :

Theorem 3 (Existence of minimizers under a charge constraint). Let v €
LYR¥)NL*(R?), Z € N\ {0} and assume that (A1) holds. The following assertions
are equivalent :

(a) Problem (4.41) admits a minimizer Q ;

(b) Every minimizing sequence for (4.41) is precompact in Q and converges
towards a minimizer Q of (4.41);

(c) V¢ e R\ {0}, E¥(q) < E"(¢—4q') + E°(q').

Assume that the equivalent conditions (a), (b) and (c) above are fulfilled. In
this case, the minimizer Q is not necessarily unique, but all the minimizers share
the same density p = pg. Besides, there exists ep € [X}, %] such that the obtained
minimizer () is a global minimizer for Y defined in (4.31). It solves Equation (4.32)
for some 0 < 0 < 1 with Ran(6) C ker(Hg — €p). The operator § is finite rank if
er € (2%,%7,,) and trace-class if ep € {X5,%, }.

Additionally the set of q’s in R satisfying the above equivalent conditions is a
non-empty closed interval I C R. This is the largest interval on which q — E¥(q) is
strictly conver.

Remark 4. One has [ = {Tro ), Q min. of B
by Theorem 2.

ep € [XF,%5,,]}- Hence I # ()

€Ep?

Many of the above statements are very common in reduced Hartree-Fock theories
and not all the details will be given in the proof (see, e.g. [46]). The difficult part is
the proof that (b) is equivalent to (c), for which we use ideas from [24].

The proof that any minimizer solves (4.32) is the same as before and will be
omitted.

Proof of Theorem 3.
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Step 1 : Large HV Z-type inequalities
Let us start by the following result, which indeed shows that (b)=-(c) :

Lemma 4 (Large HVZ-type inequalities). Let Z € N\ {0}, v € C and assume
that (A1) holds. Then, for every q,q' € R, one has

E'(q) < E"(¢—¢q') + E°(d).

If moreover there is a ¢ # 0 such that E¥(q) = E¥(q¢ — ¢') + E°(¢), then there is a
minimizing sequence of E"(q) which is not precompact.

Proof. Here, thanks to Corollary 4, we can mimic the proof of [24, Prop. 6]. We
first notice that £°(0) = 0 so that there is nothing to prove in the case ¢’ = 0. Let
us now fix some ¢’ # 0 and consider two states () and ' € K which are almost
minimizers of £”(q — ¢') and E°(q’) respectively

Q) < E"(q—q)+e and E%(Q) < E%(q) +e

for some € > 0. Corollary 4, together with Lemma 14 and Proposition 5, allows
us to approximate any projector () = P — vger € K by a finite rank projector
QrL=D— ’Vger, also in K so we can choose (Q and @’ of the form

N M k 9
+ Z 1 _‘)_\Z)\2<|ul> <Ul| ‘Ul><ul‘) (4.45)

M K V2
@ = N+ S = S e Z%QUM el ud)
k' /

¥ Zﬁuu )of] — let) ) (4.46)

where A = ¢—¢' —[g—¢] € [0,1), N =¢ —[¢] € [0,1), N =M = [g — ¢] and
N' — M’ = [¢]. In (4.45) and (4.46), (f,)N_, U (v), and (f))N, U (v)¥, form two
orthonormal sets of *6+ = (1 - Vger>L2(R3) (gm)mzl U (ui)le and (g )%l 1 U ( Z)Z 1
form two orthonormal sets of $_ = 70, L*(R?).

The free minimization problem E°(q’) being translation invariant, we have £°(Q}) =
EYQ") for any t € R, where Q,(x,y) := Q'(x — te,y — te), e being a fixed unitary
vector in R3. Easily,

N v
@ = N+ Y1 - Z\gm (] +Z1+ UE v (oi| = fug) (wgl)

n Z%(\u )at] — ol (ul])
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where we have used the notation ¢'(z) = ¢'(x — te) and similarly for the other
functions. Notice also that (f1)N, U (v))F, € $H, and (¢/)M, U(u})E, C $_, since
these two spaces are translation-invariant.

For every f,g € L?(R3), we have lim; ., (f%,g) = 0. So we can find for ¢ large
enough by the Gram-Schmidt orthonormalization procedure two orthonormal sys-
tems

L
(ft)anl U( z)z 1 - (Span1<n<N{fna'Uz}) ﬂf)+

1<i<

and
1L
U@ © (spangey o) 015
i<i<k
which are such that

ft ft = lim Hu =0

lim ¢ H
t—o00 L2(R3) t—00 L2(R3)

= lim ||, — g%.|| = lim ||5} — o}
1o 19m — Imli2a) = BRI T Yille e

forany 1<n< N, 1<m< M, 1<i<k.We define ¢! and introduce
~ ~ ~ N/ ~ /
Q, = N+ D Iff - Z\gm (G| + Zl+ UE i) (07| — ag) (ag))
n=1
t t\ /~t
+Zl+ W) (07| — o) (w])

= (0. We have by construction () +
S1(L2(R?))

Q) € K and Tro(Q + Q) = ¢, thus Q + Q) satisfies the constraint. Now we shall
compute the energy of @ + Q]

which is such that lim;_ HQQ - Q]

EQ+Q) = Tro(HY,Q) + Tro(HY, Q1) — D(pg,v) — Dlpg,v) + %D(pw@;,p@m;),
= £"(Q) + €"(Q}) + D(pq: pg,);
= &(Q) + E%Q}) + Dlpg — v pg,),

and since @ and Q) are finite rank operators with their kernels in L*(R?) and v is
in L1(R3) N L2(R3),

(bQ(k) = 0(k))pg, (k)
D — 5) = 4 — dk
(pQ V?ﬂQ) /IRL?’ m |/{Z|2
oo (k) — (k) pa (k)e e
o [
RS ||
— oo p(re),
where ¢(k) = (ﬁQ(k)f‘Zﬂlz))ﬁQ'(k). ¢ € L'(R?) since

/ lo(k) D(pg —v,pq —v)2D(pg, pa)? < M,
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with 0 < M < oo as pq, v, pg € C by definition. Then, by the properties of Fourier
transform for L' functions, ¢(te) — 0 when ¢ — oo, hence D(pg — v, Pg;) converges
to zero when ¢t — oo.

So

E'(q) < £(Q+@Q) = £"(Q) + Q) + 01-0(1)
< E"(q—q)+ E°(¢) + 2¢ + 0r-a(1),

which, passing to the limit as ¢ — oo and € — 0", ends the proof of this first step.
If EY(q) = E(q—q')+E°(q) for some ¢’ # 0, then one constructs a non-compact
minimizing sequence by the same argument.

Step 2 : A necessary and sufficient condition for compactness

The following Proposition is the analogue of [24, Lemma §] :

Proposition 4 (Conservation of charge implies compactness). Let Z € N\
{0}, v € C, ¢ € R and assume that (A1) holds. Assume that (Q,,)n>1 1S @ minimizing
sequence in IC, for (4.31) such that Q, — Q € K for the weak-* topology of Q. Then

Q. — Q for the strong topology of Q if and only if Tro(Q) = q.

Proof of the Proposition. Let (Qn)n>1 C K, be as stated and assume that
Tro(Q) = q. We know from the proof of Theorem 2 that

£(Q) < lim £°(Qu) = E"(q), (4.47)

n—0o0

hence () € K is a minimizer of E”(q). Therefore () satisfies the equation

Q = X(*OQEF)(HQ) - fyger + 0

for some ep € (X}, %, ) and where ¢ is a finite rank operator satisfying 0 < § < 1
and Ran(d) C ker(Hg — €p). In particular Q € K, by Proposition 2. We now
introduce

P = X(ooer)(Hg), P'= X(epoo)(Hg) and m:= x(,}(Hp).

Let us write

£(Q) = (@) + Tro(Ho(Qu — Q) + 2 Dlpa, — po-pa, - p0).

Now using [22, Lemma 1|, the fact that P — 7)., = @ — § € &, and the hypothesis
Tro(Qn) = Tro(Q), we obtain

Tro(Ho(@n — Q) = Tro((Hg = €r)(Qn — Q) = Trp((Ho — €r)(@n — Q)
Tr(|Hg — er|(P(@n — Q)P — P(Qn — Q)P)),
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where we recall that by definition Trp(A) = Tr(PAP + (1 — P)A(1 — P)). Since
Qr.eK, -P—6<Q,—Q<1—P—). Hence,

0<Q,-Q+P+5<1,
(Qn —Q+P+6)*<Q,—Q+P+9,
Q% —20Q,Q +2Q,P +2Q,0 + Q* —2QP —2Q5 + P+ 6* < Q, — Q + P+,
(Qn_Q>2SQn_Q_Q(Qn_Q)(P—i_(S)—i_é_(SQa

which implies P(Q, — Q)*P < —P(Q, — Q)P and P'(Q, — Q)*P' < P'(Qn — Q) P’
since P§ = P'6 = 0 and P? = P by construction. This yields

P(Qn—Q)’P + P'(Q, — Q)’P' < P'(Q, — Q)P' — P(Q, — Q)P (4.48)

and in particular P'(Q,,—Q)P' > 0 and P(Q,—Q)P <0, ie. Tro(Hg(Q,—Q)) > 0.
Since we know that lim,,_... £(Q,) = £”(Q), we have Tro(Ho(Qn — Q))+ 2 D(pg, —
P0; PO, — Po) — 0 when n — oo and since both terms are nonnegative, we infer

lim Tr(|Hg — x| P'(Qn — Q)P') = lim Tr(|Hg — ex|P(Qn — Q)P) =0 (4.49)
and from (4.48)
lim Tr(|Hg — er| P (Q, — Q)*P') = lim Tr(|Hg — er|P(Q, — Q)*P) = 0.

n—0o0 n—oo

On the one hand, we have that
P|Hg — ep|P > ¢cP|Hg — k|P and P'|Hg — ep|P' > cP'|Hg — K| P’

for some small enough constant ¢ > 0 and some xk ¢ o(Hg) close enough to ep.
Indeed, there are two cases : if ey & o(Hg), this is obvious. Now let us assume that
er is an isolated eigenvalue of H), then there exists o such that (—oo,ep)No(Hg) =
(—o00,a]. Let k = £k & o(Hg). We show the inequality for P, the other case
being similar. There exists ¢ > 0 such that VA € (—o0, ], |A—€p| > ¢/ — k|. Then,

(e} (e}

P|Hg —ep|P = / A —ep|dP\ > c/ |\ — k|dP\ = cP|Hg — K|P.

—0o0 —00

On the other hand, the fact that w is a “smooth” finite rank operator implies
that |Hg — k|7 is finite rank and therefore Hilbert-Schmidt. This, added to the weak
convergence of ((),,) in &, leads to

lim Tr(|Hg — &|7(Q, — Q)*n) = lim Tr(|Hg — k|7(Q, — Q)7) = 0. (4.50)
It is then clear that this yields

lim Tr(|Hg — x[(Qn — Q)*) = 0. (4.51)

n—oo

As we have chosen k ¢ 0(Hg), we can mimic the proof of Lemma 1 and obtain that

c1(1—A) <|Hg— k| <c(l—A). (4.52)
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Hence (4.51) shows that (1 — A)Y2(Q, — Q) — 0 in &,.
Writing now

(Qn - Q)ii = ( Ber P+P)(Qn Q)(’Yper P+P)7
= (Yper = P)(@Qn = Q)(Vpexr = P) + (per — P)(Qn — Q)P
+P(Qn — Q)(Vper — P)+ P(Qn, — Q)P,
= P(Qn - Q)P + (IYper - )(Qn Q)’yger
_(P - ’Yper)(Qn - Q) (P - Vger) + ’)/ger(Qn - Q)(’Yger - P)
(4.53)
and using the results above, we are going to prove that |Hg — x|Y/2(Q,, — Q)™ |Hg —
k|2 - 0and (1 - A)Y2(Q, - Q) —(1—-A)/2 - 0in &,.
We already have that ||Hg — x|V2P(Q, — Q)P|Hq — ,l-§|1/2H61 —n—oo 0. by (4.51).
Then, using that [AB,Alg, < [Alg, [Bils, [Als. < |Ale, |Bale, Als,

|1Ho = K[Y2(3 = P)(@Qn — Q)b Ho — 512,
< [[([Hg — 612 (100 = P)(@Qn — Q) (3 — P)|Hg — 12| o,
+|(1Hg = 512 (o0 — P)(@Qn — Q)| Ho — 5[V2P| o
< [1Hg = 6["*(3 = P)| 6, 1(@n = Q)lls, | (40 — P)Hg — 52| o,
+|(1Hg = 512 (150 = P)| 6, [(@n — Q)1 Ho — 52|, 1P,

|Hg — £[72(10 — P), (We: — P)|Hg — £|'/? being bounded in &, and P being a

bounded operator, (Q, — Q) — 0 in &, and (Q,, — Q)|Hg — k|2 — 0 in &,, we
Q

infer

H|HQ - H|1/2<f}/ger - P)(Q )7per|HQ 1/2H6 n—00 0.

In the same way, |||[Ho — &[5 (Qn — Q) (10 — P)|Hg — /-c|1/2H61 —n—oso 0 and
H|HQ - H|1/2(786r - P)(Qn - Q)(Vger - P)|HQ - H‘l/QHGI —n—oo 0. The pI‘OOf is the
same for (Q, — Q)" .

(1-A)Y2(Q,—Q) " (1-A)Y? — 0in &, comes from |Hg—r|"?(Q,—Q) " |Hg—
k|2 — 0 and (4.52).

Step 3 : Proof that (c)=(b)

We argue by contradiction. Let (@Q,),>1 € K be a minimizing sequence for £¥(q)
which is not precompact for the topology of Q !. By the density of K, in K, we can
further assume that each @, € K,. The bound (4.28) on the energy tells us that
(Qn)n>1 is bounded in Q. Then, up to extraction and by Proposition 4, we can
assume that @, — @ € K where Tro(Q)) # ¢, and that pg, — pg weakly in C. We
write Tro(Q) = g — ¢’ with ¢’ # 0. We now prove that

E“(q) > E"(q¢—¢') + E°(¢) (4.54)

LA sequence (Q,)nen is precompact for the topology of Q if it admits at least a subsequence
which converges strongly to some limit in O.
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which will contradict (c). To this end, we argue like in the proof of [24, Thm. 3] :
consider a smooth radial function y with support in B(0,1) such that 0 < y <1

and xy = 1 in B(0,1/2); define yg(z) := x(x/R). Then let be ng := /1 — x%. Let
us introduce the following localization operators

YR = f)/geranyger + (Vger)J—nR«yger)l? XR = Y; 1— Y}%

Lemma 5. We have for all 3 < p < o0,

177, Voer] s, = O(R™'+3/7), |Yr —nrls, = O(R™'3/7), (4.55)

Moreover | X3 — X%H% = O (R™13/7).
Proof of the Lemma. By (4.104) and (4.105),

[fygemnR] = % [(’Z o ngr>717 TIR] dZ?

1 _ _
= —Z(z _H[?er) 1[H§er7nR](2_H§er) 1dz?
_ __,/(Z_HO VLA, ] (= — HO )L ds,

per

= —— | (= Hy) (1= D)1= A) 7 [Ang] (1= A)7 (1 = A) (2 — Hye) ' dz,

per

with (z — H),.)~'(1 — A) uniformly bounded by Lemma 10 so it remains to prove
that (1 — A)~' [A,ng] (1 — A)~! is bounded in &,. Moreover,

[A,nr] = Angr+2Vng-V,

= Z 9:(9inr) + (0inr)0;,

then,
[ =A)AmR -2, = |A-a)" (Z 0:(Dimr) + <amR>ai) (1-4)" R
< la-a) (Z@(amR)) (1-4)" K p
+l=-a)" (Z(ammai) (1-a)" X
< 2 (Z(amR>> (-7
< C|> @mm)| ”

i

L4
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for ¢ > % We have first used that applying (1 — A)~19; is equivalent to multiplying
by HPW in Fourier mode, which is bounded. Then with the Kato-Seiler-Simon in-
equality we got the last majoration. Finally,

t/‘h%nR<andx _ t/“LR-%ancr/andx,
R3 R3

R3 dx
- = [ ot mp

1
~ s [ (el da,

which yields | [nr, 75e,] 5, < C' =557 1Vl . for ¢ > 3.

Eventually we notice

Ye—nr = YpalrVoer + Voer) 1R(Voer)™ — s
—(17—-vgw)nﬁwﬁer—-vﬁanR(l——wﬁa),
—(1 = Vper) (18 Vper) + Vper 1R Vper)
= (1= 295) [Vper 11R]

and thus (4.55) is proved since 7, is bounded. Finally, X3 — x% =1 - Y3 — x% =
n% — Y3, then by (4.55) and since |Yz| < 1, |nr| < 1, | X3 — X%%”@p = O (R™113/7).

Lemma 6. One has

| [V, 11,

0, — S |HY, — 572 = O(R ™) (4.56)

er

where we recall that ¥ = (X3, + X7, ,)/2 is the middle of the gap.

Proof of the Lemma. We use the well-known integral representation of the square
root [3]

1 [~ |HY —X%
mg_mw:_/’ [ Hye = 2| ds (4.57)
0

TJo s+ |HS — 35

er

Recall that Y = 700 rVper + (Vper) Mr(79er) "~ For shortness, we only detail the
estimate of the term involving (7)) nr(75,)", the proof being the same with ~J,,

as these operators are both bounded and commute with |HJ,. — 3. Using that, and
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then the fact that [A, 7] = £(BA — AB)+, we see that it suffices to estimate

gt [ L?R’ e S TR
= () /000 [nR,l | e~ S O
= () /Ooo—s e 1_ | 1 - S g
= |~ b 20 s e~ T L)
— g [ ﬁ[n A] 7 ier_2|| S RO
I ber - ber
(4.58)

Then [ng, —A] = (Ang) + 2(V773) V, hence H nr, —A] |H
where we have used that V|H per — ¥|~¥2 is a bounded operator by Lemma 1. Then
we use that |H per — X| > € for some € > 0 to estimate the last right hand side of
(4.58) in the operator norm by

lin, A1 153 = 51772 [ 225 = o),

(€+s)?

o E‘_l/QH — O(R_l)

per

Notice now that YzQ,Yr € K for all R > 1 (the same is true for XzQ, X but
we shall actually not need it). To see this, notice for instance that

R n R per B R7 per -
(1+ [V (YaQnYr) = —=(1+ [V)| Hye, = ST ( [Ya, [Hpe, — 5[] x
| per - Z]| 1/2| per Z|1/2Q7LYR - YR| per - Z|1/2Q7LYR) (459)

which belongs to & since |HJ, —%|"2Q,, € &y and [Yg, |HY,, — S|'/?] |HS, — 2|7/
is bounded by Lemma 6. The proof that (1 + |V|)(YrQ.Yr)""(1 4 |V]|) and (1 +
V) (YrQ,YR)™ (1+ |V|) are trace class is similar since 70, and (7),,)" are bounded
and commute with |H),. —¥|. Eventually, to prove that —v),, < YrQnYr < 1-77,,
we use the equivalent condition (4.17), the fact that 7., and (7),)* commute with
Yr and that 0 <Yz <1

(Qn)2 < Q:Jr - 771,77
Yr(Q1)*Yr < YrQ YR — YrQ,  Ya,
YRQn<YR)2QnYR < YR(Qn>2YR < (’Vger)J_YRQnYRCVger)J_ o VgerYRQ”YRnger’
(YrQnYr)” < (YRQnYr)™H — (YRQnYR) ™™,
—Yoer < YrQnYr <1 — 70,
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We are now able to prove (4.54) as announced. We write, following [23],

E4(Qu) = Tr(Xn|Hl, = Z|2(QF = Q)| Hoy — S|V Xp)
+Te(Yr|HY,, — SIV2(QF — Q)| HY — ZI'2YR) + ETro(XprQn Xr)
1 1
+ZTI'0(YRQ11YR) + §D<an —V,0Q, — y) — §D<U, V)
(4.60)

where we have used that [0, Xr] = [Vper, Yr] = 0 to infer Tro(Qy) = Tro(XrQnXr)+
Tro(Yr@,nYr). Then, by Lemma 6 and using the fact that (Q,),>1 is a bounded se-
quence in Q, we deduce that

Tr(YR|ngr - Z|1/2<Q:+ - Q;Li)‘H;()]er - E‘I/QYR)

> Te(|HY, — SIV?Yr(Q) — Qu )YalHY, — S[7%) — C/R  (461)

er

for some constant C' > 0. Arguing similarly for the other terms, we obtain

E(Qy) > SO(YRQHYR) + TT(XR|H8er _ Z|1/2(Q:+ _ Q;_)|H§er . Z|1/2XR)

FSTrR(Q) +Qu )xw) + 5 Dlpa, — ¥, pa, —¥) — 5 D) — /R (4.62)

for some constant C’, where

SO<Q) = Tr(‘H;()]er - 2‘1/2<Q++ - Qii)‘HOer - Z|1/2> + ZTI'()(Q)

p

Recall (Proposition 3)
E%(q) = nf{E°(Q), Q€K Tr(Q)=gq}.

Thus, using
q = Tro(Qn) = Tro(YrQnYr) + Tro(XrQnXr),
and the fact that ¢ — E°(q) is Lipschitz by Proposition 3, (4.62) yields
EV(QN) > Tr(XR|HSer - Z|1/2(Q:+ - Q;7)|ngr - Z|1/2XR)
+ETr(xr(Qf " + Q7 )xr) + E° (¢ — Tr(xr(Q) " 4+ Q.7 )xr)) (4.63)

1 1
+§D(PQn — VU, pq, — V) — §D(1/, v)—C'/R.

Let us now pass to the limit n — oo. First we notice

llrl;riglf TI‘(XR|ngr B Z|1/2(Q:+ - eri)‘ngr - 2‘1/2XR>
> Tr(xg|Hpe — Z[VHQT — Q77) [ Hpe — Z?xg), (4.64)

p
liminf D(pq, — v, po, —v) = D(pg — v, pq — ) (4.65)

by Fatou’s Lemma and the weak convergence pg, — po in C. Then

Tim Tr(xrQ, "xr) = Tr(xaQ " xr), lim Tr(xrQ, xr) = Tr(xaQ  Xr)
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which is obtained by writing for instance
Tr(xrQy "xr) = Tr(xr(1+ V)T 1+ VDRI (1 + V(1 + V)" 'x&)

and using that xp(1 + |V|)™' is compact (it belongs to &, for p > 3 by the Kato-
Seiler-Simon inequality) and that

(L+[VDQR 1 +|V]) = Q1+ V)@ (1 +|V])

for the weak-x topology of G;. Thus,

E¥(q) = liminf £/(Qu) = Tr(xal H = S12(@* = Q)| HE — S xn)

+E2Tr(xr(QTT + Q7 )xr) + E°(¢— Tr(xr(QTT + Q7 )xr))

+ 5Dpg — v,pg —v) — 5D(v,v) ~ C'/R. (466)

Passing now to the limit as R — oo, we have that yg — x(0) = 1 and therefore

EV(Q) > Tr(’H[?er - 2‘1/2<Q7—’L—+ - Q;_)‘ngr - 2‘1/2)
HET(QT + Q) + E%(¢ — Tr(QTF + Q™)

1 1
+§D(pQ_V7pQ _V) - §D(l/,l/),
which is equal to E”(q—¢') + E°(¢') where we recall that ¢ = ¢—Tr(QT"+Q ") =
q—Tro(Q), so we obtain (4.54). This contradicts (3) and ends the proof that (b)<(c)
in Theorem 3.

Step 4 : Characterization of the q’s such that (c) holds

Because ¢ — E"(q) is a convex function, it is classical that the set [ = {q €
R, (c) holds} is a closed interval of R, see e.g. [21,46]. It is non-empty since it
contains Tro(Q) for any minimizer Q of EY . obtained in Theorem 2, for any € in
the gap (X}, ,). Additionally, ¢ — E"(g) is linear on the connected components
of R\ I and [ is the largest interval on which this function is strictly convex. Let us
now state and prove the

Lemma 7. Let Z € N\ {0}, v € L'(R3) N L*(R3), and assume that (A1) holds.
Assume that Q1 and Q)2 are respectively two minimizers of E¥(q1) and E¥(q) with
¢ # q2. Then po, # pq, and therefore

E'(tgp+ (1 —t)g) <EY(tQr + (1 —t)Q2) < tE(q1) + (1 —t)E"(g2).

Proof of the Lemma. Assume by contradiction that pg, = pg,. As we saw before,
the operators (); and (), satisfy the self-consistent equations

Ql = X(*Ooyﬁl)(HQl) - fyger + 517 Q2 = X(*00762)(HQ2) - Vger + 52
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where 0 < §; < 1 and Ran(d;) C ker(Hg, — €x) for k = 1,2. Necessarily €; and e,
are in [X}, 37, ] otherwise Q; and @, would not be compact, which is not possible
since every operator of K is compact. Since Hg, = ngr + (pg, —v) x| - |7t =
H). + (pg, —v) * | - |71 = Hg, has only a point spectrum in the gap, we deduce
that if ¢, € (XF,%7,,), then necessarily ker(Hg, — ¢;) is a finite dimension space
and thus ¢y, is finite rank. If ¢, € {3}, ¥ ,.1}, then it can easily be proved that at
least d;, € &;. Hence Q1 and (), differ only by a trace-class operator : Q2 = Q1 + 9,
with § = d — dy, thus in &; : Tr|§| < oo. Now 0 # g2 — ¢1 = Tr(d) = [ ps which

contradicts our assumption that p; = pg, — pg, = 0. Then, for the energy, we have

E"(tqy + (1 —t)g2) inf{€"(Q),Q € K, Tro(Q) = tq1 + (1 — t)ga},
EV(tQ1 + (1 —1)Q2),

t&(Q1) + (1 =) (Q2),

tEY (q1) + (1 = 1) EY (q2),

A A

by the strict convexity of p — D(p, p) and since pg, # pg,-

Corollary 3. There is no minimizer for EV(q) if ¢ ¢ I, the interval on which (c)
holds. Thus (a) implies (c).

Proof of the Corollary. Assume that there is a minimizer (); for some ¢; ¢ I, for
instance ¢; > max [ := ¢o. Applying Lemma 7 to ¢; and ¢, shows that E¥(-) will be
strictly convex (and cannot be linear) on [¢2, ¢1], which contradicts the definition of
I being the biggest interval on which E¥(-) is strictly convex.

Conditions like (c¢) appear classically when analyzing the compactness proper-
ties of minimizing sequences, for instance by using the concentration-compactness
principle of P.-L. Lions [39]. They are also very classical for linear models in which
the bottom of the essential spectrum has the form of the minimum with respect to ¢’
of the right hand side of (c), as expressed by the HVZ Theorem [28,48,49]. Assume
for simplicity that ¢ > 0 and that () can be written as in (4.36) and (4.37). When
0 < ¢ < q, (c) means that it is not favorable to let ¢’ electrons escape to infinity,
while keeping ¢ — ¢’ electrons near the defect. When ¢’ < 0, it means that it is not
favorable to let |¢| holes escape to infinity, while keeping ¢ + |¢| electrons near the
defect. When ¢’ > ¢, it means that it is not favorable to let ¢’ electrons escape to
infinity, while keeping ¢’ — ¢ holes near the defect.

We do not show here when (c) holds true. Proving (c) usually requires some
decay property of the density of charge pg for a solution @ of the nonlinear equation
(4.32). In particular, knowing that pg5 € L'(R®) would be very useful (see Remark
3). We plan to investigate more closely the decay properties of p5 and the validity
of (c) in the near future. At present, the validity of a condition similar to (c) for
the Bogoliubov-Dirac-Fock model was only proved in the nonrelativistic limit or in
the weak coupling limit, see [24].
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4.4 Thermodynamic limit of the supercell model

As mentioned before, we shall now justify the model of the previous section by
proving that it is the thermodynamic limit of the supercell model.

Let us emphasize that there are several ways of performing thermodynamic li-
mits. In [12], the authors consider a box of size L, Ay := [~L/2,L/2)3, and assume
that the nuclei are located on Z* N Ay. Then they consider the rHF model of Sec-
tion 4.1 for N electrons living in the whole space, with N = ZL? chosen to impose
neutrality. Denoting by p;, the ground state electronic density of the latter problem,
it is proved in [12, Thm 2.2| that the energy per unit cell converges to Iger, and that
the following holds :

L7 " pulz—k)— /o, (4.67)

k‘eZ3ﬂAL

L (R?), strongly in L (R?) for all 2 < p < 6 and almost everywhere on
R? when L — co. Let us recall that I, and 7). are defined in Section 4.2.

Another way for performing thermodynamic limits is to confine the nuclei and
the electrons in a domain €, with Q27| — oo, by means of Dirichlet boundary
conditions for the electrons. The latter approach was chosen for the Schrédinger
model with quantum nuclei in the canonical and grand canonical ensembles [43] by
Lieb and Lebowitz in the seminal paper [34] (see also [31]), where the existence of a
limit for the energy per unit volume is proved. The crystal case in the Schrédinger
model was tackled by Fefferman [18] in the same spirit. We do not know whether
Fefferman’s proof can be adapted to treat the Hartree-Fock case.

Another possibility, perhaps less satisfactory from a physical viewpoint but more
directly related to practical calculations (see e.g. [16]), is to take 2, = Ay and to
impose periodic boundary conditions on the box Aj. Usually the Coulomb interac-
tion is also replaced by a (LZ3)-periodic Coulomb potential, leading to the so-called
supercell model which will be described in details below. This approach has the ad-
vantage of respecting the symmetry of the system in the crystal case. It was used by
Hainzl, Lewin and Solovej in [25] to justify the Hartree-Fock approximation of no-
photon Quantum Electrodynamics. The supercell limit of a linear model for photonic
crystals is studied in [75].

Of course the conjecture is that the final results (the energy per unit cell and the
ground state density of the crystal) should not depend on the chosen thermodynamic
limit procedure. This is actually the case for the reduced Hartree-Fock model of the
crystal. See [26] for a result in this direction for a model with quantum nuclei.

weakly in H}!

Let us now describe the supercell model. For L € N\ {0}, we introduce the
supercell A; = [~L/2,L/2)? and the Hilbert space

L2 (Ar) = {¢ € L} (R®) | ¢ (LZ?)-periodic} .

per loc

The lattice R is now LZ? and its reciprocal lattice R* = %’TZ‘O’, hence the
Brillouin zone I'* becomes [, w)‘?’, with n = 0if L is even and n = 1/2 if

L is odd. We keep the notation I' = [-1 1)3 = A;.
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We also introduce the LZ3-periodic Coulomb potential G, defined as the unique

solution to
1

kez3
G L 7Z3-periodic, mings G, = 0.

It is easy to check (see Section 2.4) that Gp(x) = L™'G,(z/L) and that
c A 1 .
GL<SC) = E + Z W ﬁ e .
keR*\{0}

Now we recall that for any LZ3-periodic function g,

(g*a, Gr) (z) == | Grlz—y)g(y)dy,

De, (f.9) = / / Grle — y) f(z) gly) dz dy.

An admissible electronic state is then described by a one-body density matrix v in
Pt = {7 € BULLLA) |77 =7 027 S 1 Toag ga,(~0) < o0 .

Any v € Py, has a well-defined density of charge p,(x) = vy(z,x), where y(x,y)
is the kernel of the operator ~. Notice that v(z + Lz,y + Lz') = ~(x,y) for any
2,7 € 73, which implies that P~ 18 L7Z3-periodic.

Throughout this section, we use the subscript ‘sc’ to indicate that we consider
the thermodynamic limit of the supercell model.

4.4.1 Thermodynamic limit without defect

Because our model with defect uses the defect-free density matrix of the Fermi
sea as a reference, we need to start with the study of the thermodynamic limit
without defect. We are going to prove for the supercell model a result analogous
to [12, Thm 2.2].

The reduced Hartree-Fock energy functional of the supercell model is defined for
v € Py, aS

1

1
£2.0) = Ty (—587) + 306, (61 o, — )

where we recall that fi,e(z) = > peps Zm(z — R) is a Z3- (thus LZP-) periodic
function. The reduced Hartree-Fock ground state energy for a neutral system in the
box of size L is then given by

[SOC,L = inf {SSOC,LC'}/)? Y € PSC,Lu //; p“{ = /A Hper = ZL3} . (468)
L L
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Let us recall that I, 70, and H). are defined in Section 4.2. We are going to prove
the following

Theorem 4 (Thermodynamic limit of the defect-free supercell model). Let
Z > 0.

i) For all L € N\ {0}, the minimizing problem I, ; has at least one minimizer, and
all the minimizers share the same density. This density is Z3-periodic. Besides, there
1S one minimizer 7307 ; of (4.68) which commutes with the translations 1, k € Z3.

ii) The following thermodynamic limit properties hold true :

e (Convergence of the energy per unit cell).

[0
. sc,L 70 .
i, 5 = T

e (Convergence of the density).

VP /P weakly in H (R?), (4.69)

P, = PR, strongly in LY (R*) for 1 <p <3 and a.e.;

loc

e (Convergence of the mean-field Hamiltonian and its spectrum). Let

0 — J—
HSC,L -

5 T (P, = Hper) 51 G

seen as an operator acting on L*(R®). Then, for all L € N\ {0}, HY, | — HJ,, is a
bounded operator and

lim ||HY. , — Hp || = 0.

L—o0 per

Denoting by (A2(€))nem joy the nondecreasing sequence of eigenvalues of (HY,. )¢ for
& eT™, one has

lim sup sup [AL(E) — A ()] =0 (4.70)
L—oo neN\{0} £er*

where (A (§))n>1 are the eigenvalues of (H),.)¢ introduced in Theorem 1.

ii) Assume in addition that (A1) holds. Fiz some ¢p € (33,%,.,). Then for L
large enough, the minimizer fygq . of ISQ 1 48 unique. It is also the unique minimizer
of the following problem

ISOC,L,EF = lnf {E/.SOC,L(,}/) - EFTrL%er(AL)(’Y)7 ,y 6 PSC,L} . (47]‘)

Proof.
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Step 1

1

Let us first prove that limsup — 5 [SOC L < Iger Starting from the Bloch decompo-
L—+00

sition

1
0 0
= d
/Yper (271_)3 /F*(’Yper)f g

of fyger it is possible to construct a convenient test function 7. 1, for (4.68) as follows :

1 . ] ] .
~ — i&x —i&'x /0 , i€ Yd ! —i€y
Fele) = E 2 ¢ (/ﬁ[—“z sy, © OB € g) ©

£e2rz3nr-

with n = 0 if L is even and n = 1/2 if L is odd.
It is easy to check that 7y, is self—adjoint nonnegative and satisfies p5_, = po_

(see Section 2.4). In particular, since (2 fr* Trrr Y(Wer)e dé = Z < 00, we can

write
/ Poer, = / fper = Z L.
Ap, Ap,

Then, when f € L2, (AL), Jee,rf is also in L2 (Ap) if

per
Vz € LZ?);”?SC,L(LU + z,y) = ?SC,L(x,y + Z) = ?SC,L(x,y) Va,y € R

To ensure that, we use that (73,,)¢ is in LZ(T'), which implies that e 7*(13,, )¢ (z, )€’ € L2, :
for z € LZ3,

e (e (w42, )Y = e (e (2,9)eY = T (1pe e (@, y+2)e 0,
As ¢ € ZZP N T, ) = % and e ®WT2) = ¢~ for every z € LZ*. So

Vse.r, € 61(L per(AL)) and it was verified in Section 2.4 that finally 7. 1, is in P 1.
Now, since both po and p,e are Z*-periodic,

DG’L (p:/sc,L — Hper; Pyee, — Mper) =L’ Dg, (,Oyger ~ Hper; P18, — Mper) :

To establish this inequality, we use the fact that Wi(z) = [ Ay Gr(xr —y)f(y)dy
verifies

—AW, = 4n(f - f);

Az (4.72)
/ W, = 0.
Ap

with f Z*-periodic and W, LZ?-periodic. Besides Wy = [. G1(z —y)f(y) dy verifies

—AW, = 47T(f—/rf),

/leo,
I
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with f Z3-periodic and W, Z3-periodic hence LZ3-periodic. The potential WW; the-
refore also verifies (4.72) and by uniqueness of the solution of this elliptic system,
Wi, = Wi and therefore, taking f = p,o  — fper, the result is proved.

Besides, the kinetic part of the energy reads

1 1 1 1o,
T3 Tia(Ar) (—§A%C,L) = @y /F Trramy <—§A (Vper)g) de

|§ - §/|2TrLg,(F)((’yI?er)fl) dgl

1
- 2(2m)3 Z g4[-2m 2x(=m)yg

_ ¢ _eny , . 0 .Y J¢!
(271_)3 Z /£+[2_7r77_ 27r(1*n))3 (6 f ) TrLg,(F)( ZV(Vper)f ) dg .
¢ 23 A
It follows from the boundedness of |.. TrLg(p)((l — A)(Yper)e) d€ and from the in-
equality | — 2iV| < (1 — A) that the last two terms of the above expression are

bounded by 0(2%)3 and therefore go to zero when L — 400, hence that

. 1 1. - 1 1 0
S 75 Triz ) <—§A%C,L) = npe / Trpr) <—§(A7per)f) dg.

Therefore limy . oo L3, | (Yse,L.) = Eper(Vper) = I and consequently

1 1
I 10, < lim & (Fuer) = IS,
s il < lim 7560 Cier) =

Step 2

1
Let us now establish that liminf — I , > I°_ . First, the existence of a minimizer
Totoo 35 per

v, for (4.68) follows from the same arguments that we used before in Section 2.2
(see also the arguments in the proof of [12, Thm 2.1]). We now show the uniqueness
of the corresponding density pgg .- Let us assume that there exist two minimizers v,
~v9 with corresponding densities py, p2, and p; # po. Then, by the strict convexity of
D¢, and the linearity of the trace, we have

A A
Eultn + (=07 < Tgan (=30) + -0 T (-572)

(1-1

2

= tgs()c,L(71> + (1 - t) (C:SOC,L</72)7
= [s(,)c,L7

which contradicts the hypothesis of I, ; being the minimizerasty; + (1 —t)y2 € Py -
Hence, p; = po.

t
+ = DG’L(pl - Mpera pP1 — Mper) + 9 DG’L(pZ - MperapQ - Mper)a
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Note that, by symmetry, pl. ; is Z*-periodic. We now define the operator 72, ; as
1 *
’YSC,L = 13 Z T YLTk-

The Laplacian commuting with the translations of Z3, it holds

A A A
Vk € Z3, Tr (—ETg’ka) = Tr <7',;k < — E)fyrk) = Tr (_57) .

The second term of the energy is the same for 7y, 7 as for v, since Priypm (x) =
P2 (x — k) and pf, ; is Z3-periodic. Then it is clear that 7,77 is also a minimizer
for (4.68) for all k € Z*. By convexity, so is 73, ;. Besides, 7¢. ; commutes with the
translations 7, for all k € Z* so that its kernel 1, ; (z,y) satisfies

\V/(ZL‘,y, Z) € Rg X Rg X Zga /YSOC,L('I + Y + Z) = IYSC,L("L‘ay)‘

As we saw in Section 2.4, the optimality conditions imply that %OC, ; can be expanded

as follows .
Yer (@) =75 D D mkee T vie(w) vie(y)e
geZrz3nrx k21

where for any & € 22Z3 N T*, (v} ¢)k>1 is an orthonormal basis of L2, (') consisting
of eigenfunctions of the self—ad101nt operator on L2 (T') defined by

. 1
_§A —1§-V+ (pgc,L — fper) *r G1 + §|£|2

associated with eigenvalues A[(£) < A7(§) < --- The occupation numbers ny . are
in the range [0, 1] and such that

1 L
=D D =72
¢eZrz3nr+ k21
Lastly, there exists a Fermi level e € R such that ny, = 1 whenever \{(£) < g

and ny , = 0 whenever A\ (£) > ef. To get the energy of 7{. 1, we first compute

1 o it L (it i€z "L (i
ViYer = 73 njee (166" “vie(2) v e(y)e Y + eV (2) v (y)e ™),
L

geZzz3nrx kx1

1 ieox ——— it o it TN e
AxVSC,L R Z Znég — |¢Pe® L( )Ulg,g(?/)e ©Y 4 2ige” Vv,ﬁf(x)v,ﬁg(y)e S

ce2zz3nr+ k=1
—l—eig'xAv,f’g (7) v,ﬁg(y)e’ig'y) ,

A A A
TrLl%er(AL) (_E/YSCL) - /A _E’YSOCL("L‘ l’)d = Lg/F_E/YSOCL("L‘7x) dx by PeTiOdiCit%

Y “/mhms V = Aokl da,

geZzz3nrx k>1

- Z ZHMH ”kam (D)

ge2mz3nr+ k=1
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Hence one has
1, 1 nﬁf . L (2
13 [scL gsc L(fysc L) E Z Z T”(_Zv + f)vk,f”L%er(F)
ge2zz3nrs k=1

1
+ ﬁDGL (p“/gc,L — HMper; p'ch,L - :uper)' (473)

We now introduce

e, (T,) T 5, (6 () U g, g (y)e T dE

k>1

where 3;(€) is the unique element of 2ZZ*NI'™* such that £ € 3;,(&)+[— 22, w)‘r*
Y%, can be rewritten

~ 1 &-x —€-
72c,L<x7y> = (271')3 /F* < (VSCL)BL()( )6 £yd£7

where

(%c L)¢ Z ny 5% e(@) vy g(?/)
k>1

the above kernel being well-defined since (fygq 1.)e is trace-class and therefore Hilbert-
Schmidt. Then, it is easy to check that 30, € PZ, so that 3(., can be used as a

per
test function for (4.8). Therefore
g;?er(:ygc,L) > [ger (474)
Let us remark that
pio () = A p(z, @)
3
- _/ anﬁL(£)< ) |%5L(g)( )|? de,
k>1
1 L L 2
- d
Lgﬁ ZQ:ZS r ;( 7T> /5L(£)+[2—7Lm G ys nk’ﬁL(g)Wk’ﬁL(g)(x” &
™ Ar* )

1 2
= o 2 D mameliae@l

ﬁL(E)GQTWZ?’ﬁF* k>1
= VSC,L('rvx) = vaC’L<x>'

Consequently, p-o s Z3-periodic, and one has

1
DGI (p'”ng’L — Hper; p:ch,L - Mper) = I3 DGL (p'ysc ., Hper; p'ch,L - :uper)' (475)
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Besides,
1 [N kﬁL(s)
5 [ Ty | =54 (7se,r.) 1(—=iV+E)vf BL(e ”LQQr(I‘
(2m)3 Jpo E 2 S
1 ”k, .
- > 276||(—@V+5)U£5||%ger(r) + R, (476)
¢e2zz3nr+ k=1
with
kﬁ ¢

Ry = L( ) [(=2V +f)“km ||L2 — I(=2V +5L(5))”£6L(£)“%%r(m :

271' * p

k>1

Putting (4.73)(4.76) together, we end up with 7510, | + R, > I0,.. As

S per:*

|Rp|

kﬁL(é (( —iV + &)k g, 0 Iz — (=0 + Bo(€))vE s, ¢ ||L2€r<F>

™ k>1

(H(—iV + f)”/fm HL,%er(F) + [[(—=iV + BL(@)UIﬁﬁL(g)”L%H(F)) )7

e
< 20 (16 = Bu(©)rka o i)
™ g>1
(”(—iV + 6L(€) = BL(&) + vk 5,0l Lz + I(=iV + ﬁL(f))Uxf,ﬁL(g)HLger(r)> ),
g e
< o Lo ((F ) (H=B0(6) + €0k 5y 0 20
m)* Jr- E>1
L2 (<Y 4 BulE))ob sy ||Lger<p)))
L 3
kﬁL(f) 1 ML) (27
< Z |(=iV + BL(& ))%5 (g)”Lper —/ E— (—) ;
3 v L3 Jp. = 2 L
3 nl 3 6
2 k,BL( . L "B 27
s 5 <Z PN+ Bk e HLgerm) ( > | t\7) %
E>1 1 E>1 ,
1 . 1 .
2 k,Br(¢ L 2 / N 51 (€) 2w\ Z
< = Ty 2
= 73 </F; H ZV—i—ﬁL(f))Uk,ﬁL(E)HLger(r) ; 9 7 5
1
2 o N g, e ,
S s (f) > 27;()H(_N+5L<f>)vif,m(f)”%ger(r) X

ge2zz3nr= k=1

2w 3 nﬁﬂL(f) 2w 6z
A7) X et (7)) 5

ge2mz3nr+ k=1

_ (2N (2 5+ or\® Z
= \I IE L) 2

N
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1
we finally obtain lim g.lof ﬁlsoq L > D

Step 3 : Convergence of the density

A byproduct of Steps 1 and 2 is that (3¢, ;) Len fo} is @ minimizing sequence for

Iger. The convergence results on the density Pro., = P3p, immediately follows from

the proof of [12, Thm 2.1].

Step 4 : Convergence of the mean-field Hamiltonian and its spectrum

One has HY,;, — H),, = ® where ®, solves the Poisson equation —A®; =

Am(py , — pyo,,) on I' with periodic boundary conditions. As it follows from Step 3

that (py0  —p,g,,) converges to zero in L2..(T"), we obtain that &, converges to zero

in H2(T), hence in L>°(R?). Consequently,

per

HHSOC,L - HO

per

(7] ) (4.77)

as L — oo. By the min-max principle, we have

<(ngr)590’ 90>Lger(r)

M(§) = inf  sup

VaCVn wev,\{0} | <P||Lger(r)
, 2
| =iV + &)l o) + Jr Viulol?
= inf  sup ,
VaCVn pev,,\{0} [l L2.,(T)

for n > 1, £ € T*, A\,(&) being the n-th Bloch eigenvalue of H,, in the increasing
order and V), the set of all subspaces of dimension n included in the form domain of
H?_, which is in fact H!, (). Similarly,

per? per

<(HSOC,L)§§07§0> 2
)\ﬁ(g) = inf sup Lo (@)

VaCVn uev,\{0} Il 1)

per

: 2
. [(=iV +§)90”Lger(r) +fp Vs?:,L“P‘Z
= inf sup

VaCVn wev,\{0} lelrz, o

per

)
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where \}(£) is the n-th Bloch eigenvalue of HY, | in the increasing order and V) | =
('OVSC,L — fiper) * G1. Then,

<((HSOC,L)§ - (ngr)f)% S0>L]2;)er(r)

‘)\5(5) — (8| = |[inf  sup )
VnCV QOEVn\{O} H()OHLIQ)M(F)
- . <((Hsoc,L)£ - (ngr)f)% S0>Lger(r)
< in sup ’
VaCV wev,\ {0} ||<P||L2er(r)

Il 2

()
1l

< inf sup HHOL D)
VnCV SOEVn\{O} 86,

= HHSOC,L

Hyee|

which clearly implies that

Sup Sup ’)‘n(g) )‘n(g)’ S H ILHLC>o > 0.
L—oo
n>1¢el*

Step 5 : Uniqueness of 7§C,L for large values of L

In the remainder of the proof, we assume that (A1) holds, i.e. that H’. has a

per
gap.

The spectrum of HY, ; considered as an operator on L2 . (A) is given by

OLger(AL sc L U U )‘ﬁ(g)

neN\{0} £e2273nr*

It follows from Step 4 that there exists some Ly € N\ {0} such that for all L > L,
the lowest ZL® eigenvalues of H. ; (including multiplicities) are

U U »©

1Sn<Z ge2n 73+

and there is a gap between the (ZL?)-th and the (ZL3 + 1)-st eigenvalues. As a
consequence, 7267 ; is uniquely defined : it is the spectral projector associated with
the lowest ZL? eigenvalues of H? ;, considered as an operator on L2_(Az).

sc,L? per(

Step 6

Let ex € (24, ¥,.1)- For L large enough, fygch = X(_OQEF}(HSOQL) = X(—oo,O](HSOQL —€r)
as operators acting on Lper(A ). This means that vgc, ; satisfies the Euler-Lagrange
equation associated with IJ,; , see (4.71). As the functional v — &2 ;(v) —
eFTrL%er(AL)(v) is convex on PSC, I 7sc, ; i1s a minimizer of this functional. Its unique-
ness follows as usual from the uniqueness of the minimizing density, which implies
the uniqueness of the operator HSC ;, and from the fact that 0 is not in the spectrum

Of HSOC,L_GF' |:|
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Remark 5. Notice that some of the above assertions are more precise for the su-
percell model than for the thermodynamic limit procedure considered in [12, Thm
2.2] (compare for instance (4.69) with (4.67)). This is because the supercell model
respects the symmetry of the system, allowing in particular to have a minimizer
732 in the box of size L* which is periodic for the lattice Z*. For an insulator, the
uniqueness of 7Y, ; for large L and the convergence properties of iii) are also very
interesting for computational purposes.

4.4.2 Thermodynamic limit with defect

We end this section by considering the thermodynamic limit of the supercell
model with a defect. Recall that v € L'(R?) N L*(R3) C C is the nuclear density
of charge of the defect. First we recall that we need to periodize this function with
respect to the supercell Ay ; for that reason we have defined (see Section 2.4)

vp(z) =) (Iy,v)(- — L2).

The reduced Hartree-Fock energy functional of the supercell model with defect is
then defined for v € Py 1, as

1

V 1
wo,r(V) =Trrz_ (ap) (—§Av) + 506, (Py = fiper = VL, Py = fiper = VL) -

For ¢p € (X},%5,,), we consider the following minimization problem

I ey = inf {€4,00) = erTrig a0 (7), 7€ P} (4.78)

We recall that 77, is defined in Section 4.2, that EY and Q are defined in Sec-
tion 4.3.2, and that I° is defined in Section 4.4.1. Now we prove the

sc,L,ep
Theorem 5 (Thermodynamic limit of the supercell model with defect).
Let Z € N\ {0}. Assume that (A1) holds and fiz some ep € (X5,%5,,,). Then one
has

_Jo

3 v 1 ]_
lim (I sc,L,eF) = Eep - / v ((pvger - Mper) *T Gl) + §D(V7 V)' (479)
R3

I 0o sc,L,ep
Additionally, if 5. ; denotes a minimizer for (4.78), then one has, up to extrac-
tion of a subsequence,

<7§C,L - "}/SQL)(.T, y) - Q(SE, y)
(R? x R3) and strongly in L?_(R3 x R®), where Q is a minimizer of

loc

weakly in H}

loc

(4.31), as obtained in Theorem 2. Besides,
p’Y;/C,L - p'\/gC,L - ﬁ

weakly in L2 _(R3), where p is the common density of all the minimizers of (4.31).
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Proof. We follow the method of [25]. As in the previous proof, we denote by
9.1, the minimizer of (4.68), which is unique for L large enough and is also the
unique minimizer of (4.71). Let K, be the set of operators Qr on L?_(Az) such that
’YSOC,L + QL € Psc,r- In fact

per

]CL = {QL S 61(Lf)er<AL)) | Qz = Q[n ‘V|QL|V‘ S 61( per(AL))
- fysc,L < QL <1- PYSC,L}'

Er L — EFTrL%er(AL)' For Q);, € K, one has

sc, L €r  Ysc,

We introduce

s e Lcp (’Ysc L+ QL) — sc Lep (’YSOC,L) Trrz, (an) (_%(A’YSC,L + AQL))
+3 DGL(PVSC,L +0QL = Hper = VLy P30, PQu — Hper — VL) — €rTrra an)(Veer) — e Trrz, () (Qr)
~Trrz,a0) (—38%1) = 3D6 (P, = Hpers Pro, = Hper) + EFTI"Lger(AL)(%cL)
= TrL%er(AL) (_%AQL) + Dg,, (pvgc’L ~ Hper; PQL — ) + QDGL (pQL VL PQr — )
—erTrrz a,) (@),
=Trrz, a) (Hee 1Qr) — Da, (pqr. ve) + 5D, (Pr: Pav)
—erTriz, (a,)(Qr) — Da, (e, pyo , — tper) + 5D, (Vs vi).

Note that in the above expression, H{, ; is considered as an operator on L2 (Ar).

Using Theorem 4, we can write that

per(

Trrz, ) (He 1Qr) — €rTrrz a,)(Qr)
= TrL%er(AL)«HsOc,L —ep)(1 - 'ch,L + ’YSCL)QL( - ’YSCL + ’VSC,L))a
= TI'LIQ)er(AL)((HSOC,L —er)(Qf P Qr ))v
= Trez ) ([HE, — er|(QFTF = QL™1)),

since Trpz (a,)((H., — €r) Hhy >0, Trrz, (a,)((He. p — er)Q, ") < 0 and

TrL;Q)er(AL) ((HSOC,L - GF) (1 - VSC,L>QL/VSOC,L) TI'Lger( L) ((Hs 6F)f)/sc LQL (1 fysc L))
0, where we have set

TP =190 )Q(1—7%,) and Q=10 ,Q1% ..

Then the equality on the energies can be rewritten, for L large enough, as

scL 6F(,}/SC L + QL) sOcL eF(’Ysc L) TrL%er(AL)(|H§c, €F|(Q++ b Q__ L))

1
+ §DG'L (pQL — VL, PQr — VL) - DGL(VL’ p'ch,L - :uper)' (480)

It follows from (4.80) that

[sl,/C,L,eF - [SC,L,EF = inf {E:C,L<QL) - 6FTI"LE,H(AL)<QL)7 Qr € /CL}

_DGL<UL7 VL)-

- DGL(Vvang’L - Mper) + 9
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where
v 1
Esc,L(QL) - EFTrLEer(AL)(QL) = —Dg, (pQL7 VL) + §DGL (me pQL)
4 Trgg ) (1 — er V205 — QM — erl2).

per

First, using v being in L'(R?) N L*(R?) and the convergence of &, = (po  —
nger) *r G to zero in L™ (see Step 4 of the proof of Theorem 4 in Section 4.4.1),
we obtain

1

1
_DG'L(VvangL _Mper) +§DG’L(VL7VL) - = /3 V((pvger _Mper) *r Gl) +§D(V7 V)'
’ R

Indeed, we have

Do, iy, — ty) = [ (Gu e, ve)(a) i) do
- Y aGlat)P

ke2273\{0}

where ¢ (f) denotes the k-th Fourier coefficient of f. We already know that ¢ (Gp) =

é—‘g for k£ # 0 and we compute
1 —ik-x
cr(vy) = 3 Z v(x — Lz)e dz,
12 AL zeg3 ,
= 3 Z v(rx — Lz)e_’k'(x_Lz) dx, by periodicity, for k € %Z?’,
L> 273 VAL
1 ik
- 73 v(y)e " dy,
Lg Z%j’ *LZ+AL
1 .
- ﬁ/gy(y)e "V dy,
R
3
2w\ 2 .
= (f) v(k),
hence
dm (27, .
Do) = Y ()P
keEZ2\{0}
which converges to D(v,v) = 4 [g Iﬁ\(lcklg|2 when L — oo by convergence of the

Riemann sums.
Thanks to the proof of Theorem 4 in Section 4.4.1, we have that G *p (p.o -
per) = G *ap (P L [per) SINCE p0 .~ Dper 18 Z3-periodic and its integral over
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I' is equal to zero. Then,

Do v, —te) = [ (Grov (o, = ) ) (o) o

/ (Grsr (p’ch,L - p'yger))(ff)VL(x) dx

Ar

| G (g, = ) (o) o

<

’DGL(VLa p'ygc,L - :uper)

+

Y

the first term converges to zero thanks to the convergence of ®;, = (p.0 L= pyger)*pGl

to zero in L> and the fact that v is in L'(R?), yielding that the sequence (L], ))
is bounded. Then, similarly to what we did abgze\,we have the convergence of the
Fourier series of the second term to 47 [ps (050, — fiper) (K)0(K) /| K| dk.

Our goal is to prove that

lim EY, ;= E, (4.81)
where
B, = inf { EL 1(Qr) = erTrig ) (Q1), Qu €Ki} (4.82)

Step 1 : Preliminaries

In the proof of (4.81), we shall need several times to compare states living in
L2..(Ar) with states living in L*(R?). To this end, we introduce the map
i L*(R%) — L2, (Ap)

per

o = Y (L)~ L),

2€73

Notice that (iz)* : L2, (Ar) — L?(R?) is the operator which to any periodic func-

per

tion ¢ € L2, (AL) associates the function 1,,¢ € L*(R?). Remark that iy (iy)* =
Idps (r,) Whereas (ir)*i;, = 1,,. Hence i;, defines an isometry from L?*(Aj) to
L2..(Ar). The equality (ir)*ipe = ¢ is only true when ¢ € L*(R®) has its support
in Ap. When ¢ € H'(R?) satisfies Supp(¢) C Ap, then one also has 0,,ir(¢) =
ZL(8:B190>

Notice in addition that if A € &(L2,.(AL)), then (ir)*Ai, € &1(L*(AL)) C
S, (L?*(R?)) and

TrL%er(AL)(A) = TFL2(R3) ((ZL)*AZL) .

Similarly if A € &,(L2,,(AL)),

per
| Al Gp(L2e(AL)) — || (iL)*AiL||6p(L2(R3)) : (4.83)

Finally, we shall use that for any Z3-periodic bounded function f, i, f = fiy,
where we use the same notation f to denote the multiplication operator by the
function f acting either on L2 (Ap) or on L*(R?). Similarly, the operator H. , =

per



4.4. THERMODYNAMIC LIMIT OF THE SUPERCELL MODEL 123

—A/2+ (pyo., — pper) #r G can be seen as acting on L2..(AL) or on L*(R?) and we

use the same notation in the two cases. Then we have for any ¢ € C;°(R?) satisfying
Supp(p) € AL

HOC L'L.L(p - ZLHSC LY- (484)

S

Notice that one can also define —iV on L?*(R?) or on L?_(A;) and we shall adopt the

per
same notation for these two operators. We gather some useful limits in the following

Lemma 8. Let be ¢ € L*(R?) and ¢ € C{°(R?). Then we have as L — oo
1. (ig )*WSCLiLw — Yper¥? 10 L (R?) ;

i) Hg 1 Yee 1% — Hpo Vet in L*(R?) ;
i) Avge iz — Ay in LA(R?) ;
)*
)

-
-
() A+ [V)ie — (1+ |V|)90 in L*(R%) ;
- (i
(7

I NS

in)*|HS. , — er|"?ire — |HY, — er|'?¢ in L*(R?) for any fived ep in the gap

 Sz41)-

Proof. The operator (i L)*/YSOQ 141, being uniformly bounded with respect to L, it
suffices to prove the first assertion for a dense subset of L?(R%). Hence we may
assume that ¢ = p € C°(R?).

Let K be a compact set in the resolvent set of H°

per®

We are going to prove that

lim (ip)"(2 — Hy 1) i =100 (2 = Hp) 7' (4.85)

L—oo
in L?(R3), uniformly for z € K. To this end, we first notice that by Theorem 4, K
is contained in the resolvent set of HSOQ ; for L large enough. More precisely, there
exists C(K) > 0 such that for L large enough | (z — lLISQL)_lHB(L2 () < CK). We

also know from Theorem 4 that for all € > 0, there exists Ly > 0 such that for all
L > Ly, H per SCLHB Lger(AL)) < C(K) Then, using that (z — A)™! —(: — B)™! =

(z— A1 - (1—-(2—A)"YB—-A))™!), we obtain for L large enough

H( —HY ) - (Z_ngr 1HB(Lger(AL))
— e — 19, 1—(1—<z—H£CL> NHS, — HY. )

per

HB L. (AL))

< H( - HSOCL IHB L3 (AL)) Hl —(z- Hsoc,L) (ngr N chL )" 1Hlﬁ‘(L%r(/\L))
< O(K) Z (== H 1)~ (ngr - HSOC,L))kHB(L%er(AL))
S C(K) 1 _ 6’
thus
H(Z - HSOC,L)il (z — ngr 1HB(LI2)er(AL)) — 0.
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Hence it suffices to prove (4.85) with H{, ; replaced by H).. (seen as an operator
acting on L2 (Ap)). Assuming L large enough for Supp(¢) C Ay,

(i) (2 ngr)fliw(x)

=) > (/RS en(koy) Y (La,0)(y — L2) dy) la, (z)en(k, x),

ke2xz3nr= n>1 2€73
- YA 2 (A e ) 1 e ),
ke2273nr n>1 zeZ3 AL
- Y S ([ A ) b e
ke QWZSF‘IF* n>1 z€Z3 —Lz+Ap

=Y Yo ( [ e L (alenh o),

keZrz3nr* n>1

: , L
[60) (2 = Hoe) Minllan = D D mp

ke2rz3nr+ n>1

2

| el

Now, taking the scalar product against a function ¢ € C$°(R®), we check that
(ir)* (z — H2,) Yz — (2 — H2,,) ¢ in D'(R?) : for L large enough so that

per per

Supp(¥) C A,
<(ZL) (2 — ngr) LLLSO w>L2 J(AL)

DD M ( en(k:,-)go)/ALen(k:,x)@/)(m)dx,

3
ke2zz3nr+ n>1 R

. 2(2”)3% (/Rgen(k,-)go) /Rgen(k,:v)w(x)dm,

ke2zz3nr+ n>1

) |r*|/ €S g ([ @) [ et i

= <(’Z - H;()]er 7_19071/}>L2(F)

by convergence of the Riemann sums. Then, similarly, || (i1)*(z — Hb.) Vi, &) =
H (2 — H? cpH 285" also because it is a Riemann sum over k. This yields the strong

per
convergence of (ip)*(z — HY,) lipp to (z — H),) "' in L*(R?).

For the proof of (1), it then suffices to choose a curve ¢ around the first Z bands

of H° and use the above convergence of the resolvent in the Cauchy formula.

per
Assertion (2) is an easy consequence of (1) and (4.84). Indeed, by Theorem 4, we
know that limj_.. |HS, | — HY., se@sy — 0- Since (12)*7%. iz is bounded, this

implies that for L large enough such that Supp(yp) C Af

H(Z’L)*’YSOC,L(HSOC,LZ.L ZLHper SOHLQ(RS) - H(Z’L)*’YSOC,LiL(HSOC,L ngr SOHLQ(]RS) — 0
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where we have used (4.84). Then we notice that H),. € L*(R*). Hence (1) implies
that limy oo || ()% 101 — Vo) Her }LQ(RS) = 0. The argument is exactly the
same for the third assertion (3). Assertion (5) can be proved in the same way, using
(4.84) and the integral representation of the square root (4.57).

Finally, it remains to prove that (4) is true, which is done by computing explicitly,
for L large enough so that Supp(¢) C Ay,

)3/2 ‘
)+ Wi = Y B ka1, (). (480

2
kesE73

To prove (4.86), we begin by expanding the periodic function iz, in Fourier series

(o)) = 3 Li<so>

keZxz3
with
. 1 ik
i) = =5 [ S (e - La)e P,
L2 Jay 2€73
1 ,
= — Z o(x — Lz) e *@ L g
2 273V AL
= — x)e " dx,
I /R pl@)

- (7) 0,

where ¢(k) is the Fourier transform at point k of the fonction ¢ € L?(R*). Then,
multiplying by (1 + |V]) corresponds to multiplying by (1 + |k|) the k-th Fourier
mode. Finally (i} ) consists of multiplying the L2 . (A) function by 1, , hence (4.86).
Consequently,

o . 2m)3 .
e (L4 Dol = 32 R4 BRI oo 101+ (VDA e

2
keI73

The strong convergence is obtained as above by the convergence of the Riemann
sums when L — oo.

Lemma 9. Let V € C°(R?). We have as L — oo
(i) (1 = A) i (V)i — (1= A)7Y, (4.87)

(i) (L + V)i (V)@ + V)l — A+ V)TV + V)T (4.88)
strongly in So(L*(R?)).
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Proof. For L large enough so that Supp(V) C Ay, we have

)" (1= A) i (v = 0= 2 )y 22,0

ﬁLHGg(L%H@))
= ie(V)l 2, a0 l90l 2, a0
=Vl z2@s) l90l 22, a,) -
where go(x — y) denotes the kernel of the operator (1 — A)~!, considered as an
operator on L2 (Ar). As the Fourier space representation of this operator reads

1
> TIICIQ|6’“><6’“|’

per(

ke2r73
with ey (z) = 55", we obtain
1 or\* 1,
—y) = 2 o pike(ay)
w0 = g () e
keL73
—3/2 (2r/L)? \ 1/ :
and therefore HgOHLQQr(AL) = (2m) <Zkezlzg W) . Now, since
) 27T/L _
jim T = [P g = b 89
ke%”ZS
IV 23y 191 2 (gs
1. : - ®3) 1912 (r3)
ggrolo H ZL (1 — A) ZL(V)ZLH62(L2(R3)) - (271')3/2

= [1-A)" (4.90)

IVHGQ(LQ(R?’)) :

Arguing as in the proof of the fourth assertion of Lemma 8, we can prove that the
convergence (4.87) holds in the strong operator sense. It then follows from (4.90)
that the convergence holds strongly in Go(L*(R?)).

The argument is the same for (4.88), noticing that

) (1 19D (V) 19D i e
= Trgg ) (14 VD) 20 (V)(1+ V) is (V)

(2r)” /// Ihae — )PV (2)V (y)dz dy

— 1 (1 +|V\) V(1+|V]) 1”62(L2(R3)>

where we have used that

32
hr(z) := Z _@mP etk

S PR

converges to the Fourier inverse F~1(h) of h(p) = (1 + |p|) 72, strongly in L2 (R?).

loc
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Step 2 : Upper bound

We prove here that limsup,_, EY ; < E¢ . Let € > 0. Using Lemma 14, Pro-
position 5, Corollary 4, and the notation therein, one can find, like in the proof of
Theorem 3, a finite rank operator () € K, such that

EY < E(Q) —erTro(Q) < EY +e, (4.91)

of the form

Q= 3 Il = 3 el + 3 7 (ol — ) )

k J
Ai .
+ Z e (Jug) (| + vg) (wi]) + 6" with 8" = an\wjﬂwj\. (4.92)
1=0 i j=

Let 0 < n << 1. It is possible to choose a family of orthonormal functions !, v,
w in Cg°(R?) such that

Jug = unllmz <m, o, = vmllmz < n, (w] —wjllr <. (4.93)
foralln = —N...k, m = —M...k and j = 1...J. Let us define the Gram matrices
(SU ZJ' </yperuz7 5 (5'77 ZJ'_<1_7per) i ;]

which, by (4.93) satisfy S = Idpriki1 + 0(1),—0 and S” = Idnyg41 + 0(1),—0. We
also introduce the orthogonal projector 117 on Span{fygeruz, (1— ’yger)v:’n} and define
(S1)iy = ((1 = IMw], w). Clearly S = Id; + o(1),—o.

Now we 1ntr0duce a new orthonormal system in L2 (Ap)
k k
alp = D (Sow)inenizull ol = D0 (Seadin (L=l n)inel,
n=—N m=—M
(S—, ) <’Ysc LZLUNZLUJ >L2 J(AL) (S+L J < ,ysc L)Zva 7ZL'U] >L%er Ar)’
Notice that by the first assertion of Lemma 8, lim;_,., S1 1, = S%. Finally, we intro-
duce the projector I1;, on Span(w, ,v,, ;) and define
J
wZL = Z(S;}L/Q)jl(l - HL)ing, (Sw,L)i,j = <(]_ - HL)ZL’UJZ],’LL’UJ;]>
=1

We now define a state in K by

Z |me mL|_ Z ‘unL
n=—

<U2L| - ‘U?L><U?L|)

k J
Ai
+ Z T+ |uzL v |+ ‘U?L><U?L|) + an‘w;?,L><w;‘7,L|'
i—0 —1
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By Lemma 8, we have

(i0)"u] L = Lo Uy, (iL)™0] [ — 100 U; and (iL)*wZL — oo W] (4.94)

in L?(R?) N L>°(R?), where the limits are defined by

k k
~ —1/2 ~ —1/2
Q= > (8 0l = > (ST (= A0,

n=—N m=—M

By Lemma 8, we know that for any fixed ¢, € C5°(R?),

lim <Z*L(HSC,L - EF)’YSOQL'L.L(P, (iL)*’YSC,LiLw> = <(H§er - GF)’YgerSO7 Vger¢>'

L—oo

Hence, inserting the definition of 7 in the kinetic energy and using the convergence
of the Gram matrices, we obtain

lim TrL;Q)er(AL) ((HSOQL — EF)QZ) = TrLQ(R?’) ((ngr — EF)Qn>

L—oo

where Q" is defined similarly as Q7 but with the functions (@, oy, wj) instead of

(U 1, v, 1, w] ). Indeed, let us show it for v;), ; ; the proof being very similar for the
other basis functions and the sum being finite, the limit is then straightforward.

TrLI?)er(AL)O<<HSOC,L - EF)‘,U'ZL,L><,UZL,L|> = <(HSOC,L - EF),UZ’L,IJ ,UZL,L>L]2;)er(AL)7
- <(HSC,L - EF)U:]H,L’ ZLZE,UZI,L>L%er(AL)’

i _1 b _1
= (X i - S i Y ST )
Lper(AL)

=M j=—M

k i k 1
—L—oo < Z (ngr - EF)(Sz)m?z(]' - ’yger)vzﬁ’ Z (S‘Z)mfj(l - ,}/ger)?};]> ’
i=—M j=—M L2(R?)
= ((Hper — €70, 01) 12(r5)
= Trp2ms) ((Hpe, — €)|07)(T7])-

Let us now prove that
i Da, (pgy, pqy) = D(pgns pgn)-
The convergence (4.94) implies that 1, pgn converges to pg, in particular in L'(R?)N

L3(R3).
Notice the definition of D¢, (-, ) implies that

Vp € Lhu(A) N L2u(Ar), Doypn) < C (ol o) + ol a))  (495)
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for a constant C independent of L. Indeed,

De, (p.p) = / (0 %r, Gr)(@)p(x) di
47

= > Wkk(p)lz

ke2273\{0}
47 47
= Z W|Ck(p)|2 + Z W|Ck(p)|2
ke 22 73\{0}, |k|<1 ke2Z73\{0}, |k|>1

Cl”ﬂ”%ler(AL) Jr47T||f’||%2er(/\L)
p P

IN

where

1 or\* 4m
s, 2 () e

ke X Z3\{0}, [k|<1

Let us now write PQ1 = PrLtpP2L where p; 1, is the periodic function which equals
Tp0,/4pg1 on Ar. The convergence of 1y, pgn towards pg, in L'(R?) N L*(R?)
implies by [6, Theorem IV.9] that, up to an extraction,

La,pqgi(x) = pan(T) a.e. on R?,

[Lappqgu(x)| < plz) VL, ae. on R® with p(z) € L'(R?*) N L*(R?).

Thus, applying the Lebesgue dominated convergence theorem to po; = (1, —
1oL /4))/)@2 which converges to 0 almost everywhere on A, we get

ngrolo Hp2,LHLI1)er(AL) - Lh_IEo HpQ’L”Lgef(AL) -

Hence, by (4.95),
LILH;O D¢, (P2,L, p2.1,) = 0.

Then it remains to show that

lim D¢, (p1,0, p1,.) = D(pgn, Pon)- (4.96)

L—o0

To this end we use the estimate [37]

Guli) ~ | = 0w

sup
zEAL

to obtain

De,(preme) =[] Gule = wpal@piwie dy
(Ar)
= Mdl‘dy+0([/_l)’
(Ap)? |$ - ?J|
= D(]IALpLLv ]lALpLL) + O(Lil)v
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where we have used that |p; 1| Lo (Ar) is uniformly bounded and that x —y € Ay
for any x,y € B(0, L/4), the support of p; ;. The convergence of 1,, p; 1 towards
pon in L'(R?) N L*(R?) then proves (4.96). Using the same argument for the term
De, (pqn,vi) we obtain

. 1 1
[}LH;O <_DGL (pQ27 VL) + éDGL <pQ27pQZ)) = _D(anv V) + §D (pénapén) :

Finally . .
lim B2, (Q)) — e Trp ) (Q1) = £/(Q") — s TH(@).  (4.97)

L—oo

Passing to the limit as 7 — 0 using (4.93) and the convergence of the Gram matrices
S and S, we eventually obtain that Q7 — @ and therefore

limsup EY, ; < &EY(Q) — erTr(Q) < B + e

€
L—oo

Step 3. Lower bound

We end the proof by showing that liminfy .. £, ; > EY . As Ay is bounded
for any fixed L, the existence of a minimizer (), of

inf { B 1 (Q1) = erTrrg, (0,)(@1), Q1 € K1}
is straightforward. In addition, the spectrum of HSOQ 1, considered as an operator on
L2..(Ar), is purely discrete and bounded below (see Section 2.4). Then, as Qp, is a
projector over the first eigenstates, it is finite rank.

Reasoning as in the proof of Lemma 1 (see Section 4.3.1), we note first that
VoL = (pyo  — Hper) *r G1 is bounded and therefore, using (4.70) which assures the
existence of a gap for L large enough, we know that there exists a constant ¢ > 0
(independent of L) such that |HJ, ; — ep| > ¢(1 — A) on L, (A). We have the
following uniform bounds :

Trpz, ) ([Heep — er Q10 = QM) HY , —er[V?) <C, (4.98)
Trra, () (L+ V@ — QM) (1 + V) < C, (4.99)
Trz, ) (L +VDQLA+ V) <C,  (4.100)

Da, (b, —viipo, —vi) < C,  (4.101)

with C independent of L. (4.98) and (4.101) follow from the boundedness from above
of the energy, showed in Step 2. Then, (4.99) comes from (4.98) and |HY, ; — ep| >
¢(1—A), which is equivalent to (1+|V|)?. Finally, (4.100) comes directly from (4.99)
and Q2 < Q™" — Q" being true in K.

Consider now the sequence of operators Q := (i1)*Qpri, acting on L?(R?). It
is bounded in G,(L*(R?)) by (4.100) and since Tryz(rs)(Q2) = Trrz, (a,)(QF) by

(4.83). Hence @, weakly converges, up to extraction, to some Q € &,(L*(R?)).
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Similarly, the Hilbert-Schmidt operator Ry, := (iy)*Qr(1 + |V|)ir weakly converges
up to extraction to some R in Gy(L?(R?)). Let ¢ and v be in C§°(R?) and assume
that Supp(y) U Supp(¢)) C Ar. Then

() Qu1 +19izge. Vs = (Qulin) L+ VDizg )
e (QU+ V)6, U)o

where we have used that Q;, — @ weakly in &, and that (ip)*(1 + |V|)iLe —
(14+|V])¢p strongly in L?*(R?) by the third assertion of Lemma 8. Hence Q(1+|V|) =
R € G,(L*(R?)).

Similarly, define the operator Sy, := (i L)*QZ_’Li 1, which is nonpositive and yields
a bounded sequence in &;(L?*(R?)) by (4.99). Up to extraction, we may assume that
(S1) converges for the weak-* topology to some S € &;(L?*(R?)). To identify the
limit S, we compute as above for o, € L?(R?),

<SL§07w>L2(R3) = <(ZL)*’YSOC LQL/YSC LiL¢7¢>L2 (R3)
= <QL(ZL) /ySC L'LL()O (ZL) ’Ysc LZLw>

L2(R3)

Using now the first assertion of Lemma 8 we obtain limy . (St ¥) p2gsy = (@770, ) 12(gs)-

Hence Q= = S € &,. The same arguments work for (iz,)* L, which converges

to @t € &,. Then, since (Q1)* = Qy, it is easy to see that Q Q*. So it remains
to show that |[V|Q™~|V] € &1 and —7), < Q <1 —7),,.

By (4.100), (iz)*(1 + |V))QL "*(1 + |V|)is, is bounded in &,(L*(R?)), hence
converges up to extraction to some P € &;(L*(R?)) for the weak-* topology of
S1(L*(R?)). Besides, for p,v € L*(R?),

) (L VDRI 0+ 9Dise )
= ((i0)* Quir(in)* e £in(in) (1 + [V])ire, (in)* e pin(in)" (1 + |V\)iL1/f>L2(R3)
= <QL(ZL) Yoo rir(in) (L + |V )iz, (ir) e pic (i) (1 + |V|)iL¢>

: ) L2(R3)’
—7L—oo <Q’Yper(1 + |v|)so77per(1 + |V|)¢>L2(R3)’

which means that (i7)*(1 + [V])Q, "(1 + |V|)is converges to (1 + |V|)Q~ (1 +
|V]) € &1(L*(R3)) in the weak operator sense. Hence, (1+ |V[)Q™~(1+|V]) =
S1(L*(R?)).

Lastly, as Q1 € K, we have for every ¢ € D(R?) and all L large enough so that
Supp(p) C A,

0< ((QuA7en)iceg L) s v,y S (001100013, (1) = (P P) 2z
Besides, using the first assertion of Lemma 8§,

<(QL + ’}/SQL)Z'LQO, iL(’O>L%er(AL) = <<ZL)*(QL + fYSOC,L)iL807 S0>L2(]R3) - <<Q + Vger)(pu ¢>L2(R3)'
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Hence, 0 < @Q + VSer < 1, which allows us to conclude that ) € K.

Now, let Ty, = (ir)*|HS,, — ep|V2Q; "|HY. , — ep|"/%i which also defines a
bounded sequence in &;(L*(R?)). Up to extraction, we may assume that 7, — T
for the weak-+ topology of &;. Arguing as above and using assertions 1 and 5 of

Lemma 8, we deduce that T' = |H{,. —ep|/2Q ™| HJ,, —ep|'/?. Now, Fatou’s Lemma
yields
L 0 1/2( _ y=—Ly| ;0 1/2
liminf Trez, a,) (1A — erlY2(=Qp ") HE . — exl'?)
a thllnf TrLQ(RS)(_TL) = TrLQ(RS) (|Hper - EF‘l/Q( 77)‘ per - EF‘l/Q)

This proves that

liminf Trrz (a,) ((He.p — €r)Qr) = Tro(Hp Q) — epTro(Q).

L—o00

We now study the term involving the density pg, . First, following the proof of
Proposition 1 and using the bounds (4.98)-(4.100), we are going to prove that there
exists a constant C' such that for all L large enough |pg, | 1200 < C.

Let V bein L2 .(AL) N L. (AL). As in the proof of Pr0p051t10n 1, we can notice
that

(QLV>++7L = (WSC,L)L(QLV> (VSOC,L) Q++ g (WSC,L)l + QZ_JI[/'VSC,L? V] (7500,L>l'

Similarly,

(QLV)__’L = ’YSC,L(QLV)’YSC,L = QZ_7LV’YSOC,L - QFL’L[%OC,La V]'ch,La (4.102)

where (70.1)" = 1 — 4% 1. We only treat the (Q.V)” " term, the argument being
the same for (Q. V)L

First we write Q7 "Vl = (L+ V) ' (L+IVNQL " (1+[V)(1+]V) Vg1,
and notice that (1 + V)~ 1V is bounded since V € L%, (AL) by assumption. As
(1+|V])~" and 72, ;, are also bounded, and as (1+|V|)Q,~ (14 |V]) is trace-class
thanks to (4.99), this proves that Q; V%C,L is a trace-class operator. Thus the

following is true :

Trra, 4 (Qr VAR = |Trre,a,)(Q V)
= |Trrz, (1 + IVI)QZ_’L(l HIVA+IV)TIVA V)Y
1QLlg, |1+ V)V +|V])”

IN

1
Hgoo(L%er(AL)) )
Then, reasoning as in the proof of Proposition 1, we obtain

|1+ V)TV + V)~ < ClVlg, o

1 H Soo(Ler(AL))

Hence,
—— L
‘TrLQ (AL) (QL nysc L)| < C HQLHQL HV”LQer(AL ’
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where the constant C' does not depend on L (nor of course on V).
For the second term of (4.102), we use the fact that Q; " € &,, [Veer: V] € Gq,
and that fygch is a bounded operator, to claim that

Q_+’L[72c,La V]%Oc,L € 6.

Additionally, by similar arguments as those used in the proof of Lemma 12, H Voo V] H Sr (L2, (AL) <
per

ClVlzz_ (a,)> With a constant C' independent on L. Thus, we get
per

Tesg00(Qr ™ s, Vi) < € Q™

MW

Hence,
||p || o Sup |TrL%)er(AL)<QLV)‘
Q 2 - )
L Lper(AL) VEL%H(AL) ”VHLE)H(AL)
< Cl@Qclg, ;
< .

Therefore, up to extraction, we have 15, pg, — p weakly in L*(R?) for some
function p € L?(R?). We now introduce an auxiliary function p; € L*(R?) defined
in Fourier space as follows :

— Ck,L<pQL)
PL = Z ‘pk|1/2
ke2r73\{0}

1p,

where for any k € (2n/L)Z?, P, :=k + [T, )%
Notice that p;, is bounded in L?(R3) as we have

/ 2 = / = Y Jese)l < Y lensloa)l? = / e
R3 R3 Ap

ke2273\{0} ke2r73

On the other hand (up to extraction) p;, — p weakly in L?(R3), the same weak
limit as 1, pg,- To see this, we compute first the scalar product of 1, py, against
a fixed function ¢ € C5°(R?) : for L large enough so that Supp(y) C Ap,

[ e @e@de = [ po,(@pta)ds
=Y oo

ke%’rzi*
1 )
= Y asle) s / o(a)e-= da,
keE 73 Lz Jay

- > (2%) (00, )

2w 73
ke2rz
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where ¢ () denotes the k-th Fourier coefficient of g € L2, (A7) and f(k) the
Fourier transform of f € L*(R?) at point k.

Then,
/ po(@)p(z) dz = / AGEGLE
W “—  crloa)
— AP L/ b d
%%ZZ;\{O} L /Pkso@ ‘.
-y (@)%cmpmi | F@a
keQJZS\{O} L 7 |Pk‘ P
Thus,

/R3 1, pq, (x)p(r) dv — /R3 p1(2) () do
() o ¥ ()

ke2z73\{0}

lpa. Iz

. 1 —
w(k)—@/&w

— 0 when L goes to infinity.
Now by the choice of the cubes Py, we also have for L large enough

P (k)
D(pr,pr) = 4m /RS de?l,

— 471' Z |Ck,L(pQL)|2 1 dk/

112 )
P L R
47
<4y W|Ck‘,L(pQL)|27
ke2773\{0}

= DGL(pQL7pQL> <C.

Hence, up to extraction we may assume that p;, — p weakly in C. Using the regularity
of 7, we also deduce that

1

. 1
hLITilOIOlf <_DGL(pQL7 VL) + §DGL(pQL7pQL)) = —D(p, V) + éD(pv p)'

What remains to be proved is that p = pg where @ is the weak limit of (iy)*QriL
obtained above. This will clearly show

liminf EY ; > £"(Q) — erTro(Q) > EY,

L—o0

and end the proof of Theorem 5. We identify the limit of 14, pg, using its weak
convergence to p in L*(R?).
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We start with P+t and write, fixing some V € C5°(R?) and assuming L large
enough for Supp(V') C Ay,

/ inJﬁLV = TrL%er(AL)( z+’LiL(V)) = TFL2(R3)(ALBL) with
Ar

Ap = (i) A+ VDQITE (1 + V)i, Br = (ir)* 1+ V) Nin(V)(L + [V]) Y.

The sequence (Ar) is bounded in &;(L?(R?)), hence in G5(L?*(R?)), by (4.99) and
converges (up to extraction) weakly in G,(L?(R?)). We proceed as above to identify
the weak limit, using the fourth assertion of Lemma 8, and some ¢, € C5°(R?)
such that Supp(y) U Supp(v)) C AL

(A, ) oy = ((02) (1 + IVDQEH(1 + |V )iz, )

= (@M +TDise 1+ VD)
— Lo (Q@TT(L+ V), (1 + |V|)¢>L2(R3)>
= (14 VDR (1 + V)P, ¥) 2o

which means Ay, converges weakly towards (1+|V|)Q"*(1+|V]). By Lemma 9, By,
converges towards (1+ |V|)™'V (1 + |V|)™! strongly in S4(L?(R?)). We thus obtain

L2(R3)

lim pQJLr+,LV = TI‘L2(R3)(Q++V) = / pQ++‘/_
L R3

L—oo A
Likewise, it can be proved that the weak limit of Po " is pg---

Let us now treat Poi—+ (the other case Po;+t being similar). Using Cauchy’s
formula and (4.105) we write

. 1 1
(e isV)] = = [ delle = B (V)]
1 _ , _
= %[gdz(z_Hsoc,L) I[HSOC,IJZL(V)](Z_HSOC,L) 17

1
= g [ dete = L) AV - HE)
1T Jg

Thus,

[ tz-aV = sz (@1 ot V)
L

4y

O

_ L [ 4T ) (@F (= = HO.) (A (V) = in(V)A) (= = HY ) ).
The two terms being similar, we only detail the argument to pass to the limit in
Trig o (@4 (2 = HY) e (V)AG: — HY ) ™)
= Trug, ) (A = HL )7 QE (e = HL )T (1= 8)(1 = A) iy (1V)
= Trrzgrs) (CL(ip)*(1— A) g (V)ig)
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with Cp = (i)*A(z— HS, ;) 7'QF (2 — HS, )7} (1— A)iy. Let us first remark that
Cy, is bounded in &,(L*(R?)) as (Q; ") is bounded in &, and as (A(z — HS, ;)™)
and ((z — HJ.;)"'(1 — A)) are uniformly bounded, by Lemma 10. Then we can
identify the weak limit by passing to the limit in (Cpe, 1) for some fixed 1) €
Cs°(R?), using the uniform convergence of the resolvent for z € ¢, as shown in the
proof of Lemma 8

<CL()07 w>L2(]R3) = <(ZL)*A<Z - Hs(,)c,L)il(fygc,L)J_QLfygc,L(Z - HSOC,L)il(l - A>2L()07 w>L2(R3)7

= (Quiger(z— HY 1) hin(in) (1 — A)ige, (Yor) (2 — HSOC,L)_1iL(iL)*AiL¢>L2(R3)>

—7L—oo <Q7[0)er(z - ngr)_l(l - A)@’V}?erl(z - ngr)_lA,l?Z)>
= <A<Z - ngr)ilQJri(Z - ngr)il(l - A)gpa ¢>L2(R3)-

Therefore, C, = A(z—HJ,,) 7 'Q" (2 — HY,,.) ' (1—A) weakly in G,5(L*(R?)). Then
by Lemma 9 we know that (iz)*(1 — A)~1ir(V)ir converges towards (1 — A)~1V
strongly in S9(L?*(Ar)). Hence we can pass to the limit in (4.103), uniformly in
z € €. We conclude that

lim ]1ALPQLV=/ rQV
3 R3

L—oo Jp
for any V' € C3°(R?), thus p = pq. O

Remark 6. In numerical simulations, the right-hand side of (4.79) is approximated
by 1% 1. — [SOQ Lep for a given value of L. This approach has several drawbacks.
First, the values of L that lead to tractable numerical simulations are in many cases
much too small to provide a correct estimation of the limit L — oc. Second, it is not
easy to extend this method for computing EY, to the direct evaluation of E¥(q) for
a given ¢ (i.e. the energy of a defect with a prescribed total charge). The formalism
introduced in the present article (problems (4.31) and (4.41)) suggests an alternative
way for computing energies of defects in crystalline materials. Work in this direction

is in progress [58].

4.5 Some useful lemmas

We gather in this section some results which we needed throughout the proofs.
We start with some

4.5.1 Commutator estimates

Throughout this chapter, we have used Cauchy’s formula to express the projector

Vo :
1
0 — — —H° ) tda 4.104
Tper = g5 | (¢~ Hre) !z (4.104)

L2(R3)

(4.103)
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where % is a fixed regular bounded closed contour enclosing the lowest Z bands of
the spectrum of H),.

The following result is a useful tool to replace the resolvent (z — ngr)_l with

the operator (—A + 1)~! which is easier to manipulate. Its proof is the same as the
one of Lemma 1.

Lemma 10. The operator B(z) = (z — H° )71 (—=A + 1) defined in Lemma 2 and

per
its inverse are bounded uniformly in z € €.

The next result provides some useful properties of commutators :
Lemma 11. The operators [7).., A] and (1 — A) [y, [V]] (1 — A) are bounded.

Proof. The boundedness of [yp,,, A] follows from (4.104) and from the fact that
[(z — HY.,)~', A] is bounded uniformly in z € ¢ by Lemma 10.

Usilfg again (4.104), it suffices to prove that (1 —A)[(z — H),.) ™', [V[](1 - A) is
bounded uniformly in z € € to infer that (1 — A) [0, [V|] (1 — A) is bounded. In
order to prove the uniform boundedness of (1 —A)[(z— HY,) ™", [V[](1—A), we use
the formal equality

[(z— A Bl =(z—A) A B](z— A" (4.105)
We thus obtain
(1= A)(z = Hpo) ™ [VII(L = A) = B(2)" [Vper, [VI] B(2). (4.106)
Using (4.104) and lemma 10, we obtain
11 = A) [ypers V(X = A < CllVier, VI < CIVVier oo sy -

Lemma 12. Let V = Vi 4+ V with Vi € C' and V3 € L*(R?). Then [, V] € &,
and there exists a positive real constant C' such that

1pers Vllez < CUUIVAller + V2l 2(zay)-
Proof. Formulas (4.104) and (4.105) lead to
1

Hoa Vil = —gi= [ BEA+ 1 (A VIA+ 1) By d
= [ BE(A ) ANA(-A +1) B dz

1T Jg
b [ BE)A+ 1) AA(-A + 1)) B() d=

i Jy

As (=A+1)"'and (—A+1)"'A are bounded operators, we obtain, using Lemma 10,

vpers Vol g, S C (A +1)7V2 o, »
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for some constant C' independent of V5. Likewise,

ba il = 3= | BEEA+DTAIA+ 1) By d:
- - 2 = [gB(z) (—A+1)'0,) 22 (—A+ 1) B(2)" dz

DY i [ BOEAT )T @A+ 1) )BE)

which imp]ies
H [’Yger) ‘/1] H(‘52 < C H(_A + 1)_1VV,1

for some constant C independent of ;. We then use the Kato-Seiler-Simon inequality
which we recalled in Section 6.1 to infer

le.

vpers Vol g, < €' 1Val p2gs) (4.107)

|00 Villl, < €' 1VVil sy = €' Vil - (4.108)

Lemma 13. The operator [|HY,.—k|, |V|] is bounded for any r in the gap (3,57, ).

Proof. We have |H),. — k| = —(HD.. — £)Yoer + (Ho — £)(1 —73,,) and thus

er per per

[H,)

per

- KV|7 |VH = _2(H0 - H)[fygem |VH + HV‘, %er]<271(9]er - 1)

per

= 2(B(5)") 7 (1 = A)per: VI + [V, Voer] (27per — 1)

which gives the result since [[|V], Vier]| < [VVier| oo (gsy and (1 — A)[vp,,, [V] s
bounded by Lemma 11.

4.5.2 Density of finite rank operators in

This section is devoted to the generalization of results in [24, Appendix B| concer-
ning the density of finite rank operators, which is useful for proving Theorem 3.

Lemma 14. For any Q € K there exist an orthogonal projector P such that P —
fyger € K and a trace-class operator 6 € Q such that 0 <6 <1, [P,§] =0 and

Q=P-— ’yger + 0.
Proof. This is an easy adaptation of [24, Lemma 19].
We denote for simplicity $; = (1 — yp.,)L*(R?) and $_ = ) L*(R?).

Proposition 5. Let P be an orthogonal projector on L?(R3) such that Q = P —
Ve € K. Denote by (f1,..., fn) € (H+ N H'(R®)Y an orthonormal basis of Ey =
ker(P —~0,, — 1) = ker(y),,) Nker(1 — P) and by (g1, ..., gn) € (H- N H'(R*))M an
orthonormal basis of E_y = ker(P —~0, 4+ 1) = ker(1 — 7)) Nker(P). Then there
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exist an orthonormal basis (v;);>1 C H N HY(R3) of (E1)* in 9, an orthonormal
basis (u;)i>1 C H-NHY(R3) of (E_1)* in H_, and a sequence (N\;)i>1 € l2(RT) such
that

| + Nvi) (u; + Ay

P = Z|fn (fol + Z e , (4.109)
v — Nug) (v — A

1-P= Z|gm gm|+z| HAQ 5 (4.110)

Additionally 3o N ([ Vuil[32 + | Vuill7,) < oo
Proof. This is an obvious corollary of [24, Theorem 7|.

Corollary 4. Let () € K. Then there exists a sequence {Qy}r>1 of finite rank
operators belonging to KC; such that |Q — Qg — 0 as k — oo and for any k > 1,

Tro(Qr) = Tro(Q)-

Proof. Taking \; = 0 for ¢« > k in the decomposition of Proposition 5, one can
approximate P by another projector Py, such that P, — 7)., — P — 7. in Q as
k — oo and Py, — 7)., is finite rank :

k 2

Po= e = Sl = D g amd + D2 0 (il — s ]

|
x>~ =

+ ; 1 j_\lAg (|Uz><vz| + |UZ><uz|) (4.111)

It then suffices to approximate each function in (4.111) by a smoother one, for
instance by defining for ¢ < 1, @; := | Reu; szl R.u; and orthonormalizing these new
functions, where R, was previously defined by (4.24).

Then for any Q = P — ’yger + 0 of the form given by Lemma 14, it remains to
approximate by a finite rank operator d; such that [Py, §x] = 0, which can be done
in the same way.
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Chapitre 5

Numerical simulation of crystals
models

In this chapter we have put the article which we have published [58] upon our
numerical work. We present a new variational model for computing the electronic
first-order density matrix of a crystalline material in presence of a local defect. A
natural way to obtain variational discretizations of this model is to expand the
difference () between the density matrix of the defective crystal and the density
matrix of the perfect crystal, in a basis of precomputed maximally localized Wannier
functions of the reference perfect crystal. This approach can be used within any
semi-empirical or Density Functional Theory framework.

Describing the electronic state of crystals with local defects is a major issue in
solid-state physics, materials science and nano-electronics [61,68,76]. The first self-
consistent electronic structure calculations for defective crystals were performed in
the late 70’, by means of nonlinear Green functions methods [51,53,77|. In the 90°,
it became possible to solve the Kohn-Sham equations [62] for systems with several
hundreds of electrons, and Green function methods were superseded by supercell me-
thods [66,69]. However, supercell methods have several drawbacks. First, the defect
interacts with its periodic images. Second, the supercell must have a neutral total
charge, so that in the simulation of charged defects, an artificial charge distribution
(a jellium for instance) needs to be introduced to counterbalance the charge of the
defect. These two drawbacks may lead to large, uncontrolled errors in the estimation
of the energy of the defect. In practice, ad hoc correction terms are introduced to
account for these errors [63]. A refinement of the supercell approach, based on a
more careful treatment of the Coulomb interaction, has also been proposed in [73].

In a recent article [7], we have used rigorous thermodynamic limit arguments
to derive a variational model allowing to directly compute the modification of the
electronic first order density matrix generated by a (neutral or charged) local de-
fect, when the host crystal is an insulator (or a semi-conductor). This model has a
structure similar to the Chaix-Iracane model in quantum electrodynamics [13,60|.
This similarity originates from formal analogies between the Fermi sea of a defective

141
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crystal and the Dirac sea in presence of atomic nuclei. For technical reasons, the
reference model considered in [7] was the reduced Hartree-Fock model, or in other
words, a Kohn-Sham model with fractional occupancies and exchange-correlation
energy set to zero.

The purpose of the present article is twofold. First, the extension of our model to
a generic exchange-correlation functional is discussed. Second, a rigorous justification
of the numerical method consisting in expanding the difference between the density
matrix of the defective crystal and the density matrix of the perfect crystal, in a
basis of well-chosen Wannier functions of the reference perfect crystal, is provided :
this method can be seen as a variational approximation of our model.

5.1 Derivation of the model

We consider a generic Kohn-Sham model (or rather a generic extended Kohn-
Sham model in which fractional occupancies are allowed) with exchange correlation
energy functional E*°(p). For the sake of simplicity, we omit the spin variable. The
ground state of a molecular system with nuclear charge density p™¢ and N electrons
is obtained by solving

1 nuc 1 XC
Epne(y) = Tr (—gAv) = D(p™, py) + 5D pys py) + E(py), (5.2)
where p,(r) = v(r,r) and where

/
D(f,g>:/ f(r)g(r)drdr/
R3 JR3 ‘I‘ — I‘"
is the Coulomb interaction. Still for simplicity, we detail the case of the X« exchange-
correlation functional

S

the extension to more accurate LDA functionals being straightforward. Likewise,
replacing the all electron model considered here with a valence electron model with
pseudopotentials does not bring any additional difficulty.

The above model describes a finite system of A electrons in the electrostatic field
created by the density p™°. Our goal is to describe an infinite crystalline material
obtained in the thermodynamic limit N/ — oo. In fact we shall consider two such
systems. The first one is the periodic crystal obtained when, in the thermodynamic
limit, the nuclear density approaches the periodic nuclear distribution of the perfect
crystal :

P = Ppers (5-3)
poue being a periodic distribution. The second system is the previous crystal in
per

presence of a local defect :
) (5.4)
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Typically, v describes nuclear vacancies, interstitial nuclei, or impurities together
with possible local rearrangement of the nuclei of the host crystal in the vicinity of
the defect. In the simple case of a reference perfect crystal with a single atom per

unit cell
= Y b
RER

where R is the Bravais lattice of the host crystal and g is the Dirac delta measure
at R. If the defect consists in a impurity (the nucleus of charge z at R = 0 being
replaced with a nucleus of charge 2’), the charge distribution v reads

V= z'5U(0) — 200 + Z z (5R+U(R) - 5R) )

ReR\{0}

where U is the displacement field of the nuclei generated by the relaxation of the
crystal. It is therefore composed of nuclei of positive charges and of “ghost nuclei”
of negative charges. In this article, we assume that v is given, and we focus on the
calculation of the electronic density matrix.

The form of the density matrix vger of the perfect crystal obtained in the thermo-
dynamic limit (5.3) is well-known. The matrix ), is a solution to the self-consistent
equation

736r = X(_W§5F}<H§er) (55)

1 4
Hiow = =58+ ®p — 5Cxa POl (5.6)

per per
—Adp, =4m (Pger — DPper ) ,  Pper R-periodic.

The notation P = X(—oc;](A) means that P is the spectral orthogonal projector of
the self-adjoint operator A corresponding to filling all the energies up to the Fermi
level ep (see for instance [40]). In our case, (5.5) means that 7). is the spectral

projector which fills all the energies of ngr up to the Fermi level e, see Figure 5.1.

Zth band €r  (Z + 1)st band
: —

- D

g
>

A

0
Vper
F1G. 5.1 — Spectrum of H?

per*

The density of the periodic Fermi sea is p),, (r) = 7),.(r, ). Note that the system

is locally neutral :
A
Q Q

where () is a reference unit cell, the Fermi level ep being chosen to ensure this
equality. For the rest of the article, we assume that the host crystal is an insulator
(or a semi-conductor), i.e. that there is a gap g = X7 — X~ > 0 between the highest
occupied and the lowest virtual bands. Then the Fermi level can be any number
Y <ep < Y.
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Now we consider the system obtained in the thermodynamic limit (5.4) when
there is a defect v and derive a nonlinear variational model for it. We shall describe
the variations of the Fermi sea with respect to the periodic state %?er- The relevent
variable therefore is

Q=7 Vper
where 7 is the density matrix of the defective Fermi sea. Notice that the constraint
that v is a density matrix (0 <y < 1) translates into —y0,, < @ < 1 — 9, for the
new variable ().

The energy of () is by definition the difference of two infinite quantities : the
energy of the state v and the energy of the periodic Fermi sea WSer- Using (5.2), one
obtains :

£1(Q) = Tr(HW Q) — Dw,pa) + 5D(pa: pa) + “(p0) (57)

where A
XC 4/3 1/3
€°(pg) = —Cxa /RS@SH +po)P — i — gpgef PQ-

If we want to describe a defective crystal of electronic charge ¢ (¢ electrons in
excess with respect to the perfect crystal if ¢ > 0, or —q holes if ¢ < 0) interacting
with the self-consistent Fermi sea in the presence of the defect, we have to consider
the minimization principle

E"(q) = inf {€(Q), =10 < Q <1 -7, Tr(Q) = ¢} . (5.8)

We obtain in this way a model which apparently renders possible the direct calcu-
lation of the defective Fermi sea in presence of the nuclear charge defect v, when ¢
electrons (or —q holes) are trapped by the defect. A globally neutral system would
correspond to ¢ = fRS v but there is no obstacle in applying (5.8) to charged defects.

Alternatively, one can, instead of imposing a priori the total charge ¢ of the
system (microcanonical viewpoint), rather fix the Fermi level e € (X7, XT) (grand-
canonical viewpoint). This amounts to considering the Legendre transform of (5.8) :

BY, = inf {£(Q) — erTr(Q), —Tper < Q <1~ Yper ) - (5.9)
Any solution of (5.8) or (5.9) satisfies the SCF equation
Q = X(-couer) (HQ) = Vper + 0, (5.10)
where A 1 4
Ho = =5 + @per + (g =) * 11 = 3Cxa(Pper + pa)'’?

and where 0 < 0 < 1 is a finite-rank self-adjoint operator on LZ(R?’) such that
Ran(0) C Ker(Hg — €r). In the case of (5.8), the Fermi level ¢r is the Lagrange
multiplier associated with the constraint Tr(()) = ¢. The essential spectrum of H
is the same as the one of H),. and is therefore composed of bands. On the other

hand, the discrete spectrum of ngr is empty, while the discrete spectrum of H
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Zth band €F (Z 4+ 1)st band
-0 OO0
¥ ; st
Y =Q + Vper

F1G. 5.2 — Spectrum of Hg,.

may contain isolated eigenvalues of finite multiplicities located below the essential
spectrum and between the bands. Each filled (or unfilled) eigenvalue may correspond
to electrons (or holes) which are trapped by the defect.

The SCF equation (5.10) is equivalent to the usual Dyson equation, which is at
the basis of Green function methods.

5.2 Proper definition of the variational set

The variational models (5.8) and (5.9) may look similar to the usual Kohn-Sham
models for molecules and perfect crystals. Their mathematical structure is however
dramatically more complex. To design consistent numerical methods for solving (5.8)
and (5.9), a deeper understanding of the mathematical setting is needed.

The biggest issue with problems (5.8) and (5.9) is to properly define the variatio-
nal set, that is the set of all ()’s on which one has to minimize the energy functional
E¥(Q) or the free energy functional £”(Q)) — epTr(Q). For usual Kohn-Sham models,
the variational set is very simple : it is the largest set of density matrices for which
each term of the energy functional is a well-defined number and the constraints are
satisfied. This is the reason why it is not a problem to omit the precise definition of
the variational set when dealing with usual Kohn-Sham models. For instance, the
variational set for (5.1) is

{y10<y <L Tr(y) =N, Te(|[VI|V]) < oo} (5.11)

Let us recall (see [40] for instance) that if B is a non-negative self-adjoint operator
on L?(R3) and if (1;);en is an orthonormal basis of L?(IR3), the series of non-negative
numbers Y% (v;| B|i;) converges in R, U{+oc} towards a limit denoted by Tr(B),
which does not depend on the chosen basis. The operator B is said to be trace-class
if Tr(B) < oo. A bounded operator A on L?(R?) is trace-class if vV A*A is trace-
class. In this case, the scalar Tr(A) = > 7% (¥;| A1) is well-defined and does not
depend on the chosen basis. On the other hand, if A is not trace-class, the series

T (1;|Alt;) may converge for one specific basis and diverge (or converge to a
different limit) in another basis.

The condition Tr(|V|y|V]) < oo in (5.11) is a necessary and sufficient condition
for each term of (5.2) being well-defined. In terms of Kohn-Sham orbitals, this condi-
tions means that each orbital ¢; is in the Sobolev space H(R?) = {p € L*(R?) | Vyp € (L*(R?))3}.

The difficulty with the variational models (5.8) and (5.9) is that the variational
set has not so simple a structure. It was shown in [7| that an appropriate variational
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set is the convex set
K={Q] —10a<Q<1—7 Tr(1+|V))Q*(1+ |V])
+Tr(1+ V(@™ = Q7 )(1+|V]) < oo}
In the above expression, we have used the notation
Q= Q—|Q "
Q" = @y QT =70Q(1 — 70,

QJF? = (1 - fyger>nyger7 Q++ = (1 - ’Yger)@(l - ’)/ger)7

corresponding to the decomposition

with

L*(R) =H_®H,, (5.12)

where H_ = ~), . L*(R*) and H, = (1 — 7)) L*(R?) are respectively the occupied
and virtual spaces of the reference perfect crystal.

Notice that when @ satisfies the constraint —v), < @ < 1 — 7}, one has
QT > 0and @ < 0. A remarkable point, proved in [7], is that the density pg of
any operator () € K is a well-defined function which satisfies

/3 g + Dlpg, pg) < 0.
R

This shows that the electrostatic components of the energy £(7) are well-defined
and that so is the exchange-correlation contribution : as pger is periodic, continuous
and positive on R* and as pg € L*(R?), the fifth term of (5.7) which was not
considered in [7] is also well-defined. Finally, following [22], the generalized trace of
an operator () € K is defined by

Tr(Q) = Tr(Q™) + Tr(Q ), (5.13)

and for any () € KC, one sets

Tr(Hyp, Q) = Te([Hpe |7 Q™) + Tr([Hpo ] ~Q7),

per per per

where [H),,]”~ and [H],|*" are respectively the restrictions to the occupied and

virtual spaces of the periodic Kohn-Sham hamiltonian of the perfect crystal. Note
that H?  is block diagonal in the decomposition (5.12) :

per
)| 0
0 _ p
o= (S5

per

The definition (5.13) of the trace function is an extension of the standard trace func-
tion defined on the set of trace-class operators. Note that this extension depends of
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7). through the decomposition (5.12) of the L* space. In the Quantum Electrody-
namical model studied in [22-25,60], minimizers are never trace-class (this property
being related to renormalization). Whether or not the minimizers of (5.8) and (5.9)
are trace-class still is an open question.

To our knowledge, the variational interpretation of the ground state solutions of
the self-consistent equation (5.10) as minimizers of the energy (5.7) on the set K
with a constraint on the generalized trace (5.13), is new. This interpretation allows
to rigorously justify the numerical method described in Section 5.4.

5.3 Interpretation in terms of Bogoliubov states

The density matrix formalism used in the previous section can be reinterpreted
in terms of Bogoliubov states, following [13].

Let 7 be an orthogonal projector acting on L*(R?) such that Q =~ — 7, € K.
It can be proved [24] that there exists an orthonormal basis (¢; );>—n_ of H_ and
an orthonormal basis (¢; );>_n, of H, such that in this basis

Iy 0 0 0
0 |diag(—p;) | 0 |diag(p;)
_ 5.14
@ 0 0 In, 0 (5.14)
0 | diag(p;) | 0 |diag(p:)

with 0 < p; < 1, E;;ngi < 00, p; = /pi(1l —p;). Notice that @) is a trace-
class operator if and only if E;L:Og V/Pi < oo. Let us assume for simplicity that
in equation (5.10), the Fermi level ey is either empty or fully occupied. In this case,
X(—oc,er) (Hg) 46 is an orthogonal projector, which implies that () can be decompo-
sed as in (5.14). It is important to mention that in this case, the generalized trace
of @ is the integer N, — N_.

Formula (5.14) can be interpreted in terms of Bogoliubov states. The orbitals
¢Fy,, -, ", describe bound electrons in the virtual bands of the reference per-
fect crystal, while the orbitals ¢~ ,---,¢_; represent bound holes in the occu-
pied bands. Likewise, each pair (¢;,¢;) with i > 0 and 0 < p; < 1 is a virtual
electron-hole pair, and ;" and ¢; are the states of the corresponding Bogoliubov
quasiparticles. The angle 6; = asin(p;) is then called the Bogoliubov angle of the
virtual pair.

Formula (5.14) can itself be rewritten in a second quantized form, using the Fock
space built upon the decomposition (5.12). Let us introduce the N-electron sector
FN = /\]1V H, and the M-hole sector FY := /\f/[ ‘H_. The electron-hole Fock space
is defined as

F= Feort

N,M>0

We denote by a! the creation operator of an electron in the state ¢ and by b! the
creation operator of a hole in the state ¢; . In this formalism, the vacuum state



148 Chapitre 5 : Numerical simulation of crystals models

Q=1®1€e F)®F° corresponds to the periodic Fermi sea of the perfect crystal,
represented by the density matrix %?er in the usual Kohn-Sham description. We may
also define the charge operator acting on the Fock space F by

Q=Y alai— Y bl

i>— N4 i>—N_

There is a special subclass of states in F called Bogoliubov states [13,22,50,52].
Each Bogoliubov state (2, € F is completely characterized by its one-body density
matrix 7, an orthogonal projector acting on L?(R3). Conversely, any projector v gives
rise to a Bogoliubov state under the Shale-Stinespring [71,74] condition that Q = v—
Yoer 18 a Hilbert-Schmidt operator (which means Tr(Q*) < co). The role of the Shale-
Stinespring condition is to ensure that (2, is a well-defined state in the same Fock
space as the vacuum state ). Saying differently, this ensures that the Fock space
representation associated with the splitting L?(R3) = vL*(R3) @ (1 — ) L*(R?) is
equivalent to the one induced by (5.12) (i.e. L*(R?) = 7}, L*(R?) (1 —7)..) L*(R?)).
Notice the Hilbert-Schmidt condition Tr(Q?) < oo is satisfied for any Q@ = v—~7,, in
IC. Hence the variational set C can be identified with a variational set of Bogoliubov
states {{1, },ex in the Fock space F.

The expression of the Bogoliubov state 2, in the Fock space F is given by [50,
71,72

Q, = caL\hr coeal by bt exp (Z)\ aTbT>

>0

where \; = tan(6;), and where c is a normalization constant. The above expression
can be considered as the second-quantized formulation of (5.14). It can then easily
be checked [22] that the charge of each Bogoliubov state €2, (counted relatively to
that of the vacuum €)) is actually given by (5.13) :

(0,]Q10,) = TH(Q ) + Tr(Q ) = Ny — N

where Q = v — 70,

5.4 Variational approximation

Let us now come to the discretization of problem (5.8).

If one discretizes (5.8) in a local basis without taking care of the constraint
@ € K, there is a risk to obtain meaningless numerical results. On the other hand,
selecting a basis set which respects the decomposition (5.12), will lead to a well-
behaved variational approximation of (5.8) (the constraint ) € K will be implicitly
taken into acount). Let V* be finite-dimensional subspaces of the occupied and vir-
tual spaces H. of the reference perfect crystal. Consider the finite-dimensional sub-
space V" = Vh@ VI of L*(R?), the latter decomposition being the finite-dimensional
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counterpart of (5.12). Let (¢1,- - ,¢m_) (resp. (@m_+1,- - ,¢n,)) be an orthonor-
mal basis of V" (resp. of V"). We denote for simplicity m; := N, — m_. The
approximation set for () consists of the finite-rank operators

Q= ZQ i) (5l (5.15)

2,7=1
with Q" € K' = {Q" = [Q"]", 0 < T+ Q" < 1}, where T is the N, x N; block

diagonal matrix
e O
=[]

The matrix of H?, in the basis (i;) is of the form

per
H~ 0
H":{ 0 H++].

For @ of the form (5.15), it holds

£"(Q) = &(Q")

with
th Z Qz]gpl
2,7=1
and |
EL(Q") = Te(H"Q") = D(v, pgr) + 5 D(pgr: pgr) + €“(pgn).
We then end up with the finite-dimensional optimization problem
Ey(q) = inf {&/(Q"), Q" € K", Tr(Q") = ¢} (5.16)

which is a variational approximation of (5.8) :
Ey(q) = E"(q).
As Q" € K" with Tr(Q") = ¢ if and only if
I+Q"e{D=D"eR™, D*<D, Tr(D)=q+N_},

problem (5.16) can be solved using relaxed constrained algorithms [55,59].

The question is now to build spaces V" and Vf that provide good approximations
o (5.8) and (5.9). A natural choice is to use the maximally localized (generalized)
Wannier functions [64] (MLWFs) of the reference perfect crystal. A very interesting
feature of these basis functions is that they can be precalculated once and for all
for a given host crystal, independently of the local defect under consideration. To
construct V", one can select the maximally localized (generalized) Wannier functions
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of the occupied bands, that overlap with e.g. some ball By, of radius R. centered
on the nuclear charge defect. Note that due to the variational nature of the ap-
proximation scheme, enlarging the radius R. systematically improves the quality of
the approximation. To obtain a basis set for Vf, one can select a number of ac-
tive (unoccupied) bands using an energy cut-off and retain the maximally localized
(generalized) Wannier functions of the active bands that overlap with the same ball
Bp,. The so-obtained basis set of the virtual space can be enriched by adding projec-
ted atomic orbitals of the atoms and ghost atoms involved in v (using the localized
Wannier functions of the occupied bands to project out the H_ component of atomic
orbitals preserves the locality of these orbitals).

5.5 Numerical results

In order to illustrate the efficiency of the variational approximation presented
above, we take the example of a one-dimensional (1D) model with Yukawa interac-
tion potential, for which the energy functional reads

1 d?y 1
Eip(y) = Tr (‘5 %) = Do, pr) + 5Dl 1)

with

Du(f.g) = (A/2r) / / F(a) e o oo du ',

In the numerical examples reported below, the host crystal is Z-periodic and the
nuclear density is a Dirac comb, i.e.

Pruc = Zzéja

JEZ

with Z a positive integer. The values of the parameters (A = 10 and x = 5) have
been chosen in such a way that the ground state kinetic and potential energies are
of the same order of magnitude.

The nuclear local defect is taken of the form

VvV = (Z - 1)(50.25 - Zé(]

This corresponds to moving one nucleus and lowering its charge by one unit.

The first stage of the calculation consists in solving the cell problem. For simpli-
city, we use a uniform discretization of the Brillouin zone (—m, 7|, and a plane wave
expansion of the crystalline orbitals.

The second stage is the construction of MLWFs. For this purpose, we make use
of an argument specific to the one-dimensional case [67] : the MLWFs associated
with the spectral projector v are the eigenfunctions of the operator yzy. One first
constructs N, mother MLWFs (taking v = 7)), then N, mother MLWFs correspon-
ding to the lowest N, virtual bands (taking for - the spectral projector associated
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F1G. 5.3 — Modulus of MLWFs associated with the two occupied bands (left) and
with the lowest two virtual bands (right).

with the lowest N, virtual bands). The so-obtained mother MLWFs are represented
on Fig. 5.3.

The third stage consists in constructing a basis set (¢;)i1<j<n, of Ny = N, (N +
N,) MLWFs by selecting the N, translations of the (N, + N,) mother MLWFs that
are closest to the local defect, and in computing the first-order density matrix of the
form (5.15) which satisfies the constraints and minimizes the energy. The profile of
the density pon obtained with Z =2, N, = 2, N, = 2 and IV, = 28 is displayed on
Fig. 5.4. Tt is compared with a reference supercell calculation with 1224 plane wave
basis functions. A fairly good agreement is obtained with very few MLWFs.

The implementation of our method in the Quantum Espresso suite of programs [78],
in the true 3D Kohn-Sham setting, is work in progress [56].
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F1G. 5.4 — Density pgr obtained with 28 MLWFs (line in red). The reference is a
supercell calculation in a basis set of size 1224 (dashed line in blue).



Chapitre 6

Annexes : Notions d’analyse
fonctionnelle

6.1 Notions d’analyse fonctionnelle

Nous présentons dans cette annexe les définitions et résultats élementaires que
nous utilisons tout au long de ce document. Les preuves des résultats énoncés
peuvent étre lues dans [6,35,40-42,45].

6.1.0.1 Quelques inégalités d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1 (Inégalité de Holder [6]). Soit Q un ouvert de R™ muni de la
mesure de Lebesgue.

Soient f € LP(Q) et g € L7 () avec 1 < p,p/ < 4o et 1/p+1/p' = 1. Alors
fg e LYQ) et

/Q 191 < 1 Lo 1900 -

Corollaire 1 (Inégalité d’interpolation [6]). Soit Q un ouvert de R® muni de
la mesure de Lebesque.

Sif e LP(QQ) N LIQ) avec 1 < p < q < o0, alors f € L"(Q) pour tout p <r < g
et l’'on a 'inégalité d’interpolation

1 a 1—«
[ 11—« N
I < WAl 1 f ™ 0 — = » + (0<a<).

Théoréme 2 (Injections continues de Sobolev en dimension 3 [6]). Soit
Q =R3 ou un ouvert borné “suffisamment régulier” de R3.

Alors lespace H'(Q) s’injecte de fagon continue dans LP(Q) pour tout 2 < p < 6. Il
existe donc une constante c € R telle que

Vu € H'(Q), [ulpp@ < clulyig-

153
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Théoréme 3 (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [41]). Soit 1 < p,r < 40
et 0 < A <n avec 1/p+ Nn+1/r =2. Soit f € LP(R") et h € L"(R"™). Alors il
existe une constante C'(n, A, p) indépendante de f et h telle que

[ @l =y deds) < oA 111 1

On se reportera a [35] pour plus de précisions sur les bornes de la constante C'(n, A, p).

Pour le potentiel Coulombien en dimension trois (A = 1, n = 3), on obtient en
particulier
f )

x)h(y
/ dedy' <CIflg Ihl, s
R3JR3 |:L‘ _y|

6.1.0.2 Transformée de Fourier

Dans ce document, nous utilisons comme convention de normalisation pour la trans-
formée de Fourier d’une fonction f € G(R?), I'espace de Schwartz des fonctions C*
& décroissance rapide ainsi que leurs dérivées,

f) = @m | e tda,

/R 3 F(k)e*dk.

Njw

flx) = (2m)”

Avec cette convention, la transformée de Fourier est une isométrie de L?(R?) dans
lui-méme, et on a donc les propriétés suivantes :
— formule de Plancherel

Vi e I2(RY), / @) dr = / )P ar,

— formule de Parseval
W(f.g) € PR x P®), [ Twgle)ds = [ T v
R R
Enfin, nous utiliserons réguliérement la propriété sur la convolution

fg=(2n)"3fxg,

et L
frg=02m)2fg.

On utilisera indifféeremment les notations f et F f pour désigner la transformée de
Fourier de f, et on notera F~! la transformée de Fourier inverse.
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6.1.0.3 Opérateurs linéaires

Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur de X dans Y est une appli-
cation linéaire 7' définie sur un sous-espace vectoriel D(T') de X, a valeurs dans Y.
D(T) est appelé le domaine de I'opérateur T'. L’opérateur est & domaine dense si
D(T) est dense dans X.

Un opérateur borné de X dans Y est un opérateur 7" de domaine D(7T") = X pour
lequel il existe ¢ € R, tel que la condition de continuité suivante soit vérifiée

Vo € X, |Tzly, < clzfy.

Muni de la norme définie par

T
7] = sup L2y
P el

lespace B(X,Y) des opérateurs bornés de X dans Y est un espace de Banach,
la topologie induite par cette norme s’appelant la topologie uniforme. On dit que
(T )nen converge vers T' en norme d’opérateur si |1, — T 5y y) —n—+too 0. Deux
autres topologies vont nous étre utiles. La topologie forte est la topologie la plus
faible sur B(X,Y) telle que les applications du type E, : B(X,Y) — Y définies par
E.(T) = Tz soient continues pour tout z € X. Pour cette topologie, une famille
d’opérateurs (7),),en converge vers un opérateur 7', ce qu'on note s-lim7, = T
(strong limit) si et seulement si |7,z — Tz| — 0 pour tout x € X. La topologie
faible des opérateurs sur B(X,Y) est la topologie la plus faible pour laquelle les
applications E,; : B(X,Y) — C, données par E, ;(T) = [(Tz) soient continues pour
tout x € X et [ € Y*. La convergence d’une famille d’opérateurs pour cette topologie
faible, notée w-lim7,, = T (weak limit) est alors définie par |[(T,x) — (Tx)] — 0
pour tout x € X et [ € Y.

Dans le cas particulier ou ’on s’intéresse & un espace de Hilbert séparable $ et aux
opérateurs de B($),$) = B($), nous avons les propriétés suivantes :

1. pour une suite (7},),ey d’opérateurs bornée sur B(£)), si on suppose que la
suite ((T,,x,y))nen converge pour tout x,y € ), alors il existe T' € B($)) tel
que w-lim7,, =T.

2. si 'on suppose que (7,7),en converge pour tout = € ), alors il existe T € B(9)
tel que s-lim7,, =T.

Un opérateur est dit non borné s’il n’admet pas d’extension bornée.

6.1.0.4 Opérateurs auto-adjoints

Soit $ un espace de Hilbert et 7" un opérateur sur $) de domaine dense D(7).

On pose D(T*) = {u € 9,3 € 9/(Tw,u) = (w,v) Yw € D(T)} et on définit
Iadjoint de T, noté T, par Vu € D(T*), T"u = v.

On dit que T est symétrique si

V(u,v) € D(T) x D(T), (Tu,v) = (u,T*v)
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et que T est auto-adjoint si 7" = T'. Notons que si 7" est un opérateur borné, il en
va de méme pour 7™ et qu’un opérateur borné est auto-adjoint si et seulement si il
est symétrique.

Les projecteurs orthogonaux forment une classe importante d’opérateurs bornés
auto-adjoints : si P € B(9) et P> = P, alors P est un projecteur et si en outre
P* = P, P est un projecteur orthogonal.

Donnons a présent deux exemples d’opérateurs auto-adjoints non-bornés que nous
utiliserons par la suite. Nous définissons d’abord l'opérateur T = —A sur L*(R")
comme lopérateur sur L?(R") de domaine D(T) = H?*(R") pour lequel (T'¢)(z) =
—Ap(r) dans L*(R™) pour tout ¢ € H?*(R"). On peut montrer directement, en
utilisant le fait que F(—Ap)(€) = |£24(€), que cet opérateur est auto-adjoint sur
L?(R™). Le second opérateur est 'opérateur |V| : il s’agit de I'opérateur auto-adjoint
sur L?(R") de domaine H'(R"), de symbole |p| dans espace de Fourier, défini par

Vue H'(R"), (IVu)(z) = F~' ([kla(k)) (2).

Notons que |V]? = —A.,

Si T est un opérateur auto-adjoint positif (ou borné inférieurement) et D(7T) son
domaine de définition, nous pouvons définir pour (¢, ¥) € D(T)x D(T) la forme qua-
dratique q(p, 1) = (¢, T1). Cette forme quadratique admet une plus grande exten-
sion fermée appelée forme quadratique associée a T', le domaine de cette plus grande
extension fermée étant alors appelé le domaine de forme de 'opérateur 7T'. Ainsi par
exemple, pour I'opérateur —A sur R™, on a ¢(¢) = (¢, —A¢Y) = [, Ve -V, de
telle sorte que le domaine de forme de —A est H'(R").

Nous allons avoir besoin par la suite d’opérateur positif et de racine carrée d’un
opérateur borné positif. Nous définissons donc d’abord un opérateur positif comme
un opérateur 7' € B(5))), tel que (T'z,x) > 0 pour tout x € §. On écrit alors 7" > 0.
La racine carrée est quant a elle définie grace au

Théoréme 4. Soit A € B($)), avec A > 0. Alors il existe un unique B € B($) tel
que B> 0 et B?> = A. De plus, B commute avec tout opérateur borné qui commute
avec A.

Nous introduisons & présent la notion d’opérateur borné relativement & un opérateur
auto-adjoint :

Définition 1. Soit H un opérateur auto-adjoint et W un opérateur non borné sy-
métrique. On dit que W est H-borné si D(H) C D(W) et si W restreint ¢ D(H)
est borné sur D(H) muni de la norme du graphe & valeurs dans ), c’est-a-dire si

Ja € Ry, be Ry /Vu € D(H), [Wu| < a|Hu| +b|ul. (6.1)

La borne inférieure des réels positifs a telle que (6.1) est vérifiée pour un certain b
est appelée la borne relative de W par rapport a H.
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Dans ce cadre, deux résultats nous seront utiles :

Théoréme 5 (Théoréme de Kato-Rellich). Soit Hy un opérateur auto-adjoint
et W un opérateur symétrique Hy-borné de borne relative strictement inférieure a 1.
Alors Uopérateur H = Hy + W défini sur le domaine D(H) = D(H,) est auto-
adjoint.

Dans ce document, nous manipulons & plusieurs reprises des opérateurs sur L?(R?)
de la forme —A + V ou V est l'opérateur de multiplication par la fonction V.
De tels opérateurs sont appelés opérateurs de Schridinger. Nous savons déja que
I'opérateur —A est auto-adjoint sur L*(R?), de domaine H?*(R3). On dit qu’une
fonction mesurable V : R3 — R est localement uniformément L? sur R3 si

JAER,, /Vy R, / |V (z)2dz < A,
y+[071]3

On note L2 ;;(R?) I'espace des fonctions localement uniformément L? sur R3.

Nous avons le résultat suivant, dont la deuxiéme assertion résulte directement du
théoréme de Kato-Rellich :

Proposition 6. Si V € L2 . (R3) est une fonction & valeurs réelles, l’opérateur

unif
de multiplication par V est un opérateur —A-borné, de borne relative nulle. En
conséquence, 'opérateur de Schrodinger H = —A + V est auto-adjoint sur L*(R3),

de domaine H?*(R3).

6.1.0.5 Opérateurs compacts

Un ensemble est relativement compact si sa fermeture est compacte. Un opérateur T’
de B($) est compact si 'image d’un borné de $) par T" est un ensemble relativement
compact dans $. De maniére équivalente, T" est compact si et seulement si pour toute
suite bornée (x,)nen de 9, (Tx,)neny admet une sous-suite convergente dans §.

On note G, (o 6,(H) s’il y a risque d’ambiguité) ’ensemble des opérateurs com-
pacts de $ dans ). &, est un sous-espace fermé de B($)). De plus, c’est un idéal
bilatére :

siT €6y et A B(9), alors TA € S, et AT € S.
Tout opérateur compact peut étre vu comme la limite uniforme d’une suite d’opé-

rateurs de rang fini.

Définition 2. Soit Hy un opérateur auto-adjoint et W un opérateur non borné
symétrique. On dit que W est Hy-compact si W restreint ¢ D(Hy) est un opérateur
compact de D(Hy) muni de la norme du graphe & valeurs dans $).

Nous donnons a présent deux résultats importants sur les opérateurs compacts.
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Théoréme 6 (Théoréme de Hilbert-Schmidt). Soit A un opérateur compact
auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable $). Alors il existe une base hilbertienne
(n)nen de $ telle que Ap, = Ay, avec A, € R et A\, — 0 lorsque n — oo.

Théoréme 7 (Forme canonique pour les opérateurs compacts). Soit A un
opérateur compact sur un espace de Hilbert séparable §). Alors il existe des bases
hilbertiennes (U, )nen €t (pn)nen €t des réels positifs (A, )nen, avec N\, — 0 tels que

A= Na(n,)on. (6.2)

neN

Les (\,) sont appelées les valeurs singuliéres de A.

6.1.0.6 Opérateurs a trace

Introduisons tout d’abord la notion de trace d’opérateur. C’est une généralisation
de la notion usuelle de somme des éléments diagonaux d’une matrice, & ceci prés
qu’un opérateur borné générique d’un espace de Hilbert n’a pas forcément de trace
étant donné qu’il s’agit d’une somme infinie.

Théoréme 8. Soit ) un espace de Hilbert séparable et (o, )nen une base hilbertienne
de $). Alors pour tout opérateur positif A € B(9) on pose Tr(A) = Y (¢n, Apy).
Le nombre Tr(A) (défini dans R, U {0}) est appelé trace de A et est indépendant
de la base hilbertienne choisie. Il vérifie en outre les propriétés suivantes :

1. Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B),

2. Tr(AA) = NTr(A) VYA >0,

3. Tr(UAUY) = Tr(A) pour tout opérateur U unitaire,
4. 810 < A< B alors 0 <Tr(A) < Tr(B).

Il en découle la définition suivante :

Définition 3. Un opérateur A € B($)) est a trace (“trace class”) si et seulement si
Tr(|A]) < o0 ou |A] = VA*A. La famille des opérateurs a trace est notée &, (ou
S1(9) s’il y a risque d’ambiguité).

& est un espace de Banach pour la norme |- |, définie par |A[g = Tr(|A|) et c’est
un idéal *, c’est-a-dire un idéal bilatére dans B($)), qui vérifie en outre que A* € &,
si A € 61.

Passons a présent a quelques propriétés concernant I'espace G;.
Théoréme 9. Tout opérateur A € G, est compact. Réciproquement, un opérateur

A compact appartient ¢ Sy si et seulement si Y _Ap < 00 0t les (A\p)nen SOt les
valeurs singuliéres de A.

neN
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Corollaire 2. Les opérateurs de rang fini sont denses dans S;.

Théoréme 10. S, est le dual de l'espace S, des opérateurs compacts et le dual de
S, est l’ensemble des opérateurs bornés 3(9).

Théoréme 11. Soit A € & et (¢n)nen une base orthonormée. Alors Y, . (¢n, Apy)
converge absolument et sa limite est indépendante du choix de la base orthonormée.
On définit la trace de A comme

T(4) = 3 (pn: An)

neN

0l (pn)nen est une base hilbertienne quelconque de $).

6.1.0.7 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Nous utilisons la notion de trace pour définir une seconde classe d’opérateurs :

Définition 4. Un opérateur A € B(9) est appelé opérateur de Hilbert-Schmidt si
et seulement si Tr(A*A) < oo. Cette famille d’opérateurs, notée Sy (ou Sy($) s’il
y a risque d’ambiguité), a une structure d’espace de Hilbert lorsqu’on la munit du
produit scalaire (-,-)s, défini par

[e.e]

(A, B)s, = Tr(A"B) = Z(SpnaA*BSOn)a

n=1

avec A, B € Gy et (¢n)nen base orthonormée quelconque. La norme qui en découle
. AL
est |Als, = V(A A)s, = (Tr(A"A))z, et on a [Alg, < [Alg,-

Théoréme 12.

- 6, est un idéal-*,

— tout opérateur A € Sy est compact et réciproquement tout opérateur A compact
appartient & S, si et seulement siy_, A2 < 00 0t les (An)nen sont les valeurs
singuliéres de A,

— Les opérateurs de rang fini sont denses dans S.

En outre,

Théoréme 13. A appartient & S, si et seulement si A s’écrit comme le produit de
deux opérateurs B et C appartenant a S.
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Théoréme 14. Soit (Q, p) un espace mesuré et $ = L*(Q,du). Alors A € B($)
est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement si il existe une fonction

a€ L*(QxQ,du® du),

telle que

Vf € 5, (Af)(x) = / ale,y) f(y) duly), p— presque partout

De plus,

A%, = // aCo.9) P dute) das) = ol
X

Ainsi, dans le cas particulier ou 'on considére un opérateur A € B(L?(Q2)) dont le
noyau s’écrit a(z,y) = G(xr —y)V(y) avec G € L*(Q) et V € L?(Q),on a A € &,
et

AR, = lalen = // (6le = )P V) dedy
X

= / / |G(x — y)|2dx) |V(y)|’dy par Fubini,
o \Jo

- [(/ |G(z)|2d2') V(y) dy.

2 2
= HG”L2(Q) ”V”L2(Q) :

Ce résultat est utilisé au chapitre 4.

6.1.0.8 Opérateurs de classe G,

Soit $ un espace de Hilbert séparable. Pour 1 < p < +00 nous définissons la classe
de Schatten

S, = {Ae€B®)||AP € 6.},
(notée &,(9) s’il y a risque d’ambiguité) que 'on munit de la norme |Alg =
(Te(|Ap)'” = (Tr(jArAp/2).

Nous avons les propriétés suivantes [41]

—Soit 1 <p<+ooetp telquel/p+1/p = 1.51 A€ S,et Be S, alors
AB € Gy et Vona |AB[g, < [Alg, [Bls, ;

— Soit 1 < p < +o0. Alors &,, muni de la norme || , est un espace de Banach.
Si A€ G, alors A" € 6, et |A|g = [A|g,- Enfin, &, est la fermeture des
opérateurs de rang fini pour la norme || ;

— Soit 1 < p < +oo alors &; C 6, C 6 et de maniere générale pour p < g,
S, C 6,.
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Théoréme 15 (Inégalité de Kato-Seiler-Simon). Nous nous restreignons ici
au cas tridimensionnel (pour le cas général, voir [44] et [45, Thm 4.1]).

Si f € LP(R3) et g € LP(R?) avec 2 < p < +oo, alors f(x)g(—iV) est dans
S, (LP(R?)) et

[£(@)g(=iV)ls, < 7)1l ooy 19] ooy - (6.3)

f(z)g(—iV) est en fait une notation formelle permettant de représenter facilement
une classe d’opérateurs linéaires sur L?(R3) [45, Chapter 4|. Pour deux fonctions
f et g mesurables et finies presque partout sur R® nous introduisons les ensembles
Dy ={h € L?|fh € L?} et D, = {h € L*|gh € L*} (denses dans L?). Pour ¢ € Dy
et ¢ € D,, on définit (p, f(z)g(—iV)y) par

(o, fl@)g(=iV)) = | fla)e(z) F N (g9) () du.
R
En pratique, nous utiliserons 'inégalité de Kato-Seiler-Simon pour majorer la norme
| - ||ls, d’opérateurs du type V(z)(1 — A)~' qui est bien de la forme f(z)g(—iV)
avec f(z) = V(z) et g(p) = 172

6.1.0.9 Bases de théorie spectrale

On appelle ensemble résolvant d’un opérateur linéaire 1" sur ’espace de Hilbert $),
I'ensemble noté p(7') des nombres complexes A tels que A — 7" admette un inverse
borné, noté Rx(T). La famille (R\(7"))epr) est la résolvante de 7. L’application
A — Ry(T) est analytique sur I'ouvert p(7'), a valeurs dans L£($) et on a ’identité
de la résolvante

VA ) € p(T) x p(T),  =BA(T) + Bu(T) = (A= p)BA(T) Ry(T).

Le spectre de T, noté o(T'), est le sous-ensemble fermé complémentaire de p(T") dans
C. Tl se décompose en 1'union disjointe de trois sous-ensembles
— le spectre ponctuel o,(T) est I'ensemble des A € C tels que A — T est non
injectif; les A correspondants sont des valeurs propres de T,
— le spectre continu o.(T) est 'ensemble des A € C tels que A — T est injectif et
Ran(A —T') # Ran(A = T) = §,
— le spectre résiduel est I’ensemble des A € C qui ne sont pas valeurs propres et
pour lesquels Ran(A — T') n’est pas dense dans $).

L’analyse spectrale joue un réle central en mécanique quantique. Ainsi par exemple,
I’Hamiltonien d’un systéme moléculaire est un opérateur auto-adjoint non borné
sur un certain espace de Hilbert et son spectre ponctuel correspond aux niveaux
d’énergie des états liés du systéme.

Nous énoncons ici deux premiers résultats pour les spectres d’opérateurs auto-
adjoints.
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Théoréme 16. Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert . Alors,
1. T n’a pas de spectre résiduel,
2. o(T) est un sous-ensemble de R,

3. les vecteurs propres correspondant a des valeurs propres de T distinctes sont
orthogonauz.

Nous définissons a présent d’autres sous-ensembles du spectre.

Définition 5. On appelle spectre discret de l’opérateur auto-adjoint T, noté o4(T),
I’ensemble des valeurs propres isolées de T' de multiplicité finie.
On appelle alors spectre essentiel I’ensemble 0o (T) = o(T') \ 04(T).

Le spectre essentiel contient donc le spectre continu de 7, les valeurs propres non
isolées et les valeurs propres isolées de multiplicité infinie. Le théoréme suivant est
utilisé a plusieurs reprises dans le chapitre 3.

Théoréme 17 (Théoréme de Weyl). Soit Hy un opérateur auto-adjoint sur $) de
domaine D(Hy) et W un opérateur symétrique sur §), Hy-compact. Alors 'opérateur
H = Hy+ W de domaine D(H) = D(Hy) est auto-adjoint et oess(H) = 0ess(Hp).

Grace au théoréme de Hilbert-Schmidt (ou théoréme de diagonalisation des opé-
rateurs auto-adjoints compacts) vu a la Section 6.1.0.5, nous savons que pour un
opérateur auto-adjoint compact 7, il existe une suite de réels (\,),en tendant vers
zéro et une base hilbertienne (e,),cy de 9 tels que

Nous pouvons a présent ajouter que o(7) = { A, }nenU{0} et que VA € o(T) \ {0},
Ker(A — T') est de dimension finie, soit en d’autres termes que A € o4(7"). Enfin
0ess(T) = {0}, le réel 0 pouvant étre soit dans le spectre ponctuel soit dans le
spectre continu, selon que 7" est, ou n’est pas, injectif.

Terminons cette section par quelques mots sur la décomposition spectrale des opé-
rateurs auto-adjoints et le calcul fonctionnel.

Une premiére maniére d’appréhender la décomposition spectrale d’'un opérateur
consiste & considérer le cas oil le spectre est purement ponctuel. Dans ce cas, un
opérateur auto-adjoint 7" sur un espace de Hilbert $) est décomposable sous la forme

T = Z)‘n‘enﬂen‘

neN

ol (e,)nen désigne une base orthonormale de . Dans ’équation ci-dessus, on a
utilisé la notation bra-ket : le “ket” |e,,) désigne le vecteur e, et le “bra” (e, | symbolise
la forme linéaire (e, -). En utilisant ces notations, le domaine de 'opérateur 7" est
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D(T) = {z € 9,2 = >, cnTn€n, 2 pen | Anl*|2n]* < oo}. Enfin pour une fonction
mesurable f : R — C, on définit I'opérateur f(7) par :

D(f(T) = {x € 9,2 = 3 pen@nn: Xonen [F(An)Pzn]* < 00},

6.4
Vr € D(f(T y l’ - Zf xnen ( )

neN

Cette formule constitue la base du calcul fonctionnel (pour les opérateurs auto-
adjoints a spectre purement ponctuel). Si ’on désigne par y; la fonction caractéris-
tique de 'ensemble I C R, l'opérateur y;(7") défini par

= > xlea)lel = > len)(en
neN n/An€l
est appelé le projecteur spectral sur I de 'opérateur auto-adjoint 7.
Pour définir la décomposition spectrale d’un opérateur auto-adjoint quelconque (non

nécessairement, compact), nous avons d’abord besoin d’introduire la notion de famille
spectrale.

Soit $ un Hilbert et (Py)ecr une famille de projecteurs orthogonaux sur §) vérifiant

1. P\P, = Put(xw),
2. s-lim P, = P,
w>A
H—A
3. s- Ahm P, =0et s- 11111 P, =1 (ici 1 désigne lopérateur identité sur ),

(Py)xer est appelée une famille spectrale.

Nous pouvons énoncer un premier théoréme concernant le lien entre famille spectrale
et opérateur auto-adjoint :

Théoréme 18. Soit $ un espace de Hilbert et (Py)xer une famille spectrale sur $).
On pose D(T) = {z € §, fj;o IA2d |Pz|” < oo} etV € D(T),Tx = fj;o AdPyx.
Alors T définit un opérateur auto-adjoint sur . On note souvent 1 = fj;o dP) et
T = [T )\dP.

Nous définissons & présent deux ensembles :

Soit . I’ensemble des familles spectrales sur ), .7 ’ensemble des opérateurs auto-
adjoints sur §.

Le théoréme précédent permet de donner un sens & ’application
F . S >,
+o0
(P\)—=T: D(T) = {z € f),/ A2 [Pz]? < o0} — 9,

+oo

et nous avons par ailleurs [40]
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Théoréme 19 (Théoréme spectral). L’application F définit une correspondance
biunivoque entre . et </, autrement dit & tout opérateur auto-adjoint T sur $,
on peut associer une famille spectrale (P)\er telle que F((PL)) = T. On peut
construire (P ) ecr @ partir de la resolvante de T a l'aide de la formule suivante :
8t A < | sont deux réels, on a

1 1 1 -
5 (Bl +Pio) = 5 (B0 + PLy) :%[g(z—T) bz

ot € est une courbe fermée bornée réguliére du plan compleze telle que €NR = {\, u}
et telle que les tangentes a € en \ et en i ne soient pas paralléles a ’aze réel.

Notons que si T est un opérateur auto-adjoint compact de la forme (6.4), la famille
spectrale qui lui est associée est donnée par Py =}, _, |en)(enl-

Pour en revenir au calcul fonctionnel, pour un opérateur auto-adjoint 71" sur § et
une fonction mesurable f : R — C, on définit 'opérateur f(7") par :

D(f(T >>—{xesa/°°|f JPd| Py < oo},
Vo € D(f(T)), f(T)x = [T f(\)dPa.

En particulier, si I C R, le projecteur spectral sur [ associé a l'opérateur auto-
adjoint 7" est défini par

u®) = [ uarf = [apl

Enfin, nous pouvons établir un lien entre le spectre d’un opérateur et la famille
spectrale :

Théoréme 20. Soit $ un espace de Hilbert séparable et T un opérateur auto-adjoint
sur . On a :

1. o(T) C R,
2. Si T > c (T borné inférieurement), alors o(T) C [¢, +00),

3. SiT € B($), oT) C [—|T|,|T|]- De plus au moins l’un des deux réels — | T
et |T| est dans le spectre de T,

o € 0,(T) si et seulement si Py, # Py,—o et Ker(A\g—T) = Ran(Py, — Px,—0),
Ao € crc(T) si et seulement si Py, = Py,—o et Ve >0, Py\,1c # Py—e,

=0,
)\0 € ad( ) si et seulement si il existe € > 0 tel que dim Ran(Pyy4e — Pyy—c) < 00,

90.\?9\9“"?\
A
\_/

s
Ao € 0ess(T') si et seulement si pour tout € > 0 dim Ran(Pyyyc — Py,—c) = 0.
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