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Développement de méthodes statistiques pour la priéion des
valeurs extrémes : Application a la corrosion par m(res de
I'aluminium A5

RESUME: La corrosion par pigUres est I'une des formesadmsion les plus répandues. Elle
touche tous les matériaux et se place dans unxteréeonomique tres important. Elle peut se
manifester a des endroits spécifiques de la stri@umener a sa détérioration en particulier
en présence de sollicitations mécaniques. L'asgtechastigue du phénomene a conduit au
développement de méthodes statistiques pour letéaiser. Cette caractérisation est souvent
faite via I'estimation de la profondeur maximalesdaiqires afin d’évaluer le risque de
perforation de la structure. Pour cela, la méthdeléGumbel est 'approche la plus utilisée.
L’objectif de ce travail est de revenir sur la fiédtion des conditions d’'application de cette
méthode notamment I'indépendance et de la compasar les autres approches basées sur la
loi des valeurs extrémes généralisée et la loi dpassement de seuil. La condition
d'indépendance est vérifice a l'aide des procespatiaux. Une adaptation de I'analyse
spectrale en corrosion par piglres est aussi péapdas comparaison entre les approches est
basée sur des simulations numériques dont les paesrsont issus de I'expérimentation.

Mots-clés : corrosion par piglres, théorie des valeurs extrénoés de probabilités, tests
statistiques, analyse et statistique spatiale deséks, analyse spectrale.

Development of statistical method to expect extremealues:
Application to pitting corrosion of aluminum A5

ABSTRACT: pitting corrosion is one of the most prevalesriis of corrosion. It affects all
materials and takes place in a very important esoncontext. Pits can manifest locally over
the structure and leads to its deterioration paldaity in the presence of mechanical
solicitations. The stochastic aspect of the phemamded to the development of statistical
methods in order to characterize it. This charazaéon is often done through the estimation
of maximum pit depth in the aim to assess the afgierforation. For this aim, the method of
Gumbel is often used. The objective of this workoixheck the conditions of application of
this method notably the independence and compasgéthtthe approaches based on law of
generalized extreme values and the peak over thicesfihe condition of independence is
verified using spatial process. An adaptation ef $pectral analysis in the context of pitting
corrosion is also proposed. The comparison betweerapproaches is based on numerical
simulations which the parameters come from the x@atation.

Keywords: pitting corrosion, extreme value theory, law ablpabilities, statistical test,
statistic of spatial data, spectral analysis.
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Introduction

Le phénomene de corrosion touche la majorité des matériaux métalliques. Il peut étre défini
comme étant une dégradation de la structure du matériau ou de ses propriétés par réactions élec-
trochimiques avec l'environnement ([Lan03]). Parce que les métaux et alliages métalliques se dis-
tinguent des autres matériaux par un ensemble de propriétés attractives (rigidité, ductilité, ténacité,
conductibilité électrique, résistance a la traction,...), cela fait d’eux des éléments de structures essen-
tiels dans I'industrie et meéne a leur vaste utilisation dans tous les secteurs (transport, alimentation,
construction,- - - ). Par conséquent, le phénomene de corrosion qui touche ces matériaux de structure
se place dans un contexte économique tres important. Son cofit annuel global en France ! est estimé
a environ 50 milliard d’euros. En général, le cotlit englobe les pertes directes liées aux remplacements
des matériaux corrodés et les équipements dégradés et les pertes indirectes liées a la réduction de
la production et a l’accroissement du cott de fonctionnement. Il en résulte un enjeu scientifique de
taille & la fois pour la conception (nouveaux matériaux, techniques de protection,---) et pour la
prévention en terme de prédiction et évaluation de risques.

Les techniques de protection contre la corrosion généralisée sont multiples et de plus en plus
élaborées. Néanmoins, elles ne permettent pas de se prémunir contre une autre forme particuliere
de corrosion plus pernicieuse qui est susceptible de se manifester : la corrosion localisée. Cette
derniere qui apparait a des endroits spécifiques de la structure est souvent die a une hétérogénéité
locale du matériau (inclusions, précipités,: - - ) ou de ’environnement (variation de pH, température,
concentration en oxygene, - - - ). Elle peut prendre plusieurs formes parmi lesquelles on distingue la
corrosion galvanique, sélective, caverneuse, par piqires, - - -

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a la corrosion par piqures qui est 'une des formes
les plus répandues de la corrosion localisée. Son caractere insidieux, fait qu’elle peut étre tres dan-
gereuse et difficilement prévisible. En effet, méme si celle-ci ne se manifeste que sous forme d’un
petit point a la surface, une cavité peut se propager en volume jusqu’a la perforation du matériau
et la ruine de la structure. Ces piqures sont d’autant plus néfastes que les structures sont sollicitées
mécaniquement en traction ou en fatigue et qu’elles peuvent constituer de véritables sites d’amor-
cage de fissures.

Devant cette problématique, plusieurs travaux ont été menés dans I'objectif de caractériser le
phénomene et de quantifier le risque de perforation. Cette caractérisation peut étre faite a l'aide
de différents criteres. Il s’agit notamment de potentiels de piqtration F), et de repassivation E, des
piqiires, de la température critique de piqiiration, du temps d’amorgage, du nombre, de la taille et
de la profondeur des piqires ([DBB94]). Lors d’ essais potentiodynamiques (voir chapitre 1), la dis-
persion des potentiels £, fut longtemps attribuée aux conditions expérimentales. Cette dispersion

1. Centre de Corrosion Marine et Biologique : www.corrodys.com
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persiste malgré un controle rigoureux des expériences. Shibata et al.([ST76, ST77]) émirent ainsi
I’hypothese que cette dispersion serait due a ’aspect intrinsequement stochastique du phénomene
de piquration. Il en résulte un traitement statistique et un dévelopement de modeles probabilistes
pour étudier le phénomene. Le critere retenu dans ce travail est la profondeur des piqures. L’'une
des questions majeures directement liée & ce critere est de prédire la profondeur maximale des
piqires pour une surface objective de taille S en ayant uniquement analysé des échantillons de
surface s. L’origine et I'importance de cette question réside dans le fait qu’en pratique, la surface
objective est tres grande (aile d’avion, coque de navire,---), ce qui rend impossible le relevé de
toutes les mesures (profondeur des piqires) sans oublier le cout qui en réslute. L’objectif est alors
de réduire les incertitudes du point de vue statistique lors de ’extrapolation spatiale et de don-
ner des intervalles de confiance des estimations des profondeurs maximales. Pour cela, la théorie
des valeurs extrémes offre un traitement adapté a ce type de probléme. Initialement appliquée en
hydrologie, la théorie des valeurs extrémes (TVE) décrit le comportement asymptotique du maxi-
mum d’un échantillon et propose des estimations des événements rares qui sont souvent la cause de
catastrophes de grande ampleur (crues, avalanches, fissures critiques,---) entrainant une rupture
brutale. Vu la complexité du phénomeéne de corrosion qui dépend du couple matériau/milieu, il
est important de signaler que les études menées dans le cadre de ce travail ont été appliquées sur
des toles d’aluminium avec dans un milieu corrosif décrit dans le chapitre dédié a ’expérimentation.

L’expérimentation présente une étape de premiere importance dans ce travail. En effet, elle per-
met d’alimenter les simulations numériques et confronter les résultats de ces simulations avec celles
de Pexpérimentation. Les conditions fixées pour ces expérimentations (voir section 4.1) n’ont pas
été facile a satisfaire dans la mesure ot il n’y a pas beaucoup de couple milieu/matériau qui peuvent
aboutir a des échantillons vérifiant nos conditions. Une recherche bibliographique a conclu a retenir
I'aluminium comme matériau et un milieu dont la composition est détaillée au chapitre 4. Notons
que des courbes de potentil libre ont aussi été tracé dans I'objectif d’expliquer le comportement a
la corrosion par piqiires des échantillons utilisés.

L’organisation de ce travail se présente comme suit :
Au premier chapitre, nous présentons le phénomene de corrosion par piqures et détaillons les dif-
férents facteurs qui le favorise. Ensuite, un apergu sur les mécanismes (amorgage + propagation)
est donné avant de se focaliser sur la phase de propagation qui représentera le cadre de ce travail.
Puis, le probleme est posé mathématiquement et on revient sur les lois classiques des profondeurs
des piqures rencontrées dans la littérature ainsi que sur les tests statistiques utilisés pour valider
de telles lois.

Au deuxieme chapitre, nous introduisons la théorie des valeurs extrémes et présentons les trois
lois limites du maxium d’un échantillon en insistant sur leurs propriétés mathématiques et les condi-
tions de leur obtention et application. Ensuite, on distinguera les lois des profondeurs en fonction de
leur queues de distributions. La loi des valeurs extrémes généralisée (Generalized Extreme Value)
GEV est présentée, comme étant la forme généralisée des 3 lois limites, en illustrant son utilité du
point de vue estimation. Enfin, on introduit la méthode de dépassement de seuil POT (Peaks Over
Threshold) qui est une alternative a ’approche des maxima par blocs (Gumbel et GEV). Pour ces
approches, différentes méthodes d’estimation des parametres sont présentées ( régression, moments,
moments de probabilités pondérés, maximum de vraisemblance).

Au troisieme chapitre, les méthodes d’analyse des données spatiales sont présentées. Il s’agit
d’étudier I'existence d’interactions entre les piqlires ce qui permet ainsi de vérifier ’hypothese d’in-
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dépendance nécessaire lors de ’application de TVE. Ce chapitre est divisé en deux parties. La
premiere s’intéresse a ces interactions en tenant compte de la position des piqlres et la deuxieme
en tenant compte a la fois de la position et de la profondeur associée a chaque piqure.

Au quatrieme chapitre, nous présentons l’expérimentation effectuée durant ce travail en four-
nissant une description détaillée du matériel utilisé, les différentes manipulations pour corroder
des plaques d’aluminium ainsi que ’acquisition des données en terme de mesure des profondeurs
par microscopie et profilometrie optique. Les données relevées sur des plaques d’aluminium sont
utilisées pour détecter les interactions et mettre en oeuvre la méthode de Gumbel. Le recours a la
simulation numérique couplée a I'expérimentation est justifié dans I'optique de clarifier certaines
interrogations autour de cette méthode.

Au cinquieme chapitre, les méthodes alternatives a ’approche classique de Gumbel a savoir les
approches GEV et POT sont présentées. Une comparaison entre ces différentes approches en terme
d’estimation de quantiles est effectuée. Enfin, nous terminons ce travail par un commentaire sur les
différents résultats obtenus et par une mise en exergue de ’apport de ce travail par rapport a la
littérature.
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Chapitre 1

Corrosion par piqures

1.1 Généralités

La corrosion par piqures est la forme de corrosion localisée la plus souvent rencontrée. De
I'industrie maritime et pétroliere (navire, pipeline, - - - ) en passant par la construction et le transport
(cables de suspension, canalisations, citernes, - - - ), elle peut toucher tous les secteurs et s’averer tres
colteuse. La figure (1.1) montre la répartition des différentes formes de corrosion pour les aciers
inoxydables.

Distribution des formes de corrosion pour les aciers inoxydables
dans divers secteurs industriels

B Corrosion sous condrainte (SCC)
B Pigdration

0 uniforma

O Inbergramulaing

W Autres

F1c. 1.1: Bilan des différentes formes de corrosion [X-PER-X]

Vis a vis de son milieu corrosif, un matériau métallique peut se trouver dans 'un des trois états
possibles : 'immunité, la passivité et ’activité.

1. L’immunité : Dans cet état, la corrosion du matériau est impossible. Cela implique que le
couple matériau/milieu se trouve dans un état de stabilité, et cette absence de corrosion n’est
pas due a l'existence physique d’'une « couche protectrice » entre le matériau et le milieu
mais a l'absence de réaction élecrochimique. Cette situation est rencontrée dans le cas des
matériaux nobles comme 1’or, le platine dans les milieux aqueux de pH neutre.

2. La passivité : Le matériau est protégé naturellement par une « couche protectrice » appelée
film passif d’une épaisseur de l'ordre du nanometre. En jouant le réle de barriere entre le
matériau et son milieu, ce film passif protege le matériau contre la corrosion. Ce comportement
electrochimique est celui des matériaux comme ’aluminium, le titane, I’acier inoxydable dans
les milieux aqueux de pH neutre.
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3. L’activité : Le matériau réagit directement avec son milieu et se corrode généralement de
maniere uniforme sur toute la surface. C’est le cas par exemple du fer en milieu acide.

Contrairement a la corrosion généralisée, ou toute la surface est attaquée suite a la répartition
spatio-temporelle aléatoire des sites anodiques et cathodiques, la corrosion par piqire se développe
localement en formant une pile galvanique de corrosion entre la surface extrérieure, passive et
cathodique, et U'intérieur de la piqlre, actif et anodique (voir figure (1.2)) entrainant une cavité qui
peut rapidement devenir profonde bien qu’'une petite quantité de métal se dissolve globalement.

F1G. 1.2: Pile galvanique de corrosion : + Cathode, - Anode ([Lan03] modifiée)

Cela montre le caractere insidieux et dangereux du phénomene qui touche aussi les matériaux
passivables présentant donc une bonne résistance a la corrosion généralisée. Il en résulte deux
mécanismes d’attaque différents. La figure (1.3) schématise le développement dans le temps de
I'attaque de la corrosion par piqiires et de la corrosion généralisée.

L) " Atk b .
e o :
e

a
F1a. 1.3: Attaque par corrosion : a- Localisée, b- Généralisée ([Kow94] modifiée)

Finalement, la morphologie des piqiires de corrosion peut prendre plusieurs aspects selon les
conditions expérimentales. La figure (1.4) illustre des exemples de formes de corrosion ([Bar04]).
Dans le chapitre 3 nous montrerons la morphologie de quelques piqures issues de notre expérimen-
tation.
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Sous surface Undercutting

Horizontale Verticale

F1a. 1.4: Exemples de morphologie des piqures de corrosion ([Bar04])

Les mécanismes et les causes de la corrosion par piqires ont été largement étudiés dans la
littérature ([SS86, Mar02]). L’objectif de cette partie est d’en présenter les aspects généraux.

1.2 Caractérisation de la sensibilité a la corrosion par piqiires

1.2.1 Potentiel de piqures

L’une des principales caractéristiques pour étudier la sensibilité a la corrosion par piqures est

I'existence d’une valeur critique du potentiel du matériau dans son milieu corrosif pour laquelle ce
type d’attaque est susceptible de se manifester. Ce concept a été introduit pour la premiére fois par
Brennert ([DBB94]) mais c’est a Pourbaix en 1963 que revient la distinction entre deux potentiels
celui de piquration et celui de repassivation.
Il existe plusieurs méthodes pour déterminer ces deux potentiels caractéristiques. La plus utilisée
est la méthode potentiodynamique qui consiste a tracer des courbes intensité (i)- potentiel (E) par
balayage du potentiel dans le sens croissant et décroissant. Le potentiel de piquration E, traduit la
rupture stable du film passif alors que le potentiel de repassivation E, (ou de protection) est associé
a larrét des piqures. Le potentiel de piquration, est obtenu lors du balayage dans le sens croissant, il
correspond a I’augmentation brutale du courant. Quant au potentiel de repassivation, il est obtenu
lors de l'inversion du sens du balayage. Il correspond a l'intersection du palier de passivation avec
la courbe retour. A noter que plus E, est grand et plus la résistance a la corrosion par piqires est
élevée. La figure (1.5) montre un schéma simplifié de ce type de courbes.
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Courant

e i .

E, E

P
F1G. 1.5: Schéma d’uf;%%r%)tllﬁ e Intensité-Potentiel

Ces deux potentiels peuvent aussi étre déterminés par la méthode galvanostatique qui consiste a
appliquer un courant constant. Le potentiel de piquration correspond a la stabilisation du potentiel
suite & la formation de piqures stables ( voir figure (1.6)).

Potentiel

Temps

Fi1G. 1.6: Schéma de détermination du potentiel de piquration par la méthode galvanostatique

Il est important de rappeler que la valeur du potentiel de piqires n’est pas une caractéristique
intrinseque au matériau. Il s’agit d’une variable aléatoire qui dépend fortement de la microstructure
du métal, de I’état de surface, de la composition chimique du milieu, de la température et aussi de
la méthode de mesure utilisée.

1.2.2 Temps d’amorcage

Certains auteurs étudient la sensibilité a la corrosion par piqures en mesurant leur temps d’amor-
cage. 1l existe différentes interprétations pour définir ce temps d’amorcage ([DBB94]). Il peut étre
avancé comme étant :

— Le temps nécessaire a la piqure pour atteindre une taille pour laquelle le courant de piqtration

est supérieur au courant de passivité sur le reste de la surface.

— Le temps nécessaire pour que les réactions locales causent une décroissance du pH jusqu’a

une valeur permettant un maintien de la dissolution du métal entrainant la propagation des
piqtres.
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— Le temps nécessaire aux ions agressifs pour pénétrer dans le film passif.

Face a ces différentes interprétations, le mécanisme d’amorgage reste trés complexe bien que
plusieurs expériences ont mis en évidence des relations reliant le temps d’attaque et 1’épaisseur du
film passif. Par conséquent des modeles probabilistes ont été élaborés pour caractériser ce temps et
tenir compte des aléas du phénomene.

1.2.3 Approche statistique : Amorcage + Propagation

Amorcage : La dispersion du potentiel de piquration lors des essais potentiodynamique a prin-
cipalement été reliée au caracteére intrinsequement stochastique de 'amorcage des piqlires. Ainsi, le
traitement de cette phase doit se faire via des approches probabilistes et des méthodes statistiques
([ST76, ST77]). Le modele proposé par Shibata et Takeyama suppose que le processus d’amorcage
des piqures est un processus markovien. Cela signifie que la probabilité d’amorcage d’une piqure a
Iinstant t ne dépend pas du nombre de piqlires amorcées auparavant. Autrement dit, il y a indé-
pendance des amorcages des piqures sur la surface des échantillons.

Propagation : En plus des approches basées sur le potentiel et la cinétique des piqtres, ’aspect
propagation peut aussi caractériser la sensibilité a la corrosion par piqires. Dans cette approche,
on s’intéresse a la distribution statistique des profondeurs des piqures et le but est de prévoir la
perforation pour une surface objective S en ayant analysé des surfaces échantillons de taille s. C’est
dans ce cadre que se place le travail de cette these; nous reviendrons en détail sur cette approche
dans les chapitres suivants.

Enfin, I’évolution dans le temps de la moyenne des profondeurs x est souvent donnée par la loi
empirique ([Kow94]) :

T —xg =k(t—1t,)" (1.1)

ol :
— x4 la profondeur a partir de laquelle les piqiires continuent a croitre.
— to le temps d’amorcage des piqtires.
— k et n des coefficients déterminés expérimentalement.

1.3 Facteurs favorisant la corrosion par piqiires

Les facteurs qui influencent la corrosion par piqures sont multiples, mais on peut les classer en
deux catégories : ceux liés au matériau et ceux liés au milieu.

1.3.1 Matériau

— Composition : l'incorporation d’éléments d’alliages aux matériaux peut augmenter la ré-
sistance a la corrosion. C’est le cas par exemple de la présence du chrome pour les aciers
inoxydables dans des proportions bien précises. Dans le cas ot la concentration en chrome
devient supérieure a 12%, un film passif se forme & la surface de ’alliage. Dans le cas de
Paluminium et de ses alliages, ce film se forme spontanément. Les caractéristiques de ce film
peuvent dépendre de plusieurs parametres. Nous citons :

1. La composition chimique et ’épaisseur : La composition chimique du film passif dépend
a la fois du substrat métallique, des traitements de surface subis par le matériau et
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du milieu dans lequel il est immergé (molécules d’eau, anions OH™, cations de métaux
oxydables,---). Quant & l’épaisseur, elle est en général de 'ordre du nanometre et il
apparait dans de nombreux travaux ([DBB94]) que le temps d’amorcage est corrélé
positivement avec I'augmentation de I’épaisseur du film passif.

2. Conductivité : Le processus électrochimique de la corrosion entraine des transferts de
charges électrique ; ainsi on a une bonne résistance a la corrosion par piqures si le film
se comporte comme un isolant.

— Hétérogénéités métallurgiques : La préexistence de toute sorte d’hétérogénéité peut
constituer de véritables sites d’amorcgages de piqures. Parmi ces sites, on peut distinguer ceux
relatifs aux défauts cristallins tels que les dislocations, les joints de grain, des ségrégations
souvent rencontrées pour les alliages d’aluminium ainsi que des inclusions non métalliques tel
que les sulfures de manganese pour les aciers inoxydables ([DBB94]).

1.3.2 Milieu

Comme le phénomene de corrosion fait intervenir le couple matériau/milieu, activité du milieu
peut influencer la corrosion par piqires autant que le matériau. En effet la présence d’especes
agressives telles que les ions halogénures peut facilement déstabiliser le film passif. La température
est aussi un facteur important puisqu’elle augmente la vitesse de propagation des piqtires et diminue
les temps d’amorgage et les potentiels de pigaration ([DBB94]). Finalement, dans certains milieux,
des bactéries peuvent aussi intervenir en modifiant les conditions locales d’aération ou en créant
des produits de métabolisme agressifs.

1.4 Mécanisme de la corrosion par piqires

Comme indiqué précédemment, le processus de corrosion par piqilires est complexe et nécessite
un traitement prudent pour mieux interpréter les caractéristiques du phénomene. En général, on
distingue les trois étapes : la rupture de passivité en condition métastable, la croissance de piqtres
stables et la repassivation.

1.4.1 Rupture de la passivité

Les films passifs ne sont pas inertes. Ils sont en permanence le siege de différentes réactions
qui déterminent leur aptitude a proteger contre la corrosion par piqures. En général, la plupart
des auteurs distinguent trois mécanismes de rupture de la passivité a savoir les mécanismes de
pénétration, de rupture de film et d’adsorption.

1. Mécanisme par pénétration : Ce mécanisme met en jeu le transfert d’anions agressifs a
travers le film passif jusqu’a la surface du métal ot débute leur mise en réaction. Ce transfert
peut étre expliqué ([DBB94]) par la présence d’un champ électrique élevé et une concentration
importante de défauts dans la couche d’oxyde. En milieu chloruré, cela suppose que la piqire
se produit lorsque les ions Cl™ arrivent a l'interface métal-film. La figure (1.7) montre un
schéma de ce type de mécanisme.
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Fi1a. 1.7: Schéma du mécanisme d’amorgage par pénétration ([DBB94])

2. Mécanisme par rupture de film : Vetter et Strehblow (cité dans [DBB94]) ont proposé
un mécanisme qui nécessite des ruptures dans le film permettant I'acces direct des anions a la
surface métallique non protégée. La figure (1.8) montre un schéma de ce type de mécanisme.
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F1G. 1.8: Schéma du mécanisme d’amorgage par rupture du film ([DBB94])

3. Mécanisme par adsorption : Il commence avec la formation en surface de complexes qui
peuvent mettre en jeu des anions agressifs et causer 'amincissement local du film passif et sa
destruction en formant des piqures.

Ces mécanismes ne se produisent pas forcément de manieére exclusive les uns par rapport aux
autres. Un mécanisme d’adsorption peut par exemple précéder la pénétration d’ions agressifs. Ce-
pendant ils ont tous un effet accélérateur de la différence de potentiel métal/milieu et de la concen-
tration des ions agressifs en solution.

1.4.2 Croissance des piqires

Une fois les piqlires amorcées, la condition générale pour assurer leur croissance est d’avoir une
instabilité du film passif. Cela peut se produire si les concentrations locales et les teneurs en especes
agressives sont suffisantes pour empécher toute repassivation. Du point de vue expérimental, le
suivi de la propagation des piqilires est principalement effectué par ’étude des densités de courant
déduites des mesures de courant de dissolution et de la géométrie des piqtres.
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1.4.3 Repassivation

Comme indiqué ci-dessus, le comportement des piqures est assez complexe. Apres son amorcgage,
la piqure peut continuer a croitre, mais ce processus peut s’arréter pour différentes raisons. C’est la
repassivation. Parmi les facteurs qui peuvent arréter la croissance des piqures on peut citer la chute
ohmique. Par contre elle ne concerne que les piqures qui sont dans un stade avancé avec un rayon
de quelques mm ([DBB94]), et ne peut servir d’explication pour les piqures de petites dimensions
(de lordre du pm).

Face a cette complexité du phénomene de piquration, nous avons choisi d’étudier le phénomene
du point de vue statistique en se placant dans la phase de propagation sans se préoccuper des
mécanismes. Ainsi, le probléme se ramene & la quantification du risque de perforation des structures
en estimant la profondeur maximale des piqures pour une surface objective S. Pour aborder ce type
de probleme, la théorie des valeurs extrémes offre un traitement statistique. Cela fera I'objet du
chapitre suivant. Ainsi, pour mettre en oeuvre les différentes méthodes statistiques et les simulations
numériques, nous avons besoin de connaitre la distribution en loi de probabilité des profondeurs des
piqires. Ce chapitre se termine par un rappel des différentes lois classiques rencontrées en corrosion
ainsi que leur propriétés, et nous présentons les trois tests d’ajustement utilisés dans ce travail a
savoir le test du Chi-deux, le test de Kolmogorov et le test d’Anderson Darling.

1.5 Lois de probabilités en corrosion par piqures

1.5.1 Loi de Poisson

C’est une loi discrete utilisée pour décrire la variable aléatoire N, correspondant au nombre de
piqures dans le temps et dans I'espace ([Fie92, Gumb58]). Si A désigne le nombre moyen de piqires
par unité de surface, alors la probabilité d’observer k piqures sur une surface A (d’aire |A|) est
donnée par :

k
P(Ny,=k) = m}j)exp(—)\ |A]) (1.2)

L’espérance et ’écart type de cette variable sont respectivement donnés par :

E[Np] =XA[ o [Ny] = VAIA] (1.3)

ou E[.] désigne 'opérateur de l'espérance et o [.] 'opérateur de I’écart-type.

1.5.2 Loi Exponentielle

La loi exponentielle peut modéliser la variable aléatoire correspondant au temps d’amorcage des
piqures notée T,. Si u désigne le nombre moyen d’apparitions de piqures par unité de temps, alors
la probabilité qu’au moins une piqure s’amorce a l'instant ¢ est donnée par :

P(t) =1 — exp (—put) (1.4)

L’espérance et I'écart-type sont donnés par :

B[] =~ et olTy=— (1.5)



1.5.3 Loi Normale

Appelée aussi la loi de Gauss, c’est la loi la plus utilisée par excellence. En corrosion par piqures,
elle peut représenter la variable aléatoire se référant a la profondeur des piqtires X ([Lei54]). La
probabilité d’avoir une profondeur inférieure a une valeur x est entierement définie avec la donnée
de deux parametres u et o correspondant respectivement a la moyenne et I’écart-type de la variable
X. Son expression est donnée par :

x Y
P(X <) = 217ra/_ exp (“20’;)> dt (1.6)

L’espérance et I’écart-type sont donnés par :

EX]=p et o[X]=0 (1.7)

1.5.4 Loi log-normale

Une variable aléatoire Y strictement positive suit la loi log-normale de parametres p et o si son
logarithme suit une loi normale de parameétres u et 0. Ce type de distribution peut modéliser la
profondeur des piqires ([NLBT02]) et aussi le temps de défaillance dans la corrosion sous contrainte
([Kow94]). La probabilité pour que Y prenne des valeurs inférieures a y est donnée par :

P(Y <y) = /Oy \/%aiexp (—; <logta_“>2> dt (1.8)

L’espérance et I'écart-type sont donnés par :

o2
E[Y] =exp <,u + > et o[Y]=+/exp(2u+ 02?) (exp (c2) — 1) (1.9)

2

1.5.5 Loi de lambda distribution généralisée

La loi de lambda distribution généralisée connue aussi sous le nom de Tukey-Lambda est connue
par la donnée de sa fonction quantile (I'inverse de la fonction de répartition) définie par :

As (1 — u)/\4
A2
oll \q, Ao représentent respectivement le parametre de localisation et d’échelle et les parametres
A3 et A4 sont déterminés respectivement par le coefficient de dissymétrie (skewness) et le coefficient
d’applatissement (kurtosis).
Ce type de distribution a été utilisé pour estimer les quantiles des profondeurs maximales des
piqures de corrosion ([NBLIO3]).

Q (u, A1, A2, A3, A1) = A1 + “

(1.10)

1.6 Tests classiques d’ajustement et d’analyse de données
1.6.1 Tests classiques d’ajustement

1.6.1.1 Test du Chi-deux

C’est sans doute le test le plus utilisé. Il tire son nom du fait que 'on lit la valeur critique dans
la table de la loi de Chi-deux. Il comporte plusieurs variantes, essentiellement le test d’adéqua-
tion qui compare la distribution observée dans un échantillon a une distribution théorique, le test
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d’indépendance qui vérifie si deux caracteres d’une population sont indépendants et le test d’homo-
généité qui teste si les échantillons observés sont issus d’une méme population. Dans ce travail, on
s’intéresse a la premiere variante. Ainsi, si ’on dispose d’un échantillon de valeurs représentant des

profondeurs de piqiires; dans un premier temps, ces valeurs sont réparties en r classes Cq,-- -, C;.
Les probabilités théoriques dans chacune des classes sont notées pi,--- ,p,, les effectifs observés
ni, -+ ,n, et la taille totale de I’échantillon N.

L’hypothese testée (nulle) Hy est : « L’échantillon observé est issu de la distribution théorique » avec
un risque d’erreur .
Les étapes du test sont les suivantes :

1. On calcule les effectifs théoriques Np; pour i =1,--- ,r
2. On calcule la valeur observée de la variable du test :

r

ni — Np;)?
=) (i — Npi)” " ) (1.11)
i=1 ¢

3. On cherche la valeur critique y2 dans la table de la loi de Chi-deux & r — 1 degrés de liberté.
4. Si x% < x2, on ne peut rejeter I’hypotheése nulle, sinon on la rejette.

Une condition d’application du test a vérifier a priori est que Np; > 5, sinon on procede a un
regroupement de classes.

1.6.1.2 Test de Kolmogorov

Il est souvent utilisé de préférence au test de Chi-deux lorsque le caractere observé est continu.
Soit X ce caractere de fonction de répartition théorique connue Fy. Etant donné un échantillon
(z1,--+ ,zn) de N observations, ’hypotheése nulle & tester est : « La fonction de répartition Fy de
X est égale a la fonction de répartition observée F ».

On peut résumer les étapes du test comme suit :

1. On ordonne les valeurs observées z1 < 9 < --- < zn

2. La fonction de répartition de I’échantillon dite empirique se calcule en posant :

1 2

F = — F =— ... F =1 1.12
(ZL’l) N ) (1'2) Nv ’ (.CCN) ( )
3. On calcule :
K = max (L= Fy (i), Fo (ai) — —— (1.13)
_1H§1za§)§1 n_ 0\%;),Lo\T;) — n .

4. On lit la valeur critique D,, dans la table de la loi de Kolmogorov. Si K < D,,, on ne rejette
pas ’hypothese nulle, sinon on la rejette.

1.6.1.3 Test d’Anderson-Darling

Comme dans le test de Kolmogorov, le test d’Anderson-Darling consiste & comparer la distri-
bution théorique Fp (x) a la distribution de 1’échantillon (empirique) F' () mais en calculant la
statistique suivante :

+oo
/ [F(z) — Fy (2)]>w (z) F (z) dx (1.14)



ot w (z) est une fonction de pondération, et F' (z) la fonction dérivée de F ().
Le cas standard du test d’Anderson-Darling correspond au choix de la fonction de pondération

suivante : 1

T Fo(x)[1- Fy(2)]

Ce choix permet de tenir compte des faibles et des fortes fréquences. Le test devient plus sensible
au comportement des fréquences rares pour un choix de la fonction de pondération égale a

(1.15)

w (x)

1

“TRE (1.16)

w ()
ce qui peut s’averer utile dans le cadre des valeurs extrémes. Le test n’est pas rejeté a un risque «
si la statistique du test est inférieure a la valeur critique tabulée.

1.6.2 Tests d’analyse de données

L’analyse des données est une branche des statistiques qui s’intéresse a la description des données
conjointes. Il s’agit de chercher les liens qui peuvent exister entre les différentes variables étudiées
ou de les classer en sous groupes plus homogenes. Les principales méthodes d’analyse de données
sont :

— L’analyse de variance (ANOVA) : Pour tester s’il existe une différence significative (en moyenne)

entre les différents échantillons.

— L’analyse en composante principale (ACP) : Utilisée pour trouver les variables les plus in-

fluentes dans le phénomeéne étudié.

— L’analyse factorielle discriminante (AFD) : Permet d’identifier des groupes homogenes au sein

de la population.

Dans ce travail, c’est le test ANOVA qui va étre utilisé. En effet, on va s’intéresser a tester s’il
existe une différence significative entre les mesures et les estimations qu’on détaillera au quatrieme
chapitre.

1.6.2.1 Tests d’analyse de variance ANOVA a un facteur

Etant donné k groupes (ou échantillons), le test ANOVA consite a tester ’égalité des moyennes
des groupes. Le terme « un facteur » signifie que le test porte sur un seul parametre qui est la
moyenne. Supposons que les données puissent étre résumées par la variable (z;;) avec 1 < i < n
et 1 < j < k oun est le nombre d’observations de chaque groupe, et k le nombre de groupes. Le
tableau (1.1) schématise ces données :

Facteur | Groupe 1 | Groupe 2 | --- | Groupe k
Effectif n1 N9 . ng
Mesure T11 T19 e Tk
Mesure 1 o2 ce Tk
Moyennes T To e T

TAB. 1.1: Exemple de tableau de données

On cherche & tester :
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Hy: %1 =%9--- =T, = T contre
H; : 1l existe au moins deux groupes qui ont deux moyennes significativement différentes.

Le principe du test ANOVA est basé sur la décomposition de la variation totale des données en
deux composantes :

Varr = Varier + Varipira (1.17)
ou la variable Vary correspond & la variation totale autour de la moyenne. Elle est définie par :
Vary = Z (l‘ij — Zi‘)z (1.18)
1,J

La variable Var,e, est la variation due au facteur (intergroupe). Elle est définie par :

k
Varipter = an (jj - j)Q (119)
=1

et la variable Variyrq correspond a la variation due a lerreur (intragroupe). Elle est donnée
par :

Variptra = Z (zij — ;) (1.20)

i?j
La statistique du test, notée F', est donnée par :

_ Variger/ (k—1)
-~ Varia/ (n — k)

F (1.21)

Sous I’hypothese nulle Hy, la statistique F' suit la loi de Fisher a (k — 1,n — k) degrés de liberté.
Pour un seuil a donné, le test permet de rejeter Hy si la valeur de F' est supérieure a la valeur
critique (ou théorique) calculée & partir de la loi de Fisher. En pratique, la plupart des logiciels de
statistique renvoient la p-valeur du test qu’on compare avec le seuil « fixé auparavant. Cette valeur
est définie comme étant le niveau significatif le plus bas ou ’hypothese nulle peut-étre rejetée. Ainsi,
si la p-valeur est inférieure a «a, 'hypothése nulle est rejetée, et elle acceptée dans le cas contraire.

Pour appliquer le test ANOVA, il faut vérifier les hypotheses suivantes :

— L’indépendance des observations.

— La normalité des résidus. Le vecteur résidu est défini comme étant la différence entre les

composantes du vecteur et leur moyenne.

— L’homoscédasticité : c’est I’hypothese qui concerne 1’égalité des variances des échantillons.

La vérification de I'indépendance des échantillons est laissée a ’expérimentateur car elle dépend
de la fagon dont les données ont été relevées. Quant a la normalité des résidus, il est possible de la
vérifier graphiquement par la méthode des quantile-quantile plot en mettant en abscisse les quantiles
de la loi normale et en ordonnée les observations. Ainsi, la normalité est acceptée si les points des
observations sont répartis linéairement par rapport a la droite des quantiles théoriques. Dans le cas
ou la linéarité est peu évidente a cause de 'existence de points s’écartant de la droite théorique, I'un
des tests d’ajustement présentés précédemment peut étre envisagé. Enfin, pour I’homoscédasticité,
I'un des tests couramment utilisés est celui de Bartlett. Il consiste a calculer la statistique T donnée
par :
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. (N —k)In (82) = S8, (n; — 1) In (S?) (1.22)

L+ 550y (Zle (ﬁ) - ﬁ)

oll k représente le nombre de classes, n; le nombre d’observations dans le groupe i, N = """ | n;,

Sg = ﬁ Zle (n; — 1) 5% et S? la variance du groupe i.

La regle de décision consiste a rejeter 'hypothese d’égalité des variances si Tp > Xa h_1 Ol
Xi w—1 est la valeur critique donnée par la loi de Chi-deux au seuil o et a k — 1 degrés de liberté.

Les tests paramétriques sont contraignants en terme de conditions d’applications. Mais une fois
que toutes ces conditions sont réunies, ces test sont plus puissants que leurs analogues en approche
non-paramétrique. Dans le cas ou les conditions d’application du test ANOVA ne sont pas réunies,
I’analyse de variance peut se faire a ’aide de sa version non-paramétrique. Il s’agit du test de
Kruskall-Wallis qui s’applique sur les rangs des observations. Ce test s’effectue de la maniére sui-
vante :

Premiérement, on détermine le rang des observations de la plus petite (rang 1) a la plus grande
(rang N = Y ; n;). Dans le cas d’observations égales, des rangs moyens sont affectés. Soit ;5 le
rang de I'observation x;;. La statistique du test est donnée par :

Sz -cC
Tgw = (N —1) 2 1.23
ot S? = Zle s2/n;, s; la somme des rangs du groupe i, S? = Do rfj et C = 1N (N + 1)2

La regle de décision est la méme que pour la statistique 1.

Conclusion : Dans ce chapitre, une introduction au phénomeéne de la corrosion par piqires a été
dévelopée. Cela consistait a rappeler les aspects généraux du phénomene en terme de mécanismes.
Dans ce travail, I’étude de ce phénomene se fera du point de vue statistique, c’est ainsi que les
différentes distributions et tests statistiques utilisés pour ce propos ont été présentés a la fin de
ce chapitre. Ces outils seront appliqués a des cas basés sur des simulations numériques et sur
I’expérimentation. Cela fera I'objet des chapitres 4 et 5.

30



Chapitre 2

Théorie des Valeurs Extrémes

2.1 Vers la théorie des valeurs extrémes

L’étude de la fréquence des événements rares qui peuvent résulter de différents phénomenes
(pluviométrie, crue, tremblement de terre, fissures critiques,- - -) constitue un probléme majeur et
de grand intérét, car la prise en compte du risque du a ces événements peut efficacement aider a évi-
ter de réelles catastrophes. A titre d’exemple, notons qu’une estimation correcte du risque de crue,
fournit des informations indispensables pour le dimensionnement des digues et de leur importance.
Dans le cadre de ce travail, une bonne estimation de la valeur maximale des profondeurs des piqures
de corrosion dans une structure aide a anticiper le risque de perforation de celle-ci ou celui de sites
potentiels d’amorcage de fissures de taille critique pouvant causer une rupture brutale dans le cas
d’une structure sollicitée mécaniquement au contact d’'un mileu corrosif. On citera par exemple la
fatigue-corrosion. Dans un tel contexte, I’'objectif de ce travail, est de prévoir la valeur maximale des
profondeurs de piqires sur une surface donnée, ainsi que l'incertitude sur son estimation. Du point
de vue statistique, cela se ramene a ’analyse des queues de distributions en cherchant a estimer les
quantiles extrémes dépassés avec une probabilité p tres faible.

Pour aborder ce type de probleme, les approches classiques basées sur les fréquences empiriques
et les tests d’adéquation montrent rapidement leurs limites quand il s’agit des queues de distribu-
tion. Deux problemes apparaissent :

a) Fréquences empiriques : Pour une variable aléatoire X donnée, qui admet comme réali-
sation I’échantillon de taille n, 1 < z9 < -+ - < x,, une approximation de la fonction de répartition
de cet échantillon peut étre exprimée via la fonction de répartition empirique suivante :

(A
F, (z) = sl € [xi, it (2.1)
L’estimation par exemple de la probabilité P (X > x;) pouri = 1,---n est donnée par 1-F, (z4).
Le probleme se pose lorsqu’on souhaite estimer P (X > z) avec > x,. Avec la construction ci-
dessus (eq. 2.1), cette probabilité est nulle. En d’autre termes, on ne peut pas attribuer de probabilité
pour des événements non observés. Ce probleme a été mis en évidence par ([BV64]) et ([BGST04]).

b) Tests d’adéquation : Les tests classiques (c.f (1.6.1) par exemple), mesurent ’ajustement

des données dans la partie centrale de 'intervalle ou est observé '’échantillon ([Gar02]). Ainsi,
dans le contexte ou on s’intéresse aux queues des distributions, 'extrapolation aux quantiles ex-
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trémes peut conduire a des estimations grossieres. Cela intervient en particulier lorsque p < %

([EADO02, HMS82]). Dieblot et al. ([DGGO03]) proposent le test ET (Exponential Tail) pour vérifier
si la fonction de répartition du modele testé est bien adaptée aux queues de distribution. Cela se
justifie par le fait que les parties centrales de plusieurs distributions peuvent présenter un com-
portement similaire, alors que dans les queues des écarts importants apparaissent engendrant des
estimations pouvant varier sensiblement, surtout pour les tres faibles probabilités p.

Face a ces difficultés, la littérature s’est intéressée au comportement asymptotique de la loi du
maximum, avec l'idée que la connaissance de cette loi permet la détermination du comportement
des valeurs extrémes situées en queues de distribution. Pour cela, il existe deux approches clas-
siques. La premiere est basée sur les maxima par bloc alors que la seconde est basée sur la notion
de dépassement de seuil.

Dans la littérature, c’est la premiere approche qui a été étudiée. Les premiers résultas théoriques
sont essentiellement dis a Fisher et Tippet (1928), puis & Gnedenko (1943). Mais c’est a partir des
années b0 que cette branche des statistiques s’est développée avec notamment les travaux de Jen-
kinson ([Jen55]) et ouvrage de Gumbel ([Gum58]). Ce dernier constitue une référence classique.
Plus tard, la littérature s’est enrichie en particulier avec les ouvrages de Leadbetter et al. ([LLR83]),
de Resnick ([Res87]) ainsi que des travaux de Galambos ([Gal95, Gal87]). Ce dernier ayant traité et
proposé un historique des principaux résultats. Récemment, la modélisation des valeurs extrémes
s’est accrue, en particulier dans le domaine des finances avec comme ouvrage de référence, celui de

Embrechts et al. ([EKM97]).

Quant a la deuxieme approche, elle a été développée dans 'optique de proposer une alternative
a l'approche des maxima par bloc, dont la principale critique est la perte d’information due au
fait qu’on ne conserve que la valeur maximale pour chaque bloc. Un des résultats fondamentaux
dans la théorie des valeurs extrémes est le théoreme qui stipule I'existence d’une loi asymptotique
des dépassements de seuil (les exces). Celui-ci a été démontré par Pickands ([Pic75]) ainsi que par
Balekema et al. ([BdH74, BdH78a, BAH78b]). Parmi les travaux ayant contribués au développement
de cette approche, on cite ceux de Davidson et al. ([DS90]). Dans ce chapitre, nous présenterons
les principaux résultats théoriques liés aux deux approches en illustrant leurs différences.

2.2 L’approche des maxima par blocs

2.2.1 Théoreme fondamental des valeurs extrémes

Dans ce qui suit, on désigne par X la variable aléatoire (v.a) qui représente la profondeur et de
fonction de distribution £'. On suppose que les données observées sont des réalisations d’une suite
de variables aléatoires X1, Xo, -+ X,, indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) de méme
loi F. On désigne par X, < --- < X, ,, la statistique d’ordre associée. Le théoreme fondamental
des valeurs extrémes est analogue au théoreme central limite (TCL) rapporté a la somme d’une
suite de variables aléatoires de méme espérance et de variance finie; qui convergent vers une loi
normale. Le résultat du théoreme TVE est le suivant :

Théoréme 2.1 (Fisher-Tippet). Soit M, = max (Xi,---,X,). Sl existe deux suites normali-
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santes réelles (an),> > 0 et (bn),>, et une distribution non-dégénérée’ G telles que

Mn— n o1
P(ﬂéﬂ’“’):w(anmbn)l—»e(m), n - too (2.2)

alors G est nécessairement de 'un des trois types suivant :

Type Fréchet : G (z) = ¢, (x) = { gxp (=2 Zi i i 8 (2.3)
. _ exp (— (—2)*) st <0

Type Weibull : G (z) =, (z) = { 1 si 250 (2.4)

Type Gumbel : G (x) = A(x) =exp(—exp(—z)) z€R (2.5)

avec o un parametre strictement positif.

Mp—bn

La variable
Qn

est appelée maximum normalisé.

Remarque : On note que les deux suites normalisantes ne peuvent étre ignorées car la loi
du maximum serait dégénérée dans la mesure ou P (M, < z) = F" (x) tend vers 0 ou 1 puisque
F(z) €[0,1].

Exemples :

— Loi de Cauchy (Type Fréchet) : Soit X; une variable qui suit la loi de Cauchy de parametre

1. La densité de cette loi est f (z) = m, z € R. On montre que :
M, o
P <7T n < x) =P <X1 < @) "2 exp (—x_l) , x>0 (2.6)
n T

— Loi uniforme (Type Weibull) : Soit X5 une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
[0,6], & > 0. La fonction de répartition de cette loi est F' (z) = x/6 pour x € [0, 6]. Soit F),
la fonction de répartition de n (% — ) On montre que F,, est de type Weibull. En effet, si

x>0onaF,(x)=1car M, <. Pour x <0Oona:

P(”<A§"1)sx)IP(Xzseﬁx)”"i“eXp(w), r<027)
n

— Loi exponentielle (Type Gumbel) : Soit X3 une variable aléatoire qui suit la loi exponen-
tielle de parametre A > 0. La fonction de répartition de cette variable est F' (x) = 1—exp (—Ax)
pour x > 0. On montre que :

x + log (n)

P(AMn—logm)sm:P(ng °

)n "ZEC exp (—exp (—z)), z€R  (2.8)

'Non réduite & un point
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2.2.2 Loi des valeurs extrémes généralisée GEV

Jenkison ([Jen55]) a proposé une seule forme paramétrique qui regroupe les trois lois limites,
appelée loi des valeurs extrémes généralisée (GEV), et qui dépend d’un seul parametre £. Elle est
donnée par :

exp<_(1+gx)—%) si €40, Vatel que l+&x>0

2.9
exp (—exp (—z)) si £€=0 (29)

GEV : G¢(x) = {

Le parametre £ est appelé indice extréme. Son signe renseigne sur le type de la loi asymptotique
du maximum et on a pour £ non nul, || = é On distingue alors entre :

— £ =0 =Type Gumbel et on a A (z) = Gy (z)

— & > 0=Type Fréchet avec ¢, (z) = G1 (a(z —1)).

— & < 0=Type Weibull avec ¢, (z) = G . (a(x+1)).

La figure (2.1) montre trois exemples de Ja fonction densité de la loi GEV en fonction de la
variable réduite x

1

@ 0.8

%

g 0.6

S

)

T 0.4

pe}

‘®

3

=0 \;
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

FiG. 2.1: Exemple de fonctions de densité de probabilité avec différentes valeurs de &

La distinction entre les trois lois limites fait appel & la notion du domaine d’attraction du
maximum. Cela fait ’objet de la partie suivante.

2.2.3 Domaine d’attraction du maximum

Dire qu'une distribution F' appartient au domaine d’attraction du maximum de G¢ que 'on
note MDA (G¢), signifie que la loi asymptotique du maximum normalisé d’un échantillon de v.a.
iid est G¢. L’objectif de cette partie est de présenter les conditions d’appartenance a un MDA,
dans le cas ou la loi F' est connue. Dans le cas ou celle-ci est inconnue, ce qui est souvent le cas
en pratique, des techniques graphiques de détermination de ce M D A existent et seront présentées.
Pour plus de détails sur les démonstrations des résultats suivants, le lecteur pourra consulter les
références ([Res87, Gal87, BGST04]).

Les deux caractéristiques classiques d’appartenance a un domaine d’attraction sont souvent
données a partir de la fonction du hasard et des fonctions a variations lentes qui sont définies dans
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la suite de ce paragraphe. Les notions suivantes seront nécessaires dans ce qui va suivre :

- Le point terminal d’une distribution F' est défini par :
w(F)=sup{r eR: F(z) <1} (2.10)
- L’inverse généralisée d’une fonction de répartition est donnée par :
F=(y)=inf{z: F(z) >y} =Q(y) (2.11)

ou @ (.) représente la fonction quantile. On note que U'inverse généralisée coincide avec I'inverse
classique F'~'orsque la fonction F' est strictement croissante.

- La fonction de survie d’une distribution est définie par :
F(z)=1-F () (2.12)
- La fonction du hasard d’une distribution F' de densité f est définie par :

f(x)

=<7 2.13
- On dit q’une fonction ¢ de la variable ¢ est & variation lente si :
)
Vo >0 1tlleroo @ 1 et £(t)>0 (2.14)

2.2.3.1 Domaine d’attraction de Fréchet ¢ > 0

Les lois appartenant a ce domaine d’attraction sont caractérisées par une queue a décroissance
lente (polynomiale) & I'infini , et un point terminal w (F') = +o00. Elles sont dites aussi distributions
a queues lourdes. Une caractérisation de ce domaine d’attraction noté M DA(¢,) est donnée par le
théoreme suivant :

Théoréeme 2.2. Une fonction de répartition F' appartient au M DA(¢py) si et seulement si
F(z) =27 (x) (2.15)

ot £ est une fonction a variation lente. Dans ce cas les deux suites normalisantes sont données par :
- 1

an = F 1—— et b,=0 (2.16)
n

La deuxieme caractérisation qui est basée sur la fonction du hasard est donnée par le théoreme
suivant :

Théoréme 2.3 (Von Mises). si w (F) = +oo et si

lim zr(z)=a>0 (2.17)

T—+00
alors F € MDA (¢q)

Le tableau (2.1) montre quelques exemples de distributions appartenant au domaine d’attraction
de Fréchet.
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Distribution 1—F(x) 13 l(x)
Pareto(a) a >0 x~ 1 1

A A
Burr (n,7,0) 0,7, >0 () =>0 | & ()

I T 1
Pareto-Généralisé(o,&) o0,& >0 (1 + %) £ r>0 ¢ <%) g <1 n 5%:) 3
Fréchet(a) o >0 l—exp(—27%) x>0| L | 1-Z240(z79)

TaB. 2.1: Exemples de distributions de type Fréchet

2.2.3.2 Domaine d’attraction de Weibull ¢ < 0

Les lois de ce domaine d’attraction sont bornées a droite, ainsi le point terminal w (F') est
fini. Elles peuvent modéliser des phénomenes dont la variable étudiée reste inférieure & une valeur
donnée, quelle que soit I’évolution du phénomene. Une caractérisation d’appartenance a ce domaine
est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 2.4. Une distribution F appartient au MDA (1), si et seulement si w (F) < 400 et
F (w (F)— i) =2~ % (z) (2.18)
les suites normalisantes sont données par :
an:w(F)—F‘_<1—71L> et  b,=w(F) (2.19)
La caractérisation via la fonction du hasard est donnée par :

Théoréme 2.5 (Von Mises). Siw (F) < 400 et

x—1>i11}(1F) (w(F)—z)r(z)=a>0 (2.20)

alors F € MDA (¢,)

Le tableau (2.2) montre quelques exemples de distributions appartenant au domaine d’attraction
de Weibull.

Distribution 1-F(w(F)-1)] ¢ ((x)
Uniforme %, z>1 -1 1
Weibull 1 —exp(—z79) —1 1- % +o(x™?)
A
ReverseBurr (X, 3,T) (%) >0 | - [BA1-ABz " +0(z7T))

TAB. 2.2: Exemples de distributions de type Weibull

2.2.3.3 Domaine d’attraction de Gumbel £ =0

Les lois appartenant a ce domaine d’attraction ont une queue a décroissance exponentielle a
I'infini. C’est le cas par exemple des lois normale, log-normale et exponentielle. Le cas de ce domaine
est plus délicat a traiter car il n’y a pas de lien entre la queue de distribution et les fonctions a
variations lentes comme c’est le cas pour les deux autres domaines d’attraction. Dans la littérature
il n’y a pas de conditions nécessaires et suffisantes faciles a mettre en oeuvre. Cependant Von Mises
(1936) a donné une caractérisation plus simple, illustrée dans le théoréeme suivant.
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Théoréme 2.6. S’il existe une fonction mesurable R de la variable t appelée fonction auxilliaire,
et telle que :

o 1= F(+aR()
z—w(F) 1-F (t)

=exp (—x) (2.21)

alors F € MDA (A), et de plus un choiz de R (t), a, et by, peut étre donné comme suit :

w(F)
RO= =55 | 0-Fw)ay (222)
b, =F — <1 - i) et a,=R(b,) (2.23)

La caractérisation par la fonction du hasard est par ailleurs donnée par le théoréeme suivant :

Théoréme 2.7 (Von Mises). si 7 (x) est strictement positive au voisinage de w (F), différentiable
et vérifiant :
d
lim & (z)
z—w(F) dz

=0 (2.24)
alors, F '€ MDA (A)

Le tableau (2.3) donne quelques exemples de distributions dans le domaine d’attraction de
Gumbel.

Distribution 1—F(x)
BenktanderII, o, 3 > 0 (=) exp <_%xﬁ>
xi(my,A), m,A >0 5)(‘;:) ;Oo u™ Lexp (—Au) du, x>0
Logistic m

Weibull (A, 1), A,7 >0 exp (—\z7)

TaAB. 2.3: Exemples de distributions de type Gumbel

Remarques :

- Si une fonction de répartition F' appartient a deux domaines d’attractions différents U et V,
alors on peut montrer qu’il existe des constantes a > 0 et b tels que ([Res87]) :

V(z) =U (ax + b) (2.25)
On dit alors que U et V sont de méme type.
- On peut vérifier que [EKM97] :
(X € MDA (Ge), € >0) <log (Xl/f) € MDA (G0)> & (-X' e MDA(Ge),£ <0) (2.26)

- Une distribution peut ne pas appartenir & un de ces trois domaines d’attraction; c’est le cas

de la distribution définie par : F () =1 — @, x> e.
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- L’absence des deux suites normalisantes n’est pas contraignante, d’autant plus que la vraie loi
des observations est souvent inconnue. En pratique si 'on dispose de k réalisations du maximum,
il suffit d’écrire

P (M, <) = Ge (x_bk> = Gepo () = Ge <$_M) (2.27)
Qaf g
Ce qui ramene le probleme de la détermination du domaine d’attraction a ’estimation des 3
parametres suivants : £ I'indice extréme, dit aussi parametre de forme, i le parametre de localisa-
tion et o le parametre d’échelle. Pour une série de valeurs (y1, - - ,y,) observées sur un échantillon
aléatoire (Y1, --,Y,) de la variable Y, on introduit les notations suivantes :

— Moyenne empirique (de I'échantillon) : g, = > 0% ¥

~ Variance empirique : s3 = L 3" (y; — 7)?

— Variance empirique corrigée : 322 = ﬁ S (yi — 37)2

— Quantile de la loi de Student d’ordre a a m degrés de liberté : ¢,

— Quantile de la loi normale d’ordre « : z4

— Vecteur des parametres de la loi GEV : © = (0,¢, u)

— Loi Normale de moyenne 0 et de matrice de variance-covariance V : N (0,V)
— Vecteur des parametres de la loi de Gumbel : ©¢ = (ug, 00)

Moment centré d’ordre k, d'une v.a de densité f définie, sur un domaine D :

my, = / (y—E[Y]) f () dy (2.28)
D

En particulier, on a : m; = E[Y] et ma = V[Y] ou V [.] représente 'opérateur de la variance.

2.2.4 Meéthodes d’estimation des parametres et des quantiles extrémes
2.2.4.1 Estimation dans le domaine de Gumbel

Dans ce domaine, I'indice extréme est nul et la loi du maximum est donnée par la fonction de
répartition de Gumbel Gy :

Go <x ;Of‘o) = exp (— exp (-”“’ ;0”‘))) = Go (y) (2.29)

avec y = % 1o et og sont respectivement, le parametre de localisation et le parametre d’échelle,

dans le cas ou £ = 0.

Si X désigne la variable aléatoire étudiée (la profondeur des piqiires dans le cadre de cette
these), on dispose en pratique de n réalisations X1, --- , X,, de cette variable . Mais le maximum de
cet échantillon ne constitue qu’une seule observation. L’idée alors proposée par Gumbel (1958), est
de subdiviser ’échantillon de taille n en m blocs de taille n/m. On retient les valeurs maximales
respectives de chaque bloc que 'on note Y7, -+ ,Y,, et qui vont étre utilisées par la suite pour esti-
mer les parametres de la loi de Gumbel. Cette démarche sera présentée plus en détail au quatrieme
chapitre. Dans ce travail, on comparera différentes méthodes d’estimations ainsi que leurs impacts
sur les quantiles extrémes. On donnera ici les expressions générales des méthodes classiques d’esti-
mations ainsi que d’autres méthodes rarement utilisées en corrosion par piqures. Les intervalles de
confiance correspondants seront aussi précisés.
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Méthode de la régression linéaire C’est la méthode la plus simple a mettre en oeuvre ; mé-
thode treés souvent utilisée en corrosion par piqures. Etant donnés Y7, - - - , Y}, les maximas par blocs,
et Yim < --- < Y,m la statistique d’ordre associée. La méthode de régression linéaire consiste a
ajuster le nuage de points

(—log (—log (Go (Yim))) , Yiom) (2.30)

a une droite d’équation Y; ,, = ax+b en calculant les coefficients a et b par la méthode des moindres
carrés. On a par ailleurs * = —log (—log (Go (Yim))). En pratique, la fonction de répartition
Go (Yim) est souvent estimée par :

(2.31)
ot F est la fonction de répartition empirique.

Pour estimer les quantiles extrémes dépassés avec une faible probabilité p, on introduit la notion
de la période de retour 1" définie par :

1 1

Tzfzi
p 1-=Go(y)

(2.32)

L’interprétation de cette notion dans le contexte de la corrosion par piqures sera présenté au
quatrieme chapitre.
Le coefficient directeur et 'ordonnée a 'origine de la droite ajustée, nous permettent de calculer les
estimations des parameétres, et on obtient : i, = b et 6, = a. L'expression générale du quantile

extréme, pour une période de retour 1" pour la loi de Gumbel, est donnée par :

G = 1o + 00 (- log (— log(1 — ;)» (2.33)

L’estimation du quantile extréme est ainsi obtenue en remplacant les parametres p et o par
leurs estimations calculées par régression linéraire :

1
a0 = po? + 657 (— log <— log(1 — T)>> (2.34)

Sous 'hypotese de normalité des résidus e;, 'intervalle de confiance de la droite d’ajustement
par la méthode de la régression linéaire, est donné par ([Sap06]) :

L w-? )
R rog— T
+t S R|I1+—+4+ —— 2.35
Yo a/2,m—2 ( +m+(m—1)8%> ( )
ou

1 1 —

Yo = axg + b, .Z'O——log(—log(l—T)),R_MZQZ? € = Yi — Yis
i=1

Yi = }/i,ma gz =axr; + b) Ty = — IOg (_ log (F (}/z,m))) y L= (xi)izl,...,m
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Méthode du maximum de vraisemblance Il s’agit de chercher les parametres qui maximisent
la fonction de vraisemblance d’une fonction densité f, définie par :

m

L (0, 00) = [ | f (wis 110, o0) (2.36)
=1

En pratique, pour des raisons de simplification, on maximise le logarithme de la fonction de

vraisemblance. Cela ne change en rien la solution puisque [log ( f (:1:))]/ =0=|[f (x)]/ =0
On considere ainsi la fonction définie comme suit :
Y, — Y, —
log L (po, 00) = —mlog (o) E exp < MO) g 2o (2.37)
X g0
=1

Cela conduit a résoudre le systeme suivant :

Olog L(©g) 0
Opo -
(2.38)
Olog L(©g) __ 0
dog -
En résolvant ce systeme, on trouve les valeurs estimées respectives de g et og. Pour certaines lois,
on peut trouver une solution analytique explicite. Mais en général, il faut passer par une résolution
numérique, via par exemple, la méthode de Newton-Raphson. Les propriétés asymptotiques de
Pestimateur du maximum de vraisemblance, sont données par le théoreme général suivant :

Théoréme 2.8. : Soient y1,--- ,ym des réalisations indépendantes d’une loi de probabilité f (.,0)
avec 0 = (0;)1<,<4 désigne le vecteur des d parametres de f a estimer et © son estimateur du
mazximum de vraisemblance. Alors on a :

Vm(6 —6) % Lor SN (0, V5 pour m — 400 (2.39)

ot VO*1 représente la matrice de variance-covariance des parameétres qui est égale a l'inverse de la
matrice d’information de Fisher définie par :

0?log L (0)] (2.40)

(Vo)i<ijca = —E [ 90;00;

De plus, la construction de lintervalle de confiance pour un quantile ¢ = g (0) qui s’exprime en

fonction des parametres a estimer 01,--- , 04 est donnée par la méthode delta formulée comme suit :
A ~ loi _
Vin (900) = 9(0)) = Vim(a— @) <> N (0,(V9) V' (V) pour m— 400 (241)

ou Vg représente le gradient de g et (.)! lopérateur de transposition.

Dans le cas particulier de Gumbel, on a § = ©¢ = (19, 09) et U'intervalle de confiance du quantile
extréme ¢’ peut étre exprimé comme suit :

G * za/g\/(vg)t % (V9) (2.42)

m
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ou 5" est donnée par I’équation (2.33) en remplacant les estimations des parametres g et og par
ceux du maximum de vraisemblance et ’on a :

(Vg)' = [SZ(())’ ggﬂ = [1 , —log <10g <1 — ;)ﬂ (2.43)

D’apres la formule (2.40), pour obtenir la matrice de Fisher, il faudrait calculer 'espérance
des dérivées d’ordre 2 de la log-vraisemblance, ce qui nécessiterait en pratique, d’avoir plusieurs
réalisations de cette fonction aléatoire, ce qui est rarement, voire jamais le cas. En pratique, la
matrice d’information de Fisher V' est donc remplacée par la matrice d’information observée 1%
qui en représente une réalisation particuliere. Dans ce cas la matrice V' coincide avec la matrice
Hessienne et, pour la distribution de Gumbel, on peut écrire :

9%log L(po,00) 9% log L(p0,00)

. oud Opodog
Vo = (2.44)
9%log L(po,00) 92 log L(10,00)
Opodog 80’3 ‘/140:/16”1} , oo=6]7"

Méthode des moments : La méthode consiste a égaler les deux premiers moments théoriques
mq et my avec les deux premiers moments observés (moyenne et variance empiriques). On aboutit
ainsi a deux équations reliant les parametres de la loi de Gumbel. On a, en effet :

E [Y] = o+ 7«00 = Ym
Lot el CE (24)

ol v« = 0,57721 représente la constante d’Euler. La résolution du systeme 2.45 donne les estima-
teurs suivants :

= et fig " = Ym — 100" (2.46)
s

a_sn,om \/ESY

Pour estimer les quantiles extrémes, on remplace dans la formule 2.33, les estimations de pg et
00, par celles estimées par la méthode des moments (Eq. 2.46). Cette méthode a été critiquée dans
le sens ou elle peut renvoyer des estimations biaisées si la distribution empirique des observations
s’écarte sensiblement de la droite de Gumbel. Ceci est di a l'utilisation du moment d’ordre 2 qui
donne plus de poids aux valeurs faibles de I’échantillon. Ce probleme peut étre corrigé en utilisant
par exemple la méthode des moments de probabilité pondérés traitée dans la section 2.2.4.2.

On note que la distribution asymptotique conjointe de (£, 3*"™) suit une loi Normale de
moyenne (f9,00) ([KNOO]) avec des variances et coefficient de corrélation pjmom smom donnés par :

1167803

V (pmem) - (2.47)
cmoms 1102
V (6™) -~ 0 (2.48)
m [VB1 = 3y (B2 — 1) /271] /6
pﬂ(r)nom’aa(r)nom = [ ] (249)

[{72/6 492 (B2~ 1) /4 — 7 (/1) } (B2 — 1)]

ou (31 et [y représentent respectivement le skewness et le kurtosis de 1’échantillon.
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Pour obtenir 'expression de 'intervalle de confiance des quantiles pour la méthode des moments,
il faut calculer la matrice de variance-covariance V., des parametres. Cette derniere joue le méme
role que la matrice Vj calculée pour la méthode du maximum de vraisemblance. En d’autres termes,
I'intervalle de confiance est déterminé par la méthode delta. Il est donné par I’équation (2.42) avec
g donnée par ’équation (2.43) et V(f1 remplacée par Vi,om. A noter qu’a partir des variances et
du coefficient de corrélation donnés par les équations (2.47), (2.48) et (2.49), la matrice Viom est
entierement connue. En effet le coefficient de corrélation p (X,Y) de deux variables X et Y est liée
a la covariance par la relation :
cov (X,Y)

X.Y) =
p(X,Y) S5y

(2.50)

ou Sx et Sx représentent respectivement les écarts-types de X et Y.

2.2.4.2 Estimation dans les domaines de Fréchet et de Weibull ¢ # 0

Pour £ # 0, la loi du maximum est donnée par la fonction de répartition GEV :

(%(x_u>:@m<—oﬁf$_ﬂ>%>5de,1+£$;M>0 (2.51)

o o
Nous présentons pour ces deux domaines, les méthodes d’estimation du maximum de vraisemblance

et des moments de probabilité pondérés.
Notons que le quantile de la loi GEV, pour une période de retour 7', est donné par la formule

- <—10g(1 = ;)>_£

Méthode du maximum de vraisemblance : Comme dans le cas ou £ = 0, la méthode consiste
a chercher les parametres qui maximisent la fonction de log-vraisemblance donnée par :

suivante :

g

z €40 (2.52)

g=p+

log I (0,€, ) = —mlog (o) = (14 1) D log (1 e “)
=1
m _1 (2.53)
Yiop) e Y- |
—E:O+f “) Co1+e S0 =1, m
i=1 . o

On est aussi conduit a résoudre le systeme suivant :

dlog L(©)
o%o =0
Olog L(©
2o k©) — g (2.54)
dlog L(©)
oga‘u -0

On obtient ainsi les estimations 6", ém” et "™ des parametres o, £ et u. Les conditions de
régularité et de convergence de cet estimateur ont été étudié en détail dans ([Smi85]). Dans le cas
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ou & > —0.5, les propriétés usuelles de consistance et de normalité sont vérifiées. En effet pour
m — 400,

VI (6,7 i) < (0,6 1)) SN (OV) L E> 05 (2.55)

ou V représente la matrice d’information de Fisher, dont les composantes sont

([BGSTO04)) :
Mi =T +d
Vig="Van :_%é-g<1—’y*—c+%+g)
Vig="Vs1 =—U§£(d—r(2+g))
Va2 2512[7%2+(1_7*+§)2_2§+§] (2.56)
Vo3 =Vaz :_UL& (c—%)
V33 =4

’ g

oitd = (1+4€)T (14 2¢),

c=T(2+4¢) (1/) (1+¢&+ 1%5), Y (x) = dlozg(a;) et I'(.) la fonction Gamma d’Euler.

Comme dans le domaine de Gumbel, 'intervalle de confiance du quantile extréme se construit
a l'aide de la méthode delta, et on a :

" £ za/g\/(vg)t L) (2.57)

m

ot ¢"™" est donné par I’équation (2.52) en remplacant les parametres par leur estimations obtenues

par le maximum de vraisemblance. On a également (Vg)' = [g—g, g—g, g—/ﬂ avec :

) (2.58)

Sl

8 = —&[(~log(1 — )¢ — 1] — Z(~ log(1 — $))~¢log(~ log(1 -
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Moments de probabilité pondérés PWM Introduite par Greenwood et al. ((GLMW79)), les
moments de probabilités pondérés sont définis par :
Mpys =E[YP(F(Y))" (1= F(Y))] (2.59)

ou p, r, s sont des réels. Pour £ # 0, un choix possible pour calculer les moments M, , , est de
prendre p=1,s=0et r =0, 1, 2 [BGST04]. On obtient ainsi pour la loi GEV :

g

Ml’“ozmlq{“ ; [1—(7“—1—1)’5I‘(1—§)}} £<1 (2.60)

Les estimations PWM gP¥™, épwm, pPY™ des parametres de la loi GEV constituent la solution
du systeme d’équations, obtenu pour r =0, 1,2 ([HWW85]) :

ag
Migog = p— 3 (1-Ir1-¢) (2.61)
g
2Myi10— Mipo = EF (1-¢) (25 - 1) (2.62)
3Mipo— Moo _ ¥ -1 (2.63)
ZMLLO — MI,O,O 26— 1 )

11 existe plusieurs estimateurs de M ;o pour r entier. Hosking et al. [HWWS85] préconisent dans
la pratique, l'utilisation d’un estimateur asymptotiquement consistant donné par :

m
r

~ 1 N
Ml,r,O - E Z (F(}/um)) }/j,m (2‘64)
=1

ou un choix de la fonction de répartition empirique a (Yim) peut étre fait parmi les deux expressions
suivantes :

1—a

Fyim) = — 0<a<l1 (2.65)

~ i—a 1 1

E(y: — IR — - 2.
(yim) m+1-—2a 2<a<2 (2.66)

Hosking et al. ((HWW85]) recommandent 'utilisation de la formule (2.65) avec a = 0.35.
Apres avoir évalué les moments M, o pour r =0, 1, 2, I’équation (2.63) peut étre résolu numéri-
quement permettant ainsi I'obtention de £7. Ce résultat est ensuite utilisé dans 'équation (2.62)
pour calculer 6P*™. Enfin P est obtenu a partir de 1’équation (2.61). Le résultat asymptotique
est alors obtenu :

Jm ((&pwmjgpwm’ pomy _ (g,g,ﬂ)) PLNO,W) <05 (2.67)

ol les composantes de la matrice symétrique W sont données comme suit :

2
Wik = [Z_(k: + 1)5] (T(1 =28 K (k/(k+1)) —T%(1 —¢)) (2.68)

Weres = 4 (2)" (25T 0= 20) K (4 e+ 2)

(2.69)
+(k+1)* [(k+1)5 —2(/-c+2)5] 2 (1 —§)>
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Wypow = 4 (g) (k+ ¥ + 1) P -2 K (k/ (k+K +1))
(kz+k> T ( 1—2§)K((k+1)/(k+k’)) (2.70)
42k +1)¢ [<k+k'>£—(k+k'+1>§]1“2(1—§)> E o> 2
ot K(x) = Hy(—€, —2¢, 1 — €, —) avec H, représentant la fonction hypergéométrique.

Ainsi, de 'équation (2.68), on peut déterminer W1 1, Wa o et W33 pour k = 1,2, 3. L’équation
(2.69) permet l'obtention de Wi 2 et Wy 3 pour k = 1, 2. Enfin I’équation 2.70 fournit le terme W 3
pour k=1 et kK =2.

L’intervalle de confiance du quantile extréme est aussi construit a ’aide de la méthode delta
par :

(Vg)' W (Vyg)

Mt 20
m

(2.71)

ou GP*"™ est donné par 1’équation (2.52), en remplagant les parametres o, £, et u par leurs estimations
PW M respectives. Vg est donnée par 1’équation (2.58).

2.3 L’approche des dépassements de seuil

La caractérisation des événements extrémes peut aussi se faire a I'aide de I’approche des dépas-
sements de seuil. Soient Xy, ---, X, des v.a de méme loi F'. Cette approche s’intéresse a ’analyse
du comportement asymptotique des exces qui sont définis par Z; = X; — u|X; > u ou u représente
un seuil bien choisi. La fonction de répartition des exces au-dela du seuil u est définie par :

F(utz)—F(u)

Fu(z):P(X—u§z|X>u):{0 I—F(u) st z2>0

2.72
st z<0 ( )

La loi asymptotique des exces est de plus donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 2.9 (Pickands (1975)). Si F' appartient a l'un des trois domaines d’attraction (MDA (Fréchet),
MDA (Gumbel), et MDA (Weibull)), alors il existe une fonction o(u) positive, telle que :

lim sup Fy (2) = He o(u =0 (2.73)
u—w(F) 0<z<w(F)—u | & ) ‘

He 5(u) (2) est la fonction de répartition de la loi de Pareto Généralisée (GPD, Generalized Pareto
Distribution), définie par :

—1/¢
1—(1+a§(i)> si z€ 0,400 et £€>0
He gy (2) = ¢ 1 —exp (—ﬁ) si z€ 0,400 et £€=0 (2.74)

z —1/¢ . o(u
1—(1+U§(u)> st ZG[O,—%[ et £€<0
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La convergence en loi du maximum vers une loi GEV et la convergence en loi des exces vers la
loi GPD sont donc équivalentes. En d’autres termes, pour un seuil suffisamment élevé qui doit étre
choisi par I'experimentateur, la loi des exceés peut étre approchée par une loi GPD dont l'indice
extréme £ est le méme que celui de la loi GEV.

2.3.1 Modele de renouvellement (ou modéle POT : Peaks Over Threshold)

Le modele de renouvellement pour les v.a X, --- X, est une bonne illustration de ’approche
des dépassements de seuil. Il s’appuie sur les deux assertions suivantes :

1. Le nombre de dépassements par X1, -+, X,, d’un seuil « suit une loi de Poisson de parameétre

T, notée P (T)

2. La loi des dépassements au dela du seuil u est une loi GPD.

L’assertion (2) est justifiée par le théoreme de Pickands. En effet, pour un seuil suffisamment
élevé, la loi des dépassements peut étre approchée par la loi GPD, Quant a l’assertion (1), elle se
justifie via 'approximation de la loi de Poisson par la loi binomiale. En effet, si 'on désigne par
{Xi > up} événement « Dépassement d'un seuil u, » et sa fonction indicatrice I{x,~,,) définie
par :

1 si X; > u,
Ixi>uny = { 0 sinon (2.75)

alors le nombre de dépassements de uy,, égal & N, = > | It x,>u,}, suit une loi binomiale
de parametres (n,1 — F (uy,)) qui peut étre approchée par une loi de Poisson lorsque n — +o0,
1—F (up) — 0et n(l—F(up)) — 7. Dans ce modele la période de retour T, est liée a la fonction
de distribution He gjgma(u) €t & la probabilité de dépassement par la relation suivante [Ros85] :

1 1
TP T (1 — He g(u) (z))

Dans la suite, on pose o (u) = o, pour désigner le parametre d’échelle de la loi GPD.

T, = (2.76)

Les principales difficultés de ce modele sont le choix du seuil et la méthode d’estimation des
parametres o, et £. Dans la suite, nous présenterons quelques méthodes classiques souvent utilisées
a ce propos.

2.4 Meéthodes pour le choix du seuil

2.4.1 Meéthodes graphiques

Fonction de la moyenne des excés : (Mean Excess Function (MEF)) : Pour une loi GPD avec
¢ < 1, la fonction moyenne des exces e (u) est définie par :

ou+&u
1-¢
C’est une fonction linéaire en u. Le choix du seuil correspond alors au début de la linéarité

observée sur le graphe défini par (u,e(u)). En pratique, la fonction e(.) est approchée par son
approximation empirique é, (.) définie par :

e(u)=E[X —u| X >u] = (2.77)

n

o (u) = >icy (Xi —u)
n( ) Z?:l (IXi>u) (278)
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Cette méthode permet aussi de distinguer les différents domaines d’attraction. En effet, si la
linéarité est caractérisée par une pente positive, alors les données appartiennent au MDA (Fréchet),
une pente nulle correspond au MDA (Gumbel), et une pente négative indique l’appartenance au
MDA (Weibull). La figure (2.2) montre un exemple de trois échantillons issus des trois domaines
d’attraction.

2
* Weibull(1,1)
— 15 ..
S 1 M“f'-l..;': b
0.5
0 2 4 6
1500
/310000 * Burr(1,2)
< 5000 .
gy P :
0
0 100 200 300 400
1
* Uniforme(0,1)
< 05
[S)
0

Fic. 2.2: (u,é,) pour 1000 valeurs issues des lois : Weibull(1,1) € MDA(Gumbel), Burr(1,2) €
MDA (Fréchet) et Uniforme(0,1) € MDA (Weibull)

2.4.2 Méthodes numériques

Parmi les méthodes numériques couramment utilisées pour le choix du seuil, il y a la méthode
du choix automatique proposée par Reiss et al.([RT97]), et la méthode de Pickand ([Pic75]). On
note qu’il existe d’autres méthodes numériques pour lesquelles le choix optimal du seuil est celui
qui minimise la variance et le biais de I'estimateur utilisé pour les parametres.

Dans la suite, nous désignons par k le nombre de valeurs extrémes retenues au dela du seuil
u. En pratique, on prend comme estimateur du seuil u la (n — k) eéme statistique d’ordre X,,_, ,,
permettant ainsi de définir les exces Z;, par Zj = Xy_pyjn — Xpn—gp pour j =1,--- K

Choix automatique du seuil : Reiss et Thomas ont proposé une méthode heuristique pour
choisir le nombre de valeurs extrémes k* utilisées pour estimer les parametres de la loi ([RT97]).
Celui-ci est donné par :

1
* . - B
k —mkmk E 7
i<k

&-—med(fb“',&)‘ k=2---n—1 e 0<B< (2.79)

N

ou éj (pour j < k) est I'estimation de I'indice extréme en utilisant les j plus grandes valeurs et med
désigne la médiane.
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Méthode de Pickands : Cette méthode est basée sur la minimisation de la distance de Kolmogorov-
Smirnov entre He ,, et la fonction de distribution empirique H,, des exces qui peut étre construite
comme pour 1’équation (2.31). Le nombre optimal de valeurs extrémes k* est donné par ([Pic75]) :

k*= min HHg&u ) — B ()| i=1, K (2.80)

k=2, n—1

o0
oll z; représentent les exces au dela du seuil u et || f||, désigne la valeur supérieure de la fonction

1.

2.5 Meéthodes d’estimation des parametres et des quantiles ex-
trémes

Trois méthodes d’estimation des parametres et des quantiles extrémes sont principalement étu-
diées dans cette section.

Méthode des moments : Comme dans le cas de la distribution de Gumbel, la méthode consiste
a égaler les moments théoriques et les moments empiriques de fagon a obtenir :

_ 05 __ Qx2
v(Z) T (1-9%(1-2¢) =57

{ B7) =17 z (2.81)

oll Z et S*2 représentent respectivement la moyenne et la variance empirique des exces. La résolution
du systeme (2.81) conduit aux estimateurs des moments suivants :

Fmom 1 22
Z
Z 7Z?

&Tom — 5 <1 + S’*2> (283)
Z

Ces estimateurs vérifient le résultat asymptotique ci-dessous [BGST04] :
vk ((Aznom, 62“"”) - (§,au)) Lot N(0,C)  pour k — 400 (2.84)
ol la matrice C est égale a :

(120 (1-€+662)  —0y (1—2€) (1 —4€ +12¢2)
C=c (2.85)
—oy (1—2€) (1 — 4¢ + 12€2) 202 (1 — 6§ + 12¢?)

_ (1-¢%) 1
awee ¢ = g g iag  POW S <1

Le quantile extréme des exces dépassé par une faible probabilité p s’obtient ainsi en inversant
la fonction de répartition He¢ ., , et I'on a :

ror [ @ E-1) si £#0
! - { _&Uu log(p) si £€=0 (2.86)
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POT

w~ est donné par 1’équation :

Le quantile extréme pour les observations ¢

gPOT = o 4 gPOT (2.87)

En remplagant le seuil et les parameétres par leurs estimateurs respectifs, on obtient alors ’estimateur
des moments suivant :

gmom = { oot + Gl (" 1) s o 20 (2.88)

w __s~mom © fmom _
Oy 1Og (p) st u =0
L’intervalle de confiance pour le quantile extréme se construit a l'aide de la méthode delta de la
maniere suivante :
Dans le cas ou £ # 0, on a l'intervalle suivant :

t ~_
éﬁomiza/g\/(vg) c;l(vg) (2.89)
ou o POT o POT
t_ |94 q | Gufe ) _%u ¢ Ly
(Vg) —[ o€ oo, ]—[ e (p 1) e? log(p),p<p 1)} (2.90)

Dans le cas ou & = 0, la loi GPD se réduit a la loi exponentielle, et les quantiles ainsi que les
intervalles de confiance, peuvent étre facilement obtenus a ’aide de cette loi.

Méthode du maximum de vraisemblance : La fonction de log-vraisemblance des exces est
donnée par :

1 b £Z;
log (o, &) = —klog (oy) — <§ + 1) Zlog <1 + - Z> §#0 (2.91)
i=1 “
1k
log (04,0) = —klog (o) — — Z Z; (2.92)

Uoi=1

La résolution numérique du systeme composé des équations (2.91) et (2.92) conduit aux estimateurs

du maximum de vraisemblance &'’ et égw vérifiant pour £& > —1/2 le résultat asymptotique

suivant :
vk ((T“ﬁﬂ”””) - (&%)) YL N(0,D)  pour k — +oo (2.93)
ou la matrice D est donnée par [BGST04] :

1+¢ —oy
D=(1+¢) (2.94)
—0y 202

Le quantile extréme s’obtient a partir de la formule (2.88), en remplagant les parametres par
leurs estimateurs du maximum de vraisemblance. Ceci donne un intervalle de confiance de g]"
construit a ’aide de la méthode delta et défini par :
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4" * za/g\/(vg)t D71 (V) (2.95)

avec (Vg)" donnée par la formule (2.90)

Méthode des moments de probabilité pondérés : On reprend la définition des moments de
probabilité pondérés (2.59), avec p =1, r =0 et s = 0, 1. Pour la loi GPD, on a :

Ou

Mips = GFG+1=¢ <1 (2.96)
En remplacant M o par leurs estimateurs empiriques :
. 1< i

M=~ ; (1 - 1) Zik (2.97)

la résolution de 1’équation (2.96), pour s = 0 et s = 1 conduit aux estimateurs PWM suivants :

. M
grom =9 100 (2.98)
Mi0,0—2Myp1
2M; o0 M
sowm _ 1,0,0M1,0,1 (2.99)
Mipo—2Mi01
Pour ¢ < 1/2, la convergence asymptotique de ces estimateurs est exprimée par :
VE (& etem) = (€.0u)) 5 N (0.B)  pour | — +00 (2.100)

ou la matrice E a pour expression :

1-6)2-62(1-6+22)  —0,(2—6)(2—66+76—26%)
E=e (2.101)
—0y (2-€) (2— 66 + 782 — 263) o? (7 —18¢ + 11£2 — 263)

N _ 1
Ou €= T26)(3-2¢)

Comme précédement, l'intervalle de confiance du quantile extréme pour la méthode PWM est
donné par :

tEl_l
A= za/g\/(vg) ’ ) (2.102)
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2.6 Autres méthodes d’estimation du parametre £

2.6.1 Estimateur de Hill

C’est 'un des estimateurs les plus répandus de l'indice extréme. Introduit par Hill ([Hil75]), il
est défini de la fagon suivante :

k
: 1
S = 7 > log Xujsin —log Xu g (2.103)

Cet estimateur est valable seulement dans le domaine d’attraction de Fréchet c’est a dire si £ > 0.
Il est interprété graphiquement comme étant la pente du graphe :

1
<10g <nj ) ,log an+1,n> (2.104)

appelé "Pareto quantile plot”. Dans le MDA (Fréchet), ce graphe présente une linéarité au voisinage
des points extrémes avec une certaine pente £. Ainsi 'estimateur de Hill est une approximation
simple de cette pente. Pour généraliser aux autres domaines d’attractions, différents estimateurs
ont été proposés, entre autres ’estimateur des moments de Dekkers et ’estimateur U H de Beirlant.

2.6.2 Estimateur des moments de Dekkers

Introduit par ([DEdHS89]), cet estimateur est présenté comme une extension de l'estimateur de
Hill pour € € R. 1l est défini comme suit :

-1

2(M) _ g(H) 1 (ik,n )
= +1-2 1 -2~ 2.105
fk,’l’l/ Ek}n 2 Sk7n ( )

ou
1 k
Sten = 7 > (log Xn—jp1n — log Xp_pn)? (2.106)
j=1

Sous certaines conditions de régularité ([DEdH89]), la normalité asymptotique de 'estimateur est
établie, et on a pour k — +oo, n — +oo et n/k — 0 :

[ N(O1+€?) si €20
vk <1%) - 5) - e (2.107)
N (0, (1- ) (1—26) fa— s} 4+ GROU2OY) i e

Contrairement a ’estimateur de Hill, cet estimateur ne peut pas étre interprété graphiquement.
Une autre généralisation a été proposée par Beirlant ([BVT96]) qui a donné lieu a l'estimateur U H,
vu comme un « un quantile plot généralisé ».
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2.6.3 Estimateur UH

il est défini par :

k

1 ~(H
UHk,n = An—kn E Z IOg Xn—j-i—l,n - IOg Xn—k,n = Xn—k,n51(§7n)

J=1

Le « quantile plot généralisé » correspond au nuage de points suivant :

1
<log (n}L>,IogUHj,n> j=1--,n

(UH

?r\H

k
Z og UH;jy —log UHyy 1

(2.108)

(2.109)

(2.110)

Ainsi, selon que la pente est positive, nulle ou négative, les données sont dans le MDA (Fréchet),

MDA (Gumbel) ou MDA (Weibull).

Sous certaines conditions de régularité la normalité asymptotique de I'estimateur U H est donnée

par :

N (0,4 + &%) si £>0

VR (0 e,
S N(o,(l_@(ll+“252)> si £<0

2€

La figure (2.3), montre un exemple d’application de cet outil.
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F1G. 2.3: UH},;, (u) pour 1000 valeurs issues des lois : Weibull(1,1) € MDA (Gumbel), Burr(1,2) €
MDA (Fréchet) et Uniforme(0,1) € MDA (Weibull)
Les estimateurs é,(gj\;[) et é}f{f) sont insuffisants pour donner des estimations des quantiles ex-
trémes. Il faudra en plus la connaissance d’un estimateur du parametre d’échelle. Nous utilisons
dans ce travail I'estimateur proposé par [dHR93].

Xn—km \/3 (f;i?)z — Skon

&) = (2.112)
o 2)\]? ()
ACATRACD
ol Sy, est donée par I’équation (2.106), avec

1 st £€>0
p1(§) = (2.113)

= si £<0

2 st €20

p2 (&) = (2.114)

2 .
T oa2g St &<0

ou é,(c)n est remplacé par é}g‘r{ ) ou é}({[{LH)
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Conclusion : Dans ce chapitre, plusieurs méthodes d’estimation des parametres ont été présen-
tées et cela pour les différentes approches a savoir les approches de Gumbel, GEV et POT. Dans la
suite, plusieurs simulations numériques ont été mises en oeuvre afin de distinguer la pertinence de
chaque méthode et son influence sur I’estimation des profondeurs maximales. Ce travail est présenté
dans les chapitres 4 et 5.
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Chapitre 3

Analyse et Statistique Spatiales des
Données

3.1 Introduction

Les processus générateurs des données spatiales, sont des modeles mathématiques qui per-
mettent de décrire comment des objets sont distribués dans le plan ou dans I’espace et qui servent
a identifier d’éventuelles dépendance entre ces objets. Dans I’étude de tels processus, on peut faire
la distinction entre deux niveaux :

— Le premier niveau étant basique. Il consiste a décrire la structure en identifiant les objets a
leurs coordonnées. A titre d’exemple, ces objets, peuvents étre des arbres, des fissures, des
étoiles, etc.

— Le deuxieme niveau permet d’inclure les caractéristiques des objets appelées « marques » tels
que la hauteur des arbres, la longueur des fissures, la luminosité des étoiles, etc.

A partir de ces deux niveaux, deux notions sont distinguées ([Gra06]) :

1. L’analyse spatiale si I’étude des processus se fait via le premier niveau.
2. La statistique spatiale si I’étude se fait via le deuxieme niveau.

L’un des objectifs majeur de ’analyse et la statistique spatiale, est de quantifier la dépendance
entre les objets. Ainsi, on parle de :

1. Interaction pour ’analyse spatiale ol on distingue entre trois types de distributions spa-
tiales : agrégée, réguliere et aléatoire.

2. Autocorrélation pour la statistique spatiale qui mesure la tendance des objets voisins a se
ressembler ou au contraire a se différencier du point de vue marque.

Du point de vue mathématique, un processus spatial est défini comme suit :

Zs={Z(s):s€ D cCR?*} (3.1)

ou D est un ensemble d’indices et Z (s) la valeur de 'objet localisée en s.

Cressie ([Cre00]) distingue trois types de données spatiales :
1. Données géostatistiques : D est fixé et s varie continuement sur D.
2. Données sur réseau ou latticiel : D est fixé et discret.

3. Données ponctuelles : Les objets sont observés en des positions aléatoires, c’est a dire que
D est un ensemble aléatoires d’indices.
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Les processus spatiaux sont utilisés dans plusieurs domaines, en particulier en foresterie et en
écologie ([MUM98, GPC95]), en astronomie ([HCH'06]), en épidémiologie ([Law01]) ou encore en
pluviométrie ([MV04]).

S’agissant de la corrosion par piqures, les processus générateurs de données ponctuelles (proces-
sus ponctuels) apparaissent les mieux adaptés pour étudier la distribution spatiale des piqures et
pour quantifier leurs dépendances. En effet, les piqures apparaissent & des endroits aléatoires et sont
considérées comme étant une réalisation d’un processus stochastique. L’attribut de la piqure est
identifié, dans ce travail, a sa profondeur. Récemment, ces processus ponctuels ont été adaptés au
probleme de la corrosion par piqures. Parmi les travaux qui illustrent ’application de ces modeles,

on cite les références suivants : ([CLKGO07, CGO08]), ([BOHS05]) et ([CHI6]).

Dans la suite, une réalisation d’un processus ponctuel X, est un ensemble d’objets (ou événe-
ments) sp,---, S, dans une région d’étude R. Les coordonnées de s; sont composées de ’abscisse
et Pordonnée de I'événement i, et on écrit s; = (841, Si2).

Pour décrire une structure spatiale, les notions de propriétés du premier et du second ordre sont
tres utiles.

Propriété du premier ordre : Etant donné un processus spatial X, la propriété du premier
ordre est décrite par I'intensité Ax (s). Elle est définie comme étant le nombre moyen d’événements
par unité de surface au point s. Son expression est donnée par ([Dig03]) :

Ax () = lim {w} (3.2)

N |ds|—0 |d5’

ou ds est une petite région autour du point s, |ds| l'aire de ds et Nx (ds) le nombre d’événements
dans ds.

Propriété du second ordre : Elle est décrite par Iintensité du second ordre yx (s;,5;) et
contient des informations sur la dépendance spatiale entre événements. Elle est définie par ([Dig03]) :

E [{Nx (dsi) — Ax (i) [dsi|} {Nx (ds;) — Ax (s;) |ds;]}] }
|dsi |ds;|
Parmi les caractéristiques explorées dans un processus spatial, il y a la stationnarité et ’isotro-
pie :
— Un processus est dit stationnaire s’il est invariant par translation. Dans ce cas, sa propriété
du premier ordre est constante, et on pose Ay (s) = \x.
— Un processus est dit isotrope s’il est invariant par rotation. Dans ce cas sa propriété du
second ordre dépend seulement de la distance h entre deux événements s; et s;, et on écrit

vx (8i,85) = vx (h)

vx (si,85) = lim { (3.3)

|ds;|,|dsj|—0

3.2 Analyse spatiale des données : Cas stationnaire

L’objectif de cette partie est de présenter quelques aspects théoriques de 'analyse spatiale des
données par les processus ponctuels stationnaires. Une étude similaire dans le cas non stationnaire
sera présentée par la suite.

En général, on distingue entre trois types de structures spatiales : aléatoire, agrégée et réguliere.
Une présentation des processus générateurs de telles structures fera aussi 'objet de cette partie.
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3.2.1 Structure aléatoire
Une structure aléatoire connue sous le nom de structure spatiale complétement aléatoire (com-
plete spatial randomness) et notée par la suite CSR, vérifie les deux conditions suivantes ([IPSS08]) :

1. L’intensité du premier ordre est constante, ainsi le nombre d’événements dans une région
A C R d’aire |A] suit la loi de Poisson de parametre Ax |A| et on écrit :

(Ax |A])*
Kl

qui représente la probabilité de trouver k& événements dans la région A.

P (Ny (A) = k) = exp(-Ax|A])  keN (3.4)

2. Il n’y a pas d’interactions entre les événements qui sont uniformément et indépendamment
distribués dans la région A.

Dans une structure CSR, les événements ont la méme probabilité d’occuper un endroit dans
la région A, et les événements n’ont tendance ni & s’attirer ni a se répousser. Cette structure sert
d’hypothese nulle lors de 'investigation de la dépendance entre événements. En d’autres termes,
on mesure la déviation de la structure CSR pour identifier les deux autres types de structures. Le
processus ponctuel qui génere les structures CSR est le processus de Poisson homogene noté HPP ;
processus qui a la propriété d’étre stationnaire et isotrope.

Le nombre d’événements générés par la simulation d’un processus HPP avec une intensité Ax,
peut étre différent d’une simulation a une autre, mais avec une intensité moyenne égale a Ax. La
simulation de tels processus dans une région A peut étre décomposée en deux étapes :

1. Générer un nombre n suivant la loi de Poisson de parametre Ax |A| qu’on note P (Ax |4]). Il
est obtenu comme étant le plus petit entier n tel que ([IPSS08]) :

n+1
T w < exp(=2x |A)) (3.5)

i=1
ou u; sont des réalisations de la loi uniforme dans l'intervalle [0, 1] qu’on note g ;.

2. Générer indépendamment n coordonnées de points selon la loi U4 qui représente la loi uniforme
dans la région A. Si la région A est rectangulaire, par exemple A = [a,b] X [¢,d], alors les
coordonnées des points sont données par :

(b—a)Ui+a,(d—c)Uz+c) (3.6)

ou U; et Us des v.a suivant la loi U1

Si la région A est quelconque, on peut procéder a la méthode de rejet ([MMO02]) en générant
des points dans un rectangle contenant la région A selon le procédé ci-dessus. Cette fois-ci,
les points qui n’appartiennent pas a A sont rejetés.

Pour générer une structure CSR avec exactement n événements, il faut faire appel au processus
binomial (spatial) qui n’est d’autre que le processus HPP conditionné au nombre d’événements
souhaité. Il détient ce nom du fait que la variable aléatoire Nx (B)|Nx (A) = n représentant le
nombre d’événements dans un ensemble B contenu dans A suit la loi binomiale B (n, |B|/|A]). En
effet on montre que ([IPSS08)) :

P (Nx (B) = k|Nx (A) = n) = (Z) (E")k <1 - ﬁ;)n_k (3.7)
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ol (Z) = ﬁlk), représente le nombre de combinaisons de k éléments parmi n. La figure 53.1°

montre un exemple de réalisation d’un processus HPP dans le carré unité.
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Fia. 3.1: Exemple de réalisation d’un processus HPP

3.2.2 Structure Agrégée

En général, une structure agrégée est caractérisée par une densité spatiale qui varie sensible-
ment. En effet, sur certains endroits, la densité est tres élevée, et autour peut exister une densité
tres faible, voire nulle. La définition des agrégats (cluster) est parfois subjective ([IPSS08]). Ils
peuvent étre présentés comme étant un groupement de points avec une inter-distance (moyenne
des distances entre points) inférieure a l'inter-distance dans toute la structure. La distinction entre
le phénomene d’agrégation et d’hétérogénéité spatiale n’est pas un probleme facile. L’ambiguité
entre les deux notions réside dans la définition qu’on leur donne. L’hétérogénéité correspond a une
variation locale de U'intensité )\, (s), alors que 'agrégation peut étre vue comme le résultat de dé-
pendance entre événements. Souvent, I'apparition d’agrégats dans une structure est attribuée au
processus physique du phénomene étudié, a l'interation entre les événements ou tout simplement
au caractere aléatoire intrinseque au phénomene. L’intérét de ce type de structure est de mettre en
évidence, pour certains processus physiques difficiles a interpréter, la dépendance entre les événe-
ments générés et dans le contexte de corrosion par piqiires, cela permettra de tester I'indépendance
spatiale entre les piqures ; hypotheése nécessaire pour une bonne application de la théorie des valeurs
extrémes.

Parmi les processus qui permettent la génération de structures agrégées, les processus de Neyman-
Scott sont un outil classique pour atteindre cet objectif ([IPSS08]). Ils consistent & générer les
centres des clusters appelés « parents » suivant un process HPP d’intensité ),, ensuite, des « des-
cendants » sont générés autour de ces centres et leurs nombres sont issus d’une variable aléatoire
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N, et leurs coordonnées sont indépendamment distribuées selon la méme loi f.. Si u, représente
le nombre moyen de « descendants » par cluster, alors I'intensité finale du processus est constante
et est égale a A\pu.. Notons que les « parents » sont seulement utilisés comme intermédiaires lors
de la simulation et sont exclus de la structure agrégée finale. L’'un des exemples simple des proces-
sus de Neyman-Scott, est le processus modifié de Thomas, noté MTCP (Modified Thomas Cluster
Process), qui consiste & générer la v.a IV, suivant une loi de Poisson P (1) , et les coordonnées
selon une loi Normale bivariée d’écart-type o, et centrées sur les parents. La figure (3.2) montre
des exemples de réalisations d’un tel processus dans le carré unité.
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F1G. 3.2: Exemples de réalisations d’un processus MTCP avec A\, = 40, y. =4 et : (a) o, = 0,01,
(b) 0. =0,1

3.2.3 Structure Réguliere

Dans ce type de structure, il n’ y a pas de points situés a une distance inférieure a une distance
minimale notée §. Selon la valeur de 9§, les points sont distribués plus ou moins régulierement
dans la région étudiée. Plus précisément, la distinction se fait entre structure réguliere et structure
dispersée, et le processus qui les génere s’appelle processus a noyau dur. Il peut représenter des
objets qui restent & une distance minimale entre eux ou des objets impénétrables.

Parmi les méthodes classiques pour simuler ce type de structure, il y a le processus d’effacement
de points et le processus d’inhibition séquentiel :

1. Processus d’effacement : Il sert a régulariser une configuration spatiale en éliminant les
paires de points trop proches ([DLS06]). Si X est une réalisation d'un HPP d’intensité A,
alors pour une distance ¢ fixée, on efface toutes les paires de points s; # s; pour lesquelles
l|si — s;]| < 26. La configuration finale permet & chaque point s; d’avoir son espace propre qui
est la boule de centre s; et de rayon .

2. Processus d’inhibition séquentiel PIS : En partant d’une surface vide et en fixant une
inter-distance §, le remplissage se fait par tirage aléatoire de points selon un processus HPP.
Un point est rejeté s’il est a une distance inférieure & J des autres points.
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La figure (3.3) montre des exemples d'un tel processus dans le carré unité.
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F1c. 3.3: Exemple de réalisations d’un processus d’inhibition séquentiel avec : (a) 6 = 0,02, (b)
0 =0,08

3.2.4 Méthodes d’investigation des structures spatiales

Pour distinguer entre les trois types de structures spatiales citées précédemment, plusieurs
approches sont possibles. Dans ce travail, trois techniques ont été considérées, a savoir, la méthode
de Ripley issue de la classe des méthodes basées sur les distances, la méthode des quadrats utile dans
le cadre de la méthode de Gumbel (voir Chapitre 4), et la méthode basée sur I'analyse spectrale,
jusqu’a maintenant jamais adaptée au probléeme de la corrosion par piqures.

3.2.4.1 Méthode de Ripley

Parmi les techniques classiques d’investigation des interactions entre objets, il y a les méthodes
basées sur la mesure de distances. En général, les variables qui peuvent étre considérées pour cet
objectif sont :

1. Distances des paires de points : s;; = ||s; — s;|| qui représente toutes les distances entre

les points s; et s; (i # j) dans la région étudiée.

2. Distances aux voisins les plus proches : qui représente la distance minimale entre un

point s; et les voisins les plus proches.

3. Distances des espaces vides : d(u) = min; |u — s;|| qui représente la distance entre un

point fixé de référence u dans la région étudiée aux points observés s;.

La méthode de Ripley est 'une des méthodes basées sur les distances les plus utilisées. Introduite
par Ripley ([Rip76, Rip77]), elle repose sur le calcul d’une fonction K (r) (dite fonction de Ripley)
qui mesure le nombre de voisins a distance r d’'un point quelconque de la structure. Elle est définie
par :

K(r)= —"2 (3.8)
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ou N, représente la v.a correspondante au nombre de voisins a distance r d'un point s; et Ax
I'intensité du processus

. On note que la méthode suppose que le processus est stationnaire. Son expression dans le cas
non-stationnaire est présentée dans la section (3.3).

Pour une structure CSR, qui sert d’hypothése nulle, la fonction K (r) est égale a mr2.
Une structure agrégée est détectée si K (r) > nr? car les points ont en moyenne plus
de voisins que dans une structure CSR. Inversement, K (r) < 7r? pour une structure
réguliére ou les points ont moins de voisins en moyenne.

En pratique, la fonction K (r) est inconnue, elle est remplacée par l'estimateur suivant :

n n

R(r)= 331y <) (39)

i=1 i=1
ou n le nombre de points observés, Ax Destimateur de la densité donné par n/ |A| avec A la région
étudiée et
1 if di; <r
1(dij <r)= W=
(dij <) { 0 sinon

La figure (3.4) montre un exemple d’estimation des trois structures par la méthode de Ripley.
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FiG. 3.4: Exemple de fonction Ripley pour les trois types de structures

A cause d’effets de bord, 'estimateur donné par ’équation (3.9) est biaisé. En effet, les valeurs
de K (r) sont sous estimées a cause des points proches de la bordure, qui ont moins de voisins que
les autres points. Pour cela, il existe plusieurs méthodes de correction de bord. Celle utilisée dans
ce travail est la méthode de correction de Ripley ([Rip77]). Dans ce cas, I’estimation de la fonction
K (r) est donnée par :

N N



ou w;; représente la proportion du cercle de centre s; passant par s; et qui se trouve a l'intérieur
de la région étudiée. Il est a noter que le calcul de K, (r) se fait souvent jusqu’a des valeurs de  au
plus inférieure ou égale & la moitié de la longueur de la zone étudiée (rectangulaire dans ce travail),
car pour les grandes valeurs de r 'interprétation de K, (r) n’a plus beaucoup de sens vu que dans
ce cas, peu de points sont utilisés pour son calcul. Parfois, I’ordre du quart de la longueur suffit
par souci de prudence ([Gor00]). Les figures (3.5) et (3.6) illustrent respectivement le probleme des
effets de bord et la différence entre les estimations avec et sans correction de bord.

Proportion du

Rayon'r / cercle prise en
* compte

N,/

FI1GURE 3.5 — Illustration du probleme des effets de bord

0.25 T T T T
= = = Avec correction de bord
““““ Sans correction de bord
0.2F "
4
L4
L' 4
»
4
0.15 A 4
—~ L4
~ 4
N— 4 N
’ >
<:¥ ¢
0.1} Ll 1
P
o
Pach
0.05 Lot
- L
‘.'\'\
- —-‘
0 - = L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
r

FIGURE 3.6 — Comparaison des estimations de K (r) avec et sans correction de bord pour cent
points générés avec un process HPP sur le carré unité
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En pratique, pour une structure observée, la fonction de Ripley est estimée par I’équation (3.11).
Ensuite, un intervalle de confiance est calculé par la méthode de Monte-Carlo. Il est basé sur la
simulation de Ngjm. réalisations du processus HPP ; la fonction de Ripley étant calculée pour
chaque simulation. Pour une valeur de r fixée, les bornes de l’intervalle de confiance
sont données par les statistiques d’ordre Ny, /2 et Ngimu (1 —a/2). Si la fonction
de Ripley reste a l’intérieur de 1’enveloppe, alors la structure observée est une CSR.
Si la fonction de Ripley est au dessus de ’enveloppe, la structure sera alors supposée
agrégée. Inversement, si cette fonction est au dessous de ’enveloppe, elle sera supposée
réguliere.

3.2.4.2 Meéthode des quadrats

L’une des alternatives aux approches basées sur la mesure des distances, est la méthode des
quadrats ([Gle20]). Le principe de la méthode consiste a subdiviser la région d’étude A (conte-
nant n points) en m domaines (carré ou rectangle) de mémes aires appelés quadrats. Le nombre
de points n; dans chaque quadrat est calculé et comparé au nombre de points théoriques atten-
dus . qui, dans le cas d’une configuration uniforme est égale & 7 = n/m. Ensuite, la statistique
de Pearson (test de Chi-deux) est calculée. Sous ’hypothése nulle (CSR) la v.a suit la loi
de Chi-deux a m — 1 degrés de liberté. Ainsi, une structure CSR n’est pas rejetée si
la statisique de Pearson observée est dans la zone d’acceptation pour un seuil o donné.

Un deuxieme indice déduit de la statistique de Pearson peut étre établi pour distinguer les
structures agrégées et régulieres. C’est I'indice de dispersion noté I et défini par :

(3.12)

avec S? la variance du nombre de points par quadrat.

Ainsi, si [ appartient a ’intervalle de confiance défini a partir des quantiles de la loi de
Chi-Deux [X%l_l;l_a,xfn_l;a], alors la structure est CSR, si [ > in—l;a alors la structure
est agrégée et si [ < X72n—1;1—a alors la structure est réguliere.

La figure (3.7) montre un découpage en 4 x 4 quadrats, ot le nombre de points sur chacun de
ces quadrats est indiqué. La structure indiquée étant une réalisation d’un HPP dans le carré unité.
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Fic. 3.7: Illustration de la méthode des quadrats : découpage 4 x 4 pour un processus HPP a cent
points dans le carré unité

Cette méthode a ’avantage d’étre simple a mettre en oeuvre et ne nécessite pas la connaissance
exacte des coordonnées des points car seul leur nombre par quadrat compte. Néanmoins, I'une des
principales critiques envers cette méthode, est la dépendance de la statistique de Pearson a la taille
des quadrats. C’est le probleme qui consiste a détermner 1’échelle a laquelle la structure peut étre
considérée comme aléatoire ou non.

3.2.4.3 Analyse spectrale

L’analyse spectrale des processus spatiaux était ignorée des praticiens en faveur des méthodes
basées sur la mesure des distances, et cela suite a sa relative complexité et la non-vulgarisation
scientifique de son utilisation. Les travaux de Bartlett ([Bar64]) étaient les premiers a ouvrir le
champ vers une large application de 'approche spectrale dans différents domaines. L’objectif de
cette section est d’en présenter les aspects théoriques généraux ainsi que l'illustration de son appli-
cation aux trois types de structures étudiées précédemment.

3.2.4.4 Fonction de densité spectrale

Pour définir la fonction de densité spectrale, il est nécessaire d’introduire la notion de fonction
de covariance spectrale définie par :

kx (a,b) = Ax (a) 6 (a — b) + vx (a, b) a,b € R? (3.13)
ou 0 (.) est la fonction de Dirac qui verifie pour toute fonction intégrable :
sz(x)é(:c—a:)dmzf(a:) (3.14)

La fonction de densité spectrale fx est définie comme étant la transformée de Fourier de la fonc-
tion de covariance spectrale. Ainsi, pour un processus stationnaire, fx s’écrit comme suit ([MR96]) :
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fx (w1,we) = Ax + /2 vx (€1, c2) exp (—i (wic1 + wacg)) depdes (3.15)
R

Soient = [0, Ly] x [0, Ly] contenant n points et {(z;,y;), =1,---,n} leurs coordonnées.
A cause de la complexité de la fonction de densité spectrale, Bartlett ([Bar64]) a proposé une
approximation fX appelée périodogramme et basée sur la transformée discrete de Fourier. Son
expression est donnée par ([MR96]) :

fx (p.q) = Fx (p,9) Fx (p,q) = {A(p,9)}* + {B (p, )}’ (3.16)
Fx (p,q) = Zexp <—2i7r <pzl + qéh)) =A(p,q) +iB(p,q), (p,q) € Z? (3.17)
i=1 x Y

Pour simplifier cette expression, la structure est souvent ramenée a la surface unité via une
transformation. Dans ce cas la formule (3.18) devient :

Fx (p,q) =) _exp (—2i7r (pw; + qy;)) : (wé,yé) e [0,1] (3.18)
=1

La propriété principale du périodogramme est la symétrie, c’est a dire :

A~ N

fx (=p,—q) = fx (p,q) (3.19)

Cette propriété est tres utile car elle permet de réduire le calcul du périodogramme. En effet,
il est calculé pour les valeurs positives et négatives de ¢ (par exemple), et seulement pour les

valeurs posistives de p. Mugglestone et al.([MR96]) proposent une discrétisation avec p = 0,--- , 16
et ¢ = —16,---,15. Dans ce travail, la discrétisation choisie est telle que p = 0, -+, Pmaz €t
4 = —Qmazs > Gmazs OU Pmazr = Gmaz = 04 afin de permettre I'exploration de la struture a des

échelles encore plus fines.

3.2.4.5 Interprétation du périodogramme

Les valeurs du périodogramme représentent la contribution de chaque valeur du couple de fré-
quences défini par (wp,w,) = (27p, 2mq) a la variance totale du processus spatial. Ainsi, pour une
structure CSR, aucune valeur du périodograme ne domine le reste des valeurs et pour une structure
agrégée (respectivement réguliere), le périodogramme présente des grandes valeurs (respectivement
des faibles valeurs) pour les petites fréquences. Les figures (3.8,3.9,3.10) montrent des exemples de
périodogrammes calculés a partir des processus HPP, MTCP et PIS.
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Fia. 3.8: Périodogramme d’un processus HPP a 500 points dans un carré unité

x 10

F1G. 3.9: Périodogramme d’un processus MTCP a 497 points dans un carré unité avec : A\, = 50,
pp =10 et 0. = 0,05
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F1a. 3.10: Périodogramme d’un processus PST a 500 points dans un carré unité avec § = 0,025

Pour une meilleure interprétation du périodogramme, ([RF84, RF83]) ont proposé une repré-
sentation polaire décrite par le R — Spectre qui caractérise les échelles spatiales de la structure
étudiée, et par le 6 — Spectre qui vérifie la présence de direction privilégiée.

3.2.5 R — Spectre et 6§ — Spectre
Le R — Spectre noté par fg (r) est défini par :
" 1 A ’
fu(r) =33 x ("6), 17 S VP F G (3.20)
T
fR (r) représente la moyenne des n, valeurs f X (r/, 9) du périodogramme pour lesquelles r—1 <

< r. Dans cette représentation polaire, fX (rl, 9) correspond & fX (p,q) ou le couple de valeurs

7'.‘/
(p, q) est défini par :
' =VpP+¢?, 0 =arctan <q) (3.21)
p

Par exemple, pour calculer fR (6), on prend la moyenne de toutes les n, valeurs du périodo-
gramme pour lesquelles 5 < 1/p? + ¢ < 6. Le choix d’un pas égal & 1 est recommandé en pratique
(IMR96]).

D’une facon similaire, le § — Spectre noté par f@ (0) est construit en moyennant les valeurs du

périodogramme pour lesquelles § — 5° < 8" < 0 + 5°. Un pas égal & 10° est également recommandé
en pratique ([MR96]). le § — Spectre est défini par :

fo (0) = ;ZZfX (r, 9’) 0 =—90°-.,90° (3.22)
T 9’

Finalement, il est a noter que f x (0,0) est exclu de la représentation polaire car sa grande valeur
égale & n? domine la forme du périodogramme.
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En calculant ces deux spectres, la distinction entre les trois types de structures est basée sur
les lois de probabilités de ces deux spectres. En effet, sous 'hypothese nulle (CSR), Mugglestone et
al.([MR96, MRO1]) montrent que :

2fX (wp, wq)

g, (wp,wg) #(0,0) (3.23)

et

~xi (3.24)

ot X2 représente la loi de Chi-Deux & n degrés de liberté.

Pour le R — Spectre, on a :

fRT 1
W oLy <<V tdn (3.25)

n 2n, "

avec

E [ & (T)] =1 (3.26)

Et pour le 8 — Spectre, on a :

f@ (9) i 2 o o
W X 0 € [—90°,90°] (3.27)
avec
E | fel®) (9)] —1 (3.28)
n
fr(r)

Par conséquent, sous I'hypothese CSR, ~%£- reste a l'intérieur de l'intervalle de confiance

1
2N

2 2 AY Ve .
|:X2nr,%’ Xon, 1o | oL @ représente le risque du test.

Rr(T)

~

Pour les faibles valeurs de r, une structure est supposée agrégée si est au dessus de

la bande supérieure de l'intervalle de confiance alors qu’une structure est supposée réguliere si

JCF%M est au dessous de la bande inférieure de 'intervalle de confiance. Le R — Spectre donne

des informations sur la configuration spatiale de la structure étudiée et les échelles pour lesquelles
cette configuration peut étre considérée comme aléatoire, agréegée ou réguliere. Par ailleurs, le
0 — Spectre teste l'isotropie de la structure, mais son interprétation directe, (fRT(T) qui reste a
Iinterieur de l'intervalle de confiance ﬁ [X%n“%, X%nr,lf% sous I'hypothese CSR) nécessite une
analyse complémentaire (Voir commentaire figure (3.12)).

Pour illustrer ce propos, les deux spectres ont été calculés pour les trois types de structures. Les

figures (3.11), (3.12) et (3.13) montrent ces résultats pour o = 10%.

68



3 1
l |||||
..... R-Spectre 1 o 6- Spectre’ .
2.5 = = = Bande supérieure I 1.15 Bande _sur')e_neure
. w1 Bande inférieure 1 ©o= Bande inférieure
val ttend I Valeur attendue
! aleur attendue '
2L 1 1.1
i~ -
[ ! ! [] ~~\ ”_’1\~\ a““
35 ,,3 ~_.” '\ S
3 21.05f 4 PRI . ,
UI-) UI) LY I N 7N f
o @ LY L Y J
1H— P \ g \ .
— t - - T
! 1 1 11 \ 1 \ -
s k - - 1
\ ’ ¥ v 1 ;
: . v
0.95 VoS u )
) 1-
0 . . . . 09 . . )
0 20 40 60 80 100 -50 0 50
r 0

F1a. 3.11: Spectres d’un processus HPP & 500 points dans un carré unité : (a) R — Spectre, (b)
0 — Spectre. La valeur attendue est égale a 1.

Le processus HPP étant stationnaire et isotrope, les deux spectres restent a l'intérieur de I’'in-
tervalle de confiance confirmant ces deux propriétés.

a b
.
[ R-Spectre 115 |77 6-Spectre N \
1 — - = = =Bande supérieure i
6} ! Bande supérieure | 1 o Ih
o e Bandeinferiewre | | | | ___ Bande inférieure 1
/ Valeur attendue 1y
] Valeur attendue 1.1 L
5 !! L N o - S o ‘le
! RS 7 RS n - 7 N
i1 N, ~ |, -
o 4} o E a1
s [ g 105 n 1 KA 1
;‘J- 1! 53;_ i i|‘ il L
O] . | LR 1 : o
@ 7l ! SO ST LN S N
| AU L
3 1 1 \J— ! ‘l 5
f V! v '
i 0.95f !
[
0 ' ' ' ' - 0.9
0 20 40 60 80 100 -90 -45 0 45 90
r 0

F1G. 3.12: Spectres d'un processus MTCP a 487 points dans un carré unité avec A, = 50, u, = 10
et 0. =0,05: (a) R — Spectre, (b) 6 — Spectre

Le R-Spectre du processus MTCP simulé présente pour les faibles valeurs, des grandes valeurs
r dépassant la borne supérieure de l'intervalle de confiance. Cela intervient pour toute les valeurs
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r < 7 ce qui correspond a une échelle d’agrégation jusqu’a 1/7 de la surface unité. D’autre part, le
0-Spectre reste dans l'intervalle de confiance sauf pour des angles proches de 90°. Cela peut étre
du aux fluctuations de ’échantillonnage car le processus MTCP est isotrope. Cependant, lorsque le
phénomene d’agrégation est accentué, le 6-Spectre du processus MTCP peut sortir de I'intervalle

de confiance, mais cela n’indique pas une anisotropie. Schabenger ([SG05]) a évoqué ce probleme
fe(9)

fe(=0)’
I’hypothese d’isotropie, suit une distribution de Fisher. Ce calcul n’est pas présenté ici, car I'intérét
de ce travail est porté sur 'exploration de la structure et non pas sur 'orientation des objets y

appartenant.

et pour y remédier, une analyse complémentaire consiste a calculer la statistique qui sous
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F1G. 3.13: Spectres d’'un processus PSI & 500 points dans un carré unité avec § = 0,025 : (a)R —
Spectre, (b) 8 — Spectre

S’agissant de la structure réguliere, le R — Spectre présente des valeurs inférieures a la bande
inférieure de l’'intervalle de confiance pour des petites valeurs de r confirmant ainsi la structure
réguliere du processus PSI simulé. Le pic observé a r = 34 correspond a une échelle de 1/34 ~ 0,029
qui est proche de § = 0,025 la distance inter-points retenue pour la simulation. L’écart entre les
deux valeurs peut étre due aux fluctuations de ’échantillonnage. En calculant la moyenne des pics
observés lors de la génération de 100 structures PSI avec les mémes parametres, la valeur moyenne
de la position du pic est approximativement égale a 0, 026.

Remarques Les méthodes citées précédemment ont été développées dans le cadre d’un processus
stationnaire (homogene). Ainsi, la validité de ces méthodes est restreinte au cas des processus
a intensité constante. Il faut rappeler que le terme de stationnaire est souvent utilisé au lieu
du terme (homogene) ([IPSS08]). La notion d’interaction apparait lorsqu’il y a dépendance entre
les objets situés dans la région étudiée. Par conséquent avec une structure CSR il y a une totale
indépendance entre les points, alors qu’on attribue ’observation d’une structure agrégée ou réguliere
a l'existence d’une interaction entre les points diie au phénomene physique (ou autre) qui les génere.
Comme évoqué au paragraphe (3.2.2) il y a une réelle ambiguité entre la notion d’interaction et
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non-homogénéité. La deuxieme notion signifie que l'intensité du processus dépend de la position
mais cela n’implique pas forcément l'existence d’une interaction entre les points c’est le cas par
exemple du processus de Poisson non homogene qui est caractérisé par I'indépendance entre les
positions des points malgré leur distribution spatiale non uniforme. La caractérisation des processus
non homogene fera 1'objet de la section suivante. Enfin, le terme d’interaction est lié a I'existence
d’agrégation ou d’inhibition dans la structure indépendamment de la distribution spatiale des points
et I'objectif de ’analyse spatiale est de mettre en évidence cette interaction dans le cas stationnaire
(homogene) et non stationnaire (hétérogene).

3.3 Analyse spatiale des données : Cas non-stationnaire

les processus non-stationnaires sont caractérisés par une intensité Ax (s) qui dépend de la po-
sition (z,y) des points. Cette intensité va étre notée dans la suite par Ax (z,y). Le processus de
Poisson non-homogene noté NHPP est la forme la plus simple des processus non-homogenes. Il
repose sur les deux assertions suivantes :

1. Le nombre de points dans une région A suit une loi de Poisson de parameétre [ A A (z,y) dedy.

2. les variables aléatoires correspondantes aux nombres de points dans k£ sous-ensembles disjoints
de A sont indépendantes, pour toute valeur de k.

Les méthodes présentées précédemment peuvent s’adapter au cas non-stationnaire. En général,
pour étudier une structure, la premiere étape consiste a ajuster la configuration observée & un
modele puis la deuxiéme étape consiste a tester la validité de cet ajustement et enfin, en cas
d’acceptation du modele, a le simuler. La classe des processus non-stationnaires est tres élargie et
I'implémentation des méthodes pour quantifier les interactions ne sont pas toujours faciles a mettre
en oeuvre. Dans ce travail, seul les processus NHPP et les processus agrégés avec une intensité des
descendants non constante, seront étudiés.

3.3.1 Meéthodes d’ajustement d’une structure spatiale

Il existe plusieurs méthodes pour ajuster une structure observée A. Pour cela, deux approches
vont étre présentées dans ce travail. La premieére consiste & estimer directement l'intensité Ax (z,y)
de A, la deuxieme est la méthode du minimum de contraste qui consiste a utiliser une statistique
connue de la structure. La minimisation de son écart avec la statistique observée donnera les
parametres caractérisant cette structure.

3.3.1.1 Estimation de l’intensité \x (z,v)

Soit n le nombre de points observés dans la région A. Pour estimer l'intensité Ax (z,y) d’un
processus NHPP, il est fréquent d’utiliser la méthode du maximum de vraisemblance. Par contre,
si I'indépendance entre les points n’est pas satisfaite, alors pour certaines classes de processus (
processus de Gibbs par exemple) cette méthode n’est pas facile & mettre en oeuvre ([BT00]), elle
est remplacée par la méthode du maximum de pseudo-vraisemblance qui fait appel a la notion
d’intensité conditionnelle ([BT00]). Dans le cas d’un processus NHPP, les deux méthodes du maxi-
mum de vraisemblance et du maximum de pseudo-vraisemblance coincident. Comme en théorie
des valeurs extrémes, le log-vraisemblance est plus pratique & résoudre. Ainsi, si on suppose que
Pintensité Ax (z,y) dépend d’un vecteur de parametres © qu’on note A\g (z,y), alors la fonction de
log-vraisemblance est définie par :
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log L (©; (z,y)) = Zlog Ao (mi,yi) — /A)\@ (s)ds (3.29)
i=1

Si, par exemple, log Ag (x,y) est linéaire, alors le systéeme de maximisation de la fonction log-
vraisemblance admet une solution unique. Ce travail sera réalisé en conservant cette hypotheése.

o (z,y) = exp (6p + 012 + bay) O = (6p,01,02) (3.30)

3.3.1.2 Méthode du minimum de contraste

Soit T}, (s) une statistique connue qui résume les propriétés d'une structure et qui dépend
d’un vecteur de parametres notée 7, et T (s) la statistique observée. La méthode du minimum
de constraste consiste a chercher 7, 'estimateur de 7, tel que ([Bad07]) :

= min D (T (s)  E[T; (5)) (3.31)

ou D représente une métrique. Diggle ([Dig03]) a proposé d’utiliser comme statistique, la fonc-
tion de Ripley avec la métrique suivante :

K (r)—K(r)| dr (3.32)

Exemples

Cas stationnaire : Dans le cas d’un processus MTCP , le vecteur des parametres est © =
(Ap, tte, 0c). Sa fonction de Ripley est connue analytiquement, et elle est donnée par ([Bad07]) :

D, =K (r)=mr? + Alp (1 — exp (—422)) (3.33)

[

Ainsi, avec la statistique (3.32), les estimateurs des parametres de MTCP sont calculés.

Cas non-stationnaire : Dans ce cas, ’estimation de la fonction de Ripley Knp est donnée
par ([Dig03]) :

n

i=1 j#i wij;\X (s:) Ax (s5)

oll Ax (s) est une estimation de l'intensité et w;; la proportion du cercle définie de la méme
fagon que dans le cas stationnaire.
L’une des méthodes pour générer une structure agrégée non-stationnaire est de simuler les parents
selon un processus HPP d’intensité \,, ce qui a été réalisé ici, et les descendants selon un processus
NHPP d’intensité png (x,y) (voir section 3.3.3). Par conséquent, l'intensité finale Ax (z,y) est
égale & \punp (x,y) et 'estimation de ses parametres via la méthode du minimum de contraste
peut se faire comme suit :

1. Estimer l'intensité finale Ax (z,y) (par la méthode du maximum de vraisemblance par exemple).
2. Calculer Ky (r).

3. Estimer les parameétres en minimisant la statistique donnée par 1’équation (3.32).
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3.3.2 Test de la validité de ’ajustement

Dans ce travail, deux méthodes seront utilisées. Il s’agit de la méthode des enveloppes et la
méthode des quadrats.

La méthode des enveloppes Le principe est le méme que pour la méthode de Ripley dans le
cas stationnaire. Si on souhaite tester I’hypothese que le processus ajusté est un NH PP, alors via
les simulations de Monte-Carlo, la fonction de Ripley Knu (r) est calculée pour chaque réalisation.
Ainsi, le modele ajusté sera accepté si la fonction de Ripley observée reste dans I’enveloppe, et il
est rejeté dans le cas contraire.

La méthode des quadrats C’est le méme principe que dans le cas stationnaire. La statistique
de Pearson est calculée. Cette fois-ci, n qui représente le nombre de points théorique (attendu) n’est
plus constant. Si Ax (z,y) est lintensité estimée, alors le nombre de points attendus dans le ieme
quadrat C; et qu’on note n (C;), est égale a fCi Ax (z,y) dxdy. Ainsi, la statistque du test Xih est
donnée par :

Xoh = (i~ (GL)” (3.35)

i=1

ol n; est le nombre de points observés dans le ieme quadrat.
Enfin, la statistique Xih suit la loi de Chi-Deux & m — 1 degrés de liberté, et la regle de décision
est la méme que dans le cas stationnaire.

3.3.3 Simulation d’un processus non-stationnaire

Il existe plusieurs algorithmes pour simuler un processus spatial d’intensité Ay (x,y). Les plus
connus sont les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov pour simuler les structures a
interaction (dépendance entre points) et ’algorithme de Metropolis-Hastings pour le cas sans inter-
action (indépendance entre points) ([DLS06]). S’agissant dans ce travail de simuler que les processus
NHPP, la méthode simple d’effacement de points apparait répondre a ce besoin. Elle est basée sur
les étapes suivantes ([DLS06]) :

1. Simuler X = {s;} un processus HPP avec une intensité A4, tel que :

Amaz = max Ay (x,y) (3.36)
T,yeA

2. On efface indépendamment chaque point s; avec la probabilité (1 — M)

mazx

Ainsi, le processus résultant a l'intensité souhaitée. Avec cette méthode, et pour générer une
structure agrégée non-stationnaire, il suffit de générer les descendants selon cette procédure, les
parametres A\, et o, étant choisi de la méme fagon que dans le cas stationnaire.

La figure (3.14) montre une réalisation d’un processus NH PP d’intensité 1 4+ 100 (z + y) dans
le carré unité par la méthode d’effacement de points.
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F1a. 3.14: Exemple de réalisation d’un processus NH PP d’intensité 1 + 100 (x + y) dans le carré
unité

3.4 Statistique spatiale des données

Comme indiqué au début de ce chapitre, la statistique spatiale des données s’intéresse a mettre
en évidence les corrélations entre les objets qui sont associés a des attributs. Les processus marqués
présente I'outil mathématique pour étudier ce type de probléme et 'objectif de cette partie est d’en
présenter les aspects théoriques généraux qui vont étre adaptés a notre probleme de corrosion par
piqures au chapitre suivant.

3.4.1 Fonction de corrélation des marques K,,,,

La propriété du second ordre pour un processus marqué met en évidence les différences entre
les valeurs des marques par rapports a la distance qui sépare les points. Soit {Si’mi}izl,mm un
processus marqué. {s;} étant les positions générées par un processus spatial X et {mz}z:1 n Te-
présentent les marques qui sont une réalistion d’une variable aléatoire M de densité de probabilité
fur et d’espérance pi,,. Pour les points voisins, on parle d’inhibition (ou compétition) si les valeurs
des marques ont tendance a étre plus grandes que la moyenne ., et on parle de stimulation dans
le cas contraire.

Pour caractériser cette propriété du second ordre, I’espérance des produits des marques Cy,p,
est nécessaire :

Crm (1) = E[M (si) M (s;) , [|si — sjll = 7] (3.37)

Sous I'hypothese d’indépendance des marques, on a Cp,y, (1) = p2,. Une normalisation de cette
variable conduit & la définition de la fonction de corrélation des marques K,,,, introduite par Stoyan
([Sto84]) :

C
Ko (1) = G (r) (3.38)
Hm
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Ainsi, le cas ot Ky, (1) > 1 est interprété comme un phénomne de stimulation alors que le cas
ot Ky (1) < 1 est interprété comme un phénomene d’inhibition. Dans le cas général, le calcul de

la fonction Ky, (1) > 1 est souvent basé sur I'introduction de fonctions tests ¢ (m, m/) ([IPSS08]).
Dans ce cas, la définition générale de la fonction produit des marques noté Cy est :

Ci(r) =E[t(M (si), M (s5)), lsi — 85l = 7] (3.39)

Dans ce cas, la fonction de corrélation des marques généralisée K; est donnée par :

Cy(r
Ki(r) == (r) (3.40)
et
ou u¢ est le coefficient de normalisation défini par :
+OO +OO ! / /
pe = / / t(m,m ) far(m) far(m )dmdm (3.41)
0 0
Parmis les fonctions tests les plus utilisées, il y a :
-t (m,m/> =mm'.
/ ’ 2
— t9 (m, m ) = % (m —-m ) appelée variogramme et souvent utilisée pour les données géosta-

tistiques.
— 3 (m,’m/> = (m — pu,) <ml - Mt3>
Dans ce travail, la fonction test utilisée est t1. Avec cette fonction, on retrouve les expressins de
Conm €t Ky introduite pour caractériser la propriété du deuxieme ordre. Chaque choix de fonction
test conduit a une interprétation spécifique de la fonction de corrélation des marques. Le choix de
t1 est souvent commode surtout pour les v.a (marques) continues.

3.4.2 Estimation de la Fonction de corrélation des marques

Dans ce travail, 'estimation de la fonction K,,,, est donnée seulement dans le cas de processus
stationnaire et isotrope.

Soit A la région étudiée et Ay la région translatée de A. En d’autres termes, si A = [0, a] x [0, b]
alors Ag = [sz,a + s3] X [sy, b+ sy].
Une estimation de la fonction Ky, (1) est donnée par la formule suivante ([IPSS08]) :

. 1 1 < m1(||s; — s5]] <
Kmm — 7 _ Z mim; (Hs’l SJH — T) (342)
)\X Crm 55,5;€A ‘Asl n ASJ"
8;#8;

olt A% est I'estimation du carré de Iintensité Ay qui est donné par ([IPSS08]) :

32— ”<C4|;1> (3.43)

et Cpm est simplement estimé par C’mm = ﬂfn avec fl,, la moyenne arithmétique des {m;},_, .. ..
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Conclusion : Dans ce chapitre, I’analyse et la statistique des données spatiales ont été présentées.
Dans le contexte de ce travail, I'utilité d’introduire ces notions réside dans la possibilité de mettre
en évidence la dépendance entre les piqures de corrosion en terme d’interaction et en terme de
corrélation entre les profondeurs en fonction de leurs positions. La présence de telles dépendances
affaibli les conditions théoriques nécessaires a ’application de la méthode de Gumbel pour ’estima-
tion de la profondeur maximale. Les processus spatiaux (avec ou sans marques) représentent 1’outil
mathématique pour étudier ce type de probleme. La distinction entre les processus stationnaires
et non stationnaires est primordiale. Les premiers sont caractérisés par une intensité constante par
translation alors que les seconds ont une intensité qui dépend de la position. En pratique, on ne
possede qu’une région étudiée, appelée souvent « fenétre », extraite d’une structure spatiale. En
étudiant cette fenétre, il est difficile d’affirmer si le processus global est stationnaire ou pas et 1’hé-
térogéneité observée dans cette fenétre n’est pas synonyme de la présence de dépendance. C’est
pour cela que '’hypothese de stationnarité est souvent émise dans la littérature pour étudier les
processus spatiaux. Par contre, si on arrive & montrer la non-stationnarité du processus (en possé-
dant plusieurs réalisations (fenétres)), il faut adapter les méthodes appliquées au cas stationnaire.
Enfin, 'hétérogéneité n’implique pas 'existence d’une dépendance spatiale (cas de NHPP), d’ou la
nécessité, avant de commencer 1’étude, de savoir ou supposer que le processus étudié est stationnaire
ou pas.
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Chapitre 4

Analyse des données expérimentales
et Méthode de Gumbel

Ce chapitre est divisé en deux parties :

1. La premiere est consacrée a I’expérimentation. Il s’agit de présenter les différentes manipula-
tions réalisées pour obtenir des échantillons ayant subi une corrosion par piqures. L’exploita-
tion de ces échantillons est faite en terme de mesures de densité de piqures et de profondeur.
Les outils mathématiques présentés au troisieme chapitre sont aussi utilisés.

2. La deuxieéme s’intéresse a la méthode de Gumbel (développée au deuxiéme chapitre). Un
travail de simulation numérique est mis en ceuvre dans ’objectif d’élucider certaines questions
autour de I’application de cette méthode. Les parametres de cette simulation numérique sont
issus de ’expérimentation.

4.1 Analyse expérimentale des données

L’expérimentation présente une étape de premiere importance dans ce travail. En effet, elle
permet d’alimenter les simulations numériques et confronter les résultats de ces simulations avec
celles de 'expérimentation. Pour mener cette comparaison, on a fixé quelques conditions a vérifier
et qui peuvent se résumer dans ce qui suit :

1. Piqures facilement mesurables (absence de produits de corrosion, absence de coalescence, non
déviantes,- - - ).

2. Observation du phénomene de corrosion par piqlres en un temps raisonnable (quelques
heures).

3. Expérimentation simple sur échatillons de grandes tailles (essais & potentiel libre & tempéra-
ture ambiante).

Trouver le couple qui vérifie ces conditions s’est avéré tres délicat. Une recherche bibliographique
[BG95] nous a conduit a retenir 'aluminium comme matériau, et le milieu dont les compositions
sont : 2,5 g de NaCl, 20 g de FeSoy, 125 cm? de HySO4 et 1 L de H5O.

A noter que les concentrations indiquées ici ont été adaptées selon nos besoins.

Ainsi, les plaques échantillons sont immergées dans différents bacs (2 plaques par bac) contenant
cette solution agressive pendant quatre heures. Ces plaques n’ont subi aucun traitement préalable
mis a part un nettoyage de la surface a 'acétone. Les échantillons utilisés pour cette expérimenta-
tion sont issus de trois toles d’aluminium de dimension 1x 2 m?. Dans leur ordre chronologique
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d’utilisation, la premiere et la deuxieme toles ont une épaisseur de 0,8 mm, alors que la troisieme
a une épaisseur de 1 mm. Sous les mémes conditions d’attaque (présentées dans la suite), le com-
portement a la corrosion par piqures évolue significativement. Pour illustrer ces différents résultats,
les échantillons de la premiere tole sont analysés. Ensuite, une étude est basée sur les courbes de
potentiel libre tracées pour comparer le comportement & la corrosion par piqures de la premiere et
de la deuxieme tole. Enfin, une étude basée sur les processus spatiaux a été mise en oeuvre pour
les échantillons de la troisieme tole.

4.1.1 Préparation des échantillons de la premiere tole

Pour cette premiere série d’expériences, I’'objectif est d’essayer d’obtenir une reproductibilité de
la densité de piqires des échantillons en les soumettant aux mémes conditions d’attaque. Pour cela,
la tole a été découpée en trois bandes notées A,B et C de largeur 5 cm et dans le sens de la largeur
de la tole. Chaque bande (de longueur 1 m) étant découpée en 6 plaques de dimension 5x15 cm?
en éliminant 2,5 cm de chaque c6té et en laissant un espace de 1 cm entre les plaques. Le schéma
(4.1) illustre cette préparation.

15cm
lcm
25cm 5cm

I | | I | T 6Ir/

Sens du laminage T |

I: im ;!

FIGURE 4.1 — Illustration du découpage de la tole en échantillons

4.1.1.1 Densité de piqiires des échantillons

La densité de piqires des échantillons se calcul en général via un logiciel d’analyse d’images
(ici Image J). Mais pour cette premiére série expérimentale, cela n’a pas été possible & cause de
I’état de surface des échantillons apres attaque. En fait, un phénomene de coalescence de piqures a
été observé rendant I’analyse d’images tres délicate. La figure (4.2) montre I’état de surface d’une
partie extraite de I'une des plaques attaquées.

FIGURE 4.2 — Relevé d’un échantillon d’environ 10 cm? sur une plaque montrant I’état de surface
et le phénomene de coalescence des piqiires

Par conséquent, un calcul précis de la densité de piqires n’a pas été possible pour les échantillons
issus de la premiere tole. Cependant, cela a été possible avec les échantillons issus de la troisieme
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tole. Cette densité a été estimée en appliquant un masque (voir figure 4.3) de cinq carrés de 1 cm?
dans lesquels le nombre de piqiires a été déterminé.

cm?

‘

2¢cm lcm

/o

=
o
E
N

lcm

=
o
3

F1G. 4.3: Schéma du masque & cing carrés de 1 cm?

Une analyse de variance (voir chapitre 1) a été appliquée pour tester s’il existe une différence
significative entre les densités observées. 1l s’agit de calculer les densités sur chaque bande en fonc-
tion de la position de la plaque, par exemple pour la bande A, on compare les densités de A,
As,- -+, Ag. Ensuite, on compare les densités des bandes A, B et C pour les positions 1, 2,---, 6.

Pour une plaque donnée, on peut considérer que la densité est estimée a partir de cinq réalisa-
tions qui sont le nombre de piqires calculé sur chacun des cing carrés. Ici, un groupe (voir chapitre
1) est représenté par les cinq valeurs de la densité. Vu la faible taille des groupes, c’est le test de
Kruskall-Wallis qui sera privilégié au test ANOVA, car il est difficile de vérifier les conditions de
normalité et d’homoscédasticité nécessaires pour le test ANOVA.

La figure (4.4) illustre les boites & moustaches avec les résultats du test de Kruskal-Wallis au
seuil de o =0,05. Une description de ces boites & moustaches est donnée en annexe (A.1).
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F1G. 4.4: Boites a moustaches et résultats du test de Kruskal-Wallis pour la comparaison du nombre
de piqures par carrés sur chacune des bandes A,B et C

Les boites a moustaches montrent une certaine dispersion en terme de nombre de piqlres au sein
de chaque bande. Le test de Kruskal-Wallis a rejeté I’hypothese nulle pour les bandes B et C. En
d’autres termes, il existe une différence significative (en moyenne) entre les densités de piqires des
plaques issues des bandes B et C. Toutefois, cette conclusion est a prendre avec prudence. En effet,
le fait de ne pas pouvoir analyser entierement les plaques et se restreindre aux masques a cing carrés,
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peut conduire a de mauvaises interprétations des variations de la densité. Cette derniere dépend
fortement de la position, du nombre et de la taille des carrés. Il faut noter aussi que cette densité
de piqures est liée aux erreurs expérimentales, aux propriétés du matériau et a la distribution sous-
jacente des profondeurs de piqires. Cette derniere est liée en particulier au caractere stochastique
intrinseque du phénomene de corrosion par piqures. Quant au test qui porte sur la comparaison du
nombre de piqares selon la position, il est résumé dans la figure (4.5).
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Fi1G. 4.5: Boites a moustaches et résultats du test de Kruskal-Wallis pour la comparaison du nombre
de piqures par carrés sur chacune des positions 1 & 6

Hormis la position 2, le test a rejeté I’hypothese nulle pour les autres positions. Cela veut dire,

qu’il est difficile de retrouver la méme densité de piqures pour une position donnée en parcourant
la tole (passage d’une bande a une autre). Ce resultat peut étre dit aux mémes facteurs évoqués
ci-dessus en y ajoutant I’état de surface de la tole qui peut étre légerement modifié (par exemple,
la tole peut étre laminée différement aux extrémités par rapport a sa partie centrale) ce qui peut
avoir un impact direct sur la densité de piqures.
Cette partie expérimentale montre bien la difficulté d’obtenir, sous les mémes conditions expérimen-
tales, la méme densité de piqures. Cette forte variabilité, impose une réflexion vis a vis du travail
de simulation numérique mis en ceuvre plus tard et montre I'intérét des processus spatiaux étudiés
au chapitre précédent qui permettent de générer des densités ajustées aux observations.

4.1.2 Courbes a potentiel libre pour la premiere et la deuxiéme tole

Comme indiqué au début de ce chapitre, les plaques de la deuxieme tole n’ont pas été attaquées.
Pour analyser et comparer le comportement a la corrosion par piqiires, les courbes montrant les
variations du potentiel libre en fonction du temps ont été tracées au moyen d’un potentiostat-
galvanostat reliée & une cellule électrochimique standard a trois électrodes. La figure (4.6) montre
le schéma de ce dispositif expérimental.
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F1G. 4.6: Schéma du dispositif a trois électrodes utilisé pour la réalisation des courbes a potentiel
libre

Dans une cellule électrochimique standard, 1’électrode échantillon est une pastille de 12 mm
de diametre constitué du matériau a étudier. La mesure du potentiel de la surface de I’électrode
échantillon plongé dans le milieu corrosif se fait par rapport au potentiel connu d’une électrode
de référence. Dans le cadre de notre étude, une électrode au calomel saturé (couple Hg/HgsCly)
a été utilisé comme électrode de référence. Cette électrode a un potentiel de 0,241 V par rapport
a Délectrode normale a hydrogene. La troisieme électrode, appelée contre électrode, est en platine
et permet de faire circuler un courant au travers de ’échantillon. Si ce courant est positif, les
réactions anodiques sont privilégiées a la surface de I’échantillon. Si le courant est négatif, ce
sont les réactions de réduction qui sont privilégiées. Quand aucun courant ne circule, les réactions
anodiques et cathodiques se compensent en condition de potentiel libre. La figure (4.7) montre le
comportement électrochimique de différentes pastilles d’aluminium prélevées dans les deux toles et
plongées en condition de potentiel libre dans la solution corrosive décrite précédemment apres avoir
subi un nettoyage aux ultrasons dans un bain d’acétone.
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F1G. 4.7: Variations du potentiel en fonction du temps pour les deux toéles : a-plaque non-piquée
pour la deuxieme tole, b-plaque piquée pour la premiere tole
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Pour les plaques issues de la deuxiéme tole qui n’ont pas été piquées (figure (4.7)-a), on ob-
serve toujours un comportement stable du potentiel pour toutes les pastilles testées (potentiel qui
converge vers une valeur de -0,76 V ). Pour les plaques issues de la premiere tole qui ont été piqiiées
(figure (4.7)-b), on observe soit un comportement stable du potentiel pour certaines pastilles, soit
des courbes avec des pics en potentiel pour d’autres apres un temps d’environ 1800 s. A signaler
que cette valeur (du temps) est proche de celle pour laquelle on a constaté visuellement la for-
mation des piqures de corrosion sur les plaques. Enfin, cette expérimentation n’a pas permis une
explication définitive de la différence de comportement entre les deux toles, d’autres expériences
seront envisagées dans le futur.

4.1.3 Analye spatiale pour la troisieme tole

Pour cette tole, une étude par analyse spatiale a été effectué afin de comparer la distribution
spatiale des piqiires. Cette fois-ci, la dimension d’une plaque est de 15 x 10 cm?. Trois bandes ont
ét¢é analysées qu’on note bande 1, bande 2 et bande 3, puis a ’aide d’un logiciel d’analyse d’images,
les coordonnées de chaque piqlire sont ensuite extraites. La figure (4.8) montre la variation du
nombre des piqures en fonction de la position de la plaque et cela pour chaque bande.
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F1G. 4.8: Variations du nombre de piqures en fonction de la position de la plaque pour les trois
bandes

On remarque que le nombre de piqiires suit le méme sens de variation pour les trois bandes en
fonction de la position. Les bandes 1 et 3 sont proches en terme de nombre de piqgures alors que
la deuxieme tole présente une densité de piqiiration plus faible. On remarque aussi que les trois
plaques de position 4 correspondent au nombre de piqures le plus élevé. La figure (4.9) montre
I'image binaire de la plaque de position 4 issue de la bande 3.
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FiG. 4.9: Image binaire de la plaque de position 4 issue de la bande 3

La comparaison de la distribution spatiale des piqures dans les différentes plaques est effectuée
en calculant les deux spectres (voir (3.2.4.3)). Pour illustrer ces résultats on se restreint aux plaques
de positions 3 et 4 issues des différentes bandes. Les figures (4.10) et (4.11) montrent le résultat du
calcul pour les deux plaques de positions 3 et 4 issues de la bande 1. Pour les autres plaques, ces
meémes graphes sont présentés en annexe.

F1a. 4.10: Spectres pour la plaque de position 3 issue de la bande 1 : a-R — Spectre, b- § — Spectre
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F1a. 4.11: Spectres pour la plaque de position 4 issue de la bande 1 : a-R — Spectre, b-  — Spectre

A Tl’aide de I'analyse spatiale des données, on peut distinguer plusieurs structures spatiales des
piqures. Pour les plaques de positions 3 et 4 issues de la bande 1 (figures (4.10) et (4.11)), on
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remarque une certaine similitude entre les deux R — spectres pour la pluspart des échelles explorées
(valeurs de r > 2) mais avec des orientations différentes en se référant aux 6 — Spectre. Les mémes
conclusions peuvent étres tirées Pour les autres plaques (voir annexe A). La différence en terme
de nombre de piqires et d’orientation confirme la difficulté d’obtenir une reproductibilité de la
structure spatiale des piqtures.

L’intérét de I'utilisation des processus spatiaux réside dans la possibilité de révéler certains
détails de la structure spatiale telle que I'indépendance entre les piqilires ou encore la présence de
directions privilégiées. Trouver ’échelle pour laquelle les piqures peuvent étre considérées comme
indépendantes peut constituer une information intéressante dans le sens ou cette échelle peut étre
considérée comme la taille minimale des blocs d’analyses utilisés dans la méthode de Gumbel (voir
section (4.2)).

4.1.4 Mesure des profondeurs

Pour mesurer les profondeurs des piqures, deux instruments ont été utilisés, a savoir, le micro-

scope optique et le profilometre optique. Leur description est résumée dans ce qui suit :

— Microscope optique : Il mesure la différence de hauteur qui correspond a une image nette
(surface de la piqure analysée correspondant a la surface de la tole) et une image floue (fond
de la piqure). Il a 'avantage d’étre simple & utiliser et permet des mesures rapides des pro-
fondeurs. Le grossissement utilisé dans ce travail était de x 50.

— Profilometre optique : Le capteur optique de 'appareil permet de mesurer 'altitude d’un
point de I’échantillon. Le capteur, qui est ici une caméra, permet de mesurer un ensemble
de points sur un échantillon surfacique correspondant a la zone observée. Contrairement
a un profilometre tactile ot 'acquisition se fait point par point, on mesure ici 'ensemble
des points, correspondants aux pixels caméra 640x480, quasi-simultanément. Le profilometre
optique permet aussi I’acquisition de profils et le calcul des parametres standard de rugosité.
Il permettra dans ce travail de mesuer les profondeurs et d’analyser la forme des piqtres.

La figure (4.12) montre le profilometre utilisé dans ce travail. Le modele est un VEECO WYKO
NT9300.

Fia. 4.12: Profilometre optique VEECO WYKO NT9300
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a-70,7 pm , b-71,2 pm a-97,2pm , b-103,5 pm

a-127 pm , b-123,5 pm a-92,2 pm , b-85,5 pm

F1G. 4.13: Exemples de morphologie de piqures (issues de la tole 1) caractérisée a 1’aide du profi-
lometre optique VEECO avec leurs mesures de profondeurs : a-mesure par profilometre, b-mesure
par microscope

L’objectif de cette section est de comparer la précision de ces deux instruments. Pour cela,
plusieurs mesures ont été effectuées. L’histogramme suivant (fig. (4.14)), montre les différentes
mesures (sur des plaques issues de la tole 1) enregistrées sur les deux appareils sur plusieurs piqiires
plus ou moins profondes.

Il Profilométre optique
I vicroscope optique

60 1

Profondeurs (um)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
numéro de mesure

FiG. 4.14: Histogramme des profondeurs mesurées par les deux appareils
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Pour tester s’il y a une différence significative entre les deux mesures, un test ANOVA a été
mis en ceuvre. Mais avant de procéder a ce test, la vérification des conditions de son application
est nécessaire, a savoir, les tests de normalité et d’égalité des variances des résidus.

Par rapport a la normalité, un quantile-quantile plot a été tracé pour visualiser I'adéquation
des résidus a la loi normale. La figure (4.15) montre les résultats obtenus pour chaque appareil.
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Fi1G. 4.15: Quantile-quantile plot pour les résidus des mesures issues des deux appareils

Graphiquement, les résidus des deux mesures semblent suivre une loi normale dans la partie
centrale des observations. Cependant un écart apparalt aux extrémités. C’est pour cette raison que
le test de Kolmogorov a été effectué pour confirmer I’hypothese de normalité des résidus au seuil
a = 0,05. En effet, la p-valeur est égale a 0,96 pour le microscope optique, et pour le profilomeétre
optique, elle est égale a 0, 71.

Pour I’égalité des variances, le test de Bartlett a été appliqué, et I’hypothese d’égalité n’a pas
été rejetée au seuil a = 0,05. La p-valeur du test étant égale a 0, 95.

Avec les conclusions de ces deux tests, le test ANOVA peut étre effectué. La figure (4.16) montre
les boites a moustaches des deux mesures. La p-valeur du test ANOVA est de 0,58 et I’hypothese
d’égalité des moyennes ne peut étre alors rejetée.
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F1a. 4.16: Boites a moustaches et résultat du test ANOVA pour les deux mesures

Cette étude statistique a permis de conclure qu’'on ne perdera pas (d’une fagon significative) de
précision sur les mesures de profondeurs des piqiires en utilisant un simple microscope optique. En
comparaison avec le profilométre optique, cet appareil permettra d’effectuer rapide-
ment de nombreuses mesures de profondeurs.

4.1.5 Etude compléte sur une plaque de 75 cm?

L’étude complete consiste a mesurer la profondeur de chaque piqtire a la surface de la plaque
d’aluminium de 75 cm? et & en connaitre ses coordonnées. Cette étude permet d’introduire les pro-
cessus spatiaux simples et marqués, objet de ce paragraphe, et de comparer les différentes méthodes
d’estimation de la profondeur maximale avec I'avantage de connalitre la vraie valeur maximale. Ce
dernier point sera détaillé dans la section suivante (4.2).

La plaque de 75 cm? est issue de la tole 1. Elle a subi un traitement thermique de recuit !
pendant 1 h a 300 °C avant d’étre immergée dans la méme solution aggressive que celle décrite
auparavant. La figure (4.17) montre cette plaque d’aluminium.

!Le rectuit a permis d’obtenir un état de surface de qualité meilleure facilitant le traitement par analyse d’image
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FIG. 4.17: Plaque de 75 cm?

Les coordonnées des piqiires sont extraites a I’aide du logiciel d’analyse d’images. Un traitement
numérique consistant & isoler les contours des piqures est nécessaire, ensuite, ce sont les centres de

masse de ces piqures qui sont identifiés aux coordonnées. La figure (4.18) montre la répartition
spatiale de ces centres de masse.

7.5

250 o °~°.’ ‘?.o.

Fic. 4.18: Répartition spatiale des centres de masse des piqtires

La distribution des 603 valeurs de profondeur mesurées avec le microscope optique est illustrée
par I'histogramme de la figure (4.19). La valeur minimale est de 70 pm et la valeur maximale de

163 pm. Enfin, la figure (4.20) montre la répartition des profondeurs en fonction des positions des
piqtres.

88



Effectif

90 100 110 120 130 140 150 160
Profondeurs (um)

Fi1G. 4.19: Histogramme des 603 mesures de profondeur de piqlre
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F1G. 4.20: Carte des profondeurs (en pm) en fonction des positions des piqures

Les trois tests classiques présentés au premier chapitre, a savoir les tests du Chi-deux, de Kol-
mogorov et d’Anderson-Darling ont tous rejeté I’hypothese que les 603 profondeurs peuvent étre
issues d’une loi normale, Weibull et log-normale.

La fonction de corrélation des marques, est illustrée dans la figure (4.21).
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F1G. 4.21: Fonction de corrélation des marques pour la plaque de 75 cm?

La fonction de corrélation des marques est tres proche de et le rapport entre la valeur maximale
et la valeur minimale est inférieure & 1%. L’hypothese d’indépendance entre les profondeurs et leurs
positions peut alors étre retenue dans ces conditions.

4.2 Méthode de Gumbel

Dans cette partie, 'objectif est de répondre a certaines questions autour de I'application de la
méthode de Gumbel présentée au deuxieme chapitre. Les étapes d’application de cette méthode se
résument dans ce qui suit :

— Décomposer la surface étudiée en n blocs d’analyses de méme taille et d’en choisir aléatoire-
ment m. Sur chacun de ces m blocs, la valeur de la profondeur maximale est retenue.

— Les m valeurs maximales retenues sont utilisées pour estimer les parametres de la loi de
Gumbel par une des méthodes d’estimation.

La figure (4.22) illustre les étapes de cette méthode.
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Fia. 4.22: Nllustration des étapes de la méthode de Gumbel avec comme méthode d’estimation des
parametres la régression linéaire : a- Surface étudiée, b-Découpage en n blocs, ¢-Choix aléatoire de
m blocs parmi n (m=>5), d- Estimation pour 7" souhaitée avec intervalle de confiance (IC)

Pour cette méthode, les questions qui se posent portent sur :

1. La taille des blocs d’analyse et leur nombre nécessaire pour une meilleure estimation de la
profondeur maximale pour la période de retour souhaitée.

2. La meilleure méthode d’estimation des parametres de localisation et d’échelle de la loi de
Gumbel en terme de biais et de variance.

3. Au cas ou la méthode d’estimation des parametres est la régression linéaire, quelle est la
meilleure approximation de la distribution empirique ?

Le traitement de la troisieme question donne des indications quant & 'impact de la taille des
blocs sur 'estimation de la profondeur maximale. Ainsi la troisieéme question sera traitée en premier,
ce qui conduira a tester la pertinence de plusieurs approximations de la fonction de la distribution
empirique. Ensuite, une discussion autour de la taille des blocs d’analyses et leur nombre est ouverte
dans le but de proposer un critéere de découpage. Enfin, une comparaison entre les différentes mé-
thodes d’estimation des parametres proposées au deuxieme chapitre (voir 2.2.4.1) est mise en ceuvre.

Pour répondre a ces questions, la simulation numérique constitue un outil tres important. Pour
s’approcher des données réelles, les parametres des simulations numériques effectuées dans ce tra-
vail sont issus de l'expérimentation. Ces parametres sont essentiellement la loi des profondeurs et
la densité spatiale des piqures.

4.2.1 Parametres des simulations numériques
4.2.1.1 Loi des profondeurs

L’application de la méthode de Gumbel suppose que la loi sous-jacente des profondeurs appar-
tient au M DA(Gumbel). Deux lois appartenant & ce domaine d’attraction seront testées dans ce
travail : La loi normale et la loi log-normale.

La plaque de 75 cm? étudiée au paragraphe (4.1.5) constitue la base de calcul des parameétres
des simulations numériques. La nécessité de faire des simulations et répondre aux questions posées a
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conduit & considérer les distributions les plus courantes. Pour fixer les parametres de fagon réaliste,
on les estime a partir de tout ’échantillon.
Le tableau (4.1) résume 'estimation des parametres de ces deux lois.

Loi de probabilité | parametres | Estimation (um) | 95% IC (pm)
normale Localisation | 119,6 [118,4;120, 9]
Echelle 15,8 [14,9;16, 7]
log-normale Localisation | 4,77 [4,76;4, 78]
Echelle 0,13 [0,12;0, 14]

TAB. 4.1: Estimation et indice de confiance & 95% des parameétres de localisation et d’échelle pour
les lois normale et log-normale

4.2.1.2 Densité de piqiires

Le parametre de la simulation numérique lié a la densité de piqliration pose beaucoup plus de
difficultés que celui des profondeurs. En effet, différentes densités ont été observées et ’ajustement
via les techniques développées au troisieme chapitre par le calcul de l'intensité spatiale Ax (z,y) ne
sera valable que pour la surface étudiée, ainsi I'extrapolation pour une surface plus grande n’aura
aucun sens. A rappeler que 'objectif de la simulation numérique est de tester la pertinence de la
méthode de Gumbel en simulant une grande surface S avec une densité de piqilires et des valeurs
de profondeurs proches de ce qu’on peut observer en pratique.

La difficulté réside aussi dans le fait que ce probléme n’est pas assez discuté dans la littérature.
Hormis le rappel de ’aspect stochastique de 'amorgage des piqiires et la distinction entre les trois
types de structures (CSR, aggrégée, réguliere) , on ne trouve pas de lois de probabilités couramment
utilisées pour la densité spatiale. L’idée adoptée alors dans ce travail, est de simuler une surface selon
un processus CSR, avec une densité de piqures égale au nombre de piqires observées divisé par la

taille de la surface. Pour la plaque de 75 cm?, cela donne une densité de 603 /75 ~8 piqfires par cm?.

L’intérét de la simulation d’une structure CSR réside dans le fait qu’elle permet de se placer dans
les conditions théoriques de I’application de la méthode de Gumbel. A savoir, I'indépendance entre
les piqures (acquise par définition d’une CSR), et la possibilité d’avoir le méme nombre de piqires
par bloc lors du découpage. Quant & 'homogéneité en terme de profondeur, c’est la méme loi de
probabilité qui est utilisée pour générer toutes les piqires. Ainsi, avec cette méthodologie, on peut
comparer les différentes méthodes d’estimation sans se préoccupper des conditions d’application de
la méthode de Gumbel. Enfin, la conclusion qui concerne I'indépendance entre les profondeurs et
les positions lors du calcul de la fonction de corrélation des marques (voir 4.1.5) est respectée dans
les simulations numériques.

4.2.2 Méthode de Gumbel et régression linéaire

Avant de traiter le probleme du choix de 'approximation empirique, une discussion autour de
I’application de la méthode de Gumbel est présentée. Cela concerne le choix des axes de la régression
linéaire et 'utilisation des quantiles comme valeur pour donner des estimations des profondeurs
maximales.
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4.2.2.1 Choix des axes pour la régression linéaire

L’estimation des parametres de la loi de Gumbel a ’aide de la régression linéaire peut se faire de
deux fagons. Cette différence concerne le choix des axes de la régression, ou en d’autres termes, le
choix de la variable a expliquer et la variable explicative. Rappelons que le modele de la régression
linéaire s’écrit sous la forme y = ax + b + €, ou y représente la variable a expliquer, = la variable
explicative et € le résidu qui suit une loi normale de moyenne nulle.

La distinction entre les deux variables x et y n’est pas toujours facile et dépend souvent de ce
qu’on souhaite faire ([DS98]). En général, la variable explicative est supposée déterministe, alors
que la variable & expliquer est supposée aléatoire ([CLOT7]). Dans la littérature ([Shi96, Shi9l]),
cette méthode est appliquée avec un choix de x assimilable aux profondeurs observées et y égale
& —log(—log(1 — 1)), alors que dans ce travail (voir 2.2.4.1), c’est le choix inverse qui a été fait.
Pour la présentation des résultats, nous appelons « axes classiques », 'approche présentée dans la
littérature, et « axes inversés » ’approche présentée dans ce travail.

Avant d’évoquer les raisons de ce choix, revenons sur la notion de période de retour en désignant
par S la surface objective pour laquelle on souhaite connaitre une estimation de la profondeur
maximale, et par s la surface échantillon (ou bloc d’analyse). Soient F' I'une des trois distributions
des valeurs extrémes et Y la v.a des profondeurs. Si on note N, la v.a qui correspond au nombre
d’échantillons (blocs) nécessaires pour dépasser pour la premiere fois la profondeur z, alors :

P(Ne=k)=(1-F(y) F(y*" (4.1)

En d’autres termes, P (N, = k) correspond & la probabilité que les profondeurs des piqires
restent inférieures a la valeur z apres 'observation de k échantillons. N, est une v.a suivant la loi
géométrique de parametre 1 — F' (y), ainsi I'espérance de la variable aléatoire N, est égale & I'inverse
du parametre, et on écrit :

1

SR o)

=T(y) (4.2)

Ainsi, la période de retour définie au deuxiéme chapitre par 1’équation (2.32) correspond au
nombre moyen de blocs nécessaires pour dépasser pour la premiere fois la valeur y. Par conséquent,
on retrouve la définition de cette notion comme étant le rapport entre la surface objective et le bloc
d’analyse s et on écrit 7' = S/s. Enfin, il faut rappeler que cette notion de période de retour suppose
une homogéneité du point de vue environnement dans lequel la surface objective est exposée, et
une homogéneité spatiale quant a la distribution des piqures ([Kow94]).

En tenant compte de la définition de la période de retour et I’aspect théorique de la régression

linéaire, le choix des axes dans les deux approches peut se présenter de la fagon suivante :

— Axes classiques : La variable des profondeurs est la variable explicative. Dans ce cas 'ex-
trapolation se fait par rapport a la surface objective. En d’autres termes, pour une profondeur
donnée, quelle est la surface pour laquelle cette profondeur sera dépassée pour la premiere
fois ? (déterminée a partir de la connaissance de la droite de régression).

— Axes inversés : La variable explicative s’exprime en fonction de la période de retour (plus
exactement —log(—log(1 — %))), dans ce cas I'extrapolation se fait en terme de profondeur,
plus précisemment, pour une surface objective S, on estime la profondeur maximale des
piqures.
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La deuxieme approche apparait la plus adaptée au probleme de l'extrapolation, en effet on
fixe la période de retour et on estime la profondeur correspondante. Dans la littérature, malgré
I'utilisation des axes classiques, la période de retour est fixée, puis la profondeur correspondante est
déterminée a partir de la connaissance de la droite de régression ([Shi96, Shi9l]). En outre, pour
tester la qualité de ’ajustement, il est necessaire de vérifier la normalité des résidus. Un résidu est
défini comme étant la différence entre la valeur observée et la valeur ajustée, cette vérification est
plutot adaptée aux résidus concernant les profondeurs que ceux concernant les périodes de retour.

4.2.2.2 Utilisation des quantiles

L’intérét de ’application de la théorie des valeurs extrémes en corrosion par piqures est d’esti-
mer la profondeur maximale. En pratique ce sont les quantiles extrémes qu’on estime. Ainsi, une
profondeur critique dépassée pour une surface objective sera toujours associée a une probabilité
et cela est die a la définition méme de la période de retour. Néanmoins, on peut s’intéresser a
I'espérance des valeurs maximales en admettant I’approximation que la loi du maximum sur chaque
bloc de taille s suit une loi des valeurs extrémes. Ainsi, si on désigne par M7 le maximum pour une
période de retour T', alors ’espérance de cette variable est donnée par :

+00 ’
BMr) = [ (GE ) dy =00+ o +o0log (T) (4.3)

—0o0

ou (Go (y))/ est la dérivée de la distribution de Gumbel définie par I’équation (2.29).

4.2.3 Choix de ’approximation empirique

Cette approximation est utilisée seulement lorsque la méthode d’estimation est la régression
linéaire. L’objectif de cette section est de comparer 'approximation de Weibull, utilisée dans les
premiers travaux de Gumbel [Gumb8], avec d’autres approximations afin de choisir la mieux adaptée
a la méthode de Gumbel. Les distributions empiriques testées dans ce travail sont résumées dans
le tableau (4.2).

Approximation Référence

S| Weibull ([Wei39])
L Hazen ([Haz14])
T
m+0.2

TaB. 4.2: Expression des quatre distributions empiriques utilisées

La simulation numérique consiste & implémenter la méthode de Gumbel en utilisant les quatre
approximations empiriques. Il s’agit de simuler une surface de 100 x 100 cm?. Ainsi 80000 piqtires
seront générées selon une structure CSR et avec des profondeurs suivant une loi normale et lognor-
male (voir tableau (4.1)). La surface S est ensuite découpée en n blocs de méme taille, n variant
entre 100 et 5000 ce qui correspond a un calcul de quantiles avec des probabilités de dépassement
variant entre 1/100 et 1/5000. Pour un découpage donné en n blocs, 10,20, ---,50 blocs ont été
choisi aléatoirement parmi les n blocs qui couvrent S, et pour lesquels on extrait la profondeur
maximale. On présentera seulement les résultats pour le choix 10 blocs. Pour les autres choix, les
conclusions restent les mémes et elle sont présentées en annexe (pour la loi normale). La procédure
de calcul est répétée 1000 fois. En d’autres termes, 1000 surfaces vont étres simulées conduisant
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a 1000 estimations des quantiles pour les différentes périodes de retour. On signale que pour les
découpages fins, certains blocs ne contiennent auncune piqares. Ainsi, si I'un de ces blocs est choisi
pour en extraire la valeur maximale, un nouveau tirage (choix aléatoire des m blocs) est fait. Les
figures (4.23) (a) et (b) illustrent respectivement pour les moyennes et les écarts-types des quantiles
pour 'approche des axes inversés.

a b
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. | . :
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2 180 AAA A
6
170
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Fi1G. 4.23: Moyennes des 1000 quantiles estimés a partir des profondeurs générées selon une loi
normale avec m = 10 blocs : a-Moyenne des quantiles, b-Ecarts-types des quantiles

Pour les découpages présentés, c’est 'approximation de Weibull qui s’écarte le plus des trois
autres approximations et de la valeur exacte du quantile. Pour les deux figures (a) et (b), I’écart
par rapport a la valeur exacte est autant plus important que le nombre de total de blocs qui couvre
la surface objective S est grand, ce qui correspond & des blocs d’analyses de petites tailles. En
prenant 10 blocs pour chaque découpage, ’allure des courbes s’explique par le fait qu’en travaillant
avec des grands blocs d’analyses, la surface totale analysée (10 x la taille du bloc) est plus im-
portante, ce qui augmente ainsi la probabilité de récupérer des valeurs maximales contenant plus
d’informations sur la queue de distribution ce qui conduit & de meilleures estimations. En prenant
un nombre de blocs plus important, comme c’est illustré dans les figures (A.6) et (A.7) présentées
en annexe A avec respectivement 30 et 50 blocs, 'amplitude des quantiles diminue réduisant ainsi
le biais des estimations mais gardant le méme comportement pour chaque approximation empirique.

S’intéressant au choix de la meilleure approximation de la distribution empirique, celle de Wei-
bull semble la moins adaptée. Pour analyser cette différence, le test d’analyse de variance a été
appliqué sur les différentes estimations et cela pour chaque découpage. Ce test permet de conclure
qu’il existe une différence significative entre les quatres approximations. Pour les trois autres, elles
renvoient des estimations tres proches les unes des autres.

S’agissant de la comparaison entre les quantiles estimés a partir des axes classiques et inver-

sés, le test ANOVA permet de conclure a 'existence d’une différence significative entre ces deux
approximations et cela pour toute valeur de découpage. Quant a la figure (4.24), elle montre les
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variations des estimations de Hazen et de Gringorten ainsi que leurs coefficients de variation noté
CV pour les deux choix des axes. On s’est limité a ces deux aproximations car ce sont celles qui
s’écartent le moins de la valeur exacte. Rappelons que le CV est défini comme étant le rapport
entre I'écart-type et la moyenne. Notons aussi que le choix du CV comme indicateur de dispersion
est préféré a I'écart-type lorsque les séries comparées n’ont pas les mémes unités ou lorsqu’il existe
une différence significative entre les moyennes (ou d’amplitudes) entre ces séries; ce qui est le cas
ici.

230 8
O G-inversé *
220 O H-inversé g
S 5 7
” kX G-inversé * g
2 210 + H-classique ‘é 8
§ A quantiles exacts * z 6 g E
S 200 x X a S
) g e e B > - -
g ‘5 ) O G-inverse
c 190 5 O H-inversé
(] . .
£ A A a *  G-inversé
A A .
S 180 AA 4 + H-classique
170
3
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Nombre total de blocs Nombre total de blocs

F1a. 4.24: Moyenne des quantiles et coefficients de variations (CV) pour les approximations de
Hazen et Gringorten : a-moyenne des quantiles, b- Coefficient de variation

Les quantiles estimés a partir des deux approches d’axes classiques et axes inversés restent
proches en terme de variance. On constate la méme chose pour un nombre de bloc plus grand.
Néanmoins, les estimations avec I’approche des axes inversés présentent un biais moins important.
Cela pourra avoir son importance dans le choix de I'approche si I’on souhaite obtenir des estimations
plus précises ou plus larges (I’écart maximal entre les deux approches étant de 7 pm en prenant
m = 10 blocs et de 4 pm en prenant m = 50 blocs).

Pour 'utilisation des espérances du maximum comme estimation (voir eq.(4.3)), la figure (4.25)
montre les variations de cette variable en fonction du découpage.
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F1a. 4.25: Moyennes des 1000 espérances du maximum (notées EM) estimées & partir des profon-
deurs générées selon une loi normale : a-axes inversés, b-axes classiques

On remarque aussi que c’est I’approximation de Weibull qui s’écarte le plus de la valeur maximale
simulée et cela pour les deux choix des axes. Une étude simulaire & I'image de ce qui a été présenté
précédemment, a conduit aux mémes conclusions. En plus l'analyse de variance concernant la
comparaison des estimations données par les quantiles et les espérances du maximum a aussi permis
de conclure a l'existence d’une différence significative.

On note que les objectifs des estimations en utilisant les quantiles et les espérances du maxi-
mum sont différents. En effet, pour la premiere, on estime les quantiles extrémes qui sont dépassés
avec une faible probabilité, alors que pour la deuxiéme, on estime la moyenne des profondeurs
maximales. Dans la suite, on continue le travail en utilisant les quantiles car c’est 'approche la
utilisée dans la littérature et la plus dévelopée du point de vue théorique. Néanmoins, 'utilisation
des espérances du maximum mérite tout notre intérét dans le sens ou elle donne une estimation
directe de la profondeur maximale contrairement aux quantiles qui sont associés a des probabilités
de dépassement.

Dans toutes les simulations précédentes, le nombre de piqures par bloc suit une loi de Poisson
P (X s) avec A = 8 représentant le nombre de piqiires par cm? et s la taille du bloc d’analyse. Cela
conduit & un écart type du nombre de piqiires égal & v/A s. Sachant que I’application de la méthode
de Gumbel nécessite 1’égalité du nombre de piqures dans les blocs d’analyse, nous proposons de
procéder aux simulations précédentes mais avec des blocs contenant le méme nombre de piqtires
et comparer les résultats avec ceux de 'approche précédente. On appellera dans la suite « bloc-
égal »les blocs d’analyse pour ces nouvelles simulations, et « bloc-différent »pour ceux étudiés avec
les précédentes. La figure (4.26) montre les résultats de ces simulations dans ’approche des axes
classiques et inversés et cela en prenant 10 blocs pour 'estimation des parametres.
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F1G. 4.26: Moyenne des quantiles dans le cas de « bloc-égal » : a- axes inversés, b-axes classiques

Une analyse de variance similaire a conduit aux mémes conclusions; a savoir l'existence d’une
différence significative entre les estimations calculées a partir des quatre approximations empiriques.

Enfin, pour comparer les estimations calculées avec les deux simulations « bloc-égal »et « bloc-
différent », les figures (4.27 a et b) montrent les variations de la p-valeur pour les différents décou-
pages et cela pour I'approximation de Hazen avec un choix de m = 10 et m = 50 blocs. Le méme
résultat est constaté pour les autres approximations.
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Fia. 4.27: Test ANOVA pour comparer les estimations calculées a partir de « bloc égal » et « bloc
différent » : a- m = 10 blocs, b-m = 50 blocs

Pour m = 10 blocs, on remarque que pour la pluspart des découpages (hormis ceux en 100, 200,
4000 et 5000 blocs), le test ANOVA permet de conclure qu’il n’y a pas de différence significative
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en travaillant avec des blocs contenant le méme nombre de piqiires et des blocs dont le nombre
suit la loi de Poisson. Pour m = 50, le test est rejeté seulement pour les découpages en 4000 et
5000 blocs. Cela montre, que dans la méthode de Gumbel, un découpage pour lequel le nombre de
piqures par bloc suit la loi de Poisson, permet d’avoir des estimations proches de celles calculées
a partir de blocs contenant le méme nombre de piqures. Ainsi, une méthode de découpage selon
une structure CSR permet de se rapprocher des conditions théoriques de I'application de la mé-
thode de Gumbel. Ce point est discuté dans la section 4.2.4.1. En plus, les découpages a partir
desquels le test ANOVA est rejeté peuvent déterminer la taille minimale pour laquelle la méthode
de Gumbel est applicable. Pour ces simulations, la taille minimale est égale & 10000/4000 = 2, 5 cm?.

Pour terminer cette section, nous présentons les estimations des quantiles en utilisant la loi
lognormale. La figure (4.28) illustre ce résultat. Une étude similaire & celle présentée pour la loi
normale conduit aux mémes conclusions.

a b
250 250
240 1 240 .
8230 e I 1 $230 ....- g g g m
g 220" a8 8 8 E"T«gzzo-’ ot B
S opee® 2
o 210 A o« 210 A
g A A 3 A A
k] A A A b A A A
B0l aa P
e 190 *  Weibull % 190 *  Weibull
§ + Cunnane = + Cunnane
180 O Gringorten 180 O  Gringorten
O  Hazen O Hazen
170 A Max-simul 1 170 A Max-simul
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Nombre total de blocs

Fi1a. 4.28: Moyennes des 1000 quantiles estimés a partir des profondeurs générées selon une loi
log-normale : a-axes inversés, b-axes classiques

Le méme comportement est constaté comme dans le cas de la loi normale. La différence signifi-
cative réside dans 'ordre de grandeur des quantiles. En effet, la loi log-normale présente une queue
plus lourde que celle de la loi normale ; ce qui conduit a des quantiles extrémes plus importants. Une
caractérisation simple des queues lourdes est le calcul du coefficient d’applatissement (ou kurtosis)
de la distribution. La comparaison se fait par rapport a la loi normale qui a un kurtosis égale a 3.
Ainsi une distribution a une queue plus lourde que celle de la loi normale si son kurtosis est supé-
rieure a 3. Dans cette étude, le kurtosis calculé a partir de la loi lognormale selon les parametres
présentés au tableau (4.1), a donné une valeur de 3,27. Cela justifie la différence des quantiles ex-
trémes estimés a partir des deux lois.

Dans cette section, les quatre approximations empiriques ont été testées via des simulations

numériques et cela selon plusieurs approches. En résumé, deux types de simulations ont été
mises en ceuvre, la premiere appelée « bloc-égal »et la deuxieme « bloc-différent ». Pour ces
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deux simulations, les quatre approximations empiriques ont été utilisées dans deux approches
a savoir : I'utilisation des axes classiques et inversés, pour estimer les profondeurs maximales
a l'aide des quantiles et de l’espérance du maximum. Ensuite une comparaison entre toutes ces
estimations a permis de conclure que :

— Pour les deux types de simulations et dans toutes les approches, il existe une différence
significative entre les quatres approximations.

— C’est 'approximation de Weibull qui s’écarte le plus de la valeur exacte (maximum simulé
noté Max-simul dans les graphiques) en utilisant les espérances du maximum et quantile
exact en utilisant les quantiles), alors que les approximations de Cunnane, de Gringorten et
de Hazen renvoient des meilleures estimations tres proches en termes de biais et de variance,
et cela pour les deux types de simulations et pour toutes les approches.

— Pour les deux types de simulations, il existe une différence significative entre les estimations
(quantiles et espérance du maximum) calculées a partir de Papproche des axes classiques et
I’approche des axes inversés.

— Le calcul des quantiles selon ’approche des axes classiques renvoient des estimations légere-
ments supérieures (en moyenne) a celles données par 'approche des axes inversés.

— La comparaison des estimations calculées selon les deux types de simulations présente une
ressemblance dans le sens ou I'analyse de variance a permis de rejeter I'existence d’une diffé-
rence significative. En d’autres termes il est possible de se rapprocher des conditions optimales
de I'application de la méthode de Gumbel en travaillant avec un découpage pour lequel le
nombre de piqares sur chaque bloc suit une loi de Poisson.

4.2.4 Choix de la surface d’analyse

La méthode de Gumbel nécessite la décomposition en blocs d’analyse. Le choix de la taille et
le nombre de ces blocs est un probleme rarement discuté dans la littérature. Shibata ([Shi96]) a
discuté ce probléme en concluant que le bloc d’analyse doit contenir un nombre minimal de piqtres,
et la théorie des valeurs extrémes n’est plus valable a partir d’une taille critique du bloc d’analyse.
Melsher ([Mel08]) a posé le probleme de la « surface représentative » et a conclu que, pour récolter
les données, il faut adapter la taille des blocs en fonction des profondeurs des piqires. Ainsi, un
grand bloc est nécessaire dans le cas des grandes profondeurs, et un petit bloc dans le cas des
petites profondeurs. Il propose un autre critere du choix de la surface d’analyse, en se basant sur
la remarque que ’hétérogéneité, en terme de profondeur, est la conséquence du phénomene de mé-
tastabilité des piqures. Ainsi, I’auteur propose comme critere de choix, des surfaces pour lesquelles
le pourcentage des pigilires métastables ne dépasse pas 10%.

Dans cette section, un critere de découpage est proposé. Une fois que la taille des blocs d’analyses
est déterminée, le nombre de ces blocs peut étre choisi de telle sorte qu’ils stabilisent les estimations.
Cette stabilisation est quantifiée en terme de variation de l’estimation lors du passage de p a p+ 1
blocs. En d’autres termes, on va considérer que les estimations se sont stabilisées si le rapport entre
I’estimation a p+1 blocs et celle a p blocs est inférieure a un certain seuil qu’on peut fixer a 'avance.

4.2.4.1 Discussion d’un critere de découpage en blocs d’analyse

Les deux approches de simulations numériques présentées dans la section précédente consistent
a comparer les estimations dans le cas de « bloc-différent »et le cas de « bloc-égal ». La conclusion,
est que les deux estimations sont proches en terme de biais et de variance. Sachant que dans
la premiére approche, les coordonnées des piqures sont générées selon une CSR, la méthode des
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quadrats présentée au troisieme chapitre est la plus appropriée pour découper la surface d’étude
en blocs d’analyse. En effet, elle permet de trouver I’échelle pour laquelle la structure spatiale des
piqures est une CSR. En outre, cette échelle permettra d’avoir des blocs d’analyse pour lesquels
I’hypothése d’égalité des nombres de piqures n’est pas rejetée. Ainsi, la méthode des quadrats
permet de s’approcher des conditions théoriques de ’application de la méthode de Gumbel. A noter
que la méthode ne permet pas toujours I'obtention de 1’échelle CSR, car en pratique la structure
spatiale des piqures peut étre fortement agrégée. Dans ce cas ’estimation de la densité spatiale
et son intégration dans des simulations numériques a I'image du calcul présenté dans la section
précédente, peut donner des réponses quant au meilleur découpage en terme de biais et de variance.
La figure (4.29) montre les résultats de la méthode des quadrats appliquée aux positions 3 et 4 de
la bande 1 (issue de la tole 1) présentée dans la section (4.1.3).
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F1a. 4.29: Méthode des quadrats pour les positions 3 et 4 de la bande 1

Le découpage respecte la condition CSR si la valeur observée est inférieure a la valeur théorique
du Chi-deux. On remarque qu’en pratique (pour les plaques attaquées), il est possible de trouver
le découpage pour lequel 'hypothése de 1'égalité entre les nombres de piqures par bloc n’est pas
rejetée. La difficulté dans cette démarche réside dans le fait qu’il est parfois difficle d’extraire les
coordonnées des piqires.

Désormais, on va s’intéresser a 'influence du choix de la taille des blocs d’analyse ainsi qu’a
celui de leur nombre sur les estimations des quantiles extrémes. Pour cela, on simule une surface
de 50x 50 cm? d’une facon identique & celle de 10000 cm? (méme densité de 8 piqiires par cm?
et répartition spatiale), ce qui conduit & la simulation de 20000 piqtires selon une structure CSR.
La réduction de la taille de la surface objective simulée a seulement pour objectif la réduction du
temps de calcul. Les conclusions restent les mémes.

Le procédé de calcul consiste a découper la surface objective en plusieurs blocs entre 100 et
1600, et d’y appliquer la méthode de Gumbel. Pour comparer les estimations pour les différents
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découpages, le nombre de blocs sera proportionel a la taille de la surface objective. En d’autres
termes, si on découpe toute la surface objective en 100 blocs, et si on en choisit 5 pour estimer les
quantiles extrémes (soit 5% de la surface totale étant analysée) alors, pour le découpage en 200
blocs, on va en analyser 10. Dans ce travail, cette surface analysée varie entre 5% et 30% de la
taille totale de la surface objective. Cela permet d’avoir des estimations comparables pour analyser
I'impact de la taille des blocs sur les estimations. Pour chaque découpage, 1000 blocs ont été choisis
aléatoirement. Vu que toutes les méthodes d’estimations aboutissent aux mémes conclusions, seule
la régression linéaire sera présentée. La figure (4.30) montre les moyennes des 1000 estimations des
quantiles associées a chaque découpage ainsi que leurs écarts-types. A noter que dans la suite, c’est
I'approximation de Hazen qui sera utilisée pour la méhode de la régression linéaire.
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F1G. 4.30: Comparaison des estimations en fonction de la taille des blocs (méthode de la régression) :
a-Moyennes des quantiles , b-Moyennes des écarts-types des quantiles

Pour la méme taille de surface analysée (égale au nombre de blocs fois la taille d’un bloc), les esti-
mations des quantiles varient. On remarque que plus les blocs ont une grande taille, plus le biais des
estimations est faible ; en contre partie la variance augmente. Pour un découpage donné, ’augmen-
tation du nombre de blocs n’influe pas sensiblement sur les estimations des quantiles contrairement
a leurs tailles. En résumé, en fixant une surface a analyser, la découper en grands blocs aboutira
a des estimations a faibles biais mais avec une variance plus importante, et la découper en petits
blocs conduira a des surestimations mais avec une variance moins importante. Selon le besoin et
I'objectif du travail, on peut privilégier un découpage par rapport a un autre. Par exemple, si on
choisit un découpage en petit blocs, on aura une probabilité plus élevée de surestimer I’événement
extréeme étudié ce qui évitera le risque de la sous-estimation qui peut s’avérer dangereux. En contre
partie il faudra évaluer le colt de cette surestimation pour pouvoir trancher.
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4.2.5 Comparaison des méthodes d’estimation

Pour comparer les différentes méthodes d’estimations, la simulation numérique mise en ceuvre
consiste a générer des valeurs selon la loi de Gumbel avec g = 160 comme parametre de localisation,
et 09 = 7 comme parametre d’échelle. Ces deux parameétres ont été & partir de la plaque de 75 cm?.
En connaissant la loi exacte, on va générer des échantillons dont les tailles varient entre 5 et 100.
Ensuite ces échantillons sont utilisés pour estimer les parametres de localisation et d’échelle qu’on
comparera avec les valeurs vraies pg et og. Chaque échantillon étant généré 1000 fois, les moyennes
des quantiles ainsi que leurs écarts-types sont présentés dans la figure (4.31).
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Fi1a. 4.31: Comparaison des méthodes d’estimations : a-moyennes des parametres de localisation,
b-écarts-types des parametres d’échelle, reg : régression, mv : maximum de vraisemblance, mom :
moment

La simulation mise en ceuvre montre bien que la méthode du maximum de vraisemblance pré-
sente les meilleures propriétés en terme de biais et de variance. Néanmoins, la résolution numérique
du systeme pour le calcul des parametres via cette méthode, peut s’avérer délicate dans la mesure

ou le maximum ne peut étre atteint et les intervalles de confiance ne peuvent étre calculés avec
fiabilité.

4.2.6 Application pour la plaque de 75 cm?

Dans cette section, on revient sur la plaque de 75 cm?, I'objectif est de tester plusieurs dé-

coupages et comparer les différentes méthodes d’estimation. La méthodologie est similaire a celle
présentée pour la surface simulée de 2500 cm?, ainsi 1000 estimations sont calculées en tirant aléa-
toirement des blocs. La plaque est découpée en 20, 40, 60, puis en 100 blocs. Par exemple, pour le
découpage en 20, on choisit alétaoirement 4, 8 puis 12 blocs. Ainsi pour le découpage en 40 blocs,
on en choisit 8, 16 puis 24. Pour commencer, la figure (4.32) montre le résultat de la méthode des
quadrats appliquée a cette plaque.
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F1G. 4.32: Méthode des quadrats pour la plaque de 75 cm?

Aucun découpage parmi les quatres utilisés ne respecte le critere de la méthode des quadrats.
L’intensité de 'aggrégation n’est pas aussi forte, en effet, pour ces découpages, tous les blocs ont au
moins une piqire. Dans ce cas expérimental, on applique la méthode de Gumbel afin de comparer
les résultats avec ceux obtenus dans le cas théorique. La figure (4.33) montre la comparaison des
quantiles calculés en utilisant les quatre aproximations empiriques en découpant en 100 blocs. Pour
les autres découpages, les résultats sont semblables.
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Fia. 4.33: Comparaison entre les quatre approximations empiriques : en abscisse, pourcentage de
la surface totale analysée qui est égale a la taille du bloc x leur nombre
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On retrouve le méme comportement des estimations vis a vis de chaque approximation empi-
rique que celui constaté avec les simulations numériques. L’approximation de Hazen renvoie le biais
le moins important par rapport a la valeur maximale exacte relevée dans la plaque de 75 cm?.

L’impact de la taille des blocs d’analyse est présenté sur, la figure (4.34).
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Fi1a. 4.34: Impact de la taille du bloc d’analyse sur les estimations des quantiles pour la méthode
de la régression linéaire

La figure (4.34) montre aussi que les grands blocs renvoient un biais moins important que les
petits blocs, et le contraire pour la variance. Pour les autres méthodes d’estimations, les résultats
seront présentés en annexe.

L’augmentation du pourcentage de la surface analysée n’améliore pas forcément l’estimation.
La figure (4.35) montre la comparaison entre les différentes méthodes d’estimations des parametres
dans la méthode de Gumbel.
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FIG. 4.35: Comparaison des méthodes d’estimations des parametres pour la plaque de 75 cm?
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Contrairement aux simulations numériques, la méthode du maximum de vraisemblance présente
un biais et une variance plus importants que les autres méthodes. Cela est essentiellement du au
fait que les conditions théoriques de l'application de la méthode de Gumbel ne sont pas toutes
remplies. Cela montre toute la difficulté a choisir la meilleure méthode quand il s’agit de traiter des
cas expérimentaux.

Conclusion : les différentes simulations numériques présentées, ont pour objectif d’élucider cer-
taines questions autour de 'application de la méthode de Gumbel. Pour cela, on s’est placé dans
les conditions théoriques d’application de cette méthode. Mais le passage aux cas expérimentaux
pose toujours un probleme quant au choix optimal de la taille des blocs et de la meilleure méthode
d’estimation. Néanmoins, les conclusions de ces simulations numériques consistent & choisir des
blocs de grandes tailles pour avoir plus de précisions pour ’estimation des quantiles extrémes, et
des blocs de petites tailles pour les surestimer ce qui permet de prendre plus de sécurité quant aux
événements extrémes. Finalement, le choix de la meilleure méthode d’estimation des parametres, est
difficile quand il s’agit de cas expérimentaux. Par contre, les simulations montrent que la méthode
du maximum de vraisemblance présente de meilleurs propriétés du point de vue biais et variance.
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Chapitre 5

Approches GEV et POT

5.1 Loi des valeurs extrémes généralisée GEV

Les travaux de Gumbel ([Gumb8]) ont tres largement contribué a la diffusion de la théorie des
valeurs extrémes, notamment en hydrologie. Le choix de la loi des valeurs extrémes de type Gumbel
était particulierement privilégié au détriment des deux autres types de lois (Fréchet et Weibull). Ce
choix était essentiellement motivé par la simplicité de la loi de Gumbel pour laquelle on cherche a
estimer deux parametres (de localisation et d’échelle) au lieu de trois pour les deux autres types de
lois. Néanmoins, il ne faut pas oublier le caractere asymptotique de la théorie des valeurs extrémes
et que les lois de type Fréchet et Weibull sont aussi des candidats pour la modélisation des valeurs
maximales. En plus, les estimations des quantiles peuvent étre tres différentes selon le type de loi
utilisée (voir chapitre (2)). Pour illustrer la différence entre les estimations calculées & partir de
la loi GEV et la loi de Gumbel, la procédure de calcul utilisée est la méme que celle présentée
pour lapproche « bloc-égal »(voir chapitre (4)) avec un nombre de blocs égale a 50 et un nombre
de simulations égale a 5000. La loi étant utilisée est la loi normale de mémes parametres que
ceux présentés dans le tableau (4.1). La figure (5.1) montre la moyenne des 5000 estimations des
quantiles ainsi que la moyenne des écarts-types. Les deux méthodes d’estimation utilisées dans cet
exemple sont le maximum de vraisemblance (MV) pour la loi GEV et la régression linéaire avec
I'approximation de Hazen pour la loi de Gumbel.
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Fia. 5.1: a- Moyenne des quantiles, b- Ecarts-types des quantiles

Cet exemple montre bien la différence qui peut exister entre les estimations (et leurs écarts-
types) en utilisant la loi GEV ou la loi de Gumbel. L’accroissement des écarts-types lors du passage
de la loi de Gumbel a la loi GEV est essentiellement di au fait que I'augmentation du nombre de
parametres conduit souvent a ’augmentation de l'incertitude liée a I’estimation de chacun d’eux.
Ce résultat rejoint les remarques émises par ([PMAO1]).

Cette différence illustre le danger d’utilisation systématique de la loi de Gumbel comme distri-
bution des valeurs maximales. Ainsi, il faut déterminer si la distribution de Gumbel est suffisante
pour modéliser le comportement des valeurs extrémes. Pour cela, le test proposé par Hosking
([Hos84]) peut étre utilisé. Il consiste a tester 'hypothese nulle Hy : £ = 0 contre I’hypotheése
alternative Hy : £ # 0. L’auteur montre que sous ’hypotheése nulle, 'estimateur de 'indice ex-
tréme par la méthode des moments de probabilité pondérés ép“’m suit asymptotiquement une
loi normale N(0;0,5633/n) ol n représente la taille de 1’échantillon. En pratique, la statistique
Z = épwm\/ n/0,5633 est calculée et comparée aux valeurs critiques de la loi normale centrée
réduite pour accepter ou rejeter ’hypothese nulle.

5.1.1 Comparaison des méthodes d’estimation PWM et MV pour la loi GEV

Les méthodes PWM et MV (voir chapitre 2) sont les plus utilisées pour estimer les parametres
de la loi GEV. Dans cette section, on propose de comparer ces deux méthodes en terme de biais
et de variance. Pour cela, des échantillons issus de la loi GEV normalisée (x = 0 et 0 = 1) sont
générés pour des valeurs de ¢ (I'indice extréme) comprises entre —0,4 et 0, 4. Le choix de la loi GEV
normalisée mene aux mémes conclusions qu'un choix plus général de ces deux parametres, car les
deux méthodes d’estimations PWM et MV sont invariantes par transformation linéaire. Quant au
domaine de variation de I'indice extréme, il est di au fait que les estimateurs PWM et MV perdent
de leur qualité en dehors de cet intervalle ((HWW85]).

Les parametres de cette simulation numérique sont les suivants :
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Indice extréme € : varie entre —0,4 et 0,4 avec un pas de 0, 1.

Taille des échantillons n : varie entre 20 et 500 avec un pas de 20.

Nombre de simulations : 5000 échantillons sont simulés pour chaque valeur de £ et pour chaque
taille d’échantillon.

Période de retour : les probabilités de dépassements p sont choisies telle que p < 1/n, ce qui
correspond a des périodes de retour T > n. On choisit ici 7' = 2000. Les conclcusions restent
les mémes pour les autres choix de T'.

Pour la méthode PWM, le calcul de l'indice extréme passe par la résolution numérique de
Péquation (2.63) qui peut s’avérer délicate dans certains cas. En pratique, l'indice extréme
est souvent compris entre —0, 5 et 0, 5. Ainsi Hosking ([HWW85]) propose une approximation
linéaire de la fonction (3¢ — 1)/(2¢ — 1) pour calculer I'indice extréme. L’approximation est
basée sur le développement limité & ’ordre 1 de cette fonction. Elle est donnée par :

3 —1 _log(3) log(3)  log(3)?
261" log(2) < 2 210g(2)> ¢

(5.1)
Ainsi, I'indice extréme est calculé en remplagant cette expression dans 1’équation ((2.63)).

Pour la méthode MV, les échantillons générés avec la valeur de & = 0.4, présente des difficultés
numériques. En effet, au voisinage de cette valeur, certains échantillons font que I'algorithme
du maximum de vraisemblance ne converge pas ou renvoie des estimations de & dépassant 0,8
ce qui entraine une augmentation brusque des quantiles. Les figures (5.2) montre les variations
de la fonction quantile de la loi GEV normalisée en fonction de 'indice extréme.

quantile extréme
-

=
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0 L L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
indice extréme

10

F1G. 5.2: Variation de la fonction quantile de la loi GEV normalisée en fonction de l'indice
extréme sur une échelle Logarithmique (en oy)

Pour les échantillons présentant ce type de comportement, le tirage est refait. On montre ici
les résultats pour les indices extrémes & = 0,4 et £ = —0,4. Dans ’annexe B, on illustre
ces résultats pour £ = 0,2, £ = —0,2 et £ = 0. La figure (5.3) montre la moyenne des 5000
estimations de I'indice extréme &, du parametre de localisation p, du parametre d’échelle o
et du quantile via les deux méthodes d’estimation MV et PWM.
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F1G. 5.3: Moyennes des estimations pour les échantillons simulés avec £ = 0,4 en fonction de
leurs tailles : (a)- Moyennes des indices extrémes, (b)- Moyennes des parametres de localisation
i, (c)- Moyennes des parametres d’échelle o, (d)- Moyennes des quantiles

S’intéressant particulierement aux estimations des quantiles, la figure (5.4) montre le biais et

I’écart-type des estimations.
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F1a. 5.4: Echantillons pour £ = 0,4 : a- Biais des quantiles, Ecarts-types des quantiles

Dans ce cas, c’est la méthode PWM qui présente les meilleurs estimations en terme de biais
et de variance pour les petites tailles d’échantillon. Ce comportement s’inverse quand il s’agit
d’estimer les parametres a partir d’échantillons de maxima de grandes tailles. Les figures (5.5
et 5.6) montrent les résultats pour les échantillons issus de £ = —0, 4.
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F1G. 5.6: Echantillons pour £ = —0,4 : a- Biais des quantiles, Ecarts-types des quantiles

Pour toutes les valeurs de l'indice extrémes, et pour les échantillons de grands tailles (> 60)
la méthode MV présente les meilleurs estimations en terme de biais et de variance. Pour les
petites tailles d’échantillons, c’est la méthode PWM qui présente les meilleurs propriétés en
particulier en terme d’écart-type. Sachant que les difficultés numériques de la méthode MV
disparaissent pour les grandes tailles d’échantillon (problémes survenus pour £ proche de 0,4),
on peut privilégier la méthode PWM pour un échantillon de maxima de petite taille et la
méthode MV sa taille est grande.
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5.2 Loi des dépassements de seuil POT

Pour comparer les deux méthodes d’estimation MV et PWM sous ’approche POT, on suit
la méme démarche de simulation présentée pour I'approche GEV. Dans ce cas, c’est a partir
de la loi de Pareto généralisée normalisée qu’on va générer les échantillons a partir desquels
on va calculer les parametres de forme (indices extrémes), d’échelle et les quantiles. Quant au
parametre de localisation qui représente le seuil dans 'approche POT, on utilisera sa valeur
exacte qui est égale a 0. Ce choix est du essentiellement au fait que les simulations mises en
oeuvre deviennent relativement lourdes lors de la recherche du seuil optimal (via les méthodes
numériques (voir 2.4.2)) en particulier pour les échantillons de grandes tailles. Cela ne change
en rien les conclusions qui peuvent étres tirées en comparant les deux méthodes d’estimations
puisque on compare les autres parametres et les quantiles pour le méme seuil. Pour illustrer
ces résultats, on se restreint aux quantiles pour comparer les deux méthodes MV et PWM.
Les figure (5.7 et B.9) montrent les moyennes des quantiles ainsi que leurs écarts-types pour

£ =0,4 et £ = —0,4. Pour les autres valeurs de &, ces résultt;cmts sont illustrés dans I’annexe
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F1G. 5.7: Echantillons pour £ = 0,4 : a- Moyennes des quantiles, b-Ecarts-types des quantiles
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F1ac. 5.8: Echantillons pour £ = —0,4 : a- Moyennes des quantiles, b- Ecarts-types des quan-

tiles

Pour les grands échantillons, les deux méthodes renvoient des estimations comparables en
terme de biais et de variance. La différence apparait notamment quand il s’agit des échan-
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tillons de petites tailles en particulier concernant les écarts-types des estimations calculées
a partir de la méthode MV. D’une fagon générale, on peut émettre les mémes conclusions
quant au choix de la méthode d’estimation par rapport a la méthode GEV, a savoir la mé-
thode PWM pour les échantillons de petites tailles et la méthode MV pour les grandes tailles.
Cela évitera les instabilités ou les problemes de convergences de la méthode MV pour les
petits échantillons (n < 60).

Dans la section qui va suivre, on va s’intéresser a la comparaison entre les quantiles extrémes
determinés par les deux approches GEV et POT.

5.3 Comparaison entre les approches GEV et POT

Le calcul des quantiles extrémes dans ’approche POT est fait a partir de la formule (2.87).
Ce quantile représente la profondeur dépassée avec une faible probabilité p (la période de
retour 7' = 1/p), sachant que cette profondeur est supérieure & un seuil donné. Pour calculer
le quantile dépassé avec la probabilité p, on utilise la formule suivante ([MBO03]) :

&\ S
~pot ~ (nip) - 1 k’
Gy = Xn—kpn +0p—"7—— pour p < — (5.2)
&k n

ot X,,—j, représente la (n — k)eme statistique d’ordre des observations. oy, et ék sont respec-
tivement les parametres d’échelle et de localisation estimés en utilisant k valeurs dépassant
le seuil.

Dans cette section, on propose de comparer les différents quantiles sous les deux approches.
Pour ’approche des maxima par bloc, on calcule les quantiles de la loi de Gumbel et de la loi
GEV par les méthodes MV et PWM. De 'autre c6té, pour ’approche de dépassement de seuil,
on calcule les quantiles donnés par 1’équation (5.2) par les méthodes MV, PWM, moments
de Dekkers et 'estimateur UH (voir chapitre (2)). On utilise pour cela, des échantillons issus
de la loi normale et la loi lognormale avec les mémes parameétres présentés auparavant (voir
tableau 4.1). Pour cela, on génere 1000 échantillons suivant ces deux lois. En utilisant la méme
densité spatiale des piqtires (8 piqiires par 10 cm?) que celle estimé au chapitre précédent,
cela conduit a la simulation d’échantillons de taille égale & 80 qu’on divise en m blocs selon
lapproche « bloc égal »(voir chapitre (4)). Pour illustrer les résultats, on prend m =10, et une
période de retour égale a 1000. Le méme comportement est observé pour m > 10. Les figures
((5.9),(5.10)) montrent respectivement les intervalles de confiances & 10% des estimations des
quantiles pour la loi normale et lognormale.
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GEV estimés par mv, GEV estimés par pwm, POT estimés par mv, POT estimés par pwm,
Dekkers, UH.
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F1G. 5.10: Intervalle de confiance & 10% des estimations des quantiles pour la loi lognormale.
De gauche a droite les quantiles de : Gumbel estimés par mv, Gumbel estimés par pwm,
GEV estimés par mv, GEV estimés par pwm, POT estimés par mv, POT estimés par pwm,
Dekkers, UH.

On note que dans ’approche POT, le seuil a été calculé a 'aide de la méthode de Pickand

(voir chapitre (2)). Pour la loi normale, le nombre moyen de valeurs retenues (exces) est de
48, alors que celui de la loi lognormale est de 50. On remarque que la méthode POT présente
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des résultats intéressants en terme de biais et de variance par rapport a la méthode GEV et
cela pour les deux méthodes d’estimations. Les estimateurs UH et de Dekkers renvoient des
estimations comparables. Selon le besoin du praticien, le choix d’une méthode au détriment
d’une autre peut étre motivé par la volonté de surestimer la profondeur maximale (approche
GEV) ou de la connaitre avec suffisamment de précision (POT).

La loi normale (utilisée dans cette simulation) rentre dans le domaine d’attraction de Gumbel.
On peut remarquer que c’est la distribution de Gumbel qui renvoie les meilleurs résultats en
terme de biais. Le fait d’ajouter un troisieme parametre dans les approches GEV et POT
(Pindice extréme) a augmenté l'incertitude liée a I'estimation de chaque parametre, ce qui est
observé vue la largeur de l'intervalle de confiance dans ces deux approches.

Dans ce travail, les mesures de profondeurs effectuées appartenaient toutes au domaine d’at-
traction de Weibull. C’est le cas ici lors de I’étude de la plaque de 75 cm?, et aussi le cas d'un
travail effectué sur une autre plaque issue de la tole 1 et résumé dans ([JNIT]). Pour cela, nous
terminons cette simulation en générant les profondeurs selon une loi des valeurs extrémes de
parametres £ = —0,23, u = 137,7 et 0 = 8,9. Ces parameétres ont été estimés a partir de
la plaque de 75 cm? & 'aide de la méthode MV. l'objectif, est de voir le comportement des
différentes méthodes d’estimations (en particulier dans I’approche de Gumbel) en travaillant
avec des valeurs appartenant dans le domaine d’attraction de Weibull. la figure (5.11) illustre
ces résultats.
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FI1G. 5.11: Intervalle de confiance & 10% des estimations des quantiles pour la loi lognormale.
De gauche a droite les quantiles de : Gumbel estimés par mv, Gumbel estimés par pwm,
GEV estimés par mv, GEV estimés par pwm, POT estimés par mv, POT estimés par pwim,
Dekkers, UH.

Les incertitudes constatées lors de 'utilisation de la loi normale et lognormale ont été lar-
gement réduites. La loi GEV présente toujours 'intervalle de confiance le plus large, alors
que dans 'approche POT, ce dernier a été réduit et renvoie des résultats proches a ceux de
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la méthode de Gumbel (avec la méthode d’estimation MV). Dans tous ces étudiés, la loi de
Gumbel garde une variance faible par rapports aux autres méthodes. En grande partie cela
est di au nombre de parametres réduit. Un critere de choix de la méthode d’estimation des
parametres ne peut étre basé que sur la variance. Il faut regarder aussi le biais et la facon dont
on estime quantiles extrémes, en d’autres termes, la méthode a tendance a les sous-estimer
ou a les surestimer. Tout dépend du cotit et le risque de I’'étude engagée.

5.4 Application a la plaque de 75 cm?

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au domaine d’attraction des 603 piqtres
mesurées sur la plaque de 75 cm?. Pour cela, on va utiliser le quantile plot généralisé basé
sur 'estimateur UH, et 'estimateur de Dekkers. La figure (5.12) montre les variations de ces
deux estimateurs en fonction du nombre des exceés avec leurs intervalles de confiances a 10%.
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Fi1c. 5.12: Intervalle de confiance & 10% des estimation de l'indice extréme. IC inf : borne
inférieure de I'intervalle de confiance, IC sup : borne supérieure

Ces deux graphiques montrent que les profondeurs des piqiires mesurées sur la plaque de 75
cm? appartiennent au domaine d’attraction de Weibull. En effet, pour les deux estimateurs
de I'indice extrémes, on a des valeurs négatives pour ce parametre qui caractérise un domaine
d’attraction. Cela implique 'existence d’une profondeur limite qu’on peut calculer en esti-
mant les parametres de la loi GEV ou POT. Cette limite est appelée en théorie des valeur
extrémes, un point terminal.

Désormais, on va s’intéresser a la comparaison des différents estimateurs des quantiles ex-
trémes a l'image du travail de simulation présentée par les figures (5.9, 5.9). Dans ce cas
expérimental, on présente les résultats des estimations en découpant la plaque de 75 cm? en
100 blocs, ensuite on choisit aléatoirement 10 puis 20 blocs pour estimer les quantiles extrémes
pour la période de retour 7' = 100 qu’on compare avec la profondeur maximale exacte relevée
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sur la plaque et qui est égale & 163 pum. Les figures (5.13) et (5.14) illustrent ces résultats.
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F1G. 5.13: Intervalle de confiance & 10% des estimations des quantiles pour la plaque pour
le choix de 10 blocs. De gauche a droite les quantiles de : Gumbel estimés par mv, Gumbel
estimés par pwm, GEV estimés par mv, GEV estimés par pwm, POT estimés par mv, POT
estimés par pwm, Dekkers, UH.
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F1G. 5.14: Intervalle de confiance & 10% des estimations des quantiles pour la plaque pour
le choix de 20 blocs. De gauche a droite les quantiles de : Gumbel estimés par mv, Gumbel
estimés par pwm, GEV estimés par mv, GEV estimés par pwm, POT estimés par mv, POT
estimés par pwm, Dekkers, UH.

Dans ce cas expérimental, on retrouve pratiquement le méme comportement global des es-
timations des quantiles sauf pour la loi GEV qui présente cette fois-ci une dispersion moins

importante. Son intervalle de confiance est comparable a celui de la loi Gumbel. Cela est di
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essentiellement au fait que la loi GEV est plus adaptée dans ce cas malgré ’estimation de trois
parametres. Enfin, pour 'approche POT, les quantiles sous-estiment la profondeur maximale
exacte, cela peut étre du au fait que la méthode POT perde de ses performances en présence
de données redondantes ce qui est le cas dans nos mesures de profondeurs. Dans ce travail, le
traitement de ces données est fait en prenant la premiere valeur non répétée. Par exemple si
la méthode de Pickands donne k seuil et on a égalité entre la n — kéme et la n — k + 1, alors
c’est la n — k 4 2éme valeur qui est prise comme seuil. Enfin, les deux estimateurs UH et de
Dekkers présentent des estimations comparables en terme de biais et de variance.
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Conclusion générale

La complexité du phénomene de corrosion par piqires en terme de physique et son caractere sto-
chastique rencontré dans sa phase d’initiation et de propagation, a conduit récemment beaucoup
de travaux a s’intéresser a 1’étude de ce phénomene du point de vue statistique. L’un des facteurs
importants lors de I’étude du phénomene est la profondeur maximale des piqiires. Son estimation
est tres importante pour prévoir les défaillances des structures car une profondeur critique peut
fragiliser les structures en particulier lors du couplage avec des sollicitations mécaniques. Dans ce
travail, on s’est intéressé aux méthodes statistiques utilisées pour cet objectif. La théorie des valeurs
extrémes est manifestement ’approche la plus utilisée pour estimer ces profondeurs maximales en
particulier la méthode de Gumbel. Cependant, dans le domaine de la corrosion par piqures, cette
méthode est souvent appliquée sans s’intéresser aux conditions de sa validité, et les méthodes d’es-
timation des parametres sont peu comparées entre elles. Ce travail a donc pour objectif de revenir
sur l'application de la méthode de Gumbel et la comparer avec d’autres approches telles que la
méthode des valeurs extrémes généralisées (généralisation de la loi de Gumbel) et 1'approche de
dépassement de seuil.

Avant d’entamer ce dévelopement statistique, un travail expérimental était nécessaire. Dans un pre-
mier temps, on s’est intéressé a corroder des plaques d’aluminium pour constituer des échantillons
afin d’en faire des mesures de profondeurs et calculer les parametres de simulations numériques
utilisées pour répondre a certaines questions autour de la méthode de Gumbel. Pour mener ces
expérimentations et pouvoir comparer les résultats de simulations avec ceux de la simulation, on
a imposé quelques conditions sur les échantillons. En effet, on a souhaité que les profondeurs des
piqures soient facile & mesurer (absence de produits de corrosion, absence de coalescence, non
déviantes,- - - ), que le I'observation des piqures se fait en un temps raisonnable (quelques heures)
et que 'expérimentation soit simple. Ainsi, les essais ont été fait & potentiel libre et a température
ambiante. Cependant, trouver le couple matériau/milieu qui vérifie ces conditions s’est avéré tres
délicat. Une recherche bibliographique nous a conduit a choisir ’aluminium comme matériau, et un
milieu dont les compositions ont été données dans le chapitre 4.

La premiere difficulté rencontrée concerne la non-reproductibilité de la densité des piqtires. En ef-
fet, sous les mémes conditions de corrosion, la densité spatiale des piqures pour la méme position
des plaques peut étre tres différente. S’intéressant a la densité spatiale des piqlres, on a introduit
les processus spatiaux pour étudier la répétabilité d’une structure spatiale et comment les piqures
sont réparties sur la surface attaquée. Cette méthode statisique détermine s’il y a une interaction
entre piqures ou pas, ce qui permet de vérifier a ’occasion la condition d’indépendance nécessaire
lors de 'application de la théorie des valeurs extrémes. Ensuite, on a adapté la méthode d’analyse
spectrale pour analyser les interactions. Cette méthode, n’a jamais été appliquée en corrosion au-
paravant, et elle a été appliquée pour étudier la répétabilité de la structure spatiale des piqures
pour la méme position (d'une plaque de la tole). Ces processus spatiaux, ont été utilisé aussi pour
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trouver I’échelle pour laquelle on peut conidérer que les piqires sont indépendantes. Cette échelle
est proposée comme critere pour trouver la taille de la surface d’analyse pour la méthode de Gum-
bel. Pour pousser 1’étude des processus spatiaux, on a introduit les processus marqués. Il s’agit
d’étudier l'interaction entre les piqures en rajoutant 'information portée sur les profondeurs. En
d’autres termes, les processus spatiaux étudient 'interaction entre les piqures en utilisant seulement
les coordonnées des piqures, par contre les processus marqués fournissent des informations quant
a l'attraction ou la répulsion des piqures ayant des profondeurs données. Ainsi, on peut savoir par
exemple si les piqures les plus profondes ont tendance a s’attirer ou a se répulser. Cette méthode
est contraignate car elle nécessite la connaissance a la fois des coordonnées de chaque piqure et
la profondeur y associée. Cependant, sur des échantillons de petites tailles, la méthode est trés
intéressante car elle peut fournir des informations pour savoir si les profondeurs les plus profondes
ont tendance & ce regrouper. cette méthode a été appliquée sur la plaque de 75 cm? et a conclu &
une totale indépendance entre les positions des piqres et leurs profondeurs.

Le travail expérimental, a permis d’extraire les parametres utilisés dans nos simulations numé-
riques. L’objectif de ces simulations est de répondre a certaines questions autour de ’application de
la méthode de Gumbel. En particulier le choix de la distribution empirique, la taille et le nombre
des surfaces d’analyse et la comparaison des méthodes d’estimation des parametres. Cela a conduit
a conclure que le meilleur choix de la distribution empirique (parmi celles utilisées) est 1’approxi-
mation de Hazen. Quant au choix de la taille de la surface d’analyse, on remarque que pour les
grandes tailles de ces surfaces d’analyse, on a un biais moins important que pour les surfaces de
petites tailles mais une variance plus importante. Donc le choix peut s’averer délicat, néanmoins,
selon 'application, on peut préviligier un choix par rapport a autre (volonté de surestimer la pro-
fondeur maximale par exemple), mais ce choix de la taille peut toujours étre donné par les processus
spatiax quand on peut calculer les coordonnées des piqures. Le nombre des blocs d’analyses peut
étre choisi de telle sorte qu’on arrive a une stabilisation d’estimation des parametres.

Pour les approches GEV et POT, elles sont présentées comme des alternatives a la méthode de
Gumbel. Cependant elles sont différentes dans leur élaboration. La premiere est une généralisation
de la méthode de Gumbel et utilise les maxima par blocs pour estimer les parametres, alors que la
deuxieme est basée sur un choix de seuil, et ce sont les valeurs dépassant ce seuil qui sont utilisés
pour estimer les parametres. Les méthodes d’estimation les plus utilisées dans ces deux approches,
sont la méthode du maximum de vraisemblance MV et la méthode des moments de probabilité
pondérés. Dans un premier temps, on a comparé les deux méthodes pour les deux approches. Pour
les deux approches, la méthode MV présente de meilleurs qualités en terme de biais et de variance
pour les échantillons de grandes tailles. Ses performances se perdent lorsque I'indice extréme est
proche de 0.4 en particulier pour les petites tailles, alors que celles de la méthode PWM restent
acceptables dans cette zone. Cela conduit & privilégier la méthode PWM pour les petites tailles
d’échantillon et la méthode MV pour les grandes. Enfin, en utilisant la loi normale et lognormale
dont les parametres ont été calculés a partir des profondeurs mesurées sur la plaque de 75 cm?, on
a pu comparé les quantiles des différentes approches. Notons que ces deux lois appartiennent au
domaine d’attraction de Gumbel, donc une comparaison avec les quantiles de la loi de Gumbel est
intéressante. A partir de ces comparaison on remarque que le passage de deux a trois parametres
augmente les incertitudes quand aux estimations des quantiles extrémes et montre ainsi I’impor-
tance de connaitre le bon domaine d’attraction. L’approche POT peut présenter une alternative
tres intéressante a ’approche GEV car en terme de biais et de variance, elle a présenté de meilleurs
résultats. La difficulté avec cette méthode est le choix de seuil. Ici, on a utilisé la méthode Pickands,
mais ils existents d’autres méthodes plus complexes qui aboutissent a un choix meilleur du seuil et
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ainsi une meilleure estimation des quantiles. Ces différents estimateurs des quantiles ont été utilisés
pour estimer la profondeur maximale sur la plaque de 75 cm? (profondeur exacte connue). Cette
fois-ci la variance de la méthode GEV est moins importante qu’en simulation. Cela est di au fait
que les observations appartiennent au domaine d’attraction de Weibull et non celui de Gumbel.

Ce travail de these a permis, de développer ces approches statistiques et ouvre en méme temps la
porte a plusieurs perspectives du point de vue expérimentale et mathématique.

Du point de vue expérimentale, on souhaite trouver des conditions expérimentales pour reproduire
des densités spatiales comparables et des échantillons facile a analyser via un logiciel d’analyse
d’image afin de constituer une base de données composée de coordonnées de piqures et les profon-
deurs y associées. Dans ce travail, seule I’extrapolation spatiale a été utilisée. L’extrapolation dans
le temps peut étre dévelopées mais pour cela il faut caler les conditions de reproduction des densités
spatiales avant d’introduire le facteur du temps. Ce travail peut aussi étre envisagé sur d’autres
couples matériau/milieu.

Du point de vue mathématique, on peut s’intéresser a plusieurs problemes :

— Traitement des distributions multimodales : Le phénomeéne de métastabilité empéche cer-
taines piqures & progresser ce qui peut entrainer I’existence de deux ou plusieurs populations
de profondeurs de piqures. Les méthodes dévelopées dans ce travail ne sont pas adaptées a
ce type de probleme. Néanmoins, des travaux récents, adaptent cette théorie pour les popu-
lations mixtes. Cela peut constituer une perspective intéressante pour traiter ce phénomene
de métastabilité.

— Seules les méthodes parametriques ont été utilisées dans ce travail. Les méthodes non-
paramétriques peuvent présenter une alternatives aux méthodes présentés ici. La méthode
des noyaux par exemple est 1'une des plus utilisés pour ce propos. Par contre, son couplage
avec les valeurs extrémes ne donne pas de bon résultats. Des améliorations de cette méthode
pour 'adapter aux valeurs extrémes ont été dévelopées et peuvent étre utilisées. On peut
aussi adapter les approches bayésiennes utilisées dans d’autre domaines qui nécessite ce
qu’on appelle un « avis d’expert »qui représente une information supplémentaire sur le
phénomene et qui peut étre incluse dans le traitement.

— La difficulté avec la méthode POT est le choix du seuil. Ici, on a utilisé la méthode de
Pickands, mails il existe d’autres méthodes qui peuvent aboutir a un meilleur choix du
seuil. Ce sont des méthodes basées sur la minimisation a la fois du biais et de variance.

— Enfin, le couplage du phénomene de la corrosion par piqures avec la fatigue fait partie
des perspectives de ce travail, en considérant que les piqures les plus profondes peuvent
constituer de véritables sites d’amorcage de fissures.
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Fic. A.1: Schéma descriptif de la boite & moustache : Q1 Q3 représentent respectivement le
premier et le troisieme quartile. Les outliers désignent des valeurs considérées comme extrémes
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F1G. A.4: Spectres pour la plaque de position 3 issue de la bande 3 : a-R — Spectre, b-
6 — Spectre
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Annexe B
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Glossaire
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3

3

N

Potentiel de Repassivation

Potentiel de Piqtration

Surface Objective

Surface d’Analyse

Analyse de variance

Analyse en composante principal

Analyse factorielle discriminante

Analyse factorielle des correspondances

loi généralisée de lambda distribution

Statistique de Fisher

Statistique de Bartlett

Statistique de Kruskal-Wallis

Théorie des Valeurs Extémes

Valeurs Extrémes Généralisées (Generalized Extreme Value)
Dépassement de seuil (Peaks Over Threshold)
Variable aléatoire correspondant au nombre de piqires
Variable aléatoire correspondant au temps d’amorcage
Opérateur de I’Espérance

Opérateur de I’écart-type

Probabilité de dépassement

La variable aléatoire qui désigne la profondeur des piqures
Variable aléatoire de méme loi que X

ieme Statistique d’ordre de 1’échantillon

Valeur maximale au bloc i

ieme statistique d’ordre des maximas par bloc
Fonction de répartition de X

Fonction de répartition empirique

Suite normalisante (d’échelle)

Suite normalisante (de loalisation)

Indépendantes et identiquement distribuées

Indice extrémal

Loi GEV

Distribution type Fréchet

Distribution type Weibull

Distribution type Gumbel

Domaine d’Attraction du Maximum

Variable aléatoire
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Fonction quantile
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Fonction du hasard

Fonctions a variations lentes

Loi normale de moyenne m et d’écart-type o

Parametre de localisation pour la loi de Gumbel

Parametre de localisation pour la loi GEV

Parametre d’échelle pour la loi de Gumbel

Parametre d’échelle pour la loi GEV

Taille de I’échantillon des observations

Taille de I’échantillon des maximas par blocs

Distribution de Gumbel de parametres u et o

Moyenne empirique (de ’échantillon)

Variance empirique

Variance empirique corrigée

Moment centré d’ordre k

Opérateur de la variance

Opérateur du gradient

Opérateur de transposition

Méthode d’estimation du maximum de vraisemblance

Méthode d’estimation des moments de probabilité pondérés
Parametres de la loi de Gumbel estimés par régression linéaire
Quantile de la loi de Gumbel estimé par régression linéaire
Parametres de la loi de Gumbel estimés par MV

Quantile de la loi de Gumbel estimé par MV

Indice extréme et quantile de la loi GEV estimé par MV
Parametres de la loi de Gumbel estimés par la méthode des moments
Quantile de la loi de Gumbel estimé par la méthode des moments
Matrice de variance-covariance des parametres pour la méthode des mo-
ments

Coefficient de corrélation de X et Y

Parametres de la loi GEV estimés par MV

Parametres de la loi GEV estimés par PWM

Indice extréme et quantile de la loi GEV estimés par PWM
Fonction Gamma d’Euler

Période de retour dans le modele POT

Fonction de la moyenne des exces (MEF)

Seuil pour la méthode POT

Nombre de valeurs extrémes au dela du seuil u

jéme statistique d’ordre des dépassements des k plus grandes valeurs
Nombre de valeurs extrémes optimal au dela du seuil u

Indice extréme et parametre d’échelle Estimés par la méthode des moments
pour la loi GPD

Quantile de la loi GPD estimé par la méthode des moments
Indice extréme et parametre d’échelle Estimés par MV
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Nsimul

Quantile de la loi GPD estimé par MV
Indice extréme et parametre d’échelle Estimés par PWM
Quantile de la loi GPD estimé par PWM

Estimateur des moments de Dekkers

Estimateur de Beirlant

Point appartenant au plan

Processus spatial

Valeur prise par le processus spatial au point s

Région spatiale d’étude

Intensité du premier ordre du processus spatial X

Intensité du premier ordre constante

Nombre d’événements dans ds

Intensité du second ordre aux points s; et s;

Structure completement aléatoire

Processus de Poisson Homogene (spatial)

Loi de Poisson unidimensionnel de parametre \x

v.a uniforme dans I'intervalle [0, 1]

Réalisation de U 1

Loi binomiale de parametres n et p

Nombre de combinaisons de k£ parmi n

Processus de Thomas Modifié pour les Cluster

Parametre du processus H PP pour les parents dans un processus MTCP
Parametre de la loi de Poisson pour le nombre des descendants
Ecart type pour la loi normale bivariée des coordonnées des descendants
Processus d’inhibition séquentiel

Distance minimale entre événements dans une structure réguliere
v.a pour le nombre de voisins a distance r

Fonction de Ripley

Estimation de la fonction de Ripley sans correction de bord
Estimation de la fonction de Ripley avec correction de bord
Proportion du cercle de centre ¢ et passant par j

Nombre de simulation Monte-Carlo

Fonction de covariance spectrale

Fonction de densité spectrale

Périodogramme
R — Spectre
0 — Spectre

Loi de Chi-Deux a m degrés de liberté

Indice de dispersion pour la méthode des quadrats

Intensité d’un processus spatial non homogene

Processus de Poisson non homogene

Estimation de l'intensité Ax

Vecteur de parametres de U'intensité Ax (x,y)

Estimation de la fonction de Ripley dans le cas non-stationnaire
Intensité des descendants dans le cas non-stationnaire

v.a des marques
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Réalisation de la v.a M

Fonction de densité de probabilité des marques

Espérance de la v.a des marques

Espérance du produit de deux marques

Fonction de corrélation des marques

Fonction produit de deux marques associée a la fonction test ¢
Fonction de corrélation des marques associée a la fonction test ¢
Constante de normalisation associée a la fonction test ¢
Estimateur de K,

v.a du maximum pour (G,)"

Coefficient de Variation

Espérance du Maximum

Quantile de la méthode POT avec k valeurs dépassant le seuil
Point terminal
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