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Résumé

Apres une présentation du processus de Yule dans sa forme classique, une extension en est
proposée a but de modélisation stochastique des événements récurrents. Dans le cadre de ce
processus étendu, une formule analytique est démontrée par récurrence pour la distribution
conditionnelle du nombre d’événements susceptibles de se produire dans un intervalle de temps
donné, sachant le nombre d’événements subis avant le début de 1’intervalle ; la connaissance de
cette distribution est importante pour modéliser un processus réel observé uniquement sur un
intervalle de temps, qui est borné et ne débute pas nécessairement a t = 0. Il est montré que
le cas particulier d’une dépendance linéaire entre I’intensité du processus et le rang de 1’évé-
nement conduit a la distribution binomiale négative du processus de comptage. Dans ce cas
linéaire, conduisant au Linear Extended Yule Process (LEYP), la fonction de vraisemblance des
parametres du modele connaissant une séquence d’événements observés est construite, qui per-
met d’estimer ces parametres. Est ensuite établie la forme particuliere (binomiale négative) que
prend la probabilité conditionnelle du nombre d’événements susceptibles de se produire dans
un intervalle de temps donné, connaissant le nombre d’événements qui se sont produits dans un
intervalle de temps antérieur ; ce résultat est indispensable pour valider le modele, et effectuer
des prévisions. La fonction de vraisemblance n’est cependant valide qu’a la condition que le
systeme étudié soit toujours observable. Dans le cas d’un systeme a durée de vie limitée aléa-
toirement par le nombre d’événements subis, il est montré comment les données d’observation
peuvent étre biaisées par le phénomene de la survie sélective, et comment prendre en compte la
survie du systeme dans la construction de la fonction de vraisemblance.

Faisant suite a ces investigations théoriques, I’estimation pratique des parametres est étudiée
par des simulations sur ordinateur. Il est montré a cet effet comment générer une séquence aléa-
toire d’événement distribués selon un LEYP, comment estimer les parametres en maximisant
leur fonction de vraisemblance, et enfin comment effectuer des prévisions de nombres d’évé-
nements, et effectuer la validation de ces prévisions en établissant une courbe de performance
prédictive du modele. Le modele LEYP est enfin mis en oeuvre sur des exemples réels de don-
nées de défaillance, et son efficacité pratique est mise en évidence.

Mots clés : Processus de Yule ; Extension linéaire du processus de Yule; Evénements récur-
rents ; Fenétre d’observation ; Distribution binomiale négative ; Biais de survie sélective ; Per-
formance prédictive d’un modele.



Abstract

After the Yule Process in its classical form has been presented, an extension is proposed that
aims at stochastically modelling recurrent events. In the frame of this extended process, the
analytical form of the conditional distribution of the possible number of events that may occur
in a given time interval given the number of events that already occurred before the beginning
of the interval is proven by induction; knowing this distribution is important when seeking to
model an actual process only observed within a bounded time interval that not necessarily starts
at ¢t = 0. The particular case of a process intensity that linearly depends on the rank of the
event is shown to generate a counting process whose distribution is negative binomial. In this
linear case leading to the Linear Extended Yule Process (LEYP), the likelihood function of the
model parameters given a sequence of observed events is built, and allows to estimate these
parameters. The number of events that may occur in a time interval given the number of events
observed in a previous time interval is then proven to also have a negative binomial distribution;
this result is essential to validate the model and perform predictions. The likelihood function
is nevertheless valid provided the system under study can always be observed. In the case of a
system whose life time is randomly limited according to the number of past events, it is shown
how the data may be biased by the selective survival phenomenon, and how to account for the
system survival when building the likelihood function.

After these theoretical investigations, the practical estimation of the model parameters is studied
with random computer simulations. It is shown to that end how to generate a random sample
of events distributed according to a LEYP, how to estimate the parameters by maximizing their
likelihood function, and finally how to perform predictions of the number of events, and how to
cross-validate these predictions by building a predictive performance curve. The LEYP model
is lastly used to analyse real failure datasets, that demonstrate its practical efficiency.

Key words: Yule Process ; Linear Extension of the Yule Process ; Recurrent events ; Ob-
servation window ; Negative binomial distribution ; Selective survival bias ; Model predictive
performance.
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« Mais, ne proposant cet écrit que comme une histoire,
ou, si vous ’aimez mieux que comme une fable en la-
quelle, parmi quelques exemples qu’on peut imiter, on en
trouvera peut-étre aussi plusieurs autres qu’on aura rai-
son de ne pas suivre, j'espere qu’il sera utile a quelques
uns, sans étre nuisible a personne, et que tous me sauront
gré de ma franchise. »

René Descartes, Discours de la Méthode (1637)

« Et détournant mes yeux de ce vide avenir
En moi-méme je vois tout le passé grandir »

Guillaume Apollinaire, Le cortege (Alcools, 1913)
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Présentation générale

Les exemples de systemes subissant des événements récurrents abondent, tant dans le do-
maine de la Santé Publique, que dans celui de la fiabilité des systemes techniques. Parmi ces
exemples pratiques, nombreux sont ceux qui exhibent une double tendance a voir la fréquence
de répétition des événements augmenter avec 1’age du patient ou de 1’objet technique, ainsi
qu’avec le nombre d’événements déja subis. Cette augmentation avec 1’age est bien modéli-
sée par le classique Processus de Poisson Non Homogene (NHPP), particulierement étudié par
[Lawless, 1987], et dont des exemples intéressants de mise en oeuvre sont décrits par [Samset,
1994] dans le cas de pompes de centrales électriques, et par [Rgstum, 2000] dans le cas de ca-
nalisations d’eau potable. La prise en compte de 1’augmentation avec le nombre d’événements
passés, mise en avant par [Eisenbeis, 1994] dans le contexte des canalisations d’eau, justifie en
revanche un investissement théorique auquel le présent travail souhaiterait contribuer, tout en
gardant en vue le souci d’appliquer les résultats a la modélisation du risque de défaillance des
canalisations d’eau potable.

Le présent ouvrage se divise donc en une premiere partie théorique présentant une tentative
de synthese du modele proposé par [Eisenbeis, 1994] et du NHPP, sous la forme d’une extension
linéaire du Processus de Yule, et en une seconde partie appliquée, consacrée a la mise en oeuvre
de ce nouvel outil pour modéliser le risque de défaillance sur les conduites composant un réseau
d’eau potable.
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Chapitre 1

Introduction

La théorie des Processus Stochastiques est le cadre mathématique « naturel » d’étude de la
récurrence d’événements aléatoires de méme nature. Comme présenté dans [Cook et Lawless,
2002], cette étude peut étre abordée selon deux angles d’attaque théoriquement équivalents, et
consistant respectivement a modéliser :

— soit la distribution du temps écoulé entre deux événements successifs,

— soit la distribution du nombre d’événements advenant dans un intervalle de temps.

La voie choisie par [Eisenbeis, 1994] releve de la premiere catégorie. La présentation « clas-
sique » de [Ross, 1983] releve de la seconde. L’extension linéaire du Processus de Yule non
homogene (nommée LEYP dans la suite) vise a fonder un modele de risque de défaillances
qui cumule les avantages du NHPP et du modele Eisenbeis. Cela implique une mise au point
théorique, centrée sur la notion de Processus de comptage, qui fait 1’objet de cette premiere
partie.

La présentation de cette premiere partie ayant une portée générale, I’entité concernée par
les défaillances répétées sera dénommeée « objet technique » ; ce terme sera cependant remplacé
par « canalisation » ou « conduite » lorsque le contexte fera plus spécifiquement référence aux
défaillances affectant un réseau d’eau.

1.1 Notation

L’ensemble du document obéit aux conventions de notation suivantes :

— IN et N* sont respectivement 1’ensemble des entiers naturels {0, 1,2, ..., oo} et ’ensemble
des entiers naturels strictement positifs {1,2, ..., o0} ;

— R, R; et R} sont les intervalles réels | — oo, +ool, [0, +oo[ et ]O, +oo[ ;

— Pr{A} et Pr{A | B} dénotent respectivement la probabilité¢ de I’événement A, et la proba-
bilité conditionnelle de A sachant B;

— Pr{A n B} et Pr{A, B} notent tous deux la probabilité de I’occurrence simultanée des évé-
nements A et B

— t € R, est une variable temporelle positive représentant en pratique 1’age de 1’objet tech-
nique ;

— N(¢) € N est la fonction en escalier (a valeurs entieres) de comptage des défaillances ;

— dN(?) est la différentielle de N(¢), i.e. dAN(f) = 1 si N(¢) connait un saut a ¢, dN() = 0

12
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sinon ;

— Maq représente la o-algebre auto-excitatrice générée par le processus N(¢) dans [a, 1] ;

— ;- dénote Ao ;

— Z est le vecteur des facteurs de risque propres a 1’objet technique (aussi nommés cova-
riables) ;

— Flaag = NMay V 0(Z) dénote ’information sur le processus .4, augmentée de celle sur
les covariables Z, ou plus techniquement la plus petite o-algebre qui contient tous les
événements composés a partir des éléments des o-algebres A, et 0(Z) ;

— A(t) est une fonction réelle positive bornée sur un compact, et son intégrale est A(¢) =
I Ao

— EX et E(X | A) notent respectivement 1’espérance de la variable aléatoire X et son espé-
rance conditionnelle sachant A ;

— Var (X) représente la variance de la v.a. X ;

— Ux dénote la distribution uniforme sur I’ensemble E ;

— U\p.1; dénote en particulier la distribution uniforme dans I'intervalle [0, 1];

— N(u, o) dénote la distribution normale d’espérance u et de variance o~ ;

— Po(u) dénote la distribution de Poisson d’espérance u € R, ;

— NB(k, p) dénote la distribution binomiale négative de parametres k € R et p € [0, 1];

— x*(k) dénote la distribution de Chi2 a k € IN* degrés de liberté ;

— L(0) représente la vraisemblance du processus théorique de parametre @ connaissant une
séquence de défaillances observées ;

— T{ note I’opérateur de produit intégral, qui joue pour les produits un role analogue a celui
que I’opérateur f joue pour les sommes ;

— la fonction indicatrice I (p) de la proposition p prend la valeur 1 si p est vraie, O sinon ;

— D’opérateur min renvoie le minimum d’une collection de valeurs ;

— I’opérateur max renvoie le maximum d’une collection de valeurs.

L’ensemble des lignes de calcul constituant la preuve d’une proposition sera close par le
symbole O justifié a droite ; de méme les lignes de texte exprimant une remarque seront en
caracteres italiques et closes par le symbole A justifié a droite.

1.2 Cadre théorique général

Nous adoptons dans I’ensemble de ce document I’approche théorique développée par P.K.
Andersen, @. Borgan, R.D. Gill et N. Keiding dans leur indispensable ouvrage de référence
Statistical Models Based on Counting Processes [ Andersen et al., 1993]. Considérons un objet
technique avec des enregistrements de maintenance disponibles dans I’intervalle de temps [a, b],
avec m défaillances observées aux instants 0 < a < #; < ... <t; < ... <1, < b < +o0. Par
convention, nous considérons que #y) = a ett,,,; = b. Lorigine t = 0 de I’axe du temps est fixée a
la date de mise en service de 1’objet technique. La séquence de défaillances est supposée €tre une
réalisation des variables aléatoires T : j = 1,...,m (par convention : Ty = 0). Nous définissons
le processus de comptage N(#) comme la fonction entiere, continue a droite et limitée a gauche,
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qui s’incrémente d’une unité a chaque T :

Viel{T;:j=1,...,m}, dN@) =1
Yt E]Tj,Tj+1[Zj:0,...,m, dN(t):O

L’intensité de N(¢), i.e. la densité de probabilité d’un saut a ¢, est conditionnelle a la o-algebre
auto-excitatrice tronquée a gauche A, :

:/V[a,z[ =0 (N(S) - N(a))se[a,t[

Mas peut étre vue comme la connaissance que nous avons du processus depuis le début de
son observation jusque juste avant ¢. De facon heuristique, 1’intensité de N(¢) peut étre définie
comme :

Pr{dN(®) = 1| May} = EAN@) | Nay)

Nous supposons qu’au plus une défaillance peut survenir a un instant donné, et que le processus
de comptage ne peut pas « exploser », i.e. reste fini a tout instant fini :

YteR,,
Pr{dN(@®) > 1| My} =0
Pr{N({) < oo | My} =1

1.3 Les modéeles Eisenbeis et NHPP

Dans le modele de [Eisenbeis, 1994], dénommé par la suite « modele Eisenbeis », les délais
séparant les événements successifs sont des variables aléatoires X; définies sur R, indexées par
le rang d’occurrence j € IN des événements, et distribuées selon des lois de Weibull dont les
parametres de position u; et de forme J; sont fonctions de j. La fonction de répartition de X;
s’écrit ainsi :

Vx e R, VjeN,Pr{X; <x|p. 6} =1-exp(-x"e)

Le parametre de position est en outre défini comme une combinaison linéaire de variables ex-
plicatives, de nature qualitative ou numérique continue, caractérisant 1’objet technique ou son
environnement de fonctionnement (dans le contexte technique du modele Eisenbeis, il s’agit de
caractéristiques des canalisations d’eau telles que diametre, longueur, position sous chaussée ou
trottoir, nature du sol encaissant, efc.), et dont les valeurs composent le vecteur de covariables
Z:u;= Z'p ;» ou B; est un vecteur de parametres. Le modele appartient donc a la classe des
modeles dits a risques proportionnels, ou encore modeles de Cox, car proposés initialement par
[Cox, 1972]. Les composantes des vecteurs Z et 8; sont par convention indicées de 0 a ¢, ou g
est le nombre effectif de covariables (une variable numérique compte pour une covariable effec-
tive, une variable qualitative a m modalités pour m — 1 covariables effectives). En fixant Z, = 1,
ePo représente alors le risque de base.

Il est cependant possible de reformuler un tel modele en termes de processus de comptage
N(t) du nombre d’événements subis par le systeme pendant I’intervalle [0, 7] :
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Définition 1.1. Le modeéle Eisenbeis est défini par le systéme d’équations :

Yt E]Tj_l, Tj], VJ e IN*,
N@0)=0
E@N() | NG=) = j— 1) = 8, = Ty ) e?'Brds

avec par convention Ty = 0 a la pose de la canalisation.

Afin de ne pas avoir a estimer un nombre déraisonnable de parametres, [Eisenbeis, 1994]
propose de simplifier 1a dépendance de §; et B; sur j en regroupant les valeurs de j en 3 strates :
— Strate [ pour j € {1},
— Strate II pour j € {2,3,4}
— et Strate I pour j € {5,6,...},
et en fixant de plus 6;;; = 1 dans la 3°™ strate.
En comparaison le NHPP, tel qu’exposé par [Ross, 1983], peut se définir par :

Définition 1.2. Le Processus de Poisson Non Homogeéne est défini par le systeme d’équations :

VteR,,
N@O)=0
E(dN@) | A4~) = E(AN(1)) = A(r)dt

Un cas particulier, présenté par [Lawless, 1987] comme facilement utilisable en pratique,
est obtenu en posant I’intensité : A(7) = 625~ 1eZ 8.

Les définitions respectives 1.1 et 1.2 des modeles Eisenbeis et NHPP font ressortir une
différence essentielle : dans le modele Eisenbeis 1’intensité du processus dépend fortement de
I’ordre de la défaillance, alors que I’intensité du NHPP est gouvernée par [’dge du processus.

1.4 Autres approches pour les défaillances de canalisations
d’eau

Dans le domaine d’application des défaillances répétées affectant les canalisations d’eau de
nombreuses approches sont rapportées dans la littérature. Un excellent panorama concernant
les publications depuis 1979 en a été dressé par [Kleiner et Rajani, 2001]. Il est a noter qu’a
I’exception des travaux centrés sur les délais inter-défaillances, le cadre théorique des processus
stochastiques, et plus spécifiquement celui des processus de comptage, n’est jamais utilisé. Cette
tendance semble vouloir perdurer, puisque les travaux les plus récents tels que ceux de [Deboén
etal.,2010] et [ Yamijala et al., 2009] mettent en avant I’intérét des modeles linéaires généralisés
appliqués a la probabilité d’occurrence d’au moins une défaillance dans un intervalle de temps
de quelques années et en utilisant la distribution de Poisson dans le cas de [Debén et al., 2010],
ou dans un intervalle de quelques mois et en utilisant la loi logistique dans le cas de [Yamijala
et al., 2009].
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1.5 Pourquoi le Processus de Yule ?

La définition 1.1 du modele Eisenbeis met en évidence une limitation importante : 1’esti-
mation des parametres a I’aide d’un jeu de données observées n’est possible que si les objets
techniques sont observés depuis leur mise en service ; dans le cas contraire ou 1’observation est
restreinte a un intervalle de temps [a, b] avec a > 0, le rang des événements est inconnu et le
modele est inapplicable. Des applications pratiques ont cependant été conduites en consentant
« I’approximation » consistant a prendre ¢+ = 0 en début de fenétre d’observation, et en intro-
duisant le logarithme de I’ordre de la défaillance ainsi que 1’4ge a la défaillance précédente
en covariables ; les résultats, somme toute intéressants, sont rapportés par [Le Gat, 1999] et
[Le Gat et Eisenbeis, 2000], et montrent un avantage certain sur le modele NHPP, quant a la
détection des objets techniques les plus a risque. Le modele Eisenbeis permet en effet de bien
les détecter, et ainsi de prioriser les réhabilitations. Les calculs de prévision du nombre de dé-
faillances par objet technique ont cependant toujours montré une tendance génante a la sous-
ou surestimation, et ce couramment d’un facteur 2 ; en comparaison, le NHPP détecte mal les
objets techniques les plus a risque, mais produit des prévisions non biaisées en moyenne. La
mise en oeuvre numérique des calculs de prévision requiert en outre une technique lourde en
temps de calcul de simulation de Monte Carlo, destinée a pallier I’impossibilité analytique de
convoluer des distributions de Weibull ; le NHPP permet au contraire des calculs de prévisions
tres simples a implémenter et peu coliteux en temps de calcul.

La présente investigation du Processus de Yule est donc largement motivée par le besoin
de disposer d’un modele alliant le bon pouvoir de détection des objets les plus a risque du
modele Eisenbeis, a la simplicité de mise en oeuvre et I’absence de biais dans les prédictions
du NHPP. Le processus recherché doit impliquer une augmentation de la fréquence d’événe-
ments avec 1’age ainsi qu’avec le nombre d’événements passé€s. L'idée d’enchainer des délais
inter-événementiels exponentiellement distribués, dont le parametre varie avec 1’ordre de I’évé-
nement est présentée dans [Le Gaufire et al., 2001], qui fait référence a la distribution de Furry
(parfois aussi dénommée de Yule-Furry). La possibilité de traiter des défaillances dont 1’obser-
vation est limitée au sein d’intervalles de temps [a, b] ne débutant pas nécessairement en a = 0,
en explicitant les probabilités Pr{N(b) — N(a) = m | N(a) = j}, puis en prenant I’espérance sur
J est exposée dans [Pelletier, 1999] (bien que les notions de vraisemblances conditionnelle et
marginale n’y soient pas explicites). L’idée d’un traitement utilisant le Processus de Yule est
donc largement redevable a ces deux dernieres références. La base théorique du Processus de
Yule est bien décrite par [Ross, 1983].

1.6 Organisation de la premiere partie

Apres un rappel au chapitre 2 concernant la loi binomiale négative et le processus de Yule,
est présentée au chapitre 3 la forme plus générale du processus de naissance non homogene
(NHBP), en insistant particuliecrement en section 3.3 sur la forme que prend la probabilité
conditionnelle du nombre d’événements dans un intervalle temporel, connaissant le nombre
d’événements subis entre ¢ = 0 et le début de I'intervalle. Ce résultat est ensuite appliqué au
chapitre 4 au cas particulier ou I’intensité du NHBP prend une forme analytique linéaire en le
nombre d’événements passés, ce qui définit le processus que nous dénommons « LEYP » (pour
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Linear Extension of the Yule Process) dans la suite ; I’expression analytique de la probabilité bi-
nomiale négative d’observer un nombre donné d’événements dans un intervalle de temps donné,
connaissant le nombre d’événements observés dans un intervalle antérieur est établie dans des
configurations de plus en plus générales en section 4.1, ainsi que le pendant marginal de ces
probabilités en sous-sections 4.1.2 et 4.1.5. Le chapitre 5 établit la forme analytique de la vrai-
semblance d’un processus théorique LEYP connaissant les séquences de défaillances subies par
un échantillon aléatoire de canalisations de caractéristiques connues observées dans des inter-
valles donnés ; la forme analytique des dérivées premieres et secondes de la log-vraisemblance
par rapport aux parametres du modele LEYP est elle aussi établie, permettant I’implémentation
de I’algorithme d’estimation de Nelder-Mead. Le chapitre 6 présente une extension du modele
LEYP, destinée a prendre en compte un possible biais de survie sélective dans les données ser-
vant au calage du modele, par la considération d’un processus bidimensionnel, impliquant deux
types concurrents de défaillances, celles conduisant a une réparation, et celles suivies de la mise
hors service de I’objet technique (censure a droite de I’observation, dépendante du processus de
défaillances).



Chapitre 2

Le Processus de Yule et la loi Binomiale
Négative

Sont brievement présentés dans ce chapitre le processus de Yule et la loi binomiale néga-
tive ; bien que les résultats qui suivent soient classiques en calcul des probabilités, nous avons
cependant jugé utile de les exposer en détail. Notre but est 1a de familiariser le lecteur avec les
manipulations analytiques relatives aux probabilités binomiales négatives, qui seront utiles pour
comprendre les démonstrations des prochains chapitres sans avoir préalablement a se replonger
dans des cours de calcul des probabilités.

Le processus de Yule a été initialement congu comme un modele simple de croissance dans
le temps d’une population ne comptant initialement qu’un seul individu, au sein de laquelle
les individus ont un taux de mortalité nulle, et un taux de reproduction 4 > 0 constant dans
le temps. Dans la littérature anglophone, ce processus est ainsi souvent dénommé Pure Birth
Process. 11 est commode, suivant [Ross, 1983], de considérer le processus de Yule comme le
processus de comptage N(¢) du nombre d’individus composant la population au temps ¢ , selon
la:

Définition 2.1. Le processus de Yule d’intensité A € R, est défini par le systeme d’équations :

Vi e R,,Vje N,
N@©O) =1
EN@®) | A7) = EAN(@) | N(t-) = j) = jadt

Le processus N(¢) possede les deux propriétés importantes suivantes :

— N(t) est un processus markovien, la probabilité d’observer un événement entre ¢ et ¢ + d¢
ne dépendant que du nombre d’événements déja observés juste avant 7 ;

— au plus un événement peut €tre observé dans un intervalle de temps infinitésimal.

Une conséquence remarquable est que la distribution de N(#) sur N* est géométrique :

VieR,,VjeN :Pr{N@®) = j+ 1} =e V(1 - ey 2.1)
Si I’effectif initial de la population est & > 1, la distribution de N(7) sur NN [k, +oo[ s’obtient

en sommant les nombres aléatoires de descendants des k fondateurs, c’est a dire en convoluant
k fois la distribution géométrique précédente ; il en résulte une distribution binomiale négative
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NBk, e ) :

j+k-1

Vie R,,VjeN : Pr{N(t):j+k}:( o

)e—“’(l —e My (2.2)

Il est intéressant de rapprocher ce mode de génération d’une loi binomiale négative de celui
classiquement présenté dans la littérature du calcul des probabilités (cf. par exemple [Renyi,
1966]). Soit I’événement A(j, k) défini par j + k expériences aléatoires de Bernouilli, identiques
et indépendantes, de probabilité de succes p, au cours desquelles sont observés j échecs et k
succes, dont le dernier lors de la derniere épreuve. Soit la variable aléatoire discréte J prenant
la valeur j € IN lorsque I’événement A(j, k) se réalise. La fonction de probabilité de J est alors :

Pr{/=j}= (J Zf | l)p"a -pY (2.3)
qui est simplement la probabilité conjointe de k succes et j échecs multipliée par le nombre de
facons de placer les k — 1 premiers succes parmi les j + k — 1 épreuves qui précedent le k™
succes final. J suit donc bien une distribution binomiale négative : J ~ NB(k, p).

La définition de la loi binomiale négative N B(k, p), ou k est un entier, s’étend sans difficulté
a celle de la loit NB(6, p), ou 6 est un réel positif. La fonction de probabilité de la variable
aléatoire entiere J € N ~ NB(6, p) prend alors la forme :

re+jy ,

Pr{J =j} = OTRA (1-p) 2.4)

Remarquons que la forme (2.4) est cohérente avec celle de (2.3) du fait de la propriété de la
fonction Gamma :
VneN : T(n+1)=n!

Mentionnons enfin les formules permettant de calculer 1’espérance et la variance de la va-
riable aléatoire entiere J ~ NB(6, p). Pour les établir nous utiliserons la propriété suivante de
la fonction I'(.) :

Vze R, I'(z+ 1) =2z0(2) (2.5)
Proposition 2.1. L’espérance de lav.a. J ~ NB(, p) est :

)

Preuve :

Nous utilisons (2.5) et le changement de variable [ = j — 1 :

TO+) o
JF(Q),P(l py

EW)=) /PriJ=j)=

J=0 Jj=0

F(0+] D, 1
—Z(0+ DE@G P - P -
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reo+1 ro+1
:9(1—p>;] r((g;,) “(1-p)+ (1~ )Zl é((;l,) (1 - py

=60(1-p)+(1-pEW)
D’ou:
E(/)-(-pEW)=6(-p)

Et donc :

E(J)ZH(l—p)

Proposition 2.2. La variance de la v.a. J ~ NB(, p) est :
6(1 - p)

Var (J) = >
p

Preuve :

Var (J) = Z PPr{J = j} —-E(J)
=0

Nous utilisons (2.5) et le changement de variable / = j— 1 :

(o)

2(9 ])9

Var (J) + E(J)? = Z; o —py

i °° ' (I;Sf Lt -p

:JZ:]( —1)%&(1—1))% > a4

=JZ:1(J—1)(9+ D p>J+Z<9+ D -
29( } )ﬁz)t] 13 A p)”z( - )EEZ;J 1;3 a=py
+29£§Z;J 1;? f(1 —p)’+2( —D?EZ;J 1;? “(1-py
g 01 = P = p) ;a - PP - )
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+ 2 01 = P ) + g(l - PP = p)
= 0(1 = PE () + (1 = p) (Var (J) + E(J)?) + 6(1 = p) + (1 = p)E(J)
D’ol:
Var (J) = (1 = p)Var (J) = 6(1 = pE(J) + (1 = p)E ) +6(1 = p) + (1 = pE()) —E ()
Ainsi, en utilisant la proposition 2.1 :
pVar (J) = pE(J)* + (1 = p)E())* + pE(J)) + (1 - p)E(J)) - B(J)?

Et donc :

Var(J)=E(J))/p



Chapitre 3

Processus de naissance non homogene

ANs le but de proposer une extension du processus de Yule adaptée a la modélisation des
D événements récurrents, le systeme d’équations de la définition 2.1 est modifié€ a trois ni-
veaux. L’événement d’intérét étant de fagon tres générale une défaillance, il est premicrement
plus conforme a la réalité de considérer qu’aucun événement n’a encore été observé jusqu’a la
mise en service du systeme a ¢t = 0, et donc de prendre N(0) = 0. La définition 2.1 du proces-
sus est ensuite étendue en autorisant I’intensité du processus a varier avec le temps : 4 = A(?).
Cette extension a été proposée par [Chang et al., 2002], dans le cadre du processus de Yule non
homogene (« Time-Dependent Yule Process »).

Il est cependant intéressant, dans le cadre de notre étude de considérer dans un premier
temps une relation entre 1’intensité du processus et le rang j de I’événement plus générale que
la proportionnalité directe, qui définit le processus communément dénommé de pure naissance
(Pure Birth Process) ou de naissance simple (Simple Birth Process) dans la littérature (cf.par
exemple [Bharucha-Reid, 1997] ou [Sen et Balakrishnan, 1999]). Le processus considéré dans
ce chapitre, ayant aussi une intensité dépendante du temps, sera dénommé processus de nais-
sance non homogene, abrégé en NHBP (pour Non Homogeneous Birth Process) dans la suite.

Définition 3.1. Le NHBP est défini par le systeme d’équations :

Vie R,,VjeN :
{ N@O)=0
EWAN@) | A4-) = E(AN(®) | N(t=) = ) = a(j)A(t)dt

Dans un premier temps, la fonction a(.) sera prise comme une fonction réelle strictement
positive quelconque de j :

a(j)=a; avec: «a;€R}, VjkeN: j#k=>a;#a, e a=1 (3.1

A D'instar de I'intensité portée précédemment a la définition 2.1, I’intensité de la définition
3.1, de par le terme a (N(t—)) confere au processus N(¢) la propriété d’étre markovien.

D’apres le théoreme de décomposition de Doob-Meyer (cf.[Andersen et al., 1993]) le pro-
cessus N(t) peut s’écrire comme la somme d’un processus prédictible appelé compensateur (le
«modele ») A(t) et d’une martingale M(t) (« bruit »imprédictible d’espérance nulle) :

N(t) = A(t)+ M(t)
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A(r) = f a(Nu-)) A(u)du
0

3.1 Définition générale de I’intensité

La densité de probabilité d’un saut d’une unité du processus de comptage a ’instant # dé-
pend de la o-algebre .4/ des trajectoires possibles de la fonction de comptage N(¢) entre O et
t—, 'instant juste avant ¢. La famille croissante continue a droite des o-algebres (A5, s < )
est appelée filtration, ou souvent de facon plus parlante « historique » ; elle représente tout ce
qu’un observateur sait du processus de ¢t = 0 jusqu’a t—. Le processus N(?) est dit « natu-
rellement adapté » a cette filtration. Suivant la présentation faite par [Andersen et al., 1993],
I’intensité du processus est I’espérance conditionnelle sachant .4;_ de la différentielle de N(¢) :
E@N@) | A2).

Avec la définition 3.1, I'intensité ne dépend que de la valeur prise par le processus juste
avant r :

EWN@®) | A-) =EW@N®) | N(t-) = j) = a;A(n)ds

3.2 L’intensité de Yule-Weibull-Cox

Dans les applications pratiques, plusieurs systemes sont observés simultanément, chacun
étant caractérisé par les valeurs des g covariables rassemblées dans le vecteur Z. Il s’avere alors
intéressant en pratique d’écrire la fonction d’intensité du processus comme le produit de trois
facteurs :

— le facteur de Yule, assurant que I’intensité dépend du nombre d’événements passés,

— le facteur de Weibull, assurant que I’intensité est une fonction puissance (power-law dans

la littérature anglophone) de I’age du processus,

— le facteur de Cox, assurant que 1’intensité est modulée de facon proportionnelle par les

covariables.
Cela justifie la dénomination d’intensité de « Yule-Weibull-Cox », qui fait I’objet de la :

Définition 3.2. L’intensité de Yule-Weibull-Cox est définie par :

E(dN() | N(t-) = j) = a;6 " e Pds

avec: a;€R}, VjkeN: j#tk=a;#a a=1
0 €1, +oo
2= 2, Z, ... Zp)

B'= Bo B B - By

La présence d’un 1 en premiere composante de Z et du S, correspondant dans B spécifie
I'intensité de base ¢® qui permet de poser la condition @y = 1 dans (3.1) sans restriction de
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généralité. Le modele ainsi obtenu pour plusieurs systémes est donc un modele de régression,
qui permet d’inférer apres estimation des parametres, en appliquant un test statistique adéquat
(cf. section 5.2), si I’effet des covariables sur I’intensité du processus est significatif ou non.

La valeur de §; s’interprete comme I’effet de la covariable Z; sur I'intensité de casse. Dans
le cas ol Z; est une covariable indicatrice d’une propriété€ du systeme considéré, i.e. Z; = 1 sile
systeme possede la propriété, Z; = 0 sinon ; nous rencontrerons fréquemment ce type de cova-
riable qualitative dans les applications aux conduites d’eau en seconde partie de ce document,
par exemple la position de la conduite sous chaussée ou sous trottoir. Si nous considérons deux
conduites qui ne different que par la valeur de Z;, et posons u = VA Y] iZ;. Le rapport des
intensités, noté RR, des deux conduites, souvent dénommé « risque relatif » s’écrit :

Pr{dN(t) = 1 |N(-) = j.Z; =1} o606 e#Bi%ds y
RR = = = PP
Pr{dN() = 1| NG@-) = j,Z;=0)  @oreds

Le coeflicient de régression 3; est donc ici simplement le logarithme naturel du risque relatif.
Si de plus, comme nous le verrons a la section 5.2, 8; peut €tre estimé par (3, avec une précision
mesurée par |’écart-type d’estimation o , et que I’estimateur utilisé est asymptotiquement nor-

malement distribué, alors exp(3 j £ go07p,) donne les bornes d’un intervalle de confiance de B j
de probabilité « (la valeur la plus fréquemment utilisée en pratique est @ = 0.95, correspondant
aq, =~ 1.96).
Si Z; est une covariable quantitative continue (par exemple le diametre de la conduite), et
que les deux conduites ne different que par Z; = z; et Z; = 2, alors :
RR = Fiti—=2)

Si enfin Z; est le logarithme naturel d’une variable quantitative continue positive, telle que
la longueur de la conduite par exemple, et que les deux conduites ne different que par Z; = In/;

et Z; = Inl,, alors :
ll /3/'
[}
)

3.3 Distribution conditionnelle du processus de comptage

Dans cette section est envisagé le cas général du NHBP d’intensité conforme a la définition
3.1 etal’équation (3.1) par :

Définition 3.3. L’intensité du NHBP est notée :
E(dN(@) | N(t-) = j) = a;A()dt

avec : Yt € R, A(t) € R,
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Nous utiliserons en outre dans la suite la notation :

A(t):f/l(u)du (3.2)
0

Nous allons établir une formule explicite pour calculer la probabilité conditionnelle du
nombre d’événements susceptibles de se produire dans I’intervalle de temps [¢,7 + s], ou t, s €
R,, connaissant le nombre d’événements déja subis jusqu’au début de I’intervalle. Suivant la
méthode exposée par [Ross, 1983] dans le cas du NHPP, nous fixons 7 et j, et introduisons la
notation :

Ou(s) = Pr{N(z+5) = N(@) = m | N(1-) = j} (3.3)

Montrons tout d’abord que Q,,(s) est solution d’un équation différentielle ordinaire linéaire.
C’est’objetde la :

Proposition 3.1. La probabilité conditionnelle Q,(s) est solution de I’équation différentielle
ordinaire linéaire du premier ordre :

VYme N*, Vse R, :
dQ,(8)/ds + @jyd(t + )0n(s) = ¥jym1 A + 5)Op1(5) (3.4)

avec la condition initiale :

Qu(s) = exp (-, [A(t + 5) - A(D)]) (3.5)

Preuve :

Commencgons par établir la validité de la condition initiale (3.5).

Pour m = 0, et ¢ et j étant fixés, posons :

Qo(s + ds)
=Pr{N(+s+ds)—N@® =0|N@) = j}
=Pr{N@t+s+ds)—Nt+s)=0,N(t+s)—N(@) =0]|N() = j}

Comme Pr{N(t) = j} # 0et Pr{N(t + s) — N(¢t) = 0, N(t) = j} # 0, nous avons :

Qo(s + ds)
=Pr{N(t+s+ds)—N(t+s)=0]|N@t+s)— N =0,N@t) = j}
XPr{N(t+s)—N() =0|N@) = j)

N(t) étant un processus markovien :

Pr{N(t+s+ds)—N@t+s)=0| Nt +s)—N(@) =0,N@®) = j}
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=Pr{N@t+s+ds)-NE+s)=0]|N(+s)=j}
D’ou:

Qo(s +ds) = (1= ;A + 5)ds) Qu(s)
Et donc :

Qo(s +ds) — Qo(s) = —a;A(t + 5)Qo(s)ds
= dQu(8)/Qo(s) = —aA(t + s)ds = dInQoy(s) = —a;A(t + s)ds

Puis en intégrant :

f dIn Qy(u) = —ajf At + u)du avec: Qp(0) =1
0 0
Nous obtenons finalement :

Qo(s) = exp (~a,[A( + 5) = A()])

Démontrons maintenant la validité de la proposition (3.4).

Posons pour tout m > 1, et j étant fixés :

On(s+ds) =Pr{N(t+s+ds)— N@t) =m|N(t) = j}
=Pr{N(t+s+ds)—N({+s)=0,Nit+s)—N@)=m|N@®) = j}
+Pr{Nt+s+ds)—Nt+s)=1,Nt+s)—-Nt)=m—-1|N@) = J}
=Pr{N(t+s+ds)—N(t+s)=0|N{t+s)—N(t)=m,N@{) = j} X
XPr{N(t+s)—N@) =m|N@) = j}
+Pr{N{t+s+ds)—-Nt+s)=1|Nt+s)—Nt)=m—-1,N() = j} X
XPr{N(t+s)—N@{@) =m—1]|N(@) = j}

N(t) étant un processus markovien :

Pr{N(t+s+ds)—N@E+s)=0]| N+ s)—N(t) =m,N(t) = j}
=Pr{N(t+s+ds)—N@Et+s)=0|N(t+s)=j+m}

et:

Pr{N({t+s+ds)—-N@t+s)=1|N({t+s)—Nt)=m—1,N(t) = j}
=Pr{Nt+s+ds)-Nt+s)=1|N{t+s)=j+m—1}

D’ou :

(s +ds) = (1 = @jund(t + $)ds) Qu(8) + (@141 + $)ds) Q-1 (s)
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Et donc :

dQ,(s)/ds + @ jumA(t + $)On(S) = Ajum_1 At + $)OQn_i(s) o

Remarque 3.1. Pour établir la validité de (3.5), nous avons utilisé la propriété :

A, B, C étant des événements tels que Pr{C} # 0 et Pr{BN C} # 0,
PriANnB|C}=Pr{A| BNC}xPr{B|C}

qui s’obtient aisément en considérant :

Pr{ANBNC)}
Pri{ANB|C}= ————~
r{ | C} Pr(C)
et
Pr{ANBNC} Pr{BnC)

X
Pr{BNC) Pr{C}

Pr{A|BNC}XPr{B|C}=

La proposition 3.1 est un cas particulier des équations différentielles de Kolmogorov expo-
sées par exemple par [Bharucha-Reid, 1960] dans le cadre du traitement des Processus marko-
viens a valeurs discretes en temps continu.

La forme analytique de la solution générale de 1’équation différentielle ordinaire linéaire
(3.4) est suggérée par la convolution de distributions exponentielles dont les parametres different
deux a deux, exposée dans [Cox, 1962].

Cela nous conduit a la :

Proposition 3.2. La probabilité conditionnelle qu’un systeme, obéissant au processus de nais-
sance non homogene d’intensité donnée par la définition 3.3, subisse m événements dans l’in-
tervalle [t,t + s] sachant que N(t) = j est :

—

m—

—ajk[At+5)-A(0)]

aj+k] P (3.6)

k=0
l_[ (a'j+l - a’j+k)

1=0,l#k

VmeN, VseR, : Qm(s):(
k=0

onag=1letj+k= a;+a.

Preuve :

La solution générale de 1’équation différentielle ordinaire linéaire du premier ordre (3.4) s’ob-
tient en posant :

W(s) = e b wmdtrndn o e f C QA A WO ()
0 v(u)
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D’ou la solution :

Ou(s) = v(s)w(s)

S
—_ ea’jﬂn [A(@D)-A(t+5)] f a’j+m—1 A(l + u) Qm—l (u)e(lj+m [A(t+u)—A(D)] du
0
A
= e_aj+mA(t+S) f aj+m—lﬁ(t + I/l) Qm_l(u)eaj+rrz/\(t+u)du
0

Montrons que 1’équation de récurrence (3.6) est vraie pour m = 1 :

S
01(s) = e~ @A+ f a;A(t + 1) Qo (u)e®+ A+ dy
0

)
— o @A) f @At + u)e A IAEH-AD g,
0

. s
— e—a/j+1A(t+S)+OtjA(t) a] f d[e(clj+1—(1/j)/\(t+u)]
0

Ajr1 — @;
eozj[A(t)—A(Hs)J i+ [A(D)=A(t+5)]
= ; +
@jr1 ~ @ @j = @j

qui est bien (3.6) pour m = 1.

Supposons que (3.6) est vraie a I’ordre m — 1. On a alors :

s m—2
Qm(s) — e—(l/j+);zA(t+S) f Cl’j+m_1/l(t + u) [l_l a’j+k) X

0 k=0
it SR RING RGO
% 1 eaj+,,,A(t+u)du
m

k=0
1—[ (a'j+l - a’j+k)

1=0,l#k
m—1
k=

S
X f A(t + u)e(aj+rrz_(lj+k)/\(t+u)du
0

m—1
k=

m=1 o +A D) fs d[e( @m0
0

Ajym — A jk

(a'j+l - a’j+k)
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m—1
— [ aj+k] e—oz‘,u,mA(Hs)x

k=0
m=1 p@jscA(D) (e<aj+m—a,-+k>A(z+s) _ e(a,-+m—a,-+k)A<r))
X

m
k=0

l_l (a’j+l - a’j+k)

1=0,l#k
m-l Mol @il AD-A+9)] _ p@im AD=A+s)]
= Ak

k=0 k=0

m
rl (a’j+l - a’j+k)

1=0,l#k

ei+kIAD=A+5)]

m—1 1
_ pimAD-A+5)] Z
m
k=0 k=0
1_[ (a'j+l a’j+k) 1_[ (a'j+l - a’j+k)

1=0,l1#k 1=0,1#k

Utilisons I’identité (A.1) démontrée en Appendice A :

P
k=0 l_l(az @)

1=0,l#k

11 vient finalement :

m=] mol i AD-AG+s)] el AD=A(t+5)]

On(s) = ( @ik +—
k=0 k=0
l—[ (@1 — @jir) 1_[ (@js1 — @jim)
1=0,l#k

[=0,l#m
m—1 m
(o) 2
k=0

ik AD=A+5)]

1—[ (@j1 — @jk) m]
120,k

Remarque 3.2. La forme analytique (3.6) est similaire a celle de I’équation (9) de [Sen et
Balakrishnan, 1999], relative au cas particulier de la convolution de lois exponentielles dont les
parametres sont différents deux a deux. Les auteurs présentent ce résultat comme une extension
du cas discret de la convolution de distributions géométriques ; leur démonstration fait aussi
usage de l’interpolation par un polynome de Lagrange, a l’instar de la démonstration de la
proposition A.1 portée en annexe A. A



Chapitre 4

L’extension linéaire du processus de Yule

Considérons maintenant, toujours pour un systéme unique, le cas particulier ou I’intensité
du processus de naissance non homogene dépend linéairement du rang de 1’événement. Il s’agit
d’une extension directe du processus de Yule, qui sera dénommée LEYP, acronyme signifiant
Linear Extension of the Yule Process. Nous posons donc la :

Définition 4.1. Un Processus de Yule Linéairement Etendu est défini par [’intensité :

VieR,,Yje N,aeR] :
E@N@) | N@-) = j) = (1 + aj)A(n)de

La classe de processus de définition 4.1 contient comme cas particuliers le processus de
Poisson non homogene (o = 0) et le processus de Yule non homogene (¢ = 1). Silecasa =1
apparait trivial, le cas @ = 0 pose un probleme de passage a la limite non évident en ce qui
concerne la distribution du processus de comptage N(¢), et qui fera 1’objet de la sous-section
4.2.

4.1 Distribution conditionnelle du nombre d’événements

Cette section s’intéresse a la distribution conditionnelle du nombre d’événements suscep-
tibles de se produire dans un intervalle donné, dit de prédiction, connaissant le nombre d’évé-
nements qui se sont produits dans un intervalle antérieur, dit d’observation. Nous allons établir
cette distribution conditionnelle dans des configurations de plus en plus générales.

4.1.1 Distribution de N(b) — N(a) | N(a—)

Nous nous intéressons tout d’abord a la configuration la plus simple, illustrée par le schéma
suivant :
k?
—_——
i ; >
0 a b t
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ou I’intervalle d’observation [0, a] commence au début du processus, et I’intervalle de prédiction
[a, b] est adjacent a I’intervalle d’observation.
Afin d’alléger la présentation des calculs, nous adoptons dans la suite la notation :

/l(t) — e(l//\(t) (41)
Démontrons d’abord la :

Proposition 4.1. Dans le cas d’un systeme obéissant a un LEYP de définition 4.1, le nombre
d’événements susceptibles de se produire dans une fenétre d’observation |a,b), sachant que
N(a—) = m, suit une distribution binomiale négative :

[N(b) = N(@) | N(a=) = m] ~ NB(a™" + m, (@) /(b))
Preuve :
Remplagons dans I’équation (3.6) les «; par (1 + i) :
Pr{N(b) — N(a) = k| N(a—) = m}

k=1 X .
=|[Ja+m+ J')a)) XL+ O+ pa) (A@) — AB))
J=0 ‘o0 imoz; {1+ (m+ Da) = (1 + (m + )}

k-1 k (@) alvm+j( m -1
- na(a‘1+m+j)]2(fm) (]_[ a(l—j)J

=0 =0 1=0,1%]
Or:
= @™ +m+k)
na(ofl +m+j) = ——m—-—=
: I(a™! +m)
Jj=0
et
k
[ et-p=d1yjw-
1=0,1%]
Donc :

Pr{N(b) - N(a) = k | N(a=) = m}

LT+ m k) (p@\ " S (R @)Y
" T +mk! (ﬂ(b)) Z(j)(” j(_@)

J=0

D’ou en appliquant le théoréme binomial :
Pr{N(b) — N(a) = k| N(a—) = m}

T +m+k) (ﬂ(a))"‘”’" (1 ) ,@)"
~ D@ +m)k! \u(b) u(b)
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4.1.2 Distribution marginale de N(b)

La distribution marginale du processus de comptage N(b) se déduit directement de la pro-
position 4.1 en posanta =0etm =0:

Proposition 4.2. La distribution du processus de comptage N(b) du LEYP est binomiale néga-
tive :
¥beR,, N(b)~NB@ ' ub)")

Le compensateur du processus de comptage du LEYP est ainsi :

u(@) —1
a

EN®) =

Ce résultat est a comparer au NHPP Gamma-mélangé présenté ci-apreés en sous-section
4.1.3.

4.1.3 Le NHPP Gamma-mélangé

Suivant un résultat exposé par [Lawless, 1987], mais remontant en fait a [Greenwood et
Yule, 1920], on obtient aussi une loi binomiale négative avec un NHPP dont la fonction intensité
est E(dAN(r)) = vA(t)dt, i.e. le produit d’une fonction A(f) par un réel strictement positif v, pris
comme un facteur aléatoire distribué selon une loi Gamma d’espérance 1 et de variance « :
v € R, ~ G(a™!, ). Suivant [Greenwood et Yule, 1920], si la v.a. X suit une distribution
conditionnelle de Poisson de parametre aléatoire 6, 6 étant une v.a. distribuée selon une loi
Gamma de parametres u,o € R, alors la distribution marginale de X est binomiale négative
NB(u,1/(oc + 1)). En effet :

X

o
Pr{iX=x]|6}= —'e“’,Vxe]N
X!

. eu—le—H/O'
0eR, ~Gu,o), dou: f(0) = )
+00 o* Q,u—l -0/
= PriX =ux = f Tt C g
o X! oz N(7)
1 f+oo el —9(1+l)d9
= — e o
I'wx!o* Jy
I'u + x)

T Txlon(l + Ly
_Tu+x) 1V ( o )x
CTx! \o+1) \o+1
L’ avant-dernicre égalité résulte de la définition et de la propriété suivantes de la fonction
Gamma (cf. [Abramowitz et Stegun, 1972]) :

+00 +00
VxeR:,Vye R}, T(x)= f e ldr = yxf Fleds
0 0

Si donc N(?) est le processus de comptage du NHPP d’intensité vA(¢) avec v € R, ~
Gla™, @), alors N(t) ~ NB(a™", (@A) + )", ot A() = [ Auw)du.
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4.1.4 La série binomiale puissance

Dans la suite, certaines démonstrations feront usage de la formule de calcul de la série
suivante :

o To+) ;1
Vx €0, 1Yy € Ry, ]Zol oY T iy 4.2)

Preuve :

Considérons la variable aléatoire binomiale négative J ~ NB(y, 1 — x) et sommons sa fonction
de probabilité définie par (2.4) :

(9]

I'y+)) .
1—xPx =1
JZO: o Y

D’ou:
i I'(y + j)xj _ 1
L1 T T U=y 0

4.1.5 Distribution marginale de N(b) — N(a)

La distribution marginale binomiale négative de N(b)—N(a) est une conséquence importante
de la proposition 4.1 :

Proposition 4.3.

1
") - p(a) + 1

VYa,b € Ry, tels que a < b, N(b)— N(a)~ NB(CL’_]

Preuve :

Calculons I’espérance de Pr {N(b) — N(a) = k | N(a—) = m}, puis utilisons (4.2) :
Pr{N(b) — N(a) = k}

- Z Pr{N(b) — N(a) = k | N(a=) = m} Pr {N(a—) = m}

m=0
_ i @™ +m+k) (y(a) )’" (u(b) - ﬂ(a))k I +m) ( ! ) (y(a) - 1)’"
T LTkl \u() ub) ) Tahm! \u@) \ u@

T +k) ( 1 )"‘1 (/J(b) —,Lt(a))k <T@ +m+ k) (/J(a) - 1)’”
T Yk \ub) u(b) powrs I'a + k)ym! u(b)
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_kuwwl,yxmm—mmYO_mm—w”ﬂ“
@ k! \u(b) (b) ()

T +k 1 T _p) - pa) \
CRE (u(b)-u(a)+-1) (#(b)-u(a)+-1)

4.1.6 Distribution de N(a—) | N(b) — N(a)
Le résultat suivant nous sera utile par la suite :

Proposition 4.4. La probabilité conditionnelle de N(a—), connaissant N(b) — N(a) (0 <a < b)
est binomiale négative :

[N(a—) | N(b) — N(a) = k] ~ NB|«

S p(b) — p(a) + 1)
’ u(b)

Preuve :

Pr{N(a-) = j| N(b) = N(a) = m}

_ Pr{N(a—) = j,N(b) — N(a) = m}

B Pr{N(b) — N(a) = m}

_ Pri{N() - N(@) = m| N(a-) = jiPr{N(a-) = J}
Pr{N(b) — N(a) = m}

Utilisons les propositions 4.2 et 4.3 :

_Fw*+m+mvmﬂ“”1mm—mmyrw*+mw lf”vm%4yx
T T +mk \u®) W@ ) Tahm! \u@) " u@

xf@*+@( I YX u(b) - ula) YT
Cla k! \ub) —p@+1) \p@) —p@ +1
_Fw*+m+kwmm—mm+1““kmm—1m

- T(a ! + k)m! u(b) u(b)

4.1.7 Distribution de N(c) — N(b) | N(b-) — N(a)

La premiere généralisation de la proposition 4.1 considere un intervalle d’observation [a, b]
ne commencant pas nécessairement au début du processus, et un intervalle de prédiction [, c]
adjacent a I’intervalle d’observation, comme illustré ci-dessous :
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k?

v

0 b C t

Démontrons la :

Proposition 4.5. La probabilité conditionnelle de N(c) — N(b), connaissant N(b—) — N(a) (0 <
a < b < c) est binomiale négative :

[N(c) = N(®) | N(b-) — N(a) = m] ~ NB(CZ_I +m

p(b) — p(a) + 1)
(o) = pla) + 1

Preuve :

Selon la formule des probabilités totales :
Pr{N(c) — N(b) = k| N(b—) — N(a) = m}

= Z Pr{N(c) - N(b) = k | N(b-) — N(a) = m, N(a—) = j} X

=0

X Pr{N(a-) = j| N(b-) — N(a) = m}
= > Pr{N(c) = N(b) = k | N(b-) = j + m} Pr{N(a-) = j | N(b-) — N(a) = m)
Jj=0

Utilisant la proposition 4.4 :

Pr{N(a-) = j| N(b—) — N(a) = m}
B T+ j+m)

r(a—l + m)]' (/J(b) - ,U(a) + l)a_1+m (ll(a) — 1)./ /#(b)a"+m+j

Et donc :

Pr{N(c) = N(b) = k | N(b—) — N(a) = m}

_i’]l“(of1 +j+m+k)
&L Tt + j+ mk!

(WD) /(@) T (1 = u(b) ()

L™ + j+m)

T(a! +m)!
J L@ (@) (1 = ) () (B — @) + D Juy”
I'a™! + m)k!
o L@ +m+k+j)
Ia!'+m+k)j!

(/’l(b) - /l(a) + l)ail+m (/J(a) - 1)] /lu(b)a_l+m+j

[(u(b)/u(c)) (u(@) = 1) [u®d))’

J=0
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Utilisons a nouveau la série (4.2) :

T +m+k) olam . e (@) -1 —(a~ " +m+k)
= T r i VKO (1= b)) (u(b) - p(a) + 1) (1 e )
_ D@ +m+ k) (ub) — (@) + D" (u(e) — (b))

[(a~! + m)k! (u(c) — u(a) + l)a*1+m+k a

4.1.8 Distribution de N(b—) — N(a) | N(c) — N(b)

La généralisation suivante de la proposition 4.4 nous sera utile plus tard :

Proposition 4.6. Pour un LEYP de définition 4.1, la probabilité conditionnelle de N(b—)— N(a),
connaissant N(c) — N(b), avec 0 < a < b < ¢, est binomiale négative :

p(c) —pu(b) + 1

N _ _ - -1
[N(b-) — N(a) | N(c) = N(b) = k] ~ NB|a +k’,u(c)—/1(a)+1

Preuve :

Procédons comme pour la démonstration de la proposition 4.4 :

Pr{N(b—) — N(a) =m | N(c) — N(b) = k}
B Pr{N(c)—N(b) =k | N(b-) — N(a) = m}Pr{N(b-) — N(a) = m}
Pr{N(c) — N(b) = k}
T +m+k) (y(b) ~ p(a) + 1 )'" ( () — u(b) )k
T(a ! +m)k! \u(c) —u(a)+ 1 u(e) —u(a) + 1
T +m) ( 1 ) ( u(b) - p(a) )’" y
Tlaym! \p®) —p@ + 1) \u®) —pa) + 1

X [r(a-l +k) ( 1 ) ( p(c) = u(b) )")_1
CaDk! \u(e) —u®) + 1) \u(c) - u®) + 1
_ T +m+k) (u(c> —pu(b) + 1)“'”‘ ( u(b) — p(a) )
Tt +m! \u(e) —ua) + 1 u(c) — p(a) + 1
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4.1.9 Distribution de N(d) — N(c) | N(b) — N(a)

La proposition suivante fournit un résultat plus général, en ce que I’intervalle de prédiction
[c, d] est disjoint de I’intervalle d’observation [a, b] :

P t i >
0 c d t
Proposition 4.7. Soit un systeme obéissant a un LEYP défini par (4.1), et les instants 0 < a <

b < ¢ < d. La probabilité conditionnelle de N(d) — N(c), sachant que N(b) — N(a) = m, est
binomiale négative :

[N(d) = N(c) | N(b) — N(a) = m] ~ NB (a‘l m ub) — p(a) + 1 )

" u(d) = p(e) + p(b) — pla) + 1

Preuve :

Selon la formule des probabilités totales, et en appliquant la proposition 4.5 :
Pr{N(d) - N(c) =k | N(b) — N(a) = m}
= ZPr{N(d) —N(c)=k|N(®b)—-N(a) =m,N(c—) - N(b+) = j} X
Jj=0

X Pr{N(c—=)—= N(b+) = j| N(b) — N(a) = m}

.Mg

Il
(=]

Pr{N(d)— N(c) =k | N(c—)—N(a) =m+ j} X
j
X Pr{N(c—=)— N(b+) = j| N(b) — N(a) = m}

I SCAETEET: (u(c) @)+ 1)"‘*’"”( u(d) — (o) )k y
j=0

Tla ' +m+ pk! \(d) — p(a) + 1 (d) — pi(a) + 1
T +m+ j) (ﬂ(b) — ua) + 1)’” ( u(c) — u(b) )f'
T(a ' +m)j! \u() - pla)+ 1 w(c) —p(a) + 1

(u<c> —u(a)+ 1 )(#(b) — u(a) + 1)

B T +m+k)

o '+m k
( p(d) — p(e) )x

T Tt +mk! [\ud) - @) + 1)\ u(e) — pla) + 1 p(d) — p(a) + 1
Xir(a-1+m+j+k> (ﬂ(C)—u(a)H)( p(c) — u(b) )f'
o Tt +m+hjt [\ud) - pa) + 1]\ p(e) = p(a) + 1

utilisant la série (4.2) :

_ L@ +m+k) (,U(b) —u(a) + l)a_lm( u(d) — p(c) )k (1 (o) — p(b) )—(a‘1+m+k)
T(a" +mk! \u(d) - pla) + 1 pu(d) — pla) + 1 p(d) — u(a) + 1
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_ L@ +m+ k) (ub) - p@) + D7 u(d) - pe))*
™t +mk! (u(d) - p(c) + u(b) - @) + 1)+ 0

Ce résultat est important en ce qu’il fournit une forme analytique explicite de la distribution
du nombre possible d’événements dans un intervalle de temps ol une prédiction est souhaitée,
connaissant le nombre d’événements observés dans un intervalle de temps antérieur, non né-
cessairement adjacent. Tous les calculs de prédiction aux fins de validation du modele LEYP
sur un jeu de données réel, ou de prévision de casses pour la prise de décision en matiere de
réhabilitation, s’appuient sur cette formule.

4.2 Distribution limite pour « tendant vers 0+

Nous pouvons montrer que la distribution du processus de comptage du LEYP tend vers
celle d’'un NHPP lorsque a tend vers 0. Cela revient a montrer la :

-1

Proposition 4.8. La distribution binomiale négative NB(a™', e~ ) tend vers la distribution

de Poisson Po(A(t)) lorsque « tend vers 0.

Preuve :

Remarquons tout d’abord que :

a"T(a" +m)/T@") = ot (l + 1)(l + 2) o (l +m— 1)
a\a

a a

:g(g+oz)(g+2a)-~(g+(m—l)oz)

a \a (01
=(l+a)(1+2a)---(1+m- 1))

D’ou:
lim &"T(@™' + m)/T(@™") = 1

a—0+

Nous avons ensuite par définition :
o0
VxeR, €= ¥
Jj=0

Il s’ensuit que :

L—e M =1- (1 + [—aA@)] + [—aAD)]? /2! + [-aAD] /3! + - )
alA(t) — [aA@D)] /2! + [eA@D)] /3! - - -



39

D’ou:
1-— e—aA(t)
= A®t) — aA@)* /2! + *A@)? /3! - - -
Et donc :
1 — e~@A®
lim — = AQ)
a—0+ a

Appliquons cela a la fonction de probabilité de la distribution NB(a™!, e=¥A0)

lim Pr{N(¢) = m} = lim M (e—a/\(t))‘f1 (1 _ e—aA(t))m

a—0+ a—0+ F(a'_l)m!
. D@ +m) , e (1 —e@O\"
= lim
a—0+ I'(a™h) m! a
A" _aa
=——e¢
m!

Qui est bien la fonction de probabilité de la distribution Po(A(t)).



Chapitre 5

Inférence sur une fenétre d’observation

Nous abordons maintenant le probleme de I’estimation des parametres du LEYP a partir
d’un échantillon de systémes observés chacun au sein d’une fenétre d’observation. La motiva-
tion pratique tient au fait que le LEYP doit pouvoir modéliser les occurrences de défaillances
survenant sur des systemes dont I’historique des défaillances n’a pas été archivé a compter de
leur mise en service. Tel est le cas des canalisations d’eau potable, massivement posées dans les
centres urbains européens avant 1940, et dont les archives de maintenance ne sont accessibles
qu’apres 1985 au plus tot.

5.1 Vraisemblance du LEYP

Considérons un objet technique observé dans [a,b], avec a € R,, b € R}, eta < b, et
subissant m € IN défaillances dans [a, b], aux instants #; < ... < t; < ... < t,,. La méthode
d’inférence des parametres du LEYP a partir des observations consiste a construire la fonction
de vraisemblance des parametres connaissant les ¢;, puis a rechercher la valeur des parametres
qui maximise cette fonction. La construction intuitive de la fonction de vraisemblance, telle que
présentée dans [Samset, 1994] dans le cas du NHPP, consiste a faire le produit des probabilités
de n’observer aucun événement sur les intervalles ]¢;,¢;,1[, et des limites quand & — 0+ des
probabilités d’observer un événement sur [z}, t;+h[, toutes ces probabilités étant conditionnelles
connaissant N(¢;). La difficulté provient de ce que le systeme n’est pas observé sur [0, a[, et que
donc N(a) est inconnu, ainsi que 1’ordre des défaillances observées successives ; 1’information
collectée au sein d’une fenétre d’observation est dite ainsi tronquée a gauche.

Afin de construire la fonction de vraisemblance de facon rigoureuse, nous nous appuyons
sur le concept général de vraisemblance au sens de Jacod exposé par [Andersen et al., 1993].
La vraisemblance du processus théorique LEYP de vecteur de parametres 6 connaissant une
séquence de défaillances est formellement définie comme le produit intégral :

£®) = T[ BEN® | Au)™ (1 = E@N@) | ) " (5.1)
t€la,b]
ol:  AN() = N(1) - N(1-)

Lutilisation du produit intégral pour définir la vraisemblance d’un processus de comptage
revient a considérer la fenétre d’observation [a, b] comme la succession d’un nombre infini

40
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dénombrable d’intervalles de longueur infinitésimalle, chacun subissant une expérience de Ber-
nouilli, dont le résultat, indépendant des expériences qui précedent, est soit une défaillance avec
la probabilité E (dN(¥) | -4{.), soit une absence de défaillance avec la probabilité complémen-
taire 1 — E (AN(?) | Mau)-

Afin d’étre en mesure de donner a I’équation (5.1) une forme analytique explicite, nous
devons au préalable établir la :

Proposition 5.1.

E (AN(®) | Aur)
= (7" + (N(t=) = N(@)))d In (u(1) — pu(a) + 1)

w(HAE)dt

= (14 (V) = N@)a) o=

Preuve :

En conséquence de la définition 4.1, et utilisant la proposition 4.5 et la continuité de la fonction

u(.)

E (AN() | Man) = PriN(t + d) = N(t) = 1| N(t=) = N(a)}
p(@) — (@) + 1\ VOO dry - o)
pt + ) — (@) + 1) (u(t +dn) — pla) + 1
du(?)
() — (@) + 1
= (7" + (N(t=) = N(@)))d In (u(t) — pa(a) + 1)

= (™" + N(-) - N(a)) (

= (a7 + N(t-) - N(a))
(On peut alternativement expliciter du(¢) en au(t)A(t)dz.) O

Nous pouvons maintenant montrer la :

Proposition 5.2. La vraisemblance du processus théorique LEYP de vecteur de parametres 6
connaissant une séquence de défaillances est :

D@ +m) 1_[’}1:1 u(t)A())

L) =
OEETIGE o) -ty + 1

Preuve :

Du fait du nombre fini m de sauts dans [a, b] :

T E@NG | AHu)™ (1 = E@NO | )™

t€la,b]
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m

=[ 1@V 1 M) [T TT A =E@NG) | Aun))
Jj=1

J=0 t€ltjtjnl

Ignorant (df)" (cf. [Andersen et al., 1993]), le facteur de gauche s’écrit :

Il
—_

E(dN(1)) | N(tj=) - N(a) = j - 1)
J
. . u()A(;) L@ +m) u(E)A(E;)

— 1 -1 — N
e s e B vy L) =@+ 1

En utilisant la propriété du produit intégral J{ (1 — dX) = exp (— f dX) (cf. [Andersen et al.,
1993]), le facteur de droite s’écrit :

[T JU a-E@ne N - N = j)

J=0 teltj i [

m Lji+1 _1 ) d/l(t) )
l;[e ( f +J)M(t)—ﬂ(a)+1

J

ﬁ( p(ty) — p(a) + 1 ) TR u@) - p@ + 1
:u(l]+1) ,u(a) +1 (/l(b) _,U(Cl) + 1)0{"+m

Jj=0

La simplification par H’}L 1 1(t;) — p(a) + 1 acheve la démonstration. O

Pour un n-échantillon aléatoire d’objets techniques supposés défaillir indépendamment les
uns des autres m; fois dans [a;, b;],i € {1,...,n}, la vraisemblance globale est simplement le
produit des vraisemblances individuelles :

L) = | | Li®)
i=1

En pratique, on considere plutdt la log-vraisemblance qui implique des calculs de somma-
tions, toujours numériquement préférables a des produits. La log-vraisemblance pour n objets
techniques s’écrit :

n

In L(6) = Z (mi Ina + lnl“(cx‘1 + mi) —InT (a/—l)

i=1

— (7" + m)In (u(by) — p(ar) + 1) + Z In A(1;)) + At j)) (5.2)

J=1
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5.2 Estimation des parametres du LEYP

5.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

Comme dans nombre de problemes d’estimation des parametres de modeles statistiques, il
estici pratique de procéder en maximisant le logarithme népérien de la vraisemblance fourni par
I’équation (5.2). Le schéma théorique de 1’estimation du maximum de vraisemblance consiste
dans notre cas a considérer une population infinie d’objets techniques dont I’occurrence des
défaillances obéit a un LEYP d’intensité de Yule-Weibull-Cox de vecteur de parametres . Il
convient ici de préciser que le vecteur théorique ¥ est non aléatoire, sa valeur étant fixe bien
qu’inconnue. L’estimateur du maximum de vraisemblance de ¥}, connaissant les séquences de
défaillances de n canalisations, est un vecteur aléatoire :

A

0, = argymaxIn L(0)

dont nous conjecturons qu’il est asymptotiquement (i) sans biais, (ii) efficace et (iii) normale-
ment distribué :

G) limE (én) =

) -1
i) lim Var(,) = (_—‘9 1;‘6’;(9))
n—00 9

(1) lim

n—oo

(_ 82 1n L(6) )5

7| (8.=9)~ NO.1)

4

ou 0 et 1 sont respectivement le vecteur nul et la matrice identité de méme dimension que 6.

La démonstration de ces propriétés reste a établir dans le cas du LEYP, et devrait idéalement
suivre le schéma exposé dans les ouvrages classiques de statistique mathématique traitant de
I’estimation du maximum de vraisemblance, en particulier [Rao, 1973] et [Cox et Hinkley,
1974]. Cependant, les propriétés asymptotiques de 1’estimateur du maximum de vraisemblance
reposent sur des conditions de régularité de la fonction de vraisemblance qui nous paraissent
difficiles a vérifier avec la forme analytique (5.2). Nous nous contenterons donc de vérifier
graphiquement, avec un jeu de données simulées de plusieurs milliers d’individus avec des taux
de défaillance du mé€me ordre de grandeur que ceux observés dans les applications du modele,
que la fonction de log-vraisemblance a une forme qui autorise la recherche de son maximum ;
cette étude par simulations numériques a été menée dans le cadre du modele plus général -
LEYP, présenté au chapitre 6, et sa présentation se situe en fin de ce chapitre.

5.2.2 Test d’hypothese nulle sur les parametres

La propriété (i1) énoncée ci-avant a la sous-section 5.2.1 nous permet d’estimer la matrice
des variances-covariances d’un vecteur de parametres estimés 6 :

(5.3)

) -1
Vard) = (-5 2)

b
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Nous pouvons ainsi implémenter un test d’hypothése nulle sur les parametres : le but est d’in-
férer si la valeur estimée d’un parametre differe significativement ou non (i.e. relativement a un
risque d’erreur arbitraire) d’une valeur caractéristique. Nous avons choisi d’implémenter cette
procédure inférentielle sous la forme, fréquemment utilisée en pratique (par exemple, dans les
procédures du systeme SAS), du test dit de Wald décrit dans [Greenwood et Nikulin, 1996] ; ce
test repose sur la distribution du y? 4 un degré de liberté que suit le carré d’une variable normale
centrée réduite (i.e. d’espérance nulle et de variance unité).

Ainsi, pour les 8 associés aux covariables d’un modele LEYP d’intensité de Yule-Weibull-
Cox, il est pertinent de tester par rapport a 0, i.e. I’absence d’effet des covariables. La statistique
du test se calcule simplement comme le carré de I’écart de la valeur estimatée du parametre 6,
a la valeur caractéristique 6y, rapporté a la variance d’estimation :

(9k - 91<0)2 N

Var(y)

ol Var(fy) est le k™ terme diagonal de la matrice Var(f) définie par 1’équation (5.3).

Dans le cas de a et §, parametres contraints (@ > 0 et 6 > 1), I’écart-type d’estimation peut
étre suffisamment important pour invalider I’hypothese de normalité asymptotique. Il semble
donc plus rigoureux, ou en tout cas moins problématique a la mise en oeuvre, de tester « et
o0 par le test dit « du rapport de vraisemblance » ; cela nécessite pour @ d’estimer sur le méme
jeu de données un modele alternatif avec @ = 0, i.e. un NHPP, de calculer la statistique LR du
double de la différence des log-vraisemblances :

LR =2 (In Ly gyp — In Lxppp)

et de considérer que, sous I’hypothese nulle @ = 0, la statistique LR suit une distribution du
x?, dont le degré de liberté est égal a la différence entre le nombre de paramétres du modele
« complet », ici le LEYP, et le nombre de parametres du modele « réduit », ici le NHPP. La
procédure de test est analogue pour ¢ avec I’hypothése nulle d’absence de vieillissement 6 = 1.

5.2.3 Algorithme d’estimation des parametres

En pratique, nous avons, au début de notre travail de recherche, utilisé 1’algorithme clas-
sique d’optimisation dit de Levenberg-Marquardt tel qu’il est décrit par [Bard, 1974] et [Flet-
cher, 1987]. Cet algorithme consiste a annuler le vecteur gradient (dérivées partielles premieres
de la log-vraisemblance par rapport aux parametres), en calculant I’intersection avec 1’axe des
abscisses d’une approximation linéaire de ce dernier ; cette approximation linéaire s’obtient par
la formule de Taylor a I’ordre 1, et nécessite donc de dériver a leur tour les composantes du gra-
dient, donc de calculer les composantes de la matrice hessienne des dérivées partielles secondes
de la log-vraisemblance par rapport aux parametres. Lorsqu’en outre la matrice hessienne n’est
pas définie positive (i.e. a au moins une valeur propre négative) tous ses termes diagonaux sont
itérativement incrémentés d’une quantité positive suffisamment élevée jusqu’a ce que la hes-
sienne ainsi transformée soit définie positive ; lorsque le vecteur 8 exploré a Iitération cou-
rante produit une log-vraisemblance supérieure a celle de I’itération précédente, la diagonale
de la hessienne est décrémentée. Nous avons choisi d’utiliser les formes analytiques explicites
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des composantes du gradient et de la hessienne, plutdét que d’implémenter un algorithme les
calculant de facon approchée (par exemple par différences finies a droite) qui alourdirait le
temps de calcul par des appels trop nombreux a la fonction calculant la log-vraisemblance. Les
formes analytiques explicites des dérivées partielles sont portées en annexe B ; ces formules
sont relatives a un seul objet technique par souci de simplicité d’écriture.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt n’est cependant pas congu pour traiter les problemes
d’optimisation sous contrainte ; or le modele LEYP impose de borner deux de ses parametres :
a > 0eto > 1.11 a donc été tenté dans un premier temps d’effectuer une transformation des
parametres : @ = exp(ag) et 6 = 1 + exp(dp). Remplacer « et ¢ par oy et dy dans le probleme
d’optimisation permet effectivement d’obtenir un probleme sans contrainte ; la contrepartie est
que la fonction de log-vraisemblance n’est pas convexe en @ et dy, et présente un point d’in-
flexion en deca de 1’optimum et un plateau horizontal pour @y — —oo et ) — —oo. Cela semble
susceptible de poser des problemes de convergence, et fréquemment de faire tendre ¢ vers 1
lorsque le vieillissement est peu marqué.

La solution adoptée plus récemment repose sur 1’algorithme dit de Nelder-Mead, bien dé-
crit par [Press et al., 2002]. Pour un modele a p parametres, cet algorithme explore 1’espace
des parametres grace a un polyhedre a p + 1 sommets (appelé aussi parfois simplex), alterna-
tivement étiré dans une direction, contracté dans une ou plusieurs directions, ou déformé par
réflexion d’un sommet par rapport a I’hyperplan des p autres sommets, de facon a finir par se
contracter sur I’optimun ; le processus d’optimisation stoppe lorsque la différence entre les va-
leurs supérieure et inférieure prises par la fonction objectif sur I’ensemble des sommets est en
dessous d’un seuil fixé. Les bornes sur « et 6 sont simplement prises en compte en interdisant
aux déformations du polyhedre de produire des valeurs de « inférieures a un réel positif proche
de 0 (10~* en pratique), ainsi que des valeurs de § strictement inférieures a 1.

L’algorithme de Nelder-Mead a aussi 1’avantage de ne nécessiter aucun calcul de dérivées
de la fonction objectif par rapport aux parametres ; la hessienne est cependant estimée par calcul
approché a I’optimum afin d’estimer la matrice de variances-covariances des estimations. Notre
expérience d’estimations de modeles avec des jeux de données artificiels, donc de parametres
connus, en faisant varier la valeur initiale du vecteur de parametres n’a pas mis a ce jour en
évidence de probleme de convergence ou d’estimation erronée avec 1’algorithme de Nelder-
Mead. Cet algorithme est sans doute un peu plus lent que celui de Levenberg-Marquardt, sans
que cela soit pénalisant en pratique.

5.3 Validation de la procédure d’estimation du modele LEYP

Estimer les parametres du modele LEYP sur un jeu de données implique la mise en oeuvre
d’un programme informatique dont la complexité d’écriture est source potentielle de nom-
breuses erreurs, de nature tant algorithmique que numérique. Afin de s’assurer que la procédure
que nous avons écrite est satisfaisante, nous avons choisi de valider le programme en générant
un jeu de données artificielles obéissant a un jeu de parametres théoriques fixé, puis de lancer
la procédure d’estimation sur ce jeu de données, pour enfin s’assurer que le jeu de parametres
estimé est raisonnablement proche du jeu de parametres théorique. Cette opération supposant de
savoir simuler des données obéissant a un LEYP donné, nous allons successivement présenter
la distribution théorique conditionnelle des délais inter-événementiels et I’algorithme simulant
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des dates d’événements s’enchainant selon un LEYP. Nous présenterons enfin un exemple de
résultat de validation de la procédure d’estimation.

5.3.1 Distribution conditionnelle du délai inter-événementiel

La variable aléatoire T'; étant définie comme I’instant ol se produit la j*™ défaillance, nous
considérons le délai aléatoire X;,; = T, — T; séparant la (j + 1)me défaillance de la ji™e,
conformément au schéma suivant :

X
—_——
I } t >
T() = O Tj Tj+1

=~

La proposition suivante permet de caractériser la distribution conditionnelle de X, :

Proposition 5.3. La fonction de survie conditionnelle de X ., connaissant Uinstant de la j*™
défaillance est :

Pr{X; > x|T; = t;} = exp(=(1 + @) |At; + %) - A(t))])

Preuve :

La survie conditionnelle cherchée est simplement la probabilité conditionnelle de ne pas avoir
de défaillance dans ]z, 1; + x] sachant que N(¢;) = j, calculable en utilisant la proposition 4.1 :

Pr{X; >x|T; =1}
= Pr{N(tj +x) = N(t) =0| N(t)) = j}
= exp(=(1 + aj) [A@; + ) - A@))) O

5.3.2 Simulation numérique d’événements LEYP

Une séquence d’événements survenant selon un LEYP donné aux instants 7';, est facile
a simuler sur ordinateur a partir d’une séquence pseudo-aléatoire de nombres uniformément
distribués dans I’intervalle [0, 1]. Nous utilisons le procédé classique (voir par exemple [Ross,
1997)), dit de la transformée inverse, qui nécessite seulement de connaitre I’expression analy-
tique de I'inverse de la fonction de répartition des X ;.

Soit en effet une variable aléatoire U uniformément distribuée dans [0, 1], et X une variable
aléatoire réelle de fonction de répartition F(x) = Pr{X < x}; F étant une fonction monotone
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croissante, et puisque U ~ Uy = Pr{U < u} = u, F~'(U) suit alors la méme distribution que
X Pr{F(U) < x} = Pr{F(F‘l(U)) < F(x)} = Pr{U < F(x)} = F(x).

La proposition suivante permet de simuler par récurrence, en partant de #, = 0, des réalisa-
tions successives de T :

Proposition 5.4. Si (u; : j € IN*) est une séquence d’aléas uniformes indépendants tirés dans
Uo,1), et tj une réalisation de T, alors :

ti = Al (A(t.,-) _ ln(l_—u/“))

1+aj

est une réalisation de T ;.

Preuve :

Appliquons la proposition 5.3 :

I —exp(=(1+aj) A1) = AG)]) = uj

In(l — uj41)
SA(t) - A7) = ———— 0t
(tj+1) — A(2)) T+ ay
_ In(1 —u;q)
ﬁlﬁ_l =A ! (A(IJ) - Ta;—l) 0

5.4 Qualité d’ajustement du modele LEYP

Nous n’avons pas encore tenté de développer formellement un test de qualité d’ajustement
du modele. Nous nous contentons pour I’instant de vérifier graphiquement que les courbes des
taux de défaillance empirique et théorique sont raisonablement proches, et que les nombres de
défaillances observés et prédits dans la fenétre d’observation sont peu différents. La méthode
de comparaison des taux de défaillance est détaillée a la sous-section 7.2.1.

5.5 Validation des prédictions du modele LEYP

Un schéma original de validation a été mis au point par [Le Gat, 2002] dans le cadre du
projet de recherche européen CareW du 5°™ PCRD. Ce schéma est adapté aux études de mo-
délisation du risque de casse de canalisations d’eau sous pression, ou les canalisations sont le
plus souvent observées depuis 1995, date moyenne a laquelle, en Europe de 1I’Ouest, les services
gestionnaires des réseaux d’eau potable ont commencé a archiver leurs données de maintenance
sur support électronique. La plupart des canalisations ont ainsi une fenétre d’observation d’une
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douzaine d’années, que I’on partage en une fenétre dite « de calage » couvrant les 9 premieres
années, les 3 dernieres années servant de fenétre « de validation ». Les parametres du LEYP sont
ainsi estimés sur la fenétre de calage ; les nombres moyens de casses sont ensuite prédits grace
au modele sur la fenétre de validation, ou ils sont comparés aux nombres réellement observés.
Comparer les prédictions aux réalisations observées revient a répondre aux questions :
— «les casses observées se concentrent-elles sur les canalisations ayant les nombres de
casses prédits les plus élevés ? »
— «le nombre total de casses prédites pour un nombre statistiquement important de canali-
sations est-il proche du nombre total observé ? »
La premiere question est celle de la capacité du modele a bien détecter les canalisations les plus
arisque ; la seconde est celle du biais de prédiction.

5.5.1 Détection du risque

La méthode proposée par [Le Gat, 2002] repose sur I’étude du graphe de la proportion des
casses évitables par la réhabilitation d’une proportion donnée du linéaire des canalisations les
plus a risque au sens des prédictions du modele. Nous supposons ici que n conduites sont obser-
vées, chacune dans I’'intervalle [a;, ¢;] ; les intervalles [a;, ¢;] sont scindés aux fins de validation
en un intervalle [a;, b;] servant au calage du modele, et en son complément [b;, ¢;] servant a
valider les prédictions. Les conduites sont supposées triées par valeurs décroissantes du taux de
casse théorique, i.e. du nombre de casses prédit par le modele LEYP rapporté a la longueur de
la canalisation /;. Nous notons :

— kj = Nj(c;) — Nj(b;) les nombres des casses observées,

-k =E (Nj(cj) = N;bj) | Njbj) - Nj(aj)) les nombres des casses prédites,

-1 = 3-: 11;/ 2=y 1; le rang relatif pondéré par la longueur de la i*me conduite la plus a
risque,

- f(r) = Z‘j:] ki/ Z’}zl k; la proportion de casses observées sur les i conduites les plus a
risque,

— o =3, Lif(ry)] X, I; I'aire sous la courbe de la fonction en escalier f(r;).

Plus I'aire o7 est proche de 1, i.e. plus la fonction en escalier f(r;) est proche du coin
supérieur gauche, plus les casses observées dans les intervalles [b;, ¢;] sont concentrées sur les
canalisations dont le risque de casses au sens du modele est le plus élevé. La valeur f(r;) estime
en outre la proportion des casses totales qui peuvent étre évitées en renouvelant la proportion
r; du linéaire totale la plus a risque au sens du modele. C’est pourquoi le graphe de la fonction
f(ry) est qualifié de courbe de performance prédictive. La figure 5.1 illustre la construction
d’une telle courbe.

5.5.2 Diagnostic du biais de prédiction

Pour un groupe de canalisations suffisamment important, e.g. i > 30, ’absence de biais
de prédiction peut €tre éprouvée en vérifiant que la somme des nombres des casses observées
Z;Zl k; se tient dans I'intervalle de confiance a 95% de la somme des nombres prédits 25-:1 k;.
Cet intervalle de confiance peut étre estimé grace a la normalité asymptotique de la somme de
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T J(ri)
1 |
S0 Lf(r)
9 ==
|. i=1
|_ =l
. £ S
Conduites classées par 2ol
0 —
0 risque théorique décroissant 1

FiG. 5.1 — Courbe de performance prédictive

variables aléatoires indépendantes binomiales négatives de variance };_, Var (k j), a condition

que les variances Var (k j) ne soient pas trop différentes les unes des autres.



Chapitre 6

Prise en compte des mises hors service de
canalisations et biais de survie sélective

Bien que conduisant a un développement théorique de portée générale, le contexte des consi-
dérations a venir est celui du renouvellement des canalisations d’eau. Nous nous limiterons ce-
pendant a la considération de la mise hors service, le remplacement correspondant simplement a
I’installation d’un nouvel objet, dont le processus de défaillances est modélisé indépendamment
de celui de I’objet auquel il se substitue.

Considérons le fait que le systeme étudié a une durée de maintien en service limitée dans
le temps. La durée de maintien en service est fréquemment dénommée « durée de vie » par les
praticiens, dans un contexte technico-économique de recherche du temps optimal de rempla-
cement ; notre opinion est cependant qu’il s’agit 1a d’un abus de langage, car une canalisation
reste en service aussi longtemps que le gestionnaire du réseau décide de ne pas procéder a son
remplacement, et il est donc peu pertinent de se référer implicitement a une notion de longé-
vité intrinseque. La durée de maintien en service est considérée comme une variable aléatoire ;
sa distribution n’est cependant considérée dans notre étude que sur I’intervalle de temps qui
précede la fenétre d’observation. Au dela, les mises hors service de canalisations seront simu-
lées de facon déterministe dans le cadre de comparaisons de stratégies de gestion patrimoniale,
théme qui dépasse le cadre de notre travail.

La prise en compte avant la fenétre d’observation d’une durée de maintien en service aléa-
toire a été motivée par I’exigence que le modele LEYP reste utilisable en pratique avec des
jeux de données comportant une proportion notable de canalisations tres anciennes. L’étude de
tels jeux de données montre en effet fréquemment que les individus les plus 4gés manifestent
singulierement peu de défaillances. Cela est en fait di a un phénomene de sélection : les cana-
lisations posées anciennement, mais qui se sont illustrées par des défaillances répétées, ont le
plus souvent été mises hors service pour cette raison, avant que ne débute la fenétre d’obser-
vation. Les observations sont ainsi sujettes a un biais dit de survie sélective. De plus, au sein
méme de la fenétre d’observation, la mise hors service sélective d’une canalisation a la suite
d’une ou plusieurs défaillances censure a droite son observation d’une fagon non indépendante
du processus de défaillance.

50
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6.1 Probabilité conditionnelle au maintien en service

Nous introduisons maintenant le modele que nous appelons {-LEYP en ajoutant au modele
LEYP Ia fonction ¢(¢) € [0, 1] donnant la probabilité que suite a une défaillance a 1’age ¢ la
canalisation soit maintenue en service, i.e. fasse 1’objet d’une simple réparation, la probabilité
qu’elle soit mise hors service étant 1 — ¢(7).

Nous allons établir dans ce cadre la probabilité conditionnelle du nombre de défaillances
dans un intervalle donné sachant que la canalisation n’a pas été mise hors service avant le début
de cet intervalle, puis étendre le conditionnement a la connaissance du nombre de défaillances
observées dans un intervalle antérieur.

Nous faisons d’abord I’hypothese peu restrictive que ¢(7) est une forme analytique constante
par morceau. Nous sommes conduits a partitionner I’intervalle de temps allant de la pose de
la canalisation a la fin de I’intervalle de prédiction en sous-intervalles de tailles quelconques
que nous notons sous forme indicée [a;_i, a;[, j € {1,2,...,n}; par convention a, = 0, et notre
intervalle de prédiction antérieurement noté [a, b[ devient [a,,, a,+1[. Nous avons par hypothese :

Vtelaj,a;[, dgjel0,1]: () =g;

Pour étudier les propriétés probabilistes du modele {-LEYP, il est commode, suivant le
point de vue exposé par Cook et Lawless [Cook et Lawless, 1997], de considérer le modele
LEYP «complet » de fonction de comptage N(¢), comme aux chapitres précédents, sous condi-
tion que la mise hors service ne soit pas encore intervenue ; nous pouvons ainsi bénéficier pour
nos démonstrations des résultats précédemment établis. Nous introduisons a cet effet la variable
aléatoire T définie comme la durée de maintien en service (i.e. durée entre la pose de la canali-
sation et sa mise hors service).

Par souci de simplification d’écriture, nous notons respectivement D; = N(a;j—)— N(a;-) le
nombre de défaillances, et R; I'indicatrice de I’occurrence de la mise hors service dans [a;_;, a;].
Nous utilisons aussi la notation allégée u,, = u(a,).

La distribution de la variable aléatoire T est li€e aux R; par la relation :

Pr{T>an}:Pr{ZRj:0} (6.1)
j=1

Nous avons du fait que la mise hors service est déterminée par 1’occurrence des défaillances :

Pr{T>a,|(D;=k;j=1,....n)} =] |} (6.2)
=1

Nous pouvons visualiser les notations adoptées dans le schéma suivant :
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Dn+l :kn+l ?

Sn+1
i i i >

ap=0 an an+1 !

Nous cherchons la distribution conditionnelle de D, sachant T > a,. Comme nous utili-
serons le théoreme de Bayes pour calculer Pr{D,| = k.1 | T > a,}, commengons par calculer
Pr{T > a, | Dy = kpit} -

Proposition 6.1.

-1 k
Mn+1 — Hn + 1 )(I e

Pr{T>an|Dn1:knl}:( n
¥ " Past = 2o Sy = 1j-1)

Preuve :

Montrons que la relation est vraie pourn = 1 :

Pr{T > a, | D, = ky} = ZPT{T >a; | Dy =ki,Dy =k} Pr{D| =k | Dy = ky}
k=0

Or, de par la détermination de la mise hors service et en utilisant (6.2) :
Pr{T > a | Dy = ki, Dy = ko) = Pr{T > a; | Dy = ky} = ¢’

En outre selon la proposition 4.6 :

Pr{D, =k | Dy =k} =

T +k + k) (,Uz — o+ 1)‘“*“ (ul - 1)"‘
[(a™! + ky)ky ! M2 M2

D’ou, en utilisant (4.2) :

PI‘{T > ay |D2 = kz}

_ L — 1 1 a4k, oo r(a,—l +k2+kl)gk1 i -1 ki
F(a‘l + kz)kl' !

Ha =0 M2
! —(a~!
_ ﬂz—ﬂl+1) +k2(1_§1(ll1—1))( )
M2 H2

o o+l )G_IHQ
M2 = Gi(uy — 1)
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Faisons maintenant I’hypothese que la proposition est vraie a ’ordre n — 1 :

a4k,

MHn — Mp-1 + 1
fn = 221 S = 1)

Pr{T > a, | D, =k} = [

Nous pouvons écrire a I’ordre n :

Pr{T > a, | Dy = kn+l}
=Pr{T >a, 1,R, =0 Dpy1 = kys1}

= Y Pr{T > ay1,R, = 0| Dy = ky, Dyt = k1) Pr{D, = ki | Dyt = ki)
k,=0

= Z Pr{Rn =0 | T>a,,D, = knaDn+1 = kn+1}Pr{T > ap-1 | D, = kn,Dn+1 = kn+1} X
k,=0
X Pr{D, =k, | Dyy1 = kns1}

Appliquons I’hypothese de récurrence :

PI'{T > ap-1 | Dn = knaDn+1 = kn+1} = PI'{T > ap-1 | Dn + Dn+1 = kn + kn+1}

a”! +ky+kn+1

— Mn+1 — Mp-1 + 1
Mn+1 — 27;11 gj(/lj _/-lj—l)

En outre :
Pr{Rn =0 | T>a,,,D,= kna D, = kn+l} = Pr{Rn =0 | D, = kn} = S',];n

De plus, en appliquant la proposition 4.6 :

Pr {Dn = kn | D, = kn+1} =

L@ + ky + ki) ( Hnet = oy + 1 )alﬂw ( Hn ~ B )kn
L@ +kpe) k! \ st — o1 + 1 Hni1 = pn-t + 1

D’ou :
Pr{T > a, | Dys1 = kni1}

a_1+kn+1 o —1 kn
— ( Mn+1 — MUn +1 ) r(a’ + kn + kn+1) ( Sn (/Jn _,un—l) )
Mn+1 — Z;l;ll gj(ﬂj _#j—l) k,=0 F(aﬁl + k’”'l)kn! Mn+1 — 27;11 gj(/lj _ﬂj—l)

Utilisons a nouveau (4.2) :

11_1+kn+1 _((Y_l"'k)HI)
— ( HMn+1 — Hn +1 ) (1 _ Sn (ﬂn _,un—l) )
et = 221 S/ = 1) et = 20 i = 1)
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a! +kni1

— Hn+1 — Hp + 1
st = X1 S — K1)

Nous pouvons maintenant établir la :

Proposition 6.2. En supposant que ¢; = 1 pour j>n+1:

Mo — X1 S — 1)
Post = 2oy Si Wy — pj-1)

[Dn+l = kn+l | T > an] ~ N8 0[—1’

Preuve :

Appliquons le théoréme de Bayes :

Pr{Dyy1 = kp1 | T > a,} = PriT > ay | Dui1 = Knwt} PriDasi = Knia}
n+1 n+1 n Zz;l:o PI'{T > a, | D, = kn+1}Pr{Dn+1 — kn+l}

D’apres la proposition 6.1 :

- kn+
:un+l_#n+1 )a e

Pr{T>an|Dn1:kn1}:( n
’ ’ Mn+1 _ijl gj(:uj_luj—l)

Et d’apres la proposition 4.3 :

—1

[ +k, 1 ¢ wit =ty |
P Dot = kyt) = o *‘,)( ) ( e 28 )
F(G’ )kn+1- MHn+1 — Hn + 1 Mn+1 — Un + 1

PI'{T > dp | Dn+l = kn+l}Pr {Dn+1 = kn+1}

a! — n+
( 1 ) (! +kn+1>( [t = )" ‘
Mt — 2oy i1 — pj-1) L@ kper! \ptwnr = 221 650 — pj-1)

Et donc, en utilisant (4.2) :

(o)

D PHT > a, | Dyt = et} Pr{Dyer = ko)

kn+1=0
—1 ~1

— ( 1 )Cl (1 _ Mn+1 — Mn )—CX
Mt — 22y (1) — fj-1) Mt = 2icy i1y — pjo1)

-1

1 a
- (,Un — 21 S —Mj—l))
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D’ou finalement :

Pr{D,1 = kys1 | T > a,}

n !
3 T + kyir) ( Mn — ijl Sl — pj—1) ) ( Uns1 — Hn )km
D) kuet! \pwnr = X i — =) )\ = Xy €50y — pj-1)

Etendons la proposition 6.2 en conditionnant aussi sur le nombre de défaillances observées
dans I’intervalle précédent :

Proposition 6.3. En supposant que ¢; = 1 pour j>n+1:

[Duit | Dy = kns T > a,] ~ NB|a™" + UK

Mns1 — Z'};ll Sl — pj-1)

Preuve :

Appliquons le théoreme de Bayes :

Pr{D,.1 = k1 | Dy =k, T > a,}
_ Pr{T > a, | D, = ky, Dyy1 = Ky} Pr{Dyy1 = Koyt | Dy = &y}
ZZ:H:O Pr{T > ay | Dn = knv Dn+1 = kn+1}Pr {Dn+1 = Kn+1 | Dn = kn}

Or d’apres la proposition 6.1 :

PI'{T > ay | D, = kn’ D, = kn+l}
= Pr{T > a,-1,R, = 0 | D, = kn,Dn+l = kn+1}
=Pr {Rn =0 | T > an—l,Dn = kmDn+l = kn+1}Pr{T > Ap-1 | Dn = kn’ Dn+1 = kn+1}

(fl +ky ket
_ gkn[ Hns1 — Hp1 + 1 )
=G, —

Mn+1 — Z?:l S'j(/lj _:uj—l)

Et d’apres la proposition 4.5 :

Pr {Dn+l = kn+1 | Dn = kn}

_1 (Y_]+kn k"+]
e +kn+kn+1>(un—un_1+1) ( et = )
F(Q_l + kn) kn+1! Mn+1 — Mp-1 + 1 Hns1 = Hp-1 + 1

Ainsi, en utilisant (4.2) :

[

D Pr{T > a, | D, = ky, Dyt = kyet Pr{Dyer = kit | Dy = ki)
knt1=0
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a thky oo kn+
gkn Mn — Hp-1 T 1 ] F(a/_l + ky, + kn+1) [ HMn+1 — Mn ) ]
" e = X020 sy — pjen) o Tl + k) ket !\ — 220 65005 — pjm)

a +k,l (a/ +kn)
— SJ(n Mn — Hp-1 +1 ) [1 _ Hn+1 — Hn )
"\ st — Z'};l Gi(uj— pj-1) Mns1 — Z;:ll Si(kj — pj-1)

a ' +k,
fn = ot + 1 ]
Hn j= lg](l'l] Hj l)

— k}
= gnl

Et donc :
Pr {Dn+l = kn+l | D, = kna T > an}

n— oV +k, kns
_Tla™ + ky + k) ( fn = 201 S = 1) ) ( Hns1 — Hn '
Ll + k) k! s — X1 6505 — p15-1) et = 20 i = 1) O

Remarque 6.1. La proposition 6.3 a ceci de remarquable que la distribution conditionnelle de
[Dy1 | Dy = k,, T > a,] ne dépend pas de s, ; la censure des observations dans |a,_1,a,] par
le processus de défaillance lui-méme peut donc étre considérée comme indépendante. A

La proposition 6.4 suivante généralise la proposition 6.3 en considérant une fonction ¢(#)
continue, et en faisant tendre vers I'infini le nombre des intervalles [a;_;,a;[ tout en faisant
tendre leur longueur vers O :

Proposition 6.4.

u(b) — [ s(tdu(t)
") = [ s(Hdu(o)

[N(c) = N(b+) | N(b) = N(a) =m,T > b] ~ NB (a_l
Preuve :

Réécrivons la proposition 6.3 en renommant a,_; en a, a, en b, a,,1 en c, et partitionnons [0, a[
en n sous-intervalles :

n—1r . .
0,al=| | [% (j+ Da
Jj=0

n

Nous avons alors :

[N(c) = N(b+) | N(b) = N(@) = m, T > b]
p(b) = T2 6 (2) (e (22) = e (4

J4

-1 n
O +m,

Ja

n

p(e) = 210 6 (2 (u (L522) - u (4

~ N8
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Or:

nli‘Poo n'_l §(j7a)(u((j +n1)a)—u(j7a)) = fo c(O)du(r) .

6.2 Prédiction conditionnelle

En matiere de prévision, nous considérerons des probabilités conditionnelles au maintien
en service jusqu’a la fin de I'intervalle d’observation [a, b], et supposerons, comme a la pro-
position 6.4, que la probabilité de mise hors service suite a une défaillance postérieure a b est
nulle. Rappelons en effet que notre but est de simuler des remplacements, afin de comparer des
stratégies de gestion patrimoniale, et non d’extrapoler dans le futur les pratiques passées.

Le calcul de prédiction connaissant le nombre de défaillances dans la fenétre d’observa-
tion et sachant qu’aucune de ces défaillances n’a conduit a la mise hors service de la conduite
nécessite d’établir la :

Proposition 6.5. Soit un systeme obéissant a un {-LEYP défini par (6.1), en supposant que
s(t) = 1 pourt > b. La distribution conditionnelle de N(d)— N(c), sachant que N(b)—N(a) = m
etT >b=0, avec) <a<b<c<d, est binomiale négative :

[N(d)— N(c) | N(b) — N(a) =m,T > b =0]
u(b) — [ c(u)du(u)

~NBla ™ +m, —
p(d) = p(c) + p(b) — [ su)du(u)

Preuve :

Appliquons la formule des probabilités totales :
Pr{N(d) - N(c) =k | N(b) — N(a) =m,T > b = 0}

= ZPr {N(d) - N(c) =k |N(—)—-N(b+)=jNb)—-N(a)=m,T >b=0}x
=0

X Pr{N(c=) - N(b+)=j|N®b)—-N(a) =m,T > b =0}

Suivant I’hypothese selon laquelle ¢(7) = 1 pour ¢ > b, et appliquant la proposition 6.4 :

Pr{N(d) — N(c) = k| N(c—)— N(b+) = j,N(b) — N(a) =m,T > b = 0}
=Pr{N(d) - N(c) =k | N(c—=)—N(a) =m, T > c = 0}
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T +m+j+k) (#(C) — 1" sudu(u) )”1+m+j( 1(d) — u(c) )k
Llat+m+ Dk \ ) = [ s@yduu) () = [ sdu)

De plus, toujours selon la proposition 6.4 :
Pr{N(c-) - N(b+) =k | N()—-N(a) =m,T > b =0}

_Fm1+m+prﬂﬂ_deWijﬂT () — u(b) T
et +m) jt \ u(e) = )" su)dpu(u) p(©) = [ sudu(u)

D’ou, en utilisant I’équation (4.2) :
Pr{N(d)— N(c) =k | N(b)— N(a) =m,T > b =0}

_Haﬂmﬂ%mmm_ﬂdeijm[ u(d) - p(e) TX
T T+ mk! | ) - [ sdu(u) pu(d) = [ s(u)du(u)
y i T ' +m+k+j) [ u(c) — u(b) ]j
H T +m+h)j! \ud) - [ sdu)
_naumﬁwmmm—ﬂqmwwj“”[ u(d) - () TX
T T mk {ud) - [ swdutw) pu(d) = [ s(u)du(u)

b —(a " +m+k)
Xb () — p(b) ]

a

u(d) — [ s (w)du(u)
T +m+k) ( pb) = [ ydu(u) ]a‘“" X
Tla" +m) k! u(d) — pe) + p(b) — [ s(u)dpa(u)

X( () ) ]k
u(d) = p(c) + p(b) = [ su)dpu(u)

6.3 Probabilité de maintien en service

Depuis le milieu des années 90, la prise de conscience des gestionnaires de réseaux et des
maitres d’ouvrages de la nécessité d’une bonne gestion patrimoniale de ces infrastructures s’est
accompagnée d’un débat opposant les tenants d’une stratégie de renouvellement des canalisa-
tions assurant le maintien d’un 4ge moyen pour la population des conduites, aux tenants d’une
stratégie de renouvellement a minima, n’assurant le remplacement que des seules canalisations
manifestant des défaillances répétées. Il nous parait clair qu’on ne peut pas définir a priori un
age limite applicable a une catégorie de conduites, méme homogene en matériau et diametre,
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sans tenir compte des conditions dans lesquelles elles ont été, et seront, exploitées. Il semble en
outre légitime de garder en service des canalisations méme tres anciennes, des lors qu’elles ne
sont responsables ni d’interruptions de service a répétition, ni d’une dégradation de la qualité
de I’eau qu’elles transportent. La durée de maintien en service d’une canalisation résulte in fine
d’un choix du gestionnaire qui, a I’extréme, peut préférer conserver une conduite peu fiable au
détriment de la qualité du service qu’elle assure, ou au contraire remplacer « par sécurité » une
conduite saine mais considérée comme trop agée. A cet égard, le modele -LEYP peut nous
permettre d’estimer, au moins pour les catégories de conduites les plus anciennes, les fonctions
de survie résultant de la stratégie de renouvellement passée modélisée par la fonction ¢(z). Il
nous suffit pour cela d’établir la :

Proposition 6.6.

Pr{T > a} = (,U(a) - j(; §(u)d/1(u))

Preuve :

Considérons les instants O<a<b, et appliquons la proposition 6.1 :

a ' +k
Pr{T >a| N(b)- N(a) = k} = [ u(b) —a,u(a) +1 )
() — [ s(u)dpu(u)

Appliquons la formule des probabilités totales :

[e9)

Pr{T > a} = ZPr{T >a|N(b)—N(a) = k}Pr{N(b) — N(a) = k}

k=0
-1

i[ u(b) — (@) + 1 ] " r(a-1+k)( 1 )( u(b) - u(a) )’“

) - [ suydu) L@ Dk! \ub) @)+ 1) \u() — p(a) + 1
_ 1 " i [ +k)( pu(b) — p(a) ]k
ud) = [ sydu)) = T@ DR \ ) - [ s(u)dpu(u)

-1 1

. 1 ) [ ) - @ )
u(®) = [ s(u)du(u) u(®) = [ s(u)du(u)

— (@ - fo g(u)dﬂ(u))
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6.4 Forme analytique de ¢(¢7)

Nous nous trouvons maintenant confrontés au choix d’une forme analytique pour ¢(#). La
forme en double exponentielle :

(1) = exp(=exp(do + £11)),{o € R, {1 € R, (6.3)

a été retenue ; elle rend simplement compte de la tendance « naturelle » des gestionnaires de
réseaux a plutdt réparer les canalisations jeunes, et plutdot remplacer les canalisations anciennes
suite a leur défaillance. Le cas {; = 0 peut en outre €tre utile pour corriger le biais de survie
sélective dans un échantillon de canalisations suffisamment défaillantes pour que ce biais soit
sensible, mais trop jeunes pour que {; puisse €tre estimé correctement.

Comme nous le verrons au chapitre 8 la forme (6.3) permet de modéliser convenablement le
risque de défaillance des fontes grises, dont la période de pose couvre les années 1850 a 1970,
et dont la complexité du comportement est illustrée par la figure 8.1. La figure 6.1 porte les
courbes théoriques du taux de défaillance et de la probabilité de maintien en service en fonction
de I’age obtenues avec des valeurs de parametres typiques de celles observées pour la fonte
grise étudiée au chapitre 8 ; le cas particulier retenu pour cette figure est celui d’un trongon
de 100 m, de diametre 100 mm, posé apres 1945 et installé sous chaussée ; les parametres du
modeles -LEYP sont @ = 1.9, 6 = 1.2, 4y = -3.1, ; = 0.011 (an™!), By = -7.6, B, = 0.55,
B> = —0.0017 (mm™"), B3 = —0.75 (Pose 1850-1889), B4 = —0.52 (Pose 1890-1930), Bs = —0.67
(Pose 1931-1945) et 5 = 0.08 (Sous chaussée).

a=19,8=1.2,§=-3.1,4=0.011,ZB=-5.2
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Fic. 6.1 — Taux de défaillance et probabilité de maintien en service théoriques avec biais de
survie sélective

La courbe théorique du taux de défaillance en fonction de I’age résulte de la :
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Proposition 6.7. L’intensité non conditionnelle du {-LEYP est :

A(Du(r)de
u() = [ s(uydu(u)

E@N.() | N2(1-) = 0) =

Preuve :

E(dN.(2) | Na(1=) = 0)
=Pr{N.(t+dt) = N.(t) = 1 | Nx(1-) = 0}

soit en appliquant la proposition 6.4 aveca=b =t,c=t+dt,m=0:

LT+ s - [ sduw Ja[ (e + df) — ()

FD 1 @ +dn) = [7s@duw))  \p(+dn) = [76duu)
B a”'du()

() = [ s(w)du(u)
_ Aoude

H( = [ sdu(w) 0

La probabilité théorique de maintien en service est donnée par la proposition 6.6 de la sec-
tion 6.3.

L’effet remarquable de la survie sélective est que le taux de défaillance n’est plus monotone
croissant, mais peut décroitre au dela d’un certain age.

6.5 Vraisemblance du /-LEYP

Pour construire la fonction de vraisemblance des parametres d’un processus de comptage
avec censure a droite dépendante, nous allons considérer un processus bidimensionnel avec
deux types de défaillances :

— type 1 - défaillance suivie d’une réparation,

— type 2 - défaillance suivie de la mise hors service de la canalisation.

Notons respectivement N;(7) et N,(¢) les processus de comptage des deux types de dé-
faillances, et leur somme N.(f) = N;(t) + N,(¢). Nous considérons qu’a chaque défaillance
la probabilité que celle-ci soit de type 1 est ¢(¢), et 1 — ¢(¢) de type 2. Appelons {-LEYP le
processus LEYP bidimensionnel spécifié par la :

Définition 6.1. Le modele (-LEYP est défini par le systeme d’équations :

Vte R,,a € R}, () € [0, 1], A(r) € R}
Ni1(0) =0,N(0)=0
{ E(dN1(?) | Ni(1=), Na(1-)) = s(0)(1 = Na(1=))(1 + aN, (1-))A(r)dz
E (dN,(7) | Ni(1=), Na(1-)) = (1 = ¢())(1 = No(1-))(1 + aN(1-))A(0)ds
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Ce modele rend compte de 1’observation, qui par nature impose une intensité de défaillances
nulle apres la disparition de la canalisation.

Afin de construire la fonction de vraisemblance du vecteur 8 du modele {-LEYP connaissant
une séquence de défaillances observées aux instants ¢;, j € {1, ...,m} dans I'intervalle [a, b] (en
I’absence de défaillance, m = 0), nous avons besoin de calculer I’intensité conditionnelle du
processus N.() a tout instant ¢ € [a, b] connaissant le nombre de défaillances observées sur
[a, t[ et sachant que la défaillance la plus récente n’a pas entrainé la mise hors service de la
canalisation. Cette derniere condition s’écrit N,(1—) = 0 et assure en pratique que la canalisation
est encore observable juste avant 7.

Considérant une fonction ¢(#) continue, montrons la proposition suivante relative a la fonc-
tion d’intensité du {-LEYP :

Proposition 6.8. L’intensité conditionnelle d’'un {-LEYP a t, connaissant ses défaillances sur
la, t| et sachant qu’il est observable juste avant t, est :

VYt € la,b],Yk €{0,...,m},
(i) EWN.(5) | N.(t=) = N.(a) = k. Na(t-) = 0) = (o' + k) dIn (p(t) - f g‘(u)d,u(u))
0

(i) E@N;(®) | N(t=) = N.(a) = k, N,(t-=) = 0)
= ¢(HEN.(?) | N.(t—=) = N.(a) = k, No(t—=) = 0)
(1)) E(dNy(®) | N.(t=) = N.(a) = k, N,(t—=) = 0)
= (1 -¢(®)E(N.(¢) | N(t=) = N.(a) = k, N»(t—) = 0)

Preuve :

Concernant le point (i) :

E(N.(?) | N.(t=) = N.(a) = k, Nx(t—) = 0)
=Pr{N.(t+df) = N.(t) = 1 | N(t—=) = N.(a) = k, N,(t—) = 0}

soit en appliquant la proposition 6.4 avec b = t,c =t +dt :

_Te'+k+ 1| wO- fO“ swduu) ) o u(t + de) — u(o)

- T+l [u(t+ dn - [ g(u)du(u)] [u(t+ dn) - [ u)du(u)
du(?)

p0) = [ u)dpu)

= (@' +£)dIn (,m) - [ a g(u)dﬂ(u))
0

= (a_l + k)

Les points (ii) et (ii1) sont évidents de par la définition 6.1. O

En suivant I’exposé de [Andersen et al., 1993], la vraisemblance du vecteur de parametres
6 d’un {-LEYP connaissant ses défaillances dans [a, b] est donnée par la :
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Définition 6.2. la vraisemblance L(0) du vecteur de parametres 0 d’un {-LEYP, connaissant la
séquence de défaillances ((t;, N»(t;)) € [a,b], j € {1,...,m}) est :

L(0) = T( (1 = E(dN.(1) | N.(t=) = N.(a), Ny(t=) = 0))!72¥0 %

tela,b]

2
X l_[ E (dN,(®) | N.(t—) — N.(a), N,(t—) = O)ANh(t)

h=1

o : AN,(1) = Ny(1) — Ny(1-)

La vraisemblance L(6) peut €tre calculée grice a la proposition :

Proposition 6.9. la vraisemblance L(0) du vecteur de parametres 6 d’un {-LEYP, connaissant
la séquence de défaillances ((tj, No(t))) € [a,b], j € {1,...,m}) se calcule comme :

F(a‘l + m) (,U(Cl) - foa g‘(u)dy(u)) m

L) =« =
T(a! a al+m '
@ (1) - [ sdu)

A () ™01 = (1)

Preuve :
Calculons d’abord grace a la proposition 6.8 le produit des intensités aux instants ¢; :

2
T( —[ E (AN, () | N.(t=) = N.(a), No(t—) = 0)*¥

tela,b] h=1
2
]_[ E (AN, (1) | N.(1=) = N.(a), Ny(1—=) = 0)*M©
1 h=1
(@' + (j = D)ad(tu(t)s(t)' D (1 - ¢t
w(t)) = [ s)du(u)
_ T(e" + m) [1}5) Apue)s)' (1 = ¢ (1))
e L () = sdut)

Il
s T |z

1l
—_

J

Calculons ensuite le produit des probabilités de ne pas avoir de défaillance entre les ¢; :

T (1 CE(dN.() | N.(t=) = N.(@) Nx(t=) = 0)

t€la,b]

= ﬁ 7[ (1 —E(dN.(t) | N.(t=) = N.(a) = j,N,(t—) = 0))

J=0 t€ltjtj[

)I—AN.(I)
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|E

- exp(— f " EAN() | N(t=) = N.a) = j, No(t=) :0))
j=0 1

- exp(_ (@' + jpdIn (u) - fo g(u)dﬂ(u)))

j=0 g
ﬂ(mm—ﬁdwwmfﬂf
p(te) = [ s(u)du(u)

J=0

u@— [ sau)
- ( ’ ) [ (- f: S (u)du(u))
1

(1)~ [ ctodu) "

Et simplifions finalement par ]_[;”:1 (u(tj) - foa g(u)d,u(u)). O

6.6 Estimation des parametres d’un /-LEYP

L’estimation des parametres d’un /-LEYP en maximisant le logarithme de la vraisemblance
exprimée par la proposition 6.9 reste numériquement praticable par la méthode de Levenberg-
Marquardt évoquée en section 5.2. Cependant, le terme foa ¢(u)du(u) peut ne pas étre explicite-
ment calculable et doit donc étre approché par une quadrature, telle que celle de Gauss-Legendre
(voir [Abramowitz et Stegun, 1972]). Cela rend difficile le calcul explicite du vecteur gradient et
de la matrice hessienne ; ces quantités doivent donc étre estimées numériquement, par exemple
par la méthode des forward differences expliquée dans le chapitre relatif a la procédure de
SAS/STAT NLMIXED dans [SAS Institute Inc., 1999]. L’inconvénient de la mise en oeuvre de
ces approximations est la forte augmentation du temps de calcul, rangon du gain de souplesse
indéniable qu’elles introduisent dans la définition du modele.

6.7 Etude graphique de la log-vraisemblance du /-LEYP

Dans cette section, nous vérifions de fagcon graphique que la convexité de la fonction de log-
vraisemblance du {-LEYP est bien adaptée a la recherche de son maximum par une méthode
numérique de type quasi-Newton. Nous avons a cet effet généré un jeu de données aléatoires,
de description de canalisations et de dates de défaillance, pour 20 000 conduites posées entre
1900 et 2005, et observées entre le 1 janvier 1990 et le 31 décembre 2006. Par souci de sim-
plification, nous avons considéré le cas d’une covariable unique de type indicatrice, appelée
Z, dans la suite, prenant la valeur 1 dans un cas sur deux. Chaque défaillance simulée conduit
aléatoirement a une simple réparation de la conduite ou a sa mise hors service. Les parametres
choisis pour le /-LEYP générant les défaillances et les mises hors service sont :

a=+2.5
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0=+1.3
Lo =-3.0
4 =430
Bo =-0.5
B =+0.3

Ces valeurs sont « réalistes ». Elles sont par ailleurs adaptées a des durées exprimées en
siecles, unité de temps qui permet d’éviter les problemes numériques dans les calculs impliquant
la fonction u(f) = e*? (cf. équations (3.2) et (4.1)) avec I'intensité de Yule-Weibull-Cox définie
par 3.2, qui peut provoquer des débordements de réels en double précision de forme exp(#°).

6.7.1 Simulation de données

Le schéma porté a la figure 6.2 représente 1’algorithme de simulation du jeu de données. Les
données sont enregistrées dans deux fichiers : I’un pour la description des canalisations, I’autre
pour les dates de défaillance. Le fichier des canalisations porte un enregistrement par conduite
avec les champs suivants :

— identifiant de la conduite ;

— date de pose ;

— date de mise hors service ;

— valeur de Z;.

Le fichier des défaillances porte un enregistrement par défaillance avec les champs suivants :

— identifiant de la conduite ;

— date de défaillance.

Le programme informatique a été écrit en Java (Java™?2 Platform Standard Edition 5.0) ; il
y est fait usage de 4 séquences pseudo-aléatoires de distribution uniforme, désignées ci-apres
uj,j=1,...,4.

Pour chaque canalisation, le processus est initialisé par le choix de ’année de pose DP
comme un entier aléatoire #; uniformément distribué entre 1900 et 2005 (bornes incluses), et
par le choix de la valeur de la covariable Z; comme un entier aléatoire u, équiprobablement
distribué dans {0, 1}. Le processus se poursuit en générant des dates de défaillance successives
D, fonctions des réels u3 uniformément distribués dans [0, 1], selon la méthode exposée en sous-
section 5.3.2. Chaque date de défaillance comprise entre les dates de début d’observation DD
et de fin d’observation DF se traduit par un enregistrement dans le fichier des défaillances. Le
processus stoppe si I’'une des deux conditions suivantes est rencontrée :

— la date de défaillance simulée est postérieure a la date d’arrét des observations DF ;

— la défaillance entraine la mise hors service de la conduite, i.e. si le réel uy uniformément

distribué dans [0, 1] satisfait la condition u4 > ¢(D — DP) (cf. définition 6.1).

Dans le premier cas, un enregistrement est écrit dans le fichier descriptif des conduites, avec
une date de mise hors service laissée vide.

Dans le second cas :

— si la défaillance intervient avant le début de la fenétre d’observation, la mise hors ser-

vice suite a cette défaillance n’est pas observée, et aucun enregistrement concernant cette
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Initialisation
—> Enregistrement
DP = DP(1t)) =————p D =DW3)
_> Z1 — Z1 (MZ) Defalllance
J D < DD TO
DH =.
«—! pspr Y 4
Enregistrement
o p-pp)'Y
Canalisation uy > ¢(D = DP)
ujiid~U,j=1,...,4
DH =D DP : date de pose
+
) 1 D > DD 0 DD : date de début d’observation
Enregistrement
- DF : date de fin d’observation
Défaillance
D : date de défaillance
DH : date de mise hors service
Fenétre d’observation
DP DD D D DH DF dates

—k Je—O-----4

Fic. 6.2 — Organigramme de la simulation de données selon un /-LEYP




67

conduite n’est créé ;

— si la défaillance intervient dans la fenétre d’observation, elle est enregistrée dans le fichier
des défaillances, et un enregistrement est créé dans le fichier des canalisations avec une
date de mise hors service égale a celle de la défaillance.

6.7.2 Résultats de calage du -LEYP

Le jeu de données résultant concerne 18 815 conduites, 1 185 conduites sur les 20 000 consi-
dérées initialement ayant été mises hors service avant le début de la fenétre d’observation. Les
défaillances observées sont au nombre de 3 648, et concernent 2 872 trongons. La distribution
du nombre de défaillances observées par trongon est portée au tableau 6.1.

Nb défaillances = Nombre de Proportion

par trongon trongons (%)
0 15943 84.74
1 2293 12.19
2 431 2.29
3 109 0.58
4 29 0.16
5 10 0.05
Total trongons 18815 100.00
Total défaillances 3648

TaB. 6.1 — Distribution des nombres de défaillances par trongon

Les valeurs obtenues par maximisation de la vraisemblance pour les estimations des pa-
rametres d’un {-LEYP sur ce jeu de données artificielles sont portées au tableau 6.2. I1 est a
noter que les valeurs estimées sont tres proches des valeurs théoriques choisies pour les simu-
lations ; ces dernieres sont d’ailleurs toujours incluses dans les intervalles de confiance a 95 %
des valeurs estimées.

Remarque 6.2. Les simulations numériques ont été répétées un grand nombre de fois, avec
des jeux de parametres théoriques variés, que la maximisation de la vraisemblance permet
toujours de retrouver, avec un écart aléatoire minime. Cela autorise une certaine confiance
dans lutilisation de la procédure calculatoire d’estimation des paramétres du -LEYP. <

6.7.3 Etude graphique de la fonction de vraisemblance

Lallure de la fonction de vraisemblance est étudiée graphiquement a partir du jeu de don-
nées artificielles, en tracant, sous systeme R, pour chacun des parametres le graphe de la fonc-
tion dans un intervalle de valeurs du parametre concerné incluant la valeur optimale issue du
calage, les autres parametres restant fixés a leur valeur optimale. Ces graphes sont portés a la
figure 6.3. La valeur maximale prise par la log-vraisemblance sur ce jeu de données artificielles
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Paramdtre  Yaleur Valeur IC 95 % de la

théorique estimée valeur estimée
a +2.5 +2.390 [+2.145,+2.662]
0 +1.3 +1.334  [+1.284,+1.392]
& -3.0 -3.001 [-3.222,-2.780]
i +3.0 +2.996 [+2.715,+3.306]
Bo -0.5 -0.477 [-0.531,-0.422]
B +0.3 +0.299 [+0.245,+0.352]

TaB. 6.2 — Valeurs théoriques et estimées des parametres du J-LEYP étudié par simulations

numériques

est —3831.42. Les 6 graphes ont une forme nettement convexe. Le graphe afférent au parametre
o0, responsable de I’accroissement de I'intensité de défaillance avec 1’age de la canalisation,
montre un maximum sensiblement moins accusé que celui des autres parametres, suggérant
la possibilité de difficultés d’ajustement lorsque 1’effet du vieillissement est peu marqué, i.e.
lorsque ¢ est proche de 1 ; la suite du présent travail devrait ainsi inclure une étude de sensibilité
relative a I’écart a la valeur 1 qu’il est possible de mettre en évidence pour ce parametre, en

fonction du nombre de défaillances observées dans le jeu de données.
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Chapitre 7

Introduction

Nous nous proposons d’illustrer I’intérét de 1’ utilisation du modele LEYP, pour analyser des
données de maintenance de canalisations en vue d’établir des priorités de renouvellement, en
nous appuyant sur les données du réseau de distribution d’eau potable d’une grosse collectivité
urbaine du nord de la France. Ce site d’étude permet d’éprouver les performances prédictives du
modele LEYP sur de gros échantillons de canalisations, présentant une large variété de caracté-
ristiques (matériaux, diametres, ages, efc.). Nous avons choisi de stratifier I’étude des casses par
matériau, en considérant a priori que chaque type de matériau réagit de facon propre aux agres-
sions physico-chimiques de son environnement, et que cela doit se traduire par des plages de
valeurs spécifiques pour les parametres d’un {-LEYP. Les cinq principaux types de matériaux
représentés dans cette étude sont :

— la fonte grise,

— la fonte ductile,

I’acier,
le béton ame-tdle,
le polyéthylene haute densité (PEHD).

La figure 7.1 porte la distribution des linéaires pour ces matériaux. Nous avons choisi de
centrer nos applications numériques sur les deux sortes de fontes, qui représentent pres de 80 %
du linéaire du réseau.

La chronique de défaillances disponible couvre exhaustivement les années 1995 a 2006.
Nous avons choisi d’utiliser les neufs premieres années 1995 a 2003 de cette série pour caler
chacun des modeles (par matériau), puis de calculer les nombres attendus de défaillances pour
chaque conduite et de comparer ces prédictions aux nombres de défaillances réellement obser-
vés sur les trois dernieres années 2004 a 2006, en utilisant la méthode de validation décrite en
section 5.5.

7.1 Les troncons

L’individu statistique considéré est le trongon, i.e. ’ensemble des tuyaux unitaires, assem-
blés par des joints, homogenes en matériau, diametre et date de pose, et formant un segment de
réseau généralement délimité a ses deux extrémités par des organes de sectionnement (vannes).
Le troncon est le composant élémentaire du réseau de canalisations ; sa description est dispo-
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Fig. 7.1 — Distribution des linéaires par matériau

nible dans une base de données du Systeme d’Information Géographique (SIG), tenue a jour
par le service gestionnaire du systeme de distribution d’eau potable. Parmi les éléments des-
criptifs du trongon, certains sont considérés a priori comme €tant potentiellement explicatifs du
niveau de risque de défaillance ; la pertinence de I'utilisation de ces facteurs de risque comme
covariables du modele est éprouvée par la méthode explicitée a la section 5.2.

7.2 Les défaillances

En accord avec les responsables techniques chargés de la gestion patrimoniale du réseau
d’eau étudié, sont indifféremment considérées comme défaillances :

— les fuites manifestes en surface,

— et les fuites non manifestes réparées suite a une campagne de recherche active,
qu’elles surviennent :

— sur corps de conduite,

— ou sur joint.

La répartition détaillée des défaillances par type est donnée pour chaque matériau étudié au
chapitre le concernant.

L’indicateur de fiabilité d’un linéaire de canalisation le plus utilisé en pratique est le taux de
défaillance. Ce dernier est le plus souvent abusivement dénommé taux de casses, mais comme
nous le verrons aux chapitres 8 et 9, la rupture du corps de la conduite n’est pas le seul type de
défaillance possible. Cet indicateur est défini comme le nombre de défaillances survenant dans
un intervalle de temps suffisamment court rapporté a la longueur de cet intervalle et au linéaire
des canalisations concernées, et généralement exprimé en nombre de défaillances par km et par
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an. La question de I’influence du vieillissement sur le taux de défaillances étant centrale dans
notre travail, nous illustrons plus loin par des graphes par matériau la relation entre le taux de
défaillances et 1’4ge des canalisations. La méthode utilisée pour estimer empiriquement le taux
de défaillances fait 1’objet de la sous-section 7.2.1.

7.2.1 L’estimation du taux de défaillance empirique

L’estimateur empirique classiquement utilisé pour étudier 1’adéquation d’un processus de
comptage théorique « modele » aux chroniques de défaillances observées sur une collection
d’individus est celui de Nelson-Aalen, exposé dans [Andersen et al., 1993], que nous redéfi-
nissons cependant ici comme le nombre cumulé W(¢) de défaillances par unité de longueur de
trongcon en fonction de 1I’age, et a le comparer a E¥(7), la quantité équivalente estimée par le
modele. Il convient ici de souligner que nous diftérons de la pratique classique en ce que les
nombres de défaillances sont rapportés au linéaire de canalisations exposées au risque, plutot
qu’au nombre d’individus a risque ; cela ne change rien aux propriétés statistiques de 1’estima-
teur, car le linéaire exposé au risque ne differe du nombre d’individus a risque que par un facteur
d’échelle non aléatoire.

Considérons un n-échantillon de canalisations, de longueurs /;, dont les fonctions de comp-
tage sont notées N;(f), observées sur les intervalles d’ages [a;, b;]. Chaque trongon est observé
défaillir m; fois (m; peut €tre nul) aux instants #;,i = 1,...,n,j = 1,...,m;, réalisations des
variables aléatoires T7;;. Si tous les a; étaient nuls, nous aurions :

Vt € [0, m_’élx(bi)] :

noom; n -1
¥(r) = ;;I(qj < t)(;l(bi > t)ll-]

et

n n -1
EY¥Y(r) = Z EN;(n1 (a; <t < b)) (ZI(CI, <t<b) l,)
i=1 i=1

Du fait que a; n’est nul que pour une petite minorité de trongons, posés apres le début de
la fenétre d’observation du réseau, la seule quantité directement accessible est la différence
Ni(t) — Ni(a;), qui ne dépend donc pas seulement de 1’age du troncon mais aussi de I’age en
début de fenétre d’observation, variable selon les troncons ; ¥(¢) ne peut donc pas étre calculé.

Il est cependant possible de contrdler I’adéquation du modele sur I’estimation du taux de
défaillances empirique en fonction de 1’age des canalisations, calculée en lissant les incréments
de I’estimateur de Nelson-Aalen W() par un noyau d’Epanechnikov, suivant en cela les recom-
mandations de [Andersen et al., 1993]. Le lissage permet de produire une estimation annuelle
du taux de défaillance malgré la rareté des défaillances a cette échelle de temps. La largeur de
bande At choisie pour la fonction noyau est de 4 ans. La fonction noyau d’Epanechnikov est
définie par :

Kx) =075(1-x)I(xI< 1), xeR
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Nous calculons donc les incréments lissés 1/7(t) de ‘i’(t) comme :

(1) = [Z ,2 K(t ;:”’)] (Zl(a,- <t<by l,-)

ainsi que leur variance :

noom n -2
Var (lﬁ(l)) = [Z Z K? (%)J (Z I(a; <t<b)) li) (A2
i=1 Jj=1 i=1

[’adéquation du modele aux observations de défaillances pourra étre controlée en comparant
graphiquement i(¢), assorti d’un intervalle de confiance basé sur Var (@(r)), a Ey(r) calculé
comme :

1
(Aan™

n n -1
Elﬂ(l‘) = Z Ele(t)I (a; <t<b) [ZI((I, <t<b) ll)
i=1 i=1

La comparaison peut aussi étre effectuée par rapport a I’espérance conditionnelle de y(¢) :

n n -1
E() | N(-) = ) E@Ni(0) | Nit=-) T(a; < 1 < by) (ZI(ai <t<b) ll-]
i=1 i=1

7.2.2 Le taux de défaillance annuel moyen observé

Le taux moyen annuel de défaillance est porté, pour tous les matériaux confondus, au tableau
7.1. Ce taux moyen est ici simplement calculé comme le nombre total de défaillances observées
une année donnée rapporté au linéaire de réseau en service cette année la. Le climat est suspecté
d’étre largement responsable de la forte variation inter-annuelle observée (du simple au double).

7.3 Les canalisations mises hors service

Chaque année une petite fraction du linéaire du réseau est mise hors service, et le plus sou-
vent remplacée par des canalisations neuves. Deux causes principales sont traditionnellement
distinguées comme déterminant la mise hors service d’une conduite :

— les travaux de voirie,

— les défaillances a répétition de la conduite.

Les travaux de voirie peuvent :

— nécessiter le déplacement de la conduite (par exemple, en cas d’installation d’un tram-

way),

— ou inciter, voire contraindre, le gestionnaire du réseau d’eau a s’assurer qu’aucune inter-

vention sur la conduite ne sera nécessaire 2 moyen terme.

Les défaillances a répétition entrainent :

— une dégradation marquée de la qualité de service pour les usagers dont I’approvisionne-

ment en eau dépend de la conduite considérée,

— des travaux de réparation occasionnant a leur tour leur lot de nuisances aux riverains ou

au trafic.
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Contrairement a la mise hors service pour cause de défaillances répétées, la mise hors ser-
vice pour cause de travaux de voirie pourrait étre a priori considérée comme non informative
au regard du processus de défaillances. Il convient cependant de remarquer que les défaillances
répétées d’une conduite et les travaux qu’elles génerent se traduisent immanquablement par une
détérioration de la chaussée, et incitent in fine les services de la voirie a décider la rénovation
de la voie. Par ailleurs, confronté a une décision de rénovation prise par le service de la voirie,
le gestionnaire du service d’eau doit souvent décider s’il en profite ou non pour remplacer la
conduite qui dessert la voie concernée ; I’occurrence d’une défaillance dans un passé proche
(dans les cinq dernieres années) incite généralement au remplacement. La distinction entre les
deux causes de mise hors service d’une conduite est donc loin d’étre évidente, et la mise hors
service doit souvent étre considérée comme informative, justifiant ainsi de toujours tenter en
premiere approche de caler un {-LEYP plutot qu’un LEYP simple, quitte a revenir dans un
second temps sur cette hypothese, si les parametres { s’averent €tre non significatifs.

Les mises hors service annuelles de conduites, en moyenne de 1’ordre de 0.35 % du linéaire,
sont portées, pour tous les matériaux confondus, au tableau 7.1. Ce tableau laisse aussi appa-
raitre une croissance marquée du réseau (une trentaine de km par an) du fait de la densification
et de I’expansion du tissu urbain.

Remarque 7.1. Dans la base de données utilisée, seule |’année de mise hors service du tron-
con est reportée, la date précise n’étant pas archivée au jour prés. Les mises hors service de
canalisations, principalement aux fins de renouvellement a l’identique et plus rarement de redi-
mensionnement, font ’objet de travaux décidés annuellement et programmés indépendamment
de la réparation des défaillances. Le cadre théorique du modele {-LEYP, qui considere qu’une
défaillance entraine soit une réparation soit une mise hors service, est une simplification de la
réalité qui conduit a substituer a la date de mise hors service la date de la défaillance la plus
récente, ou a défaut de défaillance dans la fenétre d’observation, le 31 décembre de I’année de
mise hors service portée dans la base de données. A

7.4 Les covariables disponibles

Nous pouvons distinguer deux grandes catégories de covariables :

— celles dites « générales »,

— et celles dites « locales ».

Les covariables générales sont définies dans quasiment tous les service d’eau de la méme
facon et leur disponibilité dans la base de données « trongons » du service gestionnaire est
presque toujours assurée. Celles considérées dans notre application sont :

— le type de matériau,

— la longueur,

— le diametre,

— la profondeur d’installation,

— la cote altimétrique.

Contrairement aux covariables générales, la définition des covariables locales et leur dis-
ponibilité refletent largement la culture technique du service gestionnaire ; ce sont pour cette
étude :

— la période de pose,
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— le type de joints entre tuyaux élémentaires,
— le type d’occupation du sol au dessus de la canalisation,
— le type d’encaissant.

Remarque 7.2. L’utilisation de covariables locales compromet la transposabilité du modele
d’un site a I’autre, y compris au sein d’une méme aire géographique. Cela n’enléve cependant
rien a son intérét pour une utilisation locale. 1l est par ailleurs loin d’étre évident qu’un modeéle
n’utilisant que des covariables générales soit « brutalement » transposable d’un service ou il a
été calé, a un autre. <

Remarque 7.3. [l est a noter que nous ne disposons pas dans cette étude de covariables dé-
crivant la pression de service de la canalisation, ni le trafic dans la voie sous laquelle elle est
installée. <

7.4.1 Lalongueur du tron¢on

La longueur du trongon est éminemment variable, de quelques décimetres, a plusieurs cen-
taines de metres, avec une distribution proche de la Loi de Pareto (la densité de probabilité a
une allure dite «en i»), qui varie en outre selon le matériau. S’il est « naturel » de penser que
le nombre de défaillances par unité de temps doit augmenter avec la longueur du trongon, il est
cependant loin d’étre évident que la relation soit proportionnelle. Nous verrons plus loin que
le taux de défaillance est plutot proportionnel a une puissance de la longueur, variable selon le
matériau, tournant toujours grossierement autour de 0.5. Il est donc important de noter que 1’ex-
pression quasi-universellement utilisée en pratique de la fiabilité d’une canalisation, a savoir le
« taux de défaillance » exprimé en nombre de défaillances par unités de temps et de longueur,
n’est pas indépendante de la longueur de la canalisation.

7.4.2 Le diametre des tuyaux

Il s’agit pour la plupart des matériaux du diametre intérieur du tuyau, a I’exception notable
du PEHD ou il est d’'usage d’afficher le diametre extérieur. Le diametre est une caractéristique
quantitative de la canalisation qui varie de facon discrete. Si on observe le plus souvent que le
taux de défaillance tend a baisser lorsque le diametre croit, la relation n’est pas forcément pro-
portionnelle, ni completement monotone. Il semble a I’usage pertinent de grouper les diametres
voisins en classes consistantes, et d’utiliser comme covariables les indicatrices de ces classes.
La distribution du diametre est trés variable selon le matériau.

7.4.3 La profondeur d’installation

Bien que la profondeur techniquement conseillée se situe entre 0.80 et 1.20 m, cette carac-
téristique apparait comme tres variable sur le service étudié. Un nombre non négligeable de
canalisations se trouvent en outre a la surface du sol ou au dessus, installées sur berceaux dans
des ouvrages d’art (ponts, galeries). Il ne parait raisonnable d’envisager un effet de ce facteur
sur le taux de défaillance que pour les canalisations enterrées ; il semble alors pertinent de parti-
tionner I’intervalle de variation de la profondeur, et d’utiliser comme covariables les indicatrices
des classes obtenues.
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7.4.4 La cote altimétrique

La zone géographique desservie par le réseau d’eau étudié se situe dans une plage d’alti-
tudes allant de 105 m a 245 m au dessus du niveau de la mer. Comme en témoigne la figure
7.2, I’altitude 120 m est largement la mieux représentée. On peut s’attendre a priori a ce que
I’altitude influe sur le régime de pression de service des canalisations, et donc indirectement sur
leur risque de défaillance ; il est toutefois difficile de préjuger de la forme du lien éventuel, le
réseau comportant plusieurs paliers de pression. La encore, nous procéderons en partitionnant
I’intervalle de variation de I’altitude, puis en utilisant comme covariables les indicatrices des
classes obtenues. La topographie en plaines et coteaux parfois pentus fait que la distribution de
I’altitude est multimodale et déséquilibrée, induisant des regroupements en classes de largeurs
hétérogenes. L altitude n’étant pas renseignée dans le SIG pour 283 trongons, soit environ 12
km de canalisations, la valeur modale a été substituée a I’information manquante.

7.4.5 La période de pose

Pour un méme matériau, il est possible de distinguer des plages temporelles au sein des-
quelles la technologie de fabrication ou d’installation des tuyaux peut €tre considérée comme
homogene. L’exemple de la fonte grise discuté plus loin au chapitre 8 illustre bien I’impact de
la période de pose sur la fiabilité des conduites, avec en particulier les taux de défaillance élevés
observés pour les conduites posées durant le boom de la reconstruction apres la seconde guerre
mondiale.

Il est pertinent d’effectuer des regroupements d’années de pose et d’introduire leurs indica-
trices dans le modele. Il faut cependant veiller a ne considérer qu’un petit nombre de périodes
larges afin de ne pas masquer I’effet de I’age. La figure 7.3 porte pour I’ensemble des matériaux
la distribution des années de pose groupées en quinquennats.

7.4.6 Le type d’encaissant

Nous pouvons distinguer, compte tenu des tailles d’échantillons disponibles les cinq caté-
gories suivantes :

— sol compacté,

— sol naturel,

— appui ou remblai béton,

— tubage,

— hors sol.

La catégorie « sol compacté » est la plus fréquente quel que soit le matériau; elle ré-
sulte d’une pose en tranchée ouverte, sans constitution d’un lit de pose particulier, suivie d’un
remblayage avec compactage en couches successives du remblai. La catégorie « sol naturel »
concerne principalement le cas (peu fréquent) des canalisations en PEHD et en béton ame-t6le
posées avec une technique dite « sans tranchée » (micro-tunnelage par exemple). La catégorie
« appui ou remblai béton » se rencontre avec tous les matériaux étudiés, et résulte d’un instal-
lation en tranchée ouverte avec constitution d’un lit de pose en béton, voire d’un remblayage
complet avec du béton. La catégorie « tubage » est tres minoritaire, et concerne des canalisations
en fonte ductile et en PEHD posées a I’intérieur d’une canalisation préexistante (le plus souvent
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Année Longueur Longueur mise % de mise Nb de Taux de

réseau (km) hors service (km) hors service défaillances défaillances
1995 7871.7 20.3 0.258 732 0.093
1996 7926.7 234 0.295 1429 0.180
1997 7981.0 31.0 0.388 1384 0.173
1998 8020.6 29.8 0.372 1098 0.137
1999 8056.4 28.5 0.354 1053 0.131
2000 8097.2 26.4 0.326 808 0.100
2001 8146.0 28.1 0.345 1153 0.142
2002 8177.5 27.4 0.336 1060 0.130
2003 8218.4 29.3 0.356 1454 0.177
2004 8249.0 32.1 0.389 1157 0.140
2005 8279.4 34.1 0.412 1391 0.168
2006 8272.2 20.4 0.246 1033 0.125

Tas. 7.1 — Linéaire (km) mis hors service et défaillances annuellement observés tous matériaux
confondus

Nb trongons = 212932 - Linéaire total = 8200 km

Altitude (m)
110 120 130 140 150 160 170 180 190 210 220 240

T T T T T l
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Proportion du linéaire

Fic. 7.2 — Distribution de 1’ altitude des canalisations (arrondie a la dizaine)
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en fonte grise). Les canalisations posées hors sol sont tenues par des berceaux, des colliers, ou
bien reposent sur dalle béton ou sur pieux. Les indicatrices des catégories les plus consistantes
sont utilisées comme covariables.

7.4.7 Le type de joints

Les modalités de cette caractéristique dépendent fortement du matériau. Les distributions
correspondantes sont données plus loin dans les sections relatives aux modeles par matériaux.
Les fuites aux joints représentent une fraction non négligeable des défaillances, de 5 % pour la
fonte grise a 65 % pour le béton ame tole.

7.4.8 Le type d’occupation du sol

Le type d’occupation du sol caractérise I’environnement proche de la canalisation. Pour les
canalisations enterrées, cela renseigne sur le risque d’exposition aux vibrations et contraintes de
charges imposées par le trafic de véhicules au dessus du trongon. Le tableau 7.2 porte les propor-
tions du réseau concernées par ces emplacements. Dans la suite et pour des raisons de consis-
tance, les types « parking ou esplanade », « voie ferrée », « transversal a une voie », « place » et
« périphérie d’une place » sont regroupés avec « chaussée », les types « accotement » et « 1lot
central » avec « trottoir » ; les types restants (y compris le type inconnu, heureusement trés peu
représenté), censés €tre relatifs a une exposition tres faible au trafic sont regroupés dans la ca-
tégorie « hors trafic ».

7.4.9 Les valeurs manquantes

Ce probleme concerne essentiellement les types de joints et d’occupation du sol pour des
canalisations remplacées au cours de la fenétre d’observation. Selon le matériau, les valeurs
manquantes ont été€ remplacées par le type dominant d’occupation du sol, et par le type dominant
de joints compte tenu de la période de pose.

7.5 La sélection des covariables

La méthode retenue pour sélectionner le jeu de covariables pertinentes consiste a caler un
modele avec I’ensemble des covariables disponibles, puis a caler un nouveau modele apres
élimination de la moins significative parmi les covariables non significatives, pour un seuil
d’erreur de premiere espece que nous avons fixé a 0.2 (i.e. 20 % de risque de se tromper en
rejetant a tort I’hypothése nulle « 8; = 0 »), et a itérer ce processus d’élimination descendante
jusqu’a obtention d’un jeu de covariables toutes significatives.
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Fic. 7.3 — Distribution des quinquennats de pose

Occupation du sol Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire
Chaussée 122339 57.38 4407.3 53.67
Trottoir 70683 33.15 3245 39.52
Propriété privée 2475 1.16 119.7 1.46
Parking ou esplanade 2760 1.29 119.2 1.45
Transversal a une voie 7074 3.32 73.3 0.89
Chemin 768 0.36 62.4 0.76
Voie piétonne 768 0.36 394 0.48
Espace vert 784 0.37 33.6 0.41
Ilot central 1861 0.87 29.6 0.36
Accotement 353 0.17 15.8 0.19
Périphérie d’une place 871 0.41 15.7 0.19
Place 780 0.37 14.1 0.17
En ouvrage d’art 412 0.19 12.7 0.15
Autre 717 0.34 12.7 0.15
Inconnu 151 0.07 6.4 0.08
Voie ferrée 218 0.1 4.1 0.05
Position verticale 201 0.09 1 0.01
Total 213215 100.00 8212.2 100.00

Tas. 7.2 — Distribution des types d’occupation du sol



Chapitre 8

Le modele fonte grise

La fonte grise est le matériau le plus anciennement posé en réseaux de distribution d’eau
potable. Elle a été fabriquée jusqu’en 1965, date a laquelle la fonte ductile lui a été substituée.
La pose de fonte grise a cependant pu perdurer jusqu’au début des années 70, en raison des
stocks constitués par les services des eaux. Le tableau 8.1 porte la distribution des périodes de
pose ; Les deux grosses vagues d’équipement des années 30 et 60 sont bien marquées.

Année de pose Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

1850-1890 1268 1.63 70.6 2.00
1891-1905 3045 3.92 152.5 4.33
1906-1915 3864 4.98 193.8 5.50
1916-1925 3338 4.30 156.1 4.43
1926-1935 26088 33.61 1269.0 35.99
1936-1945 6990 9.01 331.7 9.41
1946-1955 6929 8.93 313.5 8.89
1956-1965 18458 23.78 739.6 20.98
1966-1971 7634 9.84 299.2 8.49
Total 77614 100.00 3526.1 100.00

Tas. 8.1 — Distribution des classes d’années de pose des canalisations en fonte grise

8.1 Les défaillances

La répartition des défaillances par type est portée au tableau 8.2. En considération de la re-
marque 7.1, il serait hasardeux de rechercher sur ces données un lien entre le type de défaillance
et la probabilité de mise hors service.

La figure 8.1 porte, en trait grisé continu, le graphe du taux de défaillances empirique (esti-
mateur de Nelson-Aalen lissé par un noyau d’Epanechnikov présenté en sous-section 7.2.1) en
fonction de 1’age des canalisations en fonte grise. La relation n’est pas monotone, et suggere de
distinguer les tranches d’ages :

81
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Type de défaillance % en effectif % en linéaire
Rupture circulaire 66.72 66.51
Rupture longitudinale 11.61 11.11
Eclat 9.75 9.88
Piqire 6.12 6.38
Joint 5.22 5.36
Autre 0.57 0.76

10308 défaillances typées sur 11 300 observées

Ta. 8.2 — Distribution des types de défaillances des canalisations en fonte grise

— 25-60 ans,
— 60-100 ans,
100-120 ans,

— 120-140 ans,
qui correspondent aux quatre « générations » définies par les périodes de pose :

— 1850-1889,

— 1890-1930,

— 1931-1945,

— 1946-1970.

La relation semble conforme au modele puissance du temps pour la seconde génération, a
I’exception des cohortes extrémes, représentées par des linéaires tres faibles et qui exhibent un
comportement plus chaotique. Il convient de noter le mauvais comportement des fontes posées
apres la seconde guerre mondiale, bien que caractérisées par une €paisseur régulicre due a la
technique de moulage par centrifugation ; les deux générations les plus anciennes (1850-1889
et 1890-1930) étaient moulées par simple coulage, et donc plus irrégulieres en épaisseur ; la
génération 1931-1945 marque le début de la technique de moulage par centrifugation. La pictre
qualité des fontes grises fabriquées pendant les années de forte activité de (re-)construction
d’apres 1945, tient sans doute pour une part a une moindre qualité des minerais, mais aussi a la
tendance a produire des épaisseurs plus fines que lorsqu’on entendait compenser 1’irrégularité
d’épaisseur obtenue par moulage par une paroi globalement plus épaisse. La génération de fonte
grise la plus ancienne semble présenter un taux de défaillances croissant avec 1’age jusqu’a
110 ans, puis au contraire décroissant nettement avec 1’age, comportement vraisemblablement
explicable par le phénomene de la survie sélective. La remontée apparente du taux de défaillance
empirique au dela de 135 ans est sans doute un artefact di a la forte raréfaction du linéaire
observé a cet age.

Les tableaux 8.3 et 8.4 portent respectivement pour les fontes grises produites avant et apres
1945 les distributions des nombres de défaillances observées par trongon entre 1995 et 2006,
et ce pour les trongons encore en service fin 2006, les troncons mis hors service et I’ensemble.
Les défaillances concernent globalement moins de 14 % des troncons. 5.46 % des tron¢ons sont
mis hors service entre 1995 et 2006, ce taux étant beaucoup plus élevé, 18.22 %, pour les fontes
grises les plus anciennes. Il apparait que les mises hors service concernent statistiquement plus
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les trongons ayant subi au moins une défaillances depuis 1995. Nous voyons ici a 1’oeuvre le
mécanisme de génération du biais de survie sélective. Ces données justifient le choix fait pour
la forme analytique de ¢(#) exposée en section 6.4.

Nb défaillances Trongons non  Trongons mis Tous

par trongon mis hors service  hors service trongons

0 40780 9145 2120 78.03 42900 90.68
1 3074 6.89 297 1093 3371 7.13
2 543 1.22 163 6.00 706 1.49
3 136 0.30 77 2.83 213 0.45
4 40 0.09 35 1.29 75 0.16
5 12 0.03 15 0.55 27 0.06
6 4 0.01 6 0.22 10 0.02
7 3 0.01 1 0.04 4 0.01
8 0 0.00 2 0.07 2 0.00
9 0 0.00 1 0.04 1 0.00
10 1 0.00 0 0.00 1 0.00
Total trongons 44593 100.00 2717 100.00 47310 100.00
Total défaillances 4 843 1137 5980

Tas. 8.3 — Distribution des nombres de défaillances par tron¢on en fonte grise posée avant 1945

Nb défaillances Trongons non Trongons Tous
par trongon mis hors service mis hors service trongons
Eff. %  Eff. % Eff. %
0 29456  89.30 1136 74.59 30592  88.65
1 2734 829 214 14.05 2948 8.54
2 580 1.76 97 6.37 677 1.96
3 152 0.46 44 2.89 196 0.57
4 39 0.12 17 1.12 56 0.16
5 15 0.05 9 0.59 24 0.07
6 6 0.02 6 0.39 12 0.03
7 2 0.01 0 0.00 2 0.01
Total trongons 32984 100.00 1523 100.00 34507 100.00
Total défaillances 4631 689 5320

Tas. 8.4 — Distribution des nombres de défaillances par trongon en fonte grise posée apres 1945

Le tableau 8.5 porte les mises hors service et défaillances annuelles. Matériau majoritaire
en linéaire sur le réseau, la fonte grise détient aussi le « record » des mises hors service (avec le
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plus souvent remplacement par de la fonte ductile, et dans une moindre mesure par du PEHD)
et du taux de défaillances. Les mises hors service sont en outre tres ciblées sur les troncons
subissant des défaillances répétées. 1l est de plus vraisemblable que la pression de mise hors
service sur les plus défaillants se soit accrue au cours de la fenétre d’observation, puisque se
trouvant facilitée par la mise en place de I’archivage électronique des données de maintenance
et leur couplage avec le SIG.

Année Longueur Longueur mise % de mise Nb de Taux de

réseau (km) hors service (km) hors service défaillances défaillance
1995 3853.8 16.2 0.421 584 0.152
1996 3837.6 21.9 0.571 1163 0.303
1997 3815.7 26.5 0.694 1185 0.311
1998 3789.2 27.8 0.733 935 0.247
1999 3761.4 25.6 0.681 888 0.236
2000 3735.8 23.6 0.631 671 0.180
2001 3712.2 24.0 0.648 972 0.262
2002 3688.2 25.5 0.693 879 0.238
2003 3662.6 26.2 0.716 1164 0.318
2004 3636.4 29.7 0.817 948 0.261
2005 3606.7 27.9 0.774 1086 0.301
2006 3578.8 16.6 0.464 825 0.231

Tag. 8.5 — Linéaire (km) mis hors service et défaillances annuellement observés pour les tron-
cons en fonte grise

8.2 Les covariables

La figure 8.2 porte la fonction de répartition de la longueur des trongons en fonte grise ; la
queue de distribution (derniers 10 %) est omise, car la distribution est nettement en «i» : 40 %
des trongons mesurent moins de 10 m , et 50 % moins de 20 m.

Les valeurs de diametre sont regroupées en sept classes, dénommées d’apres le diametre
majoritaire, et sa distribution est portée au tableau 8.6. Les diametres compris entre 80 et 150
mm représentent 83 % du linéaire. Les diametres 300 mm et plus ne concernent pas des cana-
lisations de distribution, mais de transport de 1’eau entre un point de production et un point de
stockage ; ces feeders ne sont pas fragilisés par la présence de piquages de branchements par-
ticuliers, et ont une paroi d’une épaisseur qui leur permet de supporter des pressions élevées ;
leur taux de défaillance est en conséquence toujours tres bas.

La distribution des types de joints est portée au tableau 8.7. La population se partage gros-
sierement en deux tiers de joints coulés (technique ancienne du matage au plomb) et un tiers de
joints express non vissés (technique prévalant apres la seconde guerre mondiale).

Comme en témoigne le tableau 8.8, la profondeur de pose est peu variable, essentiellement
située entre 1.10 et 1.20 m.
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Fic. 8.2 — Fonction de répartition de la longueur des trongons en fonte grise

Diametre (mm) Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

60 4 685 6.04 236.5 6.71
80 11116 14.32 561.2 15.92
100 43 657 56.25 1933.1 54.82
150 10474 13.49 433.1 12.28
200-250 5840 7.52 262.5 7.45
300-800 1842 2.37 99.6 2.83
Total 77614 100.00 3526.1 100.00

Ta. 8.6 — Distribution des classes de diametres des canalisations en fonte grise

Joints Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire
Coulé 46 266 59.61 2250.6 63.83
Express non vissé 30645 39.48 1242.6 35.24
Gibault 689 0.89 324 0.92
Autre 14 0.02 0.6 0.02
Total 77614 100.00 3526.1 100.00

Tag. 8.7 — Distribution des types de joints sur canalisations en fonte grise
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Profondeur (m) Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

0.0-0.8 135 0.17 54 0.15
0.9-1.0 3621 4.67 2353 6.67
1.1-1.2 73659 94.9 32734 92.83
1.3-2.0 65 0.08 3 0.09
2.1-4.0 52 0.07 2.8 0.08
4.1-50.8 48 0.06 5.1 0.14
Hors Sol 34 0.04 1 0.03
Total 77614 100.00 3526.1 100.00

TaB. 8.8 — Distribution des profondeurs de pose des canalisations en fonte grise

Le tableau 8.9 montre que I’occupation du sol au dessus des canalisations se partage essen-
tiellement entre la chaussée et le trottoir.

Occupation du sol  Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

Trottoir 31786 40.95 1892.1 53.66
Chaussée 44945 57.91 1580.6 44.83
Autre 883 1.14 53.4 1.51
Total 77614 100.00 3526.1 100.00

Tag. 8.9 — Distribution des types d’occupation du sol au dessus des canalisations en fonte grise

La technique de pose est quasi-exclusivement (99.91 % du linéaire) de type traditionnel. Le
remblai en sol compacté représente 99.83 % du linéaire. Le tableau 8.10 porte la distribution de
I’altitude des conduites.

Altitude Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

105-114 11169 14.39 589.2 16.71
115-124 38785 49.97 1683.3 47.74
125-154 15500 19.97 693.6 19.67
155-174 8091 10.42 364.2 10.33
175-244 4069 5.24 195.9 5.55
Total 77614 100.00 3526.1 100.00

Ta. 8.10 — Distribution de I’altitude des canalisations en fonte grise
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8.3 Diagnostic de la qualité d’ajustement du modele

Les valeurs des parametres du modele {-LEYP calées sur les défaillances observées du
01/01/1995 au 31/12/2006 sont portées au tableau 8.11, assorties de leur écart type d’estimation,
de la valeur prise en référence pour le test d’hypothese nulle, de la statistique de chi carré et de
sa probabilité de dépassement (cf. 5.2.2).

La qualité d’ajustement du modele aux données peut €tre diagnostiquée graphiquement en
examinant la figure 8.1 qui superpose les taux de défaillance théorique et empirique selon 1’age.
La qualité d’ajustement est globalement satisfaisante, mais tend a se dégrader au dela de 100
ans, alors que les linéaires observés s’amenuisent fortement ; la courbe du taux de défaillance
théorique sort cependant peu de I’intervalle de confiance du taux empirique lissé.

Libellé Valeur estimée  Ecart type  Référence x? Pr > )

Alpha +1.9080e+00  6.4032e-02 0.0 2.6595e+03  0.000000
Delta +1.1838e+00 6.2498e-02 1.0 1.0932e+04 0.000000
Zeta0 -3.0855e+00  9.7316e-02 —00 5.1230e+04 0.000000
Zetal +1.0722e-02  1.3890e-03 0.0 4.4801e+02 0.000000
Intercept -7.5783e+00  2.6745e-01 0.0 8.0288e+02 0.000000
In(Longueur) +5.5189%-01  9.2245e-03 0.0 3.5795e+03  0.000000
Diametre -1.7020e-03  1.6044e-04 0.0 1.1253e+02 0.000000

Pose 1850-1889  -7.5021e-01  7.3112e-02 0.0 1.0529¢+02 0.000000
Pose 1890-1930  -5.1766e-01  3.9072e-02 0.0 1.7554e+02 0.000000
Pose 1931-1945  -6.7031e-01  3.3792e-02 0.0 3.9347e+02 0.000000
Sous chaussée +8.1884e-02  1.3764e-02 0.0 3.5393e+01 0.000000

Tas. 8.11 — Fonte grise - Parametres du {-LEYP calés sur les observations du 01/01/1995 au
31/12/2006

La comparaison portée au tableau 8.12 des nombres totaux de défaillances, prédit et observé,
pour la période de calage 1995 a 2006, montre une tendance significative a la surestimation de
4.7 %.

Période Nb troncons Tot. obs.  Tot. préd. 1C95
[01/01/1995,31/12/2006] 81824 11274  11809.229 [11521.871,12096.587]

TaB. 8.12 — Fonte grise - Comparaison des totaux observés et prédits

8.4 Probabilité de maintien en service apres défaillance

La mise en oeuvre de la correction du biais de survie sélective telle qu’exposée au chapitre
6, montre une baisse tres hautement significative avec 1’age de la probabilité de maintien en
service apres défaillance ; I’effet des parametres ¢, et {; est visualisé a la figure 8.3.
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Fic. 8.3 — Probabilité de maintien en service apres défaillance des canalisations en fonte grise

8.5 Effet des covariables

Avec un parametre @ proche de 2, la fonte grise manifeste une nette tendance des dé-
faillances a s’accumuler sur les mémes troncons, comportement donc tres éloigné du NHPP.
L’effet de 1’age est plus discret, avec un 6 un peu inférieur a 1.2; ce résultat est cependant
compatible avec le fait que des fontes grises installées en environnement peu stressant puissent
sembler quasiment « immortelles », a 'image de celles qui alimentent les grandes eaux du Cha-
teau de Versailles depuis 1680.

Le tableau 8.13 porte les risques relatifs déduits des parametres du modele, portés au tableau
8.11, assortis de leur intervalle de confiance a 95 %. L’effet de la longueur du troncon apparait
tres proche de celui observé habituellement dans ce type d’étude, a savoir un accroissement
du risque proportionnel a la racine carrée de la longueur du trongon (cf. [Le Gat et Eisenbeis,
2000]) ; ainsi, un accroissement de la longueur de la conduite de 50 % se traduit théorique-
ment par un accroissement du risque instantané de défaillance de 25 %. L’effet proportionnel
du diametre, pris ici comme un facteur de risque continu, est trés hautement significatif’; un
accroissement de 100 mm du diametre réduit le risque de 16 %. Les générations technologiques
de fonte grise sont prises en compte par les variables indicatrices des périodes de pose 1850-
1889, 1890-1930 et 1931-1945 (la période 1946-1970 est prise en référence) ; la troisieme est
caractérisée par I’innovation du moulage par centrifugation au début des années 30, celle de
référence par les fabrications d’apreés-guerre, massives et a colit trés contraint. Par rapport a la
période de référence, les périodes 1850-1889, 1890-1930 et 1931-1945 manifestent des gains de
fiabilité, avec des réductions du risque de 53 %, 40 % et 49 %, qui expliquent bien la premiere
« bosse » observée autour d’un age de 50 ans (référence) a la figure 8.1. L’installation sous
chaussée semble accroitre de facon trés hautement significative le risque de 9 %, par rapport a
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une situation de référence trés majoritairement sous trottoir.

Covariable Risque relatif IC95 %
Longueur (x1.5) 1.251 [1.242,1.260]
Diametre (+ 100 mm) 0.843 [0.817,0.870]
Pose 1850-1889 0.472 [0.409,0.545]
Pose 1890-1930 0.596 [0.552,0.643]
Pose 1931-1945 0.512 [0.479,0.547]
Sous chaussée 1.085 [1.056,1.115]

Ta. 8.13 — Risques relatifs associés aux covariables du modele fonte grise

8.6 Performance prédictive des modeles /-LEYP et NHPP

Comme expliqué a la section 5.5, I’étude de la performance prédictive du modele peut s’ef-
fectuer par validation, en calant les parametres sur les neuf premieres années de la chronique des
défaillances, puis en comparant les prédictions du modele aux défaillances réellement observées
sur les trois dernieres années de la chronique. Nous avons de plus choisi de faire cet exercice en
parallele pour le modele {-LEYP et pour le modele NHPP, auquel sa tres large utilisation dans
I’étude pratique des événements répétés confere le statut de « modele de référence ».

8.6.1 Calage des modeles ,-LEYP et NHPP

Le tableau 8.14 porte les valeurs des parametres du modele {-LEYP calées sur les dé-
faillances observées du 01/01/1995 au 31/12/2003, assorties de leur écart type d’estimation,
de la valeur prise en référence pour le test d’hypothese nulle, de la statistique de chi carré et de
sa probabilité de dépassement (cf. 5.2.2).

De méme, le tableau 8.15 porte les valeurs des parametres du modele NHPP. La comparai-
son avec les parametres du {-LEYP montre que le 6 du NHPP est bien plus élevé, ce qui est
logique puisque toute la dynamique des défaillances repose sur lui, alors qu’elle est partagée
avec « dans le cas du J-LEYP. Les signes des 8 sont les mémes entre les deux modeles, alors
que les |8| du NHPP sont tous sensiblement plus €levés ; le rapport entre |3, j > 1 et |Bo| reste
cependant a peu pres le méme pour un j donné entre les deux modeles.

8.6.2 Diagnostic de la qualité d’ajustement des modeles /-LEYP et NHPP

Le tableau 8.16 porte, pour les modeles {-LEYP et NHPP, la comparaison des nombres de
défaillances observés et prédits sur les fenétres de calage (du 01/01/1995 au 31/12/2003) et de
validation (du 01/01/2004 au 31/12/2006).

Le modele {-LEYP manifeste une tendance légere mais significative a surestimer de 3.3 %
les défaillances dans la fenétre de calage. Cela peut étre dii a I’incapacité du modele dans sa
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Libellé Valeur estimée  Ecart type  Référence X Pr > y?

Alpha +2.1266e+00  8.3289e-02 0.0 2.0363e+03 0.000000
Delta +1.1770e+00  6.7199e-02 1.0 7.9887e+03  0.000000
Zeta0 -3.1166e+00  1.0684e-01 —00 4.1046e+04 0.000000
Zetal +1.2425e-02  1.5207e-03 0.0 4.7203e+02 0.000000
Intercept -7.5347e+00  2.8082e-01 0.0 7.1989¢+02 0.000000
In(Longueur) +5.3107e-01  1.0107e-02 0.0 2.7607e+03 0.000000
Diametre -1.4347e-03  1.7330e-04 0.0 6.8538e+01 0.000000
Pose 1850-1889  -6.9679¢-01  8.0200e-02 0.0 7.5485e+01 0.000000
Pose 1890-1930  -5.1185e-01  4.2630e-02 0.0 1.4417e+02 0.000000
Pose 1931-1945  -6.8133e-01  3.7270e-02 0.0 3.3419e+02  0.000000
Sous chaussée +9.8543e-02  1.5397e-02 0.0 4.0961e+01 0.000000

TaB. 8.14 — Fonte grise - Parametres du {-LEYP calés sur les observations du 01/01/1995 au

31/12/2003

Libellé Valeur estimée  Ecart type  Référence x? Pr > )

Delta 119812400 7.6512¢-02 1.0 6.1525¢+04 0.000000
Intercept -1.1502e+01  3.2346e-01 0.0 1.2645e+03  0.000000
In(Longueur) +8.4488e-01  1.0731e-02 0.0 6.1988e+03 0.000000
Diametre -2.4152e-03  2.4142e-04 0.0 1.0009e+02 0.000000
Pose 1850-1889  -1.2527e+00  1.0874e-01 0.0 1.3271e+02  0.000000
Pose 1890-1930  -8.8300e-01  5.7957e-02 0.0 2.3212e+02  0.000000
Pose 1931-1945  -1.1712e+00  4.8069e-02 0.0 5.9360e+02 0.000000
Sous chaussée +1.7377e-01  2.2462e-02 0.0 5.9849¢+01 0.000000

TaB. 8.15 — Fonte grise - Parametres du NHPP calés sur les observations du 01/01/1995 au
31/12/2003



92

forme actuelle a prendre en compte I’effet des campagnes de recherche active de fuite, qui gé-
nerent des réparations de défaillances avant que ces dernieres ne se manifestent d’elles méme ;
cet effet d’anticipation des défaillances géne le calage du modele car I’effort de recherche de
fuites n’est pas uniforme dans le temps et, en particulier, peut voir son intensité varier nota-
blement d’une année sur I’autre. Sur la fenétre de validation le biais de prédiction est un peu
inférieur a 2 % et non significatif.

Le tableau 8.16 traduit la capacité du modele NHPP a prédire sans biais le nombre global
de défaillances dans la fenétre de calage, mais a surestimer légerement, mais significativement,
les prédictions dans la fenétre de validation.

Nous pouvons donc considérer que les deux modeles {-LEYP et NHPP ont tous deux une
qualité d’ajustement satisfaisante sur les périodes de calage et de validation choisies.

Période Nb troncons Nb défaillances IC95
{-LEYP  8703.4 [8469.5,8937.3]
1995 — 2003 81824 NHPP 8420.5 [8240.6,8600.3]

Observation 8421

{-LEYP 2910.7 [2798.7,3022.7]
2004 — 2006 78618 NHPP 2984.9 [2877.8,3092.0]
Observation 2 854

TaB. 8.16 — Comparaison des nombres de défaillances observés et prédits pour la fonte grise
avec les modele -LEYP et NHPP

8.6.3 Validation

Les prédictions de défaillances des canalisations en fonte grise entre le 01/01/2004 et le
31/12/2006, calculées grace au modele calé sur les défaillances observées du 01/01/1995 au
31/12/2003, sont comparées aux défaillances réellement observées sur la méme période aux fins
de validation du pouvoir prédictif des modeles {-LEYP et NHPP. La courbe de performance pré-
dictive obtenue conformément a la méthode présentée en sous-section 5.5.1 est portée en figure
8.4. Les résultats un peu décevants (aire sous la courbe de 0.642) en détection des trongons les
plus a risque, mais cependant supérieurs au NHPP (aire sous la courbe de 0.591), tiennent sans
doute a la focalisation des efforts de renouvellement de canalisations consentis lors de la décen-
nie écoulée sur ce matériau par le gestionnaire du réseau ; il est vraisemblable que la poursuite
de cette stratégie aboutisse en quelques années a I’élimination quasi-totale des canalisations
susceptibles de manifester des défaillances répétées, rendant ainsi inutile 1’utilisation de ce type
de modele pour prioriser les renouvellements annuels sur ce matériau ; le modele gardera ce-
pendant tout son intérét pour simuler 1’effet a long terme de différents efforts de renouvellement
sur la fiabilité globale d’une population de troncons.

Aux conditions actuelles le modele {-LEYP permet cependant encore d’orienter les renou-
vellements sur les troncons les plus a risque, comme en témoigne le tableau 8.17 portant les

/////

avait été renouvelée, en supposant le renouvellement prioritaire des troncons que le modele
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classe comme étant les plus a risque. La performance du NHPP apparait trés sensiblement en
retrait sur celle du -LEYP.

% linéaire renouvelé 0.1 05 10 5.0

-LEYP 04 23 3.6 14.1
NHPP 02 1.1 17 74

% défaillances évitables avec

TaB. 8.17 — Proportions de défaillances évitables pour une proportion donnée de linéaire de
fonte grise renouvelée selon les modeles {-LEYP et NHPP

La figure 8.5 permet de visualiser plus globalement, pour les 5 % du linéaire les plus a risque
(respectivement au sens du {-LEYP et du NHPP), la supériorité de la performance prédictive
du -LEYP sur le modele de référence.



94

Fonte grise — Calage 1995-2003 vs validation 2004-2006

0.14

—— Observation LEYP
Observation NHPP

0.10
|

0.08
|

Nombre cumulé relatif de défaillances
0.04
|

0.02
|

0.00
|

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Linéaire relatif classé par taux de défaillances théorique décroissant

Fic. 8.5 — Performance prédictive du modele fonte grise pour les 5 % du linéaire les plus a risque



Chapitre 9

Le modele fonte ductile

Utilisée depuis le milieu des années 60, la fonte ductile se substitue progressivement a la
fonte grise au gré des renouvellements des trongons. Le tableau 9.1 porte la distribution des
périodes (quinquennales) de pose.

Année de pose Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

1965-1970 3032 3.55 120.9 3.98
1971-1975 17636 20.63 683.1 22.49
1976-1980 18467 21.60 694.2 22.86
1981-1985 15202 17.78 534.8 17.61
1986-1990 15150 17.72 491.7 16.19
1991-1995 9454 11.06 297.3 9.79
1996-2000 3929 4.60 125.3 4.13
2001-2006 2625 3.07 89.8 2.96
Total 85495 100.00 3037.1 100.00

TaB. 9.1 — Distribution des quinquennats de pose des canalisations en fonte ductile

9.1 Les défaillances

La répartition des défaillances par type est portée au tableau 9.2. Cette répartition apparait
assez proche de celle de la fonte grise (tableau 8.2), avec cependant environ 5 % de moins
pour les ruptures circulaires (la fonte ductile a une meilleure résistance mécanique), au profit
des piqlires de corrosion et des fuites aux joints. En considération de la remarque 7.1, il serait
hasardeux de rechercher sur ces données un lien entre le type de défaillance et la probabilité de
mise hors service.

La figure 9.1 porte les graphes des taux de défaillance empirique (Nelson-Aalen lissé) et
théorique ({-LEYP) en fonction de I’age. Ce matériau est d’utilisation somme toute récente ; un
linéaire de 200 km a été posé depuis 1995, dont la fenétre d’observation permet de suivre les

95
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Type de défaillance % en effectif % en linéaire
Rupture circulaire 61.15 60.62
Rupture longitudinale 11.60 11.75
Eclat 10.38 10.71
Piqlire 8.76 8.91
Joint 7.54 7.36
Autre 0.57 0.66

1233 défaillances typées sur 1408 observées

TaB. 9.2 — Distribution des types de défaillances des canalisations en fonte ductile

défaillances depuis la pose. Les défaillances « juvéniles » (i.e. survenant dans les mois suivant
la pose) n’apparaissent cependant pas nettement sur la figure 9.1, a cause du lissage pratiqué
sur le taux de défaillance empirique. Bien que restant toujours modeste, le taux de défaillance
augmente nettement comme une puissance de 1’age. Il est difficile de départager les effets du
biais de survie sélective de ceux du tres faible linéaire observé dans 1’explication de 1’amorce
de baisse du taux de défaillances empirique au dela de 34 ans.

Le tableau 9.3 portant la distribution des nombres de défaillances observées par troncon
entre 1995 et 2006, et ce pour les trongons encore en service fin 2006, les trongons mis hors
service et I’ensemble, laisse apparaitre que les défaillances concernent globalement moins de
2 % des trongons ; cela illustre bien le gain plus que sensible de fiabilité par rapport a la fonte
grise ; seulement 0.53 % des trongons sont d’ailleurs mis hors service entre 1995 et 2006. I1
apparait cependant que les mises hors service concernent statistiquement plus les trongons ayant
subi au moins une défaillance depuis 1995. Les données de défaillances sur fonte ductile ne sont
sans doute donc pas indemnes d’un certain biais de survie sélective.

Nb défaillances Troncons non  Trongons mis Tous
par trongon mis hors service  hors service trongons
Eff. % Eff. % Eff. %
0 84371 98.64 416 91.83 84787 98.61
1 1018 1.19 17 375 1035 1.20
2 117 0.14 10 221 127 0.15
3 21 0.02 5 1.10 26 0.03
4 5 0.01 4 0.88 9 0.01
5 0 0.00 1 0.22 1 0.00
Total trongons 85532 100.00 453 100.00 85985 100.00
Total défaillances 1335 73 1408

TaB. 9.3 — Distribution des nombres de défaillances par trongon en fonte ductile
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Le tableau 9.4 porte les mises hors service et défaillances annuelles.

Année Longueur Longueur mise % de mise Nb de Taux de

réseau (km) hors service (km) hors service défaillances défaillances
1995 2847.3 2.0 0.069 81 0.028
1996 2882.8 1.1 0.039 157 0.054
1997 2916.4 2.5 0.087 99 0.034
1998 2936.1 1.7 0.059 102 0.035
1999 2948.6 1.9 0.065 98 0.033
2000 2963.9 1.4 0.047 80 0.027
2001 2981.6 33 0.110 108 0.036
2002 2993.0 0.9 0.030 107 0.036
2003 3009.6 2.0 0.068 162 0.054
2004 3023.0 1.3 0.044 114 0.038
2005 3038.8 2.6 0.087 190 0.063
2006 3042.1 2.9 0.097 110 0.036

TaB. 9.4 — Linéaire (km) mis hors service et défaillances annuellement observés pour les cana-
lisations en fonte ductile

9.2 Les covariables

Les classes de diametres, dont la distribution est portée au tableau 9.5, sont identiques a
celles considérées pour la fonte grise, a ’exception de la quasi-absence du 60 mm, et de la
faible présence du 80 mm (regroupés avec les 100 mm).

Diametre (mm) Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

080-100 44580 52.14 1469.0 48.37
125-150 16219 18.97 594.5 19.57
200-250 15756 18.43 589.7 19.42
300-800 8940 10.46 384.0 12.64
Total 85495 100.00 3037.1 100.00

Tas. 9.5 — Distribution des classes de diametres des canalisations en fonte ductile

La distribution des types de joints est portée au tableau 9.6. Le type automatique non vissé
est trés majoritaire.

La technique traditionnelle de pose concerne 99.2 % des troncons et 99.5 % du linéaire.
98.6 % des trongons, soit 99.3 % du linéaire, sont installés en remblai compacté. Le tableau 9.7
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Joints Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire
Express non vissé 39941 46.72 1525.6 50.23
Automatique non vissé 44277 51.79 1471.5 48.45
Automatique vissé 645 0.75 24.6 0.81
Express vissé 285 0.33 12.7 0.42
Gibault 110 0.13 1.2 0.04
A bride 206 0.24 0.8 0.03
Autre 31 0.04 0.6 0.02
Total 85495 100.00 3037.1 100.00

TaB. 9.6 — Distribution des types de joints sur canalisations en fonte ductile

porte la distribution des altitudes des canalisations en fonte ductile ; la moitié se situe autour de
120 m.

Altitude (m) Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire

105-114 11216 13.12 441.4 14.53
115-124 44260 51.77 1451.6 47.8
125-154 14 898 17.43 538.3 17.72
155-174 10216 11.95 384.3 12.65
175-244 4905 5.74 221.5 7.29
Total 85495 100.00 3037.1 100.00
Total 85495 100.00 3037.1 100.00

Tas. 9.7 — Distribution des altitudes des canalisations en fonte ductile

Comme en témoigne le tableau 9.8, la profondeur de pose est peu variable, trés majoritaire-
ment entre 90 cm et 1 m.

9.3 Diagnostic de la qualité d’ajustement du modele

Un premier modele {-LEYP complet, (i.e. avec a, 6, {, et {; laissés libres) a été recherché en
éliminant pas a pas de facon descendante les covariables non significatives au seuil de 20%. 11
est cependant apparu que {; était peu significatif dans le modele final, conséquence de I’emploi
relativement récent de la fonte ductile, et donc du peu de recul quant a I’influence de 1’age sur
la décision de renouvellement en cas de défaillance. Le modele a donc été réajusté en fixant
{1 = 0. Le tableau 9.9 porte les valeurs finalement estimées pour les parametres, assorties de
leur écart type d’estimation, de la valeur prise en référence pour le test d’hypothese nulle, de la
statistique de chi carré et de sa probabilité de dépassement (cf. 5.2.2). La probabilité de maintien
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Profondeur Effectif % en effectif Linéaire (km) % en linéaire
0.0-0.8 283 0.33 11.3 0.37
0.9-1.0 81141 9491 2874.0 94.63
1.1-1.2 3032 3.55 115.5 3.80
1.3-2.0 209 0.24 10.4 0.34
2.1-4.0 205 0.24 9.8 0.32
4.1-28.1 180 0.21 11.5 0.38
Hors Sol 445 0.52 4.7 0.15
Total 85495 100.00 3037.1 100.00

Tas. 9.8 — Distribution des profondeurs de pose des canalisations en fonte ductile

en service suite a une défaillance est estimée a exp(— exp(—3.6375)) = 0.9740 avec un intervalle

de confiance a 95% de [0.9643,0.9811].

Libellé Valeur estimée  Ecart type  Référence X’ Pr > y?
Alpha +6.4851e+00  6.0863e-01 0.0 3.9609¢+02 0.000000
Delta +1.3527¢+00 8.3217e-02 1.0 2.0363e+03  0.000000
Zeta0 -3.6375e+00  1.6426e-01 —00 1.8771e+03  0.000000
Zetal +0.0000e+00 0.0

Intercept -9.2417e+00  3.8606e-01 0.0 5.7306e+02  0.000000
In(Longueur) +6.0583e-01  2.2424e-02 0.0 7.2996e+02  0.000000
Diam. 100 +1.0979¢+00 1.2638e-01 0.0 7.5470e+01  0.000000
Diam. 150 +1.0050e+00  1.3298e-01 0.0 5.7116e+01 0.000000
Diam. 200 +2.9392e-01  1.4893e-01 0.0 3.8950e+00 0.048429
Joint auto. non vissé ~ -3.7100e-01  7.0401e-02 0.0 2.7771e+01 0.000000
Technique tradition.  -1.1823e+00  2.6482e-01 0.0 1.9932e+01  0.000008
Sol compacté -4.6956e-01  2.7883e-01 0.0 2.8359%¢+00 0.092180
Altitude 110 -2.0439¢-01  7.5319e-02 0.0 7.3642e+00 0.006654
Prof. hors sol -1.1287e+00  4.8786e-01 0.0 5.3531e+00 0.020686

TaB. 9.9 — Fonte ductile - Parametres du {-LEYP calés sur les observations du 01/01/1995 au
31/12/2006

La valeur tres basse de By (—9.24), en comparaison de celle observée pour la fonte grise
(—7.58), confirme I’opinion favorable qu’ont en général les fontainiers et les canalisateurs de la
fiabilité de la fonte ductile. Cependant le facteur de vieillissement ¢ affiche dans notre étude une
valeur élevée suggérant que ce matériau pourrait ne pas vieillir aussi bien que la fonte grise. La
valeur tres élevée du facteur de Yule « traduit la tres forte agrégation des défaillances sur un
faible % des trongons, ce qui permet de tempérer ce pronostic un peu sombre ; le renouvellement
rapide d’un petit nombre de troncons tres a risque devrait permettre d’assurer une bonne fiabilité
pour la population ainsi sélectionnée.



101

La comparaison portée au tableau 9.10 des nombres totaux de défaillances, prédit et observé,
pour la période de calage 1995 a 2006, montre une tendance peu marquée et non significative a
la surestimation de 1.9 %.

Période Nb trongons Tot. obs.  Tot. préd. IC95
[01/01/1995,31/12/2006] 85947 1404  1430.469 [1325.146,1535.793]

Tag. 9.10 — Fonte ductile - Comparaison des totaux observés et prédits

9.4 Effet des covariables

Le tableau 9.11 porte les risques relatifs afférents aux covariables conservées comme si-
gnificatives. L’effet de la longueur du trongon apparait, comme pour la fonte grise, tres proche
de celui observé habituellement dans ce type d’étude ; ainsi, un accroissement de la longueur
de la conduite de 50 % se traduit théoriquement par un accroissement du risque instantané de
défaillance de 28 %. Les classes de diametres ont un effet prépondérant, avec une tendance mar-
quée défavorable aux diametres faibles (100 et 150 mm). Le joint automatique non vissé parait
réduire le risque de défaillances d’environ 30% par rapport au joint express. La technique de
pose traditionnelle semble réduire nettement (69 %) le risque par rapport a la pose en fourreau
ou en tubage. L’encaissant en sol compacté semble réduire sensiblement le risque (37 %) par
rapport a la présence d’un lit de pose en béton ; cette observation quelque peu contre intuitive
s’explique sans doute par la propension du service gestionnaire a opter pour le lit de pose en
béton dans les situations a hauts risques de stress mécanique pour les conduites. Les situations
topographiques les plus basses (altitude autour de 110 m) semblent aussi réduire un peu le risque
(18 %). Les canalisations situées hors sol présentent enfin un risque nettement moindre (68 %)
relativement a celles qui sont enterrées.

Covariable Risque relatif 1C95%
Longueur (x1.5) 1.278 [1.256,1.301]
Diametre 100 mm 2.998 [2.340,3.841]
Diameétre 150 mm 2.732  [2.105,3.545]
Diametre 200 mm 1.342 [1.002,1.796]
Joint Automatique Non Vissé 0.690 1[0.601,0.792]
Pose traditionnelle 0.307 [0.182,0.515]
Sol compacté 0.625 10.362,1.080]
Altitude 110 m 0.815 [0.703,0.945]
Hors sol 0.323 [0.124,0.842]

TaB. 9.11 — Risques relatifs associés aux covariables du modele fonte ductile
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9.5 Performance prédictive des modeles -LEYP et NHPP

L’étude de la performance prédictive du modele est effectuée par validation, en calant les
parametres sur les neuf premicres années de la chronique des défaillances, puis en comparant
les prédictions du modele aux défaillances réellement observées sur les trois dernieres années
de la chronique. Nous avons mené cet exercice en parallele pour le modele J-LEYP et pour le
modele NHPP pris comme référence.

9.5.1 Calage des modeles ,-LEYP et NHPP

Le tableau 9.12 porte les valeurs des parametres du modele -LEYP calées sur les dé-
faillances observées du 01/01/1995 au 31/12/2003, assorties de leur écart type d’estimation,
de la valeur prise en référence pour le test d’hypothese nulle, de la statistique de chi carré et de
sa probabilité de dépassement (cf. 5.2.2).

Libellé Valeur estimée  Ecart type  Référence X’ Pr > y?
Alpha +6.9295¢+00 8.3431e-01 0.0 2.4324e+02 0.000000
Delta +1.4233e+00 1.0060e-01 1.0 1.8632e+03 0.000000
Zetal -3.4958e+00  1.8245e-01 —00 1.5306e+03 0.000000
Zetal +0.0000e+00 0.0

Intercept -9.4798e+00  4.5462e-01 0.0 4.3481e+02 0.000000
In(Longueur) +6.1032e-01  2.6626e-02 0.0 5.2543e+02 0.000000
Diam. 100 +1.0567e+00 1.4640e-01 0.0 5.2100e+01 0.000000
Diam. 150 +9.3077e-01  1.5469e-01 0.0 3.6205e+01  0.000000
Diam. 200 +2.4505e-01  1.7387e-01 0.0 1.9863e+00 0.158725
Joint auto. non vissé ~ -3.5040e-01  8.6502e-02 0.0 1.6409¢+01 0.000051
Technique tradition.  -1.3047e+00  2.7898e-01 0.0 2.1869e+01 0.000003
Sol compacté -3.8326e-01  2.9670e-01 0.0 1.6686e+00 0.196451
Altitude 110 -1.2494e-01  8.5869e-02 0.0 2.1171e+00 0.145663
Prof. hors sol -1.4591e+00  6.8302e-01 0.0 4.5638e+00 0.032654

Tag. 9.12 — Fonte ductile - Parametres du J-LEYP calés sur les observations du 01/01/1995 au
31/12/2003

De méme, le tableau 9.13 porte les valeurs des parametres du modele NHPP. La comparai-
son avec les parametres du {-LEYP montre, a I’instar de la fonte grise, que le 6 du NHPP est
sensiblement plus élevé. Les signes des 5 sont les mémes entre les deux modeles, alors que les
|| du NHPP sont tous sensiblement plus élevés, de méme que les rapports entre |3,], j > 1 et |5y
Il semble donc qu’ici le {-LEYP atténue sensiblement 1’effet des covariables comparativement
au NHPP.

9.5.2 Diagnostic de la qualité d’ajustement des modeles /-LEYP et NHPP

Le tableau 9.14 porte, pour le modele {-LEYP, la comparaison des nombres de défaillances
observés et prédits sur les fenétres de calage et de validation. Le modele manifeste une tendance
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Libellé Valeur estimée  Ecart type  Référence X’ Pr > y?

Delta +1.7643e+00 1.1041e-01 1.0 3.8277e+03  0.000000
Intercept -1.0137e+01  5.0489¢-01 0.0 4.0313e+02 0.000000
In(Longueur) +7.5338e-01  2.7996e-02 0.0 7.2413e+02  0.000000
Diam. 100 +1.3370e+00 1.5898e-01 0.0 7.0719e+01 0.000000
Diam. 150 +1.1876e+00 1.6932e-01 0.0 4.9189¢e+01 0.000000
Diam. 200 +3.4611e-01  1.8882e-01 0.0 3.3598e+00 0.066805

Joint auto. non vissé  -3.1743e-01 9.9726e-02 0.0 1.0132e+01 0.001457
Technique tradition.  -2.4823e+00  3.0095e-01 0.0 6.8033e+01 0.000000

Sol compacté -3.5076e-01  3.2915e-01 0.0 1.1356e+00 0.286589
Altitude 110 -1.7711e-01  9.8452e-02 0.0 3.2362e+00 0.072027
Prof. hors sol -2.4390e+00  7.2314e-01 0.0 1.1376e+01 0.000744

Tas. 9.13 — Fonte ductile - Parametres du NHPP calés sur les observations du 01/01/1995 au
31/12/2003

légere non significative a surestimer de 2.5 % les défaillances dans la fenétre de calage (du
01/01/1995 au 31/12/2003). Sur la fenétre de validation (du 01/01/2004 au 31/12/2006) le biais
de prédiction est de -3.7 % et non significatif.

Le tableau 9.14 traduit la capacité du modele NHPP a prédire sans biais le nombre global de
défaillances dans la fenétre de calage, mais a sousestimer 1égerement et non significativement
de 5.4 % les prédictions dans la fenétre de validation.

Nous pouvons donc considérer que les deux modeles {-LEYP et NHPP ont tous deux une
qualité d’ajustement satisfaisante sur les périodes de calage et de validation choisies.

Période Nb troncons Nb défaillances I1C95
,-LEYP 1014.7 [919.7,1109.7]
1995 — 2003 84731 NHPP 989.9  [928.3,1051.6]

Observation 990

{-LEYP 395.8 [355.3,436.2]
2004 — 2006 84421 NHPP 388.8 [350.1,427.4]
Observation 411

TaB. 9.14 — Comparaison des nombres de défaillances observés et prédits pour la fonte ductile
avec les modele {-LEYP et NHPP

9.5.3 Validation

Les prédictions de défaillances des canalisations en fonte ductile entre le 01/01/2004 et
le 31/12/2006, calculées grace au modele calé sur les défaillances observées du 01/01/1995
au 31/12/2003, sont comparées aux défaillances réellement observées sur la méme période aux
fins de validation du pouvoir prédictif des modeles {-LEYP et NHPP. La courbe de performance
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prédictive obtenue conformément a la méthode présentée en sous-section 5.5.1 est portée a la
figure 9.2 ; la performance des deux modeles, comparativement a ce qui est observé pour la
fonte grise, est sensiblement plus élevée.

o Fonte ductile — Calage 1995-2003 vs validation 2004-2006 .
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FiG. 9.2 — Performance prédictive du modele fonte ductile

Le modele {-LEYP permettrait d’orienter efficacement les renouvellements sur les troncons
les plus a risque, comme en témoigne le tableau 9.15 portant les proportions de défaillances
qui auraient été évitées si la proportion correspondante du linéaire avait été renouvelée, en
supposant le renouvellement prioritaire des trongons que le modele classe comme étant les plus
a risque. Comme pour la fonte grise, la performance du NHPP apparait nettement en retrait sur
celle du /-LEYP.

% linéaire renouvelé 0.1 0.5 1.0 5.0

-LEYP 12 54 10.0 24.6
NHPP 00 12 34 1638

% défaillances évitables avec

TaB. 9.15 — Proportions de défaillances évitables pour une proportion donnée de linéaire de
fonte ductile renouvelée selon les modeles {-LEYP et NHPP

La figure 9.3 récapitule graphiquement, pour les 5 % du linéaire les plus a risque (respecti-
vement au sens du /-LEYP et du NHPP), la supériorité de la performance prédictive du {-LEYP
sur celle du NHPP.
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Fig. 9.3 — Performance prédictive du modele fonte ductile pour les 5 % du linéaire les plus a
risque



Chapitre 10

Conclusion et perspectives

La premiere partie de ce travail, consacrée a des développements théoriques, a montré com-
ment 1’extension linéaire du processus de Yule permet de construire un processus stochastique
de comptage proche a bien des points de vue du NHPP, mais doté d’une mémoire des événe-
ments passés. Les distributions binomiales négatives, marginale et conditionnelle, de la fonction
de comptage du LEYP ont été établies, offrant la possibilité d’effectuer des calculs de prédic-
tions faciles a mettre en oeuvre. Une version du modele LEYP, basée sur la fonction d’intensité
dite de Yule-Weibull-Cox, a été particulicrement étudiée, dans 1’optique de son application aux
données de défaillances de canalisations d’eau. Ce modele suppose que le risque instantané de
défaillance augmente comme une puissance de 1’Age des canalisations, et permet de prendre
en compte 1’effet proportionnel de facteurs explicatifs du risque (covariables). La fonction de
vraisemblance des parametres du modele LEYP a été construite, et la possibilité d’estimer les
parametres du modele en maximisant la vraisemblance a été étudiée. Afin de pouvoir traiter
des données concernant des canalisations parfois trés anciennes, dont les chances d’avoir été
maintenues en service jusqu’a la fenétre d’observation dépendent vraisemblablement de leur
robustesse, une variante du modele LEYP, dénommé J-LEYP, a été étudiée, en considérant une
probabilité de maintien en service suite a une défaillance fonction de 1’4ge de la canalisation.
La distribution de la fonction de comptage ainsi que la vraisemblance du modele -LEYP ont
aussi été étudiées.

La seconde partie du travail a consisté a illustrer I'utilisation pratique du modele {-LEYP
sur deux jeux de données réelles, de grande taille, relatifs aux canalisations en fontes grise et
ductile d’un important syndicat de distribution d’eau potable du nord de la France. Les résul-
tats valident la possibilité de caler les parametres du modele en conditions opérationnelles, de
mettre en évidence I’ effet significatif de facteurs de risque techniquement pertinents, et montrent
des performances prédictives du modele supérieures au modele NHPP pris comme référence ;
le modele {-LEYP s’avere ainsi étre un outil performant pour batir un programme annuel de
renouvellement de canalisations, ainsi que pour comparer, au moins sur le moyen terme, des
stratégies de gestion patrimoniale.

Le modele J-LEYP est dores et déja utilisé dans le noyau de calcul d’un logiciel de prédic-
tion statistique des défaillances de canalisations de distribution d’eau, commercialisé depuis fin
2007 aupres de gestionnaires de réseaux, de services publics ayant mission de régulation, et de
bureaux d’études.

Des recherches complémentaires devront s’attacher a la sensibilité du modele tant vis a vis
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de ses parametres structuraux :

— a, dans le cas ou la valeur de ce parametre tend vers 0 ;

— 0, dans le cas ou la valeur de ce parametre tend vers 1 ;

— {p, dans le cas ou la valeur de ce parametre tend vers —oo, {; étant fixé a 1;

— {;, dans le cas ou la valeur de ce parametre tend vers O ;
que d’incertitudes quant a la valeur de deux caractéristiques essentielles des conduites :

— l’age;

— la longueur des trongons.

Les perspectives d’amélioration de cet outil de modélisation concernent :

— le développement d’un test inférentiel de qualité d’ajustement du modele ;

— la performance numérique de la méthode de maximisation de la vraisemblance (actuelle-

ment un algorithme de Levenberg-Marquardt) ;

— la prise en compte de facteurs de risque dépendant du temps, tels que les facteurs météo-
rologiques ou des variations temporelles des pratiques de gestion du réseau (par exemple,
les campagnes de recherches de fuites) ;

— la prise en compte d’éventuelles corrélations spatiales du risque de défaillance de conduites
plus ou moins voisines.

Une voie possible pour développer un test inférentiel de qualité d’ajustement, dont la ca-
rence a été évoquée en section 5.4, pourrait consister en la mise au point d’un test de y* de com-
paraison pour 1’ensemble des troncons d’un échantillon des distributions observée et théorique
du nombre de défaillances par troncon durant la fenétre d’observation ; le matériel théorique
approprié a cette recherche est exposé dans 1’ouvrage de référence A Guide to Chi-Squared
Testing de P.E. Greenwood et M.S. Nikulin [Greenwood et Nikulin, 1996].

Concernant la méthode de maximisation de la vraisemblance, il serait particulierement in-
téressant d’évaluer la performance de la méthode de quasi-Newton dite « BFGS », publiée en
1970 par ses promoteurs Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno, et bien décrite par [Noce-
dal et Wright, 1999]. Selon les premiers essais effectués avec la fonction optim() du module
STATS de I’environnement R, documenté dans [R Development Core Team, 2006], la version
dénommée L-BFGS-B publiée par [Byrd et al., 1995], qui permet de définir des contraintes sur
les parametres, semble particulicrement attractive, simple d’emploi et sensiblement plus rapide
que celle de Nelder-Mead, quoique plus compliquée a programmer en cas d’utilisation hors de
I’environnement R.

La prise en compte de facteurs de risque dépendant du temps est une pratique courante
dans I’analyse de données épidémiologiques ou bio-médicales. Le modele le plus utilisé est
le modele semi-paramétrique de Cox ; des exemples sont rapportés, étudiés sous SAS ou sous
R par [Therneau et Grambsch, 2000]. Il convient cependant de noter que ces études portent
toujours sur des cas ou la covariable dépendante du temps est une indicatrice permettant de
distinguer les périodes ol un patient est soumis a un traitement ou exposé a un facteur de risque.
Le cas d’une covariable météorologique, comme par exemple la température de 1’eau injectée
dans le réseau de distribution, est qualitativement différent d’un double point de vue :

— la covariable est attachée au temps plus qu’aux individus qui subissent, et ce de fagon

simultanée, 1’effet de la covariable ;

— la valeur de la covariable peut varier sur un pas de temps tres court (le jour).

Les recherches menées actuellement au Cemagref de Bordeaux s’attachent a la mise au point
d’un algorithme numériquement efficace pour calculer la fonction de vraisemblance exprimée
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par la proposition 6.9 lorsque A(f) implique d’intégrer sur un intervalle de temps long une
fonction de données météorologiques constante par morceaux d’une journée ou d’une décade.
La prise en compte de corrélations spatiales du risque de défaillance de conduites plus ou
moins éloignées les unes des autres est difficile du fait que la dimension topologique d’un réseau
de canalisation est intermédiaire entre celle d’un objet linéaire et celle d’une surface, alors que
les méthodes classiques de la géostatistique concernent des phénomenes en dimension 2, voire
3. La littérature consacrée a la distribution spatiale des défaillances d’un réseau d’eau est en
outre peu abondante ; la voie proposée par [Goulter ef al., 1993], consistant a étudier la densité
de défaillances dans un disque centré sur une défaillance observée initialement, en fonction du
rayon, mériterait sans doute d’étre prise en considération. L’ajout a la fonction d’intensité du
LEYP d’un facteur de risque individuel, a I’instar des modeles dits « de fragilité », en définissant
la distribution conjointe de ce facteur a I’aide d’une matrice des covariances entre les troncons
fonction de la matrice des distances entre tron¢ons mériterait d’étre explorée ; une difficulté
majeure réside cependant dans 1’impossibilité de manipuler d’un seul bloc une matrice des
distances complete pour un réseau de plusieurs milliers, voire dizaines de milliers de trongons.
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Annexe A

Identité utilisée pour prouver la
proposition 3.2

Proposition A.1.

m—1

1
- (A.1)
=0 1—[ (@ — ) n (@ — ap)
1=0.1k 1=0,1%m
Preuve :
Soit f une fonction quelconque, et Dy = 1, Dy = x —ay, D, = (x —ag)(x — ay), ..., D, =
(x —ag)(x — a1)...(x — @p-1) les m premiers polyndmes de Newton, la suite de réels § =
{aj,j = 0,1,...,m — 1} étant incluse dans un intervalle borné, et supposée croissante (sans
perte de généralité pour notre propos).
Rappelons que le polyndme interpolateur de Lagrange de f sur S est défini par :
Ls(f) = ) Aday, ..., a)D;
i=0

ou les différences divisées A;(ay, . .., ;) de f par rapport a S sont définies par récurrence :

Ao(ap) = f(ap)
Ar(ap. ) = flao) = flar)

o — aq

Aisi(@o, ..., i) —Aii(ay, ..., @)
@y — @;

Ai(a[o’ e ai) =

Notre démonstration repose sur le résultat classique suivant, relatif aux différences divisées :

Aags. .y = Y — LB (A2)

=T

1=0,l#k
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En effet, choisissons f telle que f(a;) = 1, Vi € {0, 1,...,m—1}. L’équation (A.2) devient alors
al’ordre m :

- 1 C (-1
An(@o... ) = Y — =Y =
k=0 (g —a) *° 1—[ (a; — ax)

1=0,I#k 1=0,1#k

Comme par ailleurs, mis a part a I’ordre 0, toutes les différences divisées sont alors nulles, il
vient :

=0 l_[(a'l_a’k)

1=0,l#k

ou de fagon équivalente :

—

3

1 1

0 ﬁ (@ —ay) ﬁ (@ — ap)

1=0,l1#k 1=0,l#m

>~
Il



Annexe B

Gradient et Hessienne

La vraisemblance L(#) d’un processus théorique LEYP de vecteur de parametres € sachant
qu’une séquence de m défaillances sont intervenues aux instants #; < ... <t; < ... < 1, dans
I’intervalle d’observation [a, b] est abrégée en L dans la suite, et y/(.) est la dérivée d’ordre un
de la fonction log-gamma a I’instar de [Abramowitz et Stegun, 1972].

Aux fins d’estimation des parametres a, § et B = (B), nous avons besoin des dérivées
partielles premieres et secondes explicites de In L par rapport a ces parametres, dont les formes
analytiques font 1’objet de cette annexe :

1 1
InL = mlna+lnF(— +m)—lnF(—)+mln5+mZTﬁ
a a

m m

1
+(6 - 1)Zlntj+anTﬂth—(a +m)lnC

T T
avec: A=aa’e? P, B=ab’e?P et C=eP-e*+1

d[In L] _m_ Ya™' +m) 1p(a/ ) ZTﬁZ lnC ( +m)18C
a

o a a? C oa

a[lnL] m Zlnt +aezﬂZt Int; —(— )ég—g

aC
avec: —< = (In B)Be®? — (InA)Ae?

J[lInL < 1 1 oC
[52k I =mZ; + aZkeZTBZ t‘;- — (a + m) -

=1

avec : g,gc Zy (Be —Ae)
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2 71 -1 r(¢ 1 -1
PMLll_ m w@'+m g +m y@!)  wah)

02 a? at a? a? a?
L. 2.9C_2mC (1 1 (oCY 18°C
— — m —_— — —
Ca? da a3 a 2\ da C 0a?
O |
avec:  —— = — (BZeB - AZeA)

FlnLl _ g 1 oc (1 1 acoc 1 &C
—— == £nt; — —— -
906 Z T2 ae \a TN\ %a 35 T Coads
oC
oado

avec : Cly ((1+B)(InB)Be” - (1 + A)(In A)Ae")

CQ aafaﬁﬁ C?@aiﬁ?k

62[ln L] ZT - 1 oC 1 1 oC oC 1 0*C
=7 B 0 4 —
dadp, Zt Ca? 35, ( )( )

0*C Zk
SaTh " @ ((1+B)Be —(1+A)Ae)

FUnLl _ m ) ac\'  1C
Sy Zf“‘”’ H2em)| 2 (85) oy
2

avec : ?975 = (1 + B)(In B’Be® — (1 + A)(InA)*Ae”

d*[In L] 778 1 1ococ 1 &9C
=aZet B Llnt; + |- 7
doop, 2,1t (a +m)(C2 35 9B C@(Sa,Bk)

a

avec ©

»PC
avec: ooon = Z ((1 + B)(In B)Be® — (1 + A)(In A)AeA)

0*[InL] Z1 = 1 1 0CoC 1 o°C
=aZyZie? Py £+ = &R 2 9
dﬁkéfh oreie ;é; J +-(Of+-nq)((jzfy3kfygl Cfaﬁkaﬁl)

0*C

0BIB;

avec : =77 ((1 + B)Be? — (1 + A)AeA)
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