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Introduction

En acoustique sous-marine, il est primordial pour les concepteurs et les utilisateurs de
sonars de connâıtre le champ de pression dû à une source acoustique (cf[26], [7]). Dans
cette discipline, le domaine d’étude est modélisable par un guide d’ondes : en effet, la
hauteur caractéristique est nettement inférieure aux ordres de grandeur dans les autres
directions, et la longueur d’onde est négligeable par rapport à celles-ci. Dès lors, il importe
de proposer des modélisations qui tiennent compte de ces spécificités. Les techniques
numériques classiques, telles que les méthodes de différences finies ou d’éléments finis (cf
[30]), vont conduire à un système d’équations faisant intervenir un très grand nombre
d’inconnues, lié au nombre de mailles créées pour discrétiser le domaine : il faudra donc
composer avec un temps de calcul élevé et un espace de mémoire suffisamment grand pour
pouvoir stocker les données du calcul.

Ya Yan Lu (cf [20], [21], [22], [24], [23]) a proposé une alternative, tirant profit des
propriétés de ce domaine étendu : il reformule le problème de départ en un ”problème
aux deux bouts”. En d’autres termes, il transforme l’équation aux dérivées partielles
initiale en un système d’équations d’évolution du premier ordre pour lesquelles la variable
de temps choisie est celle de l’axe du guide. Le coeur de la démarche est l’introduction
d’un opérateur aux dérivées partielles du premier ordre permettant d’écrire le problème
sous forme factorisée.

L’objectif de la thèse est d’approfondir l’étude théorique de cette méthode de factorisa-
tion pour l’équation des ondes acoustiques. La méthode choisie fait appel à la technique
de plongement invariant, issue de la théorie du contrôle, et permet d’obtenir un système
d’équations différentielles ordinaires très proche de celui de Ya Yan Lu. En revanche, on
proposera de nouveaux moyens d’approche de l’opérateur du premier ordre, également
appelé impédance acoustique (cf [27]), dont une formule permettant d’étudier ses singu-
larités plus facilement.

La propagation des ondes acoustiques en régime harmonique est régie par l’équation de
Helmholtz dans le guide d’ondes, et l’on impose différentes conditions sur les bords de
celui-ci. On introduit dans le domaine une frontière mobile, correspondant à une section
transversale, sur laquelle on choisit une condition arbitraire de même type que les con-
ditions sur les bords. On cherche alors à résoudre le problème dans la partie du guide
comprise entre l’une de ses faces et cette frontière mobile. On fait ensuite évoluer celle-ci
le long de l’axe de propagation jusqu’à ce que l’on retrouve le domaine complet. Cela
permet de définir un opérateur aux dérivées partielles du premier ordre reliant la solu-
tion de l’équation à la condition arbitraire : il peut s’agir par exemple d’un opérateur
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Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-to-Dirichlet. Il dépend de la position de la frontière
mobile, et il vérifie une équation de Riccati, i.e. une équation différentielle avec des termes
quadratiques.

L’introduction de cette impédance permet à la fois de factoriser le problème de Helmholtz
et de l’écrire sous la forme d’un système découplé d’équations différentielles ordinaires ;
l’une des variables est la solution du problème, l’autre est la partie affine apparaissant
dans la relation liant solution et opérateur. La résolution s’effectue alors en deux temps
et s’apparente à la méthode de Gauss de factorisation “LU” : en premier lieu, on résout
l’équation de Riccati pour l’impédance et l’EDO de la partie affine, et ce calcul est effectué
dans le même sens que le déplacement de la frontière mobile. Ensuite, on recherche la
solution du système en parcourant le guide dans le sens opposé.

Pour un problème donné, la méthode de factorisation n’est pas unique : d’une part,
on peut envisager d’appliquer le plongement invariant à la famille des sous-domaines
complémentaires. La frontière mobile se déplacera alors dans l’autre sens et la méthode
fera intervenir un autre opérateur. D’autre part, il est possible de modifier le type de
condition que l’on imposera sur la frontière. Cette étude sera l’objet du chapitre VI.

Une fois le problème de départ factorisé, on va étudier l’équation de Riccati afin d’en tirer
des informations sur l’impédance généralisée. Celle-ci peut admettre des singularités, ce
qui se produit notamment pour un problème mal posé. Une première méthode consiste
à écrire une décomposition modale dans une base de fonctions propres et à résoudre
l’équation dans ce cadre ; cependant, les limites de cette démarche apparaissent dès que
ses coefficients ne sont plus diagonalisables.

On va donc proposer une autre approche, inspirée de la théorie du contrôle. A cette
fin, on montrera que l’opérateur est homographiquement semblable à un semi-groupe non
linéaire, c’est-à-dire que son image par une transformation homographique est solution
d’une équation de Lyapunov. Cette formule permet de trouver d’une manière simple
les points de discontinuité, également appelés résonances de bôıte. Il suffit pour cela
de rechercher les éventuelles valeurs propres nulles du dénominateur de l’homographie.
En outre, elle permet de continuer le calcul après avoir traversé une singularité. Il est
également possible d’envisager l’étude de guides d’ondes composés.

Plan de la thèse

Ce document comporte deux parties :

Première partie : Etude du guide d’ondes cylindrique

Dans un premier temps, on étudiera un problème modèle qui permet de comprendre les
enjeux de la méthode de factorisation.
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Introduction

Le premier chapitre résume les fondements bibliographiques de ces travaux, qu’ils s’appuient
sur l’acoustique ou la théorie du contrôle.

Le deuxième présente la factorisation du problème de Helmholtz par plongement invari-
ant pour un guide bouché de section constante, en s’inspirant d’un papier de J.Henry et
d’A.Ramos sur la factorisation du problème de Poisson. Deux formulations sont envis-
ageables, qui font apparâıtre un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-
to-Dirichlet. Tous deux sont solutions d’une équation de Riccati et présentent des singu-
larités, appréhendées par une décomposition modale.

Le troisième chapitre met en évidence les liens de cette méthode avec la théorie du contrôle,
dont elle s’inspire.

Enfin, le quatrième chapitre explique comment obtenir une expression simplifiée de ces
opérateurs en s’appuyant sur leur équation de Riccati. En s’inspirant encore de la théorie
du contrôle, on montre qu’ils sont semblables à un semi-groupe non linéaire par une
transformation homographique. L’obtention d’une, ou de deux, solution particulière de
cette équation permet alors de connâıtre leur valeur en tout point du guide sans avoir à
résoudre le problème de Helmholtz, et notamment de connâıtre leurs points de singularité.
En particulier, l’expression obtenue est intrinsèque : en d’autres termes, elle s’affranchit
des bases de fonctions propres de l’espace d’étude.

Deuxième partie : Applications et extensions

Cette partie est axée sur l’adaptation des résultats précédents à des géométries ou des
problèmes plus complexes. Les premiers exemples proposés sont très proches du problème
modèle, les suivants s’en écartent davantage.

Le cinquième chapitre modifie uniquement les conditions sur les bords du problème de
départ. Des conditions absorbantes sont substituées aux conditions de type Neumann
ou Dirichlet et permettent d’obtenir un problème bien posé. Plusieurs factorisations sont
envisageables, qui font intervenir des opérateurs différents, solutions d’équations de Riccati
avec termes linéaires. Pour chacun d’entre eux, on donnera leur formule de représentation,
qu’on exploitera également pour déterminer leurs singularités.

Le sixième chapitre donne des clés pour factoriser le problème de Helmholtz dans un guide
de section variable et propose trois démarches : une méthode intégrale qui repose sur une
formulation variationnelle, une méthode de décomposition de l’opérateur dans une base
de Hilbert-Schmidt, et une transformation du problème par un changement de variables
permettant de se ramener à un guide de section constante.

Enfin, le septième chapitre explore la factorisation du problème de Helmholtz dans un
guide coudé.
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Première partie

Etude du guide d’ondes cylindrique

1





Chapitre 1

Motivations

Ce chapitre a pour but de présenter les fondements de la méthode de factorisation des EDP
trouvés dans la littérature. V. Pagneux (cf [27]) a introduit la factorisation du problème
de Helmholtz pour étudier les ondes acoustiques dans des guides : cette méthode fait
apparâıtre une ”impédance acoustique” très proche de l’opérateur Neumann-to-Dirichlet
qui sera étudié dans le chapitre II (cf II.2), et qui relie la vitesse du fluide à sa pression.

On présentera ensuite rapidement l’outil mathématique utilisé tout au long de la thèse
pour factoriser des EDP : il s’agit du plongement invariant, qui a fait l’objet de travaux
de Bellman (cf [2], [5], [4]). Cette méthode a notamment été mise en oeuvre pour analyser
les solutions d’équations d’ondes ; elle consiste à faire varier légèrement les dimensions du
domaine et à étudier les perturbations qui en résultent.

Enfin, on présentera une factorisation du problème de Helmholtz orientée vers les simu-
lations numériques (cf [22]).

1.1 L’équation de Riccati en acoustique

Dans cette partie, on va décrire les différents phénomènes physiques intervenant lors de la
propagation d’une onde acoustique dans un guide de section variable. Une décomposition
modale des inconnues du problème va permettre de résoudre celui-ci d’une manière origi-
nale : elle va faire apparâıtre une équation de Riccati pour l’impédance acoustique, reliant
vitesse et pression du fluide. Celles-ci seront ensuite calculées en résolvant des équations
différentielles ordinaires. Dans un premier temps, on va donc étudier la forme générale des
solutions avant de définir l’impédance ou de chercher à écrire une équation différentielle
pour celle-ci.

3



Les équations du problème

1.1.1 Les équations du problème

On considère un guide d’ondes Ω de section variable à symétrie radiale, constitué d’un
milieu adiabatique et linéaire, et l’on étudie la propagation des ondes acoustiques dans ce
milieu. On note c la célérité du son et ρ0 la densité de l’air. On appelle z la coordonnée le
long de l’axe longitudinal et r la coordonnée radiale. La section du guide est notée S(z).

r

zz

S(z)

Ω

Fig. 1.1: Guide d’ondes à symétrie radiale

Les équations décrivant le phénomène de propagation font intervenir v, la vitesse de
la particule, et p, la pression acoustique. Pour simplifier, on n’écrira pas le facteur de
dépendance en fonction du temps exp(jωt). Les équations de conservation de la masse et
du mouvement s’écrivent :















div v = − jω

ρ0c2
p

jωv = − 1

ρ0
∇p

En combinant ces deux équations, on obtient l’ équation de Helmholtz dont p est solution :

(∆ + k2)p = 0, où k =
ω

c
.

Par ailleurs, on impose au bord du guide d’ondes une condition de type Dirichlet ou
Neumann pour p, comme cela sera précisé par la suite.

Dans un premier temps, on cherche à résoudre cette équation dans H1(Ω) grâce à une
décomposition modale. A cette fin, on écrit le laplacien sous la forme :

∆u(r, z) =
∂2u

∂z2
(r, z) + ∆⊥u(r, z),

où ∆⊥ représente le laplacien “transversal” pour la section S(z). Or, pour z fixé, cet
opérateur est diagonalisable dansH1(S(z)) avec une condition de Dirichlet (cette propriété
sera détaillée dans le chapitre II, 3e section), et il admet une base orthogonale de fonctions
propres (Ψn)n∈N. Celle-ci vérifie la relation :
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





∫

S(z)

Ψi(r, z)Ψj(r, z)dr = S(z)δi,j

∆⊥Ψi(r, z) = −α2
i (z)Ψi(r, z)

A présent, on va décomposer la solution p de l’équation de Helmholtz. Comme elle est
dans l’espace H1(Ω), sa trace sur la section S(z), pour z fixé, appartient à H

1

2 (S(z)). On
peut donc écrire son expression dans la base des Ψi :

p(r, z) = Σ+∞
n=1Pn(z)Ψn(r, z) où Pn(z) =

∫

S(z)

p(r, z)Ψn(r, z)dr.

Comme v est aussi dans H1
loc, on décompose cette fonction de la même manière :

v(r, z) =
1

S(z)
Σ+∞

n=1Un(z)Ψn(r, z)

On notera U(z) et P (z) les vecteurs-colonnes de coefficients (Un(z))n et (Pn(z))n.

1.1.2 Ecriture modale des solutions

L’étape suivante consiste à exploiter cette décomposition modale pour obtenir des équations
sur les vecteurs U et P et faire apparâıtre l’impédance acoustique. Une première approche
permet d’écrire un système différentiel couplé pour ces deux inconnues ; la méthode ne
fait aucune approximation, cependant le système ne peut être exploité facilement. On
proposera donc ensuite un modèle discrétisant le guide.

1.1.2.1 Modèle continu

Dans cette section, on cherche à transformer les équations de conservation en équations
sur les coefficients Un et Pn. Pour ce faire, on exploite dans un premier temps la définition
des coefficients :

Pn(z) = 〈p,Ψn〉S(z) =

∫

S(z)

p(r, z)Ψn(r, z)dr

Afin de les faire apparâıtre dans les équations de conservation, on multiplie les équations
du problème de départ par Ψn et on intègre la relation obtenue sur le domaine S(z).
L’équation de conservation du mouvement devient ainsi :

∫

S(z)

∂p(r, z)

∂z
Ψn(r, z)dr = −

∫

S(z)

jρωvz(r, z)Ψn(r, z)dr

On transforme cette équation grâce à la formule de Leibniz :
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∫

S(z)

Ψn(r, z)
∂p

∂z
(r, z)dr =

d

dz

(
∫

S(z)

Ψn(r, z)p(r, z) dS

)

−
∫

S(z)

p(r, z)
∂Ψn

∂z
(r, z)dr

−
∮

∂S(z)

p(r, z)Ψn(r, z)R′(z)dτ

où R′(z) représente la dérivée du rayon du guide d’ondes et ∂S(z) la frontière de la section
S(z). On en déduit que :

−
∫

S(z)

jρωvz(r, z)Ψn(r, z)dr = (SPn)
′(z) −

∑

m

(
∫

S(z)

Ψm(r, z)
∂Ψn

∂z
(r, z)dr

)

Pm(z)dr

−
∑

m

(
∮

∂S(z)

Ψm(r, z)Ψn(r, z)R′(z)dτ

)

Pm(z)

On pose alors :















Amn(z) =

∫

S(z)

Ψm(r, z)
∂Ψn

∂z
(r, z)dr

Bmn(z) =

∮

∂S(z)

Ψm(r, z)Ψn(r, z)R′(z)dτ

Ceci permet de simplifier la formule précédente :

(SPn)
′(z) = −jρωUn(z) +

∑

m

(Amn +Bmn)(z)Pm(z)

C’est-à-dire :

P ′
n(z) = − jρω

S(z)
Un(z) +

∑

m

Amn(z) +Bmn(z) − S ′(z)δmn

S(z)
Pm(z)

On note Θ la matrice de taille infinie d’expression :

Θ(z) =
1

S ′(z)
(A(z) +B(z)) − I

La matrice P des coefficients pour la pression est donc solution d’une équation différentielle
matricielle :

dP

dz
= −jρω

S
U +

S ′

S
ΘP

Un raisonnement analogue appliqué à l’équation div v = − jω

ρ0c2
p permet d’écrire que :

6



Motivations

U ′
n(z) = −jS

ωρ
(k2 − α2

n)Pn(z) +
1

S

∑

m

∫

S(z)

Ψm(r, z)
∂Ψm

∂z
(r, z)dr Um(z)

Ce qui s’écrit sous la forme matricielle :

dU

dz
= −jS

ωρ
KP +

1

S
ΞU ,

où K est la matrice diagonale dont le n-ième coefficient est k2−α2
n et Ξ a pour coeffecients

les produits scalaires

∫

S(z)

Ψm(r, z)
∂Ψm

∂z
(r, z)dr. On a donc obetnu un système linéaire

d’équations différentielles couplées :















dP

dz
= −jρω

S
U +

S ′

S
ΘP

dU

dz
= −jS

ωρ
KP +

1

S
ΞU

Une telle méthode permet d’obtenir P ′
n et U ′

n de manière rigoureuse ; en revanche, il
est difficile de simplifier leurs expressions ou de comprendre à quel phénomène physique
chaque terme est relié. On va donc approcher le modèle par un autre, plus simple, dans
ce but.

1.1.2.2 Modèle discret

On va approcher le guide d’ondes par un modèle discret : un guide constitué de segments
cylindriques de section constante.

z

r

S
S1

2

Fig. 1.2: Guide discrétisé

Lorsque l’on étudie la propagation d’une onde acoustique dans un tel milieu, il faut prendre
en compte deux phénomènes : la propagation de l’onde dans un cylindre et la traversée
d’une discontinuité (lorsque l’on passe d’un segment à un autre).

Dans un premier temps, on va écrire les équations sur Un et Pn pour le cylindre de section
constante. La pression de l’onde acoustique est solution de l’équation de Helmholtz :
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(∆ + k2)p = 0. La décomposition de p dans la base des fonctions propres Ψi permet de
trouver l’équation vérifiée par les coefficients de p. Comme dans ce cas la section du guide
d’ondes est constante, les fonctions de base ne dépendent plus de la variable z et il est
possible de dériver l’expression de p terme à terme. On a en effet :















p(r, z) =
∑

i

Ψi(r)Pi(z)
∂p

∂z
=
∑

i

Ψi(r)P
′
i (z)

∂2p

∂z2
(y, z) = ΣiP

′′
i (z)Ψi(r)

∂2p

∂y2
(y, z) = −Σiα

2
iPi(z)Ψi(r)

On en déduit notamment que :

P ′
i (z) =

∫

S(z)

Ψi(r)p(y, z)dr.

(Ces calculs seront détaillés au cours du chapitre suivant). Il est maintenant possible
d’exprimer le laplacien de p dans la base des fonctions propres :

∆p(r, z) =
∑

i

Pi(z)∆⊥Ψi(r) +
∑

i

d2Pi

dz2
(z)Ψi(r)

L’équation de Helmholtz s’écrit donc sous la forme :

−Σik
2Pi(z)Ψi(r) = Σi

(

d2Pi

dz2
(z) − α2

iPi(z)

)

Ψi(r)

On en déduit que :

−d
2Pi

dz2
(z) = (k2 − α2

i )Pi(z)

Les coefficients sont donc de la forme :

Pi(z) = Ai cos
(

√

k2 − α2
i z
)

+Bi sin
(

√

k2 − α2
i z
)

L’exploitation de la condition sur le bord permet de préciser les valeurs des constantes Ai

et Bi.

On va maintenant évaluer les coefficients de la vitesse de propagation. Celle-ci vérifie la
relation :

∂p

∂z
= −jρωvz

On en déduit l’équation sur les coefficients :

dPi

dz
(z) =

√

k2 − α2
i

(

−Ai sin

(

√

k2 − α2
i z

)

+Bi cos

(

√

k2 − α2
i z

))

= −jρω
S
Ui(z)
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D’où l’expression de Ui :

Ui(z) =
jS

ρω

√

k2 − α2
i

(

−Ai sin

(

√

k2 − α2
i z

)

+Bi cos

(

√

k2 − α2
i z

))

Sans perdre de généralité, on peut écrire que :

Pi(0) = Ai et Ui(0) =
jS

ρω

√

k2 − α2
iBi

On pose ki =
√

k2 − α2
i . On peut maintenant exprimer Pi et Ui en z = d en fonction de

leurs valeurs à l’origine :







Pi(d) = Pi(0) cos(kid) + Ui(0)
ρω

jSki

sin(kid)

Ui(d) = − ρω

jSki

Pi(0) sin(kid) + Ui(0) cos(kid)

On définit les matrices diagonales D1, D2, Zc de coefficients respectifs :















D1
i = cos(kid),

D2
i = j sin(kid),

Zi =
ρω

kiS
.

On a alors le système suivant :

{

Pi(d) = Pi(0)D1
i −D2

iUi(0)Zi

Ui(d) = −Z−1
i D2

iPi(0) + Ui(0)D1
i

En inversant ce système d’équations et en désignant par U0, P0, U1, P1 les valeurs de U
et P en z = 0 et z = d respectivement, on obtient :

{

P0 = D1P1 +D2ZcU1

U0 = D2Z
−1
c P1 +D1U1

On remarque en particulier que cette solution est valable quelle que soit la condition au
bord choisie.

En introduisant l’impédance acoustique, il vient :

{

Z0U0 = D1Z1U1 +D2ZcU1

U0 = D2Z
−1
c Z1U1 +D1U1

9
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On en déduit en particulier les relations suivantes :

{

Z0 = (D1Z1 +D2Zc)(D2Z
−1
c Z1 +D1)

−1

U1 = (−D2Z
−1
c (Z0 − Zc) + e−jkid)U0

On considère maintenant le cas où le guide d’ondes présente une discontinuité en z0 fixé.
En ce point, la section passe de S1 à S2. On suppose que S1 ∈ S2. On note p1 et v1

la pression et la vitesse avant la discontinuité, p2 et v2 après la discontinuité. Sur S1, la
pression et la vitesse sont continues à la traversée de la discontinuité ; sur S2 − S1, la
vitesse v2 est nulle. En revanche les fonctions de base Ψi dépendent de z et aussi de la
surface de la section du guide d’ondes ; elles sont donc différentes de part et d’autre de la
discontinuité et on les notera respectivement Ψ1i et Ψ2i. Les coefficients de la vitesse et
de la pression dans cette base sont donc modifiés lorsque l’onde traverse la discontinuité.

Afin de trouver la matrice de passage entre les coefficients, on écrit les relations entre p1,
v1 et p2, v2 dans la base des Ψi. Sur la surface commune S1, p et v sont continues, donc :















∑

i

Ψ1,i(r, z0)P1,i =
∑

i

Ψ2,i(r, z0)P2,i

1

S1

∑

i

Ψ1,i(r, z0)U1,i =
1

S2

∑

i

Ψ2,i(r, z0)U2,i

En multipliant chacune de ces équations par une fonction de base Ψ1,i et en intégrant sur
S1, il vient :
∫

S1

∑

j

Ψ1j(r, z0)Ψ1i(r, z0)P1jdr =

∫

S1

∑

j

Ψ2j(r, z0)Ψ1i(r, z0)P2jdr

Ce qui s’écrit encore :

∑

j

P1j

∫

S1

Ψ1j(r, z0)Ψ1i(r, z0)dr =
∑

j

P2j

∫

S1

Ψ1i(r, z0)Ψ2j(r, z0)dr

C’est-à-dire :

P1i =
∑

j

P2jFij(z0), où Fij(z0) =
1

S1

∫

S1

Ψ1i(r, z0)Ψ2j(r, z0)dr.

De même, la deuxième équation donne :

1

S2

∑

i

U2,i

∫

S2

Ψ2,i(r, z0)Ψ2,j(r, z0)dr =
1

S2

∑

i

U2,i

∫

S1

Ψ2,i(r, z0)Ψ2,j(r, z0)dr

Comme le membre de gauche vaut
∑

i

U2,iδi,j = U2,j, on a :
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U2,j =
1

S2

∑

i

U2,i

∫

S1

Ψ2,i(r, z0)Ψ2,j(r, z0)dr =
1

S1

∑

i

U1,i

∫

S1

Ψ1,i(r, z0)Ψ2,j(r, z0)dr

On en déduit que :

U2,j =
∑

i

U1,iFij(z0)

On nomme F la matrice carrée de taille infinie dont les coefficients sont Fij. On obtient
ainsi les relations matricielles :

{

P1 = FP2

U2 = F tU1

On introduit l’impédance Z définie par la relation matricielle entre les coefficients :

P = ZU

Z est donc une matrice de taille infinie, et elle relie la pression du fluide à sa dérivée.
On peut donc faire un rapprochement entre cette impédance et les opérateurs de type
Neumann-to-Dirichlet qui seront utilisés au chapitre II pour factoriser le problème de
Helmholtz. Les équations précédentes vont permettre de décrire la variation de cette
grandeur lorsque l’onde traverse une discontinuité. En effet, le système précédent peut
également s’écrire :

{

Z1U1 = FZ2U2

F tU1 = U2

d’où l’on tire :

Z1U1 = FZ2F
tU1

Z1 = FZ2F
t.

1.1.2.3 Passage à la limite du modèle discret

On reprend le modèle précédent et on fait tendre la longueur des segments cylindriques
vers 0. Entre 0 et δz, , on modélise le guide d’ondes par un segment de cylindre puis une

discontinuité. Comme
S2 − S1

S1

est petit, on pose

ε =
S2 − S1

S1
' S ′

S
δz.

Tout d’abord, on va étudier le passage à la limite pour la propagation dans le cylindre :
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On écrit la relation entre (Pi(0), Ui(0) et (Pi(δz), Ui(δz)) et on en tire un équivalent lorsque
δz → 0.










Pi(0) = cos(kiδz)P
1
i (δz) + j sin(kiδz)

kρc

kiS
U1

i (δz)

Ui(0) = j sin(kiδz)
kiS

kρc
P 1

i (δz) + cos(kiδz)U
1
i (δz)

Au premier ordre on a :

cos(kiδz) = 1, sin(kiδz) = kiδz.

On en déduit que :











Pi(0) ' P 1
i (δz) + jδz

kρc

kiS
U1

i (δz)

Ui(0) = jkiδz
kiS

kρc
P 1

i (δz) + U1
i (δz)

C’est-à-dire :















Pi(0) − P 1
i (δz)

δz
= j

ωρ

S
U1

i (δz)

Ui(0) − U1
i (δz)

δz
= j

S

ωρ
P 1

i (δz)k2
i

En passant à la limite δz → 0, il vient :















dPi

dx
= −jωρ

S
U1

i

dUi

dx
= −jSk

2
i

ωρ
P 1

i

On définit alors la matrice diagonale K de taille infinie dont le i-ième coefficient vaut k2
i .

On obtient alors la forme matricielle des relations précédentes :















dP

dx
= −jωρ

S
U

dU

dx
= −jS

ωρ
KP

On en déduit directement l’équation différentielle vérifiée par l’impédance. En effet,

dP

dx
=
dZ

dx
U + Z

dU

dx
.

En utilisant les deux relations précédentes, on obtient alors :
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−jωρ
S
U =

dZ

dx
U − jS

ωρ
ZKZU

Il en résulte que :

dZ

dx
= −jωρ

S
I +

jS

ωρ
ZKZ

Ensuite, on incorpore la discontinuité au modèle. Les coefficients de la vitesse et de la
pression vérifient les relations :

{

P 1
i (δz) = ΣjFijP

2
j (δz)

U2
i (δz) = ΣjFjiU

1
j (δz)

Comme S2−S1 est proche de 0, on peut faire l’approximation au premier ordre F = I−εQ,

où Q est une autre matrice de taille infinie et ε =
S ′

S
δz. On a alors :

{

P 1
i (δz) = P 2

i (δz) − εΣjQjiP
2
j (δz)

U2
i (δz) = U1

i (δz) − εΣjQjiU
1
j (δz)

On en déduit le système différentiel :











dP

dx
= εQP =

S ′

S
QP

dU

dx
= −εtQU = −S

′

S

t

QU

La même approximation permet d’écrire, pour l’impédance :

Z1 = (I − εQ)Z2(I − εtQ) = Z2 − ε(QZ2 + Z2.tQ)

Par conséquent, il vient :

dZ

dz
= QZ + ZQt.

Au total, la dérivée de chaque vecteur-colonne est la somme des deux contributions (dis-
continuité + propagation) :











P ′ = −jωρ
S
U1 +

S ′

S
QP

U ′ = −jS
ωρ
KP 1 − S ′

S

t

QU

De même, l’impédance est solution de :
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Z ′ = −jωρ
S
I +

jS

ωρ
ZKZ +

S ′

S
(QZ + ZtQ)

Cette équation différentielle comporte des termes quadratiques, il s’agit donc d’une équation
de Riccati. Sa forme est très proche de celles qui seront obtenues dans les chapitres II,
VI et VII.

Le calcul s’effectue alors en deux temps : on commence par intégrer l’équation sur
l’impédance dans le sens des z décroissants, en stockant la valeur de Z pour tout z,
puis on intègre U à partir de z = 0 grâce à l’équation :

dU

dx
=

(

−jS
ρω
KZ − S ′

S
Qt

)

U

Ensuite, la pression est calculée par la relation P = ZU . Cette démarche est exactement
la même que celle qui sera adoptée par la suite, cette fois pour des opérateurs agissant
sur des fonctions.

1.1.3 Exemple

Dans ce paragraphe, on se propose d’expliciter les fonctions de base et les coefficients de
l’équation de Riccati pour un cas concret : on considère un guide d’ondes constitué de
deux plaques horizontales, et qui correspond au modèle discret. Entre les abscisses 0 et
a, les plaques sont les plans d’équations y = 0 et y = h, puis en a le guide présente une
discontinuité : l’écartement des plaques passe de h à h2. Comme cette configuration est
invariante par translation suivant la coordonnée z, on se ramène à un guide bidimension-
nel.

Σ

x

z

y

0

h

Σ

h
1

a
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1.1.3.1 Détermination des fonctions propres de base

Dans un premier temps, on cherche à déterminer les fonctions Ψi pour la partie 0 ≤ x < a.
La section est alors constante et elles vérifient une équation du type :

∂2Ψi

∂y2
= −α2

i Ψi

avec des conditions de Neumann sur les bords :

∂Ψi

∂y
= 0 en y = 0 et y = h.

En raison de la géométrie du domaine, Ψi ne dépend pas de x. On en déduit que la
fonction est de la forme

Ψi(y) = Ai cos(αiy).

La condition sur le bord permet de conclure que αi =
iπ

h
. Pour connâıtre la valeur de Ai,

on calcule la norme de Ψi. En effet, dans le paragraphe 1.1.1., on a imposé la condition :

S =

∫

s

Ψi(y)Ψi(y)dy,

ce qui s’écrit encore :

S =

∫ h

0

A2
i cos2

(

πiy

h

)

dy

c’est-à-dire :

h =

∫ h

0

A2
i

2

(

1 + cos(
2iπy

h
)

)

dy =







A2
0h si i = 0

h
A2

i

2
sinon

On en déduit que :

Ai =

{

1 si i = 0√
2 sinon

Les fonctions de base sont donc :

Ψi(y) =







1 si i = 0

√
2 cos

iπy

h
sinon

Par conséquent, la vitesse et la pression acoustique ont pour décomposition modale :
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

















p(x, y) = P0(z) +
√

2
∞
∑

n=1

Pn(x) cos(
nπy

h
)

v(x, y) =
1

S
U0(x) +

√
2

S

∞
∑

n=1

Un(z) cos(
nπy

h
)

1.1.3.2 Matrice de passage entre deux guides d’ondes

A présent, on va expliciter les coefficients de F pour la discontinuité en a. Pour x > a,
les fonctions de base ont pour expression :

Ψ2,i(y) =







1 si i = 0

√
2 cos

iπy

h2
sinon

On en déduit la forme des coefficients :

Fmn =
1

S1

∫ ∫

S1

Ψ1,mΨ2,ndS =
1

h

∫ h

0

Ψm(y)Ψ2,n(y)dy

Premier cas : m = n = 0

Dans ce cas Ψ0(y) = Ψ2,0(y) = 1, et :

F00 = 1.

Deuxième cas : m = 0, n > 0

On a alors :

F0n =
1

S

∫ h

0

√
2 cos

nπy

h2
dy,

On en déduit que :

F0n =
h2

√
2

hnπ
sin

nπh

h2
=

√
2sinc

nπh

h2
,

où sinc représente le sinus cardinal : sinc x =
sin x

x
.

Troisième cas : n = 0, m > 0

Le coefficient vaut alors :

Fm0 =
1

S

∫ h

0

√
2 cos

mπy

h
dy
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Motivations

Il en résulte que :

Fm0 = 0

Quatrième cas : cas général

Dans ce cas, n > 0, m > 0, et on a la formule suivante :

Fmn =
2

h

∫ h

0

cos
mπy

h
cos

nπy

h2

dy =
1

h

∫ h

0

cos

(

πy

(

m

h
+

n

h2

))

+cos

(

πy

(

m

h
− n

h2

))

dy

Si
n

h2
=
m

h
, alors le deuxième terme est égal à 1 et on a:

Fmn = 1 +
1

hπ

(

m

h
+

n

h2

) sin(m+
nh

h2

)π = 1 +
(−1)m sin

nh

h2

π

h

(

m+ n
h

h2

)

π

= 1

Si
n

h2

6= m

h
, le coefficient vaut :

Fmn =
1

hπ

(

m

h
+

n

h2

) sin πh

(

m

h
+

n

h2

)

+
1

hπ

(

m

h
− n

h2

) sin πh

(

m

h
− n

h2

)

Ce qui se simplifie en :

Fmn =
(−1)m

π

(

m +
nh

h2

) sin

(

πn
h

h2

)

+
(−1)m+1

π

(

m− nh

h2

) sin

(

πn
h

h2

)

Après réduction au même dénominateur, il vient :

Fmn =
(−1)m

π

2n
h

h2

m2 − n2
h2

h2
2

sin nπ
h

h2

En résumé, on a :
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1.2 L’équation de Riccati et le plongement invariant

Fmn =



































































1 si m = n = 0

√
2 sinc

(

nπ
h

h2

)

si m = 0, n > 0

0 si n = 0, m > 0

1 si n > 0, m > 0 et
n

h2
=
m

h

(−1)m

π

2n
h

h2

m2 − n2
h2

h2
2

sinnπ
h

h2

sinon

Pour obtenir un guide continu dans le paragraphe précédent, on a effectué le passage à

la limite
h2

h
→ 1 pour tous les coefficients apparaissant dans l’étude. Il en est de même

ici : le comportement asymptotique des Fm,n pour
h2

h
→ 1 va permettre de connâıtre

l’expression de F pour un guide bidimensionnel de section variable.

Comme sin
nπh

h2

→h2
h
→1

0, il en résulte que :

Fm,n →h2
h
→1

{

1 si m = n
0 sinon

Ainsi, lim
h2
h
→1

F = I.

1.2 L’équation de Riccati et le plongement invariant

A présent, on s’intéresse aux travaux de Bellman et Vasudevan (cf [4]), qui font également
intervenir des équations de Riccati. Cette fois, on ne met pas l’accent sur la résolution
d’un problème particulier, mais sur un outil qui peut être adapté pour traiter différentes
équations : il s’agit du plongement invariant. Celui-ci est un aspect particulier des
méthodes de perturbation : on ne modifie pas les données du problème, mais le do-
maine d’étude (on remarquera que dans le paragraphe précédent, on a également joué sur
la forme du domaine). Cette méthode va être étudiée dans le cadre des ondes planes en
milieu unidimensionnel. En décomposant celles-ci en ondes transmises ou réfléchies, on va
pouvoir écrire une équation de Riccati pour les coefficients de réflexion et de transmission.
Comme pour l’étude précédente, on va discrétiser le modèle, puis passer à la limite.
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Motivations

1.2.1 Modèle discret

On considère une onde plane se propageant dans un milieu unidimensionnel hétérogène,
et on va supposer qu’il y a transmission et réflexion instantanées en tout point du milieu.
On note respectivement τ(z) et ζ(z) les coefficients de transmission et de réflexion à
l’abscisse z. On cherche à obtenir des équations fonctionnelles pour ceux-ci. A cette
fin, on va discrétiser le modèle en découpant le domaine en strates de nombre d’ondes
constant :

kk k k k k k...
1 2 3 4 5 6 N+1

z

On obtiendra ainsi une suite de coefficients ζN et τN . Un passage à la limite permettra
ensuite d’obtenir les équations souhaitées.

Dans un premier temps, on va calculer les coefficients de réflexion et de transmission
lors du passage d’une strate à l’autre. Pour simplifier, on supposera que le domaine ne
comporte que deux strates : pour z < x, le nombre d’ondes est k1 > 0, et pour z > x, il
vaut k2 > 0.

kk 21

zx

onde incidente

onde reflechie

onde transmise

Fig. 1.3: Modèle à deux strates

On en déduit l’équation des ondes pour chaque partie du domaine :



































d2ψ

dx2
+ k2

1ψ = 0 si −∞ < z < x

d2ψ

dx2
+ k2

2ψ = 0 si x < z < +∞
limz→x− ψ(z) = limz→x+ ψ(z)

limz→x− ψ′(z) = limz→x+ ψ′(z)

On envoie une onde incidente se propageant dans le sens des z décroissants. La solution
est de la forme :
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Modèle continu

ψ(z) =

{

e−ik2(z−x) + ζ(x)eik2(z−x) si x < z < +∞
τ(x)eik1(z−x) si −∞ < z < x

A l’interface, ψ et ψ′ doivent être continues. On en déduit les conditions de raccord
suivantes :

{

1 + ζ(x) = τ(x)
−ik2 + ik2ζ(x) = ik1τ(x)

En résolvant ce système, on trouve :















ζ(x) =
k2 − k1

k1 + k2

τ(x) =
2k2

k1 + k2

1.2.2 Modèle continu

On va maintenant exploiter ces résultats pour étudier un milieu continu. On suppose que
le domaine est constitué de trois parties : dans la région centrale (x0 < z < x), le nombre
d’onde k dépend de z, et dans les deux régions extérieures, c’est une constante strictement
positive. Il vaut k0 pour z < x0 et k1 pour z > x. On impose en outre la condition de
régularité suivante :

k(z + h) = k(z) + hk′(z) + o(h) pour z > x0.

zx

k 1k 0 k(z)>0

x

onde incidente

0

Fig. 1.4: Modèle continu

L’équation des ondes s’écrit alors :
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













































































d2ψ

dz2
+ k2(z)ψ = 0 si x0 < z < x

d2ψ

dz2
+ k2

0ψ = 0 si z < x0

d2ψ

dz2
+ k2

1ψ = 0 si x < z

limz→x− ψ(z) = limz→x+ ψ(z)

limz→x− ψ′(z) = limz→x+ ψ′(z)

limz→x−

0
ψ(z) = limz→x+

0
ψ(z)

limz→x−

0
ψ′(z) = limz→x+

0
ψ′(z)

On envoie une onde incidente se propageant dans le sens des z décroissants. La région
centrale va réfléchir une partie de cette onde et transmettre le reste. Pour la partie droite
du domaine (z ≥ x), la solution de l’équation est composée de l’onde incidente et de
l’onde réfléchie :

ψ(x) = e−ik1(z−x) + ζ(x)eik1(z−x).

Dans la partie gauche (z ≤ x0), on retrouve uniquement la partie transmise :

ψ(x) = τ(x)e−ik0(z−x0).

Pour préciser les expressions des coefficients ζ et τ , on va modifier légèrement le domaine
en appliquant la méthode du plongement invariant :

Principe du plongement invariant : On rallonge la région centrale (x0 < z < x)
d’une petite longueur ∆ en supposant que les propriétés de continuité s’y appliquent
toujours.

Au voisinage du point d’abscisse x, l’onde incidente est e−ik(x)(z−x) et l’onde réfléchie a
pour expression ζ(x)eik(x)(z−x). On va prolonger la région centrale jusqu’à z = x + ∆ et
étudier comment cela va affecter le coefficient de réflexion ζ(x).

L’onde réfléchie se décompose en trois parties :

Tout d’abord, lorsque l’onde incidente atteint la région centrale, une partie se réfléchit
(ζ1) et le reste est transmis (τ1). Pour calculer ces coefficients, on fait appel aux formules
du modèle discret avec k1 = k(x) et k2 = k(x+ ∆). On en déduit les coefficients suivants
pour l’interface en x+ ∆ :
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Modèle continu

x
0 x x+ ∆

k(x)k
0

k(x+   )

z

1

onde incidente

τ ζ1 1

τ1 (x)* ζτ1* τ (x)

ζ 2 τ
2

ζ 2 * ζ (x)ζ 2 * (x)τ

ζ
3

τ
2

∆ k
1

Fig. 1.5: Impact de la perturbation















ζ1 =
k(x + ∆) − k(x)

k(x) + k(x+ ∆)

τ1 =
2k(x + ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

Ensuite, l’onde transmise (τ1), se propageant vers la gauche, atteint la limite de la partie
ajoutée, c’est-à-dire l’abscisse x. Une partie est transmise en x0 : τ1×τ(x), et ζ(x)×τ1 est
réfléchi en x. Cette dernière composante va donc atteindre à nouveau l’abscisse z = x+∆,
avec un déphasage de e2ik(x)∆ dû à la traversée de la région x < z < x+ ∆ dans les deux
sens. La partie transmise τ2 se propage dans le sens des z croissants, dans la partie
z > x+ ∆. La même méthode de calcul permet de calculer les coefficients de réflexion et
de transmission ζ2 et τ2:















τ2 = e2ik(x)∆

(

2k(x+ ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

)(

2k(x)

k(x) + k(x + ∆)

)

ζ(x)

ζ2 = e2ik(x)∆ζ(x)
2k(x + ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

−k(x + ∆) + k(x)

k(x) + k(x+ ∆)

Enfin, la partie réfléchie ζ2 repart vers l’abscisse x. Comme précédemment, la partie
τ(x) × ζ2 est transmise vers la région centrale, tandis que la partie ζ(x) × ζ2 est réfléchie
vers z = x + ∆, qu’elle atteint avec un déphasage supplémentaire de e2ik(x)∆. La partie
τ3 est transmise à la région extérieure :

τ3 = e4ik(x)∆ζ2(x)

(

2k(x+ ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

)(

2k(x)

k(x) + k(x + ∆)

) −k(x + ∆) + k(x)

k(x) + k(x + ∆)
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ζ(x+ ∆) est donc la somme de ces trois contributions :

ζ(x+ ∆) = ζ1 + τ2 + τ3.

Au total, on a :

ζ(x+ ∆) =
k(x + ∆) − k(x)

k(x) + k(x+ ∆)
+

(

2k(x + ∆)

k(x) + k(x + ∆)

)(

2k(x)

k(x) + k(x + ∆)

)

ζ(x)e2ik(x)∆

+

(

2k(x+ ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

)(

2k(x)

k(x) + k(x + ∆)

) −k(x + ∆) + k(x)

k(x) + k(x + ∆)
ζ2(x)e4ik(x)∆

On souhaite écrire une forme simplifiée de ce coefficient de réfléxion. Pour ce faire, on va
effectuer un développement limité au premier ordre. On rappelle l’hypothèse faite sur le
nombre d’onde :

k(x+ ∆) = k(x) + ∆k′(x) + o(∆)

Par conséquent, les principaux coefficients s’écrivent, au premier ordre :















































k(x+ ∆) − k(x)

k(x) + k(x + ∆)
=

∆k′(x)

2k(x)
+ o(∆)

2k(x + ∆)

k(x) + k(x + ∆)
= 1 +

∆k′(x)

2k(x)
+ o(∆)

2k(x)

k(x) + k(x + ∆)
= 1 − ∆k′(x)

2k(x)
+ o(∆)

e2ik(x)∆ = 1 + 2ik(x)∆ + o(∆)

En substituant ces termes dans l’expression de ζ(x+ ∆), il vient :

ζ(x+ ∆) =
∆k′(x)

2k(x)
+

(

1 +
∆k′(x)

2k(x)

)(

1 − ∆k′(x)

2k(x)

)

ζ(x) (1 + 2ik(x)∆)

+

(

1 +
∆k′(x)

2k(x)

)(

−∆k′(x)

2k(x)

)(

1 − ∆k′(x)

2k(x)

)

ζ2(x) (1 + 4ik(x)∆) + o(∆)

ce qui se développe en :

ζ(x+ ∆) =
∆k′(x)

2k(x)
+ ζ(x) (1 + 2ik(x)∆) − ζ2(x)

∆k′(x)

2k(x)
+ o(∆)

On en déduit que :

ζ(x+ ∆) − ζ(x) =
∆k′(x)

2k(x)
+ ζ(x) (2ik(x)∆) − ζ2(x)

∆k′(x)

2k(x)
+ o(∆)

En faisant tendre ∆ vers 0, on en déduit l’équation différentielle suivante pour ζ :
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Modèle continu

ζ ′(x) =
k′(x)

2k(x)
+ 2ik(x)ζ(x) − ζ2(x)

k′(x)

2k(x)

Celle-ci comporte des termes quadratiques, il s’agit donc d’une équation de Riccati.

Une analyse similaire permet d’obtenir l’équation différentielle vérifiée par le coefficient
de transmission τ(x). L’onde transmise est la somme de deux contributions :

Dans un premier temps, l’onde incidente, se propageant dans le sens des x décroissants,
atteint la région centrale : la partie τ1 est transmise en x + ∆, se propage entre cette
abscisse et x, puis une partie, τ(x), en est transmise vers x0. On obtient le coefficient τa
pour l’interface en x :

τa = τ(x)eik(x)∆

(

2k(x + ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

)

Une autre partie, ζ(x), est alors réfléchie vers x + ∆ ; lorsque cette abscisse est at-

teinte, la partie
k(x) − k(x + ∆)

k(x) + k(x+ ∆)
est réfléchie vers l’abscisse x, atteinte avec un déphasage

supplémentaire de e2ik(x)∆. La partie transmise est alors :

τb = eik(x)∆

(

2k(x + ∆)

k(x) + k(x+ ∆)

)

ζ(x)eik(x)∆

(

k(x) − k(x + ∆)

k(x) + k(x + ∆)

)

τ(x)

On en déduit l’expresison de τ(x + ∆) :

τ(x+∆) = τ(x)

(

2k(x+ ∆)

k(x) + k(x + ∆)

)[

eik(x)∆ + ζ(x)e2ik(x)∆

(

k(x) − k(x + ∆)

k(x) + k(x + ∆)

)]

+o(∆)

Comme précédemment, on écrit le développement limité au premier ordre pour cette
expression :

τ(x + ∆) = τ(x)

(

1 +
∆k′(x)

2k(x)

)[

1 + ik(x)∆ − ζ(x)(1 + 2ik(x)∆)
∆k′(x)

2k(x)

]

+ o(∆)

En développant, il vient :

τ(x + ∆) = τ(x)

(

1 +
∆k′(x)

2k(x)
+ ik(x)∆ − ζ(x)

∆k′(x)

2k(x)

)

+ o(∆)

On en déduit que :

τ(x + ∆) − τ(x)

∆
= τ(x)

(

k′(x)

2k(x)
+ ik(x)

)

− τ(x)ζ(x)
k′(x)

2k(x)
+ o(1)

Par passage à la limite, on obtient :
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τ ′(x) =

(

k′(x)

2k(x)
+ ik(x) − ζ(x)

k′(x)

2k(x)

)

τ(x)

Dans le chapitre suivant, on appliquera cette méthode de plongement invariant sur une
fraction du guide. On obtiendra également une équation de Riccati, mais qui ne portera
pas sur un coefficient de réflexion ou de transmission : on s’intéressera cette fois à
l’opérateur reliant la solution du problème à sa dérivée, et non pas aux différentes com-
posantes de l’onde.

1.2.3 Lien avec l’impédance acoustique

Il est cependant possible de retrouver un opérateur reliant la solution à sa dérivée à partir
de ceux qui viennent d’être introduits. En effet, ceux-ci permettent d’estimer la solution
de l’équation des ondes. On a, pour x > x0 :

{

ψ(x) = 1 + ζ(x)

ψ′(x) = −ik(x)(1 − ζ(x))

Il est alors possible de définir l’équivalent de l’impédance acoustique introduite dans la
première section : soit Z qui à ψ(x) associe sa dérivée ψ ′(x) (Z correspond à l’opérateur
Dirichlet-to-Neumann étudié au chapitre II). On a alors :

Z(x) = −ik(x)1 − ζ(x)

1 + ζ(x)

1.3 Une méthode de factorisation du problème de

Helmholtz

Ya Yan Lu (cf [20], [21], [22], [23], [24]) propose lui aussi une méthode de résolution de
l’équation des ondes apparentée au plongement invariant : en la factorisant, il transforme
celle-ci en un système d’équations différentielles du premier ordre. Cette démarche fait
encore intervenir un opérateur vérifiant une équation de Riccati, et permet de tirer profit
de la géométrie du domaine : en effet, la longueur du guide étudié est largement supérieure
à la longueur d’ondes, ce qui rend les méthodes d’éléments finis et de différences finies peu
efficaces. La factorisation est beaucoup plus intéressante d’un point de vue numérique.
On présentera dans un premier temps la factorisation du problème, puis la méthode de
résolution mise en oeuvre, avant d’indiquer le lien avec le plongement invariant.
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Factorisation du problème

z

0

1

xL

Ω
0 (z)k k (x,z) k (z)

condition de Neumann

condition de Dirichlet

Fig. 1.6: Guide d’ondes

1.3.1 Factorisation du problème

On considère un guide d’ondes bidimensionnel

D = {(x, z) / −∞ < x < +∞ et 0 < z < 1},

dans lequel on cherche à résoudre le problème :























∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2
+ k2(x, z)u = 0

u(x, 0) = 0

∂u

∂z
(x, 1) = 0

On impose donc une condition de Dirichlet sur le bord inférieur et une condition de
Neumann sur le bord supérieur. Le nombre d’onde k prend des valeurs différentes selon
les régions du guide :

k =















k(x, z) pour 0 < x < L

k0(z) pour x ≤ 0

k∞(z) pour x ≥ L

On suppose qu’il n’y a pas d’onde incidente venant de x = +∞ ; ainsi, on peut résoudre
le problème dans le domaine réduit :

Ω = {(x, z) / 0 < x < L et 0 < z < 1}
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en imposant la condition de radiation exacte en x = L :

∂u

∂x
= i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)u

La condition que l’on imposera sur le bord x = 0 dépendra de la configuration choisie. En
particulier, on peut envisager le cas d’une impulsion en x = 0 ou d’une source distribuée
verticalement sur la face x = 0.

On écrit alors l’opérateur de Helmholtz sous la forme :

∆+ k2I =

(

∂

∂x
+ i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)

)(

∂

∂x
− i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)

)

pour x ≥ L (x→ +∞)

ce qui permet de caractériser la solution du problème par :

∂u

∂x
≈ i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)u pour x→ +∞

Comme on le verra au chapitre V, ceci revient à choisir les ondes se propageant vers la
droite. Lorsque le nombre d’onde est constant, cette formule est exacte ; dans le cas
contraire, il s’agira d’une approximation.

On introduit alors l’opérateur Dirichlet-to-Neumann :

∂u

∂x
= Qu

Celui-ci permet de reformuler le problème comme :

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
+ k2(x, z) =

(

∂

∂x
+Q

)(

∂

∂x
−Q

)

Si k est indépendant de x, devient :

∂u

∂x
= i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)u

Ces calculs seront expliqués plus en détail en II.1.1.

Remarque 1.1 Grâce au plongement invariant, le chapitre II va permettre d’étendre ces
résultats au cas du problème non homogène et donnera une formule exacte. En effet, dans
le cas général, la relation entre la solution et sa dérivée est affine :

∂u

∂x
= Qu+ r

On étudiera également l’évolution de la partie affine r.
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Résolution du problème aux deux bouts

L’opérateur Q vérifie une équation de Riccati :

dQ

dx
+Q2 =

(

− ∂2

∂z2
− k2

)

pour x ≤ L

La condition initiale pour cette équation découle de la condition de radiation en x = L :

Q(L) = i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)

Ainsi, on obtient un système découplé :















dQ

dx
+Q2 =

(

− ∂2

∂z2
− k2

)

; Q(L) = i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z) ;

∂u

∂x
= Qu ; u(0) ;

On obtient un système similaire au chapitre II, mais qui comporte une troisième équation
tenant compte de l’évolution de la partie affine.

1.3.2 Résolution du problème aux deux bouts

On cherche à résoudre les deux équations du système simultanément. A cette fin, on
introduit l’opérateur Y qui associe à la condition de Dirichlet en x la condition de Dirichlet
en L :

Y (x)u(x, z) = u(L, z)

On montre que Y est solution du système :







dY

dx
= −Y Q

Y (L) = I

Pour des raisons de stabilité, on résout l’équation d’évolution pour Y et l’équation de
Riccati pour Q dans le sens des x décroissants. Il est alors possile d’évaluer u(x, z) ; pour
ce faire, on calcule u(L, z) grâce à la relation :

u(L, z) = Y (0)u(0, z),

et l’on obtient alors la valeur de la solution en tout point du domaine :

u(x, z) = Y (0)u(0, z).

Cette méthode est particulièrement avantageuse lorsque l’on ne cherche à estimer la so-
lution qu’en un nombre fini de points du domaine.
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Cependant, l’opérateur Q n’est pas toujours défini en tout point du guide. En effet, si le
problème



































−(∆ + k2(x, z))u = µu x > x? et x ∈ D

u(x, 0) =
∂u

∂z
(x, 1) = 0 x > x?

∂u

∂x
= i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)u x ≥ L et 0 < z < 1

u(x?, z) = 0 0 < z < 1

admet µ = 0 comme valeur propre, la solution du problème n’est pas unique et Q n’est
pas défini en x = x?. D’un point de vue numérique, cela correspond à une explosion
de l’approximation de Q. Une méthode de calcul classique de ces explosions consiste
à chercher une solution du problème à variables séparées en introduisant une base de
fonctions propres.

L’approche proposée par Ya Yan Lu pour pallier cette difficulté consiste à faire intervenir
l’opérateur Neumann-to-Dirichlet H = Q−1 ou Robin-to-Dirichlet Ja = (Q− aI)−1, où a
est une constante.

L’opérateur Neumann-to-Dirichlet vérifie l’équation de Riccati :



















dH

dx
= I +H

(

∂2

∂z2
+ k2(x, z)

)

H

H(L) = −i
(

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)

)− 1

2

La solution du problème de Helmholtz est calculée par la relation :

W (x)
∂u

∂x
(x, z) = u(L, z)

où l’opérateur W vérifie :



















dW

dx
= W

(

∂2

∂z2
+ k2(x, z)

)

H

W (L) = −i
(

∂2

∂z2
+ k2

∞(z)

)− 1

2

L’opérateur Robin-to-Dirichlet satisfait lui aussi une équation de Dirichlet :



















dJa

dx
= I + 2aJa + Ja

(

∂2

∂z2
+ k2(x, z) + a2

)

Ja

Ja(L) =

(

i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z) − aI

)−1
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On peut retrouver la solution à partir de cet opérateur en introduisant Ma reliant la
condition de Robin en x à la condition de Dirichlet en L :

Ma(x)

(

∂u

∂x
− au

)

(x, z) = u(L, z)

Cet opérateur est tel que :



















dMa

dx
= Ma

(

aI +

(

∂2

∂z2
+ k2(x, z) + a2

)

Ja

)

Ma(L) =

(

i

√

∂2

∂z2
+ k2

∞(z) − aI

)−1

Le principe de calcul est donc le suivant : on démontre que lorsque Q n’est pas défini
en x?, alors soit H(x?) est bien défini, soit il existe une constante a telle que Ja(x?) est
défini. Lorsque Q est bien défini, on résout le système en Q, Y et on calcule ensuite la
solution ; dans le cas contraire, on calcule Ja ou H ainsi que l’opérateur associé dans un
voisinage de x?. Les relations de passage d’un opérateur à l’autre sont :

{

H = Q−1 ; Q = H−1 ;

Ja = (Q− aI)−1 ; J−1
a + aI = Q ;

L’estimation numérique de la solution s’effectue en discrétisant le problème. On découpe
le domaine en m+ 1 intervalles [xj, xj+1] tels que :

0 = x0 < x1 < ... < xj < ... < xm = L,

et on évalue les opérateurs au point médian de chaque intervalle xj− 1

2

=
xj−1 + xj

2
.

1.3.3 Lien avec le plongement invariant

Comme on l’a évoqué dans le paragraphe précédent, cette factorisation de l’opérateur de
Helmholtz permet de distinguer les ondes se propageant vers la droite ou vers la gauche.
En les notant respectivement u+ et u− et en désignant par u la solution du problème, on
aboutit au système suivant :







u = u+ + u−

∂u

∂x
= iB(x)u+ − iB(x)u−

où B vérifie : B(x) =

√

∂2

∂z2
+ k2(x, z) . On introduit alors l’opérateur
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α(x) =
B−1(x)B′(x)

2

qui permet de calculer les dérivées de u+ et de u− :







∂u+

∂x
∂u−

∂x






=

(

iB(x) − α(x) α(x)

α(x) −iB(x) − α(x)

) (

u+

u−

)

On a ainsi remplacé l’équation aux dérivées partielles par un système d’équations différentielles
couplées du premier ordre. Comme dans la section précédente, on définit l’opérateur de
réflexion tel que :

R(x)u+(x, z) = u−(x, z),

et l’on démontre qu’il est solution d’une équation de Riccati :







dR

dx
= α(x) − (iB(x) + α(x))R− R (iB(x) − α(x)) − Rα(x)R

R(L) = 0

De même, l’opérateur de transmission T tel que :

T (x)u+(x, z) = u+(L, z)

est solution de l’équation :







dT

dx
= −T (iB(x) − α(x)(I − R(x)))

T (L) = I

Des opérateurs similaires apparâıtront au chapitre V, dans la transformation homographique ;
celle-ci présente toutefois des spécificités : elle fait appel à des opérateurs stationnaires,
qui permettent de donner une autre expression des opérateurs Dirichlet-to-Neumann ou
Neumann-to-Dirichlet sans passer par une décomposition modale et de déterminer rapi-
dement leurs singularités. En outre, la méthode qui sera présentée, ainsi que le plonge-
ment invariant, permettront d’introduire d’autres opérateurs (en particulier l’opérateur
Absorbant-to-Absorbant étudié au chapitre VI) et d’en donner une autre expression.
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Chapitre 2

Factorisation du problème de
Helmholtz

On cherche à réduire le problème de Helmholtz par une méthode de factorisation des
opérateurs elliptiques du second ordre. De même que les polynômes du second degré, les
opérateurs aux dérivées partielles peuvent s’écrire comme une composition d’opérateurs
du premier ordre. Cette étude fait donc apparâıtre des opérateurs particuliers qui peuvent
être rapprochés des racines des polynômes, et qui sont solution d’une équation de Riccati
(cf [12], [13]).

On va présenter les principes de cette méthode à l’aide d’un cas simple : on étudie
la décomposition du problème en choisissant comme domaine d’étude un cylindre de
dimension n de section constante. Elle s’appuie sur la technique du plongement invariant
présentée par Bellman (cf [4]) : en se limitant à une portion du domaine, on introduit un
opérateur défini sur une section du cylindre. Celui-ci permet de factoriser le problème et il
est solution d’une équation de Riccati. Il est de type Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-
to-Dirichlet et correspond à l’impédance acoustique généralisée définie par les physiciens
(cf [27]). La méthode présentée a été étudiée pour le problème de Poisson (cf [12]), mais
n’avait pas été étendue au problème de Helmholtz.

Après avoir considéré deux factorisations possibles pour l’équation de Helmholtz, on
étudiera plus précisément ces opérateurs sur la section par une décomposition modale.
Celle-ci donnera une première approche des singularités de ces opérateurs, encore ap-
pelées “résonances de bôıte”. En particulier, elle permet de distinguer les résonances de
chaque opérateur, et de considérer le cas où tous deux sont singuliers simultanément.

2.1 Première formulation

On définit le domaine Ω =]0; a[×O ∈ Rn. Un point du domaine est noté (x, z) où x est la
coordonnée le long de l’axe du cylindre (qui correspond aussi à la direction de propagation
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Factorisation de l’équation de Helmholtz

de l’onde) et z représente les n− 1 autres coordonnées. La coordonnée x va jouer le rôle
du temps dans la factorisation.

On suppose que la section O ∈ Rn−1 du cylindre est bornée, de frontière régulière. On
note Γ0 = {0} × O, Γa = {a} × O les faces du cylindre et Σ = ∂O×]0; a[ le bord latéral.
Enfin, on appelle ∆⊥ le Laplacien par rapport à z sur une section transversale.

x

z

0 a

Σ

Σ

Γ

Ω

Γ

s

s

Γ s a0

Fig. 2.1: Guide d’ondes

On étudie le problème :

(P0)











−∆y = −∂
2y

∂x2
− ∆⊥y = k2y + f dans Ω,

y|Σ = 0 ; y|Γa
= y1 ; −∂y

∂x
|Γ0

= y0,

où y est cherché dans l’espace L2(0, a;H1
0 (O))∩H1(0, a;L2(O)), avec f élément de L2(Ω),

y1 ∈ H
1

2

00(O) et y0 ∈ H
1

2

00(O)′.

2.1.1 Factorisation de l’équation de Helmholtz

La méthode de factorisation consiste à fractionner le domaine d’étude en introduisant
une frontière mobile Γs = {s} × O sur laquelle on impose une condition de Dirichlet ou
de Neumann et à définir un opérateur reliant la valeur de la solution ou de sa dérivée à
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Factorisation du problème de Helmholtz

cette condition au bord, puis à déplacer cette frontière d’une extrémité à l’autre du guide.
Chaque type de condition sur la frontière mobile va mener à une factorisation.

Dans un premier temps, on se restreint au domaine Ωs =]0; s[×O compris entre la face
gauche du cylindre et la frontière mobile, et on impose une condition de type Dirichlet
sur celle-ci. Γs est confondue initialement avec Γ0, on la fait ensuite évoluer dans le sens
des x croissants.

Déplacement
de la frontière

Fig. 2.2: Déplacement de la frontière

Soit f un élément de L2(Ω). Le problème à résoudre dans le domaine restreint s’écrit :

(Ps,h)







−∆y = k2y + f dans Ωs

y|Σ = 0, −∂y
∂x

|Γ0
= y0, y|Γs

= h ∈ H
1

2

00(O).

En fait, on définit ainsi toute une famille de problèmes de Helmholtz, indicée par les

paramètres s ∈ [0, a] et h ∈ H
1

2

00(O). En particulier, pour s = a et h = y1, on retrouve le
problème P0.

On note Ys l’espace suivant :

Ys =

{

y ∈ H1(Ωs) / y|Σ = 0 et
∂2y

∂x2
∈ L2(0, s;H−1(O))

}

.

∀s ∈]0, a[ et h ∈ H
1

2

00(O), on définit les opérateurs de H
1

2

00(O) vers son dual :

Q(s)h =
∂γ

∂x
|Γs

où γ ∈ Ys est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ωs

γ|Σ = 0, −∂γ
∂x

|Γ0
= 0, γ|Γs

= h

r(s) =
∂β

∂x
|Γs

où β ∈ Ys est solution de :
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





−∆β = k2β + f dans Ωs

β|Σ = 0, −∂β
∂x

|Γ0
= y0, β|Γs

= 0

avec les conditions initiales : Q(0)h = 0 et r(0) = −y0.

Remarque 2.1 Ces opérateurs sont bien définis si et seulement si le problème de Helmholtz
admet une solution unique, c’est-à-dire s’il est bien posé (cf Annexe). Ce n’est pas tou-
jours le cas, car l’opérateur ∆ + k2 n’est pas injectif. Si k2 est une valeur propre pour
le Laplacien, le noyau de l’opérateur de Helmholtz est une droite vectorielle ; il est alors
impossible de donner un sens à Q et à r.
Dans la suite du calcul, on supposera que le problème est bien posé. On étudiera dans la
dernière section les configurations pour lesquelles il ne l’est pas : on dit alors qu’il y a
résonance de bôıte.

Q est donc un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ; il agit sur des fonctions définies
sur la section du guide. En outre, l’opérateur Q dépend de s : en faisant varier la longueur
s de la bôıte, on modifie le problème (Ps,h), et on obtient donc une solution y différente.

Un argument de linéarité du problème aux limites Ps,h permet d’écrire que :

∂y

∂x
(x, z) = Q(x)y(x, z) + r(x, z) (2.1)

En dérivant formellement cette relation, on obtient :

∂2y

∂x2
=
dQ

dx
y +Q

∂y

∂x
+
∂r

∂x

Or,
∂2y

∂x2
= −∆⊥y − k2y − f , alors :

−(∆⊥ + k2I)y − f =
dQ

dx
y +Q

∂y

∂x
+
∂r

∂x

ce qui est équivalent à :

f +
∂r

∂x
+Qr = −dQ

dx
y −Q2y − (∆⊥ + k2I)y

Comme y est arbitraire (on peut en effet se donner n’importe quelle condition h ∈ H
1

2

00(O)
sur Γs), cette relation est en fait une identité, dont chaque membre est nul, ce qui signifie
que :
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













f +
∂r

∂x
+Qr = 0

(

dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I)

)

y = 0

En particulier, la deuxième équation est vérifiée pour tout y ∈ H
1

2

00(O), on en déduit que
l’opérateur :

(

dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I)

)

est nul. Ceci permet d’obtenir le système découplé suivant :

(S)



























dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I) = 0 ; Q(0) = 0 ;

f +
∂r

∂x
+Qr = 0 ; r(0) = −y0 ;

∂y

∂x
= Qy + r ; y(a) = y1 .

La condition de Dirichlet nulle sur le bord latéral Σ permet d’obtenir une solution y|Γs

appartenant à l’espace H
1

2

00(O) presque partout.

En particulier, Q est solution d’une équation de Riccati, i.e. d’une équation différentielle
avec un terme quadratique :

dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I) = 0 (2.2)

La méthode employée présente l’avantage d’obtenir une équation différentielle pour Q de
manière intrinsèque, i.e. sans faire intervenir de base de fonctions propres.

Remarque 2.2 Le calcul peut également être effectué sous une forme variationnelle :

Soit ϕ ∈ H1
0 (O). Alors, pour presque tout x dans ]0, a[, la relation affine (2.1) s’écrit :

(
∂y

∂x
(x), ϕ) = (Q(x)y(x), ϕ) + (r(x), ϕ),

où (., .) représente le produit scalaire dans L2(O).

En dérivant cette relation par rapport à x, il vient :

37



Factorisation de l’équation de Helmholtz

(
∂2y

∂x2
(x), ϕ) = (

dQ

dx
y, ϕ) + (Q

∂y

∂x
, ϕ) + (

∂r

∂x
, ϕ)

Une substitution permet d’obtenir :

(
∂2y

∂x2
(x), ϕ) = (

dQ

dx
y, ϕ) + (Q2y, ϕ) + (Qr, ϕ) + (

∂r

∂x
, ϕ)

Or, le membre de gauche vaut, d’après la formule de Green :

(
∂2y

∂x2
(x), ϕ) = (∇⊥y,∇⊥ϕ) − (f, ϕ),

car ϕ est nul sur le bord ∂O.

Finalement, on a :

(Qr, ϕ) + (
∂r

∂x
, ϕ) = (∇⊥y,∇⊥ϕ) − (f, ϕ) − (

dQ

dx
y, ϕ) − (Q2y, ϕ).

Le système découplé devient :











(Qr, ϕ) + (
∂r

∂x
, ϕ) = (∇⊥y,∇⊥ϕ) − (f, ϕ) − (

dQ

dx
y, ϕ)− (Q2y, ϕ), ∀ϕ ∈ H1

0 (O) ; r(0) = −y0 ;

(−∂y
∂x
, ϕ) + (Qy, ϕ) = −(r, ϕ), ∀ϕ ∈ L2(O) ; y(a) = y1 ;

En combinant les deux dernières équations du système S, on obtient la forme factorisée
du problème de Helmholtz ; en effet, on a :

(

∂

∂x
+Q

)

r = −f et

(

∂

∂x
−Q

)

y = r ;

il en résulte que :

−
(

∂

∂x
+Q

)(

∂

∂x
−Q

)

y = f

Comme Q est autoadjoint (ce qui sera étudié ultérieurement), les deux facteurs sont
adjoints l’un de l’autre.

En conclusion, cette méthode peut être interprétée comme une généralisation en dimension
infinie de la factorisation de Gauss par blocs “LU” : la résolution se fait en deux temps.
Tout d’abord, il faut résoudre l’équation de Riccati pour Q, ce qui revient à factoriser le
problème. Ensuite, on résout l’équation sur r pour les x croissants, ce qui correspond à
la phase de descente dans la factorisation de Gauss. Puis on intègre l’équation sur y dans
le sens des x décroissants, ce qui correspond à la phase de remontée dans la factorisation.
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Sens de calcul pour y

Sens de calcul pour Q et r

0 a z

Fig. 2.3: Sens de calcul

2.1.2 Réciproque

On vient de voir que la factorisation du problème de Helmholtz permet d’obtenir un
système découplé d’équations aux conditions initiales ; on va maintenant établir la réciproque,
i.e. montrer comment on peut retrouver le problème de Helmholtz à partir de ce système
découplé.

Lemme 2.1 Soit y, r ∈ Ya et Q ∈ L
(

H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′
)

vérifiant le système découplé:

(S)



























dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I) = 0 ; Q(0) = 0 ;

f +
∂r

∂x
+Qr = 0 ; r(0) = −y0 ;

∂y

∂x
= Qy + r ; y(a) = y1 .

Alors y est solution du problème de Helmholtz P0.

Démonstration 2.1.1 Pour ce faire, on utilise la relation affine
∂y

∂x
= Qy + r et on la

dérive formellement :

∂y2

∂x2
=
dQ

dx
y +Q

∂y

∂x
+
∂r

∂x

L’équation différentielle sur r permet de remplacer
∂r

∂x
par −Qr − f :

∂y2

∂x2
=
dQ

dx
y +Q

∂y

∂x
−Qr − f
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Réciproque

L’équation de Riccati sur l’opérateur Q permet alors de remplacer le terme
dQ

dx
:

∂y2

∂x2
= −Q2y − ∆⊥y − k2y +Q

∂y

∂x
− f −Qr

Or, Q
∂y

∂x
= Q2y +Qr, d’où :

∂2y

∂x2
= −Q2y − ∆⊥y − k2y +Q2y +Qr − f −Qr

Ce qui se simplifie en :

∂2y

∂x2
= −∆⊥y − k2y − f

Finalement, on obtient :

−∆y = k2y + f .

y vérifie bien l’équation de Helmholtz ; on va maintenant prouver que les conditions aux
bords du problème P0 sont également respectées.

Tout d’abord, y|Σ = 0, puisque y ∈ Ys, et y(a) = y1 (condition initiale pour le système).
Il reste à prouver que y vérifie la condition de Neumann sur la face gauche du cylindre :

En x = 0, on a :
∂y

∂x
(0) = Q(0) y(0) + r(0),

avec Q(0) = 0 et r(0) = −y0.

On en déduit que :

∂y

∂x
(0) = −y0.

y est donc bien solution de P0.

On vient de voir que les deux systèmes sont équivalents : on a remplacé un problème aux
bords par un système découplé aux conditions initiales.

40



Factorisation du problème de Helmholtz

2.1.3 Propriétés de Q

L’opérateur Q a été défini formellement ; on va maintenant préciser son cadre fonctionnel.

Lemme 2.2 Pour tout s ∈ [0, a] pour lequel le problème Ps,h est bien posé, Q(s) ∈
L(H

1

2

00(O), H
1

2

00(O)′).

Démonstration 2.1.2 Soit un tel s ∈ [0, a] fixé, h ∈ H
1

2

00(O), et α ∈ R. Alors le
problème :







−∆γ = k2γ dans Ωs

γ|Σ = 0, −∂γ
∂x

|Γ0
= 0, γ|Γs

= h

admet une solution unique γ appartenant à Ys.

Par conséquent,
∂γ

∂x
est dans L2(Ωs) et sa trace sur Γs appartient à H

1

2

00(O)′ : ainsi,

Q(s)h ∈ H
1

2

00(O)′.

Lemme 2.3 Q(s) est un opérateur symétrique.

Démonstration 2.1.3 Soient h, h′ ∈ H
1

2

00(O) et y, y′ les éléments de Ys solutions du
problème de Helmholtz homogène tels que :

Q(s)h =
∂y

∂x
|Γs

et Q(s)h′ =
∂y′

∂x
|Γs

.

On a la relation:

< h,Q(s)h′ >
H

1
2
00

(O)×H
1
2
00

(O)′
=< y|Γs

,
∂y′

∂x
|Γs

>
H

1
2
00

(O)×H
1
2
00

(O)′

Comme y′ est solution du problème de Helmholtz homogène, on a :

−∆y′ = k2y′.

Le produit scalaire avec y dans L2(Ωs) s’écrit :

∫

Ωs

−∆y′ydxdz =

∫

Ωs

k2y′ydxdz
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2.2 Deuxième formulation

En intégrant par parties, on obtient :

∫

Ωs

∇y′.∇ydxdz −
∫

∂Ωs

∂y′

∂n
.ydτ =

∫

Ωs

k2y′ydxdz

Comme y|Σ = 0 et que
∂y′

∂n
|Γ0

= −∂y
′

∂x
|Γ0

= 0, il vient :

∫

∂Ωs

∂y′

∂n
.ydτ =

∫

Γs

∂y′

∂x
ydτ =< y|Γs

,
∂y′

∂x
|Γs

>
H

1
2
00

(O)×H
1
2
00

(O)′

Finalement, on obtient :

< h,Q(s)h′ >=

∫

Ωs

∇y.∇y′dxdz −
∫

Ωs

k2y′.ydxdz =< h′, Q(s)h >,

ce qui démontre la symétrie de l’opérateur Q.

Remarque 2.3 La formulation variationnelle permet de constater que l’opérateur Q n’est
ni positif, ni négatif, et par conséquent que ni Q, ni −Q ne sont coercifs.

2.2 Deuxième formulation

Pour factoriser le problème de Helmholtz, on a choisi arbitrairement de se restreindre
à la partie gauche du guide d’ondes et d’imposer une condition de type Dirichlet sur
la frontière mobile. Cependant, il est tout à fait possible de factoriser le problème sur
l’autre partie du guide, ou de choisir une condition différente sur la frontière mobile. La
formulation obtenue aboutira encore à un système découplé, avec un opérateur solution
d’une équation de Riccati.

2.2.1 Factorisation du problème

On va mettre en oeuvre la méthode de factorisation pour la famille des domaines complémentaires :
on se restreint au domaine Ω̃s =]s; a[×O compris entre la face droite du guide et la frontière
mobile Γs, sur laquelle on définit une condition de Neumann arbitraire. La frontière se
déplace cette fois de a vers 0.

On va donc définir une famille de problèmes P ′
s,h sur le domaine restreint :
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Factorisation du problème de Helmholtz

Déplacement
de la frontière

Fig. 2.4: Déplacement de la frontière mobile

(

P ′
s,h

)











−∆y = k2y + f dans Ω̃s

y|Σ = 0, y|Γa
= y1,

∂y

∂x
|Γs

= h ∈ H
′ 1

2

00 (O).

On note Ỹs l’espace fonctionnel :

Ỹs =

{

y ∈ H1(Ω̃s) / y|Σ = 0 et
∂2y

∂x2
∈ L2(s, a;H−1(O))

}

.

∀s ∈]0, a[ et h ∈ H
1

2

00(O)′, on définit les opérateurs de H
1

2

00(O)′ vers H
1

2

00(O) :

P (s)h = γ|Γs
où γ ∈ Ỹs est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ωs

γ|Σ = 0, γ|Γa
= 0,

∂γ

∂x
|Γs

= h

r(s) = β|Γs
où β ∈ Ỹs est solution de :







−∆β = k2β + f dans Ωs

β|Σ = 0, β|Γa
= y1,

∂β

∂x
|Γs

= 0

avec les conditions initiales : P (a) = 0, r(a) = y1.

On obtient ainsi un opérateur P qui agit sur des fonctions définies sur la section. Il s’agit
cette fois d’un opérateur de type Neumann-to-Dirichet. Le calcul est toujours effectué en
deux temps : tout d’abord, on résout l’équation sur P et r dans le sens des x décroissants,
avant de calculer la solution y de 0 vers a :

Comme pour la formulation précédente, le caractère linéaire du problème permet d’écrire :

y(x, z) = P (x)
∂y

∂x
|Γ(x)(z) + r(x) (2.3)

43



Factorisation du problème

Sens de calcul pour P et r

Sens de calcul pour y

Fig. 2.5: Sens de calcul pour la factorisation adjointe

On dérive formellement cette relation :

∂y

∂x
=
dP

dx

∂y

∂x
+ P

∂2y

∂x2
+
∂r

∂x

L’équation de Helmholtz permet d’obtenir :
∂2y

∂x2
= −∆⊥y − k2y − f . Alors :

∂y

∂x
=
dP

dx

∂y

∂x
− P∆⊥P

∂y

∂x
− P∆⊥r − k2P 2 ∂y

∂x
− k2Pr +

∂r

∂x
− Pf

On en déduit que :

(

−dP
dx

+ P (∆⊥ + k2)P + I

)

∂y

∂x
= −P (∆⊥ + k2)r +

∂r

∂x
− Pf

Comme les problèmes sont indépendants, cette équation se découple pour donner le
système suivant :































dP

dx
− P (∆⊥ + k2)P − I = 0 ; P (a) = 0 ;

∂r

∂x
− P (∆⊥ + k2)r = Pf ; r(a) = y1 ;

−P ∂y
∂x

+ y = r ;
∂y

∂x
(0) = y0 .

En combinant les deux dernières équations du système, on obtient la factorisation du
problème de Helmholtz :

(

∂

∂x
− P (∆⊥ + k2)

)(

I − P
∂

∂x

)

y = Pf

L’opérateur Neumann-to-Dirichlet vérifie donc lui aussi une équation de Riccati :

dP

dx
− P (∆⊥ + k2I)P − I = 0 (2.4)

De même que pour la première formulation, ce système découplé permet de retrouver le
problème de Helmholtz P0 :
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Factorisation du problème de Helmholtz

Lemme 2.4 Soit y, r ∈ Ỹ0 et P ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) solution du système découplé :































dP

dx
− P (∆⊥ + k2)P − I = 0 ; P (a) = 0 ;

∂r

∂x
− P (∆⊥ + k2)r = Pf ; r(a) = y1

−P ∂y
∂x

+ y = r ;
∂y

∂x
(0) = y0 .

Alors y est solution du problème de Helmholtz P0.

Ce lemme se démontre de la même manière que pour la première formulation.

Remarque 2.4 Comme on le verra par la suite, l’équation de Riccati sur Q peut être
reliée à un problème de contrôle. Il en est de même pour P , et le problème lié à ce
dernier corespond au “problème dual” du premier.

2.2.2 Quelques propriétés de P

On va maintenant préciser le cadre fonctionnel de cet opérateur.

Lemme 2.5 Pour tout s ∈ [0, a] pour lequel le problème de Helmholtz est bien posé, P (s)

est un opérateur linéaire : H
1

2

00(Γs)
′ → H

1

2

00(Γs).

Démonstration 2.2.1 Comme précédemment, la linéarité de l’opérateur P provient de

la linéarité du problème de Helmholtz ; il reste à vérifier que P (s) ∈ L(H
1

2

00(O)′ , H
1

2

00(O)) :

Soit un tel s ∈ [0, a] fixé et h ∈ H
1

2

00(O)′. Alors le problème :







−∆y = k2y dans Ωs

y|Σ = 0, −∂y
∂x

|Γs
= h, y|Γa

= 0.

a une solution unique y ∈ Ys, ce qui signifie en particulier que y ∈ H1
0 (Ωs). Par

conséquent, sa trace sur Γs : y|Γs
= P (s)h appartient à H

1

2

00(O).

Lemme 2.6 ∀s, P (s) est symétrique.
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2.3 Décomposition modale

Démonstration 2.2.2 Soient h, h′ deux éléments de H
1

2

00(O)′ et y, y′ les solutions dans
Ys du problème de Helmholtz homogène telles que :

P (s)h = y|Γs
et P (s)h′ = y′|Γs

.

On calcule le produit scalaire sur la section Γs :

< h, P (s)h′ >=<
∂γ

∂x
|Γs
, γ′|Γs

>

La même formulation variationnelle que précédemment permet d’écrire que :

< h, P (s)h′ >=< k2γ, γ′ > −
∫

Ωs

∇γ∇γ′ =< γ|Γs
, h′ >=< P (s)h, h′ >

d’où la conclusion.

Remarque 2.5 Comme pour la formulation précédente, on constate que l’opérateur P (s)
n’est ni positif, ni négatif, et qu’il n’est donc pas coercif.

Remarque 2.6 L’opérateur P correspond à l’impédance acoustique utilisée par les physi-
ciens, c’est pour cette raison que l’on effectuera certains calculs en faisant appel à la
deuxième formulation. En revanche, le sens de calcul et l’équation de Riccati correspon-
dant à Q sont plus simples et plus naturels, donc la première formulation sera choisie
pour beaucoup de démonstrations.

2.3 Décomposition modale

On a vu que pour certaines longueurs du guide d’ondes, le problème de Helmholtz est mal
posé, ce qui crée une singularité pour P . Il est donc essentiel de connâıtre un peu mieux le
comportement de cet opérateur, ainsi que l’emplacement des points de singularité. Pour
ce faire, on va mettre en oeuvre une méthode classique (cf [11], [25]), la décomposition
modale, qui consiste à écrire les variables du problème dans une base diagonalisante pour
le Laplacien transversal. Dans un premier temps, on va expliquer comment écrire les
données dans cette base ; ensuite, on calculera P et on en déduira l’expression de la
partie affine r.
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Factorisation du problème de Helmholtz

2.3.1 Ecriture dans une base de fonctions propres

On va commencer par définir la base de fonctions propres qui permet de diagonaliser le
laplacien transversal.

Lemme 2.7 L’opérateur ∆⊥ agissant sur des fonctions définies sur la section O, as-
socié à une condition de Dirichlet nulle sur le bord ∂O, est diagonalisable dans une base
orthonormale de L2(O) et orthogonale pour H1(O).

Démonstration 2.3.1 L’opérateur A : u ∈ D(A) ⊂ L2(O) → Au ∈ L2(O) défini par :

< Au, v >L2(O)×L2(O)=

∫

O

∆uvdz,

avec D(A) = H1
0 (∆, O) = {u ∈ H1

0 (O) /∆u ∈ L2(O)}

est auto-adjoint et a une résolvante compacte, il est donc diagonalisable et ses vecteurs
propres forment une base orthonormale dans L2(O). On note (Ψi)i∈N cette base.

Soit λn la suite des valeurs propres de −∆⊥ et αn =
√
λn. Comme −A est strictement

positif, les λn, n ∈ N forment une suite croissante de termes positifs et qui tend vers +∞.

Si i 6= j, on vérifie que :
∫

O

∇Ψi∇Ψj = λi

∫

O

ΨiΨj = 0

On en déduit que la famille (Ψi)i est orthogonale dans H1
0 (O). La famille des Ψi est

totale, c’est donc une base de H1
0 (O).

Soit maintenant γ un élément de L2(0, a;H1
0(O))∩H1(0, a;L2(O)). Sa trace sur la section

Γ(x), pour z fixé, appartient donc à H
1

2 (O). On peut donc écrire sa décomposition dans
la base des Ψi :

γ(x, z) =
+∞
∑

n=1

γn(x)Ψn(z) où γn(x) =

∫

Γ(z)

γ(x)Ψn(z)dz.

Comme la section du guide d’ondes est constante, les fonctions de base ne dépendent
plus de la variable x et il est possible de dériver l’expression de γ terme à terme.

Lemme 2.8 Dans le guide d’ondes cylindrique de section constante, la fonction γ d’expression

γ(x, z) =
∑

n

Ψn(z)γn(x) dans la base orthonormée Ψn a pour dérivées partielles :

∂2γ

∂x2
=
∑

n

Ψn(z)γ′′n(x) et ∆⊥γ = −
∑

n

α2
nΨn(z)γn(x)
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Ecriture dans une base de fonctions propres

Démonstration 2.3.2 Cela revient à démontrer que les coefficients γ ′
n(x) ont pour ex-

pression :

γ′n(x) =

∫

S

Ψn(z)
∂γ

∂x
(x, z)dz

∀φ ∈ D(R),

∫

R

φ(x)γ′n(x)dx = −
∫

R

φ′(x)γn(x)dx

soit :

∫

R

φ(x)γ′n(x)dx = −
∫

R

φ′(x)

∫

S

Ψn(z)γ(x, z)dzdx

Par le théorème de Fubini, on a :

∫

R

φ(x)γ′n(x)dx = −
∫

S

Ψn(z)

∫

R

γ(x, z)φ′(x)dxdz

Donc

∫

R

φ(x)γ′n(x)dx =

∫

S

Ψn(z)

∫

R

∂γ

∂x
φ(x)dxdz

∫

R

φ(x)P ′
n(x)dx =

∫

R

∫

S

∂γ

∂x
φ(x)Ψn(z)dzdx

On en déduit que γ ′n(x) =

∫

S

Ψn(z)
∂γ

∂x
(x, z)dz.

On trouve alors le résultat souhaité.

Il est également possible d’exprimer la condition de Neumann sur la frontière mobile dans
cette base. En effet, le calcul a un sens car les solutions sont cherchées dans Y .

Lemme 2.9 h ∈ H
1

2

00(O)′ peut être décomposé dans la base de fonctions propres Ψn :

h(z) =
∑

n

hnΨn(z).

Démonstration 2.3.3 La famille des Ψn(z) , n ∈ N constitue une base orthonormée de
L2(O) et une base orthogonale de H1

0 (O). On peut d’ailleurs donner la définition suivante
à ces espaces :

L2(O) =

{

u =
∑

n

unΨn/
∑

n

|un|2 < +∞
}

H1
0 (O) =

{

u =
∑

n

unΨn/
∑

n

(1 + λn)|un|2 < +∞
}

H
1

2

00(O) est l’interpolé de H1
0 (O) et de L2(O) ; il a pour définition :
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Factorisation du problème de Helmholtz

H
1

2

00(O) =

{

u =
∑

n

unΨn/
∑

n

(1 + λn)
1

2 |un|2 < +∞
}

On identifie maintenant H
1

2

00(O)′ à l’espace :

{

u =
∑

n

unΨn/
∑

n

(1 + λn)
− 1

2 |un|2 < +∞
}

Ceci nous permet d’écrire h sous la forme : h(z) =
∑

n

hnΨn(z).

2.3.2 Expression modale de P

Les résultats précédents permettent de reformuler le problème sur le domaine restreint

Ps,h dans la base modale. Pour définir P (s)h, où h ∈ H
1

2

00(O)′, on a besoin de la solution
γ ∈ Ỹs du problème :







−∆γ = k2γ dans Ωs

γ|Σ = 0, γ|Γa
= 0,

∂γ

∂x
|Γs

= h.

Comme précédemment, on se limite à des valeurs de s pour lesquelles ce problème est
bien défini.

Dans ce cas, on a en effet : P (s)h = γ|Γs
; l’expression des coefficients de γ en fonction

de ceux de h permettra donc d’obtenir une écriture “matricielle”de P (s).

Tout d’abord, on décompose h et γ dans la base des Ψn :











γ(x, z) =
∑

n

γn(x)Ψn(z)

h(z) =
∑

n

hnΨn(z)

L’équation de Helmholtz pour γ s’écrit alors :

∑

n

(α2
nγn(x) − γ′′n(x))Ψn(z) = k2

∑

n

γn(x)Ψn(z)

Les conditions sur les bords ont pour expression :











∑

n

γn(a)Ψn(z) = 0

∑

n

γ′n(s)Ψn(z) =
∑

n

hnΨn(z)
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Expression modale de P

La condition de Dirichlet sur le bord latéral est vérifiée par les fonctions de base. On en
déduit un système différentiel pour chaque coefficient γn :















(k2 − α2
n)γn(x) + γ′′n(x) = 0 ∀x ∈]s; a[

γn(a) = 0

γ′n(s) = hn

On va pouvoir expliciter facilement la solution en fonction de la valeur de αn.

Premier cas : k2 > α2
n

Ce cas se produit pour les premières valeurs propres du Laplacien transversal, et concerne
donc un nombre fini de modes.

En posant : βn =
√

k2 − α2
n, on transforme l’équation différentielle sur γn en :

γ′′n(x) + β2
nγn(x) = 0.

Le coefficient γn est de la forme :

γn(x) = A cos βnx+ B sin βnx, où

{

A cos βna +B sin βna = 0
−βnA sin βns+Bβn cos βns = hn ∀n

Le choix de la racine positive pour k2−α2
n revient en fait à choisir les ondes se propageant

dans le sens des x croissants. En multipliant la première équation par sin βns et la
deuxième par cos βna, on obtient la relation :

B cos βn(a− s) =
hn

βn

cos βna

Si cos βn(a− s) 6= 0, alors B =
hn cos βna

βn cos βn(a− s)
.

On trouve alors :

γn(x) =
hn sin(βn(x− a))

βn cos(βn(a− s))
, soit, pour x = s :

γn(s) =
hn

√

k2 − α2
n

tan
(

(s− a)
√

k2 − α2
n

)
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Factorisation du problème de Helmholtz

Ce cas correspond à un mode propagatif.

Si cos βn(a− s) = 0 et hn 6= 0, le système précédent n’a pas de solution et donc γn n’est
pas défini. Si hn = 0, la solution du système précédent n’est pas unique, on ne peut donc
pas définir γn. On constate donc que dans ce cas, l’opérateur P admet une singularité.

Celle-ci se produit si et seulement si β(a− s) ∈ (
π

2
+ πZ) : cette condition dépend de la

longueur du cylindre, et la singularité apparâıt et disparâıt lorsque l’on fait varier s. Pour

éviter les singularités il faudrait choisir a− s inférieur au minimum des :
1

βn

(
π

2
+ 2πZ).

Deuxième cas : k2 = α2
n

Dans ce cas, γ′′n(x) = 0 sur ]s; a[, et on trouve :

γn(x) = hn(x− a)

Ce cas se présente pour un coefficient au plus, lorsque k ∈ π

h
Z, donc pour certaines

géométries seulement. Il correspond à l’apparition de fréquences de coupure (qui séparent
les modes propagatifs des modes évanescents).

Troisième cas : k2 < α2
n

On pose δn =
√

α2
n − k2. On rappelle l’équation différentielle vérifiée par γn :

γ′′n(x) = δ2
nγn

On en déduit la forme de γn :

γn = A cosh hnδn(x− a) +B sinh hnδn(x− a)

Comme γn(a) = 0, il vient : A = 0.

De γ′n(s) = hn, on tire :

B =
hn

iδn cosh δn(s− a)
.

Comme la fonction x 7→ cosh x ne s’annule pas sur R, cette définition a toujours un sens.

Au total, on trouve :

γn(x) =
hn sinh(δn(x− a))

δn cosh(δn(s− a))
,

d’où, pour x = s :

γn(s) =
hn

√

α2
n − k2

tanh((s− a)
√

α2
n − k2)
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Expression modale de P

Ce cas se produit pour une infinité de valeurs propres et correspond à un mode évanescent.

On en déduit la décomposition modale de P , lorsqu’il est bien défini :

P (s)h =
∑

αn<k

hn
√

k2 − α2
n

tan((a− s)
√

k2 − α2
n)Ψn(z)

+ 1αn=khn(s− a)Ψn(z)

+
∑

αn>k

hn
√

α2
n − k2

tanh((s− a)
√

α2
n − k2)Ψn(z)

Les points de discontinuité pour P sont donc les :

a− π + 2πN

2
√

k2 − α2
n

, avec k2 − α2
n > 0, αn valeurs propres de ∆⊥

On constate qu’ils forment un ensemble discret ; pour chacune de ces abscisses s, le
problème correspondant Ps,h n’est pas bien posé.

Il est clair que l’opérateur P (s) a une forme diagonale pour cet exemple (on étudiera par
la suite des configurations pour lesquelles ce n’est pas le cas). On notera Pn le coefficient
correspondant à la fonction propre Ψn :

Pn(s) =



























1
√

k2 − α2
n

tan((a− s)
√

k2 − α2
n) si αn < k

(s− a) si αn = k

1
√

α2
n − k2

tanh((s− a)
√

α2
n − k2) si αn > k

Par ailleurs, un passage à la limite faible permet de retrouver que : ∀h, P (a)h = 0.

Etude d’un exemple

On va illustrer les calculs précédents par un cas particulier qui est souvent utilisé pour les
simulations numériques.
On considère un guide d’ondes de R3, constitué de deux plaques horizontales qui sont
les plans d’équations z = H et z = −H. On suppose que la condition imposée sur
le bord d’équation x = a est indépendante dela troisième coordonnée y. Comme cette
configuration est invariante par translation suivant la deuxième coordonnée, on se ramène
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Factorisation du problème de Helmholtz

Σ

Σ

x

z

s

s
Γ

Γa

a
Γ0 0

ainsi à un guide bidimensionnel. Les fonctions propres pour le laplacien transversal avec
une condition de Dirichlet nulle sur les plans z = ±H ont pour expression :

Ψn(z) =

√

2

H
sin(

nπz

H
)

On note :

αn =
nπ

H

la valeur propre associée à Ψn. La décomposition de l’argument γ de l’opérateur P dans
la base des fonctions propres Ψn permet de trouver l’équation vérifiée par les coefficients
de γ. On a donc obtenu un système différentiel linéaire portant sur les coefficients γn.

P (s)h = Σn< Hω
π

−
√

2

H

hn

βn

tan(βn(a− s)) sin
(nπz

H

)

+ 1n= Hω
π
hn(s− a) sin

(nπz

H

)

+ Σn> Hω
π

√

2

H

hn

δn
tanh(δn(s− a)) sin

(nπz

H

)

La simulation numérique suivante a été réalisée pour un guide bidimensionnel de hauteur

H =
π

2
, de longueur a = 6, avec un nombre d’onde k = 2π. La figure 2.6 représente les

modes P1, P2, P3 et P4, et les fréquences correspondantes sont :














k1 = 5, 96 ;
k2 = 4, 85 ;
k3 = 1, 86 ;
k4 est imaginaire pur.
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Fig. 2.6: Les quatre premiers modes pour P

On constate que les trois premiers modes de P sont de type propagatifs et qu’ils com-
portent plusieurs singularités, tandis que le quatrième mode est évanescent ; il disparâıt
rapidement. La fréquence de coupure n’apparâıt pas. Par ailleurs, les singularités sont
plus nombreuses pour le premier mode que pour les suivants.

2.3.3 Expression modale de r

Enfin, on s’intéresse à la décomposition modale de la partie affine r. La factorisation
permet d’envisager plusieurs méthodes de calcul, par souci de simplicité on se limitera à
l’équation différentielle sur r issue du système découplé :







∂r

∂x
− P (∆⊥ + k2I)r = Pf ;

r(a) = y1.

Pour simplifier les calculs, on supposera que f est nul.
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Factorisation du problème de Helmholtz

Comme r(x) ∈ H
1

2

00(O) est la trace sur Γs d’une fonction de Ỹx, son expression et celle de
sa dérivée dans la base des Ψn sont de la forme :















r(x, z) =
∑

n

rn(x)Ψn(z) ;

∂r

∂x
(x, z) =

∑

n

r′n(x)Ψn(z) .

De la même manière, on peut écrire la condition initiale y1 ∈ H
1

2

00(O) dans la base de
fonctions propres :

y1(z) =
∑

n

yn
1 Ψn(z).

L’équation différentielle sur r prend donc la forme d’une équation scalaire sur chaque
coefficient :

{

r′n − Pn(k2 − α2
n)rn = 0

rn(a) = yn
1 .

Comme pour P , la forme du coefficient rn dépend de la valeur de αn.

Premier cas : k2 > α2
n

Ce cas correspond aux modes propagatifs. On a alors :

Pn =
1

√

k2 − α2
n

tan
(

(x− a)
√

k2 − α2
n

)

,

et l’équation différentielle sur rn s’écrit :

r′n −
√

k2 − α2
n tan

(

(x− a)
√

k2 − α2
n

)

rn = 0.

La solution de cette équation est de la forme :

rn(x) =
K

cos
(

(x− a)
√

k2 − α2
n

) , où K est une constante.

Comme rn(a) = yn
1 , il vient : K = yn

1 .

Finalement, on obtient :

rn(x) =
yn

1

cos
(

(x− a)
√

k2 − α2
n

)
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Expression modale de r

On retrouve les mêmes singularités que pour P .

Deuxième cas : k2 = α2
n

Dans ce cas l’équation vérifiée par rn devient :

r′n(x) = 0 , avec rn(a) = yn
1 .

On conclut que :

rn(x) = yn
1

Troisième cas : k2 < α2
n

Cette configuration correspond aux modes évanescents. Dans ce cas, on a :

Pn =
1

√

α2
n − k2

tanh
(

(x− a)
√

α2
n − k2

)

.

Le coefficient rn vérifie donc l’équation différentielle suivante :

r′n −
√

α2
n − k2 tanh

(

(x− a)
√

α2
n − k2

)

rn = 0.

Il est donc de la forme :

rn(x) =
K

cosh
(

(x− a)
√

α2
n − k2

) , où K est une constante.

Comme rn(a) = yn
1 , on en déduit que : K = yn

1 .

rn a donc pour expression :

rn(x) =
yn

1

cosh
(

(x− a)
√

α2
n − k2

)

Il s’agit effectivement d’un mode évanescent, qui disparâıt rapidement.

La simulation numérique a été réalisée pour le même guide bidimensionnel que pour P
avec les mêmes coefficients ; la figure 2.7 représente les quatre premiers modes propres
pour r.

On retrouve les trois modes propagatifs et le quatrième mode évanescent, ainsi que
l’absence de la fréquence de coupure.
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Factorisation du problème de Helmholtz

Fig. 2.7: Les quatre premiers modes pour r

2.3.4 Comparaison de Q et de P

Dans cette section, on souhaite comparer les comportements respectifs des opérateurs
Neumann-to-Dirichlet et Dirichlet-to-Neumann, en particulier l’emplacement et le nombre
de résonances de bôıte pour chacun. Pour ce faire, on va donc étudier dans un premier
temps la décomposition modale de Q.

On revient à la définition de Q : pour h ∈ H
1

2

00(O), on a : Q(s)h =
∂γ

∂x
|Γs

, où γ ∈ Ys est

solution de :







−∆γ = k2γ dans Ωs

γ|Σ = 0,
∂γ

∂x
|Γ0

= 0, γ|Γs
= h

Comme dans les paragraphes précédents, on peut décomposer γ et h dans la base de
fonctions propres Ψn :
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Comparaison de Q et de P











γ(x, z) =
∑

n

γn(x)Ψn(z)

h(z) =
∑

n

hnΨn(z)

On aboutit au système différentiel pour γn :






(k2 − α2
n)γn + γ′′n = 0

γn(s) = hn

γ′n(0) = 0

Les solutions seront donc de la même forme que pour la première formulation, seuls les
coefficients changent.

Q a également une forme diagonale, et son n-ième coefficient vaut :

Qn(s) =
γ′n(s)

hn

.

Premier cas : α2
n < k2

Le coefficient γn est alors de la forme :

γn(x) = A cosβnx + B sin βnx, où A et B sont des constantes déterminées par les
conditions sur les bords :
{

γ′n(0) = B = 0
A cos βns+B sin βns = hn

On en déduit que :

γn(x) =
hn cos βnx

cos βns
si cos βns 6= 0.

Et comme Q(s)h =
∂γ

∂x
|Γs

, il vient :

Q(s)hnΨn = −hnβn sin βns

cos βns
Ψn,

C’est-à-dire :

Qn(s) = −
√

k2 − α2
n tan

(

√

k2 − α2
n s
)

On retrouve un mode propagatif.

Le cas où cos βns = 0 correspond encore à des résonances de bôıte, c’est-à-dire à une
singularité pour Q.

On en déduit que Q(s) est singulier lorsque s appartient à l’ensemble :
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π + 2πN

2
√

k2 − α2
n

, avec k2 − α2
n > 0, s < a.

Deuxième cas : α2
n = k2

Dans ce cas, γn(x) = cste = hn, donc :

Qn(s) = 0

Ce cas correspond toujours à une fréquence de coupure.

Troisième cas : α2
n > k2

Le coefficient de γ correspondant s’écrit :

γn(x)A cos iδnx +B sin iδnx, où A et B sont des constantes vérifiant :

{

γ′n(0) = iδnB = 0
γn(s) = A cos iδns = hn

On en déduit que B = 0 et A =
hn

cos iδns
. Par conséquent :

γn(x) = hn

cosh δnx

cosh δns

On en déduit la valeur de Qn(s) :

Qn =
√

α2
n − k2 tanh

√

α2
n − k2s.

Il s’agit ici d’un mode évanescent.

Par conséquent, P et Q ont le même nombre de modes propagatifs et évanescents, ainsi
que la même fréquence de coupure.

Emplacement des points de singularité :

On va maintenant préciser l’étude des modes propagatifs pour comparer les abscisses pour
lesquelles P et Q sont singuliers.

On a trouvé les ensembles de points de singularité suivants :

pour P : a− π + 2πN

2βn

∩ [0, a] ; pour Q :
π + 2πN

2βn

∩ [0, a].
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0 a

Singularites de P

Singularites de Q

Fig. 2.8: Emplacement des singularités pour un mode donné

Pour un mode propagatif donné, les singularités ont donc même périodicité, et on observe
toujours le même décalage entre une singularité pour P et une singularité pour Q. On
constate également qu’il y a plusieurs singularités et que le nombre de singularités par
mode décroit avec n.

La figure 2.10 montre le premier mode pour P et Q pour un guide d’ondes bidimensionnel

de longueur a = 7, de hauteur H =
π

2
, et de nombre d’onde k = 2π.

0 1 2 3 4 5 6 7
−30

−20
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P
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Fig. 2.9: Le premier mode de Q et de P

On va maintenant évoquer deux cas particuliers.

Cas où Q = P−1

Les opérateurs Dirichlet-to-Neumann et Neumann-to-Dirichlet ont été définis à partir de
problèmes de Helmholtz différents, portant sur des domaines complémentaires et avec des
conditions aux bords distinctes. Q = P−1 est donc un cas particulier, qui ne se produit
que pour certaines longueurs de bôıte.
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Une condition nécessaire est que les zéros de l’un correspondent aux singularités de l’autre,
et par conséquent que l’on ait la relation suivante pour chaque mode propagatif :

∃ ln ∈ N tel que : a =
π + 2πln

2βn

.

Dans ce cas, P et Q ont chacun ln + 1 singularités pour le n-ième mode, déphasées de
π

2βn

(c’est-à-dire d’une demi-période).

La figure suivante représente le premier mode pour P et Q lorsque la bôıte a la longueur
ad hoc.
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30

Fig. 2.10: Le premier mode de Q et de P pour le cas où Q = P−1

Cas des singularités communes

On peut envisager de travailler avec un guide pour lequel Q et P ont des singularités
communes ; il faut et il suffit pour cela que :

∃n tel que αn < k, ln ∈ N tel que : a =
π + πln
βn

Dans ce cas, ces deux opérateurs auront les mêmes résonances pour le n-ième mode, mais
celles des autres modes peuvent se trouver à des emplacements différents.

En effet, si l’on suppose que P et Q admettent une singularité commune pour le mode n,
apparaissant à l’abscisse η, alors :

D’une part, η est une singularité pour P , ce qui signifie que :

61



Comparaison de Q et de P

∃p ∈ N tel que η = a− π + 2πp

2βn

.

De même, Q admet une singularité en η, d’où :

∃q ∈ N tel que η =
π + 2πq

2βn

.

On en déduit la relation :

a− π + 2πp

2βn

=
π + 2πq

2βn

,

qui s’écrit encore :

a =
π + π(p+ q)

βn

,

d’où le résultat.

Réciproquement, si a ∈ π + πN

βn

, P et Q admettent au moins une singularité commune

pour le mode n, dont on se propose de déterminer l’emplacement.

A cette fin, on note l ∈ N l’entier tel que a =
π + πl

βn

. Une singularité commune se situera

à une abscisse η vérifiant la relation :

η = a− π + 2πp

2βn

=
π + 2πq

2βn

, où p, q ∈ N.

Comme a ∈ π + πN

βn

, on est assuré que, pour tout q ∈ N,
π + 2πq

2βn

∈ a− π + 2πZ

2βn

.

Le problème est donc le suivant :

trouver (p, q) ∈ N2 tels que :







p+ q = l

π + 2πq

2βn

∈ [0, a]

Premier cas : l = 0

Cela correspond à un guide de longueur :

a =
π

βn

.
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Dans ce cas, le couple (p = 0, q = 0) est le seul possible. Il y a alors une seule singularité
située à l’abscisse :

η =
π

2βn

.

Deuxième cas : l ≥ 1

On a alors : a ≥ 2π

βn

.

Les deux opérateurs admettent alors l + 1 singularités, espacées de
π

βn

:

{

π + 2πq

2βn

, q ∈ {0, ..., l}
}

.

En particulier, les singularités les plus proches des extrémités sont :

η = a− π

2βn

pour p = 0 et q = l ;

η =
π

2βn

pour p = l et q = 0.

Remarque 2.7 Pour a <
π

βn

, il n’y a aucune singularité.

Application numérique

On s’intéresse à un guide bidimensionnel semblable à ceux qui ont été modélisés dans les

simulations numériques précédentes : on suppose qu’il est de hauteur H =
π

2
, avec un

nombre d’onde k = 2π. Les coefficients βn ont alors pour expression :

βn =

√

k2 − n2π2

H2
= 2

√
π2 − n2, où n ≤ 2H = π.

On se propose de calculer quelques longueurs de bôıte pour lesquelles P et Q admettent
des singularités communes.

• Premier mode :

Dans ce cas β1 = 2
√
π2 − 1 et les valeurs possibles pour a sont

πN∗

2
√
π2 − 1

. Les plus petites

valent :






a1 ≈ 0.5274 ;
a2 ≈ 1.0549 ;
a3 ≈ 1.5823 .
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Pour ces guides, les singularités voisines seront toutes espacées de
π

β1
≈ 0.5274.

• Deuxième mode :

La valeur corresondante de βn est β2 = 2
√
π2 − 4, et les longueurs de bôıte possibles sont

décrites par
πN∗

2
√
π2 − 4

. Les premières valent :







a1 ≈ 0.6484 ;
a2 ≈ 1.2967 ;
a3 ≈ 1.9451 .

Pour ces guides, les singularités voisines seront toutes espacées de
π

β2

≈ 0.6484.

• Troisième mode :

Un calcul similaire permet de donner les premières valeurs de a :







a1 ≈ 1.6845 ;
a2 ≈ 3.3689 ;
a3 ≈ 5.0534 .

Pour ces guides, les singularités voisines seront toutes espacées de
π

β3
≈ 1.6845. On

retrouve ainsi l’un des résultats des simulations précédentes : plus l’ordre du mode est
élevé, plus les singularités sont espacées.
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Chapitre 3

Lien avec la théorie du contrôle

La factorisation du problème de Helmholtz qui vient d’être présentée s’appuie dans une
large mesure sur la méthode du plongement invariant, empruntée à la théorie du contrôle.
Le but de ce chapitre est de montrer que ces deux approches sont étroitement liées : toutes
deux aboutissent notamment à des équations de Riccati pour des opérateurs définis sur des
espaces de dimension infinie(cf [18]). En fait, les solutions de problèmes d’optimisation
traités comme des problèmes de contrôle classique vérifient une équation aux dérivées
partielles : on étudiera dans un premier temps comment retrouver le problème de Poisson
et l’équation de Riccati associée à partir du contrôle (cf [16], [9]). Pour le problème de
Helmholtz ; il faut faire appel à la théorie du contrôle robuste, mais la démarche est
identique. Elle fera l’objet de la seconde partie, et l’on montrera que l’on peut retrouver
l’équation de Riccati correspondant à l’opérateur Dirichlet-to-Neumann. Par ailleurs, ces
calculs font apparâıtre notamment des systèmes couplés qui indiquent une méthode de
résolution pour les équations dans les guides d’ondes. Le chapitre V s’inspirera donc de
cette démarche.

3.1 Problème de Poisson : problème de contrôle clas-

sique

Dans cette section, on rappellera tout d’abord quelques grands principes de la théorie
du contrôle et son application à la résolution d’un problème d’optimisation. Ensuite, on
s’attachera à l’inconnue du problème, l’état du système, ainsi qu’à l’état adjoint, qui est
un intermédiaire de calcul. En étudiant les équations qui les définissent, on montrera que
l’état est solution du problème de Poisson et que l’opérateur qui le relie à l’adjoint vérifie
un équation de Riccati.

Le cadre de cette étude est très proche de celui du chapitre précédent : on considère un
domaine Ω de Rn, de forme cylindrique :

Ω = [0, a] ×O,
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3.1 Problème de Poisson : problème de contrôle classique

où O représente la section du cylindre (c’est une surface fermée de Rn−1, de bord ∂Ω
régulier) ; on note Σ le bord latéral. Une variable joue un rôle particulier, celui du temps
: il s’agit de x, coordonnée de l’axe du cylindre. Les autres coordonnées seront notées z.

x

z

Ω

Σ

Σ

O O

0 a

En théorie du contrôle linéaire quadratique, on cherche à optimiser un système gouverné
par une équation, appelée équation d’état :







dy

dx
= Ay(x) +Bu(x) ;

z(x) = Cy(x) ;

où y(x) ∈ Rn représente l’état du système, u(x) ∈ L2(0, X; Rm) est une fonction de
contrôle, et z(x) ∈ Rp, une sortie, avec A ∈ L(Rn,Rn), B ∈ L(Rm,Rn) et C ∈ L(Rn,Rp).

Dans le cadre de ce chapitre, on se limitera à l’étude d’un cas particulier courant :



















∂y

∂x
= v dans Ω

y|Σ = 0

y(a) = y1

où y ∈ H1(0, a;L2(O)) et v ∈ U = L2(Ω)

La solution y représente l’état du système, tandis que v est un contrôle, c’est-à-dire que
c’est une donnée pouvant être librement choisie, tout en tenant compte de contraintes
éventuelles. U représente l’espace des contrôles.

On appelle espace des contrôles admissibles l’espace :

Uad = {v ∈ U : y(v) ∈ Xy1
} où Xy1

=
{

y ∈ L2(0, a;H1
0(O) ∩H1(0, a;L2(O))

}

On introduit alors un critère de performance du contrôle : il s’agit d’une fonction-coût,
J , dépendant de l’état et du contrôle, que l’on cherche à minimiser (en général, plusieurs
fonctionnelles sont envisageables).
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J(v) =
1

2

∫

Ω

|∇⊥y(v) −∇⊥ϕ|2dxdz +
1

2

∫

Ω

|v|2dxdz

Ici la fonction-coût J fait intervenir une nouvelle variable ϕ, qui correspond à l’état
souhaité. L’opérateur ∇⊥ représente le gradient par rapport aux variables de la section.
La fonctionnelle est donc constituée de deux termes : le premier permet d’évaluer l’écart
entre l’état et l’état souhaité, et le second traduit le coût du contrôle.

L’état souhaité est défini sur chaque section par le système :

ϕ ∈ L2(0, a;H1
0 (O)) tel que

{

−∆⊥ϕ(x) = f(x) dans O

ϕ|∂O = 0

où ∆⊥ représente le laplacien sur la section O.

Comme on recherche le minimum de J sur l’ensemble des contrôles admissibles, on est
assuré d’avoir effectivement un extremum si cet ensemble est un fermé dans L2(O). Or,
ce n’est pas le cas ici. On va donc réexprimer la fonctionnelle de manière à respecter cette
condition :

J(v) = J̃(y) =
1

2

∫

Ω

|∇y|2 dx dz −
∫

Ω

fy dx dz +
1

2

∫

Ω

|∇⊥ϕ|2 dx dz

La deuxième fonctionnelle (J̃(y)) doit être minimisée sur l’ensemble des y admissibles, qui
est cette fois un fermé. Elle représente en fait la fonctionnelle de l’énergie de l’équation
de Poisson : on démontre en effet que y est solution du problème de Poisson.

3.1.1 Détermination des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Pour minimiser la fonctionnelle, on introduit les formes linéaires et quadratiques suivantes
sur Uad (cf [16], chapitre VII p.215) :















π(v, w) =

∫

Ω

∇y(v)∇y(w) dxdz

L(v) = −
∫

Ω

fy(v) dxdz

La fonction-coût s’écrit donc sous la forme :

J(v) =
1

2
π(v, v) + L(v) +

1

2

∫

Ω

|∇⊥ϕ|2 dxdz

Cette expression va maintenant permettre de calculer le gradient de J en v dans la direc-
tion de u.
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Pour u, v ∈ Uad, on a : J(v + θu) − J(v) =
1

2
θ2π(u, u) + θπ(u, v) + θL(u)

On en déduit que :

∇uJ(v) = lim
θ→0

J(v + θu) − J(v)

θ
= π(u, v) + L(u)

Soit encore :

∇uJ(v) =

∫

Ω

∇y(v)∇y(u) dxdz −
∫

fy(u) dxdz

En intégrant par parties, il vient :

∇uJ(v) = −
∫

Ω

∆y(v) y(u) dxdz−
∫

Ω

f y(u) dxdz =

∫

Ω

−(∆y(v) + f) y(u) dxdz

On introduit alors p ∈ L2(Ω) l’état adjoint défini par :

∂p

∂x
= −∆⊥y(v) − f , avec la condition initiale p(0) = 0.

L’expression précédente devient :

∇uJ(v) =

∫

Ω

(

∂p

∂x
− ∂2y

∂x2
(v)

)

y(u) dxdz =

∫

Ω

−p∂y
∂x

(u) +
∂y

∂x
(u)

∂y

∂x
(v) dxdz

Le gradient de la fonction-coût vaut donc :

∇uJ(v) =

∫

Ω

(

−p +
∂y

∂x
(v)

)

u dxdz

On en déduit la condition d’optimalité suivante :

p =
∂y

∂x
(v)

Elle correspond à l’état qui minimise la fonction-coût.

En injectant cette condition dans la relation définissant l’état adjoint, on trouve :

∂2y

∂x2
= −∆⊥y − f

L’état du système est donc solution du problème de Laplace.

On va maintenant montrer comment retrouver également l’équation de Riccati en étudiant
plus précisément les équations portant sur l’état et son adjoint.
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3.1.2 Lien avec l’équation de Riccati

L’état du système et l’état adjoint vérifient donc un système différentiel couplé :











−∂y
∂x

= −p , y(a) = y1

∂p

∂x
= −∆⊥y − f , p (0) = 0

On définit Q par :

p(x) = Q(x)y(x)

(la définition de l’état adjoint donne un unique p pour un état y donné, on définit donc
bien un opérateur).

Q est donc un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann, et Q(x) ∈ L
(

H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′
)

.

En dérivant la relation précédente, il vient :

∂p

∂x
=

dQ

dx
y +Q

∂y

∂x
=

dQ

dx
y +Q2y

D’autre part,
∂p

∂x
= −∆⊥y − f

On en déduit que :

(

dQ

dx
+Q2 + ∆⊥

)

y = −f

Dans la suite de l’étude, on se limitera à un problème de Poisson homogène, i.e. f = 0,
ce qui est logique puisque l’opérateur Dirichlet-to-Neumann avait été défini à partir d’un
problème homogène. On a alors :

(

dQ

dx
+Q2 + ∆⊥

)

y = 0,

ce qui est valable pour tout y ∈ Xy1
.

Par conséquent, on a :

dQ

dx
+Q2 + ∆⊥ = 0

On retrouve bien une équation de Riccati pour Q.

Lemme 3.1 L’opérateur Q obtenu est positif.
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Lien avec l’équation de Riccati

Démonstration 3.1.1 En effet, on a, pour y ∈ Xy1
:

< Q(x)y, y >O=

∫

O

pydz =

∫

O

∂y

∂x
y

Comme y est nul sur le bord latéral Σ et que p(0) = 0, cela revient à dire que :

< Q(x)y, y >O=

∫

∂Ω

∂y

∂n
yds

En utilisant une formule de Green, il vient :

< Q(x)y, y >O=

∫

Ω

fy +

∫

Ω

∇y∇y dx dz

Comme f = 0, on trouve ainsi :

< Q(x)y, y >O ≥ C‖y‖2
H1

0
(O)

,

où C est une constante positive, d’où la conclusion.

Lemme 3.2 L’opérateur Q est autoadjoint.

Démonstration 3.1.2 Soient h, h′ ∈ H
1

2

00(O).

On définit les états y, y′ ∈ L2(0, a;H1
0(O)) ∩ H1(0, a;L2(O)) et les états adjoints p, p′ ∈

L2(Ω) tels que :











−∂y
∂x

= −p , y(x) = h

∂p

∂x
= −∆⊥y , p(0) = 0











−∂y
′

∂x
= −p′ , y′(x) = h′

∂p′

∂x
= −∆⊥y

′ , p′(0) = 0

On constate que y est bien solution du problème de Laplace :

∆y = 0 dans Ω.

A l’instar des calculs effectués dans le chapitre II, on note Ωx la partie du domaine Ω
comprise entre les abscisses 0 et x : ainsi, Ωx = [0, x] × O. On a alors la formulation
variationnelle suivante dans Ωx :

∫

Ωx

∆y.y′ = −
∫

Ωx

∇y∇y′ +
∫

Σ

∂y

∂n
y′ +

∫

Γ0

∂y

∂n
y′ +

∫

Γx

∂y

∂n
y′

Comme y′ s’annule sur le bord latéral, l’intégrale sur Σ est nulle. On en déduit que :
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Lien avec la théorie du contrôle

∫

Ωx

∆y.y′ = −
∫

Ωx

∇y∇y′ −
∫

Γ0

∂y

∂x
y′ +

∫

Γx

∂y

∂x
y′

Or,
∂y

∂x
= p s’annule surΓ0, tandis que

∂y

∂x
|Γx

= Q(x)h. Il vient alors :

∫

Ωx

∆y.y′ = −
∫

Ωx

∇y∇y′ −
∫

Γ0

p(0)y′ +

∫

Γx

Q(x)h.h′

Finalement, on a :

∫

Ωx

∆y.y′ =< Q(x)h, h′ >

Comme on a de même :
∫

Ωx

y.∆y′ =< Q(x)h′, h >,

On en déduit la symétrie de Q.

Ainsi, on a retrouvé l’opérateur Dirichlet-to-Neumann qui apparâıt lorsque l’on met
en oeuvre la méthode de plongement invariant pour le problème de Poisson : on ob-
tient la même équation de Riccati, des propriétés analogues, et il s’agit également d’une
impédance.

Remarque 3.1 Ce résultat indique une méthode de résolution possible pour une équation
de Riccati : dans le cas général, on peut chercher à écrire un système différentiel linéaire
pour l’argument et l’image de l’opérateur, puis à le résoudre en utilisant les méthodes
classiques. Cette démarche sera utilisée dans le chapitre V.

3.2 Problème de Helmholtz : problème de contrôle

robuste

Les propriétés de l’opérateur Q introduit par le contrôle classique ne correspondent pas
à celles des opérateurs du problème de Helmholtz. En effet, P , tel qu’il a été défini
dans le chapitre II, n’est ni positif, ni négatif, et il est solution d’une équation de Riccati
différente. On ne va donc pas chercher à interpréter le problème de Helmholtz comme un
problème de contrôle classique, mais on va faire appel à une variante issue de la théorie
du contrôle robuste : il s’agit de la méthode dite “du pire des cas”(cf [35]). Cependant,
la démarche sera identique.

Dans un premier temps, on va présenter le problème d’optimisation correspondant.
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L’équation d’état se présente sous la forme :







∂y

∂x
= div⊥v + ϕ+ w dans Ω

y(a) = y1

, où ϕ(x) =

∫ x

0

f(s)ds

L’état du système, y, dépend non seulement du contrôle v, mais aussi d’une autre variable,
w. On dit que w est une perturbation du système au sens du contrôle robuste : c’est une
deuxième variable de contrôle qui “joue contre” v. En fait, la perturbation cherche à
maximiser le coût qu’on veut minimiser.

Remarque 3.2 Le cas où w est nul représente un autre problème de contrôle possible
pour le problème de Poisson :







∂y

∂x
= div⊥v + ϕ dans Ω

y(a) = y1

La fonction-coût associée à ce problème de contrôle va tenir compte de cette perturbation :

J(v, w) =
1

2

∫

Ω

y2dxdz +
1

2

∫

Ω

v2 dxdz − k

2

∫

Ω

w2 dxdz

Le terme
k

2

∫

w2 pénalise le travail de la perturbation, c’est-à-dire qu’il minimise le coût

pour une grande perturbation. En d’autres termes, plus k est élevé, moins on autorise de
grandes perturbations.

On va donc rechercher un point-selle de cette fonctionnelle :

min
v

max
w

J(v, w)

3.2.1 Détermination des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Pour ce faire, on sépare le problème en trois parties et on cherche les solutions respectives
des trois problèmes suivants (cf [16], chapitre VII p.215) :



























ỹ(v) solution de :
dỹ

dx
= div⊥v, ỹ(a) = 0

ŷ(w) solution de :
dŷ

dx
= w, ŷ(a) = 0

y̆(ϕ) solution de :
dy̆

dx
= ϕ, y̆(a) = y1.
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Par linéarité du problème de contrôle, on a :

y(v, w) = ỹ(v) + ŷ(w) + y̆(ϕ).

La fonction-coût s’écrit alors :

J(v, w) =
1

2

∫

Ω

(ỹ(v) + ŷ(w) + y̆(ϕ))2 dxdz +
1

2

∫

Ω

v2 dxdz − k

2

∫

Ω

w2 dxdz

On cherche à l’exprimer uniquement en fonction du contrôle et de la perturbation. On
commence donc par développer cette expression :

J(v, w) =
1

2

∫

Ω

ỹ(v)2dxdz +

∫

Ω

v2dxdz +
1

2

∫

Ω

ŷ(w)2dxdz − k

2

∫

Ω

w2dxdz +
1

2

∫

Ω

y̆(ϕ)2dxdz

+

∫

Ω

ỹ(v) y̆(ϕ)dxdz +

∫

Ω

ŷ(w) y̆(ϕ)dxdz +

∫

Ω

ỹ(v) ŷ(w)dxdz

On définit les formes quadratiques et linéaires suivantes sur Uad, ainsi qu’un terme con-
stant, K :



































π(u, v) =

∫

Ω

ỹ(u)ỹ(v)dxdz +

∫

Ω

uvdxdz , ω(u, v) =

∫

Ω

ŷ(u)ŷ(v)dxdz − k

∫

Ω

uvdxdz ,

L(v) =

∫

Ω

ỹ(v)y̆(ϕ)dxdz , M(w) =

∫

Ω

ŷ(w)y̆(ϕ)dxdz ,

P(v, w) =

∫

Ω

ỹ(v)ŷ(w)dxdz , K =

∫

Ω

y̆(ϕ)2dxdz .

On obtient ainsi l’écriture suivante :

J(v, w) =
1

2
π(v, v) +

1

2
ω(w,w) + P(v, w) + L(v) +M(w) +K

La recherche du point-selle s’effectue en deux temps : on commence par maximiser la
fonctionnelle sur la perturbation w, avant de la minimiser sur le contrôle v.

3.2.1.1 Recherche du maximum sur w :

Comme pour le contrôle classique, on calcule le gradient de la fonction-coût par rapport
à la perturbation w. On a :

J(v, w + θu) − J(v, w) =
1

2
(ω(w + θu, w + θu) − ω(w,w)) + P(v, w + θu) − P(v, w)

+M(w + θu) −M(w)
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ce qui se simplifie en :

J(v, w + θu) − J(v, w) =
1

2
θ2ω(u, u) + θω(w, u) + θP(v, u) + θM(u)

On en déduit que :

lim
θ→0

J(v, w + θu) − J(v, w)

θ
= ω(w, u) + P(v, u) +M(u)

=

∫

Ω

ŷ(u) (ŷ(w) + ỹ(v) + y̆(ϕ)) dxdz − k

∫

Ω

uwdxdz

On introduit alors l’état adjoint défini par :

−∂p
∂x

= y(v)

Cette relation, ainsi que la définition de y : ỹ(v) + ŷ(w) + y̆(ϕ) = y(v, w), permettent
d’obtenir :

lim
θ→0

J(v, w + θu) − J(v, w)

θ
= −

∫

Ω

ŷ(u)
∂p

∂x
dxdz − k

∫

Ω

uwdxdz

En intégrant par parties, il vient :

lim
θ→0

J(v, w + θu) − J(v, w)

θ
=

∫

Ω

p
∂ŷ

∂x
(u)dxdz − k

∫

Ω

uwdxdz

En revenant à la définition de ŷ, on obtient la relation suivante :

lim
θ→0

J(v, w + θu) − J(v, w)

θ
=

∫

Ω

pudxdz − k

∫

Ω

uwdxdz

Le gradient par rapport à w est nul lorsque : p − kw = 0. Ceci constitue la première
condition d’optimalité.

3.2.1.2 Recherche du minimum sur v :

On calcule maintenant le gradient de la fonction-coût dans la direcion u par rapport au
contrôle v. On a :

J(v + θu, w) − J(v, w) =
1

2
(π(v + θu, v + θu) − π(u, u)) + P(v, θu, w)− P(v, w)

+L(v + θu) − L(v)

ce qui s’écrit plus simplement sous la forme :
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J(v + θu, w) − J(v, w) =
1

2
θ2π(u, y) + θπ(u, v) + θP(u, w) + θL(u)

On en déduit que :

lim
θ→0

J(v + θu, w)− J(v, w)

θ
= π(u, v) + P(u, w) + L(u)

=

∫

Ω

ỹ(u)(ỹ(v) + ŷ(w) + y̆(ϕ))dxdz +

∫

Ω

uvdxdz

En utilisant d’une part la décomposition de l’état y : ỹ(v) + ŷ(w) + y̆(ϕ) = y(v, w),

et d’autre part la définition de l’état adjoint : −∂p

∂x
= y(v), on obtient une expression

simplifiée du gradient :

lim
θ→0

J(v + θu, w) − J(v, w)

θ
= −

∫

Ω

ỹ(u)
∂p

∂x
dxdz +

∫

Ω

uvdxdz

Une intégration par parties permet d’écrire cette limite sous la forme :

lim
θ→0

J(v + θu, w) − J(v, w)

θ
=

∫

Ω

p
∂ỹ

∂x
(u)dxdz +

∫

Ω

uvdxdz

En faisant appel à la définition de
∂ỹ

∂x
(u), il vient :

lim
θ→0

J(v + θu, w) − J(v, w)

θ
=

∫

Ω

p div⊥udxdz +

∫

Ω

uvdxdz

Enfin, les propriétés de l’état adjoint donnent :

lim
θ→0

J(v + θu, w) − J(v, w)

θ
=

∫

Ω

−grad⊥p udxdz +

∫

Ω

uvdxdz

On en déduit la deuxième condition d’optimalité :

v − grad⊥p = 0.

Finalement, on a obtenu deux conditions d’optimalité pour le système :

{

p− kw = 0, y(a) = y1,

v − grad⊥p = 0, p(0) = 0.

3.2.2 Lien avec l’équation de Riccati

Le problème de Helmholtz P0 étudié au chapitre précédent peut être considéré comme
un problème de contrôle robuste. On va en effet vérifier que l’état du système vérifie
l’équation de Helmholtz et que l’impédance qui relie cet état à l’état adjoint satisfait une
équation de Riccati.
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3.2.2.1 Retour au problème de Helmholtz :

Dans un premier temps, on montre que y est solution du problème de Helmholtz. Pour ce
faire, on va dériver l’équation d’état en s’appuyant sur les différentes relations obtenues :



































∂y

∂x
= div⊥ v + ϕ+ w ,

ϕ(x) =

∫ x

0

f(s)ds ,

p− kw = 0 ,

v − grad⊥ p = 0

D’une part, en dérivant la première équation, il vient :

∂2y

∂x2
= div⊥

∂v

∂x
+ f(x) +

∂w

∂x

Or, v = grad⊥ p, donc
∂v

∂x
= grad⊥

∂p

∂x
et div⊥

∂v

∂x
= ∆⊥

∂p

∂x
.

En outre, p = kw, donc
∂w

∂x
=

1

k

∂p

∂x
.

On a donc, en combinant ces différentes relations :

∂2y

∂x2
= ∆⊥

∂p

∂x
+

1

k

∂p

∂x
+ f .

D’autre part, la définition de l’état adjoint −∂p

∂x
= y(v) permet d’écrire que :

−∆⊥
∂p

∂x
= ∆⊥y

On en déduit que :

∂2y

∂x2
= ∆y − ∆⊥y = ∆y + ∆⊥

∂p

∂x

Soit : ∆⊥p
′ +

1

k
p′ + f = ∆y + ∆⊥p

′,

ou encore : ∆y = −1

k
y + f

y est donc solution du problème de Helmholtz.
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Comme pour le problème de contrôle classique, on peut écrire nu système différentiel
linéaire pour l’état et son adjoint. Pour simplifier, on se place dans le cadre du problème
de Helmholtz homogène. Dans ce cas, on a :

∂y

∂x
= ∆⊥p+

1

k
p

D’autre part, la définition de l’état adjoint donne la deuxième équation :

−∂p
∂x

= y.

On a donc le système couplé suivant :










∂y

∂x
=

(

∆⊥ +
1

k

)

p

∂p

∂x
= −y

3.2.2.2 Equation de Riccati sur P :

Enfin, on va établir une équation de Riccati pour l’impédance du système en reprenant
la méthode de calcul de la section précédente. A cet effet, on introduit un opérateur de
type Neumann-to-Dirichlet :

p(x) = −P (x)y(x)

En dérivant cette relation, il vient :

∂p

∂x
=
dP

dx
y + P

∂y

∂x

Autrement dit :

−y =
dP

dx
y + P

(

∆⊥ +
1

k

)

p

Finalement :
(

dP

dx
+ P

(

∆⊥ +
1

k

)

P + I

)

y = 0

Comme cette équation est valable pour tous les états y, on en déduit que l’opérateur P
vérifie une équation de Riccati :

dP

dx
+ P

(

∆⊥ +
1

k

)

P + I = 0

On retrouve une équation du même type que celle que l’on avait obtenue par plongement
invariant pour le problème de Helmholtz. Celui-ci peut donc être considéré comme un
problème de contrôle robuste, et il sera possible d’utiliser les méthodes de calcul issues de
cette théorie pour étudier le guide d’ondes du chapitre II.
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Lien avec l’équation de Riccati
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Chapitre 4

Transformation homographique

Dans ce chapitre, on essaiera de donner une expression simplifiée pour l’opérateur Neumann-
to-Dirichlet P : on va montrer que celui-ci est homographiquement semblable à un semi-
groupe linéaire : en d’autres termes, il s’écrit comme une composition d’opérateurs qui
ont une expression simple, indépendante d’une base de fonctions propres. Cette méthode
va permettre notamment de connâıtre P partout si l’on connâıt sa valeur en une extrémité
du guide, ainsi que de calculer l’emplacement des singularités. Elle s’inspire de résultats
utilisés en théorie du contrôle, qu’elle généralise (cf [32], [34], [33]). Contrairement aux
méthodes classiques, elle permet d’obtenir une expression de cet opérateur indépendante
de la base de fonctions propres choisies.

Le calcul s’effectue en quatre temps : on commence par transformer l’équation de Riccati
en un système différentiel linéaire (cf [31]), puis on diagonalise celui-ci à l’aide de solu-
tions particulières et on le résout. Ceci permet alors d’écrire l’opérateur sous une forme
factorisée ; la dernière étape consiste en une réécriture sous la forme d’une composition
de deux transformations homographiques et d’un semi-groupe.

Tout d’abord, on présentera la méthode pour l’opérateur Neumann-to- Dirichlet d’une
guide cylindrique bouché et on expliquera comment cette expression permet de retrouver
les résonances de bôıte, puis on essaiera d’obtenir une formule plus générale, que l’on
poura utiliser pour d’autres guides d’ondes.

4.1 Etude du semi-groupe non linéaire associé à l’équation

de Riccati pour le problème de Helmholtz

Dans cette section, on s’intéresse à l’équation de Riccati correspondant à la deuxième
factorisation (cf chapitre 2) et donc à l’opérateur Neumann-to-Dirichlet. Celui-ci est
calculé dans le sens des x décroissants.

L’opérateur P que l’on cherche à expliciter est solution de l’équation de Riccati :
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Système couplé pour l’équation de Riccati

Déplacement
de la frontière

Fig. 4.1: Déplacement de la frontière mobile







dP

dx
= I + P (∆⊥ + k2I)P

P (a) = 0

Les coefficients de cette équation ont une forme diagonale dans la base orthonormale des
fonctions propres Ψn pour le Laplacien transversal, ce qui va faciliter les calculs. On
rappelle en particulier la relation :

∀n, (∆⊥ + k2I)Ψn = (k2 − α2
n)Ψn

4.1.1 Système couplé pour l’équation de Riccati

Une méthode classique de résolution des équations de Riccati consiste à les transformer
en un système différentiel linéaire (cf [31]). La première étape de la démarche va être de
montrer que l’équation de Riccati peut se ramener au système suivant :

{

X ′ = −(∆⊥ + k2I)Y
Y ′ = X

Celui-ci est un système de deux équations couplées, mais que l’on peut résoudre facilement
puisque le terme quadratique a disparu.

Dans un premier temps, on va introduire les opérateurs de ce système. Pour cela, on
revient au problème de Helmholtz homogène.

∀x ∈ (0, a) et h ∈ H
1

2

00(O)′, on définit γ ∈ Y comme la solution du système :







−∆γ = k2γ dans Ω

γ|Σ = 0, γ|Γa
= 0,

∂γ

∂x
|Γ0

= h

On suppose que l’on n’est pas dans une situation de résonance et que le problème est bien

posé pour tout h. On peut alors définir X(x) l’opérateur de H
1

2

00(O)′ vers H
1

2

00(O)′ :
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Transformation homographique

X(x)h =
∂γ

∂x
(x)

et Y (x) l’opérateur de H
1

2

00(O)′ vers H
1

2

00(O) :

Y (x)h = γ(x).

X et Y sont alors les opérateurs :

X(x) :
∂y

∂x
(0) 7−→ ∂y

∂x
(x)

Neumann en 0 → Neumann en x

Y (x) :
∂y

∂x
(0) 7−→ y(x)

Neumann en 0 → Dirichlet en x

On en déduit immédiatement la relation :

Y (x) = P (x)X(x).

Par ailleurs, Y vérifie la condition initiale : Y (a) = 0 et on a : X(0) = I.

Lemme 4.1 X et Y vérifient formellement le système :











dX

dx
(x) = −(∆⊥ + k2I)Y (x)

dY

dx
(x) = X(x)

Démonstration 4.1.1 On sait que :

X(x)
∂γ

∂x
(0) =

∂γ

∂x
(x)

On dérive formellement cette relation :

dX

dx
(x)

∂γ

∂x
(0) =

∂2γ

∂x2
(x)

Or,
∂2γ

∂x2
(x) = −(∆⊥ + k2I)γ(x), où γ(x) = Y (x)

∂γ

∂x
(0)

On en déduit que :

dX

dx
(x)

∂γ

∂x
(0) = −(∆⊥ + k2I)Y (x)

∂γ

∂x
(0)
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Système couplé pour l’équation de Riccati

Comme cette relation est vraie pour tout h dans H
1

2

00(O)′, on peut conclure que :

dX

dx
(x) = −(∆⊥ + k2I)Y (x).

De même, Y (x)
∂γ

∂x
(0) = γ(x)

En dérivant formellement :

dY

dx
(x)

∂γ

∂x
(0) =

∂γ

∂x
(x) = X(x)

∂γ

∂x
(0)

D’où la relation :

dY

dx
(x) = X(x).

On montre maintenant que ce système linéaire est équivalent à l’équation de Riccati pour
P (X), avec la relation Y (x) = P (x)X(x).

Si l’équation de Riccati
dP

dx
= I + P (∆⊥ + k2I)P admet une solution P sur un sous-

intervalle I0 de (0, a) et si le système linéaire :











dX

dx
= −(∆⊥ + k2I)Y

dY

dx
= X

admet une solution (X(x), Y (x)), alors Y (x) = P (x)X(x) ∀x ∈ I0.

En effet, si l’on suppose que l’équation de Riccati

dP

dx
= I + P (∆⊥ + k2I)P

admet une solution P (x) sur un sous-intervalle I0 de (0, a) et que le système sur X, Y
admet une solution, l’opérateur X vérifie :







dX

dx
(x) = −(∆⊥ + k2I)P (x)X(x)

X(0) = I

On définit maintenant Y (x) = P (x)X(x) ; Y est donc continue sur I0, dérivable et on a :

dY

dx
(x) = X(x) + P (x)(∆⊥ + k2I)P (x)X(x) − P (x)(∆⊥ + k2I)Y (x) = X(x)
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Transformation homographique

X et Y vérifient donc le système différentiel linéaire sur I0.

Réciproquement, si X, Y sont solution du système différentiel linéaire :











dX

dx
= −(∆⊥ + k2I)Y

dY

dx
= X

sur un sous-intervalle I0 de (0, a) et que X est inversible sur cet intervalle, on peut définir
l’opérateur Y (x)X(x)−1 = P (x) sur I0 ; en particulier, il est continu, dérivable sur cet
ensemble. On peut alors calculer sa dérivée :

dY

dx
=
dP

dx
X + P

dX

dx
,

soit X =
dP

dx
X − P (∆⊥ + k2I)PX

Comme X est inversible, il vient :

dP

dx
= I + P (∆⊥ + k2I)P .

P est donc solution de l’équation de Riccati sur I0.

X et Y sont des opérateurs dépendant de x, dont la valeur en a est donnée par la relation :
Y (a) = P (a)X(a). Comme P (a) = 0, il en résulte que Y (a) = 0.

4.1.2 Solution stationnaire de l’équation de Riccati

On cherche maintenant une solution particulière pour l’équation de Riccati (en changeant
éventuellement de condition initiale) ; celle-ci servira d’intermédiaire de calcul dans l’étape
suivante. A priori, on exigera seulement qu’elle soit un opérateur inversible ; on peut donc
chercher à exhiber la solution la plus simple possible. Il est donc légitime de chercher
une solution stationnaire, i.e. indépendante de la variable x, ce qui revient à résoudre
l’équation :

P (∆⊥ + k2I)P = −I,

où le P cherché est un opérateur de H
1

2

00(O)′ vers H
1

2

00(O).

Comme les coefficients de cette équation de Riccati stationnaire sont diagonalisables dans
la base de fonctions propres Ψn, on peut chercher une solution diagonale dans cette base.

Soit P0 une telle solution. On note P n
0 son n-ième coefficient, c’est-à-dire que :

83



Solution stationnaire de l’équation de Riccati

P0Ψn = P n
0 Ψn ∀n.

Chacun de ces coefficients vérifie l’équation scalaire :

P n
0 (k2 − α2

n)P n
0 = −1

Autrement dit, (P n
0 )2 =

1

α2
n − k2

si k 6= αn.

Lorsque k 6= αn pour tout n (on supposera dans un premier temps que c’est effectivement
le cas), cette équation a deux solutions.

On appelle βn la solution retenue :

βn =

{
√

α2
n − k2 si α2

n − k2 > 0

i
√

k2 − α2
n sinon

On obtient donc un nombre fini de βn prenant des valeurs complexes correspondant aux
modes propagatifs, et une infinité de valeurs réelles (modes évanescents).

La solution de l’équation de Riccati stationnaire vérifie donc :

P0Ψn = ± 1

βn

∀n.

Pour chaque mode, deux choix sont possibles, et chacun correspond à un sens de propaga-
tion du mode ; on va donc effectuer un “tri” des solutions. Celui-ci est lié à la factorisation
de Helmholtz pour un cylindre infini :

∆⊥ + k2I =

(

∂

∂x
+ i
√

∆⊥ + k2I

)(

∂

∂x
− i
√

∆⊥ + k2I

)

L’opérateur
∂

∂x
− i
√

∆⊥ + k2I représente des ondes se propageant vers la droite. Plus

précisément, si

(

∂

∂x
− i
√

∆⊥ + k2I

)

u = 0,

alors u est solution du problème de Helmholtz et u se propage dans le sens des x croissants
et vérifie la condition de radiation en x = +∞.

On appelle P0 la solution suivante :

P0Ψn =















1
√

α2
n − k2

Ψn si α2
n − k2 ≥ 0

i
1

√

k2 − α2
n

Ψn sinon
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Transformation homographique

P0 est en fait l’opérateur Neumann-to-Dirichlet du guide d’ondes semi-infini ; sa décomposition
modale permet de vérifier facilement qu’il fait gagner un degré de régularité.
Par ailleurs, on constate que P0 est inversible.

Dans la suite des calculs, on supposera encore que k 6= n. Le cas où k est valeur propre
pour le laplacien transversal sera étudié à la fin de la section.

4.1.3 Diagonalisation du système précédent (cas général)

Il est difficile de résoudre directement le système différentiel obtenu précédemment : les
deux équations sont couplées. En revanche, si on le diagonalise, on obtient deux équations
diférentielles linéaires du premier ordre totalement indépendantes l’une de l’autre, que l’on
peut donc résoudre explicitement.
Pour diagonaliser le système, une méthode simple consiste à faire intervenir les solutions
particulières présentées dans le paragraphe précédent.

Lemme 4.2 Le système linéaire :











dX

dx
= −(∆⊥ + k2I)Y ; X(0) = I

dY

dx
= X ; Y (a) = 0

est équivalent au système diagonal :











dϕ

dx
= P−1

0 ϕ ; ϕ(0) − P−1
0 ψ(0) = I

dψ

dx
= −P−1

0 ψ ; P0ϕ(a) + ψ(a) = 0

,

où ϕ : H
1

2

00(O)′ → H
1

2

00(O)′ et ψ : H
1

2

00(O)′ → H
1

2

00(O).

Démonstration 4.1.2 On introduit les opérateurs auxiliaires ϕ ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′)

et ψ ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) liés à X et à Y par les relations :

{

X = ϕ− P−1
0 ψ

Y = P0ϕ+ ψ
et











ϕ =
1

2

(

X + P−1
0 Y

)

ψ =
1

2
(−P0X + Y )

On dérive formellement ϕ par rapport à x :
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Diagonalisation du système précédent (cas général)

dϕ

dx
=

1

2
(
dX

dx
+ P−1

0

dY

dx
)

On remplace les dérivées de X et de Y par leurs expressions :

dϕ

dx
=

1

2

(

−(∆⊥ + k2I)Y + P−1
0 X

)

En les exprimant en fonction des opérateurs auxiliaires, il vient :

dϕ

dx
=

1

2

(

[−(∆⊥ + k2I)P0 + P−1
0 ]ϕ+ [−(∆⊥ + k2I) − P−2

0 ]ψ
)

Or, l’opérateur P0 est solution de l’équation de Riccati stationnaire, on en déduit que :

−(∆⊥ + k2I) = P−2
0

Par conséquent, −(∆⊥ + k2I)P0 = P−1
0 , tandis que −(∆⊥ + k2I) − P−2

0 = 0.

Finalement, on a :

dϕ

dx
= P−1

0 ϕ.

De la même manière, la dérivée de ψ s’écrit :

dψ

dx
=

1

2

(

−P0
dX

dx
+
dY

dx

)

On l’exprime en fonction des opérateurs X et Y :

dψ

dx
=

1

2

(

P0(∆⊥ + k2I)Y +X
)

Ensuite, on fait intervenir les opérateurs ϕ et ψ :

dψ

dx
=

1

2

(

P0(∆⊥ + k2I)P0ϕ+ P0(∆⊥ + k2I)ψ + ϕ− P−1
0 ψ

)

Comme P0(∆⊥ + k2I)P0 = −I et P0(∆⊥ + k2I) = −P−1
0 , l’expression devient :

dψ

dx
=

1

2

(

−ϕ− P−1
0 ψ + ϕ− P−1

0 ψ
)

c’est-à-dire :

dψ

dx
= −P−1

0 ψ.
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Transformation homographique

Remarque 4.1 Ce changement de variables revient à diagonaliser des opérateurs. En
effet, on vient de démontrer que les opérateurs :

(

0 −(∆⊥ + k2I)
I 0

)

et

(

P−1
0 0

0 −P−1
0

)

sont semblables, et ont comme matrice de passage

(

I −P−1
0

P0 I

)

.

Les conditions initiales de ce système sont données par :

{

ϕ(0) − P−1
0 ψ(0) = I

P0ϕ(a) + ψ(a) = 0

Comme l’opérateur P−1
0 est indépendant de la variable x, l’intégration du système en ϕ

et ψ à partir de ϕ(a) et de ψ(0) donne :







ϕ(x) = eP−1

0
(x−a)ϕ(a)

ψ(x) = e−P−1

0
xψ(0)

On en déduit que :







ϕ(0) = e−P−1

0
(a)ϕ(a)

ψ(a) = e−P−1

0
aψ(0)

On en déduit le système suivant pour les conditions initiales :







e−P−1
0

aϕ(a) − P−1
0 ψ(0) = I

P0ϕ(a) + e−P−1

0
aψ(0) = 0

Comme P0, P
−1
0 et e−P−1

0
a commutent, ces relations s’écrivent :











ϕ(a) =
(

eP−1

0
a + e−P−1

0
a
)−1

ψ(0) = −P0

(

I + e−2P−1

0
a
)−1

On en déduit les expressions de ϕ et de ψ :
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Factorisation de P











ϕ(x) = eP−1

0
(x−a)

(

eP−1

0
a + e−P−1

0
a
)−1

ψ(x) = −e−P−1

0
xP0

(

I + e−2P−1

0
a
)−1

4.1.4 Factorisation de P

Revenons au problème de départ : on cherche une expression de P (t) en fonction de sa
valeur initiale P (a). On va remplacer la condition initiale proposée au départ par une

condition plus générale : on pose P (a) = π, où π ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)). Ceci permettra
d’adapter le calcul à d’autres configurations, étudiées dans la deuxième partie.

Pour estimer P (t), on va utiliser les systèmes différentiels linéaires introduits précédemment.
Ainsi, on va exprimer P en fonction de X et de Y , puis de φ et de ψ en utilisant la relation
de passage :

{

X = ϕ− P−1
0 ψ

Y = P0ϕ+ ψ

Une méthode simple consiste à définir un nouvel opérateur auxiliaireW ∈ L(H
1

2

00(O)′ , H
1

2

00(O)):

W (x) = ψ(x)ϕ−1(x) ∀x ∈ [0, a]

Cet opérateur permet d’écrire P sous une forme factorisée. On a en effet le résultat
suivant:

Lemme 4.3 L’opérateur Neumann-to-Dirichlet P peut s’écrire :

P (x) = (P0 +W (x))(I − P−1
0 W (x))−1

Démonstration 4.1.3 Pour factoriser l’expression de P , on commence par exprimer X
et Y en fonction de l’opérateur auxiliaire W .

Comme X = ϕ− P−1
0 ψ, on en déduit que :

X = ϕ− P−1
0 ψϕ−1ϕ = (I − P−1

0 W )φ

De même, on a :

Y = P0ϕ+ ψ = (P0 +W )φ

On va donc obtenir une expression de P en fonction de cet opérateur :
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Transformation homographique

P = Y X−1 = (P0 +W )ϕ
(

(I − P−1
0 W )ϕ

)−1

Donc :

P = (P0 +W )ϕϕ−1(I − P−1
0 W )−1

Il vient :

P (x) = (P0 +W (x))(I − P−1
0 W (x))−1

De la définition de W , on tire directement :

W (x) = e−P−1

0
(x−a)W (a)e−P−1

0
(x−a)

Par ailleurs, on a :

Lemme 4.4 W est solution de l’équation différentielle de Lyapunov:

dW

dx
= −P−1

0 W −WP−1
0

Démonstration 4.1.4 En effet, en dérivant formellement :

dW

dx
=
dψ

dx
ϕ−1 − ψϕ−1dϕ

dx
ϕ−1

Le système différentiel donne :

dW

dx
= −P−1

0 ψϕ−1 − ψϕ−1P−1
0 ϕϕ−1

On conclut que :

dW

dx
= −P−1

0 W −WP−1
0

Cette expression permet d’évaluer P en x en fonction de la valeur de W en cette abscisse.
On cherche maintenant à exprimer P en fonction de sa condition initiale P (a) = π. On
souhaite montrer que :

Lemme 4.5 P (x) a pour expression :

P (x) = [P0 − e−P−1

0
(x−a)(I + πP−1

0 )−1(P0 − π)e−P−1

0
(x−a)]

[I + P−1
0 e−P−1

0
(x−a)(I + πP−1

0 )−1(P0 − π)e−P−1

0
(x−a)]−1
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Reformulation

Démonstration 4.1.5 Pour ce faire, on va introduire l’expression explicite de W dans
l’écriture précédente pour P . On a ainsi :

P (x) =
(

P0 + e−P−1

0
(x−a)W (a)e−P−1

0
(x−a)

)(

I − P−1
0 e−P−1

0
(x−a)W (a)e−P−1

0
(x−a)

)−1

A présent, on calcule W (a) en fonction de P (a) = π ; ceci permettra d’obtenir P en
fonction de sa condition initiale.On écrit l’expression factorisée pour P en x = a :

P (a) = π = (P0 +W (a))(I − P−1
0 W (a))−1

Par conséquent, on a :

π − πP−1
0 W (a) = P0 +W (a)

D’où :

W (a) = −(I + πP−1
0 )−1(P0 − π)

D’où l’expression de P .

On obtient ainsi une expression de P (x) en fonction d’opérateurs connus, que l’on peut
calculer explicitement.

4.1.5 Reformulation

La dernière phase du calcul va consister en une réécriture de P sous la forme d’une

composition d’opérateurs. Pour cela, on introduit les opérateurs de L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O))
dans lui-même :















H(π) = (I + πP−1
0 )−1(P0 − π)

G(π) = (P0 − π)(I + P−1
0 π)−1

L(t)(W ) = e−P−1

0
(t−a)We−P−1

0
(t−a)

L, G et H agissent sur des opérateurs définis sur une section du guide. Ils transforment un

élement de L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) en un autre élément de cet espace : ils sont donc stables.

G et H ne sont pas linéaires et ne sont pas définis pour tout élément de L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)).
Ce sont des transformations homographiques qui présentent des singularités liées à celles
de l’opérateur Neumann-to-Dirichlet (pour que ces transformations homographiques soient
bien définies, il faut que leur dénominateur soit inversible). Celles-ci seront étudiées dans
la prochaine section.
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Transformation homographique

Remarque 4.2 G et H ne dépendent pas de x.

Par ailleurs, elles sont inverses l’une de l’autre :

Lemme 4.6 Les opérateurs H et G définis par :

H(π) = (I + πP−1
0 )−1(P0 − π) et : G(π) = (P0 − π)(I + P−1

0 π)−1

sont tels que : H ◦ G(π) = G ◦ H(π) = π.

Démonstration 4.1.6 En effet, on a, d’une part :

G ◦ H(π) =
(

P0 − (I + πP−1
0 )−1(P0 − π)

) (

I + P−1
0 (I + πP−1

0 )−1(P0 − π)
)−1

En factorisant à gauche par (I + πP−1
0 )−1, on obtient :

G ◦ H(π) = (I + πP−1
0 )−1(P0 + π − P0 + π) (I + P−1

0 (I + πP−1
0 )−1(P0 − π))−1

ou encore :

G ◦ H(π) = (I + πP−1
0 )−12π (I + P−1

0 (I + πP−1
0 )−1(P0 − π))−1

Par ailleurs, on a :

(I + πP−1
0 )−1π = (π−1(I + πP−1

0 ))−1.

On en déduit que :

G ◦ H(π) = (π−1 + P−1
0 )−12 (I + P−1

0 (I + πP−1
0 )−1(P0 − π))−1

On factorise maintenant par P−1
0 (I + πP−1

0 )−1 dans le deuxième facteur :

G ◦ H(π) = (π−1 + P−1
0 )−12

(

P−1
0 (I + πP−1

0 )−1[(I + πP−1
0 )P0 + (P0 − π)]

)−1

Il vient alors :

G ◦ H(π) = (π−1 + P−1
0 )−12

(

P−1
0 (I + πP−1

0 )−12P0

)−1

Or,
(

P−1
0 (I + πP−1

0 )−12P0

)−1
=

1

2
P−1

0 (I + πP−1
0 )P0 =

1

2
P−1

0 (P0 + π), par conséquent :

G ◦ H(π) = (π−1 + P−1
0 )−12

1

2
(I + P−1

0 π)

Finalement :

G ◦ H(π) = (π−1 + P−1
0 )−1 (π−1 + P−1

0 )π = π
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D’autre part, on a :

H ◦ G(π) =
(

I + (P0 − π)(I + P−1
0 π)−1P−1

0

)−1 (
P0 − (P0 − π)(I + P−1

0 π)−1
)

Tout d’abord, on a :

(I + P−1
0 π)−1P−1

0 =
(

P0(I + P−1
0 π)

)−1
= (P0 + π)−1,

ce qui permet de simplifier l’expression :

H ◦ G(π) = (I + (P0 − π)(P0 + π)−1)
−1 (

P0 − (P0 − π)(I + P−1
0 π)−1

)

On factorise par (P0 + π)−1 à l’intérieur du premier facteur :

H ◦ G(π) = ([(P0 + π) + (P0 − π)](P0 + π)−1)
−1 (

P0 − (P0 − π)(I + P−1
0 π)−1

)

On en déduit que :

H ◦ G(π) = (P0 + π)
1

2
P−1

0

(

P0 − (P0 − π)(I + P−1
0 π)−1

)

A présent, on factorise à droite par (I + P−1
0 π)−1 :

H ◦ G(π) = (P0 + π)
1

2
P−1

0

(

[P0(I + P−1
0 π) − (P0 − π)](I + P−1

0 π)−1
)

c’est-à-dire :

H ◦ G(π) = (P0 + π)
1

2
P−1

0 2π(I + P−1
0 π)−1

Le premier facteur s’écrit encore :

(P0 + π)P−1
0 π = π + πP−1

0 π = π(I + P−1
0 π)

On a donc :

H ◦ G(π) = π(I + P−1
0 π) (I + P−1

0 π)−1 = π

H et G sont donc des transformations homographiques inverses l’une de l’autre. En
particulier, H s’écrit également :

H(π) = P−1
0 (P0 + π)−1(P0 − π)

En acoustique, il est appelé “matrice de réflexion”, car il associe aux modes se propageant
dans le sens des x croissants ceux qui se propagent dans le sens des x décroissants.

L(x) est en fait l’opérateur qui à M associe M(x) solution de l’équation :
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





dM

dx
(x) + P−1

0 M(x) +M(x)P−1
0 = 0

M(a) = M

M(x) est solution d’une équation linéaire de type Lyapunov, et M représente sa condition
initiale en a.
On constate que L est un semi-groupe linéaire, il n’a donc pas de singularité. Contraire-
ment à G et H, celui-ci dépend de x.

On revient maintenant à l’expression de P (x). On rappelle que :

P (x) = [P0 − e−P−1

0
(x−a)(I + πP−1

0 )−1(P0 − π)e−P−1

0
(x−a)]

[I + P−1
0 e−P−1

0
(x−a)(I + πP−1

0 )−1(P0 − π)e−P−1

0
(x−a)]−1

Cette relation s’écrit alors :

P (x) = [P0 − L(x) ◦ H(π)][I + P−1
0 L(x) ◦ H(π)]−1, d’où :

P (x) = G ◦ L(x) ◦ H(π)

Ainsi, pour connâıtre la solution de P en tout point du guide, il suffit de connâıtre sa
valeur π en a : le guide étudié ici est un guide bouché, donc π = 0, mais on pourrait
envisager d’autres configurations pour lesquelles le guide est un tube semi-infini au-delà
de a ; dans ce cas, on aurait une valeur initiale π différente, mais la formule obtenue serait
toujours valable.

La figure suivante explique le mode de calcul de P en fonction de sa condition initiale :
la valeur de P (a) permet d’obtenir celle de W (a) au moyen d’une transformation homo-
graphique ; en appliquant ensuite un semi-groupe linéaire, on trouve alors l’expression de
l’opérateur auxiliaire W (x). Une seconde transformation homographique donne enfin une
expression de P (x).

4.1.6 Analyse des discontinuités

La formule que l’on vient d’obtenir permet de retrouver facilement les singularités de
l’opérateur Neumann-to-Dirichlet. En effet, celles-ci apparaissent lorsque les transfor-
mations homographiques ne sont pas définies, c’est-à-dire lorsque leur dénominateur est
singulier. On va montrer qu’on peut les caractériser de la manière suivante :
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W(a)

P(a)P(x)

W(x)

H H −1

L(x)

Fig. 4.2: Calcul de P

Lemme 4.7 Les singularités de P se produisent uniquement sur des modes propagatifs
et apparaissent aux abscisses suivantes :

a− π + 2πN

2
√

k2 − α2
n

, avec k2 − α2
n > 0, αn valeurs propres de ∆⊥

Démonstration 4.1.7 Pour trouver l’emplacement des singularités, on reprend le schéma
de calcul de P en analysant les transformations homographiques ou le semi-groupe.

Tout d’abord, on rappelle que π = P (a) = 0 pour le cas étudié. On en déduit que

H(π) = P0

et par conséquent que cet opérateur est bien défini partout.

On étudie ensuite l’effet du semi-groupe L. Celui-ci ne présente pas non plus de disconti-
nuités ; celles-ci vont donc être dues à la deuxième trasnformation homographique. Pour
le vérifier, on revient à la décomposition en modes propres. Comme

G(L(x)H(P0)) = (P0 − `(x))(I + P−1
0 `(x))−1, où

`(x) = L(x)(P0) = e−P−1

0
(x−a)P0e

−P−1

0
(x−a),

les discontinuités correspondent en fait aux valeurs propres nulles du dénominateur :

I + P−1
0 `(x).

Comme tous les opérateurs intervenant ici sont diagonaux, on peut expliciter facilement
cet opérateur sur chaque fonction de base Ψn :

P0Ψn =















1
√

α2
n − k2

Ψn si α2
n − k2 > 0

i
1

√

k2 − α2
n

Ψn sinon
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Premier cas : α2
n − k2 > 0 (mode évanescent)

Dans ce cas, on a :

P−1
0 (x− a)Ψn =

√

α2
n − k2 (x− a) Ψn

On en déduit que :

P0e
−P−1

0
(x−a)Ψn =

1
√

α2
n − k2

e−
√

α2
n−k2 (x−a) Ψn

Il vient alors :

`(x)Ψn =
1

√

α2
n − k2

e−2
√

α2
n−k2 (x−a) Ψn

On obtient le dénominateur de G :

(

I + P−1
0 `(x)

)

Ψn =
(

1 + e−2
√

α2
n−k2 (x−a)

)

Ψn

La valeur propre associée à Ψn est donc réelle, strictement positive, donc elle ne s’annule
jamais.

Deuxième cas : α2
n − k2 < 0 (mode propagatif)

On a alors :

P−1
0 (x− a)Ψn = −i

√

k2 − α2
n (x− a) Ψn

On en déduit que :

P0e
−P−1

0
(x−a)Ψn =

i
√

α2
n − k2

ei
√

k2−α2
n(x−a)Ψn

Par conséquent :

`(x)Ψn =
i

√

α2
n − k2

e2i
√

k2−α2
n(x−a)Ψn

Le dénominateur de G a alors pour expression :

(

I + P−1
0 `(x)

)

Ψn =
(

1 + e2i
√

k2−α2
n(x−a)

)

Ψn

Dans ce cas la valeur propre associée à Ψn est complexe et peut s’annuler lorsque :

2
√

k2 − α2
n(x− a) = π + 2πZ

c’est-à-dire :

x− a =
π + 2πZ

2
√

k2 − α2
n

avec x < a

d’où la conclusion.
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Remarque 4.3 On retrouve les mêmes discontinuités pour P que par le calcul direct.

Cette analyse des singularités montrer l’intérêt de la méthode pour les calculs numériques:
en effet, les discontinuités de l’opérateur P apparaissent lorsque certains opérateurs ne
sont pas inversibles. Cependant, on peut calculer ceux-ci en tout point du guide, y compris
à l’endroit des singularités. Par conséquent, il est possible de connâıtre la valeur de P
juste après l’une d’entre elles. Au contraire, lorsque l’on utilise les méthodes classiques, il
est difficile de déterminer sa valeur après une explosion, et bien souvent, le calcul s’arrête
après une singularité.

4.1.7 Transformation homographique pour le cas particulier des

résonances transverses

On a effectué les calculs en supposant qu’il n’y avait pas de fréquence de coupure, c’est-
à-dire que :

∀n ∈ N, αn 6= k.

Lorsqu’il en existe une, i.e. si ∃j ∈ N tel que αj = k, l ’opérateur ∆⊥ + k2I a une et une
seule valeur propre nulle. Dans ce cas, l’opérateur P (∆⊥+k2I)P ne peut plus être de rang
maximal et donc l’équation P (∆⊥ + k2I)P = −I n’a plus de sens. On ne peut donc plus
trouver une solution constante pour la première équation de Riccati. Ce cas particulier
est lié à la géométrie du problème, plus précisément au diamètre du guide d’ondes.

4.1.7.1 Détermination de solutions particulières

Il va donc falloir trouver une solution particulière non stationnaire pour l’équation de Ric-
cati, ce qui va modifier les définitions de H et de L, et par conséquent les propriétés de ces
opérateurs. On va essayer de se rapprocher le plus possible du cas précédent en choisissant
des valeurs propres stationnaires pour tous les modes évanescents ou propagatifs.

Lemme 4.8 L’opérateur P0 ∈ C1(0, a;L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O))) défini par :

P0Ψn =































i
√

k2 − α2
n

Ψn si n < j ,

(x− c) Ψj si n = j

1
√

α2
n − k2

Ψn sinon

où c ∈ R est une constante telle que x− a 6= 0 sur (0, a),
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est solution de l’équation de Riccati

dP

dx
= I + P (∆⊥ + k2I)P .

Démonstration 4.1.8 Premier cas : n 6= j

Ce cas correspond aux modes propagatifs ou évanescents. Pour les deux configurations,
on a :

P0(∆⊥ + k2I)P0Ψn = −Ψn,

et la conclusion est immédiate.

Deuxième cas : n = j

Dans ce cas, on a :

P0(x)Ψj = (x− c)Ψj.

Comme la valeur propre de l’opérateur ∆⊥ + k2I associée à Ψj est nulle, il vient :

(∆⊥ + k2I)P0(x)Ψj = 0

Par suite, on a :

(I + P0(x)(∆⊥ + k2I)P0(x)) Ψj = Ψj

D’autre part :

dP0

dx
(x)Ψj = Ψj

Au total, on a obtenu la relation :

dP0

dx
(x)Ψj =

(

I + P0(x)(∆⊥ + k2I)P0(x)
)

Ψj.

d’où la conclusion.

Remarque 4.4 L’opérateur ainsi obtenu a une forme diagonale et P0(x) est inversible
∀x ∈ (0, a).
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On introduit également un opérateur auxiliaire Q0 ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) défini par :

Q0Ψn =















−i
√

k2 − α2
n Ψn si n < j

0 si n = j
√

α2
n − k2 Ψn sinon

Q0 est un opérateur diagonal, solution stationnaire de l’équation de Riccati :

dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I) = 0

Cet opérateur sera utilisé dans le changement de variables permettant de diagonaliser le
système différentiel linéaire.

4.1.7.2 Diagonalisation du système différentiel

On reprend la démarche du cas général. On a obtenu l’équivalence entre l’équation de
Riccati sur P et le système différentiel linéaire du premier ordre :















dX

dx
= −(∆⊥ + k2I)Y ; X(0) = I

dY

dx
= X ; Y (a) = 0

,

où X(x) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′) et Y (x) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) ; on va maintenant diago-
naliser celui-ci.

On introduit les opérateurs ϕ ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′) et ψ ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) tels que :

{

X = ϕ−Q0ψ

Y = P0(x)ϕ + ψ

Lemme 4.9 ϕ et ψ ont pour expression :

{

ϕ = ΦX +Q0ΦY

ψ = −P0ΦX + ΦY
,

où Φ ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)) ∩ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′) a pour décomposition modale :

ΦΨn =







1

2
Ψn si n 6= j

Ψn si n = j
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Démonstration 4.1.9 Une première combinaison linéaire des équations du système per-
met d’écrire que :

X +Q0Y = [I +Q0P0(x)]ϕ

Or, l’opérateur I +Q0P0(x) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′) est inversible. En effet, on a:

Q0P0(x)Ψn =















Ψn si n < j

0Ψj si n = j

Ψn si n > j

On en déduit que :

(I +Q0P0(x))Ψn =

{

2Ψn si n 6= j

Ψn sinon

Soit donc Φ ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′) l’inverse de cet opérateur. Sa décomposition modale
dans la base des Ψn est :

ΦΨn =







1

2
Ψn si n 6= j

Ψn sinon

Cet opérateur est également un élément de L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)) et on a la relation dans
cet espace :

Φ (I + P0(x)Q0) = (I + P0(x)Q0) Φ

Par ailleurs, il commute avec P0(x) et Q0.

Par conséquent la relation obtenue précédemment s’écrit aussi :

ϕ = ΦX + ΦQ0Y .

De la même manière, le système linéaire donne la relation :

Y − P0(x) = (I + P0(x)Q0)ψ.

Les propriétés de Φ permettent de la transformer en :

ψ = ΦY − ΦP0X.
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Remarque 4.5 On a obtenu les relations suivantes pour Φ :

[I +Q0P0(x)]Φ = Φ[I +Q0P0(x)] = I et

[I + P0(x)Q0]Φ = Φ[I + P0(x)Q0] = I.

Lemme 4.10 ϕ et ψ vérifient le système différentiel diagonal :











dϕ

dx
= Q0ϕ

dψ

dx
= P0(x)(∆⊥ + k2I)ψ

Démonstration 4.1.10 On dérive formellement l’expression de ϕ :

dϕ

dx
= Φ

dX

dx
+Q0Φ

dY

dx

Cette dérivée s’écrit :

dϕ

dx
= −Φ(∆⊥ + k2I)Y +Q0ΦX

mais encore, en remplaçant X et Y par leurs expressions en ϕ et ψ :

dϕ

dx
= Φ

(

−(∆⊥ + k2I)P0 +Q0

)

ϕ− Φ
(

Q2
0 + (∆⊥ + k2I)

)

ψ

Or, Q2
0 + (∆⊥ + k2I) = 0, alors :

dϕ

dx
= Φ

(

−(∆⊥ + k2I)P0 +Q0

)

ϕ

On va simplifier ce coefficient :

−(∆⊥ + k2I)P0 = Q2
0P0

−Φ(∆⊥ + k2I)P0 = Q0ΦQ0P0

Or, Φ(I + P0Q0) = I, donc ΦQ0P0 = I − Φ et

−Φ(∆⊥ + k2I)P0 + ΦQ0 = Q0

Finalement :

dϕ

dx
= Q0ϕ.
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De la même manière, on dérive formellement ψ :

dψ

dx
= −dP0

dx
ΦX − P0Φ

dX

dx
+ Φ

dY

dx

c’est-à-dire :

dψ

dx
= −P0(∆⊥ + k2I)P0ΦX + P0Φ(∆⊥ + k2I)Y

En développant cette expression, il vient :

dψ

dx
= −P0(∆⊥ + k2I)P0Φϕ + ΦP0(∆⊥ + k2I)P0Q0ψ

+P0Φ(∆⊥ + k2I)P0ϕ+ P0Φ(∆⊥ + k2I)ψ

soit, après simplification :

dψ

dx
= ΦP0(∆⊥ + k2I)P0Q0Φψ + P0Φ(∆⊥ + k2I)ψ

Or, P0Q0Φ = I − Φ, soit :

dψ

dx
= P0(∆⊥ + k2I)ψ.

Les conditions initiales pour ϕ et ψ ont également une forme diagonale. En effet, les
conditions initiales pour X et Y s’écrivent :

{

ϕ(0) −Q0ψ(0) = I

P0(a)ϕ(a) + ψ(a) = 0
(4.1)

L’intégration du système différentiel en X et Y donne :

{

ϕ(x) = eQ0(x−a)ϕ(a)

ψ(x) = eP0(∆⊥+k2I)xψ(0)

On en déduit notamment que :

{

ϕ(0) = e−Q0aϕ(a)

ψ(a) = eP0(∆⊥+k2I)aψ(0)

Ceci permet d’écrire le système (5.1) sous la forme :

{

e−Q0aϕ(a) −Q0ψ(0) = I

P0(a)ϕ(a) + eP0(∆⊥+k2I)aψ(0) = 0
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On en déduit que :











ϕ(a) =
(

e−Q0a + P0Q0e
P0(∆⊥+k2I)a

)−1

ψ(0) = −P0

(

P0Q0 + e−Q0aeP0(∆⊥+k2I)a
)−1

Par conséquent, ϕ et ψ ont pour expression :











ϕ(x) =
(

e−Q0a + P0Q0e
P0(∆⊥+k2I)a

)−1

eQ0(x−a)

ψ(x) = −P0

(

P0Q0 + e−Q0aeP0(∆⊥+k2I)a
)−1

eP0(∆⊥+k2I)x

On en déduit que ϕ(x) est inversible pour tout x ∈ [0, a]. En effet, de la décomposition
modale de ses coefficients :

e−Q0aΨn =



















ei
√

k2−α2
naΨn si n < j

Ψn si n = j

e−
√

α2
n−k2aΨn si n > j

ainsi que :

P0Q0e
P0(∆⊥+k2I)aΨn =



















ei
√

k2−α2
naΨn si n < j

0Ψn si n = j

e−
√

α2
n−k2aΨn si n > j

on déduit la forme de la condition initiale ϕ(a) :

ϕ(a)Ψn =























1

2
e−i

√
k2−α2

naΨn si n < j

Ψn si n = j

1

2
e
√

α2
n−k2aΨn si n > j

Celle-ci a donc une forme diagonale ; il en est de même pour ϕ(x) :

ϕ(x)Ψn =























1

2
e−i

√
k2−α2

nae−i
√

k2−α2
n(x−a)Ψn si n < j

Ψn si n = j

1

2
e
√

α2
n−k2ae

√
α2

n−k2(x−a)Ψn si n > j

Comme cet opérateur n’a aucune valeur propre nulle, il est inversible.
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Transformation homographique

4.1.7.3 Factorisation de P

On va maintenant utiliser ces opérateurs pour exprimer P (x) en fonction de sa con-
dition initiale π = P (a). Comme pour le cas général, on définit l’opérateur W (x) ∈
L(H

1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) par :

W (x) = ψ(x)ϕ−1(x) ∀x ∈ [0, a].

Il va permettre d’obtenir une expression factorisée de P . Pour ce faire, on exprime X et
Y en fonction de W :

X = ϕ−Q0ψ
= ϕ−Q0ψϕ

−1ϕ
= (I −Q0W )ϕ

De même, on a :

Y = P0ϕ+ ψ
= P0ϕ+ ψϕ−1ϕ
= (P0 +W )ϕ

On en déduit que :

P = Y X−1 = (P0 +W )ϕϕ−1(I −Q0W )−1

C’est-à-dire :

P (x) = (P0(x) +W (x))(I −Q0W (x))−1

Dans un deuxième temps, on va expliciter les facteurs de cette relation. L’expression de
W est semblable à celle obtenue pour le cas général :

W (x) = eP0(∆⊥+k2I)(x−a)W (a)e−Q0(x−a)

La condition initiale pour P s’écrit :

P (a) = π = (P0(a) +W (a))(I −Q0W (a))−1,

on en tire :

W (a) = (I + πQ0)
−1(π − P0(a))

En introduisant ces différentes relations dans la forme factorisée, on obtient une expression
explicite pour P (x) :
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4.2 Equations de Riccati avec termes linéaires

P (x) =
[

P0(x) + eP0(∆⊥+k2I)(x−a)(I + πQ0)
−1(π − P0(a))e

−Q0(x−a)
]

[

I −Q0e
P0(∆⊥+k2I)(x−a)(I + πQ0)

−1(π − P0(a))e
−Q0(x−a)

]−1

La dernière étape du calcul consiste en une réécriture de P sous la forme d’une composition

d’opérateurs. Comme pour le cas général, on introduit les opérateurs de L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

0 (O))
dans lui-même :















H(π) = (I + πQ0)
−1(π − P0(a))

G(x)(π) = (P0(x) + π)(I −Q0π)−1

L(x)(M) = eP0(∆⊥+k2I)(x−a)Me−Q0(x−a)

H et G sont des transformations homographiques, mais G dépend de x. On trouve alors :

P (x) = G ◦ L(x) ◦ H(π)

4.2 Equations de Riccati avec termes linéaires

On souhaite maintenant généraliser la méthode de la transformation homographique aux
équations de Riccati comportant des termes linéaires. En effet, lorsque l’on tente de
factoriser le problème de Helmholtz pour des guides de forme plus complexe, ou pour
d’autres conditions sur les bords dans le cas du cylindre, on obtient une équation de
Riccati de la forme :







dP

dx
= J + PΛP − PF t − FP

P (a) = π
,

où























π ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)),

J ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′),

F ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′)

et Λ est un opérateur qui fait perdre deux degrés de régularité.

P est cherché dans C0(0, a;L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O))).
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Transformation homographique

Comme dans le paragraphe précédent, on va montrer que l’opérateur P (x) est semblable
à un semi-groupe linéaire, dont l’expression sera donnée en fonction de solutions partic-
ulières de l’équation de Riccati.
On se propose de présenter deux formules : la 1-représentation, qui fait appel à une
seule solution particulière, et la 2-représentation, qui utilise deux solutions particulières.
Chacune sera adaptée à des situations différentes, comme on le verra dans la deuxième
partie.

Remarque 4.6 Dans l’étude précédente, il n’y avait pas de termes linéaires, et

{

J = I
Λ = ∆⊥ + k2I .

4.2.1 1-représentation

La démarche suivie pour la 1-représentation est très proche de celle qu’on a étudiée pour
le cas simple : on va factoriser P en l’exprimant en fonction des opérateurs X et Y , puis
en remplaçant ces derniers par leurs expressions en ϕ et ψ. Enfin, on écrira l’expression
obtenue comme une composition de transformations homographiques et d’un semi-groupe.

4.2.1.1 Obtention du système différentiel linéaire associé

On rappelle la forme de l’équation de Riccati à résoudre :

dP

dx
= J + PΛP − PF t − FP

On souhaite la remplacer par un système linéaire équivalent.

Si l’équation de Riccati
dP

dx
= J+PΛP−PF t−FP admet une solution P ∈ L(H

1

2

00(O)′, H
1

2

00(O))

sur un sous-intervalle I0 de (0, a) et si le système linéaire :











dX

dx
= −FX + JY ; X(a) = I ;

dY

dx
= −ΛX + F tY ; Y (0) = 0 ;

admet une solution

(X(x), Y (x)) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) × L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′)
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1-représentation

sur I0, alors X(x) = P (x)Y (x) pour tout x sur cet intervalle.

En effet, soient X, Y de tels opérateurs. On cherche à montrer que P = XY −1 est solution
de l’équation de Riccati. En dérivant X, on obtient :

dX

dx
=
dP

dx
Y + P

dY

dx

Cette expression se développe en :

−FX + JY =
dP

dx
Y − PΛX + PF tY ,

soit encore :

−FPY + JY =
dP

dx
Y − PΛPY + PF tY ,

Comme Y est inversible, on retrouve effectivement l’équation de Riccati pour P .

Réciproquement, soit P une solution de cette équation. On se donne Y comme solution
de :

dY

dx
= −ΛPY + F tY

Alors l’opérateur X + PY vérifie :

dX

dx
= JY + PΛPY − PF tY − FPY − PΛPY + PF tY

En simplifiant, on obtient :

dX

dx
= JY − FPY = JY − FX.

(X, Y ) vérifie bien le système linéaire.

4.2.1.2 Obtention du système différentiel linéaire associé

On souhaite maintenant diagonaliser ce système linéaire. Comme dans la partie précédente,
il est nécessaire d’introduire ces opérateurs auxiliaires qui vont permettre de définir le
système diagonal. Cette fois, la présence des termes linéaires va requérir deux variables
auxiliaires.

Tout d’abord, on introduit une solution particulière P0 de l’équation de Riccati qui cor-
respond à une condition initiale π0 = P0(a) :

dP0

dx
= J + P0ΛP0 − P0F

t − FP0
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Transformation homographique

Le deuxième opérateur auxiliaire, S ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′), est une solution de l’équation
différentielle :

dS

dx
= −S[−F + P0Λ] − [−F t + ΛP0]S − Λ,

avec la condition initiale S(a) ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) que l’on choisira arbitrairement en
fonction du problème étudié.

Ces deux opérateurs permettent de définir les nouvelles variables ϕ ∈ L (H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′)

et ψ ∈ L (H
1

2

00(O)′, H− 3

2 (O)):

{

ϕ = −SX + (I + SP0)Y

ψ = X − P0Y

La transformation inverse s’écrit :

{

X = P0ϕ+ (I + P0S)ψ

Y = ϕ+ Sψ

Les opérateurs ϕ et ψ permettent de diagonaliser le système différentiel. En effet,

Lemme 4.11 Le système différentiel linéaire est équivalent au système diagonal :











dϕ

dx
= (F t − ΛP0)ϕ

dψ

dx
= (−F + P0Λ)ψ

Démonstration 4.2.1 On dérive formellement l’expression de ϕ :

dϕ

dx
= −dS

dx
X − S

dX

dx
+

(

dS

dx
P0 + S

dP0

dx

)

Y + (I + SP0)
dY

dx

On développe :

dϕ

dx
= S(−F + P0Λ)X + (−F t + ΛP0)SX + ΛX

+SFX − SJY

+(−S(−F + P0Λ)P0 − (−F t + ΛP0)SP0 − ΛP0)Y + (SJ + SP0ΛP0 − SP0F
t − SFP0)Y

−(I + SP0)ΛX + (I + SP0)F
tY
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1-représentation

On obtient, après simplification :

dϕ

dx
= (−F tS + ΛP0S)X + (F tSP0 − ΛP0SP0 − ΛP0 + F t)Y

On remplace maintenant X et Y par ϕ et ψ :

dϕ

dx
= (−F tS + ΛP0S)P0ϕ+ (−F tS + ΛP0S)(I + P0S)ψ

+(F tSP0 − ΛP0SP0 − ΛP0 + F t)ϕ+ (F tSP0 − ΛP0SP0 − ΛP0 + F t)Sψ

En développant cette relation, il vient :

dϕ

dx
= −F tSP0ϕ+ ΛP0SP0ϕ− F tSψ − F tSP0Sψ + ΛP0Sψ + ΛP0SP0Sψ + F tSP0ψ

−ΛP0SP0ϕ− ΛP0ϕ+ F tϕ+ F tSP0Sψ − ΛP0SP0sψ − ΛP0Sψ + F tSψ

La plupart des termes s’annulent deux à deux. Il reste :

dϕ

dx
= (F t − ΛP0)ϕ.

De même, on dérive formellement l’expression de ψ :

dψ

dx
=
dX

dx
− P0

dY

dx
− JY − P0ΛP0Y + P0F

tY + FP0Y

En développant, on trouve :

dψ

dx
= −FX + JY + P0ΛX − P0F

tY − JY − P0ΛP0Y + P0F
tY + FP0Y

Ce qui se simplifie en :

dψ

dx
= −FX + P0ΛX − P0ΛP0Y + FP0Y

On exprime maintenant cette dérivée en fonction de ϕ et ψ :

dψ

dx
= −FP0ϕ− F (I + P0S)ψ + P0ΛP0ϕ+ P0Λ(I + P0S)ψ − P0ΛP0ϕ

−P0ΛP0Sψ + FP0ϕ+ FP0Sψ

Finalement, il vient :

dψ

dx
= (−F + P0Λ)ψ
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Transformation homographique

Il est maintenant possible de résoudre le système linéaire diagonalisé. Par abus de nota-
tion, on écrira :






















ϕ(x) = exp

(
∫ x

a

(F t − ΛP0)(t)dt

)

ϕ(a)

ψ(x) = exp

(
∫ x

0

(P0Λ − F )(t)dt

)

ψ(0)

Les conditions initiales de ce système sont données par :

{

P0(0)ϕ(0) + [I + P0(0)S(0)]ψ(0) = I

ϕ(a) + S(a)ψ(a) = 0

4.2.1.3 Formule de représentation

On reprend la démarche mise en oeuvre pour les guides d’ondes de section constante. On
exploite donc les informations données par les variables auxiliaires X et Y aux points a
et x.

On définit l’opérateur W ∈ L(H− 3

2 (O), H
1

2

00(O)′) ∩ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) comme :

W (x) = ψ(x)ϕ−1(x).

Cela permet d’écrire les opérateurs X et Y sous la forme :

X(x) = [P0(x) + (I + P0(x)S(x))W (x)]ϕ(x) et Y (x) = [I + S(x)W (x)]ϕ(x).

Comme P (x) = XY −1, il vient :

P (x) = [P0(x) + (I + P0(x)S(x))W (x)][I + S(x)W (x)]−1

Cette forme factorisée va permettre d’exprimer P en fonction de sa valeur initiale π =
P (a). En effet, on a :

W (x) = e

∫ x

a

(−F + P0Λ)(t)dt
W (a) e

∫ x

a

(−F t + ΛP0)(t)dt
,

où W (a) s’écrit simplement en fonction de P (a).

De la relation π = [π0 + (I + π0S(a))W (a)] [I + S(a)W (a)]−1, on tire :

π0 + (I + π0S(a)W (a) = π + πS(a)W (a),
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1-représentation

d’où la formule :

W (a) = [I + (π − π0)S(a)]−1[π − π0]

On en déduit que :

W (x) = e

∫ x

a

(−F + P0Λ)(t)dt
[I + (π − π0)S(a)]−1[π − π0] e

∫ x

a

(−F t + ΛP0)(t)dt

Finalement, on obtient :

P (x) = [P0(X) + (I + P0(x)S(x))e
R x

a
(−F+P0Λ)(t)dt [I + (π − π0)S(a)]−1[π − π0] e

R x

a
(−F t+ΛP0)(t)dt]

[I + S(x)e
R x

a
(−F+P0Λ)(t)dt [I + (π − π0)S(a)]−1[π − π0] e

R x

a
(−F t+ΛP0)(t)dt]−1

On introduit alors les opérateurs :















L(x)M = e
R x

a
(−F+P0Λ)(t)dt M e

R x

a
(−F t+ΛP0)(t)dt

H(π)(x) = [I + (P0(x) − π)S(x)]−1[π − P0(x)]

G(π)(x) = [P0(x) + (I + P0(x)S(x))π][I + S(x)π]−1

Lemme 4.12 G ◦ H(π) = π
H ◦ G(π) = π

Démonstration 4.2.2 Soit π un opérateur. On souhaite calculer G ◦ H(π). Par hy-
pothèse, on a :

G ◦H(π) = [P0 +(I+P0S)(I+(P0−π)S)−1(π−P0)][I+S(I+(P0−π)S)−1(π−P0)]
−1

On extrait π − P0 de chaque facteur :

G ◦ H(π) = {P0(π − P0)
−1 + (I + P0S)[I + (P0 − π)S]−1} (π − P0)(π − P0)

−1

{(π − P0)
−1 + S[I + (P0 − π)S]−1}−1

c’est-à-dire :

G◦H(π) = {P0(π − P0)
−1 + (I + P0S)[I + (P0 − π)S]−1} {(π − P0)

−1 + S[I + (P0 − π)S]−1}−1

On fait la même chose avec [I + (P0 − π)S]−1 :

G ◦ H(π) = {P0(π − P0)
−1[I + (P0 − π)S] + (I + P0S)} [I + (P0 − π)S]−1

[I + (P0 − π)S] {(π − P0)
−1[I + (P0 − π)S] + S}−1
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Transformation homographique

Il reste :

G◦H(π) = {P0(π − P0)
−1[I + (P0 − π)S] + (I + P0S)} {(π − P0)

−1[I + (P0 − π)S] + S}−1

On développe cette expression :

G ◦ H(π) = [P0(π − P0)
−1 − P0S + I + P0S][(π − P0)

−1 − S + S]−1

Celle-ci se simplifie en :

G ◦ H(π) = (P0(π − P0)
−1 + I)(π − P0)

Finalement :

G ◦ H(π) = P0 + π − P0 = π

Réciproquement, soit π un opérateur. On cherche à montrer que H ◦ G(π) = π . On a :

H◦G(π) = {I + [P0 − (P0 + (I + P0S)π)(I + Sπ)−1]S}−1 {[P0 + (I + P0S)π][I + Sπ]−1 − P0}

En factorisant par (I + Sπ)−1 dans chaque facteur, il vient :

H ◦ G(π) = {I + [P0(I + Sπ) − P0 − (I + P0S)π](I + Sπ)−1S}−1

{P0 + (I + P0S)π − P0(I + Sπ)} (I + Sπ)−1

Ceci permet de simplifier l’expression :

H ◦ G(π) = {I − π(I + Sπ)−1S}−1
π (I + Sπ)−1

On introduit π dans le premier facteur :

H ◦ G(π) = {π−1[I − π(I + Sπ)−1S]}−1
(I + Sπ)−1

Il vient :

H ◦ G(π) = [π−1 − (I + Sπ)−1S]−1(I + Sπ)−1

Ce qui s’écrit encore :

H ◦ G(π) = {(I + Sπ)[π−1 − (I + Sπ)−1S]}−1

C’est-à-dire :

H ◦ G(π) = [(I + Sπ)π−1 − S]−1

Au total, on a :

H ◦ G(π) = [π−1 + S − S]−1 = π
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2-représentation

Les transformations homographiqes H et G sont donc inverses l’une de l’autre. On obtient
l’écriture suivante pour P :

P (x) = N (x) (L(M(π)(a)))

Cet opérateur se calcule donc de la même manière que pour le cas particulier.

Remarque 4.7 Cas particulier : on choisira généralement la condition initiale S(a) = 0
pour S. Cela permet en effet de simplifier les calculs pour la première étape :

H(π) = W (a) = π − π0

4.2.2 2-représentation

On souhaite cette fois obtenir le même type de formules, mais en exprimant l’opérateur
Neumann-to-Dirichlet en fonction de deux solutions particulières. Comme précédemment,
on introduira l’intermédiaire de calcul S, mais celui-ci va disparâıtre de la formule finale.

Tout d’abord, on a besoin de deux solutions particulières de l’équation de Riccati. Soient

P0 et P1 ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) ces solutions. Ces opérateurs vérifient :

dP

dx
= J + PΛP − PF t − FP ,

avec les conditions initiales P1(a) et P0(a) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)).

4.2.2.1 Définition des intermédiaires de calcul

Le principe de cette représentation repose sur la comparaison des différentes solutions de

l’équation de Riccati. On introduit donc l’opérateur T (x) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) défini
par :

T (x) = P (x) − P0(x).

De même, on définit T1(x) ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) par la relation :

T1(x) = P1(x) − P0(x).
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Transformation homographique

Lemme 4.13 T est solution de l’équation différentielle :







dT

dx
= TΛT + T [−F t + ΛP0] + [−F + P0Λ]T

T (a) = π − P0(a)

Démonstration 4.2.3 On dérive formellement l’opérateur T :

dT

dx
+
dP

dx
− dP0

dx
= J + PΛP − PF t − FP − J − P0ΛP0 + P0F

t + FP0

Il reste :

dT

dx
= PΛP − P0ΛP0 − TF t − FT

Or, les termes quadratiques valent également :

PΛP − P0ΛP0 = TΛT + P0ΛP + PΛP0 − 2P0ΛP0

On en déduit que :

dT

dx
= TΛT + P0ΛP − P0ΛP0 + PΛP0 − P0ΛP0 − TF t − FT

Finalement :

dT

dx
= TΛT + P0ΛT + TΛP0 − TF t − FT

Remarque 4.8 T1 est solution de :







dT1

dx
= T1ΛT1 + T1[−F t + ΛP0] + [−F + P0Λ]T1

T1(a) = P1(a) − P0(a)

Soit S ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) solution de :

dS

dx
= −S[−F + P0Λ] − [−F t + ΛP0]S − Λ,

avec une condition initiale S(a) que l’on choisira arbitrairement.
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2-représentation

Lemme 4.14 Si T (x) est inversible pour tout x et que de plus S et T sont des solutions
respectives de ces deux équations pour des conditions initiales vérifiant : S(a) = T −1(a),
alors pour tout x, on a : S(x) = T−1(x).

Démonstration 4.2.4 On appelle Z l’opérateur inverse de T ; Z vérifie la relation :

ZT = TZ = I.

En dérivant cette relation, il vient :

dZ

dx
= −Z dT

dx
T−1 = −Z dT

dx
Z

En utilisant l’équation différentielle vérifiée par T , on obtient :

dZ

dx
= −ZTΛTZ − Z[P0Λ − F ]TZ − ZT [ΛP0 − F t]Z

c’est-à-dire :

dZ

dx
= −Λ − Z[P0Λ − F ] − [ΛP0 − F t]Z

Ainsi, Z vérifie la même équation de Lyapunov que S. Comme celle-ci a une unique

solution pour toute condition initiale S(a) ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) donnée, on en déduit
que si S(a) = Z(a) = T−1(a), alors

S(x) = Z(x) = T−1(x) ∀x ≤ a.

On définit maintenant S1 l’opérateur solution de l’équation :

dS1

dx
= −S1[−F + P0Λ] − [−F t + ΛP0]S1 − Λ

avec la condition initiale S1(a) = (π1 − π0)
−1. On en déduit que pour tout x,

S1(x) = (P1(x) − P0(x))
−1.

Pour que les opérateurs S et S1 existent bien, il faut que π−π0 et π1−π0 soient inversibles.
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4.2.2.2 Factorisation de P

On peut maintenant définir l’opérateur R ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) par :

R(x) = S(x) − S1(x).

R est un intermédiaire de calcul qui va permettre d’écrire P sous une forme factorisée.
Pour ce faire, on a besoin d’exprimer R de deux façons différentes :

Lemme 4.15 L’opérateur R est solution de l’équation de Lyapunov :







dR

dx
= −R[P0Λ − F ] − [ΛP0 − F t]R

R(a) = (π − π0)
−1(π1 − π)(π1 − π0)

−1

En outre, R a comme expression :

R(x) = (P (x) − P0(x))
−1 (P1(x) − P (x)) (P1(x) − P0(x))

−1

Démonstration 4.2.5 D’ une part, la dérivation de R donne :

dR

dx
(x) =

dS

dx
(x) − dS1

dx
(X)

En explicitant chaque dérivée, il vient :

dR

dx
(x) = −(S − S1)[−F + P0Λ] − [−F t + ΛP0](S − S1),

d’où la conclusion.

D’autre part, R a pour expression :

R(x) = (P (x) − P0(x))
−1 − (P1(x) − P0(x))

−1

En factorisant par [P (x) − P0(x)]
−1, on obtient :

R(x) = [P (x) − P0(x)]
−1 [I − (P (x) − P0(x))(P1(x) − P0(x))

−1

De même, on factorise à droite par [P1(x) − P0(x)]
−1 :

R(x) = [P (x) − P0(x)]
−1 [P1(x) − P0(x) − P (x) + P0(x)] [P1(x) − P0(x)]

−1

d’où le résultat.
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On a vu dans le chapitre précédent que l’équation de Lyapunov admet une solution unique,
celle-ci est de la forme :

R(x) = G(x)R(a)H(x),

où G et H sont les semi-groupes associés respectivement à −F t + ΛP0 et −F + P0Λ.

On va maintenant exploiter les résultats du lemme pour transformer l’expression de P .
De la forme factorisée de R, on tire :

P1(x) − P (x) = P (x)R(x)(P1(x) − P0(x)) − P0(x)R(x)(P1(x) − P0(x))

c’est-à-dire :

P (x)[I +R(x)(P1(x) − P0(x))] = P1(x) + P0(x)R(x)[P1(x) − P0(x)]

donc :
P (x) = [P1 + P0R (P1 − P0)] [I +R (P1 − P0)]

−1

On va maintenant exprimer P (x) en fonction de π. Comme R(a) = (π − π0)
−1(π1 −

π)(π1 − π0)
−1, on a :

R(x) = G(x)(π − π0)
−1(π1 − π)(π1 − π0)

−1H(x)

On en déduit que :

P (x) = [P1 + P0G(x)(π − π0)
−1(π1 − π)(π1 − π0)

−1H(x) (P1 − P0)]

[I + G(x)(π − π0)
−1(π1 − π)(π1 − π0)

−1H(x) (P1 − P0)]
−1

4.2.2.3 Ecriture simplifiée de P

On pose alors :















L(x)(W ) = G(−F t + ΛP0, x, a)W (a)H(−F + P0Λ, x, a)

J (W ) = (W − P0(x))
−1(P1(x) −W )(P1(x) − P0(x))

−1

K(W ) = [P1(x) + P0(x)W (P1(x) − P0(x))][I +W (P1(x) − P0(x))]
−1

L est un opérateur linéaire et J et K sont des transformations homographiques. J agit

sur des éléments de L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) et a pour espace image L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) tandis

que K agit de L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) vers L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) :
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L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′)

J

K

Remarque 4.9 En particulier, on a :

R(x) = J (P )(x) et P (x) = K(R)(x).

Pour pouvoir exprimer P en fonction de J et L, on a besoin du résultat intermédiaire :

Lemme 4.16 Les opérateurs J et K sont tels que :

∀π ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) , K ◦ J (π) = π

∀π ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′) , J ◦ K(π) = π

Démonstration 4.2.6 Soit π ∈ L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)). On souhaite montrer que K ◦
J (π) = π :

On a :

K (J (π)) = [P1 + P0(π − P0)
−1(P1 − π)(P1 − P0)

−1(P1 − P0)]

[I + (π − P0)
−1(P1 − π)(P1 − P0)

−1(P1 − P0)]
−1

ce qui se simplifie en :

K (J (π)) = [P1 + P0(π − P0)
−1(P1 − π)] [I + (π − P0)

−1(P1 − π)]−1

ou encore :

K (J (π)) = [(P1 − π) + π + P0(π − P0)
−1(P1 − π)] [I + (π − P0)

−1(P1 − π)]−1

On pose X = (π − P0)
−1(P1 − π). On a alors :

K (J (π)) = (P1 + P0X )(I + X )−1

Or, P1 = π + (π − P0)X . On en déduit que :

K (J (π)) = [π + πX ][I + X ]−1 = π(I + X )(I + X )−1

D’où K (J (π)) = π.
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2-représentation

Réciproquement, soit π ∈ L(H
1

2

00(O), H
1

2

00(O)′). On veut montrer que J ◦ K(π) = π.

Par hypothèse, on a :

J (K(π)) = [(P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1 − P0]

−1

[P1 − (P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1] [P1 − P0]

−1

On commence par simplifier le premier facteur :

[(P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1 − P0]

= [P1 + P0π(P1 − P0) − P0(I + π(P1 − P0))](I + π(P1 − P0))
−1

Ce qui s’écrit encore :

[(P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1 − P0] = (P1 − P0)(I + π(P1 − P0))

−1

On exprime ensuite le deuxième :

P1 − (P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1 =

(P1(I + π(P1 − P0)) − (P1 + P0π(P1 − P0))) (I + π(P1 − P0))
−1

En développant, il vient :

P1 − (P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1 = [P1π(P1 − P0) − P0π(P1 − P0)] (I +

π(P1 − P0))
−1

Par suite :

P1 − (P1 + P0π(P1 − P0))(I + π(P1 − P0))
−1 = (P1 − P0)π(P1 − P0)(I + π(P1 − P0))

−1

L’opérateur J ◦ K(π) a donc pour expression :

J (K(π)) = (I+π(P1−P0))(P1−P0)
−1 (P1−P0)π(P1−P0)(I+π(P1−P0))

−1 (P1−P0)
−1

Après simplification, il reste :

J (K(π)) = (I + π(P1 − P0))π(P1 − P0)(I + π(P1 − P0))
−1(P1 − P0)

−1

Or, (P1 − P0)(I + π(P1 − P0))
−1 = [I + (P1 − P0)π]−1(P1 − P0). Il vient alors :

J (K(π)) = (I + π(P1 − P0)))π[I + (P1 − P0)π]−1(P1 − P0)(P1 − P0)
−1

c’est-à-dire :

J (K(π)) = (I + π(P1 − P0))[I + π(P1 − P0)]
−1π = π

d’où la conclusion.
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Pour conclure, on va simplifier l’expression de P à l’aide de ces transformations homo-
graphiques. On a :

P (x) = K(R)(x), où R(x) = L(x)(R).

En outre, R(x) = J (P )(x).

On en déduit que :

P (x) = K ◦ L ◦ J (π)(x)

En conclusion, P est calculé de la même manière que pour la 1-représentation :

P (a)P (x)

R(a)

J

R(x)
L

K

4.2.3 Conclusion

Ainsi, on a obtenu deux formules de représentation possibles pour les opérateurs solutions
d’une équation de Riccati. Celles-ci sont adaptées à différentes configurations, ce que le
chapitre suivant permettra d’illustrer.

D’une manière générale, la 2-représentation permet de mener les calculs plus simplement :
en effet, la différence des deux solutions particulières peut se simplifier. Dans le cas
du guide cylindrique, deux choix étaient possibles pour chaque valeur propre de P0, on
obtenait donc les deux solutions simultanément, et la deuxième était l’opposée de la
première. Cependant, on n’est pas toujours assuré de trouver deux solutions particulières ;
le cas des résonances transversales suggère la difficulté d’en trouver une seule dans des
configurations plus complexes. Dans ce cas, il faut utiliser la 1-représentation.
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Applications et extensions
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Chapitre 5

Guides avec conditions absorbantes

Dans ce chapitre, on va présenter des applications directes des résultats de la première
partie afin de montrer comment les exploiter. On va étudier un guide cylindrique sem-
blable à celui des chapitres précédents, mais pour lequel on va modifier les conditions aux
limites d’abord sur une, puis deux faces du cylindre. On obtiendra ainsi des équations de
Riccati avec des termes linéaires, mais dont les coefficients ont une forme simple. Ceci va
permettre de mettre en oeuvre les formules de 1- et 2-représentation et de les comparer.
Par ailleurs, on va voir que le même problème peut être factorisé de plusieurs façons
différentes, en faisant intervenir différents opérateurs.

Dans un premier temps, on va factoriser le problème de Helmholtz pour un guide avec
une condition absorbante et étudier l’opérateur Neumann-to-Dirichlet qui en résulte. On
s’intéressera ensuite à une factorisation faisant apparâıtre un opérateur ”Absorbant-to-
Dirichlet” pour un guide avec deux conditions absorbantes, et enfin à des opérateurs de
type “Absorbant-to-Absorbant” pour la même géométrie. Ceux-ci permettront notam-
ment d’étudier le raccordement de deux guides d’ondes, ou de décomposer le domaine en
plusieurs guides (cf [10]).

5.1 Factorisation dans un guide avec une condition

absorbante

Dans cette partie, on s’intéresse à un guide cylindrique identique à celui du chapitre
II, mais pour lequel la condition de Dirichlet sur la face droite a été remplacée par une
condition absorbante. On va factoriser le problème de Helmholtz en reprenant la deuxième
formulation, qui fait apparâıtre un opérateur de type Neumann-to-Dirichlet calculé dans
le sens des x décroissants. Le changement de condition sur la face ne va modifier ni le
cadre fonctionnel, ni le type d’opérateur, ni l’équation de Riccati obtenue ; en revanche,
la condition initiale pour P est différente, ce qui aura pour effet de modifier les propriétés
de cet opérateur et surtout de le rendre régulier.
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Factorisation du problème

Comme pour le chapitre II, le domaine d’étude est un cylindre Ω =]0, a[×O ∈ Rn, où
la section O est bornée, de frontière régulière, et dont les faces sont Γ0 = {0} × O et
Γa = {a} × O. On note Σ = ∂O×]0, a[ le bord latéral du cylindre.

x

z

0 a

Σ

Σ

Γ0
ΓasΓ

s

Ωs

Fig. 5.1: Guide cylindrique avec une condition de radiation

Le problème étudié est le suivant :

(P0)







−∆y = k2y + f dans Ω,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
|Γ0

= y0 ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= H,

où y0,H ∈ H
1

2

00(O)′, f ∈ L2(Ω), et où y est cherché dans l’espace L2(0, a;H1
0(O)) ∩

H1(0, a;L2(O)) . (
∂y

∂x
+ iky|Γa

= H est la condition absorbante : l’onde est sortante en

x = a).

Avec de telles conditions sur les bords, le problème est maintenant bien posé et il admet
une solution unique (cf Annexe).

5.1.1 Factorisation du problème

Comme pour le cas classique, on commence par introduire une frontière mobile Γs =
{s} × O, sur laquelle on impose une condition de Neumann arbitraire, et l’on étudie la
famille de problèmes sur les domaines réduits Ωs = [s, a] × O :

124



Guides avec conditions absorbantes

(Ps,h)







−∆y = k2y + f dans Ωs,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
|Γs

= h ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= H,

La frontière se déplace dans le sens des x décroissants. On note Ys l’espace :

Ys = {y ∈ H1(Ωs) / y|Σ = 0 et
∂2y

∂x2
∈ L2(0, s;H−1(O))}.

∀s ∈]0, a[ et h ∈ H
1

2

00(O)′, on définit l’opérateur P de H
1

2

00(O)′ vers H
1

2

00(O) :

P (s)h = γ|s, où γ ∈ Ys est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ωs,

γ|Σ = 0 ;
∂γ

∂x
|Γs

= h ;
∂γ

∂x
+ ikγ|Γa

= 0,

ainsi que r(s) = β|s, où β ∈ Ys est solution de :







−∆β = k2β + f dans Ωs,

β|Σ = 0 ;
∂β

∂x
|Γs

= 0 ;
∂β

∂x
+ ikβ|Γa

= H.

Remarque 5.1 Comme le problème Ps,h est bien posé (cf Annexe), ces opérateurs sont
toujours définis.

La condition absorbante est la condition sur la frontière “fixe”, commune à tous les sous-
domaines. On va voir qu’elle n’a pas d’influence sur la factorisation et que l’équation de
Riccati obtenue est la même que pour le tube bouché du chapitre II. Seules les conditions
initiales pour le système découplé vont changer.

La linéarité du problème aux limites permet d’écrire que :

y(s) = P (s)
∂y

∂x
(s) + r(s).

En la dérivant formellement et en menant le calcul comme précédemment, on trouve :

∂y

∂x
=
dP

dx

∂y

∂x
− P

(

∆⊥ + k2I
)

P
∂y

∂x
− Pf +

∂r

∂x

On retrouve les mêmes calculs que dans le cas classique. Le problème se découple, on
obtient une équation de Riccati pour P :
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Etude de l’opérateur P

dP

dx
− P

(

∆⊥ + k2I
)

P − I = 0

Cette équation est celle que l’on a obtenue pour le tube bouché et le cadre fonctionnel est
le même. On va calculer la condition initiale pour P :

Soit h ∈ H
1

2

00(O)′ quelconque, P (a)h est la trace en a d’une fonction γ qui vérifie la
condition absorbante :

∂γ

∂x
(a) = −ikγ(a),

ainsi que la condition de Neumann :

∂γ

∂x
(a) = h.

On en déduit que :

γ(a) = − h

ik
= P (a)h.

Par conséquent, on a :

P (a) = − 1

ik
I

De la même manière, r est solution de l’équation différentielle du premier ordre :

∂r

∂x
− P (∆⊥ + k2I)r = Pf ,

avec la condition initiale :

∂r

∂x
(a) + ikr(a) = H.

5.1.2 Etude de l’opérateur P

On va maintenant étudier les propriétés de l’opérateur P ainsi défini. En appliquant
la formule de représentation du chapitre V, on va pouvoir l’expliciter rapidement et en
déduire qu’il est régulier.

Lemme 5.1 P (s) est un opérateur symétrique.
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Démonstration 5.1.1 Soient h, h′ ∈ H
1

2

00(O)′ et γ, γ′ les éléments de Ys solutions du
problème de Helmholtz homogène tels que :

P (s)h = γ|Γs
et P (s)h′ = γ′|Γs

.

On écrit la formulation variationnelle du problème dont γ est solution :

−
∫

Ωs

∆γ.γ′ = k2

∫

Ωs

γ.γ′

La formule de Green permet d’écrire que :

−
∫

Ωs

∆γ.γ′ =

∫

Ωs

∇γ∇γ′ −
∫

Σ

∂γ

∂n
γ′ +

∫

Γs

∂γ

∂x
γ′ −

∫

Γa

∂γ

∂x
γ′

Comme γ′ s’annule sur le bord latéral Σ, le deuxième terme est nul. Le troisième vaut :

∫

Γs

∂γ

∂x
γ′ =< P (s)h, h′ >

Enfin, le dernier terme a pour expression :

∫

Γa

∂γ

∂x
γ′ = −ik

∫

Γa

γγ′

On en déduit que :

< P (s)h, h′ >= −
∫

Ωs

∆γγ′ −
∫

Ωs

∇γ∇γ′ − ik

∫

Γa

γγ′

On trouve de même :

< h, P (s)′ >= −
∫

Ωs

∆γγ′ −
∫

Ωs

∇γ∇γ′ − ik

∫

Γa

γγ′

d’où la symétrie de l’opérateur P .

Lemme 5.2 L’opérateur Neumann-to-Dirichlet défini dans le paragraphe précédent n’admet
aucune singularité dans le guide.

Démonstration 5.1.2 Pour démontrer ce lemme, on va appliquer les résultats du chapitre
V.

L’opérateur P s’exprime sous la forme factorisée suivante :

P (x) = H ◦ L ◦ H−1(P (a))

127



Etude de l’opérateur P

où H et H−1 sont les transformations homographiques :

où



















H(Z) = (I + ZP−1
0 )−1(P0 − Z) ,

H−1(Z) = (P0 − Z)(I + P−1
0 Z)−1 ,

P (a) = − 1

ik
I .

,

On rappelle que P0 est une solution particulière de l’équation de Riccati ; on a choisi une
solution stationnaire, diagonale dans la base de fonctions propres Ψn :

∀ψn, P0ψn =















1
√

α2
n − k2

Ψn si α2
n > k2

i
√

k2 − α2
n

Ψn sinon

On note pn la valeur propre de P associée à Ψn et on pose : qn = p−1
n . Le cas où

αn = k ne se produit que pour certaines configurations liées aux dimensions de la section
et correspond au cas des résonances transversales (cf chapitre V). Il ne sera pas traité ici.

Il en résulte que les coefficients des transformations homographiques ne dépendent pas de
x et qu’ils ont une forme diagonale ; il sera donc facile de les expliciter.

Comme P (a) = − 1

ik
I, son image par H−1 est :

H−1(P (a)) =

(

I − 1

ik
P−1

0

)−1(

P0 +
1

ik
I

)

C’est-à-dire :

H−1(P (a)) =
(

−P−1
0 + ikI

)−1
(I + ikP0)

On va maintenant écrire sa décomposition modale. On a, d’une part :

(I + ikP0) Ψn =

(

1 +
ik

qn

)

Ψn

et d’autre part :

(

−P−1
0 + ikI

)−1
Ψn = (ik − qn)−1Ψn

On en déduit que :

H−1(P (a)) Ψn =
qn + ik

qn(ik − qn)
Ψn

On étudie ensuite l’effet du semi-groupe. On rappelle que :
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e−P−1

0
(x−a)Ψn = e−qn(x−a)Ψn

Par conséquent, on obtient :

L ◦H−1(P (a))Ψn = e−P−1

0
(x−a) ◦H−1(P (a)) ◦ e−P−1

0
(x−a)Ψn = e−2qn(x−a) qn + ik

qn(ik − qn)
Ψn

Pour simplifier les notations, on note Z(x) cet opérateur et ζn ses valeurs propres. On
a :

ζn = e−2qn(x−a) qn + ik

qn(ik − qn)

On explicite l’image de Z(x) par la seconde transformation homographique en écrivant sa
décomposition modale. Le dénominateur de l’homographie a pour expression :

(

I + P−1
0 Z(x)

)−1
Ψn = (1 + qnζn)−1 Ψn

ce qui s’écrit encore :

(

I + P−1
0 Z(x)

)−1
Ψn =

ik − qn
ik − qn + (ik + qn)e−2qn(x−a)

Ψn

Le numérateur vaut :

(P0 − Z(x)) Ψn =

(

1

qn
− e−2qn(x−a) qn + ik

qn(−qn + ik)

)

Ψn

ce qui se simplifie en :

(P0 − Z(x)) Ψn =
−qn + ik − e−2qn(x−a)(qn + ik)

qn(−qn + ik)
Ψn

Au total, on obtient :

(P0 − Z(x))
(

I + P−1
0 Z(x)

)−1
Ψn =

−qn + ik − e−2qn(x−a)(qn + ik)

qn(−qn + ik)

−qn + ik

−qn + ik + (ik + qn)e−2qn(x−a)
Ψn

Soit finalement :

P (x)Ψn =
−qn + ik − e−2qn(x−a)(qn + ik)

qn (−qn + ik + (ik + qn)e−2qn(x−a))
Ψn

La transformation homographique a donc permis d’expliciter P dans une base de fonctions
propres. On va pouvoir conclure rapidement : l’opérateur admet une singularité lorsque le
dénominateur de la seconde homographie a une valeur propre nulle, c’est-à-dire lorsque :

D(x) = qn[−qn + ik + (ik + qn)e−2qn(x−a)]

s’annule.
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5.2 Opérateur Absorbant-to-Dirichlet

Premier cas : α2
n > k2

Dans ce cas qn est réel et D(x) s’écrit :

D(x) = −q2
n[1 − e−2qn(x−a)] + ikqn[1 + e−2qn(x−a)]

La partie imaginaire de D(x) est strictement positive, donc D(x) ne s’annule pas et P
n’admet pas de singularité pour ces vecteurs propres.

Deuxième cas : α2
n < k2

qn est alors imaginaire pur, on pose : qn = iµn (où µn 6= 0). On a alors :

D(x) = −µn(k − µn) − µn(k + µn)e−2iµn(x−a)

Comme µn ne peut pas être égal à k (sinon k2 = µ2
n = k2 − α2

n), D(x) s’annule lorsque :

−µn + k

µn + k
= e−2iµn(x−a)

Comme
−µn + k

µn + k
est réel, les seules valeurs possibles sont -1 et 1. Or, on a :

−µn + k

µn + k
= −1 ⇐⇒ µn + k = µn − k,

ce qui n’est pas possible puisque k 6= 0.

De même, on a :

−µn + k

µn + k
= 1 ⇐⇒ k + µn = k − µn,

ce qui est également impossible.

D(x) ne s’annule donc jamais, ce qui signifie que P n’a pas de singularité.

5.2 Opérateur Absorbant-to-Dirichlet

Dans toute la suite du chapitre, on étudie un guide cylindrique avec une condition ab-
sorbante sur chaque face. La première constatation est qu’il n’y a pas unicité de la
factorisation : il est en effet possible de définir différentes impédances, et donc d’aboutir
à plusieurs écritures du problème de Helmholtz.

On va s’intéresser dans un premier temps à l’opérateur “Absorbant-to-Dirichlet’, qui à
une condition absorbante associe la trace de la solution du problème. On favorise ce calcul
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car l’équation de Riccati dont il est solution possède au moins deux solutions particulières
évidentes : elle permet donc parfaitement d’appliquer les deux formules de représentation
et de les comparer. On pourra en déduire dans quel cas il est plus judicieux d’appliquer
l’une ou l’autre.

On considère un cylindre Ω =]0, a[×O ⊂ Rn semblable aux guides des études précédentes,
et on impose une condition absorbante sur chacune de ses faces.

x

z

0 a

Σ

Σ

Γ0
Γa

Ω

sΓ

s

s

Fig. 5.2: Guide d’ondes avec des conditions absorbantes

Le but de cette section est de retrouver, à l’aide des formules de représentation, qu’il
n’y a pas de résonances dans le cylindre, ce qui correspond à l’absence de singularités
pour l’impédance. Celle-ci ne sera plus un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ou
Neumann-to-Dirichlet, mais un opérateur “Absorbant-to-Dirichlet”.

Le problème à résoudre est le suivant :

(P0)







−∆y = k2y + f dans Ω,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
− iky|Γ0

= H ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= G,

où f ∈ L2(Ω), H, G ∈ H
1

2

00(O)′, et où y est cherché dans L2(0, a;H1
0(O))∩H1(0, a;L2(O)).

Le problème est bien posé, il a une solution unique (cf Annexe).
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5.2.1 Factorisation du problème de Helmholtz

On introduit une frontière mobile Γs = {s}×O, sur laquelle on impose une condition ab-

sorbante arbitraire h ∈ H
1

2

00(O)′, et on considère la famille de problèmes dans les domaines
réduits (s, a) × O :

(Ps,h)







−∆y = k2y + f dans Ωs,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
− iky|Γs

= h ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= 0,

La frontière Γs va se déplacer de a vers 0.

Pour tout s ∈ [0, a], on définit alors l’opérateur de H
1

2

00(O)′ vers H
1

2

00(O) :

P (s)h = γ|s, où γ est solution de :







−∆γ = k2γ

γ|Σ = 0 ;
∂γ

∂x
− ikγ|Γs

= h ;
∂γ

∂x
+ ikγ|Γa

= 0,

ainsi que r(s) = β|s ∈ H
1

2

00(O), où β est solution de :

{ −∆β = k2β + f

β|Σ = 0 ;
∂β

∂x
− ikβ|Γs

= 0 ;
∂β

∂x
+ ikβ|Γa

= G,

Comme Ps,h est bien posé (cf Annexe), P (s)h et r(s) sont toujours définis. P (s) est donc

cherché dans L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) ; c’est un opérateur qui fait gagner un cran de régularité,
et il est de la forme “Absorbant-to-Dirichlet”.

Par linéarité du problème, il vient :

y(s) = P (s)[
∂y

∂x
− iky](s) + r(s).

Pour obtenir une forme factorisée du problème de Helmholtz, on va suivre la démarche
habituelle qui consiste à dériver la relation affine, puis à exprimer chaque terme de
l’équation obtenue en fonction de la solution y et de la partie affine r. Cependant, on va

essayer ici d’obtenir une relation en r et en
∂y

∂x
− iky afin de faire apparâıtre la condition

arbitraire h.
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La relation affine se dérive en :

∂y

∂x
=
dP

dx
[
∂y

∂x
− iky] + P [

∂2y

∂x2
− ik

∂y

∂x
] +

∂r

∂x

Or,
∂2y

∂x2
= −∆⊥y − k2y − f , donc :

∂y

∂x
=
dP

dx
[
∂y

∂x
− iky] − P (∆⊥ + k2I)y − P (ik

∂y

∂x
) − Pf +

∂r

∂x

On remplace y par P [
∂y

∂x
− iky] + r :

∂y

∂x
=
dP

dx
[
∂y

∂x
− iky]−P (∆⊥ +k2I)P [

∂y

∂x
− iky]−P (ik

∂y

∂x
)−P (∆⊥ +k2I)r−Pf +

∂r

∂x

Cette expression s’écrit également :

(I + ikP )
∂y

∂x
=
dP

dx
[
∂y

∂x
− iky]− P (∆⊥ + k2I)P [

∂y

∂x
− iky]− P (∆⊥ + k2I)r−Pf +

∂r

∂x

On applique l’opérateur ik(I + ikP ) à l’application affine :

(I + ikP )iky = ik(I + ikP )P [
∂y

∂x
− iky] + ik(I + ikP )r

C’est-à-dire :

(I + ikP )iky = (ikP − k2P 2)[
∂y

∂x
− iky] + ik(I + ikP )r

En soustrayant ces deux expressions, il vient :

(I + ikP )[
∂y

∂x
− iky] =

dP

dx
[
∂y

∂x
− iky] − P (∆⊥ + k2I)P [

∂y

∂x
− iky]

−(ikP − k2P 2)[
∂y

∂x
− iky] − (ikI − k2P )r − P (∆⊥ + k2I)r − Pf +

∂r

∂x

Si l’on regroupe les termes en y et ceux en r, cette relation devient :

[

dP

dx
− P∆⊥P − 2ikP − I

]

[
∂y

∂x
− iky] = −∂r

∂x
+ P∆⊥r + ikr + Pf

Cette relation est en fait une identité. Dans ce cas, on trouve un système d’équations
découplées, et chaque membre de l’équation est nul. Comme on peut se donner n’importe

quelle condition h ∈ H
1

2

00(O)′ sur le bord Γs, la relation :

[

dP

dx
− P∆⊥P − 2ikP − I

]

h = 0
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peut s’écrire :
dP

dx
− P∆⊥P − 2ikP − I = 0.

On obtient alors le système suivant :



























y = P [
∂y

∂x
− iky] + r

dP

dx
− P∆⊥P − 2ikP − I = 0

∂r

∂x
= P∆⊥r + ikr + Pf

A présent, on se propose de déterminer les conditions initiales pour ce système.

Soit h ∈ H
1

2

00(O)′ quelconque, P (a)h est la trace en a de la solution γ du problème
homogène associé à (Ps,h). Par définition, γ vérifie la condition de radiation :

∂γ

∂x
(a) = −ikγ(a).

Par conséquent, on a :

[
∂γ

∂x
− ikγ](a) = −2ikγ(a).

Par ailleurs, h = [
∂y

∂x
− iky](a) ; la relation précédente s’écrit alors :

h = −2ikP (a)h

Finalement, il vient :

P (a) = − 1

2ik
I.

De la même manière, sur la face droite du cylindre, la partie affine r vérifie la condition
de radiation :

∂r

∂x
(a) + ikr(a) = G

D’autre part, pour s = a, la condition de radiation sur la face gauche s’écrit :
(

∂r

∂x
− ikr

)

(a) = 0

En combinant ces équations, il vient :

r(a) =
i

2k
G
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On aboutit donc au système suivant :



























y = P [
∂y

∂x
+ iky] + r ;

∂y

∂x
− iky(0) = H

dP

dx
− P∆⊥P − 2ikP − I = 0 ; P (a) = − I

2ik
∂r

∂x
= P∆⊥r + ikr + Pf ; r(a) =

iG
2k

Comme pour la factorisation de type Neumann-to-Dirichlet du tube bouché, le calcul
s’effectue en deux temps : on commence par calculer P et r dans le sens des x décroissants,
puis on calcule y dans le sens des x croissants.

On peut maintenant écrire le problème de Helmholtz sous sa forme factorisée. La première
et la dernière équation s’expriment :

(

I − P (
∂

∂x
+ ikI)

)

y = r;

(

∂

∂x
− P∆⊥ − ikI

)

r = Pf.

En combinant ces deux équations, on obtient :
(

∂

∂x
− P∆⊥ − ikI

)(

I − P (
∂

∂x
+ ikI)

)

y = Pf

Dans cette équation de Riccati, on retrouve le même terme quadratique que dans l’équation
correspondant au problème de Poisson. En revanche, on voit apparâıtre des termes
linéaires. Par ailleurs, P n’a plus la même signification que dans le problème de départ,
puisqu’il ne s’agit plus ici d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann. Avant d’étudier plus
précisément son expression, on va donner une de ses propriétés :

Lemme 5.3 P (x) est un opérateur symétrique.

Démonstration 5.2.1 Soient γ, γ ′ ∈ H
1

2

00(O)′ et γ, γ′ les éléments de Yx solutions du
problème de Helmholtz homogène tels que :

P (x)h = γ|Γx
et P (x)h′ = γ′|Γx

.

La formulation variationnelle du problème pour γ s’écrit :

−
∫

Ωx

∆γ.γ′ = k2

∫

Ωx

γ.γ′
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Détermination de solutions particulières

En appliquant la formule de Green au membre de gauche, il vient :

∫

Ωx

∇γ∇γ′ −
∫

Σ

∂γ

∂n
γ′ −

∫

Γa

∂γ

∂x
γ′ +

∫

Γx

∂γ

∂x
γ′ = k2

∫

Ωx

γ.γ′

Comme γ′ s’annule sur le bord latéral, l’intégrale sur Σ est nulle. En remplaçant les
dérivées partielles par les conditions aux limites du problème homogène dans les termes
de bord, on trouve :

∫

Ωx

∇γ∇γ′ + ik

∫

Γa

γ.γ′ +

∫

Γx

h.P (x)h′ = k2

∫

Ωx

γ.γ′

On en déduit que :

< h, P (x)h′ >= k2

∫

Ωx

γ.γ′ − ik

∫

Γa

γ.γ′ −
∫

Ωx

∇γ∇γ′

Un calcul similaire permet de retrouver que :

< P (x)h, h′ >= k2

∫

Ωx

γ.γ′ − ik

∫

Γa

γ.γ′ −
∫

Ωx

∇γ∇γ′

On en déduit la symétrie de P .

5.2.2 Détermination de solutions particulières

A présent, on souhaite obtenir les formules de représentation de l’opérateur Absorbant-
to-Dirichlet en utilisant son équation de Riccati. Pour ce faire, on a besoin d’une ou de
deux solutions particulières, que l’on va déterminer dans cette section. On rappelle que
ces opérateurs vérifient :

dP

dx
− P∆⊥P − 2ikP − I = 0.

Comme les coefficients de cette équation sont constants, il semble judicieux de chercher
une solution stationnaire. Soit P0 une telle solution ; elle vérifie donc :

−P0∆⊥P0 − 2ikP0 − I = 0.

Tous les coefficients de cette équation ont une forme diagonale dans une base de fonctions
propres du laplacien transversal (Ψn)n. On commence donc par chercher P0 sous une
forme diagonale.

On écrit la décomposition de P0 dans la base des Ψn :

P0Ψn = pnΨn ∀n
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L’équation de Riccati va devenir une équation scalaire pour chaque valeur propre pn :

−α2
np

2
n + 2ikpn + 1 = 0

∀n, si α2
n 6= k2, cette équation a deux solutions :

pn =















ik

α2
n

± 1

α2
n

√

α2
n − k2 si αn > k

ik

α2
n

± i

α2
n

√

k2 − α2
n si αn < k

Le cas où α2
n = k2 correspond aux résonances transversales et sera traité ultérieurement ;

on supposera donc par la suite que α2
n 6= k2.

Dans cette expression, on doit donc choisir le signe, ce qui correspond comme dans le
problème de base à un “tri” des ondes.

Cela signifie qu’il existe une infinité de solutions particulières convenables. Dans un
premier temps, on choisira pour P0 uniquement le signe +, ce qui correspond à des ondes
se propageant dans le sens des x croissants :

P0Ψn =















ik

α2
n

+
1

α2
n

√

α2
n − k2 Ψn si αn > k

ik

α2
n

+
i

α2
n

√

k2 − α2
n Ψn si αn < k

P1 sera l’opérateur :

P1Ψn =















ik

α2
n

− 1

α2
n

√

α2
n − k2 Ψn si αn > k

ik

α2
n

− i

α2
n

√

k2 − α2
n Ψn si αn < k

5.2.3 1-représentation

On se propose ici de déterminer les singularités éventuelles de P en utilisant la 1-représentation :
il s’agit de la transformation homographique qui utilise une solution particulière de
l’équation de Riccati. La 2-représentation, qui fait appel à deux solutions particulières,
sera étudiée ultérieurement.

On commence par écrire l’équation de Riccati sous la forme :
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1-représentation











dP

dx
= I + P∆⊥P + (ikI)P + P (ikI)

P (a) = − 1

2ik
I

Pour mettre en oeuvre la 1-représentation, on a besoin de déterminer un opérateur auxil-
iaire, S, défini par une équation de Lyapunov, avec une condition initiale arbitraire. Cet
opérateur vérifie donc :

S ′ = −S(ikI + P0∆⊥) − (ikI + ∆⊥P0)S − ∆⊥

Et on choisit comme condition initiale : S(a) = 0.

Les coefficients de cette équation ont pour décomposition modale :

∀n, −(ikI + P0∆⊥)Ψn = −(ikI + ∆⊥P0)Ψn =

{ √

α2
n − k2 Ψn si αn > k

i
√

k2 − α2
n Ψn sinon

On va chercher S sour une forme diagonale, en décomposant cet opérateur dans la base
des ψn :

S(x)Ψ=sn(x)Ψn ∀n.

On obtient donc des équations différentielles scalaires pour les coefficients sn :

s′n(x) − 2
√

α2
n − k2sn(x) − α2

n = 0 ; sn(a) = 0.

On en déduit que sn(x) est de la forme :

sn(x) =
α2

n

2
√

α2
n − k2

(

e2
√

α2
n−k2(x−a) − 1

)

Il est maintenant possible d’écrire la transformation homographique pour P ; on a la
formule suivante :

P (x) = N (x)(L(M(P (a))), où















L(x)(Z) = e(ikI+∆⊥P0)(x−a)Ze(P0∆⊥+ikI)(x−a)

M(x)(Z) = S(x) − (I − ZP0)
−1Z

N (Z)(x) = (S(x) − Z)(I + P0(S − Z))−1

La première étape du calcul consiste à évaluer M(P (a)). Celui-ci a une expression simple :

M(P (a)) = S(a) − (I − P (a)P0)
−1P (a)
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Comme S(a) = 0 et P (a) = − 1

2ik
I, cette relation s’écrit aussi :

M(P (a)) = (I +
1

2ik
P0)

−1 1

2ik
I

c’est-à-dire :

M(P (a)) = (2ik + P0)
−1

Cet opérateur est toujours bien défini. En effet :

Lemme 5.4 L’opérateur P0 + 2ikI est inversible.

Démonstration 5.2.2 On va exprimer cet opérateur sur chaque fonction de base. On
a :

(P0 − 2ik)Ψn =















1

α2
n

(
√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)) Ψn si αn > k

1

α2
n

(i
√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)) Ψn sinon

Cet opérateur est donc inversible si et seulement si aucune de ses valeurs propres n’est
nulle.

Premier cas : αn > k

Dans ce cas, la valeur propre associée à Ψn a une partie réelle non nulle,
1

α2
n

√

α2
n − k2,

donc elle n’est pas nulle.

Deuxième cas : αn < k

La valeur propre est alors un imaginaire pur, qui est nul si et seulement si :

√

k2 − α2
n = −k(2α2

n + 1)

c’est-à-dire :

k2 − α2
n = 4α4

nk
2 + 4α2

nk
2 + k2

ou encore :

4α2
nk

2 + 4k2 + 1 = 0, ce qui est impossible.

P0 + 2ikI n’a donc pas de valeur propre nulle, et son inverse s’écrit :
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(P0 + 2ikI)−1Ψn =















α2
n

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
Ψn si αn > k

−iα2
n

√

k2 − α2
n + k(2α2

n + 1)
Ψn si αn < k

On peut alors calculer l’image de M(P (a)) par le semi-groupe L :

L(P0 + 2ik)−1Ψn =























α2
ne

2
√

α2
n−k2(x−a)

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
Ψn si αn > k

−iα2
ne

2i
√

k2−α2
n(x−a)

√

k2 − α2
n + k(2α2

n + 1)
Ψn si αn < k

La dernière étape du calcul consiste à calculer l’image de cet opérateur par la transfor-
mation homographique N . On choisit ici de se limiter à la recherche de singularités pour
P , donc à l’étude des valeurs propres du dénominateur de N .

Lemme 5.5 L’opérateur Absorbant-to-Dirichlet P n’a pas de singularités.

Démonstration 5.2.3 On va vérifier que l’opérateur I+P0(S−L[(P0 +2ik)−1]) n’a pas
de valeur propre nulle. Comme cet opérateur a une forme diagonale, il suffit de l’évaluer
sur chaque fonction propre Ψn:

Premier cas : αn > k

L’équation {I + P0(S − L[(P0 + 2ik)−1])}Ψn = 0 s’exprime aussi :

α2
n

2
√

α2
n − k2

(e2
√

α2
n−k2(x−a) − 1) − α2

ne
2
√

α2
n−k2(x−a)

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
=

−α2
n

ik +
√

α2
n − k2

En réduisant au même dénominateur, on obtient :

e2
√

α2
n−k2(x−a)

(

−
√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)

−
(

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)

=
−2
√

α2
n − k2

(

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)

ik +
√

α2
n − k2

On en déduit que :
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e2
√

α2
n−k2(x−a)

(

−
√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)

=

(

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)(

−
√

α2
n − k2 + ik

)

ik +
√

α2
n − k2

Or, le numérateur du second membre se développe comme suit :

(

√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)(

−
√

α2
n − k2 + ik

)

= −α2
n(1 + 2k2) − 2ikα2

n

√

α2
n − k2

Il vient alors :

e2
√

α2
n−k2(x−a)

(

−
√

α2
n − k2 + ik(2α2

n + 1)
)

=
−α2

n

(

(1 + 2k2) + 2ik
√

α2
n − k2

)

ik +
√

α2
n − k2

c’est-à-dire :

e2
√

α2
n−k2(x−a) =

−α2
n

(

(1 + 2k2) + 2ik
√

α2
n − k2

)

(

−ik −
√

α2
n − k2

)(

√

α2
n − k2 − ik(2α2

n + 1)
)

Le dénominateur du second membre est l’adjoint du numérateur calculé précédemment,
on peut donc écrire directement l’équation sous la forme :

e2
√

α2
n−k2(x−a) = −α2

n

(1 + 2k2) + 2ik
√

α2
n − k2

(1 + 2k2) − 2ik
√

α2
n − k2

Pour que cette équation ait des solutions, il faut que la partie imaginaire du second membre
soit nulle, puisque le membre de gauche est réel. Or, cette partie imaginaire ne s’annule
jamais, donc cette égalité n’est jamais vérifiée.

Deuxième cas : αn < k

Un calcul analogue permet de prouver que le dénominateur de N admet une valeur propre
nulle si et seulement si :

e2i
√

k2−α2
n(x−a) =

(1 + 2k2) − 2k
√

k2 − α2
n

(1 + 2k2) + 2k
√

k2 − α2
n

Le membre de gauche de cette équation est un nombre complexe de module 1, tandis que
celui de droite est réel. On a donc, nécessairement :

(1 + 2k2) − 2k
√

k2 − α2
n

(1 + 2k2) + 2k
√

k2 − α2
n

= ±1

Si (1 + 2k2) + 2k
√
k2 − λn = (1 + 2k2) − 2k

√
k2 − λn, il vient :

4k
√
k2 − λn = 0, ce qui est impossible ;

Si (1 + 2k2) + 2k
√
k2 − λn = −(1 + 2k2) + 2k

√
k2 − λn, alors :
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2-représentation

2(1 + 2k2) = 0 : absurde.

Cela signifie que I+P0(S−π) n’a pas de valeur propre nulle, donc que P n’admet aucune
singularité.

Ce calcul a permis d’illustrer la 1-représentation pour des équations de Riccati présentant
des termes linéaires. Il a été possible d’effectuer tous les calculs à la main grâce à la forme
diagonale des opérateurs, cependant cette démarche est plutôt longue. On va voir que la
2-représentation est plus efficace.

5.2.4 2-représentation

Dans cette partie, on souhaite mettre en oeuvre la 2-représentation pour retrouver l’absence
de résonances et comparer cette méthode avec la 1-représentation. Cette fois, on fait ap-
pel à deux solutions particulières, et l’on utilise les propriétés de l’équation pour choisir
deux solutions stationnaires. On reprend donc le calcul de telles solutions, et on définit
les opérateurs diagonaux P0 et P1 par :























































P0ψn =















ik

α2
n

+
1

α2
n

√

α2
n − k2 Ψn si αn > k

ik

α2
n

+
i

α2
n

√

k2 − α2
n Ψn si αn < k

P1ψn =















ik

α2
n

− 1

α2
n

√

α2
n − k2 Ψn si αn > k

ik

α2
n

− i

α2
n

√

k2 − α2
n Ψn si αn < k

Si la solution u du problème de Helmholtz vérifie :

u = P0

(

∂u

∂x
+ iku

)

alors elle se propage vers la droite, tandis que P1 correspond aux ondes se propageant
vers la gauche.

La différence des deux solutions de l’équation de Riccati, utilisée dans la transformation
homographique, a donc une expression simple :

(P1 − P0)Ψn =















− 2

α2
n

√

α2
n − k2 Ψn si αn > k

− 2i

α2
n

√

k2 − α2
n Ψn sinon
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Comme dans la méthode précédente, la formule de 2-représentation fait appel à des
opérateurs auxiliaires qui sont des intermédiaires de calcul, mais qui n’apparaissent pas
dans le résultat final. On peut donc appliquer immédiatement la formule de l’homographie :

P (x) = K(L(J (P (a)))), où :



























J (P (a)) = (P (a) − P0(a))
−1(P1(a) − P (a))(P1(a) − P0(a))

−1

L(W ) = e
−

∫ x

a

(ikI + ∆⊥P0)(s)ds
We

−

∫ x

a

(ikI + P0∆⊥)(s)ds

K(W ) = (P1(x) + P0(x)W (P1(x) − P0(x))) (I +W (P1(x) − P0(x)))
−1

(On rappelle que cette expression de L est un abus de notation).

Tout d’abord, on va expliciter J (P (a)) dans la base de fonctions propres Ψn. L’utilisation
de différences des solutions va permettre d’obtenir une expresison plus simple. Un calcul
sur chaque fonction de base montre que :

J (P (a))Ψn =































































−α2
n

2
√

α2
n − k2

−
√

α2
n − k2

α2
n

− i(
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

α2
n − k2

α2
n

+ i(
1

2k
− k

α2
n

)

Ψn si αn > k

iα2
n

2
√

k2 − α2
n

−
√

k2 − α2
n

α2
n

− (
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

k2 − α2
n

α2
n

+ (
1

2k
− k

α2
n

)

Ψn si αn < k

En outre, on vérifie que cet opérateur est bien inversible, car le dénominateur P (a) − P0

n’a pas de valeur propre nulle.

En effet, soit αn > k et la racine est réelle. Dans ce cas la partie imaginaire des valeurs
propres de P (a) − P0 ne s’annule que si :

k2 =
α2

n

2

Alors la partie réelle de cette valeur propre vaut :

−
√

α2
n − k2

α2
n

= −1

2

Elle ne s’annule donc pas.
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2-représentation

Soit αn < k et la racine est complexe, la valeur propre associée est alors un imaginaire
pur qui s’annule si et seulement si :

√

k2 − α2
n = k − α2

n

2k
,

c’est-à-dire :

k2 − α2
n = k2 +

α4
n

4k2
− α2

n

Ce qui implique que :

α4
n

4k2
= 0 : absurde.

P (a) − P0 n’a donc aucune valeur propre nulle, il est inversible.

L’opérateur L est lui aussi diagonal, on peut donc l’expliciter facilement. Tout d’abord,
on a :

−(ikI + P0∆⊥)Ψn = −(ikI + ∆⊥P0)Ψn =
√

α2
n − k2Ψn ∀n

Il vient :

e−
R x

a
(ikI+P0∆⊥)(s)ds Ψn = e−

R x

a
(ikI+∆⊥P0)(s)ds Ψn =

{

e(x−a)
√

α2
n−k2

Ψn si αn > k

ei(x−a)
√

k2−α2
n Ψn si αn < k

Soit finalement :

L(x)J (P (a)) Ψn =































































−α2
ne

2(x−a)
√

α2
n−k2

2
√

α2
n − k2

−
√

α2
n − k2

α2
n

− i(
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

α2
n − k2

α2
n

+ i(
1

2k
− k

α2
n

)

Ψn si αn > k

iα2
ne

2i(x−a)
√

k2−α2
n

2
√

k2 − α2
n

−
√

k2 − α2
n

α2
n

− (
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

k2 − α2
n

α2
n

+ (
1

2k
− k

α2
n

)

Ψn si αn < k

Il est maintenant possible d’évaluer le dénominateur de K(L(x)J (P (a))) Ψn, noté Dn :
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Dn =































































1 +
−α2

ne
2(x−a)

√
α2

n−k2

2
√

α2
n − k2

−
√

α2
n − k2

α2
n

− i(
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

α2
n − k2

α2
n

+ i(
1

2k
− k

α2
n

)

2
√

α2
n − k2

α2
n

si αn > k

1 +
iα2

ne
2i(x−a)

√
k2−α2

n

2
√

k2 − α2
n

−
√

k2 − α2
n

α2
n

− (
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

k2 − α2
n

α2
n

+ (
1

2k
− k

α2
n

)

2i
√

k2 − α2
n

α2
n

si αn < k

Les discontinuités se produisent lorsque K(L(x)J (P (a))) n’est pas défini, c’est-à-dire
lorsque ce dénominateur admet une valeur propre nulle.

Premier cas : αn > k

Dn s’annule si et seulement si :

1 − e2(x−a)
√

α2
n−k2

−
√

α2
n − k2

α2
n

− i(
1

2k
− k

α2
n

)

−
√

α2
n − k2

α2
n

+ i(
1

2k
− k

α2
n

)

= 0

ce qui se simplifie en :

e2(x−a)
√

α2
n−k2

=

√

α2
n − k2 − i(

1

2k
− k

α2
n

)

√

α2
n − k2 + i(

1

2k
− k

α2
n

)

On constate que la partie imaginaire du second membre est non nulle, alors que l’autre
membre est un réel pur : l’équation n’est jamais vérifiée.

Deuxième cas : αn < k

La condition devient alors :

e2i(x−a)
√

k2−α2
n =

√

k2 − α2
n + (

1

2k
− k

α2
n

)

√

k2 − α2
n − (

1

2k
− k

α2
n

)

Comme précédemment, on en déduit la condition nécessaire suivante :

√

k2 − α2
n − (

1

2k
− k

α2
n

) = ±
(

√

k2 − α2
n + (

1

2k
− k

α2
n

)

)
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On obtient dans un des cas
√

k2 − α2
n = 0, absurde, et dans l’autre : k2 =

α2
n

2
, ce qui

implique que k2 ≤ α2
n. Dn ne peut donc pas s’annuler.

Ainsi, on a retrouvé l’absence de singularités pour l’opérateur P . La méthode de 2-
représentation est plus rapide et plus agréable à mettre en oeuvre que la précédente ;
lorsque l’on pourra exhiber deux solutions particulières de l’équation de Riccati, on
la préfèrera donc à l’autre méthode. On va maintenant étudier un cas particulier qui
nécessite l’utilisation de la 1-représentation.

5.2.5 Etude des résonances transversales

Dans cette section, on traite le cas où ∃n ∈ N / α2
n = k2, c’est-à-dire que k2 est valeur

propre du laplacien transversal. Cela implique que l’équation :

α2
np

2
n − 2ikpn − 1 = 0

admet une solution unique pour cette valeur de n :

pn =
ik

α2
n

=
i

k

On notera m cette valeur de n. Par suite, P0Ψm = P1Ψm, et l’opérateur P1 − P0 ne sera
pas inversible. Comme on ne peut pas exhiber facilement une autre solution particulière
de l’équation de Riccati, on devra se contenter d’une seule solution stationnaire pour
mettre en oeuvre la transformation homographique ; on définit alors l’opérateur P0 ∈
L(H

1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)) par :

P0Ψn =



























ik

α2
n

+
1

α2
n

√

α2
n − k2 Ψn si αn > k

ik

α2
n

+
i

α2
n

√

k2 − α2
n Ψn si αn < k

i

k
Ψm si n = m

Comme cet opérateur, de même que les coefficients de l’équation de Riccati, a une forme
diagonale, l’expression de la transformation homographique pour les vecteurs Ψn, où
n 6= m, est la même que pour le cas général. On va donc se limiter à l’étude du m-ième
coefficient pour la 1-représentation.

Dans un premier temps, on va calculer la valeur propre sm de l’opérateur S :

L’équation différentielle vérifiée par ce coefficient, s′m(x)−2
√

α2
m − k2−α2

m = 0, devient :
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{

s′m(x) = α2
m = k2

sm(a) = 0

On en déduit que :

sm(x) = k2(x− a).

De même, l’opérateur P0 + 2ikI a comme valeur propre :

(P0 + 2ik)Ψm =
i(2k2 + 1)

k
Ψm

Comme cette valeur propre n’est pas nulle, l’opérateur P0 + 2ikI reste inversible :

(P0 + 2ik)−1Ψm =
−ik

2k2 + 1
Ψm

Ensuite, on évalue l’effet de l’opérateur L. Comme −(P0∆⊥ + ikI)Ψm = 0, on a :

L(P0 + 2ik)−1Ψm =
−ik

2k2 + 1
Ψm

On a alors :

(S(x) − L(P0 + 2ik)−1) Ψm =

(

k2(x− a) +
ik

2k2 + 1

)

Ψm

Par conséquent, il vient :

P0 (S(x) − L(P0 + 2ik)−1) Ψm =
i

k

(

k2(x− a) +
ik

2k2 + 1

)

Ψm

c’est-à-dire :

P0 (S(x) − L(P0 + 2ik)−1) Ψm = (ik(x− a) − 1

2k2 + 1
)Ψm

On en déduit que :

(1 + P0(S(x) − L(P0 + 2ik)−1)) Ψm =

(

2k2

2k2 + 1
+ ik(x− a)

)

Ψm

La valeur propre associée à Ψm a une partie réelle qui ne s’annule jamais, donc elle nést
jamais nulle : on en déduit que l’opérateur P n’admet pas de singularités dans le cas des
résonances transversales.

Conclusion

Ainsi, cet exemple illustre comment utiliser les formules de représentation : lorsqu’il est
possible d’exhiber deux solutions particulières pour l’équation de Riccati, il est préférable
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d’avoir recours à la formule de 2-représentation. En revanche, ce n’est pas toujours le cas,
en particulier lorsqu’il y a des résonances transversales. La formule de 1-représentation
s’avère alors indispensable.

A présent, on va étudier une autre méthode de factorisation du problème.

5.3 Opérateur Absorbant-to-Absorbant

On considère le même guide d’ondes cylindrique ouvert aux deux extrémités que précédemment,
mais on s’intéresse à un autre opérateur : on cherche maintenant à étudier l’opérateur
“Absorbant-to-Absorbant”, qui à la condition de radiation de gauche associe celle de
droite. Cet opérateur intervient notamment lorsque l’on raccorde deux guides d’ondes :
la section à l’interface est tantôt considérée comme la face droite de la partie gauche, ou
comme la face gauche de la partie droite. Une utilisation possible est donc la décomposition
de domaines (cf [10]).

Ω Ω1 2

Fig. 5.3: Interface

La condition sur le bord du cylindre Ω1 sera du type :

∂y

∂x
+ iky = h1 ∈ H

1

2

00(O)′,

tandis que celle du cylindre Ω2 sera :

∂y

∂x
− iky = h2 ∈ H

1

2

00(O)′.

Il est donc souhaitable de pouvoir passer facilement de l’une à l’autre.

On s’intéresse donc au problème de Helmholtz dans ce cylindre :

(P0)







−∆y = k2y + f dans Ω,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
− iky|Γ0

= H ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= G,

où f ∈ L2(Ω), G H ∈ H
1

2

00(O)′ et où y est cherché dans L2(0, a;H1
0(O))∩H1

0 (0, a;L2(O)).
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5.3.1 Factorisation du problème de Helmholtz

Comme précédemment, on introduit une frontière mobile Γs = {s} × O, sur laquelle

on impose une condition absorbante h ∈ H
1

2

00(O)′, et on se restreint au domaine réduit
Ω̃s = [s, a] × O. On obtient alors la famille de problèmes :

(Ps,h)











−∆y = k2y + f dans Ω̃s,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
− iky|Γs

= h ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= G ,

Pour tout s ∈ [0, a] et tout h ∈ H
1

2

00(O)′, le problème est bien posé et il admet donc une
solution unique. Par ailleurs, la frontière mobile va se déplacer de a à 0.

Pour tout s ∈ [0, a], on définit alors l’opérateur de H
1

2

00(O)′ vers lui-même :

P (s)h =
∂γ

∂x
+ ikγ|s, où γ est solution de :







−∆γ = k2γ

γ|Σ = 0 ;
∂γ

∂x
+ ikγ|Γa

= 0 ;
∂γ

∂x
− ikγ|Γs

= h,

r(s) =
∂β

∂x
+ ikβ|s, où β est solution de :







−∆β = k2β + f

β|Σ = 0 ;
∂β

∂x
+ ikβ|Γa

= G ;
∂β

∂x
− ikβ|Γs

= 0,

A la différence des factorisations précédentes, on obtient cette fois un opérateur stable :

P (s) est cherché dans L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′). En outre, le caractère bien posé du problème
(cf Annexe) permet de conclure que P (s) et r(s) seront toujours définis.

Par linéarité du problème, il vient :

P (s)

[

∂y

∂x
− iky

]

(s) =

(

∂y

∂x
+ iky

)

(s) − r(s)

De même que pour la factorisation précédente, on va dériver, puis transformer cette

relation, de manière à obtenir une équation en
∂y

∂x
− iky et en r.
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La dérivée de la relation affine vaut :

dP

dx

[

∂y

∂x
− iky

]

+ P

(

∂2y

∂x2
− ik

∂y

∂x

)

=
∂2y

∂x2
+ ik

∂y

∂x
− ∂r

∂x

Or, y est solution de l’équation de Helmholtz, donc :

∂2y

∂x2
= −∆⊥y − k2y − f

Il en résulte que :

dP

dx

[

∂y

∂x
− iky

]

+P

(

−(∆⊥ + k2I)y − ik
∂y

∂x

)

−Pf = −(∆⊥ +k2I)y−f + ik
∂y

∂x
− ∂r

∂x

Ce qui s’écrit encore :

dP

dx

[

∂y

∂x
− iky

]

− P (∆⊥ + k2I)y + (∆⊥ + k2I)y− P

(

ik
∂y

∂x

)

− ik
∂y

∂x
= Pf − f − ∂r

∂x

Pour continuer les calculs, on a besoin d’exprimer y et
∂y

∂x
en fonction de

∂y

∂x
− iky.

On a d’une part :

(

∂y

∂x
+ iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)

= 2iky,

c’est-à-dire :

y =
1

2ik

[(

∂y

∂x
+ iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)]

On utilise la relation affine pour écrire que :

∂y

∂x
+ iky = P

(

∂y

∂x
− iky

)

+ r,

Finalement :

y =
1

2ik

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)

+ r

]

De la même manière, on a :

∂y

∂x
=

1

2

[(

∂y

∂x
+ iky

)

+

(

∂y

∂x
− iky

)]

En introduisant la relation affine dans cette formule, il vient :

∂y

∂x
=

1

2

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

+

(

∂y

∂x
− iky

)

+ r

]
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On va remplacer y et
∂y

∂x
par ces formules dans la relation précédente :

dP

dx

[

∂y

∂x
− iky

]

− P (∆⊥ + k2I)
1

2ik

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)

+ r

]

+(∆⊥ + k2I)
1

2ik

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)

+ r

]

−P
(

ik
1

2

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

+

(

∂y

∂x
− iky

)

+ r

])

− ik
1

2

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

+

(

∂y

∂x
− iky

)

+ r

]

= Pf − f − ∂r

∂x

On regroupe tous les termes en y dans le membre de gauche, et ceux en r dans le second
membre :

dP

dx

[

∂y

∂x
− iky

]

− P (∆⊥ + k2I)
1

2ik

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)]

+(∆⊥ + k2I)
1

2ik

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

−
(

∂y

∂x
− iky

)]

− P

(

ik
1

2

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

+

(

∂y

∂x
− iky

)])

−ik1

2

[

P

(

∂y

∂x
− iky

)

+

(

∂y

∂x
− iky

)]

= Pf − f − ∂r

∂x
+ P (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r + P

ik

2
r − (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r +

ik

2
r

Ce qui se simplifie en :

{

dP

dx
− P (∆⊥ + k2I)

1

2ik
[P − I] + (∆⊥ + k2I)

1

2ik
[P − I] − P

(

ik

2
[P + I]

)

− ik

2
[P + I]

}[

∂y

∂x
− iky

]

= Pf − f − ∂r

∂x
+ P (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r + P

ik

2
r − (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r +

ik

2
r

On développe :

{

dP

dx
− P

(∆⊥ + k2I)

2ik
P +

1

2ik
P (∆⊥ + k2I) +

(∆⊥ + k2I)

2ik
P − (∆⊥ + k2I)

2ik

−P ik
2
P − P

ik

2
− ik

2
[P + I]

}[

∂y

∂x
− iky

]

= Pf − f − ∂r

∂x
+ P (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r + P

ik

2
r − (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r +

ik

2
r

On regroupe alors les termes quadratiques, linéaires et constants :
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{

dP

dx
− P

(∆⊥ + k2I)

2ik
P − ik

2
P 2 +

1

2ik
P (∆⊥ + k2I) − P

ik

2
+

(∆⊥ + k2I)

2ik
P

− ik
2
P − (∆⊥ + k2I)

2ik
− ik

2
I]

}[

∂y

∂x
− iky

]

= Pf − f +
∂r

∂x
− P (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r − P

ik

2
r + (∆⊥ + k2I)

1

2ik
r − ik

2
r

On va essayer de simplifier chaque terme. Le terme quadratique vaut :

−P (∆⊥ + k2I)

2ik
P − ik

2
P 2 = −P

(

∆⊥

2ik
+ (

k

2i
+
ik

2
)I

)

P = − 1

2ik
P∆⊥P

Le terme constant se simplifie en :

− 1

2ik
(∆⊥ + k2I) − ik

2
I =

ik

2
(∆⊥ + k2I) − ik

2
I = − 1

2ik
∆⊥

Le premier terme linéaire se réécrit :

1

2ik
P (∆⊥ + k2I) − P

ik

2
= P

(

∆⊥

2ik
+
k

2i
I − ik

2
I

)

=
1

2ik
P (∆⊥ + 2k2I)

Le second terme linéaire devient :

1

2ik
(∆⊥ + k2I)P − ik

2
P =

(

∆⊥

2ik
− ikI

)

P =
1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)P

On simplifie à présent les termes du second membre :

−P (∆⊥ + k2I)
1

2ik
r − P

ik

2
r = P

(

i∆⊥

2k (

ik

2
− ik

2
)I

)

r =
i

2k
P∆⊥r

D’autre part, on a :

(∆⊥ + k2I)
1

2ik
r − ik

2
r =

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)r

La relation devient alors :

{

dP

dx
− 1

2ik
P∆⊥P +

1

2ik
P (∆⊥ + 2k2I) +

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)P − 1

2ik
∆⊥

}[

∂y

∂x
− iky

]

= Pf − f − ∂r

∂x
− i

2k
P∆⊥r −

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)r

Cette relation est en fait une identité ; on obtient alors le système découplé suivant :
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





























dP

dx
− 1

2ik
P∆⊥P +

1

2ik
P (∆⊥ + 2k2I) +

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)P − 1

2ik
∆⊥ = 0 ; P (a) = 0 ;

∂r

∂x
+

i

2k
P∆⊥r +

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)r = Pf − f ; r(a) = G ;

P (s)

[

∂y

∂x
− iky

]

(s) =

(

∂y

∂x
+ iky

)

(s) + r(s) ;
∂y

∂x
(0) − iky(0) = H.

P vérifie donc une équation de Riccati avec des termes linéaires, mais dont tous les coeffi-
cients ont une forme diagonale dans la base des Ψn. En particulier, le terme quadratique
est le même que celui de l’opérateur Dirichlet-to-absorbant, à un coefficient multiplicatif
près :

dP

dx
− 1

2ik
P∆⊥P +

1

2ik
P (∆⊥ + 2k2I) +

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)P − 1

2ik
∆⊥ = 0

Remarque 5.2 On aurait pu choisir P̃ = P − I comme inconnue.

Enfin, on va exprimer le problème de Helmholtz sous sa forme factorisée. Pour ce faire,
on va combiner les deux dernières relations du système découplé :















r = −
[

P (
∂

∂x
− ikI) − (

∂

∂x
+ ikI)

]

y

(I − P )f = −
[

∂

∂x
− i

2k
(∆⊥ + 2k2I) − i

2k
(∆⊥ + 2k2I)

]

r

On en déduit que :
[

∂

∂x
− i

2k
(∆⊥ + 2k2I) − i

2k
(∆⊥ + 2k2I)

] [

P (
∂

∂x
− ikI) − (

∂

∂x
+ ikI)

]

y = (I − P )f

5.3.2 2-représentation

Cette section permet à la fois d’illustrer la transformation homographique pour une
équation de Riccati avec termes linéaires et de vérifier que l’opérateur Absorbant-to-
Absorbant n’a pas de singularités.

Tout d’abord, on doit trouver deux solutions particulières de l’équation de Riccati. La
forme de celle-ci suggère de rechercher des solutions stationnaires et diagonales.
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2-représentation

Soit P0 une telle solution. P0 vérifie donc :

−P0∆⊥P0 + P0(∆⊥ + 2k2I) + (∆⊥ + 2k2I)P0 − ∆⊥ = 0

On décompose cet opérateur dans la base habituelle de fonctions propres :

∀n, P0Ψn = pnΨn

On en déduit une équation scalaire sur les coefficients pn :

α2
np

2
n + 2(2k2 − α2

n)pn + α2
n = 0 ∀n.

Pour tout n, cette équation a deux solutions :

pn =















−2k2 + α2
n ± 2k

√

k2 − α2
n

α2
n

si αn < k

−2k2 + α2
n ± 2ik

√

α2
n − k2

α2
n

si αn > k

Le choix du signe + ou − correspond à un tri des ondes.

On exhibe deux solutions particulières, P0 et P1, dont la décomposition modale est :



























































P0Ψn =















−2k2 + α2
n + 2k

√

k2 − α2
n

α2
n

Ψn si αn < k

−2k2 + α2
n + 2ik

√

α2
n − k2

α2
n

Ψn si αn > k

P1Ψn =















−2k2 + α2
n − 2k

√

k2 − α2
n

α2
n

Ψn si αn < k

−2k2 + α2
n − 2ik

√

α2
n − k2

α2
n

Ψn si αn > k

On en déduit la formule de 2-représentation pour P :

P (x) = K ◦ L ◦ J (P (a))(x), où























J (Z) = (Z − P0)
−1(P1 − Z)(P1 − P0)

−1

L(x)Z = e
−

1

2ik

(

∆⊥(P0 − I) − 2k2I)
)

(x− a)
Z(a)e

−
1

2ik

(

(P0 − I)∆⊥ − 2k2I
)

(x− a)

K(Z) = [P1 + P0Z(P1 − P0)] [I + Z(P1 − P0)]
−1

Comme P est nul en a, on en déduit l’expression simplifiée de J (P (a)) :

J (P (a)) = −P−1
0 P1(P1 − P0)

−1
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On va écrire la décomposition modale de cette opérateur. Tout d’abord, on a :

(P1 − P0)Ψn =



















−4k
√

k2 − α2
n

α2
n

Ψn si αn < k

−4ik
√

α2
n − k2

α2
n

Ψn si αn > k

L’opérateur P−1
0 P1 a également une forme diagonale dans la base des Ψn :

P−1
0 P1Ψn =



























−2k2 + α2
n − 2k

√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n + 2k

√

k2 − α2
n

Ψn si αn < k

−2k2 + α2
n − 2ik

√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n + 2ik

√

α2
n − k2

Ψn si αn > k

On en déduit la décomposition modale de J (P (a)) :

J (P (a))Ψn =



























α2
n

4k
√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n − 2k

√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n + 2k

√

k2 − α2
n

Ψn si αn < k

α2
n

4ik
√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n − 2ik

√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n + 2ik

√

α2
n − k2

Ψn si αn > k

A présent, on cherche à composer cet opérateur avec le semi-groupe L. A cette fin, on va
écrire les coefficients de L dans la base des Ψn ; on a:

(P0 − I)Ψn =















−2k2 + 2k
√

k2 − α2
n

α2
n

Ψn si αn < k

−2k2 + 2ik
√

α2
n − k2

α2
n

Ψn si αn > k

On en déduit que :

(∆⊥(P0 − I) − 2k2I)Ψn =

{

−2k
√

k2 − α2
nΨn si αn < k

−2ik
√

α2
n − k2Ψn si αn > k

Et par conséquent :

e
−

1

2ik
(∆⊥(P0 − I) − 2k2I)(x− a)

Ψn =

{

e−i
√

k2−α2
n (x−a)Ψn si αn < k

e
√

α2
n−k2 (x−a)Ψn si αn > k
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Finalement, on a :

L ◦ J (P )(x)Ψn =



























e−2i
√

k2−α2
n (x−a) α2

n

4k
√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n − 2k

√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n + 2k

√

k2 − α2
n

Ψn si αn < k

e2
√

α2
n−k2 (x−a) α2

n

4ik
√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n − 2ik

√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n + 2ik

√

α2
n − k2

Ψn si αn > k

Les singularités de P correspondent donc aux x pour lesquels I + L ◦ J (P )(x)(P1 − P0)
admet une valeur propre nulle.

Premier cas : αn < k

Cette condition est vérifiée si et seulement si il existe une valeur de n pour laquelle
l’équation suivante est satisfaite :

1 + e−2i
√

k2−α2
n (x−a)−2k2 + α2

n − 2k
√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n + 2k

√

k2 − α2
n

= 0

ce qui s’écrit encore :

e−2i
√

k2−α2
n (x−a) = −−2k2 + α2

n + 2k
√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n − 2k

√

k2 − α2
n

Comme pour l’étude précédente, le membre de gauche est un nombre complexe de module
1, tandis que celui de droite est réel. On en déduit la condition nécessaire suivante :

−2k2 + α2
n + 2k

√

k2 − α2
n

−2k2 + α2
n − 2k

√

k2 − α2
n

= ±1

Soit le quotient vaut 1, et dans ce cas la condition se réduit à :

4k
√

k2 − α2
n = 0,

ce qui est impossible. Le quotient ne peut donc valoir que -1. On a alors :

−4k2 + 2α2
n = 0,

ce qui est équivalent à :

α2
n = 2k2.

Cette condition est absurde puisque αn < k. Il n’y a donc pas de singularités dans ce
cas.

Second cas : αn > k
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L’opérateur admet une singularité si et seulement si l’équation suivante est satisfaite :

1 + e2
√

α2
n−k2 (x−a)−2k2 + α2

n − 2ik
√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n + 2ik

√

α2
n − k2

= 0

c’est-à-dire :

−e−2
√

α2
n−k2 (x−a) =

−2k2 + α2
n − 2ik

√

α2
n − k2

−2k2 + α2
n + 2ik

√

α2
n − k2

Comme la partie imaginaire du second membre n’est jamais nulle, cette condition ne peut
pas être vérifiée.

On en déduit que l’opérateur Absorbant-to-Absorbant n’a pas de singularité. La figure
suivante illustre cette propriété : elle représente la valeur du rapport

∂u

∂x
− iku

∂u

∂x
+ iku

dans un guide de longueur 6.

5.3.3 Factorisation adjointe

Comme pour le tube bouché, il est tout à fait possible de factoriser le problème sur l’autre
partie du guide, en imposant l’autre condition absorbante sur la frontière mobile. Ce choix
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aboutira à une autre forme factorisée du problème de Helmholtz et à un système découplé
différent. En particulier, l’opérateur solution d’une équation de Riccati va vérifier une
propriété intéressante : on va voir qu’il est l’image de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann
par la transformation de Cayley.

On note Ωs = [0, s]×O le domaine complémentaire de Ω̃s et on se restreint à ce domaine
réduit. La frontière mobile va se déplacer de 0 vers a.

On définit donc la famille de problèmes Ps,h sur les sous-domaines Ωs :

(Ps,h)







−∆y = k2y + f dans Ωs,

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
+ iky|Γs

= h ∈ H
1

2

00(O)′ ;
∂y

∂x
− iky|Γ0

= H.

On note Ys l’espace fonctionnel :

Ys = {y ∈ H1(Ωs)/y|Σ = 0 et
∂2y

∂x2
∈ L2(0, s;H−1(O))}

On définit alors l’opérateur de H
1

2

00(O)′ vers lui-même :

Q(s)h =
∂γ

∂x
− ikγ|s, où γ ∈ Ys est solution de :







−∆γ = k2γ

γ|Σ = 0 ;
∂γ

∂x
+ ikγ|Γs

= h ;
∂γ

∂x
− ikγ|Γ0

= 0,

r(s) =
∂β

∂x
− ikβ|s, où β ∈ Ys est solution de :







−∆β = k2β + f

β|Σ = 0 ;
∂β

∂x
+ ikβ|Γs

= 0 ;
∂β

∂x
− ikβ|Γ0

= H,

Q(s) est encore cherché dans L(H
1

2

00(O)′, H
1

2

00(O)′). Comme le problème est bien posé (cf
Annexe), Q(s) et r(s) seront toujours définis.

Q est la transformée de Cayley de l’opérateur Dirichlet-to-Neumann (cf [6], [17]).

La linéarité du problème donne :

Q(s)

[

∂y

∂x
+ iky

]

+ r(s) =

(

∂y

∂x
− iky

)

(s)
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Cette relation se dérive en :

dQ

dx

[

∂y

∂x
+ iky

]

+Q

(

∂2y

∂x2
+ ik

∂y

∂x

)

=
∂2y

∂x2
− ik

∂y

∂x
− ∂r

∂x

Or,
∂2y

∂x2
= −∆⊥y − k2y − f , donc :

dQ

dx

[

∂y

∂x
+ iky

]

+Q

(

−(∆⊥ + k2I)y + ik
∂y

∂x
− f

)

= −(∆⊥ + k2I)y− f − ik
∂y

∂x
− ∂r

∂x

Comme pour la première formulation, on cherche à obtenir une relation en
∂y

∂x
+ iky et

en r. On va donc exprimer y et
∂y

∂x
en fonction de

∂y

∂x
+ iky. Tout d’abord, on a :

y =
1

2ik

(

[
∂y

∂x
+ iky] − [

∂y

∂x
− iky]

)

=
1

2ik

(

[
∂y

∂x
+ iky] −Q[

∂y

∂x
+ iky] − r

)

De la même manière,
∂y

∂x
s’écrit :

∂y

∂x
=

1

2

(

[
∂y

∂x
+ iky] + [

∂y

∂x
− iky]

)

=
1

2

(

[
∂y

∂x
+ iky] +Q[

∂y

∂x
+ iky] + r

)

On introduit ces deux expressions dans la relation précédente :

dQ

dx

[

∂y

∂x
+ iky

]

−Q
(∆⊥ + k2I)

2ik
[
∂y

∂x
+ iky] +Q

(∆⊥ + k2I)

2ik
Q[
∂y

∂x
+ iky] +Q

(∆⊥ + k2I)

2ik
r

+Q
ik

2

[

∂y

∂x
+ iky

]

+Q
ik

2
Q

[

∂y

∂x
+ iky

]

+Q
ik

2
r −Qf = −(∆⊥ + k2I)

2ik

[

∂y

∂x
+ iky

]

+
(∆⊥ + k2I)

2ik
Q

[

∂y

∂x
+ iky

]

+
(∆⊥ + k2I)

2ik
r − f − ik

2

[

∂y

∂x
+ iky

]

− ik

2
Q

[

∂y

∂x
+ iky

]

− ik

2
r − ∂r

∂x

On regroupe tous les termes en y dans le membre de gauche, et ceux en r dans le second
membre :

{

dQ

dx
−Q

(∆⊥ + k2I)

2ik
+Q

(∆⊥ + k2I)

2ik
Q +Q

ik

2
+
ik

2
Q2

+
(∆⊥ + k2I)

2ik
− (∆⊥ + k2I)

2ik
Q+

ik

2
I +

ik

2
Q

}[

∂y

∂x
+ iky

]

= − 1

2ik
Q(∆⊥ + k2I)r − ik

2
Qr +Qf +

1

2ik
(∆⊥ + k2I)r − f − ik

2
r − ∂r

∂x

A présent, on va simplifier cette équation. Le terme quadratique s’écrit :
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Q
(∆⊥ + k2I)

2ik
Q+

ik

2
Q2 = Q

(∆⊥ + k2I)

2ik
Q +Q

(−k2

2ik
I

)

Q =
1

2ik
Q∆⊥Q

Le terme constant vaut :

1

2ik
(∆⊥ + k2I) +

ik

2
I =

1

2ik
(∆⊥ + k2I) − 1

2ik
k2I =

1

2ik
∆⊥

Le premier terme linéaire se simplifie en :

− 1

2ik
Q(∆⊥ + k2I) +

ik

2
Q =

1

2ik
Q
(

−(∆⊥ + k2I) − k2I
)

= − 1

2ik
Q(∆⊥ + 2k2I)

Le second terme linéaire a la forme suivante :

− 1

2ik
(∆⊥ + k2I)Q +

ik

2
Q = − 1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)Q

Les termes du second membre ont pour expression :

1

2ik
Q(∆⊥ + k2I)r +

ik

2
Qr =

1

2ik
Q
(

∆⊥ + k2I − k2I
)

r =
1

2ik
Q∆⊥r

ainsi que :

− 1

2ik
(∆⊥ + k2I)r +

ik

2
r = − 1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)r

On en déduit l’expression simplifiée pour la relation :

{

dQ

dx
+

1

2ik
Q∆⊥Q− 1

2ik
Q(∆⊥ + k2I) − 1

2ik
(∆⊥ + k2I)Q+

1

2ik
∆⊥

}[

∂y

∂x
+ iky

]

= −∂r
∂x

− 1

2ik
Q∆⊥r +

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)r +Qf − f

Comme
∂y

∂x
+ iky = h est choisi arbitrairement dans l’espace H

1

2

00(O)′, cette relation est

en fait une identité, dont chaque membre est nul. On en déduit le système découplé :



































dQ

dx
+

1

2ik
Q∆⊥Q− 1

2ik
Q(∆⊥ + k2I) − 1

2ik
(∆⊥ + k2I)Q+

1

2ik
∆⊥ = 0; Q(0) = 0;

Qf − f =
∂r

∂x
+ −dps 1

2ik
Q∆⊥r +

1

2ik
(∆⊥ + 2k2I)r; r(0) = H;

Q

[

∂y

∂x
+ iky

]

+ r =

(

∂y

∂x
− iky

)

;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= G;

Comme pour la première formulation, l’opérateur Q vérifie une équation de Riccati avec
des termes linéaires, mais dont les coefficients ont une forme diagonale dans la base des
Ψn :
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dQ

dx
+

1

2ik
Q∆⊥Q− 1

2ik
Q(∆⊥ + k2I) − 1

2ik
(∆⊥ + k2I)Q +

1

2ik
∆⊥ = 0

Pour finir, on va factoriser le problème de Helmholtz. A cette fin, on va réécrire les deux
dernières équations sous la forme :















r = −
[

Q(
∂

∂x
+ ikI) − (

∂

∂x
− ikI)

]

y

(I −Q)f = −
[

∂

∂x
− 1

2ik
(Q∆⊥ − (∆⊥ + 2k2I))

]

r

On en déduit que :

[

∂

∂x
− 1

2ik
(Q∆⊥ − (∆⊥ + 2k2I))

][

Q(
∂

∂x
+ ikI) − (

∂

∂x
− ikI)

]

y = (I −Q)f
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Chapitre 6

Factorisation du problème de
Helmholtz en section variable

En acoustique ou en électromagnétisme, de nombreux problèmes concernent la propaga-
tion d’ondes dans un guide non uniforme, c’est-à-dire dans un guide dont la section trans-
verse varie. Pour cette configuration, les méthodes dont le but est d’expliciter la solution
par une décomposition modale sont instables (cf [11]). La factorisation du problème par
plongement invariant permet d’éviter cette difficulté, cependant la variation de la section
ne permet pas d’appliquer la méthode sans prendre de précautions.

Le but de ce chapitre est d’expliquer comment adapter cette factorisation à un guide dont
les sections sont homothétiques. On présentera trois démarches : la première repose sur
une formulation variationnelle, la deuxième consiste à réécrire les équations dans une base
de Hilbert-Schmidt. Enfin, la troisième consiste à transformer le problème de départ par
un changement de variables afin de se ramener à un guide de section constante.

6.1 Méthode intégrale

On appelle Ω ∈ Rn le guide étudié et on choisit une direction particulière (x) pour ce
domaine, correspondant à la direction de propagation de l’onde. Cet axe est l’équivalent
de l’axe du cylindre. On désigne par z les autres coordonnées et par Γx la section du
guide à l’abscisse x. On suppose que cette section est toujours une partie bornée de Rn−1

et que sa frontière, ∂Γx, est régulière. Enfin, on suppose que le guide étudié se situe entre
x = 0 et x = a, et que l’on peut écrire Ω comme : Ω = ∪0≤x≤aΓx. On appelle Σ le bord
latéral du domaine, et on le suppose également régulier.

On choisit d’étudier une configuration aussi proche que possible du cas cylindrique : on
s’intéresse au problème de Helmholtz dans le guide Ω, pour lequel on impose une condition
de Dirichlet sur le bord latéral Σ et une autre condition du même type sur la face droite,
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Première formulation

x

z

0

Ω

s

Γs

aΓ

Σ

Γ0

Σ

a

s

ainsi qu’une condition de Neumann sur la face gauche. Le problème à résoudre est donc
le suivant :
{ −∆y = k2y + f dans Ω,

y|Σ = 0, y|Γa
= y1, −

∂y

∂x
|Γ0

= y0,

où f élément de L2(Ω), y0 ∈ H
1

2

00(Γ0) et y1 ∈ H
1

2

00(Γa)
′. y est cherché dans l’espace :

Y = { y/p.p. s ∈ [0, a],
∂y

∂s
(s) ∈ L2(Γs),∇⊥y(s) ∈ L2(Γs),

∂2y

∂x2
∈ H−1(Γs)

∫ a

0

‖∂y
∂s

(s)‖2
L2(Γs)ds < +∞ et

∫ a

0

‖∇⊥y(s)‖2
L2(Γs)ds < +∞}

(Y est l’équivalent de L2(0, a;H1
0(O))∩H1(0, a;L2(O)) utilisé dans le cas cylindrique ; en

outre,
∂y

∂x
|Γs

∈ H
1

2

00(Γs)
′)

Le problème n’est pas toujours bien posé et n’admet donc pas toujours une unique solution.

La première méthode va tenter de se conformer autant que possible à la démarche suivie
pour l’étude du guide cylindrique.

6.1.1 Première formulation

Comme pour l’étude du guide droit, on fractionne le domaine d’étude en introduisant
une frontière mobile Γs = à l’abscisse s sur laquelle on impose une condition de Dirichlet
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arbitraire, et l’on étudie la famille de problèmes Ps,h sur les domaines réduits Ωs =
∪0≤x≤sΓx :

(Ps,h)

{ −∆y = k2y + f dans Ωs,

y|Σ = 0, y|Γs
= h ∈ H

1

2

00(Γs), −
∂y

∂x
|Γ0

= y0,

La frontière mobile Γs est initialement confondue avec Γ0, on la fait ensuite évoluer dans
le sens des x croissants jusqu’à Γa :

Déplacement
de la frontière

Fig. 6.1: Déplacement de la frontière

On note Ys la restriction de Y à Ωs.

Pour tout s ∈ [0, a] et h ∈ H
1

2

00(Γs) pour lesquels (Ps,h) est bien posé, on définit l’opérateur

Q(s) de H
1

2

00(Γs) vers son dual H
1

2

00(Γs)
′ :

Q(s)h =
∂γ

∂x
|Γs

, où γ ∈ Ys est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ωs,

γ|Σ = 0, γ|Γs
= h,

∂γ

∂x
|Γ0

= 0,

ainsi que r(s) = β|Γs
, où β ∈ Ys est solution de :







−∆β = k2β + f dans Ωs,

β|Σ = 0, β|Γs
= 0, −∂β

∂x
|Γ0

= y0,

avec les conditions initiales : Q(0) = 0 et r(0) = −y0.

Comme Ps,h est linéaire, on a la relation affine :

∂y

∂x
(x) = Q(x)y(x) + r(x).
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On souhaite pouvoir dériver cette expression. Dans le cas d’une section constante, cela
revenait à évaluer la différence Q(x+ ε)y(x+ ε, z)−Q(x− ε)y(x− ε, z) pour tout z, avec
ε suffisamment petit. Lorsque la section est variable, il est possible que (x + ε, z) soit à
l’intérieur du domaine pour tout ε > 0, mais sur le bord ou à l’extérieur du domaine pour
ε ≤ 0 :

x x+e

(x,z) (x+e,z)

Il faut alors renoncer à cette évaluation locale. On va donc introduire une fonction dans
la relation précédente et l’intégrer sur le domaine. On définit donc une fonction k(z) sur
un voisinage de Γs suffisamment grand, telle que k(z) ne dépend pas de x : k ∈ H1(Γ),
où Γ = ∪xΓx. Il vient :
∫

Γx

k
∂y

∂x
(x) dz =

∫

Γx

k(Q(x)y(x) + r(x)) dz

On dérive cette expression par rapport à x :

d

dx

∫

Γx

k
∂y

∂x
dz =

d

dx

∫

Γx

k(Q(x)y(x) + r(x)) dz

Comme Γx dépend de x, la dérivée de chaque terme est la somme de la dérivée sous
l’intégrale et d’un terme tenant compte de la variation du domaine. On note ∂Γx le bord
de la section. On a la formule générale, pour toute f :

d

dx

∫

Γx

f(x, z)dz =

∫

Γx

∂f

∂x
(x, z)dz + [f(x, z)]∂Γx

Γ′
x

ce qui s’écrit encore:

d

dx

∫

Γx

f(x, z)dz =

∫

Γx

∂f

∂x
(x, z)dz +

∫

∂Γx

f |∂Γ tan(e1, τ)dΓ,

où e1 est le vecteur directeur unitaire de l’axe du guide, et τ est le vecteur unitaire tangent
à Σ dans le plan passant par l’axe des x. On appelle n le vecteur normal sortant dans le
plan contenant ΓX pour le même point de Γx. On applique maintenant cette formule à
l’intégrale du membre de gauche :
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d

dx

∫

Γx

k(z)
∂y

∂x
(x, z)dz =

∫

Γx

k(z)
∂2y

∂x2
dz +

∫

∂Γx

k(z)
∂y

∂x
tan(e1, τ)dΓ

De même, l’intégrale de l’autre membre s’écrit :

d

dx

∫

Γx

k(z)(Q(x)y+r(x))dz =

∫

Γx

k(z)(
dQ

dx
y+Q

∂y

∂x
+
∂r

∂x
)dz+

∫

∂Γx

k(z)(Qy+r) tan(e1, τ)dΓ

On en déduit que :

∫

Γx

k(z)
∂2y

∂x2
dz =

∫

Γx

k(z)(
dQ

dx
y +Q

∂y

∂x
+
∂r

∂x
)dz +

∫

∂Γx

k(Qy − ∂y

∂x
+ r) tan(e1, τ)dΓ

Comme y est nul sur Σ, sa dérivée tangentielle est nulle également. La dérivée de y par
rapport à x est liée à la dérivée normale :

∂y

∂x
= − tan(e1, τ)

∂y

∂n

Il en résulte que :

∫

Γx

k(z)
∂2y

∂x2
dz =

∫

Γx

k(z)(
dQ

dx
y+Q

∂y

∂x
+
∂r

∂x
)dz+

∫

∂Γx

k(Qy+
∂y

∂n
tan(e1, τ)+r) tan(e1, τ)dΓ

Comme par ailleurs

∂2y

∂x2
= −f − (∆⊥ + k2I)y et

∂y

∂x
= Qy + r,

la relation précédente devient :

∫

Γx

k(z)(
dQ

dx
y +Q2y +Qr +

∂r

∂x
+ f + (∆⊥ + k2I)y)dz

+

∫

∂Γx

k(Qy +
∂y

∂n
tan(e1, τ) + r) tan(e1, τ)dΓ = 0

(6.1)

Comme cette relation est vérifiée pour toute fonction test k, on en déduit que l’intégrale
sur Γx et celle sur ∂Γx sont nulles (on choisit d’abord k ∈ D(Γx), c’est-à-dire nul sur ∂Γx,
on en tire la nullité de l’intégrale sur Γx, puis de celle sur ∂Γx). Ainsi,

∫

Γx

k(z)(
dQ

dx
y +Q2y +Qr +

∂r

∂x
+ f + (∆⊥ + k2I)y)dz = 0 ∀k,

ce qui implique que :

(
dQ

dx
+Q2 + (∆⊥ + k2I))y = −Qr − ∂r

∂x
− f

Comme y est choisi de manière arbitraire, le problème se découple en deux équations :
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









dQ

dx
+Q2 + ∆⊥ + k2I = 0

Qr +
∂r

∂x
+ f = 0

On décompose maintenant la frontière Σ en deux parties : Σ+ désigne l’ensemble des
points pour lesquels le champ de dérivation horizontal entre dans le domaine, Σ− désigne
ceux pour lesquels il est sortant.

e

e

1

1
τ

τ

Σ Σ
+

−

Fig. 6.2: Décomposition de la frontière

En exploitant de même l’intégrale sur ∂Γx de la relation (6.1), on peut écrire de manière
formelle que :

Qy + tan(e1, τ)
∂y

∂n
= −rsur Σ+.

La relation précédente étant une identité valable pour tout y ∈ Ys, elle se décompose en :

r = 0 sur Σ+ et TΓ+
x
◦Q +

∂

∂n
tan(e1, τ) = 0 sur Σ+,

où TΓ+
x

est l’opérateur trace sur ∂Γx.

Au total, on obtient le système découplé suivant :































































∂y

∂x
= Qy + r, y(a) = y1

y|Σ− = 0

dQ

dx
+Q2 + ∆⊥ + k2I = 0, Q(0) = 0

Qr +
∂r

∂x
+ f = 0

r|Σ+ = 0, r(0) = −y0

TΓ+
x
◦Q+ tan(e1, τ)

∂

∂n
= 0 sur Σ+
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6.1.2 Deuxième formulation

On va mettre en oeuvre la même méthode pour la famille des sous-domaines complémentaires :
on se restreint au domaine Ω̃s = ∪s≤x≤aΓs compris entre la face droite du guide et la
frontière mobile Γs, sur laquelle on impose une condition de Neumann arbitraire. La
frontière va se déplacer cette fois dans le sens des x décroissants :

Déplacement
de la frontière

Fig. 6.3: Déplacement de la frontière

On définit ainsi une famille de problèmes P̃s,h sur Ω̃s :

(P̃s,h)







−∆y = k2y + f dans Ω̃s,

y|Σ = 0,
∂y

∂x
|Γs

= h ∈ H
1

2

00(Γs)
′, y|Γa

= y1,

On note Ỹs la restriction de Y à Ω̃s.

Pour tout s ∈ [0, a]et h ∈ H
1

2

00(Γs)
′ pour lesquels (P̃s,h) est bien posé, on définit l’opérateur

de H
1

2

00(Γs)
′ vers H

1

2

00(Γs):

P (s)h =
∂γ

∂x
|Γs

, où γ ∈ Ỹs est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ω̃s,

γ|Σ = 0,
∂γ

∂x
|Γs

= h, γ|Γa
= 0,

r(s) = β|Γs
, où β ∈ Ỹs est solution de :







−∆β = k2β + f dans Ω̃s,

β|Σ = 0,
∂β

∂x
|Γs

= 0, β|Γa
= y1,

avec les conditions initiales : P (a) = 0 et r(a) = y1.

L’argument habituel de linéarité du problème aux limites permet de conclure que :
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Deuxième formulation

y = P
∂y

∂x
+ r

Afin de pouvoir dériver cette expression, on introduit la même fonction k(z) définie sur
un voisinage de Γx, et on intègre sur Γx :

d

dx

∫

Γx

ykdz =
d

dx

∫

Γx

k(P
∂y

∂x
+ r)dz

Comme pour la première formulation, on va exploiter la formule de dérivation de l’intégrale
pour chaque membre de l’égalité. Ainsi, le membre de gauche devient :

d

dx

∫

Γx

ykdz =

∫

Γx

k
∂y

∂x
dz +

∫

∂Γx

ky tan(e1, τ)dΓ

Le second membre se transforme en :

d

dx

∫

Γx

k(P
∂y

∂x
+ r)dz =

∫

Γx

k(
dP

dx

∂y

∂x
+P

∂2y

∂x2
+
∂r

∂x
)dz+

∫

∂Γx

k(P
∂y

∂x
+ r) tan(e1, τ)dΓ

Comme dans le cas précédent, l’intégrale sur Γx et celle sur ∂Γx sont nulles. Il vient :

D’une part,

∫

Γx

k
∂y

∂x
dz =

∫

Γx

k(
dP

dx

∂y

∂x
+ P

∂2y

∂x2
+
∂r

∂x
)dz

En remplaçant dans cette expression
∂2y

∂x2
par −f − (∆⊥ + k2I)y et y par P

∂y

∂x
+ r, on

obtient :
∫

Γx

k
∂y

∂x
dz =

∫

Γx

k(
dP

dx

∂y

∂x
− Pf − P (∆⊥ + k2I)P

∂y

∂x
− P (∆⊥ + k2I)r +

∂r

∂x
)dz

On en déduit que :

∂y

∂x
=
dP

dx

∂y

∂x
− P (∆⊥ + k2I)P

∂y

∂x
− Pf − P (∆⊥ + k2I)r +

∂r

∂x

Comme dans le cas précédent, cette équation se découple pour donner le système :











dP

dx
− P (∆⊥ + k2I)P − I = 0

∂r

∂x
− P (∆⊥ + k2I)r − Pf = 0

La deuxième intégrale devient :
∫

∂Γx

ky tan(e1, τ)dΓ =

∫

∂Γx

k(P
∂y

∂x
+ r) tan(e1, τ)dΓ

Or, y vérifie la condition sur le bord latéral :
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Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

y|Σ = 0

Ainsi, si l’on choisit
∂y

∂x
= 0, on a aussi :

r|Σ = 0.

Il reste alors :
∫

∂Γx

(

T∂Γx
k + T∂Γx

◦ ∂

∂x

)

y tan(e1, τ) = 0

On en déduit que T∂Γx
◦ P = 0 sur Σ+.

On retrouve ainsi le système découplé, avec une équation supplémentaire sur Σ+ perme-
ttant de déterminer les conditions initiales pour P .

Pour chaque formulation, on retrouve les équations correspondant au guide droit pour
l’intérieur du domaine. On obtient en outre une nouvelle équation sur le bord latéral,
donnant l’information supplémentaire nécessaire.

6.2 Décomposition modale

Dans ce paragraphe, on s’efforcera de donner une formulation plus explicite de la factori-
sation, en s’inspirant davantage de la démarche adoptée par les physiciens. On va réécrire
la deuxième formulation en décomposant les fonctions utilisées dans des bases de fonctions
propres du laplacien transversale. L’équation de Riccati obtenue sera effectivement très
proche de celle du chapitre I (première section). Il s’agit ici de calculs formels, car on ne
cherchera pas le sens précis de la convergence des séries.

Pour x fixé on définit la base de fonctions propres du laplacien transversal par : (Ψi(x))i

telles que :
{

−∆⊥Ψi = λiΨi = α2
i Ψi dans Γx

Ψi|∂Γx
= 0 (condition de Dirichlet sur le bord)

Remarque 6.1 Les fonctions de base dépendent de x.

On exprime dans cette base les différentes fonctions apparaissant dans la formulation :















































y(x, z) =
∑

i

yi(x)Ψi(x, z)

∂y

∂x
(x, z) =

∑

i

ωi(x)Ψi(x, z)

r(x, z) =
∑

i

ri(x)Ψi(x, z)

f(x, z) =
∑

i

fi(x)Ψi(x, z)
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6.2 Décomposition modale

Comme la section est variable, les fonctions de base dépendent de x.

P se décompose lui aussi dans la base de Hilbert-Schmidt {Ψi}i ⊗ {Ψj}j :

P (x) =
∑

i,j

Pij(x)Ψi ⊗ Ψj

Dans la suite des calculs, on notera Π la matrice infinie des coefficients Pij de P sur la
base Ψi.

Tout d’abord, la relation y = P
∂y

∂x
+ r s’écrit :

∑

i

yiΨi =
∑

i,j

PjiωjΨi +
∑

i

riΨi

On va également reformuler l’équation de Riccati :

dP

dx
− P (∆⊥ + k2I)P − I = 0.

Pour ce faire, on exprime chacun de ces opérateurs dans la base des Ψi ⊗ Ψj. L’identité
s’écrit sous la forme :

I =
∑

i

Ψi ⊗ Ψi

On va ensuite décomposer le terme quadratique. On a :

P (∆⊥ + k2I)P =
∑

i,j

[(
∑

q,l

PqlΨq ⊗ Ψl)(∆⊥ + k2I)(
∑

r,s

PrsΨr ⊗ Ψs),Ψi ⊗ Ψj]Ψi ⊗ Ψj

Ce qui se simplifie en :

P (∆⊥ + k2I)P = −
∑

i,j

(
∑

q

(λq − k2)PiqPqj)Ψi ⊗ Ψj

La dérivée de P vaut :

dP

dx
=

d

dx

(

∑

i,j

Pij(x) (Ψi ⊗ Ψj)(x, z)

)

Pour développer cette expression, il faut tenir compte des variations des fonctions propres
en fonction de la section, et donc de x :

dP

dx
=
∑

i,j

dPij

dx
Ψi ⊗ Ψj +

∑

i,j

Pij

∂

∂x
((Ψi ⊗ Ψj)(x, z))

Finalement, on obtient :

172



Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

dP

dx
=
∑

i,j

dPij

dx
(Ψi ⊗ Ψj) +

∑

i,j

Pij

(

∂Ψi

∂x
⊗ Ψj

)

(x, z) +
∑

i,j

Pij

(

Ψi ⊗
∂Ψj

∂x

)

(x1, z)

On va décomposer
∂Ψi

∂x
dans la base des Ψi :

On pose :
∂Ψi

∂x
=
∑

j

FjiΨj où Fij =

∫

Ωx

∂Ψj

∂x
Ψidz

On a alors :

∂

∂x
(Ψi ⊗Ψj) = (

∑

k

FkiΨk)⊗Ψj +Ψi ⊗ (ΣkFkjΨk) =
∑

k

FkiΨk ⊗Ψj +
∑

k

FkjΨi ⊗Ψk

On en déduit que :

∑

i,j

Pij

∂

∂x
(Ψi ⊗ Ψj) =

∑

i,j,k

PkjFikΨi ⊗ Ψj +
∑

i,j,k

PikFjkΨi ⊗ Ψj

Finalement, il vient :

∑

i,j

Pij

∂

∂x
(Ψi ⊗ Ψj) =

∑

i,j,k

(PkjFik + PikFjk)Ψi ⊗ Ψj

Le terme
∑

k

PkjFik correspond au coefficient (i, j) du produit matriciel ΠF t ;
∑

k

PikFjk

correspond au coefficient (i, j) du produit FΠ. On en déduit que :

∑

i,j

Pij

∂

∂x
(Ψi ⊗ Ψj) = ΠF t + FΠ.

Au total, l’équation de Riccati devient :

∑

i,j

(
dPij

dx
+
∑

q

(λq − k2)PiqPqj − δij + (ΠF t + FΠ)ij)Ψi ⊗ Ψj = 0

On note Λ la matrice diagonale dont le q-ième terme vaut −λq +k2. On vérifie alors que :

∑

q

(−λq + k2)PiqPqj = (ΠΛΠ)ij.

On obtient la relation matricielle suivante :

dΠ

dx
= ΠΛΠ + I − ΠF t − FΠ

On retrouve bien l’équation vérifiée par l’impédance acoustique (cf [27]).

173



6.2 Décomposition modale

Application : Calcul des coefficients de F

On considère donc un guide d’ondes bidimensionnel dans le plan (x, z), délimité par les
frontières (z = 0) et (z = h(x)). Dans un premier temps, on diagonalise le Laplacien
transversal ; on cherche donc les fonctions propres de :







−∂
2Ψi

∂z2
= λiΨi

Ψi = 0 en (z = 0) et (z = h(x))

Le problème à résoudre est donc un problème de type Dirichlet. On trouve :

Ψi(x, z) =

√

2

h(x)
sin(

iπz

h(x)
), avec λi = (

iπ

h
)
2

On a alors :

y(x, z) =
∑

i

√

2

h(x)
yi(x) sin(

iπz

h(x)
)

On constate en particulier que dans ce cas, les fonctions de base dépendent des deux
variables x et z, comme cela était prévu. La dérivée par rapport à x s’exprime :

∂Ψi

∂x
= −

√
2h′(x)

h
3

2 (x)
(
iπz

h(x)
cos(

iπz

h(x)
) +

1

2
sin(

iπz

h(x)
))

On constate que cette dérivée partielle fait apparâıtre les fonctions de base pour le
problème de Neumann.

On calcule maintenant les coefficients de la matrice F . Par définition, on a :

Fij =

∫

Ωx

∂Ψj

∂x
Ψidz

=

∫ h(x)

0

−2h′(x)

h2(x)
[
jπz

h(x)
cos(

jπz

h(x)
) +

1

2
sin(

jπz

h(x)
)] sin(

iπz

h(x)
)dz

Si i = j 6= 0, alors :

Fii =
h′(x)

2h(x)

Si i 6= j, alors

Fij = (−1)i+j h
′(x)

h(x)

2ij

i2 − j2
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Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

6.3 Factorisation par changement de variables

Une troisième méthode consiste à se ramener à un guide cylindrique en faisant une ho-
mothétie sur chaque section : on va donc effectuer un changement de variables. Pour
simplifier, on suppose que le guide est tridimensionnel, qu’il présente un axe de symétrie
et qu’aucune section n’est réduite à un point.

x

z

0

Ω

s

Γs

aΓ

Σ

Γ0

Σ

s

a

Fig. 6.4: Transformation du guide par affinité

On note x la variable de l’axe et z1, z2 les variables transversales. La section est notée
Γx ou Γ(x). On fait l’hypothèse suivante : les sections du guide sont homothétiques,
c’est-à-dire que :

∀x ∈ [0, a], ∃h(x) ∈ R tel que Γ(x) = h(x) × Γ0 ,

et on suppose que h est une fonction continue, dérivable sur [0, a]. En particulier, soit
(Ψn(z))n∈N la base de fonctions propres associée au laplacien transversal avec une condi-
tion de Dirichlet pour la section Γ0 : alors les (Ψn( z

h(x)
))n constituent une base de fonctions

propres pour ∆⊥ avec condition de Dirichlet sur Γx.

L’application suivante est une bijection :

Γ0 → Γ(x)
(z1, z2) 7→ (h(x)z1, h(x)z2)

En outre, une fonction y de H1(Ω) peut se décomposer comme :
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6.3 Factorisation par changement de variables

y(x, z) =
∑

n

yn(x)Ψn(
z

h(x)
) =

∑

n

yn(x)Ψn(g(x)z)

On notera :

g(x) =
1

h(x)

Ceci permet d’introduire le changement de variables F :





x
z1
z2



→













X = x

Z1 =
z1
h(x)

Z2 =
z2
h(x)













=







X = x

Z1 = z1g(x)

Z2 = z2g(x)







Les coefficients de la matrice jacobienne sont :































∂X

∂x
= 1

∂Z1

∂x
= z1g

′(x) = Z1
g′(X)

g(X)

∂Z2

∂x
= z2g

′(x) = Z2
g′(X)

g(X)
∂X

∂z1
= 0

∂Z1

∂z1
= g(x) = g(X)

∂Z2

∂z1
= 0

∂X

∂z2
= 0

∂Z1

∂z2
= 0

∂Z2

∂z2
= g(x) = g(X)

Enfin, soit u un élément de H1(Ω). ses dérivées partielles ont pour expression :

∂u

∂x
=

∂u

∂X

∂X

∂x
+

∂u

∂Z1

∂Z1

∂x
+

∂u

∂Z2

∂Z2

∂x

C’est-à-dire :































∂u

∂x
=

∂u

∂X
+
g′(X)

g(X)

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)

∂u

∂z1
= g(X)

∂u

∂Z1

∂u

∂z2
= g(X)

∂u

∂Z2

A l’aide de ces formules, on va pouvoir écrire le laplacien dans le nouveau système de
coordonnées. Par définition, on a :
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Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2
1

+
∂2u

∂z2
2

=
∂

∂x

[

∂u

∂X
+
g′(X)

g(X)
(Z1

∂u

∂Z1

+ Z2
∂u

∂Z2

)

]

+
∂

∂z1

(

g(X)
∂u

∂Z1

)

+
∂

∂z2

(

g(X)
∂u

∂Z2

)

En développant, il vient :

∆u = g2(X)

[

∂2u

∂Z2
1

+
∂2u

∂Z2
2

]

+
∂

∂X

[

∂u

∂X
+
g′(X)

g(X)

(

Z1
∂u

∂Z1

+ Z2
∂u

∂Z2

)]

+
g′(X)

g(X)

(

Z1
∂2u

∂Z1∂X
+ Z2

∂2u

∂Z2∂X

)

+

(

g′(X)

g(X)

)2(

Z2
1

∂2u

∂Z2
1

+ 2Z1Z2
∂2u

∂Z1∂Z2

+ Z2
2

∂2u

∂Z2
2

)

+

(

g′(X)

g(X)

)2(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)

On regroupe alors les différents termes :

∆u =
∂2u

∂X2
+
∂2u

∂Z2
1

[

g2(X) + Z2
1

(

g′(X)

g(X)

)2
]

+
∂2u

∂Z2
2

[

g2(X) + Z2
2

(

g′(X)

g(X)

)2
]

+2
g′(X)

g(X)

[

Z1
∂2u

∂Z1∂X
+ Z2

∂2u

∂Z2∂X

]

+ 2

(

g′(X)

g(X)

)2

Z1Z2
∂2u

∂Z1∂Z2

+
g′′(X)

g(X)

[

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

]

= ∆X,Z1,Z2
u

Dans le nouveau système de coordonnées, le guide d’ondes est un cylindre de section
constante. On va donc écrire le problème aux limites dans ce système et le factoriser.

On note Ω̂ l’image de Ω par le changement de variables F , Γ̂x celle de Γx et Σ̂ celle de Σ.
Ω̂ est le cylindre [0, a] × Γ0 = [0, a] × Γ̂0. On posera également :

F (X, Y, Z) = f(x, y, z),

et on notera u la solution du problème dans le nouveau système de coordonnées. On
désignera par Ŷ , Ŷs et Ŷ ′

s respectivement l’image de Y , Ys et Y ′
s par F . Le problème à

résoudre devient :

(P̂0)











−∆X,Z1,Z2
u = k2u+ F dans Ω̂

u|Σ̂ = 0, u|Γ̂a
= y1,

∂u

∂X
+
g′(X)

g(X)

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)

|Γ̂0
= −y0 ,
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6.3 Factorisation par changement de variables

où y0 ∈ H
1

2

00(Γ̂
′
s), y1 ∈ H

1

2

00(Γ̂s) et u est cherché dans Ŷ .
On constate que la condition de Neumann sur le bord gauche est remplacée par une
condition faisant intervenir une dérivée oblique, que l’on notera δ :

δu =
∂u

∂X
+
g′(X)

g(X)

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)

Remarque 6.2 En mécanique, δ correspond à la dérivée particulaire, avec x comme
variable de temps pour un champ de vitesses radial lié à la dilatation de Γs.

Avant de continuer les calculs, on a besoin d’un résultat supplémentaire :

Lemme 6.1 ∀u ∈ Ŷ , δ ◦ δu = ∆X,Z1,Z2
u− g2(X)

(

∂2u

∂Z2
1

+
∂2u

∂Z2
2

)

Démonstration 6.3.1 Par définition, pour u ∈ Ŷ , on a :

δ ◦ δu =
∂

∂X

[

∂u

∂X
+
g′

g

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)]

+
g′

g
Z1

∂

∂Z1

[

∂u

∂X
+
g′

g

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)]

+
g′

g
Z2

∂

∂Z2

[

∂u

∂X
+
g′

g

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)]

Ce qui se développe en :

δ ◦ δu =
∂2u

∂X2
+
g′′g − g′2

g2

(

Z1
∂u

∂Z1

+ Z2
∂u

∂Z2

)

+
g′

g

(

Z1
∂2u

∂X∂Z1

+ Z2
∂2u

∂X∂Z2

)

+
g′

g
Z1

∂2u

∂Z1∂X
+

(

g′

g

)2(

Z1
∂u

∂Z1

+ Z2
1

∂2u

∂Z2
1

+ Z1Z2
∂2u

∂Z1∂Z2

)

+
g′

g
Z2

∂2u

∂Z2∂X
+

(

g′

g

)2(

Z1Z2
∂2u

∂Z1∂Z2

+ Z2
∂u

∂Z2

+ Z2
2

∂2u

∂Z2
2

)

En regroupant les différents termes, il vient :

δ ◦ δu =
∂2u

∂X2
+

(

g′

g

)2(

Z2
1

∂2u

∂Z2
1

+ Z2
2

∂2u

∂Z2
2

)

+ 2
g′

g

(

Z1
∂2u

∂X∂Z1
+ Z2

∂2u

∂X∂Z2

)

+2

(

g′

g

)2

Z1Z2
∂2u

∂Z1∂Z2
+
g′′

g

(

Z1
∂u

∂Z1
+ Z2

∂u

∂Z2

)
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Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

Finalement, on obtient :

δ ◦ δu = ∆X,Z1,Z2
u− g2(X)

(

∂2u

∂Z2
1

+
∂2u

∂Z2
2

)

6.3.1 Première formulation

On va maintenant pouvoir appliquer la méthode de plongement invariant sur le cylindre
Ω̂ pour le problème (P̂0) :

Ω̂s

Γ̂s

s xa0

Fig. 6.5: Méthode de plongement invariant sur Ω̂

On introduit une frontière mobile Γ̂s à l’abscisse s, sur laquelle on impose une condition
de Dirichlet arbitraire, ce qui permet de définir une famille de problèmes sur les sous-
domaines Ω̂s = [0, s] × Γ̂0 :

(P̂s,h)

{

−∆X,Z1,Z2
u = k2u+ F dans Ω̂s

u|Σ̂ = 0, u|Γ̂s
= h, δu|Γ̂0

= −y0 ,

où h ∈ H
1

2

00(Γ̂0). La frontière mobile va ensuite se déplacer dans le sens des x croissants.
Pour tout s ∈ [0, a] pour lequel le problème est bien posé, on définit les opérateurs de

H
1

2

00(Γ̂s) vers H
1

2

00(Γ̂s)
′ :

Q(s)h = δγ|Γ̂s
, où γ ∈ Ŷs est solution de :

{

−∆X,Z1,Z2
γ = k2γ dans Ω̂s

γ|Σ̂ = 0, −δγ|Γ̂0
= 0, γ|Γ̂s

= h

ω(s) = δβ|Γ̂s
, où β ∈ Ŷs est solution de :

{

−∆X,Z1,Z2
β = k2β + F dans Ω̂s

β|Σ̂ = 0, δβ|Γ̂0
= −y0, β|Γ̂s

= 0
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Première formulation

avec les conditions initiales : Q(0)h = 0, ω(0) = −y0

Le problème aux limites P̂s,h étant linéaire, on en déduit que :

δu(X, Y, Z) = Q(X)u(X, Y, Z) + ω(X, Y, Z)

On calcule l’image par δ de cette relation :

δ ◦ δu = δ(Qu) + δω

c’est-à-dire :

∆u− g2

(

∂2u

∂Z2
1

+
∂2u

∂Z2
2

)

=
dQ

dX
u+Q

∂u

∂X
+
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

(Qu) + δω

Comme u est solution du problème de Helmholtz, cette formule équivaut à :

−k2u− F − g2

(

∂2u

∂Z2
1

+
∂2u

∂Z2
2

)

=
dQ

dX
u+Qδu−Q

[

g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)]

u

+
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

(Qu) + δω

On introduit à nouveau la relation affine pour remplacer le terme en δu dans le second
membre :

−k2u− F − g2

(

∂2u

∂Z2
1

+
∂2u

∂Z2
2

)

=
dQ

dX
u+Q2u+Qω −Q

[

g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)]

u

+
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1

+ Z2
∂

∂Z2

)

Qu+ δω

On a donc :

[

dQ

dX
+Q2 −Q

(

g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

))

+

(

g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

))

Q + k2I + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)]

u

= −F −Qω − δω

Comme u est arbitraire (puisque h est un élément quelconque de H
1

2

00(Γ̂s)), cette relation
est en fait une identité. Comme pour le cas cylindrique, on obtient donc un système
découplé :































dQ

dX
+Q2 + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

+ k2I +

(

g′

g
(Z1

∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2
)

)

Q−Q

(

g′

g
(Z1

∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2
)

)

= 0,

Q(0) = 0,

δω +Qω = −F, ω(0) = −y0,

δu−Qu = ω, u(a) = y1,
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Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

On en déduit la forme factorisée du problème :

−(δ +Q)(δ −Q)u = F .

On trouve une forme proche de la relation trouvée pour le guide d’ondes de section
constante. La dérivée horizontale a été remplacée par une dérivée oblique, l’équation de

Riccati fait apparâıtre le terme g2(
∂2y

∂Z2
1

+
∂2y

∂Z2
2

) qui correspond au Laplacien transversal

dans le cas cylindrique. En outre, on voit apparâıtre des termes linéaires tenant compte
des variations de la section : la forme de l’équation est donc très proche de celle trouvée
pour l’impédance acoustique dans le premier chapitre.

Remarque 6.3 La formule de l’équation de Riccati pour Q n’est pas autoadjointe. En
effet, on a :

(

g′

g
(Z1

∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2
)

)?

= −
(

g′

g
(Z1

∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2
)

)

− 2
g′

g
I

On peut alors mettre l’équation sous la forme :

dQ

dx
+2

g′

g
Q+Q2+g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

+k2I+

(

g′

g
(Z1

∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2
)

)

Q+Q

(

g′

g
(Z1

∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2
)

)

=0

dont la solution est autoadjointe.

6.3.2 Deuxième formulation

A présent, on va appliquer la méthode de factorisation à la famille des sous-domaines
complémentaires : on impose une condition faisant intervenir la dérivée particulaire sur
la frontière mobile Γ̂s, et on se restreint à Ω̂′

s = [s, a] × Γ̂0. La frontière va se déplacer de
a vers 0.

Ω̂′
s

Γ̂s

s xa0

Fig. 6.6: Méthode de plongement invariant sur Ω̂

On étudie la famille de problèmes (P̂ ′
s,h) :
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Deuxième formulation

(P̂ ′
s,h)

{

−∆X,Z1,Z2
u = k2u+ F dans Ω̂′

s

u|Σ̂ = 0, u|Γ̂a
= y1, δu|Γ̂s

= h ,

où h ∈ H
1

2

00(Γ̂s)
′.

Pour tout s ∈ [0, a] pour lequel le problème est bien posé, on définit les opérateurs de

H
1

2

00(Γ̂s)
′ vers H

1

2

00(Γ̂s) :

P (s)h = γ|Γ̃s
où γ ∈ Ŷ ′

s est solution de :

{

−∆X,Z1,Z2
γ = k2γ dans Ω̂′

s

γ|Σ̂ = 0, γ|Γ̂a
= 0, δγ|Γ̂s

= h

r(s) = β|Γ̃s
où β ∈ Ŷs est solution de :

{

−∆X,Z1,Z2
β = k2β + F dans Ω̂′

s

β|Σ̂ = 0, β|Γ̂a
= y1, δβ|Γ̂s

= 0

avec les conditions initiales P (a) = 0, r(a) = y1.

Le même argument de linéarité du problème aux limites permet d’écrire que :

u(X, Y, Z) = P (X)δu(X, Y, Z) + r(X, Y, Z)

En appliquant δ à cette relation, il vient :

δu = δ(Pδu) + δr

Ce qui s’écrit encore :

δu =
dP

dX
δu+ P

∂

∂X
δu+

g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

Pδu+ δr (∗)

Le lemme préliminaire permet d’expliciter le terme
∂

∂X
δu :

∂

∂X
δu = δ ◦ δu− g′

g

(

Z1
∂

∂Z1

+ Z2
∂

∂Z2

)

δu

Il en résulte que :
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Factorisation du problème de Helmholtz en section variable

∂

∂X
δu = ∆u− g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

u− g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

δu

Comme u est solution du problème de Helmholtz, cette relation devient :

∂

∂X
δu = −k2u− F − g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

u− g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

δu

En introduisant la relation affine, on obtient :

∂

∂X
δu = −k2Pδu−k2r−F−g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

Pδu−g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

r−g
′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

δu

En substituant cette expression dans (∗), il vient :

δu =
dP

dx
δu− P

(

k2 + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

))

Pδu− P

(

k2 + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

))

r

−P g
′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

δu+
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

Pδu+ δr − PF

On regroupe alors les termes en δu et en r :

[

dP

dx
− P

(

k2 + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

))

P − P
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

+
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

P − I

]

δu

= P

(

k2 + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

))

r − δr + PF

Comme précédemment, on obtient le système découplé suivant :



































dP

dx
− P

(

k2 + g2

(

∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

))

P − P
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

+
g′

g

(

Z1
∂

∂Z1
+ Z2

∂

∂Z2

)

P− I = 0,

P (a) = 0,

δr − P

(

k2 + g2(
∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

)

r = PF, r(a) = y1,

u− Pδu = r, δu(0) = −y0,

En combinant les deux dernières équations, on peut alors écrire le problème sous sa forme
factorisée :
(

δ − P

(

k2 + g2(
∂2

∂Z2
1

+
∂2

∂Z2
2

)

))

(I − Pδ)u = PF

On va donc pouvoir utiliser les formules de 1- et de 2-représentation présentées au chapitre
V. En pratique, toute la difficulté consistera à trouver des solutions particulières. En
effet, les coefficients des équations de Riccati trouvées dans le cas de la section variable
dépendent en général de x, on ne pourra donc plus chercher de solutions stationnaires.
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Chapitre 7

Factorisation du problème de
Helmholtz pour un coude

Dans ce chapitre, on étudiera à nouveau des guides de section constante, mais qui forment
un coude. Cette configuration trouve une application directe en optique : dans cette
discipline, il est parfois nécessaire de faire dévier l’onde incidente.

On va présenter les deux factorisations du problème de Helmholtz ; de même que celui-ci,
les opérateurs Dirichlet-to-Neumann et Neumann-to-Dirichlet seront exprimés en coor-
données polaires. Cependant, ils vérifieront une équation de Riccati sans termes linéaires
très semblable à celle du guide droit. On donnera ensuite une base de fonctions propres
pour le laplacien transversal sur la section. Celle-ci permettra d’écrire une décomposition
modale de la solution. Enfin, on adaptera les formules de représentation pour les deux
opérateurs.

7.1 Factorisation

On va présenter tout d’abord la factorisation du problème de Helmholtz dans un guide
coudé. La méthode de plongement invariant s’applique de façon analogue pour le guide
droit ou pour le coude : comme dans le deuxième chapitre, on va introduire une frontière
mobile et étudier la famille de problèmes induits dans l’un des sous-domaines ainsi définis,
puis déplacer la frontière d’une extrémité à l’autre du guide. La principale modification
est due à l’utilisation des coordonnées polaires pour cette configuration, ce qui affectera
l’expression des opérateurs utilisés.

On considère un guide d’ondes bidimensionnel constitué d’une partie circulaire de section
constante reliée à deux parties droites. On désigne un point du domaine par ses coor-
données polaires (r, θ), où r est la distance du point au centre de courbure du guide te
θ, l’angle formé avec la direction horizontale. On note θf l’angle total du coude, R1 son
rayon intérieur et R1 +H son rayon extérieur. H représente donc la largeur transversale.
On appelle O la section transversale du guide. Ainsi, le guide est l’ensemble des points
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7.1 Factorisation

(r, θ) tels que R1 ≤ r ≤ R1 + H et 0 ≤ θ ≤ θf . En d’autres termes, le domaine d’étude
est :

Ω = [0, θf ] × O ∈ R2.

Pour ce type de coordonnées, on retrouve ainsi un domaine cylindrique.

On appelle Γ0 = {0} × O et Γf = {θf} × O les faces du coude, et Σ =]0, θf [×∂O la
frontière latérale.

R1

Γ

Γ

0

f

Σ

θ

f

θ

Γ
θR1+H

θ

Ω

Fig. 7.1: Guide d’ondes formant un coude

On cherche à résoudre le problème :

(P0)







−∆y = k2y + f dans Ω ,

∂ry|Σ = 0, y|Γ0
= y0,

1

r
∂θy|Γf

= y1 ,

où y est cherché dans l’espace L2(0, θf ;H
1(O)) ∩H1(0, θf ;L

2(O)), avec f un élément de

L2(Ω), y0 ∈ H
1

2 (O) et y1 ∈ H
1

2 (O)′.

La condition de Dirichlet en Γ0 signifie que le tube est bouché en Γ0.

Les figures suivantes (8.2 et 8.3) représentent la solution dans un coude avec une condition
de Neumann sur le bord Γf , une condition de Dirichlet sur le bord Γ0 et sur Σ. Le rayon
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

extérieur du guide est de 15, le rayon intérieur, 10, et le centre de courbure se situe en

(0, 0).θf vaut
π

6
et l’onde est générée par un point source de coordonnées cartésiennes (-4,

11). Les fréquences sont respectivement 1 et 1,05, et l’on a représenté le premier mode
de la solution. La première figure montre le cas des résonances transversales ; la solution
est réelle pure. La seconde illustre le cas général. Dans les deux cas on constate que la
solution s’annule sur la face droite du guide.

Fig. 7.2: Solution avec les résonances transversales

7.1.1 Première formulation

Dans un premier temps, on va adapter la méthode de factorisation faisant intervenir un
opérateur de type Dirichlet-to-Neumann. A cette fin, on introduit une frontière mobile
Γζ = [R1, R1 + H] × {ζ} sur laquelle on impose une condition de Dirichlet arbitraire, et
on se restreint au domaine Ωζ = O× [ζ, θf ] (cf [28], [29]) compris entre la face gauche du
coude et cette frontière mobile. Γζ est confondue initiallement avec Γf , on la fait ensuite
évoluer vers Γ0, i.e. dans le sens des θ décroissants.

On définit ainsi une famille de problèmes de Helmholtz, indicée par ζ ∈ [0, θf ] et h ∈
H

1

2 (O) :

(Pζ,h)







−∆y = k2y + f dans Ωζ

∂ry|Σ = 0,
1

r
∂θy|Γf

= y1, y|Γζ
= h ∈ H

1

2 (O)
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Première formulation

Fig. 7.3: Solution pour le cas général

On note Yζ l’espace suivant :

Yζ =

{

y ∈ H1(Ωζ) / y|Σ = 0 et
1

r2

∂2y

∂θ2
∈ L2(ζ, θf ;H

1(O)′)

}

∀ζ ∈ [0, θf ] et h ∈ H
1

2 (O), on définit les opérateurs de H
1

2 (O) vers son dual :

Q(ζ)h =
1

r

∂γ

∂θ
|Γζ

où γ ∈ Yζ est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ωζ

∂rγ|Σ = 0,
1

r
∂θγ|Γf

= 0, γ|Γζ
= h

ω(ζ) = β|Γζ
, où β ∈ Yζ est solution de :







−∆β = k2β + f dans Ωζ

∂rβ|Σ = 0,
1

r
∂θβ|Γf

= y1, β|Γζ
= 0

avec les conditions initiales : Q(θf ) = 0, ω(θf) = y1.

Q est donc un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann, et il agit sur des fonctions définies
sur la section.
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

Remarque 7.1 Comme pour le guide droit bouché, le problème P0 n’est pas toujours bien
posé. Pour certaines valeurs de θ, il admet en effet plusieurs solutions et dans ce cas Q
et ω ne seront pas définis. Dans la suite du calcul, on choisira ζ tel que le problème Pζ,h

est bien posé. On verra que les valeurs pour lesquelles il ne l’est pas correspondent encore
à des résonances de bôıte.

Un argument de linéarité du problème aux limites permet d’écrire que :

1

r

∂y

∂θ
(r, θ) = Q(θ)y(r, θ) + ω(r, θ)

En dérivant formellement cette relation par rapport à θ, il vient :

1

r

∂2y

∂θ2
=
dQ

dθ
y +Q

∂y

∂θ
+
∂ω

∂θ

On exploite maintenant l’équation de Helmholtz pour transformer le terme
1

r

∂2y

∂θ2
:

−k2y − f = ∆y =
1

r

∂

∂r

(

r
∂y

∂r

)

+
1

r2

∂2y

∂θ2

On en déduit que :

1

r

∂2y

∂θ2
= −k2ry − rf − ∂

∂r

(

r
∂y

∂r

)

La relation précédente devient :

dQ

dθ
y +Q

∂y

∂θ
+
∂ω

∂θ
= −k2ry − rf − ∂

∂r

(

r
∂y

∂r

)

Comme
1

r

∂y

∂θ
= Qy + ω, on obtient :

dQ

dθ
y +QrQy +Qrω +

∂ω

∂θ
= −k2ry − rf − ∂

∂r

(

r
∂y

∂r

)

ce qui s’écrit encore :

(

dQ

dθ
+QrQ + k2r +

∂

∂r

(

r
∂

∂r

))

y = −Qrω − ∂ω

∂θ
− rf

Comme y est arbitraire, cette relation est en fait une identité, ce qui permet de la trans-
former en un système découplé :
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Première formulation































1

r

∂y

∂θ
= Qy + ω , y(0) = y0 ,

1

r
Qrω +

1

r

∂ω

∂θ
= −f , ω(θf) = y1 ,

dQ

dθ
= −QrQ− k2rI − ∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

, Q(θf ) = 0 ,

Q est donc solution de l’équation de Riccati :

dQ

dθ
= −QrQ− k2rI − ∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

En combinant les deux premières équations du système, on obtient la forme factorisée du
problème :

(

1

r
Qr +

1

r

∂

∂θ

)(

1

r

∂

∂θ
−Q

)

y = −f

Comme pour le guide droit, le calcul s’effectue en deux temps : on commence par résoudre
l’équation de Riccati sur Q et calculer ω en déplaçant la frontière dans le sens des θ
décroissants, puis on intègre l’équation sur y dans l’autre sens.

Γ
f

fθ

ω

Γ
0

Sens de calcul pour et Q

Sens de calcul pour y 

Fig. 7.4: Guide d’ondes formant un coude

Lemme 7.1 Q(ζ) est un opérateur symétrique.
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

Démonstration 7.1.1 Soient h, h′ ∈ H
1

2 (O) et γ, γ′ les éléments de Yζ solutions du
problème de Helmholtz homogène tels que :

Q(ζ)h =
1

r

∂γ

∂θ
|Γζ

et Q(ζ)h′ =
1

r

∂γ′

∂θ
|Γζ

On écrit la formulation variationnelle du problème dont γ est solution :

−
∫

Ωζ

∆γ.γ′ = k2

∫

Ωζ

γ.γ′

Or, d’après la formule de Green, on a :

∫

Ωζ

∆γ.γ′ = −
∫

Ωζ

∇γ∇γ′ +
∫

∂Ωζ

∂γ

∂n
γ′

Le terme de bord se décompose en :

∫

∂Ωζ

∂γ

∂n
γ′ = −

∫

Γζ

1

r

∂γ

∂θ
γ′ +

∫

Γf

1

r

∂γ

∂θ
γ′ +

∫

Σ

∂γ

∂r
γ′

Or, la dérivée normale sur le bord latéral vaut, au signe près, la dérivée partielle par
rapport à r. Celle de γ est nulle, l’intégrale sur Σ l’est donc également. En outre on a,
par hypothèse :

1

r

∂γ

∂θ
|Γf

= 0,

l’intégrale sur Γf s’annule aussi. On en déduit que :

∫

∂Ωζ

∂γ

∂n
γ′ = −

∫

Γζ

1

r

∂γ

∂θ
γ′ =< Q(ζ)h, h′ >

Par conséquent, il vient :

< Q(ζ)h, h′ >= k2

∫

Ωζ

γγ′ −
∫

Ωζ

∇γ∇γ′

Par un calcul analogue, on obtient :

< h,Q(ζ)h′ >= k2

∫

Ωζ

γγ′ −
∫

Ωζ

∇γ∇γ′

On en déduit la symétrie de Q(ζ).
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Deuxième formulation

7.1.2 Deuxième formulation

A présent, on va factoriser le problème sur l’autre partie du guide en déplaçant la frontière
mobile dans le sens des θ croissants. La formulation qui en découle fait alors intervenir
l’opérateur Neumann-to-Dirichlet.

Pour ce faire, on introduit une frontière Γζ en θ = ζ, sur laquelle on impose cette fois une
condition de Neumann arbitraire.On se restreint alors au domaine Ω̃ζ = [0, ζ] × O. On
s’intéresse donc à la famille de problèmes :

(

P̃ζ,h

)







−∆y = k2y + f dans Ω̃ζ

∂ry|Σ = 0, y|Γ0
= y0,

1

r
∂θy|Γζ

= h ∈ H
′ 1

2 (O)

On note Ỹζ l’espace :

Ỹζ =

{

y ∈ H1(Ω̃ζ) / y|Σ = 0 et
1

r2

∂2y

∂θ2
∈ L2(0, ζ;H−1(O))

}

∀ζ ∈ [0, θf ], h ∈ H
1

2 (O)′, on définit les opérateurs de H
1

2 (O)′ vers H
1

2 (O) :

P (ζ)h = γ|Γζ
où γ ∈ Ỹζ est solution de :







−∆γ = k2γ dans Ω̃ζ

∂rγ|Σ = 0, γ|Γ0
= 0,

1

r
∂θγ|Γζ

= h

ω(ζ) = β|Γζ
, où β ∈ Ỹζ est solution de :







−∆β = k2β + f dans Ω̃ζ

∂rβ|Σ = 0, β|Γ0
= y0,

1

r
∂θβ|Γζ

= 0

avec les conditions initiales : P (0) = 0, ω(0) = y0.

P est donc un opérateur de type Neumann-to-Dirichlet.

Le même argument de linéarité du problème aux limites permet d’écrire l’identité :

y(r, θ) = P (θ)
1

r

∂y

∂θ
|Γθ

(r, θ) + ω(r, θ)

On dérive formellement cette relation par rapport à θ :

∂y

∂θ
=
dP

dθ

1

r

∂y

∂θ
+ P

1

r

∂2y

∂θ2
+
dω

dθ
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

Or, l’équation de Helmholtz permet d’écrire que :

−k2y − f = ∆y =
1

r

∂

∂r

(

r
∂y

∂r

)

+
1

r2

∂2y

∂θ2

On en déduit que :

1

r

∂2y

∂θ2
= −k2ry − rf − ∂

∂r

(

r
∂y

∂r

)

La relation obtenue précédemment s’écrit donc :

∂y

∂θ
=
dP

dθ

1

r

∂y

∂θ
+ P

(

−k2rI − ∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

y − Prf +
dω

dθ

Comme y = P
1

r

∂y

∂θ
+ ω, il vient :

∂y

∂θ
=
dP

dθ

1

r

∂y

∂θ
− P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

P
1

r

∂y

∂θ
− P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

ω − Prf +
dω

dθ

On a donc :

(

−dP
dθ

1

r
+ I + P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

P
1

r

)

∂y

∂θ
= −Prf+

dω

dθ
−P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

ω

Comme précédemment,
1

r

∂y

∂θ
est arbitraire ; il est encore possible d’écrire cette identité

sous la forme d’un système découplé :































y = P ◦ 1

r

∂y

∂θ
+ ω ,

1

r
∂θy(θf) = y1 ,

P rf =
dω

dθ
− P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

ω , ω(0) = y0 ,

1

r

dP

dθ
◦ 1

r
=

1

r
I +

1

r
P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

P ◦ 1

r
, P (0) = 0 ,

Les deux premières équations permettent d’écrire la forme factorisée du problème :

(

1

r

∂

∂θ
− P (k2I +

1

r

∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)(

I − P ◦ 1

r

∂

∂θ

)

y = Pf .

Lemme 7.2 P (ζ) est un opérateur symétrique.
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Forme générale de la solution

Démonstration 7.1.2 Soient h, h′ ∈ H
1

2 (O)′ et γ, γ′ les éléments de Ỹζ solutions du
problème de Helmholtz homogène tels que :

P (ζ)h = γ|Γζ
et P (ζ)h′ = γ′|Γζ

On écrit la formulation variationnelle du problème dont γ est solution :

−
∫

Ω̃ζ

∆γ.γ′ = k2

∫

Ω̃ζ

γ.γ′

Or, d’après la formule de Green, on a :

∫

Ω̃ζ

∆γ.γ′ = −
∫

Ω̃ζ

∇γ∇γ′ +
∫

Σ

∂γ

∂n
γ′ −

∫

Γ0

1

r

∂γ

∂θ
γ′ +

∫

Γζ

1

r

∂γ

∂θ
γ′

Comme pour la première formulation, l’intégrale sur Σ s’annule ; il en est de même pour
γ′|Γ0

. On en déduit que :

−
∫

Ω̃ζ

δγγ′ =

∫

Ω̃ζ

∇γ∇γ′+ < h, P (ζ)h′ >

Par conséquent, il vient :

< h, P (ζ)h′ >= k2

∫

Ω̃ζ

γγ′ −
∫

Ω̃ζ

∇γ∇γ′ =< P (ζ)h, h′ >

On en déduit la symétrie de P (ζ).

7.1.3 Forme générale de la solution

On cherche à préciser l’expression de la solution y. Pour ce faire, on souhaite se conformer
autant que possible à la démarche suivie dans la troisième partie du chapitre II, et qui
consiste à écrire une décomposition modale des solutions du problème (Ps,h). On choisit
donc de déterminer les solutions à variables séparées, c’est-à-dire sous la forme :

y(r, θ) = f(r)g(θ), où f ∈ H1
0 (O), g ∈ H1(0, θf).

On rappelle que pour h ∈ H
1

2

00(O)′, y = P (θ)h est la solution du problème :







−∆y = k2y dans Ω̃ζ

∂ry|Σ = 0 , y|Γ0
= 0 ,

1

r
∂θyΓζ

= h

lorsque celui-ci est bien posé.

Dans un premier temps, on exprime le laplacien pour une fonction à variables séparées :
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

∆y(r, θ) =
1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r
(f(r)g(θ))

)

+
1

r2

∂2

∂θ2
(f(r)g(θ))

C’est-à-dire :

∆y(r, θ) =

(

f ′′(r) +
1

r
f ′(r)

)

g(θ) +
1

r2
f(r)g′′(θ)

L’équation de Helmholtz s’écrit alors :

(

f ′′(r) +
1

r
f ′(r) + k2f(r)

)

g(θ) +
1

r2
f(r)g′′(θ) = 0

Si f(r) 6= 0 et g(θ) 6= 0, on peut écrire cette relation sous la forme :

r2
f ′′(r) +

1

r
f ′(r) + k2f(r)

f(r)
= −g

′′(θ)

g(θ)

Comme cette identité est valable pour tout r ∈ (R1, R1 +H) et tout θ ∈ (0, θf), chaque
membre de la relation est en fait une fonction constante. On en déduit qu’il existe une
constante λ réelle telle que :



















r2
f ′′(r) +

1

r
f ′(r) + k2f(r)

f(r)
= λ

−g
′′(θ)

g(θ)
= λ

ce qui se simplifie en :







r2

(

f ′′(r) +
1

r
f ′(r) + k2f(r)

)

= λf(r)

g′′(θ) = −λg(θ)

On résout tout d’abord l’équation différentielle sur f . On a :

r2f ′′(r) + rf(r) + k2r2f(r) = λf(r)

En posant z = kr et φ(z) = f(r), il vient :

df

dr
= k

dφ

dz
et
d2f

dr2
= k2d

2φ

dz2

On en déduit une équation différentielle pour φ :

r2k2φ′′(z) + rkφ′(z) + k2r2φ(z) = λφ(z)
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Forme générale de la solution

C’est-à-dire :

z2φ′′(z) + zφ′(z) + (z2 − λ)φ(z) = 0

Cette équation est en fait l’équation différentielle vérifiée par les fonctions de Bessel de
première espèce Jλ et de deuxième espèce Yλ (cf [1], chapitre IX). Ces fonctions sont
holomorphes sur C − R−, Jλ et Yλ sont linéairement indépendantes quel que soit λ, et
elles vérifient la relation suivante :

Yλ(z) =
Jλ(z) cos(λπ) − J−λ(z)

sin(λπ)

La fonction φ est donc une combinaison linéaire de ces deux fonctions ; on a :

φ(z) = AJλ(z) +BYλ(z), où A et B sont deux réels.

Finalement, f est de la forme :

f(r) = AJλ(kr) +BYλ(kr).

Remarque 7.2 Les fonctions de Bessel (Jλ)λ et (Yλ)λ engendrent L2(O). On peut donc
exprimer les fonctions de cet espace comme des combinaisons linéaires de fonctions de
Bessel.

On résout ensuite l’équation portant sur g. On rappelle que :

g′′(θ) = −λg(θ)

Il existe des constantes réelles α, β et θ0 telles que :

g(θ) =















α cos(
√
λθ) + β sin(

√
λθ) si λ > 0

α(θ − θ0) si λ = 0

α cos i
√
−λθ + β sin i

√
−λθ si λ < 0

On en déduit la forme générale de y :

y(r, θ) =



















(AJλ(kr) +BYλ(kr))
(

α cos(
√
λθ) + β sin(

√
λθ)
)

si λ > 0

(αAJλ(kr) +BYλ(kr)) (θ − θ0) si λ = 0

(AJλ(kr) +BYλ(kr))
(

α cos i
√
−λθ + β sin i

√
−λθ

)

si λ < 0

L’exploitation des conditions aux limites permettra d’affiner cette représentation.
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

7.2 Transformation homographique

La décomposition des solutions du problème dans une base de fontions de Bessel a permis
d’obtenir une première estimation de P ainsi que de ses singularités. On souhaite en
donner également une expression simplifiée, indépendante du choix d’une base. Pour
ce faire, on va avoir recours à la transformation homographique. Cette fois, la variable
de temps n’est plus l’abscisse x, mais l’angle θ. En revanche, l’équation de Riccati ne
comporte pas de termes linéaires, ce qui va permettre de s’appuyer sur les calculs de la
première partie du chapitre V, tout en les adaptant.

Dans un premier temps, on va donc rechercher des solutions particulières de l’équation
de Riccati. On transformera ensuite celle-ci en un système différentiel linéaire, que l’on
diagonalisera. Enfin, une écriture sous forme factorisée permettra d’exprimer l’opérateur
Neumann-to-Dirichlet en fonction d’un semi-groupe non linéaire.

7.2.1 Détermination de solutions particulières

La première étape de la transformation homographique consiste à rechercher des solutions
particulières des équations de Riccati :

dP

dθ

1

r
= I + P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

P
1

r

dQ

dθ
= −QrQ− k2rI − ∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

Comme les coefficients de ces équations sont indépendants de la variable θ, il est raisonnable
de chercher des solutions stationnaires (donc qui ne dépendent pas de θ). Par souci de
simplicité, on va chercher une solution constante de l’équation sur Q :

Q0rQ0 + k2rI +
∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

= 0

Par analogie avec le guide cylindrique, on commence par calculer l’image des fonctions

de Bessel par l’opérateur k2rI +
∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

(celles-ci constituent en effet une base de

fonctions propres pour H1(O), cf [28] et [15]).

On pose :

fλ(r) = Y ′
λ(kR1)Jλ(kr) − J ′

λ(kR1)Yλ(kr).

Cette fonction a pour image :

k2rfλ(r) +
∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

fλ(r) = k2rfλ(r) + f ′
λ(r) + rf ′′

λ (r)

197



Système découplé pour l’équation de Riccati

Ce qui s’écrit encore :

k2rfλ(r) +
∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

fλ(r) =
1

r
r2

(

k2fλ(r) +
1

r
f ′

λ(r) + f ′′
λ (r)

)

Par définition des fonctions de base, on en déduit que :

k2rfλ(r) +
∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

fλ(r) =
1

r
λfλ(r)

Q0 doit donc vérifier la relation :

Q0rQ0fλ(r) = −λ
r
fλ(r)

fλ est fonction propre de rQ0rQ0, donc de rQ0 avec
√
−λ comme valeur propre :

Q0fλ(r) =

√
−λ
r

fλ(r),

où
√
−λ représente une racine, réelle ou complexe, de −λ. (on vérifie que si fλ ∈ H

1

2 (O),

son image appartient bien à H
1

2 (0)′.) On a alors :

Q0 r Q0f =

√
−λ
r

fλ(r).

On a donc défini un opérateur en donnant l’image de chaque fonction propre. Contraire-
ment au cas du guide droit, on n’a plus nécessairement un opérateur diagonal.

On constate en outre que si 0 n’est pas une valeur possible pour λ, l’opérateur Q0 trouvé
est inversible. On supposera par la suite que c’est effectivement le cas.

7.2.2 Système découplé pour l’équation de Riccati

Pour résoudre l’équation de Riccati, on va la transformer en un système différentiel
linéaire. A cette fin, on introduit les opérateurs auxiliaires

X(θ) ∈ L
(

H
1

2 (O)′, H
1

2 (O)′
)

et Y (θ) ∈ L
(

H
1

2 (O)′, H
1

2 (O)
)

tels que :











X(θ) :
1

r
∂θy(θf) →

1

r
∂θy(θ) ,

Y (θ) :
1

r
∂θy(θf) → y(θ) ,

soit :
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

{

X : Neumann en θf → Neumann en θ ,

Y : Neumann en θf → Dirichlet en θ .

On a la relation : Y (θ) = P (θ)X(θ).

Comme P (0) = 0, il vient : Y (0) = 0 ; d’autre part X(θf ) = I.

On trouve :

Y ′(θ)(
1

r
∂θy(θf)) =

d

dθ
Y (θ)(

1

r
∂θy(θf)) =

dy(θ)

dθ
= rX(θ)(

1

r
∂θy(θf))

D’autre part :

X ′(θ)(
1

r
∂θy(θf)) =

1

r
∂2

θy(θ) = −(k2rI+∂r(r∂r))y(θ) = −(k2rI+∂r(r∂r))Y (θ)(
1

r
∂θy(θf))

On obtient donc le système différentiel linéaire suivant :

(

X ′

Y ′

)

=





0 −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

rI 0





(

X
Y

)

, avec

(

X(θf) = I
Y (0) = 0

)

.

Ce système permet de retrouver l’équation de Riccati que P vérifie. En effet, s’il admet
un couple (X, Y ) solution sur un sous-intervalle I0 de (0, θf ) où X inversible sur I0, on a :

Y ′ = P ′X + PX ′, ce qui s’écrit :

rX = P ′X + P

(

−k2rI − ∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

Y = P ′X + P

(

−k2rI − ∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

PX

Soit :

(

P ′ − P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

P − rI

)

X = 0

Comme X est inversible sur I0, on a sur cet intervalle :

P ′ = rI + P

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

P .

7.2.3 Diagonalisation du système précédent

Il est difficile de résoudre directement le système différentiel obtenu précédemment : les
deux équations sont couplées. En revanche, si on le diagonalise, on obtient deux équations
diférentielles linéaires du premier ordre totalement indépendantes l’une de l’autre, que l’on
peut donc résoudre explicitement.
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Diagonalisation du système précédent

Pour diagonaliser le système, une méthode simple consiste à faire intervenir la solution
particulière présentée dans le paragraphe précédent.

Pour simplifier, on traite dans un premier temps le cas où λ ne prend jamais la valeur
nulle ; dans ce cas, l’opérateur Q0 est inversible.

Lemme 7.3 Le système linéaire :






X ′ = −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

PY ; X(θf) = I ;

Y ′ = rX ; Y (0) = 0 ;

est équivalent au système diagonal :

{

φ′ = rQ0φ ; φ(θ)f) −Q0ψ(θf ) = I ;

ψ′ = −rQ0ψ ; Q−1
0 φ(0) + ψ(0) = 0 ;

Démonstration 7.2.1 On commence par montrer que les matrices





0 −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

I 0



 et

(

rQ0 0
0 −rQ0

)

sont semblables et que la matrice de passage s’écrit :

(

I −Q0

Q−1
0 I

)

En effet, on a les relations matricielles :





0 −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

rI 0





(

I −Q0

Q−1
0 I

)

=





−
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

Q−1
0 −

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

rI −rQ0





et d’autre part :

(

I −Q0

Q−1
0 I

)(

Q0r 0
0 −rQ0

)

=

(

Q0r Q0rQ0

rI −rQ0

)

De la définition de Q0 :

1

r
Q0rQ0 + k2I +

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

= 0,
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

on tire :

1

r
Q0r = −1

r

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

Q−1
0 ,

et par conséquent :

Q0rQ0 = −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

:

On en déduit que :





−
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

Q−1
0 −

(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

rI −rQ0



 =

(

Q0r Q0rQ0

rI −rQ0

)

On obtient donc la relation matricielle:





0 −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

rI 0



 =

(

I −Q0

Q−1
0 I

)(

Q0r 0
0 −rQ0

)(

I −Q0

Q−1
0 I

)−1

On introduit alors les opérateurs φ(θ) et ψ(θ) liées à X et Y par la relation :

(

φ
ψ

)

=

(

I −Q0

Q−1
0 I

)−1(
X
Y

)

,

c’est-à-dire :

{

X = φ−Q0ψ
Y = Q−1

0 φ+ ψ

Comme Q0 ne dépend pas de θ, on a également :











dφ

dθ

dψ

dθ











=





I −Q0

Q−1
0 I





−1











dX

dθ

dY

dθ











Le système différentiel







X ′ = −
(

k2rI +
∂

∂r
(r
∂

∂r
)

)

Y

Y ′ = rX
est donc remplacé par :

(

φ′

ψ′

)

=

(

Q0r 0
0 −rQ0

)(

φ
ψ

)

.
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Exploitation des conditions aux limites

A présent, on se propose de préciser les conditions initiales de ce système. Celles-ci sont
données par :

{

φ(θf ) −Q0ψ(θf ) = I

Q−1
0 φ(0) + ψ(0) = 0

L’intégration du système différentiel en φ et ψ permet d’écrire que :

{

φ(θ) = eQ0rθφ(0)

ψ(θ) = e−rQ0(θ−θf )ψ(θf)

On a en particulier :

{

φ(θf ) = eQ0rθfφ(0)

ψ(0) = erQ0θfψ(θf )

On en déduit le système :

{

eQ0rθfφ(0) −Q0ψ(θf) = I

Q−1
0 eQ0rθfφ(0) + erQ0θfψ(θf ) = 0

Ces relations s’écrivent :







ψ(θf) = −
(

I + erQ0θf
)−1

Q−1
0

φ(0) = 0e−Q0rθf
(

I +Q0e
−rQ0θfQ1

0

)−1

7.2.4 Exploitation des conditions aux limites

Revenons au problème de départ : on cherche une expression de P (θ) en fonction de sa
valeur initiale P (0).

On va remplacer la condition initiale proposée au départ par une condition plus générale :
on pose P (0) = π, où π peut être considéré comme une variable. On précisera ultérieurement
à quel espace cet opérateur appartient.

Pour estimer P (θ), on va utiliser les systèmes différentiels linéaires introduits précédemment.
On commence par exploiter les informations données par les variables auxiliaires X et Y .
Il existe une relation en θ = 0 : Y (0) = πX(0).
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Factorisation du problème de Helmholtz pour un coude

On introduit un nouvel opérateur :

W (θ) = ψ(θ)φ−1(θ).

On calcule sa dérivée :

dW

dθ
= ψ′φ−1 − ψφ−1φ′φ−1

= −Q0rψφ
−1 − ψφ−1rQ0φ

−1

= −Q0rW −WrQ0

W est donc solution d’une équation différentielle linéaire de type Lyapunov :

dW

dθ
= −Q0rW −WrQ0

Cette équation a une solution explicite de la forme :

W (θ) = e−Q0r(θ)W (0)e−rQ0(θ)

On va maintenant exprimer les opérateurs X et Y en fonction de W :

X = φ−Q0ψ = φ−Q0ψφ
−1φ = (I −Q0W )φ

De même, on a :

Y = Q−1
0 φ+ ψ = Q−1

0 φ+ ψφ−1φ = (Q−1
0 +W )φ

On en déduit l’expression de P :

P = Y X−1 = (Q−1
0 +W )φ((I −Q0W )φ)−1

= (Q−1
0 +W )φφ−1(I −Q0W )−1

= (Q−1
0 +W )(I −Q0W )−1

Par cette expression on peut donc évaluer P en un angle quelconque en fonction de W
pour cet angle. L’expression de W en fonction de sa valeur initiale va permettre d’obtenir
P en fonction de sa valeur en θ = 0. A cet effet, on calcule W (0) en fonction de π en
utilisant la relation obtenue précédemment :

π = P (0) = (Q−1
0 +W (0))(I −Q0W (0))−1

On en déduit que :

π − πQ0W (0) = Q−1
0 +W (0)

C’est-à-dire :

π −Q−1
0 = (I + πQ0)W (0)

203



Exploitation des conditions aux limites

On obtient :

W (0) = −(I + πQ0)
−1(Q−1

0 − π)

On en déduit l’expression de P :

P (θ) = (Q−1
0 − e−Q0r(θ)(I + πQ0)

−1(Q−1
0 − π)e−rQ0(θ))

(I +Q0e
−Q0r(θ)(I + πQ0)

−1(Q−1
0 − π)e−rQ0(θ))−1

On pose :















H(π) = (I + πQ0)
−1(π −Q−1

0 )

G(π) = (Q−1
0 − π)(I +Q0π)−1

L(θ)(W ) = e−Q0rθW (0)e−rQ0θ

L est un semi-groupe linéaire ; pour θ ∈ (0, θf), L(θ) est l’opérateur qui à ω associe W (θ)
solution de l’équation différentielle linéaire :







dW

dθ
(θ) = −Q0rW (θ) −W (θ)rQ0

W (0) = ω

Les opérateurs H et G sont des transformations homographiques qui vérifient la propriété :

∀ π, H(G(π)) = G(H(π))

Avec ces notations, P s’écrit :

P (θ) = G
(

e−Q0r(θ)(I + πQ0)
−1(Q−1

0 − π)e−rQ0(θ)
)

= G
(

L(θ)[(I + πQ0)
−1(Q−1

0 − π)]
)

= G (L(θ)(H(π)))
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Chapitre 8

Etude de guides d’ondes composés

Jusqu’alors, les formules de représentation ont surtout été utilisées pour déterminer les
points de singularité de l’impédance. Dans ce chapitre, on va présenter une autre appli-
cation possible de la transformation homographique, réservée à des guides d’ondes plus
complexes, c’est-à-dire à des guides composés de plusieurs parties. On peut envisager par
exemple un guide pour lequel le nombre d’onde est différent d’une partie à l’autre, ou
encore un cylindre prolongé par un guide de section variable. Dans ce cas, la formule
de représentation va permettra d’obtenir une expression globale pour l’impédance dans
l’ensemble du guide lorsque l’on connâıt sa valeur dans certaines parties du domaine.

On s’intéresse à la configuration suivante : on suppose que le guide étudié est constitué
de deux parties adjacentes, Ωa et Ωb. On note x la coordonnée le long de l’axe du guide,
commun à chaque sous-domaine, et z les autres coordonnées. On désigne par Γx la section
transversale du domaine à l’abscisse x, et l’on suppose que Ωa est la partie comprise entre
les abscisses 0 et a, tandis que Ωb est celle comprise entre a et b. Ainsi, on a :

Ωa = ∪0≤x≤aΓx et Ωb = ∪a≤x≤bΓx.

On note Z l’impédance pour la partie x ≥ a du domaine . Celle-ci vérifie une équation
de Riccati du type :

dZ

dx
= J + ZΛZ − ZF t − FZ

Hypothèses : On suppose connue la valeur en a Za,b de l’impédance pour la deuxième
partie du guide, Ωb. On dispose également d’une solution particulière de l’équation de
Riccati dans Ωa. On la note Z0, et on suppose que Z0(a) = 0 ; Z0 est donc l’impédance
d’un tube bouché en a.

On cherche à évaluer l’impédance du domaine complet sur Ωa et à l’exprimer en fonction
de Za,b. A cette fin, on va reprendre la formule de 1-représentation donnée au chapitre
V :

Z(x) = G ◦ L ◦ H(ζ)(a), où
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0 a b

Ω

Ω

a

b

x

Fig. 8.1: Guide d’ondes composé

ζ = Z(a) est la valeur de l’impédance en a, et















G(x) : T → [Z0(x) + (I + Z0(x)S(x))T (x)] [I + S(x)T (x)]−1

H(x) : T → [I + Z0(x) − T (x)S(x)]−1 [T (x) − Z0(x)]

L(x) : T → e
R x

a
(−F+Z0Λ)(s)dsTe

R x

a
(−F t+ΛZ0)(s)ds

Dans cette formule, G et H sont des homographies qui transforment un opérateur (Z, par
exemple) en un autre opérateur appartenant au même espace, et L est un semi-groupe
linéaire. On a également introduit un opérateur auxiliaire S, vérifiant une équation de
Lyapunov :

dS

dx
= −S[−F + Z0Λ] − [−F t + ΛZ0]S − Λ pour x ∈]0, a[,

et dont le choix de la condition initiale S(a) est laissé à l’utilisateur.

Par souci de simplicité, on privilégiera la condition nulle :

S(a) = 0.

Par hypothèse, la valeur de l’impédance en a est Za,b :

ζ = Z(a) = Za,b

On en déduit son image par la première transformation homographique :

H(Za,b) = [I + 0 − Za,bS(a)]−1 [Za,b − Z0(a)]

C’est-à-dire :
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Etude de guides d’ondes composés

H(Za,b) = I.Za,b = Za,b

On compose alors par le semi-groupe L :

L(x)(H(Za,b)) = e
R x

a
(−F t+ΛZ0)(s)dsZa,be

R x

a
(−F+Z0Λ)(s)ds

En particulier, cet opérateur est Za,b en a. Enfin, on obtient l’expression de Z en calculant
l’image du résultat précédent par la seconde transformation homographique :

Z(x) =
[

Z0(x) + (I + Z0(x)S(x)) e
R x

a
(−F t+ΛZ0)(s)dsZa,be

R x

a
(−F+Z0Λ)(s)ds

]

[

I + S(x)e
R x

a
(−F t+ΛZ0)(s)dsZa,be

R x

a
(−F+Z0Λ)(s)ds

]

On constate que la valeur de l’impédance pour la partie gauche du guide ne dépend que
d’opérateurs définis sur Ωa et de la valeur Za,b sur la surface commune : elle ne dépend ni
de l’impédance dans Ωb, ni de la forme du guide Ωb. En d’autres termes, si l’on remplace
le demi-guide Ωb par un autre tube ayant une impédance différente mais dont la valeur
en a est encore Za,b, l’impédance de la partie gauche Ωa ne sera pas modifiée.
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Conclusion

Dans ce travail, on a introduit une manière innovante d’aborder la résolution du problème
de Helmholtz dans les guides d’ondes. Cette démarche s’appuie sur la méthode de
plongement invariant et fait jouer un rôle majeur à l’opérateur Dirichlet-to-Neumann
ou Neumann-to-Dirichlet, qui apparâıt dans de nombreux problèmes d’analyse numérique
(cf ensta). Elle permet d’étudier celui-ci sous un angle nouveau : en écrivant l’équation
de Riccati dont il est solution, il est possible d’en obtenir une formule de représentation
simplifiée et de traiter ses singularités.

La première partie est entièrement consacrée à la présentation de la méthode pour une
configuration simple, c’est-à-dire pour un tube cylindrique bouché à une extrémité. On a
envisagé deux formulations, qui font intervenir une frontière mobile se déplaçant d’un bout
à l’autre du domaine, et qui permet d’étudier le problème induit dans le sous-domaine
compris entre cette frontière et une des deux faces du cylindre. Il serait également possible
d’imaginer une factorisation utilisant deux frontières mobiles et la partie du guide comprise
entre ces deux sections, en faisant évoluer chacune d’entre elles du point médian du guide
vers une extrémité.

Par ailleurs, l’un des buts de cette partie était de démontrer l’existence et l’unicité de
la solution de l’équation de Riccati, afin de caractériser entièrement l’impédance par son
équation d’évolution. Compte tenu des difficultés mentionnées au chapitre V, on a retenu
une méthode itérative qui s’appuie fortement sur les propriétés du problème modèle. Il
reste à généraliser ce résultat à des équations de Riccati comportant des termes linéaires.

La deuxième partie s’est donné pour objectif de traiter des cas plus complexes : ainsi,
la méthode a été mise en oeuvre pour des guides avec des conditions absorbantes, ce
qui a permis d’étudier la résolution d’équations de Riccati avec des termes linéaires et
de rechercher dans ce cadre les singularités grâce aux formules de représentation. Elle
a également été adaptée pour des guides coudés, utilisés notamment en optique. Enfin,
on a présenté trois façons de traiter les guides de section variable. Dans ce cas, il est
possible d’obtenir une équation de Riccati pour l’impédance et d’exprimer celle-ci à l’aide
des transformations homographiques, toutefois il est difficile d’exhiber les solutions partic-
ulières nécessaires, même en prenant un cas particulier. Une extension envisageable serait
l’étude d’un guide à faibles variations de section (modèle souvent retenu en acoustique
sous-marine). L’impédance peut alors être développée en série, ce qui rappelle les séries
de Bremmer utilisées dans différents travaux sur le plongement invariant (cf [2], [3]).
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Ainsi, ce travail permet de résoudre le problème de Helmholtz en l’écrivant sous forme fac-
torisée et en faisant apparâıtre un opérateur d’impédance, dont on peut donner l’expression
en étudiant son équation de Riccati.
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Annexe A

Outils mathématiques

A.1 Espaces de Sobolev

A.1.1 Généralités

Dans cette partie, on se contentera de rappeler des résultats et de donner des références
bibliographiques.

Soit Ω un ouvert borné de R
n, de frontière ∂Ω, et D(Ω) l’ensemble des fonctions C∞(Ω)

à support compact. On note L2(Ω) l’espace des fonctions à valeurs réelles telles que :

L2(Ω) =

{

f : Ω 7→ R / f mesurable et

∫

Ω

|f |2(x)dx < +∞
}

.

La norme de cet espace est :

‖f‖L2(Ω) =

[
∫

Ω

|f |2(x)dx
]

1

2

Le produit scalaire associé est :

(f, g)L2(Ω) =

∫

Ω

f(x)ḡ(x)dx.

Soit p ∈ N∗. On appelle espace de Sobolev Hp(Ω) l’espace des fonctions f dans L2(Ω)
telles que leurs dérivées partielles jusqu’à l’ordre p appartiennent à L2(Ω) ; en d’autres
termes :

Hp(Ω) = {f ∈ L2(Ω) / α ∈ Nn , |α| ≤ p ,Dαf ∈ L2(Ω)}.

C’est un espace de Hilbert pour la norme :

211



Généralités

‖f‖Hp(Ω) =







∑

α ,|α|≤p

‖Dαf‖2
L2(Ω)







1

2

Par ailleurs, H1
0 (Ω) est la fermeture dans H1(Ω) de l’ensemble des fonctions de D(Ω).

C’est donc l’espace :

H1
0 (Ω) = {f ∈ L2(Ω) / ∀i ∈ {1, ..., n} , ∂if ∈ L2(Ω) et f |∂Ω = 0},

et il a pour norme :

‖f‖H1
0
(Ω) =

[
∫

Ω

|f(x)|2dx+

∫

Ω

|∇f(x)|2dx
]2

Soit maintenant s un réel quelconque. L’espace de Sobolev à exposant fractionnaire
Hs(Ω) est l’interpolé d’ordre s

n
de L2(Ω) et de Hn(Ω) pour n > s (cf [19] p.6-7-8). Soit

A ∈ L(Hn(Ω)) l’opérateur symétrique tel que :

(Au, v)Hn(Ω) = (u, v)L2(Ω) ∀u, v ∈ Hn(Ω).

Comme L2(Ω) est compact dans Hn(Ω) et A est symétrique, alors, celui-ci est diagonal-
isable dans une base ωn orthogonale à la fois pour L2(Ω) et Hn(Ω) :

Aωn = Λnωn ∀n

On caractérise alors Hn(Ω) par :

Hn(Ω) =

{

u =
∑

n

unωn /
∑

n

|un|2‖ωn‖2
Hn(Ω) < +∞

}

Cela permet de donner la définition suivante pour Hs(Ω) :

Hs(Ω) =

{

u =
∑

n

unωn /
∑

n

|un|2‖ωn‖2 s
n

Hn(Ω)‖ωn‖2(1− s
n

)

L2(Ω) < +∞
}

Soit alors (Ψn)n∈N la base orthonormée de L2(Ω) constituée des vecteurs propres du Lapla-
cien sur Ω avec condition de Dirichlet sur ∂Ω et (λn)n∈N la suite des valeurs propres
associées. Dans cette base, les espaces usuels ont pour définition équivalente :

L2(O) =

{

u =
∑

n

unΨn /
∑

n

|un|2 < +∞
}

H1
0 (O) =

{

u =
∑

n

unΨn /
∑

n

(1 + λn)|un|2 < +∞
}

212



Outils mathématiques

H
1

2

00(Ω) est le demi-interpolé de H1
0 (Ω) et de L2(Ω) (cf [19], théorème 11.7 p. 72). On a

la caractérisation suivante :

H
1

2

00(O) =

{

u =
∑

n

unΨn /
∑

n

(1 + λn)
1

2 |un|2 < +∞
}

Enfin, pour s ∈ R+, on désigne par Hs
0(Ω) la fermeture de D dans Hs(Ω).

Pour s, s′ non demi-entiers, l’interpolé entre Hs
0(ω) et Hs′

0 (Ω) d’ordre θ (avec θ ∈]0, 1[),
est Hθs+(1−θ)s′, sauf si θs + (1 − θ)s′ est un demi-entier (cf [19], théorème 11.6 p.70).

A.1.2 Espaces duaux

On note Hs(Ω)′ le dual de l’espace Hs(Ω) ; c’est l’espace des formes linéaires continues
sur Hs(Ω).

Théorème A.1 Théorème de représentation de Riesz-Fréchet : pour tout ϕ ∈ H s(Ω)′,
il existe un unique f ∈ Hs(Ω) tel que :

< ϕ, v >Hs(Ω)′×Hs(Ω)= (f, v)Hs(Ω) ∀v ∈ Hs(Ω).

On identifie L2(Ω) à son dual, mais on n’identifie pas H1
0 (Ω) et son dual.

On note H−s(Ω) le dual de Hs
0(Ω). On montre que H−s(Ω) = Hs(Ω)′ pour s ∈ [0,

1

2
[.

Cas particulier : On désigne par H−1(Ω) le dual de H1
0 (Ω).

Pour s > 0, on a le schéma :

Hs(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−s(Ω)

avec injections continues et denses.

Si l’on applique le théorème de représentation de Riesz à la base des Ψn, on obtient la

caractérisation suivante pour H
1

2

00(O)′ :

H
1

2

00(O)′ =

{

u =
∑

n

unΨn /
∑

n

(1 + λn)−
1

2 |un|2 < +∞
}

Remarque A.1 H− 1

2 (Ω) est le dual de H
1

2 (Ω), mais pas celui de H
1

2

00(O)′ ( cf [19],
remarque 12 p. 78).

213



Théorème de trace

A.1.3 Théorème de trace

Soit Ω un cylindre de R
n :

Ω = ∪0≤x1≤aΓx1
, où Γx1

ouvert régulier de Rn−1.

Un point de Ω est noté x = (x1, x2, ..., xn) ou (x1, z) par abus de notation. Soit b ∈ [0, a].
L’application trace de R

n sur Γb :

γ : f 7−→ (z 7→ f(b, z))

est bien définie pour f ∈ Hs(Ω) et s > 1
2

et continue de Hs(Ω) vers Hs− 1

2 (Γ). De plus, γ
est surjective (cf [19], théorème 3.2 p.25).

A.2 Résolution du problème de Helmholtz

Dans cette seconde partie, on s’intéresse au caractère bien posé ou non des différents
problèmes présentés : il s’agit ici d’étudier l’existence et l’unicité des solutions du problème
de Helmholtz pour un guide d’ondes avec différentes conditions aux bords. Les deux pre-
miers cas correspondent aux configurations du chapitre VI, le troisième au guide cylin-
drique bouché qui fait l’objet de toute la première partie et plus précisément du chapitre
II. On présentera tout d’abord un outil utilisé tout au long de ce paragraphe : l’alternative
de Fredholm.

Alternative de Fredhom : Soit E un espace de Banach, A ∈ L(E) un isomorphisme
et K ∈ L(E) un opérateur compact. Alors :

• ou bien pour tout f ∈ L(E) l’équation Au−Ku = f admet une solution unique,

• ou bien l’équation homogène admet n(> 0) solutions linéairement indépendantes.

x

z

Ω

Σ

Σ

O O

0 a
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A.2.1 Guide avec une condition absorbante

On souhaite démontrer que le problème (P) :

(P)







−∆y = k2y + f dans Ω ;

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
|Γ0

= y0 ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= H ;

où f ∈ L2(Ω), y0,H ∈ H
1

2

00(O)′, et y est cherché dans V = H1(0, a;L2(O))∩L2(0, a;H1
0 (O)),

admet une solution unique.

Soit ϕ ∈ V . Alors la formulation variationnelle du problème s’écrit :

∫

Ω

∆yϕ̄+ k2

∫

Ω

yϕ̄ = −
∫

Ω

fϕ̄

D’après la formule de Green, on a :

−
∫

Ω

∇y∇ϕ̄+

∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ + k2

∫

Ω

yϕ̄ = −
∫

Ω

fϕ̄

Le terme de bord vaut :
∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ =

∫

Σ

∂y

∂n
ϕ̄+

∫

Γa

∂y

∂x
ϕ̄−

∫

Γ0

∂y

∂x
ϕ̄

Comme ϕ̄ s’annule sur le bord latéral, l’intégrale sur Σ est nulle. On en déduit que :

∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ =

∫

Γa

Hϕ̄− ik

∫

Γa

yϕ̄−
∫

Γ0

y0ϕ̄

Finalement, il vient :

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄+ ik

∫

Γa

yϕ̄ =

∫

Ω

fϕ̄+

∫

Γa

Hϕ̄−
∫

Γ0

y0ϕ̄

On pose :















a(y, ϕ) =

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄+ ik

∫

Γa

yϕ̄

b(ϕ) =

∫

Ω

fϕ̄+

∫

Γa

Hϕ̄−
∫

Γ0

y0ϕ̄

On définit (théorème de Riesz) l’application linéaire A sur V et le vecteur B ∈ V tels
que :
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





A : V → V
y 7→ Ay tel que (Ay, v)V = a(y, v) ∀v ∈ V

B ∈ V tel que (B,ϕ)V = b(ϕ) ∀ϕ ∈ V

Le problème à résoudre s’écrit alors :

Ay = B (A.1)

On va montrer que A est un isomorphisme. Pour ce faire, on va le décomposer comme la
somme d’un opérateur coercif C et d’un opérateur compact K :

A = C +K, avec































C : V → V

y 7→ Cy tel que (Cy, v)V =

∫

Ω

∇y∇v +

∫

Ω

yv + ik

∫

Γa

yv

K : V → V

y 7→ Ky tel que (Ky, v)V = −(k2 + 1)

∫

Ω

yv

Tout d’abord, on prouve que C est coercif :

D’une part, C est continu. D’autre part, pour y = v, on a :

|(Cy, y)V |2 = (y, y)2
V + k2

∫

Γa

|y|2 ≥ (y, y)2
V ,

d’où le résultat.

On montre ensuite que K est compact :

D’après le théorème de Rellich, V ↪→ L2(Ω) est une injection compacte. Soit alors (yn)n∈N

une suite bornée dans V , on peut donc en extraire une sous-suite convergente dans L2(Ω).
Pour cette sous-suite, on a, avec v ∈ V quelconque :

(K(yn − ym), v)V = −(k2 + 1)

∫

Ω

(yn − ym)v

On en déduit que :

|(K(yn − ym), v)V | ≤ (k2 + 1)‖yn − ym‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

Et par conséquent :

|(K(yn − ym), v)V | ≤ (k2 + 1)‖yn − ym‖L2(Ω)‖v‖V
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Il en résulte que :

‖K(yn − ym)‖V ≤ (k2 + 1)‖yn − ym‖L2(Ω)

Or, (yn) est de Cauchy dans L2(Ω), donc Kyn est de Cauchy dans V. Cela signifie que
cette sous-suite converge, K est donc compact.

D’après l’alternative de Fredholm, on en déduit que A est un isomorphisme si et seulement
s’il est injectif.

A est effectivement injectif :

En effet, soit y ∈ V tel que Ay = 0. On en déduit que (Ay, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ V .

Cela signifie que :

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄ = −ik
∫

Γa

yϕ̄

Lorsque y = ϕ, le membre de gauche est réel, celui de droite est imaginaire pur. Ils sont
donc tous les deux nuls, d’où :

∫

Γa

|y|2 = 0

On en déduit que :

y = 0 sur Γa.

Par conséquent on a, pour tout ϕ ∈ V :

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄ = 0 (A.2)

Cette relation est vérifiée en particulier pour les fonctions ϕ de classe C∞ s’annulant sur
le bord de Ω, il vient alors :

∆y + k2y = 0 au sens des distributions.

y est donc un élément de H1(∆; Ω).

Une intégration par parties de (A.2) donne :

∫

Ω

∆yϕ̄+ k2

∫

Ω

yϕ̄ =

∫

Γa∪Γ0

∂y

∂n
ϕ̄

Or, y vérifie ∆y + k2y = 0 au sens des distributions, donc au sens L2(Ω) ; on en déduit
que :
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∂y

∂n
= 0 sur Γa ∪ Γ0.

y vérifie donc les propriétés suivantes :



















y = 0 sur Γa ;

∂y

∂n
= 0 sur Γa ;

∆y + k2y = 0 dans Ω .

Donc, d’après le théorème de continuation unique (cf [14], annexe B), y ≡ 0 sur Ω.

Par conséquent, A est injectif, et c’est un isomorphisme.
On en déduit que le problème (A.1), et donc (P), admet une solution unique : on dit qu’il
est bien posé.

A.2.2 Guide avec deux conditions absorbantes

On souhaite démontrer que le problème (P) :

(P)







−∆y = k2y + f dans Ω ;

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
− iky|Γ0

= H ;
∂y

∂x
+ iky|Γa

= G ;

où f ∈ L2(Ω), H, G ∈ H
1

2

00(O)′ et y est cherché dans V = H1(0, a;L2(O))∩L2(0, a;H1
0 (O)),

admet une solution unique.

On met en oeuvre la même démarche que pour le cas précédent. Soit donc ϕ un élément
quelconque de V . La formulation variationnelle du problème devient, après avoir appliqué
la formule de Green :

−
∫

Ω

∇y∇ϕ̄+

∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ + k2

∫

Ω

yϕ̄ = −
∫

Ω

fϕ̄

Cette fois, le terme de bord s’écrit :

∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ =

∫

Γa

∂y

∂x
ϕ̄−

∫

Γ0

∂y

∂x
ϕ̄

L’intégrale sur Σ est nulle pour la même raison que dans le premier cas. En remplaçant
les dérivées partielles par les conditions sur les deux faces, il vient :

∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ =

∫

Γa

Gϕ̄− ik

∫

Γa

yϕ̄−
∫

Γ0

Hϕ̄− ik

∫

Γ0

yϕ̄
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On obtient finalement :
∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄+ ik

∫

Γa

yϕ̄+ ik

∫

Γ0

yϕ̄ =

∫

Ω

fϕ̄+

∫

Γa

Gϕ̄−
∫

Γ0

Hϕ̄

On pose :















a(y, ϕ) =

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄+ ik

∫

Γa

yϕ̄+ ik

∫

Γ0

yϕ̄

b(ϕ) =

∫

Ω

fϕ̄+

∫

Γa

Gϕ̄−
∫

Γ0

Hϕ̄

On définit l’application linéaire A sur V et le vecteur B ∈ V tels que :







A : V → V
y 7→ Ay tel que (Ay, v)V = a(y, v) ∀v ∈ V

B ∈ V tel que (B,ϕ)V = b(ϕ) ∀ϕ ∈ V

Comme précédemment, on décompose A sous la forme A = C +K, avec































C : V → V

y 7→ Cy tel que (Cy, v)V =

∫

Ω

∇y∇v +

∫

Ω

yv + ik

∫

Γa

yv + ik

∫

Γ0

yv

K : V → V

y 7→ Ky tel que (Ky, v)V = −(k2 + 1)

∫

Ω

yv

C vérifie la minoration :

|(Cy, y)V | ≥ Re(Cy, y) ≥ (y, y)2
V

On en déduit que C est coercif. Par un raisonnement analogue à celui du paragraphe
précédent, on vérifie que K est compact. Ainsi, A est un isomorphisme si et seulement
s’il est injectif.

Pour vérifier ce point, soit y ∈ V vérifiant Ay = 0 ; alors, pour tout ϕ ∈ V , (Ay, ϕ) = 0.
Cela signifie que :

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄ = −ik
∫

Γa

yϕ̄− ik

∫

Γ0

yϕ̄

En pariculier, si ϕ = y, le membre de gauche est réel, celui de droite, imaginaire pur. Il
en résulte que :

∫

Γa

|y|2 +

∫

Γ0

|y|2 = 0.
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Comme chacun des termes est positif, les deux intégrales sont nulles, et :

y = 0 sur Γ0 ∪ Γa.

Le même argument que pour la configuration précédente permet d’obtenir :



















∂y

∂n
= 0 sur Γ0

y = 0 sur Γ0

∆y + k2y = 0 dans Ω

Le principe de continuation unique permet également de conclure que y ≡ 0 dans Ω, donc
que A est injectif. Ainsi, le problème admet une solution unique, et il est donc bien posé.

A.2.3 Tube bouché en a

On souhaite démontrer que le problème (P) :

(P)







−∆y = k2y + f dans Ω ;

y|Σ = 0 ;
∂y

∂x
|Γ0

= y0 ; y|Γa
= y1 ;

où f ∈ L2(Ω), y0 ∈ H
1

2

00(O)′, y1 ∈ H
1

2

00(O), et y est cherché dans V = H1(0, a;L2(O))∩
L2(0, a;H1

0 (O)),

est mal posé pour certaines valeurs de k, c’est-à-dire qu’il n’admet pas toujours une
solution.

A cette fin, on écrit comme précédemment la formulation variationnelle du problème en
utilisant un élément ϕ de V :

−
∫

Ω

∇y∇ϕ̄+

∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ + k2

∫

Ω

yϕ̄ = −
∫

Ω

fϕ̄

Le terme de bord a pour expression :
∫

∂Ω

∂y

∂n
ϕ̄ = −

∫

Γa

y1
∂ϕ̄

∂x
+

∫

Γ0

y0ϕ̄

On obtient finalement :
∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄ =

∫

Ω

fϕ̄−
∫

Γa

y1
∂ϕ̄

∂x
+

∫

Γ0

y0ϕ̄

On pose :
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













a(y, ϕ) =

∫

Ω

∇y∇ϕ̄− k2

∫

Ω

yϕ̄

b(ϕ) =

∫

Ω

fϕ̄−
∫

Γa

y1
∂ϕ̄

∂x
+

∫

Γ0

y0ϕ̄

On définit l’application linéaire A sur V et le vecteur B ∈ V tels que :







A : V → V
y 7→ Ay tel que (Ay, v)V = a(y, v) ∀v ∈ V

B ∈ V tel que (B,ϕ)V = b(ϕ) ∀ϕ ∈ V

Le problème à résoudre s’écrit alors :

Ay = B (A.3)

A s’écrit encore sous la forme A = C +K, où















C : V → V y 7→ Cy tel que (Cy, v)V =

∫

Ω

∇y∇v +

∫

Ω

yv

K : V → V y 7→ Ky tel que (Ky, v)V = −(k2 + 1)

∫

Ω

yv

(Cy, v)V est en fait le produit scalaire (y, v)V dans V : C est donc l’identité.

K est compact (voir démonstration précédente), continu, symétrique, donc autoadjoint
et diagonalisable dans une base orthogonale de vecteurs propres (wn)n∈N (cf [8]). On
note (λn)n∈N la suite des valeurs propres associées. La compacité de K indique que
λn →n→+∞ 0. On décompose alors y et B dans cette base :











y =
∑

n

ynwn

B =
∑

n

Bnwn

Si y est solution du système, alors il vérifie le sytème d’équations scalaires :

∀n, (1 − (1 + k2)λn)yn = Bn,

S’il existe n ∈ N tel que (1 − (1 + k2))λn = 0, alors :

• soit l’un de ces n est tel que Bn 6= 0, et dans ce cas il n’existe pas de solution au
problème ;

• soit Bn = 0 pour tout n, dans ce cas l’ensemble des solutions est un espace vectoriel
de dimension n et il n’y a pas unicité (on vient de retrouver l’alternative de Fredholm).

Ceci prouve que le problème est mal posé.
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gation d’ondes en régime harmonique ; le théorème de Borg pour l’équation de Hil
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