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Introduction

En acoustique sous-marine, il est primordial pour les concepteurs et les utilisateurs de
sonars de connaitre le champ de pression di a une source acoustique (cf[26], [7]). Dans
cette discipline, le domaine d’étude est modélisable par un guide d’ondes : en effet, la
hauteur caractéristique est nettement inférieure aux ordres de grandeur dans les autres
directions, et la longueur d’onde est négligeable par rapport a celles-ci. Des lors, il importe
de proposer des modélisations qui tiennent compte de ces spécificités. Les techniques
numériques classiques, telles que les méthodes de différences finies ou d’éléments finis (cf
[30]), vont conduire & un systeme d’équations faisant intervenir un tres grand nombre
d’inconnues, lié au nombre de mailles créées pour discrétiser le domaine : il faudra donc
composer avec un temps de calcul élevé et un espace de mémoire suffisamment grand pour
pouvoir stocker les données du calcul.

Ya Yan Lu (cf [20], [21], [22], [24], [23]) a proposé une alternative, tirant profit des
propriétés de ce domaine étendu : il reformule le probleme de départ en un ”probleme
aux deux bouts”. En d’autres termes, il transforme I'équation aux dérivées partielles
initiale en un systeme d’équations d’évolution du premier ordre pour lesquelles la variable
de temps choisie est celle de 'axe du guide. Le coeur de la démarche est 'introduction
d’un opérateur aux dérivées partielles du premier ordre permettant d’écrire le probleme
sous forme factorisée.

L’objectif de la these est d’approfondir ’étude théorique de cette méthode de factorisa-
tion pour I’équation des ondes acoustiques. La méthode choisie fait appel a la technique
de plongement invariant, issue de la théorie du controle, et permet d’obtenir un systeme
d’équations différentielles ordinaires tres proche de celui de Ya Yan Lu. En revanche, on
proposera de nouveaux moyens d’approche de 'opérateur du premier ordre, également
appelé impédance acoustique (cf [27]), dont une formule permettant d’étudier ses singu-
larités plus facilement.

La propagation des ondes acoustiques en régime harmonique est régie par 1’équation de
Helmholtz dans le guide d’ondes, et 'on impose différentes conditions sur les bords de
celui-ci. On introduit dans le domaine une frontiere mobile, correspondant a une section
transversale, sur laquelle on choisit une condition arbitraire de méme type que les con-
ditions sur les bords. On cherche alors a résoudre le probleme dans la partie du guide
comprise entre I'une de ses faces et cette frontiere mobile. On fait ensuite évoluer celle-ci
le long de 'axe de propagation jusqu’a ce que I'on retrouve le domaine complet. Cela
permet de définir un opérateur aux dérivées partielles du premier ordre reliant la solu-
tion de I'équation a la condition arbitraire : il peut s’agir par exemple d'un opérateur
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Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-to-Dirichlet. I dépend de la position de la frontiere
mobile, et il vérifie une équation de Riccati, i.e. une équation différentielle avec des termes
quadratiques.

L’introduction de cette impédance permet a la fois de factoriser le probleme de Helmholtz
et de I’écrire sous la forme d’un systeme découplé d’équations différentielles ordinaires ;
I'une des variables est la solution du probleme, 'autre est la partie affine apparaissant
dans la relation liant solution et opérateur. La résolution s’effectue alors en deux temps
et s’apparente a la méthode de Gauss de factorisation “LU” : en premier lieu, on résout
I’équation de Riccati pour 'impédance et 'EDO de la partie affine, et ce calcul est effectué
dans le méme sens que le déplacement de la frontiere mobile. Ensuite, on recherche la
solution du systeme en parcourant le guide dans le sens opposé.

Pour un probleme donné, la méthode de factorisation n’est pas unique : d’une part,
on peut envisager d’appliquer le plongement invariant a la famille des sous-domaines
complémentaires. La frontiere mobile se déplacera alors dans 'autre sens et la méthode
fera intervenir un autre opérateur. D’autre part, il est possible de modifier le type de
condition que I'on imposera sur la frontiere. Cette étude sera 1’objet du chapitre VI.

Une fois le probleme de départ factorisé, on va étudier I’équation de Riccati afin d’en tirer
des informations sur 'impédance généralisée. Celle-ci peut admettre des singularités, ce
qui se produit notamment pour un probleme mal posé. Une premiere méthode consiste
a écrire une décomposition modale dans une base de fonctions propres et a résoudre
I’équation dans ce cadre ; cependant, les limites de cette démarche apparaissent des que
ses coefficients ne sont plus diagonalisables.

On va donc proposer une autre approche, inspirée de la théorie du controle. A cette
fin, on montrera que 'opérateur est homographiquement semblable & un semi-groupe non
linéaire, c’est-a-dire que son image par une transformation homographique est solution
d’'une équation de Lyapunov. Cette formule permet de trouver d’une maniere simple
les points de discontinuité, également appelés résonances de boite. Il suffit pour cela
de rechercher les éventuelles valeurs propres nulles du dénominateur de 'homographie.
En outre, elle permet de continuer le calcul apres avoir traversé une singularité. Il est
également possible d’envisager 1’étude de guides d’ondes composés.

Plan de la these

Ce document comporte deux parties :

Premiere partie : Etude du guide d’ondes cylindrique

Dans un premier temps, on étudiera un probleme modele qui permet de comprendre les
enjeux de la méthode de factorisation.

viil
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Le premier chapitre résume les fondements bibliographiques de ces travaux, qu’ils s’appuient
sur I'acoustique ou la théorie du controle.

Le deuxieme présente la factorisation du probleme de Helmholtz par plongement invari-
ant pour un guide bouché de section constante, en s’inspirant d’un papier de J.Henry et
d’A.Ramos sur la factorisation du probleme de Poisson. Deux formulations sont envis-
ageables, qui font apparaitre un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-
to-Dirichlet. Tous deux sont solutions d’une équation de Riccati et présentent des singu-
larités, appréhendées par une décomposition modale.

Le troisieme chapitre met en évidence les liens de cette méthode avec la théorie du controle,
dont elle s’inspire.

Enfin, le quatrieme chapitre explique comment obtenir une expression simplifiée de ces
opérateurs en s’appuyant sur leur équation de Riccati. En s’inspirant encore de la théorie
du controle, on montre qu’ils sont semblables a un semi-groupe non linéaire par une
transformation homographique. L’obtention d’une, ou de deux, solution particuliere de
cette équation permet alors de connaitre leur valeur en tout point du guide sans avoir a
résoudre le probleme de Helmholtz, et notamment de connaitre leurs points de singularité.
En particulier, I’expression obtenue est intrinseque : en d’autres termes, elle s’affranchit
des bases de fonctions propres de I'espace d’étude.

Deuxieme partie : Applications et extensions

Cette partie est axée sur I'adaptation des résultats précédents a des géométries ou des
problemes plus complexes. Les premiers exemples proposés sont tres proches du probleme
modele, les suivants s’en écartent davantage.

Le cinquieme chapitre modifie uniquement les conditions sur les bords du probleme de
départ. Des conditions absorbantes sont substituées aux conditions de type Neumann
ou Dirichlet et permettent d’obtenir un probleme bien posé. Plusieurs factorisations sont
envisageables, qui font intervenir des opérateurs différents, solutions d’équations de Riccati
avec termes linéaires. Pour chacun d’entre eux, on donnera leur formule de représentation,
qu’on exploitera également pour déterminer leurs singularités.

Le sixieme chapitre donne des clés pour factoriser le probleme de Helmholtz dans un guide
de section variable et propose trois démarches : une méthode intégrale qui repose sur une
formulation variationnelle, une méthode de décomposition de 'opérateur dans une base
de Hilbert-Schmidt, et une transformation du probléme par un changement de variables
permettant de se ramener a un guide de section constante.

Enfin, le septieme chapitre explore la factorisation du probleme de Helmholtz dans un
guide coudé.
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Etude du guide d’ondes cylindrique






Chapitre 1

Motivations

Ce chapitre a pour but de présenter les fondements de la méthode de factorisation des EDP
trouvés dans la littérature. V. Pagneux (cf [27]) a introduit la factorisation du probleme
de Helmholtz pour étudier les ondes acoustiques dans des guides : cette méthode fait
apparaitre une "impédance acoustique” tres proche de I'opérateur Neumann-to-Dirichlet
qui sera étudié dans le chapitre II (cf I1.2), et qui relie la vitesse du fluide & sa pression.

On présentera ensuite rapidement I'outil mathématique utilisé tout au long de la these
pour factoriser des EDP : il s’agit du plongement invariant, qui a fait 'objet de travaux
de Bellman (cf [2], [5], [4]). Cette méthode a notamment été mise en oeuvre pour analyser
les solutions d’équations d’ondes ; elle consiste a faire varier légerement les dimensions du
domaine et a étudier les perturbations qui en résultent.

Enfin, on présentera une factorisation du probleme de Helmholtz orientée vers les simu-
lations numériques (cf [22]).

1.1 L’équation de Riccati en acoustique

Dans cette partie, on va décrire les différents phénomenes physiques intervenant lors de la
propagation d'une onde acoustique dans un guide de section variable. Une décomposition
modale des inconnues du probleme va permettre de résoudre celui-ci d’une maniere origi-
nale : elle va faire apparaitre une équation de Riccati pour 'impédance acoustique, reliant
vitesse et pression du fluide. Celles-ci seront ensuite calculées en résolvant des équations
différentielles ordinaires. Dans un premier temps, on va donc étudier la forme générale des
solutions avant de définir I'impédance ou de chercher a écrire une équation différentielle
pour celle-ci.
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1.1.1 Les équations du probleme

On considere un guide d’ondes €2 de section variable a symétrie radiale, constitué d’un
milieu adiabatique et linéaire, et I’on étudie la propagation des ondes acoustiques dans ce
milieu. On note c la célérité du son et pg la densité de 'air. On appelle z la coordonnée le
long de I'axe longitudinal et r la coordonnée radiale. La section du guide est notée S(z).

Fic. 1.1: Guide d’ondes a symétrie radiale

Les équations décrivant le phénomene de propagation font intervenir v, la vitesse de
la particule, et p, la pression acoustique. Pour simplifier, on n’écrira pas le facteur de
dépendance en fonction du temps exp(jwt). Les équations de conservation de la masse et
du mouvement s’écrivent :

div v= —]—w2p
PoC
_ 1
Jjwv = ——Vp
Po

En combinant ces deux équations, on obtient I’ équation de Helmholtz dont p est solution :

w
(A+EHp=0,ouk=—.
c
Par ailleurs, on impose au bord du guide d’ondes une condition de type Dirichlet ou
Neumann pour p, comme cela sera précisé par la suite.

Dans un premier temps, on cherche a résoudre cette équation dans H'(f2) grace a une
décomposition modale. A cette fin, on écrit le laplacien sous la forme :
0u
Au(r,z) = —(r,z) + A u(r, z),
(r,2) = 5 3(r,2) + Ayu(r, 2)

ou A représente le laplacien “transversal” pour la section S(z). Or, pour z fixé, cet
opérateur est diagonalisable dans H'(S(z)) avec une condition de Dirichlet (cette propriété
sera détaillée dans le chapitre I1, 3e section), et il admet une base orthogonale de fonctions
propres (V,,)nen. Celle-ci vérifie la relation :

4
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/ U,(r, 2)W;(r, z)dr = S(2)6; ;
S(z)
AL T(r,2) = —a2(2)W(r, 2)
A présent, on va décomposer la solution p de I’équation de Helmholtz. Comme elle est

dans Despace H'(€2), sa trace sur la section S(z), pour z fixé, appartient & H2(S(z)). On
peut donc écrire son expression dans la base des W, :

p(r,z) = L1 P (2)W,(r, 2) ot P,(z) = /S( )p(r, 2)U,(r, 2)dr.

Comme v est aussi dans H}! | on décompose cette fonction de la méme maniere :

locy

1 +o0
v(r,z) = %Enlen(z)\I’n (r, 2)

On notera U(z) et P(z) les vecteurs-colonnes de coefficients (U, (2))n et (Py(2))n.

1.1.2 Ecriture modale des solutions

L’étape suivante consiste a exploiter cette décomposition modale pour obtenir des équations
sur les vecteurs U et P et faire apparaitre I'impédance acoustique. Une premiere approche
permet d’écrire un systeme différentiel couplé pour ces deux inconnues ; la méthode ne
fait aucune approximation, cependant le systeme ne peut étre exploité facilement. On
proposera donc ensuite un modele discrétisant le guide.

1.1.2.1 Modéle continu

Dans cette section, on cherche a transformer les équations de conservation en équations
sur les coefficients U, et P,. Pour ce faire, on exploite dans un premier temps la définition
des coefficients :

P.(2) = (p, V) s(z) = /S( )p(r, 2\, (r, z)dr

Afin de les faire apparaitre dans les équations de conservation, on multiplie les équations
du probleme de départ par ¥, et on integre la relation obtenue sur le domaine S(z).
L’équation de conservation du mouvement devient ainsi :

/ M\Ifn(r,z)drz_/ Jpwvs(r, z) ¥y (r, z)dr
s 0% S5(2)

On transforme cette équation grace a la formule de Leibniz :

5
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[ w9 2,2 = i( | w2 ds)— | st zar
S(z) 0z dz S(z) S(2) 0z
—j{ p(r, 2)W,(r, 2) R (2)dr
05(z)

ou R'(z) représente la dérivée du rayon du guide d’ondes et 0S(z) la frontiere de la section
S(z). On en déduit que :

— Jjpwv,(r, 2)W,(r,z)dr = (SP,) (z) — Z U, (r, z)%(r, 2)dr | Py(z)dr
/S(z) — (/S(z) 9z
Y

On pose alors :

Apn(2) = / U, (r, z)%(r, z)dr
S(z) 82

Bo(2) = f U, (v, 2) 0, (r, 2) R (2)dr
0S5(z)
Ceci permet de simplifier la formule précédente :
(SPa)'(2) = =jpwUn(2) + > (Amn + Bunn)(2) Pur(2)

C’est-a-dire :

Pr() = —MU n Z A B (z) — S’(z)5mnpm(z>

On note © la matrice de taille infinie d’expression :

1

O(z) = m

(A(z) + B(2)) = 1

La matrice P des coefficients pour la pression est donc solution d’une équation différentielle
matricielle :
dP _ jpw S’

i SU+S®P

) C s . . Jw s
Un raisonnement analogue appliqué a I'équation div v = ———p permet d’écrire que :
PoC
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U (2) = — 22 (12 — a2)P SE:/ Z(r@mU()

Ce qui s’écrit sous la forme matricielle :

avu ]S 1
— “—KP =U,
dz  wp T3 S

olt K est la matrice diagonale dont le n-iéme coefficient est k? —a?2 et = a pour coeffecients

. . ov
les produits scalaires / W, (7, 2)—=
S(z) 0z
d’équations différentielles couplées :

(r,z)dr. On a donc obetnu un systeéme linéaire

dP _ jpw S’
— = P
&=~ gUtE°
aUu 78 1
iy g

dz wp T3 S =U

Une telle méthode permet d’obtenir P, et U] de maniere rigoureuse ; en revanche, il
est difficile de simplifier leurs expressions ou de comprendre a quel phénomene physique
chaque terme est relié. On va donc approcher le modele par un autre, plus simple, dans
ce but.

1.1.2.2 Modéle discret

On va approcher le guide d’ondes par un modele discret : un guide constitué de segments
cylindriques de section constante.

|

F1a. 1.2: Guide discrétisé

Lorsque I'on étudie la propagation d’une onde acoustique dans un tel milieu, il faut prendre
en compte deux phénomenes : la propagation de 'onde dans un cylindre et la traversée
d’une discontinuité (lorsque 'on passe d'un segment a un autre).

Dans un premier temps, on va écrire les équations sur U,, et P, pour le cylindre de section
constante. La pression de 'onde acoustique est solution de I'’équation de Helmholtz :

7
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(A + k?)p = 0. La décomposition de p dans la base des fonctions propres ¥; permet de
trouver I’équation vérifiée par les coefficients de p. Comme dans ce cas la section du guide
d’ondes est constante, les fonctions de base ne dépendent plus de la variable z et il est
possible de dériver I'expression de p terme a terme. On a en effet :

D= WP =Y P
0 (y.2) = 5P )
On en déduit notamment que :

PG = [ wnpl

S(z)

(Ces calculs seront détaillés au cours du chapitre suivant). Il est maintenant possible
d’exprimer le laplacien de p dans la base des fonctions propres :

= XZ: Pi(z)AL dz2 Wy (

L’équation de Helmholtz s’écrit donc sous la forme :

&P

RPN = 5 (R ) - ) ) W)

On en déduit que :

dzPi 2 2
~E5 ) = (= a))P(2)

Les coefficients sont donc de la forme :
Py(z) = A;cos <\/k;2 —a z) + B; sin < k2 — oz?z)

L’exploitation de la condition sur le bord permet de préciser les valeurs des constantes A;
et BZ

On va maintenant évaluer les coefficients de la vitesse de propagation. Celle-ci vérifie la
relation :

9p
0z

On en déduit ’équation sur les coefficients :

Cil]j (2) = \/m (—AZ- sin (\/EZ) + B; cos (Mz)) = _J%UZ(Z)

8

= —Jpwu,
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D’ou 'expression de U :

Ui(z)zi—i k? — o2 (—Aisin(\/ﬁ—afz)—l—BiCOS( k2 — a? ))

Sans perdre de généralité, on peut écrire que :

S
P0) = 4, et U;(0) = 22\ /k2 — a2B;
pw

On pose k; = \/k? — a?. On peut maintenant exprimer P; et U; en 2z = d en fonction de
leurs valeurs a l’origine :

pw

Pi(d) = P;(0) cos(k;d) + Ui(o)jSki sin(k;d)

Ui(d) = —]_f’g‘zia(()) sin(k;d) + Uy (0) cos(kid)

On définit les matrices diagonales Dy, Dy, Z. de coefficients respectifs :

D} = cos(k;d),
D2 — jsin(kid),

pw
Zi - .
kS

On a alors le systeme suivant :
Pi(d) = F,(0)D} — D}U;(0)Z;

En inversant ce systeme d’équations et en désignant par Uy, Fy, Uy, P; les valeurs de U
et P en z =0 et z = d respectivement, on obtient :

Py=DP, + Dy Z .Uy
Uy = DQZC_IP1 + DU

On remarque en particulier que cette solution est valable quelle que soit la condition au
bord choisie.

En introduisant 'impédance acoustique, il vient :

ZoUy = D1Z,Uy + Dy Z.Uq
Uy = DQZC_1Z1U1 + DU,
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On en déduit en particulier les relations suivantes :

Zo=(D1Z1+ Do Z.) (Do Z7' Z1 + Dy) 7!
U1 = ( DQZ (Zo — Zc) + 6_]kid)U0

On considere maintenant le cas ol le guide d’ondes présente une discontinuité en zq fixé.
En ce point, la section passe de S; a S3. On suppose que S; € S;. On note p; et vy
la pression et la vitesse avant la discontinuité, ps et vy apres la discontinuité. Sur Si, la
pression et la vitesse sont continues a la traversée de la discontinuité ; sur Sy — Sy, la
vitesse vy est nulle. En revanche les fonctions de base ¥; dépendent de z et aussi de la
surface de la section du guide d’ondes ; elles sont donc différentes de part et d’autre de la
discontinuité et on les notera respectivement Wq; et Wy;. Les coefficients de la vitesse et
de la pression dans cette base sont donc modifiés lorsque 'onde traverse la discontinuité.

Afin de trouver la matrice de passage entre les coefficients, on écrit les relations entre p1,
v1 et pa, vy dans la base des W;. Sur la surface commune S7, p et v sont continues, donc :

Z‘PUTZO Plz Z\If2,rz0 P2z
Slz‘;[lll T, ZO)Ulz_ S Z\IIQZ TZO)U2Z

En multipliant chacune de ces équations par une fonction de base ¥ ; et en intégrant sur
Sy, il vient :

/ Z \Iflj (7’, Zo)\If”(T, Z())Pljd’f’ = / Z \Ifgj(r, Zo)\Ifli(’f’, Z()>P2jd7"
S1 j S1 j

Ce qui s’écrit encore :

ZPU/ Wy (r, 20) Wy (r, 20)dr = ZPQJ/ Wy, (7, 20) Wy (r, 20)dr

S1

C’est-a-dire :
. 1
Py = Z Py Fi(2), ou Fi;(20) = T Wy, (7, 20)Wa;(r, 20)dr.
- 1J3
J
De méme, la deuxieme équation donne :

SQZUQZ/ \IIQZ ’l“ Zo)quj(’f’ ZQ 7’ SQZUQZ/ \IIQZ ’l“ Zo)quj(’f’ ZQ)CZT’

Comme le membre de gauche vaut Z Us,idi; =Usj, on a:

)

10
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Uyj = ZUQZ/ Wy (7, 20)Wa (1, 20)dr = 5 ZU“/ Uy (7, 20)Wa (7, 20)dr

St

On en déduit que :
U2] = Z UuFij(Zo)

On nomme F' la matrice carrée de taille infinie dont les coefficients sont Fj;. On obtient
ainsi les relations matricielles :

P =FP
U, = F'U;

On introduit 'impédance Z définie par la relation matricielle entre les coefficients :

| P=2zU |

Z est donc une matrice de taille infinie, et elle relie la pression du fluide a sa dérivée.
On peut donc faire un rapprochement entre cette impédance et les opérateurs de type
Neumann-to-Dirichlet qui seront utilisés au chapitre II pour factoriser le probleme de
Helmholtz. Les équations précédentes vont permettre de décrire la variation de cette
grandeur lorsque 'onde traverse une discontinuité. En effet, le systeme précédent peut
également s’écrire :

ZlUl - FZQUQ
iU, = U,
d’ou 'on tire :

Z\Uy = FZ,F'U,y

Zy, = FZyF*.

1.1.2.3 Passage a la limite du modele discret

On reprend le modele précédent et on fait tendre la longueur des segments cylindriques
vers 0. Entre 0 et 6z, , on modélise le guide d’ondes par un segment de cylindre puis une

: L -8 .
discontinuité. Comme % est petit, on pose
1

€= 52 — SINE/(SZ
S, S

Tout d’abord, on va étudier le passage a la limite pour la propagation dans le cylindre :

11
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On écrit la relation entre (P;(0), U;(0) et (P;(d2), U;(6z)) et on en tire un équivalent lorsque
0z — 0.

P;(0) = cos(k;02)P(2) + jsin(k;02) :ngl(é )

1 (62) + cos(ki02)U} (62)

U;(0) = j sin(k;62) Zi

Au premier ordre on a :
cos(k;0z) = 1, sin(k;0z) = k;dz.

On en déduit que :

P,(0) ~ P(52)

kpc
s 1(62)
UL(0) = b=y PL(02) + UL(52)

C’est-a-dire :

£i(0) — P(02)

0z - FU (92)
U0) ~UH02) _ S paise

En passant a la limite 6z — 0, il vient :

P, jwp,

de S Ui

dU; — _tikizpil
dx wp

On définit alors la matrice diagonale K de taille infinie dont le i-ieme coefficient vaut k2.
On obtient alors la forme matricielle des relations précédentes :

dP Jwp
- P
dz S
U _ IS ep
dx wp

On en déduit directement I'équation différentielle vérifiée par 'impédance. En effet,

dP dz aU
s

En utilisant les deux relations précédentes, on obtient alors :

12
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_Jeby 42y 05 gy
S dx wp

Il en résulte que :

dz Jwp S
— =——I1+—7ZKZ
dx S * wp

Ensuite, on incorpore la discontinuité au modele. Les coefficients de la vitesse et de la
pression vérifient les relations :

P(52) = £, F,PX(52)

Comme Sy — .57 est proche de 0, on peut faire ’approximation au premier ordre F' = [ —e@),
!

ou () est une autre matrice de taille infinie et € = §5z. On a alors :

PA(82) = PA(82) — £5,Q,:P2(6>)
{WWPWMd%&%WW)

On en déduit le systeme différentiel :

dP S’

ar @b =ger
dU . st
G- ceU=—geu

La méme approximation permet d’écrire, pour I'impédance :
ZV=(1-eQ)Z*(I — £'Q) = Z% — e(QZ* + Z21Q)
Par conséquent, il vient :

d—Z =QZ+ ZQ"
dz

Au total, la dérivée de chaque vecteur-colonne est la somme des deux contributions (dis-
continuité + propagation) :

N /
pr=-1Y %QP

SS S/t
U =-22Kkp -2 QU
wp S

De méme, I'impédance est solution de :

13
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Jwp Js s’ t
' =——I1+—7ZKZ+—(QZ+Z
s+ L, + 5 (QZ+2°Q)

Cette équation différentielle comporte des termes quadratiques, il s’agit donc d’une équation
de Riccati. Sa forme est tres proche de celles qui seront obtenues dans les chapitres II,
VI et VII.

Le calcul s’effectue alors en deux temps : on commence par intégrer 1’équation sur
I'impédance dans le sens des z décroissants, en stockant la valeur de Z pour tout z,
puis on integre U a partir de z = 0 grace a I'équation :

aUu 78 S’

— = -2 KZ-=Q"|U

dx ( pw S @

Ensuite, la pression est calculée par la relation P = ZU. Cette démarche est exactement
la méme que celle qui sera adoptée par la suite, cette fois pour des opérateurs agissant

sur des fonctions.

1.1.3 Exemple

Dans ce paragraphe, on se propose d’expliciter les fonctions de base et les coefficients de
I’équation de Riccati pour un cas concret : on considere un guide d’ondes constitué de
deux plaques horizontales, et qui correspond au modele discret. Entre les abscisses 0 et
a, les plaques sont les plans d’équations y = 0 et y = h, puis en a le guide présente une
discontinuité : 1’écartement des plaques passe de h a hy. Comme cette configuration est
invariante par translation suivant la coordonnée z, on se ramene a un guide bidimension-
nel.

14
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1.1.3.1 Détermination des fonctions propres de base

Dans un premier temps, on cherche a déterminer les fonctions ¥, pour la partie 0 < z < a.
La section est alors constante et elles vérifient une équation du type :

0*,
O a2,
Oy?
avec des conditions de Neumann sur les bords :

ov;
y

=0eny=0ety=h.

En raison de la géométrie du domaine, ¥; ne dépend pas de x. On en déduit que la
fonction est de la forme

\I/Z(y> = Az COS(O&Z‘y).
... T R
La condition sur le bord permet de conclure que o; = —. Pour connaitre la valeur de A;,

on calcule la norme de ¥;. En effet, dans le paragraphe 1.1.1., on a imposé la condition :
5= [ Wy vi)dy,
ce qui s’écrit encore :

h .
S = / A? cos? (7?_21/) dy
0 h

c’est-a-dire :

2 .o .
h g2 ity Aghsii=0
h = — (1 dy = 2
/0 2 ( +cos(—=, )) Y=Y 1AL Gnon

On en déduit que :

1siz2=0
Ai_{ V/2 sinon

Les fonctions de base sont donc :

1siz=0
i(y) = ’
\/icos % sinon

Par conséquent, la vitesse et la pression acoustique ont pour décomposition modale :

15
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p(r,y) =

’U((L’,’y) §U0

V2 LB
1 V2 = mry
?2

1.1.3.2 Matrice de passage entre deux guides d’ondes

A présent, on va expliciter les coefficients de F' pour la discontinuité en a. Pour x > a,
les fonctions de base ont pour expression :

1sie=0

2(y) V2 cosZ;:—y sinon
2

On en déduit la forme des coefficients :

S1

Premier cas : m=n =20

Dans ce cas Uy(y) = Uapo(y) =1, et :
Foo = 1.

Deuxieme cas : m =0, n > 0

On a alors :

/ \/_cos dy,

On en déduit que :

hov/2 . nwh mrh
b o hy = V/2sin “hy

FOn:

sin x

ou sinc représente le sinus cardinal : sincx =
x

Troisieme cas : n =0, m >0

Le coefficient vaut alors :

1 h
—g/o \/§COSm

16
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Il en résulte que :

Fmozo

Quatrieme cas : cas général

Dans ce cas, n > 0, m > 0, et on a la formule suivante :

F, —2/hcosm7rycos@d —l/hcos T @%—ﬁ +cos | w m_nr
= h he 0T, I\ T I\ hy

Si hﬁ = %, alors le deuxieme terme est égal a 1 et on a:
2
1 L (—1)™sin Z—hw
E,.=1+ sin(m+ —)r =1+ 2 —1
b (S ho h|m+ nﬁ T
h  hs ho
Si h% #* %, le coefficient vaut :
Fon = ! sin h @—l-l + 1 sinTh @_E
o + n ' hy [ h h
h hg h h2

Ce qui se simplifie en :

ey Yy eyt
F,, = ( nh) sin 7mh2 + ( nh) sin 7mh2
T m—l—h— T
2

Apres réduction au méme dénominateur, il vient :

2n h
—1)ym T
Fon = =) ha 3 simmrﬁ
T2 n2h_ he
h3

En résumé, on a :

17
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(1 sim=n=0
. h :
V2 sine mrh— sim=0,n>0
2
0 sin=0,m>0
Fon=1% 1 sin>0,m>0et%:%
h
Dy —
v Mmoo
5 sinnm-——  sinon
& mz_n2h_ hy
\ 2

Pour obtenir un guide continu dans le paragraphe précédent, on a effectué le passage a

la limite %2 — 1 pour tous les coefficients apparaissant dans 1’étude. Il en est de méme

h
ici : le comportement asymptotique des F, , pour %2 — 1 va permettre de connaitre

I’expression de I’ pour un guide bidimensionnel de section variable.

. nmh
Comme sin —— —»

ny 0, il en résulte que :
2 h

lsim=n
F. . —n .
mn T 32—-1] 0 sinon

Ainsi, lim F = 1.
s

1.2 L’équation de Riccati et le plongement invariant

A présent, on s’intéresse aux travaux de Bellman et Vasudevan (cf [4]), qui font également
intervenir des équations de Riccati. Cette fois, on ne met pas l'accent sur la résolution
d’un probleme particulier, mais sur un outil qui peut étre adapté pour traiter différentes
équations : il s’agit du plongement invariant. Celui-ci est un aspect particulier des
méthodes de perturbation : on ne modifie pas les données du probleme, mais le do-
maine d’étude (on remarquera que dans le paragraphe précédent, on a également joué sur
la forme du domaine). Cette méthode va étre étudiée dans le cadre des ondes planes en
milieu unidimensionnel. En décomposant celles-ci en ondes transmises ou réfléchies, on va
pouvoir écrire une équation de Riccati pour les coefficients de réflexion et de transmission.
Comme pour I’étude précédente, on va discrétiser le modele, puis passer a la limite.

18
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1.2.1 Modele discret

On considere une onde plane se propageant dans un milieu unidimensionnel hétérogene,
et on va supposer qu’il y a transmission et réflexion instantanées en tout point du milieu.
On note respectivement 7(z) et ((z) les coefficients de transmission et de réflexion a
I’abscisse z. On cherche a obtenir des équations fonctionnelles pour ceux-ci. A cette
fin, on va discrétiser le modele en découpant le domaine en strates de nombre d’ondes
constant :

On obtiendra ainsi une suite de coefficients (n et 7. Un passage a la limite permettra
ensuite d’obtenir les équations souhaitées.

Dans un premier temps, on va calculer les coefficients de réflexion et de transmission
lors du passage d’une strate a 'autre. Pour simplifier, on supposera que le domaine ne
comporte que deux strates : pour z < z, le nombre d’ondes est k; > 0, et pour z > x, il
vaut ky > 0.

Ky ko

onde incidente

onde transmise

onde reflechie

Fia. 1.3: Modele a deux strates

On en déduit I’équation des ondes pour chaque partie du domaine :

/ 2
%%—kflp:Osi —00 <2<
d2
d—;§+k§¢:Osix<z<+oo

lim, .- ¥(z) = lim,_ .+ ¢¥(2)

 lim, - ¢/ (2) = lim, .+ ¥'(2)

On envoie une onde incidente se propageant dans le sens des z décroissants. La solution
est de la forme :

19
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¥(z) =

{ g tha(z—2) 4 C(x)eil”(z_m) slz < 2 < 400

T(r)ef =0 6 — o<z <

A Tinterface, ¥ et 1’ doivent étre continues. On en déduit les conditions de raccord
suivantes :

{ 14 ((z) =7(z)
—iky + iko((z) = iky7(x)

En résolvant ce systeme, on trouve :

k= k
)=

s
)=

1.2.2 Modeéle continu

On va maintenant exploiter ces résultats pour étudier un milieu continu. On suppose que
le domaine est constitué de trois parties : dans la région centrale (z¢y < z < z), le nombre
d’onde k dépend de z, et dans les deux régions extérieures, ¢’est une constante strictement
positive. Il vaut kg pour z < zy et k; pour z > x. On impose en outre la condition de
régularité suivante :

k(z+ h) = k(z) + hk'(2) + o(h) pour z > xy.

K, k(2)>0 k

onde incidente

Fi1G. 1.4: Modele continu

L’équation des ondes s’écrit alors :

20
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(d2
—w+k2(z)¢:Osix0<z<x

dz?

d2

d—;§+k§wzosiz<xo

d2

W+k5%¢:081x<2
z

lim, - 9¥(z) = lim,_ .+ ¢¥(2)
lim, .- ¢'(2) = lim, .+ ¢'(2)
hmz—mo_ w(Z) = hmz—ma' ¢(Z>

lim, - ¢/(2) = lim, = ¥/(2)

On envoie une onde incidente se propageant dans le sens des z décroissants. La région
centrale va réfléchir une partie de cette onde et transmettre le reste. Pour la partie droite
du domaine (z > z), la solution de 'équation est composée de l'onde incidente et de
I’onde réfléchie :

¢(l’) — e—ikl(z—z) 4 C(x>eik1(z—x)‘
Dans la partie gauche (z < xg), on retrouve uniquement la partie transmise :
$(2) = 7(a)eol==20)

Pour préciser les expressions des coefficients ( et 7, on va modifier légerement le domaine
en appliquant la méthode du plongement invariant :

Principe du plongement invariant : On rallonge la région centrale (zy < z < )
d’une petite longueur A en supposant que les propriétés de continuité s’y appliquent
toujours.

Au voisinage du point d’abscisse x, 'onde incidente est e *®)(==%) et I'onde réfléchie a

pour expression ((z)e*@ =2 On va prolonger la région centrale jusqu’a z = x + A et
étudier comment cela va affecter le coefficient de réflexion ((z).

L’onde réfléchie se décompose en trois parties :

Tout d’abord, lorsque 1’onde incidente atteint la région centrale, une partie se réfléchit
(C1) et le reste est transmis (7). Pour calculer ces coefficients, on fait appel aux formules
du modele discret avec k1 = k() et ko = k(z + A). On en déduit les coefficients suivants
pour l'interface en = + A :
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k k(x) k(x+ 4 k

1

onde incidente

T T Tox (0

ZZ Tz

LT {pr L

4 T

3 2

Fi1c. 1.5: Impact de la perturbation

k(x + A) — k(z)
k(x) + k(x + A)
2k(z + A)
k(z)+ k(x + A)

G =

T =

Ensuite, 'onde transmise (71), se propageant vers la gauche, atteint la limite de la partie
ajoutée, c’est-a-dire I'abscisse 2. Une partie est transmise en zo : 7 X 7(x), et ((z) X 7y est
réfléchi en x. Cette derniere composante va donc atteindre a nouveau l'abscisse z = z+ A,
avec un déphasage de e?*®2 di A la traversée de la région z < z <  + A dans les deux
sens. La partie transmise 75 se propage dans le sens des z croissants, dans la partie
z > x + A. La méme méthode de calcul permet de calculer les coefficients de réflexion et
de transmission (o et 75:

= k(@A 2k(x 4+ A) 2%(x) )
2k(z+A)  —k(x+ A) + k(x)

k(x) + k(x+A) k(x) + k(z+ A)

o = I (0)

Enfin, la partie réfléchie (» repart vers l'abscisse z. Comme précédemment, la partie
7(z) X (o est transmise vers la région centrale, tandis que la partie ((z) x (y est réfléchie
vers z = x + A, qu'elle atteint avec un déphasage supplémentaire de e?*®)2 La partie
73 est transmise a la région extérieure :

4ik(z)A ~2 2k(z + A) 2k(z) —k(z+ A) + k(z)
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((x 4+ A) est donc la somme de ces trois contributions :
C(x+A) =47+ T3
Au total, on a :
o+ A) = k(x + A) — k(z) N (k( 2k(x + A) ) (k(x) 2k(x) ) ()@

kE(x) 4+ k(z + A) x)+ k(z+ A) + k(x + A)

k(x) + k(z+ A) k(x)+k(z+A)) k(x)+k(z+A)

On souhaite écrire une forme simplifiée de ce coefficient de réfléxion. Pour ce faire, on va
effectuer un développement limité au premier ordre. On rappelle I’hypothese faite sur le
nombre d’onde :

k(z+ A) = k(z) + AF' (z) + o(A)

Par conséquent, les principaux coefficients s’écrivent, au premier ordre :

(k(z+A) —k(x)  AK(x)

k(z)+k(z+A)  2k(z) +o(8)
2k(z +4A) AK (z)
k() +k(z +A) bt 2k(x) +ol8)
2k(x) ., AF(z)
k() +k(z +A) ! 2k(x) +o(8)
ePR@A =1 4 2ik(2)A 4 o(A)

\

En substituant ces termes dans l'expression de ((x + A), il vient :

C(x+A) = é:l(g) + <1 + é:l(g)) (1 — é:l(g)) C(z) (1 + 2ik(z)A)
AK (z) AK (z) AE (x)\ ,
+ (1 + () ) (— 2 () ) (1 ~ () )C () (1 4 4ik(x)A) + o(A)
ce qui se développe en :
C(x+A) = % + (@) (1 + 2ik(2)A) — C¥(a) é:(g) +o(A)
On en déduit que :
Clo+ &) = G(0) = ) + () @i(a)) = o) G5 + o)

En faisant tendre A vers 0, on en déduit ’équation différentielle suivante pour ( :
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o) = gy + 2ik(a)C() = o) g

Celle-ci comporte des termes quadratiques, il s’agit donc d’une équation de Riccati.

Une analyse similaire permet d’obtenir I’équation différentielle vérifiée par le coefficient
de transmission 7(x). L’onde transmise est la somme de deux contributions :

Dans un premier temps, l'onde incidente, se propageant dans le sens des x décroissants,
atteint la région centrale : la partie 77 est transmise en = + A, se propage entre cette
abscisse et x, puis une partie, 7(x), en est transmise vers zy. On obtient le coefficient 7,
pour 'interface en x :

To = 7(1)e*@A (k( 2k(z + A) )

z)+ k(x+ A)

Une autre partie, ((x), est alors réfléchie vers = + A ; lorsque cette abscisse est at-
k(x) — k(z + A)
k(z) + k(x + A)
2ik@)A - 1,a partie transmise est alors :

teinte, la partie est réfléchie vers ’abscisse x, atteinte avec un déphasage

supplémentaire de e

_ik(z 2k(x + A) ik(z k(z) = k(z + 4)
7, = A (k(gj) + k(x + A)) ettt <k(93) + k(x + A)) e

On en déduit l'expresison de 7(x + A) :

e ) s (5 s

Comme précédemment, on écrit le développement limité au premier ordre pour cette
expression :

AK ()
2k(x)

AK (x)
2k(x)

T(x 4+ A) = 7(x) (1 + ) {1 +ik(x)A — ((2)(1 + 2ik(z)A) } +0(A)

En développant, il vient :

AK ()
2k(x)

T(x + A) = 7(x) (1 +

On en déduit que :

et AA) —T0) _ () (fk((g - ik(x)) = () gy ol

Par passage a la limite, on obtient :
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Dans le chapitre suivant, on appliquera cette méthode de plongement invariant sur une
fraction du guide. On obtiendra également une équation de Riccati, mais qui ne portera
pas sur un coefficient de réflexion ou de transmission : on s’intéressera cette fois a
Iopérateur reliant la solution du probleme a sa dérivée, et non pas aux différentes com-
posantes de 1’onde.

1.2.3 Lien avec 'impédance acoustique

Il est cependant possible de retrouver un opérateur reliant la solution a sa dérivée a partir
de ceux qui viennent d’étre introduits. En effet, ceux-ci permettent d’estimer la solution
de I’équation des ondes. On a, pour z > x :

{ (x) =1+ ((x)
P(x) = —ik(z)(1 = ((x))

Il est alors possible de définir I’équivalent de I'impédance acoustique introduite dans la
premiére section : soit Z qui a ¢ (x) associe sa dérivée ¢'(z) (Z correspond a I'opérateur
Dirichlet-to-Neumann étudié au chapitre II). On a alors :

1—¢(x)

Z(x) = —zk(az)m

1.3 Une méthode de factorisation du probleme de
Helmholtz

Ya Yan Lu (cf [20], [21], [22], [23], [24]) propose lui aussi une méthode de résolution de
I’équation des ondes apparentée au plongement invariant : en la factorisant, il transforme
celle-ci en un systeme d’équations différentielles du premier ordre. Cette démarche fait
encore intervenir un opérateur vérifiant une équation de Riccati, et permet de tirer profit
de la géométrie du domaine : en effet, la longueur du guide étudié est largement supérieure
a la longueur d’ondes, ce qui rend les méthodes d’éléments finis et de différences finies peu
efficaces. La factorisation est beaucoup plus intéressante d’'un point de vue numérique.
On présentera dans un premier temps la factorisation du probleme, puis la méthode de
résolution mise en oeuvre, avant d’indiquer le lien avec le plongement invariant.
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1 condition de Neumann

ko k(x2) k@

condition de Dirichlet
0 L X

F1G. 1.6: Guide d’ondes

1.3.1 Factorisation du probleme

On considere un guide d’ondes bidimensionnel
D=A{(x,2) /] —co<z<+o0et0<z<l},

dans lequel on cherche a résoudre le probleme :

Pu  Pu o,
W—i_@—i_k (QS,Z)U—O
u(z,0) =0

du

On impose donc une condition de Dirichlet sur le bord inférieur et une condition de
Neumann sur le bord supérieur. Le nombre d’onde k prend des valeurs différentes selon
les régions du guide :

k(x,z) pour0 <z <L
k=< ko(z) pourz<0
ke(z) pourz > L

On suppose qu’il n’y a pas d’onde incidente venant de x = +o00 ; ainsi, on peut résoudre
le probleme dans le domaine réduit :

Q={(z,2) /J0<zx<Let0<z<1}
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en imposant la condition de radiation exacte en x = L :
ou 0?
F + koo (2)u
or 82’2

La condition que I'on imposera sur le bord x = 0 dépendra de la configuration choisie. En
particulier, on peut envisager le cas d’'une impulsion en x = 0 ou d’une source distribuée
verticalement sur la face x = 0.

On écrit alors 'opérateur de Helmholtz sous la forme :

0 0
27 _ [ 9 L g ]9 e >
A+ kT (ax—i—z 62+k ()) <8x i 622+k°°(z>> pour x > L (x — +00)

ce qui permet de caractériser la solution du probleme par :

0 02
S —— + k2, (2)u pour  — +o00
2

ar Vo

Comme on le verra au chapitre V, ceci revient a choisir les ondes se propageant vers la
droite. Lorsque le nombre d’onde est constant, cette formule est exacte ; dans le cas
contraire, il s’agira d’une approximation.

On introduit alors I'opérateur Dirichlet-to-Neumann :

(9u_Qu

Celui-ci permet de reformuler le probleme comme :

2, . (D 9
@‘FW—FI{?(%,Z)—(&—JI‘FQ)(%—Q)

Si k est indépendant de x, devient :

ou | 0?

or 6z2+k2()

Ces calculs seront expliqués plus en détail en I1.1.1.

Remarque 1.1 Grace au plongement invariant, le chapitre II va permettre d’étendre ces
résultats au cas du probleme non homogeéne et donnera une formule exacte. En effet, dans
le cas général, la relation entre la solution et sa dérivée est affine :

ou
%—Qu%—r

On étudiera également [’évolution de la partie affine r.
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L’opérateur () vérifie une équation de Riccati :

2
CClZ—Q—i-Q?: (—%—kz) pour x < L
x 2

La condition initiale pour cette équation découle de la condition de radiation en z = L :

QL) = iy 5+ RL(E)

Ainsi, on obtient un systeme découplé :

Q ., [ & , _.\/32—.

ou
% - QU ) U(O) ’

On obtient un systeme similaire au chapitre II, mais qui comporte une troisieme équation
tenant compte de I’évolution de la partie affine.

1.3.2 Résolution du probleme aux deux bouts

On cherche a résoudre les deux équations du systeme simultanément. A cette fin, on
introduit 'opérateur Y qui associe a la condition de Dirichlet en z la condition de Dirichlet
en L :

Y(z)u(z, z) = u(L, 2)

On montre que Y est solution du systeme :

dY
W e
Y(L) =1

Pour des raisons de stabilité, on résout I’équation d’évolution pour Y et I'équation de
Riccati pour ) dans le sens des = décroissants. Il est alors possile d’évaluer u(z, z) ; pour
ce faire, on calcule u(L, z) grace a la relation :

u(L,2) = Y (0)u(0, 2),
et I’on obtient alors la valeur de la solution en tout point du domaine :
u(z, z) =Y (0)u(0, 2).

Cette méthode est particulierement avantageuse lorsque 1'on ne cherche a estimer la so-
lution qu’en un nombre fini de points du domaine.

28



ivivvuvivauviuliio

Cependant, 'opérateur () n’est pas toujours défini en tout point du guide. En effet, si le
probleme

(—(A+ K (2,2))u=pu x>z, et x €D
u(e.0)= Pe 1) =0 2>,
ou 0? 5
o az2+k()u r>Let0<z<1
L u(z,,2) =0 0<z<x1

admet p = 0 comme valeur propre, la solution du probléeme n’est pas unique et ) n’est
pas défini en x = z,. D’un point de vue numérique, cela correspond a une explosion
de l'approximation de ). Une méthode de calcul classique de ces explosions consiste
a chercher une solution du probleme & variables séparées en introduisant une base de
fonctions propres.

L’approche proposée par Ya Yan Lu pour pallier cette difficulté consiste a faire intervenir
I'opérateur Neumann-to-Dirichlet H = Q! ou Robin-to-Dirichlet J, = (Q — al)™!, ol a
est une constante.

L’opérateur Neumann-to-Dirichlet vérifie ’équation de Riccati :

—I—I—H(ﬁ%—k (z, z))H

dH
dr

HD) =i (55 +6))

La solution du probleme de Helmholtz est calculée par la relation :

@
ox

ou l'opérateur W vérifie :

aw *

N

W(z)=—(z,2) = u(L, z)

[N

W(L) = —i <ﬁ+k ())
L’opérateur Robin-to-Dirichlet satisfait lui aussi une équation de Dirichlet :

2

0
=1+2aJ,+ J, (W—l—kz( )+a2) Ja

dJ,
dx

Ja(L)—< aa—;+k2()—a]>
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On peut retrouver la solution a partir de cet opérateur en introduisant M, reliant la
condition de Robin en z a la condition de Dirichlet en L :

ou
M, (z) (a_x - au) (x,2) =u(L,2)
Cet opérateur est tel que :
dM, 0? 5
I —Ma<a1+(m+k‘ (z, z)—l—a)J)

M,(L) = ( 522 + K2 (2 )—aI)

Le principe de calcul est donc le suivant : on démontre que lorsque () n’est pas défini
en x,, alors soit H(z,) est bien défini, soit il existe une constante a telle que J,(x,) est
défini. Lorsque @) est bien défini, on résout le systeme en (),Y et on calcule ensuite la
solution ; dans le cas contraire, on calcule J, ou H ainsi que 'opérateur associé dans un
voisinage de x,. Les relations de passage d’un opérateur a l'autre sont :

H=Q"; Q=H";
{Ja:(Q—aI)_l; J 1 +al =Q;

L’estimation numérique de la solution s’effectue en discrétisant le probleme. On découpe
le domaine en m + 1 intervalles [z;, z;41] tels que :

O=2o<1 <..<7; <...< Ty =L,

/ , . ;9 . Ti 1+ X;
et on évalue les opérateurs au point médian de chaque intervalle z; 1 = %

»

1.3.3 Lien avec le plongement invariant

Comme on 'a évoqué dans le paragraphe précédent, cette factorisation de 'opérateur de
Helmholtz permet de distinguer les ondes se propageant vers la droite ou vers la gauche.
En les notant respectivement ™ et u~ et en désignant par u la solution du probléme, on
aboutit au systeme suivant :

u=ut+u"

gz = iB(z)ut —iB(x)u”
ou B vérifie : \/ 9.2 + k*(x, ) . On introduit alors 'opérateur
z
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B Y(z)B'(x)
2

alx) =

qui permet de calculer les dérivées de ut et de u™ :

ou™

o | < iB(z) —a(z) a(x) > ( ut >
du~ a(x) —iB(z) — a(z) u”
Ox

On a ainsi remplacé I’équation aux dérivées partielles par un systeme d’équations différentielles
couplées du premier ordre. Comme dans la section précédente, on définit 'opérateur de
réflexion tel que :

R(z)u™(x,2) = u (z,2),

et 'on démontre qu’il est solution d’une équation de Riccati :

% — a(z) — (iB(x) + a(z)) R — R (iB(z) — a(z)) — Ra(x)R
R(L) =0

De méme, 'opérateur de transmission 1" tel que :
T(x)u™(x,2) =u™ (L, 2)

est solution de I'équation :

% = ~T(iB(x) — a(x)(I - R(x)))
T(L)=1

Des opérateurs similaires apparaitront au chapitre V, dans la transformation homographique ;
celle-ci présente toutefois des spécificités : elle fait appel a des opérateurs stationnaires,
qui permettent de donner une autre expression des opérateurs Dirichlet-to-Neumann ou
Neumann-to-Dirichlet sans passer par une décomposition modale et de déterminer rapi-
dement leurs singularités. En outre, la méthode qui sera présentée, ainsi que le plonge-
ment invariant, permettront d’introduire d’autres opérateurs (en particulier 'opérateur
Absorbant-to-Absorbant étudié au chapitre VI) et d’en donner une autre expression.
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Chapitre 2

Factorisation du probleme de
Helmbholtz

On cherche a réduire le probleme de Helmholtz par une méthode de factorisation des
opérateurs elliptiques du second ordre. De méme que les polynomes du second degré, les
opérateurs aux dérivées partielles peuvent s’écrire comme une composition d’opérateurs
du premier ordre. Cette étude fait donc apparaitre des opérateurs particuliers qui peuvent
étre rapprochés des racines des polynomes, et qui sont solution d’une équation de Riccati
(cf [12], [13]).

On va présenter les principes de cette méthode a l'aide d'un cas simple : on étudie
la décomposition du probléeme en choisissant comme domaine d’étude un cylindre de
dimension n de section constante. Elle s’appuie sur la technique du plongement invariant
présentée par Bellman (cf [4]) : en se limitant a une portion du domaine, on introduit un
opérateur défini sur une section du cylindre. Celui-ci permet de factoriser le probleme et il
est solution d’une équation de Riccati. Il est de type Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-
to-Dirichlet et correspond a I'impédance acoustique généralisée définie par les physiciens
(cf [27]). La méthode présentée a été étudiée pour le probleme de Poisson (cf [12]), mais
n’avait pas été étendue au probleme de Helmholtz.

Apres avoir considéré deux factorisations possibles pour I'équation de Helmholtz, on
étudiera plus précisément ces opérateurs sur la section par une décomposition modale.
Celle-ci donnera une premiere approche des singularités de ces opérateurs, encore ap-
pelées “résonances de boite”. En particulier, elle permet de distinguer les résonances de
chaque opérateur, et de considérer le cas ou tous deux sont singuliers simultanément.

2.1 Premiére formulation

On définit le domaine 2 =]0; a[xO € R". Un point du domaine est noté (z, z) ou x est la
coordonnée le long de 'axe du cylindre (qui correspond aussi a la direction de propagation
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de 'onde) et z représente les n — 1 autres coordonnées. La coordonnée x va jouer le role
du temps dans la factorisation.

On suppose que la section O € R™! du cylindre est bornée, de frontiere réguliere. On
note I'y = {0} x O, I'; = {a} x O les faces du cylindre et ¥ = 00 x]0; a[ le bord latéral.
Enfin, on appelle A, le Laplacien par rapport & z sur une section transversale.

Fi1a. 2.1: Guide d’ondes

On étudie le probleme :

02y 2
—Ay=———> —Ay=Fky+ fdans Q,
(7)0> a:L’
dy

?/|2 ; y\ra Y1 ;s ax\ro Yo,

ol y est cherché dans l'espace L%(0,a; Hi(O))NH(0,a; L*(0)), avec f élément de L*(12),
y1 € HE(O0) et yo € HE(O)'.

2.1.1 Factorisation de I’équation de Helmholtz

La méthode de factorisation consiste a fractionner le domaine d’étude en introduisant
une frontiere mobile I'y = {s} x O sur laquelle on impose une condition de Dirichlet ou
de Neumann et a définir un opérateur reliant la valeur de la solution ou de sa dérivée a
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cette condition au bord, puis a déplacer cette frontiere d’une extrémité a ’autre du guide.
Chaque type de condition sur la frontiere mobile va mener a une factorisation.

Dans un premier temps, on se restreint au domaine Q2 =]0; s[xO compris entre la face

gauche du cylindre et la frontiere mobile, et on impose une condition de type Dirichlet
sur celle-ci. I'y est confondue initialement avec I'g, on la fait ensuite évoluer dans le sens

des x croissants.
Déplacement
de la frontiere

FiG. 2.2: Déplacement de la frontiere

Soit f un élément de L?(Q). Le probleme a résoudre dans le domaine restreint s’écrit :

—Ay=ky+f dans

(Ps.n) )

y 1
y|2 = 07 _%‘Fo =Yo0, Ylr, = h e H020(O)

En fait, on définit ainsi toute une famille de problemes de Helmholtz, indicée par les

1
parametres s € [0,a] et h € Hg(O). En particulier, pour s = a et h = y;, on retrouve le
probleme Pj.

On note Y; 'espace suivant :

2
v {ye @) s =0 T e o 0) |
xr

1 1
Vs €]0,a[ et h € Hg(O), on définit les opérateurs de Hg,(O) vers son dual :

_ O
Q(s)h = 9

r, ou v € Y est solution de :

— A~y = k?y dans €,

o
’Y|E:0= _a_xh"o:o: Y

r,=h

0
r(s) = a—i

r, ou € Y; est solution de :
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—AB = kB8 + f dans

0
Bls =0, —a—i\ro = Yo,

r,=0

avec les conditions initiales : Q(0)h = 0 et 7(0) = —yo.

Remarque 2.1 Ces opérateurs sont bien définis si et seulement si le probleme de Helmholtz
admet une solution unique, c’est-a-dire s’il est bien posé (cf Annexe). Ce n’est pas tou-
jours le cas, car l'opérateur A + k% n’est pas injectif. Si k* est une valeur propre pour
le Laplacien, le noyau de l'opérateur de Helmholtz est une droite vectorielle ; il est alors
impossible de donner un sens a () et a r.

Dans la suite du calcul, on supposera que le probleme est bien posé. On étudiera dans la
derniere section les configurations pour lesquelles il ne ’est pas : on dit alors qu’il y a
résonance de boite.

@ est donc un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ; il agit sur des fonctions définies
sur la section du guide. En outre, 'opérateur () dépend de s : en faisant varier la longueur
s de la boite, on modifie le probleme (P ), et on obtient donc une solution y différente.

Un argument de linéarité du probleme aux limites Py j, permet d’écrire que :

%(w, 2) = Q(x)y(x, z) + r(z, 2) (2.1)

En dérivant formellement cette relation, on obtient :

82y dQ oy Or
o2 dx vt Q_ * o
0%y
Or, Eroie —Ay —k*y — f, alors :
d 0 0
—(AL+ Ry — [ = Q LY+ Qt o
ce qui est équivalent a :
or o dQ 9 9
fro-+tQr=——"y—Qy—(AL+k 1Dy

1
Comme y est arbitraire (on peut en effet se donner n’importe quelle condition h € HE(O)
sur I'y), cette relation est en fait une identité, dont chaque membre est nul, ce qui signifie
que :
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f—l—@—i-Qr:O
Oz
<@+Q2+(Al+k‘21))y:0
dz

1
En particulier, la deuxiéme équation est vérifiée pour tout y € H(O), on en déduit que

I'opérateur :

(@ +Q*+ (AL + k;QI))
dz

est nul. Ceci permet d’obtenir le systeme découplé suivant :

( %+Q2+(AL+/€2I)=0; Q0) =0
(9) f+%+@r=0;r(0)=—y0;
0
X a_iZQyw;y(a):yl-

La condition de Dirichlet nulle sur le bord latéral ¥ permet d’obtenir une solution y|r,

1
appartenant a l'espace Hg(O) presque partout.

En particulier, ) est solution d'une équation de Riccati, i.e. d'une équation différentielle

avec un terme quadratique :

Q)

2 2 _
T F @ (AR =0 (2.2)

La méthode employée présente I'avantage d’obtenir une équation différentielle pour @) de

maniere intrinseque, i.e. sans faire intervenir de base de fonctions propres.

Remarque 2.2 Le calcul peut également étre effectué sous une forme variationnelle :

Soit p € Hy(O). Alors, pour presque tout x dans |0,a[, la relation affine (2.1) s’écrit :

(%(27)7 ) = (Q@)y(x), ) + (r(x), ¢),

ou (.,.) représente le produit scalaire dans L*(O).

En dérivant cette relation par rapport a x, il vient :
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0? d 0 0
G @) 0) = (F20.0)+ Q2L 6) + (50 )

Une substitution permet d’obtenir :

0%y dQ or

(552 (@):0) = (T -y, 0) + (Q%y, ) + (Qr, ) + (55:%)

Or, le membre de gauche vaut, d’apres la formule de Green :

0%y
(w(x% SO) = (VJ_y> VJ_SO) - (fv 90)7
car o est nul sur le bord 00.

Finalement, on a :

0 d
(Qr, ) + (a—;,w) = (Viy,Vie) = (fip) - (gy,w) — (Q%y, ).
Le systéme découplé devient :
or d@ 2 1
(@) + (5 0) = (Viy, Viw) = (£,9) = (y,0) = (Q7y,9), Ve € Hy (0); 7(0) = —yo;
0
(~ 5 @)+ (Qu.0) = —(r.¢). ¥ € L(0): y(a) =y

En combinant les deux dernieres équations du systeme S, on obtient la forme factorisée
du probleme de Helmholtz ; en effet, on a :

0 9,
(a—x—i—Q)r:—fet <a—x—Q)y:r;

il en résulte que :

(&) (-0

Comme @) est autoadjoint (ce qui sera étudié ultérieurement), les deux facteurs sont
adjoints I'un de I'autre.

En conclusion, cette méthode peut étre interprétée comme une généralisation en dimension
infinie de la factorisation de Gauss par blocs “LU” : la résolution se fait en deux temps.
Tout d’abord, il faut résoudre 1’équation de Riccati pour @), ce qui revient a factoriser le
probleme. Ensuite, on résout ’équation sur r pour les x croissants, ce qui correspond a
la phase de descente dans la factorisation de Gauss. Puis on integre I’équation sur y dans
le sens des x décroissants, ce qui correspond a la phase de remontée dans la factorisation.
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Sens de calcul pour Q et r

Sens de calcul pour y

F1G. 2.3: Sens de calcul

2.1.2 Réciproque

On vient de voir que la factorisation du probleme de Helmholtz permet d’obtenir un
systeme découplé d’équations aux conditions initiales ; on va maintenant établir la réciproque,
i.e. montrer comment on peut retrouver le probleme de Helmholtz a partir de ce systeme
découplé.

1 1
Lemme 2.1 Soity,reY, etQ € L (HOQO(O), H@O(O)’) vérifiant le systéme découplé:

( %+Q2+(AL+/€2])=0; Q0) =0
(9) f+%+@r=0;r(0)=—y0;
Jdy

\ a—x:Qy+T§y<a):y1~

Alors y est solution du probléeme de Helmholtz Py.

0
Démonstration 2.1.1 Pour ce faire, on utilise la relation affine 8_y =Qy+r etonla
x

dérive formellement :

oyt dQ oy Or

8;172_dxy %—i_&v

or
L’équation différentielle sur r permet de remplacer — par —Qr — f :

ox

oy dQ dy
907 = dr? T 9 T
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L’équation de Riccati sur ['opérateur () permet alors de remplacer le terme — :
x

oy*
or?

0
= Q- Ay~ Ky + Q5 — [ - Qr
T
or, 0% — Q2+ Or, dooi -
Ox

82
Gy = Q= Ay~ Ryt QY Qr— [ - Qr

Ce qui se simplifie en :

0%y

WZ—AJ_Z/_H@/_f

Finalement, on obtient :
—Ay = k%>y + f.

y vérifie bien ’équation de Helmholtz ; on va maintenant prouver que les conditions aux
bords du probleme Py sont également respectées.

Tout d’abord, y|s, = 0, puisque y € Yy, et y(a) = y1 (condition initiale pour le systéme).
1l reste a prouver que y vérifie la condition de Neumann sur la face gauche du cylindre :

Enz=0,o0na: %(O) = Q(0)y(0) + r(0),

avec Q(0) =0 et r(0) = —yo.
On en déduit que :

Oy

8x(0) = —Yo-

y est donc bien solution de Py.

On vient de voir que les deux systemes sont équivalents : on a remplacé un probléeme aux
bords par un systeme découplé aux conditions initiales.
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2.1.3 Propriétés de @)

L’opérateur () a été défini formellement ; on va maintenant préciser son cadre fonctionnel.

Lemme 2.2 Pour tout s € [0,a] pour lequel le probléme P est bien posé, Q(s) €
1 1
L(Hg(0), Hip(0)').

Démonstration 2.1.2 Soit un tel s € [0,a] fixé, h € HE(O), et a« € R. Alors le
probléeme :

— Ay = k%y dans Q,

15}
Ylg =0, _a_;/|ro =0,9r, =h

admet une solution unique v appartenant a Ys.

1
9T est dans L*(Q) et sa trace sur Uy appartient a HZ(O)' : ainsi,

) ox
Q(s)h € Hg(O)'

Par conséquent,

Lemme 2.3 Q(s) est un opérateur symétrique.

1
Démonstration 2.1.3 Soient h, i’ € Hj(O) et y, y' les éléments de Y solutions du
probleme de Helmholtz homogéne tels que :

dy oy’
h — < t h/ = — .
Q(s) 9z T © Qs) oz '
On a la relation:
y/
, _ i
< h,Q(s)h >H()%O(O)ngi’;(O)'_< Ylre, 3o >HO%O(O)><HO%O(O)/

Comme y' est solution du probleme de Helmholtz homogene, on a :
Ay = k.
Le produit scalaire avec y dans L*(§,) s’écrit :
/ —Ay'ydrdz = / Ky ydxdz
Qs Qs
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En intégrant par parties, on obtient :

/
/Vy'.Vydxdz—/ a—y.ydT:/ k% ydxdz
Qs a0, On Qs

o o
on'T* T ox

Comme y|s, =0 et que Ir, = 0, il vient :

a / a / a /
/ _yydT g / _yydfr =< y Tss _y s > 1 1
Qs on T Ox ox Hg (O)xHg, (O)

Finalement, on obtient :

< h,Q(s)h >= Vy.Vy'drdz — / k*y ydrdz =< W, Q(s)h >,
Qs

Qs

ce qui démontre la symétrie de l'opérateur Q).

Remarque 2.3 La formulation variationnelle permet de constater que 'opérateur () n’est
ni positif, ni négatif, et par conséquent que ni Q, ni —) ne sont coercifs.

2.2 Deuxiéme formulation

Pour factoriser le probleme de Helmholtz, on a choisi arbitrairement de se restreindre
a la partie gauche du guide d’ondes et d’imposer une condition de type Dirichlet sur
la frontiere mobile. Cependant, il est tout a fait possible de factoriser le probleme sur
I’autre partie du guide, ou de choisir une condition différente sur la frontiere mobile. La
formulation obtenue aboutira encore a un systeme découplé, avec un opérateur solution
d’une équation de Riccati.

2.2.1 Factorisation du probleme

On va mettre en oeuvre la méthode de factorisation pour la famille des domaines complémentaires :
on se restreint au domaine €, =|s; a[x O compris entre la face droite du guide et la frontiere

mobile T'y, sur laquelle on définit une condition de Neumann arbitraire. La frontiere se
déplace cette fois de a vers 0.

On va donc définir une famille de problemes P; ;, sur le domaine restreint :
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Déplacement
de la frontiére

F1G. 2.4: Déplacement de la frontiere mobile

~Ay=FKy+f dans Q,

( «:‘,h) Jy 1

Yl =0, ylr, =1, 9T = h € Hy (O).

On note Y, l'espace fonctionnel :

2

fo={yem@) =00 24 e roano))

1 1 1
Vs €]0,a[ et h € Hg(O)', on définit les opérateurs de Hg,(O) vers H(O) :
P(s)h = 7|r, ot v € Y, est solution de :

—Avy = k?*y dans €,

Al
ox

Ye=0, A, =0,

r. ol 3 €Y, est solution de :

E]

r(s)=p

—AB = k*B + f dans Q,

ap
ﬂ|2_07 /6|Fa_y17 %

avec les conditions initiales : P(a) =0, r(a) = y;.

r, =0

On obtient ainsi un opérateur P qui agit sur des fonctions définies sur la section. Il s’agit
cette fois d'un opérateur de type Neumann-to-Dirichet. Le calcul est toujours effectué en
deux temps : tout d’abord, on résout I’équation sur P et r dans le sens des x décroissants,
avant de calculer la solution y de 0 vers a :

Comme pour la formulation précédente, le caractere linéaire du probleme permet d’écrire :

dy

y(x,z) = P(x)%hﬂ(x)(z) + r(z) (2.3)
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Sens de calcul pour Pet r

Sens de calcul pour y

F1G. 2.5: Sens de calcul pour la factorisation adjointe

On dérive formellement cette relation :

dy dPdy Py or
or " aror FTortar

o2
L’équation de Helmholtz permet d’obtenir : Y _ A vy —k*y — f. Alors :

Ox?
dy dP 0Oy dy 5 20y 9 or
%%~ do O PAlPax PAr kP@x kPT+8x Pf

On en déduit que :

(—£+P(Al+k2)P+1)%:—P(Al+k2)r+g—lﬂf
T

dx ox

Comme les problemes sont indépendants, cette équation se découple pour donner le
systeme suivant :

(
Z—P—P(AL—F/{:Q)P—I:O; P(a) =0;
T
or 9
§ O P(AL 4R =Pf; ()=
oy Oy,
\ —P%jty_r, %(O)—yo-

En combinant les deux dernieres équations du systeme, on obtient la factorisation du
probleme de Helmholtz :

((%_P(ALHfQ)) (f—Pa%)y:Pf

L’opérateur Neumann-to-Dirichlet vérifie donc lui aussi une équation de Riccati :

Ccll—P —~P(AL+KHP—-1=0 (2.4)
T

De méme que pour la premiere formulation, ce systeme découplé permet de retrouver le
probleme de Helmholtz Py :
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. 1 1
Lemme 2.4 Soity, r € Yy et P € L(Hg(O)', H3(O)) solution du systéme découplé :

(
P
Z—x—P(ALJer)P—I:O;P(a):O;
or 9
{ %—P(Al%—k)?”:Pf;r(a):yl
dy B Oy B
\_P%+y_r7ax(0>_y0

Alors y est solution du probléeme de Helmholtz Py.

Ce lemme se démontre de la méme maniere que pour la premiere formulation.

Remarque 2.4 Comme on le verra par la suite, [’équation de Riccati sur () peut étre
reliée a un probleme de controle. Il en est de méme pour P, et le probleme lié a ce
dernier corespond au “probléme dual” du premier.

2.2.2 Quelques propriétés de P

On va maintenant préciser le cadre fonctionnel de cet opérateur.

Lemme 2.5 Pour tout s € [0, a] pour lequel le probléme de Helmholtz est bien posé, P(s)

1 1
est un opérateur linéaire : Hiy(T's) — Hgo(Ls).

Démonstration 2.2.1 Comme précédemment, la linéarité de l'opérateur P provient de
1 1
la linéarité du probléeme de Helmholtz ; il reste a vérifier que P(s) € L(HE(0)", H&(O)) :

Soit un tel s € [0,al fizé et h € HO%O(O)’. Alors le probléeme :

—Ay = k?y dans

0
yls =0, _ r, = h, ylr, =0.

ox

a une solution unique y € Y, ce qui signifie en particulier que y € Hi(). Par
1
r. = P(s)h appartient a H3,(O).

conséquent, sa trace sur 'y : y

Lemme 2.6 Vs, P(s) est symétrique.
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Démonstration 2.2.2 Soient h, h' deux éléments de HOQO(O)’ ety, y' les solutions dans
Y, du probleme de Helmholtz homogéne telles que :

P(s)h = y|r

et P(s)h' =

Ty

s

On calcule le produit scalaire sur la section I

< h,P(s)h >=< 27

s >

La méme formulation variationnelle que précédemment permet d’écrire que :

< h, P(s)l >=< k*vy,v > —/ VAVY =< A|p,, b >=< P(s)h, ) >
Qs

d’otu la conclusion.

Remarque 2.5 Comme pour la formulation précédente, on constate que l’opérateur P(s)
n’est ni positif, ni négatif, et qu’il n’est donc pas coercif.

Remarque 2.6 L’opérateur P correspond a l'impédance acoustique utilisée par les physi-
ciens, c’est pour cette raison que l’on effectuera certains calculs en faisant appel a la
deuxieme formulation. En revanche, le sens de calcul et [’équation de Riccati correspon-
dant a Q) sont plus simples et plus naturels, donc la premiere formulation sera choisie
pour beaucoup de démonstrations.

2.3 Décomposition modale

On a vu que pour certaines longueurs du guide d’ondes, le probleme de Helmholtz est mal
posé, ce qui crée une singularité pour P. Il est donc essentiel de connaitre un peu mieux le
comportement de cet opérateur, ainsi que I'emplacement des points de singularité. Pour
ce faire, on va mettre en oeuvre une méthode classique (cf [11], [25]), la décomposition
modale, qui consiste a écrire les variables du probleme dans une base diagonalisante pour
le Laplacien transversal. Dans un premier temps, on va expliquer comment écrire les
données dans cette base ; ensuite, on calculera P et on en déduira 'expression de la
partie affine r.
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2.3.1 Ecriture dans une base de fonctions propres

On va commencer par définir la base de fonctions propres qui permet de diagonaliser le
laplacien transversal.

Lemme 2.7 L’opérateur A, agissant sur des fonctions définies sur la section O, as-
socié a une condition de Dirichlet nulle sur le bord 00, est diagonalisable dans une base
orthonormale de L?(O) et orthogonale pour H'(O).

Démonstration 2.3.1 L'opérateur A :u € D(A) C L*(0O) — Au € L*(0) défini par :
< Au,v >r20)x02(0)= / Auvdz,
o)

avec D(A) = H}(A,0) = {u € H}(O)/ Au € L*(O)}

est auto-adjoint et a une résolvante compacte, il est donc diagonalisable et ses vecteurs
propres forment une base orthonormale dans L*(O). On note (V;);en cette base.

Soit N\, la suite des valeurs propres de —A | et a,, = \/\,. Comme —A est strictement
positif, les A, n € N forment une suite croissante de termes positifs et qui tend vers 4+o0.

Si i # j, on vérifie que :

(@] (0]

On en déduit que la famille (V;); est orthogonale dans Hg(O). La famille des W; est
totale, c’est donc une base de Hy(O).

Soit maintenant v un élément de L%(0,a; H3(O))NH'Y(0, a; L*(0)). Sa trace sur la section
['(x), pour z fixé, appartient donc & H %(O). On peut donc écrire sa décomposition dans
la base des ¥, :

Z% W, (2) ot yu(x) = /r( )v(x)‘lln(z)dz.

Comme la section du guide d’ondes est constante, les fonctions de base ne dépendent
plus de la variable x et il est possible de dériver I'expression de v terme a terme.

Lemme 2.8 Dans le guide d’ondes cylindrique de section constante, la fonction v d’expression
Z U, ( ) dans la base orthonormée V,, a pour dérivées partielles :

W Z Uo(2)yale) et Ay = =D an¥(2)7(a)
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Démonstration 2.3.2 Cela revient a démontrer que les coefficients ! (x) ont pour ez-
pression :

i) = [ WG 2

Vé € D(R /fb ) (@ /cb )y () daz
soit : /gb z)y (z /aﬁ / )Y(x, z)dzdx

Par le théoréeme de Fubini, on a :

[ sari@rde == [ w.) [ 2(a,200 @)dna:

Donc/gzﬁ )y (x dx—/\lf() g;()dxdz

/R(b(x)Prlz // z)dzdx

On en déduit que v (x) = / \Ifn(z)@(x,z)dz
S ax

On trouve alors le résultat souhaité.

Il est également possible d’exprimer la condition de Neumann sur la frontiere mobile dans
cette base. En effet, le calcul a un sens car les solutions sont cherchées dans Y.

1
Lemme 2.9 h € H(O) peut étre décomposé dans la base de fonctions propres V¥,

= Z W, (2)

Démonstration 2.3.3 La famille des V,,(z) ,n € N constitue une base orthonormée de
L?(O) et une base orthogonale de H}(O). On peut d’ailleurs donner la définition suivante
a ces espaces :

2(0) = {u = Zun\lln/z lu, |* < —1—00}
H(0) = {u = un U/ Y (1 M)un)? < —1—00}

HO%O(O) est Uinterpolé de H}(O) et de L*(O) ; il a pour définition :
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HE (0) = {u =) w U/ D (14 A2l < —i—oo}

1 1
On identifie maintenant H}(O)" a l'espace : {u = Zun\lln/ Z(l + An) 2 |un|? < —I—OO}

Ceci nous permet d’écrire h sous la forme : h(z) = Z hn ¥, (2).

2.3.2 Expression modale de P

Les résultats précédents permettent de reformuler le probleme sur le domaine restreint

1
Psn dans la base modale. Pour définir P(s)h, ou h € Hg(O)', on a besoin de la solution
v € Y, du probleme :

— A~ = k?v dans €,

Al
ox

’Y|Z == 07 ’Y‘Fa = 07 s — h’

Comme précédemment, on se limite a des valeurs de s pour lesquelles ce probleme est

bien défini.

Dans ce cas, on a en effet : P(s)h = 7|r, ; I'expression des coefficients de v en fonction
de ceux de h permettra donc d’obtenir une écriture “matricielle”de P(s).

Tout d’abord, on décompose h et v dans la base des ¥, :
v(z,2) = Z’Yn(x)\ljn(z)
h(z) =) h,Uu(2)

L’équation de Helmholtz pour « s’écrit alors :

> (@m(@) = (@) Wa(2) = kY 7a(2)¥a(2)

n

Les conditions sur les bords ont pour expression :

S (@)W, (2) = 0
S ()W) = 3 bW, (2)
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La condition de Dirichlet sur le bord latéral est vérifiée par les fonctions de base. On en
déduit un systeme différentiel pour chaque coefficient 7, :

(k? = a2) () +y(2) =0 Va €]s;a]
'Yn(a> =0
Vn(8) =l

On va pouvoir expliciter facilement la solution en fonction de la valeur de a,.
Premier cas : k* > o2

Ce cas se produit pour les premieres valeurs propres du Laplacien transversal, et concerne
donc un nombre fini de modes.

En posant : 5, = \/k? — o2, on transforme 1’équation différentielle sur ~, en :

Tn(@) + Bryn(z) = 0.
Le coefficient ,, est de la forme :

Yn(x) = Acos B,z + Bsin 5,x, ou

Acos B,a + Bsin ,a =0
—0B,Asin 8,8 + Bf3, cos 3,5 = h, Vn
Le choix de la racine positive pour k% — a2 revient en fait & choisir les ondes se propageant
dans le sens des x croissants. En multipliant la premiere équation par sin(,s et la
deuxieme par cos (3,a, on obtient la relation :

hy,
Bcos G,(a — s) = — cos Bra

h., cos B,a

Si cos B, (a — s) # 0, alors B = B cos fu(a—s)

On trouve alors :

_ hypsin(B,(x — a))
) = G, os(ula =)

, soit, pour x = s :

Yn(s) = _fm tan <(3 —a)\/k* — a%)

Z_ 2
k? — a2
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Ce cas correspond a un mode propagatif.

Si cos Bn(a —s) =0 et h, # 0, le systéeme précédent n’a pas de solution et donc -, n’est
pas défini. Si h,, = 0, la solution du systeme précédent n’est pas unique, on ne peut donc
pas définir ~,. On constate donc que dans ce cas, 'opérateur P admet une singularité.

s
Celle-ci se produit si et seulement si f(a — s) € (5 + 7Z) : cette condition dépend de la
longueur du cylindre, et la singularité apparait et disparait lorsque 1’on fait varier s. Pour

éviter les singularités il faudrait choisir @ — s inférieur au minimum des : —(5 + 277Z).

Bn

Deuxiéme cas : k%=qa?

Dans ce cas, v//(z) = 0 sur |s; al, et on trouve :

, . s ,
Ce cas se présente pour un coefficient au plus, lorsque k € EZ’ donc pour certaines

géométries seulement. Il correspond a 'apparition de fréquences de coupure (qui séparent
les modes propagatifs des modes évanescents).

Troisieme cas : k? < a?

On pose d,, = \/W. On rappelle I'équation différentielle vérifiée par -, :
Tn(2) = 07

On en déduit la forme de 7, :
Yn = Acosh h,6,(z — a) + Bsinh h,0,(x — a)

Comme v, (a) =0, il vient : A = 0.

De ~+/(s) = hy, on tire :

h
B = " .
6, cosh 0,,(s — a)

Comme la fonction x — cosh x ne s’annule pas sur R, cette définition a toujours un sens.

Au total, on trouve :

_ hy, sinh (0, (x — a))
b, cosh(0,(s —a))’

V()

d’ou, pour x = s :
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Ce cas se produit pour une infinité de valeurs propres et correspond a un mode évanescent.

On en déduit la décomposition modale de P, lorsqu’il est bien défini :

tan((a — s)\/k? — a2)V,(z)

P(s)h = Z \/ﬁ

+ 1o¢n=khn(8 - Cl)\Ifn(Z)

tanh (s —a)y/a2 — k), (2)

Les points de discontinuité pour P sont donc les :

7T+ 27N

2. /R — a2’

avec k* — a2 > 0, «, valeurs propres de A

On constate qu’ils forment un ensemble discret ; pour chacune de ces abscisses s, le
probleme correspondant Psj, n’est pas bien posé.

Il est clair que 'opérateur P(s) a une forme diagonale pour cet exemple (on étudiera par
la suite des configurations pour lesquelles ce n’est pas le cas). On notera P, le coefficient
correspondant a la fonction propre V¥,

( 1
?tan((a —$)Vk2—a2)sia, <k
P,(s) = (s—a)sia, =k
1
ﬂtanh((s —a)\/ a2 — k%) st o, >k
\ o —

Par ailleurs, un passage a la limite faible permet de retrouver que : Vh, P(a)h = 0.
Etude d’un exemple

On va illustrer les calculs précédents par un cas particulier qui est souvent utilisé pour les
simulations numériques.

On considere un guide d’ondes de R3, constitué de deux plaques horizontales qui sont
les plans d’équations z = H et z = —H. On suppose que la condition imposée sur
le bord d’équation = = a est indépendante dela troisieme coordonnée y. Comme cette
configuration est invariante par translation suivant la deuxieme coordonnée, on se ramene
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ainsi a un guide bidimensionnel. Les fonctions propres pour le laplacien transversal avec
une condition de Dirichlet nulle sur les plans z = +H ont pour expression :

b = i)

On note :

Ay = —

H

la valeur propre associée a V,,. La décomposition de I'argument v de 'opérateur P dans
la base des fonctions propres V¥,, permet de trouver I’équation vérifiée par les coefficients
de 7. On a donc obtenu un systeme différentiel linéaire portant sur les coefficients ~,,.

P(s)h = Ve e \/7—tan (a — s))sin <%)

+ 1n:%hn(s — a) sin (n_;rlz>

/2
+ Zn>% ﬁZ_: tanh(én(s — a)) sin <%>

La simulation numérique suivante a été réalisée pour un guide bidimensionnel de hauteur

H = g, de longueur a = 6, avec un nombre d’onde k = 27. La figure 2.6 représente les

modes P, Py, P3 et Py, et les fréquences correspondantes sont :

ki =5,96;
k’2:4785;
ks =1,86;

k4 est imaginaire pur.
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F1G. 2.6: Les quatre premiers modes pour P

On constate que les trois premiers modes de P sont de type propagatifs et qu’ils com-
portent plusieurs singularités, tandis que le quatrieme mode est évanescent ; il disparait
rapidement. La fréquence de coupure n’apparait pas. Par ailleurs, les singularités sont
plus nombreuses pour le premier mode que pour les suivants.

2.3.3 Expression modale de r

Enfin, on s’intéresse a la décomposition modale de la partie affine r. La factorisation
permet d’envisager plusieurs méthodes de calcul, par souci de simplicité on se limitera a
I’équation différentielle sur r issue du systeme découplé :

or 9 B .
%—P(AL—FI{: Ir=Pf;
T(a):yl-

Pour simplifier les calculs, on supposera que f est nul.
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1 -
Comme r(x) € Hg(O) est la trace sur I'y; d'une fonction de Y, son expression et celle de
sa dérivée dans la base des V,, sont de la forme :

r(z,z) = Zrn(x)\lfn(z) ;

2 = Yo @) az).

1
De la méme maniere, on peut écrire la condition initiale y; € Hg(O) dans la base de
fonctions propres :

yi(2) = Dy ().

L’équation différentielle sur r prend donc la forme d’une équation scalaire sur chaque
coefficient :

Comme pour P, la forme du coefficient r,, dépend de la valeur de «,,.
Premier cas : k? > a?

Ce cas correspond aux modes propagatifs. On a alors :

1

P, = Wtam ((x— a)ﬂ),

et I’équation différentielle sur r,, s’écrit :

r— kQ—a%tan<(x—a) kQ—a%>rn:O.

n

La solution de cette équation est de la forme :

K
ro(z) = , ou K est une constante.

cos <(x —a) M)

Comme 7, (a) = y7, il vient : K = y}.

Finalement, on obtient :
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On retrouve les mémes singularités que pour P.
Deuxiéme cas : k* = o2

Dans ce cas 1’équation vérifiée par r,, devient :

r'(x) =0, avec r,(a) = y}.

On conclut que :

Troisieme cas : k* < o2

Cette configuration correspond aux modes évanescents. Dans ce cas, on a :

tanh ((x —a) \/W)

P, =

1

Le coefficient r,, vérifie donc I’équation différentielle suivante :

r — /a2 — k? tanh <(x—a)\/a721 — k:2) ry, = 0.

Il est donc de la forme :

K
cosh ((x —a) W)

Comme r,(a) =y}, on en déduit que : K = y}.

ro(T) = , ou K est une constante.

r, a donc pour expression :

yr

cosh <(x —a) \/W)

ro(x) =

Il s’agit effectivement d’un mode évanescent, qui disparait rapidement.

La simulation numérique a été réalisée pour le méme guide bidimensionnel que pour P
avec les mémes coefficients ; la figure 2.7 représente les quatre premiers modes propres
pour r.

On retrouve les trois modes propagatifs et le quatrieme mode évanescent, ainsi que
I’absence de la fréquence de coupure.
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F1G. 2.7: Les quatre premiers modes pour r

=1

2.3.4 Comparaison de () et de P

Dans cette section, on souhaite comparer les comportements respectifs des opérateurs
Neumann-to-Dirichlet et Dirichlet-to-Neumann, en particulier 'emplacement et le nombre
de résonances de boite pour chacun. Pour ce faire, on va donc étudier dans un premier
temps la décomposition modale de ().

1 0
On revient a la définition de @ : pour h € H3(0), on a : Q(s)h = it r,, ouy € Y est
x

solution de :

— A~y = k%y dans Q,

oy
= _— = = h
7|E O) ax|F0 O) ry T's

Comme dans les paragraphes précédents, on peut décomposer v et h dans la base de
fonctions propres V¥, :

57



wullipal aAisuvll U w ©uv uc 1

(@, 2) =Y (0)Wa(2)
Wz) = hyUu(2)

On aboutit au systeme différentiel pour =, :

(K —a2)ym+7m =0
'Vn(s)
7,(0)

Les solutions seront donc de la méme forme que pour la premiere formulation, seuls les
coefficients changent.

hon
0

@ a également une forme diagonale, et son n-ieme coefficient vaut :

~ Tals)
Qn(s) = o

Premier cas : o? < k?
Le coefficient ~,, est alors de la forme :

Yn(x) = Acos B,z + BsinB,z, o A et B sont des constantes déterminées par les
conditions sur les bords :

Tn(0)=B=0
Acos (3,8 + Bsin 3,5 = h,

On en déduit que :

hn T
Tn(z) = 7@85 * si cos 3,5 # 0.
cos 3, s
vy o
Et comme Q(s)h = a—|p5, il vient :
x

h, B, sin 3, s
hn\Ijn - - \Ijm
Q) cos 3, s

C’est-a-dire :

On retrouve un mode propagatif.

Le cas ou cos3,s = 0 correspond encore a des résonances de boite, c¢’est-a-dire a une
singularité pour Q.

On en déduit que Q(s) est singulier lorsque s appartient a ’ensemble :
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7+ 27N

2/k? — a2’

avec k> — a2 >0, s < a.

Deuxiéme cas : o2 = k?

Dans ce cas, v,(z) = cste = h,,, donc :

Qn(8> =0

Ce cas correspond toujours a une fréquence de coupure.
Troisiéme cas : a2 > k?
Le coefficient de ~ correspondant s’écrit :

Yn()A cosid,x + Bsinid,x, ou A et B sont des constantes vérifiant :

7 (0) =i0,B =0
Yn(s) = Acosid,s = hy,

n

On en déduit que B=0et A = -
C0S 10,8

. Par conséquent :

cosh d,,x

(@) = " cosh d,,s

On en déduit la valeur de @, (s) :

Qn = a2 — k?tanh /a2 — k?s.

Il s’agit ici d'un mode évanescent.

Par conséquent, P et ) ont le méme nombre de modes propagatifs et évanescents, ainsi
que la méme fréquence de coupure.

Emplacement des points de singularité :

On va maintenant préciser I’étude des modes propagatifs pour comparer les abscisses pour
lesquelles P et () sont singuliers.

On a trouvé les ensembles de points de singularité suivants :

27N 27N
pourP:a—W—i_i7T N[0, al ; pour @ : WgT?T

37, N[0, al.
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ol | | | | | | L a

__ Singularitesde Q
__ Singularitesde P

FiG. 2.8: Emplacement des singularités pour un mode donné

Pour un mode propagatif donné, les singularités ont donc méme périodicité, et on observe
toujours le méme décalage entre une singularité pour P et une singularité pour ). On
constate également qu’il y a plusieurs singularités et que le nombre de singularités par
mode décroit avec n.

La figure 2.10 montre le premier mode pour P et () pour un guide d’ondes bidimensionnel
de longueur a = 7, de hauteur H = 5 et de nombre d’onde k = 27.

F1G. 2.9: Le premier mode de @) et de P

On va maintenant évoquer deux cas particuliers.
Cas ou Q = P!

Les opérateurs Dirichlet-to-Neumann et Neumann-to-Dirichlet ont été définis a partir de
problemes de Helmholtz différents, portant sur des domaines complémentaires et avec des
conditions aux bords distinctes. @ = P~! est donc un cas particulier, qui ne se produit
que pour certaines longueurs de boite.
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Une condition nécessaire est que les zéros de I'un correspondent aux singularités de I'autre,
et par conséquent que l'on ait la relation suivante pour chaque mode propagatif :

T+ 27,
20,

Dans ce cas, P et () ont chacun [,, + 1 singularités pour le n-ieme mode, déphasées de
s
—— (c’est-a-dire d’une demi-période).

20

La figure suivante représente le premier mode pour P et () lorsque la boite a la longueur
ad hoc.

dl, € N tel que : a =

F1G. 2.10: Le premier mode de ) et de P pour le cas ot Q = P~}

Cas des singularités communes

On peut envisager de travailler avec un guide pour lequel ) et P ont des singularités
communes ; il faut et il suffit pour cela que :

T+ 7,

dn tel que oy, < k, I, €N tel que : a = 3

Dans ce cas, ces deux opérateurs auront les mémes résonances pour le n-ieme mode, mais
celles des autres modes peuvent se trouver a des emplacements différents.

En effet, si 'on suppose que P et () admettent une singularité commune pour le mode n,
apparaissant a ’abscisse n, alors :

D’une part, 1 est une singularité pour P, ce qui signifie que :
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T+ 27p
26,

De méme, ) admet une singularité en 7, d’ou :

dp € N tel que n =a —

T+ 2mq

dg € N tel que n = 23

On en déduit la relation :

T+ 2mp w4 2mq
a — =
20, 2B,

qui s’écrit encore :

T+ 7(p+q)
a=—"

B

d’ou le résultat.

. . 7+ 7N . . .
Réciproquement, si a € ———, P et () admettent au moins une singularité commune

n
pour le mode n, dont on se propose de déterminer ’emplacement.

T+ ml

A cette fin, on note [ € N I'entier tel que a = . Une singularité commune se situera

n
a une abscisse 7 vérifiant la relation :

T+2mp 7w+ 27q
28,  20n

,oup,q€N.

T+ 2mq T+ 277
—ca - —.
20, 20,

7™+ N i
Comme a € ————, on est assuré que, pour tout ¢ € N,

fn

Le probleme est donc le suivant :
trouver (p,q) € N? tels que :
ptaqg=I

T+ 27
Trenq o

25, < 0d

Premier cas: [ =0

Cela correspond a un guide de longueur :

a = —.

Bn
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Dans ce cas, le couple (p = 0,q = 0) est le seul possible. Il y a alors une seule singularité
située a l'abscisse :

_n
=95,

Deuxiéme cas: [ > 1

2
On a alors: a > —.
n

T
Les deux opérateurs admettent alors [ 4 1 singularités, espacées de — :

T+ 2mq
T IS
(T e 0. |

En particulier, les singularités les plus proches des extrémités sont :

n:a—%pourp:Oetq:l;

™

n:%pourp:letq:o.

. : )
Remarque 2.7 Pour a < —, il n'y a aucune singularité.

Bn

Application numérique

On s’intéresse a un guide bidimensionnel semblable a ceux qui ont été modélisés dans les
. . , . , . 71'
simulations numériques précédentes : on suppose qu’il est de hauteur H = 5 avec un

nombre d’onde k = 2. Les coefficients (3,, ont alors pour expression :

2,2

G, = k2—nH7; =2y —n2 oun<2H =m.

On se propose de calculer quelques longueurs de boite pour lesquelles P et () admettent
des singularités communes.

e Premier mode :

*

T
2v/m2 —1

Dans ce cas 81 = 2v/72 — 1 et les valeurs possibles pour a sont . Les plus petites

valent :

a, ~ 0.5274;
as ~ 1.0549 ;
asz ~ 1.5823.
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T
Pour ces guides, les singularités voisines seront toutes espacées de ﬂ_ ~ 0.5274.
1

e Deuxieme mode :
La valeur corresondante de 3, est By = 2v/72 — 4, et les longueurs de boite possibles sont

T
2V —4

a; ~ 0.6484 ;
as ~ 1.2967;
as ~ 1.9451 .

décrites par . Les premieres valent :

. . . v . . 7’ ﬂ-
Pour ces guides, les singularités voisines seront toutes espacées de ﬁ_ ~ 0.6484.
2

e Troisieme mode :

Un calcul similaire permet de donner les premieres valeurs de a :

a; ~ 1.6845;
as ~ 3.3689 ;
as ~ 5.0534.

T
Pour ces guides, les singularités voisines seront toutes espacées de — =~ 1.6845. On

3
retrouve ainsi I'un des résultats des simulations précédentes : plus 'ordre du mode est
élevé, plus les singularités sont espacées.
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Chapitre 3

Lien avec la théorie du controle

La factorisation du probleme de Helmholtz qui vient d’étre présentée s’appuie dans une
large mesure sur la méthode du plongement invariant, empruntée a la théorie du controle.
Le but de ce chapitre est de montrer que ces deux approches sont étroitement liées : toutes
deux aboutissent notamment a des équations de Riccati pour des opérateurs définis sur des
espaces de dimension infinie(cf [18]). En fait, les solutions de problemes d’optimisation
traités comme des problemes de controle classique vérifient une équation aux dérivées
partielles : on étudiera dans un premier temps comment retrouver le probleme de Poisson
et I'équation de Riccati associée & partir du contrdle (cf [16], [9]). Pour le probleme de
Helmholtz ; il faut faire appel a la théorie du controle robuste, mais la démarche est
identique. Elle fera I'objet de la seconde partie, et ’'on montrera que ’'on peut retrouver
I’équation de Riccati correspondant a l'opérateur Dirichlet-to-Neumann. Par ailleurs, ces
calculs font apparaitre notamment des systemes couplés qui indiquent une méthode de
résolution pour les équations dans les guides d’ondes. Le chapitre V s’inspirera donc de
cette démarche.

3.1 Probleme de Poisson : probleme de controle clas-
sique

Dans cette section, on rappellera tout d’abord quelques grands principes de la théorie
du controle et son application a la résolution d’'un probleme d’optimisation. Ensuite, on
s’attachera a I'inconnue du probleme, ’état du systeme, ainsi qu’a ’état adjoint, qui est
un intermédiaire de calcul. En étudiant les équations qui les définissent, on montrera que
I’état est solution du probleme de Poisson et que I'opérateur qui le relie a ’adjoint vérifie
un équation de Riccati.

Le cadre de cette étude est tres proche de celui du chapitre précédent : on considere un
domaine €2 de R", de forme cylindrique :

Q=[0,a] x O,
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ot O représente la section du cylindre (c’est une surface fermée de R"™!, de bord S
régulier) ; on note X le bord latéral. Une variable joue un role particulier, celui du temps
. il s’agit de z, coordonnée de ’axe du cylindre. Les autres coordonnées seront notées z.

En théorie du controle linéaire quadratique, on cherche a optimiser un systeme gouverné
par une équation, appelée équation d’état :

Z—z = Ay(x) + Bu(x) ;
z(z) = Cy(x) ;

olt y(x) € R™ représente I'état du systeme, u(z) € L?*(0, X;R™) est une fonction de
controle, et z(x) € RP, une sortie, avec A € L(R",R™), B € L(R™ R") et C € L(R",RP).

Dans le cadre de ce chapitre, on se limitera a I’étude d’un cas particulier courant :

9 _ v dans €2

ox

Yyl =0 oty € H(0,a; L*(0)) et v €U = L*()
y(a) =

La solution y représente 1’état du systeme, tandis que v est un controle, c¢’est-a-dire que
c’est une donnée pouvant étre librement choisie, tout en tenant compte de contraintes
éventuelles. U représente 'espace des controles.

On appelle espace des controles admissibles 'espace :
Ug={veU : yl) e X,} on X, ={yeL*0,a Hy(0O)NH(0,a;L*(0))}
On introduit alors un critére de performance du controle : il s’agit d’une fonction-cot,

J, dépendant de I'état et du controle, que 'on cherche & minimiser (en général, plusieurs
fonctionnelles sont envisageables).
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1 1
J(v) = B /Q IViy(v) = Vipldedz + 3 /Q lv|2dzdz

Ici la fonction-cout J fait intervenir une nouvelle variable ¢, qui correspond a 1'état
souhaité. L’opérateur V| représente le gradient par rapport aux variables de la section.
La fonctionnelle est donc constituée de deux termes : le premier permet d’évaluer ’écart
entre 'état et 1’état souhaité, et le second traduit le cout du controle.

L’état souhaité est défini sur chaque section par le systeme :

—Aj¢(x) = f(z) dans O

0 € L*0,a; H}(O)) tel que
¢lao =0
ou A, représente le laplacien sur la section O.

Comme on recherche le minimum de J sur I'ensemble des controles admissibles, on est
assuré d’avoir effectivement un extremum si cet ensemble est un fermé dans L?*(O). Or,
ce n’est pas le cas ici. On va donc réexprimer la fonctionnelle de maniere a respecter cette
condition :

~ 1 1
J(v):J(y):5/9\Vy|2dxdz—/ﬂfyd$dz—l—§/Q|V“0|2dxdz

La deuxieme fonctionnelle (J(y)) doit étre minimisée sur I’ensemble des y admissibles, qui
est cette fois un fermé. Elle représente en fait la fonctionnelle de I’énergie de ’équation
de Poisson : on démontre en effet que y est solution du probleme de Poisson.

3.1.1 Détermination des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Pour minimiser la fonctionnelle, on introduit les formes linéaires et quadratiques suivantes
sur Uyg (cf [16], chapitre VII p.215) :

ﬂ(v,w):/QVy(v)Vy(w) dxdz

L(v) = —/ny(v) dxdz

La fonction-cotut s’écrit done sous la forme :
1 1 )
J(v) = 5 m(v,v) + L(v) + 3 |V 1 o|* dzdz
0

Cette expression va maintenant permettre de calculer le gradient de J en v dans la direc-
tion de u.
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Pour u,v € Uyg, on a : J(v+ 0u) — J(v) = %927T(u, u) + Om(u,v) + 6L(u)

On en déduit que :

V. J(v) = lim J(v+ 0u) — J(v)

lim 7 = 7(u,v) + L(u)

Soit encore :
:/Vy(v)Vy(u) dxdz—/fy(u) dxdz
Q

En intégrant par parties, il vient :

/Ay dmdz—/fy dxdz-/g—(Ay(v)—i—f)y(u)dxdz

On introduit alors p € L?(Q) I'état adjoint défini par :

g—p = —A_ y(v) — f, avec la condition initiale p(0) = 0.
x

L’expression précédente devient :

v.) = [ (- 540 ) swdss = [ T+ T dod

Le gradient de la fonction-cott vaut donc :

V. J(0) = /Q (—p + %(v}) wdzds

On en déduit la condition d’optimalité suivante :

dy

= 5,V

Elle correspond a l’état qui minimise la fonction-cotit.

En injectant cette condition dans la relation définissant 1’état adjoint, on trouve :

82
8—; =-Ay—f

L’état du systeme est donc solution du probleme de Laplace.

On va maintenant montrer comment retrouver également 1’équation de Riccati en étudiant
plus précisément les équations portant sur I’état et son adjoint.
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3.1.2 Lien avec I’équation de Riccati

L’état du systeme et ’état adjoint vérifient donc un systeme différentiel couplé :

W -
ax_ p7y _yl

dp

a—x——Aiy—f, P(O)—O

On définit @) par :

(la définition de I’état adjoint donne un unique p pour un état y donné, on définit donc
bien un opérateur).

1 1
@ est donc un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann, et Q(x) € L (HOQO(O), H@O(O)’>.
En dérivant la relation précédente, il vient :

o _dQ 0y _ dQ

ay 2
or dxy or dxy+Qy

0

D’autre part, 9P _ -Ay—f
Ox

On en déduit que :

(CCZZ—Q%—QQ—FAL)?J:—JC
T

Dans la suite de 1’étude, on se limitera a un probleme de Poisson homogene, i.e. f =0,
ce qui est logique puisque I'opérateur Dirichlet-to-Neumann avait été défini a partir d’un
probleme homogene. On a alors :

(E@rar)y=o
dz

ce qui est valable pour tout y € X,,.

Par conséquent, on a :

d
L RN
dx

On retrouve bien une équation de Riccati pour Q.

Lemme 3.1 L’opérateur () obtenu est positif.

69



41Tl avCu 1 Tyuauvivlil U 1uittbavt

Démonstration 3.1.1 En effet, on a, pour y € X,, :

0
< Q(x)y,y >o=/pde=/ a—yy
o) o oxr

Comme y est nul sur le bord latéral 3 et que p(0) = 0, cela revient a dire que :

dy
< Q(x)y,y >o= ——yds
Q(x)y,y >0 /many

En utilisant une formule de Green, il vient :

< Q(2)y,y >o0= / fy+ / VyVydz dz
Q Q
Comme f =0, on trouve ainsi :
< Q(x)yay >0 > C”yH?{(%(O),

ou C' est une constante positive, d’ot la conclusion.

Lemme 3.2 L’opérateur () est autoadjoint.

Démonstration 3.1.2 Soient h, h' € HE(O).

On définit les états y,y' € L*(0,a; HX(O)) N HY(0,a; L*(O)) et les états adjoints p,p’ €
L2() tels que :

ey @) =h W @)=
op B o' ) B

On constate que y est bien solution du probleme de Laplace :
Ay =0 dans Q.

A linstar des calculs effectués dans le chapitre II, on note 2, la partie du domaine €2
comprise entre les abscisses 0 et x : ainsi, Q, = [0,2] x O. On a alors la formulation
variationnelle suivante dans Q, :

0 0
—yy' i g9y

dy
Ayy = — VyVy' =y

Qg

Comme y' s’annule sur le bord latéral, l'intégrale sur > est nulle. On en déduit que :
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0 o 0 '
/ Ayy = / VyVy' — y / 2
Fo

dy
Or, _y = p s’annule surl’y, tandis que —|1"z Q(z)h. 1l vient alors :

ox ozr

/Ay-y’z—/ VyVy’—/ p(0)y + [ Q(z)h.K
[ Qa Ty Iy

Finalement, on a :

/ Ay.y' =< Q(x)h, W >
Qz
Comme on a de méme :
/ y. Ay =< Q(x)W, h >,
Qz

On en déduit la symétrie de Q).

Ainsi, on a retrouvé l'opérateur Dirichlet-to-Neumann qui apparait lorsque 'on met
en oeuvre la méthode de plongement invariant pour le probleme de Poisson : on ob-
tient la méme équation de Riccati, des propriétés analogues, et il s’agit également d’une
impédance.

Remarque 3.1 Ce résultat indique une méthode de résolution possible pour une équation
de Riccati : dans le cas général, on peut chercher a écrire un systeme différentiel linéaire
pour l'argument et [tmage de ['opérateur, puis a le résoudre en utilisant les méthodes
classiques. Cette démarche sera utilisée dans le chapitre V.

3.2 Probleme de Helmholtz : probleme de controle
robuste

Les propriétés de 'opérateur () introduit par le controle classique ne correspondent pas
a celles des opérateurs du probleme de Helmholtz. En effet, P, tel qu’il a été défini
dans le chapitre II, n’est ni positif, ni négatif, et il est solution d’une équation de Riccati
différente. On ne va donc pas chercher a interpréter le probleme de Helmholtz comme un
probleme de controle classique, mais on va faire appel a une variante issue de la théorie
du controle robuste : il s’agit de la méthode dite “du pire des cas”(cf [35]). Cependant,
la démarche sera identique.

Dans un premier temps, on va présenter le probleme d’optimisation correspondant.
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L’équation d’état se présente sous la forme :

Jy .
ox div,v + ¢ +w dans , oup(x) = / f(s)ds
y(a) =y 0

L’état du systeme, y, dépend non seulement du controle v, mais aussi d'une autre variable,
w. On dit que w est une perturbation du systeme au sens du controle robuste : c¢’est une
deuxieme variable de controle qui “joue contre” v. En fait, la perturbation cherche a
maximiser le cotit qu’on veut minimiser.

Remarque 3.2 Le cas ou w est nul représente un autre probleme de controle possible
pour le probléme de Poisson :

0
g = div v+ ¢ dans 2
Ox

y(a) =y

La fonction-cout associée a ce probleme de controle va tenir compte de cette perturbation :

1 1
J(v,w):—/dexdz—l——/vzdxdz—E/uﬂdxdz
2 Jo 2 Jo 2 Ja

Le terme 5 / w? pénalise le travail de la perturbation, c’est-a-dire qu’il minimise le cofit

pour une grande perturbation. En d’autres termes, plus k est élevé, moins on autorise de
grandes perturbations.

On va donc rechercher un point-selle de cette fonctionnelle :

min max J (v, w)
v w

3.2.1 Détermination des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Pour ce faire, on sépare le probleme en trois parties et on cherche les solutions respectives
des trois problemes suivants (cf [16], chapitre VII p.215) :

d
g(v) solution de : d—y =div, v, g(a) =0
x
X : dy N
y(w) solution de : priall yla) =0
y . dy y
() solution de : il y(a) = y1.
\ T
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Par linéarité du probleme de controle, on a :

y(v,w) = g(v) + g(w) + ().

La fonction-cout s’écrit alors :

Tow) =5 [ (@) + 9w +ite) e+ 5 |

v2dedz — E / w? dxdz
0 2 Ja

On cherche a I'exprimer uniquement en fonction du controle et de la perturbation. On
commence donc par développer cette expression :

1 1 1
J(v,w) = —/gj(v)zda:dz+/vzda:dz+—/g}(w)zda:dz—E/wzda:dz+—/gj(g0)2dxdz
2 Ja Q 2 Ja 2 Ja 2

+mea@mw+émwmwmw+/wwmwmw

Q

On définit les formes quadratiques et linéaires suivantes sur U,4, ainsi qu'un terme con-
stant, K :

( m(u,v) = /Qg(u)gj(v)dxdz+/uvdxdz, w(u,v) = /Qg)(u)g)(v)dxdz—k/ﬂuvdxdz,

Q

A\

szlywmwmw, Amwzémmmwmw,

P(v,w) = /ng(v)g)(w)dxdz, K = /ng(go)zdxdz.

On obtient ainsi ’écriture suivante :
1

J(v,w) = §7T(U’U) + %w(w,w) + P(v,w) + L(v) + M(w) + K

La recherche du point-selle s’effectue en deux temps : on commence par maximiser la
fonctionnelle sur la perturbation w, avant de la minimiser sur le controle v.

3.2.1.1 Recherche du maximum sur w :

Comme pour le controle classique, on calcule le gradient de la fonction-cotut par rapport
a la perturbation w. On a :

J(v,w+0u) — J(v,w) = L (w(w + Ou, w + 0u) — w(w,w)) + P(v,w + 0u) — P(v,w)

+ M(w + 0u) — M(w)

[\)
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ce qui se simplifie en :
1
J(v,w + 0u) — J(v,w) = 3 0%w(u, uw) + Ow(w,u) + OP (v, u) + OM (u)

On en déduit que :

lim J(v,w+ 0u) — J(v,w)

9—0 0 =w(w,u)+ P(v,u) + M(u)

- /Qg(u) (g(w) +g(v) +y(p)) dedz — k:/ wwdzdz

Q

On introduit alors I’état adjoint défini par :

dp

“or y(v)

Cette relation, ainsi que la définition de y : §(v) + g(w) + y(¢) = y(v, w), permettent
d’obtenir :

lim J(v,w +6u) = Jv,w) = — / g](u)@dxdz — k/ vwdxdz
Q Ox Q

6—0 0

En intégrant par parties, il vient :

lim (v, w+6u) = J(v,w) = /p @(u)dztdz — k/ uwdxdz
6—0 0 Q ox Q

En revenant a la définition de g, on obtient la relation suivante :

lim (v, w+ 6u) = J(v,w) = /puda:dz - k/ uwdxdz
=0 0 Q Q

Le gradient par rapport a w est nul lorsque : p — kw = 0. Ceci constitue la premiere
condition d’optimalité.

3.2.1.2 Recherche du minimum sur v :

On calcule maintenant le gradient de la fonction-cotut dans la direcion u par rapport au
controle v. On a :

J(v+ Ou,w) — J(v,w) = % (m(v+ Ou, v+ 0u) — w(u,u)) + Pv, Ou,w) — Pv,w)

+L(v+ 0u) — L(v)
ce qui s’écrit plus simplement sous la forme :
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J(v+ Ou,w) — J(v,w) = % 0%7 (u,y) + O (u, v) + 0P (u, w) + OL(u)

On en déduit que :

lim J(v+ Ou,w) — J(v,w)

6—0 9 = 7m(u,v) + P(u,w) + L(u)

= /Qg(u)(g(v) + g(w) + y(p))dedz + /qudxdz

En utilisant d’une part la décomposition de I'état y : §(v) + g(w) + y(p) = y(v, w),
0 . :
et d’autre part la définition de I’état adjoint : _P (v), on obtient une expression

ozr

simplifiée du gradient :

S+ Ou,w) - J(v,w) /~ Op /
(1911% 7 -/ y(u)axdxdz + quda:dz

Une intégration par parties permet d’écrire cette limite sous la forme :

lim T+ 0u,w) = J(v,w) = /p @(u)dxdz + / uvdxdz
6—0 0 Q ox Q

0
En faisant appel a la définition de —y(u), il vient :

ox

lim (v +6u,w) = J(v,w) = /pdivludxdz + / uvdxdz
Q Q

-0 0

Enfin, les propriétés de 1’état adjoint donnent :

lim J(v+ Ou,w) — J(v,w)
0—0 0

:/—gradlpudxdz—i-/uvdxdz
Q Q

On en déduit la deuxieme condition d’optimalité :
v—grad,;p=0.
Finalement, on a obtenu deux conditions d’optimalité pour le systeme :

p—kw =0, y(a) =y,
v—grad;p =0, p(0) =0.

3.2.2 Lien avec I’équation de Riccati

Le probleme de Helmholtz P, étudié au chapitre précédent peut étre considéré comme
un probleme de controle robuste. On va en effet vérifier que I'état du systeme vérifie
I’équation de Helmholtz et que I'impédance qui relie cet état a I’état adjoint satisfait une
équation de Riccati.
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3.2.2.1 Retour au probleme de Helmholtz :

Dans un premier temps, on montre que y est solution du probleme de Helmholtz. Pour ce
faire, on va dériver I’équation d’état en s’appuyant sur les différentes relations obtenues :

( Oy
e
o(z) = / £(s)ds.

p—kw=0,

=div,v+p+w,

A\

v—grad;, p=0

\

D’une part, en dérivant la premiere équation, il vient :

0%y . Ov ow
oz = Mg IO
B v dp . Ov op
Or, v = grad, p, donc 9 —gradla—x et de% = AL%.
ow 10p
En outre, p = kw, donc = 5 0e

On a donc, en combinant ces différentes relations :

0%y A dp 10p

92 = o Trae T

0
D’autre part, la définition de I'état adjoint _ y(v) permet d’écrire que :

ox

dp
_AJ_% = Aﬂ/

On en déduit que :

62
—‘ZZAy—AlyZAerAL
ox

o
ox

1
Soit : A p + Ep' +f=Ay+Ap,

1
ou encore : Ay = —Ey +f

y est donc solution du probleme de Helmholtz.
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Comme pour le probleme de controle classique, on peut écrire nu systeme différentiel
linéaire pour I'état et son adjoint. Pour simplifier, on se place dans le cadre du probleme
de Helmholtz homogene. Dans ce cas, on a :

dy 1
—Z =A + —
e 1p kp
D’autre part, la définition de 1’état adjoint donne la deuxieme équation :
op
or 7

On a donc le systeme couplé suivant :

dy 1
%‘(Aﬁz)p
9 _ _

or 7

3.2.2.2 Equation de Riccati sur P :

Enfin, on va établir une équation de Riccati pour 'impédance du systeme en reprenant
la méthode de calcul de la section précédente. A cet effet, on introduit un opérateur de
type Neumann-to-Dirichlet :

p(z) = —P()y()
En dérivant cette relation, il vient :
dp dP dy
o _ 77 p2Z
or dx vt ox
Autrement dit :

dP 1
—y = — PlA —
Y dnyr < L+k)p

Finalement :

P 1
d——i—P A+ |P+1)y=0
dx k

Comme cette équation est valable pour tous les états y, on en déduit que l'opérateur P
vérifie une équation de Riccati :

dP 1

—+P|lA +-)P+1=0

dx k
On retrouve une équation du méme type que celle que I'on avait obtenue par plongement
invariant pour le probleme de Helmholtz. Celui-ci peut donc étre considéré comme un
probleme de controle robuste, et il sera possible d’utiliser les méthodes de calcul issues de
cette théorie pour étudier le guide d’ondes du chapitre II.
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Chapitre 4

Transformation homographique

Dans ce chapitre, on essaiera de donner une expression simplifiée pour ’opérateur Neumann-
to-Dirichlet P : on va montrer que celui-ci est homographiquement semblable a un semi-
groupe linéaire : en d’autres termes, il s’écrit comme une composition d’opérateurs qui
ont une expression simple, indépendante d’une base de fonctions propres. Cette méthode
va permettre notamment de connaitre P partout si ’on connait sa valeur en une extrémité
du guide, ainsi que de calculer 'emplacement des singularités. Elle s’inspire de résultats
utilisés en théorie du controle, qu'elle généralise (cf [32], [34], [33]). Contrairement aux
méthodes classiques, elle permet d’obtenir une expression de cet opérateur indépendante
de la base de fonctions propres choisies.

Le calcul s’effectue en quatre temps : on commence par transformer I’équation de Riccati
en un systeme différentiel linéaire (cf [31]), puis on diagonalise celui-ci a 'aide de solu-
tions particulieres et on le résout. Ceci permet alors d’écrire I'opérateur sous une forme
factorisée ; la derniere étape consiste en une réécriture sous la forme d’une composition
de deux transformations homographiques et d’un semi-groupe.

Tout d’abord, on présentera la méthode pour l'opérateur Neumann-to- Dirichlet d’une
guide cylindrique bouché et on expliquera comment cette expression permet de retrouver
les résonances de boite, puis on essaiera d’obtenir une formule plus générale, que 'on
poura utiliser pour d’autres guides d’ondes.

4.1 Etude du semi-groupe non linéaire associé a I’équation
de Riccati pour le probleme de Helmholtz

Dans cette section, on s’intéresse a 1’équation de Riccati correspondant a la deuxieme
factorisation (cf chapitre 2) et donc a l'opérateur Neumann-to-Dirichlet. Celui-ci est
calculé dans le sens des x décroissants.

L’opérateur P que l'on cherche a expliciter est solution de I’équation de Riccati :
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Déplacement
de la frontiére

F1G. 4.1: Déplacement de la frontiere mobile

dpP

— =1+ P(A ’I)P
o + P(AL + k)
P(a) =0

Les coefficients de cette équation ont une forme diagonale dans la base orthonormale des
fonctions propres W, pour le Laplacien transversal, ce qui va faciliter les calculs. On
rappelle en particulier la relation :

Vn, (AL +KDP, =(k*—a2)¥,

4.1.1 Systéme couplé pour I’équation de Riccati

Une méthode classique de résolution des équations de Riccati consiste a les transformer
en un systeme différentiel linéaire (cf [31]). La premiere étape de la démarche va étre de
montrer que I’équation de Riccati peut se ramener au systeme suivant :

X'=—(AL + k)Y
Y' =X

Celui-ci est un systeme de deux équations couplées, mais que I’on peut résoudre facilement
puisque le terme quadratique a disparu.

Dans un premier temps, on va introduire les opérateurs de ce systeme. Pour cela, on
revient au probleme de Helmholtz homogene.

1
Vo € (0,a) et h € Hg(O)', on définit v € Y comme la solution du systeme :

— Ay = k?*y dans Q

Oy
Y =0,7[r, =0, %‘Fo =h

On suppose que l'on n’est pas dans une situation de résonance et que le probleme est bien
1 1
posé pour tout h. On peut alors définir X (z) 'opérateur de HE(O)' vers H)(O)" :

80



414iisivl iliiavivil 11vilivsiapliiiyyuc

X(x)h = %(m)

et Y (z) Popérateur de HO%O(O)’ vers HO%O(O) :
Y(z)h = ~(z).

X et Y sont alors les opérateurs :

X@: 2oy — P

Neumann en 00— Neumann en x

Y@ 20—yl

Neumann en 0 — Dirichlet en =z

On en déduit immédiatement la relation :

Par ailleurs, Y vérifie la condition initiale : Y(a) =0 et on a: X(0) = I.

Lemme 4.1 X et Y wvérifient formellement le systéme :

dY
%(37) = X(iﬁ)

Démonstration 4.1.1 On sait que :

9 =

X(@)52(0) = SL(@)

On dériwe formellement cette relation :

dxX 6 Oy 0%y
T @) 5 (0) = 5 (@)
Or, T2 (@) = ~(B1 + R (@), 0 (x) = Y(@) 2L (0)

On en déduit que :

dX = Oy 2 2]
(@) 5(0) = ~(AL + K1)Y ()5 (0)
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1
Comme cette relation est vraie pour tout h dans Hg(O)', on peut conclure que :

@) =~ RV (@),

De méme, Y(x)%(O) = (z)

En dérivant formellement :

ay , oy %l
%(x)%(o) = %(x) = X(@%(O)

D’ou la relation :

ay

%(37) = X(z).

On montre maintenant que ce systeme linéaire est équivalent a I’équation de Riccati pour
P(X), avec la relation Y (x) = P(x) X (z).

dP
Si I'équation de Riccati i I + P(A, + K*I)P admet une solution P sur un sous-
x

intervalle Iy de (0,a) et si le systeme linéaire :
dX
— =—(AL+KT)Y
dz (As++1)
dy
dz

admet une solution (X (z),Y (x)), alors Y(z) = P(x)X(z) Vx € .

=X

En effet, si 'on suppose que ’équation de Riccati

ar_ + P(AL + K I)P
dx

admet une solution P(x) sur un sous-intervalle Iy de (0,a) et que le systeme sur X, Y
admet une solution, 'opérateur X vérifie :

le—f(x) = (AL + K 1)P(z)X ()

X(0) =1
On définit maintenant Y (z) = P(x)X (z) ; Y est donc continue sur Iy, dérivable et on a :

ay

%(m) = X(z)+ P(z)(AL + K*I)P(z)X (z) — P(z)(AL + K*1)Y (z) = X ()
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X et Y vérifient donc le systeme différentiel linéaire sur I,.

Réciproquement, si X, Y sont solution du systeme différentiel linéaire :

ax
dx
a
dx

= —(AL +KI)Y
=X
sur un sous-intervalle Iy de (0, a) et que X est inversible sur cet intervalle, on peut définir

lopérateur Y (z)X (z)~' = P(z) sur I ; en particulier, il est continu, dérivable sur cet
ensemble. On peut alors calculer sa dérivée :

dY dP aX
P el
dP

soit X = ——X — P(AL + K I)PX
T

Comme X est inversible, il vient :

dP
— =TI+ P(A, +KI)P.
dx

P est donc solution de I'équation de Riccati sur /.

X et Y sont des opérateurs dépendant de x, dont la valeur en a est donnée par la relation :
Y(a) = P(a)X(a). Comme P(a) =0, il en résulte que Y (a) = 0.

4.1.2 Solution stationnaire de I’équation de Riccati

On cherche maintenant une solution particuliere pour I’équation de Riccati (en changeant
éventuellement de condition initiale) ; celle-ci servira d’intermédiaire de calcul dans I’étape
suivante. A priori, on exigera seulement qu’elle soit un opérateur inversible ; on peut donc
chercher a exhiber la solution la plus simple possible. Il est donc légitime de chercher
une solution stationnaire, i.e. indépendante de la variable x, ce qui revient a résoudre
I’équation :

P(AL + K2DP = —1,
ot le P cherché est un opérateur de H (O) vers HE(O).

Comme les coefficients de cette équation de Riccati stationnaire sont diagonalisables dans
la base de fonctions propres ¥,,, on peut chercher une solution diagonale dans cette base.

Soit Py une telle solution. On note P son n-ieme coefficient, c¢’est-a-dire que :
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PV, = F}v, Vn.
Chacun de ces coefficients vérifie I’équation scalaire :

Prk? — a2)Pr = —1

1
Autrement dit, (P7)?* = 3 sik # .

Lorsque k # «,, pour tout n (on supposera dans un premier temps que c’est effectivement
le cas), cette équation a deux solutions.

On appelle 3, la solution retenue :

a2 —k? sia?—k*>0
ﬂn:
i

k? — a2  sinon

On obtient donc un nombre fini de (3, prenant des valeurs complexes correspondant aux
modes propagatifs, et une infinité de valeurs réelles (modes évanescents).

La solution de I'équation de Riccati stationnaire vérifie donc :

1

n

Pour chaque mode, deux choix sont possibles, et chacun correspond a un sens de propaga-
tion du mode ; on va donc effectuer un “tri” des solutions. Celui-ci est lié a la factorisation
de Helmholtz pour un cylindre infini :

A + K = (% —|—z'\/Al+k2[) (% —i\/AJ_-i-/{?QI)

0
L’opérateur e iV A + k21 représente des ondes se propageant vers la droite. Plus
x

précisément, si

(%—i\/AJ_+k2I)U:0,

alors u est solution du probleme de Helmholtz et u se propage dans le sens des x croissants
et vérifie la condition de radiation en x = +o0.

On appelle Py la solution suivante :

1
U, sia?—k2>0
Py, ={ Vi ¥
—— ¥, sinon
k? — a2
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Py est en fait 'opérateur Neumann-to-Dirichlet du guide d’ondes semi-infini ; sa décomposition
modale permet de vérifier facilement qu’il fait gagner un degré de régularité.
Par ailleurs, on constate que P, est inversible.

Dans la suite des calculs, on supposera encore que k # n. Le cas ou k est valeur propre
pour le laplacien transversal sera étudié a la fin de la section.

4.1.3 Diagonalisation du systéme précédent (cas général)

Il est difficile de résoudre directement le systeme différentiel obtenu précédemment : les
deux équations sont couplées. En revanche, si on le diagonalise, on obtient deux équations
diférentielles linéaires du premier ordre totalement indépendantes I’'une de ’autre, que ’on
peut donc résoudre explicitement.

Pour diagonaliser le systéeme, une méthode simple consiste a faire intervenir les solutions
particulieres présentées dans le paragraphe précédent.

Lemme 4.2 Le systeme linéaire :

dx

— = (A, + KDY : X(0)=1
I (AL+ET)Y; X(0)
dY

— =X Y(a) =

est équivalent au systéme diagonal :

d _ _
L =PRles o) - Fl(0) =1

d Y
W - B Pupla) + () =0

ol Hgo(O)/ - Hgo(o), el P : Hgo(o), - HOEO(O)'

1 1
Démonstration 4.1.2 On introduit les opérateurs auxiliaires p € L(H(0), H3(O))
et v € L(HGH(0), H(0)) liés a X et a'Y par les relations :

(X+P0_1Y)
et
Y =FRy+vy Y =

| =D =

{X:@_Po_l¢ Y=

5 (—PX +Y)

On dérive formellement @ par rapport a x :
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dp 1 .dX _,dY
%_Q(dx +Fo dx)

On remplace les dérivées de X et de Y par leurs expressions :

de

1 _
=3 (—(AL+ K1Y + Py ' X)

En les exprimant en fonction des opérateurs auxiliaires, il vient :

de

(A + BB+ B+ (A + D) — P)

Or, lopérateur Py est solution de [’équation de Riccati stationnaire, on en déduit que :
—(AL + k) =Py

Par conséquent, —(A) + k*I)Py = Py', tandis que —(Ay + k*I) — P;% = 0.

Finalement, on a :

dy _

De la méme maniére, la dérivée de 1) s’écrit :

dy 1 P dX dY
de 2 Odr ' dax

On lexprime en fonction des opérateurs X etY :
dy 1

=5 (Po(AL + K1Y + X)

Ensuite, on fait intervenir les opérateurs ¢ et ¥ :

dp _1

o =5 (PAL TR Pp + P(As+ KDY+ 9 — Fy'0)

Comme Po(AL + k2 )Py = —1 et Py(Ay + Kk*I) = —P; ', Uezpression devient :

dy 1 _ _

%:§<—¢_Po Y+ — Py ')
c’est-a-dire :

dyp _

% — _PO lw'
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Remarque 4.1 Ce changement de variables revient a diagonaliser des opérateurs. FEn
effet, on vient de démontrer que les opérateurs :

0 —(AL + k) . Pt 0
I 0 ‘ 0 -pB!

sont semblables, et ont comme matrice de passage

Py I ’
Les conditions initiales de ce systeme sont données par :

{ o(0) — Py(0) = 1
Popla) +1(a) =0

Comme l'opérateur P; ! est indépendant de la variable z, I'intégration du systéme en ¢
et ¢ a partir de p(a) et de ¥(0) donne :

p(z) = efo = p(a)
P(x) = e Fo wp(0)

On en déduit que :

p(0) = e Fo @p(a)
P(a) = e o 44p(0)

On en déduit le systeme suivant pour les conditions initiales :
e o p(a) = Py '(0) = 1
Pyp(a) + e~Fo 'agp(0) = 0

_ _p-1 . ,
Comme Py, Py ' et e=fo @ commutent, ces relations s’écrivent :

1

B N1
pla) = (e 4 e i)
NS |
b(0) = — Py (1 + e 2R )

On en déduit les expressions de ¢ et de 1 :
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_ Pl (z—a) < P la - _1a>_l
p(z) = e'o efo @ 4 e "o

-1 1\ 1
P(x) = —e""o TR <I + e 2 “)

4.1.4 Factorisation de P

Revenons au probleme de départ : on cherche une expression de P(t) en fonction de sa
valeur initiale P(a). On va remplacer la condition initiale proposée au départ par une

1 1
condition plus générale : on pose P(a) =, ou m € L(H(0), Hj(O)). Ceci permettra
d’adapter le calcul a d’autres configurations, étudiées dans la deuxieme partie.

Pour estimer P(t), on va utiliser les systemes différentiels linéaires introduits précédemment.
Ainsi, on va exprimer P en fonction de X et de Y, puis de ¢ et de ¢ en utilisant la relation
de passage :

X:SO_PO_1¢
Y =FRe+y

Une méthode simple consiste & définir un nouvel opérateur auxiliaire W € L(HZ(0)" , Hg(O)):
W(z) = 9(z) ¢\ (x) Va € [0,q]

Cet opérateur permet d’écrire P sous une forme factorisée. On a en effet le résultat
suivant:

Lemme 4.3 L’opérateur Neumann-to-Dirichlet P peut s’écrire :

P(z) = (Ro+ W(2))(I — By 'W(x)™

Démonstration 4.1.3 Pour factoriser ’expression de P, on commence par exprimer X
et Y en fonction de l'opérateur auziliaire W .

Comme X = ¢ — Py ', on en déduit que :
X=¢p—F o o= (I~P W)

De méme, on a :
V=PRe+y=(R+W)

On va donc obtenir une expression de P en fonction de cet opérateur :
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-1

P=YX"'=(P+W)p((I-PF'W)y)
Donc :

P=(P+W)pp (I - Py W)™
1l vient :

P(z) = (Po+ W (2)(I — By 'W(2)™!

De la définition de W, on tire directement :
W(z) = e_Pofl(x_“)W(a)e_P(;l(x_a)

Par ailleurs, on a :

Lemme 4.4 W est solution de [’équation différentielle de Lyapunov:

aw
E - —PO_IW — WPO_l

Démonstration 4.1.4 FEn effet, en dérivant formellement :

AW d¢

aw  _ay _ 1 ‘P —1
dx dx Ve

Le systeme différentiel donne :

dw

i — Py Yot — ot Prtpp!

On conclut que :

aw
% - —PO_IW - WPO_I

Cette expression permet d’évaluer P en x en fonction de la valeur de W en cette abscisse.
On cherche maintenant a exprimer P en fonction de sa condition initiale P(a) = 7. On
souhaite montrer que :

Lemme 4.5 P(x) a pour expression :

P(x)= [Py—e P @ (] 4+ 7P )L Py — 1)eFo (@]
[+ Pylte o @[ 4 aPy )" (Py — m)eFo (ema))-!
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Démonstration 4.1.5 Pour ce faire, on va introduire ’expression explicite de W dans
I’écriture précédente pour P. On a ainsi :

-1 -1 —1 -1 -1
P(x) = (PO + e o @)W (g)eTo (x_“)> <I — Pylte P @1y (g)e=Fo (x_“)>

A présent, on calcule W(a) en fonction de P(a) = 7w ; ceci permettra d’obtenir P en
fonction de sa condition initiale. On écrit I’expression factorisée pour P en x = a :

P(a) =7 = (Po+W(a)(I — Py 'W(a))™!
Par conséquent, on a :

7 — 7Py 'W(a) = Py + W(a)
Do :

W(a) =—(I+aF ") (P — )

D’ou expression de P.

On obtient ainsi une expression de P(z) en fonction d’opérateurs connus, que I'on peut
calculer explicitement.

4.1.5 Reformulation

La derniere phase du calcul va consister en une réécriture de P sous la forme d’une

1 1
composition d’opérateurs. Pour cela, on introduit les opérateurs de L(H{(O)', Hg(O))
dans lui-meéme :

H(r)= (I + 7Py ") (Py— )
G(r) = (Po—m)(I + Py 'm)~?
LE(W) =e P t=apyeF(t-a)

L, G et 'H agissent sur des opérateurs définis sur une section du guide. Ils transforment un

1 1
élement de L(HG(0)', Hj(O)) en un autre élément de cet espace : ils sont donc stables.

G et 'H ne sont pas linéaires et ne sont pas définis pour tout élément de £(H, o%o(O)/ , H, o%o(o))-
Ce sont des transformations homographiques qui présentent des singularités liées a celles
de lopérateur Neumann-to-Dirichlet (pour que ces transformations homographiques soient
bien définies, il faut que leur dénominateur soit inversible). Celles-ci seront étudiées dans
la prochaine section.
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Remarque 4.2 G et H ne dépendent pas de x.

Par ailleurs, elles sont inverses I'une de I'autre :

Lemme 4.6 Les opérateurs H et G définis par :
H(m)= [ +7Py )y Y(Py—7) et : G(m) = (Po—m)(I + Py'm)™?

sont tels que : HoG(mw) = GoH(m) = .

Démonstration 4.1.6 En effet, on a, d’une part :

-1

GoH(m)= (P —(I+aPy ) (Py—m) (I+P (I+7P ") Y(Py—m))

En factorisant a gauche par (I +mPy )™}

, on obtient :
GoH(m) =T +7P )y Y Py+m—Po+m) (I+ P (I+7Py ) 1 (Py— 7))~}
ou encore :
GoH(m)=I +nPy )y 2n (I + Py ' (I + 7Py )N (P — 7))t
Par ailleurs, on a :
I+ 7P Y e = (Y I+ 7Py 1)L
On en déduit que :
GoH(m)=(r 4+ Py 2(I+ Py "I+ 7P )y Y(Py—m))~?

On factorise maintenant par Py ' (I + 7Py )™t dans le deuziéme facteur :

1

G o H(m)

(r + P2 (B +aPy ) I+ 7Py P+ (Py—)])~

1l mient alors :

1

G o H(m)

(m '+ Pyh)2 (P (I + 7Py ) '2R)

_ 1 1
Or, (P (I + 7Py ") 12PR,) t= §P0_1(I + 7Py Py = §P0_1(P0 + ), par conséquent :

G oH(m) = (r + By) 712 5(1 + By'm)
Finalement :
GoH(m)=(n '+ P (m '+ Py yr=n
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D’autre part, on a :

(B — (P —m)(I+ Pyt

HoG(m)= I+ (Po—m)(I+ Py'm) Py t)
Tout d’abord, on a :

(I+Py'm) Pyt = (R + By 'm)) ™ = (Po+ 7)Y,
ce qui permet de simplifier [’expression :

HoG(n) =T+ (Po—m)(Po+m) ) (Py— (Ro—m)(I+ Py'm)™)
On factorise par (Py+ 7)™ a Uintérieur du premier facteur :

HoG(r) = ([(Po+m)+ (Po—m)(Po+m)") " (Po— (Py—m)(I + Py'm)™)
On en déduit que :

HoG(m) = (Pt m)s Py (Po— (Po—m)(I + Py ') ™)

A présent, on factorise a droite par (I 4+ Py 'm)™! :

HoG(m) = (P + W)%PO_I ([PO(I + P0_17T) — (Po—m)]({ + Po_lﬂ)_l)

c’est-a-dire :

HoG(r) = (Py+ mépo—l 27l + Py )t
Le premier facteur s’écrit encore :

(Po+m Pyt =m+aPy'n =7(I+ Py 'n)
On a donc :

HoG(m)=7n(I+Py'n) I+ Py'n) ' =m

‘H et G sont donc des transformations homographiques inverses I'une de l'autre. En
particulier, H s’écrit également :

H(r) = Py Y(Py+ ) " (Py — )

En acoustique, il est appelé “matrice de réflexion”, car il associe aux modes se propageant
dans le sens des x croissants ceux qui se propagent dans le sens des x décroissants.

L(z) est en fait 'opérateur qui a M associe M (x) solution de I'équation :
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%(g;) + Py 'M(z) + M(z)Py ' =0
M(a) =M

M (z) est solution d'une équation linéaire de type Lyapunov, et M représente sa condition
initiale en a.

On constate que £ est un semi-groupe linéaire, il n’a donc pas de singularité. Contraire-
ment a G et H, celui-ci dépend de z.

On revient maintenant & l'expression de P(x). On rappelle que :

Pa)= [Py — R G=(1 1+ wPy )} (Py — m)e~Fi o)
[+ Pyle Pl e=a( + 7By (Ry — m)eFo o]t

Cette relation s’écrit alors :

P(z) = [Py — L(x) o H(m)|[I + Py L(x) o H(m)] ™!, d’ott :

P(z) = G o L(x) o H(m)

Ainsi, pour connaitre la solution de P en tout point du guide, il suffit de connaitre sa
valeur 7 en a : le guide étudié ici est un guide bouché, donc 7 = 0, mais on pourrait
envisager d’autres configurations pour lesquelles le guide est un tube semi-infini au-dela
de a ; dans ce cas, on aurait une valeur initiale 7 différente, mais la formule obtenue serait
toujours valable.

La figure suivante explique le mode de calcul de P en fonction de sa condition initiale :
la valeur de P(a) permet d’obtenir celle de W (a) au moyen d’une transformation homo-
graphique ; en appliquant ensuite un semi-groupe linéaire, on trouve alors 1’expression de
l'opérateur auxiliaire W (z). Une seconde transformation homographique donne enfin une
expression de P(z).

4.1.6 Analyse des discontinuités

La formule que 'on vient d’obtenir permet de retrouver facilement les singularités de
lopérateur Neumann-to-Dirichlet. En effet, celles-ci apparaissent lorsque les transfor-
mations homographiques ne sont pas définies, c¢’est-a-dire lorsque leur dénominateur est
singulier. On va montrer qu'on peut les caractériser de la maniere suivante :
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P(x) P(a)

L(x)

W(X) W(a)

F1G. 4.2: Calcul de P

Lemme 4.7 Les singularités de P se produisent uniquement sur des modes propagatifs
et apparaissent aux abscisses suivantes :

™+ 27N
a4 — ——————u  avec k> — a? >0, , valeurs propres de A

2/k? — a2

Démonstration 4.1.7 Pour trouver [’emplacement des singularités, on reprend le schéma
de calcul de P en analysant les transformations homographiques ou le semi-groupe.

Tout d’abord, on rappelle que m = P(a) = 0 pour le cas étudié. On en déduit que

et par conséquent que cet opérateur est bien défini partout.

On étudie ensuite [’effet du semi-groupe L. Celui-ci ne présente pas non plus de disconti-
nuités ; celles-ci vont donc étre dues a la deuziéeme trasnformation homographique. Pour
le vérifier, on revient a la décomposition en modes propres. Comme

G(L(z)H(Py)) = (Py — £(x))(I + Py H(z))~", on
o) = L(2)(Py) = ¢ ) Pro s o),

les discontinuités correspondent en fait aux valeurs propres nulles du dénominateur :
I+ Py ().

Comme tous les opérateurs intervenant ici sont diagonauz, on peut expliciter facilement
cet opérateur sur chaque fonction de base V,, :

1
> kzllfn sial —k*>0
Py, =4 VO
———— W, sinon
12 — o2
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Premier cas : a2 — k* > 0 (mode évanescent)
Dans ce cas, on a :

Pyl(r—a)¥, = /a2 -k (z—a) V¥,

On en déduit que :

Poe—Pofl(:c—a) \Ijn — 1 e—m(m—a) i

Il mient alors :

U)W, = B e 2V ar—k (@—a) g

a2 — k2
On obtient le dénominateur de G :

<]+ Po_lﬁ(x)) U, = <1 + e 2V ok (x—a)) v,

La valeur propre associée a V,, est donc réelle, strictement positive, donc elle ne s’annule
Jamaas.

Deuxiéme cas : o2 — k? < 0 (mode propagatif)
On a alors :

Ptz —a)V, = —i/k2—a2(x —a) V¥,

On en déduit que :

P Pileayg — L i/Eale-ay

Par conséquent :

g((L’)\I’n _ 4 62i\/k2—a%(x—a)\1}n
Va2 — k2

Le dénominateur de G a alors pour expression :
(I+ Py'(x)) ¥, = (1 + e2iv’f2—a%<f—a>) v,

Dans ce cas la valeur propre associée a V,, est complexe et peut s’annuler lorsque :

2\/k?—a2(r —a) =7+ 277

c’est-a-dire :

T+ 277
r—a=————+— avec T < a

2/k? — a2

d’otu la conclusion.
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Remarque 4.3 On retrouve les mémes discontinuités pour P que par le calcul direct.

Cette analyse des singularités montrer I'intérét de la méthode pour les calculs numériques:
en effet, les discontinuités de 'opérateur P apparaissent lorsque certains opérateurs ne
sont pas inversibles. Cependant, on peut calculer ceux-ci en tout point du guide, y compris
a 'endroit des singularités. Par conséquent, il est possible de connaitre la valeur de P
juste apres 'une d’entre elles. Au contraire, lorsque 1’on utilise les méthodes classiques, il
est difficile de déterminer sa valeur apres une explosion, et bien souvent, le calcul s’arréte
apres une singularité.

4.1.7 Transformation homographique pour le cas particulier des
résonances transverses

On a effectué les calculs en supposant qu’il n’y avait pas de fréquence de coupure, c¢’est-
a-dire que :

VneN, a, # k.

Lorsqu'il en existe une, i.e. si 3j € N tel que a; = k, 1 opérateur A + k*I a une et une
seule valeur propre nulle. Dans ce cas, lopérateur P(A +k?I) P ne peut plus étre de rang
maximal et donc 1’équation P(A; + k*I)P = —I n’a plus de sens. On ne peut donc plus
trouver une solution constante pour la premiere équation de Riccati. Ce cas particulier
est lié a la géométrie du probleme, plus précisément au diametre du guide d’ondes.

4.1.7.1 Détermination de solutions particulieres

Il va donc falloir trouver une solution particuliere non stationnaire pour I’équation de Ric-
cati, ce qui va modifier les définitions de ‘H et de L, et par conséquent les propriétés de ces
opérateurs. On va essayer de se rapprocher le plus possible du cas précédent en choisissant
des valeurs propres stationnaires pour tous les modes évanescents ou propagatifs.

1 1
Lemme 4.8 L’opérateur Py € CY(0,a; L(HZ(O), HZ(O))) défini par :

9, sin<j,
k? — a2
P, ={ (=0 sin=1j
1
— ¥, sinon
a2 — k2
\ n

ot ¢ € R est une constante telle que x — a # 0 sur (0, a),
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est solution de ’équation de Riccati

ar _ I+ P(AL + K*I)P.
dx

Démonstration 4.1.8 Premier cas : n # j

Ce cas correspond aux modes propagatifs ou évanescents. Pour les deux configurations,
on a :

Py(AL + K Py, = -0,
et la conclusion est immédiate.
Deuxieme cas : n =
Dans ce cas, on a :
Py(x)U; = (x — ¢)¥;.
Comme la valeur propre de lopérateur A, + k*I associée a W; est nulle, il vient :
(AL + K*1)Py(z)¥; =0
Par suite, on a :
(I + Po(z)(AL + K ) Po(x)) ¥; =
D’autre part :

dP,

E(as)\lfj =y

Au total, on a obtenu la relation :

dP,

@)W = (I+ Po(a) (AL + K D)Py(a)) ;.

d’ou la conclusion.

Remarque 4.4 L’opérateur ainsi obtenu a une forme diagonale et Py(x) est inversible

Vz € (0,a).
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1 1
On introduit également un opérateur auxiliaire Qg € L(Hg(0), H3(O)") défini par :

—i/k2— a2V, sin<j
Qov,=< 0 sin=)
a2 — k2, sinon
Qo est un opérateur diagonal, solution stationnaire de I’équation de Riccati :

d
—9+wf+wAl+k%):0
dx

Cet opérateur sera utilisé dans le changement de variables permettant de diagonaliser le
systeme différentiel linéaire.

4.1.7.2 Diagonalisation du systeme différentiel

On reprend la démarche du cas général. On a obtenu l’équivalence entre ’équation de
Riccati sur P et le systeme différentiel linéaire du premier ordre :

dX

— = (A, + KDY X(0)=1
dr ( 1 + ) ) (O>

dY ’
— =X Y =

ou X(z) € £(H0%0(O)’, HO%O(O)’) et Y(z) € £(H0%0(O)’,HO%O(O)) ; on va maintenant diago-
naliser celui-ci.

On introduit les opérateurs ¢ € E(HO%O(O)’, HO%O(O)’) et ¢ € E(HO%O(O)’, HO%O(O)) tels que :

{X:<P—Q0¢
Y = Py(w)p + 1

Lemme 4.9 ¢ et v ont pour expression :

Y

V= —P®X + dY

ou € £(H0%0(O), HO%O(O)) N E(HO%O(O)’, HO%O(O)’) a pour décomposition modale :

1
§\I/n sin#j

v, sin =]

oV, =
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Démonstration 4.1.9 Une premiere combinaison linéaire des équations du systéme per-
met d’écrire que :

X+ QoY = [I + QoFo(x)]yp

Or, Vopérateur I + QoFPy(z) € E(HO%O(O)’,HO%O(O)’) est inversible. En effet, on a:

U, sn<jg
Q()P()(I)\I/n = O\I/J stm = j
v, sin>j

On en déduit que :

(I + QoFy(x))V, = { P st

v, sinon

Soit donc ® € L(HZ(O), HE(0O)') Uinverse de cet opérateur. Sa décomposition modale
dans la base des W,, est :

1
PU, — §\Ifn sin#j

U, sinon

1 1
Cet opérateur est également un élément de L(Hg(0), Hy(O)) et on a la relation dans
cet espace :

O (I + Py(z)Qo) = (I + Po(x)Qp) @

Par ailleurs, il commute avec Py(x) et Q.

Par conséquent la relation obtenue précédemment s’écrit aussi :
p=0X +0Q,Y.

De la méme maniére, le systeme linéaire donne la relation :
Y — Po(x) = (I + Py(z)Qo)¥.

Les propriétés de ® permettent de la transformer en :

Y =dY — dPX.
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Remarque 4.5 On a obtenu les relations suivantes pour ® :
[+ QoFo(z)]® = I + QoFo(z)] =1 et

[+ Po(2)Qo]® = @[] + Fy(x)Qo] = 1.

Lemme 4.10 ¢ et o) vérifient le systéme différentiel diagonal :

Démonstration 4.1.10 On dérive formellement l’expression de ¢ :

dy dX dY
e d
dx dx + Qo dx

Cette dérivée s’écrit :

do _

i —®(AL + KDY + Qu®X

mais encore, en remplacant X et'Y par leurs expressions en ¢ et ) :

do _

dx O (—(AL+E )Py + Qo) o — © (QF + (AL + K1) ¢

Or, Q3+ (AL + k2I) =0, alors :

d
d—i =& (—(AL+ K D)Py+ Qo) ¢

On va simplifier ce coefficient :
—(AL + K )Py = Q3P
—O(AL + K Py = Qo®Qo Py
Or, ®(I + PyQo) = I, donc PQoPy=1— D et

—®(AL + K1) Py + ®Qp = Qo

Finalement :
dyp
% = QOSO-
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De la méme maniére, on dérive formellement 1 :

& dP dX _dy
o g PX R e
c’est-a-dire :

Z_w = —Py(AL + KD Py®X + Py®(A, + K I)Y
X

En développant cette expression, il vient :

d
_'(/} = —Po(AJ_ + kQI)POCI)QO + (I)P()(AJ_ + k21>P0Q01p

dx
+P0(I>(AJ_ + kQI)PQQ)O —|— PQCI)(AJ_ + ]{le)w

soit, apres simplification :

d
% — Py, + I PQodih + Py®(A | + K2 1))
OT, P()QO(I) =1 - (I), soit :
dyp
— = Py(A | + K.
I 0 (AL + )

Les conditions initiales pour ¢ et i) ont également une forme diagonale. En effet, les
conditions initiales pour X et Y s’écrivent :

{ p(0) = Qo (0) =1 (4.1)

By(a)p(a) +¢(a) =0

L’intégration du systeme différentiel en X et Y donne :

p(z) = 9Dy (q)
{ P(z) = M@t D ()

On en déduit notamment que :

{ p(0) = e=9p(a)
Y(a) = ePO(AL‘HCQI)aw(O)

Ceci permet d’écrire le systeme (5.1) sous la forme :

{ e~ p(a) — Qou(0) = I
Py(a)p(a) + ef@LtkDay () = 0
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On en déduit que :

(p(a) — <6_Q0a _|,_ POQoepo(AL+k2I)a) -

9(0) = Py (PoQo + e @nerarsine)

Par conséquent, ¢ et ¢ ont pour expression :

o(r) = (e‘QO“ + PoQoepo(AlJrkm“) - eQo(z—a)
Y(r) = —F (POQO + 6_QoaeP0(AL+k21)a> o ePo(AL+k2 Dz

On en déduit que p(z) est inversible pour tout = € [0,a]. En effet, de la décomposition
modale de ses coefficients :

gvki-atag  sin < Ji

e @y, = W sin=j
n n J

e VaRay  sin >

ainsi que :

VR maay - gin < J
PyQoePoBrtkhay oy, sin=j
e"Vertag  gin > J

on déduit la forme de la condition initiale p(a) :

1 .

56_2\/ Boofog  sin < Ji
1 /50

3¢ on-kag sin >

Celle-ci a donc une forme diagonale ; il en est de méme pour p(z) :

1 . .
5e—z\/kQ—a%ae—z\/kQ—a%(z—a)‘I,n sin < j

1 2 2 2 2 . .
_6\/an—k ae\/an—k (:U—a)\Ijn sin > j
2
Comme cet opérateur n’a aucune valeur propre nulle, il est inversible.
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4.1.7.3 Factorisation de P

On va maintenant utiliser ces opérateurs pour exprimer P(z) en fonction de sa con-
dition initiale 7 = P(a). Comme pour le cas général, on définit 'opérateur W (z) €

L(HG(O), Hp(0)) par :
W(x) =(x)p~(x) Vo € [0,a].

Il va permettre d’obtenir une expression factorisée de P. Pour ce faire, on exprime X et
Y en fonction de W :

X = ¢— Qo
= - Quy 'y
= (—’ - QOW) 2

De méme, on a :

Y = Re+vy
Pyo+ ol
= (Bh+W)gp

On en déduit que :
P=YX"1=(P+W)pp (I -QW)™!

C’est-a-dire :

P(z) = (Ro(x) + W(2))(I — QoW ()"

Dans un deuxieme temps, on va expliciter les facteurs de cette relation. L’expression de
W est semblable a celle obtenue pour le cas général :

W (z) = ePo@Ltk D=y (g)e=Qolr—a)
La condition initiale pour P s’écrit :

P(a) = m = (Po(a) + W(a))(I — QoW (a)) ™,
on en tire :

W(a) = (I +7Q0) ™ (m — Pola))

En introduisant ces différentes relations dans la forme factorisée, on obtient une expression
explicite pour P(z) :
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Pla) = |Pofa) + ePEH0E0 (T 7 Q0) ! (m — Pofa))e )|

-1
[] — QuePoB R D@0 (T 4 1 Q0) (7 — Po(a>>e—Qo(z—a):|

La derniere étape du calcul consiste en une réécriture de P sous la forme d’une composition

1 1
d’opérateurs. Comme pour le cas général, on introduit les opérateurs de L(HE(O)', HE (0O))
dans lui-méme :

H(m) = (I +7Qo) ' (7 — Po(a))
G(z)(m) = (Po(z) + m)(I — Qom) ™"
L(x)(M) = cPo(AL+K2T)(z—a) ) f o~ Qo(z—a)

'H et G sont des transformations homographiques, mais G dépend de x. On trouve alors :

P(z) =G o L(x) o H(m)

4.2 Equations de Riccati avec termes linéaires

On souhaite maintenant généraliser la méthode de la transformation homographique aux
équations de Riccati comportant des termes linéaires. En effet, lorsque I'on tente de
factoriser le probleme de Helmholtz pour des guides de forme plus complexe, ou pour
d’autres conditions sur les bords dans le cas du cylindre, on obtient une équation de
Riccati de la forme :

ng—FPAP—PFt—FP
dx ,
Pla)=m

7 LIHL(0), Hi(0)),
ol 4 J e L(HZ(OY, H(0)),
F € L(H§(0), Hiy(O))
et A est un opérateur qui fait perdre deux degrés de régularité.
P est cherché dans C’O(O, a; E(HO%O(O)’, HO%O(O)))'
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Comme dans le paragraphe précédent, on va montrer que l'opérateur P(x) est semblable
a un semi-groupe linéaire, dont I’expression sera donnée en fonction de solutions partic-
ulieres de 1’équation de Riccati.

On se propose de présenter deux formules : la l-représentation, qui fait appel a une
seule solution particuliere, et la 2-représentation, qui utilise deux solutions particulieres.
Chacune sera adaptée a des situations différentes, comme on le verra dans la deuxieme
partie.

Remarque 4.6 Dans [’étude précédente, il n’y avait pas de termes linéaires, et

J=1
A=A + K.

4.2.1 1-représentation

La démarche suivie pour la 1-représentation est tres proche de celle qu’on a étudiée pour
le cas simple : on va factoriser P en 'exprimant en fonction des opérateurs X et Y, puis
en remplagant ces derniers par leurs expressions en ¢ et . Enfin, on écrira I'expression
obtenue comme une composition de transformations homographiques et d’un semi-groupe.

4.2.1.1 Obtention du systéme différentiel linéaire associé

On rappelle la forme de 1’équation de Riccati a résoudre :

P
Z—:J—FPAP—PFt—FP
x

On souhaite la remplacer par un systeme linéaire équivalent.

dP 1 1
Sil'équation de Riccati - = J+PAP—PF'—FP admet une solution P € ,C(HO;O(O)’, HO;O(O))

x
sur un sous-intervalle Iy de (0, a) et si le systeme linéaire :

dX
—=-FX+JY: X =1;
dx + ’ (a) ’
dY
& AX+FY; Y(0)=0;
dx + » Y(0) ’

admet une solution
(X(2),Y(2)) € LIH5H(O)', Hyp(O)) x L(Hgy(0)', Hip(O)')
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sur Iy, alors X (z) = P(z)Y (z) pour tout x sur cet intervalle.

En effet, soient X, Y de tels opérateurs. On cherche & montrer que P = XY ~! est solution
de I'équation de Riccati. En dérivant X, on obtient :

Cette expression se développe en :
dP .
—FX+JY = d—Y—PAX+PFY,
x
soit encore :
dP .
—FPY +JY = d—Y — PAPY + PF'Y,
x

Comme Y est inversible, on retrouve effectivement 1’équation de Riccati pour P.

Réciproquement, soit P une solution de cette équation. On se donne Y comme solution
de :

dY
— = —APY + F'Y
dx

Alors l'opérateur X + PY vérifie :

dX
Ir JY + PAPY — PF'Y — FPY — PAPY + PF'Y
T

En simplifiant, on obtient :

Z—X:JY—FPY:JY—FX.
T

(X,Y) vérifie bien le systeme linéaire.

4.2.1.2 Obtention du systéme différentiel linéaire associé

On souhaite maintenant diagonaliser ce systeme linéaire. Comme dans la partie précédente,
il est nécessaire d’introduire ces opérateurs auxiliaires qui vont permettre de définir le
systeme diagonal. Cette fois, la présence des termes linéaires va requérir deux variables
auxiliaires.

Tout d’abord, on introduit une solution particuliere Py de 1’équation de Riccati qui cor-
respond a une condition initiale my = Py(a) :

P
% = J+ PyAPy— P,F' — FP,
X
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1 1
Le deuxieme opérateur auxiliaire, S € L(H3(O), HE(0O)'), est une solution de I’équation
différentielle :

s

= =S[=F + P = [F' + ARJS — A,

1 1
avec la condition initiale S(a) € L(HE(O), H3(O)') que l'on choisira arbitrairement en
fonction du probleme étudié.

1 1
Ces deux opérateurs permettent de définir les nouvelles variables ¢ € L (H3,(O)', H3(0)')

3

ot ¥ € £ (HZ(0Y, H3(0)):

p=-SX+({I+SR)Y
=X —-PY

La transformation inverse s’écrit :

Y =0+ 59

Les opérateurs ¢ et ¢ permettent de diagonaliser le systeme différentiel. En effet,

Lemme 4.11 Le systeme différentiel linéaire est équivalent au systéme diagonal :

d

d_i = (F' = ARy)¢
d

% = (—F + P\

Démonstration 4.2.1 On dérive formellement l’expression de ¢ :

dp  dS dX  [(dS dP, dY
EE__E¥’3E5+QE%+&%>Y+U+S%hE

On développe :

d
% = S(—F + Py X + (—F' + AP)SX + AX
+SFX — SJY
+(=S(=F + PyA)Py — (—=Ft + AP))SPy — AP))Y + (SJ + SP,APy — SPyFt — SFR,)Y

—(I+ SP)AX + (I +SP)F'Y
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On obtient, apres simplification :

d
% = (—F'S + APyS)X + (F'SPy — APySPy — APy + FY)Y

On remplace maintenant X et'Y par @ et :

fz_i = (= F'S + APyS)Pop + (—F'S + APyS)(I + PyS)

H(FtSPy— APySPy — APy + F')p + (F1SPy — APySPy — APy + F') Sy

En développant cette relation, il vient :

d
d_SO :—FtSP()QO—l-AP()SPOgO—FtSQZJ—FtSPQS’QD+AP051/J—|—APQSPQS’I7D+FtSPQ’I7D
T

—AP()SP()QO—AP()QO‘FFtQO—FFtSP()Slp—AP()SP()Slp —Aposiﬂ"—FtSw

La plupart des termes s’annulent deux a deuz. Il reste :

d
d—i:(Ft—APO)SO-

De méme, on dérive formellement [’expression de v :

X Y
W _dX _ pdY iy RARY + RF'Y + FRY
dx dx dx

En développant, on trouve :

d
d—w — _FX +JY + PAAX — PyFYY — JY — PyAR)Y + PyF'Y + FP)Y
i

Ce qui se simplifie en :

d
d_w — _FX + PAX — PAARY + FPY
xXr

On exprime maintenant cette dérivée en fonction de ¢ et ¢ :
di

o = —FPyp — F(I+ PyS)Y + PyAPyp + PoA(I 4+ PyS)yp — PoAPyy

—PyAPySY + FPyp + FPyS
Finalement, il vient :

@ _

Ir (—F + PA)y
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Il est maintenant possible de résoudre le systeme linéaire diagonalisé. Par abus de nota-
tion, on écrira :

oo =exp ([ (5 = Am@)at) pla

$(2) = exp ( [ - F><t>dt) $(0)

Les conditions initiales de ce systeme sont données par :

{ Fy(0)(0) + [ + £ (0)S(0)] ¥(0) = I
p(a) +S(a)(a) =0

4.2.1.3 Formule de représentation

On reprend la démarche mise en oeuvre pour les guides d’ondes de section constante. On
exploite donc les informations données par les variables auxiliaires X et Y aux points a
et x.

On définit Topératewr W € L(H3(0), H&(0)) N L(HE(O), HE,(0)) comme :
W(z) = ¢(x)p~ (z).

Cela permet d'écrire les opérateurs X et ¥ sous la forme :
X(z) = [Po(x) + (I + Bo(x)S(2)) W (z)|p(z) et Y(z) = [I + S(x)W (z)|p(z).

Comme P(z) = XY ! il vient :

P(z) = [Po(w) + (I + Po(@)S(@))W ()] + S(x)W ()]

Cette forme factorisée va permettre d’exprimer P en fonction de sa valeur initiale 7 =
P(a). En effet, on a :

z—F PyA d z—Ft AR, d
W(@q/ﬂ( + W“W(a)e/a( AR (1)t

ou W(a) s’écrit simplement en fonction de P(a).
De la relation 7 = [mg + (I + mS(a))W (a)] [I + S(a)W (a)]~!, on tire :
o+ (I + mS(a)W(a) = 7+ 7S (a)W(a),
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d’ou la formule :
W(a) = [I + (7 — m)S(a)][m — o]

On en déduit que :

o / C(CF+ PA) (D)t _F' 4+ AR (b)dt

K
I+ (7 —7m)S(a)] ' [r — o] e/a

Finalement, on obtient :

P(x) = [Po(X)+ (I + Po(x)S())els “FHRNOU ] 4 (1 — m0)S(a)] [ — mo] ela - HARIO]
I+ S(x)eff(—FJrPoA)(t)dt [I + (7 — m)S(a)]r — m] ef;(—Ft—i-APo)(t)dt]—l

On introduit alors les opérateurs :

y

(x)M _ ef;(—FJrPoA)(t)dt M ef;(—Ft-i-APo)(t)dt
H(m)(x) = [I + (Po(z) — m)S(2)] " [ — Po()]
G(m)(z) = [Po(x) + (I + Po(x)S(2))n][l + S(x)n] ™

Lemme 4.12 GoH(n) =7
HoG(m)=m

Démonstration 4.2.2 Soit m un opérateur. On souhaite calculer G o H(w). Par hy-
pothese, on a :

GoH(m) = [Po+ (I +PyS)I+ (Py—m)S) Hm—P)|[I+ ST+ (Po—7)S) Hr—By)] ™

On extrait m — Py de chaque facteur :

GoH(m) = {Po(m— Po) ™"+ (I + PS)I + (B — m)S] ™} ( — Po)(m — Py)"
{(x — P  + S[[ + (Py — m)S]1} !
c’est-a-dire :
GoH(m) = {Po(m — Po) ™ + (I + PoS)[I + (Py — m)S] ™} {(m — P)) ' + S[I + (P, — 7)S] 1}

On fait la méme chose avec [I + (Py — m)S|™! :

g OH(ﬂ') = {Po(ﬂ' — PQ)_I[[—l— (PO —W)S] —|— (I+PQS)} [I+ (PQ —71')5]_1
[[ 4 (Py—m)S] {(m — Po) I + (P — 7)S] + S}
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1l reste :
GoH(r) = {Py(m — Py) [T + (Po— m)S] + (T + PoS)} {(r — Po) "' [T + (Py — 7)S] + S}
On développe cette expression -
GoHM(r) = [Po(r — Py) ' — oS+ 1+ PyS[(m — Py)~' — S + 5]
Celle-ci se simplifie en -
GoH(m) = (Po(m — Po)~' + I)(m — Fy)
Finalement :
GoH(m)=Py+m—Py—n
Réciproquement, soit ™ un opérateur. On cherche a montrer que HoG(n) =m . On a :
HoG(m) ={I+ [Py — (Py+ (I + P,S)m)(I + S7T)_1]S}_1 {[Py+ (I + BS)7|[I + S7]™! — Py}

En factorisant par (I + S7)~' dans chaque facteur, il vient :

HoG(m)= {I+[Py(I+ S7)—Py— (I+PyS)a|(I+Sm)—ts} "
{Py + (I + P,S)w — Po(I + Sm)} (I + Sm)~

Ceci permet de simplifier I’expression :
HoG(m)={I —n(l+Sm)2S} "« (I+Sm)™
On introduit © dans le premier facteur :
HoG(n) = {n I —n(l+Sn) 18]} ' (I+Sm)!
1l vient :
HoG(r)=[r' — (I + S7)"18]"'(I + S7)~!
Ce qui s’écrit encore :
HoG(n) ={(I + Sm)[xt — (I 4+ Sm)~*5]} "

C’est-a-dire :

HoG(m)=[(I+ Sm)n~! = 5]

Au total, on a :

HoG(m)=[r1+S-8]=nx
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Les transformations homographiqes H et G sont donc inverses I'une de I'autre. On obtient
I’écriture suivante pour P :

Cet opérateur se calcule donc de la méme maniere que pour le cas particulier.

Remarque 4.7 Cas particulier : on choisira généralement la condition initiale S(a) = 0
pour S. Cela permet en effet de simplifier les calculs pour la premiére étape :

H(r) =W(a) =m — mg

4.2.2 2-représentation

On souhaite cette fois obtenir le méme type de formules, mais en exprimant I'opérateur
Neumann-to-Dirichlet en fonction de deux solutions particulieres. Comme précédemment,
on introduira 'intermédiaire de calcul S, mais celui-ci va disparaitre de la formule finale.

Tout d’abord, on a besoin de deux solutions particulieres de I’équation de Riccati. Soient
1 1
Py et P, € L(Hgy(O)', Hg(O)) ces solutions. Ces opérateurs vérifient :

P
Z—:JJrPAP—PFt—FP,
xr

avec les conditions initiales P;(a) et Py(a) € L(HE(0), Hg(O)).

4.2.2.1 Définition des intermédiaires de calcul

Le principe de cette représentation repose sur la comparaison des différentes solutions de
1 1

I'équation de Riccati. On introduit donc lopérateur T'(z) € L(HG(0), H3(O)) défini

par :

T(x) = P(x) — Py(x).
De méme, on définit T3 (z) € E(HO%O(O)’, HO%O(O)) par la relation :

Ti(z) = Py(z) — Py(x).
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Lemme 4.13 T est solution de I’équation différentielle :

Z—T =TAT + T[—F"+ APy + [-F + PA]T

i

T(a) =7 — Py(a)

Démonstration 4.2.3 On dérive formellement l'opérateur T :

dT  dP  dP,
= Y JLPAP-PF'—FP—J— PAPy+ P F' + FPR,
dx dx dx

1l reste :

T
Z— = PAP — PPAPy—TF'— FT
T

Or, les termes quadratiques valent également :
PAP — PhAPy = TAT + PByAP + PAPy — 2FP,AF,

On en déduit que :

dT
pr TAT + P)AP — PJAPy+ PAP, — PLAP, — TF'— FT
x
Finalement :
dT .
. =TAT + PPAT + TAPy, —TF"'— FT
T

Remarque 4.8 17 est solution de :

dT
d—; = T\AT, + T\ [-F' + APy)) + [—F + PyA|T;

Tl(a) = Pl(a) — P()(CL)

Soit S € E(HO%O(O),HO%O(O)’) solution de :

s

= =S[=F + P = [ F' + ARJS — A,

avec une condition initiale S(a) que 'on choisira arbitrairement.
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Lemme 4.14 Si T'(x) est inversible pour tout = et que de plus S et T sont des solutions
respectives de ces deuz équations pour des conditions initiales vérifiant : S(a) = T'(a),
alors pour tout z, on a : S(x) =T ().

Démonstration 4.2.4 On appelle Z l'opérateur inverse de T ; Z vérifie la relation :
ZT=TZ=1.

En dérivant cette relation, il vient :

En utilisant I’équation différentielle vérifice par T, on obtient :

dz
= —ZTATZ ~ ZIRA — FITZ = ZT|APy — F')Z
X

c’est-a-dire :

Z—Z = A~ Z[PA— F] - [AR, — F'|Z
a

Ainsi, Z wvérifie la méme équation de Lyapunov que S. Comme celle-ci a une unique
1 1

solution pour toute condition initiale S(a) € L(HZ(0), HE(0)') donnée, on en déduit

que si S(a) = Z(a) =T (a), alors

S(x)=Z(x)=T"Yz) Vz<a.

On définit maintenant S; 'opérateur solution de I’équation :

C;—il = —S\[~F + PyA] — [-F" + AR]S; — A

avec la condition initiale Si(a) = (7 — m)~'. On en déduit que pour tout x,
Si(z) = (Pi(x) — Po(z))

Pour que les opérateurs S et S existent bien, il faut que m—mq et m — 7y soient inversibles.
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4.2.2.2 Factorisation de P

1 1
On peut maintenant définir opérateur R € L(H,(0), H}(0)') par :

R(x) = S(x) — Si(x).
R est un intermédiaire de calcul qui va permettre d’écrire P sous une forme factorisée.

Pour ce faire, on a besoin d’exprimer R de deux fagons différentes :

Lemme 4.15 L’opérateur R est solution de l’équation de Lyapunov :

% — _R[PA— F| — [APy — F'IR
R(a) = (7 — mo)~ ! (m — ) (m — 7)™

En outre, R a comme expression :

R(z) = (P(x) = Po(2))~" (Pi(z) = P(x)) (Pi(x) — Po(x)) ™"

Démonstration 4.2.5 D’ une part, la dérivation de R donne :

dR ds dSy
(@) = ——(2) = -~ (X)

En explicitant chaque dérivée, il vient :

%(@ = (S = S)[~F + PA] — [=F* + AR(S — ),

d’ou la conclusion.
D’autre part, R a pour expression :
R(z) = (P(x) = Po(x))™" = (Pu(x) — Po(x)) ™"
En factorisant par [P(z) — Py(z)]™!, on obtient :
R(x) = [P(z) — Po(x)] 7 [I = (P(x) — Po(x))(Pr(z) — Po()) ™
De méme, on factorise a droite par [Py(x) — Py(z)]™" :
R(x) = [P(z) — Po(2)] " [Pi(z) — Po(x) — P(x) + Po(x)] [Pi(x) — Po(x)]™
d’ou le résultat.
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On a vu dans le chapitre précédent que I’équation de Lyapunov admet une solution unique,
celle-ci est de la forme :

ou G et H sont les semi-groupes associés respectivement & —F® + APy et —F + PRyA.

On va maintenant exploiter les résultats du lemme pour transformer ’expression de P.
De la forme factorisée de R, on tire :

Pi(z) — P(z) = P(z)R(z)(Pi(z) — Po(z)) — Fo(x)R(z)(Pri(z) — Po(z))
c’est-a-dire :
P(z)[I + R(z)(Pi(z) — Po(x))] = Pi(z) + Po(z)R(z)[Pi(z) — Fo()]

donc :
P(x) =[P+ RR(P,— R)| [l + R(P, — P)]!

On va maintenant exprimer P(z) en fonction de 7. Comme R(a) = (7 — mo) ! (m —
7)(m — 7o) !, on a:

R(z) = G(x)(m — m) "} (m1 — 7)(m1 — mo) " H ()

On en déduit que :

P(x)= [P+ PyG(x)(m — m) M (my — 7)) (my — mo) T H(z) (P, — Py)]
I+ G(x)(m —mo) Hm — ) (7 — mo) T H(x) (P — Py)|™!

4.2.2.3 Ecriture simplifiée de P

On pose alors :

L(z)(W)=G(—F"'+ APy, z,a)W(a)H(—F + PyA, x,a)
TJW) =W = By(x))" (Pr(x) = W)(Pi(x) = Fo()) ™!
K(W) = [Pi(z) + Po(x)W (Pi(x) — Po(2))][] + W(Pi(x) — Po(@))] ™

L est un opérateur hnealre et J et KC sont des transformations homographlques J agit

sur des éléments de E(HOQO(O) HOQO(O)) et a pour espace image L(Hg,(0), HOQO(O) ) tandis
1

que K agit de L(H3)(O), HOO(O) ) vers E(HOO(O) HOO(O)) :
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L(Hg(0)', Hi(0)) L(Hg(0), Hip(O)')

Remarque 4.9 FEn particulier, on a :

R(z) = J(P)(x) et P(z) = K(R)(x).
Pour pouvoir exprimer P en fonction de J et £, on a besoin du résultat intermédiaire :

Lemme 4.16 Les opérateurs J et K sont tels que :
Vi € LHH(OY, Hy(0)) , Ko J(x) =

r € L(HZ(0), Hp(O)) , T o K(x) =

Démonstration 4.2.6 Soit 7 € L(HZ(0),HE(0)). On souhaite montrer que K o
J(m)=m:

On a:

K(J (@)= [Pr+ Ro(m = Ro) (P = 7)(P— Ro) ™ (PL — o)
I+ (m— Py) Y (P, —7) (P, — Py) " (P, — P)] !
ce qui se simplifie en :
K(J(m)) =[P+ Po(m — Po) ™ (Py = m)] [I + (m — Po)~ (Pr — )]~
K(Jm)=[P,—7)+7+ Py(r—P) " (P.—7)] [ + (7 — Py) (P, —7)]*
On pose X = (1 — Py)~(P, — 7). On a alors -
K(T(m)) = (P +PX)I+x)"!
Or, P, =1+ (1 — Py)X. On en déduit que :
(T (n)) = [m 47X+ X = x(I + X)(I + X))
Do K (J(7)) = 7.
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1 1
Réciproquement, soit m € L(HE(0), H3(O)'). On veut montrer que J o K(m) = .

Par hypothéese, on a :

j (’C(ﬂ')) = [(Pl + P07T(P1 — P()))([ + 7T(P1 — P()))_l — P()]_l
[Py — (Py + Por(Py = Po))(I +7(Pr — Po)) '] [P — Pyl ™
On commence par simplifier le premier facteur :

(P4 Pomr(Py— Ry))(I +7(Py — Py)) ™! — Ry
=[Py + Pyr(P, — Py) — Po(I + w(P, — P))|(I + 7(P, — By))~*

Ce qui s’écrit encore :
[(P1+P07T(P1 —Po))(]+7T<P1 —P()))_l —P()] = (Pl —Po)(l+7T(P1 —Po))_l
On exprime ensuite le deuzieme :
Pl—(P1+P07T(P1—Po))(l+7T(P1—P0))_1 =
(P1(1+7T(P1 —P())) — (P1+P07T(P1 —P()))) (I+7T(P1 —Po))_l
En développant, il vient :

Pl—(P1+P07T(P1—Po))([+7T<P1—P0))_1: [P17T(P1—P0)—P07T(P1—P0)] (I+
7T(P1—P0))_1

Par suite :
P — (P + Pyr(P — Py))(I + (P, — Py))~" = (P — Py)n(P, — Po)(I + (P, — Py))~
Liopérateur J o K(r) a donc pour expression :
T (K(7)) = (I+m(Pi—Py))(Pi—Po)~" (Pi—Po)r(P—Po)(I+m(Pi—Py))~" (Pi—Py)~
Apres simplification, il reste :
T (K1) = (I +m(P, — PY))1(P — Po)(I + (P — Py))~ (P, — Py)~"
Or, (PL— Py)(I + (P, — Py))~t = [I + (P, — Ro)a]~'(P, — Py). Il vient alors :
T (K(m) = (I +m(P, — Py)))w[l + (P, — Po)a| (P — Py)(Py — Py)~!
¢’est-d-dire :
T(K() = (I + (P — P+ (P — P 'r =7
d’ots la conclusion.
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Pour conclure, on va simplifier 'expression de P a I’aide de ces transformations homo-
graphiques. On a :

P(z) = K(R)(x), ou R(z) = L(x)(R).
En outre, R(z) = J(P)(x).

On en déduit que :

P(x) = KoLoJ(r)(x)

En conclusion, P est calculé de la méme maniere que pour la 1-représentation :

P(z) P(a)
K J
R(z) - R(a)

4.2.3 Conclusion

Ainsi, on a obtenu deux formules de représentation possibles pour les opérateurs solutions
d’une équation de Riccati. Celles-ci sont adaptées a différentes configurations, ce que le
chapitre suivant permettra d’illustrer.

D’une maniere générale, la 2-représentation permet de mener les calculs plus simplement :
en effet, la différence des deux solutions particulieres peut se simplifier. Dans le cas
du guide cylindrique, deux choix étaient possibles pour chaque valeur propre de Py, on
obtenait donc les deux solutions simultanément, et la deuxieme était 1'opposée de la
premiere. Cependant, on n’est pas toujours assuré de trouver deux solutions particulieres ;
le cas des résonances transversales suggere la difficulté d’en trouver une seule dans des
configurations plus complexes. Dans ce cas, il faut utiliser la 1-représentation.
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Deuxieme partie

Applications et extensions
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Chapitre 5

Guides avec conditions absorbantes

Dans ce chapitre, on va présenter des applications directes des résultats de la premiere
partie afin de montrer comment les exploiter. On va étudier un guide cylindrique sem-
blable a celui des chapitres précédents, mais pour lequel on va modifier les conditions aux
limites d’abord sur une, puis deux faces du cylindre. On obtiendra ainsi des équations de
Riccati avec des termes linéaires, mais dont les coefficients ont une forme simple. Ceci va
permettre de mettre en oeuvre les formules de 1- et 2-représentation et de les comparer.
Par ailleurs, on va voir que le méme probleme peut étre factorisé de plusieurs fagons
différentes, en faisant intervenir différents opérateurs.

Dans un premier temps, on va factoriser le probleme de Helmholtz pour un guide avec
une condition absorbante et étudier 'opérateur Neumann-to-Dirichlet qui en résulte. On
s’intéressera ensuite a une factorisation faisant apparaitre un opérateur ” Absorbant-to-
Dirichlet” pour un guide avec deux conditions absorbantes, et enfin a des opérateurs de
type “Absorbant-to-Absorbant” pour la méme géométrie. Ceux-ci permettront notam-
ment d’étudier le raccordement de deux guides d’ondes, ou de décomposer le domaine en
plusieurs guides (cf [10]).

5.1 Factorisation dans un guide avec une condition
absorbante

Dans cette partie, on s’intéresse a un guide cylindrique identique a celui du chapitre
II, mais pour lequel la condition de Dirichlet sur la face droite a été remplacée par une
condition absorbante. On va factoriser le probleme de Helmholtz en reprenant la deuxieme
formulation, qui fait apparaitre un opérateur de type Neumann-to-Dirichlet calculé dans
le sens des x décroissants. Le changement de condition sur la face ne va modifier ni le
cadre fonctionnel, ni le type d’opérateur, ni I’équation de Riccati obtenue ; en revanche,
la condition initiale pour P est différente, ce qui aura pour effet de modifier les propriétés
de cet opérateur et surtout de le rendre régulier.
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Comme pour le chapitre II, le domaine d’étude est un cylindre 2 =|0,a[xO € R", ou
la section O est bornée, de frontiere réguliere, et dont les faces sont I'y = {0} x O et
[, = {a} x O. On note ¥ = 00 x]0, a[ le bord latéral du cylindre.

Fic. 5.1: Guide cylindrique avec une condition de radiation

Le probleme étudié est le suivant :

—Ay = k*y + f dans Q,
(Po) B 0
—o- Yoy Y _
Yl =0; 8:17|F° Yoi o +ikylr, = H,
ou yo, H € HO%O(O)’, f € L*Q), et ot y est cherché dans l'espace L2(0,a; HL(O)) N
HY0,a; L*(0)) . (% + tky|r, = H est la condition absorbante : I'onde est sortante en
T

T =a).

Avec de telles conditions sur les bords, le probleme est maintenant bien posé et il admet
une solution unique (cf Annexe).

5.1.1 Factorisation du probleme

Comme pour le cas classique, on commence par introduire une frontiere mobile I'y =
{s} x O, sur laquelle on impose une condition de Neumann arbitraire, et I'on étudie la
famille de problémes sur les domaines réduits Qs = [s,a] x O :
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—Ay = k*y + f dans Q,

(Ps.) P 9
yly =0; —yrszh;—yﬂLik‘yHa:H,
ox ox

La frontiere se déplace dans le sens des x décroissants. On note Y 'espace :

2

Vo= fye H'Q.) [ yls = 0et 9% € (0,5 H(O).

Vs €]0,al et h € H3(O)', on définit 'opérateur P de HZ(O)" vers H(O) :

P(s)h = 7ls, ou v € Y; est solution de :

— A~y = k%*y dans Q,

vy

%2l
7‘2 " Ox

I‘S:h; %+ik’}/|pazo,

ainsi que r(s) = fls, ou § € Y est solution de :

—AB = k*B + f dans Q,,

B 5%

% ) %—Flk‘ﬁ‘pa ="H.

Bls=0;

r,=0

Remarque 5.1 Comme le probléme Ps, est bien posé (cf Annexe), ces opérateurs sont
toujours définis.

La condition absorbante est la condition sur la frontiere “fixe”, commune a tous les sous-
domaines. On va voir qu’elle n’a pas d’influence sur la factorisation et que I’équation de
Riccati obtenue est la méme que pour le tube bouché du chapitre II. Seules les conditions
initiales pour le systéeme découplé vont changer.

La linéarité du probleme aux limites permet d’écrire que :

(5) = P(s) 92 (s) + r(s).

En la dérivant formellement et en menant le calcul comme précédemment, on trouve :

oy _dPoy by O
or  drx Or P<Al+kI)P8x Pf+8x

On retrouve les mémes calculs que dans le cas classique. Le probleme se découple, on
obtient une équation de Riccati pour P :
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dP
%—P(AlJerI)P—I:O

Cette équation est celle que I'on a obtenue pour le tube bouché et le cadre fonctionnel est
le méme. On va calculer la condition initiale pour P :

1
Soit h € Hg(O) quelconque, P(a)h est la trace en a d'une fonction v qui vérifie la
condition absorbante :
dv

(@) = ik (a),

ainsi que la condition de Neumann :

o, |

On en déduit que :

h

—% = P(a)h.

v(a) =

Par conséquent, on a :

De la méme maniere, r est solution de I’équation différentielle du premier ordre :

or 9
= P(AL+KI)r = Pf,

avec la condition initiale :

or _
%(a) +ikr(a) = H.

5.1.2 Etude de l'opérateur P

On va maintenant étudier les propriétés de l'opérateur P ainsi défini. En appliquant
la formule de représentation du chapitre V, on va pouvoir 'expliciter rapidement et en
déduire qu’il est régulier.

Lemme 5.1 P(s) est un opérateur symétrique.
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1
Démonstration 5.1.1 Soient h,h' € HZ(O)" et v,7 les éléments de Ys solutions du
probleme de Helmholtz homogéne tels que :

P(s)h =7|r, et P(s)h/ =~

Is-

On écrit la formulation variationnelle du probléeme dont ~y est solution :

—/ Ay =/€2/ 7y
QS Qs

La formule de Green permet d’écrire que :

/ / a / a / 8 /
— | Ayy = VVy —/ 8—77 + 8—77 ~ | 2Ly
Qs Qs » on r, 0% r, 0

Comme ~' s’annule sur le bord latéral 33, le deuxiéme terme est nul. Le troisieme vaut :

o,
—~' =< P(s)h. b
g < P(s)h,h >

Enfin, le dernier terme a pour expression :

il

! . !
v =ik [ Y
Ty Oz Ty

On en déduit que :

< P(s)h,h' >=— [ Ay — / VAVY —ik | v
Qs s

Ta

On trouve de méme :

< h,P(s) >= —/ Ayy'—/ V7V7'—ik/ ¥y
Qs Qs Fll

d’otu la symétrie de l'opérateur P.

Lemme 5.2 L’opérateur Neumann-to-Dirichlet défini dans le paragraphe précédent n’admet
aucune singularité dans le guide.

Démonstration 5.1.2 Pour démontrer ce lemme, on va appliquer les résultats du chapitre

V.
L’opérateur P s’exprime sous la forme factorisée suivante :
P(x)=HoLoH *P(a))
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ot H et H™! sont les transformations homographiques :

H(Z) =T+ 2P ) (R = Z),
HYZ) = (Po— 2) I+ F;'2) 2,
1

P(a) = —%I.

ot

Y

On rappelle que Py est une solution particuliére de ’équation de Riccati ; on a choisi une
solution stationnaire, diagonale dans la base de fonctions propres V,, :

1

2 _ 1.2
Vi, Pyt — 4 V=K

(3

On note p, la valeur propre de P associée a W, et on pose : q, = p,*. Le cas ot
o, = k ne se produit que pour certaines configurations lies aux dimensions de la section
et correspond au cas des résonances transversales (cf chapitre V). Il ne sera pas traité ici.

W, sia? > k?

W, sinon

1l en résulte que les coefficients des transformations homographiques ne dépendent pas de
x et qu’ils ont une forme diagonale ; il sera donc facile de les expliciter.

Comme P(a) = —%I, son image par H™' est :
i
HY(P(a)=(I- Lpa B Py + 1
B ik ° Ok
C’est-a-dire :

HY(P(a)) = (=Py ' +ikl) " (I +ikP)

On va maintenant écrire sa décomposition modale. On a, d’une part :

(I +ikPy) W, = <1 + ﬁ) v,
n

et d’autre part :
(=P kD) W, = (ik — ¢,)' 0,
On en déduit que :

qn + 1tk

v,

On étudie ensuite ['effet du semi-groupe. On rappelle que :

128



LruivutdS avolu LUILIUILIVULIS apdul ualivcos

e—PO—l(z_a) \I]n _ e—qn(ac—a) ‘Iln

Par conséquent, on obtient :

qn + 1k

LoH Y (P(a)V, = e Fo '@ o H1(P(a)) o e Fo =), — g~2an(e—a) _In T
(P(@) (P(@) N

¥y,

Pour simplifier les notations, on note Z(x) cet opérateur et , ses valeurs propres. On
a:

¢, = o mta-a)_In T
Qn(lk - Qn)

On explicite l'image de Z(x) par la seconde transformation homographique en écrivant sa
décomposition modale. Le dénominateur de I’homographie a pour expression :

(I+P ' Z(x) " U = (14 ¢uC) ' 0,
ce qui s’écrit encore :

-1 -1 .
(I + PO Z(x>) \Ijn - Zl{,’ _ qn + (Zl{,‘ —I— qn)e_Qqn(x_a)

n

Le numérateur vaut :

1 _ _ Gn + ik
Py—Z(x) ¥, = [ — — e 2@ a)n—_)‘lfn
( : ( )) (QH QH(_Qn“‘Zk‘)

ce qui se simplifie en :

 —qn t ik — e (g, + k)

Py—Z7 v, . v,

( 0 (ZL’)) Qn(_Qn i Zk?)
Au total, on obtient :

- — G + ik — e 2@ (g 4 k) —qn + ik
Py — Z(x)) (I + Py Z(z)) ' 0, = — I " i .
(Fo = 2(@)) (I + By 2()) Gn(—qn + k) —qn + ik + (ik + g )e~2an (@)
Soit finalement :
_ 1. »—2qn(z—a) .
P(2)U qn +ik —e (qn +ik) v

" n (1 ik F (TF + o2 @)

La transformation homographique a donc permis d’expliciter P dans une base de fonctions
propres. On va pouvoir conclure rapidement : l'opérateur admet une singularité lorsque le
dénominateur de la seconde homographie a une valeur propre nulle, c¢’est-a-dire lorsque :

D(z) = gu|—qn + ik + (ik + g, )e~202@=)]
s’annule.
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Premier cas : a2 > k?
Dans ce cas g, est réel et D(x) s’écrit :
D(x) = —qi []. - 6_2QTL(-’E—&)] + qun[l _|_ e—?qn(x—a)]

La partie imaginaire de D(x) est strictement positive, donc D(z) ne s’annule pas et P
n’admet pas de singularité pour ces vecteurs propres.

Deuzi¢me cas : a2 < k?
qn est alors imaginaire pur, on pose : G, = i, (0t p, #0). On a alors :
D(x) = —pin(k = pin) = pn(k + pr) e 24w
Comme p,, ne peut pas étre égal a k (sinon k* = 2 = k? — a2 ), D(x) s’annule lorsque :

—2ipin (z—a)
=e
pin + k
— HMn + k P .
Comme —- 7 est réel, les seules valeurs possibles sont -1 et 1. Or, on a :
fin
— iy + k
——=—-1l<= py+k=p,—k,
i + K a K

ce qui n’est pas possible puisque k # 0.
De meéme, on a :

" =l<=k+pu,=k— tin,

ce qui est également impossible.

D(x) ne s’annule donc jamais, ce qui signifie que P n’a pas de singularité.

5.2 Opérateur Absorbant-to-Dirichlet

Dans toute la suite du chapitre, on étudie un guide cylindrique avec une condition ab-
sorbante sur chaque face. La premiere constatation est qu’il n’y a pas unicité de la
factorisation : il est en effet possible de définir différentes impédances, et donc d’aboutir
a plusieurs écritures du probleme de Helmholtz.

On va s’intéresser dans un premier temps a l'opérateur “Absorbant-to-Dirichlet’, qui a
une condition absorbante associe la trace de la solution du probleme. On favorise ce calcul
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car ’équation de Riccati dont il est solution possede au moins deux solutions particulieres
évidentes : elle permet donc parfaitement d’appliquer les deux formules de représentation
et de les comparer. On pourra en déduire dans quel cas il est plus judicieux d’appliquer
I'une ou l'autre.

On consideére un cylindre 2 =]0, a[xO C R™ semblable aux guides des études précédentes,
et on impose une condition absorbante sur chacune de ses faces.

FETTTET PR

F1G. 5.2: Guide d’ondes avec des conditions absorbantes

Le but de cette section est de retrouver, a 'aide des formules de représentation, qu’il
n’y a pas de résonances dans le cylindre, ce qui correspond a l’absence de singularités
pour I'impédance. Celle-ci ne sera plus un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann ou
Neumann-to-Dirichlet, mais un opérateur “Absorbant-to-Dirichlet”.

Le probleme a résoudre est le suivant :

—Ay = k*y + f dans Q,

(Po) ay

dy
yls " Ox

Z‘k:yh“o =H ) %

+ Zky‘Fa = g7

1
ou f e L*Q),H, Ge HZ(O), et ot y est cherché dans L?(0,a; H}(O))NH(0, a; L*(0)).
Le probléme est bien posé, il a une solution unique (cf Annexe).
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5.2.1 Factorisation du probleme de Helmholtz

On introduit une frontiere mobile 'y = {s} x O, sur laquelle on impose une condition ab-

1
sorbante arbitraire h € Hj(O)', et on considere la famille de problemes dans les domaines
réduits (s,a) x O :

—Ay = k*y + f dans Q,

(PS,h) 0
Fszh; —y+lk5y|ra:(),
ox

@—ik‘y
T

Yz =0; 3

La frontiere I'y va se déplacer de a vers 0.

1 1
Pour tout s € [0, a], on définit alors 'opérateur de HE(O)' vers Hg)(O) :

P(s)h = ~|s, ou v est solution de :

—Ay = k*y

0 .
Fs = h 7 ’y + Zk‘v}/h—‘a = O?
Ox

0 .
Vs =0; a—l—llﬂ

1
ainsi que r(s) = 8|5 € H3(O), ou 3 est solution de :

—AB=kK[+f
{ Bl =0; g—ﬁ—ikﬁrszm a—ﬁ+ik5|ra=g>
T ox

Comme Ps j, est bien posé (cf Annexe), P(s)h et r(s) sont toujours définis. P(s) est donc
1

1 1
cherché dans L(H,(0)', H3)(O)) ; c’est un opérateur qui fait gagner un cran de régularité,
et il est de la forme “Absorbant-to-Dirichlet”.

Par linéarité du probleme, il vient :

u(s) = P2 ikyl(s) + r(s).

Ox
Pour obtenir une forme factorisée du probleme de Helmholtz, on va suivre la démarche
habituelle qui consiste a dériver la relation affine, puis a exprimer chaque terme de
I’équation obtenue en fonction de la solution y et de la partie affine . Cependant, on va

essayer ici d’obtenir une relation en r et en 8_y —1ky afin de faire apparaitre la condition
x

arbitraire h.
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La relation affine se dérive en :

Oy _ dP oy oy . dy, O
ox %[6__ iky] + [@_Zk%]ﬂL%
2
Or, @ = —-A,y— K’y — f, donc :
0x?
Oy _ dP y 2 Oy or
or  dr [6x iky] = P(AL + K )y — P(Zka_) Py —l- .
dy
On remplace y par P[% —iky] +r
Oy dP oy . . ) dy 9y —~ ﬁ
0= ooh —ikyl = P(AL+ RDPI5E —iky] = P(ik5 1) — P(AL+ K2D)r = Pf 4 5

Cette expression s’écrit également :

dy dP 0y

dr oy or
Or  dx'Ox

0
—ikyl = P(Ay+ RDPISE —iky] = P(AL+KD)r = Pf + 5=

(I+ikP)=L -

On applique Vopérateur ik(I + ikP) a application affine :
(I +ikP)iky = ik(I + ikP)P[g—y —iky] +ik(I + ik P)r
x
C’est-a-dire :

(I + ikP)iky = (ikP — k2P2)[% — iky] + ik(I + ikP)r

En soustrayant ces deux expressions, il vient :

(I + zk:P)[ax iky| = o [ax iky| — . P(AL +k I)P[ﬁx iky| ;
—(ikP — k;QP?)[a—y —iky] — (ikI — K*P)r — P(A, + K*)r — Pf + a—r
T

Si l'on regroupe les termes en y et ceux en r, cette relation devient :

d—P—PALP 2%kP — 1 [8 ik;y]:—@—i-PAlr—l—ikr—i-Pf
dx ox ox

Cette relation est en fait une identité. Dans ce cas, on trouve un systeme d’équations
découplées, et chaque membre de 1’équation est nul. Comme on peut se donner n’importe
1

quelle condition h € HZ(O)' sur le bord Ty, la relation :

{E—PALP 2ikP — I] h=0
dx
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peut s’écrire :
dP
— — PAP—2ikP—1=0.
dx

On obtient alors le systeme suivant :

( a/y
= P|-= —ik
y=Plg_ —ikyl+r
< Q—PAJ_P—QU{ZP—]:O
dx
ﬁ:PAlr—i-z'kr—l—Pf
\ Oz

A présent, on se propose de déterminer les conditions initiales pour ce systeme.

1
Soit h € H3(O) quelconque, P(a)h est la trace en a de la solution 7 du probleme
homogene associé a (Psp,). Par définition, v vérifie la condition de radiation :

Al
ox

Par conséquent, on a :

(a) = —ikA(a).

k) (a) = ~2ikr(a).

Oz
: 0y : o -
Par ailleurs, h = [8_ —iky](a) ; la relation précédente s’écrit alors :
x
h = —2ikP(a)h

Finalement, il vient :

1
——1.
2ik
De la méme maniere, sur la face droite du cylindre, la partie affine r vérifie la condition
de radiation :
0
a—;(a) +ikr(a) =G

D’autre part, pour s = a, la condition de radiation sur la face gauche s’écrit :

(2 i) -0

En combinant ces équations, il vient :

P(a) =

r(a) = ig
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On aboutit donc au systeme suivant :

( 0y _ dy . _
dP , I
or _ . g

\ —8x—PAﬂ“+Zk‘T+Pf, r(a)—%

Comme pour la factorisation de type Neumann-to-Dirichlet du tube bouché, le calcul
s’effectue en deux temps : on commence par calculer P et r dans le sens des x décroissants,
puis on calcule y dans le sens des = croissants.

On peut maintenant écrire le probleme de Helmholtz sous sa forme factorisée. La premiere
et la derniere équation s’expriment :

<I—P(%+ik1))y:r;

<ﬁ _PA, — ik]) r— Pf.
ozr

En combinant ces deux équations, on obtient :

(% —PA| — z'kf) (I - P(% + ikl)) y="Pf

Dans cette équation de Riccati, on retrouve le méme terme quadratique que dans ’équation
correspondant au probleme de Poisson. En revanche, on voit apparaitre des termes
linéaires. Par ailleurs, P n’a plus la méme signification que dans le probleme de départ,
puisqu’il ne s’agit plus ici d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann. Avant d’étudier plus
précisément son expression, on va donner une de ses propriétés :

Lemme 5.3 P(x) est un opérateur symétrique.

1
Démonstration 5.2.1 Soient v, v € H3(O) et vy, +' les éléments de Y, solutions du
probleme de Helmholtz homogéne tels que :

P(z)h =7|r, et P(x)h' =+']r,.

La formulation variationnelle du probléme pour ~ s’écrit :

—/ A7-7’=k2/ 7y
Qz Q(E
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En appliquant la formule de Green au membre de gauche, il vient :

VAV / 87 ’ 87 ’ 87 / 2/ /
—_ - [ —_— p— k .
/QI TV /Z 8n7 r, 8x7 * r, axv Q. LA

Comme ~' s’annule sur le bord latéral, 'intégrale sur ¥ est nulle. En remplacant les
dérivées partielles par les conditions aux limites du probleme homogene dans les termes
de bord, on trouve :

/ V7V7’+ik/ 7.7’4—/ h.P(x)h’:k2/ vy
Qg a x Qp

On en déduit que :

< h,P(x)h/ >= /{:2/ 7.7'—@'1@/ 7.7'—/ VAVY
Qg a Qp

Un calcul stmilaire permet de retrouver que :
< P(z)h,h >= k:z/ vy =ik | oy = | VAV
x Fa Qz

On en déduit la symétrie de P.

5.2.2 Détermination de solutions particulieres

A présent, on souhaite obtenir les formules de représentation de I'opérateur Absorbant-
to-Dirichlet en utilisant son équation de Riccati. Pour ce faire, on a besoin d'une ou de
deux solutions particulieres, que 1'on va déterminer dans cette section. On rappelle que
ces opérateurs vérifient :

d—P—PALP—Qik;P—I:O.
dx

Comme les coefficients de cette équation sont constants, il semble judicieux de chercher
une solution stationnaire. Soit P, une telle solution ; elle vérifie donc :

—PyA, Py —2ikPy — I =0.

Tous les coefficients de cette équation ont une forme diagonale dans une base de fonctions
propres du laplacien transversal (¥,),. On commence donc par chercher P, sous une
forme diagonale.

On écrit la décomposition de Py dans la base des W, :
PV, =p, ¥, Vn
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L’équation de Riccati va devenir une équation scalaire pour chaque valeur propre p,, :
2.2 ~ _
o ps + 2tkp, +1 =10

Vn, si a? # k?*, cette équation a deux solutions :

ko1
Z—:l:—\/a%—k:2 si oy, >k

2 2
D = an a‘n
" ik i 5 5
— S Vk —apsia, <k
an aTL

Le cas oll a2 = k? correspond aux résonances transversales et sera traité ultérieurement ;
on supposera donc par la suite que a2 # k2.

Dans cette expression, on doit donc choisir le signe, ce qui correspond comme dans le
probleme de base a un “tri” des ondes.

Cela signifie qu’il existe une infinité de solutions particulieres convenables. Dans un
premier temps, on choisira pour Py uniquement le signe +, ce qui correspond a des ondes
se propageant dans le sens des x croissants :

ik 1

Z—2+—2 a2 —k?2 U,sia, >k
Poba=y G

Ejt?\/k?—ai v, st a, <k

P, sera l'opérateur :

k 1
%——2 a2 -k VU,sia, >k
aTL aTL

PrWn =4

1 .
— = k2 —a?2 Y, siaq, <k
aTL aTL

5.2.3 1-représentation

On se propose ici de déterminer les singularités éventuelles de P en utilisant la 1-représentation :
il s’agit de la transformation homographique qui utilise une solution particuliere de
I’équation de Riccati. La 2-représentation, qui fait appel a deux solutions particulieres,
sera étudiée ultérieurement.

On commence par écrire ’équation de Riccati sous la forme :
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P
Z—x — [+ PA, P+ (ikI)P + P(ikI)
1
Pla) = ——1
(a) = =52

Pour mettre en oeuvre la 1-représentation, on a besoin de déterminer un opérateur auxil-
iaire, S, défini par une équation de Lyapunov, avec une condition initiale arbitraire. Cet
opérateur vérifie donc :

Et on choisit comme condition initiale : S(a) = 0.

Les coefficients de cette équation ont pour décomposition modale :

va2 —k2U, st ap, >k
in/ k% — a2 ¥, sinon

On va chercher S sour une forme diagonale, en décomposant cet opérateur dans la base
des 1, :

Vn, —(Z/{ZI + P()AJ_)\I/n = —(Z/{?I + AJ_P())\I/” = {

S(x)V_s,(z)¥, Vn.
On obtient donc des équations différentielles scalaires pour les coefficients s, :

sh(z) — 2y/a2 — k2s,(x) — a2 =0;s,(a) = 0.

On en déduit que s, (z) est de la forme :

(62‘ /a2 —k?(xz—a) 1)

a;
sn(T) =
2 /a2 — k?

Il est maintenant possible d’écrire la transformation homographique pour P ; on a la
formule suivante :

L(x)(Z) = e(RI+ALP)(@=a) 7o(PoA L +ikD)(z—a)
M(2)(Z) = S(z) — (I = ZPy) 2

(
N(Z)(x) = (S(x) = Z)(I + Po(S = Z)) ™

La premiere étape du calcul consiste a évaluer M(P(a)). Celui-ci a une expression simple :

M(P(a)) = S(a) = (I = P(a)Py)~" P(a)
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1
Comme S(a) =0 et P(a) = _ﬂ[’ cette relation s’écrit aussi :
i
M(P(a) = (I + —Fo) ' 1
D=5 ik

c’est-a-dire :
M(P(a)) = (2ik + Po)_1

Cet opérateur est toujours bien défini. En effet :

Lemme 5.4 L'opérateur Py + 2ikI est inversible.

Démonstration 5.2.2 On va exprimer cet opérateur sur chaque fonction de base. On
a:

1
g(\/a% — k2 +ik(20% +1)) VU, sia, >k

— (iva2 — k2 +ik(2a + 1)) ¥, sinon
an

Cet opérateur est donc inversible si et seulement si aucune de ses valeurs propres n’est
nulle.

Premier cas : o, >k

. . 1
Dans ce cas, la valeur propre associée a V,, a une partie réelle non nulle, —2\/a,% — k2,
!

donc elle n’est pas nulle. "

Deuxieme cas : o, < k

La valeur propre est alors un imaginaire pur, qui est nul si et seulement si :
S =% = —k(2a2 + 1)

c’est-a-dire :
k? —a? = 4atk? + 402 k* + K2

ou encore :
402k* + 4k? +1 =0, ce qui est impossible.

Py + 2ikI n’a donc pas de valeur propre nulle, et son inverse s’écrit :
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a2

2 _ .2 y 2
(B + 2ikD)"'0, = { V% k_;%;f(?an +1)

VA2 = a2 + k(202 + 1)

W, sia, >k

U, st o, <k

On peut alors calculer I'image de M(P(a)) par le semi-groupe L :

o’ 62\ /a2 —k2(z—a)

n . v, sia, >k
O Vo2 — k2 +ik(2a2 + 1)
(Po + 2ik) W, o2 e2iV/k—ad(@—a)
n U, sia, <k

VR — a2 + k(202 + 1)

La derniere étape du calcul consiste a calculer I'image de cet opérateur par la transfor-
mation homographique A. On choisit ici de se limiter & la recherche de singularités pour
P, donc a I’étude des valeurs propres du dénominateur de N.

Lemme 5.5 L’opérateur Absorbant-to-Dirichlet P n’a pas de singularités.

Démonstration 5.2.3 On va vérifier que lopérateur I+ Po(S — L[(Py+ 2ik)™']) n’a pas
de valeur propre nulle. Comme cet opérateur a une forme diagonale, il suffit de ’évaluer
sur chaque fonction propre W, :

Premier cas : o, >k

L’équation {I + Py(S — L[(Py + 2ik)™')} ¥,, = 0 s’exprime aussi :

2
n - —a,
2 /a2 — k? Vol —k2+ik(2a2+1) ik 4 /a2 —k?

En réduisant au méme dénominateur, on obtient :

M (2P _q) aZe?V enRa—o)

2V E k2 a—a) (—\/W +ik(202 + 1)) - (W +ik(202 + 1))
—2y/a2 — k? <\/oz% — k2 +ik(2a2 + 1))

N ik + /aZ — k2

On en déduit que :
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(m+ ik(202 + 1)) (—JW+ u{;)

e2Von kQI“( Va2 — k2 +ik(2a2 +1)
) ik + /a2 — k2

Or, le numérateur du second membre se développe comme suit :
<\/0z721 — k2 + k(202 + 1)) (—\/a% — k24 Z/{J) = —a2(1 + 2k?) — 2ika? /a2 — k?

1l vient alors :

a2 ((1 + 2k2) + 2ikr/a2 — k?)
ik + /a2 — k2

62\/a2 k2z a ( / k)z—l-’bk 20[ +1>)
c’est-a-dire :

2\/a% K (2—a) —ay ((1 +2k?) + 2@'1{\/W>
6 : (=it = Vaz =) (VoI =1 = ik(202 + 1))

Le dénominateur du second membre est l’adjoint du numérateur calculé précédemment,
on peut donc écrire directement l’équation sous la forme :

62 /a2 —k2(z—a) __ (]. + 2]€2 + 2Zl€\/ Oé2 — k2
(1 + 2k2) — 2ik\/a? — k?

Pour que cette équation ait des solutions, il faut que la partie imaginaire du second membre
soit nulle, puisque le membre de gauche est réel. Or, cette partie imaginaire ne s’annule
jamais, donc cette égalité n’est jamais vérifiée.

Deuzieme cas : o, < k

Un calcul analogue permet de prouver que le dénominateur de N' admet une valeur propre
nulle si et seulement si :

J2iy/R—a(s-a) _ (1 + 2k?) — 2k\/k? — a2
(14 2k2) + 2k\/k% — o2

Le membre de gauche de cette équation est un nombre complexe de module 1, tandis que
celur de droite est réel. On a donc, nécessairement :

(L+2K) — 2%k —af
(1+2k2) 4 2k /K2 — a2

Si (1 + 2k%) 4+ 2kvVEk? — N\, = (1 + 2Kk%) — 2k/K? — N\, il vient :
4k/K? — N, =0, ce qui est impossible ;
Si (14 2k?) + 2kVE2 — N\, = —(1 + 2k2) + 2k\/Ek2 — N, alors :
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2(1+4 2k?) =0 : absurde.

Cela signifie que I + Py(S —7) n’a pas de valeur propre nulle, donc que P n’admet aucune
singularité.

Ce calcul a permis d’illustrer la 1-représentation pour des équations de Riccati présentant
des termes linéaires. Il a été possible d’effectuer tous les calculs a la main grace a la forme
diagonale des opérateurs, cependant cette démarche est plutot longue. On va voir que la
2-représentation est plus efficace.

5.2.4 2-représentation

Dans cette partie, on souhaite mettre en oeuvre la 2-représentation pour retrouver I’absence
de résonances et comparer cette méthode avec la 1-représentation. Cette fois, on fait ap-
pel a deux solutions particulieres, et ’on utilise les propriétés de 1’équation pour choisir
deux solutions stationnaires. On reprend donc le calcul de telles solutions, et on définit
les opérateurs diagonaux Py et P, par :

( (%%—% a2 —kz V,sia, >k
=)
\Oé_% oz_% k2 —a?2 VY, sia, <k
(%—% a2 —k?2 U,sia, >k
=)
\ \04_%_04_” k2 —a2 WV, sia, <k

Si la solution u du probleme de Helmholtz vérifie :

u=F (% +ik5u)

alors elle se propage vers la droite, tandis que P; correspond aux ondes se propageant
vers la gauche.

La différence des deux solutions de I’équation de Riccati, utilisée dans la transformation
homographique, a donc une expression simple :

2 .
——2\/a%—k‘2 v, sia, >k

an

21 .
——Vk* —ai ¥, sinon

an
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Comme dans la méthode précédente, la formule de 2-représentation fait appel a des
opérateurs auxiliaires qui sont des intermédiaires de calcul, mais qui n’apparaissent pas
dans le résultat final. On peut donc appliquer immédiatement la formule de I’homographie :

(T (P(a)) = (P(a) = Po(a))""(Pi(a) = P(a))(Pi(a) — Po(a)) ™!

. / “GRI+ AL P (s)ds - / “(ikI + PyAL)(s)ds
e a We a

5
=
I

K(W) = (Pi(z) + Po(x)W (Pi(2) — Po())) (I + W (Pi(z) — Po(x))) "

\

(On rappelle que cette expression de £ est un abus de notation).

Tout d’abord, on va expliciter J(P(a)) dans la base de fonctions propres ¥,,. L’utilisation
de différences des solutions va permettre d’obtenir une expresison plus simple. Un calcul
sur chaque fonction de base montre que :

( Va2 —k2 o 1 k
N )
L L U, siay, >k
2o -k \Ja2—-k? 1 k
0 tilgy — %)
a2 2k a2
k? — a2 ( 1 k )
i, o 2k Oy, sian <k
2\/k?—a? k? — a2 (1 k‘) ! "
| a? 2k o?

En outre, on vérifie que cet opérateur est bien inversible, car le dénominateur P(a) — P,
n’a pas de valeur propre nulle.

En effet, soit «,, > k et la racine est réelle. Dans ce cas la partie imaginaire des valeurs
propres de P(a) — Py ne s’annule que si :

k,2_a721
2

Alors la partie réelle de cette valeur propre vaut :

VAR

1
a2 2
Elle ne s’annule donc pas.
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Soit a,, < k et la racine est complexe, la valeur propre associée est alors un imaginaire
pur qui s’annule si et seulement si :

2
VE—aT =kt

c’est-a-dire :

al
2 2
k*—a? =k*+ m —a,
Ce qui implique que :
4
On 0 : absurde.

4k?

P(a) — Py n’a donc aucune valeur propre nulle, il est inversible.

L’opérateur £ est lui aussi diagonal, on peut donc 'expliciter facilement. Tout d’abord,
on a :

—(ikI + PyA L), = —(ikI + AL Py) W, = \/a2 — k2T, Vn

11 vient :

elz=a)/af—k? v, sia, >k

— [F(EkI+PoA 1) (s)ds U — e ST RI+A L Po)(s)ds -
e n € n .
{ eCmIVE R, s a, < ke

Soit finalement :

2_12 —
062 2(z—a)y/aZ—k

U, sia, >k

2 /a2 — oz%—k:2+, 1 k‘)
A P I T

2a262z(9c a)\/k?—a2 _T - (% - E)

n W, sl <k
2¢/k? —a? k? — a2 1 k
s T (g T 3)
L a? 2k a2

Il est maintenant possible d’évaluer le dénominateur de K(L(z)J (P(a))) ¥, noté D,

144



LruivutdS avolu LUILIUILIVULIS apdul ualivcos

, JITIE 1k
B e s & ) ey
14 > sy, >k
2,/0[721—]{32 \/Oé%—kﬂ 3 ]_ k Oén
-+ (57 — _2)
« 2k (8%
D, =
k? — a2 1 k
ia2€2i(x—a)\/k2—a% _T a (% B o ) 2i/k? — a?
14 —n» n s sia, <k
2\/k? —a? k? — a2 (1 k:) an
\ a? 2k a2

Les discontinuités se produisent lorsque K(L(z)J(P(a))) n’est pas défini, c’est-a-dire
lorsque ce dénominateur admet une valeur propre nulle.

Premier cas : «,, > k

D,, s’annule si et seulement si :

1— e2(w—a)\/a%—k2 Oé% 2k Oé%
a2 -k 1 k

i )
o? 2k o2

ce qui se simplifie en :

1 k
VAR i~ 1)

62(%—&)1/0&%—]62 _ 2k an
a2 —]{32+Z(i _ i)

" 2k a2

On constate que la partie imaginaire du second membre est non nulle, alors que 'autre
membre est un réel pur : I’équation n’est jamais vérifiée.

Deuxiéme cas : «, < k

La condition devient alors :

k2 — a2 + (i — i)

62i(x—a)\/k2—a% _ " 2k O{%
N 1 k

2 _ 2 (. _

Comme précédemment, on en déduit la condition nécessaire suivante :

1 k 1 k
F=al - (g - o) =+ (V= + (5~ )

2 2
ay ay
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«
2 )

2
On obtient dans un des cas \/k? — a2 = 0, absurde, et dans lautre : k? = -2

implique que k* < a2. D, ne peut donc pas s’annuler.

ce qui

Ainsi, on a retrouvé l'absence de singularités pour l'opérateur P. La méthode de 2-
représentation est plus rapide et plus agréable a mettre en oeuvre que la précédente ;
lorsque 'on pourra exhiber deux solutions particulieres de l’équation de Riccati, on
la préferera donc a 'autre méthode. On va maintenant étudier un cas particulier qui
nécessite I'utilisation de la 1-représentation.

5.2.5 Etude des résonances transversales

Dans cette section, on traite le cas on In € N / a2 = k?, c’est-a-dire que k? est valeur
propre du laplacien transversal. Cela implique que ’équation :

a’p? — 2ikp, —1=0
admet une solution unique pour cette valeur de n :

k1

i
On notera m cette valeur de n. Par suite, PyV,, = P,V¥,,, et 'opérateur P, — P, ne sera
pas inversible. Comme on ne peut pas exhiber facilement une autre solution particuliere
de I'équation de Riccati, on devra se contenter d’une seule solution stationnaire pour
mettre en oeuvre la transformation homographique ; on définit alors 'opérateur P, €

L(HE(0Y, Hp(0)) par

( ik 1 .
—+ = a2 —k?2 U,sia, >k
an an
Py, = — +— k2 —a?2 WV, sia, <k
O.én Qg
1 .
| % U,stn=m

Comme cet opérateur, de méme que les coefficients de ’équation de Riccati, a une forme
diagonale, I'expression de la transformation homographique pour les vecteurs W¥,,, ou
n # m, est la méme que pour le cas général. On va donc se limiter a I’étude du m-ieme
coefficient pour la 1-représentation.

Dans un premier temps, on va calculer la valeur propre s,, de I'opérateur S :
L’équation différentielle vérifiée par ce coefficient, s/, () —2y/a2, — k2 —a?, = 0, devient :
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{ s (z) = a2 = k?
Sm(a) =0

On en déduit que :
sm(z) = K*(x — a).
De méme, 'opérateur Py + 2ikI a comme valeur propre :

(2k% + 1
(Py + 2ik)W,, — %xpm
Comme cette valeur propre n’est pas nulle, 'opérateur Py + 2ik[ reste inversible :

—ik

Py +2ik)" 0, = ————U,,

(o + 2ik) 2k2 4+ 1
Ensuite, on évalue 'effet de 'opérateur £. Comme —(PyA; +ikI)¥,, =0, on a :
C(Py+ 2ik) 10, = — Ky
0 Tk 41 "

On a alors :

(S(z) = L(Py + 2ik)™ 1) ¥, = (kz(x —a) + ik ) v,

Par conséquent, il vient :

Py (S(z) — L(Py + 2ik)™ 1) W, = % (k2(x —a)+ ik ) U,

c¢’est-a-dire :
Py (S(x) — L(Py + 2ik) )V, = (ik(z —a) — ———
On en déduit que :

(14 Po(S(x) — L(Py + 2ik) 1)) W, = <7

La valeur propre associée a W, a une partie réelle qui ne s’annule jamais, donc elle nést
jamais nulle : on en déduit que I'opérateur P n’admet pas de singularités dans le cas des

résonances transversales.

Conclusion

Ainsi, cet exemple illustre comment utiliser les formules de représentation : lorsqu’il est
possible d’exhiber deux solutions particulieres pour I’équation de Riccati, il est préférable
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d’avoir recours a la formule de 2-représentation. En revanche, ce n’est pas toujours le cas,
en particulier lorsqu’il y a des résonances transversales. La formule de 1-représentation
s’avere alors indispensable.

A présent, on va étudier une autre méthode de factorisation du probleme.

5.3 Opérateur Absorbant-to-Absorbant

On considere le méme guide d’ondes cylindrique ouvert aux deux extrémités que précédemment,
mais on s’intéresse a un autre opérateur : on cherche maintenant a étudier 1'opérateur
“Absorbant-to-Absorbant”, qui a la condition de radiation de gauche associe celle de
droite. Cet opérateur intervient notamment lorsque 'on raccorde deux guides d’ondes :

la section a I'interface est tantot considérée comme la face droite de la partie gauche, ou
comme la face gauche de la partie droite. Une utilisation possible est donc la décomposition

de domaines (cf [10]).

F1G. 5.3: Interface

La condition sur le bord du cylindre €2y sera du type :

dy . 1
Iz +iky = hy € HZ(O),
tandis que celle du cylindre €2, sera :
dy . 1
pr ky = hy € H3(O)'".

Il est donc souhaitable de pouvoir passer facilement de I'une a I'autre.

On s’intéresse donc au probleme de Helmholtz dans ce cylindre :

—Ay = k*y + f dans Q,
(Po)

dy . dy .
y|Z:O; a_x_kaFo:H; a_x+2ky‘Fa:g>

ou feL*N),GHEe HO%O(O)’ et olt y est cherché dans L%(0,a; Hi(O)) N H} (0, a; L*(O)).
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5.3.1 Factorisation du probleme de Helmholtz

Comme précédemment, on introduit une frontiere mobile I'y = {s} x O, sur laquelle

1
on impose une condition absorbante h € H(O)', et on se restreint au domaine réduit
Qs = [s,a] x O. On obtient alors la famille de problemes :

—Ay = k?*y + f dans Q,,

(Ps,h) ay

" Ox

oy . ,
yls =05 52 —ikyle, = h; 52 +ikylr. =G .

1
Pour tout s € [0,a] et tout h € Hg(O)', le probleme est bien posé et il admet donc une
solution unique. Par ailleurs, la frontiere mobile va se déplacer de a a 0.

1
Pour tout s € [0, a], on définit alors 'opérateur de Hg,(O)’ vers lui-méme :

P(s)h = g—z + ik7y|s, ot v est solution de :
— Ay = k%y
0 D i 20 D il =
7‘2_07 %_}_Zl{;r)/h—‘a_(]? ax Zk/yrs_h’?
ap | . . :
r(s) = e + ikf|s, ou B est solution de :
x
~AB=kB+ f
0 , 0 .
Bls =0; a—5+zkﬁ|pa:g; —ﬁ—zkﬁps =0,
x Ox

A la différence des factorisations précédentes, on obtient cette fois un opérateur stable :

1 1
P(s) est cherché dans L(Hg(0)', Hg(O)'). En outre, le caractere bien posé du probleme
(cf Annexe) permet de conclure que P(s) et r(s) seront toujours définis.

Par linéarité du probleme, il vient :
0 0
P(s) A iky| (s) = Yy iky ) (s) —r(s)
Ox Ox

De méme que pour la factorisation précédente, on va dériver, puis transformer cette

relation, de maniere a obtenir une équation en —— — iky et en r.

ox
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La dérivée de la relation affine vaut :

dP |0y 0%y dy\ 0%y dy Or
a[a——l’f}”(ﬁ—% 02 T "o

Or, y est solution de I'équation de Helmholtz, donc :

0%y
@:—AMJ—H?J—]F

Il en résulte que :
dP [0y . ] Oy L Oy Or
— | == - P(—(A Ny —ik—= | —Pf=—(A Ny — - ——
ir | zky_—l— ((L+k )y Zkax) f (AL +KT)y f+2k8x o

Ce qui s’écrit encore :

dP [0 1
—y—iky —PAL+FDy+ (AL +E )y — P(’f

av | -PI-f- 5

oy 8y
ox 8

: . : 0 : 0 ,
Pour continuer les calculs, on a besoin d’exprimer y et 8_y en fonction de 8_y —1ky.
x x

On a d’une part :

oy . oy . o
(% + ’Lk:y) — <% — zk;y) = 2iky,

c’est-a-dire :

1 oy . dy .
v=gi (2 +40) = (0~

On utilise la relation affine pour écrire que :

o . oy .
%—Hky—P(%—zky)—i—r

Finalement :

1 oy ady .

De la méme maniere, on a :

oy 1[(oy dy .
o=z (i) + (5 )]

En introduisant la relation affine dans cette formule, il vient :

gy 1 Oy Oy .
%_2[P(8x k:) (ax zky)+r]
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0 .
On va remplacer y et a9y par ces formules dans la relation précédente :

ox

ar [@ - ik:y} _P(AL 4R {P (? - zky) (g—y - zk:y) + r}
Xr s

1 ) )
AL+ R [P <a_i - ik:y) - (a—z - zky) + r]

1 dy . dy . 1 dy dy .
—-P <zk§ [P (8_x —zky) + (8_x —zk;y) +r]) —zk§ {P (8_x — ik ) <% —’ka) —1—7}

On regroupe tous les termes en y dans le membre de gauche, et ceux en r dans le second
membre :

£ f8o] o))
o v o () - ()] - (4 (-0 (2]
r(@-w) (2-)

or 27 27 1 ik
=Pf— f——+P(AL+k: )2”C +P5r—(AL+k )ﬂwr?r

Ce qui se simplifie en :

dP 27 27 ik ik dy
{dx P(A, +k )2k[P I+ (AL + K )2zk[P I]— P(Q[P+I]) 2[P+1]}{ax zl{;y}
B 8 27 1 ik 27 1 ik

On développe :

dP (AL +K2) 2 (AL + K1) (AL + )
{%_P 2ik P+ﬁP(AL+k) ok LTk
1k ik ik dy
—P2P PE—E[P—%I]}[&E zky}
1 1
= Pf— f—a—+P(Al+k:2 )—kr—i—P—kr—(AL—i-k‘Q )ﬁr+%r

On regroupe alors les termes quadratiques, linéaires et constants :
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ik (AL + k)

dP (AL+I€2I) ik, 1 9

{%— BT a— P—;P +ﬂP(Al+k I>_P5+ ik P
ik (AL +K2D) ik dy .

BT vt s Sl o

B or 9 1 ik 9 1 1k

On va essayer de simplifier chaque terme. Le terme quadratique vaut :

(AL + K21) ik o Ay k ik 1
P P3P =P et G+ ) P= =g PAsl
Le terme constant se simplifie en :
1 9 ik ik 9 ik 1

Le premier terme linéaire se réécrit :

1 , ik (AL ko, ik 1 ,
ﬂP(AlJrk:I)—P?_P(ﬂJrZI—?>_ﬂP(Al+2kI)

Le second terme linéaire devient :
1 ik Ay 1
— (A, + k)P ——=P=|(——ikl | P=—(A, +2K*I)P
S B ENP =5 (2ik ' ) 2ig; AL+ 2)

On simplifie a présent les termes du second membre :
1 1k Ay ik ik

—P(AJ_—FI{?zI)ﬂT—PET:P(————)I)T —PAJ_’F

D’autre part, on a :

La relation devient alors :

ar 1 1 9 1 5 1 oy .
{dx MgPALPJr 2ikP<Al+2k I)+ 2ik<AL+2k np %kAL} [ax iky
or i 1 9
—Pf—f—%—%PAﬂ’—ﬂ(AL—i-Qk Dr

Cette relation est en fait une identité ; on obtient alors le systeme découplé suivant :
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( dP 1 1 ) 1 ) 1 o o
T = g PALP 4 o P(AL4 287 ]) 4 (AL 2K 1)P = oo AL =05 Pla) =0
or 7 1 9 ‘ L
—8x+—2kPAl7’+—2ik(Al+2kI)T—Pf—f, r(a) =G ;
Ps) | 24 iy| () = (2 4 iky ) (s) + (s) : % (0) — iky(0) = H

\ S&E 1KY 8_&5 ky ) (s r(s); o7 ky(0) = H.

P vérifie donc une équation de Riccati avec des termes linéaires, mais dont tous les coeffi-
cients ont une forme diagonale dans la base des V,,. En particulier, le terme quadratique
est le méme que celui de 'opérateur Dirichlet-to-absorbant, a un coefficient multiplicatif
pres :

dP 1 1 2 1 2 L
g DAL + 5 PAL+ 2871) + o (AL + 2B 1)P — o AL =0

Remarque 5.2 On aurait pu choisir P = P — I comme inconnue.

Enfin, on va exprimer le probleme de Helmholtz sous sa forme factorisée. Pour ce faire,
on va combiner les deux dernieres relations du systeme découplé :

r=— [P((% —ikl) — (a% +ik1)} Yy

On en déduit que :

{a% - i(m +2K2T) — i(Al + 2/81)} [P(% —ikl) — (% + z'krl)} y=(I-P)f

5.3.2 2-représentation

Cette section permet a la fois d’illustrer la transformation homographique pour une
équation de Riccati avec termes linéaires et de vérifier que l'opérateur Absorbant-to-
Absorbant n’a pas de singularités.

Tout d’abord, on doit trouver deux solutions particulieres de 1’équation de Riccati. La
forme de celle-ci suggere de rechercher des solutions stationnaires et diagonales.
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Soit Py une telle solution. P, vérifie donc :
—Py AL Py+ Po(AL +2K*T) + (AL +2K* )Py — AL =0

On décompose cet opérateur dans la base habituelle de fonctions propres :
vn, Py, = p,¥,

On en déduit une équation scalaire sur les coefficients p, :
aZps +2(2k* — a)pn + o = 0Vn.

Pour tout n, cette équation a deux solutions :

—2k% + a2 & 2k /K2 — o2
_ %
Pr= ok 4 a2 £ 2ik /a2 — k2

2
ay

sia, <k

siay, >k

Le choix du signe 4+ ou — correspond a un tri des ondes.

On exhibe deux solutions particulieres, Py et P;, dont la décomposition modale est :

( ( =2k 4+ a2 + 2k \/k? — a2

5 v, sia, <k
0=n —2k% + 02 + 2ik /a2 — k%
5 U, sia, >k
. o

P o
1%¥n — n.
—2k? 2 2ik\/a2 — k2
TSV Ty siay, > k
\ \ an
On en déduit la formule de 2-représentation pour P :
P(z) =Ko Lo J(P(a))(x), ou
J(Z)=(Z = Py) (P = Z)(P.— Py)~!
1 1
—— (AL (Py—1)=2K])) (x—a —— (P =D)AL —2K*I) (z —a
oy — 3 BB =D =KD =) o (= DAL= 2KT) (2= a)

K(Z) =[Py + RZ(P.— R)|[I + Z(P, — B)]"
Comme P est nul en a, on en déduit expression simplifiée de J(P(a)) :
J(P(a)) = =Py 'Pi(PL— Py)™!
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On va écrire la décomposition modale de cette opérateur. Tout d’abord, on a :

4k /B2 — a2
——" U,sia, <k
—4dik\/a? — k? "
a;

(Pl _PO>\Ijn

n Sy, >k

L’opérateur Py ' P, a également une forme diagonale dans la base des ¥,

([ —2k% 4+ a? — 2k\/k? — a2 T
—2k2 + o2 + 2k\/k? — o2

—2k% + a? — 2ik\/a2 — k?
[ —2k% + a2 + 2ik\/a2 —

On en déduit la décomposition modale de J(P(a)) :

n Sloy, < k
Py'PV, =

n Sloy, >k

( o? —2k* 4 a2 — 2k\/k? — a2 T s <k
Ak\/RZ =02 —2k2 + a2 4+ 2k /K2 —a2 " "
J(P(a))¥, =
a? —2k* + a? — 2ik/a2 — .
| kol R 2kt a2 s 2ikyaz g S onh

A présent, on cherche a composer cet opérateur avec le semi-groupe L. A cette fin, on va
écrire les coefficients de £ dans la base des ¥, ; on a:

—2k% + 21«/!{:2 - a2
—2k% + 2zk\/a2 — k2
2

an

n S, <k
(Ph—1)V, =

v, sia, >k

On en déduit que :

—2k\/k? — a2V, si o, <k

A — 1) = 2KV, =
(AL(Po—1) ) {_22']@ a2 — k20, sia, >k

Et par conséquent :

e 27,/{?
eV on—k? (x—a)an sy, >k
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Finalement, on a :

( o2/ k?—a (z—a) 0‘721 —2K + a% — 2k v T v, sia, <k
Ak\/EZ =02 —2k2 + a2 4+ 2k /K2 —a2 " "

2y/02 —k2 (z—a) OKZL —2]{?2 + Oé% — 2’ﬂ€\/ Oé?L — k2
6 n
L dik\/a2 — k? =2k? + a2 + 2ik\/ a2 — k2

LoJ(P)(x)¥, =

v, sia, >k

Les singularités de P correspondent donc aux z pour lesquels I + Lo J(P)(x)(P, — Fp)
admet une valeur propre nulle.

Premier cas : o, < k

Cette condition est vérifiée si et seulement si il existe une valeur de n pour laquelle
I’équation suivante est satisfaite :

— 92 2 _ /2 _ 2
14+ e—2i\/k2—a% (z—a) 2k” + ay 2k+\/k an, —0
—2k% 4+ a2 + 2k\/k? — o2

ce qui s’écrit encore :
i/ ey _ _ 2K af + 2kV/R2 —af
e n e
—2k? + a2 — 2k\/k?> — a2

Comme pour I'étude précédente, le membre de gauche est un nombre complexe de module
1, tandis que celui de droite est réel. On en déduit la condition nécessaire suivante :

—2° +of + 2R —af
—2k2 4+ a2 — 2k\/k? — a2

Soit le quotient vaut 1, et dans ce cas la condition se réduit a :

dk\/k?> — a2 =0,

ce qui est impossible. Le quotient ne peut donc valoir que -1. On a alors :

—4k% + 202 =0,
ce qui est équivalent a :
a? = 2k%

Cette condition est absurde puisque «,, < k. Il n’y a donc pas de singularités dans ce
cas.

Second cas : o, >k
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L’opérateur admet une singularité si et seulement si I’équation suivante est satisfaite :

m(x a) 2k2+a —22/6\/Oz2—k2
—2k% + a2 + 2iky/a2 — k2

c’est-a-dire :

—2v/02 k2 (z—a) —2k? + OC,Q,L - 2'le'\/ OC?,L — k2
—e n —
—2k% 4+ o + 2ik\/a? — k2

Comme la partie imaginaire du second membre n’est jamais nulle, cette condition ne peut
pas étre vérifiée.

On en déduit que l'opérateur Absorbant-to-Absorbant n’a pas de singularité. La figure
suivante illustre cette propriété : elle représente la valeur du rapport

ou
% — 'Lk'U,
ou .

% + 1ku

dans un guide de longueur 6.

1 4
0.9 15
0.8

1
07
id 05
05 0
Lo -0.5
0.3
=3
0.2
0.1 AR
0 + -2
<5 0 5

5.3.3 Factorisation adjointe

Comme pour le tube bouché, il est tout a fait possible de factoriser le probleme sur 'autre
partie du guide, en imposant ’autre condition absorbante sur la frontiere mobile. Ce choix
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aboutira a une autre forme factorisée du probleme de Helmholtz et a un systeme découplé
différent. En particulier, I'opérateur solution d’une équation de Riccati va vérifier une
propriété intéressante : on va voir qu’il est 'image de l'opérateur Dirichlet-to-Neumann
par la transformation de Cayley.

On note 2, = [0, s] x O le domaine complémentaire de €, et on se restreint & ce domaine
réduit. La frontiere mobile va se déplacer de 0 vers a.

On définit donc la famille de problemes P; ;, sur les sous-domaines € :

—Ay = k*y + f dans Q,,

(Ps,h) 0 1 0
yls = 0: 52 +ikyle, = h € Hy(0) 3 Z2 — ikylr, = H.
On note Y, 'espace fonctionnel :
0%y
Yo={y € H'(Q)/yls = 0 et 55 € L*(0,5 H(0))}

1
On définit alors 'opérateur de H)(O)" vers lui-méme :

Q(s)h = % — ik7y|s, o v € Y5 est solution de :
—Ay =Ky
. oy .
’}/|Z:0; %—Flk"}/rs :h; %—Zk"}/h“o:o,
B . :
r(s) = e ikf|s, ou B € Yy est solution de :
x
AR =K+ f
0 0
Bl =05 2 kB, =0; 22— ikplr, = K,
Ox Ox

1 1
Q(s) est encore cherché dans L(HE(0)', H(0O)'). Comme le probleme est bien posé (cf
Annexe), Q(s) et r(s) seront toujours définis.

@ est la transformée de Cayley de 'opérateur Dirichlet-to-Neumann (cf [6], [17]).

La linéarité du probleme donne :
oy ~(Oy .
Q(s) {% + zk;y] +r(s) = <a_x - zk;y) (s)
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Cette relation se dérive en :

2 2
@ @—}-Zl{iy +Q @_sz@ @_k@_ﬁ
ox 0x?

dx ox Ox? Jr Ox
2

Or, @ = —Ayy—Kk*y— f, donc :

0x?

dQ . 0y Oy Or

k —(A K*I k—= — = (AL + Ky — f—ik== — —

da:{@ +i }+Q((L+ )y + ik ) (AL +F Dy = f—iko — o

Comme pour la premiere formulation, on cherche a obtenir une relation en e + tky et
x

en r. On va donc exprimer y et @ en fonction de @ + iky. Tout d’abord, on a :

Ox Ox
1 dy . dy 1 dy . oy .
=5z (15 + ikl = (52 = ol ) = o (152 + kol - QU+ ik =)

) L0y
De la méme maniere, —— s’écrit :

ozr

Y _ [83/
or 2

L iy + [%—iky]):%([gy ]+Q[ © -+ iky] + )

On introduit ces deux expressions dans la relation précédente :

Q (AL + K1) Oy

(AL +K21)
dx {&E Zk] @ 2ik [8 Fikyl+Q

2tk

dy
ox

+Q { +Zk:y} Q%Q {g—i —|—iky} +Q2—r—Qf = —M {&y +Zk:y}

(AL +k21)

Q5= +ik ]+Q7r

21k ox
(Al YR [0y (AL + K1) By ik [8y ik or
o Qe T o / or TR Qg T -5 o0

On regroupe tous les termes en y dans le membre de gauche, et ceux en r dans le second
membre :

A 27 A 27
{@_Q( Lt Dol Ltk Do it 4 gy
(AL + K1) (AL +FKI) z’k
LY e v e Q}{ +zk:y]
ik 0
= QAL R~ St Qf 4 g (AL R - T

A présent, on va simplifier cette équation. Le terme quadratique s’écrit :
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(A + k) ik (AL +K2T) —k? 1
e ) Q== —I7)Q=-—"0A
Qg Q@ =0 @+Q |5 | =570A.Q
Le terme constant vaut :
1 ik 1 1 1
— (A + KD+ =T=—(A, +KI)— —kT=—A
ip ALt R+ Sl =g (AL BT) — o T

Le premier terme linéaire se simplifie en :

1

1 ) ik 1 ) . )
_mQ(AL+k1)+EQ—2ikQ( (AL + K1) = k) = 22,kQ(AU%k:I)

Le second terme linéaire a la forme suivante :
1 1

2 % _ 2
2@/@(Al+k nNeQ + 2@- 2ik(A¢+2]€ ne

Les termes du second membre ont pour expression :
! QAL +E*I)r + ik@ ! Q (AL + K1 — K1) ! QA
— r+ —Qr=_— — r=— r
2k 2 2ik < T 2k

ainsi que :

1 , ik 1 ,

On en déduit 'expression simplifiée pour la relation :

dQ 1 1 s 1 ) 1 dy
{dx T A0~ g QAL+ ) = o (AL DO + 2ik:Al} {ax iky
or 1 1 9

0 e ! :
Comme 22 + iky = h est choisi arbitrairement dans 'espace H)(O)', cette relation est

x
en fait une identité, dont chaque membre est nul. On en déduit le systeme découplé :

( dQ ]_ 1 2 1 2 1 —N- —N-
Qf 1= 4 —dps QAL+ (AL + 22D (0)="H;
T or | Pt T g e " e

dy . _(oy . _ 9y _c

Comme pour la premiere formulation, 'opérateur () vérifie une équation de Riccati avec
des termes linéaires, mais dont les coefficients ont une forme diagonale dans la base des
v, .
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dQ 1 1 )
dr + ﬂ@ALQ — ﬂQ(AL + k°1)

1

1
2 —_— p—
S (AL T RDQ + 52AL =0

2ik
Pour finir, on va factoriser le probleme de Helmholtz. A cette fin, on va réécrire les deux
dernieres équations sous la forme :

r=— {Q(a% kD) — (% _ Z-M)} y
(I-Q)f =~ [(% — QAL — (AL + 2/&1))] .

On en déduit que :

o a@as - @ en)] QL +in - (5 —ikn)|y = 1 - Q)f
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Chapitre 6

Factorisation du probleme de
Helmholtz en section variable

En acoustique ou en électromagnétisme, de nombreux problemes concernent la propaga-
tion d’ondes dans un guide non uniforme, c’est-a-dire dans un guide dont la section trans-
verse varie. Pour cette configuration, les méthodes dont le but est d’expliciter la solution
par une décomposition modale sont instables (cf [11]). La factorisation du probleme par
plongement invariant permet d’éviter cette difficulté, cependant la variation de la section
ne permet pas d’appliquer la méthode sans prendre de précautions.

Le but de ce chapitre est d’expliquer comment adapter cette factorisation a un guide dont
les sections sont homothétiques. On présentera trois démarches : la premiere repose sur
une formulation variationnelle, la deuxieme consiste a réécrire les équations dans une base
de Hilbert-Schmidt. Enfin, la troisieme consiste a transformer le probleme de départ par
un changement de variables afin de se ramener a un guide de section constante.

6.1 Meéthode intégrale

On appelle 2 € R™ le guide étudié et on choisit une direction particuliere (z) pour ce
domaine, correspondant a la direction de propagation de I'onde. Cet axe est 1’équivalent
de T'axe du cylindre. On désigne par z les autres coordonnées et par I', la section du
guide & I’abscisse z. On suppose que cette section est toujours une partie bornée de R}
et que sa frontiere, 0I',, est réguliere. Enfin, on suppose que le guide étudié se situe entre
x =0et x = a, et que I'on peut écrire 2 comme : = Up<z<,I'z. On appelle ¥ le bord
latéral du domaine, et on le suppose également régulier.

On choisit d’étudier une configuration aussi proche que possible du cas cylindrique : on
s’intéresse au probleme de Helmholtz dans le guide €2, pour lequel on impose une condition
de Dirichlet sur le bord latéral ¥ et une autre condition du méme type sur la face droite,
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ainsi qu'une condition de Neumann sur la face gauche. Le probleme a résoudre est donc
le suivant :

—Ay = k*y + fdans Q,
ylz =0, ylr, = 1, ——y\ro = Yo,
¢ ox

1 1
ol f élément de L%(Q), yo € HE (o) et y1 € HZ(T,)'. y est cherché dans l'espace :

_ Jy 2 2 %y -1
Y ={ y/pp.secl0al, g(s) € L*(Ty),V_y(s) € L*(Ty), B € H'(T,)

a ay a
G Ods < o et [ IVp(6) B ds < 400}

(Y est Péquivalent de L*(0, a; Hi(O)) N H(0, a; L*(O)) utilisé dans le cas cylindrique ; en

Yy 1
L, € Hip(T))

Le probleme n’est pas toujours bien posé et n’admet donc pas toujours une unique solution.

outre,

La premiere méthode va tenter de se conformer autant que possible a la démarche suivie
pour I'étude du guide cylindrique.

6.1.1 Premieére formulation

Comme pour I’étude du guide droit, on fractionne le domaine d’étude en introduisant
une frontiere mobile I'y = & I'abscisse s sur laquelle on impose une condition de Dirichlet
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arbitraire, et 'on étudie la famille de problemes P;; sur les domaines réduits {25 =
UOS:{:SSFI

—Ay = k*y + fdans Q,,
Py 1 Iy
Per)\ ol =0, vle, = b BT, ~ 24, = 3o

La frontiere mobile I', est initialement confondue avec I'y, on la fait ensuite évoluer dans
le sens des x croissants jusqu’a I',

Déplacement
de la frontiere

F1G. 6.1: Déplacement de la frontiere

On note Y; la restriction de Y a €.

Pour tout s € [0,a] et h € HOQO( s) pour lesquels (P ) est bien posé, on définit 'opérateur
Q(s) de H\(T) vers son dual HZ(T,)" :
2l . .
Q(s)h = 9 OU Y € Y est solution de :
i

—A~ = k?*vydans Q,,

oy
= h _— =
Fs Y ax|F0 07

7|2 :07 v

ainsi que r(s) = Sr,, ou # € Yj est solution de :

—AB = k*8 + fdans Qj,

9B
O —_— g
) o ‘Fo Yo,
avec les conditions initiales : Q(0) =0 et r(0) = —yo.

Comme P; j, est linéaire, on a la relation affine :

Y (4) = Qa)y(a) + r(x).
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On souhaite pouvoir dériver cette expression. Dans le cas d'une section constante, cela
revenait a évaluer la différence Q(z + €)y(z + ¢, z) — Q(x — €)y(x — €, 2) pour tout z, avec
e suffisamment petit. Lorsque la section est variable, il est possible que (x + €, z) soit a
I'intérieur du domaine pour tout € > 0, mais sur le bord ou a 'extérieur du domaine pour
e<0:

X x+e

Il faut alors renoncer a cette évaluation locale. On va donc introduire une fonction dans
la relation précédente et l'intégrer sur le domaine. On définit donc une fonction k(z) sur
un voisinage de T'y suffisamment grand, telle que k(z) ne dépend pas de x : k € H'(T),
oul'=u,I',. Il vient :

1Y () ds = / B(Q(2)y(@) + r(x) d

T, ax

On dérive cette expression par rapport a x :

d 0 d
p . ka—i dz = . . E(Q(x)y(x) +r(z))dz

Comme I', dépend de x, la dérivée de chaque terme est la somme de la dérivée sous
I'intégrale et d'un terme tenant compte de la variation du domaine. On note 0T, le bord
de la section. On a la formule générale, pour toute f :

d B of /
dr /F:c f(z,2)dz = /FI %(x,z)dz + [f(z, 2)]or, T

ce qui s’écrit encore:

d B of
e /1“1 f(x, z)dz = /1“1 %(x,z)dz + - flar tan(ey, 7)dl’,

ou e; est le vecteur directeur unitaire de I'axe du guide, et 7 est le vecteur unitaire tangent
a > dans le plan passant par 'axe des x. On appelle n le vecteur normal sortant dans le
plan contenant I'xy pour le méme point de I',. On applique maintenant cette formule a
I'intégrale du membre de gauche :
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d dy 0%y dy
i | Ho5e z)dz—/ H(2)'s +/8ka( )2 tan(er,7)dT

De méme, l'intégrale de 'autre membre s’écrit :

% . k(z)(Q(az)y+r(g;))dz:/ k(z )(@ +Q@ ar)dZJr/am k(2)(Qy+r)tan(er, 7)dl’

Ty
On en déduit que :

Yy — Q %, o _ %
[ w5z = [ weGEye @5l gz + [ kQy - e, rar

Comme y est nul sur X, sa dérivée tangentielle est nulle également. La dérivée de y par
rapport a x est liée a la dérivée normale :

@ = —tan(eq, 7)

ox on

Il en résulte que :

/k o +Qay aT)alz+ k:(Qer@tan(el,T)JrT)tan(elaT)dF
n

8x2 oy 0

Comme par ailleurs

Py
oxr?

la relation précédente devient :

0
:—f—(Al+k2])yeta—z:Qy—i—r,

/ k(z)(%y + Q%+ Qr+ g—; + [+ (AL + K 1)y)dz

+/ k(Qy + %y tan(ey, 7) + ) tan(ey, 7)dl = 0
T, on

Comme cette relation est vérifiée pour toute fonction test k, on en déduit que l'intégrale
sur I'; et celle sur OI'; sont nulles (on choisit d’abord k € D(I',), c¢’est-a-dire nul sur oI,
on en tire la nullité de l'intégrale sur I',, puis de celle sur OI';). Ainsi,

/k(z)(%y+c}2y+@r+%+f+(Al+k2])y)dz:0 vk,

ce qui implique que :

@Ry =—@r -0

Comme y est choisi de maniere arbitraire, le probleme se découple en deux équations :
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@+Q2+Al+k21:0
dx

0
Qr—i——r—l—f:O
ox

On décompose maintenant la frontiere ¥ en deux parties : X1 désigne I'ensemble des
points pour lesquels le champ de dérivation horizontal entre dans le domaine, ¥~ désigne

ceux pour lesquels il est sortant.

F1G. 6.2: Décomposition de la frontiere

En exploitant de méme 'intégrale sur OI', de la relation (6.1), on peut écrire de maniere

formelle que :

Qy + tan(el,T)g—?y1 = —rsur X,

La relation précédente étant une identité valable pour tout y € Y, elle se décompose en :

0
r=0sur Xt et Tr+ 0 Q + = tan(e;, 7) = 0 sur LT,
@ n

0

olt Tr+ est opérateur trace sur T,

Au total, on obtient le systeme découplé suivant :

(0
a_y:Qy+T7 ?J(a):?/l
x
Yls- =0
L QA+ RI=0, Q) =0
0
Qr + =y f=0
Oz
T|2+ = 07 T(O) = Yo
Try o Q+ tan(el,T)2 =0 sur X
: on
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6.1.2 Deuxieme formulation

On va mettre en oeuvre la méme méthode pour la famille des sous-domaines complémentaires :
on se restreint au domaine QS = Us<az<al's compris entre la face droite du guide et la
frontiere mobile I'y, sur laquelle on impose une condition de Neumann arbitraire. La
frontiere va se déplacer cette fois dans le sens des x décroissants :

de la front1

F1G. 6.3: Déplacement de la frontiere

On définit ainsi une famille de problemes 7587,1 sur Q, :

—Ay = k%y + fdans Q,,

oy 1
==lr, = h € H(Ty), ylr, = 1,

(ﬁs,h> i
y‘E - 07 ax

On note Y, la restriction de Y & €.

Pour tout s € [0,alet h € HE(T,)" pour lesquels (753,/1) est bien posé, on définit 'opérateur
de HZ(Ty) vers HE(T):

_ O

r,, oy € )78 est solution de :

—Avy = k%vydans Q,

0
Y|z =0, a—ZFS =h,v|r, =0,

r(s) = Blr,, ot B € Y, est solution de :

—Af = k2B + fdans Q,

0
Bl =0, a—i r. =0, Blr, = v,

avec les conditions initiales : P(a) =0 et r(a) = y;.

L’argument habituel de linéarité du probleme aux limites permet de conclure que :
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y:Pg—z+r

Afin de pouvoir dériver cette expression, on introduit la méme fonction k(z) définie sur
un voisinage de I',, et on integre sur I',

d d
e yk;dz = — /{:(Pa

Yy
dx dx +r)dz

ox

Comme pour la premiere formulation, on va exploiter la formule de dérivation de I'intégrale
pour chaque membre de 1’égalité. Ainsi, le membre de gauche devient :

e yk:d / k ydz—i—/ kytan(ey, 7)dl’
dl’ T,

Le second membre se transforme en :

d oy B dP Oy 82y or 9y
dx - k(Pﬁx +r)dz = / k(dx Dr +P8x2 ax)dz+/arz k(Pa—x—H’) tan(eq, 7)dI’

Comme dans le cas précédent, I'intégrale sur I';, et celle sur JI', sont nulles. Il vient :

oy . dPay 82y or
D’une part, / k— dz /k: - 8x 8x2+8x)dz

0? 0
En remplacant dans cette expression a—z par —f — (AL + k*I)y et y par Pa—y + 7, on
x x
obtient :

oy . dP Oy 9 dy 9 or
sz%dz’—/rzk‘(%%—Pf—P(Alek I)P%—P(Al—i-k I)r—l—%)dz

On en déduit que :

dy dP oy 9 y

Comme dans le cas précédent, cette équation se découple pour donner le systeme :

Pf—P(AJ_+k2 )T—|——

dP 27
%—P(Al-}-k )P I=0
or

o7 (AL + K Dr f=0

La deuxieme intégrale devient :

/ kytan(ey, 7)dl = / /{:(P@ + ) tan(ey, 7)dl’
I s Ox
Or, y vérifie la condition sur le bord latéral :
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Yl =0

dy
Ainsi, si 'on choisit Er 0, on a aussi :
x

T"E:O.

II reste alors :

/ (Tapzk + Tor, © g) ytan(ey,7) =0
Fo) 8x

On en déduit que Tyr, o P =0 sur X7.

On retrouve ainsi le systeme découplé, avec une équation supplémentaire sur X perme-
ttant de déterminer les conditions initiales pour P.

Pour chaque formulation, on retrouve les équations correspondant au guide droit pour
Iintérieur du domaine. On obtient en outre une nouvelle équation sur le bord latéral,
donnant I'information supplémentaire nécessaire.

6.2 Décomposition modale

Dans ce paragraphe, on s’efforcera de donner une formulation plus explicite de la factori-
sation, en s’inspirant davantage de la démarche adoptée par les physiciens. On va réécrire
la deuxieme formulation en décomposant les fonctions utilisées dans des bases de fonctions
propres du laplacien transversale. L’équation de Riccati obtenue sera effectivement tres
proche de celle du chapitre I (premieére section). Il s’agit ici de calculs formels, car on ne
cherchera pas le sens précis de la convergence des séries.

Pour z fixé on définit la base de fonctions propres du laplacien transversal par : (¥;(x));
telles que :

—AJ_\I/Z = )\Z\Ijl = Oé?qu dans Fx
U;lor, = 0 (condition de Dirichlet sur le bord)

Remarque 6.1 Les fonctions de base dépendent de x.

On exprime dans cette base les différentes fonctions apparaissant dans la formulation :

;

y(r,z) = Zyl(x)\llz(x,z)

%(as,z) = sz(x)\lfl(x,z)
r(z,z) = ZT’Z(ZE)‘I’Z(%Z)
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Comme la section est variable, les fonctions de base dépendent de x.

P se décompose lui aussi dans la base de Hilbert-Schmidt {V;}; ® {¥,}, :

ZPZJ )i @

Dans la suite des calculs, on notera II la matrice infinie des coefficients P;; de P sur la
base ¥,.

0
Tout d’abord, la relation y = P 8_y + r s’écrit :
i

Zyz % Z zwjlp +Zrz

On va également reformuler 1’équation de Riccati :

dP
— — P(A nNP—-1=0.
0 ( L+ k ) 0

Pour ce faire, on exprime chacun de ces opérateurs dans la base des ¥; @ W;. L’identité
s’écrit sous la forme :

I=) U0V,
On va ensuite décomposer le terme quadratique. On a :

P(AL+RD)P =) Z U, @ U (AL + D P, 0,), 00 U0 U,

(2%] T,8

Ce qui se simplifie en :

P(AL+K)P == (D (A — k) PyPy)¥; ® I,

Lj g

La dérivée de P vaut :

dx T dr (ZZJ: Pyl )z, Z>>

Pour développer cette expression, il faut tenir compte des variations des fonctions propres
en fonction de la section, et donc de x :

dP <~ dP; d
— v, @ V; (¥, ® ¥y
T D e A +Z gy (Ui @ W) (w,2))

Finalement, on obtient :
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dP dP; o, OV,
o= T (\If¢®‘11j)+;Pij (8—1: ®‘I’j) (2, 2) +;PM (‘I’z@ %) (21, 2)

U,
On va décomposer L dans la base des ¥, :

ox

ov; R oV ;
On pose : o zj:Fji\Ifj ou Fj; = o a—;\Didz

On a alors :

0
k k k

On en déduit que :
0
D Pug (W@ V) =3 PyFyli @+ ) PuFpV; @,
ij i.j,k ijk
Finalement, il vient :
0
Z Pz‘j%(‘l’i ®V;) = Z(ijFik + P Fji) ¥ @ 5
ij i4k
Le terme Z Py Fyy correspond au coefficient (7, j) du produit matriciel ITF* ; Z Py Fj,
k k

correspond au coefficient (7, ) du produit FII. On en déduit que :
a t
E Pi—(V;, ® U,;) =IIF" + FII.
— Y0z
Zh]
Au total, ’équation de Riccati devient :

ap,
S ST = )PPy — b+ (T + FI1) )W, @ W, = 0
q

(2]
On note A la matrice diagonale dont le g-ieme terme vaut —\, + k2. On vérifie alors que :
Z(_)‘q + kQ)Piqqu = (ITAII);;.
q

On obtient la relation matricielle suivante :

dIl
— =TIAIl+ [ —TIF' - FII
dx

On retrouve bien I’équation vérifiée par I'impédance acoustique (cf [27]).
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Application : Calcul des coefficients de F'

On considere donc un guide d’ondes bidimensionnel dans le plan (z, z), délimité par les
fronticres (z = 0) et (z = h(z)). Dans un premier temps, on diagonalise le Laplacien
transversal ; on cherche donc les fonctions propres de :

0*,
“oz M
U, =0en (z=0) et (z = h(z))

Le probleme a résoudre est donc un probleme de type Dirichlet. On trouve :
U (z,2) =
On a alors :

o) = 3 i) s )

On constate en particulier que dans ce cas, les fonctions de base dépendent des deux
variables x et z, comme cela était prévu. La dérivée par rapport a x s’exprime :

%__ﬁh’(x) iTz cos iTz lsin imz
or = ni hw aw) T )

On constate que cette dérivée partielle fait apparaitre les fonctions de base pour le
probleme de Neumann.

On calcule maintenant les coefficients de la matrice F. Par définition, on a :

ov;

Qz
h@) op/(x) jmz gz 1 | gmaz. . imz
= [ T i i) 3G ent e
Sii=7j#0, alors :
- W(z)
" 2n(z)
Sii # j, alors
b (x)  2ig
(1)t 2\
R TR
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6.3 Factorisation par changement de variables

Une troisieme méthode consiste a se ramener a un guide cylindrique en faisant une ho-
mothétie sur chaque section : on va donc effectuer un changement de variables. Pour
simplifier, on suppose que le guide est tridimensionnel, qu’il présente un axe de symétrie
et qu’aucune section n’est réduite a un point.

Fi1G. 6.4: Transformation du guide par affinité

On note x la variable de I'axe et z1, zo les variables transversales. La section est notée
[, ou I'(z). On fait 'hypotheése suivante : les sections du guide sont homothétiques,
c’est-a-dire que :

Va € [0,a], Fh(x) € R tel que I'(z) = h(x) x Iy,

et on suppose que h est une fonction continue, dérivable sur [0,a]. En particulier, soit

(¥,,(2))nen la base de fonctions propres associée au laplacien transversal avec une condi-

tion de Dirichlet pour la section I'g : alors les (\Ifn(ﬁ))n constituent une base de fonctions

propres pour A, avec condition de Dirichlet sur I',.

L’application suivante est une bijection :

Ty — T'(x)
(z1,22) +—  (h(x)z1, h(x)29)

En outre, une fonction y de H'(Q) peut se décomposer comme :
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z

Vw2 = 25 = Do () Walo)?)

On notera :

g(x) = ﬁ

Ceci permet d’introduire le changement de variables F :

X==x
T . o X=x
2 | — 1 hz) | = Zy = zg(x)
2 __*2 Zy = z99(x)
7 2 29
© ()

Les coefficients de la matrice jacobienne sont :

([ 0X _ 02, _ / _ g,(X) 02, _ / _ g,(X)
0X . 0Z1 . . aZQ o
9 6—21_0 a—zl—g(m)—g(x) 621_0
0X 0z 02y _ _
L 8—22_0 822 _O 822 _g(x)_g(X)

Enfin, soit v un élément de H'(). ses dérivées partielles ont pour expression :

or  0X 0r | 9Z or 92, ox

C’est-a-dire :

(Ou  Ou  ¢'(X) ou ou
or _ 9X | g(xX) (Zlazl +Zzazz)
ou ou
6—21 = Q(X)a—Zl
ou ou

\ 6—,22 = Q(X)a—ZQ

A Taide de ces formules, on va pouvoir écrire le laplacien dans le nouveau systeme de
coordonnées. Par définition, on a :
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_ %u N 0u N 0u
C0x? 0z 023

S a2 o) o (o)

Au

En développant, il vient :

P *u 0 g (X) 8u 8u
_ 2 guw Jgu
Au=g(X) {az% * azg} Tox { 9(X) <Zl Zl 2)}

g'(X) d*u 0*u g (X)
+g(X) <ZlazlaX+ZzazzaX * g(X)

(P0) (e n )

On regroupe alors les différents termes :
0?u

Loz (SOY] 2 [y (70

g'(X) 9%u 0%u g (X) 2 J%u
+29 [Z18216X+226228X + 2 g(X) Z1ZQazlaZ2

g"(X) ou ou
* {Zlazl Y

I
|>

X,Z1,Z,U

Dans le nouveau systeme de coordonnées, le guide d’ondes est un cylindre de section
constante. On va donc écrire le probleme aux limites dans ce systeme et le factoriser.

On note O I'image de €2 par le changement de variables F, [, celle de T, et 3 celle de X.
Q2 est le cylindre [0,a] x T'g = [0,a] x I'g. On posera également :

F(X7 Y? Z) = f<x7 y? z)?

et on notera u la solution du probleme dans le nouveau systeme de coordonnées. On
désignera par Y, Y, et Y’ respectivement l'image de Y, Y; et Y, par F. Le probleme a
résoudre devient :

—Ax 7, 2,u = k*u + F dans Q

(Po) d (X du 0
ulg =0, u\fa = Y1, - + gg( >) <Z1 + 2y ~ ) ‘fo = —Yo,
2

0%*u *u d*u
2 207U
) <Z Y R VR VALY

)
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ou yp € HOO(F ), y1 € HOO(F ) et u est cherché dans Y.
On constate que la condition de Neumann sur le bord gauche est remplacée par une
condition faisant intervenir une dérivée oblique, que I'on notera ¢ :

_ou J(X) ou ou
ou = + <Zlazl —+ 22622)

Remarque 6.2 En mécanique, 0 correspond a la dérivée particulaire, avec x comme
variable de temps pour un champ de vitesses radial li€ a la dilatation de I';.

Avant de continuer les calculs, on a besoin d’un résultat supplémentaire :

2 2

072 " o7z

Démonstration 6.3.1 Par définition, pour u € Y, ona:

50 8u — i{@u_i_g(zlﬁu +Z28u)}+g_zl 0 [&L g(Zla Z28u)}

0X |0X oA 07, 07, |0X oA 07,
g _ 0 [0u g’ ou ou
s PRETA [aX (Zlazl 22622”

Ce qui se développe en :

Pu  ¢"g— g ou ou q 0u 0%u
= Z Z Z Z.
bo0u= Tt ( ozt 2az2> Ty ( oxoz, 28X822)

g 0%u q ou 82 0%u
Il = Z Z? YAV
g +(g) ( oz Tz T .07,

g 0%u g\> 0%u ou , O%u
9y 9\ (72 Z z
Ty +(g) ( az07, T ez, T oz

En regroupant les différents termes, il vient :

0*u g , 0%u 0?u q 0*u 0?u
dodu= X2 + (E) (Z 1572 +228Z2) +25 (218X8Z1 +Z28X822)

I\ 2 2 "
g 0" g ou ou
21 =) Z1Z | Z—+7Z
" (g) ' 2821822+ g ( 07, 2822)
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Finalement, on obtient :

2 2
505UZAX,21’Z2U—92(X)(au 6u)

072 " o7z
6.3.1 Premiere formulation

On va maintenant pouvoir appliquer la méthode de plongement invariant sur le cylindre
Q pour le probleme (Py) :

[\~ @ [
VI VI

Fic. 6.5: Méthode de plongement invariant sur O

On introduit une frontiere mobile I'y & I’abscisse s, sur laquelle on impose une condition
de Dirichlet arbitraire, ce qui permet de définir une famille de problemes sur les sous-
domaines Q, = [0, 5] x T :

. { —Ax 7, 2,u = k*u + F dans QS
|

ulg =0, wulp, =h, dulp =—yo,

1.
ou h € H3)(I'y). La frontiere mobile va ensuite se déplacer dans le sens des x croissants.
Pour tout s € [0,a] pour lequel le probléeme est bien posé, on définit les opérateurs de

1. i,
Hgy (L) vers Hg (L) -

Q(s)h = dvlp,, oty € Y, est solution de :

{ —Ax.z,.2,7 = k*y dans Q.
Vg =0, =0, =0, v

p,=h
w(s) = 06pp,,ou B e Y, est solution de :

{ _AX,Zl,Zgﬂ = kQﬂ—i‘ F dans Qs
ﬂ‘i - 07 56|f‘0 = Yo,
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avec les conditions initiales : Q(0)h =0, w(0) = —yo

Le probléme aux limites Py, étant linéaire, on en déduit que :

Su(X,Y,Z) = QX u(X,Y,Z) + w(X,Y, Z)

On calcule I'image par 0 de cette relation :
dodu=9(Qu)+ dw

c’est-a-dire :
Pu  0*u dQ g’ 0 0

J— 2 —_— —_— =
Au—g <6le+6222) X Q <Z1621+Z262)(Qu)+5w

Comme u est solution du probleme de Helmholtz, cette formule équivaut a

Pu 0%u dQ q 0 0
Py —F - ==+ = | = — -
ku—F —g (8le+8222) qu+Q5u Q[ <Z10Z1+22822)]u

g’ 0 0
Z Ly——ro 1)

( 162 + 2322) (Qu) + dw
On introduit a nouveau la relation affine pour remplacer le terme en du dans le second

membre :
Pu  O%u dQ g 0 0
2, 2(dW Uy aY 2 . o
k*u—F 9(8Z12+8Z22) qu+Qu+Qw Q[ <Z16Z1+Z2822)]u
q 0 0
Z Z
+= (18Z1+ gaZQ)Qu+5w

On a donc :
Qo o (P22 OV (D O o (24 2
[ +@Q Q(g <21821+Z2822))+( <Z18Z1+Z2822))Q+/€]+g 822—1—822
=—F —Qw — dw

1
Comme u est arbitraire (puisque h est un élément quelconque de H (L)), cette relation
est en fait une identité. Comme pour le cas cylindrique, on obtient donc un systeme

découplé :

0? 0? 0 0 g 0 0
( )+k2[+( (Z1 75 +Zz ))Q Q( ¥4 6—Z1+Z26—Zg)):0’

( dQ 2 2
x O \az o az,
Q(0) =0,
0w+ Qw = —F, w(0) = —yo,
u(a) =y,

| du — Qu = w,
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On en déduit la forme factorisée du probleme :

—(0+ Q)0 -Qu=F

On trouve une forme proche de la relation trouvée pour le guide d’ondes de section
constante. La dérivée horizontale a été remplacée par une dérivée oblique, I’équation de
Py Py
072 923
dans le cas cylindrique. En outre, on v01t apparaitre des termes linéaires tenant compte
des variations de la section : la forme de I’équation est donc tres proche de celle trouvée

pour I'impédance acoustique dans le premier chapitre.

Riccati fait apparaitre le terme ¢g?(=—5 + ——5) qui correspond au Laplacien transversal

Remarque 6.3 La formule de ’équation de Riccati pour (Q n’est pas autoadjointe. En
effet, on a :

q 0 0 \~ B q 0 0 q
( (Z1621 +Z2822)) == <E(Zla—Zl +ZQa—Z2)) —2=1

On peut alors mettre I’équation sous la forme :

2 2

Y grorsd L P e 0 0,0
+2gQ+Q +g<622+622)+k [+< (Zlazl+ZQazg))Q+Q< (Zy 6Zl+ZaZg) =6

dont la solution est autoadjointe.

6.3.2 Deuxieme formulation

A présent, on va appliquer la méthode de factorisation a la famille des sous-domaines
complémentaires : on impose une condition faisant intervenir la dérivée particulaire sur
la frontiere mobile Iy, et on se restreint & €2, = [s,a] x T'y. La fronticre va se déplacer de

- a = [\
VA VI

Fic. 6.6: Méthode de plongement invariant sur Q

On étudie la famille de problemes (P ) :
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“ ) { —AX7Z1’Z2U = k2u+ F dans Q/s

ulg =0, ulp, =y, Odulp, =h,

1.
ot h € HZ(L,).

Pour tout s € [0,a] pour lequel le probléme est bien posé, on définit les opérateurs de
1. 1.
Hgy (L) vers Hgy (L) -

P(s)h =~[p, oty € Y est solution de :

{ —Ax.7,.2,7 = k*y dans Q’s
Ve =0, g, =0, 6p. =h

r(s) = B, on B € Y, est solution de :

{ —Ax 7,20 = k0 + F dans Q’S
Blg=0, Bly, =y, 8]y, =0

avec les conditions initiales P(a) =0, r(a) = y;.

Le méme argument de linéarité du probleme aux limites permet d’écrire que :
uw(X,Y,Z)=P(X)u(X,Y,Z)+r(X,Y, Z)

En appliquant ¢ a cette relation, il vient :
ou = §(Pou) + or

Ce qui s’écrit encore :

dP B g B 9

0
Le lemme préliminaire permet d’expliciter le terme —du :

0X

0 q 0 0
= Su — _Z - _—
ou = dodu (Zl Z + Zy Zg) ou

Il en résulte que :
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o L[ ? o q 9 0

Comme u est solution du probleme de Helmholtz, cette relation devient :

9 , (0 & g (. 0 0
I u=—tktu-F-g (v VL (2, 2,
gx =k g (az%*azg =g \Paz, T ey, ) o

En introduisant la relation affine, on obtient :

0 9 5 s 02 o [ 02 02 g 0 0
2 su=—k*Pou—kr—F—g* [~ + LV Pou—-g* e+~ VL (22 7y
8X5u k*Pou—k*r g <8212+0Z§ ou—g 6Z12+0Z§ r p 18Z1+ 257, ou

En substituant cette expression dans (), il vient :

dP 02 02 0? o
- _P 2 2 2 = P _P 2 2 2 o
ou dx5u (k +g (0Z12+6Z22)) ou (k‘ +g (0Z12+6Z22))r

J (. 0 ) J (. 0 9
P\ — +7Zy— (41— + 23— | P — PF
p ( 1azl+ 2622)5u+g < 1aZl+ 2622 ou + or

On regroupe alors les termes en du et en r :

dP , L[ g 9 9 q 0 9

) ) 82 82
=Pk +g 8—212+6—Z22 r—or+ PF

Comme précédemment, on obtient le systeme découplé suivant :

( dP 5 o [ O 9? g 0 0 q 0 0 B
o P(/{: +g (8Z12+8222 P Pg Z1821+Z28Z2 +g Z1aZI+Z28Z2 P—1=0,
P(a) =0,
< ) ) 82 82
57"—P<k: —i—g(a—Z%—i-a—Z%))T:PF, r(a) = y1,
[ uw— Pou=r, ou(0) = —yo,

En combinant les deux dernieres équations, on peut alors écrire le probléme sous sa forme
factorisée :

0? 0?
§— P+ ¢ =+ == I — Pé)u=PF
(6= P (ka2 + 57) ) (- P)
On va donc pouvoir utiliser les formules de 1- et de 2-représentation présentées au chapitre
V. En pratique, toute la difficulté consistera a trouver des solutions particulieres. En
effet, les coefficients des équations de Riccati trouvées dans le cas de la section variable
dépendent en général de x, on ne pourra donc plus chercher de solutions stationnaires.
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Chapitre 7

Factorisation du probléeme de
Helmholtz pour un coude

Dans ce chapitre, on étudiera a nouveau des guides de section constante, mais qui forment
un coude. Cette configuration trouve une application directe en optique : dans cette
discipline, il est parfois nécessaire de faire dévier 'onde incidente.

On va présenter les deux factorisations du probleme de Helmholtz ; de méme que celui-ci,
les opérateurs Dirichlet-to-Neumann et Neumann-to-Dirichlet seront exprimés en coor-
données polaires. Cependant, ils vérifieront une équation de Riccati sans termes linéaires
tres semblable a celle du guide droit. On donnera ensuite une base de fonctions propres
pour le laplacien transversal sur la section. Celle-ci permettra d’écrire une décomposition
modale de la solution. Enfin, on adaptera les formules de représentation pour les deux
opérateurs.

7.1 Factorisation

On va présenter tout d’abord la factorisation du probleme de Helmholtz dans un guide
coudé. La méthode de plongement invariant s’applique de fagon analogue pour le guide
droit ou pour le coude : comme dans le deuxieme chapitre, on va introduire une frontiere
mobile et étudier la famille de problemes induits dans I’'un des sous-domaines ainsi définis,
puis déplacer la frontiere d’une extrémité a l’autre du guide. La principale modification
est due a l'utilisation des coordonnées polaires pour cette configuration, ce qui affectera
I’expression des opérateurs utilisés.

On considere un guide d’ondes bidimensionnel constitué d’une partie circulaire de section
constante reliée a deux parties droites. On désigne un point du domaine par ses coor-
données polaires (r,6), ou r est la distance du point au centre de courbure du guide te
¢, 'angle formé avec la direction horizontale. On note 6; 1'angle total du coude, R; son
rayon intérieur et Ry + H son rayon extérieur. H représente donc la largeur transversale.
On appelle O la section transversale du guide. Ainsi, le guide est ’ensemble des points
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(r,8) tels que Ry <r < R+ H et 0 <6 < 60;. En d’autres termes, le domaine d’étude
est :

Q= [O,@f] x O € R2
Pour ce type de coordonnées, on retrouve ainsi un domaine cylindrique.

On appelle I'y = {0} x O et I'y = {f;} x O les faces du coude, et ¥ =|0,0¢[x00 la
frontiere latérale.

Fic. 7.1: Guide d’ondes formant un coude

On cherche a résoudre le probleme :

—Ay = k*y + f dans Q

(Po) 1
Oyl =0, ylr, = o, ;aeylrf =y,

ol y est cherché dans l'espace L2(0,60;; H'(O)) N H'(0,6; L*(0)), avec f un élément de
L2(Q), yo € H2(0) et y; € H2(0)'.

La condition de Dirichlet en I'y signifie que le tube est bouché en T.

Les figures suivantes (8.2 et 8.3) représentent la solution dans un coude avec une condition
de Neumann sur le bord I'¢, une condition de Dirichlet sur le bord I'y et sur . Le rayon
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extérieur du guide est de 15, le rayon intérieur, 10, et le centre de courbure se situe en
™
(0,0).0f vaut 5 et I'onde est générée par un point source de coordonnées cartésiennes (-4,

11). Les fréquences sont respectivement 1 et 1,05, et I'on a représenté le premier mode
de la solution. La premiere figure montre le cas des résonances transversales ; la solution
est réelle pure. La seconde illustre le cas général. Dans les deux cas on constate que la
solution s’annule sur la face droite du guide.

1.5

15

="

n

-2

F1G. 7.2: Solution avec les résonances transversales

7.1.1 Premiere formulation

Dans un premier temps, on va adapter la méthode de factorisation faisant intervenir un
opérateur de type Dirichlet-to-Neumann. A cette fin, on introduit une frontiere mobile
e = [Ry, Ry + H| x {C} sur laquelle on impose une condition de Dirichlet arbitraire, et
on se restreint au domaine Q¢ = O x [, 0] (cf [28], [29]) compris entre la face gauche du
coude et cette frontiere mobile. I'¢ est confondue initiallement avec I'f, on la fait ensuite
évoluer vers I'g, i.e. dans le sens des 0 décroissants.

On définit ainsi une famille de problemes de Helmholtz, indicée par ¢ € [0,0¢] et h €
H2(0) :

—Ay = k*y+ f dans Q

(Pe.n) 1
Oyle =0, ~Opylr, =1, ylr =he HZ(0)
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15

[\

n
1

iffs
§-

4 “.J
1398 ’s \‘//lﬁ
A "’I@.‘m

Fia. 7.3: Solution pour le cas général

On note Y 'espace suivant :

1 0%y
Yo = {yEHl(QC)/y|EZOGt 2902

e I2(C. 0 H1<0>'>}

0.1

0.08

0.06

-|0.02

V¢ €0,0¢] et h e Hz=(0), on définit les opérateurs de Hz(O) vers son dual :

1
Q(O)h 87|rg olt v € Y¢ est solution de :

T ro0

—A~ = k*y dans Q¢

1
oyls =0, ;%ﬂrf =0, 9, =h

w(¢) = BIr,, ot B € Y; est solution de :

—AB =k*B+ f dans Q¢

1
0,0z =0, ;505|Ff =y, Blr,=0

avec les conditions initiales : Q(0) =0, w(f) = yi.

@ est donc un opérateur de type Dirichlet-to-Neumann, et il agit sur des fonctions définies

sur la section.
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Remarque 7.1 Comme pour le guide droit bouché, le probleme Py n’est pas toujours bien
posé. Pour certaines valeurs de 0, il admet en effet plusieurs solutions et dans ce cas Q)
et w ne seront pas définis. Dans la suite du calcul, on choisira ¢ tel que le probléeme P,
est bien posé. On verra que les valeurs pour lesquelles il ne [’est pas correspondent encore
a des résonances de boite.

Un argument de linéarité du probleme aux limites permet d’écrire que :

10y

~S(1.0) = QOW(r.0) + (1. 0)

En dérivant formellement cette relation par rapport a 6, il vient :

Ly _dQ oy 0w
r892_d6 00 00

192
On exploite maintenant 1’équation de Helmholtz pour transformer le terme 2y,

r 002

10 [ oy 1 0%y

2 f -7 -7
By =1 =2y ~ror (rar)—i_r?@m

On en déduit que :

102 o ( 0
;a—e‘g = —Kry—rf— — <7’—y)

La relation précédente devient :

d 8 o ( 0
Q +Q 88_ kzry—rf—§<a§{>

10y
Comme ——= = Qy + w, on obtient :

r 00

Q Ow o ([ oy
d9y+QrQy+Qrw+8e —k*ry — f__(ﬁr)

ce qui s’écrit encore :

d
(d—§+QrQ+k2r+§(rag))y:—@w—&——rf

Comme y est arbitraire, cette relation est en fait une identité, ce qui permet de la trans-
former en un systeme découplé :
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(10

;a—Z—Qerw,y(O):yo,

1 10w

;QTW —% =—f, W(Qf) =Y,

dQ , o[ 0
\@ —QTQ—kTI—a (TE),Q((%)—O,

@ est donc solution de I’équation de Riccati :

Q _ o g2 9 (.0
i QrQ —k°rl r (rar)

En combinant les deux premieres équations du systeme, on obtient la forme factorisée du
probleme :

1 10 10
(;@”;@) (;%‘Q)y:‘f

Comme pour le guide droit, le calcul s’effectue en deux temps : on commence par résoudre
I’équation de Riccati sur @) et calculer w en déplacant la frontiere dans le sens des 6
décroissants, puis on integre I’équation sur y dans 'autre sens.

Sensdecacul pour Q et w

f

0f
Sens de calcul pour y /'\\

Fi1c. 7.4: Guide d’ondes formant un coude

N

r
0

Lemme 7.1 Q(() est un opérateur symétrique.
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Démonstration 7.1.1 Soient h,h' € Hz(0) et v, v les éléments de Y. solutions du
probleme de Helmholtz homogéne tels que :

_ 1oy
o

1oy

Q()h = ;@\Fg

Ire et Q)N

On écrit la formulation variationnelle du probleme dont v est solution :

_ A,y/y/ — k2/ ,y/yl
Q¢ Q¢

Or, d’apres la formule de Green, on a :

0
Avy'=— [ VyVy + 8—7’
Qc Q Q. on

Le terme de bord se décompose en :

LRI SUSNY FUNNE®
a0, an’y N F<T697 Ffra@’y 267"7

Or, la dérivée normale sur le bord latéral vaut, au signe prés, la dérivée partielle par
rapport a r. Celle de v est nulle, l'intégrale sur ¥ l’est donc également. En outre on a,
par hypotheése :

10y
ropts ="

Uintégrale sur I'y s’annule aussi. On en déduit que :

Ny _ [ 10

= —— ' =< Q(O)h, N >
o0, On o0 (©

Par conséquent, il vient :

< QO I 5= 2 / = [ vyvy

Q¢ Q¢

Par un calcul analogue, on obtient :

< h, QN >= k2/ = [ VyVy

X ¢
On en déduit la symétrie de Q(C).
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7.1.2 Deuxieme formulation

A présent, on va factoriser le probleme sur I'autre partie du guide en déplacant la frontiere
mobile dans le sens des € croissants. La formulation qui en découle fait alors intervenir
Iopérateur Neumann-to-Dirichlet.

Pour ce faire, on introduit une frontiere I'c en 6 = (, sur laquelle on impose cette fois une
condition de Neumann arbitraire.On se restreint alors au domaine 2 = [0,(] x O. On
s’intéresse donc a la famille de problemes :

—Ay = k?y + f dans Q.

(P“l) Bl — o SOyl = he B3O
ry‘E =0, y‘f‘o = Yo, r gy‘f‘g =he 2( )

On note }74 I’espace :

N ~ 1 0% _
e~ {ue @0 fuls = 0ot S22 € 220.6:17(0))

V(¢ €[0,0¢],h € Hz(0), on définit les opérateurs de Hz(O)' vers Hz(O) :

P(()h =~|r, ou vy € Y; est solution de :

— Ay = k%y dans Q;
1
87«7‘2 = 07 /7|F0 - O’ ;89’”1"( =h

w(C) = Blr,, o B € }74 est solution de :

~AB = k*B+ f dans Q¢

0.05=0. e =vo, Al =0
avec les conditions initiales : P(0) = 0, w(0) = yo.
P est donc un opérateur de type Neumann-to-Dirichlet.

Le méme argument de linéarité du probleme aux limites permet d’écrire I'identité :

10y
?/(7’7 9) = P(Q);%

On dérive formellement cette relation par rapport a 6 :

Ir, (7, 6) +w(r,6)

dy dP1dy 18y  dw

0 d0ro0 T ror T a0
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Or, ’équation de Helmholtz permet d’écrire que :
10 Jy 1 0%
Ky —f=Ay=-=r== ——
y=1 Y= or (Tﬁr) +7’2892
On en déduit que :
1 0% o [ Oy
ke —rf— — [ 2
r 062 ry=rf or <T0r)
La relation obtenue précédemment s’écrit donc :

@_dP18y+P(

o, 0 dw
J— 2 R — JEE— J— RS
50 = a0 7 90 k*rl (r ))y Prf+

or: Or db

1
Comme y = P—@ + w, il vient :
r 00

Oy _dP1dy P (k27’f + 2(7’2)) PE@ - P (kzr[ + 2(7’2)) w—Prf+ e

00 dh r oo or" or r 00 or: or do
On a donc :
dP1 9 0, 0 1\ oy dw 9 0o, 0
(_%;+[+P(k’ r1+5(r§)) P;)%— Prf+d9 P(k rf—l—ar(rar))w

L 10 o : L . e
Comme précédemment, _6_Z est arbitraire ; il est encore possible d’écrire cette identité
r

sous la forme d’un systeme découplé :

r 1ay 1
Z/:PO;%‘FW, ;893/(‘%):?/17
_dw 2 0 0 —
Prf_%—P(k”f’[‘i‘E(rE))waW(O)_y()’
1dP 1 1. 1_(, 9,0 1 _
| For = (R ) el P00,

Les deux premieéres équations permettent d’écrire la forme factorisée du probleme :
10 10, 0 10
—— — P + ——(r— I—-Po-—|y=Pf.
(7’69 ( +7’8r(rar>) ( or@@)y /

Lemme 7.2 P(() est un opérateur symétrique.
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Démonstration 7.1.2 Soient h,h' € H2(O)' et v, ~ les éléments de Y solutions du
probleme de Helmholtz homogéne tels que :

P(Q)h =lr, et P(Q)h' =+|r,

On écrit la formulation variationnelle du probleme dont v est solution :

—/ Ay = kz/ v
QC QC

Or, d’apres la formule de Green, on a :

0 10 10
_w_/ Yoy [ 19,
T

Ayt = — | Vv
7Y VIVt roo T feoran!

Q¢ Q¢ x On

Comme pour la premiére formulation, l'intégrale sur ¥ s’annule ; il en est de méme pour
Y |r,- On en déduit que :

— [ ' = VAVY+ <h, PN >

Q¢ Q¢

Par conséquent, il vient :

< h,P(O)N >= k:z/ W = | VAVy =< P(()h,h >

Q Q¢

On en déduit la symétrie de P(().
7.1.3 Forme générale de la solution

On cherche a préciser I’expression de la solution y. Pour ce faire, on souhaite se conformer
autant que possible a la démarche suivie dans la troisieme partie du chapitre 11, et qui
consiste a écrire une décomposition modale des solutions du probleme (Ps ). On choisit
donc de déterminer les solutions a variables séparées, c¢’est-a-dire sous la forme :

y(r,0) = f(r)g(0), o f € Hy(0), g € H'(0,0;).

On rappelle que pour h € HO%O(O)’, y = P(0)h est la solution du probleme :

—Ay = k?y dans Q¢
9yls =0, ylr, =0, %aeyrC =h
lorsque celui-ci est bien posé.
Dans un premier temps, on exprime le laplacien pour une fonction a variables séparées :
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8u(r:6) = £ 37 (rgn(F000) ) + 2 5 (F)a(6)
C’est-a-dire :
8y(r:0) = (716 + 170 (6) + £ 0)

L’équation de Helmholtz s’écrit alors :

(77004 170D+ 1250)) 96) + S 70)9"6) =0
Si f(r) # 0 et g(f) # 0, on peut écrire cette relation sous la forme :

1
" — 2
O ORI )
f(r) 9(0)
Comme cette identité est valable pour tout r € (R, Ry + H) et tout 6 € (0,6;), chaque
membre de la relation est en fait une fonction constante. On en déduit qu’il existe une
constante A réelle telle que :

S0 IO R
' 7(r) B
70

9(0)

ce qui se simplifie en :

{ (5100 + 170+ 50 ) = M0
9'(0) = ~g(6)

On résout tout d’abord I’'équation différentielle sur f. On a :

2 1) + 1) + K F () = A (1)
En posant z = kr et ¢(z) = f(r), il vient :

df dp ~d*f  ,d*¢
G20 o O 229
dr dz ¢ dr? dz?

On en déduit une équation différentielle pour ¢ :
PR (2) + Tk (2) + K2r26(2) = o(2)
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C’est-a-dire :

2P¢"(2) +2¢/(2) + (2 = N)g(2) = 0

Cette équation est en fait I’équation différentielle vérifiée par les fonctions de Bessel de
premiere espece Jy et de deuxieme espece Y, (cf [1], chapitre IX). Ces fonctions sont
holomorphes sur C — R™, J, et Y, sont linéairement indépendantes quel que soit \, et
elles vérifient la relation suivante :

_ Jr(2) cos(Am) — J_x(2)
sin(Ar)

Y)\(Z)

La fonction ¢ est donc une combinaison linéaire de ces deux fonctions ; on a :
o(z) = AJx(z) + BY\(z), ou A et B sont deux réels.
Finalement, f est de la forme :

f(’l“) = AJ)\(]{?T) + BY)\(]{?’I“).

Remarque 7.2 Les fonctions de Bessel (Jy)y et (Yy)a engendrent L*(O). On peut donc
exprimer les fonctions de cet espace comme des combinaisons linéaires de fonctions de
Bessel.

On résout ensuite ’équation portant sur g. On rappelle que :

g"(0) = =Ag(0)

Il existe des constantes réelles a, 3 et 0y telles que :

acos(VAG) + Bsin(v/A0)  si A >0
g0)=4q a(@—6)) siA=0
acosiy —A0 + Bsiniy/—A0  si A <0

On en déduit la forme générale de y :

(AJy(kr) + BY;(kr)) (a cos(vVA0) + 5sin(\/X9)) siA>0
y(r,0) = ¢ (aAJy(kr) + BYy(kr)) (0 —6y) siA=0
(AJy(kr) + BY,(kr)) (acosiv/—X0 + Bsiniy/—A0)  si A <0

L’exploitation des conditions aux limites permettra d’affiner cette représentation.
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7.2 'Transformation homographique

La décomposition des solutions du probleme dans une base de fontions de Bessel a permis
d’obtenir une premiere estimation de P ainsi que de ses singularités. On souhaite en
donner également une expression simplifiée, indépendante du choix d’une base. Pour
ce faire, on va avoir recours a la transformation homographique. Cette fois, la variable
de temps n’est plus 'abscisse x, mais I’angle . En revanche, I’équation de Riccati ne
comporte pas de termes linéaires, ce qui va permettre de s’appuyer sur les calculs de la
premiere partie du chapitre V, tout en les adaptant.

Dans un premier temps, on va donc rechercher des solutions particulieres de I'équation
de Riccati. On transformera ensuite celle-ci en un systeme différentiel linéaire, que 'on
diagonalisera. Enfin, une écriture sous forme factorisée permettra d’exprimer I'opérateur
Neumann-to-Dirichlet en fonction d’un semi-groupe non linéaire.

7.2.1 Détermination de solutions particulieres

La premiere étape de la transformation homographique consiste a rechercher des solutions
particulieres des équations de Riccati :

dP1 ) o, 0 1
@;—”P(W”a%))%
aQ ) o ( 0

@—‘@“Q"”f‘a(%)

Comme les coefficients de ces équations sont indépendants de la variable 6, il est raisonnable
de chercher des solutions stationnaires (donc qui ne dépendent pas de 6). Par souci de
simplicité, on va chercher une solution constante de ’équation sur @ :

0 0
2 B B =
QorQo + k*rl + 5y <rar) 0

Par analogie avec le guide cylindrique, on commence par calculer I'image des fonctions

0 0
de Bessel par l'opérateur k?rl + — r—) (celles-ci constituent en effet une base de

or \ or
fonctions propres pour H*(O), cf [28] et [15]).

On pose :
() =Y(kRy)Jx(kr) — J{ (KR, )Y\ (kr).
Cette fonction a pour image :

) + o (g ) 500 = Briso) + f(0) 470
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Ce qui s’écrit encore :

K () + % (r%) falr) = 7 (k;2 FA) + R0 + f&’(r))

Par définition des fonctions de base, on en déduit que :
0 0 1
2 R i
k ’l“f)\(’l“) + or (T’ar) f)\(T) T)\f,\(r)
(o doit donc vérifier la relation :
A
QorQofa(r) = —;fA(T)

fx est fonction propre de rQyrQq, donc de rQ)y avec v/—A comme valeur propre :

VX

r

Qofa(r) = a(r),

ol v/ — A\ représente une racine, réelle ou complexe, de —\. (on vérifie que si f) € H 2 (0),
son image appartient bien & H2(0)".) On a alors :

=)

r

QorQof =

fa(r).

On a donc défini un opérateur en donnant 'image de chaque fonction propre. Contraire-
ment au cas du guide droit, on n’a plus nécessairement un opérateur diagonal.

On constate en outre que si 0 n’est pas une valeur possible pour A, 'opérateur () trouvé
est inversible. On supposera par la suite que c’est effectivement le cas.

7.2.2 Systeme découplé pour I’équation de Riccati

Pour résoudre l’équation de Riccati, on va la transformer en un systeme différentiel
linéaire. A cette fin, on introduit les opérateurs auxiliaires

X(0) e L (H%<o>g H%(O)') ot Y(0) € L (H%<o>', H%(O))

tels que :
1 1
X(0) ;aey(ef) - ;893/(9) ,
1
Y (0) s ~0uy(65) = y(6)
soit, :
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{ X : Neumann en ¢y — Neumann en 6,

Y : Neumann en ¢; — Dirichlet en 6 .
On a la relation : Y(6) = P(0)X(0).
Comme P(0) =0, il vient : Y(0) =0 ; d’autre part X(0;) = I.

On trouve :

VO Lo(0,) = Ly 0)Canw0) = P~ rx o) Conio)

D’autre part :
X (O)C-0hy(0) = ~0Ry(6) = ~(KrI+0,(r0,))y(6) = ~(Kr +0,(r0.))Y (6)(-0hw(6)))
On obtient donc le systeme différentiel linéaire suivant :
( ¥ ) (o - (k2rl+%(r%)) ( X ) . ( X(0,) = I )
Y’ " 0 Yy )’ Y(0)=0

Ce systeme permet de retrouver I’équation de Riccati que P vérifie. En effet, s’il admet
un couple (X, Y') solution sur un sous-intervalle Iy de (0, 8;) ot X inversible sur I;, on a :

Y'=P'X + PX', ce qui s’écrit :

o, 0 o, 0
_ p! _ 1.2 R S — p! _ 1.2 Y S
TX—PX+P( k*rl 8T(T8T))Y PX+P< k*rl ar(rar)) PX

g, 0
it - I 2 J— N —_ =
Soit (P P (k; I+ (rar)) P rl) X=0

Comme X est inversible sur I, on a sur cet intervalle :

0, 0
/ 2
P —rI—IrP(k 7’I+8r(7’ar)) P.

7.2.3 Diagonalisation du systeme précédent

Il est difficile de résoudre directement le systeme différentiel obtenu précédemment : les
deux équations sont couplées. En revanche, si on le diagonalise, on obtient deux équations
diférentielles linéaires du premier ordre totalement indépendantes I’'une de ’autre, que ’on
peut donc résoudre explicitement.
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Pour diagonaliser le systeme, une méthode simple consiste a faire intervenir la solution
particuliere présentée dans le paragraphe précédent.

Pour simplifier, on traite dans un premier temps le cas o A ne prend jamais la valeur
nulle ; dans ce cas, 'opérateur () est inversible.

Lemme 7.3 Le systeme linéaire :

o, 0
I 2 . — .
X = <krl+ar(rar))PY, X(0;)=1;
Y' =rX,; Y(0)=0;

est équivalent au systeme diagonal :

{ ¢ =rQud;  o0)f) — Qup(0y) =1 ;
W =—rQo; Qy'd(0)+¢(0)=0;

Démonstration 7.2.1 On commence par montrer que les matrices

0

0
0 — (k;QrI + —(r—)) rQ 0
I oar d et( o —TQO)

sont semblables et que la matrice de passage s’écrit :
I —Qo
Q' 1
En effet, on a les relations matricielles :

o, 0
0 - (kzﬂ + —(7“—)> ( I —Q )
H 087’ or Qal I

o, 0 0,6 0
| - (k2rl + 5(7’5)) Qo' — <k:27’[ + g(ra))

rl —rQo

et d’autre part :

I —Q Qor 0 [ Qor QorQo
Q' I 0 —rQy /) \ rI —r@Q
De la définition de QQq :

1Q0TQ0+]€2]+12 7”2 :0,
r ror or
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on tire :
1 s 9, 0N
—Qor = —— (k rl + E(TE)) 0
et par conséquent :
o, 6 0
— 2 — (r— -
QOTQO = <I€ rl + 67’ (Tar)) N

On en déduit que :
o, 0 o, 0
12 o g -1 (12 o, 9
<k: rl + o (rar)) Q, <k rl + o (rﬁr)) _ ( QT(}’/’ 630:520 )
rl —rQo 0
On obtient donc la relation matricielle:
0o — <k;2rl+ g(rg)) (T —Q Qor 0 I —Q\ "
ol o S\ Q' T 0 —rQo )\ Q' I

On introduit alors les opérateurs ¢(0) et 1(0) liées a X et Y par la relation :

()=( ) (%)

c’est-a-dire :
{ X =0¢—Qu
Y= Qo+

Comme Qg ne dépend pas de 6, on a également :

a9 L X
do I =G df
g Q' I ay
de do
X' =— (kI + 2(7"—) Y
Le systeme différentiel or" Or est donc remplacé par :
Y =rX

(0)- (9 ) (V)
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A présent, on se propose de préciser les conditions initiales de ce systeme. Celles-ci sont
données par :

{ ¢(05) — Qouip(0y) = 1
Qo '¢(0) +¢(0) =0

L’intégration du systeme différentiel en ¢ et ¥ permet d’écrire que :

{ $(0) = e@¢(0)
() = e @00y 0y)

On a en particulier :

(o=
(0) = e 011 (0y)

On en déduit le systeme :

€90 §(0) — Qo (8y) = I
Qg 'e91¢(0) + erPrep(6) = 0

Ces relations s’écrivent :

Y(0f) = — (I + (27""90"#)_1 Q5
$(0) = 000 (I + Qoe~ "0 QL) ™"

7.2.4 Exploitation des conditions aux limites

Revenons au probleme de départ : on cherche une expression de P(6) en fonction de sa
valeur initiale P(0).

On va remplacer la condition initiale proposée au départ par une condition plus générale :
on pose P(0) = 7, ou 7 peut étre considéré comme une variable. On précisera ultérieurement
a quel espace cet opérateur appartient.

Pour estimer P(#), on va utiliser les systemes différentiels linéaires introduits précédemment.
On commence par exploiter les informations données par les variables auxiliaires X et Y.
Il existe une relation en 6 = 0 : Y(0) = 7.X(0).
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On introduit un nouvel opérateur :

On calcule sa dérivée :

aw
0 Yol —oplglo!
= —Qord ' — Yo rQop!
= —Qo’f’W - W’/’QO
W est donc solution d'une équation différentielle linéaire de type Lyapunov :
aw
a0 —QorW —WrQq

Cette équation a une solution explicite de la forme :
W(6) = e~ @O (0)e70()

On va maintenant exprimer les opérateurs X et Y en fonction de W :
X=0¢0—-Qp=0¢—Qud ¢ =(I—QW)p

De méme, on a :
Y=Qi'o+1v =0y ¢+vs o= (Q) +W)¢

On en déduit I'expression de P :

P = VX' =(Q +W)o((I — QuW)p) ™
= (Qo" +W)oo™ (I — QW)™
= (Qy' +W)(I — QW)™

Par cette expression on peut donc évaluer P en un angle quelconque en fonction de W
pour cet angle. L’expression de W en fonction de sa valeur initiale va permettre d’obtenir
P en fonction de sa valeur en 6 = 0. A cet effet, on calcule W(0) en fonction de 7 en
utilisant la relation obtenue précédemment :

m=P(0) = (Qy" + W(0))(I — QoW (0))™*
On en déduit que :

™ —7QoW(0) = Qg + W(0)
Clest-a-dire :

T —Qy' = (I 4+ 7Qo)W(0)
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On obtient :

W(0) = —(I +7Qo) Q"' — )
On en déduit I'expression de P :

PO) = (Qp' —e @O 4+ 7Qo) Q" — m)e ")
(I 4+ Qoe=O(I 4+ 7Q0)~H(Qy" — )e ()1
On pose :

H(r) = (I +7Qo) (7 — Qy")
G(m) = (Qy' —m)(I + Q)"
L(O) W) = e~ QoW (0)e~"0?

L est un semi-groupe linéaire ; pour 6 € (0,6y), £(0) est Popérateur qui a w associe W (6)
solution de I’équation différentielle linéaire :

dh

W) = —Qurv(6) - W (B)rQo
W(0)=w

Les opérateurs H et G sont des transformations homographiques qui vérifient la propriété :
vV, H(G(m)) = G(H(m))
Avec ces notations, P s’écrit :

PO) = G (eI +7Qo) 1 (Qy" — m)e @)
= G(LO[I+7Qo) Q" — 7))
= G (L(O)(H(m)))

204



Chapitre 8

Etude de guides d’ondes composés

Jusqu’alors, les formules de représentation ont surtout été utilisées pour déterminer les
points de singularité de I'impédance. Dans ce chapitre, on va présenter une autre appli-
cation possible de la transformation homographique, réservée a des guides d’ondes plus
complexes, c’est-a-dire a des guides composés de plusieurs parties. On peut envisager par
exemple un guide pour lequel le nombre d’onde est différent d’une partie a 'autre, ou
encore un cylindre prolongé par un guide de section variable. Dans ce cas, la formule
de représentation va permettra d’obtenir une expression globale pour I'impédance dans
I’ensemble du guide lorsque 'on connait sa valeur dans certaines parties du domaine.

On s’intéresse a la configuration suivante : on suppose que le guide étudié est constitué
de deux parties adjacentes, €2, et €2,. On note x la coordonnée le long de 1'axe du guide,
commun & chaque sous-domaine, et z les autres coordonnées. On désigne par I, la section
transversale du domaine a ’abscisse x, et I’on suppose que €, est la partie comprise entre
les abscisses 0 et a, tandis que €, est celle comprise entre a et b. Ainsi, on a :

Qa = UOSzgan et Qb = UaSszFx-

On note Z l'impédance pour la partie x > a du domaine . Celle-ci vérifie une équation
de Riccati du type :

dz
d—:J+ZAZ—ZFt—FZ

T

Hypotheses : On suppose connue la valeur en a Z,; de 'impédance pour la deuxieme
partie du guide, €2,. On dispose également d’une solution particuliere de 1’équation de
Riccati dans €,. On la note Zj, et on suppose que Zy(a) = 0 ; Zy est donc 'impédance
d’un tube bouché en a.

On cherche a évaluer 'impédance du domaine complet sur €2, et a ’exprimer en fonction
de Z,p. A cette fin, on va reprendre la formule de 1-représentation donnée au chapitre
V:

Z(x) = G o LoH(()(a), ou
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F1G. 8.1: Guide d’ondes composé

¢ = Z(a) est la valeur de I'impédance en a, et

Gx) : T —[Zo(x)+ I+ Zo(x)S(x)T(x)] [T + S(J:)T(x)]_l
H(z) : T —[I+ Zy(x) — T(x)S ()] [T(x) — Zo()]

L(x) : T — ela CFH20M)(s)dsTefy (—F+AZ0)(s)ds

Dans cette formule, G et H sont des homographies qui transforment un opérateur (Z, par
exemple) en un autre opérateur appartenant au méme espace, et £ est un semi-groupe
linéaire. On a également introduit un opérateur auxiliaire S, vérifiant une équation de
Lyapunov :

% = —S[—F + ZyA] — [-F' + AZy]S — A pour z €0, al,

et dont le choix de la condition initiale S(a) est laissé a 'utilisateur.

Par souci de simplicité, on privilégiera la condition nulle :
S(a) = 0.

Par hypothese, la valeur de I'impédance en a est Z,, :
¢=2(a) = Zap

On en déduit son image par la premiere transformation homographique :
H(Zap) = [I +0 = Z03S(a)] " [Zap — Zo(a)]

C’est-a-dire :
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H(Zap) =1.Zop = Zap
On compose alors par le semi-groupe L :
E(a:) (H(Za b)) — ef;(—Ff-i-AZo)(s)dsZa bef:(_F+Z0A)(s)ds

En particulier, cet opérateur est Z,; en a. Enfin, on obtient I'expression de Z en calculant
I'image du résultat précédent par la seconde transformation homographique :

Z(x) = [Zo(x) + (I 4+ Zo(x)S(z)) ef;(_Ft+AZO)(5)d5Za’bef;(—F-i-ZoA)(s)ds}
[[ + S(.T)ef;(_pt+AZO)(s)dSZa bef;(—F—&-ZoA)(s)ds}

On constate que la valeur de I'impédance pour la partie gauche du guide ne dépend que
d’opérateurs définis sur {2, et de la valeur Z,, sur la surface commune : elle ne dépend ni
de I'impédance dans {2, ni de la forme du guide §2,. En d’autres termes, si 'on remplace
le demi-guide €, par un autre tube ayant une impédance différente mais dont la valeur
en a est encore Z,;, 'impédance de la partie gauche €2, ne sera pas modifiée.
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Conclusion

Dans ce travail, on a introduit une maniere innovante d’aborder la résolution du probleme
de Helmholtz dans les guides d’ondes. Cette démarche s’appuie sur la méthode de
plongement invariant et fait jouer un role majeur a l'opérateur Dirichlet-to-Neumann
ou Neumann-to-Dirichlet, qui apparait dans de nombreux problemes d’analyse numérique
(cf ensta). Elle permet d’étudier celui-ci sous un angle nouveau : en écrivant I’équation
de Riccati dont il est solution, il est possible d’en obtenir une formule de représentation
simplifiée et de traiter ses singularités.

La premiere partie est entierement consacrée a la présentation de la méthode pour une
configuration simple, c¢’est-a-dire pour un tube cylindrique bouché a une extrémité. On a
envisagé deux formulations, qui font intervenir une frontiere mobile se déplacant d’un bout
a l'autre du domaine, et qui permet d’étudier le probleme induit dans le sous-domaine
compris entre cette frontiere et une des deux faces du cylindre. Il serait également possible
d’imaginer une factorisation utilisant deux frontieres mobiles et la partie du guide comprise
entre ces deux sections, en faisant évoluer chacune d’entre elles du point médian du guide
vers une extrémité.

Par ailleurs, I'un des buts de cette partie était de démontrer ’existence et I'unicité de
la solution de I’équation de Riccati, afin de caractériser entierement 'impédance par son
équation d’évolution. Compte tenu des difficultés mentionnées au chapitre V, on a retenu
une méthode itérative qui s’appuie fortement sur les propriétés du probleme modele. Il
reste a généraliser ce résultat a des équations de Riccati comportant des termes linéaires.

La deuxieme partie s’est donné pour objectif de traiter des cas plus complexes : ainsi,
la méthode a été mise en oeuvre pour des guides avec des conditions absorbantes, ce
qui a permis d’étudier la résolution d’équations de Riccati avec des termes linéaires et
de rechercher dans ce cadre les singularités grace aux formules de représentation. Elle
a également été adaptée pour des guides coudés, utilisés notamment en optique. Enfin,
on a présenté trois fagons de traiter les guides de section variable. Dans ce cas, il est
possible d’obtenir une équation de Riccati pour I'impédance et d’exprimer celle-ci a ’aide
des transformations homographiques, toutefois il est difficile d’exhiber les solutions partic-
ulieres nécessaires, méme en prenant un cas particulier. Une extension envisageable serait
I'étude d’'un guide a faibles variations de section (modele souvent retenu en acoustique
sous-marine). L’'impédance peut alors étre développée en série, ce qui rappelle les séries
de Bremmer utilisées dans différents travaux sur le plongement invariant (cf [2], [3]).
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Ainsi, ce travail permet de résoudre le probleme de Helmholtz en 1’écrivant sous forme fac-
torisée et en faisant apparaitre un opérateur d’'impédance, dont on peut donner I’expression
en étudiant son équation de Riccati.
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Annexe A

Outils mathématiques

A.1 Espaces de Sobolev

A.1.1 Généralités

Dans cette partie, on se contentera de rappeler des résultats et de donner des références
bibliographiques.

Soit € un ouvert borné de R™, de frontiere 052, et D(2) I'ensemble des fonctions C*>(Q2)
A support compact. On note L?(Q2) I'espace des fonctions & valeurs réelles telles que :

L3(Q) = {f : Q+— R/ f mesurable et / |f?(z)dz < —i—oo}.
Q

La norme de cet espace est :

Il = | [ |f\2(ﬂf)dwr

Le produit scalaire associé est :

(f,9) 2@ Z/Qf(x)g(x)dx.

Soit p € N*. On appelle espace de Sobolev HP() I'espace des fonctions f dans L?*(Q)
telles que leurs dérivées partielles jusqu’a l'ordre p appartiennent & L?(€2) ; en d’autres
termes :

HP(Q)={f e L*(Q)/aeN" |af <p,D*f € L*(Q)}.
C’est un espace de Hilbert pour la norme :
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1S | ap) = Z ||Daf||2L2(Q)

a,|a|<p

Par ailleurs, Hj(f2) est la fermeture dans H'(Q2) de I'ensemble des fonctions de D(12).
C’est donc 'espace :

et il a pour norme :
2
Il = | [ 176@as+ [ 195
Soit maintenant s un réel quelconque. L’espace de Sobolev a exposant fractionnaire

H*(Q) est Dinterpolé d’ordre £ de L*() et de H"(Q2) pour n > s (cf [19] p.6-7-8). Soit
A € L(H™(Q)) Popérateur symétrique tel que :

(Au,v) gy = (U, v)2(0) Yu,v € H(Q).

Comme L?(Q) est compact dans H"(£2) et A est symétrique, alors, celui-ci est diagonal-
isable dans une base w, orthogonale & la fois pour L?(Q) et H™(QQ) :

Aw, = A, w,, Vn

On caractérise alors H"(€2) par :

H"(Q) = {u = Zunwn/ Z |Un|2||wn’|?1n(n) < +OO}

Cela permet de donner la définition suivante pour H*(2) :
s 2 25 2(1-2)
H*(Q)=<u= Zunwn/ Z |tn] ||wnHHn(Q)Hwn||L2(Q) < +00

Soit alors (¥,,),en la base orthonormée de L?(2) constituée des vecteurs propres du Lapla-
cien sur Q avec condition de Dirichlet sur 9 et (\,)nen la suite des valeurs propres
associées. Dans cette base, les espaces usuels ont pour définition équivalente :

L*(0) = {u = Zun\lln/ Z un)? < —1—00}

H}O) = {u = Uy /> (L4 A)|u|* < —|—oo}
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1
HE(Q) est le demi-interpolé de HE () et de L*(Q) (cf [19], théoreme 11.7 p. 72). On a
la caractérisation suivante :

HO%O(O> = {u = Zunllfn/ Z(l )2 |ual? < +oo}

Enfin, pour s € R*, on désigne par H(Q2) la fermeture de D dans H*((2).

Pour s, s’ non demi-entiers, I'interpolé entre Hg(w) et Hg () d'ordre 0 (avec 6 €0, 1]),
est HO+0-05" sauf si fs + (1 — 0)s’ est un demi-entier (cf [19], théoréme 11.6 p.70).

A.1.2 Espaces duaux

On note H*(Q2)" le dual de l'espace H*(€2) ; c’est 'espace des formes linéaires continues
sur H5().

Théoréme A.1 Théoreme de représentation de Riesz-Fréchet : pour tout ¢ € H*(Q),
il existe un unique f € H*(QY) tel que :

<,V >Hs(Q) xH (Q)= (f, U)Hs(g) Yv € HS(Q)
On identifie L?(Q2) & son dual, mais on n’identifie pas Hj(f2) et son dual.
1
On note H*(Q2) le dual de H§(2). On montre que H*(Q2) = H*(Q2)' pour s € [0, 5[

Cas particulier : On désigne par H'(Q) le dual de H} ().
Pour s > 0, on a le schéma :

Hs(Q) C L*(Q) c H#(2)
avec injections continues et denses.

Si I'on applique le théoreme de représentation de Riesz a la base des ¥,,, on obtient la

1
caractérisation suivante pour H(0)' :

Hiy(O) = { =3l / DA < +oo}

Remarque A.1 H 2(Q) est le dual de H2(S), mais pas celui de HO%O(O)’ ( cf [19],
remarque 12 p. 78).
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A.1.3 Théoréme de trace

Soit €2 un cylindre de R™ :
Q = Up<y,<al'z,, o0t Ty, ouvert régulier de R" 1.

Un point de € est noté x = (x1, xg, ..., x,) ou (1, z) par abus de notation. Soit b € [0, a.
L’application trace de R"™ sur I, :

v S (2= fb2)

est bien définie pour f € H*(Q) et s > § et continue de H*(£2) vers H*2(T). De plus, v
est surjective (cf [19], théoreme 3.2 p.25).

A.2 Résolution du probleme de Helmholtz

Dans cette seconde partie, on s’intéresse au caractere bien posé ou non des différents
problemes présentés : il s’agit ici d’étudier I'existence et 'unicité des solutions du probleme
de Helmholtz pour un guide d’ondes avec différentes conditions aux bords. Les deux pre-
miers cas correspondent aux configurations du chapitre VI, le troisieme au guide cylin-
drique bouché qui fait 'objet de toute la premiere partie et plus précisément du chapitre
IT1. On présentera tout d’abord un outil utilisé tout au long de ce paragraphe : 'alternative
de Fredholm.

Alternative de Fredhom : Soit £ un espace de Banach, A € £(FE) un isomorphisme
et K € L(F) un opérateur compact. Alors :

e ou bien pour tout f € L(FE) I'"équation Au — Ku = f admet une solution unique,

e ou bien ’équation homogene admet n(> 0) solutions linéairement indépendantes.
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A.2.1 Guide avec une condition absorbante

On souhaite démontrer que le probleme (P) :

—Ay = k*y+ f dans Q;

(P) ) )
0. 9% ., 9% . _
Yyls =0; ax\ro Yo ; ax+lk?/|ra H

ot f € L*(Q),y0, H € HO%O(O)’, et y est cherché dans V' = H'(0, a; L*(O))NL*(0, a; H} (0)),
admet une solution unique.

Soit ¢ € V. Alors la formulation variationnelle du probleme s’écrit :

/Ayw+k2/y¢=—/f¢
Q Q Q

D’apres la formule de Green, on a :

_ 0 _ _
—/Vng0+ 8yg0+k‘2/y90=—/f%0
Q o0 Q

Le terme de bord vaut :

9y ay_+ 8y__ Jy _
woon”  Jyon” " 02" Jp, 027

Comme ¢ s’annule sur le bord latéral, 'intégrale sur > est nulle. On en déduit que :

0
ay’ /Hso—zk‘/ yp — /yoso
aq on a I

Finalement, il vient :

/VyVSO—k‘Q/yWrz‘k:/ ys@z/fso+/ H@—/ Yop
Q Q a Q a To

On pose :

aly /Vngo kQ/yg0+zk

/f<p+/a7w /Foyosa

On définit (théoreme de Riesz) l'application linéaire A sur V' et le vecteur B € V tels
que :
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A: V-V
y — Ay tel que (Ay,v)y = a(y,v)Vv € V
B eV tel que (B,@)y =b()Vp eV

Le probleme a résoudre s’écrit alors :

Ay=1B (A.1)

On va montrer que A est un isomorphisme. Pour ce faire, on va le décomposer comme la
somme d’un opérateur coercif C' et d'un opérateur compact K :

A=C+K, avec

(C: V=V
y +— Cy tel que (C’y,v)V:/Vva+/yv+ik/ yv
K: V-V ’ ) -
y — Ky tel que (Ky,v)v:—(k‘2+1)/ﬂyv
L

Tout d’abord, on prouve que C' est coercif :

D’une part, C' est continu. D’autre part, pour y = v, on a :

(Cyry)vl? = (4, 9) + B2 / w2 > (v, 9)2,

d’ou le résultat.
On montre ensuite que K est compact :

D’apres le théoreme de Rellich, V' < L?(Q) est une injection compacte. Soit alors (¥, )nen
une suite bornée dans V', on peut donc en extraire une sous-suite convergente dans L?((2).
Pour cette sous-suite, on a, avec v € V' quelconque :

(K (g — ) o) = —(K2 + 1) / (Yo — )

On en déduit que :

(K (Yo = ym), 0)v] < (B2 + Dllyn — Yl 22 0] 22(2)
Et par conséquent :

(K (Y = ym), 0)v] < (B2 + Dllyn — Yl 2y 0]y
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Il en résulte que :

HK(yn - ym)HV < (kz + 1>||yn - ymHLQ(Q)

Or, (y,) est de Cauchy dans L?*(€2), donc Ky, est de Cauchy dans V. Cela signifie que
cette sous-suite converge, K est donc compact.

D’apres I'alternative de Fredholm, on en déduit que A est un isomorphisme si et seulement
s’il est injectif.

A est effectivement injectif :
En effet, soit y € V' tel que Ay = 0. On en déduit que (Ay,p) =0Vp € V.

Cela signifie que :

/Vyw—k?/ysoz—z‘k/ yo
9] Q a

Lorsque y = ¢, le membre de gauche est réel, celui de droite est imaginaire pur. Ils sont
donc tous les deux nuls, d’ot :

/ Y2 =0

On en déduit que :
y =0 sur [',.

Par conséquent on a, pour tout ¢ € V' :

/ VyVe — k? / yp =0 (A.2)
Q Q

Cette relation est vérifiée en particulier pour les fonctions ¢ de classe C*° s’annulant sur
le bord de €2, il vient alors :

Ay + k?y = 0 au sens des distributions.
y est donc un élément de H'(A;Q).

Une intégration par parties de (A.2) donne :

_ _ dy _
/Ayso+k2/y90=/ a—yw
Q Q aUl OTY

Or, y vérifie Ay + k?y = 0 au sens des distributions, donc au sens L%(Q) ; on en déduit
que :
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0_y =0sur I'yUTYy.
on

y vérifie donc les propriétés suivantes :

y=0sur I, ;
0
%zOsurFa;

Ay + k?y = 0 dans Q .
Donc, d’apres le théoreme de continuation unique (cf [14], annexe B), y = 0 sur €.

Par conséquent, A est injectif, et ¢’est un isomorphisme.
On en déduit que le probleme (A.1), et donc (P), admet une solution unique : on dit qu’il
est bien posé.

A.2.2 GGuide avec deux conditions absorbantes

On souhaite démontrer que le probleme (P) :

—Ay = k*y+ f dans Q;
(P) By

. 0 ,
pe ikylr, = H ; oy +ikylr, = G ;

yls =0; ozr

ou f € L*(Q),H,G € HE(O) et y est cherché dans V = H'(0,a; L*(0))NL?*(0, a; H} (0)),
admet une solution unique.

On met en oeuvre la méme démarche que pour le cas précédent. Soit donc ¢ un élément
quelconque de V. La formulation variationnelle du probleme devient, apres avoir appliqué
la formule de Green :

_ dy _ _ _
—/Vngo+/ 8—y90+k52/y90:_/f90
Q an on Q Q

Cette fois, le terme de bord s’écrit :

W, [ Oy, [ Oy,
saOn’ Fa&zgp poax(p

L’intégrale sur Y est nulle pour la méme raison que dans le premier cas. En remplacant
les dérivées partielles par les conditions sur les deux faces, il vient :

dy _ . _ o _
= Gp—ik | yp— [ Ho—1ik | yp
aq on Ta T, To To
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On obtient finalement :

/Vngo—kQ/ygo+ik ygo+ik:/ ygo:/fgo+/ Gp — Hp
Q Q Ia T'o Q Ia To

On pose :

a(y,w)Z/VyV@—W/y@ﬂk/ y@ﬂk/ yp
Q Q Lo T'o
b<¢>=/f@+/ Go— [ He

Q T, T'o

On définit 'application linéaire A sur V et le vecteur B € V tels que :

A: V-V
y — Ay tel que (Ay,v)y = a(y,v)Vv e V

B eV tel que (B,p)y =blp)Vp eV

Comme précédemment, on décompose A sous la forme A = C + K, avec

(C: V-V
y — Cy tel que (C’y,v)V:/Vva+/yv+ik/ yv—H'k:/ yv
K: V-V ) ’ a a
y — Ky tel que (Ky,v)v:—(k‘z—i-l)/gyv

C vérifie la minoration :

[(Cy,y)v| = Re(Cy,y) > (y,9)}

On en déduit que C' est coercif. Par un raisonnement analogue a celui du paragraphe
précédent, on vérifie que K est compact. Ainsi, A est un isomorphisme si et seulement
s’il est injectif.

Pour vérifier ce point, soit y € V' vérifiant Ay = 0 ; alors, pour tout ¢ € V', (Ay, p) = 0.
Cela signifie que :

/Vyw—k:z/y@:—z’k/ y@—z‘k/ v
Q Q a T'o

En pariculier, si ¢ = y, le membre de gauche est réel, celui de droite, imaginaire pur. Il
en résulte que :

/ >+ [ |y>=0.
a 1—‘0
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Comme chacun des termes est positif, les deux intégrales sont nulles, et :
y=0sur I'yUT,.

Le méme argument que pour la configuration précédente permet d’obtenir :

0
%:Osurfo
y=0sur Iy

Ay + k*y = 0 dans Q

Le principe de continuation unique permet également de conclure que y = 0 dans €2, donc
que A est injectif. Ainsi, le probleme admet une solution unique, et il est donc bien posé.

A.2.3 Tube bouché en «

On souhaite démontrer que le probleme (P) :

—Ay = k*y+ f dans Q;
7 Yls =0} @Ir =05 Ylr, = Y1 ;
’ax 0 Y a 9

ot f € L*(), yo € HO%O(O)’, Y1 € HO%O(O), et y est cherché dans V = H'(0,a; L*(0))N
L*(0,a; Hy(0)),

est mal posé pour certaines valeurs de k, c’est-a-dire qu’il n’admet pas toujours une
solution.

A cette fin, on écrit comme précédemment la formulation variationnelle du probléeme en
utilisant un élément ¢ de V :

—/vaw mg—fbwk?/gyso:—/gfso
Le terme de bord a pour expression :
dy _ op _
89%90:—/&?/1%—1-/1“0.@080
On obtient finalement :

_ _ _ 0p _
/Vva—kz/w:/fs&—/ y18—w+/ Yop
Q Q Q Ty T To

On pose :
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a(y, ¢) Z/VyV¢—k2/y¢
/fso /yl_x“‘/ro?/OSO

On définit 'application linéaire A sur V et le vecteur B € V tels que :

A: V-V
y — Ay tel que (Ay,v)y = a(y,v)Vv e V
B eV tel que (B,p)y =b(p)Vp eV

Le probleme a résoudre s’écrit alors :

Ay=B (A.3)

A s’écrit encore sous la forme A = C' + K, ou

C:V — Vyr Cy tel que (Cy,v)v:/VyV’U—l—/yv
Q )

K :V — Vy— Ky tel que (Ky,v)vz—(k2+1)/yv
)

(Cy,v)y est en fait le produit scalaire (y,v)y dans V : C est donc l'identité.

K est compact (voir démonstration précédente), continu, symétrique, donc autoadjoint
et diagonalisable dans une base orthogonale de vecteurs propres (wp)nen (cf [8]). On
note (A,)nen la suite des valeurs propres associées. La compacité de K indique que
A —n—t00 0. On décompose alors y et B dans cette base :

B = > By,

Si y est solution du systeme, alors il vérifie le syteme d’équations scalaires :
Vn, (1 - (1 + kz))\n)yn = Bm
S’il existe n € N tel que (1 — (1 + k%)), = 0, alors :

e soit I'un de ces n est tel que B,, # 0, et dans ce cas il n’existe pas de solution au
probleme ;

e soit B,, = 0 pour tout n, dans ce cas I’ensemble des solutions est un espace vectoriel
de dimension n et il n’y a pas unicité (on vient de retrouver l'alternative de Fredholm).

Ceci prouve que le probléeme est mal posé.
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