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«[...] I'objet visé [...] n’est pas une somme d éléments qu’il faudrait d’abord isoler et
analyser, mais un ensemble, c’est-a-dire une forme, une structure : 1"élément ne préexiste
pas a ’ensemble, il n’est ni plus immédiat ni plus ancien, ce ne sont pas les éléments qui

déterminent 1’ensemble, mais ’ensemble qui détermine les éléments : la connaissance du
tout et de ses lois, de ’ensemble et de sa structure, ne saurait étre déduite de la
connaissance séparée des parties qui le composent |[...|»

Georges Perec (La Vie mode d’emploi)

«Setting out all the sample bottles on a long table, Dr. O’Geery provides the camera
with a summation of his findings, casually gesturing to various groupings while he sips
coffee from a Garfield mug. “What we have here is a nice banquet of igneous,
sedimentary, and metamorphic sample [...|”

Mark Z. Danielewski (House of Leaves)

«Ainsi, méme en moi, quelque chose a traversé ces saisons sans croitre ni s’abolir,
I'alluvionnement des heures a réservé certains espaces-témoins, et tandis que je déambule,
cherchant la raison de moi-méme, dans ce terrain vague que je suis devenu, tatonnant sur

d’énormes masses de dépdt, tout d’un coup je trébuche au bord d’une faille au fond de
laquelle le sol d’antan est resté nu, mesurant alors 1’épaisseur de cette matiére qu’il faut
que je sonde et tamise, afin de retrouver des assises et des fondations.»

Michel Butor (L’emploi du temps)
«Je sais que je ne sais pas ce que je ne sais pas; j'envie ceux qui sauront davantage, mais
je sais qu’ils auront tout comme moi & mesurer, peser, déduire et se méfier des déductions
produites, faire dans le faux la part du vrai et tenir compte dans le vrai de 1’éternelle

admixion du faux.»

Marguerite Yourcenar (L’0OEuvre au Noir)
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Chapitre 1

Introduction

Pendant longtemps, ’'Homme s’est contenté de se représenter des réalités tridimen-

sionnelles (objets, batiments, lieux géographiques...) sur des supports bidimensionnels :
croquis, plans, cartes; ceci pour des raisons pratiques, car les volumes (maquette ou globe
par exemple) sont peu maniables, donc difficilement transportables. Parmi ces documents,
les cartes sont certainement ceux qui portent la charge émotionnelle la plus importante,
car elles sont destinées & nous décrire la Terre, & nous représenter le monde. Elles possédent
donc & la fois une destinée utilitaire et conceptuelle. A notre époque, les cartes ne sont plus
ornées d’animaux fantastiques et ne possédent plus de Terra incognita, car toutes les zones
du globe sont plus ou moins bien connues. Il reste cependant des parties de notre planéte
qui sont moins bien appréhendées; il s’agit, outre les fonds océaniques, de tout ce qui se
trouve sous nos pieds : le sous-sol. Si les plus anciennes cartes géographiques remontent &
I’ Antiquité, les premiéres cartes géologiques ne datent en France que du XIXeé siécle, méme
si les préoccupations a ce sujet sont un peu antérieures.
Dans notre pays, le Bureau de Recherches Géologiques et Miniéres (BRGM) est chargé
de dresser la carte géologique pour ’ensemble du territoire national. Actuellement toute
la surface de ce territoire est couverte par des cartes géologiques 2D et la carte du futur
sera 3D. Ainsi de nombreuses recherches sont menées actuellement au BRGM sur la réalité
virtuelle, la visualisation 3D, le calcul paralléle, les méthodologies de modélisation 3D etc.
Ce travail de thése, réalisé au Centre de Géostatistique de I'Ecole des Mines de Paris, en
partenariat avec le BRGM, s’inscrit donc dans le cadre d’un de ces programmes sur la
modélisation géométrique 3D au service de la géologie. Il revét essentiellement des aspects
méthodologiques, en participant au développement d'un outil appelé Editeur Géologique,
par lincorporation de techniques géostatistiques. Cette thése se situe donc en amont du
travail du géologue, qui lui, va étre utilisateur de ’outil de modélisation.

n n

1.1 La carte géologique " classique

La principale difficulté que 1’on rencontre lorsqu’on tente de se représenter le sous-sol
est le caractére partiel de la connaissance géologique de la surface de la Terre et du sous-sol.
Elle nécessite la collecte de données en nombre forcément limité qu’il faut ensuite exploiter.
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Ces données sont de natures diverses : qualitatives et quantitatives, a échantillonnage plus
ou moins fin et souvent affectées de “bruit” etc. On distingue les croquis et observations sur
le terrain, les prélévements d’échantillons en affleurement ou en carottes, les examens de
lames minces de ces échantillons ainsi que des fossiles présents, les diagraphies, les mesures
pétrophysiques sur carottes, les mesures géophysiques (sismique, gravimétrie, géomagné-
tisme, méthodes électriques...) etc. On voit que ces informations, parfois subjectives, sont
prises & des échelles différentes, ce qui ajoute a la complexité du probléme. De plus, la
confiance accordée A ces données, parfois incomplétes, n’est pas la méme (données précises
mais localisées, données moins précises mais connues de fagon plus continue).

A partir des données recueillies sur le terrain, il est possible de se représenter le sol et le
sous-sol & I'aide de cartes ou de coupes. Il est nécessaire, pour fabriquer la carte, d’y inclure
certaines hypothéses et concepts des Sciences de la Terre; elle est toujours le résultat d’une
interprétation. La carte, accompagnée d’une notice explicative, est une synthése sur une
surface & deux dimensions des informations géologiques connues sur une aire donnée. Elle
correspond & la projection sur un plan de l'intersection des formations géologiques et de
la surface topographique. Elle fournit un inventaire des types de roches en fournissant leur
localisation précise a l'affleurement (ou sous la couverture végétale) et indique les traits
structuraux. Ces informations sont indiquées par des plages de couleurs ainsi que des sym-
boles. Par ce biais, la carte permet de connaitre 1’dge des terrains, ainsi que la lithologie. Le
fond topographique reste visible, ainsi, dans les zones de relief, en interprétant les données
de la carte et en extrapolant, est-il possible d’obtenir une connaissance préliminaire de
I’'extension des formations jusqu’a une certaine profondeur.

Les cartes géologiques sont publiées a des échelles différentes; en France, le BRGM édite
les plus détaillées au 1 : 50 000, la carte au 1 : 1 000 000 couvrant tout le pays. Il faut
préciser aussi que les cartes ne sont jamais définitives et évoluent au cours du temps en
fonction de I'accroissement de la connaissance. Elles reflétent donc le savoir des géosciences
4 un moment donné.

1.2 La carte géologique numérique 3D et la modélisation

La troisieme dimension est accessible en carte griace a des isolignes et des palettes
de couleurs, et surtout par 'intermédiaire de coupes. Néanmoins, on reste dans un envi-
ronnement bidimensionnel. Ce dernier est inadapté & représenter pleinement les relations
complexes qui lient les surfaces géologiques 3D et leur évolution temporelle. La carte ne
montre que quelques aspects du modéle qui n’existe peut-étre complétement - et encore ?
- que dans le cerveau du géologue.

Ces derniéres années, le développement des techniques informatiques a dés lors permis de
se représenter le monde souterrain dans un environnement tridimensionnel et d’intégrer
des données de natures différentes. On parle alors de modélisation, le modéle géologique
étant la représentation informatique de la zone du sous-sol étudiée. Il est composé d'un
modéle numérique de terrain (MNT) qui est une grille donnant ’altitude en fonction de
la latitude et de la longitude et qui fournit une connaissance en 3D de la topographie. La
carte géologique étant l'intersection entre le sous-sol et la surface de la Terre, si on plaque
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cette carte sur un MNT on obtient la partie supérieure d’un bloc 3D.

La modélisation 3D appliquée & la cartographie consiste & créer 'intégralité de ce cube
constitué par des volumes limités par des surfaces dont la géométrie est la conséquence
de T'histoire géologique. Ces volumes et ces surfaces sont les représentations des objets
géologiques qui composent le modéle.

A la base, on trouve la formation (ou couche) géologique, qui est homogéne d’un point
de vue lithologique ou historique. Deux dépdts contemporains en contact mais de nature
différente ne sont pas deux formations géologiques identiques. Par ailleurs, deux couches
de grés - par exemple - n’ayant pas été déposées en méme temps sont également des objets
distincts.

Les interfaces (ou horizons) sont les surfaces limites séparant les formations. Les failles,
qui sont les résultats de déformation cassante, constituent une catégorie particuliére. On
distingue la faille normale engendrée par une phase d’extension, la faille inverse témoignant
d’une compression et le décrochement qui résulte d’un coulissage horizontal. Au cours de
leur histoire, les formations sont aussi soumises a des déformations souples créant des plis
(anticlinaux, synclinaux...), sont érodées etc.

La géomeétrie et la topologie sont donc complexes et sont régies par des lois spécifiques
dont il faut tenir compte lors de la modélisation. Enfin, le modéle que 'on a déterminé
doit étre géologiquement réaliste.

1.3 Les défis de la modélisation géologique

Bien que de nombreux progrés aient été réalisés dans le domaine de la modélisation
géologique, il reste de multiples problémes en suspens si I’on souhaite créer les outils les
plus fiables possibles et de construire les modéles les plus réalistes. Avant de résumer les
qualités d’'un bon modeleur, précisons avant toute chose qu’il est certainement illusoire
de vouloir vérifier tous ces critéres. Il s’agit surtout de trouver un compromis pour une
solution optimale.

Le modeleur doit avant tout étre flexible et permettre une grande interactivité avec la
possibilité de mise a jour facile des modéles. La visualisation est essentielle & chaque étape
pour corriger les éventuelles erreurs au cours de la modélisation. Toutes les fonctionnali-
tés doivent étre accessibles a l'utilisateur, contrairement & un outil de type boite noire,
afin de maitriser tous les processus internes. Il faut cependant trouver un compromis avec
I'utilisateur de base, qui n’est pas forcément formé aux techniques mathématiques. Tout
en gardant un accés possible aux parameétres pour une utilisation plus experte, les étapes
délicates peuvent faire ’objet d’une automatisation.

Il faut ensuite pousser l'intégration des différents types de données au plus haut point en
gardant & l'esprit 'objectif général de I’étude. Les données qualitatives comme les inter-
prétations du géologue doivent faire ’objet d’'un formalisme précis, afin d’étre manipulées
comme n’importe quelle donnée quantitative.

Des aspects informatiques entrent aussi en jeu, comme le temps de calcul et ’espace mé-
moire nécessaire.

Un des critéres les plus importants est la robustesse du modeleur, c’est-a-dire sa capacité
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& fournir des résultats pertinents, y compris dans des cas complexes, tout en respectant les
données. Enfin, il convient de décrire et de quantifier, si possible, les incertitudes associées
& tous les résultats obtenus.

Tous ces points mettent en avant des problémes spécifiques, qu'il a fallu tenter de résoudre
tout d’abord lors de la mise au point de l'outil Editeur Géologique depuis bientét une di-
zaine d’années pour les premiers développements théoriques mais également dans le cadre
de cette theése. Ainsi le probléme des incertitudes nous a-t-il guidé tout au long de ces
travaux.

1.4 Organisation générale

Le prochain chapitre (chapitre 2) présente les différentes méthodes de modélisation géo-
logique et 'accent est évidemment mis sur les surfaces implicites, type de surfaces présent
dans I’ Editeur.

Aprés un rapide rappel concernant le cadre multivariable, la modélisation géologique par
la méthode du potentiel telle qu’elle est implémentée dans le modeleur du BRGM fait
I'objet du chapitre 3. Cette méthode de modélisation considére les interfaces comme des
iso-surfaces d’un champ de potentiel défini en tout point de 1’espace.

Le chapitre 4 est quant & lui consacré au modéle de covariance du champ de potentiel
et & sa détermination & partir des données d’orientation. Une chaine de traitement a été
implémentée dans I’ Editeur, afin d’obtenir les parameétres du modéle de covariance & partir
de ces données. Les variogrammes expérimentaux des données de gradient sont calculés
puis ajustés avec une méthode de moindres carrés non linéaires : la méthode de Levenberg-
Marquardt.

Le chapitre 5, quant & lui regroupe les applications variographiques de différents jeux de
données. Ces jeux recouvrent trois zones frangaises échantillonnant de maniére assez dense
le toit d’un ensemble de formations métamorphiques : Velay, Limousin et Cévennes ainsi
qu’une zone dans les Alpes suisses.

Ensuite, les chapitres 6 et 7 sont consacrés aux incertitudes, respectivement sur la posi-
tion des interfaces en profondeur et sur les paramétres du modéle, cette derniére étape
s’effectuant a 1’aide d’une approche bayésienne. Pour le premier point, apres le calcul des
variances d’estimation attachées aux incréments de potentiel, la cartographie des incerti-
tudes a été obtenue grace au calcul de ce que 1’on a appelé “potentiel réduit”. Quant &
I’'approche bayésienne, les parameétres - dérive, portée, palier et effet de pépite - ont été si-
mulés selon une distribution a posteriori qui permet de prendre en compte une information
a priori ainsi que l'impact des données par I'intermédiaire d’une fonction de vraisemblance.
Au chapitre 8 est étudié, sur des simulations non conditionnelles du potentiel recouvrant le
cas du Limousin, I'impact de la normation des vecteurs d’orientation sur les variogrammes.
Il a fallu vérifier cette hypothése, car on assimile, au cours du processus d’interpolation,
orientations et gradients.

Enfin, un autre type d’incertitudes est abordé : celui des données souples. En effet, les
passes incomplétes des sondages sont présentes en grand nombre et sont souvent inutili-
sables. Par contre, il est possible d’exploiter la relation d’ordre “le point situé a la fin du
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forage est au-dessus de la surface que je désire modéliser” en simulant une valeur respectant
a la fois cette relation et la structure spatiale des données. Les principes des techniques
permettant de modéliser une interface géologique a ’aide de données exactes et de données
d’inégalités sont expliquées au chapitre 9, et des applications de cette prise en compte sont
exposées au chapitre 10.
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Chapitre 2

Les méthodes de modélisation
géologique

La modélisation géologique consiste & recréer deux éléments d’une scéne géologique : la
géométrie et la géologie proprement dite & savoir les propriétés des couches la constituant.
Ces propriétés sont la lithologie, 1’age, la porosité, la perméabilité ou toute autre propriété
physique, mécanique, chimique etc. Le choix d’une méthode parmi un nombre pléthorique
de techniques est donc guidé en premier lieu par les applications et donc les utilisateurs
(géologues tectoniciens, ingénieurs réservoirs...)!.

2.1 De nombreuses applications

En effet, un sédimentologue qui désire connaitre I’évolution spatio-temporelle d’un en-
vironnement donné n’a pas les mémes besoins qu’un tectonicien travaillant sur différentes
phases de déformation au niveau d’un massif montagneux ou qu’un ingénieur réservoir
d’une compagnie pétroliére s’intéressant aux écoulements de fluides dans une formation
bien définie. Ces différentes applications conduisent aussi & des modéles réalisés a des
résolutions bien différentes (plurikilométrique pour une étude a 1’échelle d’un bassin sédi-
mentaire ou d’une chaine de montagnes, décamétrique pour un réservoir pétrolier, métrique
pour une unité génétique, centimétrique a ’échelle granulométrique).

En sciences de la Terre, les entreprises pétroliéres ont été parmi les premiéres a dévelop-
per, pour des raisons économiques, des outils 3D. L’imagerie plus réaliste et plus précise
fournie par la sismique ou la modélisation de réservoir en 3D contribue & la diminution des
incertitudes inhérentes a 1’exploration du sous-sol.

De nombreux modeleurs existent et continuent d’étre développés. Par la visualisation en
3D et 'apport de données d’origines diverses, ils contribuent & mieux connaitre le sous-sol
de notre planéte. Cependant, la connaissance scientifique en tant que telle n’est pas la seule
concernée ; il existe de nombreux domaines ol l'utilisation de la modélisation et de la vi-
sualisation 3D est prometteuse. Ces domaines sont le génie civil et la géotechnique (grands

'En ce qui nous concerne, en cartographie 3D, on se contente d’affecter aux volumes construits ’age
des terrains définis dans une pile chrono-stratigraphique.

7
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chantiers urbains, percement de tunnels, études d’impact pour les ouvrages d’art...), I'ex-
ploitation des ressources miniéres et pétrolieres (modélisation de réservoir par exemple),
Penvironnement et la gestion des risques (stockage souterrain, migration des polluants,
comportement mécanique des terrains a I’aplomb de mines désaffectées...). En cartogra-
phie géologique, entre autre, I’'usage de 1’outil informatique permet une large diffusion des
informations et de les partager & tous les intervenants des géosciences. Enfin, bien sir, les
modéles numériques 3D ne servent pas seulement & la visualisation, mais sont aussi intégrés
dans des calculs (écoulement, mécanique etc.).

Il ne faut cependant pas oublier que le modéle restera toujours une interprétation, certes
cohérente avec les données disponibles et certaines hypothéses, mais une simplification
quand méme de la réalité complexe sous-jacente.

Ces différences d’objectifs permettent déja de distinguer les modéles statiques tentant de
décrire la réalité & un moment donné et les modéles dynamiques qui visent & reconstituer
les processus géologiques qui ont permis au cours du temps d’aboutir & cette réalité.
Nous allons voir que si I’on choisit une approche probabiliste, il est possible d’aborder la
modélisation de deux maniéres : l'interpolation et les simulations. L’interpolation va nous
servir & construire surfaces et volumes pour des modéles statiques & partir des données
disponibles. Quant aux simulations, elles fournissent différentes réalisations de fonctions
aléatoires ayant méme loi spatiale. Elles peuvent étre combinées & des méthodes génétiques
afin d’expliquer I’évolution des structures géologiques par l'intermédiaire de différents sce-
narii.

2.2 Les techniques probabilistes et déterministes de modéli-
sation géologique

Cette section ne se veut pas un inventaire exhaustif des techniques de modélisation géo-
logiques, mais présente différentes pistes permettant de reconstruire une scéne géologique.

2.2.1 L’interpolation

L’interpolation consiste a estimer une grandeur continue a partir d’'un ensemble dis-
cret de cette grandeur. Elle conduit cependant inévitablement & des approximations. Les
techniques d’interpolation vont donc nous permettre de reconstituer les formations géolo-
giques a partir des données disponibles. Un des interpolateurs les plus simples & utiliser
est l'inverse des distances séparant les points de ’espace. Quant au krigeage ponctuel, il
va consister & estimer un point en pondérant les données voisines. C’est un estimateur
linéaire, sans biais et & variance d’erreur minimale. Le krigeage, en tant qu’interpolateur
exact, s’apparente aux techniques habituelles de cartographie comme les splines ou les
moindres carrés. Ces derniéres méthodes consistent & ajuster une fonction de forme prédé-
finie & ’ensemble des données.

Le résultat du krigeage est une image lissée de la réalité. Si ’on veut reproduire les princi-
pales caractéristiques de dispersion de la variable étudiée, il faut faire appel a des techniques
de simulations.
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2.2.2 Les simulations stochastiques

Bien que la géologie d'un environnement donné soit intrinséquement déterministe, puis-

qu’il est généré par des processus physiques connus, il est néanmoins possible pour le
modéliser d’utiliser un cadre probabiliste. L’incertitude de notre connaissance de la réa-
lité géologique est due & l'insuffisance de l'information disponible et & la complexité de
cette réalité. On considére alors le dépo6t sédimentaire par exemple comme la réalisation
d’un processus aléatoire défini par sa loi spatio-temporelle et grace aux simulations sto-
chastiques, on obtient alors plusieurs réalisations d’un méme objet. La connaissance du
processus génétique a l'origine de la formation géologique n’est pas obligatoire. Contraire-
ment aux modéles génétiques que nous verrons plus tard (2.2.3), il est nécessaire ici de bien
connaitre les dépots, c’est-a-dire le résultat du processus, pour l'inférence du modéle sta-
tistique. Ces techniques sont, de plus, souples d’utilisation et offrent des possibilités pour
le conditionnement des modéles. D’une maniére générale, ils sont souvent peu réalistes et
n’autorisent pas de compréhension précise des phénomeénes géologiques.
Une premiére catégorie de modéles probabilistes est celle des modéles objets? ot un ob-
jet est décrit par sa position, définie par un point aléatoire dans I’espace et ses propriétés
comme la forme, la taille ou ’orientation. Ils fournissent des images intuitives, quoique sou-
vent simplistes des formations géologiques et le conditionnement aux données peut s’avérer
difficile. La Figure 2.1 est un exemple synthétique qui illustre des lentilles de sables dans
un réservoir pétrolier (Benito Garcia-Morales, 2003).

F1G. 2.1 — Exemple de simulation avec un modeéle de type objet : lentilles sableuses. D’aprés Benito
Garcia-Morales, 2003. Image GOCAD.

L’autre grande classe est celle des modéles pixels. Ils utilisent une grille, un pixel étant
une cellule élémentaire, et sont facilement contraints par les données. En revanche dans
de nombreux cas, ils ne donnent pas une image géologiquement réaliste des formations
modélisées. La Figure 2.2 présente des faciés obtenus par la méthode des plurigaussiennes
seuillées (Armstrong et al., 2003) dans le cadre d’un réservoir pétrolier synthétique.

20n parle aussi de modéles booléens.
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Fi1G. 2.2 — Exemple de simulation avec un modéle de type pixel : chenal dans un réservoir (5 faciés
par la méthode des pluri-gaussiennes.)

2.2.3 Les modéles génétiques

Contrairement aux modéles précédents, les modeéles génétiques prennent en compte la
physique des phénomeénes et donc nécessitent la connaissance des processus géologiques
mis en ceuvre dans la Nature lors de la formation des dépots. Ces modéles dits aussi déter-
ministes permettent de construire des formations géologiques (nature et topologie) a partir
de parameétres initiaux.

Un grand nombre de modéles existe en fonction du type d’environnement sédimentaire étu-
dié. Lopez (2003), qui recense les modéles existants pour les dépots fluviatiles, distingue
plusieurs catégories en fonction de leur complexité. Les modéles de remplissage de bas-
sin & ’échelle décakilométrique sont les plus simples, un grand nombre de facteurs étant
constants. Les modéles géologiques, déja plus complexes, utilisent des paramétres comme
le taux d’aggradation ou la compaction. Enfin, les modéles hydrauliques et géomorpholo-
giques utilisent les équations principales linéarisées de I’hydraulique.

Cette approche génétique vise & créer des modéles complexes qui permettent donc de bien
décrire et expliquer les phénoménes en jeu. Ils sont donc réalistes, mais a contrario le
conditionnement & des données s’avére difficile & réaliser.

2.2.4 Les modéles mixtes

Les deux approches, génétique et stochastique, sont un peu antagonistes quant a leurs
qualités et défauts : complexes mais non contraintes, conditionnement possible mais sim-
plistes. C’est pourquoi des méthodes mixtes ont été développées en combinant ces deux
fagons de voir. Lopez (2003) utilise un modeéle mixte adapté aux réservoirs chenalisés
méandriformes (Figure 2.3). II utilise & la fois les équations d’hydrodynamique fluviale et
les simulations stochastiques.

Plus modestement ce travail s’attachera & des problémes d’interpolation des formations et
non & la genése des dépots.
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Fia. 2.3 — Exemple de simulation par un modéle mixte stochastique et génétique : chenaux
méandriformes. D'aprés Lopez, 2003.

2.3 La modélisation géométrique

On ne s’intéresse dans cette section qu’au coté géométrique de la modélisation, autre-
ment dit & la fagon de reconstruire un objet & partir de volumes ou de surfaces.

2.3.1 Quand la CAO inspire...

La CAO ou conception assistée par ordinateur consiste & concevoir des objets complexes
a l'aide de 'outil informatique. La géométrie de 'objet que I'on veut créer est alors trés
bien connue, ce qui n’est pas le cas en modélisation géologique ol I’on souhaite représenter
un objet déja existant. Or l'information géologique est hétérogéne, plus ou moins bien
échantillonnée et connue avec des précisions variables (Mallet, 2002). Dans ces conditions,
la réalité ne peut étre qu’approchée. De plus, cette géométrie est le résultat d’une histoire
géologique précise. De nombreuses techniques plus ou moins inspirées de celles de la CAO
ou de I'imagerie médicale sont appliquées en modélisation géologique.

2.3.2 Les deux approches : surfacique et volumique

On distingue les méthodes qui consistent a construire des surfaces a partir de données
présentes sur celles-ci et d’autres qui créent des volumes. Un volume est soit défini par
I'espace a l'intérieur de surfaces limites cousues entre elles, soit par une variable définie a
3D qui régit la géologie de fagon explicite ou implicite (cf. section 2.5).

Approche volumique.

La premiére idée qui peut venir & ’esprit est d’assembler des volumes élémentaires, un peu
4 la maniére d’'un jeu de construction. Cette méthode de grille volumique correspond au
modéle pixel vu dans le cadre des modéles de simulation (2.2.2). Elle permet de construire
un volume en utilisant des petits cubes élémentaires (voxels) dans une grille 3D, auxquels
on assigne une propriété. Cette étape est effectuée par des techniques d’interpolation
comme le krigeage et les voxels ayant la méme propriété appartiennent aux mémes
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volumes. Le défaut majeur de cette méthode, outre la nécessité de requérir un espace
mémoire important, est la discrétisation qui s’avére impropre & certaines applications
comme les rais sismiques. Cette maniére de faire est rare en modélisation géologique, on
peut citer néanmoins des applications dans le cadre d’inversion gravimétrique (Guillen
et al., 2004) ou magnétique avec de larges mailles. Une autre maniére explicite de
construire des volumes est celle des diagrammes de Voronoi. En fait plusieurs aspects sont
combinés ici puisqu’il s’agit d’'une méthode de type grille volumique avec des surfaces
limites, puisque les voxels utilisés sont des polyédres (Nullans (1998), Courrioux et al.
(2001)).

L’approche implicite, vue son importance dans le cadre de la méthode des champs de
potentiel, fait ’objet d’une section particuliére (2.5).

Approche surfacique.

La création de volumes proprement dits peut se faire en fermant des surfaces obtenues &
I’aide des méthodes décrites en 2.4. Les surfaces sont alors les limites de ’objet géologiques.
Le probléme principal intervient & la couture pour des géométries complexes surtout
lorsque les surfaces ont été obtenues indépendemment les unes des autres.

Il existe cependant encore d’autres méthodes. L’'une d’elle consiste & créer le volume &
partir de coupes en s’inspirant de ce qui se fait en imagerie médicale (Boissonnat, 1988).
Elle nécessite néanmoins de bien connaitre les interfaces, afin de bien “coller” les sec-
tions entre elles. En géologie, dans de nombreux cas, elle s’avére difficile & mettre en ceuvre.

La suite de ce chapitre va consister a préciser les différents types de surfaces ren-
contrées en modélisation ainsi qu’a exposer ’approche volumique par surfaces implicites.

2.4 Les méthodes surfaciques

Il existe deux grandes classes de représentation de surfaces : implicites et paramétriques.
Les surfaces les plus simples sont les surfaces d’élévation, mais elles ne peuvent pas étre
utilisées pour une modélisation purement 3D.

2.4.1 Les surfaces d’élévation

Ce sont des surfaces (Figure 2.4) ou la cote z est exprimée en fonction des deux autres
coordonnées spatiales z et y : z = f(z,y). Le MNT est par exemple une surface d’élévation.
On utilise ces surfaces pour modéliser les interfaces de couches sédimentaires subhorizon-
tales dans une optique multicouche. Les méthodes géostatistiques classiques sont parfaite-
ment adaptées & ce type d’approche (Blanchin et Chiles, 1993). Bien que la visualisation
soit tridimentionnelle, la modélisation s’effectue & 2D. Comme elle porte habituellement
sur plusieurs interfaces, on parle aussi parfois de modélisation 2,5D. Comme & un point
(z,v), il ne correspond pour une interface donnée qu’une seule valeur de z, certains ob-
jets géologiques ne peuvent étre modélisés : surfaces replissées, diapirs, lentilles, intrusions
granitiques etc.
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/ X,y

F1G. 2.4 — Surface d’élévation.

2.4.2 Les surfaces paramétriques

Ce sont les surfaces par excellence de la CAO : splines, Bézier... On en trouve des
illustrations par exemple dans Auerbach et Schaeben (1990) ou dans le logiciel Geosurf au
sein de l'outil RML (Reservoir Modeling Line) de I'Institut Francais du Pétrole.

Elles possédent un repére propre en 2D et s’expriment en associant un point 3D (z,y, z)
de l'espace & un point (u,v) dans le repére de la surface : F'(u,v) = (z,y,2). On a donc :
z = fi(u,v), y = fo(u,v), z = fs(u,v) avec fi1, fo et f3 des fonctions quelconques de u et
v.
Par exemple, I’équation paramétrique d'une sphére de centre C(cz, cy,c;) et de rayon R
est donnée par :

T = cg + Rcosfcos ¢

Yy = cy + Rcosfsin¢

z=c,+ Rsinf

Signalons que ce sont souvent des fonctions polynomiales qui sont utilisées pour fi, fo,
f3. Cette formulation est donc explicite par opposition & celle, implicite, utilisée dans
I'Editeur. L'attrait de ces surfaces repose principalement sur la relative simplicité de calcul
de la courbure ou de la tangente et sur le fait qu’elles soient esthétiquement belles. Mais
elles respectent difficilement les contraintes imposées par les données géologiques. En effet,
le paramétrage s’avére parfois difficile & trouver et les polynoémes ne sont pas adaptés a la
modélisation de surfaces discontinues (présence de failles), mais on peut néanmoins utiliser
des surfaces continues par morceaux.

2.4.3 Les surfaces triangulées et ’approche de Gocad

En géologie, les surfaces ne sont pas connues en continu, car I'information est toujours
partielle. Il y a donc nécessité de reconstruire (et de visualiser) la surface a partir d’un
nuage de points en utilisant des techniques d’interpolation et de triangulation.

Par définition (Frey et Borouchaki, 1996), une triangulation est “un ensemble d’entités
décrivant un graphe, appelé graphe d’adjacence, dont les noeuds sont les triangles et
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les arétes représentent les relations de voisinage des paires de triangles adjacents.” Les
surfaces triangulées sont donc créees en reliant les points de l'espace par des triangles
(Figure 2.5).

FiG. 2.5 — Surface triangulée.

Cette approche ressemble aux techniques d’éléments finis utilisées par exemple pour
résoudre des problémes comportant des équations différentielles. L’objectif est de trouver
la bonne triangulation et le lissage adéquat pour le respect au mieux des données.

Il est intéressant ici de se pencher sur une approche originale. Depuis 1989, Jean-Laurent
Mallet et son équipe de 1’Ecole Nationale Supérieure de Géologie de Nancy développent
le modeleur Gocad. La méthode DSI (Discrete Smooth Interpolation) implémentée dans
cet outil entre dans la catégorie des modeéles déformables (Mallet, 2002). Une surface
triangulée initiale s’ajuste aux données au cours d’un processus itératif utilisant la
minimisation d'un critére de rugosité au sens des moindres carrés. La surface initiale
posséde une triangulation indépendante des données et a la fin du processus la méthode
garantit une solution lisse. De plus, le DSI est parfaitement bien adapté au traitement
de surfaces localement interrompues donc a la modélisation de zones tres faillées. Cette
approche puissante peut s’avérer néanmoins complexe & mettre en oeuvre dans des cas
particuliérement ardus (Ledez, 2003).

De nombreux algorithmes de triangulation basés ou non sur la triangulation de Delaunay
existent. De plus, lorsque l'on traite de reconstruction d’objets & partir de données
discrétes, la cohérence topologique des modéles construits doit étre assurée. Une solution
est d’utiliser des techniques de partition cellulaire de type cartes généralisées ou G-Maps
(Schneider, 2002). Halbwachs et al. (1996) les utilisent pour la représentation d’un réseau
de failles.

Nous ne rentrerons pas dans le détail de ces méthodes mais nous allons nous attar-
der un peu plus sur la définition et la visualisation des surfaces implicites.
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2.5 Meéthodes volumiques et surfaces implicites

C’est ce type d’approche qui est mis en ceuvre dans 1’ Editeur.
Notons que dans ce cadre des surfaces implicites 'interpolation peut se faire & l'aide de
fonctions RBF (Radial Basis Functions) dont la formulation est identique a celle du krigeage
dual (Turk et O’Brien, 2002), (Cowan et al., 2003). On pourra aussi se reporter utilement
a la these de Ledez (2003) traitant de la modélisation d’objets naturels par formulation
implicite.

2.5.1 Définition

La géologie est décrite par une variable f(z,y, z) de la maniére suivante : une formation
correspond & l'ensemble des points pour lesquels f est compris entre deux bornes fy,i, et
fmaz- Une interface est alors une surface implicite S , c’est-a-dire définie comme 1’ensemble
des points (z,y, z) vérifiant f(z,y,z) = V ou V est une constante®. V est appelée une isova-
leur du champ et est un concept familier des géoscientifiques (lignes de niveaux, isopaques,
isopiézes... en 2D, isobares en 3D). Si on reprend ’exemple de la sphére présentée plus
haut, sa définition implicite est la suivante :

(z—cz)?+(y—cy)?+(z—¢c)?—R*=0

Il s’agit donc de trouver une expression calculable en tout point d’une fonction (dite impli-
cite) inconnue f | R®* — R qui est donc un champ scalaire. On voit donc que deux étapes
sont nécessaires pour construire une surface :

1. Trouver une expression de f de telle sorte que cette fonction champ soit calculable
en tout point, c’est la phase d’interpolation du champ.

2. Rendre explicites les surfaces isovaleurs de I'interpolation ainsi que les volumes, c’est
la phase de représentation.

Ce travail de thése est centré sur la premiére étape, la seconde est explicitée au point
2.5.3. Pour chaque valeur de V, la fonction implicite f partitionne I’espace en deux sous-
domaines : “intérieur” et “extérieur”, ce qui permet de définir des objets de frontiére la
surface.

Si on compare cette approche a 'approche multicouche, on constate que z n’est plus la
grandeur étudiée, mais la troisiéme coordonnée de l’espace et les structures complexes
sont désormais modélisables. La Figure 2.6 qui présente un modéle de nappes dans les
Alpes suisses? a été réalisé par Maxelon avec " Editeur Géologique, modeleur exploitant des
surfaces implicites.

La méthode des potentiels qui est 'approche mise en ceuvre dans I’ Editeur est décrite au
chapitre 3.

38 est aussi appelée iso-surface de f.
“Pour toute information concernant la géologie de cet exemple, on pourra se reporter & Maxelon (2004).
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FIG. 2.6 — Exemple de modélisation par surfaces implicites : phases de déformation dans les Alpes
centrales suisses. D'aprés Maxelon, 2004.

2.5.2 L’approche d’EarthVision

EarthVision, développé par la société Dynamic Graphics, est un logiciel de modélisation

géologique qui utilise 'approche implicite. Il fonctionne de la maniére suivante (Figure 2.7) :

— Une grille cartésienne 3D, dans laquelle est définie une propriété, est construite autour
des points de données.

— Ces points sont affectés de la valeur 0.

— Un sens doit étre assigné a la propriété afin de distinguer l'intérieur de l’extérieur
de ’'objet. Cela se fait par l'intermédiaire de nceuds de contrdle, par exemple +1 &
I’extérieur et —1 a l'intérieur.

— La propriété est interpolée dans la grille.

Cette méthode innovante et flexible a cependant des limites, car pour des géologies com-
plexes, le nombre de noeuds de contrble devient rapidement important. Enfin, la recons-
truction de zones complexes (changements brusques de la courbure) n’est pas limitée par
le nombre de données, mais par la taille de la grille.

2.5.3 Visualisation

Contrairement aux surfaces paramétriques qui sont explicites, donc bien adaptées a la
visualisation, pour les surfaces implicites il y a nécessité de représenter les surfaces isova-
leurs. Donc, & partir du moment ou le champ est interpolé, la difficulté est de visualiser
Iisosurface considérée. Différentes méthodes existent comme le lancer de rayon ou les sys-
témes de particules, mais nous allons décrire ici la technique utilisée dans 1’ Editeur et qui
consiste a expliciter l'isosurface qui nous intéresse.

L’algorithme de triangulation Marching Cubes (Lorensen et Cline, 1987) construit une re-
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F1G. 2.7 — Schéma, de principe de 1'outil FarthVision. D’aprés Ledez, 2003.

présentation polygonale de la surface & partir de voxels. Il est basé sur une décomposition
en cellules hexaédriques faisant intervenir des triangles, quadrilatéres, pentagones et hexa-
gones (Fig. 2.8). De nombreuses améliorations ont été depuis ajoutées a I’algorithme initial.
Il fonctionne ainsi : il évalue dans un premier temps la fonction implicite en tous nceuds
d’un maillage lache. L’éventualité de rencontre de la surface avec un cube initial est ensuite
déterminée. Si c’est le cas, un polygone, intersection de la surface et du cube, est construit.
On procéde ensuite & un suivi de la surface en examinant les cubes voisins qui l'intersectent.
La résolution du maillage est plus fine 1a ou cela s’avére nécessaire comme lors de brusques
changements de courbure. Toutes les configurations du probléme (détermination de ’aréte
intersectée par la surface) et toutes les solutions associées (détermination des points a relier
pour tracer le polygone ad hoc) sont répertoriées de fagon optimisée dans deux tableaux.
Ce qui en fait un algorithme simple et rapide.

ps

A

Fia. 2.8 — Exemples de polygones de degré 3 a 6 créés par l'algorithme de Marching Cubes.
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Chapitre 3

La méthode des potentiels dans
I’ Editeur Géologique

L’ Editeur Géologique, développé par le BRGM dans 'environnement CAS.CADE de
Matra Datavision et dans le cadre du projet de recherche “Géomodéle 3D”, est un logiciel
de construction automatique de modeéles géologiques volumiques. L’idée est de modéliser
les interfaces entre couches, frontiéres des objets volumiques, en utilisant le principe de
construction des surfaces implicites en deux temps : d’abord, 'interpolation d’un champ
scalaire assimilé & un champ de potentiel, puis la représentation des isopotentielles corres-
pondant aux interfaces. En ce qui concerne la visualisation, elle peut se faire en 3D ou par
la création de coupes dans le volume.

3.1 Le cadre de la géostatistique multivariable

La méthode des potentiels s’inscrit dans le cadre multivariable (Wackernagel, 2003),
car différents types de données sont exploités conjointement afin de déterminer I’expression
mathématique d’une surface géologique a modéliser. Le premier type de données sont des
points, situés sur 'interface, et considérés comme ayant méme potentiel ; on travaillera en
fait sur des incréments de celui-ci. Les autres données sont angulaires et correspondent aux
normales aux plans de stratification, de foliation etc., on les considérera comme des gra-
dients du potentiel. La méthode proprement dite est expliquée & la section 3.3 et suivantes,
ce paragraphe-ci vise & rappeler quelques notions de géostatistique multivariable.

3.1.1 Variogrammes simples et croisés

Soit D le champ d’étude sur lequel sont définies N variables régionalisées z;(x). Celles-
ci sont considérées comme des réalisations de fonctions aléatoires Z;(x). Si on se place dans
I’hypothése de stationnarité du second ordre conjointe, on a :

E[ZZ(X)] =m; Vi=1,..,N, VxeD
Cov{Zi(x), Zj(x + h)} = E{[Zi(x + h) — mi] [Z;(x) — m;]} = Ci;(h) (3.1)
Vi,j=1,..,.N, Vx,x+heD

19
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Ce qui définit les covariances simples ou directes Cj;(h) et croisées Cjj(h) i # j.
Dans le cadre de I'hypothése intrinséque conjointe, on définit cette fois les variogrammes
simples 7;;(h) et croisés v;;(h) i # j :

E[Zi(x+h) - Zi(x)]=0 Vi=1,..,N, Vx,x+heD
Cov{Zi(x +h) — Z,(x), Z;(x +b) — Z;(x)} = 2y;;(b) (32)
Vi,j=1,..,N, Vx,x+heD

On en déduit une autre expression pour les variogrammes :

1is(0) = SE{IZi(x+ b) = Zi(0)] [Z(x + b) = Z3()]} (33)

3.1.2 Le cokrigeage simple

Le cokrigeage consiste & estimer la valeur d’une variable & partir des mesures de cette
variable ainsi que de celles des variables additionnelles. Il s’agit donc d’une extension na-
turelle du krigeage au cas multivariable.

Soit Z;(x) une fonction aléatoire. Pour commencer, nous allons nous placer dans le cas ou
les moyennes m; sont connues! et travailler sur les variables centrées Z; — m;.

Ecrivons l’estimation d’une variable comme une combinaison linéaire de toutes les va-
riables :

N n;
Z3 (x0) = mig = > > N, [Zi(x4) —mi] (3.4)

i=1 a=1
La condition de non-biais étant automatiquement satisfaite, les poids de cokrigeage doivent
étre choisis tels que la variance de I’erreur d’estimation soit minimale. Ceci méne au systéme
de cokrigeage :
N nj ) )

Z Z )\%Cij(xfl - Xjﬂ) = Ciz'o(XZa — Xo) Vi = 1, ...,N, Va = 1, (7] (35)

j=1p=1
Les propriétés du krigeage comme l’additivité ou l'interpolation exacte restent valables.
Dans le cas de figure qui nous intéresse, on dispose de deux types de variables qui ne sont
pas mesurées aux mémes sites d’échantillonnage, on parle alors d’hétérotopie.

3.1.3 Le cokrigeage universel

Plagons-nous maintenant dans le cadre d’un phénoméne avec dérive (modeéle non-
stationnaire). La dérive déterministe m;(x) est définie comme une combinaison linéaire
de fonctions de base.

mi(x) = 3 ai 1) (36)
l

Deux cas se présentent & nous :

'On parle de cokrigeage simple.
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— soit les fonctions de base sont indépendantes pour les deux variables;

— soit elles sont liées.
Supposons dans un premier temps que les fonctions de dérive sont indépendantes. On
utilise dans notre systéme des fonctions de base polynomiales (monomes de degre < k)
avec f)(x) =1 Vi =1,..,N, les fonctions fl étant fixées et les coefficients a; inconnus.
On considére la fonction aleatmre Z;(x) comme étant la superposition de la dérive m;(x)
et d’un résidu Y;(x) :

Vi=1,...N, Z;jx)=Y;(x)+mi(x) avec m;(x Zale (3.7)

L’hypothése de stationnarité? d’ordre 2 (conjointe) se fait évidemment sur les résidus Y;(x).
Les fonctions aléatoires Yj(x) et donc Z;(x) admettent des fonctions de covariance simples
et croisées. L’espérance de Y;(x) étant inconnue, on l'inclut dans la dérive et la covariance
de Y;(x) est égale a la covariance de Z;(x).

Remarque : Cette dichotomie entre une dérive et un résidu peut étre interprétée comme la
séparation d’une composante régionale, réguliére et d’'une composante résiduelle, erratique.
L’estimateur de cokrigeage universel s’écrit :

N n;

=D > NZi(xh) (3.8)

i=1 a=1

Les pondérateurs de cokrigeage sont choisis tels que I'estimation de ’erreur soit sans biais
Va; et que la condition d’optimalité soit vérifiée. On aboutit ainsi au systéme suivant :

N 7nj ) )

DN M Cy, - +Z“lfz = Ciiy(x}, —x¢) Vi=1,..,N,Va=1,..n;
J=1p=1 (3.9)
E)\ = dL fL (x0) Vi, Vi=1,..,N

Avec 5;-'0 valant 1 si 4 = i, 0 sinon.

Or, comme on le verra par la suite dans notre cas d’étude, la variable principale et la
variable additionnelle sont liées. Il en est donc de méme pour les fonctions de dérive.
Prenons ’exemple, & une dimension, d’'une variable principale Z; et d’une variable addi-
tionnelle Zy telle que : Zy(z) = Z](z). Les fonctions de base de la deuxiéme variable sont
aussi des dérivées des fonctions de la premiére variable :

7i(@) = 2 i (a) (3.10)

Par conséquent, les pondérateurs de cokrigeage doivent étre tels que, pour toute fonction
de dérive f! :

Filmo) = ZMﬁ +ZA (3.11)

20n parlera de covariance sous-jacente stationnaire.
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On en déduit que dans cet exemple particulier, le systéme est de la forme :

ni n2

Z )\kCll(.’Eé — :L‘%) + Z )\%Clz(wé Z 011( - 170)
B=1 g=1

Va = 1, ey T

ni n2
d
3 O NCar(a —zh) + > N5Ca(a? — 23) + ZM%%ﬁ(wi) = Co1(z2 —z0) (3.12)
_ B=1 l

/

V:x_l
Zxﬁflxﬂ +Z/\ flxﬁ = fl(zo) VI

\

3.2 Rappels sur la notion de champ et de gradient

3.2.1 Deéfinitions

Une notion importante en physique est celle de champ (scalaire), comme par exemple
le champ de potentiel électrostatique ou le champ de température. La définition formelle
d’un champ est la suivante : le champ d’une grandeur P dans un domaine D de ’espace &
un instant t est défini par la donnée de P(M,t) en tout point M de D.

Dans notre cas de figure, on considére le champ comme permanent (ou stationnaire), c’est-
a~dire que sa valeur en chaque point ne dépend pas du temps ¢ : P(M,t) = P(M). De
plus, il doit étre différentiable puisque nous sommes amenés & travailler avec des dérivées
du potentiel. Nous allons assimiler par la suite la notion de champ en tant que domaine
comprenant ’ensemble des points ou les valeurs du potentiel sont considérées et en tant
qu’ensemble des valeurs prises en chaque point du domaine. De méme, on ne fera pas la
distinction entre la grandeur scalaire et la fonction qui & un point de ’espace associe cette
grandeur. Par convention, nous appellerons par la suite cette grandeur “potentiel”, bien
qu’il n’existe pas réellement un potentiel au sens géologique du terme. Le nom vient du
fait que P représente le potentiel du champ vectoriel grad P.

Définissons donc maintenant ’opérateur gradient qui sera abondamment utilisé ultérieu-
rement. Il permet d’exprimer la variation dP de P(M) lors d’un déplacement élémentaire
dlde M. On a:

dP = grad P(M).dl (3.13)

On notera désormais grad P par la lettre G. Dans un repére cartésien, les coordonnées de
G sont :

oP OP 0P

t — T Y 2y — (.
G (G 7G BG) (am_’ay?az)

(3.14)
L’opérateur gradient transforme donc le champ de potentiel (scalaire) en un champ de
gradient (vectoriel).

Enfin, une ligne de champ d’un champ vectoriel est une courbe tangente en tout point au
champ.



3.3. PRESENTATION DE LA METHODE DES POTENTIELS 23

3.2.2 Propriétés

Dans la méthode des potentiels nous allons tirer parti du formalisme de cette notion de
champ. Ainsi, ’ensemble des points M tels que P(M) =V ou V est une constante définit
une surface. De plus, si on considére un point M sur une telle surface, le vecteur G(M) est
normal 4 cette surface et est dirigé dans le sens des G croissants. Nous choisirons d’orienter
arbitrairement le potentiel vers le haut, c’est-a-dire des terrains les plus anciens aux plus
récents dans le cas d’une série normale. Si on fait une analogie avec la topographie, P(M)
est & comparer a ’altitude du point M et les lignes de champ de G(M) s’apparentent aux
lignes de plus grande pente, orthogonales aux lignes P(M) = V qui correspondent dans ce
cas aux lignes de niveau.

3.3 Présentation de la méthode des potentiels

3.3.1 Originalité

L’intérét principal de la méthode implémentée dans I’Editeur est de construire des
surfaces & partir de quelques points connus sur une ou plusieurs surfaces et quand des
données additionnelles d’orientation sont disponibles. Alors que les méthodes classiques
imposent que ces contraintes d’orientation soient aussi des points de contraintes de la
surface, la méthode des potentiels n’a pas cette exigence. Or, cette obligation se rencontre
peu dans la Nature. En effet les données d’orientation ne sont pas nécessairement situées sur
les interfaces, mais échantillonnent ’anisotropie principale de la formation (stratification,
foliation, plan de clivage).

3.3.2 Les hypothéses

Nous supposons que l'interface & modéliser - ou les interfaces si plusieurs sont représen-

tées par le méme champ de potentiel - appartient a une famille de surfaces subparalléles
suivant & peu de choses preés les données structurales. Cette hypothése est vérifiée la plu-
part du temps sur le terrain aussi bien pour des terrains sédimentaires, plutoniques ou
métamorphiques. En effet, dans le cas des bassins sédimentaires, il existe un parallélisme
général entre les plans de stratification et les limites lithologiques. De méme, dans le cas
de granites par exemple il y a une similarité entre la forme de la frontiére de l'intrusion
granitique et les structures internes; celles-ci servent d’ailleurs & déterminer la forme du
pluton. Le parallélisme est également fort pour les roches métamorphiques entre les prin-
cipales interfaces lithologiques et les foliations métamorphiques.
Enfin nous supposons que les données d’orientation puissent étre transformées en données
de gradient. Pour cela, la donnée de la polarité des structures est nécessaire. La polarité
indique le sens (intérieur/extérieur) de la formation par rapport a la donnée d’orientation.
Le module du gradient est constant et fixé arbitrairement & 1 par construction. La validité
de cette derniére hypothése est discutée au chapitre 8.
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3.3.3 Les principes

On choisit de représenter les limites géologiques par des fonctions implicites. Les fon-
dements de la méthode des potentiels ont été élaborés par Lajaunie et al. (1997).
Un point dans ’espace 3D est défini par le triplet (z,y,2) de ses coordonnées. On dispose
de deux types de données (Figure 3.1) : des points de passage sur les interfaces géologiques
et des données ponctuelles d’orientation qui sont des vecteurs normaux aux lignes isova-
leurs (donnée : azimut, angle, polarité). Le principe de cette technique est d’interpréter les
points d’une interface comme appartenant a une isopotentielle et d’assimiler les directions
de pendage & des gradients, c’est-a-dire des dérivées du potentiel. Notre objectif est donc
d’interpoler tridimensionnellement le potentiel (Figure 3.2). On va effectuer ainsi un cokri-

Fi1G. 3.2 — Schéma du principe de la méthode d’interpolation de 1’ Editeur. Aprés interpolation.

geage universel du potentiel (cf. section suivante) a partir de ces deux types de données que
nous appellerons souvent par la suite données d’interface et données de gradient. D’autant
plus que l'intérét de la méthode repose sur 'utilisation de ces gradients qui apportent une
information structurale a la modélisation, qui sont nombreuses et faciles & mesurer sur le
terrain. Ce sont elles qui apportent une contribution non nulle au résultat comme on va le
voir par la suite.

A partir du moment ou le potentiel est connu, il suffit de se représenter I'isopotentielle
correspondant & l'interface. En définitive, nous avons déterminé des surfaces qui passent
par les points d’interface et respectent globalement le champ directionnel.
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3.4 L’interpolation par cokrigeage

3.4.1 Les données

Tout d’abord, considérons le potentiel comme une réalisation d’une fonction aléatoire
différentiable Z. Tous les points appartenant & une interface sont & un méme potentiel,
dont la valeur est inconnue. Les données numériques qu’on peut en déduire sont des ac-
croissements de potentiel entre deux points de I'interface, tous de valeur nulle. Les données
étant soit des incréments, soit des gradients de potentiel, celui-ci ne peut étre connu qu’a
une constante prés. On estimera donc le potentiel & une constante prés, ou, ce qui revient
au méme, 'accroissement de potentiel Z(x) — Z(xo) par rapport & une origine arbitraire
zo. Ce point que I'on considére comme le point de “référence”, sert d’origine au potentiel.
L’incrément de potentiel entre deux points situés sur une méme interface est donc nul.
Soit I une interface et J un jeu de n points sur cette interface et soit m le nombre de
données d’orientation pour ce potentiel. Un point de 'interface sera noté x; (1 < j < n).
Nous utilisons donc n — 1 incréments de potentiel linéairement indépendants et tous égaux
4 0. En terme de fonctions aléatoires, ces incréments sont de la forme :

Z(XJ) — Z(le) =0
par exemple :
Z(x5) —Z(x5-1) =0 j=2,...,n (3.15)

Si plusieurs interfaces sont modélisées avec le méme champ de potentiel, le jeu de données
J est 'union des jeux élémentaires relatifs aux différentes interfaces. De méme, comme
les données d’orientation sont considérées comme une réalisation de la fonction aléatoire
gradient de Z, on a :

0Z 0Z

0z
N=G%
. (x1) = G, By

(Xi) = G:;/a E

(xi) = G} (3.16)

T

avec x; le point ot le gradient est mesuré et G7, Gf, G? les composantes de ce gradient.

3.4.2 La résolution du systéme

Rappelons que 'objectif est de tracer des isosurfaces de potentiel correspondant & des
toits ou & des bases de formations géologiques. Ce probléme est résolu en interpolant la
valeur du potentiel en tout point de ’espace et en tracant la surface isopotentielle qui
nous intéresse. Le domaine interpolé est évidemment discrétisé, le potentiel est calculé aux
noeuds d’une grille qui peut étre resserrée si nécessaire.

Exprimons donc l'incrément du potentiel en fonction des données disponibles :

2(x) - Z(xo)]" = S (NGE + wiG¥ +uiGi) + 3. 1lZ(x;) - Z(x5-1)]  (3.17)
J

2

Méme si le dernier terme de cette expression est nul, il intervient néanmoins dans le sys-
téme de krigeage, car les pondérateurs A;, u;, v; sont différents de ceux calculés sur les
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données de gradient seules.

A partir de ces données et d’'un modele de covariance particulier dont on reparlera abon-
damment au chapitre 4, on forme la matrice de covariance de notre systéme de cokrigeage.
On parle de cokrigeage, car nous sommes dans un cas multivariable avec une variable pri-
maire, celle que I'on cherche & estimer autrement dit le potentiel ou son incrément, et une
variable secondaire qui sont les données d’orientation assimilées au gradient du potentiel.
Pour comprendre I'architecture de la matrice de covariance on se référera utilement & 1’an-
nexe A. Cette annexe montre aussi le systéme de cokrigeage universel dual tel qu’il est
exploité dans le code, et qui permet d’exprimer 1’estimation du potentiel en un point sous
la forme :

Z*(.CI)) = Ap+ Z(aiKzgz (X — Xi) + b, K 7av (X — Xi) + ¢; K 7= (X — Xi))

2

+ Y di(Kz(x —x5) — Kz(x — x5-1)) + Y erfi(x) (3.18)
j l

J

Ay est une constante qui représente Z*(zy) et peut étre prise égale a 0.

Kz(x —x;) = Cov(Z(x), Z(xj)) et Kzge(x—x;) = Cov(Z(x), Z},(x;)) sont les fonctions de
covariance simple du potentiel d’'une part, et croisée du potentiel et de sa dérivée partielle
selon z, d’autre part.

3.4.3 Remarques sur le cokrigeage dual

Le cokrigeage dual a été préféré a la formulation habituelle du cokrigeage, car il est plus

adapté a la cartographie, ’équation d’estimation donnant au moins sous forme implicite
l’équation des lignes de niveau (Galli et al., 1984). Je rappelle qu’une ligne de niveau Z; est
le lieu des points x tels que : Z*(z) = Zj. Le traitement du probléme par I’approche duale
est plus rapide, car une seule résolution du systéme est entreprise. En effet, on travaille en
voisinage unique afin d’éviter les artefacts de changement de voisinage. On calcule donc ces
coefficients une fois pour toute, l'estimation revenant alors & un simple produit scalaire.
Le gain est & la fois en terme de quantité de calculs et en mémoire utilisée. Par contre, on
ne dispose pas de la variance de cokrigeage.
La méthode de résolution mise en oeuvre ne procéde pas par la recherche de pivot maximal,
mais par la prise du pivot sur la diagonale, ce qui ne pose aucun probléme si la matrice est
définie positive. Or la matrice de cokrigeage ne ’est pas en présence de fonctions de dérive.
D’ol une résolution en deux temps oul ’on résout d’abord le systéme sans les conditions
d’universalité, puis un systéme de dimension égale au nombre de conditions d’universalité
et dont le premier membre est une matrice définie positive (Chilés et Delfiner, 1999).

3.4.4 Quelques précisions

Il faut noter que dans 'algorithme utilisé dans le logiciel Editeur Géologique, les don-
nées sont centrées normées, afin de résoudre d’éventuels problémes de stabilité numérique
dus & des valeurs trés étalées. Les coordonnées de toutes les données sont donc com-
prises entre 0 et 1. Ainsi X (i) est remplacé par M + % avec X, = @ et
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¢ =2+ Max(Xmaz — Xe, Ymaz — Yes Zmaz — Ze)- Les portées du modéle de covariance sont
aussi divisées par c.

Lors du calcul d’interpolation, il est possible de réduire le temps de calcul (mais aussi la
précision!) par l'intermédiaire d’un rayon de simplification. Celui-ci permet le regroupe-
ment en un seul point de tous les points situés dans un disque de rayon R, les valeurs
concernées étant moyennées.

3.5 La gestion de plusieurs formations

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent essentiellement & la géométrie d’une in-
terface. Conjointement & l'interpolation des données, des éléments spécifiques 4 la géologie
ont été mis en place. Ceci permet de rendre le modéle réaliste et topologiquement cohérent,
en particulier lorsque plusieurs formations doivent étre modélisées et plus précisément de
trancher le cas ou les interfaces de deux couches sont sécantes (Courrioux et Calcagno,
2001).

3.5.1 La pile stratigraphique et les régles géologiques

La pile stratigraphique indique la chronologie des dép6ts et obéit au “principe de su-

perposition”. S’il n’y a pas d’inversion due a la tectonique, les terrains les plus anciens sont
en bas de la pile, les plus récents en haut. Lorsque les couches sont sub-horizontales, un
seul champ de potentiel suffit a les modéliser. Les toits et murs des différentes formations
sont alors des isopotentielles particuliéres de ce champ.
Par contre, quand cette situation n’est plus de mise, il faut utiliser autant de champs de
potentiel qu’il existe de groupes d’interfaces sécants. On définit une série comme un en-
semble de couches (formations) concordantes et on utilise un champ de potentiel par série.
La Figure 3.3 montre une pile stratigraphique avec trois séries F'1 la plus ancienne, F2, et
F3 la plus récente. La série F1 contient trois formations (F1-1, F1-2, F1-3), F2 deux (F2-1
et F2-2) et F3 une seule (F3). Dans ce dernier cas, série et formation sont confondues.

F3 F3

F2-2
F2

F2-1

| |

F1-3
F1 F1-2

Fl1-1

FiG. 3.3 — Exemple de pile stratigraphique.

Il reste & imposer des régles spécifiques a la géologie afin de fixer les relations entre séries
et résoudre ainsi les problémes de contacts entre elles.
Généralement, une transgression (avancée de la mer) se traduit par la discordance nette de
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terrains “transgressifs” sur les couches antérieures basculées ou plissées puis érodées avant
Parrivée de la mer. On définit donc deux régles : érosion (dénommeée “erod”) et dépot (“on-
lap”). Elles peuvent apparaitre simplistes au regard des phénomeénes géologiques existants,
mais il est néanmoins possible de résoudre avec elles toutes les situations rencontrées. La
surface dénommeée “erod” est la derniére interface avant la transgression et fusionne en fait
deux réalités. Elle est a la fois le toit - dont on n’a aucune information - de la derniére
couche déposée puis érodée et la surface d’érosion de I’ensemble des couches précédentes.
On peut voir la pile comme une succession d’interfaces de type “erod” encadrant des inter-
faces de type “onlap”. Une surface de type “erod” est toujours prioritaire sur une surface
“onlap”. De méme, entre deux surfaces “erod”, la plus récente est prioritaire. La premiére
et la derniére interface de la pile sont “erod” pour des raisons algorithmiques.

Le paragraphe suivant va illustrer sur des cas simples I’emploi de ces éléments.

3.5.2 L’utilisation de plusieurs champs de potentiel et la détermination
des formations

Sur la Figure 3.4, les six interfaces représentées appartiennent a 4 champs de poten-
tiel différents. La topographie correspond & l'interface noire. Par commodité et comme
I'objectif n’est pas d’effectuer une interprétation géologique des modéles créés, toutes les
interfaces seront nommées d’aprés le nom de la formation “sous-jacente” ; on les considérera
toutes comme des toits, méme lorsqu’il y a amalgame avec une surface d’érosion. On peut
dire que les toits de A et B appartiennent au méme champ de potentiel. Il en est de méme
pour les toits de D et E. Les 2 autres potentiels sont les horizons C et F.

Le toit de C (interface mauve) est “erod” et les toits de D et E (interfaces rose et rouge)
sont en “onlap” sur lui. Les toits de A et B (interfaces vertes) sont aussi qualifiées “d’onlap”.
Le toit de F (interface jaune) est aussi “erod”, mais comme il est plus récent que I’horizon
C, ce dernier s’arréte sur lui (principe de superposition : “ce qui recoupe est plus récent
que ce qui est recoupé”).

Regardons maintenant comment il est possible de déterminer dans quelle formation géolo-
gique se trouve un point de ’espace. Prenons le cas d’un seul champ de potentiel. Il suffit
alors de comparer la valeur du potentiel au point considéré et les isovaleurs des différentes
interfaces. A la Figure 3.5, le point M appartient & la formation 3, car le potentiel en ce
point P(M) est tel que : v < P(M) < vs avec V3 valeur du potentiel en tout point du
toit de la formation 3 et V2 valeur du potentiel en tout point du mur de la formation 3.

Prenons maintenant le cas de deux interfaces sécantes (Figures 3.6 et 3.7). L’interpolation
nécessite 'utilisation de deux champs de potentiel distincts et des régles spécifiques. A la
Figure 3.6, la formation f2 est “erod” et on cherche a déterminer dans quelle formation se
trouve un point M présent dans chaque compartiment créé par les deux interfaces. Soit
P, et P, les potentiels relatifs aux deux interfaces et vy et v les valeurs des isopotentielles
correspondantes. On commence par comparer Py(M) et ve. Si Py(M) > vy alors M ap-
partient & la formation f3. Sinon, on effectue la comparaison entre P;(M) et vy. Ainsi, si
P (M) > v; alors M est dans {2, sinon il est dans f1.

On fait de méme pour la Figure 3.7 dans le cas ou {2 est “onlap”. Par contre, on commence
ici par comparer P;(M) et v1. Si P{(M) < vy alors M appartient & la formation f1. Sinon,
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erod

erod

onlap

onlap
erod

onlap

ERECEO

erod
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29

Fi1a. 3.4 — Coupe géologique : relations entre les champs de potentiel. On dispose de 7 couches
géologiques de A A G, les interfaces étant matérialisées par des lignes en couleur. La topographie

est la ligne supérieure en noir.

NG V2 3

Fi1aG. 3.5 — Détermination de la formation dans le cas d’un seul champ de potentiel.



30 CHAPITRE 3. LA METHODE DES POTENTIELS DANS L’EG

3
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f1

erod

erod

erod

FIG. 3.6 — Traitement des relations et détermination de la formation pour 2 interfaces sécantes

avec une relation de type “erod”.

M4 @
V2 Vi
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M3
o
2
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erod

onlap
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FI1G. 3.7 — Traitement des relations et détermination de la formation pour 2 interfaces sécantes

avec une relation de type “onlap”.
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si Po(M) < vy alors M est dans {2, sinon il est dans 3.

3.6 Non-stationnarité et discontinuités par fonctions de dé-
rive

3.6.1 Prise en compte de la non-stationnarité

La fonction aléatoire “potentiel” peut étre non stationnaire, c’est-a-dire que son espé-
rance varie spatialement. On dit qu’on est en présence de dérive. On considére une dérive
du type m(x) = Y, e;f'(z) et des fonctions de dérive f; qui sont des monomes de degré d
avec 0 < d < 2.

Comme la verticale joue généralement un roéle particulier en géologie, le degré de la dérive
polynomiale est souvent plus grand verticalement qu’horizontalement et la covariance est
anisotrope. Dans le cas assez fréquent d’un modéle multicouche ol les interfaces sont sub-
horizontales et subparalléles, il est logique de considérer une dérive verticale linéaire du
type : m(x) = eg + e1z avec les fonctions de dérive de base f0(x) = 1 et fl(x) = z. Un
corps géologique avec une forme ellipsoidale (ex : intrusion granitique) correspondra plutot
4 une dérive quadratique. Enfin, il faut noter que la fonction de dérive f%(x) = 1 peut
étre abandonnée dans tous les cas, car les incréments de potentiel tout comme les dérivées
partielles filtrent eg.

Pour une présentation plus détaillée du cokrigeage universel on se reportera au point 3.1.3
et aussi & 'annexe A pour 'incorporation dans le systéme matriciel.

3.6.2 Prise en compte des failles

De plus, il est possible également de tenir compte des discontinuités, c’est-a-dire des
failles. Dans le cadre de la méthode des potentiels, une faille est une discontinuité non
pas d’altitude, mais du potentiel. Les discontinuités sont connues en un certain nombre
de points et sont considérées comme des interfaces & part entiére. Elles sont interpolées
au préalable avec pour chacune un champ de potentiel distinct. Il faut ensuite, lorsqu’on
modélise les toits et murs des formations, prendre en compte l'effet de la discontinuité
sur la valeur du potentiel. Pour cela, on utilise des fonctions de dérive dans le systéme de
cokrigeage, on parle alors de fonctions de faille.

Nous allons voir & présent comment les failles sont décrites dans I’Editeur, cependant il
existe d’autres fagons de les définir. La faille dite “infinie” traverse tout le champ partageant
I’espace en deux, un bloc surélevé et/ou un bloc abaissé. On utilise pour cela une classique
fonction créneau avec 1 d’un c6té de la discontinuité et 0 de ’autre coté.

Mais, on peut aussi avoir une faille “finie”, c¢’est-a-dire qui n’affecte pas toute la zone d’étude.
La description de ce type de discontinuité est en 3D et non en 2D. Ce type d’accident est
modélisé par une fonction discontinue avec comme valeur 0 d’un c6té de la discontinuité
et une décroissance de 1 & 0 de l'autre coté en fonction des distances a la faille et au
bord de celle-ci. La fonction de faille matérialise de cette maniére la zone d’influence de

3Dans R®, il y a 10 fonctions de base dont le degré est inférieur ou égal 3 2.
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la discontinuité (Figures 3.8, 3.9 et 3.10). Le type de faille (son mode de fonctionnement)
influe aussi sur le choix de la fonction & utiliser. Par exemple, si une translation rigide est
supposée, on choisira plutdt une fonction décroissante seulement en fonction du bord de la
faille.
Concrétement, on définit une faille par plusieurs parameétres :
— son bord (ou trace) formé par des points;
— son rejet le long de la ligne de bord qui traduit la discontinuité;
— un vecteur plongement qui combiné avec le bord forme la surface de faille (ou miroir) ;
— enfin, un vecteur d’atténuation qui donne la direction d’influence de la faille. Cette
influence s’atténue progressivement (définition d’une fonction d’atténuation) suivant
la direction de ce vecteur. Surface et vecteur d’atténuation définissent le volume
d’action de la faille.

3.7 L’environnement Open CAS.CADE

Pour finir ce chapitre consacré & la méthode des potentiels et & 1'Editeur Géolo-
gique, environnement Open CAS.CADE de I’Editeur est succinctement présenté. Open
CAS.CADE, version “open source” de CAS.CADE, est une plate-forme de développement
pour la création de logiciels de modélisation 3D et une bibliothéque de classes C++. De
nombreux modules nécessaires a 1’élaboration d’une application de modélisation 3D sont
disponibles : gestion des objets géométrique (courbes, surfaces, volumes) et de la topologie,
algorithmes de modélisation, visualisation, échange de données, classes de fondation etc.
Cette bibliothéque est stable et robuste, mais son fonctionnement peut s’avérer lourd et
complexe. Signalons également que le langage de spécification CDL gére automatiquement
le squelette des classes ce qui est gain de temps et d’efficacité considérable. Enfin, un en-
vironnement de développement particulier WOK permet d’optimiser 1’utilisation d’Open
CAS.CADE. Lors du travail de thése, certains modules, développés pour répondre & cer-
taines questions posées, ont ainsi été directement intégrés dans une version “recherche” de
I'Editeur.
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Profil transversal

Profil longitudinal

F1G. 3.8 — Exemple de modéle d’influence pour les failles infinies. Coupe transversale en haut,
coupe longitudinale en bas.

1

e |

Profil transversal

1

0 ‘ 0
Profil longitudinal

F1G. 3.9 — Exemple de modéle d’influence pour les failles finies. Coupe transversale en haut, coupe
longitudinale en bas.

FiG. 3.10 — Zones d’influence des failles vues de haut, faille infinie & gauche, faille finie & droite.
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Chapitre 4

Le modéle de covariance

L’interpolation du potentiel par cokrigeage exige la connaissance de la covariance du
potentiel'. La démarche habituelle consiste & ajuster un modéle de covariance ou de vario-
gramme expérimental de la variable étudiée. Elle n’est pas applicable ici, car on ne dispose
pas de mesures directes du potentiel : les seules données de potentiel disponibles sont des
accroissements entre des points situés sur une méme interface, c’est-a-dire des accroisse-
ments qui se trouvent étre nuls par construction et sont donc impropres a un calcul de
variogramme.

Deux solutions s’offrent alors a nous :

1. Choisir un modéle a priori, c’est la fagon dont a été développé 1’ Editeur ; le cokrigeage
est alors utilisé de maniére heuristique, sans prétendre a une quelconque optimalité,
méme si le choix des paramétres peut étre rationnalisé.

2. Exploiter le lien entre le potentiel et son gradient pour inférer la covariance du po-
tentiel & partir des variogrammes expérimentaux des données de gradient; c’est un
objectif important de ce travail, qui permet ensuite de qualifier la précision du modéle
géologique construit.

4.1 Utilisation des dérivées

4.1.1 Le cas de la méthode des potentiels

L’interpolation du potentiel est un cokrigeage, car elle exploite deux variables : des
données de potentiel et des données de gradient. Or, notre cadre de travail est un peu
particulier par rapport au cokrigeage classique, car les variables utilisées sont algébrique-
ment liées : les composantes du gradient sont les dérivées partielles du potentiel. Ce cas
de dépendance intervient par exemple pour la profondeur et le pendage mesuré en forage

!Si on se place dans le cadre de ’hypothése de stationnarité d’ordre 2, on parlera aussi bien de covariance
que de variogramme. Le terme covariance sera plus spécifiquement utilisé pour la théorie, et variogramme
pour les applications. En effet, on calcule des variogrammes expérimentaux qui sont ensuite modélisés,
mais c’est une matrice de covariance qui est employée dans l'algorithme de cokrigeage implémenté dans
I’ Editeur.

35
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(Renard et Ruffo, 1993) ou pour le géopotentiel et les composantes du vent en météorologie
(Chauvet et al., 1976). Cette relation fonctionnelle se répercute sur les covariances.
Théoriquement, la covariance croisée entre une variable aléatoire et une de ses dérivées
partielles est impaire, donc nulle a ’origine. Le modéle linéaire de corégionalisation, sou-
vent utilisé en multivariable, ne peut donc pas s’appliquer. Le modéle multivariable dérive
en fait intégralement de la covariance de Z(z) qui elle peut étre ajustée classiquement par
un modéle gigogne.

Avant de voir plus concrétement le modéle de covariance utilisé dans la méthode des po-
tentiels, nous allons définir la notion de dérivée dans le cadre des fonctions aléatoires.

4.1.2 Différentiabilité d’une fonction aléatoire

Définissons la différentiabilité d’une fonction aléatoire Z au point x de R au sens de la
moyenne quadratique :

Z(z + h) — Z(z) 2

3Z'(z); limp_o E . —Z'(z)| =0 (4.1)

La variable aléatoire Z'(x) est la dérivée en moyenne quadratique de Z. Pour une fonction
aléatoire stationnaire, la différentiabilité en tout point impose & la covariance d’avoir une
dérivée seconde en 0.

4.1.3 Dérivée directionnelle d’une fonction aléatoire

On définit de méme la dérivée directionnelle d’une fonction aléatoire Z au point z de
R™ au sens de la moyenne quadratique, u étant un vecteur unitaire de R” :

oz, . . Z(z+ku) - Z(@) 0Z,.]"
Hw(x), limg_o E - %(x) =0 (4.2)

Pour une fonction aléatoire stationnaire, la condition d’existence de cet objet mathématique
est que la covariance de Z(z) soit deux fois différentiable & l’origine, ce qui interdit d’utiliser
les modéles linéaires & l'origine.

4.1.4 Les modéles admissibles pour la covariance du potentiel

Nous considérons ici des interfaces géologiques qui résultent de processus de dépo6t ou
d’érosion, ou parfois de la mise en place d’un corps granitique. A 1’échelle cartographique
considérée dans les applications, ces interfaces sont des surfaces réguliéres. C’est I’hypo-
theése qui est faite implicitement quand on considére les données structurales comme des
données de gradient. Mathématiquement, on suppose que le potentiel est une fonction aléa-
toire continue et dérivable (le cas de discontinuités localisées - failles - est traité a part).
Notons que ces hypothéses ne seraient pas valides pour des interfaces fractales (front de
diffusions, minerai délimité par une coupure sur la teneur...); dans de tels cas on ne dis-
poserait d’ailleurs pas de données structurales.
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Compte tenu des définitions de la dérivabilité d’une fonction aléatoire en moyenne quadra-
tique, on ne considérera comme admisssible pour représenter la covariance du potentiel que
les modéles stationnaires ou intrinséques & comportement parabolique & l'origine. En effet,
la fonction de covariance du potentiel doit étre un modéle au moins deux fois différentiable
afin que Z le soit au moins une fois. Dans ce cas, il faut que C%(0) = 0.
Parmi les modéles classiques de covariance en h? et h® & I'origine on a :

— la covariance stationnaire cubique;

— le pentamodéle;

— la covariance généralisée en h3.
On dispose aussi de modéles plus réguliers comme :

— le modéle gaussien

— la covariance généralisée en h*Log(h).
Ces derniers modeéles sont sans doute d’une régularité excessive pour représenter des inter-
faces géologiques.
Dans le cas d’une fonction de covariance stationnaire, notons : Cz(h) = 0%C/(h) ot C(h)
est par exemple la covariance cubique de palier unité.

4.2 Le modéle heuristique

4.2.1 Le modéle heuristique initial

Lors des premiers développements de 1’ Editeur, un modeéle dit heuristique initial a été
employé. Comme le modéle de covariance n’a fait ’objet d’aucune modélisation préalable
4 partir d’un variogramme expérimental, tous les modéles de covariance admissibles ainsi
que les parameétres (portée, palier, effet de pépite) sont laissés au libre choix de l'utilisateur.
Cela entraine une procédure d’essai/erreur fastidieuse, des incohérences dans les paramétres
etc.

Lors des développements suivants de I’ Editeur, un modéle “conventionnel”, modéle choisi
parmi d’autres, a été utilisé pour simplifier la démarche. Il consiste a rationnaliser les choix
du modele heuristique initial.

4.2.2 Rationalisation du choix

Il s’agit de choisir un modéle et des paramétres pour les valeurs par défaut, tout en
se laissant la liberté de pouvoir les modifier. Tout d’abord, regardons ce que donne les
résultats de I'interpolation pour les différents types de covariance. Les covariances cubique
et généralisée en h® donnent de meilleurs résultats que des modéles plus réguliers (Hal-
louin, 2001). En effet, il apparait que le modeéle gaussien trop régulier (il est indéfiniment
dérivable et le reste donc a l’origine) est inadapté a notre probléme et entraine des instabi-
lités numériques. Les autres modéles (pentamodéle et covariance généralisée en h*Log(h))
ont montré sur des coupes des structures circulaires peu crédibles. De plus, la covariance
stationnaire cubique de trés grande portée peut étre comparée a la covariance généralisée
cubique. Par conséquent, on ne retient que le modéle stationnaire cubique.

Pour le choix du palier, nous allons exploiter la relation entre la variance du potentiel et
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la variance du gradient. Un vecteur unitaire d’orientation aléatoire a une espérance nulle
et une variance unité et ses composantes ont, dans un repére orthonormé, une espérance
nulle et une variance égale & 1/3. Ainsi pour un champ de potentiel sans dérive, on choisit

2
R . . ao
0% tel que 0%, = 1, z pouvant étre une direction quelconque. Or 0%, = —C%(0) = £, a
Oz ox

étant un parameétre dépendant du modéle et a la portée?. Par exemple, pour une covariance
cubique, o = 14. A partir du moment ou la portée est fixée, on connait donc la variance du
potentiel qui vaut % La portée est alors le seul paramétre du modéle a déterminer (avec
les effets de pépite).

Si le champ de potentiel présente une dérive, il est possible de prendre une valeur plus
faible que celle que l'on vient de déterminer, car une partie de la variabilité du gradient
est prise en compte par le gradient de cette dérive. D’oil : a%_z < %

Les éventuelles erreurs de mesure sur les gradients et les dogailées de potentiel sont prises
en compte par les effets de pépite.
Jusqu’a présent les parameétres étaient laissés au choix de l'utilisateur. Compte tenu des
remarques ci-dessus, le programme propose par défaut pour le modéle “conventionnel” :

— modéle cubique isotrope;

— portée arbitrairement fixée & la taille du champ;
variance du gradient unité;

— effet de pépite sur le gradient de 0.01;

— effet de pépite sur le potentiel de 1077 ;

— dérive linéaire.
Le paramétre par défaut sans doute le plus arbitraire est la portée, qui devait faire ’objet
d’une validation par l'utilisateur. (En fait, il se contentait souvent de cette valeur). Ce
modeéle, méme s’il n’est pas choisi au hasard, n’est pas déterminé de facon optimale,
en particulier en exploitant l'information contenue dans les données. L’objectif de cette
étude est donc de déterminer ces paramétres en ajustant les variogrammes des données de
gradient.

4.3 La détermination du modéle de covariance & partir des
données d’orientation

4.3.1 Lien entre covariance du potentiel et covariance du gradient

hg
Soit b | hy | un vecteur et r son module : r = | /h2 + h2 + hZ.
h.

La covariance de la composante u du gradient de potentiel Cgu est alors liée a la covariance
du champ de potentiel par la relation suivante :

2
Cou(h) = _33’7:2(*1) (4.3)

u

2La relation entre covariance du potentiel et covariance du gradient est explicitée au point 4.3.1.
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ou h, est la composante de h dans la direction u (Les détails de calcul sont en Annexe
B.1).

Plagons-nous pour simplifier dans le cas ou la covariance du potentiel est stationnaire et
isotrope : Cz(h) = C(r), on a donc :

qu:—(Cﬁ%ﬁ+dwﬂ%—§D (4.4)

Des formules plus générales existent pour des covariances anisotropes.
La covariance (directe) de la composante du gradient dans la direction u varie selon ’orien-
tation de h par rapport & u entre :

Cy(h)=-C"(r) si h|wu
Ci(h)=-2" & piy

T

(4.5)

4.3.2 Choix du schéma cubique

Nous avons vu précédemment que le modéle de covariance choisi pour les données de
potentiel est un schéma cubique. C’est un modeéle de transition, c’est-a-dire qu’il posséde
un palier, autrement dit on se place dans une hypothése de stationnarité d’ordre deux. Il
a de plus un comportement parabolique & l'origine et caractérise des fonctions aléatoires
dérivables en moyenne quadratique. Il est aussi parfaitement adapté pour représenter des
contours géologiques. Son expression est la suivante et il est représenté a la Figure 4.1.

2 3 5 7
C(T):{ o (1-7(5°+ ()" 30" +2(D)') powr 0<r<a 0
0 pour 7 >a

ou Cj est le palier et a la portée.

4.3.3 Calcul des composantes dans le cas du modéle cubique

Nous allons donc calculer les variogrammes des trois composantes du gradient. Soit vg,
le variogramme de la composante suivant x du gradient et on définit de méme g, et g, -
Méme si on fait I'hypothése de l'isotropie de la variable “potentiel”, alors les variogrammes
des composantes du gradient sont anisotropes. On va donc regarder le variogramme d’une
composante dans la direction perpendiculaire et dans la direction paralléle a cette compo-
sante.

Ainsi pour la composante z, on calcule le variogramme simple directionnel suivant sa di-
rection perpendiculaire soit y. On obtient :

3 5
14Cy Eh_y_§<h_y) é(h_y) hy <
va,(hy) =4 @ [s o —1la) tsla pour fiy = @ (4.7)
lﬁ(llg’o pour hy > a

On reconnait 13 le schéma sphérique de R®, qui est linéaire a 'origine.
De méme, on regarde le comportement du variogramme suivant la direction paralléle a la
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FiG. 4.1 — Modéle cubique de portée a = 600m et de palier Co = 1.

composante :
14Co [15he _ r(ha)3 Qh_m5] hy <
o thgy = {1 [ =30) + 4C8)] pour e <a (49
4y pour hy >a

Ce modéle est un schéma 4 effet de trou. La Figure 4.2 montre ces modéles pour différentes
valeurs de portées. Ces deux cas extrémes (angle entre la direction de la composante et
la direction de calcul du variogramme de 0 ou 90 degrés) forment les enveloppes des va-
riogrammes pour des angles variant de 0 a 90 degrés. Les détails des calculs sont exposés
dans I’Annexe B.2.

On obtient de méme g, (hs) et g, (hy) en remplacant hy par hy et vice-versa. On verra
au paragraphe 4.4.3 les modalités pratiques du calcul de ces variogrammes.

Gréace aux paramétres déterminés sur les variogrammes des composantes du gradient, le
modéle de covariance du potentiel est intégralement connu. Il faut bien noter aussi que
I'on est sensé travailler dans un cadre multivariable. Or, & ’instar des variogrammes des
données d’interface qui correspondent aux incréments de potentiel nuls, il n’est pas non
plus possible de calculer de variogrammes croisés... On se contentera donc de ce modéle,
méme s’il est incomplet. Le progrés est d’ores et déja significatif par rapport a la situation
antérieure.
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F1G. 4.2 — Modéles de variogrammes de portées 1000m, 5000m, 10000m, 20000m,et 30000m pour
les composantes du gradient . En rouge, le schéma sphérique de R® correspondant 4 une composante
du gradient dans la direction perpendiculaire et en noir, le schéma & effet de trou correspondant a
une composante du gradient dans la direction paralléle.

4.4 Des données d’orientation aux données de gradient

4.4.1 La nature des données d’orientation

Le gradient caractérise le caractére non-uniforme du champ de potentiel autrement dit

ses variations spatiales. Les données de gradient utilisées dans cette méthode d’interpo-
lation de surfaces implicites sont des vecteurs normaux aux surfaces isopotentielles. Ces
données proviennent de mesures angulaires d’orientation des plans de litage prises sur le
terrain a ’aide d’une boussole. Les trois grands types de litages & savoir la stratification
(découpage en bancs des roches sédimentaires), la schistosité (découpage de la roche en
feuillets de méme nature minéralogique dans les roches métamorphiques) et la foliation
(découpage de la roche en feuillets de nature minéralogique différente dans les roches meé-
tamorphiques & une profondeur plus importante que la schistosité) sont concernés. On fait
I’hypothése que la surface & modéliser est paralléle au litage. Ce cas de figure est comme
on l’a vu précédemment trés souvent rencontré en géologie.
Il existe de nombreux travaux concernant l’estimation de vecteurs d’orientation (Young,
1987), (Lee et Angelier, 1994), (van den Boogaart et Schaeben, 2002). Par contre comme
on I’a vu dans notre cas de figure, les données de gradient servent de variables auxiliaires
pour l'interpolation du potentiel auquel elles sont algébriquement liées.



42 CHAPITRE 4. LE MODELE DE COVARIANCE

4.4.2 Le passage aux données de gradient

En un point, on fournit le pendage, c’est-a dire ’angle entre ’horizontale et la ligne de
plus grande pente, ainsi que ’azimut, autrement dit la direction de cette ligne par rapport
au nord magnétique (Figure 4.3). L’information fournie par la polarité (+1 ou -1) compléte
la donnée d’orientation en indiquant le sens de la surface, donc le sens de croissance du
potentiel.

Azimut

Pendage

Fi1aG. 4.3 — Données d’orientation : azimut et pendage.

Z
Y (nord)
G A
sin(D)

Ligne de plus
rande pente

g p GY A

/ /\

sin(D)
3 D Horizontale GX X (est}

Fi1G. 4.4 — Projections d’un vecteur normal sur les trois axes de coordonnées.

Les statistiques élémentaires ne pouvant s’appliquer directement aux angles, on passe aux
vecteurs unitaires, comme on va le voir ci-dessous. En effet, si on calcule par exemple
la moyenne de 2 angles, 'un orienté & 1° et 'autre a 359°, on trouve 180°, alors qu’on
s’attendrait plutét a 0°. On transforme donc ces données d’orientation en composantes
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d’un vecteur unitaire, en projetant ce vecteur suivant les axes nord-sud (Gy) et est-ouest
(G3), ainsi que suivant la verticale (G,) (cf. Figure 4.4) avec D la mesure du pendage et
A celle de 'azimut :

Gy = sin(D) x sin(A) x polarite
Gy, = sin(D) x cos(A) x polarite (4.9)
G, = cos(D) x polarite

Gy, Gy et G, sont les coordonnées du vecteur sur la sphére unité. Ces projections sont celles
qui sont habituelles puisque ’on travaille avec des coordonnées géographiques, mais elles
sont arbitraires. On peut trés bien imaginer des projections sur d’autres axes orthonormés
ol peut-étre la variabilité du gradient serait plus aisée & examiner. La variabilité d’une
composante peut étre supérieure dans certaines directions, comme on le verra pour les
données du Limousin (cf. 5.2.2).

4.4.3 Le calcul pratique des variogrammes des composantes de gradient

Dans trois des exemples d’application (cf. 5.1, 5.2 et 5.3), les mesures de foliation sont
cartographiques et la topographie est considérée comme plane. Donc, comme 1’extension
horizontale est trés grande devant ’extension verticale, les variogrammes sont calculés et
modélisés dans les directions horizontales. Si le relief est plus marqué, le calcul s’effectue
par tranches d’épaisseur (cf. 5.4). Méme dans ce cas, la hauteur de la tranche est souvent
négligeable devant les dimensions du champ.

Le variogramme expérimental de G, est calculé de facon omnidirectionnelle dans le plan
horizontal (X,Y") donc perpendiculairement & la verticale et les variogrammes de G et G
sont des variogrammes directionnels calculés dans 2 directions : paralléle et perpendiculaire
4 la composante considérée.

Le calcul du variogramme expérimental fait intervenir différents parameétres. Outre les di-
rections de calcul, il faut définir un pas de calcul et des tolérances angulaire et en distance.
Pour la tolérance angulaire, on peut partager ’espace grace a deux droites nord-est/sud-
ouest et nord-ouest/sud-est. On dispose ainsi de 4 secteurs de 90° chacun : nord, est, sud
et ouest, définis de maniére & ce que toutes les classes soient contigués dans le plan de réfé-
rence. Pour la tolérance en distance, on divise ’espace en cercles concentriques (de rayons
des multiples de 1000m par exemple). La Figure 4.5 montre schématiquement deux paires
de données G, prises en compte dans le calcul du variogramme dans la direction perpen-
diculaire, puisque elles appartiennent au méme secteur de tolérance angulaire englobant le
secteur nord de ’espace. Par contre, elles dépendent de deux classes de distance distinctes.

4.5 Quelques éléments sur la modélisation : anisotropie et
ajustement automatique
4.5.1 L’anisotropie zonale

Les données étudiées aux sections 5.1, 5.2 et 5.3 étant cartographiques et les couches
sub-horizontales, la variabilité du gradient vertical est plus faible que celle des gradients
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LY

T Y
X [
Fi1G. 4.5 — Exemple de calcul pour le variogramme de G, suivant la direction perpendiculaire &
laxe (Ox).

horizontaux, comme on peut le constater sur les variogrammes expérimentaux. En effet,
suivant la verticale, la moyenne du gradient vertical n’est pas nulle. Les variogrammes des
composantes du gradient ont alors des paliers différents. Leur modélisation peut a priori
se faire en introduisant une anisotropie géométrique ou une anisotropie zonale (ou encore
une combinaison des deux qui compliquerait cependant le probléme). L’anisotropie géo-
métrique apparait ici trop contraignante, car la multiplication d’une portée par un certain
coefficient entraine une division du palier par le carré de ce coefficient. Cette différence
de palier, va pouvoir étre modélisée par contre par une anisotropie zonale, qui est de plus
géologiquement acceptable.

On est en présence d’un modéle d’anisotropie zonale si le variogramme ne dépend pas de
toutes les composantes du vecteur h. Afin d’obtenir des paliers différents pour les trois
composantes, on va donc utiliser des modéles gigognes. Les axes principaux d’anisotropie
coincident avec les axes de projection des composantes du gradient.

Supposons, par exemple?, que le palier du variogramme de G, est inférieur a celui de G.
Pratiquement, on modélise d’abord le variogramme dont le palier est le plus faible & savoir
celui de G, avec une structure isotrope <y3 de portée a3 et de palier %. On a donc
va. (h) = v3(h).

Ensuite, le variogramme de G, est ajusté en ajoutant a la structure précédente une struc-

ture 9 de portée aq, de palier 1‘2# avec une anisotropie géométrique de grande portée

2
verticale. Ainsi y9 est quasiment nul dans cette direction et le palier du variogramme de
G, est 14 (% + %) et on a : yg, (h) = v3(h) +y2(h). On peut enfin ajouter une troisiéme
3 2
structure 7, si le palier de Gy est supérieur au palier de G,. Il est & noter que si une

3Nous allons voir par la suite au chapitre 5 que ce cas de figure intervient dans toutes les études
variographiques effectuées.
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structure du modéle gigogne est a faible portée, son poids relatif prend de 'importance du
fait du palier en 14%.
Le modéle définitif du potentiel est donc un modéle cubique gigogne :

D(h) =Ty (/B2 + 53 + h2) +T5 (/2 + h3) + T (hy) (4.10)

N.B. : la notation T' se référe au modeéle cubique du potentiel et v a la structure penta-
sphérique dérivée du précédent et utilisée pour ’ajustement des composantes du gradient
du potentiel.

Lors des cas d’étude du chapitre 5, les tableaux contenant les paramétres du modéle four-
nissent uniquement les parameétres inferrés sur les données de gradient. Ce sont ces valeurs
qui apparaissent dans la fenétre de 1’Editeur concernant le modéle. Pour le potentiel, les
portées restent identiques et les variances se déduisent des paliers et des portées ainsi dé-
terminés.

Le seul paramétre lié au potentiel et que I’on ne peut obtenir par ’étude des variogrammes
de gradient est I'effet de pépite sur les données d’incréments. Il est fixé & 10¢ par expe-
rience, on discutera de cette valeur au chapitre 6.

4.5.2 Un programme d’ajustement automatique

Dans une optique d’utilisation du logiciel par un public non nécessairement initié & la

géostatistique, il est nécessaire d’automatiser les étapes de création de la matrice de cova-
riance du systéme. A partir d’un fichier de données angulaires, on doit pouvoir mettre &
jour les paramétres du modéle. Il faut donc intégrer dans I’ Editeur un programme de calcul
des variogrammes expérimentaux, ainsi qu’un algorithme d’ajustement automatique. Ce
dernier est basé sur une méthode de régression non linéaire : l’algorithme de Levenberg-
Marquardt (Marquardt, 1963). On se place dans un cadre ou le modéle dépend non linéai-
rement d’'un jeu de M paramétres a.
Soit y; le variogramme expérimental pour la distance z; 1 < 4 < N (les “mesures”) et
y(z;,a) le modéle de variogramme considéré®. Il s’agit de minimiser, dans I’espace vectoriel
de dimension M des paramétres ajustables, la distance métrique entres les données et le
modele. Soit :

N
@) =) [w] 2 (4.11)

=1 gi
Les poids o; sont des incertitudes connues en chaque point de mesure y;.
Cressie (1985) choisit par exemple :

0; = V2y (2:,2) (4.12)

(n(z:))

ou (n(z;)) est le nombre de paires au pas 4. Ainsi, plus le nombre de paires pour un pas
est élevé et plus ce pas a du poids.

“Le type de variogramme n’est pas un paramétre, puisque ’on choisit toujours un modéle cubique.
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Pour déterminer le vecteur de parameétres qui minimise cette quantité, écrivons les compo-
santes du gradient du x? :

ox? N lyi — y (zi,8)] By (x4, a)
= =2 =1,... M
day, Zz_; 02-2 day k Y

ainsi que les éléments de la matrice hessienne :

02x? N1 [0y (zi,a) Oy (x4, 2) 0%y (z;,a)
=2 — ? YL [y — . Z I T
Oap0a; 1:21 o? [ Oay, da; [vi =y (zi,8)] Oaj0ay
Posons :
5 10x? . 1 0%x?
k 2 Oay, Ukl 2 OayOay
ou en termes de matrices : § = —%6)(2 et [o] = +H.

[a] est ce qu’on appelle la matrice de courbure.

La méthode envisagée est dite a gradient adaptatif. Si on se trouve suffisamment prés
du minimum, on exploite une approximation quadratique du x? pour le préciser. Dans le
cas contraire on se contente de se rapprocher du minimum selon la ligne de plus grande
pente. L’Annexe C revient rapidement sur la minimisation d’une forme quadratique ou
quelconque.

Notons da = apmin — ag, 'incrémentation & réaliser pour passer du jeu de paramétres initial
a celui permettant la minimisation.

Si x? est bien approximé par une forme quadratique (Equation C.3), on résout le systéme
linéaire :

-

[a]éa=p (4.13)

En revanche, si 'approximation ne peut pas étre considérée comme quadratique (Equation
C.4), la méthode est celle des plus fortes pentes qui donne simplement :

sa=Cp (4.14)

ou C est fixé arbitrairement. On utilise donc cette derniére méthode loin du minimum
et on la remplace progressivement par le schéma d’inversion de la matrice hessienne au
fur et & mesure du rapprochement vers le minimum. Toute 'astuce de la méthode de
Levenberg-Marquardt repose sur l'utilisation optimale de ces deux approches.

La convergence est presque toujours assurée, mais parfois il peut s’agir d’'un minimum
local. Un balayage des valeurs d’effets de pépite, de portées et de paliers est effectué afin
d’obtenir les résultats les plus significatifs.

Dans le chapitre suivant sont présentés différents jeux de données afin d’illustrer la
caractérisation de la matrice de covariance & partir des données d’orientation.



Chapitre 5

Variographie des données
d’orientation - Exemples des
foliations métamorphiques

Plusieurs jeux de données d’orientation vont étre présentés. Ils proviennent de diffé-
rentes régions du Massif central : Velay, Limousin, Cévennes. La structure du Massif central
francais résulte d’un empilement de nappes. Cette tectonique chevauchante a ainsi entrainé
le développement de la foliation métamorphique. La variographie des données d’orientation
est aussi illustrée par un exemple suisse. Tous ces jeux contiennent suffisamment de données
pour que le calcul des variogrammes expérimentaux soit robuste. Ces derniers sont alors
ajustés manuellement et/ou automatiquement avec les structures définies précédemment.
Toutes les sections reprendront le méme plan classique d’une étude variographique & savoir
une présentation des données avec une étude exploratoire, le calcul des variogrammes ex-
périmentaux, 'ajustement de ceux-ci et le rappel des parameétres du modéle de covariance
du potentiel.

5.1 Le Velay

5.1.1 Présentation du jeu de données

Localisation géographique et cadre géologique.

Le champ situé dans la région du Velay & I’est du Massif central est approximativement
un carré de 105 km sur 105 km et compte N = 5848 données de foliation (cf. Figure 5.1).
Elles échantillonnent une surface qui est le toit d’'un ensemble de roches métamorphiques.
En un mot, signalons aussi que le dome du Velay est un des plus grands déme de granite -
migmatite de la chaine varisque dont la formation remonte autour de 300 Ma (Ledru et al.,
2001). La foliation métamorphique correspond au plan de cristallisation préférentielle des
minéraux métamorphiques comme la biotite (Figure 5.2, photographies tirées de ’article
de Ledru et al. (2001)), la muscovite ou le grenat.

47
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Fi1G. 5.1 — Plan de position des données de foliation de la région Velay.

L’échantillonnage est trés irrégulier avec des zones non couvertes et d’autres trés densé-
ment représentées. En effet, & certains endroits aucune mesure sur le terrain n’est possible,
car la formation géologique n’est pas accessible ou alors inexistante. Les grandes plages
sans données au SW correspondent & des terrains sédimentaires (bassins post-stéphanien).
A d’autres endroits par contre, ou les affleurements sont accessibles et bien visibles, les
données sont abondantes. Ces mesures effectuées a des distances trés proches sont parfois
trés différentes entrainant comme on va le voir une variabilité élevée.

Etude exploratoire des données d’orientation

La Figure 5.3(a) est un diagramme en rose des vents. Cette représentation graphique
permet de mieux apprécier la répartition des azimuts. Le cercle des angles de 0 & 360°
a été divisé en classes de 10°. Le nombre de valeurs de pendage dans chaque classe est
compté. Ainsi l'extension radiale est proportionnelle a la fréquence dans chaque classe
d’intervalle et peut étre exprimée en pourcentage. On constate que toutes les directions
sont bien représentées. Le pétale le plus large ne compte que 220 valeurs soit moins de 4%
de ’ensemble des valeurs.

On dispose aussi de la Figure 5.3(b) qui présente 'histogramme du pendage. Toutes les
gammes de pendage sont présentes et aucune valeur n’est prépondérante, seules les valeurs
les plus faibles sont un peu moins nombreuses.

Etude exploratoire des données de gradient

Comme expliqué au paragraphe 4.4.2, on calcule ensuite les composantes du gradient
par projection. Ce sont ces données qui vont étre utilisées dans ’analyse structurale.
Les statistiques élémentaires sont résumées dans le Tableau 5.1. De plus, les Figures 5.4
complétent ces informations. On remarque immédiatement que la composante verticale est
tres différente des composantes horizontales. En gros, les composantes G et G, s’étalent
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F1aG. 5.2 — Photographies de granites. La foliation est marquée par ’orientation préferentielle de
la biotite (S) et par I’étirement des enclaves micacées (m). Privas, marge mériodionale du doéme
du Velay. D’aprés Ledru et al., 2001.

entre -1 et 1 avec une moyenne proche de 0 et une variance proche de 0.3, alors, qu’étant
donnée une polarité vers le haut pour toutes les données, G, est toujours positive avec
une moyenne proche de 0.6 et une variance 3.5 fois plus faible. Les composantes G et Gy
suivent une distribution proche d’une loi uniforme, car tous les azimuts sont représentés
de facon égale. Par contre pour G, qui ne dépend que du pendage, on note I’influence
des mesures arrondies qui sont souvent des dizaines d’oll 1’aspect en dent de scie de
I’histogramme.

Calculons le vecteur moyen qui permet de définir une orientation moyenne des vecteurs
(Priest, 1993). Définissons Sy = Y Gz, Sy = Y, Gy, S, = 3. G, et soit R> = S, + S, + 52

On définit ensuite le vecteur moyen par ses composantes (S—ﬁ, %, S—é) Pour ce jeu de

données, le vecteur moyen a pour coordonnées (—0.0752, —0.0516,0.9958).
La concentration des vecteurs autour du pole moyen peut étre approchée par ]vaj}z. Plus
cette valeur est grande et plus les vecteurs sont concentrés autour du poéle moyen. On
trouve ici une valeur de 2.46, ce qui est plutot faible.

. N - . o 100(2R—N)
On peut aussi calculer un autre paramétre : le parallélisme qui est défini par ———.
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F1G. 5.3 — Histogrammes des données de foliation du Velay.

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
Gy | -0.9974 0.9980 -0.0446 0.2836
Gy | -0.9962 0.9962 -0.0307 0.2855
G, | 0.0175 0.9998 0.5915 0.0781

TaB. 5.1 — Statistiques élémentaires des données de gradient pour le Velay.
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Par exemple, des vecteurs tous colinéaires ont un parallélisme de 100%. On trouve ici
une valeur de 16%, ce qui est faible. Toutes ces valeurs pourront étre comparées a celles
obtenues, par exemple avec le jeu de données du Limousin (cf. section 5.2) ou des Cévennes
(5.3).

5.1.2 Variogrammes expérimentaux

Sur la Figure 5.5, on peut observer les variogrammes expérimentaux calculés avec les
données d’orientation du Velay. Le pas utilisé est de 1000m et le nombre de pas est de 35.
On définit, pour les variogrammes des composantes horizontales du gradient, les signes |
et ||, pour respectivement la direction perpendiculaire et la direction paralléle a la direction
de dérivation. Par exemple, v, est le variogramme de la composante z du gradient calculé
suivant la direction y (perpendiculairement & la direction z). On constate immeédiatement

0.3

°©
o
I

Variogramme

0.1 7

0.0 i T T T T T
0 10000 20000 30000
Distance

F1G. 5.5 — Variogrammes des données de gradient pour la région Velay. Le variogramme v, de G,
est en noir, les variogrammes de G, sont dans des teintes bleues (bleu pour v, et cyan pour ),
les variogrammes de G, sont dans des teintes rouges (rouge pour YyL €t magenta pour 7y||)-

une différence importante entre le variogramme de G, et les variogrammes des composantes
horizontales. En effet, le palier du variogramme de la composante verticale qui est autour
de 0.085 est trois & quatre fois plus faible que pour G; ou Gy. On remarque aussi un
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important effet de pépite sur toutes les composantes, indice d’une forte variabilité & courte
distance dans les mesures. Cet effet de pépite représente de 60 a 75% de la variance totale.
Il faut savoir que le nombre de paires pour le premier pas est de ’ordre de 10000. Les pas
suivants ont un nombre de paires de 1’ordre de plusieurs dizaines de milliers, voire plus de
100000. Ce point est donc significatif. Regardons ce qu’il se passe & petite échelle : on ne
remarque pas de microstructure, le nombre de paires pour des distances trés petites est
d’ailleurs important. Il faut bien voir que 1998 échantillons sont & moins d’un métre d’un
autre. Si une microstructure existe sa portée est trés courte (Figures 5.6). Enfin, Ueffet de
trou présent dans le modéle pour les directions paralléles aux directions de dérivation n’est
pas visible sur les variogrammes expérimentaux.

5.1.3 L’ajustement des variogrammes

L’ajustement s’effectue en commencant toujours par le variogramme dont le palier
est le plus faible (& savoir 7y,). De plus, il concerne le seul variogramme dans la direction
perpendiculaire pour ceux calculés dans le plan horizontal (v, et 7,1) tout en essayant
d’ajuster au mieux la direction paralléle (%” et 'yyH). Les Tableaux 5.2 et 5.3 rassemblent

Portée (en m) | Palier %
3 37000 0.032
Y2 6500 0.038

TAB. 5.2 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données du Velay.

Effet pépite | Palier structure | Palier total
G, 0.051 0.032 0.083
G, OU G, 0.21 0.07 0.28

TaB. 5.3 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour
les données du Velay.

les paramétres du modeéle pour chaque composante du gradient. Rappelons que le modéle
est composé de structures de base emboitées (cf. paragraphe 4.5.1 sur ’anisotropie
zonale) : yg, = 73, VG, = YG, = 73 + 72 s’ il 0’y a que deux structures, yg, = 73 + 72 + 11
s'ill y en a trois. Le palier de chaque structure de base du modéle de variogramme de
gradient li—gi est relié au palier C; de chaque structure de base du modéle de variogramme
du potentiél qui est aussi un modéle gigogne, a; étant la portée de chaque structure. Les
Figures 5.7 et 5.8 montrent les variogrammes ajustés avec les parameétres de ces tableaux.
Tout d’abord, deux structures suffisent, il n’y a pas lieu de distinguer les modéles dans le
plan horizontal. La composante verticale se modélise trés facilement et on peut considérer

que pour les composantes horizontales ’ajustement est satisfaisant. On remarque aussi
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F1a. 5.7 — Velay : Ajustement du variogramme de la composante verticale du gradient.

que la portée dans le plan horizontal est bien plus faible que suivant la verticale, ce qui
explique le pic observé sur les variogrammes de G| et Gy
Comparaison modéle ajusté/modéle heuristique.

Nous allons comparer dans un premier temps les résultats de 1’ajustement des vario-
grammes expérimentaux avec ceux obtenus avec les paramétres du modéle heuristique
(cf. section 4.2). On remarque tout d’abord que les portées sont bien inférieures a la
taille du champ qui est de 170000m, portée prise par défaut précédemment. Quant a
I'effet de pépite, il est bien supérieur a la valeur originelle de 0.01, en particulier pour
les composantes horizontales. L’effet de pépite important s’explique essentiellement par
des erreurs de mesure et une variabilité locale trés forte (cf. paragraphe 5.1.2). Enfin, la

variance totale du gradient est inférieure & 1, en grande partie a cause du comportement
de G,.

Comparaison ajustement manuel/automatique.

Comparons maintenant 1’ajustement classique manuel et la procédure entiérement auto-
matique. Le résultats sont résumés dans les Tableaux 5.4 et 5.5 et ont été obtenus avec
la méthode de Levenberg-Marquardt (cf. paragraphe 4.5.2). Cette chaine de traitement
qui & partir des données d’orientation fournit les parameétres du modeéle de covariance, est
destinée & étre implémentée dans I’ Editeur. Les illustrations de ces résultats correspondent
aux Figures 5.9. On retrouve la facilité d’ajustement du variogramme du gradient vertical
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Portée (en m) | Palier % X2
Y3 38147 0.0312 451
Yo 1919 0.0286 4224

TAB. 5.4 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données du Velay obtenus par le programme d’ajustement automatique (avec valeur du

x%).

Effet pépite | Palier structure | Palier total
G, 0.052 0.0312 0.0832
Gy ou Gy 0.204 0.0598 0.2638

TAB. 5.5 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour
les données du Velay obtenus par le programme d’ajustement automatique.

dans la valeur du x? qui est faible par rapport & la valeur trouvée pour la composante
horizontale. On constate, en effet que les parameétres du modéle pour le gradient vertical
sont trés similaires & ceux obtenus par ajustement manuel. Par contre, les composantes
horizontales du gradient s’ajustent plus difficilement, en partie & cause des paramétres de
G, qui sont fixés avant détermination de ceux de G, et Gy. Il est, en effet, plus difficile
d’ajuster une courbe par un modéle déja contraint. Portée et palier sont en outre plus
faibles que lors de la procédure manuelle.

5.1.4 Modéle de la covariance du potentiel

Le modéle de la covariance du potentiel est composé de deux structures cubiques em-
boitées. La premiére, isotrope, est de portée 37000m et de palier 31.10°. La seconde qui
ne dépend que des composantes horizontales de la distance a une valeur de 6500 pour la
portée et un palier de 10°.

5.2 Le Limousin

5.2.1 Présentation du jeu de données

Localisation géographique et cadre géologique.

Le champ situé dans la région du Limousin, & 'ouest du Massif central, est approximati-
vement un carré de 70 km sur 70 km et compte N = 1485 données de foliation (cf. Figure
5.10). Elles échantillonnent comme pour le Velay le toit d’un ensemble de roches métamor-
phiques qui correspond & une unité lithotectonique de la zone interne du Massif central.
La formation est appelée I’Unité inférieure des Gneiss que 1’on abrégera par “uig”. Pour
information, on peut signaler que cette zone interne est découpée en 4 unités (dont uig) et
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est basé sur les lithologies, ages et caractéristiques structurales et métamorphiques (Roig
et Faure, 2000) et (Roig et al., 1998).
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Fi1G. 5.10 — Plan de position des données de foliation de la région Limousin.

Etude exploratoire des données d’orientation

Observons les deux diagrammes de la Figure 5.11. Sur la rose des vents on voit que tous
les angles (par secteur de 10°) sont représentés, mais certains angles le sont mieux que
d’autres, comme ce pic que ’on note autour de 200° qui contient 126 valeurs soit plus de
8% du total.

Sur 'histogramme du pendage, on observe qu’il n’y a pratiquement pas de pendages trés
élevés (aucune valeur supérieure a 72°). Il y a de plus un pic & 60°, qui représente plus de
23% des valeurs.

Etude exploratoire des données de gradient
On calcule alors comme précédemment les composantes du gradient, les statistiques élé-
mentaires étant résumées dans le Tableau 5.6 et la Figure 5.12. On remarque & nouveau que

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
G, | -0.8913 0.8659 0.0108 0.1876
Gy | -0.8659 0.8932 -0.1104 0.2076
G, | 0.3168 1 0.7491 0.0314

TAB. 5.6 — Statistiques élémentaires des données de gradient pour le Limousin.

la composante verticale est trés différente des composantes horizontales, mais la variabilité
est moins grande que dans le cas précédent. En gros, les intervalles oul les composantes
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FiG. 5.11 — Histogrammes des données de foliation du Limousin.

G et Gy prennent leurs valeurs sont plus petits et la variance est aussi plus faible. A
I'instar du Velay, la composante G, est toujours positive. La moyenne est proche de 0.75
et ’écart avec les variances des composantes horizontales est encore plus grand avec cette
fois un facteur 6. Enfin, les trois composantes ont une distribution qui s’éloigne plus de la
loi uniforme.

Le vecteur moyen a pour coordonnées (0.0142, —0.1457,0.9892).

La concentration est autour de 4.12, les vecteurs sont donc plus concentrés autour du péle
moyen. Les valeurs se ressemblent donc plus.

De méme, le paramétre de parallélisme a une valeur plus élevée que dans le Velay avec
51%.

Intéressons nous maintenant aux variogrammes expérimentaux des composantes du gra-
dient.

5.2.2 Variogrammes expérimentaux

La Figure 5.13 présente les variogrammes expérimentaux du Limousin. Le pas utilisé
est de 1000m et le nombre de pas est de 30. Le nombre de paires pour le premier pas est
de 'ordre de 300, alors qu’il est de plusieurs milliers pour les suivants.

Si on compare ces variogrammes & ceux du Velay, on constate qu’ils sont plus structurés,
la part de l’effet de pépite dans la variabilité totale est en effet plus faible. Cette part
chute jusqu’a ne plus représenter que 30 & 50% de la variance totale. Cet effet de pépite
moins important s’explique par des erreurs de mesure beaucoup plus faibles, une grande
part de la variabilité & courte portée étant supportée par une microstructure dont ’ordre
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Fi1G. 5.13 — Variogrammes des données de gradient pour la région Limousin. Le variogramme +,
de G est en noir, les variogrammes de G, sont dans des teintes bleues (bleu pour 7, et cyan
pour 7, ), les variogrammes de G, sont dans des teintes rouges (rouge pour 7, et magenta pour

Yol)-

de grandeur de la portée s’exprime en centaine de métres, donc grosso modo 100 fois plus
faible que la portée de la structure principale (cf. Figure 5.14). Il faut noter que seuls 4
échantillons sont & moins d’un meétre d’'un autre.

On remarque aussi que les variogrammes de G et Gy n’ont pas le méme comportement,
notamment avec une différence de palier, ce qui traduit une anisotropie de la covariance
du potentiel dans le plan horizontal. Enfin, les portées sont bien inférieures pour chaque
composante & la taille du champ.

Remarque : Etant donné qu’une troisiéme structure suivant une direction particuliére
(nord-sud) est rajoutée, on peut se poser la question du choix de cette direction. En effet, la
projection du vecteur d’orientation dans le plan horizontal sur les axes nord-sud et est-ouest
est arbitraire. On peut regarder sur les Figures 5.15 et 5.16 ce qu’il se passe pour différents
angles de projection pour les données du Limousin. Si 0° correspond a la projection sur
l’axe est-ouest (X) et nord-sud (Y), alors 45° correspond, par exemple & la projection sur
laxe NE-SW (X) et NW-SE (Y). De grosses différences de palier apparaissent entre les
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variogrammes en fonction de ’angle de projection. La plus grande variabilité entre les va-
riogrammes suivant la direction perpendiculaire et la direction paralléle est atteinte pour
une direction proche de 30°. Ces résultats sont destinés a I’ Editeur Géologique, or ce dernier
ne prend pas en compte les axes différents de nord-sud et est-ouest. On utilisera donc dans
la suite de cette étude les résultats des données projetées sur les axes géographiques.
Passons maintenant a la modélisation des variogrammes expérimentaux.

5.2.3 L’ajustement des variogrammes

Premier ajustement.
Les Tableaux 5.7 et 5.8 rassemblent les parameétres du modéle pour chaque composante du

Portée (en m) | Palier 125t
P 25000 0.0175
Y9 9500 0.0855
Y 55000 0.0570

TAB. 5.7 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données du Limousin.

Effet pépite | Palier structure | Palier total
G, 0.0165 0.0175 0.034
YG, 0.065 0.103 0.168
VG, 0.065 0.160 0.225

TAB. 5.8 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour
les données du Limousin.

gradient. Les Figures 5.17 et 5.18 montrent les variogrammes ajustés avec les parameétres
de ces tableaux.

Une troisiéme structure est nécessaire ici, car le palier du variogramme de Gy, est supérieur
& celui de G;. L'effet de pépite quoique important, est presque trois fois plus faible que
pour les données du Velay.

La variance totale est bien plus faible que pour les données du Velay, on s’éloigne un peu
du cadre théorique du vecteur aléatoire de variance unité. Les données sont donc plus
structurées avec un effet de pépite et une variance plus faibles. Il y a moins de variabilité
locale des orientations, aussi bien verticalement (surface globalement plus “horizontale”)
qu’horizontalement avec ’anisotropie observée entre G et GYy,.

La portée faible nécessaire pour ajuster le variogramme de G, crée un pic sur celui de
G- La composante verticale se modélise toujours aussi facilement, par contre 'ajuste-
ment est plus malaisé pour les composantes horizontales. En effet, aprés avoir modélisé le
variogramme de G, on constate que, si on ajuste G, G| ne U'est pas vraiment. Il est
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F1G. 5.17 — Limousin : Ajustement du variogramme de la composante verticale du gradient.

ensuite difficile d’obtenir de bons résultats pour G|

Second ajustement et comparaison modéle ajusté/modéle heuristique.
Un compromis a été adopté pour G, comme on peut le voir sur la Figure 5.19(a),

Portée (en m)

Palier li—QCi

72

17000

0.0825

A

55000

0.0500

TAB. 5.9 — Portées et paliers des structures de base du nouveau modéle pour les vario-
grammes de G, et Gy pour les données du Limousin.

Effet pépite

Palier structure | Palier total

VG,

0.075

0.100 0.175

TG,

0.075

0.150 0.225

TaB. 5.10 — Effets de pépite et paliers du nouveau modéle pour les variogrammes de G,
et Gy pour les données du Limousin.

permettant ensuite un bon ajustement pour G, (Figure 5.19(b)). Les Tableaux 5.9 et 5.10
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Fi1G. 5.18 — Limousin : Premier ajustement des variogrammes horizontaux des composantes du
gradient.
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rassemblent les parameétres de ce nouveau modéle pour les deux composantes horizontales
du gradient.

Ce sont ces paramétres qui seront retenus pour la suite du travail, en particulier pour
illustrer le chapitre 6. Si on compare les paramétres obtenus pour cet ajustement et
ceux du modéle “conventionnel”, on constate que, comme pour le Velay, la portée est
bien inférieure & la taille du champ qui est de 98000m. On peut faire le méme type de
remarques concernant 1’effet de pépite et la valeur du palier.

Comparaison ajustement manuel/automatique

Les Tableaux 5.11 et 5.12 et la Figure 5.20 présentent les résultats obtenus par le
programme d’ajustement automatique. Seules deux structures ont été déterminées. On
trouve une excellente concordance entre les ajustements automatique et manuel de G,
par contre des différences existent pour les autres composantes. L’ajustement automatique
fournit pour G; un résultat proche du premier ajustement avec une portée plus courte
et un palier total également plus petit. Néanmoins, I'ajustement de G, n’est pas trés
satisfaisant, le programme ne parvenant pas & obtenir une troisiéme structure pour
modéliser ’anisotropie entre les deux composantes horizontales.

Portée (en m) | Palier li_(;z X2
Y3 26707 0.0179 47
Yo 8560 0.0733 377

TAB. 5.11 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données du Limousin obtenus par le programme d’ajustement automatique (avec valeur
du x?).

Effet pépite | Palier structure | Palier total
G, 0.0166 0.0179 0.0345
Gy ou Gy 0.0707 0.0912 0.1619

TaB. 5.12 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour
les données du Limousin obtenus par le programme d’ajustement automatique.
Ajustement des données projetées sur d’autres axes'

A titre d’information (cf. paragraphe 5.2.2 et Figures 5.15 et 5.16), les Tableaux 5.13 et
5.14 fournissent les paramétres pour les données projetées sur les axes ayant subi une
rotation de 30°. C’est avec cette rotation que 1’écart entre la variance totale de G, et de
Gy est le plus fort. La différence entre les paliers de G; et G atteint 0.13 alors que pour
les données projetées sur les axes géographiques elle n’est que de 0.05.

1Je rappelle que ce modéle n’a pas été retenu pour la suite de I’étude, car I’Editeur ne permet pas
encore la prise en charge de données suivant d’autres projections.
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Portée (en m) | Palier Lg”
Y3 25000 0.0175
Y2 18000 0.0375
Y1 21000 0.13

TAB. 5.13 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données du Limousin projetées sur des axes aprés rotation de 30°.

Effet pépite | Palier structure | Palier total
G, 0.0165 0.0175 0.034
YaG, 0.075 0.055 0.13
G, 0.075 0.185 0.26

TAB. 5.14 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour
les données du Limousin projetées sur des axes aprés rotation de 30°.

5.2.4 Modéle de la covariance du potentiel

Le modéle de covariance du potentiel retenu est un schéma cubique gigogne avec trois
composantes. La premiére, isotrope, est de portée 25000m et a pour palier la valeur de
8.10°. La deuxiéme dans le plan horizontal est de portée 17000m et de palier 17.10°. Enfin,
la troisiéme structure suivant la direction nord-sud, a une portée de 55000m et un palier
de 108.10°.

5.3 Les Cévennes

5.3.1 Présentation du jeu de données

Localisation géographique et cadre géologique.

Le champ situé dans les Cévennes au sud-est du Massif central est approximativement un
rectangle de 40 km sur 50 km et compte N = 275 données de foliations métamorphiques
(Figure 5.21). Les données sont encore une fois cartographiques et, comme pour le Velay,
de larges plages ne sont pas couvertes.

Etude exploratoire des données d’orientation

Sur la rose des vents des azimuts (Figure 5.22(a)) on voit que tous les angles (par secteur
de 10°) sont représentés, avec une majorité dans la direction nord-sud. Le pétale le plus
grand contient 15 valeurs soit 5% du total.

Sur 'histogramme du pendage (Figure 5.22(b)), on observe qu’il n’y a pas de pendages
trés élevés (aucune valeur supérieure a 70°), la majorité des pendages étant inférieure a
45°. Le pic est autour de 30°, ce qui représente autour de 20% des valeurs.
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Etude exploratoire des données de gradient

73

Les statistiques élémentaires sont résumées dans le Tableau 5.15. La composante verticale

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
G, | -0.8529 0.8138 -0.0118 0.1205
Gy | -0.8660 0.9063 -0.0504 0.1380
G, | 0.3420 1 0.8498 0.0166

TAB. 5.15 — Statistiques élémentaires des données de gradient pour les Cévennes.

est toujours trés différente des composantes horizontales et les variances des trois compo-
santes sont les plus faibles des trois jeux de données du Massif central. La composante G,
est 14 aussi toujours positive. Sa moyenne est proche de 0.85 et ’écart avec les variances
des composantes horizontales est encore plus grand avec cette fois un facteur de presque
8. Enfin, les deux composantes horizontales ont une distribution qui se rapproche plus de
la loi normale.

Le vecteur moyen a pour coordonnées (—0.0139, —0.0591,0.9981).

La concentration est autour de 6.71, les vecteurs sont donc encore plus concentrés autour
du poéle moyen.

De méme, le paramétre de parallélisme a une valeur trés élevée avec 70%.

On remarque donc que statistiquement les données des Cévennes sont moins dispersées que
les données du Velay ou méme du Limousin, il y a moins de variabilité dans les mesures. In-
téressons nous maintenant aux statistiques spatiales avec les variogrammes expérimentaux
des composantes du gradient.

5.3.2 Variogrammes expérimentaux

La Figure 5.24, montre les variogrammes expérimentaux pour les données des Cévennes.
Le pas utilisé est de 1000 et le nombre de pas est de 25. Le variogramme de G, a encore
une fois un palier bien plus faible que les variogrammes des composantes horizontales. On
remarque que les courbes sont moins “lisses”, car les nombres de paires impliquées dans
le calcul sont beaucoup moins élevés. L’élément le plus remarquable est, comme on le
pressentait lors de 1’étude exploratoire, la structuration plus importante des variogrammes
par rapport aux deux jeux de données précédents. L'effet de pépite ne représente plus
que 25% de la variabilité totale de chaque composante. De plus, il n’y a pas vraiment
d’anisotropie marquée entre G et G,.

5.3.3 L’ajustement des variogrammes

Les Tableaux 5.16 et 5.17 rassemblent les parameétres du modéle pour chaque compo-
sante du gradient. Les Figures 5.25 et 5.26 montrent les variogrammes ajustés avec les
parameétres de ces tableaux. D’une maniére générale, les variogrammes ont été plus diffi-
ciles & ajuster. D’autant plus, que les variogrammes dans les directions perpendiculaire et
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FiG. 5.22 — Histogrammes des données de foliation des Cévennes.
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F1G. 5.24 — Variogrammes des données de gradient de la région Cévennes. Le variogramme =, de
G est en noir, les variogrammes de G, sont dans des teintes bleues (bleu pour 7y, et cyan pour
Yz||), les variogrammes de G, sont dans des teintes rouges (rouge pour ,1 et magenta pour 7).

paralléle sont assez semblables.

5.3.4 Modéle de la covariance du potentiel

Le modéle de la covariance du potentiel est une structure cubique composée de deux
structures emboitées. La premiére, isotrope, est de portée 5500m et de palier 2.10%. La
seconde, dans le plan horizontal est de portée 13000m et de palier 96.10%.

Portée (en m) | Palier %f’l
3 5500 0.0102
Y2 13000 0.0798

TAB. 5.16 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données des Cévennes.
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Effet pépite

Palier structure

Palier total

VG,

0.003

0.0102

0.0132

VG, OU VG,

0.03

0.09

0.12

7

TAB. 5.17 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour

les données des Cévennes.
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Fi1a. 5.25 — Cévennes : Ajustement du variogramme de la composante verticale du gradient.

5.4 Les Alpes Lepontines

5.4.1 Présentation du jeu de données

Localisation géographique et cadre géologique.
Ce jeu de données n’est pas situé en France, mais dans les Alpes centrales suisses dans
le canton du Tessin (Figure 5.27). Différentes phases de déformation ont affecté les Alpes
Lépontines et il en résulte un empilement de différentes nappes. Les données de foliation
métamorphiques de plusieurs unités sont rassemblées au sein d’une unité tectonique ma-

jeure (Maxelon, 2004).

Le champ est approximativement un rectangle de 30 km sur 55 km et compte N = 2148
données de foliations. Les données sont aussi cartographiques, mais du fait du relief elles
s’étagent sur un peu plus de 2 km. De plus, ’échantillonnage fait apparaitre des zones plus
ou moins bien couvertes par les données.

Etude exploratoire des données d’orientation
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F1a. 5.27 — Plan de position des données de foliation de la région des Alpes centrales suisses.

La rose des vents des azimuts (Figure 5.28(a)) montre une distribution dissymétrique de
ceux-ci. Toutes les directions comprises dans la moitié ouest sont quasiment absentes. La

grande partie des données est située dans un grand quart sud - est.

Sur I’histogramme du pendage (Figure 5.28(b)), on observe que toutes les gammes de pen-
dage sont représentées, et de maniére égale entre 35° et 90°. On constate aussi qu’il y a un

peu moins de pendages inférieurs & 10° et un maximum entre 20° et 35°.

2507
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(a) Diagramme “rose des vents” des (b) Histogramme des données de pendage
données d’azimut

F1G. 5.28 — Histogrammes des données de foliation des Alpes centrales suisses.

Etude exploratoire des données de gradient

Les statistiques élémentaires sont résumées dans le Tableau 5.18 et sont complétées par la
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Figure 5.29. Les moyennes des composantes G et Gy ne sont plus aussi proches de 0 que

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
Gy | -0.9779 0.9811 0.1400 0.1385
Gy | -1 1 -0.1265 0.2770
G, |0 1 0.6820 0.0837

TaB. 5.18 — Statistiques élémentaires des données de gradient pour les Alpes Lépontines.

dans les autres jeux de données. La composante G, est par contre toujours positive, mais
sa, variance est élevée. On retrouve plus de valeurs élevées correspondant aux pendages de
la gamme 20°-35°. L écart avec les variances des composantes horizontales est donc plus
faible. La distribution de G est proche d’une distribution gaussienne, par contre G a plus
de valeur proches de £1. Le vecteur moyen a pour coordonnées (0.1979, —0.1788,0.9638),
ce qui est un peu différent de ce qu’on a observé dans les autres jeux de données.

La concentration est autour de 3.42, les vecteurs sont donc assez peu concentrés autour du
pdle moyen.

Quant au paramétre de parallélisme, il a une valeur assez moyenne avec 42%.

Regardons & présent les variogrammes expérimentaux des composantes du gradient.

5.4.2 Variogrammes expérimentaux

La Figure 5.30 montrent les variogrammes expérimentaux du jeux de données des Alpes
centrales suisses. Le pas utilisé est de 1000m et le nombre de pas est de 20. Le variogramme
de G, a toujours un palier plus faible que les variogrammes des composantes horizontales,
mais I’écart est bien moins important qu’auparavant. L’anisotropie est marquée, avec un
palier plus élevé pour Gy et ’emploi de trois structures pour l'ajustement sera nécessaire.
Les portées semblent grandes et les effets de pépite plus faibles que dans les autres jeux,
“Cévennes” excepté. On remarque aussi leffet de trou important sur G|

5.4.3 L’ajustement des variogrammes

Portée (en m) | Palier %
Y3 23000 0.096
7 7000 0.049
" 9000 0.105

TAB. 5.19 — Portées et paliers des structures de base du modéle de variogramme pour les
données des Alpes Lépontines.

Les Tableaux 5.19 et 5.20 rassemblent les paramétres du modéle pour chaque compo-
sante du gradient. Les Figures 5.31 et 5.32 montrent les variogrammes ajustés avec les
parameétres de ces tableaux.
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F1aG. 5.29 — Histogrammes et diagrammes quantile contre quantile (distribution expérimentale vs

distribution gaussienne) des composantes du gradient de la région des Alpes centrales suisses.
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Fi1a. 5.30 — Variogrammes des données de gradient de la région des Alpes centrales suisses. Le
variogramme v, de G est en noir, les variogrammes de G, sont dans des teintes bleues (bleu pour
Yz L €t cyan pour ), les variogrammes de G, sont dans des teintes rouges (rouge pour v, et
magenta pour ).

Comme toujours la composante verticale du gradient s’ajuste bien. Les composantes ho-
rizontales s’ajustent plus difficilement, d'une part du fait du passage du variogramme de
G au-dessus de celui de G| et d’autre part & cause de l'effet de trou important sur le
variogramme expérimental de Gy|. On a donc décidé d’ajuster au mieux le variogramme
G sans tenir compte de G,). On constate aussi que l'effet de trou du modéle pour G
est moins marqué & cause de la grande portée de G, .

Effet pépite | Palier structure | Palier total
G, 0.009 0.096 0.105
G, 0.02 0.145 0.165
G, 0.02 0.250 0.270

TAB. 5.20 — Effets de pépite et paliers des variogrammes des composantes du gradient pour
les données des Alpes Lépontines.
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F1G. 5.31 — Alpes centrales suisses : Ajustement du variogramme de la composante verticale du
gradient.

5.4.4 Modéle de la covariance du potentiel

Le modéle de covariance du potentiel retenu est un schéma cubique gigogne avec trois

composantes. La premiére, isotrope, est de portée 23000 et a pour palier la valeur de
36.10°. La seconde qui ne dépend que des composantes horizontales de la distance a une
valeur de 7000m pour portée et un palier de 17.10%. Enfin, la troisiéme structure suivant
la direction nord-sud, a une portée de 9000m et un palier de 6.10°.
Selon Maxelon, qui a réalisé un modéle géologique de cette région avec le modéle de cova-
riance conventionnel et celui inféré, il n’y a pas de changements majeurs qui remettent en
cause l'interprétation géologique régionale. Par contre, dans le détail, le nouveau modéele
fournit une interface géologique avec une géométrie plus proche de l'idée que s’en fait le
géologue, en particulier les structures plissées semblent mieux restituées.

5.5 Synthése de la variographie des quatre jeux de données

Ces quatre jeux de données ont permis d’observer les variogrammes des données de
gradient et de déterminer les modéles de covariance du potentiel.
Les principales remarques sont les suivantes :
Nous avons étudié dans ce chapitre trois jeux de données de foliations métamorphiques
de régions distinctes du Massif central et d'une région des Alpes centrales suisses qui
présentent des caractéristiques différentes du point de vue statistique :
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F1G. 5.32 — Alpes centrales suisses : Ajustement des variogrammes des composantes horizontales
du gradient.
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— Velay - Toutes les directions d’azimut sont présentes et tous les pendages sont repré-
sentés ;
— Limousin - Des directions d’azimut sont privilégiées et les forts pendages sont ab-
sents;
— Cévennes - Toutes les directions d’azimut sont présentes et les forts pendages sont
absents ;
— Alpes centrales suisses - Des directions d’azimut sont privilégiées et tous les pendages
sont représentés;
Du point de vue variographique, on constate que tous les variogrammes expérimentaux des
données d’orientation ont de nombreux points communs :
— en régle générale portée, palier et effet de pépite sont bien dicernables (hormis peut-
étre les composantes horizontales dans le jeu suisse) ;
— D'effet de trou est peu ou pas visible sur les variogrammes calculés suivant la direction
paralléle a la direction de dérivation ;
le palier du variogramme de la composante verticale du gradient est toujours inférieur
4 ceux des composantes horizontales ;
— une grande partie de la variabilité est soutenue par l'effet de pépite;
— la portée des différentes structures est de I'ordre de la dizaine de milliers de métres
(en gros de 5000 a 50000m) ;
— la variance totale du gradient est toujours bien inférieure & 1.
Une différence importante entre les différents jeux de données est la structuration plus
ou moins importante suivant les régions (par exemple les données du Velay le sont trés
peu avec jusqu’a 75% de la variabilité supportée par l'effet de pépite contre 25% pour les
Cévennes voire moins de 10% en Suisse.) Les effets de pépite varient en effet beaucoup
suivant les champs étudiés de 0.003 & 0.051 pour G, et de 0.02 & 0.21 pour les composantes
horizontales.

Les variogrammes calculés suivant d’autres directions que celles des axes géographiques
sur le jeu du Limousin ont montré que l’anisotropie peut étre importante entre les deux
composantes horizontales. Si on faisait une étude identique sur les données du Velay par
exemple, on constaterait des écarts bien moins grands, signe d’une anisotropie peu marquée.
Par rapport au modéle heuristique, cette approche introduit de ’anisotropie zonale avec
deux ou trois structures suivant les jeux. Portée et palier sont bien inférieurs aux valeurs
par défaut et leffet de pépite est souvent plus grand.

A partir du moment ou le modeéle de covariance est inféré, il est possible de construire
la surface et de déterminer les incertitudes sur sa position en profondeur, c’est I’objet du
chapitre suivant.
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Chapitre 6

La détermination des incertitudes
sur la position des interfaces

Lorsque la covariance était choisie a priori par l'utilisateur, le cokrigeage était un
interpolateur parmi d’autres. L’inférence de la covariance du potentiel & partir des données
d’orientation a permis de rendre cet interpolateur “optimal”. Il est de plus possible & présent
de déterminer les incertitudes & partir des variances de cokrigeage, puisque celles-ci ont
désormais un sens. Mais revenons en premier lieu, sur la comparaison des interpolations
obtenues avec les deux modéles : conventionnel et ajusté, pour un cas concret.

6.1 Impact du modéle de covariance sur l'interpolation dans
le cas du Limousin

6.1.1 Présentation

Nous allons reprendre le cas d’étude du Limousin présenté & la section 5.2. La Figure
6.1 montre ’ensemble des données de la zone Limousin présentes sur la surface topogra-
phique pour le toit de 'interface “uig” : les données d’orientation décrites précédemment
augmentées de données d’interface. L’information issue de la carte géologique est dense,
une grande partie des contours se dessinant trés bien. Par contre aucune donnée de forage
n’est utilisée.

Sur la Figure 6.1 sont également représentées les traces de trois coupes est-ouest utilisées
ultérieurement. La coupe 1 & l'extréme nord de la carte n’a pas de données d’orientation
dans son voisinage et la partie orientale est vide de toute donnée. La coupe 2 au sud traverse
une grande zone sans donnée & l'ouest, et & l’est on trouve a la fois des données d’interface
et des données d’orientation. Enfin, la coupe A centrale est environnée de données sur tout
SON parcours.

L’interpolation est effectuée avec un rayon de simplification nul, autrement dit toutes les
données interviennent sans fusion de certaines d’entre elles. Les paramétres du modéle
ajusté sont donnés au paragraphe 5.2.4. Quant au modéle conventionnel, il consiste en une
seule structure isotrope cubique de portée 98000m et de palier 229.105, effet de pépite sur
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les gradients étant fixés & 0.01. L’effet de pépite sur les incréments de potentiel est dans
tous les cas de 106,

6.1.2 Comparaison des interpolations

Les tracés obtenus en carte (altitude constante correspondant au plan topographique)
de l'isosurface modélisant le toit de “uig” & partir des deux modéles, conventionnel et ajusté,
sont trés similaires en apparence (Fig. 6.2). Les champs de potentiel interpolés sont pour-
tant différents; regardons ce qu’il se passe au niveau des isopotentielles. Les Figures 6.3
présentent justement dix isopotentielles pour les deux cas de figure, le toit de “uig”, qui
est une isopotentielle particuliére, posséde la valeur de potentiel la plus élevée. Les valeurs
absolues de potentiel étant différentes, les écarts entre deux isopotentielles pour les deux
modeéles ne sont pas les mémes. Deux trajectoires ont un écart de 0.021 pour le modéle
conventionnel et de 0.005 pour le modéle ajusté. Si on fait abstraction de cela, on constate
que les différences ont essentiellement lieu en extrapolation.

Si on se concentre uniquement sur l'interface considérée, on note aussi quelques différences

au nord et a ’est ol aucune donnée n’est présente. En revanche, la courbe fermée au centre
a été trouvée dans les deux modéles alors qu’il n’y a pas une seule donnée d’interface. Les
données d’orientation suffisent seules ici & reconstruire cet élément de la surface. Evidem-
ment, la différence entre les modéles sera d’autant plus grande qu’il y aura peu de données
d’interface pour contraindre 'interpolation. Si on compare maintenant les tracés du toit
de l'interface au niveau de la coupe 1, on remarque que le décalage entre les modéles est
plus grand qu’il n’y parait. La différence en profondeur entre les deux modéles peut en
effet atteindre 450 m. On considére le modéle ajusté comme plus raisonnable puisque sa
covariance a été obtenue & partir des données disponibles, ce qui permet de calculer des
écart-types de cokrigeage sensés.

6.2 Deétermination des incertitudes sur la position des inter-
faces

6.2.1 Une approche empirique

Peu de travaux existent sur I’évaluation des incertitudes en modélisation géologique 3D.
Il faut néanmoins citer les travaux de I’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (Tacher
et Parriaux, 1997) et (Pomian-Srzednicki, 2001). Ne s’intéressant pas & l'interpolation, ils
récupérent un modele 3D (EarthVision) considéré comme étant le plus probable, nommé
best guess. Ils considérent alors les écarts par rapport a cette position de l'interface en
déterminant une variance de krigeage. Ainsi tout point de la surface est décrit par une
fonction aléatoire composée d'un terme déterministe (position prédite par le modeéle) et
d’un terme aléatoire (fluctuations autour de la position). La fonction aléatoire étudiée est
la coordonnée z exprimée dans un repére local & la surface. Le modéle de covariance est un
modéle gaussien dont les parameétres sont déterminés empiriquement (amplitude et période
des structures plissées). Il faut signaler aussi que des informations géologiques comme
I’épaisseur des formations et la forme des plis sont aussi pris en compte. Les probabilités
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F1G. 6.1 — Plan de position des données de la région Limousin. Croix noires : données de foliation.
Disques rouges : données d’interface.
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Fi1G. 6.2 — Comparaison de 'interpolation du toit de “uig” (Limousin) pour deux modéles différents.
En noir, modéle “conventionnel”. En rouge, modéle ajusté.
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(a) Modéle conventionnel. (b) Modéle ajusté.

FIG. 6.3 — Comparaison des isopotentielles issues du champ de potentiel servant & modéliser le
toit de “uig” (Limousin) pour deux modéles différents, conventionnel et ajusté.
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(a) Coupe 1. (b) Zoom sur la zone la plus
profonde de la Coupe 1 (vers
2500m de profondeur.) On
constate un écart de ’ordre de
450m.

F1G. 6.4 — Comparaison de I'interpolation du toit de “uig” (Limousin) pour deux modéles différents
dans une coupe. En noir, modéle “conventionnel”. En rouge, modéle ajusté.
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d’occurrence des différents types de roche sont calculées permettant la détermination d’une
information volumique sur l'incertitude. Cette derniére démarche est semblable & celle
utilisée dans la suite de notre travail pour cartographier le potentiel réduit (6.2.5). Pour
plusieurs interfaces les probabilités sont combinées en prenant en compte les régles de dépot
et d’érosion.

6.2.2 Retour a la méthode du potentiel : variance d’estimation

A partir du moment ol la covariance du potentiel découle des données et a un sens
physique, il est possible de se pencher sur le probléme crucial de la détermination des
incertitudes du modéle. Il est important lorsqu’on utilise un modéle de connaitre les erreurs
susceptibles d’entacher le résultat. Les incertitudes existent & différents niveaux. Ainsi elles
peuvent concerner les données (par exemple sur la localisation de celles-ci), les mesures
(qualité) ou les méthodes de calculs (par exemple I'interpolation). Dans notre cas de figure,
la question se pose concernant les incertitudes sur la position (en profondeur) de l'interface
calculée. La variance de cokrigeage fournit une mesure de ’erreur associée a l'estimateur de
cokrigeage, mais n’est pas disponible dans ’optique de cokrigeage dual implémentée dans
I’ Editeur. Un module a été ajouté dans le logiciel afin de choisir de déterminer ou non les
incertitudes. Si elles doivent étre déterminées, on résout le systéme de cokrigeage classique,
ce qui augmente le temps de calcul de maniére significative. La matrice de cokrigeage est
identique a celle du systéme dual, c’est le second membre qui change. L’inversion de la
matrice de covariance, faite une fois pour toute, peut également servir lors du traitement
des données d’inégalité. Les variances de cokrigeage en un point x¢ sont alors calculées
classiquement a I’aide de ’expression :

U%’K =000 — Z AaGa0 — Z,Uflf(l) (61)
o} l

I1 faut cependant attirer I’attention sur le fait qu’il s’agit de la variance d’estimation d’un
incrément de potentiel. Par exemple, le terme constant oyy de I'expression précédente
s’écrit :

090 = 2[C(0) — C(x0 — Xref)] (6.2)
ou C(0) est la variance a priori et C(xg — Xref) €st la covariance entre le point courant et
le point de référence de l'interface.

Il s’agit maintenant de transposer cette incertitude sur le potentiel en incertitude sur la
géométrie des formations ou des interfaces.

6.2.3 Probabilité d’appartenance 4 une formation

Avant de définir la probabilité d’appartenance d’un point & une interface, définissons
cette notion au niveau de la formation géologique. Soit P(x) la valeur du potentiel en
un point x quelconque de 'espace et ook (x) ’écart-type d’estimation en ce méme point.
Supposons qu’une formation géologique F’ soit définie par I’ensemble des points x tels que :

P <Px) <P (6.3)
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ou P, et P, sont deux valeurs de potentiel particuliéres correspondant au mur et au toit
de F.

Si on fait ’hypothése que le champ de potentiel est une fonction aléatoire gaussienne, la
probabilité qu’un point x appartienne & la formation F est :

fc‘f(iﬂ))f _PZ? ) .

- O'CK(X) O'CK(X)

ou G est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

6.2.4 Probabilité d’appartenance a une interface - Définition du poten-
tiel réduit

Raisonnons de maniére similaire en nous intéressant maintenant au toit de la formation
F (par exemple l'interface passant par le point xg) : P(x9) = P». On s’occupe donc de
I’ensemble des points x tels que : P(x) — P(xg) = 0. Définissons le potentiel réduit ®(x)
par :

P*(x) — P*(x0)
UCK(X)

d(x) = (6.5)
Cette variable représente 1’écart réduit au potentiel en un point donné. Comme P(x) —
P(x¢) = P*(x)—P*(x0)+ECK avec ECK lerreur de cokrigeage, on voit que x appartient
a linterface si et seulement si P*(x) — P*(x9) = —ECK ou si ®(x) = —aggg().
Comment interpréter le potentiel réduit en terme de probabilité ?

Considérons I'hypothése Hy = {x € Ix,} : = est sur l'interface passant en zy. Alors sous
Hy, et si le champ de potentiel est gaussien, ® est une variable gaussienne centrée réduite.
Or le fait d’observer |®| grand est contraire & Hy. On doit donc rejeter cette hypotheése
si Pr{lY| > |®|} < 0.056 = G(—|®]) + 1 — G(|®|) = 2G(—|®|) et 2G(—|®|) est donc la
p-valeur associée.

Les courbes ® = +2, par exemple, localisent 'intervalle de confiance a 95% autour de la
position de l'interface si on se place dans '’hypothése gaussienne!. Quoique ’intervalle de
confiance soit ici purement conventionnel, on peut cependant relativiser cette assertion,
car si on prend un intervalle de largeur 3¢, on couvre une probabilité supérieure ou égale
a 95% pour toutes les distributions continues et unimodales (Chilés et Delfiner, 1999).

6.2.5 Cartographie du potentiel réduit dans le cas du Limousin

Le potentiel réduit permet de mieux se représenter les choses en transposant les in-
certitudes sur le potentiel en incertitudes sur la position des interfaces. La cartographie
de cette nouvelle variable consiste donc & en tracer des isovaleurs. Les figures suivantes
(Figures 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9) montrent des cartes ou coupes obtenues avec les données du
Limousin.

Le tracé de l'interface est en noir (®(x) = 0), les tons bleus correspondent aux points

'On fait tout de méme cette hypothése bien qu’une variance d’estimation ne soit pas un intervalle
de confiance sur lestimation, ce dernier nécessitant la connaissance de la loi de probabilité de ’erreur
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F1G. 6.5 — Limousin - modéle “par défaut” : carte du potentiel réduit.
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F1G. 6.6 — Limousin - modéle ajusté : carte du potentiel réduit.
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F1G. 6.7 — Limousin, Coupe 1 - modéle “par défaut” : carte du potentiel réduit.
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F1a. 6.8 — Limousin, Coupe 1 - modéle ajusté : carte du potentiel réduit.
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Fi1a. 6.10 — Limousin, Coupe A - modéle ajusté : carte du potentiel réduit.



96 CHAPITRE 6. LA DETERMINATION DES INCERTITUDES

ou le potentiel réduit est compris entre £3. L’aire définie par |®(x)| < 3 correspond & 99%
des réalisations possibles de I'interface dans une hypothése gaussienne, le tracé a donc trés
peu de chance de passer dans une plage jaune qui représente une zone “interdite”.

On observe bien sur les coupes, les zones ou U'incertitude est grande (plages de bleu impor-
tantes) de celles bien contraintes par les données (tracé de l'interface quasiment au contact
de l’aire interdite en jaune). Ces images peuvent étre trés utiles pour localiser par exemple
les endroits oul 'incertitude est forte afin d’y effectuer un sondage supplémentaire.

On constate de plus la présence & la Figure 6.7 d’'une zone de confiance plus faible en
profondeur, ce qui se traduit par un “trou”, car la courbe boucle. Ce trou est par ailleurs
inexistant & la Figure 6.8. Une autre illustration de cette cartographie des incertitudes est
fournie par la Figure 6.9 ol une grande partie de la coupe a 1’ouest est en extrapolation.
On remarque aussi que les incertitudes sont plus importantes pour le modéle ajusté. On
a de plus réduit le domaine dans lequel les données de gradient prennent leurs valeurs
puisque la variance du gradient est plus faible. Le poids des erreurs de mesure est donc
plus important.

Ces différences dans les résultats d’incertitudes entre modéle ajusté et modéle convention-
nel s’expliquent aussi par les effets de pépite sur les composantes du gradient plus forts
dans le cas du modéle ajusté. Cela se voit particuliérement bien & la Figure 6.11 ot un
petit test de sensibilité montre I'influence de ce paramétre du modéle sur les incertitudes.
A gauche, les courbes sont interpolées avec la valeur de l'effet de pépite par défaut. A
droite, cette valeur est 10 fois plus grande.

Nota Bene : dans les deux cas l'effet de pépite imposé est isotrope.

Globalement, les incertitudes sont donc plus faibles pour le modéle par défaut, mais ce
modéle n’a pas de sens physique. On retient donc comme résultat final, les cartes obtenues
avec le modéle ajusté.

(a) Effet de pépite sur le gradient = 0.01 (b) Effet de pépite sur le gradient = 0.1

FiG. 6.11 — Influence de l’effet de pépite du gradient sur les incertitudes.

d’estimation.
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6.3 Ecart-types en profondeur et effet de pépite sur les don-
nées de potentiel

6.3.1 Deétermination des écart-types en profondeur

Comme on ne dispose pas d’information quantitative exprimée en métres, puisque 1’on
a travaillé jusqu’a présent avec les potentiels, un écart-type empirique en profondeur o
a été calculé & partir de 1’écart-type de potentiel ocg. Nous nous sommes alors placés
dans une coupe ou le tracé de l'interface a été obtenu. Il suffit ensuite d’estimer G?, la
valeur de la composante suivant z du gradient, aux nceuds de la grille passant par les
points interpolés de 'interface. Cette approche est généralisable a des valeurs de gradient
perpendiculairement au contour. L’incertitude en profondeur ne peut donc étre fournie que
pour des surfaces subhorizontales. On a alors la relation, en premiére approximation :

OCK

=" (6.6)

La Figure 6.12 montre les plages ou les écart-types prennent leur valeur dans la Coupe A
(Fig.6.10).
On dispose donc désormais de la donnée en metres de 1’écart-type pour chaque point de

P — ‘ ‘ ‘ Symbols
g i f Vg 195230
r
< °- F " [300,500[
N -1. m [500,1000]
-2, k1 | | ! | | | B [1000, 2200 ]
500. 510. 520. 530. 540. 550. 560. 570.

X (km)

F1G. 6.12 — Limousin, Coupe A - modéle ajusté : carte de I’écart-type en profondeur. (Le rapport
entre longueur et profondeur n’est pas respecté.)

Iinterface. On peut prolonger cette idée en le calculant en tous points de la grille 3D, afin
d’obtenir un bloc tridimensionnel d’écart-types.

6.3.2 L’effet de pépite sur les données de potentiel

L’effet de pépite sur les données de potentiel traduit les erreurs de mesure sur les
points positionnés sur les interfaces, ce qui entraine des incréments légérement différents
de 0. Regardons dans le Tableau 6.1 les statistiques élémentaires obtenues sur la Coupe 1
pour les écart-types en profondeur avec différents effets de pépite?.

La Figure 6.14 est la courbe de la moyenne des écart-types en fonction de ’effet de pépite
tracée entre autres a partir des valeurs du Tableau 6.1. Rappelons que toutes les données
sont cartographiques, il n’y a sur ces exemples aucun point en profondeur. Dans toutes les

2L’interpolation a été obtenue avec un rayon de simplification de 3000m.
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F1G. 6.13 — Limousin, modéle ajusté : bloc 3D de I’écart-type en profondeur.

Effet pépite | Minimum | Maximum | Moyenne | Ecart-type
1074 1277 1924 1488 183
107° 606 1504 922 268
1076 435 1445 815 301
1077 412 1438 801 306
10~8 410 1437 800 307

TAB. 6.1 — Limousin, Coupe 1. Statistiques élémentaires des écart-types en profondeur du
toit de “uig” en fonction de 'effet de pépite sur le potentiel.
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Fi1G. 6.14 — Limousin. Courbe de la moyenne des écart-types sur l'interface de la Coupe 1 en
fonction de leffet de pépite (échelle semi-logarithmique).
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études précédentes, c’est la valeur de 106 qui a été utilisée.

On observe que pour 1077 et 1078, les valeurs obtenues sont trés proches, 'effet de pépite
sur les données de potentiel étant trop petit pour avoir une réelle influence.

De méme, en un point de donnée la variance d’estimation sera non nulle et d’autant
plus forte que D'effet de pépite sera grand. Plagons un seul point sur la coupe C1 au plus
prés de l'interpolation obtenue sans ce point et recalculons la surface. Sur cet exemple,
I’écart-type est multiplié par 10 si 'effet de pépite est multiplié par 100, passant de 27m
pour 1077 & 275m pour 107°. Pour une valeur de 1076, l’écart-type est de 87m. Ces
chiffres sont importants, mais il faut voir qu’aucune contrainte n’existe en profondeur,
Iinterface étant parfois & plusieurs kilométres de la surface. Ces résultats ont été obtenus
avec uniquement les données de foliation qui ont permis d’inférer le modeéle de covariance
ainsi que quelques points provenant de la carte géologique. Dans un cas d’étude plus
poussé, les données de forages, voire géophysiques auraient également été utilisées.

Nous allons voir dans la suite de ce travail qu’il est possible aussi de déterminer les
incertitudes affectant les paramétres du modeéle de covariance que nous avions déterminés
une fois pour toute au chapitre 5.
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Chapitre 7

Les incertitudes sur les parameétres
du modéle par 'approche bayésienne

Dans une approche géostatistique classique, on considére les variables régionalisées d’in-
térét comme des réalisations de fonctions aléatoires. Si on fait I’hypothése de stationarité
d’ordre deux, la covariance expérimentale obtenue a l’aide des données est ajustée. Les pa-
ramétres du modéle sont donc choisis “au mieux”. Dans ’analyse bayésienne, on considére
les parameétres du modéle de covariance également comme aléatoires. La randomisation de
ces parameétres permet ainsi d’utiliser des techniques de simulation et donc de déterminer
les incertitudes relatives & leur estimation.

7.1 Rappels sur ’estimation par approche bayésienne dans
le cas de champs aléatoires gaussiens

7.1.1 L’approche bayésienne en géostatistique : une rencontre relative-
ment récente

Il existe depuis presqu’une vingtaine d’années une abondante littérature sur la géo-
statistique bayésienne. L’incertitude sur les parameétres du modeéle de covariance est trés
souvent abordée, en particulier dans (Kitanidis, 1986) et (Handcock et Stein, 1993). De
méme, deux théses récentes soutenues au Centre de Géostatistique ont largement utilisé
les techniques bayésiennes. L'une pour étudier 'incertitude attachée a ’estimation de la
géométrie d’une scéne & partir d’un couple stéréoscopique d’images (Sénégas, 2002), ’autre
pour incorporer l'incertitude de modélisation dans I’estimation des réserves d’un projet mi-
nier (Goria, 2004). Nous avons suivi dans ce travail les procédures mises en place par cette
derniére. L’approche bayésienne permet, en outre, de fournir une méthode statistique de
mise & jour de l'estimation lorsque de nouvelles données sont disponibles. Enfin, elle auto-
rise l'incorporation au processus d’estimation des connaissances géologiques préalables. Le
krigeage bayésien est une technique qui mixe la théorie du krigeage et I’analyse bayésienne ;
il est présenté entre autres dans (Omre, 1987) et (Omre et Halvorsen, 1989).

101
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7.1.2 La formule de Bayes

Pour une revue plus compléte des méthodes bayésiennes, on se reportera utilement &
(Droesbeke et al., 2002) et a (Berger, 1985), car on se bornera ici & présenter quelques
notions de base sur le formalisme bayésien.

Toute 'inférence repose sur la densité a posteriori des parameétres considérés conditionnel-
lement aux données et aux informations a priori disponibles.

Soit Z(z) le champ aléatoire d’intérét (champ de potentiel) et Z = *(Z(x1), ..., Z(75)) un
jeu de n observations d'une seule réalisation du champ aléatoire. Soit @, le vecteur des
paramétres du modéle. Ils sont vus comme une variable aléatoire vectorielle de densité a
priori w(@). Cette densité a priori tient compte des connaissances a notre disposition sur
@ avant la prise en compte des observations.

La densité a posteriori refléte quant & elle I'information sur les parameétres mise & jour
aprés 'expérimentation. Elle s’écrit :

(6)f(Z|0)

"012) = =

(7.1)
Comme le dénominateur ne dépend pas de @, il représente la constante d’intégration (ou
de normalisation) de la formule suivante :

(8|Z) oc w(0) f(Z|6) (7.2)

11 s’agit de la formule de Bayes qui permet de réactualiser les probabilités. On voit qu’elle
combine connaissance a priori et information contenue dans les données par 'intermédiaire
de la fonction de vraisemblance f(Z|@) notée aussi L(0|Z).

Si on s’intéresse & l'estimation du potentiel, on cherche & calculer :

/(Zo|Z) = / £(Zo|Z,8)7(6|Z)d6 (73)

Cette expression prend en compte l'incertitude sur les parameétres en moyennant la densité
de probabilité conditionnelle sur I’espace des paramétres. C’est une moyenne pondérée par
la densité a posteriori des parameétres du modele. En général, on a recours a des méthodes
de type Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) pour effectuer ces calculs.

7.1.3 Application au cas d’un champ aléatoire gaussien

Nous faisons I’hypothése que Z(-) est un champ aléatoire gaussien avec pour moyenne
E{Z(x)} = 'Bf(x) ou B est le vecteur des p coefficients inconnus de la dérive et f le
vecteur des fonctions de base. Sa covariance est o 'K, (x,x’), a étant la précision (inverse
du palier) et v la portée et les paramétres de forme. Notons 8 = (8, o, v) le vecteur des
parameétres du modéle.

La fonction de vraisemblance de € connaissant les observations Z est donnée par :
oy

LO]Z) = (2r) 2a3|K,| " exp (- 5'(Z ~ FA)K, ' (Z — FB)) (7.4)
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oil | K, | représente le déterminant! de la matrice de corrélation K, et F la matrice contenant
les fonctions de base de la dérive caculées aux points observés. Le modéle de la matrice
de corrélation peut étre choisi dans une famille plus large que les modéles habituellement
utilisés en géostatistique, ceci afin de couvrir une large gamme de comportements & [’origine
(par exemple on prendra la classe des fonctions de corrélation de Matérn? (Handcock et
Stein, 1993)). Nous avons néanmoins décidé de ne retenir que le schéma cubique qui a
modélisé jusqu’a présent la structure spatiale du potentiel parce que le comportement &
I’origine est ici imposé. De méme, nous avons choisi de déterminer les incertitudes pour les
trois parametres. Ribeiro Jr et Diggle (1999) calculent dans le cadre gaussien les densités a
posteriori pour différents cas de figures envisagés (B inconnu, « inconnu, 8 et « inconnus,
B, a et v inconnus). Nous ne développerons les calculs a la section 7.1.5 que dans le cas ou
tous les paramétres sont inconnus. Notons enfin que la densité a posteriori (ou conjuguée)
peut s’écrire comme le produit des densités conditionnelles des paramétres :

©(B,a,v|Z) = n(B|Z, o, v)n(a|Z, v)7(v|Z) (7.5)

Mais commencons dans un premier temps par définir les lois a priori.

7.1.4 Les lois a prior:

L’utilisation des densités de probabilité décrivant 1’état des connaissances sur les

paramétres avant la prise en compte des données observées est une des caractéristiques
majeures de I’analyse bayésienne. Le choix de ces densités a prior:i est le probléme le plus
délicat de cette approche. En effet, il est trés souvent difficile de déterminer exactement
cette densité du fait du peu d’information précise disponible.
On suppose que les paramétres du modéle de covariance sont a priori indépendants.
Il existe deux cas extrémes. Si l'information disponible est pauvre, une densité non-
informative peut étre choisie. Par contre, lorsque le paramétre est bien connu, on prend
une densité centrée sur sa valeur et trés peu étalée. Seules les deux types de densité a
priori les plus utilisées, & savoir conjuguées et non informatives, sont présentées.

Densités a priori conjuguées

Il s’agit de choisir une famille de densités a priori telle que celles-ci aient la méme forme
fonctionnelle que la fonction de vraisemblance. Ce choix obéit plus & des considérations
techniques, le calcul de la densité a posteriori étant grandement simplifié, qu’a une
réelle adéquation avec la connaissance a priori disponible. Ce type de loi a priori, en
loccurrence la famille Normale-Gamma, a été choisi pour 8 et a. Cette famille suppose
une dépendance entre B et «, et une relation entre les parameétres du modele de la forme :

Bla,v) ~ N(b,a"'5) et (a|u)~I‘(a1,a—12)

1 est souvent nécessaire de passer par le logarithme lors du calcul du déterminant vue la taille de
celui-ci.
2Les schémas gaussien et exponentiel appartiennent & cette classe.
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et on a aussi :

(B, alv) ~ N(b,a~ ' S)I(a, aiQ) (7.6)

Ainsi, b et o 1S sont respectivement la moyenne et la variance a priori de (8|a,v). De
méme, a; et é sont respectivement ’indice et le parameétre de (a|v).

La loi Gamma est bien adaptée ici car seules des valeurs positives de palier sont acceptées.
De plus, la forme de la densité est flexible et permet de s’adapter & un grand nombre de
situations.

Densités a priori non informatives

Elles sont utilisées pour décrire I'état d’ignorance de l'information a priori & notre
disposition avant I'obtention des données. Ce type de densité a priori ne “favorisent” pas
certaines valeurs de paramétres par rapport a d’autres. La plus simple et la plus utilisée
est la densité uniforme ol toutes les valeurs des paramétres sont équiprobables sur le
domaine de définition. Une densité uniforme sera employée pour la densité a priori de la
portée en se restreignant & un intervalle raisonnable.

Le probléme de la densité uniforme est qu’elle n’est pas invariante par transformation.
C’et pourquoi d’autres types de densité ont été introduites comme la densité a priori de
Jeffreys : w(0) %. Il faut prendre garde au fait que pour notre probléme de paramétres
du modéle de covariance, 1'utilisation d’une densité telle que : 7(8, a,v) é conduit &
des distributions a posteriori impropres® pour (8, a,v). Certains auteurs (Berger et al.
(2000), etc.) introduisent le terme de reference prior pour désigner des densités a priori
non informatives qui conduisent & des densités a posteriori qui ne sont pas impropres.
Une distribution a posteriori propre peut néanmoins étre obtenue méme si la densité a
priori est impropre.

Enfin, Mosegaard et Tarantola (2002) ne recommandent pas d’utiliser le terme “non infor-
matif” pour désigner les lois a priori, car elles sont toutes aussi informatives que d’autres.
Dans le cadre de paramétres positifs et mutuellement réciproques (période/fréquence,
résistivité/conductivité...), rebaptisés parameétres de Jeffreys, ils emploient plutot le terme
de densités de probabilité homogénes.

7.1.5 Lois a posterior: des paramétres de la covariance

Calculons & présent les densités conditionnelles pour les paramétres du modeéle (cf.
équation 7.5), a savoir 7w(B|Z, a,v), w(a|Z,v) et w(v|Z). Le calcul analytique est possible
pour des densités a priori conjuguées et non-informatives.

Rappelons tout d’abord l'expression de la densité a posteriori :

ﬂ-(ﬁ’a’ V|Z) X 7T(ﬂ, a, V)f(z|ﬂ’ a, V)

= 7(B,a,v)ad|K,["Fexp (-3

~!(Z— FB)K;\(Z— FB))

3L’intégrale de la densité de probabilité n’est pas égale & 1.
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Introduisons ensuite la notation suivante :

"Z - FR)K, ' (Z — FB) =||Z - FBI[} .

a) Cherchons dans un premier temps la loi de n(B8|Z, a, v)

On a: n(Bla,v) exp(—%t(ﬂ -b)S~ (B - b))

Avec la notation introduite précédemment on peut écrire :

(Bla,v) o exp (~ 518 — bl[5-1)
La formule de Bayes donne :

m(B|Z,a,v) o w(Bla,v)f(Z|B,a,v)

o RN _ 2
o const exp (=5 (I8 = bl3-1 +IZ - FBI%+ ) ) (7.7)
On peut montrer que :
1Z — FBII3 2 + B = bl5-2 = S@) + 1B —bel§ (7.8)

avec

b.=S.(‘FK,'Z+ S 'b) , S.=(S '+'FK,'F)! (7.9)
et

S(w) ="'bS"b+'ZK'Z — 'b.S. b,

On a donc :

(BIZ, a,v) ~ Np(be, o 'Se) (7.10)
b) Poursuivons avec la loi de 7(a|Z,v)
On a:

7(B,0|Z,v) o (B,elv)f(ZIB,a,v)
< afa® S exp (=5 (1Bl +IZ - FBI. )) exp(-aza)

En utilisant 7.8 et en intégrant sur B, on obtient que :

1
(a|Z,v) ~ (a1, —) (7.11)
az9
avec comme paramétres :
n S(v
a1 = a1 + 5 et a9 = ag + % (7.12)

On voit que le choix de a1 a peu d’importance lorsque la taille n de I’échantillon est grande.
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c¢) Terminons avec la loi de 7(v|Z)
Encore une fois l'application du théoréme de Bayes entraine :

(B, o, v|Z)
(B, |Z,v)

Ce qui donne pour la densité a posterior: de v :

m(v|Z) =

(7.13)

@)—(aﬁ%)

R(12) o T Tl (a2 +

7.2 Application au cas du Limousin

Maintenant que nous disposons des expressions des densités a posteriori, nous allons
calculer des statistiques pour les différents paramétres du modéle de covariance. Le gra-
dient vertical et une des composantes horizontales du gradient pour le jeu de données du
Limousin vont illustrer ces calculs. Il est possible ensuite d’incorporer ces résultats pour
Iinterpolation du champ de potentiel dans le cadre du krigeage bayésien ou de simulations
conditionnelles.

7.2.1 Les parameétres et 1’algorithme utilisés

On considére une dérive constante, le coefficient 8 = 8 de cette dérive suivant une loi
normale centrée réduite. La précision « suit une loi gamma d’indice 1 et de paramétre
107°. Le nombre de données étant élevé (1485), la valeur de 'indice intervient peu dans
les calculs. L’allure de cette distribution ressemble & une loi uniforme. On introduit aussi
comme paramétre du modéle I’effet de pépite (. La matrice de covariance s’écrit & présent :
a 'K, (x,x') + (I, I étant la matrice identité. On introduit 'effet de pépite relatif 7 = o
dans les calculs.

L’algorithme utilisé ici est donné par (Ribeiro Jr et Diggle, 1999) :

Etape 1 : On discrétise la densité de (v, 7|Z), autrement dit on choisit des valeurs pour
(v,7) dans des intervalles raisonnables vues les valeurs obtenues lors des ajustements et
une densité uniforme discréte pour (v, 7) sur ces intervalles. Les valeurs de v sont comprises
entre 8000m et 45000 avec un pas de 1000m et celles de 7 entre 0.1 et 1.1 au pas de 0.1
dans le cas du gradient vertical. Des tests ont montré que la probabilité d’avoir 7 = 0 avec
ce jeu de données est nulle.

Etape 2 : On calcule les probabilités a posteriori sur les intervalles considérés en utilisant
7.13 (on remplace v par (v,7)). Les résultats définissent une approximation de la densité
a posteriori discréte (v, 7|Z).

Etape 3 : On simule un couple de valeurs (v, 7) a partir de (v, 7|Z).

Etape 4 : Le couple de valeurs simulées est introduit dans (3, a|Z, v, ) en employant la
relation 7.6 adaptée pour (v, 7).

Etape 5 : Les étapes (3) et (4) sont itérées autant de fois que d’échantillons
(quadruplets(8, a, v, 7)) désirés (ici 1000) a partir des densités a posteriori des parameétres.
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7.2.2 Composante verticale du gradient

Les résultats des simulations des parameétres sont fournis dans le Tableau 7.1 et & la
Figure 7.1. Cette Figure présente les histogrammes et une estimation de la densité a pos-
teriori des différents parameétres estimés («, £, v, 7) ainsi que du palier (é) et de leffet
de pépite (7).

On remarque que la moyenne expérimentale des données (0.75) est assez bien retrouvée

I5] «a v T palier | pepite
minimum | 0.563 | 18.54 11000 0.2 | 0.0115 | 0.0108
maximum | 0.887 | 89.69 45000 1.5 | 0.0539 | 0.0188
moyenne | 0.688 | 50.46 18979 0.779 | 0.0209 | 0.0153
médiane | 0.692 | 50.07 18000 0.8 | 0.0200 | 0.015

mode 0.696 | 49.70 15000 0.75 | 0.0175 | 0.0155
variance | 0.001 | 127.88 | 28821380 | 0.041 | 3e-5 le-6

TaB. 7.1 — Limousin : Statistiques a posteriori du modéle de variogramme pour les données
du gradient vertical.

quoique légérement sous-estimée (0.7). Le palier estimé par ’approche bayésienne (mode
de la densité a posteriori*) est exactement le méme que celui obtenu par l'ajustement
manuel, & savoir 0.0175. L’effet de pépite est lui aussi trés bien estimé avec une valeur
de 0.0155 contre 0.0165 pour la valeur trouvée précédemment. Par contre la valeur de la
portée (v) est sous-estimée (si on admet que la portée empirique est exacte) avec des va-
leurs comprises entre 15000m et 19000m suivant les estimateurs choisis contre une valeur
de 25000 déterminée par ’approche classique.

La plupart des densités ont une allure gaussienne, les densités du palier et surtout de la
portée présentent une queue pour les valeurs fortes. Les plages oil les paramétres prennent
leurs valeurs sont relativement importantes. Les variances donnent une idée de 'incertitude
relative & ’estimation des paramétres de la covariance.

La Figure 7.2 montre le variogramme expérimental et le modéle obtenu avec les para-

meétres simulés, l'estimateur retenu étant le mode. Avec d’autres estimateurs (moyenne ou
médiane), le résultat serait légérement différent a cause des dissymeétries dans les densités
de la portée, du palier et de 'effet de pépite. Le modéle ainsi déterminé est trés proche du
modéle choisi en 5.2, on remarque cependant la plus faible portée du modéle obtenu par
I’approche bayésienne.
En conclusion, le modéle du variogramme du gradient vertical des données du Limousin
obtenu par ’approche bayésienne est trés proche de celui choisi manuellement (ou calculé
par ajustement automatique). Cette maniére d’aborder 'inférence du modeéle de covariance
est beaucoup plus lourde en matiére de calculs (simulations), mais a I’avantage de fournir
des intervalles de valeurs acceptables ainsi que des incertitudes sur la détermination de ces
parametres.

“Maximum général.
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Fi1G. 7.2 — Limousin : Variogramme expérimental (en noir) et variogramme modélisé (en rouge)
en utilisant les modes a posteriori des paramétres de la composante verticale du gradient.

[Nlustrons maintenant cette approche par un autre exemple : la composante horizontale G,
du gradient pour ce méme jeu de données du Limousin.

7.2.3 Composante horizontale du gradient

Nous allons effectuer maintenant les simulations sur les composantes horizontales du
gradient et illustrer cela avec la composante G;. Les calculs sont les mémes que précédem-
ment, les bornes de 'intervalle pour la portée sont désormais 8000m et 38000m. La Figure
7.3 et le Tableau 7.2 montrent les résultats des simulations des paramétres du modéle de
variogramme pour la composante G;. Ce modéle ne tient pas compte des résultats obtenus
pour le gradient vertical, c’est-a-dire que le palier qui sera trouvé sera un palier total. De
méme, la portée déduite précédemment pour le gradient vertical n’a pas été introduite dans
la covariance recherchée pour G;.

La moyenne est & nouveau bien estimée (proche de 0) quoique trés légérement inférieure
a la moyenne expérimentale des données. Le palier total (toutefois sans l'effet de pépite)
estimé par l’approche bayésienne (0.212) est comme on le prévoyait supérieur a celui du
gradient vertical, par contre il est assez différent de celui obtenu par l'ajustement manuel,
a savoir 0.175. On constate aussi de telles surestimations de la variance dans (Diggle et al.,
2003) et (Ribeiro Jr et Diggle, 1999). On notera surtout que la variance de ce paramétre
est beaucoup plus forte que pour G,. L'effet de pépite est bien estimé avec une valeur
de 0.065 contre 0.075 pour la valeur trouvée précédemment. Contrairement & ce qui avait
été constaté pour G, la valeur de la portée (v) est surestimée avec des valeurs autour de
19000m - 20000m suivant les estimateurs choisis contre une valeur de 17000m déterminée
par I'approche classique. L “écart entre les valeurs de portée obtenues par approche bayé-
sienne et traditionnelle est cependant plus faible que pour G,. On note aussi que la portée



110 CHAPITRE 7. LES INCERTITUDES SUR LES PARAMETRES DU MODELE

10

s

6

44

2

o0

-020 -015 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Beta
() 8
0.0004
0.0003 1
0.0002
0.0001 |
0.0000 —
15000 19000 23000 27000 31000 35000 39000
Nu
(c) v

30
25
20
15
10

5
o

0.100 0.125 0.150 0.175 0.200 0.225 0.250 0.275 0.300 0.325 0.350 0.375 0.400
Palier

(e) palier

00~
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Alpha

(b) «

100 |

80 1

60 1

40 1

20 1

Fi1G. 7.3 — Limousin : Histogrammes de la distribution a posteriori des paramétres pour la com-
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I5} «a v T palier | pepite
minimum | -0.178 | 2.803 17000 0.2 0.144 | 0.049
maximum | 0.111 | 6.922 38000 0.5 | 0.357 | 0.086
moyenne | -0.004 | 4.601 20228 0.3 | 0.222 | 0.065
médiane | -2e-5 | 4.618 19000 0.3 | 0.217 | 0.065
mode 0 4.5 19000 0.3 | 0.212 | 0.062
variance | 0.002 | 0.390 | 10332348 | 0.003 | 0.001 | 3e-5

TAB. 7.2 — Limousin : Statistiques a posteriori du modéle de variogramme pour les données
de la composante horizontale G, du gradient.

est le seul paramétre qui a une variance plus faible pour G, que pour G,.

Seule la densité du paramétre 8 a une allure bien gaussienne, les autres densités présentent
des maxima relatifs. La densité de v posséde une queue importante pour les valeurs fortes.
La Figure 7.4 montre le variogramme expérimental et le modéle obtenu avec les parameétres
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Fi1a. 7.4 — Limousin : Variogramme expérimental (en noir) et variogramme modélisé (en rouge)
en utilisant les modes a posteriori des paramétres de la composante horizontale G .

simulés. On remarque donc que comme pour les ajustements manuel et automatique oul
cette covariance s’ajustait plus difficilement que celle du gradient vertical, les incertitudes
déterminées par 'approche bayésienne sont plus grandes. On constate que le palier est
plutdt mal retrouvé par rapport aux autres parameétres.

N.B. : Comme le modéle porte sur le potentiel et que les composantes du gradient s’en
déduisent, un seul jeu de parameétres pourrait étre considéré et ’estimation devrait alors in-
tégrer toutes les composantes du gradient de potentiel. On ajusterait donc le variogramme
du potentiel sur ceux de G5, Gy et G, (ainsi que les 3 croisés) et on pourrait prendre
en compte aussi le fait que le module du gradient est inconnu. D’une maniére générale,
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I’approche bayésienne appliquée a notre probléme de gradient mériterait une étude plus
approfondie.

7.2.4 Conclusions

Les paramétres dont I'estimation par ’approche bayésienne est proche de celle obtenue

plus classiquement sont la moyenne et ’effet de pépite. D’une maniére générale, la portée
est le paramétre qui présente le plus de différences avec I’approche traditionnelle. Elle est
soit sous-estimée, soit surestimée, mais dans I'’ensemble la valeur choisie lors de ’ajuste-
ment manuel est dans 'intervalle des valeurs obtenues par la technique bayésienne. Quant
au palier, les deux estimations de sa valeur pour le gradient vertical sont similaires, mais
il n’en est pas de méme pour la composante G, o ’écart est significatif.
La latitude dans le choix des paramétres du modeéle est importante et peut entrainer loca-
lement des différences notables dans l'interpolation. Ainsi, en prenant comme modéle de
covariance du potentiel un modéle gigogne composé de deux schémas cubiques avec comme
paramétres les modes a posteriori déterminés dans ce chapitre, on observe dans la Coupe
1 (paragraphe 6.1.1) que 'interface “uig” est plus profonde de 250m qu’avec la covariance
ajustée a vue.
La Figure 7.5 montre des nuages de corrélation entre des paramétres du modéle pour G,
et G;. On retrouve bien les résultats attendus, & savoir qu’il semble y avoir indépendance
entre B et les paramétres de covariance (Fig. 7.5(a)), qu’il existe une relation linéaire entre
T et a (Fig. 7.5(b)) et une dépendance entre palier et portée (Fig. 7.5(c)). Néanmoins, cette
derniére n’est pas aussi forte que ce que I’on pourrait attendre. En effet, la portée est sensée
augmenter avec la variance comme on le constate classiquement sur un variogramme. Cette
mauvaise corrélation est due au paramétre 7 et & sa discrétisation qui créent des maxima
relatifs. Par contre, si on travaille & 7 fixé, on constate que la dépendance apparait plus
nettement, comme par exemple avec 7=0.3 pour G, (Fig. 7.5(d)). En particulier, on voit
se dessiner une limite supérieure au-dela de laquelle il n’existe plus de valeur de palier &
portée fixée.

En utilisant une approche bayésienne et sans avoir une idée précise de la distribution a
priori des parameétres du modéle de covariance, il est possible d’inférer ces paramétres et
d’avoir une information sur leur incertitude.

L’étape suivante serait d’exploiter ces résultats pour ’estimation du potentiel avec le kri-
geage bayésien ou & l'aide de simulations conditionnelles. Cela ne fait pas ’objet de cette
thése, mais pourrait 1’étre lors d’études ultérieures.
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de la densité a posteriori. (Cercle bleu : G, - Triangle rouge : G;.)



114 CHAPITRE 7. LES INCERTITUDES SUR LES PARAMETRES DU MODELE



Chapitre 8

Illustration du probléme des vecteurs
normés par ’exemple du Limousin

8.1 Rappel de I’hypothése

8.1.1 Utilisation des gradients

La méthode des potentiels utilise les données structurales relevées sur le terrain et
ameéne 3 considérer les vecteurs normaux aux surfaces isopotentielles comme des gradients
du potentiel (cf. 4.4). Ils sont projetés sur les axes géographiques et leur module est fixé a
1 par construction. Or, dans la réalité le module de ce vecteur gradient n’est pas forcément
constant. Il faut donc s’assurer, au niveau de la variographie, que ’amalgame entre vecteurs
normés et non-normés, c’est-a-dire le passage entre des vecteurs unitaires en espérance &
des vecteurs tous unitaires, n’est pas trop invalidant..

8.1.2 Le module du gradient

Le module du gradient nous renseigne localement sur les zones ou les isopotentielles
tendent & se resserrer ou au contraire & s’élargir. Autrement dit il apporte une information
sur l'intensité relative de la déformation liée & la foliation. Ainsi, plus une roche est défor-
mée, plus les isopotentielles sont resserrées. Pour des terrains sub-horizontaux, on pourrait
interpréter I'information apportée par le module du gradient comme étant reliée & la sédi-
mentation. Des isopotentielles 1laches seraient signes d’un apport de matériaux important
ou de compaction faible. Cette interprétation des isopotentielles repose sur ’analogie entre
isopotentielles et isochrones. Il est donc possible de raisonner ainsi, mais il faut pouvoir le
mesurer sur le terrain ou alors I'estimer. On utilise les simulations pour étudier 'impact de
I'utilisation des vecteurs unitaires au lieu des vrais gradients sur I’analyse variographique.
On pourrait également le faire pour le cokrigeage!.

!Sur une simulation, comparer le cokrigeage des donnés de potentiel avec les gradients réels d’une part,
avec les gradients simulés d’autre part.
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8.2 Simulations des vecteurs normés et non-normés :
I’exemple du Limousin

8.2.1 Simulations non conditionnelles du potentiel

L’opération préalable a la simulation est la création d’une grille sensiblement de la
taille du champ du Limousin, & savoir 66km sur 61km. Un pas de 100 m a été choisi afin
d’obtenir des résultats suffisamment précis. Les données du Limousin sont cartographiques,
mais il va falloir aussi calculer une composante verticale du gradient. On décide donc de
superposer une grille au-dessus et une autre en-dessous séparées chacune de 10m de la
grille considérée. On dispose donc d’une grille tridimensionnelle de 1 207 800 noeuds.

Des simulations non-conditionnelles (cf. Annexe D) par bandes tournantes sont entreprises
avec le modeéle défini pour le Limousin en 5.2.4. Les paramétres du modéle sont rappelés
au Tableau 8.1 (gauche). Le potentiel est & présent connu en tout point de la grille. Les
Figures 8.1 et 8.2 montrent les cartes du potentiel? et les histogrammes obtenus pour deux

simulations.
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FiG. 8.1 — Cartes du potentiel pour deux simulations.

Afin d’obtenir une configuration spatiale proche de celle du cas réel, les localisations géo-
graphiques des données d’orientation sont migrées aux points de la grille les plus proches.
Certaines données étant trop proches entre elles, elles ne seront pas prises en compte. Il en
résulte un total de 1477 positions ol les gradients vont étre calculés.

2Elles correspondent & altitude de localisation des données.
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F1G. 8.2 — Histogrammes du potentiel pour deux simulations.

8.2.2 Calcul des gradients

Les composantes continues des gradients sont calculées aux points retenus par diffé-
rences finies®. Il faudrait, cependant s’assurer que lors de la différentiation numérique le
comportement HF de la variable est bien simulé. Les statistiques élémentaires des gra-
dients obtenus pour deux simulations sont résumées aux Tableaux 8.2 et 8.3 (mention
“continu”). Pour comparaison, les statistiques des données réelles sont rappelées au Ta-
bleau 8.1 (droite). Afin de ressembler au mieux aux données réelles, on va ajouter une
dérive et un effet de pépite aux données de gradient non normé. En effet, les données si-
mulées sont d’espérance nulle et de variance égale au palier du gradient.

La dérive du potentiel est supposée linéaire. Sur le gradient elle se traduit par une valeur
moyenne d’espérance non nulle. Cette valeur est prise égale & la moyenne expérimentale des
données réelles. Pour I’effet de pépite nous utilisons une erreur de loi uniforme?* (espérance
nulle et variance égale a ’effet de pépite du gradient). Les statistiques des composantes du
gradient “complété” sont aussi présentées aux Tableaux 8.2 et 8.3.

Enfin les données sont normées a 1 et les statistiques & nouveau compilées dans ces deux
mémes tableaux. Les données normées sont sensées reproduire le comportement des véri-
tables données et vont étre comparées aux données non-normées complétées. On remarque
que la variance des composantes continues du gradient n’est pas égale & la variance théo-
rique, car on travaille sur un champ fini. L’ajout de la dérive permet de corriger le biais
sur la moyenne, en particulier pour le gradient vertical et ’effet de pépite de corriger la
variance.

8Nous appelons continues les composantes du gradient non-normé obtenues directement aprés la simu-
lation, complétées les composantes non-normées aprés ajout de la dérive et de I'effet de pépite et normées
celles obtenues aprés normation.

4Une erreur de loi normale fait tout aussi bien 1’affaire.
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Portée | Palier Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
v3 | 25000 | 8.10° G, | -0.8913 0.8659 0.0108 0.1876
v2 | 17000 | 17.10° || G, | -0.8659 | 0.8932 -0.1104 | 0.2076
y1 | 55000 | 108.10° || G, | 0.3168 1 0.7491 0.0314

TAB. 8.1 — Rappel des parameétres du modeéle de covariance (gauche) et des statistitiques
élémentaires des données de gradient (droite) pour le Limousin.

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
Gy continu | -0.9226 0.8128 0.0012 0.0964
Gy continu | -0.9266 1.1382 0.1693 0.1676
G, continu | -0.2831 0.4464 0.0062 0.0125
G complété | -1.2313 1.1634 0.0151 0.1622
Gy complété | -1.3725 1.3657 0.0533 0.2446
G, complété | 0.3092 1.3242 0.7608 0.0289
G normé -0.8843 0.8020 0.0110 0.1464
Gy normé -0.9439 0.8934 0.0548 0.2056
G, normé 0.3075 0.9996 0.7902 0.0208

TAB. 8.2 — Statistiques élémentaires des données de gradient simulées (simulation 1).

Minimum | Maximum | Moyenne | Variance
Gy continu | -1.1044 0.9120 0.0247 0.1036
Gy continu | -1.0276 1.0266 0.0591 0.1099
G, continu | -0.4144 0.4623 -0.0336 0.0199
G complété | -1.4281 1.3215 0.0386 0.1834
Gy complété | -1.3199 1.2150 -0.0569 0.1821
G, complété | 0.1958 1.3188 0.7210 0.0368
G normé -0.8951 0.9102 0.0406 0.1814
Gy normé -0.9424 0.9028 -0.0475 0.1805
G, normé 0.2949 0.9996 0.7826 0.0219

TAB. 8.3 — Statistiques élémentaires des données de gradient simulées (simulation 2).
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8.2.3 Les variogrammes

Les variogrammes expérimentaux des composantes du gradient complété et normé sont
calculés comme lors de I’étude variographique des données réelles du Limousin. Les résultats
sont exposés aux Figures 8.3 et 8.4. Notons tout d’abord les fluctuations statistiques des
simulations par rapport au modéle utilisé. Observons également ’effet de trou (bien visible
pour la simulation 1) sur les variogrammes des composantes horizontales calculés dans la
direction paralléle a la direction de dérivation, alors qu’il n’était pas trés visible sur les
variogrammes expérimentaux dans le cas réel. Ensuite, on constate que la normation des
gradients a peu d’effets sur les variogrammes des composantes horizontales. Par contre,
la portée et surtout le palier du variogramme du gradient vertical sont plus faibles. Le
contraste est particuliérement bien visible sur la simulation 2.

8.2.4 Conséquences

Il faut bien garder & I'esprit que cet exemple illustre le cas d’étude du Limousin et ne
peut donc prétendre & I'universalité.
On remarque toutefois ici que les composantes des vecteurs normés - et surtout de la
composante verticale - ont une variance plus faible que les composantes des vecteurs non
normés. En assimilant les vecteurs normés au gradient et en utilisant ces données pour
définir le variogramme du potentiel, on sous-estime le palier de ce dernier. On peut montrer
que si le variogramme est sous-estimé d’un facteur global constant, du fait que les données
de base sont des accroissements nuls, cela n’a pas d’impact sur la forme des isopotentielles.
Dans le cas plus général, on peut imaginer d’autres solutions :
— mesurer le module du gradient (I'intensité de la déformation) et travailler sur de
véritables données de gradient. Mais cela est rarement réalisable;
— modéliser la covariance du potentiel & partir des données d’orientation en calculant les
variogrammes théoriques de Gz, Gy, G, comme étant relatifs a des gradients normés
(soit analytiquement si c’est possible, soit par simulation) et réaliser un cokrigeage;
— une solution ad hoc est d’augmenter le palier de la structure y3 pour les covariances
des données de potentiel, mais pas pour les données du gradient.
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Chapitre 9

Le traitement des sondages
incomplets - Aspects théoriques

Nous allons & présent traiter un autre type d’incertitude rencontré en modélisation
géologique, & savoir les incertitudes sur les données. Plus précisémment, ce chapitre traite
des données d’inégalité présentes trés fréquemment en géologie par l'intermédiaire des
passes incomplétes dans les sondages.

9.1 Les données d’inégalité

9.1.1 Les types de données

Un critére légitime de classification de Iinformation est la notion de qualité (Alabert,

1987a). Il peut se traduire par la question : “quelle confiance accorder a l'information ?”
Les bonnes données sont donc celles que 'on considére comme suffisamment précises et
exactes pour 'objectif & atteindre. Lorsque le nombre de données est limité, 'introduction
d’information moins précise contribue & I’amélioration du résultat final.
Journel (1986) distingue les données dures (hard en anglais) dont Uincertitude attachée
a la mesure de la valeur est considérée comme négligeable et les données souples (soft).
Ces derniéres que 'on peut qualifier de contraintes doivent étre accompagnées d’une in-
formation sur leur incertitude ou sur leur imprécision. Il est possible de distinguer 3 types
de données souples, quoique les limites entre chaque groupe puissent apparaitre floues ou
arbitraires.

— La donnée imprécise est une valeur unique (I'imprécision pouvant étre due aux me-
sures, estimations...). Un exemple est une estimation indirecte de la porosité par des
techniques d’inversion sismique. L’incertitude est fournie dans ce cas par la donnée
d’un indice de confiance ou d’une distribution a posteriorsi.

— La donnée souple peut étre aussi disponible avant toute mesure par 'intermédiaire
d’une loi de probabiblité. Par exemple, il est possible de connaitre, au préalable a
toute mesure, la répartition d’une zone en plusieurs faciés grace a des études similaires
et donc par 'intermédiaire de distribution a priori.
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— Enfin, la donnée d’inégalité n’est connue que par un intervalle.

En prospection pétroliére, on distingue communément les données dures fournies par les
forages (rares données précises connues ponctuellement) des données souples fournies par
la sismique 3D (données échantillonnées de facon dense, mais moins précises). D’une ma-
niére générale, on a souvent tendance & appeler souples toutes données qualitatives (en
gros 'information résultant d’une interprétation géologique) par opposition aux données
quantitatives, c’est-a-dire dont on puisse donner une valeur (en faisant abstraction de pos-
sibles erreurs de mesure).

Pour notre probléme, les données dures sont fournies par l'intersection entre un sondage
et une interface géologique et les données souples par des relations d’inégalités entre des
points du forage et des points de la surface a interpoler.

9.1.2 Les inégalités

Il existe deux types d’inégalité : les contraintes locales et les contraintes globales. Les
contraintes globales sont inhérentes a la définition méme de ces variables (épaisseur d’une
formation géologique positive ou porosité comprise entre 0 et 1). Par contre, les contraintes
locales dépendent de la situation, les bornes de l'intervalle sont variables. La mesure de
I'imprécision de 'information contenue dans ce type de donnée est fournie par la taille de
I'intervalle. Nous nous plagons avec notre probléme de passes incomplétes dans les sondages
dans ce dernier cas de figure.

Regardons maintenant en quoi consistent ces données d’inégalités dans 1’approche multi-
couche et dans la méthode des potentiels.

La Figure 9.2 est un schéma permettant d’illustrer les données d’inégalité dans les deux
approches.

F F F F
FARURY z,F2 z . F) z,F3

fin

(F 3)

FiG. 9.1 — Contraintes d’inégalité dans les forages

Rappelons que 'approche multicouche considére les surfaces géologiques comme des sur-
faces d’élévation z = f(z,y).

Soit F; (1 =1,2,3) trois forages verticaux implantés aux points de coordonnées 2D x;, et
A, B, C trois formations géologiques. Soit zgep(F;) et zpin(F;) les cotes de début et de fin
de sondage. On ne s’intéressera pas au toit de la formation A qui est entiérement érodée,
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mais au toit de B et C. Soit zp et z¢, respectivement les altitudes des toits de B et C'; ce
sont des variables dépendant de x;.

On cherche a exprimer les relations existant entre ces valeurs et des altitudes liées aux
forages. Le forage Fy traverse l'interface séparant les deux formations A et B, la rela-
tion entre zp et l'altitude zp(F») a laquelle ce forage rencontre 'interface est une relation
d’égalité : zp(z2) = zp(F»). Il s’agit donc 1a d'une donnée dure. On peut écrire de méme :
zo(x2) = zo(F).

Or, le forage F} ne traverse pas l'interface entre A et B, car il s’arréte trop tot. La relation
entre zp et zpi, (F1) se traduit par une inégalité : zp(z1) < zfin(F1). De méme, pour le
sondage F3 qui n’atteint pas l'interface C, on peut écrire : z¢(r3) < zfin(F3).

Enfin, pour le toit de B une autre information peut étre exploitée. En effet, le forage Fj
démarre directement dans la formation B qui a été érodée (ou alors le forage est tubé dans
les premiers metres, la formation traversée n’étant alors pas reconnue) d’ou la relation
avant érosion zg > Zgep(F3).

Dans la méthode des potentiels, on ne va plus raisonner & partir des altitudes, mais des
incréments de potentiel. De cette maniére, si on reprend la Figure 9.2, les variables zp
et z¢ correspondent respectivement aux valeurs du potentiel sur les interfaces (surfaces
isopotentielles) B et C'; ce sont cette fois-ci des valeurs uniques. Un point dans un sondage
est désormais défini par ses coordonnées dans l’espace 3D et par une valeur de potentiel
inconnue. Il est alors possible d’exprimer une relation entre un point du forage et un point
d’une interface par l'intermédiaire d’une différence de potentiel. Si le sondage rencontre
I'interface, la différence de potentiel entre le point du forage et tout point de l'interface est
nulle : zp — zp(F>) = 0.

Pour les données souples, les points du sondage ne rencontrent pas l'interface et on en déduit
les relations d’inégalités suivantes : 2 — zfin (F1) < 0, 2¢ — 2fin(F3) < 0, 2B — 24es(F3) > 0.
Le sens des inégalités dépend du sens arbitraire donné au potentiel qui est décroissant avec
la profondeur.

On peut définir de telles relations avec tous les points du sondage, mais dans la pratique,
on se limite aux points d’intersection avec les formations ainsi qu’aux extrémités du forage.

9.1.3 Bornes

Les bornes des intervalles sont porteuses de 'incertitude relative a ces données. L’inter-
valle d’une donnée dure se réduit ainsi & un singleton, les deux bornes de l'intervalle étant
égales. Généralement lorsqu’on dispose de données souples, seule une des deux bornes de
I'intervalle est connue. Ainsi, pour un sondage s’arrétant avant ’objectif, seule la borne
supérieure est présente, c’est la cote de fin de sondage. Pour des questions pratiques et
afin d’éviter de prendre une valeur infinie, il a été décidé de fixer la borne inconnue. On
prendra alors pour borne inférieure de l’intervalle, la valeur minimale de l’ensemble des
bornes inférieures des données certaines moins un certain pourcentage de cette valeur. Il
est possible bien stir d’affecter une valeur différente définie par 'utilisateur en fonction de
sa connaissance de la zone étudiée. De méme, un forage démarrant sous ’objectif n’a pas
de borne supérieure, sa borne inférieure étant la cote de début de sondage. La borne supé-
rieure de 'intervalle de simulation a alors été fixée & la valeur maximale de I’ensemble des
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bornes supérieures et des données certaines plus un certain pourcentage de cette valeur.
N.B. : Cette étape est néanmoins facultative, puisqu’il est possible de simuler z|Z > 0.

9.1.4 L’importance de la validation des contraintes

Il arrive fréquemment de disposer de peu de données exactes (dures) réparties dans
I'espace, car elles sont souvent trés chéres a acquérir. Les données souples, moins précises,
sont quant & elles beaucoup plus nombreuses, car d’un colit moins élevé. Un exemple
frappant sont les forages pétroliers qui sont en nombre limité sur un champ, alors que
la zone est couverte par des milliers de mesures sismiques régulierement échantillonnées.
Si on effectue une estimation & partir des seules données précises, on va donc négliger
une plus ou moins grande quantité d’information. La Figure 9.2, inspirée d'un résultat
de Bazzana et al. (1995), montre 'effet de 'information supplémentaire sur la géométrie
d’une interface géologique en coupe. On suppose que le forage représenté ne rencontre pas
I'interface que ’on désire modéliser, par contre on sait qu’il se trouve & une profondeur
comprise entre les deux étoiles. Le krigeage avec les seules données exactes est le trait
noir continu, il ne respecte pas l'intervalle. Il en est de méme du krigeage en utilisant la
sismique en dérive externe, cette information supplémentaire nous apportant néanmoins
la forme anticlinale de 'interface (trait pointillé noir). En rouge (sans dérive externe, trait
continu ; avec, trait pointillé), I'utilisation de la contrainte d’inégalité force I'interpolation
a respecter l'intervalle.

Ainsi, lorsque l'intervalle n’est pas respecté, non seulement de l'information est mise de
cOté, mais il apparait aussi une contradiction avec la connaissance du phénomeéne considéré.

F1G. 9.2 — Coupe d’un forage pétrolier - Trace d’une interface en fonction de I'information utilisée

9.2 Les méthodes utilisant des données d’inégalité

On trouvera dans 'ouvrage de Chilés et Delfiner (1999) une revue des différentes tech-
niques d’estimation ou de simulation maniant des inégalités. L’objectif principal est d’uti-
liser dans les estimations & la fois des données exactes et des données d’inégalité afin de
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préciser le résultat. Ces différentes approches se distinguent par les objets sur lesquels on
impose les conditions.

9.2.1 Vérification a posteriori

La technique la plus classique consiste a utiliser les données souples a posteriori. L’esti-
mation est effectuée sur les données exactes, mais il arrive souvent qu’aux points de données
souples le résultat ne vérifie pas les inégalités. Une correction locale est alors entreprise “a
la main”. Cependant des techniques plus élaborées existent.

9.2.2 Conditions sur les poids

Les conditions sur les poids sont utilisées afin d’éviter le non respect des contraintes
globales di & la présence de poids de krigeage négatifs. Une solution est alors d’imposer
uniquement des poids de krigeage positifs soit directement dans le systéme de krigeage
(“krigeage positif” de Barnes et Johnson (1984)) ou en utilisant un modeéle de covariance
ad hoc. Une autre approche est proposée par Diamond (1988) qui krige directement des
intervalles.

9.2.3 Méthodes non-linéaires

Des méthodes non-linéaires comme le cokrigeage d’indicatrices prennent en compte
naturellement les données d’inégalités (Journel, 1986). L’intervalle de variabilité est discré-
tisé en un grand nombre de bornes auxquelles on adjoint une distribution de probabilité a
priori. Malheureusement, ce grand nombre de seuils de coupure rend difficile 'utilisation
pratique de cette méthode, car il y a autant de variogrammes simples et croisés & modé-
liser. Elle est de plus limitée actuellement au cas stationnaire. Il semblerait en réalité que
ce type d’approche échoue & obtenir des valeurs dans les intervalles.

9.2.4 Conditions sur les estimations

Une autre technique concernant les contraintes locales consiste a effectuer une minimi-
sation sous contraintes. Dubrule et Kostov (1986) (et Kostov et Dubrule (1986)) proposent
d’affecter aux points connus par un encadrement une valeur estimée par minimisation d’une
forme quadratique. Cette méthode a pour cadre théorique I'analogie avec les splines en uti-
lisant le formalisme du dual. Si la valeur estimée est dans l'intervalle, elle est conservée
(contrainte inactive). Sinon, la borne de lintervalle la plus proche est affectée au point
considéré (contrainte active). Cette méthode simple et rapide n’est cependant pas satis-
faisante pour notre probléme, & cause de ce calage aux bornes. Ce calage artificiel peut
entrainer des artefacts sur une carte isohypse. De plus, on ne dispose pas, avec le krigeage
dual, de prédiction des erreurs.
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9.2.5 Les inégalités en tant que données

Une autre optique, celle qui est choisie dans notre cas de figure, revient & considérer
les inégalités comme des données et a les remplacer par leur espérance conditionnelle. Plus
précisément, 1'idéal est de remplacer chaque inégalité soit par 1’espérance conditionnelle
de la valeur compte tenu de l’ensemble des données (dures et souples), soit par une valeur
obtenue par tirage au sort dans la loi conditionnelle.

Dans sa these, Langlais (1990) développe une méthode incrémentale. Elle estime ou simule
la variable au point soumis & une contrainte conditionnellement aux données exactes et aux
données d’inégalité déja générées. Cette méthode rapide, n’est néanmoins pas totalement
satisfaisante, car & chaque étape une partie de l'information (celle qui n’a pas encore été
transformée) est négligée.

Freulon (1992) propose une méthode itérative basée sur les simulations par chaines de
Markov qui est une solution correcte au probléme pour les fonctions aléatoires gaussiennes
de moyenne connue. En effet, il est difficile, en présence d’inégalités d’utiliser une méthode
directe de simulation. On va donc procéder par approximation en construisant une suite
convergente vers la loi désirée, autrement dit une simulation non satisfaisante est modifiée
jusqu’a ce qu’une solution satisfaisante soit obtenue. Si les modifications ne dépendent
que de I’état courant, on parle alors de chaines de Markov. L’échantillonneur de Gibbs
qui est une méthode de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) est justement une
technique itérative qui permet, par approximations successives de simuler une contrainte
conditionnellement aux données exactes et aux données d’inégalité.

Dans le domaine du traitement des inégalités on peut encore citer les travaux de Abraham-
sen et Benth (2001) qui utilisent aussi une technique MCMC & savoir l’algorithme Data
Augmentation qui permet de simuler paramétres du modeéle et données manquantes (en
reflétant correctement l'incertitude relative a celles-ci) selon certaines distributions.

Dans la suite de ce travail, nous allons reprendre la méthode de Freulon pour ’adapter au
probléme des passes incomplétes dans les sondages et ceci dans les deux approches défi-
nies précédemment. Nous allons dés & présent définir les différents concepts et méthodes
employés.

9.3 La génération des gaussiennes tronquées et les chaines de
Markov

Définissons tout d’abord les données en termes de variables aléatoires.

Soit X = (X;)i<i<n un vecteur aléatoire multigaussien. C’est le vecteur des données :
chaque composante est une variable aléatoire, randomisée de la variable régionalisée alti-
tude dans I’approche multicouche, de la différence de potentiel dans la méthode du poten-
tiel.

(X1,...; Xp) = (@1, ..., zp) sont les données exactes et (Xpt1,..., Xp) € Bpt1 X ... X By, sont
les contraintes d’inégalité, les B; étant des réunions finies d’intervalles. Précisons que dans
notre cas de figure, il n’y a qu’un intervalle par contrainte.
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L’objectif est de simuler! un vecteur multigaussien X = (X;)1<i<, tronqué, c’est-a-dire
qu’on impose au vecteur la contrainte X € B = {1} X ... X {zp} X Bpy1 X ... X By,.

9.3.1 Les gaussiennes tronquées

Un vecteur aléatoire est multigaussien si et seulement si :

— toute combinaison linéaire des composantes du vecteur est une variable aléatoire
gaussienne ;

— la densité du vecteur X est :

X & x:iiex —ltx—m x—m .
Vx € R", g(x) enE 3 p (=5 )E( ) (9.1)

avec m, vecteur réel des moyennes, et 3, matrice des covariances, qui sont tels que :

m = E[X]
¥ = E[(X - m)}(X — m)].

La densité conditionnelle du vecteur X sachant X € B est :

x e R, f(x)= % (9.2)

Un vecteur gaussien tronqué par B est un vecteur aléatoire qui a pour densité f.

9.3.2 La méthode d’acceptation et rejets

Nous allons étre amené & un moment donné & simuler une gaussienne scalaire U; de
moyenne nulle et de variance 1 dans un intervalle [a, 5], donc tronquée. La méthode retenue
est une simulation par acceptation et rejets. On désire simuler une variable gaussienne :
X ~ g. On définit tout d’abord le sous-graphe S, de g par :

Sy =(z,9) ERXR; 0<y <g(x) (9:3)

On simule alors uniformément un couple (X,Y) sur le domaine Sy, ce qui garantit que
X soit gaussienne. Pratiquement, on utilise des majorations. Ainsi, on suppose que 1’on
connait une densité f et une constante C telles que :

vz, g(z) < Cf(x) (9-4)

Le principe consiste & générer des points uniformes dans le sous-graphe de Cf et & éliminer
les points qui ne sont pas dans le sous-graphe de g. Dans notre cas, la majoration s’effectue
par loi uniforme dans la partie centrale de la gaussienne et par C.|y|.exp (_TZ’Q) sur les
cotés. La Figure 9.3 présente le fonctionnement de la méthode pour la partie centrale de
la gaussienne, c’est-a-dire lorsque les bornes de l'intervalle sont comprises entre [-S,S] ot S
est une valeur seuil supérieure a 1, par exemple 2.

!Des rappels sur les simulations sont exposés en Annexe D.
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FiG. 9.3 — Majoration de la densité de Gauss par loi uniforme pour la partie centrale de la
gaussienne.

Regardons maintenant la maniére d’aborder le probléme pour une gaussienne tronquée.
Soit une variable Uy ~ Unif (loi uniforme sur [0,1]), il lui correspond une variable X =
a+ (B—a)U; dans lintervalle [«, 8] qui suit une loi uniforme sur [e, ] qui constitue la loi f
sur cet intervalle. Soit Y = U.f(X) avec U ~ Unif. On élimine alors les points (X,Y’) qui
ne sont pas dans le sous-graphe de g. L’abscisse X des points acceptés suit la loi normale
que l'on cherche & simuler. Autrement dit, si on a la majoration ¥ < exp (‘TXJ), la valeur
est acceptée, sinon d’autres variables sont tirées jusqu’a ce que la relation soit vérifiée.

9.3.3 Définition et propriétés des chaines de Markov

L’algorithme utilisé pour la validation des contraintes fait partie des méthodes MCMC
qui sont des méthodes de simulations stochastiques trés puissantes (Gilks et al. (1996),
Guyon (1999)). Comme pour toute technique de simulation, il s’agit de générer des échan-
tillons de densité de probabilité . Or si celle-ci est trop complexe pour une simulation
directe, 1'idée de base est de construire une chaine de Markov X(*), en partant d’un état
initial X et d’un noyau de transition qui garantit la convergence en loi vers 7. Au
bout d’un grand nombre d’itérations, les échantillons simulés sont considérés comme suf-
fisamment représentatifs de la loi utilisée. La convergence est garantie par une propriété
d’ergodicité.

Soit B un sous-ensemble de R" de mesure non nulle et Bg la tribu des Boréliens de B.
Une chaine de Markov & temps discret et états continus & valeurs dans B est un processus
(X®™),en tel que :

VA€ By, P {X(”) c AXO, . X(H)} —p {X(”) € A|X<H)} . (9.5)

Cela signifie que la connaissance de tous les états passés, n’est pas nécessaire pour prédire
I’état du phénoméne & un moment donné; seul suffit la connaissance de 1’état précédent.
L’avantage de la mise en ceuvre d’une telle méthode est de ne stocker en mémoire que
I'itération courante et non toutes celles qui la précedent.

Si la loi qui permet de passer de X“~D a X®) ne dépend pas de v, cest-a dire si
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P {X(”) € A\X(”_l) = m} ne dépend pas de v, on dit alors que la chaine est homogéne.
Elle ne dépend donc plus que de = et de A et on définit une chaine homogéne par :

— la loi de probabilité de son état initial pg;

— son noyau ou probabilité de transition P(z, A) = P {X®) € A X"~V = z}.
On définit, pour une chaine homogene, P®) 1a probabilité de transition d’ordre v :

ﬂ”@JD:P{W“”eAXW:w} (9.6)

En posant P(V(z, A) = P(z,A), on définit le noyau de v transitions par la relation de
récurrence suivante :

PW)(z, A) = /P(”l)(u,A)P(x,du) pour v >1 (9.7)

Définissons tout d’abord ce qu’est l'ergodicité. Ergodique signifie que la suite formée par
les lois des itérations successives converge vers une loi 7 > 0 :

Y(z,A) € (B,Bg) lim P (z, A) = 7(A) (9.8)
V—r00
Rappelons que ’objectif est de générer une chaine de Markov ergodique de loi invariante
. Cela est assuré par le théoréme suivant : si P est irréductible, apériodique et admet
m comme loi invariante alors P est ergodique. Définissons les propriétés qui interviennent
dans ce théoréme :
— Irréductible : Jv; P (z, A) >0
Ce qui signifie que tout point de l’espace d’état peut étre atteint par la chaine de
Markov. Cette propriété permet de réduire grandement la dépendance de la chaine
vis & vis des conditions initiales py et X ().
— Apériodique : on a P®) (z,A) > 0 a partir d’un certain rang.
Cette propriété évite a la chaine de boucler sur un sous-ensemble des états possibles.
— Invariante : la loi 7 est invariante par P si X*) ~ 7 = X(+1) ~ 7.
Pour le probléme qui nous occupe, ce résultat nous assure donc que, si on se place dans
ces conditions, la loi des simulations successives converge vers la loi d’un vecteur gaussien
tronqué si la probabilité de transition est ergodique. Il nous reste & trouver ce noyau.

9.3.4 La probabilité de transition de Geman et I’échantillonneur de
Gibbs

Le principe de cette probabilité de transition introduite par les fréres Geman pour
la restauration d’image (Geman et Geman, 1984), est d’oublier la valeur initiale de la
composante a modifier. Elle est remplacée par une valeur simulée selon sa loi conditionnelle.
On utilise donc des densités conditionnelles pour générer les états successifs.

Soient x € R” et y € R". Soit F; la probabilité de transition du vecteur x au vecteur y et
ne modifiant que la composante i. On note x; cette i-éme composante et T; le vecteur privé
de sa i-éme composante : T; = (L1, ..., Ti—1, Ti+1, .-, Lpn)- On peut donc écrire x = (x;,7;)
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et y = (v, T;). Si f est la densité de la gaussienne tronquée sur B, f(.|Z;) est la densité
conditionnelle de la i-éme composante a z; fixé. On a alors :

dP;(x,y) = 6z:(%i) f (yi|Ti)dy; ot () représente la mesure de Dirac (9.9)

On appelle échantillonneur de Gibbs ’algorithme de simulation utilisant le noyau de tran-
sition de Geman. Regardons ce que devient la probabilité de transition de Geman dans
notre cas de figure. Pour un vecteur multigaussien tronqué, on a :

f(zi|zi) < g(zi|Zi) 15, (2:) (9.10)
En détaillant, on obtient :

zi—2 [ (z7) N1
f(:vi,x_z-)_g( ) 1 (@) 7k

T; =z (T) \ _du;
@) fBig( oks(i) ) UKg(i)
d’ou :
—aKS(z5
g (B ) s, i)y,
AP, (x,y) = bas() —— 20— (912)
fB,’ g ( O'Kls(i) ) duz
On en déduit en termes de variables aléatoires :
X,L-(V+1) = XiKS +oks(i)U; (9.13)

XiKS est le krigeage simple de X; par (Xfuﬂ), ...,XZ-(Z;LI),XZ-(;/_)I, ...,X,(LV)) et U; désigne une
gaussienne scalaire tronquée sur B} = {u, € R, XZ-K Sy oks(i)u; € Bi}. Cela signifie que
la j6MNE composante du vecteur & simuler se calcule & partir de 1’estimateur de krigeage des
valeurs des autres composantes plus le produit de I’écart-type de krigeage par un résidu
gaussien. Quant & I'estimateur de krigeage de la jeme composante a l'itération (v + 1),
il s'obtient en utilisant les valeurs des (i — 1)ém€s premiéres composantes déja mises a
jour lors de cette itération et des valeurs des autres composantes déterminées a l’itération
précédente.
On détermine ainsi la procédure a suivre pour un cycle (itération sur v) :

— choix d’un site i (balayage systématique ou aléatoire des données d’inégalité)

— relaxation du site i: y; ~ f(yi|T;)

— itération sur I’ensemble des sites.
Ainsi, la composante X; du vecteur multigaussien X suit la loi normale de moyenne le

krigeage (XX) et de variance la variance de krigeage (0%(i)). De plus, comme on veut

inf ) sup . s _ Xq."nf—XiKS - X‘?up—XiKS _
que X, < X; < X", on doit donc avoir : a = 0 <U; < e B pour

les bornes de l'intervalle de simulation de la gaussienne scalaire.
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9.4 L’algorithme de validation des contraintes

9.4.1 Reésumé des différentes étapes de 1’algorithme

Cet algorithme va consister a transformer les données d’inégalité en données d’égalité
par une approche de validation des contraintes. Aprés lecture des données et mise & jour des
bornes des intervalles (cf. 9.1.3), la validation des contraintes peut commencer par la phase
d’initialisation. Celle-ci comprend le calcul de la matrice de covariance, sa triangularisation
(LU), son inversion et 'initialisation proprement dite de 1’échantillonneur de Gibbs. Cet
état initial doit simplement étre cohérent avec toutes les données (égalités et inégalités),
I’échantillonneur de Gibbs se chargeant alors d’introduire la structure spatiale. La méthode
nécessite donc la connaissance des poids de krigeage et de la variance en tous points en
voisinage unique. Le calcul des poids de krigeage utilise une méthode directe de résolution
de systémes linéaires (méthode des sous-matrices) dite technique des partitionnements
(Gastinel, 1966). En effet, pour l'application de l’échantillonneur de Gibbs dans le cas
gaussien, poids de krigeage et variance de krigeage dépendent uniquement de l'inverse de
la matrice de covariance. Ainsi on a :

—pli

Yi = Ekj-yj avec Aj- = i pour i # j

Ji
oil b¥ est 1’élément générique de I'inverse de la matrice de covariance. De méme, on a :
o?(i) = b% Cette méthode est bien évidemment limitée par la taille de la matrice donc du
nombre de données utilisées.

L’initialisation se fait en tirant aléatoirement une valeur dans l'intervalle. Ensuite,
chaque contrainte est passée en revue et simulée selon 1’équation 9.13 lors d’un cycle. Ce
processus est répété un certain nombre de fois (N simulations sont obtenues en conser-
vant une valeur simulée tous les p cycles, donc N*p itérations au total) afin de garantir la
convergence vers la loi. Or la moyenne de toutes les simulations conditionnelles convergent
vers l’espérance conditionnelle. On effectue ainsi la moyenne de ces N simulations de
p cycles pour chaque contrainte afin d’obtenir une estimation de la valeur “validée” de
chaque contrainte (approche de type Monte-Carlo). En effet, d’apres la loi forte des grands
nombres, on a convergence presque stre :

1 = 5
im - (&) —
Jim -~ ZZ_;X E[X|X € B] (9.14)

avec X9 1a i-éme simulation de X

11 faut bien voir que dans les méthodes MCMC on distingue deux processus. Les premiéres
itérations, qui ont pour but une convergence rapide vers l’équilibre, ne doivent pas étre
prises en compte. Aprés cette phase de chauffe (ou burn-in), la chaine de Markov est sup-
posée avoir atteint son régime stationnaire. On ne garde alors que les états de la deuxieme
étape de simulation qui sont des échantillons de la loi simulée afin de garantir une bonne
estimation par Monte-Carlo. Au bout de ce processus on a donc transformé chaque donnée
d’intervalle en une donnée unique. Le probléme de la vitesse de convergence est abordé
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de maniére expérimentale au chapitre suivant (cf. 10.2.1). Pour étre totalement tranquille
vis-a-vis de 'indépendance entre les différentes simulations, il est conseillé de lancer les
simulations en réinitialisant a chaque fois.

9.4.2 La prise en compte des inégalités dans la méthode des potentiels

Jusqu’a présent seules les données d’interface dures & savoir les différences de potentiel

nulles étaient utilisée dans 1’ Editeur Géologique. Le respect du modéle vis & vis des sondages
incomplets était vérifié a posteriori. Le calcul du modéle géologique était réitéré aprés avoir
donné une valeur arbitraire aux inégalités les plus violées et ceci jusqu’au respect de tous
les sondages (essais/erreurs). La convergence de cette méthode est lente et non assurée, et
I'affectation des valeurs n’est de plus qu’approximative. La méthode de simulation apporte
donc une certaine souplesse, tout en déterminant les nouvelles valeurs en accord avec les
autres données. Les inégalités sont repérées dans les données de sondage par un algorithme
exploitant la pile stratigraphique et les relations de type érosion/dépot. Il permet ainsi a
tout point dans un sondage d’étre désormais défini, outre par ses coordonnées dans 1’es-
pace, par un entier (0,1 ou -1) suivant que la différence de potentiel entre ce point et la
référence de 'interface est nulle, positive ou négative.
Les valeurs de potentiel vont étre simulées en ces points, méme s’ils n’appartiennent pas
& une interface. Les schémas de la Figure 9.4 décrivent la différence d’approche entre la
méthode classique et la méthode des potentiels. On cherche & interpoler le toit de B et
on dispose de données d’inégalité. L’étape de validation des contraintes est engagée au
préalable. Dans le point de vue multicouche, la valeur de l’altitude de ’intersection entre
le sondage F' et l'interface Z(B/F) est simulée dans un intervalle dont le point de fin de
sondage est ici la borne supérieure. Dans ’approche de I’Editeur, on simule le potentiel
Ztin(F) au point de fin de sondage dont on sait que la différence de potentiel avec tout
point de l'interface est ici positive.

R

_____ @ --- ® 7fin(F)

F1G. 9.4 — Comparaison de la validation des contraintes dans ’approche multicouche & gauche, et
dans la méthode des potentiels & droite.

Le probléme se complique lorsqu’il s’agit de prendre en compte plusieurs interfaces en
présence de lacunes. Il faut dans ce cas exploiter les relations érosion/dépot. Les données
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souples ne sont alors pas seulement les extrémités du forage, mais les relations avec les
intersections & l'intérieur de celui-ci peuvent aussi s’exprimer par des inégalités.
L’expérience montre que les différences de potentiel ne prennent jamais de valeurs trés
grandes (quelques unités ou dixiémes d’unités), car les coordonnées des points sont rame-
nées entre 0 et 1. Les bornes des intervalles de simulation sont alors fixées & la plus petite
valeur proche de 0 et & £10 pour la limite. Les valeurs simulées sont ensuite récupérées
pour augmenter le jeu de données et effectuer le calcul du potentiel et le tracé de ses iso-
valeurs.

Le second membre du systéme de cokrigeage (cf. Partie A.6 de I’Annexe A) contient donc
outre les valeurs des gradients (vecteur G), les incréments de potentiel (vecteur I) nuls pour
les données dures et non-nuls pour les données souples, ces derniéres ayant été obtenues
aprés ’étape de validation des contraintes.

Le chapitre suivant présente des applications de cette technique. N.B. : Cette remarque
concerne les deux approches et les incertitudes. En effet, il ne faut pas utiliser les données
obtenues aprés validation comme des données dures dans le cadre de la détermination des
incertitudes, car il n’est plus assuré que la variance soit minimale. La variance calculée lors
de 'étape “Monte-Carlo” fournit une information sur leur incertitude, les vraies données
dures ayant une incertitude considérée comme négligeable.
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Chapitre 10

Le traitement des sondages
incomplets - Applications

Deux types d’applications vont étre présentés dans ce chapitre. Le premier concerne
Papproche géostatistique classique (on travaille donc sur la cote et non le potentiel) ou la
validation des contraintes est testée sur un cas réel : la ville de Lyon. Le deuxiéme est un
ensemble de cas synthétiques destinés & illustrer son implémentation dans la méthode des
potentiels.

10.1 Le cas de la ville de Lyon : Etudes préliminaires

10.1.1 Présentation des données

La méthode présentée au chapitre précédent a été testée sur un jeu de 652 données
réelles localisées dans un secteur de la ville de Lyon (Figure 10.1). La taille du champ est
approximativement de 9km sur 8km. Il se trouve en bordure du socle du Massif central : des
terrains sédimentaires, pour la plupart des formations récentes (Quaternaire), recouvrent
le socle primaire. En particulier on trouve une pseudo-terrasse alluviale (dite villafran-
chienne) réentaillée par la Sadne, qui coule dans la partie sud-est de la zone d’étude. La
Figure 10.2 est une photographie aérienne de la partie sud ou la concentration de données
est importante. On localise particuliérement bien le bati, les voies de circulation, la riviére
et la végétation.

La variable étudiée est ’altitude de 'interface entre le socle et les séries sédimentaires.
Elle provient de I’étude de sondages de différentes sources (Banque du Sous-Sol, Bureau de
Recherches Géologiques et Miniéres, Communauté Urbaine de Lyon). Les séries sédimen-
taires correspondent & tous les terrains déposés sur le socle primaire. Les données d’égalité
(sondages ayant atteint le socle) sont au nombre de 271 contre 381 données d’inégalité ma-
joritairement des sondages arrétés avant d’avoir atteint le toit du socle. L’échantillonnage
est irrégulier, on constate la présence de nombreux groupes de sondages (clusters) et de
points isolés. Certaines données s’alignent le long de directions correspondant a des voies
de communication (autoroutes). Certaines parties du champ apparaissent dépourvues de

137
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FiGg. 10.1 — Carte de localisation des données - Légende : + rouge : données exactes, O bleu :
données d’inégalité.

F1G. 10.2 — Zoom de la carte de localisation des données avec photo aérienne en fond de carte.
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toute information, en particulier la partie centrale. De plus, la répartition entre données
dures et souples est irréguliére. On observe des zones composées uniquement de données
d’égalité, d’autres uniquement de données d’inégalité, d’autres enfin avec les deux types de
données. On constate, en particulier, une grande concentration de données d’égalité juste
au nord des grandes failles du sud. La longueur moyenne des forages est de ’ordre de 15m.
On dispose également des traces de 11 failles supposées verticales. Les failles les plus longues
sont au sud et sont orientées a peu prées ENE / WSW (70° N). Ce sont celles qui ont le
rejet le plus important. Lors de 'extension oligocéne, elles ont créé de trés fins bassins qui
se sont remplis de molasses. Certains blocs ont été surélevés lors d’une phase de compres-
sion postérieure. Les autres failles au nord sont orientées NNE / SSW et NNW / SSE et
correspondent & de la distension.

10.1.2 Analyse exploratoire

L’objectif de I’analyse exploratoire est d’étudier la distribution et 'homogénéité des
données dans ’espace. On met ainsi en évidence les observations les plus " atypiques ".

FiG. 10.3 — Histogramme des données dures.

Minimum | Maximum | Moyenne | Ecart-type
-4.88 313.17 210.10 56.47

| Quartiles | Q25 = 170.45 | Q50 = 207.22 | Q75 = 249.59 |

TAB. 10.1 — Statistiques élémentaires des données dures (altitude du toit du socle en m).

L’histogramme des 271 données d’égalité est présenté & la Figure 10.3 et le Tableau 10.1
résume les principaux résultats statistiques. La plupart des valeurs (97%) sont comprises
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entre 120 et 310m. A peu prés 40% des valeurs sont entre 140 et 190m (ler pic) et moins
de 20% sont entre 230 et 240m (2éme pic). Les faibles valeurs (0 & 110m), soit 3% du total,
se trouvent essentiellement entre les grandes failles du sud.

Le diagramme quantile contre quantile (Figure 10.4(a)) compare la distribution expéri-
mentale des valeurs avec des distributions données (ici gaussienne). Les 6 valeurs les plus
extrémes n’ont pas été prises en compte. La variable étudiée est en ordonnée, la gaussienne
en abscisse. Si la variable avait été gaussienne, on aurait obtenu une droite centrée sur
les pointillés. On voit qu’ici les données ne sont pas gaussiennes, si du moins on suppose
la moyenne constante, comme le montrait également 1’allure de I'histogramme. On ne se
trouve donc pas dans le cadre gaussien de moyenne connue pour lequel la méthode de vali-
dation des contraintes décrite au Chapitre 9 a été développée. On examinera sa robustesse
plus loin.

Les nuages de corrélation entre l’altitude Z du toit du socle et les coordonnées géogra-
phiques X et Y mettent en évidence le comportement de la variable le long des directions
principales de l'espace (Figure 10.5). Ils permettent de tester la validité d’une hypothése
de stationnarité (locale ou globale) ou au contraire d’observer l’existence d’une dérive.
Les courbes de régression expérimentale donnant la valeur moyenne de Z pour différentes
classes de X ou Y sont tracées sur le nuage et montrent que dans 1’ensemble, Z décroit
avec X (= 100m) et croit avec Y (&~ 100m aussi). On peut penser, en premiére approxi-
mation & I’existence d’une dérive linéaire. Ces nuages permettent également de repérer les
observations les plus atypiques c’est-a-dire les points qui s’éloignent le plus de la nuée. Ici
ce sont les valeurs faibles situées entre les failles.

Enfin, des nuages de corrélation différée (h-scatter plot) ont été déterminés (Figure 10.4(b)).
Pour un vecteur h donné, ici de 1500m, c’est le nuage des couples (z(xq), 2(Zq1n)) tels que
Zq et xqyp coincident avec des sites de données. Les couples de données fort dissemblables
correspondent aux points du nuage éloignés de la premiére bissectrice. Les valeurs atypiques
du nuage de corrélation différée correspondent aux importants rejets de ces failles.

10.1.3 Analyse structurale

Le variogramme expérimental omnidirectionnel a été calculé a partir des seules données
d’égalité, d’une part sans tenir compte des failles (tous les couples de données sont pris
en considération ; Figure 10.6(a)), d’autre part en tenant compte des failles (les couples de
points séparés par une faille sont omis; Figure 10.6(b)). Ces variogrammes sont détermi-
nés & partir d’'un grand nombre de couples, mais cela est trompeur, & cause de la présence
des clusters. On a donc une sur-représentation des zones & forte densité de sondages. Ce-
pendant, si on excepte les zones proches des failles, la variabilité au sein des groupes de
sondages est faible. Pour éviter le clustering, on peut envisager de compenser par pondé-
ration ou en ne prenant qu’un point par groupe, puis itérer en changeant de point. Dans
les deux cas, le variogramme est continu & l'origine, linéaire, ce qui est conforme avec la
physique de la variable altitude. Le palier est atteint vers 3000m : & cette distance deux
données ne sont plus corrélées. Vers 1500m, on observe un creux qui est certainement en
relation avec de fortes valeurs systématiquement entourées de faibles valeurs. De plus, un
changement de pente, qui indique qu’a partir de cette distance la variabilité croit plus
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Fi1a. 10.4 — Diagramme quantile contre quantile (distribution expérimentale vs distribution gaus-
sienne), & gauche et diagramme de corrélation différée (h = 1500m), a droite.

Donnees dures

300

200

100

rho=-0.465

L L L
790000 792000 794000

X

(a) X

L
796000

Donnees dures

300

200

100

rho=0.451

L L
91000 93000

Y

(b) Y

FiG. 10.5 — Nuages de corrélation entre les données d’altitude et les coordonnées géographiques
XetY.



142

Variogramme

Variogramme

5000

4000

3000

2000

1000

4000

3000

2000

1000

CHAPITRE 10. LES INEGALITES - APPLICATIONS

2954

] ] ]
0 1000 2000 3000 4000

Distance (m)

(a) sans failles

] ] ]
0 1000 2000 3000 4000

Distance (m)

(b) avec failles

F1aG. 10.6 — Variogramme omnidirectionnel expérimental pour les 271 données dures, en haut sans
tenir compte des failles et en bas en tenant compte des failles. C’est celui-ci qui sera utilisé dans

la suite de ’étude.
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rapidement, est particuliérement flagrant. Cela est dii & ’orientation de la structure et des
grandes failles du sud comme on peut le voir sur la carte interpolée (Figure 10.21) et sur
les variogrammes directionnels calculés dans les directions principales mises en évidence
par la carte variographique (Figure 10.7(a)) : cette carte représente le variogramme expé-
rimental en fonction du vecteur h (donc de son module et de sa direction). La rupture de
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Fi1a. 10.7 — Carte variographique, & gauche et variogrammes directionnels (45°N et 135°N) ex-
périmentaux pour les 271 données dures, & droite.

pente s’observe en effet dans la direction N135 ol la variabilité est la plus grande. Dans
la direction N45, par contre, qui est la direction de continuité, le palier est plus faible et il
n’y a pas de changement de pente (Figure 10.7(b)). Dans un premier temps, 1’anisotropie
n’a pas été prise en compte dans le modéle et seul le variogramme omnidirectionnel a été
modélisé.

Treés rapidement, vu l’allure du variogramme expérimental, le choix s’est porté vers un mo-
déle sphérique ou cubique. Finalement, un modéle gigogne dont les caractéristiques sont
reportées dans le Tableau 10.2 a été retenu. La Figure 10.8 montre que la modélisation

Modéle Portée | Palier
Sphérique | 2200 900
Cubique 3600 2800

TAB. 10.2 — Caractéristiques du modéle retenu

n’a pas été facile et que le modéle n’est pas trés bien calé sur le variogramme expérimental,
en grande partie & cause de la pente raide aprés la rupture.
A partir de ce modéle, les altitudes des 381 données d’inégalité ont été simulées.
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FiG. 10.8 — Variogramme omnidirectionnel modélisé pour les 271 données dures

10.2 Le cas de la ville de Lyon : Résultats de la validation
des contraintes

10.2.1 Convergence

La convergence de la méthode vers la loi simulée est garantie pour un nombre d’itéra-
tions suffisamment grand. Il n’existe actuellement pas de critére théorique permettant de
fixer ce nombre. On sait néanmoins que la vitesse de convergence de 1’algorithme dépend
des valeurs propres de la matrice d’itération (Galli et Gao, 2001). De nombreuses méthodes
existent, deux revues de celles-ci sont présentées dans Cowles et Carlin (1996), et Brooks et
Roberts (1998). Un critére empirique de détermination de ’état stationnaire de la chaine
est la convergence de la moyenne et de la variance des itérations. La convergence est plus ra-
pide pour certains sondages que pour d’autres : de quelques itérations & plusieurs centaines
pour certains forages isolés. La Figure 10.9 présente les résultats d’une simulation pour le
forage A005, situé au sud des grandes failles (X—=791879.93, Y—89289.97) dans une zone
densément échantillonnée ol les données d’inégalité sont particuliérement nombreuses. On
observe sur la Figure 10.10 la moyenne et la variance des simulations. Le processus a été
initialisé & 127.38m alors que la borne supérieure est & 128.28m. L’histogramme des va-
leurs obtenues est une gaussienne tronquée. Une fois le régime stationnaire apparemment
atteint, les valeurs possibles de 'altitude du toit du socle varient autour de 120m, avec une
variance de 40m?. La valeur krigée sans validation donnerait une valeur de 150m avec un
écart-type de 12m, donc en dehors de l'intervalle. De méme, la Figure 10.11 présente les
résultats pour le forage A224, isolé au nord-ouest (X=788849.93, Y=93850.01).

Les courbes des deux forages qui illustrent ces propos ne sont pas des cas extrémes, mais
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F1a. 10.9 — Forage A005 - Courbe de altitude du toit du socle en fonction du numeéro d’itération,
a gauche, et histogramme des valeurs obtenues pour 10000 itérations, & droite.

sont cependant représentatives. La moyenne des simulations converge plus rapidement pour
A005 que pour A224 étant donné leurs voisinages respectifs. La variance pour A005 au bout
de 1000 itérations est plutot faible, alors qu’elle est trés élevée pour A224.
Toujours est-il qu'on observe sur ces deux exemples une premiére phase de convergence
dite de “chauffage” (burn in) ou la loi simulée converge vers la loi stationnaire. Au bout de
quelques centaines d’itérations, nous avons 1’état stationnaire, on calcule dés lors plusieurs
centaines ou milliers de simulations.
Comment s’assurer de la convergence de la chaine de Markov vers la loi stationnaire? Le
danger est la convergence lente o une unique chaine de Markov semble avoir convergé
alors que d’autres chaines indépendantes révélent en fait qu’elle n’est pas atteinte. En
effet, des mouvements internes aux chaines, trop lents pour étre détectés, sont la cause
de cette convergence apparente. Ainsi deux séquences prises séparément peuvent sembler
converger, alors que cela n’est pas le cas (valeurs finales trés différentes).
Gelman (1996) propose de controler la convergence en détectant le moment ot les chaines de
Markov “ont oublié leur point de départ”. Il s’agit donc de comparer des graphes de variance
en fonction du nombre d’itérations pour différentes séquences paralléles. La convergence
intervient approximativement lorsque la variance entre les différentes chaines n’est pas plus
grande que la variance a l'intérieur de chaque séquence prise individuellement.
Nous utilisons alors n. chaines paralléles contenant chacune ng valeurs simulées. Ainsi pour
chaque altitude simulée Z;; (que 'on n’indexe pas sur le sondage considéré pour simplifier,
mais sur son appartenance & une séquence (indice i) et sa position dans celle-ci (indice j)),
on calcule deux grandeurs :

— la variance “entre séquences” varg

— la variance “a l'intérieur d’une séquence” varry.
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Fig. 10.10 — Forage A005 - Moyenne et variance de laltitude de linterface séries sédimen-
taires/socle en fonction du numeéro d’itérations.
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Fi1G. 10.11 — Forage A224 - Moyenne et variance de l’altitude de l'interface séries sédimen-
taires/socle en fonction du numeéro d’itérations.
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On les définit de la maniére suivante :

— — 2 N — s — ¢ —
varg = ;R Y00 (Zi = Z.)7 o0 Zy = =30 Zij et Z.o= 230 7 101)
c s 7 \2 )
varr = n% 2 (ﬁ Y51 (Zij = Zi) )
On définit :
_ -1 1
var(Z) = nsn vary + —varg (10.2)
S S

qui est un estimateur de la variance de Z qui surestime cette valeur. De méme, en général,
vary est un estimateur de la variance de Z qui sous-estime cette valeur. Donc pour un
nombre suffisamment important de simulations n, ces deux estimateurs approchent var(Z)
par des directions opposées.

Enfin on a :

Vi =,/ (10.3)

vary

Le “facteur de réduction d’échelle potentiel” R, dont R est une estimation, décroit vers
1 lorsque la simulation converge. L’augmentation du nombre d’itérations permet alors de
diminuer une valeur élevée de R.

La Figure 10.12(a) montre une courbe de V'R en fonction du nombre d’itérations, et la
Figure 10.12(b) présente les courbes de variance qui convergent vers var(Z). Ces résultats
ont été obtenus avec m, = 10. D’une maniére générale, on a constaté une convergence
rapide du processus. On peut également vérifier 'influence de la simulation initiale sur la
convergence, car la probabilité de transition de Geman est définie complétement par la loi
du vecteur a simuler. Si on initialise la premiére itération de 1’échantillonneur non par une
valeur tirée uniformément dans l'intervalle, mais systématiquement par la borne inférieure
de chaque intervalle, on constate des différences minimes avec le résultat précédent (de
Pordre de 0.1m en moyenne), ce qui montre que la valeur de la premiére simulation n’influe
pas sur le résultat.

Enfin, la convergence de la moyenne des valeurs simulées a aussi été vérifiée. La variance de
lestimateur fait intervenir les corrélations entre différents états de la chaine. La derniére
itération sur un certain nombre (pas d’échantillonnage k) est conservée afin d’assurer un
certain mélange dans la chaine et donc de diminuer la dépendance entre les différents états.
Afin de calculer la variance, on emploie ainsi des moyennes par paquets (batch means),
c’est-a-dire les moyennes des itérations utilisées pour former une réalisation Z;; (k étant
la taille du cycle).

Le résultat est I’ensemble des valeurs simulées pour toutes les positions de données souples.
Au final pour un forage, on sort 1000 simulations (1 itération sur 15 étant conservée) qui
sont ensuite moyennées. Ces chiffres ont été choisis pour un résultat optimal, méme si une
bonne précision peut étre obtenue pour quelques centaines de simulations seulement. De
plus, le gain de précision est négligeable si on augmente le nombre de simulations et donc
le temps de calcul.
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F1G. 10.12 — Courbe du paramétre VR en fonction du numéro d’itérations et courbes de var(2)
(en noir) et vary (en rouge) également en fonction du numéro d’itérations.
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10.2.2 Krigeage simple

La Figure 10.13 montre la distribution des données d’inégalité seules et de l’ensemble
des données (souples et dures) pour une validation faisant intervenir le krigeage simple
(KS) comme développé dans le chapitre 9. La moyenne a été fixée & 210m, ce qui corres-
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FiG. 10.13 — Histogrammes aprés validation des contraintes (krigeage simple m = 210).

pond & la moyenne des données d’égalité seules. Ces histogrammes présentent une queue
pour les faibles valeurs, qui est inexistante pour les fortes. Elle correspond aux valeurs
entre les failles (bloc abaissé) qui constituent une population pouvant étre a la limite sé-
parée du reste des autres points. Hormis ces valeurs faibles, on constate que les valeurs
moyennes (correspondant pour une grande part a la zone centrale moins informée) sont
moins fréquentes que les valeurs extrémes. Ce déficit de valeurs autour de 150 - 250m crée
deux pics I'un vers 130 - 140m et ’autre vers 275 - 290m. En outre, ce caractére bimodal
est plus accentué pour les données souples que pour I’ensemble des données. Si on compare
cette distribution des données simulées aux données d’origine (Figure 10.3), on remarque
que lon a généré plus de valeurs élevées (prés de 70% des données entre 230 et 300m sont
souples; inversement 70% des données entre 140 et 190m sont dures). De méme, on simule
plus de valeurs faibles; en fait, on simule d’autres valeurs que les données dures mais la
moyenne de toutes les données est proche de la moyenne des données d’origine. Il serait
intéressant de comparer ces résultats avec ceux de techniques d’estimation de données cen-
surées (par exemple, pour les mesures de fractures en carriére).

La principale difficulté au niveau du KS est le choix de la valeur de ’espérance m. Nous
avons regardé alors ce qu’il se passait si la moyenne fournie était trés différente de celle
utilisée précédemment. La valeur m = 0 a été choisie a la place de m = 210, on remarque
alors qu’une grande majorité des valeurs des altitudes sont quasiment identiques; seuls
quelques points sont mal estimés (Figure 10.14). Ceux-ci correspondent pour la plupart
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FiG. 10.14 — Nuage de corrélation entre les données totales aprés validation des contraintes par
krigeage simple (KS) pour m = 210 et pour m = 0, & gauche et carte de localisation, & droite. En
bleu les points qui s’éloignent le plus de la premiére bissectrice.

aux sondages isolés au nord-ouest. Si on avait effectué le krigeage des données dures sans
validation des contraintes (cf. section 10.2.4), on aurait trouvé pour ces points la variance
d’estimation la plus forte.

Généralement, la somme des poids de krigeage est trés proche de 1, ce qui explique un
résultat comparable pour m = 0 et m = 210. La densité d’information est pour une grande
part responsable de ce résultat. En effet, lorsqu’on simule une donnée dans un groupe, les
distances aux voisins sont trés petites et le poids de la moyenne est proche de 0 (Rivoirard,
1984). Comme on est en voisinage unique, les points les plus éloignés ont une influence né-
gligeable dans le KS. On pourrait envisager, dés le prétraitement, de regrouper les données
(pour des informations ayant des pondérateurs égaux) au sein des groupes de sondages, ce
qui diminuerait la taille de la matrice & inverser. On peut noter que les quelques forages
dont les poids de krigeage sont les plus éloignés de 1 font partie des points s’éloignant de
la premiére bissectrice sur la Figure 10.14.

10.2.3 Krigeage ordinaire

Le fait que les pondérateurs fournis par le krigeage simple somment habituellement &
une valeur proche de 1 laisse entrevoir une bonne robustesse de l'algorithme si on remplace
le KS par le krigeage ordinaire (KO), autrement dit si la moyenne n’est pas considérée
connue. En effet, dans ce cas de figure la condition d’universalité impose que la somme des
poids soit égale & 1.

On constate (Figure 10.15) qu’il y a trés peu de différences entre les deux approches, ce
qui montre la robustesse de l'algorithme méme si on s’éloigne un peu du cadre théorique



10.2 LE CAS DE LA VILLE DE LYON : RESULTATS DE LA VALIDATION 151

300 |- B

200 | B

Krigeage simple m=210

100 | B

50 |- B

L L L L L L
50 100 150 200 250 300

Krigeage ordinaire

(a) Histogramme

(b) Nuage de corrélation

Fi1a. 10.15 — Histogramme des données souples pour le krigeage ordinaire et nuage de corrélation
entre les données souples aprés validation des contraintes par krigeage simple pour m = 210 et par
krigeage ordinaire.

strict pour lequel il a été développé.
Le Tableau 10.3 résume les statistiques élémentaires des résultats obtenus pour les 381
données souples simulées.

Approche utilisée Minimum | Maximum | Moyenne | Ecart-type
Krigeage simple m=210 | 43.59 308.41 213.69 66.49
Krigeage simple m=0 44.10 307.43 211.37 67.65
Krigeage ordinaire 43.78 309.00 213.76 66.37

TAB. 10.3 — Statistiques élémentaires des données souples (en m).

La variance d’estimation qui est obtenue avec le résultat de la contrainte validée nous ren-
seigne, comme on I’a vu précédemment, sur la facilité ou non de la convergence. La Figure
10.16 et le Tableau 10.4 montrent les résultats au bout de 1000 simulations, chaque valeur
simulée étant retenue aprés 15 cycles (i.e. 15 balayages de toutes les données) pour le KO.

Maximum
3345.27

Minimum
1.24

Moyenne
134.06

Ecart-type
306.05

TAB. 10.4 — Statistiques élémentaires de la variance d’estimation des données souples (en m?).

Les variances les plus élevées sont réparties au nord ou la concentration des données est
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légende fournit des intervalles pour les valeurs des variances. En noir, les données dures (variance
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FiG. 10.17 — Carte interpolée & partir des données dures et souples (KO).
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moins importante et en particulier au nord-est o ces données sont essentiellement des
inégalités. En revanche, les variances les plus faibles concernent des données souples au
voisinage immédiat de données dures. De plus, si on regarde le variogramme des données
totales, 'augmentation des données, en particulier dans des zones moins informées, contri-
bue & diminuer le changement de pente constaté sur le variogramme expérimental des
données dures. A part cela, si on trace le variogramme des données totales, on constate
qu’il a méme allure que le variogramme des données dures seules.

I -

10

95000

94000

93000

92000

Y (m)

91000

90000

89000

88000 <=5

. N/A

789000 791000 793000 795000

X (m)

F1G. 10.18 — Carte de différence entre les cartes utilisant toutes les données, I’'une avec ’approche
de type KS, I'autre le KO.

Une grille (Figure 10.17 pour les données validées avec krigeage ordinaire) a été obtenue
par interpolation rapide de 1’ensemble des données & 'aide d’un krigeage avec un vario-
gramme linéaire en voisinage glissant (nombre de secteurs angulaires :10 ; nombre minimum
d’échantillons : 8; nombre optimum d’échantillons par secteur : 12; rayon de l’ellipsoide
de recherche : 3000m). La topographie, ainsi que les relations de type dépot/érosion n’ont
pas été prises en compte pour la création de cette carte. La carte fait apparaitre au nord
une antiforme faillée et une dépression trés faillée au sud. Une grille semblable & celle-ci a
été créée pour les données validées par krigeage simple avec m = 210. Enfin une grille de
différence (Figure 10.18) a été calculée a partir de ces deux grilles. On voit trés bien que
les différences entre les deux approches sont minimes.

10.2.4 Comparaison avec et sans validation

Nous avons vu comment prendre en compte les inégalités. Mais ce traitement apporte-
t-il une amélioration substantielle 7 Lorsque nous effectuons la validation des contraintes,
tous les intervalles liés aux données d’inégalité sont évidemment respectés. Ils ne le sont
plus forcément sans ce traitement des inégalités. Nous avons donc effectué le krigeage en
voisinage unique des données souples a partir des données d’égalité seules sans tenir compte
de I'information fournie par les inégalités (Figure 10.19 et Tableau 10.5). Les résultats ont
été déterminés pour le KO. (Ils sont identiques pour le KS comme on I’a vu plus haut).
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Validation | Minimum | Maximum | Moyenne | Ecart-type
sans 15.28 312.39 226.98 60.21
avec 43.78 309.00 213.76 66.37

TAB. 10.5 — Statistiques élémentaires des données souples sans et avec validation des contraintes
(en m).

(b) Ecart-types de krigeage

(a) Valeurs estimées

Fi1G. 10.19 — Histogrammes des données souples sans validation des contraintes.

Une premiére remarque concerne le respect des contraintes : presque % des estimations
(120 sur 381) ne respectent pas les intervalles. Les données non satisfaites sont surtout
présentes au sud. Ensuite ’allure de 1’histogramme des estimations ressemble & celui des
simulations. On retrouve le caractére bimodal avec les deux pics vers 150 et 280m.

Pour mieux comparer ces résultats observons la Figure 10.20. On remarque que le nuage
de corrélation entre les valeurs obtenues avec et sans validation est systématiquement dé-
calé, de méme que l'histogramme des erreurs standardisées. L’erreur standardisée est le
rapport de la différence entre la valeur obtenue avec validation et la valeur sans valida-
tion par ’écart-type de krigeage sans validation. Le biais se traduit par un décalage par
rapport & 0. Les valeurs sans validation sont donc surestimées (13m en moyenne). Cela
est di au fait que la quasi-totalité des contraintes sont des fins de sondages. Le sens du
biais s’explique par le fait que la borne supérieure de 'intervalle impose une valeur plus
faible. De plus, I’histogramme est dissymétrique, ce qui indique qu’il y a plus de valeurs
estimées supérieures aux simulées que le contraire (médiane différente). De méme que pour
les valeurs non satisfaites, les plus grosses différences entre valeurs obtenues avec et sans
validation sont concentrées au sud de ’étude, en particulier autour des failles (blocs légére-
ment basculés, flexures 7) et aussi au nord-ouest ou I’estimation entraine une extrapolation
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des valeurs d’altitude.

Dans certaines zones sur une courte distance, la variabilité est plutdt forte. Regardons ce
qui se passe par exemple dans un carré de 150m x 250m de c6té au nord-est de 1’étude
(vers X=794000, Y=93000). On dispose de 5 données exactes (moyenne =~ 238m) au nord-
ouest de ce carré, les 10 données souples étant regroupées au sud-ouest. Sans validation la
moyenne est de 222m, avec validation la moyenne tombe & 205m. Ce sont les bornes des
intervalles qui imposent des valeurs plus faibles : par exemple en un des points, on a z <
218m. Cette zone correspond 4 la pente d’un talus d’érosion qui révéle peut-étre 'existence
d’une faille non reconnue en surface.

Pour visualiser l'apport des données souples, calculons comme précédemment une grille,
mais en ne considérant cette fois-ci que les données dures (Figure 10.21). La Figure 10.22
montre la carte de différences entre le cas sans (Figure 10.21) et avec validation des
contraintes (Figure 10.17). On constate que l’on a une meilleure image de I’ensellement avec

300 |-

250 |-

200 |-

150 |-

avec validation

100 |-

50 |-

L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 100 200 300

sans validation

(a) Histogramme (b) Nuage de corrélation

F1G. 10.20 — Histogramme des erreurs standardisées, & gauche et nuage de corrélation entre les
valeurs obtenues avec et sans validation, & droite.

la validation, I'utilisation des données supplémentaires au nord-ouest permettant d’éviter
I’extrapolation. Les failles au sud apparaissent trés nettement. Les surfaces en rouge cor-
respondent aux zones ol les valeurs obtenues sans les données souples sont trés surestimées
par rapport aux valeurs obtenues avec toutes les données disponibles.

10.2.5 Fonctions de dérive et de failles

Nous avons vu au paragraphe 10.1.2 que nos données sont affectées par une dérive
linéaire (modérée) et par des failles. Aussi est-il intéressant d’examiner la robustesse de
I’algorithme de validation des contraintes lorsqu’on 1’applique avec un krigeage universel
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F1G. 10.22 — Carte des écarts entre les altitudes estimées sans validation (Figure 10.21) et avec
validation (Figure 10.17).
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F1G. 10.21 — Carte interpolée & partir des seules données dures.
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(KU) en introduisant des fonctions de dérive linéaire ou des fonctions de failles. Commen-
cons par un krigeage universel avec dérive linéaire. Les résultats obtenus sont peu différents

95000 >=15
94000
10
93000
92000
E 5
., 91000
90000
0
89000 r
88000 I <5
789000 791000 793000 795000 N N/A

X (m)

F1G. 10.23 — Carte de différence entre les cartes utilisant toutes les données, ’'une avec ’approche
de type KU et dérive linéaire, autre avec le KO.

de la carte obtenue en recourant au KO, comme le montre la Figure 10.23 qui présente
I’écart entre ces deux cartes. Les plus grosses différences sont constatées dans la partie
nord-ouest ou l'estimation est plus difficile & réaliser vu le peu de données localisées & cet
endroit. Cela montre la robustesse de ’algorithme, mais aussi I’apport limité de son exten-
sion lorsque comme ici la dérive est peu marquée. Par contre la prise en compte des failles
par l'ajout de fonctions de rejet s’est révélée plus fructueuse. Les valeurs entre les failles
au sud sont nettement inférieures aux autres valeurs, la simulation doit donc tenir compte
de ces informations. En particulier, pour ’espace entre les deux failles les plus au sud (F1
sur la Figure 10.24) ainsi que la partie est de celui qui forme un coude un peu plus au nord
(F3). Ces deux zones ont les altitudes les plus basses du champ. Les failles sont supposées
verticales. On considére la fonction rejet comme l'intersection d’un plan et d’une fonction
de Heaviside Hjp, définie uniquement le long d’un segment L (Maréchal, 1984) :

.f(xay) = G,()HL(LE,’y) + al-'EHL("an) + angL(a:,y)

Les coefficients ag, a1 et a9 étant inconnus, on introduit les trois fonctions de base Hy,, xHp,
et yHp. Il est possible aussi d’introduire des fonctions avec amortissement comme dans le
cas de I’Editeur a la Figure 3.9. On a donc considéré quatre segments, donc trois espaces
interfailles F1, F5 et F3 qui contiennent 21 données. En plus, des fonctions de base 1, x, y
globales, on utilise trois fonctions supplémentaires pour chaque domaine F; du type Hp,
zHp, yHp ou HFp est 'indicatrice du domaine F'. Ce qui fait 12 fonctions de base en tout.
Regardons le nuage de corrélation & la Figure 10.25 entre les cas sans et avec fonctions
de rejet. Les valeurs les plus différentes sont les valeurs les plus faibles au sud entre ou
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FiG. 10.24 — Carte de localisation des zones de failles. En bleu, les points qui s’éloignent le plus
de la premiére bissectrice a la Figure 10.25.
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F1a. 10.25 — Nuage de corrélation entre une validation des données d’inégalité sans et avec fonc-
tions de failles. En bleu, les points qui s’éloignent le plus de la premiére bissectrice.
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F1G. 10.26 — Carte de différence entre les cartes utilisant toutes les données, I’une sans les fonctions
de failles, autre avec.
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a proximité des failles (Figure 10.24). L’image que l'on a de la zone faillée s’en trouve
globalement modifiée, comme on peut le voir sur la carte de différence entre I'utilisation
ou non de ces fonctions de failles (Figure 10.26).

Intéressons-nous maintenant & des zones inter-failles en particulier. Par exemple, prenons
Pespace F2 dans la région faillée au sud (correspondant a la zone entre les deux failles les
plus au nord & la Figure 10.27). La moyenne des 7 données simulées dans cette zone est

(a) sans fonctions de failles

(b) avec fonctions de failles

Fi1G. 10.27 — Carte interpolée utilisant toutes les données (zoom sur les failles au sud), (a) sans
les fonctions de failles, (b) avec les fonctions de failles. Les croix noires correspondent aux données
dures et les blanches aux données souples.
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de 84m sans les fonctions de failles et la variance est forte. En utilisant les fonctions de
failles, la moyenne monte & 122m et la variance est beaucoup plus faible. Au contraire, si
on regarde ce qu’il se passe dans I'espace F1 (I’espace inter-faille au-dessous), la moyenne
des 5 données d’inégalité situées dans cet espace est de 89m sans les fonctions de failles.
Lorsqu’on utilise les fonctions de failles, la moyenne chute & 67m. En résumé, sans les
fonctions de failles, la moyenne des données souples dans les deux espaces inter-failles est
de l’ordre de 85 - 90m dans chaque bloc. On ne distingue donc pas le bloc effondré du bloc
surélevé. Par contre, grace aux fonctions de failles, les valeurs simulées se calent sur les
valeurs dures situées dans le compartiment. Enfin, on peut noter que la prise en compte de
I’anisotropie, de la dérive, des failles entraine & chaque fois une diminution de la moyenne
de la variance des simulations.

10.2.6 Validation croisée

Une approche de type validation croisée a été entreprise afin de tester concrétement
les résultats de la simulation et de mesurer d’une certaine maniére la confiance accordée &
cette méthode. Le principe consiste & créer & partir des seules données exactes un nouveau
jeu de données dures et souples. Il s’agit ensuite de comparer les résultats simulés aux
valeurs connues.
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88000 |-
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790000 792000 794000 796000
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FiG. 10.28 — Validation croisée : carte de localisation des données - Croix noires : données d’égalité ;
Cercles rouges : données d’inégalité.

Sur les 271 sondages atteignant 1'objectif, 180 sont restés des données dures et 91 ont été
transformés en données d’intervalle (Figure 10.28). On qualifiera de “souples réelles” les
valeurs avant transformation en données d’intervalle et de “souples simulées” les valeurs
reconstituées par la validation des contraintes via un krigeage ordinaire.

Le Tableau 10.6 présente les principales statistiques et la Figure 10.29(a) montre I’his-
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(c) Données souples simulées

Fic. 10.29 — Validation croisée : histogrammes des données dures et souples.
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F1a. 10.30 — Validation croisée : cartes de localisation et nuages de corrélation entre les données
simulées et réelles sans fonctions de failles (en haut) et aprés ajout de fonctions de failles, en bas.
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Données Minimum | Maximum | Moyenne | Ecart-type
Hard -4.88 313.17 212.01 59.65
Soft réelles 124.58 306.00 206.32 49.35
Soft simulées (KO) | 8.56 311.37 201.15 57.98

TAB. 10.6 — Statistiques élémentaires pour la validation croisée (en m)

togramme des 180 données dures restantes. De méme, les Figures 10.29(b) et 10.29(c)
comparent les histogrammes des 91 données souples réelles et simulées. Les valeurs infé-
rieures & 120 m ne sont pas visibles (au nombre de 4 pour les données souples simulées).
Si on regarde les données de départ (dures et souples réelles), on constate que les valeurs
des données souples sont en moyenne plus faibles que celles des données dures, mais aussi
moins dispersées. En particulier, il n’y a pas, contrairement aux données exactes, de va-
leurs inférieures & 120 m. Apreés simulation, la sous-estimation des altitudes est de 5 m en
moyenne (on simule des valeurs faibles aux alentours des données dures proches des failles
du sud). On remarque également que la distribution des données simulées est trés proche
de la distribution des données réelles, ce qui est trés encourageant.

Regardons & présent les nuages de corrélation entre données souples réelles et simulées.
Comme on le voit sur les Figures 10.30(a) et 10.30(b) (sans utilisation de fonctions de
failles), seuls 4 points de valeurs faibles s’éloignent de la premiére bissectrice (carrés rouges).
L’un est un point isolé, les autres sont situés dans des blocs entre les failles du sud. Or
ces derniers ne sont pas situés dans les blocs les plus bas (cf. Section 10.2.5), mais dans
le deuxiéme espace interfaille & partir du sud (espace F2 sur la Figure 10.27) et dans la
partie ouest du bloc formant un coude (F3). Ceci explique pourquoi les valeurs réelles sont
plus élevées. L’introduction des fonctions de failles rameéne les valeurs les plus atypiques
concernées par les failles vers la premiére bissectrice. Seule la valeur du point isolé n’a pas
été corrigée (Figures 10.30(c) et 10.30(d)).

10.3 Meéthode des potentiels et données d’inégalité : étude
sur des données synthétiques

Nous allons appliquer 1’algorithme de validation des contraintes adapté a la méthode
des potentiels et observer son comportement sur des exemples assez simples.
Considérons un champ de taille 1000m x 1000m x 1000m. Nous travaillerons essentielle-
ment sur des coupes verticales.

10.3.1 Un forage, une inégalité

On utilise tout d’abord une pile stratigraphique contenant uniquement deux couches
géologiques distinctes : B surmontant A. L’objectif est de dessiner la trace de ’horizon dans
la coupe. On se donne 3 données d’interface (données dures, autrement dit la différence de
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potentiel entre deux points est nulle) plus ou moins alignées dans la section, et une donnée
de foliation. On place un forage de 300m de profondeur, situé & 300m du bord de la section,
afin de “perturber” ’estimation. Le sondage est constitué d’une seule passe afin d’étre dans
le cas d’une donnée souple. Si la passe est composée uniquement de B (en bleu sur la
Figure 10.31), la différence de potentiel entre le point situé a la fin du forage et un point
de l'interface est positive, en considérant que ’ordre de succession des couches n’est pas
inversé par rapport a la pile. Inversement, si la passe est composée seulement de A (en rouge
sur la Figure 10.31), la différence de potentiel entre le point situé au début du forage et
un point de l'interface avant érosion est négative. On simule donc la différence de potentiel

a) Simulation d’une inégalité pOSi- b) Simulation d’une inégalité néga-
tive tive

FiG. 10.31 — Tracés de l’interface entre deux couches géologiques.

entre le point situé au début ou a la fin du sondage et un point sur l'interface. La valeur
ainsi calculée constitue une donnée supplémentaire du champ de potentiel, méme si elle
n’appartient pas a U'interface considérée (différence de potentiel non nulle avec un point
situé sur l'interface). On interpole alors le potentiel et on trace la surface isopotentielle
correspondant & l'interface.

Le variogramme utilisé est un schéma cubique de portée 200 m, de palier unité et avec des
effets de pépite sur les gradients et sur les incréments de respectivement 0.01 et 10~7. Une
dérive linéaire est également ajoutée. On peut voir sur la Figure 10.31 que les inégalités
sont parfaitement respectées, obligeant le tracé a éviter la traversée du sondage.

10.3.2 Deux sondages, deux inégalités

La Figure 10.32 est un cas un peu plus complexe avec une interface rouge (R) ancienne
et érodante et le toit plus récent bleu (B) d’une formation qui s’y est déposée. Deux
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(a) Sans validation des contraintes

(b) Avec validation des contraintes

Fia. 10.32 — Détermination de 2 interfaces géologiques.

forages, traversant chacun un seul faciés, fournissent des données d’inégalité. Avant prise
en compte des données d’inégalité, les données dures sont respectées, mais pas les données
souples des deux forages. Elles le sont aprés simulation de différences de potentiel positive
(R) et négative (B) pour le premier sondage et négative (R) pour le second.

10.3.3 Le cas de lacunes

Un dernier exemple présente le cas de figure des lacunes qui peuvent étre présentes
dans les sondages.
La pile stratigraphique est la suivante du haut vers le bas :

— couche jaune J

— couche verte V en dépot

— couche bleue B érodante

— couche rouge R en dépot
L’objectif est de tracer les toits de V, B et R, connaissant une donnée d’orientation et un
point sur chaque interface. Trois sondages existent et apportent des informations stires (4
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points supplémentaires) et des données d’inégalités (en particulier une contrainte négative
pour R sur le premier sondage et une contrainte positive pour B sur le troisiéme). Des
lacunes imposent également des contraintes, car il n’y a pas de dépo6t de B dans le deuxiéme
sondage, ni de V dans les premier et troisiéme sondages.

L’absence de prise en compte des inégalités (Figure 10.33) montre que U'interface R est trop
haut et traverse B au sondage 1. De méme, I'interface R est trop bas et traverse R dans le
sondage 3. Ce qui provoque par conséquent un non respect du hiatus de V au sondage 3.
La Figure 10.34 est le résultat du tracé avec prise en compte des contraintes d’inégalité.
Le remplissage des couches montre bien 'apport de 'information supplémentaire sur le
modéle géologique. Les dépo6ts de V et J sont maintenant circonscrits & la partie centrale
de la coupe et B existe désormais & droite.

Les résultats obtenus sur données synthétiques sont donc encourageants pour un passage
4 des applications réelles.



168 CHAPITRE 10. LES INEGALITES - APPLICATIONS

(a) Tracé des interfaces

b) Remplissage des couches
g

Fia. 10.33 — Détermination des interfaces entre 4 couches géologiques sans validation des
contraintes.
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(a) Tracé des interfaces

b) Remplissage des couches
g

FiGg. 10.34 — Détermination des interfaces entre 4 couches géologiques avec validation des
contraintes.



170 CHAPITRE 10. LES INEGALITES - APPLICATIONS



Chapitre 11

Conclusions et perspectives

11.1 Un outil de modélisation géologique 3D : I’ Editeur Géo-
logique

Le travail présenté dans ce mémoire se place dans le cadre de la modélisation tridimen-
sionnelle des corps géologiques, en combinant surfaces implicites et méthodes géostatis-
tiques. Depuis les premiers travaux consacrés & la méthode des potentiels il y a de prés de
dix ans, un outil développé au BRGM, I’ Editeur Géologique, a vu le jour et est opération-
nel. Il permet de construire des modéles géologiques réalistes, méme dans des situations
complexes (Maxelon (2004), Guillen et al. (2004)). Pour ce faire, il intégre différents types
de données : carte géologique, forages, données structurales, failles, en s’assurant de la
cohérence géométrique. Les interfaces géologiques sont construites, pour résumer, par un
cokrigeage & partir de points de passage et de données d’orientation.

L’ Editeur continue d’évoluer, la recherche se poursuit et cette thése en est une illustration.

11.2 Les apports principaux de la thése

Le progrés majeur apporté par cette thése est la caractérisation de la structure spatiale
du champ de potentiel grace aux données d’orientation et les possibilités qui en découlent :

(i) la quantification de l'incertitude qui affecte le modéle géologique construit ;
(ii) la prise en compte des données d’inégalité.

Dans une approche multicouche, la détermination des incertitudes affectant les modéles
construits posséde une solution connue, puisqu’elle reléve des méthodes géostatistiques
multivariables classiques 2D.

Par contre, pour la méthode des champs de potentiel, il a fallu au préalable caractériser
le modéle de covariance qui était jusqu’a présent choisi de maniére heuristique. Ce
modeéle est maintenant décrit & 1'aide des seules données exploitables pour le calcul des
variogrammes expérimentaux : les données structurales. Comme celles-ci sont assimilées
& des gradients du potentiel et comme la covariance du potentiel est liée a la covariance
de son gradient par une dérivée seconde, les données d’orientation permettent en effet de
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remonter a la structure du potentiel. Le modéle de covariance du potentiel choisi est une
structure cubique gigogne reprenant les structures dérivées des composantes verticales et
horizontales du gradient.

Les quatre jeux de données réelles étudiés afin de tester la méthode ont ceci en
commun que la composante du gradient suivant z a une variance beaucoup plus faible
que les autres composantes et que toutes ont un variogramme bien structuré malgré un
effet de pépite relativement important. Le modéle obtenu est généralement tres différent
du modéle “conventionnel” utilisé auparavant, ce qui a un impact non négligeable sur la
qualité de I'interpolation.

Une procédure automatique d’ajustement des variogrammes a été mise en place afin
de déterminer les paramétres du modéle, 'optique de ce travail étant toujours d’intégrer
a plus ou moins long terme les applications au sein du logiciel. Ces derniéres se doivent
donc d’étre utilisables par les géologues avec un minimum de connaissances géostatistiques.

Les variances de cokrigeage ayant maintenant un sens objectif, il a été possible de
cartographier le potentiel réduit, variable qui mesure la probabilité d’appartenance d’un
point & une interface. Ces cartes qui permettent de localiser les zones d’incertitudes élevées
vont étre trés utiles pour les utilisateurs des modéles fournis. Une variance d’estimation
plus classique, dont la dimension est une distance, peut aussi étre obtenue en combinant
variance de cokrigeage du potentiel et estimation du gradient vertical.

L’ajustement d’un variogramme comporte aussi une part d’incertitude qu’il est
possible de quantifier a I'aide d’une approche bayésienne. Nous nous sommes attachés a
caractériser l'incertitude relative aux parametres du modéle de covariance : portée, palier,
effet de pépite, dérive. La distribution a posteriori calculée lors de cette étude peut dans
un deuxiéme temps étre incorporée au processus de cokrigeage.

Les données structurales sont des mesures d’orientation, mais ne sont pas assorties
d’une mesure d’intensité. La méthode des potentiels les considére toutes comme des
vecteurs unitaires, ce qui est une approximation. Des simulations sur un exemple donné
ont montré I'impact, sur les variogrammes, de 1'usage des gradients normés & la place des
gradients non-normés. Seul le palier du variogramme du gradient vertical est affecté de
maniére significative.

Enfin, la connaissance de la covariance du potentiel a permis de résoudre un probléme
récurrent posé aux géologues : le non-respect des fins de sondage lors de l'interpolation. Le
traitement des données incomplétes a ainsi été opéré au sein de I’Editeur en mettant en
ceuvre une procédure de simulation de vecteurs gaussiens tronqués. La premiére approche
envisagée a été de déterminer l’altitude d’une interface séparant deux formations géolo-
giques en 2D, laltitude étant la variable d’intérét. La procédure s’étend facilement au cas
multicouche. Les résultats obtenus sur un cas réel ont montré l'intérét de cette démarche
afin d’offrir une vision plus précise du sous-sol en utilisant de I’information non-exploitée.
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Un des résultats importants de cette étude est la robustesse de l'algorithme, lorsque 1’on
remplace le krigeage simple par un krigeage ordinaire, universel ou avec ’emploi de fonc-
tions de failles. L’étape suivante a consisté a appliquer cette procédure de validation des
contraintes & des données de potentiel dans une optique 3D et pour plusieurs horizons.
Les résultats sont réalistes pour des données synthétiques, mais restent a finaliser pour des
données réelles.

11.3 Perspectives

Quelques points examinés lors de cette thése méritent d’étre précisés.
L’impact de l'utilisation de vecteurs normés a la place des gradients réels, non plus sur les
variogrammes, mais sur le cokrigeage, est envisagé.
De méme, 1’étude d’un cas réel concernant le traitement des inégalités dans la méthode
des potentiels est prévue.

D’autres fonctionnalités ont été ajoutées par 1’équipe “Modélisation 3D” du BRGM.
Ainsi, il est désormais possible, entre autres, d’exploiter des données structurales non
orientées telles que les axes de pli.

Cependant nombre de nouveaux développements restent a réaliser :

Lors de l'interpolation du champ de potentiel, le cokrigeage s’effectue en voisinage
unique, ce qui impose des tailles de matrices trés grandes quand le nombre de données est
important. Un voisinage glissant permettrait un gain de temps non négligeable, mais il
faudra néanmoins étre trés attentifs au niveau des recouvrements de ces voisinages afin
d’éviter tout artefact. On peut imaginer diverses solutions, comme un double cokrigeage
et des cokrigeages sur de grands sous-domaines avec recouvrement partiel.

Une alternative complémentaire a l’estimation par cokrigeage est envisageable, comme
les simulations conditionnelles. On obtient par ce biais différents modéles, moins lisses,
mais tous aussi représentatifs de la variabilité de détail de la réalité sous-jacente inconnue,
ce qui permet de tester différents scenarii.

Un autre point essentiel est 1’amélioration de la gestion des discontinuités qui est
en cours d’étude, car les réseaux complexes de failles sont mal pris en compte avec nos
modeles simplistes.

De nombreuses informations, également sous forme d’inégalités, ne sont pas exploitées
au niveau de la carte géologique. Une approche de type validation des contraintes est dans
ce cas également & mettre en ceuvre.

L’ Editeur Géologique comporte en fait deux outils distincts : le modeleur géologique
étudié ici, et un outil d’inversion géophysique (données géomagnétiques ou gravimétriques).
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Actuellement, le modéle issu du premier outil est pris comme solution initiale du second.
Une interaction entre le modeleur et le module d’inversion apporterait sans doute une
amélioration significative. D’une maniére plus générale, I'intégration d’autres données géo-
physiques (radar, RMN, sismique par exemple) reste a réaliser.
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Annexe A

Matrice de covariance utilisée dans la
méthode du potentiel

Nous allons expliciter dans le détail ’expression de la matrice de covariance servant &
I'interpolation du champ de potentiel. Définissons tout d’abord les paramétres utilisés. On
considére p interfaces géologiques et chaque interface Iy 1<x<p posséde ny points. Comme
un point par interface est utilisé comme référence pour les incréments, le nombre total de
données d’incréments est : n = I,zjf (ng — 1). L’indice servant aux données d’incréments
est 7. On a de plus m données d’orientation qui sont des vecteurs & trois composantes;
I'indice utilisé est ¢. La variable aléatoire potentiel sera notée Z. La matrice de covariance
utilisée pour le cokrigeage des données d’interface et de gradient est une matrice-bloc de

la forme :

Ce 'Cqr 'Ug 'Fg
Car Cr 'Ur 'Fp
Ua Ur 0 0
Fq Fr 0 0

C =

avec
C¢ la matrice de covariance sur les gradients (dérivées partielles du potentiel) ;

C7 la matrice de covariance sur les interfaces (incréments de potentiel) ;

Cgr la matrice de covariance croisée gradients / interfaces;

Ug et Ur les matrices de conditions d’universalité sur les gradients et les interfaces;

Fg et Fr les matrices de failles sur les gradients et les interfaces;
A.1 Les gradients

La matrice de covariance des données de gradient est de taille (3 x m)? et de la forme :

czr CcY o
Co=| c&F c¥ c¥
cx cF o
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Le vecteur reliant les deux points u et v est h = v — u. Soit r son module et kg, hy, h,
ses composantes. Pour une covariance isotrope du potentiel de variance 0% et de portée a,
on a par exemple :

0Z 0Z

T 0'2 hwh
CZl =Cov [%(u), a—y(v)] =< *Y

a? r2

1
(e - c3)
Un effet de pépite est rajouté sur les éléments diagonaux.

A.2 Les incréments de potentiel

On travaille sur les incréments de Zg — Zf, ou k est I'indice de I'interface, 1 la donnée
de référence (arbitrairement la premiére rencontrée) et a (2 < a < ny) les autres données.
La matrice de covariance des données d’interface est de taille n? et de la forme :

Cnn Cnr, -+ Cpo,

Cn, Cnn, -+ Crr,
Cr= : S -

Cni, Cri, -+ CLi

Regardons de plus prés la matrice Cy, g, de taille (n, — 1) * (ns — 1) :

Cri,= | - fr1,(uv)

avec fr,1,(u,v) = Cov[Z},Z5] — Cov[Z;,Z}] — Cov [Z5, ZT] + Cov [ Z], ZF]

I

T r

Z

Fi1G. A.1 — Relations entre points sur des interfaces différents.
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A.3 Les interactions gradients / interfaces

La matrice des termes croisés est de taille 3 * m * n et de la forme :

1 1 1

Caer Covr Cger
Car = : :
74 P 7

Ceer Covr Cger

Regardons de plus prés la matrice Cgm ; de taille m * (ng — 1) :
Cler=1{ - 4°(i,9)

avee ¢°(,j) = Cov | Fi(w), 2f] — Cov [S2(w). 2] et Cov [F(w),7f] =

A.4 Les conditions d’universalité

Les matrices contenant les fonctions de dérive sont de taille 9 (3*%m) pour les gradients
et 9xn pour les incréments sous '’hypothése d'une dérive polynomiale cubique. Le nombre 9
vient du nombre de fonctions de dérive prises en compte & savoir z, y, z, 2, y2, 22, zy, vz, y 2.
En général, on se contente d’une dérive linéaire. Il est & noter que la condition d’universalité
faisant intervenir la dérive constante 1 est automatiquement remplie puisque ’on travaille
sur des incréments et elle n’apparait donc pas dans le systéme de cokrigeage. La matrice

Ug contient les dérivées partielles des fonctions de base aux points de donnée du gradient

u; = (xiayiazz’) :

1 0 0

0 1 0

0 0 1

- 2w 0 0

Ug=]| --- 0 21; 0
0 0 2z;

La matrice Uy contient les accroissements des fonctions de base aux points de données sur
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les interfaces :

ok — ot
y;c - yllc
z; — z{“
kot — atat
Ur = y;cy_;'c_ylfylf
.. .. zhi_:z‘;c—zfzf
$£y£ - mlfy{c
Yjzi — ybaf

A.5 Les termes de failles

On dispose de ny failles, I'indice générique utilisé est /. La matrice contenant les fonc-
tions de failles pour les gradients est de taille 3 x m * ny.

Fo=1| - dhl‘x(i) dhl‘;/(i) dhl:z(z')

avec dhyz(i) la valeur de la dérivée par rapport a x de la fonction de dérive liée a la
faille [ au point ¢ des données de gradient.
La matrice contenant les fonctions de failles pour les interfaces est de taille n * ny. Seule

la fonction de dérive de la faille [ au jéme point de 'interface k est représentée.

Fr

) - )

A.6 Le systéme de cokrigeage

Lorsque nous ne sommes pas intéressés par la variance de cokrigeage, pour des raisons
d’efficacité, la forme duale du cokrigeage est retenue. Le systéme de cokrigeage universel
dual utilisé pour estimer un incrément de potentiel a donc la forme :

Ce 'Cor 'Ug 'Fg
Cer Cr ‘U 'Fy
Ua Ur 0 0

G
I
0
Fo F 0 0 0

QW



A.6. LE SYSTEME DE COKRIGEAGE 181

G est le vecteur de taille 3 * m contenant les valeurs des composantes des gradients :

( s.\

et I est le vecteur de taille n des incréments de potentiel. Les composantes de ce vecteur
sont en général nulles, sauf lorsque l'on traite des inégalités (cf. chapitre 9).

Dans le cas d’un voisinage unique, ce systéme est résolu une seule fois afin d’obtenir ’ex-
pression explicite de l'interpolateur pour tout le domaine.
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Annexe B

Calcul du modéle de variogramme du
gradient de potentiel

B.1 Détermination du lien entre covariance du potentiel et
covariance du gradient

x
Considérons deux points de I’espace repérés par leur vecteur de coordonnées u ( Y )

z
T+ hg

et v| y+hy |.Soit Cp = Cov[P(v),P(u)] la covariance entre ces deux points et Cy =
z+h,

Cov [‘9P (v), %—i(u)] la covariance entre les composantes suivant x du gradient en ces deux
mémes points. P(u) et P(v) sont respectivement la valeur du potentiel P au point u et au
point v. Calculons la covariance entre la composante suivant  du gradient au point v et
la composante suivant = du gradlen’c au point u suivant le schéma de la Figure B.1.

Cov [ (z+hg,y+hy,z+h 2), 2 S L (z,y,2)]

P(z+1,y,2)

B P(.’E,y,Z)

k—0 k =0

1
= limlimHCO'U[P(x—l-hm—I—k,y—}—hy,z—i-hz)—P(x—l—hm,y—I—hy,z—i—hz),P(m—}—l,y,z)

k—01—0

l

- P (JJ, Y, Z)]

= limlim _l [Cp (hg +k =1, hy,h,) — Cp (hy — I, hy,h,) — Cp (hy + k, hy, h;) + Cp (hg, by, h,)]

k—01-0 k
. BCP BCP
6201:
= 8h, a1 2 (hwahyah )
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h
i Y
hl b,
h 1 Lx
-— Y——
aP(xy.2) aP(x+1y,z)
o o
h
k
— —
aP(x+hx,y+h},,z+hz) aP(x+kx+k,y+ky,z+hz)
ax ax

FiG. B.1 — Configuration de calcul.

B.2 Le cas du modéle cubique

On considére que le modéle de covariance de la variable “potentiel” est un modéle
cubique isotrope.

C(T):{ Co(1-7(5)*+2(2)° - 3(5)° +4(2)7) pow 0<r<a

0 pour r >a
avec r = 4/h2 + h2 + h.
D’ou
0C, _9C or _ o ( 14hs | 105her 3 hgr® | 21 hr®
Ohy  Or Ohg 0 a? 4 @3 2 ab 4 a7
o*c, C 105 357 219 h2 105 10573 10575
(hoy by he) = —2 (—1a+ =L~ 2T 2T = =2
8h2 a2 4 a0 2a® 44add° 4 q 2 a3 4 @b

Comme Cy(hg, hy,h,) = 8h Cp

avec Cp(0) = Ii#, on a donc :

1057 3573 2149 h2 1052 %ﬁ ﬁﬁ
4 a 2 a3 4 ad

Co
wlhost) = G (0~ 55t T
On en déduit alors les expressions des variogrammes directionnels perpendiculairement et
parallélement a la composante considérée du gradient, numérotées 4.7 et 4.8 au Chapitre
4. Comme le modéle de variogramme du potentiel est borné, les variogrammes du gradient
dans toutes les directions atteignent tous le méme palier.



Annexe C

Rappels sur la minimisation d’une
forme quadratique ou quelconque

Définissons une fonction scalaire x? quelconque, dépendante de plusieurs variables
réelles. Le début du développement de Taylor de x? au voisinage d’un point ag s’écrit :

82 2
2 —
x’(a) = x*(ao +Z Ba, ao a; + Zaaﬂa] ag)a;a; + ...

1R

1
c—ba+ Ea.H.a (C.1)

Il

— 2 — .2 B 9?%x? . .
avec ¢ = x°(ag), b= -Vx“(ag), et Hj; 8%6% (ap)| - H est la matrice hessienne de
X% en ag.
Si x? est une forme quadratique, ’expression C.1 est exacte et on peut alors exprimer
son gradient par I’expression suivante :

Vx’=Ha-b (C.2)

Celui-ci s’annule, autrement dit x? atteint un extremum, pour une valeur de a solution
du systéme : Ha = b. Dans le cas ou l'approximation C.1 est bonne sans étre exacte, on
passe d’un essai courant ag au minimum ani, grace a ’équation C.2, d’ol 'expression du
minimum :

Amin = Ao — H_1§X2(a0) (C.3)

Par contre, si I’approximation de la forme s’avére étre mauvaise, tout ce qu’on peut faire
est d’utiliser la méthode des plus fortes pentes. Elle consiste & se déplacer d’un pas de
longueur défini arbitrairement dans la direction opposée au gradient :

ai; —ap — Cﬁx2(a0) (C4)

C étant une constante. Ces deux approches sont utilisées de maniére optimisée dans la
méthode de Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963).
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Annexe D

Simulations

Cette annexe présente diverses méthodes qui ont été utilisées lors des simulations pré-
sentées dans le cadre de cette thése, mais non expliquées dans le corps du texte.

D.1 Les simulations conditionnelles

D.1.1 Généralités

Commencons tout d’abord par rappeler ce que 'on entend par simulations condition-
nelles. En géostatistique, on se place pratiquement toujours dans un cadre probabiliste qui
permet de formaliser connaissances et incertitudes du phénoméne régionalisé étudié. On
considére alors la variable régionalisée comme la réalisation d’une fonction aléatoire. Cette
derniére est caractérisée par sa loi spatiale, c’est-a-dire ’ensemble des lois multivariables
entre ses composantes.

Quand on effectue I'estimation d’une variable & partir de données expérimentales, on re-
cherche une valeur aussi proche que possible de la valeur vraie inconnue.

Les simulations, quant & elles, consistent & créer d’autres réalisations de la fonction aléa-
toire. Une simulation cherche donc plutét & reproduire les principales caractéristiques de
dispersion de cette variable. Si la simulation est conditionnelle, on exige en plus qu’elle
respecte les données expérimentales (cf. Figure D.1). Pour une fonction aléatoire multi-

/v/\/\/-
AT

F1G. D.1 — Schéma illustrant I’estimation d’une variable 1D & partir de quelques points de données
en haut, simulation conditionnelle en bas.

gaussienne, la loi spatiale est entiérement déterminée par ses deux premiers moments. C’est
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dans ce cas idéal que de nombreux algorithmes de simulations non conditionnelles ont été
développés comme les bandes tournantes (le plus général), la décomposition matricielle
ou la méthode séquentielle gaussienne. On peut aussi ajouter des techniques spécifiques
& une dimension telles que la méthode spectrale ou la dilution sur les droites. Pour des
données plus complexes, d’autres techniques peuvent étre mises en ceuvre : simulation sé-
quentielle d’indicatrice, séquentielle isofactorielle, par lancement d’objets (modéle booléen,
de dilution...). On se reportera utilement a Chilés et Delfiner (1999) pour la description de
ces techniques, ainsi qu’a Lantuéjoul (2001) ot de nombreux algorithmes utilisés dans les
simulations géostatistiques sont décrits.

D.1.2 Le krigeage conditionnant

Une méthode classique et directe de simulation conditionnelle d’une fonction aléatoire
gaussienne est d’effectuer d’une part une simulation non conditionnelle et d’autre part
le conditionnement par un double krigeage. Cette méthode produit des simulations qui
respectent la covariance et donc la loi spatiale. Nous nous plagons ici dans le cadre gaussien
qui du point de vue pratique est trés agréable. En effet, les fonctions aléatoires gaussiennes
sont une classe de fonctions aléatoires dont la loi spatiale dépend uniquement des deux
premiers moments. Supposons que l’on veuille simuler un vecteur multigaussien centré
X dont on connait les p premiéres composantes (X;)i<i<p. Toute composante dont la
valeur n’est pas fixée peut se décomposer sous la forme d’une somme de deux termes
indépendants :

p<i<mn, X;=XK+(X; - XK

avec XZ-K S krigeage simple de X; par les composantes gaussiennes fixées et X; — XZ-K o
Ierreur de krigeage.

Comme cette erreur est inconnue mais indépendante de tous les X;, il suffit alors de simuler
non-conditionnellement un vecteur multigaussien centré U; & n — p composantes corrélées
(les corrélations étant les covariances de krigeage), d’ou :

x, -1 X 1<i<p
Tl XES+U p<i<n

On a donc remplacé 'erreur réelle inconnue par l'erreur calculée sur une simulation non
conditionnelle.

D.2 Génération d’une variable aléatoire uniforme par la mé-
thode de congruence

Une variable aléatoire uniforme sur |0,1] a une densité de probabilité :

f(u):{ 1 si0<u<l1

0 sinon

Pour générer des nombres pseudo-aléatoires & loi uniforme - & une discrétisation prés par m
valeurs - le principe est d’engendrer une suite pseudo-aléatoire d’entiers xj compris entre
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0 et m — 1 et on prend uy = 7%. Voyons cela un peu plus en détail.

On se donne deux entiers m (le module) et a (le multiplicateur) avec a € [2,m — 1].
L’objectif est de générer une suite uy de valeurs entre 0 et m — 1, simulant des variables
aléatoires uniformes, en utilisant le reste de la division euclidienne de deux entiers. On
construit donc notre suite de la facon suivante :

xz
uk:—k, keN
m

avec
{ xo € [1,m — 1]
Tp+1 = a xg[m]

zo (le germe) est choisi arbitrairement et zx,1 est le reste de la division de azy par m.
Or la suite zx a valeurs dans [1,m — 1] est périodique. On a donc intérét a ce que la

période maximale soit m — 1. Pour cela m et mT_l doivent étre des nombres premiers et
(m=1) . .. L. .
a2 = —1[m]. De plus, a ne doit pas diviser m afin d’éviter la valeur nulle pour la suite

simulée. Les valeurs choisies sont : m = 2001179 et a = 1000 (Lantuéjoul, 2001).

D.3 Approximation polynomiale de la fonction de répartition
gaussienne

_a?
Soit g(z) = \/%7 exp 2 la densité de probabilité de Gauss, d’ou se déduit la fonction

de répartition gaussienne G(z) = ffoo g(t)dt. Pour tout z > 0, on peut approcher cette
fonction par une décomposition polynomiale suivant ’expression suivante :

G(z) = 1 — g(x) (bt + bot® + b3t® + byt + bst°) + ()

avec t = ﬁ et p = 0.2316419.

Les coefficients sont donnés par les valeurs b; = 0.31938153, by = —0.356563782, by =
1.781477937, by = —1.821255978 et bs = 1.330274429.

Le résidu est tel que : € < 1077, on pourra donc le négliger. De plus, si z est strictement
négatif, c’est la fonction 1 — G(—=z) qui est utilisée.

D.4 Simulation de variables aléatoires gaussiennes

Considérons deux variables aléatoires U et V, indépendantes et uniformes sur |0, 1.
Les variables X et Y définies par :

{ X = /—2log (U) cos (27V)

Y = /~2log (U) sin (27V)

suivent une loi normale centrée réduite (N) et sont indépendantes.
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