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¤T¥§¦'¨ª©o«¬¨«o©o®§¦'¯°©t±=¥§²'³~´kµ«§¶·®§¦q³S¦6´kµ®�¯�¸'³H´�¹S«»º§¼k½A¾J¿=À¬Á§¾qÂ�ÃAÄ¬Á�ÀÅÄoÃ6ÆoÇSÀ�È·É�¦q«�Ê9«�´?¶·³H¹�¥ÌË;´�Ë

Í ®Q¦6´kµ�Ë�Îy¸NÏÐ¸'¦'«£¨m´kµ�¸�©;´k¸�µ�«ª¯�«ªÑQµ®Q¸'²2«M²2®Q¸�Ò0¥§³~´�Ó�´kµ«£¥§¨¨�®�©o³SË;«£¥§¸ Í ®�¯'Ô;¹S«ÖÕ×©�ØbÈ $ÚÙ0Û'¶�Û &+Ü ÈÞÝ%¹�ß�¥¯'«;¸�à Í ¥§¦�³SÔoµ«o¨g¯'«�ÒQ®Q³Hµg©o«�ÑQ®Q¸'²2«Má=¨®Q³H´�©;® ÍMÍ «�¸'¦â«o¦'¨« Í�ã ¹H«ä¯NÏÐ®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨å¥§ÑQ³H¨�¨k¥0¦y´�¨å¨¸'µ�¹S«o¨©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨`µËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨å¯'¸ Í ®�¯�Ôo¹S«0¶�¨®Q³H´`¯'³Sµ«o©;´�« Í «o¦6´g¨�¸�µ�©o«o¨�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨`µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨«o¦�¯'Ë;æ'¦'³S¨¨k¥§¦6´�¸�¦'«M¹H®Q³ç¯'«M©o® Í ²2®Q¨�³~´k³S®§¦4³S¦6´k«;µ�¦'«IÎy¸'³ Í ¸'¦'³H¨�¨�«�©o«�´ä«;¦'¨�« Í�ã ¹H«M¯NÏÐ¸'¦'«�¨´�µ�¸'©�´k¸'µ«¯'«�ÑQµ®Q¸'²2«§È
¤T¥§¦'¨�¸'¦Ö¯'«o¸�à�³HÔ Í «�´�« Í ²'¨o¶E®Q¦â©o® ÍMÍ «o¦'©;«�²=¥§µ Í ®§¦y´�µ�«;µ�¹S¥ Í ¥§¦�³SÔoµ«TØ×¥§©o³H¹S«T¯�«�¨«�µ�¥ Í «;¦'«oµ¥§¸�à�©?¥§¨I¯'«;¨MÑQµ�¥§²'±'«;¨ ã ³S©;®Q¦'¦'«Rà�«;¨oÈ�É�¦'¨�¸�³H´k«0¶#®Q¦è©t±'®Q³S¨³H´I¯'«�´�µk¥§³~´k«oµ.¹H«�©?¥§¨I¯'«Å¹S¥4Ø×¥ Í ³H¹S¹S«�¯'«;¨ÑQµ�¥§²'±'«;¨�¯'³SË;¯'µk¥0¸�à7È�é·«;´´k«�Ë�´k¸'¯'«MØ×¥§³H´�¹�ÏÐ® ã�ê «�´�¯'«£¹ëÏì¥0µ´k³H©o¹H« ${í]î & ÈïÝ%¹ðµ�«;¨�¨�®§µ´.«;¦�²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµ�Î�¸�«¹�ÏÚ¥§¦=¥0¹Hß�¨�«U¨mß�¨m´kË Í ¥0´�³SÎy¸'«�¯'«�¹+¥�¨m´kµ¸'©;´�¸'µ�«�¯'¸âÑQµ�®Q¸�²7«U¯'¸Å´t¥0¨�¯�«�¨�¥ ã ¹H«U«o¨´å¦'®Q¦�´�µ�³HÒ�³S¥§¹S«0È¤T¥§¦'¨I¸'¦è¯'«;µ�¦'³H«oµ�´�« Í ²'¨o¶ç®§¦�Ë;´k¸�¯'³S«�¹ëÏÚ³H¯'«o¦6´k³~´kË£¯�¸ñÑ§µ�®Q¸'²2«£Îy¸=¥§¦�¯ò¹H«£ÑQµk¥0²'±'«�¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S««o¨m´»¸�¦'«ÌÑQµ³S¹H¹S«§È`ó�¥è¨´kµ¸'©;´�¸'µ�«ôØõµk¥§©�´t¥§¹H«�«o¦�¥�Ø×¥§³~´Ö¸�¦ö¨�¸ ê «;´Ö¯NÏÚË�´k¸'¯�«Ì²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³SÔoµ« Í «o¦6´Å²'µ³S¨�ËÕ×©�ØbÈ $sÛ6÷�¶�í]ø�¶ùÛ6ú�¶ùÛyûy¶ùÛQî�¶çû0÷ &+Ü Èùüå®Q¸'¨�¥]Ò§®Q¦'¨ Í ®Q¦6´kµËª¯'«M¦'®Q¸�Ò§«?¥§¸�à�µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�¨ä«�´�²'µËo¨�«;¦6´kË�¯'«;¨©o®§¦ ê «o©�´k¸'µ«o¨T²'¹H¸'¨gæ=¦'«o¨V²7®Q¸�µå©;«ä²'µ® ã ¹SÔ Í «MÕõ©;ØbÈ $~í]ú &ýÜ È9É�¦�æ'¦N¶7¦�®Q¸'¨å´�«oµ Í ³H¦'®Q¦'¨g©o«�©t±=¥§²'³~´kµ«ä²=¥§µ¹+¥�Îy¸'«;¨´�³S®Q¦â¯'¸â²'µ�® ã ¹SÔ Í «U¯'¸ Í ®0´�¨�¸'µg¹H« Í ®�¯'Ôo¹H«§È

− o −
û�í



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
-/.�0 132�465 798'8;:=<?>A@;2�BDCE8F@HGIBKJMLN4'2O<P4 >Q<PRTSEJMU'7WVK<9J�:�2
XZY\[]Y^[ _ $'�]` � &badc×� �Pe $'!�f�&g`å$�h

i ¦ô²2«o¸�´�¯�Ë;æ=¦'³HµU¸'¦�«o¦'¨« Í�ã ¹S«I¯NÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨�Î�¸�³#¥§ÑQ³S¨¨�«;¦y´�¨¸'µ�¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S«.¯'«;¨�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥kj
´k³H®Q¦'¨;È
l;mon�prq!stq,u&pwvyx,z ó�®Q³~´

Gq

¸'¦ ´t¥0¨M¯'«Ö¨k¥ ã ¹S«E{
n
¨�® Í�Í «;´k¨�µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨oÈ]|Þ®Q¸'µª©t±'¥§Îy¸'«¬¨�® ÍMÍ «;´µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ

xi
¶'®Q¦â¦'®§´�«

ai
¹ëÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¯'Ë�æ=¦'³�²=¥§µUá
∀u ∈ U(Gq), ai u = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1
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n−i

)⊕ u.

É�¦ª¯NÏÚ¥§¸�´�µ�«o¨�´�«oµ Í «o¨;¶6¹�ÏÐ®Q²2Ëoµk¥A´k«o¸�µ ai
¥ ê ®Q¸�´k«g¸'¦�ÑQµk¥§³H¦.¨�¸'µ�¹S«�¨® Í�Í «�´ xi

«�´�«;Ê7«o©;´�¸'«�«o¦'¨¸'³H´�«
¹+¥`µ«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦NÈ]é·«;¨ù®§²NÏÚ«;µk¥0´�«o¸'µ¨�©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯'«o¦6´ï¥§¸�àU´�µk¥§¦�¨�³H´�³S®Q¦�¨N¯'«#¹+¥`©t±=¥k}+¦'«#¯'«�~»¥§µ\�§®]ÒU¯'Ë�æ=¦'³H«{.¹+¥.¨�«;©;´�³S®Q¦Å²'µËo©oË;¯'«o¦6´�«§È|ï¥§µ�©;® ÍMÍ ¸�´t¥0´�³HÒ�³H´�Ëä¯'«I¹S¥£¹S®Q³ù¯'«I©o® Í ²7®§¨�³H´�³S®Q¦»³S¦6´k«;µ�¦'« ⊕ ¶C¹S«;¨U®Q²2Ëoµk¥A´k«o¸�µ�¨ ai

©;® ÍMÍ ¸�´k«;¦y´¯'«;¸�àF{.¯'«o¸�àôá
∀xi, xj ∈ S∗, aiaj = ajai [Eq ci,j].�C«o¨�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨`¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨å¯'®§¦'¦'«o¦6´å¸'¦â«o¦'¨« Í�ã ¹H«�¯'«�µ«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨ ri

«;¦y´�µ�«�¹S«;¨�®§²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨
ai

á

a
−∆

q

i,i

i =
∏

xj 6=xi,q

a
∆

q

i,j

j [Eq ri].

é·«o¨Öµ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨�«Rà�²�µ�³ Í «o¦6´â¹S«4Ø×¥§³~´ÅÎy¸NÏì¥ ê ®Q¸�´k«;µ di

ÑQµk¥0³S¦'¨�¨¸'µÖ¸�¦ö¨�® ÍMÍ «;´ÅµËoÑQ¸'¹H³S«;µ xi

«�´
«;Ê7«o©�´k¸'«;µª¹S¥ôµ«o¹+¥Jà'¥A´k³S®§¦ñ«;¨´ª¨´kµ³S©�´k« Í «o¦6´MËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦6´?{Ì¥ ê ®Q¸�´k«;µ di,j � ÑQµk¥§³H¦'¨I¨�¸'µ�©t±=¥§©;¸'¦°¯'«;¨ÒQ®§³S¨�³H¦'¨�µ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ�¨

xj

¯'«
xi

«;´d{Ö«�Ê9«;©;´k¸�«oµ�«;¦'¨�¸'³~´k«M¹+¥Åµ�«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦NÈCÉ�¦ÌØ×¥0³H´?¶C©;«;´´k«ªË;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦'©;«
¦NÏÐ«o¨m´ùÒ�µk¥0³S«�Îy¸'«�¨�¸'µ�¹S«;¨C©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨C²2®Q¨�³~´k³HÒ§«o¨;ÈJ¤T¥§¦'¨Þ©o«#©?¥0¨o¶J¥ ê ®Q¸�´k«oµ di

ÑQµ�¥§³S¦'¨C¨¸'µÞ¹S«�¨�® ÍMÍ «;´
xi

µ�«o¦�¯Ö©;«�¨® ÍMÍ «;´g³H¦'¨´k¥ ã ¹H«§È��å²'µ�Ô;¨å¹ëÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´g¹HËoÑ6¥§¹9¯'¸Ö¨® Í�Í «�´ xi

¶=®Q¦â¨�«�µ�«;´�µ�®Q¸�ÒQ« ã ³S«;¦¯=¥§¦�¨�¹S¥�¨�³~´k¸=¥0´�³S®Q¦�®��Ö©t±=¥0©o¸'¦Ö¯'«�¨�«o¨�Ò§®Q³S¨³S¦'¨gµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨
xj

¥.µ�«M�o¸
di,j

ÑQµk¥0³S¦'¨;È�C«o¨V³H¦6ÒQ«oµ¨�«;¨T¨�«�©?¥§¹H©o¸'¹H«o¦6´�¯'«ä²'µ®�©t±�«�«;¦¬²'µ�®�©t±'«0È��C«�©oµ�³~´kÔ;µ�«�¯'«ä¤å±=¥§µ�¯'®Q¦'¦'«�¹�ÏÐ³S¦6ÒQ«;µ�¨«ä¯'«;¨
®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨

ai

²7®Q¸�µ#´�®Q¸�´#¨® ÍMÍ «;´ xi

ÒQ®§³S¨�³H¦I¯'¸M²�¸'³H´�¨oÈ6É�¦£¥0²'²'¹S³HÎy¸=¥§¦6´#¹S«;¨�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨�©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦�j
¯=¥§¦6´�«o¨�{�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´V¯'«�©o«;¨T¨�® Í�Í «;´k¨;¶E®Q¦¬²2«o¸�´V©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ�¹�ÏÐ³S¦6ÒQ«;µ�¨�«�¯'«o¨V®Q²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨ ai

²2®Q¸'µ
¹S«;¨`¨�® ÍMÍ «;´�¨ xi

{�¯'³S¨m´t¥§¦�©o«
2
¯'¸Å²'¸�³H´k¨;¶�«�´�¥§³S¦'¨³7¯�«U¨�¸'³~´k«§È=é·® ÍMÍ «V¹H«TÑQµ�¥§²'±'«U«;¨´g©o®§¦'¦'«�à�«0¶=®Q¦²2«o¸�´g´kµ®Q¸�Ò§«oµg¹S«;¨�³H¦6ÒQ«oµ¨�«;¨å¯'«�©t±=¥0©o¸'¦Ö¯'«o¨g®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨

ai

È
¤äÏÚ¥§²'µ�Ô;¨#¹+¥�|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦ªí§ÈHít�T²'¥§ÑQ«�Û6ø�¶0©o«;¨�®§²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨#¥§ÑQ³S¨¨�«;¦y´�¥0¸'¨�¨³=¨�¸'µ�¹H«`¨�®Q¸�¨^j%«;¦'¨�« Í�ã ¹H«

Rec ¯'«;¨·©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨;È'É�¦MØ×¥§³~´?¶6µ«o¨´�µ�«;³S¦6´k¨�{�©;«o¨·©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨o¶6³S¹H¨�Øõ®Qµ Í «o¦6´�¸'¦ÑQµ®Q¸'²2« $ìÙ0Û & È
�d� m�u��k�����%vyx�z��W�iÀ���Ä]À���ÆoÇSÀ�Á�ÀtÄ.½t¿���¼Ã§Â%À�¾�¼kÄ

ai � ½A¼��ªÀ�¾��»º§¼k½A¾]¿=ÀäÃ6Æ���Ç���À����o¾��·Ã]º��ýÂ�Ä�¾�¼ Rec  ¡�Ç2Ä�� Ã]º��ýÂ`Á§¾ªº§¼k½A¾J¿=À�Ã6Æ���Ç���À�� G Á��!¢]���7¿�Ã§¼�º�������¼Ã§ÂbÀ�¾�¼kÄ.À�Âð¼kÀ�Ç~Ã§Â,��½k��Ä`¿�Ã§¼P£
G =< a1, . . . , an|r1, . . . , rn, c1,1, c1,2 . . . , cn,n > .

¤T¥§¦'¨�¹S¥�¯'«;¸�à�³SÔ Í «¬²'¥§µ´�³S«»¯�«¬©o«�´�´k«¬´�±'Ôo¨«§¶`®§¦°Ë;´k«;¦'¯°©o«4µËo¨¸'¹H´k¥0´�¥§¸°©o¥§¯'µ«¬¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«¤ Ô;©t±'«�j ±=¥§¸�´�«o¸'µäÕ,¥�±'Ë;®Qµ�Ô Í «�û�ÈìÙ0ÛI²=¥§Ñ§«�í?úQø Ü È
− o −¦\§=¨*©«ª�¬¬)®\¯°¯±®A²�³®

di,j

®µ´!¶K¯±®A¨·M¸º¹©«®�»�¼ ª�©�½^¶�®\´y®\¨�¶�©«®�¯±®]´�·�¸Z¸Z®¾¶
xi

®^¶K¯°®A´�·�¸Z¸Z®¾¶
xj ¿

ûQÙ



ó�«o©�´k³S®§¦ ����� ���9t��� �����������^�&#(	�o����
�(µ�����9���������;�)� "���	¾�� ��
XZY\[]Y«X _ $'�]` � &baå&gh��9�������]`å$'!�f�"b����h�$ e ��`å$�$�&���f�&gh
i ¦4µk¥§²�²7«;¹S¹S«�Îy¸NÏ±{£´�®Q¸�´k«.©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦

u
«;¨´�¥§¨¨�®�©o³SË;«.¸'¦'«.¸'¦�³SÎy¸'«�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦4µËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«

¦'®§´�Ëo«
ũ
á7³H¹Þ¨;Ïì¥0ÑQ³H´å¯'«ä¹S¥M©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦Öµ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«äËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«d{

u
²2®Q¸'µ�¹+¥Mµ«o¹S¥0´k³H®Q¦ Rq

È i ¦
©o®§¦'¨�³H¯'Ôoµ«�¹H«o¨g©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�Ë;¹SË Í «o¦6´k¥§³Sµ«o¨

ei

¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k«o¨�á

∀xi ∈ S∗, ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

).

�V¹H®Qµ�¨;¶'Îy¸'«o¹�Îy¸'«�¨�®§³H´g¹S«U¨® Í�Í «�´�µ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ xi

¶=®Q¦â¥Åá

∀u ∈ Rec, ai u = ei ⊕ u = ẽi ⊕ u.

i ¦�¦�®§´k«
Ψ
¹�ÏÚ¥§²'²�¹S³S©o¥0´k³H®Q¦TÎy¸'³�{g¸'¦ä®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ

ai

¥§¨¨�®�©o³S«�¹+¥�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦�µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«
ẽi

È�V¹H®Qµ�¨#á
�d� m�u��k�����%vyx v �W� Ã�¿6¿2Ç�����Ã§Â,��½k�

Ψ
Ä�� ��Â%À��2ÁôÀ���¾��ò³S¨�® Í ®Qµ²'±'³H¨ Í «.¯'«MÑ§µ�®Q¸'²2«o¨�¥ ã Ëo¹H³S«o¦�¨£Á�À GÁ6Ã���Ä

(Rec,⊕)  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£ÌéðØbÈ $ÚÙ0Û & È

�

i ¦�¦'®§´�«
SP (Gq)

¹S«VÑQµ�®Q¸�²7«
(Rec,⊕)

¨¸'µ`¹S«�´t¥§¨·¯'«T¨k¥ ã ¹S« Gq

È i ¦£¹ëÏì¥§²�²7«;¹S¹S«Vº§¼k½A¾J¿=À�Á§¾�Â ÃAÄ�Á�À
ÄoÃ6ÆoÇSÀ

Gq

È
é·®Qµ³2«�´��g®Q¨¨�³S¦M®Q¦6´ Í ®Q¦6´kµËå¯'¥§¦'¨!$~íJÙ�¶�û0÷ & Îy¸'«V¹H«åÑQµ®Q¸'²2«å¯�¸M´t¥0¨ð¯'«�¨k¥ ã ¹S« Gq

«o¨m´`³S¦�¯'Ëo²2«o¦'¯'¥§¦6´
¯'¸â©t±'®Q³{àÅ¯'¸Å²'¸'³~´k¨oÈ�|�¹H¸'¨`Øõ®Qµ Í «o¹H¹S« Í «;¦y´Tá
�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx�$&%N½k�ýÂ

Gq

À�Â
G′

q

Á�À�¾�'MÂ ÃAÄäÁ�ÀTÄoÃ6ÆoÇSÀåÄ�¾�¼UÇSÀ��)(��ªÀåº§¼Ã�¿+*=À
G  -, ÇS½A¼kÄ SP (Gq)À�Â

SP (G′
q)
Ä]½k�=Â��SÄ]½k�ª½A¼ ¿+*=ÀtÄ  

É�¸âË;Ñ6¥§µ¯'{�©o«;´´k«U²'µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦N¶�®§¦�¦'®§´k«
SP (G)

¹H«VÑQµ®Q¸'²2«T¯'¸�´t¥0¨`¯'«U¨k¥ ã ¹S«T¨¸'µ�¦NÏÐ³ Í ²7®§µ´k«Îy¸'«o¹ Í ®�¯�Ôo¹S« Gq

¯'®Q¦6´�¹S«UÑQµ�¥§²'±'«U¨®Q¸'¨¾j ê ¥§©;«o¦6´V«;¨´ G È��Ïì¥§²�²'µ�®�©t±'«ª²'¥§µ�®§²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨ä«o¨m´ä´�µ�Ôo¨�µ�Ë;²=¥§¦'¯'¸�«£¯=¥§¦'¨�¹+¥â¹S³~´�´kË;µk¥0´�¸'µ�«.²�±yß�¨³SÎy¸'«§¶ï¥§¹S®§µ�¨�Î�¸�«
©o«;¹S¹H«TÎy¸'³ Í ¸'¦'³~´`¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S«U¯�«o¨g©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨`µËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨�¯NÏÐ¸'¦'«�¨´�µ�¸'©�´k¸'µ«�¯'«UÑQµ�®§¸'²7«U²2®Q¸'µ¹�ÏÚ¥§¯'¯�³H´k³H®Q¦ ⊕ ¨Ëo¯'¸�³H´�²'¹S¸�¨�¹H«o¨�©o® Í�ã ³S¦'¥0´k®Qµ³S©;³S«o¦�¨oÈCéVÏÐ«o¨m´ä²2®Q¸'µÎy¸'®Q³�®Q¦ô²=¥§µ¹S«.¯NÏÚ¥§²'²'µ®�©t±�«M©;® Í j
ã ³H¦=¥0´k®§³Sµ�«.²2®Q¸'µ�©o«�´�´�«M¯'«;µ�¦'³HÔoµ«§Èr¥ùµ�¥§¯'³H´�³S®Q¦�¦'«o¹H¹S« Í «o¦6´o¶9¹S«IÑQµ®Q¸'²2«M¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨�¯'«M¹�ÏÚ¥§²'²'µ®�©t±'«²'±6ß�¨�³H©o³S«;¦'¦'«�«o¨m´�¯�Ë;æ=¦'³�«;¦�¦�®§´t¥0´�³S®Q¦ Í ¸'¹H´�³S²'¹H³S©?¥A´k³HÒ§«§¶2¥§¹H®Qµ�¨UÎy¸'«I¹S«.Ñ§µ�®Q¸'²2«I¯'«o¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨å«o¨´�¯'Ë;©oµ³H´g«o¦â¦'®§´k¥0´k³H®Q¦Å¥§¯'¯�³H´k³~ÒQ«0È

− o −
i ¦Ö¨«�²'µ�®Q²2®Q¨«�¯�«�Ø×¥0³Sµ�«V¸'¦Ö«Rà�« Í ²'¹S«U´kµÔo¨g¯'Ë�´t¥§³H¹S¹SËå¯'«U´k®Q¸�´k«o¨g©;«o¨�¦'®§´k³H®Q¦'¨;È
.�/g���0 21!�%vyx,z�34.�/y���5 61!��7rmos98�q11,m;:i ¦Ö©;®Q¦'¨³S¯'Ô;µ�«�¹S« Í ®�¯�Ôo¹S« Gq

¯'«�¹+¥=<ï³HÑQ¸'µ«�Ù�ÈHí�²=¥0ÑQ«U¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k«§È
é·® Í�Í «g¹H«åÑQµ�¥§²'±'« G ¥§¯ Í «;´ 9 ¥§µ ã µ«o¨�©o®Q¸�Ò�µ�¥§¦6´k¨;¶�¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«�¥§¯ Í «�´`¥§¸�´t¥§¦6´ð¯'«å©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨

û§÷



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,

x0

x1

x2

x3

x4

x5

�������7Ù�ÈHí��;~Ö®�¯'Ôo¹H«
Gq

¯'¸ ã ¥0´�«?¥§¸NÈ

µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨;ÈNé·«�¨�®§¦y´�¹H«o¨
9
©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«;¨�á

u1 = (2, 1, 2, 1, 1),

u2 = (2, 1, 2, 0, 1),

u3 = (2, 1, 2, 1, 0),

u4 = (1, 1, 2, 1, 1),

u5 = (1, 1, 2, 0, 1),

u6 = (1, 1, 2, 1, 0),

u7 = (2, 0, 2, 1, 1),

u8 = (2, 0, 2, 0, 1),

u9 = (2, 0, 2, 1, 0).

�C«T¨�® ÍMÍ «;´ x3

©;®Q¦6´k³S«;¦6´`´k®Q¸ ê ®Q¸'µ�¨·¹S« Í Ó Í «V¦'® Í�ã µ�«V¯'«UÑQµk¥0³S¦'¨åá 2 È'éVÏÚ«;¨´�©o«UÎy¸NÏÐ®Q¦Å¥§²�²7«;¹S¹S«å¸'¦¨�® ÍMÍ «;´.ÄoÃ§Â×¾�¼��»áù³H¹�¦�«M²2®Q¸'µµk¥§³~´�²'¥§¨ä©;®Q¦6´k«o¦�³Sµ�²'¹S¸'¨�¯'«ªÑ§µk¥§³H¦'¨�¨k¥§¦'¨äÓ;´kµ«M³H¦'¨´k¥ ã ¹H«§Èùó�³ x3

«o¨m´
¨k¥A´k¸'µËä¯=¥§¦�¨å´k®§¸�´k«;¨V¹S«;¨å©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨åµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨;¶9©0ÏÚ«;¨´U²=¥0µ�©o«�Îy¸NÏÐ³S¹Þ«o¨´T¥§¸ ã ®Q¸�´å¯NÏÐ¸'¦Ö¿=½k�=Â
®Q¸��SÄ�Â *��ªÀ�¯'¸ÖÑ§µk¥§²'±�«§È

�C«o¨ª®§²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨
ai

©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯�«o¦6´;{ô¹�ÏÚ¥§¯'¯'³~´k³S®§¦ ⊕ ¯�«o¨£©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨IË;¹SË Í «o¦6´k¥§³Sµ«o¨ e1

¶
©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«�{ä¹+¥�¨�® Í�Í «å¨�¸'³~Ò�³S«V¯�«T¹+¥�µ�«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦NÈ�¤V« Í ¥§¦'³HÔoµ«åË;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦6´k«§¶�³S¹H¨ð©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯�«o¦6´{Ö¹ëÏì¥0¯'¯'³H´�³S®Q¦4¯�«o¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�µËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨

ẽi

ËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦6´�«o¨ {â©t±=¥§©;¸'¦'«£¯'«;¨ä©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨
Ëo¹HË Í «o¦6´t¥0³Sµ�«;¨

ei

È

�C«o¨
5
©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨åµËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨

ẽi

¨«�©?¥0¹S©o¸�¹S«o¦6´�{ª²=¥§µm´k³Hµå¯'«;¨
ei

²=¥§µ�¹�ÏÚ¥§¹HÑQ®Qµ�³~´k± Í «T´k±�«oµ^j
û0Û



ó�«o©�´k³S®§¦ ����� ���9t��� �����������^�&#(	�o����
�(µ�����9���������;�)� "���	¾�� ��

Í ³SÎy¸'«�Õ,¥�±�Ëo®QµÔ Í «�í§Èìî.²=¥§Ñ§«�ÛQ÷ Ü È i ¦Å²2«o¸�´�©?¥0¹S©o¸�¹S«oµ
ẽ4

²=¥§µ�«Rà�« Í ²�¹S«Iá

e4 = (0, 0, 0, 1, 0)
q

�→ (1, 1, 0, 1, 0)
q

�→ (2,
v
, 0, 1, 0)

2
� (

$
, 0, 0, 1, 0)

1
� (0, 1, 1, 1, 0)

q

�→ (1,
v
, 1, 1, 0)

2
� (2, 0, 1, 1, 0)

q

�→ (
$
, 1, 1, 1, 0)

1
� (0,

v
, 2, 1, 0)

2
� (1, 0, 2, 1, 0)

q

�→ (2, 1, 2, 1, 0)
q

�→ (
$
,
v
, 2, 1, 0)

1,2
 (1, 1,

$
, 1, 0)

3
� (2, 1, 0,

v
, 1)

4
� (2, 1, 1, 0,

v
)

5
� (2, 1, 2, 1, 0) = u3 = ẽ4.i ¦¬¨oÏÚ¥§µµ�Ó;´�«ä¹ {�¶=©?¥§µå®Q¦¬¨�¥§³H´�Îy¸'«�¹S¥�¯'«;µ�¦'³HÔoµ«ä©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦»«;¨´Vµ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«�Õ×«o¹H¹S«�¥§²'²=¥0µ´k³H«o¦6´�{

¹+¥£¹H³S¨m´k«�Îy¸'«�¹�ÏÐ®Q¦�¥�¯'µ�«;¨�¨Ëo«ª²�¹S¸'¨U±=¥0¸�´ Ü ÈCÉ�¦ô´�±'Ëo®Qµ³S«0¶N¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «ä¥0¸'µk¥§³~´U«o¦�©o®Qµ«�Ë ã ®§¸'¹SË.¸'¦�«Øõ®Q³H¨�¹H«�²'¸'³H´�¨å«�´V«;¦'©o®§µ�«�¸'¦'«�Øõ®§³S¨g©t±=¥§©;¸'¦¬¯'«;¨å¨® ÍMÍ «;´�¨åµËoÑQ¸�¹S³S«;µ�¨;È=Ý%¹ù¥0¸'µk¥§³~´gµ�«�´kµ�®§¸�ÒQË�¹+¥ Í Ó Í «©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦Å«;´g¨«�¨«oµk¥0³H´�¥§¹H®Qµ�¨�¥0µ�µ�Ó�´kË0È
¤V«�¹+¥ Í Ó Í « Í ¥§¦'³SÔ;µ�«0¶'®Q¦Å©?¥§¹H©o¸'¹H«U¹S«;¨å¥0¸�´kµ«o¨�Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨�¯'«;¨

ẽi
á

ẽ1 = (1, 1, 2, 1, 1) = u4,

ẽ2 = (2, 1, 2, 1, 1) = u1,

ẽ3 = (1, 1, 2, 1, 1) = u4,

ẽ4 = (2, 1, 2, 1, 0) = u3,

ẽ5 = (2, 1, 2, 0, 1) = u2.É�¦4²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµg®Q¦4¥
ẽ1 = ẽ3

¶7©o«o¹S¥ª¨�³HÑQ¦'³~æ=«�Îy¸'«
e1Rqe3

¶r�   À   e1

«;´
e3

¨®Q¦6´UËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´�«o¨;ÈNÉ�¦
«;Ê7«;´

e1 = e3 + ∆q

3 + ∆q

4 + ∆q

5

È2É�¦»Ø×¥§³~´å©;«o¹S¥M«o¨m´V´�µ�Ôo¨å³S¦6´k¸�³H´k³~Øb¶'©?¥0µå¹ëÏì¥§µÓ;´�«�«;¦y´�µ�«
x1

«;´
x3

«o¨m´
¸'¦M¿=½k�=Â#¯'¸ªÑQµk¥§²�±'«§È�é·® Í�Í «�®Q¦ª¹H« Í ®Q¦6´kµ«å²'¹H¸'¨·¹H®Q³S¦9¶6¨�³2®Q¦MØõ¸'¨³S®Q¦�¦'«V¹H«o¨·¯�«o¸�àª¨�® Í�Í «;´k¨ x1

«�´
x3

¶'¹H«UÑQµ�®Q¸�²7«�µ�«;¨´�«�¹H« Í Ó Í «0Èé·® Í�Í «.¹H«o¨ ai

¨®Q¦6´ä¯�«o¨�ÑQËo¦�Ëoµk¥A´k«o¸�µ�¨�¯'¸ÌÑQµ®Q¸'²2«I¥ ã Ëo¹S³H«o¦ G Îy¸'³#¥0ÑQ³H´�¨¸'µ Rec ¶Þ«�´�Î�¸�« Ψ«o¨m´U¸'¦4³H¨�® Í ®Qµ�²�±'³S¨ Í «�¯'«�Ñ§µ�®Q¸'²2«o¨T¥ ã Ë;¹S³H«o¦'¨;¶2¹H«o¨
ẽ1
¨®Q¦6´U¯'«o¨VÑQËo¦'Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨U¯'¸4ÑQµ®Q¸'²2«�¥ ã Ëo¹H³S«o¦

(Rec,⊕)
ÈEÉ�¦Ö«�Ê9«�´�á

u1 = ẽ2,

u2 = ẽ5,

u3 = ẽ4,

u4 = ẽ1,

u5 = ẽ1 ⊕ ẽ1 ⊕ ẽ5,

u6 = ẽ1 ⊕ ẽ1 ⊕ ẽ4,

u7 = ẽ1 ⊕ ẽ2,

u8 = ẽ1 ⊕ ẽ5,

u9 = ẽ1 ⊕ ẽ4.É�¦¬Ø×¥§³H´o¶=©o® Í�Í « β Ò0¥§¸�´ (1, 1, 0, 0, 0)
¶=¹�ÏÐ³S¯'«;¦6´k³H´�Ë

id
¯'¸¬ÑQµ®Q¸'²2«ä«;¨´U¹S¥M©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦

ẽ1 ⊕ ẽ2

¶
¥§¸�´�µ�« Í «;¦y´å¯'³~´

u7

È i ¦Ö²7«;¸�´gÒQËoµ³Hæ=«;µåÎy¸'«
ui ⊕ u7 = ui

Îy¸'«o¹HÎ�¸�«�¨®Q³H´
1 ≤ i ≤ 9

È2É�¦ÖØ×¥§³~´?¶'®Q¦Ö¥
ûQû



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,

ẽ2 = 2.ẽ1

¶=¨³ ã ³S«;¦ÅÎ�¸�« 3.ẽ1 = u7 = id
È��V³H¦'¨�³

ẽ1

«o¨´�¸'¦âËo¹HË Í «o¦6´gÑQË;¦'Ëoµ�¥0´k«;¸'µg¯NÏÚ®§µ�¯'µ« 3
¶'«;´

ẽ2¥§¸'¨¨�³ëÈ
ó�³Þ®Q¦»©o¥§¹S©;¸'¹S«

ẽ4 ⊕ ẽ4

¶E®Q¦Ö´�µ�®Q¸�ÒQ«
u8

¶E©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«
ẽ1 ⊕ ẽ5

È2¤V« Í Ó Í «
ẽ4 ⊕ u8 = u7 = id

¶�   À   ẽ4

«o¨´g¯9ÏÚ®Qµ¯'µ�«
3
È�|ù¥§µ`¨mß Í Ë;´�µ�³H«T«o¦6´kµ«U¹S«;¨`¨�® Í�Í «;´k¨ x4

«�´
x5

¶�®§¦�«o¦�¯'Ë;¯'¸'³H´`Î�¸�«
2.ẽ5 = u9«;´�Îy¸'«

3.ẽ5 = id
È

¥ù®§¸'¨#¹S«o¨ïÑQËo¦'Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨#¨�®Q¦6´#¯NÏÐ®Qµ�¯�µ�«
3 �
©;® Í�Í «ð¹S«`ÑQµ®Q¸'²2«�«o¨m´#¯NÏÚ®§µ�¯'µ« 9 ¶§³H¹�«o¨m´�¹S«`²'µ®�¯�¸'³H´ï¯'«¯'«;¸�à£Ñ§µ�®Q¸'²2«o¨�©;ß�©;¹S³SÎy¸'«;¨`¯NÏÐ®Qµ�¯�µ�«

3
È�É#¦ª²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµo¶0´k®Q¸'¨ð¹S«;¨ðË;¹SË Í «o¦6´�¨·²2«o¸�Ò§«o¦6´gÓ;´�µ�«V«Rà�²'µ�³ Í Ë;¨«o¦�Øõ®Q¦'©;´�³S®Q¦�¯NÏÐ¸'¦'« ã ¥§¨�«0¶ï©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«�¯'«ª¯�«o¸�àÌÑQËo¦�Ëoµk¥A´k«o¸�µ�¨ä³H¦'¯'Ë;²7«;¦'¯=¥§¦6´k¨;ÈïÝ%©;³�¶

ẽ1

¶
ẽ3

«�´
ẽ2¯NÏÐ¸'¦'«£²'¥§µ´o¶ï«;´

ẽ4

«;´
ẽ5

¯NÏÚ¥§¸�´�µ�«£²=¥0µ´?¶Þ¨�®§¦y´�¹S³SË;¨oÈ=|ï¥§µä©o®Q¦'¨ËoÎy¸'«;¦y´
(ẽ1, ẽ4)

«o¨m´.¸'¦'« ã ¥§¨�«ª¯'¸ÑQµ®Q¸'²2«§È�É#¦ª«;Ê7«;´?¶�®Q¦£²2«o¸�´`¥§¸'¨¨�³9«Rà�²'µ�³ Í «;µ�´�®Q¸�´k«;¨`¹S«;¨·©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨�«;¦£Øõ®Q¦'©;´�³S®Q¦¯'«
ẽ1

«�´
ẽ4

¶�©o«�Î�¸�³C¯'®Q¦'¦'«Iá

u1 = 2.ẽ1,

u2 = 2.ẽ1 ⊕ 2.ẽ4,

u3 = 1.ẽ4,

u4 = 1.ẽ1,

u5 = 1.ẽ1 ⊕ 2.ẽ4,

u6 = 2.ẽ1 ⊕ 1.ẽ4,

u7 = 3.ẽ1 = 3.ẽ4 = id,

u8 = 2.ẽ4,

u9 = 1.ẽ1 ⊕ 1.ẽ4.

�C«�Ñ§µ�®Q¸'²2«g¯'¸M´k¥§¨#¯'«g¨k¥ ã ¹S« SP (Gq)
«;¨´ð¯'®Q¦'©g³H¨�® Í ®Qµ�²�±'«�{

Z/3Z×Z/3Z
ÈyÉ#¦M²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ;¶

¨k¥ Í ¥0´kµ³S©o«V«o¦ÅØõ®Qµ Í «U¦'®Qµ Í ¥§¹H«V¯'«�ó Í ³H´�±Å«o¨´�á




3 0 · · · · · · 0

0 3

È È È ÈÈÈÈÈÈ È È È
1

È È È ÈÈÈÈÈÈ È È È È È È
0

0 · · · · · · 0 1



.

|ù®Q¸�µ�Îy¸'³9©o®Q¦'¦'¥)}S´g¹S¥�´k±'Ë;®Qµ�³H«U¨�¸'µ�¹H« Í ®�¯'Ô;¹S«0¶�©o«�µËo¨�¸�¹H´t¥A´�«o¨m´å«;¦�Ø×¥§³H´�Ë�Ò�³S¯'«;¦y´oÈ���¥�²'µ�« Í ³HÔoµ�«©t±'®Q¨«N{£¯'³Sµ«�«o¨m´�Îy¸'«.¨³ç®Q¦�©o®§¦y´�µk¥§©�´k«.¹ëÏì¥§µÓ;´�«
(x1, x3)

¶N¥§¹H®Qµ�¨V¹S«�ÑQµ®Q¸'²2«�¦'«.©t±=¥0¦'ÑQ«I²=¥§¨;È�é·«o¹S¥
Ò�³S«;¦y´�¯'¸�Ø×¥§³H´äÎ�¸�«�©o«;´´k«Å¥§µÓ;´�«£«o¨m´I¸'¦Ì¿=½k�=Âä²2®Q¸'µ�¹H«ªÑQµ�¥§²'±'«0ÈA��¥»¨�«;©o®Q¦�¯'« Í ®�¯'³Hæ'©?¥0´�³S®Q¦�Î�¸�«¹�ÏÐ®Q¦â²7«;¸�´å«;Ê7«o©;´�¸'«oµ�¨k¥0¦'¨V©t±=¥0¦'ÑQ«oµ�¹S«�ÑQµ®Q¸'²2«§¶E«o¨m´V¯�«�©t±=¥0¦'ÑQ«oµ�¹+¥I²'¹S¥§©o«�¯'¸Ö²'¸'³H´�¨�Õ×©;ØbÈ&|�µ�®§²7®Q¨³ j
´k³H®Q¦ªÙ�Èì÷�²=¥§ÑQ«Vû§÷ Ü È�ó�³7®Q¦M©t±'®Q³H¨�³H´ð©o® ÍMÍ «g²'¸'³H´�¨·¹H«å¦'®§¸�ÒQ«o¥§¸£¨�® ÍMÍ «;´ð³S¨¨�¸£¯'«å¹+¥UØõ¸'¨�³H®Q¦ª¯�« x1

«�´
x3

¶y¥§¹H®Qµ�¨ç³H¹'«o¨m´ð´�µ�Ô;¨#Ø×¥0©o³S¹H«`¯'«gÒQ®Q³Hµ�Îy¸'«å¹H«�ÑQµ�®§¸'²7«�¨¸'µ�¹S«�ÑQµ�¥§²'±'«g«o¨m´�¹S«g²'µ�®�¯'¸'³~´�¯'«;¨ðÑQµ®Q¸'²2«o¨#¨�¸�µ
©t±=¥§©;¸'¦ô¯'«o¨�¯'«;¸�à�©;ß�©;¹S«o¨U¯�«�¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ

3
¯'¸�ÑQµk¥§²�±'«§È i µU¹H«�ÑQµ�®§¸'²7«.¨¸'µU©o«;¨�©;ß�©o¹H«o¨�«o¨m´

Z/3Z
È

é·® Í�Í « Z/3Z× Z/3Z
«;¨´�¸'¦'«UØõ®Qµ Í «U¦'®§µ Í ¥§¹S«T¯�«äó Í ³~´k±N¶�®Q¦â¥�¹H«Uµ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´?Èi ¦ö²2«o¸�´Öµ�«�´kµ�®§¸�ÒQ«;µ»©o«�µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´â«o¦�¥§²'²'¹H³SÎy¸=¥§¦6´â¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «»¯'«Ìó Í ³H´�± Õõ©;ØbÈ+|�µ�Ëoµ«oÎy¸'³H¨

Í ¥0´k±'Ë Í ¥A´k³SÎy¸'«;¨ Ü ¥0¸ Í ³S¦'«;¸'µ�²'µ³S¦'©;³S²=¥0¹ ∆q
¯'«Å¹S¥ Í ¥0´�µ�³H©o«�¹+¥0²'¹+¥§©;³S«;¦'¦'« ∆

¯'¸òÑ§µk¥§²'±�«
G
¯'¸

û§ø



ó�«o©�´k³S®§¦ ����� ���9t��� �����������^�&#(	�o����
�(µ�����9���������;�)� "���	¾�� ��

Í ®�¯'Ô;¹S«�á

∆q =




−3 1 1 0 0
1 −2 0 0 0
1 0 −3 1 1
0 0 1 −2 1
0 0 1 1 −2




Op1−→




0 1 −8 3 3
0 −2 3 1 1
1 0 0 0 0
0 0 1 −2 1
0 0 1 1 −2




Op2−→




0 1 0 0 0
0 0 −13 5 5
1 0 0 0 0
0 0 1 −2 1
0 0 1 1 −2




Op3−→




0 1 0 0 0
0 0 0 18 −21
1 0 0 0 0
0 0 0 −3 3
0 0 1 0 0




Op4−→




0 1 0 0 0
0 0 0 −3 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 3
0 0 1 0 0




Op5−→




3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



.

�C«o¨g¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨T¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨
Opi

¨�®Q¦6´äÕë¥?Ò§«o©�¯'«o¨g¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨�Ë�Ò�³H¯'«o¦6´�«o¨ Ü ¹S«;¨�¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k«o¨�á

Op1 =





L1 ← L1 + 3.L3

L2 ← L2 − L3

C3 ← C3 + 3.C1

C4 ← C4 − C1

C5 ← C5 − C1

Op2 =





L2 ← L2 + 2.L1

C3 ← C3 + 8.C2

C4 ← C4 − 3.C2

C5 ← C5 − 3.C2

Op3 =






L2 ← L2 + 13.L5

L4 ← L4 − L5

C4 ← C4 − C3

C5 ← C5 + 2.C3

Op4 =

{
L2 ← L2 + 7.L4

C4 ← C4 + 3.C5

Op5 =






C3 ↔ C5

C1 ↔ C3

C2 ↔ C4

L1 ↔ L4

L2 ← −L2

�

û��
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¯�«T¹+¥ Í ¥0´�µ�³H©o«�¹+¥§²'¹S¥kj
©o³H«o¦'¦�«

∆
¯'¸�ÑQµ�¥§²'±'«0È i ¦�«Rà�²�¹S®Qµ«`¯=¥§¦'¨ù©o«�´�´k«·¨�«o©�´k³H®Q¦�¹S«;¨ï¹H³S«o¦�¨ù²'¹H¸'¨ï²�µ�®§Øõ®Q¦�¯'¨ïÎy¸NÏÐ«o¦6´kµ«;´�³S«o¦�¦'«o¦6´

¹+¥�¨m´kµ¸'©;´�¸'µ�«�¯'¸âÑQµ�®Q¸�²7«U¯'¸Å´t¥0¨�¯�«�¨�¥ ã ¹H«U«;´�¹S«UÑQµ�¥§²'±'«�¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«0È

XZY
XZY^[ _ $'! �
	 &gh �9�����å&��g&ghè&�f�T" �7� ���V&��g&gh
¤T¥§¦'¨ù¸'¦�²'µ« Í ³S«;µ�´�« Í ²'¨o¶J®Q¦�²7«;¸�´ Í ®Q¦6´�µ�«oµÞÎy¸'«·¹ëÏÚË�´k¸'¯�«ð¯'«;¨ïÑQµ�¥§²'±'«;¨ï¨³ Í ²'¹S« Í «;¦y´Þ©;®Q¦'¦'«Rà�«;¨¨�«·µk¥ Í Ôo¦'«Q{V©o«;¹S¹H«ð¯'«;¨çÑQµ�¥§²'±'«;¨ ã ³S©;®Q¦'¦'«Rà�«o¨oÈ��å¦�ÑQµ�¥§²'±'«·¨�³ Í ²'¹H« Í «o¦6´Þ©o®Q¦'¦�«�à�«�²7«;¸�´ç´�®Q¸ ê ®Q¸'µ¨ï¨«¯'Ë;©o® Í ²7®§¨�«oµ·«o¦�«o¦�¨�« Íäã ¹S«;¨�¯'«TÑQµ�¥§²'±'«;¨�Æ����t½k���9À4'�ÀtÄT®Q¸

2 � �t½k���9À4'�ÀtÄ Í ¥Aà�³ Í ¥§¸�à ¶'¥§¸'¨¨�³C¥0²'²7«;¹SË;¨ÆoÇS½9�tÄ�¶N«�´�¯�«MÑQµ�¥§²'±'«;¨
K2

Õ×¯'«;¸�àô¨�® Í�Í «;´k¨�µ«o¹S³HËo¨U«;¦y´�µ�«I«o¸�àô²=¥§µ�¸'¦'«M¥§µ�Ó�´k« Ü ¶Cµ�«;¹S³HËo¨U«o¦6´�µ�«�«o¸�à²=¥§µ�¯�«o¨�¿=½k� �=ÂõÄ�Ár� Ã§¼RÂ,����¾�Ç~Ã§Â,��½k��Ä�È
.�/g���0 21!�%vyx v��¥ <ï³SÑ§¸'µ�«IÙ�È Ùª¯'®§¦'¦'«.¸'¦�«�à�« Í ²'¹H«�¯'«I¯'Ë;©o® Í ²7®§¨�³H´�³S®Q¦Ö¯NÏÐ¸'¦�ÑQµk¥§²�±'«.¨�³ Í ²'¹H« Í «o¦6´T©;®Q¦'¦'«Rà�«�«;¦ÆoÇS½9�tÄ�«�´�ÑQµ�¥§²'±'«;¨

K2

È��C«o¨ï¿=½k� �=ÂýÄ�Ár� Ã§¼RÂ�����¾�Ç~Ã§Â,��½k��Ä�¯'¸.ÑQµ�¥§²'±'«ð©o®Qµµ�«;¨�²2®Q¦'¯'«;¦y´�¥0¸�à�©;«oµ©o¹S«;¨ç´kµ�¥§©oË;¨
«o¦âÑQµ�¥§¨oÈ��C«UÑQµ�¥§²'±'«�¨�«�¯'Ë;©o® Í ²2®Q¨�«�«o¦ 3 ã ¹S®�©o¨�«�´ 2

Ñ§µk¥§²'±�«o¨
K2

È

G B1

B2

B3

B4

B5

�������2Ù�ÈìÙ ��¤VË;©o® Í ²7®§¨�³H´�³S®Q¦ª¯NÏÚ¸�¦»ÑQµ�¥§²'±'«U«;¦ ã ¹H®�©;¨oÈ

�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx�� %��9ÇSÀ�º§¼Ã�¿+*=À
G
Ä]ÀgÁ�� �t½k�V¿=½]Ä]À�À��

k
ÆoÇS½9�tÄ

2 � �t½k���9À4'�ÀtÄg½A¾�º§¼Ã�¿+*=ÀtÄ
K2

�9½AÂ �tÄ
B1, . . . , Bk �

Ã§ÇS½A¼kÄP£
SP (G) ∼ SP (B1)× · · · × SP (Bk).

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�F£ i ¦ Í ®Q¦6´�µ�«V¹H«åµËo¨¸'¹H´k¥0´`²=¥0µðµËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«U¨¸'µ`¹H«å¦'® Í�ã µ�« k È�ó�³ k = 1
¶�¥§¹S®Qµ¨ð¹H«

µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´g«;¨´�³ Í�Í Ëo¯'³S¥0´?Èó�³S¦�®Q¦N¶
G = (S,A)

¨�«�¯'Ë;©o® Í ²7®§¨�«U«o¦ k ÑQµk¥0²'±'«o¨ B1, . . . , Bk

¥?Ò§«o©
k > 1

È i ¦Å©o®§¦'¨�³H¯'Ôoµ«�¹H«
ÑQµ�¥§²'±'«

Bk = (Sk, Ak)
«;´�¹H«`²2®Q³S¦6´ç¯9Ïì¥§µm´k³H©o¸'¹S¥0´k³H®Q¦

xi

Îy¸'³'¹H«`µk¥A´�´t¥0©t±'«g¥§¸.ÑQµ�¥§²'±'«
G′ = G\Bk =

û§î



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,

(S ′, A′)
«o¦â¦'®§´t¥A´k³S®§¦£Ë;Ò�³S¯�«o¦6´k«0È7É�¦Å²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ

Sk ∩ S ′ = {xi}
¶
Sk ∪ S ′ = S

«�´
Ak ∪ A′ = A

È�V¹H®Qµ�¨;¶y²=¥§µ·¹S¥d|�µ�®§²7®Q¨³H´�³S®Q¦ªÙ�ÈÚ÷ä²=¥§ÑQ«Tû§÷�¶
SP (Bk)

«o¨m´�¹S«�ÑQµ®Q¸'²2«V¯'¸ª´k¥§¨·¯�«T¨k¥ ã ¹S«V¨¸'µ·¹H«åÑ§µk¥§²'±�«
Bk

¥?ÒQ«o©
xi

©;® ÍMÍ «�©t±'®Q³{àâ¯'«ä²'¸�³H´k¨;È2¤V« Í Ó Í « SP (G′)
«;¨´T¹H«�Ñ§µ�®Q¸'²2«�¯'¸Ö´k¥§¨å¯�«ä¨k¥ ã ¹S«�¨�¸'µ�¹S«ÑQµ�¥§²'±'«

G′ ¥?ÒQ«o© xi

©;® ÍMÍ «`²'¸�³H´k¨;Èo��Ïì¥0²'²'¹S³H©?¥0´�³S®Q¦
Ψ
¯'«
SP (Bk)×SP (G′)

¯=¥§¦�¨
SP (G)

¯'Ë;æ=¦�³S«
²=¥§µUá
∀(uk, u′) ∈ SP (Bk)× SP (G′), ∀xj ∈ S \ {xi = q},

Ψ(uk, u′)j =

{
uk

j

¨³
xj ∈ Sk,

u′j
¨³
xj ∈ S ′,

«o¨m´ù´�µ�³~Ò�³S¥§¹S« Í «;¦6´C¸'¦ä³H¨�® Í ®Qµ²'±'³S¨ Í «ï¯'«ðÑ§µ�®Q¸'²2«o¨ù¥ ã Ëo¹H³S«o¦�¨oÈt��¥�<ù³SÑQ¸'µ«�Ù�ÈÚ÷ Í ®Q¦6´kµ«�¸�¦'«·¥0¯'¯'³H´�³S®Q¦Iá
Ψ(u1

1, u) ⊕ Ψ(u1
2, u

′) = Ψ(u1
1 ⊕1 u1

2, u ⊕′ u′)
È��V³S¦�¨�³

SP (G) ∼ SP (G′) × SP (Bk)
È i ¦ô²2«o¸�´

2 1 0 2

1

1 2

4

2

2 2

1

4 3

2

1 2

1

3 3

2

1

1

0

1

1 0

1 2 2

1

2

1 0

2

1

0

11

=

=

=22

1 1

11

0

2 0

1

u1
1

u

u1
2

u′

Ψ(u1
1, u) Ψ(u1

2, u
′)

Ψ
⊕1

⊕′

⊕

�������7Ù�ÈÚ÷ �£Éïà�« Í ²'¹S«�¯'¸â²=¥§¨¨k¥§Ñ§«�¯�« Ψ
{I¹�ÏÚ¥§¯'¯'³~´k³S®§¦NÈ

¥§¹H®Qµ�¨g¥§²�²'¹S³HÎ�¸�«oµ�¹�ÏÐ±6ß�²7®§´�±'Ôo¨«ä¯'«�µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«d{
G′ Îy¸'³�¨�«�¯'Ëo©;® Í ²2®Q¨«�«;¦ k − 1

ÑQµk¥0²'±'«o¨;¶=«;´å®Q¦
® ã ´�³S«;¦y´ SP (G) ∼ SP (B1)× · · · × SP (Bk)

È
�

�6���08������K� vyx,z
É�¦¬Ø×¥§³H´o¶E¨�³ç¹H«äÑQµ�¥§²'±'«

Bj

«;¨´U³H¨�® Í ®Qµ�²�±'« {
K2

¥§¹S®§µ�¨
SP (Bj) = Z/Z = {id} È��å³S¦'¨³�¶

SP (G)«o¨m´�³S¨�® Í ®Qµ²'±'«�¥§¸Å²'µ®�¯�¸'³H´g©o¥§µ´�Ëo¨�³H«o¦â¯'«o¨gÑQµ®Q¸'²2«o¨g¯'¸Å´t¥§¨�¯�«�¨�¥ ã ¹S«U¨¸'µg¨�«;¨ ã ¹H®�©;¨oÈ|ï¥§µ·«�à�« Í ²'¹S«0¶�¹H«VÑQµ®Q¸'²2«å¯�¸£´t¥§¨ð¯'«T¨k¥ ã ¹S«å¨�¸'µð¹S«VÑ§µk¥§²'±�« G ¯'«T¹S¥ <ï³HÑQ¸'µ�«å÷�È~í?Ûä²'¥§ÑQ«�íQí§íV«o¨m´³S¨® Í ®Qµ�²'±�«W{
SP (B2)× SP (B3)× SP (B5)

È

− o −
û§ú



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
�C«�ÑQµ�®Q¸�²7«U¯'¸Å´t¥0¨�¯�«�¨�¥ ã ¹H«U¨�¸'µg©o«;µ´k¥§³S¦'¨gÑQµ�¥§²'±'«;¨g©o®Q¦'¦�«�à�«o¨�´kµ�Ô;¨g¨�³ Í ²'¹H«o¨`«;¨´ ã ³S«;¦Ö©;®Q¦'¦y¸ôá
�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx��&%N½k�ýÂ

G
¾��âº§¼�Ã�¿+*=À��

n
Ä]½k�H�ªÀ�ÂýÄU¼���º§¾�Ç���À�¼kÄ

�
Ã§ÇS½A¼kÄ

� Ä�� G = A
ÀtÄ�Â�¾���Ã§¼;Æo¼kÀ

�
Ã§ÇS½A¼kÄ

SP (G) ∼ {id} �
� Ä�� G = Cn+1

ÀtÄ�Â�ÇSÀ=��� ��ÇSÀ�Á�À�Â Ã��ýÇýÇSÀ
n + 1 �

Ã§ÇS½A¼kÄ
SP (G) ∼ Z/(n+ 1)Z  

.�/g���0 21!�%vyx�$��¥ <ï³SÑQ¸�µ�«�Ù�ÈÐÛI¯'®Q¦'¦'«�¸'¦â«�à�« Í ²'¹H«U¨�¸'µg¹H«U©;ß�©o¹H«�¯'«�¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ 4 È

11 1

01 1

11 0

10 1

C4 q

q

q

x1

x1

x2

x2

x3

x3

C4

u1

u2

u3

u4

�������7Ù�ÈÚÛ ��Éçà�« Í ²'¹H«U¯'¸âÑQµ�®Q¸�²7«�¨�¸�µ C4

È

�C«o¨
4
©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨C¯'¸�©;ß�©o¹H«ð¨®Q¦6´ù³H¦'¯'³HÎ�¸�Ëo«o¨r{g¯'µ�®§³H´k«0È i ¦�¹S«o¨Þ¥�µ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´�Ëo«;¨ç«o¦�ÏÚ¯�Ëo²'¹H³+¥§¦6´?Ï
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É�¦âØ×¥§³~´?¶�³S¹C¥§¯ Í «�´g¯'«o¸�àâµ«o²'µËo¨«o¦6´t¥0´�³S®Q¦�¨�¯�«äé·®?à�«;´�«oµ;È9ó�³C®Q¦Ö©t±�®Q³S¨³H´�¹S¥Iµ«o²'µËo¨«o¦6´t¥0´�³S®Q¦â²=¥§µ¨ß Í Ë;´�µ�³S«;¨o¶=®Q¦â¥Åá

Dn : < s0, s1 | s2
0 = s2

1 = (s1s0)
n = 1 > .

��¥èÒ§«oµ¨�³S®§¦ö¦'®Q¦ ®Qµ³S«o¦6´�Ëo«�¯'¸öÑ§µk¥§²'±�«ô¯�« é`¥?ß�¹S«�ß ¯'«�©;«;´´k«ôµ�«o²�µ�Ëo¨«o¦6´t¥A´k³S®§¦ö«o¨m´»¹H«4©;ß�©o¹H«�¯�«
¹S®§¦'ÑQ¸'«;¸'µ

2n
È���«UÑ§µ�®Q¸'²2«�¯'¸Å´t¥§¨�¯'«�¨�¥ ã ¹S«�¨¸'µg©o«�ÑQµk¥0²'±'«�«o¨m´å³H¨�® Í ®Qµ²'±'«�{

Z/2nZ
È

é·«;´´k«�²'µ�« Í ³HÔoµ�«Iµ« Í ¥§µ�Îy¸'« Í ®Q¦6´kµ�«I¯'Ë ê {ÖÎy¸NÏÐ³S¹�¦NÏsßô¥â¥§¸'©o¸�¦�¹H³S«o¦�«;¦y´�µ�«�¹S«IÑQµ®Q¸'²2«�¯�³SËo¯�µk¥§¹«;´�¹H«�ÑQµ®Q¸'²2«.¯'¸4´t¥§¨U¯'«I¨�¥ ã ¹S«ä¨�¸'µ�¹+¥�ÒQ«oµ¨�³H®Q¦�¦�®Q¦�®Qµ�³H«o¦6´kË;«.¯NÏÚ¸�¦'«I¯'«.¨�«;¨�µ«o²'µËo¨«o¦6´t¥0´�³S®Q¦�¨�¯�«é`¥?ß�¹S«;ß§¶ Í ³S¨*{M²=¥§µ´T¹S«o¸�µT®Qµ�¯�µ�«�¯=¥0¦'¨T©o«.©o¥§¨oÈ i ¦4²2«o¸�´U¨�«.¯'« Í ¥0¦'¯'«oµ;¶9¨³ï¹S«äÑQµ�®Q¸�²7«�¯�¸¬´t¥§¨T¯�«¨k¥ ã ¹S«g©t±=¥§¦�ÑQ«åÎy¸=¥0¦'¯ª®Q¦�²'µ«o¦'¯M©o® Í�Í «�Ñ§µk¥§²'±�«å¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«�¹S¥UÒ§«oµ¨�³S®§¦ª¦'®Q¦�®Qµ³S«o¦6´�Ëo«�¯'¸MÑ§µk¥§²'±�«¯'«Mé`¥?ß�¹S«;ß¬¯NÏÚ¸�¦'«�¥§¸�´kµ«.µ�«;²'µ�Ë;¨�«o¦6´k¥0´k³H®Q¦�¯�«ªé·®?à�«;´�«oµ�¯'¸ Í Ó Í «.Ñ§µ�®Q¸'²2«§¶y{Å¨�¥?ÒQ®Q³Hµ
Dn

¯=¥§¦'¨�¹S«
©?¥0¨�²�µ�Ëo¨«o¦6´?È

− o −
�\»t®A¬¯±³k´g¬�®¾¶�� ¶rª�¨���¯±®�¬kª�©g®���®\¸Z¬¯°® ¿

ø6Ù



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
�å¦�«�¨«o©;®Q¦'¯'«�µ�«;²'µ�Ë;¨�«o¦6´k¥0´k³H®Q¦Ö¯�«�é·®?à�«;´�«oµ�¯'«

Dn

«o¨´�¯'®§¦'¦'Ëo«�²=¥§µUá

Dn : < s0, r1 | s2
0 = rn

1 = (r1s0)
2 = 1 > .

i ¦ ® ã ´k³H«o¦6´â¸'¦'«ôµ�«o²�µ�Ëo¨«o¦6´t¥A´k³S®§¦ ¯'«Ìé`¥?ß�¹S«;ß Dn

¨�«;¦'¨�³ ã ¹S« Í «;¦6´Ö¯�³HÊ7Ëoµ�«;¦6´k«ô¯=¥§¦'¨Å©o«ô©?¥0¨oÈ ��¥
ÒQ«;µ�¨³S®Q¦�¦'®Q¦�®Qµ�³H«o¦6´kË;«#¯'«#©o«#ÑQµk¥0²'±'«#«o¨m´ù²'¥§µØõ®Q³H¨C¥§²'²2«o¹HËo«ðº§¼Ã�¿+*=À·Á��«��Á§¼Ã§Ç%¶?¦'®§´�Ë Dn

Èt��¥�<ï³HÑQ¸'µ«#Ù�ÈÚø
Í ®Q¦6´kµ�«U¹H«o¨gÑQµ�¥§²'±'«;¨ Dn

«�´ Dn
È

s0
r1r1

Dn Dn

�������2Ù�Èìø ���Uµk¥§²'±�« Dn

«�´å¨�¥IÒ§«oµ¨�³S®§¦Ö¦'®§¦â®§µ�³S«;¦6´kËo« Dn

È

É�¦�Ø×¥0³H´T¹H«�ÑQµ�¥§²'±'« Dn

«;¨´�²'¹S¥§¦=¥§³Hµ�«§È7¤äÏÚ¥§²'µÔo¨�é·®Qµ³ç«;´ �g®Q¨¨�³S¦9¶N¹S«�ÑQµ�®Q¸�²7«.¯'¸¬´k¥§¨U¯'«.¨�¥ ã ¹S«¨�¸�µU¸'¦�ÑQµk¥§²�±'«�²'¹S¥§¦=¥§³Hµ�«ä¯�«o¨�¨³S¦'Ë.«;¨´�³H¨�® Í ®Qµ�²�±'«.¥§¸4ÑQµ®Q¸'²2«�¯'¸4´t¥0¨U¯'«.¨k¥ ã ¹S«�¨¸'µU¨�®Q¦4Ñ§µk¥§²'±�«¯'¸=¥0¹�È6é·® ÍMÍ «`¯=¥§¦�¨�¦'®§´kµ«`©?¥0¨�¹S«`ÑQµ�¥§²'±'«�¯�¸=¥§¹ D∗
n

¯'« Dn

«;¨´#²'¹H¸'¨ç¨�³ Í ²�¹S«§¶A®Q¦I²'µË;ØõÔoµ«`´kµ�¥]Ò0¥§³H¹S¹H«oµ{M²'¥§µ´�³Sµ�¯'«�©o«�ÑQµk¥§²�±'«§È2É�¦¬²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶'³S¹�¥0¯ Í «�´ n + 2
¨® ÍMÍ «;´�¨å¦�®§´kË;¨ x1, x2, . . . , xn+2

È i ¦
©t±'®Q³H¨�³~´

xn+2
©;® ÍMÍ «·²�¸'³H´�¨oÈ �C« Í ®�¯'Ôo¹H«ð¨¸'µ�¹S«;Î�¸�«o¹�®§¦�´kµk¥?Ò0¥§³H¹S¹S«�«o¨m´�¯'®Q¦�©�©o«o¹H¸'³�¯�«`¹+¥ <ù³SÑQ¸'µ«�Ù�È ��È

x1

x2

xn

xn+1
xn+2

Dn D∗
n

�������9Ù�È � ����µ�¥§²'±'«�²'¹S¥§¦=¥§³Hµ�« Dn

«�´å¨®Q¦â¯'¸=¥§¹ D∗
n

È

�C«o¨�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨`¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨�¯�®Q¦'¦'«;¦y´å¥§¹H®Qµ�¨�¹H«U¨ß�¨´�Ô Í «�¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�¯NÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦'¨�á





e1 = 4en − en−1 − en+1

e2 = 4e1 − en − en+1

ei = 4ei−1 − ei−2 − en+1 (pour tout 3 ≤ i ≤ n).

ÕëÙ�È Ù�ÈHí Ü

øQ÷



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
� ¹+¥åÒ�¸'«�¯�«`©o«�¨mß�¨m´kÔ Í «0¶6®Q¦.²7«;¸�´#¯'Ë ê {T«o¦.¯'Ë;¯'¸'³Sµ«�Îy¸'«�¹S«`¦�® Í�ã µ« Í ³H¦'³ Í ¥§¹6¯'«·ÑQËo¦'Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨¯'¸âÑQµ�®§¸'²7«U«;¨´V¥§¸Å²'¹S¸�¨

3
È=É�¦Ö«�Ê9«�´?¶E©t±=¥§©;¸'¦â¯'«o¨

ei

²2«o¸�´�¨;ÏÚ«Rà�²�µ�³ Í «oµg«;¦âØõ®Q¦�©;´k³H®Q¦Å¯'«
e1

¶
e2

«�´
en+1

È�|Þ®Q¸'µ
3 ≤ i ≤ n

¶=®Q¦Å¯'Ë�æ=¦'³~´g¹S«o¨g¨¸'³H´�«o¨
µi

¶
νi

«�´
ρi

²'¥§µ
ei = µie2 − νie1 − ρien+1

È
.�/g���0 21!�%vyx��
�g«oÑ6¥§µ¯'®Q¦'¨�¹H«.©?¥§¨

n = 3
¶C©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«.¹H«.ÑQµ�®§¸'²7«.¯�«o¨�¨ß Í Ë�´kµ³S«o¨U¯�¸ô´�µ�³+¥0¦'ÑQ¹S«äËoÎy¸'³S¹S¥0´kË;µk¥§¹`Õ×©�ØbÈ

<ï³HÑQ¸'µ�«ÖÙ�ÈÚî Ü È � ²=¥§µm´k³SµI¯'¸ ÑQµk¥§²�±'«Ö¯�¸=¥§¹ D∗
3

® �
x5

«o¨´ª©t±'®Q³H¨�³�©o® Í�Í «Å²'¸�³H´k¨�¯'¸ Í ®�¯'Ôo¹H«§¶�¹S«

x1

x2

x3

x4 x5

T D3 D∗
3

�������7Ù�Èìî �6�C«U´kµ�³S¥§¦'ÑQ¹H«TËoÎy¸'³H¹+¥0´�Ëoµ�¥§¹ T ¶'¹H«UÑQµk¥0²'±'« D3
«;´�¨®Q¦Å¯'¸=¥§¹ D∗

3

È

¨ß�¨m´kÔ Í «�¯NÏÚË;Îy¸=¥0´k³H®Q¦'¨g¯'«;¨�µ«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨`¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨g¨;ÏÚË;©oµ�³~´�á





4e3 = e1 + e2 + e4

4e1 = e2 + e3 + e4

4e2 = e3 + e1 + e4.

¤äÏÐ® �ôá





e1 = 4e3 − e2 − e4

e2 = 4e1 − e3 − e4

e3 = 4e2 − e1 − e4.

|ù®§¸'µ
i ≥ 3

¶2¹S«;¨VË;¹SË Í «o¦6´�¨
ei

²7«;¸�ÒQ«;¦6´�´�®Q¸'¨å¨oÏÐËo©oµ³Sµ«�«o¦¬Øõ®Q¦�©;´k³H®Q¦»¯�«
e1

¶
e2

«;´
en+1 = e4

È7Ý%©;³�¶
©§ÏÐ«o¨m´å´�µ�³~Ò�³S¥§¹�¶�«;´g®§¦»¥

µ3 = 4
¶
ν3 = 1

«;´
ρ3 = 1

È
ó�³C®Q¦âµ�«;Ñ6¥§µ�¯�«

D4

� ¶=¹S«UÑQµ®Q¸'²2«U¯'«o¨�¨ß Í Ë;´kµ³S«;¨�¯'¸Ö©o¥§µ�µË§¶=¹H«U¨ß�¨´�Ô Í «�¯'«�Ò�³S«o¦6´�á




e1 = 4e4 − e3 − e5

e2 = 4e1 − e4 − e5

e3 = 4e2 − e1 − e5

e4 = 4e3 − e2 − e5.

i ¦�¥�´�®Q¸ ê ®Q¸'µ¨ µ3 = 4
¶
ν3 = 1

«;´
ρ3 = 1

¶ Í ¥§³S¨�³S¹=Ø×¥§¸�´·Ø×¥§³Hµ�«�¸'¦�©?¥§¹H©o¸'¹2²2®Q¸'µ#´kµ�®§¸�ÒQ«;µ`¹+¥�Ò§¥0¹S«o¸�µ«o¦
4
¯'«;¨å¨¸'³H´�«o¨

µi
¶
νi
«;´
ρi
È

e4 = 4e3 − e2 − e5

µ4e2 − ν4e1 − ρ4e5 = 4(4e2 − e1 − e5)− e2 − e5

µ4e2 − ν4e1 − ρ4e5 = 15e2 − 4e1 − 5e5.
���=ª�¨k´��^®��\ª�´��t¯°® �M©«ª�¬	�®

D∗

4

ªM»t¸Z®¾¶K³¨�´�·�¸Z¸Z®¾¶K»t®A¬¯±³k´g²�³®
D∗

3

�¨·�¶�

x6

�®¾¶���k· � ´ ���^·�¸Z¸Z®�¬k³�� ¶
´ ¿
ø§Û



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
¤V®Q¦�©

µ4 = 15
¶
ν4 = 4

«;´
ρ4 = 5

ÈK�C«o¨�¨�¸'³~´k«o¨
µi

¶
νi

«�´
ρi

¨�®§¦y´�«o¦ôØ×¥§³H´ ã ³S«o¦ô¯'Ë�æ=¦'³S«;¨o¶�¯=¥§¦�¨¹S«ä¨�«o¦�¨U® �4¹S«;¸'µ�¨TÒ0¥§¹H«o¸'µ¨ ê ¸'¨�Îy¸NÏ°{�¸'¦4«o¦6´�³S«oµ k ¨�¸'µT¸�¦ Í ®�¯'Ôo¹H« (Dn, xn+2)
¶9²2®Q¸'µ

n ≥ k
¶9¨®Q¦6´

ËoÑQ¥§¹S«;¨�{�¹H«o¸'µ¨`Ò§¥0¹S«o¸�µ�¨�¨�¸�µå¹H« Í ®�¯'Ô;¹S« (Dk, xk+2)
È

É�¦Ö®Q¸�´kµ�«0¶=³S¹9ß�¥I¸�¦Ö¹H³S«o¦£´�µ�Ô;¨gØõ®§µ´g«o¦6´�µ�«�«o¹S¹H«o¨Uá
�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx�� %��·½k����ÂbÀ��2ÁªÇ~Ã.Ä�¾��ýÂ%À

(ρi)i≥3

¿�Ã§¼
ρ0 = 1

À�Â
ρ1 = 0 �

½k��Ã;£
ρi = 4ρi−1 − ρi−2 + 1,

ÕëÙ�ÈìÙ�È Ù Ü

∀i ≥ 3,

{
µi = ρi+1 − ρi

νi = ρi − ρi−1.
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£|ï¥§µð¹�Ï � Î�¸'¥0´k³H®Q¦4ÕëÙ�È Ù�ÈHí Ü ¶y®Q¦ª® ã ´k³S«;¦6´ð´�µ�®Q³H¨ðµ«o¹+¥A´k³S®§¦'¨#¯'«VµËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«V²7®Q¸�µ µi

¶
νi

«�´
ρi

Îy¸=¥0¦'¯
3 ≤ i ≤ n

á

µie2 − νie1 − ρien+1 = 4(µi−1e2 − 4νi−1e1 − 4ρi−1en+1)

−(µi−2e2 − νi−2e1 − ρi−2en+1)− en+1

= (4µi−1 − µi−2)e2 − (4νi−1 − νi−2)e1 − (4ρi−1 + ρi−2 + 1)en+1.

¤äÏÐ® �ôá

∀i ≥ 5,





µi = 4µi−1 − µi−2

νi = 4νi−1 − νi−2

ρi = 4ρi−1 + ρi−2 + 1.

ÕëÙ�È Ù�Èì÷ Ü

é·® Í�Í «�³H¹'¨oÏÚ¥§ÑQ³~´#¯'«�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨ç¯�«åµËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«�¯NÏÐ®Qµ�¯�µ�« 2
¶6³S¹�¨�¸ �I´�«;´ð³S¹'«;¨´�¦'Ë;©o«o¨¨k¥§³Hµ�«å¯'«g¯'®Q¦'¦'«;µ

¯'«;¸�à�Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨U³H¦'³H´�³+¥§¹H«o¨V²2®Q¸'µU¯�Ë;æ=¦'³HµU©t±=¥§©;¸'¦'«�¯'«o¨�¨�¸'³~´k«;¨�¯�« Í ¥§¦'³HÔoµ«.¸'¦'³SÎy¸'«0ÈK�C«o¨�¨�¸'³~´k«;¨�Îy¸'³
¦'®Q¸�¨�³H¦6´kËoµ«o¨¨�«o¦6´å¨�®Q¦6´o¶2¯9Ïì¥§²�µ�Ôo¨g¹ëÏìÉïà�« Í ²'¹S«�Ù�È û�²=¥§Ñ§«�²�µ�Ëo©;Ëo¯'«;¦6´k«§¶E´k«;¹S¹H«o¨`Îy¸'«�á

{
µ3 = 4
µ4 = 15

{
ν3 = 1
ν4 = 4

{
ρ3 = 1
ρ4 = 5

ó�³`®§¦�²7®Q¨«
ρ0 = 1

«;´
ρ1 = 0

¶ù®Q¦�´kµ®Q¸�ÒQ«
ρ2 = 0

¶
ρ3 = 1

«;´
ρ4 = 5

¥?ÒQ«o©Å¹S¥»µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�¯'«
µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o«�Õ×©�ØbÈ � Îy¸=¥0´�³S®Q¦ ÕëÙ�ÈìÙ�È Ù Ü�Ü Ò§Ëoµ³Hæ=Ë;«�²=¥§µ

ρi
ÈçÉ�¦è²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµo¶C®§¦�µ�«;´�µ�®Q¸�ÒQ«�¹S«;¨ ã ®Q¦'¦'«;¨Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨�²2®Q¸'µ

3
«�´

4
¶'¯'®Q¦'©�®Q¦Å²2«o¸�´ ã ³H«o¦âË;´�«o¦'¯'µ« ρi

¯'«�©;«;´�´�« Í ¥§¦'³HÔoµ«§ÈÉ�¦ ®Q¸�´�µ�«0¶�®§¦òµ« Í ¥§µ�Îy¸'«ÅÎy¸'« ν5 = µ4 = 15
¶ç«;´

ν4 = µ3 = 4
Èº~»¥§³S¨

νi

«;´
µi

¨¸'³HÒ§«o¦6´
¹+¥ Í Ó Í «�µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦â¯'«�µËo©;¸'µ�µ«o¦'©;«ÅÕ×©�ØbÈ9ËoÎy¸=¥A´k³S®§¦'¨.ÕëÙ�È Ù�Èì÷ ÜÜ ¯9ÏÚ®Qµ¯'µ�« 2

È&�V³H¦'¨�³ë¶2®§¦4¥ Í ®Q¦6´kµ�Ë�Îy¸'«
µi = νi+1

²7®Q¸�µ`´k®Q¸�´
i ≥ 3

È
��«;¨´�« { Í ®Q¦6´�µ�«oµg¹H«�¹H³S«;¦Ö«;¦y´�µ�«�¹+¥I¨�¸'³~´k« νi

«;´å¹+¥I¨�¸�³H´k«
ρi

¶E©o¥§µg®Q¦¬¥§¸�µk¥�¥§¹S®Qµ¨g¹S«�¹S³H«o¦Å³S¦'¯�¸'³H´
«o¦6´�µ�«

µi

«;´
ρi

²=¥0µV¹+¥�µ�« Í ¥§µÎy¸'« ê ¸�¨´k«äËo¦'®Q¦�©oËo«0Èy|Þ®Q¸'µV¹H«o¨å²'µ�« Í ³HÔoµ�«;¨åÒ0¥§¹H«o¸'µ¨o¶E®Q¦4¥ ã ³S«;¦ ν3 =
1 = 1− 0 = ρ3 − ρ2

«�´
ν4 = 4 = 5− 1 = ρ4 − ρ5

È=ó�³C®Q¦â²7®Q¨«
ν̃i = ρi − ρi−1

¥?ÒQ«;©
ν̃3 = 1

«�´
ν̃4 = 5

¶'®Q¦Ö¥I²2®Q¸'µ`´�®Q¸�´
i ≥ 3

á

ν̃i+1 = ρi+1 − ρi

= (4ρi − ρi−1 + 1)− (4ρi−1 − ρi−2 + 1)

= 4(ρi − ρi−1) + 3ρi−1 − 4ρi−1 + ρi−2

= 4(ρi − ρi−1)− (ρi−1 − ρi−2)

= 4ν̃i − ν̃i−1.

ø6û



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
�V³H¦'¨�³

(ν̃i)i≥3

«o¨m´#¸'¦'«`¨¸'³H´�«·Îy¸'³'¥0¯ Í «�´ç¹S¥ Í Ó Í «�µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�¯'«`µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«�Õõ©;ØbÈ0ËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦'¨`Õ�Ù�ÈìÙ�ÈÚ÷ Ü�Ü¯NÏÐ®Qµ�¯�µ�«
2
Îy¸'«�¹S¥�¨�¸'³~´k«

(νi)i≥3

«�´g¹S«o¨ Í Ó Í «o¨�¯'«;¸�àâ²'µ« Í ³SÔoµ«o¨`Ò0¥§¹H«o¸'µ¨�á�«o¹S¹H«o¨�¨®Q¦6´å³H¯'«o¦6´�³SÎy¸'«o¨;È�V³H¦'¨�³ë¶
νi = ρi − ρi−1

«;´
µi = ρi+1 − ρi

²2®Q¸'µ`´�®Q¸�´
i ≥ 3

È
�

é·«;´´k«g²'µ�®§²7®Q¨³H´�³S®Q¦�¦�®Q¸'¨#²7«;µ Í «;´�¯�«�¨³ Í ²'¹S³~æ=«oµÞ¹+¥ Í ¥0´�µ�³S©;«`¯'¸I¨ß�¨m´kÔ Í «g«o¦I©o«;¹S¹H«�ËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«¯'¸â¨ß�¨´�Ô Í «�µËo¯'¸�³H´
A = An

È
�d� m�u��k�����%vyx�� �NÃI��Ã§Â×¼����tÀ

An

Á§¾ªº§¼k½A¾J¿=À�Á§¾ÖÂ�ÃAÄäÁ�ÀTÄoÃ6ÆoÇSÀTÄ�¾�¼ Dn

ÀtÄ�Â`Á�½k�����tÀ·¿�Ã§¼9£

An =




0 ρn − 1 ρn+1

0 ρn+1 ρn+2

n ρn+2−3ρn+1−n
2

ρn+2−ρn+1−n
2


  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£�C«V¨ß�¨m´kÔ Í «V¯9ÏÚË;Î�¸'¥0´k³H®Q¦'¨VÕ�Ù�ÈìÙ�È~í Ü «;¨´ðËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦6´Q{�¸'¦M¨ß�¨´�Ô Í «T¯'« Í Ó Í «gµ�¥§¦'Ñä¨¸'µ·¹H«o¨�´kµ®Q³S¨ÑQË;¦'Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨
e1

¶
e2

«�´
en+1

È i ¦Ö©t±'®§³S¨�³~´�¹S«U¨mß�¨´kÔ Í «�¯'«;¨g´�µ�®Q³H¨�ËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦�¨�¨¸'³HÒ0¥§¦6´�«o¨�á





e1 = 4en − en−1 − en+1

e2 = 4e1 − en − en+1

0 = e1 + e2 + · · · + en

�T¸=¥§¦'¯.®§¦�«�à�²'µ³ Í «·©o«·¨ß�¨´�Ô Í «�«o¦�Øõ®Q¦'©�´k³H®Q¦�¯'«;¨ç¨�«;¸'¹S¨çÑ§Ëo¦'Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨
e1

¶
e2

«;´
en+1

¶§®Q¦ä® ã ´k³H«o¦6´�á




e1 = (ρn − ρn+1) e1 + (ρn+2 − ρn+1) e2 − ρn+1 en+1

e2 = (4 + ρn − ρn+1) e1 + (ρn − ρn+1) e2 + (ρn − 1) en+1

0 = (1− ρn) e1 + ρn+1 e2 − (
∑n

i=3 ρi) en+1

¤äÏÐ® �â¹+¥ Í ¥0´kµ³S©o«.á

A =




1 + ρn+1 − ρn ρn+1 − ρn+2 ρn+1

−4 + ρn−1 − ρn 1 + ρn+1 − ρn 1− ρn

1− ρn ρn+1 1−∑n
i=0 ρi


 .

i ¦Ö²2«o¸�´å¨³ Í ²'¹S³~æ=«oµ·©o«;´´k« Í ¥0´kµ³S©o«U²'¥§µgÎ�¸�«o¹SÎy¸'«;¨å®§²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦'¨�Ë;¹SË Í «;¦y´k¥§³Sµ«o¨�Îy¸'³�¦NÏÐ«o¦â©t±=¥§¦'Ñ§«o¦6´²=¥§¨g¨�¥IØõ®Qµ Í «V¦'®Qµ Í ¥§¹H«T¯'«�ó Í ³H´k±4á

A
O1−→




1 + ρn+1 − ρn −3ρn+1 + ρn − 1 ρn+1

−3− ρn+1 + 3ρn 1 + ρn+1 − ρn 1− ρn

1− ρn ρn+1 −∑n
i=1 ρi




O2−→




ρn+1 −4ρn+1 + ρn − 1 ρn+1 +
∑n

i=1 ρi

−ρn+1 1 + 4ρn+1 − ρn 1− ρn − 3
∑n

i=1 ρi

1− ρn ρn+1 −∑n
i=1 ρi




O3−→




0 0 1− ρn + ρn+1 − 2

∑n
i=1 ρi

−ρn+1 1 + 4ρn+1 − ρn −∑n
i=1 ρi − ρn+1

1− ρn ρn+1 −∑n
i=1 ρi





O4−→




0 0 1− ρn + ρn+1 − 2
∑n

i=1 ρi

−ρn+1 ρn+2 −∑n
i=1 ρi − ρn+1

1− ρn ρn+1 −∑n
i=1 ρi


 .

øQø



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
��¥ñ´kµ�¥§¦'¨mØõ®Qµ Í ¥0´k³H®Q¦ O1

©;®Q¦'¨³S¨´�«�{ñ¥§²'²�¹S³SÎy¸'«;µÅ¹+¥ ��«;¹+¥0´�³S®Q¦°¯'«ôµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o« ÕëÙ�ÈìÙ�È Ù Ü ²2®Q¸'µ
i = n+ 1

«;´
i = n+ 2

È��ÞÒ§«o©�¯'«o¨�¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨`Ë�Ò�³H¯'«o¦6´�«o¨o¶E¹H«o¨`´kµ�¥§¦'¨mØõ®Qµ Í ¥0´k³H®Q¦'¨`¨¸'³HÒ0¥§¦6´�«o¨g¨�®Q¦6´�á
O2 =

{
L1 ← L1 − L3

L2 ← L2 + 3L3
O3 =

{
L1 ← L1 − L2 .

��¥ô´�µk¥§¦'¨mØõ®Qµ Í ¥0´�³S®Q¦ O4

©o®Q¦'¨³S¨m´k«¬¥0¹S®Qµ¨?{ô¸�´k³H¹S³H¨�«oµ.«;¦'©o®§µ�«â¸'¦'«ÖØõ®§³S¨I¹+¥ ��«;¹+¥0´�³S®Q¦ ÕëÙ�È Ù�È Ù Ü ¥?ÒQ«;©
i = n + 2

Èi ¦Ö²2«o¸�´å¥§¹H®Qµ�¨ Í ®Q¦6´�µ�«oµ�²'¥§µgµ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦'©;«�Îy¸'«�²2®Q¸'µ n ≥ 0
á

1 + ρn+1 − ρn − 2

n∑

i=1

ρi = n,

«;´å¥§³H¦'¨�³9¯'Ë Í ®Q¦6´kµ«oµgÎy¸'«�¹+¥ Í ¥0´kµ³S©o«U²2«o¸�´ ã ³S«;¦ÖÓ�´kµ�«U´�µk¥§¦'¨mØõ®Qµ Í Ëo«U«;¦
An

È
�

ó�³C®Q¦âµ�Ë;¨�®Q¸�´�¹ëÏ � Îy¸=¥0´�³S®Q¦ôÕëÙ�È Ù�È Ù Ü ¶'®Q¦�´kµ®Q¸�Ò§«�²2®Q¸'µ`´�®Q¸�´
n ≥ 0

á

ρn = λαn + µβn + γ
¥?Ò§«o©





λ = 9−5
√

3
12

, α = 2 +
√

3,

µ = 9+5
√

3
12

, β = 2−
√

3,
γ = −1

2
.

ÕëÙ�È Ù�ÈÚÛ Ü

�C«o¨�¦'® Íäã µ�«;¨ α «;´ β ¨®Q¦6´ù¹H«o¨C¯'«;¸�à�µ�¥§©o³H¦'«o¨C©;®Q¦ ê ¸'ÑQ¸�Ëo«o¨Þ¯'¸�²7®§¹Hß�¦ � Í «ç©?¥0µk¥§©�´kËoµ³S¨m´k³SÎy¸'« r2−4r+1¯'«�¹+¥��g«o¹S¥0´k³H®Q¦q¯'«�µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o« Õ�Ù�È Ù�ÈìÙ Ü Ò§Ëoµ³Hæ=Ë;«ô²'¥§µ
ρi

È �C«�©o®�«���©o³H«o¦6´
γ
Ò§Ëoµ³Hæ=«�¹�ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦

γ−4γ+γ = 1
¶6«;´�¹S«;¨�©;®�« ��©o³S«;¦6´k¨

λ
«;´
µ
¨�®Q¦6´ð¯'Ë;´�«oµ Í ³S¦�Ëo¨#²=¥§µ�¹H«o¨#©o®Q¦�¯'³H´�³S®Q¦'¨�³H¦'³H´�³+¥§¹H«o¨ ρ0 = 1«;´

ρ1 = 0
È

− o −
� p 8+1���"�� 7K� "�� uy�����oq,��p�s�" 7K� 1 8	�«u&�k��� pru��k�08+1!� 7r��
y� q s �

~»¥§³H¦y´�«o¦=¥0¦y´o¶Q¦'®Q¸�¨�¥§¹S¹H®Q¦'¨ù¯'®Q¦'¦'«;µç¸'¦'«�«Rà�²'µ�«;¨�¨�³H®Q¦I«�à�²'¹H³S©o³~´k«ð¯'«�¹+¥åØõ®§µ Í «·¦'®Qµ Í ¥0¹S«�¯'«�ó Í ³H´k±
S = Sn

¯'«�¹S¥ Í ¥0´�µ�³H©o«
An

È��¥ <=®Qµ Í ¸�¹S«»Õ�Ù�ÈìÙ�ÈÐÛ Ü ¦9ÏÚ«;¨´.²=¥0¨ä´kµÔo¨�¸�´�³S¹H«M²2®Q¸'µ�©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ�¹+¥âØõ®§µ Í «M¦'®§µ Í ¥§¹S«�¯'«�ó Í ³~´k±Ì¯�«¹+¥ Í ¥0´�µ�³S©;«
An

È�É�¦ò«�Ê9«�´?¶�©o«Å¨®Q¦6´M²�¹S¸�´ �§´.¹S«;¨.²'µ�®§²'µ�³HË;´kË;¨�¥§µ�³~´k± Í Ë;´�³SÎy¸'«o¨ä¯'«Å¹+¥¬¨�¸�³H´k« ρn

Îy¸'³
¨�®§¦y´Ö«o¨¨�«;¦y´�³S«;¹S¹S«;¨oÈ i ¦ ²2«o¸�´ Í ®§¦y´�µ�«;µÅØ×¥0©o³S¹H« Í «o¦6´Å²=¥§µâµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o«�Î�¸�«§¶�²7®Q¸�µâ´�®Q¸�´ n ¶g®Q¦ö¥
ρn−1ρn+1 = ρ2

n − ρn

È�|ï¥§µ�©;®Q¦'¨�Ë;Îy¸'«o¦6´?¶E¹H«T¯'Ë;´�«oµ Í ³H¦=¥§¦6´ −wn

¯'¸ Í ³S¦'«;¸'µ (ρn − 1 ρn+1

ρn+1 ρn+2

) ¯�«
An

«;¨´ −wn = −(ρn+1 + ρn+2)
¶=©?¥0µUá

wn = ρ2
n+1 − (ρn − 1)ρn+2

= ρ2
n+1 − ρnρn+2 + ρn+2

= ρ2
n+1 − (ρ2

n+1 − ρn+1) + ρn+2

= ρn+1 + ρn+2.É�¦ñ²'¥§µ´�³S©o¸�¹S³S«;µ�¹+¥ÖÒ0¥§¹H«o¸'µä¥ ã ¨�®§¹S¸'«M¯'¸�¯'Ë;´�«oµ Í ³H¦=¥§¦6´�¯'«ª¹+¥ Í ¥0´kµ³S©;«M«;¨´ nwn = n(ρn+1 +
ρn+2)

á9³S¹Þ¨oÏÚ¥§ÑQ³~´U¯'«�¹ëÏÚ®§µ�¯'µ«�¯'¸�ÑQµ�®§¸'²7«
SP (Dn)

È i ¦4µ« Í ¥§µ�Îy¸'«.¯�Ë ê {£Îy¸NÏÐ®Q¦4´kµ�®§¸�ÒQ«.¸'¦4®§µ�¯'µ«¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦6´�¯'«g©o«;¹S¸'³'´�µ�®Q¸�ÒQË�²7®Q¸�µ�¹ëÏì¥0¸�´kµ«�µ�«o²�µ�Ëo¨«o¦6´t¥A´k³S®§¦ª¯'«åé·®?à�«;´k«;µð¯�¸ªÑQµ®Q¸'²2«
Dn

Èy¤V«�²'¹S¸�¨o¶6¹+¥
¯'Ë;©o® Í ²7®§¨�³H´�³S®Q¦U«;¦�Øõ®§µ Í «�¦'®Qµ Í ¥§¹H«ç¯'«ðó Í ³H´k±�¯'«#¹S¥ Í ¥0´�µ�³H©o«

An

«;¨´Þ´kµ�Ô;¨�¹S³SË;«A{g¹+¥�¯'Ëo©;® Í ²7®Q¨³H´�³S®Q¦«o¦¬Ø×¥0©;´k«;¸'µ�¨V²'µ�« Í ³H«oµ�¨å¯'« wn

ÈNÉ�¦4«�Ê9«�´?¶9©;«;´´k«�¯'Ë;©o® Í ²2®Q¨�³~´k³S®§¦Ö²2«o¸�´T¯'®Q¦'¦'«;µT¯'«;¨T³S¦�Øõ®§µ Í ¥0´k³H®Q¦'¨²=¥§µmØõ®Q³S¨�¨¸ ��¨k¥§¦6´�«o¨�²7®Q¸�µ�¯�Ë;´k«;µ Í ³S¦'«;µ Sn

È
ø �



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx�����½A¾�¼

n = 2m + 1
� �V¿�Ã��ý¼

�
½k�ÌÃ

wn = ρ2m+2 + ρ2m+3 = h2
m

½��¬Ç~ÃMÄ�¾��ýÂ%À
hm

ÀtÄ�ÂðÁ��!¢]����À`¿�Ã§¼P£




h0 = 1

h1 = 5

hm = 4hm−1 − hm−2.
�g½A¾�¼

n = 2m
¿�Ã��ý¼

�
½k��Ã

wn = ρ2m+1 + ρ2m+2 = 6 k2
m �
½��âÇ~Ã�Ä�¾��ýÂbÀ

km

ÀtÄ�Â`Á��!¢]����À·¿�Ã§¼9£




k0 = 0

k1 = 1

km = 4km−1 − km−2.

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£i ¦�²2®Q¨«
h2

m = w2m+1

«�´�®Q¦Ì¥0²'²'¹S³HÎy¸'«.¹+¥ �g«o¹S¥0´k³H®Q¦ñÕ�Ù�ÈìÙ�ÈìÙ Ü È i ¦�´kµ®Q¸�Ò§«M¥0¹S®Qµ¨U¹+¥£µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦4¯�«
µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o«�«;´�¹S«;¨�Ò§¥0¹S«o¸�µ�¨�³S¦�³H´k³S¥§¹S«;¨ð³H¦'¯'³HÎ�¸�Ëo«o¨g²2®Q¸'µg¹+¥�¨¸'³H´�«

hm

Èi ¦Ö²'µ®�©;Ôo¯'«�¯'« Í ¥§¦'³HÔoµ�«�¥0¦=¥§¹S®§ÑQ¸'«T²2®Q¸'µ�¯'Ë Í ®§¦y´�µ�«;µ�Îy¸'« 6k2
m = w2m

È
�

�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx,z����g½A¾�¼�Âb½A¾�Â
m,n ≥ 1

½k��Ã
km+n = km+1kn − kmkn−1 et hm+n = km+1hn − kmhn−1.

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
i ¦Ö²2®Q¨« K :=

(
4 −1
1 0

) ®Q¦Ö¥�á

Km =

(
4 −1
1 0

)m

=

(
km+1 −km

km −km−1

)
.

é·® Í�Í « Km+n−1 = KmKn−1 ¶'®Q¦Ö¥
(
km+n −km+n−1

km+n−1 −km+n−2

)
=

(
km+1 −km

km −km−1

)
·
(
kn −kn−1

kn−1 −kn−2

)
.

��¥�²'µ« Í ³SÔ;µ�«�³S¯'«;¦y´�³H´�Ë�¯�Ëo©o®§¸'¹S«å¯'³Sµ«o©;´�« Í «o¦6´ð¯'«V©;«;´�´�«VË;Ñ6¥§¹S³~´kËg«o¦ªµk¥§Ñ6¥0µ�¯=¥§¦6´�¹+¥�²'µ�« Í ³HÔoµ«�«;¦6´kµ�Ë;«¯'«�¹+¥ Í ¥0´�µ�³S©;«§Èi ¦ ® ã ´�³S«o¦6´ä¹+¥Ö¨«o©;®Q¦'¯'«�³H¯'«o¦6´k³~´kËM«o¦ ¸�´�³S¹H³S¨k¥0¦y´�¹S¥Ö²'µ« Í ³SÔoµ«ª³H¯'«o¦6´k³~´kËM«;´�¹H«MØ×¥§³~´�Î�¸�« hm =
km + km+1

È
�

i ¦�²7«;¸�´`¯'µ«o¨¨�«oµg¸'¦�«T¹S³H¨´k«�¯'«Tµ«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨�«o¦6´kµ«T¹S«;¨`¨�¸'³~´k«;¨
hn

¶
kn

«�´
ρn

¶�Îy¸'³9²2«o¸�Ò§«o¦6´�´k®§¸�´k«;¨
Ó;´�µ�«�²'µ®Q¸�ÒQË;«o¨�Ø×¥§©o³H¹S« Í «o¦6´�²'¥§µ�³S¦'¯�¸'©;´�³S®Q¦�®Q¸âµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o«�á

�
hm = km + km+1�
km = ρm+2 − ρm+1�
hm = ρm+3 − ρm+1�
hm − km = ρm+3 − ρm+2�
hm km = ρ2m+2�
hm−1 km = ρ2m+1�
hm km−1 = ρ2m+1 − 1

øQî



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
�
hm−2 km = ρ2m − 1�
hm−1 km+1 = ρ2m+2 − 1�
hm km+1 = ρ2m+3i ¦Ö²2«o¸�´�¥§¹S®Qµ¨�²'µ�®§¸�ÒQ«;µå¹H«V´k±'Ë;®Qµ�Ô Í «�¨¸'³HÒ0¥§¦6´�á

�d� m�u��k�����%vyx�z�z %��
a
Á����t�SÄ]À

b �
Ã§ÇS½A¼kÄ

ka

Á����t�SÄ]À
kb   ��Àä¿2Ç\¾6Ä � ½k�ô¿=À�¾�Â�Ã§¾yÄtÄ��+�ª½k�=Âë¼kÀ�¼'�o¾=À

det(Aa)
Á����t�SÄ]À

det(Ab)
� �tÀTÄ]½k�=ÂðÇSÀtÄä½A¼�Á§¼kÀtÄ�Á�ÀtÄVº§¼k½A¾]¿=ÀtÄ�Á§¾âÂ ÃAÄäÁ�ÀTÄoÃ6ÆoÇSÀ��  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£|ù®Q¸�µV¹S«�²'µ« Í ³S«;µ�²2®Q³H¦y´o¶=®Q¦ Í ®Q¦6´�µ�«�²=¥§µgµ�Ë;©o¸'µµ�«o¦�©o«�¨¸'µ t Î�¸�« ka

¯'³HÒ�³H¨�«
kat

È7éVÏÐ«o¨´åÒ�µk¥§³�¨�³
t = 0

È
ó�¸'²'²2®Q¨®Q¦'¨�Î�¸�«

ka

¯�³HÒ�³S¨«
kat

ÈA|ù¥§µI¹+¥ |�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦ñÙ�È~ít�¬²=¥§Ñ§«â©;³ j ©o®Q¦6´kµ«�®Q¦ñ¥
ka(t+1) =

kat+1ka − katka−1
È�~»¥0³S¨

ka
¯�³HÒ�³S¨«

ka
«;´M¯'®Q¦�©

kat+1ka
¶ Í ¥0³S¨�¥§¸'¨¨�³ kat

²'¥§µM±6ß�²2®§´k±'Ô;¨�«¬¯�«
µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o«0¶2«�´�¯'®Q¦'©Uæ=¦=¥0¹S« Í «o¦6´ ka(t+1)

È|ù®Q¸�µT²'µ�®§¸�ÒQ«;µT¹S«�µ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´T¨¸'µV¹H«o¨T¯�Ë;´k«;µ Í ³S¦=¥0¦y´�¨o¶2®Q¦¬²'µ®Q¸�Ò§«�Îy¸'«�¨�³ 2a + 1
¯'³HÒ�³S¨«

2b + 1
¶

¥§¹H®Qµ�¨
ha

¯'³HÒ�³S¨«
hb

È7ó�¸�²'²7®§¨�®Q¦'¨
2b + 1 = (2a + 1)(2t + 1)

È i ¦ Í ®§¦y´�µ�«�²=¥§µ�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦�©o«�¨¸'µ tÎy¸'«
ha

¯'³HÒ�³S¨«
hb = h2at+a+t

È2éVÏÐ«o¨m´�Ò�µ�¥§³C¨�³
t = 0

È
ó�³
ha

¯'³~Ò�³H¨�«
h2at+a+t

¶�®Q¦�¥
h2a(t+1)+a+(t+1) = h(2a+1)+(2at+a+t)

«�´�¥§³H¦'¨�³
h2a(t+1)+a+(t+1) =

k2a+2h2at+a+t − k2a+1h2at+a+t−1

È��C«M²'µ�« Í ³H«oµ�´k«oµ Í «M«o¨m´.¸'¦ Í ¸�¹H´k³H²'¹S«I¯'« ha

²=¥0µä±6ß�²7®§´�±'Ôo¨«
¯'«�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦'©;«§È9¤V«�²'¹H¸'¨

k2a+1 = k2
a+1 − k2

a

²'¥§µå¹S¥I|�µ�®§²7®Q¨³H´�³S®Q¦ÖÙ�È~ít��È2¤V®Q¦�©
k2a+1 = (ka+1 +

ka)(ka+1 − ka) = ha(ka+1 − ka)
È�|ï¥0µ`©o®Q¦�¨�ËoÎy¸'«;¦6´?¶2¹S«T¨«o©o®§¦'¯�´k«oµ Í «U«;¨´�¥§¸�¨�¨�³9¸'¦ Í ¸'¹H´�³S²'¹H«å¯�«

ha

È
É�¦�æ=¦N¶�®Q¦ª²�µ�®Q¸�Ò§«VÎy¸'«å¨�³

2a+1
¯�³HÒ�³S¨«

2b
¶�¥§¹H®Qµ�¨

ha

¯'³~Ò�³S¨�«
kb

È�ó�¸'²'²2®Q¨®Q¦'¨
2b = (2a+1)2t

Èi ¦ô¥E{�²'µ®Q¸�Ò§«oµ�Î�¸�«
ha

¯�³HÒ�³S¨«
k(2a+1)t

È i ¦ô¥�Ò�¸�{�¹�ÏÐ³S¦'¨m´t¥§¦6´UÎy¸'«
ha

¯'³HÒ�³H¨�«
k2a+1

Èr~»¥§³S¨U®§¦
¨k¥0³H´�¥§¸'¨¨�³CÎy¸'«

k2a+1

«o¨m´å¸�¦Ö¯'³~Ò�³S¨�«;¸'µ�¯'«
k(2a+1)t = kb

¶=¯NÏÐ® �Å¹S«UµËo¨�¸�¹H´t¥A´?È
é·® Í�Í « det(An) = −nwn

¶N®Q¦�¥£¹S«ä¯'«o¸�à�³HÔ Í «.²7®Q³H¦6´TÑQµµ{§©o«H{�©;«o¨U¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦6´�«o¨U²'µ®Q²'µ�³HË;´�Ëo¨o¶
¨�¸�³HÒ0¥§¦6´g¹S«;¨�²'¥§µ�³~´kËo¨�µ«o¨²7«;©;´k³~ÒQ«;¨V¯'«

a
«;´
b
È

�

�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx,z�v&%��
2t Á����t�SÄ]À

n
Ã��§À �

t ≥ 1 �
Ã§ÇS½A¼kÄ

2t+1 Á����t�SÄ]À
kn   ��Àð¿2Ç\¾6Ä � Ä�� 3t Á����t�SÄ]À

n �Ã§ÇS½A¼kÄ
3t Á����t�SÄ]À�Ã§¾yÄtÄ��

kn  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£i ¦�® ã ´k³H«o¦6´C¸'¦'«�Øõ®Qµ Í ¸'¹H«ï«�à�²'¹H³S©;³H´k«ï²7®Q¸�µ kn

«o¦�µ�Ë;¨�®Q¹~Ò0¥§¦6´C¹+¥`µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«åÕ,|#µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦�Ù�ÈÚú`²=¥§ÑQ«
²'µËo©oË;¯'«o¦6´�« Ü á

kn =
1

2
√

3
((2 +

√
3)n − (2−

√
3)n)

=
1√
3

∑

1≤2j+1≤n

(
n

2j + 1

)√
3

2j+1
2n−(2j+1)

=
∑

1≤2j+1≤n

(
n

2j + 1

)
3j2n−(2j+1).

�V³H¦'¨�³ë¶C¨�³
2t ¯�³HÒ�³S¨« n ¥]Ò§«o© t ≥ 1

¶�¹+¥�Ò§¥0µ�³+¥ ã ¹S« 2j + 1
Ò0¥§µ³S«�«o¦�Ø×¥0³H´�«o¦6´kµ«

1
«;´
n − 1

ÈÞ¤V®Q¦�©
´k®§¸'¨�¹H«o¨U´k«;µ Í «o¨�¯'«�¹+¥�¨�® ÍMÍ «.©o³ j%¯'«;¨�¨�¸�¨�¨®Q¦6´ä¯'³~Ò�³S¨�³ ã ¹S«;¨U²=¥§µ n ¶C©o¥§µ�¯=¥§¦'¨�©o«�©?¥0¨ n ¯'³~Ò�³H¨�«I¹S«©o®�«���©;³S«o¦6´ ã ³H¦'® Í ³+¥§¹ëÈ�¤V«�²'¹H¸'¨�¹S« 2

¯'³HÒ�³H¨�«�¥§¸�¨�¨�³�¹H«£©o®�«���©;³S«o¦6´
2n−(2j+1) «�´I²=¥§µ�©;®Q¦'¨�Ë;Îy¸'«o¦6´

2t+1 ¯'³HÒ�³H¨�« kn

È
øQú



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
ó�³

3t ¯�³HÒ�³S¨« n ¥§¹H®Qµ�¨ 3t ¯'³HÒ�³S¨«ª´k®§¸'¨�¹S«;¨�©o®�«���©;³S«o¦6´�¨ ã ³S¦'® Í ³+¥0¸�à7¶Þ¨�¥§¸�Ø�Ë;Ò§«o¦6´k¸�«o¹S¹H« Í «o¦6´I¹S«¯'«;µ�¦'³H«oµo¶�¨�³
n
«;¨´g³ Í ²=¥0³SµoÈ�~»¥0³S¨`¹H«T¯'«oµ¦'³S«;µ`´k«;µ Í «U¥§¯ Í «;´�¸�¦ÅØ×¥0©;´k«;¸'µ 3(n−1)/2 ¯=¥§¦'¨�¹H«T©?¥§¨�®��

n«o¨m´�³ Í ²=¥§³Sµ;È i µ (n− 1)/2 ≥ t
¨³

3t ¯'³HÒ�³H¨�« n ²7®§¸'µ t ≥ 0
ÈE¤äÏÚ®��Ö¹H«Uµ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´?È

�

− o −

� 8+1 � �21�7K� S11

i ¦�¦�®§´k«T¯�Ëo¨�®§µ Í ¥§³S¨ (a, b) ¹S«�¿§º ��Áª«o¦6´kµ«U¯'«o¸�à�«o¦6´k³H«oµ�¨ a «�´ b È��C«T©o®�«���©o³H«o¦6´
S11

¯�«�¹S¥ Í ¥A´kµ�³H©o«T¯�«äó Í ³~´k±�«o¨m´V«;¦âØ×¥0³H´�¹H«V¿§º ��ÁÅ¯'«;¨g©o®�«���©o³H«o¦6´k¨�¯'«�¹+¥ Í ¥0´kµ³S©;«T®Qµ�³HÑQ³S¦�«o¹S¹H«§Èi ¦ µ« Í ¥§µ�Îy¸'«�¯NÏÚ¥ ã ®Qµ�¯°Îy¸'«�²2®Q¸'µ£´�®Q¸�´ m ®Q¦ ¥ (km, km+1) = (hm, hm+1) = 1
Ègé·«o¹S¥

³ Í ²'¹H³SÎy¸'«V¯�³Sµ�«;©;´�« Í «o¦6´�Î�¸�«�á
� ¨³

n = 2m + 1
«o¨m´�³ Í ²=¥§³Sµ (ρn+1, ρn+2) = (hmkm, hmkm+1) = hm

¶
� ¨³

n = 2m
«o¨´�²=¥0³Sµg¥§¹H®Qµ�¨

(ρn+1, ρn+2) = (hm−1km, hmkm) = km

È
|ï¥§µg¯'Ë�æ=¦'³~´k³S®§¦

S11 = (n, ρn+1, ρn+2,
ρn+2 − ρn+1 − n

2
).

� ó�³
n = 2m + 1

«;¨´M³ Í ²=¥§³Hµ.¥§¹S®§µ�¨ (n, ρn+1, ρn+2,
ρn+2−ρn+1−n

2
) = (n, ρn+1, ρn+2)

È#É�¦
«�Ê9«�´?¶E¨�³

d
¯'³~Ò�³S¨�«

n
¶
ρn+1

«;´
ρn+2

¶7¥0¹S®Qµ¨
d
«o¨m´V³ Í ²=¥0³Sµ`©o¥§µ n «;¨´T³ Í ²'¥§³Sµ;È��V¹H®Qµ�¨

d
¯�³HÒ�³S¨«

¥§¸�¨�¨�³ ρn+2−ρn+1−n
2

È�|ï¥§µg©o®§¦'¨�Ë;Î�¸�«o¦6´ S11 = (n, ρn+1, ρn+2) = (n, hm).� ó�³
n = 2m

«;¨´�²=¥§³Hµ�¥§¹H®Qµ�¨

S11 = (n, km,
hmkm − hm−1km − n

2
) = (n, km, km

hm − hm−1

2
−m)

= (n, km, m) = (m, km).

� ó�³
m
«;¨´�³ Í ²=¥§³Hµo¶�¥§¹S®§µ�¨ km

«o¨m´�³ Í ²=¥§³Sµð«;´ S11 = (n, km).� ó�³
m
«o¨´Þ²=¥0³Sµo¶;®Q¦�¥ S11 = (m, km) = (n,km)

2

ÈJé·«�´�´k«#¯'«;µ�¦'³HÔoµ«�Ë;Ñ6¥§¹H³H´kËÞÒ�³S«o¦6´�¯'³Hµ�«;©;´k« Í «;¦6´¯'«�¹+¥�|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦�Ù�È~íJÙT²=¥§ÑQ«g²'µËo©;Ëo¯'«;¦y´�«§È�É#¦�«;Ê7«;´
km

©;®Q¦6´k³S«;¦6´ð¯'¥§¦'¨�¨k¥UØ×¥§©;´�®Qµ�³H¨k¥0´�³S®Q¦
¹+¥.²'¸'³H¨�¨�¥§¦'©o« Í ¥Aà�³ Í ¥§¹S«å¯'«�Ù�©o®Q¦6´k«;¦y¸'«ä¯=¥0¦'¨ 2m

È

− o −

� 8+1 � �21 7r� S22

|ï¥0µ�¯�Ë;æ=¦'³~´k³H®Q¦�á

S11S22 = (ρn+1 + ρn+2, nρn+1, nρn+2,
(ρn+1 + ρn+2)

2 + nρn+1 − nρn+2

2
− 3ρn+1ρn+2).

� ó�³
n = 2m + 1

«o¨m´�³ Í ²=¥§³Sµ�¥§¹H®Qµ�¨ S11S22 = (ρn+1 + ρn+2, nρn+1, nρn+2, 3ρn+1ρn+2).É�¦ «�Ê9«�´?¶Þ®Q¦ ²2«o¸�´�ÒQ®Q³Hµ�Ø×¥§©;³S¹H« Í «o¦6´�Î�¸�«ª¨�®§³H´ ρn+1

¨®Q³H´
ρn+2

«;¨´ä³ Í ²=¥§³SµU«�´�¨³ d ¯�³HÒ�³S¨«
ρn+1+ρn+2

¶
nρn+1

«;´
nρn+2

¥0¹S®Qµ¨
d
«o¨´ï³ Í ²=¥§³HµC«;´ç¯�³HÒ�³S¨«·¥§¸�¨�¨�³ (ρn+1+ρn+2)2+nρn+1−nρn+2

2

È�å³S¦'¨³
S11S22 = (h2

m, nhm, 3h
2
mkmkm+1) = hm(hm, n, 3hmkmkm+1) = hm(n, hm).

|ù¥§µg©o®Q¦'¨ËoÎy¸'«;¦y´ S22 = hm.

���



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
� ó�³

n = 2m
«;¨´�²=¥§³Hµo¶'®§¦Ö¥

S11S22 = (6k2
m, nkm,

36k2
m + nkm(hm − hm−1)

2
− 3hm−1kmhmkm) =

= km(6km, n, 18km + n
(hm − hm−1)

2
− 3hm−1hmkm) =

= km(6km, n, 3hm−1hmkm) = km(n, 3km(2, hm−1hm)) = km(n, 3km).�å¹S®Qµ¨Uá
�q¨�³

m
«o¨´å³ Í ²=¥§³Hµ S22 = kmα,

¥?ÒQ«;©
α := (n,3km)

(n,km)

¶
�q¨�³

m
«o¨´å²=¥§³Hµ�¥§¹H®Qµ�¨ S22 = 2kmα

È
|ï¥§µå¹+¥?|#µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦¬Ù�È~íJÙI²=¥§ÑQ«äøQúM®Q¦¬¥MÎy¸'«�¹H«�¦'® Í�ã µ�« α Îy¸'³Þ²7«;¸�´IÃä¿2¼���½A¼��`Ó;´�µ�« 1

®Q¸
3
¶

Ò0¥§¸�´�«o¦ôØ×¥§³H´�«Rà�¥§©;´�« Í «o¦6´ 1
È�¤V«I|�¹H¸'¨o¶�®Q¦�¥

det(Sn) = | det(An)| È�¤V®§¦'© S33 = nwn

S11S22

ÈK|ï¥0µ
©o®§¦'¨�Ë;Î�¸�«o¦6´T¹S¥äØõ®Qµ Í «U¦'®Qµ Í ¥§¹H«T¯'«�ó Í ³H´�± Sn

¯'«�¹+¥ Í ¥0´kµ³S©o«
An

«o¨´
� |Þ®Q¸'µ

n = 2m + 1
³ Í ²=¥0³Sµ




(n, hm) 0 0

0 hm 0
0 0 n hm

(n,hm)



 ,

� ²2®Q¸'µ
n = 2m

¥?ÒQ«;©
m
³ Í ²=¥§³Hµ




(n, km) 0 0
0 km 0
0 0 6nkm

(n,km)


 ,

� ²2®Q¸'µ
n = 2m

¥?ÒQ«;©
m
²=¥§³Hµ




(n,km)
2

0 0
0 2km 0
0 0 6nkm

(n,km)


 .

¤V«o¨�¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦6´�¨M²2®Q³S¦6´�¨.Ë;ÒQ®�Îy¸'Ëo¨M¹S®Qµ¨.¯'«Å¹+¥4¯'Ë Í ®Q¦�¨´kµ�¥0´k³H®Q¦è¯'¸ ¥�±'Ëo®QµÔ Í «ÖÙ�ÈHí§íâ²'¥§ÑQ«âøQú�¶®Q¦¬²2«o¸�´�¥§¸'¨¨�³ùÒ§®Q³SµåÎy¸'«§¶7²7®Q¸�µ
a
Îy¸'³ï¯'³~Ò�³S¨�«

b
¶7´k®§¸�´k«�«o¦6´kµËo«.¯'«�¹S¥ Í ¥0´kµ³S©;« Sa

¯'³HÒ�³S¨«ä¹ëÏÚ«;¦y´�µ�Ë;«
©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥0¦y´�«�¯'¥§¦'¨g¹+¥ Í ¥0´kµ³S©;« Sb

È2é·«o¹S¥I¦�®Q¸'¨g²7«;µ Í «;´g¯NÏÐËo¦�®Q¦'©o«;µå¸�¦Ö¦'®§¸�ÒQ«o¥§¸Ö´�±'Ëo®QµÔ Í «.á
�d� m�u��k�����%vyx�z $&%��

a
Á����t�SÄ]À

b �
ÇSÀ�º§¼t½A¾]¿=ÀªÁ§¾ôÂ ÃAÄ£Á�À.ÄoÃ6ÆoÇSÀ.Ä�¾�¼ Da

ÀtÄ�Â�¾�� Ä]½A¾6Ä � º§¼k½A¾J¿=ÀªÁ§¾º§¼k½A¾J¿=ÀäÁ§¾ÅÂ�ÃAÄäÁ�ÀUÄoÃ6ÆoÇSÀTÄ�¾�¼ Db  
− o −

� �K� 1 ���K� "�� 8;"  8��tsq � �21,q,����"
Ý%¹�²7«;¸�´�Ó;´�µ�«Å³S¦6´kË;µ�«;¨�¨k¥0¦y´M¯'«Åµ�«;Ñ6¥§µ¯'«oµIÎy¸=¥§¦'¯ñ¹S«�Ñ§µ�®Q¸'²2«�¯'¸è´t¥§¨I¯'«Å¨�¥ ã ¹S«�¨¸'µ Dn

«;¨´�¹S«
²'µ®�¯'¸�³H´`¯�«V´kµ®Q³S¨ðÑQµ�®Q¸�²7«;¨`©;ß�©o¹H³SÎy¸'«;¨o¶'©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«åÎy¸=¥§¦'¯ S11 > 1

È i ¦Å¥ä¯'Ë ê {äÒ�¸ÅÎy¸'«T¨³ t ≥ 2
¶

¥§¹H®Qµ�¨
2t ¯'³HÒ�³S¨« n «�´�²'¥§µ�©;®Q¦'¨ËoÎy¸'«o¦6´o¶ 2t−1 ¯'³HÒ�³S¨« S11

Èïó�³
t ≥ 1

«�´ä¨³
2.3t ¯'³HÒ�³H¨�« n ¥0¹S®Qµ¨ 3t¯'³~Ò�³H¨�«�¥§¸�¨�¨�³ S11

È
�·µ�«�Øç³H¹N«o¨m´�Ø×¥0©o³S¹H«T¯'«�©o®§¦'¨´�µ�¸'³Hµ�«�¯'«o¨gÑQµ�¥§²'±'«;¨ ã ³ j ©o®Q¦'¦�«�à�«o¨å¥?ß6¥§¦6´g´kµ®Q³S¨�ÑQµ®Q¸'²2«o¨g©;ß�©;¹S³SÎy¸'«;¨oÈ

− o −
��í



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,
� 8+"/u��

n = pt � 8��&� �
p
 r�k��� q!��� ó�³

p > 2
¶'®Q¦Ö¥.¹S«;¨�Ë;Ñ6¥§¹H³H´kË;¨`¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«;¨ Í ®�¯'¸'¹S® p á

wpt = ρpt+1 + ρpt+2 =
(2 +

√
3)pt

+ (2−
√

3)pt

2
− 1

=
(2pt

+
√

3
pt

) + (2pt −
√

3
pt

)

2
− 1 = 1.

é·«o¹S¥�³ Í ²'¹S³HÎ�¸�«�Îy¸'«U²2®Q¸'µ p > 2
²'µ« Í ³S«;µo¶ (p, wpt) = 1

È��Þ¥äØõ®§µ Í «V¦'®Qµ Í ¥0¹S«�¯'«�ó Í ³H´�±ª¯'«U¹S¥
Í ¥0´kµ³S©o«V«o¨´å¥§¹H®Qµ�¨�¯�«�¹S¥äØõ®Qµ Í «.á

Spt =




1 0 0
0 h pt−1

2

0

0 0 pt h pt−1
2


 .

|ù®§¸'µ
p = 2

¶=®Q¦â¥�á

S2t =




2t−1 0 0
0 2k2t−1 0
0 0 12k2t−1


 .

� 8+"
n = 2pt 8���� �

p > 2
 =���� q!��� ó�³

p > 3
®§¦»¥.¹S«;¨gËoÑ6¥§¹H³H´�Ëo¨`¨¸'³HÒ0¥§¦6´k«;¨ Í ®�¯'¸'¹H® p á

w2pt = ρ2pt+1 + ρ2pt+2 =
(2 +

√
3)2pt

+ (2−
√

3)2pt

2
− 1

=
(7 + 4

√
3)pt

+ (7− 4
√

3)pt

2
− 1 = 6.

é·«o¹S¥ä¨�³HÑQ¦'³Hæ'«åÎy¸'«
2pt «;´ kpt

ÕõÎ�¸�³7«;¨´�³ Í ²=¥0³Sµ Ü ¨®Q¦6´`²'µ« Í ³S«;µ�¨·«;¦6´kµ�«å«o¸�à7È��V³S¦�¨�³�¶y²2®Q¸'µ
p > 3®Q¦â¥I¹+¥äØõ®Qµ Í «U¦'®§µ Í ¥§¹S«T¯�«äó Í ³~´k±�¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«Iá

S2pt =




1 0 0
0 kpt 0
0 0 12 pt kpt


 .

ó�³H¦'®Q¦N¶'²2®Q¸'µ
p = 3

¶=®Q¦â¥Åá

S2·3t =




3t 0 0
0 k3t 0
0 0 12k3t


 .

− o −

� u&p2"Ms�� � ��sq!u&p 7�� �rp����u �  A� 7 �ws98+" 7r� " 8
	61!� � u&�0 Au#"�m 7K�%st�u�q" "�u �2"�����u �  A� " � ���
� 1,q ���K� "+�os�st� 1 ���K�

m
7rq��Kq"�� 1�� u&��7K�� 7K��� � 8 � �rp07�� � ��/Ax ~»¥§³H¦6´k«o¦'¥§¦6´?¶Q®Q¦.²2«o¸�´ Í ®Q¦6´�µ�«oµÎy¸'«�Î�¸�«o¹EÎy¸'«å¨®Q³H´#¸�¦M«;¦y´�³S«;µ

m ≥ 2
¶6®Q¦�²2«o¸�´#´kµ®Q¸�Ò§«oµ�¸'¦M«;¦6´k³S«;µ

n
´�«o¹EÎy¸'«�¹S«�ÑQµ®Q¸'²2«�¯�¸�´k¥§¨#¯'«

¨k¥ ã ¹S«�¨�¸'µ Dn

«;¨´`¹H«g²'µ�®�¯'¸'³~´ð¯�«
3
ÑQµ�®Q¸�²7«;¨·©;ß�©;¹S³SÎy¸'«;¨·¯NÏÐ®Qµ¯'µ�«�¯'³HÒ�³H¨�³ ã ¹S«�²=¥§µ m È�é·«Vµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´ð«o¨m´³S¦6´�Ëoµ�«;¨�¨�¥§¦6´å¯'¥§¦'¨�¹+¥ Í «;¨�¸'µ«U® �âé·®Qµ�³9«;´ �g®Q¨�¨³S¦Å®Q¦6´�©;®Q¦ ê «o©�´k¸'µË�¯=¥§¦'¨ ${í]÷ & Î�¸�«U¹S«o¨�Ñ§µ�®Q¸'²2«o¨·¯'¸´t¥0¨V¯'«�¨�¥ ã ¹H«ä¥?ß6¥0¦y´U¥§¸ Í ®Q³S¦'¨g´kµ®Q³S¨�ÑQµ®Q¸'²2«o¨V©�ß�©o¹S³HÎy¸'«o¨T¨®Q¦6´Tµ�¥§µ�«;¨o¶ Í Ó Í «�¨�³Þ®Q¦¬©o®§¦'¦=¥)}H´T¯'Ë ê {¯'«£¦�® Í�ã µ«o¸'¨«o¨�Ø×¥ Í ³S¹H¹S«o¨�¯'«ªÑQµk¥§²�±'«o¨�Îy¸'³·®Q¦6´.©o«�´�´k«ª²'µ�®Q²�µ�³SË�´kË;¨o¶ï©;® Í�Í «M¹+¥ÖÑ§µ�³S¹H¹S«0¶C¹S«ªÑ§µk¥§²'±�«

�QÙ



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
©o® Í ²'¹H«;´�®§¸Ö«;¦'©o®Qµ«�¹S«UÑQµ�¥§²'±'« ã ³H²=¥§µm´k³N©;® Í ²�¹S«;´�ÕõÒQ®§³Sµ ${íQí &+Ü È i ¦Å¨oÏÐ³S¦6´kË;µ�«;¨�¨�«�¥§¸�à�©?¥§¨g¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦6´�¨¯'«�©o«;¸�àâ¯'Ë ê {.´�µk¥§³~´kË;¨�Î�¸�«�¨®Q¦6´å¹H«o¨g©?¥0¨ m = 2t «;´ m = 3t Èó�®Q³~´

m ≥ 2
¶�®Q¦£¯'Ë;¦'®§´k«

π(m)
¹+¥�²'¹S¸�¨·²2«;´k³~´k«�²7Ë;µ�³H®�¯'«å¨´�µ�³S©�´k« Í «;¦y´ð²2®Q¨�³~´k³HÒ§«V¯'«å¹+¥�¨�¸'³~´k«V¯�«o¨Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨�¯�«

(ρn)n≥0
Í ®�¯�¸'¹S® m È i ¦â¥äÒ�¸âÎ�¸�«�¹H«o¨`²�µ�« Í ³SÔ;µ�«;¨`Ò§¥0¹S«o¸�µ�¨�¯'« ρn

{.²=¥0µ´k³Hµ·¯'«
0
¨®Q¦6´

1, 0, 0, 1, . . .
È�~»¥§³H¨

ρn

¨¸'³H´ð¸'¦'«V¹S®Q³E¯'«åµ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦'©;«U¯NÏÐ®Qµ�¯'µ«
2
Î�¸�³9«o¨m´`Ò0¥§¹+¥ ã ¹S« Í ®�¯'¸�¹S® m È��V³H¦'¨�³

ρn+1 = ρn+2 = 0 Í ®�¯'¸'¹S® m ¶=¨�³C«;´�¨«o¸'¹H« Í «o¦6´�¨�³ π(m)
¯'³HÒ�³S¨«

n
È

é·¹+¥0³Sµ�« Í «;¦6´?¶J¨�³ m «�´ n ¨®Q¦6´�¯'«o¸�à�«;¦y´�³S«;µ�¨ç²'µ« Í ³S«;µ�¨ï«;¦6´kµ�«�«;¸�à7¶ π(mn)
¨oÏÐ«�à�²'µ�³ Í «·¨�®Q¸'¨ï¹+¥åØõ®Qµ Í «

π(mn) = ppcm(π(m), π(n))
È��C«o¨�Ò§¥0¹S«o¸�µ�¨�Î�¸�«ä²'µ«o¦'¯

π
¨�¸'µå¹S«;¨å¦'® Í�ã µ�«;¨V²'µ« Í ³S«;µ�¨g«;´V¨�¸'µå¹S«o¨²'¸'³H¨�¨�¥§¦'©o«;¨å¯�«�¦�® Í�ã µ«o¨g²'µ�« Í ³H«oµ¨�¨�®Q¦6´�¯'®Q¦'©�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³SÔ;µ�« Í «o¦6´�³H¦6´kËoµ«o¨¨k¥§¦6´k«;¨oÈ

− o −ó�®Q³~´
p > 3

¸'¦�¦'® Í�ã µ�«.²'µ« Í ³S«oµ;È i ¦�©t±'«oµ©t±'«6{�¨�¥]Ò§®Q³SµU¨³
ρp+1 ≡ ρp+2 ≡ 0 [p]

ÈÞó�³ï®Q¦�¨�«
²'¹S¥§©o«U¨¸'µ

Fp

¶�®Q¦Ö²2«o¸�´åµ«oÑ6¥0µ�¯'«;µ�¹�ÏÐËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦Å©?¥0µk¥§©�´kËoµ³S¨m´k³SÎy¸'«U¯�Ë;æ=¦'³H¨�¨�¥§¦6´V¹S¥�¨�¸'³~´k«
(ρn)n≥0

á

r2 − 4r + 1 ≡ 0 [p].

�C«o¨U¨®Q¹S¸�´�³S®Q¦�¨T¯'«.©o«�´�´�«.ËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦4¨®Q¦6´�´�®Q¸ ê ®Q¸�µ�¨T¹H«o¨ Í Ó Í «o¨o¶ Í ¥0³S¨ Í ®�¯'¸'¹S® p È i ¦�²2«o¸�´�¥§¹H®Qµ�¨²'µËo©o³H¨�Ë Í «;¦y´g´�µ�®Q¸�Ò§«oµ�¸'¦ Í ¸'¹~´k³S²�¹S«V¯�« π(p)
¶ Í ¥0³S¨`®Q¦â¥ ã «;¨�®Q³H¦Å¯'¸Ö¨mß Í�ã ®§¹S«U¯'«9�C«oÑQ«;¦'¯'µ«§È�C«oÑQ«;¦'¯'µ�«�¥�³H¦6ÒQ«o¦6´�ËU¸'¦�¨ß Í�ã ®Q¹S«V²7®Q¸�µ·¦'®§´�«oµ`¨³ q 6= 0

«o¨´`¸'¦�µ�Ë;¨�³S¯�¸�Î�¸'¥§¯'µk¥A´k³SÎy¸'« Í ®�¯'¸'¹S®
p

�   À   ¸'¦Ö©o¥§µ�µË�¯'« Fp

È i ¦â¦'®§´�«�á
(
q

p

)
= 1

¨³
q
«o¨m´å¸�¦ÖµËo¨�³H¯'¸âÎ�¸'¥§¯'µk¥A´k³SÎy¸'« Í ®�¯�¸'¹S® p ¶

«;´ (q
p

)
= −1

¨�³
q
«;¨´�¸'¦âµ�Ë;¨�³S¯�¸Ö¦'®§¦�j%Îy¸=¥§¯�µk¥0´�³SÎy¸'« Í ®�¯'¸�¹S® p È

É�¦�Ø×¥0³H´?¶o²=¥§µC¹+¥�¹H®Q³§¯'«#µËo©o³H²'µ�®�©o³~´kË�Îy¸=¥§¯�µk¥0´�³SÎy¸'«#¯'« ��¥0¸'¨�¨;¶A¨�¥?ÒQ®Q³HµC¨�³
q
«o¨m´Þ¸'¦�µËo¨³S¯'¸�Îy¸=¥§¯'µ�¥0´k³HÎ�¸�«

Í ®�¯'¸�¹S® p µ�«�Ò�³S«o¦6´+{.¨k¥?ÒQ®§³Sµg¨�³
p
«o¨m´V¸�¦ÖµËo¨�³H¯'¸ÅÎy¸=¥§¯'µ�¥0´k³HÎ�¸�« Í ®�¯'¸'¹S® q á

�d� m�u��k�����%vyx�z � 3��ºu&q 7K�%�m �oq r�u �oq stm ��� 8;7r��8�sq ���K� 7K��� 8 �2" "�:�%��
p
À�Â
q
Ä]½k�=Â�Á�ÀtÄ�¿2¼kÀ ��H��À�¼kÄW� �V¿�Ã��ý¼kÄ�Á��SÄ�Â,� � ��ÂõÄ

�
Ã§ÇS½A¼kÄd£

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

q−1
2

p−1
2 .

ó�¥?ÒQ®§³Sµ�¨�³
3
«;¨´�¸'¦â©?¥§µµ�Ë�¯'«

Fp
µ�«�Ò�³S«o¦6´�¯'®Q¦�©P{.¨�¥]Ò§®Q³Sµg¨³

p
«o¨´�¸'¦â©?¥0µ�µ�Ë�¯'«

F3
á

(
3

p

)
= (−1)

p−1
2

(p
3

)
.

i µ�³S¹N¦9ÏÐßÅ¥IÎy¸NÏÐ¸'¦Ö©o¥§µ�µË�¦'®Q¦â¦�¸�¹C¯=¥§¦'¨
F3
á�©§ÏÐ«o¨´

1
È i ¦Ö¥.¯'®Q¦'©�¹H«Uµ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´g¨�¸�³HÒ0¥§¦6´�á

�]������� vyx,z ����½A¾�¼
p > 3

¿2¼kÀ��H��À�¼
�
½k��Ã;£

(
3

p

)
= 1⇔

{
p ≡ 1 [3]

À�Â
p ≡ 1 [4],

p ≡ 2 [3]
À�Â

p ≡ 3 [4].

É�¦MØ×¥§³~´?¶Q®§¦£¥�¸'¦'«�«�à�²'µ�«;¨�¨³S®Q¦£¯�«
ρp

¯=¥§¦'¨
Fp

Îy¸'«o¹2Îy¸'«V¨®Q³H´#¹H«g¨ß Í�ã ®Q¹S«g¯'«+�C«oÑQ«;¦'¯'µ�«å¯'«
3
¥?Ò§«o©

p
È i ¦Åµk¥0²'²7«;¹S¹H«TÎy¸'«�²2®Q¸'µ

n ≥ 0
¶
ρn

«;¨´å¯'«�¹+¥äØõ®Qµ Í « λαn + µβn − 1
2

Õ×©�ØbÈ � Î�¸'¥0´k³H®Q¦�Õ�Ù�ÈìÙ�ÈÐÛ Ü�Ü È
�§÷



���������
	�������������������������� �!#"%$&�'	
�)(*$�+(����)�,

� ó�³ (3
p

)
= 1
¶E¥§¹S®§µ�¨

αp = α [p]
«�´
βp = β [p]

È
� ó�³ (3

p

)
= −1

¶E¥§¹S®Qµ¨
αp = β [p]

«�´
βp = α [p]

È
Ý%¹�«o¨m´T¥§¹H®Qµ�¨�³ ÍMÍ Ëo¯�³+¥0´·Î�¸�«�¯=¥0¦'¨å¹H«�²'µ�« Í ³H«oµ�©?¥0¨o¶ ρp = ρ1 [p]

«�´
ρp+1 = ρ2 [p]

È i ¦Ö²2«o¸�´T¥§¹H®Qµ�¨
¯'³Hµ�«·Îy¸'«

π(p)
¯'³~Ò�³H¨�«

p−1
È§¤V¥§¦'¨ç¹H«·¨�«;©o®Q¦�¯�©o¥§¨o¶0®Q¦�©;® ÍMÍ «o¦�©o«·²'¥§µçµ�« Í ¥0µ�Îy¸'«oµùÎy¸'« α «�´ β ¨�®Q¦6´³S¦6Ò§«oµ�¨«o¨�¹ëÏÚ¸'¦M¯'«T¹ëÏì¥§¸�´kµ�«0È�É#¦�«�Ê9«�´?¶�¹S«å©o®�«���©o³H«o¦6´�©o®§¦'¨´k¥§¦6´`¯'«T¹ëÏÚË;Îy¸=¥0´k³H®Q¦ª©o¥§µk¥0©;´kË;µ�³H¨´k³HÎy¸'«åÒ0¥§¸�´

1
È i ¦M²7«;¸�´`¥0¹S®Qµ¨�µ«oÑ6¥0µ�¯'«;µ�¹S¥�Ò0¥§¹H«o¸'µ#¯'«

ρp+1

á
ρp+1 ≡ λαpα+µβpβ− 1

2
≡ λβα+µαβ− 1

2
≡

λ+ µ− 1
2
≡ ρ0 [p]

ÈE¤V« Í Ó Í «U®§¦â´�µ�®Q¸�Ò§« ρp+2 = ρ1 [p]
¶=«�´å¯�®Q¦'©

π(p)
¯'³HÒ�³S¨«

p+ 1
È i ¦Å²2«o¸�´

¯'®Q¦�©�Ë;©oµ³Sµ�«U©;«�µËo¨¸'¹H´k¥0´�á
�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx,z ���g½A¾�¼

p > 3
¿2¼kÀ��H��À�¼

� π(p)
Á����t�SÄ]À

p− 1
½A¾

p+ 1  
¤T¥§¦�¨�´�®Q¸'¨�¹S«o¨�©o¥§¨o¶

π(p)
¯'³~Ò�³H¨�«

p2 − 1
È�É#¦�²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ;¶9©o«;¹+¥Å³ Í ²'¹S³HÎy¸'«�Îy¸'« p ¦9ÏÚ«;¨´�²=¥§¨�¸'¦'«²2Ëoµ�³H®�¯�«�²2®Q¸'µ�¹+¥Å¨�¸�³H´k«I¯'«;¨�Ò0¥§¹H«o¸'µ¨�¯'«
(ρn)n≥0

Í ®�¯'¸�¹S® p È i ¦�µ«;´�µ�®Q¸�Ò§«�¥§³H¦'¨�³�¹H«IØ×¥0³H´�Îy¸'«ª¹S¥Øõ®Qµ Í «U¦'®§µ Í ¥§¹S«å¯'«�ó Í ³~´k±�¯'« Dp

¥0¯ Í «�´g¨�«;¸'¹S« Í «;¦y´�¯'«;¸�àâ¨�®§¸'¨^j ÑQµ�®Q¸�²7«;¨�¦�®Q¦�´kµ�³~Ò�³+¥§¸�à7È

− o −i ¦�¦'®0´k«
φ(m)

¹+¥�²'¹S¸�¨Þ²2«;´�³H´�«�²2Ëoµ³S®�¯'«�²2®Q¨�³~´k³HÒ§«�¦'®Q¦�¦y¸'¹S¹H«�¯�«�¹S¥�¨�¸'³~´k«#¯'«o¨�Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨�¯'«
(ρn)n≥0Í ®�¯'¸�¹S® m Îy¸'³N«;¨´�¥§¸'¨¨�³C¸'¦ Í ¸�¹H´k³H²'¹S«�¯'« m ¶�©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«

φ(m) := ppcm(π(m), m)
È i ¦�²2«o¸�´

µ�« Í ¥0µ�Îy¸'«oµªÎ�¸�«4¨�³ m «;´ n ¨�®Q¦6´�²'µ« Í ³S«;µ�¨£«;¦y´�µ�«4«;¸�à7¶�¥§¹S®§µ�¨ φ(mn) = ppcm(φ(n), φ(m))
È

¤V«'|�¹S¸�¨o¶ç²=¥0µ�¹+¥»²�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦Ì²'µËo©;Ëo¯'«;¦y´�«§¶#¨�³
p > 3

«o¨m´I¸'¦�¦'® Í�ã µ�«�²'µ« Í ³S«oµ;¶ù®§¦è¥ φ(p) =

p
(
p−

(
3
p

)) ¶'©o¥§µ
π(p)
¯'³HÒ�³S¨« (

p−
(

3
p

)) È
é·«o¨�µ�« Í ¥§µÎy¸'«o¨g¦'®Q¸�¨�²2«oµ Í «�´�´�«o¦6´�«o¦�æ=¦Ö¯NÏÐËo¦'®Q¦�©o«oµ�¹+¥�²�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦£¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«Iá

�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx,z � %N½k�ýÂ
m
¾��ÌÀ��=Â���À�¼äÀ�Â P3

m

Çµ�iÀ���Ä]À���ÆoÇSÀ�Á�ÀtÄ � Ã ��Â%À�¾�¼tÄ�¿2¼kÀ��H��À�¼kÄ�Á�À
m
Ä�Â×¼���� �Â%À��ªÀ��=Â�¿2Ç\¾6Äåº§¼Ã��2ÁAÄP�o¾=À

3
£

P3
m = {p ∈ P, p > 3, p|m}.

, ÇS½A¼kÄ+�ýÇCÀ4' �SÄ�Â%À
n
¿2Ç\¾yÄ�¿=À�Â,�ýÂ]�o¾EÀ

4m3 ·∏p∈P3
m

(
p−

(
3
p

)) ÂbÀ�Ç��o¾=ÀVÇ~Ã � ½A¼��ªÀ �9½A¼���Ã§ÇSÀUÁ�À %��H�ýÂ *
Á§¾.º§¼k½A¾]¿=À�Á§¾MÂ ÃAÄTÁ�ÀgÄoÃ6ÆoÇSÀgÄ�¾�¼ Dn

ÀtÄ�ÂïÇSÀ#¿2¼k½oÁ§¾��ýÂ�Á�À
3
º§¼t½A¾]¿=ÀtÄ ��� ��Ç��,�o¾=ÀtÄTÁ�½k�=ÂïÇSÀtÄ�½A¼Á§¼kÀtÄ�Ä]½k�=Â

Á����t�SÄ��×ÆoÇSÀtÄ·¿�Ã§¼
m  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�E£;|ù®§¸'µ
n = 2i

¶y¹S«g©o®�«���©;³S«o¦6´
S11

¯'«V¹S¥�Øõ®Qµ Í «g¦'®§µ Í ¥§¹S«g¯'«Tó Í ³~´k±I¯'« Sn

Ò0¥§¸�´
(n, ki)

¨�³
i
«o¨m´U³ Í ²=¥§³Hµ�«;´ (n, ki)/2

¨�³
i
«o¨m´T²=¥§³HµoÈ i ¦¬©t±'«oµ©t±'«.¯'®Q¦�©H{�´�µ�®Q¸�Ò§«oµT¸�¦4«o¦6´k³H«oµ

i
´k«;¹

Îy¸'«
m
¯'³~Ò�³S¨�«

2i
«;´
ki
È�|ï¥0µ�¹ëÏÚË;Îy¸=¥0´k³H®Q¦

6k2
i = ρ2

2i+1 + ρ2
2i+2 − 4ρ2i+1ρ2i+2,

®Q¦Å¯'Ë;¯'¸'³H´`Î�¸�«
2m
¯'³HÒ�³S¨«

kφ(2m)
2

È=É�¦Å«;Ê7«;´g¨�³
i = φ(2m)

2

¶'¥§¹H®Qµ�¨
ρ2i+1

«�´
ρ2i+2

Ò§¥0¹S«o¦6´
0 Í ®�¯'¸'¹S®

2m
È i ¦¬²2«o¸�´U¯�®Q¦'©äË;©oµ³Sµ�«

ρ2i+1 = 2ma
«;´
ρ2i+2 = 2mb

¶9©;«�Îy¸'³ù¦�®Q¸'¨T¯'®§¦'¦'«�²=¥0µV¹�ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦
²'µËo©oË;¯'«o¦6´�«ªá

6k2
i = (2m)2(a2 + b2 − 4ab).i µ#©o® Í�Í « 6 ¦�«�©;®Q¦6´k³H«o¦6´ð¥§¸'©o¸�¦ª©?¥0µ�µ�Ë0¶6³S¹'«;¨´ð³ Í�Í Ë;¯'³+¥A´ïÎy¸'« (2m)2 ¯'³~Ò�³S¨�« k2

i

¶6©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«gÎ�¸�«
2m
¯'³HÒ�³H¨�«

ki

¨�³
i = φ(2m)

2

È
�0Û



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���±������	���� �	µ�)��9$&��� ���������$&�E	
�)(*$�+(����)�,
ó�®Q³~´

n := φ(2m)
¶=¥0¹S®Qµ¨

m
¯'³~Ò�³S¨�«

n
¶=©?¥0µ

2m
¯'³HÒ�³S¨«

n
È i ¦Å²7®§¨�«

n = 2i
È i ¦»¥�Ò�¸ÅÎy¸'«

2m¯'³~Ò�³H¨�«
ki

È2¤V®Q¦�©ä¨�³
i
«o¨m´T²=¥§³Hµo¶=®Q¦»¥ ã ³S«o¦ m Îy¸'³Þ¯'³HÒ�³S¨« (n, ki)/2

¶=«;´å¨�³
i
«;¨´V³ Í ²=¥§³Sµ;¶ m ¯'³HÒ�³S¨«ã ³H«o¦ (n, ki)

È�C«�²�µ�® ã ¹HÔ Í «Uµ�Ë;¨�³S¯�«�«;¦âØ×¥0³H´�¯=¥0¦'¨g¹S«�©?¥§¹H©o¸'¹9«;Ê7«o©;´�³HØù¯'« n È2ó�®§³H´ m = 2r1 · 3r2 ·∏p∈P3
m
pr ¹+¥¯'Ë;©o® Í ²7®§¨�³H´�³S®Q¦ª¯'« m «o¦ÅØ×¥§©�´k«o¸�µ�¨g²'µ�« Í ³H«oµ¨�Õë¥?ÒQ«;© r1, r2 ≥ 0

Ü È�|ï¥§µg¹S«;¨�²'µ�®§²'µ�³HË;´kË;¨ Í ¸'¹H´�³S²'¹H³S©o¥kj
´k³~ÒQ«;¨å¯'«

φ
¶=®Q¦»¥ ã «o¨®Q³S¦Ö¯'«�¨k¥?ÒQ®Q³Hµå©o¥§¹S©;¸'¹S«;µ φ ¸�¦'³SÎy¸'« Í «;¦y´å«o¦ pr ²7®Q¸�µ�´�®Q¸�´ p ∈ P È i ¦â²7«;¸�´Í ®Q¦6´kµ�«;µ�²=¥§µgµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦'©o«�Îy¸'« φ(2t) = 2t ²7®Q¸�µ t ≥ 2

«;´
φ(3t) = 2 · 3t È|ù®Q¸�µ

p > 3
²'µ« Í ³S«oµ;¶6®Q¦�²7«;¸�´ðØ×¥0©o³S¹H« Í «o¦6´#©?¥0¹S©o¸�¹S«oµ#¸'¦�« ã ®Q¦'¦'« ã ®Qµ�¦'«�¨�¸�²7Ë;µ�³S«;¸'µ�«�¯'« φ(pr)

È
Ý%¹çØ×¥§¸�´�¯NÏÚ¥ ã ®Qµ�¯ôµ�« Í ¥0µ�Îy¸'«oµ�Îy¸'« φ(pt) ≤ p3φ(pt−1)

²2®Q¸'µ
t ≥ 2

È�É�¦ô«;Ê7«;´o¶Þ¹H«o¨UÒ0¥§¹S«;¸'µ�¨U¯�«M¹S¥
¨�¸�³H´k«

ρj
Í ®�¯�¸'¹S® pt−1 ²7®§¸'µ j «;´ j + 1

Ò0¥§¹H«o¦6´
rpt−1 ¥]Ò§«o© 0 ≤ r ≤ p − 1

Îy¸=¥§¦�¯
j
«;¨´.¯'«

¹+¥�Øõ®Qµ Í « j = lpφ(pt−1) + 1
ÈCó�³ï®Q¦4µ«oÑ6¥§µ¯'«.¹S«;¨T³S¦�¯'³S©;«o¨

j
²'¹H¸'¨T²2«;´k³~´k¨TÎy¸'«

p3φ(pt−1) + 1
¶7®Q¦

²=¥§µ©o®Q¸�µ´
p2 + 1

©o®Q¸'²�¹S«o¨V¯'«�Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨T²2®Q¸'µ
(ρj, ρj+1)

Èy|ù¥§µU¹S«�²'µ�³H¦'©o³H²7«�¯�«.¤V³Sµ³S©t±'¹H«;´o¶7®Q¦4²2«o¸�´
´kµ®Q¸�Ò§«oµ�¸'¦ª©;®Q¸'²'¹H«å¯'«gÒ0¥§¹S«;¸'µ�¨

(r1p
t−1, r2p

t−1)
Î�¸�³7¥0²'²=¥§µ�¥§³S¨¨�«o¦6´ð²7®§¸'µ#¯'«o¸�àM©;®Q¸'²'¹H«o¨�¯NÏÚ³H¦'¯'³H©o«o¨

¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦6´�¨
(j, j + 1)

«�´
(j ′, j ′ + 1)

¯'«;¨�Øõ®Qµ Í «o¨�¯'®§¦'¦'Ëo«;¨V²'¹H¸'¨�±=¥§¸�´å¯'¥§¦'¨g¹+¥�¨¸'³H´�« ρj
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Ç~Ã �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�

vn ½§ÆoÂbÀ��=¾=À�Ä�¾�¼ðÇ~Ã�º§¼��ýÇýÇSÀð¼kÀ ��Â Ã���º§¾�Ç~Ã��ý¼kÀ
Á�ÀgÂ�Ã��ýÇýÇSÀ

(2k+ l)×(2k+ l′)
Ã�¿2¼ �tÄ

n
��Â Ã�¿=ÀtÄgÁ�ÀgÇµ� Ã§ÇÐº�½A¼��ýÂ *��ªÀ`Â *=À�¼��H�,�o¾=ÀVÀtÄ�Â�Â%À�ÇýÇSÀ+�o¾EÀ

vn
i,j = un

i,j¿=½A¾�¼�Â%½A¾�Â
i ≤ k(n) + l, j ≤ k(n) + l′  

�·³S«;¦4¨��'µ;¶9¨³ï®Q¦4® ã ´k³S«;¦6´U¸'¦¬´k«;¹ïµËo¨�¸�¹H´t¥A´?¶2²=¥§µT¨mß Í Ë;´�µ�³H«ä®Q¦4²2«o¸�´T¯'Ë;´�«oµ Í ³S¦�«oµV¹S¥MÒ0¥§¹S«;¸'µV¯�«¹+¥�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦Å«;¦â´�®Q¸�´g¨�® ÍMÍ «;´oÈ

.�/� 21!u&��8�stq,u&p 7K� 1 8 � u�p ��� ��s �K���vyx v
¤T¥§¦'¨·¹+¥�¨�¸'³~´k«§¶�®Q¦M¯'Ë Í ®Q¦6´kµ«V¸'¦'«�ÒQ«;µ�¨�³H®Q¦£¸'¦ª²7«;¸£²'¹S¸�¨ð¨³ Í ²'¹S«g¯'«å¹+¥�é·®Q¦ ê «o©�´k¸'µ«�Ù�ÈìÙ�È�|ù®Q¸�µ

©o«;¹+¥�¶�®Q¦ ¥ ã «;¨�®Q³H¦q¯'«âØ×¥§³Sµ«Ö¹ëÏÚ±6ß�²7®0´k±'Ô;¨�«¬Îy¸'«¬¹S¥�²=¥0µ´k³H«ÖµËoÑQ¸�¹S³SÔ;µ�«F{�¹ëÏÚË�´t¥§²2«
n − 1

©;®Q¦6´k³H«o¦6´
´k®§¸ ê ®Q¸'µ¨ä©o«;¹S¹H«ª¯'«M¹�ÏÐË;´t¥0²7« n È�é·«;¹+¥â¨�³SÑ§¦'³Hæ=«MÎy¸NÏÚ®§¦ ÒQ«o¸�´.Îy¸'« k ¨®Q³H´ä¸'¦'«ªØõ®§¦'©;´�³S®Q¦�©oµ�®§³S¨�¨�¥§¦6´k«0ÈÉïà�²7Ë;µ�³ Í «o¦6´k¥§¹S« Í «;¦y´V©§ÏÐ«o¨m´�©o«.Îy¸NÏÐ®Q¦4® ã ¨«oµÒ§«§¶C¨�¥§¦'¨�¥§µµ�³HÒ§«oµ�{£¹S« Í ®Q¦6´kµ«oµ;ÈCéVÏÐ«o¨´�²2®Q¸'µÎy¸'®Q³ï®§¦³S¦6´�µ�®�¯'¸'³H´

k̃
á

l;mon�prq!stq,u&pwvyx�$b|ù®§¸'µg¸'¦Ö«;¦6´k³S«;µ�¦=¥0´�¸'µ�«;¹
n
¶=®Q¦â¯'Ë;æ'¦'³H´

k̃(n)
²=¥0µUá

k̃(n) =

{
0

¨�³
n = 0

max{k̃(n− 1), k(n)} ¨�³
n > 0

|ï¥§µå¯'Ë;æ'¦'³H´�³S®Q¦N¶E²2®Q¸'µ�¸'¦
n
¯'®Q¦'¦'Ë0¶7¨³

i > k̃(n)
¥§¹S®Qµ¨å¹S¥�©;®Q¹S®§¦'¦'«

i
¥§²'²'¥§µ´�³S«o¦6´*{M¹+¥I²=¥§µm´k³H«

µ�Ë;ÑQ¸'¹H³SÔoµ«U¯'«
un−1 ¶ Í ¥§³S¨`¥§¸'¨�¨³K{.©o«o¹H¹S«U¯'«

un È�V¹H®Qµ�¨;¶'²=¥§µg¹+¥�²�µ�«o¸�ÒQ«�¯'«�¹+¥/|�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦ÅÙ�È~í]î.²=¥§ÑQ«�î ��¶'®Q¦Å²7«;¸�´�Ëo¦'®§¦'©o«;µ�á
�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx,z ���g½A¾�¼�¾��ÌÀ��=Â,��À�¼W�2Ã§Âë¾�¼kÀ�Ç

n
Á�½k�����

�
½k��Ã;£

k̃(n)− k(n− 1) ≤ 1  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k� £D|ï¥§µÅ¹+¥ ²�µ�«o¸�ÒQ«ô¯'«�¹+¥ |�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦ Ù�È~í]î�²=¥§ÑQ«�î���¶`®Q¦ ¨k¥§³~´�Îy¸'«

k(n) ≤
k(n−1)+1

ÈAé·«;¹+¥�³ Í ²'¹S³HÎy¸'«ïÎy¸'« k̃(n) ≤ max(k(n−1)+1, k(n−1))
È?É#¦�®Q¸�´�µ�«

k̃(n) ≥ k(n−1)
È

¤V®Q¦�©
0 ≤ k̃(n)− k(n− 1) ≤ 1

È
�

��ÏÚ¸�´�³S¹H³S¨k¥A´k³S®§¦4¯'«
k̃(n)

¯=¥§¦�¨�¹S¥â¨¸'³H´�«M²2«o¸�´�²=¥§µ�¥)}S´�µ�«I©o® ÍMÍ «I¸'¦'«ªµ«o¨m´kµ�³H©;´�³S®Q¦ô³ Í ²7®§µ´t¥0¦y´�«§ÈÉ�¦4Ø×¥§³H´o¶7¨³
k
«o¨m´�¸'¦'«�Øõ®Q¦'©�´k³H®Q¦4©oµ®Q³S¨¨k¥§¦6´k«0¶C¥§¹H®Qµ�¨

k(n) = k̃(n)
²2®Q¸'µV´�®Q¸�´

n ≥ 0
ÈNÉç´�©o® Í�Í «®Q¦Å¹�ÏÚ¥.¯'Ë ê { Í «o¦6´k³H®Q¦'¦'Ë0¶'©§ÏÐ«o¨m´å¹H«U©?¥§¨g«;¦Ö²'µ�¥0´k³HÎy¸'«�¯=¥§¦'¨�´k®§¸�´k«;¨�¹H«o¨�«Rà�²2Ëoµ³S«;¦'©o«;¨Vµ�Ëo¥§¹S³H¨�Ë;«o¨oÈi ¦�¦'®§´�«

tni
¹S« �§À ��ÂbÀ�¾�¼�Á�ÀtÄ+�oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂýÄ�¶J¥§¸'¨¨�³'¥0²'²7«;¹SË �§À ��ÂbÀ�¾�¼gÁr� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=Âë¶]¯�«·¹+¥�©o®Q¹H®Q¦'¦'«

i
¯'¸�µk¥§¦6´.¹ëÏÚË�´t¥§²2«

n
¯�«£¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «�á tni,j = 1

¨�³`¹H«ª¨® ÍMÍ «;´ (j, i)
¨;ÏÚË ã ®§¸'¹S«£¹H®Qµ�¨�¯'«£¹ëÏÚË�´t¥§²2«

n
¶#«�´

tni,j = 0
¨�³S¦�®Q¦NÈ�É�¦ ²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶ç¹S«;¨M©;®�« ��©o³S«;¦6´k¨ª¯�«

tni
¨�®Q¦6´£Ë;Ñ6¥§¸�à {

0
®§¸

1
È]|ù¥§µª¹S¥|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦èÙ�È~í]î¬²=¥0ÑQ«Åî ��¶ù®Q¦è²7«;¸�´.Ø×¥§©o³H¹S« Í «;¦y´ä¯'Ëo¯�¸'³Sµ«�Î�¸�« tni «o¨´I¸�¦'«�¨�¸'³~´k«�¯'«£Ò§«o©�´k«o¸�µ�¨©o®§¦'¨´k¥§¦6´k¨�²2®Q¸'µ

i > k(n)
È �C«»´�±'Ëo®QµÔ Í «¬¨�¸�³HÒ0¥§¦6´ Í ®Q¦6´kµ�«ÖÎy¸'«4©o«�´�´k«4¨ËoÎy¸'«;¦'©o«ô«o¨m´Å«o¦qØ×¥§³~´©o®§¦'¨´k¥§¦6´k«�¯'Ôo¨g¹S«Uµ�¥§¦'Ñ

k̃(n)
á

�d� m�u��k�����%vyx v ���g½A¾�¼�¾��
n
Á�½k�����

�
Ç~ÃIÄ�¾��ýÂ%À

(tni )
ÀtÄ�Â �t½k��Ä�Â�Ã��=ÂbÀ�¿=½A¾�¼

i ≥ k̃(n)  
î6Ù



ó�«o©;´�³S®Q¦ ��������� ��	,���(
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k� £ |ï¥§µ�¯'Ë;æ=¦�³H´k³H®Q¦ ¯'¸Ì©o®Q³H¦ Í ®�¯'³~æ=Ë§¶

un
i,j = un

i′,j

²2®Q¸'µ�´k®Q¸�¨
j > 0

«�´
i, i′ >

k̃(n) ≥ k(n)
È i ¦è¦'®§´�«

νn
j

©;«;´�´�«�Ò§¥0¹S«o¸�µ.©o® Í�Í ¸'¦'«0¶Q�   À   á νn
j = un

i,j

¶ï²7®Q¸�µ�´k®Q¸�´
i > k̃(n)

È
é·® Í�Í « k̃(n) ≥ k(n− 1)

¶
νn−1

j

«o¨m´V¥0¸'¨�¨³ ã ³S«o¦Å¯'Ë�æ=¦'³�²2®Q¸'µ i > k̃(n)
È

|ù®§¸'µ
i > k̃(n)

«;´
j > 1

®Q¦»¥.¹ëÏÚË;Î�¸'¥0´k³H®Q¦�á

νn
j = νn−1

j + tni−1,j + tni+1,j + tni,j−1 + tni,j+1 − 4tni,j,¯'®Q¦'©
tni−1,j = 4tni,j − tni,j−1 − tni,j+1 − tni+1,j + νn

j − νn−1
j .

ÕëÙ�Èì÷�ÈHí Ü
é·«;´´k«£Ë;Îy¸=¥0´k³H®Q¦Ì«;¨´âÃM¿2¼���½A¼��TØ×¥§¸'¨¨�«£²2®Q¸'µ

j = 1
¶ù©o¥§µ

tni,0
¦NÏÚ«;¨´.²'¥§¨ä¯'Ë�æ=¦'³ëÈçé·«;²7«;¦'¯=¥§¦6´I«o¹H¹S«

µ�«;¨´�«�Ò�µk¥0³S«U¨�³C®§¦âË�´k«;¦'¯»¹H«TÒQ«o©�´k«;¸'µ
tni
²'¥§µ

tni,0 = 0
È

ó�³ç®§¦ô²2®Q¨«
V n

j = νn
j − νn−1

j

²7®Q¸�µT´k®Q¸�´
j > 0

¶9«;´�¨�³ï®Q¦�¯'Ë;æ=¦�³H´�¹+¥ Í ¥0´�µ�³S©;« A ²=¥0µ Ai,i = 4
¶

Ai,i+1 = Ai+1,i = −1
¶'«;´

Ai,j = 0
²=¥§µm´k®Q¸�´�¥0³S¹S¹H«o¸'µ¨o¶�¥§¹S®Qµ¨`®Q¦Å²2«o¸�´�µ�Ë;©oµ³Sµ�«U¹ëÏ � Îy¸=¥0´�³S®Q¦ôÕëÙ�ÈÚ÷�ÈHí Ü

©o® ÍMÍ «U¸'¦'«�ËoÑQ¥§¹S³~´kËVÒ§«o©;´�®Qµ�³H«o¹H¹S«�á

∀i > k̃(n), tni−1 = Atni − tni+1 + V n.
ÕëÙ�Èì÷�È Ù Ü

é·® Í�Í «ä®Q¦�¨k¥§³~´�Î�¸�«�¹S¥£¨�¸'³~´k« (tni )
«;¨´�©o®Q¦�¨´t¥0¦y´�«I²7®Q¸�µ

i > k̃(n)
Õ×©�ØbÈN²'µ�«;¸�ÒQ«�¯'«I¹+¥;|�µ®Q²7®§¨�³ j

´k³H®Q¦MÙ�È~í]îU²=¥§ÑQ«gî � Ü ¶6©o«�´�´�«�Ë;Îy¸=¥0´k³H®Q¦�³ Í ²'¹S³HÎ�¸�«·Îy¸'«�¹S«`ÒQ«;©;´�«o¸'µ tn
k̃(n)

ÒQ«;µ�³~æ=«g¹+¥ Í Ó Í «�Ë;Ñ6¥§¹H³H´kË·Î�¸�«
¹S«;¨g¥§¸�´�µ�«o¨gÒQ«;©;´�«o¸'µ¨

tni
¶'²7®§¸'µ

i > k̃(n)
È��å³S¦'¨³�¶�¹+¥.¨�¸'³~´k«

(tni )
«o¨m´å©;®Q¦'¨m´t¥§¦6´k«�²2®Q¸'µ

i ≥ k̃(n)
È
�

é·«VµËo¨�¸�¹H´t¥A´·¦NÏÚ¥ä¯NÏÐ³ Í ²2®Qµ´k¥§¦'©o«gÎy¸'«å¨�³ k̃(n)
«;¨´ðÒ�µ�¥§³ Í «o¦6´ð¹+¥U´t¥§³H¹S¹H«`¯'¸£©;®Q³S¦ Í ®�¯'³Hæ'Ë§¶6©o«åÎy¸'«¦'®Q¸�¨�©o®Q¦ ê «;©;´�¸'µ�®Q¦�¨�{�©?¥§¸'¨«U¯'«o¨g® ã ¨�«oµmÒ0¥0´k³H®Q¦'¨ Í «o¦6´k³H®Q¦'¦'Ë;«o¨`²�¹S¸'¨`±'¥§¸�´?È'É#¦Å«�Ê9«�´?¶�¯'¥§¦'¨�©o«U©o¥§¨o¶©o«;¹+¥â¨�³SÑ§¦'³Hæ=«IÎy¸'«£¹H«�Ò§«o©�´k«o¸�µ�¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´k¨ä¯�«ª¹+¥Å¯'«;µ�¦'³HÔoµ�«M©o®Q¹H®Q¦'¦'«�¯'¸�©o®Q³H¦ Í ®�¯'³~æ=ËI«o¨m´�¹S«

Í Ó Í «TÎy¸'«U©o«;¸�àÅ¯'«T¹S¥�²=¥§µm´k³S«åµ�Ë;ÑQ¸'¹S³HÔoµ«�á�¸'¦Å¨® ÍMÍ «;´ (i, k(n))
{.¹+¥�Øõµ®Q¦6´k³SÔ;µ�«T¯�¸�©o®Q³H¦ Í ®�¯'³Hæ'Ë¨oÏÐË ã ®Q¸'¹H« {�¹ëÏÚË�´t¥§²2«

n
¨³=«;´ð¨�«;¸'¹S« Í «;¦y´�¨³2¹H«o¨#¨�® ÍMÍ «;´�¨�¯'«å¹S¥U²=¥§µ´�³S«�µËoÑQ¸'¹H³SÔ;µ�«�¨�¸�µð¹S¥ Í Ó Í «�¹S³HÑQ¦'«¨oÏÐË ã ®Q¸'¹H«o¦6´V¥§¸'¨�¨³�È7é·«o¹S¥IÒ§«o¸�´V¯'³Sµ«�Î�¸�« Í Ó Í «�¨�³�¹S«;¨å¨® ÍMÍ «;´�¨g¯'«�¹S¥.¯'«oµ¦'³SÔ;µ�«�©o®Q¹H®Q¦'¦'«�¯'¸Ö©o®Q³H¦

Í ®�¯'³~æ=Ëä¦9ÏÚ®Q¦6´U²'¥§¨T¹S« Í Ó Í «�¦'® Í�ã µ«�¯'«�Ñ§µk¥§³H¦'¨VÎy¸'«.¹H«o¸'µVÒ§®Q³S¨³S¦¬¯'¥§¦'¨U¹+¥M²=¥§µ´�³S«�µ�ËoÑ§¸'¹S³HÔoµ�«0¶7³H¹S¨¨�«�©;® Í ²2®Qµm´k«o¦6´g¯'«�¹+¥ Í Ó Í « Í ¥§¦'³SÔ;µ�«0ÈÉïà�²2Ëoµ³ Í «o¦6´t¥0¹S« Í «o¦6´o¶9®Q¦ô¥£²'¸ô¦'®§´�«oµT¹H«äØ×¥§³H´T¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�áN¨�³ç¹H«.¨�® Í�Í «;´ (i, j)
{£¹S¥£¹S³ Í ³~´k«�¯'¸©o®§³S¦ Í ®�¯'³~æ=Ëä©;®Q¦6´k³H«o¦6´ 2

Õõµ�«o¨²NÈ
3
Ü Ñ§µk¥§³H¦'¨o¶7¥§¹S®§µ�¨T¹H«o¨T¨® ÍMÍ «;´�¨ (i′, j), i′ > i

Îy¸'³�¥§²'²'¥§µk¥§³H¨�¨«o¦6´
¥§²'µÔo¨`¹H¸'³ïÕ×¯=¥§¦�¨`¹+¥�²=¥§µ´�³S«åµ�ËoÑ§¸'¹S³HÔoµ�«�¯'«T¹S¥�¹H³SÑQ¦'« Ü ©;®Q¦6´k³H«o¦'¦'«;¦6´�´k®Q¸'¨

1
Õ×µ«o¨²NÈ

2
Ü ÑQµk¥0³S¦NÈ�¤V«U²'¹H¸'¨o¶

¸'¦â¨�® Í�Í «;´�{I¹+¥�¹H³ Í ³H´k«�¯'¸â©o®Q³H¦ Í ®�¯'³Hæ'ËT¦'«�©o®Q¦6´�³S«o¦6´ ê ¥ Í ¥§³S¨·¨´kµ³S©�´k« Í «o¦6´ Í ®Q³S¦�¨�¯'« 2
ÑQµk¥§³H¦'¨oÈ

é·«o¹S¥ä¨�³HÑQ¦'³Hæ'«åÎy¸'«0¶�«;¦�²'µk¥0´�³SÎy¸'«0¶�¹H«V¨® ÍMÍ «;´�{ä¹S¥�¹H³ Í ³H´k«·¯'¸£©o®§³S¦ Í ®�¯'³Hæ=Ë ê ®Q¸'«å¹S«�µ �Q¹H«å¯9ÏÚ¸'¦�«Ñ6¥§©t±�«;´�´�«T²2®Q¸'µ�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´·¯'«�´k®Q¸�´k«V¹S¥�²=¥0µ´k³H«åµËoÑQ¸�¹SÔoµ«V¯'«å¹+¥�¹S³SÑ§¦'« {ä¹+¥§Îy¸'«;¹S¹H«�³H¹2¥§²'²=¥§µm´k³H«o¦6´?È�C«£¹S« ÍMÍ «I¨�¸'³~Ò§¥0¦y´ Í ®§¦y´�µ�«�Îy¸NÏÚ³H¹ð«;¨´�´�®Q¸ ê ®Q¸�µ�¨ä²2®Q¨¨�³ ã ¹S«�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S«;µä¯NÏÚ¥ ã ®Qµ�¯�¹S«o¨�¨�® Í�Í «;´k¨¯'®Q¦6´ä¹�ÏÐ³S¦'¯'³H©o«I¯'«M¹+¥Å¹S³SÑ§¦'«I«o¨´ä³S¦�ØõË;µ�³H«o¸'µP{Ö¸'¦�«ª©o«;µ´k¥§³S¦'«IÒ0¥§¹S«;¸'µ
k̃(n) + l

«�´ä¯'®§¦y´ä©o«;¹S¸'³�¯'«ª¹S¥
©o®§¹S®Q¦'¦�«ð«;¨´ç³H¦�ØõËoµ³S«;¸'µ�{�¸'¦'«·¥§¸�´kµ«ðÒ0¥§¹H«o¸'µ

k̃(n)+l′
¶]´k®Q¸ ê ®§¸'µ�¨ù¯'¸'µk¥0¦y´ï¹�ÏÐË;´k¥§²7« n ¯'«·¹ëÏì¥§¹HÑQ®Qµ³H´k± Í «0È

�]������� vyx vgz %N½k�ýÂ
n ≥ 1

À�Â
l, l′ ≥ 1   ��Ã§¼��H�ðÇSÀtÄI�oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂõÄ � �=ÂbÀ�¼ �§À��2Ã��=Â �âÇµ� ��Â�Ã�¿=À

n
Á�À

Çµ� Ã§ÇÐº�½A¼��ýÂ *��ªÀ
�
ÇS½A¼tÄ`Á�À�Ç~ÃT¼kÀ�Ç~Ã 'yÃ§Â���½k��Á�À�Ç~Ã	�t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�

un−1+β �
½k�V¿=À�¾�Â7Âb½A¾��?½A¾�¼kÄ �t½k�H�ªÀ�� �tÀ�¼

¿�Ã§¼�À��TÀ�Â×¾=À�¼åÇ ��º6Ã§ÇSÀ��ªÀ��=Â��tÀ�¾�'?�o¾���½k�=ÂïÇ���À�¾ �IÇµ� � �=Â ��¼���À�¾�¼TÁ§¾ª¼kÀ ��Â Ã���º§ÇSÀ
(k̃(n)+ l)× (k̃(n)+ l′) �Ã��AÃ��=ÂðÁr�iÀ��TÀ ��Âë¾=À�¼�ÇSÀtÄ�Ã§¾�Âë¼kÀtÄH�oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂõÄ�Ç ��º6Ã§¾ '  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�I£ i ¦.¦'®§´�« C ¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹H«`¯'«o¨ï©?¥§¨«o¨�Îy¸'³=¥§²�²=¥§µ´�³S«;¦'¦'«o¦6´ç¥§¸.µ�«;©;´t¥0¦'ÑQ¹S«ð¨�¸'²2Ëoµ³S«;¸'µÑ6¥§¸�©t±'«
(k̃(n) + l) × (k̃(n) + l′)

ÈCé·® ÍMÍ « tni,j = 0
²2®Q¸'µ

i, j > k̃(n)
¶9«;´T©o® Í�Í «�¹+¥ªÑ§µ�³S¹H¹S«�«o¨m´¨ß Í Ë;´�µ�³SÎy¸'«�²=¥§µ�µk¥§²�²7®Qµm´+{M¹+¥I¯'³S¥§ÑQ®Q¦=¥0¹S«§¶=¹H«o¨�©?¥§¨«o¨åÎ�¸�³ù²2«o¸�Ò§«o¦6´U¨;ÏÚË ã ®Q¸�¹S«oµå¹SË;Ñ6¥§¹S« Í «;¦6´g«;´TÎy¸'³
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<ï³S¦'¥§¹S« Í «;¦y´�®Q¦�¦NÏÚ¥¬µ�Ëo¥§¹S³H¨�Ë�Îy¸'«�¯'«o¨.Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨äÒ0¥§¹S³H¯'«o¨;¶�«;´.¹S¥»©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ w ¨¸'µ L® ã ´�«o¦y¸'« {�¹+¥gæ=¦�¯'«ð©o«`²'µ®�©;«o¨¨�¸'¨ç«;¨´�¨mß Í Ë�´kµ�³HÎy¸'«·«�´ïÒQË;µ�³~æ=«Vá wi,j = un
i,j

²2®Q¸'µÞ´k®Q¸�¨
i ≤ k̃(n)+l

¶
j ≤ k̃(n) + l′

È=É�¦Ö²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³S«;µ`«o¹H¹S«T«;¨´�¨´k¥ ã ¹S«0ÈE¤V®Q¦'© w = vn ¶'©o«�Îy¸'³C²'µ®Q¸�ÒQ«�¹S«UµËo¨¸'¹H´k¥0´?È �

l'q " � �2" "�q,u&p
�C«Tµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´ðÎy¸'«U¹�ÏÐ®Q¦MÒ�³H«o¦6´`¯'« Í ®Q¦6´�µ�«oµð¯'®Q¦'¦�«V¯'«;¨`³S¦'¯�³S©o«;¨·¨¸'µ`¹+¥�¨´�µ�¸'©�´k¸'µ«T¯'«T¹S¥�©o®§¦�æ=ÑQ¸�j

µk¥A´k³S®§¦â³H¯'«o¦6´�³H´kË0ÈEÉ�¦»«;Ê7«;´o¶7³H¹N¯'³~´å²'¥§µg«�à�« Í ²'¹S«�Îy¸'« ê ¸�¨�Îy¸NÏ°{M¸'¦'«�©o«;µ´k¥§³S¦'«�Ë;´k¥§²2«§¶E¹S«�©o® Í ²2®Qµ´�«�j
Í «o¦6´�¯'«å¹ëÏì¥0¹SÑQ®Qµ³H´�± Í «�«o¨m´·¹H« Í Ó Í «�¨¸'µ�¸'¦'«�ÑQµ�³H¹S¹S«ð¯NÏÐ¸'¦'«g´t¥§³H¹S¹S«ð¯'®Q¦'¦�Ëo«�Î�¸�«å¨¸'µð¸�¦'«gÑQµ�³H¹S¹S«·²'¹S¸'¨ÑQµ�¥§¦'¯'«0È9é·«;¹+¥I«�à�²'¹H³SÎy¸'«�«o¦Ö²=¥§µ´�³S«�¹S«;¨g¨�³ Í ³S¹S¥§µ�³~´kË;¨·«o¦6´�µ�«�¹S«o¨g³H¯'«o¦6´k³~´kË;¨å¨¸'µg¯'«o¨åÑQµ�³H¹S¹S«;¨`¯'«�´t¥§³H¹S¹H«o¨Îy¸'«o¹H©o®Q¦�Î�¸�«o¨oÈ
¤V«I²'¹S¸�¨o¶9©;«.µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´U²2«oµ Í «�´�¥§¸'¨¨�³�¯'«ä©?¥§¹H©o¸'¹H«oµT¹ëÏÚ³H¯'«o¦6´k³~´kË�¯'« Í ¥0¦'³SÔ;µ�«ä²�¹S¸'¨Tµ�¥§²'³H¯'«§È�¥ù®Q¸�´

¯NÏÚ¥ ã ®Qµ�¯è¹S«;¨.©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�¯'«�¹ëÏì¥0¹SÑQ®Qµ³H´�± Í «�¨�¸�µ.¹+¥¬ÑQµ³S¹S¹H«M³H¦�æ=¦'³H«£²2«o¸�Ò§«o¦6´ªÓ�´kµ« Í Ë Í ®Qµ³S¨Ëo«o¨²2®Q¸'µ#Ó;´�µ�«V¸�´k³S¹H³S¨Ëo«o¨�²�¹S¸'¨#´t¥§µ¯M¯'¥§¦'¨·¹H«g©?¥§¹H©o¸'¹=¯'«å¹�ÏÐ³S¯'«;¦6´k³H´�Ë�¨�¸'µ�¸'¦'«åÑQµk¥0¦'¯'«gÑQµ�³H¹S¹H«§È6¤V«�²'¹H¸'¨o¶y²=¥§µ
¹S«;¨V¨mß Í Ë;´�µ�³H«o¨T¯'¸»©?¥§µµ�Ë§¶7®Q¦¬²2«o¸�´T¦'«äÑ6¥0µ�¯'«;µV«o¦ Í Ë Í ®Q³Hµ�«�Îy¸'«.¹+¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦»¯'«;¨T¨�® Í�Í «;´k¨¨�³~´k¸'Ë;¨�¥§¸�¯'«o¨¨�¸'¨.¯�«ª¹+¥â¯'³+¥0ÑQ®Q¦=¥§¹H«§ÈC¤�Ïì¥§²�µ�Ôo¨ä¹S«N¥�±'Ëo®QµÔ Í «�Ù�ÈìÙQÙ�¶�®Q¦�²7«;¸�´�«;¦�æ=¦�¨«ª©o®§¦y´�«o¦6´k«;µ²2®Q¸'µ#¹S«;¨ð©o¥§¹S©;¸'¹S¨#¯'«g´kµ�¥]Ò0¥§³H¹S¹H«oµï¨¸'µ�¯'«o¨ð¯'« Í ³ j ©o®Q³H¦'¨�¯'«g´t¥§³H¹S¹S«;¨ (k(n)+1)× (k(n)+1)

È i ¦�²7«;¸�´
¥§¸'¨¨�³�¥§¸�Ñ Í «;¦6´k«oµg¹S¥ä´t¥§³H¹S¹S«V¥§¸ÅØõ¸'µ�«;´+{ Í «;¨�¸'µ«�¯'«o¨ ã «;¨�®Q³H¦'¨oÈ��Ïì¥§¹HÑQ®Qµ³H´k± Í «�´�±'«oµ Í ³HÎ�¸�«M¥â¸'¦'«M©o® Í ²'¹S«Rà�³H´kËI«;¦ O(n2)
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n
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«o¹H¹S«o¨
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´k®§¸'©t±'Ëo«;¨V²=¥0µ�¹H«o¨g©?¥0¹S©o¸�¹S¨oÈE¤å«�²'¹H¸'¨o¶=®§¦¬¥I® ã ¨�«;µÒ§ËäÎy¸'«�¨�³�¹+¥.²=¥§µm´k³H«Uµ�ËoÑ§¸'¹S³HÔoµ�«�¯NÏÐ¸'¦'«�¹S³HÑQ¦'«TÒ0¥§¸�´
1
¶7¥§¹H®Qµ�¨�¹S«�¨�® Í�Í «�´V¯�«�©o«�´�´k« Í Ó Í «�¹S³SÑ§¦'«�Îy¸'³ù«o¨m´ ê ¸'¨´�«.¥?Ò0¥§¦6´T¹+¥�²=¥§µm´k³S«�µ�Ë;ÑQ¸'¹S³HÔoµ«�©;®Q¦6´k³S«;¦6´ 2ÑQµ�¥§³S¦'¨

�
«;´�¨�³C¹S¥�²'µ�« Í ³HÔoµ«TÒ§¥0¹S«o¸�µ�«o¨´ 2

¶=³S¹9©;®Q¦6´k³H«o¦6´
3
ÑQµ�¥§³S¦�¨oÈ

é·«T©o® Í ²2®Qµ´�« Í «o¦6´`«;¨´`´�µ�Ô;¨`¨�³ Í ³H¹+¥§³Hµ�« {ä©;«o¹H¸'³7Îy¸'«U¹ëÏÚ®§¦ª²2«o¸�´�® ã ¨�«;µÒQ«;µ�¨�¸'µð¹+¥ä©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦³S¯�«o¦6´k³~´kËV¯9ÏÚ¸'¦�«TÑQµ�³H¹S¹H«�¯�«V´t¥§³H¹S¹H«
(2p+ 1)× (2p+ 1)

ÕõÒQ®§³Sµ <ï³SÑQ¸�µ�«UÙ�Èìúä²'¥§ÑQ« � � Ü á�¹+¥�Ò§¥0¹S«o¸�µ·¯NÏÐ¸'¦
¨�® ÍMÍ «;´ (i, p+1)

¯'«å¹S¥�©;®Q¹S®§¦'¦'«g¯'¸ Í ³S¹H³S«;¸.¯'«V¹S¥�Ñ§µ�³S¹H¹S« (2p+1)× (2p+1)
«o¨´

2
¨³E¹S«�¨�® Í�Í «�´

(i, p)
©o®§¦y´�³S«;¦y´

3
ÑQµk¥0³S¦'¨;¶C«;´�¨k¥âÒ0¥§¹H«o¸'µ�«o¨m´

3
¨�³#¨�®§¦Ì¨�® ÍMÍ «;´�ÒQ®§³S¨�³H¦�¯'¥§¦'¨ä¸�¦'«ª¥0¸�´kµ«M©;®Q¹S®Q¦�¦'«©o®§¦y´�³S«;¦y´

2
ÑQµ�¥§³S¦'¨;È i ¦Ö©;®Q¦ ê «o©�´k¸'µ«�Îy¸'«�©o«�´�´k«�® ã ¨«oµmÒ§¥A´k³S®§¦â²2«o¸�´VÓ�´kµ�«�Ë�´k«o¦�¯'¸'« {I¯'«;¨åÑQµ³S¹H¹S«o¨·¯'«

´t¥0³S¹S¹H«V²'¹H¸'¨�ÑQµ�¥§¦'¯'«Iá
� u&p���� ��s �K�� vyx�$&%N½k�ýÂ

I
Ç~Ã �t½k��¢ùº§¾�¼�Ã§Â,��½k� �×Á�À��=Â,�ýÂ ��Á�ÀUÇ~Ã�º§¼��ýÇýÇSÀ�Á�ÀUÂ�Ã��ýÇýÇSÀ

2p× 2p   %��
u
ÀtÄ�Â#Ç~Ã

�t½k��¢ùº§¾�¼�Ã§Â,��½k�ÖÄ�¾�¼�Ç~Ã.º§¼��ýÇýÇSÀ�Á�À�Â Ã��ýÇýÇSÀ
(2p+ l)× (2p+ l′)

½§ÆoÂ%À��=¾=À ��¿�Ã§¼RÂ��ý¼�Á�À
I
¿�Ã§¼P£

� ui,j = u2p+l−i+1,j = ui,2p+l′−i+1 = u2p+l−i+1,1p+l′−j+1 = Ii,j �
¿=½A¾�¼�Â%½A¾�Â

i, j < p �
� ui,j = u2p+l−i+1,j = Ii,p − 1

¿=½A¾�¼�Âb½A¾�Â
i < p � p < j < p+ l �

� ui,j = ui,2p+l′−i+1 = Ip,j − 1
¿=½A¾�¼�Â%½A¾�Â

p < j < p+ l′ + 1 � j < p �
� ui,j = 0

¿=½A¾�¼�Â%½A¾�Â
p < i < p+ l + 1 � p < j < p+ l′ + 1 �Ã§ÇS½A¼kÄ

u
ÀtÄ�ÂQ�µ�o¾����AÃ§ÇSÀ��=Â%À���Ç~Ã��t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â,��½k�F�×Á�À��=Â,�ýÂ ��Á�ÀUÇ~Ã�º§¼��ýÇýÇSÀ�Á�ÀUÂ�Ã��ýÇýÇSÀ

(2p+ l)× (2p+ l′)  
.�/g���0 21!�%vyx,z ���¥ <ï³SÑQ¸�µ�«�Ù�È~íJû�¯'®Q¦'¦�«�¸�¦Ö«Rà�« Í ²�¹S«U¯'«�©o«�´�´�«�©;®Q¦'¨´�µ�¸'©�´k³H®Q¦NÈ
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�������2Ù�ÈHí]û � �å¦�«�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�Ë;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«9{.¹�ÏÐ³S¯'«;¦6´k³H´�Ë§È

�

Ý%¹NØ×¥§¸�´g¦�®§´k«;µ�Îy¸'«�¹+¥�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦
u
¨�¸'µg¹+¥.ÑQµ³S¹H¹S«V¯�«�´k¥§³S¹H¹S«

(2p+ l)× (2p+ l′)
¥?ÒQ«o©

l, l′ > 1® ã ´�«o¦y¸'«�©o® Í�Í «�«Rà�²'¹S³HÎ�¸�Ëo«#¯=¥§¦'¨Þ©o«�´�´�«ð©;®Q¦ ê «o©�´k¸'µ«·¦NÏÐ«o¨m´ï²'¥§¨�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«åáJ©t±=¥§©o¸�¦'«·¯'«#©;«o¨ï©;®Q¦�æ�j
ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�©;®Q¦6´k³S«;¦6´`¥§¸ Í ®Q³S¦'¨ï¸'¦'«�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�³H¦6´k«oµ¯'³H´�«§¶�{�¨k¥?ÒQ®§³Sµ#¯'«o¸�à�¨�® Í�Í «�´k¨�¥§¯ ê ¥0©o«o¦6´�¨¥?ÒQ«;©

0
ÑQµ�¥§³S¦Å©t±=¥0©o¸'¦NÈ

Éïà�²2Ëoµ³ Í «o¦6´t¥0¹S« Í «o¦6´o¶§¹S«;¨ç¨�«;¸'¹S«;¨#©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨çµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨#Îy¸'«g¹�ÏÐ®Q¦�²2«o¸�´#® ã ´k«;¦'³Sµç©;® Í�Í «�?¥Å¨�®§¦y´�©;«o¹S¹H«o¨U¨¸'µ�¹H«o¨UÑQµ³S¹H¹S«o¨V¯'«.´t¥§³H¹S¹S«;¨
(2p + l) × (2p + l′)

²2®Q¸'µ
l, l′ ≤ 1

È�¤T¥§¦'¨�©;«�©o¥§¨o¶�¹S¥
©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦

u
® ã ´k«;¦�¸�«�«;¨´�«�à�¥§©�´k« Í «o¦6´å¹�ÏÐ³S¯'«;¦6´k³H´�Ë§È�V³H¦'¨�³ë¶Q³S¹'¨¸'³H´#Îy¸'«�¨�³E®Q¦I²2«o¸�´�²'µ®Q¸�Ò§«oµ�Î�¸�«å¹H«o¨#¹S³HÑQ¦'«o¨ï¯'«å¹S¥T²=¥§µm´k³S«�µËoÑQ¸�¹S³SÔ;µ�«`Ò0¥§¹H«o¦6´

2
Î�¸'¥§¦'¯

¹S«V¨�® Í�Í «�´`ÒQ®§³S¨�³H¦�¯'¸Å©o®Q³H¦ Í ®�¯'³~æ=ËV©;®Q¦6´k³S«;¦6´ 3
ÑQµk¥§³H¦'¨o¶�«;´�Ò0¥§¹H«o¦6´

1
Îy¸=¥§¦'¯Å©o«�¯'«;µ�¦'³H«oµ`©;®Q¦6´k³H«o¦6´

2
ÑQµk¥§³H¦'¨VÕ×©o® ÍMÍ «g®Q¦ª¹ëÏì¥�® ã ¨«oµÒ§Ë Ü ¶=¥§¹S®§µ�¨#®Q¦ª²2®Q¸'µµk¥�²'µ�®Q¸�ÒQ«oµð¹+¥�é·®Q¦ ê «;©;´k¸�µ�«�Ù�ÈÚ÷�«;¦£¸�´�³S¹S³H¨k¥§¦6´#¹H«¥�±'Ë;®Qµ�Ô Í «�Ù�ÈìÙQÙ�²'¥§ÑQ«U²'µËo©oË;¯'«o¦6´�«§È2é·«o²2«o¦�¯=¥§¦6´�³S¹ Í ¥§¦�Î�¸�«U«o¦'©;®Qµ�«U¸'¦�«UË;´t¥0²7«T²2®Q¸'µ·²'µ�®Q¸�ÒQ«oµ��o¥
¯'³Hµ�«o©�´k« Í «;¦y´oÈ�É�¦£«�Ê9«�´?¶�¹+¥�Øõ®Qµ Í «å¯�¸£©o®Q³H¦ Í ®�¯�³Hæ=Ëg¦NÏÐ«o¨m´�²=¥§¨ð«o¦£ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹2¸'¦£©?¥0µ�µ�Ëå²=¥§µmØ×¥§³H´VÕõÒ§®Q³Sµ

îQø



ó�«o©;´�³S®Q¦ ��������� ��	,���(
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2k(n) × 2k(n)
Õ Í Ó Í «I¨oÏÐ³S¹�«Rà�³H¨´�«M¯'«ÑQµ�¥§¦'¯'«;¨�¨�³ Í ³S¹S¥§µ�³~´kË;¨ù«;¦y´�µ�«g«o¹H¹S«;¨ Ü áQ¹S¥T¨�«;©o®Q¦'¯�«�²�±=¥§¨�«g¯'«�¹ëÏì¥0¹SÑQ®Qµ³H´�± Í « Í ®�¯�³Hæ=«`¹S¥V©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦NÈ

�������7Ù�ÈHí]ø �;�C«o¨g©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨
1̄
¨�¸�µ�¹H«o¨gÑQµ³S¹S¹H«o¨ð¯'«U´t¥§³H¹S¹S«

80× 80
«�´

80× 85
È

��������Ù�È~í � � ��ÏÐË;´k¥§²7«
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¯'«�¹�ÏÚ¥§¹HÑQ®Qµ�³~´k± Í «Å´k±'«;µ Í ³SÎy¸'«4¨�¸�µ�¹+¥�ÑQµ�³H¹S¹H«Ö³H¦�æ=¦'³H«¬²=¥§µm´t¥§¦6´â¯NÏÐ¸'¦'«©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦Å³S¦'³~´k³S¥§¹S«�® �Å©t±=¥§Îy¸'«�¨�® Í�Í «;´g©o®§¦y´�³S«;¦y´ 1

ÑQµ�¥§³S¦9È
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1̄
¶9Îy¸'³ï«;¨´U²'¥§µV¯'Ë�æ=¦'³~´k³S®§¦¬¹+¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥j
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1
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¯'¸ÖÑ§µk¥§²'±�«

G
È��å³S¦'¨³�á

uRu′ ⇐⇒ u− u′ ∈< ∆1, . . . ,∆n > .�V³H¦'¨�³ë¶=²7®Q¸�µ�¹H« Í ®�¯'Ôo¹H«�¨k¥§¦'¨�²'¸'³~´k¨;¶2¹H«�¦'® Í�ã µ«�¯'«�©;¹+¥§¨¨�«;¨V¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦�©o«�¯'«�¹S¥�µ«o¹S¥0´k³H®Q¦ R«o¨m´I³S¦�æ'¦'³�ÈùÉ�¦�«;Ê7«;´?¶ï¹S«£²2®Q³S¯�¨ä¯NÏÐ¸'¦'«�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦ «;¨´I¸'¦�³H¦6Ò§¥0µ�³+¥0¦y´ä¯'«�©o¹S¥§¨�¨«§È i µä¯=¥§¦'¨.©;«
¦'®Q¸�ÒQ«?¥0¸�©;®Q¦6´k«�à�´�«§¶C¹S«ä²7®Q³H¯'¨T¯NÏÐ¸'¦'«I©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦4²2«o¸�´�²�µ�«o¦�¯'µ�«I¦NÏÐ³ Í ²7®§µ´k«�Îy¸'«o¹H¹S«äÒ0¥§¹H«o¸'µT¯�«
Z
È&~»¥§³H¨�®Q¦Ö²2«o¸�´�´�®Q¸ ê ®Q¸�µ�¨g¥§¯'¯�³H´k³H®Q¦'¦'«;µ`¯'«;¸�àâ©o¹S¥§¨�¨«o¨�á

�9�ku! Au#"�q sq!u�p vyx v#$ �NÃª¼kÀ�Ç~Ã§Â,��½k��Ár� �µ�o¾����AÃ§ÇSÀ�� �tÀ R ÀtÄ�Âg©o® Í ²=¥0´�³ ã ¹H«ªÃ��§À �UÇ~ÃªÇS½k�#Ár� Ã6Á6Á��ýÂ���½k�
+  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
é·«o¹S¥åµ�Ë;¨�¸'¹~´k«�¯'³Sµ«o©�´k« Í «o¦6´ù¯'¸�Ø×¥0³H´�Îy¸'«·¹H«o¨Þ¥ ê ®Q¸�´k¨Þ¯'«·ÑQµ�¥§³S¦�¨C«;´ù¹S«o¨ÞË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨Þ¯'«�¨�® Í�Í «;´k¨¨�®§¦y´�¯'«;¨å®§²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦'¨·Î�¸�³Þ©;® Í�Í ¸�´k«;¦6´g¯'«o¸�àF{.¯'«;¸�à7È

�

i ¦Ö²2«o¸�´�¯'®§¦'©�¯'Ë;æ=¦�³Sµ�¹SË;Ñ6¥§¹H« Í «o¦6´ + ¨�¸'µ�¹S«TÎy¸'®0´k³S«;¦6´�á
� u��ku#118�q,��Fvyx v � �NÃUÇS½k�

+
ÀtÄ�ÂN¾��9À`ÇS½k�NÁ�À �t½k�V¿=½]Ä��ýÂ,��½k�N� �=Â%À�¼��9ÀgÁ�À·Çµ�iÀ���Ä]À���ÆoÇSÀZ�o¾E½AÂ,��À��=Â U/R  

É�¦âØ×¥§³~´?¶'¹S¥�¹S®Q³
+ Í ¸�¦'³ U/R ¯9ÏÚ¸'¦�«�¨m´kµ�¸�©;´k¸�µ�«�¯'«�ÑQµ�®Q¸�²7«.á

�d� m�u��k�����%vyx v � �W�iÀ���Ä]À���ÆoÇSÀ G = U/R ÀtÄ�Â�¾��âº§¼k½A¾]¿=À�Ã6Æ���Ç���À��%� ��¢]���7¿=½A¾�¼�Ç~ÃªÇS½k�
+  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£��¥å¹S®§³
+
«o¨m´ï´kµ³HÒ�³+¥0¹S« Í «o¦6´Þ¥§¨¨�®�©o³S¥0´k³~ÒQ«§¶J¹ëÏÚË;¹SË Í «o¦6´Þ¦'«;¸�´kµ«·«o¨m´ï¹S¥�©;¹+¥§¨¨�«ð¯'« 0 ¶J«�´ù´�®Q¸�´ùËo¹SË Í «;¦6´«o¨m´�³S¦6ÒQ«;µ�¨³ ã ¹H«�á9¨�³

u
«;¨´�¸'¦'«.©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦N¶9¥§¹S®§µ�¨V¹S¥£©o¹S¥§¨�¨«.¯'« −u «o¨m´�¹�ÏÐ³S¦6ÒQ«;µ�¨«�¯�«.¹+¥ª©;¹+¥§¨¨�«¯'«

u
È

�

é·«;´´k«VØõ®Q³H¨o¶y®Q¦�¥�¯'®Q¦'©å¸'¦£ÑQµ®Q¸'²2«T¥ ã Ëo¹H³S«o¦M³S¦�æ'¦'³�¶ Í ¥§³S¨#æ=¦'³ Í «;¦6´·ÑQË;¦'ËoµË§È�É#¦�«�Ê9«�´?¶�¨�³ ai

«o¨m´
¹�ÏÐ®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µgÎ�¸�³ù¥ ê ®Q¸�´k«�¸'¦ÖÑQµk¥§³H¦Å¨�¸'µ�¹S«�¨�® ÍMÍ «;´ xi

¶=«�´
a−1

i

«;¨´V©o«o¹H¸'³CÎy¸'³Þµ�«;´�³Sµ«�¸�¦»ÑQµ�¥§³S¦Å¨�¸�µ
¹S«U¨® Í�Í «�´ xi

¶E¥§¹H®Qµ�¨ G «o¨m´å¹H«UÑQµ�®§¸'²7«U¯�Ë;æ=¦'³�²=¥0µ�ÑQËo¦'Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨å«�´�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨`¨¸'³HÒ0¥§¦6´�á
G =< a1, . . . , an, a

−1
1 , . . . , a−1

n |r1, . . . , rn, c1,1, c1,2 . . . , cn,n >,® �
∀xi, xj ∈ S, aiaj = ajai [Eq ci,j],«;´

∏

xj

a
∆i,j

j = id [Eq ri].

�C«�¹H³S«o¦Ö¥?ÒQ«;©ä¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«U¯�¸Ö´t¥0¨å¯'«�¨k¥ ã ¹S«�©o¹S¥§¨�¨³SÎy¸'«�«o¨m´U¥§¹H®Qµ�¨`´�µ�Ôo¨å¨�³ Í ²'¹H«§ÈEó�³Þ®§¦Ö©t±'®§³S¨�³~´ xi©o® ÍMÍ «ä²'¸�³H´k¨V¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«§¶2¹S«äÑQµ�®Q¸�²7«�¯�¸¬´t¥§¨T¯�«.¨k¥ ã ¹H«�¯'« Gxi

«o¨m´�³S¨�® Í ®Qµ²'±'«d{ G/(ai = id)
¶

©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«+{ G Îy¸'®0´k³S«;¦6´kË�²=¥§µ�¹+¥�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦I¯NÏÐËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦'©;«T¥§¨¨�®�©o³HËo«+{�¹�ÏÐ³S¯�Ë?¥§¹
< ai >

¶y«o¦�ÑQ«o¦'¯�µ�Ë
²=¥§µ

ai

«;´
a−1

i

È
îQú
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�å¦�²'µ® ã ¹HÔ Í «M©;¹+¥§¨¨�³SÎy¸'«M¹S³HËM¥0¸�à Í ®�¯'Ôo¹H«o¨�¯'«£ÑQµ®Q¸'²2«o¨�³S¦�æ=¦�³S¨�æ=¦'³ Í «o¦6´ä«o¦'ÑQ«;¦'¯'µËo¨�«;¨´.©;«Îy¸NÏÐ®Q¦.¥§²'²2«o¹H¹S«�¹S«�¿2¼k½§ÆoÇ ���ªÀ�Á§¾H�ª½AÂRÈ � ´t¥§¦6´ç¯�®Q¦'¦'Ë;¨ç¯'«o¸�à Í ®§´k¨Þ¨�¸�µï¹�ÏÚ¥§¹H²'±=¥ ã «;´Þ¯'«;¨ïÑQË;¦'Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨;¶®Q¦â¨�«�²2®Q¨�«�¹+¥�Îy¸'«;¨´k³H®Q¦»¯�«�¨�¥?ÒQ®Q³Hµ�¨;ÏÚ³H¹S¨�©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯�«o¦6´V®§¸Ö¦'®§¦»¥§¸ Í Ó Í «UËo¹SË Í «;¦6´g¯'¸»ÑQµ®Q¸'²2«§¶©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«¬¨³V²=¥0µ´t¥0¦y´£¯'¸ ²'µ�« Í ³H«oµ Í ®§´ª«;´â¥§²'²�¹S³SÎy¸=¥0¦y´ª¹S«;¨£µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦'¨;¶ð®§¦°²7«;¸�´£´kµ®Q¸�Ò§«oµ�¹S«¨�«;©o®Q¦�¯NÈ`é·«;¹+¥�µ�«�Ò�³H«o¦6´I{ô¯'Ë�´k«;µ Í ³S¦'«;µ.¨�³g¹S«;¨�¯�«o¸�àò©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨Iµ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´�Ëo«;¨£²=¥§µI¹S«;¨I¯'«o¸�à

Í ®§´k¨�¨�®Q¦6´·¯=¥§¦'¨ð¹+¥ Í Ó Í «g©o¹S¥§¨�¨«V¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦�©o«V®§¸£²=¥§¨;È'é·«å²'µ�® ã ¹SÔ Í «�«o¨´·²=¥§µmØõ®Q³S¨�¯'³ ��©;³S¹S«0¶6©?¥§µ¹+¥�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«�¯�«o¨gµ�«;¹+¥0´�³S®Q¦'¨·²7«;¸�´�Ó;´kµ«�¦'®Q¦ ã ®Qµ¦'Ëo«0È
¤T¥§¦'¨�¦'®§´�µ�«U©o¥§¨g²'µ�Ë;©o³S¨;¶=¹+¥.µ�Ë;²7®§¦'¨�«9{.©o«�´�´k«�Îy¸'«o¨m´k³H®Q¦Ö«;¨´g´kµ³HÒ�³+¥0¹S«äá

�d� m�u��k�����%vyx v � ��À�¿2¼t½§ÆoÇ ���ªÀäÁ§¾ �ª½AÂðÄ�¾�¼�ÇSÀ �ª½oÁ ��ÇSÀUÄoÃ���Ä�¿2¾��ýÂõÄ�Ä]À�¼#�tÄ]½A¾�ÂåÀ��ôÂbÀ��V¿=Äg¿=½AÇ � ��9½k�H�×Ã§Ç  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£

|ï¥§µâ¸'¦'«ôµ�« Í ¥0µ�Îy¸'«ô¯'Ë ê {�Øõ®Qµ Í ¸'¹SË;«§¶�®Q¦ ¨k¥§³~´âÎ�¸�«�¹H«ô²2®Q³H¯'¨�¯NÏÐ¸'¦'«Ì©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦ «;¨´Ö¸'¦³S¦6Ò0¥§µ³+¥§¦6´�¯'«»©;¹+¥§¨¨�«0È`ó�³�¹S«;¨M¯�«o¸�à ©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯=¥§¦6´k«;¨�¥§¸�àò¯'«;¸�à Í ®§´�¨M¯�®Q¦'¦'Ë;¨¦NÏÐ®Q¦6´g²=¥§¨g¹S« Í Ó Í «T²2®Q³H¯'¨o¶=¥0¹S®Qµ¨`¹S«;¨ Í ®0´k¨�¦'«Uµ«o²'µËo¨�«;¦6´k«o¦6´V²=¥§¨�¹S« Í Ó Í «UË;¹SË Í «o¦6´�¯�¸ÖÑQµ®Q¸'²2«§Èé·«;´´k«�²'µ®Q²'µ�³HË;´�Ë�¨«UÒQËoµ³Hæ=«�«;¦â´�« Í ²'¨g¹S³S¦�Ë?¥§³Hµ�«V¨¸'µg¹S«U¦'® Í�ã µ�«�¯'«�¨® ÍMÍ «;´�¨�¯'¸ Í ®�¯'Ôo¹H«§È
ó�³S¦�®Q¦N¶ï®§¦�²7«;¸�´I©t±'®Q³H¨�³Sµ�¸'¦è¨�® Í�Í «;´.¥0¸�±=¥§¨k¥0µ�¯è«;´.¹H¸'³ðØ×¥0³Sµ�« ê ®Q¸'«;µ�¹S«£µ �Q¹S«M¯'¸�²'¸'³~´k¨;È i ¦

¥§²'²�¹S³SÎy¸'«â«o¦�¨�¸'³~´k«»¹ëÏì¥0¹SÑQ®Qµ³H´�± Í «M´k±'«;µ Í ³SÎy¸'«�Õõ©o® Í ²'¹H«�à�³H´�ËÖ²2®Q¹Hß�¦'® Í ³S¥§¹S«£«;¦ ´k« Í ²�¨ Ü ¥0¸�àò¯'«o¸�à©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨;È��«;¨ù¯�«o¸�à�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�®Qµ³SÑQ³H¦=¥§¹H«o¨9¨®Q¦6´ïË;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨ù²2®Q¸'µ R ¨�³y«;´Þ¨�«;¸'¹S« Í «;¦6´¨�³C®§¦Ö® ã ´k³S«;¦6´g¹S«o¨ Í Ó Í «o¨�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨�{�¹ëÏÚ³H¨�¨�¸�«U¯'«�©o«;´å¥§¹HÑQ®Qµ³H´k± Í «0È�¤äÏÐ® �â¹S«UµËo¨�¸�¹H´t¥A´?È
�

��Ïì¥0¹SÑQ®Qµ³H´�± Í «å©o®Qµµ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥§¦6´�«o¨m´�¯'®Q¦'©�¹S«U¨¸'³HÒ0¥§¦6´�á
� 1 ��u��kq!s � ���Evyx,zl'u&prprm�� "§á Mτ , u, u′7rm 	 �Ks

"�q
Poids(u) 6= Poids(u′)

8+1!u�� "��ostu �r�kpK�����Ð¦�®Q¦��
�n�p "�q

q← ChoisirSommetAleatoire(Mτ ) �
Mτ

q ← (Mτ , q) �
uq ← Restriction(u,Mτ

q) �
u′q ← Restriction(u′,Mτ

q) ���ostu �K�)pK�����
AlgoThermique(uq) = AlgoThermique(u′q)

�
�n�p

.�/g���0 21!�%vyx,z�vi ¦.©o®Q¦�¨�³S¯�Ôoµ�«·¹S«`ÑQµ�¥§²'±'«·¨k¥§¦'¨ï²'¸'³H´�¨ç¯'¸ ã ¥A´k«?¥0¸âÕ×©;ØbÈ�<ï³SÑ§¸'µ�«`Ù�ÈHí?îT²=¥§ÑQ«ð©o³ j ©o®Q¦6´�µ�« Ü È i ¦.©o®§¦'¨�³H¯'Ôoµ«¹S«;¨`´kµ®Q³S¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�¨¸'³HÒ0¥§¦6´�«o¨�á

u1 = (0,−1, 2, 3, 1,−2) , u2 = (1,−4, 3, 3,−1,−1)
«;´

u3 = (1,−4, 3, 5,−1,−1).
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x0

x1

x2

x3

x4

x5

�������9Ù�È~í]î ����µ�¥§²'±'«U¯�¸ ã ¥A´k«?¥0¸NÈ

é·«o¨g´kµ®Q³S¨·©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨�³ Í ²'¹S³HÎy¸'«o¦6´`´�µ�®Q³H¨�Î�¸�«o¨´�³S®Q¦�¨�¯�«�´%ß�²2«�²�µ�® ã ¹HÔ Í «T¯'¸ Í ®0´�á

a−1
1 a2

2a
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3a4a

−2
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?
= a0a

−4
1 a3

2a
3
3a

−1
4 a−1
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ÕëÙ�Èì÷�Èì÷ Ü

a−1
1 a2

2a
3
3a4a

−2
5

?
= a0a

−4
1 a3

2a
5
3a

−1
4 a−1
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ÕëÙ�Èì÷�ÈÚÛ Ü

a0a
−4
1 a3

2a
3
3a

−1
4 a−1

5
?
= a0a

−4
1 a3

2a
5
3a

−1
4 a−1

5 .
ÕëÙ�Èì÷�È û Ü

é·«o¨�´kµ®Q³S¨�²'µ® ã ¹HÔ Í «o¨�¨�®Q¦6´�ËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´�¨ä¥0¸�à�´kµ®Q³S¨U²'µ® ã ¹HÔ Í «o¨�¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k¨Iá
u1

?

R u2

Õ�|�µ® ã ¹SÔ Í «
Õ�Ù�Èì÷�ÈÚ÷ ÜÜ ¶

u1

?

R u3

Õ�|�µ® ã ¹SÔ Í «¬Õ�Ù�ÈÚ÷�ÈÐÛ Ü�Ü «;´
u2

?

R u3

Õ�|�µ�® ã ¹SÔ Í «�ÕëÙ�ÈÚ÷�È û Ü�Ü È=|ù®§¸'µ.µ�Ë;¨�®Q¸'¯�µ�«�©o«;¨
²'µ® ã ¹SÔ Í «;¨o¶�®Q¦Ì¥§²'²'¹H³SÎy¸'«I¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «ä²'µËo©;Ëo¯'«;¦y´oÈ i ¦Ì©;® ÍMÍ «o¦�©o«�²=¥§µ�©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ�¹S«I²2®Q³S¯'¨�¯'«;¨©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨Uá

P(u1) = 3 , P(u2) = 1
«;´ P(u3) = 3.i ¦Å²7«;¸�´�¯'Ë ê {IµËo¨®Q¸'¯'µ«ªÕëÙ�ÈÚ÷�Èì÷ Ü «;´�ÕëÙ�ÈÚ÷�È û Ü ¶�©o¥§µ

u1

¦NÏÚ«;¨´�²=¥§¨�Ë;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«�{
u2

«;´
u3

¦'®Q¦Å²'¹H¸'¨oÈ
�g«o¨´�«H{ª¨�¥]Ò§®Q³Sµå¨�³

u1

«�´
u3

¨�®§¦y´TËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨oÈ�|ù®Q¸'µå©o«;¹+¥�¶2®Q¦¬©t±'®§³S¨�³~´V¸�¦4¨�® Í�Í «�´T¥0¸¬±=¥§¨�¥§µ�¯N¶
x3

²=¥0µ�«Rà�« Í ²'¹S«äÕ
q = x3

Ü ¶y«;´ð®Q¦ª¥§²'²'¹H³SÎy¸'«g¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «ð´�±'«oµ Í ³HÎ�¸�«§Èy¤VË;¨�®Qµ Í ¥§³H¨ð®§¦Mµ«o²'µËo¨�«;¦6´k«¯'®Q¦�©�¸�¦'«�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦
u
²=¥§µ�¹H«TÒQ«o©�´k«;¸'µå¯�«�¨«o¨gÒ0¥§¹S«;¸'µ�¨�«;¦

x0, x1, x2, x4

«�´
x5

È��V³S¦�¨�³çá
u
q

1 = (0,−1, 2, 1,−2)
«;´

u
q

3 = (1,−4, 3,−1,−1).
É�¦»¥0²'²'¹S³HÎy¸=¥§¦6´g¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «�´k±'«;µ Í ³SÎy¸'«§¶=®§¦Å´�µ�®Q¸�ÒQ«�¥§¹S®Qµ¨Tá

ũ
q

1 = (1, 2, 0, 1, 1)
«;´

ũ
q

3 = (1, 2, 0, 1, 1).i ¦.«o¦.¯'Ë;¯'¸'³~´�Îy¸'«
u1Ru3

ÈQÉ�¦.«;Ê7«;´o¶Q®Q¦�²2®Q¸�Ò0¥§³~´çµ« Í ¥§µ�Îy¸'«;µçÎy¸'«
u3

²7«;¸�´�Ó;´�µ�«`® ã ´k«;¦�¸�«�{T²=¥§µ´�³Sµ
¯'«

u1

«;¦ÖË ã ®§¸'¹+¥§¦6´g¹H«o¨g¨�® Í�Í «;´k¨ x1

«;´
x4

È��å³S¦'¨³�¶'®§¦â²2«o¸�´åË;©oµ³Sµ�«Iá
a−1

1 a2
2a

3
3a4a

−2
5 6= a0a
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3
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4 a−1
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Chapitre 3
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}QZ\[]ZsY !9a?���§v��?��etpðf=hsl��?lo�~lovyum�yetpðf6etp�lo_%�6_betp Z�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Z �]�
}QZ\[]Zs} !9a?���§v��?��etpðf=hsl��?lo�~lovyum�yetpðf6etp#u"�Quk�{etp Z�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[�#]Y
}QZ\[]Z � !9a?���§v��?��etpðf=hsl��?lo�~lovyum�yetpðf6etp�x]_mlod6�yetpðuta?�Ud6�{eknbp�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[�# �
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}QZsYQZ\[ ^`_mlod6�yetp�p%cyutekn%nbetp ZgZ�ZgZ�ZgZ�ZgZ�Z�ZgZ�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[][R�
}QZsYQZsY ¡Þhia?d�jk_mlon%z{a?v
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}QZs}QZ\[ +çl?p�f6e��~lV_ba?cyegp%z\�Ud6�{e Z�ZgZ�ZgZ�Z�ZgZ�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[RY]}
}QZs}QZsY +çl?p�f6e��~lV_ba?cye���c6�\n%z\d6�{e ZgZ�ZgZ�Z�ZgZ�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[R}]�
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− o −¤T¥§¦'¨.©;«£©t±=¥§²�³H´kµ«§¶ù®Q¦�³S¦6´kµ®�¯�¸'³H´�¹+¥Ö¦'®§´k³H®Q¦Ì¯�«ª¿=½AÇ �)�/.k�ªÀ£Ár� Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=ÀtÄ�¶C«;´�®Q¦�¹+¥âµ�«o¹H³S«I{
©o«;¹S¹H«£¯'«�¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦ ¹S³ Í ³~´k«�¯'«o¨�¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨.¨¸'µI¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«0È�|Þ®Q¸'µ.¹S«;¨.©?¥§¨.¨³ Í ²'¹S«;¨ÅÕë¥0µ ã µ«o¨o¶©;ß�©;¹S«o¨;¶=ÑQµk¥0²'±'«o¨g©;® Í ²�¹S«;´�¨ Ü ¶'¯'Ë;´�«oµ Í ³H¦'«oµ�«Rà'¥0©;´k« Í «;¦6´V¹H«T²7®§¹Hß�¦ � Í «T¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨�¯NÏÚ¸�¦âÑ§µk¥§²'±�««o¨m´g¸'¦�²'µ® ã ¹SÔ Í «V¥§¨�¨«��TØ×¥§©;³S¹H«§È i ¦�Ë;´k¸�¯'³S«T¯�«o¨�©?¥0¨`²'¹S¸�¨`©o® Í ²'¹H«�à�«o¨`¯'¥§¦'¨�¹+¥�¯'«o¸�à�³HÔ Í «T¨�«;©;´�³S®Q¦NÈé·«o¨�¯'«;¸�àÅ¨�«;©;´�³S®Q¦'¨gØõ®Q¦6´g¹�ÏÐ® ã�ê «�´g¯NÏÐ¸'¦ Í Ó Í «�¥§µm´k³S©;¹S«IÕõ©;ØbÈ �Ðî � Ü È¤T¥§¦'¨�¹S¥M´kµ®Q³S¨³SÔ Í «�¨�«o©�´k³H®Q¦N¶N®Q¦4Ë�´k¸'¯�³S«.¹S«ä©?¥§¨U¯'«ä¹+¥£µ�®§¸'«§¶7Î�¸�³�²7«;¸�´UÓ;´�µ�«�Ò�¸'«I©o® ÍMÍ «ä¸'¦�«ÑQµ³S¹S¹H«�¥?ÒQ«;©·¯'«;¨ù©;®Q¦'¯'³~´k³S®§¦'¨Þ¥§¸�à ã ®Qµ�¯'¨�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³SÔ;µ�«o¨;È��ÏÚ³H¦y´�ËoµÓ;´�Ò�³S«o¦6´ù¯'¸�Ø×¥0³H´�Îy¸'«�¹+¥g¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦¹S³ Í ³~´k«U²'µËo¨«o¦6´k«�¯�«o¨T²'³H©o¨å³S¦'±=¥ ã ³H´�¸'«o¹H¨�²2®Q¸'µå¸'¦¬ÑQµ�¥§²'±'«�¨�³ù²'µ�®�©t±'«ä¯�«ä¹+¥�ÑQµ�³H¹S¹H«�¥]Ò§«o©.¯'«;¨ ã ®Qµ�¯�¨²=¥§µm´k®Q¸�´g®Q¸�ÒQ«;µ´�¨oÈ7é·«�²'µ�® ã ¹SÔ Í «U«o¨m´g´kµk¥0³H´kËU¯'¥§¦'¨ �ìÙ)��¶EÙQÙ�¶9í � �ëÈ
É�¦�æ=¦N¶6¯=¥0¦'¨#¸'¦'«g¯'«oµ¦'³SÔ;µ�«g¨�«;©;´�³S®Q¦N¶§®Q¦ Í ®Q¦6´�µ�«�©o® ÍMÍ «o¦6´�«�´ð¯'¥§¦'¨�Îy¸'«o¹E¨«o¦'¨;¶6³S¹'«;¨´#´k®Q¸ ê ®Q¸'µ�¨²2®Q¨�¨³ ã ¹H«�¯'«ð©;®Q¦'¨m´kµ�¸�³Sµ�«#¸'¦�ÑQµ�¥§²'±'«#²2®Q¸'µ�¹S«;Î�¸�«o¹y¹+¥�¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦U¯'«o¨ù¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨�«o¨m´ç¥§¸�¨�¨�³y²'µ®�©t±�«Îy¸'«�¹�ÏÐ®Q¦£ÒQ«;¸�´V¯9ÏÚ¸'¦�«�¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦�¯'®Q¦�¦'Ëo«0È

− o −
úQ÷



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,
�?.�0 �b:=<PS��
	�R 2�����U�Z:�7 � 2ZV 8;:=2�R JM2Z:�B >Z79B
��Y\[]Y^[ � "b&���hè&���f�$'& � � ��� �����	&gh a cõ!��ï! � !���� 	 &ghñ&�f aå"¾h�f�$'" �` f�"b� �+h
�å¦�¯'«o¨�²'µ® ã ¹HÔ Í «o¨C©o«;¦6´kµk¥0¸�à�¯'¸ Í ®�¯'Ôo¹H«ç«o¨m´Þ©o«o¹H¸'³6¯'«#¹+¥`¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦T¯'«;¨ï¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨Þ¹H®Qµ�¨9¯'¸

ê «o¸M¯'Ëo©;µ�³~´Q{�¹+¥�ó�«;©;´k³H®Q¦âíQÈì÷�È�ó�®Q¦ª¥0¹S¹S¸�µ�«�¨�¸�µð¹S¥�ÑQµ³S¹H¹S«`«;¨´Q{�¹ëÏÚ®Qµ³SÑQ³H¦'«`¯'«�¹�ÏÐ³S¦6´�Ëoµ�Ó�´�¯'«o¨ð²'±6ß�¨³S©;³S«o¦�¨
²2®Q¸'µI¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«0¶ç©o® ÍMÍ «�®Q¦ ¹ëÏì¥¬Ò�¸ò¥§¸qé·±'¥§²'³H´�µ�«�íQÈ�é·® Í�Í «â®§¦ò¹ëÏì¥�¥§¸'¨¨�³g¯'Ë ê { Í «o¦6´k³H®Q¦'¦'Ëµk¥0²'³S¯'« Í «;¦6´?¶�©o«�´�´�«»¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦�«o¨´ª¹S³HËo«Å¥§¸ò²7®Q¹~ß�¦ � Í «�Ëo¦y¸ Í Ëoµk¥0¦y´ª©o«;¨ Í Ó Í «o¨�¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨o¶
Í ¥§³S¨`¨«o¸'¹H« Í «o¦6´�¨�¸'µg¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S«U¯�«o¨�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨oÈó�®Q³~´

u
¸'¦�«T©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ªµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«U¨�¸�µ·¹S«g´t¥0¨·¯'«T¨�¥ ã ¹H« Gq

È i ¦�¥§²�²7«;¹S¹S«�Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=À#¿2¼�� � ����ì¿�Ã§ÇSÀå´k®Q¸�´�«U¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«T® ã ´�«o¦y¸'«�¥§²�µ�Ôo¨·¹�ÏÚ¥ ê ®Q¸�´·¯NÏÚ¸�¦'«T²=¥§µm´k³H©o¸'¹H«V¨�¸�µ`¸'¦�¨�³~´k« xi

È i ¦�¦'®§´�«U¥§¹H®Qµ�¨
adGq

(u, xi)
¹+¥ÅÂ Ã��ýÇýÇSÀä¯'«�©o«;´´k«.¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«0È � ´k®Q¸�´ Í ®�¯'Ô;¹S«�¯'«�´k¥§¨V¯�«ä¨k¥ ã ¹S« Gq

¶2®Q¦¬²2«o¸�´U¥§¹H®Qµ�¨
¦=¥0´�¸'µ�«;¹S¹H« Í «o¦6´�¥§¨¨�®�©o³S«;µT¸'¦�²2®Q¹Hß�¦ � Í «�Ë;¦�¸ Í Ë;µk¥§¦6´�¹S«;¨T´t¥§³H¹S¹H«o¨�¯'«I¨�«o¨�¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨U²�µ�³S¦�©o³S²'¥§¹S«;¨oÈé·«�²7®§¹Hß�¦ � Í «U«o¨m´å¯�®Q¦'¦'Ë�²=¥§µUá

AvGq
(z) :=

∑

u∈Rec

n∑

i=1

zadGq (u,xi) =
∑

αkz
k,

® �
αk

«;¨´â¹S«�¦'® Íäã µ�«�¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨Å²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹H«o¨�¯'«�´t¥§³H¹S¹H« k È i ¦ ¥§²'²2«o¹H¹S«4©o«�²2®Q¹Hß�¦ � Í «4¹H«¿=½AÇ �k�/.k�ªÀ�Ár� Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=ÀtÄU¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S« Gq

È i ¦Å²7«;¸�´�µ�« Í ¥§µÎy¸'«oµgÎy¸'« AvGq
(1)
«o¨´g´�®Q¸ ê ®Q¸'µ¨gËoÑ6¥§¹{

n
Øõ®Q³H¨·¹H«V¦'® Íäã µ�«T¯9Ïì¥§µ ã µ�«;¨�©o®Q¸�Ò�µ�¥§¦6´k¨�¯'¸�Ñ§µk¥§²'±�« G ¶�Îy¸'«o¹9Î�¸�«U¨�®Q³~´ G È'É�¦Å²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµo¶y©;«;´�´�«Ò0¥§¹S«;¸'µ�«o¨´ª³S¦'¯�Ëo²2«o¦'¯=¥0¦y´�«»¯'¸ ©t±'®Q³~àò¯'¸ò²'¸'³~´k¨

q
È�É�¦qµ«;Ò0¥§¦'©t±'«0¶·¹H«Ö²2®Q¹Hß�¦ � Í «Å¹S¸�³ j Í Ó Í «�«o¨m´¯'Ë;²7«;¦'¯=¥§¦6´å¯'«�©o«�©t±'®Q³{àÅ¹+¥�²'¹H¸'²=¥§µm´g¯'¸Å´k« Í ²'¨;Èé·«�²7®§¹Hß�¦ � Í «ð«;¨´#³H¦yÒ0¥§µ³+¥§¦6´ù²=¥§µ��SÄ]½k�ª½A¼%¿+*��SÄ��ªÀ�Á�À �ª½oÁ ��ÇSÀtÄ�Á�ÀgÂ�ÃAÄ�Á�ÀðÄoÃ6ÆoÇSÀ�È)�å³S¦'¨³�¶A¨�³

ψ
«o¨m´

¸'¦�¥§¸�´�® Í ®Qµ�²'±�³S¨ Í «·¯�« G ´k«;¹=Îy¸'« ψ(q) = q′
¶6¥§¹S®§µ�¨

AvGq

«;´
AvGq′

¨®Q¦6´�ËoÑ6¥§¸�à9ÈQÉ#¦�²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶
¨�³ï²7®Q¸�µT´k®Q¸�´T©o®Q¸'²�¹S«.¯'«.¨® ÍMÍ «;´�¨ (xi, xj)

¯'¸�ÑQµk¥§²�±'«
G
¶N³S¹ù«�à�³S¨m´k«.¸'¦ Ã§¾�Â%½k�ª½A¼ ¿+*��SÄ��ªÀ�¯�«

G´k«;¹çÎy¸'«I¹�ÏÐ³ Í ¥§ÑQ«�¯'« xi

«o¨m´
xj

¶C¥§¹H®Qµ�¨V¹S«�²2®Q¹Hß�¦ � Í « AvGq

«o¨m´�³S¦'¯'Ë;²7«;¦'¯=¥§¦6´�¯'¸�©t±'®§³~à�¯'¸�²'¸�³H´k¨
q
ÈEÉ�¦Ö©;®Q¦'¨ËoÎy¸'«o¦�©o«§¶2®Q¦â²=¥§µ¹S«T¯'¸â²2®Q¹Hß�¦ � Í «U¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨g¯'¸âÑQµk¥§²�±'« G «;´g®Q¦âËo©;µ�³~´ AvG

²=¥§µ
¥ ã ¸�¨�¯9ÏÚË;©oµ�³~´k¸'µ«§È
.�/g���0 21!� $yx,z
éVÏÐ«o¨´�¹H«T©?¥§¨�¯�«�¹S¥�Ø×¥ Í ³S¹H¹S«g¯'«o¨g©�ß�©;¹S«;¨�²'¥§µ`«�à�« Í ²'¹H«§È=É�¦Å«;Ê7«;´o¶=¨�®Q³~´ x0, x1, . . . , xn

¹S«;¨`¨�® Í�Í «;´k¨¯'¸�©�ß�©;¹S«
Cn+1

²=¥§µ�©;®Q¸'µ¸'¨`¯=¥§¦�¨�¹S«V¨«o¦'¨`´�µ�³HÑQ®Q¦'® Í Ë;´�µ�³HÎ�¸�«§È�ó�³ + «;¨´g¹�ÏÚ¥§¯'¯�³H´k³H®Q¦�¯=¥§¦'¨`¹H«TÑQµ®Q¸'²2«
Z/(n+1)Z

¶�¥§¹H®Qµ�¨�¹�ÏÚ¥§²'²'¹H³S©o¥0´k³H®Q¦
ψi,j
Î�¸�³�{�¸'¦£¨�® ÍMÍ «;´ xk

¯�«
Cn+1

¥§¨�¨®�©;³S«�¹S«�¨�® Í�Í «;´ xk+j−i³S¦�¯'¸'³H´`¸'¦»¥0¸�´k® Í ®Qµ²'±'³S¨ Í «V¯'« Cn+1
´k«;¹CÎ�¸�«�¹ëÏÚ³ Í ¥§Ñ§«å¯'¸â¨�® ÍMÍ «;´ xi

«o¨m´
xj
È|�µ�«;¦'®Q¦'¨

n = 2
²'¥§µ`«�à�« Í ²'¹H«§È��C«;¨`´kµ�®§³S¨`©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨ðµ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨�¯'¸Å©;ß�©o¹H«

C3

¯�«U¹S®Q¦'Ñ§¸'«o¸'µ
3
¨�®§¦y´ Í ®Q¦6´kµËo«o¨g¨¸'µå¹S¥=<ï³SÑ§¸'µ�«U÷�ÈHíQÈ

111 1 0 0

�������2÷�È~í ��é·®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨å¨�¸'µ
C3

È

�C«o¨�´t¥§³H¹S¹S«;¨V¯'«;¨ä¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨�²�µ�³S¦�©o³S²'¥§¹S«;¨U¨�®Q¦6´
2, 2
²2®Q¸'µ�¹+¥£²�µ�« Í ³SÔ;µ�«I©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4µ�Ë;©o¸'µ¾jµ�«;¦6´k«

� 0, 1
«�´

1, 0
²2®Q¸'µI¹S«;¨.¯'«o¸�àò¥§¸�´kµ«o¨I©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨;È�Ý%¹`«o¨m´ª©;¹+¥§³Hµ�Îy¸NÏÚ®§¦ò® ã ´k³S«;¦'¯'µ�¥§³H´.¹S¥

ú§Û



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(

Í Ó Í «U©t±'®Q¨�«�¨�³C¸�¦»¥§¸�´kµ�«U¨® Í�Í «�´�¥]Ò0¥§³~´�Ë;´�Ë�©t±'®Q³S¨³C©o® Í�Í «U²'¸'³H´�¨oÈ�V³H¦'¨�³9¹S«U²2®Q¹Hß�¦ � Í «U¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨g¯'« C3

«;¨´�á

AvC3(z) = 2 + 2z + 2z2.

�

− o −
ó�®Q³~´ X = {xi1 , xi2 , . . .}

¸'¦M´�³Sµ�¥§ÑQ«�¥§¹SËo¥0´k®§³Sµ�«�Õõ¸'¦'³~Øõ®Qµ Í « Ü ¯'«�¨�® Í�Í «;´k¨#µËoÑQ¸'¹H³S«;µ�¨�¯'¸ Í ®�¯�Ôo¹S«
Gq

¶�«�´ T = (u0, u1, u2, . . .)
¹+¥�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«�¯'«;¨`©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨ð¨´t¥ ã ¹S«;¨`Îy¸'³N¥§²�²=¥§µk¥0³S¨�¨«o¦6´�¯=¥0¦'¨`¹S«²'µ®�©;«o¨�¨¸'¨o¶yÎy¸=¥§¦�¯M¥0¸I´�« Í ²'¨ t > 0

¶0®Q¦�¥ ê ®Q¸�´�«�¸'¦IÑQµk¥§³H¦�¨�¸�µ�¹S«`¨® ÍMÍ «;´ xit

¯'«�¹+¥T©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦
ut−1

«;´·Î�¸9ÏÚ®Q¦ª«;Ê7«o©;´�¸'«T«;¦'¨�¸'³~´k«å¹+¥�µ«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦NÈ i ¦ª¦'®0´k«T¥0¹S®Qµ¨ LT (ul)
¹+¥�¹S®Q¦�ÑQ¸'«o¸�µ

adGq
(ul, xil)¯'«£¹ëÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«M²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹S«I¨¸'µ

ul

«;¦
xil

È�|ï¥§µ�¯'Ë;æ=¦�³H´k³H®Q¦N¶Þ³S¹�«�à�³S¨m´k«£¸�¦�«o¦6´k³H«oµ
M
´�«o¹ðÎ�¸�«�¹S«o¨

©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�¯NÏÐ³S¦�¯'³S©;«U²'¹S¸'¨�Ñ§µk¥§¦'¯âÎy¸'«
M
¨®Q³S«;¦y´�´�®Q¸�´�«o¨gµ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨oÈi ¦Ö¦'®0´k« T k ¹S«T´k³Hµk¥§Ñ§«U¯'«o¨ k + 1

²'µ« Í ³SÔoµ«o¨g©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�á T k = (u0, u1, u2, . . . , uk)
¶=«�´

P k(t)
¹S«U²2®Q¹Hß�¦ � Í «TÑQË;¦'Ëoµ�¥0´k«;¸'µg¯'«o¨å¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨g¯'« T k ¯'Ë�æ=¦'³�²=¥§µUá

P k(t) =
∑

0≤l<k

tLT (ul).

�C«ð©;®�« ��©o³S«;¦6´
ti
¯�«ð©;«·²2®Q¹Hß�¦ � Í «#¯'³HÒ�³H¨�Ë�²=¥§µ k ³H¦'¯'³SÎy¸'«�¹+¥g²'µ®Q²7®§µ´k³H®Q¦�¯NÏÚ¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨ï²'µ³S¦'©;³S²=¥0¹S«o¨¯'«V´k¥§³S¹H¹S«

i
¯'¥§¦'¨`¹H«å´k³Hµk¥§Ñ§« T k È i ¦�¨�¸�²'²7®§¨�« k ²�¹S¸'¨`Ñ§µk¥§¦'¯ªÎ�¸�« M È�|Þ®Q¸'µ`©t±=¥0Î�¸�«U©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦

µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«
u
¶#®Q¦ ¦�®§´k«

γl
k(u)
¹S«Å¦'® Íäã µ�«â¯'«ÅØõ®Q³S¨IÎy¸'«

u
¥0²'²=¥§µ�¥)}S´I¯=¥0¦'¨ T k {�¸'¦ò³S¦'¯'³H©o«

m¨�¸�²7Ë;µ�³S«;¸'µ'{
M
«;´ÅÎy¸'«

xim = xl
È i ¦ ²7«;¸�´Å¥§¹H®Qµ�¨ª¯'Ëo©;® Í ²2®Q¨«oµ£¹H«¬²7®§¹Hß�¦ � Í « P k(t)

¯'«4¹S¥
Í ¥§¦'³SÔ;µ�«T¨¸'³HÒ0¥§¦6´�«�á

P k(t) =
∑

0≤l<M

tLT (ul) +
∑

u∈Rec

n∑

i=1

γi
k(u)t

adGq (u,xi).

é·® Í�Í «å¹+¥ä²�µ�® ã ¥ ã ³S¹H³H´kË�¹S³ Í ³~´k«g¯NÏÚ¥§²'²=¥0µ�³H´�³S®Q¦ª¯'«o¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨·µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨g¯=¥§¦'¨�¹H«V´k³Hµk¥§ÑQ« T«o¨m´�¸'¦'³HØõ®§µ Í «§¶9«�´�Îy¸'«M©;«o¹H¹S«�¯NÏÐ¸'¦ô¨�® Í�Í «;´UµËoÑQ¸'¹H³S«;µT¯=¥§¦'¨�¹H«�´k³Sµ�¥§ÑQ« X ¹�ÏÐ«o¨m´�¥§¸'¨�¨³�¶N²2®Q¸'µT´�®Q¸�´�«©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«
u
«;´�²2®Q¸'µT´k®§¸�´�¨�® Í�Í «�´Uµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ xi

¶N¹+¥£Ò0¥§¹S«;¸'µ
γi

k(u)/k
´�«o¦'¯�ÒQ«;µ�¨

1/n|Rec| Îy¸=¥§¦'¯ k ´�«o¦'¯ Ò§«oµ¨.¹�ÏÐ³S¦�æ=¦�³�Èr��¥»¯'³S¨m´kµ³ ã ¸�´�³S®Q¦ D Îy¸'«£¹�ÏÐ®Q¦ ©t±�«oµ�©t±�«§¶�©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«M¹+¥
¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦�¹S³ Í ³H´�«å¯�«o¨�¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨g¯=¥§¦'¨�©o« ê «;¸âÒ§Ëoµ�³~æ=«Iá

D(t) = lim
k→+∞

P k(t)

k
=
∑

u∈Rec

n∑

i=1

tadGq (u,xi)

n|Rec| .

~»¥§³H¨o¶'²'¥§µg¯'Ë;æ=¦�³H´k³H®Q¦4á
AvGq

(z) =
∑

u∈Rec

n∑

i=1

zadGq (u,xi),

¥§³H¦'¨�³çá
D(t) =

AvGq
(t)

n|Rec| .
Õ×÷�ÈHí§ÈHí Ü

ú6û



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,
�V³H¦'¨�³ë¶ D «o¨m´T¹+¥�¦'®Qµ Í ¥§¹H³S¨�¥0´k³H®Q¦Å¯'¸¬²2®Q¹Hß�¦ � Í «�¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨ AvGq

(t)
¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S« Gq

È7¤V« Í ¥kj
¦'³HÔoµ�«#ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S«0¶?®Q¦�¥§²'²2«o¹H¹S«gÁ��SÄ�Â×¼��×Æo¾�Â,��½k�MÁr� Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=ÀtÄ#¯NÏÐ¸'¦ Í ®�¯'Ôo¹H« Gq

¹S«�²2®Q¹Hß�¦ � Í «�¦'®§µ Í ¥§¹S³H¨�Ë
D Èùé·® Í�Í «�®Q¦ô´kµk¥?Ò0¥§³H¹S¹S«.¨¸'µä¯�«o¨äÑ§µk¥§²'±�«o¨äæ=¦�³S¨o¶�®Q¦�¦NÏÚ¥»²=¥§¨ ã «;¨�®Q³H¦Ì¯NÏÐ³S¦6´kµ®�¯�¸'³Sµ«�¯�«o¨�¨Ëoµ�³H«o¨;Èé·«o²2«o¦�¯=¥§¦6´?¶ð©o«o¨M¦'®§´�³S®Q¦'¨�¨�«ÖÑQËo¦�Ëoµk¥0¹S³S¨«oµ�¥§³S«;¦y´�²=¥0µª¯'«;¨ª¨�Ë;µ�³H«o¨ª¯'¥§¦'¨ª¹H«Ö©;®Q¦6´k«Rà�´�«¬¯'« Í ®�¯'Ô;¹S«o¨¯'Ë�æ=¦'³S¨g¨¸'µg¯'«o¨�ÑQµk¥0²'±'«o¨�¥?ß6¥0¦y´�¸'¦â¦'® Íäã µ�«�³S¦�æ=¦'³N¯'«�¨® ÍMÍ «;´�¨oÈ

− o −

��Y\[]Y«X � � ��� � �ð�	&gh adc×!��ù! � !���� 	 &gh aV&ghè!�$ å$'&gh
ó�³
G
«o¨´�¸'¦ô¥§µ ã µ�«0¶C¥§¹H®Qµ�¨ T = Gq

¦NÏÚ¥�Îy¸NÏÚ¸�¦'«I¨�«o¸�¹S«.©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«§ÈÞÉ�¦�«;Ê7«;´?¶
¹S«�ÑQµ�¥§²'±'«å¨�®Q¸'¨¾j ê ¥§©;«o¦6´`¦9Ïì¥äÎy¸NÏÐ¸'¦�¥0µ ã µ«V©o®§¸�Ò�µk¥§¦6´?¶�¹S¸�³ j Í Ó Í «§È6é·® ÍMÍ «�¹+¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦ Í ¥Aà�³ j
Í ¥§¹S«0¶7©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«�¹+¥ª©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦4²2®Q¸'µV¹+¥§Îy¸'«;¹S¹S«�´k®§¸'¨U¹S«;¨T¨�® Í�Í «;´k¨åµ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ¨T¨�®Q¦6´äÄoÃ§Â×¾�¼#�tÄ�¶«o¨m´·´�®Q¸ ê ®Q¸'µ¨·µËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«§¶�©§ÏÐ«o¨´·¹�ÏÐ¸'¦'³HÎ�¸�«V©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«U¯�¸ Í ®�¯'Ô;¹S«§È i ¦£¹S¥�¦�®§´k«

uT

Èi ¦»¥.¯'®§¦'©
uTi

= di − 1
²7®Q¸�µ`´k®Q¸�´g¨® Í�Í «�´gµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ xi

È
¤T¥§¦'¨U¹S¥ª¨�¸�³H´k«0¶9®Q¦�µ«o²'µËo¨�«;¦6´k«I¹�ÏÚ¥§µ ã µ�«ä¯�«�´k«o¹H¹S«�¨�®Qµm´k«�Îy¸'«I¹S«�²'¸'³~´k¨T«;¦ô«;¨´�¹S¥Mµk¥0©o³S¦�«§ÈCéVÏÐ«o¨m´¨�³ Í ²�¹S« Í «o¦6´�¸�¦'«�©o®Q¦6ÒQ«;¦6´k³S®§¦»¯'«�µ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´k¥0´k³H®Q¦N¶=Îy¸'³C¦NÏÚ¥�¥§¸'©o¸�¦'«�³S¦'©;³S¯'«;¦'©o«�¨�¸�µ�¹H«o¨�µËo¨�¸�¹H´t¥A´k¨oÈ

�å¦�¥0µ ã µ«�«o¦'µ�¥§©o³H¦'Ë.«o¨m´U¯'®Q¦�©.²'µ�Ë;©o³S¨Ë Í «o¦6´�¸'¦¬´k¥§¨T¯'«.¨�¥ ã ¹S«0¶9©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«�¸'¦�ÑQµk¥0²'±'«�¯'®§¦y´T¸'¦
¨�® ÍMÍ «;´·¥�Ë;´�ËT¯'³S¨m´k³H¦'ÑQ¸'Ë �

©§ÏÐ«o¨m´�²2®Q¸'µ�Îy¸'®§³9®Q¦£²2«o¸�´�¦'®§´�«oµ
T = Gq

¨³
T
«o¨m´�¸'¦Å¥§µ ã µ�«å«o¦'µ�¥§©o³H¦'Ë§È� ê ®Q¸�´k«oµV¸'¦'«�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H«�¨¸'µT¸'¦4¨® Í�Í «�´ xi

²'µ®]ÒQ®�Î�¸�«.¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´V¯'«�´k®Q¸'¨V¹S«o¨å¨�® Í�Í «;´k¨¯'¸M¨�®Q¸'¨¾jb¥§µ ã µ�«�¯'« T «;¦'µk¥§©;³S¦'Ë�«o¦ xi

È���Ïì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«g¨oÏÚ¥§µµ�Ó;´�«å¨³
xi

«;¨´�æ=¹S¨#¯'¸M²'¸'³H´�¨oÈ�ó�³H¦'®Q¦N¶y¥0²'µ�Ô;¨
©o«�´�´�«â²�µ�« Í ³SÔ;µ�«£¨ËoÎy¸'«;¦'©o«â¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´k¨o¶ï¹S«£²2Ôoµ« xj

¯'«
xi

µ�«M�o®Q³~´.¸'¦'«�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H«ªÎy¸'³�³H¦'³H´�³S«
¥§¹H®Qµ�¨`¹ëÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´·¯'«U´k®Q¸�¨�¹S«o¨·¨�® Í�Í «�´k¨�¯'¸Å¨®Q¸'¨^j%¥§µ ã µ�«U¯'« T «o¦'µ�¥§©o³H¦'ËU«o¦ xj

È��V³H¦'¨�³ë¶�®Q¦Å¥.¹+¥
µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�¯�«�µËo©;¸'µ�µ«o¦'©;«�¨¸'³HÒ0¥§¦6´k«Iá

adT (uT , xi) = adT (uT , xj) + ti,
Õ×÷�ÈHí§È Ù Ü

¨�³
ti
«o¨´·¹+¥U´t¥§³H¹S¹H«�¯'¸ª¨®Q¸'¨^j%¥§µ ã µ�«V«;¦'µk¥0©o³S¦�Ëå«;¦ xi

¶y©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«�¨�®Q¦ª¦'® Í�ã µ«å¯�«å¨® ÍMÍ «;´�¨TÕõµk¥§©;³S¦'«³S¦�©o¹S¸�¨�« Ü È
.�/g���0 21!� $yx v
ó�³�®Q¦ô¦'®§´�«

Lk
¹S¥�¹S³SÑ§¦'«�©o®§¦'¨´�³H´k¸�Ëo«I¯'«

k + 1
¨�® Í�Í «�´k¨�¦'®§´�Ëo¨�¯=¥§¦�¨�¹ëÏÚ®§µ�¯'µ« x0, x1, . . . , xk

¶N«�´
´k«;¹S¹H«TÎy¸'«�¹H«U²'¸'³~´k¨

q
«;¨´

x0

Õõ©;ØbÈ+<ï³HÑQ¸'µ«�÷�È Ù Ü ¶=¥§¹H®Qµ�¨·¹+¥.µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�Õ×÷�È~íQÈ Ù Ü ¯'«;Ò�³S«;¦6´�á

adT (uT , xi) =

{
k

¨³
i = 1,

adT (uT , xi−1) + (k + 1− i) ¨�³
2 ≤ i ≤ k.

x1x0 x2 xkxk−1

· · ·
�������2÷�ÈìÙ �6�C« Í ®�¯'Ô;¹S«T¯'«�¹S¥�¹S³SÑ§¦'« Lk

È

¤äÏÐ® �ôá
adT (uT , xi) = ki− i(i− 1)

2
=
i

2
(2k − i+ 1).

Õë÷�È~íQÈÚ÷ Ü
�

úQø



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(

− o −��Ï°�å¹SÑQ®Qµ³H´�± Í «ð÷�È~í�©?¥§¹H©o¸'¹H«·¹H«o¨ïÒ0¥§¹H«o¸'µ¨ç¯'« ti ²2®Q¸'µï´�®Q¸�´�¨® Í�Í «�´çµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ xi

¨�³�®Q¦.¹S¸'³�Øõ®Q¸'µ¦'³H´
¹S«�´t¥ ã ¹S«?¥0¸¬¯'«o¨U¹H³S¨m´k«o¨å¯'«�æ=¹H¨VÎy¸'³ç¯'Ë�æ=¦'³~´T¹�ÏÚ¥§µ ã µ�«0¶9«;´T¹S«ä¨® Í�Í «�´

q
Îy¸'³ï«;¦ô«;¨´U¹S¥ªµk¥0©o³S¦�«§È9éVÏÚ«;¨´

¸'¦Ö¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «VµËo©o¸�µ�¨�³~Øï«�´�¨k¥I©o® Í ²'¹S«Rà�³H´kËV«o¨´�¹H³S¦'Ëo¥§³Sµ«T²=¥§µ�µ�¥§²'²2®Qµ´�¥§¸Å¦'® Í�ã µ�«�¯'«�¨® ÍMÍ «;´�¨oÈ
� 1���u&�kq s � ����$yx�z 3 � 8+1 � � 1!��� � 8
	 � 8�q 11,� 
�u �2" � � 	r���" �6� ��:l;u&p=pKm�� "§á�¥ï¥ ã �C³S¨´�« <ï³H¹S¨;¶sà
7Km 	 �gs

"�q�¥ù¥ ã �C³H¨´k« <ï³S¹H¨ � à � 6= ∅ 8;1,u���"
t := 1 � Au �K�

y ∈ ¥ù¥ ã �C³H¨´k« <ï³S¹H¨ � à � � 8�q!��
é`¥0¹S©o¸�¹S«oµ\¥ï¥ ã ¥ï¥0³S¹S¹H«]ó�®§¸'¨µ�åµ ã µ«o¨ �g«o©QÕ,¥ù¥ ã �C³S¨m´k« <ï³S¹H¨o¶sß Ü �
t := t+

¥ù¥ ã ¥ù¥§³S¹H¹S«?ó�®Q¸'¨\�Vµ ã µ�«o¨ �sß � �n�p  Au �r�¥ï¥ ã ¥ï¥§³H¹S¹H«]ó�®Q¸�¨µ�Vµ ã µ�«;¨ � à � := t �"�q,pru&p¥ï¥ ã ¥ï¥§³H¹S¹H«]ó�®Q¸�¨µ�Vµ ã µ�«;¨ � à � := 1 �n�p2"�qn�p
�6m " � 1 s98�s6á�¥ù¥ ã ¥ù¥§³H¹S¹S«?ó�®Q¸'¨\�Vµ ã µ�«;¨
��Ï°�å¹SÑQ®Qµ³H´�± Í «ð÷�ÈìÙT¸�´k³H¹S³S¨«·¹S¥Vµ�«;¹+¥0´�³S®Q¦ÅÕ×÷�È~íQÈ Ù Ü ²7®§¸'µç©?¥0¹S©o¸�¹S«oµï¹+¥å´k¥§³S¹H¹S«�¯'«o¨�¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨�²'µ³S¦'©;³ j²=¥§¹H«o¨ð¯NÏÚ¸�¦Å¥§µ ã µ«V¯'« Í ¥§¦�³SÔoµ«åµËo©;¸'µ�¨³HÒQ«0¶'Ë;´k¥§¦6´`¯'®§¦'¦'ËT¹H«å´t¥ ã ¹S«o¥§¸ª¯'«V¹+¥�´k¥§³S¹H¹S«�¯'«;¨�¨�®Q¸�¨^jb¥0µ ã µ«o¨oÈ
� 1���u&�kq s � ����$yx v 3 � 8+1 � � 1!��� � 8�q 11,� � �;8+1 8�p � � � " �6� ��:l;u&p=pKm�� "§á�¥ï¥ ã �C³S¨´�« <ï³H¹S¨;¶°¥ù¥ ã ¥ù¥§³S¹H¹S«?ó�®Q¸'¨\�Vµ ã µ�«o¨;¶sà
7Km 	 �gs

 Au �r�
y ∈ ¥ï¥ ã �C³S¨´�« <ï³H¹S¨ �ià � � 8�q,��

"�q
x = q

8+1!u���"¥ù¥ ã ¥ù¥§³H¹S¹S«M�ÞÒ0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨ �iß �
:=

¥ù¥ ã ¥ù¥§³S¹H¹S«]ó�®Q¸'¨µ�åµ ã µ«o¨ �sß � �é`¥0¹S©o¸�¹S«oµ\¥ï¥0³S¹S¹H«���Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨ ��«;©.ÕmÈ~¶~ÈH¶sß Ü
�"�q�pKu&p¥ù¥ ã ¥ù¥§³H¹S¹S«M�ÞÒ0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨ �iß �

:=
¥ù¥ ã ¥ù¥§³S¹H¹S«]ó�®Q¸'¨µ�åµ ã µ«o¨ �sß �

� ¥ï¥ ã ¥ï¥§³H¹S¹H«���Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨ � à �
�é`¥0¹S©o¸�¹S«oµ\¥ï¥0³S¹S¹H«���Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨ ��«;©.ÕmÈ~¶~ÈH¶sß Ü

�n�p "�qn�p  Au �K�
n�p
�6m " � 1 s98�s6á�¥ù¥ ã ¥ù¥§³H¹S¹S«M�ÞÒ0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨

.�/g���0 21!� $yx�$��¥ <ï³HÑQ¸'µ�«»÷�ÈÚ÷Ì²=¥§ÑQ«Ö¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k«¬¯'®§¦'¦'«¬¸'¦°«Rà�« Í ²'¹S«0È i ¦°¥Ì³H¦'¯'³SÎy¸'ËÖ¹+¥�´k¥§³S¹H¹S«�¯'«»¹�ÏÚ¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«
²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«T«o¦

xi

¥§¸Å¦'³HÒ§«?¥§¸â¯'¸â©o«;µ�©o¹H«�µ�«o²�µ�Ëo¨«o¦6´t¥0¦y´
xi

È
ú �



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,

Û

�

î î

�

î ú

ít�

î î î

�������7÷�ÈÚ÷ � �å¦Ö¥§µ ã µ«�«o¦'µ�¥§©o³H¦'Ë T1
«;´�¹H«o¨�´t¥§³H¹S¹H«o¨·¯�«�¨«o¨å¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨g²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹H«o¨oÈ

�C«�²2®Q¹~ß�¦ � Í «V¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨å¯'«�©;«;´å¥§µ ã µ�«�«o¨m´�á
AvT1(z) = z4 + 2z7 + 6z8 + z9 + z10.

�

Ý%¹ùØ×¥§¸�´U¦'®§´�«oµTÎy¸'«
AvGq

(0) = 0
¨³ç«;´T¨�«o¸�¹S« Í «o¦6´U¨³ G «o¨m´U¸'¦ô¥§µ ã µ�«§È9É�¦4«;Ê7«;´?¶7¸'¦4ÑQµ�¥§²'±'«Îy¸'³�¦NÏÐ«o¨m´ä²=¥0¨�¸�¦Ì¥§µ ã µ�«I¥0¯ Í «�´�¨´�µ�³S©�´k« Í «;¦y´�²'¹H¸'¨U¯NÏÐ¸'¦'«�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«§¶Þ«;´�¦'Ë;©o«o¨¾j¨k¥0³Sµ�« Í «;¦6´`¥§¸ Í ®§³S¦'¨#¹�ÏÐ¸'¦'«�¯NÏÐ«o¦6´kµ«T«o¹H¹S«;¨o¶6¦'®§´�Ëo«

u
¶�¥§¯ Í «�´·¸'¦M¨�® Í�Í «;´ xi

Îy¸'³2¦NÏÚ«;¨´�²'¥§¨gÄoÃ§Â×¾�¼#��¶
©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«U´k«;¹�Î�¸�«

ui < di − 1
È���¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦âµËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«

u
¥§¯ Í «;´å¥§¹H®Qµ�¨�¸'¦�«�¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«T«o¦â©o«�¨® ÍMÍ «;´gÎy¸'³C«;¨´�¯'«U´t¥0³S¹S¹H«V¦y¸'¹H¹S«§ÈÉ�¦�Ø×¥§³~´?¶Q¹H«�²7®§¹Hß�¦ � Í «`¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨�¦'«g©?¥§µ�¥§©;´�Ëoµ�³H¨�«g²=¥§¨#¸'¦M¥§µ ã µ�«0¶ Í Ó Í «`¦�®Q¦M«;¦'µk¥0©o³S¦�Ë§ÈyÉ�¦«;Ê7«;´o¶=¹�ÏÚ¥§µ ã µ�«U«o¦�µk¥§©;³S¦'Ë T2

¯'«�¹S¥=<ï³SÑQ¸�µ�«�÷�ÈÐÛ�¥§¯ Í «;´g¹S« Í Ó Í «U²2®Q¹Hß�¦ � Í «T¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨gÎy¸'« T1
¶

Í ¥§³S¨`¹H«o¨�¥§µ ã µ�«;¨�¦�®Q¦Å«o¦'µ�¥§©o³H¦'Ëo¨g©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥0¦y´�¨å¦�«�¨®Q¦6´ Í Ó Í «T²=¥0¨�³H¨�® Í ®Qµ²'±'«o¨ � È

Û

�

ú

í��

�

î î î î î î

�������2÷�ÈÐÛ � ��¦»¥§µ ã µ�«�«;¦'µk¥§©;³S¦'Ë T2

Îy¸'³�¥0¯ Í «�´g¹S« Í Ó Í «T²2®Q¹Hß�¦ � Í «U¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨gÎy¸'« T1

È

�T¸=¥§¦'¯�®Q¦Ì©t±'®§³S¨�³~´�¸'¦'«Mµk¥§©;³S¦'«ÖÕ×¸�¦Ì²'¸'³~´k¨ Ü ¯�³HÊ7Ëoµ�«;¦6´k«§¶�¹H«�²2®Q¹~ß�¦ � Í «.¯9Ïì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨�©t±=¥§¦'Ñ§«¥§¸'¨¨�³�«o¦�ÑQËo¦'Ë;µk¥§¹ëÈ i ¦�²7«;¸�´ä¥§¹S®Qµ¨�¥§¨�¨®�©;³S«oµP{Å¸'¦ ÑQµ�¥§²'±'«�¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S«I¯'«M´�®Q¸'¨�¨�«;¨ä²2®Q¹Hß�¦ � Í «o¨
¦���®¾¶K®���®\¸Z¬¯°®A®µ´!¶K»�������� ��®^¯��Wª�©�¾³k´ ¿

úQî



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨ªÎy¸=¥0¦'¯q®Q¦ Ø×¥0³H´.Ò0¥§µ�³H«oµ�¹+¥�µk¥§©;³S¦'«â¨�¸�µª©t±=¥§©;¸'¦°¯'«â¨�«;¨£¨�® Í�Í «;´k¨;Èðé·«;´£«;¦'¨�« Í�ã ¹H«¦'®Q¦�²�¹S¸'¨�¦�«�©?¥§µ�¥§©;´�Ëoµ�³H¨�«�²=¥0¨�¹S«£Ñ§µk¥§²'±�«§È i ¦�¯'Ë�´t¥§³H¹S¹H«M¸'¦è©;®Q¦6´kµ�«�j%«Rà�« Í ²�¹S«�²'¹H¸'¨�¹S®§³S¦°Õõ©;ØbÈ6<ï³ jÑQ¸'µ«�÷�È ��²=¥0ÑQ«.ít��í Ü È

− o −

��ÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S« AvT ¯'«o¨T²2®Q¹~ß�¦ � Í «;¨ P ´k«;¹S¨åÎ�¸9ÏÚ³H¹ù«Rà�³H¨´�«�¸'¦�¥§µ ã µ�« T Ò§Ëoµ³HæE¥§¦6´ AvT = P
«o¨m´

¹S«U²�¹S¸'¨�²2«;´�³H´g«o¦�¨�« Íäã ¹S«U´k«;¹CÎy¸'«Iá

z ∈ AvT ,
Õ×÷�ÈHí§ÈÚÛ Ü

P,Q ∈ AvT =⇒ P +Q ∈ AvT , Õ×÷�ÈHí§È û Ü
P ∈ AvT =⇒ za(P + 1) ∈ AvT , ® � a = P (1) + 1.

Õë÷�È~íQÈÚø Ü
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Φ
Ü ¶]«�´�Øõ¸'¨�³H®Q¦'¦'«;µÞ¹H«o¨�µk¥0©o³S¦�«o¨�¯'«#¯'«o¸�à�¥§µ ã µ«o¨�«o¦�µk¥§©;³S¦'Ë;¨`Õõ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦ +

Ü ÈJÉ�¦�´�«oµ Í «�¯'«�²7®§¹Hß�¦ � Í «§¶¹�ÏÐ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦
Φ
©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯ {�Õë÷�ÈHíQÈÚø Ü «�´U¹�ÏÐ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦

+
{�Õë÷�ÈHíQÈìû Ü Õ×©;ØbÈ <ï³SÑ§¸'µ�«ä÷�È û Ü ÈCé·® ÍMÍ «ä¹H«²2®Q¹Hß�¦ � Í «`¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨�¯'«g¹ëÏì¥§µ ã µ�«Z{T¯'«o¸�à.¨�® Í�Í «�´k¨�«;¨´ z ¶ AvT «o¨m´ ã ³S«;¦I¹+¥T©o¹ �§´k¸�µ�«·´�µk¥§¦'¨³H´�³HÒQ«¯'« {z} ²=¥§µ�¹H«o¨g®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨ Φ «;´ +

È

A1A1 A2 A2
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AvA1 AvA2AvA2
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+
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AvT
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¯'¸ÅØ×¥§³H´`Î�¸�«
T1
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T2

¦'«�¹S«T¨®Q¦6´V²'¥§¨oÈ��¥ª¯'Ë Í ®Q¦'¨m´kµ�¥0´k³H®Q¦»«;¨´U¸'¦4²2«o¸Ö´k«o©t±�¦'³SÎy¸'«0È i ¦¬¦'®§´�« x0

Õ×µ«o¨�²9È
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Õ×µ«o¨²NÈ
x2
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Φ(T1 + T1) + Φ(T2 + T2)
«�´
T ′ = Φ(T1 + T2) + Φ(T1 + T2)

È2É�¦»´kµ�¥§¯'¸'³H¨k¥§¦6´�©o«;¨VË;Ñ6¥§¹S³~´kË;¨�«;¦
´k«;µ Í «U¯'«�²7®§¹Hß�¦ � Í «o¨;¶'©o® Í�Í « AvT1 = AvT2

¶=®§¦Ö¥.³ ÍMÍ Ëo¯'³S¥0´k« Í «;¦6´ AvT = AvT ′

È|ï¥§µ�¨mß Í Ë�´kµ�³H«T¯'¸Å©o®§¸'²'¹S« (T, T ′)
²=¥§µ�µk¥0²'²7®§µ´ {

T1
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AvT ′
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Õ×µ«o¨²NÈ
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Ü «;¨´�¹S¥�µk¥0©o³S¦�«V¯'«

T
Õõµ�«o¨²NÈ

T ′ Ü ¶�¨«o¸'¹H« Í «o¦6´�²2®Q¸'µð¹S«o¨ð³S¦'¯�³S©o«;¨ i = 1
®Q¸

3 ≤ i ≤ 24
¶�²7®Q¸�µg¥]Ò§®Q³Sµ�¹H«Uµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´g¨¸'µ�´k®Q¸'¨g¹H«o¨g³S¦'¯�³S©o«;¨oÈ

ó�³
x1
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©;® Í�Í «�µ�¥§©o³H¦'«Ö¯�« T ′ È·é·«�´�´�«âØõ®Q³H¨o¶
T = T1 + T1 + Φ2(T2 + T2)

«;´
T ′ = T1 + T2 + Φ2(T1 + T2)

È2É�¦'©;®Qµ�«�¸�¦'«�Øõ®Q³H¨o¶'´�µk¥§¯'¸�³H´k«;¨å«;¦
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ó�³
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¶N®Q¦�©t±'®§³S¨�³~´
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©o® Í�Í «�µk¥§©;³S¦'«.¯�«
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«;¦'µk¥0©o³S¦�ËV«o¦
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©o®Q¦'¯�¸'³H´ð¥§¸£²2®Q¹~ß�¦ � Í «�¯9Ïì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨ð¯'« T1«o¦�µk¥§©;³S¦'ËI«o¦

xi

Èg�å¹S®Qµ¨
T = s(T1 + Φ2(T2 + T2))

«;´�¯'« Í Ó Í « T ′ = s(T2 + Φ2(T1 + T2))
È

¤äÏÐ® �â¹�ÏÐËoÑ6¥§¹H³H´�ËåÒQ®§¸'¹S¸'«�«;¦â´�«oµ Í «U¯'«�²2®Q¹Hß�¦ � Í «o¨Uá AvT = AvT ′

È
ó�³
xi

«o¨m´�©t±'®Q³H¨�³ç©;® ÍMÍ «�µ�¥§©o³H¦'«�¯'« T ¶C¥?ÒQ«;© 14 ≤ i ≤ 24
¶9®Q¦�©t±'®Q³H¨�³~´T´k®Q¸ ê ®Q¸'µ�¨ yi

©;® Í�Í «µk¥0©o³S¦�«.¯'«
T ′ ÈCÝ%¹�«�à�³S¨m´k«I«o¦�©o®Qµ«M¸'¦�«�¨¸'³H´�« s ¯NÏÐ®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨ +

«�´
Φ
Îy¸'³�©o®Q¦�¨´kµ¸'³H´

T1

«;¦'µk¥0©o³S¦�Ë
«o¦

xi

{�²'¥§µ´�³Sµ`¯'« {x1}
È&~Ö¥§³S¨�©;«;´�´�« Í Ó Í «U¨�¸�³H´k«U¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨g¥§²�²'¹S³HÎ�¸�Ëo«9{ {y2}

©o®Q¦�¨´kµ¸'³H´�¹S¥
¨�«;©o®Q¦�¯'«�©o®Q²'³H«V¯'«

T1

¯'«
T ′ «;¦'µk¥0©o³S¦�ËU«o¦ yi

È'¤T¥0¦'¨�©o«;¨�©o®Q¦'¯�³H´k³H®Q¦'¨;¶�®Q¦£¥ä´k®Q¸ ê ®§¸'µ�¨`¹H«o¨`Ë;Ñ6¥§¹H³H´kË;¨Vá
T = s(T1 + Φ2(T2 + T2))

«�´
T ′ = s(T2 + Φ2(T1 + T2))

¶'«�´�¯'®Q¦'©�¹S«UµËo¨¸'¹H´k¥0´
AvT = AvT ′

È
��§=¨ �Mª�©
»t®�¯±ª�¸Z½^¸Z®g¨·�¶«ª�¶ �±·�¨º¬�·�³k©�¯°®µ´�ª�©«¹©«®\´�®^¨©
ª ���°¨ 
\´�®¾¶�¨·M¨ � ®^¨©
ª ���°¨	
µ´ ¿ §=¨�� ª �°¶ �¾·�¨��)ª�¨ �^® �=¯ ª�´�ª �Mª � �°¶�
»t³*¯±®�� ¶«®^³©g¬�·�³k© �°¨�¶�®\©�¬k©�
^¶�®^©g¯±®\´y¨k·�¶«ª�¶ �±·�¨k´g´�³����#ª�¨�¶g¯°® �^·�¨�¶�®���¶«® ¿

ít��í
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− o −

��Y\[]Y � � � ��� � �ð�	&gh adc×!��ù! � !���� 	 &gh aV&gh � � � � &gh
��¥�Ø×¥ Í ³H¹S¹S«�¯'«;¨�©;ß�©o¹H«o¨�©o®Q¦�¨´k³~´k¸'«�¸�¦'«�¥§¸�´kµ«çØ×¥ Í ³S¹S¹H«�²7®Q¸�µC¹+¥§Îy¸'«;¹S¹S«ù¹S«ç²2®Q¹~ß�¦ � Í «ï¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨¯'«`¨«o¨�Ë;¹SË Í «o¦6´�¨ç«o¨m´#¨�³ Í ²'¹H«§ÈA¤V«`²'¹H¸'¨o¶0«o¹H¹S«ðÒ§Ëoµ³Hæ=«`¹S¥V²'µ®Q²'µ�³HË;´�Ë·Ëo¦�®Q¦'©oË;«�²'¹S¸�¨ç±=¥§¸�´ïÎy¸'³'³ Í ²'¹H³SÎy¸'«Îy¸'«�¹S«�²7®§¹Hß�¦ � Í «U¯NÏÚ¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨å«;¨´å³S¦'¯�Ëo²2«o¦'¯=¥0¦y´å¯'¸Ö©t±'®Q³~à�¯'¸»²'¸�³H´k¨;È��V³H¦'¨�³ë¶=Î�¸�«o¹�Îy¸'«�¨®Q³H´�©;«

©t±'®Q³{à7¶�®§¦ ¦'®§´�«Å²=¥§µM¥ ã ¸'¨�¯NÏÐËo©oµ³H´�¸'µ�« AvCn+1

¹H«â²2®Q¹~ß�¦ � Í «Å¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨�¯'¸ ©�ß�©o¹S« {
n + 1¨�® ÍMÍ «;´�¨oÈ��å¹S®Qµ¨Uá

�9�ku! Au#"�q sq!u�p $yx,z ¡�ÇùÀ4' �SÄ�Â%À�¾��9À�Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=À·¿2¼�� � ���ì¿�Ã§ÇSÀ�Á�À�Â�Ã��ýÇýÇSÀ
k > 0

Ä�¾�¼
Cn+1

Ä���À�Â#Ä]À�¾�ÇSÀ ��ªÀ��=Â�Ä�� �ýÇùÀ4' �SÄ�ÂbÀ�Á�À�¾�'ÖÀ��=Â,��À�¼kÄ
p, q
Â%À�ÇìÄP�o¾EÀ

pq = k
À�Â
p+ q ≤ n+ 1  ��À�¿2Ç\¾6Ä

�
ÇSÀd�9½k��Æo¼kÀäÁr� Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=ÀtÄ`¿2¼�� � ���ì¿�Ã§ÇSÀtÄ�Á�À�Â�Ã��ýÇýÇSÀ

k
ÀtÄ�Â ��º6Ã§Ç �ÅÁ�À�¾ ' � ½k�SÄ�ÇSÀP�9½k��Æo¼kÀäÁ�À

�t½A¾]¿2ÇSÀtÄ
(p, q)

Â%À�ÇìÄH�o¾=À
pq = k

À�Â
p + q ≤ n �

¿2Ç\¾6ÄäÇSÀd�9½k��Æo¼kÀ�Á�À �t½A¾J¿2ÇSÀtÄ�Â%À�ÇìÄ/�o¾=À
pq = k

À�Â
p+ q = n + 1  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k��£��C«o¨g©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨gµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨�¨�¸'µ�¹S«U©�ß�©o¹S«

Cn+1

¨®Q¦6´V¹H«o¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨
²2®Q¸'µU¹S«;¨�Îy¸'«;¹S¹S«;¨T´k®Q¸�¨U¹S«o¨U¨® Í�Í «�´k¨T®Q¦6´�¸'¦�«�²'¥§µ´�³S©o¸�¹S«§¶7¨k¥§¸�Ø·Ë�ÒQ«o¦6´�¸'«o¹H¹S« Í «o¦6´�¸'¦�¨�® ÍMÍ «;´UÎy¸'³¦NÏÚ¥�¥0¹S®Qµ¨#¥§¸'©o¸�¦'«g²=¥§µ´�³S©;¸'¹S«0Èyé·«o¹S¥UØ×¥0³H´

n+1
©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�Õõ©;ØbÈ6¹S¥9|�µ®Q²7®§¨�³H´�³S®Q¦�Ù�È ûT²=¥§Ñ§«åø���«�´

¹�ÏÚÉïà�« Í ²'¹S«�Ù�ÈÚ÷M²=¥0ÑQ«äø���¯'«�¹+¥Mó�«o©�´k³H®Q¦4Ù�ÈìÙ.²=¥§ÑQ«äû§î Ü È i ¦Ö¦'®§´k«
u0

¹+¥I©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ Í ¥Aà�³ Í ¥§¹H«
(1, . . . , 1)

«;´
ui

¹S¥M©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦¬Îy¸'³ï¥§¯ Í «;´å¸'¦ 0
¨¸'µT¹H«�¨³H´k«

xi

«;´U¸�¦
1
¨�¸�µå´k®§¸'¨T¹S«;¨T¥§¸�´kµ�«;¨

¨�³~´k«;¨oÈi ¦.©?¥§¹H©o¸'¹H«·¯NÏÚ¥ ã ®Qµ�¯.¹S¥V¹S®Q¦�ÑQ¸'«o¸�µï¯'«�¹ëÏì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«·Îy¸=¥0¦'¯I®Q¦.¥ ê ®Q¸�´k«�¸'¦.ÑQµ�¥§³S¦�¨�¸'µ�¹S¥V©o®§¦�æ=ÑQ¸�j
µk¥A´k³S®§¦ Í ¥Aà�³ Í ¥§¹H«§È�|ù¥§µÞ¨ß Í Ë�´kµ³S«§¶]®§¦�²2«o¸�´ù¨�¸�²'²7®§¨�«oµùÎy¸NÏÚ®§¦�¥ ê ®Q¸�´k«�¹S«�ÑQµ�¥§³S¦�¨�¸'µ xi

¥]Ò§«o©
i ≤ n/2

È
ó�³
i = 1

¶N¥0¹S®Qµ¨
adCn+1(u0, xi) = n

È�ó�³
i = 2

¶9®Q¦4²7«;¸�´�Ë ã ®Q¸'¹H«oµU¹H«o¨ n ¨® ÍMÍ «;´�¨Tµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨T¯'¸

111 1

1

111111 2

111 2

20 0

x1

x1

xi−1 xn−1

xn−1xi

xi

xnx2

. . .. . .

. . . . . .

. . .. . .

¥§²'µÔo¨
n
Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨

m

�������7÷�ÈÚî ����«;¹+¥0´�³S®Q¦£¯�«�µËo©;¸'µ�µ«o¦'©;«ä¯'«�¹�Ï � Îy¸=¥0´k³H®Q¦ôÕë÷�ÈHíQÈ � Ü È

©;ß�©;¹S«�«;´�®Q¦�® ã ´�³S«o¦6´ä¹+¥»©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦ (0, 1, . . . , 1, 2, 1, . . . , 1, 0)
Èr�V¸�´�µ�« Í «o¦6´.¯�³H´�¹H«£¦'® Íäã µ�«¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨ð¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�¨·«;¨´`Ë;Ñ6¥§¹&{ä¹S¥�¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ�¯'«V¹ëÏì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«�Î�¸'¥§¦'¯£®Q¦ª¥ ê ®Q¸�´�«V¸'¦ªÑQµk¥§³H¦M«;¦

xi−1

¨�¸'µ�¹+¥�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦ Í ¥Aà�³ Í ¥§¹S«�¯'¸ Í ®�¯�Ôo¹S« Cn−1 �
¯NÏÐ® ��¹S¥�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦4¯'«�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦�©o«»Õ×©;ØbÈ

<ï³HÑQ¸'µ�«T÷�Èìî Ü á
adCn+1(u0, xi) = n + adCn−1(u0, xi−1).

Õ×÷�ÈHí§È � Ü
ít�6Ù



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
é·® Í�Í «U®§¦Ö¥.¨¸'²'²2®Q¨�Ë i ≤ n/2

¶=¹+¥�µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«�¨oÏÚ¥§µµ�Ó;´�«ä¥0¸ ã ®Q¸�´g¯�« i Ë�´t¥§²2«o¨g«;´�®Q¦Å´kµ®Q¸�Ò§«�á

adCn+1(u0, xi) = n+ (n− 2) + · · ·+ (n− 2(i− 1)) = i(n + 1− i).
É�¦¬²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶=©o«�´�´k«äµ�«o¹S¥0´k³H®Q¦â«o¨´T¨ß Í Ë�´kµ³SÎy¸'«§¶2©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«�³S¦6Ò0¥§µ�³S¥§¦6´k«�²=¥§µ

i ↔ (n + 1 − i) ¶©o® ÍMÍ «�¥0´�´�«o¦'¯�¸NÈi ¦ä²2«o¸�´ Í ¥0³S¦6´k«;¦=¥§¦6´Þ²=¥§¨�¨«oµï¥§¸ä©o¥§¨ù¯�«o¨ï©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨
uj

¶J²7®Q¸�µ
1 ≤ j ≤ n

È)|ï¥§µÞ¨ß Í Ë;´kµ³S«0¶®Q¦�²7«;¸�´ä¨¸'²'²2®Q¨�«;µäÎy¸NÏÐ®Q¦�Ò0¥Ö¥ ê ®Q¸�´�«oµ�¸'¦ÌÑQµ�¥§³S¦�¨¸'µä¸'¦�¨�® Í�Í «;´ xi

´�«o¹#Îy¸'«
i ≤ j

Èùó�³
i = j

¶
¹�ÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«U«o¨m´å¯�«�´k¥§³S¹H¹S«å¦�¸�¹S¹S« ã ³S«o¦Å¨��'µoÈó�³

i < j
¶Þ¥§¹S®Qµ¨�¹S¥â¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ�¯'«ª¹ëÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«�«o¨m´�«�à�¥§©�´k« Í «;¦y´�©o«o¹H¹S«�Îy¸NÏÚ®§¦ ® ã ´�³S«o¦�¯'µk¥§³~´�«o¦¥ ê ®Q¸�´t¥§¦6´�¸'¦�Ñ§µk¥§³H¦£¨�¸'µ xi

¯=¥§¦'¨`¹S¥ä©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ Í ¥Aà�³ Í ¥§¹S«
u0

¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S« Cj

È i ¦�²7«;¸�´�¥§¹H®Qµ�¨

11 1 1 1

1

11 1

111 21

2 0

x1 xj−1 xn−1xi xj xnx2

. . . . . .

. . .. . . . . .

m

�������7÷�ÈÚú ����«;¹+¥0´�³S®Q¦£¯�«�µËo©;¸'µ�µ«o¦'©;«ä¯'«�¹�Ï � Îy¸=¥0´k³H®Q¦ôÕë÷�ÈHíQÈÚî Ü È

¸�´�³S¹S³H¨�«;µ`¹S«UµËo¨�¸�¹H´t¥A´g²'µ�Ë;©oËo¯�«o¦6´.Õõ©;ØbÈ~È!<ï³SÑ§¸'µ�«�÷�ÈÚú Ü á

adCn+1(uj, xi) = adCj
(u0, xi) = i(j − i). Õë÷�È~íQÈÚî Ü

�C«o¨å¥���µ Í ¥0´k³H®Q¦'¨`¯'«�¹S¥�²'µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦£¯'Ë;©o®Q¸�¹S«o¦6´å¯'³Sµ«o©�´k« Í «o¦6´g¯'«�©;«o¨�©?¥§¹H©o¸'¹H¨oÈ
�

É�¦ò®Q¸�´kµ�«0¶�®Q¦ñ¥4©?¥§¹H©o¸'¹HË�¹S«�¦'® Íäã µ�«�¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨I¯'«�´t¥0³S¹S¹H« 0
¹H®Qµ�¨.¯'«Å¹S¥¬¯'Ë Í ®Q¦'¨m´kµk¥A´k³S®§¦²'µËo©oË;¯'«o¦6´�«§È�Ý%¹ðÒ0¥§¸�´

n
¶ù«;´.©0ÏÚ«;¨´I¹S«M¦'® Í�ã µ�«£¯'«ª©o®Q¸'²�¹S«o¨ (ui, xi)

¶ù¥]Ò§«o©�¹H«o¨ Í Ó Í «o¨�¦'®§´t¥A´k³S®§¦'¨oÈ�V³H¦'¨�³ë¶'¹S«å´k«oµ Í «�©;®Q¦'¨´k¥§¦6´�¯'« AvCn+1

«;¨´å¥§¸'¨¨�³
n
È

.�/g���0 21!� $yx���C«�²7®Q¹~ß�¦ � Í «T¯NÏÚ¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨g¯'« C8

«;¨´�¯'®Q¦'¦�Ëo«�²=¥§µUá

AvC8(z) = 7 + 2z + 4z2 + 4z3 + 6z4 + 4z5 + 8z6 + 2z7

+4z8 + 2z9 + 4z10 + 6z12 + 2z15 + z16.

|ï¥0µ·«�à�« Í ²'¹H«§¶�¹S«�¦'® Í�ã µ«V¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨`¯�«å´t¥0³S¹S¹H« 6
«o¨m´

8
¶yÒ�¸�Îy¸NÏÚ³H¹7«Rà�³S¨´�«

4
©o®Q¸'²�¹S«o¨

(p, q)
¥?ÒQ«o©

pq = 6
«�´
p + q ≤ 7

á
(1, 6), (6, 1), (2, 3), (3, 2)

È��C«ä¦'® Í�ã µ�«�¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨V¯�«�´t¥0³S¹S¹H« 16
«o¨´

1«o¦Öµ�«�Ò§¥0¦'©t±'«§¶2©?¥0µå¹H«�©;®Q¸'²'¹H«
(4, 4)

«o¨m´T¹S«�¨«o¸'¹�Îy¸'³Þ¨k¥0´�³S¨Ø×¥0¨�¨�«
pq = 16

«;´
p + q = 8

¶E«;´�Îy¸'«�¯'«
²'¹H¸'¨�³S¹N¦9ÏÚ«Rà�³H¨´�«ä¥§¸�©o¸'¦'¨

p, q
ÒQË;µ�³~æE¥§¦6´

pq = 16
«;´
p+ q ≤ 7

È
�

− o −
ít�Q÷
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��Y\[]Y�� � � ��� � �ð�	&gh adc×!��ù! � !���� 	 &gh aV&gh ��$'! � 	 &gh��9��� ��� &�f�h

i ¦�¥0´�´k¥§Îy¸'«ä³H©o³Þ¸'¦4²'µ�® ã ¹SÔ Í «�²'¹S¸�¨V©o® Í ²'¹H«�à�«äÎy¸'«.¹H«o¨å©?¥§¨V´�µ�Ô;¨T¨�³ Í ²'¹H«o¨�¯'«o¨T¥§µ ã µ«o¨T«�´U¯'«;¨©;ß�©;¹S«o¨;È i ¦ ²�µ�Ëo¨«o¦6´k«ô¯'«;¸�à Í Ë;´k±�®�¯'«;¨�¯'«�µ�Ë;¨�®Q¹H¸�´k³H®Q¦NÈ��Þ¥�²'µ« Í ³SÔ;µ�«¬¸�´�³S¹H³S¨�«Ö¯'«o¸�à ã ³ ê «;©;´�³S®Q¦'¨©o¹S¥§¨�¨³SÎy¸'«;¨ôá�©;«o¹H¹S«4«o¦6´�µ�«�¹S«;¨â©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨»¯'¸ ´t¥0¨�¯'«�¨�¥ ã ¹H«4¨�¸'µ Kn+1

«�´â¹S«o¨
Øõ®Q¦'©�´k³H®Q¦'¨�¯'«�²=¥§µ\��³H¦'ÑI¯'«U´t¥§³H¹S¹H«

n
¶=«�´å©;«o¹H¹S«U«o¦6´�µ�«�¹S«o¨�Øõ®Q¦�©;´k³H®Q¦'¨�¯'«�²=¥§µ\�y³S¦'ÑI«o¦ÅØõ®Qµ Í «U¦'®§µ Í ¥§¹S««;´â¹H«o¨ Í ®§´k¨�¯'«�¤åß�©#�EÈ i ¦ ´kµ®Q¸�Ò§«Ì¥§¹H®Qµ�¨ª«o¦'¨¸'³H´�«ô¹S¥�¨�®Q¹H¸�´k³H®Q¦°²=¥§µ�¯'«;¨Ö©o¥§¹S©;¸'¹S¨Å¥0¦=¥§¹Hßy´�³SÎy¸'«o¨

Ø×¥§¨m´k³S¯�³S«o¸�à9È���¥�¨�«;©o®Q¦'¯�« Í Ë;´�±'®�¯�«�¯�«åµËo¨�®§¹S¸�´�³S®Q¦I«o¨m´·²�¸'µ�« Í «;¦y´ ã ³ ê «o©;´�³HÒ§«�«�´�²7«;µ Í «;´�¯'«g´kµ�®§¸�ÒQ«;µ¹S«UµËo¨¸'¹H´k¥0´g¯'« Í ¥0¦'³SÔ;µ�«T´kµÔo¨g³ Í�Í Ëo¯'³S¥0´k«0Èi ¦ Í «�´�¥§³H¦'¨�³g«;¦qË;Ò�³S¯�«o¦'©;«¬¹�ÏÐ³ Í ²7®§µ´t¥0¦'©o«Å¹S³HËo«F{�¹S¥�¯'Ë;©o®Q¸�Ò§«oµm´k«4¯'«Ö¨�®Q¹H¸�´k³H®Q¦'¨�²'¸'µ�« Í «;¦6´
ã ³ ê «o©;´�³HÒ§«o¨Þ²7®Q¸�µù¸'¦ä²'µ�® ã ¹SÔ Í «§È i ¸�´�µ�«�¸'¦'«ðµ�Ëo¨®Q¹S¸�´k³S®§¦�²'¹H¸'¨Þ¨�³ Í ²'¹H«�«;´ùµk¥§²'³H¯'«§¶J®Q¦�«o¦�´k³Sµ«ð¨®Q¸�Ò§«o¦6´¸'¦'« Í «o³H¹S¹S«;¸'µ�«å©o® Í ²'µËo±'«;¦'¨�³H®Q¦Ö¯�«o¨ Í Ë;©?¥§¦�³S¨ Í «o¨g¨®Q¸'¨^j ê ¥§©o«;¦6´k¨oÈ�C«o¨#µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�¨�¨�¸'µ#¹S«·ÑQµk¥§²�±'«�©o® Í ²'¹H«;´�¯=¥A´k«o¦6´�«o¦IØ×¥§³~´ç¯'« 1993

È��Q¥§¦'®��g¨µ�y³E«;´º��¥ ã «oµÑQ«�®Q¦6´#«o¦«;Ê7«;´g´�µk¥§³~´kËU©o«�²'µ® ã ¹HÔ Í «T¯=¥§¦'¨ �Ð÷6û �ë¶=«;´�«o¦â®Q¦6´g²'¹H¸'¨g²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³HÔoµ�« Í «;¦6´`Ë;´�¸'¯'³HË�¹ëÏì¥0¨ß Í ²�´k®§´�³SÎy¸'«§È

− o −
ó�¸'µ�¹S«.Ñ§µk¥§²'±�«�©;® Í ²'¹S«�´ Kn+1

¹H«o¨U©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨UµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨�¨�®Q¦6´�«o¦ ã ³ ê «o©;´�³S®Q¦�¥?Ò§«o©�¹S«o¨Øõ®Q¦'©�´k³H®Q¦'¨�¯'«Å²=¥0µµ�y³S¦'Ñ�È i ¦èµk¥§²'²2«o¹H¹S«£Îy¸NÏÐ¸'¦'«�Øõ®Q¦�©;´k³H®Q¦
p = (p1, p2, . . . , pn)

¯'«�¦'® Íäã µ�«;¨.²7®)j
¨�³~´k³~Øõ¨U®Q¸�¦y¸'¹H¨�«o¨´�¸'¦'« � ½k� ��Â,��½k�èÁ�ÀU¿�Ã§¼��k� ��º � ½A¾ Á�À

n � ¿�Ã§¼��k� ��º �ª¨;ÏÚ³H¹ç«�à�³H¨´k«�¸'¦'«�²2«oµ Í ¸�´t¥0´�³S®Q¦
m1, m2, . . . , mn

¯'«
1, 2, . . . , n

´k«;¹S¹H«äÎy¸'«I²7®§¸'µT´k®Q¸�´
i
¶
0 ≤ pi < mi

Õ×©;ØbÈ �Ú÷Qú � Ü È�ó�³
p
«;¨´�´k«;¹S¹S«

Îy¸'«
p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn

¶=®Q¦Å¯'³H´gÎy¸'«
p
«o¨m´å«;¦ � ½A¼��ªÀW�9½A¼���Ã§ÇSÀ§È��¥ ã ³ ê «o©�´k³H®Q¦�«;¦6´kµ�«�¹S«;¨�Øõ®§¦'©;´�³S®Q¦'¨�¯'« n j ²=¥§µ\��³H¦'ÑÅ«;´�¹S«;¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�µËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨�¨�¸'µ

Kn+1«o¨m´�¸'¦'«�©o®Q¦�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«ä¯'³Sµ«o©;´�«�¯'¸'¥�±'Ëo®QµÔ Í «Mí§Èìø.²=¥§Ñ§«UÛyÙÅÕ×©oµ³H´�Ôoµ�«�¯'«�¤V±'¥§µ Ü È
�9�ku! Au#"�q sq!u�p $yx v	�r�9À �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�

u = (u1, u2, . . . , un)
Á�À

Kn+1

ÀtÄ�Â.¼�� ��¾�¼R¼kÀ��=Â%À»Ä���À�Â
Ä]À�¾�ÇSÀ��ªÀ��=Â�Ä��

p = (n− 1− u1, n− 1− u2, . . . , n− 1− un)
ÀtÄ�Âð¾��9À � ½k� ��Â���½k�4Á�À`¿�Ã§¼��k� ��º  
 ��Á��ýÂQ�o¾EÀ�Ç~Ã��t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�

u
À�ÂðÇ~Ã � ½k� ��Â,��½k�

p
Ä]½k�=Âg©;®Q¦ ê ¸'ÑQ¸�Ëo«o¨  

�6���08������K� $yx,z
¤V«Å²'¹H¸'¨I¯=¥§¦'¨I©o«�´�´�«â©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯=¥§¦'©;«§¶�¹S«�¦'® Íäã µ�«�¯'«Å¨® ÍMÍ «;´�¨.¨k¥0´�¸'µ�Ë;¨M¯'¥§¦'¨

u
«;¨´�ËoÑ6¥0¹g¥§¸

¦'® Íäã µ�«U¯'« 0
¯=¥§¦�¨�¹S¥äØõ®Q¦'©�´k³S®§¦â¯�«�²'¥§µµ�y³S¦�Ñ

p
Îy¸'³C¹H¸'³N«o¨m´V©;®Q¦ ê ¸'Ñ§¸'Ëo«0È

� u��ku#118�q,�� $yx $ ��À9�9½k��Æo¼kÀ�Á�À=�t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k��ÄU¼#� ��¾�¼R¼kÀ��=ÂbÀtÄTÄ�¾�¼
Kn+1

ÀtÄ�Â
(n + 1)n−1  

¤V« Í ¥0¦'³SÔ;µ�«�¨³ Í ³S¹+¥0³Sµ�«0¶=®Q¦�¯'³H´TÎ�¸�«.¹+¥£©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«
u
«o¨m´�«o¦ � ½A¼��ªÀH�9½A¼���Ã§ÇSÀ

¨�³�¨k¥âØõ®Q¦'©;´�³S®Q¦�¯'«£²=¥0µµ�y³S¦'ÑÖ©o®Q¦ ê ¸'ÑQ¸'Ë;«£¹�ÏÐ«o¨m´?¶Þ©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«M¨³
u1 ≥ . . . ≥ un

È���ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹H«£¯'«;¨©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨`«;¦ªØõ®Qµ Í «g¦'®Qµ Í ¥§¹H«g¯'« Kn+1

«;¨´·«o¦MØ×¥0³H´�¹S«�Îy¸'®§´k³H«o¦6´ð¯'«V¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S«¯'«;¨U©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨VµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨�²=¥§µå¹S«�Ñ§µ�®Q¸'²2«ä¨mß Í Ë�´kµ�³HÎy¸'« � È9É#¦�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³S«;µo¶E³S¹Þ«o¨m´U©o¹S¥§³SµåÎ�¸�«
¨�³
u
«o¨m´å¹S¥äØõ®Qµ Í «U¦'®Qµ Í ¥0¹S«T¯'«�¹S¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦

u′
¶E¥0¹S®Qµ¨�®Q¦â¥I¹ëÏÚË;Ñ6¥§¹H³H´kË�á

Qu(z) =

n∑

i=1

zadKn+1
(u,xi) =

n∑

i=1

zadKn+1
(u′,xi).

�C«�©?¥§¹H©o¸'¹U¯'¸ ²7®§¹Hß�¦ � Í «¬¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨â¯'« Kn+1

¨�«ôµk¥ Í Ôo¦�«ô¯�®Q¦'© {ñ©;«o¹H¸'³U¯'«o¨â²2®Q¹Hß�¦ � Í «o¨
Qu

²7®Q¸�µ�´k®§¸�´k«;¨�¹S«;¨ä©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨
u
«o¦ÌØõ®Qµ Í «M¦'®Qµ Í ¥§¹H«I¯'« Kn+1

ÈïÝ%¹�¨�¸ �I´.¯�«
¯'Ë�´k«oµ Í ³H¦'«oµC¹H«�¦'® Í�ã µ�«�¯'«#©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨CµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨ÞÎy¸'³y¥§¯ Í «;´´k«;¦y´Þ¹S¥ Í Ó Í «çØõ®Qµ Í «ï¦'®Qµ Í ¥§¹H«§È

� ��¼ ®\´,¶�� ��� » �±©�®�¬kª�©g¯ ªQ©�®\¯±ª�¶ �±·�¨*»o¼ 
\²�³�����ª�¯°®\¨ �¾®
∼
�t·�

u ∼ u′ ⇐⇒ ∃σ ∈ S(n), ∀1 ≤ i ≤ n, ui = u′
σ(i) ¿

ít�§Û



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
ó�³

u
«o¨´�¸'¦�«�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦ÅµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«�«o¦ÅØõ®Qµ Í «U¦'®Qµ Í ¥§¹H«§¶�®Q¦â¦'®§´k« d ¹S«TÒQ«;©;´�«o¸'µ�¯'Ë;æ'¦'³�²=¥§µUá

u = (n− 1, . . . , n− 1︸ ︷︷ ︸
d1

, n− 2, . . . , n− 2︸ ︷︷ ︸
d2

, n− 3, . . . , n− k + 1, n− k, . . . , n− k︸ ︷︷ ︸
dk

).

�V³H¦'¨�³ë¶
d1

«o¨´M¹S«�¦�® Í�ã µ«�¯'«Ö¨® Í�Í «�´k¨.©o®§¦y´�«o¦=¥0¦y´ n − 1
ÑQµ�¥§³S¦�¨o¶

d2

«o¨´M©o«;¹S¸'³·¯'«o¨�¨�® Í�Í «;´k¨©o®§¦y´�«o¦=¥0¦y´
n − 2

Ñ§µk¥§³H¦'¨o¶gÀ�Â ��È���«ª¦'® Í�ã µ« k «;¨´.´k«;¹·Îy¸NÏÐ³S¹ð«�à�³S¨m´k«Å¥§¸ Í ®Q³S¦�¨ä¸'¦�¨® ÍMÍ «;´äÎy¸'³©o®§¦y´�³S«;¦y´
n− k ÑQµk¥§³H¦'¨ Í ¥0³S¨g¥§¸'©;¸'¦»¦9ÏÚ«;¦»©o®§¦y´�«o¦=¥0¦y´V¨´�µ�³S©�´k« Í «;¦y´ Í ®Q³S¦�¨oÈ�|ï¥0µ�¯�Ë;æ=¦'³~´k³H®Q¦Ö¯�«�¹S¥

Øõ®Qµ Í «g¦'®Qµ Í ¥0¹S«§¶6³H¹'ßM¥�«�à�¥§©�´k« Í «;¦y´ m(d)
©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨�¯'«

Kn+1

Îy¸'³2¥§¯ Í «�´�´k«;¦6´
u
©;® Í�Í «4Øõ®Qµ Í «4¦'®§µ Í ¥§¹S«0¶·¨�³ m(d)

«;¨´Ö¹S« Í ¸'¹~´k³H¦'® Í ³+¥§¹g¯'¸ ÒQ«;©;´k«;¸'µ d È�ó�³�®Q¦ ¦'®§´�« |d| =
d1 + · · ·+ dk = n

¹+¥ä´k¥§³S¹H¹S«V¯�«
d
¶'®§¦»¥�á

m(d) :=

(
|d|

d1 . . . dk

)
=

|d|!
d1! . . . dk!

.

.�/g���0 21!� $yx ��C«V´t¥ ã ¹S«o¥§¸£¨�¸�³HÒ0¥§¦6´ Í ®Q¦6´kµ«V¹S«;¨ 5 ©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨·µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨ u «o¦£Øõ®Qµ Í «å¦'®Qµ Í ¥§¹H«å¯�« K4

¶�¹S«o¨
ÒQ«;©;´�«o¸'µ¨

d
©o®Qµµ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥§¦6´�¨o¶]¹S«;¨ Í ¸'¹~´k³S¦�® Í ³S¥§¸�à m(d)

¶?¹H«o¨
5
Øõ®Q¦�©;´k³H®Q¦'¨C¯'«�²'¥§µµ�y³S¦�Ñ

p
©o®Q¦ ê ¸�ÑQ¸'Ëo«;¨o¶«;´�«;¦�æ=¦â¹S«o¨g©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�µËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨

u′
¯'®Q¦6´�¹+¥�Øõ®Qµ Í «T¦�®Qµ Í ¥§¹S«V«o¨´

u
á

u d m(d) p u′

(2, 2, 2) (3) 1 (0, 0, 0) (2, 2, 2)
(2, 2, 1) (2, 1) 3 (0, 0, 1) (2, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2)
(2, 2, 0) (2, 0, 1) 3 (0, 0, 2) (2, 2, 0), (2, 0, 2), (0, 2, 2)
(2, 1, 1) (1, 2) 3 (0, 1, 1) (2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)
(2, 1, 0) (1, 1, 1) 6 (0, 1, 2) (2, 1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 0)

(1, 0, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 2)

�

− o −

�6m "�u#1 �Ksq!u&p 8�p 8+1 �ysq ���K�
|ù®Q¸�µ�¸�¦'«`Ø×¥ Í ³S¹S¹H« F ¯'«�ÑQµ�¥§²'±'«;¨o¶Q´k«;¹S¹H«·Îy¸'« |{g ∈ F , |g| = n}| = 1

¶0©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«�Îy¸'³=¥§¯ Í «;´¸'¦Ö«;´T¸�¦»¨�«;¸'¹ÞÑQµk¥§²�±'«�¯�«�´t¥0³S¹S¹H«
n
²2®Q¸'µ�´�®Q¸�´å«o¦6´k³H«oµ

n
¶2®Q¦»¯'Ë�æ=¦'³~´V¦=¥A´k¸'µ«o¹S¹H« Í «o¦6´�¹+¥.¨�Ë;µ�³H«ä¯'«;¨¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨g²=¥§µUá

S(z, u) :=
∑

g∈F
z|g|Avg(u).

¥Þµ�®Q¸�Ò§«oµ�¹H«o¨�©o®�«���©o³H«o¦6´k¨�¯�«ª©o«�´�´�«£¨�Ë;µ�³S«M«o¨m´.¸'¦ ²'µ® ã ¹HÔ Í «MË;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦6´ {»©;«o¹H¸'³ðÎy¸'³�©o®§¦'¨�³H¨´k«6{
´kµ®Q¸�Ò§«oµ�¹S«;¨�²2®Q¹~ß�¦ � Í «;¨T¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨�¯'«.´k®Q¸'¨U¹H«o¨�ÑQµ�¥§²'±'«;¨�¯�«�¹S¥ªØ×¥ Í ³S¹S¹H« F È i ¦�¨�¸'²�²7®Q¨«M³H©o³Îy¸'«�¹S«;¨�ÑQµk¥§²�±'«o¨g¯'«�¹+¥äØ×¥ Í ³H¹S¹S«�¯'®Q¦�¦'«o¦6´�¹S«;¨ Í Ó Í «;¨�²7®Q¹~ß�¦ � Í «o¨�¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨gÎy¸'«o¹CÎy¸'«�¨�®Q³~´�¹S«©t±'®Q³{à£¯�«T¹S«;¸'µð²�¸'³H´�¨oÈ i ¦�¥�¯'Ë ê {äÒ�¸�Îy¸'«T©0ÏÚ«;¨´g¹S«å©?¥§¨·¯'«T¹+¥�Ø×¥ Í ³S¹S¹H«�¯'«o¨·©;ß�©o¹H«o¨o¶ Í ¥§³H¨ð©0ÏÚ«;¨´�¥§¸�¨�¨�³©o«;¹S¸'³C¯�«�¹S¥äØ×¥ Í ³S¹S¹H«å¯�«o¨gÑQµk¥0²'±'«o¨�©o® Í ²'¹H«;´�¨oÈ

ít�6û



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,
�V³H¦'¨�³ë¶�¨�³C®§¦â¦�®§´k« Nn

¹�ÏÐ«o¦�¨�« Íäã ¹S«U¯'«;¨g©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨�¯'« Kn+1

«;¦âØõ®Qµ Í «V¦'®Qµ^j
Í ¥§¹S«0¶�¹S«U²�µ�® ã ¹HÔ Í «U¨�«�µ�Ë;¯'¸'³~´�¥§¸Ö©o¥§¹S©;¸'¹N¯'«�¹S¥�¨�Ëoµ³S« f(z, u)

¯'Ë�æ=¦'³H«�²'¥§µUá

f(z, u) :=
∑

n≥0

∑

u∈Nn

n∑

i=1

znuadKn+1
(u,i)

(
n

d1 . . . dk

)
.

ó�¸'µ
Kn+1

¶'¹S¥ä¹S®Q¦�ÑQ¸'«o¸�µ
l
¯NÏÐ¸'¦'«�¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«U²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹H«V«o¨m´g©o® Í ²'µ³S¨�«U«;¦6´kµ�« 0

«�´
n
È2ó�³

u
«o¨m´

¸'¦'«�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦Ìµ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«Å«�´
xi

¸'¦�¨�® ÍMÍ «;´äµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµo¶Þ³S¹#ß�¥¬¯�«o¸�à ©?¥§¨.²2®Q¨�¨³ ã ¹H«o¨;È�ó�³ xi«o¨m´U¸'¦4¨® ÍMÍ «;´V¦'®Q¦4¨�¥0´k¸'µË�¯=¥§¦�¨
u
¶N¥§¹H®Qµ�¨

adKn+1(u, xi) = 0 �
¨³S¦'®Q¦9¶

adKn+1(u, xi) = l > 0
È~»¥§³H¨�²=¥§µä¨ß Í Ë�´kµ³S«ª¯�«o¨.¨�® ÍMÍ «;´�¨�¯'« Kn+1

¶ç¨³
xj

«o¨´I¸�¦è¥§¸�´kµ«£¨�® ÍMÍ «;´ä¨k¥0´�¸'µ�Ë�¯'«
u
¥§¹H®Qµ�¨

adKn+1(u, xj)
«o¨m´`¥§¸�¨�¨�³2ËoÑQ¥§¹�{

l
È��V¸�´kµ�« Í «;¦6´·¯'³~´?¶6²2®Q¸'µ#¸'¦'«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦Iµ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«T¯'®Q¦'¦�Ëo«§¶®Q¦�²2«o¸�´.¥§¨�¨®�©;³S«oµ�¸'¦�«o¦6´�³S«oµ

l
©;® Í ²�µ�³S¨�«o¦6´kµ« 1

«�´
n
¶Þ´k«o¹ðÎy¸'«�¹+¥»¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ�¯NÏÚ¸�¦'«Å¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«

²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«TÎy¸'«o¹H©o®Q¦�Î�¸�«�«;¨´�¨�®Q³~´
0
¶'¨®Q³H´

l
È

.�/g���0 21!� $yx���C«o¨�´t¥ ã ¹H«o¨�¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k«o¨�´kµ�¥§³H´�«o¦6´�¹S«o¨�©?¥0¨ n = 3
«�´
n = 4

È=��¥â²'µ�« Í ³HÔoµ�«I©;®Q¹S®Q¦�¦'«M«;¨´ä¹S« Í ¸'¹~´k³ j¦'® Í ³+¥0¹ m(d)
¯'«I¹S¥Å©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�«;¦ôØõ®Qµ Í «.¦�®Qµ Í ¥§¹S«

u
³S¦'¯�³SÎy¸'Ëo«I¨¸'µ�¹+¥�¯'«o¸�à�³HÔ Í «I©o®Q¹H®Q¦'¦'«0ÈÉ�¦'¨�¸�³H´k«0¶�¨®Q¦6´g³S¦'¯'³HÎy¸'Ëo«;¨`¹S«å¦'® Í�ã µ«V¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨�²'µ³S¦'©;³S²=¥0¹S«o¨�¯'«V´k¥§³S¹H¹S« 0 ≤ l ≤ n

²2®Q¸'µ�´k®Q¸�´k«
©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«

u′
¯'«�Øõ®Qµ Í «�¦'®Qµ Í ¥0¹S«

u
È�éVÏÚ«;¨´`²�µ�Ëo©;³S¨Ë Í «o¦6´·©;« Í Ó Í «g¦'® Í�ã µ�«§¶ Í ¥§³S¨²2®Q¸'µ

u
¨«o¸'¹H« Í «o¦6´?¶ Í ¸'¹H´�³S²'¹H³SË�²=¥§µ m(d)

È
ó�¸'µ�¸'¦'« Í Ó Í «I¹H³SÑQ¦'«0¶N²=¥§µ�¹H«o¨�µ�« Í ¥§µÎy¸'«o¨�²'µ�Ë;©oËo¯�«o¦6´k«;¨o¶ï®§¦�¦NÏÚ¥ÖÎy¸'«�¯'«;¸�àôÒ§¥0¹S«o¸�µ�¨�¯NÏÚ¥]Ò0¥kj

¹+¥0¦'©t±'«o¨g²2®Q¨�¨³ ã ¹H«o¨Uá 0 «�´å¸�¦Ö«;¦y´�³S«;µ l ©o® Í ²'µ³S¨�«o¦6´�µ�« 1
«�´
n
È

m(d) u
� í Ù ÷

ø ÕëÙ�¶~íQ¶±� Ü íJÙ ø
÷ ÕëÙ�¶~íQ¶Hí Ü ø ÷
÷ ÕëÙ�¶ìÙ�¶±� Ü ÷ ø
÷ ÕëÙ�¶ìÙ�¶Hí Ü ÷ ø
í ÕëÙ�¶ìÙ�¶ Ù Ü ÷

´k®§´k¥§¹ Ù0Û ú ø ú

nb
 d

’a
va

la
nc

he
s

taille de l’avalanche

6
4

8
10
12
14
16
18
20
22
24

32.521.510.50

n = 3
á
K4

ít�Qø



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(

m(d) u
� í Ù ÷ Û

ÙAÛ Õ×÷�¶ìÙ�¶Hí§¶±� Ü �QÙ Ù0Û
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�Hq ��� ��sq,u&p ��p�st�� 1,� " � u&pKn � �r��8�stq,u&p "%�km � �K��k��p�s���"%��p �«u&�k��� pKu��)�58+1,� �os 1,� "%��u�s9"
7K��l � ��� é·® Í�Í «�¹S«;¨�Øõ®Q¦�©;´k³H®Q¦'¨�¯'«ä²'¥§µµ�y³S¦�Ñª«o¦ÖØõ®Qµ Í «�¦'®Qµ Í ¥§¹H«�¨®Q¦6´T«;¦ ã ³ ê «;©;´�³S®Q¦Ö¥?ÒQ«o©ä¹S«o¨�ª½AÂýÄªÁ�À=� � � �A¶C®§¦�²2«o¸�´ä¥§¨¨�®�©o³S«;µ�¯'« Í ¥§¦'³HÔoµ«.¸'¦'³SÎy¸'«�«;´�µËo©o³H²'µ�®�Îy¸'«�¸'¦ � *=À��H� �èÁ�À � � � ��{
´k®§¸�´k«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«�«;¦ÖØõ®Qµ Í «V¦'®Qµ Í ¥§¹H«IÕ×©�ØbÈ!<ï³SÑQ¸�µ�«U÷�È~íQí�²=¥§Ñ§«�¨¸'³HÒ0¥§¦6´�« Ü È
�å¦F�ª½AÂ#Á�À � � � �

w
«;¨´·¸'¦ Í ®§´�¯'« {a, b}∗ ¶y©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«g¸'¦ Í ®0´ð¨¸'µ�¹�ÏSÃ§Ç ¿+*�Ã6Æ�À�Â {a, b} ¶yÎy¸'³ÒQË;µ�³~æ=«Iá

∀1 ≤ k < |w|, |w1 . . . wk|b ≤ |w1 . . . wk|a,
Õ×÷�ÈHí§Èìú Ü

«�´ |w|b = |w|a,
Õë÷�È~íQÈ~ít� Ü

® � |w| Õõµ�«;¨�²NÈ |w|a ¶0µ�«;¨�²NÈ |w|b Ü «;¨´#¹S«·¦'® Í�ã µ«`¯'«�¹H«;´�´�µ�«;¨gÕ×µ«o¨�²9ÈQ¯'« a ¶Qµ«o¨�²9ÈQ¯'« b Ü ¯'¸ Í ®§´ w È i ¦¯'³~´�¥§¸'¨�¨³=Îy¸NÏÚ¸�¦ Í ®§´#¯'«�¤åß�©#�I«o¨´�¸'¦E�ª½AÂïÆ���À��ä¿�Ã§¼tÀ��=Â *��tÄt��¶Q©o¥§µ�¨�³E®Q¦Iµ�« Í ²�¹+¥§©;«�¹+¥U¹S«�´�´kµ« a ²=¥0µ¸'¦'«ä²=¥§µ�«;¦6´k±'Ô;¨�«I®Q¸�Ò�µk¥0¦y´�«.«;´U¹S¥M¹H«;´�´�µ�«
b
²=¥§µå¸'¦'«.²=¥0µ�«o¦6´�±'Ôo¨«�Øõ«oµ Í ¥§¦6´k«0¶9¹H« Í ®§´T¯'«�¤åß�©#�¬«o¨m´¸'¦'«ä«�à�²'µ�«;¨�¨³S®Q¦�® �4¹H«o¨V²'¥§µ�«;¦y´�±'Ôo¨«o¨�¨�®§¦y´T¸�´k³H¹S³S¨Ëo«;¨V¨�¸�³HÒ0¥§¦6´T¹H«o¨T©;®Q¦6ÒQ«o¦6´�³S®Q¦'¨U¸�¨�¸'«;¹S¹S«;¨o¶7©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj

¯'³Hµ�«`µËoÑQ³H«o¨�²=¥§µï¹+¥TÑQµ�¥ ÍMÍ ¥§³Hµ�« S → (S)S|ε È ��¦ � *=À��H� �£Á�À�� � � ��«;¨´#¸'¦�«�µ«o²'µËo¨«o¦6´t¥0´�³S®Q¦I¯NÏÐ¸'¦
Í ®§´V¯�«�¤åß�©#�»¯'¥§¦'¨ Z2 ¶2® �»¹S¥M¹H«;´�´�µ�« a «o¨m´Tµ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´�Ëo«I²=¥§µ�¸'¦Ö¿�ÃAÄd�ª½k�=Â�Ã��=Âë¶E©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«�¸'¦
²=¥§¨�¦'®Qµ¯�j%«;¨´ ↗ ¶y«;´ð® �M¹S¥�¹H«;´´kµ�« b «;¨´·µ�«o²�µ�Ëo¨«o¦6´kË;«T²=¥§µ�¸'¦M²=¥§¨�¨�¸'¯�j «o¨m´ ↘ ¶6¯'³~´#¿�ÃAÄTÁ�ÀtÄ9�tÀ��2Á6Ã��=Â
Õ×©�ØbÈ <ï³HÑQ¸'µ�«£÷�ÈHí��¬²=¥§ÑQ«�¨¸'³HÒ0¥§¦6´k« Ü È#ó�³�®Q¦�©o® Í�Í «o¦'©;«'{4´�µk¥§©;«oµ.¸'¦è©t±'« Í ³H¦è¯'«Å¤åß�©#� {4²=¥§µ´�³Sµ
¯'«.¹ëÏÚ®Qµ³SÑQ³H¦'«

(0, 0)
¶7¹+¥Åé·®Q¦'¯�³H´k³H®Q¦èÕ×÷�ÈHí§Èìú Ü ¨�³SÑ§¦'³Hæ=«äÎ�¸�«�¹H«.©t±'« Í ³S¦4¦�«�²'¥§¨�¨« ê ¥ Í ¥§³H¨V¨®Q¸'¨�¹�ÏÚ¥Aà�«¯'«;¨å¥ ã ¨�©;³S¨�¨«o¨;¶2«�´�¹+¥Ié·®Q¦'¯�³H´k³H®Q¦�Õ×÷�ÈHí§ÈHít� Ü ³ Í ²'¹S³HÎ�¸�«VÎy¸'«�¹S«T©t±�« Í ³S¦Å¨�«U´k«;µ Í ³S¦'«U¨¸'µ�©o«�´å¥Aà�«§ÈEÉ�¦²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶�®§¦Ö²2«o¸�´�¯'®§¦'©U´kµk¥0©o«oµg¸'¦Å©t±'« Í ³H¦Ö¯�«�¤�ß�©#��¨¸'µ N2 È��¥�¹S®Q¦'Ñ§¸'«o¸'µð¯NÏÐ¸'¦Å©t±'« Í ³S¦�¯'«T¤åß�©#�£«o¨m´g¹S«V¦�® Í�ã µ«T¯'«U¹S«�´�´�µ�«o¨·¯'¸ Í ®0´`©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥0¦y´oÈ=É�¦²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶�©;«�¦�® Í�ã µ«U«o¨´�²=¥0³SµoÈ

ít� �
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Ý%¹�«�à�³S¨m´k«Å²'¹H¸'¨�³H«o¸'µ¨ ã ³ ê «;©;´k³H®Q¦'¨.«;¦y´�µ�«Å¹S«;¨.Øõ®Q¦'©;´�³S®Q¦�¨�¯'«Å²=¥§µ\��³H¦'Ñ4´kµ³SËo«;¨I«;´I¹S«;¨I©t±'« Í ³S¦'¨.¯�«¤åß�©#�EÈ i ¦°«o¦ ¯'Ëo¯�¸'³H´�¸�¦'«4¥§¸�´�µ�«4«;¦y´�µ�«4¹H«o¨£©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨Mµ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨Å¯'«
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«o¦°Øõ®Qµ Í «¦'®Qµ Í ¥0¹S«T«�´å¹H«o¨�©t±'« Í ³H¦'¨g¯'«�¤åß�©#��¯'«�¹S®Q¦�ÑQ¸'«o¸�µ 2n ¶=©;® Í�Í «T¹ëÏÚ³H¹S¹H¸'¨´�µ�«V¹ëÏÚ«Rà�« Í ²'¹S«U¨¸'³HÒ0¥§¦6´�á
.�/g���0 21!� $yx ���¥ <ï³SÑQ¸�µ�«�÷�È~íQí Í ®§¦y´�µ�«U¹S¥ ã ³ ê «o©�´k³H®Q¦�«o¦6´kµ«�¹H«o¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨gµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨�«o¦âØõ®Qµ Í «T¦'®§µ Í ¥§¹S««;´�¹H«o¨�©t±'« Í ³H¦'¨g¯'«�¤åß�©#�2È
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(5, 4, 4, 3, 1, 1)

d1

d1

d2

d2dk dk

� �����2÷�È~íQí���é·®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦
(5, 4, 4, 3, 1, 1)

«;´g©t±�« Í ³S¦â¯'«�¤åß�©#� abaababbaabb ¥§¨�¨®�©;³SË0È

�

i ¦ ¥§²�²7«;¹S¹S«�¿2Ç~Ã]º�ÀÅ¯'«â²=¥§¨ Í ®§¦y´k¥§¦6´k¨.¯NÏÐ¸'¦ñ©t±'« Í ³S¦ñ¯'«â¤åß�©#� w
¶ç¸�¦'«Å²'¹S¸'¨.Ñ§µk¥§¦'¯�«â¨®Q¸'¨¾j

¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«g¯'«`²=¥§¨ Í ®§¦y´k¥§¦6´k¨ç©;®Q¦'¨Ëo©o¸�´k³HØõ¨ï¯'« w Èk�V¹H®Qµ�¨;¶J¨�¸'µç¹H«·©t±'« Í ³H¦�¯'«�¤�ß�©#� w ©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯=¥§¦6´{�¸'¦'«.©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦4¦'®§µ Í ¥§¹S«
u
¶C¹S«äÒ§«o©;´�«o¸'µ

d
¥§¨�¨®�©;³SË/{

u
«;¨´�¹H«�ÒQ«o©�´k«;¸'µ�¯'«o¨�²'¹S¥§ÑQ«o¨U¯�«.²=¥§¨

Í ®Q¦6´t¥§¦6´k¨g¯'« w Õõ©;ØbÈ+<ï³HÑQ¸'µ«�÷�ÈHí§í Ü È
w = a . . . a︸ ︷︷ ︸

d1

b . . . b a . . . a︸ ︷︷ ︸
d2

b . . . . . . b a . . . a︸ ︷︷ ︸
dk

b . . . b = ad1b . . . bad2b . . . . . . badkb . . . b.

é·® Í�Í «�®Q¦Ì¹ëÏì¥Å¯'Ë ê { Í «;¦6´k³S®§¦'¦'Ë�²'¹S¸'¨�±=¥§¸�´?¶Þ²7®Q¸�µ�¸'¦�«ª©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ôµ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«�¯�®Q¦'¦'Ë;«
u
Õ×«;¦ÌØõ®Qµ Í «ª¦�®Qµ Í ¥§¹S« Ü ¶C¹H«o¨.¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨ä²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹S«;¨�®§¦y´ä¸'¦'«ª´k¥§³S¹H¹S«IÎy¸'³ðÒ0¥§¸�´�¨�®§³H´ 0
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u
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¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨V²'µ³S¦'©;³S²=¥0¹S«o¨�¯'«�´t¥§³H¹S¹S«
l
«�´

n − d1

¯'«�´k¥§³S¹H¹S«
0
È i ¦4¥IÒ�¸¬Îy¸'«

d1

«;¨´T¹S¥�¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ�¯'«ä¹S¥�²�µ�« Í ³SÔ;µ�«�²'¹+¥0ÑQ«�¯'«ä²=¥0¨ Í ®Q¦6´t¥§¦6´k¨¯'¸�©t±'« Í ³S¦I¯'«�¤åß�©#��¥§¨¨�®�©o³SË�{
u
ÈyÉ�¦�Ø×¥0³H´?¶0¹+¥VÒ0¥§¹H«o¸'µ

l
¶6©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«�¹S¥�¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ�¯'«;¨�¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨

²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«o¨�¯'«ä´k¥§³S¹H¹S«�¦'®Q¦4¦y¸'¹H¹S«ä¯�«
u
¶N¥£¥0¸'¨�¨³ç¸'¦'«�³H¦6´k«oµ²'µ�Ë�´t¥0´�³S®Q¦â´kµÔo¨U¨�³ Í ²�¹S«�¨�¸'µT¹H«ä©t±'« Í ³H¦¯'«�¤åß�©#�â¥§¨�¨®�©;³SËW{

u
È
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ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
�9�ku! Au#"�q sq!u�p $yx�� %N½k�ýÂ

u
¾��9À �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â,��½k�Ì¼�� ��¾�¼�¼kÀ��=Â%À�Á�À

Kn+1

À�� � ½A¼��ªÀ �9½A¼���Ã§ÇSÀ
�
À�Â
xi¾���Ä]½k�H�ªÀ�Â#¨�¥0´k¸'µËIÁ�À

u  !, ÇS½A¼kÄ�Ç~ÃäÇS½k��º§¾EÀ�¾�¼
l
Á�À�Çµ� Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=Àç¿2¼�� � ���ì¿�Ã§ÇSÀTÀ��
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Ä�¾�¼
u
ÀtÄ�ÂA��º6Ã§ÇSÀ

�ªÇ~ÃMÂ�Ã��ýÇýÇSÀäÁ§¾I¿2¼kÀ��H��À�¼U¼kÀ�Â%½A¾�¼ �
0
Ä�¾�¼�ÇSÀ9�ª½AÂ·Á�À � � � �ªÃAÄtÄ]½9���«���

u  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k��£��V²'µÔo¨å¹�ÏÚ¥ ê ®Q¸�´g¯NÏÐ¸'¦ÖÑQµk¥§³H¦�¨�¸'µ xi
¶
xi
«o¨m´V³H¦'¨´k¥ ã ¹S«0ÈEó�®Q¦âË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'®Q¦'¦�«¸'¦ÖÑQµk¥§³H¦E{�©t±=¥0©o¸'¦¬¯�«o¨å¥§¸�´kµ«o¨�¨�® Í�Í «;´k¨;ÈEÉ�¦»²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶�´�®Q¸'¨�¹S«o¨g¨® ÍMÍ «;´�¨gÎ�¸�³Þ©;®Q¦6´k«;¦=¥§³S«;¦6´

n− 1
¥§¸�²=¥§µk¥?Ò0¥§¦6´?¶�¨�®Q¦6´ Í ¥§³H¦y´�«o¦=¥0¦y´ð³S¦�¨´t¥ ã ¹S«;¨oÈ�Ý%¹S¨·¨®Q¦6´g¥§¸�¦'® Í�ã µ�«å¯'« d1− 1

¶�«�´�®Q¦£²2«o¸�´�¹S«;¨
Ë ã ®Q¸'¹H«oµU¹HËoÑ6¥§¹H« Í «o¦6´?È&�V²�µ�Ôo¨�©;«o¨

d1

²'µ« Í ³S«;µ�¨TË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨o¶C¨�®§³H´U¹S¥£©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦4«o¨´�¨m´t¥ ã ¹H«§¶¨�®§³H´�³S¹'ß�¥�¥§¸ Í ®Q³S¦�¨ d2

¨�® Í�Í «;´k¨�³S¦�¨´t¥ ã ¹S«;¨oÈ�ó�³E¹+¥�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�«o¨´·¨´k¥ ã ¹S«0¶6³S¹'ßM¥ d2

¨�® Í�Í «;´k¨¥?ÒQ«;©
n − 1

ÑQµ�¥§³S¦�¨oÈ�é·«o¹S¥�¨³SÑQ¦'³~æ=«ÅÎy¸NÏÚ³H¹S¨M¥?Ò§¥0³S«o¦6´
n − 1 − d1

Ñ§µk¥§³H¦'¨M¯'¥§¦'¨ª¹S¥ô©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦
®Qµ³SÑQ³H¦'«o¹H¹S«§È � ¹ëÏÚ³H¦6ÒQ«oµ¨�«0¶'¨�³N¹S¥ä©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦£«;¨´g³S¦�¨´t¥ ã ¹S«0¶�©o«;¹+¥äÒ§«o¸�´g¯'³Hµ�«TÎy¸NÏÐ³S¹7ß£¥ d2

¨�® Í�Í «;´k¨Îy¸'³7¥]Ò0¥§³H«o¦6´�¨´�µ�³S©�´k« Í «;¦y´ð²'¹H¸'¨ð¯�« n− 1−d1

ÑQµ�¥§³S¦�¨�¯'¥§¦'¨�¹+¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦M®Qµ³SÑQ³H¦'«o¹H¹S«0È i ¦ª²2«o¸�´
¥§¹H®Qµ�¨�Ë ã ®Q¸'¹H«oµä©;«o¨�¨® Í�Í «�´k¨ªáÞ³S¹H¨�¯�®Q¦'¦'«;¦y´ d2

ÑQµk¥§³H¦'¨ {â©t±=¥§Îy¸'«�¨® ÍMÍ «;´oÈK�V²'µÔo¨.©o«;¨
d1 + d2²'µ« Í ³S«oµ¨UË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨;¶N¨�®Q³~´U¹+¥£©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦4«;¨´�¨´k¥ ã ¹H«§¶N¨®Q³H´�®Q¦�²2«o¸�´U´�µ�®Q¸�ÒQ«oµ d3
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¶ð¥§¹H®Qµ�¨
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hi = n − 1 − d1 − d2 − · · · − di−1

¶�   À   h1 − hi = d1 + d2 + · · ·+ di−1

È9É�¦¬´k«oµ Í «�¯'«.©t±'« Í ³H¦¬¯'«.¤åß�©#�E¶ h1 − hi

«o¨´T¹S«�¦'® Í�ã µ�«
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di

dk

h1 − hi
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¯'«�²=¥§¨�¯'«o¨©o«;¦'¯=¥§¦6´k¨I¥?Ò0¥§¦6´�¹+¥�²'¹+¥0ÑQ«I¯'«M²'¥§¨ Í ®Q¦6´t¥0¦y´�¨ di
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d1 + . . . + di−1
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ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨Þ¦'®Qµ Í ¥§¹H«o¨ù¥§¨�¨®�©;³SË;«o¨ �
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di

È
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w ∈ CD

¶
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µ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´�«o¦6´â¹S«;¨�Ò0¥§¹H«o¸'µ¨ª¯'Ë�æ=¦'³S«;¨ª²=¥0µª¹+¥ <ï³HÑQ¸'µ�«Ö÷�È~í]÷�È]�V¹H®Qµ�¨�¹+¥
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¨¸'µg¯'«o¨g©t±'« Í ³H¦'¨g¯'«�¤åß�©#� w ¥]ßQ¥§¦6´�²7®Q³H¯'¨ m(d)
á

f(z, u) :=
∑

u∈R

n∑

i=1

z|u|uadK(u,xi) =
∑

w∈CD

z|d|uld1

(
|d|

d1 . . . dk

)
+
∑

n≥1

Cnz
n.

�C«o¨.«;¦y´�³S«;µ�¨
Cn

©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯�«o¦6´M¥§¸�àñ¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨.²�µ�³S¦�©o³S²'¥§¹S«;¨ä¯'«£´k¥§³S¹H¹S«�¦�¸�¹S¹S«0¶ï©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«Å¥0¸
¦'® Íäã µ�«�´�®§´t¥§¹ï¯'«M¨® Í�Í «�´k¨Uµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨T¦'®Q¦ô¨k¥A´k¸'µËo¨�¨�¸'µ�¹�ÏÐ«o¦�¨�« Íäã ¹S«.¯'«;¨�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨Uµ�Ë;©o¸'µ¾jµ�«;¦6´k«o¨�¯'«

Kn+1

È

− o −
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π
¯NÏÐ¸'¦�©t±'« Í ³H¦�¯'«U¤åß�©#�£¯'«V¹+¥ Í ¥§¦'³HÔoµ�«�¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«.á

∀w ∈ CD , π(w) := d1

(
n

d1 . . . dk

)
.
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n
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l
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∑
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∑
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ψ̂(z) =
∑

w∈CD

zn

n!

(
n

d1 . . . dk

)
=
∑
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d1! . . . dk!
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ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
|ï¥0µª¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦9¶

n![zn]ψ̂(z)
«o¨m´£¹H«Ö¦'® Í�ã µ�«â¯'«Ö©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨MµËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨�¯'« Kn+1

¶��   À   ¹S«¦'® Íäã µ�«U¯'«�Øõ®Q¦'©�´k³H®Q¦'¨�¯'«�²=¥§µ\�y³S¦'Ñ.¯'« [[1, n]]
È��V³H¦'¨�³ë¶

n![zn]ψ̂(z) = (n + 1)n−1 È
�6���08������K� $yx v
�å¦�« Í Ë�´k±'®�¯'«�¥§¹~´k«oµ¦=¥0´�³HÒQ«¬¥§¸ ²=¥§¨�¨�¥§ÑQ«4²=¥0µ£Øõ®Q¦'©;´�³S®Q¦�¨�¯'«4²=¥§µ\��³H¦'Ñ�²2®Q¸'µ£´kµ®Q¸�Ò§«oµÅ¹+¥�Ò0¥§¹H«o¸'µ
¯'¸ ´k«;µ Í «ôÑ§Ëo¦'Ë;µk¥§¹U¯'«ô¹+¥�¨Ëoµ�³H« ψ̂(z)

«o¨´â¯'«ô©o®§¦'¨�³H¯'Ëoµ«oµÅ¹+¥�¯'Ë;©o® Í ²7®§¨�³H´�³S®Q¦°©;¹+¥§¨¨�³HÎ�¸�«ô¯�«�¹S¥
<ï³HÑQ¸'µ�«T÷�ÈHíoÛ

�
²=¥§µ�¹+¥ Í Ë;´�±'®�¯'«�¨ß Í�ã ®Q¹S³HÎ�¸�«§¶'®Q¦Å® ã ´k³S«;¦6´g¹�ÏÐËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦Å¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«Iá

ψ̂(z) = 1 +
∑

k≥1

(zψ̂(z))k−1

k!
zψ̂(z) = exp(zψ̂(z)).

Õë÷�ÈHíQÈ~íQí Ü

d1 = k

D2

D1

È È È
Dk−1

Dk

� �����7÷�È~í?Û ��¤VËo©;® Í ²2®Q¨³H´k³H®Q¦�ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S«U¯NÏÐ¸'¦â©t±'« Í ³S¦Å¯'«�¤åß�©#�Å¦'®Q¦�Ò�³S¯�«§È

��Ï � Îy¸=¥0´�³S®Q¦ÌÕë÷�È~íQÈ~íQí Ü «;¨´�¹�ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦ÅØõ®§¦'©;´�³S®Q¦'¦�«o¹S¹H«V® ã ´k«o¦y¸'«�Îy¸=¥§¦'¯â®Q¦â©t±'«oµ©t±'« {.©;® Í ²�´k«oµ²=¥§µä¦'® Í�ã µ«ª¯NÏÚ¥§µÓ;´k«;¨.¹S«;¨.¥§µ ã µ�«o¨.¯�«Åé`¥?ß�¹H«;ßÌ«o¦'µ�¥§©o³H¦'Ëo¨ÅÕõ©;ØbÈ6<ï³SÑQ¸�µ�«£÷�ÈHíJû Ü Èïé·® ÍMÍ «£¥A´�´k«;¦'¯'¸N¶³S¹NßÖ¥M¥§¸�´t¥0¦y´V¯'«�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦»µ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨IÕýØõ®Q¦'©�´k³S®§¦'¨å¯�«ä²=¥§µ\�y³S¦'Ñ Ü Îy¸'«�¯9Ïì¥§µ ã µ�«;¨V¯'«�é`¥?ß�¹H«;ß«o¦�µk¥§©;³S¦'Ë;¨äÕõ©;ØbÈEÉïà�« Í ²'¹S« ��ÈÚÛ'í�²=¥0ÑQ«�ÙQû§÷ Ü ¶'«;´�á

∀n ≥ 0, [zn]ψ̂(z) =
(n + 1)n−1

n!
.

A2A1 Ak

· · ·
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− o −
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���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,

2n

2l

�������7÷�È~í]ø �£¤VËo©;® Í ²7®Q¨³H´�³S®Q¦�ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S«U¯9ÏÚ¸'¦â©t±'« Í ³H¦â¯�«�¤�ß�©#�EÈ

É�¸£ËoÑQ¥§µ�¯I{�¹S¥ <ï³HÑQ¸'µ«å÷�ÈHí]÷�²=¥§Ñ§«äíQít��¶6®Q¦ª«;¨´�¥ Í «;¦'Ë {�©o®§¦'¨�³H¯'Ëoµ«oµ·¹S¥�¯�Ëo©o® Í ²2®Q¨�³~´k³H®Q¦I¦=¥0´k¸�µ�«o¹H¹S«¯'«;¨å©t±'« Í ³H¦'¨�¯'«�¤åß�©#� Í ®§¦y´�µ�Ë;«U¨�¸'µg¹+¥ <ï³HÑQ¸'µ«U÷�È~í]ø�ÈÉ�¦4«;Ê7«;´?¶2´k®Q¸�´T©t±'« Í ³H¦¬¯'«�¤�ß�©#�»¦'®Q¦»Ò�³S¯�«ä¨�«ä¯'Ëo©;® Í ²2®Q¨«�¯'« Í ¥§¦'³HÔoµ«�¸'¦�³SÎy¸'«�©;® ÍMÍ «�¸'¦²'µ« Í ³S«oµ�©t±'« Í ³H¦Ì¯'«ª¤åß�©#�ô¿2¼�� �H�ýÂ�� � ¨¸'³HÒ�³�¯NÏÐ¸'¦�©t±'« Í ³S¦�¯'«£¤�ß�©#�EÈ i ¦ ¯�³H´�Î�¸9ÏÚ¸'¦�©t±�« Í ³S¦Ì¯�«¤åß�©#�4«o¨m´T¿2¼�� �H�ýÂ�� � ¨oÏÐ³S¹ù¦'«�´k®Q¸�©t±'«I¹�ÏÚ¥Aà�«�¯'«o¨�¥ ã ¨�©o³H¨�¨«o¨�Îy¸NÏ±{�¨«o¨�«�à�´kµË Í ³H´�Ëo¨oÈy|ï¥§µT©;®Q¦6ÒQ«;¦y´�³S®Q¦9¶
¸'¦Å©t±'« Í ³H¦â¯�«�¤åß�©#��²'µ�³ Í ³~´k³HØ9¦'«�²7«;¸�´g²=¥§¨�Ó�´kµ«�Ò�³H¯'«§È��å³S¦'¨³�¶�³S¹7«o¨´�©o¥§µk¥§©�´kË;µ�³S¨ËU²=¥§µ�¹H«VØ×¥§³H´`Î�¸�«
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φ̂(z)
¹+¥Å¨�Ëoµ³S«MÑQËo¦'Ë;µk¥0´�µ�³H©o«�«�à�²7®§¦'«o¦6´k³H«o¹H¹S«�¯'«o¨�©t±�« Í ³S¦'¨�¯'«£¤åß�©#�ô²'µ�³ Í ³~´k³~Øõ¨�¥]ßQ¥§¦6´²2®Q³S¯'¨

π
ÈEé·® Í�Í « CP ⊂ CD ¶ π «o¨m´ ã ³S«o¦Å¯'Ë�æ=¦'³H«�¨¸'µ CP ¶=«;´�á

∀w ∈ CP , π(w) = d1
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d1 . . . dk
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��¥.¨�Ëoµ³S«
φ̂(z)
²2«o¸�´å¥§¹H®Qµ�¨`¨;ÏÚË;©oµ³Sµ�«Iá

φ̂(z) =
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)
=
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�V³H¦'¨�³ïá
φ̂(z) = z
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= zψ̂(z).

É�¦q«;Ê7«;´o¶ð®§¦q²7«;¸�´ª¥§¨�¨®�©;³S«oµI{�¦NÏÐ³ Í ²2®Qµ´�«âÎy¸'«;¹å©t±�« Í ³S¦q¯'«»¤åß�©#�ò¯�«Ö´t¥0³S¹S¹H« n ¥§¯ Í «�´�´t¥0¦y´M¹+¥¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«
(d1, d2, . . . , dk)

©;® ÍMÍ «T¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ�¯'«;¨å²'¹S¥§ÑQ«;¨�¯'«�²=¥§¨ Í ®§¦y´k¥§¦6´k¨;¶=¸'¦Ö¸�¦'³SÎy¸'«�©t±'« Í ³H¦¯'«�¤�ß�©#�ä¯'«`´t¥§³H¹S¹H«
n−1

¥§¯ Í «�´�´t¥0¦y´ (d1−1, d2, . . . , dk)
©;® Í�Í «ð¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«g¯'«�¨¸'³H´�«o¨ Í ¥Aà�³ Í ¥§¹H«o¨¯'«`²'¥§¨ Í ®Q¦6´t¥§¦6´�¨oÈ§éVÏÚ«;¨´#¹S«�©t±'« Í ³H¦�¯'«�¤åß�©#��® ã ´k«;¦y¸.«o¦�¨¸'²'²'µ³ Í ¥§¦6´ç¹S«�²'µ« Í ³S«oµù²=¥§¨`Õ Í ®Q¦6´t¥§¦6´ Ü«;´�¹H«U¯'«oµ¦'³S«;µ�²=¥§¨�Õ×¯'«;¨�©;«o¦'¯=¥0¦y´ Ü ¯'¸â©t±'« Í ³H¦â²�µ�³ Í ³H´�³HØbÈ¤äÏÚ¥§²'µ�Ô;¨.¹+¥ <ù³SÑQ¸'µ«£÷�È~í]ø�¶Þ®Q¦ ²2«o¸�´I¯'³Sµ«ªÎy¸NÏÐ¸'¦è©t±'« Í ³S¦ ¯�«�¤åß�©#� ¯'«£²2®Q³H¯'¨ π «�´.¯'«ª´k¥§³S¹H¹S«

n
²7«;¸�´�Ó;´�µ�«.Ò�¸Ì©o® ÍMÍ «�¸'¦ô©t±'« Í ³S¦ô¯'«�¤åß�©#��²'µ�³ Í ³~´k³~Ø�¯'«I²7®§³S¯'¨ π «;´�¯'«.´t¥0³S¹S¹H« l ¶C¨�¸�³HÒ�³�¯NÏÐ¸'¦©t±'« Í ³H¦Ö¯'«�¤åß�©#�â¯'«�²2®Q³H¯'¨ m(d)

«;´å¯'«�´k¥§³S¹H¹S«
n− l È&|ï¥0µå¹S¥�µ« Í ¥§µ�Îy¸'«�²'µ�Ë;©oË;¯'«o¦6´k«0¶9¹H«�©t±�« Í ³S¦²'µ³ Í ³H´k³~Ø2¯'«T²2®Q³S¯'¨ π «�´·´t¥0³S¹S¹H« l ¶�²2«o¸�´·¹S¸'³ j Í Ó Í «�Ó;´kµ«VÒ�¸£©o® ÍMÍ «å¸�¦�©t±'« Í ³S¦M¯'«U¤åß�©#�ª¯�«V²2®Q³S¯'¨

m(d)
«�´�¯'«U´t¥§³H¹S¹S«

l − 1
²'µËo©;Ëo¯'Ë�¯NÏÚ¸�¦Ö²=¥0¨ Í ®Q¦6´t¥0¦y´g«�´g¨�¸'³~Ò�³C¯NÏÚ¸�¦Ö²=¥0¨�¯�«o¨�©;«o¦'¯'¥§¦6´?È¤V«�©o«;´´k«�©?¥0µk¥§©�´kËoµ³S¨�¥0´k³H®Q¦N¶�®§¦â´�³Sµ�«U¹ëÏÚË;Îy¸=¥0´k³H®Q¦£Øõ®Q¦'©�´k³H®Q¦'¦'«;¹S¹S«V¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�«.á

f̂(z, u) = zuψ̂(zu)ψ̂(z).
Õë÷�ÈHíQÈ~íJÙ Ü

íQíJÙ



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
�V¸Åæ=¦=¥0¹�¶'²2®Q¸'µ

n,m ≥ 0
¶'®Q¦â²7«;¸�´�¯'®Q¦'©�Ëo©;µ�³Hµ�«.á

[zn+m+1um+1]f̂(z, u) =
(n+ 1)n−1(m + 1)m−1

n!m!
.

¤V®Q¦�©§¶=²2®Q¸'µ
n ≥ m ≥ 1

¶'®Q¦Ö¥Åá

[znum]f̂(z, u) =
(n−m + 1)n−m−1mm−1

(n−m)!m!
.

�C«�¦'® Í�ã µ«U¯NÏÚ¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨å²�µ�³S¦�©o³S²'¥§¹S«;¨`¯'«U´t¥§³H¹S¹H« m > 0
¯'«

Kn+1

«o¨m´�á

n![znum]f̂(z, u) =

(
n

m

)
(n−m+ 1)n−m−1mm−1.

Õë÷�È~íQÈ~í]÷ Ü
i ¦Ö¦�®§´k«

Xn,m
©o«;´´k«UÒ0¥§¹S«;¸'µoÈ=ó�³C®Q¦ÅËo©;µ�³H´

Xn,m
¨�®Q¸�¨�¹S¥�Øõ®Qµ Í «�á

Xn,m =
1

n+ 1

(
n+ 1

m

)
(n−m+ 1)n−mmm−1,

Õë÷�È~íQÈ~í?Û Ü
®Q¦Åµ�« Í ¥0µ�Îy¸'«�³ Í�Í Ë;¯'³+¥A´k« Í «o¦6´·Î�¸�« Xn,n+1−m = Xn,m

È

− o −

�Fu&� 	r�k� 7�� 8��;8;18�p � � � ")7K� s98�q 11,�
0

�C«�¦'® Í�ã µ« Cn

¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨å²'µ³S¦'©;³S²=¥0¹S«o¨·¯'«�´k¥§³S¹H¹S«
0¯'«

Kn+1

«;¨´å¥§¹H®Qµ�¨Tá

Cn = n(n+ 1)n−1 −
n∑

m=1

Xn,m = n(n + 1)n−1 − 1

n+ 1

∑

k+l=n+1

(
k + l

k

)
kk−1ll−1.

Õë÷�È~íQÈ~íJû Ü

i ¦.¦'®§´k«
Xn

¶§¹S¥V¨�® Í�Í « ∑n
m=1Xn,m

È i ¦.²7«;¸�´�´kµ®Q¸�ÒQ«;µ�¸'¦'«�¥0¸�´kµ«`µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�«;¦6´kµ�«
Cn

«;´
Xn«o¦�¸�´�³S¹H³S¨k¥0¦y´å¸'¦'« Í Ë;´�±'®�¯'«�²'¹H¸'¨T¯'³Hµ�«o©�´k«0È i ¦4¦'®§´k« ĝ(z, v) ¹+¥£¨�Ë;µ�³H«�ÑQËo¦�Ëoµk¥A´kµ�³H©o«�«Rà�²7®Q¦�«o¦6´k³H«o¹S¹H«¯'«;¨�©t±'« Í ³S¦�¨ä¯'«ª¤åß�©#�Ì¯'«M²7®Q³H¯'¨ m(d)

È=�C«ª²=¥0µk¥ Í Ô;´�µ�« z ©o® Í ²�´�«ª¹+¥�´t¥0³S¹S¹H«.¯'¸�©t±'« Í ³H¦N¶�«;´�¹H«²=¥§µ�¥ Í Ô;´kµ« v ©;® Í ²�´k«�¹+¥�±=¥0¸�´k«;¸'µ d1

¯'¸Å²'µ« Í ³S«oµ�²�³S©§È

ĝ(z, v) =
∑

w∈CD

znvd1

n!

(
n

d1 . . . dk

)
.

|ù®§¸'µ.©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ
ĝ(z, v)

¶ï®§¦ñ¨¸'³H´ä¹+¥»¯�Ëo©o® Í ²2®Q¨�³~´k³H®Q¦ ¯'«£¹S¥ <ï³HÑQ¸'µ�«ª÷�È~í?Û4²=¥§ÑQ«»íQíQíQÈ i ¦è¥4¥0¹S®Qµ¨
¹�ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦4á

ĝ(z, v) = 1 +

[
+∞∑

k=1

vk

k!
(ĝ(z, 1)z)k−1

]
ĝ(z, 1)z.

i ¦Ö²2«o¸�´g¯'®Q¦'©�Ëo©;µ�³Hµ�«Iá
ĝ(z, v) = exp (ĝ(z, 1)zv) .i ¦âÒ§Ëoµ³Hæ=«�Îy¸'«�¨�³C®Q¦â¨�²2Ëo©;³Hæ=«

v = 1
¶'®§¦Öµ«;´kµ®Q¸�Ò§« ã ³S«o¦â¹ëÏÚË;Î�¸'¥0´k³H®Q¦�¯'«�é`¥?ß�¹H«;ß�á

ĝ(z, 1) = exp (ĝ(z, 1)z) ,

íQí]÷



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,
Îy¸'³.²2«oµ Í «;´ô¯'«è©;® Í ²�´k«oµ4¹H«o¨ô¥§µ ã µ�«;¨ô¯�«qé`¥?ß�¹S«�ß�«o¦'µ�¥§©o³H¦'Ëo¨�²=¥0µô¦�® Í�ã µ«ñ¯9Ïì¥§µÓ;´�«o¨òÕ×©�ØbÈ <ï³ jÑQ¸'µ«�÷�ÈHí]û.²'¥§ÑQ«.íQíQí Ü È�|ù¥§µg©o®Q¦'¨ËoÎy¸'«;¦y´

ĝ(z, 1) = ψ̂(z)
È

É�¦4Ø×¥§³H´o¶7¸'¦�«�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦»¦'®Qµ Í ¥§¹H«�¥§¯ Í «;´ n − d1

¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨�²'µ³S¦'©;³S²=¥0¹S«o¨å¯'«�´t¥0³S¹S¹H«
0
Èy|ù¥§µ

©o®§¦'¨�Ë;Î�¸�«o¦6´?¶=®Q¦ª«o¨´·³S¦6´kË;µ�«;¨�¨�ËU²'¥§µ
ĥ(z) =

∑
w∈CD

zn

n!
(n− d1)

(
n

d1 . . . dk

) È'é·«;¹+¥�¨³SÑQ¦�³Hæ=«åÎ�¸�«

ĥ(z) = z ∂
∂z

[ĝ(z, z−1v)] (z, z)
È

∂

∂z

[
ĝ(z, z−1v)

]
(z, v) =

∂

∂z
(ĝ(z, 1)) v exp (ĝ(z, 1)v)

= ψ′(z) v exp(ψ̂(z)v).

�V³H¦'¨�³ïá
ĥ(z) = z2ψ′(z)ψ̂(z).�V¸Åæ=¦=¥0¹�¶'²2®Q¸'µ

n,m ≥ 0
¶'®Q¦â²7«;¸�´�Ëo©oµ³Sµ«.á

[zm+n+2]ĥ(z) =
(m+ 2)m

m!

(n+ 1)n−1

n!
,

«;´�¯'®§¦'©�²7®Q¸�µ
n ≥ 2

á

[zn]ĥ(z) =
n∑

m=1

(n−m+ 1)n−m−1

(n−m− 1)!

mm−2

(m− 1)!
.

i ¦Ö® ã ´k³H«o¦6´g¯'®Q¦'©�¸'¦�«�¥0¸�´kµ«�Øõ®§µ Í ¸'¹H«T²2®Q¸'µ Cn
á

Cn = n![zn]ĥ(z) =
n∑

m=1

(
n

m

)
(n−m)(n−m + 1)n−m−1mm−1,

Îy¸'³C²2«o¸�´�¨�«�µËo©oµ³Sµ«�á

Cn =
∑

k+l=n+1

1

n+ 1

(n+ 1)!

(k − 1)!l!
(k − 1)kk−2ll−1

=
1

n+ 1

∑

k+l=n+1

(n+ 1)!

k!l!
(k − 1)kk−1ll−1

=
1

2

1

n+ 1

∑

k+l=n+1

(
k + l

k

)
(k − 1 + l − 1)kk−1ll−1

=

(
n− 1

2

)
Xn.

|ï¥0µ�¹ëÏ � Îy¸=¥0´�³S®Q¦ôÕ×÷�È~íQÈHí]û Ü ¶'®§¦Ö¥Åá

Cn = n(n + 1)n−1 −Xn =

(
n− 1

2

)
Xn

= n(n + 1)n−1 − 2n(n + 1)n−2

= (n− 1)n(n+ 1)n−2.

íQí?Û



ó�«o©�´k³H®Q¦ ����� � �A�����)� � �' ����"��#���)��	K���� �N�,��µ(����k(
�V¸ñæ=¦=¥§¹ë¶ç¹S«Å¦'® Íäã µ�«Å¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨�²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹S«;¨.¯'«Å´t¥§³H¹S¹S« 0

¨�¸'µ
Kn+1

«o¨m´ª¯�®Q¦'¦'Ëâ²=¥§µI¹+¥
¨�³ Í ²�¹S«åØõ®§µ Í ¸'¹H« Cn = (n− 1)n(n+ 1)n−2 ²2®Q¸'µ n ≥ 2

È=É�¦â®§¸�´kµ«
C1 = 0

¶�©?¥0µ
K2

«;¨´g¹ëÏì¥§µ ã µ�«{.¯'«o¸�àâ¨�® Í�Í «�´k¨;Èó�¸'µ
Kn+1

¶�¨�³�®Q¦ñ¦'®§´�«
Dn(l)

¹S¥�²�µ�®Q²2®Qµ´�³S®Q¦è¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨I²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«o¨.¯'«�´k¥§³S¹H¹S«
l
¶�®Q¦ò¥

Dn(l) = n![znul]f̂(z, u)/n(n+ 1)n−1 ¶'©;«�Îy¸'³C¯'®§¦'¦'«Iá

∀n ≥ 2, Dn(l) =





n−1
n+1

¨�³
l = 0,

1
n(n+1)n

(
n+1

l

)
(n+ 1− l)n−lll−1 ¨�³

1 ≤ l ≤ n,

0
¨�³

l > n.
.�/g���0 21!� $yx����¥ <ï³SÑ§¸'µ�«�÷�ÈHí � Í ®Q¦6´kµ«�¹S«;¨çµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�¨�«�à�²7Ë;µ�³ Í «;¦y´k¥§¸�àÖÕõ©oµ®Q³~à Ü ¨¸'µ 106 Ë;´k¥§²2«o¨�¯'¸ ê «o¸�©o® Í ²=¥0µ�Ëo¨{.¹+¥.²'µËo¯'³H©;´k³H®Q¦£´k±�Ëo®Qµ³SÎy¸'«MÕ×©o¥§µ�µËo¨ Ü È

  

taille de l’avalanche

pr
op

or
tio

n

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

20151050

  

� �����7÷�È~í � �£¤V³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦�¯'«;¨�¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨g¯'« K21

Õ
n = 20

Ü È

ó�¸'µg¹+¥=<ù³SÑQ¸'µ«�÷�È~í]î�¶'¹S¥�²'µ�Ë;¯'³S©�´k³S®§¦Å´�±'Ëo®§µ�³SÎy¸'«�«;¨´�«o¦â²7®§³S¦6´k³H¹S¹SË;«§È

pr
op

or
tio

n

 0.0014

 0.0012

 0.001

 0.0008

 0.0006

 0.0004

 0.0002

 0
 80 60 40 20 0

   

   

taille de l’avalanche

 100

�������7÷�ÈHí]î �£¤V³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦�¯'«o¨�¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨g¯'« K101

Õ
n = 100

Ü È

�

íQíJû



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,

− o −

�6m "�u#1 �Ksq!u&p 	=q �M� ��stq��&�
��¥ Í Ë;´�±'®�¯'«g¥§¦=¥§¹~ßy´k³SÎy¸'«�²�µ�Ëo©;Ëo¯'«;¦6´k«V¦�®Q¸'¨#¥U²7«;µ Í ³S¨�¯'«`´�µ�®Q¸�ÒQ«oµ�¹S«·µ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´�ÒQ®§¸'¹S¸N¶�{U¨�¥]Ò§®Q³Sµ

¹S«;¨�©o®�«���©o³H«o¦6´k¨�¯'«�¹+¥£¨Ëoµ�³H«
f̂(z, u)

Èg��¥ Í Ë�´k±'®�¯'«.¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«I«o¨m´ä²�¸'µ�« Í «;¦y´ ã ³ ê «o©�´k³HÒ§«ÅáN«o¹H¹S«.«;¨´
ã «?¥§¸'©;®Q¸'²ñ²'¹S¸�¨.µk¥§²'³H¯'«£«�´I¨�³ Í ²'¹H«�Õ×¸'¦�«£Øõ®Q³S¨�´�µ�®Q¸�Ò§Ëo« Ü ¶�«;´I²2«oµ Í «�´I¯'« Í ³S«o¸�à�©o® Í ²'µ«o¦'¯�µ�«�¹S«²'µ® ã ¹SÔ Í «U®§µ�³SÑ§³S¦=¥§¹ëÈi ¦Ì²2«o¸�´�©o® Í�Í «o¦'©;«oµ�²=¥§µ�©t±'«;µ�©t±'«;µ�¹S«I¦'® Íäã µ�«I¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨ä²�µ�³S¦�©o³S²'¥§¹S«;¨U¯'«�´k¥§³S¹H¹S« 0

¨¸'µ
Kn+1 �

©o«�¦�® Í�ã µ«�«o¨´IË;Ñ6¥§¹�¥0¸�¦'® Í�ã µ«�¯NÏÐËo¹SË Í «;¦6´k¨.¦'®Q¦è¦y¸'¹H¨�¯'«�¹+¥»Øõ®§¦'©;´�³S®Q¦ ¯�« n j%²=¥0µµ�y³S¦'Ñ
©o®§¦ ê ¸'ÑQ¸'Ë;«�{ä¹S¥�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦NÈ�|ù®Q¸�µ·©?¥0¹S©o¸�¹S«oµð©o«T¦�® Í�ã µ«§¶�®Q¦�¥ ã «o¨®Q³S¦£¯�¸�¹S« Í�Í «�¨¸'³HÒ0¥§¦6´UÕ×©;ØbÈ
�Ð÷�í � Ü á
�]������� $yx�� ��ÀW�9½k��Æo¼kÀ�Á�À � ½k� ��Â���½k��Ä�Á�À`¿�Ã§¼��k� ��º �t½k�=ÂbÀ��2Ã��=Â

k 0
ÀtÄ�ÂZ£

(
n− 1

n− k

)
nn−k =

k

n

(
n

k

)
nn−k.

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
é·®Q¦'¨³S¯'Ô;µ�®Q¦'¨�¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S« Un

¯�«�´�®Q¸�´k«;¨�¹H«o¨�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨
u
¯�«

n
«o¦6´k³H«oµ¨�Îy¸'³#©o®§¦y´�³S«;¦'¦'«o¦6´

k
0
«�´
n − k ¦'® Íäã µ�«;¨ 1 ≤ ui ≤ n

È9Ý%¹ùßÖ«o¦ô¥ (n
k

)
nn−k È�¥Þ®Q¸�´k«�Øõ®§¦y´�³S®Q¦»¯'«

n
j ²=¥§µ\��³H¦'Ñ£«;¨´�¯=¥§¦�¨

©o«�´g«o¦'¨« Í�ã ¹S« Un

¶ Í ¥§³H¨·¹+¥�µËo©;³S²'µ®�Îy¸'«U«;¨´�Ø×¥§¸'¨¨�«0È�|ù®Q¸'µg¨�¥]Ò§®Q³Sµ�¨³
u ∈ Un

«o¨´�¸'¦�«TØõ®Q¦'©;´�³S®Q¦�¯�«
²=¥§µ\�y³S¦'Ñ'¶E®Q¦»¥§²'²'¹H³SÎy¸'«�¹�ÏÚ¥§ÑQ®Qµ³H´�± Í «U¨¸'³HÒ0¥§¦6´o¶2¹S¥§µ�Ñ§« Í «o¦6´V³H¦'¨�²�³Sµ�Ë�¯'«�©o«;¹S¸'³ÞÎy¸'³ù¦�®Q¸'¨V²2«oµ Í «�´V¯�«©o® Í ²�´�«oµ�¹H«U¦'® Í�ã µ«U´k®§´k¥§¹N¯'«UØõ®Q¦'©�´k³H®Q¦'¨�¯'« n j ²=¥§µ\��³H¦'Ñ�ái ¦�©;®Q¦'¨�³H¯'Ôoµ«M¸�¦�²=¥0µµ�y³S¦'ÑÅ©;³Sµ�©;¸'¹+¥0³Sµ�« {

n
²'¹S¥§©o«;¨�¦y¸ Í Ëoµ®§´kË;«o¨ 1, 2, . . . , n

ÈK|Þ®Q¸'µ�©t±=¥§Îy¸'«
i´k«;¹7Îy¸'«

ui > 0
¶y®Q¦£²'¹S¥§©o«å¸'¦'«�ÒQ®Q³~´k¸'µ«*{�¹S¥�²'µ« Í ³SÔ;µ�«�²'¹+¥§©;«V¹H³ ã µ«å¥0²'µ�Ô;¨·¹+¥�²'¹+¥0©o«V¦y¸ Í Ëoµ®§´kË;« ui

È�V¹H®Qµ�¨�¹S¥I¨ËoÎy¸'«;¦'©o«
u
«o¨m´å¸�¦'«�Øõ®§¦'©;´�³S®Q¦Å¯'«�²=¥§µ\�y³S¦'ÑI¨�³�«�´å¨«o¸'¹H« Í «o¦6´�¨�³C¹S¥I²�¹+¥§©;« n «;¨´å¹S³ ã µ�«{.¹+¥�æ=¦â¯'«�¹�ÏÚ¥§¹SÑ§®Qµ�³~´k± Í «§È~»¥§³H¨�¥0²'µ�Ô;¨ä¹�ÏÐ«�à�Ë;©o¸�´�³S®Q¦ô¯'«�¹�ÏÚ¥§¹SÑQ®§µ�³H´�± Í «§¶2³S¹çßô¥ k ²�¹+¥§©;«o¨�¹S³ ã µ�«o¨;ÈK|ï¥§µ�¨ß Í Ë;´�µ�³S«0¶C©t±=¥§©;¸'¦'«¯'«;¨`²'¹+¥0©o«o¨ð¹S³ ã µ�«å¥ä¹+¥ Í Ó Í «V²'µ® ã ¥ ã ³H¹S³~´kË�¯NÏÐÓ;´�µ�«T¹H³ ã µ« �
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¯�«Ö´t¥0³S¹S¹H«
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ÑQµk¥§³H¦ Ü È
.�/g���0 21!� $yx,z �i ¦Öµ«o²'µ«o¦'¯â¹�ÏÐ«�à�« Í ²'¹H«�÷�È~í?ÛI²=¥§ÑQ«.íJÙAÛ'¶'©§ÏÐ«o¨m´\j {kj%¯'³Hµ�«U¹H«U©?¥§¨g¯'« R3

È

u w
©t±'« Í ³H¦Å¯=¥§¦'¨ A Pu(z, u) Pw(z, u) P+

w (z, u) P−
w (z, u)

(2, 2, 2) 222 E0E3E3E3 3z3u3 z3u3 0 0
(2, 2, 1) 221 E0E3E3E3 3z3u3 z3(u2 + 1) 0 0
(2, 1, 2) 212 E0E3E3E3 3z3u3 z3(2u+ 1) z3u2 2z3u
(1, 2, 2) 122 E0E0E3E3 3z3u3 z3(u2 + 1) 0 0
(2, 2, 0) 220 E0E3E3E4 z3(2u2 + 1) z3(u2 + 1) 0 0
(2, 0, 2) 202 E0E3E4E3 z3(2u2 + 1) z3(2u+ 1) z3u2 2z3u
(0, 2, 2) 022 E0E1E2E2 z3(2u2 + 1) z3(u2 + 1) 0 0
(2, 1, 1) 211 E0E3E3E3 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(1, 2, 1) 121 E0E0E3E3 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(1, 1, 2) 112 E0E0E0E3 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(2, 1, 0) 210 E0E3E3E4 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(1, 2, 0) 120 E0E0E3E4 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(1, 0, 2) 102 E0E0E1E2 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(2, 0, 1) 201 E0E3E4E4 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(0, 2, 1) 021 E0E1E2E2 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
(0, 1, 2) 012 E0E1E1E2 z3(u+ 2) z3(u+ 2) 0 0
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¶=®Q¦â¥ ã ³S«o¦â¹S«U¹H³S«;¦�¨�¸'³~Ò§¥0¦y´
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(1, 2, 2), (2, 1, 2)

«;´
(2, 2, 1)

á

Pu(z, u) = u([z3u2]P 2
w(z, u)z3u2) + P 2

w(z, 0).

�

i ¦ ¨oÏÐ³S¦6´�Ëoµ�«;¨�¨«�¯'®Q¦'© Í ¥§³H¦6´k«o¦'¥§¦6´�¥§¸Ì©?¥§¹H©o¸'¹�¯'«ª¹S¥Ö¨Ëoµ�³H« P(z, u)
¶º�   À   ¥§¸ ©o¥§¹S©;¸'¹ð¯�« P 2

w(z, u)²2®Q¸'µ�©t±=¥§Îy¸'« Í ®§´ w ¯'« L È

− o −
íJÙ§ø
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{.Ñ6¥0¸'©t±'«ªÕ A2

Ü «�´ L0
{I¯'µ®Q³H´�«�Õ A0
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©o® Í�Í «�«�à�« Í ²'¹H«�¯'«.¹+¥
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¯NÏÐ¸'¦ Í ®§´ w ¯'« L2

¶�®§¦�Ò0¥�¸�´k³S¹H³S¨«oµ
¸'¦ôÂë¼Ã���ÄoÁ§¾+��ÂbÀ�¾�¼RÈ � ²=¥§µ´�³Sµ`¯�«�¹ëÏì¥§¸�´k® Í ¥0´k«å¯'«�¹+¥=<ï³HÑQ¸'µ�«�÷�È Ù0ÛIÎy¸'³Cµ«o©o®§¦'¦=¥)}H´ L2

¶=®Q¦â©o®Q¦�¨´kµ¸'³H´
¸'¦»´�µk¥§¦�¨�¯'¸'©�´k«;¸'µ T 2 ¶=´k«;¹ùÎy¸'«ä²7®Q¸�µ�´�®Q¸�´ Í ®§´ w ¯'« L2

¶7¹S¥�¹H«o©;´�¸'µ�«�¯'«
w
¯=¥§¦�¨ T 2 ²'µ®�¯�¸'³H´�¹S«²2®Q¹Hß�¦ � Í «gÑQËo¦�Ëoµk¥A´k«o¸�µ Pw(z, u)

¯�«o¨`²'¹S¥§ÑQ«;¨ð¯'«
2
¯�«
w
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2
¯'«�´k¥§³S¹H¹S«o¨Þ¨´�µ�³H©;´k« Í «;¦6´#²7®Q¨³H´�³HÒQ«;¨o¶0©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«�¥§¸I²2®Q¹Hß�¦ � Í « Qw(z, u) = Pw(z, u)−Pw(z, 0)

È
éVÏÐ«o¨´�²'¹H¸'¨U¨�³ Í ²�¹S«§¶7«;´�®Q¦�²2«o¸�´�«;¦�¯'Ë;¯'¸'³Hµ�«I¥§²'µÔo¨�©o®§¸'²N¶C¹S«ä¦'® Í�ã µ«I¯'«.²'¹+¥0ÑQ«o¨U¯'« 2

¯'«�´k¥§³S¹H¹S«
¦y¸'¹S¹H«§¶6©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«�¹S«�¦'® Íäã µ�«�¯'«�¹S«;´´kµ«o¨·¯�³HÊ7Ëoµ�«;¦6´k«o¨ð¯'« 2

¯=¥0¦'¨·¹H« Í ®§´ w ÈyÉ�¦£«�Ê9«�´?¶�©o«V¦�® Í�ã µ««o¨m´å¥§¹S®Qµ¨ ∂Qw(z,u)
∂z

(1, 1) 1
Qw(1,1)

− ∂Qw(z,u)
∂u

(1, 1)
¶'©?¥0µ ∂Pw(z,u)

∂u
(1, 1) + Pw(1, 0) = |w| È

.�/g���0 21!� $yx,z �

ó�³�®Q¦�µ�«;²'µ�«;¦'¯�¹�ÏÚÉïà�« Í ²'¹S«�÷�È~í]ø ²=¥§Ñ§«Ì©o³ j%©;®Q¦6´kµ�«�«;´»¹S« Í ®§´ w = 220
²=¥0µ»«�à�« Í ²'¹H«§¶å®Q¦�¥

Pw(z, u) = z3(u2 + 1)
«�´�¯'®Q¦�©

Qw(z, u) = z3u2 È i ¦£µ«;´�µ�®Q¸�Ò§« ã ³H«o¦ Pw(1, 0)
«;¦�«;Ê7«o©�´k¸=¥§¦6´�¹H«

©?¥0¹S©o¸�¹çá
∂Qw(z, u)

∂z
(1, 1)

1

Qw(1, 1)
− ∂Qw(z, u)

∂u
(1, 1) =

(3z2u2)(1, 1)

(z3u2)(1, 1)
− (2z3u)(1, 1) = 3− 2 = 1.

i ¦�²7«;¸�´�¥§¸'¨¨�³�µ«o²'µ«o¦'¯'µ«I¹�ÏÚÉçà�« Í ²'¹H«.÷�È~íJûª²=¥§Ñ§«£íJÙQû»á w «o¨´�¹H« Í ®§´ 2212012212202
¶E«;´�²'¥§µ

©o®§¦'¨�Ë;Î�¸�«o¦6´
Pw(z, u) = z13(3u2 + 2u + 5)

ÈA�V³H¦'¨�³ë¶
Qw(z, u) = z13(3u2 + 2u)

È i ¦ò¥ ã ³S«;¦
Pw(1, 0) = 65/5− 8 = 13− 8 = 5

È �
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�������2÷�ÈìÙ�� �Åé·®§¦'¨´�µ�¸'©�´k³S®§¦Ö¯'¸Å´kµ�¥§¦'¨¯'¸'©;´�«o¸'µ T È

|ù®Q¸�µ·¹�ÏÐË;´k¥0´�¯NÏÐ³S¦'³~´k³+¥A´k³S®§¦
E0
Õ×µ�«;¨�²NÈ

E4
Ü ¶y®Q¦M©o®Q¦'¨³S¯'Ô;µ�«�´k®Q¸'¨�¨�«;¨

2
jb¥§µ©o¨�á�³H¹=¦NÏÐ«o¦�¥�Î�¸9ÏÚ¸'¦ªÎ�¸�³

µ�«;¹S³H«
E0

{
E3
Õõµ�«o¨²NÈ

E4
{
E3
Ü Èyé·® Í�Í « E3

«o¨m´�¸'¦MË�´t¥0´#¯�«`´kµk¥0¦'¨�³~´k³S®§¦N¶§®Q¦I©;µ�Ëo«g¸'¦M¥§µ©�Ë;´k³HÎy¸'«;´�Ë
²=¥§µ

2/zu
¯'«

Ed
0

Õõµ�«o¨²NÈ
Ed

4

Ü ¶N¹+¥�©o®§²'³S«.¯'«
E0

Õõµ�«;¨�²NÈ
E4
Ü ¯=¥§¦'¨

Ad ¶NÒQ«oµ¨ Em
3

¶C¹+¥£©o®§²'³S«.¯'«
E3¯=¥§¦�¨

Am

È2Ý%¹�¦NÏÐßÖ¥�²=¥§¨V¯9ÏÚË�´t¥0´å¯'«�´�«oµ Í ³H¦=¥§³S¨®Q¦ �
®Q¦»²=¥§¨�¨«�¥§¸�à»Ë�´t¥0´�¨å¯�«�´kµ�¥§¦'¨³H´k³H®Q¦ôá2³H¹C¦NÏsßÖ«;¦

¥MÎy¸NÏÐ¸'¦èÕ
E3
Ü ¶E«;´å³S¹C«o¨m´T²'µ® ã ¹HË Í ¥0´k³HÎ�¸�«§È i ¦»©;µ�Ëo«�¯'®Q¦'©�¸'¦¬¦�®Q¸�ÒQ«;¹ùË�´t¥0´ E ′

3

È i ¦Ö©o®Q¦'¨³S¯'Ô;µ�«�¹S«o¨
01

jb¥§µ©o¨`«;¦y´�µk¥§¦6´�¨�¯'«
E3

á�³H¹7¦9ÏÐßª«o¦â¥�Îy¸NÏÚ¸�¦N¶'¹+¥ ã ®Q¸�©o¹S«VË;´k³HÎy¸'«;´�Ëo«U²=¥§µ 1 È i ¦�©;µ�Ëo«U¯�®Q¦'©U¸'¦â¥§µ©Ë;´�³SÎy¸'«�´kËg²=¥§µ
1/z
¯�«
Ed

3

¶6¹+¥T©o®§²'³S«�¯'«
E3

¯'¥§¦'¨
Ad

¶§Ò§«oµ�¨�©o«g¦'®§¸�ÒQ«;¹2Ë�´t¥0´
E ′

3

È i ¦�©o®Q¦'¨³S¯'Ô;µ�«�¥§¹H®Qµ�¨
¹S«;¨

2
jb¥0µ�©o¨g¯'«

E3

È2Ý%¹C¦9ÏÐßÅ«;¦¬¥IÎ�¸9ÏÚ¸'¦»¥§¸'¨¨�³#á=¹+¥ ã ®Q¸'©o¹H«�Ë;´k³HÎy¸'«;´�Ëo«�²=¥§µ 2
È i ¦Ö©;µ�Ë;«ä¥§¹H®Qµ�¨�¸�¦¬¥§µ©

Ë;´�³SÎy¸'«�´kËä²'¥§µ
2/zu

¯'«�¹ëÏÚË�´t¥0´
E ′

3

ÒQ«oµ¨
Em

3

¶2«;´V¸'¦4¥§¸�´�µ�«�¯'«
Em

3

Ò§«oµ¨
Em

3

¯'« Í Ó Í «�Ë;´k³HÎy¸'«;´´k«§ÈÉ�¦�æ=¦N¶y®Q¦I©;®Q¦'¨�³H¯'Ôoµ«å¹H«o¨
01

jb¥§µ©o¨�¨®Qµ´k¥§¦6´k¨�¯'«
E3

È i ¦�©oµ�Ë;«V¥0¹S®Qµ¨�¸'¦ª¥0µ�©�¯NÏÐË;´�³SÎy¸'«;´´k«
0/z
¯'«
Em

3ÒQ«;µ�¨
Ef

4

«;´U¸'¦4¯9ÏÚË�´k³SÎy¸'«�´�´�«
1/z
¯'«

Em
3

ÒQ«;µ�¨
Ef

3

È&�V¸¬æ'¦=¥§¹�¶E®Q¦�¥ ê ®Q¸�´k« /z ¥§¸�à»Ë�´k³HÎ�¸�«;´�´�«o¨U¯'«;¨¥§µ©o¨`Îy¸'³N¦9ÏÚ®Q¦6´�²'¥§¨`Ë;´�Ë Í ®�¯'³~æ=Ëo¨�«;´g®Q¦M´kµ�®§¸�ÒQ«U¹H«å´kµ�¥§¦'¨¯'¸'©;´�«o¸'µ�¯�«U¹+¥ <ù³SÑQ¸'µ«T÷�ÈìÙ���Îy¸'³9©o® Í ²�´k«¹S«;¨�²'¹+¥0ÑQ«o¨g¯'«
2
¯'«;¨ Í ®§´�¨�µ�«o©;®Q¦'¦y¸'¨�²=¥§¨ A2

È
�

�å¦'«�Øõ®Q³H¨C¹S«ç´�µk¥§¦'¨¯'¸'©�´k«o¸�µÞ©;®Q¦'¨m´kµ�¸�³H´?¶]³H¹§¦'«#µ«o¨´�«ð²�¹S¸'¨CÎy¸NÏ°{�«�Ê9«;©;´�¸'«oµÞ¹S«;¨C©?¥§¹H©o¸'¹H¨C²7®Q¸�µN´kµ�®§¸�ÒQ«;µ
¹+¥�¨Ëoµ³S«�Îy¸NÏÚ³H¹N²'µ®�¯'¸�³H´�Õ×©�ØbÈ�|�µ�Ëo¹H³ Í ³S¦=¥0³Sµ�«;¨ Ü È

.�/g���0 21!� $yx v �i ¦Ö²2«o¸�´V²=¥0µ�«Rà�« Í ²'¹S«�´kµ�¥§³H´�«oµ�¹S«�©o¥§¨å¯�«�¹S¥ <ù³SÑQ¸'µ«�÷�ÈìÙ���È���ÒQ«o©�¯'«o¨�¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨gË;Ò�³H¯'«o¦6´k«;¨o¶2®Q¦Ö¥
í]÷ �



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���������A�k(�$��� �d������
¹S«U¨mß�¨´kÔ Í «�á

Sd
0 = zSd

0 + zSd
3 + zuSm

3 ,

Sd
3 = 2zSd

3 + zSd
4 + zS ′

3,

Sd
4 = zSd

3 + zSd
4 + zuSm

3 ,

S ′
3 = zuSm

3 ,

Sm
3 = zuSm

3 + zSf
3 + zSf

4 + 1,

Sf
3 = 2zSf

3 + zSf
4 + 1,

Sf
4 = zSf

3 + zSf
4 + 1.

��¥�¨Ëoµ�³H« S2(z, u)
²'µ�®�¯'¸'³~´k«�²=¥§µ�¹�ÏÚ¥§¸�´�® Í ¥A´k«�«o¨m´`Ë;Ñ6¥§¹S«+{

Sd
0

È i ¦M²7«;¸�´�´kµ�®§¸�ÒQ«;µ`¹S«gµ�Ë;¨�¸'¹S¥0´ð¯'³Sµ«o©�j
´k« Í «;¦6´�«;¦�©o¥§¹S©;¸'¹+¥0¦y´T¹S«.¯'Ë�´k«oµ Í ³H¦=¥§¦6´�¯'¸ô¨ß�¨´�Ô Í «§¶�²'¸'³H¨U¹S«.¯'Ë�´k«;µ Í ³S¦=¥§¦6´�Îy¸'³�¦'®§¸'¨�³S¦6´kË;µ�«o¨¨�«0¶®Q¸Å«o¦âµ�Ë;¨�®Q¹~Ò0¥§¦6´å¹H«U¨ß�¨´�Ô Í «§È&�C«U¨�®Q¸�¨^j%¨mß�¨´kÔ Í «�©o®Q¦�¨´k³~´k¸'ËU¯�«o¨ 4

²'µ�« Í ³HÔoµ�«;¨gËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦'¨�¯�®Q¦'¦'«Iá



(1− z) −z 0 zu
0 (1− 2z) −z z2u
0 −z (1− z) zu


 .

��ÏÚ«Rà�²'µ�«;¨�¨�³H®Q¦£¯'«
Sd

0

«o¦ªØõ®§¦'©;´�³S®Q¦�¯'«
Sm

3

«;¨´�¥0¹S®Qµ¨�¹H«gÎ�¸�®§´k³H«o¦6´·¯�«V¯'«;¸�àM¯'Ë;´�«oµ Í ³S¦'¥§¦6´k¨�«;´·Ò0¥§¸�´Vá

Sd
0 =

zu

(1− z)

(
(1− 2z)(1− z)− z2 + z(z(1− z) + z)

(1− 2z)(1− z)− z2

)
Sm

3

=
zu

(1− z)

(
(1− z)(1− 2z + z2)

1− 3z + z2

)
Sm

3

=

(
uz(1− z)2

z2 − 3z + 1

)
Sm

3 .

�C«�¨�®Q¸'¨¾j%¨mß�¨m´kÔ Í «�©o®Q¦�¨´k³~´k¸'Ë�¯'«;¨ 3
¯�«oµ�¦�³SÔoµ«o¨gËoÎy¸=¥A´k³S®§¦'¨g¯'®Q¦'¦'«Iá




(1− zu) −z −z 1
0 (1− 2z) −z 1
0 −z (1− z) 1


 .

É�¦Ö²'¥§µ´�³S©o¸�¹S³S«;µo¶�¹S«�¯'Ë;´�«oµ Í ³H¦=¥§¦6´g¯'«�©o«�¨ß�¨´�Ô Í «�«;¨´å²'µ�«;¨�Îy¸'«�¹S« Í Ó Í «UÎ�¸�«�²'µËo©;Ëo¯'« ÍMÍ «o¦6´�á=³S¹Ò0¥§¸�´
(1− zu)(z2 − 3z + 1)

È;��«;¨´k«9{I©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ`¹H«U¯'Ë;´�«oµ Í ³H¦=¥§¦6´g¨�¸'³~Ò0¥§¦6´�á
1 −z −z
1 (1− 2z) −z
1 −z (1− z)

=
1 0 0
1 (1− z) 0
1 0 1

= (1− z).

¤äÏÐ® �Åæ=¦=¥§¹H« Í «o¦6´�á
Sd

0 =
uz(1− z)3

(1− zu)(z2 − 3z + 1)2
.

�
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n
¶�®§¦M«;¨´`©o¥§²=¥ ã ¹S«g¯'«�©o®Q¦'¨m´kµ¸'³Sµ«´k®§¸�´k«;¨.¹S«o¨.©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨�µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨I¨�¸'µ.¹S¥¬µ�®Q¸�«�¯'«£´t¥§³H¹S¹H«
n + 1

È�É�¦ñ«�Ê9«�´?¶ç²2®Q¸'µä©t±=¥§Îy¸'«
©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦Åµ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«�¨�¸'µ Rn

¶=®Q¦»²2«o¸�´å©;®Q¦'¨m´kµ�¸�³Sµ�«
2
®Q¸

3
©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨gµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨å¯'«

Rn+1
ÏÚ¯�« Í ¥§¦'³SÔ;µ�«I³S¦ ê «o©;´�³HÒ§«§Ï~È i ¦Ì²2«o¸�´ä´k®§¸ ê ®Q¸'µ¨�²2®Q¨�«;µ

un+1 = 2
®Q¸

un+1 = 1
¶�«;´ä¨�¸'³~Ò0¥§¦6´

¹S«;¨.²'µ�®§²'µ�³HË;´kË;¨.¯'«
u
¨�¸'µ Rn

®Q¦è²2«o¸�´I®§¸ñ¦�®Q¦è¹�ÏÐË;´k«;¦'¯'µ«�«o¦ñ¸'¦'«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�¯'« Rn+1

«;¦
²2®Q¨k¥§¦6´

un+1 = 0
È�|Þ®Q¸'µT©;® Í ²'¹SË�´k«oµ;¶E³S¹NØ×¥§¸�´T¥ ê ®Q¸�´�«oµå¹S«o¨�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�Îy¸'³ï¦NÏÐ®Q¦6´TÎy¸NÏÐ¸'¦ 2

«o¦
¯'«;µ�¦'³HÔoµ�«�²7®§¨�³H´�³S®Q¦ôáE³S¹Cßâ«o¦4¥M«�à�¥§©;´�« Í «o¦6´ n + 1

È&|�¹S¸�¨V²'µËo©o³H¨�Ë Í «;¦y´o¶7³H¹CßÖ«;¦4¥ n ¯'«ä¹S¥�Øõ®Qµ Í «
(1, . . . , 1, 0, 1, . . . , 1, 2)

«;´�¸'¦�«�¯�«�¹S¥�Øõ®Qµ Í « (1, . . . , 1, 2)
È

.�/g���0 21!� $yx vgzi ¦Ö²�µ�«o¦�¯Ö¹ëÏÚ«Rà�« Í ²�¹S«U¯'« R2

È��C«;¨
5
©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨�µËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨å¨®Q¦6´äá

(2, 2), (2, 1), (1, 2), (2, 0), (0, 2).

i ¦�²7«;¸�´�¥§¹S®§µ�¨T©;®Q¦'¨´�µ�¸'³Hµ�«
13
©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨Tµ�Ë;©o¸'µµ�«;¦y´�«o¨�¯'« R3

«o¦�¥ ê ®Q¸�´k¥§¦6´U¸'¦ 2
®Q¸�¸'¦

1²2®Q¸'µ�©t±=¥§©;¸'¦'«�¯NÏÐ«o¹S¹H«U«;´�¸'¦
0
²7®§¸'µ�¹S«;¨g´�µ�®Q³H¨`²'µ« Í ³SÔoµ«o¨�á

(2, 2)→





(2, 2, 2)
(2, 2, 1)
(2, 2, 0)

(2, 1)→





(2, 1, 2)
(2, 1, 1)
(2, 1, 0)

(1, 2)→





(1, 2, 2)
(1, 2, 1)
(1, 2, 0)

(2, 0)→
{

(2, 0, 2)
(2, 0, 1)

(0, 2)→
{

(0, 2, 2)
(0, 2, 1)

�C«o¨
3
¯'«oµ¦'³SÔ;µ�«o¨V©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨VµËo©o¸�µ�µ�«;¦6´k«o¨�¯'« R3

©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯'«o¦6´9{ª¯'«;¨U©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨VÎy¸'³
¦'«�©o®§¦y´�³S«;¦'¦'«o¦6´åÎy¸NÏÚ¸�¦

2
«;¦»¯'«;µ�¦'³HÔoµ�«U²2®Q¨³H´k³H®Q¦4á

(1, 1, 2), (1, 0, 2)
«�´

(0, 1, 2).

�

− o −
� s � 7K�6n�p 8+1!�� Au �K� L x i ¦�¥ä«Rà�²�¹S³SÎy¸'Ëå¯'«TÎy¸'«;¹S¹S« Í ¥0¦'³SÔ;µ�«�®Q¦£²2®Q¸�Ò0¥§³H´ð¯'³~Ò�³H¨�«;µ·¹S«å²'µ�® ã ¹SÔ Í ««o¦â¯'«;¸�àâ«;´g´kµ�¥?Ò§¥0³S¹S¹H«oµ�¯NÏÚ¥ ã ®§µ�¯â¨�¸'µ L2

«;´�«;¦'¨�¸'³~´k«�¨�¸�µ L0 = L \ L2��¥ <ï³HÑQ¸'µ�«�÷�ÈìÙ���²=¥§ÑQ«�í]÷ ��µ�«;²'µ�Ë;¨�«o¦6´�«U¸'¦M´�µk¥§¦'¨¯'¸'©�´k«o¸�µ`Îy¸'³7²�µ�®�¯'¸'³H´ S2(z, u)
È i ¦ª¦�®§´k« T +Õ×µ«o¨²NÈ T − Ü ¹S«V´�µk¥§¦�¨�¯'¸'©�´k«;¸'µåÎy¸'³�²2«oµ Í «�´g¯'«�²'µ�®�¯'¸'³Hµ�« P+

w

Õõµ�«;¨�²NÈ
P−

w

Ü {.²=¥§µm´k³Sµ�¯9ÏÚ¸'¦ Í ®§´ w Èó�³�®Q¦�¦'®§´�« S+(z, u)
«;´ S−(z, u)

¹S«;¨U¨�Ëoµ³S«;¨�µ«o¨²7«;©;´k³~ÒQ«;¨�¯'«I©;«o¨�¦'®Q¸�Ò§«?¥§¸�à�´kµk¥0¦'¨�¯'¸�©;´k«;¸'µ�¨;¶
¥§¹H®Qµ�¨ S2(z, u)+S+(z, u)−S−(z, u)

«o¨´ð²'µËo©o³H¨�Ë Í «;¦y´·¹+¥�¨�Ëoµ³S«�Îy¸'³7©;® Í ²�´k«�¹S«;¨ð²'¹S¥§ÑQ«;¨ð¯'« 2
¯�«o¨

Í ®§´k¨ w ¯'¸â¹+¥0¦'Ñ6¥§ÑQ« L2

¶'Ò�¸'¨g©o® Í�Í «U¯'«o¨ Í ®§´k¨�©;³Sµ�©;¸'¹+¥0³Sµ�«;¨oÈ��¥ <ï³HÑQ¸'µ«U÷�ÈìÙ§î.²=¥§ÑQ«U¨¸'³HÒ0¥§¦6´k« Í ®Q¦6´kµ«U¸'¦â´�µk¥§¦�¨�¯'¸'©�´k«;¸'µåÎy¸'³C²�µ�®�¯'¸'³H´ S+(z, u)
È

í]÷6Ù



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���������A�k(�$��� �d������

Ed
0

Ed
3

Em
3

Ẽ3 Em
4

Ef
3

2/uz

2/uz

0/z

1/z

1/z
2/uz

0/z

2/z

2/z

1/z

0/z

2/z

1/z

2/uz

2/uz

�������E÷�ÈìÙ§î �I¥ùµ�¥§¦'¨�¯�¸'©;´�«o¸'µ T + ²�µ�®�¯'¸'³S¨�¥§¦6´ S+(z, u)
È

Ed
0

Ed
1

Ed
2

E ′
2

Em
2

Ef
2

Ef
1

1/z

0/z

1/z

2/z

2/uz

1/z

2/z

0/z

1/z

2/uz

2/uz

0/z

1/z

1/z

2/z

0/z

1/z

2/z

� �����7÷�ÈìÙ§ú �I¥ùµ�¥§¦'¨�¯�¸'©;´�«o¸'µ T 0 ²�µ�®�¯'¸'³S¨�¥§¦6´ S0(z, u)
È

|ù®Q¸�µ�¹S«�¹+¥§¦�Ñ6¥§ÑQ« L0 = L \ L2
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ÑQµ�¥§³S¦9È i ¦¬¦�®§´k« S0(z, u)

¹+¥M¨Ëoµ³S«ä²�µ�®�¯'¸'³H´�«�²'¥§µV¹H«�´�µk¥§¦'¨¯'¸'©�´k«o¸�µU¯'«ä¹S¥)<ï³HÑQ¸'µ�«�÷�ÈìÙ§úM«�´
Îy¸'³CËo¦y¸ Í Ôoµ«�¹H«o¨�²'¹S¥§ÑQ«;¨�¯'« 2

¯�«o¨ Í ®0´k¨�¯'¸â¹+¥§¦�Ñ6¥§ÑQ« L0
È�V²�µ�Ôo¨�¹S«;¨�©?¥§¹H©o¸'¹H¨o¶'®§¦Å´�µ�®Q¸�ÒQ«�á

S2(z, u) =
uz(1− z)3

(1− uz)(1− 3y + y2)2

S+(z, u) =
u2z3(1− z)(2− z)

(1− uz)2(1− 3y + y2)

S−(z, u) =
2uz3(2− z)

(1− uz)(1− 3y + y2)

S0(z, u) =
uz2(1− z)3

(1− uz)(1− 3y + y2)2

�6���08������K� $yx��i ¦�²2«o¸�´�µ« Í ¥§µ�Îy¸'«;µ�Î�¸�« S0(z, u) = y S2(z, u)
È�É�¦ôØ×¥0³H´?¶9³S¹ïßô¥�¸'¦'«�²'µ«o¸�Ò§« ã ³ ê «o©�´k³HÒ§«�¥§¨�¨«��¨�³ Í ²�¹S«T¯'«�©;«�µËo¨¸'¹H´k¥0´?ÈÝ%¹7ß£¥ä¸'¦'« ã ³ ê «o©�´k³S®§¦M´kµÔo¨`¨³ Í ²'¹S«å«o¦6´kµ«T¹S«;¨ Í ®§´k¨ð¯'« L2

¯'«T´k¥§³S¹H¹S«
n
«�´�©o«;¸�à�¯'« L0

¯'«V´k¥§³S¹H¹S«
n+1

Îy¸'³�©;®Q¦'¨�«;µÒ§«�¹H«o¨ï´k¥§³S¹H¹S«;¨ù¯'«;¨�²'¹+¥0ÑQ«o¨ç¯�«
2
¯'¸ Í ®§´?¶A©o®§¦'¨�³H¯'ËoµË�¦'®Q¦.©o³Hµ�©;¸'¹+¥§³Hµ�« Í «;¦y´oÈ �å¦ Í ®0´
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²'µ�Ë;©oËo¯�ËTË;Ò§«o¦6´k¸'«;¹S¹H« Í «o¦6´`¯'«åÎy¸'«o¹HÎ�¸�«o¨

1
¶9¨�®Q³~´U¸'¦ Í ®§´T¯'« L0

¨;ÏÚ³H¹ç©o® ÍMÍ «o¦'©;«.²=¥§µU¸'¦ 0
²'µËo©;Ëo¯'Ë�Ë;Ò§«o¦6´k¸'«;¹S¹H« Í «o¦6´�¯'«.Îy¸'«o¹HÎ�¸�«o¨ 1

Èg��¥
ã ³ ê «o©;´�³S®Q¦ª«o¨´�¥0¹S®Qµ¨·¹+¥�¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�«.á�¨³ w = w1 . . . wn

«;¨´g¸'¦ Í ®§´`¯'« L2

¶'¥§¹H®Qµ�¨
w
¨�«T´�«oµ Í ³H¦'«T²=¥§µ¸'¦

2
®Q¸

0
¶2Ë;Ò§«o¦6´k¸�«o¹S¹H« Í «o¦6´U¨¸'³HÒ�³Þ¯'« 1

È7¤T¥§¦�¨V¹S«�²'µ�« Í ³H«oµ�©?¥§¨;¶9®Q¦»¯'Ë;æ=¦�³H´ Ψ(w) = 0wn . . . w1«;´T¯=¥§¦'¨T¹H«ä¨«o©o®§¦'¯�©?¥§¨
Ψ(w) = 1wn . . . w1

È9¤V¥§¦'¨U¹S«;¨V¯'«;¸�à4©o¥§¨o¶
Ψ(w)

«o¨m´U¸'¦ Í ®§´å¯'« L È9¤V«²'¹H¸'¨ä©;« Í ®§´ä©;® Í�Í «;¦'©o«M²=¥§µä¸�¦ 0
Ë�ÒQ«o¦6´�¸'«o¹H¹S« Í «o¦6´ä²'µ�Ë;©oËo¯�Ë�¯'« 1

«�´.¥»¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ
n + 1

¶��   À  
Ψ(w)

«o¨m´å¯'¥§¦'¨ {u ∈ L0, |u| = n+ 1} È��¥�µ�Ëo©;³S²'µ®�Îy¸'«�«;¨´â´k®Q¸�´â¥0¸'¨�¨³�Ë�Ò�³S¯'«;¦y´�«òá�¨³
w′ = w′

1 . . . w
′
n

¥§¹S®§µ�¨
Ψ−1(w′) = w′

n . . . w
′
2

Èi ¦ ÒQË;µ�³Hæ'«�¥§¸'¨¨�³·Ø×¥§©;³S¹H« Í «o¦6´äÎy¸'«�¹H«o¨�²'¹+¥§Ñ§«o¨�¯'« 2
¨�®Q¦6´.¹H«o¨ Í Ó Í «o¨;È=�å³S¦'¨³�¶Þ©o«;¹+¥ Í ®Q¦6´kµ«£Îy¸'«

S0(z, u) = y S2(z, u)
È

� p 8+1���"�� 8+" �K�0 Kstu�sq � �r�
�C«U¦'® Í�ã µ«T¯'«T²�¹+¥§ÑQ«;¨`¯'« 2

¯�«V´t¥§³H¹S¹H«
m > 0

¯=¥0¦'¨�¹S«;¨ Í ®0´k¨·¯�« L ¯'«V´t¥0³S¹S¹H« n «;´g©o®§¦'¨�³H¯'ËoµËo¨©o³Hµ�©;¸'¹+¥§³Hµ�« Í «;¦y´`«o¨´ [xmyn]S(z, u)
¶=® �ôá

S(z, u) = S2(z, u) + S+(z, u)− S−(z, u) + S0(z, u)

�V²�µ�Ôo¨�¯'«;¨�¨³ Í ²'¹S³~æ=©?¥A´k³S®§¦'¨ð¨®Q¸'¨�~»¥§²'¹H«§¶'®§¦â´�µ�®Q¸�Ò§«Iá

S(z, u) =
z3 − z

(1− 3y + y2)2
− z − 1 +

(
1

1− uz

)( −2z3 + 3z2

(1− 3y + y2)2
+ 1

)

+

(
1

1− uz

)2(
z

1− 3y + y2
+ z

)

=
∑

n≥m≥0

n√
5

[(
φ2(n−m) − φ−2(n−m)

)
um −

(
φ2n − φ−2n

)]
zn

+
∑

n≥0

unzn +
∑

n≥1

nun−1zn,
Õ×÷�Èì÷�ÈHí Ü

® �
φ = 1+

√
5

2

µ�«;²'µ�Ë;¨�«o¦6´�«ä¹S«H�9½k��Æo¼kÀ�Ár�i½A¼RÈ

− o −
�C«ä¦'® Íäã µ�«�¯'«�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨åµËo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨T¨�¸'µå¸'¦'«�µ�®Q¸�«ä¨�³ Í ²�¹S«U¯'« n ¨® ÍMÍ «;´�¨gµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ�¨«o¨m´UËoÑQ¥§¹�{ |L ∩ {0, 1, 2}n| = (φn − φ−n)2 �~íJÙ ��È i ¦4¦'®§´k« A(z, u)

¹+¥�¨�Ë;µ�³S«ä¯'«ä¹S¥ª¯'³S¨m´kµ³ ã ¸�´�³S®Q¦¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨g¯'«�¹+¥.µ�®§¸'«U¨�³ Í ²'¹H«§¶�«;´�®Q¦â¯'Ë;æ=¦�³H´g¹S«;¨ lm,n

²=¥§µ�á

A(z, u) =
∑

n≥1,m≥0

lm,n

n(φn − φ−n)2
umzn.

Õ×÷�Èì÷�È Ù Ü

|ù®§¸'µ
0 < m ≤ n

¶=¨�³
am,n = [znum] S(z, u)

¶E¥§¹H®Qµ�¨�²'¥§µ�¹�ÏÐËoÑ6¥0¹S³H´�Ë.Õ×÷�Èì÷�ÈHí Ü ¶'®Q¦Ö¥�á

am,n = [znum] S(z, u) =






n√
5

(
φ2(n−m) − φ−2(n−m)

) ¨�³
0 < m < n− 1

2n
¨�³

m = n− 1
1

¨�³
m = n

í]÷§Û



ó�«;©;´k³H®Q¦ ���������A�k(�$��� �d������
~»¥§³H¨M²'¥§µI¹S«o¨�µ�« Í ¥0µ�Îy¸'«o¨�Ø×¥§³H´�«o¨�¥§¸ò¯'Ë ã ¸�´4ÕõËoÎy¸=¥0´�³S®Q¦'¨»Õë÷�ÈHí]ø Ü «�´4Õ×÷�ÈHí?ø Ü�Ü ®Q¦ ¥ô¹H«o¨�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦'¨¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«;¨�«;¦6´kµ�«

am,n

«�´
lm,n

á

lm,n = m am,n

¨�³
0 < m < n− 1,

lm,n = (n− 1)
an−1,n

2
,

ln,n = nan,n + (n− 1)
an−1,n

2
.

�V³H¦'¨�³ë¶9²2®Q¸'µU¸'¦�«;¦y´�³S«;µ�æ�à�Ë
m > 0

¶N©;«o¨�µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�¨U¥?ÒQ«o©I¹ëÏÚË;Î�¸'¥0´k³H®Q¦ñÕë÷�ÈÚ÷�ÈìÙ Ü ¯'®§¦'¦'«o¦6´�¸'¦�ËoÎy¸'³ j
Ò0¥§¹S«;¦6´V¥0¨ß Í ²�´k®§´�³SÎy¸'«�¯'«�¹S¥.²'µ�®Q²2®Qµm´k³S®§¦â¯9Ïì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨�²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«o¨�¯'«�´t¥0³S¹S¹H« m ¨¸'µ Rn

Îy¸=¥0¦'¯
n
´k«;¦'¯âÒ§«oµ¨å¹ëÏÚ³H¦�æ=¦'³ùá

[znum]A(z, u) ∼
(
m√
5

)
φ−2m.

Õ×÷�Èì÷�Èì÷ Ü
É�¦ª²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³S«;µo¶Q©;«o¹+¥�¨�³HÑQ¦'³~æ=«gÎ�¸�«å¹S¥�²'µ®Q²2®Qµ´�³S®Q¦I¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨�²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹S«;¨�¯NÏÐ¸'¦'«å´k¥§³S¹H¹S«`¯�®Q¦'¦'Ë;«
«o¨m´�³S¦'¯'Ë;²7«;¦'¯=¥§¦6´�«�¯'«

n
¥§¨mß Í ²�´�®§´k³HÎy¸'« Í «o¦6´?ÈEÉ�¦â®Q¸�´�µ�«§¶

[znun−1]A(z, u) ∼ nφ−2n «;´
[znun]A(z, u) ∼ nφ−2n.

|ù®§¸'µð¯�Ë;´k«;µ Í ³S¦'«;µ#¹+¥�²'µ�®Q²2®Qµm´k³S®§¦�¯9Ïì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨�²'µ³S¦'©;³S²=¥§¹H«o¨#¯'«g´t¥§³H¹S¹H« 0 ¶6®Q¦M²7®§¸'µ�µ�¥§³H´#¸�´�³S¹H³S¨�«;µ�¹S«;¨²'µ®Q²'µ�³HË;´�Ëo¨`¯'«V¹+¥ä¨Ëoµ�³H« S(z, u)
Ò�¸�«o¨g¥§¸�¯'Ë ã ¸�´o¶ Í ¥0³S¨�³S¹2«o¨´`²'¹S¸'¨·¨�³ Í ²'¹H«å¯NÏÐ¸�´�³S¹S³H¨�«;µð¹H«V©oµ³H´�Ôoµ�«V¯'«¦'®Qµ Í ¥0¹S³S¨�¥0´k³H®Q¦N¶yË;´k¥§¦6´�¯'®Q¦'¦'Ë�Îy¸'« A(z, u)

«o¨m´V¹S¥äØõ®Q¦'©;´�³S®Q¦ÅÑQË;¦'Ëoµ�¥0´kµ³S©;«U¯NÏÚ¸�¦'«�¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦¬á

∀n , [zn]A(z, 1) = 1.

��ÒQ«o©ô¹�ÏÐËoÎy¸=¥A´k³S®§¦ Õ×÷�ÈÚ÷�Èì÷ Ü ®Q¦ ´�µ�®Q¸�ÒQ«
[znu0]A(z, u) ∼ 1 − 1/

√
5
²2®Q¸'µ

n
¥§¨¨�«��ôÑQµ�¥§¦'¯NÈgÉ�¦

©o®§¦'©o¹H¸'¨�³H®Q¦N¶�{
m
æ�à�Ë0¶EÎ�¸'¥§¦'¯

n
´�«o¦'¯ÅÒQ«;µ�¨�¹�ÏÐ³S¦�æ'¦'³�¶�®Q¦Ö¥Åá

[znum]A(z, u) ∼
{ (

m√
5

)
φ−2m ¨�³

m > 0

1− 1√
5

¨�³
m = 0
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È
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©o®§¦y´�µk¥§¯�³S©;´�³S®Q¦9¶�©?¥0µ�®Q¦â¥I¨¸'²'²2®Q¨�Ë�Îy¸'«

Di

Ë;´k¥§³H´�¹S¥�¯'³S¨m´kµ³ ã ¸�´�³S®Q¦ª¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨�¯�« G È��å³S¦'¨³�¶�®Q¦
¦'«�²2«o¸�´�²=¥§¨�´�µ�®Q¸�Ò§«oµg¯'«U´k«;¹CÑQµk¥0²'±'«

G
È

�

É�¦�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³S«;µT©o«�´�´k«I²'µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦4µ�Ëo²2®Q¦'¯�{�¦'®§´�µ�«IÎy¸'«o¨m´k³S®§¦òáC³H¹ï«�à�³H¨´k«�¯'«;¨�¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦'¨Îy¸'³C¦'«�¨�®§¦y´�²=¥0¨�¯�«o¨�¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦'¨·¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨oÈé·«o²2«o¦'¯'¥§¦6´?¶�©o® ÍMÍ «£®Q¦�¹ëÏì¥»¯�Ë ê { Í ³H¨ä«;¦ñË�Ò�³S¯'«;¦'©o«0¶ç©o«;µ´t¥0³S¦'«;¨.¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦'¨�Îy¸'³`¦'«�¨®Q¦6´²=¥§¨·¯'«o¨�¯'³H¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦'¨·¯9Ïì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨·²7«;¸�ÒQ«;¦y´�Ó�´kµ�«T¥§²'²'µ®�©t±'Ë;«o¨;ÈEÉ#¦�«�Ê9«�´?¶ D0

²=¥0µ`«�à�« Í ²'¹H«T«o¨m´¥§²'²�µ�®�©t±'Ëo«�²=¥§µ�¹S¥�¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦�¨¸'µ Kn+1

Îy¸=¥§¦'¯
n
¥§¸'Ñ Í «o¦6´�«§È

− o −��¥T¦'®Q¸�Ò§«o¹S¹H«`Îy¸'«o¨m´k³H®Q¦I¦=¥0´k¸�µ�«o¹H¹S«�Îy¸'³�Ø×¥§³~´çËo©t±�®P{T¹S¥Vµ�Ë;²7®§¦'¨�«�¦'Ë;Ñ6¥0´�³HÒQ«·²'µ�Ë;©oËo¯�«o¦6´k«�«o¨m´#¥§¹S®§µ�¨`á
Ë;´k¥§¦6´�¯'®Q¦'¦'Ë;«I¸'¦'«.¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦ D Î�¸�«o¹S©;®Q¦'Îy¸'«0¶Þ«Rà�³S¨´�«�j�´\j%³H¹ï¸'¦ Í ®�¯�Ôo¹S«ä¯'«�´t¥§¨�¯'«.¨�¥ ã ¹H«.¯'®Q¦6´¹+¥I¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦Ö¯NÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨å«o¨´T¥§¸'¨¨�³Þ²'µ�®�©t±'«äÎy¸'«ä¹�ÏÐ®Q¦âÒ§«o¸�´T¯'« D «o¦¬¸'¦Ö©o«;µ´t¥0³S¦»¨«o¦'¨ 	 i ¦
Í ®Q¦6´kµ�«U¯'¥§¦'¨g¹+¥.¨�¸�³H´k«UÎy¸NÏÐ®Q¦â²7«;¸�´�©o«�´�´k«�Øõ®Q³H¨`µ�Ë;²7®Q¦�¯'µ�«�²=¥§µg¹ëÏì¥���µ Í ¥0´�³HÒ§«�{.©o«;´´k«�Îy¸'«o¨m´k³H®Q¦NÈ
¤T¥§¦'¨å¸'¦¬²'µ« Í ³S«;µg´�« Í ²'¨o¶E®Q¦ Í ®Q¦6´�µ�«�Îy¸'«ä¹H«o¨V¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦'¨ Di

²7«;¸�ÒQ«;¦y´TÓ;´kµ«�¥§²�²'µ�®�©t±'Ëo«;¨
¯'«�©;«;´�´�« Í ¥0¦'³SÔ;µ�«§È0¤T¥§¦�¨�¸'¦I¨�«o©;®Q¦'¯.´k« Í ²�¨o¶Q©;® ÍMÍ «·¹H«o¨ Di

Øõ®Qµ Í «;¦6´ç«o¦IÎy¸'«;¹SÎy¸'«�¨�®§µ´k«�¸�¦'« ã ¥§¨«²2®Q¸'µ�¹S«;¨g¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦'¨;¶�®Q¦Å²2«o¸�´�ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S³H¨�«;µ�¹S«Uµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´ {.¦NÏÐ³ Í ²2®Qµ´�«TÎy¸'«o¹H¹S«U¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦NÈ�C«�²'µ�® ã ¹SÔ Í «·¯�«`¨k¥?ÒQ®§³Sµç¯'«�Îy¸'«;¹S¹H« Í ¥§¦'³SÔ;µ�«ð®Q¦�ÒQ«;¸�´ð¥§²'²'µ®�©t±'«;µç¸'¦'«�¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦ä¨«UÏÚµËo¨®Q¸�´?Ï²=¥§µÞ¹S«#Ø×¥§³~´�Î�¸�«`¹S«#²'µ® ã ¹SÔ Í «�¥�¯'«·¦'® Í�ã µ�«;¸'¨�«;¨ç©o®§¦y´�µk¥§³H¦6´k«o¨;È0ó�³�®§¦ä²'µ«o¦'¯�¸�¦�¥§µ ã µ�«0¶0®Q¦ä¥�Ò�¸�Îy¸NÏÐ³S¹¦NÏÚ¥§¯ Í «;´´t¥§³~´C¥§¸'©;¸'¦'«�¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«�²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹H«ï¯'«ç´k¥§³S¹H¹S« 0 È]Éç´�³S¹0¨oÏÚ¥§ÑQ³~´ Í Ó Í «ç¯NÏÐ¸'¦'«#©?¥§µ�¥§©;´�Ëoµ³S¨k¥A´k³S®§¦¯'«;¨Ö¥0µ ã µ«o¨oÈ�ó�³T®Q¦ ²'µ«o¦'¯ ¸'¦ ÑQµ�¥§²'±'«4Îy¸'«;¹S©o®§¦'Îy¸'«§¶�Îy¸'³U¦NÏÐ«o¨m´â²=¥§¨�¸'¦ ¥§µ ã µ�«0¶`¹+¥Ì²�µ�®Q²2®Qµ´�³S®Q¦¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨U¯'«�´k¥§³S¹H¹S«
0
«o¨m´�¨�®Q¸�ÒQ«o¦6´�´kµÔo¨T³ Í ²2®Qµm´t¥§¦6´k«0¶7«�´U¯NÏÚ¥§¸�´k¥§¦6´�²'¹S¸'¨V³ Í ²7®Qµm´t¥§¦6´�«�Îy¸'«.¹H«ÑQµ�¥§²'±'«�ÏÚ¯�³HÊ7Ôoµ�«0Ï7¯9ÏÚ¸'¦»¥§µ ã µ�«§È��C«o¨å¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦'¨ Di

²7®Q¸�µ
i > 0

¨�®Q¦6´V¯'®Q¦'© Í ³H«o¸�àâ¥0²'²'µ�®�©t±'Ë;«o¨Ã�¿2¼���½A¼��ð²=¥0µ�¯'«o¨å¥§µ ã µ�«o¨;È2ó�³C®Q¦Å©o®§¦'¨�³H¯'Ôoµ«�¹H«o¨�¥§µ ã µ�«;¨ Tn

¯'Ë�æ=¦'³H¨�²'¥§µg¹+¥=<ï³HÑQ¸'µ�«�÷�Èì÷Qø�¶'®Q¦â¥�á

.
.

.

n− 2

�������7÷�Èì÷Qø �6��¥�Ø×¥ Í ³H¹S¹H«å¯NÏÚ¥§µ ã µ�«;¨ Tn

È

AvTn(z) = zn−1 + (n− 2)zn.

í?Û'í



���������
	��� �����]�� 
�"����'�(*$�� �����)� �)" �^���(�t	Q$�� (�	��µ�
����	,�,�"�(Q(������,P	«�)(*$�+(#���k�,
�V³H¦'¨�³ë¶y¹+¥�¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦ª¯9Ïì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«o¨`¥§¨�¨®�©;³SËo«å«o¨m´�«o¦£Ø×¥§³~´`¥0¨�¨�«��T²'µ®�©t±'«V¯'« Dn

á�«o¹H¹S«V¥§¯ Í «;´ð¸'¦²'³H©M¯'«ª±=¥§¸�´�«o¸'µ
(n − 2)/(n − 1)

«o¦
n
«;´ä¸'¦�¥§¸�´�µ�«M²7«�´k³H´�¯'«ª±=¥§¸�´�«o¸'µ

1/(n − 1)
«o¦

n − 1
È

üå®0´k®Q¦'¨ || ¹+¥�¦'®Qµ Í «U¸�¨�¸'«;¹S¹S«U¨¸'µg¹S«;¨�²2®Q¹~ß�¦ � Í «;¨Tá

∀P (z) =
∑

aiz
i, |P | =

∑
|ai|.

��¥.¯'³S¨m´t¥§¦'©;«
dist

¥0¨�¨�®�©o³HËo«U«;¨´å¯'Ë;æ=¦�³S«U²=¥§µ�á

∀P,Q, dist(P,Q) = |P −Q|.
|ù®§¸'µð©;«;´´k«V¯�³S¨´k¥§¦'©;«§¶y³S¹'ß�¥�¯'®Q¦'©�¸'¦ª¨«o¸'³H¹2¥§¸M¯�«o¹ {�¯'¸'Îy¸'«;¹9®Q¦�¦'«å²7«;¸�´·²'¥§¨·¥0²'²'µ�®�©t±'«;µ

Dn

¶�Îy¸'³
«o¨m´

dist(AvTn −Dn) = 2/(n− 1)
È

É�¦ªØ×¥§³H´#®§¦MÒQ®§¸'¯'µk¥0³H´ð©t±=¥§¦'ÑQ«;µ·¯'«�¯'³H¨´t¥0¦'©o«å«;´·¥§²'²'µ®�©t±'«;µ`¥§¸�¨�¨�³2²'µÔo¨�Î�¸�«V¹�ÏÐ®Q¦�ÒQ«o¸�´
Dn
´k®Q¸�´

«o¦ÅÑ6¥0µ�¯=¥§¦6´�¸�¦'«U©?¥§µ�¥§©;´�Ëoµ³S¨´�³SÎy¸'«U«;¨�¨�«;¦6´k³S«;¹S¹H«�á'¹+¥�Øõ®Qµ Í «T¯'«T¹S¥�¯'³S¨m´kµ³ ã ¸�´�³S®Q¦9È�É�¦Å²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶�®§¦²2«o¸�´�¯'Ë�æ=¦'³Sµ�¯�«o¸�àâ²'¨«o¸'¯�®)j%¯'³H¨´k¥§¦'©o«;¨å¨¸'µ
R[z]
Îy¸'³CÒ§Ëoµ�³~æ=«o¦6´�©o«;¨å©;®Q¦'¯'³~´k³H®Q¦'¨oÈ

− o −i ¦4¯'Ë;æ=¦�³H´T¸�¦'«�²'µ« Í ³SÔoµ«ä²'¨«o¸'¯�®)j%¯'³H¨´k¥§¦'©o«
psd1

Î�¸�³ï«�à�²'µ³ Í «ä¹H«�Ø×¥§³~´VÎy¸'«�¯�«o¸�à¬¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�j
´k³H®Q¦'¨�¨�®§¦y´�²'µ®�©t±�«o¨ä¨;ÏÚ³H¹ç«�à�³H¨´k«�¸'¦'«I´kµ�¥§¦'¨¹+¥0´�³S®Q¦4Îy¸'³#¨�¸�²7«;µ�²2®Q¨�« ã ³S«;¦�¹H«o¸'µ¨�²'³S©;¨�µ«o¨²7«;©;´k³~Øõ¨o¶�¹S«²'³H©V«o¦

0
«�à�©;«o²�´�Ë§È�|Þ®Q¸'µ·©;«o¹S¥�¶�¨³

P
«o¨m´`¸'¦�²2®Q¹~ß�¦ � Í «0¶y®Q¦£¦'®§´�« ν(P )

¨�¥ �AÃ§Ç\¾'Ã§Â,��½k�=¶y©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«
¹+¥ Í ¸'¹H´�³S²'¹H³S©;³H´kËg¥?Ò§«o©�¹+¥§Îy¸'«;¹S¹H« 0

«;¨´gµ�¥§©o³H¦'«V¯'«
P
¶�®§¸�«o¦'©;®Qµ�«U¹H«V²'¹H¸'¨`ÑQµ�¥§¦'¯�«�à�²2®Q¨k¥0¦y´

r
´k«;¹NÎy¸'«

zr|P È��V¹H®Qµ�¨;¶'®Q¦â¯'Ë;æ=¦�³H´g¹+¥.²'¨«o¸'¯�®)j%¯'³H¨´k¥§¦'©o«
psd1

²=¥§µUá

psd1(P,Q) := |P (0)−Q(0)|+ min
0 ≤ k ≤ ν(P − P (0))
0 ≤ k′ ≤ ν(Q−Q(0))

dist

(
P − P (0)

zk
,
Q−Q(0)

zk′

)
.

�V³H¦'¨�³ë¶0¥0¸.¨�«o¦�¨ç¯'«`©;«;´�´�«`¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦9¶A¨³
i > 0

¶
AvTn

´k«o¦�¯�ÒQ«oµ¨ç¦NÏÐ³ Í ²7®§µ´k«�Îy¸'«o¹H¹S«ð¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦
Di

Îy¸=¥0¦'¯
n
´�«o¦'¯�ÒQ«;µ�¨ç¹ëÏÚ³H¦�æ=¦'³ëÈt�C«o¨

Di

«o¹H¹S«o¨¾j Í Ó Í «o¨�¨�®§¦y´�{å¸'¦�«ð²'¨«o¸'¯�®)j%¯'³H¨´k¥§¦'©o«
0
²2®Q¸'µ

i > 0
á

«o¹H¹S«;¨�µ�«o²�µ�Ëo¨«o¦6´k«;¦6´T¯'«;¨å²'³H©o¨�«�´å®§¦y´�¯'®§¦'©�¹+¥ Í Ó Í «TØõ®Qµ Í «§È

− o −i ¦�²2«o¸�´ Í ¥§³S¦6´k«;¦=¥§¦6´ Í ®Q¦6´kµ�«;µUÎy¸'«M¦9ÏÚ³ Í ²2®Qµ´�«.Îy¸'«o¹H¹S«.¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦4²7«;¸�´�Ó;´kµ«ª¥0²'²'µ�®�©t±'Ë;«¥§¸M¨�«o¦�¨`¯'«
psd1

²=¥§µð¸'¦'«å¯'³S¨m´kµ�³ ã ¸�´�³S®Q¦I¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«§È i ¦M¨�«å¯'®Q¦'¦'«å¸'¦£²2®Q¹Hß�¦ � Í «g¦'®Qµ Í ¥0¹S³S¨Ë D¯'«
Q+[z]

¶=«;´�¸'¦âµ�Ë;«o¹
ε
¨´�µ�³H©;´k« Í «;¦6´g²7®Q¨³H´�³HØÞ«;´�²'¹H¸'¨�²7«�´k³~´gÎ�¸�« 1

Èi ¦Ì¦'®§´�«
i0 < i1 < . . . < ik−1

¹H«o¨
k
³H¦'¯'³S©;«o¨�¯'«o¨�©o®�«���©o³H«o¦6´k¨

ci
¦'®Q¦�¦�¸�¹S¨ä¯�« D(z)

È i ¦
²2«o¸�´�´kµ®Q¸�Ò§«oµ�¸'¦Ì«;¦y´�³S«;µ�¦�®Q¦�¦y¸'¹

q
«�´
k
«o¦6´�³S«oµ¨

pj
´k«o¹H¨�Î�¸�«

cj = pj/q
Î�¸�«o¹#Îy¸'«M¨®Q³H´

j
È i ¦

©t±'®Q³H¨�³~´g«o¦�æ=¦
n
¶'´�«o¹CÎy¸'«

2/(n− 1) < ε/2k
È

ó�³
i0 = 0

¶�®§¦�²7®Q¨«
G0 = Kn+1

¶�©?¥§µ`®§¦Å¥�Ò�¸âÎy¸'«U¹S¥ä¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦ª¯NÏÚ¥?Ò§¥0¹+¥§¦'©t±�«o¨`¯'¸�Ñ§µk¥§²'±�«©o® Í ²'¹H«;´ Kn+1

¥§¯ Í «;´·¸'¦£²'³H©V«o¦ 0
¯'«V´k¥§³S¹H¹S«

(n− 1)/(n+ 1)
È i ¦£¦'®§´�«T¥§¸�¨�¨�³

R0 = (n+ 1)n−1¹S«�¦'® Í�ã µ�«ä¯�«�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�µ�Ëo©;¸'µ�µ«o¦6´k«;¨�¯'« Kn+1

È9ó�³S¦'®§¦N¶7®§¦¬¦'®§´�«
G0 = Tn+1

¶7«�´
R0 = 1

È
¤T¥§¦�¨�¹H«o¨�¯'«;¸�àÅ©o¥§¨o¶=®Q¦Å²2®Q¨�«�¥§¹H®Qµ�¨

n0 = n
¶
n1 = n+ (i1 − i0)

¶ ê ¸'¨Îy¸NÏ±{ nk = n+ (ik−1 − i0)
¶

«;´
G1 = Tn1+1, G2 = Tn2+1

¶ ê ¸'¨�Îy¸NÏ°{ Gk−1 = Tnk−1+1

È=|ù®§¸'µ�´�®Q¸�´
j
¶
nj

«o¨m´.¹S«�¦'® Í�ã µ�«ª¯�«¨�® ÍMÍ «;´�¨�¯'« Gj

Èi ¦�²7®Q¨«
k
Ò0¥§µ�³S¥ ã ¹H«o¨ r0 {

rk−1

¶ù«;´.®Q¦�¦�®§´k«
G
¹S«MÑQµk¥0²'±'«£©;®Q¦'¨´�³H´�¸'Ë£¯'«�¹S¥ÖØõ¸'¨�³H®Q¦ «;¦�¨k¥

µk¥0©o³S¦�«T¯'«
r0
©o®§²'³S«;¨�¯'«

G0

¶�¯'«
r1
©;®Q²'³S«;¨�¯'«

G1

¶ ê ¸'¨Î�¸9Ï±{ rk−1

©;®Q²'³S«;¨`¯'«
Gk−1

È i ¦Å¦'®0´k«�¥§¹H®Qµ�¨
í?ÛyÙ
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D = R0(
∑

j rjnj)
á
D
«;¨´g¹H«T¦'® Í�ã µ�«T¯'«U©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨`µ�Ë;©o¸'µµ�«o¦6´�«o¨�¯'« G Í ¸'¹H´�³S²'¹H³SËg²=¥§µ`¨®Q¦¦'® Íäã µ�«£¯�«£¨�® Í�Í «;´k¨�µ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ¨oÈ=�Þ¥¬¯�³S¨´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦ô¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨.¨�¸'µ G ²'µËo¨�«;¦6´k«Å¯'«o¨ä²'³S©;¨oÈ�ó�³

i0 = 0
¶'«o¹H¹S«�¥§¯ Í «;´g¸�¦Ö²'³H©U«o¦ 0

¯'«�±=¥§¸�´�«o¸'µ
q0
¶'®���á

q0 =

(
n− 1

n+ 1

)(n0r0
D

)
.

É�¦âØ×¥0³H´?¶�«o¹H¹S«U«o¨m´�¹+¥�¨�® ÍMÍ «U¯'«U´kµ®Q³S¨�²2®Q¹Hß�¦ � Í «;¨oÈ i ¦â²7®§¨�« Q(z) =
∑

j qjz
ij
¶'®���á

qj =

(
nj − 1

nj

)(njrj

D

)
,

²2®Q¸'µ
j > 0

«�´
j = 0

¨³
i0 > 0

È i ¦Ö²2®Q¨«
R(z) =

∑
j rjz

ij−1 ¶=® ��á

rj =

(
1

nj

)(njrj

D

)
.

�C«�²2®Q¹~ß�¦ � Í « Q(z)
«;¨´å¹+¥.²=¥§µm´k³S«�¯'«�¹+¥I¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦�¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨V¯'« G Îy¸'³�©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯¬¥§¸�à©o®§¦y´�µ�³ ã ¸�´k³H®Q¦'¨M¯'«o¨�²'³H©o¨£¹H«o¨M²'¹S¸'¨ª³ Í ²7®Qµm´t¥§¦6´�¨oÈ���«»²7®Q¹~ß�¦ � Í « R(z)

©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯ ¥§¸�à°²2«;´k³~´k«;¨
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Tm
È i ¦Å¦'®§´k«�¥§¸�¨�¨�³

S(z)
¹S«U²2®Q¹~ß�j

¦ � Í «�¯'«;¨�©o®Q¦6´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦'¨T¯'«;¨�¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨U²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹S«;¨T¯'«�´k¥§³S¹H¹S«o¨å¦'®Q¦�¦y¸'¹S¹H«o¨T¨¸'µU¹S«;¨U¨�® Í�Í «;´k¨¨k¥A´k¸'µËo¨�¯'«o¨�©;®Q²'³S«;¨C¯'¸�ÑQµk¥0²'±'«
Kn+1

ÈJó�³
i0 > 0

¶?®Q¦�²2®Q¨�«
S(z) = 0

È]é·¹+¥§³Hµ�« Í «o¦6´o¶ |S(z)| < ε/2
«�´

|R(z)| < ε/4
È ��¥T¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦ P (z)

¯NÏì¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«;¨ç¯'«
G
«o¨´ç¯'®Q¦'©

P (z) = Q(z)+R(z)+S(z)
È

ó�¸'²'²2®Q¨®Q¦'¨�Î�¸9ÏÚ®Q¦Å´kµ®Q¸�Ò§«�¯'«;¨
rj

´k«;¹S¨�Îy¸'«
njrj/D = pj/q

È=¤T¥0¦'¨å©;«�©?¥§¨;¶=®Q¦»¥�á

psd1(P,D) ≤ |q0 −D(0)|+
∑

j>0

∣∣∣∣
P (z)− P (0)

zn
−D(z) +D(0)

∣∣∣∣

≤ ε

2k
+

∣∣∣∣
R(z)

zn

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
S(z)

zn

∣∣∣∣ +
∑

j>0

∣∣∣∣
Q(z) − P (0)

zn
−D(z) +D(0)

∣∣∣∣

≤ ε

2k
+
ε

4
+
ε

2
+
ε

4
≤ 2ε,

¨�³
i0 = 0

¶'«�´�á

psd1(P,D) ≤
∑

j≥0

∣∣∣∣
P (z)− P (0)

zn
−D(z) +D(0)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
R(z)

zn

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
S(z)

zn

∣∣∣∣+
∑

j≥0

∣∣∣∣
Q(z)− P (0)

zn
−D(z) +D(0)

∣∣∣∣

≤ 2ε.

�·³S«;¦Å¨��'µ;¶=©o«o¹S¥.µ�«o²2®Q¨«�¨¸'µg¹S«VØ×¥0³H´�Îy¸NÏÐ®Q¦â²'¸'³S¨¨�«U´kµ®Q¸�Ò§«oµg¯'«o¨�«o¦6´�³S«oµ¨
rj

´�«o¹S¨�Îy¸'«
njrj/D =

pj/q
È&��¥�µËo¨�®§¹S¸�´�³S®Q¦Å¯'¸Ö¨ß�¨´�Ô Í «ä©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥0¦y´å¦'®Q¸�¨å¯'®§¦'¦'«�¯'«o¨ rj

Ã�¿2¼���½A¼��ðµk¥0´�³S®Q¦'¦�«o¹S¨;È i ¦
²2«o¸�´�´kµ®Q¸�ÒQ«;µV¸'¦»«o¦6´k³H«oµ�¦'®Q¦»¦y¸'¹

q′
«�´
k
«o¦6´k³H«oµ�¨

t0, . . . , tk−1

¶=´�«o¹S¨�Îy¸'«
rj = tj/q

′ È�~»¥§³S¨å¥§¹H®Qµ�¨
¹S«;¨

tj
ÒQË;µ�³Hæ'«o¦6´å¥§¸'¨�¨³�¹+¥�©o®§¦'¯'³H´�³S®Q¦�«�´�¨�®Q¦6´�¯'«o¨�«o¦6´�³S«oµ¨oÈ
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− o −i ¦�²2«o¸�´�¯'Ë�æ=¦'³HµU¸'¦'«I¨�«;©o®Q¦'¯�«ª²'¨«o¸'¯'®kj%¯'³H¨´t¥0¦'©o«
psd2
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psd2(P,Q) := min
0 ≤ k
0 ≤ k′

dist
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P (zk), Q(zk′

)
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é·® Í�Í «.²'µËo©;Ëo¯'« ÍMÍ «o¦6´?¶�¥0¸�¨«o¦'¨�¯'«I©o«�´�´�«M¯'Ë�æ=¦'³~´k³S®§¦N¶ AvTn

´�«o¦'¯�ÒQ«;µ�¨�¦NÏÚ³ Í ²2®Qµm´k«�Îy¸'«;¹S¹S«¯'³H¨´kµ³ ã ¸�´k³S®§¦ Di

¨³
i > 0

Îy¸=¥§¦'¯
n
´k«;¦'¯ªÒ§«oµ�¨�¹ëÏÚ³H¦�æ=¦'³ëÈo�C«o¨

Di

«o¹S¹H«o¨ Í Ó Í «;¨ð¨®Q¦6´ {ä¸'¦�«V²'¨«o¸'¯'®kj
¯'³H¨´t¥0¦'©o«

0
²2®Q¸'µ

i > 0
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¶
Tn(1+i1−i0)

¶ ê ¸'¨^jÎy¸NÏ°{
Tn(1+ik−1−i0)
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�yZsYQZsY ��etuknbekc6_bpðf=hijk��a?c6�{ek��ekv0nôZ�ZgZ�ZgZ�Z�ZgZ�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[Rr]Y
�yZsYQZs} �§j %0cyekvyutetp�f=hia?d'jk_mlon%z{a?vypUZ�ZgZ�ZgZ�Z�ZgZ�ZgZ�ZgZgZ�Z�Z�ZgZ�ZgZgZ�ZgZ�Zq[Rr*�

�E){� ��-§�S3Q1E3QP�FH:�OÌ)T)V)U)T)T)U)T)T)V)U)T)T)U)T)T)U)V)T)U)T)T)T)U)V)T)U)T)T)U)T)ù*Q���

− o −��¥g²'¥§µ´�³S«ç¨¸'³HÒ0¥§¦6´k«�«;¨´Þ©o®§¦'¨k¥§©;µ�Ë;«Q{`¸'¦ Í ®�¯'Ô;¹S«ùÎ�¸�³6ÑQËo¦'Ë;µk¥§¹H³S¨«ç¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«ù¯'¸U´t¥§¨�¯'«�¨�¥ ã ¹H«�áQÇSÀ�ª½oÁ ��ÇSÀ
� � � *=À � *�Ã§¾�Â%À�¾�¼RÈAé·« Í ®�¯'Ôo¹H«#¥�Ë�´kË·³H¦6ÒQ«o¦6´�Ë·²=¥§µr|�µ�³H«����o±'«�Ò7¶0¤V±=¥0µù«�´ç¥§¹ëÈ]«o¦
1996

Õõ©;ØbÈ �ìûQÙ � Ü È
é·® Í�Í «.¹H«'�ª½oÁ ��ÇSÀMÁ§¾ÌÂ�ÃAÄªÁ�À.ÄoÃ6ÆoÇSÀ�¶N¹S«'�ª½oÁ ��ÇSÀ�� � � *=À � *�Ã§¾�ÂbÀ�¾�¼�«o¨m´ä¸'¦ ê «o¸�¯'³S¨¨�³S²'¥0´k³~Øð¨¸'µ�¸'¦Ã§¾�Âb½k��Ã§Â%À �tÀ�ÇýÇ\¾�Ç~Ã��ý¼kÀ�Èyé·«;²7«;¦'¯=¥§¦6´o¶�©;«g¯'«oµ¦'³S«;µð¥0¯ Í «�´�¸'¦'«�µ�Ô;ÑQ¹S«·¯NÏÚË�ÒQ®Q¹H¸�´k³H®Q¦I²'¹S¸�¨�©;® Í ²'¹S«Rà�«�Îy¸'³ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S³H¨�«T©;«o¹S¹H«V¯'¸�´k¥§¨�¯'«T¨�¥ ã ¹S«0È=É�¦Å²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµo¶y¹H« Í ®�¯'Ô;¹S«V¦�«U¨�«U¯'Ë�æ=¦'³H´`²'¹S¸'¨�¨¸'µ`¸'¦Å¨³ Í ²'¹S«ÑQµ�¥§²'±'«0¶ Í ¥§³S¨#¨¸'µ·¸'¦�¿2ÇS½k��º�À��ªÀ��=Âç¯'«V©;«TÑQµ�¥§²'±'«�¨�¸'µð¸'¦'«�Ä�¾�¼ � Ã �tÀ�½A¼���À��=Â �tÀ�È � ¹S¥�¯'³~Ê9Ë;µ�«;¦'©o«å¯'¸Í ®�¯'Ô;¹S«�¯�¸�´k¥§¨�¯'«.¨k¥ ã ¹S«0¶N©o« Í ®�¯'Ô;¹S«.¥�Ë�´kË�´kµÔo¨�²2«o¸ôË;´k¸�¯'³SË0Èg|ï¥§µ Í ³ï¹S«o¨UÎy¸'«;¹SÎy¸'«;¨�µË;ØõËoµ«o¦'©;«o¨;¶®Q¦Å²2«o¸�´�©o³~´k«;µ �ìû§ø�¶Cí§¶2û�� �ëÈ
¤T¥§¦'¨ �ÚûQÙ ��¶0¹S«o¨ç¥§¸�´k«;¸'µ�¨ïË;´k¸�¯'³S«;¦y´ç«�à�±=¥§¸'¨m´k³~ÒQ« Í «o¦6´#¹H«·©?¥0¨ç²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ�¯'¸ Í ¥§µ�©t±�«o¸'µç«;¸'¹SË;µ�³H«o¦NÈ¤T¥§¦�¨�©;«;´´k«U²=¥§µm´k³H«§¶�®§¦â«Rà�²'¹S³HÎ�¸�«U©o® Í�Í «;¦6´�Ë;´�«o¦'¯'µ«�¹+¥�´�±'Ëo®Qµ³S«�¥§¸ Í ®�¯'Ôo¹H«T¯=¥§¦'¨�¨�¥.ÑQËo¦'Ë;µk¥§¹H³H´�Ë§¶³S¦6´�µ�®�¯'¸'³S¨�¥§¦6´�¥§¸I²=¥§¨¨k¥§ÑQ«�¯'«g¦'® Íäã µ�«;¸�àI©o®§¦'©o«;²�´k¨�¦'Ëo©;«o¨¨k¥§³Hµ�«o¨;È'é·«;¨#µ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´k¨�Øõ®Q¦6´�¹�ÏÐ® ã�ê «�´#¯NÏÐ¸'¦¥§µm´k³S©;¹S«V´�µ�Ô;¨�¨mß�¦y´�±'Ë;´�³SÎy¸'«£Õ×©;ØbÈ �ìÙ�í � Ü È
¤T¥§¦'¨#¹H«·²'µ« Í ³S«oµï©t±=¥§²'³~´kµ�«0¶Q®Q¦.µ«o¯'Ë�æ=¦'³H´ç©o¹+¥0³Sµ�« Í «;¦6´ç¹S« Í ®�¯'Ôo¹H«·«�´#¨k¥Uµ�Ô;ÑQ¹S«`¯9ÏÚË�ÒQ®Q¹H¸�´k³H®Q¦NÈQÉ�¦�j

¨�¸�³H´k«0¶E®Q¦ Í ®Q¦6´kµ«�©;® ÍMÍ «o¦6´å¨�«�ÑQËo¦'Ë;µk¥§¹H³S¨«o¦6´V©;«oµm´t¥§³H¦'«o¨�¦'®§´�³S®Q¦'¨;¶E©o® Í�Í «�¹H«o¨gÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨U¯NÏÐË ã ®Q¸�j
¹S« Í «;¦6´k¨o¶�«;´ð©o«;µ´k¥§³S¦'¨ðµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�¨Z{�©;«V¦'®§¸�ÒQ«o¥§¸�©?¥§¯�µ�«§È�É�¦£²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶6®Q¦M´�«oµ Í ³H¦'«å«;¦ Í ®Q¦6´kµk¥0¦y´Îy¸'«�¹+¥Öµ�«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦ ¥0¯ Í «�´.¹S«;¨ Í Ó Í «o¨ä²�µ�®Q²'µ³SË�´kËo¨ä¯'«£´kµ«o³S¹H¹S³H¨�Îy¸'«�¯'¥§¦'¨�¹H« Í ®�¯'Ô;¹S«ª¯�¸ ´t¥§¨�¯�«¨k¥ ã ¹S«0È
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~ÖÓ Í «�¨�³E¹S« Í ®�¯'Ô;¹S« ¤ Ô;©t±'«�j ±=¥§¸�´�«o¸'µð«o¨m´·¸'¦�«VÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S³H¨k¥0´�³S®Q¦.¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«�¯'¸I´t¥§¨�¯'«�¨k¥ ã ¹S«§¶6¨�¥²'µËo¨�«;¦6´t¥0´�³S®Q¦M«o¨´·Îy¸'«o¹HÎ�¸�«V²2«o¸£¯'³~Ê9Ë;µ�«;¦y´�«§È���¥�¦'®0´k³S®§¦M¯'« ��Ã§¼RÂbÀ �t½k��Æ�� �2Ã§Â%½k�ý¼tÀ�¯�®Q³H´�Ó;´�µ�«å¸�´k³H¹S³S¨Ëo«
¹ {�®��Ö¹H«o¨�¦'®§´�³S®Q¦�¨�²'¹S¸'¨g¨³ Í ²'¹S«;¨`¯'«�º§¼Ã�¿+*=À�¶7Ä]½k�H�ªÀ�ÂõÄ�«�´�Ã§¼ (�ÂbÀtÄ�Ë;´k¥§³S«;¦6´g¨�¸ ��¨k¥0¦y´�«o¨;È
¤T¥§¦'¨å¹+¥I¨�¸'³~´k«0¶=®Q¦»¨«ä¯'®Q¦�¦'«�¸�¦'« ��Ã§¼RÂ%À �t½k��Æ�� �2Ã§Âb½k�ý¼kÀ M È i ¦Ö¦'®0´k« G = (S,A)

¹H«�º§¼�Ã�¿+*=À
®Q¸%�.¾�Ç\Â,� � º§¼�Ã�¿+*=Àå¨®Q¸'¨^j ê ¥§©o«;¦6´ { M È�¤T¥§¦�¨·©o«V©o®Q¦6´k«Rà�´k«U¥§¸�¨�¨�³ë¶y®Q¦£¯'Ë�æ=¦'³H´ð¸'¦M¿2¾��ýÂýÄ�¶�©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«
¸'¦â¨�® Í�Í «;´�Îy¸'«�¹�ÏÐ®Q¦Å¯'³S¨m´k³H¦'ÑQ¸'«0È
l;mon�prq!stq,u&p �Kx,z �å¦;�ª½oÁ ��ÇSÀ � � � *=À � *�Ã§¾�Â%À�¾�¼�Õ«~ <	� Ü «o¨m´�¸'¦.´kµ³S²'¹H«;´ Mτ

q = (M, q, τ)
´k«o¹�Îy¸'«�á

� M «o¨m´å¸�¦'«�©?¥§µm´k«�©o® Íäã ³S¦=¥A´k®Q³Hµ�«T¯'®§¦y´ G = (S,A)
«o¨m´V¹H«UÑQµk¥0²'±'«U¨�®§¸'¨^j ê ¥§©o«;¦y´o¶

�
q
«o¨´�¸'¦â¨�® ÍMÍ «;´�¯�« M ¶g�   À   ¸'¦ÅËo¹HË Í «o¦6´�¯'« S ¶�

τ
«o¨m´�¸'¦âÒ§«o©�´k«o¸�µå¯'«

N|S|−1 ´�«o¹CÎy¸'«Iá
∀xi ∈ S \ {q}, 1 ≤ τi ≤ di,® �

di

«o¨m´å¹H«U¯'«oÑ§µ�Ë�¯'¸â¨�® Í�Í «�´ xi

Èi ¦Ö¯�³H´�Îy¸'«
q
«;¨´�¹S«V¿2¾��ýÂõÄ�¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«0È

��ÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹H«£¯'«o¨.¨® Í�Í «�´k¨ä¯�« M ¯'³HÊ7Ëoµ«o¦6´k¨ä¯'¸�²'¸'³~´k¨ q «;¨´�¥§²'²2«o¹HËª«;¦'¨�« Í�ã ¹S«ª¯'«o¨ªÄ]½k�H�ªÀ�ÂýÄ
¼���º§¾�Ç���À�¼kÄâ«�´M«;¨´M¦'®§´�Ë

S∗ È�|ù®Q¸'µI¸'¦ñ¨�® ÍMÍ «;´IµËoÑQ¸'¹H³S«;µ xi

¯'« M ¶�®Q¦è¯'³H´IÎy¸'« τi «;¨´�¹S«»Ä]À�¾��ýÇ
®Q¸¬¹ëÏ+Ã§Â×Â×¼��×Æo¾�Â�¯'«

xi
È i ¦4¯'³H´åÎy¸'« M «o¨m´U¹+¥ ��Ã§¼�Â%À.Á§¾ �ª½oÁ ��ÇSÀ�¶2«�´UÎy¸'«�¨®Q¦4ÑQµk¥0²'±'«�¨®Q¸'¨^j ê ¥§©o«;¦6´«o¨m´g¹S«�º§¼Ã�¿+*=ÀUÁ§¾'�ª½oÁ ��ÇSÀ�È i ¦�µ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´�«�¸�¦ Í ®�¯'Ôo¹H« ¤ Ô;©t±'«�j ±=¥§¸�´�«o¸'µ�Õ�~ <	� Ü ²=¥§µ�¹S«å¯'«o¨¨�³H¦â¯�«

¹+¥M©?¥§µm´k« M ¶2® �4¹S«�©o«;µ�©o¹H«�µ�«;²'µ�Ë;¨�«;¦y´k¥§¦6´�¹S«ä²�¸'³H´�¨ q «o¨´TÑQµ�³H¨�Ë�®Q¸»±=¥§©t±y¸'µ�Ë0¶C«;´U®��¬¹�ÏÚ¥0´�´�µ�³ ã ¸�´å¯'«©t±=¥§Îy¸'«�¨�® ÍMÍ «;´gµËoÑQ¸'¹H³S«;µ`«o¨m´å¦�®§´kË ê ¸'¨m´k«9{.©��§´�Ë�¯�¸Ö©;«oµ�©;¹S«�¹S«Uµ«o²'µËo¨«o¦6´t¥§¦6´oÈ
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¸'¦£¨�«;¸'³S¹
τi
Ë;Ñ6¥§¹&{

di
¶y¹S«�¯'«oÑQµËå¯�¸ª¨�® ÍMÍ «;´ xi

¶�¥§¹H®Qµ�¨
¹+¥�µ�Ô;ÑQ¹S«�¯NÏÐË;ÒQ®§¹S¸�´�³S®Q¦Ö¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«�¨�«�©o®Q¦�Øõ®§¦'¯4¥?ÒQ«;©.©o«o¹H¹S«�¯'¸»´k¥§¨V¯'«�¨k¥ ã ¹S«�Õõ©;ØbÈ <ï³SÑ§¸'µ�«�Û'ÈÐÛ Ü È2É�¦

1

3 2 31 0

0

0

¥g¤Uó

+1

+1

+1

xi

τi = 3

�������2Û�ÈÚÛ ����Ô;ÑQ¹S«U¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´g¯'¸Å´t¥0¨�¯�«�¨�¥ ã ¹H«�Õ,¥g¤Uó Ü È

²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶J®Q¦I²7«;¸�´#µ�« Í ¥§µÎy¸'«oµçÎy¸'«g¯=¥0¦'¨�©o«�©o¥§¨o¶Q¹S¥ ¤ Ô;©t±'«g²7®Q³H¦6´k«·´�®Q¸ ê ®Q¸'µ¨�¨�¸'µ�¹H« Í Ó Í « ã µ³S¦N¶«;´ðÎy¸'«g´k®Q¸'¨�¹S«;¨ ã µ�³H¦'¨ð¨®Q¦6´ðÒ�³H¨�³H´�Ëo¨#¸'¦'«�«;´ð¸'¦'«�¨�«;¸'¹S«gØõ®Q³H¨�¹H®Qµ�¨�¯�«å¹ëÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´oÈyÉ#¦�Ø×¥§³H´o¶§´k®§¸�´k«;¨¹S«;¨ª©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨ª¥0´�´�«o³HÑQ¦=¥ ã ¹H«o¨?{Ì²=¥§µm´k³Hµ�¯9ÏÚ¸'¦�« Í Ó Í «â©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦q¥§¯ Í «�´�´k«;¦6´£¹+¥ Í Ó Í «©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j ¤ Ôo©t±'«ÖÎy¸NÏÚ«;¹S¹H«§Èðé·«o¹S¥�¨�³HÑQ¦'³~æ=« ã ³S«;¦ Îy¸'«»¹H«o¨ ¤ Ôo©t±'«;¨£¦NÏÐ®Q¦6´�¥§¸�©o¸'¦'«Ö³ Í ²7®§µ´t¥0¦'©o«¯=¥§¦�¨�©;«�©?¥§¨;¶=«;´�Îy¸'«�¹H« Í ®�¯'Ô;¹S«T«;¨´å¥§¹S®§µ�¨�©o® Í ²'¹HÔ;´�« Í «o¦6´gËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦6´ {.©o«;¹S¸'³C¯�¸Å´k¥§¨g¯'«�¨k¥ ã ¹S«§È
íJû�í



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���

− o −
�ºq,��p 8��&� � 1!� �08�� � � � �K�I� � 1,m��kq!��p

�C« Í ¥§µ�©t±'«;¸'µ�«o¸'¹HËoµ�³H«o¦�«o¨´�¥§¸'¨¨�³�¸'¦ ©?¥0¨�²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³S«;µU¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S« ¤ Ô;©t±'«�j ±=¥§¸�´�«o¸'µ;¶ï¯=¥§¦�¨ä¹+¥
Í «o¨�¸�µ�«.® �4³H¹ù©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯ {£¹S¥ª¯'Ë;æ'¦'³H´�³S®Q¦¬¯�¸ Í ®�¯'Ôo¹H«äÎy¸=¥§¦'¯�¹H«�¨�«;¸'³S¹ÞÒ§¥0¸�´ τi = 1

«;¦�©t±=¥§Îy¸'«
¨�® ÍMÍ «;´gµËoÑQ¸'¹H³S«;µ xi

Õ×©;ØbÈ!<ù³SÑQ¸'µ«TÛ'Èìû Ü È

0

1

1 0 00

0

0

~»É
+1

xi

τi = 1

�������2Û'Èìû ����Ô;ÑQ¹S«U¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´g¯'¸ Í ¥0µ�©t±'«;¸'µg«o¸'¹HËoµ�³H«o¦�Õ«~ÖÉ Ü È

− o −

� Y
XZY«X � &��&f�&g`�$�h a c e ä�]` � &��	&��ºf
�C«ä©o®§¦'©o«;²�´U¯'« �§À ��Â%À�¾�¼tÄ.Ár� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=Â�¨�«�ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S³H¨�«�¥§¸'¨¨�³�È9é·«o²2«o¦�¯=¥§¦6´?¶7³S¹�«o¨m´U²'¹S¸�¨V©o® Í j

²'¹H«�à�«�Îy¸'«�¯=¥§¦�¨å¹H«�©o¥§¨�¯'¸ Í ®�¯�Ôo¹S«U¯�¸Ö´t¥0¨å¯'«�¨�¥ ã ¹S«0È&|ù®Q¸'µ�¸'¦Ö¨�® Í�Í «�´gµ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ xi

¶=®§¦»¯'Ë�æ=¦'³H´
pgcd(τi, di)

©�ß�©o¹S«;¨�¯'«
ppcm(τi, di)/τi

Ò§«o©;´�«o¸'µ¨oÈ i ¦�¦'®§´k«
(b1, . . . , bdi

)
¹H«M©�ß�©o¹S«�¯'«;¨

di
ã µ³S¦'¨Îy¸'³�©o®Q¦'¨m´k³~´k¸'«;¦y´

xi

Èùé·±=¥§©;¸'¦ ¯'«�©o«;¨ ã µ³S¦'¨�«o¨m´�³H¦'©o³H¯'«o¦6´d{
xi

«;´�²7«;¸�´ä¨;ÏÚË;©oµ³Sµ�«M¨�®Q¸�¨ä¹+¥�Øõ®Qµ Í «
bj = (xi, xk)

¶C®��
xk

«;¨´�¸'¦ôÒ§®Q³S¨³S¦�¯'«
xi

ÈK|Þ®Q¸'µ�¸'¦ ã µ�³H¦ bj = (xi, xk)
¶C®Q¦ô¦'®§´k«

send(bj)
¹S«

ÒQ«;©;´�«o¸'µ�Îy¸'³ �iÀ�� �§½k��ÀU¾��âº§¼�Ã�� �»ÇSÀ�ÇS½k��º£Á§¾¬Æo¼�� �
bj

��á

∀xl 6= q, send(bj)l =





−1
¨³

xl = xi,
1
¨³

xl = xk,
0
¨³S¦'®Q¦

.
ó�³
bj
«o¨´·¹S« ã µ³S¦�¯NÏÚ¸�¦'« ã ®Q¸'©;¹S«äÕ xk = xi

Ü ¶y®Q¦ª²2®Q¨�«
send(bj) = 0

È i ¦ª¯�Ë;æ=¦'³~´`¥0¸'¨�¨³7¸'¦�ÒQ«;©;´k«;¸'µ
send

²7®§¸'µ�¹S«;¨ ã µ�³H¦'¨g³S¦'©;³S¯'«;¦y´�¨g¥§¸â²'¸'³H´�¨
q �
¹+¥.¯'Ë;æ'¦'³H´�³S®Q¦�«;¨´�¹+¥ Í Ó Í «§È

.�/g���0 21!� �Kx����¥ <ï³HÑQ¸'µ�«gÛ'ÈÚøä²=¥0ÑQ«V©;³ j%©;®Q¦6´kµ«V²'µËo¨�«;¦6´k«T¸'¦E~ <	� ´�µ�Ôo¨ð¨�³ Í ²'¹H«§ÈyÝ%¹7¥§¯ Í «;´ 3 ¨�® ÍMÍ «;´�¨ðµËoÑQ¸'¹H³S«;µ�¨oÈ�C«o¨�ÒQ«;©;´�«o¸'µ¨V¯NÏÐ«o¦6ÒQ®§³Þ¯�«�Ñ§µk¥§³H¦â¹H«U¹S®Q¦�Ñ.¯NÏÚ¸�¦ ã µ³S¦Å³S¦�©o³S¯�«o¦6´ {.¸'¦Ö¨® Í�Í «�´gµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ`¨®Q¦6´�á
send(b2) = (−1, 0, 0) send(b3) = (−1, 0, 0) send(b4) = (−1, 1, 0)
send(b5) = (−1, 0, 1) send(b6) = (1,−1, 0) send(b7) = (0,−1, 1),
send(b8) = (1, 0,−1) send(b9) = (0, 1,−1).�C«o¨ ã µ�³H¦'¨ b0 «�´ b1 ¨®Q¦6´.¥§¯ ê ¥0©o«o¦6´�¨.¥§¸Ì²�¸'³H´�¨ q È=��¥Ö¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦ô¯'¸ÌÒ§«o©�´k«o¸�µ

send
©;®Q¦'¯'¸�³H´d{Ìá

send(b0) = send(b1) = (1, 0, 0)
È

�

íJûQÙ



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,

qx1

x2

x3

3

2

1

b0

b1b2

b3
b4

b5

b6

b7

b8
b9

�������EÛ�Èìø �;~Ö®�¯�Ôo¹S«U¯�¸Ö²2®Q³S¨¨�®Q¦9È

− o −
�T¸=¥§¦'¯�¸'¦Ì¨® ÍMÍ «;´�µËoÑQ¸'¹H³S«;µ xi

¨oÏÐË ã ®Q¸'¹H«§¶�©o«;¹+¥Å©o®Qµµ�«;¨�²2®Q¦'¯N¶Þ®Q¸�´�µ�«�¹+¥ Í ®�¯'³~æ=©?¥0´�³S®Q¦4¯�«ª¹+¥©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j ¤ Ôo©t±'«0¶A{¬¹�ÏÚ¥§¯'¯�³H´k³H®Q¦Ì¯9ÏÚ¸'¦è©;«oµ´k¥§³S¦�Ò§«o©;´�«o¸'µN{¬¹S¥¬©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�j%ÑQµ�¥§³S¦9Èù¤V¥§¦'¨.¹S«
©?¥0¨�Ñ§Ëo¦'Ë;µk¥§¹ë¶'³S¹N²2«o¸�´�ß�¥]Ò§®Q³Sµ

di

Ò§«o©;´�«o¸'µ¨V¯'³~Ê9Ë;µ�«;¦y´�¨o¶=¨¸'³HÒ0¥§¦6´�¹+¥�²2®Q¨�³~´k³H®Q¦�¯'«�¹+¥ ¤ Ô;©t±'«§È|ï¥§µ�«Rà�« Í ²'¹S«0¶Q¨�³'¹H«`¨�«;¸'³S¹�«o¦ xi

Ò0¥§¸�´
1
¶§¥§¹S®§µ�¨ç¸'¦IË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�«;¦ xi

©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯N{T¹ëÏì¥§¯�¯'³H´�³S®Q¦
¯NÏÐ¸'¦ô¯'«o¨

di

ÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨
send(bj)

²2®Q¸'µU¹S¥�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�j%ÑQµ�¥§³S¦9È�|�¹S¸�¨U²'µ�Ë;©o³S¨Ë Í «o¦6´?¶�¨³�¹+¥ ¤ Ô;©t±'«
²2®Q³S¦6´k«�¨�¸�µ

bj
¥?Ò0¥§¦6´T¹ëÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�Õ ωi = bj

Ü ¶9¥0¹S®Qµ¨å¹ëÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�©o®§¦'¨�³H¨´k« {�Ø×¥§³Hµ�«�²7®Q³H¦6´k«oµ�¹+¥¤ Ô;©t±'«�¨¸'µ
bj+1 = σ(bj)

«;´+{I¥ ê ®Q¸�´�«oµg¹S«TÒ§«o©�´k«o¸�µ
send(bj+1)

{.¹+¥�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j ÑQµk¥§³H¦NÈ
ó�³
τi = di

¶ï¹H«MÒQ«;©;´�«o¸'µ/{4¥§¯�¯'³H´�³S®Q¦'¦�«oµ�«o¨´ä´k®Q¸ ê ®§¸'µ�¨�¹H« Í Ó Í «§ÈÞÝ%¹·©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯è¥0¸ ÒQ«o©�´k«;¸'µ
send(b1) + · · · + send(bdi

)
Îy¸'³ç¯'®Q¦�¦'«I¸'¦�ÑQµk¥§³H¦ {£´k®Q¸�¨U¹S«o¨åÒQ®Q³H¨�³S¦�¨o¶N©0ÏÚ«;¨´\j {kj%¯�³Sµ�«�¥§¸4ÒQ«o©�´k«;¸'µ

¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´g¯'¸â¨�® Í�Í «�´ xi

¯'Ë;æ=¦�³C©o® Í�Í «U¯'¥§¦'¨g¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«V¯'¸â´k¥§¨g¯'«�¨k¥ ã ¹S«§È��V³S¦�¨�³�á
∆q

i = send(b1) + · · ·+ send(bdi
).

¤V« Í ¥0¦'³SÔ;µ�«·Ñ§Ëo¦'Ë;µk¥§¹H«§¶§¹H«·ÒQ«;©;´�«o¸'µº{�¥§¯'¯'³~´k³H®Q¦'¦'«;µï¦'«�¯'Ë;²7«;¦'¯IÎy¸'«g¯'«�¹+¥V²2®Q¨³H´k³H®Q¦�¯'«�¹S¥ ¤ Ô;©t±'«
¥?Ò0¥§¦6´å¹ëÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´oÈ
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx,z %��

ϕ′ = (ω′, h′)
ÀtÄ�ÂV½§ÆoÂ%À��=¾EÀ �.¿�Ã§¼RÂ��ý¼.Á�À

ϕ = (ω, h)
Ã�¿2¼ �tÄ�Çµ� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=Â

Á§¾¬Ä]½k�H�ªÀ�Â�¼���º§¾�Ç���À�¼
xi �
Ã§ÇS½A¼kÄ

h′ − h ÀtÄ�Â�¾�� �§À ��Â%À�¾�¼N�o¾��Q�9ÀMÁ��%¿=À��2ÁE�o¾=ÀMÁ�À
ωi   
 � ÇSÀH�9½AÂ%À

topp(ωi)  
|ù®Q¸�µÖ¸'¦ ¨�® Í�Í «;´âµ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ�®Q¦ ²7«;¸�´Ö¯'®Q¦'©ô¯'Ë;æ'¦'³Sµ di

Ò§«o©�´k«o¸�µ�¨èÃ�¿2¼���½A¼��£¯'³~Ê9Ë;µ�«;¦y´�¨ÖÎy¸'³
©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯'«;¦6´ä¥0¸�Ò§«o©�´k«o¸�µ

topp
{Å¥§¯'¯�³H´k³H®Q¦'¦'«;µ�{£¹+¥£©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�j%ÑQµ�¥§³S¦Ö¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�®��ô²2®Q³H¦y´�«

¹+¥ ¤ Ôo©t±'«0È�|ù¥§µ�¹+¥.¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦�¯�«�¹S¥.µ�ÔoÑ§¹S«U¯NÏÐË;Ò§®Q¹S¸�´�³S®Q¦Å«�´g¯'«o¨gÒQ«;©;´k«;¸'µ�¨
send
¶'®§¦»¥�á

topp(b1) = send(b2) + send(b3) + · · ·+ send(bτi+1),
topp(b2) = send(b3) + send(b4) + · · ·+ send(bτi+2),ÈÈÈ
topp(bdi

) = send(b1) + · · ·+ send(bτi
),

¥?ÒQ«;©£¯'«o¨ä³S¦'¯'³H©o«;¨�©;® Í ²�´kËo¨ Í ®�¯'¸'¹H® di

ÈïÉ�¦ «�Ê9«�´?¶Þ²=¥§µ�¯'Ë;æ'¦'³H´�³S®Q¦N¶�¹H«�Ò§«o©;´�«o¸'µ
topp(bj)

«o¨m´�¹+¥
¨�® ÍMÍ «ª¯'« τi ÒQ«;©;´�«o¸'µ¨ send ¶�{4¨k¥?ÒQ®§³Sµ�¹H«o¨äÒ§«o©;´�«o¸'µ¨

send
²7®Q¸�µ.¹S«o¨

τi
ã µ�³S¦�¨�Îy¸'³`¨�¸�³HÒQ«;¦6´ bj¥§¸�´�®Q¸'µ�¯'«

xi

È
íJû§÷
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.�/g���0 21!� �Kx��i ¦.µ�«;²'µ�«;¦'¯I¹�ÏÚÉçà�« Í ²'¹H«`Û'ÈÐÛU²=¥§ÑQ«VíJûQÙ�ÈQé·® ÍMÍ «·®§¦I¥ x1 = (b2, b5, b4, b3)

¶0®Q¦.²7«;¸�´�ÒQË;µ�³~æ=«oµçÎy¸'«�á

send(b2) + send(b5) + send(b4) + send(b3) = (−4, 1, 1) = ∆q

1.

|ù®§¸'µ#©o«�¨�® Í�Í «�´?¶Q©;® Í�Í « τ1 = 3
¶6¹H«o¨

4
ÒQ«;©;´k«;¸'µ�¨

topp
¨�®Q¦6´ð¯'«o¨#¨�® ÍMÍ «o¨#¯'« 3

ÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨
send

á

topp(b2) = send(b5) + send(b4) + send(b3) = (−3, 1, 1),
topp(b5) = send(b4) + send(b3) + send(b2) = (−3, 1, 0),
topp(b4) = send(b3) + send(b2) + send(b5) = (−3, 0, 1),
topp(b3) = send(b2) + send(b5) + send(b4) = (−3, 1, 1).

é·«o¹S¥�©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯ ã ³H«o¦�¥§¸�Ø×¥0³H´CÎy¸'«�¨�³y®Q¦�Ë ã ®Q¸'¹H«�¹H«#¨�® Í�Í «�´ x1
¶J¥§¹S®§µ�¨C³S¹0Ø×¥§¸�´ù¥ ê ®Q¸�´�«oµ

topp(b2) =
(−3, 1, 1)

{â¹S¥Å©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�j%ÑQµ�¥§³S¦¬¨³�¹+¥ ¤ Ô;©t±'«ª²2®Q³S¦6´�«.¨�¸'µ
b2
¶
topp(b5) = (−3, 1, 0)

¨³#«o¹S¹H«
²2®Q³S¦6´k«U¨¸'µ

b5
¶ïÀ�Â ��È|ù®Q¸�µ`¹S«å¨�® Í�Í «�´ x2 = (b6, b7)

¶�©;® Í�Í « τ2 = d2

´�®Q¸'¨`¹H«o¨ðÒ§«o©�´k«o¸�µ�¨
topp

©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯�«o¦6´�¥§¸
Í Ó Í «�Ò§«o©�´k«o¸�µo¶�{�¨�¥]Ò§®Q³Sµg¹H«�Ò§«o©�´k«o¸�µV¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'¸»¨® ÍMÍ «;´ x2

¯=¥§¦'¨�¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«U¯�¸Ö´t¥0¨�¯�«¨k¥ ã ¹S«.á
topp(b6) = topp(b7) = send(b6) + send(b7) = (1,−2, 1) = ∆q

2.É�¦�æ=¦N¶y²2®Q¸'µ�¹S«g¨�® ÍMÍ «;´ x3 = (b8, b9)
¶6©o® Í�Í « τ3 = 1

¶6¹S«;¨�ÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨
topp

©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯�«o¦6´ {�¯'«o¨
ÒQ«;©;´�«o¸'µ¨

send
á

topp(b8) = send(b9)
«;´

topp(b9) = send(b8).

�

− o −

� � � 1!��" 7K� �&� ��st� �r��"
topp

� ´t¥§¦6´�¯'®Q¦'¦�Ëo«â¸'¦'«Å©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦è¯'« ã ¥§¨�«0¶�¹S«;¨�Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨IÎ�¸�«â¹ëÏÚ®§¦ñµË?¥§¹H³S¨«�¨�¸'µI©o«�´�´�«©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦¬¸�´�³S¹H³S¨�«;¦6´V¸'¦4¨®Q¸'¨¾j%«o¦�¨�« Íäã ¹S«�¯�«o¨TÒQ«;©;´�«o¸'µ¨
topp
Èy|Þ®Q¸'µT¸'¦4¨® Í�Í «�´Tµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ xi¯'Ë�æ=¦'³·²'¥§µ�¹H«M©�ß�©o¹S«

(b1, b2, . . . , bdi
)
¶�¨�³ð¹+¥ ¤ Ôo©t±'«ª²7®Q³H¦6´k«�¨�¸'µ�¸�¦ ã µ�³H¦Ì³H¦'©o³H¯'«o¦6´ bj ¥§¸�¯'Ëo²=¥0µ´?¶¥§¹H®Qµ�¨å«o¹S¹H«ä²2®Q³S¦6´�«�¨�¸'µ

bj+τi

¥§²�µ�Ôo¨U¸�¦ôË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´V¯'« x1

¶9¨¸'µ
bj+2τi

¥§²'µ�Ô;¨
2
Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨V¯'«

x1

¶�¨¸'µ
bj+3τi

¥§²'µÔo¨
3
Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨`¯'« x1

¶�«�´g¥§³S¦�¨�³9¯�«T¨�¸'³~´k«0È=ó�³N®§¦�¦'®§´k«
pi = ppcm(τi, di)/τi

¶
¥§¹H®Qµ�¨g¥§¸ ã ®Q¸�´g¯'« pi

Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨o¶=¹+¥ ¤ Ôo©t±'«�²7®§³S¦6´k«W{.¦'®Q¸�ÒQ«?¥0¸»²2®Q¸'µ�¹+¥.²'µ« Í ³SÔ;µ�«TØõ®Q³H¨`¨�¸'µ bj È
�Fu�s98�sq,u&p �rx,z i ¦Å¦'®§´�«

στ ¹S¥�²7«;µ Í ¸�´t¥0´�³S®Q¦�¯'Ë�æ=¦'³H«�¨¸'µg¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S«U¯'«;¨ ã µ�³S¦�¨�¯'«�¹+¥.©?¥§µm´k«U«�´´k«;¹S¹H«TÎy¸'«Má
∀bj = (xi, xk), σ

τ (bj) =

{
στi(bj)

¨³
xi 6= q,

σ(bj)
¨³

xi = q.

É�¦�Ø×¥0³H´?¶2¹S«;¨T©;ß�©;¹S«o¨U¯�«
στ ¨�®§¦y´�³H¦'©o¹H¸'¨T¯=¥0¦'¨U¹S«;¨T©;ß�©o¹H«o¨U¯'« σ Èy|�¹S¸'¨V²'µ�Ë;©o³S¨Ë Í «o¦6´?¶9¸'¦�©;ß�©o¹H«¯'«

σ
Îy¸'³N©;®�¯'«U¸�¦â¨® Í�Í «�´`µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµð¯'«U¹+¥�©o¥§µ´�«U¨�«U¯'Ë;©o® Í ²2®Q¨�«U«;¦ gi = pgcd(τi, di)

©;ß�©;¹S«o¨�¯�«
¹S®§¦'ÑQ¸'«;¸'µ

pi = ppcm(τi, di)/τi
²7®Q¸�µ

στ È i ¦ô²7«;¸�´�ÒQËoµ³Hæ=«;µ�Î�¸�« gipi = di

È �U¸'¥§¦'¯ô®Q¦�Ë ã ®Q¸'¹S«²'¹H¸'¨�³H«o¸'µ¨`Øõ®Q³S¨�¸'¦ Í Ó Í «U¨�® Í�Í «�´?¶�¹+¥ ¤ Ôo©t±�«�²=¥0µ�©o®§¸'µ´�¥§³H¦'¨�³C¸�¦â©�ß�©o¹S«�¯'«
στ È

íJû0Û



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx v&%N½k�ýÂ

ϕ0 = (ω0, h0)
¾��9À��t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�ÌÁr� ¾��������

�
À�Â
xi

¾��ôÄ]½k�H�ªÀ�Â�¼�� �º§¾�Ç���À�¼äÁ§¾E�ª½oÁ ��ÇSÀ   
 �0�t½k��Ä��×Á ��¼kÀTÇ~Ã�Ä�¾��ýÂ%ÀäÁ�ÀtÄ �t½k��¢ùº§¾�¼�Ã§Â,��½k��Ä
(ϕn)n≥0

Á��!¢]����ÀtÄð¿�Ã§¼P£

ϕ0

i
�→ ϕ1

i
�→ ϕ2

i
�→ . . .

, ÇS½A¼kÄ ϕn
�AÃ§¾�Â

(ωn, hn)
Ã��§À �P£

∀xj 6= q, ωn,j =

{
ω0,j

Ä��
xj 6= xi,

(στ )n(ω0,i)
Ä��

xj = xi,

À�Â
hn = h0 + topp(ω0,i) + topp(στ (ω0,i)) + · · ·+ topp((στ )n−1(ω0,i)).

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£|ù®Q¸�µ
n = 0

¶]¹S«#µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´Þ«;¨´Þ´kµ�³~Ò�³+¥§¹ëÈo¤V«�¹+¥�¯'Ë�æ=¦'³~´k³S®§¦�¯�¸�ÒQ«;©;´�«o¸'µ
topp

«�´Þ¯'«ð¹S¥�²7«;µ Í ¸�´k¥0´k³H®Q¦
στ ¶=®Q¦â¥I¹S¥.µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦£¯'«�µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«Má

ωn+1,j =

{
ωn,j

¨�³
xj 6= xi,

στ (ωn,i)
¨�³

xj = xi,

«;´
hn+1 = hn + topp(ωn,i).

¤äÏÐ® �â¹S«Uµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´oÈ
�

�V³H¦'¨�³ë¶7¨³
ϕ = (ω, h)

«o¨m´U¸'¦'«.©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦¬«�´
xi

¸'¦4¨�® Í�Í «;´TµËoÑQ¸�¹S³S«;µo¶E¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´T¯�«
xi

©o®Q¦�¨�³S¨m´k«9{I¥§²'²'¹H³SÎy¸'«;µ�¹�ÏÚ¥§¹SÑQ®§µ�³H´�± Í «å¨¸'³HÒ0¥§¦6´�á
� 1���u&�kq s � ��� �Kx�z 34. 	Au �21!����3

ϕ = (ω, h), xi

: :l;u&p=pKm�� "§á
στ , topp7Km 	 �gs

ω′ := ω �
h′ := h + topp(ωi) �
ω′

i := στ (ωi) �n�p
�6m " � 1 s98�s6á

ϕ′ = (ω′, h′)

.�/g���0 21!� �Kx �i ¦�µ«o²'µ«o¦'¯ä¹�ÏÚÉçà�« Í ²'¹H«�Û'ÈÐÛå²=¥0ÑQ«gíJûQÙ�È i ¦�©t±'®Q³S¨³H´Þ¸'¦'«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ ϕ0 = (ω0, h0)
Îy¸'«;¹S©o®§¦'Îy¸'«

Õ×©�ØbÈ!<ï³SÑ§¸'µ�«TÛ�È ��²=¥§Ñ§«�¨¸'³HÒ0¥§¦6´�« Ü È!<=®Qµ Í «;¹S¹H« Í «o¦6´?¶ ϕ0

«o¨m´V¯'Ë�æ=¦'³H«�²'¥§µUá
{
ω0,1 = b3,
h0,1 = 0,

{
ω0,2 = b6,
h0,2 = 0,

{
ω0,3 = b8,
h0,3 = 0.

��¥.©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦
σ
¯'«�¹S¥I©o¥§µ´�«�¨�«UØ×¥§©;´�®Qµ�³H¨�«U«;¦�á

σ = (b0, b1)︸ ︷︷ ︸
q

(b2, b5, b4, b3)︸ ︷︷ ︸
x1

(b6, b7)︸ ︷︷ ︸
x2

(b8, b9)︸ ︷︷ ︸
x3

,

«;´
στ «;¦�á

στ = (b0, b1) (b2, b3, b4, b5) (b6)(b7) (b8, b9).

íJûQû



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���

qx1

x2

x3

0

0

0

33

22

11

b0

b1b2

b3
b4

b5

b6

b7

b8
b9

� �����2Û'È � �'~â®�¯'Ô;¹S«�¯'¸â²7®§³S¨�¨®Q¦Å«;´�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦
ϕ0 = (ω0, h0)

È

É�¦Ì²=¥0µ´k³H©o¸'¹H³S«;µo¶2«o¦Ì©t±'¥§Îy¸'«M¨® Í�Í «�´�µ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ xi

¶C¹S¥Å²2«oµ Í ¸�´k¥0´k³H®Q¦ στ ¨�«�¯'Ëo©;® Í ²7®Q¨«I«o¦ gi =
pgcd(τi, di)

©;ß�©o¹H«o¨�¯'«g¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ
pi = ppcm(τi, di)/τi

Èo|ù¥§µ�«�à�« Í ²'¹H«§¶Q¹H«`¨�® Í�Í «;´ x1

¯'®Q¦'¦�« ã ³S«;¦
pgcd(3, 4) = 1

©;ß�©;¹S«�¯'«M¹H®Q¦'ÑQ¸�«o¸'µ
ppcm(3, 4)/3 = 4

¶�¹S«.¨® Í�Í «�´ x2

¯'®Q¦'¦�«
pgcd(2, 2) = 2©;ß�©;¹S«o¨ª¯'«¬¹S®§¦'ÑQ¸'«;¸'µ

ppcm(2, 2)/2 = 1
¶#«;´�¹H«Ö¨® Í�Í «�´ x3

¯'®Q¦�¦'«
pgcd(1, 2) = 1

©�ß�©;¹S«¬¯�«
¹S®§¦'ÑQ¸'«;¸'µ

ppcm(1, 2)/1 = 2
È�C«o¨I©;ß�©o¹H«o¨I¯'«�¹S¥¬²7«;µ Í ¸�´k¥0´k³H®Q¦ στ ¦�®Q¸'¨I²7«;µ Í «;´´k«o¦6´I¯'«�¯�Ë;´k«;µ Í ³S¦'«;µ.¹S«;¨.©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨^j¤ Ô;©t±'«o¨�¨�¸'©;©o«;¨�¨�³~ÒQ«;¨ä²2®Q¸'µU¹S«;¨U©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨

ϕn
ÈCÉ�¦

x1
²=¥0µU«�à�« Í ²'¹S«0¶N©o® ÍMÍ « ω0,1 = b3

¶9¹S«o¨
Ò0¥§¹S«;¸'µ�¨.¨¸'³HÒ0¥§¦6´�«o¨�¨�®Q¦6´

στ (b3) = b4
Õ×¥§²'µ�Ô;¨I¸'¦òË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´I¯�« x1

Ü ¶
στ (b4) = b5

Õ×¥§²'µ�Ô;¨
2Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨V¯'« x1

Ü ¶
στ (b5) = b2

Õë¥§²'µÔo¨
3
Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨T¯'« x1

Ü ¶7«;´9{£¦'®§¸�ÒQ«o¥§¸
στ (b2) = b3Õë¥0²'µ�Ô;¨

4
Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨T¯�« x1

Ü Èg|Þ®Q¸'µT©;®Q¦'¦=¥)}H´kµ«�¹+¥ª©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�j%ÑQµ�¥§³S¦N¶=³H¹ï¨¸ �I´�¯NÏì¥ ê ®Q¸�´k«;µT¹S«ÒQ«;©;´�«o¸'µ
topp

¯'¸ ã µ�³S¦Å©;®Q¸'µk¥0¦y´oÈ�V²'²�¹S³SÎy¸'®§¦'¨`¹+¥d|#µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦ªÛ'ÈìÙ�²=¥§Ñ§«T²'µ�Ë;©oË;¯'«o¦6´k«�¥§¸�¨® Í�Í «�´`µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ x1

«;´�{�¹S¥ä©o®§¦�æ=ÑQ¸�j
µk¥A´k³S®§¦

ϕ �
®Q¦Å® ã ´k³H«o¦6´�á

ϕ0 =

{
ω0 = (b3, b6, b8)
h0 = (0, 0, 0)

1
�→ ϕ1 =

{
ω1 = (b4, b6, b8)
h1 = (−3, 1, 1)

1
�→

ϕ2 =

{
ω2 = (b5, b6, b8)
h2 = (−6, 1, 2)

1
�→ ϕ3 =

{
ω3 = (b2, b6, b8)
h3 = (−9, 2, 2)

1
�→

ϕ4 =

{
ω4 = (b3, b6, b8)
h4 = (−12, 3, 3)

1
�→ ϕ5 =

{
ω5 = (b4, b6, b8)
h5 = (−15, 4, 4)

i ¦ô¥
h1 = topp(ω0,1) = topp(b3)

«;´
ω1,1 = στ (ω0,1) = b4

¶
h2 = topp(ω1,1) = topp(b4)«;´

ω2,1 = στ (ω1,1) = b5
¶ðÀ�Â ��ÈÞé·«;´´k«I¨�¸'³~´k«I¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯�{â¹S¥ <ï³SÑ§¸'µ�«�Û�ÈìîÅ²=¥§ÑQ«

¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«0È
É�¦

x2

«o¦òµ�«�Ò§¥0¦'©t±'«§¶�©o® ÍMÍ « τ2 = d2 = 2
¶�¹S¥ô©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�j ¤ Ô;©t±'«Ö«;¦ ©;«»¨�® ÍMÍ «;´�«o¨m´³S¦6Ò0¥§µ³+¥§¦6´k«0È'é·«;¹+¥�¨;ÏÚ«Rà�²�µ�³ Í «T²=¥0µ`¹S«�Ø×¥§³H´·Î�¸�«T¹S«;¨`©;ß�©o¹H«o¨�¯'« στ Îy¸'³N©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯'«;¦6´ {�©o«U¨�® ÍMÍ «;´¨�®§¦y´�¯'«ª¹H®Q¦'ÑQ¸'«;¸'µ

1
ÈÞÝ%¹�ß�«o¦�¥Ö¯'«o¸�à á

(b6)
«;´

(b7)
Èr�V³H¦'¨�³ë¶�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´�¯�« x2

{Ö²=¥0µ´k³Hµ�¯�«
ϕ0

©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯ {�¹ëÏì¥ ê ®§¸�´�¯'«
topp(b6) = (1,−2, 1)

{�¹S¥ô©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦�j ÑQµk¥0³S¦è«;´6{Ì¥§¸'©;¸'¦'«
Í ®�¯'³~æ=©?¥A´k³S®§¦�«o¦»©;«äÎy¸'³�©o®§¦'©o«;µ�¦'«�¹+¥ ¤ Ôo©t±'«£Õ

στ (b6) = b6
Ü È9é·«;¹+¥I¨�«�²=¥§¨¨�«ä©;® Í�Í «�²2®Q¸'µg¹S«U´t¥0¨¯'«�¨k¥ ã ¹S«U¯=¥0¦'¨å©;«�©?¥§¨;È �

− o −
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ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,

ϕ0 ϕ1

ϕ2 ϕ3

ϕ4 ϕ5

0

0

0

1

1

1

2

2

2

3

3

4

4

−3

−6 −9

−12 −15

3

3

33

3

3

2

22

2 2

2

11

11

1 1

�������2Û'ÈÚî � � ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨g¨¸'©o©;«o¨�¨³HØõ¨�¯'« x1
È

� ���rq �;8+1!��p � � 7r� � u�pgn � �K��8�sq!u&p2" ���=� � � ��"
� ´t¥§¦6´¬¯�®Q¦'¦'Ë;«Ì¸'¦'«ô©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦N¶g®Q¦ ²7«;¸�´»µ«oÑ6¥0µ�¯'«;µÖÎy¸'«;¹S¹S«;¨Ö¨®Q¦6´¬¹H«o¨â©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨^j¤ Ô;©t±'«o¨ÖÎ�¸�«�¹ëÏÚ®Q¦ ²2«o¸�´â® ã ´k«o¦�³Sµ�«o¦ «;Ê7«o©�´k¸=¥0¦y´Ö¯'«;¨ÖË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨oÈ�Ý%¹U¨�«�²2«o¸�´âÎy¸'«ô©o«;µ´t¥0³S¦'«;¨¨�®§³S«o¦6´.³ Í ²2®Q¨¨�³ ã ¹S«o¨P{»® ã ´k«o¦�³SµoÈçéVÏÚ«;¨´I¹H«ª©?¥0¨�²=¥§µ�«Rà�« Í ²'¹S«£¨³ τi = di > 1

²7®§¸'µä¸'¦è¨® ÍMÍ «;´µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ
xi

¶2®Q¸Ö²'¹S¸'¨åÑQËo¦�Ëoµk¥0¹S« Í «o¦6´å¨�³
pgcd(τi, di) > 1

È7É�¦»Ø×¥0³H´?¶E²2®Q¸'µ�©o® Í ²'µ«o¦'¯'µ«ä©;«äÎy¸'³ï¨«²=¥§¨¨�«0¶2³H¹N¨�¸ ��´�¯'«�¯'Ë�æ=¦'³Hµ�¹+¥.µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦£¯9ÏÚË;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦'©o«�¨¸'³HÒ0¥§¦6´k«�¨¸'µg¹S«o¨g©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨¾j ¤ Ô;©t±'«o¨�á
l;mon�prq!stq,u&p �Kx�$�ó�®Q³~´

ω
«;´
ω′ ¯'«o¸�àÅ©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨^j ¤ Ôo©t±�«o¨oÈ i ¦Å¯'³~´`Îy¸'« ω «;´ ω′ ¨�®Q¦6´ �µ�o¾����AÃ �ÇSÀ��=Â%ÀtÄ�¶�«;´g®§¦â¦�®§´k«

ω ∼ ω′ ¶'¨³N²2®Q¸'µ�©t±=¥§Îy¸'«�¨® ÍMÍ «;´`µ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ xi

³H¹9«�à�³H¨´k«U¸�¦â«;¦6´k³S«;µ
ki

´k«o¹9Î�¸�«
ω′

i = (στ )ki(ωi)
È

�C«o¨`©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨¾j ¤ Ô;©t±'«o¨
ω
«;´
ω′ ¨�®Q¦6´`¯�®Q¦'©TË;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦6´k«o¨·¨�³2«o¹S¹H«o¨ð©o®�¯'«o¦6´�¯'«;¨`«o¦�¨�« Íäã ¹S«;¨¯'« ã µ³S¦'¨·Î�¸�³C¥§²'²=¥0µ´k³H«o¦'¦�«o¦6´�¥§¸�à Í Ó Í «;¨`©;ß�©;¹S«o¨g¯'« στ È�Ý%¹9«o¨´g©;¹+¥§³Hµ·Îy¸NÏÐ³S¹7¨oÏÚ¥§ÑQ³H´·¯NÏÐ¸'¦'«�µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦�©o«Iá

� ¹S¥�µ�Ë ¤ «�à�³HÒ�³H´�ËIá=Î�¸�«o¹CÎy¸'«�¨�®Q³~´
ω
¶
k = (0, . . . , 0)

Øõ®§¦'©;´�³S®Q¦'¦�«§¶
� ¹S¥�¨ß Í Ë�´kµ³S«Iá'¨�³ ω ∼ ω′ ¥?ÒQ«o©�¹S«TÒ§«o©�´k«o¸�µ k ¥§¹H®Qµ�¨ −k ²7«;µ Í «;´g¯'« Í ®Q¦6´kµ�«;µ ω′ ∼ ω

¶
� ¹S¥»´kµk¥0¦'¨�³~´k³HÒ�³~´kË¬áç¨³

ω ∼ ω′ ¥]Ò§«o©â¹S«£Ò§«o©;´�«o¸'µ k «;´ ω′ ∼ ω′′ ¥?ÒQ«;©Ö¹H«£ÒQ«o©�´k«;¸'µ k′ ¶#¥§¹H®Qµ�¨
ω ∼ ω′′ ¨�« Í ®§¦y´�µ�«U«;¦Ö¸�´�³S¹H³S¨k¥0¦y´ k + k′

È|ï¥§µå¹+¥N|�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦ÅÛ'È ÙI²=¥§ÑQ«�íJûQû�¶2¨³
ω
«o¨m´T¸'¦'«�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j ¤ Ôo©t±'«0¶7¹H«o¨�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨^j¤ Ô;©t±'«o¨UË;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦6´k«o¨�{

ω
²2®Q¸'µ ∼ ¨�®Q¦6´U«Rà'¥0©;´k« Í «;¦6´U¹S«;¨å©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨¾j ¤ Ô;©t±'«o¨VÎ�¸�«�¹�ÏÐ®Q¦â²7«;¸�´® ã ´�«o¦'³Hµ`«o¦Å«�Ê9«;©;´k¸'¥§¦6´g¯'«o¨gË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨Z{I²'¥§µ´�³Sµ·¯9ÏÚ¸'¦�«U©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦

(ω, h)
¶�Îy¸'«;¹S¹S«VÎ�¸�«U¨�®Q³~´

¹+¥�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�j%ÑQµ�¥§³S¦
h
È

.�/g���0 21!� �Kx��i ¦Ìµ«o²'µ«o¦'¯ «;¦'©o®§µ�«ª¹H« Í ®�¯'Ôo¹H«I¯'¸Ì²2®Q³S¨¨�®Q¦�¯'Ë;Ò§«o¹H®Q²'²2Ëª¯=¥§¦�¨�¹H«o¨�«�à�« Í ²'¹S«;¨�²�µ�Ëo©;Ëo¯'«;¦6´k¨oÈ �·³S«;¦
¨���µ�¹H«o¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨¾j ¤ Ô;©t±'«o¨

ω0

¶
ω1

¶
ω2

¶
ω3

¶ùÀ�Â ��¨�®§¦y´g´�®Q¸�´k«;¨gËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨oÈEÉ�¦âµ�«;Ò0¥§¦�©t±'«§¶E¨�³
íJû��



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���
®Q¦4²2®Q¨�«

ω′ = (b3, b7, b8)
¶N¥§¹H®Qµ�¨

ω′ ¦NÏÚ«;¨´�²'¹H¸'¨TËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´�«I¥§¸�à¬¥§¸�´�µ�«o¨;È�É�¦ô«�Ê9«�´?¶ (b7) «o¨m´�¸'¦©;ß�©;¹S«�¯'«
στ ¶=«�´�¯'®Q¦'©�³S¹7¦'«�²7«;¸�´�²=¥§¨g«�à�³H¨´k«;µg¯NÏÚ«;¦6´k³S«;µ k2

¶'´k«o¹CÎy¸'«
(στ )k2(b7) = b6

È �

− o −i ¦ ²2«o¸�´Å©o¥§¹S©;¸'¹S«;µ�¹+¥Ì´k¥§³S¹H¹S«â¯NÏÚ¸�¦'«�©o¹+¥0¨�¨�«�¯'®§¦'¦'Ëo«�«�´Ö¹H«4¦'® Í�ã µ�«4¯'«�©o¹S¥§¨�¨«o¨Å²2®Q¸'µ�©o«�´�´�«µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦ñ¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦�©o«§È`ó�³
xi

«o¨´£¸'¦°¨�® Í�Í «;´Mµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµo¶#³H¹å«;¨´�¯'Ë�æ=¦'³å²=¥§µ£¸'¦ ©;ß�©o¹H«¬¯'« σ á
xi = (b1, . . . , di)

Èr��¥â²2«oµ Í ¸�´k¥0´k³H®Q¦ στ ¥§¯ Í «;´ gi = pgcd(τi, di)
©;ß�©;¹S«o¨�¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦6´�¨�«;¦

xi

Õ×©;ØbÈ
<ï³HÑQ¸'µ�«VÛ'Èìú Ü ¶=«;´g©t±'¥§©o¸'¦Ö¯NÏÐ«o¸�àâ«;¨´�¯'«�¹S®Q¦�ÑQ¸'«o¸�µ

pi = ppcm(τi, di)/τi
á

(b1, bτi+1, . . . , b(pi−1)τi+1) . . . (bgi
, bτi+gi

, . . . , b(pi−1)τi+gi
),

® ��¹H«o¨ä³H¦'¯'³H©o«o¨�¨�®Q¦6´/{¬©;®Q¦'¨³S¯'Ë;µ�«oµä¯=¥§¦'¨
Z/diZ

È i ¦�²7«;¸�´I¥§¨¨�®�©o³S«;µä¸'¦�«£©o®Q¸�¹S«o¸�µ�¯'³HÊ7Ëoµ«o¦6´k«6{

xi

τi = 6

di = 9
=⇒ 3

©;®Q¸'¹S«;¸'µ�¨;È

� �����EÛ'ÈÚú ��ü�® Í�ã µ«U¯'«�©o¹S¥§¨�¨«o¨�¯'« ã µ�³H¦'¨UÏÚË;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k¨;Ï=«o¦ xi

È

©t±=¥§©;¸'¦â¯'«�©o«o¨g©�ß�©;¹S«;¨o¶=¯'«;¸�à ã µ�³H¦'¨�¯NÏÐ¸'¦'« Í Ó Í «T©o®Q¸�¹S«o¸�µ�Ë;´t¥0¦y´�ÏÐËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´�¨oÏÞÕõ©;ØbÈ+<ï³HÑQ¸'µ«TÛ'ÈÚú Ü È�V¸Åæ=¦=¥§¹ë¶'®Q¦â¥I¯'®Q¦'©Iá
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx�$&%��·½k�M¿=½]Ä]À

gi = pgcd(τi, di)
À�Â
pi = ppcm(τi, di)/τi �

Ã§ÇS½A¼kÄP£
� (
∏

xi 6=q
gi)
ÀtÄ�ÂðÇSÀW�9½k��Æo¼kÀ�Á�À ��Ç~ÃAÄtÄ]ÀtÄ�Ár� �µ�o¾����AÃ§ÇSÀ�� �tÀð¿=½A¾�¼ ∼ �

� À�Â (∏xi 6=q
pi)
ÀtÄ�ÂðÇ~Ã�Â Ã��ýÇýÇSÀäÁ�À � *�Ã ��¾��9À�Á�ÀtÄ=��Ç~ÃAÄtÄ]ÀtÄ  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
É�¦�«�Ê9«�´?¶N¯'«;¸�àô©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨¾j ¤ Ô;©t±'«o¨�¨�®§¦y´�Ë;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨�¨³ç²2®Q¸'µT´k®§¸�´�¨�® Í�Í «;´UµËoÑQ¸'¹H³S«;µo¶¹S«;¸'µ�¨ ã µ³S¦'¨g¥0¯ ê ¥§©o«;¦6´k¨ {�©;«�¨�® Í�Í «�´�®Q¦6´�¹+¥ Í Ó Í «T©o®Q¸�¹S«o¸�µoÈ

�

i ¦4²7«;¸�´TÒQË;µ�³~æ=«oµTÎy¸'«
(
∏

xi 6=q
gi)(
∏

xi 6=q
pi) = (

∏
xi 6=q

gipi)
«;¨´UË;Ñ6¥§¹�{

(
∏

xi 6=q
di)
¶7©o«�Îy¸'³

¦'®Q¸�¨�µ«o¯'®§¦'¦'« ã ³S«;¦â¹H«U¦'® Í�ã µ�«T´k®0´t¥§¹N¯�«�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨^j ¤ Ôo©t±'«;¨å²2®Q¨�¨³ ã ¹H«o¨;È
− o −

�9� ��st� �r��"=7�� m 	Au � 1,������p�s
<ï³S¦'¥§¹S« Í «;¦y´o¶9®Q¦4²2«o¸�´�²�µ�Ëo©;³S¨«oµU¹+¥£¦�®§´k³H®Q¦4¯'« �§À ��ÂbÀ�¾�¼kÄMÁr� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=Â�È9É�¦ô¸�¦�¨® ÍMÍ «;´Tµ�Ë�jÑQ¸'¹H³S«;µ
xi

¶�®Q¦�¦NÏÚ¥�²'¹S¸'¨·¸'¦�ÒQ«o©�´k«;¸'µo¶ Í ¥§³S¨ð¸'¦�©;ß�©;¹S«U¯'«TÒ§«o©;´�«o¸'µ¨oÈ&�C®Qµ�¨·¯'¸Å²'µ�« Í ³H«oµ·Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´¯'«
xi

®Q¦â¯'®Q³H´�¥ ê ®Q¸�´k«;µ�¹S«�²'µ« Í ³S«oµðÒQ«o©�´k«;¸'µV¯'¸â©;ß�©;¹S«§¶ Í ¥§³H¨`¹S®Qµ¨�¯'¸â¯'«o¸�à�³HÔ Í «�®§¦Ö¯'®§³H´�¥ ê ®Q¸�´k«oµ
íJû§î



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,
¹S«MÒQ«o©�´k«;¸'µI¨�¸'³~Ò§¥0¦y´o¶ç«;´�¹S®Qµ¨�¯'¸�´kµ®Q³S¨³SÔ Í «ª¹H«MÒ§«o©;´�«o¸'µ�«o¦�©o®Qµ«�¨�¸'³~Ò§¥0¦y´o¶ï«�´�¥§³S¦'¨³·¯'«�¨¸'³H´�«§È�¤å«²'¹H¸'¨ä¹H«ª©;ß�©;¹S«£¯'«MÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨I¯'Ë;²7«;¦'¯è¯'«£¹+¥â©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j ¤ Ôo©t±'«£¯�«£¯'Ëo²'¥§µ´oÈ�ó�³

ϕ = (ω, h)
«;´

¨�³
(b1 = ωi, b2, . . . , bk)

«;¨´V¹S«ä©�ß�©o¹S«�¯'«
στ ¥§¸'Îy¸'«;¹ç¥§²'²'¥§µ´�³S«o¦6´ ωi

Õ
k = ppcm(τi, di)/τi

Ü ¶7¥§¹H®Qµ�¨
¹S«�©;ß�©;¹S«£¯'«MÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨.¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯�« ϕ «o¦ xi

«o¨m´
(topp(b1), topp(b2), . . . , topp(bk))

Õ×©�ØbÈ|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦�Û'ÈìÙ�²=¥§ÑQ«.íJû§û Ü È
.�/g���0 21!� �Kx �i ¦Ö²2«o¸�´gµ�«o²�µ�«o¦�¯'µ�«�¹�ÏÚÉïà�« Í ²�¹S«UÛ'ÈÚø.²=¥§ÑQ«IíJûQû�È���¥I²2«oµ Í ¸�´k¥0´k³H®Q¦ στ ¨�«UØ×¥§©�´k®Qµ³S¨�«U«;¦�á

στ = (b0, b1) (b2, b3, b4, b5) (b6)(b7) (b8, b9).

�V³H¦'¨�³9¹S«U©;ß�©;¹S«�¯'«UÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨�¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´å«;¦ x1

¯'«�¹+¥.©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦
ϕ0 = (ω0, h0)

Ò§¥0¸�´�á

(topp(b3), topp(b4), topp(b5), topp(b2)),

©o® ÍMÍ « ω0,1 = b3
«;´ÞÎy¸'«

(b2, b3, b4, b5)
«o¨m´ù¹H«#©;ß�©o¹H«�¯�«

στ ¥§¸�Î�¸�«o¹ b3 ¥§²'²'¥§µ´�³S«o¦6´oÈ]É�¦ä²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶®Q¦Å¥äÒ�¸�Îy¸NÏÐ®Q¦â¥ ã ³S«;¦Å¥ ê ®Q¸�´�Ë
topp(b3)

¹H®Qµ�¨ð¯'¸�²'µ« Í ³S«oµðË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'« x1
¶
topp(b4)

¹H®Qµ�¨ð¯'¸
¨�«;©o®Q¦�¯N¶

topp(b5)
¹S®Qµ¨�¯'¸Å´kµ�®§³S¨�³HÔ Í «§¶�À�Â ��ÈÉ�¦

x2

¶=¹H«T©;ß�©;¹S«�¯'«UÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨�¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´å¯�« ϕ0

Ò0¥§¸�´�á

(topp(b6))

©?¥0µ
(b6)
«o¨´�¸'¦â©;ß�©;¹S«�¯'«

στ ¶=«�´�«o¦ x3

³H¹9Ò0¥§¸�´�á

(topp(b8), topp(b9)).

�

Ý%¦'¯'Ë;²7«;¦'¯=¥ Í�Í «;¦6´�¯'«.´k®Q¸�´�«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4¯'« ã ¥0¨�«§¶9¹+¥£¦'®§´�³S®Q¦»¯'«�ÒQ«;©;´k«;¸'µ�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´«o¦I¸'¦I¨® ÍMÍ «;´ïµ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµù©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯I¯'®Q¦'©�{T©;«o¹S¹H«·¯NÏÐ«o¦�¨�« Íäã ¹S«�¯'«�©�ß�©o¹S«;¨#¯'«·ÒQ«;©;´�«o¸'µ¨o¶y¸'¦'«�¨®Qµ´�«¯'«U©;®Q¦6ÒQ®Q¹H¸�´k³H®Q¦ � ¯'« στ «;´g¯'« topp È�|ù®Q¸�µ
xi
µËoÑQ¸'¹H³S«;µ`¯'Ë;æ'¦'³C²=¥§µ

xi = (b1, . . . , di)
¶'®Q¦â¥§¸'µ�¥§³H´

¹�ÏÐ«o¦�¨�« Íäã ¹S«.á

(στ � topp)(xi) =





(topp(b1), topp(bτi+1), . . . , topp(b(pi−1)τi+1))ÈÈÈ
(topp(bgi

), topp(bτi+gi
), . . . , topp(b(pi−1)τi+gi

)),

® �Å¹S«;¨g³S¦'¯'³H©o«;¨�¨�®Q¦6´+{.©o®Q¦'¨³S¯'Ë;µ�«;µå¯=¥0¦'¨
Z/diZ

È

− o −

� Y
XZY � � e �Z`å&����9&gh adc×� �Pe $'!�f�"m���+h
� 	Au � 1,������p�s 7 �  �rq s�"
é·® Í�Í «�²2®Q¸'µÅ¹S« Í ®�¯�Ôo¹S«4¯�¸ ´t¥0¨â¯�«�¨�¥ ã ¹S«0¶�®Q¦ ÒQ«o¸�´4¥§¸�´�®Qµ�³H¨�«;µ�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´Å¯'¸ö²'¸�³H´k¨¨�®§¸'¨�©o«;µ´t¥0³S¦'«;¨�©o®Q¦'¯�³H´k³H®Q¦'¨;È`é·«�´ÅË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´�¨�«4¯'Ë�æ=¦'³~´�¯'«4¹+¥ Í Ó Í « Í ¥§¦�³SÔoµ«§È��C«¬ÒQ«o©�´k«;¸'µ

¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'¸Ì²'¸�³H´k¨�«;¨´�¹S«.ÒQ«;©;´k«;¸'µ β ¶CÎy¸'³#«o¨m´ä¹H«.ÒQ«o©�´k«;¸'µä¯'«�¹+¥�¹H³SÑQ¦'«ä©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯=¥§¦6´.¥0¸
íJû§ú



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���
²'¸'³~´k¨ù¯=¥§¦'¨ç¹S¥ Í ¥0´kµ³S©;«ð¹S¥§²'¹+¥0©o³S«;¦'¦'«#¯'¸.ÑQµ�¥§²'±'«0¶0²�µ�³HÒ§Ëo«`¯�«`¨�®Q¦ä©o®�«���©o³H«o¦6´�¯'³S¥§ÑQ®Q¦=¥0¹�Èt�V¸�´kµ�« Í «;¦6´¯'³~´?¶

β
«o¨´�¹S¥I¨® Í�Í «T¯�«o¨gÒQ«o©�´k«;¸'µ�¨

send
²7®Q¸�µ�¹S«o¨ ã µ³S¦'¨g¥0¯ ê ¥§©o«;¦6´k¨å¥§¸Å²'¸'³H´�¨oÈ

�å¦�Ë ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´�¯'¸Ì²'¸�³H´k¨U©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯ ¥§¹H®Qµ�¨W{Å¹�ÏÚ¥ ê ®Q¸�´�¯�¸ôÒ§«o©;´�«o¸'µ β {Å¹+¥�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j
ÑQµ�¥§³S¦ñá�¨�³

ϕ′ = (ω′, h′)
«;¨´�® ã ´�«o¦y¸'«;{Å²=¥§µm´k³Sµ�¯'«

ϕ = (ω, h)
¥§²'µÔo¨�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'¸ ²'¸'³~´k¨;¶

¥§¹H®Qµ�¨
h′ = h + β

«;´
ω′ = ω

È i ¦Å¦'®§´�«�´�®Q¸ ê ®Q¸�µ�¨ ϕ q

�→ ϕ′ È
.�/g���0 21!� �Kx��
É�¦°µ�«;²'µ�«;¦=¥§¦6´Å¹S« Í ®�¯'Ôo¹H«Ö¯�¸°²7®Q³H¨�¨®Q¦ Ò�¸ ¥§¸�à «�à�« Í ²'¹H«o¨£²'µËo©;Ëo¯'«;¦y´�¨o¶g®Q¦q²2«o¸�´�©?¥§¹H©o¸'¹H«oµM¹S«o¨ÒQ«;©;´�«o¸'µ¨

send
²2®Q¸'µg¹S«;¨ ã µ�³H¦'¨ b0 «;´ b1 ¥§¯ ê ¥§©o«;¦y´�¨V¥0¸â²�¸'³H´�¨ q á

send(b0) = (1, 0, 0)
«�´

send(b1) = (1, 0, 0).

é·«o¨.Ò§«o©;´�«o¸'µ¨I¨�®Q¦6´I´k®Q¸ ê ®Q¸'µ�¨ä²7®Q¨³H´�³HØõ¨o¶Þ«;´I¹H«ªÒQ«;©;´�«o¸'µ β «o¦è«o¨m´I¹+¥»¨® ÍMÍ «¬á β = send(b0) +
send(b1) = (2, 0, 0)

È�~Ö¥§³S¨
β
«;¨´�¥§¸�¨�¨�³9¹S«åÒ§«o©�´k«o¸�µ�¹H³SÑQ¦�«å¯'«V¹+¥ Í ¥0´kµ³S©;«å¹S¥§²'¹+¥0©o³S«;¦'¦'«�¯'¸�ÑQµ�¥§²'±'«Îy¸'³C©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯»¥§¸Å²'¸'³H´�¨

q
¶=²'µ�³~ÒQË;«�¯�«�¨®Q¦Å´k«oµ Í «�¯'³S¥§ÑQ®Q¦'¥§¹ïá

∆ =




−2 2 0 0
2 −4 1 1
0 1 −2 1
0 1 1 −2


 =⇒ β = (2, 0, 0).

�

− o −

�m � �r��p � ��" 7�� m 	Au �21!������p�s�"H�os 7�� 8�p�stq �µm 	Au � 1!������p&s�"

� ©;«£¨´k¥§¯'«§¶ù®Q¦ ¥ÖÑQËo¦'Ë;µk¥§¹H³S¨ËM¹S¥Ö¦'®§´�³S®Q¦�¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´ä¯NÏÐ¸'¦�¨® ÍMÍ «;´o¶�Î�¸9ÏÚ³H¹ð¨®Q³H´�µ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ®Q¸ô¦'®Q¦NÈùé·® Í�Í «.¹�ÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦4¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�«o¨m´äµË;Ò§«oµ�¨³ ã ¹H«§¶�®Q¦�¥§²'²2«o¹H¹S«âÃ��=Â,� � �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=Âå¯'¸¨�® ÍMÍ «;´ xi

¶N¹�ÏÐ®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦¬³S¦6ÒQ«;µ�¨«M¯'«.©;«o¹H¹S«.¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'« xi

ÈCÉ�¦ô²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ;¶7¨³�®Q¦�Ë ã ®Q¸'¹S«²'¸'³H¨#¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸'¹H«`¸'¦ Í Ó Í «�¨® Í�Í «�´?¶6¥§¹H®Qµ�¨ï¹+¥T©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦Iµ�«;¨´k«�¹+¥ Í Ó Í «§È6ó�³ ϕi «o¨m´�® ã ´k«;¦y¸'«{.²=¥§µm´k³Sµ�¯�«
ϕ
«;¦ÖË ã ®Q¸�¹+¥§¦6´g¹S«U¨® Í�Í «�´gµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ xi

¶=®Q¦Å¦'®§´k«Iá

ϕi ī
�→ ϕ,

¹�ÏÚ¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´·¯'¸Ö¨® Í�Í «�´gµ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ xi
È2ó�³

xi = q
¶'®Q¦â¦'®§´�«

ϕi
q̄

�→ ϕ
Èi ¦�²2«o¸�´Þ¥0¹S®Qµ¨N©o®Q¦�¨�³S¯�Ëoµ�«;µ�¯'«o¨Þ¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«o¨ï¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨Þ«�´�¯NÏÚ¥§¦6´k³ j Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨C¨¸'©o©;«o¨�¨³HØõ¨;È|ù®§¸'µg¸'¦'«�¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«ä¯NÏÐ®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨

s = 〈s1, s2, . . . , sk〉
¶�®Q¦Ö¦�®§´k«.á

�
si = xj

¶=¨�³C¹S¥
i � � �
®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦â¯�«

s
©o®Q¦�¨�³S¨m´k«9{.Ë ã ®Q¸'¹H«oµ�¹S«U¨® Í�Í «�´ xj

¶
�
si = xj

¶=¨�³�¥§¸Å©;®Q¦6´kµk¥0³Sµ�«U«;¹S¹H«U©o®Q¦'¨³S¨m´k«9{I¥§¦6´k³ j Ë ã ®Q¸'¹H«oµ`¹H«U¨�® Í�Í «�´ xj

È
é·«o¨�¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨`¨®Q¦6´�¸'¦Ö²2«o¸Ö¥ ã ¸�¨�³HÒ§«o¨;¶ Í ¥§³H¨·´kµÔo¨g³S¦6´k¸�³H´k³~ÒQ«;¨�©o«o²2«o¦�¯=¥§¦6´?È i ¦Ö¦�®§´k«�¥§¸'¨¨�³�á

�
xi ∈ s

¨�³C¹+¥�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«
s
©o®Q¦6´�³S«o¦6´�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯'¸â¨�® ÍMÍ «;´ xi

¶
� «�´

xi ∈ s
¨�³�«;¹S¹S«V©o®Q¦6´k³H«o¦6´�¹�ÏÚ¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´`¯�«�©;«�¨�® Í�Í «�´?Èó�³

ϕ
«;¨´�¸'¦'«.©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦ {£¹+¥0Î�¸�«o¹S¹H«�®Q¦�¥§²�²'¹S³HÎ�¸�«.¹+¥£¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«M¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨

s
¯'Ë�æ=¦'³S«I²=¥0µ

s = 〈s1, s2, . . . , sk〉
¶�«;´�¨³

ϕ′ «o¨m´å¥§¹S®Qµ¨`¹+¥�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�® ã ´k«;¦�¸�«�¥0²'µ�Ô;¨�¹ëÏì¥0²'²'¹S³H©?¥0´�³S®Q¦�¯'«�©o«�´�´�«¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«§¶2®Q¦â¦'®§´k«.á
ϕ

s
 → ϕ′,

í]ø �



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,
®Q¸

ϕ  → ϕ′ ¨�³�®Q¦Ì¦�«�Ò§«o¸�´ä²=¥§¨ä²�µ�Ëo©;³S¨«oµä¹S¥�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o« s È i ¦Ì¯'³~´äÎy¸'«M¹+¥Å¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;« s � ���9ÀI{
¹+¥I©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦

ϕ′ {�²=¥§µ´�³Sµg¯'«�¹+¥I©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦
ϕ
È&��¥Mµ«o¹S¥0´k³H®Q¦

 → «o¨´V¹+¥ ��Ç .AÂë¾�¼kÀ�¼#� �gÀ4' ���§À �Ä��k�I��Âë¼��,�o¾=À»«�´»Â×¼Ã���Ä��ýÂ����§Àâ¯�«Ö¹S¥ôµ«o¹+¥A´k³S®§¦�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´M¯NÏÐ¸'¦ ¨® Í�Í «�´IÎ�¸�«o¹S©;®Q¦'Îy¸'«
�→ È#É�¦²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶y©§ÏÐ«o¨´g¸�¦'«Uµ�«;¹+¥0´�³S®Q¦M¯NÏÚË;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦'©;«U«;´�¦'®§¸'¨�¹�ÏÐË;´�¸'¯'³S®§¦'¨`¥§¸�²�µ�®�©t±=¥§³S¦�©t±'¥§²'³H´�µ�«0È � ©;«

²'µ®Q²7®§¨o¶=¹+¥�¦�®§´t¥0´�³S®Q¦Å«;¨´�¸'¦â²7«;¸Ö´kµ® Í ²7«;¸'¨�«0È i ¦Å¯'Ë�æ=¦'³~´å¯'¥§¦'¨g¹+¥.¨�¸�³H´k«�¹S¥�µ�«o¹S¥0´k³H®Q¦
 
©o® Í�Í «¹+¥ ��Ç .AÂë¾�¼kÀÖ¼#� �gÀ4' ���§À»«;´¬Â×¼Ã���Ä��ýÂ����§À»¯'«

�
¶�«o¦q«;¦qØ×¥§³S¨�¥§¦6´£¥0³S¦'¨³å¸'¦�«»µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦ò¯NÏÐ®Qµ�¯'µ«§Èðüå®Q¸�¨

Ø×¥§³H¨�®Q¦'¨�«o¦�Ø×¥§³H´�¥§¸'¨¨�³ð©o«o¨�©t±'®Q³{àÌ²2®Q¸'µ�¦'«M²=¥§¨ Í ¸'¹H´�³S²'¹H³S«oµV¹S«o¨�¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨o¶C«�´�²=¥0µk¥§¯'®?à�¥§¹H« Í «o¦6´?¶¦'®Q¸�¨�²2«o¦�¨�®Q¦'¨�Îy¸'«�¹S«U²'µ®Q²7®§¨�«;¦»«;¨´�²'¹S¸�¨�©;¹+¥§³Hµo¶ Í Ó Í «U¨³C¹�ÏÚ¥0´�´�«o¦6´k³H®Q¦Å¯'¸Ö¹H«o©�´k«o¸�µ�«;¨´�¯NÏÚ¥§¸�´k¥§¦6´²'¹H¸'¨�¨�®Q¹H¹S³H©o³H´�Ëo«0È|ù®Q¸�µ�¸'¦'«T¨ËoÎy¸'«o¦�©o«�Î�¸�³N¦'«T©;®Q¦6´k³S«;¦6´�Îy¸'«U¯'«o¨�Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨�Õ×µ«o¨²NÈ'¯'«;¨g¥§¦6´k³ j Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨ Ü ¶®Q¦Å²=¥§µ¹S«U¯'«�Ät�µ�o¾=À�� �tÀ�Ár� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂõÄªÕõµ�«o¨²NÈ=¯'«�Ät�µ�o¾=À�� �tÀ�Ár� Ã��=Â�� � �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂýÄ Ü È
l;mon�prq!stq,u&p �Kx�� ó�³

s
«o¨m´.¸'¦'«�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«â¯NÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦�¨o¶ï®§¦è¥§²'²2«o¹S¹H«âÄt�µ�o¾=À�� �tÀÅÁr� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂýÄ

¯'«
s
¹+¥Ö¨®Q¸'¨¾j%¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«�¯'«ª¨«o¨�Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨o¶Þ«;´IÄt�µ�o¾EÀ�� �tÀ£Ár� Ã��=Â,� � �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂýÄM¯'« s ¹+¥Å¨�®Q¸'¨¾j¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«ä¯'«�¨«o¨å¥§¦6´k³ j Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨;È

É�¦�æ=¦N¶�®Q¦ ¥§²'²2«o¹S¹H«¬Ä�¾J¿6¿=½A¼RÂ.¯'«Ö¹+¥�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«
s
¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹H«â¯�«o¨ª¨® Í�Í «�´k¨�³ Í ²'¹S³HÎ�¸�Ëo¨.¯=¥§¦�¨ª¹+¥¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«§È9ó�³

A
«o¨m´å¹H«U¨�¸'²�²7®Qµm´�¯'«

s
¶=¥§¹S®§µ�¨Uá

∀xi, xi ∈ A⇐⇒ xi ∈ s
®Q¸

xi ∈ s.
.�/g���0 21!� �Kx,z �i ¦Ö©;®Q¦'¨³S¯'Ô;µ�«�¹+¥�¨ËoÎy¸'«o¦�©o«

s
¨�¸'³~Ò§¥0¦y´�«Iá

s = 〈x1, q, x2, q, x1, x1, x2, x3, x2〉.
É�¹S¹H«ð©;®Q¦'¨�³H¨´�« {VË ã ®Q¸'¹H«oµ x1

¶0¹H«·²'¸�³H´k¨;¶
x2

¶){T¥§¦6´�³ j%Ë ã ®§¸'¹S«;µÞ¹H«·²'¸�³H´k¨;¶0²�¸'³S¨�{VË ã ®Q¸'¹H«oµ x1

{V¦'®Q¸�Ò§«?¥§¸9¶
À�Â ��È�É#¦ô²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶7¹S¥£¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«

s
¦NÏÐ«o¨m´�¦'³�¸'¦'«I¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«ª¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨;¶C¦'³�¸'¦'«I¨ËoÎy¸'«o¦�©o«¯NÏÚ¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨;¶'©?¥0µ�«o¹S¹H«U©o®Q¦6´�³S«o¦6´+{.¹+¥äØõ®Q³H¨�¯'«o¨gË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨�«�´�¯'«o¨�¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨oÈi ¦Ö¦'®0´k«

se

¹+¥�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«�¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨g¯'« s ¶=«;´ sa

©o«;¹S¹H«U¯'«�¨�«o¨å¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨oÈ i ¦Ö¥¥§¹H®Qµ�¨Uá

se = 〈x1, q, x2, x1, x3〉,
sa = 〈q, x1, x2, x2〉.

ó�³
Ae

¶'µ«o¨²NÈ
Aa

¶'¨�®Q¦6´�¹S«;¨g¨�¸'²'²2®Qµm´k¨g¯'«
se

¶=µ«o¨�²9È
sa

¶=¥§¹H®Qµ�¨Uá

Ae = {q, x1, x2, x3},
Aa = {q, x1, x2}.

�

− o −i ¦¬¦'®§´�«�²=¥§µ�Ï
.
Ï7¹S¥M©;®Q¦'©?¥A´kËo¦'¥0´k³H®Q¦¬¯'«�¯'«o¸�à¬¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«o¨�¯NÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦�¨oÈ9ó�³

s
«�´
t
¨�®§¦y´V¯'«o¸�à

¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨;¶9¹+¥�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«
s.t
«o¨´�¯'Ë�æ=¦'³H«�²'¥§µ�á

s.t = 〈s1, . . . , sk, t1, . . . , tl〉.
í]ø�í



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���
i ¦£ÒQ«;¸�´g¥§¸'¨¨�³NË�´k«;¦'¯'µ�«U¹S¥�¦'®0´t¥0´�³S®Q¦

¯
¥§¸�à£¨ËoÎy¸'«o¦�©o«o¨�¯NÏÐ®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨oÈ�ó�³

s = 〈s1, s2, . . . , sk〉
«o¨m´

¸'¦'«�¨ËoÎy¸'«o¦�©o«ä¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨;¶'®Q¦â¦'®§´k«Iá

s = 〈s1, s2, . . . , sk〉.
.�/g���0 21!� �Kx,z�z
ó�³C®Q¦Åµ«o²'µ«o¦'¯Ö¹�ÏÚÉçà�« Í ²'¹H«UÛ'È~ít��²=¥§ÑQ«�²'µËo©;Ëo¯'«;¦y´�«§¶2®Q¦Ö¥Åá

se = 〈x1, q, x2, x1, x3〉,
sa = 〈q, x1, x2, x2〉,

«;´�¯'« Í Ó Í «.á
s = 〈x1, q, x2, q, x1, x1, x2, x3, x2〉.

�

��¥¬¯'Ë;æ=¦�³H´k³H®Q¦ ¯'«
s
¦'«£©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯ñ²'¥§¨/{»©o«;¹S¹H«£Îy¸'«�¹�ÏÐ®Q¦ «;¨´I«o¦ Í «o¨¸'µ�«�¯9Ïì¥0´´k«;¦'¯'µ�«0È�É�¦«;Ê7«;´o¶N©o«�´�´�«�¦�®§´t¥0´�³S®Q¦»©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯�{£¸�¦'«I¦'®§´k³H®Q¦¬¯NÏÐ³S¦6Ò§«oµ�¨«§¶�«;´

s
¯'Ë;æ'¦'³S«.¯'«.©;«;´´k« Í ¥§¦'³SÔ;µ�«�¦�«¨�« Í�ã ¹H«�²=¥0¨V©o®§¦yÒ§«o¦'³HµoÈ9É#¦ÖØ×¥§³H´o¶ s «o¨´ ã ³S«;¦»¹ëÏÚ³H¦yÒ§«oµ¨�«ä¯�« s ¥§¸»¨�«o¦�¨T® �»¨³ù®§¦¬¥§²'²�¹S³SÎy¸'« s ²'¸'³H¨ s{�¸'¦'«�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4Îy¸'«o¹H©o®Q¦'Îy¸'«0¶ï¥0¹S®Qµ¨T¹+¥�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦4® ã ´�«o¦y¸'«�«o¨m´ ã ³H«o¦�©o«;¹S¹H«.¯'«I¯'Ëo²=¥0µ´?È�V¸�´kµ�« Í «;¦6´·¯'³~´?¶ s.s «;¨´ð«o¦ªÎy¸'«;¹SÎy¸'«�¨�®Qµm´k«�¹�ÏÐ³S¯'«;¦6´k³H´�Ë§Èyé·«�µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´#«;¨´ð¸'¦'«�©o®Q¦�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«V¯'³Sµ«o©;´�«¯'«�¹+¥.©o® ÍMÍ ¸�´t¥0´�³HÒ�³H´�ËU¯'«o¨�Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�«;´V¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�«;¦6´kµ�«�«o¸�à7¶EÎy¸'«ä¦�®Q¸'¨ Í ®Q¦6´�µ�®Q¦'¨¯=¥§¦�¨�¹S¥�¨�¸'³~´k«MÕ�|�µ®Q²7®§¨�³H´�³S®Q¦�Û�ÈÚÛ Ü È

− o −

 � u�s � "��os�7�� �=pK� "�m ���K��p � �
i ¦ÖË�´k«;¦'¯Ö¹S¥�¯'Ë;æ'¦'³H´�³S®Q¦Å¯'¸â¨�±'®0´\j%¨«;´å¥§¸�à�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨V¯NÏÐ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨Uá
l;mon�prq!stq,u&p �Kx���ó�³

s
«;¨´å¸'¦'«�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«.¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨;¶'®Q¦»¯�Ë;æ=¦'³~´�¹S«�Ä *=½AÂ�Ä]À�Â�¯'«�¹+¥.¨ËoÎy¸'«o¦�©o«

s
²'¥§µ�á

shot(s) = {q, . . . , q︸ ︷︷ ︸
occ(q)

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
occ(x1)

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
occ(xn)

, q, . . . , q︸ ︷︷ ︸
occ(q)

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
occ(x1)

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
occ(xn)

},

® �
occ(xi)

Õõµ�«;¨�²NÈ
occ(xi)

Ü «o¨m´å¹H«U¦'® Í�ã µ�«U¯NÏÐ®�©;©o¸'µµ�«;¦'©o«;¨V¯'« xi
Õ×µ«o¨�²9È=¯'«

xi
Ü ¯=¥§¦'¨

s
È

�C«ä¨±'®§´\j ¨�«�´U¯'«
s
«;¨´U¹H« Í ¸�¹H´k³ j%«;¦'¨�« Í�ã ¹S«�¯'«ä¨�«o¨V®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦�¨åË;¹SË Í «o¦6´k¥§³Sµ«o¨o¶2¥?ÒQ«;©.¹S«;¨V¦'®§´k¥0´k³H®Q¦'¨Îy¸'«V¦�®Q¸'¨ð¥]Ò§®Q¦'¨ð©t±'®Q³S¨³S«;¨oÈ��C«å¨±'®§´\j ¨�«�´·¯NÏÐ¸'¦'«å¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«V´k³Hµ�«g¨�®Q¦ª³ Í ²7®Qµm´t¥§¦�©o«�¯'«�¹+¥�²'µ�®§²7®Q¨³H´�³S®Q¦¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«0¶=Î�¸�³CË;´k«;¦'¯»¹S¥H|�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦4íQÈìÙ.²'¥§ÑQ«�÷QøI¥§¸ Í ®�¯'Ô;¹S« ¤ Ô;©t±'«�j ±=¥§¸�´�«o¸'µ�á

�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx�� 3 � u&� � �Ks98�sq��gq!stm�7r� "/m 	Au � 1,������p�s9" 3������ : : ��À�¾�'gÄt�µ�o¾EÀ�� �tÀtÄðÃ �§Ã��=Â
ÇSÀ9�)(��ªÀVÄ *=½AÂ � Ä]À�Â �t½k�2Á§¾��SÄ]À��=Â �ªÇ~Ã?�)(��ªÀ �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k��£ É�¸�ËoÑ6¥§µ¯'¨W{ª¹S¥6|�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦¬Û'ÈìÙª²=¥§ÑQ«ªíJûQû�¶7®Q¦4¨k¥§³~´TÎy¸'«.¹ëÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´V¯'¸¨�® ÍMÍ «;´�µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ xi

³ Í ²'¹H³SÎy¸'«U¯'«;¸�àÖ©t±'®Q¨�«;¨oÈ9ó�³�¹+¥ ¤ Ôo©t±�«ä²2®Q³S¦6´k«�¨¸'µå¹H« ã µ�³S¦ bj ¥§¯ ê ¥§©;«o¦6´�{
xi

¶
¥§¹H®Qµ�¨�¹ëÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´#¯'« xi

©o®Q¦'¨³S¨m´k«+{�Ø×¥§³Hµ�«�²2®Q³S¦6´�«oµ#¹+¥ ¤ Ô;©t±'«V¨¸'µ
στ (bj)

«;´Q{�¥ ê ®§¸�´k«;µ�¹H«�ÒQ«o©�´k«;¸'µ
topp(bj)

{£¹+¥£©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�j%ÑQµ�¥§³S¦NÈ2É�¦4²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶7©;«o¨U¯'«;¸�à�®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨å¦'«.¯'Ëo²2«o¦�¯'«o¦6´�Î�¸�«
í]ø6Ù



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,
¯'¸�Ø×¥§³H´�Îy¸'«å¹+¥ ¤ Ô;©t±'«V²2®Q³S¦6´�«�¨¸'µ

bj
È i µ#¹S«�¨�«;¸'¹ Í ®]ßQ«;¦ª¯'«g¹S¥ Í ®�¯�³Hæ=«;µç«o¨m´·¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H«oµ#®Q¸M¯NÏì¥0¦y´�³ jË ã ®Q¸'¹H«oµ xi

È�é·«;¹+¥¬¨�³HÑQ¦'³~æ=«ªÎy¸'«�¹H«o¨�®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨�Î�¸�³`©o®Q¦�©o«oµ¦'«o¦6´�¯'«;¨.¨�® Í�Í «�´k¨�¯'³HÊ7Ëoµ«o¦6´k¨.¨®Q¦6´©o® ÍMÍ ¸�´t¥0´�³HÒQ«;¨oÈ �·³H«o¦»¨��'µo¶2¹S«;¨V®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨g¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨å«;´T¯9Ïì¥§¦6´�³ j%Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨g¯NÏÚ¸�¦ Í Ó Í «¨�® ÍMÍ «;´g©;® ÍMÍ ¸�´k«;¦y´�¥0¸'¨�¨³C«o¦6´kµ«�«;¹S¹S«;¨oÈ¤V«g²'¹S¸�¨o¶Q¨³'¹S«;¨�¨�±'®§´^j%¨«;´k¨#¯'«;¨#¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨·¨®Q¦6´#¹S«o¨ Í Ó Í «o¨;¶Q©o«;¹+¥T¨³SÑQ¦'³~æ=«`Îy¸'«g©t±=¥§Îy¸'«�¨�® ÍMÍ «;´µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµV¥�Ë;´kË.Ë ã ®§¸'¹SË.«�´�¥§¦6´k³ j Ë ã ®Q¸'¹HËä¸'¦ Í Ó Í «�¦'® Í�ã µ�«.¯'«�Øõ®Q³H¨oÈ�|ï¥§µ�¹+¥I|#µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦¬Û'ÈìÙ�®§¦
«o¦â¯'Ë;¯'¸'³H´gÎy¸'«�¹S«;¨�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨`æ=¦=¥0¹S«o¨g¨®Q¦6´å¹H«o¨ Í Ó Í «o¨oÈ

�

.�/g���0 21!� �Kx,z�v|�µ�«;¦'®Q¦'¨ª´�®Q¸ ê ®Q¸�µ�¨ª¹H« Í ®�¯'Ôo¹H«Ö¯'¸ ²7®Q³H¨�¨®Q¦ Õ×©�ØbÈ·Éïà�« Í ²'¹H«»Û'ÈÐÛÌ«�´ <ï³HÑQ¸'µ�«âÛ'ÈÚø�²=¥0ÑQ«ÌíJû0÷ Ü È i ¦
©t±'®Q³H¨�³~´#¯'«o¸�à�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨`¯NÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦�¨�Îy¸'³=®§¦y´�¹H« Í Ó Í «�¨�±�®§´\j ¨�«;´oÈ�|�µ�«o¦�®Q¦'¨·¹H«o¨�¯'«;¸�à�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨
¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨g¨�¸�³HÒ0¥§¦6´k«;¨�á

s1 = 〈x1, x3, x2, x3〉,
s2 = 〈x3, x3, x2, x1〉.

é·«o¨�¯'«o¸�à ¨ËoÎy¸'«o¦�©o«o¨I¥0¯ Í «�´�´�«o¦6´ä¹H«M¨±'®§´^j%¨�«�´ {x1, x2, x3, x3}
ÈÞÉ�¹S¹H«o¨�©o®Qµµ�«;¨�²2®Q¦'¯'«;¦y´ä«o¦ÌØ×¥0³H´P{

¹+¥ Í Ó Í «.¥0©;´k³H®Q¦¬¨¸'µU¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S«�¯'«;¨U©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨oÈ�|�µ�«o¦�®Q¦'¨U¹+¥£©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦
ϕ0

¯'«.¹+¥)<ï³ j
ÑQ¸'µ«ðÛ�ÈHít�g²=¥§Ñ§«ð¨¸'³HÒ0¥§¦6´k«�²=¥§µÞ«�à�« Í ²'¹H«§È0é·«;´´k«�æ=ÑQ¸'µ«ð¦'®§¸'¨ Í ®Q¦6´kµ«�¹ëÏì¥0²'²'¹S³H©?¥0´�³S®Q¦U¯�«ð¹S¥�¨ËoÎy¸'«o¦�©o«
s1

¨¸'µ
ϕ0

á
ϕ0

1
 → ϕ1

3
 → ϕ2

2
 → ϕ3

3
 → ϕ4.É�¦�²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµo¶2®Q¦4²2«o¸�´�µ« Í ¥§µ�Îy¸'«;µUÎy¸'«.©o«�´�´k«I¨ËoÎy¸'«o¦�©o«�¦'«�Ø×¥§³H´V³S¦6´k«;µÒ§«o¦'³HµTÎy¸'«I¯'«o¨�Ë ã ®Q¸'¹H«�j

Í «o¦6´k¨å¹SËoÑQ¥§¸�àâ¯'«�¨�® Í�Í «�´k¨�µ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ¨oÈ i ¦¬¯'³H´�Îy¸'« s1

«;¨´V¸'¦'«ä¨ËoÎy¸'«;¦'©o«.Ò0¥§¹S³H¯'«�²7®§¸'µ
ϕ0

Õ×¸'¦�«
¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦�²�µ�Ëo©;³S¨«Ö«;¨´�¯'®Q¦'¦�Ëo«â²'¹S¸'¨.¹H®Q³S¦ Ü È���¥4©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦è® ã ´�«o¦y¸'«E{ô¹S¥»æ=¦ñ«o¨´�¹S¥�©;®Q¦�æ�j
ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦

ϕ4

ÈNé·® ÍMÍ «�¹S« Í ®Q¦6´kµ«�¹S¥)<ï³HÑQ¸'µ«�Û�ÈHíQí�²=¥§ÑQ«�¨�¸'³~Ò0¥§¦6´k«§¶2©§ÏÐ«o¨m´�¥§¸'¨¨�³ù¹+¥M©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦Îy¸'«ä¹ëÏÚ®§¦Ö® ã ´k³S«;¦6´V¨³Þ®§¦¬¥§²'²�¹S³SÎy¸'« s2

{
ϕ0

È7é·® Í�Í «�®Q¦â¹S« Í ®§¦y´�µ�« ã ³H«o¦6´ �§´o¶E©o«ä¦9ÏÚ«;¨´T²'¥§¨å²'¥§µ�©;«Îy¸'«Å¯'«o¸�àè¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«o¨ª©;®Q¦'¯'¸�³S¨�«;¦6´I{¬¹S¥ Í Ó Í «ª©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�Î�¸�«â¹H«o¸'µ.¨±'®§´^j%¨�«�´I«o¨m´MË;Ñ6¥§¹TÕ×©;ØbÈ|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦�Û'ÈÚø.²=¥§ÑQ«.í]øQû Ü È �

− o −i ¦Ì²2«o¸�´�´kµ�®§¸�ÒQ«;µä¸'¦'«Mµ�Ë;©o³S²�µ�®�Î�¸�«M¯'«M¹+¥'|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦ôÛ'ÈÚÛâ²=¥§Ñ§«»í]ø6Ù�ÈK|ù®Q¸'µ�©o«;¹+¥�¶C®Q¦�¦'®§´�«
V ¹�ÏÐ³S¯�Ë?¥§¹Þ«o¦'Ñ§«o¦'¯'µËI²=¥§µT¹H«o¨T«;¦'¨�« Í�ã ¹S«;¨ {xi, xi}

Îy¸'«o¹�Îy¸'«.¨®Q³H´
xi
È i ¦4²7«;¸�´�¥§¹H®Qµ�¨å¯'Ë;æ=¦�³SµT¸'¦�«

µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦�¯9ÏÚË;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦'©o«�«;¦y´�µ�«�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨T¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨ �t�×ÃM¹H«o¸'µ�¨±'®§´^j%¨�«�´�á
l;mon�prq!stq,u&p �Kx � i ¦�¯'³H´�Îy¸'«I¯'«;¸�àô¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«o¨�¯NÏÐ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨

s
«�´
t
¨®Q¦6´;�µ�o¾����AÃ§ÇSÀ��=Â%ÀtÄ6¶N«�´�®Q¦

¦'®§´�«
s ≡ t

¶'¨³�á
shot(s) ∆ shot(t) ∈ V.

Ý%©o³ë¶
∆
«;¨´�¹+¥.¯'³~Ê9Ë;µ�«o¦�©o«�¨ß Í Ë;´kµ³SÎy¸'«�¯'«�¯'«;¸�àâ«o¦'¨« Í�ã ¹S«o¨�á

A ∆ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B).

é·® Í�Í « V «o¨m´U¸'¦4³H¯'Ë?¥§¹Þ¯'« Í ¸'¹H´�³ j%«;¦'¨�« Í�ã ¹H«o¨o¶E¹S¥Mµ�«;¹+¥0´�³S®Q¦ ≡ «;¨´ ã ³S«o¦»¸'¦'«�µ«o¹+¥A´k³S®§¦»¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥j
¹S«;¦'©o«0È�Éç´ä²=¥0µU¯'Ë;æ=¦�³H´k³H®Q¦ Í Ó Í «.¯�« V ¶C®§¦Ì¥�¸'¦'«�©?¥0µk¥§©�´kËoµ³S¨�¥0´k³H®Q¦4´kµ�Ô;¨�¨�³ Í ²'¹H«.¯'«o¨�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨ËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´�«o¨�á

í]øQ÷



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���

ϕ0 ϕ1

ϕ2 ϕ3

ϕ4

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

1

1

1

2

3

3 3

3

3

3

2 2

2

2

2

1

1

1

1 1

� �����2Û'È~ít� �I�V²'²'¹H³S©o¥0´k³H®Q¦£¯'«�¹+¥.¨ËoÎy¸'«o¦�©o«ä¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨ s1

{
ϕ0

È

ϕ0 ϕ′
1

ϕ′
2 ϕ′

3

ϕ4

0

0

0

0

1

1

1

−1

−1

−1

−2

2

33

4 5 33

3

3 3

2 2

2

22

1 1

1

11

� �����2Û'È~íQí��I�V²'²'¹H³S©o¥0´k³H®Q¦£¯'«�¹+¥.¨ËoÎy¸'«o¦�©o«ä¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨ s2

{
ϕ0

È

�]������� �Kx��&%N½k�ýÂ
s
À�Â
s′
Á�À�¾ 'MÄt�µ�o¾EÀ�� �tÀtÄ�Ár�i½t¿���¼�Ã§Â,��½k��Ä

�
Ã§ÇS½A¼kÄP£

s ≡ s′ ⇐⇒ ∀xi, occ(xi)− occ(xi) = occ′(xi)− occ′(xi).

í]ø§Û



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,
.�/g���0 21!� �Kx,z $i ¦ ©;®Q¦6´k³H¦�¸�«�¥?Ò§«o©ô¹�ÏÚÉçà�« Í ²'¹H«¬Û'È~ít��²=¥§ÑQ«èí]ø�íQÈ i ¦ ²7«;¸�´â©?¥§¹H©o¸'¹H«oµ�Îy¸'«o¹HÎy¸'«o¨â¨�±'®0´\j%¨«;´�¨oÈ�|ï¥0µ
«�à�« Í ²'¹H«Iá

shot(s) = {q, x1, x1, x2, x3, q, x1.x2, x2}.ó�³C®Q¦Åµ«oÑ6¥§µ¯'«�¹+¥�¨ËoÎy¸'«o¦�©o«
s′
¯'Ë�æ=¦'³S«�²=¥0µ�á

s′ = 〈x4, x1, x4, x3, x4, x2, x4〉,
¥§¹H®Qµ�¨Uá

shot(s) = {x4, x1, x3, x4, x2, x4, x4}.É�¦Ö²'¥§µ´�³S©o¸�¹S³S«;µo¶
s ≡ s′

È=É�¦â«;Ê7«;´�á

shot(s) ∇ shot(s′) = {q, x1, x2, x4, x4, q, x1, x2, x4, x4} ∈ V.
É�¦Ö«�Ê9«�´?¶=¨³C¹S« Í ®�¯'Ô;¹S«T©;®Q¦6´k³H«o¦6´ 4

¨® Í�Í «�´k¨�µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨o¶�¥§¹S®Qµ¨Uá

V = {∅, {q, q}, {x1, x1}, {x2, x2}, {x3, x3}, {x4, x4}, {q, q, q, q}, {q, x1, q, x1}, . . .}.
i ¦Ö²2«o¸�´�¥§¹S®Qµ¨`ÒQË;µ�³Hæ'«oµg¹S«W�C« Í�Í «UÛ'È û�²=¥0ÑQ«U²'µ�Ë;©oË;¯'«o¦6´k«Má

occ(q)− occ(q) = 1− 1 = 0− 0 = occ′(q)− occ′(q)
occ(x1)− occ(x1) = 2− 1 = 1− 0 = occ′(x1)− occ′(x1)

occ(x2)− occ(x2) = 1− 2 = 0− 1 = occ′(x2)− occ′(x2)

occ(x3)− occ(x3) = 1− 0 = 1− 0 = occ′(x3)− occ′(x3)

occ(x4)− occ(x4) = 0− 0 = 2− 2 = occ′(x4)− occ′(x4)

�

− o −
É�¦�Ø×¥§³H´o¶]¹+¥�|�µ®Q²7®§¨�³H´�³S®Q¦�Û'ÈÐÛT²=¥§Ñ§«åí]øQÙå«o¨m´ïÒ�µk¥§³H«·²2®Q¸'µÞ¯'«o¨ï¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨#ËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨oÈ§É#¦ä«;Ê7«;´?¶

´k®§¸�´k«.¨ËoÎy¸'«o¦�©o«£¯'®§¦y´�¹H«.¨�±'®0´\j%¨«;´�«o¨m´�³S¦'©;¹S¸'¨U¯=¥0¦'¨ V ©;®Qµ�µ«o¨²7®Q¦�¯�{�¹�ÏÐ³S¯�«o¦6´k³~´kË§¶7²=¥§µ�¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦
¯'«I¹�ÏÐ³S¯�Ë?¥§¹ V ¶C«;´�²=¥0µU©o® Í�Í ¸�´k¥0´k³~Ò�³~´kË�¯'«o¨�®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨T¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�«;´�¯9Ïì¥§¦6´�³ j%Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨oÈ�V³H¦'¨�³ë¶§¹ëÏì¥§©�´k³H®Q¦�¨�¸�µ�¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹H«�¯'«o¨#©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨ç¯�¸ Í ®�¯'Ôo¹H«`«o¨m´ð¸�¦�³H¦6Ò§¥0µ�³+¥0¦y´ç¯'«�©o¹S¥§¨�¨«�²2®Q¸'µ¹+¥�µ«o¹S¥0´k³H®Q¦ ≡ Èó�³C®Q¦Ö¥ ê ®Q¸�´�«UÎy¸'«o¹HÎ�¸�«o¨�©o®Q¦6´kµ�¥§³S¦6´�«o¨o¶=®§¦Ö® ã ´k³S«;¦6´g¸'¦'«�µ�Ë;©o³S²�µ�®�Î�¸�«�¯�«�¹S¥/|#µ®Q²2®Q¨�³~´k³S®§¦£Û'ÈÐÛâá
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx �&%N½k�ýÂgÁ�À�¾�'ªÄt�µ�o¾=À�� �tÀtÄ

s
À�Â
s′

�o¾����9À �t½k�=Â,��À����9À��=Â �o¾=ÀIÁ�ÀtÄ�Ä]½k�H�ªÀ�ÂýÄä¼���º§¾ �Ç���À�¼kÄ�À�ÂQ�o¾��A� ���9À��=Â �ªÇ~ÃI�)(��ªÀ �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�   , ÇS½A¼tÄ s ≡ s′  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£i ¦.¨�¸'²'²2®Q¨«�¯=¥§¦'¨ç¸�¦.²'µ�« Í ³H«oµ�´k« Í ²'¨çÎy¸'« s «�´ s′ ¦'«`©;®Q¦6´k³S«;¦'¦'«;¦y´çÎ�¸�«�¯'«o¨�Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨�Õ×¯�«¨�® ÍMÍ «;´�¨Vµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨ Ü ÈNó�®§³H´ ϕ ¸'¦'«.©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦»Îy¸'«;¹S©;®Q¦'Îy¸'«§¶9«;´ ϕ′ ¹+¥ª©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦Ö® ã ´k«;¦y¸'«{�²=¥§µm´k³Sµå¯'«

ϕ
«o¦ô¥§²'²'¹H³SÎy¸=¥§¦6´

s
®Q¸

s′
È�ó�®§³H´

xi

¸'¦ô¨�® ÍMÍ «;´UµËoÑQ¸�¹S³S«;µoÈ i ¦ô¦�®§´k« occ(xi)
Õ×µ�«;¨�²NÈ

occ′(xi)
Ü ¹H«T¦'® Í�ã µ�«�¯NÏÐ®�©;©o¸'µµ�«o¦�©o«o¨�¯'« xi

¯=¥§¦'¨
s
Õ×µ�«;¨�²NÈ=¯'¥§¦'¨

s′
Ü È=é·® ÍMÍ « s «�´ s′ ©;®Q¦'¯'¸�³S¨�«;¦6´´k®§¸�´k«;¨U¯'«o¸�à�{

ϕ′ {£²=¥§µm´k³SµV¯'«
ϕ
¶
occ(xi) − occ′(xi)

«o¨m´�¸�¦ Í ¸'¹H´�³S²'¹H«�¯'«
ppcm(τi, di)/τi

È i µo¶
í]ø6û



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���
Ë ã ®Q¸'¹H«oµ

ppcm(τi, di)/τi
Øõ®Q³S¨I¹S«Å¨® ÍMÍ «;´ xi

«o¨m´£ËoÎy¸'³~Ò0¥§¹S«;¦y´?{ô¥ ê ®Q¸�´�«oµ�¹S«�ÒQ«;©;´�«o¸'µ λi∆
q

i

{�¹+¥
©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�j ÑQµk¥§³H¦�©o®Q¸�µk¥§¦6´k«0¶7®��

λi = ppcm(τi, di)/di

«;´å® �
∆q
«o¨m´T¹S« Í ³S¦'«;¸'µg²'µ�³H¦'©o³H²=¥§¹N¯�«¹+¥ Í ¥0´�µ�³H©o«V¹S¥§²'¹S¥§©o³H«o¦'¦'«å¯'¸ÅÑQµk¥0²'±'«U²=¥§µ·µk¥§²'²2®Qµm´g¥§¸�²'¸'³~´k¨

q
ÈEé·® ÍMÍ «V©;«o¨�ÒQ«;©;´k«;¸'µ�¨;¶E²7®Q¸�µ·´k®Q¸�´¨�® ÍMÍ «;´ xi

µ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ;¶A¨®Q¦6´�³S¦�¯'Ëo²2«o¦'¯'¥§¦6´k¨�Õ
det(λi∆

q

i )xi 6=q 6= 0
Ü ¶0®§¦�«o¦.¯'Ë;¯'¸'³~´�Îy¸'«`¹S«;¨ç¨�±�®§´\j ¨�«;´�¨

¯'«
s
«�´
s′
¨®Q¦6´åË;Ñ6¥§¸�à7È

ó�³
s
«�´
s′
¨®Q¦6´U¯'«;¨V¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨�¯NÏÚ¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨äÕ×¯�«ä¨�® ÍMÍ «;´�¨Vµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨ Ü ¶2®§¦¬¥§²'²�¹S³SÎy¸'«¹S«UµËo¨¸'¹H´k¥0´g²'µ�Ë;©oË;¯'«o¦6´�{

s
«;´
s′
È

¤T¥§¦'¨I¹H«£©?¥§¨.Ñ§Ëo¦'Ë;µk¥§¹ë¶ï¨�³
s
«;´
s′
¨®Q¦6´�¯'«o¨.¨ËoÎy¸'«o¦�©o«o¨M¯NÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦�¨�Îy¸'«o¹H©o®Q¦'Îy¸'«;¨I¨�¸'µI¯'«;¨

¨�® ÍMÍ «;´�¨çµ�Ë;ÑQ¸'¹S³H«oµ¨o¶A®Q¦I²7«;¸�´ Í ®Q¦6´kµ�«;µç¯'« Í ¥§¦'³HÔoµ�«·¨�³ Í ³S¹S¥§³Sµ«�Îy¸'«�¹S«;¨�¦'® Í�ã µ«o¨ occ(xi)−occ(xi)«;´
occ′(xi)− occ′(xi)

¨�®Q¦6´�Ë;Ñ6¥§¸�àª²7®§¸'µ·´k®§¸�´`¨® ÍMÍ «;´ðµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ xi

È i µ`©§ÏÐ«o¨m´g¥§¸'¨¨�³7Ò�µ�¥§³9²2®Q¸'µ
q
È|ï¥0µ�¹H«W�C« Í�Í «TÛ�È û.²=¥§ÑQ«.í?ø§Û'¶'®Q¦Ö¥.¹S«UµËo¨�¸�¹H´t¥A´?È
�

− o −�C«o¨`¨±'®§´^j%¨�«�´k¨`¯�«o¨`¨ËoÎy¸'«o¦�©o«o¨g¯NÏÐ¸'¦'« Í Ó Í «å©o¹S¥§¨�¨«V¯NÏÐËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦�©o«V®§¦y´·¸'¦'«T¨m´kµ¸'©;´�¸'µ�«V´�µ�Ô;¨·Øõ®Qµ´�«§È
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx�� %N½k�ýÂ

s
¾��9ÀäÄt�µ�o¾=À�� �tÀIÁr�i½t¿���¼Ã§Â,��½k��Ä   
 � �9½AÂ%À

shotmin(s)
ÇSÀ�Ä *=½AÂ � Ä]À�ÂgÁ�À s�o¾=½AÂ���À��=Â �I¿�Ã§¼ V   , ÇS½A¼kÄ � Çµ�iÀ���Ä]À���ÆoÇSÀÖÁ�ÀtÄÅÄ *=½AÂ � Ä]À�ÂõÄ»Á�ÀtÄ�Ät�µ�o¾=À�� �tÀtÄ �µ�o¾����AÃ§ÇSÀ��=ÂbÀtÄ �

s
ÀtÄ�Âä¾��

Â×¼tÀ��ýÇýÇ��SÄäÁ��SÄ�Â×¼��×Æo¾�Â,� � � ��¢]���A�o¾���Ã6Á��ªÀ�Â
shotmin(s)

�t½k�H�ªÀ`¿2Ç\¾yÄ�¿=À�Â,�ýÂ ��Ç ���ªÀ��=Â  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£i ¦ä¦'®§´�«

I
¹H«�²�¹S¸'¨Þ²7«�´k³~´ Í ¸'¹H´�³ j%«;¦'¨�« Í�ã ¹H«�²7®Q¸�µù¹ëÏÚ³H¦'©o¹H¸'¨�³H®Q¦�¯'«o¨ù¨�±'®§´^j%¨«;´k¨ù¯'«·¨ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨�ËoÎy¸'³ jÒ0¥§¹S«;¦6´k«o¨º{

s
Èyé·¹+¥0³Sµ�« Í «;¦6´ I ⊆ shotmin(s)

È�~»¥§³H¨o¶0¨�³
s′
«;¨´#¸'¦�«�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«åËoÎy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«�{

s
¶y¥§¹H®Qµ�¨

shotmin(s) ⊆ shot(s′)
È�É#¦ª«;Ê7«;´?¶

shotmin(s) ∇ shot(s′) ∈ V È�~Ö¥§³S¨ð©o® Í�Í «
shotmin(s) /∈ V

¶
©o«;¹+¥ô¨�³SÑ§¦'³Hæ=«âÎy¸'«

shotmin(s) ⊆ shot(s′) ∩ shotmin(s)
¶�¯�®Q¦'©»Îy¸'«

shotmin(s) ⊆ shot(s′)
È

é·® Í�Í «U©0ÏÚ«;¨´gÒ�µk¥§³C²2®Q¸'µ`´�®Q¸�´�«�¨ËoÎy¸'«;¦'©o« s′ Ë;Î�¸�³HÒ0¥§¹S«;¦6´k«9{
s
¶�®Q¦»¥ ã ³H«o¦ I = shotmin(s)

È~»¥§³H¨V²=¥§µV¯'Ë;æ=¦�³H´k³H®Q¦N¶E¹�ÏÐ«o¦�¨�« Íäã ¹S«�¯'«o¨U¨±'®§´\j ¨�«�´k¨T¯'«;¨T¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«o¨�ËoÎy¸'³~Ò§¥0¹S«o¦6´�«o¨�{
s
«;¨´�¥§¹H®Qµ�¨

³S¨® Í ®Qµ�²'±�«å¥0¸M´kµ«o³H¹S¹S³H¨ç¯'«�¹�ÏÐ³S¯'Ëo¥§¹ V ®§µ�¯'®Q¦�¦'Ëå²'¥§µð³H¦'©o¹H¸'¨�³H®Q¦ÖÕ×©�ØbÈ�Éïà�« Í ²'¹H«åÛ'È~í?Û�²=¥§ÑQ«�©o³ j%©;®Q¦6´kµ�« Ü ÈÉ�¦Å«;Ê7«;´?¶�©o® Í�Í « V «;¨´g¸'¦Å³H¯'Ë?¥§¹7³S¦�æ'¦'³�¶�¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S«T¯'«�¨«o¨�²=¥§µm´k³H«o¨�®Qµ¯'®Q¦'¦'ËU²'¥§µ`³S¦�©o¹S¸�¨�³S®§¦£«o¨m´¸'¦Å´kµ«o³S¹H¹S³H¨ð¯'³H¨´�µ�³ ã ¸�´k³~Øù³H¦�æ=¦'³ëÈ'¤äÏÐ® �â¹S«UµËo¨�¸�¹H´t¥A´?È
�

ó�³ V «o¨´�¯'Ë�æ=¦'³C²2®Q¸'µ n ¨�® ÍMÍ «;´�¨�µ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ�¨;¶�¹H«T´kµ�«;³S¹H¹S³S¨ð¯'«�¹�ÏÐ³S¯'Ëo¥§¹ V ®Qµ¯'®Q¦�¦'Ë�²=¥§µ�³S¦�©o¹S¸�¨�³S®§¦«o¨m´#«o¦.Ø×¥§³~´ç¸'¦I©o®§³S¦.³S¦�æ=¦'³'¯'«�¯�³ Í «o¦'¨³S®Q¦ n+1
È6ó2ÏÚ³H¹�¦NÏsß.¥UÎy¸NÏÐ¸'¦I¨�® Í�Í «�´�µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµù²=¥§µç«Rà�« Í ²'¹S«0¶³S¹9©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯»¥0¸âµËo¨«?¥§¸

N2 È|ù®§¸'µg¸'¦'«�¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«
s
Îy¸'«;¹S©o®§¦'Îy¸'«§¶E®Q¦Å¯'Ë�æ=¦'³H´�¹S¥�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«�¦'®Qµ Í ¥§¹H³S¨Ëo«T¯'« s á

l;mon�prq!stq,u&p �Kx��öó�®Q³~´
s
¸'¦'«�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«�¯NÏÐ®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨oÈ i ¦»¥§²'²2«o¹S¹H«�Ät�µ�o¾=À�� �tÀ9�9½A¼���Ã§Ç��SÄt�tÀU¯'«

s
¶

¦'®§´�Ëo«
norm(s)

¶=¹S¥�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«Má

norm(s) = 〈q, . . . , q︸ ︷︷ ︸
nb(q)

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
nb(x1)

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
nb(xn)

, q, . . . , q︸ ︷︷ ︸
nb(q)

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
nb(x1)

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
nb(xn)

〉,

® �
nb(xi)

Õ×µ�«;¨�²NÈ
nb(xi)

Ü «;¨´�¹S«U¦�® Í�ã µ«�¯9ÏÚ®�©o©;¸'µ�µ«o¦'©;«�¯'« xi

Õ×µ«o¨²NÈ
xi
Ü ¯=¥§¦'¨

shotmin(s)
È

É�¦4²=¥§µm´k³S©;¸'¹S³H«oµ;¶
norm(s) ≡ s

¶7«�´
shot(norm(s)) = shotmin(s)

È���¥ª¨ËoÎy¸'«o¦�©o«
norm(s)

«;¨´U«;¦
Ø×¥§³~´�¸'¦Åµ�«;²'µ�Ë;¨�«o¦6´k¥§¦6´V´kµÔo¨g¦=¥0´�¸'µ�«;¹N¯'«�¹+¥ ≡ j ©o¹+¥0¨�¨�«�¯'«

s
È=É�¦â²=¥§µ´�³S©;¸'¹S³H«oµo¶�«o¹H¹S«U¥0ÑQ³H´�¯�«U¹+¥ Í Ó Í «

Í ¥§¦'³SÔ;µ�«�Îy¸'« s ¨¸'µ�¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S«M¯'«o¨.©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨oÈùÉ#¹H¹S«M¥¬¹+¥â²=¥§µ´�³S©;¸'¹+¥§µ³H´�Ë�¨¸'²'²'¹HË Í «o¦6´t¥0³Sµ�«
í]øQø



ó�«o©;´�³S®Q¦ ���°����� � �o�,�$ � ������)�, �;#"&	�$&� �;��$ � �,
Îy¸'«V¹H«o¨ð¨�¸'²'²2®Qµm´k¨·¯�«V¨k¥�¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«U¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨·«�´`¯'«å¨k¥�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«U¯NÏÚ¥§¦6´k³ j%Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨ð¨®Q¦6´¯'³H¨ ê ®Q³H¦y´�¨oÈNó�³ç«o¹H¹S«�¦9ÏÚ«;¨´�©o®Q¦�¨´k³~´k¸'Ë;«.Îy¸'«I¯'«.¯NÏÐ®Q²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦�¨T©o®Q¦�©o«oµ¦=¥§¦6´�¯'«o¨�¨® ÍMÍ «;´�¨Tµ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨o¶¥§¹H®Qµ�¨�«;¹S¹S«V«o¨´�«;¦âØ×¥§³~´�¯'«U´t¥0³S¹S¹H« Í ³S¦'³ Í ¥0¹S«§È
.�/g���0 21!� �Kx,z ���¥ <ï³SÑ§¸'µ�«ðÛ'ÈHí]Ù Í ®Q¦6´�µ�«`¹H«·´kµ«o³S¹H¹S³H¨Þ¯�¸�©;®Q³S¦.³H¦�æ=¦'³�¯'«�¯'³ Í «;¦'¨�³H®Q¦ 2

È0Ý%¹'¨oÏÚ¥§ÑQ³~´ç¯'¸.´�µ�«o³H¹S¹H³S¨�¯'«�¹�ÏÐ³S¯�Ë?¥§¹

V 0

V 1
0 V 1

1

V 2
0 V 2

1 V 2
2

V 3
0 V 3

1 V 3
2 V 3

3

�������EÛ'ÈHí]Ù �I¥Þµ�«;³S¹S¹H³S¨ð¯'¸Ö©;®Q³S¦Å³H¦�æ=¦'³N¯�«�¯�³ Í «o¦'¨³S®Q¦ 2
È

V Îy¸=¥§¦'¯Å¹H« Í ®�¯'Ô;¹S«V¥§¯ Í «;´�¸'¦�¨«o¸'¹9¨�® Í�Í «�´`µËoÑQ¸'¹H³S«;µ x1
¶ Í ¥§³H¨·¥§¸�¨�¨�³9¯'¸�´kµ�«;³S¹H¹S³S¨#¯'«;¨�¨�±'®0´\j%¨«;´�¨¯'«;¨�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦'¨UË;Îy¸'³HÒ0¥§¹H«o¦6´k«;¨P{

norm(s)
²7®Q¸�µU¸'¦'«�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«

s
Îy¸'«;¹S©o®§¦'Îy¸'«M¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨

¨�¸�µù¹H« Í Ó Í « Í ®�¯'Ô;¹S«§È���«#´t¥ ã ¹S«o¥§¸�¨¸'³HÒ0¥§¦6´Þ¯'®Q¦�¦'«·¸'¦�«�à�« Í ²'¹H«�¯�«ð©;«;´�´�«·©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯'¥§¦'©o«0¶0Îy¸=¥0¦'¯
s = 〈x1, q, x1, q, x1〉

È

V {shot(s′)|s′ ≡ s}
V 0 ∅ shot(norm(s)) = {x1}
V 1

0 {q, q} {q, x1, q}
V 1

1 {x1, x1} {x1, x1, x1}
V 2

0 {q, q, q, q} {q, q, x1, q, q}
V 2

1 {q, x1, q, x1} {q, x1, x1, q, x1}
V 2

2 {x1, x1, x1, x1} {x1, x1, x1, x1, x1}
V 3

0 {q, q, q, q, q, q} {q, q, q, x1, q, q, q}
V 3

1 {q, q, x1, q, q, x1} {q, q, x1, x1, q, q, x1}
V 3

2 {q, x1, x1, q, x1, x1} {q, x1, x1, x1, q, x1, x1}
V 3

3 {x1, x1, x1, x1, x1, x1} {x1, x1, x1, x1, x1, x1, x1}
�C«ª¨±'®§´k¨«;´ä¯'«£¹+¥Å¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«

s
©o®Qµµ�«o¨²7®§¦'¯ {Ö¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹H« V 2

1

Èçé·«�´�«�à�« Í ²'¹H«ª³H¹S¹S¸�¨´kµ«I¹�ÏÐ³S¨�® Í ®Qµ¾j²'±'³H¨ Í «ª¯'«M´kµ�«;³S¹H¹S³S¨U«Rà�²'¹S³HÎ�¸�Ë£¯=¥§¦'¨ä¹+¥Ö¯�Ë Í ®Q¦'¨´�µk¥0´�³S®Q¦�¯'«£¹S¥ |�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦ôÛ'È �â²=¥§ÑQ«£©;³ j ©o®Q¦6´kµ«§Èi ¦�²=¥§¨�¨«I¯NÏÚ¸�¦ô´�µ�«o³H¹S¹H³S¨+{Å¹ëÏì¥0¸�´kµ«.«o¦ô¥ ê ®Q¸�´k¥§¦6´�®Q¸�µ�«�´kµk¥0¦'©t±=¥§¦6´
shot(norm(s))

{�©t±=¥§©;¸'¦Ì¯'«;¨
Ëo¹HË Í «o¦6´k¨;È=Ý%©o³ë¶'®Q¦Ö¥ ê ®Q¸�´�«U®Q¸Öµ«;´�µk¥§¦'©t±�« {x1}

È �

− o −
í]ø �



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���

�m � �r��p � ��" �;8+1,q7r� "
ó�³�¹+¥Ö¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«

s
«;¨´�¸'¦'«�¨ËoÎy¸'«o¦�©o«»¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨�´k«o¹H¹S«£Îy¸'«Å©t±=¥0©o¸'¦ò¯'«o¨IË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨«o¨m´.Ò0¥§¹S³H¯'«§¶ù©§ÏÐ«o¨´^j¾{kj ¯'³Sµ«£¨�³ð´k®Q¸�´�«o¨I¹S«;¨�®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨�¯'«�¹S¥¬¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«Ö¨®Q¦6´M¯�«o¨.Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨.¯�«¨�® ÍMÍ «;´�¨�µ�ËoÑ§¸'¹S³H«oµ�¨;¶�«�´å¨³ ϕi ¶=¹S¥�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�® ã ´�«o¦y¸'«�¥§²'µ�Ô;¨g¹S«o¨ i ²'µ« Í ³S«;µ�¨�Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�¯�«¹+¥�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«

s
¶�«;¨´g¸'¦'«U©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦ª²7®Q¨³H´�³HÒQ«å²7®§¸'µ

1 ≤ i ≤ k
¶�¥§¹S®Qµ¨·®Q¦�¯�³H´�Îy¸'«U¹S¥ä¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«

s
«;¨´ �AÃ§Ç��×Á�À�²2®Q¸'µ

ϕ
«;´�®Q¦âËo©;µ�³~´�á

ϕ
s
 ϕk ≡ ϕ

i1
� ϕ1 i2

� ϕ2 i3
� · · · ik

� ϕk.

i ¦MË;©oµ³H´ð¥§¸'¨¨�³=´k®Q¸�´·¨³ Í ²'¹S« Í «;¦y´ ϕ ϕk ¨�³E®Q¦�¦NÏÚ¥�²=¥0¨ ã «o¨®Q³S¦�¯'«�¨�²2Ëo©o³~æ=«oµ�¹+¥U¨ËoÎy¸'«o¦�©o« s ÈyÉ�¦Ø×¥§³~´?¶�¹S¥�µ�«;¹+¥0´�³S®Q¦
 
«o¨m´å¹S¥ ��Ç .AÂë¾�¼kÀ�¼�� ��À4' ���§À�«�´�Âë¼Ã���Ä��ýÂ,���§À�¯'«�¹+¥�µ�«;¹+¥A´k³S®§¦�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�Ò0¥§¹H³S¯'«

�
È
�å¦'«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦

ϕ′ «o¨´ð¯'³~´k«�Ã§ÂëÂ%À��~º��2Ã6ÆoÇSÀ+{�²=¥§µ´�³Sµ�¯'«
ϕ
¨oÏÐ³S¹=«�à�³H¨´k«�¸'¦'«�¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«

s
Ò0¥§¹H³S¯'«

²2®Q¸'µ
ϕ
´k«o¹H¹S«TÎy¸'«

ϕ
s
 ϕ′ È

− o −

�;.�� � 2 �M7*5;7�VKJM<PU
�V²'µÔo¨�¹S¥Ö¯'Ë�æ=¦'³~´k³S®§¦Ì¯'«;¨äË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨£Õë¥?ÒQ«;©�¹S«;¨ Í Ó Í «o¨�¨�¸ ã ´�³S¹H³H´kË;¨�¥§¸ ¨�¸ ê «;´.¯'«;¨�Ë ã ®Q¸'¹H«�j

Í «o¦6´k¨U¹HËoÑ6¥§¸�à»«�´UØõ®Qµ�©;Ëo¨ Ü ¶9®§¦ô²2«o¸�´U²=¥§µ¹S«oµå¯'«.¹+¥Mµ�«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦»¯9ÏÚ¸'¦�«.©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦4¯NÏÚ¸�¦ ~ <	��È
¤T¥§¦�¨ç¹+¥�¨�¸'³~´k«§¶A®Q¦�¯�®Q¦'¦'«ð¹S«o¨ù¯'Ë Í ®Q¦'¨m´kµ�¥0´k³H®Q¦'¨Þ¯'«·´k±�Ëoµ�®§µ�Ô Í «o¨ù«;´�²�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦'¨�Îy¸'³�Ë�´k«o¦�¯'«o¦6´#¯'«;¨µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�¨ Í «o¦6´k³H®Q¦'¦'Ë;¨·¯=¥§¦�¨�¹S«V©o¥§¯'µ«T¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«�¯'¸£´t¥0¨`¯'«T¨�¥ ã ¹S«0È'É�¦�²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶y®Q¦�µ�«;²'µ�«;¦'¯¹+¥ Í Ó Í «U¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦Å¯'«�¹ëÏì¥?Ò0¥§¹+¥0¦'©t±'«§È
l;mon�prq!stq,u&p �Kx ��ó�®Q³~´

ϕ
¸'¦'«�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ ¯NÏÐ¸'¦b~ <	��È i ¦ ¥§²'²2«o¹H¹S«èÃ��AÃ§Ç~Ã�� � *=À»´k®Q¸�´�«4¨�Ë�j

Îy¸'«o¦�©o«�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨�Ò§¥0¹S³S¯�«T²7®§¸'µ ϕ Îy¸'³ Í Ôo¦�«P{.¸'¦�«�©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦Å¨m´t¥ ã ¹H«§È
�C«�ÑQµ�¥§²'±'«�¨�®§¸'¨^j ê ¥§©o«;¦y´V¥§¸ Í ®�¯'Ôo¹H«U«o¨m´V©;®Q¦'¦'«Rà�«�«;´å©o®Q¦6´�³S«o¦6´�¸'¦Ö²'¸'³H´�¨oÈ&��¥�¯�Ë Í ®Q¦'¨´�µk¥0´�³S®Q¦¯'«�¹+¥/|�µ�®§²7®Q¨³H´�³S®Q¦4íQÈÚ÷.²=¥§ÑQ«�÷ �.¨�«�ÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S³H¨�«U«�´å®§¦Ö²2«o¸�´�Ë;¦'®Q¦'©;«oµ�¸'¦ÖµËo¨¸'¹H´k¥0´�¨�³ Í ³S¹S¥§³Sµ«å²2®Q¸'µ¹S« Í ®�¯'Ôo¹H« ¤ Ôo©t±�«�j%±'¥§¸�´k«;¸'µ�á

�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx � 3 � 8�q11,�6n�p=q!� 7K� " 8�� 8+18�p � � � " 3 � ��� : : �7½A¾�Â%ÀåÃ��AÃ§Ç~Ã�� � *=ÀVÀtÄ�ÂùÁ�ÀgÂ�Ã��ýÇýÇSÀ¢]����À  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£i ¦ ²'µ�®�©oÔ;¯'«ª²'¥§µä¹ëÏì¥ ã ¨�¸'µ¯'«§Èïó�®Q³~´ ϕ ¸'¦'«ª©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦9Èïó�¸'²'²2®Q¨�®Q¦�¨�Îy¸'« ϕ ¥§¯ Í «;´�´�«M¸�¦'«¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«�¯'«U´t¥§³H¹S¹S«å³S¦�æ'¦'³S«0È��V¹H®Qµ�¨;¶=©o® Í�Í «V¹S« Í ®�¯'Ô;¹S«U¥§¯ Í «�´g¸'¦»¦'® Í�ã µ�«Tæ'¦'³�¯'«�¨�® Í�Í «�´k¨;¶'³S¹«�à�³H¨´k«·¸'¦.¨�® Í�Í «;´ùÎ�¸�³�¨oÏÐË ã ®Q¸'¹H«·¸'¦.¦�® Í�ã µ«·³S¦�æ=¦'³�¯'«·Øõ®Q³H¨oÈ i ¦.¦'®§´k« I ¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹H«·¯'«;¨ç¨�® Í�Í «;´k¨Îy¸'³N¨;ÏÚË ã ®Q¸�¹S«o¦6´�¸�¦â¦�® Í�ã µ«T³S¦�æ'¦'³9¯'«åØõ®Q³S¨;È�|ï¥0µ`¹+¥äµ« Í ¥§µ�Îy¸'«V²'µ�Ë;©oËo¯�«o¦6´k« I «;¨´�¦'®§¦ÅÒ�³H¯'«§È�~»¥§³S¨
I ¦'«U©o®Q¦6´�³S«o¦6´�²'¥§¨`¹S«å²'¸'³~´k¨o¶�¯'®Q¦'© S \ I «o¨´�¥§¸'¨�¨³N¦'®Q¦£Ò�³H¯'«§È'é·® ÍMÍ « G «o¨m´�©o®Q¦�¦'«�à�«§¶=³H¹7«Rà�³S¨´�«¸'¦â¨�® Í�Í «;´ xi

¯'« I Îy¸'³�¥§¯ Í «;´g¸�¦âÒ§®Q³S¨³S¦ xj

Îy¸'³�¥§²'²'¥§µ´�³S«o¦6´ {
S \ I Èé·® Í�Í « xi

¨oÏÐË ã ®Q¸'¹H«ª¸'¦�¦�® Í�ã µ«ª³S¦�æ=¦'³#¯'«ªØõ®Q³H¨o¶�³S¹#Ø×¥§³~´�«�Ê9«;©;´�¸'«oµH{Ö¨k¥ ¤ Ô;©t±'«£¸'¦�¦'® Í�ã µ�«³S¦�æ=¦'³·¯�«ª´k®Q¸�µ�¨oÈ � ©t±=¥§Îy¸'«�´�®Q¸'µo¶ù³S¹ð¥»¯'®Q¦�¦'ËÅ¥§¸ Í ®Q³S¦'¨�¸'¦èÑQµ�¥§³S¦�{
xj

È�~»¥§³S¨�©o® Í�Í « xj

¦�«
¨oÏÐË ã ®Q¸'¹H«ªÎy¸NÏÐ¸'¦è¦'® Í�ã µ�«Mæ'¦'³ð¯�«ªØõ®Q³S¨;¶�©o«o¹H¸'³ j ©o³ð¥§©o©;¸ Í ¸'¹H«ª¸'¦Ì¦'® Í�ã µ«ª³H¦�æ=¦'³�¯'«£ÑQµ�¥§³S¦�¨oÈ i µä¹S«¨ß�¨m´kÔ Í «�¦'«g©o®Q¦6´k³H«o¦6´#Îy¸NÏÐ¸'¦ª¦'® Í�ã µ�«`æ'¦'³=¯'«gÑQµk¥0³S¦'¨#¥§¸I¯'Ë ã ¸�´o¶�«�´#¹S«;¨�Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨�¯'«g¨�® Í�Í «;´k¨µ�Ë;ÑQ¸'¹H³S«oµ¨�¦'«�©oµËo«o¦6´V¥§¸'©;¸'¦ÖÑ§µk¥§³H¦NÈ��å³S¦'¨³�¶'®Q¦Å® ã ´k³S«;¦6´g¸'¦'«�©o®Q¦6´�µk¥§¯'³H©;´�³S®Q¦NÈ

í]øQî



ó�«o©;´�³S®Q¦ ������� ���� ������	,�,�"
|ï¥§µg©;®Q¦'¨�Ë;Îy¸'«o¦6´?¶2¹�ÏÚ¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«U¦'«�²7«;¸�´�²=¥§¨gÓ;´�µ�«�¯'«U´t¥0³S¹S¹H«V³H¦�æ=¦'³H«§È

�

�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx��&%N½k�ýÂ
ϕ
¾��9À �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k�

�
À�Â I = {xi1 , . . . , xim}

Çµ�iÀ���Ä]À���ÆoÇSÀTÁ�ÀVÄ]ÀtÄ�Ä]½k� ��ªÀ�ÂýÄ/� ��Ä�Â Ã6ÆoÇSÀtÄ  6, ÇS½A¼tÄ s = 〈xip(1)
, xip(2)

, . . . , xip(m)
〉 ÀtÄ�Â�¾��9À.Ät�µ�o¾=À�� �tÀ �AÃ§Ç��×Á�ÀT¿=½A¾�¼

ϕ �
�o¾=À�ÇýÇSÀ�o¾=ÀUÄ]½k�ýÂðÇ~Ã�¿=À�¼��.¾�Â Ã§Â,��½k�

p
Á�À

[[1, m]]  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�F£'�Þ¥�¯'Ë Í ®Q¦'¨m´kµ�¥0´k³H®Q¦M«;¨´�³ ÍMÍ Ëo¯�³+¥0´�«§È �T¸=¥§¦�¯ª®Q¦£Ë ã ®§¸'¹S«�¸'¦£¯'«;¨`¨�® ÍMÍ «;´�¨ xik¯'« I ¶7¸'¦¬¨�® ÍMÍ «;´ xj 6= xik

µ�«M�o®Q³~´T¸'¦4¦'® Í�ã µ�«�¯'«�ÑQµ�¥§³S¦�¨å²2®Q¨�³~´k³~Øç®Q¸4¦y¸'¹ëÈ9É�¦4²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶=¨oÏÐ³S¹Ë;´k¥§³H´�³H¦'¨´k¥ ã ¹S«�¥?Ò0¥§¦6´ä¹ëÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¯�« xik

¶Þ¥§¹S®Qµ¨�³S¹�¹S«Iµ«o¨´�«£¥§²�µ�Ôo¨;Èùó�³ I ′ «o¨m´ä¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S«�¯'«;¨¨�® ÍMÍ «;´�¨ç³S¦'¨m´t¥ ã ¹S«o¨ù¯'«�¹+¥å©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦.® ã ´k«;¦y¸'«g¥§²'µËo¨�¹�ÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´ç¯�« xik

¶§¥§¹S®Qµ¨ I \{xik} ⊆
I ′ È=¤äÏÐ® �Ö¹S«TµËo¨�¸�¹H´t¥A´?È �

�ÞÒ0¥§¦6´Ö¯'«ôµ�«o¯�Ë;æ=¦'³HµÅ¹S«�©o®Q¦�©o«o²�´¬¯'«�µ�«;¹+¥Aà�¥0´�³S®Q¦9¶`®Q¦ ¯'®Q³H´âÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S³H¨�«;µÅ¥§¸ Í ®�¯'Ôo¹H« ¤ Ôo©t±'«�j
±=¥§¸�´k«o¸�µ�¹S¥H|�µ�®Q²2®Q¨�³~´k³H®Q¦4íQÈìû.²'¥§ÑQ«�÷Qú�á
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx,z�� 3 
 � u�s � "��os)7K� " 8�� 8+18�p � � � " 3 � ��� : : ��À�¾ ' Ã��AÃ§Ç~Ã�� � *=ÀtÄ;�o¾��gÄ]½k�=Â��SÄ �Ä�¾=ÀtÄ»Ár� ¾��9ÀE�)(��ªÀ �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â���½k� � ���ýÂ��×Ã§ÇSÀ¬½k�=Â�ÇSÀE�)(��ªÀ£Ä *=½AÂ � Ä]À�Â   � �Ì¿�Ã§¼RÂ,����¾�Ç���À�¼

�
À�ÇýÇSÀtÄ4½k�=Â�)(��ªÀ�Â�Ã��ýÇýÇSÀ  

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
ó�®Q³~´

ϕ
¸'¦'«�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦Ö«�´

s1

«�´
s2

¯�«o¸�à»¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«o¨å¯'«
ϕ
È i ¦Ö¨�¸'²'²2®Q¨«�²=¥§µg¹�ÏÚ¥ ã ¨¸'µ�¯�«Îy¸'«

shot(s1) 6= shot(s2)
Ègó�¥§¦'¨�²2«oµ´�«�¯'«4ÑQËo¦�Ëoµk¥0¹S³H´�Ë§¶ð®Q¦ ²7«;¸�´Å¨�¸'²�²7®Q¨«oµÅÎy¸NÏÐ³S¹T«Rà�³H¨´�«4¸'¦

Ëo¹HË Í «o¦6´�Î�¸�³`¥§²'²'¥§µk¥)}H´�²'¹S¸'¨�¨�®§¸�ÒQ«;¦y´I¯'¥§¦'¨
s1
Îy¸'«M¯=¥§¦'¨

s2
È=|ù¥§µ Í ³#©o«;¨�Ëo¹HË Í «o¦6´k¨;¶ù®Q¦�©t±'®Q³H¨�³H´©o«;¹S¸'³�¯'®Q¦6´�¹�ÏÐ®�©;©o¸'µµ�«o¦�©o«g¨�¸'µ¦y¸ Í Ë;µk¥§³Hµ�«g¥§µµ�³~ÒQ«�«o¦�²'µ« Í ³S«oµ;È i ¦I¦'®§´�«�¹H«`¨�® ÍMÍ «;´#©;®Qµ�µ«o¨�²2®Q¦'¯'¥§¦6´

x1

Èg�V³H¦'¨�³ë¶C¨�³
x1

¥0²'²=¥§µ�¥)}S´
k1

Øõ®§³S¨�¯=¥§¦'¨
s1

«�´
k2

Øõ®Q³S¨U¯=¥0¦'¨
s2

¶C®Q¦Ì¥ôá
k1 > k2

ÈÞ¤V«�²'¹S¸'¨;¶�¹S«o¨
Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨gÎy¸'³ù¥§²'²=¥0µk¥§³H¨�¨�«;¦6´V¥?Ò0¥§¦6´å¹+¥ (k2 + 1) ��� �

®�©o©;¸'µ�µ«o¦'©;«ä¯'«
x1

¯=¥0¦'¨
s1

¥§²'²=¥0µk¥§³H¨�¨�«;¦6´
´k®§¸'¨U¯=¥§¦'¨

s2

È i ¦�¦'®§´�«
ϕ1

¹+¥ª©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦4® ã ´k«;¦�¸�«M¥0²'µ�Ô;¨�¹S¥ª¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«MÒ0¥§¹H³S¯'« s1

´�µ�®Q¦'Îy¸'Ë;«
¥?Ò0¥§¦6´ð¹S¥

(k2 +1) ��� �
®�©;©o¸'µµ�«;¦'©o«�¯'«

x1

¶6«;´
st
1

©o«;´´k«g¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«§È���«�¨® Í�Í «�´ x1

«;¨´ð³S¦'¨m´t¥ ã ¹H«`¯=¥§¦�¨
ϕ1

È i µo¶0¥§²'µÔo¨ï¹S¥�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«
s2

¶A¹S«�¨�® Í�Í «�´ x1

¦'«·¨;ÏÚ«;¨´�Ë ã ®Q¸�¹SË�Î�¸�« k2

Øõ®Q³S¨;¶ Í ¥0³S¨ù¥åµ�«M�o¸.¥0¸ Í ®§³S¦'¨¥§¸�´k¥§¦6´U¯'«.ÑQµ�¥§³S¦�¨T©?¥§µ
shot(st

1) ⊆ shot(s2)
²=¥§µT±6ß�²7®0´k±'Ô;¨�«§Èg�å³S¦'¨³�¶

x1

«o¨´�³H¦'¨´k¥ ã ¹H«.¥§²'µÔo¨U¹+¥¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«
s2

È�� ã ¨¸'µ�¯'«å©?¥§µ s2

«;¨´ð¸'¦'«å¥]Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«0È�¤äÏÚ®��ª¹S«�µ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�á
shot(s1) = shot(s2)

È
�

− o −
|ï¥§µ.¹S¥%|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦ÌÛ�ÈÚÛ4²=¥0ÑQ«¬í]ø6Ù�¶ù®Q¦�²2«o¸�´I¯'®Q¦'© ã ³S«o¦�¯�Ë;æ=¦'³Hµo¶ù¯=¥§¦'¨.©;«£©?¥§¯�µ�«Å¥§¸'¨¨�³ë¶ï¹S«©o®§¦'©o«;²�´V¯�«�¼kÀ�Ç~Ã 'yÃ§Â,��½k� á

l;mon�prq!stq,u&p �Kx�� 3 �6� 18 /-8�sq!u�p : i ¦M¥0²'²7«;¹S¹H«V¼kÀ�Ç~Ã 'yÃ§Â���½k��´k®Q¸�´�²'µ�®�©o«;¨�¨¸'¨#¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´#¯9ÏÚ¸'¦�«¥?Ò0¥§¹+¥§¦�©t±'«§Èçó�³
ϕ
«;¨´I¸'¦'«ª©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦N¶ï®Q¦Ì¦'®§´k«

ϕ̂
¹+¥»©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦Ì¨´t¥ ã ¹S«£® ã ´k«;¦�¸�«Å¥§²'µ�Ô;¨µ�«;¹+¥Aà�¥0´�³S®Q¦�¯�«

ϕ
¶'«;´

ϕ 7→ ϕ̂
©;«�²�µ�®�©o«o¨¨�¸'¨;È

i ¦�µ�¥§²'²2«o¹S¹H«�³S©;³�¶?Îy¸NÏÐ®Q¦�¥�²'µ³S¨�¸'¦'«#¯'Ë�æ=¦'³~´k³S®§¦�´�µ�Ô;¨ùÑQË;¦'Ëoµ�¥§¹S«#²2®Q¸'µC¹S¥g¦�®§´k³H®Q¦�¯'«ð©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦
¨´k¥ ã ¹H«§È � ¨�¥?ÒQ®Q³HµTÎy¸NÏÚ¸�¦'«I©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦¬Îy¸'³ç¦'«.©;®Q¦6´k³S«;¦6´�¥§¸'©o¸�¦ô¨® Í�Í «�´T³S¦�¨´t¥ ã ¹S«�«;¨´�¨m´t¥ ã ¹H«§ÈÉ�¦q²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ;¶ç¸'¦'«Ö©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦ Îy¸'³�©o®Q¦6´�³S«o¦6´M¸'¦q¦'® Í�ã µ�«Ö¯'«âÑQµk¥§³H¦'¨�¦'ËoÑ6¥A´k³HØV«o¦q©t±'¥§Îy¸'«¨�® ÍMÍ «;´g«;¨´�¯'®Q¦'©�¨m´t¥ ã ¹H«§È

í]øQú



���������
	��� �����9����"��
	��!�"%$&� �'��$ � �!�� � �^����,������	 ���
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx,z&z %N½k�ýÂ

ϕ0, ϕ1

À�Â
ϕ2

Âë¼k½k�SÄ �t½k��¢ùº§¾�¼�Ã§Â,��½k��Ä
� sv

01

¾��9À�Ät�µ�o¾EÀ�� �tÀVÁr� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂýÄ
�AÃ§Ç��×Á�À�¿=½A¾�¼

ϕ0

�o¾��]� ���9À �
ϕ1 �
À�Â
s02

¾��9ÀUÄt�µ�o¾=À�� �tÀäÁr� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=ÂõÄd�o¾=À�Ç �t½k�&�o¾EÀd�o¾��]� ���9À �
ϕ2

��¿�Ã§¼RÂ,�ý¼�Á�À
ϕ0  -, ÇS½A¼kÄ �

shot(s02) ⊆ shot(sv
01)⇐⇒ ϕ2  ϕ1.

� �ª¿�Ã§¼RÂ�����¾�Ç���À�¼
�
Ä��
sv
01

ÀtÄ�Âð¾��9ÀäÃ��AÃ§Ç~Ã�� � *=À
�
³ëÈÚ«0È

ϕ1 = ϕ̂0 �
Ã§ÇS½A¼kÄ

ϕ2 7→ ϕ1  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
ó�¸'²'²2®Q¨®Q¦'¨

shot(s02) ⊆ shot(sv
01)
È=ó�³

shot(s02) = shot(sv
01)
¶�¹H«Vµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´`«o¨´g³ ÍMÍ Ëo¯�³+¥0´oÈó�³H¦'®Q¦N¶N®§¦�¦'®0´k«

I = {xi1 , . . . , xik}
¹�ÏÐ«o¦�¨�« Íäã ¹S«.¯'«;¨�¨® Í�Í «�´k¨U©o®§µ�µ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥0¦y´�¨d{Å¯'«;¨�Ë ã ®Q¸�¹S«�j

Í «o¦6´k¨�¯'«
shot(sv

01) \ shot(s02)
È i ¦�²2«o¸�´ Í ®§¦y´�µ�«;µ`Îy¸'«U©o«�´�«o¦'¨« Í�ã ¹S«U©o®§¦y´�³S«;¦y´�¥§¸ Í ®§³S¦'¨ð¸'¦¨�® ÍMÍ «;´�Îy¸'³�«o¨´ä³S¦'¨m´t¥ ã ¹S«I²7®§¸'µ ϕ2

È i ¦�©o®Q¦�¨�³S¯�Ôoµ�«M¹S«I²'µ« Í ³S«oµ�Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¯'« sv
01

Î�¸�³ð¦NÏÚ¥§²�j
²=¥§µ�¥)}S´ä²=¥§¨�¯'¥§¦'¨

sv
02

È�ó�®§³H´
xi

¹S«£¨® ÍMÍ «;´ä©o®Qµµ�«;¨�²2®Q¦'¯=¥§¦6´oÈA|ï¥§µ.¯�Ë;æ=¦'³~´k³H®Q¦N¶
xi ∈ I

È i ¦�¦'®§´�«
j
¹S«ä¦�® Í�ã µ«�¯'«äØõ®Q³H¨VÎy¸'« xi

¨;ÏÚ«;¨´�Ë ã ®Q¸'¹HË�¯=¥§¦�¨ sv
01

¥?Ò0¥§¦6´U©;«;´UË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´o¶9«;´ s′ ¹+¥ª¨ËoÎy¸'«o¦�©o«¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´·´�µ�®Q¦'Îy¸'Ë;« ê ¸'¨m´k«U¥?Ò0¥§¦6´`¹H« (j + 1) ��� �
Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´ð¯'« xi

¯'¥§¦'¨
sv
01

È�É�¦£Ø×¥§³H´o¶
xi

«o¨m´
³S¦�¨´t¥ ã ¹S«T¯'¥§¦'¨ ϕ2

È'É#¦Å«�Ê9«�´?¶ ê ¸'¨m´k«�¥?Ò0¥§¦6´g¨�®Q¦ (j + 1) ��� �
Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�¯=¥0¦'¨ sv

01

¶'³S¹2«o¨m´g³S¦'¨m´t¥ ã ¹H«§Èi µ�´�®Q¸'¨ð¹S«o¨�Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�¯'« s′ ®Q¦6´`«;¸£¹S³H«o¸�¯=¥§¦'¨ s02

²=¥§µ�±6ß�²7®§´�±'Ôo¨«§È��C«;¨`¥§¸�´�µ�«;¨·Ë ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨¦NÏÐ®Q¦6´�²'¸ÖÎy¸NÏÚ¥§¸'Ñ Í «;¦y´�«oµg¹S«U¦�® Í�ã µ«U¯'«�Ñ§µk¥§³H¦'¨`«o¦ xi

È��å³S¦'¨³�¶
xi

«;¨´�³S¦'¨m´t¥ ã ¹S«U¯=¥§¦�¨ ϕ2

È|ï¥§µM³S¦'¯�¸'©;´�³S®Q¦N¶�´k¥§¦6´ªÎy¸'«
shot(s02) ⊆ shot(sv

01)
«�´

shot(s02) 6= shot(sv
01)
¶�®Q¦ ²2«o¸�´

´k®§¸ ê ®Q¸'µ¨�©t±�®Q³S¨³Sµ`¸'¦âË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´�Ò0¥§¹S³H¯'«T¯=¥0¦'¨
shot(sv

01) \ shot(s02)
È=¤äÏÐ® �

ϕ2  ϕ1

È~Ö®Q¦6´kµ®Q¦'¨�¹+¥.µ�Ë;©o³H²'µ�®�Îy¸'«§È7ó�¸'²�²7®Q¨®Q¦'¨
ϕ2  ϕ1

È i ¦â¦'®§´k«
s
¸'¦�«�¨ËoÎy¸'«o¦�©o«ä¯9ÏÚË ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¨Ò0¥§¹S³H¯'«T²2®Q¸'µ

ϕ2
Îy¸'³ Í Ôo¦'«9{

ϕ1
È�|ù¥§µg¹+¥H|�µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦�Û'ÈÚø.²=¥§ÑQ«Ií]ø6û�¶'®Q¦â¥âá

s02.s ≡ sv
01.

~»¥§³H¨�©;® Í�Í «.´k®§¸�´k«;¨ä©o«;¨ä¨ËoÎy¸'«o¦�©o«o¨.¯9ÏÚ®Q²2Ëoµ�¥0´k³H®Q¦'¨�¨�®Q¦6´ä¯'«o¨�¨�ËoÎy¸'«;¦'©o«;¨.¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´k¨o¶Þ®Q¦Ì¥¹�ÏÐËoÑQ¥§¹S³~´kËV¯�«o¨�¨�±'®§´^j%¨«;´k¨�á
shot(s02) ∪ shot(s) = shot(sv

01).É�¦Ö²'¥§µ´�³S©o¸�¹S³S«;µo¶�®Q¦â¥ ã ³S«o¦
shot(s02) ⊆ shot(sv

01)
È

�

− o −
é·® Í�Í «I®Q¦�¹�ÏÚ¥âË�ÒQ®�Î�¸�Ë£²'µ�Ë;©oË;¯'« Í�Í «;¦6´?¶Þ¹+¥Åµ�«o¹S¥0´k³H®Q¦

 
«o¨m´ä«;¦ÌØ×¥§³~´�¸'¦'«ªµ«o¹S¥0´k³H®Q¦�¯NÏÐ®Qµ�¯'µ«

¨�¸�µ`¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹S«V¯�«o¨�©o®§¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨;È�|ù¥§µ`¯'Ë�æ=¦'³H´�³S®Q¦9¶�©0ÏÚ«;¨´g¹+¥�©o¹ �§´k¸'µ«VµË ¤ «Rà�³~ÒQ«U«�´`´kµ�¥§¦'¨�³~´k³~ÒQ«V¯�«
¹+¥�µ«o¹S¥0´k³H®Q¦�¯NÏÐË ã ®Q¸'¹S« Í «;¦6´g¯NÏÚ¸�¦»¨�® ÍMÍ «;´�µËoÑQ¸�¹S³S«;µoÈ'ó�«o¸'¹H«�¹�ÏÚ¥§¦6´k³ j ¨ß Í Ë;´kµ³S«å«o¨´�{.²'µ�®§¸�ÒQ«;µoÈ
ó�¸'²'²2®Q¨®Q¦'¨

ϕ  ϕ′ «;´ ϕ′  ϕ
¥?ÒQ«o©

ϕ 6= ϕ′ Èðé·«o¹+¥ô¨�³HÑQ¦'³Hæ'«ÖÎy¸NÏÐ®Q¦q²2«o¸�´M´kµ®Q¸�ÒQ«;µª¸'¦�«¨�Ë;Îy¸'«o¦'©;«V¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨�Ò0¥§¹H³S¯'«`²2®Q¸'µ ϕ ¥§¸�¨�¨�³E¹H®Q¦'ÑQ¸'«·Î�¸9ÏÚ®Q¦IÒQ«;¸�´?È�éVÏÐ«o¨m´`¥ ã ¨�¸'µ¯'«g²=¥§µ�æ=¦'³~´k¸'¯'«¯'«�¹+¥�µ«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦NÈ'¤å®Q¦'©
ϕ = ϕ′ «;´�¹�ÏÚ¥§¦6´k³ j%¨mß Í Ë;´�µ�³H«T¯'«  «;¨´�¯'Ë Í ®Q¦6´�µ�Ëo«0È|ù®Q¸�µ�©o¹+¥0µ�³Hæ'«oµ·¹H«o¨`©t±�®Q¨�«;¨o¶=®Q¦�²'µË;ØõÔ;µ�«U©t±'®Q³H¨�³Hµ·¸'¦'«U¦�®§´t¥0´�³S®Q¦M²'¹S¸�¨`©o®Q¦6Ò§«o¦6´k³H®Q¦'¦'«;¹S¹S«UÎy¸=¥0¦'¯�³S¹

¨oÏÚ¥§ÑQ³~´g¯'«�²=¥§µ¹S«oµ·¯NÏÚ®§µ�¯'µ«�á
l;mon�prq!stq,u&p �Kx,z � ó�®Q³~´ Mτ

q

¸�¦ Í ®�¯'Ô;¹S« ¤ Ôo©t±'«�j%±=¥§¸�´k«o¸�µoÈ i ¦ Í ¸�¦'³H´V¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹H«ä¯'«ä¨�«o¨U©;®Q¦�æ�j
ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦'¨�¯'«�¹ëÏÚ®Qµ¯'µ�«V²=¥§µ´�³S«;¹ � ¯'Ë�æ=¦'³�²=¥§µUá

ϕ2 � ϕ1

¨³
ϕ2  ϕ1.

í ���



ó�«o©;´�³S®Q¦ ������� ���� ������	,�,�"
� ²'¥§µ´�³Sµ�¯NÏÐ¸'¦'«å©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�Îy¸'«;¹S©;®Q¦'Îy¸'«

ϕ
¶�®§¦M²2«o¸�´ð©o®§¦'¨�³H¯'Ëoµ«oµ�¹S«gÑQµk¥0²'±'«�®Qµ�³H«o¦6´kË

Gϕ =
(Vϕ, Aϕ)

¯'Ë;æ=¦�³Þ©;® Í�Í «T¨¸'³H´�á

ϕ1 ∈ Vϕ

¨³
ϕ1 � ϕ,

(ϕ1, ϕ2) ∈ Aϕ

¨³
ϕ1 � ϕ2.

É�¦Ö²'¥§µ´�³S©o¸�¹S³S«;µo¶�¹�ÏÐ«o¦'¨« Í�ã ¹H«U¯'«o¨�¨�® ÍMÍ «;´�¨ Vϕ

«o¨m´V¹ëÏÚ«;¦'¨�« Í�ã ¹S«U¯�«o¨�©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦'¨g¥0´�´�«o³HÑQ¦=¥ ã ¹H«o¨²=¥§µ
ϕ
È

�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx,z�v ��ÀÖº§¼Ã�¿+*=À ½A¼���À��=Â �
Gϕ
ÀtÄ�Â�ÇSÀôÁ��×Ã]º§¼Ã��H�ªÀôÁ�À �UÃAÄtÄ]ÀôÁr� ¾���Â×¼kÀ��ýÇýÇ��SÄ�� � �

� ��¼���À�¾�¼kÀ��ªÀ��=Â�ÇS½9��Ã§ÇSÀ��ªÀ��=Â�Á��SÄ�Â×¼��×Æo¾�Â,� � � ¡#� � �ôÁ�½k�=Â�Ç~ÃÌ¼kÀ�Ç~Ã§Â,��½k� Á�À �t½A¾ �§À�¼�Â×¾�¼tÀ»ÀtÄ�Â�Ç~Ã�¼kÀ�Ç~Ã§Â,��½k�
Ár� �oÆ�½A¾�ÇSÀ��ªÀ��=Â�Ç ��º6Ã§ÇCÁr� ¾��ÖÄ]½k�H�ªÀ�Â  
� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£
Ý%¹7Ø×¥§¸�´ Í ®Q¦6´kµ�«;µðÎy¸'« (Vϕ,�)

«o¨m´�¸'¦ª´�µ�«o³H¹S¹H³S¨�Ý¾��¤äÈ i ¦£¨�¥§³H´·¯'Ë ê {�Î�¸9ÏÚ³H¹7¨;Ïì¥§Ñ§³H´ð¯NÏÚ¸�¦�«o¦'¨« Í�ã ¹H«®Qµ¯'®Q¦'¦'Ë0È`ó�®Q³H´
ϕ1

«�´
ϕ2

¯'«o¸�à ©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨M¯'«
Vϕ

È i ¦ ¦�®§´k«
s1

Õ×µ«o¨�²9È
s2
Ü ¸�¦'«»¨ËoÎy¸'«o¦�©o«

¯NÏÐË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨VÒ0¥§¹H³S¯'«�²2®Q¸'µ ϕ Îy¸'³ Í Ô;¦'«H{
ϕ1

Õ×µ�«;¨�²NÈ
ϕ2
Ü ¶2«;´

a1

Õõµ�«;¨�²NÈ
a2
Ü ¸'¦'«.¥?Ò0¥§¹S¥§¦'©t±'«�¯�«

ϕ1
Õ×µ�«;¨�²NÈ

ϕ2
Ü È i ¦ô¦'®§´�«£¥§¹H®Qµ�¨

ϕsup

¹+¥Å©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�¯'®§¦y´ä¸'¦'«�¨�Ë;Î�¸�«o¦'©;«�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨�¯�«¨�±�®§´�¨�«�´
shot(s1) \ (shot(s1) ∩ shot(s2))

Í Ô;¦'«/{
ϕ1
¶N«�´�®Q¦�¦'®§´k«

ϕinf

¹S¥£©o®Q¦�æ'ÑQ¸'µk¥A´k³S®§¦�{
¹+¥0Î�¸�«o¹S¹H« Í Ôo¦'«U¸'¦�«�¨ËoÎy¸'«;¦'©o«�¯NÏÚË ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨�¯'«�¨�±'®0´å¨«;´

shot(a1) \ (shot(a1) ∩ shot(a2))
Ü{�²=¥§µm´k³Hµð¯'«

ϕ1

È�Ý%¹7«o¨´�¥0¹S®Qµ¨ð´kµ³HÒ�³+¥0¹2¯�«TÒQ®Q³Hµ·Îy¸'«
ϕsup

Õ×µ«o¨²NÈ
ϕinf

Ü «;¨´�¹S¥ ã ®Qµ�¦'«V¨�¸'²�Õ×µ«o¨²NÈ'³S¦�Ø Ü¯'«
ϕ1

«;´
ϕ2

²7®§¸'µ � È��V³S¦�¨�³�¶
(Vϕ,�)

«;¨´ ã ³H«o¦â¸'¦�´kµ�«;³S¹H¹S³S¨;È�C«VØ×¥§³H´ðÎy¸NÏÐ³S¹9¨®Q³H´·Ý¾��¤�¯'Ëo©;®Q¸'¹S«V¯'³Sµ«o©;´�« Í «o¦6´�¯'«V¹+¥d|�µ®Q²7®§¨�³H´�³S®Q¦MÛ'ÈÚú�²=¥§ÑQ«�í]øQú�Õõ©;ØbÈ�|�µËo¹S³ Í ³ j¦=¥§³Hµ�«;¨ Ü È
�

− o −

�  Am���8�sq!u&p2"
+

�os ⊕
¤T¥§¦'¨ä¹S«�©?¥§¯'µ«ª¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«�¯'¸�´k¥§¨ä¯'«M¨k¥ ã ¹S«§¶�¹H«o¨ä®§²7Ë;µk¥0´�³S®Q¦'¨ +

«�´ ⊕ Ë;´k¥§³S«;¦y´ä¯'«o¨�¹S®Q³H¨�¯'«©o® Í ²2®Q¨�³~´k³H®Q¦M³H¦6´k«oµ¦'«§È i ¦ Í ®Q¦6´�µ�«T¥0¸£©t±=¥§²'³~´kµ«T¨�¸'³~Ò0¥§¦6´?¶�¯'¥§¦'¨`Îy¸'«;¹S¹S« Í «;¨�¸'µ«T®Q¦£²2«o¸�´�Ë;´�«o¦'¯'µ«¹+¥Å¦'®§´�³S®Q¦�¯NÏÚ¥§¯'¯'³~´k³S®§¦ô¯�«ª¯'«;¸�à ©;®Q¦�æ=Ñ§¸'µk¥0´�³S®Q¦�¨oÈr|ù®Q¸�µä¹�ÏÐ±'«;¸'µ�«0¶ù®Q¦�¸�´k³H¹S³H¨�«I©o«;¨ä¨ß Í�ã ®Q¹H«o¨ä²2®Q¸'µ¦'®§´�«oµg¹S«;¨ Í Ó Í «;¨g¥§©;´�³S®Q¦�¨o¶ Í Ó Í «U¨oÏÐ³S¹N¦�«�¨;Ïì¥0ÑQ³H´g²'¹H¸'¨�¯'«�¹S®Q³H¨·¯'«�©;® Í ²2®Q¨³H´k³H®Q¦�³S¦6´�«oµ�¦�«§Èó�³
ϕ = (ω, h)

«o¨m´�¸'¦'«�©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦�¯NÏÐ¸'¦%~ <	��¶=«�´g¨�³
h
«;¦Ö«;¨´�¸'¦'«�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦�j ÑQµk¥0³S¦N¶

®Q¦�¦'®0´k«
ϕ+ h

¹S¥ä©o®Q¦�æ=ÑQ¸'µ�¥0´k³H®Q¦
(ω, h + h)

È�É�¦â²'¥§µ´�³S©o¸�¹S³S«;µo¶y¸'¦�Ë ã ®Q¸�¹S« Í «o¦6´�¯�¸â²�¸'³H´�¨`¨�«T¦�®§´k«¯'®Q¦�©
ϕ+ β

È=¤V« Í Ó Í «0¶ ϕ⊕ h
«;¨´�¹+¥�©;®Q¦�æ=ÑQ¸�µk¥0´�³S®Q¦Å® ã ´�«o¦y¸'«�¥§²'µÔo¨gµ�«;¹+¥Aà�¥0´�³S®Q¦�¯'« ϕ+ h

È
�·³S«;¦»Îy¸'«�©o«o¨å®Q²2Ëoµk¥A´k³S®§¦'¨g¦'«ä¨®Q³S«;¦y´å²=¥§¨�¨ß Í Ë;´�µ�³SÎy¸'«;¨o¶2®Q¦»ÑQ¥§µ�¯'«�¹+¥I¦'®§´k¥0´k³H®Q¦Å³S¦�æ�à�«0¶E«;´T®§¦Ëo©;µ�³~´�¥§¸'¨�¨³#á

ϕ+ h1 + h2 + · · ·+ hk := (· · · ((ϕ+ h1) + h2) + · · ·+ hk),

ϕ⊕ h1 ⊕ h2 ⊕ · · · ⊕ hk := (· · · ((ϕ⊕ h1)⊕ h2)⊕ · · · ⊕ hk).

Ý%¹C«o¨m´�µ�«o¹S¥0´k³~ÒQ« Í «;¦y´g©;¹+¥§³Hµ`Îy¸'«�¹S«o¨�Ë ã ®§¸'¹S« Í «;¦y´�¨g«;´�¹S«;¨å¥ ê ®Q¸�´k¨g¯'«�ÑQµ�¥§³S¦�¨�©o® Í�Í ¸�´�«o¦6´?ÈEéVÏÐ«o¨m´V«;¦²=¥§µm´k³H©o¸'¹H³S«oµ�Ò�µk¥§³C²2®Q¸'µ�¹H«o¨gË ã ®Q¸'¹H« Í «o¦6´k¨`Ò0¥§¹H³S¯'«;¨Uá
í ��í
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a

b

a

c

ba

b

cb

ca

c

1

1

0

11

1 2

1

0

21

2

2

3

0

0

3

00

0

2

120

σ

+1
xi

�������EÛ'ÈHí?÷ �;¥Þµ�«;³S¹S¹H³S¨ðÝ¾�Þ¤ ¯'«�¹+¥�µ«o¹S¥Aà�¥0´k³H®Q¦NÈ

�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx,z�$&%N½k�ýÂ
ϕ1, . . . , ϕk+1

Á�ÀtÄ �t½k��¢ùº§¾�¼�Ã§Â,��½k��ÄIÀ�Â
h1, . . . , hk

Á�ÀtÄ �t½k��¢ùº§¾�¼Ã§Â,��½k��Ä �º§¼Ã�� ��Ä  -, ÇS½A¼kÄ �
∀1 ≤ j ≤ k, ϕj + hj  ϕj+1 =⇒ ϕ1 + h1 + · · ·+ hk  ϕk+1.

� ���ª½k��Ä�Â×¼Ã§Â���½k�%£�C«�µ�Ëo¨¸'¹H´k¥0´g«o¨m´�³ Í�Í Ë;¯'³+¥0´·²=¥§µ�µËo©o¸�µ�µ�«;¦'©o«�¨�¸�µ k È�|ù®Q¸�µ
k = 1

©0ÏÚ«;¨´g´kµ³HÒ�³+¥§¹ëÈ|ù®§¸'µ
k > 1

¶=®Q¦â¥§²�²'¹S³HÎ�¸�«U¹S«Uµ�Ë;¨�¸'¹~´t¥0´�¥0¸Öµ�¥§¦'Ñ
k − 1

È i ¦â¥M¥0¹S®Qµ¨Tá
ϕ1 + h1 + · · ·+ hk−1  ϕk,¯NÏÐ® �ôá

ϕ1 + h1 + · · ·+ hk−1 + hk  ϕk + hk  ϕk+1.

í �QÙ
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�

�å¦�«�©;®Q¦'¨ËoÎy¸'«o¦�©o«�¯'«�©;«;´�´�«�²'µ�®Q²2®Q¨³H´k³H®Q¦�«o¨m´�Î�¸�«�¹ëÏÚ®§¦â²2«o¸�´åË;©oµ³Sµ�«.á

ϕ⊕ h1 ⊕ · · · ⊕ hk = ϕ⊕ (h1 + · · ·+ hk).

i ¦�³S¦6´kµ®�¯'¸�³H´�¨�®Q¸�¨�²7«;¸£¯'«o¨�®§²7Ë;µk¥0´�«o¸'µ¨·Îy¸'«U¹�ÏÐ®Q¦ª¥ä¯'Ë ê {äÒ�¸Å¥§Ñ§³Sµ�¯=¥§¦'¨`¹H«å©o¥§¯'µ«T¯'¸ Í ®�¯'Ô;¹S«¯'¸Å´t¥§¨g¯'«�¨�¥ ã ¹S«0È'Ý%¹C¨oÏÚ¥§ÑQ³~´�¯'«;¨å®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨
ai

Îy¸'³C¨�®Q¦6´�¯'Ë�æ=¦'³S¨g²=¥0µ�á

∀ϕ, aiϕ = ϕ⊕ ei,

® ��á
ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

).

��¥.µ�« Í ¥§µÎ�¸�«�²�µ�Ëo©;Ëo¯'«;¦6´k«ä³ Í ²�¹S³SÎy¸'«åÎy¸'«�©;«o¨g®Q²2Ëoµ�¥0´k«;¸'µ�¨g©o® ÍMÍ ¸�´k«o¦6´�á
�9�ku! Au#"�q sq!u�p �Kx,z � ��ÀtÄ.½t¿���¼Ã§Â%À�¾�¼kÄ

ai
�t½k�H�.¾�ÂbÀ��=ÂðÁ�À�¾ ' � � � Á�À�¾�'6£

∀xi, xj 6= q, aiaj = ajai.

− o −

í �§÷
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Chapitre 5
� ��� �����	��
��������� �������	������������� ��� �������	��� �	�  !#"

$&%(')'�*,+.-0/
10243 5�687:9<;>=:?A@CBEDF687HG�?JILKM=:?A?ANL7>BONMGP2�2�2Q2�2�2Q2R2�2Q2�2�2�2Q2R2�2Q2�2�2Q2�2S3�TCU

VCWYXZWYX [S\�]J^`_badcfegaih�]Aj.kmlOn�W&WiW&WiW&WiW�W&WiW&WiW&WiWiW&W�W&WiW&WiWiW&WiW&WPXEoqp
VCWYXZWsr tLugv0awjyx{zw|0lqug}`aw~�aw_M��c�aw����]q�w��awugj�c,~�ug}Y�.�Yvg}Y�`�O]A�.����c�W&W�W&WiW&WiWiW&WiW&WPXEoZo
VCWYXZWs� [Sj.�Y���wj�a�egai��\�]Aj(zw��aw_beCu WiW&WiW�W&WiW&WiW&WiWiW&W�W&WiW&WiWiW&WiW&WPXO�Z�
VCWYXZW � �faw}�]A�.�`lq_bc(e���zd�Lug�Ynq]A}`aw_b�da�aw�(]A}Y�mlqj.�Y�.\g~�ai�.\bawj.~Q�`�Luba�zw��aw_beCu W&WiW&WPXO�Z�

102�� �>BO?q=HKZBE=:?AN��<N�;8?J6>=:��N�2�2�2R2Q2�2�2Q2�2�2Q2R2�2Q2�2�2�2Q2R2�2Q2�2�2Q2�2S3C��U
VCWsrCWYX � j�lqugv>aiegadc(lqv>zwj¡]A��awugj�c¢W&WiW&WiW�W&WiW&WiW&WiWiW&W�W&WiW&WiWiW&WiW&WPXO£Zp
VCWsrCWsr h�lqj.vg\g�`c.~�aiegai�Zj�lqugv>adc,aw��]qegeC�Y�.�`lq_�zw��aw_beCuba�WiW&W�W&WiW&WiWiW&WiW&W�rZ�CX

− o −
¤�¥§¦0¨R©Aª�©d«0¥§¬0¯®±°±ªL²:³§¦µ´�³C¦g®w°±ª¶©A³C´�´�ªA¦g®�·4¥¸¦>³§®w¯³C¦¹>ª�©A³§¦>º=ÑC»0°±¥L®w¯³C¦¼°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª�¨±ªäÑ§½A¦0½O¿

°w¥L·FF¨¾ª�¥§»¢©A³§¦b®±ªEÀ�®wª�¹0»µ´�³8¹>ÁA·Fª�Â�ÁJ©d«0ªE¿y«�¥§»>®±ªA»0°JÃÅÄ�¦µ¬:ªA»>®�¥§·F³§°±¨&®w°¾³C»�ÒCªJ°�»0¦0ª�ÒCªJ°±¨±¯³C¦¬ÑC½J¦0½A°±¥§·Fª
¹0ªQ¦0³§´ÇÆ0°±ªJ»8À�®±«0½A³C°¾ÁA´�ªA¨`Ò�»0¨i¹�¥§¦>¨&·4¥�¬0°¾ªA´�FÁJ°±ªQ¬�¥§°¡®w¯ª§Ã0È�¦É¬�¥§°¡®w¯©A»0·¯FªA°J²b³C¦�®w°±³§»�ÒCª�»0¦É©A°¾¯®±ÁA°±ª
¹0ª�°±ªJ©A³C¦0¦0¥§F¨¾¨w¥§¦0©Jª¶¹>ªA¨R©J³C¦>º=Ñ§»0°w¥L®±F³C¦>¨�°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨R½J®±ªA¦0¹>»¢ªJ®�»0¦µ¥§·SÑC³§°±¯®±«0´�ªR®w«0ªJ°±´�FÊb»0ª�·F»>�¿
¥§»0¨¾¨±Ë½J®±ªA¦0¹0»<Ã<È�¦µªEÌ<ªE®q²:·FªJ¨gÒ§ªA°¾¨±F³§¦0¨R©J·4¥§¨¾¨±FÊb»0ªJ¨R¹0ª�©AªJ¨�®±«0½A³C°¾ÁA´�ªA¨�¦0ª¶¨¾³C¦g®R¬>·F»0¨gÒL¥§·F¯¹0ªA¨i¹�¥§¦>¨
·FªQ´�³�¹0ÁA·¯ªTÑC½A¦>½A°w¥L·ÍÃ

È�¦>º�¦Î²0³§¦�´¸³C¦g®±°±ª�©J³C´¸´�ªA¦g®&¹>½Jº�¦0¯° »0¦�ÑC°¾³C»0¬:ªQ¥§Æ:½A·¯FªA¦�¨±»0°&©JªQ¦0³C»�Ò§ªq¥§»É´�³8¹0ÁJ·FªL²8ªE®&Êb»0ªA·¯¨
¨±³§¦b®�¨¾ªA¨�·F¯ªA¦0¨�¥?Ò§ªA©¼·Fª£ÑC°¾³C»0¬:ª�¹0»Ï®d¥§¨�¹0ª�¨±¥§Æ0·¯ª�¨±»0°�·FªªÑC°w¥§¬>«0ªÉ¨±³C»0¨�¿¯Ð±¥§©JªA¦g®¸¥§»Ï´¸³�¹0ÁJ·Fª§ÃÑÄ�¦
´�³C¦g®w°±ª�¥§»0¨¾¨± ©J³C´¸´�ªA¦g®�³C¦Ò¬:ªA»>®�½E®wªJ¦0¹0°±ª�·F¥µ¦0³§®±F³C¦Ó¹NÏÔ¥§¹0¹0�®wF³§¦Ò¥§»�´�³8¹>ÁA·Fª�Â�ÁJ©d«0ªE¿y«�¥§»>®±ªA»0°J²
´�ÓA´�ª�¨¾<ªA·¯·Fª�¦0ªR¬:ªA»8®&¬0·F»>¨�¨±ª�¹0½Jº0¦0F°f¹0ª�´¸¥§¦0FÁJ°±ª�¦�¥L®±»0°±ªJ·F·Fª�©A³§´¸´�ª�¹0¥§¦0¨�·¯ªR©A¥§¹0°±ªR¹0»�´�³8¹0ÁJ·Fª
¹0»É®d¥§¨i¹0ª�¨±¥§Æ0·FªLÃ�Õ�¥�¬0·F»0¬0¥§°¾®i¹0ª�©JªA¨�°±½A¨¾»0·¯®w¥L®w¨&¨¾³C¦g®�¬0°±½J¨±ªA¦g®±½A¨R¹0¥§¦0¨¶ÖØ×8ÙEÚÍÃ

− o −
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Ä�¦�¯¦b®±°±³�¹0»0�®�·FªJ¨�³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
ai

²�¹0½Jº�¦>F¨�©A³C´�´�ª�¨±»0°�·¯ª�´¸³�¹0ÁA·¯ª�¹0»Ï®d¥§¨�¹0ª¼¨w¥LÆ0·FªLÃVUS³C»>°
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©$§�¢kp oq¢.´z¢koYt�© ½

� l�� §�¢�©gp�ny %p�oY§�¢ �2^8³C�®
x1 6= x2

¹0ªJ»8À�¨±³C´�´�ªJ®w¨�°¾½�WC»>·FFªJ°±¨�¹0»�´�³8¹0ÁJ·FªL²CªJ®
ϕ
»0¦0ªi©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦ÎÃUS³§»0°

j ≥ 1
²8³§¦�¦0³§®±ª

sj

»>¦0ªR¨¾½AÊb»0ªA¦>©AªQ¹0ª
j
½JÆH³§»0·FªJ´¸ªJ¦b®±¨�¹0ª

x1

ªJ®
j
¥L¦b®±�¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨,¹0ª

x2

Ã
Ä�¦�¦0³L®wª�¥§·F³C°¾¨

ϕj

·4¥�©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦�³CÆ>®wªJ¦b»0ª`a�¬�¥§°¡®wF°,¹0ª
ϕ
¥L¬0°±ÁJ¨f·�XØ¥§¬>¬0·F¯©q¥L®±F³C¦Ç¹>ª�·F¥�¨¾½AÊb»0ªA¦>©Aª

sj

Ã��R·F³§°±¨A²>·FªA¨
ϕj

¨±³C¦g®i®w³§»>®wªJ¨�¹0¥§¦0¨ Pq(ϕ)
²�¨±³§¦b®i®±³C»>®wªJ¨i¹0¯ÌH½A°¾ªA¦g®wªJ¨A²�ªJ®�³C¦g®i´�ÓA´�ªQ°w¥§¦�W0Ã�¤¼X ³\[

·FªQ°¾½A¨¾»0·¯®w¥L®qÃ
�

� ª�°±½A¨¾»0·¯®w¥L®&ªJ¨¾®iF´�´�½A¹0F¥L®(¹�¥§¦0¨&·F¥�´¸ªJ¨±»0°¾ªQ³\[É³C¦É¥Ç´�³C¦g®w°±½R¹�¥§¦0¨&·F¥Ç¹0½A´�³C¦0¨¡®w°w¥M®wF³§¦�¹0ªQ·4¥U�°±³C¬:³C¨¾¯®w¯³C¦ Ü8Ã�Ù$i�¬�¥%W§ª�©A�¿y©A³C¦g®±°±ª§²<Ê�»>ª Pq(ϕ)
½E®d¥§�®QF¨¾³C´¸³§°±¬0«0ª a

Zn ²<¨± n ªA¨¡®�·FªÇ¦0³§´ÇÆ0°±ª�¹>ª
¨±³§´¸´�ªJ®±¨&°±½�W§»0·F¯ªA°±¨&¹>»´�³8¹>ÁA·FªLÃ
	�¦>ª ¥§»>®±°±ªf©A³C¦0¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aªi¹0ªf·4¥ U,°¾³C¬:³C¨±�®wF³§¦ÇÜ8Ã�Ù$i�¬�¥%WCªf¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wª&ªJ¨¾®�Êb»0ª Pq(ϕ)

ªA¨¡®�»0¦�®±°±ªA¯·F·¯F¨µ%ny ,£%r�l�³§»~ny %¢-µ-lEÃ
®*¯���°V�'±.�q�������²�����s� �  Bmg¬ª �©�©$t Pq(ϕ)

t�©gp r-¢¤p�n)tgoq¬q¬ o© WC°w¥§¹>»0½B§�r¢°±¥§¦�WC½ ½ � ¢2»k§$©$t
rang(ϕ̃) = 0.

� ª�°±½A¨¾»0·¯®w¥L®&ªJ¨¾®i»0¦¼©A³C°¾³C·F·F¥§F°¾ªi¹0ªQ·4¥ U�°±³§¬H³C¨¾¯®±F³C¦ÉÜ�Ã¯Ù$iÇ¬0¥%WCªQ©A`¿.©J³C¦g®w°±ªLÃ �.·ÎªJ¨¾®�¥§·¯³C°±¨f¦�¥L®w»>°±ªA·
¹0ª�¨±¯®±»0ªA°f·Fª�°w¥§¦�W

0
a�«�¥§»>®±ªA»0° ¹>ªR·4¥�©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦�°¾½A©A»>°±°±ªJ¦g®wª�¹0ªR·4¥�©A·4¥L¨±¨±ªL²>©A¥§°�ªJ·F·Fªi©J³C¦0¨¾®±¯®±»0ª

»0¦¢°¾ªA¬:ÁA°¾ªÇ©q¥§¦>³C¦0FÊb»0ª¶¹�¥§¦0¨�©AªE®±®wª¶©A·F¥§¨±¨¾ª§ÃÅÄ�¦¦0³§®wª�¥§·F³§°±¨
D
·�XÔ³§°±¹0°¾ª�¥§¯¦0¨±�¹0½Eº�¦0 Z

ϕ2 D ϕ1
¨�X F·

ªEÀ8¯¨¾®wª�»0¦>ª�¨¾½AÊb»0ªJ¦0©AªÇ¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´�ªA¦g®±¨&¹0ª�¨±³C´�´¸ªE®w¨i°±½JWC»0·¯FªA°¾¨
s
®±ªA·F·¯ª�Êb»0ª

ϕ2
s
 → ϕ1

Ã
Ä�¦ ¬HªJ»>®QªEÀ8¬0·¯F©J¯®wªJ°R¬0·¯»0¨�¬0°¾½A©JF¨±½J´¸ªJ¦g®QªA¦ Êb»0³CS©A³C¦0¨¾F¨¡®wªA¦g®�·¯ªA¨�Æ:³C°±¦>ªA¨�¯¦�f ½A°¾FªA»>°±ª�ªE®Q¨±»>¬H½O¿

°±¯ªA»0°¾ª�¹0ª�¹0ªA»8À¼©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦>¨
ϕ1

ªE®
ϕ2

¹�X »0¦0ª�´�ÓA´�ªQ©A·4¥L¨±¨±ª�¹�X ½AÊb»0ªc§¥L·FªA¦>©Aª�¬H³§»0° q

./
Ã'^8

s
ªA¨¡®

»0¦0ª�¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aª�¹�X ³C¬:½A°±¥L®w¯³C¦0¨RÊb»0S¬HªJ°±´�ªJ®R¹0ªÇ¬�¥§¨¾¨±ªJ°Q¹0ª
ϕ1

a
ϕ2

²H³§¦¢¦0³§®±ª
s−

·4¥�¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª�¹0ªJ¨
½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®w¨i¹0ª

norm(s)
ªJ®
s+ ·F¥�¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¶¹0ªA¨�¥§¦g®w`¿.½JÆH³C»>·FªA´�ªA¦g®±¨&¹0ª

norm(s)
Ã Ä�¦µ¥�¥§·¯³C°±¨0Z

ϕ1 ∧ ϕ2 = ϕ−,
¨¾
ϕ1

s−
 → ϕ−

ϕ1 ∨ ϕ2 = ϕ+,
¨¾
ϕ1

s+

 → ϕ+

¤Rª�´�ÓA´�ª§²0³C¦¥@Z
ϕ2

s+

 → ϕ− ªJ®
ϕ2

s−
 → ϕ+

���:��� °�� � ���d�
ÕVXÔªOÀ8ªA´�¬0·Fª�¨¾»0dcL¥§¦g®�©J³C¦0©AªJ°±¦0ª�·¯ª�´�³8¹0ÁJ·Fª a¢¹0ªA»8À�¨±³C´�´¸ªE®w¨Ç°¾½�WC»>·FFªJ°±¨¶¹0ª�·4¥ �SWC»0°¾ªÉÜ8Ã �¢¬�¥%WCª
¨±»>dcL¥§¦g®wªLÃËÄQ¦Ó´¸³§¦b®±°±ª�»0¦>ª¸¬�¥L°¾®w¯ª�¹0»Ó®±°±ªJF·F·¯F¨ Pq(ϕ1)

Ã�ÕË¥�©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±F³C¦ °±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª�¹0ª�©AªE®±®±ª
©A·F¥§¨±¨¾ªµªJ¨¾®�ªJ¦ f{¥§¯®�¬0°¾½A¨¾ªA¦g®wª�Z(F·i¨�XÔ¥%WC�®�¹>ª

ϕ− Ã�Ä�¦ ¥Ó®±°w¥§©J½µªA¦ WC°w¥§¨¸ªJ®2cCªA°¡®�·FªJ¨�¥L°�ÓJ®±ªA¨�Êb»0
Ù � 	
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τa = 2
τb = 2

ϕ+

ϕ−

ϕ1

ϕ2

a b

0

0

1

1

1

1

2
3

3

3

4

4

5

5

5

6

6

7

7

−1

−1

−1

−1

−2

−3

−3
−4

−4

� 	���HÜ8Ã � � ��³§°±¦0ªJ¨�¨¾»0¬:½A°±¯ªA»0°¾ª¶ªE®iF¦�f ½J°±¯ªA»0°¾ªQ¹0ª�¹0ªA»8À¼©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦>¨AÃ

©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦g® a�¹0ªA¨�½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®w¨QcL¥§·¯F¹0ªJ¨AÃ�ÕÅª�°±½J¨±ªq¥L»�¹0ª�©AªJ¨i¥§°�ÓE®wªJ¨ ªA¨¡®&»0¦0ª�»>¦0F³C¦�¹0ªR®w°¾ªA¯·F·F¯¨
��Õ�¤�Ã:ÕÅªA¨R©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦>¨�¨¡®d¥§Æ>·FªA¨�¨±³§¦b®R·FªJ¨�©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦>¨�Êb»0�¦�X ³C¦g®�¥L»0©A»0¦>ªÇ¥§°ÓJ®wª�ªA¦4WC°w¥§¨iªE®cCªJ°¾®f¥§·¯·4¥§¦g®�c§ªA°¾¨f·¯ª&Æ�¥§¨AÃ�Ä�¦�¬:ªA»>®,¨JXÔ¯¦b®±½A°¾ªA¨±¨¾ªA° aQ·4¥�Æ:³C°±¦0ªi¯¦�f ½A°¾FªA»>°±ª ªE®f¨¾»0¬:½A°±¯ªA»0°¾ª&¹0ª

ϕ1

ªJ®
ϕ2

ÃUS³§»0°R©JªA·4¥8²:³§¦µ®w°¾³C»�cCª¶»0¦0ª¶¨±½AÊb»0ªJ¦0©Aª�¹�X ³C¬:½A°±¥L®w¯³C¦0¨i°±½JWC»0·F¯ÁA°¾ªA¨�Ê�»> ¬:ªA°±´�ªJ®�¹0ª¶¬�¥§¨±¨¾ªA°�¹>ª�·YX »0¦0ª
Ù 	�



^8ªA©E®wF³§¦ �����\�~�������s���%���s	����$�� !�g"J#��%�y�g��'	b� 
a�·YXÔ¥§»>®±°±ªQ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦ÎÃ�^�Å³C¦É¬0°±ªJ¦0¹

s = 〈xa, xb, xa, xa, xb〉,
¬�¥§°&ªOÀ8ªA´�¬0·FªL²�³C¦¼¥�Æ0¯ªA¦]Z

ϕ1
s
 → ϕ2.�R·¯³C°±¨J²

norm(s) = 〈xb, xb, xa〉ªA¨¡®�ªA¦Lf{¥§¯®&»>¦0ª¶¬>·F»0¨&¬:ªJ®±¯®wªQ¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª¶Ê�»>Ë¬:ªA°¾´¸ªE®i¹0ª�¬�¥§¨¾¨±ªA°i¹0ª
ϕ1

a
ϕ2

Ã:Ä�¦¼¥�¹>³C¦0©8Z
s− = 〈xb, xb〉

ªJ®
s+ = 〈xa〉,

s− = 〈xb, xb〉
ªJ®

s+ = 〈xa〉,
Õ�¥ Æ:³C°¾¦0ª ¨±»0¬:½A°¾FªA»>°±ª§²i°¾ªA¨±¬<Ã�Æ:³C°±¦>ª ¯¦�f ½A°¾FªJ»0°±ªL²&¹0ª

ϕ1

ªE®
ϕ2

ªA¨¡®µ¦>³§®w½Jª
ϕ+ ²&°±ªA¨¾¬ÎÃ ϕ− ÃiÈ�¦¬�¥§°¡®w¯©A»0·¯FªA°J²8³§¦µ¥�Æ0¯ªA¦~Z

ϕ1
s+

 → ϕ+ ªE®
ϕ1

s−
 → ϕ−,

ϕ2
s−
 → ϕ+ ªE®

ϕ2
s+

 → ϕ−.

È�¦ f{¥§�®q²
ϕ− ªJ¨¾®�·4¥ ©A³C¦>º�WC»0°w¥M®wF³§¦ °±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ª¢¹0ª·4¥Ó©J·4¥§¨¾¨±ªLÃQUS¥§°�©J³C¦,cCªA¦g®±F³C¦Î²f³C¦ ¹>³C¦0¦0ª»0¦

°w¥L¦�W
0
aÒ·�XÔ»0¦>FÊb»0ªµ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦ °±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª ¹>» ®±°±ªJF·F·¯F¨J²wo ½ t ½ rang(ϕ−) = 0

Ã ��·F³C°¾¨A²(³C¦ ¥
rang(ϕ2) = 1

²
rang(ϕ1) = 2

ªJ®
rang(ϕ+) = 3

¹�¥§¦>¨�©JªJ®�ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª§Ã �

− o −
Ä�»>®w°¾ª�·4¥Ç¬0°¾³C¬0°±¯½J®±½Q¹0ªQ®w°±ªJF·¯·FF¨J²8·�XÔ³§°±¹0°¾ª

D
¥§¹0´�ªJ®i·F¥Ç©q¥§°±¥§©J®±½A°±¯¨¾®±FÊb»0ª�¨±»0ªcL¥§¦g®wª Z

®*¯���°V�'±.�q�������²����� � � ¹º§�ny£%n)t D »� �©�©$t 	 ¬ª 2n)tg¬ª .·� %p�oY§�¢ �

ϕ2 D ϕ1 =⇒ ϕ̂2 D ϕ̂1.

� l�� §�¢�©gp�ny %p�oY§�¢��^8³C�®
s
»>¦0ª¸¨¾½AÊb»0ªJ¦0©Aª�¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´�ªA¦g®±¨¶¹0ª¸¨±³C´�´�ªJ®w¨�°¾½�WC»0·¯FªJ°±¨�Êb»0,´¸ÁJ¦0ª¸¹>ª

ϕ2

a
ϕ1

Ã�^�³C¯®
s2

²:°±ªA¨¾¬ÎÃ
s1

²:»0¦0ªÇ¥$cL¥§·F¥§¦0©d«0ª¶¹0ª
ϕ2

²H°¾ªA¨¾¬ÎÃ
ϕ1

Ã ��·F³C°¾¨
shot(s2) ⊆ shot(s1) ∪ shot(s)

Ã_^8F¦>³C¦Î²
³C¦ ¬:ªA»>®�©A³C¦0¨¾F¹0½J°±ªJ°Q·FªÇ¬0°¾ªA´�FªJ°R½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®Q¹0ª

s2

Êb»0S¦�XØ¥L¬0¬�¥§°±¥§F¨¾¨±ª�¬�¥§¨R¹�¥§¦0¨
s.s1

Ã � ³C´�´¸ª
®w³§»0¨&·FªJ¨ ½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®w¨ ¬>°±½A©J½A¹0ªJ¦g®w¨�¥§¬0¬�¥§°±¥§F¨¾¨±ªJ¦b®A²0³C¦�¬:ªA»>®i·¯ªA¨ °¾½q¥§·¯F¨¾ªA°AÃ��µ¥§¯¨&¥§·¯³C°±¨ ³§¦É¥§°±°¾dcCª`a
·4¥�´�ÓA´�ªÇ©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±F³C¦Î²HªJ®�¹0³§¦0©8a�·4¥�´�ÓA´�ªÇF¦>¨¾®d¥LÆ0F·¯¯®w½LÃ:ÕzX ½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®0f{¥§�®�¹0³C¦>©�¬�¥§°¾®±FªÇ¹>ª
s1

²0©Jª�Êb»0Î©A³§¦b®±°±ªJ¹0¯®&·�XÔ«,��¬:³§®w«0ÁJ¨±ªLÃ �R¯¦0¨± ²
shot(s2) ⊆ shot(s1)∪ shot(s)

²8ªJ®&¬0¥§° ©A³§¦0¨±½JÊ�»>ªA¦g®
ϕ̂2 D ϕ̂1

Ã
�

� ªA·F¥�¦0³C»0¨i¬:ªA°±´�ªJ®i¹>ª¶©A¥§°w¥§©E®w½J°±F¨¾ªA°&·¯ªA¨i©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦0¨&°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨�¹�X »0¦0ª¶¥§»>®w°¾ª�´�¥§¦>FÁA°¾ª Z
®*¯���°V�'±.�q�������²����� � � t�©]m�§�¢.´Tµ%r-n& %p�oY§�¢�©Ln)l�mgr-ngn)tg¢kpbt�©L©$§�¢kp¼¬t�©¤m�§�¢.´Tµ%r-n& %p�oY§�¢�©E©gpY ,«�¬t�© �  .·\o �
�  %¬t�©w»k§�r-n�¬&¹º§�n&£%n)t

D ½
Ù 	>Ù
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� l�� §�¢�©gp�ny %p�oY§�¢��

Ä�¦¨±¥§¯®i¹0½.Ð&a�Êb»�X F·���¥�»0¦>ª�ªE®R»>¦0ª�¨±ªA»>·Fª�©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦É°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wª¶¬�¥§° q

./
¿.©J·4¥§¨¾¨±ªL²�o ½ t ½ ¬�¥L°©A³§´¸¬:³C¨w¥L¦b®±ª�©A³C¦0¦>ªEÀ8ª�¬:³C»0°

D
ÃËÕ�ª8f{¥§�®�Ê�»>ª¸·¯ªA¨�©A³C¦>º�WC»0°w¥M®wF³§¦0¨Q°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ªA¨Ç¨¾³CFªJ¦b®�·¯ªA¨�©A³C¦>º8¿WC»0°±¥L®w¯³C¦0¨�¨¡®d¥§Æ>·FªA¨R´�¥MÀ8¯´�¥§·¯ªA¨�¬H³§»0°�©AªE®�³C°±¹>°±ª�ªA¨¡®�»0¦0ª�©J³C¦0¨±½JÊb»0ªA¦0©Jª�¹0¯°±ªJ©J®wª�¹0ª�·YXÔ¥§·W§³C°±�®w«0´�ª

®w«>ªA°±´�FÊb»0ª e @&«0½J³C°±ÁJ´¸ª�Ü8Ã�Ùm×�¬�¥�WCªÇÙ ���\jEÃ0È�¦ÉªJÌHªJ®A²0¨±³§¯® ϕ »0¦>ªQ©A³C¦>º�WC»0°w¥M®wF³§¦�°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªL²�ªJ®
ϕ′»0¦0ª&©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦�¨¾®d¥LÆ0·Fª�®±ªA·¯·Fª�Êb»0ª

ϕ′Dϕ
ÃbÄ�¦�¬:ªA»>®�®±°±³C»scCªA°�»>¦�ªA¦g®w¯ªA°

k
®wªJ·>Êb»0ª

ϕ+kλβDϕ′ ÃÈ�¦�ªJÌHªJ®q²
λ
½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®w¨Ñ¹>»�¬>»0¯®±¨Ñ©A³C°¾°±ªJ¨±¬:³C¦0¹0ªJ¦b® aQ»0¦�¥§¦g®w`¿.¨¾»0¬HªJ°¡¿y½AÆ:³C»0·FªJ´¸ªJ¦g®Ñ¹0ª&·�XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª

¹0ªJ¨Ñ¨±³C´�´�ªJ®w¨S°±½JWC»0·F¯ªA°¾¨A²m¹0³C¦0©Qa�¥§»Ç´�³C¯¦0¨S»>¦�¥§¦g®w`¿.½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®Ë¹0ª ©d«�¥LÊ�»>ª&¨±³C´�´¸ªE® °¾½�WC»>·FFªJ°AÃ�^8
s
ªA¨¡® »0¦0ªR¨±½AÊb»0ªJ¦0©AªQ¹_XÔ½JÆH³C»>·FªA´�ªA¦g®±¨�Êb»0<´�ÁA¦>ªR¹0ª

ϕ+ kλβ
a
ϕ′ ²>¥§·¯³C°±¨J²b©A³C´�´¸ª ϕ+ kλβ 7→ ϕ

²
³C¦É¥

ϕ′ 7→ ϕ
¬�¥§° ·F¥ U�°±³C¬:³C¨±�®w¯³C¦ h0Ã�ÙCÙQ¬�¥�WCªÇÙmÛ 8Ãk�µ¥§¯¨ ©A³§´¸´�ª

ϕ′ ªJ¨¾®i¨¾®w¥§Æ0·¯ª§² ϕ = ϕ′ ²0¹�X ³\[�·Fª°±½J¨±»0·�®d¥L®AÃ
�

− o −
Ä�¦°±¥§¬0¬:ªA·¯·Fª�·F¥�¤R½Jº�¦>¯®w¯³C¦Lh0Ã�Ù �¬�¥%WCª�ÙmÛ �¹>ª�·�XÔ³§°±¹0°¾ª � Z

∀ϕ1, ϕ2, ϕ2 � ϕ1
¨±

ϕ2  ϕ1.

��¯ªA¦É¨��0°J²�©AªE®±®wª�°±ªJ·4¥L®±F³C¦�¹�XÔ³§°±¹0°¾ª�ªJ¨¾®�¬0·F»>¨ º�¦0ª�Êb»0ª
D
Z

ϕ2 � ϕ1 =⇒ ϕ2 D ϕ1. e Ü8Ã¯Ù§Ã¯Ù�j
U ¥L°�·4¥0U�°±³C¬:³C¨¾¯®w¯³C¦ h0Ã�Ùm×R¬�¥%W§ª�ÙZÛ8ÙC²§³§¦�¬:ªA»8®f´�ÓA´�ª ¹0¯°±ª&Êb»0ªi·Fª!W§°w¥§¬0«>ª&¹0ªi©A³C»�c§ªA°¡®w»0°¾ª�¹>ª � ¥§»
¨±ªJF¦�¹�X »0¦0ªQ©J·4¥§¨¾¨±ª Pq(ϕ)

ªJ¨¾®&»>¦0ªQ»0¦0¯³C¦�¹0ªR®±°±ªJF·F·¯F¨ ��Õ�¤�Ã0È�¦�¬�¥L°¾®w¯©A»0·¯FªJ°A²b³C¦É¥�¬�¥L° ¹0½Jº0¦0¯®±F³C¦ Z
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0

00

0

0

00

0 0

00

0 0

00

0

0

00

0

0

00

0

0

00

00

00

0

0

00

0

� 	����¾>ÃØ× � � ³C¦8ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦0¨&°±½J©A»0°¾°±ªJ¦b®±ªA¨�¹0»¼´�¥§°¾©d«0ªA»>°�ªJ»0·F½J°±¯ªA¦ÉªJ®�¬�¥§°¾©A³C»>°±¨iªA»0·¯½A°¾FªA¦>¨AÃ

a¶®±³C»>®f¬�¥§°±©J³C»0°¾¨�ªA»>·F½A°¾FªJ¦�¹�X »0¦0ªR©A¥§°¾®±ªR¹0³§¦b® »0¦�¨±³§´¸´�ªJ®
q
ªA¨¡®&¹0¯¨¾®w¯¦�WC»0½

dq
¥§°±Æ>°±ªA¨f©A³C»sc8°±¥§¦g®w¨JÃ

×8ÙmÜ
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q
²>¥§·F³C°¾¨�»0¦¸®wªA·H¬�¥§°¾©A³C»0°¾¨ ªA»>·F½A°¾FªJ¦�ªA¨¡®iªA¦�°±ªJ·4¥L®±F³C¦

¥.cCªJ©�»0¦»0¦0FÊb»0ª¶¥§°¾Æ0°±ª�©A³§»�c�°w¥§¦g®q²:¹0³C¦g®�F·ÎªJ¨¾®�·YX F´¸¥%WCª�¬0¥§°�·�XØ¥L¬0¬0·F¯©q¥L®±F³C¦�¬0°±½J©A½A¹>ªA¦g®wªLÃ5�R¯¦0¨± ²0¨±
³C¦ ¨¾ª�¹0³C¦0¦0ª�»>¦0ª�©q¥§°¡®wªL²<»0¦ ¨±³§´¸´�ªJ®RªJ®Q»0¦ Æ0°¾F¦¢¯¦0©A¯¹0ªA¦g®�a�©Jª�¨±³C´�´�ªJ®q²:³C¦ ¬:ªA»>®�©A³C¦0¨¡®w°¾»0F°¾ª
»0¦0ª&Æ>sÐ¾ªA©E®w¯³C¦�ªA¦g®w°¾ªi·FªA¨Ñ¥§°±Æ0°¾ªA¨,©A³§»�c�°w¥§¦g®w¨,¹0ª&©JªJ®¾®wª&©q¥L°¾®wª&ªE®,¨±ªJ¨(¬0¥§°±©J³C»0°±¨,ªJ»0·F½J°±FªJ¦ÎÃgÄ�°�³C¦�¬:ªA»8®
´�³C¦g®w°±ªJ°�Ê�»>ª�·YXÔ¥§·dWC³C°±�®w«0´�ªS®±«0ªA°¾´¸¯Êb»0ª,¬HªJ»>®ïÓE®w°¾ªfªEÌ<ªJ©J®w»>½�ªA¦¶½AÆ:³C»0·F¥§¦g®S·¯ª,¬0»0¯®±¨IWC°w¥§¯¦�¬�¥§°RWC°w¥§¯¦Î²
ªJ®Ç¥§F¦>¨±(¥§¨±¨¾³8©JFªJ°¶»0¦�¬�¥§°±©J³C»0°¾¨�ªA»>·F½A°¾FªJ¦�¹0ª¸·4¥É©q¥§°¡®wªEa¼©d«�¥§Êb»0ª�©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦Ó°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª§² ªJ¦
¦0³§®w¥§¦g®i·Fª�¬�¥§°±©J³C»0°¾¨&¹0ªA¨PWC°±¥§F¦0¨�Ê�»0¥§¦0¹É³C¦�ªA¦,c§³CFª�·FªR¬0°±ªJ´¸¯ªA°QW§°w¥§¯¦�·Fª�·¯³C¦�W�¹0»�Æ>°±F¦�¹>F¨¾®±F¦�W§»0½§Ã

���:��� °�� � ������ ªJ®�ªEÀ8ªA´�¬0·¯ª�F·¯·F»0¨¡®w°¾ª�·F¥¼°¾ªA´¸¥§°±Êb»0ª¸©A`¿.¹0ªJ¨±¨±»>¨AÃÑÕÅª¸Æ0°±¯¦�¹0¯¨¾®w¯¦�WC»0½�F©J,ªA¨¾®�·Fª�Æ0°±¯¦�Êb»0f°±ªA·¯Fª�·Fª
¬0»0�®w¨&ªE®�·¯ªQ¨±³C´�´�ªJ®iªA¦¼«�¥§»8® a Wg¥L»0©d«0ª�¹0ª�·4¥ � dWC»0°¾ª�¾>Ã�×Ç¬�¥�WCªQ¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wªLÃ

�

− o −
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ÕÅªA¨�¹0ªA»�À Æ0�Ð¾ªA©J®±F³C¦>¨�©A·F¥§¨±¨¾FÊb»0ªA¨ e ÖØ×�iLÚÍ²¯Ö 	LÚqj�¨±»0°Q·¯ªÇ´¸³�¹0ÁJ·Fª�¹>» ®w¥§¨Q¹0ª�¨±¥§Æ0·Fª>f ³C¦g®�F¦g®wªJ°ycCªJ¦0F°»0¦Ó³C°±¹0°¾ª�¨±»0°�·FªJ¨¶¥L°�ÓJ®±ªA¨�¹0» W§°w¥§¬0«>ª§Ã � ©d«�¥§Êb»0ª�½E®d¥§¬:ª§²Å³§¦�©d«0³C¯¨±�®�¹0ª�®±°w¥§�®wªJ°Q·YXÔ¥§°�ÓE®wª�¹0ª�¬0·F»0¨f ³C°¡®wª�¬>°±F³§°±¯®±½�¬�¥§°±´��»0¦�¨¾³C»0¨¡¿yªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª�¹_XØ¥§°ÓJ®±ªA¨AÃ È�¦ÒÊb»0ªA·¯Ê�»>ª�¨±³C°¡®wªL²S®w³§»>®�¨¾ª�¬�¥§¨¾¨±ª�©J³C´�´¸ª
¨�X F·k��¥.cL¥§¯®(¬0·¯»0¨±¯ªA»0°¾¨f´¸¥§°¾©d«0ªA»0°¾¨f¨¾»0°�·¯ªPWC°w¥§¬>«0ª§²bªJ®fÊb»�X a�©d«�¥§Êb»0ª�½J®d¥L¬HªL²�»>¦�¨±ªJ»0·H¬:ªA»8® ¥.cL¥§¦0©JªA°AÃ
Ä�¦�¬HªJ»>®&ªJ¦Lf{¥L¯®f¨�X F¦0¨¾¬0F°¾ªA° ¹0»�´�³�¹0ÁA·¯ªR¹0»�´¸¥§°±©d«>ªA»0° ªJ»0·F½J°±¯ªA¦�¬:³C»0°�¯¦g®wªA°¾¬0°±½E®wªJ°&·FªA¨fÆ0sÐ¾ªJ©J®±F³C¦0¨
¹0ª�¤R«�¥L° e ÖØ×�iMÚ jQªE® � ³C°±`¿�ÕÅª ��³C°yWC¦0ª e Ö 	LÚ jRªA¦ ©AªJ¨�®±ªA°±´�ªA¨JÃ�È�¦Ó¬�¥L°¾®w¯©A»0·¯FªJ°A²:³C¦Ó¬:ªA»8®�¥§¬0¬0·¯FÊb»0ªA°·YX �R·dWC³C°¾¯®w«>´¸ª ¾>Ã�Ù�¬0¥%WCª�¨±»0ªcL¥§¦g®wª§Ã

Ä�¦¨¾»0¬0¬:³C¨±ª�Êb»0ª�©d«�¥§Êb»0ª�Æ0°±¯¦¼¥�»>¦0ª�©AªA°¡®d¥§¯¦0ªQ¬0°¾F³C°¾¯®w½LÃ0Ä�¦É©q¥L·F©A»>·FªQ¬:³C»0°&©d«�¥§Êb»0ª�¨±³§´¸´�ªJ®
¹0»�´�³8¹>ÁA·Fªf·Fªf¦0³C´ÇÆ0°¾ª ¹�X ½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®w¨Ñ®±³§®d¥§· e CalculerNbTotalEbouls(Mτ

q )
jË·F³C°¾¨ ¹0»�©A°¾¯®±ÁA°±ª

¹0ª�¤R«0¥§°AÃ �R¬0°¾ÁA¨A²�³§¦�½AÆ:³C»0·FªR·FªR¬>»0¯®±¨
q
ªJ¦�´¸ªE®±®w¥§¦g® ®w³C»>¨&¨±ªA¨&Æ>°±F¦>¨ F¦0©JF¹0ªJ¦g®w¨&¹�¥§¦>¨ ·4¥Ç·¯F¨¾®±ªR¹0ªJ¨

Æ0°¾F¦0¨�®±°w¥§�®w½J¨
ListeBrinsTraites

ªE®�ªA¦ÏF¦0¹>FÊb»�¥§¦g®ÇÊb»�X F·¯¨Ç³C¦g®�½E®w½É¥mÐ¾³C»8®w½A¨�·¯³C°±¨¶¹0»Ï¬0°±ªJ´¸¯ªA°
½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®�¹0»Ò¬0»>¯®w¨JÃËÈ,¦>¨±»0�®wª§²Å®w¥§¦g®�Êb»0ª¸©AªJ®¾®wª¸·FF¨¡®wª�ªJ¨¾®Ç¦>³C¦�c�F¹>ª§²�³C¦�ªOÀ�®w°w¥L¯®�·Fª�Æ0°±¯¦

b
¹>ª

¬0°¾F³C°¾¯®w½¶·4¥�¬>·F»0¨Q¯´¸¬:³C°¾®w¥§¦g®wªLÃÎÄ�¦ ªA¦,cC³§Fª�·Fª¼WC°w¥§¯¦4cCªJ°±¨�·4¥�¹>ªA¨¾®±F¦�¥M®wF³§¦
xj

¹0ª
b
²ÅªJ®�³C¦ ½AÆ:³C»0·Fª

xj
¨±Î©Jª`WC°w¥LF¦�¥¶¬0°±³$cC³�Êb»0½Q¨±³§¦�F¦0¨¡®d¥§Æ0¯·F�®w½§Ã�Ä�¦É¥mÐ¾³§»>®wª

b = (xi, xj)
a�·4¥�·F¯¨¾®wª

Arbre
Ê�»>Î¹0½Jº0¦0

·YXÔ¥§°¾Æ0°±ªQ³CÆ8®wªA¦b» a�·4¥Çº�¦Î²�¨¾VZ
� b

¥�½E®w½�¥mÐ¾³C»>®±½*a�·F¥�·FF¨¡®wª�·¯³C°±¨&¹>»¹0ªJ°±¦0¯ªA°&½JÆH³C»>·FªA´�ªA¦g®i¹0ª
xi

²
� ªE®�¨¾

b
¥�¬0°±³$c§³8Êb»0½�·YX ½AÆ:³C»0·¯ªA´�ªA¦g®&¹0ª

xj

Ã

×8Ù$¾



^8ªJ©J®±F³C¦ �,�������Q� ��J#�	������� $	������g#J�-�%�y 0/� �\�����_�'
� �����'¯��q� � ��������� ��� � � ��� � �-¯ � ¯ �R¯�� �>� � ��¯ ����� 	�@�'�T�I���-±%Z Mτ

q, ϕ = (ω, h)�I��� ���
ListeBrinsTraites ← ∅ �
Arbre← ∅ �
InitialiserTab(NbEbouls)

�

NbTotalEbouls← CalculerNbTotalEbouls(Mτ
q)
�

AjouterBrinsEboules(ListeBrinsTraites, q, 1)
�� �k�'� � � �

ListeBrinsTraites 6= ∅ � ����¯.�
b← ChoisirBrin(ListeBrinsTraites)

�

xi = origine(b)
�

xj = destination(b)
�±.�

xj 6= q
� ����¯�±

hj ← hj + 1
�±��

hj = τj
� ���'¯�±±.�

date(b) = NbTotalEbouls[xi]
� ����¯�±

Arbre← Arbre ∪ b �
NbEbouls[xj ]← NbEbouls[xj ] + 1

�

AjouterBrinsEboules(ListeBrinsTraites, xj , NbEbouls[xj ])
�

hj ← 0
�

���R±.��+�R±.������ �
���
�E�-±�� �q� ���,Z

Arbre

�.·wf{¥§»>®�¬>°±ªA¦>¹0°±ª¼©A³C´�´�ª�©A³C¦,c§ªA¦g®w¯³C¦ Êb»0ª¼·Fª�¬0»>¯®w¨�¦>ª¼¨JXÔ½JÆH³§»0·FªÉÊb»�X »0¦0ªLf ³CF¨�ªE®¸¦_XÔªJ¨¾®�Ð±¥§´¸¥§F¨
F¦>¨¾®d¥LÆ0·FªLÃm¤�¥§¦0¨Ë©Aª(©q¥§¨J²m·4¥&¹0³C»0Æ>·Fª,©A³C¦>¹0¯®±F³C¦�´�ªA¦g®w¯³C¦0¦0½Jªf¬0·¯»0¨�«�¥§»>®Ë¦0³§»0¨S¬:ªA°¾´¸ªE® ªEÌ<ªJ©J®±dcCªJ´¸ªJ¦g®
¹0ªQ°¾ªJ®w°¾³C»�c§ªA°i·FªJ¨ Æ0sÐ¾ªJ©J®±F³C¦0¨�¹0ª�¤R«�¥§°&ªE® � ³C°¾�¿�ÕÅªJÆH³C°yWC¦0ª�¨¾»0dcL¥§¦g®&·¯ªA¨&¬0°¾F³C°¾¯®±½A¨�Êb»0ªQ·�XÔ³§¦É¥LÌ<ªJ©J®±ª
¥§»8À�Æ0°¾F¦0¨JÃ>¤�¥L¦0¨&·FªJ¨�¹0ªJ»8À�©A¥§¨A²8³C¦�¬�¥§°¡® ¹�X »0¦0ª�¬>°±F³§°±¯®±½�¯¦0¯®±4¥§·¯ª&¹0½Jº0¦0Fª�¨¾»0° ·¯ªA¨&¥§°ÓJ®±ªA¨ Êb»0ªQ·�XÔ³C¦
¥LÌHªA©E®wª�¥§»8ÀÉ¹>ªA»8À¼Æ0°¾F¦0¨&©J³C°±°¾ªA¨¾¬H³C¦>¹�¥§¦g®w¨ a�©AªJ®¾®wª¶¥§°�ÓE®wªLÃ ¤�¥§¦0¨i·FªQ©A¥§¨i¹0ª�·4¥�Æ0�Ð¾ªA©J®±F³C¦�¹>ª¶¤�«�¥§°A²
F·�f{¥§»>®i©AªJ¬HªJ¦0¹�¥§¦g®�©q¥§·¯©A»0·¯ªA°&»0¦>ª�¬>°±F³§°±¯®±½�¬0·¯»0¨i©A³C´�¬0·FªOÀ8ª�¥§»Bf »>°�ªE® a�´�ªA¨¾»0°±ª�¹0ª�·�XØ¥§·dWC³C°¾¯®w«>´¸ªLÃUS³§»0°�»0¦�Æ0°±¯¦

b
²ËªA·F·¯ª¸¨¾ªA°±¥µ½�Wg¥L·Fª a

(−lb, pb)
²Ë³\[

lb
ªA¨¡®Ç·F¥¼¹0¯¨¾®w¥§¦0©Aª¸¹0»ÒÆ0°¾F¦Ó¥§»Ò¬0»>¯®w¨�¬�¥§°�·Fª

Æ:³C»>®�¹�XÔ¥§°±Æ>°±ª�¹0½.Ð&aÉ©J³C¦0¨¡®w°±»>¯®q²HªJ®
pb
·4¥¸¬0°±¯³C°±�®w½�¯¦0¯®±4¥§·¯ª§Ã:È�¦0¨±»>¯®wª�¯· ¨¾»���®¶¹>ª�¬0°±ªJ¦0¹0°±ª�·�XÔ³C°¾¹0°±ª

·FªOÀ8F©A³%WC°w¥§¬>«0FÊb»0ªLÃkUS³C»>°�·F¥ÇÆ0sÐ¾ªJ©J®±F³C¦�¹0ª � ³C°¾�¿.Õ�ªJÆH³§°&WC¦0ªL²0F·H¦�X��¼¥�¥L»0©A»0¦¼©d«�¥§¦�WCªA´�ªA¦g® a f{¥LF°±ªLÃ
È�¦ f{¥§¯®A²b©AªJ® ¥§·W§³C°±�®w«0´�ª&¹0½Jº0¦0<¥L»0¨±¨¾<·4¥�Æ0�Ð¾ªA©J®±F³C¦�´�ªA¦g®w¯³C¦0¦0½JªR¬0·¯»0¨f«0¥§»>® ¹0¥§¦0¨�·¯ª�©J³C¦g®wªOÀ8®±ª

¹0»¼´�¥L°±©d«0ªJ»0°�ªJ»0·F½J°±¯ªA¦ÎÃkUS¥§¨i®w³C»>® a f{¥§¯®A²>©A¥§°�¯·_�É¥�Êb»0ªA·¯Ê�»>ªA¨R´�³�¹0¯º�©A¥L®w¯³C¦0¨Qa¸¥§¬>¬H³C°¡®wªJ°A²�¹�¥§¦>¨
·4¥�´¸ªJ¨±»0°¾ª&³\[�·Fª ° �C·Fª�¹0»�¬0»0�®w¨ÑªJ¨¾®(·F½JWCÁA°¾ªA´�ªA¦g®�¹0�Ì<½J°±ªA¦g®AÃ�	�¦�Æ:³C¦�´�³��§ªA¦�¹0ª&°¾½�WC·¯ªA°Ñ·¯ª ¬0°±³§Æ0·FÁJ´¸ª
ªA¨¡®Ç¹�XÔ¥mÐ¾³C»8®wªA°¶»0¦Ò¬0»>¯®w¨�º�©E®wdf

q′
°±ªJ·FF½�»0¦>FÊb»0ªA´�ªA¦g® a

q
ªJ®¶¹0ª¸¬H³C¨¾ªA°

τq = 1
²
ωq = (q, q′)

ªE®
Æ0¯ªA¦ ¨��0°

hq = 0
Ã �R¯¦0¨± ²Ñ³C¦Ï°±ªE®w°¾³C»�cCª¼¹�¥§¦>¨

Arbre
·F¥ ·FF¨¡®wª�¹>ªA¨�Æ0°±¯¦0¨�©A³C°¾°±ªA¨¾¬H³§¦0¹�¥§¦g®w¨2a ·4¥

©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦8¿ÍÂ�ÁA©d«0ª�¹0ª�·F¥Ç©A³C¦>º�WC»0°w¥M®wF³§¦¼°¾½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªLÃ� ªA¬:ªA¦0¹0¥§¦g®q²<ªJ¦µ¹0½J¬0¯®�¹0»Bf{¥§¯®�Êb»0ª�©AªE®Q¥§·dWC³C°±�®w«0´�ª f ³C¦>©J®w¯³C¦0¦0ª�¬:³C»0°i·FªJ¨�¹>ªA»8À´�³8¹0ÁJ·FªJ¨A²�·4¥
Êb»0ªA¨¡®w¯³C¦É¹0ª�·YXÔ¥§¹�¥L¬>®d¥L®±F³C¦ aÇ»0¦É´¸³�¹0ÁJ·FªR«,��Æ0°¾F¹0ªR®±ªA·ÎÊb»0ª�®±³C»>®&¨¾³C´�´¸ªE®&¥§¹0´�ªJ® »0¦�¨±ªJ»0F·Î½JWg¥§·_a
1
³C» a�¨±³C¦¼¹0ª�W§°±½�¦�X ªA¨¾®�¬�¥§¨&°¾½�WC·¯½AªLÃ

− o −
×8ÙmÛ



���������
	�����,�����_	b��� y������ 0�	I�_�d .	b� `/� �gJ#{�����#{��0 ��%���� 143+5
�Pv<(wv�� � -0% �b/:8938+¡%z� � *�- 1�/	'�%!� �:1¡/��2* '�*�- 8 } /:*�-�/:*21?-Î-0+�/��

¤�¥§¦0¨�·¯ª�©q¥§¨8WC½J¦0½A°±¥§·Í²S¨± »>¦ ´�³�¹0ÁA·¯ª�¥§¹0´�ªJ®�»>¦ c§ªA©E®wªA»>°¸¹0ªEf{¥L©J®wªJ»0°±¨�´Ç»>·¯®w¯¬0·F¯©q¥L®±df ¨
λ =

(λ1, . . . , λn)
²M¥§·F³§°±¨�»0¦0ªf©A·4¥L¨±¨±ª

Eω

¹0ªf©A³C¦8ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦0¨Ë°±½A©J»0°±°¾ªA¦g®wªJ¨Ñ½AÊb»0ªcL¥§·FªJ¦b®±ªA¨S¬�¥§°Ë³C°±¯ªA¦g®d¥L®±F³C¦
ªA¨¡®iF¨¾³C´¸³§°±¬0«0ª a

(
∏
λi)

©J³C¬0FªJ¨ ¹0ªQ·�XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªR¹0ªA¨i¥§°¾Æ0°±ªJ¨&©A³C»sc8°±¥§¦g®w¨ T Ã0ÄQ¦�¬:ªA»8®i¹0½Jº�¦>F° »0¦>ª¬0°¾³MÐ¾ªA©E®wF³§¦
πω

®±°±ÁJ¨�¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·FªQ¹0ª
Eω

¹�¥§¦0¨ T ²0®±ªA·F·¯ª�Êb»0ª Z
∀A ∈ T , |π−1

ω (A)| =
∏

xi 6=q

λi. e ¾>Ã�×�Ã¯Ù�j
È�¦¢ªJÌHªJ®A² F·Å¨±» ��®R¹�X F´¸¥%WCF¦>ªA°&Êb»0ª�·¯ªA¨�¨±ªJ»0F·¯¨�¬0¥§¨±¨¾ªA¦g®�®w³§»0¨ a

1
¨¾»0Æ0�®wªA´�ªA¦g® e ∀xi 6= q, τi = 1

jEÃ
ÕVXÔ¯´�¥�WCª�¹�X »0¦0ªµ©J³C¦>ºkW§»0°w¥L®±F³C¦�°±½J©A»0°¾°±ªA¦g®±ª¢ªA¨¡®�¥§·¯³C°±¨�·4¥ ©A³§¦>ºkWC»0°±¥L®w¯³C¦ ¨¾®d¥LÆ0·Fª¼³CÆ>®±ªA¦b»0ª¢¥L¬0°±ÁJ¨
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i .� ªA¨Q°¾ªA·F¥L®w¯³C¦0¨R¨¾³C¦g®�¥§»0¨¾¨±�cL¥§·¯F¹0ªJ¨RÊb»�¥§¦0¹ ³§¦ f{¥§¯®�¥%WCF°�©AªJ¨Q³C¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨�¨±»>°Q¹0ªA¨Q©J³C¦>ºkWC»>°w¥L®±F³C¦0¨

¬:³C¨±�®wdc§ªA¨ÅÊb»0ªJ·F©A³§¦0Êb»0ªA¨JÃ§¤Rª,¬0·¯»0¨A²AªA·F·¯ªA¨Å¯´¸¬0·¯FÊb»0ªJ¦b®<·Fª+f{¥§�®ÅÊb»0ª,·FªJ¨Ë³§¬H½J°w¥L®±ªA»0°¾¨
fi

¨¾³C¦g®S¯¦,cCªA°¾¨±¯Æ0·FªJ¨
Êb»�¥§¦0¹ ¯·F¨R¥%WCF¨¾¨±ªJ¦b®�¨±»0° E Ã �R¯¦0¨± ²H·¯ªA¨�³C¬:½A°±¥L®wªJ»0°±¨ fi

f ³§°±´�ªA¦g®�»0¦ ¥§»8®w°±ª µ%n)§�r�»kt8 ,«glg¬ oYtg¢Ó¨¾»0°�·Fª
´�³8¹0ÁJ·Fª�Êb»�X F·Å¨¾ªA°±¥§¯®i¯¦b®±½A°¾ªA¨±¨±¥§¦g®�¹�XÔ½E®w»0¹>FªA°JÃ
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��ªJ¬0Æ0»0°¾¦ÎÃ^8³C¯ªA¦g®

E
ªE®
F
¹>ªA»8À�ªA¦>¨±ªA´�Æ0·FªJ¨AÃ�ÄQ¦ °w¥L¬0¬HªJ·F·¯ª�Ê�»_XÔ»0¦>ª n)tg¬ª %p�oY§�¢ «�oq¢' %oqn)t¼¨¾»0°

E
ªA¨¡®�»>¦0ª

¬�¥§°¡®w¯ªQ¹0ª
E × E Ã^8³C�® R »0¦>ª n)tg¬ª %p�oY§�¢]«�oq¢' %oqn)t�¨±»>°�»>¦ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª

E
� R ªJ¨¾®�¹0¯®±ª Z

� n)l �Pty·\oq¨%tE²0¨±
∀x ∈ E, xRx,

� © ��� lgp�n�o�¸�rktE²0¨±
∀x, y ∈ E, xRy =⇒ yRx,

�  %¢kp�o© � � lgp�n�o�¸�r�tE²>¨±
∀x, y ∈ E, (xRy ªJ® yRx) =⇒ x = y,

� p�ny %¢�©goqp�oq¨%tE²0¨¾
∀x, y, z ∈ E, (xRy ªE® yRz) =⇒ xRz.
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E
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x
¹0ª

E
¨w¥4mg¬ª �©�©$t§Ã Ä�¦¬:³C¨±ª�·F¥Ç¦0³§®d¥M®wF³§¦�¨±»0ªc§¥L¦b®±ª8Z

∀x ∈ E, x̄ = {y ∈ E, xRy}
� ³C´�´¸ª

xRx ²�³C¦�¥ x̄ 6= ∅ ²bªJ® x̄ ªJ¨¾®&¥L¬0¬HªJ·F½i·4¥Emg¬ª �©�©$t £-t x � §�£%r-¬§ R Ã�ÕVXÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª�¹0ªA¨f©A·F¥§¨±¨¾ªA¨´�³8¹0»>·F³ R ²>¦0³§®±½ E/R ²8ªA¨¾®i·�X�tg¢�©$t�� «�¬t ¸�rk§�p�oYtg¢kpf¹0ª E ¬�¥§° R Ã�	�¦�½A·¯½A´�ªA¦g® x ¹0ª x̄ ªA¨¡®i¥§¬0¬:ªA·¯½»0¦~n)tb»'n�l�©$tg¢kpY %¢kp�¹>ª�·F¥�©A·4¥L¨±¨±ª
x̄
Ã^8

E
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E
¹0½Eº�¦0¯®i»>¦0ªQ¬�¥§°¡®w¯®±F³C¦

©q¥L¦0³C¦0¯Ê�»>ª�¹0ª
E
a�®w°±¥$c§ªA°¾¨�·¯ªÇÊb»0³§®±FªA¦g®

E/R Ã�$i½A©JF¬0°¾³8Êb»0ªJ´¸ªJ¦g®q²�a�®±³C»>®wª�¬0¥§°¾®±¯®w¯³C¦µ¹_XÔ»0¦ ªA¦�¿¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª�¦0³C¦ c�¯¹0ª
E
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���:��� °�� � �����^8Î³§¦©J³C¦0¨±¯¹0ÁA°¾ª�·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ª
Z
¹0ªJ¨iªA¦g®w¯ªA°±¨i°¾ªA·4¥M®wdf ¨J²>³C¦É¬:ªA»>®�¹0½Eº�¦0¯°&·4¥Ç°±ªJ·4¥L®±F³C¦�¹�XÔ½JÊb»0dcL¥§·¯ªA¦0©Jª

¨±»>dcL¥§¦g®wª8Z
∀x, y ∈ Z, xRy ⇐⇒ 2|(x− y),³\[

2|(x − y)
¨¾WC¦>¯º�ª

2
¹0dc�¯¨±ª

x − y
²�©�XÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>F°±ªÉÊb»�X F·&ªOÀ>¯¨¾®±ª»0¦�ªA¦g®w¯ªA°�°±ªJ·4¥L®±df

q
®wªJ·�Êb»0ª

x− y = 2q
Ã�ÕÅª�Êb»0³L®wFªJ¦g®

Z/R ªA¨¾®�·4¥�¬�¥§°¡®w¯®±F³C¦�¹0ªJ¨�ªJ¦b®±FªJ°±¨(°±ªA·F¥L®wªf ¨,ªA¦�¹>ªA»8À¸©A·F¥§¨±¨¾ªA¨ Z�©JªA·¯·Fª�¹0ªA¨
ªA¦g®±FªA°¾¨¶¬0¥§F°¾¨QªJ®�©AªJ·F·Fª�¹0ªJ¨¶ªJ¦g®wFªJ°±¨�F´�¬�¥§¯°±¨JÃÎÕVXÔªJ¦g®wFªJ°

2
ªJ¨¾®¶»0¦ °±ªA¬>°±½A¨¾ªA¦g®d¥L¦b®Ç¹0ª�·4¥�©A·F¥§¨±¨¾ª¸¹0ªJ¨

ªA¦g®±FªA°¾¨i¬�¥§F°¾¨A²0ªE® −101
ªA¨¡®�»>¦°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥§¦g®�¹>ª�©JªA·¯·FªQ¹0ªJ¨�ªJ¦g®wFªJ°±¨iF´�¬�¥§¯°±¨JÃ �
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¹�X ½AÊb»0ªc§¥L·FªA¦>©Aª�� ¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·Fª R′ ¨±»>°�·�XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ªQ¹0ªA¨&º�·¯´¸¨&¬�¥L°0Z

∀f1, f2 ∈ F, f1R′f2 ⇐⇒
{ ��¥L®w«�¥L°±F¦>ª ��ªA¬>Æ0»0°±¦¥RÐ¾³C»0½Q¹�¥§¦>¨

f1

ªE®�¹�¥§¦0¨
f2��¥L®w«�¥L°±F¦>ª ��ªA¬>Æ0»0°±¦¼¦�XÔ¥�Ð¾³§»0½�¦0Î¹�¥§¦>¨

f1

¦0<¹�¥§¦0¨
f2

�
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f
»>¦0ªi¥§¬0¬0·¯F©A¥L®w¯³C¦�¹0ª

E
¹0¥§¦0¨

F
²§ªJ® R e °¾ªA¨¾¬ÎÃ

S j&»>¦0ª�°±ªA·F¥L®w¯³C¦�¹�X ½AÊb»0ªc§¥L·FªA¦>©Aª�¨±»0° E e °±ªA¨¾¬ÎÃ�¨±»>° F jEÃ� Ä�¦É¹0¯®iÊb»0ª
f
ªA¨¡®8m�§�� »� %p�o�«�¬t�¥.c§ªA© R ¨¾VZ

∀x, y ∈ E, xRy =⇒ f(x) = f(y).

� Ä�¦É¹0¯®iÊb»0ª
f
ªA¨¡®�»>¦ � §�n
»k�-o©�� t�¹0ª

(E,R)
¹�¥§¦0¨

(F,S)
¨±VZ

∀x, y ∈ E, xRy =⇒ f(x)Sf(y)

^8
f
ªJ¨¾®�»0¦0ª¸¥§¬0¬0·¯F©q¥M®wF³§¦ ¹0ª

E
¹0¥§¦0¨

F
²�³C¦ ¬HªJ»>®¶¹0½Jº�¦>F°�»0¦0ª n�tg¬ª %p�oY§�¢ £R¹ºl&¸�r-oq¨� %¬tg¢_m�t R©gr-n

E
 �©�©$§$mgoYl�t 	

f
¬�¥L°*Z

∀x, y ∈ E, xRy ⇐⇒ f(x) = f(y)

���:��� °�� � �����^8:³C¦�°¾ªA¬0°¾ªA¦0¹�·¯ªA¨(ªEÀ8ªA´�¬0·¯ªA¨&Û�Ã�Û¶ªE®&Û�Ã �>²�³C¦¸¬HªJ»>® ¹0½Eº�¦0¯°f¹0ª�¦0³C´ÇÆ>°±ªA»�À�´�³C°±¬>«0F¨¾´¸ªJ¨(¹>ª
(Z,R)¹�¥§¦>¨

(F,R′)
Ã:Ä�¦¼¹>½Jº�¦0�®

f
¬�¥§°0Z

∀x ∈ Z, f(x) =

{ ^8»0¹>¹0ªA¦0·ª��·4¥L¨¾®i¨±»>´¸´�ªA° e Ù 	gÜ
	,j ¨±
2|x�R·¯·Å¥§Æ:³C»>®�È+cCª e Ù 	gÜ ,j ¨±
2|x+ 1

�R·¯³C°±¨
f
ªJ¨¾®�»>¦¢´¸³§°±¬0«0¯¨±´�ª�®±°±ÁJ¨R¨¾F´�¬0·Fª�¹0ª

(Z,R)
¹0¥§¦0¨

(F,R′)
²HÊb»0�a¸·4¥�©A·F¥§¨±¨¾ª�¹0ªJ¨�ªA¦g®w¯ªA°¾¨

¬�¥§¯°±¨�¥§¨±¨¾³8©JFªR·F¥¶©J·4¥§¨¾¨±ª�¹0ªJ¨ º�·F´�¨(¹�¥§¦0¨ ·¯ªA¨¾Ê�»>ªA·F¨ ��¥M®w«�¥§°¾F¦0ª ��ªJ¬0Æ0»0°¾¦¼¥iÐ¾³C»0½�ªE®!a�·F¥�©A·F¥§¨±¨¾ª�¹0ªJ¨
ªA¦g®±FªA°¾¨�¯´¸¬0¥§F°¾¨&¥§¨±¨¾³8©JFª�·4¥�©J·4¥§¨¾¨±ª�¹0ªA¨iº�·¯´¸¨&¹�¥L¦0¨�·¯ªA¨¾Ê�»>ªA·F¨ ��¥L®w«0¥§°±¯¦0ª ��ªJ¬0Æ0»0°¾¦µ¦�XÔ¥�¬0¥§¨ Ð¾³C»0½§Ã
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∀x, y ∈ G, f(x ∗ y) = f(x) ⊥ f(y).
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Lk,l = ([[1, k]]× [[1, l]], Ak,l)
ªJ¨¾®�»0¦0ª>µ%n�oq¬q¬t�¹0ªQ®d¥§¯·F·¯ª

k × l ¨¾VZ
∀1 ≤ κ ≤ κ′ ≤ k, 1 ≤ λ ≤ λ′ ≤ l,

{(κ, λ), (κ′, λ′)} ∈ Ak,l ⇐⇒





((κ′ = κ)
ªE®

(λ′ = λ+ 1))³C»
((κ′ = κ+ 1)

ªJ®
(λ′ = λ)).
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(S, I, F, A,M)
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S × (A ∪ {∅}) ¹�¥§¦0¨ P(S)
²�¹>¯®wª`f ³§¦0©J®±F³C¦�¹0ªQ®±°w¥§¦0¨¾¯®±F³C¦ÎÃ

Ä�¦�¹0¯®fÊb»0ª A ªA¨¡®>£-lgp(tgn � oq¢ko©gpbt�¨¾
M

¬:ªA»>®`ÓJ®w°¾ª`c�»0ª�©A³§´¸´�ªR»0¦>ªQ¥§¬0¬0·¯F©A¥L®w¯³C¦¸¹>ª
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²0ªJ®�¨¾ |I| = 1
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s
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s′
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M(s, a) = s′
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s
ªE®�·YX ½J®d¥M®

s′
¨¾
M(s, ∅) = s′
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¹0½Jº�¦>Å¬�¥§°�Z
S = {s1, s2, s3}
I = {s1, s2}
F = {s1, s3}
A = {a, b}

M :






(s1, a) → {s2, s3}
(s1, b) → {s2}
(s1, ∅) → ∅
(s2, a) → ∅
(s2, b) → ∅
(s2, ∅) → ∅
(s3, a) → {s3}
(s3, b) → {s3}
(s3, ∅) → {s1}
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s1 ∈ I
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b/y
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Ä�¦¬:ªA»8®i½A©A°¾F°¾ª�·¯ªQ¨y��¨¾®±ÁA´�ª¶¨¾»0dcL¥§¦g®�Z
S1(x, y) = xS2(x, y)

S2(x, y) = xS1(x, y) + yS2(x, y) + 1

¤¼X ³\[¼·4¥Ç°±½J¨±³C·¯»>®w¯³C¦]Z
S2(x, y) =

1

1− y − x2

S1(x, y) =
x

1− y − x2
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S1(z, z) = z
1−z−z2
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¹0ª L Êb»0H©J³C¦g®w¯ªA¦0¦0ªJ¦g® n ·¯ªJ®±®±°±ªJ¨�¥§»¸®w³§®w¥§· ªJ® p ·FªE®±®w°¾ªA¨ a ²8¯·kf{¥§»>®f©q¥§·¯©A»0·¯ªA°(·Fª�©A³�ª ��©A¯ªA¦g®&¹0ª znxp¹0ª

S1(zx, z)
Ã �

� v �Pv�� | *,-�38/�� 8<%(' /�+(�R*>38%,+�->/��
	�¦0ª~m& %ngpbtE²�³C»�m& %n�pbtBm�§�� «�oq¢' %pb§�oqn)t¸ªA¨¾®�»0¦Ò³CÆbÐ¾ªJ®Ç»>¦Ò¬HªJ»Ò¬0·¯»0¨¶©J³C´�¬0·FªOÀ>ª¸Êb»�XÔ»>¦ WC°w¥L¬0«0ª§Ã

�.¦�f ³C°¾´¸ªJ·F·¯ªA´�ªA¦g®q²M©%X ªA¨¡®f·¯ª ¬0·¯³C¦�WCªJ´¸ªJ¦b®,¹_XÔ»0¦8WC°±¥§¬0«0ª&©J³C¦0¦0ªOÀ8ª�¨¾»0°�»0¦0ªi¨±»>°yf{¥§©Jª&³C°±¯ªA¦g®d¥§Æ>·Fª§Ã%US³C»>°
¬0·¯»0¨&¹0ª�¹0½J®w¥§F·¯¨A²0©J³C¦0¨¾»0·¯®±ªA°�Ö�Ù MÚ Ã
���:��� °�� � ���"! �� ³C¦0¨¾F¹0½J°±³C¦>¨&·Fª W§°w¥§¬0«>ª�©A³C´�¬0·¯ªJ®Qa

4
¨±³§´¸´�ªJ®±¨A²

K4

Ãk^8H³C¦�©A³§¦0¨±¯¹0ÁA°¾ª�·Fª�¬0·F³C¦�WCªA´�ªA¦g® ©J·4¥§¨¾¨±¯Ê�»>ª
¹0ª�©Aª�WC°±¥§¬0«0ª�¹�¥L¦0¨i·FªQ¬0·F¥§¦ e ©Jf�Ã � WC»>°±ª�Û8ÃØÛ\jE²>³C¦É³CÆ>®w¯ªA¦g®�·4¥Ç°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®d¥L®±F³C¦¼¨±»0ªcL¥§¦g®wª8Z

σ = (1, 2, 3)︸ ︷︷ ︸
a

(4, 5, 6)︸ ︷︷ ︸
b

(7, 8, 9)︸ ︷︷ ︸
c

(10, 11, 12)︸ ︷︷ ︸
d

,

α = (1, 11)︸ ︷︷ ︸
(a,d)

(2, 4)︸ ︷︷ ︸
(a,b)

(3, 9)︸ ︷︷ ︸
(a,c)

(5, 10)︸ ︷︷ ︸
(b,d)

(6, 7)︸ ︷︷ ︸
(b,c)

(8, 12)︸ ︷︷ ︸
(c,d)

.
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¹�¥§¦0¨i·FªQ¬>·4¥§¦ÎÃ

ÕÅªA¨!f{¥§©JªA¨i¨±³C¦g®�¹0³C¦0¦>½AªA¨�¬�¥§°&·¯ªA¨&©g�8©J·FªJ¨�¹0ª
σα

Z
σα = (1, 12, 9)︸ ︷︷ ︸

F1

(2, 5, 11)︸ ︷︷ ︸
F4

(3, 7, 4)︸ ︷︷ ︸
F2

(6, 8, 10)︸ ︷︷ ︸
F3

.

Õ�¥`f{¥§©Aª
F4

ªJ¨¾®(·4¥
�J -m�tPoq¢.´z¢koYtEÃCÕÅª!WCªJ¦0°±ª
g
¹0ª&©AªE®±®wªi©A¥§°¾®±ª&ªA¨¾®(¹0³§¦0¦0½Jª�¬0¥§°�·4¥���³C°¾´Ç»0·¯ª ¹�XÔÈ,»>·FªA°!Z

2(g + 1) = N(σ)−N(α) +N(σα),

³\[
N(σ) e °±ªJ¨±¬ÎÃN(α)

²<°¾ªA¨±¬<Ã
N(σα)

j�ªJ¨¾®Q·¯ª�¦0³C´�Æ0°±ªÇ¹>ªÇ©J��©A·¯ªA¨Q¹0ª
σ e °±ªJ¨±¬ÎÃ α ²:°±ªA¨¾¬ÎÃ σα jEÃHÈ�¦¬�¥§°¡®w¯©A»0·¯FªA°J²8³§¦°¾ªJ®w°¾³C»�c§ª¶·¯ª`f{¥§¯®&Êb»0ª�©JªJ®±®±ª¶©A¥§°¾®±ªQ¨±ª�¹0ªA¨¾¨±¯¦0ª�¹�¥§¦0¨i·4¥�¬0·F¥§¦Î²0©A¥§°

g = 0
Ã

ÕÅª>WC°±¥§¬0«0ª�¨±³§»0¨¡¿�Ð±¥§©AªJ¦b®RªA¨¡®�¹0½Eº�¦0Ë¬�¥§°i·FªJ¨�ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªJ¨R©J³C°±°¾ªA¨±¬:³C¦0¹0¥§¦g®Q¥§»8À¼©g��©A·FªJ¨AÃ �R¯¦0¨±�·4¥
©q¥L°¾®wª�¹0½Eº�¦0¯ª�¬0¥§°0Z

σ = (1, 3, 2)︸ ︷︷ ︸
a

(4, 5, 6)︸ ︷︷ ︸
b

(7, 8, 9)︸ ︷︷ ︸
c

(10, 11, 12)︸ ︷︷ ︸
d

,

α = (1, 11)︸ ︷︷ ︸
(a,d)

(2, 4)︸ ︷︷ ︸
(a,b)

(3, 9)︸ ︷︷ ︸
(a,c)

(5, 10)︸ ︷︷ ︸
(b,d)

(6, 7)︸ ︷︷ ︸
(b,c)

(8, 12)︸ ︷︷ ︸
(c,d)

,

©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0¯°±ª�³\[ ³C¦Ò¥É½A©d«0¥§¦�WC½¸·YX ³C°±¹0°¾ª�¹0ªA¨�Æ0°±¯¦0¨
2
ªE®

3
¥§»>®±³C»0°�¹0»Ó¨±³C´�´¸ªE®

a
ªA¨¡®�¹>¯ÌH½A°±ªJ¦g®wª

¹0ª�·F¥µ¬0°¾½A©A½J¹0ªA¦g®±ª§Ã,È�¦Ï°±ªJcL¥§¦>©d«0ª§²Ñ·¯ª WC°±¥§¬0«0ª�ªA¨¾®�·¯ª�´�ÓA´�ª§Ã�^8�³§¦�°±ª�WC¥§°±¹0ª�·FªA¨>f{¥§©AªJ¨Ç¹0ª�©AªE®±®±ª
¦0³C»scCªA·¯·FªQ©A¥§°¾®±ª§²�³C¦¼¦�X ªA¦É®w°±³§»�cCª�¬0·¯»0¨iÊ�»>ª

2
��»0¦0ª�¹0ªQ®d¥§¯·F·¯ª

9
ªJ®�»0¦0ª�¹0ªQ®w¥§F·¯·Fª

3
Z

σα = (1, 12, 9, 2, 5, 11, 3, 7, 4)︸ ︷︷ ︸
F ′

1

(6, 8, 10)︸ ︷︷ ︸
F ′

2

.

� ªJ®¾®wª�f ³CF¨�·FªzWCªJ¦0°±ª(¹0ªf·4¥&©q¥§°¡®wª�c§¥L»>®
1
ÃLÄ�¦�¦0ª(¬HªJ»>®Ñ¹>³C¦0©(¬0·F»0¨Ë·4¥&°¾ªA¬0°¾½A¨±ªJ¦g®wªA° ¨±»0°S»0¦�¬0·F¥§¦Î²Z´¸¥§F¨

¨±»>°R»0¦�p(§�n)t e ©gf�Ã � dWC»0°¾ª�Û8Ã �\jEÃHÄ�¦µ¬:ªA»>®�©A³C¦g®±F¦b»0ªA°R¥§F¦>¨±Í²�ªE® f{¥LF°±ª�·¯ª�´�ÓA´�ªQ®b��¬Hª¶¹�XÔ³§¬H½J°w¥L®±F³C¦0¨¨±»>°�·¯ªQ¨±³C´�´�ªJ®
b
²�¬�¥§°&ªOÀ>ªJ´¸¬>·Fª�ªA¦¼½A©d«�¥L¦�WCªq¥L¦b®�·YX ³C°¾¹0°±ª�¹>ªA¨�Æ0°±¯¦0¨

5
ªJ®

6
Z

σ = (1, 3, 2)︸ ︷︷ ︸
a

(4, 6, 5)︸ ︷︷ ︸
b

(7, 8, 9)︸ ︷︷ ︸
c

(10, 11, 12)︸ ︷︷ ︸
d

.
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¨±»>°�·¯ª�®w³C°¾ª§Ã

��¯ªA¦Ò¨ �0°A²Ñ³§¦�Wg¥§°±¹>ª¸®w³§»MÐ¾³C»0°¾¨Ç·4¥µ´�ÓA´�ª�¹>½Jº�¦0�®w¯³C¦Ò¬:³C»0°
α
Ã � ªE®±®wªEf ³§F¨A²Ë³C¦�®±°±³C»scCª�ªA¦>©A³C°¾ª

2f{¥§©JªA¨ ZÎ¯·S¨JXØ¥%W§¯®QªJ¦0©A³C°¾ª�¹�X »0¦ ¬0·F³C¦�WCªA´�ªA¦g®�¨¾»0°Q·Fª p(§�n)t e ©Jf�Ã � dWC»0°¾ª�Û8Ã �,jEÃ��µ¥§¯¨�©AªE®±®wª�©A¥§°¾®±ª�ªA¨¡®¹0�Ì<½J°±ªA¦g®±ª�¹>ª�·F¥Ç¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wªL²H©A¥§°i·FªJ¨wf{¥§©AªJ¨�¨¾³C¦g®�¹>ª�®w¥§F·¯·Fª
8
ªJ®

4
²0ªE®�¦>³C¦É¬0·F»0¨

9
ªE®

3
Z

σα = (1, 12, 9, 2, 6, 8, 10, 4)︸ ︷︷ ︸
F ′′

1

(3, 7, 5, 10)︸ ︷︷ ︸
F ′′

2

.
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K
Ã 	�¦ m�§�n
»k©�ªA¨¡®iªA¦@f{¥§¯®

»0¦¢ªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª¶´Ç»>¦0S¹>ª¶¹0ªJ»8Àµ³C¬H½J°w¥L®±F³C¦>¨ e ¬§�o© £-t m�§�� »k§$©goqp�oY§�¢�©*oq¢kpbtgng¢_t�©�j!c§½A°¾¯º ¥§¦g®�©AªJ°¾®d¥LF¦0ªJ¨¬0°¾³C¬0°±¯½J®±½A¨AÃ�U ¥§°�ªEÀ8ªA´�¬0·FªL²
C
²
R
³C»�ªA¦>©A³C°¾ª

Q
´Ç»0¦>F¨�¹>ª

+
ªJ® × ¨¾³C¦g®&¹0ªJ¨&©A³C°¾¬0¨ ©A³§´¸´Ç»8®d¥L®±df ¨AÃU�·F»0¨!f ³C°¾´¸ªJ·F·¯ªA´�ªA¦g®q²�·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª

K
´Ç»>¦0Å¹0ª ⊥ ªJ® � ªA¨¡®�»>¦ m�§�n
»k©�¨±VZ

� (K,⊥)
ªJ¨¾®�»0¦4µ%n�§�r$»kt¼ ,«glg¬ oYtg¢µ¹_XÔ½J·F½A´�ªA¦g®�¦0ªJ»>®w°¾ª

0K

¹0¯® lg¬l�� tg¢kpz¢kr-¬Y²
� (K∗, �) ªA¨¾®�»0¦4µ%n)§�r�»ktQ¹�XÔ½J·F½J´¸ªJ¦b®�¦0ªJ»>®w°¾ª 1K

¹0¯®>lg¬l�� tg¢kp�r-¢koqpblE²
� � ªA¨¡®¼£%o©gp�n�o�«�r-p�oq¨%t�¬�¥L°�°±¥§¬0¬:³C°¾® a ⊥ ²�©%X ªA¨¡®¾¿(am¿.¹0¯°±ªQÊb»0ª�¬H³§»0°&®w³C»>® x, y, z ∈ K

² ³C¦¼¥@Z
x � (y ⊥ z) = (x � y) ⊥ (x � z)
(y ⊥ z) � x = (y � x) ⊥ (z � x)

³\[
K∗ = K \ {0K}

Ã Õ�¥Ò·F³§ ⊥ ªA¨¾®�¥§·F³C°¾¨�¥§¬>¬HªJ·F½Aª� ,£,£%oqp�oY§�¢�²(ªJ®É·F¥Ó·F³§ � � r-¬ p�o »'¬ oYm& %p�oY§�¢�ÃQ^8
x, y ∈ K

²g³§¦¸¦0³L®wª�¥§»0¨¾¨±
xy

¬:³C»0°
x�y Ã-^8 (K∗, �) ªA¨¡®�»>¦2WC°¾³C»0¬:ª�¥§ÆH½J·F¯ªA¦Î²§¥§·F³C°¾¨�·Fª&©J³C°±¬0¨ K
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¹0�®`m�§�� � rspY %p�o �OÃbÕÅªJ¨f½J·F½A´�ªA¦g®±¨(¹_XÔ»0¦¸©A³C°¾¬0¨(¨±³C¦g®f¥§»0¨¾¨±:¥§¬0¬:ªA·¯½A¨P¢_§�� «�n)t�©EÃ�US³C»0°,¬0·¯»0¨,¹0ª�¹0½J®w¥§F·¯¨A²
¨±ª�°¾ªA¬:³C°¾®±ªA° aÉÖ ¾�MÚÍÃ
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K
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¹�X ½A·¯½A´�ªA¦g®w¨�¹0ª
K
² ·F¥@©$lgn�oYt`µ-lg¢_lgny %p�n�oYm�t

f(z)
¹>ªA¨

¦0³C´�Æ0°±ªJ¨
an

ªJ¨¾®*Z
f(z) =

∑

n≥0

anz
n.

� X ªA¨¾®�»0¦0ª ©$lgn�oYt �.§�n � tg¬q¬t�¨¾»0°
K
ªA¦¼·4¥@¨� %n�o� ,«�¬t �.§�n � tg¬q¬t

z
Ã
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z
¨¾»0°

K
ªJ¨¾®�¦0³§®w½
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Ã>ÕÅª�©J³8ª �¸©JFªJ¦b®�¹0ª

zn ¹�¥§¦>¨·4¥�¨¾½A°¾Fª
f(z)

ªA¨¡®,¦0³§®±½
[zn]f(z)

²�o ½ t ½ [zn]f(z) = an
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¹0³C¦g®�¯·F¨Ë¨±³C¦g®�©J³C¦0¨¡®w¯®±»0½A¨JÃ ��½A¥§¦0´�³CF¦>¨A²m·YX ½A¦b»0´�½A°±¥L®w¯³C¦�¹0ª�¬0·F»0¨¾FªJ»0°±¨Ñ¨¾³C»0¨�¿
f{¥§´�F·¯·FªA¨�¹0ª A ¨±»0ªc§¥L¦b®
·FªQ´�ÓA´�ªQ¬�¥§°±¥§´�ÁJ®w°¾ªQªA¨¡®�©J³C¦0¦b»0ªLÃ �

×�hbÛ
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17
Ã

US³C»8®�®w³C»8®�ªA¦g®±FªA°R¦�¥L®w»>°±ªA·
n
²:³C¦ ¦0³§®±ª

an

·¯ª�©A¥§°±¹0¯¦�¥§·�¹0ªÇ·�XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·¯ª�¹0ªJ¨Q³CÆ�Ð¾ªJ®±¨�¹0ª A Êb»0
¨±³§¦b®�¹0ªQ®w¥§F·¯·Fª

n
Ã

�@�,�+�R���$���'� ���"!�� Ä�¦¼¹>¯®iÊb»�X »0¦µªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·Fª�©J³C´ÇÆ0¯¦�¥L®w³§F°±ª A ªJ¨¾® «�oYtg¢ �.§�¢'£-l�¨¾VZ
∀n ∈ N, an = |{a ∈ A, |a| = n}| < +∞.

ÕÅªA¨(ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ0·¯ªA¨,©A³§´ÇÆ0F¦0¥L®w³C¯°±ªJ¨Ñ©A³C¦>¨±F¹>½A°±½J¨f¹0¥§¦0¨,·4¥Q¨±»>¯®wª&¨¾³C¦g®(¨±»0¬0¬:³C¨¾½A¨�Æ>FªA¦ f ³C¦>¹0½A¨JÃ � ªE®±®±ª
«,��¬H³§®±«0ÁA¨¾ª�ªA¨¾®�©J³C´¸¬>·FÁJ®±ªA´�ªA¦g® ¦0¥L®w»0°¾ªA·¯·Fª�ªJ¦¼©J³C´ÇÆ0¯¦�¥L®±³CF°¾ª§²b©q¥§°&³§¦�¨�X F¦g®w½J°±ªA¨¾¨±ª�°w¥§°¾ªA´�ªA¦g®Pa�¹0ªJ¨
ªA¦>¨±ªA´�Æ0·FªJ¨�¹0³§¦b®i¯·ÎªEÀ8¯¨¾®wª�»0¦>ª�¯¦>º�¦0�®w½Q¹�X ³CÆ�Ð¾ªE®w¨�¹0ªQ®d¥§¯·F·¯ª�º�¦>Fª§Ã
�@�,�+�R���$���'� ���"!9� Õ�¥ ©$lgngoYt�µ-lg¢_lgny %p�n�oYm�t §�ny£%oq¢' %oqn)t�¹>ªA¨Q³CÆ�Ð¾ªE®w¨Q¹0ª A ©J³C´¸¬8®w½A¨Q¨¾ªA·¯³C¦ ·Fª�¬0¥§°w¥M¿
´�ÁJ®w°¾ª p
 %oq¬q¬t�ªJ¨¾®�·4¥�¨¾½A°±¯ª`f ³C°±´�ªA·¯·Fª>Z

A(z) =
∑

n≥0

anz
n,

©%X ªA¨¡®¾¿baM¿.¹0¯°±ªQ·F¥Ç¨±½A°¾Fª�WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Aª�¹0ªJ¨i¦0³C´ÇÆ0°¾ªA¨
an

Ã
¤�¥§¦>¨&·FªR©A¥§¹0°¾ª�¹0ª�·�XÔ½J¦�»>´¸½J°w¥L®±F³C¦¸¹�XÔ³§Æ�Ð¾ªJ®±¨&¹0F¨¾©A°±ªE®w¨J²>·FªR©A³C°¾¬0¨ ¹0ª�Æ0¥§¨±ª�ªJ¨¾®i©d«0³§F¨±HF¦0¹>½A¬:ªA¦0¹�¥L´�¿
´�ªA¦g®i¬�¥§°¾´¸

Q
²
R
³§»

C
ÃkUS¥§°i¥§Æ0»0¨i¹0ª�·F¥§¦�Wg¥%W§ª§²>³§¦¼ªJ´¸¬>·F³C¯ªR·Fª�®±ªA°¾´¸ª¼©$lgn�oYt µ-lg¢_lgny %p�ngoYm�tQ¬H³C»>°

¹0½J¨±W§¦0ªA°i»0¦0ª�¨¾½A°±¯ª�WC½A¦0½J°w¥L®±°±¯©AªQ³C°¾¹0F¦�¥LF°±ªLÃ
���:��� °�� � ���"! �^8³C�® C ·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·FªR¹>ªA¨&©A³§·F³C¦0¦>ªA¨�¹>ª�·4¥§°yWCªA»>° 1

ªE®&¹0ª�«�¥L»>®wªJ»0° ªA¦g®±FÁA°¾ª§Ã>ÕË¥2p
 %oq¬q¬t�¹�XÔ»>¦0ª�©A³§·F³C¦0¦>ª
ªA¨¡®R¨±¥¸«�¥L»>®wªJ»0°AÃ'US³§»0°�·F¥Ç®d¥§¯·F·Fª

0
² F·_�¼¥�»0¦0ª�©A³C·¯³C¦0¦0ª8Z ·4¥�©J³C·F³C¦>¦0ª0c8¯¹0ª§Ã'UË³C»0°�·4¥Ç®d¥§¯·F·¯ª

1
²�F·��

ªA¦¼¥Ç»0¦>ª¶¥L»0¨±¨¾+Z0·FªR©q¥§°¾°±½Q¹0ªQ© �§®w½
1
Ã0¤Rª�´¸¥§¦0FÁJ°±ª WC½A¦0½J°w¥§·¯ª§²0¯·'��¥�»0¦0ªQ¨±ªJ»0·FªQ©J³C·F³§¦0¦0ª�¹0ª�®w¥§F·¯·Fª

n
¬H³C»>°�®±³C»>®

n
¬0·¯»0¨*WC°w¥§¦>¹�Êb»0ª

0
Ã �RF¦>¨±,·4¥É¨±½J°±Fª WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Aª

C(z)
¹0ªA¨¶©A³C·¯³C¦0¦0ªJ¨¶©J³C´�¬>®w½JªA¨

¨±»>dcL¥§¦g®i·FªJ»0°i«�¥§»>®±ªA»0°!cC½J°±�º�ª8Z
C(z) = 1 + z + z2 + z3 + . . . =

1

1− z
�

���:��� °�� � ���"! �

Ä�¦�¬:ªA»>®S©A³§¦0¨±¯¹0½A°¾ªA°Ë»0¦0ªzf{¥§´¸¯·F·¯ª ¹�X ³CÆ�Ð¾ªE®w¨ »>¦�¬:ªA»�¬>·F»0¨Ë©A³C´�¬0·¯FÊb»0½A¨JÃ�^8b³C¦�°¾ª�Wg¥L°±¹0ª(»0¦0ª(©A³C·¯³C¦0¦0ª
¹0ª «0¥§»>®wªJ»0°

n
©A³C´�´¸ª

n
©A¥§¨±ªJ¨�·FªA¨S»0¦0ªJ¨Ñ¨±»0° ·FªA¨ ¥§»>®±°±ªA¨J²§³C¦�¬:ªA»8®Ñ©d«0ªJ°±©d«0ªJ° a�½A¦b»0´�½A°±ªJ°Ñ·4¥Pf{¥§´�F·F·¯ª

×�h �
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� 	���HÛ�Ã¯Ù  � ÕÅªA¨i©A³§·F³C¦0¦>ªA¨i´�¥L°±Êb»0½AªJ¨i¹0ªQ®d¥§¯·F·Fª�¬0·F»>¨�¬:ªJ®±¯®±ªQÊ�»>ª 4
Ã

¹0ªJ¨�©J³C·F³§¦0¦0ªA¨i¦0³§¦Lc�¯¹0ªA¨i´¸¥§°±Êb»0½JªA¨i¨±»0°i»0¦>ª�©A¥§¨±ªLÃ Õ�¥ �SWC»0°¾ª�Û8Ã�Ù �´¸³§¦b®±°±ªQ·¯ªA¨&³CÆ�Ð¾ªE®w¨i¹0ª�©AªE®±®±ªf{¥§´�F·¯·Fª�¹0ªQ®d¥§¯·F·Fª�F¦�f ½J°±¯ªA»0°¾ª�a
4
Ã�Õ�¥�¨±½A°¾Fª�WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Aª

C̃(z)
¹0ª�©JªJ®±®±ª0f{¥§´¸¯·F·¯ª c§½A°±�º�ª8Z

C̃(z) = z + 2z2 + 3z3 + . . . = zC ′(z) =
z

(1− z)2

�

� ��� ��¯ � � � �����
ÕÅª�¬:³C¯¦b®w¥%WCªi³C»¸·Fªi´�¥L°±Êb»�¥%WCª�¹�X »0¦0ª f{¥§´¸¯·F·¯ª�¹�X ³CÆ�Ð¾ªE®w¨�¨¾ª�®±°w¥§¹0»>¯®(¬�¥§°(·Fªi¬0°¾³8¹0»>¯®(¹0ªR·F¥`c§¥L°±4¥LÆ0·Fªf ³C°¾´¸ªJ·F·Fª

z
¥.c§ªA©�·4¥�¹0½A°¾dc§½Aª�¹0ª�·4¥�¨±½J°±¯ª0WC½A¦0½J°w¥L®±°±¯©Aª�¥§¨±¨¾³8©JF½Jª>a�·F¥¼f{¥§´¸¯·F·¯ª�¹�X ³CÆ�Ð¾ªE®w¨�³C°±dWCF¦0¥§·FªLÃ

− o −
� �,� � � � �¤± � � �V� ��� � � �#�,� � � �����$���'�R± �
�'���%�������R� � � � �s±

ÕÅª�¬0°±¯¦0©A¯¬�¥§·(F¦g®w½J°�ÓJ®�¹>ªA¨�¨±½J°±¯ªA¨ WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©AªJ¨�ªA¨¡®�¹0ª�°±ªE®w°w¥L¦0¨±©J°±F°¾ª�ªA¦�®wªJ°±´�ª�¹�X ½AÊb»�¥L®±F³C¦>¨f ³C¦0©E®w¯³C¦0¦0ªJ·F·FªJ¨ ·FªJ¨&°w¥§¬>¬H³C°¡®w¨iªA¦g®±°±ª�³CÆ�Ð¾ªE®w¨�¹0F¨¾©A°±ªE®w¨JÃ

�� ����¯����� ����� � � � �,� � ��� � ± � � �V����� � � � 	~³�§�oYtg¢kp A ¶ n�t�©b» ½ B ¶ n)t�©b» ½ C p�n)§�o©��J &� oq¬q¬t�© £R¹º§%«A��.tgpq©¼£%o©$mgn�tgpq© ¶ tgp A(z) ¶ n)t�©b» ½ B(z) ¶ n)t�©b» ½ C(z)

¬tgr-n`©$lgn�oYt µ-lg¢_lgny %p�n�oYm�t §�ny£%oq¢' %oqn)t> �©�©$§$mgoYl�t ½
� ³�o A t�©gp�¬&¹ rs¢koY§�¢¤£%o©��.§�oq¢kp(t>£-t B tgp C ¶  %¬§�n)© �

A(z) = B(z) + C(z).

� ³�o A t�©gpz¬tQ»'n)§�£%rsoqpQm& %n�pbl�©goYtg¢¤£-t B tgp C � A = {(b, c), b ∈ B, c ∈ C} � ¶ tgp+©goT¬ª  pY %oq¬q¬t*£-tpb§�rspP§%« �.tgp
a = (b, c)

£-t A ¨%lgn�o ´wt |a| = |b|+ |c| ¶  %¬§�n)©��
A(z) = B(z)× C(z).

� ³�r$»,»k§$©$§�¢�© ¸�r�t B ¢_t m�§�¢kp�oYtg¢k¢_t  %r�mgr-¢�§%« �.tgp>£-tBp
 %oq¬q¬tB¢kr-¬q¬t �
B(0) = 0

� ½ ³�o A t�©gp¬&¹ºtg¢�©$t�� «�¬t0£-t�©`©grsoqpbt�©z´z¢koYt�©*£R¹º§%« �.tgpq©>£-t B � A = B∗ = {∅} ∪ B ∪ B × B ∪ . . . � ¶ tgpQ¸�rkt¬ª  pY %oq¬q¬t2£-t8pb§�rsp0§%« �.tgp
a = (b1, b2, . . . , bk)

£-t A ¨%lgngo ´wt |a| = |b1| + |b2| + · · · + |bk| ¶ %¬§�n)© �
A(z) =

1

1− B(z)
���:��� °�� � ���"! �^8³C�® B = {�} ·�XÔªJ¦0¨±ªJ´ÇÆ0·FªiÊb»0 ©A³§¦b®±FªJ¦b®f»0¦0ª�©q¥L¨±ª�©A³C´�´¸ª&»>¦0FÊb»0ª�½A·¯½A´�ªA¦g®qÃ �IcCªJ©R·FªJ¨f¦>³§®d¥L®±F³C¦>¨¹0» @&«0½A³C°¾ÁA´�ª�Û8Ã�Ù >²

B(z) = z
ÃÎÄ�¦¬HªJ»>®�¥L¬0¬0·F¯Êb»0ªA°i·Fª�®w°¾³CF¨¾FÁJ´¸ªQ¬:³CF¦g®�¹0ª�©Aª�®w«0½J³C°±ÁJ´¸ª�¬H³§»0°

°±ªE®w°¾³C»�cCªJ°¶·F¥�¨±½A°¾Fª8WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Aª�³C°¾¹0F¦0¥§F°¾ªÇ¹0ªA¨�©J³C·F³C¦>¦0ªA¨JÃSÈ�¦ ªJÌHªJ®�»0¦0ª�©A³§·F³C¦0¦>ª�ªA¨¾®¶»0¦0ª�¨±»>¯®wª
º�¦0¯ªi¹0ª�©A¥§¨±ªJ¨A²�ªJ®(·4¥Q®d¥LF·F·¯ª�¹�X »0¦0ª�©A³C·¯³C¦0¦0ªiªJ¨¾®f¨±³C¦¸¦0³C´ÇÆ0°¾ªi¹0ª�©A¥§¨±ªJ¨AÃ>Ä�¦¸°¾ªJ®w°¾³C»�c§ª�¹0¯°±ªJ©J®wªJ´¸ªJ¦g®
Êb»0ª 1

1−z

ªA¨¡®�·4¥Ç¨±½J°±¯ª*W§½A¦0½J°w¥L®±°±F©Jª�³C°±¹0¯¦�¥§¯°±ªR¹>ªA¨�©A³C·¯³C¦0¦0ªJ¨AÃ �

×�h 	
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� 	���(Û8Ã�ÙCÙ � 	�¦ ¥§¦0¯´�¥L·(¹>F°±dWC½ e ©q¥§©E®w»0¨)jE²�»0¦ ¥§¦>F´¸¥§·VcCªA°¡®w¯©q¥§·¯ªA´�ªA¦g®�©A³C¦,c§ªEÀ8ª e ©d«0FªJ¦�j¶ªE®�»0¦¥§¦0¯´�¥L·<¹0¯°±W§½ cCªJ°¾®w¯©q¥§·¯ªA´�ªA¦g®i©A³§¦�c§ªEÀ8ª e ªA¨¾©q¥§·¯FªA°)jEÃ

�R¯¦0¨±Q¹0ª ´¸¥§¦0¯ÁA°±ª¤W§½A¦0½J°w¥§·¯ª§²&¨±Q·¯ªA¨É³CÆ�Ð¾ªE®w¨¼¹�X »0¦0ª]f{¥§´¸¯·F·¯ª¨¾ªÓ¹0½J©A³C´�¬:³C¨±ªJ¦b®¼¹0ª ´¸¥§¦0FÁJ°±ª
»0¦0¯Êb»0ª¢ªA¦ ³CÆ�Ð¾ªJ®±¨�¹�X »0¦0ª ¥§»8®w°±ªBf{¥§´�F·F·¯ª�¬�¥§°¸¹0ªA¨�³§¬H½J°w¥L®±F³C¦0¨¸¹�X »0¦0F³§¦ ¹0¯¨ Ð¾³C¯¦b®±ª§²(¹0ª¢¬0°¾³8¹>»0¯®
©q¥L°¾®w½J¨±¯ªA¦ÒªE®�¹0ª¸¨±»0�®wªL²ËªE®�¨¾f·¯ªA»0°�®d¥LF·F·¯ª¼cC½J°±�º�ª�·¯ªA¨�©A³C¦g®w°±¥§F¦g®±ªA¨�¹>»�@&«0½J³C°±ÁJ´¸ª�Û8Ã¯Ù >²Ë¥§·F³C°¾¨�·FªA¨
¨±½J°±¯ªA¨PWC½A¦>½A°w¥M®w°±¯©AªJ¨�¥L¨±¨±³�©A¯½AªJ¨Pc§½A°¾¯º�ªJ¦b®�·YX ½AÊb»�¥M®wF³§¦Ef ³C¦0©J®±F³C¦>ªA·F·¯ª�©A³§°±°±ªJ¨±¬:³C¦0¹�¥L¦b®±ª§Ã
���:��� °�� � ���"!��
	�¦µ¥§»>®±°±ª�ªEÀ8ªA´�¬0·¯ª�ªJ¨¾®�·YX ½A¦b»0´�½A°±¥L®w¯³C¦É¹0ªA¨¼ %¢ko �  %r%·L£%oqn�oªµ-l�©*¨%tgn�p�oYm& %¬t�� tg¢kp!m�§�¢k¨%ty·st�©EÃ�ÄQ¦¹0½E¿
¨±dWC¦0ª(·4¥i©q¥§¨¾ª�¹0»�Æ�¥§¨Ë¹0ª�·F¥�©J³C·F³C¦>¦0ªf·F¥�¬>·F»0¨Ta Wg¥L»0©d«0ª�©J³C´�´¸ª,·4¥`©$§�r-n�m�tf¹0ªf·YXÔ¥§¦0¯´�¥§· Ã$^8b·�XØ¥§¦>F´¸¥§·
ªA¨¡®�¹0F°¾WC½L² ©AªA·F¥�¨±dWC¦0¯º0ª�Êb»�X ³C¦ ¬HªJ»>®�¥L®¾®wªA¯¦0¹0°¾ª�®w³C»8®wªÇ©A¥§¨±ª�¹0ª�·YXÔ¥§¦0F´¸¥§·Ra�¬�¥L°¾®w¯°R¹0ª�·F¥�¨±³§»0°±©Jª
¬�¥§°(¹0ªJ¨�¬�¥§¨ ��Ä $�¤ e c§ªA°¾¨ ·Fª�«�¥§»>®�j,ªE®&È�^ @ e cCªA°¾¨�·F¥¶¹0°¾³C¯®±ª$j ®w³C»8®�ªJ¦�°±ªJ¨¾®d¥L¦b®�¨±»0°f·YXÔ¥§¦0¯´�¥§· Ã&	�¦¥§¦0¯´�¥L·_cCªJ°¾®w¯©q¥§·¯ªA´�ªA¦g®�©A³C¦,cCªOÀ8ª�ªA¨¾®R»0¦¢¥L¦0F´¸¥§·Å¹0³C¦g®�·FªJ¨�©A¥§¨±ªJ¨�¹�X »0¦0ª�´�ÓA´�ª�©A³C·¯³C¦0¦0ª�f ³C°¾´¸ªJ¦b®
»0¦¼ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª�©A³C¦,c§ªEÀ8ª e ¨w¥§¦0¨&®±°±³C»�jOÃ Õ�¥ �SWC»0°¾ª�Û8Ã�ÙCÙ�´¸³§¦b®±°±ª�®±°±³C¯¨i¥§¦0F´¸¥§»8À4Z� ·¯ªQ¬0°±ªJ´¸¯ªA° e ·FªQ©q¥L©J®w»>¨�j&ªA¨¾®�»0¦¥§¦0¯´�¥L·<¹0¯°±W§½R¦0³C¦LcCªJ°¾®±F©q¥L·FªA´�ªA¦g®i©J³C¦,cCªEÀ8ªL²� ·¯ªQ¨±ªA©J³C¦0¹ e ·FªR©d«0FªJ¦�j ªA¨¾®�»0¦¼¥§¦0¯´�¥L·�cCªJ°¾®±F©q¥L·FªA´�ªA¦g®i©J³C¦,cCªEÀ8ª¶¦0³C¦¼¹0F°¾WC½L²� ·¯ªQ¹0ªA°¾¦0FªJ° e ·YX ªA¨¾©q¥§·¯FªJ°�jfªJ¨¾®�»0¦¥§¦0F´¸¥§·H¹0F°¾WC½ c§ªA°¡®wF©A¥§·FªJ´¸ªJ¦g®i©A³C¦,cCªOÀ8ª§Ã	�¦�¥§¦0¯´�¥L·8¹0¯°±dWC½ c§ªA°¾®±F©A¥§·FªJ´¸ªJ¦b®Ñ©A³C¦,cCªOÀ8ª e �R¤�� � j�¬:ªA»8®,¹0³C¦0©&¨¾ª�¹>½A©A³§´¸¬:³C¨±ªJ°�¹0ª&´¸¥§¦0FÁJ°±ª»0¦0¯Êb»0ªÇªA¦ ©J³C·F³C¦>¦0ªA¨�Êb»0ª�·�XÔ³§¦¢©A³C·¯·Fª¶ªA¦0¨¾»0¯®±ª�·FªA¨R»0¦0ªA¨�¥L»8À ¥L»>®w°¾ªA¨AÃ�US³C»0°R¨w¥.cC³C¯°Q³\[¢°¾ªA©A³§·F·FªJ°A²:F·f{¥§»>®�´�¥L°±Êb»0ªA°�¹�¥§¦0¨�·F¥Ó©A³§·F³C¦0¦>ª¢¬0°±½J©A½J¹0ªA¦g®wª ·F¥�©q¥§¨¾ª¢Êb»0 f{¥§�®2f{¥L©Aª¤aÒ·F¥Ó©q¥L¨±ª ¹0» Æ�¥L¨�¹0ª ·4¥
©A³§·F³C¦0¦>ª&Ê�»>ª�·�XÔ³C¦�©J³C¦0¨±¯¹0ÁA°¾ª§Ã ��F¦0¨¾Í²C»0¦ ��¤�� � ¦>³C¦ c�¯¹0ªi¨±ªi¹0½A©J³C´�¬H³C¨¾ªi¹0ªi´�¥§¦>FÁA°¾ª&»0¦0¯Ê�»>ª�ªJ¦
¬0°¾³8¹0»>¯®�©A¥§°¾®±½A¨¾FªA¦ ¹�X »0¦0ª�¨¾»0¯®±ªÇº�¦0Fª e ½Jc§ªA¦g®w»>ªA·F·¯ªA´�ªA¦g®0c�F¹0ª.jR¹0ª�©A³§·F³C¦0¦>ªA¨Q´¸¥§°±Êb»0½JªA¨QªJ®�¹_XÔ»0¦>ª©A³§·F³C¦0¦>ª&¦0³C¦8c8¯¹0ª§ÃbÕ�¥ � dWC»0°±ª&Û8Ã¯ÙZ×Q¹>³C¦0¦0ªi»0¦�ªEÀ8ªA´�¬0·¯ª§Ã-^8

Advc(z)
ªA¨¾®(·F¥�¨±½A°¾FªPWC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Aªi¹0ªJ¨
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Advc = S »0¯®±ª (C̃≥1) × C≥1

Advc(z) =
1

1− z
(1−z)2

× z

1− z =
z(1− z)

1− 3z + z2
.
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Advc = C≥1 ∪ (C̃≥1 ×Advc)

Advc(z) =
z

1− z +
z

(1− z)2
Advc(z) =

z(1− z)
1− 3z + z2
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�� ����¯����� ������� � � �,� � ��� � ± � � �V����� � � � 	~³�§�oYtg¢kp A ¶ n�t�©b» ½ B ¶ n)t�©b» ½ C p�n)§�o©��J &� oq¬q¬t�© £R¹º§%«A��.tgpq©�£%o©$mgn)tgpq©*lgp�o�¸�rktgp(l�© ¶ tgp Â(z) ¶ n)t�©b» ½ B̂(z) ¶ n)t�©b» ½ Ĉ(z)

¬tgrsnP©$lgngoYtwµ-lg¢_lgny %p�ngoYm�t�ty·J»k§�¢_tg¢kp�oYtg¬q¬t �©�©$§$mgoYl�t ½
� ³�o A t�©gp�¬&¹ rs¢koY§�¢¤£%o©��.§�oq¢kp(t>£-t B tgp C ¶  %¬§�n)© �

Â(z) = B̂(z) + Ĉ(z).

� ³�o A t�©gpz¬tQ»'n)§�£%rsoqpQm& %n�pbl�©goYtg¢¤£-t B tgp C � A = {(b, c), b ∈ B, c ∈ C} � ¶ tgp+©goT¬ª  pY %oq¬q¬t*£-tpb§�rspP§%« �.tgp
a = (b, c)

£-t A ¨%lgn�o ´wt |a| = |b|+ |c| ¶  %¬§�n)©��
Â(z) = B̂(z)× Ĉ(z).

� ³�r$»,»k§$©$§�¢�©>¸�r�t B ¢_t m�§�¢kp�oYtg¢k¢_t> %r�mgr-¢ §%« �.tgp £-t*p
 %oq¬q¬t0¢krs¬q¬t �
B̂(0) = 0

� ½
� ³�o A t�©gp�¬&¹ºtg¢�©$t�� «�¬tQ£-t�© ©gr-oqp(t�©�´z¢koYt�©!£R¹º§%« �.tgp�©w£-t B � A = B∗ = {∅}∪B∪B×B∪. . . � ¶tgp0¸�r�t2¬ª ¤p
 %oq¬q¬tE£-t2p(§�r-p>§%« �.tgp

a = (b1, b2, . . . , bk)
£-t A ¨%lgngo ´wt |a| = |b1| + |b2| +

· · ·+ |bk| ¶  %¬§�n)© �
Â(z) =

1

1− B̂(z)
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� ³�o A t�©gp`¬&¹ºtg¢�©$t�� «�¬t £-t�©Ltg¢�©$t�� «�¬t�© £R¹º§%« �.tgp�©E£-t B � A = E ¢�© (B) = {∅} ∪ B/1! ∪
(B × B)/2! ∪ . . . � ¶ tgp`¸�r�t2¬ª  p
 %oq¬q¬tE£-t2pb§�rsp>§%« �.tgp a = (b1, b2, . . . , bk)

£-t A ¨%lgn�o ´wt
|a| = |b1|+ |b2|+ · · ·+ |bk| ¶  %¬§�n)© �

Â(z) = exp B̂(z)
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R
³C»

C
²�·4¥�¨±½J°±Fª�WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Jª

¹0ªJ¨
an

ªJ¨¾®i»0¦0ª ©$lgn�oYt tg¢kp�o)�gn)tEÃ�	�¦É®w«0½J³C°±ÁJ´¸ªQ¹>»4a �RÆ:ªA·<¬0°±½J©AF¨¾ª�¹�¥§¦0¨iÊb»0ªA·Å¹>³C´�¥LF¦0ª�»>¦0ªQ®wªA·¯·Fª
¨±½J°±¯ª�¬:ªA»8®åÓE®w°¾ª�½E®w»0¹>F½Aª8Z

�� ����¯����� ������� � � � � � 	~³�o {an}n≥0 ∈ CN ¶  %¬§�n)©`oq¬�ty·\o©gpbt r-¢Brs¢ko�¸�rkt R ∈ [0,+∞]

pbtg¬_¸�r�t
∑

n≥0 anz
n �

×CÜ%i
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� ©A³§¦�c§ªA°yWCª�¥LÆ0¨±³C·¯»0´�ªA¦g®*©go |z| < R ¶
� ¹0ªcCªA°yWCª ©go |z| > R ½Ä�¦ ¨±»0¬>¬H³C¨¾ª�©A³C¦0¦b»0ªJ¨�·FªA¨R¦0³§®w¯³C¦0¨�¹>ª4m�§�¢k¨%tgnYµ-tg¢_m�t  ,«g©$§�¬ rkt�ªJ®8£%oq¨%tgnYµ-tg¢_m�tEÃHÕÅª�¦0³C´ÇÆ>°±ª

R
ªA¨¡®

¥§¬0¬:ªA·¯½ ny  �,§�¢�£-tLm�§�¢k¨%tgn�µ-tg¢_m�t�¹0ª�·F¥¼¨¾½A°¾Fª§ÃSÕ�¥µ°±ªJ¦0³C°¾´�¥§·¯F¨±¥L®w¯³C¦ ½Jc§³8Êb»0½Jª�¹�¥§¦0¨¶·Fª�©q¥§¹0°¾ª�¹0ªJ¨©$lgn�oYt�©¼µ-lg¢_lgny %p�n�oYm�t�©@ty·J»k§�¢_tg¢kp�oYtg¬q¬t�©�¨¾ªA°¡®�ªJ¦Ò¬�¥§°¡®wF©J»0·F¯ªA°�a¥§¨±¨¾»0°±ªJ°�»0¦Ò°±¥.�C³C¦Ó¹0ª�©J³C¦,cCªA°yWCªA¦>©Aª
¨¾®±°±¯©J®wªJ´¸ªJ¦g®É¬H³C¨¾¯®±df�²(ªJ®¼¹0³C¦0© »>¦ c§³CF¨¾F¦�¥%W§ª¢¹0ª

0
¥§»>®±³C»0°�¹0»>Ê�»>ªA·�·4¥�¨¾½A°¾Fª ªA¨¡®ÉÆ0FªJ¦ ¹>½Jº�¦0¯ª

¥§¦�¥L·d�b®w¯Ê�»>ªA´�ªA¦g®qÃ ��³C»0¨(¦�XÔªJ¦g®w°±³§¦0¨f¬0¥§¨f¯©A�¹�¥L¦0¨f¹>ªA¨(¹0½J®w¥§F·¯¨,®±°±³C¬�®wªJ©d«0¦0¯Ê�»>ªA¨A²�©q¥L°f·¯ªA¨,¨±½J°±FªJ¨fÊb»0
¦0³C»>¨�¯¦g®w½A°¾ªA¨¾¨±ªA¦g®�¨±³C¦g®�°±ªJ·4¥L®±dcCªJ´¸ªJ¦g®&¨±¯´¸¬0·¯ªA¨JÃ

¤�¥§¦0¨�·¯ªA¨Q©q¥L¨Q·FªA¨Q¬>·F»0¨Q¨¾F´�¬0·FªJ¨�·4¥�¨¾½A°±¯ª�ªA¨¡®¶»>¦0ª���ny -mgp�oY§�¢ ny %p�oY§�¢k¢_tg¬q¬tE²<©�XÔªJ¨¾®¾¿baM¿.¹>F°±ª�Ê�»_XÔªJ·F·Fª
ªA¨¡®�·Fª�Êb»0³§®±FªA¦g®�¹0ª�¹0ªJ»8À »k§�¬ ��¢���� t�©EÃ�Ä�¦ ¹>¯®�¥§·¯³C°±¨�Êb»0ª�·4¥�¨¾½A°¾Fª8WC½A¦>½A°w¥M®w°±¯©Aª�ªJ¨¾®2n& %p�oY§�¢k¢_tg¬q¬tEÃ
Ä�¦�°±¥§¬0¬:ªA·F·¯ªiÊ�»>ª�·YX ªA¦0¨¾ªA´ÇÆ>·Fª�¹0ªA¨f¬H³C·ª��¦ �C´�ªA¨�a¶©J³8ª �¸©JFªJ¦b®±¨ ¹�¥§¦>¨

K
ªA¨¡® ¦0³L®w½

K[z]
ªE®�©JªA·¯»0H¹>ªA¨f °w¥L©J®w¯³C¦0¨&°±¥L®w¯³C¦0¦0ªJ·F·FªJ¨

K(z)
ÃHÄ�¦¨¾»0¬0¬:³C¨±ª�F©JÎÊb»0ª�·4¥�®w«>½A³C°¾FªQ¹0ªJ¨�¬:³C·ª�8¦ �C´¸ªJ¨ ªA¨¡®Pf{¥§´¸¯·F¯ÁA°±ªR¥§»

·FªJ©J®±ªA»0°J²�Ê�»>Å¨±ª�°±ªJ¬H³C°¡®wªJ°w¥ a¼Ö ¾�>²�i\i>²�h MÚÅ¨±¯¦0³C¦ÎÃ
®*¯���°V�'±.�q������� ����� !��&�@� �\� � °V�'±.�q�����'� �-� � ��� � �s�'��±8±.� ��° � �-± 	]³�§�oqp

f(z)
rs¢_t���ny -mgp�oY§�¢ ny &�p�oY§�¢k¢_tg¬q¬t ¶  %¬§�n)© f(z)

©k¹ºl�mgn�oqpQ£-t'�  %¢ko)�gn)t�rs¢ko�¸�rkt0©$§�r,©�¬ª  �.§�n � t �

f(z) = E(z) +

n∑

i=1

(
νi∑

j=1

Ri,j

P j
i

)
,

§�

E ∈ K[z] ¶ P1, . . . , Pn

©$§�¢kp!rs¢koqpY %oqn)t�© oqn�n)l&£%r�mgp�o�«�¬t�© £-tgr�· 	 £-tgr%·4£%o©gp�oq¢_mgpq© ¶ νi ∈ N∗ »k§�r-n
1 ≤ i ≤ n ¶ tgp d(Ri,j) < d(Pi)

»k§�r-n pb§�r,©
i, j ½ � ¢4£%oqpV¸�r�t E t�©gp+¬ª ¸¬0¥§°¾®±FªiªA¦g®w¯ÁA°¾ª £-t

f
tgpV¸�r�t¬t�©

Ri,j/P
j
i

tg¢4©$§�¢kp�¬t�©Ç½J·F½A´�ªA¦g®±¨�¨¾F´�¬0·FªJ¨ ½Ä�°A²�³C¦Ó©A³C¦0¦0¥��F®�®w°¾ÁA¨¶Æ0FªJ¦�·Fª�¹0½gcCªJ·F³C¬0¬:ªA´�ªA¦g®�ªA¦Ò¨¾½A°±¯ª¸ªJ¦g®wFÁJ°±ª¸¹0ªA¨¶½A·F½J´¸ªJ¦g®w¨�¨±F´�¬0·¯ªA¨A²�c�F¥·4¥f ³C°¾´Ç»0·FªR¨±»0ªc§¥L¦b®±ª8Z
∀α ∈ R+,

(
1

1− z

)α+1

=
∑

n≥0

(
n+ α

n

)
zn e Û8Ã�Û�Ã¯Ù�j

È�¦�©d«0³C¯¨±¯¨±¨w¥L¦b®
K = C

²bÊb»0 ªA¨¾®0 %¬ µ-l�«�n�o�¸�r�t�� tg¢kpzmg¬§$©E²g³C¦�¬:ªA»8®�¹0½E®wªJ°±´�F¦0ªJ°f¹0ª�´¸¥§¦0FÁJ°±ªiªEÀ>¥§©E®wª
·FªJ¨Q©A³�ª ��©A¯ªA¦g®w¨�¹�X »0¦0ª�¨¾½A°±¯ª�°w¥L®±F³C¦0¦>ªA·F·¯ª e ªA¦ ¨±»0¬>¬H³C¨±¥§¦g®�Ê�»_XÔ³C¦ ªA¨¡®�©q¥§¬�¥LÆ0·Fª�¹0ª f{¥§©E®w³C°¾F¨¾ªA°�¨¾³C¦¹0½J¦0³C´�F¦�¥L®±ªA»0°)jE²0©A¥§°&·4¥�¹0½J©A³C´�¬:³C¨±�®wF³§¦�ªA¦¼½A·¯½A´�ªA¦g®w¨i¨±¯´¸¬>·FªA¨�¹0ª

f
¬>°±ªA¦>¹·F¥¼f ³C°±´�ªQ¨±»0ªcL¥§¦g®wª8Z

f(z) = E(z) +

n∑

i=1

(
νi∑

j=1

λi,j

(ai − z)j

)
,

³\[
a1, . . . an ∈ C

¨¾³C¦g®�¹>ªA»8À a�¹0ªJ»8À¼¹0F¨¡®w¯¦0©J®±¨&ªJ®�¬H³§»0° ®w³C»8®
i, j

²
λi,j ∈ C

Ã
���:��� °�� � ����� �� «0ªJ°±©d«0³C¦>¨Ç¬�¥§°�ªEÀ8ªJ´¸¬0·¯ª aÉ½A¦b»0´�½A°¾ªA°¶·FªA¨`»� %n�p�oqp�oY§�¢�©E£R¹ºtg¢kp�oYtgn�©¸ªJ¦�¬�¥§°¡®w¨�¬0·F»>¨�¬:ªJ®±¯®±ªA¨�Ê�»>ª

2
Ã

	�¦>ª@»� %n�p�oqp�oY§�¢�£R¹ rs¢ tg¢kp�oYtgn
n
ªA¨¾®�»0¦

k
¿.»0¬0·¯ªJ®

(λ1, . . . , λk)
®wªA·�Ê�»>ª

1 ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λk

ªE®
n = λ1 + · · ·+ λk

Ã�ÕÅªA¨
λi

¨±³C¦g®�·FªJ¨Q»� %ngpq©�¹0ª�·4¥Ç¬0¥§°¾®±¯®w¯³C¦ÎÃ�^8³C�®
P (z)

·4¥Ç¨¾½A°¾Fª0WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Aª�¹0ªJ¨
¬�¥§°¡®w�®wF³§¦0¨�ªA¦Ó¬�¥§°¡®w¨�¬0·F»>¨Q¬HªE®w¯®±ªA¨�Êb»0ª

2
Ã�ÕÅªA¨�¬0°¾ªA´�FªA°¾¨Q®wªA°¾´¸ªJ¨�¹0ª

P (z)
¨±³C¦g®

1, 2, 2, 3,
Ã�Ã¯Ã<È�¦

ªJÌHªJ®A²
1 = 1

²
2 = 1 + 1 = 2

²
3 = 1 + 1 + 1 = 1 + 2

²
4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 2 + 2

²¯Ã�Ã¯Ã
Õ�¥�´¸½E®w«0³�¹0ªQ¨y��´ÇÆ:³C·¯FÊb»0ªQ¦0³C»>¨�¹>³C¦0¦0ª�¹0F°¾ªA©E®wªA´�ªA¦g®i·¯ªQ°±½A¨¾»0·¯®w¥L®�Z

P (z) =

(
1

1− z

)(
1

1− z2

)

×CÜ�h



��")�&��� !��"��'"����s	��&��#�) 
Ä�¦¨±¥§¯®&¥§·F³C°¾¨&Êb»0ª

P (z)
¨±ª�¹0½J©A³C´�¬H³§¨±ª�¹0ª�´�¥L¦0FÁJ°±ªQ»0¦0¯Êb»0ª�¨±»0°

C
¨¾³C»0¨i·4¥ f ³C°¾´¸ª¼Z

P (z) = E(z) +
β1,1

1− z +
β1,2

(1− z)2
+

β2,1

1 + z
,

©q¥L°
1
ªJ¨¾®&»>¦2» ��¬t�¹>³C»0Æ0·¯ªR¹0ª

P (z)
ªE® −1

»0¦2» ��¬tR¨±¯´¸¬>·Fª§Ã � ³C´�´�ª
1/(1− z2) = (1/(1− z) +

1/(1 + z))/2
²�³§¦ªJ¦¹0½J¹0»0�®�Z

P (z) =
1

1− z

(
1

1− z +
1

1 + z

)
/2

=
1

2(1− z)2
+

1

4(1− z) +
1

4(1 + z)

¤�¥§¦>¨R©Aª�©q¥L¨A² ³C¦¢¥
E(z) = 0

²
β1,1 = 1/4

²
β1,2 = 1/2

ªE®
β2,1 = 1/4

Ã��R¬>¬0·F¯Ê�»0¥§¦g®R·F¥ ��³C°¾´Ç»0·¯ª
e Û�Ã�Û8Ã�Ù�jO²0³C¦�®w°¾³C»�cCª Z

P (z) =
1

2

∑

n≥0

(
n + 1

n

)
zn +

1

4

∑

n≥0

(1 + (−1)n)zn

=
∑

n≥0

2n+ 3 + (−1)n

4
zn

Ä�¦ ªA¦ ¹0½J¹0»0¯®�Êb»�X F·R� ¥
(2n + 3 + (−1)n)/4

¬0¥§°¾®±¯®w¯³C¦0¨�¹0ª�·YX ªA¦g®w¯ªA°
n
ªA¦ ¬�¥§°¡®w¨�¬0·¯»0¨Q¬:ªJ®w�®wªJ¨

Êb»0ª
2
Ã �

� ªA¬:ªA¦0¹0¥§¦g®q²mF·CªOÀ8F¨¾®±ª,¹0ªA¨Ë©q¥§¨�¬0·¯»0¨Å©A³§´¸¬0·¯ªEÀ8ªA¨�³\[�·F¥ ¨±½A°¾Fª,°±ªJ©d«0ªA°¾©d«0½Aªf¦�X ªA¨¾®S¹0½Eº�¦0Fª,Êb»�X F´�¬0·F`¿
©A�®wªJ´¸ªJ¦b®�¬�¥§° »>¦0ª�½AÊb»�¥M®wF³§¦ f ³C¦0©E®wF³§¦0¦0ªA·¯·FªLÃ8¤R¥§¦0¨&©AªR©q¥§¨J²>·4¥*f ³C°±´Ç»>·Fª�¹�XÔ¯¦,cCªA°¾¨±¯³C¦�¹0ªQÕ�¥%WC°±¥§¦�WCª
ªA¨¡®�¬�¥§°yf ³§F¨&»>®±F·Fª¼Z

�� ����¯����� ����� � � �I��¯��"��� ��� �ª��� � ��¯�±����'� � ��� � ��¯ �k� �9� 	�³�§�oqp

f(z) ∈ K[[z]]
rs¢_t4©$lgngoYtµ-lg¢_lgny %p�n�oYm�t0©gr-n

K
tgp

Φ(u) ∈ K[[u]]
pbtg¬q¬t¼¸�r�t

Φ(0) 6= 0 ½ ³�o f t�©gpQ£-l�´z¢koYt*o � »'¬ oYmgoqp(t�� tg¢kp�»� %n¬&¹ºl&¸�r� %p�oY§�¢ �.§�¢_mgp�oY§�¢k¢_tg¬q¬t
f(z) = zΦ(f(z)) ¶ tgpz©go g(u) t�©gp�r-¢_t*p�n)§�o©go)��� t0©$lgn�oYt¼¸�r�tg¬m�§�¢'¸�rkt 	m�§$t � mgoYtg¢kp�©*£, %¢�©

K ¶  %¬§�n�© �

∀n ≥ 1, [zn]g(f(z)) =
1

n
[zn−1](Φn(z)g′(z)).

���:��� °�� � ����� !
Õ�¥�°±½A¨¾³C·F»8®wF³§¦¢¹0ª�·YX ½AÊb»�¥M®wF³§¦ f ³C¦0©J®±F³C¦>¦0ªA·¯·Fª>c§½A°¾¯º�½Jª�¬0¥§°Q·FªJ¨8 %nJ«�n�t�© £-t �   ��¬t �¤tg¢kny -mgoq¢_l�© e ©Jf�ÃÈ À8ªA´�¬0·Fª�Û8Ã h0Ù�jÑªA¨¡®�»>¦0ªR¥L¬0¬0·F¯©q¥L®±F³C¦�¹0F°¾ªA©J®±ª�¹>ª�©Jª�®±«0½A°¾³C°±ÁJ´¸ªLÃ-^8

f(z)
ªJ¨¾®f·4¥Q¨±½J°±¯ª WC½J¦0½A°±¥L®w°¾F©Jª

¹0ª�©JªA¨�³CÆ�Ð¾ªE®w¨A² ªA·F·¯ª cC½J°±�º�ª
f(z) = z exp(f(z))

Ã,Ä�¦ ¨¾ª�¨±�®w»0ª�Æ0¯ªA¦�¹�¥L¦0¨�·FªJ¨Ç«,�8¬:³§®±«0ÁA¨¾ªA¨�¹0»
®w«>½A³C°¾ÁA´�ª�¥.c§ªA©

Φ = exp
ªE®
g = id

Ã�Ä�¦¸¥�¹>³C¦0©
Φn(z) = exp(nz)

ªJ®
g′(z) = 1

Ã��R¯¦0¨±
[zn]f(z)cL¥§»>®

1/n× nn−1/(n− 1)! = nn−1/n!
Ã @Ë°w¥§�®d¥§¦g®i¹0ªJ¨�³§Æ�Ð¾ªJ®±¨�½E®w¯Ê�»>ªJ®w½J¨A² ¦0³C»>¨&¨±³C´�´¸ªJ¨&¹�¥§¦0¨i·¯ª

©q¥L¹0°±ª¶ªEÀ8¬H³§¦0ªA¦g®w¯ªA· ²:ªE®�·¯ª�¦>³C´ÇÆ0°¾ª¶¹�X %nJ«�n)t�©8£-t �   ��¬t �Btg¢kny -mgoq¢_l�©¶¹0ª¶®w¥§F·¯·Fª
n
ªA¨¾®�¥§·F³§°±¨i¹0³C¦0¦>½

¬�¥§°
n![zn]f(z) = nn−1 Ã �

×CÜCÜ
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e%B�01�f-9�92�2)�?���9-92)34/;0gWH/;0N01��:��9>1/;010���@CB��f=<�9�\01/�2�3</;0��\>1��ACB������f>1��@�:�/;ACBDA13<=4342)89��I#eh��EGi�EG��W
/;0G0g`bB�Aj/�:�>1�[SM51�h=4���k>18mlC01342�3</;0��K�92n:�8���51=42)BD2)�K2�:�Q��o��34EL@�=<���K>�/;0+2F/;0LB�51:�BpAq����/;3<0G>CB�0��o=<Bp��51342���I
JK0T@CB�:r2)34-�51=43<��:9WC/;0T01�s@1:�89����0+2��YB�51-9510&�mtH��EG@1=4��Wq-PB�:_/;0u2):�B�342���>����%�vt��9EL@�=<���hB�������w�>�892�BD3<=<=48��
>CB�0��6=4��-�/;:�@1�[>1�?-��m2�2)�?2)7�Q����DI

�Fxay[xrz {}|K~#���r�j���h��~H��|k�h�#��~H���k��� ~��_�1�K�%|K�%������~H�����+~H|K~H���k�h�_|o�������
� /;3�2

M
510���01����E�A�=<�pB�@1@q��=48N��!����#���p"����m������!��92

Xn ∈ M
5�01�pODB�:�3UB�A�=<�%>189��34Z;0CB�0+26=�`�892)BD26�

=�`�3<0���2�BD0M2
n ∈ N

>g`�510]��V#�r2)Q�EG����/�51EL34�f��5101��=4/;3 > `b8mO;/;=45�2)34/;0NB�=48PBD2�/;3<:���IHe%B�01�f>1��0�/;E�A1:���51�����
��3�2)5CB�2)3</�01�\=�`�89O�/;=<5H2)3</�0R2)��EG@q/;:��9=<=<�h>1�

(Xn)
O�8�:�34lC�?=UBY@1:�/;@1:�3<892�8���513�ODB�0+2)� �

����BY=4/;3 >1�
Xn+1

01�?>189@j�901>¡>��p=a`b7�3<��2�/;3<:��
(X0, X1, . . . , Xn)

>15���V#�r2)Q�EG�
SM51�?@CB�:[=a`b8m2�BD2f@�:�8�����0+2

Xn

I �
¢ �92�2)�?@1:�/;@1:�34892�8���`bB�@1@q��=<=4��=UB��q')*��q'v£��m���p"#�%$¤��')(+*�,L�926=UB���51342��

(Xn)
5�01�R��������� ��"#�%$&��'�(+*�,XI

�s�P¥|�0���Y�§¦M¨ 	W�0�2��©�ª�«�¬mv® �¯«�°9±v±v² $'&P("* &�+
-�.�(0&21
$3.�(0&)*543*563-j9�+
X)X26Z`l+
*�(/&29)(3:�("*5T5T5$Z63-
&21
$38�92*56sE
63Xk-�8�.ZC
9�63XB6'&k63- ("-\("T uaX)6 S V
+�*5Xk��V\("9�&2*59BE
6§³ ��´�´ S 63-mV
9�8�C\("C
*5T5* &2$3Xw> 5�T5}3:<6/E�6
t,1
63CluaX)1�63: S *5T\=�$3-
$392("T5*5XP(�T�(_T58�*\E
63Xf=�9)("-
E�Xf-
8�.ZC
9�63X,6'&fT56y&)1
$38�9�}3./6YT5*5./* &26f4L63-<&)92("T��_+
-�6
43T�("X)X26fE
6f:�("9�*�("C
T563X�("T5$L(0&28�*59263X,E
$3VW63-
E\("-<&)63X,438�-
-l+
63X,("+0�28�+
9�E?A 1l+
*\X)8�+�X�T56f-�8�. E
6 � �
F�µ�dWQwN"<Q � F�K<¶  % >

� 3g@q/;51:\2�/;5�2f-9/;51@1=4��>g`b8m2�BD2��
(xi, xj)

=<B�@1:�/�ACB�A134=<342�8
P (Xn = xi|Xn−1 = xj)

�9��263<0�>18�@q��0H·
>CB�0+2���>15]2)�9EL@���WC-�`����r2�·���·�>134:��?>1�?=�`���0+2�3<��:

n
WX/;0¡>�342[SM51�p=UBY-�7CBD¸<01�?>1��¹uB�:�ºD/»O]����2?�C*�¼.*�½#¾m� �mI

¿ 0¡-9/;01��3<>1Q9:��?>CB�01�[=<B���513�2)�?SM51�?=UBY-�7CBD¸<01��>1��¹uB�:�º�/»O
(Xn)

����2_71/;EG/;Z;Q901��I
ÀNÁ+Â§Ã�ÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4Ê1ËÍÌ_01��¼G���¯'m£����R"#�G�¯'�����!m£��a£�*�����5�:

M
�9��2�5101�.B�@1@1=43<-PB�2)3</�0

P : M ×M →
[0, 1]

W�2���=<=4�%SM51�G�
∑

y

P (x, y) = 1.

¿ 0Î>1342RB�51����3%SM51�T=<BÏE.B�2):�34-��
P

�9��2T!m��*»������!m�a£¯Ð�ÑC�&��51:
M
IfÌ_01�u-�7CBD¸U0��T>1�¤¹uBD:�º�/»OÒ>1�

ELBD2):�3<-��6>1�h2�:)B�0���342�3</;0
P
�9��2f5�01�%��5�342)�h>1�hODB�:�3<B�A1=4���nB�=<8�BD2)/;34:��9�

(Xn)
�pO�BD=<��5�:��F>1B�01�

M
W#2)�9=<=<�

SM51�G�
P (Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P (xn, xn+1)@q/;51:Ó2�/;5�2

n ∈ N
�92§2�/;5�2)�n��513�2)�

(x0, . . . , xn+1)
>g`�8�=48�EG��0+2)�>1�

M
I ¿ 0�>13�2§B�=4/;:���SM51�\=<B_ELBD2):�3<-��

P
�9��26=<�Y� *�Ô���Ñ¡>��p=<B�-�7CBD¸<01�?>1��¹uB�:�ºD/»O

X
I

�ÕB\@1:�/�@1:�34892)8§cd/�01>CB�EG��0+2�BD=<�>����Õ-�7CBD¸<01����>1�n¹uBD:�º�/»O��9��2Õ=a`b89S#51BD2)34/;0�>1� ¢ 7CB�@�E.B�0#·�Ö_/�=<EG/;Z;/;:�/×OqW
B�51����3ÕB�@�@j�9=<8��LØM��Ð�Ñ����¯£�*��T¼G�����a')��!�!»�+Ø%>CB�01�[=UBY=4342�2�8�:�BD2)51:��h@17+V#��34SM51��I
ÙsÚ ÁMÆXÛ�Ü#ÝÏÞ¤ÇjÉaß#àâág*�£��

X = (Xn)
ÑH� � ��������� �s"#�?$¤��')(+*�,�!mÑ#'

M
"#�p¼G���¯'m£�����"#���¯'�����!m£��¯£�*��

P ãgähå *�')!sæ

P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) = µ0({x0})P (x0, x1) . . . P (xn−1, xn),

ç;è;é
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*��
µ0

"#��!m£�½�� � å � å *�£o"#� X0 ã�� �.����'v�¯£��mÑ å £��m'�� å � å *�£ µn

"#�
Xn

,��m'm£ !\� å �L')� å ���a£�*�� "#�?')���mÑ#'v'��m� ���

µn+1 = µnP = µ0P
n+1,

 �C*�Ñ#'p��*�Ñ+!
x, y ∈M

P (Xn = y|X0 = x) = P n(x, y),

 �C*�Ñ#'p��*�Ñ#���#"P*�� �m�¯£�*��
h : M → R $ *�'v� ���

� (h(Xn)|X0 = x) = P nh(x).

ÀNÁ+Â§Ã�ÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4ÊXà�Ì_01�?@1:�/;ACB�A�3<=<3�2)8
π
��51:

M
�9��26>13�2)�Y£��C,���'v£¯���C����/;5T!m�����¯£�*��C�q��£�')�?@j/�51:

P
��3

-�`����r2h5�0¡@q/;3<0+2\lHt��p>1�?=�`�8�SM5CB�2)3</�0N>1� ¢ 7CB�@1ELB�0H·�Ö_/;=4EL/;Z�/;:�/»O��

π = πP.

� 3
X0

���r2s>��.=</�3
π
W�@1:�/�ACB�A134=<342�8Y3<0+ODB�:�3<B�0+2)�DWÕB�=</;:��

Xn

�9��2�>1�.=4/;3
π
@q/;51:�2)/�5�2

n ≥ 0
I�es`�510

@q/;3<0+2[>1��O#51�?>�V#0CB�EG3<SM51�DWC/;0]>1342[SM51�?=<���rV#��2)Q9EL�p���r26>CB�01�6510 �m�����\"�����Ð�ÑH£ å £ $ ')�mI

− o −

%Fxay[x'& (Ò���*)6�������h� � � ~ ���H�1����)h�q~H���%������~H�
ÀNÁ+Â§Ã�ÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4Ê,+.-rÅ»Þ#Ý0/2143ÕÞTÛ×ÞMÅPÆ�5ÕÛ76 � /;342

(Xn)
510��G-�71BD¸U01� >1�L¹uBD:�º�/»O¤��51:

M
I � 3

xi ∈
M
WC/;0¡B�@1@q��=4=<�����m¼h�C!�"#�p')�m��*�ÑH' �Y=�`�892)BD2

xi

WC0�/�2)8
Ti

W1�9��2_>189lC0�3�@CB�:?�

Ti = inf{n ≥ 1, Xn = xi}.
¿ 0¡0�/�2)�?B�5�����3Õ=4��01/;E�A1:���>1��O#3<��3�2)�9�_�Y=a`b8m2�BD2

xi

�

Ni =
∑

n≥1

1{Xn=xi}.

¿ 0uB B�=4/;:��F=<�%2)7�8�/;:�Q�EG�p��5134ODB�0+2?�
ÙsÚ ÁMÆXÛ�Ü#ÝÏÞ¤ÇjÉaß�+98[*�Ñ#'pÑ#�Ï�m�����

xi

"#�
M
�

Pi(Ti <∞) = 1⇐⇒ Pi(Ni =∞) = 1.

�m�
Pi(Ti <∞) < 1⇐⇒ Pi(Ni =∞) < 1⇐⇒ Ei[Ni] <∞.

ÀNÁ+Â§Ã�ÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4ÊjÇ � /;3�2
xi

5�0�8m2�BD26>1�
M
I ¿ 0�=�`bB�@1@q��=4=<�s')���mÑ#'v'��m�C�F��3k�

Pi(Ti <∞) = 1,

�92p�¯'�����!m£��m�C�\��3401/;0gICÌ60¡8m2�BD2[:�8�-951:�:���0+2h�9��26>13�2[@j/;��342�34O;�9EL�90+2[:�8�-951:�:���0+2_��3K�

Ei[Ti] <∞.

ç;è�:
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Ì_0¡892�B�2s')���mÑ#'m')�m�C�f�9��2_>1/;01-p510u8m2�BD26O#3<��342)8?510¡01/;E�A�:��?3<0�l1013Õ>1�pcd/�3<�6BPO;��-�@1:�/�ACB�A134=<342�8
1
W

B�=4/;:��fSM51�?=�`�����@j89:)B�0�-��?>15�01/;E�A1:��?>1��OH34��3�2)���f> `b510�892)BD2p�a'�����!m£��m�C�n����26lC0134��I
Ì_0 892)BD2

xj

����2�>13�2pB�-�-9������3<A1=4� >1��@15�3<�?510 892�B�2
xi

��3K=<BN@1:�/;A1B�A13<=4342�8s>g`bBD2�2���3401>1:�� =a`b8m2�BD2
xj>1�9@1513<�N=a`b8m2�BD2

xi

����2]�r2):�3<-92���EG��0+2N@q/;��3�2)3�O;��I ¿ 0�>�342NSM51�
xi

�m2
xj

-�/�ELE�5�013<SM51�90M2]�9`b34=h��/;0+2
E�5�2�51��=4=<�9EL�90M2fB�-�-9������3<A1=4���9Ij�ÕBY:��9=UBD2�3</;0N>��p-9/;EGE�510134-PBD2�3</;0R�9��265101�?:���=UB�2)3</�0N>g`b89SM5134ODB�=4��01-9��I
�pÛ�Æ,/KÆ 1PÄ�Å×ÄdÆjÃ ÇjÉ¯ß1Ç��g�.')���mÑ#'m')�m� ���Y��!m�kÑ#� �f�q'�*��q'v£��m���s"#��� å ��!�!»��"#����*�¼Y¼YÑ#�C£������¯£�*�� ã

¿ 0uB�����/#-�34�?B�=</;:��[�
P
=UB��r2):�5�-92)5�:��p>1�?Z;:)B�@�71�?/;:�34��0+2)8

G = (M,E)
>18mlC0134�p@1B�:��

E = {(x, y) ∈M ×M,P (x, y) > 0}
ÀNÁ+Â§Ã�ÄdÅ»Ä¯ÆqÃÈÇjÉ4Ê������Ï� *�Ô���Ñ����¯:��9��@gIn=UB -�7CBD¸U0��

X � ���r2&£�'v'���"�ÑC�m�¯£ $�å �u��3h@q/;51: 2)/;5H2R-�/�51@1=<�
(x, y) ∈M2 3<=j�mtH3<�r2)�?510���0+2)34��: k �92[510�����51342��%lC013<�

x = x0, x1, . . . , xk = y
2)�9=<=4�%SM51�L�

P (xi, xi+1) > 0
@q/;51:

i = 0, . . . , k − 1
I ¢ `����r2�·���·�>134:��Y�

P (Xk = y|X0 = x) = P k(x, y) > 0.
�RÞ#Ý��1Û�� 5ÕÞ ÇjÉ4à
�K`b34:�:�8�>151-m2)34A13<=4342)86>1�

P
�9��2_8�SM5134ODB�=4��0+2)�?�Y=<B -9/;0101�vtH342)8?>15�Z;:�B�@171�

G
BD����/#-�348?�

P
I

�K`b340M2�8�:�i926@1:�3401-�34@CB�=j>1��=a`b34:�:�8�>151-m2)34A13<=4342)8[>g`�5101�p-�7CBD¸<01�?>1��¹uB�:�º�/»O]���r2_SM51�p-��9=UBY@q��:�EG�92[>��
>18m2)��:�EL3401��:f��BG>�3<��2�:�34A15�2)34/;0R340MODB�:�3UB�0+2���I
�pÛ�Æ,/KÆ 1PÄ�Å×ÄdÆjÃ ÇjÉ¯ß��âáX£

P
��!m�o£�'v'���"�ÑC�m�¯£ $�å ���n� å *�')!sæ å ��!�"P*�� �m�¯£�*���! P � £��C,���'m£¯���C����!��»3aIb�DI Pf = f  !»*��C� å ��!#"P*�� �m�¯£�*���!s��*���!m�����C����!�� P �+"�¼.�m�nÑ#� �?Ñ#�C£¯Ð�ÑX�f�q')* $ � $ £ å £����?£��C,���'v£¯���C��� π ã

� 36=UB&-�7CBD¸<01�¡>��&¹uB�:�º�/»O�B�>1EG�92L5101��>13<�r2):�3<A15�2�3</;0�=43<EG342)�DW§B�=4/;:�� -9��=<=4�m·�-�3f���r2R340MODB�:�3UB�0+2���I
¹uB�34�\=UB�:�8�-93<@1:�/HSM51���9��2fc¯B�5������DIXJK0�:��9ODB�01-�7���WC��`�3<=j�mtH3<�r2)��510���51013<SM51��>�3<��2�:�34A15�2)34/;0R340MODB�:�3UB�0+2���W
=UB�>�3<��2�:�34A15�2)34/;0N>1�?=UBY-�7CB�¸U01�?>1��¹uB�:�º�/»O]-�/�0MO���:�Z;�p2�/;5�!�/;5�:��fO;�9:��6-��92�2)�?>1�9:�0134Q�:��?�90¡EG/»V;��0�01�
>1� ¢ ����B�:�/�I

− o −

%Fxay[x#" $&%h|('��h��� �h� {}|k��)k�+*-,%�h�����
Ì_01�.-�7CBD¸U0��R>1�]¹uBD:�º�/»OÏ����2�>1342�� !k�C£��.��3\�9=<=<�G���r2Y>18mlC013<�.��51:�5�0 ��01����E�A1=4�.lC013n>g`�892�B�2)��W

-�`����r2�·���·�>134:�����3 |M | <∞ I
�pÛ�Æ,/KÆ 1PÄ�Å×ÄdÆjÃ ÇjÉ¯ß�.âáX£

(Xn)
��!m�%Ñ#� �¡��������� �R"#� $¤��')(+*�,N�C*�¼.*�½#¾m� �N�m��£�'v'���"�ÑC�m�¯£ $�å �G!mÑ#'RÑ#���!����#����"����m�����d!#!k�C£ �o� å *�'�!s� å�å ����!m�n')���mÑ#'v'��m�C���f�C*»!m£��¯£�,�� ã

�pÛ�Æ,/KÆ 1PÄ�Å×ÄdÆjÃ ÇjÉ0/�1 áX£
(Xn)

��!m�oÑH� ����������� �?"#�%$&��'�(+*�,s'����mÑ#'v')�m�C���\�C*»!m£��¯£�,����m�k£�'v')��"�ÑX�m�¯£ $�å ����m�K!m£
π
��!m�K!��N"�£<!m�a'v£ $ Ñ#�a£�*��¡!m�����¯£�*��C�q��£�'����o� å *�'�!sæ
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