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Chapitre 1

INTRODUCTION
La conjoncture �economique actuelle, marqu�ee par une augmentation des charges

des entreprises, due entre autre �a l'augmentation du coût de la main d'oeuvre, �a

la diminution du temps de travail, �a la hausse des cours de mati�eres premi�eres

(aluminium par exemple), et �a la concurrence des pays du sud pousse les industriels

de la mise en forme des m�etaux �a r�eduire leur coût de production et �a augmenter

leur productivit�e. D'autre part, dans certains secteurs comme l'a�eronautique par

exemple, on a besoin de pi�eces de tr�es hautes caract�eristiques. Dans l'industrie

automobile, la tendance est �a l'all�egement des v�ehicules en vue de consommer peu

et de polluer moins. Plus simplement, les entreprises ont besoin de produire des

pi�eces plus l�eg�eres, de meilleure qualit�e et moins ch�eres. Les proc�ed�es classiques

utilis�es pour la fabrication de pi�eces sont la mise en forme �a froid et la mise en

forme �a chaud.

1.1 Le cadre industriel

1.1.1 La mise en forme �a l'�etat solide

Les proc�ed�es de mise en forme �a l'�etat solide, qui regroupent entre autres le

forgeage �a froid, le forgeage �a chaud, le laminage, le �lage et des techniques d'usi-

nage, sont tr�es utilis�es car les pi�eces obtenues sont de meilleure qualit�e m�ecanique

et m�etallurgique que celles obtenues par les proc�ed�es de mise en forme �a l'�etat li-

quide. Elles pr�esentent ainsi des qualit�es de tenue en fatigue et de r�esistance aux

chocs bien meilleures. Toutefois, on note que pour des pi�eces complexes, les coûts

de fabrication peuvent être tr�es �elev�es. La cons�equence est alors l'utilisation de ces

proc�ed�es pour des pi�eces de s�ecurit�e pour lesquelles les crit�eres de qualit�e sont tr�es

s�ev�eres. Le principal d�ebouch�e pour ces produits est l'industrie automobile avec

plus de la moiti�e de la production. Les autres secteurs consommateurs de pi�eces

issues de la mise en forme �a l'�etat solide sont l'a�eronautique, les industries ferro-

viaire et militaire, les industries de fabrication de motos et de cyclomoteurs. Les

mat�eriaux utilis�es sont tr�es divers : aciers et autres alliages m�etalliques. La sou-

plesse de production est consid�erable car on peut obtenir des pi�eces de quelques

grammes �a plusieurs tonnes. Les cadences de fabrication peuvent être tr�es �elev�ees.

En conclusion, les di��erentes techniques de mise en forme �a l'�etat solide permettent
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l'obtention de pi�eces ayant une tr�es bonne qualit�e m�ecanique et m�etallurgique, mais

de forme g�en�eralement simple.

1.1.2 Les proc�ed�es de mise en forme �a l'�etat liquide

Ce sont des proc�ed�es de mise en forme de m�etaux consistant �a verser dans

un moule le m�etal liquide et �a l'y maintenir jusqu'�a la �n de la solidi�cation, le

refroidissement �nal pouvant s'e�ectuer hors du moule. Il existe plusieurs fa�cons

de classi�er les proc�ed�es de fonderie [28]. En fonction du type d'�ecoulement, on

distingue la coul�ee par gravit�e et la coul�ee sous pression. D'autres classi�cations

sont faites �a partir du mat�eriau de constitution du moule (permanent ou �a usage

unique), �a partir du type de mat�eriau coul�e, ou �a partir du poids des pi�eces obtenues

[17]. Ainsi, on a des moules m�etalliques ou en sable, qui permettent de fabriquer des

pi�eces en acier, en alliage d'aluminium ou d'autres m�etaux non ferreux. On pr�esente

ci-dessous une comparaison de plusieurs proc�ed�es de moulage.

Type de sable �a vert moule moule en moule en moule en

moule permanent sable carbone c�eramique

(m�etallique)

coût 2 2 4 4 5

volumique

coût 1 4 4 4 3

unitaire

�etat de 3 2 2 3 1

surface

propri�et�e 2 2 2 2 3

du mat�eriau

pi�eces 3 3 2 2 1

complexe

changement de 1 4 3 3 3

g�eom�etrie

L�egende :

{ 1-tr�es bon

{ 5-tr�es mauvais

On constate donc que les di��erents proc�ed�es de coul�ee permettent d'obtenir

des pi�eces complexes, pouvant pr�esenter des parties tr�es minces et un bon �etat

de surface. Cependant, �a cause de la faible viscosit�e des alliages fondus, on a

souvent un �ecoulement turbulent. Cela entrâ�ne l'apparition de porosit�es dans les

mat�eriaux. L'entrâ�nement de gaz (source de porosit�e) et de peaux d'oxyde dans

la masse du mat�eriau (source d'amor�cage de �ssures) font que les pi�eces obtenues

ont g�en�eralement des qualit�es m�ecaniques moyennes. On peut �egalement noter la

lenteur du proc�ed�e et l'usure rapide des moules, des probl�emes de retassure et de
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criques sur les pi�eces form�ees, dues �a la contraction qui se produit au cours de la

solidi�cation [17].

1.1.3 Une alternative : la mise en forme �a l'�etat semi-solide

Les industries du secteur de la mise en forme, pour rester comp�etitives, ont

besoin de r�eduire leurs coûts de production. Cette r�eduction de coût passe entre

autre par une r�eduction du poids des pi�eces ou par l'utilisation de nouveaux alliages

non ferreux sans en alt�erer la qualit�e, ou par des �economies d'�energie. De même,

pour la fabrication de pi�eces complexes �a hautes caract�eristiques, ces entreprises

ont besoin d'am�eliorer la qualit�e des pi�eces produites par les proc�ed�es de fonderie

classiques. Aussi, se sont-elles mises �a la recherche d'autres proc�ed�es pour remplacer

la fonderie classique, d'o�u l'av�enement de la mise en forme �a l'�etat semi-solide.

Elle consiste �a former les pi�eces dans l'intervalle de solidi�cation de l'alliage,

c'est-�a-dire entre le solidus et le liquidus. Aujourd'hui, les techniques de mise en

forme �a l'�etat semi-solide sont utilis�ees aux Etats Unis d'Am�erique, en Europe Oc-

cidentale (avec quelques variantes en Italie), au Japon et dans d'autres pays d'Asie.

On distingue aujourd'hui deux grandes familles de proc�ed�es : le rh�eoformage qui

consiste �a mettre directement en forme l'alliage partiellement solidi��e sous cisaille-

ment, et le thixoformage. Le thixomolding, quant �a lui, consiste �a fondre des granul�es

de metal dans un syst�eme vis-fourreau, de mani�ere similaire �a l'extrusion des po-

lym�eres. Le mat�eriau brut est moul�e par injection apr�es fusion partielle et imposition

d'un cisaillement. En ce qui concerne le thixoformage, on peut diviser ce proc�ed�e

en trois principales �etapes. La premi�ere consiste �a prendre un alliage ayant un in-

tervalle de solidi�cation assez large comme l'AlSi7Mg et �a le produire en billettes

par un proc�ed�e de coul�ee continue, dans lequel un brassage �electromagn�etique a

pour e�et de casser les structures dendritiques et donc de conf�erer au produit une

structure globulaire. Ensuite, de telles billettes sont r�echau��ees, le plus souvent en

utilisant un chau�age par induction jusqu'�a une temp�erature entre le solidus et le

liquidus, de telle mani�ere que la fraction de solide soit entre 0.5 et 0.6. Les globules

gardent alors une certaine coh�erence et le produit peut être manipul�e facilement.

En�n, la billette r�echau��ee est mise en forme dans un moule et on obtient la pi�ece

�nale. Par rapport aux di��erentes techniques de fonderie, les principaux avantages

de la mise en forme �a l'�etat semi-solide sont :

{ une faible consommation d'�energie, car on reste en dessous du point de fusion ;

{ des e�orts de mise en forme plus faibles que ceux n�ecessaires �a la mise en

forme �a froid ;

{ l'�ecoulement est laminaire pendant le remplissage, la viscosit�e de la gel�ee �etant

plus �elev�ee que celle du m�etal en fusion. Le front de mati�ere est relativement

plan alors qu'il est en forme de jet dans le cas de la coul�ee sous pression.

Les pi�eces ainsi fabriqu�ees ont donc de meilleures qualit�es m�etallurgiques et

m�ecaniques, ce qui permet de remplir les moules plus facilement en limitant

la cr�eation de porosit�es. On note �egalement de meilleures tol�erances dimen-

sionnelles (moins de retraits) et peu de d�efauts de surface, ce qui permet de
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r�eduire (voire d'�eliminer) des op�erations d'usinage ;

{ une plus grande dur�ee de vie des outils, car les chocs thermiques y sont

moindres et le temps de solidi�cation plus court ; une cons�equence est donc

l'augmentation de la cadence du proc�ed�e.

{ La possibilit�e d'incorporer facilement d'autres mat�eriaux (fabrication de com-

posites), d'utiliser les outils de mise en forme propres au forgeage �a chaud

(extrusion,forgeage,...), ou de s�eparer le liquide du solide (�ltration) ;

En r�esum�e, la mise en forme de m�etaux �a l'�etat semi-solide permet d'obtenir

des pi�eces ayant des propri�et�es m�ecaniques interm�ediaires entre la fonderie et le

forgeage de fa�con plus �economique que ces proc�ed�es.

1.2 Le projet ADFORM et le sujet de th�ese

1.2.1 Objectifs et di��erents partenaires du projet ADFORM

Le CEMEF, �a travers les travaux de Jean Collot et des di��erents chercheurs qu'il

a encadr�es, a particip�e grandement �a la mise au point des di��erents param�etres

du proc�ed�e[25] et �a son industrialisation par l'interm�ediaire de plusieurs brevets

d�epos�es[27]. Il s'est attach�e tout particuli�erement au d�eveloppement technologique

de nouveaux proc�ed�es de thixoformage. Aussi, c'est fort de ces r�esultats que le centre

de recherche s'est lanc�e dans un nouveau projet europ�een Brite/Euram dans lequel

s'inscrit ce travail et dont le titre est "Advanced Semisolid Forming for Complex

structural components" (ADFORM). Le but de ce projet est de remplacer certaines

pi�eces d'alliage ferreux des industries automobile et de l'a�eronautique par des pi�eces

en alliage d'aluminium et de contribuer ainsi �a l'all�egement des v�ehicules et �a la

diminution de la pollution. Les partenaires de ce projet sont les suivants :

{ FIAT (Italie), constructeur automobile

{ STAMPAL (Italie), fonderie sous pression

{ RENAULT (France), constructeur automobile

{ EADS (France), constructeur a�eronautique

{ DERBI-MOTORS (Espagne), constructeur de cyclomoteurs

{ UPC (Espagne), Universit�e polytechnique de Barcelone

Pour atteindre ces objectifs, des injections de pi�eces industrielles ont �et�e faites

par le partenaire STAMPAL. Des tests m�ecaniques sur ces pi�eces ont �egalement

�et�e e�ectu�es chez les partenaires FIAT, RENAULT, et EADS, et des analyses de

microstructure ont �et�e e�ectu�ees �a l'UPC. En�n, des simulations num�eriques et des

exp�eriences ont �et�e e�ectu�ees au CEMEF.

1.2.2 Le sujet de th�ese

Plusieurs chercheurs depuis Spencer [115] se sont pench�es sur le comportement

des alliages �a l'�etat semi-solide. Cependant, tr�es peu de travaux ont �et�e r�ealis�es dans

les conditions d'injection. Aussi, ma th�ese, dont le but est de permettre la simulation
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num�erique du proc�ed�e d'injection de m�etaux �a l'�etat semi-solide, fait partie des pro-

jets de recherche lanc�es au CEMEF et dont le but est d'am�eliorer les moyens de la

simulation des proc�ed�es de fonderie. La premi�ere partie de notre travail a donc �et�e,

apr�es le choix d'un mod�ele, de concevoir un test rh�eologique capable de repr�esenter

au mieux les conditions d'injection. Ensuite, nous avons proc�ed�e �a l'identi�cation

des param�etres du mod�ele rh�eologique. Connaissant donc le comportement de notre

alliage, nous avons proc�ed�e aux adaptations n�ecessaires de nos codes de calcul en

vue de proc�eder �a la simulation num�erique du remplissage concernant les m�etaux �a

l'�etat semi-solide et �a la validation des simulations sur les exp�eriences.

Aussi, apr�es un deuxi�eme chapitre consacr�e �a une revue bibliographique sur le

proc�ed�e et les mod�eles utilis�es pour d�ecrire le comportement des m�etaux �a l'�etat

semi-solide, nous pr�esentons au troisi�eme chapitre les r�esultats des exp�eriences d'in-

jection que nous avons r�ealis�ees, ainsi que ceux de l'identi�cation des param�etres du

mod�ele caract�erisant le comportement du mat�eriau au cours de la phase d'injection.

Le quatri�eme chapitre est consacr�e �a la pr�esentation du premier code de calcul que

nous avons utilis�e, R3. Le cinqui�eme chapitre est quant �a lui consacr�e au traite-

ment num�erique du contact mati�ere/mati�ere dans R3 et le sixi�eme �a la formulation

arbitrairement lagrangienne eul�erienne dans R3. Le dernier chapitre, quant �a lui

pr�esente le code de calcul Rem3D et les d�eveloppements que nous y avons faits,

ainsi que les principaux r�esultats obtenus en remplissage de pi�eces industrielles.
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Chapitre 2

L'ETAT SEMI-SOLIDE

Fig. 2.1 { Proc�ed�e de fabrication de billettes �a structure globulaire pour le thixo-

formage

Ce chapitre a pour but de pr�esenter les principales avanc�ees sur la mise en forme

�a l'�etat semi-solide (Figure : 2.1), depuis la d�ecouverte par Spencer de la structure

globulaire[115]. On s'int�eressera donc aux di��erents �etats structuraux des alliages

�a l'�etat semi-solide, leurs comportements rh�eologiques et les principaux param�etres

dont ils d�ependent, ainsi que les di��erents mod�eles utilis�es dans la bibliographie pour

d�ecrire leur comportement. On verra donc que la rh�eologie d�epend tr�es fortement

de la morphologie de la phase solide. La forme et la structure de la phase solide

d�epend quant �a elle du processus d'obtention de l'�etat semi-solide. Dans la premi�ere

partie, nous pr�esentons les di��erents proc�ed�es d'obtention de l' �etat semi-solide et les

structures obtenues. On distingue alors deux principaux proc�ed�es de solidi�cation :
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{ une solidi�cation conventionnelle conduisant �a la formation d'une structure

dendritique pour la phase solide,

{ une solidi�cation avec brassage conduisant �a la formation d'une structure

globulaire pour la phase solide.

On pr�esente aussi la refusion partielle d'alliages pr�ealablement solidi��es avec ces

deux proc�ed�es.

Dans la seconde partie, nous pr�esentons les mod�eles de comportement permettant

de d�ecrire l'�ecoulement des alliages �a structure globulaire, puisque ce sont ceux-l�a

qui sont utilis�es pour la mise en forme.

2.1 Etat semi-solide obtenu au cours de la solidi-

�cation

2.1.1 Brefs rappels sur les m�ecanismes de formation

L'�etat semi-solide est obtenu �a partir de l'�etat liquide par germination de parti-

cules solides et par croissance des germes cr�e�es au cours de la solidi�cation [43]. La

formation d'un germe dans un bain liquide n�ecessite une �energie d'activation �egale

�a la variation d'�energie libre du syst�eme. Cette �energie est fonction de l'entropie

de fusion, de la surfusion thermique (di��erence entre la temp�erature de fusion et la

temp�erature d'�equilibre du germe), et de l'�energie super�cielle du germe cr�e�e. La

courbe d'�evolution de l'�energie libre d'un germe en fonction de son rayon montre

l'existence d'un maximun pour un rayon critique. Tout embryon dont le germe a

un rayon inf�erieur �a cette valeur ne peut se d�evelopper car sa croissance occasionne

une augmentation de l'�energie libre, alors que pour un germe dont le rayon est

sup�erieur au rayon critique, on a un bilan �energ�etique favorable �a l'augmentation

de son rayon. C'est le processus de germination homog�ene au cours du quel les par-

ticules solides se forment au sein de la phase liquide dans les conditions d'�equilibre

thermodynamique. Ce processus de germination suppose l'�equiprobabilit�e de nais-

sance d'un germe en tout point de la phase m�ere.

On distingue �egalement la germination h�et�erog�ene au cours de la quelle les germes

se forment au contact des parois froides de la lingoti�ere ou de particules �etrang�eres

baignant dans le liquide (oxydes par exemple). Ces derni�eres abaissent l'enthalpie

libre de formation des germes ainsi que le degr�e de surfusion n�ecessaire pour amor-

cer la r�eaction. Les germes ainsi cr�e�es, s'ils sont stables, sont susceptibles de grossir

pour donner un cristal.

Lors de la phase de croissance, les cristaux adoptent plusieurs morphologies en fonc-

tion des conditions thermiques de la solidi�cation et la composition du liquide au

voisinage de l'interface liquide/solide.

La surfusion chimique est la di��erence entre le gradient de temp�erature impos�e

�a l'interface solide/liquide par les conditions thermiques de la solidi�cation et le

gradient de temp�erature du liquidus induit par la di��erence de concentration en

solut�e pr�es de l'interface. Lorsque la surfusion chimique est importante dans une
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zone, on a une vitesse de croissance plus importante et donc, une certaine instabilit�e.

Cette instabilit�e entrâ�ne la formation d'une structure de type dendritique.

Lorsqu'on a une surfusion chimique faible, on a une solidi�cation de type cel-

lulaire. L'avanc�ee du front de solidi�cation dans ce cas conduit �a la formation de

perturbations qui croissent selon le même m�ecanisme que celui qui leur a donn�e

naissance. En�n, lorsqu'il n'y a pas de surfusion chimique, la zone consid�er�ee est

stable et l'on observe une solidi�cation plane. La surfusion de courbure, quant �a

elle, est la surfusion thermique existant en bout de dendrite et due �a la courbure

locale.

La morphologie de la partie solide obtenue apr�es croissance des germes cr�e�es est

in
uenc�ee par la vitesse de solidi�cation et les �eventuels traitements m�ecaniques et

�electromagn�etiques appliqu�es �a l'alliage se solidi�ant.

2.1.2 Structures obtenues

Microstructure au cours d'une solidi�cation conventionnelle

Au cours d'une solidi�cation conventionnelle, la microstructure obtenue d�epend

essentiellement de la composition chimique de l'alliage et des conditions de refroi-

dissement. En fonction de la composition de l'alliage, on obtient soit une structure

dendritique, soit une structure eutectique. En fonction des conditions de refroidisse-

ment, on obtient soit une structure dendritique �equiaxe, soit une structure dendri-

tique basaltique. Les microstructures dendritiques sont obtenues par croissance de la

phase solide dans le liquide alors que les microstructures eutectiques sont le r�esultat

de la croissance coupl�ee des deux phases dans un liquide de composition eutectique.

Toutefois, la plupart des alliages d'importance commerciale ont une solidi�cation

dendritique. En e�et lorsque le gradient thermique impos�e au front solide-liquide

par le refroidissement est inf�erieur au gradient de la temp�erature du liquidus, on a

l'instabilit�e du front de solidi�cation et la formation d'une structure dendritique.

En g�en�eral, cette structure, �a l'exception de la strucutre dendritique �ne, n'est pas

tr�es int�eressante pour la mise en forme car elle cause des probl�emes d'h�et�erog�en�eit�e

de la d�eformation (s�egr�egation dans la phase �a l'�etat semi-solide) et de formation

de �ssures �a chaud [44][96].

Pour caract�eriser une telle structure, on mesure les espaces entre les dendrites pri-

maires, secondaires ou d'ordre sup�erieur, g�en�eralement perpendiculairement aux

branches. La �nesse du r�eseau dendritique d'un alliage d�epend de la vitesse de

solidi�cation. On a la relation empirique suivante :

d = a

 
dT

dt

!�n
moy

avec

d : espacement interdendritique primaire ou secondaire,

a et n constantes,�
dT
dt

��n
moy

vitesse de refroidissement moyenne au cours de la solidi�cation.
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La connaissance du diagramme d'�equilibre d'un alliage binaire au cours de la so-

lidi�cation permet de d�eterminer enti�erement les compositions des phases liquide

Cl et solide Cs, ainsi que leur r�epartition massique, par application du principe de

conservation du solut�e. Les e�ets de courbure en bout de dendrites et de convection

dans le liquide sont g�en�eralement n�eglig�es, ce qui suppose un �equilibre total du so-

lut�e dans le liquide et dans le solide. Les fractions massiques de liquide et de solide

sont d�eduites par la r�egle barycentrique :

Csfs + Clfl = C0

o�u C0 est la composition initiale. Si de plus on n�eglige la di�usion du solide et on

suppose une homog�en�eisation compl�ete dans le liquide, la fraction de solide peut

être �ecrite en tout point en utilisant l'�equation de Scheil [79] :

fs = 1�
�
Cl

C0

� �1

1�kp

kp =
C�

s

Cl
, C�

s �etant la composition du solide qui se forme �a l'interface solide liquide.

En fonction de la temp�erature du liquide, on a, moyennant une hypoth�ese de

lin�earit�e de la temp�erature de d�ebut de solidi�cation en fonction de la concentration[43] :

fs = 1�
 
Tf � T

Tf � TL

! �1

1�kp

T : la temp�erature de l'alliage se solidi�ant

TL : la temp�erature de liquidus de l'alliage (d�ebut de solidi�cation)

Tf : la temp�erature de fusion du corps pur

Solidi�cation avec brassage

Nous avons not�e au paragraphe pr�ec�edent que les porosit�es et les s�egr�egations

observables en fonderie sont g�en�eralement dues �a la structure dendritique. Aussi,

plusieurs travaux ont �et�e r�ealis�es notamment au MIT pour modi�er cette structure

au cours de la mise en forme. Ainsi, le brassage m�ecanique d'un alliage �a l'�etat semi-

solide d�etruit la structure dendritique au pro�t d'une structure globulaire (�gure

2.2). Les �etudes m�etallographiques r�ealis�ees apr�es solidi�cation compl�ete r�ev�elent la

pr�esence de globules issues de la solidi�cation primaire dans une matrice r�esultant

elle de la solidi�cation secondaire du liquide existant au moment de la coul�ee. Cette

d�ecouverte a �et�e faite au d�ebut des ann�ees soixante-dix(1971) par David Spencer au

MIT qui, tout au long de la solidi�cation de l'alliage Sn-15%Pb dans un rh�eom�etre

de Couette, imposa un cisaillement important (�gure 2.3). Il observa en outre que

pour une fraction de solide donn�ee, la contrainte de cisaillement pour cette nouvelle

structure �etait de deux ordres de grandeur plus faible que celle du même mat�eriau

�a structure dendritique pour une fraction de solide donn�ee [43].

On peut donc obtenir cette structure par un brassage m�ecanique de l'alliage

�a temp�erature constante. On distingue deux types de brassage m�ecanique : des

syst�emes monocharges ou continus, selon que la production se fait �a partir d'une
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Fig. 2.2 { Evolution de la structure durant la solidi�cation avec cisaillement[44]

Fig. 2.3 { Exp�erience de Spencer : d�etermination exp�erimentale de la contrainte de

cisaillement pour l'alliage Sn-Pb[44]
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charge �el�ementaire plac�ee dans un creuset ou en continu. Toutefois, les limitations

de ces syst�emes sont dues aux r�egulations de temp�erature, �a la pr�esence et �a l'usure

de l'agitateur au contact du m�etal liquide. C'est pourquoi on emploie de plus en

plus un brassage �electromagn�etique continu au cours de la solidi�cation(cf �gure

2.1) pour obtenir cette structure (�gure 2.4). Di��erents syst�emes ont �et�e brevet�es,

notamment pour le brassage des barres de diam�etre variant de 5 �a 150 mm, ce

qui permet ainsi d'obtenir, apr�es tron�connage, des pr�eformes destin�ees �a la mise en

forme.

En revanche, plusieurs auteurs depuis Spencer se sont int�eress�es au m�ecanisme de

formation d'une structure globulaire. Pour les chercheurs des universit�es de Drexel

[3][81][127] et ceux de Sussex [34], on a d'abord une solidi�cation dendritique ; le

brassage tendant �a favoriser l'instabilit�e de la croissance dendritique et �a augmenter

la vitesse de croissance pour une instabilit�e d�ej�a �etablie. Les particules globulaires

proviennent alors de la fragmentation des bras de dendrites. Les joints de grains de

faible �energie ne pr�esentant pas de pic de solut�e proviennent alors de la d�eformation

�a chaud de bras de dendrite, alors que ceux pr�esentant un pic de solut�e proviennent

du frittage de deux particules solides qui se sont rencontr�ees avec une orientation

favorable pour la cr�eation d'un joint de grains non mouill�e.

Pour ceux de l'universit�e de Delft [92][114], qui ont �etudi�e l'e�et de la convection

et la di�usion des atomes de solut�e au voisinage d'une particule sph�erique, la glo-

bularisation des particules solides serait la cons�equence d'une croissance cellulaire

due �a une surfusion constitutionnelle plus faible que dans le cas d'une solidi�cation

classique.

De toute fa�con, le mat�eriau globulaire se comporte comme un 
uide auquel on

peut associer une viscosit�e apparente qui, pour des fractions de solide moyennes

(fs ' 0:4), reste encore tr�es faible (� 1Pa:s qui est la viscosit�e de l'huile d'olive,

alors qu'on a �a l'�etat purement liquide � ' 10�3Pa:s)[44].

Une agitation vigoureuse au d�ebut de la solidi�cation provoque la formation de

nouveaux grains (germination). En e�et, les dendrites, soumises �a un cisaillement

important au cours d'un refroidissement suÆsamment lent, prennent une forme

sph�ero��dale. Joly montra que la taille des grains individuels d�epend fortement de la

vitesse de solidi�cation et faiblement de la vitesse du cisaillement[44].

Il apparâ�t donc que la formation d'une structure non dendritique se fait soit

par fragmentation de dendrites initialement form�ees sous l'action d'un cisaillement

important, soit �a cause d'un gradient thermique l�eg�erement n�egatif �a l'interface

solide-liquide, provoquant une surfusion constitutionnelle plus faible que dans le

cas d'une solidi�cation classique [88].

Les param�etres la caract�erisant sont la taille, le nombre et la morphologie, la frac-

tion volumique de liquide pi�eg�e �a l'int�erieur des particules, ainsi que l'espacement

entre les particules. Pour un alliage donn�e, les param�etres op�eratoires conditionnant

fortement les caract�eristiques de cette structure sont[43][44] :

16



Fig. 2.4 { Microstructure d'un alliage Sn-Pb obtenu par une solidi�cation conven-

tionnelle (a) et par une solidi�cation avec brassage m�ecanique intense (b)[82]

{ la vitesse de refroidissement,

{ la vitesse de cisaillement de l'alliage au cours du brassage,

{ la fraction de solide en fonction de la temp�erature de �n de brassage ou de

brassage isotherme,

{ le temps de brassage.

2.2 Refusion partielle

Dans le pr�ec�edent paragraphe, nous avons pr�esent�e deux mani�eres d'obtenir

l'�etat semi-solide qui consistent, en partant de l'�etat liquide, �a refroidir l'alliage jus-

qu'�a une temp�erature situ�ee dans son intervalle de solidi�cation. Les caract�eristiques

structurales de l'alliage ainsi obtenu sont alors d�etermin�ees par la vitesse et les

conditions de refroidissement, ainsi que par la temp�erature et le temps de main-

tien. La refusion partielle quant �a elle est le proc�ed�e qui consiste �a r�echau�er un

alliage m�etallique pr�ealablement solidi��e jusqu'�a une temp�erature sup�erieure �a celle

du solidus. Les propri�et�es microstructurales de l'�etat semi-solide obtenu sont alors

d�etermin�ees par[44] :

{ la nature de l'alliage (pr�esence ou non de particules c�eramiques)

{ les conditions de solidi�cation (vitesse,...) (�gure 2.5) qui d�eterminent la taille

et la morphologie de la structure avant refusion

{ les traitements thermom�ecaniques appliqu�es �a l'alliage �a l'�etat solide avant la

refusion (�ecrouissage, recuit, revenu)

{ les conditions de refusion (temp�erature, vitesse, temp�erature et temps de

maintien isotherme)(�gures 2.7 et 2.6)

Les alliages utilis�es dans cette famille de proc�ed�es sont g�en�eralement issus de la

coul�ee continue conventionnelle ou de la coul�ee continue avec brassage.
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Fig. 2.5 { E�et de la vitesse de solidi�cation sur la viscosit�e apparente des alliages

Sn-Pb(a) et Al-Cu-Mg(b) �a l'�etat semi-solide[44]
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2.2.1 Globularisation d'un alliage �a structure dendritique

En g�en�eral, pour une structure dendritique �ne, l'augmentation du temps de

maintien dans l'intervalle de solidi�cation a pour e�et de tendre vers une globu-

larisation de la structure. Kattamis[71], puis Second�e et al[109] ont expliqu�e la

formation d'une structure globulaire �a partir d'une structure dendritique au cours

d'une refusion partielle sans traitement thermom�ecanique pr�ealable, �a partir de

deux ph�enom�enes qui sont la redissolution de dendrites �nes, et le d�etachement

des branches de dendrites [96]. Kattamis d�e�nit le temps critique de l'�evolution de

la structure dendritique (temps moyen de passage �a une structure globulaire par

le processus de croissance des dendrites) en fonction des dimensions initiales de la

dite structure de la fa�con suivante [43] :

tc = ��sHCl(1� k)mLd
3

�TLDl

avec :

H : chaleur latente de fusion

d : espacement interdendritique

� : �energie d'interface solide-liquide

TL : temp�erature du liquidus

mL : pente du liquidus

Cl : concentration dans le liquide

Dl : c�Æcient de di�usion dans le liquide

Second�e et al[109][110] ont montr�e que les principales �etapes de la globularisation

d'une structure dendritique �ne sont : la fusion des petits bras de dendrites et

l'obtention de globules dont la taille est caract�eristique de la taille initiale des bras de

la structure dendritique initiale, le grossissement et la coalescence entre les globules

et, en�n, la globularisation �nale. De même, Nguyen[95] et Lou�e[82] ont travaill�e

sur le même sujet. Le premier, �a partir des alliages AS7G03 et Sn-Pb solidi��es

rapidement dans un moule chaud, puis r�echau��es et maintenus �a la temp�erature de

r�echau�age assez longuement (30 minutes pour l'AS7G03 et trois heures pour le Sn-

Pb), obtient une structure globulaire (�gure 2.6). Il montre que l'application d'une

pression au cours de la solidi�cation peut avoir pour cons�equence l'acc�el�eration de

la globularisation. Lou�e, quant �a lui, a montr�e que l'ajout de particules TiB2 dans

un AS7G03 conduit �a une globularisation rapide de la microstructure.

En revanche, certains proc�ed�es, tels que le SIMA (Strain Induced Melt Activation)

par exemple, permettent d'obtenir une structure globulaire par application pr�ealable

d'un traitement thermom�ecanique avant et pendant le r�echau�age qui pr�ec�ede la

refusion partielle. Le mat�eriau est d'abord soumis �a un �ecrouissage intense lors d'une

d�eformation �a froid. Lou�e a montr�e qu'un laminage �a froid sur l'alliage AS7G06 avec

un taux de reduction sup�erieur �a 25% suivi d'un recuit �a 580oC permettait d'obtenir

une structure globulaire apr�es refusion.

De même, un �ecrouissage de l'alliage pendant le r�echau�age a pour e�et d'acc�el�erer

la transformation de la structure vers une structure globulaire. Elle provoque en e�et

une recristallisation de l'alliage et le mouillage de joints de grains. La cons�equence
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Fig. 2.6 { Evolution de la structure pendant la refusion partielle d'un alliage

AS7G06, obtenu par coul�ee continue conventionnelle, maintenu �a 580oC pendant

(a) 0 minutes, (b) 1 minute (�n de transformation eutectique binaire), (c) 5 mi-

nutes et (d) 30 minutes. Chau�age par immersion dans un bain de plomb durant la

solidi�cation avec cisaillement [82]
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est la diminution de la taille des globules avec un taux d'�ecrouissage croissant.

L'�etude de la globularisation a conduit �a plusieurs brevets dont deux portent sur

la recristallisation suivie d'un �ecrouissage avant la globularisation pour diminuer la

taille de la microstructure [82].

Au sein du CEMEF, le proc�ed�e P.I.D. a �et�e d�evelopp�e [27]. Il est bas�e sur la globu-

larisation de structures dendritiques �nes quand elles sont port�ees tr�es rapidement

par chau�age inductif dans le domaine semi-solide. Le mat�eriau �a injecter est obtenu

par une solidi�cation conventionnelle. Ensuite, il est r�echau��e rapidement jusqu'�a

l'�etat semi-solide. Il est ensuite inject�e apr�es un temps de maintien court permettant

la globularisation de la structure. Deux brevets ont �et�e d�epos�es suite �a cette �etude.

2.2.2 Refusion partielle d'alliages brass�es

Lou�e[82] a montr�e que lors de la refusion partielle d'un alliage AS7G06 de

coul�ee continue brass�ee, la structure initiale obtenue est mixte dendritique �equiaxe-

globulaire. Les globules sont fortement agglom�er�es et proviennent de la rupture de

dendrites primaires sous l'e�et de la convection g�en�er�ee par le brassage �electromagn�etique,

comme on l'a observ�e au cours de la solidi�cation avec brassage. Cette structure

initiale �evolue rapidement vers une structure globulaire (�gure 2.7). L'�evolution mi-

crostructurale est fortement in
uenc�ee par les conditions de la refusion partielle :

un maintien prolong�e dans l'intervalle de solidi�cation entrâ�ne un grossissement

des globules. Les �etudes men�ees sur di��erents alliages ont montr�e que le m�ecanisme

dominant cette croissance est le ph�enom�ene de coalescence lorsque la fraction de

solide est assez importante (� 0:5 en volume), alors qu'�a des fractions de solide plus

faibles, le grossissement s'e�ectue surtout par croissance des plus gros globules et

par di�usion du solut�e dans le liquide.

2.3 Description du proc�ed�e

L'int�erêt de la caract�erisation rh�eologique d'un mat�eriau est la quanti�cation

de sa r�eponse envers un �eventail de sollicitations m�ecaniques auquel il est soumis.

Ainsi, elle s'attache �a identi�er tous les param�etres in
uen�cant directement ou indi-

rectement la d�eformation du mat�eriau. L'�equation rh�eologique est donc une relation

qui relie la contrainte d'�ecoulement �equivalente �� aux variables repr�esentatives de

la sollicitation au nombre desquels on peut citer la d�eformation �equivalente �", la

vitesse de d�eformation �equivalente _�", et la temp�erature T entre autres.

2.3.1 Fabrication des lingots thixotropes

Les lingots d'alliage d'aluminium utilis�es pour la mise en forme �a l'�etat semi-

solide sont issus d'une solidi�cation suÆsamment lente avec brassage dans l'inter-

valle de solidi�cation. En France, le principal fabricant de tels lingots est Pechi-

ney. On a alors le mat�eriau qui est constitu�e d'aluminium et de 7% de silicuim
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Fig. 2.7 { Evolution de la structure pendant la refusion partielle d'un alliage

AS7G06, obtenu par coul�ee continue brass�ee �electromagn�etiquement, maintenu �a

580oC pendant (a) 0 minutes, (b) 1 minute (�n de transformation eutectique bi-

naire), (c) 5 minutes et (d) 30 minutes. Chau�age par immersion dans un bain de

plomb durant la solidi�cation avec cisaillement[82]
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et qui, au cours de sa solidi�cation, est soumis �a un brassage �electromagn�etique

intense. le mat�eriau est maintenu suÆsamment longtemps isotherme �a une cer-

taine temp�erature dans son intervalle de solidi�cation. Le temps et la temp�erature

de maintien conditionnent la transformation des dendrites en globules. Ils sont

d�etermin�es et optimis�e au cours d'essais incluant des analyses de microstructure. Ce

brassage provoque alors la globularisation des dendrites constituant la phase solide.

Le mat�eriau est ensuite coup�e en lingots et commercialis�e.

Les soci�et�es Amax et Alumax utilisent quant �a elle le proc�ed�e S.I.M.A. (Strain In-

duced Melt Activated) dans lequel on obtient une structure corroy�ee par extrusion

des barres qui sont ensuite d�ecoup�ees en lingots. L'alliage d'alluminium est solidi��e

de mani�ere conventionnelle et a une structure dendritique. Ensuite, pour acc�el�erer

la globularisation pendant la refusion partielle, un traitement thermom�ecanique est

appliqu�e �a l'alliage solidi��e avant sa refusion partielle. Le mat�eriau subit alors un

laminage ou une extrusion �a chaud, puis un �ecrouissage �a froid additionnel. Aussi,

une fois port�e �a l'�etat semi-solide, sa structure �evolue rapidement vers une structure

globulaire tr�es �ne et uniforme.

2.3.2 Le principe de l'injection

L'injection �a l'�etat semi-solide est un proc�ed�e consistant �a introduire un m�etal

pr�ealablement r�echau��e dans un moule grâce �a la pouss�ee d'un piston. En g�en�eral,

le moule est pr�echau��e jusqu'�a une temp�erature de 220oC environ. L'alliage d'alu-

minium est quant �a lui r�echau��e jusqu'�a une temp�erature de 580oC environ et

maintenu isotherme pendant environ 20mn.

2.3.3 Les alliages utilis�es

En g�en�eral, les alliages utilis�es ont un intervalle de solidi�cation important, ceci

permettant d'avoir une plus grande libert�e lors de la mise en forme. En fonction de

l'�el�ement dominant dans l'alliage, on peut faire la classi�cation suivante [26]

{ Alliages �a base d'�etain :

Alliages Sn-15%Pb, Sn-Zn, alliage quaternaire de Wood.

{ Alliages �a base de fer :

Acier de construction m�ecanique 100C6, acier rapide norme AISI type M2,

Z85WDCDV6542, acier inoxydables AISI 440C et 340, aciers bas carbone AISI

4340, acier inoxidable ferritique 409, acier AISI 1005,1006.

{ Alliages �a base de cuivre :

Cu 11%Sn

{ Alliages �a base d'aluminium :

AlSi6.5%, AlSi8.5% (A380), AlSi7Mg0.3Sr (A356+T6 ou AS7G03), AlSi7Mg0.6Sr

(A357+T6), Al25%PdsSi, AlSi6Cu3Mg+T6, Al4%Cu, Al4.5%Cu.

{ Alliages �a base de magn�esium :

AZ91D, AZ105 Sn5, AZ95, AM60B, AM50
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{ Super alliages :

alliages X-40 et IN100.

2.4 Comportement rh�eologique des alliages brass�es

�a l'�etat semi-solide

Dans cette partie nous proc�edons �a une pr�esentation des principales caract�eristiques

du comportement semi-solide. Les mod�eles de comportement font l'objet de la partie

2.5. Les premi�eres exp�eriences de Spencer �etaient des essais de cisaillement �a haute

temp�erature. Au cours de la solidi�cation d'un alliage Sn-Pb, il appliqua un brassage

m�ecanique intense. Il observa alors que la contrainte d'�ecoulement n'augmentait que

faiblement avec la d�ecroissance de la temp�erature en dessous du liquidus.

Joly et Mehrabian[70], �a partir des premiers r�esultats observ�es par Spencer sur

les valeurs des viscosit�es des alliages �a structure globulaire, ont conduit les premi�eres

exp�eriences de caract�erisation rh�eologique sur des alliages brass�es �a l'�etat semi-

solide. Deux types d'exp�eriences ont alors �et�e r�ealis�ees �a l'aide des rh�eom�etres de

couette : l'�etude de l'�evolution de la viscosit�e apparente (d�e�nie ici comme le rapport

de la contrainte de cisaillement au taux de cisaillement) d'une part en fonction de la

fraction de solide au cours de la solidi�cation et d'autre part en condition isotherme,

�a fraction de solide donn�ee, en fonction du taux et du temps de cisaillement. Ces

travaux montrent que la viscosit�e apparente d�epend tr�es fortement de la vitesse de

cisaillement(�gure 2.8), et de la vitesse de solidi�cation(�gure 2.5). On observe en

e�et une d�ecroissance de la viscosit�e avec l'augmentation de la vitesse de cisaille-

ment. Une explication possible est que la viscosit�e d�epend de la comp�etition entre

deux ph�enom�enes qui sont les cin�etiques d'agglom�eration et de d�esagglom�eration

de particules sous l'action du cisaillement. De mani�ere g�en�erale, on peut classer le

comportement des m�etaux �a l'�etat semi-solide en fonction de la fraction de solide

et du degr�e de coh�esion de la phase solide de la fa�con suivante :

{ Pour de tr�es faibles fractions de solide (0 � fs � 0:1), le m�etal se comporte

comme un 
uide newtonien, ce qui correspond au comportement observ�e pour

des m�etaux �a l'�etat liquide.

{ Pour des fractions de solide faibles ou moyennes (0:1 < fs � 0:6) ou lorsque

la phase solide a un faible degr�e de coh�esion, le m�etal se comporte comme un


uide non newtonien avec d�ependance vis-�a-vis de l'histoire. Cette d�ependance

par rapport �a l'histoire se manifeste de deux mani�eres di��erentes :

{ un comportement transitoire thixotrope, caract�eris�e par une diminution

r�eversible de la viscosit�e apparente avec l'augmentation de la vitesse de

cisaillement. Cette caract�eristique nous a int�eress�e tout particuli�erement

au cours de la simulation num�erique, car les proc�ed�es de mise en forme

�a l'�etat semi-solide sont si rapides que le r�egime stationnaire n'est jamais

atteint ;

{ un comportement stationnaire isotherme pseudoplastique[70].

{ En�n, pour des fractions de solide �elev�ees, 0:6 � fs ou lorsque la phase solide
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a un fort degr�e de coh�esion, les particules solides forment un squelette continu.

Le m�etal se comporte alors comme un mat�eriau viscoplastique poreux satur�e

de liquide [111][80][96]. La transition entre les deux types de comportement

n'�etant pas encore mod�elis�ee �a notre connaissance [93].

Fig. 2.8 { Evolution de la viscosit�e apparente en fonction de la vitesse de cisaille-

ment dans l'alliage Sn-Pb[44]

2.4.1 Comportement thixotrope

Ce mot a �et�e invent�e en 1927 par Peter� [101] et provient de la juxtaposition

des mots grecs thixis (agiter, secouer) et trepo (changer) dans un article d�ecrivant ce

ph�enom�ene. Ce terme a ensuite �et�e utilis�e pour la premi�ere fois pour la description de

la viscosit�e d'un liquide en 1928 par Freundlich qui observa alors que la r�esistance

des solutions collo��dales �a l'�ecoulement d�ecrô�t lorsque la substance est cisaill�ee

ou secou�ee, et retrouve sa valeur initiale si on arrête le cisaillement. Il appela ce

ph�enom�ene thixotropie. Depuis lors, beaucoup d'auteurs ont mis en �evidence et

observ�e ce ph�enom�ene en �etudiant d'autres mat�eriaux.

Selon la plupart d'entre eux (Mewis[91], Bauer et Collins [10], Fredrickson[51]),

la thixotropie est la propri�et�e caract�erisant une substance dont la viscosit�e apparente

est inversement proportionnelle au temps de cisaillement pour une d�eformation �a
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vitesse de cisaillement donn�ee et qui retrouve graduellement son �etat initial au repos

avec hysteresis(voir �gure 2.9). De fa�con plus g�en�erale, la thixotropie repr�esente la

d�ependance par rapport au temps de la rh�eologie du mat�eriau, elle caract�erise un

milieu liquide visqueux et in�elastique dont la viscosit�e varie avec le temps pour des

conditions d'�ecoulement donn�ees.

Selon Cheng et Evans [21], la thixotropie est li�ee au changement de structure de

la substance. Au repos, le 
uide thixotrope est constitu�e de particules en interaction

entre elles qui forment un r�eseau ou des agglom�erats. Le cisaillement a pour e�et

de rompre avec le temps les liaisons entre les particules, jusqu'�a ce que le degr�e

d'agglom�eration de la structure atteigne un nouvel �etat d'�equilibre.

Fig. 2.9 { Thixotropie dans l'alliage Sn � 15%Pb brass�e [70] : (a) Proc�edure

exp�erimentale ; l'alliage est soumis �a un cisaillement jusqu'�a un r�egime permanent,

puis maintenu au repos pendant le temps tr, puis de nouveau soumis �a un cisaille-

ment ; (b) courbes de contraine de cisaillement en foncion de la vitesse de cisaille-

ment pour di��erents temps de repos. La 
�eche �a l'extr�eme droite indicant le point

de d�epart de la boucle, les autres 
�eches indiquant le sens de parcours.

Pour mesurer la thixotropie de l'alliage Sn-15%Pb brass�e �a l'�etat semi-solide

et ayant une fraction volumique de solide de 0:4, Joly et al [70] mesur�erent l'aire

de la courbe d'hysteresis dans un cycle du diagramme donnant la force de cisaille-

ment en fonction de la vitesse de cisaillement (�gure 2.9). Pour obtenir une boucle

d'hysteresis, on augmente la vitesse de cisaillement du r�egime permanent jusqu'�a

une valeur maximale, puis on garde le cisaillement constant pendant une p�eriode

�xe �t, et �nalement on le ram�ene �a z�ero �a la même vitesse. Une autre fa�con de

mesurer la thixotropie d'un mat�eriau consiste �a partir d'un �etat stationnaire donn�e

et �a modi�er brusquement la vitesse de cisaillement. On obtient alors un nouvel

�etat permanent dont la viscosit�e est inf�erieure �a celle de l'�etat permanent qu'on au-

rait obtenu avec la même vitesse de cisaillement si on �etait parti de l'�etat de repos

(avant tout cisaillement), car la structure n'a pas encore eu le temps de s'ajuster �a

la nouvelle vitesse de cisaillement. La thixotropie est alors mesur�ee par la di��erence
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entre les courbes de viscosit�e instantan�ee et de viscosit�e du r�egime permanent. Tou-

tefois, les proc�ed�es ci-dessus ne sont pas suÆsants pour quanti�er les cin�etiques

d'agglom�eration et de d�esagglom�eration caract�erisant la thixotropie des gel�ees. Les

temps d'attente qui suivent un saut de vitesse de cisaillement constituent un moyen

appropri�e pour caract�eriser la cin�etique d'�evolution de la structure.

2.5 Mod�elisation du comportement des m�etaux �a

l'�etat semi-solide

Nous avons vu au paragraphe pr�ec�edent les di��erents comportements rh�eologiques

des m�etaux �a l'�etat semi-solide. Nous avons vu qu'ils sont fortement d�ependants de

la fraction de solide, du taux de cisaillement appliqu�e et du temps d'application de

ce cisaillement. Pour mod�eliser ces di��erents comportements, les auteurs, en fonc-

tion du degr�e de coh�esion de la phase solide, utilisent deux grandes cat�egories de

mod�eles : les mod�eles issus de l'�etude des suspensions lorsque la phase solide a un

taux de coh�esion assez faible, et des mod�eles biphas�es lorsque la phase solide forme

un squelette continu. D'autres auteurs utilisent des mod�eles viscoplastiques qui,

comme on le verra, constituent en fait un cas limite des mod�eles de type 
uide :

th�eorie des suspensions, ou, plus largement, des 
uides non newtoniens.

2.5.1 Mod�eles de type 
uide : th�eorie des suspensions et


uides non newtoniens

Historique sur l'�etude des suspensions

Plusieurs auteurs se sont pench�es sur l'�etude des suspensions. De mani�ere g�en�erale,

le comportement d'une suspension d�epend de la fraction de solide, de la morpholo-

gie et de la taille des particules solides, ainsi que de leur degr�e d'agglom�eration. La

taille des particules solides dans les suspensions �etudi�ees exp�erimentalement varie

entre 50 et 200�m. Aussi, les forces d'inertie et les d�eplacements browniens sont

n�eglig�es pour les vitesses de cisaillement inf�erieures �a 1000s�1.

Les mod�eles g�en�eralement d�evelopp�es montrent une forte d�ependance par rapport

�a la fraction solide. Pour des fractions de solide inf�erieures �a 0:1, on a des suspen-

sions pr�esentant un comportement newtonien, alors que pour des fractions de solide

comprises dans l'intervalle 0:1� 0:6, on a des suspensions non newtoniennes.

La viscosit�e, dans le cadre des suspensions newtoniennes, s'�ecrit comme une fonction

polynomiale de degr�e �ni de la fraction solide ou comme une fonction exponentielle

de la fraction de solide.

Einstein en 1905 [41] est l'un des premiers �a avoir �etudi�e l'hydrodynamique des par-

ticules dans une suspension collo��dale. Il exprime alors la viscosit�e � des suspensions

comme une fonction de la fraction de solide fs et de la viscosit�e du liquide pure �l
sous la forme :

� = �l

�
1 +

5

2
fs

�
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Batchelor [7][8][9] �etend ce mod�ele en y ajoutant des termes du second ordre :

� = �l

�
1 +

5

2
fs +

25

4
f 2s

�

Vand [125] �etudie les suspensions de sph�eres uniformes avec une densit�e de parti-

cule constante dans le milieu et en n�egligeant les termes d'inertie. Il obtient alors

l'expression suivante pour la viscosit�e � de la suspension :

� = �l � exp
 
2:5fs + 2:7f 2s
1� 0:609fs

!

D'autres mod�eles ont �et�e d�evelopp�es pour �etendre les mod�eles pr�ec�edent �a des

fractions de solide plus �elev�ees. Ce qui a entrâ�n�e des mod�eles de suspension non

newtoniens. Ainsi, Thomas g�en�eralise le mod�ele d'Einstein en ajoutant un terme

du second ordre en fs repr�esentant la rupture de l'�ecoulement des particules isol�ees

et un terme en exponentielle de fs pour mod�eliser la contribution des doublets �a

l'�energie dissip�ee. Ce mod�ele peut être utilis�e jusqu'�a des fractions de solide fs = 0:3.

Frankel et Acrivos [50], toujours avec le souci d'�etendre les mod�eles pr�ec�edents �a

des fractions de solide plus �elev�ees (fs � 0:35), proposent le mod�ele suivant :

� = �l
9

8

2
41�

 
fs

f �s

! 1

3

3
5
�1

Ce dernier mod�ele est �etendu �a des sph�eres 2D par Mori et Ototake :

� = �l

2
41 + �dSv

2
�
1
fs
� 1

f�s

�
3
5

o�u f �s est la fraction de solide critique.

Les principaux mod�eles d�evelopp�es pour les alliages m�etalliques brass�es

Comme nous l'avons vu au paragraphe pr�ec�edent, un brassage au cours de la

solidi�cation d'un alliage m�etallique suprime la croissance dendritique au pro�t

d'une croissance globulaire. On obtient ainsi une gel�ee semi-solide que l'on peut

consid�erer, �a fraction solide relativement faible, comme une suspension de particules

ayant un faible degr�e de coh�esion.

Les exp�eriences de base sur le comportement des m�etaux �a l'�etat semi-solide

et �a structure globulaire ayant une fraction volumique de solide faible ou moyenne

ont �et�e faites par Joly et Mehrabian au MIT[70]. Beaucoup de travaux depuis lors

ont surtout consist�e �a proposer des mod�eles permettant de retrouver les principales

propri�et�es qu'ils ont observ�ees. La plupart de ces lois, pour des fractions de solide

faibles ou moyennes, sont bas�ees sur l'�etude des suspensions et peuvent être divis�ees

en trois parties :

{ la mod�elisation de la viscosit�e apparente au cours de la solidi�cation �a vitesse

de d�eformation donn�ee

{ la mod�elisation du comportement de l'�etat stationnaire isotherme
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{ la mod�elisation de la thixotropie observ�ee pendant le r�egime transitoire iso-

therme

{ Solidi�cation avec brassage �a une vitesse de cisaillement donn�ee

Joly et Mehrabian[70] sont les premiers �a proposer un mod�ele bas�e sur le

couplage entre la fraction de solide fs et la viscosit�e apparente � au cours

du refroidissement continu sur la base des mod�eles standard utilis�es pour les

suspensions :

� = A eBfs (2.1)

avec A = A( _
) ; B = B( _
)

Cette �equation permet de retrouver les r�esultats exp�erimentaux sur les alliages

Sn� 15%Pb, Bi� 17%Sn et Zn� 27%Al � 2%Cu notamment.

Turng et Wang[123] proposent un mod�ele un peu plus sophistiqu�e qui introduit

de fa�con un peu plus explicite la vitesse de cisaillement pour l'alliage Sn �
15%Pb :

� =

 
1� fs

f �s

!�m( _
)

� �1(fs) �
 
1 +

"
_
�(fs)

_


#a!n

a

(2.2)

o�u f �s est la fraction solide critique,

m( _
),

_
�(fs),

a, et n sont d�etermin�es par ajustement avec les r�esultats exp�erimentaux.

Hirai et al [64] proposent un mod�ele qui introduit pour la premi�ere fois une

d�ependance par rapport �a la microstructure.

� = �l �
0
@1 + �d � Sv

2( 1
fs
� 1

f�s
)

1
A (2.3)

�d et Sv sont respectivement le diam�etre e�ectif et la surface sp�eci�que volu-

mique (surface/volume) des particules. Les auteurs d�eterminent les valeurs du

produit �d �SV pour l'alliage Al� 10%Cu en fonction des vitesses de refroidis-

sement et de cisaillement.

Okano[97] propose alors le mod�ele suivant qu'il d�erive de l'analyse des relations

entre la viscosit�e apparente du mod�ele de Hirai (2.3) et les conditions de

fabrication de plusieurs types d'alliages :

� = �l

0
BB@1 + ��lC

1

3 _
�
4

3

2

�
1
fs
� 1

0:72��C
1
3 _


�1
3

�
1
CCA (2.4)

29



avec 8>>>>>><
>>>>>>:

fs < 0:72� �C
1

3 _
�
1

3

� = 2:03 � 102
�

x
100

� 1
3

� = 19:0 �
�

x
100

�1
3

x : concentration du solut�e principal (en %)
{ Mod�elisation de l'�etat stationnaire isotherme

Joly et Mehrabian[70] utilisent une loi puissance pour mod�eliser le compor-

tement de la faible variation de viscosit�e observ�ee au cours des exp�eriences

stationnaires isothermes[44].

� = k _
m�1 (2.5)

k et m d�ependent de fs.

Partant de ce mod�ele, et du fait que les d�eformations des particules solides

�a haute temp�erature constituent un m�ecanisme de dissipation d'�energie au

cours du m�elange des alliages semi-solides, Kattamis et Piccone proposent la

loi suivante qui est utilis�ee pour l'alliage Al � 4:5%Cu� 1:5%Mg[72] :

� = �l

0
@1 + �dSv

( �d0Sv0)(
1
fs
� 1

f�s
)

1
A+ 2:0333 � 104fs( _
)�0:727 (2.6)

Le premier terme est repris de (2.3) et le second terme repr�esente les d�eformations

viscoplastiques des entit�es solides.

Wang Nan et al[89][90] proposent une loi qui, comme celle de Kattamis, sup-

pose que l'�energie est dissip�ee soit au cours du d�eplacement des particules

solides dans la suspension, soit au cours des d�eformations viscoplastiques des

agglom�erats :

� = �l

0
@1 + C1

( fs
f�s
)
1

3

1� ( fs
f�s
)1=3

+ C2

���f 2s _

m�1

R0 _
mc

1
A (2.7)

o�u C1; C2; ���; R0 et _
c sont des param�etres g�eom�etriques.

Turng et Wang[123] utilisent une version simpli��ee de leur loi sur le refroi-

dissement �a vitesse de cisaillement donn�ee, comparable �a celle de Wang, et

qui assure le fait que la viscosit�e apparente tend asymptotiquement vers une

certaine valeur quand la vitesse de cisaillement exc�ede une valeur critique.

� = �1(fs)

 
1 +

"
_
�(fs)

_


#a!n

a

(2.8)

avec, �1(fs) = A1e
B1fs et, _
�(fs) = A2e

B2fs

{ Le comportement thixotrope

Les mod�eles pr�esent�es ci-dessus proposent des lois de comportement ayant une

�equation constitutive qui est cens�ee repr�esenter le comportement stationnaire

isotherme pour lequel un �equilibre entre les processus d'agglom�eration et de

d�esagglom�eration est atteint.

Toutefois, les proc�ed�es industriels ne durent que quelques secondes et les
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viscosit�es stationnaires ci-dessus qui mod�elisent des comportements observ�es

apr�es plusieurs dizaines de minutes ne sont pas appropri�ees pour simuler un

proc�ed�e de formage industriel comme le thixoforgeage ou le thixoformage par

exemple. C'est pourquoi plusieurs auteurs ont d�evelopp�e des mod�eles capables

de prendre en compte le comportement des gel�ees semi-solides au cours d'un

r�egime transitoire. Les propri�et�es thixotropes transitoires sont plus diÆciles

�a mesurer, car il est diÆcile d'assurer l'uniformit�e de l'�ecoulement lorsque les

conditions comme la temp�erature et la vitesse de cisaillement varient. Dans

ce domaine on note l'utilisation de mod�eles �a variable interne qui consid�erent

un ensemble de deux �equations scalaires d�ecrivant respectivement le compor-

tement de l'�ecoulement �a une structure interne donn�ee et l'�evolution de la

variable interne en fonction des conditions de l'�ecoulement :(
� = �( _
; s) � _

ds
dt

= g( _
; s)
Un tel mod�ele suppose que la d�ependance temporelle des propri�et�es rh�eologiques

des gel�ees est due aux changements dans la structure du syst�eme, changements

pouvant être repr�esent�es par une variable scalaire ici not�ee s. Notons que les

�equations (2.5,2.6,2.7,2.8) peuvent être vues comme des cas particuliers du

syst�eme g�en�eral d�e�ni ci-dessus �a l'�etat stationnaire (ds
dt

= 0). Le param�etre

s repr�esente une mesure scalaire de l'�etat d'agglom�eration du mat�eriau semi-

solide : 0 � s � 1

{ Le mod�ele de Cheng et Evans

Cheng et Evans[74][24] ont propos�e un mod�ele qui utilise une approche

exp�erimentale pour obtenir les param�etres thixotropes de base. Leur mod�ele

simpli��e, encore appel�e mod�ele de Moore s'�ecrit de la fa�con suivante :8><
>:
� = (�1 + c � s) � _

ds
dt

= a(1� s)� b � s _

�1; a; b; et c �etant des param�etres d�ependants du mat�eriau

On retrouve parfaitement l'�etat stationnaire qui s'�ecrit :(
� =

�
�1 + c�a

a+b _


�
� _


ds
dt
= 0

On remarque que même pour un mod�ele aussi simple que celui-ci, la visco-

sit�e n'est pas une simple fonction puissance de _
.

� = [�1 +
c � a
a + b _


] (2.9)

Pour _
 grand, on a un comportement newtonien. Pour le mod�ele complet

de Cheng et Evans, consulter l'article [24].

{ Le mod�ele de Kumar, Martin et Brown

P. Kumar, C.L. Martin et S.B. Brown[78] proposent le mod�ele suivant :(
� = �h + �p
ds
dt
= ĥ( _
; T; fs; s)� r̂( _
; T; fs; s)

La premi�ere �equation repr�esente les caract�eristiques de l'�ecoulement du
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mat�eriau pour un �etat interne donn�e. Elle suppose que la vitesse de dissi-

pation de l'�energie dans le 
uide peut être consid�er�ee comme un potentiel,

et que l'�energie est dissip�ee de deux mani�eres di��erentes dans le syst�eme :

{ par les interactions hydrodynamiques entre les agglom�erats et,

{ par les d�eformations plastiques des liens particules-particules qui sont sup-

pos�ees provenir de l'action des forces hydrodynamiques sur les particules

li�ees.

�h et �p repr�esentent respectivement les contributions dues aux interac-

tions hydrodynamiques et aux d�eformations plastiques des liens particules-

particules.

La seconde �equation repr�esente l'�evolution de la variable interne s, qui

repr�esente le degr�e d'agglom�eration des particules solides dans le mat�eriau

semi-solide. s vaut 1 pour un �etat compl�etement agglom�er�e, et vaut 0 pour

l'�etat compl�etement d�esagglom�er�e o�u toutes les particules sont compl�etement

d�econnect�ees. Son �evolution d�epend de la comp�etition entre les cin�etiques

d'agglom�eration et de d�esagglom�eration. C'est ainsi que le premier terme

de l'�equation d'�evolution temporelle de la variable interne est la fonction

d'agglom�eration et le second terme est la fonction de d�esagglom�eration. On

a alors : 8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

�h = A(s)
( C

C�
)
1
3

1�( C

C�
)
1
3

�f _


�p = (n + 1) � C(t) � s � fs � �n+1 � _
n

ĥ( _
; T; fs; s) = H(T; fs) � (1� s)

r̂( _
; T; fs; s) = R(T; fs) � s � _
n
Ce mod�ele permet de retrouver les boucles d'hysteresis, ce qui montre

que l'interpr�etation physique des caract�eristiques de l'�ecoulement et des

cin�etiques d'agglom�eration n'est pas erron�ee. Il a en outre �et�e utilis�e par

Zavaliangos [133] puis par Ilegbushi [67] pour la simulation du matri�cage et

du remplissage de moules.

{ Le mod�ele de Barkhudarov, C.L. Bronisz, C.W. Hirt

Cette approche est bas�ee sur une �equation empirique d'�evolution de la

viscosit�e dynamique apparente �. Cette �equation comprend un terme de

convection et un terme de relaxation tenant compte de la thixotropie du

mat�eriau. Le terme de relaxation est d�e�ni par deux variables d�ependantes

de la vitesse de cisaillement et de la fraction volumique de solide qui sont la

viscosit�e �a l'�etat stationnaire et le temps de relaxation. L'�equation d�ecrivant

l'�evolution de la viscosit�e apparente est alors :
d�

dt
= !(�0 � �) (2.10)
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avec 8><
>:
! = 1

�
la fr�equence de relaxation

u : vitesse du 
uide

�0(fs; _
) : la viscosit�e du 
uide
Cette �equation est d�eduite de celle de Moore o�u s repr�esente la structure

interne. L'�equation de transport pour s inclut des termes d�ecrivant l'ag-

glom�eration et la d�esagglom�eration structurale[74] :
ds

dt
=
@s

@t
+ (ur)s = a(1� s)� b � s _
 (2.11)

avec (
0 � s � 1

a et b constantes positives

La viscosit�e apparente est alors lin�eaire en fonction de s :8><
>:
� = �1 + C � s
�1 > 0

C > 0

En rempla�cant � par sa valeur dans l'�equation (2.10), on obtient les corres-

pondances entre ce mod�ele et le mod�ele de Moore :(
�0 = �1 + a�C

a+b _


! = a + b _

Ce mod�ele est cens�e marcher pour des fractions volumiques de solide faibles

ou moyenne. La viscosit�e du r�egime permanent et le temps de relaxation

sont d�etermin�es exp�erimentalement. Ce mod�ele a permis de reproduire les

courbes exp�erimentales d'hysteresis des contraintes de cisaillement avec une

bonne pr�ecision. Toutefois, les r�esultats pour la tension de cisaillement sont

tr�es sensibles �a la valeur exacte du temps de relaxation. Le mod�ele ne sup-

pose aucune d�ependance du temps de relaxation vis-�a-vis de la fraction de

solide.

2.5.2 Les mod�eles viscoplastiques

Ces mod�eles, qui constituent en fait la limite des classes de mod�ele pr�ec�edent

(�etat stationnaire pour thixotropie ou tr�es faible phase liquide), sont g�en�eralement

utilis�es pour mod�eliser le comportement des m�etaux �a chaud. C'est cette classe

de mod�ele que l'on rencontre fr�equemment dans la litt�erature pour mod�eliser le

comportement des m�etaux au cours de l'injection. Les mod�eles sont g�en�eralement

de type loi puissance et le plus fr�equemment utilis�e est le mod�ele de Norton-Ho�

avec quelques petites variantes, dont celle de Rappaz et al qui utilisent un mod�ele

de type cut-o� dans lequel un seuil est introduit [99][98].

S = � + pId = 2�app _"

avec la viscosit�e apparente �app qui est une fonction de la consistance K du mat�eriau

que multiplie une fonction exponentielle du taux de d�eformation _�".

�app = K(T )
�p

3_�"
�m(T )�1
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o�u le coeÆcient m repr�esente la sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation. Il vaut

environ 0:2 pour un m�etal �a chaud, et 1, pour un m�etal �a l'�etat liquide, ce qui

correspond au cas particulier d'un comportement newtonien. A l'�etat semi-solide,

le coeÆcient de sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation varie donc entre 0 et 1.

L'avantage de ces mod�eles est leur simplicit�e. C'est pour cette raison que nous

avons choisi d'identi�er le comportement de notre mat�eriau �a l'�etat semi-solide par

ce type de loi, qui constitue un bon compromis entre une approche r�ealiste du

comportement semi-solide et les capacit�es actuelles d'identi�cation des param�etres

rh�eologiques. C'est �egalement un tel mod�ele que Vicente [124] utilise pour d�ecrire

le comportement d'alliage semi-solide �a structure dendritique (voir aussi Chapitre

3 paragraphe 3.2.4).

2.5.3 Lois bas�ees sur les mod�eles biphas�es

Ph�enom�enologie

Lorsque la fraction volumique de solide de la gel�ee est assez �elev�ee, les particules

solides commencent �a interf�erer et on a alors la formation d'un squelette solide

continu. La d�eformation d'un tel milieu se caract�erise par :

{ des contraintes �elev�ees, du même ordre que celles n�ecessaires pour d�eformer

la phase solide du mat�eriau.

{ la pr�esence d'une phase solide compressible et d'une phase liquide dont l'�ecoulement

est provoqu�e par les d�eformations subies par le squelette solide.

Les mod�eles d�evelopp�es sont donc bas�es sur les mod�eles de d�eformation �a chaud

des solides poreux. Ceci permet de pr�edire les d�eformations du squelette solide,

l'�ecoulement du liquide �etant gouvern�e quant �a lui par une loi de type Darcy [19].

Mod�elisation du mat�eriau

A partir d'exp�eriences �a faible vitesse de d�eformation, Charreyron et Flemings

d�eduisent que le squelette solide se comporte comme un corps viscoplastique com-

pressible et sensible �a la temp�erature. Le mod�ele qu'ils proposent est alors[19] :

(f
0

�0)
2 = 3J2 + (

1

3
f)2I21 (2.12)

avec �0 = contrainte de l'�ecoulement du mat�eriau solide constituant le squelette

= k _�"
m

I1 et J2 premier et second invariants du tenseur des d�eformations �.

I1 = tr(�) J2 =
1

2
tr(S : S) S = � � 1

3
tr(�) (2.13)

f et f
0

sont deux fonctions d�ependantes de la fraction de solide fs et prennent

respectivement les valeurs 0 et 1 pour fs = 1, ce qui correspond au cas d'un mat�eriau

incompressible.

Pour l'alliage dendritique Sn� 15%Pb, on a :

f = �(1� fs)
�� et f

0

= f 
s
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Pour la compression axisym�etrique, Lalli propose un mod�ele monodimension-

nel prenant en compte les interactions entre les tensions solides et la pression du

liquide[80] :

� = �̂s � �lPl (2.14)

� = contrainte totale, �̂s = contrainte e�ective, Pl �etant la pression interstitielle et

�l un param�etre.

La loi d'�ecoulement est alors la suivante :

(fs�0)
2 = 7(1 + �)J

0

2 +
7

3
(1� 2�)J21 (2.15)

o�u � est le coeÆcient de Poisson mesurant le rapport entre les tensions radiales et

axiales du mat�eriau poreux au cours de la compression. On pose � = 0:5f ps , ce qui

est consistant avec la condition d'incompressibilit�e � = 0:5 pour fs = 1.

Pour mod�eliser la vitesse du liquide, Lalli utilise une loi de Darcy en supposant

l'�ecoulement laminaire �a travers le squelette solide[80] :

Vl = � K

�lfl
� dP
dr

(2.16)

o�u K = 
f 2l est la perm�eabilit�e du squelette solide.

On a donc un couplage des d�eformations solides et de l'�ecoulement du liquide, ce

qui permet de pr�edire la s�egr�egation du liquide au cours du proc�ed�e de mise en forme.

Le mod�ele de Toyoshima et Oakahashi est semblable �a celui de Lalli. Le mat�eriau

semi-solide est consid�er�e comme un milieu biphas�e compos�e d'un squelette solide

satur�e de liquide. On a la même �equation pour les contraintes avec �l = 1, et la

même loi de Darcy pour la vitesse du liquide. Ce mod�ele a �et�e utilis�e pour simuler

la �ltration, l'extrusion, le laminage, l'�ecrasement entre tas plats et l'�ecroulement

sans contrainte ext�erieure[121].

Nguyen, Favier et Su�ery proposent le mod�ele[95] :

� = �̂s � �lPll (2.17)

Ce mod�ele est une extension des mod�eles de plasticit�e poreux, ind�ependants de

la vitesse. Il suppose l'existence d'un potentiel viscoplastique � qui peut s'�ecrire

comme combinaison lin�eaire de I1 et J2 (2.13), les premier et second invariants du

tenseur e�ectif des contraintes :

� =
K(T )

n + 1

�
AJ2 +BI21

�n+1

2
(2.18)

A et B d�ependent de la fraction volumique de solide,K(T ) d�epend de la temp�erature

et n est l'exposant de la loi puissance viscoplastique. On obtient alors

�eq = �eq(I1; J2; fs)

comme l'ont propos�e Abouaf et al pour la compaction de poudre �a haute temp�erature

[1] :

�2eq = A(fs)J2 +B(fs)I
2
1 (2.19)
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avec

A(fs) =
3

f ps
et B(fs) = �(

1

f qs
� 1)

obtenu par ajustement sur les valeurs exp�erimentales.

En n�egligeant les forces d'inertie, l'�equation de l'�ecoulement du liquide s'�ecrit :

ur = ul � us = �K
�l
rPl +K � bl (2.20)

Cette �equation se r�eduit en une loi de Darcy lorsque les forces bl du squelette qui

s'exercent sur le liquide disparaissent[53].

Toutefois, les lois viscoplastiques utilis�ees n'incluent pas de seuil. Ceci a pour

cons�equence d'imposer la sym�etrie des comportements en traction et en compres-

sion et une vitesse de densi�cation non nulle quelque soit la pression hydrostatique

s'exer�cant sur le squelette solide. Ce comportement est en contradiction avec les

observations exp�erimentales.

Martin et al proposent alors le mod�ele suivant [89][90] qui consiste en un d�ecentrement

du potentiel viscoplastique du côt�e des pressions positives.

�2eq = Al(fs)J2 +

�q
Bl(fs)I1 � �eq

q
1� (C1(fs))2

�
(2.21)

C1 �etant la coh�esion de la phase solide (C1max = 1).

2.5.4 Conclusion : cas des alliages globulaires �a fraction de

solide fs ' 0:5

Pour le proc�ed�e d'injection, on se place g�en�eralement �a une fraction de solide

proche de 0:5. La structure de ces alliages est constitu�ee de particules globulaires

tr�es faiblement agglom�er�ees entour�ees de liquide. L'�etat d'agglom�eration change au

cours des proc�ed�es de mise en forme. Les tests e�ectu�es sur ce type de mat�eriau

pr�esentent trois principales caract�eristiques :

{ la contrainte d'�ecoulement augmente avec l'accroissement de la fraction de

solide et varie avec la vitesse de cisaillement [82] ;

{ le mat�eriau a un comportement thixotrope au cours des variations brutales

de la vitesse de cisaillement [44] ;

{ la s�egr�egation du liquide est observ�ee, notamment au cours des essais de �lage

arri�ere [82], mais diminue avec l'augmentation de la vitesse de cisaillement.

On a donc �a la fois la thixotropie et la s�egr�egation du liquide (agglom�eration

de la partie solide), même si ce ph�enom�ene semble un peu moins important �a de

fortes vitesses d'injection. Malheureusement, aucun mod�ele �a l'heure actuelle ne

permet de prendre en compte simultan�ement ces deux ph�enom�enes. Les mod�eles

de suspension supposent que le mat�eriau est homog�ene et mod�elisent donc bien

le comportement de m�etaux dans l'�etat semi-solide lorsque la fraction de solide est

faible. Ils permettent de prendre en compte la thixotropie. Les mod�eles biphas�es sup-

posent pour leur part l'existence d'un squelette solide �a l'int�etieur duquel le liquide
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s'�ecoule. Ils permettent de mieux pr�edire l'�ecoulement du liquide, mais ne prennent

pas en compte la thixotropie du mat�eriau. Ils mod�elisent mieux le comportement

des m�etaux �a l'�etat semi-solide lorsque la fraction de solide est �elev�ee. D'autre part,

les mod�eles de suspension prenant en compte la thixotropie sont g�en�eralement dif-

�cile �a exploiter �a cause du nombre �elev�e de leurs param�etres. Aussi, de nombreux

auteurs utilisent des mod�eles viscoplastiques. Et, c'est pour notre part le choix que

nous avons fait.
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Chapitre 3

CARACTERISATION

RHEOLOGIQUE
Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent les principaux mod�eles utilis�es pour d�ecrire

le comportement des m�etaux �a l'�etat semi-solide. Ces mod�eles, en g�en�eral, ne sont

valables que pour une certaine plage de temp�erature et permettent de d�ecrire en par-

ticulier le ph�enom�ene qui est dominant dans l'�ecoulement. Ils s'adaptent donc bien

�a des conditions de mise en forme isotherme. Pour le proc�ed�e d'injection, les d�ebits

sont en g�en�eral �elev�es et les temps de remplissage courts. On observe donc une forte

dissipation d'�energie pouvant compenser le refroidissement du moule. De plus, le fait

que le moule soit r�egul�e �a une temp�erature relativement faible par rapport �a celle du

mat�eriau inject�e et que les m�etaux soient de bons conducteurs de chaleur induit de

forts gradients thermiques �a l'int�erieur du mat�eriau inject�e. Ceci a pour cons�equence

de faire cohabiter plusieurs types d'�ecoulements au sein du mat�eriau, en fonction

de la temp�erature. Malheureusement, pour le cas sp�eci�que de l'injection, tr�es peu

d'�etudes ont �et�e faites dans les conditions r�eelles du proc�ed�e. Nous avons donc �et�e

amen�es �a mettre au point un nouveau test rh�eologique repr�esentatif du proc�ed�e

d'injection de m�etaux �a l'�etat semi-solide. Apr�es un rappel bibliographique sur les

exp�eriences de caract�erisation rh�eologique des m�etaux �a l'�etat semi-solide, nous

proc�edons dans ce chapitre �a la description de notre test, ainsi qu'�a la pr�esentation

des r�esultats exp�erimentaux, au d�epouillement de ces r�esultats et �a l'identi�cation

des param�etres rh�eologiques d'une loi assez repr�esentative de l'�ecoulement.

3.1 Rappel bibliographique sur les exp�eriences faites

pour d�ecrire l'�ecoulement des m�etaux �a l'�etat

semi-solide

Nous pr�esentons dans les lignes qui suivent les principales exp�eriences de ca-

ract�erisation rh�eologique faites pour d�ecrire le comportement de m�etaux �a l'�etat

semi-solide.
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3.1.1 Ecroulement sous gravit�e

C'est un essai qui montre bien que le m�etal �a l'�etat semi-solide a un comporte-

ment rh�eo
uidisant. Au repos, il est assez consistant et peut être transport�e �a l'aide

de pinces. l'�ecroulement sous gravit�e permet alors d'observer le comportement du

m�etal au repos. Le m�etal est d�epos�e sur une table apr�es avoir �et�e port�e �a l'�etat

semi-solide avec pour seule force ext�erieure son poids. On observe ainsi, au bout

de quelques minutes, l'�ecroulement progressif du m�etal sous l'action de la gravit�e.

Il peut être utile pour l'�etude du comportement du mat�eriau au repos, c'est �a dire

pendant le maintien isotherme qui suit la refusion partielle [133]. Toutefois on n'ob-

serve pas de grandes variations de la vitesse de d�eformation pendant l'essai, ce qui

conduit donc �a de faible variations de la viscosit�e apparente.

3.1.2 Cisaillement dans les rh�eom�etres de couette

C'est ce type d'exp�erience qui a permis au d�ebut des ann�ees soixante dix �a

l'�equipe du professeur Flemings de d�ecouvrir la structure globulaire [115]. Depuis

lors, ce test a �et�e souvent utilis�e pour caract�eriser le comportement des m�etaux �a

l'�etat semi-solide par de nombreuses �equipes de recherche. Les alliages utilis�es sont

g�en�eralement des alliages m�etalliques �a bas point de fusion comme par exemple

l'alliage Sn-Pb. C'est un test qui met le mat�eriau en condition de cisaillement pur,

et permet ainsi d'�etudier de mani�ere pr�ecise la r�eaction du mat�eriau (�evolution de

son comportement) �a un cisaillement. Cette exp�erience, g�en�eralement utilis�ee en

laboratoire dans des conditions isothermes, ne permet pas d'�etudier l'�evolution du

comportement du mat�eriau en fonction de la temp�erature.

3.1.3 Compression simple entre plateaux parall�eles

C'est un test classique qui a �et�e utilis�e par plusieurs auteurs[82][84][53]. Pour la

plupart d'entre eux, il y a s�egr�egation de la partie liquide. Toutefois, Gebelin [53]

fait dans son cas l'hypoth�ese qu'en d�ebut d'essai, pour une d�eformation " � 5%,

le mat�eriau reste homog�ene et, il met en �evidence le caract�ere rh�eo
uidisant du

mat�eriau semi-solide �a une temp�erature de 580oC. Ces travaux ont �et�e r�ealis�es avec

un alliage d'aluminium. Le principal inconv�enient est qu'il ne permet pas d'obtenir

des taux de d�eformation �equivalents �a ceux rencontr�es sur le proc�ed�e r�eel, ce qui

est tr�es gênant, vu la forte d�ependance de sa viscosit�e �a la vitesse de cisaillement.

3.1.4 Indentation

Cet essai consiste �a enfoncer une aiguille pilot�ee en vitesse ou en force dans

un alliage g�en�eralement �a structure dendritique port�e �a l'�etat semi-solide. Pour

des essais en conditions isothermes, l'alliage est plac�e dans un moule �a refroidisse-

ment contrôl�e de telle sorte qu'on obtienne des isothermes verticales dans l'alliage.

Ainsi, l'indentation verticale s'e�ectue-t-elle dans une r�egion �a temp�erature quasi

constante. Cet essai permet de pallier les insuÆsances des essais de compression et
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de traction classiques pour les alliages �a l'�etat semi-solide, �a cause de leur fragilit�e

et de l'�ecoulement h�et�erog�ene de la phase liquide. Les caract�eristiques principales

de cet essai sont :

{ l'imposition de faibles niveaux de d�eformation et de vitesse de d�eformation,

{ une caract�erisation rh�eologique op�er�ee au refroidissement en �evitant un r�echau�age,

{ une sollicitation locale entrâ�nant une large zone de d�eformation et de vitesse

de d�eformation et permettant de remonter �a des donn�ees quantitatives sur le

comportement rh�eologique,

{ la compatibilit�e avec les structures dendritiques.

Cet essai a �et�e r�ealis�e au CEMEF par Vicente [124] qui, au cours de sa th�ese,

utilisa le calcul par �el�ements �nis pour d�eterminer la g�eom�etrie de l'aiguille et celle

du moule. L'essai a �et�e pratiqu�e �a diverses forces exerc�ees sur l'aiguille. Pour chacune

d'elle, on enregistre la vitesse d'indentation. Pour le d�epouillement de l'essai, il

simule �a l'aide du logiciel Forge2 l'indentation pour une vitesse ou une force de

p�en�etration donn�ee �a di��erentes caract�eristiques du mat�eriau et pour di��erents

coeÆcients de sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation. Il pr�esente les r�esultats de

l'essai sous forme de courbes Force/D�eplacement et mod�elise l'essai en utilisant la

loi de comportement de Norton-Ho� :

�� = K
p
3(
p
3_�")m

Cette loi exprime la contrainte d'�ecoulement �equivalente �� en fonction de la consis-

tence K, de la vitesse de d�eformation �equivalente _�" ainsi que du coeÆcient de

sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation m. Il identi�e les coeÆcients K et m de la loi

de Norton-Ho� par analyse inverse en utilisant le logiciel Sidolo coupl�e avec Forge2.

Du point de vue de la caract�erisation de mat�eriaux pour l'injection thixotrope, l'in-

conv�enient principal est le faible niveau de vitesse de d�eformation, insuÆsant pour

repr�esenter ceux rencontr�es au cours du proc�ed�e d'injection. A cet �egard ce test est

nettement plus orient�e vers la caract�erisation de rh�eologies utilis�ees dans la coul�ee

classique, �a faible niveau de d�eformation et de vitesse de d�eformation.

3.1.5 Filage arri�ere

Ce test a �et�e utilis�e �a Grenoble par Lou�e et par Gebelin. Le test a �et�e fait �a une

temp�erature de 580oC. Dans les deux cas, on observe une s�egr�egation de la partie

liquide. Cependant, Lou�e [82] a montr�e dans son cas qu'il existe une vitesse limite

au dessus de laquelle il n'y a plus de s�egr�egation. Gebelin [53], quant �a lui, n'a

pas pu mettre en �evidence des zones riches en liquide en haut de la partie �l�ee. Il a

n�eanmoins observ�e �a une temp�erature de 580oC que, �a partir d'une vitesse de piston

de 80mm=s, il n'y a pas de densi�cation sous le piston. Pour de faibles vitesses, il

a mis en �evidence des zones fortement densi��ees sous le piston. Il observe en outre,

comme Lou�e [82], que le mat�eriau a un comportement rh�eo
uidi�ant, la viscosit�e

diminuant avec l'augmentation de la vitesse de cisaillement [53]. Ce test pr�esente

l'avantage de permettre, par l'augmentation de la vitesse du piston, de parvenir �a

des niveaux de d�eformation et de vitesse de d�eformation du même ordre que ceux du
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proc�ed�e r�eel. Il permet de mettre en �evidence le rôle central de la vitesse d'injection

sur le mode d'�ecoulement du mat�eriau. Pour de faibles vitesse d'injection, on a un

�ecoulement diphasique marqu�e par les s�egr�egations des parties solide et liquide et,

en revanche, pour des vitesses d'injection suÆsamment fortes, on a un �ecoulement

monophasique, ce qui est con�rm�e par les calculs d'homog�en�eisation de Geindreau

[54].

3.1.6 Conclusion

Au terme de ce petit rappel des essais d�ej�a e�ectu�es pour caract�eriser le com-

portement des m�etaux �a l'�etat semi-solide, on peut constater qu'aucun d'eux ne

r�epond parfaitement aux conditions r�eelles du proc�ed�e de thixoformage. Pour rap-

pel, dans le proc�ed�e de thixoformage, le mat�eriau est d'abord r�echau��e jusqu'�a une

temp�erature comprise entre le solidus et le liquidus, g�en�eralement en utilisant un

chau�age par induction. Il est ensuite transport�e m�ecaniquement jusqu'�a la zone

d'injection et inject�e sous la pouss�ee d'un piston dans le moule. C'est un �ecoulement

o�u on note la pr�esence de cisaillements importants et de l'�elongation. Nous avons

donc �et�e amen�es �a imaginer un nouveau test rh�eologique. Ce travail a �et�e com-

menc�e par Olof Hervieux au cours de sa th�ese de doctorat sur le thixoformage

d'alliages d'aluminium et de magn�esium. Ensuite, avec l'aide du bureau d'�etude,

nous avons aÆn�e l'�etude de sa faisabilit�e, puis proc�ed�e �a sa r�ealisation. Le test de

type �ecoulement de Stefan est d�ecrit au paragraphe suivant.

3.2 Description de l'essai d�evelopp�e dans le cadre

de ce travail

3.2.1 Le test de l'�ecoulement de Stefan

Comme nous l'avons vu au chapitre pr�ec�edent, l'�ecoulement d'un m�etal �a l'�etat

semi-solide au cours de la phase d'injection est assez complexe. En injection, les

conditions rencontr�ees sont l'�elongation et le cisaillement. Le test rh�eologique mis

au point en collaboration avec le groupe de recherche M�etallurgie Structure et

Rh�eologie du CEMEF est le test de l'�ecoulement de Stefan : c'est un �ecoulement

entre deux disques parall�eles. Le mat�eriau, plac�e au centre des deux disques, s'�ecoule

radialement dans l'espace qui les s�epare (voir �gure 3.1 ).

Ces conditions sont en e�et assez proches de celles qu'on rencontre dans des

injections grandeur nature. Cette g�eom�etrie a donc �et�e utilis�ee parce qu'elle est

assez repr�esentative du proc�ed�e d'une part, et parce qu'elle est assez simple pour

permettre une instrumentation. C'est un cas 3D pr�esentant une sym�etrie axiale,

donc facilement utilisable pour l'identi�cation des param�etres rh�eologiques, dans la

mesure o�u un code de simulation 2D axisym�etrique suÆrait largement pour l'iden-

ti�cation de ces param�etres.

41



3.2.2 Les param�etres du proc�ed�e

L'alliage A356 et sa temp�erature de mise en forme

L'alliage utilis�e est l'Althix 67S (alliage A356) produit par Pechiney. C'est un al-

liage hypoeutectique dont la teneur en silicium est d'environ 7%. Selon le diagramme

de phase, la fraction de solide au niveau de l'eutectique est de l'ordre de 50% et

pour une temp�erature d'environ 572oC. En utilisant l'�evolution obtenue par la loi de

Scheil, on montre que l'intervalle de solidi�cation de l'alliage A356 utilis�e en thixo-

formage est compris entre 545oC (temp�erature du solidus) et 615oC(temp�erature

du liquidus) [60]. En tenant compte de la temp�erature de l'eutectique, on a donc un

intervalle de solidi�cation utile qui est de 43oC environ. La mise en forme par thixo-

formage de cet alliage se fera donc pour des temp�eratures comprises entre 572oC et

615oC. Aussi, dans le cadre de nos exp�eriences d'injection, on s'est plac�e dans cet

intervalle de solidi�cation "utile" de l'alliage A356.

Temp�erature du moule

Selon notre partenaire industriel STAMPAL, les temp�eratures de moule sont

g�en�eralement sup�erieures �a 200oC. En e�et, une temp�erature tr�es basse du moule

provoque une solidi�cation pr�ecoce dans les parois minces et dans les zones �eloign�ees

du front de mati�ere. Pour les pi�eces inject�ees dans le cadre du projet ADFORM

et pour les pi�eces industrielles fabriqu�ees par STAMPAL en utilisant ce proc�ed�e,

le meilleur compromis est trouv�e pour des temp�eratures comprises dans l'intervalle

220oC�230oC. C'est �egalement dans cet intervalle de temp�erature que la plupart des

fondeurs se placent pour le thixoformage. Aussi, pour nos exp�eriences d'injection,

nous avons pris une temp�erature du moule d'environ 220oC.

Vitesse d'injection

C'est l'un des param�etres les plus importants en mise en forme �a l'�etat semi-

solide. En e�et, une vitesse d'injection trop importante peut provoquer un �ecoulement

turbulent et donc des porosit�es dans la pi�ece mise en forme. En revanche, une vitesse

d'injection trop faible peut provoquer une solidi�cation pr�ecoce de l'alliage au cours

du remplissage du moule. Pour le proc�ed�e de thixoformage, elle est g�en�eralement

comprise entre 0:5m=s et 2m=s dans les conditions industrielles, les lopins initiaux

ayant g�en�eralement des diam�etres importants. Pour nos essais, avec des diam�etres

de lopins de 25mm, nous avons inject�e �a des vitesses comprises entre 80mm=s et

160mm=s.

Epaisseur limite du moule

Selon les exp�eriences faites dans le cadre du projet ADFORM par STAMPAL,

l'�epaisseur limite pour les pi�eces industrielles est de l'ordre de 3mm. Pour des pi�eces

minces et de surface importante par rapport �a leur volume et ayant une �epaisseur

inf�erieure �a ce seuil, on a des risques importants de solidi�cation pr�ecoce dans le
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moule. Comme nous le verrons dans la suite, l'�ecart entre les disques est variable

dans notre montage exp�erimental.

3.3 R�ealisation du montage

3.3.1 Etapes de conception

L'objectif ici est de concevoir le dispositif exp�erimental capable de nous per-

mettre d'e�ectuer le test de l'�ecoulement de Stefan. La premi�ere �etape fut la concep-

tion du dispositif de chau�age. En e�et, le mat�eriau, dans notre cas l'alliage d'alumi-

nium A356, doit être r�echau��e jusqu'�a une temp�erature comprise dans son intervalle

de solidi�cation, avant d'être inject�e. C'est la raison pour laquelle nous avons plac�e

le four juste en dessous du moule, un poussoir permettant ensuite son transport

jusqu'au conteneur. Compte tenu de la temp�erature �elev�ee du four, celui-ci est isol�e

thermiquement du reste du montage. Un thermocouple permettant de r�eguler sa

temp�erature est plac�e sur la surface du four et ses dimensions calcul�ees de mani�ere

�a permettre un chau�age uniforme des lopins. Ensuite, on a con�cu le moule pour

permettre de faire varier l'�epaisseur des pi�eces inject�ees par la modi�cation de l'es-

pacement entre les plateaux. Le moule devra en�n être facilement d�emontable pour

permettre sa lubri�cation entre deux injections successives. La r�ealisation de ce

montage a �et�e faite au CEMEF par le bureau d'�etude et l'atelier m�ecanique.

3.3.2 Description des di��erents organes

La machine utilis�ee est l'INSTRON, une machine servo-hydraulique de traction-

compression. Elle peut mesurer des e�orts jusqu'�a 100kN , et elle fonctionne soit

�a vitesse de d�eformation constante, soit �a vitesse constante. Le piston est reli�e au

v�erin de la machine, ce qui permet de contrôler sa vitesse. Les e�orts sont mesur�es

par l'interm�ediaire d'une cellule.

Pour une injection proprement dite, la premi�ere phase est le r�echau�age du

mat�eriau pendant vingt minutes environ, jusqu'�a une temp�erature comprise dans

son intervalle de solidi�cation, c'est �a dire dans notre cas entre 575oC et 585oC, ce

qui correspond �a une fraction de solide voisine de 0:5. Le mat�eriau est alors pouss�e

lat�eralement �a l'aide du poussoir jusqu'au canal d'injection et inject�e sous la pouss�ee

du piston entre les deux disques parall�eles, avec une vitesse maximale de 160mm=s,

pendant que la force d'injection est enregistr�ee.

Le four d'une puissance de 2:4kw est fabriqu�e �a partir de l'acier r�efractaire

56T5 de Aubert et Duval (en norme fran�caise Z35CDV 5). Ce mat�eriau a �et�e choisi

pour ses propri�et�es de r�esistance aux chocs thermiques. Il est g�en�eralement utilis�e

pour fabriquer des outils de fonderie d'alliages l�egers et a de bonnes propri�et�es de

r�esistance �a l'oxydation �a haute temp�erature.

Le moule est fabriqu�e �a partir du même acier r�efractaire, mat�eriau choisi pour

sa r�esistance �a l'oxydation �a haute temp�erature. Le moule est pr�echau��e jusqu'�a

une temp�erature d'environ 220oC.

43



,

Fig. 3.1 { Sch�ema fonctionnel du montage d'injection

Fig. 3.2 { CAO du montage d'injection

44



Fig. 3.3 { (a)Montage exp�erimental et son instrumentation, install�es sur une ma-

chine de traction-compression et (b) dispositif d'acquisition des r�esultats

,

Fig. 3.4 { Une vue du montage exp�erimental incluant (a) la partie inf�erieure du

moule, les deux fours, le conteneur (b) et vue de l'isolation thermique du four

,

Fig. 3.5 { Vues d'ensemble du montage d'injection
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Le conteneur est fabriqu�e �a partir du même alliage que le four et le moule. Il est

thermiquement isol�e du four et du moule par des isolants �a base de c�eramique.

Le piston est fabriqu�e �a partir d'un alliage de cuivre-beryllium, mat�eriau g�en�eralement

utilis�e pour la fabrication des pistons en fonderie.

Le traitement en surface des outils

Les surfaces de ces outils sont recouvertes par un traitement lubri�ant et anti-

adh�erent, microseal 100 � 1. G�en�eralement utilis�e dans l'a�eronautique et pour le

moulage d'alliages d'aluminium, c'est un traitement compl�ementaire appliqu�e apr�es

usinage et avant montage. Le proc�ed�e utilis�e est la projection �a froid des micro-

particules de lubri�ants solides qui p�en�etrent dans le mat�eriau jusqu'�a une profon-

deur de quelques microns et y restent incrust�ees, r�esistant même �a de tr�es hautes

temp�eratures. Ceci permet la limitation des frottements et l'attaque de ces outils

par l'aluminium liquide.

3.4 Exp�eriences de chau�age

3.4.1 But

Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent que l'�ecoulement du m�etal �a l'�etat semi-

solide �etait fortement d�ependant du temps de maintien isotherme lorsqu'on l'obtient

par refusion partielle. Aussi, si on a un lingot thixotrope, un temps de maintien iso-

therme court permet d'obtenir une structure globulaire. En revanche, un temps

de maintien isotherme long a pour cons�equence de favoriser la croissance des glo-

bules, et donc de rendre le mat�eriau moins 
uide, d'ou l'importance de la phase

de r�echau�age qui est le point le plus important du proc�ed�e. On cherche en e�et

�a être homog�ene en temp�erature tout en minimisant la coissance de la structure.

Le temps de maintien isotherme d�etermine la qualit�e de l'�ecoulement et donc des

pi�eces inject�ees. Aussi, au cours des exp�eriences que nous d�ecrivons dans les para-

graphes suivants, nous nous sommes attel�es d'une part au calage de nos instruments

de mesure et d'autre part �a la d�etermination du temps de r�echau�age des lingots

et �a l'estimation de l'ordre de grandeur du coeÆcient d'�echange thermique entre le

lingot et l'outillage.

3.4.2 Montage

Le four utilis�e est celui du montage de l'essai d'injection. Un sch�ema en est donn�e

�a la �gure (3.6). Plusieurs thermocouples K ont �et�e plac�es �a di��erents endroits des

lopins pour suivre l'�evolution de la temp�erature d'une part et d'autre part, un

thermocouple de type K a �et�e plac�e dans le four et pr�es de la surface pour mesurer

la temp�erature du four. C'est ce dernier qui sert de consigne au cours du r�echau�age

avant l'injection. Un deuxi�eme thermocouple est plac�e dans le mat�eriau, prêt de la

surface. Les lopins d'aluminium utilis�es sont en A356 ayant 25mm de diam�etre et
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Fig. 3.6 { Sch�ema du montage du dispositif de chau�age : position des thermo-

couples dans le lopin

45mm de hauteur. Un autre thermocouple est plac�e au centre du lopin. Il permet

donc de donner une estimation du temps de di�usion de la temp�erature �a l'int�erieur

du mat�eriau par conduction thermique. En�n, �a cause de la structure particuli�ere

de notre four, la zone de surface libre sup�erieure est la moins chaude du lopin et, un

thermocouple y a �et�e pla�c�e. Aussi, l'�evolution de sa temp�erature par rapport �a celle

des autres points exp�erimentaux permet de connâ�tre le temps n�ecessaire pour avoir

dans le lingot une temp�erature homog�ene dans l'intervalle de solidi�cation. Toutes

ces temp�eratures sont pr�elev�ees �a l'aide d'un enregistreur soigneusement calibr�e.

3.4.3 R�esultats

La courbe de chau�age (�gure 3.7) montre qu'on a une di��erence de temp�erature

de quelques degr�es entre la consigne et le lopin. Ce saut de temp�erature observ�e �a

l'interface et qui est dû �a la lubri�cation et au fait que le contact n'est pas parfait

entre les deux corps, servira �a l'estimation du coeÆcient d'�echange thermique �a

l'interface. Ce d�ecalage entre la consigne et la temp�erature r�eelle du lopin sera pris en

compte au moment des injections pour la r�egulation de la temp�erature du mat�eriau.

Cette �gure nous montre aussi que le temps de mont�ee de la temp�erature du lopin

jusqu'�a l'intervalle de solidi�cation est assez rapide : deux minutes environ. Ce

temps constitue en e�et le temps n�ecessaire pour avoir une temp�erature homog�ene

dans le mat�eriau semi-solide �egale �a celle de sa surface. Ce temps est une propri�et�e

du mat�eriau inject�e, car il est intimement li�e �a la di�usivit�e thermique du mat�eriau,

c'est-�a-dire �a sa capacit�e �a conduire plus ou moins vite la chaleur. La dur�ee totale du
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chau�age �etant la somme des temps de mont�ee en temp�erature jusqu'�a l'intervalle

semi-solide et du temps de maintien isotherme �a l'�etat semi-solide, l'�etape suivante

est alors le maintien isotherme du lopin dans son intervalle de solidi�cation. En

fonction des informations obtenues de la bibliographie [82], le temps de maintien

isotherme n�ecessaire pour obtenir une structure globulaire �ne d'un lingot A356

thixotrope est d'environ dix minutes, au d�el�a, la croissance des germes commence.

C'est �egalement �a peu pr�es le même temps qu'on observe chez le partenaire industriel

STAMPAL (dur�ee totale du cycle de 11 minutes environ). Aussi, au cours de nos

essais, nous avons pris dix minutes comme temps de maintien isotherme, ce qui,

additionn�e au temps tm de mont�ee en temp�erature de l'�etat semi-solide, nous donne

le temps tr de la refusion partielle.

Fig. 3.7 { Courbes d'�evolution de la temp�erature en di��erents points du lopin de

mati�ere au cours du r�echau�age

A ce stade, on peut dire qu'il eût �et�e utile et int�eressant de comparer les mi-

crostructures des alliages A356 apr�es chau�age par induction chez STAMPAL �a

celles des mêmes alliages apr�es chau�age par conduction dans notre laboratoire

et avec notre montage. Ainsi, la comparaison des microstructures aurait constitu�e

une des �etapes naturelles de validation de la refusion partielle des lopins de notre

exp�erience. Ceci n'a pas pu être fait faute de temps. N�eanmoins, comme on le verra
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au paragraphe suivant, cette validation s'est faite a posteriori par comparaison des

microstructures des pi�eces inject�ees. Pour l'estimation du coeÆcient d'�echange ther-

mique, on s'est servi de la mesure du saut de temp�erature �a l'interface des deux

mat�eriaux.

3.4.4 Comparaison qualitative avec des simulation Forge2

Des simulations ont �et�e faites pour estimer d'une part le temps de chau�age

du mat�eriau et d'autre part le coeÆcient d'�echange thermique entre le mat�eriau

semi-solide et le four. Aussi, au cours de ces simulations, nous n'avons fait aucun

calcul m�ecanique (�gure 3.8). Le mat�eriau a une temp�erature initiale �egale �a la

temp�erature ambiante alors que la temp�erature du four est r�egul�ee �a 575oC. Cette

�etape n'a malheureusement pas pu être men�ee de mani�ere tr�es pr�ecise, c'est-�a-dire

avec pr�el�evement exp�erimental de plusieurs valeurs de temp�erature sur les parois du

four et sur les parois du mat�eriau thixotrope en refusion partielle. Il faut aussi ajou-

ter une diÆcult�e exp�erimentale qui est due au fait que les thermocouples bougent

�a l'int�erieur du lingot une fois que la temp�erature de celui-ci est dans l'intervalle

de solidi�cation. N�eanmoins, nos travaux nous ont permis d'e�ectuer une mesure

nous donnant une estimation r�ealiste de l'�evolution de la temp�erature �a l'int�erieur

du lingot et de l'ordre de grandeur du coeÆcient d'�echange thermique �a l'interface

moule/mat�eriau.

Fig. 3.8 { Evolution de la temp�erature �a l'int�erieur du mat�eriau
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3.4.5 Conclusion

Ces exp�eriences de refusion partielle nous ont permis de derterminer le temps

de la refusion pour notre mode de chau�age : le chau�age par conduction. Le point

critique ici est l'�evaluation du temps de mont�ee �a la temp�erature de r�egulation.

Toutefois, ce temps est fortement d�ependant des propri�et�es thermiques du lubri�ant

utilis�e : si le lubri�ant est un isolant thermique, il sera plus long et si, a contra-

rio, ce dernier est un bon conducteur de chaleur, on aura un temps de mont�ee en

temp�erature tr�es rapide. Ceci est �egalement valable pour le coeÆcient d'�echange

thermique �a l'interface. Cette �etape de chau�age nous a �egalement permis d'uti-

liser la simulation num�erique pour valider l'estimation du coeÆcient d'�echange �a

l'interface des deux mat�eriaux, estimation qui, pour l'instant, s'av�ere être assez

proche de la r�ealit�e. La valeur approch�ee du coeÆcient d'�echange thermique est de

500W:m�2:K�1. Nous verrons que pour l'injection nous avons trouv�e pour ce même

coeÆcient la valeur de 1000.

3.5 Exp�eriences d'injection

3.5.1 Conditions exp�erimentales

Au paragraphe pr�ec�edent, on a d�etermin�e les param�etres de la refusion partielle

de nos "lingots thixotropes". Aussi, ce paragraphe est consacr�e aux exp�eriences d'in-

jection et �a l'analyse des r�esultats obtenus. Pour les exp�eriences d'injection, le four,

le piston et le moule ont �et�e lubri��es avec des lubri�ants fournis par STAMPAL. Les

temp�eratures du four et du moule sont r�egul�ees �a l'aide de thermocouples K plac�es

dans le four et dans le moule. Le moule est chau��e par des cartouches chau�antes.

Le d�eplacement du piston est command�e par un v�erin et des e�orts sont mesur�es

�a l'aide d'une cellule plac�ee dans la partie sup�erieure du moule. Les essais ont �et�e

r�ealis�es pour des temp�eratures de 575oC, 580oC, 585oC et pour des vitesses d'in-

jection de 80mm=s et 160mm=s. Les �epaisseur du moule valaient respectivement

2mm et 4mm.

3.5.2 Les pi�eces inject�ees

Dans un premier temps, les exp�eriences que nous avons faites nous ont permis de

mesurer la diÆcult�e de r�ealiser des injections en laboratoire. Les premi�eres pi�eces

inject�ees pr�esentaient des d�efauts de sym�etrie importants comme on peut le voir

sur la �gure (3.10). Ceci �etait dû �a des probl�emes de lubri�cation et de position-

nement des di��erentes parties du montage. En e�et, dans le premier montage que

nous avons utilis�e, la position du chau�age �etait dans l'allignement du conduit d'in-

jection. Ceci a g�en�er�e de nombreux probl�emes : dilatation du piston en cuivre qui

�a chaud ne coulissait plus dans le canal, non axisym�etrie des pi�eces, etc. C'est ce

qui nous a amen�e �a concevoir et �a r�ealiser un nouveau montage exp�erimental, avec

l'aide de Gilbert Fiorucci, Francis Fournier et Marc Bouissou. Grâce �a ce nouveau
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Fig. 3.9 { Vue des �ssures sur les pi�eces inject�ees

montage, nous avons r�eussi �a obtenir des pi�eces de meilleure qualit�e (�gure 3.11).

Ces derni�eres �gures montrent que les pi�eces inject�ees sont axisym�etriques et ne

pr�esentent pas de �ssures visibles �a l'oeil nu.

Fig. 3.10 { Vue des d�efauts de sym�etrie sur les premi�eres s�eries de pi�eces inject�es

Fig. 3.11 { Vue de deux pi�eces inject�ees apr�es modi�cation du montage

3.5.3 Microstructure des pi�eces inject�ees

L'analyse microstructurale des pi�eces inject�ees et tremp�ees apr�es d�emoulage �a

chaud montre que la microstructure n'est pas tr�es homog�ene apr�es injection. Dans
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la zone constitu�ee du reste du lopin inject�e (le talon), on observe une densi�ca-

tion des particules solides �a faible vitesse d'injection, ce qui est conforme avec les

connaissances bibliographiques sur le proc�ed�e. En e�et, �a faible vitesse d'injection

(80mm=s), la s�egr�egation du liquide est favoris�ee par la lenteur du proc�ed�e (�gure

3.13). On a alors une densi�cation des particules solides et l'expulsion du liquide.

C'est ce qui a par exemple �et�e observ�e au laboratoire de l'institut polytechnique de

Grenoble au cours d'essais de �lage arri�ere [82][53], ou encore au CEMEF dans le

cas de �lage avant d'�eprouvettes en Sn-Pb [6][33].

Fig. 3.12 { Microstructure d'un lopin d'A356 avant injection

Fig. 3.13 { Microstructure d'un lopin inject�e �a 80mm=s, �a gauche talon restant

apr�es injection et �a droite partie inject�ee

Dans les zones les plus �eloign�ees du point d'injection, on observe une d�eformation

tr�es importante des globules par rapport �a l'�etat initial pour une �epaisseur du moule

de 2mm et une vitesse de 80mm=s pour le piston. Ces �gures montrent �egalement

que la s�egr�egation du liquide est importante, ce qui est en accord avec l'existence

d'une �epaisseur limite pour la mise en forme observ�ee chez STAMPAL.

De mani�ere g�en�erale, l'observation des analyses microstructurales des pi�eces in-

ject�ees au CEMEF montre que la d�eformation des globules est semblable �a celle

observ�ee sur les pi�eces industrielles inject�ees dans le cadre du projet ADFORM. On

observe en outre que les microstructures sont semblables, ce qui permet de valider

a posteriori l'�etape de refusion partielle des lopins.
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3.5.4 Analyse des courbes d'injection

On a un �ecoulement axisym�etrique, ceci �a cause du bon �etat de surface du

moule et de sa bonne orthogonalit�e avec le piston. Les lopins inject�es pr�esentent

g�en�eralement un bon �etat de surface, sans �ssures apparentes. Toutefois, �a de faibles

vitesses d'injection, on observe des �ssures (�gure 3.9), �a cause de la solidi�cation

pr�ecoce de la phase solide. Ce ph�enom�ene est particuli�erement visible sur certains

lopins inject�es o�u l'on observe deux phases dans l'�ecoulement : une premi�ere phase

dans laquelle on suppose que la phase liquide de la gel�ee est plus importante, et la

seconde phase, dans laquelle on suppose qu'on a une agglom�eration de particules

solides. C'est le ph�enom�ene d'essorage. Ceci est dû soit �a un mauvais contrôle de

la temp�erature des lopins semi-solides, soit �a une faible vitesse d'injection. En plus,

la vitesse de cisaillement dans notre cas, qui est d'environ 6s�1, semble être plus

faible que les vitesses g�en�eralement appliqu�ees pour le thixoformage. Les courbes

inject�ees font apparâ�tre deux parties dans le comportement du mat�eriau : une

premi�ere partie au cours de laquelle le niveau de la force est faible, le point 0

correspondant au moment o�u le mat�eriau touche la partie sup�erieure du moule. La

gel�ee semi-solide s'�ecoule alors dans le moule sans grande r�esistance (�gure 3.14) .

Une seconde partie au cours de laquelle la force croit de mani�ere importante,

ce qui correspond �a l'in
uence du transfert thermique �a l'interface. A cause du

refroidissement du mat�eriau dans le moule, on a des r�egions de l'�ecoulement qui ont

une viscosit�e importante. Cela se traduit par une augmentation de la d�eformation,

c'est �a dire de la force d'injection. Ceci montre que la viscosit�e d'un mat�eriau semi-

solide d�ecroit toujours avec l'augmentation de la temp�erature. Toutes les courbes

montrent l'importance de la temp�erature dans l'�ecoulement. De mani�ere logique,

cette in
uence est importante lorsque la vitesse de l'�ecoulement est faible et lorsque

les parois du moule sont minces.

E�et de la temp�erature initiale de l'alliage

Les courbes d'injection montrent que la force est tr�es fortement d�ependante

de la temp�erature initiale de la gel�ee (temp�erature de r�echau�age). A condition

d'injection �egales par ailleurs, lorsqu'on augmente la temp�erature de r�echau�age de

la gel�ee, la force d'injection diminue.

De même, pour une �epaisseur du moule de 2 mm et une vitesse d'injection de

160 mm/s, on observe le même ph�enom�ene (�gure 3.16). On remarque �egalement

qu'une diminution de l'�epaisseur du moule se traduit par une augmentation de la

force d'injection.

E�et de la vitesse d'injection

En comparant les �gures 3.14 �a 3.16, on peut remarquer que pour une même

temp�erature, la courbe d'e�ort enregistr�ee est plus importante pour les exp�eriences

faites avec une vitesse d'injection plus faible. Ce qui veut dire que lorsque la vitesse

augmente, on a une diminution de l'e�ort. Ceci peut apparâ�tre �a premi�ere vue
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Fig. 3.14 { R�esultat exp�erimental : e�et de la variation de la temp�erature initiale

pour une �epaisseur du moule de 4 mm et une vitesse d'injection de 160 mm/s

Fig. 3.15 { R�esultat exp�erimental : e�et de la variation de la temp�erature initiale

pour une �epaisseur du moule de 4 mm et une vitesse d'injection de 80 mm/s
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Fig. 3.16 { R�esultat exp�erimental : e�et de la variation de la temp�erature initiale

pour une �epaisseur du moule de 2 mm et une vitesse d'injection de 160 mm/s

contradictoire mais peut s'expliquer par le transfert thermique entre le mat�eriau

semi-solide et le moule pendant l'essai. En e�et on constate que l'�evolution de la

force au cours des tests se fait en deux �etapes :

Une premi�ere �etape au cours de laquelle la valeur de la force est relativement

faible, le mat�eriau pr�esentant alors une r�esistance relativement faible �a l'�ecoulement.

Une seconde �etape au cours de laquelle on observe une forte augmentation de la

force. Ceci est dû �a l'in
uence du transfert thermique. Le mat�eriau est refroidi par le

moule. Certaines r�egions du 
uide voient leur viscosit�e augmenter, ce qui provoque

une augmentation de la force d'injection. Ceci est en accord avec les r�esultats connus

dans la bibliographie. La viscosit�e apparente des mat�eriaux semi-solides est toujours

consid�er�ee comme une fonction d�ecroissante de la temp�erature. Dans tous les cas, on

observe tr�es nettement l'in
uence de la temp�erature. Cette in
uence est renforc�ee

lorsque la vitesse du 
uide est plus faible et aussi lorsque l'�epaisseur du moule est

plus faible (�gure 3.16). Ceci est assez logique, car dans ces conditions, la chaleur

dissip�ee par le lopin est plus importante. Les injections avec variation de l'�epaisseur

montrent que la force d'injection �evolue lorsque l'�epaisseur diminue. Le taux de

d�eformation est dans ce cas plus important, ce qui cause une augmentation de la

puissance de d�eformation et donc de la force d'injection. Cet e�et est compatible

avec l'utilisation d'une loi puissance type viscoplastique. En plus, si on compare

les trois courbes, on peut noter que la di��erence entre les deux principales �etapes

de l'�evolution de la force d'injection est favoris�ee par la d�ecroissance de la vitesse

de l'�ecoulement et de l'�epaisseur du moule. Ceci est encore une illustration du rôle

important du transfert de chaleur, qui sera con�rm�e par les simulations �el�ements

�nis avec Forge2.
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3.6 Identi�cation des param�etres rh�eologiques

Les sciences de l'ing�enieur ont permis la description du comportement de syst�emes

physiques par des mod�eles math�ematiques. Si on consid�ere le cas de notre exp�erience

de caract�erisation rh�eologique, les donn�ees exp�erimentales enregistr�ees (force d'in-

jection en fonction de l'amplitude de d�eplacement du piston), permettent de d�e�nir

de mani�ere globale l'�evolution du comportement du mat�eriau en fonction des d�eformations

qu'il subit. L'objectif principal est alors la pr�evision de la r�eponse du mat�eriau

lorsque l'on fait varier les conditions exp�erimentales (changement de l'�etat ini-

tial). C'est ce qu'on appelle aussi probl�eme direct en identi�cation. Ainsi, lorsque

le mod�ele du syst�eme est connu, l'objectif est la determination des param�etres

pour lesquels on obtient une r�eponse satisfaisante du syst�eme. Ce qui signi�e la

d�etermination d'un ensemble de donn�ees (param�etres de la loi) telles que les va-

leurs donn�ees par le mod�ele soient le plus proche possible des valeurs exp�erimentales.

C'est cette approche que nous avons utilis�ee pour d�eterminer les param�etres rh�eologiques

du mat�eriau.

3.6.1 Evolution des param�etres viscoplastiques dans l'inter-

valle de solidi�cation

Selon la litt�erature [124] [68], l'�evolution qualitative des coeÆcients K (consis-

tance) et m (sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation) avec la temp�erature dans l'in-

tervalle de solidi�cation est connue. Elle peut être sch�ematis�ee par la �gure 3.17.

Fig. 3.17 { Evolution de la consistance et de la sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation

Dans l'intervalle de solidi�cation, quand la temp�erature d�ecrô�t, on observe

l'augmentation de la consistance K de plusieurs ordres de grandeur, de sa va-

leur �a l'�etat liquide (K est alors �egal �a la viscosit�e dynamique) jusqu'�a sa va-

leur �a l'�etat solide. Le coeÆcient de sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation d�ecrô�t

�egalement de 1 (valeur �a l'�etat liquide) �a environ 0:2 (valeur �a l'�etat solide), lorsque

la temp�erature d�ecrô�t. A l'�etat semi-solide, il existe une temp�erature critique TC
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appel�ee temp�erature de coh�erence en dessous de laquelle le mat�eriau semi-solide

a un squelette solide constitu�e. Le mat�eriau, dont le comportement au dessus de

la temp�erature critique Tc est celui d'un 
uide avec des particules solides en sus-

pension, change de comportement pour celui d'un solide satur�e de liquide. C'est

pourquoi, en dessous de cette temp�erature, la viscosit�e apparente augmente et

d�epend de plus en plus de la vitesse de d�eformation. Lorsque le mat�eriau semi-solide

s'�ecoule, sa temp�erature et sa vitesse de d�eformation varient. Ainsi, dans notre essai

d'injection, la variation de la viscosit�e apparente dans l'intervalle de solidi�cation

provoque-t-elle une variation de la force d'injection. La mesure de la force d'in-

jection �a di��erentes vitesses et �a di��erentes temp�eratures devrait donc permettre

de mesurer la variation des param�etres K et m en fonction de la temp�erature. La

�gure (3.18) montre la variation sch�ematique attendue de la viscosit�e apparente

lorsque la vitesse de d�eformation augmente, pour une temp�erature donn�ee. Elle

met en �evidence le caract�ere rh�eo
uidi�ant de la gel�ee semi-solide et, d'une mani�ere

g�en�erale, elle montre que pour un comportement viscoplastique, une augmentation

de la vitesse de d�eformation �a une temp�erature donn�ee se traduit par une diminu-

tion de la viscosit�e (�gure de gauche). De même, pour une vitesse de d�eformation

donn�ee, on constate une augmentation de la viscosit�e lorsque la temp�erature dimi-

nue.

Fig. 3.18 { Variations sch�ematiques de la viscosit�e apparente �app = K(
p
3_�")m�1

en fonction de la temp�erature et de la vitesse de d�eformation

3.6.2 Simulation num�erique de l'exp�erience

Nous pr�esentons dans ce paragraphe les r�esultats de simulations num�eriques

2D e�ectu�ees avec un ensemble de param�etres K et m, pour illustrer la capacit�e du

code de calcul �a mod�eliser notre exp�erience, et donc la possibilit�e de s'en servir pour

proc�eder �a l'identi�cation des param�etres rh�eologiques. Aussi, pour r�ealiser les simu-

lations, la premi�ere �etape a �et�e la d�e�nition de l'outillage. Nous avons utilis�e le fait
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que le montage est axisym�etrique pour faire le calcul en 2D, dans un plan (r; z), �a

l'aide du logiciel Forge2 (�gures 3.19 �a 3.21). Le lopin, plac�e �a la position correspon-

dant au d�ebut de la compression est �nement maill�e et sa temp�erature initiale est

homog�ene �x�ee �a celle des di��erentes injections exp�erimentales r�ealis�ees. Le moule

est constitu�e d'un outil non d�eformable dont la temp�erature est �x�ee �a celle du moule

exp�erimental. Les premiers r�esultats des simulations nous montrent l'�evolution de

la temp�erature �a l'int�erieur du mat�eriau. On constate une forte d�ependance �a la

temp�erature initiale et au coeÆcient d'�echange thermique. Aussi, pour certaines

valeurs, on constate que la temp�erature du mat�eriau sort de son intervalle de so-

lidi�cation. En ce qui concerne la courbe de variation de la force en fonction du

d�eplacement du piston, on constate que celle-ci a sensiblement la même forme que

les courbes exp�erimentales. Une augmentation de la consistance conjugu�ee �a une di-

minution du coeÆcient de sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation a pour cons�equence

d'accentuer la convexit�e de la courbe. C'est pourquoi nous avons d�ecid�e de recher-

cher les param�etres K (consistance) et m (sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation)

de la loi sous forme tabul�ee, en fonction de la temp�erature.

Fig. 3.19 { Simulation num�erique d'une exp�erience d'injection avec le logiciel

Forge2 : maillage initial en d�ebut d'injection

A l'inverse du proc�ed�e r�eel, Le piston se d�eplace vers le bas dans la simulation,

qui commence au temps t = 0 lorsque le lopin est en contact avec le disque inf�erieur.

La courbe 3.22 pr�esente l'allure de l'�evolution de la force en fonction du d�eplacement

du piston.
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Fig. 3.20 { Simulation de l'exp�erience : isovaleurs de temp�erature en cours d'injec-

tion

Fig. 3.21 { Simulation de l'exp�erience : isovaleurs de temp�erature �a la �n de l'in-

jection
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Fig. 3.22 { Courbe typique d'�evolution de la force en fonction du d�eplacement du

piston

D�etermination du coeÆcient d'�echange thermique au cours de l'injection

Les transferts thermiques sont importants dans ce test. En e�et, le coeÆcient

d'�echange thermique entre le mat�eriau semi-solide et le moule a une grande impor-

tance sur la carte de distribution de la temp�erature, et donc sur la courbe d'e�ort.

En comparaison avec les r�esultats exp�erimentaux, et en supposant que le mat�eriau

reste semi-solide au cours du test, le coeÆcient d'�echange thermique a �et�e calibr�e �a

une valeur de h = 1000W:m�2:K�1. On peut noter que dans la version de Forge2

utilis�ee, il n'y a pas de r�esolution des �equations thermiques dans les outils. En

cons�equence, le 
ux de chaleur du mat�eriau semi-solide est �egal �a � = h(T �Toutil),
o�u Toutil est la temp�erature de l'outil, qui est suppos�ee constante et �egale �a la

temp�erature de chau�age du moule (220oC). Ceci veut dire que la valeur de h uti-

lis�ee dans la simulation est sous-estim�ee, lorsque la temp�erature de surface du moule

augmente. Une fois cette calibration thermique e�ectu�ee, on peut voir �gures 3.20

et 3.21 que le pro�l de temp�erature est raisonnable.

Comme illustr�e par la �gure 3.22, l'�evolution de la force est alors repr�esentative

de ce qui est enregistr�e sur le test exp�erimental. L'e�ort reste faible durant une

bonne partie de la course du piston, et augmente ensuite. Cette �evolution est due

au refroidissement du mat�eriau semi-solide, celui-ci devenant de plus en plus solide,

sa viscosit�e augmente, et donc la force appliqu�ee sur le piston.

On peut conclure que l'�evolution de la force est fortement in
uenc�ee par les pa-

ram�etres gouvernant la forme des courbes K(T ) et m(T ) �gure 3.17. Ceci rend pos-
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sible l'identi�cation de ces param�etres par minimisation de l'erreur entre l'�evolution

des courbes de force exp�erimentales et simul�ees.

3.6.3 D�etermination des param�etres rh�eologiques de la loi

Identi�cation des param�etres rh�eologiques �a l'aide de Forge2

Les param�etres que nous avons d�ecid�e d'identi�er sont la consistance K du

mat�eriau et le coeÆcient de sensibilit�e �a la vitesse de d�eformation m, en un certain

nombre de points de l'intervalle de solidi�cation. Pour cela, nous avons pris un

point avant le solidus de l'alliage (545oC), trois points entre le solidus de l'alliage

et l'eutectique (572oC), et deux points entre l'eutectique et le liquidus de l'alliage

(615oC). Ainsi, nous avons pris des points dans toutes les zones critiques du chemin

de solidi�cation de l'alliage telle que pr�esent�ees sur la �gure 3.18. L'identi�cation

�a l'aide du logiciel Forge2 s'est faite en utilisant une strat�egie de type essai-erreur.

On part d'un jeu de param�etres initiaux, et on �etudie la sensibit�e de la force aux

varations de tous les param�etres. Ensuite, on aÆne le jeu de param�etres de mani�ere

�a obtenir des r�esultats le plus proche possible des exp�eriences. Les �gures 3.23 �a

3.25 pr�esentent la comparaison entre les courbes exp�erimentales d'injection et les

simulations.

Fig. 3.23 { Comparaisons des courbes exp�erimentales et simul�ees pour une vitesse

de 160mm/s et une �epaisseur du moule de 4mm

Elles montrent qu'on a un accord raisonnable. En prenant en compte la com-

plexit�e de ce test rh�eologique (�ecoulement complexe, couplage thermique), ceci est

tr�es satisfaisant. Toutes les caract�eristiques importantes des courbes d'e�ort sont

reproduites correctement : la valeur de la force au d�ebut et �a la �n de l'injec-

tion, le temps de transition entre les deux r�egimes, la vitesse d'accroissement de
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Fig. 3.24 { Comparaisons des courbes exp�erimentales et simul�ees pour une vitesse

de 80mm/s et une �epaisseur du moule de 4mm

Fig. 3.25 { Comparaisons des courbes exp�erimentales et simul�ees pour une vitesse

de 160mm/s et une �epaisseur du moule de 2mm
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la force. Ceci montre que l'identi�cation est assez bonne. Les valeurs de K et m

identi��ees sont r�esum�ees sur la table suivante. Leur d�ependance par rapport �a la

temp�erature est donn�ee par les �gures 3.26 et 3.27. Les �gures 3.29 et 3.28 donnent

la d�ependance de la viscosit�e apparente par rapport �a la vitesse de d�eformation et

�a la temp�erature. Notons en�n que la valeur �a 540oC n'a pas �et�e identi��ee dans

ce travail, la solidi�cation compl�ete n'�etant pas atteinte au cours de l'essai. Cette

remarque est �egalement valable pour les temp�eratures au dessus de 585oC, qui est

la plus haute temp�erature du mat�eriau semi-solide que nous avons consid�er�ee.

T (oC) 540 560 567 570 585 600 620

K(Pa:sm) 2 � 107 2 � 107 5 � 106 5 � 105 20 0:1 0:001

m 0:2 0:2 0:3 0:4 0:9 1 1:0

Fig. 3.26 { Repr�esentation graphique de la variation de K en fonction de la

temp�erature

3.7 Conclusion

Apr�es une �etude bibliographique sur le comportement des m�etaux �a l'�etat semi-

solide qui nous a permis de passer en revue les di��erentes lois de comportement

utilis�ees, nous avons choisi d'utiliser une loi viscoplastique. L'�etape suivante a alors

�et�e la r�ealisation d'essais instrument�es et l'identi�cation des param�etres de la loi. Les

premi�eres exp�eriences que nous avons faites ont �et�e des exp�eriences de r�echau�age

des lopins. Ces exp�eriences nous ont permis de d�eterminer les temp�eratures de refu-

sion partielle des lingots pour les exp�eriences d'injection que nous avons e�ectu�ees.
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Fig. 3.27 { Repr�esentation graphique de la variation de m en fonction de la

temp�erature

Fig. 3.28 { Variation de la viscosit�e apparente identi��ee en fonction de la vitesse

de d�eformation �a temp�erature donn�ee
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Fig. 3.29 { Evolution de la viscosit�e apparente identi��ee en fonction de la

temp�erature et de la vitesse de d�eformation

Les injections proprement dites nous ont permis de mettre en �evidence des probl�emes

d'adh�esion de l'aluminium fondu aux parois du moule et de non sym�etrie des pi�eces

inject�ees. Nous avons alors �et�e amen�es �a concevoir et �a r�ealiser un nouveau mon-

tage, en corrigeant les erreurs du pr�ec�edent. Ce nouveau montage nous a donn�e

satisfaction dans la mesure o�u il nous a permis de r�ealiser les exp�eriences dans des

conditions assez bonnes. Ces exp�eriences nous ont permis de mettre en �evidence

l'importance de la thermique dans le proc�ed�e. Les r�esultats exp�erimentaux ont �et�e

d'une mani�ere g�en�erale assez satisfaisants. Nous avons alors r�ealis�e l'identi�cation

des param�etres d'une loi viscoplastique. Ceci nous a permis de trouver pour notre

cas des param�etres en concordance avec ceux trouv�es dans la bibliographie et ayant

un accord assez bon avec l'exp�erience. L'�etape suivante de notre travail est alors

l'adaptation de nos codes de calcul de mani�ere �a pouvoir simuler le proc�ed�e d'in-

jection en trois dimensions.
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Chapitre 4

FORMULATION

LAGRANGIENNE POUR LE

REMPLISSAGE
Nous pr�esentons dans ce chapitre les grands principes m�ecaniques d'une for-

mulation lagrangienne r�eactualis�ee, ainsi que l'�ecriture des �equations gouvernant

l'�ecoulement instationnaire d'un 
uide visqueux et incompressible avec e�et d'iner-

tie, de gravit�e et de surface libre. Nous pr�esentons ensuite la m�ethode de discr�etisation

par �el�ements �nis utilis�ee pour r�esoudre ce probl�eme. Pour les aspects thermiques,

le lecteur int�eress�e peut consulter la th�ese de Bahloul [5].

4.1 Le mod�ele lagrangien

Le principe des m�ethodes lagrangiennes est que le maillage est convect�e avec la

même vitesse que la mati�ere. A chaque pas de temps, le maillage est donc r�eactualis�e

avec la vitesse mat�erielle, et chaque noeud du maillage est identi��e �a une même

particule de mati�ere tout au long de la simulation. La zone maill�ee correspond �a

celle occup�ee par la mati�ere. Ce mod�ele a �et�e utilis�e au CEMEF en 2D par Muttin

et al[94] et en dimension 3 par Bahloul[5]. Dans ce mod�ele de remplissage, la qualit�e

du remailleur automatique a une grande importance, au vue de la complexi�e des

moules et des grandes d�eformations subies par le maillage. Entre autres avantages

de cette formulation, on peut citer la bonne description de la surface libre du 
uide,

ainsi que la possibilit�e d'introduire ais�ement les e�ets de tension surfacique.

4.2 Equations d'�equilibre

Sous l'hypoth�ese de milieu continu, le mouvement d'un 
uide quelconque est

r�egi par les principes g�en�eraux de la m�ecanique[12].
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4.2.1 Equation de conservation de la masse

En appliquant le principe bien connu depuis Lavoisier "Rien ne se perd, rien ne

se cr�ee, tout se transforme", on suppose qu'au cours de l'�evolution d'un syst�eme

physique, il y a conservation de la masse totale.

L'�equation de conservation peut alors s'�ecrire sous forme conservative de la fa�con

suivante :
@�

@t
+r � (�~v) = 0 (4.1)

ou, sous forme non conservative :

d�

dt
+ �r � ~v = 0 (4.2)

o�u � d�esigne la masse volumique du 
uide, t le temps, et ~v le champ de vitesse de

l'�ecoulement.

Pour un 
uide incompressible, celle-ci se r�eduit �a :

r � ~v = 0 (4.3)

4.2.2 Conservation de la quantit�e de mouvement

Elle traduit le principe fondamental de la dynamique qui relie la variation tem-

porelle de la quantit�e de mouvement d'un syst�eme isol�e �a l'ensemble des forces qui

s'exercent sur lui. Elle s'�ecrit sous forme conservative de la fa�con suivante :

@ (�~v)

@t
+r � (�~v � ~v) = r � � + �~f (4.4)

ce qui donne apr�es utilisation de (4.1) :

�
d~v

dt
= r � � + �~f (4.5)

o�u � repr�esente le tenseur des contraintes de Cauchy et ~f l'ensemble des densit�es

massiques de forces ext�erieures agissant sur le syst�eme isol�e.

En utilisant la relation � = s � pId, avec s tenseur d�eviateur des contraintes, et

p = �1
3
tr(�) la pression hydrostatique, on obtient :

�
d~v

dt
= r � s�rp + �~f (4.6)

La loi de comportement s'ecrit :

s = 2�(_�") _" (4.7)

Avec

_" =
1

2
(rv +rtv)

4.2.3 Le prob�eme continu �a r�esoudre

On supposera dans cette section que la fronti�ere du domaine spatial 
 se d�ecompose

en trois parties. Sur la premi�ere s'appliquent des conditions aux limites en vitesse

impos�ee (zone d'injection), sur la deuxi�eme des conditions aux limites de contrainte
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impos�ee (surface libre o�u on applique une tension surfacique). La troisi�eme partie

correspond �a la paroi en contact avec le moule sur laquelle on supposera qu'on a un

contact "parfaitement glissant".

� = �d [ �T [ �c

~v = ~vd sur �d

�~n = ~Td sur �T

Le probl�eme �a r�esoudre est alors :

Trouver un champ de vitesse u et une pression p tels qu'on ait :8>>>><
>>>>:

�d~v
dt
�r � � = �~f sur 


r � ~v = 0 sur 


~v = ~vd sur �d
�~n = ~Td sur �T

(4.8)

4.2.4 Conditions aux limites

Les conditions aux limites constituent la traduction des interactions physiques

avec le milieu ext�erieur. Du point de vue math�ematique, elles doivent être com-

patibles avec la nature des �equations, de mani�ere �a assurer l'existence et l'unicit�e

de la solution du probl�eme. Du point de vue physique, elles doivent repr�esenter

au mieux le ph�enom�ene physique qu'on veut mod�eliser. Dans cette section, nous

nous limiterons aux conditions appliqu�ees sur la fronti�ere d�e�nie au paragraphe

pr�ec�edent.

Les conditions aux limites en remplissage

Le domaine d'�etude est repr�esent�e sur la �gure (4.1).

� conditions d'entr�ee

Sur la zone d'injection, qui peut être multiple dans le cas o�u on a plusieurs

zones d'alimentation en m�etal liquide, on impose un pro�l de vitesse.

~v = ~vd(~x; t) sur �d
Dans le code de calculR3, c'est un pro�l de vitesse constant de type "bouchon"

qui a �et�e impl�ement�e [5].

� conditions de surface libre

Sur la surface libre �T , on peut sp�eci�er un vecteur contrainte pour prendre en

compte la pression g�en�er�ee par la compression de gaz r�esiduels dans le moule,

ou la tension de surface[5].
~T = ~Td(~x; t)

� conditions en paroi

La condition th�eorique d'adh�erence parfaite sur les parois internes du moule,

ou condition de contact collant, se traduit par une condition de Dirichlet

homog�ene : ~u = ~0.
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Fig. 4.1 { Repr�esentation sch�ematique des conditions aux limites en remplissage

Cependant, dans le code de calcul R3, on n�eglige une �ne couche de 
uide en

fronti�ere, en traduisant son action sur le reste de l'�ecoulement par une loi de

frottement de type Norton[5].

{ La loi de frottement est donn�ee par la relation :

Tt = ����vt
o�u � est le coeÆcient de frottement, homog�ene �a l'inverse d'une longueur,

� est la viscosit�e, et �vt est la vitesse de glissement tangentielle.

Notons que sur d'�eventuels plans de sym�etrie, on impose les conditions mixtes

classiques qui expriment un 
ux normal et une contrainte tangentielle nuls[5] :

vn = 0 Tt = 0

4.3 Discr�etisation temporelle

Le sch�ema num�erique utilis�e est celui de Adams-Bashforth, introduit dans notre

code de simulation R3 par Bahloul[5]. C'est un sch�ema simple qui permet de prendre

en compte les e�ets d'inertie. En se pla�cant sur l'intervalle de temps [t; t +�t], on

suppose connues la con�guration 
t �a l'instant t et la vitesse �a l'instant t � �t

(vt��t). L'acc�el�eration est alors donn�ee par le sch�ema implicite d'Euler d�ecentr�e

amont


t =
vt � vt��t

�t
(4.9)
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Les �equations d'�equilibre m�ecanique et d'incompressibilit�e sont r�esolues sur la con�-

guration 
t de l'instant t. En �n d'incr�ement de temps, on r�eactualise la con�gura-

tion selon le sch�ema suivant d'ordre deux :

xt+�t = xt +�t � vt + �t2

2

t (4.10)

Ce qui donne, en utilisant la relation (4.9)

xt+�t = xt +�tf3
2
vt � 1

2
vt��tg (4.11)

4.4 Discr�etisation spatiale par la m�ethode des �el�ements

�nis

4.4.1 Formulation variationnelle

On note L2(
) l'espace de Hilbert des fonctions de carr�e int�egrable sur 
 et

H1(
) l'espace de Sobolev, inclu dans L2(
), d�e�ni par :

H1(
) =
n
q 2 L2(
) j rq 2 (L2(
))3

o
On note :

V = f~v 2 (H1(
))3 j~v = ~vd sur �dg
V0 =

n
~v 2 (H1(
))3 j~v = ~0 sur �d

o
Q = L2(
)

On cherchera le champ de vitesse ~v et la pression p dans l'espace fonctionnel V �Q.

Formulation faible continue

Elle est obtenue en int�egrant les �equations du probl�eme continu et en applicant le

th�eor�eme de la divergence au syst�eme obtenu. On obtient alors le syst�eme suivant :

Trouver (~v; p) 2 V �Q tel que 8(~v�; p�) 2 V0 �Q :R

 �

d~v
dt
:~v� d
 +

R

 2� _"(v) : _"(v

�) d
� R

 pr � ~v� d
 =

R
�T
~Td � ~v� d� +

R

 �~g � ~v� d


R

 p

�r � ~v d
 = 0

(4.12)

Formulation faible discr�ete

La m�ethode de Galerkin utilis�ee pour les �el�ements �nis consiste �a transformer le

probl�eme continu en un probl�eme discret. On calcule alors la solution sous sa forme

variationnelle (4.12) non plus dans les espaces continus de dimension in�nie V et

Q, mais dans des sous-espaces d'approximation, de dimension �nie Vh et Qh.

On construit pour cela, une triangulation 
h approchant la forme du domaine


 :


h =
[
e


e
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A chaque �el�ement de la triangulation 
e sont associ�ees des fonctions d'interpolation :

Vh � V
Qh � Q

Le probl�eme discret s'�ecrit alors :

Trouver (~vh; ph) 2 Vh �Qh tel que 8(~v�h; p�h) 2 V0
h �Qh :R


h
�d~vh

dt
:~v�h d
 +

R

h

2� _"(vh) : _"(v
�
h) d
�

R

h
phr � ~v�h d
 =

R
�T
~Td:~v

�
h d�+R


h
�~g:~v�h d
R


h
p�hr � ~vh d
 = 0

(4.13)

4.4.2 Formulation mixte avec le mini-�el�ement

Il reste maintenant �a d�eterminer Vh et Qh, soit les fonctions d'interpolation

respectivement associ�ees aux inconnues en vitesse et en pression, de mani�ere �a ce

que le probl�eme (4.13) soit bien pos�e. Le choix de sous-espaces v�eri�ant la condition

de compatibilit�e de Brezzi-Babuska assure l'existence et l'unicit�e de la solution.

L'�el�ement retenu dans notre solveur est le P1+=P1 d�ecrit dans ce paragraphe.

Description du mini-�el�ement

L'�el�ement P1+=P1 ou mini-�el�ement, fut introduit par Arnold, Brezzi et Fortin

[4] pour le calcul des �ecoulements de Stokes dans le cas bidimensionnel.

Vh = Vh � Bh

o�u Vh = f~vh 2 (C0(
))3= 8
e 2 Th(
); ~vh j
e2 (P1(
e))
3g

Bh =
n
~bh 2 (C0(
))3= 8
e 2 Th(
); ~bh j
ek2 (P1(
e))

3; k = 1; : : : ; 4;

et ~bh = ~0 sur @
eg
Qh = fph 2 C0(
)= 8
e 2 Th(
); ph j
e2 P1(
e)g

avec (
ek)k=1;:::4, d�ecomposition du t�etra�edre 
e en quatre sous-t�etra�edres de sommet

commun le centre de gravit�e de l'�el�ement.

P1(
e), ensemble des fonctions d'interpolation polynomiales de degr�e inf�erieur ou

�egal �a 1.

Le probl�eme discret se r�e�ecrit alors de la fa�con suivante :

Trouver (~vh;~bh; ph) 2 Vh � Bh �Qh tel que 8(~v�h;~b�h; p�h) 2 V0
h �Qh :R


h
�d(~vh+

~bh)

dt
:(~v�h +

~b�h) d
 +
R

h

2� _"(~vh +~bh) : _"(~v
�
h +

~b�h) d


� R
h phr � (~v�h +~b�h) d


=
R
�T
~Td:(~v

�
h +

~b�h) d� +
R

h
�~g:(~v�h +

~b�h) d


R

h
p�hdiv(~vh +

~bh) d
 = 0

(4.14)
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L'�elimination des degr�es de libert�e li�es �a la bulle permet de r�eduire le nombre

d'inconnues et de stabiliser le syst�eme �a r�esoudre [32] [69]. En e�et, si C est un

tenseur constant, on a la propri�et�e d'orthogonalit�e suivante pour la bulle :Z

e
C : rb = 0

On peut alors r�e�ecrire l'�equation 4.14 sous la forme :

Trouver (~vh;~bh; ph) 2 Vh � Bh �Qh tel que 8(~u�h; p�h) 2 V0
h �Qh :R


h
�d~vh

dt
:~v�h d
 +

R

h

2� _"(~vh) : _"(~v
�
h) d
�

R

h
phr � ~v�h d
 =

R
�T
~Td:~v

�
h d�+R


h
�~g:~v�h d
R


h
�d

~bh
dt
~b�h d
 +

R

h

2� _"(~bh) : _"(~b
�
h)d
�

R

h
phr �~b�hd
 =

R

h
�~g:~b�hd
 d


�
R

h
p�hr � ~vh d
�

R

h
p�hr �~bh d
 = 0

(4.15)

Le probl�eme (4.15), apr�es application du sch�ema d'int�egration temporelle d'Euler

implicite sur l'incr�ement de temps [t; t + �t], forme un ensemble d'�equations non

lin�eaires d'inconnues ~vh, ~bh et ph :8>><
>>:
Rv(~vh;~bh; ph) = Rvv +Rvb +Rvp+Rv = 0

Rb(~vh;~bh; ph) = Rbv +Rbb +Rbp+Rb = 0

Rp(~vh;~bh; ph) = Rpv +Rpb +Rpp+Rp = 0

(4.16)

o�u

Rvv =
R

h
�d~vh

dt
� ~v�h d
 Rvb = 0 Rvp = � R
h phr � ~v�h d


+
R

h

2� _"(~vh) : _"(~v
�
h) d


Rbv = 0 Rbb =
R

h
�d

~bh
dt
~b�h d
 Rbp = � R
h phr �~b�h

+
R

h
�~bh : ~b

�
h

Rpv = �
R

h
p�hr � ~vh d
 Rpb = �

R

h
p�hr �~bh d
 Rpp = 0

Rv = � R�T ~Td:~v�h d� Rb = � R
h �~g:~b�h d
 Rp = 0

� R
h �~g:~v�h d

et

d~vh

dt
=

1

dt
f~vth � ~vt��th g (4.17)

Du fait de la non-lin�earit�e de (4.16) qui provient uniquement du contact unilat�eral,

probl�eme qui sera expos�e dans la section suivante, on utilise une m�ethode it�erative

de type Newton-Raphson qui conduit �a la r�esolution d'une suite de syst�emes lin�eaires.

La matrice de raideur est assembl�ee �a partir des matrices locales de la forme :

Hxy =
@Rxy

@~y

o�u (xy) = f(vv); (vb); (vp); (bv); (bb); (bp); (pv); (pb); (pp)g et ~y = f~vh;~bh; phg.
Cette matrice est sym�etrique.

Ainsi, �a chaque it�eration n de la m�ethode de Newton-Raphson, le syst�eme

lin�eaire �a r�esoudre s'�ecrit :2
64
Hvv 0 Hvp

0 Hbb Hbp

HT
vp HT

bp 0

3
75
(n)
8>><
>>:

~Æv
~Æb

Æp

9>>=
>>; = �

8><
>:
Rv

Rb

Rp

9>=
>;
(n)

(4.18)
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~Æv, ~Æb et Æp sont les corrections it�eratives des champs ~vn, ~bn et pn :8>><
>>:
~vn+1 = ~vn + ~Æv
~bn+1 = ~bn + ~Æb

pn+1 = pn + Æp

(4.19)

Les degr�es de libert�e de type \bulle" �etant sp�eci�ques �a chaque t�etra�edre, ils

sont �elimin�es lors de l'assemblage. En e�et, sur chaque �el�ement 
e, on a en �ecrivant

la nullit�e du r�esidu (4.15b) :

fÆbeg = �[He
bb]

�1
�
fRe

bg+ [He
bp]fÆpg

�
La substitution de ces degr�es de libert�e dans le troisi�eme r�esidu �el�ementaire donne :

[Hvp]
TfÆvg � [He

bp]
T [He

bb]
�1
�
fRe

bg+ [He
bp]fÆpg

�
= �Rp

Apr�es assemblage, on obtient ainsi une formulation mixte en vitesse-pression avec

pour seules inconnues les valeurs nodales des trois composantes de la vitesse et de

la pression en chaque sommet des t�etra�edres."
Hvv Hvp

HT
vp �HT

bpH
�1
bb Hbp

# (
~Æv

Æp

)
=

(
�Rv

�Rp +HT
bpH

�1
bb Rb

)
(4.20)

A chaque it�eration de la m�ethode de Newton-Raphson, la r�esolution de (4.20)

permet d'acc�eder aux corrections nodales ~Æv et Æp a�n de d�eterminer ~vn+1 et pn+1
avec (4.19).

Pour r�esoudre les syst�emes lin�eaires non d�e�nis positifs obtenus, on a choisi

un solveur it�eratif qui permet d'avoir un stockage des donn�ees et un temps de

calcul raisonnables, et qui est facilement parall�elisable. Les m�ethodes de gradient

conjugu�e ne pouvant pas s'appliquer aux syst�emes sym�etriques non d�e�nis posi-

tifs, une m�ethode de r�esidu minimal est utilis�ee. D'autre part, la vitesse de conver-

gence des m�ethodes it�eratives d�epend du conditionnement du syst�eme lin�eaire. C'est

pourquoi on pr�econditionne le syst�eme lin�eaire a�n d'obtenir un conditionnement

de la matrice le plus proche possible de 1. Ainsi, une m�ethode de r�esidu minimal,

pr�econditionn�e par des blocs nodaux diagonaux a �et�e retenue ici. Pour plus de

d�etails sur le solveur qui est celui de Forge3, le lecteur int�eress�e pourra lire la th�ese

de St�ephane Marie [87].

Expression apr�es discr�etisation et changement de variable

Pour l'�el�ement P1+=P1, les r�esidus lin�eaire, bulle et pression (4.16) s'�ecrivent

respectivement :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

Rv�k =
R



�
�t
(V t

�n � V t��t
�n )NnNk d
 +

R

 �B

L
ij�mV

t
�mB

L
ij�k d


� R
NmPm
@Nk

@x�
d
� R

� T�Nk d� = 0

Rbl =
R

 �B

b
ij�B�B

b
ijl d
�

R

NmPm

@Nb

@xl
d
� R


 �glNb d
 = 0

Rp� =
R

�N�

�
@Nk

@x�
V�k +

@Nb

@xm
Bm

�
d
 = 0

(4.21)
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Avec v� =
P

k V�kNk et b =
P

eBe
�Ne.

Le terme d'inertie est n�eglig�e dans l'�equation de la bulle. Le lecteur int�eress�e

trouvera une justi�cation dans la th�ese de Jaouen[69].

Les coeÆcients BL
ij�k et B

b
ij� sont des tenseurs d'ordre 4 respectivement d�e�nis

par :

BL
ij�k =

1

2
(
@Nk

@xj
Æi� +

@Nk

@xi
Æj�) et B

b
ij� =

1

2
(
@Nb

@xj
Æi� +

@Nb

@xi
Æj�))

Bahloul [5], dans sa th�ese a montr�e qu'apr�es un changement de variable, on peut

exprimer ces trois r�esidus en Newton. On obtient alors le syst�eme suivant homog�ene

�a une force :8>>>>><
>>>>>:
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(4.22)

o�u

Qm =
�l

�
p [m.s�1]

avec �l la longueur caract�eristique des �el�ements du maillage.

4.5 La tension super�cielle

Le ph�enom�ene de tension super�cielle est important en fonderie. En e�et, il est

susceptible d'in
uencer fortement les �ecoulements en parois minces, pour lesquels

les ph�enom�enes de surface sont importants. L'impl�ementation de ces e�ets dans le

code R3 a �et�e r�ealis�e par Christiane Fourment et Nathalie Eyssette et Michel Bellet

[13]. Cette impl�ementation comprend notamment l'interaction entre la tension de

surface et le contact appel�ee adh�esion �a la paroi. Ils se sont limit�es �a l'�etude des

conditions statiques et n'ont pas abord�e l'aspect dynamique du remplissage.

La tension de surface est une contrainte normale �a la surface du liquide et est

inversement proportionnelle au rayon de courbure moyen :

�!
T = �
 1

R
�!n (4.23)

o�u
�!
T est le vecteur contrainte, 
 le coeÆcient de tension de surface, R le rayon de

courbure moyen, �!n la normale.

Le calcul de ce rayon de courbure moyen sur la surface discr�etis�ee est inspir�e des

travaux de Brackbill [15] qui a montr�e que la courbure peut s'exprimer au moyen

de l'op�erateur divergence de surface :

1

R
= rS:

�!n

74



dans lequel les d�eriv�ees partielles en espace sont prises dans le plan local tangent

�a la surface. A partir de cette relation, on peut exprimer les forces de tension de

surface appliqu�ees aux surfaces 3D discr�etis�ees. Cette m�ethode se d�ecompose en

trois �etapes :

{ Calcul de la divergence surfacique des normales nodales

Soit un triangle lin�eaire (1; 2; 3), et soient n1, n2, n3 les normales moyennes

en ces n�uds.

Fig. 4.2 { Syst�eme de coordonn�ees local

Dans le plan du triangle, on d�e�nit un syst�eme de coordonn�ees local (X; Y )

o�u le vecteur unit�e �!eX est tangent �a l'arête joignant les deux premiers n�uds

du triangle et �!eY est orthogonal �a �!eX (cf �gure 4.2).

Si (�; �) sont les coordonn�ees du point dans l'�el�ement triangulaire de r�ef�erence,

en utilisant la convention de sommation des indices r�ep�et�es, on a :

rS:
�!n = @nX
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=
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+
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o�u Ni est la fonction d'interpolation attach�ee au n�ud i.

Dans le rep�ere local, on peut �ecrire le vecteur coordonn�ees du point de coor-

donn�ees barycentriques (�; �) de la fa�con suivante :

�!
X (
�!
� ) = N1

�!
X

1
+N2

�!
X

2
+N3

�!
X

3

= (1� � � �)
�!
X

1
+ �

�!
X

2
+ �

�!
X

3

L'expression de la courbure moyenne est alors, apr�es calcul :

rS:
�!n =

1

2S

h
Y 3(n2X � n1X)�X3(n2Y � n1Y ) +X2(n3Y � n1Y )

i

{ Expression des termes de tension de surface dans l'�equation d'�equilibre m�ecanique

L'expression du vecteur contrainte ext�erieure r�esultant des tensions de surface

est : �!
T (�; �) = �
(rS :

�!n )�!n (�; �)
Si rS:

�!n est positif, la surface est localement convexe et le vecteur containte�!
T est dirig�e vers l'int�erieur du domaine 
uide. La discr�etisation du terme de
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r�esidu de l'�equation pr�ec�edente donne alors dans ce cas :

R�k = �
Z
�libre


(rS:
�!n )N�n

�
k :N�d� (4.24)

4.5.1 Adh�esion �a la paroi

L'adh�esion �a la paroi r�esume les e�ets r�esultant du contact d'un 
uide avec une

paroi solide. En e�et, un syst�eme complexe de forces agit �a l'intersection entre la

surface libre et la paroi et au voisinage du contour de la surface libre. Sur le plan

macroscopique, cela se traduit par l'existence d'un angle �eq, appel�e angle de contact

statique (cf �gure 4.3). Cet angle d�epend des di��erentes �energies libres de surface

qui caract�erisent les di��erentes interfaces en pr�esence :
SL(interface solide-liquide),


LG (interface liquide gaz), 
SG (interface solide-gaz). L'angle �eq caract�erise alors

Fig. 4.3 { Angle de contact statique

le mouillage de la paroi par le 
uide. Par d�e�nition, le 
uide mouille la paroi si

�eq < 90o. Cet angle d�epend donc �a la fois du solide, du liquide et du gaz. On le

mesure pr�ecisement au repos et il d�epend de la vitesse relative du 
uide par rapport

�a la paroi en conditions dynamiques.

Brackbill et al [15] proposent une approche bidimensionnelle tr�es indirecte de la

mod�elisation de l'adh�esion en paroi. Il s'agit tout simplement de rendre compte

de l'�etablissement d'un angle d'�equilibre le long du contour de la surface libre, en

appliquant des forces lorsque localement l'angle de contact courant � est di��erent

de l'angle d'�equilibre �eq.

Ainsi, conform�ement �a la �gure (4.4), la normale moyenne modi��ee est d�e�nie

pour chaque n�ud du contour de la mani�ere suivante :
�!n = cos �eq

�!np + sin �eq
�!
tp (4.25)

o�u �!np est la normale ext�erieure �a la paroi au n�ud consid�er�e ; le vecteur
�!
tp est

tangent �a la paroi et obtenue par la projection sur le plan tangent �a la paroi de la

normale moyenne �!n libre �a la surface libre.

Les �gures (4.5) et (4.6) montrent en 2D l'e�et de ce changement local du

vecteur normal moyen, lorsque l'angle courant � di��ere de l'angle d'�equilibre �eq.
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Fig. 4.4 { Normale moyenne modi��ee

Fig. 4.5 { Situation de mouillage

Fig. 4.6 { Situation de non mouillage
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Le changement local de rS:�!n modi�e le syst�eme des tensions super�cielles : des

forces additionnelles sont g�en�er�ees qui tendent �a faire �evoluer la surface libre vers

l'�etat d'�equilibre.

La mise en �uvre num�erique de cette m�ethode se fait de la fa�con suivante :

{ en chaque n�ud de la surface libre on calcule la normale moyenne �!n ;

{ pour chaque n�ud du contour on d�etermine
�!
tp et la nouvelle expression de

�!n par (4.25) ;

{ la contribution de la tension de surface �a la formulation variationnelle est

fournie par (4.24)

4.5.2 Application : �equilibre d'une goutte sur une paroi

plane

On mod�elise l'�evolution d'une goutte de 
uide initialement de forme cubique,

en contact avec une paroi plane. Le 
uide a une viscosit�e de � = 50Pa:s et une

masse volumique de � = 1000kg=m3. Le coeÆcient de tension surfacique est de


 = 2N:m�1. Le calcul est e�ectu�e pour les deux angles de contact suivants : �eq = 60

et 120 degr�es. Le cube initial a 5mm de cot�e. Le contact �a la paroi est parfaitement

glissant. Le maillage initial est compos�e de 1331 n�uds, 5000 t�etra�edres, et de 1200

facettes en surface. Le pas de temps est de 10�2s. L'�evolution du cube est donn�ee

par les �gures (4.7 et 4.8). La con�guration initiale �evolue vers une forme stable au

bout de 0:5s environ. Les angles d'�equilibre sont parfaitement respect�es.

Fig. 4.7 { Illustration des e�ets de mouillage sur la formation d'une goutte pour

un angle de 60 degr�es [13]

4.6 Le remaillage automatique

Le mailleur 3D utilis�e a �et�e d�evelopp�e par Coupez [31] et est divis�e en deux

parties :

{ Un mailleur surfacique

Son but est d'am�eliorer le maillage initial issu de la CAO en modi�ant la topo-
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Fig. 4.8 { Illustration des e�ets de mouillage sur la formation d'une goutte pour

un angle de 120 degr�es [13]

logie de la triangulation, mais en pr�eservant la g�eom�etrie de la pi�ece. Comme

mesure de la pr�ecision g�eom�etrique, l'auteur propose la courbure locale d�e�nie

par :

C(n) = 360O �
X
T2Tn

�(n; T )

O�u Tn est l'ensemble des triangles attenant au n�ud n et �(n; T ) la mesure

de l'angle au n�ud n du triangle T .

Ainsi, toutes les op�erations topologiques du mailleur surfacique (l'inversion

des diagonales, la cr�eation ou la suppression de n�uds) doivent conserver la

courbure locale, car, toute op�eration topologique conserve la g�eom�etrie si elle

pr�eserve la courbure locale.

{ Un mailleur volumique

Il fournit le maillage volumique de la pi�ece �a partir de la triangulation de la

surface. Il peut se diviser en trois �etapes :

{ l'initialisation du maillage se fait en utilisant l'op�erateur "�etoile" qui relie

un n�ud de la surface �a toutes les faces de la surface ne le contenant pas.

On construit ainsi un maillage �a partir de la seule information fournie par

la fronti�ere.

{ Le recouvrement exact du domaine par des inversions de diagonales et en

utilisant le principe du "volume minimal" qui conduit �a l'�egalit�e entre les

volumes de la triangulation et celui de la pi�ece lorsque un maillage est

atteint.

{ L'am�elioration topologique volumique selon un crit�ere de qualit�e de t�etra�edre

d�e�ni par le rapport du volume au carr�e par la surface au cube.

Les crit�eres de d�eclenchement du remaillage sont :

{ La qualit�e des t�etra�edres, d�e�nie comme �etant le volume du t�etra�edre au carr�e

sur sa surface au cube ;

{ La qualit�e des triangles de la surface, mesur�ee par le rapport de la racine carr�e

de la surface du triangle par son p�erim�etre au carr�e ;
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{ La p�en�etration du milieu des ar�etes dans le moule ;

{ La p�eriode de remaillage.

4.7 Application �a la simulation de l'injection thixo-

trope

L'application que nous pr�esentons ici est le remplissage de la pi�ece du projet

ADFORM appel�ee "Simulacro", dont on peut obsever une CAO �a la �gure (4.9).

Il s'agit d'une pi�ece en A356 pr�esentant des zones de possibles recirculation, des

recollements de mati�ere, et des parties tr�es minces. Ces diÆcult�es ont pour but

de tester les capacit�es du code de calcul et du remaillage automatique. L'int�erieur

du moule est maill�e et, pour la mati�ere, nous avons un petit parall�el�epip�ede rec-

tangle correspondant �a l'�etat de la mati�ere au d�ebut du remplissage. La �gure (4.10)

pr�esente l'�etat de remplissage du moule auquel nous sommes parvenus, remplissage

ne prenant en compte que la pi�ece proprement dite, sans le canal d'injection. On

peut constater que ce moule a un trou rond qui constitue un obstacle �a contourner.

Ce type de diÆcult�e n'est pas encore pris en compte par ce code de calcul. Aussi,

avons nous d�ecid�e de simuler plutôt le remplissage du moule l�eg�erement di��erent

et sym�etris�e de la �gure (4.11), et ceci pour permettre la mise en �evidence d'autres

�eventuelles diÆcult�es qui pourraient survenir au cours du remplissage de cette pi�ece.

Les simulations ont montr�e que la proc�edure de remaillage automatique est assez

robuste, et nous a permis d'aller assez loin dans la simulation du remplissage. Tou-

tefois, nous avons but�e sur des replis de mati�ere (Figure 4.12) ayant entrâ�n�e la

d�et�erioration de la qualit�e du maillage et l'impossibilit�e pour le remailleur auto-

matique d'en am�eliorer la qualit�e. Pour ces simulations, nous avons suppos�e que le

mat�eriau �etait newtonien et que, en paroi, on avait un frottement donn�e par la loi

de Norton. Le proc�ed�e r�eel ayant une cin�etique d'environ une seconde, nous avons

choisi 0:01s comme pas de temps, et 0:5m=s comme vitesse d'injection.

4.8 Conclusion

Au terme de ce premier chapitre consacr�e �a la simulation num�erique, nous

avons pr�esent�e le mod�ele de remplissage du code de simulation tridimensionnel R3

du laboratoire. Il est bas�e sur une formulation lagrangienne r�eactualis�ee. Pour la

discr�etisation spatiale, le mini-�el�ement est utilis�e avec une discr�etisation particuli�ere

pour le champ bulle qui, ici, est consid�er�e comme une fonction P1 discontinue [32].

Les applications en remplissage de moule de fonderie, notamment en ce qui concerne

le moule sym�etris�e et le moule non-sym�etris�e du projet europ�een ADFORM dans

le cadre duquel a �et�e e�ectu�ee cette th�ese, ont �et�e e�ectu�ees. Elles butent sur le

fait que le code et le remailleur automatique ne sont pas adapt�es au traitement

num�erique des replis de mati�ere et du contournement d'obstacle par la mati�ere.

C'est ce qui va justi�er nos �etudes des chapitres 6 et 7 dont le but est d'abord de
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Fig. 4.9 { CAO de la pi�ece mod�ele du projet ADFORM (SIMULACRO) augment�ee

du canal d'injection

Fig. 4.10 { Etat du remplissage de la pi�ece mod�ele du projet ADFORM (le SIMU-

LACRO)

Fig. 4.11 { Etat de remplissage du SIMULACRO sym�etris�e
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Fig. 4.12 { Coupe montrant la formation de replis de mati�ere dans le SIMULACRO

r�eduire le recours au remailleur suivant une m�ethode ALE et ensuite de le supprimer

suivant une m�ethode eul�erienne. En attendant, le chapitre 5 d�etaille le traitement

du contact et des replis de mati�ere dont nous venons de voir l'importance.
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Chapitre 5

LE CONTACT DANS R3

5.1 G�en�eralit�es sur le contact

Le contact est, avec le frottement, un des ph�enom�enes qui caract�erise l'interac-

tion de deux corps, ou de deux parties di��erentes d'un même corps. Num�eriquement,

cela se traduit par l'imposition de la condition de non interp�en�etration. La grande

diÆcult�e est alors la non-lin�earit�e du ph�enom�ene due aux fortes variations de

la surface de contact observ�ee pour des probl�emes non stationnaires en grandes

d�eformations, ainsi qu'au frottement qu'elles occasionnent. Aussi, la r�esolution d'un

probl�eme instationnaire de contact est-elle divis�ee en deux parties : une partie pu-

rement g�eom�etrique, qui est la d�etermination de la zone de contact, et une partie

plus physique, qui est la d�etermination du ph�enom�ene se produisant �a l'interface,

ph�enom�ene �a l'origine de la condition de non-interp�en�etration [55][134].

5.2 Conditions de contact

5.2.1 Le cas quasi-stationnaire

La condition de contact unilat�eral glissant

Pour l'historique sur les in�equations variationnelles qui d�ecrivent les conditions

de contact unilat�eral avec frottement et le formalisme du probl�eme de contact,

j'invite le lecteur int�eress�e �a consulter l'ouvrage de Duvaut et Lions [40] ou de

Glowinski et al [56], ainsi que la r�esolution du probl�eme dit de Signorini, largement

expliqu�ee dans plusieurs ouvrages[73][39].

En g�en�eral, on a, pour un corps A, la condition de contact qui s'�ecrit de la fa�con

suivante :

�!nA � uA � 0

o�u �!nA est la normale ext�erieure au corps A

et uA est le d�eplacement de la fronti�ere �Act, correspondant �a la partie en contact

ou potentiellement en contact de la fronti�ere du corps A.
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A cette condition g�eom�etrique de non-p�en�etration, on rajoute une condition en

pression sur la zone de contact du corps A. On impose alors �a celle-ci d'être positive,

ce qui traduit un �etat de compression du corps A : (��n � 0). En�n, une derni�ere

condition qui est le fait que sur la zone de contact entre les deux corps, on ait une

contrainte normale non nulle en cas de contact. On obtient ainsi les �equations sous

la forme suivante dite de Kuhn et Tucker :8><
>:
u � �!n � 0

�n � 0

�n � (u � �!n ) = 0

(5.1)

Ainsi �ecrite, on a les �equations de contact formul�ees en d�eplacement. En suppo-

sant le corps B en mouvement lui aussi, on peut r�eecrire les �equations sous la forme

suivante (vue du corps A) :8><
>:

(uA � uB) � �!n A � 0

�n � 0

�n � (uA � uB) � �!n A = 0

(5.2)

Toutefois, comme nous l'avons pr�ec�edemment vu, les inconnues du probl�eme sont

plutôt la vitesse et la pression. On peut donc, en utilisant les vitesses �a l'interface

des deux corps, r�e�ecrire le syst�eme, pour un �ecoulement stationnaire o�u la condition

g�eom�etrique de contact est v�eri��ee. On obtient ainsi la formulation en vitesse des

�equations du contact que nous avons utilis�ee :8><
>:

(�!v A ��!v B) � �!n A � 0

�n � 0

�n � ((�!v A ��!v B) � �!n A) = 0

(5.3)

C'est la condition de contact unilat�eral en vitesse. Elle est utilis�ee en mise en

forme et dans Forge3. Elle l'�etait dans R3 dans le cas o�u le corps B est un corps

rigide, et que les n�uds de la surface de contact sont parfaitement en contact

g�eom�etrique. Notre travail a donc consist�e d'une part �a l'�etendre au cas de surfaces

libres en autocontact, analogue au cas de deux corps d�eformables et d'autre part �a

rajouter les trois autres conditions de contact.

La condition de contact unilat�eral collant

Dans la pratique, on l'utilise un peu moins que la pr�ec�edente, toutefois, elle

trouve son application dans certains cas comme l'extrusion de polym�eres fondus.

Dans ce cas, les corps A et B ont le même d�eplacement tangentiel au niveau de

leur interface tant qu'ils restent en contact. Si la pression de contact �a l'interface

devient positive, les deux corps se s�eparent.8><
>:

(�!v A ��!v B) � �!nA � 0

�n � 0

�n � (�!v A ��!v B) � �!nA = 0

(5.4)

Avec si �n < 0 alorsn
(�!v A ��!v B)� ((�!v A ��!v B) � �!n A) � �!n A = 0 (5.5)

84



La condition de contact bilat�eral glissant

C'est le cas o�u un des deux corps glisse par rapport �a l'autre sans jamais quitter

le contact. On la rencontre par exemple dans des proc�ed�es comme l'injection semi-

solide. Elle mod�elise une adh�esion parfaite entre les deux corps. Elle se caract�erise

par l'�egalit�e des vitesses normales, et donc aucune possibilit�e de relâchement du

contact une fois qu'il est �etabli. Aussi, vu du corps A, on peut �ecrire les �equations

sous la forme :8><
>:

(�!v A ��!v B) � �!nA = 0

�n � 0

�n � (�!v A ��!v B) � �!n A = 0

(5.6)

La condition de contact bilat�eral collant

C'est le cas o�u les deux corps restent coll�es apr�es l'�etablissement du contact.

On la rencontre dans le cas de m�etaux fondus. Elle se traduit num�eriquement par

l'�egalit�e des vitesses �a l'interface. Aussi, on peut �ecrire les �equations sous la forme :

�!v A ��!v B = 0 (5.7)

5.2.2 Le contact incr�emental

Les conditions de contact vues au paragraphe pr�ec�edent ne sont valables que

dans le cas de petites d�eformations ou dans des cas stationnaires. En grandes

d�eformations, la surface de contact �evolue rapidement, et les formulations en vi-

tesse et en d�eplacement ne sont plus �equivalentes. Aussi, a-t-on l'habitude d'�ecrire

les �equations de contact en prenant en compte la distance s�eparant les deux corps.

Cette distance est alg�ebrique, ce qui permet de savoir s'il s'agit d'une p�en�etration

dans un autre corps ou de la distance s�eparant les deux corps. Dans ce cas, un

noeud est "surveill�e" d�es qu'il arrive dans une zone proche du contact. On calcule

alors son d�eplacement de telle sorte qu'il n'y ait pas de p�en�etration dans le corps

en face (�gure 5.1).

La condition de contact bilat�eral collant

Soit A un point de la zone potentielle de contact. On veut calculer �!v t, sa vitesse

de telle sorte qu'il n'y ait pas p�en�etration du point A dans le corps en face distant

de dAB. Si B repr�esente la position du noeud en regard sur la zone de contact en

face, on a alors,
�!
AB ��!n AB = dAB. En �ecrivant que la condition de contact d

t+�t
AB = 0

doit être v�eri��ee �a l'instant t +�t, puis en approchant cette �equation non lin�eaire

par un d�eveloppement �a l'ordre 1, on obtient la condition incr�ementale de contact :

(�!v A ��!v B)� dAB
�t
�!n A = 0 (5.8)
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Fig. 5.1 { D�etection et traitement du contact

La condition de contact bilat�eral glissant

De même, soient A un point de la zone potentielle de contact, dAB la distance

alg�ebrique le s�eparant du corps en face, B la position du noeud en regard. On a

alors, si le contact est intervenu au cours du pas de temps,
�!
AB � �!n AB � dAB. Ce

qui conduit �a la formulation en vitesse suivante :n
(�!v A ��!v B) � �!n AB � dAB

�t
= 0 (5.9)

La condition de contact unilat�eral glissant

En utilisant le même principe que pr�ec�edemment pour les noeuds A et B, on

obtient la formulation incr�ementale suivante :8>><
>>:

(�!v A ��!v B) � �!n A � dAB
�t

� 0

�n � 0

�n �
�
(�!v A ��!v B) � �!n A � dAB

�t

�
= 0

(5.10)

La condition de contact unilat�eral collant

En�n, soit A un noeud susceptible d'entrer en contact avec un noeud B distant

de dAB, on peut �ecrire la formulation du contact incr�emental de la fa�con suivante :8>><
>>:

(�!v A ��!v B) � �!n A � dAB
�t

� 0

�n � 0

�n �
�
(�!v A ��!v B) � �!n A � dAB

�t

�
= 0

(5.11)

Avec si �n < 0 alors

(�!v A ��!v B)� ((�!v A ��!v B) � �!n A) � �!n A = 0 (5.12)
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5.3 M�ethodes utilis�ees pour appliquer la condi-

tion de contact �a l'interface

5.3.1 La m�ethode mâ�tre/esclave standard

Cette technique consiste �a appliquer la condition de contact uniquement sur le

bord en contact de l'un des domaines ou, dans le cas d'un recollement de mati�ere,

sur une partie du bord[18][59][23][63]. On privil�egie ainsi un des deux solides qu'on

appellera corps esclave. La condition de non-p�en�etration �ecrite sur le corps esclave

se traduit par des conditions sur le corps mâ�tre. Cette technique est utilis�ee au

laboratoire lorsqu'il s'agit du contact entre un corps d�eformable et un outil, et

entre corps d�eformables dans le cas de multi-domaines. On constate que dans ce

cas le contact n'est pas sym�etrique. La cons�equence peut être le mauvais traitement

du contact dans certains cas, lorsque le maillage du solide mâ�tre est tr�es �n. Les

noeuds du corps mâ�tre peuvent p�en�etrer �a l'int�erieur du corps esclave. Aussi, le

probl�eme de ce type de m�ethode est-il le choix du solide mâ�tre, a priori le moins

raÆn�e. Cependant, dans des situations de repli ou de recollement de mati�ere comme

celles qu'on peut rencontrer en remplissage, d'une part on ne peut pas facilement

diviser la zone de contact en deux parties, et d'autre part il est encore plus diÆcile

d'envisager la selection du mâ�tre sur le crit�ere de la taille locale de maille.

5.3.2 La m�ethode mâ�tre/exclave sym�etrique

Au vue des inconv�enients de la m�ethode mâ�tre/esclave standard, et pour une

premi�ere approche, nous avons choisi d'utiliser une m�ethode mâ�tre/esclave sym�etrique.

Elle se caract�erise par l'application de la condition de contact sur les surfaces en

contact des deux corps. Ainsi, la condition de contact est mieux respect�ee, quelle

que soit la �nesse du maillage des dits corps. Aussi, dans notre cas de recollement

de deux parties du même corps, on n'a pas �a privil�egier un bord par rapport �a un

autre. Si sur les deux parties de surface on n'a pas un maillage co��ncident, alors on

a un syst�eme surcontraint. C'est �a dire qu'il y a plus d'�equations que d'inconnues.

Ceci a pour cons�equence la rigidi�cation de l'interface, et donc de fournir une so-

lution inexacte au probl�eme de contact �a l'interface. Dans le cas des ressoudures,

cette rigidi�cation locale de l'�ecoulement est moins probl�ematique que dans le cas

de deux corps distincts. Si par contre on a des maillages co��ncidents sur les deux

parties de la surface du corps en autocontact, le probl�eme est bien pos�e et la solution

trouv�ee converge vers la solution du probl�eme physique.
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5.4 M�ethodes num�eriques pour r�esoudre le probl�eme

d'optimisation avec contrainte cr�e�e par l'ap-

plication de la condition de contact �a l'inter-

face

On distingue deux grandes classes de m�ethodes : les m�ethodes g�eom�etriques qui

consistent �a r�egulariser la zone de contact de mani�ere �a empêcher l'interp�en�etration

des deux domaines et les m�ethodes alg�ebriques qui consistent �a int�egrer la condition

de contact dans les �equations du probl�eme. On pr�esentera dans les lignes et para-

graphes suivants un exemple de m�ethode g�eom�etrique et les principales m�ethodes

alg�ebriques utilis�ees pour la r�esolution de probl�emes de contact.

5.4.1 M�ethode de reprojection de la fronti�ere

Cette m�ethode est g�en�eralement utilis�ee dans le cas du contact entre un corps

d�eformable et un corps rigide. C'est une m�ethode g�eom�etrique qui consiste �a repro-

jeter la partie de la fronti�ere du corps d�eformable rep�er�ee �a l'int�erieur du corps rigide

sur la fronti�ere de ce dernier, de mani�ere �a avoir une intersection de volume nulle

entre les deux corps. Comme la condition de contact n'est pas introduite �a l'int�erieur

de la formulation math�ematique du probl�eme, on a des pertes de volumes dues �a la

r�egularisation du contact. Ceci impose des pas de temps assez petits pour en limiter

l'importance. Cette approche fut utilis�ee au d�ebut de la simulation num�erique des

probl�emes de forgeage.

5.4.2 La m�ethode des multiplicateurs de Lagrange

C'est une m�ethode de r�esolution d'un probl�eme d'optimisation avec contraintes

consistant en sa transformation en un probl�eme d'optimisation sans contraintes, par

�ecriture d'un Lagrangien et minimisation de ce dernier. Pour les lecteurs int�eress�es,

elle est d�ecrite avec plus de pr�ecision dans les ouvrages de Fletcher[45] et Cook[29].

En �ecrivant le Lagrangien du probl�eme, on ajoute de nouvelles inconnues au syst�eme

qui sont les multiplicateurs de Lagrange. On r�esout ainsi le probl�eme de mani�ere

exacte et la condition de non interp�en�etration est bien impos�ee �a l'interface. Num�eriquement

cela conduit g�en�eralement �a la r�esolution d'un syst�eme plus complexe, ayant une ma-

trice hessienne non d�e�nie positive. En e�et, les termes du second ordre en lambda

(multiplicateurs de Lagrange homog�enes �a une contrainte normale de contact) sont

nuls, ce qui entrâ�ne des z�eros sur la diagonale de la matrice. On a donc en plus un

probl�eme de conditionnement matriciel �a r�esoudre. La cons�equence est un accrois-

sement du temps CPU et l'impossibilit�e de r�esoudre avec les m�ethodes it�eratives

habituelles. Un autre probl�eme de la m�ethode de Lagrange est la non di��erentiabilit�e

du gradient dans le cas du contact unilat�eral. Le hessien n'est alors pas d�e�ni. Cela

conduit �a des m�ethodes it�eratives de type point �xe, qui ne convergent pas toujours

bien. Aussi, certains auteurs ont modi��e l�eg�erement le syst�eme matriciel obtenu
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par la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange de mani�ere �a avoir une matrice

hessienne mieux conditionn�ee. C'est ce qui a donn�e naissance �a la m�ethode du

Lagrangien perturb�e.

5.4.3 La m�ethode du Lagrangien perturb�e

C'est une m�ethode de r�egularisation de la m�ethode des multiplicateurs de La-

grange qui consiste �a ajouter �a la matrice hessienne des termes de telle sorte qu'on

obtienne une matrice d�e�nie positive. Cette technique a �et�e appliqu�ee pour la

r�esolution d'un probl�eme de contact par Wriggers, Simo et Taylor en 1985[112]. Le

syst�eme num�erique est plus facile �a r�esoudre car mieux conditionn�e, mais, cela se fait

au d�etriment de la pr�ecision sur la solution du probl�eme initial de contact. En e�et,

puisqu'on r�esout un probl�eme l�eg�erement di��erent, on a une solution approch�ee,

c'est �a dire des interp�en�etrations �a l'interface. Il est alors n�ecessaire d'e�ectuer des

it�erations de la m�ethode en augmentant progressivement la valeur du param�etre

de perturbation. Le point critique est alors le choix du terme pertubateur de telle

sorte qu'on ait �a la fois une solution acceptable pour le probl�eme de contact et une

matrice hessienne suÆsammant bien conditionn�ee pour que la convergence se fasse

relativement rapidement par rapport �a la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange.

5.4.4 La m�ethode de p�enalisation

C'est une m�ethode de r�esolution d'un probl�eme d'optimisation avec contraintes

qui consiste �a le transformer en un probl�eme d'optimisation sans contraintes par

p�enalisation[45][29]. En pratique, soit le probl�eme suivant :

Trouver u 2 U � V solution de J(u) = minJ(v) pour v 2 V .
U = fv 2 V= (v) = 0; avec  : V �! R+ convexeg
est ainsi appel�e ensemble des contraintes.

Ce probl�eme peut être approch�e par le probl�eme suivant :

Trouver u� 2 V solution du probl�eme

J�(u�) = minJ�(v) pour

v 2 V avec J�(v) = J(v) + 1
2�
 (v)2 et � > 0

La litt�erature sur cette m�ethode assure que le probl�eme p�enalis�e admet une solution

unique u� et que limu� = u, la solution du probl�eme avec contraintes quand � �! 0

sous les hypoth�eses pr�ec�edentes et, si J est continue, strictement convexe et coercive.

Ainsi, on n'ajoute pas de nouvelles inconnues au probl�eme et on a une matrice

hessienne qui est bien d�e�nie positive. On r�esout donc un probl�eme approch�e dont la

solution est d'autant plus proche de celle du probl�eme de d�epart que le coeÆcient de

p�enalisation 1
�
est grand. On a alors �a l'interface des deux domaines une condition de

contact qui n'est pas bien respect�ee et donc une interp�en�etration des deux domaines

qui peut être contrôl�ee par le choix du coeÆcient de p�enalisation. Cependant, sur

le plan num�erique, l'augmentation de 1
�
se traduit par l'augmentation de la non

lin�earit�e du probl�eme et donc une convergence beaucoup plus lente, et aussi par la
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d�et�erioration du conditionnement du syst�eme �a r�esoudre. Le point d�elicat de cette

m�ethode est donc le choix d'un coeÆcient de p�enalisation assurant conjointement

une convergence rapide de l'algorithme de r�esolution et un assez bon respect de

la condition de contact �a l'interface entre les deux corps. Aussi, pour am�eliorer la

pr�ecision de la m�ethode de p�enalisation, certains auteurs ont pens�e �a la combiner

aux multiplicateurs de Lagrange, ou encore �a pertuber cette derni�ere m�ethode par

un coeÆcient issu de la p�enalisation. On obtient ainsi la m�ethode dite du Lagrangien

augment�e.

5.4.5 La m�ethode du Lagrangien augment�e

Cette m�ethode consiste �a combiner la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange

et celle de p�enalisation[113][131][45][47]. La condition de non interp�en�etration des

deux corps comprend ainsi deux parties provenant chacune d'une des m�ethodes

pr�ec�edemment cit�ees : on �ecrit le lagrangien de la fonctionnelle �a minimiser sous

contraintes et on lui ajoute un terme provenant de la p�enalisation des contraintes.

Une description plus compl�ete de la m�ethode peut être consult�ee par le lecteur

int�eress�e dans les ouvrages de Fortin et al[47][48]. De mani�ere g�en�erale, on a de

nouvelles inconnues qui sont rajout�ees au syst�eme dues aux termes provenant des

multiplicateurs de Lagrange, et la matrice hessienne est d�e�ne positive. Selon plu-

sieurs auteurs, on peut ainsi avoir des coeÆcients de p�enalisation assez faibles et,

s'ils sont bien choisis, la solution du probl�eme ainsi pos�e est alors la solution exacte

du probl�eme de minimisation initial. Elle permet d'avoir un syst�eme relativement

bien conditionn�e pour une r�esolution it�erative. Une seule it�eration de la m�ethode

fournit la solution p�enalis�ee. Les it�erations suivantes permettent alors de se rappro-

cher autant qu'on le souhaite de la solution avec multiplicateurs de Lagrange.

5.4.6 Conclusion

Chacune des quatres m�ethodes alg�ebriques pr�esent�ees pr�ec�edemment a ses avan-

tages et ses inconv�enients. Avec la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange, de

nouvelles inconnues sont g�en�eralement ajout�ees au probl�eme initial �a r�esoudre, et

la condition de non p�en�etration est satisfaite de mani�ere exacte. Toutefois, on ajoute

des z�eros sur la diagonale de la matrice hessienne du syst�eme qui se retrouve ainsi

non d�e�nie positive. On augmente ainsi les temps de calcul d'une part �a cause de

l'ajout de nouvelles inconnues au probl�eme, et d'autre part �a cause du mauvais

conditionnement de la matrice hessienne du syst�eme. La m�ethode du Lagrangien

pertub�e permet, par l'ajout d'un terme pertubateur dans la matrice hessienne, de

rendre celle-ci d�e�nie positive. Ensuite, on fait des it�erations pour que cette pertur-

bation ait de moins en moins d'in
uence. Dans le cas de la m�ethode de p�enalisation,

on ne rajoute pas de nouvelles inconnues au probl�eme, mais on observe dans certains

cas un changement de pro�l de la matrice hessienne du syst�eme et une d�egradation

du conditionnement initial de celle-ci. Le point critique ici est le choix d'un coef-

�cient de p�enalisation assurant d'une part une p�en�etration raisonnable et d'autre
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part une convergence relativement rapide. Une alternative est alors la m�ethode du

Lagrangien augment�e qui consiste �a am�eliorer la m�ethode de p�enalisation en per-

metant l'utilisation de coeÆcients de p�enalisation relativement bas, et d'am�eliorer

la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange par l'�elimination des z�eros sur la dia-

gonale de la matrice hessienne du syst�eme. Cependant, num�eriquement, cela se

traduit par une augmentation du temps de calcul. Aussi, en mise en forme, on

utilise g�en�eralement la m�ethode de p�enalisation qui permet d'obtenir une solution

acceptable en terme d'interp�en�etration �a l'interface des deux corps en contact, et

ceci avec des temps de calcul assez raisonnables.

5.5 Le contact mati�ere/mati�ere et mati�ere/outil

dans R3

On reprend les �equations du chapitre 4 dans le cas un peu plus g�en�eral du contact

mati�ere/outil et mati�re/mati�ere.

5.5.1 Comportement d'un mat�eriau viscoplastique

Le comportement viscoplastique se caract�erise par la d�ependance de la contrainte

d'�ecoulement �a la vitesse de d�eformation. Il mod�elise le comportement d'un m�etal

�a chaud. L'une des lois les plus utilis�ees par exemple est la loi de Norton-Ho�

exprimant la valeur du tenseur d�eviateur des contraintes en fonction du tenseur des

vitesses de d�eformation et de la viscosit�e du mat�eriau.

s = � + pId = 2�(_�") _" = 2K
�p

3_�"
�m�1

_"(5.13)

Avec

K consistance du mat�eriau

�(_�") = K
�p

3_�"
�m�1

viscosit�e dynamique du mat�eriau;

� tenseur des contraintes

A l'�etat liquide, les alliages m�etalliques sont suppos�es avoir un comportement

de 
uide newtonien incompressible, ce qui correspond au cas particulier m = 1 de

la loi de Norton-Ho�. Aussi, la relation qui relie le tenseur d�eviateur des contraintes

s, et le tenseur des vitesses de d�eformation _" devient tout simplement lin�eaire avec

� = K.

Le potentiel viscoplastique

En admettant que toute la puissance dissip�ee est irr�eversible, et en utilisant les

relations de la thermodynamique, on d�emontre que la loi de Norton-Ho� d�erive d'un
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potentiel[49]. Il existe donc une fonction � appel�ee potentiel de Norton-Ho� telle

que :

s =
@�

@ _"
avec

�( _") =
K

m + 1

�p
3_�"
�m+1

Pour m = 1 on a

�( _") =
3

2
�(3_�")2

Dans la suite, on consid�ere que m = 1.

5.5.2 Conditions aux limites

On peut imposer di��erents types de conditions aux limites sur tout le bord ou

sur une partie du bord du domaine[49].

A l'interface outil/mat�eriau, on impose des conditions aux limites mixtes :

h1(v) = (v � voutil) � n = 0 non p�en�etration cas contact bilat�eral (5.14)

h1(v) = (v � voutil) � n � 0 non p�en�etration cas contact unilat�eral (5.15)

� = �n � (�n � n)n = T d la loi de frottement (5.16)

En g�en�eral, on prend comme �equation (5.16) la loi de frottement de Norton pour

des mat�eriaux viscoplastiques.

voutil vitesse de l0outil en contact

Sur la partie du bord o�u on a recollement de la mati�ere, on impose comme condition

aux limites :

h2(v; vvv) = (v � vvv)�
dAB

�t
�!n non interp�en�etration (5.17)

(5.18)

vvv vitesse du noeud en vis� �a� vis

A la surface libre, on impose une contrainte normale nulle.

On impose sur les autres parties du bord du domaine un chargement surfacique.

Le probl�eme continu 4.8 avec les conditions de contact est r�e�ecrit alors de la

mani�ere suivante :

Trouver v(x; t) et p(x; t) tels que 8x 2 
; on ait
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Fig. 5.2 { Conditions aux limites utilis�ees en remplissage

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

��!
 �r � s+rp = ��!g dans 


r � v = 0 dans 


h1(v) = 0 sur @
c

� = T d sur @
c

h2(v; vvv) = 0 sur @
MM

�n = T d sur @
T

s = 2� _"

(5.19)

5.5.3 Formulation variationnelle du probl�eme continu

Quelques espaces fonctionnels utilis�es

On pose :

V =
n
u 2 (H1(
))3; tel que h1(u) = 0 sur @
c; h2(u; uvv) = 0 sur @
MM

o
et

V0 =
n
u 2 (H1(
))3; tel que u � n = 0 sur @
c et u = 0 sur @
MM

o

Ecriture variationnelle

On r�e�ecrit le probl�eme variationnel sous la forme plus commode :

Trouver (v(x; t); p(x; t)) 2 V � Q tels que :
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8><
>:
8v� 2 V0(
); a(v; v�) + b(v�; p) = f(v�)

et 8p� 2 L2(
); b(v; p�) = 0

(5.20)

avec,

a(v; v�) =
R

 �

@v
@t
� v�dV +

R

 s : _"

�dV

b(v�; p) = �
R

 pr � v�dV

f(v�) =
R
@
T[@
c T

d � v�dS +
R

 �
�!g � v�dV

Existence et unicit�e de la solution du probl�eme variationnel

Interpr�etation sous forme d'un probl�eme d'optimisation avec contraintes

On consid�ere l'espace Z d�e�ni par :

Z = fu 2 V; tel que b(u; q) = 0 8q 2 Qg
Soit J : Z �! R

v 7�! J(v) = 1
2
a(v; v)� f(v)

(5.21)

J est une fonctionnelle quadratique. Son minimun est solution du probl�eme :

trouver u 2 Z tel que a(u; v) = f(v) 8v 2 Z
Le lagrangien de ce probl�eme sous contrainte s'�ecrit alors :

L(v; p;�; 
) = J(v) + b(v; p) +
Z
@
c

�h1(v)dS +

Z
@
MM


h2(v; vvv)dS

avec v 2 H1; p 2 Q; � 2 R; 
 2 R

5.5.4 Discr�etisation

R�esolution du probl�eme sans autocontact par la m�ethode de p�enalisation

Le probl�eme p�enalis�e discret, en consid�erant que le contact est bilat�eral, s'�ecrit

alors :

Trouver (vh(x; t); ph(x; t)) 2 H1(
h)�Qh

tel que :

(vh; ph) = argminvh2H1(
h)Jh(vh) + b(vh; ph) +
1

2

X
k2@
c

�(h1(k))
2Sk

Sk est une mesure de la surface rattach�ee au noeud k.

On a donc comme expression du gradient :

Gh� = Gh+Ghco; Le dernier terme repr�esentant la contribution du contact avec les

outils.

Ghco;k = �1h1(k)nkSk (5.22)
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De même on a comme hessien :

Hh� = Hh +Hhco

Avec Hhco, la matrice des contributions du contact au hessien. On alors :

Hco;k = �1Sk

0
B@ nk1nk1 nk1nk2 nk1nk3
nk2nk1 nk2nk2 nk2nk3
nk3nk1 nk3nk2 nk3nk3

1
CA

O�u nki repr�esente la i�eme composante du vecteur normal au noeud k nk.

5.6 Ajout du contact mati�ere-mati�ere dans R3

par une m�ethode de p�enalisation

5.6.1 Contact bilat�eral

Cas collant

La fonctionnelle discr�ete de p�enalisation d'autocontact s'�ecrit :

�MM� =
1

2

X
@
MM

�2(h2(k))
2Sk

Avec ,

h2(k) = vk � vk0 �
Æk

�t
nk

o�u k0 est le projet�e du noeud k sur la surface en vis-�a-vis dans le cas habituel des

maillages non co��ncidents :

vk0 =
3X

i=1

�k0ivk0i

et o�u k0i sont les noeuds de la face sur laquelle se projette le noeud k.

{ Expression des termes de contribution du contact mati�ere-mati�ere

au gradient et au hessien

{ Cas maillages co��ncidents

Par soucis de simplicit�e, on ne consid�ere que le cas du contact du noeud k

avec le noeud k0. Le contact de k0 avec k donne des formules identiques. On

a

GMMk = �2h2(k)Sk
GMMk0 = ��2h2(k)Sk Si maillages co��ncidents et k0 non en autocontact:

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

 
I3 �I3

�I3 I3

!
Avec I3 =

0
B@ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
CA
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On remarque l'apparition de termes extra-diagonaux de même valeurs que

les termes diagonaux. La matrice hessienne n'est plus �a diagonale bloc do-

minante.

{ Cas des maillages non-co��ncidents :

Par soucis de simplicit�e, on ne consid�ere que la contribution du noeud k au

gradient et au hessien. On a alors

GMMk = �2h2(k)Sk

GMMk0i = ��2h2(ki)Sk�k0i
Si maillages non co��ncidents et k0 non en auto-contact. Le hessien s'�ecrit

alors :

HMM;k = �2Sk

0
BBBB@

I3 ��k0
1
I3 ��k0

2
I3 ��k0

3
I3

��k0
1
I3 �2k0

1

I3 �k0
1
�k0

2
I3 �k0

1
�k0

3
I3

��k0
2
I3 �k0

2
�k0

1
I3 �2k0

2
I3 �k0

2
�k0

3
I3

��k0
3
I3 �k0

3
�k0

1
I3 �k0

3
�k0

2
I3 �2k0

3
I3

1
CCCCA

On remarque l'apparition de termes extra-diagonaux blocs non nuls et

�eventuellement sup�erieur aux termes diagonaux. Dans le cas g�en�eral, la

matrice est �a diagonale bloc domin�ee.

Cas glissant

La fonctionnelle de p�enalisation d'autocontact s'�ecrit :

�MM� =
1

2

X
k 2@
MM

�2(h2(k))
2Sk

Avec ,

h2(k) = (vk � vk0) � nk �
Æk

�t
Expression des termes de contribution du contact mati�ere-mati�ere au

gradient et au hessien

Cas Maillages co��ncidents :

On a

GMMki = �2h2(k)Sknki � �k0h2(k
0)Sk0nk0

i

GMMk0
i
= ��2h2(k)Sknki Si

maillages co��ncidents et k0 non en autocontact.

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

 
M3 �M3

�M3 M3

!
Avec M3 =

0
B@
nk1nk1 nk1nk2 nk1nk3
nk2nk1 nk2nk2 nk2nk3
nk3nk1 nk3nk2 nk3nk3

1
CA
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Cas Maillages non-coincidents :

On a

GMMki = �2h2(k)Sknki�
X

k002noeuds en autoct se projetant sur une face contenant k

�k00h2(k
00)Sk00�k00

GMMk0
i
= �

X
k002noeuds en autoct se projetant sur une face contenant k

�2h2(k
00)Sk00nk00�k00 Si

maillages non co��ncidents et k0 non en autocontact.

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

0
BBBB@

M3 ��k0
1
M3 ��k0

2
M3 ��k0

3
M3

��k0
1
M3 �2k0

1

M3 �k0
1
�k0

2
M3 �k0

1
�k0

3
M3

��k0
2
M3 �k0

2
�k0

1
M3 �2k0

2
M3 �k0

2
�k0

3
M3

��k0
3
M3 �k0

3
�k0

1
M3 �k0

3
�k0

2
M3 �2k0

3

M3

1
CCCCA

5.6.2 Contact unilat�eral

Cas collant

La fonctionnelle de p�enalisation d'autocontact s'�ecrit :

�MM� =
1

2

X
k en autoct

�2(h2(k))
+2Sk

Avec,

(h2(k))
+ = vk � vk0 �

d

�t
nk si > 0 et 0 sinon

Expression des termes de contribution du contact mati�ere-mati�ere au

gradient et au hessien si h+2 (k) > 0

Cas Maillages co��ncidents :

On a

GMMk = �2h2(k)
+Sk � �k0h2(k

0)+Sk0

GMMk0 = ��2h2(k)+Sk Si maillages coincidents et k0 non en autocontact:

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

 
I3 �I3

�I3 I3

!
Avec I3 =

0
B@ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
CA

Cas Maillages non-co��ncidents :

On a

GMMk = �2h2(k)
+Sk�

X
k002noeuds en autoct se projetant sur une face contenant k

�k00h2(k
00)+Sk00�k00

GMMk0 = �
X

k002noeuds en autoct se projetant sur une face contenant k

�2h2(k
00)+Sk00�k00 Si
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maillages non co��ncidents et k0 non en autocontact.

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

0
BBBB@

I3 ��k0
1
I3 ��k0

2
I3 ��k0

3
I3

��k0
1
I3 �2k0

1
I3 �k0

1
�k0

2
I3 �k0

1
�k0

3
I3

��k0
2
I3 �k0

2
�k0

1
I3 �2k0

2
I3 �k0

2
�k0

3
I3

��k0
3
I3 �k0

3
�k0

1
I3 �k0

3
�k0

2
I3 �2k0

3
I3

1
CCCCA

Cas glissant

La fonctionnelle de p�enalisation d'autocontact s'�ecrit :

�MM� =
1

2

X
k enautoct

�2(h2(k))
+2Sk

Avec ,

h2(k)
+ = (vk � vk0) � nk �

Æ

�t
si > 0 et 0 sinon

Expression des termes de contribution du contact mati�ere-mati�ere au

gradient et au hessien si h2(k)
+ non nul

Cas Maillages co��ncidents :

On a

GMMki = �2h2(k)
+Sknki � �k0h2(k

0)+Sk0nk0
i

GMMk0
i
= ��2h2(k)+Sknki Si maillages co��ncidents et k0 non en autocontact:

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

 
M3 �M3

�M3 M3

!
Avec M3 =

0
B@ nk1nk1 nk1nk2 nk1nk3
nk2nk1 nk2nk2 nk2nk3
nk3nk1 nk3nk2 nk3nk3

1
CA

Cas Maillages non-co��ncidents :

On a

GMMki = �2h2(k)
+Sknki�

X
k002fnoeuds en autoct se projetant sur une face contenant kg

�k00h2(k
00)+Sk00�k00

GMMk0
i
= �

X
k002fnoeuds en autoct se projetant sur une face contenant kg

�2h2(k
00)+Sk00nk00�k00

Si maillages non co��ncidents et k0 non en autocontact.

Le hessien s'�ecrit alors :

HMM;k = �2Sk

0
BBBB@

M3 ��k0
1
M3 ��k0

2
M3 ��k0

3
M3

��k0
1
M3 �2k0

1
M3 �k0

1
�k0

2
M3 �k0

1
�k0

3
M3

��k0
2
M3 �k0

2
�k0

1
M3 �2k0

2
M3 �k0

2
�k0

3
M3

��k0
3
M3 �k0

3
�k0

1
M3 �k0

3
�k0

2
M3 �2k0

3
M3

1
CCCCA
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Dans tous les cas, lepoint important est de constater que le contact mati�ere/mati�ere

ne permet pas de conserver le caract�ere bloc diagonal dominant de la contribution

du contact. Qui plus est, on s'attend �a ce que le bloc diagonal soit domin�e dans la

plupart des cas courants, entrâ�nant ainsi une forte d�egradation du conditionnement

du syst�eme �a r�esoudre, comme nous le verrons au paragraphe suivant.

5.7 Pr�econditionnement du contact mati�ere/mati�ere

5.7.1 Mise en �evidence des probl�emes de conditionnement

de la matrice

Comme nous l'avons vu, l'introduction des conditions de contact mati�ere/mati�ere

se traduit en g�en�eral par une perte de la propri�et�e de dominance diagonale de la

matrice du syst�eme. En e�et, on introduit dans la matrice de rigidit�e des termes

non diagonaux du même ordre de grandeur que les termes diagonaux, voire beau-

coup plus grands. Ceci a pour cons�equence de d�egrader le conditionnement du

syst�eme. Num�eriquement, cela se traduit par un accroissement notable du nombre

d'it�erations du solveur Orthomin, pouss�e �a ses limites, et donc par une importante

augmentation du temps CPU.

Nous avons donc travaill�e sur les moyens d'am�eliorer le conditionnement de la

matrice de rigidit�e. Pour m�emoire, pr�econditionner le syst�eme matriciel Ax = b

revient �a choisir une matrice facilement inversible C et �a r�esoudre le syst�eme

�equivalent C�1Ax = C�1b de telle sorte que C�1A soit assez proche de la matrice

identit�e, ou en tout cas que C�1A ait un meilleur conditionnement que A. On pose

alors x = C�1y, et on r�esout le syst�eme C�1AC�1y = C�1b. De mani�ere g�en�erale,

pour le probl�eme de Stokes, on utilise des pr�econditionneurs blocs diagonaux qu'on

peut r�epartir en deux grandes classes : les pr�econditionneurs sym�etriques et d�e�nis

positifs pour lesquels la matrice C est d�e�nie positive et les pr�econditionneurs

sym�etriques et non d�e�nis positifs qui sont ceux pour lesquels la matrice C n'est

pas d�e�nie positive. Ce sont des pr�econditionneurs assez faciles �a assembler. Le plus

naturel est celui consistant �a prendre la diagonale de la matrice pour les degr�es de

libert�e correspondant �a la vitesse et l'oppos�e de la diagonale pour les degr�es de li-

bert�e correspondant �a la pression. Le pr�econditionneur ainsi obtenu est sym�etrique

et d�e�ni positif. Un autre pr�econditionneur peut être obtenu en prenant uniquement

la diagonale de la matrice en vitesse. On obtient alors un pr�econditionneur non d�e�ni

positif. Un pr�econditionneur plus eÆcace peut être obtenu en utilisant les bloc dia-

gonaux. En th�eorie, les pr�econditionneurs les plus �ables sont ceux pour lesquels

la matrice C est d�e�nie positive[87]. En e�et, il existe alors des preuves de conver-

gence. Toutefois, en pratique, on a observ�e au CEMEF que certains pr�econditioneurs

non d�e�nis positifs �etaient assez robustes et plus rapides que les pr�econditionneurs

d�e�nis positifs. Malheureusement, ces pr�econditionneurs n'agissent que sur la dia-

gonale de la matrice et ne permettent pas d'obtenir une matrice C�1A �a diagonale

99



dominante si A est �a diagonale domin�ee.

5.7.2 Orthonormalisation de Gram-Schmit

C'est une technique permettant de diagonaliser une matrice sym�etrique par un

changement de base orthogonal. Une premi�ere approche a donc consist�e �a transfor-

mer la matrice de rigidit�e a�n qu'elle conserve sa propri�et�e de dominance diagonale,

par la diagonalisation de la sous-matrice constitu�ee par les contributions du contact

mati�ere/mati�ere.

Soient

H le hessien total,

Hfg3 le hessien que l'on a sans les termes de contact mati�ere/mati�ere, et

Hmm la contribution au hessien provenant du contact mati�ere/mati�ere.

Hmm sym�etrique ) 9 Cmm orthogonal tel que Ct
mm Hmm Cmm = Dmm

avec Ct
mm = C�1

mm et Dmm matrice diagonale.

Diagonalisation de Hmm

Soit �a r�esoudre le syst�eme suivant :

HX = b, (Hfg3 +Hmm)X = b

Si Cmm est la matrice de changement de base, on a :

(
Ct

mm(Hfg3 +Hmm)X = Ct
mmb

X = CmmY

On r�esout donc : (
Ct

mm(Hfg3 +Hmm)CmmY = Ct
mmb

Y = Ct
mmX

En posant
~H1 = Ct

mm(Hfg3 +Hmm)Cmm

et
~b1 = Ct

mmb

On peut r�e�ecrire le syst�eme sous la forme :

(
~H1Y = ~b1
Y = Ct

mmX

100



Couplage avec un pr�econditionneur diagonal de Forge3

Soit �a r�esoudre le syst�eme :

(
~H1Y = ~b1
Y = Ct

mmX

Avec ~H1 et ~b1 d�e�nis comme au paragraphe pr�ec�edent.

R�esoudre ce probl�eme avec un pr�econditionneur revient �a r�esoudre le syst�eme

(
C�1 ~H1Y = C�1 ~b1

Y = C�1Z

O�u C�1 est l'un des pr�econditionneurs de diagonaux �a disposition. Ceci revient donc

�a r�esoudre le syst�eme suivant :

(
C�1 ~H1C

�1Z = C�1 ~b1
Z = CY

Syst�eme pouvant se r�e�ecrire sous la forme

(
~HZ = ~b

Z = CY

En posant
~H = C�1 ~H1C

et
~b = C�1 ~b1

Applications

{ Cas o�u un seul noeud est en autocontact

Si on a un seul noeud en autocontact, ce qui correspond �a une condition de

contact mâ�tre esclave avec maillage cô�ncidents, les matrices hessienne et de

changement de base s'�ecrivent de la fa�con suivante (contact collant) :

Hmm = �2

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � I3 � � � �I3 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � �I3 � � � I3 0 � � �
0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

1
CCCCCCCCCCCCCA
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Ct
mm = �2

0
BBBBBBBBBBBBBB@

I � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � 1p
2
I3 � � � � 1p

2
I3 0 � � �

...
...

...
...

...
...

...

0 � � � � 1p
2
I3 � � � 1p

2
I3 0 � � �

0 � � � 0 � � � 0 I � � �
...

...
...

...
...

... I

1
CCCCCCCCCCCCCCA

~H1 = Ct
mmHfg3Cmm + �2

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � 2I3 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

1
CCCCCCCCCCCCCA

On impose bien la condition de non p�en�etration au n�ud en autocontact et

on proc�ede bien �a la diagonalisation de la matrice additionnelle provenant du

contact mati�ere/mati�ere.

{ Cas o�u deux n�uds en vis-�a-vis sont en autocontact

Cette fois on �ecrit deux fois la condition de contact, ce qui correspond �a un

algorithme sym�etrique de A avec B et de B avec A. La matrice hessienne

aditionnelle due au contact mati�ere/mati�ere s'�ecrit alors de la fa�con suivante :

Hmm = �2

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � 2I3 � � � �2I3 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � �2I3 � � � 2I3 0 � � �
0 � � � 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

1
CCCCCCCCCCCCCA

{ Cas o�u trois n�uds sont en autocontact
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Hmm = �2

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 � � � 0 0 0 � � � 0 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � 3I3 � � � �2I3 0 � � � �I3 � � �
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � �2I3 � � � 2I3 0 � � � 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 � � � �I3 � � � 0 0 � � � I3 � � �
0 � � � 0 � � � 0 0 � � � 0 � � �
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

{ Cas g�en�eral : forme de la nouvelle matrice hessienne globale

~Hmm = �2

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

h11 � � � h1i � � � h1j � � �
...

...
...

...
...

...

1p
2
(hi1 � hj1) � � � 1

2
(hii � 2hij + hjj) � � � 1

2
(hii � hjj) � � �

...
...

...
...

...
...

1p
2
(hi1 + hj1) � � � 1

2
(hii � hjj) � � � 1

2
(hii + 2hij + hjj) � � �

...
...

...
...

...
...

0 � � � 1p
2
(hki � hkj) � � � 1p

2
(hki + hkj) � � �

...
...

...
...

...
...

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

De mani�ere g�en�erale, on peut dire que la diagonalisation de la sous-matrice

issue des contributions du contact mati�ere/mati�ere se passe bien. On a bien comme

terme pr�epond�erant dans la ligne (respectivement) dans la colonne, le nouveau terme

diagonal, celui issu du contact mati�ere mati�ere. L'inconv�enient de cette approche

est qu'elle est d�elicate �a mettre en oeuvre dans le cas des maillages non co��ncidents.

Il faut alors �ecrire l'orthogonalisation de Gramm Schmidt pour la sous matrice

concernant tous les noeuds a�ect�es par l'auto-contact, alors que pour les maillages

co��ncidents on e�ectue cette orthogonalisation seulement au niveau des couples de

noeuds en autocontact. L'approche devient alors lourde et coûteuse en temps CPU.

Elle n�ecessite de r�esoudre un syst�eme lin�eaire pouvant être de grande taille. Nous

avons alors �et�e am�en�es �a r�e
�echir sur une approche souple et plus g�en�erale. C'est

ce qui nous a conduit �a utiliser la factorisation incompl�ete de Crout.

5.7.3 Factorisation incompl�ete de Crout

Elle a �et�e d�evelopp�ee au CEMEF par Etienne Perchat au cours de sa th�ese

de doctorat [100], pour des matrices sym�etriques et non d�e�nies positives. Son

principe est de construire une factorisation incompl�ete de la matrice, en calculant

seulement les termes initialement non nuls. La factorisation ainsi calcul�ee est stock�ee
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de mani�ere compacte dans un tableau analogue �a celui contenant la matrice A. Si

on appelle S l'ensemble des indices (i; j) des termes non nuls de la matrice A,

S = f(i; j); 1 � i; j � N tels que aij 6= 0g

La factorisation incompl�ete de la matrice A, M = LDLt est alors construite en

identi�ant les composantes lij et dij tels que :

mij = aij 8(i; j) 2 S

Avec (
mij =

PN
k=1 likdkklkj

lij = 0 si (i; j) n0appartient pas �a S

Cette factorisation d�epend de la num�erotation et de l'algorithme choisi. Il en existe

plusieurs variantes. La version de base consiste �a n'e�ectuer aucun remplissage

suppl�ementaire par rapport �a la matrice A. Une autre variante consiste �a construire

des factorisations incompl�etes autorisant un remplissage suppl�ementaire. Une troisi�eme

variante consiste �a e�ectuer une factorisation incompl�ete modi��ee. Cette derni�ere

m�ethode fournit un algorithme plus robuste que les pr�ec�edentes en garantissant

l'existence de la factorisation. De plus, elle permet de garder une partie de l'infor-

mation contenue dans les termes non nuls de la factorisation que l'on a d�ecid�e de

ne pas stocker. Les pr�econditionneurs �etudi�es au CEMEF sont notamment la facto-

risation incompl�ete de la matrice en vitesse et l'oppos�e de la diagonale en pression,

une factorisation modi��ee de la matrice en vitesse et l'oppos�ee de la matrice en

pression, une factorisation incompl�ete de la matrice en vitesse et la diagonale en

pression, et en�n, une factorisation incompl�ete de la matrice en vitesse pression glo-

bale. C'est cette derni�ere version que nous avons utilis�ee comme pr�econditionneur.

Ce choix nous permet de n'avoir qu'un seul pr�econditionneur dans les cas o�u on a

des maillages co��ncidents ou non co��ncidents.

Le tableau suivant montre la d�egradation des performances du solveur lorsque

le nombre de noeuds en autocontact augmente. Il montre ensuite comment le

pr�econditionneur par factorisation incompl�ete permet de limiter ce comportement.

En e�et, on constate que le rapport entre les nombres d'it�erations avec les deux

pr�econditionneur passe de 13 (lorsqu'il n'y a aucun noeud en autocontact) �a 30

(lorsqu'il y a 45 noeuds en autocontact). Rappelons au passage qu'une it�eration

avec pr�econditionnement par factorisation incompl�ete de Crout coûte environ trois

fois plus qu'une it�eration avec pr�econditionnement bloc diagonal.

Dans les deux cas, on agit bien sur les termes extra diagonaux issus ou non de la

condition de contact mati�ere/mati�ere. Le tableau (5.3) montre le gain en terme de

nombre d'it�erations qu'apporte l'utilisation de la factorisation incompl�ete de Crout

par rapport au pr�econditionneur diagonal dans tous les cas.
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Nombre de noeuds Nombre d'it�erations pour IVP Nombre d'it�erations pour IC

en autocontact (diag. vitesse et inverse des pressions) (Fact. incompl�ete de Crout)

0 269 20

1 493 33

30 9685 137

45 10324 361

Fig. 5.3 { Comparaison des performances des pr�econditionneurs IVP (diagonal en

vitesse et inverse des pressions) et IC (factorisation incompl�ete de Crout)

5.8 Application

Nous pr�esentons dans ce paragraphe un exemple d'application du contact mati�ere/mati�ere

en maillages non co��ncidents. C'est l'�ecrasement entre tas plats d'un cube de dix

centim�etres de cot�e, entaill�e �a mi hauteur sur l'une de ses faces lat�erales. Son com-

portement est viscoplastique et la loi utilis�ee est celle de Norton-Ho�. La �gure (5.4)

pr�esente le maillage initial du cube entaill�e et le maillage apr�es une dizaine de pas

de temps, ce qui correspond �a un �ecrasement de 25%. La �gure (5.5) montre l'�etat

d�eform�e du cube entaill�e en �n de simulation, soit apr�es un �ecrasement d'environ

70%. Le contact est appliqu�e selon la m�ethode mâ�tre/esclave sym�etrique et impos�e

par une m�ethode de p�enalisation.

Fig. 5.4 { Vues du cube entaill�e initial et du maillage de sa d�eform�ee

Fig. 5.5 { Vues du maillage du cube entaill�e en �n de simulation

Ces �gures nous montrent que la condition de contact est bien respect�ee et que
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notre strat�egie, la m�ethode mâ�tre exclave sym�etrique ne semble pas introduire des

rigidit�es trop importantes. La p�en�etration des maillage reste limit�ee et est bien

contrôl�ee au cours du temps.

5.9 Conclusion

Au terme de ce chapitre, on peut conclure qu'on a r�eussi �a introduire une condi-

tion de contact mati�ere/mati�ere dans le code de calcul R3. Notre approche consiste

�a appliquer la condition de contact sur les bords des deux solides en contact, ou

de part et d'autre de la fronti�ere en autocontact du même solide. En e�et, une

fois que la d�etermination des noeuds en autocontact a �et�e e�ectu�ee, on applique

la condition de contact �a tous ceux-ci. Pour être tout �a fait g�en�eral, nous avons

d�evelopp�e une approche avec des maillage non co��ncidents. Nous avons ensuite

�etudi�e le conditionnement de la matrice hessienne obtenue par ces deux approches.

De cette �etude, il ressort que la matrice hessienne est particuli�erement mal condi-

tionn�ee. L'ajout de la condition de contact se traduit par l'insertion dans la matrice

de rigidit�e de composantes extra-diagonales de même ordre de grandeur que les

termes diagonaux, et donc par la perte de la propri�et�e de dominance diagonale

de la matrice. Num�eriquement, cela se traduit par une augmentation notable du

nombre d'it�erations du solveur it�eratif. Comme les pr�econditionneurs �a disposition

�etaient des pr�econditionneurs diagonaux ou blocs diagonaux, nous avons d�evelopp�e

le changement de variable orthogonal de Gramm Schmidt pour condenser les termes

ajout�es par la condition de contact sur la diagonale. Cette approche n'est valable

que dans le cas o�u les maillages sont co��ncidents. Ensuite, dans le cas g�en�eral,

nous avons introduit le pr�econditionneur par factorisation incompl�ete de Crout.

Les r�esultats num�eriques montrent un gain notable, d'un facteur 10 par rapport aux

pr�econditionneurs diagonaux, en terme de nombre d'it�erations du solveur it�eratif,

soit un gain de presque 3 en temps de calcul. Lorsque l'on a plusieurs noeuds

en autocontact, le gain en nombre d'it�eration s'�el�eve �a presque 30 et en temps

de calcul �a presque 9. Ces r�esultats montrent �egalement que les performances du

pr�econditionneur par factorisation incompl�ete se d�egradent moins vite que celles du

pr�econditionneur diagonal lorsque le nombre de noeuds en autocontact augmente.

L'�etape suivante de notre travail est donc tout naturellement son application aux

cas de remplissage des moules de fonderie. L'algorithme de traitement du contact a

donn�e de bons r�esultats et nous n'avons pas rencontr�e de situations de non conver-

gence même dans les cas les plus complexes. Le blocage est venu du remaillage,

notre approche conduisant �a des maillages de trop grande complexit�e topologique

et g�eom�etrique comme nous l'avons vu �a la �n du paragraphe 4.

Aussi, avons nous d�ecid�e de travailler sur une formulation eul�erienne lagran-

gienne arbitraire et sur le contrôle de la proc�edure de remaillage, et ceci, pour

mieux contrôler les d�egradation du maillage et essayer de les corriger a priori. C'est

ce qui fait l'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 6

FORMULATION

ARBITRAIREMENT

EULERIENNE-

LAGRANGIENNE

6.1 Introduction

Dans les chapitres pr�ec�edents, nous avons vu une formulation lagrangienne

r�eactualis�ee. Nous avons vu que les fortes d�eformations subies par le maillage ne

permettaient pas de r�esoudre des probl�emes de remplissage de moules complexes.

L'une des causes identi��ees a �et�e les replis de mati�eres dont on a pr�esent�e au chapitre

pr�ec�edent une solution. Dans ce chapitre, nous pr�esentons une approche de formu-

lation eul�erienne lagrangienne arbitraire (ALE). Cette formulation a �et�e d�evelopp�ee

pour r�eduire les d�eformations du maillage.

6.2 G�en�eralit�es sur la formulation arbitrairement

eul�erienne lagrangienne

En simulation num�erique de la mise en forme des mat�eriaux, il y a g�en�eralement

deux approches qui sont utilis�ees pour d�ecrire l'�evolution du maillage : une approche

lagrangienne g�en�eralement utilis�ee pour les solides et une formulation eul�erienne

plutôt utilis�ee dans le cas des �ecoulements des 
uides. Dans le cas des m�ethodes

lagrangiennes, la zone maill�ee correspond exactement �a celle occup�ee par la mati�ere.

Le maillage �evolue et se d�eplace en suivant les d�eformations de la mati�ere. On suit

donc exactement la mati�ere dans son mouvement. La vitesse mat�erielle est �egale �a

la vitesse du maillage et l'�evolution de la surface libre est parfaitement repr�esent�ee

par le maillage �a chaque pas de temps. Dans le cas d'une formulation eul�erienne,

le maillage est �xe. On regarde passer la mati�ere. Tout le domaine 
uide est maill�e

au d�ebut de la simulation et on utilise en g�en�eral une fonction caract�eristique pour

indiquer pour chaque maille si elle contient ou non le 
uide. La surface libre est
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alors d�e�nie par les �el�ements ayant une valeur de fonction caract�eristique comprise

entre z�ero et un. La vitesse d'�evolution du maillage est donc nulle dans ce cas. La

m�ethode ALE est interm�ediaire entre ces deux m�ethodes. Elle se caract�erise par

une dissociation entre la vitesse de maillage et la vitesse mat�erielle. La vitesse du

maillage est d�etermin�ee de mani�ere plus ou moins arbitraire de fa�con �a minimiser

les d�eformations du maillage, et donc �a ralentir la d�eg�en�erescence des �el�ements au

cours de la simulation. Ainsi, le principe de la m�ethode eul�erienne-lagrangienne

mise en �uvre est de proc�eder dans un premier temps �a une actualisation quasi-

lagrangienne du maillage seulement en surface libre, de fa�con �a ce que la fronti�ere du

maillage repr�esente e�ectivement la surface libre du 
uide. Le reste du maillage est

ensuite r�egularis�e de fa�con �a r�epartir sur tous les �el�ements l'augmentation du volume

de 
uide pendant l'incr�ement de temps [11] . Cette op�eration se fait �a nombre de

n�uds, nombre d'�el�ement et connectivit�e constants. Le sch�ema d'actualisation est

alors :

xt+dt = xt + wt:dt

avec wt la vitesse de maillage �a l'instant t, comme on peut le voir sur la �gure (6.1).

Fig. 6.1 { Description du sch�ema d'actualisation ALE

6.2.1 Formulation math�ematique de l'ALE

Les di��erents domaines

La th�eorie de l'ALE peut se d�e�nir �a partir de trois domaines de travail : le

domaine mat�eriel, le domaine spatial et le domaine de r�ef�erence [35]. Le domaine

mat�eriel est celui qui correspond �a l'emplacement de tous les points mat�eriels au

temps t = 0. Le domaine spatial est celui correspondant aux points mat�eriels suite

aux d�eformations subies par le domaine mat�eriel entre le temps 0 et le temps t. En�n,

le domaine de r�ef�erence est suppos�e �xe. On peut relier ces di��erents domaines entre

eux par des relations qui doivent être bijectives. Aussi, une application s'�ecrivant

dans un de ces domaines peut être r�e�ecrite sur un autre domaine. Le lecteur peut
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consulter la th�ese de Traor�e [122].

Dans la litt�erature sur l'ALE, peu d'auteurs utilisent la r�esolution des �equations de

conservation sur le domaine de r�ef�erence. Toutefois, Schreurs [108] y a recours car

cela lui permet de travailler sur un domaine �xe et Haber [58] s'en sert pour mieux

traiter le contact. Les inconv�enients de cette approche sont : l'introduction d'un

terme jacobien suppl�ementaire qu'il faut lin�eariser ou d�eriver [108][58], et la non

sym�etrie du premier tenseur de Piola-Kirchho� [108] ou la complexit�e et le coût de

calcul de second tenseur [58].

L'approche lagrangienne consiste �a r�esoudre les �equations de m�ecanique d�e�nies

sur le domaine spatial avec le maillage lagrangien en prenant comme domaine de

r�ef�erence le domaine mat�eriel. Dans le pratique, on fait du Lagrangien r�eactualis�e,

c'est �a dire que sur un intervalle de temps, on suppose que le domaine de r�ef�erence

est le domaine mat�eriel. On r�esout alors les �equations de m�ecanique sur le maillage

du domaine spatial et non sur le domaine mat�eriel en raison de la non sym�etrie du

premier tenseur de Piola-Kirchho� ou de la complexit�e du calcul du second tenseur.

En ALE, la plupart des auteurs utilisent une formulation quasi-eul�erienne �ecrite

sur le domaine spatial. On d�etermine le maillage ALE en r�egularisant le maillage

lagrangien de telle sorte que le domaine de r�ef�erence et son maillage ne sont jamais

construits.

6.2.2 ALE et adaptativit�e de maillage

Le but de l'ALE est le plus souvent de diminuer le temps de calcul et de limiter la

d�eg�en�erescence du maillage. Pour un sch�ema d'int�egration explicite, le pas de temps

pour que le sch�ema reste stable devient trop faible lorsque la qualit�e du maillage se

d�egrade. De mani�ere g�en�erale, en formulation lagrangienne, les probl�emes de dis-

torsion g�eom�etrique et de consistance sont r�esolus en remaillant p�eriodiquement ou

lorsque la qualit�e des �el�ements passe sous un certain seuil.

L'adaptativit�e consiste �a modi�er les coordonn�ees des n�uds d'un maillage en

conservant sa topologie. On parle alors de r-adaptativit�e. Ou encore, l'adaptati-

vit�e peut consister �a augmenter le degr�e d'interpolation des polynômes et on parle

de p-adaptativit�e. En�n l'adaptativit�e peut consister �a changer la taille des mailles

par raÆnement ou d�eraÆnement, et on parle de h-adaptativit�e ou de remaillage.

Le but de l'adaptativit�e est de diminuer l'erreur de descr�etisation �a partir d'un es-

timateur d'erreur.

Contrairement �a l'adaptativit�e, l'ALE prend en compte des crit�eres g�eom�etriques,

permettant �eventuellement de diminuer l'erreur sur la solution. Cependant, l'ALE

est g�en�eralement �equivalent �a la r-adaptativit�e. Au cours d'un calcul, la r-adaptativit�e

est plus rapide qu'un remaillage tant pour la r�eactualisation des n�uds que pour

le transport des variables, car on exploite la pr�eservation de la connectivit�e. Parce

qu'elle est plus rapide, la r-adaptativit�e est utilis�ee fr�equemment, de telle sorte que

la phase de transport doit être plus pr�ecise, et moins di�usive que les proc�edures

simples d'interpolation parfois utilis�ees lors des remaillages. Ainsi, l'avenir en mise

en forme quasi-lagrangienne semble être un calcul lagrangien avec une r-adaptativit�e
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p�eriodique et un remaillage lorsque la qualit�e du maillage d�eg�en�ere.

6.3 D�etermination de la vitesse de maillage

En g�en�eral, il y a deux approches pour d�eterminer la vitesse de maillage :

{ La m�ethode coupl�ee, encore appel�ee m�ethode directe, qui permet de r�esoudre

simultan�ement les �equations d'�equilibre et donc, de d�eterminer simultan�ement

la vitesse mat�erielle et la vitesse de maillage sans passer par le calcul lagran-

gien. L'�equation de type convection-di�usion est alors r�esolue soit par une

m�ethode de type Galerkin ou SUPG [66][83], soit par une m�ethode de type

caract�eristiques/Galerkin [85].

{ La m�ethode d�ecoupl�ee ou le splitting, la plus utilis�ee, qui permet de dissocier

le calcul de la vitesse mat�erielle et de la vitesse de maillage. A chaque pas de

temps, on fait une it�eration lagrangienne. La vitesse de maillage wt est alors

calcul�ee �a partir de la vitesse mat�erielle vt. Ensuite, la vitesse de maillage

calcul�ee sert pour l'�etape de transport des variables d'�etat sur le nouveau

maillage. Ainsi, l'adaptation d'un code lagrangien ne n�ecessite que le rajout

d'un module de determination de la vitesse de maillage et d'un module de

transport des variables d'�etat. L'utilisation de cette technique est tr�es an-

cienne [35][14][104]. Le principal avantage est qu'il n'y a pas de perturbations

�a craindre du terme de transport. Le pas de temps est ind�ependant de la vi-

tesse convective, ce qui n'est pas le cas lorsqu'on utilise la m�ethode directe.

L'inconv�enient majeur de cette approche est qu'une it�eration lagrangienne et

un transport du second ordre ne donne apr�es splitting qu'une m�ethode du

premier ordre [104].

C'est cette derni�ere approche que nous avons utilis�e. La vitesse mat�erielle est

calcul�ee par la r�esolution des �equations d'�equilibre en supposant que l'actualisation

est lagrangienne r�eactualis�ee. La vitesse de maillage est ensuite calcul�ee par un

algorithme de barycentrage associ�e �a des conditions aux limites particuli�eres de

mani�ere �a minimiser les d�eformations du maillage. Une phase de transport est alors

n�ecessaire pour d�eterminer la vitesse mat�erielle aux nouveaux noeuds du maillage.

Pour la vitesse de maillage, la fonctionnelle �a minimiser peut s'exprimer comme

suit :

J =
X

noeuds

(w(x)� �w(x))
2

Avec

�w : vitesse moyenne du maillage et,

w : vitesse du maillage au point x.

Des contraintes sont impos�ees sur la fronti�ere du maillage avec pour but de l'obliger

�a suivre le domaine 
uide. Le syst�eme ainsi construit est r�esolu par une m�ethode de

p�enalisation locale. Il y a deux di��erentes fa�cons d'exprimer �w, selon que le noeud

est sur la fronti�ere ou non. Dans le domaine, on a �w =

P
voisins topologiques

wi


topo(i)
,

O�u 
topo(i) est le nombre de voisins topologiques du n�ud i, wi est la vitesse de
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maillage du noeud i. Sur la fronti�ere nous avons �w =

P
voisins surfaciques

wi


sf (i)
,

Avec 
sf le nombre de voisins topologiques du noeud i sur la fronti�ere.

6.3.1 R�egularisation de maillage : le barycentrage

On exprime que chaque n�ud interne du maillage doit se situer au barycentre

des centres des �el�ements qui l'entourent. Soit n un tel n�ud et nbe(n) le nombre

d'�el�ements l'entourant (qu'on supposera num�erot�e de 1 �a nbe(n)). On souhaite donc

avoir :

xn =
1

nbe(n)

nbe(n)X
e=1

�xe =
1

nbe(n)

nbe(n)X
e=1

X
j2e

1

3
xj (6.1)

Si on interpr�ete ceci en terme de n�uds sommets voisins du n�ud n, ceci

�equivaut �a avoir :

xn =
1

3
xn +

1

nbv(n)

nbv(n)X
v=1

2

3
xv

O�u nbv(n) est le nombre de n�uds voisins du n�ud n.

Cette relation est la base de l'algorithme utilis�e pour r�esoudre ce probl�eme. On

proc�ede de mani�ere it�erative et, l'it�eration �a r�ep�eter jusqu'�a stagnation est la sui-

vante :

x�+1n =
1

3
x�n +

1

nbv(n)

nbv(n)X
v=1

2

3
x�v (6.2)

L'�equation (6.2) est une it�eration de jacobi du syst�eme lin�eaire (6.1). A conver-

gence de l'algorithme de barycentrage, nous obtenons le maillage de la nouvelle

con�guration d�e�ni par :

8n = 1; Nbnoe xt+�tn = x1n = xtn + w�t

6.3.2 R�egularisation en surface libre

Une r�egularisation similaire est e�ectu�ee en surface libre, en prenant garde �a la

conservation du volume du 
uide. La vitesse de maillage devra donc être telle que :Z
@

w:ndS =

Z
@

vmat:ndS (6.3)

o�u vmat est le champ de vitesse du 
uide. Une solution mise en �uvre par Magnin

[85] consiste �a it�erer sur les positions des n�uds en surface libre de la fa�con suivante :

x(�+1)n : ~tn =
1

3
x(�)n : ~tn +

1

nbv=sl(n)

nbv=sl(n)X
�=1

2

3
x(�)n : ~tn (6.4)

O�u nbv=sl est le nombre de voisins sur la surface libre et ~tn est le vecteur tangente

discr�ete en chaque n�ud n de la surface libre. Ce vecteur tangente discr�ete est en fait

une normale consistante, point qui est detaill�e un peu plus loin dans le manuscrit.
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6.3.3 Autre m�ethode de d�etermination de la vitesse de maillage :

m�ethode de type Laplacien

C'est une m�ethode qui consiste �a r�esoudre l'�equation elliptique suivante en vi-

tesse :

�w = 0 sur 
x(t)

wj@
x(t) = w0
(6.5)

ou l'�equation en d�eplacements :

�u = 0 sur 
x(t)

uj@
x(t) = u0
(6.6)

Cette m�ethode mise en place par Winslow [129][130] revient �a minimiser le gradient

de vitesse (�equation 6.5) ou la densit�e de maillage (�equation 6.6). La formulation

en vitesse minimise la d�eformation lors du passage du maillage ALE de l'instant t

�a celui de l'instant t+�t, mais n'am�eliore pas la qualit�e du maillage initial. En re-

vanche, le calcul en d�eplacement permet une am�elioration de la qualit�e des �el�ements.

Sur le bord du domaine on peut imposer la vitesse de maillage par w:n = vmat:n

ou traiter cette condition comme une contrainte et r�esoudre le syst�eme obtenu par

p�enalisation ou par la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange [116]. Le probl�eme

est mal pos�e si on n'ajoute pas une contrainte tangentielle �a celle sur la composante

normale de la vitesse.

Le principe du maximum fort nous assurant que le maximum d'une fonction harmo-

nique est atteint sur le bord du domaine, on est assur�e que la solution de l'�equation

(6.5) est un champ de vitesse d�elimit�e par la vitesse au bord, ou que les points

correspondant aux d�eplacements solutions de l'�equation (6.6) ne sortiront pas du

domaine.

On a deux possibilit�es pour pro�ter du lissage op�er�e par l'op�erateur Laplacien tout

en conservant un contrôle du d�eplacement des n�uds internes. La premi�ere solution

est de rajouter �a la fonctionnelle de minimisation une fonction coût. Cela revient �a

ajouter un second membre �a l'�equation (6.5) ou �a l'�equation (6.6). Mais des diÆ-

cult�es sont �a pr�evoir car le principe du maximum fort ne s'applique pas �a l'�equation

de Poisson ainsi obtenue. Une autre fa�con de pr�eserver la structure [38] est de

remplacer la fonctionnelle de minimisation
R

x
jrf j2dV par

R

x
W (x)jrf j2dV o�u f

d�esigne w ou u et W est une fonction de pond�eration scalaire. Ceci est �equivalent

�a r�esoudre l'�equation �r � (Wrf) = 0

6.3.4 Conditions aux limites

Nous avons divis�e la fronti�ere du maillage en trois zones :

{ les zones lagrangiennes dans lesquelles on impose w = v,

{ les zones eul�eriennes dans lesquelles on impose w = 0,

{ le reste de la fronti�ere o�u on impose w:n = v:n
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Les zones lagrangiennes

Nous avons choisi comme zones purement lagrangiennes r�eactualis�ees les zones

contour de surfaces libres. C'est-�a-dire les zones du maillage �a la fois en contact

avec la paroi et ayant au moins un noeud voisin sur la surface libre.

Les zones eul�eriennes

Comme zones eul�eriennes, nous avons choisi entre autre la zone d'injection du


uide pour laquelle un d�ebit constant est impos�e. La determination des autres zones

eul�eriennes est faite selon des crit�eres visant �a �eviter et �a minimiser les d�eformations

du maillage dans des zones o�u on observe des recirculations sur le champ de vi-

tesse mat�erielle, c'est �a dire dans les coins du moule. Dans ces zones, le barycen-

trage a pour cons�equence le relâchement du contact. Un coin est d�e�ni comme

�etant un noeud ou un ensemble de noeuds du maillage ayant soit trois normales de

p�enalisation issues de l'analyse de contact, soit deux normales de p�enalisation et un

champ de vitesse contenu dans le plan de ces deux normales de p�enalisation. Une

extension de cette notion est faite pour �ger le maillage dans des zones o�u la vitesse

mat�erielle est faible. La cons�equence est une stabilisation du maillage entre deux

zones eul�eriennes successives. En e�et, le remailleur automatique n'intervient pas

dans les zones �a forte courbure ou dans les zones o�u le maillage est de bonne qualit�e.

Les zones o�u on observe une recirculation du champ de vitesse sont g�en�eralement

des zones o�u on observe une forte courbure sur le maillage surfacique. Il est donc

important de r�egulariser le maillage dans ces zones en dehors des remaillages, cf

�gure(6.2).

Fig. 6.2 { Cas de remplissage simple illustrant l'existence de noeuds en situation

d'arête, pour lesquels un traitement eul�erien est requis
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Le reste de la fronti�ere

Sur le reste de la fronti�ere, on impose comme condition aux limites vmay:n =

vmat:n, o�u n est une normale consistante, c'est-�a-dire qu'elle permet de respecter

la condition d'imcompressibilit�e du champ de vitesse, point que nous d�etaillerons

un peu plus loin. Pour les zones en contact ou sur les plans de sym�etrie, n est la

normale issue de l'analyse de contact ou des plans de sym�etrie.

Fig. 6.3 { Sch�ema de la strat�egie des conditions aux limites de l'ALE

6.4 Le transport des variables d'�etat

Pour le transport du champ de vitesse lagrangien calcul�e, nous avons utilis�e un

sch�ema aux di��erences �nies pour d�ecrire la discr�etisation temporelle de l'expression

de la d�eriv�ee de grille [22]. Si B est une variable, l'expression de de la deriv�ee

temporelle discr�ete par rapport a la grille est :

dgB

dt
=
Bt+dt(xt+dtmat )� Bt(xt)

dt
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Sur le nouveau maillage, la variable B peut donc se r�e�ecrire de la fa�con suivante :

Bt = Bt�dt +
dgB

dt
� dt

A ce niveau, vt et wt sont connus, et donc on peut utiliser un sch�ema temporel

implicite pour d�eterminer la d�eriv�ee de grille. Elle peut alors s'�ecrire de la fa�con

suivante :
dgB

dt
=
Bt+dt(xt+dt)�Bt(xt)

dt
�rBt � (vt � wt)

Dans cette derni�ere �equation, les termes d'advection sont calcul�es dans l'�element

"upwind". Ce qui signi�e que, pour chaque noeud du maillage, on recherche l'�element

d'ou vient la particule dans la direction amont. Le sch�ema de la �gure (6.4) montre

alors les di��erentes �etapes de l'actualisation arbitrairement eul�erienne lagrangienne.

Fig. 6.4 { S�equence des di��erentes proc�edures de l'actualisation ALE

6.5 Les normales consistantes

Apr�es l'introduction de la formulation ALE pr�ec�edemment d�ecrite dans le code

de calcul R3, nous avons commenc�e �a lancer des applications sur des cas indus-

triels, notamment sur le cas du Simulacro. Nous avons alors constat�e, comme le

montre la �gure de gauche de la �gure (6.5), que la condition d'incompressibilit�e

115



du mat�eriau inject�e n'�etait pas bien respect�e. Ce qui veut dire que le volume du

maillage �etait largement inf�erieur �a celui du mat�eriau inject�e. Nous avons alors pens�e

que le probl�eme pouvait provenir soit de l'incompressibilit�e incr�ementale, soit d'un

calcul inconsistant des normales du maillage. La seconde hypoth�ese nous a amen�e

�a impl�ementer les normales consistantes le long de la surface libre pour l'imposi-

tion des conditions aux limites du calcul de la vitesse de maillage. L'objectif ici est

de trouver, �a chaque point interpol�e de la vitesse sur la fronti�ere du domaine, une

normale consistante discr�ete dans le sens o�u il permet de respecter exactement la

condition d'incompressibilit�e du champ de vitesse.

Fig. 6.5 { Pertes de volume dans le Simulacro sans normales consistantes et dans

la g�eom�etrie de test apr�es impl�ementation des normales consistantes

Cette normale consistante, doit être de telle sorte qu'un champ de vitesse tangent

(orthogonal aux noeuds �a cette normale) produise un 
ux de mati�ere nul quand il

est int�egr�e sur la surface. L'expression de ce vecteur normal est obtenue par une

simple int�egration de la condition d'incompressibilit�e sur la fronti�ere du domaine


uide [13]. Pour illustrer ce qui a �et�e dit plus haut, soit 
 =
S

e la discr�etisation

�el�ement �nis du domaine de calcul, l'�equation d'incompressibilit�e s'�ecrit :Z


r � vdV (6.7)

L'injection de l'interpolation spatiale du champ de vitesse v dans (6.7) nous donne :Z



@Nm

@xi
V m
i dV = V m

i

Z



@Nm

@xi
= 0 (6.8)

o�u Nm repr�esente la fonction d'interpolation attach�ee au noeud m, et V m
i est

la i�eme composante du vecteur vitesse au noeud m. En utilisant le th�eor�eme de la

divergence, on obtient :

V m
i =

Z
@

NmnidS = 0 (6.9)
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L'int�egrale en (6.9) est calcul�ee alors uniquement sur les noeuds de 
 se trouvant

sur la fronti�ere @
. La relation (6.9) peut alors s'�ecrire de la fa�con suivante :X
noeuds fronti�ere m

V m � Am = 0 (6.10)

En utilisant le raisonnement de Engelman et al. [42], les normales consistantes

sont telles que tout vecteur vitesse nodal ne contribue pas au 
ux ext�erieur (6.7).

C'est pourquoi nous avons pour tout noeud fronti�ere m,

V m
tg � Am = 0 (6.11)

o�u V m
tg est le vecteur vitesse tangent au noeud m. Ce qui signi�e que pour tout

noeud fronti�ere m, la normale consistante est un vecteur qui doit être colin�eaire �a

Am. Son expression est alors :

~nm =
1

jjAmjjA
m (6.12)

Avec

Am
i =

Z
@

NmnidS (6.13)

Dans le cas particulier d'une discr�etisation lin�eaire, la relation (6.13) se r�eduit �a

Am
i =

X
e2�(m)

1

3
neiS

e (6.14)

o�u �(m) repr�esente l'ensemble des facettes triangulaires du support du noeud

m. Finalement, les vecteur normale consistante est une moyenne des normales aux

faces entourant le noeud, pond�er�e par les aires de ces faces :

~nm =
An

jjAnjj (6.15)

Avec An =
P

e2�(m) n
e
mS

e Pour tester l'introduction dans notre code de calcul des

normales consistantes discr�etes, et pour voir le respect de la condition d'incompres-

sibilit�e sur la fronti�ere du maillage, nous avons d�ecid�e de travailler d'abord sur un

exemple de g�eom�etrie simple et repr�esentatif du canal d'injection du Simulacro. Les

r�esultats obtenus ont �et�e tr�es satisfaisants, comme le montre la �gure (6.5), en terme

de respect de la condition d'incompressibilit�e. Les pertes de volume observ�ees pro-

viennent uniquement du remaillage automatique, et ceci �a cause de la d�egradation

du maillage au cours de la simulation.

6.6 Le maillage par bô�tes et le raÆnement du

front de mati�ere

Il s'agit de la d�e�nition d'une zone du maillage �a l'int�erieur de laquelle une taille

de maille est impos�ee. Cette zone est d�elimit�ee par l'intersection entre la bô�te de

forme parall�el�epip�edique et le maillage. Aussi, le mailleur proc�edera �a des op�erations
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Fig. 6.6 { Maillage avec boites de la g�eom�etrie mod�ele de l'ALE

d'ajout de n�uds ou de suppression de n�uds jusqu'�a ce que la taille des mailles

de cette zone soit celle impos�ee. On peut voir (�guge 6.6) un aper�cu des bô�tes

de maillage. Ainsi l'utilisation de ces bô�tes de maillage nous permet d'avoir un

maillage raÆn�e dans certaines zones o�u l'�ecoulement pr�esente des singularit�es et,

un maillage moins raÆn�e dans d'autres zones. Toutefois, l'inconv�enient de cette

approche est que les bô�tes sont �xes et d�e�nies au d�ebut de la simulation. Ce qui

est un handicap si on veut avoir un maillage �n sur le front de mati�ere, comme

c'est souhaitable dans le cas d'une formulation eul�erienne lagrangienne arbitraire

comme la notre. Aussi nous avons �etendu cette notion de bô�tes, pr�esente dans le

mailleur de Forge3, en cr�eant des bô�tes mobiles. Le but est de suivre le front de

mati�ere tout au long de la simulation. Ainsi, les bô�tes se d�eplacent en suivant la

surface libre du maillage. Une profondeur est d�e�nie pour la bô�te entre la surface

libre et l'int�erieur du maillage. On peut voir un aper�cu de ce type de bô�te sur la

�gure (6.7).

Fig. 6.7 { Visualisation des bô�tes de maillage sur le SIMULACRO
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6.7 Conclusion

Nous avons pr�esent�e la formulation eul�erienne lagrangienne arbitraire utilis�ee et

d�evelopp�ee pour le code de calcul R3. Elle est bas�ee sur le d�ecouplage des calculs

de la vitesse de maillage et de la vitesse mat�erielle. Pour la d�etermination de la

vitesse de maillage, un barycentrage assorti de conditions aux limites particuli�eres

a �et�e mis en place. Pour le transport, nous avons utilis�e une m�ethode bas�ee sur

la d�eriv�ee temporelle disc�ete par rapport �a la grille. Les termes de convection sont

alors calcul�es dans l'�el�ement upwind. Pour que les conditions aux limites soient bien

respect�ees, notamment la condition en surface libre, nous avons d�evelopp�e les bô�tes

mobiles de maillage. Toutefois, tous ces e�orts ne nous ont pas permis de simuler

jusqu'au bout le remplissage des moules industriels comme le Simulacro, et ceci

�a cause du remaillage automatique. En e�et, malgr�e la r�egularisation ALE, nous

avons observ�e une d�egradation du maillage, surtout en surface, dans les zones de

forte courbure. Aussi, nous avons d�ecid�e de passer �a une formulation eul�erienne et

d'utiliser le code de calcul Rem3D d�evelopp�e au laboratoire pour des mat�eriaux

thermoplastiques et de l'adapter au remplissage des moules de fonderie. C'est ce

qui fait l'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 7

FORMULATION EULERIENNE

POUR LE REMPLISSAGE

7.1 Introduction

Au cours des chapitres pr�ec�edents, nous avons pr�esent�e successivement une for-

mulation lagrangienne r�eactualis�ee et une formulation arbitrairement eul�erienne la-

grangienne utilis�ees pour le code R3. Nous avons vu que malgr�e les travaux r�ealis�es

tant sur la formulation que dans la proc�edure de remaillage, nous ne sommes par

parvenus �a simuler le remplissage des moules industriels jusqu'au bout. Nous avons

alors d�ecid�e de passer au code de calcul Rem3D, initialement d�evelopp�e pour l'in-

jection de thermoplastiques, et de l'adapter au remplissage des moules de fonderie.

Le code Rem3D utilise une formulation eul�erienne, comme nous allons le voir dans

les lignes qui suivent.

7.2 Suivi de surface libre en formulation eul�erienne

En formulation eul�erienne, le maillage de toute la cavit�e est d�e�ni a priori.

On travaille, la plupart du temps, �a maillage �xe. N�eanmoins, certains auteurs

proc�edent parfois �a un raÆnement local du maillage pour l'adapter aux d�etails de

l'�ecoulement. L'avantage de travailler sur un maillage global est la facilit�e de la

prise en compte des grandes d�eformations et des recollements de mati�ere. En contre

partie se pose le probl�eme de la d�etermination des surfaces libres. Les solutions �a

ce probl�eme peuvent être divis�ees en deux classes : les m�ethodes de suivi de surface

ou de marqueurs et les m�ethode de suivi de volume.

7.2.1 M�ethodes de suivi de surface ou de marqueurs

L'interface, dans les m�ethodes de suivi de surface, est repr�esent�ee comme une

surface interpol�ee par un ensemble de points. Un des moyens les plus simples pour

repr�esenter la surface libre est de d�e�nir sa distance par rapport �a une ligne de

r�ef�erence. L'�evolution au cours du temps de la fonction est gouvern�ee par une

�equation traduisant le fait que la surface doit se d�eplacer avec le 
uide. Une g�en�eralisation
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de cette approche en deux dimensions est de consid�erer des segments ou des points

reli�es par des segments. Les coordonn�ees de chaque point sont stock�ees et, il est

n�ecessaire de limiter la distance maximale entre deux points voisins. L'�evolution de

la suite des segments est donn�ee par le mouvement de chaque n�ud selon la vitesse

du 
uide. Malheureusement, la d�etection des intersections ou des replis de mati�ere

n'est pas triviale avec cette m�ethode qui, jusqu'�a pr�esent, n'a �et�e appliqu�ee qu'�a

des g�eom�etries bidimensionnelles [62][30][75].

Dans la m�ethode des marqueurs, plus connue sous le nom de m�ethode Mark and Cell

ou de m�ethode MAC, des points particuliers (sans masse) ou marqueurs d�eterminent

les zones remplies du moule. Les marqueurs sont r�epartis dans le domaine 
uide et

se d�eplacent avec la vitesse locale du 
uide. Le front de mati�ere est d�e�ni comme

�etant la limite des zones avec et sans marqueurs. L'inconv�enient de cette m�ethode

est le coût du stockage des coordonn�ees des marqueurs dont le nombre crô�t au

cours du remplissage. Cette technique a n�eanmoins �et�e utilis�ee par de nombreux

auteurs [120][132][107].

7.2.2 M�ethodes de suivi de volume

C'est une technique assez simple n�ecessitant moins de ressources que la tech-

nique des marqueurs. Une fonction scalaire est d�e�nie sur tout le domaine de telle

fa�con que sa valeur en certains points du domaine indique la pr�esence ou l'absence

de 
uide. Cette fonction s'appelle fraction de volume 
uide ou fraction de pseudo

concentration ou taux de pr�esence. Par exemple, on peut attribuer la valeur 1 en

tout point occup�e par le 
uide et la valeur 0 dans le cas contraire. Ainsi, la va-

leur moyenne de cette fonction dans l'�el�ement repr�esente la fraction de volume de

l'�el�ement occup�ee par le 
uide. Les �el�ements ayant une valeur de cette fonction

comprise entre 0 et 1 contiennent la surface libre. Les m�ethodes ainsi d�e�nies s'ap-

pellent m�ethode VOF (volume of 
uid). L'�evolution temporelle de la fonction taux

de pr�esence est d�etermin�ee par une �equation de transport �etablissant que la fonction

se d�eplace avec le 
uide. Introduite par Hirt et al [65], cette technique a depuis lors

�et�e utilis�ee par plusieurs auteurs [106][20][128][118][119][61], et c'est �egalement une

approche semblable que Coupez et Pichelin ont utilis�e pour le code Rem3D [102].

7.3 Pr�esentation du code de calcul Rem3D

Les hypoth�eses suivantes sont faites :

{ Le mat�eriau est suppos�e incompressible et sa masse volumique constante dans

le temps et dans l'espace. L'�equation de la masse s'�ecrit alors :

r � v = 0

{ les forces ext�erieures sont n�eglig�ees devant les forces int�erieures. L'�equation

d'�equilibre de la conservation de la quantit�e de mouvement s'�ecrit alors :

r � � = 0
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7.3.1 R�esolution de l'�equation de transport de la fonction

caract�eristique par la m�ethode de Galerkin disconti-

nue

La m�ethode VOF �etant utilis�ee pour d�ecrire l'�evolution de la surface libre, il

est n�ecessaire de r�esoudre une �equation de transport. Le probl�eme de transport est

alors :

Trouver F
f (x; t) tel que 8(x; t) 2 
� [t0; tf ] on ait :8>><
>>:

@F
f
@t

(x; t) + v(x; t) � rF
f (x; t) = 0

F
f (x; 0) = F 0 8x 2 


F
f (x; t) = 1 en amont de la zone d0injection

(7.1)

O�u 
f repr�esente le volume occup�e par le 
uide, F la fonction caract�eristique valant

1 sur 
f et 0 sur 
v = 
� 
f , et v le champ de vitesse suppos�e connu.

On a ainsi �a r�esoudre une �equation hyperbolique dont Donea et al r�esument les

m�ethodes de r�esolution [37]. Coupez et Pichelin ont choisi la m�ethode de Galerkin

discontinue car son principe de saut provenant du gradient conduit �a une r�esolution

�el�ement par �el�ement peu coûteuse en temps de r�esolution. Cette m�ethode est coupl�ee

�a un d�eveloppement de Taylor d'ordre �elev�e. La m�ethode ainsi obtenue est le sch�ema

de Taylor-Galerkin et a de bonnes propri�et�es de stabilit�e. Cette m�ethode a �et�e

utilis�ee �egalement par Donea [36].

Formulation variationnelle

La fonction F �etant discontinue, la formulation variationnelle du probl�eme (7.1)

est �ecrite au sens des distributions :*
@F
f
@t

(x; t) + v(x; t) � rF
f (x; t); '
+



= 0 8' 2 D(
) (7.2)

O�u D(
) est l'ensemble des fonctions in�niment d�erivables �a support born�e.

Technique de Galerkin discontinue

Elle permet de r�esoudre les probl�emes hyperboliques �a l'aide de la m�ethode

de Galerkin standard en consid�erant une interpolation discontinue par �el�ement.

L'espace d'interpolation est de fa�con g�en�erale l'ensemble des fonctions polynomiales

de degr�e inf�erieur ou �egal �a k o�u aucune condition de continuit�e n'est exig�ee aux

interfaces des �el�ements. L'�el�ement P0 a �et�e choisi pour la discr�etisation de la fonction

caract�eristique. Si Th(
) est une triangulation de 
, l'espace d'approximation Wh

des fonctions constantes par �el�ement est d�e�ni par :

Wh =
n
wh 2 L2(
); whj
e 2 P0(
e); 8
e 2 Th(
)

o
La m�ethode de Garlerkin discontinue est appliqu�ee dans le cas particulier o�u les

fonctions d'interpolation appartiennent �a P0(
e) sur chaque �el�ement. Le probl�eme
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(7.1) est r�esolu de fa�con explicite. L'�equation de transport peut alors s'�ecrire comme

suit :
@F
f
@t

= �v � rF
f (7.3)

Soit F h

f
2 Wh l'approximation en espace de la fonction F
f , on a :

F h

f

=
X


e2Th(
)
F eF
e (7.4)

o�u F
e est la fonction de base de l'espace d'approximation Wh, et F
e 2 [0; 1] est la

valeur approch�ee de la fonction F
f discr�etis�ee sur l'�el�ement 
e.

De même
@Fh



f

@t
2 Wh. En e�et, on peut �ecrire :

@F h

f

@t
=

X

e2Th(
)

@(F eF
e)

@t
=

X

e2Th(
)

@F e

@t
F
e (7.5)

Pour toute fonction test r�eguli�ere ' 2 D(
), la formulation discr�ete de l'�equation

(7.3) s'�ecrit alors :*
@F h


f

@t
; '

+



= �
D
vh � rF h


f
; '
E



(7.6)

Ce qui donne encore :

X

e2Th(
)

*
@F e

@t
F
e ; '

+

e

= �
X


e2Th(
)
hvh � r(F eF
e); 'i
e (7.7)

Comme F
e = 1 sur 
e, on a :

X

e2Th(
)

*
@F e

@t
; '

+

e

= �
X


e2Th(
)
hvh � rF e; 'i
e (7.8)

Si on consid�ere la d�eriv�ee au sens des distributions, on a :

�
D
vh � rF h


f
; '
E


= �

�
F h

f
;r � (vh')

�
L2(
)

(7.9)

On peut alors �ecrire cette �equation de la fa�con suivante :

�
�
F h

f
;r � (vh')

�
L2(
)

= �P
e2Th(
)
R

e
F er � (vh')d


= �P
e2Th(
) F
e
R

e
r � (vh')d


(7.10)

L'application du th�eor�eme de Green donne alors :

�
�
F h

f
;r � (vh')

�
L2(
)

= �P
e2Th(
) F
e
R
@
e

vh � n'd�
= �P
e2Th(
) F

eP
Fa2F(
e)

R
Fa v � n'd�

= �P
Fa2F(Th(
))

P

e2�(Fa) F

e
R
Fa v � n'd�

= �P
Fa2F(Th(
))[F

e]
R
Fa v � n'd�

(7.11)

o�u [F e] est le saut de la fonction caract�eristique �a travers la face Fa.

Si nous d�ecomposons vh � nFa en sa partie n�egative et en sa partie positive, on a :

vh � nFa = (vh � nFa)� + (vh � nFa)+
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La relation (7.11) s'�ecrit alors :D
vh � rF h


f
; '
E


= �

X
Fa2F(Th(
))

[F e]

Z
Fa
((vh � nFa)� + (vh � nFa)+)'d� (7.12)

Comme la partie positive par rapport �a un �el�ement est la partie n�egative par

rapport �a l'autre puisque vh est continue, on peut �ecrire la relation (7.12) de la

fa�con suivante :D
vh � rF h


f
; '
E



= �P
Fa2F(Th(
))

P

e2�(Fa)[F

e]
R
Fa(vh � nFa)�'d�

= �P
e2Th(
)
R
@
e

[F e](vh � nFa)�'d�
(7.13)

O�u n est la normale ext�erieure �a 
e.

On d�e�nit alors la formulation faible discr�ete pour toute fonction test F � 2 Wh de

la mani�ere suivante :X

e2Th(
)

Z

e

@F e

@t
F �d
 =

X

e2Th(
)

Z
@
e

[F e](vh � n)�F �d�; 8F � 2 Wh (7.14)

Si on prend F � = F
e , alors l'interpolation associ�ee au probl�eme (7.1) consiste �a

r�esoudre sur chaque 
e le probl�eme suivant :

Pour tout 
e 2 Th(
), trouver @F e

@t
2 Wh tel que :

@F e

@t
j
ej =

Z
@
e

[F e](vh � n)�d� (7.15)

O�u j
ej est le volume de l'�el�ement 
e.

Cette derni�ere �equation donne la d�eriv�ee temporelle de la fonction caract�eristique

au temps t en tout point x de 
. Le sch�ema de discr�etisation que nous allons d�ecrire

maintenant permettra d'�evaluer la fonction caract�eristique au temps t +�t.

Le sch�ema temporel

La technique utilis�ee est le d�eveloppement de Taylor explicite de degr�e n de la

fonction caract�eristique F
f (x; t + t) au voisinage de t. On a alors :

F
f (x; t+�t) = F
f (x; t)+�t
@F
f
@t

(x; t)+� � �+�tn

n!

@nF
f
@tn

(x; t)+En(t)(7.16)

o�u En(t) est l'erreur de troncature qui vaut :

En(t) =
�tn+1

(n + 1)!

@n+1F
f
@tn+1

(x; �(t)) pour � 2]t; t +�t[ (7.17)

L'erreur est d'ordre n + 1 en �t, donc le sch�ema est d'ordre n. On a donc besoin

d'exprimer les d�eriv�ees successives en temps de la fonction caract�eristique F au

temps t. On les exprime en fonction des d�eriv�ees spatiales grâce �a l'�equation (7.1).

Si on suppose le champ v stationnaire, alors on a :

@F
f
@t

= �v � rF
f

@2F
f
@t2

= �v � r
@F
f
@t
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...

@n+1F
f
@tn+1

= �v � r
@nF
f
@tn

Toutes ces d�eriv�ees temporelles sont calcul�ees �a l'aide de la m�ethode de Galerkin

discontinue. La g�en�eralisation de l'�equation (7.15) conduit �a :

Pour tout 
e 2 Th(
), trouver @dF e

@td
2 Wh tel que :

@dF e

@td
j
ej =

Z
@
e

"
@d�1F e

@td�1

#
(vh � n)�d� (7.18)

La fonction caract�eristique au temps t+�t est alors obtenue grâce au d�eveloppement

de Taylor. En �xant une pr�ecision �, le pas de temps limite �tc est alors :

�tc =

2
4(n+ 1)!� min
e2Th(
)

0
@
�����@

n+1F e

@tn+1
(x; t)

�����
�1
1
A
3
5

1

n+1

(7.19)

7.3.2 R�esolution des �equations m�ecaniques d'�equilibre

Equation de l'�ecoulement

Dans Rem3D, le probl�eme d'�ecoulement est le probl�eme de Stokes g�en�eralis�e :

Trouver v(x; t) et p(x; t) tels que 8(x; t) 2 
f � [t0; tf ], on ait :(
r � (2�(_�") _")�rp = 0

rv = 0
(7.20)

Et dans le domaine vide, le probl�eme (7.20) est prolong�e par :(
v = 0

p = 0
(7.21)

Conditions aux limites

{ Condition d'entr�ee

Deux types de conditions sont consid�er�ees :

vitesse impos�ee : v = vd(x) sur �in
La vitesse est calcul�ee de mani�ere �a satisfaire un d�ebit choisi par l'utili-

sateur.

pression impos�ee : v � (v � n)n = 0 et (�n) � n = �pd sur �in
O�u pd d�esigne une pression statique donn�ee par l'utilisateur.

{ Condition en paroi

Sur les parois du moule �c, une condition de contact collant est impos�ee :

v = 0

{ Conditions de sym�etrie

Sur les �eventuels plans de sym�etrie, les conditions mixtes sont impos�ees :

v � n = 0 et �n � (�nn) � n = 0 sur �in, o�u �n = �nn
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Formulation faible continue

Notons V = (H1
�(
))

3 = fv 2 (H1
�(
))

3; v = 0 sur �c; v � (v � n� n = 0 sur �ing,
et Q = L2(
), la formulation variationnelle des �equations du probl�eme (7.21)

s'�ecrit :

Trouver (v; p) 2 V tel que 8(v�; p�) 2 (H1
�(
))

3 � L2(
f), on ait :( R

f

2�(_�"(v)) _"(v) : _"(v�)d
�
R

f
pr � v�d
 = �

R
�in

pdn � v�d�R

f
p�r � vd
 = 0

(7.22)

Ainsi formul�ees, les �equations du probl�eme (7.22) ont un domaine d'int�egration

qui �evolue. C'est pourquoi on les r�e�ecrit sur tout le domaine grâce �a la fonction

caract�eristique du domaine 
uide :

Trouver (v; p) tel que 8(v�; p�) 2 (H1
�(
))

3 � L2(
f), on ait :( R

f
F
f2�(_�"(v)) _"(v) : _"(v

�)d
�
R

f
F
fpr � v�d
 = �

R
�in

F
fpdn � v�d�R

f
F
fp

�r � vd
 = 0
(7.23)

De même, dans le sous-domaine vide on a :

Trouver (v; p) tel que 8(v�; p�) 2 (L2(
v))
3 � L2(
v), on ait :( R


v
v � v�d
 = 0R


v
p � p�d
 = 0

(7.24)

En �ecrivant le probl�eme (7.24) sur tout le domaine, on obtient :

Trouver (v; p) tel que 8(v�; p�) 2 (L2
�(
))

3 � L2(
f ), on ait :( R

v
(1� F
f )v � v�d
 = 0R


v
(1� F
f )p � p�d
 = 0

(7.25)

Le probl�eme de Stokes avec prolongement sur tout le domaine s'�ecrit alors :

Trouver (v; p) tel que 8(v�; p�) 2 V � L2(
f ), on ait :8><
>:
R

 F
f2�(_�"(v)) _"(v) : _"(v

�)d
� R

 F
fpr � v�d


+
R

 �v(1� F
f )v � v�d
 = � R�in F
fpdn � v�d�

� R
f F
fp�r � vd
� R

 �p(1� F
f )pp

�d
 = 0

(7.26)

O�u �p et �v sont des facteurs de dimensionnement. La r�esolution de ce syst�eme

permet de connâ�tre la vitesse et la pression dans la cavit�e �a remplir.

Formulation faible discr�etis�ee

On d�e�nit sur la triangulation Th du domaine 
 des fonctions de base qui nous

assurent que Vh � V et Qh � Q. La m�ethode de Galerkin nous donne alors :

Trouver (vh; ph) 2h �Qh tel que 8(v�h; p�h) 2 Vh �Qh, on ait :8>><
>>:
R

 F

h

f
2�(_�"(vh)) _"(vh) : _"(v

�
h)d
�

R

 F

h

f
phr � v�hd


+
R

 �v(1� F h


f
)vh � v�hd
 = � R�in F h


f
pdn � v�hd�

� R
f F h

f
p�hr � vhd
�

R

 �p(1� F h


f
)php

�
hd
 = 0

(7.27)

Le th�eor�eme de Brezzi-Babuska nous assure, pour un choix judicieux de Vh et Qh,

l'existence d'une solution unique pour le probl�eme discret (7.27). Le solveur, qui

est le même que celui de R3 et de Forge3, utilise l'�el�ement �ni P1 + =P1 encore
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appel�e mini-�el�ement introduit par Arnold et al [4] [46]. Pour plus de d�etail, on peut

se r�ef�erer aux th�eses de St�ephane Marie [87] et de Elisabeth Pichelin [102].

7.4 Introduction des termes d'inertie

On part des �equations de Navier-Stokes pour un 
uide incompressible �ecrite sur

le domaine 
uide :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�dv
dt
�r � (2�(_�") _"(v)) +rp = �g dans 
f

r � v = 0 dans 
f

v = 0 dans 
v

p = 0 dans 
v

+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.28)

En formulation eul�erienne, la d�eriv�ee particulaire pour une particule v attach�ee

au 
uide s'�ecrit :


 =
dv

dt
=
@v

@t
+ (rv)v (7.29)

O�u 
 repr�esente l'acc�el�eration.

L'�equation (7.28) peut alors se r�e�ecrire de la fa�con suivante :8>>><
>>>:
�@v
@t
+ �(rv)v �r � (2�(_�") _"(v)) +rp = �g dans 


r � v = 0 dans 


+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.30)

Explicitation de l'acc�el�eration

C'est la premi�ere approche que nous avons impl�ement�ee dans Rem3D. Elle

consiste �a consid�erer l'acc�el�eration comme une fonction constante par �el�ement. On

peut ainsi la renvoyer au second membre de l'�equation (7.28) et la consid�erer comme

une force ext�erieure. Le probl�eme (7.30) peut alors se r�e�ecrire sous la forme suivante :

Trouver (v; p) tel que :8>>>>>><
>>>>>>:

r � (2�(_�") _"(v)) +rp = �(g � 
) dans 
f

r � v = 0 dans 
f


 = @v
@t
+ (rv)v dans 
f

+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.31)

{ Formulation variationnelle du probl�eme avec prolongement

La formulation variationnelle du probl�eme (7.31) s'�ecrit alors :

Trouver (v; p) 2 V � Q tel que 8(v�; p�) 2 V �Q, on ait :8>>><
>>>:
a(v; v�) + b(p; v�) +

R

 �v(1� F
f )v � v�d
 = f(v�) dans 
f

b(p�; v) +
R

 �p(1� F
f )pp

�d
 = 0 dans 
f

+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.32)
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Avec

a(v; v�) =
Z


2F
f�(_�") _"(v) : _"(v

�)d


b(p; v) =
Z


F
fpr � vd


f(v) =
Z


F
f�(g � 
)vd


�v et �p sont des facteurs de dimensionnement

{ Formulation faible discr�ete

Comme pr�ec�edemment pour le probl�eme de Stokes, on choisit les espaces

d'approximation Vh � V et Qh � Q. Le probl�eme discret est alors :

Trouver (vh; ph) 2 Vh �Qh tel que 8(v�h; p�h) 2 Vh �Qh, on ait :8>>>><
>>>>:

a(vh; v
�
h) + b(ph; v

�
h) +

R

 �v(1� F h


f
)vh � v�hd
 = f(v�h) dans 


b(p�h; vh) +
R

 �p(1� F h


f
)php

�
hd
 = 0 dans 


+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.33)

{ Formulation mixte avec le mini-�el�ement

Comme pr�ec�edemment, on utilise le mini-�el�ement. On choisit les espaces d'ap-

proximation Vh et Qh tels que d�e�nis au chapitre 4. La condition de Brezzi-

Babuska est alors v�eri��ee et le probl�eme discret est bien pos�e. Le probl�eme

discret se r�e�ecrit alors :

Trouver (vh; bh; ph) 2 Vh � Bh � Qh tel que 8(v�h; b�h; p�h) 2 Vh � Bh � Qh, on

ait : 8>>>>>><
>>>>>>:

a(vh + bh; v
�
h + b�h) + b(ph; v

�
h + b�h)

+
R

 �v(1� F h


f
)(vh + bh) � (v�h + b�h)d
 = f(v�h + b�h) dans 


b(p�h; vh + bh) +
R

 �p(1� F h


f
)php

�
hd
 = 0 dans 


+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.34)

Ce qui peut encore s'�ecrire : Trouver (vh; bh; ph) 2 Vh � Bh � Qh tel que

8(v�h; b�h; p�h) 2 Vh � Bh �Qh, on ait :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

a(vh; v
�
h) + b(ph; v

�
h) = f(v�h) dans 


a(bh; b
�
h) + b(ph; b

�
h) = f(b�h) dans 


b(p�h; vh) = 0 dans 


b(p�h; bh) = 0 dans 


+ Conditions aux limites

+ Condition initiale

(7.35)

{ Calcul de l'acc�el�eration

La discr�etisation de f(vh), second membre du probl�eme discret sur la triangu-

lation Th(
) est r�ealis�ee �el�ement par �el�ement grâce �a la m�ethode de Galerkin

discontinue. On obtient alors pour l'acc�el�eration :
�

e = @�v

@t
+ vr�v

=
�ve
t
��ve

t��t

�t
+ 1

j
ej
P

Fa2
e(�v
e
t � �v

K(Fa)
t )(nFa � vFa)� (7.36)

O�u 
e est un t�etra�edre de la discr�etisation,

j
ej est le volume de l'�el�ement 
e,
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Fa est une face de l'�el�ement 
e,

K(Fa) est le t�etra�edre partageant la face Fa avec 
e,

nFa la normale sortante �a la face Fa,

vFa la vitesse barycentrique de la face F = 1
3

P
i=1 3V

i,

�ve est la vitesse moyenne de l'�el�ement 
e, c'est-�a-dire l'interpol�e du champ de

vitesse nodal au centre de l'�el�ement 
e.

7.5 Simulation de l'injection de pi�eces industrielles

7.5.1 Simulation du remplissage du SIMULACRO

Suite �a cette adaptation de Rem3D au remplissage de moules en conditions dy-

namiques, nous l'avons appliqu�e au remplissage de pi�eces industrielles. La premi�ere

pi�ece dont nous avons simul�e le remplissage est le SIMULACRO pr�esent�e au cha-

pitre 4 et dont on pr�esente une CAO (�gure 4.9), CAO r�ealis�ee �a l'aide du logiciel

IDEAS. Cette CAO repr�esente la pi�ece augment�ee de son canal d'injection.

Sur la �gure (7.1) nous pouvons observer le maillage de la pi�ece. Le maillage

surfacique initial a �et�e r�ealis�e �a l'aide du logiciel IDEAS. Ensuite, ce maillage sur-

facique a �et�e raÆn�e, puis le maillage volumique a �et�e r�ealis�e �a l'aide du mailleur

MTC d�evelopp�e au CEMEF. Nous avons fait un maillage anisotrope de la pi�ece

de mani�ere �a avoir des mailles allong�ees dans les zones de tr�es faible section. Le

maillage r�ealis�e comporte 21000 n�uds et 100000 t�etra�edres. Pour la simulation du

remplissage de cette pi�ece, nous avons consid�er�e que le contact entre la mati�ere qui

s'�ecoule et le moule �etait collant, ce qui se traduit m�ecaniquement par la condition

v = 0 sur la zone de contact du mat�eriau. Au d�ebut de la simulation, une petite

zone dans le canal d'injection est suppos�ee remplie. La rh�eologie du mat�eriau est

celle identi��ee au chapitre 3. La zone d'injection est mod�elis�ee par un plan sur

lequel une pression est impos�ee tout au long de la simulation, ce qui correspond

aux conditions du proc�ed�e o�u une pression faisant varier la vitesse du piston est im-

pos�ee. Le temps de calcul est de 20 heures environ sur un processeur d'un Sun4000 �a

quatre processeurs. Le pas de temps moyen est de 10�2s. La �gure (7.2) pr�esente la

comparaison des simulations obtenues �a l'aide du code Rem3D (colonne de gauche)

et des exp�eriences d'injection interrompues r�ealis�ees par le partenaire STAMPAL.

Les r�esultats de simulation num�erique sont en fait les �el�ements du maillage pour

lesquels la fonction caract�eristique a une valeur non nulle. Nous rappelons que la

fonction caract�eristique a une valeur de 1 dans les mailles compl�etement remplies

par le 
uide et de 0 dans les mailles o�u il n'y a pas de 
uide. Nous pouvons observer

que la forme de l'�ecoulement est sensiblement la même, et ce, malgr�e l'approxima-

tion faite sur le contact avec la paroi. N�eanmoins, on peut observer que l'�ecoulement

est di��erent au d�ebut du remplissage du moule. Dans la r�ealit�e, le 
uide va d'abord

jusqu'au fond du moule et, ensuite, il s'�ecoule lat�eralement. Cette di��erence est

probablement due au contact qui est collant dans le code de simulation REM3D.
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Fig. 7.1 { Vues du maillage anisotrope du SIMULACRO
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Fig. 7.2 { Comparaison simulations (gauche)/exp�eriences d'injections interrompues

(droite) sur le SIMULACRO
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7.5.2 Remplissage de la pi�ece EADS

La seconde pi�ece industrielle dont nous avons simul�e le remplissage est un crochet

de fermeture de la soute d'un avion que nous appellerons simplement pi�ece EADS.

C'est une pi�ece tr�es mince et allong�ee, comme on peut le voir sur la �gure (7.3),

repr�esentant la CAO de la pi�ece. La CAO de cette pi�ece a �et�e faite �a l'aide du logiciel

IDEAS. Ensuite, comme pour la pi�ece SIMULACRO, le maillage surfacique a �et�e

Fig. 7.3 { CAO du crochet de soute propos�e par EADS dans le projet europ�een

ADFORM

r�ealis�e �a l'aide du logiciel IDEAS et nous avons proc�ed�e �a son raÆnement �a l'aide

du logiciel MTC. Nous avons alors r�ealis�e le maillage volumique �a l'aide du logiciel

MTC. On peut observer (�gure 7.4) le maillage de la pi�ece EADS. Ce maillage est

aussi anisotrope, compte tenu de la forme mince et allong�ee de la pi�ece. Il contient

24000 noeuds et 96000 t�etra�edres. Le mat�eriau inject�e est un alliage d'aluminium

A356 ayant la rh�eologie identi��ee au chapitre 3. Pour la simulation du remplissage

de cette pi�ece, nous avons consid�er�e, comme pour la pi�ece SIMULACRO, que le

contact avec les parois du moule est collant, et donc, que la vitesse est nulle pour

les noeuds au contact de la paroi. De même, au d�ebut de la simulation, une petite

zone dans le canal d'injection est suppos�ee remplie. La zone d'injection est toujours

mod�elis�ee par un plan sur lequel une pression est impos�ee tout au long de la simula-

tion, ce qui correspond aux conditions du proc�ed�e o�u une pression faisant varier la

vitesse du piston est impos�ee. Les �gures (7.5 et 7.6) pr�esentent la comparaison des

simulations obtenues �a l'aide du code Rem3D et des exp�eriences d'injection inter-

rompues r�ealis�ees par le partenaire STAMPAL. Nous pouvons �egalement observer

que la forme de l'�ecoulement est sensiblement la même. Ce calcul a pris 30 heures

CPU environ sur un processeur d'un Sun4000 �a quatre processeurs.

La �gure (7.7) montre quant �a elle la distribution de la pression �a travers la

pi�ece. On peut constater que la pression d�ecrô�t de la zone d'injection �a la surface

libre.
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Fig. 7.4 { Maillage volumique anisotrope r�ealis�ee avec le mailleur automatique

MTC du Cemef
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Fig. 7.5 { Comparaison simulations (droite)/exp�eriences d'injections interrompues

(gauche) sur la pi�ece EADS
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Fig. 7.6 { Comparaison simulations (droite)/exp�eriences d'injections interrompues

(gauche) sur la pi�ece EADS
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Fig. 7.7 { Visualisation du champ de pression (a) sur la pi�ece de EADS et (b) sur

une coupe de la même pi�ece
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Chapitre 8

CONCLUSION
Ce travail a �et�e r�ealis�e dans le cadre du projet europ�een ADFORM (Advanced

semisolid forming of complex structural components). L'objectif de ce projet pour

le CEMEF �etait de d�evelopper un code de calcul capable d'e�ectuer la simulation

num�erique de l'injection de m�etaux �a l'�etat semi-solide. Pour atteindre cet objectif,

nous avons travaill�e dans deux principaux axes : sur le plan exp�erimental, il y a eu

la mise au point et la r�ealisation d'exp�eriences rh�eologiques, puis l'identi�cation du

comportement d'un alliage d'aluminium (A356) �a l'�etat semi-solide, et sur le plan

purement num�erique, il y a eu l'adaptation de deux codes de calcul �a la simulation

de l'injection de m�etaux �a l'�etat semi-solide.

8.1 Les acquis du travail

Notre travail dans un premier temps nous a conduits �a pr�esenter les princi-

pales classes de loi utilis�ees dans la litt�erature pour mod�eliser le comportement

des m�etaux �a l'�etat semi-solide. De cette �etude il ressort que le comportement de

m�etaux �a l'�etat semi-solide d�epend fortement de la fraction de solide. Ainsi, pour des

fractions de solide faibles ou moyennes, le m�etal a un comportement de type 
uide.

Les lois de comportement utilis�ees pour mod�eliser ce comportement sont issues de

l'�etude des suspensions. Lorsqu'on soumet le mat�eriau �a un cisaillement, il pr�esente

un comportement thixotrope. Pour des fractions de solide �elev�ees, un squelette so-

lide est constitu�e et les auteurs consid�erent alors le m�etal semi-solide comme un

mat�eriau poreux satur�e de liquide. Ainsi, le squelette solide de ces mat�eriaux subit

des d�eformations viscoplastiques qui provoquent l'�ecoulement du 
uide. Au terme

de cette partie, il apparait que pour des fractions de solide proches de la limite

de validit�e des deux approches comportementales, on a �a la fois un comportement

thixotrope pendant le r�egime transitoire et la s�egr�egation du liquide. Nous avons

alors choisi d'utiliser une loi de comportement viscoplastique, loi pr�esentant un bon

compromis entre le comportement r�eel du mat�eriau et les possibilit�es actuelles de

simulation num�erique, notamment pour son application aux calculs tridimension-

nels.

L'�etape suivante a alors �et�e la r�ealisation d'essais instrument�es et l'identi�cation

des param�etres de la loi. Nous avons ainsi �et�e amen�es �a concevoir et �a r�ealiser un
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montage exp�erimental permettant l'injection radiale du mat�eriau semi-solide dans

un disque. Apr�es nous être heurt�es �a de nombreuses diÆcult�es pratiques, qui nous

ont amen�es �a modi�er signi�cativement le montage initial, cette exp�erience nous a

�nalement donn�e satisfaction dans la mesure o�u elle nous a permis de r�ealiser des

injections relativement bien contrôl�ees. En mod�elisant l'essai avec le logiciel Forge2

et en proc�edant par essai-erreur, nous avons alors r�ealis�e l'identi�cation des pa-

ram�etres d'une loi viscoplastique dans l'intervalle de solidi�cation de l'alliage A356.

Ceci nous a permis de trouver pour notre cas des param�etres en concordance avec

ceux disponibles dans la bibliographie et d'obtenir un accord raisonable entre simu-

lation num�erique et mesures sur l'ensemble des essais e�ectu�es.

En parall�ele avec cette identi�cation rh�eologique, nous avons alors entam�e l'adap-

tation de nos codes de calcul de mani�ere �a pouvoir simuler le proc�ed�e d'injection

en trois dimensions. Le premier code sur lequel nous avons travaill�e est le code R3,

code issu de Forge3 et adapt�e �a la simulation num�erique du remplissage de moules

de fonderie. Il utilise une formulation lagrangienne r�eactualis�ee pour la r�esolution

des �equations de Navier-Stokes instationnaires, avec la prise en compte des e�ets de

gravit�e, de surface libre et d'inertie. Nous y avons d�evelopp�e un module de contact

mati�ere/mati�ere et am�elior�e le module de contact mati�ere/outil. Pour le contact

mati�ere/outil, nous avons d�evelopp�e un module de contact bilat�eral glissant et col-

lant, en utilisant la m�ethode de p�enalisation. Pour le contact mati�ere/mati�ere et par

soucis de simplicit�e, nous avons programm�e une m�ethode mâ�tre/esclave sym�etrique.

Cette m�ethode consiste �a imposer la condition de contact sur les deux fronti�eres du

domaine. Ainsi, on corrige les d�efauts li�es �a la formulation mâ�tre/esclave standard,

mais au prix d'un �ecoulement arti�ciellement rigidi��e, ce qui, dans la pratique, n'a

pas sembl�e particuli�erement p�enalisant. La condition de contact a �et�e impos�ee par la

m�ethode de p�enalisation. Les r�esultats de cette �etape sont assez satisfaisants et on

a constat�e que la condition de contact �etait bien impos�ee. Nous avons alors �etudi�e

le conditionnement de la matrice hessienne obtenue par cette approche. De cette

�etude, il ressort que la matrice hessienne est particuli�erement mal conditionn�ee.

L'ajout de la condition de contact se traduit par l'insertion de composantes extra-

diagonales de même ordre de grandeur que les termes diagonaux, et donc par la

perte de la propri�et�e de dominance diagonale. Num�eriquement, cela se traduit par

une augmentation notable du nombre d'it�erations du solveur it�eratif. Comme les

pr�econditionneurs �a disposition �etaient des pr�econditionneurs diagonaux ou blocs

diagonaux, nous avons d�evelopp�e le changement de variable orthogonal de Gramm

Schmidt pour condenser les termes ajout�es par la condition de contact sur la diago-

nale. Cette approche n'est valable que dans le cas o�u les maillages sont co��ncidents.

Ensuite, dans le cas g�en�eral, nous avons introduit le pr�econditionneur par facto-

risation incompl�ete de Crout. Les r�esultats num�eriques montrent un gain notable

d'un facteur 10 par rapport aux pr�econditionneurs diagonaux, en terme de nombre

d'it�erations du solveur it�eratif, et davantage encore lorsque le probl�eme est mal

conditionn�e. L'�etape suivante de notre travail a donc �et�e tout naturellement son

application aux cas de remplissage des moules de fonderie, �etape �a laquelle nous
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nous sommes attaqu�es sans grand succ�es. En e�et, les fortes d�eformations que su-

bit le maillage au cours du remplissage de moules, d�eformations conduisant �a la

d�egradation �a terme de la qualit�e surfacique du maillage, ont caus�e l'echec du re-

mailleur automatique dans sa tentative d'am�eliorer la qualit�e du maillage. Aussi,

avons nous d�ecid�e de travailler sur l'am�elioration de la formulation eul�erienne la-

grangienne arbitraire et sur le contrôle de la proc�edure de remaillage, et ceci, pour

mieux contrôler les d�egradations du maillage et essayer de les corriger a priori.

Nous avons ajout�e �a la formulation eul�erienne lagrangienne des conditions aux li-

mites particuli�eres pour limiter la d�egradation de la qualit�e du maillage. Le but �etait

d'avoir pr�es de la surface libre un maillage quasi-lagrangien et loin de la surface libre

un maillage quasi-eul�erien. Ainsi, les zones de forte d�eformation du maillage sont

limit�ees �a la surface libre. Cependant, malgr�e ces e�orts, nous avons but�e sur la

d�egradation du maillage et l'�echec du remailleur automatique lorsque les �el�ements

�etaient trop distordus. Devant ce constat, nous avons alors d�ecid�e d'abandonner la

formulation lagrangienne r�eactualis�ee et de changer de m�ethode de simulation pour

passer �a une approche purement eul�erienne grâce au logiciel Rem3D.

Rem3D, comme R3 est un code issu de Forge3, mais d�evelopp�e initialement pour

l'injection de thermoplastiques. Il utilise une formulation eul�erienne et permet la

r�esolution des �equations de Stokes instationnaires avec prise en compte des �echanges

thermiques dans le mat�eriau et dans l'outillage. La formulation eul�erienne utilise

la m�ethode VOF et la m�ethode de Galerkin discontinue pour la r�esolution des

�equations de transport, aussi bien pour la surface libre que pour l'�equation de la

chaleur. Nous avons travaill�e au d�eveloppement de l'ajout des termes d'inertie en

calculant le gradient de vitesse par une m�ethode de Galerkin discontinue, ainsi que

des termes de gravit�e. Le logiciel dans son �etat actuel, est apte �a la simulation

num�erique de l'injection de m�etaux �a l'�etat semi-solide. Les r�esultats obtenus en

remplissage de moule montrent une bonne concordance avec le proc�ed�e industriel

et le logiciel peut constituer un outil pr�ecieux d'aide �a la conception.

8.2 Perspectives

Les perspectives de ce travail sont nombreuses et peuvent se diviser en trois

parties.

8.2.1 Caract�erisation de la rh�eologie

{ l'utilisation de l'analyse inverse pour d�eterminer de mani�ere plus pr�ecise les

param�etres du mod�ele. On pourrait ainsi identi�er le comportement sur des

mod�eles plus complexes, par exemple des mod�eles biphas�es prenant en compte

la thixotropie du mat�eriau pendant la phase transitoire. Malheureusement,

pour l'instant, de tels mod�eles ne sont pas disponibles dans la bibliographie.

Un axe de recherche int�eressant serait donc la d�etermination d'un mod�ele de
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comportement prenant en compte la thixotropie du mat�eriau et la s�egr�egation

du liquide au cours de l'�ecoulement.

8.2.2 Am�elioration de la simulation num�erique du proc�ed�e

Sur le plan de l'am�elioration de la simulation num�erique, on peut citer au cha-

pitre des perspectives :

{ la validation de la prise en compte de la thermique au cours de l'�ecoulement

sur des essais instrument�es de remplissage de moules.

{ l'impl�ementation d'un formalisme biphasique.

8.2.3 Exploitation de la simulation pour optimiser le proc�ed�e

Sur le plan de l'exploitation de la simulation num�erique pour optimiser le proc�ed�e

d'injection de m�etaux �a l'�etat semi-solide, certains aspects restent �a d�evelopper au

nombre des quels on peut citer :

{ le contôle de la vitesse d'injection, dans le but d'avoir un �ecoulement lami-

naire dans le moule. En e�et, des vitesses d'injections trop �elev�ees causent un

�ecoulement turbulent, ph�enom�ene �a l'origine de l'emprisonnement des poches

d'air dans le mat�eriau, et donc des porosit�es dans la pi�ece �nale. Il est donc

important de pouvoir contrôler la vitesse d'injection en fonction du moule �a

remplir, au besoin �a l'aide de la simulation num�erique, de mani�ere �a avoir un

�ecoulement laminaire dans toutes les sections du moule.

{ l'optimisation de la forme du canal d'injection et du piston de telle sorte

que les oxydes ne se retrouvent pas dans le moule. Cette optimisation peut

�egalement se faire �a l'aide de la simulation num�erique. Ainsi, des marqueurs

pourraient être utilis�es pour d�eterminer le trajet de certaines zones du canal

d'injection, et l'utilisation de l'optimisation de forme pourrait d�eterminer la

forme optimale du piston pour que ces zones ne se retrouvent pas dans la

pi�ece.
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