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Résumé

Dans la premiere partie de cette these, on a étudié I'impact sur les prix d’op-
tions des erreurs d’estimation de volatilité. Dans les modeles de diffusion utilisés en
finance, un coefficient de diffusion fonctinnelle o(.,.) modelise la volatilité d’un actif
financier. Ce coefficient est estimé a partir d’observations donc entaché d’erreurs sta-
tistiques. L’objectif est de voir I'impact de ces erreurs sur le calcul de prix d’options,
qui sont solutions d’EDP paraboliques dont 'estimateur (., .) est le coefficient de
diffusion. Cela débouche sur un probleme de passage a la limite (homogénéisation)
dans des équations paraboliques a coefficients aléatoires. Dans ce travail on a ob-
tenu des estimations de la vitesse de convergence locale sur la solution d’'une EDP
parabolique a coefficients aléatoire, lorsque le coefficient de diffusion est un champ
aléatoire convergeant vers une fonction limite. Ce résultat permet d’étudier I'im-
pact sur les prix d’options des erreurs d’estimation de volatilité dans différents cas
de figures. Cette méthode est appliquée pour évaluer I'incertitude sur les options a
barrieres dans un modele de diffusion lorsqu’on reconstitue la volatilité par la for-
mule de Dupire a partir des données discretes sur les prix d’options.

La deuxieme partie de cette these concerne ’étude de problemes inverses pour
certaine classe d’équations d’évolution intégro-différentielles survenant dans I’étude
des modeles d’évaluation basés sur les processus de Lévy. On a étudié une approche
de ces problemes inverses par régularisation de Tikhonov. Cette approche permet
de reconstruire de facon stable les parametres d’'un modele markovien avec sauts a
partir de I'observation d’un nombre fini d’options.

Le chapitre 4 pose les bases théoriques de cette approche et propose une paramétrisation
des mesures de Lévy par la racine carrée de la densité, ce qui permet de ramener le
probleme dans un cadre hilbertien. La régularisation de Tikhonov proposée consiste
a minimiser 1’écart quadratique par rapport aux prix observés plus une norme hil-
bertienne des parametres. Des résultats d’existence, de stabilité et de convergence
de la solution du probleme régularisé sont alors obtenus sous de hypotheses as-
sez générales; des hypotheses supplémentaires (conditions de source) permettent
d’obtenir une estimation de la vitesse de convergence. Le choix du parametre de
régularisation, sujet délicat, fait I'objet d’une discussion détaillée.

Le chapitre 5 propose un algorithme numérique pour le calcul de la solution du
probleme régularisé et 1’étude du performance de cet algorithme dans différents
modeles avec sauts. L’algorithme est basé sur I’emploi d'un algorithme de gradient
pour la minimisation de la fonctionnelle régularisée : le gradient est calculé en
résolvant une équation intégrodifférentielle avec terme source (équation adjointe).
Ce travail généralise ceux de Lagnado&Osher, Crépey et Egger & Engl au cas des
équations intégrodifférentielles. Les tests numériques montrent que cet algorithme
permet de construire de fagon stable un processus de Lévy calibré a un ensemble de



prix d’options.

Mots clés : Equations aux dérivées partielles paraboliques et intégrals, esti-
mation des parametres, probleme inverse et calibration de modele, modeles stochas-
tiques en finance, Processus de Lévy, Processus de diffision, Homogénéisation d’EDP,
optimisation.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

La question la plus étudiée en finance mathématique est celle d’évaluation des
actifs contingents : la théorie des options. Alors que la finance mathématique s’est
principalement focalisée sur le probleme de 1’évaluation et de la couverture des pro-
duits dérivés au sein d’'un modele stochastique dont les caractéristiques sont sup-
posées connnues (probléme direct), I'utilisation pratique de ces modeles implique
une premiere étape d’identification, qui est le probléme inverse associé. L’estima-
tion statistique des parametres a partir de données historiques sur les sous-jacents
se révele insuffisante pour plusieurs raisons. D’abord elle suppose une stationnarité
des processus en jeu qui est souvent mise en défaut. Par ailleurs I'évaluation des
produits dérivés nécessite la connaissance de la dynamique risque-neutre des sous-
jacents, alors que les séries temporelles ne nous renseignent que sur leur dynamique
historique. L’apparition de marchés liquides d’options a fourni une nouvelle source
de données qui nous renseigne directement sur la dynamique risque-neutre des sous-
jacents : les prix d’options vanille, ¢’est-a-dire Call et Put européens. Il parait donc
naturel d’incorporer ces prix d’options vanille dans la procédure de choix de modele.

En fait, les prix d’options liquides ne sont pas seulement une source d’infor-
mation, mais autant de contraintes sur le modele. Un modele qui ne reproduirait
pas les prix de marché de ces options conduirait a des prix incohérents par rapport
au marché; il serait alors possible d’effectuer des arbitrages par rapport aux prix
générés par le modele a 'aide d’instruments liquides. Cette contrainte correspond
a la pratique du mark to market : les parametres du modele sont calibrés pour re-
produire les prix de marché des options liquides et on utilise ensuite le modele pour
évaluer et couvrir les options exotiques ou illiquides.

La pratique des marchés, a partir des travaux de Black, Scholes et Merton [11]

a imposé une vision implicite de la réalité qui est encore mal comprise par certains
travaux de chercheurs en finance mathématique. Les opérateurs calibrent chaque jour
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les parametres de leurs modeles sur les prix de marché : le modele dans lequel les
produits optionnels sont évalués change donc chaque jour. Cette situation n’engendre
en fait pas de difficultés particulieres, pour la plupart des produits traités, et dans
des conditions normales, en raison d’une certaine robustesse des modeles utilisés
[36]. Mais les limites de cette pratique sont encore tres mal évaluées et ne sont la
plupart du temps pas prises en compte dans la modélisation financiere. Or, le besoin
croissant, de la part des banques ainsi que des autorités de régulation, de quantifier
précisément les risques associés aux produits dérivés font de la compréhension de
cette question un sujet de toute premiere importance. Il donne naissance, d’un point
de vue mathématique, a des questions originales et difficiles d’étude de solutions
d’E.D.P, E.D.P.I linéaires, et se situe de ce fait idéalement au carrefour de la pratique
des marchés financiers et de I’état de la recherche fondamentale.

Dans cette these nous nous sommes attachés a explorer quelques unes de ces
questions au sein de deux familles de modeles stochastiques : les modeles de dif-
fusion et les modeles a sauts basés sur les processus de Lévy. Nous avons étudié
dans ces modeles la relation entre les prix d’options et les coefficients —fonctionnels—
du modele puis d’exploiter ces relations pour proposer de nouvelles méthodes de
calibration.

1.2 Modele de Black-Scholes et volatilité impli-
cite

Le modele le plus simple qui décrit I’évolution d’un action sur le marché et peut
étre utilisé pour I’évaluation ou la couverture des produits est celui de Black&Scholes,
donné par 1’équation différentille stochastique suivante sous la probabilité risk-
neutre :

s, _

{ Bt = (r — q)dt + cdW; (1.1)
-S; est le cours du sous-jacent.

-W; est un mouvement Brownien standard.

-r le taux d’interet, ¢ le taux de dividende.

-0 une constante positive ; qui représente la volatilité du rendement.

Le prix d’une option call Européenne de maturité 7', de pay-off h et dont le sous-
jacent suit le modele de Black&Scholes est donné par I'espérance risque-neutre ac-
tualisée de son flux terminal :

CB5(S,ty) = e~ =0T B1(S1)/S,, = S|

13



qui est solution d’'une équation aux dérivées partielles parabolique de Kolmogorov,
dite équation de Black&Scholes :
Lt (r—q)S% + 55228 =rC(t,S)
(1.2)
C(T,5) =h(S)

Pour une option d’achat h(x) = (z— K),, pour une option de vente h(z) = (K —z),
ol K est le prix d’exercice de 1'option.

Dans ces deux cas particuliers, les prix sont donnés par des formules explicites. Par
exemple dans le cas du call (option d’achat) et pour ¢ =0, on a :

CP5(t,8,T,K,0) = SN(dy(S,t)) — Ke "YU N(dy(S,T)) (1.3)
avec
In($) + (r + 20%)(T 1)
ovVI1I —1
et N(.) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite donnée par :

N(z)= [*_ ﬁegﬁdu.

dio =

BS

Cette formule est strictement croissante en o : > 0 et définit une bijection

o
entre prix d’options call et volatilité. En inversant cette bijection, on peut associer
a un prix de call observé C*(T, K) une ”volatilité implicite” (7', K') définie par :

(T, K) >0,C*(T,K) = CP3(t,S,T, K, %(T, K))

Un test de 'hypothese de Black Scholes consiste a calculer la volatilité implicite et
d’examiner si elle est constante. En réalité, cette surface de volatilité implicite n’est
pas plate : la volatilité implicite varie avec la maturité et le prix d’exercice de ’option.
C’est le phénomene de smile de volatilité dont nous voyons un exemple sur la figure
2.1. Le smile de volatilité montre que le modele de Black Scholes est insuffisant pour
reproduire les données de marché : I’étude du probleme de calibration n’est donc
faisable que dans un cadre plus général que Black Scholes. Différentes méthodes ont
été proposées pour généraliser le modele de Black & Scholes :

1. Modéliser la volatilité o comme une fonction déterministe o(t,S;) de Sy et ¢ :
c’est la classe des modeles a volatilité locale introduite par Dupire [34].

2. Ajouter a I’évolution de S des termes de saut. Cette classe de modeles, de plus
en plus populaires, permet a la fois de reproduire des smiles de volatilité et de
prendre en compte le risque d'une grande variation de prix dans les marchés
[23]. Nous aborderons cette classe de modeles dans le chapitre 3.

3. Modéliser la volatilité elle méme comme un processus stochastique (o) : c’est
I'approche des modeles a volatilité stochastique [41], qui n’est pas abordée

14
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Fi1G. 1.1 — Surface de volatilité implicite pour options sur SP500.

dans cette these. Bien que les dynamiques engendrées dans cette classe soient
plus variées et plus réalistes que celles engendrées par les modeles a volatilité
locale [34], en ce qui concerne la calibration des volatilités implicites des calls
et des puts cette classe de modele ne permet pas de calibrer une classe plus
large de surfaces de volatilité. En effet, on peut montrer que les prix d’options
dans un modele a volatilité stochastique sont identiques a ceux d’un modele de
diffusion (volatilité locale) avec une fonction de volatilité locale oug(.,.) égale
a:
oei(t, S)? = Elo?|S; = 5]

Nous étudions dans ce travail la question de la relation entre coefficients du modele et
prix d’options dans les deux premiers cas. Pour les modeles a volatilité stochastiques,
nous renvoyons le lecteur a [41].

1.3 Calibration de modele et relation avec les EDP

Dans un modele sans arbitrage, le prix d’une option est représentable comme une
espérance conditionnelle du pay-off par rapport a l'information disponible a 1'ins-
tant de I’évaluation [13]. Cette espérance conditionnelle peut étre calculée soit par
des méthodes probabilistes (méthode de Monte de Carlo...), soit par des méthodes
analytiques. En effet, dans les modeles Markoviens le prix d’une option est solu-
tion d’une équation aux dérivées partielles qui peut étre parabolique, intégral ou
inéquation variationnelle.
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Par exemple dans un modele de diffusion ou la dynamique risque-neutre du sous-
jacent est décrite par la diffusion
ds
—L — rdt + (S, t)dW,
t
ou W; est un mouvement Brownien standard, le prix d’une option Européenne s’écrit
comme solution d’'une EDP parabolique sous la forme :
_opP N o(S,t)? ,0°P oP

S~ +rS—=—-rP= 0

Lr ot 2 052 oS

P(S,T) = (95),

qu’il est possible de résoudre avec des méthodes numériques stables.

Le probleme de calibration de modele est le probleme inverse associé a ces EDPs :
il s’agit d’obtenir une estimation d’un ou plusieurs coefficients de 'EDP a partir
d’une observation souvent partielle de sa solution. Etant donnés des prix de marché
d’options liquides Cy; (K;,T;) a t = to, correspondant a des strikes K; et maturités
T;, il s’agit de trouver les parametres du modele 4 tels que

Ce(t()v 507 Ki7 ﬂ) = Ct*o (KZ7 E)

ot Sy est le cours du sous-jacent, et {C?(T;, K;)} sont les prix des options dans le
modele. La nature de € dépend du type de modele considéré et de sa paramétrisation.
On se concentrera dans la suite sur les exemples suivants :

- Le modele de Black-Scholes; 6 € (0, +00) est le parametre de volatilité (constante).

Le probleme de calibration correspond simplement au calcul de la volatilité im-
plicite
- Le modele de diffusion markovienne : ici le parametre 6 est la fonction o(-,-),
appelée surface de volatilité locale.
- Le modele exponentielle-Lévy : la dynamique risque-neutre du sous-jacent est
donnée par
Sy = exp{rt+ X;}

ou X; est un processus de Lévy paramétré par une constante o positive et une
mesure v qui vérifie

/ v(dy)min(1, |y*|)dy < oo
R

- Le modele sans arbitrage le plus général peut étre spécifié en se donnant une
mesure risque-neutre @), telle que

B(to, T,)E? ((Sz, — Ki)+ | Sty = So) = ;. (K, T)

ou B est le facteur d’actualisation. Ici 8 = @ : il s’agit de retrouver les proba-
bilités risque neutres a partir des observations des prix d’options.
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La calibration de fonctions de volatilité locale a fait I’objet de nombreuses études
ces dernieres années [1, 6, 14, 16, 22, 8, 29] et différentes méthodes ont été proposées :
— Formule de Dupire : La méthode la plus connue est la formule de Dupire : cette
méthode necessite I’'observation des prix d’options call pour toute maturité 7’

et prix d’exercice K. A partir de I’équation de Dupire

0.2
oK -SRI Sow

Olty, K) = h(K)

et si la fonction C(7, K) est connue et suffisamment réguliere de telle fagon
que les dérivées dans (1.4) aient un sens, alors on peut extraire ’expression de

la volatilité locale
Q(CT + TKCK)
T K) = 1.5

qui soit compatible avec les données du marché. Les prix ne sont pas donnés
d’une maniere continue et comportant une incertitude due a la fourchette
vente-achat, cette formule doit en fait étre approximé et/ou précédée d’inter-
polation ou lissage des données.

— Formulation comme probleme d’optimisation : I'idée des méthodes de régularisation
est d’ajouter une fonction en o qui soit convexe a la différence quadratique
entre les prix calculés avec le modele et les prix observés, soit :

J(0) = Jo(0) + Y _|C(T3, K35 0) = Cas (T, ) (1.6)

1€l

plusieurs choix de fonction de régularisation ont été utilisés. Dans [29], I'au-
teur fait la régularisation de Tikhonov, c’est & dire prendre J, = aljo — 7%
pour une valeur de référence & dans un espace de Hilbert H, dans [1] et
[14] ils utilisent la méme fonction de régularisation mais déterminent 1’esti-
mation de ¢ avec une autre méthode a base d’EDP. Dans [48] la fonction de
régularisation est prise sous la forme J, (o) = a||VUH%{1, pour plus de méthode
de régularisation voir [15] [6] [16]. Le but de ces méthodes de régularisation
est d’avoir une estimation stable en fonction des observations de la volatilité
locale o(.,.). Une question peu étudiée dans ces travaux est la convergence des
estimateurs lorsque le bruit d’observation d est faible.

— Méthode de controle stochastique [6]

— Méthodes basées sur des développements asymptotiques : Bouchouev et al [16]
utilisant des méthodes basées sur le développement en parametrix, Fouque et
al. [41] utilisent des méthodes d’homogénéisation dans le cadre des modeles &
volatilité stochastique.

La calibration des modeles a sauts est moins étudiée : on peut citer des méthodes
spectrales [7] et des méthodes de régularisation avec entropie relative [24, 25| que
nous décrivons plus en détail ci-dessous.
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1.4 Travaux effectués dans le cadre de cette these

Les travaux effectués dans le cadre de cette these se découpent en trois parties :

— Homogénéisation d'une équation parabolique et application : étude de la sen-
sibilité des prix d’options aux erreurs d’estimation dans la volatilité.

— Etude des prix d’options dans les modeles markoviens avec sauts : équation
forward et probleme inverse associé.

— Un nouvel algorithme de calibration pour les modeles exponentielle-Lévy.

1.4.1 Sensibilité des prix d’options aux erreurs d’estimation
dans la volatilité

Dans la premiere partie de cette these, qui est consacrée a la calibration des
modeles continus et plus particulierement modele général de Black-Scholes dont la
dynamique risque neutre est donnée par :

{ = (r —q)dt + o(t, S;)dW,

5 g (1.7)

Dans ce cas, la calibration consiste & donner une estimation o%%(.,.) de la fonction
de volatilité o(.,.) & partir d'un nombre fini d’observations {C°(T}, K;) }iez sur le
marché d’options connus avec une précision 9.

Supposons que nous avons un estimateur o° (T, x) de la fonction volatilité locale
obtenu par I'une des méthodes ci-dessus qu’on suppose convergent vers une fonction
de volatilité o (., .) lorsque le niveau de bruit § — 0. Nous souhaitons étudier I'impact
de l'erreur estimation de la volatilité sur les prix d’options européenne et a barriere.

Sur le plan mathématique il s’agit d’estimer une vitesse de convergence dans un
probleme d’homogénéisation d’'une EDP parabolique a coefficients aléatoires. Les
estimations de vitesse de convergence dans les problemes d’homogénéisation d’EDP
a coefficients aléatoires ont été étudiées dans des nombreux cas [55] mais dans le
contexte des limites de type “viscosité évanescente” ou la limite est souvent une
EDP d’ordre différent (inférieur). Ici, ce n’est pas le cas : les équations sont de
méme ordre.

Nous avons d’abord montré un tel résultat pour une EDP parabolique générale
(Proposition 2.3.2.1). Notre résultat, un peu surprenant & premiere vue, est que
I’erreur induite sur les prix d’options européennes est proportionnelle a ’erreur d’es-
timation sur [’inverse 1/o(t, x) de la volatilité c’est a dire

1 1
5(t2)?  oft,z)

calculée au point (¢, x) correspondant aux caractéristiques de 'option. Les conditions
de ce théoreme sont faciles a vérifier pour les méthodes usuelles de ”calibration” de
la surface de volatilité locale.
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Nous appliquons ensuite ce résultat a une méthode répandue de reconstruction de
la volatilité locale, en utilisant la formule de Dupire [34]. On commence par donner
une condition suffisante sur les observations pour que la volatilité estimée a partir
d’une approximation aux différences finies de la formule de Dupire converge vers la
volatilité locale (Proposition 2.4.3.1). Dans ce cas nous montrons le résultat suivant :
dans le cas ou les parametres d’échantillonage des données (grille des observations
en strike et maturité) vérifie asymptotiquement la relation suivante

Az = (26)2 et AT =62 (1.8)

avec le bruit d’observation § alors la volatilité de Dupire converge vers l'inverse de
la fonction de volatilité locale o, .).

Ce résultat montre que la vitesse optimale de convergence est obtenue lorsque une
relation est vérifiée entre la taille de la grille des observations sur les options et
la fourchette bid-ask 0. En particulier, il n’est pas optimal d’utiliser des strikes /
maturités trop rapprochés en présence de fourchette bid-ask.

Ensuite, nous avons pu donner dans ce cas des estimations d’erreur sur les op-
tions barrieres et les options européennes calculés avec la volatilité de Dupire. Ces
estimations confirment I'intuition que I'erreur sur les prix d’options est loin d’étre
homogene en strike/sous-jacent et sa structure ’spatiale’ reflete la structure des er-
reurs d’estimation dans l'inverse de la volatilité au carré.

1.4.2 Modeles de diffusion avec sauts : probléemes inverses
et régularisation

Dans la deuxieme partie de ce travail, on étudie une autre extension du modele
de Black-Scholes en ajoutant dans la dynamique du sous-jacent S; un terme de saut;
la dynamique de S; est donnée alors par

? = (r—q)dt+o(t,Si-)dW; + /(ez — 1) Jx (dtdz) (1.9)
o

ol o(.,.) est une fonction déterministe en t et Sy, J est la mesure de Poisson com-
pensée de X.

La calibration dans ce cas consiste a donner une estimation de la surface de volatilité
locale o(.,.) et de l'intensité des sauts caractérisée par la mesure de Lévy v de J,
compatible avec les observations du marché; ie :

e "V EQ(Sy — K;) 4 /Sy = S] = Cu(t, S; Ty, K;) Yiel (1.10)

Dans ce travail on s’interesse au cas particulier des modeles de type (3.17) a coeffi-
cients constants : c’est le cas ou la dynamique risque neutre est donnée par I'expo-
nentielle d'un processus de Lévy, caractérisé par un triplet (7,0, v). La calibration
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dans ce cas consiste a donner une estimation de (7, o, v), le triplet carctéristique du
processus de Lévy X; qui va étre réduit au couple (o, v).

Alors que la calibration des modeles de diffusion a fait I'objet de nombreuses
études [1, 6, 14, 16, 22, 8, 29], la calibration des modeles a sauts est moins étudiée.
On peut citer les travaux récents suivants sur la calibration des modeles a sauts :

— Cont & Tankov [24] donnent une méthode non paramétrique stable pour
la calibration du modeles exponentiel de Lévy. Ils utilisent une méthode de
régularisation pour le probleme de calibration en pénalisant 1’écart quadratique
des prix d’options par 'entropie relative. Apres régularisation, leurs méthode
donne un algorithme stable en fonction des observations. Cette méthode fixe
la volatilité o et calibre seulement les sauts du modele via la mesure de Lévy.
Dans [25] ils étudient la convergence de cet estimateur dans la limite (clas-
sique dans les problemes mal-posés, voir [39]) de faible bruit d’observation
mais toujours pour un nombre fini de données.

— Belomestny & Reiss [7] donnent une méthode de régularisation spectrale pour
I’estimation des parametres d’un processus de Lévy a partir de prix d’options et
examinent la convergence des estimateurs mais dans une asymptotique (limite
de bruit blanc en strike) qui est différente de celle, standard dans les problemes
inverses mal posés, étudiée dans [25].

Nous proposons dans cette these une approche analytique, fondée sur I'utilisation
d’équations integrodifférentielles, pour la calibration d’un ensemble de prix d’op-
tions {Cy (T}, K;) }iez dans un modele exponentielle-Lévy et, plus généralement, des
modeles de diffusion avec sauts. Dans [27] on montre que la valeur d’une option
call europeenne pour une maturité 7' et prix d’exercice K fixes est solution d’une
équation intégro-différentielle. Dans le chapitre 3, on utilise la formule d’It6 pour
les processus a sauts pour écrire une équation de méme type que celle utilisée dans
I’évaluation, mais qui donne le prix d’options pour différentes maturités T et prix
d’exercices K : cette équation ’forward’ est analogue a 1’équation de Dupire, mais
pour les modeles a sauts :

9% = —(r—q)K% —qC(T,K) + 2 K28K2

+ [v(dy)e"{C(T,Ke ) — C(T,K) + K(1 — e v) %< (1.11)

C(t07K) - (Sto - K)—i—

Alors les observations du marché sont solutions de cette équation et le probleme de
calibration devient comme dans le cas de diffusion, estimation des coefficients de
cette équation intégrodifférentielle ( ces parametres sont un coefficient de diffusion
o et la mesure de Lévy v).

Le chapitre 3 présente les modeles a sauts et plus particulierement le modele
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exponentielle Lévy. On donne des exemples des processus de Lévy, les différentes
méthodes d’évaluation d’options dont les sous-jacents suivent des modeles a sauts
(par tranformation de Fourier et par résolution d’équation intégro-différentielle).
Le principal résultat de ce chapitre est d’établir rigoureusement une équation de
type forward similaire a I’équation de Dupire pour les options call dans un modele
Markovien avec sauts.

Dans le chapitre 4, nous étudions le probleme inverse associé a (1.11). Nous
montrons des résultats de densité pour restreindre notre domaine de recherche sur
un convexe Hilbertien D; constitué par 'ensemble de processus de Lévy de volatilité
o > 0 et dont la mesure de sauts v(dy) = h*(y)dy a une densité dans un espace L?
avec poids. On utilise la régularisation de Tikhonov, comme dans [29] pour le cas
de diffusion. On définit pour un parametre de référence (7, h) € D; et un coefficient
de régularisation «, la fonction de Tikhonov

Jalo.h) = Y O Kis0,h) — Cu(TL K+ all(0 =, h = R)|3, (1.12)

1€l

Le but de la régularisation de Tikhonov est de minimiser J, pour donner une ap-
proximation de la solution de (1.10) la plus proche du point de référence.

Nous montrons d’abord que, pour tout a > 0 le probleme de minimisation a une
solution et nous démontrons la stabilité de la solution

(Oar ha) = i fonyep, J (0, h) (1.13)

par rapport aux données du marché {C)(T;, K;)}icz. Ensuite, nous donnons des
conditions suffisantes sur le choix du parametre de régularisation o pour que cette
solution converge vers celle de (1.10) dans le cas asymptotique § — 0 : si «a(d) est
telle que :

52

a(d) — 0 et m—ﬂ)

alors

(02(5)7 hi(a)) Q(U*, h*)

Nous étudions ensuite quelques propriétés de la fonctionnelle (o, h) — C(T, K; 0, h)
(continuité, dérivabilité au sens de Fréchet) ce qui nous permettra d’appliquer cer-
tains résultats de la théorie des problemes inverses [39] et obtenir Iestimation sui-
vante pour la vitesse de convergence de (2, h%) vers (o*, h*) (Proposition 4.3.3.1) :

0+ aw

I'= Va1l — Lw

0% — o*| + ||hS — h* (1.14)
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et I'impact de cette erreur sur les prix d’options
|C(T;, K;;00,h8) — C(T}, K;)| <6+ 20w Vi€l (1.15)

Nous avons également étudié le probleme du choix du coefficient de régularisation.
Nous montrons qu’il existe un tel parametre qui satisfait au principe de Morozov
[59]

Ja >0 telle que § < |C(Ty,Ki;00) — CO(Ty,K) <cd VieT (1.16)

Lorsque ce coefficient de régularisation qui satisfait a 'inégalité (1.16), on obtient
des vitesses de convergence des parametres lorsque le niveau du bruit d’observation
0 tend vers O :

00 —o*| +||hS — h*|| < 1V (1.17)

1.4.3 Un nouvel algorithme de calibration pour les modeles
de diffusion avec sauts

Dans la derniere partie de ce travail, nous proposons une méthode numérique de
calibration basée sur la régularisation de Tikhonov étudiée dans le chapitre 4, dont
I'implémentation exploite I’équation forward étudiée dans le chapitre 3. Il s’agit de
reconstruire de fagon nonparamétrique un processus de Lévy a partir de la minimi-
sation de la fonctionnelle régularisée J, étudiée dans le chapitre (4).

Le calcul de la fonctionnelle se fait en résolvant une équation intégro-différentielle
de type forward, semblable a I’équation de Dupire, qui évalue a un instant fixe t
les options européenne de toute maturité 1" et prix d’exercice K. Pour la minimi-
sation de J,, nous avons utilisé une méthode de descente du gradient. La difficulté
principale est dans le calcul du gradient (dérivées directionnelles) de la fonction-
nelle : nous avons proposé de résoudre cette difficulté en écrivant le gradient de J,
sous une forme intégrale qui contient uniquement la fonction prix u et la fonction
d’état adjoint P, elle méme solution d’une équation integrodifférentielle forward avec
terme source. Notre algorithme de calibration consiste a résoudre ces deux équations
intégro-différentielles et calculer deux intégrales par itération. La figure 1.4.3 donne
un exemple de reconstitution de smile de volatilité a 6 mois avec notre algorithme,
a partir de 10 observations de prix.

Cet algorithme peut étre généralisé a une classe plus large de modeles comme celle
des modeles a volatilité locale avec sauts (3.17) comme ceux étudiés par Andersen &
Andreasen [4], combinant par exemple notre algorithme avec celui étudié par Crépey

dans [30].
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Fic. 1.2 — Reconstruction d'un smile de volatilité implicite avec un modele
exponentielle-Lévy avec 'algorithme décrit dans le Chapitre 5.
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Premiere partie

Calibration de modeles de
diffusion
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Chapitre 2

Homogénéisation d’une équation
parabolique et application a
I’équation de Dupire

Dans ce chapitre nous étudions un probleme d’estimation de vitesse de conver-
gence dans I’homogénéisation d’une équation parabolique qui fait intervenir un pas-
sage a la limite dans le coefficient de diffusion. Nous appliquons le résultat a I’étude
de la stabilité des prix d’options par rapport aux erreurs d’estimation de volatilité
dans un modele de diffusion.

2.1 Introduction

Nous nous placons dans ce chapitre dans un cadre ou la dynamique d’un actif
sous-jacent est donnée par une diffusion :

dSt = Stutdt + Sto'(t, St)th

paramétrisée par une fonction de volatilité locale o : [0,7]%]0, 00[—]0, Opmax|, la
valeur C(T, K) d’une option call européenne de maturité T et prix d’exercice K
vérifie I'équation de Dupire [34] :

T

aCc 02(€7K) KQ% — TK% V(T, K) e]omiam] X Riki—
C0,K) =(S—K). VK € R,

Cette équation permet en théorie de retrouver la volatilité locale o (., .) & partir d’une
nappe de prix d’options (T, K) — C(T, K) observée pour un continuum de valeurs
(T, K) : c’est la formule de Dupire, déja mentionnée dans le chapitre 1 :

(T K) \/2(0T+rKcK) 1)
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Mais ces observations sont en fait données sous forme d’une paire de prix —prix de
vente et prix d’achat— pour chaque option. Il est alors usuel de prendre la moyenne
arithmétique des deux comme input de la procédure de calibration, mais ce choix
est arbitraire et, intuitivement, d’autres choix dans la fourchette ne devraient pas
conduire a des solutions tres différentes.

De plus, en pratique, on dispose d'un nombre fini d’options [C°(T}, K;)]; ; pour
différentes maturités 7; et prix d’exercice K. Il est fréquent dans ce cas d’avoir
recours a une procédure de lissage ou d’interpolation de la surface de volatilité im-
plicite, pour obtenir une nappe continue et réguliere C' (T, K) alaquelle on appliquera
par exemple la formule de Dupire ou une méthode de reconstruction paramétrique
de la volatilité locale o(.,.).

Pour ces raisons —non-unicité du prix, lissage ou interpolation— la nappe de prix
C (T, K) sur laquelle on base I'estimation de la volatilité n’est pas une observation
‘exacte’ mais bien une reconstruction. Donc, méme dans le cas théorique ot les prix
d’options observées proviennent d’'un modele de diffusion, la nappe reconstituée
C (T, K) peut étre différente de la nappe de prix théorique C(T, K) calculée a partir
de ce modele de diffusion. La différence entre le prix théorique C(T, K) et la nappe
de prix C (T, K) reconstituée par lissage/interpolation peut avoir une dépendance
complexe en (T, K), selon le nombre de prix observés en input, 'ampleur de la
fourchette bid-ask (qui représente la différence entre le prix d’achat (bid) et le prix
de vente (ask)) et la méthode de lissage utilisée.

Quelle que soit la méthode de reconstruction de la fonction de volatilité locale
—lissage suivi de la formule de Dupire ou bien utilisation d’un algorithme d’opti-
misation [6, 29]- le résultat de la procédure de calibration ne sera pas égale a o
mais sera un estimateur (.,.) qui, dans le meilleur des cas, sera 'proche’ de of(.,.).
Nous allons modéliser cette différence comme un bruit £(.,.) qui a une structure
spatio-temporelle, c’est-a dire un champ aléatoire, défini sur un espace de probabi-
lité auxiliaire (F, &, P) représentant “ l'erreur d’observation” ou, plus précisément,
I’erreur de reconstruction de la nappe des prix d’options :

5(t,5) = o(t, S) + (. S)

Nous allons noter d 'ampleur de ce bruit, qui peut étre quantifiée par une norme
appropriée (L; ou Ly par exemple) du champ aléatoire £(., .). Notons génériquement
0 la norme de ce bruit.

L’estimateur (., .) de fonction de volatilité locale est ensuite utilisée pour évaluer
d’autres types d’options. Par exemple pour évaluer la valeur d'une option put a
barriere, de prix d’exercice K et de barriere H, on résout :

052 L

O 4SOl 4 CLALI G2 B8 —yp(t,S)  sur [0,7]x]0, H]
P(T,S) =(K—S), P(T,H)=0

Cette solution dépend naturellement de l'estimateur d(.,.) et I'erreur d’estimation
sur (.,.) va influencer la précision de P(t,S). Dans ce chapitre nous analysons
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I'influence de ces erreurs d’estimation de la volatilité locale sur la précision du calcul
des prix d’options.

D’abord, nous étudions cette question dans un cas général : nous donnons des
conditions sur un estimateur 4 (., .), modélisée comme une suite de champs aléatoires,
sous lesquelles les prix P (t,S) des options Européennes ou barrieres calculés avec &
convergent vers ceux calculés avec o(.,.). Sous ces hypothéses, nous montrerons une
relation entre la vitesse de convergence locale de la solutions en fonction de (7', K)
et la vitesse de convergence locale de (., .).

Ces résultats généraux sont ensuite illustrés dans le cas des procédures cou-
rantes d’estimation de la volatilité locale, notamment la formule de Dupire. Une
méthode consiste a utiliser des différences finies pour 'approximation des dérivées
dans la formule de Dupire : nous montrons que dans ce cas, contrairement a une
idée naive, I'estimation optimale de la volatilité locale n’est pas obtenue en évaluant
des différences finies sur la grille d’observations la plus fine possible mais que la
grille doit étre choisie en fonction de la fourchette bid-ask . Sous cette condition
nous montrons la convergence de la volatilité locale ainsi que la convergence des prix
d’options calculées avec la volatilité estimée quand 6 — 0; nous donnons également
la vitesse de convergence de ces quantités en fonction de l'incertitude ¢ sur les obser-
vations du marché. Nous montrons enfin par des contre-exemples, sur des exemples
des modeles de diffusion, que si cette condition n’est pas respectée I'estimateur de
la volatilité locale n’est pas consistent.

2.2 Modele de diffusion

La premiere et la plus simple généralisation du modele du Black&Scholes est un
modele de diffusion, avec une volatilité déterministe non-constante qui dépende du
temps et du cours de sous-jacent donnée par :

St

d_St =
{ St ~ gtdt + O'(t, St)th (22)

ou (p4): est un processus positif, et o est une fonction positive.
La valeur d’une option call européenne de maturité 1" et prix d’exercice K est donnée
par :

C(S,t; K,T) = e " TV EP[(Sp — K), /S, = S]
ou P est la probabilité risque-neutre sous laquelle ’évolution de ’actif est donné par
ds,
—L = rdt + o (S, t)dW,.

St
Comme dans le cas de la volatilité constante, a partir de la formule d’It6 , on montre

que le prix d'une option européenne de maturité 7; et de prix d’exercice K, dont
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I’action sous-jacente suit le modele de diffusion est solution de 'EDP suivante :

0_2 ,S 2 .
S Al B

O(T, ST, K;) = (S—K)): (2:3)

Cette équation admet une unique solution C(t,S,0(.,.),T;, K;) pour toute o €
Mg ={0:0 < o(x,t) < A} [40].

On peut résoudre ce type d’équations par des méthodes numériques classiques
(éléments finis, différences finies) ou par des méthodes de simulation (Monte Carlo,
quasi Monte Carlo) [32]. Dans la partie numérique de ce travail, on va utiliser la
méthode des différences finies pour la résolution des EDP.

2.2.1 Equation de Dupire

L’usage de ces modeles de diffusion par les marchés d’options est en fait d’ex-

ploiter la relation entre prix et volatilité pour extraire une information implicite sur
la volatilité a partir des prix du marché. On ne dispose pas en pratique des pa-
rametres du modele (dans ce cas : la fonction de volatilité) mais des prix d’options
call C(T, K).
La calibration des processus de diffusion consiste alors a identifier cette fonction de
volatilité o(T, K) a partir d'une observation partielle de la solution C'(K,T); ty-
piquement un nombre fini d’options. L’équation de Dupire pour les options call
européennes [34], qui peut étre interprétée comme le systeme adjoint de 'EDP
généralisé de Black&Scholes (2.3) est donnée par :

OT :%O'z(K,T)K2OKK—T’KCK
(2.4)
C(So, to; K, to) = (S0 — K)+

En isolant le terme de volatilité, on peut déduire la formule de Dupire qui détermine
la fonction de volatilité locale compatible avec les prix des calls donnés par :

CT+TKCK
K2CKK

La formule de Dupire a le mérite de démontrer que, dans le cas ot nous observons un
prix unique pour des calls/put pour un continuum de prix d’exercice et de maturités,
il y a une unique fonction de volatilité locale qui est déterminée par ces prix. On
remarque que l’expression de Dupire (2.5) est écrite sous forme des dérivées de prix
des options qui sont tres sensibles aux petites perturbations des prix observés, ce
qui rend cette expression instable.

On peut aussi exprimer 1’équation de Dupire dans le langage de la volatilité
implicite Black& Scholes (T, K), définie pour (T, K) fixes et pour une observation
C(to, S; T, K) par

C(to, S;T, K) = CP%(ty,S; T, K, %(T, K))

o} (K,T) =2 (2.5)
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5.

2
F1G. 2.1 — Sensibilité de W(T’ x) par rapport au bruit d’observations. A gauche :
T

la dérivée seconde en K d’une nappe de prix Black-Scholes avec o = .4. A droite :
la méme dérivée seconde pour la nappe lorsqu’on y ajoute une perturbation relative

de .5%

I’EDP de Dupire en terme de volatilité implicite est une EDP parabolique non
linéaire qui lie la volatilité locale a la volatilité implicite [10] :

2788, + X2+ 0z, 7) (1 —2 32 )= o*(2,7) TEZ,+30%(e,7)T?E2E2 =0

: 1 1 ds
hl% Z(Z’, 7_) - fO o(sz,0)

T

(2.6)

K
aveclen(g)erTetT:T—t.

2.2.2 Calibration sur des données bruitées et incompletes

Comme nous 'avons remarqué, la formule de Dupire (2.5) nécessite la disponi-
bilité de prix (uniques) de calls pour toutes maturités 7' et tous les prix d’exercice
K. Mais en pratique nous disposons d’un nombre fini de calls {C*(T;, K;) }iez, dont
les prix sont connus a une fourchette bid-ask  pres :

E|C(T;, K;) — CX(T;, Ki)| < 6

e On estime souvent la volatilité locale en appliquant la formule de Dupire a partir
d’une interpolation des C?(K;, T;).

5 5
2 o (K T) + 1K G5 (K, Th)
(U ) (KZ?ZTZ) - 2 28205
K} 55 (K, Th)
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e Une fois quon a déterminé o°(.,.), on l'utilise pour calculer la valeur P°(.,.)
d’une option Européenne de flux terminal h(K), en résolvant :
op° _ (02 (KT) 7-20%P0 op?
or = g — TR Sk
P’(to, K) = h(K)

ol a barriere en résolvant un systeme de méme type avec conditions au bords.

La question, que nous allons traiter dans ce chapitre, est de quantifier I'impact
de Perreur d’estimation de o sur le calcul de P(S,t).

Plus généralement on peut traiter cette question pour d’autres estimateurs 6°(¢, S)
de la volatilité locale : pour calculer la valeur des options dont le sous-jacent suit
le modele de diffusion, il faut connaitre la fonction de volatilité locale o(¢, S) : elle
n’est pas directement observée mais doit étre estimée a partir d’observations. Soit
c%(t,S) un tel estimateur, avec une précision . Voici quelques questions pertinentes
que nous allons traiter :

1. La précision n’est pas uniforme en (7', K') : pour K loin de la monnaie, les ob-
servations sont rares et la précision faible. Comment faut il définir la précision
et la convergence des estimateurs ?

2. Si 6°(.,.) converge vers o(.,.), les prix d’options (Européennes, barrieres) cal-
culés avec 6° convergent-ils vers ceux calculés avec o ?

3. Que peut-on dire de I'impact de l'erreur sur o sur les prix (vitesse de conver-
gence) 7

4. Peut on analyser I'impact de ces erreurs d’estimation sur les prix d’option cal-
culés avec la volatilité estimée o(.,.) en estimant une vitesse de convergence ?

5. Comment se comportent ces estimations dans le cas des méthodes usuelles de
calibration, comme les méthodes basées sur la formule de Dupire ?

2.2.3 Changement de variable

Afin d’obtenir une EDP avec coefficients et solution bornés, on effectue d’abord
un changement de variable logarithmique (7', K') — (7, z). On pose

K
len(§)+r7 =T —1t et v(1,x) =exp{—Vx%+ 1} u(r,x)

avec Ay
u(r,z) = "C(K,T)/S ; a(r,z)= %
alors v(7, ) est solution de ’équation suivante :
v 0*v v i}
5 = a(r, a:){% - b(x)% +c(x)v} V (1,2) € RY X R 2
v(0,2) = vo(x) V x€eR
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v
et que w(7,x) = — est solution de

ox
2_1: = a(r, g;)a_w + by (T, x)g—f + (1, 2)w + d(T, x)v
(2.8)
w(z,0) = wo(w)
\ o 2x _ — L z? — z

ou b(ﬂ?) — m 1 ) C(x) (1+x2)% + 1+(EQ \/(1_’_12)

bi(7,2) = (b(e) + 53(7,2) , e(r,@) = G (r, @) + §(@) +c(2) et d(r,2) = Gi(r,0) +

5e ()

aamt

On remarque que si | 24240 |< X alors Vo € R on a :

ob Oc
= =<
o) | Jel) | 1o X<

Vg = exp{—\/ x2 + 1}(1 — ex)+ € CO(R) et Wo € CO(R*)

ou Cy(R) représente 'ensemble des fonctions continues qui converge vers zeros a
I'infini.

Dans la section suivante nous allons étudier le passage a la limite dans le coeffi-
cient de diffusion af(.,.) pour des équations de type (2.7) et (2.8) .

2.3 Homogénéisation d’une équation parabolique :
estimation de vitesse de convergence

On considere la solution de

- b(x>—x +c(z)v"} v™(0,x) = vo(x) (2.9)

ou {a"(z,t,w)},=12,. est une suite de champs aléatoires qui converge vers une limite
a(z,t) & une certaine vitesse locale. On étudie alors la vitesse de convergence de v™
vers la solution v de

ov 0*v Ov
5 = a(x, t){w + b(x)% +c(x)v} v(0,2) = vo(x)

en fonction de la vitesse de convergence de a"(t,x) vers a(t, z).

Sur le plan mathématique il s’agit d’estimer une vitesse de convergence dans
un probleme d’homogénéisation d'une EDP parabolique a coefficients aléatoires, qui
consiste a étudier la stabilité de la solution (qui est le prix de I'option) lorsqu’on
dispose d’une suite d’estimateurs (entachés d’erreur d’observation donc aléatoires)
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pour le coefficient de diffusion o2(¢, z). Ce probleme a été traité dans la littérature
(voir notamment [55]) mais souvent dans le cas ou I’équation limite est d’un ordre
inférieur (méthode de viscosité evanescente) ou bien lorsque les coefficients possedent
une structure spatiale (périodique, ergodique,...). Ici notre probléeme est différent :
I’équation est linéaire et ne possede pas de structure particuliere mais nous souhai-
tons obtenir une estimation de la vitesse de convergence, pas seulement identifier la
limite.

2.3.1 Convergence de champs aléatoires

Considérons un espace de probabilité auxiliaire (E, &, P) représentant 1’ erreur
d’estimation” ou l'erreur de reconstruction des coefficients de 'EDP. Un champ
aléatoire sur [0, T] x R est défini comme une fonction mesurable

a:Qx[0,T]xR—R

et modélise une fonction aléatoire définie sur [0,77] x R.

Afin de donner un cadre mathématique précis au probleme décrit ci-dessus on va
introduire une notion de convergence locale de champs aléatoires, utilisé dans [49]
sous le nom de well-mizing.

Introduisons un pavage de I'espace en une suite imbriquée d’intervalles

Bp.=12""2z2""(z+1)]
Ici z € Z représente la localisation d’un intervalle et m € N son échelle.

Définition 2.3.1.1 (Convergence locale d’une suite de champs aléatoires)
Soit a : R x Ry une fonction mesurable donnée et q(m,n), ,>1 une suite réelle po-
sitive avec

Vm e N* g(m,n) — 0.

n—~o0

On dira qu’une suite de fonctions aléatoires {a™(x,t)}n>0 converge localement vers
a a la vitesse q(m,n) si, pour tout m > 1,

1
sup E a" —a) dx
(z,n)EZXN q(m> n) ‘ B,z ( ) |}

est bornée uniformément en t, ot B, , = [27™2,27™(z+ 1)[.

Cela signifie que a™ — a lorsque n — oo a la vitesse g(m, n) localement sur B,, . .
Commencons d’abord par remarquer qu’une suite déterministe de fonctions a”(., .)
qui converge vers af.,.) dans L uniformément en ¢ € [0, 7] alors elle converge lo-
calement vers a dans le sens de notre définition a la vitesse
27™(z+1)
q(m,n) = | (a" —a)l

2—mz
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Exemple 2.3.1.1 Soit &, . une famille de variables aléatoires indépendantes, qui
représente lincertitude sur les observations situées dans l'intervalle By, . Si on pose
pourn € Z :

a"(x,t) = a(x,t) + &, . 1p, . (v)

alors pour n > m

(CLn(JI, t) - CL([E, t))le,z = gn 1Bm,z < Z gn,i
ce qui donne, pour m € N et z € Z ;

E| (a"(z,t) —a(z,t))dx| < E|E, .|2"™ (2.10)
Bm,z

Si on suppose alors que E|E,| < 273", alors on obtient

[g(m,n)]"! E i (a"(z,t) — a(z, t))dz] < 27"

avec  q(m,n)=2""*" (2.11)

ce qui montre que (a™) est converge localement vers a a la vitesse 27",

2.3.2 Vitesse de convergence de la solution

On considere maintenant les EDP suivantes a coefficients aléatoires :

" o™ .
e + b(z)—=— + c(x)v"}

0 m r,w) = a"(x,t,w
Z otz w) (z,t,w){ O (2.12)

ot
v"(x,0) = wo(x)
et
0%v ov

0
av(@z) = a(x,t) {@ + b(a:)% el (2.13)

v(z,0) = wvo(x)
ou vy € Co(R) et (m)n converge localement —dans le sens de la définition

2.3.1.1- vers @ avec une vitesse g(m,n). L’existence et la croissance de la solu-

tion des systemes précédents est expliquée dans la démonstration du lemme (2.3.1)
suivant.

Lemme 2.3.1 Soitv(z,t) solution du systéme (2.13) avec b, ¢ des fonctions bornées.
Supposons de plus que

3 A>1 telleques|a(z,t)| < A et

<A

da(z,t)
oz
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Alors Je¢>0 tellequesi|x—y|<1 et t<1 ona:

[

| o(t) — v(y, 1) |< 'gjt;f'ax)

avec ¢ € LY(R) N L3(R) et a décroissance exponentielle.

Remarque 2.3.2.1 Notons que ce résultat ne nécessite pas que le coefficient de
diffusion soit “non-dégénéré” : on a besoin d’une borne supérieure pour la volatilité
mazis elle peut étre arbitrairement proche de zéro.

Démonstration 2.3.1

v 0% v
5 = a(x,t){w + b(x)% + c(x)v}

0 ov da ., v
9 fala, )50} + fab(a) — 9912 + ac(a)y

Les coefficients b et ¢ de l'équation (2.13) sont bornés et a € L} (R) donc pour
r,y € Rett >7 > 0. D'apres [5] la solution fondamentale K(z,y,t,T) satisfait
l"inégalité suivante :

Vi — (t )
ou C dépendent seulement de \.

D’apres le lemme de Krylov [47, p. 183], si |v —y| <Vt

K(z,y,t,7) < } pour |z—y|<1 et t<1

_ya
(et — o <222 G )
t3 (el <vis<t)

ot v et C' ne dépend pas du coefficient de diffusion af.,.).
Soit (x,y) tel que |x —y| < 1, on note par N = [‘x—\;zy‘] + 1, alors

o(z, 1) = v(y,1)|

]_ _
N U
(M)a
<ON-E sup {lo(z 9)}
2 {(z,8);]z2—x|<|y—a|,s<t}
_ ontelr oyl sip {Ju(z8)]}

fe3
U2 {(z9)i]z—a|<|y—zl,s<t}
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S ONl—oz‘x _ay| C(x)

t2
ot
o) = s ([ )R (.0.5)ldy) 219
{(2,8);]z—=|<1,s<1}

et

|—yW B
[v(z,t) —v(y, 1) < C{ +2 7 }C(w)

ce qui prouve le lemme puisque ¢ € Ll(R) NL?(R) est a décroissance exponentielle.

La solution de (2.13) est dans C*(R% x R). Pour traiter le probléme de ’éventuelle
non-régularité de la solution a l'origine, on étudiera la solution sur un intervalle
e, T[xR. En profitant de l'unicité de solution pour le systéme (2.13) on déduit que
la solution réguliere sur [e, T[x R converge vers la solution sur [0,T] x R. On va uti-
liser cette méthode, pour montrer certaines propriétées de la solution v(t,x) lorsque
e — 0.

Lemme 2.3.2 Si on suppose de plus que le coefficient de diffusion a(x,t) satisfait :

—%((tt;)) <A (2.15)

0
alors — vérifie le résultat du lemme (2.3.1).

ot
Démonstration 2.3.2 Soit 0 < ¢ << 1, pour (t,xz) € [e,T] x R On note par

0
Vi(t,z) = a—:(t, x) alors elle est solution de :

LI ){a Y4 b(2) 25 4 ()i} + %Vlv(t,x) €le,T] xR

Vi(z,e) = L(ve)(z,¢e) € Co¥Vxr € R
. s o 0% 0.
ou L(.) est Uopérateur défini par : L(.) = a(t, x){ﬁ} + b(x)a— + c(z).
x x
Avec Uhypothese (2.15) sur a(x,t), tous les coefficients de cette EDP sont bornés et

le terme de diffusion reste le méme que le systeme pour v, par suite Vi vérifie le
résultat du (2.3.1). Pour |z —y|<lete<t<1lona:

2010~ Wpa)) < W (216

t2

ot £ € LY(R) N L*(R) est a décroissance exponentielle.
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Soient 0 < e < T et pour (t,z) € [¢,T] x R, v™*(t, x) solution de

872;6 =a"(x,t) {88952 + b(x ) +c(x)v"’5} o1
2.17
Ve (x,e) = o"(x,€)
donc L 52 5
Ve e e o
mw(%ﬂ = {W + b(z) o7 + c(z)v™}
et v(z,t) solution de (2.13) vérifie
1 Ov v ov
(1) E(% t) = {w + b(x)a—x + c(x)v}
alors, V[t,z] € [¢,T] x Ron a:
v—p™E) 2 (p—v™E v—p™E n,e
a"(lac,t) A o (T,1) = {a (8902 ) +b(x)a( oz : te(z)(v = v} (2.18)

1 1 ov
+ en ~wwo e

On multiplie (2.18) par 2(v — v™*)(t,z) et on integre sur [e,t] X R;

// ) U_: )Q(x,s)dxds

_ O (v — v™) O — v™) ne ne
_/E/R(Tjtb(a:)Tjtc(x)(v—v ))2(v — v™°)dxds

/ / L ))g;’( 92(0 — v")dads

: / / 82(08_ - >(v —v"™)dwds = / / V2dxds < 0
: / / A Uw) + c(z) (v — v™)) (v — v"%)(z, s)dzds < 0
Donc

1 v
nE < _ _ e
/|v (x,t)dx C// (2 3) ))83( s) (v —v™®)dzds

v
puisque — vérifie le résultat du lemme (2.3.1), On peut alors donner une majoration

ot
36



1
du terme a droite en fonction de vitesse de convergence de — vers %

A partir du lemme (2.3.1), et si |z —y [<7r et z yEBCR on a:

| %(x,S)[v(s,x) — o™ (s, )] — %(yv s)o(s,y) —v™(s, )] |

ov ov

< ols,2) — 07 (s, 2] 90 2, ) — o, 4) — 0 (s, ) oo, ) |

100, 0) — 05, o, 5) — s, )~ v”vﬁ(s,yn%m |

< o(s,2) — o(s. y>1§” (2,5) — [0"5(5,2) = 0"(5,)] (. 5) |
v v

o) =Gl ) =5l

<C SupxeB{C( )}

ol ( est une fonction a décroissance exponentlelle.
On décompose R = U,czB,, . et on prend un point y,, .de chaque intervalle B,, , :

E{[pv(t,z) —v™(t,x,w)*dz} <X, f Emez Sy Ym.z) — V(S Ym.»)]
(2.19)

(an(lx,s) — a(;s))%(s,ymz)da:ds +C’EzﬁQ‘ClmsupxeBm’Z{C(:ﬁ)}

Proposition 2.3.2.1 Soient v(z,t) et v™(x,t) solutions respectives de (2.13) et
(2.12) avec b et ¢ bornés a qui vérifie les conditions du lemme (2.3.1) et vy €
Co. On suppose que {—+— n( o) tn converge localement vers a(; o) a la vitesse q(m,n)

uniformément en t. On a alors pour tout compact K C R :

E{/ | v, ) —v"(@,t) [P doy < C(K)[r2" g(m,n) + 227"
K
pour toute m € Z ett € R,.

De plus 3mg € N telle que pour m > my,

(127 Yq(m,n) + 2279 — 0

n—oo

donc v"(.,t) — v(.,t) dans Ly(K) uniformément en t.

Démonstration :
Soient v, v™ et v™° solutions respectives de (2.13), (2.12) et (2.17) alors :
Ve 10,T],t € [e,T] et K compact de R on a :

v = 0"l 20y (8) < o = 0™ L2 () + ([0 = 0" | L2a) (£)
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D’apres [5],

(L 7) = / oy, e) K™ (2,y,t,)dy et o (t,x) = / (. &) K, y, 1, )dy
R

R
par suite
0™ (t, ) — " (t, x)| < /[v(y, e) —v"(y,e)|K™(x,y,t, e)dy
R
or
y — K"(z,y,t,7) € L*(K)
et
lir% v(x,e) = lim._ogv"(z,€) = vo(x)
donc

y_{% 0™ —v™|| 2(ry () = 0

Maintenant, on revient au calcul de ||[v — v™%||z2(x)(t), il est clair qu'a partir de
(2.19), on peut écrire :

E{/K [v(t, x) — v™(t, 2, w)]|*dx}

! ov
< Z Z ‘ E[U(s7 ym,z) - Un’g(sa ym,z)]%(& ym,z)

Z€Z 2-mzeB13iNK ¥ ¢

1 1
/B (= —=)dx [ ds+ CEEGZEQ—szBLgﬂKt%2_ClmsqueBm,zﬂK{<(x)}

n
2K a a

t
< CEEEZsusz*szB(LZ)OK / E{[U - Un’a](‘s? Ym,z, U))
0

ov 1 1
a_(saym,z) ‘ n -
s Bmonk  @(x,8) a(z,s)

Ydz |}ds

1
+CZZ€ZE2*T”Z€Bl,5ﬂKt§ 2_61mSUPx€Bm,z {C(l‘)}

t
m— n,e dv
< 022622( l)sup(z,2—mzeBl,2ﬂK)/ E{[U(Sa ym,z) — v (87 ym,z>w)]%(sa ym,z)
0

| (— 1 ds} Stz sup {C(a))

B, -NK a"(x, S, U)) CL(ZL’, 8) z€By :NK

t 1 1
< O%cp2m ! / sip {Cms)} swp E| [ (= - )dx |ds
0

2maeB, 2-mzeB, B, a"(z,s5,w) a(z,s)
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+O:42279™ sup {C(z)}

IEEBLZ'
— 1 1 lo—eim
< O¥:2™ 1 sup {C(Ym,2) } sup{ £ | (—n — —)dx [ }H+CEst227 " supyep, {((x)}
2""26315 z Bm,z a a
m—1 1 1 lo—cim
< C2™ tsup E | (— — —)dx | +Ct227%
2 B a” a

Par conséquent ,on a :

B [ Jutt.) - u(t00) P
K
< C[t2"  q(m,n) + t227™

ce qui montre le résultat demandé, lorsque ¢ — 0.

Ce résultat s’applique a 1’équation de Dupire en coordonnées logarithmiques
(2.8). Nous voyons donc que l'erreur résultant sur les prix d’options est de 'ordre
de l'erreur d’estimation sur l'inverse du carré de la volatilité 1/o(t,x)?.

On peut montrer aussi la convergence de u dans un espace de Sobolev (ex. H') en
ajoutant d’autres hypotheses sur le coefficient de diffusion a. Par exemple pour avoir

?(x,t}, il suffit d’ajouter
x

le méme résultat de convergence pour la fonction w =

I’hypothese
A <a(xt) <\ (2.20)

Alors la convergence dans la Proposition (2.3.2.1) a lieu dans I'espace H'(K), Notons
que cette hypothese de non-dégénérescence (2.20) est seulement utilisée ici pour la
convergence des dérivées de la solution et pas pour la convergence de la solution
elle-méme.

Proposition 2.3.2.2 Soient {a"(z,t,w)}, une suite de fonction aléatoire qui sa-
tisfait auzx hypothéses (2.15 et 2.20). Alors si ain converge localement vers é a la
vitesse q(m,n) on aura

Vt €10, Tonae] Ello"(2.1) — v(, )l miaey < Cla(m,n) + 12" g(m, n) + £4/2273.21)

ov
Démonstration 2.3.3 w(t,z) = a—(x,t) est solution de :
x
2
%—T = a(z, t){gTZ’ + by (z, t)f;—;’ﬂJ + c(z, t)w} + dy(z, t)v(z, t)
w(0,2) = wp(x)
Avec les coefficients by, ¢y et dy s’écrivent en fonction des coefficients a,b et ¢ et on
vérifie qu’ils sont bornés. On fait U’hypothése que la suite ain est Well-mizing de
moyenne é et de vitesse de convergence q(m,n), et puisque la fonction a(x,t) est
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bornée alors la fonction a™(x,t) est aussi well-mizing de moyenne a(x,t) et de vi-
tesse de convergence q(m,n).

Par suite si on note par w"(z,t) = 22 et f"(z,t) = w"(z,t) —w(z,t), alors f"(z,t)
est solution de I’EDP parabolique avec terme source et condition initiale nulle sui-

vante :

UL = a (G5 + b, )9 + e )"} + di () (0" (@, ) — v(x, 1))

Ha™(@,t) — a(a, ) { LY + by(2) 22 + ¢1(z)w}
10,2) =0

Ora™ et a vérifient ’hypothese (2.20), alors ain est well-mixing de moyenne é donne
la convergence dans L*(K) de a} vers a; , par suite :

Ellf* 2y = Ellw" — w||r2xy < CrE||a} — a1 p2(x) + CoE|[v"™ — v||p2(x)

< C[q(m; n) + t2m_1q(m’ n) + t1/22—clm]
" 0
Ce qui montre lo convergence Lz(K) de aL Vers v pour tout compact K. On en
49

or

déduit la convergence de v™(x,t) vers v(x,t) dans H'(K).
Remarque 2.3.2.2 Les convergences dans les propositions (2.3.2.1 et 2.5.2.2) sont

pour t fize et pour tout m € N.
Soit € > 0 alors Img € N tel que pour m > myg, t1/?2-m < 5 et dng > 0 tel que

Vn > ng,t 2™ g(m,n) <

DN ™

ce qui montre que l'erreur d’estimation sur la solution de I’EDP est inférieure a .

2.4 Application a la formule de Dupire

Nous allons appliquer maintenant les résultats ci-dessus a une classe souvent
utilisée d’estimateurs de fonctions de volatilité, donnée par la formule de Dupire
[34] décrite dans la Section 2.2.

2.4.1 Convergence de la volatilité de Dupire :
On a supposé que;

o?(K,t) da(z,t)

ozr

2
= K 90*(K,1) <
2 oK

A > 1 telle que a(z,t) = <Xet |
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D’apres la formule de Dupire (2.5) la volatilité locale est donnée par ’expression

suivante :
du

or
alx;, ;) = T, T; 2.22
( ) % + b(xi)% + c(a:l)u( ) ( )

Puisque les données du marché sont discretes et les z; = ln(%) sont bornés, il faut

donc localiser le systeme sur Uintervalle [xo, z,] ; que 'on suppose égal a [—k, k] .

2.4.2 Localisation du systeme

On peut définir la fonction de volatilité a partir des observations qui sont données
que sur un intervalle [—x, k] , donc soit v, solution du systeme suivant :

P(wt) = alw, ){ 55 +b(x)5e + c(w)v}(x,1) V(x,t) € [=k, k]x]0,T]
v(—k,t) = v(k,t) = f(t) Vitelo,T)
(x,0) vo(z) vV z € [—kK, K]

(2.23)

Proposition 2.4.2.1 Soient v et v, solutions respectives de (2.13) et (2.23) avec
vg € Cy ,alors;

[0(t, 2) — vx(t, 2)| < Cllvgllee exp{—c(r — |z[)}

pour tout © € [—kK, K| ou C est une constante qui dépend que de t et vy.

2.4.3 Estimation de la volatilité par interpolation linéaire a
partir de la formule de Dupire

On pose At =max{t;s1 —t;} et Az =max{z;1 —z;}

Pour
T E]in, xi—i—l] et ¢ G]t]’, tj+1]
on définit ;
5 VOt Tiga) — 00t i) | 00 (Ljen, ) — 0 (85, @)
(f)(z,t) = ( + )
2(tj1 — t)) 2(tj1 —t5)
et

(") (z, 1) = (U6($i+1,tj+1) + 0 (@1, 1) — 20° (3, ]+1))+
4(xz+1 x2)2
(,Ué(xi-i—la t;) + v (zio1,t;) — 20(x;, tj))
(i — x3)?
ot v°(z;, t;) sont les prix observés pour des maturités ¢; et des log-strikes z;, avec
E(eij) = E|v°(xi,t;) —v(m;, t;)] < 6 olt § peut étre interprété comme étant la four-
chette bid-ask.
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Et on définit aussi :

x vt i) — vty wga) | ot m) — oty T)
flemt)={ 2(tjr1 — 1) 2t — 1) )

et

0(Tig1, L) +o(wi1, b)) — 2v(, tj+1))+(v(17i+1’ tj) +v(xi1,t;) — 2v(w;, tj))

glw,t) = ( U xiqq — ;)2 A i1 — 24)?

ou v(x;,t;) est le prix d’une option Européenne pour une maturité ¢; et un log-strike
;.

On a alors
5 = )
s (Pt~ flan) <€
(tvx)e]07T]><[_“7N]
et
swp 10— gl )] < O
(t,2)€]0,T] x [~k ] (Az)

Ces estimations peuvent étre comprises soit comme des estimations déterministes
soit au sens presque-sur (par rapport a la distribution de I'erreur d’estimation P).

Si on note alors par a(x,t) estimation de 0?(K,T) obtenue en combinant ces
approximations de différences finies et la formule de Dupire mais a partir des obser-
vations bruitées v°(z;,t;) on a

a’(z,t) = (@ ?) et a(z,t) =

5
9°(z, 1)
La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour qu’'un tel estimateur
de volatilité conduise a des approximations localement convergentes pour les prix
d’options, et donne une vitesse locale de convergence dans ce cas :

(2.24)

Proposition 2.4.3.1 (Convergence locale de I’estimateur de Dupire) Soita’(x,t)

Pestimateur de la fonction volatilité locale donné par 2.24. Si Ax ~ (25)§, At ~ 42

alors
1

{a5(x, t) Yo

converge localement vers
a(x,t)

a la vitesse q(m, ) = 8% indépendant de m € N.

Démonstration En utilisant un développement de Taylor pour les approximations
de différences finies sur la grille (z;,t;) on vérifie que :

Vo € [—k, k] et Vit e[0,T]
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on a :

| %(m,t} — f(z,t) |< C[Az 4+ At]
| (% + b(x)% + c(x)v)(z,t) — g(z,t) |< C [Az + At

Par suite , on a;

1 1
J— < . .
| i@ ) a(z,f) < Ci(\C) [Ax+ At ;Vz € [—k,k] et Yt €[0,T]

et
| S \<C5[L+L] Vo€ [—k,k], VEe[0,T] et 6>0
a(z,t)  al@t) = OIAE T Ag2l TR ! 2
Ce qui donne
1 1 1 1
E - < — +—)+ AL+ A
‘a‘;(x,t) a(x,t)‘_c[d(At+Ax2)+ t+Az]

Donc si la fonction d’observation C(u(z, t)) = u’(z;,1;) est telle que, Az ~ (20)3 et
At ~ 5%, on aura donc;

1 1 1
o <
a’(z,t)  alz,t)
C’est a dire;
1 1
{———=1}s converge localement vers

ad(z,t) a(x,t)

a la vitesse g(m,d) = d1.

2.4.4 Impact de ’estimation de la volatilité sur les prix des
options

On définit  v°(z,t) comme solution de :

%( 1) = a’(x,t) ;;; + b(x)% + c(z)v° Y, t) V(z,t) € [—k, k][0, T]
v (=k,t) = g(t) v (k1) = f(t Vtel0,T]
v2(x,0) = vo(x) V x € [—K, K]

ou f et g sont deux fonctions dérivables sur [0, 7]
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Proposition 2.4.4.1 Soit v.(z,t) et vo(x,t) solution de (2.23) et (2.25) telle
que

1
5y converge localement vers
)
ad(x,t) (:E t) a(x,t)

sur [—k, K|, uniformément de t € [0,T] a la vitesse g(m,d) alors on a :

slf " (2, 1) — vale, t) Pda]

K

=F [/_ﬁ exp(=2 | @ |) | w'(w,t) = u(w, t) Pda] < C[e27 q(m. ) +12 27"

ou
u(z,t) = C([g’ H avec T = 111(5)

Preuve C’est la méme démonstration que celle de la proposition (2.3.2.1) en pre-
nant K = [—k, k.

Proposition 2.4.4.2 (Cas des options européennes)
Soient u et u’ solutions respectives de (2.13) et (2.17) ot les coefficients des
équations vérifient les hypotheses (2.4.4.1). Nous avons alors ['estimation suivante

m— lo—cim
E || (u—u’)(2,t) |7, resp(—2xhax) < C exp(—Bk) + C[t2™ q(m, §) 4 t2274™]

En particulier les priz d’options estimés convergent vers leurs valeurs théoriques a

la vitesse |
CeXp(_ﬂff) -+ inf C[tQm_lq(m7 5) + tiz—clm]

dans Lo(R,exp(—2 | x |)dx).

Démonstration :

| (uw—u’)(z,t) ||%L2(R),e:r:p(—2|x|)da:)§|| (u—u’)(x,t) ||(L2(R )exp(—2v/1727)dz)
=[| (v —v°)(x,1) ||(L2(R))
Par suite :
10 = ) 8) sy =l (0 = 0@ 8) a0 iotecsncy
+ 1 (0 =) (@, ) [IFr

Or d’apres le lemme(2.3.1) on a v,v° € Ly(R) donc

lim || (v = v") (@, ) 1T, - oo suls,too)= 0

K—-+00
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et
I (0= 0) (@, ) |2y <I (0 = 0a) (@) 1Rty 1T (s =00 (@5 8) 1, ()
+ || (v — ) (x, ) Lo ((rm))

orona: VY (z,t) €[—k,k]0,T]

|| (U - U,(v)(QE, t) ||L2([—"w'ﬂ§ Cexp (_5"{)
et
1 (0 = v2) (@) [|12(-nn < C exp (= 5k)

ou C est un parametre indépendant de k.
et d’apres la proposition (2.4.4.1);

- Lo—c1m
| (0 = 02) (@, 1) [P < ClHE2™ q(m, 6) 4 £227™)

ce qui termine la démonstration.

2.4.5 Estimation de ’erreur sur les options barrieres

Comme nous 'avons observé ci-dessus, la valeur d’une option a barriere est
solution d’un probleme parabolique avec condition au bord de Dirichlet. Par exemple
la valeur d’'une option d’achat de prix d’exercice K et barriere desactivante B est
solution de I"équation (2.27).

Le prix d’une option call a barriere de maturité T et prix d’exercice K est donné
par

Cy(t,8) = e " T VE[(Sy — K) 12,5 = 5] (2.26)

ol Qt = inf{s Z t/St g]L, U[}
Cy(., .) est solution de 'EDP parabolique suivante :

0Cy

% = 2,988 (1,8) € (0,T) x (U, L)
(T N =E-k). - Sel.L) (220

Si on effectue le changement de variable z = log(S/K), a(t,z) = o2(t,5)/2 et
u(t,z) = Cy(t, S)/K, alors u est solution de

= a(t,z){Z4% — %} (t,2) € (0,T) x (log(¥),log(L))
u(T, x) =(e"—1)4 z € (log(g),log(£)) (2.28)
u(t,r) =0 si z ¢ (log(g),log(&))



On applique alors la proposition précédente pour un intervalle de localisation |b, [[=
(ln(%), In %) et des conditions aux bords f = g = 0, on montre dans la proposition
suivante la convergence des prix des options a barriere.

Proposition 2.4.5.1 (Cas des options barricres) Soit a® la volatilité locale obtenue
en appliquant auz priz des calls la version différences finies de la formule de Dupire.
Sous les conditions de la Proposition 2.4.3.1 c’est-a-dire si Ax ~ (25)%, At ~ §2
alors la valeur u® d’une option barriére calculée avec la volatilité a® converge vers
sa valeur u calculée avec la volatilité a, et on a l’estimation suivante de ['impact de
Uerreur d’estimation sur le priz de ['option barriére :

4 2 1 —cy(—=An0 )
E | (u=u®)(@,0) [[{r,qoupy< C(12277 50707

Démonstration :

1
Si on prend m = [—At(i“—fcl)], alors 3(1 4+ ¢;)m < —Iné donc 20Fe)™ < §=3
D’ou d’apres la Proposition (2.4.4.1) on a :

n 1 _e[——Ins _
1 (= ™) (@, ) |,y cap(—2felyan) < ClE227 0T

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I'impact sur les prix d’options des erreurs
d’estimation de la fonction volatilité dans le cadre d’'un modele de diffusion. Sur
le plan mathématique il s’agit de 'estimation d’une vitesse de convergence locale
lorsqu’on passe a la limite dans le coefficient de diffusion d’'une EDP parabolique
sans structure spatiale particuliere (comme la périodicité) : il faut estimer la vitesse
de convergence de la solution étant donnée la vitesse de convergence des coefficients.
Nous avons d’abord montré un tel résultat pour une EDP parabolique générale (Pro-
position 2.3.2.1). Notre résultat, un peu surprenant a premiere vue, est que l'erreur
induite sur les prix d’options européennes est proportionnelle a I'erreur d’estimation
sur linverse 1/o(t, z) de la volatilité c’est a dire

1 1

5(t2)?  oft,z)

calculée au point (¢, x) correspondant aux caractéristiques de I'option. Les conditions
de ce théoreme sont faciles a vérifier pour les méthodes usuelles de ”calibration” de
la surface de volatilité locale.

Appliquant ce résultat a un estimateur particulier de volatilité, la formule de
Dupire, nous avons montré une condition suffisante pour la convergence de cet esti-
mateur de la volatilité locale qui garantit que les prix calculés avec cet estimateur

46



sont également convergents. Ce résultat montre que la vitesse optimale de conver-
gence est obtenue lorsque une relation est vérifiée entre la taille de la grille des
observations sur les options et la fourchettes bid-ask ¢. En particulier, il n’est pas
optimal d’utiliser des strikes / maturités trop rapprochés en présence de fourchette
bid-ask.

Ensuite, nous avons pu donner dans ce cas des estimations d’erreur sur les op-
tions barrieres et les options européennes calculés avec la volatilité de Dupire. Ces
estimations confirment 'intuition que l'erreur sur les prix d’options est loin d’étre
homogene en strike/sous-jacent et sa structure ’spatiale’ reflete la structure des er-
reurs d’estimation dans l'inverse de la volatilité au carré.
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Deuxieme partie

Estimation des parametres d’actifs
financiers a sauts par une méthode
numérique
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Chapitre 3

Modeles a sauts en finance

3.1 Introduction

Apres I'étude des modeles de diffusion dans la premiere partie de la these, nous
nous intéressons dans cette partie a une deuxieme extension du modele de Black-
Scholes, celle des modeles a sauts et plus particulierement les modeles basés sur les
processus de Lévy. La dynamique de ces modeles consiste d’ajouter a celle de Black-
Scholes un terme discontinu dont la présence se justifie aussi bien par la présence de
mouvements brusques dans les prix que par 'effet de smile de volatilité implicite qu’il
induit dans les prix d’options. Dans le chapitre 3, on rappelle quelques propriétés
des modeles d’évaluation “exponentielle — Lévy” et nous décrirons les méthodes de
calibration proposées pour ces modeles dans la littérature. Dans le chapitre 4, nous
exposerons une nouvelle approche pour la calibration d’un modele exponentielle
Lévy a un jeu de prix d’options, par régularisation de Tikhonov. Nous détaillerons
entre autres le choix du parametre de régularisation par le principe de Morozov, le
choix des espaces de minimisation, la méthode de calcul du gradient par équation
adjointe et nous discuterons la convergence de la solution du probleme régularisé.
Dans le chapitre 5 nous présenterons un algorithme numérique pour la calibration
des modeles avec sauts et nous testerons sa performance d’abord sur des données
simulées puis sur des données de marché d’options.

3.2 Modele exponentielle Lévy : équations Back-
ward et Forward

Considérons un espace de probabilité (€2, F, Q) que l'on fixe dans toute la suite.
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3.2.1 Processus de Lévy : Définitions et Propriétés

Un processus de Lévy [23] [56] X; est un processus stochastique a acroissements
indépendants et stationnaires qui est continu en probabilité tel que Xy = 0. Un
processus de Lévy est caractérisé par un triplet de parametres (v,0,v) : 0 > 0; est
la volatilité de la composante Brownienne de X;, v une constante réelle et v une
mesure positive sur R\ {0} qui satisfait aux conditions

/_11 2?v(dr) < oo ; /z>1 v(dx) < 0o (3.1)

v mesure l'intensité des sauts du processus X : VA C R\ {0}
1
v(A) = E[#{t € [0,1],t.q.AX; € A}] = TE[#{t €[0,T],t.qAX;, € A} (3.2

Le mouvement Brownien avec dérive est le seul processus de Lévy ayant des trajec-
toires continues.

La fonction caractéristique d’un processus de Lévy de parametres (v, o, v) est ¢
donnée par la représentation suivante, dite de Lévy-Khinchin

2,2 400
, o°z , ; .
B[] = exp(t ¢(2)), ¢(z) = — 5 tirz +/ (e =1 =iz — Lig<1)v(dx)3.3)
La mesure v d’un processus de Lévy n’est pas toujours finie. Dans le cas ou A =
Jv(dy) < oo, on dit que les sauts de X sont d’activité finie et on peut normaliser
la mesure v et définir une mesure de probabilité

v(dy)
)

qui représente alors la distribution de la taille des sauts. Dans ce cas 1’évolution
de X; peut étre décrite par un processus de Poisson composé avec intensité A\ et
distribution des tailles de sauts v :

Ni(N)
Xp=qt+oWe+ D Vi Vi~ (3.5)

=1

ot Vy(\) est un un processus de poisson composé avec U'intensité A et la distribution
vo(.), Wi est un mouvement Brownien.

Si la mesure v vérifie [ |z|v(dx) < oo, on dit que les sauts de X sont & variation
bornée. Dans ce cas, le nombre de sauts dans chaque intervalle de temps peut étre
infinie mais leur somme doit étre convergente avec probabilité 1. Par conséquent,

si on note par 79 = v — f\w\ <, vv(dr) alors X, peut étre représenté comme une
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somme trajectorielle d’'un mouvement Brownien et des sauts; c¢’est la décomposition
de Lévy-Ito :

Xp =7t + oW+ Y AX, (3.6)

0<s<t

qui peut étre aussi écrite sous la forme intégrale suivante

¢
X =yt + oW, + / / xJx (du, dx) (3.7)
0 JR\{0}

ou Jx est une mesure aléatoire de Poisson [23], décrivant les sauts de X :
Vt > 0,YA C B(R\ {0}), Jx([0,t] x A) = #{s e [0,t],tq¢.AX, € A}  (3.8)

On constate que E[Jx([0,t] x A)] = tv(A).
Si [ |z|v(dx) = oo alors les sauts de X ont une variation finie et les petits sauts
doivent étre compensés. On définit alors la mesure de Poisson compensée de X :

Tx([0,4] x A) = Jx([0,1] x A) — tw(A) (3.9)

et la trajectoire de X se décompose comme

t
V tel0,t] Xi=nyt+oW,+ Z AX, +/ / xJx (dudz) (3.10)
0 Jz|<1

0<s<t,|AX,|>1

Cette décomposition reste vraie pour les processus de Lévy a variation finie.
On résume dans la définition suivante les différents types des processus de Lévy
selon leur triplet de parametres (7, o, v).

Définition 3.2.1.1 Soit X; une processus de Lévy réel de parameétres caractéristiques
(v,0,v), alors si :
1. 0 =0 et v(R) < 00, X; est un processus de Poisson composé.
2.0=0,v(R)=o00 et flrlzl |z|v(dz) < oo, X; est un Lévy d’activité infinie et
de variation bornée.

3. 0>00uv(R)=o0et [,
bornée.

51 |z|v(dx) < 0o, X; est un Lévy de variation non

Les processus de Lévy font partie des processus de Markov. Le semi-groupe associé
a un processus Lévy {X;}; est un semi-groupe par rapport a la convolution, de
générateur infinitésimal LX défini pour tout Vf € C? et & support compact par

. Elf(z+Xy) — f(z

e—>0 t

02 0? 0 9
_ ?a_xé n 7a—£ + [ vldy)lf(z+y) — flx) - yl{msua—i(@]



3.2.2 Modeles Exponentiels de Lévy : Définition et Exemples

Le modele exponentielle Lévy S; est un modele d’option a un actif sous-jacent,
qui est défini & partir d'un processus de Lévy X, de caractéristique (7,0, ). Sous
les hypotheses d’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA), il existe une probabilité
() dite probabilité risque-neutre, sous laquelle les prix actualisés de tous les produits
financiers sont des martingales. Dans un modele exponentielle-Lévy on représente
la dynamique de S; sous la probabilité risque-neutre comme ’exponentielle d’un
processus de Lévy :

St = ert—"—Xt (312)

t t t 400 5
= So +/ rSy—du + U/ Su—dW, +/ / (€* —1)Su—Jx(dudz)  (3.13)
0 0 0 J-oo

ou r est le taux d’intrét d’un actif non-risqué. Par AOA, il faut que S, = e TS, =
exp(X;) soit une martingale, ce qui réduit le nombre de parametres caractéristiques
de X; en imposant la relation suivante :

0.2

v =~(o,v) = —5 = /(ey —1—yly<1)v(dy) et />1 v(dy)e” <oo (3.14)

Si on suppose que (3.14) existe et on remplace 7 par v(o,v) dans L* le générateur
infinitésimal de X, sera écrit sous la forme suivante :
2 82]6 af +00 af
LXfla) = 222 - 2L d — f@) = (e =12 (31
f@) = ZEL - 2he [ uane i) - s - @ - 03 @)

o0

Or un processus exponentielle Lévy S; est aussi un processus de Markov, son générateur
infinitésimal associé L° est donné par :
of o ,0*f of
Lo f(z) = re==(z) + =2’ == (x +/Vd xe?) — f(z) — x(e¥ — 1)=(z|B.16
f@) = el @)+ TSR @) + [yl (ee) — () — (e’ = 1) 5 (@.16)
Grace a la condition martingale (3.14), on caractérise dans toute la suite un processus
Lévy par sa volatilité o et sa mesure de sauts v.

3.2.3 Exemples de processus de Lévy

Plusieurs exemples de processus de Lévy ont été utilisés en finance dans la théorie
des options. Les figures (3.1) et (3.2)donnent les trajectoires de deux types de pro-
cessus a sauts.

Parmi les exemples de Processus de Lévy utilisés en finance figurent notamment :
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F1a. 3.1 — Trajectoire d'un processus de diffusion avec sauts (modele de Merton).
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F1G. 3.2 — Trajectoire d'un processus de Lévy a sauts pur (processus stable tempéré).
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Exemple 3.2.3.1 (Modeéle de Merton) Ce modéle, introduit par Merton en 1976
[53] représente le logarithme du priz comme la somme d’un mouvement Brownien
avec dérive et d’une processus de Poisson composé dont la taille des sauts a une

distribution gaussienne :
A _@o0?

e 282 dx
o\ 27

Exemple 3.2.3.2 (Modéle de Kou) Ce modéle représente le logarithme du priz
comme la somme d’un mouvement Brownien avec dérive et d’un processus de Pois-

son composé dont la taille des sauts a une distribution exponentielle asymétrique
[46] (dite de Laplace) :

v(dx) =

I/(dilj‘) = (p)‘+e_)\+z1:c>0 + (1 _p))‘—e_)\_lxllz<0)dx

Exemple 3.2.3.3 (Modéle Variance Gamma) I s’agit d’un exemple de proces-
sus a sauts pur et d’intensité infinie introduit par Madan et Seneta [50]. La mesure
de Lévy est donnée par sa densité :

V02 + 22
v(dr) = Le‘é‘”_Bk‘;| avec A= b et B=+——°

K|z o? o2

Nous renvoyons a [23] pour une revue de cette classe de modeles. Remarquons ici
que tous ces modeles ont en commun d’avoir une mesure de Lévy qui possede une
densité réguliere sur R — {0} par rapport a la mesure de Lebesgue. Par ailleurs cette
densité décroit exponentiellement en +oo.

Remarque 3.2.3.1 Comme dans le cas du modele de Black-Scholes, on peut donner
un modele plus général aux processus exponentiels de Lévy.

Une des généralisations possible est le modele de sauts a volatilité locale [20] et
mesures dépendente; qui peut étre mesure stochastique ot une mesure déterministe
qui dépent du temps et du sous-jacent Sy. Dans ce cas la dynamique risque-neutre
de S; est donnée par :

ds,
Si_

t t
S, = So+/ Su—o(u, Su_)qu—l—/ /jX(dudz) Su_(e* —1)
0 0o JR

— o(t, 8, )dW, + / (¢* — 1)Jy (dtd2) (3.17)

Sy reste un processus de Markov dont le générateur infinitésimal s’écrit sous la forme
suivante :

2 f(e0) = ra k(@) + e Sl 4 [utaplsaen - 1) - ater - 03w

Dans ce cas le processus S; est caractérisé par une fonction positive qui est la surface
de volatilité locale et par un processus de mesure vy(.)
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3.2.4 Evaluation d’options pour les modeles exponentielle
Lévy

Le prix d'une option Européenne dont le sous-jacent suit le moele exponentielle
Lévy S; est donné par 'espérance conditionnelle actualisée de son flux terminal
H(St) sous la probabilité risque-neutre Q.

C(t,S) = Ele "™ YH(Sr)/S, = S (3.18)

pour les options d’achats H(z) = (z — K), et pour celle de vente H(z) = (K —z),
ou K est le prix d’exercice de 'option.

Apres I'utilisation du changement des variables logarithmique, 7 =T —t, © = ln(s%)
et on note h(z) = H(Spe®) et f(r,x) = " "C(t, Spe”). Alors f est donnée par

f(r,z) = Elh(x +r7 + X,)] (3.19)

si h est dans le domaine du générateur infinitésimal L¥ de X, on pourra en ap-
pliquer la formule d’'Ito [56] et montrer que f est solution d'une équation intégro-
différentielle.

On donne deux méthodes de calcul de cette espérance conditionnelle lorsque S; suit
un modele exponentielle Lévy a savoir par résolution d’équation intégro-différentielle
et par transformée de Fourier.

Evaluation d’options a partir des équations intégro-différentielles

On commence par écrire le prix C(¢, S) comme solution d'une équation intégro-
différentielle simillaire a 1'équation de Black&Scholes (1.1) avec un terme intégral
due a la présence du terme saut dans la dynamique du sous-jacent .S;.

Dans [27], les auteurs ont montré différents résultats de régularité pour la solu-
tion, que I'on résume dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.4.1 Soit C(t,S) solution de :

ac+ 52 +(T—q)Sg—g—rc(t,S)

852
= [v(ds){C(t,Se’) — C(t,S) — S(e® — 1)%} (3.20)
C(T,S) =(S—K),
alors ;
1. C(t,5) = ot E[(St — K)/S; = S]; la solution du systéme donne le

prixz d’une optzon d’achat Européenne.
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2. Pour o >0 et v(.) qui vérifie

1 1>
3ﬂ€(0,2),liminf62—_ﬂ/ WPu(dy) > 0 et / Hy(dy) < 0o (3.21)

ly|>1

alors C(.,.) € C([0,T] x [0,00)) N C>([0,T] x (0,00)).

Ce type d’équation intégro-différentielle peut étre généralisé a une classe plus généraux
de modeles donnée par (3.17). On peut montrer que le prix d’une option call eu-
ropéenne dont le sous-jacent suit (3.17) est solution de

% 4+ 2 (t,9)S?LE +(r—q) S % —rc(t,S)

— [ n(ds){C(t, 5e) — O(1, S) — S(e* — 1)2g} 322

C(T.8) =(5—K)-

De la méme fagon, on montre que le prix d’'une option barriere dont le sous-jacent
suit le modele exponentielle Lévy est solution d’une équation intégrodifférentiel. Par
exemple pour un Call up-and-out (avec barriere désactivante) de maturité T, prix
d’exercice K et de barriere supérieure U > Sy le payoff est donné par H(Sr) =
(St — K)41r<g ou 6 = inf{t > 0|S; > U}; c’est le premier point de sortie. Le prix
de l'option est ainsi donné par l'espérance actualisée du payoff

Cb(tu S) - B_T(T_t)E[(ST - K)+1T<6't/St - S]

et a partir de cette expression les auteurs de [27] montrent que la valeur de cette
option barriere est solution de :
% 4 rS9C 25200 = [(ds){C(t, Se*) — C(t,S) — S(e* — 1)%}
C(T, ) (ST - K)+ S < U3.23)
C(t7 S) =0 S>U

Des algorithmes efficaces a base de différences finies [28] et d’éléments finie [51] ont
été proposés pour la résolution numérique de ces équations intégro-différentielles.
Nous les reverrons dans le chapitre 5.

La deuxieme méthode utilisée pour I’évaluation d’option européenne dont le sous-
jacent suit un modele exponentielle Lévy est la méthode de transformée de Fourier,
cette méthode etait utilisée dans la these de Tankov [62]. Pour plus de détails sur
cette méthode voir [50]
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3.2.5 Equation Forward

L’équation backward ci-dessus permet d’évaluer option (par exemple un call
de maturité et prix d’exercice donnés) en fonction du temps et de la valeur du
sous-jacent. Pour la calibration d’'un modele, on dispose des prix d’options pour
différentes maturités 1" et prix d’exercices K a un instant fixe ¢, et pour une valeur
de sous-jacent Sy,. Le calcul de ces prix par la résolution de ’équation backward est
donc fastidieux, nécessitant une résolution par option. Il est alors plus avantageux
d’utiliser une autre équation qui permet en une seule opération de calculer les prix
de toutes ces options : c’est I’équation forward, introduite par Dupire [34], que nous
étendons ici au cas des processus de Lévy puis des processus Markoviens avec sauts :

Proposition 3.2.5.1 Considérons un marché ou la dynamique risque—neutre du
sous-jacent Sy est donnée par

“+o00

= e+ oSO+ [ (e = Dx(dnay
t— —0

ou Jx désigne une mesure de Poisson compensée de mesure de Lévy v. On suppose
que

/e2yu(dy) <oo et a(.,.) <A (3.24)
ce qui implique que S est un martingale de carré intégrable :

sup E[S,|’] < oo
te[0,7T

Soient ty et Sy, fizes, C(to, Syy; T, K) le priz d’une option call européenne de prix
d’ezercice K et maturité T vue a l'instant ty. Alors C(T, K) est solution d'une EDPI
forward qui s’écrit sous la forme suivante

G =—(r—qgK5% —qC(T,K)+ QKz gj{c;

+ [v(ds)e{C(T, Ke*) = C(T, K) + K(1 — e~*)2£)3.25)
C(t()?K) - (Sto - K)+

Démonstration Puisque f(z) = (r — K); est une fonction convexe, on peut ap-
pliquer la formule de Meyer-1t6 [56, Theorem 70, p. 214] : pour f convexe et X; une
semi-martingale alors

fX) = F(X0) = | F(Xa)dX o+ ) {f(X) = f(Xeo) = f(X)AX}

0<s<t
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1 [t
+§/ p(dx)L(t, x)
ou
_
02

est une mesure positive qui peut étre interprétée comme la dérivée seconde de f et
L(t,x) est le tempslocal associé a la semi-martingale X; au point z. On applique
cette formule & S; alors on a

d(S; — K) = 15, >r)dS: + {(Si- + AS; — K) — (St- — K)y — 1(s,_>x)AS:}

+% /_+OO p(dx)dL(t, x)

o0

ou p est la mesure positive associée a la fonction convexe (z — K); qui est donnée

par u(dzr) = aa—I;(x — K); = dg(dx) et L(t,z) est le temps local associé a la semi-

martingale S; pris au point x. Ce dernier vérifie la formule de temps d’occupation
[56, Corollary 1, p. 216] :

/_ " Lt ) g()ds = /0 ' G(Su S, S)o = /0 (S ) SV du (3.26)

o0

Dérivons d’abord un lemme qui sera utile dans la suite :

Lemme 3.2.1 Notons q:(u, K) la valeur en K de la densité conditionnelle de S,
sachant F;. Alors

BlL(u, K)|F)] / a0, K)o (v, K)K2do (3.27)
¢
La fonction u — E[L(u, K)| admet pour dérivée
0

S BIL(u, K)|F) = a5(u, K)o (u, K)K? (3.28)

Démonstration du lemme Nous suivons [37, Th. 4.5.1.].
On prend 'espérance conditionnelle de ’égalité (3.26), on obtient

u —+o0
B / 9(S, )02 (v, Sy )S2_du| ) / (@) E(L(u, 2)|F,)dz
0 —00
q:(v, K) est la densité de S; donne
ElL(u, K)|F)] = / a0, K)o (v, K) K do (3.29)
t
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si on dérive cette égalité par rapport a u, alors :

%Et[[/(uv K)| 7] = q(u, K)o (u, K) K (3.30)

En approchant la masse de Dirac dx(.) par une suite de fonctions régulieres
ge(u) = (ev/2m) L exp(—(z — K)?/2¢%) on peut en déduire que

/_+°° L(t,z)0 (dx) = /Ot Ok (Su_)d[S, S|S = /Ot S (Sul)o?(u, Sy ) K 2du

o0

Or
(S + ASy — K)y — (Si- — K) 4 — L(5,_>)AS;

= (S — K)y — (Si- = K)y = Si-Lis, »x)(e>™ = 1)
donc (S; — K)y = (So — K)y + A(t) + M, avec

t 1 t
Alt) = / (1 —q)Su-1(s,_>k) + 5/ S (Su_)o?(u, Sy ) K2 du
0 0

+/0 du/_ v(do){(Su—€" — K)y = (Su- — K)4 — L(s,_>K)Su—(e" — 1)}

[e.e]

et

400 ~
th = 1(St,2K)St—Uth +/ [(St_ex - K)+ — (St_ — K)+]Jx(daf, dt)

— 00

En utilisant la condition (3.24) et la propriété de Lipschitz de la fonction payoff on
peut montrer en suivant les lignes de [23, Chap. 12] que M, est une martingale de
carré intégrable. On en déduit que

(57— K)4 = (S — K)+ + A(T) — A(t) + My — M,

ce qui donne
(St — K)y = (S, — K)+ + BA(T) — A(1)]

puisque M; est une martingale. On conclut alors que
T DC(t, Sy T, K) = Ey(Sp — K)y = (S, — K)y + EJA(T) — A(t)]

Calculons ce dernier terme pour 7" >t :

EJA(T) — A(t)] = /t du(r — q) Ey(Su-1s,_>r)) + % /t duFy|[L(u, K)]

+/t du/_ A2 {Bu(Sy e — Ky — Ey(Sy — K)s — Ei(Lis, >)Su_)(e" — 1)}

(e}
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Or Vu >t
C(t, S u, K)e"@™) = By[lg, o Su) + Ke" " DCk(t, Sy; u, K)
D’apres la formule de Breeden-Litzenberger [17],
"k (t, Spu, K) = q(t, S, u, K)

ou q(t, S, u, K) est la densité conditionnelle de S, en K, donc en appliquant le lemme
3.2.1 nous concluons que Yu >t

B /t L, K )du] = /t " B, ) du

T
= / e’"(“_t)CKK(t, Sg;u, K)du (3.31)
t
donc

EJA(T) — AQt)] = /tT(T’ — )" (O, Siyu, K) — KCk(t, S u, K))

1 T
+§/ duc®(u, K)K2e" "D Cx i (t, Sy u, K)
T 400 '
+/ du/ v(dx){Ey(Su—€" — K)y — Ey(Su- — K)y — Ey(1(s,_>K)Su—)(e" — 1)}
t —00
Or
E(Sue® — K)y = DerC(u, Ke ™)
Ey(S, — K) =0 (u, K)
E(ls,51S.) = (Cu, K) — KCk(u,K))
donc

T, ST, K) — (S, — K), = EJA(T) — A(t)] =
/ (e DO, S, K) — KOyt S5, )

A
+§/ duo®(u, K)K?e" "9 Cr i (t, Sy; u, K)
t

+/0 ey, /_00 v(dx){C(u, Ke™®) = C(u, K) + (1 —e")(C(u, K) — KCk(u, K))}

[o.¢]
Cette égalité est valable Q—presque-strement, donc sur tout le support de .S; c¢’est-
a~dire [t, Tinax) % |0, 0o[. En dérivant chaque coté par rapport a 7' nous obtenons apres
simplification par "% :

Cr =30 (T K)K*Cgg — (r— q)KCk (T, K) — qC(T, K)
—l—f e v(de){C(T,Ke ™) - C(T,K)+ (1 —e *)KCk}
C(t07K) = (Sto )—i—

égalité qui est donc également valable sur [t, Tyax] X]0, 0o[. Fin de démonstration.
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Remarque 3.2.5.1 Une autre démonstration basée sur [’homogénéité des prixz d’op-
tions et lidentité d’Euler est proposée par Carr et Hirsa [21]. D’apreés la premiére
équation de pricing (3.20), si on suppose que C(T,K) est deux fois différentiable
en T et K et on note par 7 =T — t, puisque le prix d’une option est linéairement
homogeéne de S et K, c’est a dire C(AS,AK) = AC(S, K) YA > 0, par suite grdce

a la formule d’Euler on a :

oC oC
équivaut a
oC oC
SE(S’ K)=C(S,K) — Ka—K(S, K)
et on dérive une deuxieme fois, on a :
02C 02C
2 0L _ g2
S 852(S’K) K aK2(S,K)

Ce qui nous permet de passer de [’équation vérifice par le priz d’une option de
maturité T et de strike K a l’équation qui donne les priz de toutes les options pour
une unique condition initiale t et S.

Cette équation s’obtient en remplacant les dérivées en S et t par leurs équivalence
des dérivées de K et T en utilisant [’homogénéité par rapport a S, K. Cette deuriéme
méthode plus simple n’est pas toujours applicable : elle suppose la différentiabilité des
prix d’option. En effet, si 0 = 0, le priz C(S, K) n’est pas forcément dérivable en
S : des contre-exemples sont donnés dans [28].

Enfin, une troisieme démonstration de ce résultat, utilisant la méthode des flots
stochastiques, a été proposée récemment par Jourdain [45], dans le cas d’un modele
de diffusion avec sauts dont la composante brownienne est non-dégénérée.

Contrairement aux résultats de [21, 45], la démonstration reste valable pour
un cas plus général de processus Markovien a sauts notamment dans le cas ou les
caractéristiques des sauts dépendent du prix v(, Sy, x)dx et ou la partie brownienne
peut étre nulle.n

Dans la suite de ce chapitre, pour simplifier le calcul on va travailler avec des
processus exponentiels de Lévy, c¢’est a dire qu’on prend o une constante positive.

Changement de variable logarithmique

On dispose alors de deux équations adjointes, une de type backward qui donne
le prix d’une option call européen de maturité T et de prix d’exercice K a tout
momment d’évaluation ¢
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9+ 282 8C +(r—q) S L —rc(t,S)
— [ u(ds){C(t, Se*) — C(t,5) — S(e* — 122}
C(T,S) =(5—K),

et d’une équation forward qui est une équation de Dupire avec sauts, qui donne les
prix de tous las calls pour différentes maturité 1" et prix d’exercices a un un insatnt
donné t

oC _ _jeoC

820
or K

)

On effectue le changement de variable logarithmique suivant pour les deux équations

C(T,Ke™*)—C(T,K) + K(1—e*)%¢}  (3.32)

Jra

II++

O(t, K)

r=In(K) £&=In(S) et u(t, & T, x) =C(t S, T,K)  (3.33)
donc pour T et x fixe, u(t,&, T, x) est solution de :

( ou .
o el -%

= [v(dy){u(t,z +y) —u(t,z) — (ey—l)%}

\ U(T, 57 T? x) - (ef - €I)+
et pour & et t fixe, u(t,&, T, x) est solution de :

ou 0*u  Ou y _\0u
= 0a -2 [ ulne )~ utra) + (1 - Lo

u(t, &, t,x) = (ef —e”)y

Dans tout la suite de ce travail, on prend ¢t = 0, Sy = 1 ce qui est équivalent
a dire que £ = 0 et on notera par u(7,z) = u(0,0,7,x), donc on s’occupe de la
résolution du systeme (3.34) qui forme le probleme direct de la calibration ou le
pricing des options européenne a un instant ¢ = 0 fixe et pour toute maturité T et
log prix d’exercice K.
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Chapitre 4

Probleme inverse et régularisation
de Tikhonov

La premiere étape de calibration est la méme pour les modeles exponentiels de
Lévy que dans le cas de diffusion étudié dans le chapitre 2, puisque le choix du
modele est la deuxieme étape de la calibration (aprés qu’on dispose des observations
sur le marché). On dispose alors d’un nombre fini d’observations

(Cu (T3, Ki))iex = (unt(Th, 25) )iez € RY,

ou Cy(T;, K;) sont les valeurs d’options calls européennes pour des différentes ma-
turités T; et prix d’exercices K; qui sont équivalents a uys (75, x;) apres avoir effectué
le changement de variable introduit dans le chapitre 3.

On cherche un processus de Lévy X, caractérisé par un triplet de parametre (v, o, v/)
qui peut étre réduit grace a la condition de martingale (3.14) & un couple de pa-
rametres (o, v) tel que

C(t,8;T, Ki;o,v) = e " YE[(Sy, — K)4|S, =] VieT (4.1)
ot S; = " est le modele exponentielle Lévy dont la dynamique sous la probabi-
litée risque neutre est donnée par

+oo N
dS—St = rS_dt + ocdW, + / (e” —1)Jx (dudz) (4.2)
- .

[e.9]

Dans le chapitre 3, on a montré que pour t et S fixe, le prix d’'un cal Européen
C(t,S;T, K,o,v(dz)) dont le sous-jacent suit le modele exponentiel de Lévy 4.2 est
solution de ’équation intégro-différentielle (3.25) prise au point (73, K;). En utilisant
le changement de variable logarithmique effectué dans le chapitre précédent, on peut
écrire le probeme exact de calibration sous la forme d’une question d’estimation des
parametres (o, ) du processus de Lévy X; qui sont les coefficients de 1'équation
intégro-différentielle linéaire (3.34).
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4.1 Formulation du probleme

Nous avons vu au chapitre précédent que le probleme direct d’évaluation des
options européennes a un instant ¢ pour différentes maturités 1" et prix d’exercices
K est donné par une équation integrodifférentielle (3.34). On peut alors formuler le
probleme de calibration sous la forme du probleme inverse associé a (3.34) :

Chercher des parametres caractéristiques (o™, ") d’un processus de Lévy X, tel
que
(T, 250", v°) = up (Ti, ) Viel

ou u(T,z;0,v) est solution de I'équation (3.34) qui donne les prix des options eu-
ropéennes d’achat pour différents prix d’exercices et maturités (apres changement
de variables).

4.1.1 Espaces de mesures

1. On note £ 'ensemble des mesures de Lévy ;
L = {v mesure positive sur R_{O};/y(dy)(yz/\l) < oo,/ e!v(dy) < oo}
1

et par £ =)0, 0ynq2[x L I'ensemble des couples caractéristiques d’un processus
de Lévy avec une condition d’intégrabilité a 'infini correspondant aux modeles
exponentielle-Lévy.

2. On note £ I'ensemble des mesures de Lévy discretes. £ est un sous-ensemble
convexe de I'ensemble de £ utilisé dans le papier [24] pour la calibration des
modeles exponentiels de Lévy, soit

E={vecL; vidy = Zai(syi avec a; > 0,y; € R}
et par € =0, Opaz[XE.

Cet ensemble n’a pas de structure naturelle hilbertienne, mais c¢’est un es-
pace L' & poids. Ce cadre n’est pas convenable pour 1'étude des propriétés du
probleme inverse.

3. On note
H={veL; v(dy) =h*y)dy}

I'ensemble des mesures de Lévy a densité et H =0, 0pnae | X H.

4. On note
D={h:R— R" ;h*(y)dy € H} C L*(1 Ay>.dy)
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et D =0, Opnas [ X D.

D est un convexe (en fait un demi-espace) de I'espace de Hilbert R x L?(1 A
y%.dy) muni de la norme suivante :

I W)IE = Jof? + /R 12 (y) (1A 2)dy

. Dy le sous espace de D tel que v, = h%(y)dy définit un processus de Lévy a
variation finie :

1
D, ={h¢c D,/ ly|h?(y)dy < oo}
-1

Et on note par D; =|0, 0ynaz[X D1

D, caractérise I'ensemble des processus de Lévy dont la volatilité est bornée
par omax, dont les sauts sont de variation finie et dont la mesure de Lévy a
une densité.

Remarque 4.1.1.1 1. Dans [24], les auteurs montrent que & est faiblement

dense dans L, c’est a dire : pour toute mesure de Lévy v € L, il existe une
suite de mesures v, € £ qui converge faiblement vers la mesure v : v, — v.
En effet, soit v € L une mesure associée a un processus de Lévy Xy, si on
prend la suite des mesures

2n V([%-%;M*‘%L])
vn(dz) =Y 6, (do) 1& = NG
k=1 k

avec Ty = L\/%)_l Alors

vrect [t — [ s@wia

. L’ensemble des mesures de Lévy correspondant a des sauts de variation finie
est dense dans l’ensemble de toutes les mesures de Lévy L.

En effet, si on prend une mesure de Lévy v € L et on note par v, la suite de
mesure définie par v,(dy) = v(dy)(1— 1[_%’+%]) qui est une mesure @ variation
finie, elle vérifie

Ve / F()valdy) — / f(y)w(dy)

Proposition 4.1.1.1
L’ensemble des mesures de Lévy a densité 'H est dense dans L pour la topologie
faible ;

VveLl, FH{vnctne €H tel que /f(y)un,a(dy) RSN /f(y)l/(dy) vfeC?
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Démonstration 4.1.1
Pour une mesure de Lévy v € L, d’aprés la remarque (4.1.1.1)

2n
v, = Zazﬁyi € & tel que/f(y)z/n(dy) — /f(y)z/(dy) vf € C}

i=1

(y—yy)?
e 22
et si on prend g% (y) = ——=—— € H pour y; € R alors

V2T
/ F(y)g? (y)dy — / ()6, (dy) = f(y) VS € C2

par suite pour v € L on prend

qui vérifie
/ f(Y)gen(y)dy — / fly)v(dy) Vf € CF

Ce qui montre que H est dense dans L.

Pour ramener le probleme inverse dans un cadre hilbertien et tenant compte de la
proposition (4.1.1.1), nous choisissons donc de paramétrer les mesures de Lévy par
la racine carrée de leur densité et travailler dans 'espace D; : on va donc regarder
le prix u(o,v) donné par 'équation (3.34) comme une fonctionnelle défini sur D;.
On définit pour (T,z) € Q la fonction u™** de la facon suivante :

ut D) — R,

(o,h) — u(o, h) (4.3)

solution de (3.34) avec une volatilité o et h*(y)dy comme mesure de Lévy. On va
étudier cette fonction u dans la section qui suit.

4.1.2 Un probleme inverse mal posé

On ramene alors le probleme initial de calibration sur tout processus de Lévy
(4.1) & une question d’estimation de parametres dans un convexe Hilbertien D; des
coefficients d’une équation intégro-différentielle a partir de sa solution en un nombre
fini de point {(T3, z;) }iez.

La formulation mathématique de la calibration d’un nombre fini d’observations de
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prix d’options {un/(7T;, z;) fiez sur les modeles exponentiels Lévy dont les parametres
sont dans D; s’écrit sous la forme suivante :

Chercher(c*, h*) € Dy telque

w(Ti 0" b)) = uy (T, ;) YieT (4.4)
qui peut étre écrit sous la forme d’un probleme inverse standard, a savoir :
Chercher (o*,h*) € Dy tel que F(o* h*) =Y (4.5)

ou F' est une fonction vectorielle dont les composantes sont des fonctions u, définies
de la fagon suivante;
F:D, — RY

(0,h) — F(0,h) = (u(Ti, 230, h))iex

Y un vecteur de R_{, ou Z est de cardinal le nombre d’observations qu’on dispose,
qui donne les observations du marché

Pour i €T Y; =upy(T;, z;)
et u(.,.; o, h) est solution du probleme de Cauchy integrodifférentiel

( ou _02 u  Ou

o 2092 O

+ [revh*(y)dy{u(t,z —y) —u(t,z) + (1 - e‘y)g—Z}

[ u(0,) = (1-e),

On remarque que la fonction F' est une fonction vectorielle de dimension finie
(nombre d’observations) dont les composantes sont des fonctions u. Par suite, F
a les mémes propriétés et caractéristiques que la fonction u. Pour cela dans le reste,
lorsque on aura besoin de prouver des propriétés de F', continuité, dérivabilité..., on
les montrera que pour la fonction u et restent vraies pour la fonction F'.

On va étudier dans la suite de ce chapitre le probleme inverse (4.5) et on essaye dans
le chapitre suivant de donner une résolution numérique de la méme question.

Définition 4.1.2.1 Un probleme inverse de type (4.5) est dit bien posé s’il satisfait
les trois propriétés suivantes :

1. (Ezistence de la solution) F (o, h) = (u(T;, z;;0,h))ier =Y admet une solution
V' Y € RL; clest a dire

VY eR 3o h*) €D tel queF(oc*,h*) =Y (4.6)
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2. (Unicité de la solution) Cette solution est unique. C’est a dire : (o*, h*) définie
en (4.6) est unique.

3. (Stabilité de la solution par rapport aux observations) Cette solution dépend
d’une maniére continue de 'Y ; c’est a dire si Y° € RE telle que ||[Y°—Y||gz < §
alors (0%, h%) € Dy solution de (4.5) aprés qu’on remplace Y par Y° satisfait
a

(03 13) = (0", 1) |5, #= 0 (4.7)
Alors que les deux premieres propriétés sont plutot d’un intérét théorique et peuvent
se traiter en pratique en généralisant la notion de solution (ex : solution moindres
carrés, régularisation[39, 63]), la troisitme propriété de la définition (4.1.2.1) est
la plus importante dans les applications car en pratique les données de prix sont
observées a une fourchette vente-achat pres donc comportent une incertitude a priori.
La propriété (4.7) garantit que si on dispose de deux jeux d’observations proches
alors les parametres solutions de (4.5) sont proches. C’est cette propriété qui s’avere
mise en défaut par les solutions simples (moindres carrés, augmentation du nombre
de parametres). En effet, Cont et Tankov [24] ont montré que le probleme (4.5) est
mal posé a la fois dans sa version exacte et moindres carrés :

— L’existence d’une solution n’est pas évidente : les modeles exponentielle-Lévy
imposent une structure par terme rigide aux volatilités implicites des options,
qui ne correspond pas tout a fait a celle observée dans les données du marché.

— Dans les cas tests ou les prix sont générés par un modele exponentielle-Lévy,
la solution peut ne pas étre unique : on peut trouver d’autres modeles qui
donnent les mémes prix aux points d’observation. Ce probleme d’identifiabilité
est discuté dans [24].

— Comme nous allons montrer dans la section suivante, la solution du probleme
direct est un opérateur compact, ce qui implique que son inverse est instable
en fonction des observations u,; = Y ; comme en général le vecteur d’observa-
tions est connu avec un bruit § (dans le cas d’observations des prix d’options
0 représente la fourchette bid-ask), cette instabilité rend problématique l'in-
terprétation du résultat de calibration.

Pour s’assurer d’avoir au moins, une estimation des parametres ((o*)", (v*)") de
(o*,v*) € L on peut chercher les paramétres qui nous donnent les prix calculés a
partir de (3.34) les plus proches des observations au sens quadratiques; c’est a dire
résoudre le probleme d’optimisation

(on,v)) = arginfz | (Ty, ;) — up(Ty, ) |* = arginf||[F(o,v) = Y| gn  (4.8)

n»“n
=1

On note par

M ={(o",1") € Dy tel que ||[F(o*,h") =Y|| <||[F(o,h) = Y| ¥V (0,h) € D}
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F1G. 4.1 — Surface d’erreur quadratique pour un modele Variance Gamma avec deux
parametres libres. Notons le manque de convexité et les multiples minimas.

I'ensemble des solutions du probleme au sens des moindres carrés dans D, et pour
(@, h) € Dy, on note par

Mgm ={(0",h") € M tel que ||(o",h")—=(@, h)|lp, < [[(0",h")=(@, h)]lp, ¥ (0.h) € M}

I’ensemble des solutions moindres carrés de (4.8) les plus proches de (7, h).

Avec cette méthode (4.8), on s’assure de l'existence des paramétres, mais le

probleme est toujours mal-posé; en effet :

— Comme on voit sur la figure (4.1), méme dans le cas fini-dimensionnel il peut
exister plusieurs solutions a ce probleme et peuvent étre méme tres loin les
uns des autres; la question qui se pose alors est sur quels criteres on choisit
notre solution : plusieurs travaux ont essayé de répondre a cette question de
choix de parametre. Cont et Tankov [24] ont proposé de partir d'un modele de
référence et prendre la solution la plus proche dans le sens d’entropie relative a
cette mesure de probabilité a priori. Cette question qui se pose dans le cas des
diffusions ou des sauts, plusieurs méthodes étaient proposées dans les articles
qui ont traités les problemes inverses en général et la calibration des modeles
en finance. La plupart de ces méthodes se basent sur un prior (pour plus de
détails voir [58])
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— Il est instable par rapport aux observations [24] : une petite perturbation de
upr = Y peut causer une grande variation du minimiseur. Explicitement, si

on note par (o), ;) = arginfz [u” (Ty, ;) — up(Ty, ) |* et ((03)°, (v1)°) =

arginfz | (T;, ;) —ud, (T;, ;) |* avec Z [ul, (T, 25) —uns (Ty, ;)| < 6, alors

on n’a pas nécessairement que ((¢7)°, (1)) converge vers (o7, v) dans €.
La question de calibration écrite sous la forme (4.8) est un probleme de mini-
misation fonctionnel mal-posé grace notamment a la non unicité de la solution et
Iinstabilité par rapport au observation. Le fait de ne pas avoir 'unicité conduit a

une autre question : sur quels criteres doit-on choisir la meilleure solution ?

4.2 Régularité du prix u par rapport aux parametres

Dans cette section, on va donner quelques propriétés de la fonction prix u qu’on
aura besoin dans la suite de ce chapitre.

2
On note par n = % pour faciliter le calcul. Soit (91, hq) et (92, hy) deux processus

de Lévy de Dy et ui (T, x), us(T, z) les fonctions prix d’options européennes solution
de (3.34), alors la fonction définie par e(T,x) = uy (T, x) — ua(T, z) est solution de
I’équation intégro-différentielle avec terme source suivante :

(O = {Ze %y [LR3(y)evdy{e(T, o —y) — e(T, ) + (1 —e7v) 2}
82u2 8u2

+(771 - 772){ 022 oz

+ [p(hi(y) = W3 (y))e?dy{ua(T, 2z — y) — ua(T,2) + (1 — ™) G2

(4.9)

[ e¢(0,2) =0

Un objet utile dans toute la suite est la solution fondamentale associée a un opérateur
intégro-différentiel L.

Définition 4.2.0.2 Une distribution G(x,T, &, t) définie sur le domaine
D(G)={(z,T.6,t) ;2 € REER 0t <T < Thas}

est dite solution fondamentale associée & Uopérateur L™ | si elle satisfait & :
1. G(z,T,&,t) est continue en (x,T) et localement intégrable en (&,t).
2. L"G(x,T, &, t) = 0(x — )S(T —t) dans D(G).
3. limp_:G(z, T,&,t) = §(x — &) dans D(G).
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Pour les caractéristiques de cette fonction G, voir [52, Chapitre 12]. Le lemme sui-
vant donne une estimation a priori de la solution de ce type d’équation intégro-
différentielle avec terme source.

Lemme 4.2.1 Soit (n,h) € Dy, vy une fonction continue a support compact sur R
et f(.,.) € L*(Q) ; alors le systéme :

( 2
v +7’% o 9%v 811}

Ox2 ox

oT
— [ R*(y)evdy{v(T,z — y) —v(T,z) + (1 — e_y)%}

=& — L"Mo(T,x) = f(T,x)

[ 0(0,2) = wo(x)
admet une unique solution v(T,x) dans C’é’Q, qui satisfait :

[0l zoo(0) < ClllvollLoe(my + [ fllz2(0)) (4.10)
ou C' est une constante positive qui ne dépend pas des fonctions f et vg.

Démonstration 4.2.1 La solution v du systéme s’écrit sous la forme suivante

v(x,T):/RG(x,T,ﬁ,O)UO(f)dﬁ—i—/O dT/RG(x,ﬁ,T,T)f(LT)df (4.11)

avec

|z — &P
exp(—c

<

) (4.12)

ce qui donne
[v]|ze(@) < Cllvollzee(r) + (1]l 22(0))

Lemme 4.2.2 Soit (n, h) € Dy alors la solution fondamentale G(z,T, &, 7) associée
a Uéquation (3.34) pour (z,§) € R,o0 >T > 1 > 0) vérifie :

0u du

— (&, T —t ——(&T—1t 4.13
5 (6.7~ ta) = (€. T — )} (113)

ot u est le priz de Uoption call, solution de I’équation forward (3.34).

G(x,T,&,t) = e ¢

Démonstration 4.2.2 Soit £ = In(S;) et u(x,T,&,t) solution de (3.34), alors u
admet la représentation intégrale suivante :

U(.CE, T7 57 t) = fR(eﬁ - eu)-g-G(l', T— t,u, O)du
= [ (ef = )G (@, T — t,u,0)du
e 65 ffoo G(x, T — t, u, O)du —_ ffoo 6uG(:L,’ T o t, u, O)du
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on dérive la fonction u par rapport a &, on obtient :

3
gu _ ei/ G(x, T —t,u,0)du (4.14)
o€ o
et par suite
92u 3
i / Gla, T — t,u,0)du + Gz, T — t,£,0) (4.15)
ce qui donne
Pu Ou
e T — 4.1
e o Gz, t,&,0) (4.16)
on déduit
Pu Ou
_ ¢du ou
G, 1.6t = {35 — 5 (4.17)

Proposition 4.2.0.1 Tout couple de paramétres (n*, h*) € Mz 5y qui est solution

moindres carrés la plus proche de (7, h) vérifie les propriétés suivantes :
1. (Continuité) Pour tout (T,x), (n,h) — u "% (n, h) est continue sur D;.

2. (Compacité) Soit (o™, h") € D: une suite faiblement convergente de limite
(07 h) S Dl ;

0" — 0| =0 et Ve LA(R) /R(h“ )iy — 0 (4.18)

alors (u™)™* solution de (3.34) avec les coefficients (o™, h™) converge vers u™>*

dans R.

5. (Différentiabilité) u™™™ est une fonction differentiable dans le sens de Fréchet
sur Dj.

Démonstration 4.2.3 On remarque que la deurieme propriété donne la premiere.
On commence alors par la preuve de la deuziéme propriété :

- Soit (6™, h™) une suite de Dy qui satisfait a Uhypothése (4.18) et u™ , u solutions
respectives de (3.34) avec coefficients (o™, h") et (o,h). On note parn" =% ,n=73
alors e™(T,z) = uw(T,x) — u™(T,x) est solution de :

gt = LMu+ (T, x)

e"(0,z) =0
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avec

fU(Tx) = (n— {5 — 5=

+ [ (B2 (y) — (W) (y))evdy{u(T, @ — y) — u™(T,x) + (1 — e )54}

et L™ est le méme opérateur intégro-différentiel que dans I’équation (8.34).
Si on applique estimation a priori du lemme (4.2.1) alors

[u" = ul[Foe < el 7]z (4.19)
or
1F713: =20 —1"){ 5% — 22
[ 020) = 00 w)edng™ (T, )y
avec
o ou”
V(T7 IE) €Q gn(T,IL’,y) = u”(T,x - y) - un(T7 IE) + (1 — € y) ox
D’aprés le lemme (4.2.2) on a :
n (92u" Gu
=Nz = 5 e < Cln=n"[P — 0 (4.20)

Puisque h*(y)dy et (h™)*(y)dy sont des mesures associées a des processus de Lévy

a variation finie et satisfaientt a h*(y)evdy < oo comme on l'a supposé pour
ly|>1
Iéquation forward (3.25), alors la fonction y — g(T', z,y) appartient a C5°.

On déduit alors

H /R (h(y) — W (9)) v/ g(Ts 7, g)dy| — 0

or

H / (2 (y) — ("2 (y))Vdyg T, x. )|

< |I(h = h™)(y)dy~/e?g™ (T, z, y)| 22 ||(h+ B™)(y)dyv/evg™(T,z,y)|| 2

ce qui montre que u est une limite forte de la suite de fonctions u™, et par suite
lopérateur u est compact; une propriété qui est vérifiée aussi par la fonction F et
donne la continuité des deux fonctions u et F' sur ’espace D .

- Pour la troisiéme propriété, commencons par rappeler la définition d’une fonction
Fréchet-différentiable.
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Définition 4.2.0.3 Pour (T,x) € Q la fonction u définie sur Dy par : (n,h) —
u(n, h) est Fréchet-différentiable en (n,h), s’il existe une application linéaire L de
D, dans R qui vérifie

u(n+n',h+ ') =wu(n,h)+L.(n, 1) +0(][(n', A)]])

Or e(n,h) = u(n+n,h+h) —u(n,h) est solution d’une équation intégro-
différentielle avec terme source définie par :

Oe nh ___u
oT =1L 6+7]{8z2 ox

+ [ (y) + 2h(y)H (y))eVdy{u(T, z — y) — w(T,2) + (1 — e7) g2}

e(0,z) =0

par suite

e(n, h) :fOTdeRdgG(:r,T,ﬁ,T) {852 — g—z &, 7)

) dr [ dEG e, T,6.7) [ 2h(y) M (y)e¥dy{u(r,€ —y) —u(r,€) + (1 — e7¥)2)

Ay

+ fy d7 [ d€G (2, T,&,7) [ W2 (y)evdy{u(r,§ — y) — u(r,&) + (1 — e7¥) 22}

st on note par

Pu 0
S ) = [ ar [ acie e 10 - o

o

HE ™) (4.21)
52(777 h)(nl> h/) =

/ dr / dEG(x, T, €, 7) / By)H () dy{u(r,€ — ) — ulr, €) + (1 — )

et

R

1.22)

7’(77,’ hl) =

T 2 Yy —y) — —e o
/odT/RdfG(:E,T,E,T)/Rh (W)e'dy{u(r,§ —y) —u(r,§) + (1 —e )86 429)

alors

e(n,h) = 8" (n, 1) (', h') + 6*(n, k) (', 1) + (1 B (4.24)
avec 6* et 82 sont linéaires et H — 0 par suite u est fréchet différentiable
sur 151 et b Dl

L(n 1) = 8" (n, k) (0, 1) + 8 (. h) (', ) (4.25)
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Dans la suite pour (T, ) € Q, on note par Vu'"*(n, h) la dérivée de u en (1, h) € D,

uT,z

qui est donnée par Vu'*(n, h) =

uT,z
aah (777 h)

4.3 Régularisation de Tikhonov

Méme en écrivant le probleme inverse sous forme moindres carrés (4.8) nous
disposons d’un probleme mal posé : c’est ce que montre 'exemple de la figure 4.1.
En effet dans la section précédente on a montré que; trouver une estimation de
(0*,h*) € D; tel que

(0%, h") = arginf, ;) 5, Z \u(Ty, 2350, h) — wng(Ty, z3) |2

= arginf , )5, | F(0,h) = Y|

est mal posé.

La régularisation de Tikhonov est une méthode tres générale pour le régularisation
des problemes inverses mal posés [63], [64]. Elle est utilisée pour la régularisation
des problemes inverses linéaires et non linéaires. La régularisation de Tikhonov était
utilisée pour trouver I'opérateur réciproque de certains opérateur linéaire, pour des
exemples voir [58].

Cette régularisation dépend de deux parametres; le parametre de régularisation «
et un point de référence qui doit étre dans D;. Le coefficient de régularisation, qui
sera noté dans le reste de ce travail par « joue un role tres important dans la théorie
de régularisation des problemes mal posés (et par suite dans la qualité de calibra-
tion). En effet, pour « petit, on serait en face d’un probléme de minimisation d’une
fonction non convexe ce qui nous vole la deuxieme propriété d’un probleme inverse
mal posé. On va montrer ultérieurement qu’a partir d’un certain seuil o la fonction
de Thikhonov & minimiser est convexe ce qui nous garantit 1'unicité de solution mais
dans ce cas, le terme de régularisation domine la différence quadratique, ce qui nous
envoie a un minimum tres loin de la solution (o, h*) choisi parmi les solutions de
la minimisation de la différence quadratique. En pratique, on sacrifie I'unicité pour
une bonne précision. En effet, on prend un coefficient de régularisation @ << 1 de
telle sorte que la solution par régularisation de Tikhonov soit proche de celle de
différence quadratique (o*, h™).

Or comme on a montré que la minimisation de la différence quadratique peut avoir
plusieurs solutions (4.1), le régularisation de Tikhonov nous donne une estimation
stable dans le sens (4.7) de la plus proche solution de (4.8) au point de référence
(7, h) dans le sous espace de Hilbert D;.

Avec cette régularisation, on ne s’intéresse pas en pratique a 'uncité de la solution
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du probleme (4.8), mais on s’intéresse plutdt a trouver une estimation stable de la
solution (¢*, h*) de (4.8).
La répartition du cette partie, elle va étre comme suit :

— Définir la fonction de Tikhonov J, (o, h).

— Etude de cette fonction et ses propriétés a partir de I’étude de la fonction prix
u (puisque ils ont les mémes variables a savoir o et h).

— Ensuite on étudie le comportement du minimiseur (¢°,h%) en fonction du
constante de régularisation «.

— On termine par la comparaison la solution u?, du systeme (3.34) avec les coef-
ficients (¢, h%) et u* solution du méme systeme avec les coefficients (o*, h*);
c’est a dire étudier la qualité de la solution donnée par régulariation de Tikho-
nov a notre question de calibration.

4.3.1 Construction de la fonctionnelle régularisée

Pour une constante o > 0 qui représente le coefficient de régularisation et un
point de référence (7,h) € D;, on définit la fonction de Tikhonov de la maniere
suivante

Ja1@1—>R+

Jo(o,h) = " |u(T;, w350, h) — udy(Th, 2;)]* + ol (0 — 7, h — 1)

1€l

2
HD—1 (4.26)
qui peut s’écrire, en utilisant la fonction vectorielle F' définie dans la section précédente
et le vecteur observation Y sous la forme suivante

Ja(o,h) = | F(o,h) = Y°|| %z +all(0 =3, h = h)||3,
Cette fonction se décompose en deux parties : la premiere partie donne la différence
quadratique entre les prix calculés par le modele et les observations et une deuxieme
partie r, (o, h) qui forme le terme de régularisation définie dans la réglarisation de
Tikhonov & partir d'un coefficient o et d’'un élément (7, h) € D;. La stabilité du
résultat reste vrai pour n’importe quel terme de régularisation r, qui soit convexe
positif sur Dy, la méme chose pour ’algorithme de calibration qu’on le propose dans
le chapitre suivant reste vrai.
On remplace alors le probleme d’inversion de l'opérateur F'; qui est comme on
a montré dans la section précédente un probleme mal posé, surtout instable par
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rapport au vecteur observation Y, par la minimisation de la fonction de Tikhonov
J. qui est définie sur le méme sous-espace de Hilbert convexe D;. On cherche alors
a partir de la régularisation de Tikhonov un minimum (o2, h%) de la fonction J,, sur
D1, qui peut étre une estimation d'une solution de (4.8), soit alors :

(02, h) = arginf , ;) 5, Ja (0, h) (4.27)

Le but de la régularisation est de trouver une estimation stable en fonction des
observations Y, le théoréme suivant montre cette troisieme propriété (4.7) qui est
la plus importante dans la théorie des probléemes inverses. On montre aussi grace
aux propriétés de la fonction u(T, x) (qui donne le prix des cals de maturité T et de
log-strike x) I'existence de solution mais la propriété de I'unicité n’est vérifiée que
pour des a grande.

4.3.2 Existence, unicité et stabilité de la solution

— On commence par la stabilité.

Soient {u’(T}, 2;)}iez des observations de prix des cals européens connus avec
une certitude ¢ ;

W (T;, ;) — up(Ty, )| <6 Vi€T <= ||V =Ygz <6

Le théoreme suivant, dit théoreme de Tikhonov, garantit la stabilité du mini-
miseur (62, h%) de la fonction de Tikhonov en fonction des observations.

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de Tikhonov)
Soient o > 0 et uy, une suite de Ri tel que

ul, — u® Vi € T <Y, — Y dans R?

si on note par (o, hy) € Dy un minimiseur de (4.26) en rempalagant u® par
ul, alors il existe une sous suite convergente de (o, hi,) € Dy et la limite de
chaque sous suite convergente est un minimum de (4.26).

Pour la démonstration de ce théoreme, il suffit qu'on vérifie les hypotheses
du théoréme de Tikhonov [39] & savoir; il faut la fonction u soit continue en
fonction des parametres caractéristiques du processus de Lévy (o, h) ce qui est
déja prouvé dans la proposition (4.2.0.1).

— L’unicité de solution est vérifiée que dans le cas ou la fonction de Tikhonov .J,
soit convexe sur D;. Pour cela il faut que Hessienne de .J, soit définie positive.
Cette propriété est démontrée dans le cas de diffusion ou la fonction prix u
dépend d’un seul parametre qui est la fonction de volatilité locale, dans la
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these de Crepey [29].
On montre dans le dernier chapitre de cette these cette propriété d’uncité dans
le cas discret, c’est a dire dans le ca ou la mesure de Lévy v est dans H.

Remarque 4.3.2.1 En pratique, on ne s’intéresse pas a cette propriété d uni-
cité de solution parceque comme on va montrer dans la suite, pour un coeffi-
cient de régqularisation o >> 1 on s’éloigne beaucoup de la solution.

— L’existence d'un minimiseur (09, k%) de (4.26).

Proposition 4.3.2.1 B
Pour a > 0, la fonction J, admet au moins un minimum sur D;.

Démonstration 4.3.1 o
La fonction J, est compact sur Dy et vérifie

limy_yoodo(o,h) =400 ¥V heH
et
lim||h||_>+ooja(0, h) =400 Vo€ [O, Umax]

par suite la fonction J admet un minimum sur Uespace Hilbertien Dy

On note par M, le sous ensemble suivant de D;, soit
M, = {(a2, 1) tel que J(o2,h%) < J(o,h) ¥V (o,h) € D}  (4.28)

Dans le reste de cette étude on s’intéresse a la fonction J, avec des coefficients de
régularisation a << 1, ce qui donne un ensemble M, construit de plus qu'une solu-
tion. On donne le théoreme suivant qui montre la convergence du minimum de J,
vers un élément de M pour un choix précis de a.

4.3.3 Comportement asymptotique de la solution
Proposition 4.3.3.1
s0it YO = {u®(T}, ;) Yier € R wérifiant

| (T}, ;) — upg (T, )| <6 Vi€ L (4.29)
alors si on prend un coefficient de régularisation o(d) qui satisfait a

2

a(9)

a(d) — 0 et

— 0
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alors toute suite convergente (12, h2% ) minimisante de (4.26) avec 6, — 0 et ay, =

a(dr) admet une sous-suite convergente. La limite de chaque sous-suite convergente
est une (&, h)-minimum-norme solution dans M 1y St Uensemble M s 5y contient
un seul élément (o*,h*) alors

lims—o(055), hos)) = (07, 1Y)

Avec cette proposition (4.3.3.1), le choix le plus simple du coefficient de régularisation
est () = 6" avec 0 <1 < 2.

Pour la démonstration de la proposition (4.3.3.1), avec les propriétés qu'on a
montré dans la proposition (4.2.0.1) en particulier la propriété de fortement conti-
nuité de la fonction prix en fonction des parametres (o, h), on vérifie les hypotheses
du [Théoréme 3.1.2] du [58] et par suite on aura la méme démonstration.

Pour améliorer le résultat de convergence de la propsition (4.3.3.1), on va don-
ner les vitesses de convergence de (02, k) vers (o*, h*). Pour cela, on a besoin de
quelques hypotheses supplementaires.

H; (Comportement de Vu'* au voisinage de la solution (o*, h*))
On suppose que Vu'® est Lipschitz au point (o, h*); il existe L > 0 tel que

[Vu(n®, h*) — Vu(n, h)[(T,x) < Ll|(n —n*,h — h%)||p, (4.30)

v(777 h) S 51-

H, (Hypothese sur le choix du point de référence (7, h))
On suppose qu’il existe w € RE qui vérifie

(n* —q, h* — h) = (Vu"*(n*, h*)) w (4.31)

3 (Condition source)
on suppose que le coefficient de Lipschitz L définie dans (4.30) et w € RZ
donnée dans (4.31) satisfait a

Llw| <1 (4.32)

Proposition 4.3.3.2
Soit un point de référence (7, h) e

t (n*,h*) un (7, h) € My une solution moindres
carrés de distance minimale a (7, h)

qui satisfait aux hypotheses (4.31) et (4.52),
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alors (2, h2) solution de (4.26) converge vers la solution (n*,h*) de la fagon sui-

vante :
J + al|wl|

V= e/

et les priz d’options calculés par ces parametres convergent vers les observations avec
la vitesse suivante :

(e — " g, — 1)

[u(ng, he,) — w’|(T,x) < 6+ 2alw]]

Démonstration 4.3.2
On note par ¢ = (n,h) € Dy le couple de parameétre du modéle exponentielle Lévy
Sy.
Soit ¢ = (2, k) solution de (4.26) et ¢* = (n*,h*) solution de F(n*,h*) =Y
alors :

1Y = F(q")I* + allg —all3, <6°+alld” —all5,

et

IY° = F@@)I* +allgy = a*? <0 +alle —al* + lla) — a*[I> + lla — all*)
(4.33)
:62+2a<q*—§,q*—qg >%,

Or la fonction priz u et par suite la fonction vectorielle F' est Fréchet-différentiable,
donc a partir de ’hyopthése (4.30) on a :

F(q)) = F(¢") + VF(¢)N @ — ¢") + 74 (4.34)

avec L
[7all < §Ilqi —q*)?

Si le point de référence q satisfait a la condition source (4.581), alors (4.33) donne :
IY° = Flg)I” +allay — "I <6°+2a <w,VF(¢")(¢" —qa) >  (4.35)
qui peut étre associée a (4.33) pour déduire
Yo = F(@)l?* + allge — a*lI* < 0% +20 <w, (Y =Y°) +(Y° = F(q2)) + 7o >
< 0% + 20w + 2af|w[[[Y* — F(q2)| (4.36)
+aLllwlla) — [
par suite
a(l = Lijw|)llg) = ¢*II* < 6> = [Y° = F(g)|I” + 2allw|[ (6 + [[Y° = F(g2)]]) (4.37)
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or
(IY° = F@)l - allwl)? + a(t = L]wl) g — ¢'I* < (6 +alwl)?  (438)
or
Lljwl| <1

on déduit les deux résultats de convergence.

Si on choisit le terme de régularisation selon le principe de Morozov (4.42), qui va
étre étudié dans la section suivante, on peut écrire ces deux résultats de convergence
sous une forme plus simple. Le corollaire suivant donne les vitesses de convergence
dans ce cas particulier.

Corrollaire 4.3.3.1
1) Si o = ¢ alors :

1+ cfjw|

I e/ Tren

(= n*, hS, — k)

2) Si « est choisi tel que
0 < Ju(ny, hg) — u'(T,2)] < 16
alors on a l’estimation suivante :
. . 2(1+ ) |lw
02 = o, = 10l <[
Démonstration 4.3.3
i) Dans le premier cas ot o = ¢ la vitesse de convergence des parameétres
dtafw| 14wl
vayT—Llwl]  vey/T—Llu]

ce qui est demandé dans le corrolaire.
ii) Dans le deuzieme cas ot «v est choisi selon le principe de Morozov (voir section
suivante) a est telle que 6 < ||Y° — F(¢)| < e16, ce qui donne

0= |[Y* = Flga) <0

53

et
S+ Y = F(@) < (1 +a)é

par suite l'inégalité donne directement le résultat.

82



1. Dans les démonstrations de ces deux résultas de convergence on confond la
fonction réelle u et celle vectorielle F' sans perte de généralité, puisque F' est
un vecteur dont les composantes sont des fonctions prix u. Nous avons alors

card(Z) inficzu(Ti, xi,0,h) < [|F(o, hﬂﬁ#
(4.39)
S Cd’l"d(I) SUpieIu(Ea X, 0, h’)

2. La condition source (4.31) donnée comme hypothese dans la proposition (4.3.3.1)
reste théorique : sa signification réelle est que le point de référence (7, h) est
proche de la solution, ce qui nécessite des informations a priori sur cette solu-
tion. Mais comme a montré Crépey dans le cas des diffusions [29], sans cette
condition source on peut quand méme montrer la convergence mais sans don-
ner de vitesse de convergence. Il faut signaler aussi que la condition (4.32) qui

lie le terme source w au coefficient de Lipchitz L de VF.

3. Les vitesses de convergences données dans le corollaire sont plus simples que
ceux données dans la proposition. En effet, on montre dans le corollaire que

%0(5%)

N[

In — ] + /R (LA )y, — 1))

Mais pour avoir ce résultat, on a imposé une hypothese forte sur le choix du
parametre de régularisation . Dans la section suivante, on va montrer que
cette hypothese est vérifiée dans notre cas.

4.3.4 Choix du parametre de régularisation : Principe de
Morozov

Comme on a indiqué dans les sections précédentes la qualité de la solution obte-

nue par régularisation de Tikhonov (62, 2°) dépend de deux parametres & savoir le

— N T

point de référence (7,7) = (7, h) € Dy et le coefficient de régularisation a.
Le point de référence (7, h) permet de sélectionner une unique solution, en pratique
son choix résume l'information a priori disponible sur la solution. Dans la suite, on

ne discutera pas ce choix et on fixe (7, h) € D; et on suppose qu’il satisfait a
IF(@,h) = Y] >0 (4.40)

Le choix du coefficient de régularisation a est plus délicat et nécessite un al-
gorithme. En effet un résultat classique, dia a Bakushinshki [39], montre que si le
parametre de régularisation est choisi indépendamment du niveau de bruit § sur

83



les données alors la solution obtenue ne converge pas vers la solution exacte quand
0 — 0 sauf si le probleme est bien posé.

En effet, si on prend ce coefficient « trop grand, le terme de régularisation J,
domine la différence quadratique entre prix du modele et observations, c¢’est a dire

1F(n, h) = Y| << Ja(n, h)

et dans ce cas (1q, ha) = (7, h) qui est loin de (n*, h*) a cause de la condition imposée
sur le choix du prior. Dans le cas contraire ol ce coefficient « est tres petit, la fonction
J(n,h) = |F(n,h) — Y||* qui est un probléme inverse mal posé est essentiellement
instable par rapport a une perturbation des observations Y.
La solution proposée par Morozov [54] est alors de choisir « en fonction du niveau de
bruit sur les données observées afin de faire un compromis entre précision et stabilité
de la solution.

On notera a — J(n4, hy) la dépendance de la solution en «. La qualité de la
reconstitution des observations est mesurée par ’erreur a posteriori

a = [|[F (1, ha) = Y|

L’idée du principe de Morozov est de choisir « telle que l'erreur de calibration
| F'(Ne, ho) — Y|| s0it du méme ordre que Uerreur a priori ¢ sur les données :

§ < |Y° = F(ng, )|l < erd (4.41)
Commencons par une propriété de continuité par rapport au parametre de régularisation :
Proposition 4.3.4.1 Soit a, — « > 0 tel que ag > 0 alors :
5 16 5 16
Jak (nak7 hozk) - Ja(non ha)
ce qui montre la continuité de la fonction o — J, (0, h)

Démonstration 4.3.4 On commence a remarquer que si 0 < ay < aq alors
Jal (77217 hgzl) S Jal (77207 hio) S JaO (77207 hio) (442)

par suite

5 5 P ‘]Oék (nga hgk) - ‘]a(nga hg) st S Qg

‘Jak (77%7 hak) - ‘]Ot(non ha)‘ =
Ja(m2, h0) — Ja, (ngk, hik) st >y

or d’apres 4.42 on a pour a <

Jak (ng> hik) - ‘]01(7737 hi) S ‘]Olk (7720 hi) - ‘]Oé(n(asn hi)

= (ax — a)|[(n% = 7,1, — W)|I3,
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et pour a > oy on a :

Ja(UfL hi) - ‘]Otk (ng> hik) < Ja(ngk> hik) - ‘]Oék (ngka hgk)

= (o —an)|(n,, — 7. ko, = )lI3,
or
arell (s, = 71y, = WD, < o (s o)) < Ja (1, 1) = 1IY° = F (i, h)||?

ce qui donne

1
E) s ) )
a0, 1) = T (1, 1,)] < | = amax{ s

qui converge vers 0 lorsque k converge vers ['infina.

Remarque 4.3.4.1 1)Cette propriété donne seulement la continuité de la fonction
o — Ju(n2, h), elle w'implque pas la continuité de la fonction o — (02, hS) et par
suite de la fonction erreur o — ||Y° — F(n°, k)|, pour plus de détails et des contres
exemples voir [59] [61] [60].

2)Dans [61], on trouve d’autres propriétés de la solution de Tikhonov, de la fonction
Jo et fonction erreur en fonction du terme de régularisation.

Donc si le coefficient a est choisit de sorte que
5 < Y7 = FGi, b)) < 1 (4.43)
alors nous avons I’estimation suivante pour la vitesse de convergence des parametres :
(7, — 7. B, = Rllp, < C& (4.44)
Le théoreme suivant, montre I'existence de o qui satisfait (4.43).

Proposition 4.3.4.2 (Théoreme de Morozov)
Soit un point de référence (1, h) € Dy qui satisfait a

Y = F(@i,h)|| > ¢ (4.45)
s’il n’exsite pas un o qui satisfait a (4.43), alors 3 oy > ag > 0 qui vérifient :

IY? = F(ng,, hg, )|l = 16 (4.46)

1Yo = F(nd, B3I <6 (4.47)

Et dans ce cas, on prend «; comme coefficient de régularisation.
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4.3.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probleme d’estimation des parametres
(0,v) d'un processus exponentielle-Lévy S; = exp(rt + X;) o X, est un processus
de Lévy a partir de prix d’options, en le formulant comme un probléme inverse pour
une équation integrodifférentielle. Pour cela, on a utilisé la méthode de régularisation
de Tikhonov, généralisant les travaux similaires dans le cas des modeles de diffusion
[1, 29]. Nous avons étudié l'existence de solutions pour le probleme régularisé et la
vitesse de convergence des estimateurs. Cette méthode peut étre utilisée sans grande
modification pour une classe plus générale de processus comme les modeles a sauts
avec volatilité locale [4, 21] dont la dynamique est donnée par

ds,

S = oS+ / (¢ = 1)Jx (dtdz) (4.48)

avec
ol,)e{Nt<ao(,) < No(,.) e H(Q)}
la mesure de saut v peut dépendre du temps t. Nous avons cependant limité les

exemples au cas volatilité constante car cette derniere formulation pose probable-
ment des problemes de surparamétrisation.
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Chapitre 5

Calcul du gradient et Tests
numériques

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme pour la résolution du probleme
de calibration régularisé formulé au chapitre précédent. Il s’agit de minimiser la
fonction de Tikhonov

Ja(n> h) = Z |U(TZ> Liy O, h) - UM(TZ> IZ)P + a”(a -0, h — h)H%l (51)
€T

sur le convexe Hilbertien D;. Pour cela, on va utiliser une méthode de descente de
gradient [3, 12]. La difficulté numérique de cette méthode d’optimisation est dans le
calcul du gradient de la fonctionnelle non linéaire J,,. Notre idée est d’introduire la
solution d’une autre équation intégro-différentielle qui est I'équation d’état adjoint
et d’exprimer le gradient sous forme intégrale par rapport a 1’état adjoint et la fonc-
tion prix wu.

Le probleme de calibration est donc :
Chercher un couple (o*,v*(dy)) = (¢*, (h*)*(y)dy) (5.2)
tel que
(O'*, h*> S 51 (53)
et les prix du modele calculés a partir de I'équation (3.34)avec les parametres
(0", h*g) satisfaient &
u(Ty, zi 0" b)) = up (T, ) Vi €T

o o N (0%)? _
On prend n = 5 On cherche alors une estimation de (n*, h*) = ( 5

qui satisfait a :
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Dans le chapitre (4) on a montré, a partir du principe de Morozov, 'existence d’'un
parametre de régularisation a(d) qui donne un minimiseur

(1o he,) = arginfJags) (1, 1) (5.5)
tels que les prix calculés avec ces parametres satisfaient a
6 < Y Ju(T @i, b)) — wa (T, )| < 6.
ol

Ja(n,h) = (T wisn, h) — o’ (@, TP+ a(8) (n—mh=h)5  (5.6)

1€l

est la fonction de Tikhonov et u‘s(Ti, x;) sont les observations bruitées qui vérifient

(T ) = una (T, )| < 6 (5.7)
ieT
Cette estimation (ni,h‘;) est stable par rapport aux observations. Comme on a
expliqué dans le chapitre (4), pour des (7, h) qui satisferont & la condition source de
la propositin de convergence (4.3.3.2), la minimisation de la fonction de Tikhonov
nous donne une estimation stable de la solution moindre carrée (n*,h*) € M du

probléme de calibration la plus proche de (7, h).

5.1 Calcul du gradient de J

Pour minimiser la fonction de Tikhonov J,(n,h), on utilise une méthode du
descente de gradient. Ce raisonnement a été utilisé dans le cas des processus de
diffusions ou les prix d’options u sont solutions des équations dérivées partielles
paraboliques, voir [1, 14]. Elle consiste a estimer numériquement le gradient de la
fonction J, définie par

%= (n, h)
VJa(n,h) = (5.8)
8 (n, h)

Les expressions (4.21) et (4.22) donnent la fonction V.J,(n, h).(n', ") en fonction de
la solution fondamentale associée a I'opérateur intégro-différentiel L qui est difficile
a calculer numériquement. Dans cette partie, on donne une écriture intégrale de
V J., notamment avec la donnée de I’équation forward (3.34) qui donne les prix des
options européenne pour toutes maturités 1" et prix d’exercices K.

On note par 6"J, et §".J, les dérivées directionnelles respectives de .J, par rapport &
n et h selon la direction ' et A', 6"u et 6"u les dérivées respectives de u par rapport
a n et h appliquées respectivement a7 et h'. L'existence de ces dérivées est assurée
graace au troisieme point de la proposition (4.2.0.1).
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5.1.1 Calcul de la variation de u

On commence par calculer les dérivées de u qui sont données dans (4.21) et
(4.22), comme solutions d’équation intégro-différentielles avec terme source bornés.
Soit € > 0, (T,z) € Q et (n,h) € Dy, k" € Dyon note par :

w(T,z;n, h+eh’) —u(T, x;n,h)
19

u(T,x;m, h) =

Etant donné que u est solution de (3.34), on vérifie facilement, puisque I’équation
(3.34) est linéaire, que u,. est solution de :

2
—n{%% — %=}

= [ R (y)erdy{uc(T,x — y) — uc(T,z) + (1 — e7¥) 5}

.
Oue Oue
ar T " os

- / hy)h' (y)evdy{us(T, x — y) — u.(T, ) + (1 — e—y@%}

ou(T, z;m, h + eh’)

+6/h'(y)eydy {u(T,z —y;n,h+eh") —u(T,z;n,h+eh’) + (1 —e™Y)

ue(0,2) =0

\

Or 6"u la dérivée de u par rapport & h selon la direction h', qui peut étre écrite
du _ . '

comme < %(T,a:;n, h);h' >= lim._o u-(x, T;n, h). Puisque h et b sont dans Dy

qui est l'ensemble des mesures de Lévy a densité qui integre |x| en 0, alors :

ou(T,x;n, h+eh’)
Ox

[ (T a =g, bttt (T i b2t (1= ) }

est borné. Par suite, 8"u est 'unique solution de :

( 35"y +’f’86hu —n {8262u 96%u

oT oz 82 oz

— ] E(y)erdyu(T.x = y) = Pu(l,x) + (1 - e )22

=2 [ B(y)M (y)erdy{u(T, z — y) — u(T, ) + (1 — e )52}

[ 0%u(0,2) =0

. N .. ou(T,xsn4+e,h) —u(T,x;n, h _
de la méme maniere on écrit "u = lim ( n ) ( n.h) est solution

e—>0 15
de :
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( 96"u 86’7u - {826’7u 86"u
or Oz

— [ R3(y)erdy{6"u(T,x — y) — 5"u(T, ) + (1 — e7v) 22

(5.10)
_ 9%u _ Bu
T Oz ox
[ 0"u(0,z) =0

Les équations (5.10) et (5.9) sont deux équations intégro-différentielles de méme
type que (3.34) avec un terme source borné. Le lemme (4.2.1), montre 'existence et

I'unicité de solutions pour ces deux équations qui sont données respectivement par
(4.21 et 4.22).

5.1.2 Calcul des variations de la fonction de Tikhonov

La fonctionnelle J, obtenue apres régularisation de Tikhonov de la différence
quadratique entre les observations du marché et les prix calculés avec I'équation
(3.34) est donnée par :

Jo(n k) =Y (i, T) = u (a3, TP + a(0) | (n = 7, h = h)13,
1€T
On peut I’écrire sous une forme plus générale
Ja(n.h) = [u™(Ti,2;) = o (T, ) + raln, ) (5.11)
i€T

ot 74(n, h) est une fonction convexe sur Dy et r,(7, h) = 0.
Par la méme méthode qu’on a utilisé pour le calcul des variations de u, on calcule

celle de J,.

0= sty = lin 3 U o) = (Tl = (T ) = (T ) P)
@ @ e—>0 g
i€T (5.12)
=2< > (WM(T, x) — u (T}, 2;))0r, 5 6"u(T, ) >
et

o (T ) (T ) P (T ) — (T ) P)
@ @ e—>0 £

i€ (5.13)

=2 <Y (uM(T,z) —u 3Ty, 24))07, 2,5 0"u(T, ) >
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oll 6"u et 6"u sont les dérivées repectives de u par rapport a 7 et par rapport a
h appliquées & 1’ et A’ solutions de (5.10) et (5.9), < .;. > est le produit scalaire
associé & l'espace de Hilbert L*(Q) avec Q = [0,7T] x R.

Pour trouver une formule plus simple aux expressions de §7.J, et §".J,, on introduit
la fonction d’état adjoint P solution d’'une équation rétrograde.

Pour (1, h) € D; on note par P(T, x; 7, h) la solution de I'équation intégro-différentielle
avec terme source suivant :
( or {82P 0P

or K ox® ' O

+ [ h*(y)dye!{—P(T,z +y) + P(T, :B)—{—(l—e_y)%—i}
(5.14)
—|—22 TZ,QSZ))CST oy

{ P(T,z) =0

ou u(T, x) est solution de (3.34) avec les mémes parametres (1, h).

Pour (n, h) € Dy, P(.,.) est solution d'une équation intégro-différentielle rétrograde
linéaire avec terme source

g(T, z) = 22 (T, x) — u®(T}, ;)07 o, (5.15)

qui admet une unique solution bornée.

5.1.3 Gradient sous forme intégrale

Les formules (5.13 et 5.12) donnent une écriture sous forme de produit scalaire du
gradient de J, en fonction du gradient de u. Pour calculer VJ,, il nous faut résoudre
trois équations intégro-différentielles qui sont (3.34) pour calculer la fonction prix
u(T, z), (5.10) pour calculer 67u et (5.9) pour calculer §"u.

Si on note par L(.) et L*(.) les opérateurs intégro-différentiels des équations (3.34)
et (5.14), définis par :

of

Lf =l = Gk [ BRa)eds (T =) = f(Ta)+ (1=

ox
et

L*f = {8_+—} /h2 Jeldy{—f(T,x —y) + f(T,z) + (1 ey>g_:{:

92



on remarque que :
< Lf,g >L2(Q):< f, L*g >L2(Q)

En utilisant la fonction P solution de (5.14), 6"7.J, et 6"J, peuvent étre écrites
respectivement sous forme intégrale.

Proposition 5.1.3.1 (Forme_ intégrale des variations de la fonctionnelle régularisée)
Pour (n,h) et (n,h)€Dy, ona:

0 Jo — "o = =2 [ [ h(y)W' (y)evdy

ou

[W(T,z—y) —u(T,z)+ (1— e_y)_&z]P(T’ x)dxdT (5.16)
et
;[ 0Pu Ou
Ny sy — _
0" Ty — 6"y 2n /Q[a%2 0x]P(T’ x)dzdT (5.17)

Démonstration 5.1.1
D’apres la formule (5.12) on a :

g, —ohr, =2 < Z(u”’h(Ti,xi) — u‘S(Ti, %i))07, ;0 o >

i€T
or dans (5.14)
P
ST, w0) — (T, 2)) g, = S~ L P(T, )
i€l
par suite :
h h or ., h
8" Jo = 0"rq =2 < o — L"P(T,2);0"u >p12(g)
oT
8"
=-2< P(T’7 .T), 8—T — L(Shu >L2(Q)
et d’apes (5.9)
h
- L =2 [ M ey (u(Ta ) - u(T) + (1= e
d’ou
", — oM, =

ou

-2 /Q:[O,(T)]XR /R h(?/)h’(y)dyeydy[u(T, r—y)—u(T,z)+ (1 — €_y)%]P(T7 )dzdT
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par la méme maniere

0 Jy — 6"y =2 < Z(u”’h(T, z) — ub (T}, 2))0r, 0, 6 u >

1€l

on utilise op
> (WMT ) — (T, 2:) = o — L*P
i€l or

alors :
0 Jy — g =2< 9L —L*P 5" >

— o< PO Ly

_ / 828"y 00"
=-2n <P, %55 — 55>

qui peut étre écrit sous la forme suivante :
’ 32u 3u
0" Jy — "o = —2n /Q{@ ~ (T, x)P(T,x)dTdx
on rappelle que :
J: Dy — Ry (n,h) — Ja(n. h)
et VJ, est la fonction définie par :
VJu(n,h): Dy — R

tel que VJo(n, h).(1/, h') = 6"Jy+06"J, qui est la somme des deux intégrales données
par l'expression (5.16 et 5.17), qui peuvent étre estimées a partir des méthodes de
quadrature (trapeze, etc ...)

Algorithme de Calibration

Voici les étapes de I'algorithme numérique de calibratin.
e Choisir (n°,h%) € Dy, 0 < e << 1, m=0 m=nombre d’itérations.
e Calcul du gradient a I'étape m

1. Calculer ™ (T, x) solution de (3.34) avec les parametres (n™, h"™).
2. Calculer P™(T,x) solution de (5.14) avec les mémes parametres (n™, h™) et la
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fonction u™.
3. Calcul du gradient en résolvant 1’équation.

< Vo™ h™), (0, B) >=< 6T, >+ < "I K > (5.18)
82 m
_ oy / (S - —}(T ©)P™(T, 2)dTdz (5.19)

_2/Q/Rhm(y)h’(y)dyeydy[um(T,x —y)—u™(T,z)+ (1 —e" )aa“x 1P (T, 2)dadT

+ < Vra(n™ h™), (v, h') > (5.20)

V(n,,h,> - @1
| < VI%(n,h), (n',h') > |
| (', W)l

e Si ||V Ju(n™, h™)|| > €, on passe a I’étape suivante,en posant

IV Ja(n™, ™) || = supy wyep

(77m-|-17 hm-l—l) _ Wﬁl((nma hm) _ pmVJa(nma hm))

Ou 73, est la projection sur I'espace D, et p,, le pas de descente.

5.2 Résultats numériques de calibration

Dans cette partie, on explique les différentes étapes numériques de I’algorithme de
calibration (5.1.3) donné dans ce chapitre. Le premier et le deuxiéme point consistent
a résoudre les deux équations intégrodifférentielles qu’on a developpé; ’équation
forward du probleme direct (3.34) qui donne la fonction u et le systéme adjoint
(5.14) qui donne la fonction d’état adjoint P. Les deux systémes sont de méme type,
et seront résolus par la méme méthode celle de différences finies [28],[18]. Dans un
deuxieme temps, on s’intéresse a déterminer le meilleur coéfficient de régularisation
a partir du principe de Morozov (4.42). Enfin, on termine par le calcul du gradient
de J, donné par (5.16), (5.17) en approchant la forme intégrale : par la méthode
des trapezes, apres paramétrisation de D;.
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5.2.1 Méthode de différences finies pour la résolution des
EDPI de u et P.

On décrit dans ce paragraphe la méthode de différences finies qu’on va utiliser
pour la résolution des équations intégro-différentielles du probleme direct (3.34) et
du systeme adjoint (5.14). Pour une étude complete de cette méthode, voir le papier
[28]. Il y’a cependent plusieurs autres méthodes pour la résolution de telles équations,
comme celles de §—schéma [18] ou par méthode d’élément finie [51].

On a vu dans le chapitre 3, que le prix a t = 0 d’'une option Européenne dont le
sous-jacent suit un modele exponentielle Lévy S; = exp(rt + X;), a U'instant o = 0
de maturité T et log-strike x est solution d’'une EDPI de la forme suivante :

go=n A5 = By + [ R (y)erdy{u(r,a — y) —ulr.o) + (1 - e¥) 54}

u(0,z) =(1—¢")4

2
o
ou (n = ?,hz(.)) sont les parametres du processus de Lévy. On suppose que

Pour (n,h) € D;, X et a définies par :

A= /h2(y)eydy et a= /(ey — 1h?(y)dy (5.21)
sont finies, et (3.34) peuvent étre écrites sous la forme suivante :
So= 05— (= )5 = dut,) + [ h2(y)eru(T.x — y)dy
u(0,2) = (1—e)y
équation que 'on peut reécrire ainsi :
g—; =Du+Ju
w(0,2) = (1—e)y
avec D(.) représente la partie différentielle de 'opérateur, donnée par :
Du = n% —(n— a)—z — Au(t, z) (5.22)

et J(.) pour la partie intégrale donnée par :

Ju = /Rh2(y)eyu(T, T —y)dy (5.23)
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5.2.2 Schéma implicite-explicite aux différences finies

Cette section applique le schéma donné par [28] & la résolution de I’équation
intégro-différentielle (5.2.1). Pour utiliser cette méthode de différences finies, on
localise le systeme (5.2.1) dans [0, Tynq.] % [—A, A] pour A >> 1. On construit une
grille uniforme sur cet ensemble, soient M, N >> 1 et T} = 0, Thyy1 = Toaz,
x1 = —Aet xyy1 = A. On note par AT et Ax les pas respectifs en temps et espace
de cette grille. Soient AT = Tmaz of Ag :'%. On note par {(u})ya} (pour une
écriture simple, on notera simplement par u]) Papproximation de u(z;, T;) sur cette
grille.

Pour estimer les intégrales qui apparaissent dans la partie différentielle D et la partie
intégrale 7, on utilise aussi la méthode des trapezes. On va supposer que le support
de la mesure v(dy) = h*(y)dy est le méme support que l'intervalle de localisation du

1 1
systeme (5.2.1), c’est a dire suppv = [—A — §AX, A+ §AX], alors on peut estimer

la partie intégrale; Ju(T, z) = / h?(y)eYu(T, x — y)dy de la maniére suivante.
R

Ju(T,z) = / R (y)eYu(T, x — y)dy

R

A—i—%A:c i=N+1
= / R (y)e'u(T, z — y)dy ~ Ax Z B (z)e"u(T, x — x;)
—A-jAx i=1

de la méme maniere on approche les intégrales qui donnent A et « (5.21), soient

) i=N+1 i=N4+1
A\ =Ax Z h(z;)%e" et a~a=Ax Z h(x;)?(e® — 1)
=1 i=1

les dérivées en x qui forment la partie différentielle D sont discrétisées par des
différences finies de la maniere suivante :

9. i od i
Pl iy — 2u gy

( o2 " (Ax)?

et o
P, M s p—a<0
(0x)iw — :
=l s p—a>0

La méthode de [28] traite la partie différentielle, qui donne lieu & une matrice tri-
diagonale, de fagon implicite et la partie intégrale qui donne une matrice pleine de

facon explicite suivante :
Wt : :
S = (Du) + (W),
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avec

, 0%’ ou? <
D), = (T~ (=)o)~ A
et ’
(Ju'); = Ax Z h?(zy,) €™ ul_,
ou
W = 1— el si oz —ay <
i—k 0 si @ —xp > N1
Ce qui donne
a a 0 -+ 0 ag(1 — e~(A02)
as ay a; --- 0 0
Dttt =1 0 a3 ay - 0 Wt o+ 0 = Du't + R,
0 0 0 as 0
avec ) -
ay = ((AZC)Q - %) ou (AZ;)2
{ ap = —((AQ—Z)Q—%—%}\) ou —((AQZ)QﬂL%jL;\)
L 43 = (AZ)? ou ((AZC)Q + %)

et pour N pair, on écrit la matrice pour N = 10

)\66906 )\769E7 C )\1163“1 0 Ce 0
)\56305 )\66%‘ 0
u = U+

)\1€x1 )\26m2 I )\11€$11 2

O )\16:21 )\loexlo

0 0 0  Ae™r T Tl et

= Juj + R2
J+1 _ 4,0 ) )
% =Dt + Ju + R
qui est équivalent a écrire
W = (Id — AT D) *(Id + AT J)w’ + AT (Id — AT D)"' R (5.24)

98



Par la méme méthode de différences finies et sur la méme grille construite pour la
résolution de I’équation (5.2.1), on résoud le systeme (5.14) dont la solution P(T, x)
est la fonction d’état adjointe :

( 8 = —n{ZL + Ly + [v(dy)e{—P(T,x +y) + P(t,z) + (1 — e )%}
+2 ZieI(u(T7 ZL’) - u*(TYZVIZ))(STuZz

P(Thaz,x) =0

P(T, +00) = P(T, —o0) =0

\
On le met sous la forme d'une équation de type forward : pour cela on effectue la
transformation suivante Py (T, x) = P(Tyae — T, ).
On prend v(dy) = h*(y)dy € D, P, est solution de :

% :D1P1+jlpl—€(T,.fE)
Pl(O,x) =0

avec

9*P, 0P,
Dibi=n Gz tl-a)gm =k
TPy = / B2 (y)eV Py(T, @ + )dy
R
et

ol A et a sont les méme que pour (5.21)

)\:/hQ(y)eydy et a:/h2(y)(ey—1)dy

Apres la résolution du syteme (5.2.1), on pourra donner une estimation ¢! de e(7}, z;)
sur la grille de différences finies, soit :

el = (u(T}, z:) — u* (T}, 7:))Siex (5.25)

Par suite, si on note par {Pfl} 'estimation de Py (T}, x;) la solution de (5.2.2) sur la

grille au point (7}, x;) avec la méthode de différences finies; alors Pfl est solution

de : - ,
j j
P =P,

A7 = (DR (G =2 x d]
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ce qui donne
PI* = (Id— AT D)™ (Id+ AT J)P{ =2 x (Id— AT D))" ¢/ (5.26)

avec i j
( el =2 (u] —u(T},;))01,j €T

(u!);; solution de (5.24)

. g2 pitl . gpitl N
(DiPI™); = n(5—)i+ (n— a)(5—); — AP

(JiP)i = Az =V B2 (ay) € P (2 + )

[ Pl(zi+a)= 0 si (xi+x0) & [-A, Al
On pose alors P/ 'estimation de P (T}, ;) sur la grille de différences finies donnée
par :

P/ = PN (5.27)

2

La convergence de cette méthode de différences finies pour la résolution de ce type
d’équation intégro-différentielle est faite dans [28], on résume son résultat dans cette
proposition.

Proposition 5.2.2.1 Le schéma de différences finies utilisé pour la résolution des
systemes (3.34), (5.14) converge vers la solution dans le cas continue, dans le sens
suivant :

sup lu(Tj, xi) — ul| < C(AT + Ax) (5.28)

0<i<N,0<j<M
Exemple 5.2.2.1

On montre ce résultat de convergence de la méthode de différences finies pour la
résolution de 'équation (3.34) sur deux types de processus de Lévy de l'espace D;.
On compare les prix donnés par différences finies a ceux calculés avec la méthode
de Transformée de Fourier [50].

1) Le modele de Merton [53] est un processus de Lévy dans 'espace D; avec volatilité
o > 0 et une mesure de Lévy a densité

A’ (5.29)
e 252 .
o2 4

satisfait a la condition E(]S¢|) < oo de la proposition (3.25) donc I’équation forward
(3.34) est valide pour ce cas.

v(dy) = h*(y)dy =

100



La figure (5.1) compare les volatilités implicites obtenues a partir des prix calculés
par la formule (5.24) a celle obtenues a partir des prix calculés par la méthode de
la transformée de Fourier utilisée dans I’algorithme de calibration donné dans [62].
2) Un deuxieme exemple de modele qui entre dans le cas étudié dans ce travail est
le modele de Kou [46]. En effet, le processus de Lévy de Kou est paramétrisé par

une volatilité ¢ > 0 et une mesure donnée par

v(dy) = h*(y)dy = (pAre V1m0 + (1 —p)A_e 11, )dy

(5.30)

qui satisfait aussi aux hypotheses de la proposition (3.25). La figure (5.1) compare

la méthode de différences finies (5.24) a celle de la transformée de Fourier.

0.39

T T
différences finies
transformée de Fourier

0.38 \

volatilité implicite
o o o
w W w
o > J

0.341 \

0.33

. . . .
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05

volatilité implicite

0.95

091

e

o

a
T

o
©

0.751

Y

différences finies
transformée de Fourier

e

. . .
0.9 0.95 1
strike

F1G. 5.1 — Comparaison de volatilité implicite entre la méthode de différences finies
et celle de la transformée de Fourier. A Gauche : Modele de Merton. A Droite :

Modele de Kou.

Cette méthode de différences finies et le résultat de convergence du lemme
précédent, restent applicables pour une classe plus large de modeles. Pour plus de

détails, voir [27].

5.2.3 Calcul numérique du gradient

Apres avoir choisi le terme de régularisation a(d) en utilisant le principe de
Morozov (4.42), ce qui est équivalent & dire que le minimum (7, h%) de la fonction

Tikhonov

Ja(n,h) =Y [u™ (T, 2:) = u® (T, )P + raln, h)

ol 74(n, h) est un terme de régularisation, satisfait les conditions du théoreme de
Tikhonov, le terme de régularisation r, peut étre pris dans un cas plus général
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comme une fonction positive concave sur Dy, vérifie
5 5 16
0 < ||Y - F(non h’a)” S 615

A partir des formules (5.16 et 5.17), on a écrit V.J, = (V,Ja, ViJa) sous la forme
intégrale suivante :

Voda(n, h).(n', 1)

’ a2u au ro
_— /Q o SUM(Ta) P(T.x) dTdr + Vyra(n, ). 1)

et
vhJa(nv h)(77 ) h )

/ / () evdy{u(T.z — y) — u(T,z) + (1 e‘y)%}P(T, 2)dTdz

+Vhra(n, h).(n', B)

pour tout (n,h) > 0et (n',h') € D;.

On remarque que dans ces deux expressions, que le gradient de la fonction J, s’ex-
prime uniquement a partir des fonctions prix u et état adjoint P. Or les fonctions
u et P sont déja calculées sur la grille de différences finies donc il nous reste qu’a
estimer ces deux intégrales.

On commence par I'estimation du premier gradient, qui est le plus simple. V, J,
est une intégrale sur @ qu’on peut approcher par la méthode des trapezes sur la
grille qu’on a utilisé pour la résolution des EDPI par la différences finies.

Soit alors ’approche suivante :

ViyJa — Vyra
82 ou
~ —2Ax ATy ; {52~ 5, @ T) Pl T)
. L s , Pu Ou .
En utilisant des estimations de type différences finies pour 92 et — e , on obtient
x
VipJo — Vyra
NM g J J J J

/ Wi — 2u; + u; Up, 4 — U -

~ —9 A AT i+1 7 =1 a4l 7 P]

N Az AT ) ( L AL

ij=1
avec u! est solution de (5.24) et P/ solution de (5.27).

Si on prend le terme de régularisation 7, (n, h) = a ||(n—0,h—h) H%l
a partir du principe de Morozov, alors :

VnJa(Ua h)(nla h/) ~

avec « choisie
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' ~— ug+1 —2u] +ul_ “g+1 — u] j N\
—2n Az AT Z( Br)? - AL ) P/ +2(n—1m).n (5.31)

1,j=1

qui peut étre écrit sous forme matricielle.

Pour la deuxieme composante du gradient de J, qui donne sa dérivée par rapport
& h (qui représente la racine carrée du densité de la mesure de saut). V,Jo (1, h).(n, h')
donné par (5.17) est constitué d’une intégrale triple sur Q x R. Sans perte de
généralité (puisque h et h' sont dans D, donc ils convergent vers 0 & linfini),
on peut localiser h et A’, on prend alors :

/ 1 1
supp h et supp h C [-A — §AX,A—|—§AX]

I’espace D; est de dimension infini, pour calculer la norme du gradient, il nous faut
une paramétrisation de cet espace. Soit alors

D, = {Z @ A0, avec aj > 0}

1 1
qui forme une partie dense dans {h € D; supph = [-A — §Ax, A+ §AX]}'

Alors
H VhJoz

—~

n, h)” = Squ|VhJOc(nv h)'(n,> 1[Xk7xk+1[)‘

donc, si on écrit h(y) = » a; 1, 4,,,] alors

i

Vh(]a'(l[xkvrlﬁ—l[) - vhra(l[rk@kﬂ[) -

Tr+1
9 / / h(y)evdylu(t, z — y) — u(t, z) + (1 — e‘y)?]P(t, 2)dzdt =

Q Jxy X

=y ou

—2 Z ai/ / ldylu(t,z —y) —u(t,z) + (1 —e ) ==]P(t, x)dzxdt =

i—1 Q J [z, i1 [N[zr,@rr1] Ox

Tt ou
—2ak/ / eldylu(t,z —y) —u(t,z) + (1 —e ™) =] P(t, x)dzdt

Q Juy ox

~ —2ap(Tpi1 — xk)/ e"rdylu(t,x — xg) —u(t,z) + (1 — e_z’“)a—u(t,x)]P(t,m)dmdt

o ox
Pour 'estimation de cette intégrale sur I'espace Q, on utilise toujours la méthode

des trapezes pour 'estimation de cette intégrale et ’approche en différences finies
pour %. On déduit que :

~
~

vhJa‘ 1[rk,rk+1[ - vh'ra'l[xk,rk+1[
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i, j=N+1
20, AT (Ax)* e > [Ty, @ — xx) — u(Ty, i) + (1 —e_x’“)%(Tj ;) |P(T}, x;)

i,j=1

on obtient ainsi une expression de

Vhl]a.l[kakﬂ[ - Vhra.l[xk,

Ik+1[

en fonction des prix ui et la solution état adjointe Pz-j ,onrappele que si x;—z, < —A
on prend u(7},z; — x) = 1 — exp(x; — x1,) et dans le cas ou x; — x, > A on prend
uw(T;, x; — xy) = 0.

Il nous reste a calculer le gradient du terme de régularisation V,ro (1, h) 1, 2,40
Si on prend le cas de régularisation de Tikhonov étudié dans le chapitre (4), c’est a
dire

Ta(n7h>:: a”(n _'ﬁah/_'B)”%l

alors

Vira(W)h =20 < h—Tl >p=2a /R(h—ﬁ)(y) B ()1 A y2)dy

En particulier si on prend h et h données par :
h = Z i l[g; 20 €0 h= Zail[XuXiH[
i i
alors :

Te+1
Vira(h) lgyap ] = 2 (ap — Gx) / (1 A y?)dy

Tk
~ 20 (ap — @) (Tpy1 — 2x) (1A D7) = 20 (ay, — @) Az (1A x3)

On conclut alors :
Vhl]a(h).l[rk,xk_‘_l[ ~

i j=N+1
_QGkAT (Ax)Q et Z [U(TJ’ T — xk) - U(TJ’ xl) + (1 - e_zk)%(Tj’ xl)]P(T]’ %5'32)
i
ij=1
+2a (ap — ag) (Tp+1 — zx) (1A xi)

Nous avons maintenant tous les éléments en place pour notre algorithme de gradient,
on le résume par le schéma suivant :
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(™, h™)
solution numérique du PIDE

/ N\
prix du modele u™ (T, x) fonction adjoint P™(T, z)
\ /
estimation du gradient
!

(Vy J™, VpJ™)

Si[[(V 7™, V™) | >

tolerance

/ N\

7 = g = p (V™) Wt = 1 (W™ = p (V™))

5.3 Tests numériques de I’algorithme de calibra-
tion

On va tester notre algorithme de calibration (5.1.3) sur différents types d’ob-
servations. On commence par des observations simulées a partir de deux modeles
qui vérifient les hypotheses de la proposition (3.25) et qui appartiennent aux sous
ensemble D;. Dans un deuxi¢me temps, on va tester notre algorithme (5.1.3) sur des
observations données par le marché.

5.3.1 Tests sur des observations simulées

On prend deux modeles exponentielle-Lévy, dont les mesures de Lévy sont a
densité et de volatilité o > 0.

On commence par la calibration des observations générées par le modele de
Merton [53]. On simule des observations a partir du systeme (3.34) les valeurs de u
en utilisant la méthode des différences finies, et on applique notre algorithme pour
trouver des parametres qui nous donnent les mémes prix. On signale que la fonction
prix

u™" Dy — R, (n,h) — u""(n, h) (5.33)

est non injective, par suite on attend pas de retrouver les parametres utilisés pour
trouver les observations mais plutot chercher le processus de Lévy dans D le plus
proche au prior (77, h) qui donne les prix les plus proches a nos observations.
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— Dans le premier exemple on prend des prix d’option pour une seule maturité
T = 6mois. La figure (5.4) montre la convergence de la volatilité implicite pour
10 observations prises pour des prix d’exercices entre .7 x Sy < K < 1.4 x Sy,
la figure (5.5) montre la convergence de la constante de volatilité qui était
prise 0 = .4 et la convergence de la mesure de Lévy correspondante. On re-
marque que la convergence de la volatiliée est nettement meilleure que celle de
la convergence de la mesure et ¢a s’explique par le fait que les prix sont plus
sensibles aux variations de la volatilité que ceux des mesures.

Dans un deuxieme temps, on effectue le méme test sur 30 observations simulées
a partir du méme modele de Merton pour 3 maturités différentes et 10 prix
d’exercice, le graphe (5.7) montre la surface de volatilité implicite a calibrer
et celle générée par les parametres calibrés, la figure (5.6) montre la différence
entre la volatilié implicite des observations et celle donnée par ’algorithme de
calibration. On observe la méme qualité de convergence pour les trois matu-
rités.

— Dans un deuxieme cas, on effectue les deux étapes du test précédent avec des
observations simulées a partir d'un modele de Kou [46]. On commence par 10
observations pour une méme maturité 7' = 6 mois, la figure (5.2) montre la
qualité de calibration fournit par I'algrrithme (5.1.3) de calibration et la figure
(5.3) montre la convergence de la volatilité o et de mesure v(dy) = h%(y)dy.
Enfin, on termine par la calibration de 30 observations simulées a partir du
méme modele pour 3 maturités différentes, la figure (5.9) donne la surface de
valatilité implicite a calibrer et celle fournit par 1’algorithme de calibration.
On donne dans la figure (5.8) la différence entre les deux surface précédente,
ce qui nous donne une idée sur la qualité de calibration.

5.3.2 Test sur des données du marché

On considere maintenant un exemple d’observations de marché.

Il s’agit des données d’options sur SP500 utilisées pour la reconstruction de la
surface de volatilité locale dans [22]. Dans cet exemple Sy = 5908, le taux d’interét
r = .06 et le taux de dividende ¢ = .0262; le tableau (5.10) donne les observations
dont les maturités sont entre 2 mois et 5 ans, et prix d’exercice entre .85 Sy et
1.4 Sp. On tente de trouver des parametres (o*, h*) de processus de Lévy qui génére
ces observations.

La figure (5.12) donne la surface de volatilité implicite a calibrer et celle fournie
par l'algorithme de calibration. On donne dans la figure (5.11) la qualité de cali-
bration en illustrant la difference entre les deux surfaces de volatilité implicite. Un
autre critere pour juger la précision de calibration est donnée par la l'erreur L1,
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c’est a dire la différence absolue entre les prix calculés a partir du modele et les
observations :

e(n.h) =3 |u(n, h, T}, z;) — u*(T;, ;)| (5.34)

i€

La figure (5.13) montre la convergence de cette fonction erreur e(.,.) au cours des
itérations. Enfin, la figure (5.14) montre la convergence des parametres du modele,
a savoir la mesure de Lévy v et la volatilité o.

0.81 T T T

volatilite implicite
0.8F

vol implicite calibree

vraie vol implicite

0.75¢ ; A

0.74 1 1

Ty e

0.73 !
0.7 0.8 09 1 11 12 13 14

strike

Fia. 5.2 — Convergence de la volatilité implicite sur des observations simulées a
partir du modele de Kou

Volatiite

10 | ____mesure prior I

__ mesure calibre \

6f 04 \
0.39 *
4l ___ waiemesure \
/4 038 M
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y 037 =
% 1 2 3 4 5 6 - ;7:7 DR odg - " v
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

F1G. 5.3 — Parametres retrouvés par algorithme de calibration a partir des observa-
tions simulées a partir du modele de Kou. -A gauche : la mesure calibrée. -A droite,
convergence de la volatilité.
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Fi1c. 5.4 — Convergence de la volatilité implicite sur des observations simulées a
partir du modele de Merton

16 045
Vol implicite
mestre prior |
|
16 0441
|
14 |
————mesure callbree |
043f
12 |
|
|
1 \ 042t
08 i wraie mestre \
\
Il I 041t |
06 | | \
04 | \ ] \\
g \ 04
/ 4
02 / \
/ \
o \ 039 . . . . . .
gb— 1 AT S R - 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Iteration

Fi1G. 5.5 — Parametres retrouvés par algorithme de calibration a partir des obser-
vations simulées a partir du modele de Merton. -A gauche : la mesure calibrée. -A
droite : convergence de la volatilité.
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Fic. 5.6 — Convergence de la surface de volatilité implicite pour 3 maturités
différentes
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Fiac. 5.7 — A gauche : surface de volatilité implicite de Merton. Droite : surface
calibrée.
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16
maturite

Fic. 5.8 — Convergence de la surface de volatilité implicite pour 3 maturités
différentes

18

1 18
maturite

Fic. 5.9 — A gauche : surface de volatilité implicite de Kou. A droite : la surface
calibrée.
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Maturity (in years) Strike (% of spot)

5% | 90% | 93% | 100% | 105% | 110% [ 115% | 120% | 130% | 140%

175 190 o8 | 133 113 102 0g7 120 142 169 200
425 A77 155 | 138 125 09 103 100 114 130 130
693 AT2 157 | 144 133 118 104 100 101 08 24
94 171 159 | .149 137 127 A13 106 103 100 10
! 171 159 150 138 128 115 107 103 Dy 108
15 169 160 151 142 [33 124 119 113 107 102
2 169 Lol 153 145 137 130 126 119 L5 AL
3 168 Lol 135 149 143 137 133 128 124 123
4 168 162 | 157 152 148 143 139 135 130 128
5 [ 68 lod | (159 154 151 148 144 140 136 132

F1G. 5.10 — Volatilités implicites pour options
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maturite

Fi1G. 5.11 — Différence entre volatilité implicite du modele et celle observée sur le
marché.

Fi1G. 5.12 — A gauche : la surface de volatilité implicite donnée par le marché. A
droite : la surface calibrée.

5.4 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons développé un algorithme de calibration qui per-
met de reconstruire de fagcon nonparamétrique un processus de Lévy a partir de la
minimisation de la fonctionnelle régularisée J, étudiée dans le chapitre (4).

Le calcul de la fonctionnelle se fait en résolvant une équation intégro-différentielle
de type forward, semblable a I’équation de Dupire, qui évalue a un instant fixe ¢
les options européenne de toute maturité T et prix d’exercice K. Pour la minimi-
sation de J,, nous avons utilisé une méthode de descente du gradient. La difficulté
principale est dans le calcul du gradient (dérivées directionnelles) de la fonction-
nelle : nous avons proposé de résoudre cette difficulté en écrivant le gradient de .J,
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Fi1c. 5.13 — Convergence de la différence quadratique entre prix
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sous une forme intégrale qui contient uniquement la fonction prix u et la fonction
d’état adjoint P, elle méme solution d’une équation integrodifférentielle forward avec
terme source. Notre algorithme de calibration consiste a résoudre ces deux équations
intégro-différentielles et calculer deux intégrales par itération.

Cet algorithme peut étre, comme dans 1’étude théorique faite dans le chapitre
(4), généralisé a une classe plus large de modeles comme celle des modeles a vola-
tilité locale avec sauts (3.17) comme ceux étudiés par Andersen & Andreasen [4],
combinant par exemple notre algorithme avec celui étudié par Crépey dans [30].
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