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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Bref rappel historique

Le dictionnaire Robert donne la définition ci-dessous pour un systeme critique :

Critique, adj. (informatique).

1. Qui implique des suites de grande importance, dans un
sens favorable ou défavorable.

2. Qui comporte un danger, des risques.

On comprend deés lors que, dans les domaines ot les risques sont trés importants (d’un point de vue
humain ou financier), I'industrie ait pendant longtemps hésité & confier les taches les plus critiques
a un ordinateur. Ce n’est que dans les années 80 que l'industrie aéronautique a décidé de confier
a un calculateur le programme de vol des avions. A I’époque, le peu de confiance que 'on avait
dans le comportement d’'un programme informatique faisait craindre le pire pour ces nouvelles
générations d’avions (on parlait méme de “Désastre assisté par ordinateur”) [Mel94]. Depuis, le
nombre d’accidents aéronautiques graves n’a cessé de diminuer et la confiance en 'informatique
embarquée s’est accrue au point qu’on a lui quasiment confié toutes les taches critiques. Cependant,
cette assistance (pour ne pas dire prise de contrdle) informatique apporte de nouveaux dangers qu’il
est primordial de bien comprendre pour pouvoir les maitriser. Dans cette section, nous proposons
un rapide tour d’horizon de ces nouveaux dangers en utilisant trois exemples célebres de bugs
informatiques.

1.1.1 Echec du missile Patriot

Au cours de la premiere guerre du Golfe, les militaires américains utilisent de nombreux missiles
Patriot pour protéger les points stratégiques des missiles Scud irakiens. Le missile Patriot est un
missile sol-air completement automatique qui cherche et intercepte les engins ennemis dans une
certaine zone de lespace. Dans la nuit du 25 février 1991, un des missiles Patriot lancé depuis
Dhahran (Arabie Saoudite) a échoué dans l'interception d’un missile Scud, provoquant la mort de
28 soldats américains. L’enquéte officielle menée par 'armée américaine [GAQ92] est arrivée aux
conclusions suivantes.

Pour intercepter une missile Scud, la batterie de tir des Patriot fonctionne comme suit. Le
radar repere dans une large zone de I’espace les objets volants. En utilisant une base de données
des propriétés des missiles Scud, 'ordinateur de bord détecte si un des objets est potentiellement
un missile irakien. Si tel est le cas, il calcule dans quelle zone de 'espace le missile devrait se
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trouver ensuite et se concentre alors sur cette zone : si le radar y retrouve un objet avec les
bonnes propriétés, alors il conclut qu’il s’agissait bien d’un missile Scud et il utilise le méme
algorithme pour prédire sa trajectoire et l'intercepter. Pour prédire la trajectoire du missile, le
systeme utilise deux valeurs : la vitesse du missile mesurée par le radar et le temps de la détection
par le radar. La vitesse est exprimée par un nombre flottant codé sur 24 bits (la précision maximale
de Tordinateur de controle des Patriot). Le temps est encodé par un entier exprimant le nombre
de dixiemes de secondes écoulées depuis le dernier redémarrage du systeme. Cet entier est ensuite
convertit en une valeur flottante sur 24 bits pour calculer la trajectoire du missile. Lors d’une
utilisation tres prolongée du systeme Patriot, 'entier représentant le temps devient tres important
et la conversion en une valeur flottante cause une perte de précision qui influe directement sur la
précision de I'estimation de trajectoire. Ainsi, apres une utilisation de la batterie durant 20 heures,
lerreur sur la mesure du temps est de 0.0687 secondes (soit moins de 107%4%) ce qui cause une
erreur de 137 metres sur la prédiction de la trajectoire du Scud. Le 25 février 1991, la batterie de
missiles Patriot fonctionnait depuis 100 heures, 'erreur dans la prédiction de la trajectoire était
de 687 metres et le missile n’a pas été intercepté. La perte de précision lors de la conversion d’'un
entier vers un nombre flottant codé sur 24 bits est donc la seule cause de ’échec du missile Patriot.

1.1.2 Explosion d’Ariane 5

Le 04 juin 1996, le nouveau lanceur Ariane 5 est utilisé pour la premiere fois. Le lancement se
déroule comme prévu pendant 36 secondes, la fusée s’élevant selon son itinéraire de vol. Peu apres
la 37éme seconde, le lanceur dévie soudainement de son chemin, puis explose, causant 1’échec de
la mission et une perte seéche de 700 millions d’euros pour Ariane Espace. Le groupe d’enquéte
indépendant [Boa96] mis en place apres cet incident est arrivé aux conclusions suivantes.

La fusée Ariane 5 contient deux systemes de référence inertiel (SRI) : un actif et un de secours.
Chaque SRI possede un ordinateur qui calcule la vitesse et I’angle d’inclinaison a partir de valeurs
transmises par des capteurs gyroscopiques et des accélérometres. Les valeurs calculées par le SRI
sont transmises a l'ordinateur central qui commande le vol, et notamment l’inclinaison de la
fusée via des actionneurs hydrauliques. Les programmes embarqués dans les deux SRI de la fusée
Ariane 5 sont les mémes que ceux embarqués dans Ariane 4. Lors du premier vol d’Ariane 5, les
deux SRI se sont déclarés en échec a cause d’une exception déclenchée lors de la conversion d’un
nombre & virgule flottante en un entier non signé. Rappelons qu'un nombre a virgule flottante
(ou nombre flottant) est utilisé pour représenter, sur un nombre fini de bits, un nombre réel. La
norme IEEET754 [P7585] définit le format de représentation de ces nombres comme une mantisse
m suivi d’un exposant e de telle sorte que le nombre correspondant est m x 2¢, le nombre de bits
utilisés pour la mantisse et I’exposant étant variable en fonction de ’architecture utilisée et de la
précision voulue. Dans le cas d’Ariane 5, la conversion n’était pas protégée et le nombre flottant
était supérieur au plus grand entier représentable en machine. Elle a donc produit un nombre non
significatif qui a été interprété par I'ordinateur de vol comme l'altitude de la fusée. L’ordinateur a
donc réagi en ordonnant aux moteurs de redresser la fusée, ce qui a causé sa déviation et ensuite
son explosion. Le plus intéressant dans ce bug est que 'erreur de conversion a eu lieu car les
valeurs fournies par les capteurs étaient plus élevées que prévues. Le nombre de bits nécessaires
pour la représentation des nombres entiers étaient en effet calibré pour la fusée Ariane 4 et les
valeurs mesurées par les capteurs d’Ariane 5 étaient plus élevées car la vitesse horizontale était
supérieure.

Remarquons que dans ce cas le bug a été détecté a posteriori par une analyse manuelle du
code ainsi que par une analyse automatique via le logiciel ASTREE développé & 1’Ecole Normale
Supérieure.

1.1.3 Blocage du USS Yorktown

Le navire USS Yorktown est un croiseur lance-missiles de ’armée américaine, lancé en 1984. Il
est équipé d’un systeme de contréle et maintenance automatique qui gére notamment la propulsion
des moteurs. En Septembre 1997, le systéme informatique s’est bloqué entrainant I’immobilisation
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du navire pendant plusieurs heures. L’enquéte menée a posteriori a révélé que la cause de 'incident
était une mauvaise utilisation d’un programme de gestion a distance de base de données. En effet,
Popérateur chargé de rentrer les données collectées dans la base a accidentellement tapé le chiffre
0. Cela a entrainé une division par 0 dans le programme, et en conséquence un crash du systéeme
d’opération sous-jacent. Les programmes de gestion de la propulsion se sont donc trouvés bloqués
jusqu’a la réparation du systeme.

La division par 0 est un exemple classique d’erreur a 'exécution (Running Time Error, ou
RTE) qui bloque complétement le programme en levant une exception. Dans le cas des deux
bugs précédents, I’erreur n’avait pas entrainé de blocage du systéme mais seulement une mauvaise
exécution due a une imprécision dans les calculs. Le cas des RTE bloquantes comme la division par
0 ou les erreurs de segmentation (qui apparaissent quand on essaie d’accéder & une zone mémoire
indisponible) est donc tres problématique et prouver leur absence est un enjeu capital, d’autant
plus que c’est souvent en exploitant ce genre de bugs que des failles de sécurité sont trouvées.

1.1.4 Point commun entre ces trois bugs

Dans tous ces exemples, c’est un bug dans le programme embarqué qui a eu des conséquences
treés importantes sur le systéme dans son ensemble. Cependant, si ces conséquences ont été si
grandes, c’est précisément parce que ces programmes sont des programmes embarqués qui inter-
agissent avec un environnement extérieur, et dans chaque cas, c’est ce lien qui a été défaillant.

Dans le cas du missile Patriot, 'erreur de calcul du programme est tres localisée, elle est
pourtant la cause d’une grande perte humaine. En effet, les décisions prises par le lanceur du
missile Patriot étaient fondées sur les résultats du programme qui contenait donc des erreurs. Ces
erreurs ont donc amené le lanceur a prendre une mauvaise décision, c¢’est-a-dire qu’il a mal controlé
les actionneurs permettant de viser et lancer le missile qui a donc manqué sa cible. De méme, dans
le cas de 'USS Yorktown, la division par 0 était trés localisée. Cependant, en entrainant le crash
du systéme sous-jacent, elle a empéché le programme de navigation de fonctionner et a donc
fait s’immobiliser le navire. Encore une fois, les actionneurs qui dirigent la propulsion n’ont pas
pu étre activés a cause d’une erreur a priori bénigne dans un programme embarqué. Le cas de
I’Ariane 5 differe 1égérement, mais révele une autre caractéristique des programmes embarqués. Le
bug vient en effet d’une mauvaise adéquation entre un capteur et le logiciel embarqué qui récupere
I'information fournie par ce capteur. Le logiciel attendait des valeurs dans un plage de valeurs
définie statiquement, alors que ce capteur renvoyait des valeurs bien plus grandes, tout simplement
parce que la fusée allait plus vite qu’initialement prévu par le programme. Cette incompréhension
entre le programme et le monde physique extérieur est la seule cause de ’explosion d’Ariane 5.

On voit donc que dans tous ces cas, une erreur du programme a eu une conséquence tres forte
(financiere pour Ariane 5 et le USS Yorktown, humaine pour le missile Patriot) & cause de U'inter-
action entre ce programme et les capteurs et/ou actionneurs qui lui permettent de communiquer
avec le monde extérieur. Il est donc primordial, avant d’utiliser des programmes dans des systémes
embarqués, de s’assurer de leur bon fonctionnement.

1.2 Conception et vérification des programmes embarqués cri-
tiques

Pour mener & bien la vérification des programmes embarqués, il est nécessaire de bien

comprendre leur mode de conception. Dans cette section, nous nous intéressons au cycle de

développement dit “en V” des programmes critiques ainsi qu’aux techniques mises en place au
cours de ce développement pour s’assurer de leur bon fonctionnement.

1.2.1 Cycle de développement des logiciels embarqués

Le modele le plus classique (mais également le plus révélateur) de développement d’un logiciel
est le cycle en V [FM92] [Mei98, [Sto96]. 11 est présenté graphiquement sur la figure Le cycle

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

en V comporte deux phases, chacune décomposée en plusieurs taches qui se font face.

La phase de conception compose la partie gauche du V, et doit étre lue de haut en bas (voir
figure . Elle représente la définition, décomposition et conception du systéme au cours de trois
taches successives. La premiere est la tache de spécification du systeme global, soit dans un langage
de haut niveau (Matlab/Simulink ou Lustre/SCADE sont les langages les plus utilisées) soit par
une spécification moins formelle avec des langages de description comme UML. Cette spécification
sert a étudier le systéme dans son ensemble a des fins de simulation, et elle comprend généralement
une description fonctionnelle du programme ainsi que de I'environnement physique dans lequel le
programme doit étre exécuté. La seconde tache est la tache de conception ou le systéme est découpé
en sous-systémes indépendants dont les interactions sont spécifiées. A ce stade on utilise encore un
langage de spécification de haut niveau et les tests d’intégration sont mis en place. Enfin, la tache
de développement consiste en le codage des différents composants précédemment définis dans un
langage de bas niveau (les langages les plus utilisés sont le C ou ADA). Chaque composant est
codé indépendamment des autres, souvent par des équipes différentes ne communiquant pas entre
elles. On peut noter qu’a ce niveau, les spécifications des sous-systéemes physiques ne sont pas
prises en compte et que seules les parties discrétes du systeme global sont encodées.

La phase d’intégration et vérification compose la partie droite du V, et doit étre lue de bas en
haut (voir la ﬁgure. Elle représente la reconstruction du systeme global a partir des composants
précédemment développés ainsi que sa validation en regard des spécifications énoncées durant la
phase de spécification. La phase d’intégration est elle aussi divisée en trois taches. La premiere
intervient au moment du développement des composants et consiste en la vérification de chaque
composant individuellement. Cette vérification est effectuée sur des programmes écrits dans un
langage de bas niveau et les techniques de test unitaire permettent de valider le comportement
de chaque fonction. Les méthodes formelles d’analyse statique sont parallelement de plus en plus
utilisées pour cela. Ensuite, les composants sont assemblés les uns aux autres durant la tache de
construction du systeme, et des tests d’intégration sont menés. Il s’agit notamment de tester les
communications entre les composants du systeme. Enfin, la tache de validation du systeme gere les
tests fonctionnels pour valider le systeme vis-a-vis des exigences de haut niveau fournies soit par
le client soit par des contraintes de performance. A ce stade, il s’agit essentiellement de mener des
tests sur le systéeme dans son ensemble et les méthodes formelles ne sont que rarement utilisées.

Type de Type de
systemes | vérification

Hybrides | Test
(Simulink) | (Simulation)

Spécification Validation du
du systeme systeme

Conception Construction

du systéeme du systéme

Développement des Discrets | Analyse

composants (©) statique

FiG. 1.1 — Cycle de développement en V.

On voit donc qu’aux différents stades du développement du logiciel des techniques tres différentes
sont utilisées pour s’assurer de son bon fonctionnement : le test pour les phases de spécification
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1.2. CONCEPTION ET VERIFICATION DES PROGRAMMES EMBARQUES CRITIQUES 13

et de conception, I’analyse statique (en plus du test) pour la phase de développement. Examinons
rapidement les différences entre ces deux approches.

1.2.2 Test : validation dynamique

Le test apparait partout dans le cycle de développement des logiciels critiques embarqués. Au
niveau de la spécification, des tests de validation sont mis en place pour vérifier, par exemple, le
comportement du systéme en réponse & une variation de I'environnement (“est-ce que la voiture
freine lorsque le conducteur appuie sur la pédale de frein 7). Ce genre de test est souvent tres
couteux car il est joué sur I’ensemble du systeme dans des conditions le plus proche possible des
conditions d’utilisation réelles. Par exemple, pour tester le fonctionnement de la phase d’approche
du Véhicule Automatique de Transfert européen (en anglais Automated Transfer Vehicle ou ATV)
vers la station spatiale internationale, EADS/ST a utilisé une piscine de 600 metres de long
pour simuler, avec un prototype de ’ATV, les conditions d’apesanteur. Clairement, des méthodes
permettant de s’affranchir de certains de ces tests en apportant des preuves de bon fonctionnement
seraient tres utiles.

Au niveau le plus bas du cycle en V, des tests unitaires sont menés pour valider chaque
composant individuellement. On distingue généralement trois techniques pour le test unitaire. Le
test aléatoire consiste & donner, au hasard, des valeurs aux entrées du programme (on parle de jeu
de test); en exécutant de nombreux tirages, on peut ainsi atteindre une confiance relativement
élevée dans la fonction. Cependant, si certaines zones sensibles ne sont atteintes qu’avec une
probabilité faible par rapport aux valeurs d’entrée, ce genre de test aura du mal a les détecter.
Le test fonctionnel génere les jeux de test en fonction des spécifications de la fonction sous test ;
des valeurs seront choisies pour chaque région du domaine d’entrée ou le programme doit avoir un
comportement particulier. Enfin, le test structurel permet de déterminer les valeurs d’entrée par
une analyse du code source de la fonction ; on s’assure alors que tous les différents comportements
possibles (ou au moins un pourcentage élevé d’entre eux) ont été exécutés. Dans la suite, nous
détaillerons les techniques de tests structurels uniquement, car ce sont les plus étudiées et les plus
utilisées en pratique pour les logiciels critiques.

But du test structurel. Le but d’un jeu de test est de fournir des données d’entrée pour la fonction
qui permettent de vérifier chaque comportement réel de cette fonction. Pour le test structurel, la
notion de comportement est liée au code source de la fonction sous test. On distingue la encore deux
types de test : le test orienté flot de controle et le test orienté flot de données. Le test orienté flot de
données cherche a couvrir toutes les relations entre la définition d’une variable et son utilisation.
Au contraire, le test orienté flot de contrdle s’intéresse plus & la structure du programme : on
dispose alors de plusieurs critéres de couverture. Le critere instructions cherche a faire exécuter
toutes les instructions simples du programme, le critere tous-les-branchements cherche a exécuter
chaque instruction conditionnelle du programme avec une condition vraie et une condition fausse,
et le critere tous-les-chemins cherche a exécuter tous les chemins du graphe de flot de controle
du programme. La figure représente les exécutions d’un programme dont les valeurs d’entrées
sont comprises entre 0 et 10 pour un jeu de test de 4 valeurs. Ce jeu de test semble montrer que
le programme n’entre jamais dans les zone interdites, présentées en rouge sur la figure. Les points
sont les valeurs prises par la variable x aux différentes lignes du programme. En pratique, le critere
tous-les-chemins reste le meilleur critere pour trouver des bugs, mais il est couteux car le calcul
des données nécessaires pour exécuter un chemin donné est une opération difficile, et le nombre
de chemin croit exponentiellement avec le nombre d’instructions conditionnelles présentes, ce que
le rend difficilement applicable dans le cas de tres gros codes embarqués.

Insuffisance du test. Méme avec le meilleur critére de couverture possible, le test d’un pro-
gramme ne permet malheureusement pas de s’assurer de 1’absence de bugsﬂ Dans I’absolu, seul

1 “Program testing can be used to show the presence of bugs, but never to show their absence!”, citation de
Dijkstra extraite de “Notes On Structured Programming”
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Fi1G. 1.2 — Exemple d’exécution d’un jeu de test comportant quatre valeurs.

un test exhaustif du programme avec chaque valeur possible pour les variables d’entrées permet-
trait de prouver sa correction (le test exhaustif peut ainsi étre vu comme une technique, certes
rudimentaire, de preuve de programmes). Pour des programmes de taille industrielle, ceci n’est
pas envisageable : pour un programme de 1.000.000 de lignes de code contenant 50.000 variables
flottantes codées sur 64 bits (soit la taille des programmes embarqués dans les derniers avions
d’Airbus [DS07]), le nombre d’états possibles pour I'ensemble du programme est d’environ 1037,
et il est donc impossible de tous les tester. Concretement, il restera toujours des cas particuliers
que les différents jeux de tests n’auront pas pris en compte et qui peuvent se révéler dangereux. De
plus, les techniques de test sont difficilement automatisables : si le test structurel s’intéresse aux
exécutions réelles du programme, il est nécessaire d’avoir des spécifications permettant de juger
la validité des sorties obtenues pour chaque jeu de test. L’automatisation de cette tache requiert
I'utilisation d’un oracle, ce qui pose entre autre le probleme de la confiance portée dans cet oracle.
Nous laisserons le mot final a ’équipe d’enquéte chargée de déterminer les causes de ’explosion
d’Ariane 5, et qui en conclusion de son rapport ([Boa96], page 12) affirme ceci :
“The extensive reviews and tests carried out during the Ariane 5 development programme did not
include adequate analysis and testing of the inertial reference system or of the complete flight
control system, which could have detected the potential failure.”

1.2.3 Analyse statique : vérification statique

Contrairement au test, I’analyse statique veut étre exhaustive : le but est de trouver statique-
ment (c’est-a-dire sans l'exécuter) des propriétés qui soient vraies pour toutes les exécutions du
programme. Ces propriétés peuvent étre de différentes natures. Les plus simples sont sirement
les propriétés de stireté (safety), ou l'on cherche des invariants sur les valeurs des variables du
programme, c’est-a-dire une plage de valeurs X? telle qu’au cours de toutes les exécutions du pro-
gramme, la variable z reste dans X*. La forme choisie pour représenter X* (intervalles, octogones
, polyedres, [CHTS]. . .) influe grandement sur la précision de cette analyse. Un tel invariant
permet par exemple de montrer qu’il n’y a pas de RTE due & une division par zéro : si 0 ¢ X*, alors
la variable x ne pourra pas causer de division par zéro. Un autre type de propriétés est I’absence
de RTE due a un buffer overflow. Cela intervient, par exemple, lorsque 1'on essaie de copier une
chaine de caractéres de longueur n dans une chaine de longueur m < n. Pour ce genre de propriétés,
l'utilisation des algebres max — plus s’est révélée tres utile [AGGOS]. Citons enfin les propriétés
numériques des programmes : une mesure utile de la qualité de I'implémentation d’un algorithme
est souvent Perreur de calcul du programme due & I'utilisation des nombres flottants [PGM03]. En
effet, comme nous 'avons vu dans I'exemple du missile Patriot, les nombres flottants sont censés
étre une représentation des nombres réels mais sur un nombre fini de bits. Cela introduit naturel-
lement un biais, et les calculs effectués dans larithmétique des nombres flottants [P7585] different,
parfois grandement, des calculs effectués dans 'arithmétique réelle. Mesurer cette erreur peut per-
mettre de corriger certaines erreurs de conception et/ou d’implémentation d’un algorithme. Les
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propriétés de siireté permettent donc de prouver qu’aucun mauvais comportement ne va arriver
lors de I'exécution du programme.

Des propriétés d’un autre type peuvent aussi étre intéressantes a prouver. Ainsi, la terminaison
du programme est souvent une question importante [CPR06a], de méme que la détection de code
mort (c’est-a-dire une portion du programme qui ne sera jamais exécutée). Dans le cadre des
programmes réactifs, on cherche également & avoir des garanties quant a la réponse du programme
a un signal quelconque. De telles propriétés sont souvent classées dans la catégorie des propriétés
de vivacité (liveness) [CPRO6D], et sont considérées comme plus difficiles & prouver : il s’agit dans
ce cas de prouver que le programme aura un bon comportement.

Clairement, ’ensemble des exécutions d’un programme est, sinon infini, de tres grande taille,
et les propriétés exactes mentionnées ci-dessus sont incalculables (elles nécessiteraient pour la
plupart le calcul d’un point-fixe par une itération infinie). Pour corser le tout, tous ces problémes
(& savoir quelle est 'erreur maximale de calcul, y a-t-il une division par zéro,. . .) sont indécidables
dans le cas général. Cela revient a dire que l'on ne peut pas trouver d’algorithme capable de
répondre correctement pour tout programme P a la question suivante : y-a-t-il une exécution de
P qui méne a une division par zéro? Pour contourner ce probleme, la théorie de 'interprétation
abstraite [CCT77, [CC92a] propose de construire une méthode qui, & la méme question, répondra
OUI, NON ou PEUT-ETRE. Si la méthode répond OUI, alors il y aura effectivement une division
par zéro lors d’une des exécutions du programme. Si la méthode répond NON, alors le programme
est stir (au moins du point de vue des divisions par zéro). Enfin, si la méthode répond PEUT-
ETRE, c’est que nous n’avons pas été en mesure de prouver 'un ou l'autre des deux cas. C’est
ce qu’on appelle une fausse alarme : il est possible qu’une des exécutions du programme produise
une division par zéro, mais nous n’avons pas été capable de 'affirmer ou de l'infirmer. Nous ne
calculerons donc plus la propriété exacte mais une abstraction de cette propriété, en imposant une
contrainte de streté : la propriété abstraite calculée ne doit oublier aucune exécution concrete.
Ainsi, si la réponse de la méthode est NON pour le programme P, alors on doit pouvoir affirmer
qu’aucune exécution de P ne provoque de division par zéro. Pour calculer ces propriétés abstraites,
nous utiliserons des domaines abstraits, c’est-a-dire des domaines permettant de représenter de
maniére finie un ensemble infini de valeurs (et donc un ensemble infini d’exécutions du programme),
et nous interpréterons le programme sur ce domaine abstrait. Ainsi, chaque opérateur syntaxique
du langage considéré sera traduit en un équivalent abstrait opérant sur une valeur abstraite.
Nous pourrons donc calculer un ensemble potentiellement infini de comportements possibles. La
contrainte de sireté se traduit au niveau des opérateurs de la maniere suivante : si op est un
opérateur unaire du langage, X un ensemble de valeurs et X* une valeur abstraite contenant au
moins tout X, et si op? est I'opérateur abstrait correspondant, alors il faut que opu(X ﬁ) contienne au
moins {op(x) : x € X}. Enfin, pour répondre au probléme de I'incalculabilité des invariants, nous
utiliserons des techniques d’accélération de la convergence qui permettent de rendre le calcul des
itérations de point fixe ultimement stationnaire. Nous détaillerons ces techniques dans le chapitre

2

Si 'on reprend l'exemple de la figure I'interprétation abstraite consiste a calculer a chaque
ligne du code une surapproximation de I’ensemble des valeurs prises par x en cette ligne lors
de toutes les exécutions du programme. Cela correspond aux rectangles bleus sur la figure [I.3]
On voit bien que ces rectangles contiennent ’ensemble des valeurs calculées par le test, ce qui
est imposé par les contraintes de sireté, et méme plus. Ainsi, au point de contrdle 5, la valeur
abstraite calculée (rectangle bleu) intersecte la zone dangereuse (rectangle rouge), alors qu’aucune
des exécutions du programme n’entre dans la zone dangereuse. Nous avons donc affaire & une
fausse alarme : la perte de précision due a l'utilisation d’un domaine abstrait nous empéche de
conclure quant a la stireté du programme. L’utilisation d’'un domaine abstrait plus précis pourrait
lever cette fausse alarme.
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F1G. 1.3 — Vérification par interprétation abstraite.

Modele continu

Capteurs Actionneurs

Modele discret

F1G. 1.4 — Mode de fonctionnement d’un systéme hybride discret/continu.

1.3 Pour aller plus loin

1.3.1 Du modele hybride au modele discret

Si 'on regarde de plus pres le cycle en V pour le développement de programmes embarqués
(figure , on remarque une différence fondamentale entre la spécification du systeme et le
développement des composants : le systeme que 'on spécifie a haut niveau est un systéme pro-
fondément hybride, alors que le développement ne prend en compte que ses sous parties discretes.
Le terme de systémes hybrides [Ant00} [SS00] est ici employé pour désigner des systémes comportant
des éléments discrets (c’est-a~dire dont 1’évolution suit un temps discret) et des éléments continus
(c’est-a-dire dont 1’évolution suit le temps continu classique). L'immense majorité des programmes
embarqués sont de tels systeémes : ils regoivent en entrée des valeurs continues, fournies par des
capteurs et agissent sur I'environnement physique qui les entoure au moyen d’actionneurs (figure
. Généralement, la spécification de ce systeme, par exemple en Simulink, comprend les sous
parties discretes et continues. On dispose donc de beaucoup d’informations sur le systeme continu,
informations que I'on n’utilise généralement pas lors de la vérification des parties discrétes. En
effet, la technique classique permettant d’analyser ces programmes embarqués est d’abstraire le
monde continu (c’est-a-dire les entrées du programme) par un intervalle, par exemple la plage de
valeurs que le capteur peut fournir.

Cette surapproximation de I’environnement continu par un intervalle constant dans le temps est
une source importante d’imprécision des analyses actuelles de programmes embarqués [GMPO6].
Considérons par exemple un programme qui integre, en utilisant la méthode des rectangles, des
valeurs provenant d’un capteur. Supposons également que ce capteur mesure une variable continue
dont ’évolution suit la fonction f(t), qui vérifie : Vt € Ry, f(t) € [0,2]. Clairement, ’analyse
statique utilisera comme abstraction des entrées l'intervalle [0, 2]. De fait, la meilleur abstraction
possible pour la variable d’intégration est [0,2 - n - h], ou n est le nombre d’itérations dans le
calcul d’intégration et h le pas d’intégration. Cette valeur est une surapproximation assez grossiere
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de la réalité : clairement, la variable d’intégration a une valeur proche de OnXh f(s)ds apreés n

itérations. Limiter cette surapproximation est un des enjeux de cette theése. Par ailleurs, certaines
propriétés de sureté intéressantes pour les programmes embarqués ne sont calculables que si on
prend en considération I’environnement. Prenons ’exemple de la batterie antimissile Patriot. La
non-interception du missile Scud est due a une perte de précision lors de la conversion d’un entier
vers un nombre flottant codé sur 24 bits [GAO92]. Une analyse statique du programme avec un outil
comme Fluctuat [GMPO02] permet de déceler cette perte de précision, et fournit comme résultat
une surapproximation de I’erreur commise. Cependant, cette information ne permet pas de décider
de la streté du systeme antimissile Patriot sans connaitre des informations supplémentaires comme
la vitesse de croisiere des missiles Scud ou l'intervalle de temps entre deux prises de décision du
missile Patriot. Ainsi, la propriété la plus intéressante (la batterie Patriot va-t-elle intercepter les
missiles Scud) ne peut-étre prouvée sans une connaissance (et donc une analyse) du systéme dans
son ensemble. Inversement, on peut tres bien imaginer un systéme pour lequel ’erreur numérique
commise par le programme est trés importante mais qui reste str car il prend malgré tout les
bonnes décisions (c’est-a-~dire les mémes que celles prises par un systéme parfait qui ne ferait
aucune erreur de calcul).

Nous voyons donc qu’une analyse du systeme hybride dans son ensemble permet a la fois
d’améliorer la précision de l’analyse de la partie discréte mais aussi d’étendre ’ensemble des
propriétés que l'on peut démontrer. C’est cette observation qui a motivé le travail de cette these.

1.3.2 Analyse du systeme hybride

Pour étendre les capacités d’analyse sur des programmes embarqués, il faut donc étudier le
systeme hybride dans lequel ils sont plongés. Nous voulons appliquer aux systemes hybrides les
techniques de validation (c’est-a-dire l’analyse statique par interprétation abstraite) qui ont fait
leur preuve pour la validation des programmes discrets. Comme le montre la figure il existe
deux moyens de faire cela : soit en faisant remonter la vérification plus haut dans le cycle de
développement en essayant de valider des modeles de haut niveau, soit en faisant descendre le
caractere hybride au niveau du code pour ajouter de I'information aux analyses existantes.

Les automates hybrides [Hen96] et les autres modeles hybrides de haut niveau (tels que le
¢-calcul ou Hybrid-CC) correspondent & la premiere approche. Les automates hybrides sont une
extension naturelle des automates temporisés [AD94] dans laquelle on autorise les variables &
avoir des variations temporelles définies par des équations différentielles quelconques. Un auto-
mate hybride comprend donc plusieurs états, chaque état étant associé a une équation de flot qui
décrit ’évolution des variables continues dans cet état. Une transition dans l’automate représente
leffet d’un actionneur sur le systeme et entraine donc un changement dans sa dynamique. Nous
détaillerons le formalisme des automates hybrides et les techniques permettant leur vérification
(notamment par model checking) dans la section

Cette approche qui consiste & remonter les techniques de vérification au plus haut du cycle de
développement est clairement nécessaire, elle n’est cependant pas suffisante. En effet, une garantie
sur le modele n’est que difficilement traduisible en une garantie sur le code source, tout comme
une garantie sur le code n’est pas une garantie sur le binaire. Ainsi, il est important d’appliquer
les techniques de vérification a tous les niveaux du cycle de développement. De plus, un certain
nombre de propriétés ne peuvent étre démontrées que sur le code source, et pas sur le modele
de haut niveau (la stabilité numérique ou Pabsence de RTE par exemple). Il nous semble donc
important de continuer la vérification au niveau du programme embarqué, mais en ajoutant des
informations concernant l’environnement physique dans lequel le programme est exécuté pour
améliorer la précision des invariants et le type de propriétés que 'on peut calculer. Cette these
présente une méthodologie pour cela.

1.3.3 Autre type de propriétés hybrides

Remarquons pour finir que prendre en compte I’environnement continu n’est pas la seule possi-
bilité d’extension de ’analyse des programmes embarqués. De nombreux travaux visent en effet a
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18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ajouter a la vérification des programmes de l'information concernant I’architecture matérielle sur
laquelle le programme est exécuté. Cela revient a considérer un autre type de modeles hybrides, le
terme hybride désignant désormais des systémes ayant une partie logicielle et une partie matérielle.
Comme pour les systémes hybrides discret/continu, cet ajout d’une partie matérielle vise d’une
part & améliorer les propriétés calculées par les techniques classiques d’analyse statique [NGCOS]
et d’autre part & prouver des propriétés nouvelles. Ainsi, 'analyse du pire temps d’exécution d’un
programme |[FHLT01, [HF05] ne peut étre effectuée de maniere suffisamment précise que si I'on
prend en compte I'environnement matériel associé au logiciel. De méme, les analyses de précision
numérique supposent que les opérations sont conformes a la norme IEE754, ce qui est une hy-
pothese sur le matériel sur lequel le programme s’exécutera.

1.4 Contributions

Les contributions de cette theése sont de trois ordres.

Un modeéle et une sémantique dénotationnelle pour le code hybride Nous présentons un modele
de systémes hybrides [BMO8b] qui étend les langages de programmation impératifs classiques dans
le but d’intégrer a la phase de développement du cycle en V des aspects hybrides.

Ce modele a été développé avec les objectifs suivants : il doit étre le moins intrusif et le
plus proche possible du code pour pouvoir étre utilisé efficacement sur des programmes embarqués
existants, et il doit étre congu pour empécher les phénomenes hybrides physiquement impossibles de
se réaliser. Ce double objectif a été atteint. Dans le modele que nous proposons, un systéeme hybride
est un programme qui compose le sous-systeme discret, couplé a un sous-systeme continu modélisé
par un ensemble fini d’équations différentielles. Le programme est écrit dans une extension d’un
langage impératif (comme le C); I'extension consiste en trois nouveaux mots clés qui permettent
de modéliser I'action des capteurs, des actionneurs ainsi que 'avancement du temps. Le fait que
le temps soit entierement dirigé par la partie discrete du systéme hybride est sirement ’aspect
qui différencie le plus ce modele des automates hybrides. C’est également pour cela que notre
modele interdit des comportements physiquement impossible comme 'effet Zénon, qui consiste
a effectuer en un temps fini une infinité d’actions discretes. Ce phénomene est largement étudié
pour les modeles hybrides classiques [ZJLS01] et nous montrons ici qu'il est facile de vérifier qu'un
systeme hybride écrit dans notre modele ne présente pas de comportements Zénon. Le sous-systeme
continu est modélisé par un ensemble d’équations différentielles qui représente les différents modes
continus correspondant aux différentes actions possibles du systéme discret (comme ouvrir/fermer
une vanne, allumer/éteindre le chauffage, etc.).

Nous proposons une sémantique dénotationnelle pour ce modele. Cette sémantique doit cal-
culer I’évolution du systeme hybride, c’est-a-dire a la fois I’évolution discrete (i.e. le résultat du
programme) et ’évolution continue (i.e. les solutions des équations différentielles). Pour construire
cette sémantique, nous sommes partis du constat qu’une équation différentielle et un programme
décrivent de maniere similaire un systeme dynamique : tous deux définissent 1’évolution du systeme
en liant I’état suivant du systéme a son état courant, que ce soit dans le cas discret pour un
programme ou dans le continu pour une équation différentielle. Notre sémantique est construite
en trois étapes. Dans un premier temps, nous supposons que 1’évolution discrete est parfaite-
ment connue, et nous calculons 1’évolution continue. Pour cela, nous exprimons la solution d’une
équation différentielle comme le point fixe (au sens de Tarski) d’un opérateur monotone défini sur
le treillis des fonctions continues & valeur dans les intervalles. Nous montrons que ce point fixe,
calculable par les itérées de Kleene, est la solution de ’équation différentielle. Dans un second
temps, nous supposons a l'inverse que I’évolution continue du systeme est connue, c’est-a-dire que
I'on connait les solutions des équations différentielles. Nous calculons alors la sémantique discrete
de maniere classique en définissant des dénotations aux mots-clés supplémentaire introduits par
notre modele. Enfin, nous définissons la sémantique du modele hybride comme une combinaison
des deux sémantiques précédentes qui calcule en méme temps les évolutions continues et discretes.
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Une analyse statique par interprétation abstraite du systeéme hybride Nous posons ensuite les
bases d’une analyse globale du systéme hybride. En supposant que I’on sait calculer une abstraction
des solutions d’une équation différentielle, nous montrons comment une pré-analyse du programme
embarqué, indépendemment de son environnement, permet de construire une abstraction des effets
de la partie discrete sur ’environnement continu. Nous construisons pour cela un octree abstrait,
c’est-a-dire un arbre régulier permettant de détecter facilement les zones de I’espace continu dans
lesquelles le programme va modifier la dynamique. Cette analyse fait le lien entre les techniques
d’analyse par intervalle pour construire des ensembles atteignables non convexes et une analyse
d’accessibilité dans les programmes impératifs basée sur une interprétation abstraite classique. Des
premiers résultats expérimentaux montrent 'intérét d’une telle approche qui, par une séparation
entre I'analyse de la partie discrete et de la partie continue, simplifie grandement l’analyse du
systeme hybride.

Un outil d’intégration garantie par la méthode de Runge-Kutta Nous présentons enfin une
nouvelle technique d’intégration garantie d’équations différentielles ordinaires [BMO06al [BMQT7a].
L’intégration garantie consiste a calculer des bornes encadrant la solution d'un équation
différentielle. Les méthodes classiques pour cela sont construites a partir d’'un développement
en série de Taylor de la fonction a intégrer et une arithmétique d’intervalle. La plupart de ces
méthodes souffrent du wrapping effect, c’est-a-dire un grossissement des bornes des intervalles. De
plus, étant tres éloignées des méthodes numériques classiques, elles ne bénéficient pas de ’expertise
que possedent les numériciens sur la résolution approchée d’équations différentielles. Nous avons
développé une méthode qui essaie de contourner le probleme du wrapping effect en séparant valeurs
flottantes et intervalles, comme cela a été fait pour I’analyse statique de programmes numériques
[Mar05], et qui repose sur une méthode numérique classique pour pouvoir bénéficier de l'expérience
des numériciens. Notre méthode repose sur l'algorithme numérique classique de Runge-Kutta RK4
et nous montrons qu’il est possible de calculer de maniere garantie des bornes sur ’erreur globale
commise par 'intégration numérique.

Cette erreur est exprimée comme la somme de trois termes. Tout d’abord, erreur numérique
due a I'implémentation de RK4 sur un ordinateur qui ne dispose que d’une précision finie pour
les calculs est prise en compte en utilisant le domaine de l'erreur globale qui a été initiale-
ment développé pour la validation de programmes numériques [Mar05]. Ensuite, I'erreur due &
la méthode elle-méme est exprimée. Cette erreur apparait car la méthode RK4 n’est que d’ordre
5, et nous utilisons le développement en série de Taylor avec reste de Lagrange pour la calculer.
Nous reprenons et étendons ici les travaux de Bieberbach [Bie51]. Enfin, nous calculons la propa-
gation de erreur d’un pas de calcul a l'autre. Cette erreur est exprimée grace au théoreme des
valeurs intermédiaires, nous utilisons ici les travaux de Carr [Car5g|.

Cette méthode a été implémentée dans une librairie d’intégration garantie, GRKLib. Cette li-
brairie C++4 permet de calculer des encadrements garanties des solutions d’équations différentielles
représentées sous la forme d’une fonction C++4. Nous présenterons des comparaisons entre cette
librairie et les outils existants, notamment VNODE [NJ99).

1.5 Plan de la these

Cette these comprend 3 parties distinctes.

Dans un premier temps nous ferons un état de 'art détaillé de plusieurs domaines.

Les chapitres [2] et |3 concernent les techniques d’analyse de la partie discrete et continue d’un
systeme hybride. Au chapitre [2| nous formalisons le concept d’interprétation abstraite et donnons
quelques exemples de domaines abstraits utilisés pour la vérification de programmes. Au cha-
pitre [3] nous expliquons les concepts de I'intégration garantie d’équations différentielles ordinaires
et décrivons les techniques classiques par méthode de Taylor.

Au chapitre[d] nous formalisons le concept d’automates hybrides et introduisons le vocabulaire
relatif aux systemes hybrides. Nous nous intéressons également aux techniques de vérification
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20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

relatives aux automates hybrides ainsi qu’aux autres modeles de systéemes hybrides.

Dans un deuxiéme temps, nous décrivons notre nouveau modele pour les systémes hybrides.
Cette partie est constituée du seul chapitre 5| qui présente ce modele et donne sa sémantique
dénotationnelle. Nous ferons notamment quelques rappels sur les concepts de base de la théorie
des domaines de Scott.

La troisieme partie présente une technique d’analyse par interprétation abstraite de ces systémes
hybrides.

Au chapitre [6] nous montrerons que l'intégration garantie peut s’intégrer dans la théorie de
Iinterprétation abstraite. Nous définirons notamment le domaine des fonctions en escalier a va-
leur dans les intervalles. De plus, nous présenterons l'algorithme et la libraire GRKLib. Nous
montrerons comment il est possible d’encadrer I'erreur globale due a I'utilisation d’une méthode
numérique d’intégration quelconque, puis nous appliquerons cela a la méthode de Runge-Kutta
RK4. Enfin, au chapitre [7, nous décrirons comment on peut analyser le systéme hybride dans son
ensemble en séparant les analyses de la partie discrete et de la partie continue.

Nous terminerons sur le chapitre 8| qui résume les travaux de cette these et ouvre sur de nom-
breuses perspectives.

Le chapitre 5| a fait ’objet de larticle [BMOSD], le chapitre |§| a fait 'objet des article [BMOGD],
[BMO7a] et [BMOSal. Par ailleurs, ce travail de these a été présenté sous forme d’un poster a la
conférence Hybrid Systems : Computation and Control [BMOTh].

1.6 Exemple : les deux réservoirs.

La littérature sur les systémes hybrides fournit d’innombrables exemples de systémes plus ou
moins complexes. Le plus connu est stirement le systéme des deux réservoirs, qui sert généralement
de référence pour les outils de vérification de systemes hybrides [KSET99|. Nous utiliserons dans
cette these ce systeme pour illustrer les concepts relatifs aux problemes hybrides.

Le systéme se présente sous la forme de deux réservoirs (figure ; le réservoir supérieur sera
appelé réservoir 1, le second sera le réservoir 2. Les deux réservoirs sont reliés entre eux par un
tuyau horizontal, situé au fond du réservoir 1 et a une hauteur H par rapport au bas du réservoir
2. Le réservoir 2 possede également un tuyau d’évacuation situé a la hauteur 0. Nous noterons
hi (resp. ha) la hauteur de liquide dans le réservoir 1 (resp. dans le réservoir 2). Le réservoir 1
est rempli par un débit constant ¢, si bien que 1’évolution des hauteurs hy et hy est donnée par
I’équation différentielle , quand les deux tuyaux sont ouverts.

{ i—kl\/EsihggH

| —
! ik =Pyt Hsihy > H

(1.1)
. kl\/hl—kg\/hg si hQSH
hy =
kivh —h2+H—I€2\/E siho > H

Nous introduisons un comportement hybride a ce systeme de la maniére suivante : nous suppo-
serons que chaque tuyau horizontal posséde une vanne (v; pour le tuyau reliant le réservoir 1 au
réservoir 2, vo pour le tuyau d’évacuation) qui peut étre ouverte ou fermée par un contréleur. Sur
la figure la vanne vy est fermée et la vanne vy est ouvert. Nous supposerons de plus que chaque
réservoir posséde deux limites (I; et Ly pour le réservoir 1, Iy et Lo pour le réservoir 2) au dela
desquelles le systeéme est en état critique (cela peut signifier que le réservoir déborde, ou qu'il est
trop vide). Il faut donc qu’a tout instant, h; vérifie [; < h; < L; pour i = 1,2. Le contrdleur sert
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a faire respecter cette propriété en ouvrant et/ou fermant les vannes quand cela est nécessaire. Le
controleur possede donc quatre états discrets, suivant que vy et vy sont ouvertes ou fermées, et
passera de 1'un a l'autre pour controler les niveaux d’eau. Ces quatre états discrets correspondent
A quatre évolutions continues décrites par les équations A de la figure Nous ferons
enfin une supposition supplémentaire, assez classique pour un systeme hybride, qui est que les
actions décidées par le controleur mettent deux secondes a se réaliser. Ainsi, entre le moment ou
le controleur décide de fermer la vanne vy et le moment ou celle-ci est effectivement fermer, il se
sera écoulé deux secondes. Ainsi, le contréleur devra anticiper I’évolution du niveau d’eau pour
s’assurer que 'invariant [; < h; < L; est vérifié avec cette contrainte de délai supplémentaire.

h, i—klvhl SthSH
1 =
Z'—/ﬁ\/h,l —ho+Hsihy >H
vy ouverte , vy ouverte (1.2)
h. kl\/ kg\/ 2 si h2 < H
’ kl\/h1 ho + H — ky/hy si hy > H
. 7 — kl 1 si hQ < H
hy
i—ky h2+HSIh2>H
vy ouverte , vo fermée (1.3)
. Vhisihy <H
ha
Vhi —hy + H si hy > H
hl = 1
vy fermée , vy ouverte . (1.4)
he = —kovhe
hl = 1
vy fermée , vo fermée ) (1.5)
he = 0

Fic. 1.5 - Equations différentielles pour le systeme des deux réservoirs.

:”l |

h1 ~

V2

~

F1G. 1.6 — Systéme des deux réservoirs.

21



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.7 Notations

Valeurs. L’ensemble des nombres réels sera noté R, les réels positifs Ry = {x € R : 2 > 0} et
les réels négatifs R_. Les nombres naturels seront notés N et les nombres flottants F. Les nombres
flottants seront écrits en gras : « € F.

Intervalles. Soit un domaine de valeurs D muni d’un ordre total <p. Pour a,b € D, on notera
[a,b) ={z €D : a <px <p b} l'intervalle contenant tout les éléments de D compris entre a et b.
Clairement, si b < a, on a [a, b] = (). Nous noterons Iy ’ensemble des intervalles de D :

Ip ={[a,b] : a €D, beD}

En particulier, nous disposerons des intervalles réels Iy et flottants Ip. Les éléments de I seront
notés entre crochets : [x] € Ip. Pour un élément [z] € Ip, nous noterons x et T ses bornes inférieures
et supérieures, respectivement. Ainsi, [z] = [z, Z]. Nous utiliserons souvent I'arithmétique d’inter-
valles définie dans [Moo66l [Moo79] et nous utiliserons, par abus de notations, les mémes symboles
(4+,%,...) pour larithmétique réelle, flottante et d’intervalle.

Vecteurs et matrices. Pour un domaine de valeurs D, nous noterons D™ I"’ensemble des vecteurs
de dimension n dont les éléments sont des éléments de D :

]D)":{(xl,...,xn) 2 Vi€ [1,n], xie]])}

Un élément de D™ sera noté Z'; ainsi, les vecteurs d’intervalles réels seront notés [CE} € If et les
vecteurs de nombres flottants seront notés & € F"™. Enfin, ’ensemble des matrices de dimension
n x m (n lignes, m colonnes) sera noté D(™) et ses éléments seront écrits avec une majuscule :
A € F(nm),

Fonctions. Nous noterons C°(D) '’ensemble des fonctions continues de R dans un espace métrique
D. Pour définir une fonction, nous utiliserons parfois la notation A\z.g(x) : lorsque 'on écrit f =
Az.g(x), cela signifie que pour tout z du domaine de définition de f, on a f(z) = g(x).
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Premiere partie

Etat de Dart

La premiere partie de cette these vise a présenter I’état de ’art quant a 'ana-
lyse et la vérification des systemes hybrides. Dans un premier temps, nous
étudierons les techniques classiques utilisées pour l'analyse des sous-parties
discretes et continues de ces systemes. Nous insisterons ainsi sur les techniques
d’analyse statique par interprétation abstraite (chapitre pour la partie
discrete, et sur les techniques d’intégration garantie d’équations différentielles
(chapitre [3) pour la partie continue. Ensuite, nous présenterons les modeles
classiques permettant de représenter les systemes hybrides dans leur ensemble
(chapitre|4). Nous insisterons particulierement sur les autornates hybrides (sec-
tion et évoquerons les techniques de vérification sur ces modeles. Cela
nous menera aux problemes d’accessibilité et d’indécidabilité (section. Des
modeles plus récents construits comme une extension des calculs de processus
seront également présentés (section [£.3).






CHAPITRE 2

Analyse de la partie discrete : interprétation abstraite

Comme nous ’avons mentionné en introduction, nous nous intéressons a des systemes hybrides
dont la partie discrete est un programme et dont la partie continue est I’environnement physique
avec lequel le programme interagit. Si le test est la technique la plus utilisée pour vérifier le com-
portement d’un programme, ['analyse statique des programmes vise a combler les lacunes du test
en apportant des preuves du bon (ou mauvais) comportement de ces programmes quelles que soient
les valeurs prises par les variables d’entrée, et cela sans exécuter le programme. Les méthodes les
plus basiques ont recourt a une analyse purement syntaxique des programmes en cherchant des
motifs qui sont connus pour étre potentiellement dangereux. Ces techniques, connues sous le nom
de lint [JohT7], sont d’avantage destinées & trouver des bugs qu’a prouver leur absence. Pour obte-
nir un telle preuve, il est nécessaire d’étudier non seulement la syntaxe d’un programme mais aussi,
et surtout, sa sémantique. La sémantique d’un programme est une description formelle de sa signi-
fication, c’est-a-dire de son comportement attendu. On se doute donc bien que les outils d’analyse
reposant sur une vision sémantique du programme sont potentiellement bien plus puissants que
ceux qui ont une vision purement syntaxique. Ce chapitre décrit une de ces techniques d’analyse
statique, l'interprétation abstraite [CCT7, [CC92a]. Nous commengons par rappeler quelques bases
concernant la théorie des domaines (section , puis nous définissons formellement la sémantique
d’un langage de programmation a travers ’exemple d’un langage impératif jouet (section [2.2)).
Enfin, nous décrivons la théorie de l'interprétation abstraite (section qui permet de calculer
une surapproximation de ’ensemble des comportements d’un programme pour un ensemble de
valeurs d’entrée.

2.1 Rappels sur la théorie des domaines

Les notions d’ensembles ordonnés, de fonctions continues et de point fixe sont au coeur de la
théorie de la sémantique des langages de programmation et de l'interprétation abstraite. Nous
rappelons ici les définitions et résultats de base permettant de comprendre la suite de ce chapitre.
Nous commencons par la notion d’ordre partiel, de borne inférieure et supérieure, puis nous intro-
duisons le concept d’ordre partiel complet et de treillis. Nous terminerons enfin par la définition
d’une fonction continue et nous donnerons les théoremes d’existence et de calcul de point fixe.
Pour chaque définition, nous apporterons un exemple explicatif.
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2.1.1 Ordre partiel

Définition 2.1 (Ordre partiel) Un ordre partiel est un ensemble P muni d’une relation binaire
C qui est :

1. réflexive, Vx € P, x C x;
2. transitive, Vr,y,z € P, t CyAyC z=z C z;
3. antisymétrique, Vx,y € P, t CyAyCz =z =1y.

Nous noterons l'ordre partiel (P, C).

Exemple 2.1 Dans tout ce chapitre, nous utiliserons ’ensemble ordonné Sign défini ainsi :
Slgn = {J-7T7+7_707—i_7;u@};'

Cet ensemble contient donc 7 éléments qui ont les significations suivantes :
1. L représente le plus petit élément ;

T représente le plus grand élément ;

0 représente le nombre 0;

— représente tous les nombres strictement négatifs ;

+ représente tous les nombres strictement positifs ;

— représente tous les nombres négatifs ou nul ;

NS e W

+ représente tous les nombres positifs ou nul ;
8. O représente tous les nombres non nuls.

La relation d’ordre C sur Sign est définie par :

lc—- 1Cco 1lc+ -—-c- -—-Cg +4+C4+ +Co

0OC—- 0C+ -CT +4+CT ©CT
Graphiquement, nous représenterons cet ordre partiel par un diagramme de Hasse (figure [2.1)),
dans lequel chaque élément de Sign est représenté par un nceud rouge et 'ordre est donné par des
arétes entre ces noeuds.

F1G. 2.1 — Diagramme de Hasse représentant ’ordre partiel de ’exemple
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Définition 2.2 (Borne supérieure) Soit (P,C) un ordre partiel, et Q C P. Un élément p € P
est un majorant de @ si et seulement si

Vre@, xCp. (2.1)

On dira que p est la borne supérieure de @ si c’est le plus petit des majorants, c’est-a-dire que p
est un majorant de @ et
Yy € P, (Va:eQ,xEy)épEy. (2.2)

Nous noterons p = | | Q. Si I'ensemble @ posseéde deux éléments ¢1, g2, nous utiliserons la notation
infixe : p = ¢ U go.

Exemple 2.2 Soit S = {—,+} et S/ = {;,—F,O}. Alors,ona||S=2et | |5 =T.

Définition 2.3 (Borne inférieure) Soit (P,C) un ordre partiel, et @ C P. Un élément p € P
est un minorant de @ si et seulement si

Vee@, pEx. (2.3)

On dira que p est la borne inférieure de @ si c’est le plus grand des minorants, c’est-a-dire que p
est un minorant de Q) et
Yy € P, (Ver,yEx)éyEp. (2.4)

Nous noterons p =[] Q. Si 'ensemble @ posséde deux éléments q1, g2, nous utiliserons la notation
infixe : p = q1 Mqo.

Exemple 2.3 Soit S ={—,+} et §'={-,+}. Alors,ona[]S = Let[]5 =0.

2.1.2 Ordre partiel complet, treillis

Définition 2.4 (Chaine croissante) Soit (P, C) un ordre partiel. Une chaine croissante est un
sous-ensemble ) de P avec un plus petit élément et telle que :

Ve,yeQ, ctCyVyCx (2.5)

Autrement dit, une chalne croissante est un sous-ensemble de P tel que les éléments de @ sont
deux-a-deux comparables et tel que Q possede une borne inférieure.

Exemple 2.4 L’ensemble S = {1, —, &, T} est une chaine croissante de Sign dont L est le plus
petit élément. S’ = S U {0} n’est pas une chaine croissante car 0 et — ne sont pas comparables.

Définition 2.5 (Ordre partiel complet) Un ordre partiel (P,C) est dit complet (complete
partial order, ou CPO) si et seulement si toute chaine croissante non vide ¢ admet une borne
supérieure.

Un CPO pointé (pointed CPO) est une CPO (P,C) muni d’un plus petit élément L vérifiant
Vp € P, 1 C p. Dans la suite, le terme CPO désignera un CPO pointé.

Remarque Tout ordre partiel fini, ou de hauteur finie (c’est-a-dire ne possédant pas de chaine
croissante infinie), avec un plus petit élément est un CPO. En particulier, Sign est un CPO.
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Définition 2.6 (Treillis) Un treillis est un ordre partiel (P, C) tel que toute partie finie Q C P
admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Exemple 2.5 L’ordre partiel Sign est clairement un treillis. Cependant, si on rajoute la regle
0 C @ pour Pordre C, on a toujours un CPO mais le nouvel ordre partiel n’est pas un treillis :
si on prend S = {—,0}, alors I'ensemble des majorants de S est {T,—, @} qui ne posseéde pas de
plus petit élément.

Définition 2.7 (Treillis complet) Un treillis complet est un ordre partiel (P,C) tel que tout
ensemble ) C P (fini ou infini) admet une borne supérieure.

Remarque (1) Si (P,C) est un treillis complet, alors tout ensemble @@ C P admet également
une borne inférieure définie par [ 1Q = | | {9: eP : Ve, zC y} De plus, un treillis complet
admet un plus petit élément | = | |{) et un plus grand élément T = | | P.

Remarque (2) La notion de treillis complet est plus forte que la notion de CPO. Ainsi, tout
treillis complet est un CPO, mais l'inverse n’est pas vrai.

Remarque (3) Dans la suite, nous utiliserons souvent le terme de domaine pour évoquer un

ensemble quelconque muni d’un ordre. Lorsque nous en aurons besoin, nous préciserons si le
domaine possede une structure du CPO ou de treillis.

2.1.3 Fonctions monotones et théoremes de point fixe

Définition 2.8 (Fonction monotone) Soit (P,Cp) et (Q,Cqg) deux CPO. On dit qu’une fonc-
tion f: P — @ est monotone si et seulement si :

Ve,y € P, xCpy= f(z) Eq f(y) - (2.6)

Exemple 2.6 On définit la fonction valeur absolue abs : Sign — Sign par :

1 siz=_1
T siz=T
Vx € Sign, abs(z) =< 0 siz=0
+ size{g,—,+}
+ sinon

La fonction abs est monotone.

Définition 2.9 (Fonction continue) Soit (P,Cp) et (Q, Cg) deux CPO. Une fonction f : P — Q
est dite continue si et seulement si elle est monotone et si pour toute chaine croissante X de P,

o L, (/@) s we X} =7 (|_|PX) . (2.7)

Une fonction continue est donc une fonction croissante qui préserve les bornes supérieures des
chaines croissantes.
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Définition 2.10 (Point fixe) Soit (P,C) un ordre partiel, et f : P — P une fonction sur P. On
dit que x est un point fixe de f si et seulement si f(x) = . On dira que x est le plus petit point
fixe (s'il existe) de f si et seulement si x est un point fixe de f et si Vy € P, f(y) =y =z C y.
Le plus petit point fixe de f, quand il existe, sera noté [ fp(f). De méme, le plus grand point fixe

de f sera noté gfp(f).

Théoréme 2.1 (Point fixe de fonctions continues sur un CPO) Soit (P,C) un CPO, et
soit L son plus petit élément. Soit f : P — P une fonction continue sur P. Alors, f posséde
un plus petit point fize Lfp(f) donné par :

Up(f) = [{r() : ieN}. (2.8)

Remarque Pour toute fonction f: P — P, pour tout ¢ € N et tout élément z € P, on définit le
i-eme itéré de f sur z, noté fi(z), par: fO(z) =z et Vi > 1, fi(z)= f(f""(2)).

Théoréme 2.2 (Théoréme du point fixe de Tarsky, [Tar55]) Soit P un treillis complet et
f: P — P une fonction monotone. Alors, [ admet un plus petit et un plus grand point fixe. Le
plus petit point fize sera noté Lfp(f) et le plus grand gfp(f).

Théoréme 2.3 (Théoréme du point fixe de Kleene [Bir67]) Soit f : P — P une fonction
continue sur un treillis complet P dont le plus petit (respectivement plus grand) élément est L
(respectivement T ). On a alors :

ip(f) = [{fi(L) - ieN} gfp(f)=[]{f(T) : ieN}. (2.9)

2.2 Sémantique concréte d’un programme

La sémantique d’un programme est la description mathématique de I’ensemble des comporte-
ments possibles de ce programme. Elle permet de prédire comment le programme va s’exécuter
en machine, en supposant que le compilateur respecte cette sémantique. Il existe plusieurs
modeles mathématiques permettant de décrire le comportement d’un programme. La sémantique
opérationnelle décrit directement I’exécution du programme via un systéeme de transitions : on
voit alors le programme comme une machine abstraite qui modifie les valeurs des variables du
programme. La sémantique axiomatique décrit chaque instruction du programme comme un trans-
formateur de propriétés logiques : un programme fera le lien entre deux propriétés logiques p et ¢
de telle maniere que si p est vraie avant I’exécution du programme, alors q est vraie apres celle-ci.
Les propriétés portent généralement sur les valeurs des variables du programme. La sémantique
dénotationnelle traduit un programme en une fonction continue entre les états du programme :
cette fonction sera définie comme la composition des fonctions élémentaires associées a chaque ins-
truction du programme. Toutes ces sémantiques sont équivalentes, nous choisissons de présenter
en détails la sémantique dénotationnelle, qui est souvent la sémantique utilisée pour définir une
analyse statique par interprétation abstraite. Pour une description approfondie et une comparaison
des différentes sémantiques, on pourra se référer & [Win93].

Nous commencerons donc par définir la syntaxe d’un langage impératif simple, noté SIMPLE,
inspiré du langage IMP introduit dans [Win93], puis nous explicitons le domaine des états du pro-
gramme et enfin nous décrivons la construction de la sémantique dénotationnelle des programmes
écrits dans le langage SIMPLE.

2.2.1 Syntaxe du langage SIMPLE

Le langage SIMPLE que nous considérons est un langage impératif simple, ne comportant
qu’un seul type de valeurs (les entiers) et sans pointeur. Nous supposerons disposer d’un ensemble
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30 CHAPITRE 2. ANALYSE DE LA PARTIE DISCRETE : INTERPRETATION ABSTRAITE

infini Var de noms de variables possibles. La syntaxe complete du langage est donnée par la
figure : on dispose d’expressions arithmétiques Exp et d’instructions Stmt. Une expression
est soit un entier naturel n € N, soit une variable X € Var, soit la combinaison via un opérateur
binaire ® € {+, —, X, /,=, <} de deux expressions. Si ® € {=, <}, le résultat de 'opération sera
1 si le test est vrai, 0 sinon (voir en section . Les instructions sont les briques de base d’un
programme. Le langage propose l'affectation X := e d’une expression e € Exp a une variable
X € Var, la composition de deux instructions si;sa, le branchement conditionnel (¢f) et un
opérateur de boucle (while).

n €N X eVar

Exp: e 2= n|X|ete|le—el|lexe|ele|le=ele<e

Stmt: s = X:=e¢|s;s|if ethen celsec|whileedoc

F1a. 2.2 — Syntaxe du langage SIMPLE.

2.2.2 Etats d’un programme

Pour les langages impératifs comme SIMPLE, I’instruction fondamentale est ’affectation qui
modifie la valeur d’une variable. Les autres instructions servent essentiellement & organiser ces
affectations pour qu’elles soient exécutées dans le bon ordre. La sémantique d’un programme est
donc fondée sur une notion d’état qui associe a chaque variable du programme une valeur. Dans
notre cas, cette valeur sera un entier naturel. Cependant, il est possible que lors de ’exécution d’un
programme, certaines variables ne soient pas définies, c’est-a-dire qu’elles n’aient pas de valeur.
Pour prendre en compte ce cas, nous associerons a chaque variable une valeur du domaine Z , le
CPO plat des entiers naturels.

Définition 2.11 (CPO plat des entiers naturels) Soit Z; = Z U {L} 'ensemble des entiers
muni d’'un élément spécial L. Soit C la relation d’ordre donnée par Vn € Z, L C n. Le domaine
plat des entiers naturels est l'ordre partiel (Z,,C), décrit graphiquement par le diagramme de
Hasse ci-dessous :

Le domaine Z, est un CPO, mais ce n’est pas un treillis car il ne possede pas de borne supérieure.

Définition 2.12 (Etats) Un état d’un programme est une fonction de ensemble des variables
Var vers les éléments de Z | . Nous noterons X ’ensemble des états :

E:{U:VGTHZL}.

Remarque (1) Un état o € 3 est donc une fonction totale o des variables dans Z , ce qui peut
étre vue comme une fonction partielle de Var dans Z, dont le domaine est I’ensemble des variables
telles que o(x) # L.
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Remarque (2) On munit ¥ d’une structure d’ordre complet en étendant point-a-point 'ordre C
sur Z, aux fonctions Var — Z, . La relation d’ordre ainsi obtenu est liée a la quantité d’informa-
tion portée par un état; on aura notamment : o C ¢’ si et seulement si

VX €Var, o(X)# L =0 (X)=0(X).

Pour un état o € ¥ et une variable X € Var, nous noterons o(X) € Z, la valeur de X dans
I’état o. Etant donné un état o € X, une variable X € Var et un élément n € Z, , nous noterons
O'[X — n] Iétat o’ vérifiant

oY) siY#X
n sinon

VY € Var,o'(Y) = {

Exemple 2.7 Prenons pour exemple Var = {z,y,z}. Soit o l'environnement associant a z la
2

valeur 2, a y la valeur -3 et a z la valeur 1, o : —3 . On a alors o(y) = —3 et

SIS

111 -

4
-3 .
10

Penvironnment ¢’ = o[z +— 10|[z — 4] est donné par ¢’ :

2.2.3 Sémantique dénotationnelle

La sémantique dénotationnelle voit un programme comme une fonction partielle entre états.
L’intérét de cette vision est de pouvoir comparer facilement des programmes écrits éventuellement
dans des langages différents : deux programmes seront équivalent si et seulement si ils définissent
la méme fonction. Un deuxiéme intérét de cette approche est que la sémantique dénotationnelle est
compositionnelle par nature : la sémantique d’un programme se calcule comme une composition,
au sens mathématique du terme, de la sémantique de ses instructions. Nous définissons donc dans
la suite la sémantique de chacune des constructions du langage.

Remarque Nous présentons les fonctions et fonctions partielles comme des ensembles de couples
(x,y), c’est-d-dire comme des relation binaires. Ainsi, si on note f = {(ml,yl), (:zzg,yg)}7 cela
voudra dire que f est une fonction partielle dont le domaine est {z1, 22} et telle que f(z1) = y1
et f(l‘g) = Y2.

Pour les expressions La sémantique d’une expression e € Exp est une fonction, notée E[e], entre
les états et les valeurs : Efe] : ¥ — Z, . Cette fonction est donnée par les régles de la figure
La fonction associée & une constante n € 7Z est la fonction constante qui vaut n pour tout état
o € ¥ (regle (2.10)). La fonction associée & une variable X € Var est la fonction qui & tout état
o € ¥ associe la valeur de X dans P'état o (regle ) La fonction associée & une construction
arithmétique eg @ ey, avec ©® € {+,—, X, /} est la fonction qui, pour un état o, évalue eg et e;
dans cet état puis calcule le résultat de 'opération ©® (regle (2.12). Pour ces derniéres regles, les
opérateurs ©, pour ® € {+,—, x,/} sont des extensions simples des opérateurs arithmétiques
sur les entiers au domaine Z, , c¢’est-a-dire que 'on a en plus L. ®; n=n® L = L pour tout
ne€Zet® € {+,—, x,/}. On aura également n/0 = L pour tout n € Z. La fonction associée & un
test eg ¢ €1 pour ¢ € {=, <} est la fonction qui évalue eg puis ey, et renvoie 1 si le test est vérifié,
et 0 sinon (régle (2.13)). On définit en effet, pour ¢ € {=, <}, la fonction o, : Z, x Z, — Z,
1 siniong

par:Ve €Z,, Loyxz=x0,x=_1LetVny,ng €Z, ny o) no = 0 sinon
Pour les instructions Enfin, la sémantique d’une instruction s € Stmt est une fonction partielle
entre les états du programme : [s] : ¥ — X. Les regles de la figure expliquent la construction
de cette fonction. Pour 'instruction d’assignation X := e, la fonction associée est la fonction qui
substitue dans I’état d’entrée la variable X par la valeur associée & l'expression e (reégle )
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La sémantique de l'opérateur de composition sg; s; est la fonction qui évalue d’abord la fonction
associée a sy puis transmet le résultat a la fonction associée a sp. Il s’agit donc de la composition
des deux fonctions (regle (2.15))). La sémantique du branchement conditionnel (regle (2.16))) est la
fonction qui, étant donné un état, évalue la condition dans cet état puis, en fonction du résultat,
évalue la branche else (si le résultat vaut 0) ou then (dans tous les autres cas). Remarquons que
si I’évaluation de ’expression renvoie L, alors le résultat de la dénotation associé au branchement
conditionnel renvoie Ly, le plus petit élément du CPO ¥ (c’est-a-dire la fonction associant L
& chaque variable). La sémantique d’une boucle while est exprimée comme le point fixe d’une
fonction I' définie sur le domaine des fonctions continues entre états. En effet, une instruction
while e do p fonctionne ainsi : on évalue d’abord l'expression e, et si le résultat est 0, on termine.
Sinon, on évalue le corps de la boucle p puis on répete 'opération. La sémantique de la boucle doit
donc étre définie en fonction d’elle méme, d’ou l'introduction de I'opérateur de point fixe dans la

regle (Z.17).

Remarque (1) Les fonctions définissant la sémantique des instructions sont des fonctions par-
tielles entre états. Nous pouvons facilement étendre une fonction partielle f en une fonction totale
entre états en posant f(o) = Ly si o € dom(f), ou dom(f) est le domaine de f et Ls est le
plus petit élément de ¥ vérifiant donc VX € Var Ly(X) = L. Les fonctions de la sémantique
des instructions sont alors des fonctions totale continues du CPO (X, C) (définition dans
lui-méme.

Remarque (2) La sémantique de la boucle while implique un calcul de plus petit point fixe
d’une fonction définie sur le domaine des fonctions continues de (¥, C) dans lui méme. Comme
(3,Q) est un CPO, le domaine des fonctions continues l’est également et donc, d’apres le
théoreme le plus petit point fixe existe, et on peut le calculer par une itération a la Kleene.

Exemple 2.8 Considérons le programme P ::= ¢ := 0;whtle : < 10 do ( X =X+1i:= z'—|—1).
Les états du programmes sont des fonctions de {X,i} vers N2 et la sémantique du programme est
donnée par 1’équation . Cette équation signifie que 1’état a la fin du programme est 1’état
initial dans lequel la variable ¢ prend la valeur 10 (¢ vaudra toujours 10 apres l'exécution de P) et
la variable X est incrémentée de 10.

Y - X
[[P]]Z{ o J[X»—>0-(X)_|_10][Z',_)10] (2_19)

2.2.4 Sémantique collectrice

La sémantique dénotationnelle d’un programme est donc une fonction associant a un état (ty-
piquement la valeur des variables d’entrée du programme) un autre état (typiquement la valeur des
variables apres l'exécution du programme). Cependant, lorsque ’on veut analyser un programme,
on cherche & étudier son comportement quelles que soient les valeurs des entrées (ou du moins
pour toutes les valeurs dans une certaine région). Il est donc nécessaire de définir une sémantique
dite collectrice qui associe & un ensemble d’états (typiquement l’ensemble des entrées possibles
du programme) un ensemble d’états représentant tous les résultats possibles du programme sur

oef{+ - x,/} oe{=<}
E[n] = {(o,n) : 0 €} (2.10)
E[X] = {(o0 : 0 €Y} (2.11)
Eleg©e1] = {(0 no ®1n1) : (o,n0) € Eleg] A (0,m1) € Ele1] }(2.12)
Elegoer] = {(o,ngoLmni) : (o,n0) € E[eo] A (0,n1) € E[e1]} (2.13)

Fia. 2.3 — Dénotations pour les expressions arithmétiques.
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[X:=e¢] = {(0,0[X—n]) : c€TA(o,n)c Ele]} (2.14)
[so;s1] = [s1] o [so] (2.15)
[if e then so else s1] = {(0,0") : In€Z", (0,n) € E[e] A(0,0") € [so]} U (2.16)
{(0,0") : (0,0) € E[e] A (0,0") € [s1]}
[while e do s] = [fp(T') avec (2.17)
I(p) = {(o,0") : IneZ", (o,n) € E[e] A(0,0") € po[s]} U
{(0,0) : (0,0) € E[€]} (2.18)

F1G. 2.4 — Dénotations pour les instructions.

toutes ces entrées. Nous étendons donc la sémantique dénotationnelle & des ensembles d’états de
maniere tres classique. Un environnement p sera un ensemble d’états, et on notera £ ’ensemble
des environnements :

E=P(%). (2.20)

La sémantique dénotationnelle collectrice, donnée par les regles de la figure est une ex-
tension point-a-point de la sémantique concrete aux ensembles d’états. La sémantique collectrice
d’une expression e € Exp est une fonction E(e) : € — P(Zy) (regle (2.21)) et la sémantique
collectrice d’une instruction s € Stmt est une fonction (s) : &€ — £.

pet
Ve € Exp, E(e)(p) = {n : Jo€p, (o,n) € Ele]} (2.21)
Vs € Stmt, (s)(p) = {0’ : Joep, (0,0) € [s]} (2.22)

Fia. 2.5 — Sémantique dénotationnelle étendue aux ensembles d’états.

2.3 Principe de l'interprétation abstraite

La sémantique collectrice décrit précisément le comportement réel d’un programme comme
une fonction entre les environnements d’entrée et les environnements de sortie. Cette sémantique
fournit toutes les informations disponibles sur le programme, elle pourrait donc servir, dans I’ab-
solu, a prouver que le programme vérifie sa spécification. Cependant, le calcul automatique de
la sémantique collectrice pose plusieurs problemes : d'une part on doit représenter un ensemble
potentiellement infini d’états et d’autre part le calcul du point fixe qui intervient dans les regles
du calcul de la sémantique du while nécessite une itération potentiellement infinie de la séquence
de Kleene (théoreme . Le but de l'interprétation abstraite [CCTT, [CC92a] est de contourner
ces deux problémes en calculant non pas la sémantique concrete mais une autre sémantique, que
nous appellerons sémantique abstraite, qui approxime la sémantique concrete et qui est suffisante
pour prouver que le programme répond a sa spécification. Par exemple, si on veut montrer que le
résultat d’un programme est toujours positif, il n’est pas nécessaire de connaitre exactement 1’en-
semble des résultats possibles, il suffit de savoir que tous les résultats sont positifs : on peut oublier
une partie de 'information (la valeur exacte du résultat) et ne garder que celle dont on a besoin (le
signe). En pratique, la construction d’un analyseur statique par interprétation abstraite fonctionne
ainsi : apres avoir défini la sémantique concrete des programmes et les propriétés que l'on veut
prouver, on choisit un domaine abstrait permettant de représenter en machine un ensemble infini
d’états en ne gardant que les informations pertinentes vis-a-vis de la propriété a prouver. Ensuite,
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34 CHAPITRE 2. ANALYSE DE LA PARTIE DISCRETE : INTERPRETATION ABSTRAITE

il faut établir le lien entre le domaine abstrait et les environnements concrets définis par I’équation
(2.20). Enfin, il faut définir comment chaque construction du langage modifie les éléments du
domaine abstrait. On définit donc une sémantique dénotationnelle abstraite comme une fonction
continue entre éléments du domaine abstrait, et on prouve la stureté de cette sémantique abstraite
vis-a-vis de la sémantique concrete. Dans la suite de la section nous expliquons en détails et avec
des exemples chacune de ces étapes.

2.3.1 Domaine abstrait

Un domaine abstrait est un ensemble de valeurs symbolique £F représentables en machine, muni
d’une fonction de concrétisation v : 4 — £ qui associe & chaque élément pf € £ un ensemble,
potentiellement infini, de valeurs concretes.

Exemple 2.9 Le domaine des signes, Sign = {1, —,+,0,—,+, @, T}, est un domaine abstrait,
avec la fonction de concrétisation «y : Sign — P(Z) définie par :

Y(L)=0 y(-)={n€eZ : n<0} Y(+)={nezZ : n>0} ~(0) = {0}
Y(=)={neZ: n<0} Y(H)={neZ: n>0} v(@)={neZ: n#0} ¥T)="%Z

Dans ’exemple précédent, I’élément abstrait — représente ’ensemble des entiers relatifs négatifs
ou nul, alors que — représente ’ensemble des entiers relatifs strictement négatifs. L’élément —
est donc plus précis que — en ce sens qu’il apporte plus d’information sur les valeurs concréetes
qu’il représente. Pour formaliser cette notion de précision, on munit les domaines abstraits d’une
structure d’ordre partiel (£f, C#) : si pﬁ,pg € & pti ct pg signifie que pﬁ est plus précis que
pg. Cette notion de précision sur les éléments abstraits doit cependant étre liée a 'ordre sur les
éléments concrets sous-jacents. En effet, le domaine concret £ possede une structure d’ordre partiel
avec 'inclusion C, il faut donc s’assurer que ’ordre sur les éléments abstraits soit compatible avec
I'ordre sur les éléments concrets. Il faut donc que la fonction de concrétisation «y : (%, C#) — (€, C)

soit croissante :
#

vk, o5 € &%, ph CF b = v(ph) (k) -
Exemple 2.10 Le domaine abstrait Sign possede une structure d’ordre partiel avec l'ordre T
donné en section On a bien par exemple — C —.

Les regles de la sémantique concréte montrent que 'opération la plus importante sur les envi-
ronnements concrets est I'union U. Nous devons donc munir le domaine abstrait d’'un opérateur
d’union et d’un opérateur d’intersection abstraits U* et N, c’est-a-dire que nous construisons un
treillis abstrait (£ C# 1% T# U NF). Les opérations abstraites U* et N* doivent étre des abstrac-
tions sires (et si possible efficaces) de U et N, ¢’est-a-dire que 'on doit avoir :

Vol ph € €5, A(ph) U(ph) Cy(ph UF ph) et y(p}) N(ph) € v(ph ¥ ph) (2.23)

Exemple 2.11 Pour le domaine des signes, on a par exemple — Ll + = &. Comme y(—) = {n €
Z :n<0tety(+)={ne€Z : n>0} onabien v(—)U~v(+) =Z\{0} = v(2).

Dans la mesure du possible, on essaiera également d’avoir une fonction d’abstraction a: & —
E*, croissante, qui associe & chaque ensemble de valeurs concretes une valeur abstraite. Les fonctions
d’abstraction et de concrétisation doivent étre compatibles avec les ordres concrets et abstraits,
¢’est-a-dire que (v, 7y) doit former une correspondance de Galois.

Définition 2.13 (Correspondance de Galois) Soit (E,Cg) et (F,Cp) deux ordres partiels.
Une correspondance de Galois entre E et F' consiste en deux fonctions monotones o : £ — F et
~v: F — E telles que :

Vee EVyeF, alz)Crpy<=zLCgr(y). (2.24)
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Exemple 2.12 La fonction « : P(Z) — Sign définie par :

1 siX=0

— siVne X, n<0

+ siVne X, n>0

— siVne X, n<0et0e X
VX €P(Z), a(X) = + sivneX, n>0et0eX

0 si X ={0}

g si0gX

T  sinon

est une fonction d’abstraction et (<) est une correspondance de Galois.

Une fonction d’abstraction telle que (o, 7) soit une correspondance de Galois n’existe pas
pour tous les domaines abstraits (par exemple pour les polyedres). Quand elle existe, on dira
que a(p) est la meilleure abstraction de p € &, et la meilleure abstraction de 'opérateur d’union
(respectivement d’intersection) sera alors définie par « o U o 7y (respectivement « o N o 7). Ces
meilleures abstractions peuvent cependant étre cotiteuses a calculer, on ne les utilisera donc pas
toujours, méme lorsqu’elles existent.

Le choix d’un bon domaine abstrait est tres important lors de I'analyse d’un programme. Il
existe en effet de nombreux domaines qui apportent chacun plus ou moins d’information selon leur
niveau d’abstraction. Outre le domaine des signes déja présenté, citons le domaine des intervalles
5? = Var — I¥, out I* est 'ensemble des intervalles défini par I’équation .

I = {[a,b] : a,b€ZU{—o00}U{+oc}}U{L%} (2.25)

On muni aisément I¥ d’une structure de treillis et on étend cette structure & 5? point-a-point. Le
probleme du domaine des intervalles est qu’il oublie les relations entre les variables du programme.
Par exemple, la valeur concréte p = {{z — i;y — i} : i € [-10,10]} sera abstraite par p* =
{z — [-10,10];y — [—10,10]}. On a donc perdu une information essentielle : pour tout élément
o € p,onao(z)=o0(y); en effet, la concrétisation de p* est {{a: — i y—J} ¢ 4,4 €[-10,10] },
qui ne garantit plus cette propriété.

Pour répondre a ce probleme, des domaines dits relationnels ont été définis. Ainsi, le domaine
des polyedres [CH7S8] représente les éléments abstraits par un polyédres convexe clos, ¢’est-a-dire
un ensemble d’inégalités linéaires de la forme ), a; X; < f3; ou X; € Var, o;,5; € N. On garde
donc en mémoire des relations linéaires entre les variables du programme, ce qui permet une
abstraction nettement plus précise des ensembles de valeurs concretes. Cependant, la complexité
algorithmique des calculs sur le domaine des polyedres est souvent trop élevée pour des programmes
de tres grande taille. Des domaines relationnels plus simples ont donc été introduits dans le but
de garder certaines relations entre les variables tout en ayant une représentation et des calculs
efficaces. Citons par exemple le domaine des octogones [Min01] qui limite les inégalités linéaires &
des inégalités de la forme £X;+ X; < cavec X;, X; € Var et c € N. On ne garde donc en mémoire
que certaines relations entre les variables. Le résultat est donc une représentation moins précise
des ensembles de valeurs concrets, mais les calculs sont nettement plus efficaces. Une comparaison
graphique de la représentation d’un ensemble de valeurs concretes (points verts) par un intervalle
(en bleu), un octogone (en rouge) et un polyedres (en gris) est donnée & la figure

Les domaines que nous venons de mentionner sont utilisés pour calculer I’ensemble de valeurs
prises par les variables d’'un programme au cours de toutes ses exécutions. Comme nous ’avons
mentionné dans I'introduction, il est souvent également intéressant de prouver d’autres propriétés
sur les logiciels embarqués, comme par exemple des propriétés de précision numériques [GMP02].
Pour cette propriété, des domaines qui ne donnent que la plage de valeurs prises par les variables
ne sont pas suffisant, on a besoin d’information supplémentaire quant a I’erreur de calcul commise
a cause de l'utilisation de nombres a virgule flottante. Pour cela, le domaine de l'erreur globale,
qui représente un nombre réel comme un nombre flottant plus une erreur de calcul, ou le domaine
des séries d’erreurs [GouO1l, [Mar02], [Mar(6], qui décompose I’erreur en fonction des instructions du
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Intervalles Octogones

| Polyhedres

Fia. 2.6 — Différentes abstractions d’un méme ensemble de points.

programme, ont été utilisé avec succes. Un comparatif des domaines abstraits pour la vérification
des propriétés numériques des programmes est disponible dans [Mar05].

2.3.2 Sémantique abstraite

Pour calculer la sémantique abstraite, nous définissons pour chaque instruction du langage
s € Stmt une fonction abstraite (s)* agissant sur les environnements abstraits. Cette fonction
doit surapproximer la sémantique concréte (s), c’est-a-dire que nous devons définir (s)* de telle
sorte que :

Vot € €5 A ((s)*(p")) C () (v(p")) (2.26)

Autrement dit, le calcul de la sémantique abstraite doit étre moins précis que celui de la sémantique
concrete : si on effectue d’abord la fonction abstraite puis la concrétisation, on obtient un ensemble
plus grand que si on effectue d’abord la concrétisation puis le calcul de la sémantique concrete (voir
figure les rectangles bleus sont les éléments concrets, les ensembles rouges leurs concrétisations
et 'ensemble gris le résultat de la sémantique concrete).

La sémantique abstraite associée a une affectation X := e dépend fortement du domaine
numérique choisit pour représenter les ensembles de valeurs. Par exemple, dans le domaine des
intervalles 'affectation Y := X 4 3 changera dans l’environnement abstrait la valeur de la variable
Y en le résultat de 'opération X + 3 calculée par une arithmétique d’intervalle. Dans le domaine
des octogones, la méme instruction revient a ajouter les deux contraintes Y — X <3 et X —Y <
—3. Pour l'opérateur de composition, la regle sémantique est la méme que pour le cas concret :
(515 82)* = (s1)* o (s2)*.

On peut définir la sémantique abstraite du branchement conditionnel ¢ f ainsi :

(if e then s else so)*(pF) = (s1)*(p) UF (52D (p) -

On calcule donc la sémantique du ¢f en calculant 'effet des deux branches then et else sur
I’état abstrait puis en effectuant I'union des deux résultats. Cette définition vérifie les criteres de
stireté (équation ) mais effectue une grande surapproximation : on oublie completement 'effet
filtrant de ’expression e. Une meilleure solution consiste donc a définir pour chaque expression
e € Exp un opérateur abstrait (e)* : £ — &* qui surapproxime 'effet du test if e. Pour un
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Fi1G. 2.7 — Critere de streté pour la sémantique abstraite.

environnement abstrait pf € £%, (e)#(p) est une surapproximation de I’ensemble des états concrets
vérifiant e :

Vot € &, {o e (o) : E[e](0) # 0} Cy((e)*(p")) -
On définit également pour tout e € Exp un opérateur —(e)? : £F — £ vérifiant :

Vot € &, {o e y(p") : E[e](0) =0} Cr(=(e)*(p")) -

En utilisant (e)*, on peut alors définir une sémantique abstraite plus précise pour le branchement
conditionnel :

[if e then so else s1)*(p*) = sa)? o (e)?(pF) U (1) o ~(e)* (o)
La méme logique intervient pour la sémantique abstraite de la boucle while :
(while e do s)*(p*) = —(e)* (lfp(l“u)) avec
Tp) = p U ((s)F o (e)) ()
Exemple 2.13 Dans le domaine des intervalles, on a par exemple :
Ve e Z, Yz € Var, { e <dipf) = Pz p@)N oo, d]
e <) = pla— pfx) N e+ 1,00]]

Le calcul de la sémantique abstraite nécessite donc le calcul du plus petit point fixe d’une fonction
I'* entre environnements abstraits. Ce plus petit point fixe existe d’aprés le théoreme car le
domaine abstrait est un treillis complet et T'* est une fonction continue. On peut donc calculer le
plus petit point fixe par une itération de Kleene. Le critere de stireté de I’équation s’étend par
composition et passage au point fixe, de sorte que pour tout programme P et tout environnement

abstrait p € €%, on a :
(P)(v(p*)) S~((PDF (")) - (2.:27)

Exemple 2.14 Reprenons le programme P ::= i :=1; X := 0; while: < 10 do( X =X+1;i:=
i+ 1) de I'exemple La sémantique abstraite de P en utilisant le domaine abstrait Sign est :

g~ gt
',
(]PD.{pﬁ = {im X o4}

37



38 CHAPITRE 2. ANALYSE DE LA PARTIE DISCRETE : INTERPRETATION ABSTRAITE

On montre donc que pour toute exécution du programme, le résultat (a savoir les valeurs de X et
1) est positif. On montre méme que la valeur de 7 est strictement positive. En revanche, on ne peut
pas montrer que X est différent de 0, car la sémantique de I'expression booléenne i < 10 dans le
domaine des signes est la fonction identité. On ne peut donc pas, apres le calcul du point fixe de
la sémantique du while, réduire I’élément abstrait obtenu grace a —=(i < 10)*.

2.3.3 Accélération de la convergence

L’utilisation d’un domaine abstrait et de la sémantique abstraite permettent de résoudre le
premier probleme du calcul de la sémantique collectrice, a savoir manipuler des ensembles poten-
tiellement infini de valeurs. Cependant, le deuxiéme probleme (le calcul d’un point fixe par une
itération de Kleene potentiellement infinie) n’est pas résolu. En effet, si le domaine abstrait choisi
a une hauteur infinie, le calcul de la sémantique de la boucle while peut demander une itération
infinie. Méme si le treillis est de hauteur finie, le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le
point fixe peut étre rédhibitoire pour ’analyse de programmes de grande taille. La théorie de I'in-
terprétation abstraite repose donc sur une deuxiéme technique, appelée élargissement (widening
en anglais) [CCTT, [CCI2Dh], qui assure la terminaison du calcul de la sémantique au prix d’une
approximation supplémentaire.

L’intuition derriere le widening est la suivante : lorsqu’on calcule le point fixe de la fonction I'
par une itération de Kleene, on calcule une chaine croissante d’éléments pg ct pu1 ct...ct pEL ct
... définis par pj = L¥ et pflﬂ = I'*(p,). Cette suite converge vers le point fixe [ fp(I'*). Plutét
que de calculer [fp(T*), la technique du widening propose de transformer cette chaine croissante
en une suite stationnaire qui converge vers une surapproximation du point fixe, ce qui permet de
garantir la condition de stureté de I’équation et la terminaison des calculs. Formellement, un
opérateur de widening V sur un treillis £ est un opérateur V : £ x E — FE tel que :

1. Ve,y e E, x C xVy
2. Vx,ye E, yC xVy

3. pour toute suite (:cn)neN € EVN, la suite (yn)neN définie par yg = o et pour tout entier
n €N, Y41 = YnVT,41 N'est pas strictement croissante. Remarquons que cela impose
qu’elle soit ultimement stationnaire car elle est croissante d’apres les propriétés 1 et 2 de
lopérateur V.

Exemple 2.15 Sur le treillis des intervalles If, on peut définir un opérateur de widening v par :

_ G B
[a,b]v[a’7b’]:[c,d] avecc:{ o0 sta <a etd:{+00 sibt) >b

a sinon b  sinon

En pratique, on utilisera I'opérateur de widening pour calculer, au lieu de la suite (pf, )en des itérés
de Kleene, la suite (yn)neN définie par yo = pg et Ynt1 = yanEH_l sin > ng et Yyp41 = Yp sinon.
Le seuil ng permet d’améliorer la précision du calcul en ne déclenchant le widening qu’apres un
certain nombre d’itérations. On arréte ensuite les itérations lorsque ’on trouve y; tel que y; = y;41.
On sait alors que y; 2 [fp(I'*) et on choisit 3, comme surapproximation du plus petit point fixe
de T'f. L'utilisation du widening assure donc la terminaison des calculs, mais ne garantit plus le
calcul du plus petit point fixe.

Pour améliorer ensuite la précision du calcul, on pourra utiliser un opérateur de rétrécissement
(narrowing) qui permet de raffiner le résultat obtenu. Un opérateur de narrowing sur un treillis £
est une fonction V : E x F — E telle que :

1. Ve,ye E, Ny Cx Avy;
2. Ve,ye B, x AyC x;
3. pour toute suite (a:n)neN € EN, la suite décroissante (yn)neN définie par yg = xg et pour
tout entier n € N, y,41 = yn A 41 est ultimement stationnaire.
Le narrowing est donc une surapproximation de l'intersection permettant de réduire la surap-
proximation due au widening. Nous ne détaillerons pas plus la notion de narrowing car nous ne
Putiliserons pas dans la suite. On pourra se référer a [CC92b] pour plus de détails.
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Exemple 2.16 Sur le treillis des intervalles If, on peut définir un opérateur de narrowing A par :

e o b owh
[a/a b] A [a/,b/] == [67 d] avec ¢ = { a S} a= oo et d _ { b S1 b o0
a  slmnon b sinon

2.3.4 Ouitils

Il existe de nombreux outils d’analyse statique par interprétation abstraite, souvent sous la
forme de prototypes académiques. Peu ont cependant été utilisés pour des projets industriels de
grande taille. Nous en décrivons ici trois qui sont chacun spécialisé dans un type de propriété
a prouver. Mentionnons également d’autres outils : Polyspace est un outil commercial mainte-
nant intégré a Matlab/Simulink qui prouve l'absence d’erreurs a l’exécution; CGS (C Global
Surveyor, [VB04]) est un prototype développe & la NASA qui vérifie le méme type de propriétés;
TVLA [BLARSO7] est un outil développé par I'université de Tel-Aviv qui vérifie des propriétés de
cohérence de la mémoire (essentiellement du tas).

ASTREE

Le logiciel ASTREEH [BCCT03, ICCET05] (pour Analyseur statique de logiciels temps-réel
embarqués) est un analyseur statique, développé a I’Ecole Normale Supérieure, qui prouve ’ab-
sence d’erreur & exécution (RTE) pour des programmes embarqués temps-réel écrits en C. AS-
TREE peut détecter des erreurs spécifiques au langage C (division par zéro, dépassement de capa-
cité pour un tableau), des erreurs liées & la représentation en machine des données (dépassement
de la plus grande valeur représentable par exemple) ou encore le non-respect de propriétés définies
par D'utilisateur via des assertions. ASTREE ne vise pas a étre un analyseur générique mais se
spécialise au contraire pour une classe précise de programmes pour lesquels une RTE est cri-
tique. De par cette spécialisation et grace a un choix de domaines abstraits spécifiques a 1’analyse
des logiciels visés (par exemple [Fer04] pour les filtres intervenant dans les logiciels de controle-
commande), ASTREE atteint une trés grande précision d’analyse, ce qui permet son application
pour des projets industriels de trés grande taille [DSQ7].

Absint

Le logiciel AbsImﬂ [FHL™01] calcule une borne supérieure sur le pire temps d’exécution (worst
wase execution time, ou WCET) d’un programme temps-réel. AbsInt utilise un programme com-
pilé, exécutable et reconstruit le graphe de flot de controle, éventuellement avec ’aide d’informa-
tions fournies par I'utilisateur relatives au nombres d’appels récursifs par exemple. L’outil effectue
alors plusieurs analyses successives pour estimer le WCET : une analyse de valeurs pour déterminer
le nombre maximal de tours de boucles, puis une analyse de cache pour déterminer quels acces
mémoires utilisent la mémoire cache uniquement, et enfin une analyse de pipeline pour estimer le
temps d’exécution de chaque instruction. Ces différentes analyses sont alors combinées pour estimer
le WCET. Comme ASTREE, AbsInt a été utilisé notamment par Airbus lors du développement
du programme de vol de I’A380.

Fluctuat

Le logiciel Fluctuat E| [GMP02] mesure l'erreur due a l'utilisation des nombres flottants au lieu
des nombres réels lors de I'exécution d’un programme écrit en C. L’erreur est méme décomposé en
une “série d’erreurs” qui indique la contribution de chaque instruction du programme a l'erreur
finale. On peut ainsi visualiser directement quelle instruction cause la plus grande erreur ce qui
permet un débuggage précis du programme en cas d’erreur finale trop importante. L’utilisation
de domaines tres spécialisés pour l'analyse des erreurs de calculs [GP06] et un grand choix de

Thttp ://www.astree.ens.fr/
%http ://www.absint.com
Shttp ://www-list.cea.fr/labos/fr/LSL/fluctuat/index.html
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parametres concernant ’analyse permettent d’obtenir des résultats précis pour une grande gamme
de codes numériques [GMPOG].
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CHAPITRE 3

Analyse de la partie continue : intégration garantie

L’analyse de la partie continue des systemes hybrides releve d’'un domaine de compétences tres
différent de 'analyse statique des programmes discrets. En effet, ’évolution continue du systeme
est généralement décrite par une (ou plusieurs) équation différentielle, et I’étude de ces objets
mathématiques est un domaine extrémement large. Comme la résolution formelle d’une équation
différentielle est un probleme trés difficile dans le cas général, de nombreux travaux portent sur leur
résolution numérique, c’est-a-dire trouver une suite de valeurs qui approchent au mieux la solution.
De nombreuses méthodes ont été proposées pour cela (Euler, Runge-Kutta, Heun, etc.), chacune
ayant ses avantages. Cependant, lorsqu’on s’intéresse a la vérification de systemes critiques, une
approximation de la solution ne suffit pas, il est nécessaire d’avoir des garanties sur I’emplacement
de la solution. Ce chapitre montre les méthodes classiques permettant cela. Nous commencerons
par rappeler les bases de la théorie des équations différentielles (section[3.1]), puis nous détaillerons
la méthode d’intégration garantie & base de séries de Taylor (section nﬁn7 nous présenterons
les outils existants répondant au probléme de l'intégration garantie (section . Outre la section
qui se fonde sur les livres [Inch6, [SB93|, les travaux présentées dans ce chapitre proviennent
essentiellement de [NJC99, [Ned06] et [Sta97].

3.1 Rappels sur les équations différentielles

Dans cette section, nous rappelons les définitions de base ainsi que les principaux théoremes
de la théorie des équations différentielles qui sont nécessaires a la bonne compréhension des tech-
niques d’intégration garantie. On pourra trouver plus de détails ainsi que les preuves des résultats
présentés ici dans de nombreux livres sur les équations différentielles, par exemple [Inc56, [SB93].
Dans toute cette section, F' : R™ — R" désigne une fonction continue.

Définition 3.1 (Equation différentielle) Une équation différentielle ordinaire (EDO) de di-
mension n est une relation entre une fonction y : D — R™ définie sur un ouvert D et sa dérivée
temporelle 3§ : D — R™, donnée par :

y(t) = F(y(t),1) . (3.1)

Par convention, nous noterons souvent 'EDO gy = F(y, t).
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On peut de méme définir les équations différentielles d’ordre p > 1 comme une relation entre y
et ses p premiéres dérivées temporelles. Cependant, on peut toujours se ramener au cas des EDO
d’ordre 1 en introduisant des dimensions supplémentaires correspondant aux dérivées de y.

Définition 3.2 (Equation différentielle autonome) Une équation différentielle est dite auto-
nome si la fonction F' ne dépend pas du temps ¢, c’est-a-dire que 'on a § = F(y).

Remarquons que toute équation différentielle est équivalente a une équation différentielle auto-
nome : il suffit d’introduire une nouvelle dimension correspondant au temps, et dont la dérivée est
constante égale a 1. Dans la suite, nous ne considérerons donc plus que des équations différentielles
autonomes de dimension n, que nous nommerons équations différentielles de dimension n par abus
de langage.

Définition 3.3 (Solution d’une équation différentielle) La solution d'une équation
différentielle § = F'(y) de dimension n sur un ouvert D C R est une fonction continiiment dérivable
®: D — R” telle que

Vt €D, d(t) = F(®(t)) . (3.2)

Exemple 3.1 L’équation différentielle d’ordre 2

Y1 = Y2
Yo = -

admet pour solution I'ensemble des fonctions ®(t) = (¢1(t), ¢2(t)) telles que

. ou(®) asin(t) + B cos(t)
o peR { $2(t) = acos(t) — Bsin(t)

En général, s’il existe une solution a 1’équation différentielle sur un domaine donné, alors il
en existe une infinité qui sont obtenues par transformation a partir de la premiere solution. Par
contre, si une condition initiale est fixée, les solutions sont (dans les bons cas) uniques. Cela nous
amene donc & définir la notion de Probléme de Cauchy (Initial Value Problem ou IVP en anglais).

Définition 3.4 (Probléme de Cauchy) Etant donnée une équation différenticlle 7 = F(y) et
une condition initiale y(0) = yo, le probléme de Cauchy consiste & trouver un ouvert D C R qui
contienne 0 et une solution ® a ’équation différentielle sur D telle que ®(0) = yq

Remarquons que dans le cas des EDO autonomes, le choix de 0 comme temps initial n’a pas
d’importance : si ®(¢) est une solution au probléme de Cauchy pour une condition initiale y(0) = ypo,
alors ®(t + o) est une solution au probléeme de Cauchy pour la condition initial y(tp) = yo. Nous
ne considérerons donc deés maintenant que des probléemes de Cauchy pour lesquels la condition
initiale est donnée en 0.

Remarque Dans la suite, nous utiliserons indifféremment le terme probléme de Cauchy ou IVP.

Exemple 3.2 L’unique solution au probléeme de Cauchy donné par ’équation différentielle de
Pexemple et par la condition initiale y1(0) = 0.6, y2(0) = 1.5 est ®(t) = (¢1(t), p2(t)) avec :

{ o1(t) = 3/2sin(t) + 3/5cos(t)
¢2(t) = 3/2cos(t) — 3/5sin(t)
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Selon les propriétés de la fonction F', un probleme de Cauchy peut avoir une, plusieurs ou une
infinité de solutions, ou alors peut ne pas en avoir du tout. Lorsqu'un IVP posséde une solution,
on cherche le plus souvent a trouver la solution maximale, c’est-a-dire celle qui est définie sur le
plus grand ouvert. Formellement, nous dirons qu'un solution ®; définie sur D; est une extension
de @5 définie sur Dy si Do C Dy et si il existe t € Do tel que ®1(t) = P2(t) (les deux fonctions sont
alors égales sur tout 'ouvert Ds). Une solution maximale est une solution qui ne peut pas étre
étendue. De nombreux résultats existent sur ’existence et I'unicité de solutions maximales pour
différentes classes d’équations différentielles. Le plus utile et le plus connu concerne les équations
différentielles pour lesquelles la fonction F est (au moins localement) Lipschitz.

Définition 3.5 (Fonction k-lipschitz) Une fonction ¥ : D — £ définie sur un ouvert D muni
de la distance dp & valeur dans le domaine £ muni de la distance dg est dite k-lipschitz si et
seulement si :

Vo,y € D, de(¥(z),¥(y)) <k xdp(z,y) .

Autrement dit, une fonction est k-lipschitz si son taux d’accroissement est borné. En particulier,
une fonction k-lipschitz avec k < 1 est dite contractante. Pour les équations différentielles définies
par une fonction Lipschitz, on dispose du théoréeme de Cauchy-Lipschitz qui assure Iexistence et
Punicité d’une solution maximale, et donc nous donnons ici (théoreme une version simplifiée.

Théoréme 3.1 (Existence et unicité de la solution maximale.) Si la fonction F est k-
lipschitz autour de la condition initial yo, alors le probléme de Cauchy y = F(y), y(0) = yo
admet une unique solution maximale définie sur un voisinage de 0.

Ce théoreme permet donc de prouver l'existence d’une unique solution a un probleme de Cauchy.
Cependant, il ne donne aucune caractérisation de cette solution ni aucun moyen de la calculer.
Le théoreme suivant, d a Picard, donne une caractérisation de cette solution via un théoreme de
point fixe.

Théoréme 3.2 (Théoréme de Picard.) Soit I = [I,I] un compact de R contenant 0. On
définit Uopérateur de Picard par

CO(I) —CO(1
Pr(F,yo) : { ; L))\x.yo JS f)fF(f(s))ds ) (3.3)

On a alors : le probléme de Cauchy § = F(y), y(0) = yo admet une solution sur I si et seulement
st Pr (F, yo) admet un point five. Ce point fize est la solution au probleme de Cauchy.

Le théoreme [3:2] donne donc une caractérisation de la solution & un probleme de Cauchy comme
un point fixe, au sens de la théorie des points fixes de Banach, d’un opérateur agissant sur les
fonctions continues. Dans le cas ou la fonction F' est globalement lipschitz sur R™, on dispose
méme d’un théoréme plus fort qui donne un moyen de calculer la solution.

Théoréme 3.3 (Convergence des itérés de Picard.) Si F est globalement lipschitz sur R™,
la suite de fonctions définie par fu € C° (I) et fny1 = Pr (F, yo)(fn) est uniformément convergente
pour tout compact I contenant 0. Clairement, la limite de la suite est le point fize de Py (F, yo) et
donc la solution au probléme de Cauchy.

Le théoreme donne donc, théoriquement, un moyen de calculer la solution d’'une équation
différentielle, sous réserve que la fonction F soit suffisamment réguliere. Cependant, le calcul de
Py (F , yo) est en pratique impossible pour des fonctions F' non triviales.

Nous énoncons maintenant une des propositions fondamentales des solutions a un probleme
de Cauchy dont la fonction F' est globalement Lipschitz. Cette proposition permet d’encadrer (de
maniére tres large) la solution du probleme de Cauchy sur tout son domaine de définition.
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o Intégration numérique
— Intégration garantie

— - Intégration garantie globale

Fic. 3.1 — Comparaison de l'intégration numérique et garantie.

Proposition 3.4 Soit y = F(y), y(to) = yo un probléme de Cauchy tel que F est a-Lipschitz.
Soit Yoo la solution unique au probleme de Cauchy. On a alors :

Vit > to, [y(t) — y(to)| < F(yo) - e ") (t —to) . (34)

3.2 But de l'intégration garantie

A partir de maintenant, le terme probléme de Cauchy se référera au probleme de Cauchy
¥ = F(y), y(0) = yo ol la fonction F est globalement Lipschitz sur R (ou du moins globalement
Lipschitz sur le codomaine de y). Nous noterons désormais 4, la solution du probléeme de Cauchy.
Cette solution est généralement inconnue mais on sait en calculer des approximations grace a
des schémas d’intégration numérique. Le but de U'intégration garantie est tout autre : il s’agit de
trouver des encadrements siirs de la solution, c’est-a-dire des formes géométriques (en général des
rectangles) dont on est sur qu’elles contiennent la vraie solution, au moins & un certain nombre
de points dans le temps. La figure montre le principe, pour une équation différentielle a une
dimension. La courbe noire correspond a la solution du probleme de Cauchy, les points rouges
sont les approximations numériques fournies par un schéma classique (Euler par exemple), et les
encadrements marrons représentent les formes géométriques recherchées par I'intégration garantie.
En particulier, la recherche d’encadrements globaux (rectangles bleus en tirets sur la figure
est intéressante pour ’analyse statique des systemes hybrides.

Formellement, le but d’un algorithme d’intégration garantie est donc de trouver une suite de
couples (tn, [yn]), o OU tn € Ry et [yn] € IF telle que

Vn €N, Yoo (tn) € [yn] -

En pratique, on se limitera tout le temps a trouver des suites finies (tn, [y’,l])O <n<n- Un deuxieme
intérét de l'intégration garantie est de pouvoir gérer des problémes de Cauchy ol la condition
initiale n’est pas précisément connue mais seulement donnée par un intervalle : y(0) € [yo]. Dans
ce cas, on veut pouvoir donner des encadrements de ’ensemble des solutions a un probleme de

Cauchy donné par une condition initiale y(0) = yo, avec yo € [yo].

Probléme 3.1 (Intégration garantie) Etant donné une équation différentielle de dimension n
Uy = F(y), une condition initiale donnée par y(0) € [yo] et un temps final T, trouver une suite de
couples (tn, [yn])0<n<N telle que :

~to=0,t; <ty ettny=T;

— toute solution Yoo & un probleme de Cauchy y = F(y), y(0) = yo avec yo € [yo] vérifie

Vn € [0, N, yoo(tn) € [yn] -

Le probléeme de l'intégration garantie globale s’exprime de la méme fagon, sauf que les enca-
drements doivent vérifier V¢ € [t,,, tnt1], Yoo(t) € [Yn]-
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Remarque (1) Le cas des équations différentielles & parametres (§ = F(y,k)) ou k n’est pas
connu exactement (k € [k]) est inclus dans notre formalisme. Il suffit de considérer k comme
une variable continue constante (dont la dérivée est nulle) ayant comme valeur initiale 'intervalle
[k]. Cependant, des méthodes plus avancées pour ce type de problemes existent. Elles reposent
essentiellement sur l'utilisation des modeles de Taylor [LS07]. Ces techniques dépassent le cadre
de cette these.

Remarque (2) A partir de maintenant, nous ne considérerons que le cas d’équations
différentielles de dimension 1, les dimensions supérieures sont une extension triviale du cas de
dimension 1.

3.3 Méthode des séries de Taylor

La premiere solution apportée au probléme[3.1]est une méthode reposant sur les séries de Taylor
INJC99, L5688, [E1j81] ; elle remonte aux débuts de arithmétique d’intervalle de Moore [Moo66]. 11
s’agit en fait de la premiere application de 'arithmétique d’intervalle. Cette méthode est encore la
plus utilisée aujourd’hui, elle est notamment au coeur de outils AWA [L588] et VNODE [N.JO1a].
C’est une méthode itérative explicite (elle calcule [yn+1] en fonction de [y,] uniquement) qui
possede deux étapes :

— une étape de prédiction/validation qui calcule ¢,11 et un encadrement grossier de yo, sur

[tn,tni1], validant ainsi Iexistence de la solution sur [t,, tni1];
— une étape de correction/raffinement qui diminue encadrement a priori pour donner une
garantie précise sur yo, au point t,41.

3.3.1 Un méthode en deux étapes

Le calcul de 'encadrement [yn41] est obtenu & partir de [y,] de la maniére suivante. On
commence par décomposer une solution au probleme de Cauchy en série de Taylor jusqu’a l'ordre
N (on utilise le théoreme de Taylor avec reste de Lagrange) :

diy RN, dNy
Tt € [tn, tng1] © Yoo(tns1) = Yool 12 Iy ntl < (Y . .
€ [tnstns1] © Yoo(tnt1) = Yool(tn) + Z 0 dr )+ NI diN (t) (3.5)

Dans cette équation, h, 1 = t,+1 — t,, représente le pas d’intégration choisi. Nous allons utiliser
Péquation (3.5) pour obtenir un encadrement de yo (¢,+1). Commengons par les termes simples.
Par hypothese, on sait que Yoo (tn) € [Yn], donc on a :

d'y hi'or dNy

3t € [tn, tnr1] ¢ y(tn " ni1 = (t, nt 2t . 3.6

ot ¢ pltns) € y1+Z v1 B ) i Cle gy (36)

Par ailleurs, on sait que § = F(y). Soit FI"l la suite de fonctions définies par F[I = F et
Flil =L aF - L pour i > 2. Alors, il est aisé de démontrer (par récurrence) que

1d'ys
il dr

vi e [L, N, (tn) = FU (yoo (tn)) -

En injectant ces égalités dans I’équation (3.6) et en utilisant I'encadrement yoo(tn) € [Yn], on
obtient :

N-1
3t € [t tuta] ¢ Yoo(tnsr) € [al + Y it F([yn]) + WY F™M (g (8)) . (3.7)

i=1

Dans ’équation (3.7)), il reste un terme & borner pour obtenir un encadrement de y(t,+1). Ce
terme nécessite de calculer un intervalle [yn] tel que V¢ € [tn, tnt1], Yoo(t) € [Yn]. La premiere

45
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étape de l'algorithme d’intégration garantie sera donc le calcul de cet encadrement. Si on insere
ensuite [y,] dans I’équation (3.7), on obtient la formule suivante pour [yp41] :

N-1
[Ynt1] = [yn] + Z Ryt F ([yn]) + 13 PN ([ym]) - (3.8)

Cependant, en utilisant cette formule on voit que la largeur de Uintervalle [ypn+41] est supérieur &
la largeur de [yn], et donc cette formule donne une méthode trés instable. La seconde étape de
I’algorithme d’intégration garantie sera donc de calculer un encadrement le plus fin possible pour

[yn+1]-

3.3.2 Encadrement a priori

La premiere étape doit donc calculer, étant donnés [yn], tn et tn41, un intervalle [y,] tel
que, si y(t,) € [yn], alors Vt € [t,, tht1], y(t) € [Yn]- Si plusieurs méthodes existent pour cela
(encadrement constant [Eij81) [L688], polynomial [L695] ou d’ordre supérieur [Moo66]), toutes
reposent sur l'application de 'opérateur de Picard-Lindelof sur le bon espace de fonctions puis
I'utilisation du théoreéme de point fixe de Banach.

Définition 3.6 (Opérateur de Picard-Lindelsf) Soit D C C° un ensemble de fonctions conti-
nues définies sur un voisinage de t,,. L’opérateur de Picard-Lindel6f transforme une fonction conti-
nue en une autre fonction continue donnée par :

v {070 : | (39
o Meolta) + 1 F(F(5))ds

D’apres le théoreme de Picard le probleme de Cauchy possede une unique solution si et
seulement si ¥ possede un point fixe. Nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Banach
pour prouver son existence.

Théoréeme 3.5 (Théoréme de Banach.) Soit ® : Y — Y une fonction contractante définie sur
un espace métrique Y. Alors, ® posséde un unique point fixre y* € Y, c¢’est-a-dire que ®(y*) = y*.

Nous décrivons maintenant la méthode la plus simple, dite de 'encadrement constant. Cette
méthode (comme toutes les autres) est une méthode validante : elle peut réussir, auquel cas le
pas d’intégration de t,, a t,41 est validé, ou échouer, auquel cas le pas d’intégration est rejeté
et un nouveau pas doit étre choisi. Un enjeu important des méthodes d’intégration garantie est
de limiter le nombre de pas rejetés, et les méthodes d’ordre supérieur permettent justement cela
L5695, Moo66, INJPO1]. La méthode & encadrement constant repose sur le théoréme suivant.

Théoréme 3.6 Soit [R] € Iy tel que [yn] C [R]. Si [yn] + [0, h,] F([R]) C [R], alors il existe
une unique solution y au probléme de Cauchy sur Uintervalle [tn,tn11] et cette solution vérifie

Vt € [tn,tnt1,,] Yoolt) € [R] .

Preuve Soit [R] un intervalle contenant [y,], et soit Y Pensemble des fonctions continues définies
sur [tn,tn+1] & valeur dans [R]. Soit f € Y, on a alors :

(#N O = welt)+ [ P()ds

n

€ yoo(tn)+/;F([R])ds
€ [yn] +[0,hn] [R]
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3.3. METHODE DES SERIES DE TAYLOR 47

D’apres les hypotheses du théoreme, on a donc V¢ € [ty,,tnt1], (Uf)(t) € [R], donc Uf €Y. ¥
est donc une fonction contractante (pour la norme exponentielle) de Y dans lui méme. D’apres le
théoreme de Banach, elle possede donc un point fixe y.,, qui, d’apres le théoreme de Picard
est 'unique solution au probleme de Cauchy sur [t,, t,11]. O

Le théoreme [3.0] est & la base de l'algorithme de calcul de 'encadrement a priori par la méthode
constante (algorithme. Intuitivement, la méthode fonctionne ainsi : on choisit arbitrairement un
premier encadrement que ’on utilise pour faire une extrapolation garantie & partir de la méthode
d’Euler (calcul de [yn] + [0, h,] F([R])). Si cette extrapolation dépasse [R] (figure , on
refuse le pas et la méthode sera ré-appliquée avec un pas plus petit. Si au contraire I’extrapolation
reste dans [R] (figure[3:2(b)), on valide le pas et on choisit [R] pour [y,].

Entrée : [yn] ; /* encadrement a ¢, */
Entrée : h,, ; /* pas d’intégration choisi */
Résultat : [y,,] tel que Vt € [t,,t, + hy], y(t) € [Yn]-

début

Trouve [yn] D [ynl;

Calcule [yn]" = [yn] + [0, hn] F([Un]);
si [@:]/ C [yn] alors

| renvoyer [y,,]

sinon

| echoue

finsi

fin

Algorithme 1 : Validation d’un pas de calcul par Picard-Lindelof.

[Yn

(a) Pas non validé. (b) Pas validé.

FiG. 3.2 — Utilisation de 'opérateur de Picard-Lindelof.

3.3.3 Réduction de I'encadrement

Apres la validation du pas d’intégration et le calcul de l’encadrement [y,], on peut utili-
ser I’équation pour trouver un encadrement de Yoo (tn+1). Cependant, cette formule est in-
trinsequement mauvaise car elle ne peut que faire grossir la largeur des intervalles. En effet, [yyn+1]
est défini comme la somme de [y,] et d’un autre intervalle. D’apres les régles du calcul par in-
tervalle, la largeur du résultat d’'une somme est supérieure a la largeur des deux opérandes. La
largeur de [yrn+1] est donc supérieure & celle de [y, ]. Pour empécher cela, nous allons effectuer les
calculs d’intervalles en utilisant la forme centrée [JKDWO1]. Nous représentons donc [y,] comme
un point Yy, le milieu de [y,], et un petit intervalle [r,,] centré en 0 tel que [yn] = Yn + [rn]. On
utilise alors le théoreme pour calculer de maniere plus précise les fonctions d’inclusions.
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48 CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA PARTIE CONTINUE : INTEGRATION GARANTIE

Théoréme 3.7 (Calcul d’une fonction d’inclusion par forme centrée.) Soit [R] = R+
[r] un intervalle donnée sous forme centrée et f une fonction contindment dérivable sur R. On
définit la fonction f. par :

fe(IR)) = f(R) + J(f,[R]).Ir] - (3.10)
On a alors :

{f(z) + ze[R]} € fe([R]) -

Le théoréme permet donc de calculer une fonction d’inclusion qui est souvent (mais pas tou-
jours) plus précise que la fonction d’inclusion obtenue en remplacant chaque opérateur par son
équivalent dans l'arithmétique d’intervalle (voir [JKDWOI] pour une comparaison poussée entre
ces deux modes de calcul). Si on injecte le théoréme [3.7) dans I'équation (3.8)), on obtient :

[yn—i-l] = /7\1 + [T'n]“r
S B FOG) + (S5 b J(FY, [ya)) ) ([rad)+ (3.11)
hr]y+1F[N]([yn])

En utilisant 1’équation , on peut montrer que, si le probleme de Cauchy sous-jacent est
contractant, alors la méthode est stable : la largeur de lintervalle [yn41] serait inférieure a la
largeur de l'intervalle [y,,] si on pouvait calculer de maniére exacte chacun des termes intervenant
dans I’équation . En pratique, le calcul peut se révéler instable a cause de I’effet enveloppant,
ou wrapping effect en anglais [JKDWOI]. Le wrapping effect intervient dans tout calcul sur des
rectangles de dimension n > 2. Soit R € Iy un rectangle de dimension n, et soit f une fonction
continue que 'on souhaite évaluer sur R. On veut donc calculer R' = {f(z) : = € R}. Pour
calculer R', on utilise I'arithmétique d’intervalle et donc une fonction d’inclusion a la place de f
On obtlendra donc une surapproximation R de R/ qui peut étre tres large (voir la figure

R’ a une forme tres éloignée d’un rectangle, la surapproximation est forcément tres forte; dans le
cas de la figure le rectangle rouge représente la meilleure approximation possible R de R’.

F([R])

[{/(@) : xR}

Fic. 3.3 — Exemple de wrapping effect.

3.3.4 Limitation du wrapping effect

Le wrapping effect est certainement le principal facteur d’imprécision des méthodes
d’intégration garantie [NJO1Db]. Dans la formule , il intervient lors de la multiplication ma-
tricielle entre J(F(~1 [y,])) et [ry,] si, par exemple, la matrice jacobienne est une matrice de
rotation, alors le wrapping effect sera important. Pour réduire ce phénomeéne, plusieurs méthodes
ont été proposées par Moore [Moo66], Eijgenraam [Eij81], avec plus ou moins de succes [NJC99].
Nous décrivons ici rapidement la méthode de Lohner dite de “factorisation QR” et l'illustrons par
des schémas explicatifs (empruntés a [NJC99]).
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3.3. METHODE DES SERIES DE TAYLOR 49

Dans la formule (3.11)), notons

[zn4a] = K FN((gn) (3.12)
$nt1 = mid([znt1]) (3.13)
N-1
Ynti = Un+ Z hiz+1F[i] (Un) + Snt1 (3.14)
Nt
[Sn] = I+ Z hiz-q-l'](F[i]v [yn]) (3.15)
i=1

En utilisant ces notations et 1’équation (3.11)), on obtient (avec Ay = Iy, la matrice identité de
dimension N) :

y(tl) c @.I + ([So]Ao) [T‘()] + [Zl] — 81 = [y%] (316)
y(t1) € g1+ Ar(AT'([SolAo)ro] + A7 ([21] — 21) =71 + Ai[qu] = [¥]]  (3.17)
[va] = [v3] N [¥]] (3.18)

On définit donc 'encadrement a t; comme I'intersection de deux intervalles qui sont obtenus d’une
part en évaluant directement (équation )7 et d’autre part en effectuant avant le calcul
de [So][ro] un changement de base via une matrice réguliere A; (équation (3.20))). Le choix de cette
matrice est primordial pour que le wrapping effect soit limité, et nous le détaillons dans la suite.
Expliquons d’abord comment, & partir de A1, [y1] et [g1] = (A7 ([So]Ao)[ro] + A7 ' ([z1] — #1)
on obtient un encadrement [yz2] de y(t2). Il suffit de répéter la méme opération que pour [y1] :

y(t2) € w2+ ([S1]d1)[qu] + [22] — 52 = [y3] (3.19)
y(ta) € Y2+ As (A7 ([S1]A)[a] + A5 ([22] — 22) = ¥z + Ao[ga] = [y3]  (3.20)
[y2] = [y3] N [y3] (3.21)

Encore une fois, il est important de bien choisir la matrice réguliere A,. En répétant cette méthode,
on obtient I'algorithme 2] qui calcule [yny1], Snt1 et [gn41] & partir de [yn], A, et [gn].

Entrée : [yn] ; /* encadrement a t, */
Entrée : h, ; /* pas d’intégration choisi */
Entrée : ¥n, [yn], An, [gn]

Résultat : Yni1, [Ynt1], Ant1s [Grnia]

début

[Znta] = BY L FN([gn]);

Snt1 = mid([zn41]);

Unt1=Un + szj?%l_hth[z]' (Un) + Sn+1:

[Sn] =1+ 21:_1 h2+1J(F[’]7 [yn]);

Choisi Ay, 11;

[gn+1] = (4,51 ([Sn]An)[gn] + A5 31 ([Zn4a] = snt1);

Yha] = g+ ([Sal4) [@n] + [zl = susns

[Z/iﬂ] = Ynt1+ Ant1[@nial;

W1l = |yhia] 0 [925):

fin

Algorithme 2 : Réduction de 'encadrement par la méthode de Lohner.

Comme nous 'avons déja dit, c’est le choix de A, ;1 qui rend la méthode intéressante pour la
diminution du wrapping effect. Dans la méthode de factorisation QR de Lohner, le choix s’effectue
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comme suit. On calcule d’abord A/nrl = mid([Sn]An) puis on effectue la décomposition QR
de A/n?l : A/n:l = Qni1Rnt1 ol Qny1 est une matrice orthogonale et R, 11 est une matrice
triangulaire supérieure. On pose alors A, 11 = Qn+1. Intuitivement, cela revient a changer le
repere orthogonal dans lequel on effectue le calcul ([Sn]A,)[gn] de telle sorte qu'un des axes du
nouveau repere soit parallele a une des aréte du parallélépipede définie par {A/n?lq g€ [qﬁ
Cela se traduit par un meilleur encadrement du résultat que dans le repere initial (figure |3.4
ligne 1 et 2). Un choix encore meilleur consiste & permuter dans un premier temps les colonnes de
zm de telle sorte que la premiere colonne corresponde a la plus grande arréte du parallélépipede
{A/n:.q 1 q€ [qn]}. Ainsi, dans le repere engendré par (41, un des axes est parallele & cette

aréte, ce qui améliore encore le résultat (figure troisieme ligne). On pose alors A, 11 = Qpni1,
et on obtient la méthode QR de Lohner.

y y
T (7] '\/\/\/é/\/\/»
——AIR]
{Az : z € [R]}
X X
y y
{(Q Az : z€[R]}
— X
Qe | . (@A) (R
Qx
y y
’{(Q*A)x e [R]}‘
| QA [R]
Q- | [tAr: ze (R} ———
o x x
Qv

Fi1G. 3.4 — Réduction du wrapping effect par décomposition QR.
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Encadrement de h; Temps CPU (s)
CI1 6.25144769981[78620,80300] 0.12
CI2 6.251[3591546711086,5362449647825] 0.14
Parametres intervalle | [6.1890431083846806,6.2515002772193374] 0.3

TaB. 3.1 — Efficacité de VNODE sur le probléeme (3.22)).

3.4 Outils

Nous présentons ici rapidement les outils les plus connus pour la résolution garantie d’équations
différentielles, en insistant sur leurs différences. Pour un comparatif plus détaillé, avec notamment
des comparaisons d’efficacité, on pourra se référer & [Ned06]. Nous montrons pour chaque outil
un programme qui permet la résolution garantie de I’équation différentielle du systeme des deux
réservoirs introduit & la section [I.6] dans le cas ot les deux vannes sont ouvertes et le niveau d’eau
du deuxieme réservoir inférieur a la hauteur H :

{lil = i—k/hl
ha = kivhi — kavha

Nous étudierons ce probleme avec, dans un premier temps, des conditions initiales (CI1) données
par un singleton : hy = 10,hy = 4 et les parametres k1 = 2, ks = 3 et ¢ =5. Ensuite, nous
calculerons un encadrement garanti pour des conditions initiales avec incertitude (CI2) : h; €
[9.8,10.2] et hy € [4,4.01]. Enfin, nous utiliserons les conditions initiales ponctuelles et nous
imposerons une incertitude sur les paramétres de 'EDO : ky € [2,2.01] et ks € [3,3.1]. A chaque
fois le temps d’intégration sera de T = 20.

(3.22)

3.4.1 VNODE

VNODEE [NJO1al [NJ99] est une bibliotheque C++ d’intégration garantie développée par Ned
Nedialkov. Elle repose sur une méthode de Hermite-Obreschkoff par intervalle et un développement
en séries de Taylor de la solution de I’équation différentielle. Elle utilise les techniques avancées pour
calculer I’encadrement a priori et pour limiter le wrapping effect. Grace a I'utilisation des templates
C++ [VJ02] elle est tres simple d’utilisation, notamment dans sa derniere version VNODELP. Le
calcul des dérivées successives de la solution est fait par différentiation automatique [Ral81l [Gri00Q,
BHNO2] grace & la librairie FADBAD [BS96] et les calculs d’intervalle sont gérés par la librairie
PROFIL/BIAS [Knu94]. Un programme permettant de résoudre I’équation est donné a la
figure Le tableau donne les résultat obtenus par VNODE pour I’équation .

3.4.2 Cosy

COSY Infinity E| [BMO6al, BM98] est un systéeme de calcul scientifique initialement développé
pour la physique des particules. Des composants de calcul garanti utilisant les modeles de Taylor
[BHOS] v ont été ajoutés, et notamment un intégrateur garanti nommé COSY-VI (COSY Veri-
fied Integrator). L’algorithme d’intégration de COSY-VI reprend les méthodes que nous avons
mentionnées, mais utilise une représentation des données sous forme de modeles de Taylor a la
place des intervalles. Les modeles de Taylor permettent de représenter des ensembles de points de
maniére plus précise que les intervalles (et notamment des ensembles de points non convexes) et
souffrent ainsi moins du wrapping effect. Cette utilisation des modeéles de Taylor peut étre vue
comme un développement en séries de Taylor de la solution en fonction du temps et des conditions
initiales. Le systeme COSY-VI est écrit en Fortran, avec une interface C++, mais reste d’usage
assez complexe. Tous les calculs d’intervalles sont fait par COSY Infinity, et leur correction vis-a-
vis des problemes liés & Parithmétique des ordinateurs a été prouvée [RMBO05]. Le principal défaut

Ihttp ://www.cas.mcmaster.ca/~nedialk/Software/VNODE/VNODE.shtml
*http ://bt.pa.msu.edu/index_cosy.htm
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template<typename var_type> void equation(int n,var_type*yp,
const var_typexy,
var_type t,void*param){
interval k1(3,3.001),k2(2,2.001),i(5,5.001);
ypl0] = i-kil*sqrt(y[01);
ypl1] = kixsqrt(y[0])-k2*xsqrt(y[1]);
3

int main(){
/* condition initiale */
iVector h(2); h[0]= 10; h[1]= 4;
/* temps */
interval tO (0),tend(20);
AD*ad= new FADBAD_AD(2,equation,equation);
VNODE*Solver= new VNODE(ad);
Solver->integrate(t0,h,tend);
cout<<"Solution enclosure at t = "<< t0 <<endl;
printVector (h);
return O;

F1G. 3.5 — Programme VNODE pour résoudre le probleme (3.22)).

Encadrement de h; | Temps CPU
cn 6.2514476998179(3,6] 0.44
CI2 - -

Parametres intervalle - -

TAB. 3.2 — Efficacité de AWA sur le probleme ([3.22]).

de COSY, outre son utilisation laborieuse, est sa lenteur : du fait de I'utilisation des modeles de
Taylor, le processus d’intégration est nettement plus lent. En revanche, la stabilité de la solution
calculée est tres bonne, méme en présence d’incertitudes élevées sur les conditions initiales.

Remarque Pour des problemes de brevets et de conflits entre I'université du Michigan et SUN
Microsystems, 'outil d’intégration garantie de COSY n’est plus disponible librement. Nous n’avons
donc pas pu le tester et les remarques précédentes sur son utilisation viennent de discussion avec
des utlisateurs réguliers de COSY. Pour ces raisons nous ne montrons donc pas les temps de calcul

de COSY sur le probleme (3.22).

3.43 AWA

AWAE] IL68Y] est un des plus anciens intégrateurs garantis. Son implémentation est trés proche
des techniques que nous avons détaillées ici. Ecrit en Pascal, il est d’installation et d’utilisation
facile. Cependant, cela le rend également tres difficilement intégrable dans un projet plus vaste et le
temps de calcul est élevé comparé aux outils plus récents. Il n’est pas possible avec AWA de donner
une condition initiale intervalle ni des parametres intervalles dans les équations différentielles, nous
ne donnons donc les résultats de AWA que pour la condition initiale CI1. Le programme permettant
de calculer ces résultats avec AWA est donné a la figure [3.6

Shttp ://www.math.uni-wuppertal.de/~xsc/xsc/pxsc_software.html
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F1 = 5-3xsqrt(U1)

F2 = 3*sqrt(U1l) - 2*sqrt(U2)
1020 0 18

40

10 4

le-16 1le-16

nnn

FiG. 3.6 — Programme AWA pour résoudre le probleme (|3.22]).
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CHAPITRE 4

Systemes hybrides

Les systémes hybrides sont des systémes qui présentent des comportements discrets (change-
ment instantané et non continu d’état) et des comportements continus (évolution d’un état vers un
autre en suivant un flot continu dans le temps). Ils sont donc & l'intersection de deux communautés
qui ont chacune développé leur propre formalisme pour les étudier. Du point de vue de la théorie
des systemes dynamiques et du contréle, un systeme hybride est avant tout un systéeme continu
étendu par des fonctions de reset. La modélisation des systemes hybrides se fait alors via des fonc-
tions affines par morceaux (piecewise affine systems, PWA), via des systémes mixant logique et
dynamique (mized logic dynamical systems, MLD) ou encore via des équations différentielles dis-
continues. Heemels et al. formalisent ces modeles et proposent une comparaison de leurs pouvoirs
expressifs ainsi que des techniques de vérification [HDBOI]. D’un point de vue plus informatique,
un systéme hybride est essentiellement un systéeme a éveénements discrets étendu par des équations
différentielles permettant de modéliser les évolutions des variables continues. Ainsi, la théorie des
automates finis et des algebres de processus ont leur équivalent hybride. Nous nous plagons dans
cette optique et présentons ici les modeles de systemes hybrides les plus “informatique”.

4.1 Exemple introductif

Avant de formaliser la théorie des systemes hybrides, et celle des automates hybrides en parti-
culier, nous allons introduire les concepts hybrides par un exemple classique. Notre formalisation
est 1égerement différente de [Hen96] mais reste équivalente.

Description du systeme. Le systéeme hybride treés simple que nous allons étudier est celui du
thermostat [Hen96], dont nous avons juste changé les valeurs des parametres : un radiateur est
placée dans une piece, et est relié a un thermostat qui est chargé de maintenir la température
de la piece entre 19 et 26 degrés. Pour cela, le thermostat mesure & tout instant la température,
et si elle passe au-dessus (respectivement au-dessous) de 19 (respectivement 26) degrés, il allume
(respectivement éteint) le radiateur. Clairement, quand le radiateur est allumé, la température de
la piece augmente, et quand il est éteint, la température diminue. Nous avons bien affaire & un
systeme hybride composé :
— d’une partie continue (température x de la piece) qui comporte deux modes : & =9 — x/3 si
le radiateur est allumé, © = —x/3 si le radiateur est éteint ;
— et d’'une partie discrete, le thermostat qui possede un capteur mesurant x et un actionneur
pour allumer/éteindre le radiateur.
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switch-on T <19

T > 26 switch-of f

F1G. 4.1 — Automate hybride représentant le systéme du thermostat.

26

19

FIG. 4.2 - Evolution de la température x lors d’une exécution de 'automate du thermostat simple.

L’automate équivalent. Une facon de représenter ce systeme hybride est 'automate hybride de
la ﬁgure Ce modele est un automate fini & deux états discrets (ON et OFF) auxquels on ajoute
des informations concernant la partie continue. Ces informations sont de trois natures :

— une équation de flot dans chaque état. Il s’agit de I’équation différentielle associée a chaque
état discret (par exemple & = 9—x/3 pour ’état ON) qui décrit comment la variable continue
x évolue lorsque 'automate se situe dans cet état discret ;

— un invariant dans chaque état. Il s’agit de la contrainte (rouge sur la figure associée
a chaque état discret. L’automate ne pourra rester dans un état discret que tant que cet
invariant sera vérifié ;

— des conditions de transition. Il s’agit de la contrainte associée a chaque transition (par
exemple & > 26 pour la transition switch_of f). La transition ne pourra étre effectuée que
si la contrainte est vérifiée.

Exemple d’exécution. Voici, schématiquement, comment va s’exécuter ce modele. Nous suppo-
serons que 'automate commence dans ’état ON et que la température est de 18 (z = 18). Comme
lautomate est dans 1’état ON, que 'invariant de cet état est vérifié (z < 26) et que la condition
de changement d’état (x > 26) ne l'est pas, Pautomate va rester dans I’état ON. La variable x
est alors modifiée selon I’équation différentielle £ = 9 — x/3; elle suit donc la courbe (1) de la
figure jusqu’a ce que x = 26. Lorsque z = 26, une transition continue n’est plus possible car
elle invaliderait 'invariant, et la condition de saut est validée, la transition switch_of f est donc
exécutée. L’automate se trouve alors dans la situation suivante : x = 26 et ’état est OFF. La
variable z est maintenant modifiée par I’équation différentielle & = —x/3 jusqu’a ce que z = 19,
c’est-a-dire qu’elle suit la courbe (2) de la figure Lorsque x = 19, la transition switch_on est
exécutée et 'automate se retrouve dans 1’état ON, avec x = 19. Clairement, ’automate va alors
osciller entre les états ON et OFF et la variable z va répéter le motif de la figure [4.2

o6
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4.2 Les automates hybrides

Nous définissons maintenant formellement la notion d’automate hybride, d’exécution d’un au-
tomate hybride et de trajectoire hybride.

4.2.1 Formalisme

Soit Y un ensemble fini de variables Y = (yl, ey yn).

Définition 4.1 (Prédicat atomique) Un prédicat atomique sur les variables Y est un prédicat
de la forme f(yl,...,yn) Oc,avec fER" R, ceRet @ € {<,<,=,>,>}.

Exemple 4.1 2+ y < 2 et y = 3 sont deux prédicats atomiques sur Y = {z, y}.

Définition 4.2 (Prédicat) Un prédicat sur les variables Y est une conjonction positive de
prédicats atomiques sur Y. Nous noterons Pred(Y) l'ensemble des prédicats sur les variables
Y.

Exemple 4.2 (z+y < 2) A (y = 3) est un prédicat sur Y = {z, y}.

Définition 4.3 (Valuation) Une valuation o des variables Y est une fonction o : ¥ — R™ qui
associe a chaque y; € Y une valeur o(y;) € R. Nous noterons Vy 'ensemble des valuations des
variables Y. De plus, pour une fonction p : [0,7] — Vy, nous noterons p, : [0,7] — R la fonction
définie par Vt € [0,7], py(t) = p(t)(y).

Etant donnés un prédicat ¢ € Pred(Y') et une valuation o des variables Y, nous noterons [(b]a

I’évaluation de ¢ en remplagant chaque variable y; par U(yi). Pour un prédicat ¢ nous noterons
[¢] ensemble des valuations qui vérifient ¢ :

[¢] = {o | [¢], = true} (4.1)

Définition 4.4 (Automate hybride) Un automate hybride est un 6-uplet (X, S, F, L,I,T) tel
que :

— X est un ensemble de variables continues X = (a:l, . ,m”) ;

— S est un ensemble d’états discrets S = (s1,...,8m);

~ F: 8 — Pred(X U X) est une fonction associant & chaque état un prédicat portant sur les
variables de X ainsi que sur leurs dérivées X. Pour chaque état s € S, F (s) décrit par une
relation entre X et X Dévolution des variables continues dans S ;

— L est un ensemble fini de labels ;

-1 : 8 — Pred(X) est une fonction associant & chaque état un prédicat portant sur les
variables X. Pour chaque état s € S, I(s) est un invariant qui doit étre vérifié par les
variables X a chaque instant ou le systéeme se trouve en I’état s;

- T CSXLxSxPred(X)x Pred(X UX’) décrit les transitions discrétes entre les états. Un
élément (s,1,s', ¢,1) € T représente la transition de I’état s & ’état s’, portant le label I, qui
ne sera exécutée que si ¢ est vérifié et qui mettra a jour les variables continues suivant 1.

X’ est I’ensemble (a:’l, . ,m;) représentant les variables X apres la transition. ¢ est appelé

prédicat de garde et 1 prédicat de reset.

o7
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Un automate hybride génere un systéme de transitions que nous formaliserons dans la section
Intuitivement un état du systeme hybride comprend un état discret et une valuation pour les
variables continues, et les transitions sont de deux ordres. D’une part, des transitions temporelles
(ou continues) font évoluer les variables continues tout en restant dans un méme état discret selon
les équations de flot de cet état. D’autre part, les transitions discretes, décrites par I’ensemble T',
permettent au systéme de changer d’état discret : si (s,1,s',¢,v) € T, il y aura une transition de
I’état s vers I’état s’ si les variables continues satisfont ¢, et la valeur de ces variables sera modifiée
de telle sorte que 1 soit vraie. Par exemple, si ¢ = (z > 3) et ¢ = (2/ > x + 1) et si la valuation
de x est 4, alors la transition sera activée et la nouvelle valeur de x dans 1’état s’ sera supérieure
ab.

Par un léger abus de notation nous omettrons dans les prédicats de reset des transitions
discretes les prédicats atomiques de la forme 2} = z; qui ne modifient pas la valeur d’une va-
riable continue. Si aucune variable n’est modifiée, le prédicat de reset sera true.

Exemple 4.3 (Thermostat) L’automate hybride représentant le systéme du thermostat simple
(ﬁgure est encodé par le 6-uplet (Xy, Sy, Fy, Ly, Iy, Ty) avec :
- X ={«};
S ={ON,OFF};
— F(ON)= (& —9+42/3=0) et F(OFF) = (& +2/3=0);
- L= {switch,on, switch,off} ;
- I(ON) =z <26et I(OFF) =2 >19;
- T, = {(ON, switch_of f, OFF,x > 26,t7“ue), (OFF, switch_on,ON,x > 19,true)}.

Nous adopterons les conventions suivantes pour la représentation graphique des automates
hybrides. Chaque état discret s sera représenté par un cercle (ou un rectangle) comprenant son
nom en rouge, son équation de flot F(s) en noir et son invariant I(s) en bleu. Les transitions
discrétes seront représentées par des fleches entre les états. Une transition (s,l,s',¢,1) € T se
traduira par une fleche entre I’état s et ’état s, le label sera inscrit en bleu au milieu de la fleche,
¢ sera écrit au début et ¥ a la fin de la fleche. Si ¢ = true, nous 'omettrons.

4.2.2 Exécution d’un automate

Il existe plusieurs fagons de définir I'exécution d’'un automate hybride. La plus simple est de
décrire la sémantique opérationnelle de I'automate comme un systéme de transition [Hen96|] entre
des états hybrides. Nous en donnons ici une version légerement différente, compatible avec le
formalisme donné dans la section [£.2.1]

Définition 4.5 (Etat d’un automate hybride) Soit H = (X, S, F,L, 1, T) un automate hy-
bride. Un état de H est un couple (s,0) tel que s € S est un état discret du systéme et o € Vx
est une valuation des variables X de I'automate.

Remarque Parmi tous les états de 'automate, certains sont impossibles car ne vérifiant pas les
invariants associé aux états discrets. Nous ne nous intéresserons donc qu’aux états dits acceptables
qui vérifient ces invariants.

Définition 4.6 (Etats acceptables) Soit H = (X,S,F,L,I,T) un automate hybride et (s, o)
un état de cet automate; (s,0) sera dit acceptable si et seulement si o € [I(s)]. Nous noterons
Sy lensemble des états acceptables de 'automate H.

Exemple 4.4 Pour l'automate H; représentant le thermostat (exemple [1.3)), les états
(ON,{x > 21}) et (OFF,{x + 21}) sont acceptables alors que I’état (ON,{zx — 32}) ne l'est
pas.
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Définition 4.7 (Systéme de transitions hybrides) Soit H = (X, S, F,L,I,T) un automate
hybride. H engendre un systeme de transitions étiquetées LTSy = (S o, A, 2, ) tel que :

— Sy est 'ensemble des états acceptables de 'automate H.
- A :R+ U{l : H(SJ,S/’QW € T}

~ 2, est définie par :

1. VI € L, on a une relation (s, o) LN (s',0") si et seulement si (s,0) € Sy et (s',0') € Sy
et §'il existe (s,1,s",¢,v) € T telle que o € [#] et la valuation v € Vxx+ définie par
pour Vz € X, v(z) = o(x), v(z') = o'(z) vérifie v € [Y].

2. Vt € Ry, on a une relation (s, o) N (s,0') si et seulement si il existe une fonction
p:[0,t] — Vx telle que :

(a) Vz € X, p, est contintiment dérivable;

(b) p(0) =0, p(t) =0;

(c) V7 € [0,8], p(7) € I(s) et la valuation v € Vy y définie par Vo; € X, v(z;) =
pa(7), (i) = i () vérifie v € [F(1)].

Etant donné un état initial xo = (so,00) € Sy, une exécution de Pautomate hybride H
est une suite, finie ou non, de transitions xo -% 1 - ... telle que Vi € N, y; € Sy et

Ai
(Xia —>7Xi+1) c LTSH

Exemple 4.5 (Exécution du thermostat) L’exécution de Pautomate hybride H; représentant
le systeme du thermostat génere I’exécution suivante pour un état initial (ON, {z — 18}) :

(ON,{z—18})) —2° — (ON,{z+ 26})

switch_of f
—_

(OFF, {z — 26})

t1

—— (OFF,{z+— 19})
switch_on (ON, {l‘ s 19})

— 2 . (ON, {z — 26})

switch_of f
e

L’exécution d’un automate a partir d’un état initial représente donc tous les changements
d’états (discrets ou continus) de cet automate au cours du temps. Cette suite de changements peut
étre unique ou non, finie ou infinie. En effet, on voit bien que dans certains états, ’exécution d’un
automate peut se bloquer car I’évolution continue des variables définies par 1’équation différentielle
mene les variables hors de linvariant associé & D'état discret. A I'inverse, comme les transitions
discretes sont supposées étre immédiates, on voit bien qu’il est possible dans certains cas d’en
effectuer une infinité en un temps fini. Ce phénomene, clairement physiquement impossible, est
connu sous le nom d’effet Zénon [ZJLS01]. Dans la suite, nous définissons formellement les no-
tions d’exécutions infinies et Zénon, puis nous donnerons (section des caractérisations des
automates acceptant de telles exécutions.

Définition 4.8 (Durée d’une exécution) Soit H = (X, S, F,L,I,T) un automate hybride et

X = Xo o, X1 A, une exéeution de H, avec \; € LUR,. La durée |x| de I'exécution est
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définie par :

NEDIE (1.2)

NgL

Parmi toutes les exécutions possibles d’un automate, celle de durée maximale (si elle existe)
sera appelée exécution mazximale.

Définition 4.9 (Exécution infinie) Soit H = (X, S, F,L,I,T) un automate hybride. Une

L. A A .. . . .. . .
exécution yg == x1 — ... de H est dite infinie si la suite de transitions est infinie.

Définition 4.10 (Exécution Zénon) Soit H = (X, S, F,L,1I, T) un automate hybride. Une

exécution x = xo o, X1 A, de H est dite Zénon si elle est infinie et Ix| < o0.

Une exécution Zénon correspond donc a un phénomene physiquement impossible mais permis par
le modele : une infinité de transitions sont exécutées en un temps fini. Clairement, 1’existence
d’exécutions Zénon pour un automate donné pose des problemes quant a la simulation et la
vérification de cet automate. En effet, il est impossible, en présence d’exécution Zénon, de connaitre
le comportement de ’automate apres un temps fini alors que le comportement du systeme est défini
apres ce délai. L’étude des comportements Zénon est donc un enjeu important de la vérification
des automates hybrides. De nombreux travaux portent sur ’analyse de la présence ou non de ces
comportements [HLMRO5, [ZJLS01], ainsi que sur la transformation de systémes présentant des
comportements Zénon en systéme équivalent, non Zénon [JELS99| [TL.SE99]

4.2.3 Cas particuliers

Nous définissons ici quelques cas particuliers d’automates hybrides qui seront important pour
les sections suivantes. Nous commengons par les automates déterministes. Intuitivement, un au-
tomate est déterministe si pour un état initial donné, il n’a qu’une évolution possible. Dans notre
formalisme, cela se traduit par la définition

Définition 4.11 (Automate hybride déterministe) Soit H = (X, S,F, L, I,T) un automate
hybride. H est dit déterministe si :

1. Y(s,l1,81,01,%1), (5,12, 82, 92,12) € T avec s1 # sa, [¢1] N [¢p2] = 0, autrement dit deux
transitions discretes vers deux états différents ne peuvent étre activées simultanément ;

2. V(s,l,s",0,0) €T, Vo € Vx : g€ [¢], {0 €V : ocUc’ €[]} est un singleton, autre-
ment dit les prédicats de resets sont déterministes;

3. V(s,0) € S, {0’ €V : oUd’ €[F(s)]} est un singleton, autrement dit les prédicats de
flot sont déterministes.

Théoréme 4.1 ([LIST03]) Un automate hybride est déterministe si et seulement si pour tout
état initial (so,00) € Sy, il existe une unique exécution mazimale.

Certaines exécutions d’'un automate hybride peuvent étre bloquées si 'automate est dans un
état discret s alors que les variables continues ne vérifient pas I'invariant I(s) et qu’aucune transi-
tion discrete ne peut étre activée. Nous caractérisons donc I’ensemble des automates non bloquants
(définition 4.12) différemment de [LJST03| : nous donnons une caractérisation fondée sur les in-
variants de I’automate et prouvons ensuite (théoreme le caractere non bloquant.
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Définition 4.12 (Automate hybride non bloquant) Soit H = (X, S, F L, 1, T) un automate
hybride. H est dit non bloquant si et seulement si pour tout état (s,0) € Sy, on a :

(/Ht eR, : (s,0) - (s,a’)) = 3(s', o) eSy, el : (s,0) - (s,0) .

Théoréme 4.2 ([LJST03]) Si l'automate hybride H = (X, S, F,L,I,T) est non bloquant, alors
il posséde une exécution infinie pour tout état initial (sg,00) € Sy

Une classe importante d’automates est la classe des automates linéaires. Un prédicat sera dit
linéaire s’il s’écrit comme la combinaison de prédicats atomiques ¢1, ..., @, tels que chaque ¢; est
de la forme Y. | A\;z; ® ¢ olt ¢, \; sont des entiers et © € {<, <, =,>,>}.

Définition 4.13 (Automate hybride linéaire) Un automate hybride H = (X, S, F,L,I,T)
est dit linéaire si et seulement si :

LVseS :3ki,...,k €R, F(s) = A\,.cx & = k.

Y 'n

2. pour tout état s € S, I(s) est un prédicat linéaire sur les variables X.

3. pour toute transition (s,l,s’, ¢,1) € T, ¢ et ¢ sont des prédicats linéaires sur X et X U X',
respectivement.

Nous définissons enfin les automates rectangulaires. Nous donnons encore une fois une ver-
sion légerement différente mais équivalente de [HKPV95]. Un prédicat sur les variables X =
(xh . ,:cn) est dit rectangulaire s’il s’écrit comme la conjonction de prédicats ¢1, ..., ¢, tels que
chaque prédicat ¢; est de la forme ¢; < x; A z; < C;. Nous dirons que le prédicat ¢; définit un
rectangle pour la variable x;.

Définition 4.14 (Automate hybride rectangulaire) Un automate hybride H =
(X7 S,F,L,1I, T) est dit rectangulaire si et seulement si :

1. pour tout état s € S, I(s) est un prédicat rectangulaire sur les variables X.

2. pour toute transition (s,l,s’,¢,1) € T, ¢ est un prédicat rectangulaire sur les variables X
et 1 est un prédicat rectangulaire sur les variables Y/ pour Y C X.

3. il existe un prédicat rectangulaire flow sur les variables X tel que pour tout état s € S,
F(s) = flow.

Dans un automate rectangulaire, les évolutions continues de chaque état sont donc toutes régies par
la méme inégalité différentielle A}, ¢; < 2; < C;. De plus, pour chaque transition (s, [, s, ¢, 1),
le prédicat de reset est de la forme A!_, ¢; < 4; < C; pour un sous ensemble Y des variables
continues. Nous dirons que la transition réinitialise les variables de Y. Lorsque les prédicats de
flot sont différents pour les différents états du systéme (mais restent rectangulaire), nous dirons
que 'automate hybride est multirectangulaire.

Définition 4.15 (Automate hybride multirectangulaire) Un automate hybride
(X,S,F,L,I,T) est dit multirectangulaire il vérifie les conditions 1 et 2 de la définition m

et que, pour tout état s € S, F(s) est un prédicat rectangulaire sur les variables X.

61



62 CHAPITRE 4. SYSTEMES HYBRIDES

4.2.4 Exemple des deux réservoirs

L’automate. Nous donnons ici 'automate hybride correspondant au systeme des deux réservoirs
(voir section . L’automate possede 6 états (voir figure correspondant aux situations sui-
vantes :

— les deux vannes sont ouvertes, et hy < H (état OPEN);

— les deux vannes sont ouvertes, et ho > H (état OPEN,) ;

— la vanne 1 est fermée (état ViCLOSED);

— la vanne 2 est fermée, et ho < H (état VoCLOSED);

— la vanne 2 est fermée, et hg > H (état VoCLOSEDy);

— les deux vannes sont fermées.
On peut noter qu’il n’est pas nécessaire de différencier, dans le cas ol la vanne 1 est fermée, les cas
ou hy est inférieur ou supérieur a H car les évolutions continues sont les mémes. Les transitions
entre ces états sont alors de 2 ordres. D’une part, des transitions sont commandées par le controleur
lorsque les hauteurs d’eau atteignent les valeurs critiques (par exemple, la transition entre OPEN
et ViCLOSED). D’autre part, des transitions sont imputables & la dynamique continue elle méme,
lorsque le niveau d’eau hg franchit H (c’est le cas de la transition entre OPEN et OPENy).

Formellement, ’automate hybride est donné par le septuplet H,, = (X,,, Sy, Fy, L, I, Tr) avec :

- X, ={h1,ha};

- S, ={OPEN,OPEN,,CLOSED,V;CLOSED,V2CLOSED,V,CLOSEDy} ;
hi =i — kivVhi A ha = kivhi — k2v/ha

OPEN
OPEN, — hi=1i—kivhi —ha+ H Ahy =kivVhi —ha + H — kav/ha
R CLOSED — hi=0Ahy=0
"] VAICLOSED +— hy=1iAhs=—kovha
VoCLOSED +— h.1 :Z'fkl\/H/\hlg :kl\/m
VoCLOSED, + hy=1i—kivhi —ha + HAhs =kivVhi —ha + H

— L, = {open_vy, close_vy, open_vs, close vy, ha_gt_H, ho lt_H};

— I, et T, donnés sur la figure [£:3]
L’automate H, n’est clairement pas linéaire, il n’est pas déterministe (selon les valeurs de h; et
ho, il est possible que les transitions close_v; et close_vy soient activées par le méme état : on ne
spécifie pas alors quelle vanne doit étre fermée en premier) mais il est non-bloquant.

Exemple d’exécution. Nous choisissons les valeurs suivantes pour les constantes du systeme :
k‘l = 3, ]4;2 = 6, 1 = 1.5, H =6 l1 = 2.5, L1 = 8, lg = 5 et LQ = 9. L’état initial est
(OPEN, {h1— 3,hy — 7}) Nous avons simulé, en utilisant Matlab/Simulink, 1’exécution de cet
automate en choisissant un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 5 pour l'intégration numérique
des équations différentielles (avec un pas constant de 10~2). Les planches Simulink représentant
l'automate hybride sont données en annexe [A] Nous obtenons les courbes de la figure [£.4] pour les
valeurs de hy et hs.

4.3 Autres modeles de systéemes hybrides

Parallelement aux automates hybrides, plusieurs extensions hybrides de systéemes discrets ont
été proposées. Nous présentons dans cette partie plusieurs de ces modeles. Dans un premier temps,
nous évoquons les modeles hybrides reposant sur une extension des calculs de processus classiques.
Nous présentons ensuite I’extension du paradigme de programmation a contraintes concurrentes
(Concurrent Constraint Programming [SRP91]) pour le calcul hybride.

4.3.1 Calcul de processus hybrides

De nombreux modeles de calcul de processus hybrides ont été proposés. Il existe des extensions
hybrides des Communicating Sequential Processes (CSP [Hoa78|, [Hoa85]) de Hoare (Timed-CSP
entre autres), des Algebra of Communicating Processes (ACP [BW90]) et du m-calcul de Milner
[Mil99]. Nous présentouns ici deux de ces extensions en insistant sur les spécificités de chacune. Pour
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(OPEN) open-v 2 Linhe < H (v cLOSED)
hy=1i—kivVha hi=i
hz = k’l\/hl — k‘z\/hz h2 - —k'2\/ h2
lh<hi <Ly h1 <l close_vy h1 <Ly
Ala < hy < Lo Ala <hg < Lo
N ho < H AN ho < H
3 =
VI VI
< <
(OPEN,)
hi=i—kivhi —hs T H
h, = kivh1 — ha + H—kovha
lh<hi <Ia
Ala < hy <Ls
A ho > H
=
VI
o
) ~ g <=
: : s
g 2 s
3 ) ~ = ~
~ © )
Al
£
(Vo CLOSEDy)
h.l_:i—k1\/h1 —ho + H
ho = kivh1 —ho + H
lh <hi <1y
A ha < Lo
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Fic. 4.3 — Automate hybride représentant le systeme des deux réservoirs. Remarquons que nous
supposons les fermetures et ouvertures des vannes instantanées.
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Ly

L

Evolution de h; au cours du temps

L
| | I

a1 |

Evolution de ho au cours du temps

F1G. 4.4 — Variation des hauteurs d’eau dans chacun des deux réservoirs lors d’une simulation
d’une exécution de 'automate de la figure 4.3

chaque calcul de processus, nous donnons un apergu rapide de sa syntaxe et de sa sémantique,
puis nous expliquons comment ’exemple des deux réservoirs peut s’encoder dans ce formalisme.

¢-Calculus

Le ¢-calcul [RS02, [RS03] est une extension du m-calcul de Milner pour modéliser des systémes
hybrides concurrents et reconfigurables. I’ajout de phénomenes hybrides se fait via un processus
qui représente I’environnement et des actions qui permettent de le manipuler. Un systeme hybride
est donc un couple (E, P) tel que E représente l’environnement et P est un processus du ¢-calcul.

Un environnement E est un triplet (s; F'; I) tel que s représente I’état courant de I’environne-
ment (c’est une valuation des variables continues), F' représente les équations de flot (F associe &
chaque variable continue une équation différentielle) et I représente I'invariant (I est un prédicat
sur les variables continues). Ainsi, Penvironnement (z = 0;4 = 1;2 < 3) est U'environnement qui
est initialement a x = 0 et qui peut évoluer selon I’équation différentielle £ = 1 tant que =z < 3,
c’est-a-dire qu’il peut évoluer pendant 3 secondes.

Un processus du ¢-calcul est un processus du 7w-calcul avec les actions supplémentaires sui-
vantes :

— une action de changement d’état continu de la forme c=d qui met a jour instantanément les

variables continues; par exemple, I’action £=3 donnera a z la valeur 3.

— une action de changement d’équation différentielles de la forme F=G qui change instan-

tanément les équations de flot.
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— une action de changement d’invariants de la forme I=.J qui change instantanément 'invariant
associé a I’état continu.

Une action e sur ’environnement est donc encodée par ¢ = ¥ — (cid; FiG;IiJ) et elle est
considérée comme une action classique du m-calcul pour ce qui concerne les régles de composition
(somme et parallélisme). ¥ est un prédicat tel que la transition sera activée si et seulement
si U est vérifié. Les transitions sur ’environnement permettent aux processus discrets de créer
arbitrairement un nouvel environnement continu. En cela, le ¢-calcul est bien une extension du
m-calcul ol de nouveaux processus discrets peuvent étre crées dynamiquement.

Un systéme hybride (E, P) peut alors évoluer de trois fagons. Les actions purement discretes du
m-calcul ne changent que le processus P. Les actions sur 'environnement peuvent étre effectuées
pour mettre a jour E, et dans ce cas a la fois P et E sont modifiées. Ces deux types d’actions sont
supposées immédiates. Le systéme peut également évoluer selon des transitions de flot qui font
changer I'environnement contintiment d’apres les équations différentielles choisies. Une transition
de flot ne peut s’effectuer que tant qu’aucune transition sur I’environnement n’est activée. Ces
dernieres représentent en effet les changements de mode continu, et ont donc priorité sur les
transitions de flot qui décrivent ’évolution du systeme dans un mode donné.
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hy=3 . hyii—kivhi —ha T+ H . S s
= TRUE ) cr=( " I=| 1b<h,<L .OPEN
5= (0, [TRU —’<h2:7)’ (hz:ku/hl—hQJrH—km/hg>’ (1122>13 2>]O D)
By h1 < Ly
OPEN, = (h1 <l g F=( ° I=| lb<ha<L ViCLOSED
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. hy:ii— kiRl ) =M=
+ (ha<H (Z);F:< . >;I: ly <hy <L .OPEN
(he < H) = [ Kz : kivh1 — ka2 men ]
- IL<h <L
. iR —ReF¥H \ . [ LSh<hi
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+ (hzﬁlz)—ﬁ@;Fi< Z“é >;1i( hi < L1 )].CLOSED
2
. 1 ll<h1<L1
hi1 > L1 . hy1:i—kivVhl . = =
- — = B 7= lo < ho < L .
* (thH ) [9: % (hzzkl\/hi—kz\/ﬂ)’l <h22<2 2>]OPEN

F1G. 4.5 — Encodage d’une partie du probleme des deux réservoirs dans le ¢-calcul. La traduction
de 'automate hybride de la figure en ¢-calcul est immédiate.

Hybrid-y

Le langage Hybrid-y [vBMRT06] est un langage de processus pour modéliser les systémes
hybrides qui veut unifier les approches “systémes dynamiques” et “informatique”. Le langage
intégre en effet les formalismes des deux communautés (équations différentielles discontinues, PWA
mais aussi actions discrétes) et permet la mise en parallele intuitive de processus discrets et
continus. Les principales caractéristiques du langage sont :

— une caractérisation claire des variables du systéeme en variables continues et discretes. Parmi

les variables continues, on distingue les variables algébriques qui peuvent étre modifiées par
une fonction non continue, et les variables de flot dont I’évolution est régie par une équation
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différentielle (éventuellement discontinue). Les variables discrétes sont elles aussi séparées en
variables discrétes constantes et non-constantes.

— une composition parallele des processus avec une communication via des variables partagées

ou par une synchronisation sur un canal.

Le comportement d'un processus x (c’est-a-dire un processus du langage Hybrid-x) est défini par
un systeme de transitions qui contient des transitions discretes, appelées actions, et des transitions
continues appelées délais. Les actions peuvent changer instantanément la valeurs des variables
discrétes non-constantes (dites jumping variables) et des variables algébriques. Les délais font
avancer le temps, et ainsi évoluer les variables continues. Les relations entre ce langage et les autres
modeles hybrides ont été tres étudiées. Ainsi, il est possible d’encoder les automates hybrides en
X et une partie bien identifiée de x est représentable par des automates hybrides. De méme, il est
aisé de traduire des systemes PWA en y.

Nous présentons la syntaxe du langage par I'exemple des deux réservoirs (figure . Les deux
premieres lignes correspondent aux déclarations et initialisation des variables du systéemes. Ici,
v1 et vy représentent 1’état des vannes 1 et 2 (v; = 1 si et seulement si la vanne ¢ est ouverte),
Qi représente I'écoulement de 1'eau entre les deux réservoirs et Q. 1'écoulement par le bas du
réservoir 2. Notons la variable discrete supplémentaire ho_gt _H qui vaudra 1 si et seulement si
he > H. Le processus lui méme est la mise en parallele (via Popérateur ||) d’'un processus continu
FE est d’'un controleur discret P. Le processus FE est un encodage tres classique des équations
différentielles du systéme des deux réservoirs (figure en utilisant les parametres booléens
v1, V2 et ho_gt_H pour choisir parmi les différents modes. Les processus P est encodé comme
la répétition infinie (représentée par le symbole x au début) d’un processus qui en fonction des
éveénements possibles (hy trop grand, ho trop petit, ho passe au dessus de H, etc.) agit sur les
parametres booléens pour choisir le bon mode continu.

S = <disc v1,v2, H, ha_gt_H, cont hi,ha, alg Qin, Qout,
vy =0,v3 =0,h1 =3,ho =7,H=6
i E||P)

E = (lil = Qin — Qouty, P2 = Qouty — Qoutss
Qin =1,

Qout, = v1 % k1 * (holt-H x /hi — (1 — ha_lt_H) x \/H + h1 — h3)),
Qout2 = vy x ko % \/E)
P = *(h1§2-5_>7115:0;}1128%@1;:1;
ho > H — ho It H :=0;ha < H — ho lt_-H :=1;
ho <5 —wg:=0;he > 9 — v ;:1;)

FiG. 4.6 — Encodage du probleme des deux réservoirs en Hybrid-y.

4.3.2 Hybrid-CC

Hybrid-CC [GISB95, [GIS98] [GSS95] est le premier formalisme permettant de modéliser des
systemes présentant un comportement continu et discret. Il s’agit d’une extension du langage
de programmation par contraintes concurrents CC pour les systémes hybrides. Un programme
CC consiste en un ensemble d’agents qui s’exécutent simultanément et interagissent via un en-
semble partagé de contraintes appelé store. Ce store contient a chaque instant une conjonction de
contraintes que doivent vérifier les variables du systeme. Les agents disposent de deux prédicats
pour interagir avec le store : tell qui permet d’ajouter de I'information au store, et ask qui in-
terroge le store sur la validité d’une formule. Notons que 'action ask est bloquante : si on ne
peut décider de la validité de la formule, le processus est gelé jusqu’a ce que de l'information soit
ajoutée au store pour lever I'indécision. Ce mécanisme permet donc la synchronisation des agents
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paralleles. L’expressivité des programmes CC est tres liée au systeme de contraintes sous-jacent
qui définit ’ensemble des prédicats disponibles pour le store. Dans le cas de Hybrid-CC, ce systeme
de contraintes est enrichi de contraintes continues de la forme X=0,hence dot(X)=1 qui signifie
que la variable X suit une évolution continue donnée par ’équation différentielle & = 1,2(0) = 0.
L’ajout principal est donc le mot clé hence qui signifie que la contrainte suivante est vraie pour
tous les instants futurs.

Pour permettre de calculer et simuler les programmes écrits en Hybrid-CC, plusieurs restric-
tions sur les contraintes hence et dot sont imposées. La premiere condition est une condition de
stabilité qui impose que pour toutes contraintes a et b, il existe un voisinage de 0 tel que a = b
ou a = —b a chaque instant du voisinage. Ainsi, on ne pourra pas écrire un agent du type T=0,
hence dot(T)=1, hence if rational(T) then A qui supposerait I’exécution de A a chaque ins-
tant T tel que T est un nombre rationnel. La deuxieéme contrainte imposée par le langage limite
I'expressivité des contraintes continues : seules les contraintes du type dot (X,m)=r sont acceptées,
et elles signifient que la dérivée d’ordre m de X vaut r, ou r est un nombre réel. Cette contrainte
sur les évolutions continues permet de décider de la validité des contraintes ou X intervient car on
peut calculer exactement la fonction d’évolution de X au cours du temps. Le langage Hybrid-CC
est donc la premieére formalisation des phénomeénes hybrides, mais son utilité reste limitée car il
n’accepte que des comportements continus triviaux. On ne pourra ainsi pas encoder le probleme
des deux réservoirs.

4.4 \Vérification des systéemes hybrides

Les outils de modélisation que nous venons de décrire servent généralement & formaliser des
systemes hybrides dans le but d’étudier leur comportement. Des techniques de vérification pour les
automates hybrides ont été développées tres tot [ACHH92, IACHT95] et pour la plupart des autres
modeles, la vérification se fait via une traduction en automates hybrides et une utilisation des
outils existant. Nous nous contenterons donc d’étudier le probleme de la vérification des automates
hybrides.

4.4.1 Probleme de I'accessibilité pour les automates hybrides

La notion d’état accessible est le concept central pour la vérification des automates hybrides.
Intuitivement, un état o sera accessible depuis un ensemble d’états initiaux si et seulement si il
existe une exécution de I'automate partant d’un des états initiaux et qui passe par o.

Définition 4.16 (Relation d’accessibilité) Soit H = (X, S, F,L, 1, T) un automate hybride,
et (0,0") € Sy deux états acceptables. L’état ¢’ est dit accessible depuis o, noté o —* o', si et

seulement si il existe une suite finie de transitions Aq,..., A, telles que :
A1 An
o— ... 0.

Exemple 4.6 Dans le cas de l’automate hybride de la figure 4.3]
I’état (VQCLOSED, {h1+— Ly;he — H — 1}) est accessible depuis I’état
((VQCLOSEDZ,, {h1+—l1;ha— H — 1}) par la suite de transitions suivantes, avec 7 = £=4

K2

(VaCLOSEDy, {hy — li;ha — H — 1}) Loset,  (CLOSED, {hy + li;ha — H — 1})
- (CLOSED,{h1 — Li;hy — H —1})

2P, (VoOLOSED, {hy v Lishe — H —1})
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Définition 4.17 (Ensemble accessible) Soit H = (X7 S, F,L,LT) un automate hybride, et
7 C Sy un ensemble initial d’états acceptables. L’ensemble des états accessibles depuis Z, noté
R(I), est donné par :

R(I)={c'€Sy : o€, 0 -0} (4.3)

Le probléme du calcul de I’ensemble accessible [HR98| occupe une place centrale dans la
vérification des propriétés de sureté ou de vivacité des automates hybrides. En effet, pour prouver
la streté d’un automate, on lui rajoute généralement des états dits mauvais qui représentent les
exécutions du systeme qui ne doivent pas arriver. Il suffit alors de vérifier que I’ensemble accessible
de 'automate ne contient aucun de ces états pour prouver la streté du systéme. De méme, les
problemes de vivacité peuvent s’exprimer comme un probleme d’accessibilité. Par exemple, pour
tester si le systéme reste infiniment dans un ensemble d’états donné Z (autrement dit, Z est-il
un invariant du systeéme ?), il suffit de calculer 'ensemble accessible depuis Z et vérifier qu’il ne
posséde aucun état extérieur & Z. On voit donc que le probleme 1] est le probleme central pour
la vérification des automates hybrides. Nous étudions dans la suite les questions de décidabilité
liées a ce probléme pour nous verrons (section les techniques permettant de le résoudre dans
certains cas.

Probléeme 4.1 (Accessibilité d’un état) Etant donnés un automate hybride H, un ensemble
d’états acceptables T C Sy et un état 0 € Sy, a-t-on o € R(I) ?

Résultats d’indécidabilité pour les différents types d’automates Le probleme [1.1] est malheu-
reusement indécidable dans le cas général. Comme le montrent les théoremes et cela reste
vrai méme pour des dynamiques tres simples. Nous ne donnons ici que quelques résultats concer-
nant la décidabilité du probleme [4.1] un panorama complet avec des preuves détaillés peut étre lu
dans [HKPV95| [Hen96, IMil00].

Théoréme 4.3 (Indécidabilité pour les automates rectangulaires [HKPV95]) Le
probleme est indécidable pour les automates hybrides rectangulaires.

Théoréme 4.4 (Indécidabilité pour les automates linéaires) Le  probléme est
indécidable pour les automates hybrides linéaires.

On voit donc que pour des classes tres larges d’automates hybrides, le probleme d’accessibilité
est indécidable. Il existe quelques résultats de décidabilité qui concernent essentiellement les auto-
mates avec des dynamiques triviales (c’est-a-dire tels que pour tout état s, F'(s) est une constante
positive) ou les automates initialisés. Un automate hybride H = (X S, FV LT T) est dit initialisé
si et seulement si pour toute transition (s,1,s’, ,1) € T et pour toute variable v € V| soit le flot
associé & v ne change pas apres la transition (F(s)(v) = F(s")(v)), soit la valeur de v est modifiée
par la transition. Dans le cas des automates rectangulaires, cela revient a dire que ¥ a un prédicat
de la forme a < v’ Av' < b pour a,b € R.

Théoréme 4.5 (Décidabilité pour les automates rectangulaires initialisés [HKPV95])
Le probléme [[]] est décidable pour les automates multirectangulaires initialisés.

4.4.2 Analyse de I'accessibilité

La validation de propriétés de stireté pour un automate hybride se traduit naturellement en
un instance du probleme Par exemple, si ’'on veut montrer que le systeme hybride ne possede
pas de comportements dangereux, il suffit de définir dans 'automate hybride des états correspon-
dant a ces comportements dangereux et vérifier qu’ils n’appartiennent pas a I’ensemble des états
accessibles. Dans la suite, un ensemble d’états sera appelée une région. Nous présentons ici la
technique classique pour calculer la région accessible depuis une région initiale, puis nous verrons
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que cette région est calculable dans le cas des automates hybrides linéaires, et nous expliquerons
les techniques utilisées dans le cas des automates non-linéaires.

Soit R une région d’un automate hybride H (c’est-a-dire un ensemble d’états). Nous noterons
R~ la région accessible depuis R en laissant avancer le temps :

sz{oeSH 30’ € R, 3t Ry, U’La} . (4.4)

Par ailleurs, nous noterons R Xla région (potentiellement vide) accessible depuis R en effectuant
la transition portant le label X :

RL:{UESHZHO’/ER,U/LU}. (4.5)

En utilisant les définitions (4.4) et (4.5)), on peut maintenant définir pour tout état discret s de
Pautomate la région Reachs(Ryp), qui est ’ensemble des états de la forme (s,v) accessible depuis
une région initiale Ry :

Reachs(Ro) = | (Ro N[I(s)]) U U Reachg (Ro) 20 7. (4.6)
(" As5,,9)ET

L’équation (4.6 définit donc un systéme d’équations récursives qui peut se comprendre ainsi. Les
états (s,v) accessibles depuis Ry sont de trois ordres :

1. soit il s’agit des états déja présents dans Ry : il s’agit de Ry N [I(s)];
2. soit ce sont des états obtenus par une transition discréte (s', A, s, ¢, ©) depuis un état (s',v")

accessible depuis Ry, il s’agit donc de U,y 5 4.1 Reachs (Ro) 2

3. soit ce sont des états obtenus en laissant avancer le temps depuis un autre état (s,v’) acces-
sible depuis Ry. C’est ce qui explique la présence de 'opérateur " dans 1’équation (4.6]).

On définit donc 'ensemble des états accessibles comme le plus petit point fixe du systeme
d’équations récursives , on peut donc I'appeler la sémantique collectrice de ’automate hy-
bride par analogie a la sémantique collectrice des langages introduite au chapitre [2| La difficulté
dans ’analyse des automates hybrides consiste a calculer ce point fixe. On peut comme au chapitre
[2le calculer par une itération de Kleene, mais cela nécessite le calcul explicite de Popérateur
qui est dans le cas général non calculable et reste le point délicat pour la vérification des auto-
mates hybrides [PCO7]. Nous détaillons dans la suite le cas des automates linéaires pour lequel des
techniques de calcul efficace existent |ACH™ 95, [HPR94].

Remarque (1) Nous avons présenté ici 'analyse des automates en avant, c’est-a-dire que l'on
calcule a partir d’une région initiale la région accessible. Un autre possibilité consiste a effectuer
une analyse en arriére qui calcule, a partir de la région interdite, ’ensemble des états qui peuvent
mener a cette région. On vérifie alors que la région initiale ne contient aucun de ces états. Certains
outils d’analyse utilisent une combinaison de ces deux techniques pour améliorer le temps de calcul.

Remarque (2) Le calcul du plus petit point fixe du systéme d’équations est analogue au
calcul du plus petit point fixe nécessaire a la définition de la sémantique dénotationnelle des
langages de programmations (voir la section [2.2). En fait, on peut définir la sémantique d’un
automate hybride comme étant la fonction associant & un ensemble initial I'ensemble des états
atteignables. Le parallele avec une sémantique dénotationnelle des langages de programmation
est alors tres fort. Les techniques d’interprétation abstraite qui ont fait leurs preuves pour la
vérification des logiciels peuvent alors étre appliquées a la vérification des automates hybrides :
lensemble des états initiaux est surapproximé (souvent par un polyhedre, [CH78]) et opérateur
/" est surapproximé en un opérateur abstrait. Ces techniques ne sont cependant efficaces que dans
le cas des automates hybrides linéaires, que nous détaillons dans la suite. Comme nous le verrons,
un opérateur de widening est également définissable pour les automates linéaires.
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Cas des automates linéaires

Soit H = (X S, ECL LT ) un automate linéaire. Les invariants associés a chaque état sont des
formes linéaires et pour chaque état s € S, on peut donc représenter Ry N [I(s)] par un polyedres
[CHT7g]. De plus, les prédicats de garde et de reset sont des formes linéaires, leur action sur un
polyedres est donc linéaire et on peut alors calculer le résultat sous forme d’un polyedres. On

peut donc calculer efficacement R 2, pour toute région polyédrique R et transition A. Enfin, les
équations différentielles sont elles-mémes linéaires, on peut alors calculer un systeme de générateurs
pour R & partir du systéme de générateurs pour R [HPR94]. En utilisant les polyedres et les
opérateurs associés (notamment 'union), on peut donc calculer au moins une surapproximation
des itérées de Kleene et donc une surapproximation des états accessibles. Cependant, ce calcul
est potentiellement infini car ’ensemble des états du systéme est infini. Pour accélérer le calcul,
on peut utiliser les techniques d’élargissement décrites au chapitre 2| [HPRO4, [HH95]. L utilisation
du domaine des polyedres fournit un opérateur d’élargissement efficace et on peut donc calculer
en un temps fini une surapproximation de tous les états accessibles. Si on peut montrer que cette
surapproximation ne contient aucun des états dangereux, on sait a fortiori que ces états ne sont
pas accessibles et donc que le systeme est siir.

Les automates hybrides linéaires représentent la plus grande classe d’automates pour lesquels
il existe un calcul efficace de I'ensemble des états accessibles. Ils jouent donc un role tres important
dans 'analyse des autres types de systemes hybrides.

Cas des automates non linéaires

Pour les automates non linéaires [HHWTIg|, les opérateurs de la formule ne sont pas
calculables et on ne sait pas représenter efficacement les régions de 'automate. En particulier,
l'opérateur -~ d’avancement du temps n’est pas calculable [PCO7]. Plusieurs solutions ont alors
été proposées pour calculer (ou au moins surapproximer) les états accessibles. Dans [HHWT9S],
Henzinger et al. proposent de surapproximer chaque contrainte non linéaire par une (ou plusieurs)
contrainte linéaire. Ainsi, on encadre ’évolution continue par deux évolutions linéaires que 1’on sait
calculer. Un autre solution consiste a remplacer 1’évolution continue non linéaire par un polynéme
pour lequel on sait calculer une erreur uniforme [PCQO7], c’est-a-dire que ’on connait une distance
€ entre ce polynome et la solution de I’équation différentielle non linéaire. On dispose alors d’une
approximation des états accessibles et on connait la distance entre cette approximation et les vrais
états accessibles. Cette technique est toutefois difficile a mettre en place si les régions ne sont pas
triviales (c’est-a-dire contenant plus d’un état). Enfin, une troisiéme technique consiste & utiliser
les techniques d’intégration garantie présentées au chapitre [3] pour surapproximer les dynamiques
continues [HHEMWTQ0]. On peut ainsi surapproximer 'opérateur -~ en utilisant une arithmétique
d’intervalle. Cette technique a été implémentée dans I'outil HYPERTECH et semble la plus adapté
dans le cas de dynamiques fortement non linéaires.

4.4.3 Outils
HyTech

HyTec?ﬂ [HHWT97] est le premier outil automatique utilisé pour la vérification des systémes
hybrides. Il repose sur un calcul d’accessibilité pour des automates hybrides linéaires et permet
d’écrire les criteres de streté dans un langage de programmation assez avancé. Par exemple, on
peut calculer le temps total passé dans ’état ON de l'exemple pendant une certaine durée
d’exécution. On peut ainsi prouver que le systeéme répond a des spécifications d’assez haut niveau
(par exemple, le radiateur ne doit pas étre allumé plus de la moitié du temps). Le logiciel peut
également générer des diagnostiques si il prouve que le systéme n’est pas sur : il donne un exemple
d’exécution terminant dans un état dangereux.

Thttp ://embedded.eecs.berkeley.edu/research/hytech/
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L’analyse d’accessibilité pour les automates linéaires implémentée dans HyTech est tres proche
de celle décrite a la section les régions accessibles étant décrites par des ensembles de
polyedres convexes. Comme le probleme d’accessibilité est indécidable pour la classe des automates
hybrides linéaires (théoreme , la procédure peut clairement ne jamais terminer. Un des défauts
de HyTech est sa gestion des polyedres : HyTech utilise des nombres entiers codés sur un nombre
fini de bits (le type int de C) pour représenter les coefficients des polyedres, ce qui conduit souvent
a des problemes de dépassement de capacité pour des systemes complexes.

Le logiciel HYPERTECH est le successeur d’HyTech et integre des méthodes d’intégrations
garanties.

PHAVer

PHAVeIE| [Ere05] est un outil de vérification des automates hybrides plus récent, développé
par Goran Frehse, et qui vise a combler les lacunes de HyTech. Le probleme des dépassements de
capacité est réglé par I'utilisation de la Parma Polyhedra Library [BRZH02] qui permet un calcul
exact sur les polyedres grace a une arithmétique des entiers multi-précision. Le but de PHAVer est
également de permettre 'analyse de systemes plus complexes que ceux pris en charge par HyTech.
Pour cela, PHAVer propose un algorithme d’abstraction automatique de dynamiques affines par
morceaux en des dynamiques linéaires. Un partitionnement automatique des états continus permet
alors de conserver une précision suffisante.

Les automates acceptés par PHAVer sont donc des automates hybrides affines avec
entrées/sorties (Hybrid 1/0-Automata, [LSVWI0]), ce qui permet une analyse modulaire des
systemes hybrides de grande taille. I’analyse d’accessibilité utilisée dans PHAVer est une ana-
lyse classique étendue par un partitionnement automatique des états continus qui permet une
paramétrisation par l'utilisateur de la précision de ’analyse. Des approximations sont également
effectuées en cours d’analyse pour limiter I’empreinte mémoire des polyedres calculés. PHAVer a
été utilisé pour la vérification d’une version simple du systeme des deux réservoirs [MKO6].

%http ://www-verimag.imag.fr/~frehse/phaver_web/

71


http://www-verimag.imag.fr/~frehse/phaver_web/

72

CHAPITRE 4. SYSTEMES HYBRIDES

72



Deuxieme partie

Concret

Dans cette partie, nous présentons un nouveau modele pour les systemes hy-
brides qui se situe & un niveau plus bas que les automates hybrides (en bas du
cycle en V). Nous présentons dans un premier temps ce modele (section
qui ajoute a un langage de programmation impératif des constructeurs hy-
brides, puis nous définissons une sémantique dénotationnelle pour ce modele.
Cette sémantique est définie en trois étapes : nous définissons d’abord une
sémantique pour la partie continue du systéme (section , puis pour la par-
tie discrete (section et enfin pour le systeme hybride dans son ensemble

(section [5.5).






CHAPITRE b

Un modele et une sémantique pour les programmes hybrides.

Dans ce chapitre, nous introduisons un nouveau modele de systémes hybrides congu pour la
vérification des logiciels critiques embarqués. De la méme fagon que les automates hybrides sont
une extension des automates a états finis pour le calcul hybride, notre modele est une extension
des langages de programmation impératifs qui introduit un comportement hybride en prenant en
compte I’environnement extérieur dans lequel le programme est exécuté. Dans un premier temps
(section , nous expliquons les raisons qui nous ont amenés a définir ce nouveau modele et les
caractéristiques des programmes critiques embarqués qui ont influé dans nos choix. Ensuite, nous
présentons ce modele en donnant sa syntaxe (section puis sa sémantique (sections a .
Nous terminons par la modélisation d’un systéeme dérivé du systeme des deux réservoirs et le calcul
de sa sémantique (section .

5.1 Du programme discret au programme hybride

5.1.1 Caractéristiques hybrides des programmes embarqués

Comme nous l'avons dit en introduction, les programmes critiques embarqués interagissent
avec I'environnement physique dans lequel ils sont exécutés. Leur exécution est purement discrete,
alors que I’évolution de I’environnement extérieur est continue : un programme embarqué doit
donc étre vu comme une composante d’un systeme hybride. Cependant, certaines caractéristiques
intrinseques de ces programmes rendent les modeles que nous avons présentés au chapitre |4 peu
adaptés pour représenter et analyser ce type de systémes hybrides. Cette section vise a expliquer
ce constat.

D’un point de vue tres général, un systeme hybride consiste en deux processus de natures
différentes s’exécutant en parallele : la partie discréte et la partie continue. Ces deux processus
communiquent & travers des interfaces : les capteurs pour la communication du processus continu
vers le processus discret, les actionneurs pour la communication en sens inverse (voir la figure .
Selon les modeles utilisés pour représenter chaque processus et le choix du type de communica-
tion pour modéliser les capteurs et les actionneurs (communication synchrone ou asynchrone,
communication par envoi de messages ou via une mémoire partagée), on obtient des modeles hy-
brides ayant des comportements tres différents. La principale difficulté dans la modélisation d’un
systeme hybride vient de la présence d’actionneurs : ces derniers créent une dépendance cyclique
entre ’évolution discrete et 1’évolution continue ce qui rend la dynamique du systéme hybride
complexe a définir. Une contribution de cette these est de prendre en compte ces actionneurs et
donc la rétroaction entre le programme et son environnement. Remarquons que contrairement a
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de nombreux modeles hybrides, nous n’autoriserons pas un actionneur & modifier directement la
valeur d’une variable continue ; il ne pourra que modifier sa dynamique. Ceci n’est pas le cas dans
la théorie des automates hybrides par exemple, ou un changement d’état discret peut s’accompa-
gner d’un changement discontinu des valeurs des variables continues. Cette possibilité nous semble
trop peu réaliste (un moteur ne peut pas changer instantanément la position de la voiture, mais
uniquement son accélération) et nous ’avons donc exclue de notre modele.

La modélisation de la partie continue d’un systeme hybride est souvent donnée par les lois de
la physique sous forme d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées partielles. Ce cadre
tres général permet d’appréhender de nombreux comportements continus, mais sa trop grande
expressivité et les résultats d’indécidabilité qui en découlent (théorémes et [4.4) ont poussé la
plupart des outils de modélisation et d’analyse a limiter le type d’équations différentielles permises
ou & choisir d’autres modélisations comme les fonctions affines par morceaux (Piecewise Affine
Systems ou PWA). Les choix effectués pour modéliser la partie continue ont en fait assez peu
d’incidence sur le comportement global du systéme, ils ont plus une fonction limitative quand a
I'expressivité du modele. Remarquons que quelle que soit la modélisation choisie, un modele pour
la partie continue est toujours composé d’un ensemble de modeles simples représentant chacun
un “mode continu”, ce qui permet & la partie discrete d’influer sur I’évolution continue en en
choisissant un. C’est généralement ainsi que sont modélisés les actionneurs. Dans 1'exemple [£.3] du
thermostat, la partie continue posseéde deux modes : un correspondant a I’état ol le radiateur est
allumé et un correspondant a 1’état ou le radiateur est éteint.

La théorie des automates hybrides modélise la partie discrete du systéme hybride par un
automate fini et associe a chaque état de l’automate un mode continu. Le systéme hybride
est donc construit comme le produit cartésien d’un automate fini et de I’ensemble des modes
continus. Les actionneurs sont alors représentés par des changements d’état discret : si on reprend
I'exemple du thermostat, la transition de ON a OFF représente l'action d’éteindre le radiateur.
Les capteurs ne sont pas explicitement présents dans le modele : la communication entre le
milieu continu et le partie discrete repose sur une mémoire partagée. En effet, le modele suppose
qu’a tout instant, un état discret connait l’ensemble du milieu extérieur, c’est-a-dire la valeur
de chaque variable continue. On peut donc supposer que la partie continue et la partie discrete
possede une zone de mémoire partagée sur laquelle ’environnement continu écrit et que les états
discrets lisent. Cette zone mémoire représente un capteur parfait (c’est-a-dire n’introduisant pas
de bruit) fonctionnant en continu. Le paradigme de communication sous sous-jacent est une
communication synchrone événementielle : lorsque 'automate entre dans un nouvel état discret,
il se met en attente d’un éveénement lui permettant d’en sortir (soit que le prédicat de garde d’une
transition est activée, soit que 'invariant de I’état est contredit). De maniere trés schématique,
I’exécution d’un automate hybride fonctionne donc ainsi :

début

Initialise;
tant que vra: faire
Attendre ’événement F;
si F est une transition alors
Exécute la transition;
sinon
echoue ; /* 1’invariant de 1’état est invalidé, aucune transition n’est
activée */
finsi
fintantque

L’e}i;iéréution de 'automate est donc bloquée dans un état discret jusqu’a ce qu’une des transitions
partant de cet état soit activée. C’est donc 1’évolution de I’environnement continu qui décide des
instants auxquels sont exécutées les transitions discretes. Une des conséquences majeures de ce
choix est le non-déterminisme du modele : si deux transitions sont activées au méme moment, il
n’est pas précisé laquelle doit étre exécutée.

Le fonctionnement d’un programme critique embarqué est tres différent. Ces programmes
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sont dans la trés grande majorité des cas générés automatiquement a partir d'un langage de
spécification de haut niveau qui repose sur le modele synchrone (par exemple SCADE). La commu-
nication entre le programme et son environnement extérieur se fait alors via des variables volatiles
de maniere périodique. Le schéma d’exécution d’un programme critique embarqué est de la forme :
début
Initialise;
tant que vra: faire
Lire entrées;
Calculer état suivant;
Ecrire sorties;
fintantque
fin i
Dans la boucle de rétroaction (Lire-Calculer-Ecrire), la lecture correspond a la communication

entre le milieu continu et le programme discret, alors que l’écriture correspond a l’action
des actionneurs. Cette boucle est cadencée avec précision, de sorte que les données ne sont
lues que périodiquement et non pas contintiment. Eventuellement, une analyse de pire temps
d’exécution (WCET, [FHL™01]) peut permettre d’estimer précisément la durée d’'une itération de
la boucle. La communication entre le milieu continu et le programme s’apparente donc plus a une
communication par passage de messages qu’a une communication a mémoire partagée : a certains
instants déterminés par le programme discret, le programme et ’environnement continu vont
se synchroniser pour échanger des données. Remarquons que la communication entre le milieu
continu et le programme discret s’effectue via un capteur qui introduit une discrétisation des
valeurs : la valeur des variables continues réelles est discrétisée en un nombre & virgule flottante
qui sera traité par le programme. Notre modélisation des capteurs prendra en compte cette
double discrétisation temporelle (les capteurs ne fournissent une valeur qu’a certains instants
prédéterminés) et spatiale (les valeurs fournies sont des approximations flottantes des valeurs
réelles). Enfin, par rapport aux automates hybrides, I'exécution d’un programme embarqué est
déterministe (car écrit dans un langage déterministe) et lexécution du systéme est contrdlée
d’avantage par la partie discrete que par I’environnement continu.

On voit donc que les programmes embarqués, s’il peuvent étre encodés dans le formalisme
des automates hybrides, reposent en fait sur un échantillonage précis du temps et des valeurs
d’entrée alors que les modeles classiques de systemes hybrides considerent 1’évolution temporelle
de maniere plus événementielle. Cette deuxiéme vision, si elle permet une modélisation plus rapide
des systemes hybrides, rend également leur validation plus compliquée : les changements d’états
(c’est-a-dire les changements de mode continu) sont déterminés par des criteres purement spatiaux
(la valeur des variables continues), ce qui rend la détection des instants de changement d’états dif-
ficile : il faut calculer I'intersection du résultat de I'opérateur d’avancement dans le temps  avec
les prédicats de garde (voir section. Les outils d’analyse limitent donc la dynamique continue
pour pouvoir détecter ces changements d’états. Dans les programmes embarqués, les changements
d’états se font A travers I'écriture dans une variable volatile, & la fin du cycle Lire-Calculer-Ecrire,
et donc a des périodes connues. La détection de changements d’états est donc bien plus simple,
et 'on pourra s’autoriser des dynamiques non-linéaires lors de 1’analyse (voir chapitre . Deux
autres considérations font que le modele des automates hybrides est moins adapté a la modélisation
et Panalyse des programmes critiques embarqués. D’une part, pour des raisons de siireté, il sera
toujours nécessaire d’analyser le code source et non pas le modele qui I'a généré. On pourrait
naturellement reconstruire, a partir du code et d’une description de ’environnement continu, un
automate équivalent, mais cette solution devient rapidement impossible pour des codes de grandes
tailles évoluant dans des milieux physiques complexes (typiquement, les programmes utilisés dans
I'industrie aéronautique font plusieurs centaines de milliers de lignes de code et 1’environnement
extérieur est composé, au moins, d’une dizaine de variables continues). Par ailleurs, dans le forma-
lisme des automates hybrides, les états discrets et les modes continus sont tres liés (en fait, ce sont
les mémes) et il n’y a donc pas de séparation réelle entre le continu et le discret. Pour des projets
industriels, la modélisation de '’environnement physique et du programme discret demandent des
expertises tres différentes et sont souvent effectuées par des équipes séparées. Il nous semble donc
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préférable de disposer d’un modele ou la distinction entre le continu et le discret est nette, et tel
que la communication entre les deux mondes se fassent via des interfaces définies a ’avance.

5.1.2 But du nouveau modeéle

Nous avons donc développé une extension des langages de programmation impératifs qui prend
en compte les particularités hybrides des programmes embarqués. Les caractéristiques principales
de ce modele sont :

1. la partie discrete est la plus proche possible des langages de programmation existant ;
2. les actions des capteurs et actionneurs sont explicitement identifiées ;
3. les parties discretes et continues peuvent étre modélisées séparément.

La premiere condition est nécessaire pour que ’on puisse réutiliser facilement les techniques d’ana-
lyse statique existantes et qui ont fait leurs preuves sur les codes embarqués. La deuxiéme condition
tient au fait que dans les codes embarqués actuels, on sait & quels moments ont lieu ’acquisition
des données extérieures et I’envoi de commandes vers les actionneurs. On veut donc pouvoir expri-
mer formellement ces informations. Enfin, la troisieme condition est indispensable pour I’analyse
de codes de taille industrielle. Elle est également utile pour pouvoir analyser le comportement
d’un méme programme dans deux environnements physiques différents a moindre cotit, ou pour
pouvoir comparer deux programmes censés controler la méme grandeur physique : il suffit dans
chacun de ces cas de changer une des parties du systeme.

Remarque (Capteurs et actionneurs) Nous veillerons, en plus des trois conditions ci-dessus,
a ce que les capteurs introduisent un échantillonage spatial, c’est-a-dire une discrétisation des
valeurs réelles en des valeurs représentables sur une machine, et a ce que les actionneurs ne puissent
modifier que la dynamique des variables continues et non pas leurs valeurs.

Avant de décrire en détail notre nouveau modele, faisons un petit tour d’horizon des modeles
existant et expliquons pourquoi ils ne sont pas pleinement satisfaisant. Nous avons déja vu que
les automates hybrides ainsi que tous les modeles dérivées (algebres de processus hybrides entre
autres) reposent sur un modele d’exécution tres différent de celui des programmes embarqués. De
plus, la séparation entre les modes discrets et continus n’est pas claire, ce qui rend compliquée et
coliteuse 'étude d’'un méme sytéme dans plusieurs environnements continus différents. Nous ne
pouvons donc pas utiliser les automates hybrides pour ’analyse des programmes embarqués. Le
logiciel le plus utilisée pour décrire et simuler un systéme hybride est Simulink. En Simulink, il n’y
a pas de différence entre un systeme discret et un systeme continu, si bien qu’on peut décrire toute
sorte de systemes. Cependant, il n’existe pas de sémantique formelle de Simulink de sorte que le
comportement exact du systeme n’est pas connu, et le mélange entre les comportements discrets
et continus fait que ce modele ne peut étre utilisé pour la vérification de programmes industriels.

Le langage Modelica [OEM99] est un langage de haut niveau orienté objet permettant de
décrire de gros systemes industriels complexes. C’est un équivalent textuel de Simulink, et on
peut grace a Modelica modéliser des systemes ayant des comportements discrets et continus. Les
sytemes sont décrits comme des ensembles d’équations, et le simulateur associé a pour but de
résoudres ces équations. De nombreuses bibliotheques permettent d’inclure dans le systeme des
éléments méchaniques, électriques, thermiques, hydrauliques... Cette trop grande expressivité est
cependant un défault quand on s’intéresse a la vérification des programmes embarqués : le langage
mélange les systemes discrets et continus sans véritable séparation et comme pour Simulink, la
sémantique globale du langage n’est pas clairement définie.

Le modeéle qui nous semble le plus proche d’un modele utilisable pour ’analyse de gros systemes
industriels est le langage synERGY [BPS06]. synERGY est un langage orienté objet intégrant un
paradigme de programmation synchrone proche de Lustre. Il est pensé pour décrire efficacement
les programmes embarqués et sa sémantique est précisément décrite. Un compilateur de synERGIE
vers le langage C a été développé dans le but de produire un code embarqué le plus efficace possible
tant du point de vue de I'espace mémoire occupé que de la rapidité d’exécution. Cependant,
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ha

2 4 6 8 ha

F1c. 5.1 — Fonction donnant iig en fonction de hg dans le cas ou les deux vannes sont ouvertes
(équation (1.2))), avec H =4, k; =2.6, ko = 1.8 et hy = 9.

synERGIE n’est pas a proprement parler un langage hybride car il ne permet pas de décrire
I'environnement continu avec lequel le programme interagit via des équations différentielles par
exemple. Il doit donc étre étendu pour prendre en compte cet aspect, et nous avons choisi de fonder
notre nouveau modele sur un langage de bas niveau (par exemple, le code C produit par syn ERGIE)
plutot que de rester au niveau de la spécification. Ce choix nous permet de rester proche des codes
existants et donc d’appliquer rapidement nos techniques a des problemes industriels.

5.2 Description du modele

5.2.1 Modélisation de la partie continue

La partie continue des systeémes hybrides que nous considérons est formée de variables évoluant
continiment dans le temps et qui représentent les grandeurs physiques dont le programme a besoin
(ou sur lesquelles il agit). La dynamique de ces variables peut étre modifiée de deux fagons : soit par
un changement dii au programme via les actionneurs, soit par un changement di a la dynamique
elle-méme, par exemple lorsque I'eau passe au-dessus du premier tuyau horizontal dans le systéeme
des deux réservoirs (voir section. Notre modele doit étre assez expressif pour intégrer ces deux
phénomenes. Pour cela, nous prenons comme point de départ les problemes de Cauchy comme
définis en section L’expressivité du modele continu dépend alors du type de fonctions F' que
nous autorisons dans I’équation . Remarquons que le choix de fonder la modélisation du milieu
extérieur des programmes embarqués sur des EDOs n’est pas anodin. On peut en effet effectuer
un parallele fort entre une équation différentielle et le code source d’un programme informatique.
Les deux sont des représentations d’un systeme dynamique : le code source est un modele pour le
programme exécutable obtenu apres compilation, et chaque instruction relie ’état du programme
a un instant ¢ (c’est-a-dire avant I’exécution de l'instruction) a I’état du programme & l'instant ¢+ 1
(aprés son exécution). Une équation différentielle est elle un modeéle pour une fonction continue :
la fonction F' décrit I’état du systeme a I'instant ¢ 4 dt en fonction de ’état du systeme a I'instant
t. Une EDO joue le méme role qu'un programme mais pour des systemes dynamiques continus,
il est donc naturel de les utiliser comme base pour modéliser le milieu continu des programmes
embarqués.

Pour représenter les changements dus a l’environnement lui-méme, nous supposerons que
la fonction F' est continue et Lipschitz par morceaux. Cela permet de définir des dynamiques
différentes en différentes régions de I’espace. Rappelons en effet qu’une fonction g : R — R"™ est
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Lipschitz par morceaux si et seulement §’il existe g < 27 < -+ < z, € RU {—00,00} tels que
la restriction de g & [z;,2;11] est Lipschitz pour tout i (cette définition s’étend naturellement aux
fonctions définies sur R™ ). Par exemple, la fonction donnant la dynamique de la hauteur d’eau
dans le deuxiéme réservoir (voir la figure est une fonction Lipschitz par morceaux (voir la fi-
gure . Dans ce cas, la fonction F' est continue et globalement Lipschitz, de sorte que la solution
du probleme de Cauchy sous-jacent existe et est unique. En particulier, le théoréeme de conver-
gence des itérées de Picard (théoreme est valable. L’hypothése de n’avoir que des fonctions
Lipschitz est forte, mais elle a du sens si on se rappelle que les équations différentielles que 1'on
va considérer sont des lois de la physique. Tous les phénomenes décrits seront donc tres réguliers
et 'hypothese (tres classique lorsque l'on utilise des équations différentielles) d’une condition de
Lipschitz globale nous apparait comme raisonnable.

Pour prendre en compte les changements occasionnés par le programme discret, nous introdui-
sons dans la fonction F' un vecteur de parametres formels k représentant 1’effet de m actionneurs
sur le milieu continu. On aura donc F = F(y, k) ; chaque coordonnée de k représente I’état d’un
des actionneurs, et pourra étre modifiée par le programme : k prendra ses valeurs dans B™ (c’est-
a~dire I’ensemble des vecteurs de valeurs booléennes de dimension m), et si la i-iéme coordonnée
de k vaut 1, cela voudra dire que le i-itme actionneur est activé. On dispose ainsi de 2™ modes
continus possibles, et pour toute valeur possible des parametres k € B", nous noterons Fj la
fonction telle que Vy € R™, Fi(y) = F(y, k).

Définition 5.1 (Modéle du milieu continu) Un modele x pour le milieu continu est un
quadruplé k = (Var,m, {Fk}kemm, (Yo, ko)) tel que :

1. Var est un ensemble de noms pour les variables continues définies par les équations
différentielles ;

m € N est le nombre d’actionneurs disponibles;
Yo € R™ est une condition initiale, avec n = |Var|;

ko € B™ est le mode continu initial ;

oL W

Vk € B™, Fj, : R — R" est une fonction continue Lipschitz par morceaux, avec n = |Var]|.

Exemple 5.1 (Probléme du thermostat) Le systéme du thermostat (voir section [4.1]) possede
un actionneur, et donc deux modes continus. La partie continue du systéme est donnée par x; =

({$}717{F0,F1}, (wo,k’o)) avec :
Fo(zr)=—-z/3  Fi(z)=9-z/3. (5.1)

Les équations différentielles donnant 1’évolution continue seront donc & = Fy(x) et £ = Fi(x) selon
le mode choisi.

Exemple 5.2 (Probléme des deux réservoirs) Le probleme des deux réservoirs possede
quatre modes continus correspondant aux cas ou les vannes 1 et 2 sont ouvertes et/ou fermées.
Un modele continu pour ce systéme sera donc k, = ({hl, ho},2,{Fo.0, F1.0,Fo1,F1.1}, (o, ko)) oll
Fp o représente le cas ot les deux vannes sont ouvertes (équation ), Fy o le cas ou la vanne 1
est fermée (équation (L.3)), Fy,1 le cas ou la vanne 2 est fermée (équation (L.4)) et Fy 1 le cas ol
les deux vannes sont fermées (équation (L.F)).

5.2.2 Modélisation de la partie discrete

La partie discrete de notre modele est un programme écrit dans une extension du langage
SIMPLE décrit a la section En plus des expressions arithmétiques et des instructions
discretes classiques, nous introduisons un nouveau type de variables, les variables continues
(CVar), et trois instructions hybrides (HStmt dans la figure . Ces trois instructions sont :
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— sens.y?X ou y € C'Var est une variable continue et X € Var est une variable discrete.
Cette instruction sert & modéliser 'effet d’un capteur qui alloue a la variable discréte X la
valeur de la variable continue y a U'instant ou l'instruction est exécutée.

— act.klc ou ¢ € {0,1} et k € N. Cette instruction représente 'effet du k-ieme actionneur sur
I’environnement physique : la dynamique du milieu continu va étre modifiée et sera régie,
apres lexécution de l'instruction, par la fonction Fj, ou [ € B™ est telle que la k-ieme
coordonnée de [ vaut c.

— wait v ou u € Ry. Cette instruction sera utilisée pour symboliser la durée des autres
instructions discretes : on suppose en effet que chaque instruction est instantanée et on
ajoute explicitement des instructions wait pour compenser le fait qu’elles ne I’étaient pas.

Remarque Dans 'instruction de délai wait, nous supposons que le délai est un valeur constante
u € R;. Nous n’autorisons pas a ce que le délai soit une variable ou une expression arithmétique
pour empécher les effets Zénon. En effet, en autorisant le délai a étre une expression arithmétique,
on pourrait écrire le programme

while 1 do (wait (1/(n*n)); act.110; n:=n+1;)

qui effectue une infinité d’actions en un temps fini. Etant donné que l'instruction wait attend un
constante v € R} comme argument, et comme les programmes sont de tailles finies, il existe un
temps minimum 7 > 0 telle que toutes les instructions wazit augmentent le temps d’au moins 7
secondes. La seule possibilité d’avoir une exécution infinie qui ne dure qu’un temps fini est donc
d’avoir une exécution infinie n’exécutant qu'un nombre fini d’instructions wait.

Donc, la seule possibilité d’obtenir un effet Zénon est d’avoir une boucle infinie telle qu’aucune
des itérations de la boucle ne contienne d’instructions wazit. Le programme effectuerait alors une
infinité d’actions en un temps nul. Une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour ne pas avoir
d’effets Zénon est donc qu’il y ait une instruction wazit dans le corps de chaque boucle infinie. Cette
condition n’est cependant pas suffisante (I'instruction peut ne pas étre exécutée), et une analyse
de vivacité permettrait de prouver ’absence d’effet Zénon : il faut montrer que l'instruction wait
sera exécutée une infinité de fois. Des outils comme Terminator [CPRO6D, [ICGP 07| permettent
de le faire.

Nous nommerons cette extension de SIMPLE pour le calcul hybride H-SIMPLE. Cette
extension est trés proche du langage initial (sa syntaxe complete est donnée a la ﬁgure7 de sorte
qu’il est facile de traduire un programme écrit en SIMPLE en un programme de H-SIMPLE (en
particulier, tout programme de SIMPLE est un programme de H-SIMPLE). Les rajouts sont
liés aux caractéristiques hybrides de ces programmes (communication avec le milieu extérieur et
notion de temps d’exécution), et sont en fait souvent présent, sous forme de commentaires, dans
les codes critiques générés depuis un langage de spécification. Il n’est en effet pas rare de voir,
au début d’une boucle, un commentaire indiquant la fréquence a laquelle cette boucle s’exécute.
Dans ces cas, il est tres simple d’ajouter une instruction wait a la fin de la boucle pour simuler
ce temps d’exécution.

Remarquons que les choix que nous avons effectués pour encoder les échanges entre le pro-
gramme et ’environnement continu ne sont pas anodins. Nous voyons en effet le programme et
I’environnement comme deux processus dynamiques s’exécutant en parallele, les capteurs et les
actionneurs étant les canaux de communication entre les deux. Parmi I’ensemble des modeles
de processus communiquant existant, celui qui se rapproche le plus du type de comminucation
considéré ici est le langage CSP (Communicating Sequential Processes) de Hoare [Hoa85]. En
effet, les canaux de communication sont connus a ’avance et fixes (le systéme ne crée pas de
nouveaux actionneurs ou capteurs dynamiquement). Nous avons donc choisi des instructions qui
utilisent la méme syntaxe que les instructions CSP : le “?” modélise la réception de valeur, le “!”
I’envoi de message.

Définition 5.2 (Modele de la partie discréte) Un modele A pour la partie discréte est un
triplé (CVar, m, P) tel que :
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feF X eVar

AExp: a == f|X]a+ala—alaxalala
BExp : n= true| false |a=a|a<a
Stmt: s == X:=a|s;s|if bthen selses|whilebdo s | hs

>
Il

ueRy XeVar yeCVar keN ce{0,1}

HStmt : hs == sens.y?X | act.klc| wait u

F1c. 5.2 — Syntaxe du langage H-SIMPLE.

1. CVar est un ensemble de variables continues;
2. m € N est le nombre d’actionneurs disponibles;

3. P est un programme écrit dans le langage H-SIMPLE n’utilisant que des variables continues
de CVar pour les actions sens et que des entiers k € [1,m] pour les actions act.

Exemple 5.3 (Probléeme des deux réservoirs.) La partie discréete du probleme des deux
réservoirs (c’est-a-dire le controleur) s’encode tres simplement en H-SIMPLE (figure . Le
controleur mesure les hauteurs d’eau hy et hg (lignes [4 et 7 puis, si les niveaux critiques
ont été franchis, il actionne les vannes et déclenche une alarme indiquant un probleme critique
dans le systeme. On a rajouté dans le programme de la figure deux fonctions d’anticipation
(anticipate_hl et anticipate h2, lignes et qui permettent de prédire la hauteur d’eau
dans chacun des deux réservoirs deux secondes dans le futur. On ne précise pas I'implémentation
de cette fonction d’anticipation, on peut utiliser par exemple une extrapolation linéaire. En utili-
sant les valeurs calculées, on peut alors controler plus finement les niveaux d’eau en anticipant sur
le temps de fermeture des vannes. On va donc ouvrir (ou fermer) les vannes si la valeur prédite
dépasse les seuils critiques (lignes [16]a[23). En fin de boucle, I'instruction wait permet de simuler
la durée d’exécution des instructions précédentes (ici, 0.01 secondes).

5.2.3 Modélisation du systeme hybride

Dans ce formalisme, un systéme hybride sera donc un couple (A, k) tel que A est un modele de
la partie discrete et £ un modele de la partie continue. Nous imposerons néanmoins que les deux
modeles partagent les mémes variables continues et les mémes actionneurs.

Définition 5.3 (Modeéle du systéme hybride) Un modele 2 pour le systéme hybride est un
couple Q = (A, k) tel que :

— A = (CVar,m, P) est un modele de la partie discréte ;

— k= (Var,m/ . {F.},cgn > (40, ko)) est un modele de la partie continue;

— CVar CVaretm<m'.
La derniére condition permet de s’assurer que le programme et le milieu continu sont compatibles,
c’est-a-dire que les variables sur lesquelles le programme peut agir (via une instruction sens ou
act) sont bien des variables contrdlées par le milieu continu.

Remarquons que ce modele de systemes hybrides est conforme aux objectifs que nous nous
étions fixés :
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0O Uik Wi

int main() {
sensor x1,x2; // capteurs
while (true) {
sens.x17hl;
sens .x27h2;
if (hl>hl_max)
act.110; throw( alarm );
if (h2>h2_max)
act.2!0; throw( alarm );
if (hl<hl_min)
act.1!1; throw( alarm );
if (h2<h2_min)
act.2!1; throw( alarm );
hl_in_2_secs = anticipate_hl(hl ,h2);
h2_in_2_secs = anticipate_h2(hl h2);
if (hl_in_2_secs>hl_max)
act.1!0;
if (h2_.in_2_secs>h2_max)
act .2!10;
if (hl.in_2 _secs<hl_min)
act .1!1;
if (h2_.in_2_secs<h2_min)
act .2!1;
wait (0.01); // delai

Fia. 5.3 — Encodage du systeme des deux réservoirs en H-SIMPLE.
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84 CHAPITRE 5. UN MODELE ET UNE SEMANTIQUE POUR LES PROGRAMMES HYBRIDES.

1. une modélisation de la partie discrete ne demande que quelques ajouts aux programmes
existants ;

2. les actions des capteurs et des actionneurs sont explicites, et la communication entre les
parties discretes et continues se fait par envoi de messages ;

3. les sous-systemes discrets et continus peuvent étre modélisés séparément, dans des forma-
lismes différents.

La figure peut maintenant étre étendue pour rendre compte de notre nouveau modele. La
figure décrit plus précisément le fonctionnement des programmes embarqués.

A

9l

F,

Modele continu

cmd

Capteurs Actionneurs

Yy

Etat
| interne

Programme discret

Fi1G. 5.4 — Fonctionnement d’un programme embarqué. La partie discrete est un programme écrit
en H-SIMPLE qui calcule, en fonction de son état interne et des entrées provenant des capteurs,
un résultat envoyé aux actionneurs. Ce résultat, noté cmd sur le schéma, équivaut a choisir, parmi
tous les modes disponibles, celui correspondant a I'actionneur a activer. Le milieu continu peut
étre vu comme une EDO & commutateur représentée par le bloc en haut du schéma. L’entrée de ce
bloc est une commande venant des actionneurs, et la sortie est la valeur courante y de la solution
de 'EDO. Cette valeur est transmise au capteur qui la transforme en le nombre flottant le plus
proche, c’est-a-dire y.

5.2.4 Construction de la sémantique du modele

Nous cherchons a définir une sémantique dénotationnelle des systemes hybrides décrits dans
notre modele. La difficulté dans cette tache tient a I’hétérogénéité du systéme et a la séparation
entre les parties discretes et continues. Le comportement de chacun des sous-systemes se calcule
en effet de maniere tres différente. Pour le programme, on utilise généralement une sémantique
dénotationnelle comme présenté en section Cette sémantique définit le comportement d’un
programme comme une fonction calculée a ’aide d’un théoreme de point fixe a la Kleene, c’est-a-
dire un théoréme portant sur des fonctions monotones dans un CPO. Pour I’équation différentielle,
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sa sémantique est sa solution (voir section, et on montre son existence via un théoreme de point
fixe & la Banach (théoréme [3.2), c’est-a-dire un théoréme portant sur des fonctions contractantes
dans un espace métrique. Le but de la sémantique que nous proposons est d’unifier ces deux
descriptions. Pour cela, nous choisissons de définir la sémantique d’une équation différentielle de
la méme maniere que I’on définit la sémantique d’un programme, c’est-a-dire a travers un théoreme
de point-fixe portant sur une notion d’ordre et non pas de distance.

Notre construction de la sémantique se fera en trois étapes. Dans un premier temps, nous
supposerons que le comportement de la partie discrete est completement connu, et nous définirons
la sémantique de la partie continue (section. Cela revient a définir la sémantique d’un probleme
de Cauchy, et nous devrons donc définir un CPO et une fonction sur ce CPO telle que la solution du
probleme de Cauchy soit le point fixe de cette fonction. Dans un deuxieme temps, nous définirons
la sémantique des systeémes hybrides en supposant que 'on dispose de fonctions a la place des
équations différentielles (section . Cela revient a dire que I'on suppose connue 1’évolution du
milieu continu et on calcule alors une sémantique pour H-SIMPLE. Enfin, nous unifierons les
deux résultats obtenus pour définir la sémantique du systeme hybride comme une combinaison
des sémantiques continues et discretes (section .

5.3 Sémantique dénotationnelle de la partie continue

Pour simplifier la lecture de cette section, nous nous limitons au cas ou la partie continue d’un
systeme hybride est composée d’une seule variable continue. En particulier, les fonctions Fj de la
définition [5.1] sont des fonctions d’une seule variable réelle. Cependant, tous les résultats que nous
présentons s’étendent sans aucun probleme au cas de n variables continues; en particulier, pour
toutes les fonctions définies dans cette section (largeur, composition, primitive, voir section,
leurs extensions composante par composante aux dimensions supérieures possedent les mémes
propriétés que dans le cas de la dimension 1.

Nous commencons donc par donner une sémantique dénotationnelle a la partie continue des
systemes hybrides en supposant connue la sémantique de la partie discrete. L’influence du pro-
gramme sur l’environnement continu se fait via des changements de dynamique au moyen des
actionneurs; si on suppose connu le comportement du programme, cela revient a dire que l'on
suppose connue la suite des actions effectuées par le programme ainsi que les instants auxquels ces
actions ont eu lieu. On voit donc le programme comme une suite d’actions, autrement dit on voit
le programme comme une fonction s : Ry — B" constante par morceaux dont les valeurs sont
les commandes envoyées aux actionneurs. Remarquons que, puisque l'instruction wait attend un
argument u constant, il existe un temps minimum 7 > 0 entre deux discontinuités dans la fonction
s. On ne peut donc pas avoir une fonction constante par morceaux avec des marches de plus en
plus petites. La sémantique d’un modele continu k = (C’Var7 m, {F teemm, (Yo, ko)) sous effet de
la fonction s, que nous noterons [x]s, est alors la solution de ’équation différentielle y = F(y,t),
ou F est la fonction définie par :

vt € RJM Vy € R7 F(y7t) = Fs(t)(y) . (52)

Autrement dit, F' est une fonction continue par morceaux qui coincide avec la fonction Fj aux
instants ¢t ot s(t) = k. Nous noterons [F, yo]° la solution du probléeme de Cauchy ¢y = F(y), y(0) =

Yo-

Définition 5.4 (Sémantique continue) Soit x un modele de la partie continue, et s : Ry — B™
une fonction constante par morceaux représentant le programme discret. La sémantique de x par
rapport & s est la solution du probleme de Cauchy y = F(y,t), y(0) = yo ou F est définie par
I’équation . On notera :

[[/i]]s = [[F7 y()]]c avec vy € Rv Vt € RJra F(yvt) = Es(t) (y) . (53)
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Remarque Dans I'équation différentielle de la définition [5.4] la fonction F' n’est que continue par
morceaux, mais elle est globalement Lipschitz en y. En effet, chaque fonction Fj est globalement
Lipschitz, et donc la plus grande des constantes de Lipschitz des fonctions Fj est une constante
de Lipschitz pour F. De plus, pour tout ¢t € Ry, la fonction A\y.F(y,t) est continue et il existe
un temps minimum 7 > 0 entre deux discontinuités de F'. Dans ce cas, la solution de I’équation
différentielle existe et est unique et le théoreme de Picard (théoreme est vrai. Nous noterons
CY (R) I'ensemble des fonctions F(y,t) définies sur R x Ry & valeurs dans R et telles que F est
continue par morceaux, globalement Lipschitz et continue en y, et telle qu’il existe un temps
minimum non nul entre deux points de discontinuité. Remarquons que cela revient a dire que
I’ensemble des points de discontinuité est dénombrable.

Dans la suite, nous nous attachons a définir [F,yo]¢, c’est-a-dire que nous construisons la
solution du probleme de Cauchy y = F(y,t), y(0) = yo. D’apres le théoréme cette solution
est obtenue comme le point fixe, au sens de la théorie du point fixe de Banach, de I'opérateur de
Picard (équation (3.3))). Nous allons traduire ce théoreme de point fixe en un théoréme de point
fixe a la Kleene, c’est-a-dire un point fixe portant sur une notion d’ordre et non plus de distance.
Nous devons donc définir une structure d’ordre et un opérateur sur cette structure dont [F,yo]°
soit le point fixe. Pour cela, nous définissons un domaine de fonctions a information partielle,
c’est-a~dire des fonctions dont la valeur en chaque point £ € Ry est un intervalle. Nous dirons
alors qu’une fonction f porte plus d’information qu’une fonction g si elle est incluse dans g en tout
point. Ainsi, les éléments maximaux seront les fonctions a valeur réelle, c’est-a-dire les fonctions
associant & tout point x un singleton. La sémantique continue [F,yo]¢ va construire un élément
maximal (la solution y., de I’équation différentielle de la définition comme la limite d’une
suite d’approximations, c’est-a-dire comme la limite d’une suite de fonctions & valeur intervalle.
Les sections suivantes formalisent cette intuition.

5.3.1 Treillis des fonctions continues intervalles

Rappelons que Iy représente I’ensemble des intervalles réels fermés.

Définition 5.5 (Fonctions intervalles) Nous noterons ZF o, I’ensemble des fonctions intervalles
définies sur Ry :
IF s ={f : Ry — Ir} .

Une fonction f € ZF. associe donc & chaque instant z € Rjun intervalle f(¢) € Ig. Nous
représenterons graphiquement une telle fonction comme montré a la figure Cette figure montre

deux fonctions de ZF o, : la fonction rouge est la fonction constante f telle que Vz € Ry, f(x) =

1

[0, 1] et la fonction bleue est la fonction g telle que Vo € Ry, g(z) = [fﬁ_l, I+ 51

[/]

F1c. 5.5 — Représentation graphique des fonctions de ZF .
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On munit ZF o, d’un ordre partiel qui est une extension point a point de 1'ordre inverse sur les
intervalles. Rappelons que 'ordre inverse I sur les intervalles est donné par Va,y € Ig, * Jy <
y C z. Le domaine (I]R, | ) est un CPO.

Définition 5.6 (Ordre partiel sur ZFo,) Soient f,g € ZF deux fonctions intervalles. On a
alors :

fExgeVeeRy, f(r) Dg(z) = Ve eRy, g(z) C fz). (5-4)

L’ordre C, signifie qu’en tout point x € R, la fonction g apporte plus d’information que f. La
notion d’information que nous utilisons ici est contre-intuitive (on dira qu’un intervalle contient
plus d’information s’il est plus petit), mais est cohérente avec I'idée que ces fonctions intervalles
sont des approximations de la solution de I’équation différentielle. Cette solution est en effet une
fonction réelle, c’est-a-dire une fonction intervalle de largeur nulle, et elle est censée représenter
I’élément d’information maximale. Il faut donc que cette fonction soit plus grande que toutes ses
approximations, ce qui impose d’utiliser I’ordre inverse sur les intervalles.

Exemple 5.4 Sur la figure la fonction rouge (f) est plus grande que la fonction bleue (g).

Définition 5.7 (Fonctions supérieures et inférieures) Soit f € ZF ,,. On définit les fonctions
supérieures f : Ry — R et inférieure f: Ry — R comme les deux fonctions réelles telles que :

Vo e Ry, f(a)=[f(2),f(@)] -

Exemple 5.5 Pour la fonction g de la figure on a:

1 1

Ve e Ry, g(;l:):—x+1 g(sc):1+x+1.

Nous allons naturellement nous limiter & I’étude des fonctions de ZF . qui possedent un cer-
tain degré de continuité. Nous allons en effet définir la notion de primitive pour les fonctions
intervalles, ce qui suppose une certaine régularité des fonctions inférieures et supérieures. Nous
travaillerons donc uniquement sur les fonctions intervalles dont la fonction supérieure (respecti-
vement inférieure) est semi-continue supérieurement (respectivement inférieurement). Rappelons
qu’une fonction f: Ry — R est dite semi-continue supérieurement si et seulement si :

Vxo € Ry, Ve > 0, il existe un voisinage U de zgo tel que Vz € U, f(z) < f(xo) + €. (5.5)

La semi-continuité inférieure est équivalente sauf que 'on impose que Vz € U, f(z) > f(xo) — €.
Pour une fonction f € IF ., lorsque les fonctions f et f sont semi-continues supérieurement et
inférieurement, respectivement, on dira que f est continue. En fait, dans ce cas, f peut-étre vue
comme une fonction continue au sens de la topologie de Scott du domaine (R4, <) (< est ici
Pordre naturel sur les nombres réels) vers (Ig, J) [EL02]. Nous présentons ici un cadre légerement
différent et plus simple que celui décrit par Edalat et Lieutier dans [EL02] ou Edalat et Pattinson
dans [EP04], mais nous utiliserons certains de leurs résultats, et donnerons des preuves légérement
différentes de celles apportées par Edalat.

Définition 5.8 (Fonctions intervalles continues) Soit f € ZF . On dira que f est continue
si et seulement si f est semi-continue inférieurement et f semi-continues supérieurement. Nous

noterons ZF2 I'ensemble des fonctions intervalles continues :

I}'go = {f €TFo : fest continue} .
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F1a. 5.6 — Représentation des fonctions f,, de 1’équation [5.6}

Proposition 5.1 ([EL02]) Le domaine ZF’, muni de lordre T, (définition est un CPO.

Preuve Les domaines (R+, < ) et (I]R7 | ) sont des CPOs et les fonctions continues sont des fonc-

tions Scott-continues (au sens de la topologie euclidienne) de (R+, < ) vers (IR, | )7 et ’ensemble
des fonctions Scott-continues entre deux CPOs est un CPO |[GHK™03].

Remarque (Condition de semi-continuité) Remarquons que la condition de semi-continuité
inférieure et supérieure pour les fonctions intervalles est nécessaire pour que I}'go soit un CPO.
En effet, si on impose des conditions plus fortes, par exemple, que pour tout f € TF, f et f sont
continues, alors I.?-'go n’est plus un CPO. Considérons par exemple la suite de fonctions linéaires
par morceaux (f, ), oy telles que Vn € N :

1 1 1

EOIR T .
2 n+l’7 2 n41’

Fu(1) = 3" (5.6)

F20) = Fal3) = 1+ =, T

La figure montre quelques unes de ces fonctions. La suite ( f”)n en définie par Vz €
Ry, fo(z) = [0, fr.(2)] vérifie ¥n € N, fu Eco fat1. Posons f = Upenfn. Clairement, f vérifie
Vo €[0,3], f(z) =1 et Vo €]5,+00[, f(z) = 3. Donc, f n’est pas continue en 3, par contre elle
est semi-continue supérieurement.

Remarque (Fonctions réelles) Notons également que l’ensemble C°(Ry) des fonctions conti-
nues réelles définies sur Ry est inclus dans ZF°, via la fonction v : CO(Ry) — ZF% telle que
Vi € CO(Ry), v(f) = Mo.[f(z), f(x)]. La fonction v est injective, et nous dirons, par abus de
notation, que f € ZF°, pour tout f € CO(R,).

Rappelons que nous cherchons & définir la solution de I’équation différentielle de la
définition Cette solution est une fonction réelle définie sur Ry que nous allons calculer comme
la limite d’une série d’approximations. Chaque approximation sera une fonction intervalle conti-
nue, et nous allons améliorer cette approximation “de la gauche vers la droite” : on voit chaque
instant ¢ € Ry comme un point de controle pour la fonction, et, comme c’est le cas pour la
sémantique des programmes, nous allons mettre a jour les points de contréle en commencant par
les plus proches du point initial (dans notre cas il s’agit de 0). Nous devons donc ajouter & une
fonction f € ZF 20 une information indiquant jusqu’a quel instant cette approximation est valide,
c’est-a-dire jusqu’a quel instant nous ’avons déja calculée. Nous allons donc considérer des couples
(f.t) tels que f € TF°_ et t € Ry, ot Ry = Ry U{+00} est le treillis complet des réels positifs.
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Intuitivement, un couple (f,t) représente donc une approximation d’une fonction réelle qui est
significative (ou représentative) jusqu’au temps t. Nous dirons que ¢ est le support de f.

Définition 5.9 (Fonctigs intervalles continues avec support) Nous noterons D le produit
cartésien de ZF 20 et de Ry, le treillis complet des nombres réels positifs muni de ’élément +oo.

DY =7F° xR, . (5.7)

Définition 5.10 (Ordre partiel sur D°) On étend I'ordre C, & D°. Un couple (g,u) € D° est
plus grand que (f,t) € D si et seulement si g est plus précise que f et u est plus grand que ¢ :

(i) E" (gu) & fEwgett<u. (5.8)

L’ordre C° peut étre vu comme une restriction de 'ordre T : on impose que le support de
g (c’est-a-dire le domaine ol g est significative) soit plus grand que celui de f. Nous étudions
maintenant les propriétés du domaine D° muni de 'ordre C°.

Proposition 5.2 (DO, co ) est un CPO.

Preuve Le domaine (I]-" 20, Coo ) est un CPO et (E, < ) muni de 'ordre naturel sur les nombres
réels aussi. Le domaine D° est le produit cartésien de deux CPOs, c’est donc un CPO. O

Définition 5.11 (Plus petit majorant et plus grand minorant) Soit (f,t),(g,u) € D°. On
définit le plus petit majorant et le plus grand minorant par :

(f,it)U(g,u) = (¢,v) tel que v = max(t,u) et ¢ = Ax.f(x) Ng(zx) . (5.9)

(f,t) N (g,u) = (¢,v) tel que v = min(t,u) et ¢ = Ax.f(x) Ug(z) . (5.10)

Dans ces équations, U et N sont les opérateurs d’union et d’intersection sur I.

Exemple 5.6 La figure montre l'effet le 'opérateur LI sur deux fonctions intervalles continues,
la figure montre Peffet de M. Sur ces deux figures, un élément (f,t) € D° est représenté
graphiquement par une représentation de la fonction f comme sur la figure [5.5| et ¢ est représenté
par la droite verticale en pointillé.

Nous ajoutons a I}"go un plus petit élément 1., et un plus grand T .. Intuitivement, |
correspond & la fonction dont la valeur est | — 0o, +-00[. L’élément T o, est une valeur artificielle qui
est plus grande que toutes les fonctions continues réelles. Notons en effet que pour deux fonctions
continues réelles f, g que nous voyons comme des éléments de ZF% ,ona f Co, g < f = g. Comme
nous le faisons dans le cas des treillis plats, nous ajoutons donc T tel que Vf € CO(R), f Coo
To. Clairement, on a alors Vf € I]—'go, f Eo Too. Le plus grand élément de DY est donc
TO = (Too, +oo), et le plus petit est 1.0 = (J_O@O).

Remarque Dans la définition du plus petit majorant de (f,t) et (g,u) (définition [5.11)), on
suppose que Vo € Ry, f(z)Ng(z) # 0. Si ce n’est pas le cas, on posera fLlg= TY.

Proposition 5.3 (D% C% T 19 11,M) est un treillis complet.
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F1G. 5.7 — Union sur DO.

F1G. 5.8 — Intersection sur DP.

Preuve Comme (R, <) est un treillis complet, il suffit de montrer que (ZF2,, Co,) est un treillis
complet pour arriver au résultat. Soit donc S C I]-"go. Soient S et S les ensembles de fonctions
réelles définis par S = {i : fe S} et S = {f : fe S}. L’ensemble S est un ensemble de fonction
semi-continues inférieurement, donc la fonction § définie par Vo € Ry, f(z) =sup{f(z) : f € S}
est semi-continue inférieurement. De méme, la fonction f(z) = inf{f(z) : f € S} est semi-continue
supérieurement. On définit alors f € ZF°, par :

f:{Tm . sidz e Ry @ f(z) > f(z)
Az.[f(x),f(z)] sinon

On a bien f=||S et f € I}"go, ce qui prouve que I}'go est un treillis complet.

5.3.2 Opérations sur D°

Le treillis D° est un ensemble de fonctions qui servent & approcher des fonctions réelles définies
sur R;. Une fonction f € ZF 20 est en effet un élément & information partielle, et nous allons lui
ajouter de l'information en nous servant de I’équation différentielle de la définition et d'un
opérateur de Picard modifié. Pour cela, nous étendons les opérations classiques sur les fonctions
réelles aux éléments de D°. Nous commencons par les opérateurs arithmétiques, qui sont des

extensions point & point des opérateurs sur les intervalles. Pour tout ® € {+, —, x, /}, on définit :
V(f.0),(g,8) € DO, (£,6) @ (g8) = (ht) € D” tel que -
Vo € Ry, h(z) = f(2) 0 g(2) = {y© 2 : y€ f(z) et 2 € gla)} . |

Nous définissons maintenant la composition d’une fonction y € I}"gc avec une fonction conti-
nue par morceaux F € C2 (R). La difficulté vient des points de discontinuité de la fonction F'
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ou potentiellement les fonctions supérieures et inférieures peuvent perdre la propriété de semi-
continuité. Pour cela, on définit pour tout zy € Ry la valeur de F o y(zp) comme l'union des
limites a gauche et a droite de F'oy en xy. Rappelons que pour une fonction ¢ : Ry — D a valeur
dans un espace métrique D, la limite & gauche de f en x est :
lim f(2')= lim f(2').
/=~ R

<z

La limite & droite lim,,_,+ f(z') est définie de maniére équivalente, il suffit de changer le sens de
I'inégalité.

Définition 5.12 (Composition de fonctions) Soit f € ZF°, et F € C°(R). On définit la
composition de f et F' comme la fonction g = F o f € TF°_ par :

Ve e Ry, (Fo f)(w) = (Jim {Fly.e') : y& f@)}) 0 (( lm {Fy,a) 5y fG)})

Pour un élément (f,t) € D° et F € C°(R), on définit la composition par F o (f,t) = (Fo f,t).

Remarque Pour f € ZF% et F € CO(R), Fo f € IF% :Vx € Ry, f(x) est un intervalle,
donc par continuité de F en y, {F(y,x) :y € f(x)} est un intervalle et les fonctions supérieures
et inférieures sont semi-continues supérieurement et inférieurement.

Exemple 5.7 Soit f € ZF°, définie par Vo € Ry, f(x) = [0,z]. Soit F' € €% (R) définie par :

Vy.z € R x Ry, F(y,:r):{ 5—-05y siz<3

—0.5y sinon
Alors, Fo f € I]-'go est définie par :
[6—%£,5] siz<3
Vz € Ry, Fo f(z) = [73,5 six =3
—%,O] sinon

La figure montre les fonctions f et F o f.

Définition 5.13 (Primitive) On définit pour tout f € ZF"_ et tout a < b € R, Dintégrale de f

entre a et b par : b b b
/a f(s)ds = [/ i(s)ds,/a 7(3)615}

On définit alors I'opérateur I : D — DY par I(f,t) = (g,t) avec Vo € Ry, g(x) = [ f(s)ds.
Remarquons que la propriété de Chasles est vérifiée : Vf € ZF2 et a <b < c € Ry, fac f(s)ds =

2 F(s)ds + [ f(s)ds.

Remarque (1) Pour toute fonction f € Ifgo, les fonction f et f sont semi-continues
inférieurement et supérieurement, elles sont donc mesurables et bornées, et donc intégrables.

Remarque (2) Pour tout f € ZFY , on a bien I(f) € ZF°, grace & la continuité de opérateur
| sur les fonctions réelles.

Exemple 5.8 Soit g = F o f € ZF2 la fonction définie & 'exemple Alors, I(g) € ZF2, est
définie par :
(50— % 50] siz<3
Va € R+7 [(g)(iﬁ) =

[15 — %, 15} sinon
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Fi1G. 5.9 — Exemples de composition d’une fonction continue intervalle avec une fonction continue
par morceaux et de calcul de la primitive. La fonction bleue est la fonction supérieure, la fonction
rouge est la fonction inférieure.

Définition 5.14 (Largeur) On définit maintenant la largeur d'un élément (f,t) € D° comme
la largeur maximale de f sur lintervalle [0,¢], c’est-a-dire Uintervalle ol f est significative. On
définit donc la fonction w : DY — R, par :

V(f, t) € D07 w(f7 t) = Ssup w(f(x)) :

z€[0,t]

Rappelons que pour un intervalle y = @, y] € Ig, w(y) est la largeur de lintervalle, c’est-a-dire
w=1[y—yl

Exemple 5.9 Soit F' et f les fonctions définies a l’exemple Onaw(f,3)=3etw(Fofb5)=
6.5.

Proposition 5.4 Pour toute fonction continue F € CO,(R), la fonction A\f.F o f est monotone
et continue. De méme, pour tout t € Ry, la fonction \f.w(f,t) est une fonction monotone et
continue de (D°,C°) dans (R4, =) avec x <y < y < x et la fonction I : D° — D° est monotone
et continue.

5.3.3 Calcul de la sémantique

Nous allons maintenant définir la sémantique d’une équation différentielle comme la limite
d’une suite de fonctions intervalles continues. Cette suite de fonctions d’approximation est
construite comme les itérées d'un opérateur de Picard modifié. Cet opérateur I' travaillera sur
le domaine D, et modifiera un couple (f,t) de deux fagons : d'une part pour tout z € [0,1],
la valeur est transformée en une valeur plus proche de yo(z), et d’autre part la fonction f est
redéfinie pour x > ¢. Pour la premiere étape, on utilise opérateur de Picard (équation ), dont
nous rappelons ici la définition :

Pro,x) (F, yO)(f) = Az.yo + /OxF(f(s),s)ds .

Pour la seconde étape, nous étendons la fonction f de telle sorte que, si f(t) contient yoo(t),
alors f(x) contient yo(x) pour tout x > ¢. Pour cela, nous utilisons le fait que la fonction F de
I’équation a une constante de Lipschitz «. Ainsi, on peut appliquer la proposition qui
encadre la solution d’un probléme de Cauchy sur tout son domaine de définition.
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Définition 5.15 (Opérateur de Picard modifié) Soit F € CY (R) une fonction globalement
a-Lipschitz en y. Pour tout yo € R, on définit la fonction I'gy, : D¥ — D° par :

Ppo,y (Fv yo)(f)(x) siz <t
Y(f,t) € DY, Tryo(fit) = (g,t + 1) avec g = Az. J+ F(J) - [-e2@D ea@=D] . (z ),
avec J = Plo (F,y0)(f)(t) sinon

La formule ci-dessus est valide pour f # L et ¢t > 0. On définit donc les cas particuliers :

vt € R+7 FF’?JO(LJS) = )‘x'[y(hyo] + F(yo) "L [_eax7eaﬂc] et vy € DO: FF,yo(y, O) =Y.

Remarque L’opérateur de Picard rend donc une approximation meilleure (quand x < ¢ dans la
définition [5.15|) et rajoute de 'information vers la droite : le support passe de t & t + 1. Autrement
dit, si on pose (g,t + 1) = Iy, (f,t), la fonction g est non seulement plus précise que f mais
également significative sur un plus grand domaine. Le choix d’augmenter le support ¢ de 1 est
arbitraire, on aurait pu choisir n’importe quel réel strictement positif.

Exemple 5.10 La figure montre l'effet de I'p 4, sur des fonctions intervalles. La ligne noire
représente yYoo. Sur la figure du haut, on voit comment I'information portée par la fonction bleue
est améliorée (cas ot z < t dans la définition ; la figure du bas montre comment on rajoute
de Dinformation en étendant la fonction rouge sur [t, +oo[ (cas out > ¢ dans la définition [5.15).

Proposition 5.5 (Monotonie de I'r.,) L’opérateur T'g,,, : D° — DY est une fonction mono-
tone.

Preuve Soit (f,t) € D° et (f,t') € D tels que (f,t) Z° (f/,¢'). On a donc :
t<t etVzeRy, fi(z) C f(z).

Posons (g,u) =Ly, (f,t) et (¢/,u') = Tpy, (f/,t'). On veut montrer que (g,u) Z° (¢, /).
Onau=t+1letu =t +1, donc u < u'. Montrons maintenant que Vo € Ry, ¢'(x) C g(x).
Soit donc x € R.. Supposons que z € [0,t]. On a alors g(x) = y0—|—I(Fof) (x) et ¢'(x) = yo +I(Fo
f’) (x). D’apres la monotonie des opérateurs I et o (proposition , on a I(F o f) Coo I(F ) f’)
et donc

I(Fof)(z) CI(Fof)(x)
d’on g'(x) € g(x).
Supposons maintenant que x € [t,u]. On a alors g(x) = J + F(J) - [-e*@D) @] . (2 — t)
avec J = yo + [ F(f(s),s)ds. On a également ¢'(z) = yo + fg F(f'(s),s)ds + [ F(f'(s),s)ds.
Clairement, 1o + fot F(f'(s),s)ds C J, il reste & montrer que

~/tx F(f'(s),s)ds C F(J) - [-e*@0, 0] (@ — 1) .

Cet encadrement est vrai en utilisant la propriété des équations différentielles.
Soit enfin ¢ > u. La preuve que ¢'(z) C g(x) repose également sur la propriété O

Théoréme 5.6 L’opérateur T'p,y, admet un plus petit point fize (y,T) tel que :

(:7) = [ Ty (L0 -

neN

De plus, 7 = 400 el Y = Yoo, 0U Yoo est la solution de I'équation différentielle de la définition [5.4}
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Fi1G. 5.10 — Les deux étapes de la fonction I'g4, .
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Preuve Nous prouvons dans un premier temps ’existence du plus petit point fixe. Nous avons vu
que I'py, est un opérateur monotone sur D°. Comme D° est un CPO (proposition , d’apres
le théoreme de Kleene (théoreme I'r,y, possede un plus petit point fixe qui se calcule comme
la limite des itérées de I'r,, en partant de L°. Il nous reste alors & prouver que la solution ye, de
Péquation différentielle vérifie (Yoo, +00) = |, cn ™ (Lo, 0). Pour cela, nous aurons besoin d’un
lemme supplémentaire.

neN

Lemme 5.7 Soit (f,t) € D°, et soit (g,u) = Lry, (f,t). On a alors :

Vz € [0,t], Yoo (z) € f(z) = Vz € Ry, yoo(x) € g(x)

Preuve Soit (f,t) € D° tel que Vz € [0,t], yso(z) € f(z). On note (g,u) = T(f,t). Soit mainte-
nant x € R4, montrons que yo(z) € g(z).
~siz € [0,t], on a Vs € [0,2], yools) € f(s), donc F(yx(s)) € F(f(s)), et donc yo +
fox F(yoo(s))ds € yo + fox F(f(s))ds Comme Yy est le point fixe de 'opérateur de Picard
Po.x;1(F90), on ayo + [i F(Yoo(5))ds = yoo (), et donc yoo(z) € g().
—si ¢ > t, on sait que yoo(t) € f(¢). On peut alors utiliser 'encadrement classique de la
solution d’'une EDO ¢ = F(y), ou F a une constante de Lipschitz &k (proposition :

Vt > to, |ly(t) — y(to)|| < €11 F(y(to)).(t — to)

Dans notre cas, , on a Yoo(t) € J = Py (F,y0)(f)(t) et > ¢, donc Yoo (z) € Yoolt) +
[—e®(@=t) e @=N] F(yo (t)).(x — t), soit : yoo(x) € J + [—eX@ 1) @D P(]).(t — X),
c'est-a-dire : yoo(z) € g(x).

O

Preuve (Preuve du théoréme Posons pour tout n € N (fy,t,) = I's, (L,0). D’apres
la définition de I'py,, on sait que t; = 1 et f; vérifie Vo € Ry, yoo(z) € fi(z). On montre
alors par récurrence sur n que Vn > 1, t, = n, et en utilisant le lemme on montre que
Vo € Ry, Yoo(w) € fr(z). On en déduit alors que Vn € N, (f,tn) E° (Yoo, +00).

Soit maintenant (f,7) = [ ], cy(fntn). D’apres la définition du plus petit majorant, on a clairement
(f,7) C% (yoo, +00). Remarquons que ¥n € N, 7 > t,,, de sorte que 7 = +o00. Montrons maintenant
que f = Yoo.

D’apres le théoreme de Picard (théoréme et la définition de I'gy, (définition , on a pour
tout z € Ry, limy,_,o0 w(fn(z)) = 0. Comme pour tout z € Ry et pour tout n € N, f(z) € f,(x),
on a clairement Vo € Ry, w(f(z)) = 0. Donc, f est une fonction continue réelle (c’est-a-dire
f € CORy)) vérifiant f Co. Yoo. D’apres la définition de 'ordre T, (définition , cela impose
que [ = Yoo g

On peut maintenant donner la définition formelle de la sémantique d’une équation différentielle.

Définition 5.16 (Sémantique d’une équation différentielle) Etant donnée une fonction
continue par morceaux F € CY, (R) et yo € R, s0it (Yoo, +00) = ||, ey [P, (Lo, 0). On pose alors

neN "~ F,yo
[F, y0]° = Yoo-

Exemple 5.11 La figure [5.11] présente les premiéres itérées du calcul de la sémantique du modéle
continue kK = (Y, 1,{Fy, F1}, (yo,kg)) avec Vy € R, Fy(y) = y et Fi(y) = —y sous action de la
0 sit<1

1 sinon

La courbe noire représente la sémantique [k]s, c’est-a-dire la solution de I’équation différentielle
donnée A la définition [5.4

fonction s : Ry — B définie par Vt € Ry, s(t) =
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101

Fic. 5.11 — Exemple d’itérations de I'p y, .
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5.4 Sémantique dénotationnelle de la partie discréte

Nous donnons maintenant une sémantique dénotationnelle pour les sous-parties discretes des
systemes hybrides, en supposant que I'on peut connaitre exactement I’évolution de la partie conti-
nue. On s’intéresse a un modele discret A = (CVar,m, P), composé d’un ensemble de variables
continues et d’un programme écrit en H-SIMPLE. Pour simplifier la compréhension de cette
section, nous ferons encore I’hypothese que C'Var ne possede qu'une seule variable continue. La
sémantique de A est la sémantique du programme P soumis a un environnement extérieur k.
On va donc définir une sémantique dénotationnelle paramétrée par I’environnement x comme une
fonction [P], entre états étendus. Nous commengons donc par définir cette notion d’état étendu,
puis donnons les dénotations de chaque instruction du langage H-SIMPLE.

5.4.1 Etats étendus

Comme nous ’avons vu au chapitre[2] un état discret du programme P est une fonction partielle
associant a chaque variable discrete v € Var un nombre a virgule flottante f € F. Cependant,
un programme écrit en H-SIMPLE agit sur d’autres éléments que les variables discretes. En
effet, P peut modifier le temps d’exécution via une instruction wait et 'environnement continu
via une instruction act. Nous devons donc étendre la notion d’états pour prendre en compte a
la fois I’environnement continu et le temps d’exécution. Nous supposons donc que 'on dispose
de trois variables t,act,y ¢ Var. La variable ¢ représente le temps d’exécution et sera donc un
nombre réel positif. La variable y représente I’environnement extérieur et sera donc associée a une
fonction continue du temps. Enfin, la variable act représente la suite des commandes envoyées
par le programme aux actionneurs au cours de son exécution, sa valeur sera donc une fonction
constante par morceaux a valeur dans B". Cette fonction est celle que nous supposions connue
pour définir la sémantique de la partie continue (section .

Définition 5.17 (Etat étendu) L’état étendu d'un modele discret A = (CVar,m, P) est une
fonction o associant a chaque variable discréte un nombre a virgule flottante, a ¢ un nombre réel
positif, & y une fonction continue & valeurs réelles et & act une fonction constante par morceaux
a valeurs dans B™. Nous noterons Const(B™) I’ensemble des fonctions constantes par morceaux a
valeurs dans B™. Nous noterons Y. ’ensemble des états étendus :

e ={(Var - Val) x ({t} = R}) x ({act} — Const(B™)) x ({y} — C*(Ry))}. (5.12)

Pour tout état o € ¥, nous noterons o(X) € F la valeur d’une variable discréete X € Var, et pour
toute variable v € {t, act,y}, nous noterons o.v la valeur prise par v dans o.

Remarque Avec les notations de la définition la valeur instantanée de l’environnement
continu est donnée par o.y(o.t). Comme 4 la section[2.2.2] nous noterons o[V + v] I'environnement
égal & o sauf pour la variable V' € Var U {t,act,y} qui prend la valeur v. Pour tout v € B™,
k € [1,m] et ¢ € {0, 1}, nous noterons de méme v[k — ¢] le vecteur de booléens égal & v sauf pour
la k-ieme coordonnée qui vaut c.

5.4.2 Dénotations des instructions discrétes

Les dénotations associées aux instructions discrétes (Stmt de la figure [5.2]) sont exactement
les mémes que pour les instructions du langage SIMPLE définies a la figure [2.4]

5.4.3 Dénotations des instructions hybrides

Les dénotations des instructions hybrides de HStmt sont des fonctions modifiant un envi-
ronnement étendu : Vhs € HStmt, [hs] : ¥, — X.. Ces fonctions, données par la figure [5.12]
fonctionnent ainsi :
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— pour tout X € Var et y € CVar, sens.y?X modifie la variable X et lui associe le nombre
flottant le plus proche de la valeur de la variable continue y a I’instant ou I'action est exécutée
(équation ) L’opérateur T~ de I’équation effectue 'opération de transtypage.

— pour tout u € Ry, wait u modifie la valeur de la variable ¢ et lui donne la valeur ¢ + u
(équation (5.14)).

— pour tout k € [0,m] et ¢ € {0,1}, act.klc modifie un environnement ¢ comme suit. On
rajoute a la fonction o.act une marche dont la valeur est la derniére valeur prise par o.act
sauf que la k-iéme coordonnée est changée en ¢ (on obtient ’état o; dans I’équation )
Ensuite, on change la valeur de la fonction continue y en la solution de I’équation différentielle
donnée par la nouvelle fonction o;.act, c’est-a-dire en la sémantique [«]s,;.qct-

[sens.y ?X]. = {(0,0") : o' =0olz =1~ (0.y(o.t))]} (5.13)
[wait u]. = {(0,0") : o' =0t — ot +u]} (5.14)
oi = o |act s A o.act(x) s% z <ot
[act.k\c]. = { (0,0") : Fo; € B, [ { oact(ot)k — c]  sinon (5.15)

0'/ =0 [y [and Hﬁﬂoi.act]

F1G. 5.12 — Dénotations pour les instructions hybrides.

Exemple 5.12 On reprend et modifie le programme de ’exemple de la section Soit
donc le programme H-IMP suivant :

P .= i=1;h =0.01;7res = 0;
while 1 < 100 do
sens.y?X;
res =res+ X x h;
t=1+1;
waztt 0.01;
Le programme P calcule, par la méthode des rectangles, I'intégrale des données qu’il regoit via les

capteurs. Si on considere le modele continu k = (y, 0, {\z.z}), la sémantique de P sous l'environ-
nement  est donné par : Yo € ¥, [P].(0) = ofi — 100][t — 1][X — 312 001 4 0.01].

5.5 Sémantique dénotationnelle hybride

Dans la sémantique discrete définie a la section|5.4] nous supposons qu’a chaque instruction act,
on peut calculer la sémantique de ’environnement continu, c’est-a-dire la solution d’une équation
différentielle comme défini en section Cependant, nous avons vu que ce calcul nécessite une
itération infinie de Popérateur de Picard modifié (définition [5.15). Nous allons donc essayer de
ne pas calculer ce point fixe & chaque instruction act mais de calculer en parallele la sémantique
discrete et la sémantique continue. Soit @ = (A, /<;) un systeme hybride, avec A = (CVar, m, P)
et kK = (Var, m/ {Fy}cpm ,yo). Pour construire sa sémantique, nous allons calculer la sémantique
du programme P ainsi que I’évolution du milieu continu en parallele, en respectant les types de
communications entre les deux :

— des données sont passées, via les capteurs, de k & A (instructions sens). Cette communi-

cation est bloquante : il faut que le programme et ’environnement continu aient atteint le
méme temps d’exécution pour que I’échange de données s’exécute.
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— des ordres sont passés, via les actionneurs, de A a x. En effet, le programme indique seule-
ment via les instructions act comment I’environnement continu évoluera dans le futur en
choisissant une des fonctions Fj, comme dynamique du systéeme. Cette communication n’est
donc pas bloquante : ’environnement continu ne doit pas forcément avoir atteint le temps
d’exécution du programme lorsque l'instruction est exécutée.

La sémantique que nous construisons et notamment les dénotations des instructions sens et
act respectent ces principes. Nous définissons la sémantique ainsi : nous introduisons d’abord
des environnements hybrides (section [5.5.1)) qui comportent une approximation du résultat du
programme et une approximation de ’évolution continue, puis nous définissons les dénotations de
chaque instruction comme des fonctions entre environnements hybrides (sections et [5.5.3),
et enfin nous présentons la sémantique hybride (section [5.5.4)).

5.5.1 Environnements hybrides

Un environnement hybride est un couple (o5, 0,) tel que o5 est un environnement discret et o,
un environnement continu. Les environnements discrets o5 représentent I’évolution du programme :
ils associent donc a chaque variable discréte un nombre a valeur flottante, et comme pour la
sémantique discrete (section , ils possedent deux variables supplémentaires : ¢ qui représente
le temps d’exécution et act qui représente la valeur de la commande envoyée aux actionneurs.
L’environnement o4 associe a t un nombre réel positif et & act un vecteur de booléens b € B™. On
note XA l'ensemble des environnements discrets :

Ya ={(Var — Val) x ({t} — Ry) x ({act} - B} . (5.16)

Les environnements continus contiennent une approximation des variables continues (c¢’est-a-dire
un élément de D°) ainsi que la fonction F qui définit la dynamique continue. Cette fonction
est une fonction continue par morceaux qui alterne entre toutes les fonctions Fj de k, et sera
progressivement définie par les instructions act du programme P. On note X, I’ensemble des
environnements continus :

Se={(yeD’) x (FecCp(R)} . (5.17)

On note alors X7 I’ensemble de tous les environnements hybrides :

ZH = {(U[;,O'K) . 0§ € EA,UH S Zn} (518)

Remarque (Notations) Pour tout o, € Xy, 0.y € D° est donc un couple (f,t) avec f € ZF°
et t € Ry. Par abus de notations on notera pour tout € Ry o,.y(x) la valeur prise par f en x.

On définit enfin Is : (05,04) — o5 et I, : (0s5,0,) — 04 les projections d’un environnement
hybride vers les environnements discrets et continus, respectivement.

5.56.2 Dénotations hybrides des instructions discréetes

Les dénotations des instructions discretes sont des extensions simples des dénotations données
au chapitre |2 pour les environnements hybrides : on applique simplement la dénotation discrete a
la partie discrete de 'environnement, la partie continue restant inchangée. Les regles donnant ces
dénotations hybrides sont détaillées a la figure

5.56.3 Dénotations hybrides des instructions hybrides

Les dénotations des instructions hybrides sont des fonctions entre environnements hybrides,
données par les équations de la figure Pour l'instruction waztt, I’environnement continu reste
inchangé et seul le temps d’exécution est modifié dans ’environnement discret (équation )
L’instruction sens.y?X modifie un couple (os,0,) ainsi : on commence par améliorer 'approxi-
mation continue en appliquant I'r,,. On s’assure en particulier que la fonction intervalle y est
significative au temps o5.t. On applique donc I'p , n = [0s.t] 41 fois; on effectue ainsi un certain
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[X := aHH]]H = {((U(;,UH), (O'S,O'K)) i (0s,0%) € [X := a]]} (5.19)

[so; salls]™ = [salls]™ o [sol|s]™ (5.20)

[if e then so else s1||k]"™" = {(o,0') : o €=M et If #0, (Is(0), f) € [e] A (0,0") € [[so||n]]H} (5.21)
U

{(0,0") : 0 € XM et (I5(0),0) € [e] A (0,0") € [s1]|k]"}

[while e do s||x]™ = Ifp(I") avec (5.22)
L) = {(o,0") : cex™etIf#£0, (Ls(0), f) € [e] A (0,07) € po[ellr]™}
@]

{(o,0) : o€ v et (IL5(0),0) € [s]}

FiG. 5.13 — Dénotations hybrides pour les instructions Stmt.

nombre de pas dans le calcul de la sémantique continue. Ensuite, on affecte & X le milieu de
la valeur prise par o..y a l'instant o4.t, c’est-a-dire ’approximation courante de la sémantique
continue. Lors de cette affectation, on effectue une approximation de la valeur réelle fournie par
la sémantique continue en le nombre & virgule flottante le plus proche (c’est le role de la fonction
1~ dans ’équation ) La premiere étape correspond au calcul de o/, dans 1’équation ,
la seconde au calcul de ¢j. Dans ’équation , Pentier n est donné par n = [os.t] + 1.

Enfin, l'instruction act.k!c modifie un couple (o5, 0,;) ainsi : on modifie d’abord dans o5 la valeur
de act pour que la k-itme coordonnée prenne la valeur ¢ (o5.act devient donc os.act[k — ¢]), puis
on modifie dans o, la fonction F' pour qu’elle suive, & partir de 'instant os.t, les valeurs fournie
par la fonction correspondant & I’actionneur choisi. La premiere étape correspond au calcul de o
dans I'équation , la seconde correspond au calcul de o?..

I =okly— I (Uﬁ.y)]

y?X||k] = ” Lol . g oxly ok-F,yo )

ﬂsensy ||K“]] {((0(5’0 )1(067U)i)) 0_(/; :G'g[X ’—>T~ mld(o;y(ogt))} (5 23)
0% = oslact — os.act[k — c]]

lact.k!c||x]™ = $ ((05,04), (05, 0%)) : 0w F(z,y) si < ost (5.24)
ol =0k |F — Az,y. .

Fa‘éuct (:c,y) simon
[wait u||]™ = {((o5,0k),(05,0)) + o5 =oslt—t+u]} (5.25)

F1G. 5.14 — Dénotations pour les instructions hybrides HStmt.

5.5.4 Sémantique hybride

Nous pouvons maintenant définir la sémantique d’un systéeme hybride Q = (A,n). Si A=
(CVar,m, P), on veut poser []* = [P||x]". Cependant, avec cette formulation, on ne calcule
pas forcément exactement la sémantique continue. En effet, comme nous ’avons vu a la section[5.3]
le calcul de la sémantique continue nécessite une itération infinie de I'opérateur de Picard modifié.
Dans le calcul de [P||x]™, on ne va pas forcément effectuer un nombre infini d’étapes de calcul.
Par exemple, si le programme ne possede pas de boucles while, on ne calculera que ¢ itérations
de lopérateur de Picard, ou t est le temps d’exécution du programme. On doit donc ajouter un
calcul de point fixe qui permet de calculer également I’évolution continue. La sémantique [Q]7 est
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donc une fonction entre environnements hybrides qui modifie un couple (o5, 0,) ainsi : on calcule
d’abord (%, 07,) = [P||k]™(0s,04), puis deux cas se présentent :

— si o), = 0, alors le programme P n’a pas d’effet sur 'environnement continu. Comme seules
les instructions sens modifient o, cela veut dire que soit il n’y a pas d’instruction sens
dans P, soit celles-ci ne modifient pas o,. Cette derniére hypothese revient a dire que o,.y
est un point fixe de I'y, Fy,, c’est-a-dire que la solution de 1’équation différentielle a été
atteinte. On peut donc alors considérer que la sémantique de P est la sémantique réelle du
programme dans son environnement continu, et on posera donc [Q]"(os,0.) = (0}, 0%).

- si o, # 04, Uenvironnement continu a été modifié par l'exécution du programme. Cela
revient & dire que l’approximation de 1’évolution continue dans o, est meilleure que celle
dans o,; car on a effectué plusieurs itérations de ’opérateur de Picard. Cependant, I’évolution
continue n’est pas encore I’évolution réelle car nous n’avons toujours pas atteint la solution
de Iéquation différentielle. Par contre, o/, est une meilleur approximation de cette solution,
et on va donc recalculer ’évolution du programme en utilisant o/, comme point de départ
pour la sémantique continue. On calcule donc [A||x]™ (05,07 ).

Définition 5.18 (Sémantique hybride des systémes hybrides) Soit Q = (A, K) un systeme
hybride avec A = (CVar,m, P). La sémantique [Q]7* de € est :

[0 = Fiz(T™) avec (5.26)
/ H ,
T™(0)(05,00) = (0},00) tel que o5 =1ILs ([Al|] (05, 0%))
(p)(os,0x) (05,0%) tel q { o, =11 (p(0s,0%)) avec of, =11 ([Al|s]™ (0x, 05))

Rappelons que les fonctions Il et I, sont les projections des environnements hybrides vers les
environnements discrets et continus, respectivement.

Remarque (1) La sémantique [Q]7 est cohérente avec la sémantique dénotationnelle classique

présentée au chapitre 2] En effet, si un programme P ne posséde aucune instruction hybride, alors
[P||k]7 = [P].

Remarque (2) L’environnement continu est finalement calculé comme le point fixe de 'opérateur
I'r,y, dont la fonction F' est construite au fur et & mesure du calcul de la sémantique du programme.

Remarque (3) En comparaison avec la sémantique discrete de la section la sémantique
hybride fait ressortir les calculs de point fixe sous-jacents a la fonction [act.k!c],; (équation (5.15))
qui nécessite le calcul d’'une sémantique continue et donc le calcul d’'un point fixe. Nous avons
choisi de rendre visible ce calcul de point fixe pour des raisons de cohérence avec la sémantique
dénotationnelle standard.

5.6 Exemple de calcul de la sémantique

Nous illustrons le calcul de la sémantique hybride sur un systeme hybride a une variable
continue dérivé du systeme des deux réservoirs. Ce systeme est composé d’un seul réservoir qui
a deux tuyaux, un au fond du réservoir et un a une hauteur de H. Le tuyau du bas possede
une vanne qui peut étre ouverte ou fermée (voire figure . La hauteur d’eau dans le réservoir
est alors donnée par les équations différentielles de la figure [5.15] & droite. La partie discréte du
systeme hybride est un controleur qui ouvre et ferme la vanne du tuyau inférieur en fonction de
la hauteur d’eau h. Nous ne nous intéresserons qu’aux deux premieres secondes de I'exécution du
controleur : on peut donc I'encoder en H-SIMPLE comme sur la figure Nous supposerons
que les capteurs fournissent une valeur par seconde.

Nous montrons maintenant le calcul de la sémantique de ce systeme hybride en détaillant les
premiere itérations du calcul du point fixe. On commence donc le calcul de [P||x]™ en partant de
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i h = Fi(h) si v ouverte
i—kiWh—keVh—H sih>

aveCFl(h):{ i—koVh— H sih>H
H o h = Fy(h) si v fermée
L avecFo(h):{ Z:_kl\/ﬁ S?hSH
(2 smon
F1G. 5.15 — Systeme simplifié avec un seul réservoir.
1 int main() {
2 sensor x; // capteur
3 wait 1;
4 sens.x?h;
5 if (h>h_max)
6 act . 1!1;
7 if (h<hl_min)
8 act .1!10;
9 wait (1); // delai
10 sens.x?h;
11 if (h>h_max)
12 act . 1!1;
13 if (h<hl_min)
14 act . 1!0;
15 wait (1); // delai
16
17}

Fi1c. 5.16 — Controleur pour le systeme hybride & un réservoir.

I’état initial associant a chaque variable discrete 1, a t la valeur 0, & act la valeur initiale kg = 1,
a F la fonction F, et & y le plus petit élément 10 € DY. L’état initial est donc (o,,05s) tel que
VX € Var, 05(X) = L, o5.time =0, os.act = kg et 0,.F = Fy, 0.y = 1Y,

Premiére itération Lors de ’exécution du programme, deux instructions sens sont exécutées,
une a t = 1 et lautre a t = 2. D’apres la dénotation de cette instruction, la valeur de o,.y est
donc, apres la premiere exécution de sens, changée en I', . (0,.y) qui est la fonction (a) sur
la figure Apres la seconde instruction sens, o,.y est la fonction (b) de la figure On a
donc (0%, 0l,) = [P||x]™(05,0,) avec :

— o}.h = 2.61348;

- 05t =3;

- o0..F=Fy;

— ol..y donnée par la figure b).
Comme o', # o,;, on recalcule [P||x]" en partant cette fois-ci de I’environnement o”..

Deuxiéme itération L’état initial est donc maintenant (og,0l) ol o/, est calculée par la premiere
itération, et o5 est 1’état initial discret. L’environnement continu sera successivement changé en
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les fonctions des figure c) et[5.17(d). L’état final apres la deuxiéme itération est donc (0%, 07)
avec :

- 05.h =2.84716;

—- o5t =3;

- oll.F = Fy;

— o/l.y donnée par la figure d).
On voit donc que I’état discret differe de celui calculé apres la premiére itération, la valeur de os.h
se rapproche de la valeur définitive qui est yo0(2), oll Yoo est la trajectoire réelle de la dynamique
continue.

Troisieme itération L’état initial est donc maintenant (os,0l/) ol o). est calculée par la seconde
itération. L’environnement continu sera, apreés la premiere instruction sens, la fonction de la
figure e) et apres la seconde, o7,y vaudra la fonction de la figure[5.17(f). L’état final est donc
(0§,00") avec :

— o05.h =2.85804;

—- o5t =3;

— ol'.F = Fy;

— o}!'.y donnée par la figure [5.17(f).

On constate donc que la valeur de h s’approche de la vraie valeur. En deux itérations
supplémentaires on obtient un point fixe, c’est-a-dire que la valeur de h ne change plus d’une
itération a l'autre : la largeur de ’approximation continue est inférieure a la distance entre deux
nombres flottants consécutifs. Si on suppose que la variable h_max vaut 2.85, alors on voit qu’au
bout de 3 itérations seulement, la condition A > h_mazx est vérifiée et on voit donc que l'instruction
act.1!1 de la ligne 12 est activée : notre sémantique calcule donc bien le comportement attendu
du programme.
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Fic. 5.17 — Evolution de I’environnement continu lors du calcul de la sémantique du systeme
hybride a un réservoir.
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Troisieme partie

Abstrait

Dans cette partie, nous présentons des techniques permettant une analyse sta-
tique par interprétation abstraite des systemes hybrides décrits précédemment.
Dans un premier temps (chapitre @, nous montrerons que les algorithmes
d’intégration garantie peuvent étre vus comme des fonctions d’abstraction au
sens de linterprétation abstraite. Nous introduirons notamment le concept
d’équation différentielle intervalle qui généralise les équations différentielles en
prenant en compte des incertitudes sur les conditions initiales. Nous décrirons
également une nouvelle méthode d’intégration garantie, nommée GRKLib, qui
obtient des encadrements garantis de la solution d’une équation différentielle
en se basant sur un algorithme d’intégration numérique. Dans un deuxieme
temps (chapitre , nous expliquerons comment on peut calculer une abstrac-
tion du systéme hybride dans son ensemble en séparant ’analyse de la partie
continue et I'analyse de la partie discrete.






CHAPITRE O

Abstraction de la partie continue

Dans ce chapitre, nous présentons une abstraction de la partie continue des systemes hybrides
décrits au chapitre [5l Notre but est d’utiliser les algorithmes d’intégration garantie présentés au
chapitre [3] comme une abstraction, au sens de l'interprétation abstraite, de la sémantique de la
partie continue. Nous commencons donc par définir intuitivement les conditions que doit remplir
une abstraction de I’environnement continu pour rentrer dans le cadre de 'interprétation abstraite
(section , puis nous définissons formellement le domaine abstrait des fonctions en escalier a
valeurs dans les intervalles (section et nous donnons une représentation efficace de celles-ci
sous forme d’une conjonction de contraintes. Les opérateurs abstraits d’union et d’intersection
seront définis sur ce domaine des contraintes. Enfin, nous montrons que les algorithmes décrits au
chapitre [3[ forment des abstractions valides (section . Par ailleurs, nous expliquerons en détail
un nouvel algorithme d’intégration garantie, nommé GRKLib, qui vise & limiter le wrapping effect
inhérent aux méthodes & base d’arithmétique d’intervalles (sections a .

6.1 But de I'abstraction de la partie continue

La partie continue de notre modele de systemes hybrides est décrite par un ensemble d’équations
différentielles. La sémantique continue est alors une fonction continue qui oscille entre les solutions
de ces équations différentielles selon les instants auxquels le programme agit sur les actionneurs.
Dans ce chapitre, nous ne nous intéressons qu’au cas ou I’environnement continu est construit a par-
tir d’une équation différentielle contenant éventuellement des parametres discrets constants dans
le temps qui permettent d’introduire éventuellement des incertitudes & 1’équation différentielle.
Nous verrons au chapitre suivant comment construire une abstraction compléte de ’environne-
ment continu a partir d’'une abstraction du programme et d’une abstraction de chaque équation
différentielle. Nous nous intéressons donc a une équation différentielle autonome, de degré 1 et de
dimension n quelconque, que nous noterons §y = F(y, E) ot k € R™ est un ensemble de parametres
constants dans le temps. Nous noterons P := (§ = F(y, k), y(0) = yo) le probleme de Cauchy
sous-jacent, avec yg € R™. La sémantique de P est clairement la solution de ce probleme ; la ques-
tion de l'existence de la solution n’est pas discutée ici, on pourra se référer au chapitre [5| pour
une discussion détaillée sur ce probleme. Nous supposerons en particulier que F' est globalement
lipschitzienne pour toutes les valeurs possibles des parametres k. La sémantique [P] de P est donc
définie par :

[P] :{ Ry — 15;@) tel que Vt € Ry, foo(t) = F(yoo(t).F) et yoo(0) =30 . (6.1)
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6.1.1 Sémantique collectrice d’une équation différentielle intervalle

Comme nous 'avons fait pour la sémantique des programmes impératifs, nous définissons
maintenant une sémantique collectrice pour les équations différentielles. Cette sémantique définit
I’ensemble des comportements possibles décrits par une seule équation différentielle, tout comme
la sémantique dénotationnelle collectrice définit ’ensemble des comportements possibles d’un pro-
gramme pour un ensemble de valeurs d’entrée. Cependant, un probleme de Cauchy définit, nous
I’avons vu, un seul comportement qui est sa solution maximale. Nous étendons donc le concept de
probleme de Cauchy en autorisant les conditions initiales & étre données sous forme d’intervalle
(ce qui définit un ensemble de valeurs initiales possibles) et ’équation différentielle & avoir des pa-
rametres fournis sous forme d’intervalle également (ce qui définit un ensemble de comportements
possibles). Nous introduisons donc le concept d’équation différentielle intervalle.

Définition 6.1 (Equation différentielle intervalle) Une équation différentielle intervalle (EDI)
de dimension n est une relation entre une fonction y : D — R"™ définie sur un ouvert D et sa dérivée
temporelle  : D — R™, donnée par :

y(t) = F(y(t), [k]) (6.2)

-,

olt [k] € IF* est un vecteur d’intervalles de dimension m et F : R™*™ — R™. Par convention, nous

-,

noterons souvent 'EDI g = F(y, [K]).

Exemple 6.1 L’équation ¢ = [-2, —1] x y définit une EDI de dimension 1.

Dans une EDI, nous autorisons donc les parametres de la fonction F' a étre des intervalles, ce qui
nous permet d’obtenir des comportements différents. Nous étendons naturellement cette définition
aux Problemes de Cauchy intervalle.

Définition 6.2 (Probléme de Cauchy intervalle) Etant donnée une EDI j = F(y, [E]) et une
condition initiale donnée sous forme d’intervalle y(0) € [yo], le probleme de Cauchy intervalle (PCI)
consiste a trouver un ouvert D C R qui contienne 0 et I’ensemble des solutions aux problemes de
Cauchy classiques donnés par § = F(y, Ig)7 y(0) = yo pour tout ke [l;/:] et yo € [yo]. Nous noterons
‘PCZ V’ensemble de tous les problemes de Cauchy intervalle.

La sémantique collectrice d'un PCI P € PCZ, P := (y = F(y, [E], y(0) € [yo] ), est donc un
ensemble de fonctions continues donné par :

(P)={yec”®: —R") : Ive .y lpl, y=[=Flh, v =wl}  (63)

Exemple 6.2 Le PCI P := (j = [-2,—1] x y, y(0) € [0.5,3]) définit ensemble des fonctions de
la forme y(t) = yo.e %t avec yo € [0.5,3] et k € [-2, —1]. La figure représente graphiquement
cet ensemble.

6.1.2 Caractéristiques nécessaires pour le domaine abstrait

On voit donc que la sémantique collectrice d’'un probléeme de Cauchy intervalle est un ensemble,
potentiellement infini, de fonctions continues. Cet ensemble n’est généralement ni calculable ni
représentable en machine. Il n’est pas calculable car, comme nous ’avons vu au chapitre [5] la
sémantique concrete d’'une EDO nécessite le calcul d’un point fixe via une itération infinie de
Popérateur de Picard modifié qui n’est lui-méme pas calculable exactement en machine. Nous
verrons que les algorithmes d’intégration garantie fournissent une abstraction calculable de ce
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F1G. 6.1 — Solutions du PCI de ’exemple

point fixe. Les éléments du domaine concret ne sont pas non plus représentables en machine, car
un ensemble de fonctions continues associe, a chaque instant ¢ € R, un ensemble potentiellement
infini de nombres réels. Le domaine abstrait doit donc effectuer une partition (ou un recouvrement,
si une partition n’est pas possible) de I’ensemble des instants t € Ry et, pour chaque élément de
cette partition, surapproximer par un objet représentable en machine ’ensemble des valeurs prises
par chacune des fonctions. Nous définissons dans la suite le domaine des fonctions en escalier &
valeurs dans le domaine des hyperrectangles, qui vérifie ces deux conditions, puis nous définissons
le domaine des contraintes qui permet une représentation efficace des fonctions en escalier.

6.2 Domaines abstraits

Dans la suite, nous noterons PC’ = P (CO (R+ — R")) le domaine concret des ensembles de
fonctions continues de Ry vers R™. Clairement, PC° posséde une structure de treillis complet avec
les opérateurs ensemblistes classiques C, U et N.

Définition 6.3 (Treillis des intervalles et treillis des hyperrectangles) Le treillis complet
des intervalles fermés, non bornés de R est noté IR :

]IR:{[aJ)] :a,beR, aSb}U{[a,oo[: aER}U{]—oo,a] : aE]R}U{]—oo,oo[} (6.4)

L’élément maximal | — 0o, 0o[ sera noté Tig, et nous ajouterons & IR un élément minimal 1 =
(). Nous utiliserons 'ordre d’inclusion C ainsi que l'intersection M et 1'union LI usuelle sur ces
intervalles.

Nous noterons IR" le treillis complet des hyperrectangles de dimension n, c’est-a-dire I’ensemble
des produits cartésiens de n intervalles non vides. Le plus petit élément de IR™ sera noté Lign.
La relation d’ordre C™ et I'union L™ sont des extensions coordonnée-par-coordonnée de ’ordre et
de 'union sur IR. L’intersection M™ est définie de telle sorte que, pour z,y € IR"™, si I'intersection
des intervalles de la i-ietme coordonnée (pour 0 < i < n) de x et de y est vide, alors zM"y = Ljgn.

Remarque Le treillis IR™ est le produit cartésien classique de IR avec lui-méme n fois, sauf que
nous identifions en g~ tous les vecteurs ayant une coordonnée égale a ’ensemble vide | jg. Par
exemple, dans TR?, Lze représente tous les vecteurs de la forme ([z],0) ou (0, [z]) avec [z] € IR.
On a alors notamment ([1,2],[1,2]) N2 ([0,1.5],[3,4] ) = Lyge.

L’élément maximal de IR™ est I’hyperrectangle dont toutes les coordonnées sont égales au vecteur
] — 00, 00|, nous le noterons Tg». Pour tout z € IR"™, nous notons & € R™ (respectivement T € R")
le vecteur de nombres réels obtenu en prenant pour chaque coordonnée de x la borne inférieure
(respectivement supérieure) de l'intervalle associé.
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6.2.1 Premiére abstraction : fonctions en escalier a valeurs dans IR"

Comme nous l’avons dit, nous utiliserons des fonctions en escalier a valeur dans IR™ pour
abstraire un ensemble de fonctions continues P € PC°.

Définition 6.4 (Domaine abstrait FS8™) Le domaine abstrait est le domaine FS™ des fonctions
en escalier & support fini et & valeur dans TR™ :

FS" =<y : Ry - IR" : — Vi€ [0,N —1], y est constante sur [¢;, ;1]

INeN, Jtr=0<t; <---<tny_1 <tn tels que
— y est constante sur [tn, 00|

On munit aisément FS™ d’une structure de treillis. L’ordre partiel £ est une extensions point-
a-point de l'ordre C™ sur IR" : Vf, g € FS", fEg < Vt € Ry, f(t) C" g(t). On ajoute alors a
FS"™ un élément minimal noté 1 ¢, vérifiant Vf € FS", Ly, Cf. L’élément maximal de FS"
est clairement la fonction constante égale & Tgr», nous le noterons T f,.

On définit également 'opérateur d’union LI entre deux fonctions en escalier f,g € FS™ par une
extension point-a-point de l'opérateur d’union défini sur IR™. L’intersection M de f,g € FS™ est
une extension point-a-point de M” sauf que s'il existe ¢ty € Ry tel que f(to) M™ g(to) = Lirn, alors
fmg = J—fsn

Remarque (1) Le treillis FS™ est un extension classique du treillis IR, sauf que nous identifions
en L ¢, toutes les fonctions prenant la valeur Lyg» pour un ¢y € R. Cela explique que nous devons
définir 'intersection de fagon non standard.

Remarque (2) Le treillis 8™ n’est pas un treillis complet. En effet, la famille de fonctions en
escalier (f,)nen définies par :

1,1 si t>1
Falt) = [0,7“”5“1} si 0<t<1 (6.5)

ne possede pas de plus grand minorant : pour tout ¢ € [0, 1], on a lim,_,« fn(t) = [0,¢], de telle
sorte que si un plus grand minorant f existait, il devrait vérifier Vt € [0,1], f(t) = [0, ], f ne serait
donc pas une fonction en escalier finie. Une représentation graphique de la famille de fonctions
(fn)nen est donnée a la figure Le treillis FS™ n’est pas non plus un CPO.

Concrétisation des fonctions en escalier Nous établissons maintenant le lien entre le treillis
concret PC® et le treillis abstrait FS™ via une fonction de concrétisation ~. Intuitivement, une
fonction en escalier & valeurs dans les intervalles représente ’ensemble des fonctions continues qui
restent dans les bornes définies par la fonction en escalier. Cette intuition est formalisée par la
définition [6.5]

Définition 6.5 (Fonction de concrétisation) La fonction de concrétisation «y entre les fonctions
en escalier FS™ et les ensembles de fonctions continues PCY est définit par :

{.7—"8" - PC°
v

fo— {yeC®(Ry —R") : Vte Ry, y(t) € f()} (6.6)

On définit de plus y(Lyfsn) = 0. Remarquons que, si une fonction f € FS™ a deux marches
successives disjointes (comme par exemple sur la figure 7 alors y(f) =0 :

o € Ry, ( lim  FW)N( lim f(#) =0 = () =0,
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—_ fl
il t)” — f2
) fs
______ , - f5
"'fll

F1G. 6.2 — Représentation de la famille de fonctions définie par I’équation (6.5).

F1G. 6.3 — Exemple de fonction en escalier f telle que v(f) = 0;

Un exemple de fonction abstraite (la zone rouge clair délimitée par des marches foncées) est
donné sur la figure Cette fonction abstraite définit un ensemble de fonctions concretes, dont
la fonction en traits pointillés noirs. Notons que la sémantique du PCI de I'exemple (région
bleue sur la figure) est incluse dans cette abstraction (région rose).

Fonction d’abstraction et critere de sireté. Clairement, il n’existe pas de meilleure abstraction
a: PC’ — FS8", cest-d-dire qu’on ne peut pas trouver de fonction « telle que (PCO, C ) %
(.7:8", C ) soit une correspondance de Galois (le probléeme est le méme que pour le domaine
des polyedres [CHT78|). Cependant, il n’est pas nécessaire d’avoir une correspondance de Galois
pour définir une interprétation abstraite correcte [CC92al. Il suffit en effet que la fonction de
concrétisation v et la sémantique abstraite (.)* vérifient que pour tout PCI P, (P) C v((P)*). Nous
donnons ci-dessous un critére simple a vérifier pour qu’une sémantique abstraite soit considérée
comme siire.

Définition 6.6 (Critére de siireté pour la sémantique abstraite) Une sémantique abstraite
(.)* vérifie le critere de validité CS1 si et seulement si, pour tout PCI P, elle vérifie I’équation

(6.7), avec f = (P)* :

VteRy, f(t) <inf{y(t) : ye (P} et sup{y(t) : ye (P)} < [f(t). (6.7)

Remarque Dans la définition f(t) et f(t) sont des vecteurs de nombres réels, de méme que
y(t) pour y € (P). Lordre sur les vecteurs < s’entend alors coordonnée-par-coordonnée.
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F1G. 6.4 — Fonctions en escalier abstraites.

Théoréme 6.1 Si (.)* vérifie le critére de la formule , alors pour tout probléme de Cauchy
intervalle P, on a (P) C v((P)¥).

Preuve Supposons que (.)* vérifie I'équation . Soit P € PCZ un probleme de Cauchy inter-
valle et P’ = 'y((]Pl)ﬁ). Nous voulons montrer que P C P’. Soit y € P, on sait d’apres ’équation
que V¢ € Ry, y(t) € (P)*(t). D’apres la définition de la fonction de concrétisation (équation
),onadoncye'y(QP[)ﬁ), dou P C P'. O

6.2.2 Deuxieme abstraction : représentation de FS" par des contraintes

Une fonction abstraite f € FS™ représente un ensemble infini de fonctions continues ) € PCP.
Cependant, nous n’avons pas encore défini de représentation efficace des fonctions en escalier ; en
particulier, les opérateurs d’union et d’intersection que nous avons défini ne sont pas calculables en
létat car ils nécessitent de calculer une infinité d’unions (ou d’intersections) d’intervalle. De plus,
la comparaison entre deux fonctions en escalier n’est pas simples : deux fonctions peuvent étre
égales mais avoir des marches de longueurs différentes; il est alors difficile de les comparer. Nous
présentons donc maintenant une abstraction des fonctions en escalier sous forme d’une conjonction
de contraintes qui permet une représentation et un calcul efficace sur les éléments abstraits. Cette
abstraction (qui est en fait une bijection de Galois) consiste & ne conserver que les instants ou la
fonction change de valeur et permet une représentation unique des éléments de FS".

Représentation canonique des fonctions de FS™ Nous introduisons un nouveau type de
contraintes, appelées contraintes de changements d’état, qui sont une extension des contraintes
définies par Bertrane [Ber05].

Définition 6.7 (Domaine des contraintes de changement d’état) Un prédicat de change-
ment d’état de dimension n est un prédicat de la forme ¢ : [z] avec t € Ry et [z] € IR™. Une
contrainte de changement d’état est une conjonction positive de prédicats de changement d’état.
Nous noterons FS™ ’ensemble de ces contraintes.

FS" =4 /\ ti:lw] telque N €N, Vi€ [0,N], t; € Ry, [z;] € IR" 5 U{££} (6.8)
0<i<N
££% est 1’61ément minimal de FS™. Nous noterons ttf = 0 :] — 0o, co[ I'’élément maximal.

112



6.2. DOMAINES ABSTRAITS 113

Intuitivement, une contrainte de changement d’état représente toutes les discontinuités d’une fonc-
tion en escalier. Ainsi, la contrainte 0 : [0,1] A1 : [1,1] représente la fonction en escalier valant
[0,1] pour tout ¢ € [0,1[ et 1 pour tout ¢ > 1 (il s’agit de la fonction f1 de la figure [6.2). Cette
représentation n’est pas unique, ce qui est problématique pour 'utilisation efficace de ce domaine.
En effet, on voit bien que les contraintes 0 : [0,1] A1 : [1,2] et 0 : [0,1] A1 : [1,2] A2 : [1,2]
représentent la méme fonction f = M.if (¢ < 1) then [0,1] else [1,2]. Dans le deuxiéme cas, la
derniére contrainte n’apporte aucun information supplémentaire, on peut I’éliminer ; nous choisi-
rons donc la premiére contrainte comme représentant canonique de la fonction f. Par ailleurs, les
contraintes 0: [0,1]A1:[1,2] et 1: [1,2] A0 : [0, 1] représentent toutes les deux la fonction f. Pour
des questions de performance de la comparaison, nous choisissons de garder la premiere comme
représentant ; nous décidons donc de toujours garder les contraintes triées par temps croissant.
Enfin, par soucis de cohérence, nous n’autorisons pas une conjonction de deux contraintes avec
le méme temps ¢ : [z] At : [y]; dans ce cas, nous ne garderons que le premier prédicat. Ces trois
régles permettent de définir une fonction de normalisation Norm sur FS™.

Définition 6.8 (Normalisation des fonctions de FS™) La fonction Norm de normalisation
des fonctions de FS™ est donnée par 'algorithme suivant :

Entrée : ¢ = /\ t; : [x;] € FS™
1€[0,N]
Reésultat : ¢ sous forme normalisée
début
Si ¢ = tt! ou ¢ = ££* renvoyer ¢;
Tri les contraintes avec l'ordre ¢; : [;] <t; : [z;] & (t; < t;) V(I < j);
Y =to: [xo];
t =to; [x] = [xo];
pour 1 <i < N — 1 faire
sit#t; et [x] # [z;] alors

Y=Y At [xg];
t= ti; [l’} = [.’Ez} ;
finsi
finpour
renvoyer 1 ;
fin
Nous noterons FS}' I’ensemble des contraintes normalisées, FS, = {f € FS" : Norm(f) = f}.

Entre deux contraintes normalisées f = /\O§i§N t; i [z;] €FS] et g = /\O§i§1\4 u; : [y;] € FS], on
peut définir une égalité structurelle =° par :

f=g=ttlou
f=Sge f=g=*1fou
N:M/\VZ’E[O,N}, ti:ui/\[azi]:[yi]

Remarque La fonction de normalisation sert essentiellement a réorganiser les prédicats de chan-
gement d’état de telle sorte qu’ils soient triés par temps croissants. De plus, elle élimine les prédicats
superflus. Notons que cette fonction n’introduit aucun nouveau prédicat, comme le montre la pro-

position [6.2]
Proposition 6.2 Soit ¢ € FS", ¢ = N\q;<n ti : [i]. Alors, il existe M € [0, N] et une fonction
o : [0, M] — [0, N] telle que o

Norm(qS) = /\ ta(i) : [wg(i)] .

0<i<M
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Preuve La preuve de cette proposition est simple mais fastidieuse : on doit faire une analyse
détaillée de ’algorithme de la définition et on prouve que la forme normale décrite par cette
proposition est un invariant de 1’algorithme.

O

Proposition 6.3 (Relation d’équivalence) La fonction de normalisation Norm induit une re-
lation d’équivalence sur FS"™ définie par f = g < Norm(f) =° Norm(g).

Preuve D’apres la définition Pégalité structurelle =* est une relation d’équivalence (elle est
clairement réflexive, transitive et symétrique). On en conclut immédiatement que = est également
une relation d’équivalence. O

Nous travaillerons désormais dans 'ensemble réduit FS’_ et nous identifierons une contrainte
f € FS™ avec sa forme normalisée Norm(f) € FS, . Par abus de notation, nous noterons toujours
FS™ pour FS’_. Nous définissons maintenant un ordre partiel sur les contraintes normalisées.

Remarque Par un léger abus de notation, pour toute contrainte f = Ajo,oyti : [zi] € FS",
nous noterons txy4 = +00. T

Définition 6.9 (Ordre partiel sur FS™) Soit f = A\gc,cnti @ [2i] € FS" et g = A\gojcps i
[y;] € FS"™. On définit la relation d’ordre partiel f = g par :

f=Fg<=V(i,j) €[0,N] x [0, M], [ti,tis1[N[ug,ujr1[# 0 =[] C" [y;] - (6.9)
On aura de plus V¢ € FS™, ££f = ¢.

Exemple 6.3 La figure représente deux cas de contraintes comparables et incomparables.
En dimension 1, une contrainte A,-,, ti : [x;] est représentée graphiquement par une suite de
rectangles séparés par une ligne verticale pointillée représentant ’instant de changement d’état.
Sur la figure de gauche, la contrainte rouge est plus petite que la contrainte bleue.

Proposition 6.4 =! est un ordre partiel sur FS".

Preuve Dans toute cette preuve, ¢, € FS™ seront deux contraintes avec ¢ # £f# et ¢ # f£f.
Nous poserons ¢ = /\OgigN t;: [z et = /\OSiSM u; [yl
Nous devons montrer que la relation = vérifie les conditions de la définition Nous montrons
donc qu’elle est :
(i) réflexive, c’est-a-dire que ¢ = ¢. Clairement, pour tout i,5 € [0, N], [ti, tit1[N[t;,tj41[#
) < i = j, donc on a bien [z;] C" [z,], et donc ¢ =F ¢.
(ii) transitive. On suppose que ¢ =F v, et soit ¢ € FS" telle que ¢ =* ¢. On veut montrer que
¢ =* ¢. Onpose ¢ = No<i<p Vit [2i]- Soit (i, k) € [0, N]x[0, P] tels que [t;, tit1]N[vg, vk1] #
0, il existe donc t € Ry tel que t € [t;, tip1] N [V, vk+1]. Soit j € [0, N] tel que t € [uj, ujiq].
Alors, [ti, tip1] N [ug, uj1] # 0 et [ug, uja] N [vk, ve4a] # 0, done [2] £ [y;] ©" [2k], d'olt
[2:] E™ [2], et donc ¢ =* (.
(iii) antisymétrique : on suppose que ¢ =* ¢ et 1» =F ¢. On peut toujours supposer que
N > M. On montre alors que :
1. Vi < M, t; = u; A [z;] = [y;]. Supposons que Ji € [0, M] tel que t; # w;, et posons

io = min{i € [0, M] : t; # w;}, on sait que ig > 0. On peut toujours supposer que
ti, < ui,. On est alors dans la situation suivante : w;,—1 = t;,—1 < t;y, < u;,- On a
alors :

[Wig—1, Wig [N[tig—1:tio [# 0 = Yig—1 T Tig—1 A Tig—1 T Yig—1 = Yig—1 = Tig—1

[Uiy—1, Wig [N[tig, tigr1[# O = Yig T Tig—1 A Tig—1 T" Yiy = Yig = Tip—1

On a alors [y;,] = [yi,—1] ce qui est impossible car ¢ est normalisée. On a donc Vi €
[0, M], t; = u; et par antisymétrie de la relation =", on en déduit que [z;] = [y:].
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Fonctions comparables. Fonctions incomparables.

Fia. 6.5 — Ordre partiel dans le domaine des fonctions en escalier a valeur intervalle.

2. N = M. Supposons que N > M, on sait que tpr = ups et [ynp] = [za]. On a alors
[tars1, tarsa][N]zar, 00[# @ (st N = M +1, on pose tpro = 00), et donc [zar41] T [ya]
et [ym] C" [xar41), Aot [Tar41] = [ym] = [xam], on a donc [zar41] = [za], ce qui est
impossible car ¢ est normalisée.

U

Correspondance de Galois Nous relions maintenant le domaine des contraintes de changement
d’état FS™ au domaine des fonctions en escalier FS™ via une correspondance de Galois. Pour
la fonction d’abstraction o (équation )7 nous utilisons le fait que pour toute fonction en
escalier finie f € FS", il existe N € N et un ensemble d’instants 0 = ¢ty < t; < --- < tx tels
que f est constante sur chaque intervalle [t;,t;11[ et f est constante sur [tx, co[. La concrétisation
d’une contrainte ¢ = Aj.,«nti : [zi] est la fonction f € FS™ vérifiant Vi € [0, N — 1], Vt €
[tistisal, f(t) = [x;] et Vt > tn, f(t) = [zn] (fonction 4/ donnée par I'équation (6.11))).

feFS" soit NeNet 0=ty <- - <ty <ityy1 =00 tels que f est constante sur [t;, ;1]

FS* — TFS”
o - f - Norm( /\ ti: f(tz)) (6.10)
0<i<N
Liem +— £f£f
FS™ — FS"
o /\ ti: [w] —  At[zio] tel que ip =max{i € [0,N] : t; <t} (6.11)

0<i<N
ffﬁ — J—fsn

Proposition 6.5 Les fonctions o’ : FS™ — FS" et v/ : FS" — FS™ sont monotones.

Preuve Soit f,g € FS™ telles que fZg, montrons que o’ (f) =% o/(g). Soit ¢ = o/ (f) et ¢ =
a/(g), d’apres la proposition on peut supposer que ¢ = Ngc,onti @ f(ti) et ¥ = Ngapy i -
g(u;). Soit donc i, j € [0, N] x [0, M] tels que [t;, tit1[N[u;, ujr1[# 0, et soit ¢t € [t;, tip1 [N[uj, wjsr].
On sait que f(t) = f(t;) et g(t) = g(u;), et que f(t) C" g(t) car f C g. Donc, f(t;) " g(u;), et
donc ¢ =t 7). Donc, o/ est croissante.

Soit maintenant ¢, 1) € FS™ telles que ¢ =* ¢, montrons que 7' (¢)=7/(1). On pose ¢ = A,y ti :
[25] et b = Ngcjeps Wit (Y] Soit f = +'(¢) et g =~/(¢), et soit t € Ry. Soit ¢ € [0, N] tel que
t € [tistiv1[ et j € [0, M] tel que ¢ € [uj,ujq1[. On a donc [t;, ti+1[N[uj, ujr1[# 0, donc comme
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¢ =F 1, [z;] T [y;]. Or, f(t) = [xi] et g(t) = [y;], donc f(t) " g(t), et donc fg, donc ' est
croissante. O

Proposition 6.6 Les domaines FS™ et FS™ sont reliés par une bijection de Galois :

’

(FS",C) === (FS",=*)

c’est-a-dire que (o/,~') forme une correspondance de Galois telle que Vf € FS", v od/(f) = f
et Vo € FS", o o4/ () = ¢.

Preuve Montrons d’abord que («/,7’) est une correspondance de Galois. On sait que o' et 7/
sont monotones (proposition , nous devons montrer qu’elles vérifient 1’équation . Soit
donc f € FS™ et ¢ € FS", et soit ¥ = a'(f) et g = 7/ (¢). On pose ¢ = Ngc;<n ti : [2i] et soit
ug, Uz, ..., upr € Ry tels que o (f) = Agejcns it flui). o

Supposons que o/ (f) = ¢. Soit alors t € Ry, et soient i, j € [0, N] x [0, M] tels que ¢ € [t;, t;11]
et t € [u;,uj41[. On sait alors que g(t) = [z;] et f(t) = f(u;). Comme [t;, ;41 [N[wj, ujr1[# 0, on
a f(uj) C" [x;], et donc f(t) &" g(t). Donc, on a f C g, soit f T +'(¢).

Supposons maintenant que fE~'(¢). Soit 4,5 € [0, N] x [0, M] tels que [t;, tir1[N[w;, ujy1[# 0, et
soit ¢ € [t;, ti11[N[uj, ujs1[. On a alors f(t) = f(u;) et g(t) = [z;]. Comme fg, on a f(t) T g(t),
et donc f(u;) C™ [z;]. On a donc 1 =¥ ¢, soit o/ (f) =F ¢.

On a donc montré que (a/,~’) est une correspondance de Galois. Montrons maintenant I’aspect
bijectif. On veut montrer que ~'(a/(f)) = f. Soit t € Ry, et i € [0, M] tel que t € [u;, uit1]-
Comme o' (f) = Ng<;<pr wi t f(us), on sait que v'(a'(f)) = f(wi) = f(t). Donc, v/(e/(f)) = f. De
méme, on montre que &' (7' (¢)) = ¢. Il suffit en fait de remarquer que 7’ est injectif, et d’utiliser
le fait que 4’ o &’ est la fonction identité. O

On a donc une bijection entre le domaine FS™ des fonctions en escalier et le domaine FS™ des
contraintes. Pour une contrainte ¢ € FS", on peut donc parler de la valeur que prend ¢ au temps
t, que nous noterons ¢(t), comme étant la valeur prise par sa concrétisation : ¢(t) = +'(¢)(t). La
bijection de Galois nous indique donc que :

Vo, € FS", ¢ =F ¢ & v/ (¢) T/ () &Vt € Ry, ¢(t) " ¢(1) (6.12)

Opérateurs abstraits Nous définissons maintenant les équivalents abstraits V# et Af des
opérateurs d’union L et d’intersection M1 sur le domaine FS™.

Définition 6.10 (Opérateur d’intersection pour le domaine FS™) L’opérateur abstrait
d’intersection sur FS™ fonctionne comme décrit dans 1’algorithme suivant :

Entrée : ¢ = /\ie[O,N] t; : [x;] € FS"
Entrée : ¢ = /\ie[o,M] w; : [y;] € FS"
Résultat : ¢ Af

début
si ¢ = ££! ou ) = ££¥ alors renvoyer f£* finsi
pour 0 < i < N faire
j=max{k : u, <t;}; [z = 2] 0" [y;];
si [z;]" = 0 alors renvoyer ££* finsi
finpour
pour 0 < i < M faire
j=max{k 5t < uis lpl = 5] 7 [ag]
si [y;]' = 0 alors renvoyer fff finsi
finpour
renvoyer NOTm(/\ogigN ti: [mg]) A No<i<nr Wi : [vil);
fin
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Intuitivement, l'intersection de ¢ € FS™ et ¢ € FS™ fonctionne ainsi : on commence par réduire
chaque intervalle intervenant dans chacune des deux contraintes, puis on normalise la conjonction
des deux contraintes ainsi obtenues.

Exemple 6.4 La figure montre graphiquement l'intersection de deux contraintes : l'intersec-
tion des fonctions rouge et bleu (& gauche) donne la fonction grise (& droite).

Proposition 6.7 L’opérateur N\* est la meilleure abstraction de [, ¢’est-a-dire que pour toutes
contraintes ¢, € FS™, on a

p N Y=o (v (o) (¥)) (6.13)

Preuve Soit ¢,1) € FS", avec ¢ # fff et 1) # £ff. On pose ¢ = /\O<i§N t; ¢ [zi] et ¥ =

No<izar ti * [yi]- Soit f =7'(¢) et g =+'(1)), on montre que ¥t € Ry, v/ (¢ AF)(t) = f(t) 1" g(t).
Soit t € Ry, et i9p = max{i € [0,N] : t; <t} et jo = maz{i € [0,M] : w; <t}. Dapres la
définition de la fonction de normalisation et de A%, on a 7/ (¢ A* 1)) (t) = [z;,] 1™ [y,]. Par ailleurs,
f(t) =[] et g(t) = [yjo]. On a donc +(¢ A*) = frg, d'ou :

o N = (frg) = o/ (v ($) () .

F1G. 6.6 — Opérateur d’intersection pour les contraintes de changement d’état.

Définition 6.11 (Opérateur d’union pour le domaine FS™) L’opérateur abstrait d’union
sur FS™ fonctionne comme décrit dans I’algorithme suivant :

Entrée : ¢ = /\iE[O,N] t; : [x;] € FS"
Entrée : ¢ = /\ie[O,M] w; : y;] € FS"
Entrée : ¢ VF ¢
début
si ¢ = ££! alors renvoyer ¢ finsi
si i) = ff* alors renvoyer ¢ finsi
pour 0 < i < N faire
j=max{k : up <t;}; [x:) = [z U™ [y;];
finpour
pour 0 < i < M faire
j=max{k : tx <u}; il = [y U" [a];
finpour

renvoyer Norm( No<icn ti: [z:]" A No<i<nr Wi : [yl-]/);
fin
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Intuitivement, pour effectuer I'union de deux contraintes ¢ et v, on effectue la méme opération
que pour l'intersection sauf que ’on commence par faire I'union des intervalles de ¢ et 1 avant de
normaliser la conjonction des contraintes.

Exemple 6.5 La figure montre l'effet de 'opérateur d’union entre contraintes : I'intersection
des fonctions rouge et bleu (& gauche) donne la fonction grise (& droite).

Proposition 6.8 L’opérateur V¥ est la meilleure abstraction de 1), ¢’est-a-dire que pour toutes
contraintes ¢, € FS™, on a

Vi =o' (7 ($)n (¥)) - (6.14)
Preuve La preuve est similaire a celle de la proposition O
' — Y% — —
I —_—

F1G. 6.7 — Opérateur d’union pour les contraintes de changement d’état.

Théoréme 6.9 (FS”,:%, /\ﬁ,\/ﬂ,ffﬁ,ttﬁ) est un treillis.

Preuve Il faut montrer que V¥ calcule bien la borne supérieure et A la borne inférieure. Soit
¢, € FS™. Si on montre que v(¢Vith) = v(¢)y(1)), alors comme FS™ et FS™ sont reliés par une
bijection de Galois, on pourra conclure que V¥ calcule la borne supérieure. De méme, si on montre
que (¢ A1) = v(4)Fy(¢), on pourra conclure que A calcule la borne inférieure. Les propositions
et permettent justement de conclure que ces conditions sont vérifiées. O

Remarque Pour les mémes raisons que pour FS", le treillis FS™ n’est ni un treillis complet ni

un CPO.

Les éléments de FS™ sont facilement et efficacement représentables en machine. De plus, les
fonctions de comparaison, union et intersection sont efficaces : la normalisation, qui est 'opération
la plus cotiteuse, s’exécute en O(n . log(n)) car elle nécessite un tri des contraintes présentes. On
utilisera donc ce domaine comme abstraction des ensembles de fonctions continues. Il faut donc
que lon adapte le critere CS1 (définition au domaine FS™ pour s’assurer de la streté des
sémantiques abstraites.

Définition 6.12 (Critére de stireté pour la sémantique abstraite (2)) Une sémantique
abstraite (.)* : PCZ — FS" vérifie le critere de siireté CS2 si et seulement si, pour tout PCI P,

elle vérifie la formule (6.15)), avec ¢ = (P)* = /\OSiSN t; 2] et tyy1 = 0.

Vi € [0, N], Vt € [ti,tiv1], [x:] <inf{y(t) : y€ (P)} et sup{y(t) : ye (P)} <[x;]. (6.15)
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Théoréme 6.10 Si (.)* vérifie le critére CS2, alors pour tout PCI P, on a :
(P) € vor/ ((P)

Preuve On montre que si ()¢ vérifie CS2, alors v’ o ()¢ vérifie CS1. Ceci est évident d’apres la
définition de 7/ (définition |6.5). Le théoréme s’applique donc sur 4’ o (.)¥, ce qui prouve le
théoréme [6.100 O

6.3 Calcul de la sémantique abstraite

Nous allons donc utiliser le domaine des contraintes FS™ comme domaine abstrait, et nous
cherchons une sémantique abstraite (.)* : PCZ — FS™ qui vérifie le critere CS2. Cette sémantique
abstraite nous est fournie par les algorithmes d’intégration garantie décrits au chapitre

6.3.1 L’intégration garantie est une sémantique abstraite valide

Pour construire la sémantique abstraite, nous allons simplement utiliser les algorithmes
d’intégration garantie de la maniere suivante : la premiere phase de l'algorithme (encadrement
a priori, voir la section nous donne, & partir d'un PCI P := (y = F(y, [k], y(0) € [yo] ), un
pas d’intégration h et un encadrement [y] tels que V¢ € [0,h], Yy € (P), y(t) € [y] (on pourra
trouver les preuves dans [BMO07al, NJC99]). De plus, la seconde phase de l'intégration garantie
(section [3.3.3) donne [yy] tel que Vy € (P), y(h) € [ys). Le théoréme suivant est donc vrai :

Théoréme 6.11 (Fonction d’intégration garantie) Il existe une fonction IG qui, étant donné
un PCI P € PCZ, fournit h € Ry, [y],[yn] € IR" tels que :

1. Vy e (P), Vt€[0,h], y(t) € [y] et

2. Wy € (P), y(h) € [yn].

Si la fonction renvoie h = 0, cela voudra dire que lintégration garantie a échoué.

Définition 6.13 (Sémantique abstraite) La sémantique abstraite d’'un PCI P € PCT est
définie comme le résultat de 'algorithme suivant :

Entrée : P = (y = F(y, [k]), y(0) € [y]) € PCT

Entrée : N € N* /* nombre de pas a effectuer */
Sortie : (]PM\/
début

(h, [y]s [yn]) = TG(P);
si h =0 alors renvoyer tt?; finsi
res=0:[yl; i=1;
tant que i < N faire
P = (y=F(y,[k]), y(0) € [yn]);
(h, [yl [yn]) = TIG(P);
si h =0 alors renvoyer res At: T7; finsi
res =resAt: [yl;
t=1+1;t=t+h;
fintantque

renvoyer res At: TT;
fin

Pour un PCI P € PCT et un entier N € N*, on notera (]PMV le résultat de l’algorithme.
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La sémantique abstraite utilise donc un algorithme d’intégration garantie pour calculer une sur-
approximation des solutions du PCI par une fonction en escalier & N marches. Le parametre N
permet de controler la précision de ’abstraction : plus NV est grand, plus ’abstraction est précise.
La stureté de la sémantique abstraite ainsi calculée est prouvée par le théoreme suivant.

Théoréme 6.12 (Sireté de la sémantique abstraite.) Pour tout N € N*, la fonction (]ng

donné a la définition [0.13 vérifie le critére CS2.

Preuve On prouve le théoréme par récurrence sur N. Si N = 1, la preuve est évidente d’apres le
théoreme Soit maintenant N > 1 tel que la fonction (][)ﬁ vérifie le critere CS2, nous devons
montrer que (]ng 41 le vérifie également. Soit donc P € PCZ un probleéme de Cauchy intervalle
et soit ¢ = (]PD§V+1‘ D’apres la définition ¢ est construite ainsi : on calcule ¢ = (]P[)Si\,7 puis
on effectue un dernier pas d’intégration garanti pour la derniére contrainte. D’apres ’hypothese
de récurrence, Y vérifie I’équation , et d’apres la construction de la derniére contrainte et

le théoreme ¢ vérifie également cette équation pour i = N + 1. Donc, ¢ vérifie I’équation
(6.15), donc (.)% ., vérifie le critere CS2. O

6.3.2 Motivation pour une nouvelle méthode d’intégration garantie

Les algorithmes classiques d’intégration garantie (AWA ou VNODE notamment) utilisent, pour
résumer, un développement en séries de Taylor de la solution de 'EDO a intégrer, qu’ils trans-
forment en méthode de calcul garanti en utilisant une arithmétique d’intervalles (voir chapitre |3)).
La formule ainsi obtenue est ensuite réécrite pour obtenir une méthode la plus stable possible.
Cette réécriture consiste notamment a remplacer le calcul par intervalle classique en un calcul par
forme centrée, ce qui revient a calculer ’encadrement comme un point associé a une erreur, soit
le diametre de l'intervalle. Les méthodes les plus stables (comme COSY-VI) vont encore plus loin
en représentant les termes intervalles par des formes de Taylor, ce qui réduit le wrapping effect
mais augmente largement le temps de calcul. Les méthodes classiques & base d’intervalles, si elles
sont relativement efficaces, souffrent de plusieurs problemes. Tout d’abord, pour des problemes
non linéaires, les résultats tendent & étre fortement surapproximés a cause du wrapping effect
qui rend les algorithmes instables. Pour les problemes les plus complexes, cette instabilité est
couplée a une baisse d’efficacité. En effet, il devient alors important d’utiliser un ordre élevé dans
le développement en série de Taylor. Presque toutes les implémentations existantes utilisent des
algorithmes de différentiation automatique pour cela, ce qui revient a recalculer a chaque pas les
dérivées successives de la fonction a intégrer. Cette opération peut étre tres cotiteuse en temps.
Enfin, le principal reproche que I'on pourrait faire aux méthodes classiques d’intégration garantie
est leur éloignement des méthodes d’intégration numérique. En effet, les numériciens ont développé
de nombreuses méthodes d’approximation des solutions des équations différentielles et possedent
souvent une grande expertise sur ces méthodes. Par ailleurs, ces méthodes sont tres souvent uti-
lisées lors du test des systémes critiques embarqués pour simuler ’environnement extérieur (c’est
notamment ce que nous avons fait pour la simulation du probléme des deux réservoirs en Simulink,
annexe . Une méthode d’intégration garantie qui serait construite sur une méthode numérique
permettrait donc non seulement d’utiliser I’expertise acquise sur les méthodes numériques pour
choisir finement le pas d’intégration et rendre la méthode la plus stable possible, mais surtout
donnerait une information supplémentaire qui est la distance entre la simulation numérique et la
vraie solution. Dans cette optique, on peut voir le programme de résolution numérique comme
I'implémentation, suivant un algorithme particulier, du probléeme de la résolution de I’équation
différentielle. Mesurer la qualité de cette implémentation revient a mesurer la distance entre les
résultats fournis par l'intégration numérique et les résultat attendus, c’est-a-dire la solution de
I’équation différentielle.

Nous avons développé une méthode d’intégration garantie nommée GRKLib qui repose sur
ces idées, c’est-a-dire qu’elle s’appuie sur une méthode numérique classique (en l'occurrence une
méthode de Runge-Kutta, mais les idées que nous présentons peuvent s’appliquer dans un cadre
bien plus général). Notre ambition en commengant ce travail sur un algorithme de Runge-Kutta
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garantie était tres élevée : nous pensions pouvoir limiter le wrapping effect en séparant, des le début,
calcul flottant et calcul par intervalle. Cette technique a été appliquée avec succeés pour l'analyse
des programmes numériques (domaine de lerreur globale, [Mar(05]) et nous pensons qu’elle peut
aider a accroitre la stabilité des méthodes d’intégration garantie. De plus, nous avons choisi une
implémentation différente des techniques existantes qui n’est pas fondée sur la différentiation
automatique, ce qui permet d’avoir une implémentation efficace grace a un temps de calcul par
pas d’intégration faible. Il faut toutefois signaler que les résultats obtenus n’ont pas été a la
hauteur de nos espérances, les performances de GRKLib restent en effet en deca des performances
de VNODE, mais notre travail a permis de prouver la faisabilité et I'intérét de cette approche
qui consiste a utiliser les techniques d’intégration numérique classique pour faire de l'intégration
garantie.

6.4 GRKLib en détail

Nous expliquons maintenant comment fonctionne la méthode GRKLib. Nous nous intéressons
donc & une EDI de dimension n, § = F(y), avec une condition initiale donnée sous la forme
y(0) € yo + [€o], olt yo € R™ est un point et [eg] € IF représente erreur (ou incertitude) initiale.
Nous noterons y», une solution quelconque du probléme de Cauchy y = F(y), y(0) = v, avec
Yo € Yo + [€ol-

6.4.1 Principe de I'algorithme de Runge-Kutta garanti

La méthode GRKLib est construite a partir d’un algorithme d’intégration numérique de Runge-
Kutta d’ordre 4, la méthode RK4. Les algorithmes de Runge-Kutta sont des schémas d’intégration
implicites qui calculent une suite de points (¥, )nen et une suite d’instants (¢, )nen, tels que pour
tout n € N, y,, est une approximation de la valeur de la solution de ’'EDO a t = ¢,,. Pour obtenir
Yn+1, ON commence par choisir un pas d’intégration h,,, puis on calcule y,,+1 en n’utilisant que y,,
et des points intermédiaires. En cela, la méthode RK4 peut étre vue comme une extension de la
méthode d’Euler (Y11 = Yn + Iy - F(yn)) et de la méthode du milieu (y,4+1 = yn + hn - F(yn +
hn/2-F(yn))). La méthode RK4 utilise quatre points intermédiaires, donnés par la formule (6.16)).

ki = F(yn)
ko = F(yn+hn/2~k1)
ks = F(yn+hn/2 ko) (6.16)
ks = F(yn + hy, - kg)
Yni1 = Yn+ 2 (ki + 2k + 2ks + ka)

1l est bien connu [SB93] que cette méthode est d’ordre 4, ce qui veut dire que la différence entre
la valeur exacte Yoo (tn + hpn) €t Y41 est censée étre proportionnelle & k3. Si ceci est vrai pour le
premier pas d’intégration, nous verrons que I’erreur grandit a mesure que 1’on applique la formule
pour obtenir plus de points d’approximation. Nous montrerons comment on peut mesurer
cet accroissement de 'erreur pour calculer des bornes garanties sur lerreur entre y,, et Yoo (tn)
pour tout n € N. Pour cela, nous définissons la fonction d’itération ® qui dépend de y et h de telle
sorte que lon ait yn+1 = @(Yn, hn).

ki(y,h) = F(y)

ka(y,h) = F(y+h/2 ki(y,h))

kS(yv h) = F(y+h/2' kQ(yvh)) (617)
ka(y,h) = F(y+h-ks(yh))

®(y,h) = y+ =(ki+ 2k + 2ks + ka)(y, h)

Nous définissons également les deux fonctions v, et ¢, a chaque étape, qui nous serons utiles
pour calculer les termes d’erreur. La fonction v, calcule, a pas h,, constant, la position de y,,+1 en
fonction de y,, alors que ¢,, calcule, en supposant que y, = y(t,), la position de y,+1 en fonction
du pas d’intégration.

. Rn — Rn . R+ — Rn
wn~{ y — Py, hn) ¢n.{ t o B(y(ta),t —ta). (6.18)
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La méthode GRKLib fonctionne alors ainsi : si on connait a 'instant ¢,, un point d’approximation
(un nombre & virgule flottante) y,, et 'erreur commise [¢,,] de telle sorte que Yoo (tn) € Yn + [€n],
on choisit un pas d’intégration h, puis on calcule le prochain point d’approximation yp4+1 =
D(yn, hy) et en méme temps une surapproximation [e,41] de lerreur Yoo (tn+1) — Ynt1-

6.4.2 Trois sources d’erreurs

L’erreur a ’étape n + 1 est décomposée en trois termes représentés graphiquement par la
figure Le point y,41 est obtenu en appliquant la formule en utilisant des nombres
a virgule flottante. Notons g, la valeur réelle obtenue en utilisant la méme formule mais avec
des nombres réels. Les regles de calcul données par la norme IEE754, et qui sont spécifiques a la
représentation finie des nombres flottants, créent une légere différence entre y,1 et y;, | que nous
appellerons “erreur de calcul”. Cette premiere source d’erreur sera calculée en utilisant le domaine
de Verreur globale (section . Par ailleurs, la fonction a intégrer va propager l'erreur associée
au pas précédent. Soit y,, le point (réel) que nous aurions obtenu en appliquant les formules
de RK4 (équation (6.16)) en prenant comme point initial y(t,) a la place de yp, autrement dit
Yni1 = @(y(tn), hn). La distance entre yy; | et y;,,; représente la propagation de l'erreur initiale
€, lors du calcul de y,,+1. Enfin, la méthode de RK4 introduit elle méme une erreur car elle n’est
que d’ordre 4. Cette erreur est la distance entre Yoo (tn41), la valeur réelle que 1'on cherche, et
Y11, la valeur réelle que I'on obtiendrait en appliquant RK4 depuis y(t,). L’erreur globale €, 1
est donc calculée comme la somme de trois termes : €,41 = €n+1 + Xn+1 + Mnt1 avec :

— Nn41 est erreur “sur un pas” introduite par la méthode RK4 :

M1 = yOO(tHJrl) - y:1+17
— Xn+1 est la propagation, par le systéeme dynamique, de ’erreur précédente :

. * '
Xnt1 = Yng1 — Ygro

— en+1 est Uerreur de calcul due a la précision finie des calculs :

4 p—

En-*—l = yn+1 y"+1

Nous montrons maintenant comment calculer chacun de ces termes.

tn tn+1

F1c. 6.8 — Trois types d’erreurs : erreur sur un pas 7,41, 'erreur de calcul e,1 et lerreur
propagée Xn41-
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6.4.3 Erreur sur un pas

L’erreur sur un pas apparait car la trajectoire de la solution de I’équation différentielle (courbe
pleine noire sur la figure s’écarte de la trajectoire donnée par les formules de RK4 (courbe en
pointillés rouges). On sait que y;; | = ¢n(tn), donc Np11 = Yoo (tn41) — ¢(tn+1) mesure la distance,
en t,11 entre les fonctions yo, et ¢. Ces deux fonctions sont égales en t = t,, et vérifient de plus
la proposition [6.13

Proposition 6.13 Les quatre premiéres dérivées de yo, et ¢, sont égales ent =1t, :

d'y
dt?

(1) = L0 (1),

Vi e [0,4], i

Preuve La preuve de cette proposition est initialement apportée par [Bie51], nous en donnons
une quelque peu différente & Pannexe [B] O

En utilisant la proposition[6.13]et la décomposition en série de Taylor de yo, avec reste de Lagrange,
on obtient la proposition suivante.

Proposition 6.14 [ existe T € [t,,t,11] tel que :

@ds(yoo — ¢n) (T)

Npyr = Yoo(tnt1) — Pnl(tnt1) = 120 e

Si on essaie de calculer la dérivée cinquieme intervenant dans la proposition on obtient :

(Yoo —¢n) _ d(yoo) _ d°(¢n) _ d'(F) _ d°(¢n)

dtd dtd dt® dtt dt®
et donc B ‘() (50)
hy, (d*(f d’(¢n
MNoy1 = EO ( dt4 (yOO(T)) - dt5 (T)) .

4 5
1 nous faut donc maintenant encadrer chacun des termes < d(tf) (yoO (7)) et % (T) La fonction
¢n est une fonction d’'une seule variable réelle, ¢, donc sa dérivée cinquieme également. On peut

. . . . . d°
donc simplement construire une fonction d’inclusion pour % et on a alors

5
d’(én) d°(¢én)
s ()€ g (l

tnotnial)- (6.19)

Pour le deuxieme terme, ’encadrement est plus compliqué a trouver. En effet, pour encadrer
dz(tf) (Yo (7)), il faut encadrer yoo(7) puis utiliser une fonction d’inclusion pour dz(tf). 11 nous
faut donc un encadrement de yoo(7), ol 7 est inconnu dans [t,, t,+1]. Autrement dit, nous devons
calculer un encadrement a priori [y, ] qui vérifie Vt € [t,, tnt1], Yoo(t) € [Yn]. Pour cela, nous allons
utiliser une technique similaire a la technique de I’encadrement constant présenté au chapitre
et que nous rappelons brievement ici. Notons [y,] = yn + [en]. La méthode de I’encadrement
constant revient a trouver un post point fixe de l'opérateur ¥ : Iy — Ig défini par \I/( [R}) =
[yn]+[0, hn]- F([R]). Le théoréme[3.6]nous assure que si [R] est un post point fixe de ¥ (c’est-a-dire
que ¥ ([R]) C [R]), alors yu, vérifie V¢ € [t,, tn11], Yoo(t) € [R]. Remarquons que ¥ est une fonction
continue sur les treillis If, donc elle possede un plus petit point fixe [ fpy (et par conséquent un
plus petit post point fixe). Le théoreme de Kleene nous permet méme de le calculer en itérant
la fonction ¥ & partir du plus petit élément. Cependant, il est clair que [y,] C I fpy, de sorte qu’on
peut commencer litération a [y,]. Généralement, les méthodes d’intégration garantie arrétent
Iitération au bout de la premiere étape si le post point fixe n’est pas trouvé, et choisissent alors
un pas plus petit. Nous avons choisi de garder le méme pas mais de poursuivre l'itération de
Kleene en effectuant & chaque étape un élargissement : si [R]’ = ¥([R]) ¢ [R], on agrandit [R]’
d'un facteur multiplicatif o, c’est-a-dire on pose [R]” = m([R]" ) +axr([R] ) x[-1,1] o m([R]")
est le milieu de [R]" et r([R]") son rayon. On recommence ensuite l'itération depuis [R]” et on
s’arréte lorsque l'on trouve [R] tel que ¥([R]) C [R]. L’expérience montre qu’en moyenne, il suffit
de 3 itérations pour obtenir un post point fixe.
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On utilise alors [y,,] = ¥([R]) comme encadrement a priori de yo, sur intervalle [t,,, tn41], et
on a donc une surapproximation de 7,41 donnée par :

mis € 15 (G (7) = S et D) (6:20)

6.4.4 Propagation de lI'erreur

Nous nous intéressons maintenant au deuxiéme terme d’erreur qui provient de ce que l'erreur
du pas précédent ¢, est transportée au pas n + 1 par le systeme dynamique. En effet, lorsqu’on
calcule y; ,;, on applique en fait la méthode RK4 pour approcher la solution de 'EDO passant
par y, en t,, alors que la vraie solution passe par y(t,) en t,. On a donc y); | = ¥n(y(t,)) et
Yni1 = Un(yn). L'erreur x,,41 est donc la distance entre les valeurs prises par 1, : R* — R"™ en
deux points différents. Cette distance se mesure en utilisant la matrice jacobienne de ,,. Rappelons
que pour toute fonction f : R™ — R™, f = (f1,..., fn) avec pour tout ¢ € [0,n] f; : R™ — R, la
matrice jacobienne J(f) est la matrice des dérivées partielles :

ofr  Ofr ofr

J(f) = dxy By 7 dzg . (6.21)
ol 9lu o5y
dxq dxo e oz g

Nous noterons également J(f,Y) la matrice obtenue en appliquant chacune de ces dérivées par-
tielles au point Y € R™ :

%(Y) %(Y) %(Y)
Sy = | B0 EM . R
Ya(yy Hav) .. Sa(y)

Nous rappelons également le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions multi-
variées, qui sert & mesurer la distance entre ¥, (Yn) et ¥n (Yoo (tn))-

Théoréme 6.15 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit D C R™ un ouvert de R™, et
soit f 1 D — R™ une fonction différentiable sur D. Alors, pour tout a € D et u € R™ tel que
[a,a+u] C D, il existe 6 €]0,1] tel que

fla+u) - fla) = J(f.a+6-u)-u

La fonction 1, est clairement différentiable sur R™, donc en appliquant le théoreme on sait
qu’il existe 6 €]0, 1] tel que, si on pose ¢ = yn, + 0 - (y(tn) — Yn), on a :

Xn+1 = wn(y(tn)) - wn(yn) = J(wna C) : (y(tn) - yn) .

On peut maintenant utiliser cette formule pour calculer une surapproximation de 1. Soit [y,]
qui contient yn, et yn + [€,], par exemple [y),] = [Yn,Yn] U (Yn + [€x]). On sait alors que V8 €
10,1[, yn + 0 (y(tn) — yn) € [y,,]. Par ailleurs, on a y(t,) — Yn € [€,]. On obtient donc la formule
suivante pour ’encadrement de 'erreur x,41 :

Xnt1 € J("/)na [yiz] ) : [En] . (6'22)

La formule donne une méthode pour calculer x,41, mais une évaluation naive en utili-
sant une arithmétique d’intervalle donne de mauvais résultats a cause du wrapping effect. Dans
Pimplémentation de GRKLib, nous utilisons la méthode de décomposition QR de Lohner (voir
chapitre [3) pour le limiter.
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6.4.5 Erreur de calcul flottant

L’ erreur de calcul flottant est liée au calcul sur ordinateur du point d’approximation Yyn41.
Cette erreur correspond a la différence entre les calcul effectués avec une précision finie et qui mene
au point Y41, et les calculs que 'on effectuerait avec une précision infinie et qui meneraient au
point y;, , ;. Cette différence tient & I'implémentation des calculs sur les nombres a virgule flottante,
définis par la norme IEEE754. Cette erreur peut étre réduite en utilisant une arithmétique dite
de “multi-précision” comme la bibliotheque MPFR [DHL™05], mais ne peut étre éliminée et doit
donc étre prise en compte. I faut donc calculer, en méme temps que le nombre flottant y,41,
un intervalle [e, 1] tel que ¥, 1 € Yni1 + [€n41]. L'intervalle [e,,41] doit donc surapproximer
toutes les erreurs de calcul qui apparaissent lors du calcul de yn41. Pour cela, nous utilisons
Parithmétique de Uerreur globale, qui a été initialement introduite pour ’analyse statique de la
précision numérique des programmes C [PGMO03]. Nous en donnons ici une description assez rapide,
on pourra trouver plus de détails et une comparaison avec les autres domaines utilisés pour la
validation de codes numériques dans [Mar05].

L’idée du domaine de l’erreur globale est d’attacher a chaque nombre a virgule flottante f,
un nombre réel qui mesure la distance entre f, et le nombre réel a que f, est censé représenter.
Ainsi, un nombre réel a avec erreur globale peut s’écrire comme :

a = fa€; +eqé, avec fo € Fete, €eR. (6.23)

Dans I’équation , les termes €; et €. sont des variables formelles permettant de séparer le
nombre flottant f, de 'erreur e,. Le terme e, est la distance entre f, et le réel qu’il représente,
on doit donc avoir e, € R. Pour une implémentation, on choisira bien stir un intervalle [e,] pour
représenter e,. La représentation de 1’équation signifie que a est un nombre flottant dont
la valeur est fg, et qui représente un nombre réel x, tel que z, € fo + [eq]. L’avantage principal
de cette représentation est que I’encadrement final de z, (c’est-a-dire fq + [eq]) ne contient pas
nécessairement le point flottant fg, alors que toutes les représentations & base d’intervalle (que
ce soit une représentation minimum/maximum ou une représentation milieu/rayon) donne des
encadrements qui contiennent & la fois le nombre réel et le nombre flottant. En séparant le terme
flottant du terme d’erreur on peut donc obtenir un intervalle d’erreur [e,] dont la largeur est
souvent plus petite que la largeur de 'intervalle calculé par une arithmétique d’intervalle classique.
De plus, il est possible d’utiliser des précisions différentes pour le terme d’erreur et le terme flottant.
Si on veut suivre exactement les calculs effectués en machine, on utilisera la précision de la machine
pour représenter f,, mais on peut utiliser plus de bits pour le calcul de [e,] pour avoir un résultat
encore plus précis.

Les calculs dans I'arithmétique de I'erreur globale se font comme suit. Un nombre réel x sera
traduit en un nombre a a erreur globale tel que f, est le nombre flottant le plus proche de x, noté
T~ (x), et Perreur est la distance entre x et 1. (z), notée | (). On a donc :

a=T (x)é;+ |~ (x)éc .

Dans notre implémentation, la valeur | .. (z), qui est censée étre un nombre réel, sera encadrée par
I'intervalle [—u, u] olt u est la moitié de la valeur du dernier bit dans la représentation de 1. (z).
Les opérations élémentaires sur les nombres & erreur globale sont données a la figure [6.9] Ainsi,
l’addition de deux nombres & erreur globale a et b donne un nombre & erreur globale ¢ = fe.€;+ec€
tel que f. la somme de f, et fp et e, est la somme de e, e et erreur de représentation du résultat
de fa + fb, soit e. = eq + ep+ |~ (fa + fb). Pour la soustraction, les régles sont similaires. Pour
la multiplication, il y a un produit croisé de telle sorte que le terme d’erreur de b est multiplié par
fa et inversement. Un terme d’erreur du second ordre e, - €, est également introduit.

Ainsi, en utilisant 'arithmétique de l'erreur globale pour calculer y,41 a partir de y,, on
obtient non seulement la valeur flottante y,1 mais également une surapproximation [e,1] de
sa distance a la valeur réelle y;, . ;. On a donc

r

Y. € Yntit[e.)
Y, —Unt1 € [e.] - (6.24)
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a = fa€; +eqs€; and b= fo€; + epce

a+b 1o (fa+ fo)e; + (ea + et 1. (fa + fb))éc
a—b = 1. (fa—Jo)&f + (ea — e+ | (fo — fo))ee
axb T2 (fa X fo)€; + (eafo + evfa + €aeot | (fa X fo))ée

Fia. 6.9 — Regles de arithmétique de Uerreur globale.

Insistons encore sur lintérét d’utiliser une arithmétique d’erreur globale et non une
arithmétique d’intervalle milieu/rayon par exemple. Pour cela, prenons ’exemple suivant E| :on
suppose que 1'on dispose de nombres a virgule flottante avec une mantisse de 5 chiffres seulement.
Un programme part de y = 1, et soustrait 10° fois la valeur 107% & y. Clairement, le résultat
attendu (c’est-a-dire que I'on obtiendrait avec une arithmétique réelle) est 0. Un calcul en nombre
flottant donne un résultat de 1, car chaque opération induit une élimination catastrophique (avec
ce schémas de nombres flottants, on a 1 —10~¢ = 1). En utilisant une arithmétique d’intervalles re-
posant sur une représentation minimum/maximum, on obtient un intervalle d’'une largeur de 10°.
Avec une représentation milieu/rayon, on obtient pour le milieu 1 et pour le rayon 1.0001 ; I'en-
cadrement final est donc [—0.0001, 2.0001], soit un intervalle de largeur 2. Avec 'arithmétique de
Perreur globale, on obtient un nombre flottant de 1, le terme d’erreur est [—1.0001, —0.99977].
L’encadrement finale est donc de largeur 4 - 10~%. Cette différence s’explique par le fait que
Iarithmétique de l'erreur globale est dirigée : le terme d’erreur n’est pas un rayon indiquant
un cercle dans lequel se trouve le résultat réel, mais plutét un vecteur pointant vers le nombre
réel.

6.4.6 Pour résumer

En utilisant les formules (6.20)), (6.22) et (6.24]), on peut donc encadrer lerreur au pas ¢,41 en
fonction de l'erreur au pas ¢, :

[Yn+1] = Yn+1+ [€n+ti] (6.25)
Ynt1 = P(yn,hnt1)
el = 15 (Gt (F7) = S (enrta)) ) + T + o) o]+ enal.

Nous nous intéressons maintenant au probléme du choix du pas d’intégration h,4+; qui est un
probléme crucial pour la performance globale de 'intégration garantie.

6.4.7 Controle du pas d’intégration

L’équation permet donc de calculer une borne sur l'erreur globale d’intégration. On
s’intéresse maintenant au probleme de rendre cette erreur la plus faible possible en choisissant un
pas d’intégration optimal. On va donc fixer une certaine tolérance tol > 0 et essayer de maintenir ¢,
inférieur & tol. Malheureusement, controler efficacement ’erreur globale pour la rendre inférieure &
tol est une tache trés complexe [Sha0d]. En effet, dans 1’absolu, il faudrait faire deux intégrations :
une premiere pour détecter les parties de l'espace ou la fonction a intégrer est contractante et
les parties ou elle est expansive, puis adapter le pas d’intégration en fonction de ces zones pour
limiter au maximum le wrapping effect. Cependant, méme ainsi, on ne pourra pas forcément
atteindre le seuil tol. En effet, dans 1’équation , les termes x,+1 et e,41 sont trés peu
dépendant du pas d’intégration choisi et un contréle du pas n’a donc que peu d’influences sur
eux. Le terme y,4+1 dépend en effet nettement plus de la fonction a intégrer et nous choisissons

1Un programme CH++ qui montre ces résultats est donné a I’adresse
http ://www.lix.polytechnique.fr/Labo/0Olivier.Bouissou/progs/patriot.cc
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donc, dans un premier temps, de ne pas le prendre en compte pour controler le pas. Le terme
en+1 est essentiellement dépendant de la précision utilisé pour effectuer les calculs; une solution
pour le limiter est d’effectuer les calculs de y,41 avec une librairie de nombres flottants multi-
précision comme MPFR. Nous allons donc uniquement essayer de résoudre le probleme suivant :
étant donnée une tolérance relative tol définie par 'utilisateur, comment adapter la taille du pas
a chaque étape pour que l'erreur de méthode sur un pas 7, soit inférieure a tol.

Le controle du pas d’intégration est un des facteurs clés dans la qualité d’un intégrateur
numérique d’équations différentielles. En effet, les meilleures méthodes numériques calculent en
parallele de la solution approchée une estimation de I’erreur commise. Par exemple, la méthode de
Runge-Kutta Cash-Karp effectue deux intégrations : une d’ordre 4 et une d’ordre 5. La différence
entre les deux valeurs sert & estimer lerreur commise [Sha05|]. Le pas d’intégration suivant est
alors choisi de telle sorte que l'erreur estimée soit maintenue sous une tolérance préalablement
fixée par 'utilisateur. Le calcul de ce pas utilise des techniques assez similaires a celles que nous
présentons par la suite (voir par exemple [Gus93|), & la différence notable que nous disposons non
plus d’une estimation de ’erreur mais d’une surapproximation stre.

Notre technique de controle du pas est une adaptation des méthodes de la théorie du controle
[Gus91] pour le controle automatique de parametres physiques. L’idée principale est que 'on voit
lerreur 7,41 comme une variable physique dépendant d’un parametre d’ajustement h,, le pas
d’intégration. La valeur optimale pour 7,41 est tol, et le but de I'algorithme de modification du
pas est d’amener 7,41 le plus pres possible de tol. On sait que la dépendance entre 1,11 et h,
est de la forme 7,41 = |@n| - D ol |p,| est un terme proportionnel & la cinquieme dérivée de la
fonction ¢,, calculée sur I’encadrement a priori de Y. Cela nous donne un premier algorithme de
controle du pas appelé “controleur intégrale”, qui fait 'hypotheése que @n12 ~ ©piq :

1
tol 5
hn = — - hp 6.26

+ <|¢n+l|-ha> (6.26)

En effet, en suivant cette formule, on obtient

tol
Mtz = |Pni2l - hi+1 R |ony1] - | -h3 =tol .

Ont1l| - b3

Cependant, I’hypothese de base que ¢, 11 =~ @, n’est vraie que pour des problémes triviaux, de
sorte que cette méthode a tendance a sur-compenser les variations de ’erreur. On a donc des fortes
variations de lerreur ce qui conduit au final & de nombreux pas rejetés (quand on a 7,41 > tol).
Pour contourner ce probléme, on peut remplacer  par 6 - tol dans 1’équation , avec 0 €]0, 1],
pour adoucir l'effet du contréleur intégral. Une autre possibilité est de prendre en compte non pas
juste un pas mais I’évolution de I’erreur sur les deux derniers pas pour estimer le pas suivant. Ainsi,
si on se rend compte que l'erreur a tendance a grossir, on va compenser le controleur intégrale
en réduisant plus fortement le pas. Au contraire, si on remarque que l'erreur tend & diminuer, on
peut augmenter plus que prévu le pas. Pour cela, on va ajouter au controleur intégrale un terme
proportionnel aux variations de l'erreur. Notons 7, = |¢n41| - h2. Le controleur proportionnel

intégrale est alors donné par
k; kp
honsr = <0.tol) ( Tn ) o, (6.27)
Tn+1 Tn+1

ki
ou k; et k, sont des parametres indiquant le poids respectif des termes intégrale ((M) ) et

Tn41

T'n
Tn41

E
) p). Idéalement, k; et k, doivent étre choisis indépendemment pour chaque

équation différentielle; en pratique, nous choisissons les valeurs k; = %3 and kp = 0—52 qui

5
donnent de bons résultats.

proportionnel ( (
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6.5 Comparaison entre GRKLib et les autres méthodes

6.5.1 Comparaison expérimentale

Nous présentons maintenant des résultats expérimentaux permettant d’estimer la qualité de
la méthode GRKLib par rapport aux méthodes existantes les plus reconnues, a savoir VNODE et
AWA. Pour cela, nous choisissons 3 problemes de Cauchy et mesurons, pour chacune des méthodes,
la variation de la précision et du temps de calcul en fonction du temps final d’intégration. Nous
effectuons ces mesures avec GRKLib, puis, pour chacune des méthodes VNODE et AWA, nous
effectuons deux séries de mesures : une avec un ordre de 20 (c’est-a-dire que le développement
en séries de Taylor est poussé jusqu’a Pordre 20), et une avec un ordre de 5 (soit l'ordre de la
méthode RK4). Nous présentons ci-dessous les 3 problemes choisis (qui font partie des benchmarks
classiques pour la comparaison d’algorithme d’intégration garantie) et les résultats expérimentaux
obtenus, puis nous essaierons d’expliquer ces résultats.

Probleme de contraction

Le premier probleme que nous étudions est le probleme de Cauchy suivant :

) —0.4375 0.0625 0.2652 1.0
Y = 0.0625 0.4375 0.2652 |Y Yy = 1.0 . (6.28)
—0.2652 0.2652 0.375 1.0

C’est un probleme dit de contraction car il peut s’écrire y = A.y ou A est une matrice de contrac-
tion. Nous avons fait des comparaisons sur ce probleme entre VNODE, AWA et GRKLib. Nous
avons également étudié I'impact du parametre “tolérance”, défini par I'utilisateur, sur la précision
du résultat. Nous avons ainsi mesuré la largeur de 'intervalle obtenu pour un temps d’intégration
T = 1000 et pour des tolérances variant de 1072 & 10713, Les résultats sont présentés a la figure
6.10]

Probleme de rotation

Le second probleme est le probleme de Cauchy suivant :

‘ 0 —0.707107 —0.5 1.0
v = o.7o7107 0 05 |Y Yo=| 10 |. (6.29)
0.5 —05 0 1.0

(’est un probleme dit de rotation car il peut s’écrire comme ¥ = A -y ol A est une matrice de
rotation. Nous avons également étudié, pour ce probléme, I'effet de la dimension du probléme de
Cauchy sur les performances de 'intégration. Ainsi, nous avons augmenté la matrice A décrite
ci-dessus pour des dimensions allant de 3 a 140 et mesuré a chaque fois le temps nécessaire pour
effectuer un pas de calcul. Les résultats sont présentés a la figure [6.11

Probleme de Lorenz

Nous avons également étudié le comportement de GRKLib sur un probleme fortement non
linéaire, connu pour étre tres instable. Il s’agit des équations de Lorenz qui décrivent les
phénomenes de convection dans un fluide idéal en deux dimensions [Lor63].

Y1 =o0.(y2 — y1) y1(0) = 15.0
Y2 =y1.(p —ys) — 2 y2(0) = 15.0 (6.30)
Yz = y1.y2 — B.ys y3(0) = 36.0

Les parameétres p, o et 3 sont fixes et nous avons choisi les valeurs suivantes : p = 28, 0 = 10 et
B = 8/3. Nous avons étudié I'impact de 'erreur initiale sur la stabilité de l'intégration garantie.
Ainsi, nous avons pris le méme probléme mais en ajoutant une erreur initiale allant de 1072 & 104,
et nous avons mesuré le temps final que 'on pouvait alors atteindre. Les résultats sont donnés a

la figure [6.12]
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Discussion

D’un point de vue efficacité des calculs, GRKLib se situe & mi-chemin entre VNODE d’ordre
20 et VNODE d’ordre 5 (que nous noterons dans la suite VNODE(5)) : en moyenne, GRKLib est
5 fois plus rapide que VNODE(5) et 5 fois plus lent que VNODE. Dans tous les exemples, AWA
est plus lent que GRKLib, la différence étant grande si on limite AWA a l'ordre 5. Cette différence
de rapidité s’explique essentiellement par le fait que GRKLib nécessite un nombre de pas bien
plus grand que VNODE pour obtenir une précision similaire. En effet, ’ordre relativement faible
de GRKLib impose des pas petits si on veut une erreur locale faible. Ainsi, si le temps de calcul
par pas d’intégration est bien plus faible pour GRKLib que pour VNODE, ce dernier est plus
performant d’un point de vue global car il exécute beaucoup moins de pas : en moyenne sur les
tests effectués, VNODE effectue entre 12 et 13 fois moins de pas que GRKLib pour atteindre le
temps final. En comparaison & VNODE(5), lefficacité de GRKLib est meilleure grace & un choix
d’implémentation différent : les dérivées nécessaires au calcul sont générées par calcul formel, avant
la compilation, il n’est donc pas nécessaire de les recalculer a chaque pas. Le temps de calcul par
pas est donc plus faible pour GRKLib que pour VNODE(5), et le nombre de pas effectués est en
moyenne 40 fois plus élevé pour VNODE(5)E| Ceci explique la différence d’efficacité globale.

L’ordre faible de la méthode GRKLib a également un impact sur la précision des calculs
effectués. On constate en effet dans les 3 cas que VNODE est plus précis que GRKLib, dont ’erreur
est du méme ordre de grandeur que pour VNODE(5). Si on regarde les courbes correspondant &
la précision pour chaque exemple (courbes du milieu dans les figures a , on voit que la
différence entre VNODE et GRKLib est constante quelque soit la durée totale de l'intégration.
La stabilité des méthodes VNODE, VNODE(5) et GRKLib est donc tout a fait comparable. La
différence dans les résultats obtenus par GRKLib et VNODE s’explique en fait par le fait que,
puisque VNODE est d’ordre 20, il peut & moindre cott choisir des pas d’intégration tel que I'erreur
introduite & chaque pas est largement inférieure & la tolérance fixée par 'utilisateur. Ainsi, 'erreur
introduite par les premiers pas est trés faible. Au contraire, pour GRKLib ou VNODE(5), la
largeur des pas est choisie de telle sorte que 'erreur locale est proche de la tolérance. Ainsi, dés le
départ erreur est plus élevée que pour VNODE. Ensuite, 'erreur locale introduite a chaque pas
est souvent négligeable par rapport a ’erreur propagée, de telle sorte que c’est en fait la stabilité
de la méthode qui joue plus que son ordre. Remarquons cependant que, si on utilise GRKLib avec
un pas fixe pour 'équation (6.29), on peut obtenir des résultats aussi bon qu’avec VNODE, pour
un temps de calcul élevé (voir figure en bas).

Comme on peut s’y attendre, la précision des résultats est largement dépendante de la tolérance

fixée (figure en bas). Remarquons cependant qu'une fois passé un seuil (environ 10~! pour
I'exemple de la figure , on ne peut plus augmenter la précision ; pour une tolérance tres faible,
la taille de chaque pas est si faible que les erreurs de calcul dues a 'utilisation de nombres a virgule
flottante deviennent prépondérantes sur ’erreur due a la méthode d’intégration.
Enfin, la qualité des résultats dépend fortement de ’erreur initiale, surtout pour les problemes
les plus instables. Ainsi, pour le probléme de Lorenz (figure en bas), on voit bien que plus
Perreur initiale est élevée, plus vite la largeur de l'intervalle grossit, si bien que la méthode (que
ce soit VNODE ou GRKLib) diverge rapidement.

Notre approche qui consiste a transformer une méthode numérique classique en une méthode
garantie apporte plusieurs avantages indéniable. Tout d’abord, la méthode est tres générale et peut
étre appliquée & bien d’autres algorithmes numériques (que ce soit un algorithme d’intégration
d’équations différentielles ou pas). Ainsi, nous I’avons appliqué avec succés pour obtenir un algo-
rithme garanti de calcul d’intégrale par la méthode de Simpson. De plus, I'algorithme ainsi obtenu
calcule non seulement un encadrement du résultat réel (dans notre cas, la solution de I’équation
différentielle), mais aussi la valeur flottante fournie par I’algorithme numérique sous-jacent. Cette
information supplémentaire permet donc de mesurer la qualité de 'algorithme numérique ce
qui aide & convaincre les numériciens de choisir une méthode ou une autre. Enfin, les choix
d’implémentations que nous avons effectués apportent un plus par rapport aux méthodes exis-

2La différence est surtout notable pour les problemes non-linéaires : sur le probleme de Lorenz, GRKLib fait en
moyenne 100 fois moins de pas que VNODE(5).
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tantes. En effet, comme nous n’avons besoin que de la dérivée cinquieme de 3 et de la dérivée
quatrieme de f pour calculer le terme d’erreur (voir 1’équation ), il est tres colitex d’utili-
ser la différentiation automatique pour les obtenir : on calculer pour rien les premieres dérivées.
Nous avons donc choisi de générer, au moment de la compilation, du code C++ qui calcule di-
rectement les dérivées nécessaires, ce qui permet un gain important du temps de calcul par pas
d’intégration. En manipulant de maniére formelle les dérivées nécessaires, on peut donc, par le jeu
des optimisations du compilateur, améliorer de maniere conséquente 'efficacité des calculs.

6.5.2 Comparaison formelle

Nous essayons ici d’effectuer une comparaison formelle entre ’algorithme d’intégration garantie
utilisé par GRKLib et celui utilisé par les techniques a base de séries de Taylor décrit au chapitre
Rappelons les formules permettant de calculer ’encadrement de la solution au temps t¢,,+1 en
fonction de Pencadrement au temps ¢, pour les méthodes & base de série de Taylor (équation
(6.31))) et pour GRKLib (équation ([6.32)).

N—-1
[Yns1]™ = wn+ D> hi FU@G) + (6.31)
i=1

(I + 3t d (2 [y"D) ([rn]) + bt PN ()

i=1

[Yn+1]" = Ynt1 + [€nta] (6.32)
fentil = I v+ [en]) - leal + o () = T, 1,.,]) + el
Yn+1 = (I)(ynvhn)

Dans les formules et (6.32), [yn+1]5t représente ’encadrement obtenu par la méthode des
séries de Taylor et [ynt1]? par la méthode GRKLib. Les formules donnant chacun de ces termes
sont, tres semblables, méme si elles ont été obtenues par des raisonnements tres différents. Dans
chaque cas, l'encadrement & ¢,4; est obtenu comme la somme d’un nombre flottant (le point
d’approximation) et d’un terme d’erreur. Ce terme d’erreur est lui-méme calculé comme la somme
d’un terme représentant l'erreur introduite par le pas [t,,t,+1] et d’'un terme représentant la
propagation de 'erreur présente a t,. Comparons deux-a-deux chacun de ces termes.

Point d’approximation Pour la méthode des série de Taylor d’ordre IV, le point d’approximation
at=1tnt1, Ynt1, est calculé par

N
Ynt1™ =Un + > i Fll() (6.33)
i=1
alors que pour GRKLib, on a
hy
yn+1g = Yn + F(kl + 2ko + 2k3 + k4) (6.34)

ou les termes k; sont donnés par I’équation (6.16). Le calcul de I’équation (6.34)) nécessite 4

évaluations de F', alors que le calcul de I’équation (6.33) demande l’évaluation de F ainsi que de
ses N premieres dérivées en ¥,. D’un point de vue efficacité des calculs, le calcul des dérivées
successives par différentiation automatique est clairement plus couteux que 1’évaluation de la
fonction F. Moore a montré que si la fonction F est formée de N opérations élémentaires (addition,
soustraction, multiplication), alors on peut générer les K premiers coefficients de Taylor en un
temps N * K2 [Moo66]. On a donc un net avantage & utiliser une méthode numérique ne reposant
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pas sur le développement en série de Taylor pour calculer le point d’approximation, d’autant plus
qu’on bénéficie des optimisations du compilateur qui rendent 1’évaluation de F' plus rapide, alors
que les coefficients de Taylor sont calculés par différentiation automatique a l’exécution ce qui
limite les capacités d’optimisation de compilation.

Du point de vue de la qualité du point obtenu, les deux formules donnent des points tres
proches si on utilise N = 5 pour la méthode par séries de Taylor.

Erreur sur un pas L’erreur introduite lors du pas [t,, t,41] pour la méthode des séries de Taylor
d’ordre N est donnée par

mi = e FO ((gn)) (6.35)

alors que pour GRKLib, on a (si on oublie momentanément lerreur de calcul)

4 5
M= S ()~ T 1, (6.36)

Remarquons que ¢,, s’exprime comme la somme de quatre évaluations de F', de sorte que de(ﬁ")
est proportionnel a ‘if . De méme, dans le terme ng',,, F [N] est proportionnel & ‘i;,—lf. On voit
donc que, si N = 5, les erreurs sur un pas sont tout a fait comparable. La différence vient surtout
de la méthode de calcul de y,,. Pour GRKLib, nous avons considéré que le terme 7,41 n’était pas le
plus important dans 'erreur globale, et donc on utilise un encadrement a priori assez large obtenu
par la méthode dite de I’encadrement constant. Les outils a base de séries de Taylor utilisent
maintenant des techniques dites d’ordre supérieur pour calculer cet encadrement, ce qui permet
d’avoir un pas plus élevé et un encadrement plus fin.

D’un point de vue de lefficacité des calculs, I'implémentation de GRKLib est plus performante

. d°(¢n , e . 1z
car la fonction d(fl ) est calculée lors de la compilation puis compilée. On a donc la encore un net

avantage par rapport aux méthodes utilisant la différentiation automatique.

Propagation de I'erreur Pour les méthodes a base de séries de Taylor, 'erreur au pas n est
propagé dans ’erreur au pas n + 1 par :

sztJrl = <I+ z_: h;+1J(F[i]’ [yn])> ([Tn]) (6'37)

i=1

alors que pour GRKLib, cette propagation s’exprime par :

XfL+1 = J(d)na Yn + [en} ) : [En] . (6.38)

La fonction v, intervenant dans 1’équation peut s’exprimer en composant 4 fois F avec
elle méme (équation ) Les regles de calcul de la jacobienne montre alors que le terme xp,41
peut s’exprimer en fonction des termes J(F, y,, + [e,]), ce qui montre que les deux termes x5,
et x¥ 41 sont tres proches. Le terme X5h | est croissant avec ordre N car on ne fait qu’ajouter
des termes a la somme dans 1’équation . Le plus important dans le calcul de x,41 est la
méthode utilisée pour réduire le wrapping effect. Pour GRKLib comme pour les outils les plus
performants, on utilise la méthode de factorisation QR de Lohner (voir chapitre [3) qui donne de
treés bon résultats. Ceci explique les résultats expérimentaux qui montrent une stabilité équivalent

pour GRKLib et VNODE, que ce soit a ’ordre 20 ou a l’ordre 5.

Conclusion On voit donc que d’un point de vue théorique, les méthodes d’intégration garantie
a base de séries de Taylor et la méthode GRKLib sont tres proches; les formules permettant de
calculer V'erreur globale sont tres comparables. Le gros avantage de GRKLib est I'utilisation de
larithmétique de l’erreur globale a la place d’une arithmétique d’intervalle pour calculer y,41.
Comme nous l'avons vu en section [6.4.5] le domaine de l'erreur globale est plus stable que les cal-
culs a base d’intervalle, méme si on utilise les fonctions d’inclusion centrées. Par ailleurs, GRKLib
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apporte plus d’informations que les méthodes & base de séries de Taylor : on ne donne pas unique-
ment un encadrement de la solution réelle mais on indique également la qualité de la résolution
numérique par la méthode de RK4. Remarquons que les techniques que nous avons présenté dans
ce chapitre pour transformer la méthode RK4 numérique en une méthode d’intégration garantie
peuvent facilement se généraliser a n’importe quelle méthode numérique H Ainsi, nous voulons
intégrer dans 'outil GRKLib d’autres méthodes numériques (par exemple, les méthodes d’Euler,
de Heun, des méthodes de Runge-Kutta d’ordre supérieur, voir des méthodes a base de séries de
Taylor) pour avoir & notre disposition un ensemble d’intégrateurs garantis. On pourra alors choisir
le plus adapté au probleme de Cauchy que 1’on veut intégrer.

Pour 'implémentation de GRKLib, nous avons choisi d’utiliser au maximum les templates C++
et la différentiation symbolique pour accélérer le temps de calcul. Cela s’est révélé concluant : grace
a un pré-traitement, on transfert une partie du temps de calcul de I'exécution a la compilation,
et on obtient ainsi un temps d’exécution par pas d’intégration bien plus faible que pour VNODE
(d’ordre 5 ou 20). Si actuellement le calcul des dérivées ne se fait pas intégralement lors de la
compilation (il faut utiliser un programme externe), la prochaine version de GRKLib, écrite en
Objective Caml et utilisant CAMLP4, sera plus automatique. Remarquons cependant qu’il reste
des problémes a résoudre pour rendre GRKLib vraiment compétitive face 8 VNODE. Tout d’abord,
notre méthode de controle du pas nous semble trop peu précise : la taille du pas d’intégration a
tendance a fortement varier lors des calculs ce qui augmente la surapproximation de l’erreur. Un
controle du pas plus souple et plus subtil permettrait de stabiliser le pas a une taille optimale.
Par ailleurs, la taille du pas est actuellement faible car la méthode RK4 n’est que d’ordre 5.
L’intégration d’autres méthodes numériques d’ordre plus élevé a GRKLib permettrait de choisir
dynamiquement & la fois le pas et la méthode d’intégration la plus adaptée, pour avoir ainsi un
controle dynamique de 'ordre d’intégration.

3Nous avons par exemple utilisé ces idées pour implémenter une version garantie de la méthode de calcul
d’intégrale de Simpson.
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--- VNODE === VNODE (ordre 5) -==- AWA  eeeee AWA (ordre 5) —— GRKLIB

Temps de calcul CPU en fonction du temps d’intégration

10

P
a7
.
.
.

0.01 -+ —+
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000

Largeur de l’intervalle résultat en fonction du temps d’intégration

10— 10

10~ 11
10712
- et — ==+ = ==+ =
. __,,_+_+——+—4—-+—+—+—+—+—1——+—+—*'—*"""'_' +om e e
10— 13 +_+_+_4—+"+
-+ -+
+*
10-14 17
10715
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000
Largeur de l’intervalle obtenu & 7' = 1000 en fonction de la tolérance
1072

10—10
102 1073 10— 4 10-5 106 107 10-8 10—9 1010 10— 11 10-12 1013

F1G. 6.10 — Résultats obtenus pour le probleme de contraction.
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--- VNODE == VNODE (ordre 5) -==- AWA  eeeee AWA (ordre 5) —— GRKLIB

Temps de calcul CPU en fonction du temps d’intégration

0.01 + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000

1079

10— 10

e T U

—11 - = -+
10 e -4
. kJ_J,—J——l—-L_.‘__.,—“
— = -~
‘*_A- + <y

10—12 -

—13 n
10 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000

Largeur de l’intervalle a T'= 1000 en fonction du pas d’intégration

10-8
10—9
10—10
10— 11
10712

10713

10— 14 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + x10~3

Fia. 6.11 — Résultats obtenus pour le probleme de rotation.
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-=-- VNODE = ----- VNODE (ordre 5) -=-=- AWA = e AWA (ordre 5) —— GRKLIB

Temps de calcul CPU en fonction du temps d’intégration

100 4

10—4-0 10—5-0 10—6-0 10—7-0 10—8-0 10—9-0

F1G. 6.12 — Résultats obtenus pour le probleme de Lorenz.
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CHAPITRE [

Abstraction globale

Dans ce chapitre nous montrons comment on peut utiliser les abstractions définies au chapitre
[6] pour effectuer une analyse du systéme hybride dans son ensemble. La principale difficulté pro-
vient de ce que nous ne connaissons pas les actions du programme sur I’environnement continu,
c’est-a-dire que nous ne savons pas a quels instants la dynamique continue est changée par un
actionneur. Nous allons donc dans un premier temps analyser le programme seul pour construire
une abstraction de I'impact qu’a le programme sur son environnement, puis nous calculerons une
surapproximation des trajectoires continues en utilisant cette abstraction du programme et ’abs-
traction définie au chapitre [f] Cette technique ne sera cependant utilisable que pour une classe
bien définie de programmes. Nous commencons donc par présenter intuitivement notre technique
d’analyse du systeme hybride et nous définissons les types de programmes pour lesquels cette tech-
nique s’applique (section , puis nous présentons une abstraction des fonctions booléennes par
un graphe de décision (section . Ensuite, nous expliquons comment utiliser ces graphes pour
obtenir une représentation abstraite de I’action du programme sur son environnement (section
, et enfin nous expliquons comment utiliser ces techniques pour analyser le systéme hybride
dans son intégralité.

7.1 Principe de I'analyse du systéme hybride

Comme nous 'avons vu, la principale difficulté dans la définition de la sémantique du systeme
hybride est la prise en compte des actionneurs qui modifient la dynamique continue. L’analyse
de la partie continue présentée au chapitre [6] oublie ces actionneurs et propose une abstraction
de I’évolution continue entre deux instants auxquels les actionneurs ont été activés. Pour obte-
nir une abstraction de I’évolution du systéeme hybride, nous devons donc prendre en compte des
changements dans la dynamique continue. Les méthodes d’analyse pour les modeles classiques
de systémes hybrides (automates hybrides, calcul de processus hybride) font généralement des
hypotheses simplificatrices sur I’évolution continue permettant de détecter facilement les change-
ments de mode. Nous avons choisi au contraire d’autoriser n’importe quelle évolution continue
décrite sous la forme d’une équation différentielle (potentiellement non linéaire). Pour prendre en
compte les actionneurs dans l’abstraction de I’évolution du systéme hybride, nous allons effec-
tuer une pré-analyse du programme qui fournira des criteres spatiaux permettant de détecter les
instants ol la dynamique continue change.

L’idée de base sur laquelle se repose cette pré-analyse est la suivante : pour construire une
abstraction de ’évolution continue, il faut connaitre la fonction F' de la sémantique continue (voir
chapitre |5} section , c’est-a~dire qu’il faut avoir un partitionnement de R, tel que, sur chaque
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partie, la fonction F' est égale & une des dynamiques du modele hybride. Dans certains cas, on
peut transformer ce partitionnement du temps en un partitionnement de ’espace, c’est-a-dire
transformer les contraintes du type “a partir de l'instant ¢ = ¢;, la dynamique est dictée par la
fonction F}” par une contrainte du type “si y € R;, alors c’est Fy qui donne la dynamique”. En
effet, les changements de dynamique sont dis a I’exécution d’une instruction act. L’exécution ou
non de cette instruction dépend essentiellement de I’ensemble des valeurs regues par les capteurs,
c’est-a-dire de la suite des entrées du programme. Si on suppose que I’exécution de cette instruction
dépend uniquement de la derniére valeur recue, alors on pourra construire, a partir du programme,
un ensemble de régions telles que, si le programme regoit comme entrée une valeur de cette région,
alors I’actionneur sera activé. Plus précisément, nous ferons ’hypothese que le programme P est
invariant dans le temps (voir définition [7.1)).

Définition 7.1 (Programme invariant dans le temps) Nous dirons qu'un programme P de
H-SIMPLE est invariant dans le temps si il vérifie I’hypothese suivante : si & un instant ¢, la
derniere valeur fournie par un capteur est X et l'instruction act.m!k a été exécutée, alors pour
tout instant ¢’ # ¢, si les capteurs fournissent de nouveau la valeur X, 'instruction act.m!k sera
encore exécutée.

Cette définition suppose donc un déterminisme temporel des actions du programme P sur ’envi-
ronnement : la prise de décision (I'instruction act.m!k est-elle exécutée ?) ne doit dépendre que
de la derniére valeur recue et pas de tout 1’historique d’exécution du programme.

Remarque Cette hypothese nous empéche de considérer des programmes utilisant une corrélation
entre les valeurs successives fournies par le capteur. Ainsi, on ne pourra pas traiter un programme
filtrant ses entrées grace & un filtre linéaire d’ordre n supérieur & 2 car les décisions que prend
le programme dépendent des n dernieres entrées. Cette hypothese limitatrice peut stirement étre
levée, mais l'abstraction de l'effet du programme sur son environnement est alors nettement plus
compliquée & calculer (voir le chapitre de conclusion pour quelques pistes dans cette direction).

Exemple 7.1 Le programme
P ::= while 1 do(sens.y?X; if y > 1 then act.0!0; else act.0'1;)
est invariant dans le temps. En revanche, le programme
P' ::=while 1 do(sens.y?X; z =z +y; if z > 1 then act.0!0; else act.0'1;)

ne l’est pas car 'exécution d’un actionneur dépend de toutes les valeurs recues depuis le début du
programme.

Si on suppose que les programmes sont invariants dans le temps, on peut alors voir ’action d’un
programme sur son environnement continu comme un ensemble de fonctions de la forme “étant
donné une entrée X, l'instruction act.m!k est-elle exécutée ?” pour chaque instruction act.m!k
du programme. Autrement dit, 'effet du programme sur environnement peut étre abstrait par
un ensemble fini de fonctions booléennes. Si on arrive a construire chacune de ces fonctions, on
pourra alors construire une abstraction compléte de I’évolution continue : il suffit, & chaque pas de
calcul, de tester chaque fonction booléenne ; si une d’entre elles vaut 1 (ou vrai), alors on choisira
la dynamique imposée par I'actionneur correspondant pour le pas de calcul suivant. Cependant, la
construction de ces fonctions n’est pas possible en général : le probleme de savoir si une instruction
d’un programme va étre exécutée est un probleme indécidable, et nous allons donc construire une
abstraction, sous forme d’un arbre régulier, des fonctions booléennes.
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7.2 Abstraction des fonctions booléennes

Dans cette section, nous définissons une algorithme d’abstraction des fonctions réelles a valeur
dans B = {0,1}. Cet algorithme utilise des techniques classiques d’analyse par intervalles pour
construire une représentation abstraite des fonctions booléennes. Dans toute cette section, B
représentera le treillis complet des valeurs booléennes donné par la définition ci-dessous.

Définition 7.2 (Treillis complet des valeurs booléennes) Nous noterons B, le treillis
complet des valeurs booléennes tel que By = {L,0,1, T} muni de l'ordre C représenté par le
diagramme de Hasse ci-dessous. L’élément 0 représente la valeur “faux”, 1 représente la valeur
“yrai”.

7.2.1 Représentation d’une fonction booléenne

Nous allons abstraire une fonction booléenne par sa représentation spatiale, c’est-a-dire un
recouvrement de son domaine de définition en un ensemble de rectangles tel que la fonction est
constante sur chaque rectangle. Cette représentation est donnée sous forme d’arbres réguliers
appelés octree.

Définition 7.3 (Recouvrement d’un hyperrectangle) Soit n € N et b € I un hyperrectangle
de dimension n. On dira qu’un ensemble I(b) = {bl, e bm} d’éléments de I est un recouvrement
de b si et seulement si b = U, b;.

Nous allons utiliser des représentations réguliéres des fonctions booléennes, c’est-a-dire que le
recouvrement du domaine de définition sera obtenu en divisant les intervalles de définition dans
chaque direction en deux. Cette technique n’est pas forcément optimale dans tous les cas, mais
elle est la plus générale et la plus simple a mettre en place lorsque 1'on considere des fonctions
booléennes incluant des calculs potentiellement non linéaires.

Définition 7.4 (Recouvrement régulier d’un hyperrectangle) Soit b € If un rectangle
de dimension n. On notera Split(b) le recouvrement de b tel que |Split(b)] = 2", et si b =
(bl7 ba, ..., bn) avec Vi € [1,n], b; € Ig, alors on a :

Split(b) = {(b'l, cooby) Vi€ [1,n], b = [bi, mid(b;)] ou b; = [mid(bﬂ,bﬁ-]} .

Rappelons que pour un intervalle x € Ig, z est la borne inférieure de z, T sa borne supérieure et

mid(xz) = 5= est le milieu de x.

Exemple 7.2 En dimension 2, on a par exemple

Split(([o, 10]’ [—2, 0])) = {(([07 5}7 [_2’ _1]))7 (([Ov 5]? [_17 0]))’ (([57 10]7 [_27 _1}))7 (([57 10}7 [_1’ 0]))} .
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Définition 7.5 (Octrees) Un octree de dimension n est un graphe dirigé, acyclique, ayant une
racine unique et deux types de noeuds :

— les noeuds non terminaux de la forme N (b), avec b € If ;

— les noeud terminaux de la forme V(v) avec v € {0,1, T};
et tel que pour tout b € I, le noeud N (b) a soit un noeud fils de la forme V' (v) soit 2" noeuds fils
non terminaux Niy(by), Na(b2),..., Nan(ban) avec {b; : i € [1,2"]} = Split(b). Le noeud racine
d'un octree T doit étre un noeud non terminal, et on dira que 7" est de domaine b € Iy si son
noeud racine est N(b). On notera b = dom(T).

Remarque (1) Le terme octree est généralement utilisé pour le cas de la dimension 3 uniquement ;
en dimension 2, on parle de quadtree Par abus de notation, nous utilisons le méme terme pour
toutes les dimensions.

Remarque (2) Une autre représentation possible des fonctions booléennes consiste & utiliser des
Diagrammes de Décision Intervalles (Interval Decision Diagrams, ou IDD [Str99]) qui sont une
généralisation des Binary Decision Diagrams, ou BDD. Cette forme d’arbre permet généralement
une représentation plus compacte des fonctions booléennes car elle autorise un partitionnement
non régulier du domaine de définition. Cependant, elle est moins pratique a utiliser pour la
représentation de fonctions fortement non linéaires, ce qui sera souvent le type de fonctions que
nous rencontrerons. En effet, les fonctions booléennes qui nous intéressent sont définies par la par-
tie de controle des programmes embarqués qui contiennent souvent des calculs non linéaires (par
exemple pour des filtres) ainsi que des instructions de branchement conditionnel. L’algorithme
de construction de la représentation que nous utiliserons (voir section est un algorithme de
branch and bound, et nous devons donc pouvoir facilement calculer un partitionnement du domaine
de la fonction. La représentation par octree nous semble donc plus adaptée.

Exemple 7.3 La figure représente un octree de dimension 2 et de profondeur 3. Les noeuds
non terminaux sont représentés par des rectangles et les noeuds terminaux par des cercles.

[0,10] x [0, 10]

’ [0,5] x [0, 5] ‘ ’ [0,5] x [5,10] ‘ ’ [5,10] x [0, 5] ‘ ’ [5,10] x [5, 10] ‘

OIG

575]><[025H575]><[255H[7510 025‘]7510 255

Lol

Fia. 7.1 — Exemple d’un octree de dimension 2 et de profondeur 3.

Intuitivement, un octree T est la représentation de toutes les fonctions booléennes f telles que,
si T posséde un noeud N(b) avec un seul noeud fils V(v), avec b € I} et v € B, alors f vérifie
f(z) C v pour tout = € b. L’ordre C est ici 'ordre sur le treillis abstrait B, : si v = {0,1}, on
devra alors avoir f(z) = v, et si v = T, alors la valeur de f(z) est inconnue. Nous définissons donc
formellement cette notion de représentation d’'une fonction par un octree.
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Définition 7.6 (Application d’un octree) Soit T un octree de dimension n et de domaine
D e I, et soit x € D. On note alors T'(z) la valeur associée &  dans l'octree T, définie par :

T(z)=vtelque INGB)ET : z€b et N(b') a un seul fils V(v) .

Exemple 7.4 Soit T T'octree de la ﬁgure On a alors : T'((3,1.5)) =1 et T((6,1.2)) = T.

Remarque La complexité du calcul de I'application d’un octree a une valeur réelle est faible :
le calcul peut clairement étre effectué en un temps linéaire en la profondeur de l'octree, et donc
logarithmique en la taille du domaine d’entrée.

Définition 7.7 (Représentation d’une fonction booléenne) Soit D € I et f : D — B
une fonction booléenne. On dira qu'un octree T de dimension n est une représentation de f si et
seulement si Vo € D, f(z) C T'(x).

Clairement, il n’existe pas une unique représentation pour un fonction booléenne f. En parti-
culier, si on note dom(f) C R™ le domaine de définition de f, alors I'octree N (dom(f)) :: V(T)
est toujours une représentation de f. Pour distinguer deux représentations différentes d’une méme
fonction f, nous introduisons une relation de préordre sur I’ensemble des octrees qui est compatible
avec la notion naturelle de précision de la représentation : on dira qu’une représentation est plus
précise qu’une autre si elle renvoie moins souvent la valeur T. Rappelons qu'un préordre est un
ordre partiel ne disposant pas de la propriété d’antisymétrie.

Définition 7.8 (Précision de la représentation : préordre sur les graphes) Soit T et T’
deux octrees avec dom(T) = dom(T”) = D. On dira que 1" est plus précis que T si et seulement
si Ve € D, T(2') C T(z). On notera alors 77 < T'. La relation < est un préordre sur ’ensemble
des octrees de méme domaine.

Exemple 7.5 L’octree de la figure est plus précis que 'octree suivant :

[0,10] x [0, 10]

’[0,5] % [0,5] ‘ ’ [0,5] x [5,10] ‘ ’[5,10} x [0, 5] ‘ ’ [5,10] x [5, 10] ‘

> 0 0O

Remarque Le préordre < n’est pas un ordre partiel car nous n’avons pas défini de forme normals
sur les octrees. On peut en effet construire deux octree T' et T” tels que pour tout z, T'(z) = T'(x)
mais tels que T' et T” ont des profondeurs différentes. On peut assez facilement définir une forme
normale sur les octrees (entre deux octrees T et T” vérifiant T < T et T < T, il suffit par exemple
de prendre celui de profondeur minimale), et on peut alors utiliser toujours la forme normale ; le
préordre < devient alors un ordre partiel. Nous ne détaillerons pas le mécanisme de normalisation
des octree, mais dans notre implémentation, nous calculerons toujours les formes normales.
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7.2.2 Algorithme d’abstraction d’une fonction booléenne

Nous montrons maintenant comment on peut construire un octree qui soit une représentation
d’une fonction booléenne ¢ : D — B, avec D € Ig. Pour cela, nous devons d’abord définir une
fonction d’inclusion, ou fonction abstraite, pour ¢, c’est-a-dire une fonction q~5 s Iy — B qui soit
une abstraction stire de ¢.

Définition 7.9 (Fonction d’inclusion booléenne) Soit ¢ : R” — B une fonction booléenne.
On dira qu'une fonction ¢ : If — B, est une fonction d’inclusion pour ¢ si elle vérifie :

Vb e If, a({¢(x) : x €b}) C H(b) (7.1)

o a : P(B) :— B, est Pabstraction classique des ensembles de valeurs booléennes vers le treillis
abstrait B et C est 'ordre partiel sur B .

Exemple 7.6 Soit ¢ : R? — B la fonction définie par Vz,y € R?, ¢(z,y) = { Losiz=y . La

0 sinon
0 sifz]N[y]=0

. est une fonction d’inclusion
T sinon

fonction ¢ : I2 — B, définie par Qg([ib] ) = {
pour ¢.

Nous n’expliquons pas comment obtenir cette fonction d’inclusion pour toute fonction ¢ : R™ — B.
Intuitivement, les calculs numériques effectués dans ¢ seront traduits en leurs équivalents sur le
domaine des intervalles, et les tests seront surapproximés. Par exemple, la fonction ¢(z) =z < 3

1 siz<3
sera traduite en : ¢([z]) =< 0 siz >3 . Nous expliquerons a la section [7.3[ comment on peut
T sinon

construire cette fonction d’inclusion pour le cas qui nous intéresse, c’est-a-dire lorsque la fonction

booléenne est une fonction de la forme : “étant donnée une entrée X, la ligne n du programme

peut elle étre exécutée 7”. A I'aide d’une fonction d’inclusion ¢ pour une fonction ¢ : D — B avec
- i ¢ .

D C R"™, on peut construire un octree représentant

Définition 7.10 (Calcul de la représentation d’une fonction booléenne) Soit n € N et
D € Ig un domaine borné. Soit une fonction ¢ : D — B et soit q~5 : Ig — B, une fonction
d’inclusion pour ¢. Soit Ny, € N une profondeur maximale. On définit alors Ty I'octree de
profondeur maximale Np,,, représentant ¢ par : T, = ConstruireOctree (gzNS,D,O,NmMD)7 ou
ConstruireOctree est la fonction donnée par I’algorithme

Remarque La fonction ConstruireOctree est décroissante en Ny,aq @ plus Nyae est élevé, plus
loctree construit est précis.

Exemple 7.7 Soit D = [0,10] x [0,10] C R? et ¢ : D — B la fonction définie par Vz,y €
D, ¢(z,y) = (d((z,y),(3.5,6)) < 1)V (d((z,),(7,1.2)) < 1), ol d est la fonction distance.
Autrement dit, ¢ teste si un point (z,y) est & une distance inférieure & 1 du point (3.5,6) ou du
point (7,1.2). L’algorithme de la déﬁnition donne les octree de la ﬁgurepour des précisions
Niaz € {1,4,6,10}. Les parties vertes sont les zones ot octree vaut 0, les zones jaunes celles ol
l'octree vaut 1, et les zones rouges signifient que l'octree renvoie T.

Proposition 7.1 Soit D C R" et ¢ : D — B une fonction booléenne. Si QNS est une fonction
d’inclusion pour ¢, alors pour tout Npa. € N, T =Construuirelctree(p,D,1, Npyq.) est une
représentation de ¢, c’est-a-dire que pour tout x € D, on a ¢(x) C T'(x).
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Nmaz =1 Nma:ﬂ =4

Nmam =6 Nmaz =10

FiGg. 7.2 — Résultats obtenus par 'algorithme ConstruireOctree pour la fonction de ’exemple

v
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Entrée : ¢ : Ig — B, ; /* Fonction & abstraire */
Entrée : D C Iy ; /* Domaine de définition */
Entrée : N € N ; /* Précision actuelle */
Entrée : N,,,. € N ; /* Précision maximale */

Reésultat : T' de domaine D et de hauteur maximale N,,,, — N telle que
Vr e D, ¢(z) C T(x)
début
z = ¢(D);
siz=TAN < Np. alors
list = Split(D);
res = N(D);
pour tout élément | € list faire
auxr = Construire[ﬁlctree((;37 I,N 4+ 1, Npaz);
res = N(D) :: auz;

finpour
sinon
| res=N(D): V(zx);
finsi

renvoyer res;
fin

Algorithme 3 : ConstruireOctree((;NS,D,N,Nmm) : fonction de construction d’un octree
représentant une fonction ¢.

7.3 Analyse d’accessibilité en utilisant des octree

Nous expliquons maintenant comment on peut utiliser ’algorithme de la section[7.2.2] pour une
analyse de ’accessibilité de certaines instructions dans des programmes impératifs. Intultlvement
nous allons utiliser ’algorithme |3 I avec pour fonction (15 une abstraction de la fonction renvoyant
1 si linstruction est exécutée et 0 sinon. La construction de cette fonction d’inclusion booléenne
est donc le point le plus important de notre analyse d’accessibilité.

7.3.1 Analyse d’accessibilité

La fonction de test d’accessibilité est définie ainsi : étant donné un programme P et une
instruction a atteindre, on construit dans un premier temps le graphe de flot de controle du
programme puis on effectue une analyse statique par interprétation abstraite en avant des états
accessibles. Autrement dit, on voit le programme comme un systeéme de transitions discret et on
calcule une surapproximation de I’ensemble des états accessibles.

Nous expliquons par un exemple comment cette analyse fonctionne. Soit le programme donné a
la figure avec son graphe de flot de controle (& droite sur la figure . Ce programme a donc
deux entrées x et y que nous ne connaissons pas, avec z € [0,10] et y € [0, 10]. La ﬁguremontre
les états accessibles que I'on peut calculer lorsque (z,y) = ([0, 10], [0,10]), (z,y) = ([0,1],[0,1]) et
(z,y) = ([3,4], [4,5]). Nous avons a chaque fois décoré le graphe de flot de controle : les couleurs des
états indiquent s’ils sont accessibles ou non, et les annotations associées aux états sont les valeurs
des variables en ce point de controle. Nous donnons également les résultats des tests abstraits :
par exemple, pour le test d < 3, [d < 3] représente le résultat de ce test lorsque d est un intervalle,
et vaut donc O si le test est faux quelques soient les valeurs concretes de d, 1 si il est vrai et T
sinon.

Nous ne détaillons pas d’avantage le principe de I"analyse d’accessibilité, pour plus de détails sur
ce sujet tres classique, on pourra lire [CCT7, [CC94].
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int main() {

x=7;
y="
i=1;
ciijs?:ll(:(g—a)*(X—a)+(y—b)*(y—b)) ; PR e w ree

i = 0;
if (i==0)

|
y o

Fi1G. 7.3 — Un programme et son graphe de flot de controle. L’état rouge correspond au point de
controle que ’on souhaite atteindre.

=1[0,10 z=1[0,1 z=[3,4]
x="17 y=I ) x=7 (0, 1] x=7
1 l 1
Yy = [07 10] Yy = [07 1] = [47 5}
b Yoy iz
i= i=1 i=

d = [0, /50 d=1[4,5] d=[1,V5]

_ [ @-532+ _ [ @-52%+ _ [ (@-52%+
=V w-92 =V wos2 =V w-2?

Fia. 7.4 — Trois analyses d’accessibilité pour des valeurs d’entrée différentes. Les états rouges sont
les états potentiellement accessibles, les états verts les états que ’on ne peut pas atteindre et les

états jaunes sont les états qui seront atteints quelques soient les valeurs d’entrées dans l'intervalle
considéré.
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Remarque Les travaux portant sur la terminaison de programmes et les preuves de propriétés de
stireté [CPRO6Ga, ICGPT07, [Coul5] peuvent également servir & I'analyse d’accessibilité. De méme,
lanalyse de code mort [CGK9T], souvent tres utilisé en compilation, permet de prouver que cer-
taines instructions du programme ne sont pas exécutées. Cependant, toutes ces analyses four-
nissent une surapproximation de ’ensemble des instructions exécutées. Pour que ’abstraction de
I’évolution continue soit précise, il faut que nous obtenions également une sous-approximation des
instructions accessibles, c’est-a-dire I’ensemble des instructions qui seront exécutées pour toutes les
entrées du domaine. Dans I’idéal, la différence entre la surapproximation et la sous-approximation
doit étre la plus faible possible. Nous avons donc préféré développer un nouvel outil permettant
de calculer a la fois la surapproximation et la sous-approximation de telle sorte que I’écart entre
les deux soit un des parametres de I'analyse.

7.3.2 Résultats expérimentaux

Nous avons développé un prototype d’analyseur qui calcule automatiquement un octree
représentant la fonction d’accessibilité d’un programme écrit dans un sous langage de C contenant
les opérations arithmétiques, les appels de fonctions, les différents types de boucles et de branche-
ment conditionnels. Les tableaux et les pointeurs ne sont pour 'instant pas admis. Notre analyseur
repose sur le logiciel Newspeak [HL08]|Z| pour l'analyse syntaxique des fichiers sources. Les entrées
continues sont représentées par les variables globales et une syntaxe particuliere de commentaires
permet de définir le domaine initial. Par exemple, le programme de la figure représente un
programme avec deux variables continues (x et y), et les commentaires /* !npk x=[0,10]*/ et
/* 'npk y=[0,10]*/ indiquent que z et y prennent leurs valeurs dans [0, 10]. Notre analyseur est
écrit OCAML et par soucis de performance nous avons utilisé un binding avec la libraire C++
Profil/BIAS pour le calcul par intervalle. L’analyseur peut produire un fichier XML représentant
Poctree, I'afficher a I’écran ou encore produire un fichier PGF permettant son intégration dans un
document I 1es dlagrammes de la figure n 7.2 ont été obtenus ainsi).

Les ﬁgures 7.5 m et [7.7|/montrent trois utilisations de cet analyseur. A chaque fois on donne le
code source, 'octree calcule ainsi que les options utilisées (précision, ligne & atteindre) et le temps
de calcul. Les tests ont été effectués sur un Intel Core 2 Duo a 1.66GHz avec 1Go de mémoire
RAM. Sur les figures nous ne montrons que les zones ou l'instruction demandée est atteinte (en
jaune) et celles ou l'octree vaut T (en rouge).

L’exemple de la figure est celui dont on s’est servi pour obtenir les schémas de la figure 1l
montre qu’il est possible d’obtenir facilement un recouvrement non convexe de ’espace. Les calculs
effectués dans cet exemple sont non linéaires mais stables dans 'arithmétique des intervalles, de
sorte que 'on peut obtenir rapidement une bonne précision : en utilisant une précision de 11 au
lieu de 10, le temps de calcul passe a 0.20 secondes et la largeur maximale des rectangles rouges
est de 1072,

L’exemple de la figure est une adaptation du probléeme des deux réservoirs. On suppose que
le mécanisme d’anticipation est donné par une extrapolation d’Euler a 0.5 secondes. On dispose
donc de deux fonctions F1 et F2 qui donneent respectivement la valeur de la dérivée de x et de
y. Ces fonctions représentent le cas ol les deux vannes sont ouvertes, et un vrai controleur devra
donc changer également ces fonctions en fonction des actionneurs. L’octree représente les zones
de lespace ol la vanne 1 sera fermée (la ligne 40 représente l'effet du premier actionneur). On
voit donc que l'on peut obtenir des ensembles de points ayant des formes non convexes et assez
complexes, les branchements conditionnels dans les fonctions F1 et F2 causant des comportements
tres différents en fonction du lieu de x et y.

Enfin, 'exemple de la figure montre que 'on peut également obtenir des résultats précis en
présence de boucle dans le corps de la fonction upd. La fonction utilisée ici est une approximation
de la fonction décidant si le point (z,y) appartient & I’ensemble de Mandelbrot. On voit donc
apparaitre une structure de fractale. Encore une fois, on peut obtenir une précision tres grande
mais le cout est tres élevé a cause de U'instabilité numérique de la fonction upd.

Thttp ://www.penjili.org/newspeak.html
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4

5

s {

9

1 double x|,
2 /xInpk z
s /xInpk y

i

I <

¢ double dist

[0,10] x/ 15
[0,10] x/ 16 void main () {

17 double res ,res2;
18 int A%

(double x,double y 0

)

double a,double b) res = dist (x,y,3.5,6)

21 res2 = dist (x,y,7,1.2);
double res; 22 if ((res <=1)||(res2<=1)) {
res = (x—a)x(x—a) 23 v=0;

+(y=b)*(y=b); a1}
return res; 25
26 }
T \1 T
T
h‘ B
' M — Ligne : 23
‘EW — Precision : 10
] — Temps de calcul : 0.14s
FET T
F i
L —
g [
nma x
) 10

Fia. 7.5 — Exemple des deux cercles.
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1 double x,y; 24 sql = sqrt(x);
2 /xInpk z = [0,10] x/ 25 sq2 = sqrt(y);
3 /xInpk y = [0,10] x/ 26}
4 27 return (klxsql — k2xsq2);
5 double H=6; 28 }
¢ double k1=3,k2=6, i=1.5; 29
7 30 void main() {
s double F1(double x,double y) { s  double hl 2 6h2_2;
9 double sql; 32 int vl, v2;
10 if (y>H) 33
11 sql = sqrt (x—y+H); 34 h1.2 = x40.5%F1(x,y);
12 else 35 h2_2 = y40.5%F2(x,y);
13 sql = sqrt(x); 36
14 return i—klxsql; a7 if (h1.2 > 8)
15 } 38 vl = 1;
16 39 if (hl1.2 < 2.5)
17 double F2(double x,double y) { 1o vl = 0;
18 double sql,hsq2; 11 if (h2.2 > 9)
19 if (y>H) { 42 v2 = 1;
20 sql = sqrt (x—y+H); 13 if (h2.2 < 2)
21 sq2 = sqrt(y); 44 v2 = 0;
22 } 45 }
23 else {
y
10 r
Hi |
)
x
0 5 10

— Ligne : 40

— Precision : 10

— Temps de calcul : 0.24s

Fi1G. 7.6 — Exemple des deux réservoirs.
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v /xInpk o= [—2,4] %/ 16 d=x*x+y*y;
2 /xlnpk y = [—2,4] %/ 17 if (i>=10)
3 double x,y; 18 d = 30;
4 19 i++;
5 20 }
¢ int upd (double x,double y) = return i;
7 { 22 }
8 double a,b,xt,yt,d; 23
o int 1 = 0; 24 void main () {
10 a= 0.32; b= 0.43; d = 0; =2 int v=0 , i = 0;
11 while (d<10) { 26 i = upd (X,y);
12 Xt = x*x—yxy+a; 27 if (1>=11)
13 vyt = 2xx*xy + b; 28 v = 1;
14 X = Xt; 29
15 y = yt; s0 }
y
4

— Ligne : 28
— Precision : 9
— Temps de calcul : 7.60s

Fia. 7.7 — Exemple de fractales.
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7.4 Application a I'analyse des systemes hybrides

Nous donnons ici un exemple d’application de ’analyse d’accessibilité et de l'intégration ga-
rantie pour valider le comportement d’un systeme hybride. L’idée principale est la suivante : une
fois que l'on a construit, pour chaque actionneur, l'octree correspondant aux zones dans lesquels
il sera activé, on peut calculer une surapproximation du comportement continu du systeme. Pour
cela, nous faisons une hypothese simplificatrice qui est que ’on connait le temps de discrétisation
des capteurs, c’est-a-dire que les capteurs transmettent une valeur au programme régulierement
toutes les u secondes. Rappelons qu’étant donnée une fonction F' : R™ — R"™, une condition initiale
[yo] € If et un temps final ¢, il existe une fonction GRKLIB(F, [yo],t) donnant un encadrement
[y] € If tel que toutes les solutions des problemes de Cauchy de la forme y = F(y), y(0) = o
avec Yo € [yo] vérifient y(t) € [y] (on trouvera la définition de cette fonction au chapitre [f]). Soit
donc k un systeme hybride possédant m actionneurs. On calcule par une analyse d’accessibilité 2m
octrees Ty, Ts, ..., Toun, représentant des zones [b1],..., [ba«m] de R™ telles que, si les capteurs
donnent une valeur dans la zone b;, un actionneur sera activé. Par convention, nous dirons que la
zone [b;] avec i € [1,m] correspond & l'instruction act.i!1 alors que la zone [b;] pour ¢ € [m+1,2m)]
correspond a l'instruction act.i!0. Autrement dit, on construit des octrees T1,..., To,, tels que,
pour tout ¢ € [1,m], si les capteurs donnent une valeur y telle que T;(y) = 1, alors l'instruction
act.i!l du programme sera exécutée, alors que si Ty, +i(y) = 1, c’est 'instruction act.il0 qui sera
exécutée. On calcule alors une surapproximation de I’évolution continue grace a l'algorithme [4]
Nous expliquons le fonctionnement de cet algorithme avant de donner un exemple d’utilisation. Les
entrées de Palgorithme sont d’une part une description du milieu continu (c¢’est-a-dire I'ensemble
des modes continus disponibles représentés par un ensemble de fonctions Fj, pour tout k € B™),
un état initial qui est un couple [yo] € I§, I’état initial continu, et b € B™, le mode continu initial.
La dernieére entrée de I’algorithme est ’ensemble des octrees T1, . .., Tb,, surapproximant 'effet du
programme sur son environnement. L’algorithme construit alors un ensemble de couples ([y,], b)
pour tout n € N tels que, & l'instant n.u, les capteurs fournissent une valeur y € [y,] et I’évolution
continue est régie par Fy, . Pour cela, I'algorithme fonctionne ainsi : si on connait [y,] et b, pour
un entier n € N donné, on calcule [y,+1] grace a la fonction GRKLIB, puis on teste la valeur de
T;([yn+1]) pour chaque octree T; ce qui permet de calculer b,,11. Rappelons que, si on dispose d’un
vecteur de booléen b € B™, alors la notation b[k — xz] avec k € [1,m] et x € {0,1} représente le
vecteur b € B™ tel que toutes les coordonnées de b’ sont égales a celles de b, sauf la k-ieme qui
vaut x.

Remarque (1) Nous ne considérons pas pour U'instant les cas ol, que ce soit & cause d’une trop
grande surapproximation ou par la faute du systéme lui méme, on obtient T;([y,]) = T pour
un encadrement [y,] et un octree T;. Cela revient a dire qu’on ne peut pas décider quelle est
la dynamique a utiliser pour calculer y, 1, et cela introduit donc une divergence dans la suite
des valeurs [y,]. Dans une premiére approximation nous considérons que ces états sont des états
potentiellement dangereux car ils peuvent causer une instabilité du programme embarqué en cas
de capteur peu fiable, et nous leverons donc un alarme dans ces circonstances. Une étude plus
poussée de ces cas pathologiques pourrait apporter plus d’informations.

Remarque (2) L’algorithme fait la supposition que le programme controle efficacement l’environ-
nement continu, c¢’est-a-dire que les valeurs fournies par les capteurs seront cycliques. Cependant,
la terminaison théorique de cet algorithme n’est pas prouvée théoriquement et on peut juste suppo-
ser que ce sera le cas si le systéme hybride est stable. Pour obtenir la terminaison de I’algorithme,
il faut effectuer des surapproximations supplémentaires en effectuant 'union de certains encadre-
ment [y,] selon des heuristiques & définir, et éventuellement définir des opérateurs d’extrapolation
pour accélérer la convergence.

7.4.1 Exemple d’applications : le systeme des deux réservoirs

Nous donnons maintenant un exemple de calcul de 'évolution continue par I’algorithme [] pour
le systéme des deux réservoirs (voir chapitre . Comme pour l'exemple de la figure nous
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Entrée : k = (Var,m, {Fk}ke]}gm); /* un modéle du systéme continu */
Entrée : [yo] et b € B™; /* état initial du systéme */
Entrée : {T,},cp12m; /* 1’ensemble des octrees représentant le programme */

Résultat : ([y,],bn)

début
ly) = GRKLIB([yo] , Fyu);
res = {([yo] , 0) };
tant que ([y],b) & res faire
res = resU ([y], b);
pour 0 < i < 2m faire
si T;([y]) = 1 alors
| b[m — 1;
finsi
si Trn+i([y]) =1 alors
blm — 0];
finsi
finpour
[y] = GRKLIB([y] , Fy, u);
fintantque
renvoyer res;

nen avec [yn] € Iy et b € B™

fin

Algorithme 4 : Calcul des valeurs fournies par les capteurs.

supposerons que le controleur repose sur un mécanisme d’anticipation de 1’état du systeme 0.5
secondes apres l'instant présent, et que cette anticipation est effectuée par une méthode d’Euler
simple. Dans le programme de la figure I’anticipation n’est valable que pour le cas ou les deux
vannes sont ouvertes. Lorsque le programme agit sur un actionneur (représenté par I'instruction
vl = 0 par exemple), il faudra donc changer & la fois la dynamique continue et les fonction F1
et F2 permettant d’anticiper sur les hauteurs d’eau. Nous disposons donc de quatre programmes
correspondant aux quatre valeurs possibles pour le couple (v1,v2) € B? dans le programme suivant
de la figure

Pour chacun des modes disponibles, c¢’est-a-dire pour chaque valeur possible du couple (v1,v2),
nous avons calculé les octrees correspondant aux différents actionneurs possibles. Cela donne les
résultats de la figure [7.9] Ensuite, nous avons appliqué I’algorithme (] pour calculer ’ensemble des
valeurs prises par le milieu continu. Nous sommes partis de 1’état initial suivant : les deux vannes
sont ouvertes et [rg] = 7.38 + [—0.03,0.03], [yo] = 6.67 4+ [—0.02,0.02]. Apreés 60 itérations, nous
avons obtenu un point fixe, c’est-a-dire que I’évolution continue est revenue dans un état contenu
dans ’état initial. La figure montre la trajectoire des hauteurs d’eau au cours du temps. Le
code des couleurs est le suivant : le rouge représente ’état “les deux vannes sont ouvertes”, le bleu
représente ’état “les deux vannes sont fermées”, le vert représente I’état “la vanne 2 est fermée”
et le noir représente I’état “la vanne 1 est fermée”.

Remarque (1) Les résultat ont été obtenus de fagon semi-automatique : le calcul du point
d’approximation [y,+1] suivant et le calcul des valeurs T;([y,+1]) sont automatisés, mais le
choix de la dynamique pour le pas suivant reste manuel. Il s’agit uniquement ici d’un probleme
d’implémentation et non d’un probléeme théorique.

Remarque (2) Le choix de la condition initiale a été effectué ainsi : nous avions initialement
choisi une condition initiale exacte (7,7.5). Apres une phase d’initialisation, le cycle de la figure
est apparu, mais sans que 1'on obtienne de point fixe car les encadrements [y,,] étaient de
largeur trés faible (environ 10719). Nous avons donc ajouté du bruit & un des points de ce cycle et
recommencé ’analyse & partir de ce point, ce qui nous a permis d’obtenir un point fixe. D’autres
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1 double x,y; 24 sql = sqrt(x);

2 /xlnpk © = [0,10] %/ 25 sq2 = sqrt(y);

s /xlInpk y = [0,10] %/ 2%}

4 27 return (vlxklxsql — v2xk2xsq2);
5 double H=6; 28 }

6 double k1=3k2=6, i=1.5; 29

7 30 void main () {

s double F1(double x,double y) { 31 double h1_.2 ,h2_2;

9 double sql; 32 int vl, v2;

10 if (y>H) 33

11 sql = sqrt (x—y+H); 34 h1.2 = x+0.5%xF1(x,y);
12 else 35 h2_2 = y40.5%F2(x,y);
13 sql = sqrt(x); 36

14 return i—vlxklxsql; a7 if (hl1.2 > 8)

15 } 38 Vl = 1;

16 39 f (hl.2 < 2.5)

17 double F2(double x,double y) { 10 vl = 0;

18 double sql,sq2; a1 f (h2_.2 > 9)

19 if (y>H) { 42 v2 = 1;

20 sql = sqrt (x—y+H); 43 f (h2.2 < 2)

21 sq2 = sqrt(y); 44 v2 = 0;

22 } 45 }

23 else {

Fia. 7.8 — Programme de controle du systemes des deux réservoirs.

études avec d’autres conditions initiales sont en cours. Il est cependant impossible de prendre des
conditions initiales tres larges car la stabilité de la méthode d’intégration garantie dépend tres
fortement de la taille de I'encadrement initial.
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]
Ferme v1 I
{ Ouvre
. {Ferme v2 }‘*
, ¢
N\
[
‘ \
|
r 4
o
(v1,v2) = (1,1) (v1,v2) =(0,1)
| Ouvre v2 |
| Ouvre v1 |
| | |
\
I_Ouvre v2 }»
‘lFerme vl }
(v1,v2) = (1,0) (v1,v2) = (0,0)

Fic. 7.9 — Octrees obtenus pour chaque mode du contréleur des deux réservoirs.
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6 /|

| N

3 4 5 6 7 8 9

FIc. 7.10 — Evolution de z et y au cours du temps.
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CHAPITRE 8

Conclusions et perspectives

8.1 Résumé du travail de these

Une extension des langages de programmation impératifs pour les systemes hybrides Nous
avons défini un nouveau modele de systemes hybrides qui se présente comme une extension des
langages de programmation impératifs classiques. Ce modele a été congu dans le but de représenter
et analyser les programmes critiques embarqués, et nous avons voulu qu’il soit le moins intrusif
possible. Nous voulions donc qu’a la fois sa syntaxe et sa sémantique restent le plus proche possible
des modeles discrets classiques.

Le modele que nous proposons permet une séparation tres forte des sous-systemes discrets
et continus : chaque partie est modélisée dans un formalisme différent (équations différentielles
pour les modes continus, programme impératif pour le discret), et la seule contrainte que nous
imposons est que les deux parties partagent la méme interface, c’est-a-dire qu’ils s’accordent sur le
nom des variables continues et le nombre d’actionneurs disponibles. Nous avons ensuite donné une
sémantique dénotationnelle pour ce modele. La sémantique s’appuie fortement sur la sémantique
dénotationnelle classique des langages de programmation qu’elle étend. Pour cela, nous donnons
une description de 1’évolution continue (c’est-a-dire de la solution d’une équation différentielle)
comme le point fixe d’'un opérateur de Picard modifié défini sur le treillis complet des fonc-
tions intervalles continues. Cet opérateur étant monotone, le point fixe existe et est calculable
comme la limite des itérées de Kleene. On prouve alors que cette limite est bien la solution de
I’équation différentielle. Nous intégrons ensuite ce calcul de ’évolution continue dans le calcul de
la sémantique des programmes embarqués. La sémantique que nous définissons permet de prendre
en compte la discrétisation temporelle et la discrétisation des valeurs continues en des nombres a
virgule flottante qui intervient lorsque les capteurs transmettent une valeur au programme. Les ac-
tionneurs sont également pris en compte de telle sorte que la sémantique concrete de notre modele
décrit précisément 1’évolution réelle des programmes embarqués. Ce modele et cette sémantique
nous sert ensuite de base pour une analyse plus compléte et plus précise des programmes em-
barqués. Il n’existe a notre connaissance pas d’autres travaux ayant introduit dans la sémantique
des programmes embarqués ’évolution de leur environnement continu.

Une nouvelle méthode d’intégration garantie Afin de calculer une abstraction de la sémantique
de la partie continue nous avons défini une nouvelle méthode d’intégration garantie qui permet de
calculer des bornes stires sur la solution d’une équation différentielle. Contrairement a la majorité
des travaux dans ce domaine, notre méthode repose sur un algorithme d’intégration numérique non
validé (en 'occurrence 'algorithme de Runge-Kutta RK4) et nous représentons les encadrements
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de la solution comme la somme d’un point non garanti (le point donné par RK4) et d’un intervalle
d’erreur.

L’originalité de cette méthode vient de cette séparation entre nombre flottant et terme d’er-
reurs, ce qui permet de limiter le wrapping effect inhérent aux méthodes usuelles a base d’in-
tervalles. Pour calculer le terme d’erreur, nous décomposons ’erreur globale apres n + 1 pas en
trois : un terme qui représente 'erreur due a la méthode d’intégration numérique elle méme, un
terme représentant la propagation de I'erreur apres n pas par I’équation différentielle elle-méme, et
enfin I'erreur due a l'utilisation de nombres en précision finie. Chaque source d’erreur est calculée
indépendemment et des stratégies particulieres permettent de les encadrer au mieux : on utilise
la décomposition QR de Lohner pour lerreur propagée et I'arithmétique dite de l'erreur globale
pour l'erreur d’implémentation. Nous avons implémenté ces techniques dans une librairie C++
nommée GRKLib. Un gros travail d’implémentation a été effectué pour rendre GRKLib la plus
efficace possible. En particulier, nous avons choisi de ne pas utiliser la différentiation automatique
pour calculer les termes d’erreur mais une différentiation symbolique a priori. En effet, I'intérét
de la méthode GRKLib par rapport aux techniques classiques a base de séries de Taylor est que
GRKLib n’a besoin que de la cinquieme dérivée de la solution de I’équation différentielle pour
calculer les termes d’erreur, alors que les outils comme VNODE utilisent au moins les 5 premieres
dérivées. Il est donc nettement plus avantageux dans notre cas de pré-calculer, symboliquement, la
dérivée cinquiéme pour ne pas avoir a régénérer inutilement les quatre premieres a chaque étape.
Une pré-analyse de ’équation différentielle permet de faire cela. Les résultats obtenus, tant d’un
point de vue stabilité de la méthode que du point de vue de 'efficacité, tendent a prouver l'intérét
de cette approche. En effet, pour une précision équivalente, GRKLib est nettement plus efficace
qu’une méthode par séries de Taylor a ’ordre 5. De plus, le colit de chaque pas de calcul est tres
nettement réduit grace au pré-calcul des dérivées.

Les bases d’une analyse globale du systéeme hybride Enfin, nous avons posés les bases d’une
analyse complete des programmes embarqués en interaction avec leur environnement physique.
La grande difficulté vient encore une fois de la présence des actionneurs qui peuvent modifier la
dynamique continue. L’analyse que nous proposons vise a casser la dépendance entre le programme
et Ienvironnement continu en faisant deux analyses séparées.

La premiere analyse ne s’occupe que du programme et construit un recouvrement régulier de
I’ensemble des entrées du programme de maniére & identifier les zones b de I'espace telles que, si
les valeurs fournies par les capteurs sont dans b, alors un actionneur sera activé. Pour construire
ce recouvrement, nous utilisons des arbres réguliers (les octree) et des techniques d’analyse par
intervalle combinée a une analyse d’accessibilité par interprétation abstraite classique. L’intérét
de cette approche est de pouvoir facilement augmenter la précision de ’analyse pour limiter au
maximum les zones d’indécision, c¢’est-a-dire les ensembles de valeurs d’entrées pour lesquelles on
ne sait pas si un actionneur sera activé ou non. Une grande précision est tres importante pour
avoir une analyse précise de ’évolution continue. En effet, la seconde analyse consiste a utiliser
Iintégration garantie pour calculer une surapproximation de la suite de valeurs fournies par les
capteurs au cours du temps. En partant des conditions initiales et en utilisant le recouvrement
précédemment calculé, on peut obtenir une surapproximation de ’évolution continue pour tout
t € Ry : on utilise GRKLib pour calculer une surapproximation sur un pas de temps, puis on teste
grace au partitionnement si un actionneur va étre activé. Si oui, on utilise une autre dynamique
pour calculer la surapproximation au pas de temps suivant; si non, on continue avec la méme
dynamique.

Le probleme restant est le cas ou le partitionnement n’est pas assez précis et que les valeurs
calculées par GRKLib sont dans une zone “rouge”, c’est-a-dire que l'octree renvoie T. On peut
alors imaginer plusieurs solutions pour continuer ’analyse continue : soit on effectue un pas avec la
dynamique actuelle, un pas avec la nouvelle, et on fait ensuite I'union des encadrements obtenus.
Ceci risque malheureusement de rendre ’abstraction continue trés peu précise en créant assez vite
des encadrement tres larges. On peut aussi effectuer une analyse disjonctive et garder les deux
chemins possibles; cette solution risque malheureusement d’étre vite confrontée au probleme de
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I’explosion combinatoire. Il n’y a pas de solutions existantes qui soient pleinement satisfaisante
tant d’un point de vue de la précision des résultats que de l'efficacité des calculs. Nous pensons
qu’une analyse disjonctive avec une réduction du nombre de chemins par une relation d’équivalence
approchée (c’est-a-dire que deux chemins seront équivalents s’ils sont suffisamment proches) peut
étre une bonne solution : on limiterait ainsi I’explosion combinatoire tout en controlant la précision.

Enfin, il nous reste a faire le lien entre 'analyse statique définie au chapitre [7] et la sémantique
concrete définie au chapitre |5l Nous devons notament montrer que la dynamique abstraite calculée
est une abstraction sture de la dynamique concrete. Pour cela, il reste plusieurs étapes a franchir.
Tout d’abord, nous devons montrer que ’octree construit est une abstraction stre du programme
discret. Cette preuve, quoique assez technique, ne nous semble pas présenter de difficultés majeures
mais nous n’avons pas pu, par manque de temps, I'intégrer a cette these. Ensuite, il faut montrer
que la suite de valeurs booléennes {bn }n en fournie par 'algorithme [4| est équivalente a la suite des
changements de mode calculée par la sémantique concrete via la fonction o,.F. Cette preuve est
plus délicate a obtenir car la sémantique concrete est définie via un théoréeme de point fixe, mais
le résultat précédent (l'octree est une abstraction sire du programme) devrait aider. Enfin, avec
ce résultat et les preuves de streté de GRKLib du chapitre [f] nous pourrons montrer que la suite
des valeurs calculées par 1’algorithme [4] est une abstraction stire de la sémantique concrete de la
partie continue définie au chapitre

8.2 Perspectives

Nous présentons maintenant quelques problemes qui restent ouverts a la fin de cette these,
et qui sont de quatre ordres. Le travail théorique sur les modeles de systeme hybride doit étre
approfondi pour représenter au mieux les programmes embarqués. Le travail d’implémentation
sur GRKLib doit étre poursuivi pour gagner en stabilité et rapidité. Concernant 'analyse des
systemes hybrides, il est important de définir un widening temporel permettant d’analyser les
programmes quelle que soit leur durée d’exécution. Enfin, nous souhaitons définir une analyse de
certaines propriétés de vivacité pour les programmes embarqués.

8.2.1 Modele théorique des programmes embarqués

Dans cette these, nous avons proposé un nouveau modele de systemes hybrides spécifique
pour la modélisation et ’analyse des programmes embarqués. Notre modele est moins général
que les modeles classiques de systémes hybrides (automates et calculs de processus hybrides),
mais reste tres expressif car il contient un langage de programmation complet. Il nous semble peu
judicieux d’essayer de comparer le pouvoir expressif des automates hybrides et de notre modele
car les deux modeles sont construits sur des conceptions tres différentes des processus hybrides
(approche événementielle contre approche périodique, voir au chapitre . Les modeles hybrides les
plus proches du notre sont des extensions des langages synchrones comme Modelica [OEM99] ou
synERJY [BPS06]. Ces derniers sont des langages de haut niveau permettant de décrire de maniére
uniforme ’environnement continu et le controleur discret et leur sémantique semble assez proche
de celle que nous avons donnée ; nous aimerions étudier plus en avant ces langages et notamment
le code C qu'’ils générent pour y appliquer nos outils d’analyse.

Par ailleurs, nous souhaitons étendre les caractéristiques hybrides que notre modele peut traiter.
Pour l'instant, nous avons ajouté aux programmes embarqués une description de leur environne-
ment physique en faisant I’hypothese que les capteurs et actionneurs étaient parfait, c’est-a-dire a
action immeédiate et n’introduisant aucun bruit. Un autre facteur peut modifier le comportement
des programmes embarqués : ’architecture matérielle sur laquelle ils sont exécutés. Des travaux
ont déja été menés pour définir une sémantique des langages de programmation dépendante de
Parchitecture matérielle [NGCO08]. La sémantique que nous avons définie peut étre vue comme une
sémantique des langages de programmation dépendante de I’environnement physique. Nous souhai-
tons construire une extension de H-SIMPLE qui permette de considérer ces deux aspects. Nous
obtiendrions ainsi un modele théorique permettant de décrire trés précisément ’exécution d’un
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programme embarqué sur une architecture matérielle donnée et dans un environnement physique
donné. La prise en compte de I’environnement matériel nous permettrait également de considérer
des capteurs imparfaits introduisant un bruit sur leurs résultats

Dans [NGCO0§], la sémantique opérationnelle des langages de programmation est étendue pour
prendre en compte l’architecture matérielle. Pour cela, les auteurs considerent un ensemble II
de fonctions décrivant les caractéristiques matérielles pouvant influer sur le comportement du
programme : I contient donc des informations quant & la taille de la représentation des nombres
flottants et décrit comment sont effectuées les opérations d’alignement de structures ou de décalage.
Dans le cas des programmes embarqués hybrides, nous pourrions ajouter a II des fonctions de
conversion entre les valeurs continues réelles et les valeurs discretes flottantes. Cette conversion
représente I'effet d’un capteur et peut donc introduire un certain bruit : pour modéliser un capteur
ayant une précision de 10%, on affectera a la variable discreéte une valeur aléatoire autour de
la valeur réelle fournie par ’environnement continu. On disposerait alors d’un modele (A, Ky H)
décrivant comment le programme (A) évolue dans un certain environnement continu (k) et matériel
(IT). On pourra alors prendre en compte lors de ’analyse les imprécisions dues aux capteurs et
éventuellement les défaillances des actionneurs.

8.2.2 Extension de la librairie GRKLib

Comme nous ’avons mentionné, 1’algorithme d’intégration garantie codé dans la librairie GRK-
Lib est tres générique et peut étre appliqué a n’importe quelle méthode d’intégration numérique.
Pour I'heure, nous ’avons appliqué a la méthode RK4 mais il est clair que pour concurrencer les
méthode les plus avancées a base de série de Taylor (comme VNODE), il est nécessaire d’introduire
dans la bibliotheque GRKLib d’autres méthodes numériques d’ordre supérieur. En utilisant des
méthodes de Runge-Kutta d’ordre élevé, on peut donc raisonnablement supposer que 'efficacité et
la précision de GRKLib seront grandement améliorées. Cependant, il n’est pas trivial d’un point
de vue implémentation d’offrir a 'utilisateur un grand choix de méthodes garanties dans GRKLib.
En effet, nous avons décidé de calculer les dérivées nécessaires au calcul des erreurs grace a une
différentiation symbolique lors de la phase de compilation. Nous utilisons actuellement pour cela
les templates C++ mais la prochaine version de GRKLib écrite en OCAML devrait bénéficier
de CAMLP4E| pour effectuer la méme chose. Ce choix, si il améliore grandement 'efficacité de
notre méthode, rend également ’ajout de plusieurs méthodes a GRKLib plus complexe, car les
dérivées a calculer ne sont pas forcément les mémes pour toutes les méthodes. Il nous faudra
donc pouvoir exprimer, pour chaque méthode, comment on peut obtenir les fonctions de calcul de
Ierreur globale. Autrement dit, nous devrons écrire un outil de différentiation symbolique en méta-
programmation (via les templates C++ ou via CAMLP4) qui puisse générer automatiquement le
code des fonctions de calcul d’erreur, et un langage de description pour décrire ces fonctions.

Par ailleurs, I’expérience montre que sur la majorité des problemes, 1’élargissement du terme
d’erreur est principalement du au wrapping effect qui intervient lors du calcul de la propagation
de l'erreur d’un pas sur 'autre. Pour réduire ce wrapping effect, on peut utiliser la technique de
décomposition QR de Lohner si les termes d’erreur sont donnés par des intervalles, mais d’autres
travaux reposent sur une représentation de l’erreur par des formes géométriques moins sensibles
au wrapping effect. Ainsi, les modeles de Taylor ne souffrent que trés peu de ce phénomeéne, mais
restent tres coiiteux pour une utilisation réelle. Nous souhaitons étudier I’emploi des domaines
numériques ayant fait leurs preuves en analyse statique de programmes (comme les polyedres,
octogones, zones...) pour réduire ce wrapping effect. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser des do-
maines qui soient le plus stable possible par rotation : le wrapping effect intervient essentiellement
lors du calcul de la propagation de I'erreur si la matrice de propagation est une matrice de rotation
(voir chapitre [3)). Pour réduire cet élargissement, il faut donc disposer d’'un domaine sur lequel
Popération de rotation est la plus précise possible. Les polyedres semblent adapté a cela, mais
la complexité algorithmique des calculs peut s’avérer rédhibitoire dans un domaine (I'intégration
garantie) ol la vitesse des calculs comptent au moins autant que la précision. Un bon compromis
pourrait étre d’utiliser le domaine des zonotopes [Cox73| : un zonotope Z est un ensemble de points

1CAMLP4 est un préprocesseur pour OCAML qui permet notamment d’étendre facilement la syntaxe du langage.
Voir http ://brion.inria.fr/gallium/index.php/Camlp4
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qui peut s’exprimer en fonction d’un centre ¢ et d’un ensemble de vecteurs {vy, va,..., v,} :

7 = {c—i—Zwai : Vie[l,n], a; € [—1,1]} .
i=0

Les zonotopes (récemment utilisés pour 'analyse des automates hybrides, [GGO§|) offrent un bon
compromis entre efficacité des calculs (méme dans le cas de calculs non linéaires) et précision.

8.2.3 Un widening sur le temps

Un point trés important sur lequel nous voulons également travailler est la question d’un
widening temporel, c’est-a-dire un opérateur permettant, en fonction des n premieres étapes de
calcul, de surapproximer I’évolution continue jusqu’a t = +o00. Cela est nécessaire pour étudier des
programmes dont nous ne connaissons pas a priori la durée d’exécution. Dans le cas des équations
différentielles classiques, les travaux de Lyapunov et de LaSalle permettent de prouver une stabilité
asymptotique, c’est-a-dire permettent de calculer une région de l’espace vers laquelle le systeme
converge lorsque ¢ tend vers +o0o. Des extensions de ces résultats existent lorsque ’on considere
des équations différentielles & commutateur (switched differential equations, [Hes04]) : on impose
que la fonction de Lyapunov décroit aux points de discontinuité. Cependant, ces résultats sont
utilisables pour le cas linéaire uniquement, o ’on connait la forme de la fonction de Lyapunov
et on peut donc la calculer automatiquement ; dans le cas non linéaire, le calcul de la fonction de
Lyapunov est tres difficilement automatisable. De plus, ces résultat ne fournissent pas de garantie
quant a la position de I’évolution continue au cours du temps : ils prouvent uniquement qu’au
bout d’un temps infini, la solution des équations différentielles sera dans une certaine région. On
peut donc penser a utiliser ces résultat pour obtenir une sousapproximation de I'extrapolation sur
le temps, mais ils ne peuvent pas définir un widening temporel.

Remarquons que dans le cas d’équations différentielles linéaires, et si les zones de 1’espace sont
représentées par des polyedres, on sait calculer une surapproximation de ’évolution continue (c’est
ce que est utilisé pour la vérification des automates hybrides linéaires, voir chapitre . Dans le cas
non linéaire, tout est évidemment plus compliqué. Une piste potentiellement intéressante est d’es-
sayer de détecter un motif dans ’évolution continue. Remarquons en effet que les systemes auxquels
nous nous intéressons sont des systemes invariants dans le temps : les équations différentielles sont
autonomes et les programmes vérifient la propriété d’invariance dans le temps décrite au chapitre
[7l Ainsi, si Pévolution continue est cyclique, alors on sait que les variables continues ne quitteront
jamais ce cycle et on peut donc 'utiliser comme extrapolation & l'infini. Il suffit alors d’utiliser le
domaine des congruences [Gra91] pour le temps pour avoir une surapproximation du comporte-
ment continu jusqu’a un temps infini. Si aucun cycle n’apparait, on peut essayer de détecter dans
I’évolution continue une progression selon une suite arithmético-géométrique. Nous nous inspirons
pour cela des techniques développées par Jérome Feret [Fer05] pour I'analyse des codes critiques
embarqués : le domaine des progressions arithmético-géométrique relie les valeurs des variables
a l'intérieur d’une boucle avec un compteur ¢ qui décrit le nombre d’itérations de la boucle. La
valeur d’une variable apres 7 itérations est de la forme f¢(M) ot M est une valeur initiale et f est
une fonction de la forme f(X) = aX + (3, avec «, f € R. Dans notre cas, on essaiera de relier la
valeur des variables avec le temps d’exécution du programme.

Le domaine des progressions arithmético-géométriques ne permet cependant que de détecter
des progressions relativement simples pour les variables continues. Si les équations différentielles
sont fortement non-linéaires, les surapproximations risquent d’étre trop importantes et la précision
trop faible. Une autre solution est alors d’utiliser les chaines de récurrences [BWZ94l [Pop06], qui
sont une extension des progressions arithmético-géométriques. Une chaine de récurrence est une
représentation d’une fonction G comme une suite de termes ¢ et d’opérations ® que nous noterons
P = {gpo, O1,91,01, .., Ok, cpk}. Cette représentation permet de calculer efficacement 1’ensemble

des termes de la forme G(z¢+1i+h) pour i € N. Par exemple, la fonction G(z) = e*” est représentée

~ , 2 2 2 . .
par la chaine de récurrence ® = {e%0, x, 2701”21 Pour calculer G(xg + i h), il faut alors
évaluer ® en i; nous ne détaillons pas comment ’évaluation de ® est définie, mais elle est tres
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rapide si on a la valeur de ®(i — 1) (voir [BWZ94] pour plus de détails). Les chaines de récurrences
ont été utilisées en compilation pour déterminer & I’avance le nombre d’itérations dans une boucle
[Pop06]. Les motifs de la chaine de récurrence sont calculés dynamiquement en fonction des valeurs
successives prises par la fonction G en xg, xg + h, xg + 2h, ... Les évolutions que I'on peut obtenir
sont plus variées qu’avec le domaine des progressions arithmetico-géométriques et on pourrait, en
utilisant ces chaines de récurrence, prédire la position des variables continues pour tout instant de
la forme ¢y 4+ i * h, ou h est U'intervalle de temps entre deux mesures et ¢ I'indice de la mesure.

En utilisant ces différentes représentations (suite cyclique, domaine des progressions
arithmético-géométrique, chaine de récurrence), on peut donc représenter de facon finie I’ensemble
des valeurs de la forme y(to + i * h) ol y est la fonction donnant la valeur des variables continues
en fonction du temps. La preuve de la sireté de cette représentation nous semble cependant loin
d’étre triviale car la fonction y n’est pas connue explicitement mais est définie comme la solution
d’une équation différentielle.

8.2.4 Preuve de vivacité des systemes hybrides

Les analyses que nous avons présentées dans cette these permettent avant tout d’obtenir des
invariants plus précis pour les valeurs du programme en considérant ’environnement physique avec
lequel il interagit. Ceci permettrait donc d’améliorer les preuves de propriétés de stireté des pro-
grammes embarqués (comme 'absence de RTE par exemple). Cependant, pour les programmes
embarqués, prouver ces propriétés ne nous semble pas étre suffisant pour garantir le bon fonc-
tionnement d’un systeéme. Prenons en effet I’exemple des erreurs de calcul dues a 'utilisation de
nombre a virgule flottante que calcule 'outil Fluctuat. Le lien entre l'erreur de calcul et le mau-
vais fonctionnement du programme est peu évident : on peut tres bien imaginer des programmes
dont I'erreur de calcul soit tres élevée mais tel que cette erreur ne géne pas le fonctionnement du
programme. La notion de comportement que nous utilisons ici est une vue fonctionnelle du pro-
gramme : on voit un programme comme une boite noire dont le but est de controler les variables
continues avec lesquelles il interagit. Dans cette optique, prouver des propriétés de streté sur le
programme est certes nécessaire mais ne constitue pas une fin en soi : ce qui compte n’est pas
tant que le programme ne fasse pas d’erreurs mais qu’il controle bien les variables qu’il est censé
controler. Aprés une premieére analyse des propriétés de streté nous voulons donc mettre en place
une analyse de propriétés de vivacité.

Les propriétés que nous souhaitons prouver sont des propriétés de la forme : si le programme
recoit une valeur X (via les capteurs), alors avant un délai ¢, actionneur m sera activé. Ce genre
de propriétés se décrit généralement par une formule de logique linéaire temporelle (linear temporal
logic, ou LTL) et c’est souvent dans cette logique que sont exprimées les propriétés a prouver pour
la vérification des automates hybrides [HMOO]. Pour la vérification des programmes, il faudra
strement utiliser une variante du p-calcul [Koz83] comme dans [CCO0] et [Mas02]. Détaillons
pour finir la propriété principale que nous aimerions pouvoir prouver. On voit un programme
embarqué comme une boite noire et on ne s’intéresse qu’aux transitions entre cette boite noire et
Penvironnement extérieur. On peut donc voir ’exécution du programme dans son environnement
comme une suite d’actions (capteurs et actionneurs) effectuées a des temps déterminés. Selon que
le programme utilise des nombres réels ou des nombres flottants, cette suite d’actions peut étre
légerement modifiée (voir figure . Nous voulons alors montrer que malgré les erreurs de calcul
flottant, les deux suites sont suffisamment proches, c’est-a-dire qu’il existe un temps 7 tel que, si
le programme exécuté avec des nombres réels effectue une action a un instant ¢, alors le méme
programme exécuté avec des nombres a virgule flottante effectuera la méme action a un instant
t' € [t — 7,t + 7]. On cherche donc une sorte de bisimulation faible approchée entre le programme
utilisant des nombres réels et le programme utilisant des nombres a virgule flottante : peu importe
si leur fonctionnement interne est tres différent, on ne peut pas observer de différences notables
entre les deux.
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F1G. 8.1 — Critére de stireté sur les programmes embarqués. A chaque action qu’effectuerait le pro-
gramme en utilisant des nombres réels doit correspondre une action effectuée par le programme
avec des nombres a virgule flottante a un temps proche. Les fleches rouges correspondent aux
données transmises par les capteurs, les fleches bleues sont les commandes envoyées par les action-
neurs. Dans cet exemple, le programme n’est pas sir car la troisieme action n’est pas exécutée en

arithmétique flottante alors qu’elle aurait due I’étre.
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ANNEXE A

Simulation du systeme des deux réservoirs en Simulink
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ANNEXE B

Preuves de correction des encadrements de GRKLib

B.1 Preuve de la proposition [6.13]

Soit un probléme de Cauchy de dimension 1 y = F(y, z), y(xo) = yo, ol F est une fonction 5
fois dérivable. Nous nous limitons au cas de la dimension 1 car la preuve en dimension n quelconque
est en tout point similaire, mais nettement plus pénible a écrire et lire, car nous devrions alors

oFF
OF1y 10%2y,...0kny,
Cauchy et soit g la fonction définie par :

calculer toutes les dérivées du style . Notons y, la solution du probléeme de

Jo) = yo+ T (ka(@) + 2ka (@) + 2k () + ka(2))
ki(z) = F (yo,x0)

kz(x) = F(yo+x;x0k1(l‘),l‘o+x;xo)

k’3(££) = F(yo—l—m;xokz(x),wo—‘y-x_zx())

ka(z) = F(yo+ (z — wo)ks(x), o + (z — x0))

Nous devons démontrer la proposition suivante.
Proposition B.1 Les quatre premieres dérivées de yo, ety sont égales en x = xq :

vi € [0,4], 7Y (o) = T2 ().

Preuve Soit g la fonction définie par Va, g(z) = y(z) — y(z). Nous devons donc montrer que :

Vi € [0,4], %(xo):O.

Pour i = 0, on a g(z9) = y(zo) = §(xo) = yo — yo = 0. On s’attaque donc au cas ¢ € [1,4].



i

Calculons dans un premier temp [1,4] :
d
i fly, )
dx
d2y af _ of dydf _af of
— = — = +——= +f.—
dz2 dx dx dx dy dx oy
a3y d a2y a2y L, 0%f of of af\2
— = — +2f + + = — 4+ f =
dz3 dx au ox2 oz dy ay?2 dz 9y ay
d4y B d
dz4 N dxz
53 83 o35 o35
2 3
= +3 +3 —
923 fa 20y ! dzdy2 9y3
8%f df af 8%f  d2f of
3 — 43— — 4+ — .
dxdy dax dx 0y2 dxz2 8y

(aco) pour i € [1,4]. Pour cela, nous allons calculer, pour tout j € [1,4],

M(mo). Clairement :

dx?
, ) d(z —xo)k; dik;  dOVk;
Vi€ 1,4, Viell,4], T ar (z —xo)ﬁ dal-1) (B.1)
et donc : ) 1)
. . d'(x — zo)k; AV Tk
VJ S [1,4:]7 Vi € [1,4]’ (Tl())j(xo) = Z.W(x[)) . (B.2)
Pour i =1, on a donc :
dy 1 1 d
To(w0) = ¢ (ka(wo) + 2halao) + 2ks(w0) + ka(wo)) = £.6/ (40, x0) = F (w0, w0) = 7 (@)

et donc g (x9) = 0. Pour les dérivées d’ordre supérieures, nous devons d’abord calculer les terms

ddl:'i (xo) pour i € [2,4] et j € [1,4]. Comme k; est constant, on a clairement Vi € [2, 4], % =0.
On montre maintenant par récurrence que :

, dke 1 (<[ i . Oif
V’L - 1’ d{L’l 9i (Z ( l > (k:l) 6$1_layl> (B 3)

=0

ol les dérivées sont évaluées en (yo + 550k (), 20 + (T Lo ) Sii=1,ona:

By _d (. a-wm\of 4 ( x-S _1(0f  0f
dacdsc(gco+ 2 )8 Jrclsc(y+ 2 kl)@y 2<8w+k18y>'

Soit maintenant i > 1 tel que ’équation (B.3)) est vraie. Alors, on a :

alit1) gy d (1 i i . atr
PRGN E(? (lZ D) Sy
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- S (S0 e ()
) ( )(kl)l a(i+1) ¢ ) 1 <1 ; )(kl)z+1 alit1) ¢ )

2 ( P e Py
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2 1 i f 1 i l 0 !
l ) (k1) az(i-%—l—l)ayl) + 2i+1 (l:l ( L-1 ) (k1) az(i+1—l)ayl)

) ) alit1) ¢ 1 aitly 1 ; jyp 00Ty
G IR [T sl D T U N P
8z (i+1-1) gyl 2i+1 gpit+l 2i+41 % Byit+l
i da aitly
da \ dzitl—layl

ce qui prouve la récurrence. L’équation (B.3)) est donc vraie pour tout i € N.

Calculons maintenant les dérivées de k3. Soit ki(z) = W, k3(z) = W k3(z) =

21

2 9a(tl-Dgyl




3 4
d ((m_d?s)kz(m)) et ki(z) = d ((fﬁ—drwozkz(f Soit y* = yo + & OkQ( ), x* = xg + 57, On montre
par récurrence que, si toutes les dérivées sont calculées en (y ,x*), on a :

. dks [~ ; O°f
1 58S (St ) ®

k=1 \I1=0

ou pour tout k, 1,1, 0‘2,1 est un polynéme en k3, k3, k3 and k3 tel que :
~ Vi, k<0 = aj,;=0et (I<0oul>k)=a;,;=0

Vie[0d, af, =2 ( / ) k)’

i
daj,

_ / o _
SV iz k1>, ol = Tt 4 g (0‘271,1 + %71,171@)

Notons qu’en particulier, on a : Vi, 04?1,1 = %k; Prouvons maintenant par récurrence I’équation
(B.4). Sii=1,0na:
dks 1 (0 f 1, Of

Soit maintenant ¢ > 1 tel que I’équation (B.4]) est vraie. Alors, on a :

alit D gy da (1 (3, oif -1/ k. ok
1\l : ;
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En réarrangeant les termes de la derniére somme, on obtient :

d(71+1)k3 1 i1 ; aitly ik dat 1 . . ok ¢
_ +1 ) Kl i k.l i i 1
—_— = - — | + + - (ak_11+ak_1,1-1k —
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P L
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R (e )

k=1 \I=1 TRl k- Loyl

ce qui termine la récurrence.

On calcule enfin les dérivées de ky. Soit y* = yo + 252 ks(z) et kj(x) = w, k3(z) =
W, k3(z) = w, ki(z) = W. On prouve alors par une récurrence

identique a la précédente que :

Vi, dxz _Z<Zﬁklamk zay>

k=1

ou toutes les dérivées sont évaluées en (y*,z") et :
~ Vi, k<0= f, =0et (l§00ul2k):>ﬁ}€7l:0
wvmu@,h:<i)%y
- Vi, Vi>k>1>1, 5z+1 dﬁkl‘*‘ﬁk 1t Bk
On peut donc maintenant calculer les premiers termes des suites (a}; l) s et (ﬁ,’€ l) s (voir figure

B).

On évalue alors chacun de ces termes en x = zy. Remarquons tout d’abord que Vi, j kf (z9) =

W(wo) = j%(wo) (d’apres I'équation (B.2)) et que, si x = xp, on a x* = xg et y* = yg
de telle sorte que toutes les dérivées sont évaluées en (yp,xg). On a alors :
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Static analysis by abstraction interpretation of hybrid systems

Abstract The power and efficiency of abstract interpretation based static analysis methods for
the verification of safety critical embedded software is no longer to be outlined. However, the
precision of the analysers needs now to be reinforced. The use of ever more sophisticated relational
abstract domains make it possible to reduce the overapproximation that limits the power of simpler
domains, but the precision of the latest analysers is still constrained by the precision of the input
values. These are given by a sensor that measures some physical phenomena, and they are generally
overapproximated by an interval. In order to deal better with these continuous inputs, one may
analyse, in addition to the program itself, the physical environment in which the program is
executed. In this way, we obtain a more complex system which has both a discrete dynamics (the
program) and a continuous one (the environment). Such hybrid systems are generally studied using
extensions of finite automata or process calculi that introduce a continuous dynamics. The use
of model-checking techniques still suffers from a combinatorial explosion that prohibits the use of
such models for the analysis of large safety critical embedded programs.

The first contribution of this thesis is to provide an extension of imperative programming lan-
guages that describes both the program, the external environment and the interactions between
both. The physical environment is described as a set of differential equations, each of them re-
presenting a continuous mode. The interactions between the program and the environment are
modeled using two extra keywords that represent the effect of sensors and actuators. A denota-
tional semantics is given to the whole system (the program and the environment together). This
semantics remains very close to the standard denotational semantics of imperative languages. The
main difficulty was to define a semantics for the continuous part of the system : we express the
solutions of differential equations as the fixpoint of a monotone operator in a CPO, and we show
that Kleene’s iteration converges towards this fixpoint.

The second contribution is an abstract interpretation based static analysis of these hybrid
systems. Our method has two stages. First, under some assumptions on the program to be ana-
lysed, a partitioning of the space of the input variables is built. For that, we combine a forward
reachability method with an interval based analysis. In this way, we obtain an abstraction of the
impact of the program on the continuous evolution : the continuous space is divided into zones
in which we know that an actuator will be activated. The second stage of the analysis use this
partitioning and a guaranteed integration of differential equations algorithm in order to build a
safe overaproximation of the continuous evolution. A prototype analyser using these techniques
was implemented and the first results on examples of hybrid systems from the literature show
good results.

Finally, the third contribution of this thesis is a new guaranteed integration algorithm named
GRKLib. Unlike existing methods, GRKLib is based on a non-validated, numerical integration
scheme (we chose an order 5 Runge-Kutta method, but any other algorithm works). The global
error made during the numerical integration is then computed using interval arithmetic. This
error is expressed as the sum of three terms : the one-step error, the propagation error and the
computation error due to the use of floating point numbers. Each term is computed separately
and advanced techniques are used in order to reduce them and control the integration step size
so that the growth of the global error is limited. A C++ library implementing these concepts was
developed and the results presented in this thesis are very promising.

Keywords : abstract interpretation; hybrid systems; denotational semantics; ordinary differen-
tial equations ; guaranteed integration ; interval analysis.






Analyse statique par interprétation abstraite de systemes hybrides

Olivier Bouissou
Laboratoire Modélisation et Analyse de Systemes en Interaction,
CEA - Centre de Saclay, F-91191 Gif-sur-Yvette Cedex

Résumé Si l'intérét et lefficacité des méthodes d’analyse statique par interprétation abstraite
pour la vérification des programmes critiques embarqués ne sont plus a démontrer, il est maintenant
nécessaire d’obtenir des méthodes les plus précises possibles. Si I'utilisation de domaines abstraits
relationnels de plus en plus élaborés permet de diminuer la surapproximation dont souffre les
domaines les plus simples, les analyses actuelles souffrent toujours d’une mauvais prise en compte
des entrées du programme. Ces entrées sont fournies par un capteur qui mesure une grandeur
physique, et sont généralement surapproximées par un intervalle. Une piste d’étude récente pour
mieux gérer ces entrées continues consiste a étudier, outre le programme lui-méme, I’environnement
physique dans lequel il est exécuté. On obtient ainsi un systeme plus complexe comprenant une
dynamique discréte (le programme) et une dynamique continue (I’environnement). L'étude de tels
systemes hybrides repose actuellement essentiellement sur des extensions des automates a états
finis et des algebres de processus introduisant une dynamique continue. L’analyse de ces systeémes
par des techniques de model-checking souffre encore d’une explosion combinatoire excluant leur
utilisation pour les logiciels embarqués critiques les plus gros.

La premiere contribution de cette thése est une extension des langages de programmation
impératifs permettant de décrire a la fois le programme, ’environnement extérieur et les inter-
actions entre le programme et l'environnement. L’environnement physique est décrit par un en-
semble d’équations différentielles représentant chacune un mode continu, et les interactions entre
le programme et ’extérieur sont modélisés par deux mots clés représentant les capteurs et ac-
tionneurs. Nous donnons & I’ensemble (programme plus environnement physique) une sémantique
dénotationnelle qui reste tres proche de celle définie pour les langages impératifs classiques. La
difficulté majeure dans la construction de cette sémantique a été de définir une sémantique pour
la partie continue : les solutions des équations différentielles sont exprimées comme le plus petit
point fixe d’un opérateur monotone dans un CPO, et nous montrons que les itérées de Kleene
convergent vers ce point fixe.

La seconde contribution est une méthode d’analyse statique par interprétation abstraite de
ces systemes hybrides. Cette méthode fonctionne en deux temps. Tout d’abord, sous certaines
restrictions portant sur le programme a analyser, on construit un recouvrement de l’espace des
variables d’entrée via une analyse par intervalle couplée a une analyse d’atteignabilité en avant.
On obtient ainsi une abstraction de 'impact qu’a le programme sur 1’évolution continue : ’espace
d’entrée du programme est découpé en zones dans lesquelles on est sir qu'un actionneur sera
activé. Dans un deuxieme temps, nous utilisons ce recouvrement et une méthode d’intégration
garantie des équations différentielles pour obtenir une surapproximation de 1’évolution continue.
Un analyseur prototype implémentant ces techniques a été développé et les tests sur les exemples
classiques de systemes hybrides montrent de bons résultats.

Enfin, la troisieme contribution de cette theése est une nouvelle méthode d’intégration garan-
tie nommée GRKLib. Contrairement aux méthodes existantes, GRKLib se fonde sur un schéma
d’intégration numérique non garantie (nous avons choisi un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4,
mais n’importe quelle autre convient) et nous calculons, en utilisant Uarithmétique d’intervalles,
Perreur globale commise lors de I'intégration numérique. Cette erreur s’exprime comme la somme
de trois termes : 'erreur sur un pas, la propagation de ’erreur et l’erreur due aux nombres flot-
tants. Chaque terme est calculé séparément et des techniques avancées permettent de les réduire
et de controler au mieux le pas d’intégration pour limiter ’accroissement de I’erreur globale. Une
librairie C++ implémentant ces concepts a été développée, et les résultats présentés dans cette
these sont prometteurs.

Mots clés : interprétation abstraite; systémes hybrides; sémantique dénotationnelle ; équations
différentielles ; intégration garantie; analyse par intervalles.
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