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plastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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3.5.1 Les différentes échelles de modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
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1 Procédé de placement et consolidation en continu. . . . . . . . . . . . . . . . . . xiv
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1.7 Principe du procédé de Pitchumani [PRD+96] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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torche supplémentaire pour préchauffer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.9 Tête du NASA Langley Research Center [CM97, CM98] . . . . . . . . . . . . . . 11
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1.26 Développement de contraintes résiduelles thermiques dans un stratifié [0/90] . . . 46
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3.7 Définition des domaines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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3.33 Schéma algorithmique général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
3.34 Etapes d’initialisation du calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
3.35 Module du PEEK (GPa) en fonction de la température (̊ C) . . . . . . . . . . . . 146
3.36 Chaleur spécifique de l’APC-2 (J.kg−1.̊ C−1) en fonction de la température (̊ C) . 146
3.37 Chaleur spécifique du PEEK (Jkg−1 C̊−1) en fonction de la température (̊ C) . . 147
3.38 Chaleur spécifique des fibres de carbone (J.kg−1 .̊ C−1) en fonction de la tempé-
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3.41 Dilatation thermique du PEEK (̊ C−1) en fonction de la température (̊ C) . . . . 151

4.1 Influence du raffinement du domaine intermédiaire sur l’état de contrainte dans
le domaine microscopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

4.2 Influence du raffinement du domaine intermédiaire sur l’état de contrainte dans
le domaine microscopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

4.3 Champ de température obtenu après 1.e-1 s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
4.4 Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 90̊ . . . . 157
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4.8 Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 90̊ . . . . 160
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4.41 Incrément de contraintes σXX à t=10 s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
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4.52 Champ de contraintes σXX à t=10 s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
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4.66 Champ de contraintes σXY à t=10 s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
4.67 Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
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xii



INTRODUCTION

La performance des matériaux composites a conduit à leur apparition massive ces dernières
années, sur les avions de nouvelle génération. Ainsi il est à noter qu’aujourd’hui environ 20% en
poids de matériaux composites sont introduits dans les structures, ce qui est le cas de l’Airbus
A320 par exemple. L’étape suivante est l’introduction des composites dans les fuselages d’avions
gros porteur. Pour l’Airbus A350 l’utilisation des composites a été étendue : c’est la première fois
que la voilure d’un avion civil d’Airbus sera en carbone et la structure de cet appareil comportera
au total 39% de carbone. Pour le Boeing 787 Dreamliner (nom officiel du 7E7), les matériaux
composites constitueront 50% de la structure. Les renforts habituels des composites utilisés dans
l’industrie aéronautique sont des fibres de carbone, de verre ou d’aramide. Les matrices ther-
modurcissables sont largement employées ; ce sont généralement des résines époxydes pour les
structures et des résines phénoliques pour les aménagements intérieurs. Les matrices thermo-
plastiques commencent seulement à être introduites pour la réalisation de structure primaire.
Citons ainsi l’A340-500/600 dont le bord d’attaque de la voilure est en matrice thermoplastique
PPS (polysulfure de phénylène). Les résines thermoplastiques gagnent petit à petit du terrain
sur les résines thermodurcissables, notamment pour des applications hautes performances. Les
thermoplastiques présentent en effet des avantages en terme de processabilité, de recyclabilité,
de comportement mécanique au choc, de conservation à température ambiante, de résistance
aux contraintes environnementales (solvants, humidité) et de comportement au feu. Afin d’être
utilisées dans des applications de structure, les matrices thermoplastiques doivent résister à de
hautes températures. Les matrices thermostables à cycle aromatique utilisées sont le PEEK
(polyétheréthercétone), le PEKK (polyéthercétonecétone), le PPS (polysulfure de phénylène) et
PEI (polyétherimide), qui est amorphe. Parmi les matrices semi-cristallines, le PEEK, bien que
très cher, tient une position de leader grâce à sa très bonne tenue aux hautes températures, ses
excellentes propriétés mécaniques et sa grande résistance aux solvants. Cependant, l’augmenta-
tion du taux de matériaux composites sur les structures se heurte aujourd’hui au problème de
la taille des pièces et de l’augmentation des coûts -coût intrinsèque du matériau mais aussi coût
de la mise en oeuvre- .

Actuellement, la fabrication des pièces en composites dans l’industrie aéronautique est limité
aux structures secondaires mais les nouvelles perspectives d’application visent les structures
primaires telles que les parties de fuselage ou les ailes dont la taille et la complexité augmentent.
Les procédés de mise en forme utilisés actuellement (par autoclave par exemple) ne permettent
pas la fabrication de telles pièces avec des coûts de production raisonnables. Les procédés de mise
en oeuvre en continu semblent être une solution pour pallier ce problème et particulièrement
l’empilement avec soudage et consolidation en continu.

Afin de limiter les coûts de mise en oeuvre des composites à matrice thermoplastiques, on
tente ainsi de réduire le temps de cycle, d’automatiser les procédures manuelles et de réduire au
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INTRODUCTION

maximum les températures de mise en oeuvre. Dans cette perspective, le procédé l’empilement
avec soudage et consolidation en continu de thermoplastiques a été développé dans le milieu
aéronautique . Une variante du procédé a été étudié et développé conjointement par EADS,
Dassault Aviation et Eurocopter récemment (procédé «Drapcocot»). Aux Etats-Unis, ce pro-
cédé s’intitule généralement «Automated tape placement» (procédé ATP). Ce procédé permet
de fabriquer des pièces composites à matrice thermoplastique par soudage de plis pré-imprégnés
les uns sur les autres et présente un gain de temps et de coût par rapport à la technique clas-
sique qui consiste en un drapage manuel ou automatisé suivi d’une consolidation en autoclave.
Le principe du procédé est le suivant (figure 1) : la tête de la machine dépose en continu les
plis pré-imprégnés les uns à côté des autres puis les uns sur les autres pour former la pièce
souhaitée. Un système de chauffe (torche, laser etc.) effectue un chauffage local de la matrice
au niveau de l’interface entre les deux plis au moment de la dépose. Un rouleau presseur passe
alors en continu sur le pli qui vient d’être posé. Ce procédé innovant pourrait permettre la

Figure 1 – Procédé de placement et consolidation en continu.

réalisation de pièces de géométrie complexes ou de pièces épaisses en s’affranchissant des pro-
blèmes de rigidité du pré-imprégné. Le procédé de placement et de consolidation en continu
serait également susceptible de réduire le nombre de pièces finales et d’éliminer certains tra-
vaux d’assemblage. Instinctivement, on sent que le choix des conditions opératoires influencera
la qualité du soudage et que la détermination des paramètres de mise en oeuvre (température
des torches et du rouleau, vitesse...) doit être optimisée. D’après plusieurs études réalisées sur le
composite carbone/PEEK, les pièces fabriquées sur ce procédé présentent aujourd’hui un com-
portement mécanique en terme d’adhésion moins bon qu’un matériau consolidé en autoclave. En
effet, le matériau passe un temps plus limité à haute température et pression sur le procédé en
continu que sur les autres procédés classiques. Ainsi, en plus des problèmes classiques relatifs au
soudage des composites à matrice thermoplastique cités plus haut, la spécificité de ce procédé
est le temps de consolidation qui est très court. De plus les pièces actuellement élaborées avec
ce procédé sont le siège d’importantes contraintes résiduelles, qui se traduit par un gauchis-
sement des pièces manufacturées. L’ignorance de l’origine et du développement des contraintes
résiduelles est un frein important à la validation industriel de ce procédé par ailleurs prometteur.

Lors de la soudure, les changements d’états de la matrice conduisent à la coexistence de trois
composants (fibre, matrice amorphe et matrice cristalline) de propriétés thermomécaniques diffé-
rentes dans une zone à forts gradients thermiques. Cet environnement particulièrement propice à
la croissance des contraintes résiduelles est à mettre en relation avec les grandeurs géométriques
comme l’épaisseur d’un pli ou le type d’empilement considéré.
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Les études réalisées précédemment sur l’apparition des contraintes résiduelles dans le procédé
ATP se sont concentrées sur des modèles à l’échelle macroscopique [Tie03, SHA02b, SA07],
ne permettant pas un suivi des états de contraintes à l’échelle microscopique. L’évolution des
propriétés thermomécaniques au cours du procédé n’est de plus pas pris en compte dans ces mo-
dèles. Les paramètres complexes intervenant dans le procédé (gradients thermiques importants
générés par le système de chauffage, phénomène de cristallisation de la matrice, influence de la
vitesse de refroidissement ...) entrâınent le besoin d’utiliser des outils numériques performants
pour modéliser le procédé ATP.

Dans ce contexte, notre étude visera à apporter une méthode de modélisation qui permette
de prédire l’apparition et l’évolution des contraintes résiduelles au cours du procédé, aux deux
échelles macroscopique et microscopique, tout en prenant en compte l’évolution des propriétés
thermomécaniques du matériau au cours du temps. Pour cela, nous avons développé une mé-
thode de calcul multi-échelle (couplage entre les échelles macroscopique et microscopique) et
multi-physique (prise en compte de la cristallisation).

Le premier chapitre du présent manuscrit propose un état de l’art sur le soudage des ther-
moplastiques à matrice composite et l’apparition des contraintes résiduelles dans le procédé par
soudage et consolidation en continu. Dans un premier temps, les différents procédés sont pré-
sentés brièvement en mettant l’accent sur leurs temps caractéristiques ; ceci permet d’introduire
le procédé de consolidation en continu. Dans le cas de ce procédé, une étude bibliographique
détaillée est faite, tant du point de vue de la modélisation thermique que de la prise en compte
des phénomènes physiques relatifs au soudage. Ceci nous permet de bien cerner les difficultés et
les lacunes actuelles dans la description du soudage en continu. Ensuite les mécanismes de cris-
tallisation sont analysés, ainsi que les modèles de cinétique de cristallisation, avec une attention
particulière pour la cristallisation du PEEK. Enfin, une étude bibliographique sur l’apparition
des contraintes résiduelles dans le procédé ATP est présenté.

Le second chapitre permet d’introduire les méthodes numériques requises pour mener à bien
la modélisation aux échelles microscopiques et macroscopiques du procédé. Nous présentons
ainsi la méthode des éléments naturels contraints (CNEM), qui sera utilisée pour la description
à l’échelle microscopique. Ensuite, la méthode de la décomposition orthogonale propre est intro-
duite. Cette méthode permet de réaliser une exploitation des champs (thermique, mécanique)
afin entre autre de réduire les temps de calcul. Enfin, une étude bibliographique sur le différentes
méthodes multi-échelles est présentée dans une troisième partie.

Le troisième chapitre introduit la démarche de modélisation qui a été développé dans cette
étude. La méthode de modélisation permet de réaliser une description simultanée aux deux
échelles microscopique et macroscopique des contraintes résiduelles, tout en réalisant un couplage
entre les deux échelles. L’échelle microscopique apporte à l’échelle macroscopique les propriétés
thermomécaniques homogénéisées à chaque pas de temps. L’échelle macroscopique apporte à
l’échelle microscopique les conditions aux limites, qui permettront de déterminer le champ de
température au cours du temps à l’échelle microscopique et le champ de contrainte et de défor-
mation. La méthode de modélisation développée a été entièrement développée en langage C++.
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INTRODUCTION

Le quatrième chapitre du manuscrit présente une validation et une application de la méthode
de modélisation développée. La démarche de modélisation est dans un premier temps validée.
Puis la méthode est ensuite appliquée à la simulation du dépôt de rubans de préimprégné. Nous
simulons ainsi la phase de refroidissement que subit le matériau au cours du procédé ATP.
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1.1.3 Le soudage avec chauffage électromagnétique . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.4 Le soudage en deux étapes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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1.2.2 Description des mécanismes impliqués dans ce procédé . . . . . . . 12
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Chapitre 1. LE SOUDAGE DES THERMOPLASTIQUES, ETAT DE L’ART

D’un point de vue industriel, les applications, actuelles et potentielles, basées sur le principe
du soudage des polymères semi-cristallins et de leurs composites associés sont nombreuses et
concernent différents secteurs industriels. Nous les passons en revue dans ce chapitre, ainsi que
les tentatives de modélisation des procédés auxquelles elles ont donné naissance. Dans un pre-
mier temps, nous expliquerons les différentes méthodes de soudage utilisées actuellement, avant
de nous concentrer sur le soudage en continu. Cette dernière technique est très prometteuse dans
le secteur aéronautique pour mettre en oeuvre des pièces de composites de grandes tailles par
empilement et soudage de couches de préimprégnés successives. Cette technique présente l’avan-
tage d’être automatique et permet de réduire les coûts par rapport au procédé sous autoclave.
Nous expliquerons les différents mécanismes physiques impliqués lors du procédé d’empilement
avec soudage et consolidation en continu et la manière dont ils ont été traités dans la littérature.
Ces mécanismes dépendent directement des conditions thermiques de l’interface. Nous décrivons
ensuite les matériaux utilisés dans ce procédé.Enfin, les mécanismes de cristallisation sont ana-
lysés, ainsi que les modèles de cinétique de cristallisation, avec une attention particulière pour
la cristallisation du PEEK. Enfin, nous présentons les mécanismes responsables de la formation
des contraintes résiduelles dans le procédé, ainsi que les modélisations numériques qui ont été
réalisées pour ce type de procédé.

1.1 Rappels sur les différentes méthodes de soudage

Ageorges [AYH01] a réalisé récemment une revue détaillée des différentes méthodes d’as-
semblage pour les composites thermoplastiques (en particulier dans le cas de composites PEEK
(Poly-ether-ether-cétone) renforcé de fibres de carbone) et a répertorié les travaux associés. Il
a classé ainsi les différentes techniques d’assemblage par fusion suivant quatre classes (tableau
1.1). Nous présentons dans la section suivante les quatres techniques d’assemblage par fusion.

Consolidation par fusion
Chauffage en volume Chauffage par friction Chauffage Soudage en 2 temps

électromagnétique
-Co-consolidation -Soudage par rotation -Soudage par induction -Plaques chauffantes
-Adhésifs à chaud -Soudage par vibration -Chauffage micro- -Gaz chaud
-Assemblage avec film -Soudage ultra-sons ondes -Source rayonnante
amorphe -Chauffage diélectrique (Infra-rouge, laser)

-Soudage avec
résistance

Table 1.1 – Techniques de soudage par fusion [Ageorges, 2001]

1.1.1 Le soudage avec chauffage en volume

Les techniques de chauffage volumique pour réaliser une co-consolidation sont au nombre de
trois : l’autoclave, le moulage par compression et le formage avec diaphragme. Le principe de ces
techniques est de mettre en contact sous pression les deux parties à assembler et d’autre part
de les maintenir à une température constante. La co-consolidation est une méthode de soudage
quasi-idéale : en effet aucun matériau étranger n’est introduit à l’interface et la zone soudée
doit pouvoir atteindre la même résistance mécanique que le matériau initial. Cependant, cette
technique nécessite un outillage complexe pour maintenir la pression sur toute la pièce et éviter
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1.1. Rappels sur les différentes méthodes de soudage

la déconsolidation, car toute la pièce est chauffée au dessus de la température de fusion. L’ajout
de colles à chaud ou d’un film amorphe peut également être utilisé. La technique utilisée pour
permettre une bonne consolidation sans dépasser la température de fusion du matériau semi-
cristallinqui consiste à introduire avant la consolidation un film thermoplastique amorphe pour
souder deux parties semi-cristallines. On peut citer comme exemple la technique Thermabond
qui consiste à introduire un film de PEI (Polyétherimide) pour souder l’APC-2 et qui semble
avoir fait ses preuves [CMS+89].

1.1.2 Le soudage avec chauffage par friction

Pour cette catégorie de soudage, l’énergie nécessaire à la fusion du polymère à l’interface des
deux pièces à souder est générée par frottement. Les techniques de soudage avec chauffage par
friction sont par exemple le soudage par rotation, par vibrations ou par ultrasons. Les techniques
de soudage par rotation et par vibrations ont été entreprises pour le soudage du matériau APC-
2 [Mag89, Sch94]. Ces techniques ne semblent pas efficaces pour les matériaux composites : en
effet le mouvement des matériaux l’un par rapport à l’autre peut causer une détérioration des
microstructures ou casser des fibres [Mag89]. En revanche la technique de soudage par ultrasons
est couramment utilisée pour les matériaux thermoplastiques. Les pièces à souder par cette
technique sont alors tenues ensemble sous pression et soumises à des vibrations ultrasonores
perpendiculaires à la surface de contact. Les contraintes hautes fréquences produisent de la
chaleur dans le matériau. La chaleur doit de plus être générée de façon sélective pour provoquer
la fusion de l’interface. Les fréquences utilisées sont généralement élevées (20-40 kHz) et les
amplitudes relativement faibles (15-60 μm) (figure 1.1a ). Les exemples d’application du soudage
ultrasons au matériau APC-2 sont nombreux [SG89, Tod90, Bee91, DCJ+91, BG86, Ben95].
Le principe est le même pour le soudage par vibrations. La sollicitation est effectuée parallèlement
à l’aire de contact et avec une fréquence plus faible (120-240 Hz) et des amplitudes de l’ordre
de 1-5 mm (figure 1.1b ).

Figure 1.1 – Représentation schématique : (a) du soudage par ultrasons, (b) du soudage par
vibrations

1.1.3 Le soudage avec chauffage électromagnétique

Parmi les techniques de chauffage électromagnétiques, les chauffages diélectriques et par
micro-ondes sont nettement moins efficaces que les techniques de soudage par induction et par
résistance, notamment si les matériaux sont renforcés par des fibres de carbone. En effet ces
matériaux sont de véritables écrans aux ondes dans la plage des micro-ondes [LS4a, LS4b].
Dans le cas du soudage par induction (figure 1.2a), les matériaux à souder sont soumis à un
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Chapitre 1. LE SOUDAGE DES THERMOPLASTIQUES, ETAT DE L’ART

champ d’induction produit par une bobine. Le champ d’induction génère alors un courant de
Foucault dans le matériau conducteur. Les fréquences du champ d’induction varient de 60 Hz
à 10 MHz. Le chauffage par induction est couramment utilisé pour souder le matériau APC-2
[BS89, Tod90, WGMC90]. Dans le soudage par résistance (figure 1.2c), un courant électrique
parcourt soit une grille conductrice implantée à l’interface à souder (qui doit être électriquement
isolante), soit directement les fibres du matériaux lorsqu’elles sont conductrices. La température
augmente ainsi par effet joule et le polymère fond, ce qui permet d’assembler les deux pièces.
Lors du soudage par micro-ondes (figure 1.2b), l’interface est excitée à des fréquences allant de
1 à 100 GHz. Une couche interfaciale permet de concentrer à l’interface la chaleur générée. Le
soudage par résistance de l’APC-2 a été étudié, avec ajout d’un film de PEEK [EG88b, EGV89,
Mag89, DCJ+91], ou sans ajout de couche intermédiaire [SG89]. [AZ96] a montré que la technique
de soudage par résistance avec impulsion (IRW) dans laquelle la chaleur est introduite via des
pulsations électriques haute puissance - jusqu’ à 600 kW/m2, en comparaison à une puissance de
30 à 160 kW/m2 pour la technique classique- conduit à des propriétés mécaniques prometteuses.
Le principal avantage de ce système est de réduire le temps de chauffage jusqu’à 5 fois par rapport
à la technique classique de soudage par résistance. Ceci permet alors de réduire les problèmes
de sur-chauffages ou de dé-consolidation [Tod90].

Figure 1.2 – Représentation schématique : (a) du soudage par induction, (b) du soudage par
micro-ondes, (c) du soudage par résistance

1.1.4 Le soudage en deux étapes

Dans le soudage en deux étapes, une source de chaleur externe au système est utilisée et
permet de chauffer la surface des pièces à mettre en contact. La source de chaleur peut être
un miroir chauffant, un gaz chaud ou une source rayonnante (laser, infrarouge). Les techniques
de « soudage en deux temps» nécessitent d’ôter l’outillage chauffant de la surface du matériau
entre l’étape de chauffage et celle de consolidation. Cette technique cependant limite la taille
envisageable des pièces à souder, car toute la surface doit être uniformément chauffée. Les temps
de chauffe sont généralement longs. De plus, il faut noter qu’entre la première et la seconde
étape, la température en surface diminue et la chaleur est conduite à l’intérieur du matériau,
ce qui peut être problématique. Parmi toutes ces techniques de chauffage, chacune a des para-
mètres spécifiques différents et est plus ou moins avantageuse selon les utilisations. A l’échelle
industrielle, l’optimisation des coûts pousse d’une manière générale à réduire les temps de fa-
brication. Il faudra donc dans ce cas avoir recours à une technique de consolidation par fusion
rapide. D’autre part, la surchauffe du matériau a tendance à provoquer la déconsolidation des
plis dans les zones adjacentes ou à dégrader le matériau. Dans l’article de Ageorges [AYH01]
les paramètres typiques des différents procédés de soudage par fusion sont donnés. Les procédés
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Figure 1.3 – Représentation schématique du soudage : (a) par gaz chaud, IR ou laser, (b) par
miroir chauffant

de drapage et de consolidation en continu de matériaux composites à matrice thermoplastiques
visent à fabriquer des grandes pièces à une cadence soutenue (vitesse de dépose d’environ 40
mm/s). Avec les paramètres procédés classiquement utilisés et disponibles sur les machines ac-
tuelles, le temps pendant lequel les deux surfaces à souder sont en contact à une température
supérieure à leur température de fusion est typiquement de l’ordre de la seconde.

1.2 Le procédé d’empilement par soudage et consolidation en
continu

Le coût des procédés de mise en forme des composites est un facteur diminutif majeur dans
leur développement. Les coûts de production ne peuvent être réduits que par l’utilisation d’une
technologie de fabrication peu coûteuse et automatisée. Cependant les processus automatisés
soulèvent encore parfois des inquiétudes concernant la qualité du produit. Pour les composites
thermoplastiques, le procédé de consolidation en continu développé récemment peut avoir le
potentiel de réaliser la qualité désirée et de diminuer les coûts de production.
Le procédé réduit les coûts de fabrication [PRD+96] et ouvre des nouvelles possibilités de concep-
tion [TEP04]. On peut citer notamment la fabrication automatisée de pièces complexes 3D. Les
utilisations les plus courantes du procédé procédé d’empilement par soudage et consolidation en
continu sont l’enroulement filamentaire et le «placement de pli» automatisé (c’est-à-dire le dra-
page et la consolidation en continu de plis). Cependant on peut également imaginer la fabrication
de pièces convexes ou concaves avec un outillage adéquat. Ce procédé de mise en oeuvre de ma-
tériaux composites est une solution potentielle pour fabriquer des pièces structurales de grandes
tailles avec des coûts de production réduits. Ainsi les applications envisageables pour ce type de
matériau sont pour l’industrie aéronautiques les ailes d’avion, les peaux de fuselage, les châs-
sis, les raidisseurs. Le procédé peut également être envisagé pour d’autres types d’applications
industrielles : des pièces de structures pour les sous-marins, les véhicules militaires, l’industrie
du pétrole [LGS+92, LGS+95] ou encore des peaux pour les matériaux sandwichs [LFG+03]. Le
procédé est encore à l’étude aux Etats-Unis, en Europe (France, Allemagne, Angleterre, Irlande,
Espagne, Hollande...) et en Asie (Japon, Corée du sud...) aussi bien dans le milieu universitaire
qu’industriel. Les principaux avionneurs mondiaux s’intéressent à ce nouveau procédé, développé
à la NASA en vue de son industrialisation. On peut ainsi citer les industriels Bell Helicopter,
Lockeed Martin, Agusta Helicopter, Dassault, EADS (Airbus), Eurocopter, Boeing et probable-
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ment ses partenaires.

1.2.1 Principe du procédé et variantes technologiques

Description générale

Les procédés de placement et de consolidation en continu de matériaux composites à ma-
trice thermoplastiques consistent en un drapage automatisé des plis pré-imprégnés ainsi qu’un
soudage simultané des plis les uns sur les autres grâce à un chauffage local de la matrice (figure
1.4). Dans ce procédé, alors qu’habituellement pour fabriquer des pièces composites à matrice
thermoplastiques on a recours à un processus en deux étapes avec un drapage manuel ou au-
tomatique suivi d’une consolidation en autoclave, le procédé de consolidation en continu réduit
la fabrication à une seule étape. Une fois que la surface de la structure conçue a été couverte

Figure 1.4 – Représentation du schéma de principe du procédé industriel

et que l’épaisseur a été réalisée, la pièce est achevée. Aucune cuisson ou consolidation posté-
rieure n’est nécessaire. Le chauffage local des deux préimprégnés peut être réalisé avec un laser
[Aga91, Gro88, PYG99] ou à l’aide de buses injectant un gaz chaud, technique qui a été le plus
étudiée [Shi97, Tos03, TEP04, SH97, CM97, CM98, Tie03, KKL04]. La consolidation in-situ est
assurée grâce à un rouleau qui peut être chauffé. En plus du coût réduit, le procédé de consolida-
tion en continu offre également des avantages en terme de flexibilité et d’exécution. Le processus
par chauffage localisé est en soi approprié à la fabrication de pièces de grandes surfaces et de
courbures modérées, telles que des structures de fuselage [CHM93].

La consolidation en continu

Les techniques de consolidation en continu sont couramment utilisées dans les procédés de
fabrication tels que l’enroulement filamentaire et le placement de fibres. Malgré les différences
entre les techniques utilisées pour mettre en oeuvre ces deux dispositifs, des procédures similaires
sont requises pour assurer une liaison complète entre les couches du composite. Une source de
chaleur focalisée est appliquée à l’interface entre le ruban de préimprégné qui va être déposé et
le substrat pour créer une zone fondue. L’intensité du chauffage de la la source doit être correc-
tement ajustée pour assurer la fonte des deux surfaces en contact. Une fois que la zone fondue
créée par le système de chauffage, un pression proportionnée doit être appliquée à l’aide d’un
rouleau pour comprimer les surfaces fondues, de taille inégales, et provoquer ainsi l’écoulement
de la matrice afin de remplir les zones vides. Le contact d’intime et le soudage par diffusion
dans l’interface peuvent alors être établis. La pression du rouleau doit être maintenue constante
jusqu’à ce que la température en sortie de la zone fondue passe en-dessous de la température de
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fusion de la matrice, ceci afin d’empêcher la formation de zones vides par rétrécissement volumé-
trique ou dégagement d’énergie du réseau de fibres. L’opération du processus de consolidation
en continu est réalisée en déplaçant la tête de dépose. Cependant, la vitesse de la consolidation
en continu est limitée par le temps requis pour effectuer le contact intime et la soudage par
diffusion. En général, la vitesse de la consolidation, l’intensité du chauffage, et l’intensité de la
pression exercée par le rouleau sont utilisées pour caractériser la fenêtre de mise en oeuvre du
procédé de consolidation en continu. Le procédé de consolidation en continu peut être divisé en
trois étapes comme représentées sur la figure 1.5. Ces étapes sont la fusion localisée, la consolida-
tion non-isotherme et le refroidissement contrôlé. Elles sont présentées en détail dans la section
suivante.

Figure 1.5 – Phases successives lors du procédé d’empilement par soudage et consolidation en
continu

Fusion localisée

Dans le cas du procédé de consolidation en continu, il est préférable que la fusion soit géné-
rée uniquement dans le voisinage du point de contact où le nouveau ruban de préimprégné et
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le substrat consolidé se rencontrent. Si la vitesse de consolidation souhaitée est trop élevée telle
qu’une seule source de chaleur soit insuffisante pour atteindre la température requise, un système
de préchauffage peut être adapté pour élever la température du nouveau ruban de préimprégné.
Puisque le ruban de préimprégné doit être chauffé en quelques secondes bien au-dessus de la
température de fusion , des dispositifs de chauffage fortement focalisés doivent être utilisés pour
garantir la fusion des surfaces en contact. Cependant, un chauffage excessif peut mener à la
dégradation de la matrice par la scission et l’oxydation des châınes de polymère, et conséquem-
ment peut affecter la cristallisation, la liaison de l’interface fibre/matrice et les propriétés de la
matrice [DVK92]. Par conséquent, le choix et l’arrangement appropriés des dispositifs de chauf-
fage sont les facteurs les plus importants pour obtenir un procédé de consolidation en continu
efficace. Beaucoup de dispositifs de chauffage, dont le chauffage par gaz chaud, le chauffage
par infrarouge focalisé, le chauffage par laser, le chauffage par ultrasonique, le chauffage par
micro-onde, le chauffage par induction, et le chauffage par énergie conductrice peut être utili-
sés pour le soudage par des composites thermoplastiques. Parmi ces derniers, les dispositifs de
chauffage hautement localisés, tels que le chauffage par gaz chaud et le chauffage par énergie
laser, sont utilisées généralement pour effectuer le chauffage du point de contact et les disposi-
tifs de chauffage par infrarouges sont la plupart du temps utilisés pour l’étape de préchauffage
[BG87, EG88a, Güç92, TGML87, AGMS92, BG88, HGM95].

Consolidation non-isotherme

La consolidation en continu est un processus de fabrication non-isotherme qui implique un
chauffage en continu, une phase de compactage, et une solidification en continu, ce qui entrâıne
une grande variation de température dans la zone de déformation. Cependant, il est très difficile,
sinon impossible, de mesurer physiquement le changement rapide de température dans la zone
de déformation. Par conséquent, un modèle qui prend en compte tous les mécanismes impliqués
dans la consolidation non-isotherme doit être établi pour obtenir toute l’information nécessaire.
Trois mécanismes majeurs, l’écoulement de la résine, le contact intime et le soudage par diffusion
doivent être soigneusement pris en compte dans le modèle. On considère que pour former de bons
contacts et liaisons, les mécanismes mentionnés ci-dessus doivent se produire séquentiellement
ou simultanément [MNV89, Gut85, GCKW86]. Une description schématique des phénomènes
physiques se produisant dans la consolidation en continu non-isotherme est présentée figure 1.6.

La variation des épaisseurs du ruban de préimprégné est employé comme indicateur pour
montrer l’occurrence de chacun des mécanismes. L’échelle de temps de la consolidation en continu
est inférieure à quelques secondes. Il est bien connu que les surfaces des préimprégnés disponibles
dans le commerce sont de tailles inégales. Lorsque deux surfaces sont mises en contact sans
appliquer de pression, des zones de vide se forment à l’interface des deux surfaces. Il est évident
que les châınes de polymère ne peuvent pas diffuser sans contact intime. Par conséquent, il
est essentiel, pour réaliser une fusion par soudage réussie, d’appliquer un champ de pression
approprié pour comprimer la matrice visqueuse, afin de combler les zones vides, et ainsi créer
un contact parfait. Le temps nécessaire pour que les châınes de polymère diffusent à travers
l’interface est relativement court comparée au temps nécessaire à l’écoulement de la matrice.
Par conséquent, il est connu que le soudage par diffusion est achevé immédiatement après la
fusion des deux surfaces fondues. La microstructure de la zone de contact est également supposée
être identique à celle de n’importe quelle autre section de coupe [BG91, DL85]. Cependant, une
certaine partie de la pression appliquée est absorbée par le réseau de fibres, et l’énergie stockée
dans le réseau de fibres déformé peut être libéré à la sortie du rouleau de compaction et former
de ce fait des zones vides. Par conséquent, le réseau de fibres doit être bloqué dans la matrice
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1.2. Le procédé d’empilement par soudage et consolidation en continu

Figure 1.6 – Description schématique des phénomènes physiques au cours de la consolidation
non-isotherme

avant la sortie. En d’autres termes, le rouleau de compaction devrait agir comme un absorbeur
de chaleur pour abaisser la température de la zone de déformation et initier la cristallisation
avant sa sortie. Ceci est difficile à réaliser compte tenu de la vitesse de consolidation élevée.

Refroidissement

La dernière étape de le consolidation en continu est de refroidir et de solidifier les parties
consolidées. Il est bien connu que, en plus du renfort, les propriétés physiques et mécaniques
des composites sont déterminées par la microstructure de la matrice, alors que la morphologie
des thermoplastiques est déterminée par son histoire thermique [VS86, VS88, LP86, DVK92].
Pour les matériaux thermoplastiques semi-cristallins, la cristallisation se produit lors du re-
froidissement. L’équilibre entre les phases cristalline et non-cristalline est délicat. De plus, la
présence de fibres de renforcement, qui procure une surface importante pour la nucléation, com-
plique encore plus la cinétique de cristallisation pour un matériau composite thermoplastique
[VS86, VS88, LP86, DVK92]. Afin de bien comprendre les changements dans les propriétés mé-
caniques des composites thermoplastiques fabriqués dans différentes conditions, nous devons
étudier plus de paramètres que le degré de cristallinité. La densité de nucléation, les tailles
des sphérolites et le degré de perfection cristalline devraient également être pris en compte
[DVK92]. Cependant, corréler les changements des propriétés mécaniques avec les changements
de la morphologie de la matrice n’entre pas dans le cadre de la présente étude. Alors que les
propriétés physiques et mécaniques des composites thermoplastiques bruts sont influencés par
le cycle entier de processus, la vitesse de refroidissement a été identifiée comme le paramètre le
plus influent sur la morphologie de la matrice et le degré de cristallinité. En général, des vitesses
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de refroidissement plus lentes mènent à des degrés de cristallinité plus élevés, qui entrâınent une
augmentation de la rupture en traction, de la rupture en compression, et de la résistance de la
matrice aux solvants [TSB87]. Du fait du changement rapide de température dans la consolida-
tion en continu, la vitesse de refroidissement peut être trop élevée pour obtenir la cristallisation
désirée. Par conséquent, une vitesse de refroidissement contrôlée ou un procédé de recuit se-
condaire peuvent être incorporés dans le procédé global. Dans la consolidation en continu, le
refroidissement commence immédiatement après le chauffage du point de contact. Ceci rend
difficile le contrôle de l’histoire thermique. Cependant, les mécanismes physiques impliqués au
cours du procédé doivent être bien compris et analysés pour contrôler chaque étape de la boucle
procédé-structure-propriétés et ainsi prédire les propriétés mécaniques du stratifié consolidé.

Variantes du procédé

L’ensemble des procédés d’empilement par soudage et consolidation en continu suivent le
même principe avec un chauffage au niveau de l’interface pli/pli -souvent réalisé par des torches-
puis un rouleau qui passe à la surface du pli qui vient d’être posé. Cependant ce système classique
a parfois été modifié par des développements plus ou moins «maison» dans le but d’améliorer la
consolidation. Le centre des matériaux composites (CCM) de l’université du Delaware aux Etats-
Unis a développé une tête disposant de deux torches (figure 1.8), l’une servant à préchauffer le
matériau, et l’autre servant de chauffage principal [PGL97, Tie03, PRD+96]. Ainsi le système
utilisé par Pitchumani [PRD+96] se compose de deux torches et de deux rouleaux. La première
torche et le premier rouleau ont le même rôle que dans le procédé classique. L’originalité est que
la seconde torche vient réchauffer la surface du pli qui vient d’être posé, avant que le second
rouleau ne passe à sa surface (figure 1.7). L’étude de Pitchumani [PRD+96] semble montrer que

Figure 1.7 – Principe du procédé de Pitchumani [PRD+96]

c’est surtout la première torche qui a un effet notable sur le degré de consolidation ainsi que
sur la porosité ; alors que grâce au second rouleau on obtient des meilleurs résultats. En forçant
le refroidissement des plis au-delà de la zone de consolidation, il semble donc qu’on favorise
la réduction des porosités dans les plis. D’autres systèmes d’application de la pression ont été
étudiés principal [CM97, CM98] (figure 1.9) ou développés récemment [LGF+03]. Le système
proposé par Lamontia [LFG+03] se compose également de deux torches et de deux rouleaux,
pourtant le principe est un peu différent (figure 1.10).

Chacune des deux torches chauffe le matériau à un endroit spécifique ; la première réchauffe
les couches déjà posées alors que la seconde chauffe le nouveau pli. Le premier rouleau fonctionne
de façon classique en provoquant le contact intime entre les deux plis et permet ainsi le début de
la cicatrisation. Un patin chauffant a été ajouté à ce rouleau pour maintenir plus longtemps une
température élevée afin de faciliter la diffusion des châınes. Le second rouleau qui passe ensuite
est destiné à refroidir le matériau et à le consolider dans une bonne position en comprimant les
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1.2. Le procédé d’empilement par soudage et consolidation en continu

Figure 1.8 – Tête de placement de l’université du Delaware (Etats-Unis) avec l’utilisation d’une
torche supplémentaire pour préchauffer

Figure 1.9 – Tête du NASA Langley Research Center [CM97, CM98]

Figure 1.10 – Principe du procédé de Lamontia [LFG+03]
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porosités. Un patin froid est également ajouté pour prolonger le processus de refroidissement.
La tête conçue permet de consolider 12 plis en même temps pour la réalisation de pièces de
géométrie simple, c’est-à-dire plate.

Dans son étude sur les contraintes induites par le rouleau, Sonmez [SH97] conseille également
de mettre un patin qui prolonge l’étendue du rouleau ou un second rouleau afin de maintenir
la pression jusqu’à ce que le matériau atteigne la Tg. Enfin, en ce qui concerne l’éventualité
de préchauffer l’outillage, Yousefpour [YGN01] semble montrer qu’il est nécessaire de chauffer
le mandrin dans le cas de l’enroulement filamentaire pour obtenir des pièces de bonne qualité.
Gruber et al. [GLP04] ont également utilisé plusieurs torches de préchauffage de l’outillage nu,
des couches de composites préalablement déposées et du nouveau pli de préimprégné avant son
passage sous la torche principale.

1.2.2 Description des mécanismes impliqués dans ce procédé

Pendant leur mise en oeuvre, les composites thermoplastiques subissent un grand nombre de
changements microstructuraux qui peuvent affecter leurs propriétés. Pendant la consolidation
en continu, des changements de propriétés apparaissent lors de la fusion, de la cristallisation,
et de l’éventuelle dégradation du polymère. Des porosités sont susceptibles de se former et des
contraintes résiduelles peuvent se développer. Tous ces phénomènes sont fortement dépendants
de l’histoire thermique du procédé. Comprendre ces changements et être capables de les prédire
est essentiel pour prévoir la qualité des pièces fabriquées.
Dans la littérature, plusieurs travaux visent à modéliser la consolidation en continu de ther-
moplastiques que ce soit pour l’enroulement filamentaire ou le placement de plis. Ces modèles
se décomposent en plusieurs étapes, un peu différentes selon les auteurs [DHSG93, BPWG94,
SPBG95, PDGR4a, PRDG4b, PRD+96, LFG+03, TEP04], et sont plus au moins complets. Ce-
pendant, on peut schématiser ces modèles selon les différents points suivants :

– Transfert de chaleur.
– Contact intime et réduction des porosités [MS2a, MWS2b].
– Diffusion des châınes macromoléculaires du polymère à travers l’interface. Ce mécanisme

qui conduit à la cicatrisation de l’interface est appelé «autohésion» [MS91].
– Consolidation.
– Fusion et cristallisation.
– Croissance des porosités tant que la température est supérieure à la Tg, avant et après le

rouleau ; réduction / compression des porosités [PRD+96].
– Dégradation du polymère.
– Contraintes induites par la procédé [NGC92].
– Déformation viscoélastique du matériau dans la zone confinée [SH7b].

Chacun de ces phénomènes est dépendant de la température ou du gradient de température.
Un modèle thermique doit donc être développé. La pression est un autre paramètre qui peut
aussi être pris en compte dans la modélisation, ainsi que le flux de matrice dans les fibres. Pour
débuter notre étude, il est nécessaire de faire un bilan point par point sur ce qui a déjà été fait.

a- Évolution de l’adhésion

Contact intime
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Les auteurs justifient la prise en compte d’un tel phénomène dans le procédé par le fait que
les surfaces de matériaux ne sont jamais parfaitement lisses dans la réalité et contiennent des
aspérités de surface [LS87, MWS2b, BMCPG98, LD85a]. La présence de ces aspérités ne per-
met pas un contact parfait entre les deux surfaces amenées en contact. Il est donc nécessaire
de définir à un instant donné, la proportion d’aire de surface qui est physiquement en contact,
d’où l’appellation de contact intime. Ce phénomène se résume à un problème hydrodynamique
puisqu’il faut étudier l’écoulement du polymère sous l’application de la pression. Le taux de
surfaces en contact augmente lorsque les aspérités se déforment sous l’application de la pres-
sion. Dans un procédé de consolidation en continu, c’est le rouleau presseur qui va permettre le
contact intime entre les deux plis et ainsi réduire la porosité inter-plis. Plusieurs auteurs se sont
intéressés à l’évolution du contact intime entre deux plis pré-imprègnés lors de la consolidation
en continu. Les approches proposées pour exprimer un degré de contact intime en fonction de la
rugosité de surface des plis, de la pression entre les plis et du profil de température sont similaires
[DL85, HL87, LS87, LL90a, LL90b, MS2a, MWS2b, TEP04]. Pitchumani et coll. [PRD+96] se
basent sur le modèle de Mantell et Springer [MS2a, MWS2b] qu’ils étendent au cas anisotherme
et en considérant une pression non uniforme sous le rouleau. Le modèle schématise ainsi les
aspérités de surface du pli comme une suite périodique d’éléments rectangulaires qui fluent sous
la pression. Ceci se traduit par une diminution de la hauteur de l’élément et simultanément une
augmentation de sa largeur donc de l’aire de contact interfaciale (figure 1.11).

Figure 1.11 – Eléments rectangulaires représentant l’évolution de la surface rugueuse

Le degré de contact intime Dic est défini comme le rapport entre la largeur instantanée des
aspérités rectangulaires et la longueur d’onde de l’arrangement périodique. Physiquement, le
terme Dic représente la fraction de l’aire interfaciale en contact intime à un instant lagrangien
τ pendant le processus. Ainsi, pour la valeur Dic = 1 le contact intime est achevé. En reprenant
les notations de Lee et Springer [LS87] définies figure 1.11, le degré de contact intime est :

Dic =
b

w0 + b0
(1.1)

En considérant la définition du degré de contact intime proposée ci-dessus, en écrivant la conser-
vation du volume et de la masse et en faisant l’hypothèse d’un flux laminaire (qui dépend de la
viscosité de la matrice et de la pression), Lee et Springer [LS87] propose d’estimer le degré de
contact intime Dic = 1 en fonction de la géométrie des aspérités, de la viscosité de la matrice
μmf , de la pression appliquée Papp et de l’histoire thermique. D’une façon générale, le temps de
contact intime pour lequel le contact inter-pli est parfait dépend des paramètres suivants :

tic = f [a0, b0, w0, μmf , Papp, T ] (1.2)

13



Chapitre 1. LE SOUDAGE DES THERMOPLASTIQUES, ETAT DE L’ART

Pitchumani et coll. [PRD+96] ont appliqué le modèle de contact intime au cas de l’APC-2. En
se basant sur des mesures expérimentales des régions lisses et rugueuses de la surface du pli, un
modèle semi-empirique a été ajusté et s’exprime sous la forme :

Dic (τic) = 0, 29
[∫ τic

0

P

μ
dτ

]1/5

(1.3)

τic est le temps sous le rouleau presseur pendant lequel il peut y avoir contact intime. Cette
équation suppose que le matériau composite se comporte comme un fluide newtonien dans un
écoulement laminaire sous une pression appliquée P. μ est la viscosité fibres/matrice qui dépend
de la température selon [Gut88] :

μ = A exp
(
B

T

)
(1.4)

On retiendra aussi du premier article de Lee et Springer [LS87] que pour le composite APC-
2 consolidé en continu, il semble exister une pression seuil à 0, 4 MPa. Cela signifie que si la
pression appliquée est inférieure, le temps de contact intime sera plus long . En revanche, si
on accrôıt la pression au dessus de ce seuil, les propriétés mécaniques de la pièce ne seront pas
pour autant améliorées. Ceci semble signifier qu’au dessus d’une certaine pression, le temps de
contact intime est négligeable devant les autres temps caractéristiques (temps d’interdiffusion
des châınes etc.).

La cicatrisation («healing»)

La cicatrisation («healing») pilote le développement d’une adhésion entre deux polymères ou
deux composites à matrice organique. La cicatrisation de l’interface a lieu par interdiffusion des
châınes de polymères de part et d’autre de l’interface, processus dont la cinétique est gouvernée
par la reptation de de Gennes [dG71]. Le phénomène est bien compris dans le cas des polymères
portés à l’état liquide fondu et dans des conditions isothermes, pour un matériau amorphe.
L’interface est totalement réparée lorsque le temps de reptation s’est écoulé. Dans les procédés
de soudage, plusieurs complications apparaissent : les conditions sont non-isothermes, il n’y a
pas un temps de reptation mais un temps trep (T ), les effets de polydispersités entrâınent une
distribution des temps et finalement, il faut également intégrer la cristallinité. La guérison de
l’interface n’a pas été étudiée de manière détaillée dans le cas de polymères semi-cristallins et
dans des conditions fortement non-isothermes. L’étape de cicatrisation par interdiffusion des
chaines macromoleculaires peut se produire a partir du moment ou le contact intime entre les
deux surfaces est réalisé. Pour modéliser le soudage de composites PEEK renforcé de fibres de
carbone à l’aide d’un film amorphe de PEI (Poly-ether-imide), Bastien et Gillespie [BG91] ont
discrétisé le profil de température non-isotherme en une succession d’intervalles isothermes T ∗

i

pendant un temps Δτ . Ils ont alors calculé l’évolution de la cicatrisation de l’interface Dh au
temps τh de la manière suivante :

Dh (τh) =
(

1
tr∗

)1/4
τh
Δτ∑[

τ (j)1/4 − τ (j − 1)1/4

aT (τj)
1/4

]
(1.5)

Dans ce paragraphe, dont l’objectif est de faire le point sur les différents modèles utilisés pour
la description des procédés de consolidation en continu, on ne s’étendra pas sur le sens physique
de cette expression. Le facteur de décalage aT est introduit pour traduire la variation avec la
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température du temps de reptation tr∗ déterminé à une température de référence Tref :

aT (T ) = exp
[
Ea

R

(
1
T
− 1
Tref

)]
(1.6)

Ce modèle a été utilisé par Agarwal [AGMS92] puis par Pitchumani [PRD+96] dans le cas de
composites à matrice PEEK. Il faut noter cependant que dans ces articles, la détermination
du temps de reptation en fonction de la température est très floue. Lee et Springer [LS87]
définissent le degré d’autohésion à partir d’essais mécaniques comme étant le quotient de la
résistance interfaciale au temps t sur cette même grandeur après un temps infini. Mantell [MS2a,
MWS2b] exprime le degré d’autohésion selon Dau = k.ta

na avec k une constante qui dépend de
la température et ta le temps. Il faut remarquer que cette expression - avec une constante na qui
semble dépendre du matériau - est difficilement justifiable par les lois classiques de la physique
des polymères.
On pourrait également définir le facteur de décalage aT à l’aide du modèle de Williams-Landel-
Ferry (où modèle WLF) [WLF55]. Dans ce cas aT s’exprime sous la forme :

aT (T ) = a0 exp
[−C1 (T − Tr)
C2 + T − Tr

]
(1.7)

avec C1, C2, Tr et a0 des paramètres empiriques.

Couplage contact intime/cicatrisation

Les phénomènes de contact intime et de cicatrisation qui dépendent du temps sont des phé-
nomènes couplés. Le premier est ainsi un pré-requis pour le second. Les expressions relatives
à chacun des phénomènes peuvent alors être couplées pour définir un degré de consolidation.
Mantell [MS2a] définit le degré de « consolidation» (bonding en anglais) par le produit de deux
termes : Db = Dic.Dau, le premier étant le degré de contact intime et le second le degré d’auto-
hésion. Cette expression a été utilisée dans un article suivant [MWS2b] et validée par des essais
sur l’APC-2 dont les plis sont consolidés en autoclave ou par un procédé en continu conçu spé-
cialement. Pitchumani [PRD+96] définit le degré de consolidation ou la résistance à l’adhésion
interfaciale Db par :

Db (τh) =
∫ τic

0
Dh (τh − τ) .dDic (τ)

dτ
dτ (1.8)

Le terme Dic est à nouveau le degré de contact intime alors que le terme Dh est relatif à la
cicatrisation (healing en anglais). Pour appliquer cette relation au procédé de placement de plis,
une simplification est faite. On considère que le temps possible pour le contact intime τic est égal
au temps du pli sous le rouleau. Si le temps disponible pour la cicatrisation τh est supérieure à
τic alors l’approximation Dh (τh − 1) ≈ Dh (τh) est faite. On en déduit alors une expression de
consolidation simplifiée : Db (τh) = Dh (τh) .Dic (τic).

b- Cinétiques de cristallisation et de fusion

Cristallisation

Le phénomène de cristallisation, notamment dans le cas particulier du PEEK, sera étudié en
détail dans le paragraphe 1.4. Le but de cette section est ici simplement de faire le point sur les
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travaux qui ont tenté de prendre en compte le phénomène de cristallisation dans leur modélisa-
tion des procédés de soudage en continu.
Nejhad et coll. [NGC92] appliquent le modèle développé par Velisaris et Seferis [VS86] à leur pro-
cédé d’enroulement filamentaire. Mantell et Springer [MS2a, MWS2b] utilisent le modèle proposé
par Lee et Springer [LS87] pour prédire le taux de cristallinité dans le procédé de consolidation
en continu. Le premier modèle est basé sur l’équation isotherme d’Avrami. On peut alors avoir
un doute quant aux résultats obtenus pour de forts gradients de température. Le second modèle
est basé sur l’équation d’Ozawa. Cependant, cet article ne donne pas d’information quand à
la détermination des constantes cinétiques et les données expérimentales à hautes vitesses de
refroidissement font défaut.
Somnez et Hahn [SH7a, SH7b] s’appuient sur le modèle proposé par Choe et Lee [CL89] dans le
cas du PEEK pur pour décrire le phénomène de cristallisation de l’APC-2. On regrettera que le
modèle utilisé ait été établi pour le PEEK pur et non pour le composite. D’autre part, le modèle
de Choe et Lee [CL89] décrit la densité de germes formés par seconde par la loi d’Hoffmann et
Lauritzen -classiquement utilisée pour décrire la vitesse de croissance des sphérolites- ce qui est
difficilement vérifiable.
Sonmez et Hahn [SH7a, SH7b] disent prendre en compte l’effet de la température du fondu Tm

sur le processus de cristallisation anisotherme. Pour cela ils introduisent une cinétique de fusion
dépendant de Tm si cette température est comprise entre la température de fusion Tfusion et la
température d’équilibre thermodynamique T̊m. Cependant, le problème physique n’est pas là :
à la température Tm considérée, il se peut que tout le polymère soit fondu -i.e le taux de cristal-
linité tend vers zéro-, en revanche ce sont les germes cristallins non détruits qui modifieront la
cinétique de cristallisation et ce phénomène ne peut pas être pris en compte par une cinétique
de fusion.
Dans leur modélisation du procédé de consolidation en continu, d’autres auteurs ont tenté d’ajou-
ter à l’équation classique de la chaleur un terme source relatif à la cristallisation. C’est le cas
de Mantell [MS2a] qui se base sur le modèle de Maffezzoli [MKN89] pour déterminer la varia-
tion du taux de cristallinité. Cependant il faut noter que ce modèle est ajusté via de nombreux
paramètres. La cinétique de cristallisation proposée semble loin de la physique classique rencon-
trée dans les polymères. Lee et Springer [LS87] utilisent de façon plus classique une cinétique
de cristallisation identifiée selon la loi d’Ozawa. Cependant la cinétique de cristallisation a été
identifiée seulement à de très basses vitesses de refroidissement. Guan et Pitchumani [GP04] ont
eu récemment une approche originale et proposent de s’intéresser particulièrement à l’évolution
de la microstructure des sphérolites lors du procédé de consolidation en continu de matériaux
thermoplastiques. Pour simuler la morphologie cristalline dans l’APC-2 et son évolution au cours
du temps ils utilisent : une densité de nucléation hétérogène (due aux fibres) plus une nucléation
homogène (dans la matrice) dont la vitesse d’apparition des germes varie selon la loi de Hoff-
man et Lauritzen, ce qui est à nouveau discutable. D’autre part, il faut noter que cette étude
est purement numérique et qu’il n’y a aucune comparaison avec l’expérience. Les résultats sont
cependant en accord avec la physique : pour une vitesse de dépose lente, les sphérolites seront
moins nombreux et plus grands qu’avec une vitesse de dépose rapide. Nous reviendrons en détail
sur ce phénomène dans le paragraphe 1.4. On notera que la microstructure des sphérolites aura
une influence sur les propriétés mécaniques du matériau et sur le mode de rupture. Talbott
[TSB87] montrait déjà des différences de propriétés mécaniques, pour un taux de cristallinité
global identique, dues à la morphologie de la phase cristalline du PEEK. Si la phase cristalline
est composée de nombreux petits sphérolites, la déformation plastique sera plutôt intrasphéro-
litique, le matériau absorbe beaucoup d’énergie et est ductile. A contrario, si le diamètre des
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sphérolites est important, la déformation intersphérolitique provoquera une concentration de
contraintes à l’interface entre les sphérolites d’où une propagation de fissure intersphérolitique
et un comportement plutôt fragile. Une étude sur du iPS (polystyrène) et du iPP (polypropy-
lène) [Sch84] a montré que l’ajout d’agents nucléants - ce qui favorise une cristallisation de type
«beaucoup de petits sphérolites»- améliore la ductilité, la contrainte seuil et la résistance au
choc du matériau.

Fusion

Très peu de travaux ont pris en compte le caractère cinétique du phénomène de fusion du ther-
moplastique. Somnez et Hahn [SH7b] ont utilisé le modèle de Maffezzoli [MKN89] pour prendre
en compte la fusion du PEEK. L’évolution du taux de cristallinité du polymère est alors décrite
selon la loi :

Cv (t) = Cv (tinitial)
(

1− 0, 5
∫ t

tinitial

Kdt

)2

(1.9)

Le paramètre K varie avec la température selon la loi d’Arrhenius.

c- Dégradation thermique

Certains auteurs ont tenté d’étudier la dégradation thermique du matériau exposé à de hautes
températures lors du procédé du placement de plis [DPG94]. La cinétique de la dégradation
thermique du polymère est souvent décrite par une loi cinétique de type Arrhenius [Sch81, NS92].
Étant donné qu’aucun mécanisme chimique de dégradation n’est proposé, on peut déjà penser
que les lois proposées sont approximatives et manquent de sens physique.
Dans le cas particulier de l’APC-2, Sonmez et Hahn [SH7b] adoptent le modèle de Nam [NS92]
pour estimer la perte de poids du matériau causée par la dégradation thermique. Beyeler [BG88]
et Nejhad [NGC92] donne une valeur limite à ne pas dépasser pour éviter la dégradation du
PEEK. Il faut cependant noter qu’ils ne prennent pas en compte le paramètre temps qui a
pourtant toute son importance. Enfin, le modèle proposé par James [JB99] pour la dégradation
du PEEK lors de l’enroulement filamentaire est un modèle isotherme. Ce modèle sera donc
difficilement utilisable si le matériau subit de forts gradients thermiques.
On constate donc que plusieurs auteurs, conscients que le polymère est susceptible de se dégrader
pendant la consolidation en continu, ont tenté de prendre ce phénomène dans leurs modèles.
Cependant, ces modèles «globaux» décrivent mal les modifications physiques et chimiques à
l’échelle macromoléculaire lors de la dégradation du PEEK. Un effort devra être fait dans ce sens
si on veut décrire proprement les limites des procédés de consolidation aux hautes températures.

d- Taux de porosité

Étant donné que les propriétés finales d’une pièce composite thermoplastique dépendent
fortement du taux de porosité, il est intéressant, pour un procédé relativement complexe comme
la consolidation en continu, de connâıtre le taux de porosité en fonction des paramètres du
procédé. Alors que le mécanisme qui conduit à la réduction des porosités inter-plis est le contact
intime, le mécanisme majeur de réduction des porosités intra-plis est la compression des gaz sous
le rouleau, bien qu’il puisse y avoir aussi coalescence et migration des porosités et formation de
bulles.
La dynamique des porosités, c’est-à-dire leur croissance et leur réduction, pendant le procédé
de placement de plis d’APC-2 a été étudiée par Pitchumani [PRD+96]. L’étape de réduction
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des porosités, prend place sous le rouleau de compaction. Grâce à l’application d’une force, la
concentration des porosités intra-laminaire dans le pli diminue. Dans une étude de Ranganathan
[RAL95] la réduction des porosités est modélisée par l’écoulement sous pression d’un mélange
compressible fibres-résine-porosités sous le rouleau presseur. Lamontia [LFG+03] reprend ce
modèle d’écoulement sous pression et décrit le flux transverse du mélange comme une fonction
de la distribution de pression sur le pli, cette pression provoquant une diminution de la hauteur
du pli et une augmentation de sa largeur en même temps que la réduction de porosités. Dans le
modèle de Pitchumani [PRD+96] la phase de développement des porosités dans les régions hors
zone de consolidation est décrite comme une expansion de porosités dans un polymère fondu
statique sous la pression atmosphérique à la température du pli. Pitchumani [PRD+96] conclut
son étude en notant que l’augmentation de la force de compaction diminue la concentration
finale de porosité (tout en augmentant le degré de consolidation) d’où une amélioration de la
qualité des pièces. En revanche, une augmentation de la température des torches provoque une
augmentation de la porosité finale.

e- Tenue mécanique de la zone consolidée

Différents essais mécaniques peuvent être utilisés afin de tester la qualité du soudage inter-
plis obtenue par les procédés en continu. D’une façon générale, les essais qui provoquent une
sollicitation de cisaillement inter-plis sont bien adaptés pour quantifier les propriétés d’adhésion
interfaciale. L’essai de flexion 3 points rapprochés, qui induit un cisaillement inter-plis impor-
tant, a été employé sur l’APC-2 [PRD+96] ou sur des matériaux semblables comme le composite
carbone/PEKK (polyethercétonecétone) [LFG+03]. L’essai en simple recouvrement est aussi
souvent utilisé car il est simple à réaliser [MS2a, MWS2b, Cho95, GK02] même si les champs de
contrainte induits par ce test sont très complexes. L’essai de choc entaillé, qui présente l’avantage
d’être rapide, est également souvent utilisé pour mesurer la résistance à la fracture interlaminaire
[LS87, CDK90]. L’essai DCB (Double Cantilever Beam) pour lequel la sollicitation en ouverture
est mieux contrôlée est en revanche plus rarement utilisé car il est moins simple à mettre en
oeuvre [Vau90].
L’effet de la microstructure sur les propriétés de l’interface a également été étudié. De nombreux
auteurs ont tenté de corréler le taux de cristallinité aux propriétés d’adhésion interfaciale de
l’APC-2 [LTSB7a, LS7b, Cho95, GK02]. Gao [GK02] a étudié en détail l’effet de la taille des
sphérolites ainsi que l’effet de la cristallisation spécifique à l’interface fibre-matrice sur les pro-
priétés mécaniques de l’APC-2. Si les effets de ces microstructures sur les propriétés mécaniques
du composite sont largement étudiés dans la littérature, il faut noter toutefois la diversité des
résultats et parfois leur relative incohérence. Ceci est le signe de phénomènes très complexes et
encore mal compris. Ainsi la déformation d’un composite semi-cristallin renforcé par des fibres
peut générer les phénomènes suivants : une cristallisation spécifique à l’interface fibre/matrice
indépendante de tout autre processus de cristallisation, une déformation très complexe de la
matrice incluant les mouvements de châınes de la partie amorphe, les déformations de la struc-
ture intrasphérolitique et même des évolutions de ces microstructures en fonction de l’état de
contrainte [OPR04]. A titre d’exemple, citons quelques résultats sur l’APC-2 ou sur le PEEK
pur. Pour Lee [LTSB7a] les propriétés en traction ne sont pas affectées de façon significative
quand le taux de cristallinité passe de 27 à 43% alors que pour Talbott [TSB87] la résistance
en traction, le module de traction et la résistance en cisaillement augmentent lorsque le taux de
cristallinité diminue, résultat très discutable pour le module de traction. En revanche, il semble
y avoir un consensus sur le fait que la résistance à la fracture interlaminaire (KIC) augmente
lorsque le taux de cristallinité diminue [LTSB7a, TSB87]. Cantwell [CDK90] confirme ces résul-
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1.2. Le procédé d’empilement par soudage et consolidation en continu

tats en montrant que le KIC augmente avec la vitesse de refroidissement. Pour Gao [GK02], les
propriétés dans le plan du pli d’APC-2 ainsi que les propriétés interlaminaires augmentent d’une
façon générale quand la vitesse de refroidissement diminue c’est-à-dire lorsque le taux de cristal-
linité augmente. Ceci est attribué à un changement de mode de rupture d’un mécanisme adhésif
qui induit un déchaussement à l’interface fibre matrice aux grandes vitesses de refroidissement
à un mécanisme cohésif dominant de la matrice aux basses vitesses de refroidissement. En effet,
à faibles vitesses de refroidissement, le composite a le temps de cristalliser et la cristallisation à
l’interface fibre/matrice renforce l’adhésion renforts/matrice.

1.2.3 Modélisation du procédé en continu

Les modèles

De nombreux auteurs se sont intéressés à la modélisation des procédés de mise en oeuvre des
matériaux composites à matrice thermoplastique. Mantell [MS2a] propose un modèle très théo-
rique et général qui peut s’appliquer à la consolidation sous presse, en autoclave, au procédé de
consolidation en continu ou d’enroulement filamentaire. Ce modèle très général a pour but de
relier la température appliquée, la pression, la vitesse et le temps au taux de cristallinité, à la
consolidation interplis, aux contraintes et aux déformations résiduelles dans le composite. Lee
[LS87] propose aussi un modèle pour la mise en oeuvre des composites à matrice thermoplas-
tique dans un cas très général. Ce modèle a pour but de relier la température et la pression au
flux dans la matrice entre les torons de fibres, à la formation du contact et de la consolidation
entre les plis adjacents et au taux de cristallinité. Ces modèles sont très ambitieux et, certes,
apportent des éléments de réponse mais sont malheureusement loin d’être complets et utilisables
concrètement.
De nombreux auteurs se sont intéressés à la modélisation des procédés de consolidation en
continu de matériaux composites comme l’APC-2 et notamment à leur simulation thermique.
De nombreux modèles ont été écrits pour différentes sources de chaleur [AGMS92, SPBG95].
Parmi les modèles stationnaires ou non-stationnaires de placement de fibres, citons les travaux
de Groove [Gut88], d’Agarwal [AGMS92] qui utilise le modèle développé par Beyeler et coll.
[BG88], de Sonmez et Hahn [SH97] et de Tumkor et coll. [TTCM01]. Cependant, dans tous ces
modèles il faut noter le manque de vérifications expérimentales. Seuls les modèles de Kim et al.
[KH96] et de James [JB99] sont couplés à des mesures thermiques en utilisant respectivement
des thermocouples et une caméra infra-rouge.
Plusieurs modèles ont été créés dans le cas du matériau à matrice PEEK. Pitchumani [PRD+96],
conclut son étude sur la consolidation en continu de plis d’APC-2 en exprimant un degré de conso-
lidation Db en fonction des paramètres du procédé tels que la vitesse, la force de compactage,
la température des torches et la configuration de la tête de la machine. Malheureusement, les
résultats sont propres à chaque machine et les paramètres utilisés ne sont pas toujours clairement
définis, ce qui empêche de comparer ces études avec nos propres résultats. Très récemment, Guan
et Pitchumani [GP04] ont affiné leur modèle pour prendre en compte des paramètres procédés
de façon très précise comme l’angle de la torche, la distance torche /matériau, le diamètre de la
torche, la température du gaz en sortie du tube, la vitesse du gaz et l’épaisseur c’est-à-dire le
numéro de la couche déposée. Les modèles numériques semblent très fins, cependant il faut noter
qu’aucune vérification expérimentale n’a été effectuée et que la détermination des paramètres
du modèle est très floue. En ce qui concerne la modélisation des torches, dans le modèle de
Sonmez et Hahn [SHA02b], l’air exposé à la source chaude est considéré comme uniformément
chauffé tout son long (c’est-à-dire que l’on impose un flux q uniforme sur une certaine distance).
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Notons qu’en général la surface chauffée peut avoir différents taux d’absorption qui dépendent
de l’exposition du matériau à la source chaude. Dans le cas d’un rayon laser par exemple, le taux
d’absorption peut changer avec l’angle d’incidence et de multiples réflexions peuvent se produire
[AGMS92].

1.3 Les matériaux utilisés

Les matériaux potentiels pour le procédé d’empilement par soudage et consolidation en
continu sont des polymères à hautes performances renforcés de fibres de carbone longues. Les
fibres de carbone sont utilisés pour les bonnes propriétés mécaniques qu’elles apportent au maté-
riau. Les composites se présentent sous forme de rubans de plis unidirectionnels qui permettent
d’assurer à la structure des propriétés mécaniques souhaitées en fonction de la séquence d’empi-
lement. Les polymères constituant la matrice des composites doivent résister à des températures
élevées du fait de leur utilisation pour des structures aéronautiques. Ce sont des polymères
semi-cristallins pour assurer de bonnes propriétés mécaniques aux pièces finales et une bonne
résistance aux solvants. Ainsi, les polymères envisagés sont le PEEK (poly-éther-éther-cétone),
le PPS (sulfure de polyphénylène), le PEKK (poly-éther-cétone-cétone) aux propriétés de résis-
tance thermique intermédiaire. Certains auteurs [LFG+03, HMH+99] ont également utilisé des
matériaux encore plus exotiques tels que les composites à base de PIXA, polyimide thermoplas-
tique développé par Mitsui Toatsu au Japon qui possède une meilleure résistance thermique que
celle du PEEK. Pour des applications à plus basses températures, Toso [Tos03, TEP04] a étudié
le cas de composites fibres de verres/polypropylène.

1.3.1 Le poly-éther-éther-cétone (PEEK)

Le poly-ether-ether-cetone (PEEK) est un polymère thermoplastique semi-cristallin a hautes
performances qui a été développé et commercialisé par la société Imperial Chemical Industries
(I.C.I.) au début des années 1980. Actuellement, il est produit principalement par la société
Victrex, mais un concurrent est apparu en 2003, Gharda Chemical Ltd. en Inde.

Propriétés moléculaires

Le PEEK est un polymère aromatique à châıne linéaire dont la formule chimique est indi-
quée dans la figure 1.12. Daoust et coll.137 ont répertorié les différents modes de synthèse de
ce polymère. L’une des principales caractéristiques de ce polymère est sa non-solubilité dans les

Figure 1.12 – Structure chimique du PEEK

solvants organiques classiques. Cette haute résistance chimique est un avantage important pour
ses applications. En revanche, ceci complique fortement sa caractérisation. Il est donc assez dif-
ficile d’obtenir ses caractéristiques moléculaires à l’aide de techniques expérimentales classiques
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comme la GPC (Chromatographie de Perméation de Gel) ou Chromatographie d’Exclusion Sté-
rique (SEC). Cependant, Devaux et coll. [DDG+93, DDD+85] ont sulfoné les châınes de PEEK
dans des acides forts pour en déterminer les masses moléculaires et conformations. Plusieurs
grades de PEEK sont commercialisés par la société Victrex. Les propriétés moléculaires associées
aux différents grades sont répertoriées dans le tableau 1.2. Des informations complémentaires
sur les caractéristiques du PEEK peuvent être obtenues dans la revue de Daoust [DDG+93].
Cogswell [Cog92] a calculé à partir de modèles moléculaires les différentes caractéristiques d’une

Paramètres PEEK 150 PEEK 450
Viscosité (MPa.s) 150 450
Mw (g/mole) 28 000 40 000
Mw/Mn 2.7 2.7

Table 1.2 – Caractéristiques moléculaires du matériau [DDG+93, DDD+85]

châıne étirée et sous forme de pelote. On trouve ainsi qu’une châıne d’un poids moléculaire de
Mw = 40000g/mol a une longueur étirée de 208 nm sachant que la longueur d’un monomère est
d’environ 1,5 nm. Le rayon de giration est de 19.2 nm. Le rapport entre les volumes de la châıne
en pelote et de la châıne étirée est de 560. Le paramètre de tortuosité, rapport entre la longueur
et le double du rayon de giration, est de 5.4.

Morphologies cristallines

Le caractère semi-cristallin du PEEK implique la présence de structures cristallines organisées
en sphérolites qui ont une taille de 1 a 10 μm, voire plus, en fonction de l’histoire thermique du
matériau et de la densité de sites de nucléation. L’épaisseur des lamelles est comprise entre 1
et 4 nm et l’espace entre les lamelles est de l’ordre de 10 nm [Cog92]. L’étude de diffraction X
aux grands angles a montré que la cellule unitaire est orthorhombique, figure 1.13. Les valeurs
reportées des axes a, b, c de la cellule varient, suivant les sources bibliographiques, pour a entre
0.773 à 0.788 nm, pour b entre 0.584 à 0.594 nm, et c entre 0.988 à 1.007 nm [KAA86, HKLR84,
RAR+83, DB80, BO83]. On peut en déduire la valeur théorique de la densité d’un PEEK qui

Figure 1.13 – Structure cristalline du PEEK [LD86]

serait entièrement cristallisé. Le tableau 1.3 reporte les différentes valeurs de densité du matériau
pour les différents états et pour différents niveaux de cristallinité.
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PEEK amorphe (kg/m3) 1.264
(1.080 à 380̊ C)

PEEK 20% cristallin (kg/m3) 1.291
PEEK 40% cristallin (kg/m3) 1.318
PEEK Entièrement cristallin (théorie) (kg/m3) 1.400

Table 1.3 – Densité du PEEK en fonction de sa cristallinité [Cog92]

Caractéristiques thermiques

Le PEEK possède d’excellentes propriétés thermiques. En effet, il conserve ses propriétés mé-
caniques jusqu’à 250̊ C. La figure 1.14 présente le thermogramme de PEEK que Lamèthe [Lam04]
a obtenu à partir d’une pastille de 6 mm de diamètre extraite d’une plaque directement reçue,
à partir d’une MDSC (analyse calorifique différentielle modulée) Dupont 2920. Les différents
changements d’état du matériau sont clairement mis en évidence. La température de transition
vitreuse apparâıt à 143̊ C. On pourra noter que Lamèthe a réalisé des expériences en torsion
rectangulaire qui donne une température de transition vitreuse de 150̊ C. Le pic obtenu à 165̊ C
correspond au pic de cristallisation froide, c’est-à-dire la cristallisation qui apparâıt depuis l’état
solide, étudiée par Ivanov et coll. et Fougnies et coll. [ILJ00, ILJ99, FDK99]. Ceci met en évidence

Figure 1.14 – Thermogramme obtenu par MDSC d’une plaque de PEEK brute (a) zoom sur
la Tg (b) vue globale [Lam04]

le fait que la plaque obtenue par calandrage [BHB91] n’est pas totalement cristallisée. L’un des
côtés a été refroidi beaucoup plus vite que l’autre et on peut observer une couche marbrée qui
est beaucoup moins cristalline. Le dernier changement de phase correspond à la fusion et son pic
est à 345̊ C. On remarque deux points : d’une part, le pic de fusion est dissymétrique et s’étend
sur une gamme de température large et, d’autre part, on observe une réaction exothermique
dans le signal non réversible lors de la fusion. Ce phénomène est associé à une recristallisation
qui a lieu pendant la fusion. Les châınes ont le temps de se réorganiser au cours de l’analyse
calorimétrique. Le comportement à la fusion du PEEK par DSC a fait l’objet de nombreuses
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études [LPL89, BO83, WCY03, SKNBT00, BBA94, Cha88, Blu87, CD86, CCW86, LHHB92].
L’enthalpie de fusion estimé du PEEK entièrement cristallisé ΔH0

m est de 122 J/g pour Hay et
coll. [HKLR84] et 130 J/g pour Blundell et coll. [BO83]. L’enthalpie des pics de cristallisation
froide et de fusion de la figure 1.14 sont respectivement de 6 J/g et 40 J/g. On peut en déduire
un taux de cristallisation globale. Le taux de cristallisation global de la plaque est donc de 15
%. La DSC ne permet pas d’obtenir les informations sur les variations du taux de cristallisation
suivant l’épaisseur.

Diffusivité thermique

La diffusivité thermique est une variable importante à connâıtre dans la mise en oeuvre de
matériau. Les mesures de diffusivité ont été réalisées par Lamèthe [Lam04] par méthode flash
[DBBC97]. Les mesures ont été effectuées dans la plage de températures de 20 à 300̊ C sous
atmosphère neutre par paliers de température de 15 minutes. Les résultats sont représentés dans
la figure 1.15 et sont en accord avec les valeurs de la littérature [Cog92, HG93]. Le montage
mécanique du dispositif expérimental de mesures ne permet pas de tenir correctement l’échan-
tillon cylindrique de PEEK au dessus de 300̊ C, d’autant que l’échantillon a tendance à fluer.
L’évolution de la chaleur spécifique Cp en fonction de la température a été déterminée à l’aide

Figure 1.15 – Diffusivité thermique du PEEK en fonction de la température [Cog92, HG93]

de la MDSC, en prenant la ligne de base de la courbe en chauffant et en refroidissant pour
s’affranchir du problème de cristallisation. On obtient l’équation suivante, en bon accord avec la
littérature [Cog92] :

Cp (J/kg/̊ C) = 2.5 T (̊ C) + 1250 (1.10)

La diffusivité thermique a est définie de la manière suivante :

a =
k

ρCp
(1.11)

où k est la conductivité du matériau (W.m−1.̊ C−1), ρ la densité (kg.m−3) et Cp la chaleur
spécifique (J/kg/̊ C). Lamèthe [Lam04] en déduit l’évolution de la conductivité thermique en
fonction de la température à partir des mesures de diffusivité, figure 1.16.

Celles-ci sont légèrement inférieures aux valeurs obtenues par Holmes et coll. [HG93] mais
sont en accord avec les valeurs de conductivité mesurées dans les polymères [BHB91]. Les coef-
ficients d’expansion thermiques sont indiqués dans le tableau 1.4.

23



Chapitre 1. LE SOUDAGE DES THERMOPLASTIQUES, ETAT DE L’ART

Figure 1.16 – Conductivité thermique du PEEK déduite à partir des valeurs de diffusivité
obtenues par méthode flash [Lam04]

Gamme de température 23-143̊ C 143- 343̊ C 343-420̊ C
Coefficient d’expansion thermique (̊ C−1) 47 × 10−6 108 × 10−6 120 × 10−6

Table 1.4 – Propriétés thermiques du PEEK [Cog92]

Cristallisation

La cristallisation est un phénomène important qu’il faut prendre en compte puisque les
propriétés mécaniques du matériau en dépendent très fortement. Le taux de cristallisation et la
morphologie des sphérolites dépendent fortement de l’histoire thermique du matériau à partir
du fondu. La cristallisation est très différente si elle a lieu dans des conditions isothermes ou non
isothermes.

Propriétés mécaniques

La figure 1.17 présente la courbe d’un essai de traction de PEEK 450G avec une éprouvette
diabolo à 25 C̊ [Cot91, G’s95]. On distingue plusieurs zones : la déformation élastique jusqu’à
4%, la zone de déformation plastique à partir de σy = 116 MPa avec apparition de la striction,
puis propagation de la striction le long de l’éprouvette avec un durcissement du matériau dû à
la déformation des structures cristallines. Le module de flexion du PEEK a été obtenu par un
essai de flexion trois points après un recuit à 250̊ C pour cinq éprouvettes. Il est de 3.69 (± 0.09)
GPa.
La ténacité du PEEK à 25̊ C est de l’ordre de 5-8 MPa/

√
m suivant les auteurs [Cog92, Cot91].

Cogswell [Cog92] indique un taux de restitution critique en mode I, GIC de 6,6 kJ/m2. Le lecteur
intéressé par d’autres propriétés mécaniques du PEEK pourra consulter par exemple la thèse de
Cottenot [Cot91].

Dégradation

Connâıtre les limites jusqu’auxquelles le polymère peut être porté afin d’éviter sa dégrada-
tion par oxydation est un aspect important lors de la mise en oeuvre de matériau.
Chen et coll. [CCC98] ont observé la dégradation du PEEK par thermogravimétrie sous un flux
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Figure 1.17 – Courbe de traction contrainte vraie/ déformation vraie d’une éprouvette diabolo
cylindrique en PEEK à 25̊ C [Cot91, G’s95]

d’azote et d’air avec une vitesse de chauffe de 1 C̊/min. Aucune dégradation du PEEK n’a
été observée jusqu’à 415̊ C pour des temps de chauffe allant jusqu’à une demi-heure sous flux
d’azote. Une perte de poids notable s’observe seulement au dessus de 510̊ C sous azote. Le taux
de perte augmente graduellement jusqu’à un taux maximum de 540̊ C, puis chute rapidement en
laissant 57% de résidu. L’augmentation de la température jusqu’à 900̊ C (à 1 C̊/min) ne cause
seulement que 10% de réduction de poids supplémentaire. Dans l’air, le PEEK apparâıt stable
jusqu’à 450̊ C et s’est totalement décomposé à 570̊ C.
Jonas et Legras [JLSR93] ont montré que des phénomènes de branchements peuvent être ob-
servés lorsque le polymère est porté au dessus de 385̊ C au bout de plusieurs minutes dans une
atmosphère oxydante, ce qui est préjudiciable pour les propriétés de cristallisation. Le bran-
chement apparâıt suite à un processus de scission de châınes qui deviennent réactives avec des
châınes proches [JLSR93].

1.3.2 Le composite à matrice PEEK renforcée de fibres de carbone

Caractéristiques générales

Le composite a matrice PEEK peut être fourni sous forme de preimpregnes unidirectionnels
sous le nom commercial APC2 (Aromatic Polymer Composites). Il est fabriqué par imprégna-
tion sur les fibres de la matrice fondue [Cog92]. Le composite a matrice PEEK peut également
être fourni sous le nom commercial TIFF(PEEK) (TIFF : Thermoplastic Intermediate Forms
Facility) de la même société et est plus spécifiquement utilisé pour les procédés, tel que l’empile-
ment avec soudage et consolidation en continu car la rugosité est beaucoup mieux contrôlée des
deux cotés. Une étude par analyse d’images sur des coupes enrobées (figure 1.18) a permis de
déterminer la rugosité (écart type des épaisseurs) des deux types de préimpregnés : 24 μm pour
l’APC2 classique et 2 μm pour le Tiff(PEEK) [Bea02]. Les fibres employées sont des fibres a
haute résistance AS4 fabriquées a partir d’un précurseur polyacrylonitrile (PAN). Leur diamètre
moyen, déterminé par analyse d’images est de 7 μm. De la même façon, la fraction volumique de
fibres a été determinée a 60% pour le Tiff(PEEK). Les caractéristiques moléculaires de l’APC2
ont été déterminées par Daoust et coll. [DDG+93]. Ils ont extrait le PEEK par dissolution du
composite dans de l’acide sulfurique H2SO4 et filtration et obtiennent les caractérisations molé-
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Figure 1.18 – Coupe transverse de Tiff(PEEK)

culaires répertoriées dans le tableau 1.5. Les caractéristiques moléculaires de l’APC2 montrent

Mw Mn Ip
25 500 11 500 2.3

Table 1.5 – Propriétés moléculaires du composite APC2 [DDG+93]

que le PEEK utilisé est très probablement le grade PEEK 150 de Victrex. Celui-ci est d’ailleurs
plus facile à mettre en oeuvre car il a une viscosité plus faible.

Caractéristiques thermiques

La figure 1.19 présente les thermogrammes de composites PEEK renforcé de fibres de carbone,
l’APC2 et le Tiff(APC2) ([Lam04]). Il est important de remarquer que la matrice pour les
deux composites est la même puisque la Tg apparâıt à la même température à 141̊ C. On
observe également les autres phases : la température de cristallisation froide à 166-167̊ C et la
température de fusion à 348̊ C. La présence des fibres, très conductrices, dans la matrice isolante
PEEK modifie totalement les propriétés thermiques du composite formé. Elles sont répertoriées
pour le composite PEEK/AS4 dans le tableau 1.6. Les valeurs de diffusivité du composite de

kL, conductivité longitudinale (dépend de la température) (W/m C̊) 6.0
kT, conductivité transverse (dépend de la température) (W/m C̊) 0.72
Cp chaleur spécifique (dépend de la température) (J/kg C̊) 1425
Emissivité ε 0.85
Densité (kg/m3) 1560

Table 1.6 – Propriétés thermiques du composite APC2 [Cog92]

l’APC2 ont également été mesurées par la méthode flash [DBBC97]. Elles sont en bon accord
avec les mesures de la littérature et sont représentées sur la figure 1.20.
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Figure 1.19 – Thermogrammes obtenus par MDSC (2̊ C/min) des échantillons de PEEK/Fibres
de carbone (APC2 et Tifline) : (a) Zoom sur la Tg ; (b) Représentation sur toute la gamme de
températures ([Lam04])

Figure 1.20 – Diffusivité de l’APC2 en fonction de la température dans la direction perpendi-
culaire aux fibres [Lam04]
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Propriétés mécaniques

Les fibres de carbone possèdent d’excellentes propriétés mécaniques rappelées dans le tableau
1.7. La présence des fibres dans la matrice de PEEK modifie le comportement mécanique du
matériau. Les propriétés finales du composite varient en fonction de l’empilement des préim-
prégnés et peuvent être calculées par la théorie des plis [HC96]. On ne s’attardera pas sur les
différentes propriétés mécaniques du matériau composite APC2, bien que très importantes pour
l’application finale car ceci sort du cadre de cette étude. Le lecteur intéressé par des informations
complémentaires peut se référer à la littérature [Cog92, Vau93, CD93, Moo93].

E1 module de traction longitudinal (GPa) 227
E2 module de traction transverse (GPa) 15
Force à la rupture (MPa) 3600
Allongement à la rupture (%) 1.7

Table 1.7 – Propriétés mécaniques de la fibre de carbone AS4 d’Hercules [Cog92]

Module de flexion

La mesure du module de flexion a été réalisée ([Lam04]) sur cinq échantillons de composite
APC2 ayant une épaisseur d’environ 1 mm, préalablement moulés par compression en empilant
plusieurs couches de préimprégnés. Les échantillons ont été refroidis de manière lente afin de
favoriser la cristallisation. Le module ainsi obtenu est de 108 ± 11 GPa.

Résistance interlaminaire

La résistance interlaminaire à la fracture en mode I du composites APC2 est une des pro-
priétés importantes dans le cadre de notre étude. Celle-ci est testée classiquement par un test
de DCB (Double Cantilever Beam) mais les propriétés du composite dépendent de nombreux
paramètres comme les conditions de mise en oeuvre ou la géométrie des échantillons mais aussi
des conditions de l’essai et particulièrement la vitesse de déformation [FRPF01]. En effet, dans
la littérature, les valeurs de GIC varient de 1500 à 3000 J/m2 pour l’APC2 [CD93]. L’adhésion
fibres/matrice est également un paramètre important qui influence la résistance interlaminaire
des composites unidirectionnels. Il existe un lien direct entre la cristallinité et l’adhésion inter-
faciale entre fibres et matrice qui décrôıt avec la vitesse de refroidissement [GK00, GK02]. Ceci
est associé à un changement de mode de rupture passant d’une rupture adhésive à l’interface
fibre/matrice à hautes vitesses de refroidissement à une rupture cohésive de la matrice à basses
vitesses de refroidissement. Gao et Kim [GK01] ont fait une synthèse des différents travaux de
la littérature qui concernent l’étude de l’évolution de la rupture interlaminaire en fonction de
la vitesse de refroidissement pour des vitesses de 1 à 80̊ C/min. Dans l’ensemble, GIC diminue
lorsque la vitesse de refroidissement augmente. L’adhésion entre les fibres et la matrice est moins
bonne et la matrice a tendance à être plus ductile.

Dégradation

Phillips et coll. [PGM97] ont étudié la stabilité thermique du composite PEEK renforcé de
fibres de carbone à l’aide de mesures rhéologiques dans l’air et de mesures de DSC sur des
échantillons maintenus pendant plusieurs minutes pour des températures comprises entre 360 et
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420̊ C. Phillips et coll. [PGM97] ont observé une augmentation du module complexe lorsque la
température augmente et une diminution des températures de fusion et de transition vitreuse,
d’enthalpie de fusion. Phillips et coll. [PGM97] ont montré que la consolidation du composite est
détériorée en raison du phénomène de dégradation. Néanmoins, la limite d’une chute de la qualité
de la consolidation est fixée à 350 secondes à 420̊ C. L’échelle de temps à hautes températures
pour nos expériences est très largement inférieure.

1.4 Cristallisation

1.4.1 Mécanismes de cristallisation

La cristallisation d’un polymère semi-cristallin comme le PEEK se décompose en plusieurs
étapes :

– une étape de germination au cours de laquelle les germes cristallins sont formés ;
– puis une étape de croissance cristalline pendant laquelle les cristaux se développent à partir

des germes ;
– enfin une éventuelle étape de cristallisation secondaire pendant laquelle les entités cristal-

lines déjà formées se perfectionnent et il pourrait même y avoir cristallisation par épitaxie
sur les entités cristallines déjà formées, comme dans le cas bien connu du PP [Lov83].

a- Morphologie de la phase cristalline du PEEK

La morphologie des polymères semi-cristallins peut être décrite selon 3 échelles d’organisa-
tion.

i. Conformation des châınes dans la maille cristalline, échelle de l’angström

La conformation des châınes macromoléculaires du PEEK induit une structure cristalline ortho-
rhombique [Ian93]. Sans entrer en détail sur la conformation des châınes dans la maille cristalline,
les paramètres de cette maille sont : a = 7, 73−7, 88 Å, b = 5, 84−5, 94 Å et c = 9, 86−10, 06 Å
où c est dans la direction des châınes [DB80, RAR+83, Wak84, FCWA86, HKLR84, HLL89]. La
densité de cette phase cristalline est comprise entre 1,36 et 1,41 g/cm3 [DB80, BO83, HKLR84,
VS86, Wak87]. Ces variations s’expliquent par une évolution des paramètres cristallographiques
en fonction des conditions de cristallisation. Notons que la densité de la phase amorphe est de
1,26 g/cm3 [HKLR84, CD86, VS86].

ii. Les lamelles cristallines, échelle du nanomètre

Les cristallites peuvent être classées selon trois catégories : les micelles à frange, les cristal-
lites à châınes repliées et les lamelles à châınes étendues. Dans le cas du PEEK, les lamelles sont
à châınes repliées quelque soit le mode de cristallisation [WHKB87, WKB92]. L’axe de croissance
des lamelles est l’axe b [LD85b, WHKB87] et l’axe c semble être normal au plan des lamelles
[LD86]. La technique de diffraction des rayons X aux petits angles a montré que l’épaisseur des
lamelles est comprise entre 2 nm et 6 nm. Par contre les relations entre l’épaisseur des lamelles
et les conditions de cristallisation ne semble pas bien établies [BO83, WAZ+92].

iii. Morphologie cristalline, échelle du micron
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La morphologie du cristal sous forme de sphérolites, gerbes ou shish-kebabs résulte de l’or-
ganisation des lamelles. Une étude du PEEK réalisé par Basset et coll. [BOAR88] en micro-
scopie électronique a confirmé que, comme pour d’autres thermoplastiques semi-cristallins, les
sphérolites sont des structures lamellaires qui croissent de façon radiale à partir d’un point
de départ. Le point de départ peut être un germe du polymère lui-même ou un agent ex-
terne tel qu’une impureté, un agent nucléant, une particule de charge ou une surface externe.
A l’intérieur d’une sphérolite, l’espace interlamellaire est formé de la fraction de polymère
qui n’arrive pas à cristalliser (phase amorphe) et parfois de lamelles cristallisées par épitaxie
pendant la cristallisation secondaire. Dans le PEEK, les principales unités morphologiques

Figure 1.21 – Représentation schématique d’un sphérolite

sont des sphérolites qui ont été mises en évidence par microscopie électronique à transmission
[KAA86, WKB92, LHD92] et à balayage [OBB86, ZZ93] et par microscopie en lumière polarisée
[KAA86, OBB86, WHKB87, BOAR88, MP92, ZZ92, ZZ93, JLSR93] quelque soit la température
de cristallisation. La taille de ces sphérolites serait comprise entre 1 et 10 microns [BO85].
D’après des études sur d’autres polymères cristallins, il a été montré que c’est la structure interne
dans les sphérolites plutôt que la superstructure de l’organisation des sphérolites qui jouerait un
rôle important sur les propriétés mécaniques du matériau [BCMG85].
L’effet de la déformation ou des forts gradients thermiques n’a pas été étudié en détail comme
pour d’autres polymères. On peut simplement dire que dans ce cas le nombre de germes est
fortement accru et que la déformation va générer une orientation des lamelles cristallines.

b- Température de fusion thermodynamique

Tout système thermodynamique tend toujours à évoluer vers un état dans lequel son enthal-
pie libre G sera minimale. Soit Tm̊ la température de fusion à laquelle les courbes Gsolide (T)
et Gliquide (T) se croisent (figure 1.22). En dessous de cette température, c’est l’état solide qui
est le plus stable, alors qu’au dessus de Tm̊ , c’est l’état liquide qui présente l’enthalpie libre
minimale. Ces considérations sont générales et valables pour tous les corps, mais les polymères
qui présentent en plus la particularité de cristalliser en lamelles de petites tailles ont un compor-
tement particulier. Du fait de ces dimensions réduites, le rapport surface/volume est fortement
augmenté, et l’enthalpie libre, énergie volumique, ne suffit plus pour décrire correctement la
cristallisation. Les énergies de surface doivent donc être prises en compte pour décrire la ther-
modynamique du système. Du fait de la faible épaisseur des lamelles cristallines, les polymères
cristallins présentent un point de fusion Tf inférieur a Tm̊ (figure 1.22) [HW62]. Dans le cas des
polymères, Tm̊ est la température de fusion thermodynamique qui représente la température de
fusion d’un cristal hypothétique d’épaisseur infinie. On appelle surfusion ΔT l’écart entre Tm̊

et la température considérée (ΔT = Tm̊ − T).
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Figure 1.22 – Température de fusion et température de fusion thermodynamique

Relation de Gibbs-Thomson

La relation de Gibbs-Thomson considère la fusion à l’équilibre de lamelles cristallines de faible
épaisseur. Elle permet d’obtenir la température de fusion thermodynamique en traçant la tem-
pérature de fusion du polymère en fonction de l’inverse de l’épaisseur des lamelles. Cette dernière
peut être obtenue par diffraction des rayons X aux petits angles. Cette relation s’écrit :

Tf = Tm̊

(
1− σe

lρcΔhf

)
(1.12)

ou σe est l’enthalpie libre de surface du cristal (surface de repliements) par unité de surface, l
est l’épaisseur des lamelles, ρc est la masse volumique du cristal et Δhf est l’enthalpie de fusion
du cristal.

Relation d’Hoffman-Weeks

La méthode d’Hoffman-Weeks pour la détermination de Tm̊ est basée sur la mesure de la tem-
pérature de fusion Tf d’échantillons polymères cristallisés à différentes températures Tc [HW62].
Notons que cette détermination n’est pas toujours sans difficulté. Lorsque la température de cris-
tallisation Tc imposée est élevée, il peut y avoir épaississement des lamelles et la température
de fusion des lamelles Tf n’est plus liée à Tc. D’autre part, pour les faibles températures de cris-
tallisation, le processus de cristallisation peut commencer pendant le refroidissement. Les points
expérimentaux Tf = f(Tc) ne sont donc pas toujours bien alignés. Cependant, la température
de fusion à l’équilibre Tm̊ a été définie expérimentalement pour le PEEK par l’intersection des
courbesTf = f(Tc) et Tf = Tc. Ainsi Tm̊ = 390± 5◦C selon les auteurs [BO83, LS87, CL89].

c- Germination

Germination homogène/hétérogène

A des températures inférieures à Tm̊ , la phase solide est la plus stable. Cependant, en rai-
son de la contribution non négligeable des énergies de surface, la création d’un germe ne se
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produit pas systématiquement. En effet, l’enthalpie libre d’une entité cristalline se décompose
en un terme volumique (favorable à la phase solide), et un terme surfacique (défavorable à la
création d’interface solide/liquide). Pour qu’un germe cristallin perdure, il faut qu’en croissant
son énergie libre diminue c’est-à-dire que le terme volumique soit dominant sur le terme sur-
facique. C’est le cas lorsque le germe est d’une taille supérieure à une taille critique. Dans le
fondu, la germination est homogène si le germe cristallin est constitué du polymère lui même,
et elle est hétérogène si le cristal crôıt à la surface d’un corps étranger.

Influence de la température de fusion et du temps de maintien sur la phase cristal-
line

T◦
m représente un équilibre entre un cristal parfait et l’état fondu, donc, si la température T◦

m

à laquelle on fond le polymère avant de le refroidir n’est pas suffisamment haute, quelques
«germes cristallins» persisteront. Ces germes persistants activeront ensuite la germination pen-
dant le refroidissement et accéléreront le processus de cristallisation. L’origine exacte des sites
de germination reste encore incertaine. Pour certains auteurs il s’agit de « reliquats» de cristaux
antérieurs non fondus ou de cristaux de hauts poids moléculaires résiduels [Wun76]. D’autres
pensent que de petits cristaux clôıtrés dans les fissures ou les cavités de particules étrangères
peuvent survivre à des températures plus importantes que la température de fusion [Tur50].
Enfin, certains auteurs évoquent une organisation locale des châınes qui demeure à une tem-
pérature supérieure à la température de fusion [LP88, FR0b, Rau90, Wun90, JL91] ou encore
des régions relativement orientées dans un polymère fondu qui peuvent agir comme des sites de
germination [Mor54, Bin77]. En effet, il a été montré que le PEEK garde un certain ordre local
à 380◦C [NI85]. Ainsi, la présence de tels germes primaires diminue la barrière d’énergie libre de
cristallisation et augmente la vitesse de cristallisation.
Avant une solidification, une étude sur le PEEK [FR0b] a montré que lorsqu’il est porté à une
température Tm supérieure à Tf , le nombre de germes diminue avec l’augmentation soit de cette
température soit du temps de maintien à cette température et la cinétique de cristallisation
change. Ainsi, que ce soit pour une cristallisation isotherme ou anisotherme, si Tm diminue
alors la cristallisation sera globalement accélérée. Pour le grade G450 de PEEK par exemple,
la température de cristallisation Tc diminue lorsque Tm augmente, et ce pour des valeurs de
Tm inférieures à 385◦C. Au delà, Tc est constante quelque soit Tm . En effet, il a été montré
que le nombre de germes cristallins par unité de volume N décrôıt exponentiellement quand
la température de fusion augmente [CL89]. Le processus de cristallisation du PEEK depuis le
fondu est donc très sensible à la température de chauffe et la température de fusion à l’équilibre
thermodynamique T◦

m semble être un paramètre important. D’autre part la taille des entités
cristallines du PEEK sera influencée par la température de chauffe si elle est inférieure à T◦

m.
Globalement si Tm est faible on obtiendra beaucoup de petits sphérolites [CD86].
Si on veut étudier la cinétique de cristallisation du PEEK ou de l’APC-2, il est donc nécessaire
de choisir une température de fusion suffisamment haute pour fondre tous les reliquats de cris-
taux. Sinon, le processus de cristallisation serait accéléré et les résultats seraient dépendants de
l’histoire thermique. Fondre l’APC-2 à 380◦C pendant deux minutes ne semble pas suffisant pour
effacer l’histoire thermique [BO85]. Il est alors préconisé d’attendre plusieurs minutes à 400◦C
[BO85, CD86, BGTA95], ceci est un bon compromis entre le phénomène d’ «auto-germination»
et le phénomène de dégradation qui risque d’intervenir si le polymère est trop chauffé.
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Influence des fibres de carbone sur la cristallisation du PEEK

On pressent que la présence de fibres de carbone dans le PEEK crée des surfaces supplémentaires
pour la germination et peut influencer l’équilibre entre les phases cristallines et non cristallines
du polymère et ainsi modifier la cinétique de cristallisation. Ainsi, il est montré qu’à histoire
thermique équivalente, les échantillons de PEEK avec des fibres de carbone ont une densité de
germination supérieure à celle d’un PEEK pur [LP86]. Dans l’APC-2 il existe donc deux types
de sites qui jouent un rôle dans le processus de croissance cristalline : les germes de la matrice
PEEK et la surface des fibres de carbone.
La technique de diffraction des rayons X aux grands angles (WAXS) permet d’étudier de façon
détaillée la cristallisation de la matrice PEEK dans l’APC-2 [BCMG85]. Quand on refroidit
l’APC-2 a une vitesse plus rapide que 10̊ C /min, ou quand on recuit le composite, cette tech-
nique montre que les cristallites du PEEK sont aléatoirement orientées. On obtient alors une
croissance tridimensionnelle de sphérolites qui n’a pas été altérée de façon significative par la
présence des fibres de carbone. Par contre, après un refroidissement lent, la croissance est in-
fluencée de façon significative par les fibres ; il existe ainsi un biais préférentiel dans l’orientation
du cristal de façon perpendiculaire à la direction des fibres. Cela est certainement une consé-
quence des sites de nucléation situés sur, ou proches de, la surface des fibres. Des figures de
pôle montrent alors une croissance du cristal qui apparâıt préférentiellement à angle droit par
rapport à l’axe des fibres. La tendance d’une orientation privilégiée pour le composite refroidit
lentement est probablement due à la réduction de la densité de germination dans la matrice
lorsque le processus de cristallisation apparâıt à de plus hautes températures. Le processus de
cristallisation peut être en effet vu comme une compétition entre la croissance des sphérolites
de façon aléatoire à partir de germes de la matrice (croissance privilégiée à basses tempéra-
tures pour lesquelles la germination de la matrice est importante) et la croissante des structure
qui émergent de sites de surface. Une étude utilisant la microscopie polarisée comme technique
a également confirmé qu’il existe deux mécanismes distincts de cristallisation du PEEK dans
l’APC-2 [VS86]. Un cliché typique d’une croissance sphérolitique émergeant de la matrice est
obtenu ainsi qu’un cliché caractéristique de la croissance transcristalline émergeant des fibres de
carbone.

On peut se demander si la présence de ces régions transcristallines influence l’adhésion fibres/matrices,
propriété très importante car l’APC-2 est utilisé comme matériau composite de structure. Des
essais de traction dans la direction transverse aux fibres ont été réalisés sur des éprouvettes
d’APC-2 soumises à différents cycles de cristallisation [LP86]. On sait que pour un temps de
maintien long dans l’état fondu, le nombre de sphérolites formées dans la matrice pendant le
refroidissement est relativement faible et ainsi une région transcristalline prononcée est obtenue.
Ainsi, il a été montré une nette amélioration des propriétés mécaniques dans la direction trans-
verse (contrainte et déformation à rupture). Les surfaces de fracture correspondantes montrent
aussi une meilleure adhésion fibres/matrice. Un lien interfacial fort est ainsi développé par la
cristallisation sur les surfaces de fibres de carbone.

d- Croissance cristalline

Une fois le germe créé, la croissance du cristal se fait par dépôts successifs de portions de
châınes macromoléculaires sur le front de croissance cristallin [Mon90, HM97].
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Modèle de Hoffman et Lauritzen

La théorie de Hoffman et Lauritzen décrit la croissance des cristaux à l’echelle microscopique.
La vitesse de croissance des lamelles cristallines est donnée par :

G1 ∝ exp
( −Kg

T (T ◦
m − T )

)
(1.13)

avec Kg une constante qui dépend du régime de croissance et qui est fonction de l’énergie de
surface libre du cristal ainsi que de l’enthalpie de fusion du cristal parfait. Le terme G1 (T) est
relatif à la force motrice de cristallisation. En dessous de la température de fusion, l’enthalpie
libre du cristal est plus faible que l’enthalpie libre du fondu et le polymère tend à cristalliser.
Plus la température diminue et plus cette différence d’enthalpie libre entre le cristal et le fondu
représentée par G1 augmente. La vitesse de croissance globale des lamelles cristallines est égale-
ment gouvernée par le transport des châınes macromoléculaires. En effet, pour qu’une portion
de châıne puisse se déposer sur le front cristallin, il faut que la châıne entière se déplace par
diffusion dans le fondu jusqu’à la surface de la lamelle. La vitesse d’extraction par diffusion d’une
châıne dans le fondu à la température T est donnée par :

G2 ∝ exp
(−ΔGt

RT

)
(1.14)

où ΔGt est l’energie d’activation gouvernant le transport des chaines macromoleculaires vers la
surface du cristal et R la constante des gaz parfaits. Le terme G2 (T) est lui un facteur de ”retard”
qui traduit la réduction de la mobilité des châınes moléculaires lorsque la température diminue. Il
existe plusieurs expressions pour ΔGt. La plus couramment utilisée est une loi semi-empirique :

ΔGt =
U∗T

T − T∞ (1.15)

avec U∗ l’énergie d’activation relative aux mouvements macromoleculaires dans le fondu ; c’est
une constante du matériau mais qui est généralement fixée à 6300 J/mol. T∞ est la tempéra-
ture hypothétique a laquelle tous les mouvements moléculaires sont figes ; elle dépend aussi du
polymère et on trouve le plus souvent T∞ = Tg − 30◦C.

Une seconde expression de ΔGt se base sur le modèle de Williams, Landel et Ferry. Enfin,
une expression de type Arrhenius donne cette énergie d’activation en fonction de l’énergie d’ac-
tivation de reptation QD [Bus02].

Il y a alors compétition entre ces deux phénomènes antagonistes et ainsi, la vitesse globale
de croissance des lamelles cristallines s’écrit :

G = G0 exp
( −U∗

R (T − T∞)

)
exp
(−Kg

TΔT

)
(1.16)

La première exponentielle correspond au terme de diffusion des châınes macromoléculaires au
sein du fondu. Cette diffusion, nécessaire pour qu’une châıne puisse venir se déposer à la surface
d’une lamelle cristalline en croissance, est favorisée à faible surfusion. La seconde exponentielle
correspond au dépôt des germes secondaires et tertiaires à la surface de la lamelle en croissance.
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Ces dépôts sont favorisés à faible température. La courbe de G en fonction de la température
est donc une courbe en cloche. A faible surfusion, la croissance des lamelles est très lente parce
que le dépôt des germes à leurs surfaces est thermodynamiquement défavorisé, à forte surfusion
parce que la diffusion des macromolécules dans le fondu est freinée.

Dans la littérature, le modèle de Hoffmann et Lauritzen a déjà été utilisé, parfois sous des formes
parfois un peu différentes, pour exprimer la vitesse de croissance radiale du PEEK [CD86, CL89].
Les valeurs suivantes des constantes ont été données : U∗ = 8300 J/mol et Kg = 660 K2, alors
que des travaux antérieurs donnaient Kg = 590 K2 pour le PEEK [BO83]. Très récemment,
grâce à une technique de diffraction des rayons X aux petits angles (SAXS) une valeur de
Kg = 6, 8.105 K2 a été déterminée pour le PEEK, pour un régime de croissance pour lequel de
multiples germination apparaissent à la surface du cristal c’est-à-dire plutôt à des températures
faibles [JHT03]. Notons que dans l’équation de Hoffman et Lauritzen, un facteur de correction
peut être ajouté pour prend en compte la variation de chaleur latente de fusion qui apparâıt
lorsque la température du cristal diminue [JHT03].

Cristallisation secondaire

Le processus de cristallisation primaire se termine lorsque les sphérolites empiètent les uns dans
les autres de façon à ce que toute la matrice soit incluse à l’intérieur des limites des sphéro-
lites. La cristallisation dite « secondaire» est une cristallisation annexe qui obéit à un type de
croissance différent. Elle peut être de deux types : soit une cristallisation des macromolécules
amorphes, soit une perfection des cristaux des molécules initialement pauvrement cristallines.
Généralement, la cristallisation secondaire est un mélange de ces deux processus. Ce sont souvent
les portions de châınes macromoléculaires moins parfaites (portions porteuses de branchements
ou de terminaisons) qui sont incluses dans cette cristallisation secondaire. Les lamelles issues
de la cristallisation primaire servent de germe pour la cristallisation secondaire. L’orientation
de ces deux types de lamelles peut donc être différente. La cristallisation secondaire peut en
théorie débuter aussitôt que les lamelles primaires sont créées mais, du fait de la relative len-
teur de cette cristallisation secondaire, cette dernière ne se manifeste en général que lorsque les
superstructures sont déjà presque ou entièrement terminées.

1.4.2 Cinétique de cristallisation

a- Les modèles globaux

Les théories cinétiques dites globales permettent de décrire l’évolution de la fraction de
polymère transforme en entités semi-cristallines en fonction du temps dans le cas des cristallisa-
tions isothermes, et en fonction de la température dans le cas des cristallisations anisothermes.
Ces théories supposent que les germes potentiels sont repartis uniformément dans le volume
de l’échantillon qui est lui même considère constant. De plus, les germes potentiels ne peuvent
disparâıtre que par activation ou absorption par une entité semi-cristalline en croissance. Enfin,
la géométrie des entités cristallines est imposée : sphères dans un échantillon a 3 dimensions,
disques dans un échantillon plan ou a trois dimensions, et bâtonnets dans un échantillon linéaire,
plan ou a trois dimensions. Ces théories permettent de calculer le volume de l’échantillon trans-
forme, le taux de transformation α est le rapport entre le volume transforme et le volume total
de l’échantillon. Il s’écrit :

α = 1− exp [−E (t)] (1.17)
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où E (t) est le nombre moyen d’entités semi-cristallines ayant atteint un point quelconque du
volume entre les instants 0 et t. A la fin de la cristallisation, α atteint la valeur de 1 alors que
l’échantillon est semi-cristallin. Le taux de cristallinité absolu est obtenu en multipliant α par
le taux de cristallinité maximal X∞ (de l’ordre de 40 % dans le cas du PEEK) :

Xc (t, T ) = X∞.α (t, T ) (1.18)

Cas isotherme : théorie d’Avrami-Evans

La théorie d’Avrami-Evans décrit les cristallisations isothermes [Avr39, Avr40, Avr41, Eva45].
En plus des hypothèses communes à toutes les théories cinétiques «globales», la théorie d’Avrami-
Evans fait l’hypothèse supplémentaire que la fréquence d’activation des germes q et la vitesse
de croissance des entités semi-cristallines G sont constantes. Deux cas extrêmes de germination
peuvent être distingués. La germination instantanée pour laquelle on peut considérer que q est
très élevée et que tous les germes commencent à grossir dès l’instant initial. Et la germination
sporadique pour laquelle q est faible et les germes commencent à grossir tout au long de la
cristallisation. D’une façon générale, le taux de transformation volumique s’écrit sous la forme :

α (t) = 1− exp [−Kavrami (T ) .tn] (1.19)

où n est l’exposant d’Avrami qui dépend des caractéristiques géométriques de la croissance
et Kavrami est la constante d’Avrami qui dépend de façon complexe de la température, de
la géométrie et de la concentration des germes. Ces deux constantes dépendent aussi du type
de germination. Les tableaux 1.8 et récapitulent les valeurs de l’exposant d’Avrami n et de la
constante d’Avrami Kavrami dans les deux cas limites de germination pour une croissance tri-
ou bidimensionnelle.

Germination instantanée Germination sporadique
3 dimensions (sphérolites) 3 4

2 dimensions (disques) 2 3

Table 1.8 – Exposant d’Avrami n

Germination instantanée Germination sporadique
3 dimensions (sphérolites) 4ΠN0G3

3
qΠN0G3

3

2 dimensions (disques) ΠN0G
2 qΠN0G2

3

Table 1.9 – Constante d’Avrami KAvrami (T )

Dans la pratique, les valeurs de n obtenues sont rarement entières. En fait il existe de nom-
breuses raisons de ne pas obtenir les valeurs prévues par la théorie puisque les hypothèses de
cette dernière ne sont pas toujours strictement vérifiées :

– la germination est le plus souvent intermédiaire entre sporadique et instantanée. Il peut
également y avoir un temps d’induction pendant lequel aucun germe n’est activé.

– La répartition uniforme des germes potentiels n’est pas toujours vérifiée (cristallisation
hétérogène). Les germes peuvent apparâıtre préférentiellement à la surface de charges, ou
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en contact avec un métal ou du verre. S’il existe un gradient thermique dans l’échantillon,
la répartition des germes ne sera pas non plus homogène.

– La vitesse de croissance des entités semi-cristalline n’est pas constante jusqu’à la fin de
la cristallisation. En effet au cours de celle-ci, les défauts présents le long de la châıne
macromoléculaire sont rejetés dans le fondu puisque ils ne permettent pas aux segments
de châıne qui les portent de faire partie du cristal. La phase fondue s’enrichit donc en dé-
fauts, et en fin de cristallisation, la vitesse de croissance des entités semi-cristallines peut
diminuer.

– Le modèle d’Avrami-Evans suppose que dans le volume transformé, la cristallisation du
polymère est terminée. En réalité, les parties amorphes situées entre les lamelles cristallines
peuvent cristalliser à leur tour. C’est le phénomène de cristallisation secondaire qui n’est
pas pris ici en compte dans le calcul de volume transformé.

PEEK & Loi d’Avrami

Si le mécanisme de cristallisation suit bien la loi d’Avrami (Equation 1.19), en traçant ln [− ln (1− α)]
en fonction de ln (t) on doit obtenir, pour chaque température, des droites de pentes n et
d’ordonnée à l’origine KAvrami (T). De nombreux auteurs qui ont étudie la cristallisation iso-
therme du PEEK s’accordent pour dire que ces courbes présentent deux portions linéaires
[Wun76, CD86, DSCW8a, DSCW8b, FR0b]. Ce changement de pente dans la représentation
d’Avrami est considérée comme un effet de la cristallisation secondaire qui débuterait dans le
cas du PEEK pour un taux de cristallinité relatif d’environ 45% [FR0b, CD86]. Que ce soit
depuis le PEEK amorphe a l’etat vitreux ou le fondu, les valeurs de n sont centrees autour de
3 [CD86, BGTA95]. Ceci signifie, que sur toute la large gamme de temperature, le processus
de germination est spontane et la croissance du cristal est spherolitique [Mor54]. De facon plus
precise, une etude realisee avec du PEEK pur [BGTA95] donne des valeurs de n depuis le fondu
comprises entre 2,3 et 2,7 et depuis le solide des valeurs de n comprises entre 2,7 et 3,1. On
constate alors une legere différence des mécanismes de cristallisation depuis le solide ou depuis
le fondu. Selon cette etude, en considerant que la constante de vitesse d’Avrami varie selon la
loi d’Arrhenius, les valeurs d’energie d’activation calculees sont alors Ea = 2500 kJ/mol depuis
le fondu et Ea = 1700 kJ/mol depuis le solide.
Il est important de remarquer que l’équation d’Avrami ignore les grandes différences de taux de
cristallinité maximum obtenu a des temps très longs entre les cristallisations isothermes a basses
et a hautes températures. En effet le taux de cristallinité final du PEEK est moins grand depuis
le solide que depuis le fondu [CD86, BBA94]. Notons d’autre part que la littérature donne des va-
leurs de constantes d’Avrami KAvrami (T) mais ces données sont difficilement comparables d’une
étude a l’autre car, avec la représentation d’Avrami, une toute petite variation de la pente n pro-
voque une grande variation de la constante KAvrami (T). L’effet du maintien a une température
Tm dans le fondu sur les paramètres de la loi d’Avrami a été étudié sur du PEEK pur [FR0b]. Il
est montre que si n est indépendant de la température de cristallisation sur une certaine gamme
de température, il dépend de la température de fusion : n = 3, 3 pour Tm = 410 ◦C et n = 3 pour
Tm = 365 ◦C. Ces résultats sont cohérents avec les explications données précédemment, a savoir
une germination spontanée pour une faible température Tm et une germination plus sporadique
pour une température Tm élevée, pour laquelle les germes cristallins sont détruits.
Il a été vérifié selon le traitement d’Avrami que la présence des fibres de carbone modifie la
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cristallisation du PEEK ; les constantes de vitesses sont plus élevées pour l’APC-2 que pour
le PEEK pur [VS86]. Les valeurs d’indice d’Avrami n sont comprises entre 3 et 3,5 selon les
températures [BO85].

Cas des refroidissements à vitesse constante : théorie d’Ozawa

La théorie d’Ozawa décrit les cristallisations où la vitesse de refroidissement est constante
[Oza71]. Puisque la température varie, la vitesse de croissance G des entités cristallines, ainsi
que la fréquence d’activation q ne peuvent plus être considérés comme constantes. Par contre,
la théorie d’Ozawa fait l’hypothèse que G et q varient de la même façon avec la température.
C’est l’hypothèse isocinétique qui se traduit par l’équation :

G/q = constante (1.20)

Dans le cas général, le modèle d’Ozawa s’écrit :

α (T ) = 1− exp
(
kozawa

Φn

)
(1.21)

où kozawa est la constante de vitesse d’Ozawa et Φ la vitesse de refroidissement. Notons que,
comme pour la théorie d’Avrami, les hypothèses de la théorie d’Ozawa ne sont pas toujours
vérifiées expérimentalement. Ozawa considère aussi que le taux de cristallisation du polymère
est maximal en fin d’expérience quelque soit la vitesse de refroidissement. Or, ceci n’est pas vrai
à des vitesses de refroidissement très élevées. Si on effectue par exemple une trempe en plongeant
un polymère dans l’eau froide, on obtiendra un matériau quasiment amorphe.

PEEK & Loi d’Ozawa

Si le modèle d’Ozawa décrivait correctement le processus de cristallisation alors le trace de
ln [− ln (1− α)] en fonction de log (Φ) devrait être une série de lignes parallèles de pente n et
d’ordonnée à l’origine kozawa (T). Cependant, d’après plusieurs études réalisées avec du PEEK,
ce traé semble donner des courbes plutôt que des droites [EW83, AMS87, FR0b]. Comme dans
le cas isotherme, cet effet est souvent attribue a un processus secondaire plus lent non decrit par
la theorie d’Ozawa.

On peut cependant aussi se demander si l’hypothèse d’une fonction de chauffe constante tout au
long du processus est valide, c’est-a-dire si a une température donnée, il est réaliste que kozawa

soit constante quelque soit l’avancement de la cristallisation [CD86]. Certains auteurs renoncent
alors à déterminer les constantes du modèle d’Ozawa pour le PEEK [CD86] alors que d’autres
donnent une valeur de n pour le PEEK pur dans la première partie de la cristallisation (α < 50%)
de 3,8 [FR0b]. Les valeurs de n semblent donc plus élevées que pour une cristallisation isotherme.

Enfin, on note a nouveau que n augmente avec la température de maintien dans le fondu [FR0b].

Le modèle d’Ozawa ne tient pas compte non plus de la variation du taux de cristallinité final du
matériau en fonction de la vitesse de refroidissement, pourtant il a été constaté a plusieurs re-
prises que celui-ci chute lorsque la vitesse de refroidissement est élevée [BCMG85, BO85, VS86].
La diffraction aux grands angles a été utilisée [BCMG85] pour étudier l’influence de la vitesse de
refroidissement de l’APC-2 sur son taux de cristallinité final. Pour une large plage de vitesse de
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refroidissement comprises entre 10 et 600 ◦C/min, le taux de cristallinité final se situe entre 25
et 35 % et il augmente relativement lentement quand la vitesse de refroidissement diminue. Par
contre, lorsque la plaque d’APC-2 est refroidie au delà de 2000 ◦C/min, les clichés montrent que
le matériau obtenu est amorphe [BCMG85, BO85, VS86]. Après avoir étudié la cristallisation du
PEEK à des vitesses de refroidissement allant jusqu’à 160 ◦C/min puis extrapolé leur modèle
à des vitesses de refroidissement bien plus élevées, Blundell et Osborn [BO85] préconisent de
rester à des vitesses de refroidissement inférieures à 700 ◦C/min si on veut que le taux de cris-
tallinité soit uniforme dans toute la matrice. Au delà de cette vitesse, le taux de cristallinité final
chutera [VS86], il restera des régions non cristallisées dans le polymère, les sphérolites n’auront
pas terminé leur croissance lorsque la température atteindra la Tg (145̊ C).

Théorie de Nakamura

La théorie de Nakamura décrit les cristallisations pour lesquelles le refroidissement est quel-
conque [NWKA72, NKA73]. Son expression est générale (Equation 1.22) et permet de modéliser
des refroidissements complexes.

α = 1− exp
[
−
(∫ t

0
KNakamura (T ) dt

)n]
(1.22)

KNakamura est la fonction de Nakamura qui dépend de la température et du temps et n est le
coefficient d’Avrami.

Liens mathématiques

Les théories cinétiques présentées ci-dessus (Avrami, Ozawa et Nakamura) ont les mêmes racines.
Elles calculent le nombre moyen d’entités semi-cristallines ayant atteint un point quelconque M
de l’échantillon au temps t. Il existe donc des liens mathématiques entre elles qui prennent en
compte l’évolution de la température spécifique à chacune d’elle [Hie95].

Avrami-Ozawa :

Kavrami =

⎡⎣−−d
(
kozawa

1/n (T )
)

dT

⎤⎦n

(1.23)

kozawa =
[∫ Ti

T
Kavrami

1/n
(
T ′) dT ′

]n
(1.24)

Avrami-Nakamura :
κnakamura = Kavrami

1/n (1.25)

Notons que les formes différentielles des expressions d’Avrami et de Nakamura sont équivalentes ;
en effet, en différentiant les équations 1.19 et 1.22 on obtient respectivement :

dα

dt
= n (1− α) [− ln (1− α)](n−1)/nKavrami (T )1/n = n (1− α) [− ln (1− α)](n−1)/n κnakamura (T )

(1.26)
Il est donc possible d’identifier une cinétique de cristallisation en conditions statiques, par le suivi
de cristallisations isothermes ou de cristallisations à des vitesses de refroidissement constantes
en DSC, et de définir un modèle valable quelque soit le mode de refroidissement imposé au
matériau.
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b- Cristallisation secondaire & autres modèles

Les théories «globales» ne prenant pas en compte la cristallisation secondaire, les cinétiques
de cristallisation prédites peuvent fortement diverger de la réalité sur les derniers instants de
la cristallisation. La plupart des nouveaux modèles se proposent alors d’introduire une fonction
de correction qui permet la description de cette cristallisation secondaire. Seule la forme de ces
fonctions diffère dans les 4 modèles suivants :

Hillier [Hil65] exprime le taux de cristallinité globale du matériau comme une somme de deux
fonctions. Il considère que le matériau cristallise dans un premier temps selon un mécanisme de
type Avrami avant de compléter sa cristallisation ou de « recristalliser» selon un second méca-
nisme de type Avrami. La première expression est une fonction classique d’Avrami alors que la
seconde est un produit de convolution de la même fonction d’Avrami par une exponentielle dé-
croissante. Ce modèle permet bien d’expliquer les valeurs fractionnaires de n mais l’ajustement
de ce modèle de Hillier a des données expérimentales est plus rare.

Velisaris et Seferis [VS65] décrivent aussi le processus global de cristallisation comme deux
fonctions d’Avrami successives ou en parallèle. Les paramètres de la première fonction d’Avrami
sont obtenus classiquement alors que la seconde fonction est ajustée aux valeurs expérimentales.
Ce type de modèle a été utilisé pour décrire le comportement global du PEEK [VS86] avec deux
indices d’Avrami n différents.

Hinrichs et coll. [HKH90] basent leur modèle sur la notion de cristallinité locale αL (t). Chaque
point a l’intérieur d’un sphérolite a un taux de cristallinité qui dépend du temps depuis lequel il
a été atteint par le front de cristallisation. L’augmentation du taux de cristallinité à l’intérieur
des sphérolites est alors couvert par ce nouveau modèle : la cristallinité en un point M atteint
par un germe en croissance ne varie pas instantanément de 0 a sa une valeur finale (comme dans
Avrami) mais croit progressivement avec le temps. Tobin [Tob74, Tob76, Tob77] propose une
théorie cinétique de transition de phase avec empiètement des sites de croissance. Ce modèle
semble s’accorder avec les constatations expérimentales : il propose une équation du taux de
cristallinité relatif α qui est semblable à celle d’Avrami a des temps courts (c’est-a-dire α faible)
puis qui tend vers 1 moins vite que l’équation d’Avrami a des temps longs.

Enfin, d’autres modèles résultent de la combinaison ou de la modification de ces modèles. C’est
le cas du modèle de Cruz-Pinto et coll. [CPMO94] qui a été applique au PEEK.
Notons que le grand nombre de paramètres ajustables permettent effectivement de bien ajus-
ter ces modèles à des cinétiques de cristallisations très particulières ; cependant ces modèles
doivent être utilisés avec beaucoup de précaution et souvent il est nécessaire de les coupler a des
études poussées de la morphologie du matériau si l’on veut qu’ils soient cohérents avec la réalité
physique.

1.5 Contraintes résiduelles dans les composites thermoplastiques

Les procédés de mise en oeuvre des composites thermoplastiques impliquent inévitablement
le développement de contraintes résiduelles, du fait des variations des propriétés thermoméca-
niques avec la température. Le procédé ATP est unique en plusieurs aspects car, contrairement à
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d’autres procédés thermiques tels que l’autoclave ou le formage, la pièce est chauffée de manière
locale (torche, laser etc.).
Du fait de ce type de chauffage, des gradients thermiques se développent dans la direction de
l’épaisseur des rubans et dans les directions perpendiculaires.
Les propriétés thermomécaniques du matériau, telles que le module d’Young de la matrice ou
la conductivité thermique, et le degré de cristallinité varient avec la température à une échelle
locale, et de ce fait doivent être pris en compte dans la modélisation du procédé. Les contraintes
résiduelles qui se produisent lors du procédé ATP peuvent mener à la distorsion des pièces manu-
facturées, la fissuration de la matrice, et des délaminations inter pli (figure 1.23). Des contraintes
de traction peuvent même atteindre une fraction significative de la traction à rupture. Par consé-
quent, pour assurer des performances fiables et satisfaisantes, les contraintes résiduelles au sein
d’un composite devraient être connues avant que la pièce soit mise en fonctionnement.
Dans cette section, nous présentons les mécanismes responsables de la formation des contraintes
résiduelles dans les composites thermoplastiques.
Le développement de contraintes résiduelles dans les structures composites peut être traité à
une échelle microscopique et à une échelle macroscopique. Dans les deux cas, les contraintes

Figure 1.23 – Fissure interlaminaire générée par la coalescence des décohésions fibre-matrice

résiduelles générées sont induites par les effets de la thermique (forts gradients thermiques
induits par le procédé) et des variations du degré de cristallinité (effet de la cristallisation)
[Tie03, Bog89, BG92, NGC07, NGC92].

1.5.1 Formation des contraintes résiduelles à l’échelle microscopique

A l’échelle microscopique, les contraintes résiduelles sont de deux types :

– contraintes induites par la thermique ;
– contraintes induites par la cristallisation.
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Nécessité d’utiliser des incréments de contraintes et de déformations

On ne peut pas calculer directement le champ de contraintes et de déformations sans passer
par des incréments de contraintes et de déformations, car les propriétés thermomécaniques du
matériau varient au cours du temps et de ce fait on surestimerait ou on sous estimerait les
champs de contraintes et de déformation. De plus, la présence d’un phénomène non-linéaire, la
cristallisation, impose également ce choix.

Le comportement du matériau varie fortement avec la température (3.35). Ainsi pour une
température supérieure à la température de transition vitreuse Tg = 143̊ C, le module d’Young
du PEEK est faible et il n’y a pratiquement pas de formation de contraintes.

Figure 1.24 – Evolution globale du module d’Young E du PEEK (MPa) en fonction de la
température (̊ C)

Contraintes d’origine thermique

Les contraintes résiduelles à l’échelle microscopique résultent de la différence de coefficient
de dilatation thermique entre la fibre et la matrice. La matrice possédant un coefficient de dila-
tation thermique largement supérieur à celui de la fibre (environ 10 fois)(tableaux 1.10 et 1.11),
on observe, dans le sens longitudinal, une mise en traction de la matrice qui est équilibrée par
la mise en compression de la fibre. La contraction thermique de la matrice se traduit également
par le développement de contraintes radiales de compression à la surface de la fibre.

Gamme de température 23-143̊ C 143- 343̊ C 343-420̊ C
Coefficient d’expansion thermique (̊ C−1) 47 × 10−6 108 × 10−6 120 × 10−6

Table 1.10 – Coefficients de dilatation thermique du PEEK [Cog92]
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Composantes du coefficient de dilatation thermique αL αT

Coefficient d’expansion thermique (̊ C−1) −1.2 × 10−6 12 × 10−6

Table 1.11 – Coefficients de dilatation thermique des fibres de carbone [Cog92]

L’incrément de contrainte thermique entre deux instants peut être calculé par une relation
le liant au coefficient de dilatation thermique.

Calcul de l’incrément de contrainte thermique

Dans chacune des deux phases, fibre ou matrice, on peut calculer facilement la déformation
et la contrainte d’origine thermique.
Le tenseur incrément de déformation thermique entre deux instant t− dt et t se calcule comme
suit [NGC92] :

Δεth (x, t) = αth (x, t) (T (x, t)− T (x, t− dt)) (1.27)

Avec αth (x, t) le tenseur de dilatation thermique de la phase considérée au point x et à l’instant
t et T (x, t), T (x, t− dt) les températures au point x, respectivement aux temps t et t− dt. On
considère que le tenseur de dilatation thermique varie peu entre les instants t-dt et t.
On en déduit le tenseur incrément de contrainte thermique au point x entre les deux instant
t− dt et t :

Δσth (x, t) ≡ C (x, t) : αth (x, t) (T (x, t)− T (x, t− dt)) (1.28)

En considérant que le comportement du matériau C varie peu entre les instants t-dt et t.

Contraintes induites par la cristallisation

Lors du refroidissement du matériau composite, les variations du degré de cristallinité de la
matrice se traduisent par une contraction, ou rétreint de la matrice.
En effet, la densité de la matrice augmente avec le degré de cristallinité lors du refroidissement.
Comme montré sur la figure 1.25, la vitesse de cristallisation (s−1) en fonction de la température
présente la forme d’une courbe de Gauss.
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Figure 1.25 – Schéma de la vitesse de cristallisation en fonction de la température

Les cristaux croissent entre la température de fusion Tf , et la température de transition
vitreuse Tg, avec un maximum de la vitesse de croissance cristalline atteinte à la température de
cristallisation Tcrist, située entre Tf et Tg, et dépendant de la vitesse de refroidissement. Pour la
cristallisation depuis l’état fondu, la température de cristallisation augmente lorsque la vitesse
de refroidissement diminue. Le plus élevée la température à laquelle la cristallisation se produit
est, le plus élevé les contraintes résiduelles seront à la fin du refroidissement à la température am-
biante [TAN00]. Ainsi, la matrice demeure dans un état amorphe à une température plus basse si
la vitesse de refroidissement augmente. Ceci réduit effectivement l’intervalle de température ΔT ,
au dessus duquel les contraintes résiduelles se développent. De ce fait, les contraintes résiduelles
induites par la cristallisation seront réduites en refroidissant le composite le plus rapidement
possible, au détriment d’autres propriétés thermomécaniques.

Calcul de l’incrément de contrainte induite par la cristallisation

Ce type de déformation et de contrainte ne concerne que la phase matrice.
L’incrément de déformation induite par la cristallisation dans la matrice isotrope entre deux
instant t− dt et t se calcule comme suit [BG92] :

Δεcrist (x, t) = 3
√

1 + ΔVcrist (x, t) /Vcrist (x, t)− 1 (1.29)

où ΔVcrist est la variation de volume induite par la cristallisation. La variation de volume
spécifique induite par la cristallisation s’exprime sous la forme :

ΔVcrist (x, t) /Vcrist (x, t) =
ρ (x, t− dt)− ρ (x, t)

ρ (x, t)
(1.30)

où ρ (x, t) et ρ (x, t− dt) sont la densité dépendant du degré de cristallinité aux instants t et
t-dt respectivement. La densité fonction du degré de cristallinité s’exprime sous la forme :

ρ (χ,x, t) = χ (x, t) ρcrist + (1− χ (x, t)) ρam (1.31)
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où ρam est la densité du PEEK amorphe (χ (x, t) = 0) ρcrist est la densité du PEEK totalement
cristallisé (χ (x, t) = 1).
Une autre expression [BG92] pour exprimer la variation de volume spécifique induite par la
cristallisation est :

ΔVcrist (x, t) /Vcrist (x, t) = Δνcrist = Δχ (x, t) .νtotal
crist (1.32)

où νtotal
crist est la variation de volume spécifique induite par la cristallisation pour le matériau

totalement cristallisé (χ = 1) et Δχ (x, t) = χ (x, t) − χ (x, t− dt) est la variation de degré de
cristallinité entre les instants t-dt et t. On peut également exprimer l’incrément de déformation
induite par la cristallisation sous la forme :

Δεcrist (x, t) =
(
ρ (x, t− dt)
ρ (x, t)

)1/3

− 1 (1.33)

Et le tenseur incrément de déformation induite par la cristallisation sous la forme :

Δεcrist (x, t) =

⎡⎢⎢⎢⎣
(

ρ(x,t−dt)
ρ(x,t)

)1/3 − 1(
ρ(x,t−dt)

ρ(x,t)

)1/3 − 1
0

⎤⎥⎥⎥⎦ (1.34)

On en déduit le tenseur incrément de contrainte induite par la cristallisation entre deux instant
t− dt et t :

Δσcrist (x, t) ≡ C (x, t) : Δεcrist (x, t) (1.35)

En considérant que le comportement du matériau C varie peu entre les instants t-dt et t.
Une fois que les incréments de déformation thermique et de cristallisation ont été calculés, on
peut calculer l’incrément de contrainte totale entre les instants t-dt et t.

Calcul de l’état de contrainte totale

L’incrément de contraintes en un point x du domaine et à l’instant t s’exprime sous la forme :

Δσ (x, t) = C (x, t) :
(
Δεtotal (x, t)−

(
Δεth + Δεcrist

))
(1.36)

avec Δεtotal le tenseur incrément de déformation total (dérivant d’un champ de déplacement)
au point x et à l’instant t.
Le champ de contraintes en un point x et à l’instant t est obtenu en sommant les tenseurs
incréments de contraintes pour tous les pas de temps du calcul.

σ (x, t) =
p=(N−1)Δtmicro∑

p=0

Δσ (x, t) (1.37)

1.5.2 Formation des contraintes résiduelles à l’échelle macroscopique

Les contraintes résiduelles à l’échelle macroscopique dans le procédé ATP se développent à
cause d’une combinaison de quelques uns ou de tous les mécanismes suivants :

– différence de coefficient de dilatation thermique induite par la séquence d’empilement des
plis ;
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– gradients de température et des propriétés du matériau à travers l’épaisseur ;
– déformations de contraction induites par la cristallisation ;
– dépôt séquentiel des plis et consolidation des plis durant la fabrication ;
– interactions pièce-outils.

Nécessité d’utiliser des incréments de contraintes et de déformations

On ne peut pas calculer directement le champ de contraintes et de déformations sans passer
par des incréments de contraintes et de déformations, car les propriétés thermomécaniques du
matériau varient au cours du temps et de ce fait on surestimerait ou on sous estimerait les
champs de contraintes et de déformation. De plus, la présence d’un phénomène non-linéaire, la
cristallisation, impose également ce choix.

Contraintes d’origine thermique

L’anisotropie du coefficient de dilatation thermique de chaque pli unidirectionnel induit le
développement de contraintes d’un pli à l’autre : chaque couche subit les variations de tempéra-
ture, mais à la déformation résultante s’oppose la réaction des couches adjacentes. Dans le cas
d’un stratifié déséquilibré (par exemple 0̊ /90̊ /...), ces contraintes se traduisent par l’apparition
d’une courbure à l’issue du cycle de cuisson et de refroidissement.

Figure 1.26 – Développement de contraintes résiduelles thermiques dans un stratifié [0/90]

Calcul de l’incrément de contrainte thermique

Le calcul du tenseur incrément de déformation thermique s’effectue de la manière suivante :

Δεth (x, t) = αth (x, t) (T (x, t)− T (x, t− dt)) (1.38)

En considérant que le coefficient de dilatation thermique varie peu entre les instants t-dt et t. De
plus, la dilatation thermique n’est différente de zéro qu’à partir une température de référence.
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Cette température de référence est la température de cristallisation de l’APC-2 dans notre étude.
On en déduit l’incrément de contrainte thermique entre deux instant t− dt et t :

Δσth (x, t) ≡ C (x, t) : αth (x, t) (T (x, t)− T (x, t− dt)) (1.39)

En considérant que le comportement du matériau varie peu entre les instants t-dt et t.

Contraintes induites par la cristallisation

Les variations du degré de cristallinité de la matrice au sein du composite entrâıne des
variations de densité au sein du stratifié. Des déformations et des contraintes sont ainsi générées
au cours de la phase de refroidissement.

Calcul de l’incrément de contrainte induite par la cristallisation

Les déformations induite par la cristallisation ne concerne que la phase matrice. L’expression
1.29 doit donc être modifiée pour tenir compte du fait que seule la matrice induit des déforma-
tions de cristallisation.
On peut dans ce cas pondérer la déformation de cristallisation par le taux de matrice τMatrice

du composite :

Δεcrist (x, t) = τMatrice ×
((

ρ (x, t− dt)
ρ (x, t)

)1/3

− 1

)
(1.40)

Le tenseur incrément de déformation induite par la cristallisation s’exprime alors sous la forme :

Δεcrist (x, t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
τMatrice ×

((
ρ(x,t−dt)

ρ(x,t)

)1/3 − 1
)

τMatrice ×
((

ρ(x,t−dt)
ρ(x,t)

)1/3 − 1
)

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (1.41)

On en déduit le tenseur incrément de contrainte induite par la cristallisation entre deux instant
t− dt et t :

Δσcrist (x, t) ≡ C (x, t) : Δεcrist (x, t) (1.42)

En considérant que le comportement du matériau C varie peu entre les instants t-dt et t.
Une fois que les incréments de déformation thermique et de cristallisation ont été calculés,

on peut calculer l’incrément de contrainte totale entre les instants t-dt et t.

Calcul de l’état de contrainte totale

L’incrément de contraintes en un point x et à l’instant t du domaine s’exprime sous la forme :

Δσ (x, t) = C (x, t) :
(
Δεtotal (x, t)−

(
Δεth + Δεcrist

))
(1.43)

avec Δεtotal l’incrément de déformation total (dérivant d’un champ de déplacement) au point x
et à l’instant t.
Le champ de contraintes en un point x et à l’instant t est obtenu en sommant les incréments de
contraintes pour tous les pas de temps du calcul.

σ (x, t) =
p=(N−1)Δtmicro∑

p=0

Δσ (x, t) (1.44)
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Dans la section suivante, nous présentons les étapes du procédé qui provoquent la formation de
contraintes résiduelles.

1.5.3 Etapes du procédé mises en cause dans la formation des contraintes
résiduelles

Refroidissement de la température de surface

Les contraintes thermiques non uniformes représentent la contribution principale au déve-
loppement des contraintes résiduelles transitoires dans n’importe quel procédé. Ces contraintes
peuvent se développer dans des matériaux homogènes et sont amplifiées dans le cas de pièces
constituées de matériaux anisotropes ou hétérogènes. La formation de ces gradients thermiques
est inévitable durant le procédé et doit être prise en compte dans l’analyse thermomécanique.
Durant le procédé, des gradients de température non uniformes et asymétriques se développent
dans la direction de l’épaisseur du composite et entrâınent le développement de contraintes in-
ternes du fait de la différence de coefficients de dilatation thermique entre les plis nouvellement
consolidés et les plis préconsolidés comme montrés figure 1.27.

Figure 1.27 – Le refroidissement de la température de surface entrâıne un gauchissement de la
pièce

Le développement de la courbure à partir de ces gradient thermiques locaux est contraint par
la frontière composite solide entourant la zone chauffée. Cette contrainte résulte en une croissance
globale des contraintes résiduelles internes au sein de la structure du stratifié. L’effet de ce
mécanisme est amplifié lorsque les plis sont ajoutés, et lorsque l’orientation des plis change aau
cours du dépôt. Pour des pièces composite de grande taille ce mécanisme est moins prédominant
car le chauffage est appliqué sur un pourcentage très petit de la surface totale du composite,
limitant ainsi la région exposée aux gradients thermiques.

1.5.4 Ajout multiple de plis

Une des caractéristique unique du procédé ATP est la manière dont il utilise des méthodes
in-situ pour consolider un ruban de préimprégné au substrat déjà consolidé. Cette caractéristique
entrâıne également des champs de contraintes résiduelles induites par les variations de la séquence
de dépôt durant la fabrication. Par exemple un stratifié symétrique n’est pas toujours symétrique
durant l’empilement, ainsi des contraintes indésirables et du gauchissement peuvent se former
dans les pièces qui normalement seraient plates, en utilisant un procédé autoclave ou de mise
en oeuvre par presse à chaud. Comme pour le cas des gradients thermiques, ces contraintes sont
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également amplifiées par les dépôts successifs des plis et par la consolidation des plis de surface.
Pour maintenir l’équilibre sous ces conditions, la pièce de composite développe des courbures, et
ce gauchissement est bloqué pendant le refroidissement graduel du stratifié. Cet effet est unique à
ce procédé et peut être utilisé comme une méthode pour minimiser les courbures par l’utilisation
de techniques de précontraintes [Tie03]. Cette méthode d’addition de plis multiples associée à
la formation de gradients thermiques est appelée effet «peau d’onion» [Tie03].

1.5.5 Refroidissement de la pièce jusqu’à la température ambiante

Durant le procédé ATP, la température dans le stratifié composite peut augmenter du fait du
système de chauffage se déplaçant à la surface de la pièce. Cet échauffement graduel n’affecte pas
l’histoire thermique locale au niveau de la tête de dépose mais influence les températures en fin de
cuisson à la surface. Pour des pièces de composite de taille plus importante, ce chauffage graduel
est moins prononcé à cause des temps plus longs entre les passes de la tête de dépose, mais
peut encore avoir un impact significatif sur le gauchissement final. En effet la pièce entière subit
un refroidissement, ce qui amplifie ainsi les gradients de contraintes résiduelles sur la pièce de
composite entière [Tie03]. Comme pour tous les autres procédés de mis en forme des composites,
il est plus logique de fabriquer des panneaux symétriques. Avec un refroidissement uniforme,
les panneaux symétriques ne développent pas de courbure. Ils peuvent, cependant, développer
des contraintes internes qui peuvent affecter la performance de structure. Ainsi, il est préférable
d’augmenter les températures au coeur de la pièce avant la fin de fabrication du panneau, de
telle manière que l’écart entre les températures maximales de surface et les températures au
coeur de la pièce soit réduit, limitant ainsi le développement de gauchissement. Cette approche
de refroidissement uniforme est utilisée comme une technique de post-processing pour relaxer
les contraintes et le gauchissement qui se développent durant le procédé ATP, en chauffant le
matériau juste au dessus de la température de transition vitreuse, et ainsi refroidir uniformément
le matériau jusqu’aux conditions ambiantes. Des fabriquants utilisent cette technique comme une
méthode pour consolider les plis constitutifs, en appliquant une pression, de même qu’en utilisant
une technique pour relaxer les champs de contraintes non uniformes au sein du stratifié. Une
autre méthode similaire serait de chauffer le matériau substrat durant le procédé, mais cette
méthode n’est pas économique, car elle requière des outillages particuièrement coûteux pour des
géométries complexes et grandes.
Dans la section suivante nous présentons les différentes zones de la pièce à l’échelle macroscopique
soumises à la formation des contraintes résiduelles au cours du procédé.

1.5.6 Zones de la pièce soumises à la formation des contraintes résiduelles

Certaines zones de la pièce de composite sont soumises plus particulièrement à la formation
des contraintes résiduelles au cours du procédé ATP [Tie03] :

1. refroidissement de la surface à partir de la fusion : ce phénomène s’applique au ruban en
train d’être déposé, car l’état de contrainte et de déformation avant le placement est égal
à zéro.

2. Chauffage, fusion et refroidissement de surface : cette zone est constituée par les premiers
plis placés directement sous la surface. Dans cette zone, on a une relaxation des contraintes
lorsque les températures dépassent la température de fusion, une fusion partielle des cris-
taux avec une diminution correspondante des déformations de cristallisation, la recristal-
lisation avec les déformations de cristallisation correspondantes, et le développement de
contraintes résiduelles à partir de la fusion.
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3. Chauffage et refroidissement (au dessus de la température de transition vitreuse) : cette
zone représente une part significative du matériau localisé, et résulte en une relaxation des
contraintes, qui est suivie par une augmentation des contraintes induites par le refroidis-
sement et la cristallisation/recristallisation.

4. Chauffage et refroidissement (en dessous de la température de transition vitreuse) : une
fois qu’un nombre suffisant de plis ont été déposés, cette zone se forme dans la zone proche
du mandrin et implique une augmentation et une diminution des contraintes résiduelles,
mais cependant entrâıne seulement une augmentation des contraintes résiduelles induites
par la croissance cristalline.

Dans la section suivante, nous présentons les études qui ont été réalisées précédemment sur la
modélisation des contraintes résiduelles dans les procédés de placement de pli.

1.5.7 Études précédentes réalisées sur la modélisation des contraintes rési-
duelles dans les procédés de placement de pli

Mantell et Springer [MS2a, MWS2b] ont été les premiers a tenté de déterminer les contraintes
et les déformations lors du placement de plis en s’appuyant sur le modèle de Lee et Springer
[LS90] et sur des modèles mécaniques pour des plis minces [Jon75, LP86, Tsa87]. Feltman et
Santare [FS99] ont développé un modèle thermo-élastique pour évaluer l’état de contraintes dans
le procédé d’empilement avec soudage et consolidation en continu avec un chauffage laser. Ils ont
présenté des résultats de simulations dans le cas de deux couches mises en contact. La plupart
des études précédentes sur la prédiction des contraintes résiduelles développées durant les procé-
dés d’élaboration de composites thermoplastiques se sont concentrées sur le procédé d’injection
[CGP+90, JP88, LMS+90, WDG92, UH93, LW94, LWLM97, WS97, DH98, EV00, Ers98]. D’un
autre côté, Neijhad et al. [NGC92] ont proposé un modèle pour prédire les contraintes induites
dans l’enroulement filamentaire. Ils ont modélisé l’enroulement filamentaire comme un procédé
transitoire. Puisque cela a mené a des temps de calcul excessifs, les champs de contraintes rési-
duelles ne pouvaient pas être obtenus dans des temps de calcul raisonnables. Dans les sections
suivantes nous présentons deux études principales qui ont été réalisées sur la modélisation des
contraintes résiduelles dans le procédé ATP.

Étude réalisée par Tierney [Tie03]

Tierney [Tie03] dans son étude a développé un modèle basé sur la théorie classique des
stratifiés [PD59, RS61, Bog89, BG92, Edu91]. Le modèle est décrit à l’échelle macroscopique. Le
modèle prend en compte la localisation du chauffage dans le cas de l’empilement avec soudage
et consolidation en continu et ajoute une contrainte locale dans les équations de la théorie
des stratifiés pour calculer les contraintes internes. Tierney [Tie03] évalue également le rôle du
changement d’état du polymère (fusion/cristallisation) qui induit une contraction du matériau.
Tierney [Tie03] mesure expérimentalement la déformation de plaques, de PEEK renforcé de fibres
de carbone, réalisées avec ce procédé en fonction des séquences d’empilement. Deux méthodes
ont été développées dans l’étude pour contrôler le gauchissement final de la pièce : la mise
en précontrainte du substrat et la prédiction « spring-back» basée sur le concept de la courbure
initiale optimale. Ces deux méthodes se sont révélées prometteuses pour contrôler la forme finale
des panneaux de composite fabriqués par le procédé d’empilement par soudage et consolidation
en continu.
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Étude réalisée par Sonmez et coll. ([SHA02a])

Par une modélisation macroscopique réalisée par éléments finis, Sonmez et coll. [SHA02a]
déterminent les contraintes résiduelles dans l’épaisseur de l’échantillon en ramenant le problème
à un phénomène quasi-statique en se plaçant dans le repère de la tête de dépose du nouveau
préimprégné. Dans le but de prendre en compte la relaxation des contraintes résiduelles dans
les couches précédentes, l’état de contraintes résiduelles calculé lors du placement du dernier
pli est utilisé comme champ de contraintes initial pour la configuration courante. Des résultats
ont été obtenus pour des stratifiés croisés et unidirectionnels. Ils ont montré les distributions
des contraintes résiduelles à travers l’épaisseur pour un nombre choisi de paramètres du procédé
(par ex. la vitesse du roller ou le chauffage). La conclusion de l’étude est que la formation des
contraintes résiduelles dans un stratifié peut être contrôlée en modifiant ces paramètres. Dans

Figure 1.28 – Algorithme de calcul des contraintes résiduelles dans l’étude de Sonmez et coll.
[SHA02a]

une étude plus récente, Sonmez et coll. [SA07] ont appliqué le modèle de contraintes résiduelles
présenté dans [SHA02a] mais en utilisant un plus grand domaine d’analyse macroscopique et un
maillage plus fin dans le but d’assurer l’efficacité de toutes les valeurs des variables du procédé
générées par l’algorithme d’optimisation (cf. figure 1.29). Afin de prendre en compte la relaxation
des contraintes résiduelles dans les plis précédemment déposés durant le placement de fibre en
cours, l’approche suivante a été adoptée : dans les plis déposés précédemment subissant des
températures supérieures à la température libre de contraintes du matériau thermoplastique, les
contraintes résiduelles sont supposées être totalement relaxées et égales à zéro. Un algorithme
d’optimisation est proposé pour minimiser la formation des contraintes résiduelles, en modifiant
les paramètres du procédé (vitesse du roller etc.), tout en conservant une bonne adhésion et en
limitant la dégradation thermique du matériau (figure 1.30 et 1.31).
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Figure 1.29 – Maillage de la structure utilisée dans l’analyse des contraintes résiduelles. Les
dimensions verticales et horizontales ne sont pas à l’échelle [SA07].

Figure 1.30 – Entrées et Sorties du modèle du procédé [SA07].

Figure 1.31 – Algorithme de la procédure de minimisation des contraintes résiduelles. [SA07].
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1.5.8 Conclusions

Comme nous l’avons vu dans la section 1.5, les contraintes résiduelles dans le procédé ATP
peuvent être modélisées aux échelles macroscopiques et microscopiques. L’échelle macroscopique
influence la formation des contraintes résiduelles à l’échelle microscopique par les déplacements
induits dans la pièce à l’échelle macroscopique. Les études réalisées précédemment sur la modéli-
sation des contraintes résiduelles dans ce type de procédé (1.5.7) reposent sur des modélisations
à l’échelle macroscopique, sans prendre en compte l’interaction entre les deux échelles sur la
formation des contraintes.
Nous en arrivons à l’objectif de l’étude : proposer une méthode de modélisation qui permette
une description simultanée aux échelles macroscopiques et microscopiques de la formation des
contraintes résiduelles au cours du procédé.
Dans la méthode que nous proposons et présentée dans le chapitre 3, les deux échelles microsco-
piques et macroscopiques interagissent :

– échelle microscopique : l’homogénéisation des propriétés thermomécaniques du matériau
à l’échelle microscopique et leur insertion à l’échelle macroscopique permet de disposer de
propriétés actualisées tout au long du calcul ;

– échelle macroscopique : les champs thermiques et de déplacement macroscopiques sont
utilisés à l’échelle microscopique pour le calcul des contraintes résiduelles à l’échelle mi-
croscopique.

Enfin, nous proposons également une méthode issue des travaux de Ryckelynck [Ryc05] pour
accélérer les temps de calcul.
Ces développements nécessitent d’utiliser des outils numériques adaptés. Nous présentons à cet
effet dans le chapitre 2 les outils numériques utilisés.
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L’objectif de notre étude est de proposer une méthode de modélisation qui permette une descrip-
tion simultanée aux échelles macroscopiques et microscopiques de la formation des contraintes
résiduelles au cours du procédé ATP et un couplage entre les deux échelles. Comme nous l’avons
vu dans la section 1.5.7, les études réalisées précédemment sur la modélisation des contraintes
résiduelles dans ce type de procédé reposent sur des modélisations à l’échelle macroscopique,
sans prendre en compte l’interaction entre les deux échelles dans la formation des contraintes
résiduelles. Il est donc nécessaire d’utiliser de nouvelles méthodes numériques, permettant de
réaliser une modélisation multi-échelle couplée du problème de l’apparition des contraintes rési-
duelles au cours du procédé. Nous présentons dans ce chapitre les méthodes numériques utilisées
pour le développement de notre méthode de modélisation des contraintes résiduelles au cours
du procédé ATP ainsi qu’un état de l’art succinct des approches en calcul multi-échelle.
Dans une première partie, nous présentons la méthode des éléments naturels contraints (CNEM),
qui est utilisée pour la description à l’échelle microscopique. Dans une seconde partie, nous pré-
sentons la méthode de la décomposition ortogonale propre, qui est utilisée pour exploiter les
informations thermomécaniques issues de l’échelle microscopique. Nous présentons également
une méthode permettant de réduire les temps de calcul, issue des travaux de [Ryc05]. Enfin,
dans une troisième partie, nous présentons les différentes approches en calcul multi-échelle.
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2.1 Méthode des éléments naturels contraints (CNEM)

2.1.1 Généralités sur les méthodes sans maillage, historique

La question du choix et de l’évaluation des performances des différentes méthodes sans
maillage a été abordée au cours de la thèse de J. Yvonnet [Yvo04]. On peut aussi y trou-
ver un état de l’art complet sur ces méthodes. On se reposera donc sur les développements et
conclusions issues de ce travail pour ce qui est du choix et de la mise en oeuvre de la méthode
sans maillage à employer.

Historique

L’origine des méthodes sans maillage remonte à la fin des années 70, cependant elles sont
restées peu utilisées jusqu’au début des années 90. On trouve une revue intéressante de ces
méthodes dans [FM03]. Les méthodes sans maillage furent initiées avec la méthode «Smooth
Particle Hydrodynamics» (SPH) [Luc77], qui fut créée à l’origine pour la simulation des phé-
nomènes astrophysiques. La généralisation de l’approximation SPH qui consiste à introduire
une fonction de correction dans la fonction noyau [LJZ95] pour obtenir la consistance d’ordre
supérieure a donné naissance à la technique «Reproducing Kernel ParticleMethod» (RKPM)
Une 2eme grande famille de méthodes sans maillage est basée sur la technique des «Moindres
Carrés Mobiles» (MLS). plusieurs méthodes se sont inspirées de cette approche dont on peut
citer la «méthode des éléments diffus» (DEM) [NTV92]. La méthode «Element Free Galerkin»
[BLG94] est aussi basée sur le MLS, elle est plus performante et plus précise que la méthode
DEM.
D’autres approches ont été proposées comme la méthode des différences finies généralisées ,
pouvant être appliquées pour des nuages de noeuds quelconques. Une méthode sans maillage
basée sur des principes totalement différents a émergé récemment sous le nom de «méthode
des éléments naturels - NEM» [SMB98, SBM95, CSC+03]. Cette technique utilise des fonctions
de forme très particulières, basées sur les constructions géométriques du diagramme de Voronoi
et de son dual, la triangulation de Delaunay. Cette technique offre presque tous les avantages
des méthodes sans maillage, tout en éliminant un grand nombre d’inconvénients. De plus, les
fonctions de forme, bien que construites uniquement à partir des noeuds, deviennent linéaires
sur les bords du domaine, ce qui permet de les substituer directement aux fonctions de forme
éléments finis linéaires dans un code de calcul conçu au départ sur la base d’une interpolation
éléments finis.

Avantages

Contrairement à l’approche éléments finis dans laquelle l’approximation est liée aux éléments,
dans les méthodes sans maillage l’approximation est construite exclusivement à l’aide des don-
nées nodales. Ces caractéristiques offrent de nombreux avantages :

– La possibilité de traiter plus facilement les problèmes en grandes transformations que dans
la méthode des éléments finis, et pour les mêmes raisons la possibilité de traiter des pro-
blèmes avec une haute hétérogénéité de densité nodale ( le cas qui se pose dans le présent
travail ). Les performances des méthodes meshless ( plus particulièrement la NEM ) sont
expliquées par les facteurs suivants :
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– Une connectivité variable. Les voisins naturels ( NEM ) ont un support de fonctions de
forme plus large que les seuls noeuds de l’élément dans la méthode des éléments finis.
Ainsi, la matrice jacobienne associée ne deviendra singulière que pour des distorsions
beaucoup plus importantes du voisinage [LHL00]

– La qualité de la solution est moins sensible à la position relative des noeuds ( comme
cela va être montré dans la suite ), autorisant la construction de la solution à partir de
positions relatives entre les noeuds déconseillées dans la méthode des éléments finis

– La possibilité d’insérer, ou de retirer des noeuds assez facilement en général. Ce point est
particulièrement attrayant pour définir des stratégies de raffinement, pour les problèmes
présentant de la localisation.
Remarque : Si un support de fonction de forme moins large est utilisé ( pour des raisons
de coût et de qualité ), les problèmes rencontrés avec la méthode des éléments finis ré-
apparaissent. Même si les difficultés sont moindres, elles subsistent donc dans le cas général.

Inconvénients

En contrepartie, un certain nombre de difficultés apparaissent dans les méthodes sans maillage :

– Le principal défaut de la plupart des méthodes sans maillage ”classiques” (SPH, RKPM,
DEM, EFG) est la difficulté liée à l’imposition des conditions aux limites. En effet, pour
pouvoir imposer les conditions aux limites de type Dirichelt de manière directe comme
dans la méthode des éléments finis, il est nécessaire :

– que l’approximation construite passe par les valeurs nodales (interpolation stricte) ;

– que l’influence des noeuds intérieurs s’annule sur le bord du domaine.

Or la fonction d’approximation construite par les méthodes sans maillage les plus répan-
dues ne vérifient aucune de ces deux conditions. Différentes techniques pour imposer les
conditions aux limites dans les méthodes sans maillage les plus utilisées ont depuis été
proposées. Ces techniques entrâınent des coûts supplémentaires.

– Le second inconvénient est lié à l’intégration numérique. Dans la majorité des cas, les fonc-
tions de forme meshless ne sont pas polynomiales mais rationnelles, ce qui rend les schémas
d’intégration de type Gauss non optimaux. Toutefois des solutions ont été proposées pour
remédier à ces difficultés [DB99, CWY01, CYW02].

– Un autre inconvénient des techniques «meshless» est lié au support des fonctions de forme.
Dans la plupart de ces approches, le support, ou domaine d’influence d’un noeud est défini
par une sphère ou un parallélépipède centré sur le noeud. Un support suffisamment large
est nécessaire pour que la méthode soit stable, mais un support trop large entrâıne des
coûts de calcul plus importants et une qualité fortement dégradée à cause du lissage qu’il
entrâıne. A noter toutefois que « la méthode des éléments naturels» avec son support basé
sur le diagramme de Voronöı ne souffre pas de ce problème.
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– Des difficultés apparaissent pour des géométries non convexes (la présence d’un bord
concave, d’une cavité ou d’une fissure). Le problème essentiel est lié à la définition du
support des fonctions de forme, cela vient des influences entre noeuds de part et d’autre
du bord non convexe. La technique dite du critère de visibilité introduite dans [KB96],
permet de supprimer ces influences. Cependant, dans certains cas, cela introduit des dis-
continuités parasites. De plus les techniques décrites ne peuvent être étendues facilement
au cas 3D.

2.1.2 Méthode des éléments naturels contraints CNEM

Les différents inconvénients précités ont largement contribué à un déclin de l’utilisation des
méthodes «meshless» de type moindre carrés mobiles depuis quelques années.
L’utilisation de la méthode des éléments naturels et de ses extensions permet grâce à ses fonctions
de forme particulière de contourner la plupart des difficultés bien connues dans la majorité des
méthode sans maillage, telles que l’imposition des conditions aux limites de type Dirichlet ou le
réglage de la taille du support définissant le schéma local d’interpolation. De plus la méthode
NEM partage beaucoup de caractéristiques avec la méthode des éléments finis notamment sur
le bord du domaine, en conservant en partie les avantages des méthodes sans maillage.

L’interpolation basée sur les éléments naturels contraints

L’interpolation NEM est construite sur la base du diagramme de Voronöı associé au nuage
de noeuds considéré ( le diagramme de Voronöı étant le dual de la triangulation de Delaunay ).
Pour un approfondissement sur l’interpolation NEM Sibsonienne et ses applications dans la
résolution des équations différentielles de second ordre on peut se référer à Braun et Sambridge
et Sukumar et al.. Pour faire simple on se restreindra au cas 2D. Le développement du cas

Figure 2.1 – (a) Construction des fonctions de formes Sibsoniennes. (b) Linéarité sur les bords
convexes

3D, qui est une extension directe du cas 2D, a fait l’objet de développements récents [Ill08].
Soit S = {n1, n2, . . . , nN} un nuage de noeuds dans Â2 de coordonnées {x1, x2, . . . , xN}. le
diagramme de Voronöı est la subdivision de Â2 en régions Ti (cellules de Voronöı) tel que :

Ti =
{
x ∈ �2 : d (x, ni) < d (x, nj)

}
, ∀i,∀j 	= i (2.1)
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où d (., .) est la distance euclidienne.
A un point x, on associe à chaque noeud ni la fonction de forme φ (x) définie comme un rapport
d’aires ( ou de volumes en 3D ) entre la cellule résultante de l’introduction du point x dans le
diagramme de Voronöı originel et celle résultant de son intersection avec la cellule centrée sur le
noeud ni.(cf. 2.1)

φi (x) =
Aire (afghe)
Aire (abcde)

(2.2)

On note bien que si le point x cöıncide avec le noeud ni, alors la fonction de forme φ (xi) = 1,
et toutes les autres fonctions de formes s’annulent. On vérifie là une propriété essentielle, celle
du delta de Kronecker. Les fonctions de forme CNEM vérifient d’autres propriétés intéressantes
( positivité, consistance linéaire ainsi que la partition de l’unité ) que le lecteur intéressé peut
trouver en détails dans les travaux de Sukumar [54] :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φi (xj) = δij Delta de Kronecker

0 ≤ φ (x) ≤ 1 Positivité

x =
∑n

i=1 φ (x) .xi Consistance linéaire∑n
i=1 φ (x) = 1 Partition de l’unité

(2.3)

où n est le nombre de noeuds voisins du point x. Les fonctions de forme éléments naturels
sont C∞ à n’importe quel point, excepté sur les bords des cercles de Delaunay ( sphères en
3D ) où elles sont C1 (à cause du changement de voisins naturels), et aux noeuds où elles sont
seulement C0. Une autre propriété importante de l’interpolation basée sur les éléments naturels
est sa capacité à reproduire les fonctions linéaires sur les bords des domaines convexes que nous
illustrons dans la figure (figure 2.1(b)). La démonstration a été apportée par Sukumar et al.
[SMB98] : étant donné que les aires des cellules de Voronöı associées aux points sur la frontière
deviennent infinis, la contribution des points internes disparâıt à la limite quand le point approche
la frontière convexe, et les fonctions de forme liées aux noeuds n1 et n2 deviennent linéaires sur
le segment (n1 − n2). Ce n’est pas le cas quand des frontières non convexes sont considérées.
Ainsi, l’interpolation d’une fonction vectorielle u (x) : Ω ⊂ �2 → �2, s’écrit sous la forme :

Uh (x) =
n∑

i=1

φi (x)Ui (2.4)

Où Ui représente les vecteurs des degrés de liberté aux n voisins naturels du point x, et φi (x) sont
les fonctions de forme de Sibson définies dans (Eq. 2.2) associées à chaque noeud ni. Revenons
sur le cas des frontières non convexes : un développement récent dans la NEM, la méthode des
éléments naturels contrainte (C-NEM), est proposé dans [YRLC04, YCLR05] afin d’éviter les
problèmes induits par des domaines non convexes. Dans cette approche, un critère de visibilité
est présenté pour limiter les voisins naturels (noeuds influents).
Pour cela le diagramme de Voronöı contraint est construit, à partir duquel les fonctions de forme
peuvent être facilement calculées. De cette manière, l’interpolation linéaire est récupérée le long
de la frontière des domaines non convexes, rendant possible l’introduction de conditions aux
limites essentielles aussi bien que le traitement des discontinuités fixes ou mobiles.
Dans le cadre de C-NEM, l’interpolation peut être exprimée par :

Uh (x) =
V∑

i=1

= φC
i (x)Ui (2.5)
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Où V représente le nombre de voisins naturels visibles depuis le point x et φC
i les fonctions de

forme éléments naturels contraintes, calculées de manière similaire aux fonctions NEM classiques
(Sibson) mais à partir du diagramme de Voronöı contraint [YRLC04].

Formulation CNEM d’un problème classique en élasticité linéaire HPP

Nous considérons le problème d’élasticité linaire en petites perturbations 2D, décrit par
l’équation d’équilibre :

∇.σ + b = 0 dans Ω (2.6)

où Ω ∈ �2 est le domaine materiel, ∇. est l’opérateur divergence, σ est le tenseur des contraintes
de Cauchy et b est un terme de force volumique.
La relation de comportement est donnée par :

σ = Cε (2.7)

où σ et ε sont les formes vectorielles du tenseurs de contrainte et du tenseur des déformations
linéarisé (partie symétrique), respectivement. avec C le tenseur élastique sous sa forme matri-
cielle.
Les conditions aux limites essentielles et naturelles sont données par :

U = Uc sur ∂UΩ
σn = Fc sur ∂F Ω

(2.8)

ou ∂Ω = ∂UΩ ∪ ∂F Ω est le bord du domaine Ω,n est la normale unitaire sortante sur ∂Ω, Uc

et Fc sont les déplacements et efforts imposés, respectivement. La formulation variationnelle
associée au problème élastostatique est donnée par :
Trouver U ∈ H1 (Ω) cinématiquement admissible U = Uc sur ∂UΩ tel que :∫

Ω
σ.ε∗dΩ =

∫
Ω
f .U∗ ∗ dΩ +

∫
∂F Ω

Fc.U
∗dΓ, ∀U∗ ∈ H1

0 (Ω) (2.9)

où H1 (Ω) et H1
0 (Ω) sont les espaces fonctionnels de Sobolev usuels.

En substituant les fonctions d’approximation et les fonctions test (toutes les deux approximées
par le schema C-NEM) dans l’équation précédente et en utilisant le fait que le champ U∗ est
arbitraire, on obtient le système d’équations linéaires après intégration numérique :

Kq = fext (2.10)

où q est le vecteur des degrés de liberté, avec la matrice K et le vecteur fext donnés par :

K =
∫

Ω
BtCBdΩ

fext =
∫

∂F Ω
NtFcdΓ +

∫
Ω
NtfdΩ

(2.11)

où N et B sont les matrices des fonctions de forme et leurs dérivées respectivement.
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Intégration numérique et gradient stabilisé

Deux types d’intégration sont généralement utilisées pour la méthode CNEM :

1. l’intégration de Gauss sur les triangles de Delaunay ;

2. l’intégration nodale stabilisée conforme SCNI (Stabilized Conforming Nodal Integration).

L’intégration de Gauss réalisée sur les triangles de Delaunay introduit une erreur due aux points
suivants :

– Supports des fonctions de forme meshless ne cöıncident pas avec les triangles de Delaunay
– Caractère non polynomiale des fonctions de forme meshless, un grand nombre de points

d’intégration est donc nécessaire pour minimiser l’erreur, rendant l’intégration numérique
coûteuse.

Aussi, l’intégration nodale directe, utilisant les noeuds comme des points d’intégration, conduit
à des instabilités numériques [CYW02].
Dans ce travail, nous utilisons la procédure d’intégration nodale stabilisée conforme (SCNI)
[CWY01]. Cette approche fut appliquée pour la première fois dans la méthode [GCMD04], et
a permis de mettre en évidence une amélioration significative de la qualité en comparaison
avec l’intégration de Gauss. Cette technique d’intégration numérique peut être naturellement
appliquée à la méthode C-NEM, car les domaines d’intégration cöıncident exactement avec les
cellules de Voronöı contraintes.
Cette approche consiste en une intégration nodale et une stabilisation basée sur la substitution
du gradient par un gradient moyenné sur un domaine représentatif entourant le noeud, la cellule
de Voronöı (Eq. 2.12) . Ceci permet d’éviter les oscillations parasites inhérentes à l’intégration
nodale.

∇̃Uh (xi) =
1
|ωi|
∫

ωi

∇Uh (x) dω (2.12)

Où xi sont les coordonnées du noeud ni, ωi est la cellule de Voronöı associée au noeud ni. En
utilisant le théorème de la divergence, 2.12 peut se simplifier en :

∇̃Uh (xi) =
1
|ωi|
∫

Γωi

Uhh (x)�ndΓω (2.13)

La formule 2.13 permet :
– de passer d’une intégrale volumique à une intégrale surfacique ;
– d’intégrer directement le champ plutôt que son gradient.
Le tenseur des déformations modifié est alors donnée par :

ε̃h (xi) =
1
|ωi|
∫

ωi

εh (x) dω =
1
|ωi|
∫

ωi

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uh
1 (x)
∂x

∂uh
2 (x)
∂y

∂uh
1 (x)
∂y + ∂uh

2 (x)
∂x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
dΩ (2.14)
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Où u1 et u2 sont les composantes du vecteur U .
En appliquant le théorème de la divergence, on obtient la forme suivante :

ε̃h (xi) =
1
|ωi|
∫

∂ωi

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
uh

1 (x)n1

uh
2 (x)n2

uh
1 (x)n2 + uh

2 (x)n1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ dΓ (2.15)

Où : ∂ωi la frontière de la cellule de Voronöı. |ωi| l’aire ou le volume en 3D.
En introduisant à présent l’approximation NEM on obtient :

ε̃h (xi) = B̃iq (2.16)

Qui est donnée explicitement par :

ε̃h (xi) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂φ̃1(xi)
∂x 0 ∂φ̃2(xi)

∂x 0 . . . ∂φ̃N (xi)
∂x 0

0 ∂φ̃1(xi)
∂y 0 ∂φ̃2(xi)

∂y . . . 0 ∂φ̃N (xi)
∂y

∂φ̃1(xi)
∂y

∂φ̃1(xi)
∂x

∂φ̃2(xi)
∂y

∂φ̃1(xi)
∂x . . . ∂φ̃N (xi)

∂y
∂φ̃N (xi)

∂x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u11

u12

u21

u22
...

uN1

uN2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= B̃iq

(2.17)
Où les composantes de B̃i sont définies par :

∂φ̃j (xi)
∂x

=
1
|ωi|
∫

∂ωi

φj (x)n1 (x) dΓ (2.18)

∂φ̃j (xi)
∂y

=
1
|ωi|
∫

∂ωi

φj (x)n2 (x) dΓ (2.19)

Il est évident qu’un grand nombre de termes dans la matrice B̃i sont nuls du fait du support
compact des fonctions de forme C-NEM. En introduisant l’approximation CNEM, la déformation
stabilisée et l’intégration nodale, la matrice de rigidité globale est obtenue en assemblant la
contribution de chacun des noeuds ni :

K =
∑
i

K̃i =
∑

i

|ωi| B̃t
iCB̃i (2.20)

Ensuite, on associe à chaque cellule une contrainte donnée par :

σ̃h
i = CB̃iq (2.21)

La contrainte ainsi trouvée est de la même forme que le gradient stabilisé et donc constante sur
chaque cellule de Voronöı.
L’application du théorème de la divergence permet d’éviter le calcul des dérivées des fonctions
de forme, seules les fonctions de forme sont requises.
De la même manière, le tenseur des gradients thermique modifié sur chaque cellule est donnée
par la relation :

∇̃T h (xi) = ÃiT (2.22)
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avec Ãi donné par l’expression :⎧⎪⎨⎪⎩
∂φ̃1(xi)

∂x
∂φ̃2(xi)

∂x . . . ∂φ̃N (xi)
∂x

∂φ̃1(xi)
∂y

∂φ̃2(xi)
∂y . . . ∂φ̃N (xi)

∂y

⎫⎪⎬⎪⎭ (2.23)

2.2 La décomposition orthogonale propre

La D.O.P. ou Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres permet de construire des
systèmes dynamiques représentatifs de phénomènes pour lesquels on dispose de réalisations ins-
tantanées. Cette méthode s’appuie sur une décomposition sur une base propre de modes définis à
partir d’une sélection des valeurs propres de la matrice des corrélations temporelles d’un certain
nombre de réalisations.

2.2.1 Principe de la méthode

On suppose l’évolution d’un champ de température T (x, t) connue. Ce champ est défini aux
noeuds xi d’un maillage spatial et aux temps tm = m×Δt, avec i ∈ [1, . . . , N ] et m ∈ [0, . . . ,M ].
On introduit la notation T (xi, t

m) = Tm (xi) ≡ Tm
i (tm). Tm définit le vecteur contenant les

degrés de liberté aux noeuds (températures) au temps tm. L’idée principale de la décomposition
orthogonale propre est d’obtenir la structure la plus caractéristique ou la plus typique φ (x)
parmi les Tm (x), ∀m. La maximisation de :

α =

∑m=M
m=1

[∑i=N
i=1 φ (xi)Tm (xi)

]2
∑i=N

i=1 (φ (xi))
2

(2.24)

conduit à :

m=M∑
m=1

⎡⎣(i=N∑
i=1

φ̃ (xi)Tm (xi)

)⎛⎝j=N∑
j=1

φ (xi)Tm (xj)

⎞⎠⎤⎦ = α

i=N∑
i=1

φ̃ (xi)φ (xi) ; ∀φ̃ (2.25)

qui peut être réécrit sous la forme :

i=N∑
i=1

⎧⎨⎩
j=N∑
j=1

[
m=M∑
m=1

Tm (xi)Tm (xj)φ (xj)

]
φ̃ (xi)

⎫⎬⎭ = α

i=N∑
i=1

φ̃ (xi)φ (xi) ; ∀φ̃ (2.26)

En définissant le vecteur φ tel que sa ième composante est φ (xi), l’équation (2.26) résulte en le
problème aux valeurs propres (2.27), dont les vecteurs propres relatifs aux plus grandes valeurs
propres définissent la structure caractéristique de Tm (x),

φ̃
T
Covφ = αφ̃

T
φ; ∀φ̃⇒ Covφ = αφ (2.27)

où la matrice de corrélation est définie par :

Covij =
m=M∑
m=1

Tm (xi)Tm (xj)⇔ Cov =
m=M∑
m=1

Tm (Tm)T (2.28)
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qui est symétrique et définie positive. Si on définie la matrice Q contenant l’histoire du champ
discrétisé :

Q =

⎛⎜⎜⎜⎝
T 1

1 T 2
1 . . . TM

1

T 1
2 T 2

2 . . . TM
2

...
...

. . .
...

T 1
N T 2

N . . . TM
N

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.29)

Alors il est aisé de vérifier que la matrice Cov de l’équation (2.27) peut s’exprimer sous la
forme :

Cov = QQT (2.30)

2.2.2 Une modélisation réduite à posteriori

On résout le problème aux valeurs propres définie par l’équation (2.27) en sélectionnant les
fonctions de forme φk associées aux valeurs propres appartenant à l’intervalle défini par la plus
grande valeur propre et cette valeur divisée par une valeur suffisamment grande (par exemple
108). En pratique n est beaucoup plus petit que N . Ainsi, on peut essayer d’utiliser ces n
fonctions de forme φk pour approximer la solution Tm (x), ∀m. Pour ceci on a besoin de définir
la matrice B = [φ1 . . .φn] :

B =

⎛⎜⎜⎜⎝
φ1 (x1) φ2 (x1) . . . φn (x1)
φ1 (x2) φ2 (x2) . . . φn (x2)

...
...

. . .
...

φ1 (xN ) φ2 (xN ) . . . φn (xN )

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.31)

Maintenant si on considère le système linéaire d’équations résultant de la discrétisation semi-
implicite d’un modèle thermique :

GmTm+1 = Hm (2.32)

En exprimant :

Tm+1 =
i=n∑
i=1

ζm+1
i φi = Bζm+1 (2.33)

l’équation (2.32) devient :

GmTm+1 = Hm ⇒ GmBζm+1 = Hm (2.34)

Et en multipliant les deux termes par BT on obtient :

BTGmBζm+1 = BTHm (2.35)

Où la taille de BTGmB est égale à n× n, au lieu de N ×N . Lorsque n << N , comme lorsque
c’est le cas dans les modèles physiques numériques, la solution de l’équation (2.35) est préférée
du fait de sa taille réduite.

Remarque 1 : l’équation (2.35) peut également être obtenue en introduisant l’approximation
(3.85) dans la formulation variationnelle de Galerkin relative à l’équation différentielle partielle.
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Remarque 2 : une technique alternative pour réduire la taille du problème aux valeurs propres
consiste en l’application de la décomposition orthogonale propre par la méthode des « clichés»
(« the snapshot proper orthogonal decomposition»). Cette technique est basée sur la recherche
des modes significatifs par l’application de la DOP, mais en supposant que ces modes peuvent
être écrits comme une combinaison linéaire de M clichés qui ont été utilisés pour définir la
décomposition. Le principal avantage de cette stratégie est que ces modes résultent du problème
aux valeurs propres définis par : (

QTQ
)
γ = λγ (2.36)

dont la taille est M ×M au lieu de N ×N . Seuls les vecteurs propres relatifs aux plus grandes
valeurs propres sont retenus. De ces vecteurs propres les fonctions d’approximation réduites sont
calculées en utilisant le fait que ces fonctions sont une combinaison linéaire des clichés, i.e. :

φi = Qγi (2.37)

Remarque 3 : dans l’analyse précédente la base réduite a été construite à partir de l’évolution
du champ inconnu calculé qui a été obtenue en résolvant le problème d’évolution discret. Ainsi, on
peut se demander de l’intérêt d’une telle approche. Il existe deux types d’approches considérées.
La première approche consiste à résoudre le modèle non-réduit dans un intervalle de temps
court, permettant l’extraction des fonctions caractéristiques et ainsi la définition de la base
d’approximation réduite qui est alors utilisée pour calculer la solution du modèle d’évolution
réduit (2.35) dans des intervalles de temps plus grands avec les temps de calcul associés. L’autre
approche consiste à résoudre le modèle non-réduit dans tout l’intervalle de temps, dont la solution
permet de définir la base d’approximation réduite qui peut alors être utilisée pour résoudre des
modèles « similaires», comme ceux impliquant par exemple des variations faibles des paramètres
du matériau ou des conditions aux limites. Des avancées récentes dans de telles approches sont
présentées dans [PC96, MR04, RHCA05, BKF05, BGL06, GPS07].

2.2.3 Enrichissement de la base d’approximation

De manière évidente, la réalisation de simulations exactes requière une évaluation de l’erreur
ainsi que la possibilité d’adapter la base réduite en introduisant de nouvelles fonctions capables
de décrire l’exactitude de la solution. Ryckelynck a proposé dans [Ryc05] une procédure adapta-
tive, capable de construire ou d’enrichir la base d’approximation réduite. Dans ce but, il proposa
d’enrichir la base d’approximation réduite en ajoutant des sous-espaces de Krylov générés par le
résidu de l’équation. Cet enrichissement tend à augmenter le nombre de fonctions d’approxima-
tion, mais lorsque il est combiné avec la décomposition DOP qui réduit le nombre de fonctions
d’approximation de manière continu, la taille des problèmes est stabilisé rapidement. Cette stra-
tégie, qui a été utilisée avec succès dans [ARCK06] et dans [RCCA06], est résumée dans la
section suivante.

On suppose la solution décrite exactement dans l’intervalle de temps ] 0, ts] en utilisant la base
réduite B. Maintenant, on calcule l’évolution de la solution dans l’intervalle de temps ] ts, ts+1]
en résolvant l’équation (2.35) et en utilisant la base d’approximation réduite définie par la ma-
trice B :

ζm+1 =
(
BTGmB

)−1
BTHm (2.38)

Lorsque le temps ts+1 est atteint, une étape de contrôle est effectuée dans le but d’évaluer
l’exactitude de la solution calculée à l’aide de la base réduite. L’étape de contrôle est effectuée
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seulement à la fin de chaque intervalle de temps.

On suppose que ts+1 − ts = M × Δt et par conséquent le résidu à ts+1, RM , peut être cal-
culé par :

RM = GM−1Bζm −HM−1 (2.39)

Si la norme du résidu est suffisamment faible
∥∥RM

∥∥ < ε ‖Bζm‖ (ε étant un paramètre suffisam-
ment petit) la solution calculée peut être considérée bonne, et on poursuit l’intégration en temps
dans l’intervalle ] ts+1, ts+2] en utilisant l’équation (2.38) sans modifier la base d’approximation
réduite.

Au contraire, si
∥∥RM

∥∥ ≥ ε ‖Bζm‖, alors l’approximation doit être améliorée. Dans ce but,
on propose d’enrichir la base d’approximation réduite en introduisant le résidu qui vient d’être
calculé (ou bien des sous-espaces de Krylov générés par le résidu, comme proposé dans [Ryc05]) :

B ← [BRM
]

(2.40)

et ainsi, l’évolution est recalculée dans l’intervalle de temps ] ts, ts+1] en utilisant l’équation
(2.38) avec la base réduite B mise à jour. Lorsque le critère de convergence est satisfait (i.e.∥∥RM

∥∥ < ε ‖Bζm‖) on applique la DOP sur toute l’histoire passée ] 0, ts+1] pour définir la
base réduite capable de représenter l’ensemble de l’évolution passée du champ inconnu, qui ré-
sulte d’une base réduite B actualisée qui peut être considérée comme la base réduite optimale
pour décrire l’évolution du champ inconnu dans l’intervalle de temps ] 0, ts+1]. En utilisant la
base réduite B actualisée, l’évolution en temps donnée par l’équation (2.38) est calculée dans
] ts+1, ts+2] et l’exactitude de la solution est vérifiée à t = ts+2.

Si un enrichissement de la base a été nécessaire à la fin de l’intervalle de temps précédent,
à t = ts+1, alors la longueur de l’intervalle de temps actuel est réduit en effectuant ts+2− ts+1 =
(ts+1 − ts) /2, et si aucun enrichissement n’a été nécessaire, alors la longueur de l’intervalle de
temps est augmentée selon ts+2 − ts+1 = 2 (ts+1 − ts) (se reporter à [ARCK06] pour des détails
supplémentaires sur l’adaptation de la longueur de l’intervalle de temps).

L’enrichissement de la base réduite tend à augmenter la taille de la base réduite, mais en contre-
partie la DOP réduit sa taille. La combinaison des deux procédures permet de stabiliser la taille
du modèle comme il a été montré dans [ARCK06].

2.3 Les Approches en calcul multi-échelles

Un des principaux objectifs dans l’étude d’un matériau non homogène est la déduction du
comportement global « effectif» ou «apparent» du matériau à partir du comportement des
constituants, du comportement des interfaces entre eux, et de l’arrangement géométrique des
phases. C’est ce qu’on appelle l’homogénéisation.
Il existe plusieurs approches de l’homogénéisation. Nous nous attacherons à présenter, de manière
non exhaustive, les méthodes les plus classiques ainsi que certains développements récents en la
matière.

2.3.1 Approches analytiques basées sur la théorie de l’homogénéisation

Les approches analytiques sont historiquement les plus anciennes. Les formulations utilisées
dans ces approches considèrent un comportement élastique linéaire. L’extension des formulations
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au domaine non linéaire n’est pas triviale et reste un domaine ouvert à la recherche.
Les approches analytiques de la théorie de l’homogénéisation se divisent en deux grandes fa-
milles :

– la théorie du champ moyen ;
– l’approche asymptotique.

Théorie du champ moyen

La théorie du champ moyen s’applique aux milieux hétérogènes aléatoires. Une présentation
de la théorie et un état de l’art récent se trouve dans [BBG01]. Cette approche s’appuie sur 3
étapes majeures :

– Représentation
– Localisation
– Homogénéisation

Etape de représentation :

Il faut, pour travailler sur des milieux hétérogènes, en définir une représentation d’une cer-
taine forme de base. On définit pour cela un volume d’homogénéisation, le VER ou Volume
Élémentaire Représentatif. Dans le cas idéal, le VER devrait être choisi pour être un volume
élémentaire approprié. C’est un volume secondaire statistiquement représentatif de la géométrie
microscopique du matériau. Le choix du VER est conditionné par 3 paramètres :
• d : la taille caractéristique des hétérogénéités et des propriétés sujettes à l’analyse. Il est

nécessaire de ne pas descendre inutilement à des niveaux plus fins que nécessaire et de
toujours conserver la validité des outils de la mécanique des milieux continus si possible (
dans certains problèmes il est nécessaire d’aller vers l’échelle nanoscopique et d’utiliser les
lois correspondantes : dynamique moléculaire ...).

• L : la taille de la structure à analyser.
• l : la taille du VER proprement dite. Le rapport entre la taille du VER et la taille caractéris-

tique des hétérogénéités et des propriétés sujettes à l’analyse, l/d, doit être suffisamment
grand pour permettre un échantillonnage significatif des champs microscopiques. Aussi
un rapport l/d insuffisant entrâıne une forte fluctuation du comportement global d’une
particule macroscopique à l’autre, dû à sa dépendance vis a vis de ses constituants. Ce
phénomène s’atténue lorsque l/d augmente. Le rapport L/l doit être suffisamment grand
pour que l’influence des gradients macroscopiques soit négligeable. Il est aussi nécessaire
pour que l’on puisse traiter la structure comme un milieu continu et y déterminer des
champs continus (ou continus par morceaux).

Cette condition est symboliquement dénotée :

d << l << L

A titre d’exemple, dans le cas d’un alliage poly-cristallin : la taille des grains d est de l’ordre de
la dizaine de micromètres. Le VER serait alors de taille l de l’ordre de la fraction du millimètre
pour une structure de taille L de l’ordre au moins du centimètre.

Etape de localisation :
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Figure 2.2 – Milieu hétérogène et son VER, les différentes échelles

Figure 2.3 – Conditions de contraintes homogènes au contour

Le fait que le VER soit une image statistique et incomplète de la microstructure considérée
nous interdit d’affecter à coup sûr des caractéristiques mécaniques précises à tout point du
VER. De ce fait la détermination des champs locaux n’a pas de solution unique. De plus le
problème est mal posé dans le sens où on doit résoudre un problème de structure sans véritables
conditions aux limites. On a ainsi à la place des conditions de moyenne sur les variables locales.
Cependant, en pratique on préfère substituer un problème plus classique en imposant des condi-
tions homogènes sur le contour ∂V qui respectent la condition de moyenne (ε = ε0, σ = σ0) :

td (x) = σ0 · n (x) ∀x ∈ ∂V , conditions de contraintes homogènes au contour
ud (x) = ε0 · x ∀x ∈ ∂V , conditions de déformations homogènes au contour
u (x) = ε0 · x+ u′ (x) ∀x ∈ ∂V , conditions de périodicité

(2.41)
σ0 et ε0 étant les valeurs macroscopiques de la contrainte et de la déformation au point matériel
que représente le VER.
Il faut noter toutefois que ces conditions ne sont pas équivalentes et peuvent conduire à des
comportements homogénéisés très différents si la condition d << l n’est pas respectée.
Ainsi et partant de la connaissance de la morphologie des phases, on peut formuler une loi de
localisation des contraintes et des déformations qui prendra la forme :

ε (x) = fx (ε, Yx)
σ (x) = gx (σ, Yx)

(2.42)

Où (ε (x),σ (x)) et (ε, σ), sont respectivement les champs de déformation et de contrainte micro-
scopiques et macroscopiques, Yx représente l’ensemble des paramètres attachés à la description
géométrique et mécanique retenu du VER.
Dans les cas simples on pourra écrire ces fonctionnelles sous la forme :

ε (x) = A (x) ε
σ (x) = B (x)σ

(2.43)
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Où A (x) et B (x) sont les tenseurs de concentration de déformation et de contrainte (ou tenseurs
de localisation), respectivement.

Etape d’homogénéisation :

Cette étape a pour objectif de déterminer l’expression du comportement du milieu homogène
équivalent. Pour ce fait on exprime, grâce à la loi de comportement locale et aux conditions aux
limites homogènes sur le contour, les champs localisés fonction de la variable microscopique x.
Puis on effectue une opération de moyenne sur la variable microscopique, couramment définie
comme :

〈ε〉 =
1

VV ER

∫
V ER

ε (x) dV

〈σ〉 =
1

VV ER

∫
V ER

σ (x) dV
(2.44)

On détermine ainsi les champs macroscopiques associés et on peut à partir de là définir le module
effectif qui servira au calcul macroscopique.

Remarques : La résolution du problème microscopique est très complexe, et souvent impossible
analytiquement, des approximations sont faites pour simplifier le problème.
En posant que la déformation microscopique est homogène partout et non seulement sur le bord
∂V du VER on obtient alors l’estimation de Voigt :

CV oigt =
1

VV ER

∫
V ER

C (x) dV (2.45)

En posant que la contrainte microscopique est homogène partout et non seulement sur le bord
∂V du VER on obtient alors l’estimation de Reuss :

C−1
Reuss =

1
VV ER

∫
V ER

C−1 (x) dV (2.46)

Ceci nous donne deux bornes grossières (dites du premier ordre) encadrant le comportement
effectif :

CReuss ≤ Ceff ≤ CV oigt

D’autres auteurs ont par la suite introduit des estimations plus sophistiquées et plus précises :
estimation de Hashin-Shtrikman, estimation de Mori-Tanaka et modèle autocohérent.
Par soucis de concision et vue l’abondante littérature existante, on ne détaillera pas les approches
classiques pour définir le module effectif d’un matériau hétérogène.

Figure 2.4 – Milieu périodique, définition d’une cellule élémentaire.
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Approche asymptotique

Le principe de l’approche asymptotique consiste essentiellement en l’étude de l’influence de
petits paramètres sur la solution du problème global. Dans ce type d’approche on réalise les
hypothèses suivantes :

– le milieu est parfaitement périodique
– les échelles sont infiniment séparées

Ceci se traduit en pratique par des coefficients caractéristiques du matériau Cε (x) (conduction
thermique, tenseur d’élasticité, ...) périodiques de période εP avec un ε −→ 0. Le facteur ε
représentant le rapport entre la dimension du VER et la dimension de l’échelle macroscopique.
On définit alors un espace auxiliaire de variables y reliées à x, la variable d’espace, par la relation
d’échelle y = x/ε. Le champ solution de notre problème (déplacement, température, ...) s’écrit
alors sous la forme d’un développement asymptotique de la forme :

uε (x) = u0 (x) + εu1 (x, y) + ε2u2 (x, y) + . . .
y = x/ε

(2.47)

Où les termes ui (x, y) sont P périodiques en y. Comme dans la pratique seuls les deux premiers
termes sont pris en considération, le champ uε (x) se compose d’une fonction régulière de x plus
un terme plus petit (d’un facteur ε) d’une fonction fortement oscillante (figure 2.5).

Figure 2.5 – Développement asymptotique du champ solution

On redéfinit aussi l’opérateur gradient qui s’écrit sous la forme :

∇ = ∇x+
1
ε
∇y (2.48)

Sous ces hypothèses, un problème mécanique d’élasticité linéaire en petites déformations s’écrit
sous la forme suivante :

−∇ · σ (uε (x)) = f (x) dans Ω
σ (uε (x)) = C (x/ε)E (uε (x)) dans Ω
uε (x) = ϕ (x) sur ∂Ω

(2.49)

avec, comme pour (uε (x)), les développements asymptotiques de la déformation E (uε) et de la
contrainte σ (uε) que l’on substituera dans les équations (2.49) :

E (uε) = E0 (x, y) + εE1 (x, y) + . . .

σ (uε) = σ0 (x, y) + εσ1 (x, y) + . . .
(2.50)
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Ceci revient à résoudre les équations suivantes obtenues en identifiant à zéro les puissances
successives de ε :
• à l’ordre ε−1, on a l’équation régissant le comportement microscopique :

∂σ0
ij

∂yj
= 0 (2.51)

• à l’ordre ε0, on a l’équation régissant le comportement macroscopique :

−∂σ
0
ij

∂xj
− ∂σ01ij

∂yj
= fi (2.52)

Qui devient après l’application de l’opérateur moyenne :

−∂ 〈σ〉
0
ij

∂xj
= fi (2.53)

En résumé :
• On résout d’abord l’équation régissant le comportement microscopique, avec les conditions

aux limites périodiques. Cela nous permet d’évaluer la raideur homogénéisée.
• La raideur homogénéisée nous permet de résoudre l’équation régissant le comportement

macroscopique, avec les conditions aux limites correspondantes.
• Avec la solution de l’équation macroscopique, u0 (x), on peut calculer le champ microsco-

pique u1 (x, y) .
Il s’agit d’une stratégie multi-échelle efficace et très répandue. Cependant cette stratégie montre
ses limites pour les milieux non périodiques. Également, si l’on s’intéresse aux solutions homogé-
néisées près des frontières de la structure, un traitement différent est exigé [Dum86]. Une autre
limite de la théorie est due à sa nature asymptotique (ε −→ 0), qui la rend inadaptée pour les
cas où les échelles ne peuvent pas être considérées comme infiniment séparées.

2.3.2 Approches numériques basées sur la théorie de l’homogénéisation

L’application analytique de la théorie de l’homogénéisation étant très complexe pour des cas
autres que les cas simples, les recherches se sont orientées vers son couplage avec la méthode des
éléments finis.

Simulation directe de la microstructure

Une manière de résoudre des problèmes d’homogénéisation est d’employer des techniques de
simulation numérique sur des échantillons de microstructures. Dans ce cas, la notion de VER
est d’importance primordiale. En effet habituellement considéré comme un volume de matériel
hétérogène incluant efficacement un prélèvement de toutes les hétérogénéités, le VER doit dans
ce cas inclure un grand nombre d’hétérogénéités microscopiques (grains, inclusions, vides, fibres,
etc...). Il doit cependant rester assez petit pour être considéré comme un volume élémentaire.
De plus la réponse du VER doit être indépendante du type de conditions aux limites prescrites
sur son bord (contrainte moyenne ou effort moyen donnée), ceci plaide en faveur d’un VER de
grande taille. On retrouve un exemple de cette utilisation ainsi qu’une discussion autour de la
taille optimale d’un VER dans [KFG+03].
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Méthodes multi-niveaux

Une avancée intéressante fut de coupler la simulation de microstructure et de l’inclure directe-
ment dans la simulation des structures macroscopiques, ceci a donné les méthodes multi-niveaux.
Les méthodes multi-niveaux sont de trois types.

Méthodes multi-niveaux de type I :

Plusieurs auteurs [SBM98, Fey99, Wn04, YH07] nous proposent de remplacer la loi de compor-
tement macroscopique (très utile pour rendre compte de phénomènes non linéaires ou purement
microscopiques) par des calculs sur la microstructure, sous forme de sous domaines associés aux
points d’intégration. La procédure se déroule comme suit (figure 2.6) :

Figure 2.6 – Stratégie des méthodes EF multi-niveaux

• Assigner à chaque point macroscopique approprié (en fait un point d’intégration dans le
maillage éléments finis macroscopique) un VER unique.
• Calculer le tenseur de déformation macroscopique à partir d’une évaluation des déplace-

ments nodaux macroscopiques, et imposer les déplacements appropriés aux bords de la
cellule unitaire de telle manière que le tenseur de déformation moyen sur le VER est égal
au tenseur de déformation macroscopique (localisation).
• Calculer les champs non uniformes de contrainte et de déformation résultants dans les

VER qui sont le résultat des déplacements prescrits aux bords.
• Calculer la contrainte moyenne dans le VER, le résultat donne la contrainte macroscopique

locale (homogénéisation).
Apparemment, la méthode d’homogénéisation ci-dessus découple le champ macroscopique de
déplacement de celui microscopique. L’imposition des conditions au bord du VER se fait par
une simple hypothèse de périodicité dans [Fey99]. Dans [SBM98] on pose des conditions au bord
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cinématiques et naturelles combinées pour tenir compte de la continuité de la contrainte sur la
frontière et de la compatibilité (issue de l’hypothèse de périodicité du VER).
Dans [Wn04] les auteurs vont plus loin. Ils revisitent la stratégie multi-niveaux sous l’appellation
«The Heterogeneous Multiscale Method», on est plus obligé d’avoir recours à la méthode des
éléments finis. On définit deux solveurs, l’un macroscopique (volumes finis, éléments finis ...),
l’autre microscopique (éléments finis, dynamique moléculaire (MD), Quasicontinuum Method
(QC)), puis la démarche à suivre reste sensiblement similaire :
• Identifier les variables et la structure du problème à l’échelle macroscopique : lois de

conservation, procédés de diffusion ...
• Exprimer le modèle à l’échelle microscopique sous une forme conforme à la structure iden-

tifiée à l’échelle macroscopique. Cela sert de base pour relier les modèles à l’échelle macro-
scopique et à l’échelle microscopique.

• Choisir le solveur à l’échelle macroscopique, et identifier les données qui doivent être esti-
mées à partir du solveur à l’échelle microscopique.

• Concevoir le solveur contraint à l’échelle microscopique, qui donne les données nécessaires
(techniquement, c’est l’étape la plus difficile).

Malgré des résultats significatifs, cette approche est confrontée à quelques problèmes. Le coût
des calculs est énorme : on est dans un processus itératif qui nécessite qu’on conduise autant de
simulations microscopiques que de point d’intégration dans le problème macroscopique à chaque
estimation de la solution. De plus, si l’on s’intéresse à l’état microscopique, rien n’est fait pour
assurer une bonne solution sur les bords des sous domaines microscopiques (VER). Enfin, il
parait irréaliste à l’heure actuelle de vouloir introduire plus que deux échelles de comportement.

Méthodes multi-niveaux de type II :

Une autre vision des méthodes multi-niveaux est de les aborder au sens d’une superposition
d’éléments macroscopiques et microscopiques [Fis92, Rat03, TO04].
L’idée de superposer des maillages éléments finis n’est pas nouvelle, l’auteur dans [Fis92] la pro-
pose en 1992 sous l’appellation «Finite element mesh superposition method» (S-FEM) comme
une méthodologie pour améliorer la qualité des calculs éléments finis dans les régions où les
erreurs sont inacceptables. A la différence des techniques adaptatives préexistantes, où soit le
maillage est raffiné (h-version), soit l’ordre du polynôme est augmenté (p-version), ou bien la
combinaison des deux (hp-version ), la s-version augmente la résolution par superposition d’un
ou plusieurs maillages additionnels de forme arbitraire. La continuité C0 du champ de dépla-
cement est maintenue en imposant des conditions de bord homogènes sur le champ superposé
dans la partie de la frontière qui n’est pas contenu dans la frontière du problème.
Cette idée est reprise dans [TO04], où les auteurs nous proposent d’associer l’homogénéisation
asymptotique et la superposition de maillage pour traiter des problèmes où la condition de sé-
paration d’échelle est satisfaite entre la microstructure et le problème macroscopique, mais où
une échelle intermédiaire (représentant défauts, fissure et autres) doit être prise en compte dans
la simulation. Certaines restrictions sont alors imposées à la méthode S-FEM. Si on écrit le
déplacement, en adoptant l’indice G pour le maillage global et l’indice L pour le maillage local
(figure 2.7), sous la forme :

u =
{

uG sur ΩG,ΓG

uG + uL sur ΩL (2.54)

La méthode S-FEM permettant des maillages de tailles différentes, la connexion entre les
champs de déplacement microscopiques et macroscopiques se fait par le biais des fonctions de
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Figure 2.7 – Superposition de maillages S-FEM

forme des deux maillages. La continuité est assurée sur le bord ΓGL par :

uL = 0 sur ΓGL

Les relations constitutives sont données par :

σ =
{
CGBGuG sur ΩG

CL
(
BGuG +BLuL

)
sur ΩL (2.55)

Où C, B sont les tenseurs contrainte déformation et déformation déplacement respectivement.
On arrive à écrire la relation suivante :⎡⎢⎣ KG KGL

(
KGL

)T
KL

⎤⎥⎦
⎧⎨⎩

uG

uL

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
f

0

⎫⎬⎭ (2.56)

Les matrices de rigidité KG et KL sont calculées en utilisant les maillages macroscopiques et
microscopiques, respectivement. Le couplage entre les deux maillages est exprimé par KGL.
Par conséquent, la méthode S-FEM est avantageuse par rapport aux méthodes de raffinement
conventionnelles. Il faut cependant relever quelques problèmes dans cette technique (dus à la
nature multi-échelle du problème) :
• l’intégration numérique liée à KG et KGL est à effectuer avec beaucoup de soins, cela est

dû à la différence significative de taille entre les maillages.
• dans les régions où il y a superposition, les équations d’équilibre microscopiques et macro-

scopiques sont résolues simultanément. Par conséquent la consistance entre ces équations
est essentielle. Ceci impose d’utiliser une technique d’homogénéisation (avec toutes les
restrictions que cela impose) pour prédire correctement le comportement macroscopique.
• enfin, la discontinuité au bord ΓGL entre le modèle macroscopique et celui microscopique

conduit à une marge d’erreur non négligeable autour de ΓGL.
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Les auteurs de la méthode «Arlequin» [Rat03, BD98a, BDR01] ont une vision plus large et ne
parlent pas de superposition de maillage mais de superposition de modèles.
Les différentes zones nécessitant des niveaux d’analyse différents, sont chacune associée à un mo-
dèle qui peut être de nature diverse (analytique, numérique, mécanique, physico-chimique, ...).
Les domaines de ces modèles ne sont pas astreints à présenter, entre eux, des interfaces géométri-
quement compatibles, mais peuvent se recouvrir totalement ou partiellement. Une particularité
de la méthode Arlequin est alors de raccorder ces modèles, non pas sur une frontière (comme
cela se fait classiquement), mais dans le volume. De cette façon, dans les zones de coexistence,
la modélisation globale est obtenue par le mélange de plusieurs modélisations (figure 2.8). Le

Figure 2.8 – Exemple de modélisation Arlequin

déplacement dans cet exemple est représenté par le triplet (upoutre,ucouche limite, usingularite) sous
la forme :

u =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

upoutre sur (Ωpoutre − Ωcouche limite)

α upoutre + (1− α) ucouche limite sur (Ωpoutre ∩ Ωcouche limite)

ucouche limite sur (Ωcouche limite − (Ωpoutre ∪ Ωsingularite))

βucouche limite + (1− β) usingularite sur Ωsingularite

Où α, β sont des valeurs comprises entre 0 et 1.
Pour raccorder les modèles, l’idée est d’activer des forces fictives de couplage contrôlant, sur
les zones de recouvrement, l’écart entre leurs états mécaniques (déplacement, déformations,
contraintes, ...). Toutefois, pour que chacun des modèles puisse exprimer sa richesse propre, ces
écarts sont mesurés de manière affaiblie et à l’aide d’opérateurs moyennant. Dans la formulation,
pour ne pas compter plusieurs fois l’énergie du système global dans la zone de recouvrement,
chacun des travaux virtuels associés à un modèle est pondéré par une fonction (α, β) dite de
pondération ou de mélange. L’ensemble de ces fonctions forme une partition de l’unité sur le
domaine d’étude. Ces fonctions représentent un ingrédient important de la méthode, puisqu’elles
définissent le niveau de mélange entre les modèles dans la zone de recouvrement. De plus, suivant
leurs valeurs, elles précisent quelle part de confiance et de pertinence est accordée à chacun
des modèles. Cette modélisation est pour le moins séduisante, mais le choix des fonctions de
pondération reste assez délicat et dépend de l’expérience et du savoir faire de l’utilisateur.

Méthodes multi-niveaux de type III :
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Figure 2.9 – Exemple de stratégie multi-niveaux basée sur la méthode VC-FEM

La démarche multi-niveaux peut être perçue au sens du mélange d’éléments macroscopiques et
microscopiques. Les auteurs dans [RG04] abordent l’application de l’esprit multi-niveaux dans ce
sens. Ils proposent un modèle multi-niveaux adaptatif. Le domaine global est décomposé en un
ensemble de sous domaines non intersectés ouverts, le modèle se base sur trois niveaux essentiels
(figure 2.9) :

• un domaine purement macroscopique (niveau 0).
• un domaine micro-macro basé sur la répétition périodique d’un VER (niveau 1).
• un domaine purement microscopique où le VER cesse d’exister et où la microstructure

doit être modélisée (niveau 2).

Une analyse macroscopique pure avec des propriétés homogénéisées (modules effectifs) et une
formulation régularisée du problème est conduite dans la région de niveau 0.
La microstructure et le VER correspondant peuvent changer d’un élément à un autre, de ceci
résultera différents modules effectifs pour différents éléments. Le modèle peut commencer par la
prétention que tous les éléments appartiennent au sous domaine de niveau 0. Des techniques de
raffinement et d’adaptation du maillage sont mises en oeuvre pour affiner la solution autant que
possible.
Le sous domaine de niveau 1 est introduit dans les régions de niveau 0 où le gradient des variables
macroscopiques est localement élevé. Des analyses concourantes du problème macroscopique
régularisé et du problème micromécanique basé sur le VER périodique sont conduites dans ce
sous domaine pour déterminer la nécessité du passage au domaine de niveau 2. On introduit
alors le sous domaine de niveau 2, qui représente la microstructure hétérogène arbitraire. Tous
les calculs sont conduits en utilisant une discrétisation en éléments finis adaptatifs basée sur les
cellules de Voronöı [GM95, GNL97, GLM95] (adaptive Voronoi cell finite element VC-FEM).
Dans cette méthode on est confronté à un coût de calcul élevé sur le domaine entièrement
microscopique, ceci pose des restrictions à son utilisation (calculateur parallèle).
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2.3.3 Autres approches

Certaines approches des problèmes multi-échelles n’exploitent pas directement la théorie
d’homogénéisation classique (on peut cependant y retrouver quelques ingrédients et similitudes).
Ces approches sont intéressantes dans le fait qu’elles s’affranchissent de certaines limitations
intrinsèques liées à l’homogénéisation.

Discrétisation microscopique, décomposition de domaine

Cette démarche consiste en l’utilisation d’une discrétisation microscopique totale du problème
globale. On peut voir cette stratégie comme multi-niveaux car on est obligé d’avoir des stratégies
hiérarchiques avec des super éléments homogénéisés pour que le coût du calcul ne soit pas
prohibitif.
Dans cette perspective, les auteurs de [LN03, LD99] nous proposent une méthode se caractérisant
par une subdivision du domaine d’étude. La structure est modélisée comme un assemblage de
sous structures (ΩE) et d’interfaces (ΓEE) servants au transfert de la distribution de l’effort
et du déplacement entre les sous structures, chaque constituant a ses propres variables et ses
propres équations (figure 2.10). Les inter-efforts FE sur les interfaces et les déplacements uE

Figure 2.10 – Décomposition en sous domaines et interfaces

sont décrits sur les deux échelles :
FE = FM

E + Fm
E

uE = uM
E + um

E
(2.57)

Les inter-efforts et déplacements microscopiques (Fm
E , um

E ) ne sont pas assujettis à vérifier a
priori les conditions de transmission sur (ΓEE) même partiellement, par contre les quantités
macroscopiques (FM

E , uM
E ) le sont.

Pour résoudre le problème ainsi posé, une stratégie itérative basée sur la méthode LATIN est
mise en oeuvre. Chaque itération comporte deux étapes :
• une étape locale ( possiblement non linéaire ) : consiste à satisfaire un jeu d’équations,

exprimant pour chaque sous structure le comportement du matériau et le comportement
aux deux échelles des interfaces.

• une étape globale linéaire : il s’agit de vérifier un jeu d’équations exprimant l’admissibilité
et l’équilibre sur les sous structures. On doit avoir un champ de contraintes sur (ΩE) en
équilibre avec les efforts sur les interfaces (ΓEE), et un champ de déplacements sur (ΩE)
compatible avec les déplacements sur (ΓEE).

Cette vérification est conduite aux échelles microscopique et macroscopique du problème. Sur
cette dernière échelle, le problème peut être interprété comme un problème homogénéisé sur la
sous structure portant sur des quantités macroscopiques effectives.
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Cette technique apparentée aux méthodes de décomposition de domaine est assez lourde en
terme de calcul, mais aussi bien adaptée aux architectures parallèles.

Figure 2.11 – Exemple de grilles hiérarchiques pour une résolution multigrille (cas 1D)

Méthode multigrille

La méthode multigrille correspond à une stratégie de calcul itératif particulièrement efficace,
proposée initialement pour la résolution de problèmes elliptiques linéaires discrétisés sur des
grilles régulières raffinées.
Pour présenter simplement la méthode, on se limite au problème linéaire discret posé sur 2 grilles
[Spi], cette procédure peut être étendue sur autant de grilles que nécessaire (figure 2.11) :

AUh = Fh

Dans ce cas la méthode se compose de deux phases :
• une phase de lissage, correspondant à deux ou trois itérations d’une méthode de relaxation,

permettant de réduire les hautes fréquences de l’erreur lorsque l’on décompose celle-ci dans
la base des vecteurs propres.
• une phase de correction sur grille grossière qui traite efficacement les basses fréquences de

l’erreur. Un mode basse fréquence sur la grille fine se transforme en un mode oscillant sur
la grille grossière et sera bien lissé par une méthode de relaxation.

Soit uh l’estimation obtenue en phase 1 de la solution Uh du problème, rh = Fh−Auh le résidu.
La seconde phase de la méthode consiste alors à :
• définir la restriction rH du résidu rh sur la grille grossière à l’aide d’un opérateur de

restriction.
• résoudre le système linéaire AVH = rH , donnant la correction VH sur la grille grossière.
• prolonger VH obtenue sur la grille grossière en une fonction sur la grille fine, par exemple

par interpolation.
La méthode multigrille est adapté dans [FB95a, FB95b] à l’étude du comportement mécanique
de pièces constituées de matériaux composites périodiques. Pour ces problèmes, les auteurs
constatent que les opérateurs classiques de prolongement/restriction donnent une mauvaise ap-
proximation des composantes basses fréquences de la solution, et proposent une nouvelle expres-
sion de ces opérateurs choisie de sorte que le problème sur la grille grossière soit posé avec les
propriétés du matériau homogénéisé.

78



2.3. Les Approches en calcul multi-échelles

Enrichissement de l’interpolation éléments finis

Un autre ensemble d’approches récentes cherche à adapter le cadre de la méthode des élé-
ments finis classique, pour pouvoir résoudre des problèmes multi-échelles avec des discrétisations
relativement grossières. L’idée consiste à enrichir l’espace d’interpolation éléments finis à l’aide
de fonctions qui traduisent une connaissance à priori du comportement local de la solution.
Une des principales approches dans l’enrichissement a été proposée par Babuska et al. sous le nom
de «partition de l’unité» (The partition of unity finite element method PU-FEM) [MB96, BM97].
Cette approche offre un cadre simple pour enrichir les espaces d’approximation construits par
la méthode des éléments finis, en y ajoutant des fonctions de nature à priori quelconque. Dans
le but de localiser cet enrichissement et d’obtenir des champs continus, les auteurs pondèrent
les fonctions d’enrichissement par les fonctions de forme éléments finis. Sur chaque élément fini
enrichi, le champ de déplacement global de la forme :

u (x) = uH (x) + δuh (x)

s’écrit alors avec :
uH (x) =

∑
i

uiϕi (x)

δuh (x) =
∑

i

⎛⎝∑
j

αijfj (x)

⎞⎠ϕi (x)

Où f (x) représente la fonction d’enrichissement, et ϕ (x) es fonctions de forme éléments finis
standard constituant une partition de l’unité.∑

i

ϕi (x) = 1 (2.58)

Cette approche constitue le point de départ pour plusieurs méthodes. Parmi elles la méthode
des éléments finis généralisés (The generalized finite element method GFEM) [SCB01, SBC00].
L’auteur introduit la notion de fonctions référence ou «handbook functions», connues analyti-
quement ou générées numériquement, qui reflètent le caractère de la solution dans le domaine ou
à proximité bords, inclusions, trous, fissures ... Ces fonctions sont définies comme les solutions
de problèmes de référence dont on connâıt a priori la géométrie et les conditions aux limites,
elles sont utilisées pour l’enrichissement dans le cadre de la méthode de la partition de l’unité.
La mise en oeuvre pratique de cette approche soulève certaines difficultés. Les fonctions spéciales
d’enrichissement peuvent être quasi linéairement dépendantes des fonctions de base éléments
finis, imposant de recourir à des techniques de factorisation partielle ou à des stratégies de ré-
gularisation. D’autre part, des schémas d’intégration adaptatifs sont introduis pour contrôler
l’erreur d’intégration numérique afin que les fonctions spéciales soient correctement prises en
compte.
Une autre méthode dérivée de la partition de l’unité est la méthode des éléments finis étendus
(Extended Finite Element Method X-FEM) [BMUP01, SCMB00, SMBM00]. Elle s’adresse à des
problèmes où diverses discontinuités (fissures, trous, interfaces) sont introduites dans le modèle
éléments finis classique sans en modifier le maillage. Les interfaces Γ sont décrites en s’appuyant
sur la technique des « level set» par une fonction distance signée ΨΓ (x) telle que :

ΨΓ (x) =
{
d (x,Γ) si x se situe dans la région extérieure de Γ
−d (x,Γ) dans le cas contraire
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La méthode X-FEM offre une grande souplesse pour introduire des discontinuités, une applica-
tion particulièrement intéressante concerne la propagation de fissures dans un modèle éléments
finis indépendamment de son maillage.

2.3.4 Conclusion

Dans cette section, on a passé en revue différentes stratégies destinées au calcul multi-échelles.
Un grand nombre de méthodes reprennent la philosophie des techniques classiques d’homogénéi-
sation tandis que d’autres radicalement différentes tentent d’améliorer les techniques de modé-
lisation classiques pour qu’elles prennent en compte les effets à plusieurs échelles. Chacune des
méthodes présentées est bien adaptée à une classe de problèmes. Celles qui se veulent plus géné-
ralistes souffrent souvent d’un coût de calcul élevé, partiellement compensé par leurs aptitudes
au parallélisme.
Nous utiliserons dans notre modélisation la méthode de superposition d’éléments macrosco-
piques et microscopiques (superposition de maillages) [Fis92, Rat03, TO04]. Ainsi les maillages
microscopiques et macroscopiques sont réalisés indépendamment.
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3.3.3 Modélisation mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
3.3.4 Calcul des contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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3.5 Homogénéisation : transfert de l’information de l’échelle micro-
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Nous présentons dans ce chapitre la démarche de modélisation développée dans notre étude.
Dans une première partie, nous rappelons les principes de modélisation numérique du refroidis-
sement d’une pièce de composite thermoplastique, avec prise en compte de l’homogénéisation des
propriétés thermomécaniques. Dans une deuxième partie, nous présentons les grandes lignes de
la méthode de modélisation développée. Puis dans les parties suivantes, nous présentons plus en
détail la modélisation à l’échelle macroscopique, microscopique et la méthode d’homogénisation
des propriétés thermomécaniques retenue. Enfin, dans une dernière partie, nous présentons le
schéma algorithmique utilisé pour la calcul des contraintes résiduelles au cours du procédé ATP.

3.1 Modélisation numérique du refroidissement d’une pièce de
composite thermoplastique

On considère un domaine fini Ω de frontière ∂Ω (figure 3.1). Ce domaine Ω est constitué d’un
matériau composite thermoplastique soumis à une phase de refroidissement. On approxime le

Figure 3.1 – Définition du domaine Ω

comportement du matériau par un modèle de thermoélasticité découplée. Il s’agit de situations
où la réponse de la structure (supposée ici élastique linéaire et dans le cadre HPP) résulte de
l’incompatibilité des déformations qu’un champ de température tend à engendrer en raison de la
dilatation thermique du matériau et de la dilatation résultant du phénomène de cristallisation
du matériau. Le calcul de la réponse thermoélastique nécessite la connaissance du champ de
température. Une fois celui-ci connu, il est facile de le prendre en compte dans la formulation
éléments finis du problème mécanique sous la forme d’un terme de type force généralisée. Si le
champ de température correspond à un état d’équilibre, il vérifie l’équation de Laplace avec des
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conditions aux limites appropriées, et le traitement numérique du problème thermique est alors
essentiellement une forme simplifiée du traitement de l’élasticité linéaire.

3.1.1 Thermoélasticité linéaire : rappels

Les variations de température dans un matériau thermoplastique induisent des variations de
volume (dilatations thermiques et variations de volume induites par la cristallisation). Celles-ci
correspondent en général à des déformations non compatibles (c’est-à-dire ne dérivant pas d’un
champ de déplacement). La déformation apparaissant effectivement dans un matériau soumis à
des variations de température doit ainsi « corriger» cette incompatibilité, ce qui donne naissance
à des contraintes d’origine thermique et induites par la cristallisation, même en l’absence de toute
sollicitation mécanique.
Le modèle thermomécanique le plus simple, sur lequel cette section se concentre, est celui de
la thermoélasticité découplée. Dans cette approche, le champ de température T (x, t) à tout
instant t résulte de causes externes (non mécaniques) et n’est pas affecté par l’état mécanique
du matériau. La relation de comportement thermoélastique linéaire est alors :

σ (x, t) = C (x, t) :
(
ε (x, t)− εth (x, t)− εcrist (x, t)

)
(3.1)

où ε (x, t) est la déformation totale linéarisée,εth (x, t) la déformation induite par la thermique
et εcrist (x, t) la déformation induite par la cristallisation.
Dans cette approche découplée, l’état thermomécanique d’une structure est alors calculé en deux
étapes :

1. Calcul du champ de température T (x, t) par résolution des équations de la thermique ;

2. Calcul de la solution de problème d’élasticité incorporant les effets de dilatation thermique
et de contraction induite par la cristallisation via la relation de comportement (3.1).

Déformations et contraintes d’origine thermique

La déformation induite par la thermique s’écrit :

εth (x, t) = αth (x, t) (T (x, t)− Tref ) (3.2)

avec αth (x, t) le tenseur de dilatation thermique du matériau et Tref la température de référence
pour laquelle le matériau ne présente pas de dilatation thermique.

La contrainte thermique au point x du domaine macroscopique et à l’instant t s’exprime
par :

σth (x, t) ≡ C (x, t) : εth (x, t) (3.3)

Le champ de contraintes thermiques induit des forces nodales dans le domaine Ω qui sont
exprimées par :

F th (t) =
∫

Ω
BTσth (x, t) dΩ (3.4)

où B est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de forme.
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Déformations et contraintes induites par la cristallisation

La variation de volume induite par la cristallisation ΔVcrist (x, [t− dt, t]) en un point x du
domaine macroscopique Ω et dans l’intervalle de temps [t, t+ dt] peut s’exprimer comme :

ΔVcrist (x, [t− dt, t]) = V (x, t− dt)
(
ρ (x, t− dt)
ρ (x, t)

− 1
)

(3.5)

La matrice PEEK étant un matériau isotrope, la variation de volume au point x et dans
l’intervalle de temps [t− dt, t] est :

ΔVcrist (x, [t− dt, t])
V (x, t− dt) =

(
1 +

Δlcrist (x, [t− dt, t])
l (x, t− dt)

)3

− 1 (3.6)

On en déduit :
Δlcrist (x, t)
l (x, t− dt) =

(
ΔVcrist (x, [t− dt, t])

V (x, t− dt) + 1
)1/3

− 1 (3.7)

et par conséquent le tenseur de déformation induite par la cristallisation au point x et à l’instant
t est :

εcrist (x, t) =

⎡⎢⎢⎢⎣
(

ΔVcrist(x,[t−dt,t])
V (x,t−dt) + 1

)1/3
− 1(

ΔVcrist(x,[t−dt,t])
V (x,t−dt) + 1

)1/3 − 1
0

⎤⎥⎥⎥⎦ (3.8)

Finalement, le tenseur de déformation induite par la cristallisation au point x et à l’instant t
est :

εcrist (x, t) =

⎡⎢⎢⎢⎣
(

ρ(x,t−dt)
ρ(x,t)

)1/3 − 1(
ρ(x,t−dt)

ρ(x,t)

)1/3 − 1
0

⎤⎥⎥⎥⎦ (3.9)

A l’échelle microscopique, seule la densité de la matrice varie. La densité de la phase amorphe
et de la phase cristalline étant supposées connues, la densité en un point x et à l’instant t est :

ρ (x, t) = χ (x, t) ρc + (1− χ (x, t)) ρa (3.10)

avec ρa la densité de la phase amorphe et ρc la densité de la phase cristalline.
La contrainte induite par la cristallisation au point x du domaine Ω et à l’instant t s’exprime

par :
σcrist (x, t) ≡ C (x, t) : εcrist (x, t) (3.11)

Le champ de contraintes induites par la cristallisation induit des forces nodales dans le
domaine Ω qui sont exprimées par :

F crist (t) =
∫

Ω
BTσcrist (x, t) dΩ (3.12)

où B est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de forme.
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Figure 3.2 – Conditions aux limites mixtes du problème mécanique

3.1.2 Modélisation mécanique

Il est possible sans perte de généralité de se limiter à l’étude de la réponse mécanique aux
seules sollicitations thermiques, la prise en compte d’autres sollicitations pouvant se faire via
le principe de superposition par résolution séparée de problèmes purement mécaniques. On se
restreint donc dans la modélisation mécanique à des données nulles en forces de volume, dépla-
cements imposés sur ∂Ωu et efforts imposés sur ∂ΩF . L’évolution du solide dans les conditions
ainsi définies et sur un intervalle temporel

[
0, tF
]

choisi a priori est gouverné par les équations
locales :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε =
1
2
(
gradu+ gradTu

)
dans Ω× [0, tF ] relation

déplacement-déformation
divσ = 0 dans Ω× [0, tF ] équilibre

σ (x, t) = C (x, t) :
(
ε (x, t)− εth (x, t)− εcrist (x, t)

)
dans Ω× [0, tF ] comportement

u = 0 sur ∂Ωu ×
[
0, tF
]

déplacements imposés
F = 0 sur ∂ΩF ×

[
0, tF
]

efforts imposés
(3.13)

dans lesquelles le champ de température T (x, t) résulte d’un calcul thermique préliminaire et
est supposé connu.

Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du problème est obtenue par multiplication des équations de
conservation par des fonctions tests, puis par intégration sur le domaine. On obtient l’expression
faible du problème (3.1.2) :

Trouver u ∈ U ca tel que

∀u∗ ∈ U ca
0

∫
Ω
ε (u) : C : ε (u∗) dΩ−

∫
Ω
εth : C : ε (u∗) dΩ−

∫
Ω
εcrist : C : ε (u∗) dΩ ∀u∗ ∈ U ca

(3.14)
avec U ca l’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles à zéro.

3.1.3 Modélisation thermique

Dans cette section, nous présentons la modélisation thermique utilisée pour les simulations.
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Équation de la chaleur

Les échanges thermiques entre la pièce, le milieu extérieur sont régis par l’équation de la
chaleur :

ρ (T )Cp (T )
dT

dt
= div (k (T ) gradT ) + Πcristallisation + Πfusion (3.15)

où ρ (T), densité du matériau (kg.m−3)
Cp (T), chaleur spécifique du matériau (J.kg−1.K−1)
k (T), conductivité thermique du matériau (W.m−1.K−1)
Πcristallisation, est un terme source exothermique relatif à la cristallisation du matériau (W)
Πfusion, est un terme source endothermique relatif à la fusion (W)

Conditions aux limites

Figure 3.3 – Conditions aux limites mixtes du problème thermique

Les conditions aux limites de ce problème thermique sur la frontière ∂Ω peuvent être de trois
types différents. Elles résultent des phénomènes physiques de transfert de chaleur. On décompose
la frontière du domaine en plusieurs parties disjointes :

∂Ω = ∂Ωconvection ∪ ∂Ωrayonnement ∪ ∂Ωtemp (3.16)

• Convection sur ∂Ωconvection

De la chaleur est échangée sur les surfaces libres ∂Ωconvection à cause du phénomène de convection.
L’échange dû à la convection est quantifié par la relation :

(−kgradT ) .n = hconv (T − Text) sur ∂Ωconvection (3.17)

où hconv est le coefficient de transfert de convection et Text la température extérieure.

• Rayonnement sur ∂Ωrayonnement
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L’échange dû au rayonnement est quantifié par la relation :

(−kgradT ) .n = εrayσray

(
T 4 − T 4

ext

)
sur ∂Ωrayonnement (3.18)

On peut définir le coefficient hray = εrayσray (T + Text)
(
T 2 + T 2

ext

)
, et dans ce cas (3.18) devient :

(−kgradT ) .n = hray (T − Text) sur ∂Ωrayonnement (3.19)

• Température imposée sur ∂Ωtemp

On peut enfin tout simplement imposer une température Timp sur une partie ∂Ωtemp du bord
du domaine :

T = Timp sur ∂Ωtemp (3.20)

Formulation variationnelle

L’équation de la chaleur (3.15) enrichie des conditions aux limites précédemment définies
s’écrit sous forme variationnelle :

Trouver T ∈ Θ tel que

∀T ∗ ∈ Θ0,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
Ω
ρCp

dT

dt
T ∗dΩ +

∫
Ω
kgrad (T ) grad (T ∗) dΩ

+
∫

∂Ωconv

hconv (T − Text)T ∗dS +
∫

∂Ωray

εσ
(
T 4 − Text

)
T ∗dS

−
∫

Ω
ΠcristallisationT

∗dΩ−
∫

Ω
ΠfusionT

∗dΩ = 0

(3.21)

Avec Θ = {T ∈ Ω / T = Timp sur ∂Ωtemp} et Θ0 = {T ∈ Ω / T = 0 sur ∂Ωtemp}.
Nous allons maintenant traiter des principes généraux de l’homogénéisation des propriétés ther-
momécaniques du matériau.

3.1.4 Principes d’utilisation d’un passage micro-macro pour obtenir les pro-
priétés thermomécaniques macroscopiques

Avant de parler d’approches micro-macro, il semble nécessaire de différencier les différentes
échelles (figure 3.4) :

• l’échelle macroscopique (domaine Ω). Dans notre cas, il s’agit de l’échelle du composite.
• l’échelle microscopique. C’est l’échelle locale du domaine microscopique (Volume Elé-

mentaire Représentatif (VER)) que nous noterons Λ. Il peut s’agir de l’échelle fibre/matrice
si la matrice est considérée homogène, ou celle du grain de matrice si l’on prend en compte
le comportement polycristallin de la matrice.

Le but des approches présentées dans cette section est de décrire le comportement thermo-
mécanique macroscopique par un passage micro-macro, ceci en vue d’un calcul de structure.
On cherche à relier, pour le calcul des contraintes résiduelles, la contrainte macroscopique à la
déformation macroscopique. Deux options s’offrent à nous :

– résoudre les lois de comportement thermomécaniques au niveau local. Les pro-
priétés thermomécaniques étant supposées connues en tout point du domaine microsco-
pique Λ, on calcule la déformation totale et la déformation libre puis la contrainte en tout
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Figure 3.4 – Milieu hétérogène macroscopique et VER, les différentes échelles

point du domaine microscopique Λ. Enfin, en effectuant une moyenne, on remonte à la
contrainte macroscopique (ou respectivement à la déformation macroscopique). On parle
alors de méthode intégrée.

– résoudre les lois de comportement thermomécaniques au niveau global. Dans
ce cas, on se sert des relations micro-macro (localisation puis homogénéisation) afin de
reconstruire un modèle de comportement thermomécanique dont les lois d’évolutions ne
dépendent que de variables internes macroscopiques. On parle alors de méthode séquencée.

Dans ce document, nous nous intéresserons plus particulièrement au deuxième cas, c’est-à-dire
à la reconstruction d’un modèle macroscopique par passages micro-macro. L’intérêt de cette
méthode est de fournir une loi de comportement thermomécanique macroscopique, facilement
utilisable d’un point de vue industriel et dont l’implantation dans un code de calcul par éléments
finis pose moins de problèmes car elle consiste en une démarche usuelle en calcul de structure.

Principe du passage micro-macro

Les passages micro-macro reposent sur deux étapes :

• La localisation :

– problème thermique : on cherche la relation entre le gradient thermique (ou le flux
thermique) macroscopique et le gradient thermique (ou le flux thermique) dans chacune
des sous-phases (éléments du domaine microscopique Λ).

– problème mécanique : on cherche la relation entre la déformation (ou la contrainte) ma-
croscopique et la déformation (ou la contrainte) dans chacune des sous-phases (éléments
du domaine microscopique Λ).

• L’homogénéisation :

– problème thermique : on cherche la relation entre le flux thermique (ou le gradient
thermique) dans chacune des sous-phases (éléments du domaine microscopique Λ) et le
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flux thermique (ou le gradient thermique) macroscopique.
– problème mécanique : on cherche la relation entre la contrainte (ou la déformation) dans

chacune des sous-phases (éléments du domaine microscopique Λ) et la contrainte (ou la
déformation) macroscopique.

L’étape d’homogénéisation est assez simple puisque l’on définit les grandeurs macroscopiques
(contrainte Σ , déformation E, flux thermique Φth, gradient thermique G) à partir de leurs
homologues microscopiques par leurs moyennes volumiques sur le VER Λ (dans le cas où il n’y
a pas d’endommagement) :

Σ = 〈σ (x)〉 = 1
|Λ|
∫

Λ
σ (x) dΛ (3.22)

E = 〈ε (x)〉 =
1
|Λ|
∫

Λ
ε (x) dΛ (3.23)

Φth = 〈φth (x)〉 = 1
|Λ|
∫

Λ
φth (x) dΛ (3.24)

G = 〈g (x)〉 =
1
|Λ|
∫

Λ
g (x) dΛ (3.25)

où |Λ| désigne le volume du VER Λ (surface en 2D).
La réelle difficulté réside dans l’étape de localisation qui est délicate dans le cas de matériaux
possédant un comportement thermomécanique non linéaire.

3.1.5 Passages micro-macro dans le cas des matériaux thermoélastiques

Le calcul d’homogénéisation est réaliser dans le but d’obtenir les propriétés thermoméca-
niques homogénéisées suivantes :
• Pour le problème thermique : le tenseur de conductivité thermique homogénéisée kHom.
• Pour le problème mécanique : le tenseur de comportement homogénéisé du matériau CHom

et le tenseur de dilatation thermique homogénéisé αHom.
On présente dans les sections suivantes les différentes étapes à réaliser pour l’homogénéisation de
ces propriétés thermomécaniques. On désigne par Λ le volume élémentaire représentatif (VER)
et par |Λ| le volume (surface en 2D) du domaine Λ.

Homogénéisation du tenseur de conductivité thermique

Du fait de l’hétérogénéité microscopique, la modélisation thermique macroscopique nécessite
de calculer une conductivité thermique homogénéisée qui dépend des détails microscopiques
(arrangement des fibres dans le volume microscopique représentatif en chaque point du domaine
macroscopique).
On suppose que la conductivité thermique microscopique k (x) est connue en chaque point x du
domaine microscopique Λ.

Pour le problème thermique, on définit la température par T , le gradient thermique par ∇T
et le vecteur du flux thermique par q. Le vecteur du flux thermique et le gradient de température
sont reliés par la loi de Fourier, qui s’écrit :

q (x) = −k (x)∇T (x) (3.26)

Trois types de conditions aux limites peuvent être utilisées pour l’étude de la conductivité ther-
mique homogénéisée :
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• Gradient de température uniforme sur la frontière (GTU) :

T = G.x ∀x ∈ ∂Λ (3.27)

G est un vecteur constant indépendant de x. Ceci implique que :

〈∇T 〉 = 1
|Λ|∇TdΛi = G (3.28)

Le vecteur flux macroscopique est défini par la moyenne spatiale :

Q ≡ 〈q (x)〉 = 1
|Λ|
∫

Λ
qdΛ (3.29)

• Flux thermique uniforme à la frontière (FTU) :

q.n = Q.x ∀x ∈ ∂Λ (3.30)

Q est un vecteur constant indépendant de x. Ceci implique que :

〈q〉 =
1
|Λ|
∫

Λi

qdΛi = Q (3.31)

Le gradient de température macroscopique est donné par la moyenne spatiale :

G ≡ 〈∇T 〉 = 1
|Λ|
∫

Λ
∇TdΛ (3.32)

• Conditions aux limites périodiques (PERIODIC) : le champ de température prend alors
la forme :

T = G.x+ t ∀x ∈ ∂Λ (3.33)

La température de fluctuation t est périodique.
Des tenseurs de concentration Ath et Bth existent tels que :

∇T (x) = Ath (x) .G et q (x) = Bth (x) .Q (3.34)

pour les problèmes GTU et FTU respectivement.
Pour le problème GTU on a alors :

Q = 〈q (x)〉 = 〈−k (x)∇T (x)〉 = 〈−k (x)Ath (x)G〉 (3.35)

Soit :
Q = 〈−k (x)Ath (x)〉G (3.36)

On peut donc définir le tenseur de conductivité thermique homogénéisée :

kHom
G = 〈−k (x)Ath (x)〉 (3.37)

Pour le problème FTU on a :

∇T (x) = − (k (x))−1 (Bth (x) .Q) (3.38)

D’où :
〈∇T (x)〉 =

〈
− (k (x))−1 (Bth (x) .Q)

〉
=
〈
(k (x))−1 (Bth (x))

〉
Q (3.39)
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D’où :

Q =
〈∇T (x)〉

−
〈
(k (x))−1 (Bth (x))

〉 = kHom
Q 〈∇T (x)〉 (3.40)

On définie donc pour le problème FTU la conductivité thermique homogénéisée par :

kHom
Q =

1

−
〈
(k (x))−1 (Bth (x))

〉 (3.41)

Homogénéisation en mécanique

La loi de comportement étant élastique, il n’est pas nécessaire d’utiliser les conditions limites
en déplacements macroscopiques pour homogénéiser le tenseur de comportement du matériau
dans le domaine microscopique Λ.
Le problème à résoudre pour l’homogénéisation en mécanique dans le domaine microscopique Λ,
à l’instant t s’écrit :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div (σ (x, t)) = 0 ∀x ∈ Λ

σ (x, t) = C (x, t) :
(
ε (x, t)−

(
εth (x, t) + εcrist (x, t)

))
∀x ∈ Λ

ε (x, t) =
1
2

(
∇u (x, t) +∇u (x, t)T

)
∀x ∈ Λ

εth (x, t) = αth (x, t) ΔT (x, t) ∀x ∈ Λ

εcrist (x, t) =
(
ρ (x, t− dt)
ρ (x, t)

) 1
3

− 1 ∀x ∈ Λ

〈ε (x, t)〉 =
1
|Λ|
∫

Λ
ε (x, t) dΛ = E (t)

(3.42)

Le comportement homogène équivalent est alors défini par la relation suivante entre grandeurs
moyennes :

〈σ (x, t)〉 = 1
|Λ|
∫

Λ
σ (x, t) dΛ = CHom (t) :

(
E (t)−αHom (t) ΔTHom (t)−Ecrist (t)

)
(3.43)

Découplage du problème

Compte-tenu de la linéarité du comportement, on peut appliquer le principe de superposition.
La résolution du problème peut être découplée en deux étapes relativement aux chargements
élémentaires suivants (figure 3.5) :

1. E (t) 	= 0,ΔTHom (t) = 0,Ecrist (t) = 0 qui correspond à un chargement mécanique pur
imposé,

2. E (t) = 0,ΔTHom (t) 	= 0,Ecrist (t) = 0 qui correspond à un chargement thermique pur
imposé sans calculer le terme de cristallisation

Ainsi, on effectue successivement :

• E (t) 	= 0,ΔTHom (t) = 0,Ecrist (t) = 0 chargement mécanique pur imposé
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Figure 3.5 – Homogénéisation du tenseur de comportement (1) et du tenseur de dilatation
thermique (2) : découplage du problème

Dans un premier temps, la résolution du problème se fait donc pour un chargement pure-
ment mécanique, et permet d’obtenir le tenseur de comportement homogénéisé CHom (t) par la
relation :

Σe = 〈σe〉 = 1
|Λ|
∫

Λ
σe (x, t) dΛ = CHom (t) : E (t) (3.44)

où σe (x, t) est la solution du problème n̊ 1 associé ΔTHom (t) = 0 et Ecrist (t) = 0.
On introduit alors le tenseur de localisation du 4ème ordre, A (x, t) défini par :

εe (x, t) = A (x, t) : E (t) ∀x ∈ Λ (3.45)

où εe (x, t) est la déformation solution du problème n̊ 1 associé à un chargement mécanique. La
relation de comportement homogène équivalente s’écrit alors :

Σe (t) =
1
|Λ|
∫

Λ
εe (x, t) dΛ = 〈C (x, t) : A (x, t) : E (t)〉 = CHom (t) : E (t) (3.46)

On a alors la relation suivante :

CHom (t) = 〈C (x, t) : A (x, t)〉 (3.47)

On applique ensuite le deuxième chargement :

• E (t) = 0,ΔTHom (t) 	= 0,Ecrist (t) = 0 chargement thermique pur imposé sans calculer le
terme de cristallisation

La résolution du problème avec E (t) = 0,ΔTHom (t) 	= 0,Ecrist (t) = 0 permet de caractériser
le tenseur de dilatation thermique homogénéisé αHom (t) avec :

Σth (t) =
1
|Λ|σ

th (x, t) dΛ = −CHom (t) : αHom (t)ΔT (3.48)

où σth (x, t) est la solution du problème n̊ 2.
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3.2 Description de la méthode de modélisation

Nous présentons la démarche de modélisation [CAL+08, LBLC07, LBB+06, LBC07a, LBC07b,
LBB+07, CAL+07]. Il est à noter que la méthode à été entièrement développée en langage C au
cours de la thèse.

3.2.1 Motivations

L’objectif de la démarche est de permettre une modélisation aux deux échelles microscopique
et macroscopique du problème de l’apparition des contraintes résiduelles. Le calcul à l’échelle
microscopique va nous permettre de réaliser le transfert de l’information microscopique du maté-
riau à l’échelle macroscopique, par l’utilisation d’une méthode d’homogénéisation des propriétés
thermomécaniques du matériau.

3.2.2 Hypothèses

On considère que les temps de relaxation visqueux sont supérieurs au temps caractéristiques
du procédé. Ainsi, une loi de comportement thermoélastique est utilisée dans le modèle déve-
loppé. On réalise l’analyse avec l’hypothèse des déformations planes. En effet, comme on le verra
dans le chapitre 4, la direction perpendiculaire au plan d’analyse peut être considérée comme
infiniment grande.

3.2.3 Principes généraux

La simulation du procédé à l’échelle macroscopique requière la connaissance des paramètres
thermiques homogénéisés à chaque point du domaine et à chaque pas de temps. Par ailleurs,
une modélisation microscopique est nécessaire pour calculer les propriétés thermomécaniques
homogénéisées (qui seront utilisées dans l’analyse macroscopique) de même que pour calculer
l’évolution des champs thermomécaniques microscopiques permettant de déterminer le critère de
l’apparition de défauts. Ainsi, les analyses aux échelles microscopiques et macroscopiques doivent
être effectuées simultanément : l’analyse macroscopique dans l’ensemble du domaine macrosco-
pique et l’analyse microscopique dans certains domaines représentatifs, à partir desquels les
propriétés homogénéisées pourront être interpolées dans l’ensemble du domaine macroscopique.
De ce fait, la stratégie proposée n’est pas uniquement une technique d’homogénéisation, mais
une analyse multi-échelle où l’analyse microscopique permet également de calculer les propriétés
thermomécaniques homogénéisées (et ainsi les propriétés thermomécaniques à l’échelle macro-
scopique). Cette modélisation est moins fine qu’une analyse entièrement microscopique comme
celle développée dans ([LLD01, LN03, FR91]) en utilisant un calcul à haute performance (calcul
par décomposition de domaine sur des plateformes parallèles). D’un autre côté, la méthode se
différencie également des techniques d’homogénéisation multi-échelles classiques pour lesquelles
le domaine microscopique est utilisé uniquement pour calculer les propriétés homogénéisées mais
pas pour définir l’évolution dans le temps complète des champs microscopiques. De plus il est
bien connu que ces dernières techniques ont de sérieuses difficultés pour représenter les conditions
aux limites réelles. Dans la technique présentée ici les domaines microscopiques sont connectés
fortement au maillage macroscopique, en fait ils sont construits à partir de certains éléments finis
du maillage macroscopique. Ainsi, la connexion entre les deux échelles est très simple. Bien sur
dans le cas d’une éventuelle incompatibilité entre les maillages microscopique et macroscopique,
l’utilisation de l’approche Arlequin [BD98b] ou de n’importe quelle méthode de superposition
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(S-FEM) [TO04] pourrait être utilisée. Il faut noter que le choix particulier de domaines micro-
scopiques permet de réaliser :

i l’imposition des conditions aux limites réelles sur leurs frontières ;

ii calculer l’évolution en temps complète des champs thermomécaniques microscopiques ;

iii calculer les propriétés thermomécaniques homogénéisées relatives aux éléments allouant les
domaines microscopiques, pour lesquels ces paramètres peuvent être interpolés n’importe où
dans le domaine macroscopique.

3.2.4 Description géométrique

Les zones microscopiques doivent être représentatives, et de ce fait elles doivent contenir au
moins le ruban qui sera déposé et le précédent (figure 3.6).

Figure 3.6 – Définition de la zone modélisée

Premièrement, on définit les emplacements des domaines microscopiques qui nous permet-
trons de décrire l’état microscopique du composite durant le procédé. Un maillage est assigné
à chaque domaine microscopique. L’importante différence de densité nodale entre les zones mi-
croscopique et macroscopique est prise en compte par l’utilisation de la méthode « éléments na-
turels» considérée pour l’interpolation des différents champs [SMB98, YCLR05, YRLC04]. Les
domaines microscopiques sont couplés aux domaines macroscopiques par l’intermédiaire de leurs
frontières. Soit Ω le domaine d’intérêt, i.e. le domaine macroscopique entier. On définit dans ce
domaine macroscopique les éléments Zi=1...N pour lesquels on définit un domaine microscopique
étendu dans le but de déterminer l’état microscopique et les propriétés thermomécaniques ho-
mogénéisées (figure 3.7a). Un maillage indépendant Γi=1...N (domaine microscopique étendu) est
construit pour chaque élément macroscopique Zi=1...N au moyen de la méthode des éléments na-
turels contraints (C-NEM) (figure 3.7b). Un modèle microscopique (Λi)i=1...N est construit dans
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Figure 3.7 – Définition des domaines

chaque maillage Γi=1...N . Chaque Λi est un domaine microscopique. Ces domaines sont entourés
d’un domaine de transition Ξi (figure 3.7b). Le transfert entre l’échelle macroscopique et l’échelle
microscopique est réalisés par les quatre noeuds de l’élément macroscopique Zi (figure 3.7b) et
le domaine de transition Ξi=1...N qui entoure le volume élémentaire représentatif (Λi)i=1...N . Les
propriétés thermomécaniques sont supposées être parfaitement définies à l’échelle microscopique
dans chacun des domaines microscopiques (Λi). Dans le domaine de transition on suppose que
les variations spatiales des propriétés thermomécaniques moyennées (ou macroscopiques) sont
suffisamment faibles.

3.2.5 Couplage entre les échelles macroscopique et microscopique : méthode
multi-pas en temps

On réalise un couplage entre les échelles microscopique et macroscopique au moyen d’une
méthode multi-pas en temps. Les approches multi-pas en temps permettent le couplage de dif-
férentes grilles temporelles [BYM79, BSL84, LB82, GC01].

Principe de la méthode

Après chaque calcul macroscopique, on réalise une partition temporelle de l’échelle micro-
scopique dans l’intervalle de temps macroscopique considéré. Ainsi, si le calcul macroscopique
a été effectué dans l’intervalle de temps {ti, ti + ΔtMacro} , i ∈ [1, . . . , NMacro], on réalise une
partition de l’intervalle de temps macroscopique {ti, ti + ΔtMacro} , i ∈ [1, . . . , NMacro] en pmicro

intervalles de temps microscopiques définis par le pas de temps Δtmicro tel que :

pmicroΔtmicro = ΔtMacro (3.49)

Le principe de la partition temporelle de l’échelle microscopique est représenté figure 3.8.

Couplage entre les deux échelles

La méthode multi-pas en temps permet de réaliser un couplage entre les échelles microsco-
pique et macroscopique.
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Figure 3.8 – Méthode à multi-pas de temps

Figure 3.9 – Couplage entre les échelles microscopique et macroscopique
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En effet, le calcul macroscopique est utilisé pour la modélisation à l’échelle microscopique
par :

– l’introduction des conditions aux limites macroscopiques aux bornes de chaque domaine
microscopique étendu Γi, i ∈ {Nmicro}

Le calcul à l’échelle microscopique est utilisé pour la modélisation à l’échelle macroscopique par :
– l’homogénéisation des propriétés thermomécaniques du matériau pour en vue de leur in-

troduction à l’échelle macroscopique

3.2.6 Schéma général

L’algorithme général de calcul réalise une description aux échelles macroscopique et micro-
scopique du matériau par la réalisation des calculs successifs dans les domaines microscopique
étendus Γi, i ∈ {1, . . . , Nmicro}, après chaque calcul à l’échelle macroscopique. L’algorithme
général de la démarche est présenté dans la section 3.6.
Dans la section suivante nous détaillons les différentes étapes de la modélisation :

– Modélisation à l’échelle macroscopique ;
– Modélisation à l’échelle microscopique ;
– Stratégie d’homogénéisation utilisée ;
– Description du schéma algorithmique.

3.3 Modélisation à l’échelle macroscopique

Dans cette section nous présentons la démarche de modélisation à l’échelle macroscopique.
Le matériau considéré est le composite APC-2, comme présenté dans le chapitre 1 du manuscrit.

3.3.1 Description géométrique

Comme nous l’avons expliqué dans l’introduction, la machine de drapage et de consolidation
en continu de thermoplastiques ATP permet de fabriquer des pièces composites à matrice ther-
moplastique par soudage de plis pré-imprégnés les uns sur les autres.
Le procédé permet de souder en continu les plis pré-imprégnés pour fabriquer des plaques. La
tête de la machine (figure 3.10) permet de déposer les bandes les unes à côté des autres (avec
un recouvrement possible) pour former une couche aux dimensions choisies puis poursuit la fa-
brication de la plaque en superposant plusieurs bandes dans l’épaisseur (figure 3.11). La bobine
de pré-imprégné se déroule et passe au travers d’un guide avant que la bande ne soit dépo-
sée sur l’outillage plan. Deux torches qui soufflent de l’azote chaud permettent de chauffer le
pré-imprégné au niveau de sa surface de contact avec la plaque au moment où il est déposé. Un
rouleau presseur fixé sur la tête de la machine passe alors en continu sur la bande qui vient d’être
posée. Les paramètres ajustables de la machine sont : la vitesse de dépose du pli, la température
des torches, la température du rouleau, le flux d’azote et la pression exercée par le rouleau. Pour
modéliser l’apparition des contraintes résiduelles, on s’intéresse à la phase de refroidissement des
rubans de préimprégné, après le passage de la torche. On modélise perpendiculairement au sens
de la dépose. En effet, on peut tenir compte ainsi de l’anisotropie de l’empilement. De plus, la
surface soumise au refroidissement est très faible.
Un ruban de préimprégné d’APC2 est généralement de longueur 1 pouce=2.54 cm et d’épaisseur
150 μm (figures 3.12, 3.13 et 3.14).
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Figure 3.10 – Tête de la machine

Figure 3.11 – Machine en fonctionnement [Nic05]
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Figure 3.12 – Rouleau de composite APC-2

Figure 3.13 – Ruban de composite APC-2
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Figure 3.14 – Dimensions d’un pli de préimprégné dans le sens des fibres de carbone

3.3.2 Modélisation thermique

La modélisation thermique va nous permettre de simuler l’évolution des champs de tempé-
rature dans une pièce lors de sa fabrication avec le procédé Drapcocot, plus précisément durant
la phase de refroidissement. Notamment, l’histoire thermique à l’interface entre deux plis sera
prédite en fonction des paramètres du procédé.
Cette modélisation thermique prendra en compte les phénomènes de cristallisation et de fusion
du matériau. L’évolution du taux de cristallinité en un point quelconque de la pièce pourra alors
être suivie. La variation du taux de cristallinité final dans un pli est difficile à suivre expéri-
mentalement, le modèle peut ainsi permettre de quantifier les éventuelles inhomogénéités dans
l’épaisseur d’un pli.

L’équation thermique à résoudre a été présentée dans (3.15). Les expression de Πcristallisation

et de Πfusion à l’échelle macroscopique sont présentées ci-après.

Expression de Πcristallisation

Le terme source Πcristallisation s’exprime sous la forme :

Πcristallisation =
∂hc

∂t
(3.50)

où ∂hc
∂t est l’énergie libérée par le système lors de la cristallisation.

Il faut donc connâıtre à chaque moment l’énergie apportée ou libérée par le système en fonction
de l’état de cristallisation. Ce terme peut être écrit de la façon suivante :

∂hc

∂t
= ρ (Xc)HlfX

max
c

∂Xc (T, t)
∂t

(3.51)
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où ρ (Xc) est la densité du matériau, fonction du taux de cristallisation ;
Hlf est la chaleur latente de fusion ;
Xmax

c est le taux maximal de cristallisation qui peut être atteint ;
Xc (T, t) est le taux de cristallisation relatif à l’instant t et à la température T.

A l’échelle macroscopique, dans le cas du composite, on soit ajouter également un coefficient
dans l’équation (3.51) correspondant au taux en masse de matrice comprise dans le composite
(soit Xmatrice = 0.32 dans notre cas).
Une loi de type Avrami a été utilisée pour modéliser l’évolution de la cristallisation en fonction
du temps :

Xc (T, t) = 1− exp (−K (T ) tnc ) (3.52)

avec

K (T ) = K0exp

(
−−Ea

RT

)
(3.53)

où Ea est l’énergie d’activation du phénomène ;
n est l’exposant d’Avrami ;
tc le temps à partir duquel le polymère cristallise.
Cette expression mathématique présente l’avantage d’être relativement simple. Il est à noter que
l’application d’un modèle de type Ozawa [Oza71] est rendu difficile d’un point de vue numérique.
En effet, l’interdépendance de la température et de sa dérivée rend la convergence de l’algorithme
de Newton-Raphson souvent chaotique. Ce problème a déjà été mentionné dans la littérature
[Vin99]. L’avantage de la modélisation en temps d’Avrami est qu’elle permet de s’affranchir de
ces problèmes puisqu’il n’y a pas de couplage de la température avec sa dérivée.
Les coefficients des équations 3.52 et 3.53 sont donnés dans le tableau 3.1.

K0 1030

Ea (J/mol) 285000
n 2.6

Table 3.1 – Coefficient de l’équation de type Avrami obtenu à l’aide de mesures pyrométriques
pour le PEEK [Lam04]

Expression de Πfusion

Comme le montre par exemple un thermogramme obtenu en analyse enthalpique différen-
tielle, la fusion d’un polymère apparâıt de façon progressive, et non à une température constante,
malgré des vitesses de chauffe lentes. Ainsi il est nécessaire, dans un modèle thermique, d’intro-
duire progressivement le terme endothermique de fusion. D’où l’idée de « cinétique de fusion».
En effet il est généralement considéré que la fusion se décompose en deux phases (deux phéno-
mènes physiques). Le premier terme est un terme thermodynamique qui traduit la destruction
des cristaux c’est-à-dire l’éloignement des châınes macromoléculaires les unes des autres. Le se-
cond est un terme de diffusion représentatif du réarrangement aléatoire des châınes, c’est-à-dire
leur perte d’orientation pour revenir à un état complètement amorphe. Malheureusement il est
très difficile d’observer expérimentalement ces phénomènes et on peut espérer peut-être une
compréhension très précise des phénomènes à l’échelle macromoléculaire grâce à la dynamique
moléculaire.
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Dans la littérature, les travaux s’intéressant à la cinétique de fusion sont très rares. Le modèle
de Maffezzoli [MKN89] propose de décrire la cinétique de fusion des entités cristallines du PEEK
sous la forme :

Cv (t) = Cv (tini)

[
1− 0.5

∫
ttini

K dt

]2

(3.54)

Avec tini le temps initial et Cv le taux de cristallinité volumique. K est décrit par la loi d’Ar-
rhenius (3.53).
Maffezzoli et coll. [MKN89] utilisent alors cette équation entre 320̊ C et 345̊ C et les paramètres
cinétiques sont déterminés pour l’APC-2 [DL85]. L’énergie d’activation relative à la fusion est
Ea = 397kJ/mol et la constante cinétique est K = exp(73) s−1.
On utilise les notations suivantes :

α =
Cv (t)
Cv (tini)

= [1− 0.5K0A (t)]2 (3.55)

Avec :

A (t) =
∫

ttini

exp

(−Ea

R

1
T (t)

)
dt (3.56)

Le taux de cristallinite relatif α décrit par le modèle doit varier entre 0 et 1. Pour que le modèle
soit correct, il doit satisfaire a l’inégalité : 0.5.K0.A (t) < 2, c’est à dire A (t) < 4/K0. En utilisant
les valeurs numériques prédites par l’article, cette condition se traduit par A (t) < 7.92 10−32.
Nous avons alors calculé à l’aide du logiciel Mathematica des valeurs de A (t) pour différentes
vitesses de chauffe. Pour une vitesse de chauffe de 40̊ C/min par exemple, nous constatons que
cette condition n’est plus verifiee a partir de t = 2.24 min. Les calculs montrent que, après avoir
diminué, le parametre α augmente de facon injustifiée apres un certain temps. On comprend
alors que cette formulation n’est pas valable dans tous les cas. Ce modèle de cinétique de fusion
est alors difficilement utilisable, nous n’en tiendrons pas compte.
Faute de modèle de fusion à notre connaissance dans la littérature, nous pouvons alors introduire
au modèle thermique un terme source endothermique cohérent avec des données expérimentales
sur le composite, comme présenté dans [Nic05].
Le pic de fusion est ainsi modélisé par une fonction de Laplace-Gauss pour décrire l’évolution
de dα/dT en fonction de la température - i.e pour représenter les variations d’épaisseur des
lamelles-. Elle est décrite par :

dα

dT
=

1
σ
√

2Π
exp

(
− (T −m)2

2σ2s

)
(3.57)

La loi de Gauss décrit bien l’évolution du pic de fusion avec les valeurs des constantes suivantes :
m = 343K et σ = 7.9K.
Le terme Πfusion est alors calculé à partir de l’équation (3.57).

Conditions aux limites

Les conditions aux limites de ce problème thermique sur la frontière ∂Ω peuvent être de trois
types différents. Elles résultent des phénomènes physiques de transfert de chaleur. On décompose
la frontière du domaine en plusieurs parties disjointes :

∂Ω = ∂Ωconvection ∪ ∂Ωrayonnement ∪ ∂Ωtemp (3.58)
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• Convection sur ∂Ωconvection

De la chaleur est échangée sur les surfaces libres ∂Ωconvection à cause du phénomène de convection.
L’échange dû à la convection est quantifié par la relation :

(−kgradT ) .n = hconv (T − Text) sur ∂Ωconvection (3.59)

où hconv est le coefficient de transfert de convection et Text la température extérieure.

• Rayonnement sur ∂Ωrayonnement

L’échange dû au rayonnement est quantifié par la relation :

(−kgradT ) .n = εσ
(
T 4 − T 4

ext

)
sur ∂Ωrayonnement (3.60)

• Température imposée sur ∂Ωtemp

On peut enfin tout simplement imposer une température Timp sur une partie ∂Ωtemp du bord
du domaine :

T = Timp sur ∂Ωtemp (3.61)

Dans notre problème, lors de la phase de refroidissement, les conditions aux limites peuvent être
modélisées comme présenté figure 3.15 :

Figure 3.15 – Modélisation des conditions aux limites du problème thermique

Les conditions aux limites dans le cas de la phase de refroidissement se limitent donc à :

– Convection entre le ruban de préimprégné et l’air ambiant ;
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– Conduction entre le ruban de préimprégné et le composite ;

– Conduction entre le composite et la couche d’acier de l’outillage.

En ce qui concerne le flux à la surface inférieure de la plaque, nous devons étudier en détail la
modélisation des échanges thermiques entre la plaque et la couche d’acier de l’outillage.
L’outillage de Drapcocot est formé d’une plaque d’acier non chauffée sur laquelle le premier pli
de composite va être posé. Les échanges thermiques entre l’acier et le pli à la surface duquel se
déplace la torche peuvent être modélisés suivant deux méthodes.
La première consiste à modéliser le pli composite ainsi que la plaque d’acier en considérant que
la température ambiante est imposée à la surface inférieure de l’acier. Nous réalisons alors un
maillage classique (figure 3.16) pour le système (acier + composite) avec une condition de conduc-
tion entre les deux matériaux. Dans cette première méthode, le temps de calcul sera important

Figure 3.16 – Méthode I, maillage du système (acier + composite)

à cause de la conductivité élevée de l’acier. Pour pallier à cet inconvénient, nous proposons une
seconde méthode qui consiste à supprimer la couche d’acier et à la remplacer par une condition
de convection à l’interface composite/acier (figure 3.17). Le problème est alors de trouver une

Figure 3.17 – Méthode II, l’acier est remplacé par un flux de convection
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valeur de coefficient de convection h adéquate pour modéliser l’interface composite/acier. Nous
allons donc, dans un premier temps, appliquer la première méthode afin de connâıtre le flux
réel en conduction entre le composite et l’acier. L’objectif est alors de déterminer une valeur de
hacier/composite réaliste pour appliquer par la suite la seconde méthode.
La figure 3.18 nous donne l’allure de ce flux en fonction de la température à l’interface acier/composite.
On constate alors que lorsque la torche l’approche, la température à l’interface augmente et le
flux du composite vers l’acier augmente de plus en plus c’est à dire que l’acier absorbe la cha-
leur. Puis, lorsque la torche s’éloigne, la température à l’interface diminue, le flux diminue alors
jusqu’à devenir négatif. A ce moment on a donc un léger flux dirigé cette fois-ci de l’acier vers
le composite, l’acier réchauffe alors le composite. On comprend alors que remplacer les échanges

Figure 3.18 – Flux à l’interface acier/composite en fonction de la température [Nic05]

entre le composite et l’acier par un flux de convection avec un coefficient d’échange h, même s’il
dépend de la température, n’est pas facile. De plus, dans la pratique, du fait des déformations
induites par le procédé, une fine couche d’air se forme au cours du procédé entre le composite
et le stratifié. L’évaluation de coefficients équivalents pour modéliser cette couche d’air est donc
très difficile
A la vue de résultats expérimentaux, on s’aperçoit que dès que l’épaisseur de la plaque dépasse
quelques plis, la plaque reste à une température moyenne d’environ 70̊ C. Il sera donc raisonnable
de considérer dans notre modèle que la température initiale de la plaque est de Tini = 70̊ C.

Discrétisation spatiale

Pour trouver le champ de température inconnu solution de (3.21), on remplace le domaine
Ω par un ensemble de Nel éléments Ωe (des triangles dans le cas bidimensionnel) construits à
partir des points du domaine, les noeuds. Ceci permet de remplacer les intégrales des équations
(3.21) par une sommation sur les éléments :∫

Ω
() dΩ =

Nel∑
e=1

∫
Ωe

() dΩe où () représente la fonction à intégrer.

De même,
∫

Γ
() dΓ =

Nel∑
e=1

∫
Γe

() dΓe où la partie de la frontière Γe correspond à l’ensemble des
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faces extérieures appartenant à l’élément Ωe, c’est à dire Γe =
∑

faceext∈Ωe

faceext.

La formulation par éléments finis permet d’exprimer la température T à l’instant t en un point
quelconque x de la pièce sur Ω par rapport à des fonctions d’interpolation Ni associée au noeud
i et de valeurs connues aux noeuds du domaine discrétisé Ωh (température Ti au noeud i).
La température est donc approchée par :

T (x, t) =
nbnoe∑
i=1

Ni (x)Ti (t) (3.62)

où nbnoe correspond au nombre de noeuds du domaine maillé Ωh et Ni sont les fonctions de
base valant 1 au noeud i et nulle aux autres noeuds. Dans le cas d’une interpolation linéaire

Figure 3.19 – Elément triangulaire à 3 noeuds

sur l’élément triangulaire Ωe, les fonctions Ni sont des polynômes de degré 1 (Ni ∈ P1) avec 3
inconnues Ti par élément Ωe (cf. figure 3.19 ). Le problème discrétisé (3.21) se met alors sous la
forme matricielle suivante :

Cc
∂T

∂t
+KcT = Q (3.63)

• T représente le vecteur solution, regroupant tous les noeuds à l’exception de ceux où Ti

est imposée sur le bord Γ1.
• Cc est la matrice de capacité, symétrique définie positive, définie par :

[Cc]ij =
Nel∑
e=1

∫
Ωe

ρCpNiNjdΩe (3.64)

• Kc est la matrice de conductivité définie positive telle que :

[Kc]ij =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

kgradNi.gradNjdΩe +
∫

∂Ωconv

hconvNiNjd∂Ωconv

)
(3.65)

• Q est le vecteur chargement :

Qi =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

ΠcristallisationNidΩe +
∫

∂Ωconv

hconvTextd∂Ωconve +
∫

∂Ωray

εσ
(
Text − T 4

)
d∂Ωray

)
(3.66)
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L’application de la méthode des éléments finis nous amène donc à résoudre le système (3.63)
formé de (nbnoe) équations à (nbnoe) inconnues. Nous remarquons que cette équation différen-
tielle du premier ordre est non linéaire avec les matrice Cc,Kc (essentiellement au niveau des
termes surfaciques) et le vecteur Q thermo-dépendants.
Pour approcher la solution de ce système d’équations différentielles (3.63), il faut donc mettre
en oeuvre un schéma numérique d’intégration en temps, nécessaire pour exprimer les dérivées
temporelles.

Intégration temporelle

La résolution du système différentiel (3.63) est réalisé en considérant un schéma aux diffé-
rences finies à trois pas de temps du second ordre, développée dans [Soy90]. Une présentation
succincte de ce schéma est abordée ici ; le lecteur intéressé pourra se référer à la thèse de [Soy90]
pour de plus amples détails. Le système (3.63) est discrétisé à l’instant t∗ :

t∗ = α1.tn−1 + α2.tn + α3.tn+1 (3.67)

où tn−1,tn,tn+1 sont trois pas de temps successifs séparés par les durées : Δt1 = tn − tn−1 et
Δt2 = tn+1 − tn. Les coefficients αi sont choisis arbitrairement de manière à avoir la condition
α1 + α2 + α3 = 1.
La température d’un point T ∗ va s’écrire :

T ∗ = α1T n−1 + α2T n + α3T n+1 (3.68)

La dérivée de T est également exprimée à l’instant t∗ avec un schéma à trois niveaux :

∂T ∗

∂t
=
β1T n−1 + β2T n

Δt1
+
γ1T n + γ2T n+1

Δt2
(3.69)

Pour que
∂T ∗

∂t
soit réellement l’expression d’une dérivée temporelle, il faut une relation entre

les coefficients β et γ :
γ1 = −γ2 et β1 = −β2 = γ2 − 1 (3.70)

Ce qui nous conduit à réécrire la dérivée :

∂T ∗

∂t
= (1− γ2)

T n − T n−1

Δt1
+ γ2

T n+1 − T n

Δt2
(3.71)

Nécessairement l’existence d’un schéma stable et consistant à l’ordre deux impose des relations
entre les coefficients α, β et γ :

– Le schéma est inconditionnellement stable si :

γ2 ≥ 1
2

et α1 ≥ 1
2
(1− γ2) (3.72)

– et consistant pour : {
α2 = 3

2 − 2.α1 − γ2

α3 = α1 + γ2 − 1
2

(3.73)
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Comme les matrices Cc, Kc et les vecteurs Q sont thermo-dépendants, une relation analogue
doit être également introduite :

Cc
∗ = α1 [Cc]n−1 + α2 [Cc]n + α3 [Cc]n+1 (3.74)

Finalement, l’équation à résoudre (3.63) se ramène à l’écriture du système différencié en temps
suivant :

Cc
∗∂T
∂t

+Kc
∗T ∗ = Q∗

�
Cc

∗
[
(1− γ2)

T n − T n−1

Δt1
+ γ2

T n+1 − T n

Δt2

]
+Kc

∗ (α1T
n−1 + α2T

n + α3T
n+1
)

= Q∗

�(
Cc

∗ γ2

α3Δt2
+Kc

∗
)
T ∗ = Q∗ +Cc

∗
[(

α1γ2

α3Δt2
− β1

Δt1

)
T n−1 +

(
α2γ2

α3Δt2
− β2

Δt1
− γ1

Δt2

)
T n

]
(3.75)

Grâce à la formulation générale (3.75), nous pouvons utiliser divers schémas d’intégration
numérique, stables et consistants à l’ordre 2. Le Tableau 3.2 en dresse un récapitulatif. Nous
choisissons le schéma de Dupont Implicite. Notons que l’initialisation se fait à l’aide du schéma
de Crank-Nicholson, à un pas de temps.

α1 α2 α3 γ2 β1

Lees 1
3

1
3

1
3

1
2 −1

2

Dupont-Dupont 1
4 0 3

4 1 0

Dupont Implicite 0 0 1 3
2

1
2

Cranck-Nicholson 0 1
2

1
2 1 0

Table 3.2 – Divers schémas numériques

Résolution numérique du système non linéaire

Le système (3.63) étant non linéaire, il peut être résolu par la méthode itérative de type
Newton-Raphson [Fac03]. Le système (3.75) devant être résolu au temps t = t∗,nous avons avec
T ≡ T n+1 :

R∗ = Cc
∗
[
(1− γ2)

T n − T n−1

Δt1
+ γ2

T − T n

Δt2

]
+Kc

∗T ∗ −Q∗ = 0 (3.76)
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La méthode de Newton-Raphson implique la solution itérative de l’équation ci-dessus [Fac03].
L’inconnue température T est calculée à chaque itération k :

T k = T k−1 + ΔT (3.77)

avec la correction ΔT telle que :

ΔT = −
[
Jk−1

]−1
R∗(k−1) (3.78)

J représente la matrice jacobienne définie par :

J =
∂R∗

∂T
=

γ2

Δt2

[
Cc

∗ +
dCc

∗

dT
(T − T n)

]
+ α3Kc

∗ +
dKc

∗

dT
T ∗ (3.79)

puisque T ∗ = α1T n−1 + α2T n + α3T n+1.
Le terme source Q est supposé indépendant de la température et :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[
dCc

∗

dT

]
ijk

=
d [Cc

∗]ik
dTj

= α3
d[Cc]ik
dTj[

dKc
∗

dT

]
ijk

=
d [Kc

∗]ik
dTj

= α3
d [Kc]ik
dTj

(3.80)

Accélération des temps de calcul

Les temps de calcul peuvent être réduits en utilisant la méthode de réduction vu dans les
sections 2.2.2 et 2.2.3.
On suppose l’évolution du champ de température [T ∗] (x, t) connue dans l’intervalle de temps
] 0, ts]. Ce champ est défini aux noeuds xi d’un maillage spatial et aux temps tm = m×Δt, avec
i ∈ [1, . . . , N ] et m ∈ [0, . . . , s]. On introduit la notation [T ∗] (xi, t

m) = [T ∗]m (xi) ≡ [T ∗]mi (tm).
[T ∗]m définit le vecteur contenant les degrés de liberté aux noeuds (températures) au temps tm.
Si on définie la matrice Q contenant l’histoire du champ discrétisé :

Q =

⎛⎜⎜⎜⎝
[T ∗]11 [T ∗]21 . . . [T ∗]M1
[T ∗]12 [T ∗]22 . . . [T ∗]M2

...
...

. . .
...

[T ∗]1N [T ∗]2N . . . [T ∗]MN

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.81)

On construit la matrice de covariance Cov :

Cov = QQT (3.82)

φ̃
T
Covφ = αφ̃

T
φ; ∀φ̃⇒ Covφ = αφ (3.83)

On résout le problème aux valeurs propres définie par l’équation (3.83) en sélectionnant les
fonctions de forme φk associées aux valeurs propres appartenant à l’intervalle défini par la plus
grande valeur propre et cette valeur divisée par une valeur suffisamment grande (par exemple
108). En pratique n est beaucoup plus petit que N . Ainsi, on peut essayer d’utiliser ces n
fonctions de forme φk pour approximer la solution [T ∗]m (x), ∀m. Pour ceci on a besoin de
définir la matrice B = [φ1 . . .φn] :

B =

⎛⎜⎜⎜⎝
φ1 (x1) φ2 (x1) . . . φn (x1)
φ1 (x2) φ2 (x2) . . . φn (x2)

...
...

. . .
...

φ1 (xN ) φ2 (xN ) . . . φn (xN )

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.84)
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On suppose l’évolution du champ [T ∗] décrite exactement dans l’intervalle de temps ] 0, ts] en
utilisant la base réduite B. Maintenant, on calcule l’évolution de la solution dans l’intervalle de
temps ] ts, ts+1] en résolvant l’équation (2.35) et en utilisant la base d’approximation réduite
définie par la matrice B. En exprimant :

[T ∗]m+1 =
i=n∑
i=1

ζm+1
i φi = Bζm+1 (3.85)

l’équation (2.32) devient :

GmT ∗m+1 = Hm ⇒ GmBζm+1 =Hm (3.86)

Et en multipliant les deux termes par BT on obtient :

BTGmBζm+1 = BTHm (3.87)

Où la taille de BTGmB est égale à n× n, au lieu de N ×N . Lorsque n << N , comme lorsque
c’est le cas dans les modèles physiques numériques, la solution de l’équation (3.87) est préférée
du fait de sa taille réduite.

ζm+1 =
(
BTGmB

)−1
BTHm (3.88)

Lorsque le temps ts+1 est atteint, une étape de contrôle est effectuée dans le but d’évaluer
l’exactitude de la solution calculée à l’aide de la base réduite. L’étape de contrôle est effectuée
seulement à la fin de chaque intervalle de temps.

On suppose que ts+1 − ts = M × Δt et par conséquent le résidu à ts+1, RM , peut être cal-
culé par :

RM = GM−1Bζm −HM−1 (3.89)

Si la norme du résidu est suffisamment faible
∥∥RM

∥∥ < ε ‖Bζm‖ (ε étant un paramètre suffisam-
ment petit) la solution calculée peut être considérée bonne, et on poursuit l’intégration en temps
dans l’intervalle ] ts+1, ts+2] en utilisant l’équation (2.38) sans modifier la base d’approximation
réduite.

Au contraire, si
∥∥RM

∥∥ ≥ ε ‖Bζm‖, alors l’approximation doit être améliorée. Dans ce but,
on propose d’enrichir la base d’approximation réduite en introduisant le résidu qui vient d’être
calculé (ou bien des sous-espaces de Krylov générés par le résidu, comme proposé dans [Ryc05]) :

B ← [BRM
]

(3.90)

et ainsi, l’évolution est recalculée dans l’intervalle de temps ] ts, ts+1] en utilisant l’équation
(2.38) avec la base réduite B mise à jour. Lorsque le critère de convergence est satisfait (i.e.∥∥RM

∥∥ < ε ‖Bζm‖) on applique la DOP sur toute l’histoire passée ] 0, ts+1] pour définir la
base réduite capable de représenter l’ensemble de l’évolution passée du champ inconnu, qui ré-
sulte d’une base réduite B actualisée qui peut être considérée comme la base réduite optimale
pour décrire l’évolution du champ inconnu dans l’intervalle de temps ] 0, ts+1]. En utilisant la
base réduite B actualisée, l’évolution en temps donnée par l’équation (3.88) est calculée dans
] ts+1, ts+2] et l’exactitude de la solution est vérifiée à t = ts+2.

Si un enrichissement de la base a été nécessaire à la fin de l’intervalle de temps précédent,
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à t = ts+1, alors la longueur de l’intervalle de temps actuel est réduit en effectuant ts+2− ts+1 =
(ts+1 − ts) /2, et si aucun enrichissement n’a été nécessaire, alors la longueur de l’intervalle de
temps est augmentée selon ts+2 − ts+1 = 2 (ts+1 − ts) (se reporter à [ARCK06] pour des détails
supplémentaires sur l’adaptation de la longueur de l’intervalle de temps).

Une fois [T ∗]m+1 calculée, on calcule [T n+1]
m+1 par la relation :

[T n+1]m+1 =
1
α3

[T ∗]m+1 −
(
α1 [T n−1]m+1 + α2 [T n]m+1

)
(3.91)

3.3.3 Modélisation mécanique

Le problème mécanique à résoudre est donné dans (3.1.2).

Formulation variationnelle

On considère qu’aucune force extérieure et aucun déplacement ne sont appliqués à la pièce
durant la phase de refroidissement. Ainsi la formulation variationnelle du problème est :

Trouver u ∈ U ca tel que

∀u∗ ∈ U ca
0

∫
Ω
ε (u) : C : ε (u∗) dΩ−

∫
Ω
εth : C : ε (u∗) dΩ−

∫
Ω
εcrist : C : ε (u∗) dΩ ∀u∗ ∈ U ca

(3.92)
avec U ca l’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles à zéro.

Discrétisation spatiale

Pour trouver le champ de déplacement inconnu solution de (3.14), on remplace le domaine
Ω par un ensemble de Nel éléments Ωe (des triangles dans le cas bidimensionnel) construits à
partir des points du domaine, les noeuds. Ceci permet de remplacer les intégrales des équations
(3.14) par une sommation sur les éléments :∫

Ω
() dΩ =

Nel∑
e=1

∫
Ωe

() dΩe où () représente la fonction à intégrer.

De même,
∫

∂Ω
() d∂Ω =

Nel∑
e=1

∫
∂Ωe

() d∂Ωe où la partie de la frontière ∂Ωe correspond à l’ensemble

des faces extérieures appartenant à l’élément ∂Ωe, c’est à dire ∂Ωe =
∑

faceext∈∂Ωe

faceext.

La formulation par éléments finis permet d’exprimer le champ de déplacement u à l’instant t en
un point quelconque x de la pièce sur Ω par rapport à des fonctions d’interpolation Ni associée
au noeud i et de valeurs connues aux noeuds du domaine discrétisé Ωh (déplacement ui au noeud
i).
Le champ de déplacement est donc approché par :

u (x, t) =
nbnoe∑
i=1

Ni (x)ui (t) (3.93)

où nbnoe correspond au nombre de noeuds du domaine maillé Ωh et Ni sont les fonctions de
base valant 1 au noeud i et nulle aux autres noeuds.
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Le champ de déformation est approché par :

ε (x, t) =
nbnoe∑
i=1

Bi (x)ui (t) (3.94)

avec Bi (x) =

⎡⎢⎣
∂Ni
∂x 0
0 ∂Ni

∂y
∂Ni
∂y

∂Ni
∂x

⎤⎥⎦. Dans le cas d’une interpolation linéaire sur l’élément triangulaire

Ωe, les fonctions Ni sont des polynômes de degré 1 (Ni ∈ P1) avec 4 inconnues ui par élément Ωe

(cf. figure 3.19 ). Le problème discrétisé (3.14) se met alors sous la forme matricielle suivante :

KrU (t) = F (t) (3.95)

avec
• U représente le vecteur solution, regroupant tous les noeuds.
• Kr est la matrice de rigidité telle que :

[Kr]ij =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

BT
i CBidΩe

)
(3.96)

• F est vecteur force équivalent aux charges réparties :

Fi =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

BT
i Cε

thdΩe +
∫

Ωe

BT
i Cε

cristdΩe

)
(3.97)

L’application de la méthode des éléments finis nous amène donc à résoudre le système (3.95)
formé de (2nbnoe) équations à (2nbnoe) inconnues.

3.3.4 Calcul des contraintes

Comme on l’a vu dans la section 1.5, il y a nécessité de calculer les tenseurs incréments
de contraintes et de déformations au cours du calcul pour estimer correctement les champs de
contrainte et de déformation, du fait des variations des propriétés thermomécaniques du matériau
au cours du procédé. Les champ de contraintes et de déformations totales à l’instant t sont alors
obtenus en sommant les tenseurs incréments de contraintes et de déformations pour tous les pas
de temps du calcul :

σ (x, t) =
p=N∑
p=0

Δσ (x, pΔt) (3.98)

Et

ε (x, t) =
p=N∑
p=0

Δε (x, pΔt) (3.99)

tels que t = NΔtMacro.
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Contraintes thermiques

Le tenseur incrément de déformation thermique en un point x du domaine macroscopique
et à l’instant t s’exprime par :

Δεthmacro (x, t) = αth
macro (x, t) (T (x, t)− T (x, t− dt)) (3.100)

avec αth
macro (x, t) le tenseur de dilatation thermique au point x et à l’instant t, T (x, t) et

T (x, t− dt) la température au point x et à l’instant t et t− dt respectivement.
Le tenseur incrément de contrainte thermique au point x du domaine macroscopique et à l’instant
t s’exprime par :

Δσth
macro (x, t) ≡ Cmacro (x, t) : Δεthmacro (x, t) (3.101)

avec Cmacro (x, t) le tenseur de comportement du matériau au point x et à l’instant t.
Le tenseur incrément de contraintes thermiques induit des forces nodales dans le domaine mi-
croscopique qui sont exprimées par :

F th
macro =

∫
Ωmacro

Bmacro
TΔσth

macrodΩmacro (3.102)

où Bmacro est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de forme.

Contraintes induites par la cristallisation

Le tenseur incrément de déformation induite par la cristallisation en un point x du domaine
microscopique et à l’instant t s’exprime par :

Δεcrist
macro (x, t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
((

ρmacro(x,t−dt)
ρmacro(x,t)

) 1
3 − 1

)
((

ρmacro(x,t−dt)
ρmacro(x,t)

) 1
3 − 1

)
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (3.103)

A l’échelle macroscopique, seule la densité de la matrice varie. La densité de la phase amorphe
ρa et la densité de la phase cristalline ρc étant supposées connues, la densité du matériau en un
point x du domaine macroscopique et à l’instant t s’exprime par :

ρmacro (x, t) = χmacro (x, t) ρc + (1− χmacro (x, t)) ρa (3.104)

avec χmicro (x, t) le degré de cristallinité au point x et à l’instant t.
Le tenseur incrément de contraintes induites par la cristallisation au point x du domaine micro-
scopique et à l’instant t s’exprime par :

Δσcrist
macro (x, t) = Cmacro (x, t) : Δεcrist

macro (x, t) (3.105)

Le tenseur incrément de contraintes induites par la cristallisation induit des forces nodales dans
le domaine microscopique Ωmacro qui peuvent s’exprimer comme :

F crist
macro =

∫
Ωmacro

Bmacro
TΔσcrist

macrodΩmacro (3.106)

avec Bmacro est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de forme.
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Contraintes globales

Le tenseur incrément contraintes globales est calculé en un point x du domaine macroscopique
et à l’instant t par :

Δσmacro (x, t) = Cmacro (x, t) :
(
Δεmacro (x, t)−Δεthmacro (x, t)−Δεcrist

macro (x, t)
)

(3.107)

avec Δεmacro (x, t) le tenseur incrément de déformation dans le domaine macroscopique Ωmacro.
Le tenseur incrément de déformation macroscopique Δεmacro (x, t) est calculée par la relation :

Δεmacro (x, t) = BmacroUmacro (x, t) (3.108)

avec Umacro (x, t) le champ de déplacement global au point x et à l’instant t, obtenu en résolvant
l’équation :

KmacroUmacro = Fmacro (3.109)

avec :
Kmacro =

∫
Ωmacro

BT
macroCmacroBmacrodΩmacro (3.110)

Fmacro =
∫

Ωmacro

BT
macroΔσ

th
macrodΩmacro +

∫
Ωmacro

BT
macroΔσ

crist
macrodΩmacro (3.111)

Relaxation des contraintes

Nous prenons en compte dans la modélisation la relaxation des contraintes au dessus d’une
certaine température Trelax = 180̊ C.
En effet, lors du dépôt et du chauffage des plis suivants, les plis précédemment déposés et refroidit
sont réchauffés. Il va donc se former des zones dans lesquelles la température va s’élever au dessus
de la température de relaxation des contraintes.
Ainsi, si au cours d’une phase de chauffage la température du noeud i passe au-dessus de Trelax,
alors la contrainte globale au noeud i, qui est égale à la somme des tenseurs incréments de
contraintes globales au noeud i, est réinitialisée à 0.

T (i, t) ≥ Trelax ⇒ σ (i, t) =
t′=t∑
t′=0

Δσ (i, t) = 0 (3.112)

3.4 Modélisation à l’échelle microscopique

Dans cette section nous présentons la démarche de modélisation qui a été développée à
l’échelle microscopique.

3.4.1 Objectifs

Nous voulons assurer la transition entre l’échelle macroscopique et l’échelle microscopique.
Pour cela on a besoin d’utiliser un domaine de transition entre les deux échelles, qui permet d’as-
surer le transfert des conditions aux limites macroscopiques à la cellule microscopique (figure
3.20). On veut également conserver une taille d’élément macroscopique raisonnable. Ceci nous
conduit a utilisé une méthode de discrétisation spatiale « sans maillage». On utilise de ce fait
la méthode des éléments naturels contraints (CNEM). Ceci nous permet d’utiliser des éléments
très aplatis pour discrétiser le domaine de transition.
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Figure 3.20 – Définition d’une cellule microscopique

On assemble les différentes matrices (rigidité, masse) et vecteurs issus des formulations va-
riationnelles sur chaque sous-domaine de la cellule microscopique (figure 3.21), puis on réalise
l’assemblage globale de chaque matrice et vecteur à l’aide de guides d’assemblage permettant de
passer de chaque sous-domaine au domaine global.
L’intégration stabilisée permet d’associer un gradient unique au sous-domaine ωi. C’est ce gra-
dient qui sera utilisé par la suite pour le calcul des déformations et contraintes moyennes as-
sociées à chaque noeud du domaine. Cette démarche permet, dans un contexte de grandes
transformations, d’éviter la projection de champs entre deux configurations lors d’une réactua-
lisation, toutes les variables (déplacement, déformation,contrainte,...) étant définies aux noeuds
(colocation). Aux noeuds ni situés à l’interface de deux cellules de Voronöı Ω1 et Ω2 de proprié-
tés thermomécaniques différentes (figure 3.22), on peut définir chaque variable λ (déplacement,
déformation,contrainte, gradient thermique ...) sous la forme d’une valeur moyenne égale à la
somme des variables prise dans chaque sous-domaine pondérée par l’aire des cellules de Voronöı
associées et divisée par la somme des aires des cellules de Voronöı associées :

λniΩ1/Ω2
=
λniΩ1

‖niΩ1
‖+ λniΩ2

‖niΩ2
‖

‖niΩ1
‖+ ‖niΩ2

‖ (3.113)
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Figure 3.21 – Décomposition de la cellule microscopique en sous-domaine

Figure 3.22 – Noeud à l’interface de deux cellules de Voronöı Ω1 et Ω2

3.4.2 Types d’orientation de fibre

Nous modélisons deux types d’orientation de fibre :

– fibres à 90̊ (figure 3.23) ;
– fibres à 0̊ (figure 3.24).

Chaque ruban macroscopique est composé d’un seul type domaine microscopique (fibres à 0̊
ou 90̊ ).
De cette manière on prend en compte à l’échelle macroscopique de l’orientation des plis. On peut
ainsi modéliser des composites pour différents types de séquence d’empilement (par exemple
[0̊ /90̊ /0̊ ]1).
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Figure 3.23 – Maillage CNEM d’un domaine microscopique à fibre disposée à 90̊

Figure 3.24 – Maillage CNEM d’un domaine microscopique à fibre disposée à 0̊
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3.4.3 Emplacements des domaines microscopiques

Premièrement, on définit les emplacements des domaines microscopiques qui nous permet-
trons de décrire l’état microscopique du composite durant le procédé. Un maillage est assigné
à chaque domaine microscopique. L’importante différence de densité nodale entre les zones mi-
croscopique et macroscopique est prise en compte par l’utilisation de la méthode « éléments
naturels» considérée pour l’interpolation des différents champs [SMB98, YCLR05, YRLC04].
Les domaines microscopiques sont couplés aux domaines macroscopiques par l’intermédiaire de
leurs frontières. Soit Ω le domaine d’intérêt, i.e. le domaine macroscopique entier. On définit dans
ce domaine macroscopique les éléments Zi=1...N pour lesquels on définit un domaine microsco-
pique étendu dans le but de déterminer l’état microscopique et les propriétés thermomécaniques
homogénéisées (figure 3.7a). Un maillage indépendant Γi=1...N (domaine microscopique étendu)
est construit pour chaque élément macroscopique Zi=1...N au moyen de la méthode des éléments
naturels contraints (C-NEM) (figure 3.25). Un modèle microscopique (Λi)i=1...N est construit

Figure 3.25 – Choix des éléments macroscopiques parents dans le domaine macroscopique Ω

dans chaque maillage Γi=1...N . Chaque Λi est un domaine microscopique. Ces domaines sont
entourés d’un domaine de transition Ξi (figure 3.7b). Le transfert entre l’échelle macroscopique
et l’échelle microscopique est réalisés par les quatre noeuds de l’élément macroscopique Zi (fi-
gure 3.7b) et le domaine de transition Ξi=1...N qui entoure le volume élémentaire représentatif
(Λi)i=1...N . Les propriétés thermomécaniques sont supposées être parfaitement définies à l’échelle
microscopique dans chacun des domaines microscopiques (Λi). Dans le domaine de transition on
suppose que les variations spatiales des propriétés thermomécaniques moyennées (ou macrosco-
piques) sont suffisamment faibles.

Remarques : Dans le cas d’un raffinement plus important du domaine macroscopique Ω, on
peut associer un domaine microscopique à groupe d’éléments et non plus à un seul élément
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(figure 3.26).

Figure 3.26 – Choix des groupes d’éléments macroscopiques parents dans le domaine macro-
scopique Ω

3.4.4 Modélisation thermique

Conditions aux limites appliquées au domaine

La discrétisation spatiale implique de connâıtre le type de conditions aux limites appli-
qués au domaine de transition. Le champ de température macroscopique étant supposé connu
lorsque l’on effectue le calcul thermique à l’échelle microscopique on introduit les températures
macroscopiques interpolées aux bornes du domaine de transition. Sur la frontière de chaque
cellule microscopique considérée pour le calcul microscopique on calcule la température à par-
tir des températures connues aux quatre noeuds définissant cette cellule à tn = nΔtMacro et
tn+1 = (n+ 1) ΔtMacro, en supposant une évolution linéaire en espace -sur la frontière de la
cellule- et en temps. Ainsi, au temps t = tn + iΔtmicro, pour un point x situé sur le segment
défini par les noeuds k et l on a :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T i
k = T n

k +
iΔtmicro

ΔtMacro

(
T n+1

k − T n
k

)
T i

l = T n
l +

iΔtmicro

ΔtMacro

(
T n+1

l − T n
l

)
T i (x) = T i

k +
s

Lkl

(
T i

l − T i
k

)
(3.114)

où s est la distance entre le point considéré et le noeud k et Lkl est la distance entre les
deux noeuds. On suppose que le pas de temps macroscopique ΔtMacro correspond à p pas

119



Chapitre 3. DEMARCHE DE MODELISATION

de temps microscopiques, i.e. ΔtMacro = pΔtmicro. Dans ce contexte la solution du problème
thermique offre le champ T (X,x, t = tn + iΔtmicro) , i ∈ [1, . . . , p], où X représente la position
macroscopique relative au domaine microscopique (centre de gravité de la cellule microscopique)
et x un point du domaine microscopique.

Figure 3.27 – Définition des distances s et Lkl

Formulation variationnelle

L’équation de la chaleur (3.15) enrichie des conditions aux limites précédemment définies
s’écrit sous forme variationnelle :

Trouver T ∈ Θ tel que

∀T ∗ ∈ Θ0,

⎧⎪⎨⎪⎩
∫

Ω
ρCp

dT

dt
T ∗dΩ +

∫
Ω
kgrad (T ) grad (T ∗) dΩ

−
∫

Ω
ΠcristallisationT

∗dΩ−
∫

Ω
ΠfusionT

∗dΩ = 0

(3.115)

Avec Θ = {T ∈ Ω / T = Timp sur ∂Ωtemp} et Θ0 = {T ∈ Ω / T = 0 sur ∂Ωtemp}. L’expression
de Πcristallisation et de Πfusion varie en fonction de la localisation du point x dans le domaine.

Expression de Πcristallisation et de Πfusion

A l’échelle microscopique, les termes Πcristallisation et de Πfusion ne concernent que la matrice. Ils
sont nuls dans la fibre de carbone.
Les expressions pour ces deux termes sont les mêmes que pour l’échelle macroscopique (Πcristallisation

est exprimé par (3.51) et Πfusion à partir de (3.57)), excepté que l’on doit enlever dans les ex-
pressions la multiplication par le taux de matrice dans le composite.

Discrétisation spatiale

On utilise une discrétisation à l’aide de la méthode CNEM. La température est donc appro-
chée par :

T (x, t) =
V∑

i=1

ϕC
i (x)Ti (t) (3.116)

où V représente le nombre de voisins naturels visibles depuis le point x et ϕC
i les fonctions de

forme éléments naturels contraintes. Ainsi, le problème discrétisé (3.115) se met alors sous la
forme matricielle suivante :

Cmicro
∂T

∂t
+KmicroT = Qmicro (3.117)

• T représente le vecteur solution, regroupant tous les noeuds.
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• Cmicro est la matrice de capacité, symétrique définie positive, définie par :

[Cmicro]ij =
V∑

e=1

∫
Ωe

ρmicroCpmicroϕ
C
i ϕ

C
j dΩe (3.118)

• Kmicro est la matrice de conductivité définie positive telle que :

[Kmicro]ij =
V∑

e=1

(∫
Ωe

kgradϕC
i .gradϕ

C
j dΩe

)
(3.119)

• Qmicro est le vecteur chargement :

Qi =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

Πcristallisationϕ
C
i dΩe

)
(3.120)

Il faut différencier les zones dans lesquels se situe le point x considéré. En effet, le point x
peut se situer :

• dans le domaine de transition, les propriétés thermomécaniques sont celles de l’élément
macroscopique parent ;

• dans la cellule microscopique :
– dans la matrice
– dans une fibre

Domaine de transition

Dans le domaine de transition, les propriétés thermomécaniques sont celles de l’élément ma-
croscopique parent. Les termes de conductivité thermique, de densité du matériau, de dilatation
thermique, de capacité thermique sont les mêmes que celles de l’élément macroscopique parent.
Le terme Πcristallisation est exprimé par (3.51). Le terme Πfusion est exprimé à partir de (3.57).

Cellule microscopique

Dans la cellule microscopique, le point x peut se situer soit dans la matrice soit dans une
fibre.

Intégration temporelle

L’intégration temporelle est réalisée à l’aide de la méthode à 3 pas de temps du second ordre
comme décrite dans la section 3.3.2.

Accélération des temps de calcul

Les temps de calcul peuvent être accélérés par la même méthode que décrite dans la section
3.3.2.
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3.4.5 Modélisation mécanique

Conditions aux limites appliquées au domaine

Sur la frontière de chaque cellule microscopique considérée pour le calcul microscopique on
calcule le champ de déplacement à partir des déplacements connus aux quatre noeuds définissant
cette cellule à tn = nΔtMacro et tn+1 = (n+ 1) ΔtMacro, en supposant une évolution linéaire en
espace -sur la frontière de la cellule- et en temps. Ainsi, au temps t = tn + iΔtmicro, pour un
point x situé sur le segment défini par les noeuds k et l on a :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui
k = un

k +
iΔtmicro

ΔtMacro

(
un+1

k − un
k

)
ui

l = un
l +

iΔtmicro

ΔtMacro

(
un+1

l − un
l

)
ui (x) = ui

k +
s

Lkl

(
ui

l − ui
k

)
(3.121)

où s est la distance entre le point considéré et le noeud k et Lkl est la distance entre les
deux noeuds. On suppose que le pas de temps macroscopique ΔtMacro correspond à p pas
de temps microscopiques, i.e. ΔtMacro = pΔtmicro. Dans ce contexte la solution du problème
thermique offre le champ T (X,x, t = tn + iΔtmicro) , i ∈ [1, . . . , p], où X représente la position
macroscopique relative au domaine microscopique (centre de gravité de la cellule microscopique)
et x un point du domaine microscopique.

Formulation variationnelle

L’évolution du solide dans les conditions ainsi définies et dans l’intervalle temporel [t, t+ Δtmicro]
choisi a priori est gouverné par les équations locales :

ε =
1
2
(
gradu+ gradTu

)
dans Ω× [t, t+ Δtmicro] compatibilité

divσ = 0 dans Ω× [t, t+ Δtmicro] équilibre

σ = C
(
ε (x, t)− εth (x, t)− εcrist (x, t)

)
dans Ω× [t, t+ Δtmicro] comportement

u = uimp sur ∂Ωu × [t, t+ Δtmicro] déplacements imposés
F = 0 sur ∂ΩF × [t, t+ Δtmicro] efforts imposés

(3.122)

La formulation variationnelle du problème est obtenue par multiplication des équations de
conservation par des fonctions tests, puis par intégration sur le domaine. On obtient l’expression
faible du problème (3.4.5) :

Trouver u ∈ U ca tel que

∀u∗ ∈ U ca
0

∫
Ω
ε (u) : C : ε (u∗) dΩ−

∫
Ω
εth : C : ε (u∗) dΩ−

∫
Ω
εcrist : C : ε (u∗) dΩ ∀u∗ ∈ U ca

(3.123)
avec U ca l’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles à zéro.
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Discrétisation spatiale

On utilise une discrétisation à l’aide de la méthode CNEM. Le champ de déplacement est
donc approché par :

u (x, t) =
V∑

i=1

ϕC
i (x)ui (t) (3.124)

où V représente le nombre de voisins naturels visibles depuis le point x et ϕC
i les fonctions de

forme éléments naturels contraintes. Ainsi, le problème discrétisé (3.123) se met alors sous la
forme matricielle suivante :∫
Ω () dΩ =

∑V
e=1

∫
Ωe

() dΩe où () représente la fonction à intégrer.
De même,

∫
∂Ω () d∂Ω =

∑V
e=1

∫
∂Ωe

() d∂Ωe où la partie de la frontière ∂Ωe correspond à l’en-
semble des faces extérieures appartenant à l’élément ∂Ωe, c’est à dire ∂Ωe =

∑
fext∈∂Ωe

fext.
La formulation par éléments finis permet d’exprimer le champ de déplacement u à l’instant t
en un point quelconque (x) de la pièce sur Ω par rapport à des fonctions d’interpolation Ni

associée au noeud i et de valeurs connues aux noeuds du domaine discrétisé Ωh (déplacement ui

au noeud i).
Le champ de déplacement est donc approché par :

u (x, t) =
nbnoe∑
i=1

Ni (x)ui (t) (3.125)

où nbnoe correspond au nombre de noeuds du domaine maillé Ωh et Ni sont les fonctions de
base valant 1 au noeud i et nulle aux autres noeuds.
Le champ de déformation est approché par :

ε (x, t) =
nbnoe∑
i=1

Bi (x)ui (t) (3.126)

avec Bi (x) =

⎡⎢⎣
∂Ni
∂x 0
0 ∂Ni

∂y
∂Ni
∂y

∂Ni
∂x

⎤⎥⎦. Dans le cas d’une interpolation linéaire sur l’élément triangulaire

Ωe, les fonctions Ni sont des polynômes de degré 1 (Ni ∈ P1) avec 4 inconnues ui par élément Ωe

(cf. figure 3.19 ). Le problème discrétisé (3.123) se met alors sous la forme matricielle suivante :

KmicroU (t) = Fmicro (t) (3.127)

avec
• U représente le vecteur solution, regroupant tous les noeuds.
• Kmicro est la matrice de rigidité telle que :

[Kmicro]ij =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

Bmicro
T
i CmicroBmicroidΩe

)
(3.128)

• Fmicro est vecteur force équivalent aux charges réparties :

[Fmicro]i =
Nel∑
e=1

(∫
Ωe

Bmicro
T
i Cmicroε

thdΩe +
∫

Ωe

Bmicro
T
i Cmicroε

cristdΩe

)
(3.129)
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3.4.6 Calcul des contraintes

Les déformations et le contraintes peuvent être évaluées dans la cellule microscopique, dans le
but de prédire une éventuelle décohésion fibre/matrice, ou pour introduire un critère de rupture.
Les déformations peuvent être calculées sur chaque triangle de Delaunay par la méthode éléments
finis classiques ou bien par l’approximation éléments naturels (NEM).
Comme pour le calcul macroscopique, on calcule à chaque pas de temps les tenseurs incréments
de contraintes et de déformations.
La contrainte et la déformation totale à l’instant t sont obtenues en sommant les tenseurs
incréments de contraintes et déformations sur tous les pas de temps microscopiques :

σmicro (x, t) =
p=N∑
p=0

Δσmicro (x, pΔt) (3.130)

Et

εmicro (x, t) =
p=N∑
p=0

Δεmicro (x, pΔt) (3.131)

tels que t = NΔtmicro.

Contraintes thermiques

Le tenseur incrément de déformation thermique en un point x du domaine miscroscopique
et à l’instant t s’exprime par :

Δεthmicro (x, t) = αth
micro (x, t) (T (x, t)− T (x, t− dt)) (3.132)

avec αth
micro (x, t) le tenseur de dilatation thermique au point x et à l’instant t, T (x, t) et

T (x, t− dt) la température au point x et à l’instant t et t− dt.
Le tenseur incrément de contrainte thermique au point x du domaine microscopique et à l’instant
t s’exprime par :

Δσth
micro (x, t) = Cmicro (x, t) : Δεthmicro (x, t) (3.133)

avec Cmicro (x, t) le tenseur de comportement du matériau au point x et à l’instant t.
Le tenseur incrément de contraintes thermiques induit des forces nodales dans le domaine mi-
croscopique qui sont exprimées par :

F th
micro =

∫
Ωmicro

Bmicro
TΔσth

microdΩmicro (3.134)

où Bmicro est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de forme.

Contraintes induites par la cristallisation

Le tenseur incrément de déformation induite par la cristallisation en un point x du domaine
microscopique et à l’instant t s’exprime par :

Δεcrist
micro (x, t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
((

ρmicro(x,t−dt)
ρmicro(x,t)

) 1
3 − 1

)
((

ρmicro(x,t−dt)
ρmicro(x,t)

) 1
3 − 1

)
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (3.135)
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A l’échelle microscopique, seule la densité de la matrice varie. La densité de la phase amorphe
ρa et la densité de la phase cristalline ρc étant supposées connues, la densité du matériau en un
point x du domaine microscopique et à l’instant t s’exprime par :

ρmicro (x, t) = χmicro (x, t) ρc + (1− χmicro (x, t)) ρa (3.136)

avec χmicro (x, t) le degré de cristallinité au point x et à l’instant t.
Le tenseur incrément de contraintes induites par la cristallisation au point x du domaine micro-
scopique et à l’instant t s’exprime par :

Δσcrist
micro (x, t) = Cmicro (x, t) : Δεcrist

micro (x, t) (3.137)

Le tenseur incrément de contraintes induites par la cristallisation induit des forces nodales dans
le domaine microscopique Ωmicro qui peuvent s’exprimer comme :

F crist
micro =

∫
Ωmicro

Bmicro
TΔσcrist

microdΩmicro (3.138)

avec Bmicro est la matrice qui contient les dérivées des fonctions de forme.

Contraintes globales

Le tenseur incrément de contraintes est calculé en un point x du domaine microscopique et
à l’instant t par :

Δσmicro (x, t) = Cmicro (x, t) :
(
Δεmicro (x, t)−Δεthmicro (x, t)−Δεcrist

micro (x, t)
)

(3.139)

avec Δεmicro (x, t) le tenseur incrément déformation globale dans le domaine microscopique
Ωmicro.
Le tenseur incrément de déformation microscopique globale Δεmicro (x, t) est calculée par la
relation :

Δεmicro (x, t) = BmicroUmicro (x, t) (3.140)

avec Umicro (x, t) le champ de déplacement global au point x et à l’instant t, obtenu en résolvant
l’équation :

KmicroUmicro = Fmicro (3.141)

avec :
Kmicro =

∫
Ωmicro

BT
microCmicroBmicrodΩmicro (3.142)

Fmicro =
∫

Ωmicro

BT
microΔσ

th
microdΩmicro +

∫
Ωmicro

BT
microΔσ

crist
microdΩmicro (3.143)

Relaxation des contraintes

De la même manière qu’à l’échelle macroscopique, nous prenons en compte dans la modéli-
sation la relaxation des contraintes au dessus d’une certaine température Trelax = 180̊ C.
En effet, lors du dépôt et du chauffage des plis suivants, les plis précédemment déposés et re-
froidit sont réchauffés. Il va donc se former des zones dans lesquelles la température va s’élever
au dessus de la température de relaxation des contraintes. La température moyenne dans un
domaine microscopique situé dans cette zone sera ainsi supérieure à Trelax.
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Ainsi, si au cours d’une phase de chauffage la température du noeud i passe au-dessus de Trelax,
alors la contrainte globale au noeud i, qui est égale à la somme des tenseurs incréments de
contraintes globales au noeud i, est réinitialisée à 0.

T (i, t) ≥ Trelax ⇒ σ (i, t) =
t′=t∑
t′=0

Δσ (i, t) = 0 (3.144)

3.5 Homogénéisation : transfert de l’information de l’échelle mi-
croscopique à l’échelle macroscopique

La stratégie d’homogénéisation développée dans cette étude est présentée dans cette section.
Une des contributions du présent travail est le calcul des propriétés thermomécaniques homo-
généisées par l’application de la méthode de réduction de modèle présentée dans la section 2.2.
Cette méthode permet d’utiliser les conditions aux limites réelles pour calculer les propriétés ho-
mogénéisées. Les propriétés thermomécaniques sont alors étendues au domaine macroscopique
en utilisant une méthode d’interpolation.

3.5.1 Les différentes échelles de modélisation

La modélisation utilisée fait apparâıtre trois zones :

• le domaine macroscopique Ω
• les domaines microscopiques étendus Γi, i ∈ {1, . . . , N}, eux mêmes composés chacun :

– d’un domaine de transition Ξi

– d’un domaine microscopique Λi

Il est donc nécessaire de différencier les différentes échelles :

• l’échelle macroscopique (domaine Ω). Dans notre cas, il s’agit de l’échelle du composite.
• l’échelle mésoscopique (domaine de transition Ξi). C’est l’échelle intermédiaire entre

l’échelle macroscopique (domaine Ω) et l’échelle microscopique (domaine microscopique
Λi).
• l’échelle microscopique. C’est l’échelle locale du domaine microscopique Λi. Il peut

s’agir de l’échelle fibre/matrice si la matrice est considérée homogène, ou celle du grain de
matrice si l’on prend en compte le comportement polycristallin de la matrice.

Le but des approches présentées dans cette section est de décrire le comportement thermo-
mécanique macroscopique par un passage micro-macro, ceci en vue d’un calcul de structure.
On cherche à relier, pour le calcul des contraintes résiduelles, la contrainte macroscopique à la
déformation macroscopique.
Les propriétés thermomécaniques dans les différents domaines sont :

Domaine microscopique Λi

Le domaine microscopique Λi est le Volume Elémentaire Représentaif (VER) où l’homogénéisa-
tion des propriétés thermomécaniques du matériau est réalisée. Dans le domaine microscopique
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Λi, les propriétés thermomécaniques sont supposées être connues en tout point x et à tout ins-
tant t.
On désigne par Υ̂i la propriété thermomécanique homogénéisée dans le domaine microscopique
Λi.

Domaine de transition Ξi

Dans le domaine de transition Ξi on suppose que les variations spatiales des propriétés ther-
momécaniques moyennées (ou macroscopiques) sont suffisamment faibles. Ainsi on considère
que pour tout point x et à tout instant t dans le domaine de transition :

Υ (x, t) ≈ Υ̂i (t) ∀x ∈ Ξi,∀t (3.145)

avec Υ̂i la propriété thermomécanique homogénéisée dans le domaine microscopique Λi.

Domaine macroscopique Ω

Une façon simple pour définir la propriété thermomécanique en un point quelconque du do-
maine macroscopique Ω (non dans le voisinage d’un domaine microscopique Λi) consiste en
l’emploi d’une interpolation des comportements des domaines microscopiques les plus proches.
Ceci nous oblige a définir une notion de voisinage, chose que l’on obtient naturellement en utili-
sant une interpolation C-NEM construite sur la base du diagramme de Voronöı lié au nuage des
points comprenant le centre de la gravité des domaines microscopiques, i.e. le centre de gravité
des éléments parents Zi.
Soit ψ̃i la fonction de forme associée au centre de gravité de Zi. ψ̃i est parfaitement définie dans
le domaine entier Ω. Ainsi, la propriété thermomécanique Υ dans le domaine macroscopique Ω
est :

Υ̃ (X, t) =
i=V∑
i=1

ψ̃i (X) Υ̂i (X, t) ∀X ∈ Ω,∀t (3.146)

où V est le nombre de voisins naturels visibles du point X.

De cette manière les propriétés thermomécaniques sont connues en tout point des différents
domaines et à tout instant.

Principe du passage micro-macro

Comme il a été vu dans la section 3.1, les passages micro-macro reposent sur deux étapes :

• La localisation :

– pour le problème thermique : on cherche la relation entre le gradient thermique (ou
le flux thermique) macroscopique et le gradient thermique (ou le flux thermique) dans
chacune des sous-phases (éléments du domaine microscopique Λi).

– pour le problème mécanique : on cherche la relation entre la déformation (ou la contrainte)
macroscopique et la déformation (ou la contrainte) dans chacune des sous-phases (élé-
ments du domaine microscopique Λi).
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Figure 3.28 – Interpolation des propriétés thermomécaniques homogénéisées dans le domaine
macroscopique Ω au point X

• L’homogénéisation :

– pour le problème thermique : on cherche la relation entre le flux thermique (ou le gradient
thermique) dans chacune des sous-phases (éléments du domaine microscopique Λi) et le
flux thermique (ou le gradient thermique) macroscopique.

– pour le problème mécanique : on cherche la relation entre la contrainte (ou la défor-
mation) dans chacune des sous-phases (éléments du domaine microscopique Λi) et la
contrainte (ou la déformation) macroscopique.

L’étape d’homogénéisation est assez simple puisque l’on définit les grandeurs macroscopiques
(contrainte Σ , déformation E, flux thermique Φth, gradient thermique G) à partir de leurs
homologues microscopiques par leurs moyennes volumiques sur le VER (dans le cas où il n’y a
pas d’endommagement) :

Σ = 〈σ (x)〉 = 1
|Λi|
∫

Λi

σ (x) dΛi (3.147)

E = 〈ε (x)〉 =
1
|Λi|
∫

Λi

ε (x) dΛi (3.148)

Φth = 〈φth (x)〉 =
1
|Λi|
∫

Λi

φth (x) dΛi (3.149)

G = 〈g (x)〉 =
1
|Λi|
∫

Λi

g (x) dΛi (3.150)

La réelle difficulté réside dans l’étape de localisation qui est délicate dans le cas de matériaux
possédant un comportement thermomécanique non linéaire.
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3.5.2 Stratégie d’homogénéisation

Dans cette section nous présentons la méthode d’homogénéisation développée et utilisée dans
l’étude. L’originalité de notre méthode d’homogénéisation est l’utilisation de la post-réduction
du champ thermique de l’échelle microscopique pour le calcul de la conductivité thermique
homogénéisée.

Utilisation de la post-réduction pour obtenir un champ moyen

Influence des conditions aux bords sur la solution homogénéisée

Nous avons présenté dans la section 2.3 les problèmes liés à l’homogénéisation. Plus précisé-
ment, le fait que le problème mécanique soit mal posé dans le sens où on doit résoudre un
problème de structure sans véritables conditions aux limites. Dans la pratique, on doit traiter
des problèmes bien posés équivalents à ceux initiaux avec des conditions de moyenne sur les
variables locales. Pour cela traditionnellement on a recours à trois approches :

– Problèmes avec condition de contrainte homogène au contour (CH) ;
– Problèmes avec condition de déformation homogène au contour (DH) ;
– Problèmes avec condition de périodicité (#).

Ces trois approches sont théoriquement équivalentes au problème initial avec des conditions de
moyenne sur les variables locales. Cependant en pratique on constate que les résultats peuvent
varier considérablement.
Afin d’illustrer ceci considérons le problème ( inspiré d’un problème qu’on peut trouver sur
[BBG01] ) d’homogénéisation de la structure figure 3.29 composée d’éléments de base quadrila-
tères percés en leur centre, le matériau constitutif a un comportement élastique isotrope. Cette
structure est délibérément périodique de manière à avoir une solution exacte (#) qui servira
de référence. On applique les trois approches (CH, DH, #) aux sous structures 1,2 et 3, et on

Figure 3.29 – Structure périodique, les différents problèmes traités

détermine pour chaque structure les modules de Young et les coefficients de Poisson correspon-
dants. Les résultats sont synthétisés sur les courbes figures 3.30 et 3.31.
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On observe une convergence des résultats des trois approches pour des structures de plus en plus
grandes et contenant de plus en plus d’éléments de base. On peut montrer [Suq82] que :

LimN→+∞CDH = LimN→+∞CCH = C# (3.151)

Avec N le nombre d’éléments de base. On note une sensibilité assez grande du comportement

Figure 3.30 – Coefficient de Poisson homogénéisé

homogénéisé vis-à-vis des conditions aux limites. Le cas idéal serait de pouvoir avoir les condi-
tions aux limites réelles sur la frontière des domaines microscopiques et donc une réponse et un
comportement homogénéisé plus réalistes que ceux calculés sur la base des problèmes DH, CH,
#.
Cependant, cette connaissance des conditions aux limites réelles reste insuffisante pour définir le
tenseur d’élasticité. En général on doit résoudre 3 problèmes indépendants pour avoir toutes les
composantes du tenseur d’élasticité dans le cas 2D. On peut toutefois exploiter cette information
pour minimiser l’erreur commise sur l’estimation du comportement homogénéisé. Dans la mé-
thode que nous proposons, nous exploitons l’information issue des conditions aux limites réelles
pour obtenir construire le nombre de champs nécessaires pour effectuer l’homogénéisation.

Utilisation de la post-réduction

La méthode de post-réduction présentée dans la section 2.2 est appliquée pour obtenir un champ
moyen dans le domaine microscopique Λi, dans chaque intervalle de temps de calcul microsco-
pique

{ti, ti + pmicroΔtmicro = ti + ΔtMacro} , i ∈ [0, . . . , NMacro − 1]

Avec ti = t0 + iΔtMacro, i ∈ [0, . . . , NMacro − 1].
On suppose connu le champ υ (X,x, t = ti + kΔtmicro), k ∈ [0, . . . , pmicro] où X représente
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Figure 3.31 – Module de Young homogénéisé

la position macroscopique relative au domaine microscopique (centre de gravité de la cellule
microscopique) et x le point du domaine microscopique. On construit la matrice Qυ comme
présenté dans l’équation la section 2.2 :

Qυ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

υ1|1 (t1) υ1|1 (t2) . . . . . . υ1|1 (tp)
υ2|1 (t1) υ2|1 (t2) . . . . . . υ2|1 (tp)

...
...

. . . . . .
...

υr|1 (t1) υr|1 (t2) . . . . . . υr|1 (tp)

υ1|2 (t1) υ1|2 (t2) . . . . . . υ1|2 (tp)
υ2|2 (t1) υ2|2 (t2) . . . . . . υ2|2 (tp)

...
...

. . . . . .
...

υr|2 (t1) υr|2 (t2) . . . . . . υr|2 (tp)

...
...

. . . . . .
...

υ1|N (t1) υ1|N (t2) . . . . . . υ1|N (tp)
υ2|N (t1) υ2|N (t2) . . . . . . υ2|N (tp)

...
...

. . . . . .
...

υr|N (t1) υr|N (t2) . . . . . . υr|N (tp)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(3.152)
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On construit alors la matrice de covariance spatiale Covυ associée :

Covυ = QυQ
T
υ (3.153)

La matrice de covariance spatiale Covυ est de taille Nbddl × Nbddl avec Nbddl le nombre de
degré de liberté défini par :

Nbddl = r ×N
On résout alors le problème aux valeurs propres :

Covυφυ = λυφυ (3.154)

Qui donne les Nbddl valeurs propres λυi associées aux Nbddl vecteurs propres ou fonctions de
forme φυi.
On sélectionne alors les r + 1 fonctions de forme les plus représentatives φi, i ∈ [1, . . . , r + 1]
telles que λυ1 > λυ2 > . . . > λυr+1 >= 10−8λυ1, λ1 désignant la plus grande valeur propre.
Ainsi, dans une première approximation l’évolution du champ υ au niveau microscopique dans
l’intervalle de temps {tk, tk + pmicroΔtmicro = tk + ΔtMacro} peut être approximée par :

υmoyen (x) ≈
i=r+1∑

i=1

βiφi (x) (3.155)

où les coefficients βi, i ∈ [1, . . . , r + 1] peuvent être calculés par :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
E (βi, i ∈ [1, . . . , r + 1]) =

∫ tn+1

tn

∫
Ωi

⎡⎣υmoyen (x)−
j=r+1∑

j=1

βiφi (x)

⎤⎦2

dΩdt

∀ i ∈ [1, . . . , r + 1]
∂E (βj, j ∈ [1, . . . , r + 1])

∂βi
= 0

(3.156)

Ainsi, avec les coefficients beta calculés précédemment on peut définir les r + 1 contributions
Φi, i ∈ [1, . . . , r + 1] du champ υmoyen telles que :

∀ i ∈ [1, . . . , r + 1] Φi (x) = βiφi (x) (3.157)

et

υmoyen (x) ≈
i=r+1∑
i=1

Φi (x) (3.158)

Remarque :

Dans le but de gagner en espace mémoire et donc en temps de calcul on peut construire la
matrice de covariance temporelle CovTempυ définie par :

CovTempυ = QT
υQυ (3.159)

Cette matrice de covariance temporelle CovTempυ est en effet de taille p× p avec p le nombre
de pas de temps utilisés pour le calcul microscopique, p << Nbddl.
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3.5.3 Homogénéisation de la conductivité thermique

Cas général

On suppose connu le champ de température T (X,x, t = tn + kΔtmicro), k ∈ [0, . . . , pmicro],
n ∈ [0, . . . , NMacro − 1], où X représente la position macroscopique relative au domaine micro-
scopique étendu Γi (centre de gravité de l’élément macroscopique parent Zi) et x le point du
domaine microscopique. On construit la matrice QT comme présenté dans l’équation (3.160) :

QT =

⎛⎜⎜⎜⎝
T1 (t1) T1 (t2) . . . T1 (tp)
T2 (t1) T2 (t2) . . . T2 (tp)

...
...

. . .
...

TN (t1) TN (t2) . . . TN (tp)

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.160)

On construit la matrice de covariance CovT :

CovT = QTQ
T
T (3.161)

Après application de la méthode de réduction de modèle présentée dans la section 2.2.2, on
sélectionne les N fonctions de forme φT i les plus représentatives, c’est à dire associées aux
valeurs propres λi telles que λi ≥ 10−8λ1, où λ1 désigne la plus grande valeur propre. Supposons
que l’on soit dans le cas N = 2, c’est à dire que la post-réduction permet d’extraire deux fonctions
de forme les plus représentatives φT 1 et φT 2 (relatives aux deux plus grandes valeurs propres
λ1 > λ2 ≥ 10−8λ1). Ainsi, dans un première approximation l’évolution de la température au
niveau microscopique dans l’intervalle de temps {tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro} peut
être approximée comme :

Tmoyen (x) ≈ βT 1φT 1 (x) + βT 2φT 2 (x) (3.162)

où les coefficients βT 1 et βT 2 peuvent être calculés en minimisant l’intégrale :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E (βT 1, βT 2) =
∫ tn+1

tn

∫
Λi

[Tmoyen (x)− β1φT 1 (x)− βT 2φT 2 (x)]2 dΛidt

∂E (βT 1, βT 2)
∂βT 1

= 0

∂E (βT 1, βT 2)
∂βT 2

= 0

(3.163)

Ainsi, avec les coefficients beta calculés précédemment on peut définir la première et la deuxième
contribution en température respectivement ΦT 1 et ΦT 2, avec ΦT 1 = βT 1φT 1 et ΦT 2 = βT 2φT 2.
On définit les gradients thermiques locaux correspondants :{

gT 1 (x) = GradΦT 1 (x)
gT 2 (x) = GradΦT 2 (x)

(3.164)

Et les gradients locaux moyens :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
GT 1 (X) =

1
|Λi|
∫

Λi

gT 1 (x)

GT 2 (X) =
1
|Λi|
∫

Λi

gT 2 (x)
(3.165)
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Le tenseur de transfert d’échelle MT (X,x) est alors défini par :

gT (x) = MT (X,x)GT (X) (3.166)

Et en appliquant cette expression aux deux gradients, les quatre composantes du tenseur MT (X,x)
en chaque point x ∈ Λi peuvent être calculés :{

gT 1 (x) = MT (X,x)GT 1 (X)
gT 2 (x) = MT (X,x)GT 2 (X)

(3.167)

où X permet de localiser Γi dans Ω. Finalement, le tenseur de conductivité homogénéisée cor-
respondant au domaine microscopique Λi est déduit :

k̂Λi (X) =
1
|Λi|
∫

Λi

kΛi (x)M (X,x) dΛi (3.168)

où k (x) est la conductivité thermique en tout point du domaine microscopique Λi.

Remarque : dans le cas où le nombre N de fonctions de forme les plus représentatives est
supérieur à 2 (dans le cas par exemple d’un champ thermique fortement non-linéaire), on se
ramène alors à deux fonctions de forme en réalisant une combinaison linéaire des fonctions de
forme les plus représentatives.

Domaine de transition Ξi

La conductivité thermique en un point x du domaine de transition Ξi du domaine microscopique
étendu Γi est :

kΞi (x) ≈ k̂Λi (3.169)

Extension au domaine macroscopique Ω

Comme il a été vu dans l’introduction de la section, la manière la plus simple de définir la
conductivité thermique en n’importe quel point du domaine macroscopique Ω consiste à utiliser
l’interpolation C-NEM construite sur la base du diagramme de Voronöı relatif au nuage de points
des centres de gravité des éléments macroscopiques Zi. Soit ψ̃i la fonction de forme relative au
centre de gravité de Zi qui est parfaitement définie dans l’ensemble du domaine Ω. Ainsi, la
conductivité thermique en tout point X du domaine macroscopique Ω s’écrit :

kΩ (X) =
i=V∑
i=1

ψ̃i (X) k̂Λi (3.170)

Par conséquent la conductivité thermique est parfaitement définie en tout point X du domaine
macroscopique Ω.

Cas où la 2ème fonction de forme n’est pas significative : λ2 < 10−8λ1

Si la deuxième fonction de forme φT 2 n’est pas significative, i.e. λ2 < 10−8λ1, alors l’évolution
de la température au niveau microscopique dans l’intervalle de temps

{tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro}

134
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peut être approximée comme :

Tmoyen (x) ≈ βT 1φT 1 (x) (3.171)

Dans ce cas le gradient thermique microscopique gT 2 et le gradient thermique macroscopique
GT 2 ne sont pas définis. On doit donc construire un gradient thermique microscopique gT 2 (x)
en tout point x du domaine microscopique Λi et un gradient thermique macroscopique associée
GT 2 (X) pour calculer les composantes du tenseur de transfert d’échelle MT (X,x). En effet
l’équation (3.167) conduit à :

MT (X,x) = G−1
T (X)× gT (x) =

=

⎡⎢⎢⎣
GT 1X (X) GT 1Y (X) 0 0

0 0 GT 1X (X) GT 1Y (X)
GT 2X (X) GT 2Y (X) 0 0

0 0 GT 2X (X) GT 2Y (X)

⎤⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎣

gT 1x (x)
gT 1y (x)
gT 2x (x)
gT 2y (x)

⎤⎥⎥⎦ (3.172)

Le tenseur GT (X) doit être inversible, i.e.

det [GT (X)] 	= 0 (3.173)

soit :
GT 1X (X) ·GT 2Y (X) 	= GT 1Y (X) ·GT 2X (X) (3.174)

On définit pour ceci un gradient thermique microscopique gT 2 (x) en tout point x du domaine
microscopique Λi tel que :

gT 2 (x)⊥gT 1 (x) ∀x ∈ Λi ⇔ gT 2 (x) · gT 1 (x) = 0 ∀x ∈ Λi (3.175)

Ainsi on peut calculer le tenseur de transfert d’échelle MT (X,x) en tout point x du domaine
microscopique Λi et la conductivité thermique homogénéisée k̂Λi sur le domaine microscopique
Λi au moyen de l’équation (3.168).

Homogénéisation au moyen des gradients thermiques

On suppose connu le champ de température T (X,x, t = tn + kΔtmicro), k ∈ [0, . . . , pmicro],
n ∈ [0, . . . , NMacro − 1], où X représente la position macroscopique relative au domaine micro-
scopique étendu Γi (centre de gravité de l’élément macroscopique parent Zi) et x le point du
domaine microscopique Λi.
On construit le gradient thermique microscopique ∇T (X,x, t = tn + kΔtmicro), k ∈ [0, . . . , pmicro],
n ∈ [0, . . . , NMacro − 1] en chaque point x du domaine microscopique Λi. En 2D, on a :

∇T (x, t) =

⎡⎢⎣ ∂T (x, t)
∂x

∂T (x, t)
∂y

⎤⎥⎦ (3.176)

On construit la matrice des gradients thermiques microscopiques Q∇T comme présenté dans
l’équation (3.177) :

Q∇T =

⎛⎜⎜⎜⎝
∇T1 (t1) ∇ T1 (t2) . . . ∇T1 (tp)
∇T2 (t1) ∇T2 (t2) . . . ∇T2 (tp)

...
...

. . .
...

∇TN (t1) ∇TN (t2) . . . ∇TN (tp)

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.177)
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puis la matrice de covariance spatiale Cov∇T :

Cov∇T = Q∇TQ
T
∇T (3.178)

On résout alors le problème aux valeurs propres :

Cov∇Tφ∇T = λ∇Tφ∇T (3.179)

On sélectionne alors les deux fonctions de forme les plus représentatives φ∇T 1 et φ∇T 2 (relatives
aux deux plus grandes valeurs propres λ∇T 1 > λ∇T 2).
Deux cas peuvent alors se présenter :

• Cas où λ∇T 1 > λ∇T 2 ≥ 10−8λ∇T 1

Dans une première approximation l’évolution du gradient de température au niveau microsco-
pique dans l’intervalle de temps {tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro} peut être approximée
comme :

∇Tmoyen (x) ≈ β∇T 1φ∇T 1 (x) + β∇T 2φ∇T 2 (x) (3.180)

où les coefficients β∇T 1 et β∇T 2 peuvent être calculés en minimisant l’intégrale :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E (β∇T 1, β∇T 2) =
∫ tn+1

tn

∫
Λi

[∇Tmoyen (x)− β∇T 1φ∇T 1 (x)− β∇T 2φ∇T 2 (x)]2 dΛidt

∂E (β∇T 1, β∇T 2)
∂β∇T 1

= 0

∂E (β∇T 1, β∇T 2)
∂β∇T 2

= 0

(3.181)
Ainsi, avec les coefficients beta calculés précédemment on peut définir la première et la deuxième
contribution en gradient de température respectivement Φ∇T 1 et Φ∇T 2, avec Φ∇T 1 = βT 1φ∇T 1

et Φ∇T 2 = βT 2φ∇T 2. On définit alors les gradients thermiques locaux moyens :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
G∇T 1 (X) =

1
|Λi|
∫

Λi

Φ∇T 1 (x)

G∇T 2 (X) =
1
|Λi|
∫

Λi

Φ∇T 2 (x)
(3.182)

Le tenseur de transfert d’échelle M∇T (X,x) est alors défini par :

Φ∇T (x) = M∇T (X,x)G∇T (X) (3.183)

Et en appliquant cette expression aux deux gradients, les quatre composantes du tenseur M∇T (X,x)
en chaque point x ∈ Λi peuvent être calculés :{

Φ∇T 1 (x) = M∇T (X,x)G∇T 1 (X)
Φ∇T 2 (x) = M∇T (X,x)G∇T 2 (X)

(3.184)

où X permet de localiser Γi dans Ω. Finalement, le tenseur de conductivité thermique homogé-
néisée k̂Λi correspondant au domaine microscopique Λi est déduit :

k̂Λi (X) =
1
|Λi|
∫

Λi

kΛi (x)M∇T (X,x) dΛi (3.185)

où k (x) est la conductivité thermique en tout point du domaine microscopique Λi.
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• Cas où λ∇T 2 < 10−8λ∇T 1

Si la deuxième fonction de forme φ∇T 2 n’est pas significative, i.e. λ∇T 2 < 10−8λ∇T 1, alors
l’évolution de la température au niveau microscopique dans l’intervalle de temps

{tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro}

peut être approximée comme :

∇Tmoyen (x) ≈ β∇T 1φ∇T 1 (x) (3.186)

Dans ce cas le gradient thermique microscopique g∇T 2 et le gradient thermique macroscopique
G∇T 2 ne sont pas définis. On doit donc construire un gradient thermique microscopique g∇T 2 (x)
en tout point x du domaine microscopique Λi et un gradient thermique macroscopique associée
G∇T 2 (X) pour calculer les composantes du tenseur de transfert d’échelle M∇T (X,x). On
définit pour ceci un gradient thermique microscopique g∇T 2 (x) en tout point x du domaine
microscopique Λi tel que :

g∇T 2 (x)⊥g∇T 1 (x) ∀x ∈ Λi ⇔ g∇T 2 (x) · g∇T 1 (x) = 0 ∀x ∈ Λi (3.187)

Ainsi on peut calculer le tenseur de transfert d’échelle M∇T (X,x) en tout point x du domaine
microscopique Λi et la conductivité thermique homogénéisée k̂Λi sur le domaine microscopique
Λi au moyen de l’équation (3.185).

3.5.4 Homogénéisation du problème mécanique

Homogénéisation du comportement du matériau

L’homogénéisation du tenseur de comportement du matériau est réalisé en imposant un char-
gement mécanique pur au domaine microscopique Λi : E (t) 	= 0,ΔTHom (t) = 0,Ecrist (t) = 0.

On suppose le tenseur de comportement C (x, t) parfaitement défini sur le domaine micro-
scopique Λi (le tenseur de comportement dépend de la température). On note ∂Λi le bord du
domaine Λi. Le tenseur de comportement dépendant de la température, il convient de définir
une température dans l’intervalle de temps {tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro} pour laquelle
on effectue l’homogénéisation. On choisit naturellement la température moyenne obtenue après
application de la méthode de post-réduction et définie par l’équation (3.171).

Cas linéaire

On utilise dans ce cas une méthode d’homogénéisation classique avec condition de déforma-
tion homogène au contour (DH) : on applique les trois champs de déplacement représentés dans
la figure 3.32. Il est simple de démontrer (par le théorème de Stokes) que le fait d’appliquer les
champs de déplacement :

U d (x ∈ ∂Λi) =
(
x
0

)
,Ud (x ∈ ∂Λi) =

(
0
y

)
,

Ud (x ∈ ∂Λi) =
(
y
x

)
, sur ∂Λi
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Figure 3.32 – Condition de déformation homogène au contour

donne respectivement les déformations moyennes :

〈ε〉 =

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠ dans Λi. 〈ε〉 =

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠ dans Λi. 〈ε〉 =
⎛⎝ 0

0
1

⎞⎠ dans Λi.

A chaque cas de conditions aux limites correspond des champs de contrainte et de déforma-
tion solution du problème élastique ainsi défini. Les valeurs moyennes des contraintes et des
déformations, évaluées sur Λi sont notées 〈σ〉Λi

et 〈ε〉Λi
respectivement :

〈σ〉DH
Λi

=
1
|Λi|
∫

Λi

σ (x) dΛi (3.188)

〈ε〉DH
Λi

=
1
|Λi|
∫

Λi

ε (x) dΛi (3.189)

où |Λi| est l’aire (volume en 3D) de Λi.
La technique d’homogénéisation classique (DH) employée définit le tenseur élastique homogé-

néisé Ĉ
DH

Λi
tel que :

〈σ〉DH
Λi

= Ĉ
DH

Λi
〈ε〉DH

Λi
(3.190)

On note ainsi que les valeurs moyennes des contraintes 〈σ〉Λi
associées aux solutions du problème

élastique décrit par la figure 3.32 définissent les colonnes de la matrice représentative du ten-
seur de comportement homogénéisé Ĉ

DH

Λi
. On considère donc que le tenseur de comportement

homogénéisé associé au domaine microscopique Λi est :

ĈΛi ≡ Ĉ
DH

Λi
(3.191)

Remarque : homogénéisation du comportement dans le cas non-linéaire

Dans le cas d’un comportement du matériau non-linéaire, on peut appliquer la même méthode
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que celle utilisée pour l’homogénéisation de la conductivité thermique.
On suppose connu le champ de déplacement U (X,x, t = tn + kΔtmicro), k ∈ [0, . . . , pmicro],
n ∈ [0, . . . , NMacro − 1], où X représente la position macroscopique relative au domaine micro-
scopique étendu Γi (centre de gravité de l’élément macroscopique parent Zi) et x le point du
domaine microscopique. On construit la matrice QU :

QU =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
UX

1
1 UX

2
1 . . . UX

M
1

UY
1
2 UY

2
2 . . . UY

M
2

...
...

. . .
...

UX
1
N UX

2
N . . . UX

M
N

UY
1
N UY

2
N . . . UY

M
N

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.192)

On construit la matrice de covariance CovU :

CovU = QUQ
T
U (3.193)

On sélectionne alors les trois fonctions de forme les plus représentatives φU 1, φU2 et φU 3

(relatives aux trois plus grandes valeurs propres λU 1 > λU 2 > λU 3 >= 10−8λU 1). Ainsi, dans
une première approximation l’évolution du champ de déplacement au niveau microscopique dans
l’intervalle de temps {tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro} peut être approximée comme :

Umoyen (x) ≈ βU 1φU1 (x) + βU 2φU2 (x) + βU 3φU3 (x) (3.194)

où les coefficients βU 1, βU 2 et βU 3 peuvent être calculés en minimisant l’intégrale :

E (βU 1, βU 2, βU 3) =
∫ tn+1

tn

∫
Ωi

[U (x, t)− βU 1φU1 (x)− βU 2φU2 (x)− βU 3φU3 (x)]2 dΩdt

(3.195)
Ainsi, avec les coefficients beta calculés précédemment on peut définir la première,la deuxième
contribution et la troisième contribution en déplacement respectivement ΦU1, ΦU2 et ΦU3,
avec :

ΦU 1 = βU 1φU 1

ΦU 2 = βU 2φU 2

ΦU 3 = βU 3φU 3

(3.196)

On définit la déformation locale εU associée au champ de déplacement ΦU =
(

ΦU x

ΦU y

)
par :

εU =

⎛⎜⎜⎝
∂ΦU x

∂x
∂ΦU y

∂y
1
2

(
∂ΦU x

∂y + ∂ΦU y

∂x

)
⎞⎟⎟⎠ (3.197)

On définit les déformations moyennes associées (on a le droit car la déformation εU dérive du
champ de déplacement ΦU ) : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

EU 1 (X) =
1
|Λi|
∫

Ωi

εU 1 (x)

EU 2 (X) =
1
|Ωi|
∫

Ωi

εU 2 (x)

EU 3 (X) =
1
|Ωi|
∫

Ωi

εU 3 (x)

(3.198)
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Le tenseur de transfert d’échelle MU (X,x) est alors défini par :

εU (x) = MU (X,x)EU (X) (3.199)

Et en appliquant cette expression aux trois déformations, les neuf composantes du tenseur
MU (X,x) en chaque point x ∈ Ωi du domaine microscopique Λi peuvent être calculés :⎧⎨⎩

εU 1 (x) = MU (X,x)EU 1 (X)
εU 2 (x) = MU (X,x)EU 2 (X)
εU 3 (x) = MU (X,x)EU 3 (X)

(3.200)

où X permet de localiser Λi dans le domaine macroscopique Ω. Finalement, le tenseur de com-
portement homogénéisé ĈΛi correspondant au domaine microscopique Λi est déduit :

ĈΛi (X) =
1
|Λi|
∫

Λi

C (x)MU (X,x) dΛi (3.201)

Domaine de transition Ξi

On suppose les variations spatiales faibles dans le domaine de transition Ξi du domaine mi-
croscopique étendu Γi.
Par conséquent le tenseur de comportement du matériau en un point x du domaine de transition
Ξi du domaine microscopique étendu Γi est :

CΞi (x) ≈ ĈΛi (3.202)

Extension au domaine macroscopique Ω

Comme il a été vu dans l’introduction de la section, la manière la plus simple de définir la
conductivité thermique en n’importe quel point du domaine macroscopique Ω consiste à utiliser
l’interpolation C-NEM construite sur la base du diagramme de Voronöı relatif au nuage de points
des centres de gravité des éléments macroscopiques Zi. Soit ψ̃i la fonction de forme relative au
centre de gravité de Zi qui est parfaitement définie dans l’ensemble du domaine Ω. Ainsi, le
tenseur de comportement du matériau en tout point X du domaine macroscopique Ω s’écrit :

CΩ (X) =
i=V∑
i=1

ψ̃i (X) ĈΛi (3.203)

Par conséquent le tenseur de comportement du matériau est parfaitement défini en tout point
X du domaine macroscopique Ω.

Homogénéisation du tenseur de dilatation thermique

Comme on l’a vu dans la section 3.1.5, l’homogénéisation du tenseur de dilatation thermique
est effectué en considérant un problème thermique pur sur le domaine microscopique Λi : E (t) =
0,ΔTHom (t) 	= 0,Ecrist (t) = 0, ce qui correspond à un chargement thermique pur imposé sans
calculer le terme de cristallisation.
Pour effectuer le calcul d’homogénéisation, il faut définir une variation de température ΔT
constante sur le domaine microscopique Λi dans l’intervalle de temps

140
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{tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro}.
On choisit naturellement de définir cette variation de température ΔT par :

ΔT = T̂ − Tref (3.204)

avec Tref la température pour laquelle il n’ y a pas de dilatation thermique et T̂ la température
moyenne sur le domaine microscopique Λi dans l’intervalle de temps
{tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro} définie par :

T̂ = 〈Tmoyen〉 = 1
|Λi|
∫

Λi

Tmoyen (x) dΛi (3.205)

avec Tmoyen (x) la température moyenne calculée après application de la méthode de post-
réduction et donnée par l’équation (3.162).

Domaine de transition Ξi

On suppose les variations spatiales faibles dans le domaine de transition Ξi du domaine mi-
croscopique étendu Γi.
Par conséquent le tenseur de dilatation thermique en un point x du domaine de transition Ξi

du domaine microscopique étendu Γi est :

αΞi (x) ≈ α̂Λi (3.206)

Extension au domaine macroscopique Ω

Comme il a été vu dans l’introduction de la section, la manière la plus simple de définir la
conductivité thermique en n’importe quel point du domaine macroscopique Ω consiste à utiliser
l’interpolation C-NEM construite sur la base du diagramme de Voronöı relatif au nuage de points
des centres de gravité des éléments macroscopiques Zi. Soit ψ̃i la fonction de forme relative au
centre de gravité de Zi qui est parfaitement définie dans l’ensemble du domaine Ω. Ainsi, le
tenseur de dilatation thermique en tout point X du domaine macroscopique Ω s’écrit :

αΩ (X) =
i=V∑
i=1

ψ̃i (X) α̂Λi (3.207)

Par conséquent le tenseur de dilatation thermique est parfaitement défini en tout point X du
domaine macroscopique Ω.

Homogénéisation de la densité du matériau

La densité moyenne du matériau dans le domaine microscopique Λi dans l’intervalle de temps
{tn, tn + pmicroΔtmicro = tn + ΔtMacro} est définie par :

〈ρ〉Λi
=

1
|Λi|
∫

Λi

ρ (x) (3.208)
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Domaine de transition Ξi

On suppose les variations spatiales faibles dans le domaine de transition Ξi du domaine mi-
croscopique étendu Γi.
Par conséquent la densité du matériau en un point x du domaine de transition Ξi du domaine
microscopique étendu Γi est :

ρΞi
(x) ≈ ρ̂Λi

(3.209)

Extension au domaine macroscopique Ω

Comme il a été vu dans l’introduction de la section, la manière la plus simple de définir la
conductivité thermique en n’importe quel point du domaine macroscopique Ω consiste à utiliser
l’interpolation C-NEM construite sur la base du diagramme de Voronöı relatif au nuage de points
des centres de gravité des éléments macroscopiques Zi. Soit ψ̃i la fonction de forme relative au
centre de gravité de Zi qui est parfaitement définie dans l’ensemble du domaine Ω. Ainsi, la
densité du matériau en tout point X du domaine macroscopique Ω s’écrit :

ρΩ (X) =
i=V∑
i=1

ψ̃i (X) ρ̂Λi
(3.210)

Par conséquent la densité du matériau est parfaitement défini en tout point X du domaine
macroscopique Ω.

3.6 Description du schéma algorithmique utilisé

3.6.1 Schéma algorithmique général

Le schéma algorithmique général est présenté ci-dessous (figure 3.33).
Le calcul est divisé ainsi en 4 étapes :

1. Initialisation du calcul : choix de la géométrie à l’échelle macroscopique, choix du nombre
et de l’emplacement des domaines microscopiques ;

2. La résolution du problème couplé thermique, mécanique et cinétique (cristallisation) à
l’échelle macroscopique, en se plaçant dans l’intervalle de temps {ti, ti + ΔtMacro} , i ∈
[1, . . . , NMacro] ;

3. La résolution du problème couplé thermique, mécanique et cinétique (cristallisation) à
l’échelle microscopique, en se plaçant dans les intervalles de temps :
{ti + (q − 1) Δtmicro, ti + qΔtmicro} , q ∈ [1, . . . , pmicro], avec pmicroΔtmicro = ΔtMacro

(partition temporelle) ;

4. L’homogénéisation des propriétés thermomécaniques du matériau : tenseur de comporte-
ment , tenseur de conductivité thermique, tenseur de dilatation thermique et densité.

3.6.2 Initialisation du calcul

L’initialisation du calcul débute par la définition du domaine macroscopique (Etape 1, figure
3.34) :

– Nombre de plis ;
– Orientations des plis ;
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Figure 3.33 – Schéma algorithmique général
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– Définition des Conditions Limites.

L’étape 2 (figure 3.34) de l’initialisation du calcul consiste à définir le nombre et l’orientation
des cellules microscopiques dans chaque pli. Dans notre modèle, nous prenons en compte les

Figure 3.34 – Etapes d’initialisation du calcul

variations des propriétés thermomécaniques du matériau avec la température et le degré de
cristallinité. Nous présentons les différentes propriétés thermomécaniques insérées dans notre
modèle dans la section suivante.
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3.6.3 Variation des propriétés thermomécaniques du matériau : insertion
dans le modèle

Nous présentons ci-après les différentes propriétés thermomécaniques insérées dans le modèle
développé :

– comportement du matériau ;
– chaleur spécifique ;
– densité ;
– conductivité thermique ;
– dilatation thermique.

Comportement du matériau

Les paramètres du comportement des fibres de carbone sont donnés dans le tableau 3.3 et
de la matrice PEEK sont donnés dans le tableau 3.4.

Modules
E1 Module de traction axial (GPa) 227
E2 Module de traction transverse (GPa) 15
G12 Module de cisaillement axial(GPa) 20
G23 Module de torsion (GPa) 5
Coefficients de Poisson
ν12 Contraction transverse avec extension axiale 0.25
ν23 Contraction transverse avec extension transverse 0.40
ν21 Contraction axiale avec extension transverse 0.013

Table 3.3 – Modules et coefficients de Poisson des fibres de carbone [Cog92]

Modules
Températures (̊ C) E Module d’Young (MPa)
20− 143 3.6 × 103

143 − 300 360
300 − 340 3.6
340 − 500 > 0.5
Coefficients de Poisson
ν Coefficient de Poisson 0.33

Table 3.4 – Modules et coefficients de Poisson du PEEK [Cog92]

L’évolution du module d’Young de la matrice PEEK en fonction de la température est
illustrée sur la figure 3.35.

Chaleur spécifique

Les chaleurs spécifiques du matériau composite APC-2 ,de la matrice PEEK et des fibres de
carbone sont données respectivement sur les tableaux 3.5, 3.6 et 3.7. L’évolution du module des
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Figure 3.35 – Module du PEEK (GPa) en fonction de la température (̊ C)

Cp (J.kg−1 .̊ C−1)
2.31 × T + 831.

Table 3.5 – Cp de l’APC-2

chaleurs spécifiques du matériau composite APC-2 ,de la matrice PEEK et des fibres de carbone
sont données respectivement sur les figures 3.36, 3.37 et 3.7.

Figure 3.36 – Chaleur spécifique de l’APC-2 (J.kg−1 .̊ C−1) en fonction de la température (̊ C)
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3.6. Description du schéma algorithmique utilisé

Temperature (̊ C) Cp (J.kg−1.̊ C−1)
23 1100
143 1500
334 2100
420 2200

Table 3.6 – Cp du PEEK

Figure 3.37 – Chaleur spécifique du PEEK (Jkg−1 C̊−1) en fonction de la température (̊ C)

Temperature (̊ C) Cp (J.kg−1.̊ C−1)
23 750
143 990
380 1420

Table 3.7 – Cp des Fibres de carbone
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Figure 3.38 – Chaleur spécifique des fibres de carbone (J.kg−1.̊ C−1) en fonction de la tempé-
rature (̊ C)

Conductivité thermique

Les conductivités thermiques de la matrice PEEK et des fibres de carbone sont données
respectivement sur les tableaux 3.8 et 3.9. L’évolution de la conductivité thermique du PEEK

kL (W.m−1 .̊ C−1) kT (W.m−1 .̊ C−1)
16 3

Table 3.8 – Conductivité des fibres de carbone

(Wm−1̊ C−1a) en fonction de la température (̊ C) est illustrée sur la figure 3.39.

Température (̊ C) k (Wm−1̊ C−1)
27 0.22
200 0.21
250 0.23
300 0.29
400 0.29

Table 3.9 – Conductivité du PEEK

Densité

Les densités de la matrice PEEK et des fibres de carbone sont données respectivement sur
les tableaux 3.10 et 3.11.

L’évolution de la densité de PEEK (kg.m−3) en fonction du degré de cristallinité est illustrée
sur la figure 3.40.
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Figure 3.39 – Conductivité thermique du PEEK (W.m−1 .̊ C−1) en fonction de la température
(̊ C)

Densité ρ (kg.m−3)
1780

Table 3.10 – Densité des fibres de carbone

Degré de cristallinité ρ (kg.m−3)
0 1264

0.2 1291
0.4 1318
1 1400

Table 3.11 – Densité du PEEK
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Figure 3.40 – Densité du PEEK (kg.m−3) en fonction du degré de cristallinité

Dilatation thermique

Les dilatations thermiques de la matrice PEEK et des fibres de carbone sont données res-
pectivement sur les tableaux 3.12 et 3.13.

αL (̊ C−1) αT (̊ C−1)
−1.2× 10−6 12× 10−6

Table 3.12 – Coefficient de dilatation thermique des fibres de carbone

Température (̊ C) α (̊ C−1)
23− 143 47× 10−6

143 − 334 108× 10−6

334 − 420 120× 10−6

Table 3.13 – Coefficient de dilatation thermique du PEEK

L’évolution de la dilatation thermique du PEEK (̊ C−1) en fonction de la température (̊ C)
est illustrée sur la figure 3.41.
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Figure 3.41 – Dilatation thermique du PEEK (̊ C−1) en fonction de la température (̊ C)
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4.1.1 Influence du raffinement du maillage microscopique . . . . . . . . . 154
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Dans ce chapitre, nous présentons la validation et l’application de notre méthode.
Dans un premier temps, nous allons étudier la validation de notre méthode :

– étude de l’influence du raffinement des maillages sur les états de contraintes microsco-
piques ;

– validation de la méthode d’homogénéisation des propriétés thermomécaniques du maté-
riau ;

– étude des contraintes à l’échelle microscopique ;
– étude de l’influence du nombre de domaines microscopiques sur l’état de contrainte à

l’échelle macroscopique.

Puis nous étudierons l’application de la méthode développée à la simulation du refroidissement
du dépôt multiples de plis.
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4.1 Validation de la méthode de modélisation développée

Dans cette section nous proposons une validation de notre méthode. Tout d’abord, nous
étudions l’influence du maillage sur les résultats de calcul à l’échelle microscopique (maillage
du domaine intermédiaire et maillage du domaine centrale). Puis nous présentons des résultats
obtenus pour le calcul de l’homogénéisation des propriétés thermomécaniques du matériau. Nous
étudions ensuite l’apparition des contraintes résiduelles à l’échelle microscopique en étudiant
l’influence de 3 paramètres :

– vitesse de refroidissement ;
– anisotropie des rubans ;
– conditions aux limites appliquées au domaine.

Enfin, nous étudions l’influence du nombre de domaines microscopiques sur les états de contraintes
à l’échelle macroscopique.

4.1.1 Influence du raffinement du maillage microscopique

Dans cette section nous étudions l’effet du raffinement du domaine intermédiaire et du do-
maine microscopique sur l’état de contraintes dans le domaine microscopique.
On peut ainsi en déduire les paramètres de raffinement du maillage à utiliser dans nos calculs. On
peut pour cela se référer à un la contrainte de Von Mises dont l’expression est en déformations
planes :

σVon Mises =
1√
2

√
(σXX − σY Y )2 + (σY Y − σZZ)2 + (σZZ − σXX)2 + 6 (σXY )2 (4.1)

On peut choisir comme outil de comparaison soit le maximum de la contrainte de Von Mises
dans le domaine microscopique ou bien sa moyenne dans le domaine microscopique (nous sommes
dans le cas de phases distinctes). :

〈
σVon Mises

〉
=

1
|Ω|
∫

Ω

1√
2

√
(σXX − σY Y )2 + (σY Y − σZZ)2 + (σZZ − σXX)2 + 6 (σXY )2dΩ

(4.2)

Influence du raffinement du domaine intermédiaire

L’écart en % sur la contrainte de Von Mises moyenne en fonction du raffinement du domaine
intermédiaire est présenté ci-après. Comme on peut le voir sur la figure 4.1, un raffinement du
domaine intermédiaire de 200 noeuds est suffisant.

Influence du raffinement du domaine microscopique

L’écart en % sur la contrainte de Von Mises moyenne en fonction du raffinement du domaine
microscopique est présenté ci-après. Comme on peut le voir sur la figure 4.2, un raffinement du
domaine microscopique de 600 noeuds est suffisant.

4.1.2 Validation de la méthode d’homogénéisation

Nous étudions dans cette section la validation de la méthode d’homogénéisation proprosée.
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Figure 4.1 – Influence du raffinement du domaine intermédiaire sur l’état de contrainte dans
le domaine microscopique

Figure 4.2 – Influence du raffinement du domaine intermédiaire sur l’état de contrainte dans
le domaine microscopique
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Homogénéisation de la conductivité thermique

Afin d’étudier la validité de la méthode d’homogénéisation de la consuctivité thermique pré-
sentée dans au chapitre 3, nous simulons l’évolution d’un champ thermique dans un domaine
microscopique et déterminons les valeurs propres et vecteurs propres associés au problème ther-
mique. Les températures imposées aux 4 noeuds du domaine microscopique sont les suivants :

– noeud 0 : T=200 C̊
– noeud 1 : T=250 C̊
– noeud 2 : T=300 C̊
– noeud 3 : T=350 C̊

La température initiale partout dans le domaine microscopique est fixée à 300 C̊.
Le champ de température obtenu après un temps de simulation de 1.e-1 s est représenté sur la
figure 4.3. L’application de la méthode de post-réduction du champ de température présentée au

Figure 4.3 – Champ de température obtenu après 1.e-1 s

chapitre 3 permet d’obtenir deux valeurs propres vap1 et vap2 et fonctions propres principales
telles que :

– vap1 = 246089663
– vap2 = 4431

D’où le rapport entre les valeurs propres vap2

vap1
= 1.8 10−5.

Le rapport entre les deux valeurs propres est trop faible pour pouvoir utiliser directement la
deuxième fonction propre principale (associée à la valeur propre vap2) dans le calcul d’homogé-
néisation de la conductivité thermique. On doit donc construire comme présenté dans la section
3.5 un champ de température microscopique orthogonale au premier.
La conductivité homogénéisée obtenue après calcul est alors de 0.38 W.m−1 .̊ C−1.
En comparaison, la conductivité homogénéisée obtenue à l’aide du modèle série classique est de
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0.30 W.m−1 .̊ C−1.
Le résultat obtenu est donc satisfaisant.
Nous préentons dans la section suivante les résultats de calcul d’homogénéisation des propriétés
thermomécaniques obtenus pour différents cas de chargement thermique et d’orientations de
fibres (fibres à 90̊ et fibres à 0̊ ).
Le taux de fibres est pris égal à 50 %.
La taille de la cellule microscopique est de 20 microns sur 20 microns.
Les domaines de température considérés sont les suivants :

– 250-300 C̊ ;
– 100-150 C̊ ;
– 25-75 C̊.

Champ de température : 250 - 300 C̊

Les champ de température dans les domaine microscopiques à fibres à 90̊ et à fibres à 0̊
sont donnés respectivement sur les figures 4.4 et 4.5.

Figure 4.4 – Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 90̊

Les résultats des calculs d’homogénéisation des propriétés thermomécaniques obtenus sont
présentés ci-après.

Tenseur de comportement homogénéisé (Pa)

Fibres à 90̊

⎡⎣ 2609156427 824353861 0
824353861 2608931179 0

0 0 1115389274

⎤⎦
Fibres à 0̊

⎡⎣ 114733680625 1521714174 0
1521714174 4084873661 0

0 0 12487746330

⎤⎦

Table 4.1 – Comportement homogénéisé
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Figure 4.5 – Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 0̊

Conductivité (W.m−1 .̊ C−1) Fibres à 90̊ Fibres à 0̊
kXX 0.477 1.235
kY Y 0.477 0.127

Table 4.2 – Conductivité thermique homogénéisée

Dilatation thermique (̊ C−1) Fibres à 90̊ Fibres à 0̊
αXX 2.645e-005 -9.484e-007
αY Y 2.645e-005 1.508e-007

Table 4.3 – Dilatation thermique homogénéisée

Densité (kg.m−3) Fibres à 90̊ Fibres à 0̊
ρ 1548 1533

Table 4.4 – Densité homogénéisée
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Champ de température : 100 - 150 C̊

Les champ de température dans les domaine microscopiques à fibres à 90̊ et à fibres à 0̊
sont donnés respectivement sur les figures 4.6 et 4.7.

Figure 4.6 – Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 90̊

Figure 4.7 – Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 0̊

Les résultats des calculs d’homogénéisation des propriétés thermomécaniques obtenus sont
présentés ci-après.

Champ de température : 25 - 75 C̊

Les champ de température dans les domaine microscopiques à fibres à 90̊ et à fibres à 0̊
sont donnés respectivement sur les figures 4.8 et 4.9.

Les résultats des calculs d’homogénéisation des propriétés thermomécaniques obtenus sont
présentés ci-après.
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Tenseur de comportement homogénéisé (Pa)

Fibres à 90˚

⎡⎣ 9316898108 3621044332 0
3621044332 8522260686 0

0 0 3283613044

⎤⎦
Fibres à 0˚

⎡⎣ 117376486461 3557368396 0
8815611153 3557368396 0

0 0 13652384586

⎤⎦

Table 4.5 – Comportement homogénéisé

Conductivité (W.m−1 .̊ C−1) Fibres à 90˚ Fibres à 0˚
kXX 0.398 1.230
kY Y 0.398 0.105

Table 4.6 – Conductivité thermique homogénéisée

Dilatation thermique (̊ C−1) Fibres à 90˚ Fibres à 0˚
αXX 2.497e-005 -2.794e-007
αY Y 2.497e-005 3.082e-005

Table 4.7 – Dilatation thermique homogénéisée

Densité (kg.m−3) Fibres à 90˚ Fibres à 0˚
ρ 1548 1533

Table 4.8 – Densité homogénéisée

Figure 4.8 – Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 90̊
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Figure 4.9 – Champ de température (̊ C) dans le domaine microscopique à Fibres à 0̊

Tenseur de comportement homogénéisé (Pa)

Fibres à 90̊

⎡⎣ 9474794472 3918846101 0
3918846101 9476350079 0

0 0 3454199472

⎤⎦
Fibres à 0̊

⎡⎣ 117564844028 3828717478 0
9446245801 3828717478 0

0 0 13743956068

⎤⎦

Table 4.9 – Comportement homogénéisé

Conductivité (W.m−1 .̊ C−1) Fibres à 90̊ Fibres à 0̊
kXX 0.407 1.231
kY Y 0.407 0.107

Table 4.10 – Conductivité thermique homogénéisée

Dilatation thermique (̊ C−1) Fibres à 90̊ Fibres à 0̊
αXX 2.518e-005 -2.619e-007
αY Y 2.518e-005 2.983e-005

Table 4.11 – Dilatation thermique homogénéisée

Densité (kg.m−3) Fibres à 90̊ Fibres à 0̊
ρ 1548 1533

Table 4.12 – Densité homogénéisée
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Conclusions

Les résultats obtenus en terme de calcul des propriétés thermomécaniques homogénéisées sont
tout à fait satisfaisant si on prend comme outil de comparaison les données issus de [Cog92]. La
méthode d’homogénéisation des propriétés thermomécaniques du matériau est donc validée.
Dans la section suivante nous étudions l’influence des paramètres suivant sur la formation des
contraintes à l’échelle microscopique :

– influence de la vitesse de refroidissement ;
– influence de l’anisotropie des plis à l’échelle macroscopique ;
– influence des conditions aux limites appliquées aux plis à l’échelle macroscopique.

4.1.3 Étude des contraintes à l’échelle microscopique

Influence de la vitesse de refroidissement

L’évolution de la température de cristallisation en fonction de la vitesse de refroidissement est
donnée sur la figure 4.10. On peut en déduire la relation reliant la température de cristallisation

Figure 4.10 – Variation de la température du pic de cristallisation du PEEK avec la vitesse de
refroidissement

au logarithme népérien de la vitesse de refroidissement (en C̊.min−1) :

Tcristallisation (̊ C) = −0.9293 [ln (v)]2 − 5.593ln (v) + 313.49 (4.3)

Cette température de cristallisation correspond à la température à partir de laquelle la dilatation
thermique se produit.
En théorie la température de cristallisation peut être abaissée jusqu’à la température de transi-
tion vitreuse Tg qui est d’environ 145 C̊ pour l’APC2.
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La déformation induite par la thermique peut-être liée à la température de référence T ref par
la relation :

εth (x) = αth (x)
(
T (x)− T ref

)
(4.4)

où T ref est la température à partir de laquelle la dilatation thermique se produit (i.e. εth
(
T > T ref

)
=

0).
Dans notre cas la température de référence est égale à la température de cristallisation : T ref =
T crist.
On voit donc que dans le cas d’une phase de refroidissement, plus la température de cristallisa-
tion est élevée, c’est à dire plus la vitesse de refroidissement est faible, puis les déformations et
les contraintes d’origine thermique seront élevées.
L’influence de la vitesse de la refroidissement sur l’état de contraintes au niveau microscopique
est illustré ci-après.
On illustre cet effet en déterminant l’état de contraintes thermiques dans le cas d’un pli « libre»,
c’est-à-dire non soumis à des conditions aux limites mécaniques, et pour 3 vitesses de refroidis-
sement, c’est-à-dire 3 température de cristallisation :

– T crist = 317̊ C
– T crist = 231̊ C
– T crist = Tg = 145̊ C

La température dans le domaine est la température en fin de phase de refroidissement, i.e. la
température ambiante de 25 C̊.
Le déplacement résultant de l’effet de la thermique à imposer aux 4 noeuds du domaine est le
déplacement induit par la déformation thermique de l’élément macroscopique parent, soit dans
le cas d’un pli « libre» :

ux = αMacro
x

(
T − T crist

)× (Lx)
uy = αMacro

y

(
T − T crist

)× (Ly)
(4.5)

où Lx est la longueur du domaine suivant la direction X et Ly est la longueur du domaine suivant
la direction Y.
L’état de contraintes dans le domaine complet pour une température de cristallisation de 317 C̊
est donné sur la figure 4.11. L’état de contraintes dans le domaine microscopique seul est donné
sur la figure 4.12. Les courbes représentant l’état de contraintes dans le domaine microscopique
suivant la ligne médiane dans le sens X sont représentées sur les figures 4.13 et 4.14. L’écart
entre les états de contrainte induits par la thermique est ainsi notable en fonction de la vitesse
de refroidissement.

Influence de l’anisotropie des plis et des conditions aux limites appliquées aux plis

Dans cette section on illustre l’influence de l’anisotropie macroscopique des plis sur l’état de
contraintes microscopiques et également l’influence des conditions aux limites appliqués (encas-
trement etc.) sur l’état de contraintes microscopiques. L’influence de l’anisotropie des plis et
des conditions aux limites appliquées aux plis est illustrée sur la figure 4.18.

On voit que l’effet de l’anisotropie à l’échelle macroscopique est notable sur les contraintes
résiduelles à l’échelle microscopique.

4.1.4 Influence du nombre de domaines microscopiques sur l’état de contraintes
macroscopiques

Nous étudions l’influence du nombre de cellules microscopiques sur l’état de contraintes ma-
croscopiques. Pour cela, nous allons comparer les états de contrainte pour différents nombres
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Figure 4.11 – État de contraintes microscopiques dans le domaine complet. Tcristallisation =
317̊ C,T = Tambiante = 25̊ C

Figure 4.12 – État de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique.
Tcristallisation = 317̊ C,T = Tambiante = 25̊ C
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Figure 4.13 – Influence de la vitesse de refroidissement sur l’état de contraintes σXX . T =
Tambiante = 25̊ C

de cellules microscopiques par ruban de préimpégné : 1,5 et 14 cellules par ruban. Le champ de
température en fin de phase de refroidissement à t=10 s est donné sur la figure 4.19. Les compa-
raisons des champs de contraintes σXX ,σY Y et σXY en fin de phase de refroidissement à t=10 s
pour les 14, 5 et 1 domaine microscopique par ruban sont présentées sur les figures 4.20, 4.21 et
4.22. Comme on peut le constater, dans le cas présent le nombre de cellules microscopiques ne
semble pas avoir d’influence sur les champs de contraintes macroscopiques. Les cellules microsco-
piques permettent de calculer les propriétés thermomécaniques homogénéisées, qui sont insérées
à l’échelle macroscopique. Les propriétés thermomécaniques varient avec la température. Or le
champ de température est constant selon des lignes horizontales dans le domaine macroscopique.
De ce fait le nombre de cellules microscopiques dans la direction de l’épaisseur du pli influencera
le calcul macroscopique par les variations des propriétés thermomécaniques homogénéisées dans
la direction de l’épaisseur du ruban.

4.2 Simulation du dépôt multiples de plis

Dans le but de simuler la phase de refroidissement du procédé de soudage et consolidation
en continu, nous adoptons la démarche de modélisation suivante (figure 4.24).
Initialement, le ruban de préimprégné n̊ 1 a déjà été déposé. Nous simulons le dépôt et le chauf-
fage d’un deuxième ruban (ruban n̊ 2) (étape I, figure 4.24). Le ruban n̊ 2 qui vient d’être déposé
est chauffé à son extrémité inférieure. On impose pour cela une température Tchauffage = 400̊ C,
afin de provoquer la fusion du ruban (i.e. T > Tfusion) (étape I, figure 4.24).
Puis le composite ainsi formé est laissé refroidir avec les conditions aux limites thermiques dé-
crites sur l’étape II de la figure 4.24 :
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Figure 4.14 – Influence de la vitesse de refroidissement sur l’état de contraintes σY Y . T =
Tambiante = 25̊ C
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Figure 4.15 – 1 pli libre

Figure 4.16 – 2 plis libres [0/90] - Influence de l’anisotropie

Figure 4.17 – 2 plis encastrés [0/90] - Influence de l’anisotropie et des conditions aux limites
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Figure 4.18 – Influence de l’anisotropie des plis et des conditions aux limites appliquées aux
plis. Tcristallisation = 317̊ C,T = Tambiante = 25̊ C

Figure 4.19 – Champ de température (̊ C) en fin de phase de refroidissement, t=10 s
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Figure 4.20 – Comparaison des champs de contraintes macroscopiques σXX à t=10 s pour 14,
5 et 1 domaines microscopiques par ruban
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Figure 4.21 – Comparaison des champs de contraintes macroscopiques σY Y à t=10 s pour 14,
5 et 1 domaines microscopiques par ruban
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Figure 4.22 – Comparaison des champs de contraintes macroscopiques σXY à t=10 s pour 14,
5 et 1 domaines microscopiques par ruban
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– flux de convection avec l’air ambiant (H = 10 W.m−2.K−1, Text = 25̊ C) ;
– température imposée à l’extrémité inférieure du composite (Timp = 70̊ C).

Les conditions aux limites mécaniques sont les suivantes :

– symétries par rapport à l’axe Y ;
– encastrement à l’extrémité inférieure du composite.

En répétant ces opérations N fois, on simule le dépôt, le chauffage et le refroidissement de N
plis de préimprégné (figures 4.25 et 4.26). La longueur du ruban dans le sens de la dépose est

Figure 4.23 – Dépôt d’un pli

généralement d’environ 1 pouce, soit 2.54 cm. Cependant, on trouve également dans le commerce
des rubans de longueur 6 mm.
Afin de limiter les temps de calcul, nous considérons dans notre étude un ruban de longueur 6
mm. Ainsi, avec la condition de symétrie à l’extrémité gauche du composite, nous ne simulons
que le refroidissement d’une pièce de longueur 3 mm.
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Figure 4.24 – Dépot, chauffage et refroidissement d’un ruban de préimprégné
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Figure 4.25 – Dépot et chauffage d’un ruban de préimprégné sur le composite
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Figure 4.26 – Refroidissement d’un ruban de préimprégné sur le composite

Nous présentons ci-après les résultats de calcul obtenus pour la simulation du dépôt de 3
rubans de préimprégné, pour différentes séquences d’empilement :

– empilement de type [0̊ /90̊ /90̊ ]1
– empilement de type [90̊ /0̊ /90̊ ]1

4.2.1 Initialisation du calcul : choix du nombre et de l’emplacement des do-
maines microscopiques

Nous devons tout d’abord déterminer le nombre et l’emplacement des domaines microsco-
piques. Conformément aux conclusions de l’étude menée dans la section 4.1.4, nous nous limitons
à un nombre limité de domaines microscopiques par ruban. Dans la simulation, chaque ruban
comporte ainsi 5 domaines microscopiques (maillages CNEM indépendants). Ces 5 domaines
microscopiques sont disposés dans le ruban comme présenté sur la figure 4.27.
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Figure 4.27 – Emplacement des 5 domaines microscopiques dans le domaine macroscopique

Nous présentons dans la section suivante les résultats obtenus pour la séquence d’empilement
[0̊ /90̊ /90̊ ]1.

4.2.2 Séquence d’empilement de type 0̊ /90̊ /90̊

Dans une première section, nous présentons les résultats obtenus après le chauffage et le
refroidissement des 2 premiers rubans de préimprégné. Puis nous présentons les résultats obtenus
après le chauffage et le refroidissement du 3ème ruban de préimprégné

Dépôt, chauffage et refroidissement de 2 rubans de préimprégné

Nous présentons dans cette section les résultats de calcul obtenus après le dépôt de deux ru-
bans de préimprégné (figure 4.24). Nous présentons les résultats obtenus distinctement à l’échelle
macroscopique et à l’échelle microscopique.

a) Champ de contraintes à l’échelle macroscopique

Le champ de contraintes en début de phase de refroidissement, après un temps de refroidis-
sement t=1 s est représenté sur les figures 4.28 et 4.29. Comme on peut le constater, le champ
de contraintes est déjà élevé dans la pièce. Ceci s’explique par le fait que le refroidissement de
la pièce de composite est très rapide, comme le montre le champ de température pour un temps
de refroidissement de t=1 s (figure 4.40). Le champ de contraintes macroscopiques après 5 s est
représenté sur les figures 4.30 et 4.31.

Enfin, le champ de contraintes macroscopiques après 10 s de refroidissement est représenté
sur les figures 4.32 et 4.33.

Comme on le constate, le maximum des contraintes se forment très rapidement après le début
du refroidissement. En effet, la pièce de composite refroidit très vite. De plus, les maximums
de contrainte se forment aux extrémités libres de conditions aux limites (extrémité droite du
composite). Les courbes représentant les états de contraintes dans le sens de l’abscisse sont
données pour différentes ordonnées dans le composite sur les figures 4.34, 4.35, 4.36 et 4.37. Le
champ de température en fin de phase de refroidissement est donné sur la figure 4.40. Les champs
de température aux instants t=5 s et t=10 s de la phase de refroidissement sont représentés sur
les figures 4.38 et 4.39.

b) Champ de contraintes à l’échelle microscopique
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Figure 4.28 – Champ de contraintes σXX et σY Y au début de la phase de refroidissement

Figure 4.29 – Champ de contraintes σXY au début de la phase de refroidissement
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Figure 4.30 – Champ de contraintes σXX et σY Y à t=5 s

Figure 4.31 – Champ de contraintes σXY à t=5 s
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Figure 4.32 – Champ de contraintes σXX et σY Y à t=10 s

Figure 4.33 – Champ de contraintes σXY à t=10 s
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Figure 4.34 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 75 μm

Figure 4.35 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 150 μm
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Figure 4.36 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 225 μm

Figure 4.37 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 275 μm
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Figure 4.38 – Champ de température (̊ C) à t=1 s de la phase de refroidissement

Figure 4.39 – Champ de température (̊ C) à t=5 s de la phase de refroidissement

Figure 4.40 – Champ de température (̊ C) en fin de phase de refroidissement

182
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Dans cette section, nous étudions le champ de contraintes à l’échelle microscopique que nous
obtenons au cours de la phase de refroidissement des 2 rubans de préimprégné.

b-1) Calcul de l’incrément de contraintes microscopiques

Comme nous l’avons vu dans la section 1.5 et au chapitre 3 , nous devons calculer les incréments
de contraintes et de déformation à chaque pas de temps pour obtenir le champ de contraintes
globale dans le domaine. Le champ de contrainte obtenu pour un pas de temps du calcul micro-
scopique est représenté sur les figures 4.41, 4.42 et 4.43. Comme on peut le constater, les valeurs
de contrainte sont très faible pour un pas de temps donné.

Figure 4.41 – Incrément de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.42 – Incrément de contraintes σY Y à t=10 s

Nous allons maintenant examiner le champs de contraintes microscopiques obtenu dans le
ruban à fibres disposées à 0̊ .
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Figure 4.43 – Incrément de contraintes σXY à t=10 s

b-2) Champs de contraintes microscopiques dans le ruban à fibres à 0̊

Le champs de contrainte microscopique obtenu en fin de phase de refroidissement (t = 10 s)
dans les cellules microscopiques du ruban à fibres à 0̊ est représentés dans les domaines micro-
scopiques n̊ 3, n̊ 4 et n̊ 5.

b-2-1) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 3

Dans le domaine microscopique n̊ 3, le champ de contrainte obtenu est donné sur les figures
4.44, 4.45 et 4.46. Les valeurs sont maximales dans la cellule microscopique du centre. La fibre
présente globalement des valeurs de contraintes plus élevées. On observe une mise en compression
de la fibre et l’apparition de contraintes à l’interface fibre/matrice. Dans le cas de la contrainte
σXX (figure 4.44), on observe une mise en compression de la fibre et l’apparition de contraintes
à l’interface fibre/matrice.

Dans le cas de la contrainte σXY (figure 4.44), on observe bien le cisaillement.
Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan

médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.47.

b-2-2) Champ de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 4

Dans le domaine microscopique n̊ 4, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.48, 4.49 et 4.50.

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan médian
de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.51. L’allure des champs de contraintes
dans le domaine microscopique n̊ 4 montre l’influence notable qu’exercent les conditions aux
limites macroscopiques sur le champ de contrainte à l’échelle microscopique. en effet, les dépla-
cements macroscopiques dans cette zone de la pièce sont d’amplitude supérieure, du fait des
conditions aux limites mécaniques appliquées dans cette zone.
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Figure 4.44 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.45 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s
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Figure 4.46 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.47 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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Figure 4.48 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.49 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s
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Figure 4.50 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.51 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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b-2-3) Champ de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique micro-
scopique n̊ 5

Dans le domaine microscopique n̊ 5, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.52, 4.54 et 4.54.

Figure 4.52 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.53 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan
médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.55.

Comme on peut le constater, le champ de contraintes est le plus élevé dans le domaine mi-
croscopique n̊ 5. En effet, Les conditions aux limites macroscopiques en déplacement appliquées
au domaine 5 sont d’amplitude plus élevée. En effet l’ élément macroscopique parent est soumis
à une condition de symétrie suivant l’axe Y, tandis que le ruban placé au-dessus est libre de
conditions aux limites mécaniques.
Nous allons maintenant étudier le champ de contraintes microscopiques dans les domaines mi-
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Figure 4.54 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.55 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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croscopiques situés dans le ruban à fibres à 90̊ .

b-3) Champs de contraintes microscopiques dans le ruban à fibres à 90̊

Le champs de contraintes microscopiques obtenu en fin de phase de refroidissement (t = 10
s) dans les cellules microscopiques du ruban à fibres à 90̊ est donné dans les domaines micro-
scopiques n̊ 3, n̊ 4 et n̊ 5.

b-3-1) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 3

Dans le domaine microscopique n̊ 3, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.56, 4.57 et 4.58.

Figure 4.56 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.57 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s
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Figure 4.58 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

On observe une forte concentration de contraintes dans la cellule microscopique. Les courbes
représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan médian de la cellule
microscopique sont données sur la figure 4.59.

Figure 4.59 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s

b-3-2) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 4

Dans le domaine microscopique n̊ 4, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.60, 4.61 et 4.62.
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Figure 4.60 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.61 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Figure 4.62 – Champ de contraintes σXY à t=10 s
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Là encore on observe une forte concentration de contraintes dans la cellule microscopique.
Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan médian
de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.63.

Figure 4.63 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s

b-3-3) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 5

Dans le domaine microscopique n̊ 5, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.64, 4.65 et 4.66.

Figure 4.64 – Champ de contraintes σXX à t=10 s
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Figure 4.65 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Figure 4.66 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

L’allure de l’évolution des champs de contrainte en fonction de l’abscisse de la cellule micro-
scopique est donnée sur la figure 4.67.

Comme on peut encore le constater, le champ de contraintes est plus élevé dans les domaines
microscopiques 4 et 5. En effet, Les conditions aux limites macroscopiques en déplacement sont
d’amplitude plus élevées, car ces domaines microscopiques sont situés sur une frontière libre de
conditions aux limites mécaniques. Nous allons maintenant étudier les résultats obtenus après
le chauffage et le refroidissement du 3ème ruban de préimprégné.

Dépôt du 3ème ruban

Une fois que les deux rubans de préimprégné ont été refroidit aux conditions ambiantes, on
simule le dépôt, le chauffage et le refroidissement d’un 3ème ruban conformément au schéma
présenté sur les figures 4.25 et 4.26.
Le champ de température au début de la phase de refroidissement est représenté sur la figure
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Figure 4.67 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s

4.68. Nous présentons dans la section suivante le champ de contraintes macroscopiques obtenu

Figure 4.68 – Champ de température (̊ C) au début de la phase de refroidissement

au cours de la phase de refroidissement.

a) Champ de contraintes à l’échelle macroscopique

Le champ de contraintes en début de phase de refroidissement après un instant t=1 s est repré-
senté sur les figures 4.69 et 4.70. Comme on le voit, le champ de contraintes est déjà élevé dans
la pièce.

Comme on le constate sur les figures 4.69 et 4.70, les valeurs des contraintes dans les rubans
n̊ 1 et n̊ 2 sont inférieures aux valeurs en fin de refroidissement des deux rubans seuls. En
effet, il y a eu relaxation partielle des contraintes dans ces deux rubans du fait du chauffage
du 3ème pli, et du passage de la température dans ces zones au dessus de la température de
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Figure 4.69 – Champ de contraintes σXX et σY Y au début de la phase de refroidissement

Figure 4.70 – Champ de contraintes σXY au début de la phase de refroidissement
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relaxation des contraintes (environ 180 C̊). Le champ de contraintes macroscopiques après 5
s est représenté sur les figures 4.71 et 4.72. Enfin, le champ de contraintes macroscopiques

Figure 4.71 – Champ de contraintes σXX et σY Y à t=5 s

Figure 4.72 – Champ de contraintes σXY à t=5 s

après 10 s de refroidissement est représenté sur les figures 4.73 et 4.74. Comme on le constate,
le maximum des contraintes se forment très rapidement après le début du refroidissement. En
effet, la pièce de composite refroidit très vite.
Les courbes représentant les états de contraintes dans le sens de l’abscisse sont données pour
différentes ordonnées dans le composite sur les figures 4.75, 4.37, 4.76 et 4.77.

Le champ de température en fin de phase de refroidissement est donné sur la figure 4.80.
Les champs de température aux instants t=1 s et t=5 s de la phase de refroidissement sont
représentés respectivement sur les figures 4.78 et 4.79.

b) Champ de contraintes à l’échelle microscopique

Dans cette section, nous illustrons le champ de contraintes microscopiques que nous obtenons
au cours de la phase de refroidissement.

Nous allons maintenant examiner le champs de contraintes microscopiques obtenu dans le
ruban à fibres à 0̊ .

b-1) Champs de contraintes à l’échelle microscopique dans le ruban à fibres à 0̊

Le champs de contrainte microscopique obtenu en fin de phase de refroidissement (t = 10 s)
dans les cellules microscopiques du ruban à fibres à 0̊ est donné dans les domaines microsco-
piques 3, 4 et 5.
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Figure 4.73 – Champ de contraintes σXX et σY Y à t=10 s

Figure 4.74 – Champ de contraintes σXY à t=10 s
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Figure 4.75 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 150 μm

Figure 4.76 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 300 μm
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Figure 4.77 – Champs de contraintes à t=10 s et à l’ordonnée Y = 375 μm

Figure 4.78 – Champ de température (̊ C) à t=1 s de la phase de refroidissement
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Figure 4.79 – Champ de température (̊ C) à t=5 s de la phase de refroidissement

Figure 4.80 – Champ de température (̊ C) en fin de phase de refroidissement
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b-1-1) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 3

Dans le domaine microscopique n̊ 3, le champ de contrainte obtenu est donné sur les figures
4.81, 4.82 et 4.83.

Figure 4.81 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.82 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan
médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.84.

b-1-2) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 4

Dans le domaine microscopique n̊ 4, le champ de contrainte obtenu est donné sur les figures
4.85, 4.86 et 4.87.

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan
médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.88.
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Figure 4.83 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.84 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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Figure 4.85 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.86 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s
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Figure 4.87 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.88 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s

206
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b-1-3) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 5

Dans le domaine microscopique n̊ 5, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.89, 4.91 et 4.91.

Figure 4.89 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.90 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan mé-
dian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.92. Comme on peut le constater,
le champ de contraintes est plus élevé dans les domaines microscopiques 4 et 5. En effet, Les
conditions aux limites macroscopiques en déplacement sont d’amplitude plus élevées, car ces
domaines microscopiques sont à la frontière d’un domaine où une condition de symétrie suivant
l’axe X est imposée.
Nous allons maintenant étudier le champ de contraintes microscopiques dans les domaines mi-
croscopiques situés dans le ruban à fibres à 90̊ .
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Figure 4.91 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.92 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s

208
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b-2) Champs de contraintes microscopiques dans le ruban n̊ 2 à fibres à 90̊

Le champs de contraintes microscopiques obtenu en fin de phase de refroidissement (t = 10
s) dans les cellules microscopiques du ruban à fibres à 90̊ est donné dans les domaines micro-
scopiques 3, 4 et 5.

b-2-1) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 3

Dans le domaine microscopique n̊ 3, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.93, 4.94 et 4.95.

Figure 4.93 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.94 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan
médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.96.
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Figure 4.95 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.96 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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b-2-2) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 4

Dans le domaine microscopique n̊ 4, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.97, 4.98 et 4.99.

Figure 4.97 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.98 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan
médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.100.

b-2-3) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique mi-
croscopique n̊ 5

Dans le domaine microscopique n̊ 5, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.101, 4.102 et 4.103.
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Figure 4.99 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.100 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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Figure 4.101 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.102 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

213



Chapitre 4. VALIDATION ET APPLICATION DE LA METHODE

Figure 4.103 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Les courbes représentant l’allure des champs de contrainte le long de l’abscisse du plan
médian de la cellule microscopique sont données sur la figure 4.104. Comme on peut le constater,

Figure 4.104 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s

le champ de contraintes est plus élevé dans les domaines microscopiques 4 et 5. En effet, Les
conditions aux limites macroscopiques en déplacement sont d’amplitude plus élevées, car ces
domaines microscopiques sont situés sur une frontière comportant une condition de symétrie
suivant l’axe X.
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b-3) Champs de contraintes microscopiques dans le ruban n̊ 3 à fibres à 90̊

Le champs de contraintes microscopiques obtenu en fin de phase de refroidissement (t = 10
s) dans les cellules microscopiques du ruban à fibres à 90̊ qui vient d’être déposé est donné dans
les domaines microscopiques 3, 4 et 5.

b-3-1) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 3

Dans le domaine microscopique n̊ 3, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.105, 4.106 et 4.107.

Figure 4.105 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.106 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

b-3-2) Champs de contraintes microscopiques dans le domaine microscopique n̊ 4
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Figure 4.107 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Dans le domaine microscopique n̊ 4, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.108, 4.109 et 4.110.

Figure 4.108 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

b-3-3) Champs de contraintes microscopiques dans domaine microscopique n̊ 5

Dans le domaine microscopique n̊ 5, le champ de contraintes obtenu est donné sur les figures
4.111, 4.112 et 4.113. L’allure des champs de contrainte en fonction de l’abscisse du plan médian
de la cellule microscopique est donnée sur la figure 4.114. Comme on peut le constater, le champ
de contraintes dans les domaines microscopiques 4 et 5 est le plus élevé de l’ensemble des do-
maines microscopiques. En effet, Les conditions aux limites macroscopiques en déplacement sont
d’amplitude plus élevées, car ces domaines microscopiques sont situés sur une frontière libre.
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Figure 4.109 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s

Figure 4.110 – Champ de contraintes σXY à t=10 s
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Figure 4.111 – Champ de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.112 – Champ de contraintes σY Y à t=10 s
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Figure 4.113 – Champ de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.114 – Champ de contraintes σXX , σY Y et σXY à t=10 s
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Conclusions

Les valeurs de contraintes à l’échelle microscopique sont fortement dépendantes des condi-
tions aux limites. Les valeurs maximales des contraintes sont obtenues pour les domaines mi-
croscopiques situés dans des zones où une condition aux limite mécanique est appliquée. Nous
étudions maintenant les contraintes générées pour un empilement du type [0̊ /90̊ /90̊ ]1.

4.2.3 Séquence d’empilement de type 90̊ /0̊ /90̊

Nous étudions la formation des contraintes résiduelles dans un composite [0̊ /90̊ /90̊ ]1.

a) Comparaison des champs de contraintes à l’échelle macroscopique entre les em-
pilements 0̊ /90̊ /0̊ et 0̊ /90̊ /90̊

Dans ce type d’empilement, du fait de l’anisotropie entre les rubans n̊ 2 (à fibres à 0̊ ) et n̊ 3
(à fibres à 90̊ ), l’état de contraintes macroscopiques dans la pièce doit être plus élevé que dans
le cas d’un empilement [0̊ /90̊ /90̊ ]1 comme vu précédemment.
On a représenté la comparaison des états de contrainte obtenu en fin de refroidissement dans
les trois rubans entre les séquences d’empilement [0̊ /90̊ /90̊ ]1 et [90̊ /0̊ /90̊ ]1 sur les figures
4.115, 4.116 et 4.117. On observe bien un état de contrainte d’amplitude supérieure pour ce

Figure 4.115 – Comparaison des champs de contraintes σXX à t=10 s

type d’empilement.
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Figure 4.116 – Comparaison des champs de contraintes σY Y à t=10 s

Figure 4.117 – Comparaison des champs de contraintes σXY à t=10 s
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b) Comparaison des champs de contraintes à l’échelle microscopique entre les em-
pilements 0̊ /90̊ /0̊ et 0̊ /90̊ /90̊

b-1) Champ de contraintes microscopiques dans le ruban n̊ 1 (fibres à 90̊ )

Les comparaisons des champs de contraintes microscopiques entre les séquences d’empilement
[90̊ /0̊ /0̊ ]1 et [0̊ /90̊ /0̊ ]1 sont données sur les figures 4.118, 4.119 et 4.120.

Figure 4.118 – Comparaison des champs de contraintes σXX à t=10 s

b-2) Champ de contraintes microscopiques dans le ruban n̊ 2 (fibres à 0̊ )

Les comparaisons des champs de contraintes microscopiques entre les séquences d’empilement
[90̊ /0̊ /0̊ ]1 et [0̊ /90̊ /0̊ ]1 sont données sur les figures 4.121, 4.122 et 4.123.

b-3) Champ de contraintes microscopiques dans le ruban n̊ 3 (fibres à 90̊ )

Les comparaisons des champs de contraintes microscopiques entre les séquences d’empilement
[90̊ /0̊ /0̊ ]1 et [0̊ /90̊ /0̊ ]1 sont donnés sur les figures 4.124, 4.125 et 4.126.

Conclusions

Les états de contraintes macroscopiques et microscopiques présentent des valeurs plus élevées
dans la séquence d’empilement [90̊ /0̊ /90̊ ]1 que dans la séquence d’empilement [0̊ /90̊ /90̊ ]1.
Ceci est du à l’anisotropie plus forte induite par la séquence d’empilement.
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Figure 4.119 – Comparaison des champs de contraintes σY Y à t=10 s

Figure 4.120 – Comparaison des champs de contraintes σXY à t=10 s
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Figure 4.121 – Comparaison des champs de contraintes σXX à t=10 s

Figure 4.122 – Comparaison des champs de contraintes σY Y à t=10 s
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Figure 4.123 – Comparaison des champs de contraintes σXY à t=10 s

Figure 4.124 – Comparaison des champs de contraintes σXX à t=10 s
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Figure 4.125 – Comparaison des champs de contraintes σY Y à t=10 s

Figure 4.126 – Comparaison des champs de contraintes σXY à t=10 s
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4.2. Simulation du dépôt multiples de plis

4.2.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord étudié la validation de notre méthode. L’étude
de l’influence du raffinement des maillages sur les états de contraintes microscopiques a montré
qu’un nombre raisonnable de noeuds des domaines intermédiaire et de la cellule microscopique
pouvait être utilisé pour les simulations. La méthode d’homogénéisation des propriétés ther-
momécaniques du matériau a de plus été validée. Les effets de la vitesse de refroidissement,
de l’anisotropie de l’empilement et des conditions aux limites appliquées au domaine sur les
contraintes à l’échelle microscopique a de plus été étudié. De plus, l’étude de l’influence du
nombre de domaines microscopiques sur l’état de contrainte à l’échelle macroscopique. a montré
qu’avec le type de modélisation utilisé, c’est à dire sans prise en compte de modèle de suivi de
front, le nombre de domaines microscopiques utilisé par ruban avait peu d’influence sur l’état
de contrainte à l’échelle macroscopique. Enfin, la simulation du dépôt multiple de plis a montré
tout le potentiel de la méthode pour prédire et analyser la formation des contraintes résiduelles
aux échelles microscopique et macroscopique, lors du procédé ATP. La méthode développée peut
de plus être aisément appliquée à d’autres types de procédé de mise en forme des composites
thermoplastiques, comme par exemple le procédé d’enroulement filamentaire [Shi97].
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Nos travaux se sont intéressés à la modélisation de l’apparition des contraintes résiduelles
dans le procédé d’empilement par soudage et consolidation en continu développé dans l’industrie
aéronautique. Ce procédé a la particularité de présenter des temps caractéristiques de chauffe du
matériau de l’ordre de la seconde, ce qui est très court par rapport aux procédés classiques tels
que la consolidation en autoclave. Dans les conditions standard d’élaboration, les pièces réalisées
par ce type de procédé sont le siège d’importantes contraintes résiduelles. L’ignorance de leur ori-
gine et développement est un frein important à la validation industriel de ce procédé prometteur.

Dans cette perspective, l’originalité de notre étude a été de développer une méthode de mo-
délisation multi-échelle et multi-physique permettant une modélisation couplée aux échelles ma-
croscopiques et microscopiques du phénomène de l’apparition des contraintes résiduelles au cours
du procédé.

La méthode de modélisation développée permet de réaliser une description simultanée aux deux
échelles microscopique et macroscopique des contraintes résiduelles, tout en réalisant un cou-
plage entre les deux échelles :

– l’échelle microscopique apporte à l’échelle macroscopique les propriétés thermomécaniques
homogénéisées du matériau à chaque pas de temps ;

– l’échelle macroscopique apporte à l’échelle microscopique les conditions aux limites (tempé-
ratures, déplacements), qui permettent de déterminer le champ de température, le champ
de déformation et de contrainte au cours du temps à l’échelle microscopique.

Les résultats obtenus en terme de validation et d’application de la méthode au procédé d’em-
pilement par chauffage et consolidation en continu sont satisfaisants et encourageants.

Ce modèle, qui simule le dépôt, la phase de chauffage et la phase de refroidissement succes-
sifs de rubans de préimprégné, prend en compte les échanges de chaleur par conduction et par
convection ainsi que les phénomènes de cristallisation et de fusion du matériau via deux termes
sources. La méthode peut cependant être aisément appliquée à d’autres types de procédé de mise
en forme des composites thermoplastiques (par exemple le procédé d’enroulement filamentaire).

La modélisation du procédé a été faite en 2D et avec l’hypothèse des déformations planes.
Nous n’avons pas eu à disposition les ressources et les résultats expérimentaux nécessaires pour
comparer rigoureusement les résultats obtenus par notre modélisation du procédé et les résul-
tats expérimentaux, en terme de contrainte résiduelle. De plus, notre modèle ne prend pas en
compte le suivi du front de solidification dans le matériau au cours du procédé. Or l’essentiel
des variations des propriétés thermomécaniques du matériau au cours du procédé se font dans
le voisinage du front de solidification. La méthode que nous avons développé pourrait être ainsi
enrichie par un modèle de suivi du front de solidification (par exemple du type « level-set»).
Nous pouvons ainsi imaginer un modèle de suivi du front de solidification prenant en compte
le déplacement des domaines microscopiques avec le déplacement du front de solidification à
l’échelle macroscopique. De plus, pour prendre en compte le phénomène de recuit dû à la dépose
des bandes adjacentes ou étendre la simulation à la fabrication de pièces de géométrie complexe,
un modèle 3D serait nécessaire. Dans cette perspective, nous pouvons nous concentrer sur le
développement en 3D de la méthode des éléments naturels contraints (CNEM) qui a été étudié
récemment [Ill08]. Par ailleurs, nous n’avons pas exploité les méthodes de réduction en temps
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développées récemment par Ryckelynck [Ryc05]. Le passage en 3D de la méthode de modélisa-
tion développée, particulièrement exigeant en terme de temps de calcul, en serait ainsi facilitée.
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Travaux issus de l’étude

Revues internationales à comité de lecture :

Chinesta F., Ammar A., Lemarchand F., Beauchêne P., Boust F., Alleviating mesh constraints :
model reduction, parallel time integration and high resolution homogenization, Computer Me-
thods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 197, No. 5, pp. 400-413, 2008.

Lemarchand F., Beauchêne P., Laine B., Chinesta F., A multi-scale method to predict residual
stress appearance in the process of on-line consolidation of thermoplastic composites, Internatio-
nal Journal of Forming Processes, Vol. 10, No. 4, pp. 471-498, 2007.

Congrès avec acte :

Chinesta F., Lemarchand F., Beauchêne P., Multi-scale thermomechanical simulation in
composite forming processes, Actes des VIIèmes World Conference in Computational Mecha-
nics (WCCM VII), Los Angeles, Californie, USA, 16-22 Juillet 2006.

Lemarchand F., Beauchêne P., Chinesta F., Modeling of residual stress appearance in the
process of on-line consolidation of thermoplastic composites, Actes des 10èmes ESAFORM Confe-
rence on Material Forming Saragosse, Espagne, 18-20 Avril 2007.

Lemarchand F., Beauchêne P., Chinesta F., Modélisation de l’apparition des contraintes ré-
siduelles dans le procédé d’empilement par soudage et consolidation en continu de composites
thermoplastiques, Actes des XVèmes Journées Nationales des Composites (JNC15), Marseille,
France, 6-8 juin 2007.

Lemarchand F., Beauchêne P., Chinesta F., Méthode de calcul multi-échelle pour prédire l’ap-
parition des contraintes résiduelles dans le procédé d’empilement par soudage et consolidation
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en continu de composites thermoplastiques, Actes des XVIIIèmes Congrès Français de Mécanique,
Grenoble, France, 27-31 août 2007.

Chinesta F., Ammar A., Lemarchand F., Beauchêne P., Boust F., Advanced Multiscale Model-
ling of Composite Welding Processes ; MATERIALS PROCESSING AND DESIGN ; Modeling,
Simulation and Applications ; NUMIFORM ’07 ; Proceedings of the 9th International Conference
on Numerical Methods in Industrial Forming Processes. AIP Conference Proceedings, Vol. 908,
pp. 289-294, 2007.
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[BBA94] C. Bas, P. Battesti, and N. D. Albérola. Journal of Applied Polymer Science,
53 :1745–1757, 1994.

[BBG01] M. Bornert, T. Bretheau, and P. Gilorimini. Homogénéisation en mécanique des
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le procédé d’empilement par soudage et consolidation en continu de composites
thermoplastiques. In 18ème Congrès Français de Mécanique, 27-31 août 2007,
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ments naturels pour la simulation numérique des procédés de mise en forme. Thèse
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ETUDE DE L’APPARITION DES CONTRAINTES RESIDUELLES 
DANS LE PROCEDE D’EMPILEMENT PAR SOUDAGE ET 

CONSOLIDATION EN CONTINU DE COMPOSITES 
THERMOPLASTIQUES 

 
RESUME: Nos travaux se sont intéressés à la modélisation de l'apparition des contraintes 
résiduelles dans le procédé d'empilement par soudage et consolidation en continu développé dans 
l'industrie aéronautique. Dans les conditions standard d'élaboration, les pièces réalisées par ce 
type de procédé sont le siège d'importantes contraintes résiduelles. L’ignorance de leur origine et 
développement est un frein important à la validation industriel de ce procédé prometteur. Dans 
cette perspective, l'originalité de l’étude a été de développer une méthode de modélisation 
numérique multi-échelle et multi-physique permettant de réaliser une modélisation couplée aux 
échelles macroscopique et microscopique du phénomène de l'apparition des contraintes 
résiduelles, au cours du procédé. L’échelle microscopique, décrite à l’aide de la méthode des 
éléments naturels contraints (CNEM), apporte à l'échelle macroscopique les propriétés 
thermomécaniques homogénéisées du matériau à chaque pas de temps. L’échelle macroscopique 
apporte à l'échelle microscopique les conditions aux limites (températures, déplacements), qui 
permettent de déterminer les champs de température, de déformation et de contrainte 
microscopiques dans le matériau au cours du temps. Les résultats obtenus en terme de validation 
et d'application de la méthode au procédé d'empilement par chauffage et consolidation en continu 
sont satisfaisants et prometteurs. La méthode développée peut de plus être aisément appliquée à 
d'autres types de procédé de mise en forme des composites thermoplastiques. 

 
Mots-clés : modélisation numérique, méthode des éléments naturels contraints (CNEM), 
composite carbone/PEEK, soudage en continu, modélisation multi-échelle, méthode multi-pas en 
temps, homogénéisation, décomposition orthogonale propre 

 
STUDY OF RESIDUAL STRESS APPEARANCE IN THE PROCESS 

OF ON-LINE CONSOLIDATION OF THERMOPLASTIC 
COMPOSITES 

 
ABSTRACT : The automated two placement process developed in the aircraft industry is an 
emerging technique for manufacturing continuous fiber-reinforced thermoplastic parts. Our 
objective is to model the appearance of residual stress in the process. The originality of the study 
was to develop a multi-scale and multi-physics numerical modeling allowing a coupling between 
the two scales in order to model the residual stress appearance during the process. The 
microscopic level, which is described by the constrained natural elements method (CNEM), 
provides the macroscopic scale the thermomechanical properties of the homogenized material at 
each time step. The macroscopic scale provides the microscopic scale the boundary conditions 
(temperatures, displacements), which allow to determine the temperature, strain and stress 
microscopic fields during the process. The results in terms of validation and implementation of the 
method to the automated two placement process are satisfactory and promising. The developed 
numerical method can moreover be easily applied to other types of forming processes of 
thermoplastic composites. 

 
Keywords : numerical modeling, constrained natural elements method (CNEM), carbone/PEEK 
composite, continuous welding, multi-scale modeling, multi-step method in time, homogenization, 
proper orthogonal decomposition  


