N
N

N

HAL

open science

Application de la géométrie différentielle des groupes de
Lie a la dynamique non linéaire des milieux curvilignes

Ibrahim Alame

» To cite this version:

Ibrahim Alame. Application de la géométrie différentielle des groupes de Lie & la dynamique non
linéaire des milieux curvilignes. Géométrie différentielle [math.DG]. Ecole Nationale des Ponts et

Chaussées, 1992. Frangais. NNT: . pastel-00568707

HAL 1Id: pastel-00568707
https://pastel.hal.science/pastel-00568707
Submitted on 23 Feb 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://pastel.hal.science/pastel-00568707
https://hal.archives-ouvertes.fr

3033}
NS 13S 44 (4,

(&} DES PONTS ET CHAUSSEES \><

THESE DE DOCTORAT

Spécialité : Mathématiques et informatique
Présentée par Ibrahim ALAME
pour obtenir le titre de
Docteur de I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées

sur le sujet:

APPLICATION DE LA GEOMETIE DIFFERENTIELLE
- DES GROUPES DE LIE A LA

DYNAMIQUE NON LINEAIRE DES MILIEUX CURVILIGNES

soutenue le 14 Décembre 1992 devant le jury composé de :

Président : M Charles MARLE
Rapporteurs : MM Alain RIGOLOT
Maurice LEMAIRE

Examinateurs : MM Bernard HALPHEN
Dominique CHEVALLIER
Pierre GERMAIN-LACOUR

T
0%






Application de la géométrie différentielle des
groupes de Lie a la dynamique non linéaire des
milieux curvilignes

[brahim ALAME






Table des matieres

Remerciements

6 Introduction

Partie I Outils mathématiques

1 Rappels mathématiques
1.1 Géométrie affine euclidienne . . . . ... . ... ... ... .. o 0.
1.1.1 Espace affine; Applications affines

1.1.2 Repérejorientation . . . ... ... .. .. ...

1.1.3 Isométries; déplacements

1.2  Géométrie différentielle
1.2.1 Définitions . . . . . .. e e e e

1.2.2 Applications de classe C*

1.2.3 Espace tangent; Fibré . . . . . . . ... o oo

1.2.4 Application linéaire tangente & un morphisme

1.2.5 Dérivée de Lie; Crochet de Lie

1.3 Géomeétrie Riemannienne
1.3.1 Notions de base

1,32 Conmexions . . . . . v it i i e e e e e e e e e e

1.4 Groupes et algebres de Lie
141 Groupesdelie . ... ... ... .. .. .. ... o,

1.4.2 Algebre de Lie d'un groupe de Lie

1.4.3 Application exponentielle . ... ... ... ... ... ... . ....

1.44 Action d’un groupe de Lie sur une variété différentiable

...................

..............................
........................

.............
.....................
............................

..............................
............................

2 Le groupe des déplacements euclidiens D
2.1 L’algebre Eq(S) des distributeurs
2.1.1 Torseur et cOtOrSEUT . . . . v .« . v v v i i e e e e

2.1.2 Moment d’un distributeur

2.2 Le groupe D

........................

....................................



V) Table des matiéres

221 Lalgébrede Lied . .. . .. ... ... 40

2.2.2 L’application exponentielle du groupe ® . ... ... ... .. ... 43

3 La formule de Campbell-Hausdor{f 61
3.1 Imtroduction .. . . . . . . . . . . .. i e e e e 61
3.2 Premiére simplification : composition d’un déplacement avec une translation 62
3.3 Casgénéral . . . . . . . .. e e e e e e 67
Partie II Mécanique des solides et des milieux curvilignes 71
4 Meécanique du solide rigide (approche hexadimensionnelle) 73
4.1 Introduction. . . . . . . . . .. e e e 73
4.2 Cinématiquedusoliderigide . ... ... ... .. ... ... . ... 74
4.3 Structure riemanniennedeS. . . .. ... .. ... 0L 0. 78
4.4 Massedlunsolide . . .. .. . . . . ... . L e 81
4.5 Schématisation des efforts extérieurs . .. .. ... ... ... ... ..... 81
4.6 Le principe fondamental de la dynamique .. ... ... ... ... ..... 84
4.7 La cinématique du solide en petites perturbations ... ... ........ 87

5 Meécanique des milieux curvilignes 89
51 Infroduction . . .. . .. . . . . . . e 39
5.2 Modélisation . . . . ... e e e e 90
5.3 Conservationdelamasse . ... .. ... .. ... 0. 92
5.4 Les équations du mouvement . . .. ... ... . ... ... 0., 93
5.5 Application . . . . ... ... 7
5.5.1 Equilibre d’un arc de milieu curviligne dans ’espace . . . ... ... 98

5.5.2 Equilibre d’un arc plan de milien curviligne chargé dans son plan . . 100

5.5.3 Equilibre d'un fil parfaitement flexible, sous I'action de son poids . . 101

5.6 Développement des équations lagrangiennes . . . . . . . ... ... ..... 103

8 Loi de comportement non linéaire des milienx curvilignes 105
6.1 Introduction. . .. . ... .. .. . ... . e 105
6.2 Formulation thermodynamique . .. ... ... ... ... .......... 105
6.2.1 Equation delénergie . . . .. ... .. ... ... ... ... ... 106

6.2.2 Inégalité fondamentale . . . . ... .. ... ... oo L., 108

6.3 Hypothése deVélasticité . . . .. ... ... .. ... ... .. ........ 109
6.4 Laloi de comportement . . ... .. ... .. ... ... .. ... ..., 109
6.4.1 Définition . . .. ... .. L e 109

6.4.2 Principe d’objectivité . . ... ... ... . oo L. 110

6.4.3 Obtention de laloi de comportement . . . . ... ... .. ...... 113

6.4.4 Loi de comportement non-linéaire . . . ... .. ... ........ 116

6.5 Un modele de loi de comportement linéaire

..................



B.6 Equation 6

....................................

Table des matiéres 3
Partie IIT Analyse numérique des milieux curvilignes 121
7 Résolution numérique des équations des cables 123
7.1 Imtroduction . . . . . . . .. L e e e e 123
7.2 Discrétisation en temps: méthode de différences finies . . .. . ... .. .. 123
7.2.1 Le probleme variationmel . . . . .. .. L o oL oL L, 123
7.2.2 Approximation par différences fintes . . .. . . ..., 125
7.2.3 Résolution du probléme non-linéaire . . . . . . ... ... ... ... 128

7.3 Discrétisation en espace: méthode d’éléments finis . . . ... ... ... .. 134
7.3.1 Discrétisation d’un milieu curviligne . . .. . .. ... ... ... .. 134

7.3.2 Approximation . . . . . . .. ... e e e e 137
7.3.3 La méthode des élémentsfinis . . . . . ... ... ... .. ...... 139

7.4 Mise en oceuvre informatique . . . . . . ... ... Lo oL 142
7.4.1 Calculs élémentaires . . . . . . . ... L. L e 142

7.5 Algorithme .. .. . ... 147
L’usure des faisceaux des robots de soudage 149
8.1 Positionduprobleme . . . . .. ... .. .. 149
8.1.1 Traitement du probleme . . . . .. .. ... .. ... L. 150
8.1.2 Etudestatique . ... . ... .. .. .. ... e 152
8.1.3 Etude de quelques mouvements simples a 1'extrémité libre A .. 157
Conclusions 169
Les Quaternions 171
Al Définition . . . . . . . e e e e e 171
A.2 Les quaternions vectoriels et SO(3) . . .. .. ... .. .. ... ... 172
A3 Lesnombres duaux . . . . o . . o v it e e e e e e e e e 173
A4 Lagéométrieduale . . . . ... . ... ... L e 175
Equations générales des cibles devéloppées par MACSYMA 177
B.l Equation 1 .. ... . . ... e e e e e 177
B2 Equation2 .. .. . .. ... e e e e 178
B.3 Equation3 . . .. . . ... . e e e e 179
B4 Equationd .. .. . ... e e e 180
B.S Equation b .. .. . ... e e e e e 181



Table des matiéres




Remerctements

Que Monsieur le professeur Dominique CHEVALLIER regoive ici, mes sincéres re-
merciements pour avoir accepté de m’encadrer et pour sa totale disponibilité.

Je suis trés reconnaissant au Professeur Charles MARLE, qui me fait Uhonneur de
présider mon jury de thése.

Je désire témoigner de ma profonde et respectueuse gratitude ¢ Monsieur le professeur
Bernard HALPHEN, pour les précieuz conseils qu’il m’a donnés et les encouragements
constants qu’il m’a prodigués. Qu’il veuille bien accepter ici mes plus vifs remerciements.

Que Messieurs les professeurs Maurice LEMAIRE et Alain RIGOLOT, qui ont bien
voulu rapporier cette these, trouvent ici ezpression de ma respectueuse reconnaissance.

Je tiens d témoigner toute ma reconnaissance ¢ Monsieur Pierre GERMAIN LA-
COUR, pour avoir accepté de faire partie de cc jury et pour toute l’attention qu’il m’a
accordé.

Je me sens trés redevable auprés de Messieurs Nicolas BOULEAU et Stéphane
JAFFARD ancien et actuel Directeurs du Centre d’enseignement et de Recherche en
Mathématiques Appliquées pour ambiance si propice i la recherche que j’ai pu y trouver
et pour les trois trés bonnes et si fructueuses années que j’ai passées dans leur centre.

Que Monsieur Hervé MATHIEU, Directeur de la recherche & IEcole Nationale des
Ponts et Chaussées soit associé a ces remerciements car je sais bien gue sans so bienveil-
lante atlention cette thése naurait pas pu voir le jour.



Table des matiéres




Résumé

L’objectif de cette thése est ’étude du comportement dynamique des milieux curvilignes,
en grands déplacements. Ce qui introduit une source de non linéarité géométrique qui se
manifeste dans le terme d’inertie ainsi que dans le terme de rigidité. Le milien curviligne
considéré est modélisé par une suite continue de sections rigides lies par des milieux
8lastiques de masse nulle. On n’introduit ancune hypothese simplificatrice dans la de-
scription des efforts intérieurs. Dans le modele proposé, nous pouvons introduire une
loi de comportement élastique non linéaire ce qui rajoute une deuxieme source de non
linéarité.

On utilise ici comme outil fondamental le formalisme de la géométrie différentielle
des groupes de Lie, ceci permet une écriture simple et condensée des équations de la
dynamique et facilite leur traitement numérique. Les équations sont résolues par un algo-
rithme numérique élaboré dans le méme formalisme ce qui évite V'utilisation “lourde” des
paramétres de coordonnées.

Enfin, les résultats obtenus sont appliqués & deux exemples concrets : le premier
d’origine industrielle concerne le comportement du faisceau de cibles robotiques, le
deuxidme issu du Génie parasismique traite du comportement dynamique de grands
batiments.

Abstract

The aim of this work is the study of the dynamic behavior of cables, in the assumption of
large displacements, which introduces a geometrical non linearity appearing in the inertial
term and in the rigidity term. The cable is modelled by a succession of rigid sections
linked to each other by an elastic medium without mass. No assumption is made for the
sake of simplicity in the description of internal forces. In the proposed model, a non linear
elastic behavior law may be introduced, that would involve a new non linear term.

Differential geometry of Lie groups allows us to obtain a simple and compact writing of
dynamic equations and makes the numerical processing easier. The equations are solved
by a numerical algorithm written in the same manner as the equations, and this avoids
large computations and the requirements for high storage.

Finally, the proposed model is applied to two concrete examples ; the first, taken from
industrial world treats the problem of the dynamics of robotic cables, the second, from
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civil engineering, deals with vibrations of tall buildings.



Chapitre 0

Introduction

De nombreux solides utilisés dans la pratique des constructions (civiles, industrielles,
navales aéronautiques, robotiques, etc.) ont une forme élancée. Il doit donc étre pos-
sible, en adaptant un point de vue plus macroscopique que celui de la mécanique de
milieux continus tridimensionnels, d’en faire I’étude mécanique en les décrivant de facon
unidimensionnelle suivant une courbe directrice.

Les modeles proposés dans la littérature pour prendre en compte simultanément flex-
ion, torsion et grands déplacements, dans une mise en équation générale de la dynamique
des cibles, sont trés souvant incompléts.

On trouve, en effet, principalement dans la littérature : soit des schématisations & nom-
bre fini de degrés de liberté (cf[12]), soit des modélisations trés simplifiées par 'utilisation
de milieux continus curvilignes tels que les fils inextensibles sans raideur et par négligence
d’une partie des phénomeénes (flexion, torsion...) (¢f [59, 29]). Beaucoup découplent ar-
tificiellement flexion et torsion, ou introduisent un angle de torsion et ne peuvent plus
prendre en compte correctement les conditions aux limites (cf [6]), ou sortent du cadre
hyperélastique et n’admettent ni potentiel élastique ni formulation variationnelle {cf [66]).

Or il est ici nécessaire de prendre en compte a priori tous ces phénomenes afin de
mieux les représenter et de contrdoler au mieux les simplifications et les approximations
q’une résolution numérique ne manquerait pas d’impliquer. C’est pourquoi nous nous
sommes attachés & mettre en oeuvre une écriture générale des équations non linéaires
de la dynamique des milieux curvilignes.

La mécanique des milieux curvilignes parait 3 premiére vue comme un sujet "démodé et
épuisé”, alors que cette branche de la mécanique est presque réduite 2 la théorie des poutres
en petites déformations (RDM) et & la dynamique des fils sans raideur (corde vibrante)
(¢f [59]). En robotique, par exemple, le manque d’une étude sérieuse de la dynamique
non linéaire des cables pose de nombreux problemes : les faisceaux des robots de soudage
par point, pour lesquels il faut acheminer eau, air et électricité jusqu’a la pince, sont
tres sollicités et s’usent rapidement. Ce qui implique des remplacements anormalement
fréquents et donc des coiits de maintenance élevés (cf [36]). Cette situation devient donc
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préoccupante, compte tenu du nombre de robots utilisés.

Un céible est par définition un solide tridimensionnel élancé. Une modélisation unidi-
mensionnelle consiste a considérer la section transversale comme un solide rigide pouvant
se déplacer avec 6 degrés de liberté et c’est la seule hypothése que l'on fait ici. En
conséquence, I'orthogonalité de la section transversale a la courbe directrice (hypothese
de Navier-Bernoulli) n’est pas exigée.

L’cbtention par la méthode classique des équations de la dynamique des cables est tres
difficile. Elle conduit & des systémes d’équations trés volumineux qui rempliraient plusieurs
pages (cf [44]). Le choix des paramétres (angles d’Euler ou autres) est le point faible de
cette méthode car elle fait appel a Pintuition et au savoir-faire. L originalité de ce travail
est donc une écriture condensée des équations de la dynamique ne fait apparaitre que les
opérations intrinséques 3 1’aide d’un nouveau formalisme lié a la géométrie différentielle des
groupes de Lie. Ce formalisme mathématique nouveau, trés peu connu de mécaniciens’
permet Pexpression de la dynamique sans recourir aux décompositions en éléments de
réduction et au calcul vectoriel tridimensionnel. Tout le calcul algébrique et différentiel
nécessaire tient alors en quelques régles trés simples qui englobent dans un calcul unique
de niveau supérieur 'ensemble du calcul vectoriel tridimensionnel nécessaire. De plus,
Uinterconnexion entre le calcul différentiel et la structure algébrique apparait de facon
particulierement nette (cf [17}).

Les notions “classiques” de la mécanique des corps rigides (position, vitesse,
accélération, puissance, énergie et le principe fondamental) sont développées tout au long
de la deuxiéme partie, au travers de la méthode de Lie. Voici donc un bref résumé de cette
démarche :

¢ position : la transformation qui fait passer un solide d’une configuration de référence
r A sa configuration actuelle s(t) est une application affine conservant les distances
et 'orientation, donc c’est une isométrie directe ou “déplacement”. L’ensemble des
déplacements D est un groupe pour la loi de composition des applications o.

¢ Le mouvement d'un solide peut &tre décrit par une application ¢ — D(t) de R dans
b, Cette application est au moins de classe C* puisque D est un groupe de Lie,
c’est & dire, un groupe muni d’une structure différentielle compatible avec la loi
de composition interne o. Soit D son algébre de Lie qui dans le cas d’un groupe
quelconque de Lie est défini comme l'espace tangent au groupe en I’élément neutre
muni du crochet de Lie. Dans le cas du groupe D, 0 s’identifie 4 'espace vectoriel
des champs équiprojectifs muni du crochet de Lie :

x,¥l(m) = w, Ay{(m) —w, Ax(m) (0.1)

!La premitre apparition d'une telle approche est trouvée chez les fréres E et F. Cosserat entre 1905
et 1910 2 la suite de calculs pénibles (cf{23]). V. Arnold (1966) utilisant les idées de G. Birkhoff (1955)
a aussi étudié la dynamique sur un groupe puis tenté de généraliser cette méthode au cas des milieux
continus mais sans grand succes (cf [10].
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e La vitesse d’une solide v = 42 est un vecteur de TpID, espace tangent a D en D. Les

représentations eulérienne et Iagranglenne de la vitesse v® et v° sont les translatées
a gauche et & droite de v par D : v® = D~ ”D et v¢ = ‘”’ - D1 ; ce sont les vitesses
respectivement par rapport au corps et par rapport al espa,ce de reférence du solide.

¢ Traditionellement pour représenter la puissance on utilise la notion de comoment de

deux torseurs : torseur des moments des efforts extérieurs M (M(P) = M(O) +
= . — _—
R A 5?’) et torseur des vitesses v (ou plus précisément cotorseur) (v(P) = v(0O) +

- — .
Q A OP). La puissance est donnée par le comoment ou le produit intérieur de M et
v

Mivi = B-v(0) + & - M(0) (0.2)

L’application (x,y) ~ [x|y] est une forme bilinéaire symétrique mais non définie
positive, ce n’est donc pas un produit scalaire sur 3. On définit sur 9 le produit
scalaire < x,y >= [, x(m) - y(m)dp(m) ot u est une mesure positive. En pratique,
les deux formes bilinéaires < .,. > et [.|.] sont liées & la notion de puissance, et il 0’y
a entre les deux qu'une différence de point de vue : [x™|y] est la puissance des efforts
représentés par leur champ des moments des forces x™, alors que < x/,y > est la
puissance des efforts représentés par leur champ des forces x/. Cependant la forme
< .,.> al’avantage d’&tre définie positive. On démontre Pexistence d’un opérateur
symétrique défini positif H tel que < x,y >= [Hx|y]. En pratique, H, synthétise,
la masse, le tenseur d’inertie et le centre d’inertie du solide.

o L’accélération d'un solide S est égale a la dérivée a,bsolue ou la dérivée covariante

du distributeur de vitesse v par rapport au temps : 7 = %Y ot V est la connexion

définie de maniére unique 4 partir de expression de l’energ1e cinétique 7' = im <
v,v >= 1[v|Hv]. On démontre que
dve

7= S+ B AV (0.3)

e Le principe fondamental de la dynamique du solide s’écrit alors : f = my, c’est 2 dire,
f= m—- + mH~*[v¢, Hv‘] ou bien, si ’on veut ce principe en termes de moments

M = Hd(;; + v, Hv) (0.4)
le crochet de Lie [v, Hv] décrit les moments des forces de Coriolis et les couples

gyroscopiques.

L’avantage de cette nouvelle méthode est qu’elle n’exige pas un choix préalable des coor-
données qui interviennent durant tout le calcul, elle permet un véritable allégement des

calculs manuels et facilite le traitement numérique des équations en vue de leur résolution
sur 'ordinateur.

Cette theése est subdivisée en trois parties :
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Chapitre 0. Introduction

1. La premiére partie porte sur les outils mathématiques nécessaires pour la méthode

de Lie :

L’objet du chapitre 1 est de rappeler les définitions et de donner certaines propriétés
des structures algébriques et géométriques que nous aurons ’occasion de rencontrer
par la suite. La géométrie de 1’espace euclidien ambiant dans lequel évolue tout
systéme physique n’est utilisé qu’a travers la structure du groupe de déplacement
qui fait I'objet du chapitre 2. La principale difficulté de la méthode de Lie est de
pouvoir expliciter le déplacement résultant de la composition de deux déplacements,
cette question sera étudiée dans le chapitre 3.

. La seconde partie concerne la mécanique des milieux curvilignes :

Le premier chapitre de cette partie {chapitre 4) étudie une nouvelle approche hexadi-
mensionnelle de la dynamique des solides indéformables tout en restant conforme,
bien sir, avec les trois lois de Newton. Cette approche évite de séparer les deux as-
pects ; rotation et translation et traite le solide comme g’il était un “point matériel”.
Ce chapitre traite aussi quelques problémes d’équilibre non linéaires et linéarisés
: équilibre d’un arc de milieux curvilignes dans Vespace, équilibre d™un arc chargé
dans son plan, cas d’un fil parfaitement flexible, L’intérét d’étudier ces problemes
est de montrer la faisabilité des équations générales. Le chapitre 5 est consacré a
la dynamique des milieux curvilignes et & I’écriture des équations du mouvement.
Le chapitre 6 étudie la loi de comportement linéaire et non linéaire des milieux
curvilignes.

. La troisieme partie est consacrée a Pélaboration d’un algorithme numérique com-

patible avec la méthode de Lie qui traite les équations d’une maniére intrinseque
et qui évite un développement préalable par rapport aux coordonnées. Le dernier
chapitre de cette theése traite un exemple numérique simple d’origine industrielle.
On présente ensuite un nouveau modéle du comportement dynamique de batiment
construit & aide de corps rigides et de poutres s’appuyant sur les techniques de
la géométrie différentielle des groupes de Lie. Dans le modele proposé, les planch-
ers sont considérés rigides indéformables se déplagant avec six degrés de liberté.
Dans le cas des petits déplacements, on aboutii & des équations de la dynamique du
nouveau modele qui présentent plusieurs analogies avec celles discrétisées obtenues
précédemment pour la dynamique des cibles.
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Chapitre 1

Rappels mathématiques

L’objet de ce chapitre est de rappeler les définitions et de
donner certaines propriétés des structures algébriques et
géométriques que nous aurons l'occasion de rencontrer par
la suite.

1.1 Géométrie affine euclidienne

L’espace intervenant en cinématique et en mécanique Newtonienne, posseéde une structure
d’espace affine euclidien orienté. Les automorphismes de cette structure sont les “dép-
lacements euclidiennes” ou simplement “déplacements”, qui décrivent les mouvements
d’un solide rigide et forment un groupe de Lie dont la structure, qui fera l'objet d’une

étude détaillée dans la séconde section de ce chapitre, joue un role essentiel dans tout ce
fravail.

1.1.1 Espace affine; Applications affines

En pratique, chacun d’entre nous détermine, & chaque instant, une bijection de son envi-
ronnement physique (espace affine) avec ’espace vectoriel R® En fait, théoriquement, il
n’y a entre ces deux notions qu’une différence de point de vue. Tout espace affine s’identifie
a un espace vectoriel lorsque 'on y fixe un point comme origine; et tout espace vectoriel
est un espace affine lorsque 'on oublie le zéro. D’ou Pintroduction de la notion d’espace
affine & partir de celle d’espace vectoriel:

Définition 1 (Espace affine) Soit E un espace vectoriel. On dit qu'un ensemble £ est

un espace affine de direction E, si on a une application : (z,y) — TY de £ x € dans E
vérifiant les deux conditions suivantes:

- Pour tout z, y, z dans £ on a 7Y + y2 = x4 (relation de Chasles)

~ Pour tout z € £, Papplication 8, : y — T3 est une bijection de £ sur E.

15
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Notation

o Si £ est Pespace affine sur E, on dit que E est 'espace directeur de £.

o Pour chaque @ dans E, on note z + @ l'unique y de £ tel que j = @

Remarque 1 Un point de £ “plus” un vecteur de & donne un point de £. Mais on n’e
pas le droit d’écrire z +y avec z et y dans £.

Définition 2 Soient £ et F deux espaces affines d’espaces directeurs respectifs B et F.
Une application f : £ — F est dite affine si et seulement s'il existe f' € L(E,F) vérifiant
assertion:

Y(4, B) € & f(B) = f(A)+ f{(AB)

L’application linéaire f' est unique: on lappelle partie linéaire de f

D’aprés cette définition une application affine est entierement déterminée par sa valeur en
un point quelcongue et sa partie linéaire

Si f et g sont deux applications affines alors g o f est une application affine et (go f) =
g'o fl.

Si f est une bijection affine, il en est de méme de f~!; on parle alors d’isomorphisme
affine.

D’apres ce qui précede, les bijections affines de £ dans Iui méme forment un sous-

groupe du groupe des bijections de £ sur £. Ce groupe est appelé groupe affine de & et
noté GA(E).

1.1.2 Repere; orientation

Si E est un espace vectoriel de dimension 7, une base de E est une suite (€1,...,&,)
de n vecteurs indépendants de E. Si £ est un espace affine de dimension n, un repére

(;87,...,8,) de & est défini par la donnée d’un point Q de £ et d’une base de 1’espace
vectoriel associé.

Ceci étant, pour toute base & = (ay,...,a,) de E et tout systdme de vecteurs X =
— —p .
(X3, ..., Xn), nous noterons A,(X) le déterminant des n vecteurs X, ..., X,, dans la base

o. Désignons par 8 = (5_1),,5:) une autre base de E, on a: A,(X) = A.(8) X Ap(X).
Sur Vensemble B des bases de E, la relation binaire R définie par

aRB <= A,(f) e RL (e € B, e B)

est une relation d’équivalence. Les classes de cette relation sont appelées classes
d’orientation de .

Proposition 1 Sur tout espace vectoriel de dimension finie, il y a exactement deux classes
d’orientation.
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Deux bases équivalentes sont dites de méme orientation; sinon, elles sont dites
d’orientations opposées.

Orienter un espace vectoriel E, c’est choisir 1'une des deux classes d’orientation de E,
dont les éléments sont appelés bases directes. Les bases apparienant a Pautre classe
d’orientation, sont alors dites indirectes ou rétrogrades.

Orienter un espace affine £ est, par définition, choisir une orientation sur 'espace
vectoriel associé E.

Les lois fondamentales de la mécanique classique font intervenir les distances. On munit
pour cela E d’une forme bilinéaire symétrique définie positive, notée (x,y} —— x.y, et
appelée produit scalaire. Lafonction x — (x, x)* est une norme sur E que nous noterons
lIx|l. E est alors appelé espace vectoriel euclidien et son espace affine attaché & est appelé

espace affine euclidien. Comme tout espace affine euclidien, £ sera supposé muni de la
distance d définie par:

VA,BeE  d(A,B)=|AB|

1.1.3 Isométries; déplacements

Par définition, une isométrie de £ est une application ¢ : £ — £ telle que

VA,Be€&  ||§(A)e(B)| = |ABY

Si ¢ est une bijection affine dont la partie linézire appartient au groupe orthogonal O(E),
c’est évidemment une isométrie. Réciproquement, on démontre que toute isométrie de &
est une bijection affine dont la partie linéaire appartient 3 O(E). Donc 'ensemble des
isométries Is(£) forme un sous-groupe de GA(£). De méme, I'ensemble des bijections
affines dont la partie linéaire appartient & SO(E) forme un sous-groupe de GA(E) inclus

dans Is(&) que nous noterons (&), ses éléments sont les isométries de déterminant +1:
on les appelle isométries directes ou déplacements.

Proposition 2 Supposons £ orienté de maniére que le repére R = (O;€;, ..., ¢, ) soit
direct. Pour toute bijection affine ¢, soit Ry le repére (¢(0); ¢'(€7), .-, ¢'(En))-

Alors Uapplication ¢ — Ry définit une bijection de D(E) sur lensemble des repéres
orthonormaux directs de £.

Les déplacements sont donc les automorphismes de la structure d’espace affine euclidien

orienté (espace physique) et ils décrivent aussi les mouvements des solides rigides et leurs
propriétés.
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1.2 Géométrie différentielle

1.2.1 Définitions

e Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé M
localement homéomorphe a R™.

¢ Une carte de M est un couple (U, ¢) constitué d’une partie U de M appelé domaine
de la carte, et un homéomorphisme ¢ de U sur un ouvert de R*. Les coordonnées
z; de ¢(x) sont appelées coordonnées locales de z associées & la carte (U, ¢).

¢ un atlas de dimension n et de classe C? sur M est un ensemble A de cartes (U;, ;)
de dimension n de M tel que:

— Les domaines U; recouvrent M.

— Pour chaque couple (4,5) € I?, ; o ¢! est un isomorphisme de classe C* de

@i U nU;) sur (Ui N T;).

¢ Une variété différentiable de classe C? (resp C*,C¥) de dimension n est une
variété de dimension n muunie d’un atlas de classe C? (resp C*°,C¥).

1.2.2 Applications de classe C*

Soit M et IV deux variétés de classes respectives C? , O et f une application continue
de M dans N,

o Soit k entier < inf(p, ¢), on dit que f est k fois différentiable en ¢ € M s'il existe
une carte (U, ) de M contenant a, et une carte (V,4) de N contenant f(a), telles
que P'application @ = 9 o fo ™! ( définie sur I'ouvert (U N f~HV)) admette une
différentielle d’ordre k au point ¢(a) (en effet on démontre qu’il en est de méme
pour tout autre couple de cartes (U, @) de M et (Vi,1,) de IV telles que a € U; et
f(a) € N ce qui rend la définition intrinséque)

s On dit que f est de clasee C% ou un C*-morphisme ¢’il existe un atlas (U, ¢ )y
de M et un atlas (V;,1;);jes tels que pour tout couple (i,7) € I x J, Papplication
®;; = 1p; o fop! soit de classe C* sur son domaine de définition. { 1l en est alors
de méme pour tout atlas de M et tout atlas de N).

1.2.3 Espace tangent; Fibré

Proposition 3 Soit M une variété différentiable de dimension n et de classe C¥, (k > 1),
soit m € T,, l’ensemble des triplets de la forme (U, ¢, u) ot u € R™ et (U, $) est une carte
telle que m € U. On obtient une relation d’équivalence R, sur T,, en posani

(V, 9, 0)R (U, ¢, u) si et seulement siv= (o™ )y, - 0
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Si v est un vecteur tangent & M en m et si (U, ) est une carte de M en m, il existe
un unique vecteur v € R”™ tel que (U, ¢, v) appartienne & la classe v; cet élément v est le
représentant du vecteur v dans la carte (U, ). Un vecteur tangent apparait ainsi comme
un objet représenté par son origine m = o(v) et dans chaque carte par un vecteur v € R”.

Définition 3 Avec les notations ci-dessus, les classes d’équivalence modulo R, sont ap-
pelées vecteurs tangents a M en m; 'ensemble quotient T, /R, est appelé plan tangent d
M enm noté T, M.

Soit (2!, ...,z") les coordonnées locales de = dans une carte contenant m. On définit les
applications linéaires () par

Ge), 0= (%0,

On vérifie aisément que ces applications sont des vecteurs de T,,, M et forment une base.
On a donc la proposition:

Proposition 4 Le plan tangent 1,, M admet une structure canonique d’espace vectoriel
de dimension n sur R.

Définition 4 L’espace tangent est TM = U emT M. Si TiM est le dual de T, M,
Pespace cotangent est T*M = Upepr T M

Théoréme 1 (et définition) T'M peut étre muni canoniquement, d’une structure de

variété de classe C¥~1, de dimension 2n. Cette variété est appelé le fibré tangent de
M, et noté T(M).

1.2.4 Application linéaire tangente & un morphisme

Proposition 5 Soit M, N deuz variétés différentiables de dimensions respectives n, p et
f: M — N un morphisme. Le point m de M étant fizé, désignons par (U, k) et (V, k) des
cartes de M, N telles que m € U et f(m) € V, et soit L Uapplication linéaire de R™ dans
R" définie par L(u) = (ko f o h™ '), y.u.

Alors Délément 1) de Tyim)N, représenté par L(u) dans la carte (V, k), ne dépend que
de élément £ de T, M, représenté par u dans la carte (U, h), de plus Uapplication f¥(m):
TowM — TymyN, & — 1 ainsi définie est linéaire.

Définition 5 L’application linéaire f¥(m) définie ci-dessus est dite tangente d f en m.
On la note aussi f'(m) ou df(m).
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1.2.5 Dérivée de Lie; Crochet de Lie

La connaissance de 'opérateur dérivée de Lie Ly associé & un champ de vecteurs X permet
de reconstituer X et ses courbes intégrales aussi, de facon intrinséque, indépendamment
d’un systéme de coordonnées donné & I'avance. Ce caractere intrinséque de la dérivée de
Lie fait jouer un réle fondamental 4 la fois sur le plan théorique et sur le plan du calcul.

Définition 6 Un champ de vecteurs de classe C* sur une variété V de classe C? (p > k+1)
est une application X : V — TV telle que pour tout m € V, X(m) € T,,,V (donc c’est une
section du fibré tangent TV . En effet, po X = Iy ou p: TV — V désigne la projection
ou Uapplication “pied™ ).

Dans une carte locale (U7,¢), les coordonnées de X (m) seront appelées composantes

(&) deTnv.

Définition 7 Soit C®(V') Ualgébre des fonctions de classe C* sur V, une dérivation de
C=(V) est une application linéaire D : C®(V) — C=(V) vérifiant pour tout f , g €
C=(V):

D(fg)=gDf+fDyg

Interprétation d’un champ de vecteurs comme opérateur différentiel

Soit T'(V') 'espace vectoriel des champ de vecteurs de classe C*. Si, pour tout X € T'(V)
et tout m € V, on associe & chaque f € C*(V) la fonction:

Lxf:mw ff(m).X(m)=<X, ff(m) >
on obtiendra ainsi la dérivation (appelée dérivée de Lie selon le champ de vecteurs X):

Ix: C°(V) — C=(V)
o= Lxf

définie, en coordonnées locales (2;) par: Ly = Y iy Xi%.-‘ Réciproquement, on démontre
que pour chaque dérivation D de P’espace des dérivations de C>(V'), il existe un unique
champ de vecteurs X € T(V) tel que Lx = D. D’ol Pexistence d’un champ de vecteurs
unique Z tel que la dérivation? LxLy — Ly Ly soit égale & Lz pour tout couple (X,Y) €
(V) x L(V).

!ou bien application origine
21l est immédiat de vérifier qu’elle en est une
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Crochet de champs de vecteurs et algébre de Lie

Le champ de vecteurs que 'on vient de définir est appelé crochet de Lie des champs
X,Y et noté [X,Y].

81 (X:)iz1,..n et (¥i)iz1,...n désignent les composantes locales de X, Y dans une carte,
les composantes locales de Z = [X, Y] dans ceite méme carte sont:

= Yy, ., 0X;

L’application:
Vyx(vy — TI(V)
(X,Y)  ~ [XY]

est évidemment bilinéaire, antisymétrique, non associative et vérifie I'identité de Jacobi:
vx,y,z € I(V) [x, [y, 2] + [y, [z, x]] + [z, [x,¥]] = 0 (1.1)

Tout espace vectoriel muni d’une loi interne vérifiant ces conditions est appelé une algébre
de Lie (bien que la multiplication ne soit pas associative).

1.3 Géométrie Riemannienne

1.3.1 Notions de base

La géométrie riemannienne est I’étude des variétés sous 1'aspect métrique. On définit la
distance entre deux points sur une variété comme étant le plus court chemin pour aller

d’un point A Pautre, mais en restant sur la variété, et non pas celle induite par la distance
euclidienne de R" 3

Définition 8 Une wvariété riemannienne C™® est le couple (V,g) d’une variété
différentiable V et d’une métrique Riemannienne g de classe C*, c.d.d un champ de
tenseurs deuz fois covariant (une section de T*V x T*V ), tel qu’en tout pointm €V, gn
est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur [’espace tangent en m, T,,V :

I Y) = gm(¥, 2) €t gnlz, @) >0 si 2#0

Par exemple si V' est une sous-variété de R", pour chaque m € V, T,,V s’identifie & un
sous-espace de V' x R”; ce qui nous permet de prendre pour g,, le produit scalaire induit
par celui de R™. Dans le cas général, on a le théoréme

Théoreme 2 Sur une variété différentiable paracompacte C*, il existe une métrique rie-
mannienne g, C*.

%on rappelle que toute variété de dimension finie peut dtre plongée dans un espace du type R™
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Définition 9 La longueur d’un chemin différentiable c : [to,t,] — V de classe C* est;

h det dei
£(c) = /m 9ii{e) gy~ ¢

k
Théoréme 3 Soit d(m,p) = ianf(c,-) pour tout les chemins C' par morceauz

(1.2)

i=1
d’extrémité m et p, ou ¢; est la suite finie des arcs différentiables composant le chemin.
Alors d(m,p) définit une distance sur V et la topologie définie par cette distance est la
topologie initiale.

1.3.2 Connexions

Position du probléme

Si on se donne un champ de vecteurs X, on ne sait pas quel sens donner a la dérivée de
ce champ x en un point dans une direction donnée ou le long d'un chemin v, en effet, la
formule de dérivation classique

dx 2 .. x{7(t)) = x(7(to))
P t—tq (1:3)

tombe en défaut car il est & priori impossible de comparer deux vecteurs qui appartiennent
a des espaces tangents distincts. Dans R™ il existe une notion naturelle “déplacer une figure
géométrique parallélement 3 elle méme”: SV =R”® Ym € V T,V s'identifie a R™ x R™.

Figure 1.1: Transport paraliele dans R

Deux vecteurs liés v = (m,v) € T,V et w = (p,w) € T,V peuvent étre comparés par
équipotence c.3.d on transporte (m, v) parallelement (& lui méme) en (p,v).

Sur une variété il n’existe rien de semblable. Ce qui nous ameéne, tout naturellement,
a définir un transport paralléle sur une variété quelconque:
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Transport paralléle

Soit ¥ : I — V un arc tracé dans V, 3 tout couple (t,,1) € I, on associe une isométrie
d’espaces vectoriels:

J?tn :T.,(io)V 5 T.y(i)V (1.4)

Les espaces tangents T,V et T'y(,)V étant évidemment munis des produits scalaires g,(.,)
et gy,

Figure 1.2: Transport paralléle dans V'

Nous dirons que Jjj, est un transport paraliéle le long de vy dans V, s’il vérifie les
conditions (7), (i) et (4if) suivantes:

¢ Le transport parallele peut étre interprété comme un mouvement rigide du vecteur
tangent entre les deux instants ¢, et t. D’olt la premiére condition:

(i) Il exziste une application du type (1.4) vérifiant :

J;g = 1
J:lt = Jtltll Q Jt“’t (1.5)
Jg;l - Jt-l_tl

¢ Revenons a 'expression 1.3 et remplacons x(-y(t)) par sa représentation dans le méme
espace tangent que x(7¥(%)), on a alors

m J;;,xw(:)z ;OX(‘Y(tn)) _ (%) Tx(1(2)] (1.6)

La deuxieme condition consiste & donner un sens a 1.6. D’od ’hypotheése de
dérivabilité. De plus cette dérivée doit garder sa caractére intrinséque c.a.d son
indépendance du choix du paramétre ¢; nous supposons donc qu’elle ne dépend que
du vecteur tangent & «, et non de v & proprement parler:
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(ii) Pour tout champ de vecteurs différentiable = € T(V), et pour tout t, € I,
Vapplication t — J,a(~(t)) de I dans TV est différentiable, et sa dérivée

(%) Vietr®le Ty (a7

dépend seulement du vecteur tangent L = (%) au point de paramétre ty. On notera
to

Vix cette dérivée et on lappellera dérivée covariante du champ de vecteurs x par
rapport ¢ L. L’application V : (@, y) — Vgy est dite connexion de la variété V.

o La dérivée covariante définie précédemment est sensée d’étre linéaire et le champ-
dérivée covariante d’un champ différentiable est différentiable. D’ou:

i1} Pour tous champs de vecteurs différentiables x et y, application
(i) P y, Vapp
V-ym PR 7 2 e Vy(a)m

est un champ de vecteur différentiable. En outre, pour z fizé, 'application Ve : y —
Vye est C(V)-linéaire.

On démontre que si J est un transport paralléle vérifiant les trois conditions précédentes
alors:

Vy(x1 + X2) = Vyx, + Vyx, (1.8)
Vx(fy) = Lxfy + fVxy (1.9)
Lyxgm(¥,2) = gn(VxY,2) + 9y, Vx2) (1.10)

On résume (1.8, 1.9 et 1.10) en disant que la dérivation covariante est une loi de dérivation
respectant la métrique riemannienne.

Définition 10 La torsion de la connexion V est application de Ty x T'; dans Ty définie
par:

(2,9) = T(2,y) = Vey ~ Vyz — [z, 9] (1.11)
On vérifie que la valeur de T(x,y) en m ne dépend que des valeurs en o de x et y.

Définition 11 La courbure de la connezion V est la 2-forme & valeurs dans Hom(Y,,T;)
définie par:

(z,4) = R(z,y) = VgVy - VyVz — Viz g (1.12)
Pour la définition on suppose que les champs de vecteurs sont au moins de classe C?, mais
on montre que la valeur de R(x,y)z en m ne dépend que des valeurs de x, y et z en m.

Définition 12 (Connexion riemannienne) C’est la connexion sans torsion pour
lagquelle le tenseur métrique est a dérivée covariante nulle.

Théoreme 4 1l eriste, pour une variété riemannienne (V,g) une connezion métrigue et
une seule qui soit a torsion nulle.
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1.4 Groupes et algebres de Lie

1.4.1 Groupes de Lie

Définition 13 Un groupe de Lie G est une variété de classe C* munie d’une structure
de groupe telle que Uapplication “produit”:

T: GxXxXG — @

(g’h) L gh
soit de classe C*.
Notations
Translation gauche: %W G - G Translation droite: bg: @ — G
T = ogr x = g

64 et 7y, sont évidemment de classe C*, et méme des difféomorphismes.
On a

Yg ©Yh = Ygh 59 o] 6h = 6hy (113)
et
Vg O Ng-r = Ygm1 079, = Ig b,08,-v = 8108, =1Ig (1.14)
donc pour tout g : 77 et §7 sont des isomorphismes de T.@ sur T,G.

Proposition 1 Si G est un groupe de Lie, lapplication involutive i : g — g~ est de
classe C™,

Proposition 2 Le produit direct de deuz groupes de Lie est un groupe de Lie.
Proposition 3 Tout sous groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe de Lie.

Exemples de groupes de Lie:

» Le groupe linéaire GL(n,R) s’identifie, en tant que variété a la sous-variété ouverte
de R™ définie par détX # 0. La multiplication des matrices étant une application
de classe C*°; GL(n,R) est bien un groupe de Lie de dimension n?.

L’application : X — detX de GL(n,R) dans R* est un homomorphisme de groupes
de Lie submersif. Son noyau

SL(n,R) = {X € GL(n,R)/detX = 1} (1.15)

est un sous groupe de Lie de GL(n,R), appelé le groupe spécial linéaire.
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De méme, pour I’application X — X*X de GL{n,R) dans le sous espace de M,(R)
de dimension 1‘1%11 formé des matrices symétriques, son noyau*

O(n,R) = {X € GL(n,R)/X'X = 1,} (1.16)

est un sous-groupe de Lie de dimension 5(332—_1) appelé groupe orthogonal réel. Les
éléments de O(n,R) de déterminant +1 forment un sous-groupe ouvert de O(n,R)
(car défini par I'inégalité detX > 0). C’est donc, d’aprés la proposition (3), un
sous-groupe de Lie de GL(n,R) appelé groupe spécial orthogonal SO(n,R) (groupe
des rotations vectorielles de R”).

e Le groupe des similitudes de R™ (car isomorphe & R* x O(n,R)) ainsi que le groupe
des matrices triangulaires supérieures de déterminant non nul.

e Le groupe affine (sous-groupe du groupe linéaire GL(n + 1,R)) et enfin le groupe
des déplacements euclidiens (car isomorphe & R” x SO(n,R))

1.4.2 Algebre de Lie d’un groupe de Lie

Définition 14 Soit G un groupe de Lie, un champ de vecteurs X est dit invariant &
gauche sil vérifie: 5 (z).X(2) = X(gz)

Il est immédiat gqu'un tel champ est défini par sa valeur en I’élément neutre e, soit X (e) €
T.G. La relation X(g) = 77(e).X(e) montre que ce champ est nécessairement de classe
C®. Réciproquement, si L € T.(G), on peut lui associer le champ invariant & gauche
Xy 19— 'yg'(e)L. Donc Papplication: X +— X(e) de Pespace vectoriel des champs
invariants 3 gauche sur G : I'(G) dans T.G est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On montre que le crochet de Lie de deux éléments X,Y de I'(G) est un élément [X,Y]
de T'{@). L’espace T(G) a donc une structure d'algébre de Lie, que 'on peut transporter
sur 7,G a l'aide de I'isomorphisme précédent. Par définition, c’est ’algébre de Lie de
G notée g.

A chaque vecteur tangent v € TG peuvent &tre associés deux éléments v° et v¢ de T,G
définis par:

Ve =65V vi=qt_v

inversement la donnée de v° ou de v°® et de Vorigine A € G détermine v. Cela signifie
que les vecteurs tangents & G appartenant a divers espaces T4G, peuvent étre représentés
de deux fagons par le couple (A,x) ot A décrit G et x décrit Uespace T,G =~ g. En
cinématique -nous allons le voire au chapitre 3- 'isomorphisme TG ~ @ x g qu’on vient de
décrire permet de représenter la position et la vitesse d’un solide indéformable sous deux
points de vue : v* représente le champ des vitesses euleriennes (par rapport a ’espace),
et v¢ représente le champ des vitesses lagrangiennes (par rapport au corps).

*L’application en question n’est pas un homomeorphisme, son noyau est, quand méme, un sous-groupe
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Exemples d’algébres de Lie:

e L’algébre de Lie de GL(n,R) s’obtient donc en munissant M, (R) du crochet:
[A4,B] = AB — BA (1.17)

En effet, puisque GL{n,R) est une sous-variété ouverte de M,(R) = R™, Vespace
tangent & GL{n,R)s’identifie & GL(n,R)x M,(R), et les champs invariants a gauche
sur GL(n,R) sont de la forme Xy : g+ 7] L = gL, ol L est un élément de M(R).
On vérifie alors que le crochet [ X, Xp] de deux tels champs est le champ Xy an
avec [L,M}=LM - ML.

o L’algébre de Lie de O(n,R) est isomorphe, 3 la sous-algébre de Lie de M,(R)
formée des matrices antisymetriques.

1.4.3 Application exponentielle

Définition 15 Un sous-groupe & un paraméire d’un groupe de Lie G est un homomor-
phisme de classe C*° du groupe additif (R, +) dans G.

Soit p: R~ G un groupe a un parametre de G:
p(t +u) = p(t)p(u) = Ypp(u) (1.18)
on déduit, par dérivation par rapport & u:
P'(t) = 15e)-£'(0) (1.19)

Le vecteur tangent p'(f) est donc la valeur au point p(t) du champ invariant & gauche
engendré par 1’élément p'(0) de T.G.

Réciproquement, on démontre que si X est un champ de vecteurs invariant & gauche
sur G tel que X(e) = x € T, G, alors la courbe intégrale solution de:

40

p(0)
est un sous-groupe a un paramétre de G. Grice & cette bijection qu’on vient de décrire,
le sous groupe a un parametre p tel que p’(0) = x € T.G sera dit engendré par x.

X(p(1))

€

Définition 16 Pour tout & € T.G, soil pg le sous groupe ¢ un paramétre engendré par
z. L’application:
T.G - G
z ~— pa(l)

est appelée application exponentielle el noiée exp z.
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Propriétés de P’application exponentielle
1. D’aprés la définition, application exponentielle vérifie:
e Vi, u€ Ret pourtout x€ g
exp ((t + u)x) = exp (ix)exp (ux)
e pourtoutx€g ona:
exp (—x) = exp (%)™
e on a aussiexp(0) = e

2. Comme on a px(tu) = p,x(t) pour tout u, t € R, alors:

px(t) = pix(l) = expix

exp

Figure 1.3: L’application exponentielle

3. Pour tout X,y € g; on a % (exptx.expty),_, = x + ¥ et la formule utile pour la
suite:

8? |
5155 (eXP sy exp ix.exp™" sy),_,_, = [, %] (1.20)
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Proposition 6 Soit t —— exptx et t — expty deur sous-groupes & un paraméire, pour
que ces groupes commutent, il faut et il suffit que le crochet [z, y} soit nul.

Coordonnées canoniques:
Si (e;)i=1,, est une base de T, G, I'application

f: R* — G

X = eXP) i Ti€

est de classe C™ et vérifie: f(0) = e, %(0) = e;. Donc fT(0) est un isomorphisme
de R” sur 7.@G, et il existe un voisinage ouvert U de 0 dans R” tel que f,y soit un C*-
difféomorphisme de U sur un voisinage € de e dans G. Le couple (2, f/‘Ul) est une carte
de @ centrée en e, et les coordonnées locales définies au voisinage de e par cette carte
sont dites canoniques ou normales. Par translation (gauche ou droite) on en déduit des
coordonnées locales au voisinage de tout point de G.

Si (x%,...,2") sont les coordonnées canoniques de z et si z* appartient & la méme carte
que z, alors les coordonnées canoniques de z* sont (kz?,..., kz™).

Notons que pour tout entier p (1 £ p < n) 'application:

L+ R - G
x e (exp Yoy 0ie).(eXp Ty i€i)

définit aussi des coordonnées locales au voisinage de e, utiles pour certaines questions.

Définition 17 Un homomorphisme d’algébre de Lie est une application linéaire h d’une
algébre de Lie A dans une algébre de Lie B qui vérifie por tout ¢ , y € A et tous A\, p € R:

[A(2), A(y)] = ([, y]) (1.21)
un automorphisme de Ualgébre de Lie A est un homomorphisme bijectif de A dans A

Cela étant on a facilement:

Proposition 7 Si h : G — H est un homomorphisme de classe C* de groupes de Lie,
alors h™ (e) est un homomorphisme de l’algébre de Lie de G( ~ T.G) dans I’algébre de Lie
de H { ~T,H); de plus pour tout ¢ € T.G on a:

h{exp &) = exp(hT(e).x) (1.22)

Représentation adjointe

Soit G un groupe de Lie, et g son algebre de Lie ( ~ T.G). A chaque o € G on associe
Pautomorphisme intérieur Int, : ¢ — ogo™! qui est un automorphisme de groupe de Lie.
Donc d’aprés ce qui précdéde IntT(e) est un automorphisme de g. D’ou la:
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Définition 18 La représentation adjointe de G est 'homomorphisme de groupes:

Ad: @ — Aut(g)
o — Ini¥(e)

Propriétés
e D’aprés la proposition (7) on a:

(Vx € g) (VD € @) DexpxD~! = exp(Ad D.x)

¢ En remplacant x par tx, on voit que le sous-groupe & un parameétre ¢t +—
DexptxD~! de G est engendré par Ad D.x de G. D’ow:

(—;iz (DexptxD™') = Ad D x

o In posant D = expsx et en utilisant la formule (1.20), on obtient:

g; (Ad(exp sx).y),20 = [%,¥] (1.23)

Le crochet de Lie [x,y] s’interpréte comme un déplacement infinitésimale défini par
x appliqué a y.

Puisque g ( ~ T,.@) est un espace vectoriel de dimension n = dim@G, Aui(g) est un sous-
groupe de GL{g) et 'application Ad peut &tre considérée comme un homomorphisme de
classe C* de @ dans le groupe de Lie GL(g). Sa différentielle en e, soit Ad”(e), est donc
un homomorphisme de G dans 1’algébre de Lie de GL(g). Or Palgebre de Lie de GL(g)
s’identifie & 'espace vectoriel £(g) des endomorphismes de g ( =~ 7.G) muni du crochet
défini par [A, B} = AB — BA, Pour tout x € g, Ad7(e).x est donc un élément de £(g) que
I’'on note ad x.

Par application, encore une fois, de la proposition {7), & "homomorphisme Ad : G —
G L(g) on obtient immédiatement la:

Proposition 8 Pour tout £ € g on a:

Ad(exp z) = exp(ad ) (1.24)
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L’intérét de cette proposition vient de ce que le second membre est une exponentielle
d’endomorphisme:

expadx = Z Sﬂj—ﬂz)_— {1.25)
n=0 *

De plus, dans les équations de la dynamique le groupe D n’intervient que par 'intermédiaire
de sa représentation adjointe.

Proposition 9 Pour tous &, y € g on a:

adz.y = [z, y|

En effet, en utilisant la formule (1.23) et en échangeant x et y, on a:
adxy = (Ad7 (e).x)y = — (Ad(exp tx).¥),—o = [x,¥]

Dérivée de 'application exponentielle

Théoréme 5 Soit G un groupe de Lie, et g son algébre de Lie, on a:

exp’ & =] ¢ R(—2)

grec

R(-=z) = E ‘Ez 5_ 1")’,) (1.26)

Cette formule de dérivation fournit aussitét les points ot exp” x est bijective, ceci revient

a exprimer que 'opérateur R(—x) est inversible, i.e. que ses valeurs propres sont non
nulles. Mais comme

#(2) = 2(59:)1), ~Ze~z (1.27)

est une série entiére partout convergente, il est clair que, pour toute matrice v € M,(C),
les valeurs propres de Popérateur ¢(u) sont les nombres ¢(z), ol z décrit I'ensemble des
valeurs propres de u. Comme les zéros de la fonction ¢ sont les nombres 2kir ou k € Z*,

on en déduit que 'application exp” x est bijective ssi ad x n’a aucune valeur propre de la
forme 2kinr avec k # 0.
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1.4.4 Action d’un groupe de Lie sur une variété différentiable

Définition 19 On dit que le groupe de Lie G opére différentiablement & gauche sur une
variété différentiable V (ou @ est un groupe de transformation de V ) si 'on s’est donné
une application de classe C* :
GxV — V
(9,2) = gez
telle que pour tout x € V on ait :
- eexr ==
— ge(nen)
Pour chaque 2 € V nous noterons y,(g) = g . L’application :
RxV — V
(t,z) +— pg(exptl)

définit un groupe & un parameétre de transformations de V engendré par le champ de
vecteurs :

Xo(2) = olie(exptDice = uT(e) - L

Proposition 4 L’application L+ X} est un endomorphisme injectif d’algébres de Lie de
g~ dans Ualgébre de Lie I'(V') des champs de vecteurs de classe C* sur V. Ou g~ désigne
Ualgébre de Lie opposée de g.

Le signe moins provient de ce que le groupe opére & gauche sur la variété, inversant le
sens de la multiplication du groupe.



Chapitre 2

Le groupe des déplacements
euclidiens D

Ce chapitre a pour but d’ezposer de maniére la plus simple
les notions élémentaires sur lesquelles repose la méthode de
Lie pour la mécanique du solide rigide : nous aurons besoin
d’utiliser les déplacements euclidiens pour repérer les corps
rigides (groupe de Lie), ainsi que les champs équiprojectifs
nécessaires pour la représentation des champs des vitesses
et des efforts agissant sur un solide (algébre de Lie).

2.1 L’algébre Eq(S) des distributeurs

Un champ de vecteurs sur £ est une application f : £ — FE qui associe & chaque point
de & un vecteur de F. Traditionnellement, ce champ est dit équiprojectif si les vecteurs
f(M) et f(N) ont méme projection orthogonale sur la droite M N:

VM,N€S [f(M) - f(N)].MN =0 (2.1)

On démontre 3 partir de cette définition qu'un champ équiprojectif est une application
affine a valeurs dans E dont la partie linéaire est un endomorphisme antisymétrique:

VM,NeS  f(M)=f(N)+ f(MN) (2.2)
Si € est un espace affine euclidien de dimension 3, il existe un vecteur unique R de
E vérifiant VX € E f'(?) =RAX.En mécanique du solide les champs équiprojectifs

s’appliquent sur un domaine bien déterminé, indéformable, occupé par le solide. Nous
pouvons donc poser la définition:

33
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Définition 20 Soit £ un espace affine tridimensionnel d’espace directeur E. On appelle
distributeur de £ tout application affine @ : Dom(z) C & — E définie sur une partie
Dom(z) de £ a valeurs vectorielles dans E vérifiant:

Jwg € E tel queVp et m € Dom(z) =z(m) = z(p) +wz A P (2.3)

Dom(x) est le domaine de z. Si Dom(a) = € z est appelé alors champ équiprojectif sur

£.

Soit § une partie de £ telle que & soit une variété affine engendrée par &, et x un dis-
tributeur sur §. Alors on démontre que x est la restriction & § d’un champ équiprojectif
sur £, définl de maniére unigue.

1l est important de bien préciser le domaine & chaque fois que ’on parle d’un distribu-
teur car il n’est pas toujours possible de prolonger un distributeur sur 1’espace affine £ tout
entier. Par exemple, soit x un champ équiprojectif sur £, le champ m — 7 A (7 A z(m))
ne vérifie (2.3) que si son domaine est inclus dans un plan affine orthogonal & 7.

Si x et y sont deux distributeurs de méme domaine sur £ et A € R on définit les
distributeurs x + y et Ax parn:

(x +y)(m) = x(m) + y(m)
(Ax)(m) = Ax(m)

d’ol:

Proposition 10 L’ensemble des distributeurs @; de méme domaine Dom(z;) = S forme
un espace vectoriel noté Eg(S).

Un champ distributeur est entiérement défini par son domaine  Dom(x) et deux vecteurs
wx, x(0), (éléments de réductions en un point O € Dom(x)). La donnée du point
O € Dom(x) permet donc d’identifier un champ distributeur x au couple de vecteurs
(wx,x(0)): Pespace vectoriel E£q(S) est donc de dimension 6.

Dans un repére orthonormal direct (O,T,T,E), on écrit wx = 17+ g7 + ggl-c‘ et
x{0) = ¢;T+ ¢oJ + ¢3k. Les 6 nombres (g;, g2, gs, €1, C2, €3) sont ies composantes de x =
(wx,x(0)) dans la base

B = ((5,0),(50),(£,0),(0,9 ,(0,7, (0, F)) (24)

Proposition 11 Le crochet de Lie des champs @ et y € Eg(S) est I’élément [z, y] € Eq(S)
donné par:

[z, y}(m) = wy A 2(m) — we A y(m) (2.5)

L’espace vectoriel Eq(8) muni du produit (z,y) — [z, y] est donc une algébre de Lie.
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Démonstration
Soit f une fonction de classe C*° sur § C £. Alors on a:

LxLyf(m)~LyLxf(m) = Lx (fT.y(m)) - Ly (f7 x(m))
= (fT(wy A ) x(m) — (fT.l(wx A L)) .y(m)
= 1. [(wy Ax(m) — wx A y(m))
donc
[x,¥l(m) = wy A x(m) —wx A y{m)

et en faisant la différence [x, y](m) — [x,¥](p) on a:

Le vecteur wx étant défini de fagon unique 3 partir de x. L’application x — wx de
Eq(S) dans E est, grace & cette derniére relation, un homomorphisme d’algebres de Lie.
Six ety € Eq(5), Pexpression

xly] = wx.y(m) + wy.x(m)

ne dépend pas du choix du point m dans Dom(x). L’application (x,y) + [x|y] est une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur ’espace vectoriel Eq(5) mais non définie
positive. Donc ce n’est pas un produit scalaire!

x étant un distributeur, la valeur §[x|x] est appelé invariant scalaire de x.
Un distributeur élémentaire est un distributeur dont 'invariant scalaire est nul:

¢ On appelle couple tout distributeur de résultante nul (ou tout distributeur constant)

o On appelle glisseur tout distributeur x pour lequel il existe un point m € £ en
lequel x(m) =10

L’ensemble Ax des points de £ en lequel la valeur de x est colinéaire & wx est une droite
passant par le point
wy A X(O)
fjeox 12
et admettant wx pour vecteur directeur. En tout point P de Ax la valeur de x:

P=0+

o 10
B)= 3 2™

est l'invariant vectoriel de x. Ax est appelé aze central de x.

Théoréeme 6 Soit © et y deur distributeurs de résultantes non nulles. I’aze central du
crochet de Lie [®,y] est la perpendiculaire commune auz deux azes Ag et Ay.
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Théoreme 7 Soit ¢ et y deux distributeurs de résultantes non nulles. Le crochet de Lie
[z, y] est nul si, et seulement si, ¢ et y ont le méme are central

[m,‘y]=0¢:Aa;=Ay

Théoréme 8 (Morley-Petersen) Soit ¢ et y deur distributeurs de résultantes non
colinéaires et soit z le distributeur somme (z = ¢ + y) alors Az et la perpendiculaire
commune de Az et Ay sont orthogonaur et concourants

pour la démonstration des théorémes 6, 7 et 8 voir [43].

2.1.1 Torseur et cotorseur

Soit g la mesure de Lebesgue sur £. Alors 'application

1
(. ¥) — o5 [ x(m) 3 (m)dp(m) @2.7)

est bilinéaire symétrique définie positive sur Eq(S5), pourvu que § engendre affinement
€ (ou méme ne soit concentré sur aucune droite de £, c’est ce que nous supposerons
désormais). donc c’est bien un produit scalaire sur Eq(5).

Définition 21 Le produit intérieur canonique sur Eq(S) est donné par:
[ely] = wa.y(m) + wy.2(m)

Le produit scalaire canonique sur Eq(S) est donné par:

< ®y>= L—g?)/sw(m).y(m)du(m)

En pratique, les deux formes bilinéaires < .,. >et{.|.]sont liés ala notion de puissance,
et il n’y a entre les deux gqu'une différence de point de vue : [x™|y] est la puissance des
efforts représentés par leur champ des moments des forces x™, alors que < x/,y > est
la puissance des efforts représentés par leur champ des forces x/. Cependant la forme
< .,. > alavantage d’étre définie positive. La non dégénéresence des deux applications
bilinéaires < ., . > et [.|.] permet de poser la:

Définition 22 On appelle respectivement torseur, (et ’on note tor), et cotorseur, { et

lon note cotor), relatif & une forme linéaire non dégénérée T sur Eq(S) les deux champs
de Eq(S) vérifiant:

7‘(3:) = [torrlw] =< cotor.,z >
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2.1.2 Moment d’un distributeur

On rappelle que le moment d’'un vecteur AB € E par rapport 3 un point O € & est, par

définition, le produit vectoriel de deux vecteurs OA et AB. Cette définition se généralise
pour les distributeurs de la fagon suivante:

Définition 23 Le moment d'un distributeur par rapport ¢ un point est la moyenne, au
sens de la mesure de Lebesgque sur son domaine S, des moments de ses valeurs en chaque
point de S.

L’opérateur de moment H

Définition 24 On appelle opérateur de moment, et l’on note H, Uapplication linéaire de
0 dans lui méme qui a © fait correspondre le champ:

) 1 .

Hz = — / pm A x{m)du(m

(H=)(p) 5 Js (m)dp(m)
Hx est bien un distributeur de domaine S. En effet

(Hx)0) = (H00) = 5 [ @ = 57%) A x(m)du(m)

=gpA —lr(lgjfsx(m)du(m)

= x(G) A p§
On a donc wyx = x(G) olt G est le barycentre de §.
Définition 25 L’opérateur d’inertie relatif au point p d'un domaine S dans une position
donnée est l'opérateur linéaire I, € L(E) défini par

L(x) = == | 57 A (@ A F)dp(m) (2.8)

1
H(S)
L’opérateur I, est symétrique et positif, il est défini positif (et donc inversible) sile domaine
S n’est concentré sur aucune droite passant par p, et enfin pour tout p il existe il existe

une base orthonormé directe de E formée de vecteurs propres de I, et dite base principale
d’inertie.

Proposition 12 Le produit intérieur , et le produit scalaire sur Eg(S) sont liés par

Vzety€d < @,y >= [Haly].

Cette proposition évite 1’utilisation de l'intégrale (2.7) pour calculer le produit scalaire de
deux champs x et y.

Démonstration
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<KYy> = ;(};)-/aw(m) -y(m)du(m)
= 5 [Lm) - 4(G) + vy £ Tydu(m)

N Y
= ©(6)-9(6) + 55 [(@mna(m)) - wydu(m)

= wi, -y(G) + Ha(G)w, = [Haly).

Corollaire 1 On a

tor, = Hcolor;

Remarque 2 [“opérateur H est trés utilisé en mécanique : par ezemple si v est le co-
torseur des vitesses alors Hv est le torseur cinétique; si v est le cotorseur d’accélération
alors Hy est le torseur dynamique, enfin si f est le champ des forces alors Hf est le champ
des moments de ces mémes forces.

De plus on a les propriétés suivantes.

Propriétés de H

¢ H est symétrique:
[Hx]y] = [x|Hy]

o H est positif:
[Hx|x] > 0

o H est inversible.

e Les valeurs propres de H sont 1,1,1,7% 72 et 72, ol (7;);=1 2,3 sont les trois rayons
de giration du solide. Les vecteurs propres associés sont les 6 éléments de la base
B relative & un repére central d’inertie.

Les trois premigres propriétés s’obtiennent directement grace a la derniére proposition :
[Hx]y] =< x,¥y >. Les valeurs propres sont définies comme les maxima de la forme
quadratique [H x|x] pour les x appartenant & la boule unité de RS, c'est & dire, si A; est
une valeur propre et x; un vecteur propre associé, alors [Hx;x;] = Mi||%||3s. Autrement
dit les les deux normes ||.|lge et {|.||; sont proportionnelles pour les vecteurs propres, les
coeflicients de proportionalité sont les valeurs propres associés.
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Expression de H

Soit B une base de 0 relative & un repére orthonormé d’origine A € £.
On a

wix = x(G) = x(A4) + wx A AG
wa=<GA/\. 1)(X(A))

(Hx)(A) = o5 [s Am A x(m)dp(m)
= o fs Am A (x(A) + wx A Am)dp(m)
= AG A x(A) + 5 Js Am A (wx A Am)dp(m)

soit

D’autre part

soit
(Hx)(A) = (IA G A ) ( ot )
D’ou
. \
GAA 1
HA =
I ~GAA

Propriétés de Eq(S)

e Soit T le sous-espace vectoriel de Eq(S) formé des champs constants. Alors ¥ est
un idéal commutatif de Eq(S):

xETetyeT = [x,y] €T (2.9)

e Soit 3p le sous-espace vectoriel formé des champs dont les distributeurs associés

s’annulant en un point P fixé quelconque dans £. Alors 3p est une sous-algébre de
Lie de Eq(5):

X €3pety€3p = [x,y] € 3p (2.10)
YPeSC¢E TE 3p = Eq(5) (2.11)
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¢ On a aussi la propriété de “produit mixte”:
Vx,y et z € Eq(5) x|y, 2] = lyi[z, x]] (2.12)

¢ Bt la formule de double crochet:Vx,y et z € Eq(S5)

[, [y.2l] = (wx [ wz)y — (wx |wy) 2+ [x | 2]y - [x | y] 22 (2.13)

ol ) est lapplication de Eq(5) dans Eq(S) qui & u fait correspondre le champ
constant J = w,, avec les propriétés :

Q2 =0, [Ox,y] = [x,Qy] = Qx, ¥yl = ws Aw, (2.14)
(Oxly] = (eify] = wx -y (2.15)

2.2 Le groupe D

Définition 26 Soit £ Uespace affine euclidien tridimensionnel. Un déplacement euclidien
est une transformation affine bijective de £ dont la partie linéaire est un élément du groupe
spécial orthogonal SO3(R).

Nous savons que le mouvement d’un solide rigide peut étre décrit par un repére mobile,
et que, d’apres la proposition 2, 'ensemble des repéres affines de £ est en bijection avec le
groupe D. Cette bijection va nous permettre de “confondre” la position et le déplacement.
Ainsi la vitesse qui est la dérivée par rapport au temps de la position s’écrit: v = % = %Itl
ol D est le déplacement correspondant & s, la soustraction ainsi que la multiplication par
un scalaire et le passage & la limite n’etant pas définis dans un groupe aussi “innocent” que
D la formule élémentaire de calcul de la dérivée limh_.ol—)-iti’l}"uz@ n’est plus valable. Pour
surmonter cette difficulté apparente on fait appel a la géométrie différentielle des groupes,
et on monire que D est une variété différentiable. De plus c’est un groupe de Lie, et la
théorie des groupes de Lie assure Uexistence de %—? et montre gue cet 8tre mathématique, 3
un isomorphisme pres, vit dans un espace vectoriel lié & D, noté 0, que 'on appelle algebre
de Lie de D.

2.2.1 L’algébre de Lie 0

Théoreme 9 L’ensemble D des déplacements euclidiens muni de la loi de composition des
applications est un groupe de Lie de dimension 6 dont ’algébre de Lie est, & isomorphisme
prés, Ualgebre de Lie des champs de vecteurs équiprojectifs sur £. Le crochet de Lie, en
tant que champ équiprojectif (ou torseur), est donné par ses éléments de réduction en
meE:

wim,y] = we \wy (2.16)
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[, yl(m) = wa A y(m) - wy A a(m) (2.17)

Démonstration Soit £ 'espace affine euclidien de dimension 3 attaché 3 F, on désigne par:
La(&) est 'ensemble des transformations affines £ — &

La(&; E) est I’ensemble des applications affines £ — E (ou champs de vecteurs affines
sur &)

o Tout élément A € La{f) a une partie linéaire A' € L(E) telle que

Alg) = Alp) + 4'(PY) (2.18)
» Tout champ affine X € La(€; E) a une partie linéaire X' € L(E) telle que

X(q) = X(p) + X'(59) (2.19)

Les propriétés qui conduisent a identifier ’algebre de Lie de D a Valgeébre de Lie des champs
de vecteurs équiprojectifs sont les snivantes:
— La(€) est un espace affine attaché a ’espace vectoriel La(&;E). Si Aet B €

La(€) le vecteur AB est le champ affine p ~ A(p)B(p) € E dont la partie
linéaire est B! — Al

— I est une sous-variété de I'espace affine La(&)
Premiére conséquence

1. Tout vecteur tangent x a D en A est un vecteur tangent 3 La(€) en A et s’exprime
par
x=(4,X) o A=ox)et X & La(&;E) (2.20)

2. Pour que v = (4, X) soit tangent & D en 4 il faut et il suffit que

(2)

AW équiprojectif tel que X = W o A (2.21)
ou bien
(b)
3V équiprojectif tel que X = A' oV (2.22)
(1) découle de Pimmersion :
TD C TLa(€) ~ La(€E) x La(&; E) (2.23)

(2) s’obtient en dérivant t — D(t) tel que

D(0) = 4, ((%D(t)) - X

=0
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compte tenu de
D)D) = Ipdll®

On en déduit aisément les formules

ssiv=(4,X)eTDet BeD

v =(BoA,B 0 X) (2.24)
6v=(AcB,X o B) (2.25)
Adg -u=(e,B'olU o B ") si u=(e,U) (2.26)
.
T.D = {(e,U)/U € Eq(£)} isomorphe & Eq(&) (2.27)

Remarquons que le champ de vecteurs tangent & D et invariant & gauche tel que
X(e) =u={(e,U) U € Eq() est défini par X(A) = y5u=(4,4'00U). Siu,veT,D
u={e,U), v={(e,V) U,V € Eq(£) alors [u,v] = (¢, W) € T.D est bien définie par
la théorie des groupes de Lie { avec les champs de vecteurs tangents a D et invariants &
gauche): calculons maintenant W en fonction de U et V.

Calcul de [X,Y] pour X, Y champs invariants & gauche

Soit
X(A)=7%(u) = (4,40 0)

Y(4)=7i(v) = (4,4 0V)
Par définition de la structure d,algebre de Lie sur T,D:
[X,Y(e) = [u,v]

Soit f € Co(D,RY et g € C®(La{&);R) telle que f e g coincide sur un voisinage de ¢
dans D. Pour A voisin de e:

Lx f(4) = g'(A)(4"o 1)

Ly f(A) = ¢'(A)(A' e V)
D’on
LxLyf(A)=g"(AYA o U)A o V) + g(A) A o U o V)

1Toute fonction f € C=°(D; R) peut éire traitée localement, en particulier pour les opération de calcul

différentiel, comme une fonction f € C*(La(€); R). (propriété de prolongement local d'une fonciion définie
SuT une sous-variété)



2.2. Le groupe D 43

Au second membre on effectue du calcul différentiel local dans un espace affine, d’o aussi
Lixyif(4) = §/(4) (Ao (U0 V — V' o T})
Si le crochet est défini par [X,Y](e) = (e, W) alors L[X,Y] = ¢’ (A' o W) on a donc
¢(&) (U oV = V' o U) = g(e)(W)
et f, (et g) étant quelconque:
W=UoV-VoU

c.ad
[u,v]=(e,U' o V = Vo l)

siu=(e,U),v={(e,V)U'oV —V'oU est le champ

prwy AV(p) —wy AU(p)

Calcul pratique de [X,Y]

On représente les deux champs X et Y par leurs éléments de réduction en l'origine du

repere O (ou n’importe quel point de 1’espace affine engendré par leur domaine commun).
Alors

Wz Wy _ Wy A Wy
[(X(O))7(Y(o))]— (wmAY(O)—wy/\X(O)) (2.28)

2.2.2 L’application exponentielle du groupe D

I’application exponentielle d’un groupe G permet une représentation paramétrique locale
de ce groupe au voisinage de son élément neutre e. Pour G = (R*, x) cette application
n’est autre que Pexponentielle réelie classique, on sait qu’elle injective et non surjective,
par contre si G = (C*, X) elle est surjective et non injective, enfin rappelons que cette
derni¢re (exponentielle complexe) permet de représenter les rotations planes. Dans ce
paragraphe on se propose d’étudier le cas G = (ID, o) utile pour la cinématique des solide
indéformables ainsi que les milieux curvilignes.

Expression explicite de x + expx

Théoréme 10 Soit ¢ € D et A = |lwgl| Pangle de rotation du déplacement D = exp z.
Alors Uapplication ezponentielle D = exp x est donnée par :

exp z(m) = m+ p(wz).z(m) (2.29)
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ol

mMg=1+%<%$!ﬁ"wmA) fﬂ%—iwmA@mA) (2.30)

Démonstration
exp X étant solution de I’équation différentielle:

{%tp(t}Z x(¢(1) = 75nx
©(0) = €

(2.31)

On détermine d’abord la partie linéaire (exzpz)! en écrivant {2.31) en deux points m et p
puis par soustraction on a

2 (cape)/(7h) = (eape) - T A p
soit
d i 1, =
a(erpx) = (expz) -y A -
ce qui implique
(expz) = exp(w, A ).
On a \
exp ix{m)=m + / exp ((t — s)wx A ) x(m)ds (2.32)
¢
donc
J 1
ezpx(m) =m+ (/ expt{wx A ) du) x(m)
t*lwx A
=m+ (-/o (wx du) x(m) (2.33)

k-o
(W'x N ) .
=m x(m
+( DA

Pour effectuer la sommation, nous avons besoin du lemme sujvant :

Lemme 1 Soit v un vecteur de R® et A la mairice antisymétrique telle que Az = vA z
alors on a pour tout k € N

AT = (=DM(lo]) A et A% = (~1)(]jo))* A%
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Suite de la démonstration du théoréme On a

S\ wa A7) i Wy A )2""'1 wy A -2
~ (k T (2k + 2)' i (2k + 3)! ]
;T Iz

Grace au lemme, on a

Il-(D 1) gy e A ) (Z( e )

-1
= -}?(cos/‘\ — 1) {w, A )

k 2 k41 A w 2
I = Z( 1) (2k+3);)(wx/\ ) 23 (Z( ) (2k)+ 1)‘)( wy A )

= %}-(sin)\ — A w, A )P

Pour démontrer le lemme on utilise le double produit vectoriel

vA{vAz)=(v-z)v—||v|f’z

ABrz=vAlpA(wAaz)=(v-2wAv~|ol’v Az = —}|v]|*4z
et ceci quelque soit z € R® d’od
A% = —~|]v]?A (2.34)
Puis on raisonne par récurrence sur &.

Théoréme 11 S5i A < 27 Uapplication linéaire dépendant de wg p(wg) est inversible avec

ﬂ(wm)-l — T(w:l:) = I+%wm/\ . +Xl-2- ( tAA/?Q) wm/\(w;nl\.) (235)

Démonstration
O suffit de vérifier que ’on a bien

p(u)r(u) = Lems
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Proposition 13 Les valeurs propres de ’endomorphisme p(w) sont :

sin A/2 55/ ot sinA/Qe_W2

L= 2

Démoustration On a p(w)-w = w, w est alors vecteur propre associé a la valeur propre
A1 = 1. D’autre part p{w) est une combinaison linéaire de trois matrices simples 13,
wA : cdot et (w A +)? dont les traves sont respectivement : 3,0 et —2A2, on a alors

LA
Ar+ A+ A3 = trace plw) =1+ 231’:
s0it
A
Ap+ g = 25’;’ (2.36)

Les valeurs propres de ’endomorphisme inverse 7(w) sont évidemment : ?\l{’ ;}; at f;,

on a aussi trace T(w) =1+ E%\Té d’ou

1,1 A
)\2 /\3 - tan,\/Q
D’ou le résultat en résolvant le systeme (2.37) et (2.38).

Remarquons que détp(w) = 23'_)%&)2 et que cet endomorphisme est singulier pour
A= 2km.

(2.37)

Etude de exp(w A )

Nous venons de voir que I’application linéaire exp(wA-) est la partie linéaire du déplacement
exp x oll w est 'invariant vectoriel du champ x. Nous allons démontrer que cette applica-
tion est une rotation vectorielle autour de w d’angle |jw]l.

Proposition 14 L’application w — exp{w A -) de R® dans L(R3) s’explicite en

sinA

A

sinA /2
YE

2
explwA-)y=1+ ww/\~+%< ) we A{we A ) {2.38)

La démonstration est analogue & celle du théoréme (10).
Soit X un vecteur de R3 et soit V la projection orthogonale de X sur w et W la
composante de X orthogonale a w on a

exp(w A )X = exp(w A )V + exp(w A AW

grace a cette derniere proposition exp(w A )17 =Vet
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Figure 2.1: La rotation vectorielle

- — . - N 2 —
exp(w AW = W+~”,\L)‘wz/\W’+l(M) wy A (wy ANW)

3\ A/2
= W+ 882y, AW — (1 - cos )W

= cosAW—i—sin)\%f/\VT/

On peut aussi raisonner en physicien et retrouver le mme résultat de fagon plus intuitive
ton a Viyy = Vi 4 6V, ol 6V} est un vecteur élémentaire orthogonal 3 la fois & Vj et 3 w
de norme =~ a l'arc ViV = “Vk”% d’ott 6V = £ AV,. La relation entre deux vecteurs
consécutifs s’écrit : w

Vipr=(1+ - AW

solf
Va=(1+2 AV
n
finalement

V/=Rot,V = lm(l+=A )V
n—00 n
= exp{lwA )V

Théoréme 12 Soit u € R3 on a alors
p(—u)r(u) = exp(u i) (2.39)
pourvu que u soit de norme non multiple de 2.

Démonstration Ce résultat peut &tre vérifié directement i partir des expressions explicites
de p(—u), 7(u) et exp(uA-).
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Figure 2.2: Raisonnement physique

Lemme 2 On a les deuz identités suivantes :
plwz)(wz A ) =ezp(wg A-)— 1 (2.40)

(1 - expwg A Y wg A+) = XNplwg) — AL ~wA(weA-) (2.41)

Démonstration On a

pwa)(wn A ) = Z((“;’;Jflg,xx - Z )

d’ou la premiere égalité. Pour Pautre on écrit :

)k+1

w k42
(1= oo A Y ) = = EEEA)

("dﬂ? '/k+1

= Z(k+1): — (@A

w k

- N ;)((‘;’; i)' ~1)— (@AY

= Z(a()}vcii),) ML= (e A 1))
k=0
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Décomposition de Papplication exponentielle

Théoréme 13 Soit z € d défini par ses deux composantes tridimensionnelles: © = (w, ),
et soit D = exp ¢ le déplacement associé a . On a alors la décomposition:

o Silziz] =0 avec @ £ 0, D est une translation ou rotation:

- siw =0, D est une translation de vecteur u.

- sty =0, D est une rotation de vecteur w.

— si ||lull.llwll £ 0, D est une rotation d'aze paralléle a w passant par le point
wAY

0+WD

e S5t {z|z] # 0, D est une translation ou déplacement propre:

— Si A =2knr avec k € N* alors D est une translation de vecieur

[2|2]
4k?r?

o (2.42)

B

- Si A # 2krm alors D = Rot(w) o T.(p(w).u).

Démonstration
xix]=1-d=0<= (G=0oui&=00ud L@

1. Siw =0, alors p(w) = 1 et x(7n) est un champ constant égal & u. Donc (expx)(m) =
m + u, c’est une translation de vecteur u.

2. Si = x(0) = 0 alors x(m) = w A om et

(expx)(m) = m+p(w,)(w. A oTH)
= m+ p(w,)(w, A -)om
= m+ (exp(ws A-) —1)om

= o—om + exp(w, A -)om

= o+ exp(w, A -)om
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3. Si fJu] - [lwl]] # 0 alors

(expx)(m) = m+ p(w:)x(m)
= m+ plwy)(u + w, A o)
= m+ p(ws)u + p(w=)(we A -)om
wAu . —
= m+ (1 —explws A ))T + (exp(wy A -) — 1)om
A A
= o—om+ —(‘-)—5‘32 + {ezp(w, A -))(omh — %5—1—{)
= p+exp(ws A-)pT
A =
avec p= 0 + w/\gu
o [x|x]#0
1. Si |lwl|l = 2kx alors
pw)l = T+ 358A(TAT)
- 1 x|x]
I I N Vi
1 [x}x] . [XiX]
(expx)(m) =m + 52 We est donc une translation de vecteur ‘S=w,.
A
vecteur indép. de m
2. llw|l # 2kx : on a d’abord
expz(m) = m+ plwy)x{(m)

= m+ plw)(u + w, A oni)

= m+ plws)u+ p(ws)(ws A )0

et en remarquant que 7 = %25 — -‘ﬂff—al on a

(exp x)(m)

D’ol le résultat.

I

m+ 225+ (1 - exp(w, A ))w;\zu + (explw, A +) - 1)o1h

TR

p+explw, A )P+ YR
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En conclusion le tableau suivant donne la dépendance entre le déplacement exp x et le
torseur x :

Champ x | Application expx
Couple Translation
(2.43)
Glisseur Rotation
Distributeur Rotation
non +
élémentaire Translation

Proposition 15 Pour tout D € D, Jx € 0 tel que D = exp =. Autrement dit, [’application
exponentielle est surjective, mais elle n’est pas injective, et on a en particulier

lwel| = 2kr k € N*
expe = Iy <> (2.44)
[ele] = 0

Cependant, il existe un voisinage V de ’origine dans 0, tel que, si x appartient a V', 1’égalité
expX = 1 entraine x = 0.
Démonstration

1. Lasurjectivité ; un déplacement est déterminé par I’image d’un point (p par exemple
g

et un vecteur de rotation @ de facon & avoir : D(m) = D(p) + exp(Q A -) - pri. Soit
O’ 'image par D de Vorigine, alors il existe un vecteur x € 0 qui vérifie D = expx
ol

wx = O et x(0) = () - 00

2. Lanon injectivité : La démonstration de (2.44) est immédiate & partir de ’expression
explicite de exp X, si on pose x(Q) =z on a :

_ 1 (sind/2\* sind — A 3
expa:—lm{:ym-&-é( "2 ) (wm/\m)-————j\—é-—wx/\(wx/\m)-—o
sin 1sinA — A 1 (sin\/2\>
@(T)“”"'i_iﬂ"“m“]w”ﬁ( A/2 ) (e A2) =0
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si w, est colinéaire & = cette derniére relation se réduit & = 0 qui entraine x = 0 ce
qui est exclu, donc le triplet (z,w;,w, Az) forme une base de R les coefficients de la
derniére combinaison linéaire sont alors nuls ce qui implique sinA/2 = 0 et {x{x] =0
d’ou le résultat.

Dérivée de 'application exponentielle

Théoréme 14 La dérivée de L’application exponentielle pour le groupe de déplacements
euclidiens D est de classe C°° sa dérivée au point u € ¥ est Papplication linéaire de 0 dans
TexpulD donnée par :

ezp’u =L, 4. R(—u) (2.45)

ou R(u) est un endomorphisme de 0 donné par :

R(w) = [+ (% (E%Q)zu [";L:’] {STA - (S’;}\f)}ﬂ) adu

L1/l sind lu]w] [, sinA . 9 } ) 2
32 ((l 3 )I+ E {3 3 + 2sin® (A /2) — 3} Q) ad®u

Ces formules sont trés utiles en analyse numérique des milieux curvilignes. Pour les
démontrer nous avons hesoin de:

Lemme 3 OnaVzcd

ad’z = -2\ adz — Madz (2.47)

ot A = |Jwgl|
Autrement dit, le polynéme minimal de ’endomorphisme ad x est
P(X)=X(X%4 2\)? (2.48)

Donc +:X sont valeurs propres et d’aprés le théoréme (?7) du chapitre 1, application
exponentielle du groupe I n’est réguliere que si 2kir # +iA avec k € Z, c.d.d:

A# 2kw keN (2.49)
Démonstration On utilise pour cela la formule de ”double crochet” :
[, [x, 2]} = (wxlw:)x — flws]]*z + [x]2]0x - [x]x]Qz

on multiplie a gauche au sens du crochet, par x
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[x, %, [x, 2] = —llw- 1" [x, 2] ~ [x|x]{x, Q2]

il vient

ad®x = —Nadx — [x]x]Qadx (2.50)

et aussi

ad®x = —Nad’x — [x|x]Qad®x (2.51)
on multiplie (2.50) par ad*x on a

ad’x = —Nad®x — [x|x|Qad’x (2.52)
puis (2.51) par Q

Qad’x = -\’ Qadx (2.53)
compte tenu de (2.53), I'équation (2.52) se simplifie en

ad®x = —Xad®x + \%[x|x]Qadx (2.54)

on additionne membre & membre cette derniere équation avec (2.51) aprés ’avoir multipliée
par A%:

ad®x + MNad®x = - 2X?ad3x — Madx (2.55)
d’olt
ad’x = ~2X\ad®x — Madx (2.56)
Lemme 4 OnaVeecgetVk>1
ad® g = (=1)¥(k — )A*tad®z + (~1)¥(k — 2)A*%ad 2 (2.57)

ad®z = (1) (k — DA*ad*e + (-1 (k — 2)\*2ad’z (2.58)

DémonstrationPar recurrence.

Démonstration du théoréme: On a
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ad*(— u) ad®*-1(~ u) ad®(—
Rlu) = E NG H; k)] Z (2L+1)’ (2.59)

IL I:l

grice a ce dernier lemme on a

(L (k — X2 s (=1)(k — 2)A%-*
L= Z 0 ad®z +Z G ade

e

1 r

0 k=0

Le calcul se ramene & des sommations de séries entitres en A :

; . ir1 oo g_llkAzk—l 9 00 [_llkkﬂk
-[1 - E(T\—SZkzl (2k—1)' “KFZA::I {2k )
— (—aan —=2e08)A—1
= 32 At

et

—13E)2k

: —1)k a1 )
o= 3G o Sy - ST S

— l{=sin) —4cosi—1
( - 33

On calcule de la méme fagon I :

0 (—1\);‘(;{? _ 1)A2k—-4 ( 1)k k— 2))\2L -2
I, = : adzx
? ; (2k+1) LZ;; QE+1)!
3 I8

puis on effectue les sommations de séries entidéres en A :

IPELPELE

_ 1 _1yka3k 3 oo
Ié - (:\—:i- Z;ozl g_(glk-)l_— Y Ek:l S_(-le)

S

—  licosA-1 3inA—A
5( FCE

et

ERRLPELE S

» o i(d —DFA* 5
Iy o= T S - ST S

— lycosr-—1 _5sin3\—,\
2 AZ As

d’ott

R(~u) = 1 + I”;adu + I"sad’u + [jad®u + Lad*u
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et en tenant compte de (2.51) et (2.52):

R(—-u) =1+ {(I"; = X1}) — L}[uju]Q}adu + {(I"; — \I}) — L[ulu]Q}ad’u

d’olt le résultat.

Théoréme 15 Si A = ||wul| # 2kr, Uopérateur-dérivée R(—u) est inversible d’inverse
T(—u) tel que

1 1 A2\
T(u) = I—- 2adu+—)§ (1— tgA/Z) ad*u

wlal [/ M2 \2 A2 (2.60)
o {(sim\/?) +tg/\/2_2}ﬂadu

4
Démonstration On cherche inverse T(u) de R(u) sous la forme Z arad®u , et par
k=0
identification on trouve le résultat annoncé, en tenant compte de (2.51) et (2.52).

s k

La série exponentielle E

X . , X -
i peut étre sommeée de la méme fagon, d’o
k=0 )

Théoréme 16 On a

Adempu :I+ [ﬁ@.[.—i—l[ulu] (COSA—Sin)‘>Q]adu

A 2 A A
, (2.61)
1 sz'n,\/Q) 1w ul (sinf\ 1= co.sA) 2
+[2(A/2 T U 2w ) 9 e
Exemple
Siu=(0,0,¢;0,0,0) alors
cosa —sina 0
sina  cosa 0 0
0 0 1
Adezpu = cosa —sina 0 (2.62)
0 sina cosa )

0 0 1

on a une matrice analogue pour u = (a,0,0:0,0)" et u = (0,0,0;0,0,0)' tandis que
pour u = (0,0,0;4,b,c) on a


file:////u/v/
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1 0 1]

0 1 0 0

0 0 1 ]
Adezpu = 0 —c b 100 (2.63)

¢c O ~-a 0 1 0

b ¢ 0 0 0 1

Application

L’application adjointe est, en fait, “la matrice de passage” d’une base i I’autre dans
algébre de Lie 0. Soient r = (0, e],e;,63) et ' = (O,E{l,é_{ ,EZI) deux repéres de
l'espace affine € et D € Dle déplacement qui transformerenr’ v’ = Derc.a.d. 0’ = D(0)
et E;f'! = D'e;. On désigne par

B =((€,0),(%5,0),(%,0);(0,e7),(0,&),(0,e3))
et
B = ((&,0),(%,0),( ,0);(0,& ), (0,& ), (0, &3 ))

les deux bases de D associées & r et r’ respectivement.

Ty $’1

/ : . . S "
Notons X et X' les matrices colonnes | : | et | ! | ol (&;)iz16 et (x)i=1 6 sont
&g T
respectivement les composantes d’un champ equiprojectif z € D dans B et B’ on a alors

X =AdD - X'

Notons aussi H et H' les deux matrices représentant 'opérateur de moment dans 9,
on a alors

H' = AdD™'H AdD

On peut obtenir la représentation matricielle de Adexpu d’une autre fagon, plus directe
: la définition AdD -x = D'xD™? s’écrit pour D = expu

(Adezpu -x)(m) = exp(w, A+)-xoexp(—u)(m)

li

exp(wy A ) - x(m + p(—w,u(m))

exp{wy A )~ (x(m) + w; A {p(—wu)(~u(m))})

on a donc

(Adexpu-x)(m) = exp(wy A )x(m) + exp(wy A Y({p(—w)u(m)} Aw)  (2:64)

A partir de cette expression (2.64) on démontre la proposition suivante
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Proposition 16 On a

i

QAdea:p'u-a: emp(wu A )w:z:

(Adexpu-z)(0) = ezxplw, A-)p(—wy,)u(0) A Jw, + exp(wy A -)z(0)

D’oh la représentation matricielle

Adezpu=| — = — = — = ==~ = — = | === === == (2.65)

exp(wy ANp(—o)u(O)A ] | ewplw A-)

Corollaire 2 La représentaiion adjointe AdD : D +— D est une “transformation orthogo-
nale” relative au produit intérieur

[Ad Dz} Ad Dy) = [=}y) (2.66)

Démonstration simple vérification 2 I’aide de la représentation matricielle.

Corollaire 3 La représentation adjointe Ad: D — L(D) est injective.

Démonstration
Nous allons démontrer que

AdD = 1) = D=1y

ol e désigne 1'élément neutre du groupe D. Soit D = expu, d’aprés le théoréme (16)
AdD = 1., est équivalent a :

1[u|u] sinA 1~ cos) s
3 VItg e (2 )ad’u =0

.sz'n/\ [u|u] _simd 1 sinAf2.,
R (cosh~ 22 \0ladu+|

On a donc un polynéme en adu de degré inférieur au degré du polynéme minimal il est
alors identiquement nul. Les coefficients sont nuls si et seulement si A = 2k7 et [uju] =0
d’out le résultat grace a (2.44).

Proposition 17 L’application adjointe de 1’ezponentielle, Adexpw; la dérivée de
Pexponentielle, R(u); et son inverse, T'(u), sont liées par

R(u)T(—u) = Adexpu (2.67)
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Démonstration
Soit ¢(2) la série entiére

i 2* -1
pod (k+1) z

et soit 1(2) la série inverse de ¢(z), on a

O

D’olt le résultat puisque R(u) = ¢(adu) et T'(u) = ¥{adu).

L’application exponentielle est parfois inévitable!

Soit u et w deux vecteurs de R® et (O, %x,Jk, bt Je=1,» une suite de n repéres orthonormés
tels que le passage de (Og, tx, i, kk) & (Opy1, Tx1,Je41 » Kxy1) se fasse par la composition
d’ une rotation de vecteur % et une translation de vecteur ¥ (pour n assez grand ces deux
transformations commutent). Soit (Vi(Oy), Q) les éléments de réduction d’un torseur

Figure 2.3: “Raisonnement physique”

dans le repere (R;) et (Vit1(Or41), Qxy1) les éléments de réduction de ce méme torseur
dans le repeére (Rit1). (fk41, Jr+1, key1) est Pimage de (44, ji, ki) par la rotation de vecteur
£, D4, est donc 'image de Q, par la rotation inverse —%. Donc:

"

1
Q= Qp — % A+ O(=) (2.68)

1
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D’autre part on a

Vi(Ois1) = Vi(O3) + i A % (2.69)
donc
Vit1(Or41) = Rot_g(Vi(Or41))
= Vi(Oks1) = £ AVi(Ox 1) + O(55)
= Vi(0) + QAL = 2 A(Vi(08) + 2 A %) + O(5)
soit

. ) ) 1
Vis1(Opa1) = Vi(O1) + Qe A % -~ % AVA(00) +0(5) (2.70)

et en regroupant (2.68) et (2.70),0n a:

Qya _ Qi 1w Q, 1
( Vk+1(5k+1) ) - ( Vi (Oy) ) n [( % ) 7( Vi(Ow) )] +O(n2)

donc J .
a
Xppr = (1 - %)Xk + O(;Q-) (2.71)
d 1
= X, = (1~ En—x)”Xo +0(-) (2.72)
Dot en faisant tendre n vers 'oc:
x, = exp(—adx).Xq (2.73)

Donc sans faire appel & la théorie de groupes et algébres de Lie, on a montré que les
expressions d’un torseur dans deux bases différentes, sont liées par un endomorphisme qgui
n’est autre que ’exponentielle d’une matrice obtenue a partir d’un “vecteur-déplacement”
X-
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Chapitre 3

La formule de Campbell-Hausdorft

Un déplacement définissant la position d’un solide rigide
peut étre déterminé, moyennant l'application exponentielle,
par un torseur dont les siz composantes sont lides auz siz
degrés de liberté de l’espace physique. Il est plus simple de
manipuler des torseurs appartenant 4 un espace vectoriel que
des déplacements, éléments d’un groupe. En adaptant ce
point de vue, la seule difficulté est de pouvoir exprimer la
composition de deux déplacements d ['uide de deuz torseurs
correspondants.

3.1 Introduction

La formule de Campbell-Hausdorff donne 'expression de z en fonction de x et y dans

eXpX.eXpy = expz (3.1)

Cette formule a fait couler beaucoup d’encre. Campbell lui consacre deux mémoires,
Poincaré étudie la détermination principale de z. Pascal, Baker reviennent, sur la ques-
tion, seul Hausdorff donne P’expression précise de z. et enfin Dynkin obtient en 1947 les
coefficients de la formule a P’aide d’une suite récurrente. Malgré tous ces études, la formule
de Campbell-Hausdorff ne présente, en général, pour la théorie avancée des groupes de Lie,
qu’une utilité d’ordre pédagogique trés limitée : la formule est, en effet, une suite infinie de
séries emboitées. Ici, dans le cas particulier ol G = D, nous proposons une simplification
qui permet une utilisation pratique et simple.
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3.2 Premiére simplification : composition d’un déplacement
avec une translation

Considérons un voisinage ouvert convexe i de 0 dans 0 tel que exp induise un isomorphisme
de U sur un voisinage ouvert U de e dans I, nous désignerons par log I'isomorphisme
réciproque de U sur U, de sorte que ’on a

log(exp(x)) =xpour x €U , exp(logD)= D pour D e U (3.2)

I’application (x,y) + expx expy étant continue, 3 un voisinage U’ C U de 0 dans T.D
tel que Pon ait expx expy € U pour x,y € U’
On poseral

A(x,y) = log(exp x expy) (3.3)
pour x,y € U,

Théoréme 17 Pour z € 0 el y € t vérifient la condition ||z||, + {lylj, < log2 on a:

Alz,y)=2+T(2)y e Aly,x)=z+ T(-m).;] (3.4)

ou T est une application de © dans L(B) définie par Vexpression (?2).

La deuxiéme formule se déduit de la premiere en inversant ’égalité expxexpy =
exp A(X,y) puis en changant X en —x et y en ~y.

Corollaire 4 Dans le cas particulier ot & € 24, la formule du théoréme précédent permet
de représenter le déplacement composé d’une rotation de vecteur € R3 et une translation
de vecteur y € R3 (z,y étant donnés), par le seul vecteur xy € T.D donné par x =
z + T(z).y, de fagon d avoir expz expy = expX. Réciproquement, tout déplacement
D = exp x peut se décomposer en un produit exp 8§ exp u ou exp 8 est la rotation de vecteur
8 = x, et expu est la iranslation de vecteur u = R(x,) X,

Démonstration du théoréme:
Soit ¥(z) la série

W= = Gy = (3.5)

Cette série converge dans le disque |z — 1| < 1, ce qui permet de définir ¢(u) pour tout
opérateur linéaire u vérifiant la condition |ju — 1}] < 1.

!Comme l'application log est un isomorphisme de U sur un ouvert I d’un espace vectoriel, le couple
{U,log) est une carte locale de la variété I en e, et la fonction A(-,-} n’est autre que 'expression dans
cette carte de la loi de composition de Il. Indiquons en passant qu'une carte telie que (U, log) s'appelle
fréquemment une carte canonigue de D,
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On vérifie facilement que si v est tel que la condition ||w, || < § est satisfaite on a
llexpladv) -1} < 1

et alors

T(~v) = y(expadv) (3.6)

On pose
F(t) = Log(expx - expty) (3.7)

F est une fonction de [0,1] dans 0, elle est bien définie puisque 4/’ étant convexe et
contenant X et y, contiendra ty pour § < ¢ < 1.

Ensuite, on dérive par rapport & t Pexpression
exp F(t) = expx -expty (3.8)

dexpF(t) . dexpty

dt - ’Yepr' dt (3‘9)
’Yg:(p F(t)R(—IP(t))"F!(t) = ’Y;I)'(pxpy;{(ptyR(—tY)'y (3‘10)
et puisque y est un vecteur propre de R(—ty) pour tout t € R :
R(—F(t)).F'(t)=y (3.11)
= F'(t) =T(-F(t))y = ¢(expad F(t))y
= $(Ad exp F(t))y 312)
= ¢ (Ad(expx expty))y ’
- 7,") (eadxeadiy’) y
1
en utilisant F(1) = F(0) —i—j F'(t)dt on a:
0
1
Alx,y)=x+ / P (e Xty ydi (3.13)
0

On peut donc déduire de cette derniére équation un développement en série qui permet
de montrer que, la fonction A(x, y) est analytique au voisinage de 0. On l'obtient en
développant F’(t) = (e*™ e¥*Y).y en série entidre par rapport 4 t et en intégrant terme
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a ferme.
yi)(eadxeadty) = (29X adty)z - + 1 0K gadty l)k
_ i (=1)k Z adPoxadicty Z adixadiity
b= k1 Potgo0 ol Pt+>0 Copda!
Z ad’*xad®™ty (3.14)
Prtge>0 ph!Qk-
_ i (—~1)* Z adPexad®y  ad’*xad™y P,
k=0 k+1 Do+ qg > 0 Po!go! plgy!
o + Go 2
pi+q¢>0
Donc
: st (—1)* ad?*xad®y - - - ad?* xad?y
Alx,y) =x+ -y (3.15
bey) §p+§>0 F4+1(g+q@+ -+ q+1)polge! - pelgn! (3-15)
o+ qo 2

p+g >0

Les termes correspondant & ¢; # 0 pour ¢ = 0,- - -, k sont tous nuls du fait que t est un
idéal et que le crochet de Lie restreint & t est nul.
Donc la sommation se réduit 3

ad (-1)F adPoxad? x - - -adfrx
A . = X + .
(x,¥) 2 2 k+1 polpi! -yt Y

fece]
(=DF — adPox  adPix adf* ¥
=X + ca . y
::1, k+1 ,,%;0 Po! ,};D m! 2-:‘0 P! (3.16)

*-1) ey

il
&
5
ki
gk
a.‘/‘»

- 13 =1
= x+ P(eX) oy = x4+ (T, &) y=x+T(-x)-y

Ces manipulations formelles, qui utilisent la formule d’associativité pour les séries multi-
ples, sont justifiées pour peu que la série multiple obtenue soit absolument convergente.
Mais le théoréme d’associativité étant toujours valable pour les séries & terme positifs
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(qu’elles soient convergentes ou non), on peut, pour vérifier la convergence de (3.15), rem-
placer les terme par leurs normes, puis effectuer des groupements de termes ingénieux et
vérifier que la série & terme positifs obtenue est convergente. Mais c’est la série qui se
déduit en supprimant les facteurs (—1)* et en remplagant adx et ady par leurs normes
(la norme choisie sur  n'a évidemment qu’une importance secondaire pour effectuer ces
estimations). autrement dit tout revient & vérifier que

(elleaXlitiaayll  1)*

> i) < oo (3.17)
k

c’est & dire
eledXllHadYl « 9 oy bien Yadx]] + ||lady]} < log2 (3.18)

En pratique les champs x et y sont représentés par les vecteurs (en dimension 6)
(w, u) et (0,v)

oll w, u et v sont trois vecteurs de R% On a alors T'(—x)-y = (0,7(~w) - v). La formule

(3.4) devient:
exp(:)-exp(g)zexp(u_{_r(uiw).v) (3.19)

et cela évite de manipuler ’endomorphisme de ? ~ R® T(x) et le remplace par
Pendomorphisme de R? r(z).

Deuxiéme démonstration
On utilise cette fois I’expression explicite de ’application exponentielle :
(expx)(m) = m + p(ws) - x(m)

pour le champ constant y on {(expy)(m) = m+y(m), en composant les deux applications
affines on a

(expx -expy)(m) = (expx)(m + y(m)) = (expx)(m) + (expx)' - y(m)
on sait que (expx) = exp(w, A -) = p(ws) - T(~w,) donc
(expx - expy)(m) = m + p(w,)(x(m) + 7(—w)y(m)) (3.20)
et puisque 1’on pose eXpX-eXpy = expz on a :
(expx- expy)(m) = m + p(w,) - 2(m) (3.21)
et finalement (3.20) et (3.21) entrainent que :

z(m) = x(m) + r(~w)y(m) et w, = w,
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Figure 3.1:

Exemple d’application
Soit dans £ un mouvement ponctuel circulaire ¢ > M(¢). On considére le repére de Frenet
R(t) = (M(2);7,7,5) en M(2)

Un solide s est 1ié au repére R. On se propose de déterminer le vecteur-déplacement x(%)
qui défini le mouvement de s: R(t) est 'image de R, par une translation de vecteur 7 puis
une rotation d’angle ¢ autour du vecteur k. Le déplacement associé & R(¢) est donc :

D(t)y=exp@oexpl (3.22)

ot ¢ = (0,0,¢,0,0,0) et I = (0,0,0,1,0,0)". En appliquant la formule de campbell-
Hausdorff

D(t) = exp (cp§ + T(—k) - i’) (3.23)
on a
ey RAT 1 g2 s Taey o P2 e
T(-) 7= T+ org + 3 1 tgwg))so?(m(mm—tg(@/z)wr_23 (3.29)
D’ot 5
x(t) = (0,0,0, =212 012, 0" (3.25)

tg(/2)
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A titre de vérification, l'invariant scalaire de x(t) est nul {[x{)|x(t)] = 0), donc le
déplacement 1ésulta.nt est une rotation propre d’axe paralléle & k et passant par le point
O+ i‘i“;f""g = (-3, tem‘pl,.l_,,O) (d’apres le théoréme (??) du chapitre 2). D’autre part le
déplacement résultant transforme le segment {A’0O] en le segment [OM] le centre de rota-
tion est donc le point intersection de deux médiatrices, et on vérifie qu’il s’agit bien du
point (—2, tansa/Z’O)

3.3 Cas général

Pour trouver une expression plus générale de A(x, y), Vx et y dans 9, nous avons besoin
d’un résultat classique et analogue dans la sous algébre Z; isomorphe & l’algebre de Lie
du groupe SO5(R):

Lemme 5 Soit @, = ( Alokl ) et B, = ( A'Bkz ) deuz vecteurs de Z,. Alors © =

A(©,, ©;) est donné par:

N cos 3 = cos&rcos 22 - Ey » Eysin A gin A2
0= ( 0 ) ot
L— __1 iy AL Al M ogim Az s AL gim A2 L L.
k= rSYE (sm eos 2k, + cos Srsin 22k + sin Srsin 2k A Ky
(3.26)
Démonstration;

On sait que Z; est une sous-algebre de 0. Comme [’expression générale de @ =
A(®,, ©,) ne fait intervenir que les crochets de Lie [., -1y A(©1, 03) € Zy, O est donc
de la forme donnée ci-dessus. Une rotation de vecteur Ak (c’est & dire d’angle A autour
d’un axe passant par 'origine de vecteur unitaire k) est associée au quaternion vectoriel

= (0, k) (voir annexe A). Or le produit de deux rotations d’axes concourant est donné
par fe prodmt de leurs quaternions exponentielles associés:

exp (0, g—ﬁ) = exp (0,%1-51) - exp (0, %2—52>

A A
(cos 3 sin 3 k) = (cos % , szn — k) (cos Az , $in —)‘5 k) (3.27)

soit

D’ot le résultat en développant le second membre.
Finalement on a les résultats partiels suivants; si @ € Z; et u € t alors

exp © expu = exp(© + T(-0) - u) (3.28)

expuexp® =exp(0 4+ T(0) - u) (3.29)
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Réciproquement
eXpX = exp X, - exp B(—x,)x-
(3.30)
= exp R(X,)Xr ' €XP X,
. 6, 6,
Théoréme 18 Vy; = el xo = € 0 alors:
Ty &y
)
eXpX1-e€Xp Xz = eXpX avec X = (8)us + T(~6)uz (3.31)
ou
f= A(91,92) s Uy = p(ﬁl)ml et Uy = p(—gg).'l!g (3.32)

Démonstration:

On décompose expx; en un produit d’une translation exp R(—©;)x; et une rota-
tion exp 0, puis exp x, en un produit d’abord d’une rotation exp @, et une translation
exp R(0,)x,, soit

eXp X1.€XP Xz = expu; exp G; exp O exp u,
N e’

=expw; exp Q exp U, (3.33)

g
= exp ( T(e)ul ) exp Us

On a ( o (f)u ) €vet u; € 1 d’olt le résultat en appliquant le théoréme 17.
Juy

Exemple : Décomposition de Pexponentielle en déplacements élémentaires

Théoréme 19 On a

1 [e|z] 0 N 0
eXp & = exp (§ 32 Q:B) exp| wAu Jexp exp| wAu (3.34)
)\2

Démonstration
On applique deux fois la formule de Campell-Hausdorff.
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exp

Figure 3.2:

(R — Ry) ; 45" est le “vecteur-bras de levier” de x par rapport & 0. Clest un
vecteur normal & I’axe principal A, d’origine O et d’extrémité P € A. La translation
correspondante r transforme O, Vorigine du repere R, en P origine de R,

(Ri — R2) ; w est le vecteur de rotation du champ x, c’est un invariant de x. La
rotation p correspondante fait tourner le repére autour de 1’axe (O’, &)

(R, — R3); 7! translate le repére R,, en R3, de fagon que 7~ pr soit une rotation
autour de ’axe A.

(Rs = R'); %I%,}gw est le vecteur de translation de x, c¢’est un invariant vectoriel
de x. La translation correspondante translate le repére Rj; parallelement a ’axe
principal, er R/, image de R par 'application exp x.
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Partie 11

Meécanique des solides et des
milieux curvilignes






Chapitre 4

Mécanique du solide rigide
(approche hexadimensionnelle)

L'hypothése de rigidité de la section transversale d’un céble
(cf. chapitre 5) fait appel ¢ la mécanique du solide rigide.
Il est difficile de faire preuve d’originalité dans un sujet
ausst classique que la dynamique du solide, mais il se trouve
gu’une écriture condensée des équations de la dynamique des
systémes complezes ne faisant apparaitre que les opérations
inirinséques est désormais possible en utilisant un nouveau
formalisme lié a la géométrie différentielle des groupes de
Lie, méthode mise au point au CERMA et déja appliquée
dans divers domaines.

4.1 Introduction

Il ne s’agit pas dans ce chapitre, cornme le laisserait supposer le titre, de regrouper de
fagon formelle, les grandeurs cinématiques et dynamiques liées 2 la translation avec celles
liées a la rotation pour former des matrices et des vecteurs en dimension 6. Ce type
d’exposé a été réalisé depuis longtemps, mais ils n’introduit qu'une partie de la structure
mathématique de ? nécessaire a la manipulation des torseurs en tant que vecteurs en di-
mension 6 pour exprimer les relations d’équilibre entre les efforts, et le produit intérieur
[.].], qui permet d’exprimer les puissances. Or I’on montre ici qu’ane structure géométrique
complete (R% < .,.>;[.,.]) analogue & (R3;(.,.);.A.) permet 'expression de la dynamique
sans recourir aux décompositions en éléments de réduction et au calcul vectoriel tridimen-
sionnel. Tout le calcul algébrique et différentiel nécessaire tient alors en quelques régles
trés simples qui englobent dans un calcul unique de niveau supérieur 'ensemble du calcul
vectoriel tridimensionnel nécessaire. De plus, 'interconnexion entre le calcul différentiel
et la structure algébrique apparait de fagon particulierement nette.
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Position d’un solide dans I'espace

physique Position d’un solide dans 'espace S

Figure 4.1:

4.2 Cinématique du solide rigide
Modélisation géométrique

Comme nous le savons déja un solide est un corps idéal pratiquement indéformable.
Puisqu’il sert & faire des “régles”, les différents points d’un solide sont par définition 3
des distances fixes les uns des autres. Cette hypothése permet d’associer & chaque solide
un repére mobile indéformable, considéré comme le squelette de 1’espace affine’ en mou-
vement. L’espace de configuration de solides, que 'on note S, se présente donc comme
isomorphe 3 ensemble des repéres affines. Les automorphismes de cet ensemble sont les
déplacements euclidiens, d’otlt la définition intrinséque de 8 & partir de D :

Définition 27 I’espace de configurations d’un solide est un ensemble S opéré a gauche
par le groupe D par une opération notée o :ID X § — S ayant les propriétés suivantes :

(S1) YAet BeD,VseS: Ae(Bes)=(AB)es,
(S52) VseS:cos=u3,
(S3) YreS:A — Aerest une bijection bicontinue de D sur S.
A o s représente la position que vient occuper le solide initialement en s lorsqu’on lui

applique le déplacement A. S3 veut dire qu'une position de référence r d’un solide étant
choisie, toute autre position s se déduit de r par un déplacement.

! L’espace affine engendré par le solide supposé ici de dimension 3, puisque le solide n’est concentré sux
aucune droite.
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Référentiels

L’espace-temps, noté M, est ’ensemble des événements que I’on représente localement
par des couples de la forme e = (%,s) ol ¢ et s sont respectivement P'instant et ’endroit
auxquels se produit ’événement e. L’espace topologique M se présente comme un fibré
C= trivial de fibre § sur R: M = (R x 5, 7,R) ol 7 est 'application continue surjective
qui associe & chaque événement e sa date .

Définition 28 Un référentiel cinématiquement admissible p est une trivialisation:

p:M—RxS

Solide en mouvement

Définition 29 Le mouvement d’un solide est défini par Uapplication d’un intervalle I C R
dans Uespace de configuration §:

3:1 —8;tw s(t)

Si on choisie uue configuration de référence, r, fixée dans §, alors, en vertu de la
définition (27):
s(t) = D(t)er

Le mouvement du solide est alors décrit par Papplication de R dans D

t — D(2)

Trajectoire d’un solide

Considérons un solide en mouvement par rapport & un référentiel. Le chemin (ou l’arc)

t +— exp X(1).r décrit par ce solide dans S est appelé sa trajectoire dans le référentiel
considéré.

Vitesse d’un solide

La bijection {S3) va nous permettre de transporter sur S la structure différentielle de .
En effet, soit 7(D) = (TD,D,#’) le fibré vectoriel tangent & D. La bijection réciproque
h:8 — Dquiasassocie A € D tel que s = A4 er étant continue, il existe, & un
isomorphisme prés, un fibré localement trivial 7(8) = (TS, S, r) de fibre 9, appelé fibré
image réciproque par h, on noté 7(8) = A*(r(D)).

7(8) est le fibré vectoriel tangent & §, ol 7 : TS — § désigne la projection ou
Papplication “pied” qui associe & chaque u € T'S son origine (ou point d’application)
7(u).

Le fibré 7(S) admet deux trivialisations canoniques:

p: I'S—-8x0
v = (s,v*) telque v=v'es
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et
pe: TS —-8x0
v > (8,V°) tel que v =~%(v° er) sim(v)=Aer

u* et p signifient qu’un vecteur tangent & S peut &tre obtenu soit en appliquant
un déplacement infinitésimal v° & son origine s; soit en appliquant un déplacement
infinitésimal v° & la position de référence r puis aun vecteur de TyS ainsi obtenu, le
déplacement A € D qui transforme r en s. Les éléments v* et v° sont donc les
représentations respectivement eulérienne (par rapport a l’espace) et lagrangienne
(par rapport au corps) de v.

Définition 30 La vitesse d’un solide en mouvement t — (1) est lélément de Tg)S:

ot = 10

Proposition 18 5% le mouvement d’un solide dans un référentiel galiléen est donné par

1+ 8(1) = D(1) e r alors les composantes lagrangienne et eulerienne de la vitesse v(t) ¢
Uinstant t sont donnés par:

«o)

v*(t) = 7p- W g v (t) = 6 W}d(D(t))

di

Théoreme 20 51 D = exp x alors

v = R(— m)— et o -R(:z:)

ou R est une application de ® dans L£(3) donnée par le théoréme 14 du chapitre 2.

Demonstratloglg)n a % = ;texp X = exz X. fi* 7£;x.R(~x).%?
= T X X
ve Tp-1737 di ’l‘/exp"1 X7epr R( X) dt - R( "x)'"‘z't_

et pour v*

v = Adexpx.v® = Ii’(x)T(:vg)R(.——x)%)%E = R(x).-‘%

Raisonnement physique

Soit s un solide dont le mouvement est déterminé par application t ~ s(t) de R dans
S. En passant par la configuration de référence, le déplacement faisant passer de s(t) &
s(t + dt) s’écrit :

6D(t) = D(t + dt) o D™H(t)
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s(t +dt)

w

s(t)

Figure 4.2:

En faisant un développement au premier ordre, on a

§D(t) = exp (x(t) + %dt) o exp {—x(1))

et en utilisant la formule de Campbell-Hausdorff relative & la décomposition d’un
déplacement

@
exp (X(t) + —dt) = exp (R(~X(t)) . -(%dt) o exp x(t)
d’out
dx
§D(t) = exp (R(—x(t)) - E-Zdt)
ce qui implique
- dy
6D(t) ~ R(—x{t)) - Et—dt
et finalement

§D(1)
5 = B(=x (t))

Exemple d’application

On reprend P’exemple du chapitre 3 ; un solide s en mouvement de rotation définie par le
vectenr x(t) = (0,0,0, =22~ 4/2,0,0) € 3. On a en posant w = %

tany/2° dt

dx iiz(___l_(sincp/Q)z dx 1( singo) 2 X
(=) dat ~ di 2 w/2 adx dt+cp ! ® ad’x: dt




78 Chapitre 4. Mécanigue du solide rigide (approche hexadimensionnelle)

on calcule facilement

d dx 2 \?
adx- —)—(- = [X,-—(-i%—] = (0,0,0.‘,0,—' (—S?Igli/(p—ﬁ) w,())

dx dx ©/2 \*
2 o — = —_— = .
- 5 = bl B = 00,09 (725 0.0
D’ont J 4

ve= B(=X) - 5 = (0,0, 0,w,0) et v* = R(x) - = = (0,0,w;0,0,0)
Accélération

La différentielle d’un champ v en un point s de S est une application linéaire de TS dans
TvTS, notée v¥, et c’est I’existence d’une connexion sur § qui permet de lui associer un
endomorphisme de TS, appelé différentielle covariante.

Définition 31 L accélération d’un solide § est le cotorseur égal a la dérivée absolue ou
la dérivée covariante du distributeur de vitesse v par rapport au temps:

Vo
U=

4.3 Structure riemannienne de S

Une structure riemanienne sur S est définie par la donnée d’une métrique riemannienne
sur le fibré tangent 7(S).

On sait que tout groupe de Lie est paracompact et que sur une variété différentiable
paracompacte C*, il existe une métrique riemannienne C*™ que ’on note g( ., .).

Distance efficace

Définition 32 La distance efficace parcourue par un solide s dans S, lors d’un
déplacement élémentaire dD, est la moyenne quadratique des distances euclidiennes par-
courues par les points de ce solide dans Uespace affine tridimensionnel £ li€ & ce solide:

2_____1__ e 2
4 = s [ 1D () Pau()

La distance efficace parcourue par un solide s’interpréte comme étant la distance parcourue
par ce méme solide, en mouvement de translation avec une quantité d’énergie égale a
Pénergie cinétique totale du solide.



4.3. Structure riemannienne de S 79

Exemple

Un disque homogeéne D tourne autour de son axe de révolution a une vitesse angulaire
constante w pendant un temps ¢t = 7. Son déplacement D = exp twk donc dD* = wkdt
donc dD (M) = rwiidt et

1 1
dL D) /Dv' widt*du( M) 2R w

D’olt
7 = BT
V2
Ou bien I
Leff — mar

V2

Ou L., est la distance parcourue par le point le plus éloigné du centre.

Proposition 19 La distance efficace {ou géodésique), enire deuz configurations d’un

solide, est donnée par:
ig
Lo (AB =/ JIHv |t
11(AB) A [H v*|v7]

Vitesse efficace

Définition 33 On appelle vitesse efficace V.;; d’un solide la norme au sens du produit

scalaire < ., . > dans 0 du distributeur de vitesse v:
Vesr =v<wv>

En pratique, on ne calcule pas directement /< v,v > mais grice & la proposition (19),
on utilise 'opérateur de géométrie H et donc

“ers =/ [Hve|ve]

Connexion canonique associée & la distance efficace

Proposition 20 Il existe une et une scule application, que I’on appelle connexion rieman-
nienne;
V: TS xTI(S)— TsS
(2,9)— Vay
vérifiant:
Vey - Vyz = [z, y]

Leg<y,z>=<Vgy,z> + < y,Vgz>


file:///RWdt2
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On vérifie, & partir de la définition, que la connexion D est unique, et est donnée par:

<2Vxy,z>= ILx<y,z>+Ly<z,x>-Lz <Xx,y> (4.1)
+{x,7),2) + ([z,x], y) — ([y, 2], %)

Théoréme 21 La connezion de la variété riemannienne (S,g), relative d la méirigue
efficace g(.,.) = [H(.)% (.}, est donnée par:
Y y invarient 4 gauche:

1 — e — o C
Vey=75- {5 ([e°, v]+ H [, Hy'} + H'y’, H= ])}
Démonstration Les trois champs X, y et z sont invariants & gauche, donc le produit scalaire
de deux d’entre eux est constant le long de la courbe intégrale du troisiéme. Les trois

premiers termes de la formule (4.1) sont dorc nuls. Et en utilisant la propriété du produit
mixte

(lz,x),y) = [Hy|[z*,x]]
= [z°][x", Hy"]]
= ("' [x, Hy], z)

de méme — ([y,2],x) = (H~y, Hx),z), ot H = (vE)H{7%)"'. En utilisant de nouveau
la formule (4.1), nous obtenons

2 < Vxy,z>=([x,y] + H'[x, Hy) + H 'y, Hx],z)

D’ol le résultat.

Proposition 21 Ona

_dv‘
1=

+ H™'[v*, Hv")

Soit (e;)i=1,6 une base de P'espace tangent TpD formées de vecteurs invariant & gauche, on
écrit :

v= Z 6A;e;
k=1

A Ve, dv*
A DL MR T

o ~17ese e
i T o TS HV.
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4.4 Masse d’un solide

20

On définit Dinertie d’un solide comme étant la “faculté” qu'il a de s’opposer a toute
modification de son mouvement, et on caractérise cette inertie par un scalaire m > 0
appelé masse inerte. La mesure de la masse d’un solide par la balance (comparaison
avec une masse étalon et ses sous-multiples) est essentiellement statique; on suppose en
mécanique classique que la masse d’un solide ne dépend pas de sa vitesse. D’ailleurs la
notion de solide (distance conservée) est incompatible avec la cinématique relativiste?.

Définition 84 L’énergie cinétique d’un solide de masse m et de vitesse efficace V;; est:

4.5 Schématisation des efforts extérieurs

Action physique; Force

Une action physique ou un systéme de forces exercées sur un corps solide § par son
environnement extérieur S est une mesure sur £ de support inclus dans § & valeur dans
Palgébre de Lie ? muni du produit scalaire < .,. > et du produit intérieur [.}.]

Cette action physique 7 peut étre représentée soit par un distributeur des moments
(torseur M, ), soit par un distributeur des forces effectives (cotorseur F,). M, et F,
sont deux champs équiprojectifs représentant la méme grandeur physique 7 et sont liés
par:

M, =HF;

ol H est I'opérateur de géométrie lié 4 S. La connaissance de F(M) n’est pas nécessaire
a la détermination du mouvement d’un solide. On sait que pour un solide, il suffit de

——
connaitre la résultante générale R = [, F et le moment résultant M = [, OM A F c'est a
dire une distribution équivalente & F(M) au sens suivant :

Définition 35 Deuz distributions de forces sont dites équivalentes st elles ont méme mo-
ment résultant et méme résultante générale.

Théoreme 22 Pour tout solide non concentré sur une droite, il existe un unique champ
de forces équiprojectif équivalent ¢ un systéme donné de forces (concentrées ou non).

Un solide rigide est un milieu continu soumis & des liaisons internes parfaites
indépendantes du temps, aucun effort intérieur autre que ceux diis & ces liaisons n’étant

2¢’est pourquoi on n’a pas dans un cours de relativité de chapitre consacré & la mécanique du solide
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Torseur / \cotorseur
M(A)

M(B)=M(A)+ EANAB «= F(B)=F(A)+{rAB

avec
(4.2)
- —_ -
E=%vF ¢ = I AM(G)
B - — -
MG) = GM A F, F(G)=F

Figure 4.3: Représentation des forces
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a prendre en compte. Alors on a nécessairement dans tout mouvement réel (ou plus
généralement dans tout mouvement virtuel compatible) :

g:¢=0

les liaisons internes se traduisent par
€5 = 0

et pour lesquels, par suite, le tenseur des contraintes est indéterminé. La définition
que I'on a donné pour exprimer les efforts locaux n’est donc pas incompatible avec les con-
traintes, au contraire, ’exemple suivant montre que les deux notions peuvent se coincider

Exemple

La théorie des milieux curvilignes est extrémement précieuse pour calculer simplement
les efforts globaux sur les sections des poutres et des arcs. Mais elle ne donne aucune
indication sur la répartition locale des contraintes g;; dans la structure tridimensionnelle
schématisée le milieu curviligne. Or 'ingénieur a besoin d’avoir au moins une approxi-
mation de cette répartition pour I’étude du dimensionnement des structures qui doit étre
effectué pour éviter les trop grandes contraintes locales qui pourraient conduire a la limite
du domaine élastique ou méme a la rupture. Soit 7 = (0,0, N; M, M3, () le torseur des
efforts globaux sur une section ; les efforts locaux sont représentés par le

cotorseur :

0 0 0 I 0 0O 0 My /1,
0 0 0 0 I/t 0 0 Mo/,
gl 0 0 0 6 o I N | _ Cc/1,
b=H"m=1s2 0 0o 0 0 o0 M| T 0
0 St o 0 0 O M, 0
0 6 S 0 0 O c N/S
on a donc Peffort local en chaque point M -
— 0 .,,\41/‘[,; T “C/Izy
M)=00)+wg AOM = 0 |+ | My/L, |Al ¥y | = C/Lx
N C/I, 0 My Ly - My/L,z
Les efforts intérieurs sont liés aux contraintes par
13
(M) = oi(M)ni; = | o3
33
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on retrouve ainsi le méme résultat trouvé par les techniques de la mécanique des milieux
continus tridimensionnels appliquées & une barre cylindrique (& base circulaire) [29]:

g3 =05 = —C/Ly
Og3 = O3z = ‘C/Izw

J93 = O30 = N/S + -"\/ll/-[:cy - M2/’Iym

Puissance virtuelle

Définition 36 La puissance virtuelle, & un instant donné, d’action physique T sur un
solide S, représentée par un torseur T, ou un cotorseur F,, dans un champ de vitesses
virtuelles de distributeur u esi:

< Fr,u> ou [Ty

4.6 Le principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique du solide est fondé sur un concept que I'on admet
a priori, celui du distributeur des efforts exercés sur tout corps solide ¥ par tout corps
3 distinct de 2. On admet gu’un tel distributeur est indépendant de tout observateur et
qu’il posséde la propriété d’additivité.

Définition 37 Un espace-temps est galiléen si, et seulement si, pour tout corps solide et

a chaque instant, le cotorseur des efforts extérieurs est égal au produit de la masse par
la dérivée covariante du distributeur des vitesses par rapport a cet espace-temps

Llespace temps est gahléen & F =mT

Enoncé du principe fondamental

Il existe au moins un espace-temps galiléen

Le principe fondamental est donc un principe d’existence. De plus, on démontre facilement
qu’il n'existe qu’un seul temps galiléen, mais qu’il y a une infinité d’espaces galiléens: les
espaces en mouvement de translation rectiligne uniforme par rapport & un espace galiléen.



4.6.

Le principe fondamental de Ia dynamique

Espace tridimensionnel
ExR3

Espace hexadimensionnel
D~ R®

Produit vectoriel A
Produit scalaire (, )

crochet de Lie [, ]
Produit intérieur [|]

D =rotation+ translation

vecteur

vecteur vitesse V(O)

+

vecteur de rotation instantannée )

vecteur v

Résultante des forces

+

Moment des forces

vecteur T

La masse m
+
Le centre de gravité G
..{_
Les moments d’inertie I;;

matrice M

Les déformations
/] aux axes et rotation

vecteur e

La loi de comportement
(élasticité linéaire)

matrice A

Méthode classique:
Choix des paramétres.

Expression de v et «
en fonction des coordonnées.

Application du principe fondamental
de la dynamique et du principe de

P’action et de la réaction.

Equations développées.

Méthode de Lie:

Application du principe fondamental
de la dynamique et du principe de
Paction et de la réaction.

Forme intrinséque des équations.

Choix des parameétres.

Equations développées.
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Comme le montre le tableau précedent, la géométrie de D évite de traiter les rotations
et translations de fagon séparée, contrairement & celle de E;. D’ou la possibilité d’obtenir
des équations concises. De plus la méthode classique de la mécanique dans E3 exige un
choix préalable des coordonnées {ou paramétres) qui interviennent durant tous les calculs,
alors que la méthode de Lie permet un véritable allégement des calculs manuels et facilite
la traduction des équations en vue de l’entrée dans 'ordinateur. Elle permet méme de
confier & 'ordinateur la majeure partie des calculs nécessaires a la formation explicite des
équations de la dynamique, ce qui est un avantage considérable lorsque I'on traite des
systémes complexes.

Exemple d’application: Les équations d’Euler

Soit r € 8 la position de référence d’un solide § et s(t) = D(t) e r sa position i l'instant ¢
ot D est un déplacement € D. Soit B = (§,7,(,¢,7,k) une base de 8 relative a un repere
orthonormé (i, j, k) lié & §

Désignons par (u,v,w, P, q,7) les coordonnées de la vitesse v dans la base B

La matrice de 'opérateur de géométrie H est:

6 0 0 100
6 0 0 010
0 0 0 001
I, 0 0 000
0 I, 0 00 0
0 0 I, 00 0

Les équations d’Euler s’obtiennent en appliquant le principe fondamental de la dynamique
{en termes de cotorseur):

F= m% +mH" v, Hv]

ou bien en termes de torseur, en multipliant les deux membres par H:

T = mH%—}-m[v,Hv]

et en projetant cette relation sur les “axes” de I’algébre vg:

m{% + qw — rv) = Fy Lp+ I —I)gr =M,

m(v+ ru ~ pw) = F, Lg+(L —L)rp=M,
m({b.}_pv——qu) = F, Izi‘-‘}'(Iy wlﬁ)pq= M,
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4.7 La cinématique du solide en petites perturbations

Pour décrire les configurations dun solide rigide, on a fait appel au groupe des
déplacements euclidiens D, il est bien évident que la manipulation des éléments d’une
variété non plate n’est pas trés commode et pose quelque probléme {choix des coordonnées,
changement de cartes ...) néanmoins, pour les faibles déplacements ; éléments d’un pe-
tit voisinage de e ; on peut assimilé la partie voisine de 1’élément neutre & une portion
de Pespace tangent en ce point, c’est a dire son algebre de Lie D qui n’est autre, & un
isomorphisme prés, que I’espace vectoriel des champs équiprojectifs. En mécanique on a
I’habitude de représenter le champ des vitesses par un torseur; en petites perturbations
la position d’un solide peut aussi étre représentée par un torseur. Ce qui est un gain
considérable pour les calculs aussi bien manuels gu’automatique.

Théoréme 23 Le mouvement d’un solide en petites perturbations (H.P.P) peut étre décrit
par une application de R dans lespace des champs équiprojectifs E(&) :

t— a(t) (4.3)

En effet; on sait que toute matrice orthogonale est ’exponentielle d’une matrice anti-
symétrique, ainsi :

Di=expa=3"A
. = exp ——;-k—!-

En petites perturbations
D'~ 15+ A+ O(A?)
On sait que pour toute matrice A antisymétrique 3-3 il existe un vecteur o’ tel que
A.T_ﬁﬁ =wA ﬂ_{f)

Nl vient
D'mp~mp+ @ Amp

Si on désigne par x le champ x(m) = mD(mb alors la relation définissant le déplacement
(D(m) = D(p) + D' - pm) s’écrit :
x(m) = x(p) + & A mp (4.4)

Théoréme 24 Les hypothéses sont celles du théoréme précédent. Alors le champ des
vilesses est la dérivée, composante par composante, du champ de position  :

__d:c

v= 5 (4.5)
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1l peut sembler étonnant d’énoncer dans un théoréme, que la vitesse est la dérivée de la
position par rapport au temps, mais il ne faut pas oublier que cette dérivée est au sens
des torseurs et que, dans le cas général, ce théoréme n’est pas rigoureusement vrai.
La démonstration s’obtient en dérivant la relation (4.4) :
dx(m) dx(p) d&  _, _, dmp .
= Amp+ w A —— 4.6
dt a T AT dt (4.6)

le dernier terme du second membre s’écrit
WA(W Amp) = Almp 0 (4.7)

d’ou le résultat.



Chapitre 5

Mécanique des milieux curvilignes

Nous nous proposons, dans ce chapilre, de construire
une théorie pouvant s’appliquer & des systémes de solides
tridimensionnels élancés et souples (tiges, barres, arcs,
poutres, cdbles) qui peuvent, en premiére approzrimation,
étre géométriguement assimilés a un arc de courbe.

5.1 Introduction

Comme pour tout probleme rencontré en physique, 1’étude comimence par une
modélisation, c.a.d, la traduction du probléme en langage mathématique. Cette
modélisation conduit & des équations différentielles ou aux dérivées partielles, que 'on
doit résoudre numériquement pour déterminer les informations manquantes sur le com-
portement du systeme. En général, le probléme est modélisé de fagon que la résolution
soit facilitée, et un nombre plus ou moins grand d’hypothéses est nécessaire selon la dif-
ficulté mathématique des équations. Moins on fait d’hypothéses, plus les résultats seront
prés de la réalité. Il est apparu, & la premiére lecture des travaux concernant ce sujet,
qu'une mise en équation générale de la dynamique des cable n’existe pas. On trouve, en
effet principalement dans la littérature soit des schématisations 3 nombre fini de degrés de
liberté, soit des modélisations trés simplifiés, par des milieux continus curvilignes tels des
fils inextensibles sans raideur, et négligeant une partie des phénomenes (flexion, torsion,
...). Or il est ici nécessaire de prendre en compte a priori tous ces phénomenes afin de
controler au mieux les simplifications et les approximations qu’une résolution numérigue
ne manquerait pas d’impliquer. C’est pourquoi nous nous sommes attachés a mettre en
ceuvre une écriture générale des équations non linéaires de la dynamique d’un miliea
curviligne. Le probleme des cibles a été traité par de nombreux auteurs qui ont eu re-
cours a de nombreuses hypothéses et ils obtiennent donc des résultats moins pertinents.

89
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M(s)

Figure 5.1: microstructure transversale

5.2 Modélisation

Modélisation géométrique

Un cible est par définition un solide tridimensionnel élancé. Une modélisation unidi-
mensionnelle consiste & considérer la section transversale comme un solide rigide pouvant
se déplacer avec 6 degrés de liberté, et c’est la seule hypothése que I'on fait ici. Cela
entraine donc que les équations vont étre relativement difficiles a résoudre. Chagwe point
de la courbe directrice est associé & une “microstructure” transversale considérée comme
un solide rigide ayant 6 degrés de liberté. Le du cable est donc décrit par P'application

(0,t) — D.(o,t) €D

ol o est Pabscisse curviligne et t désigne le temps.

Transport convectif d’an volume

Soit 5, et S, deux sections définies par les abscisses curvilignes o, et ¢,. Lorsque V'on suit
51 et S5 dans leur mouvement, leurs positions sont respectivement

51 = D(01,1) et S = D(02,1)
Ces formules définissent un volume V(t) = (5}, 55) que l'on suit dans le mouvement lorsque

t varie. On dit alors que V(i) est transporté par convection. Il s’agit ici, uniquement,
d’un volume délimité par deux sections transversales,
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Figure 5.2: schématisation de la déformation

Déformation

Pour définir les déformations d’une section transversale, on considére un instant ¢ fixé, et
on se propose de comparer les deux configurations §V° = (52, 52, ,,) et V' = (5%, 5%, ,,)
d’un volume 8V transporté par convection de l'instant 0 a ¢.

On superpose les deux configurations dans un repére Lagrangien lié 4 §¢. La dilatation de
8V est le volume élémentaire délimité par la représentation (S2,,,)" de la section S, ,,
dans le repére lagrangien et la section S} ;,. D’ol la définition:

Définition 38 Le déplacement § qui fait passer de la section (8,4,) @ la section St ,,
est la dilatation enire les configurations S0 et 5.
Théoréme 25 On a 4
X
§(t,o)= exp(R(—x)d—dcr)
o
Démonstration

A t fixé, on écrit §(0) = exp(x(o + Da)) o exp(doi) o exp(—x(c)) o exp(—doi) et on
applique la formule de C.H. deux fois.
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AN
TN

Figure 5.3: Un milieu curviligne est une suite de solides rigides separés par un milieu
élastique de masse nulle

Le torseur e°do = R(~x)¥do est le vecteur-déplacement définissant la dilatation
d'une portion de longueur do. e® n’est autre que 73_1% la composante lagrangienne de
28 Dot la définition.

Définition 39 On appelle champ des déformations de Green-Lagrange de la section
transversale entre les configurations S° et §¢ le champ défini par:

d
&= R(-x) 2

Remarque 3 Nous avons utilisé le terme “déformations de la section transversale” alors
que cette section est, par hypothéese, considérée comme un solide rigide indéformable, mais
il s’agit, en réalité, du taux de champ de dilatation d’un volume élémentaire de largeur do
construil sur une section transversale. La terminologie n’est pas trés heureuse, mais elle
est communément répandue et elle n‘engendre pas de confusion!

5.3 Conservation de la masse

La conservation de la masse est un principe essentiel de la mécanique des milieux continus,
et il en est de m@&me pour un milieu curviligne:

La masse de tout volume que ’on suit dans son mouvement reste constante
guand le temps varie.

Si P'on suppose que la masse est uniformément répartie 4 l'intérieur d’un cible, alors
puisque le cible est un milieu déformable, la masse volumique en chaque point du cible
varie en fonction de la déformation.

Donc ’hypotheése de rigidité de la section transversale tombe en défaut, car un solide
doit garder sa masse constante. Mais on peut sauver notre “seule” hypothése en admettant
qu’un cable est une “suite alternée continue” de sections indéformables et de milieux
élastiques de masse négligeable.
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5.4 Les équations du mouvement

La méthode des puissances virtuelles

Soit S un systéme en mouvement dans un référentiel R, S* la configuration de ce systéme
3 Pinstant ¢.

Définition 40 (mouvements virtuel) On dit que 'on définit dans le référentiel R un
mouvemnent virtuel de § & linstant t fizé€ lorsqu’on se donne un champ de vecteurs u*
défint sur la configuration S*. Le vecteur de ce champ en M, soit w*(M), est appelé
vitesse virtuelle dans R du point M de S a linstant t.

Nous aurcouns a considérer des espaces vectoriels de mouvements virtuel :

Définition 41 (espace vectoriel des mouvements virtuels) Un espace de mouve-
ments virtuels u*, est un espace vectoriel normé d’éléments u*.

La linéarité se définit immédiatement : Ayuj + A;uj est le champ Ayuj(M) + Aui(M).
La norme {|u*|| est & préciser dans chaque cas ol cela est nécessaire.

Définition 42 Un mouvement virtuel (défini sur § a Uinstant t) est dit rigidifiant si le
champ des vitesses u* est le champ des vitesses d’un distributeur.

Nous allons choisir, conformément 3 la modélisation générale, des mouvements virtuels
dans lesquels chaque section transversale, a chaque instant, a un mouvement rigidifi-
ant. L’espace vectoriel V* des mouvements virtuels considérés ici, est donc I’ensemble des
champs de distributeurs sur l'arc OL;

OL -7

. N u*
u ey ¢:>{ .
s — u*(s)
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Principe des puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles est, comme le principe fondamental, un principe
d’existence d’un référentiel galiléen:

Il existe au moins un référentiel R, dit galiléen, tel qu’a tout

instant, et pour tout systéme (ou sous-systéme ABCOL ):
- La puissance virtuelle des quantités d’accélération est égale &
la puissance de tous les efforts s’exercant sur le systéme, tant
intérieurs qu’extérieurs

Yu* mouvement virtuel € V* Pw*) + Pilu*) = A(u*)

- La puissance virtuelle des efforts intérieurs, dans tout
mouvement virtuel rigidifiant, est nulle

Yu* mouvement virtuel rigidifiant V* Pi(u) =0

Puissance virtuelle des efforis extérieurs

Définition 43 A un instant t fizé, et pour un espace vectoriel v* de mouvements virtuels
les efforts exercés sur S par le milieu extérieur sont représentés par une forme linéaire
continue définie sur v* :

P = £(u*)

Le nombre réel P* est appelé puissance virtuelle de ces efforts dans le mouvement
virtuel u*.

Ce mode de représentation "fonctionnelle” des efforts parait a un premier examen plus
abstrait et moins naturel que celui, plus classique, effectué au moyen de champ de forces.
Et pourtant, il faut souligner qu’il ne fait que traduire une expérience bien courante :
si on veut "se rendre compte” du poids d’une valise posée sur le plancher, on la souléeve
légérement -ce qui représente un mouvement "virtuel” par opposition a son mouvement
naturel qui est d’étre posée sur le plancher- mouvement virtuel introduit ici pour évaluer
son poids par le travail que 'on doit développer dans ce mouvement.

On suppose que les efforts extérieurs s’exercant sur AF sont des:

o forces linéiques définies par la densité linéique f{s), champ des torseurs sur AB
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o forces concentrees en A et B, définies par les torseurs F(A) et F(B), représentant
Paction sur AB des parties complémentaires de AB

Ainsi, la puissance virtuelle des efforts extérieurs, fonction linéaire du champ des distribu-
teur de vitesses, est de la forme

Pe(wr) = /A - [Hs)|wds + [F(A) [ w7 (A)] + [F(B) | w"(B)]

Puissance virtuelle des efforts intérieurs

On fait 'hypothése que la forme linéaire continue, fonctionnelle de u*, qui exprime la

puissance virtuelle des efforts intérieurs, s’obtient par intégration sur AB d’une densité
pi(u*), fonction linéaire des valeurs locales de u*(s) et de ses dérivées:

Po(u*) = f;b pi(w)ds

Vu*

ds

On postule donc l'existence d’une densité lindique p;(u*), forme linéaire de u* et

dérivée absolue par rapport & s:

p(#) = ~ () ] - [n(s
oll a(s) et w(s) sont deux torseurs, fonctions de s.

La premiére application du principe des puissances virtuelles montre la nullité de a(s):

*
=0

en effet, pour le mouvement virtuel rigidifiant, ©*(s) = v* (ne dépend plus de s) et

0="Pi(uv") = /A la(s)|ulds ¥ AB
AB
donc [o(s)|u*] = 0 p.p puis = 0 (par continuité) et ceci Yu* € V* = as) =0
donc —_
p(t) == [n(e) | S

Supposons que le torseur 7, fonction de s, soit continiment dérivable sur AB. Alors on

peut écrire
Vu*
. ul fricd — A
P ./;B [ ds]dS

= Ja L@ w-ir

B

A
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Finalement

Py = [ [0 ds = (n(B) [wA(B)] + () | ()]

Cette formule met en évidence que les efforts intérieurs au point courant M(s) sont
représentés par le torseur 7(s).

Puissance virtuelle des quantités d’accélération

Si on désigne par v € 9 Vaccélération {de la section transversale), alors la puissance
virtuelle des quantités d’accélération est, trés naturellement, définie par

A(w*) = /A ply|w]ds

Et par application du principe des puissances virtuelles, on doit avoir:

ff [%+f~ﬂu*} ds + [F(B) — m(B) | v*] + [F(A) — 7(4)|u*] = 0

quel que soit le mouvement virtuel u* € V*
Supposons d’abord que u*{s) soit & support inclus strictement dans AB. Alors

Vr *] _
L}[ds +Ef—-~lutds =0

En vertu de la continuité de 'élément d’intégration et de l’arbitraire de u* dans V*, on a

nécessairement
Vr =
ds =7

Ce résultat acquis, en choisissant des u*(s) nuls en dehors strictement d’un intervalle
contenant B d*une part, et nuls en dehors strictement d’un intervalle contenant A, d’autre
part, on voit que 1’on doit avoir nécessairement:

w{A) = - F(A) 7{B) = F(B)

Finalement, les équations en descriptions eulériennes sont

Ve
s =7
,n.e(A) — —-FE(A) (51)

7*(B) = F*(B)
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Obtention des équations en descriptions lagrangiennes

Nous avons jusqu’ici, dans ce chapitre, fait usage de la description eulérienne du mou-
vement. Cecl est fort naturel, car les énoncés fondamentaux de la mécanique s’exprime
directement dans la configuration actuelle. Il est fort utile dans de nombreuses questions,
d’utiliser une description lagrangienne. Les résultats doivent étre écrits dans la configu-
ration de référence par des grandeurs liées au corps que nous noterons (.)°. Comme nous
allons le voir, toute la question est d’effectuer un changement de variables.

Pour calculer la, dérivée absolue 5%, on dérive par rapport a s la relation 7¢ = AdD - x°

Dr = AdTD-(22).7° 4 AdD .2

ds

= AdD-ad(42)° -7+ AdD - 2=

)

AdD - [75., 22 7| 4 AdD - 2

&

on a alors
Dre. . qdmt L 07
(5 )7 =AdD™ 5 = [ w4+
D’ou les équations
v ar
f=H— - -
Ho + [v, Hol = [e, 7] - =~
F(A) = -n(A)
F(B)=r=(B)

Charges concentrées

On applique le principe fondamental de la dynamique 4 la section de discontinuité:

F(ow) + 7(af) — 7(o; ) = 7(0o%)

D’ott I’équation:
F(or) = b(ox,t) + H '[v(0x), H(ow)v(ow)] - (x(of) - 7(0}))

5.5 Application

Choix du repére
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F(a9)

Figure 5.4:

On peut choisir, comme repére lié au solide d’abscisse o, le repére de Serret-Frenet
défini par le vecteur unitaire T, tangent & la courbe directrice 7, et la normale principale
N définie, pour toute valeur o € [0, L] telle que la courbure ne soit pas nulle, par:
N = p(a)%’f et le binormal: =T A N,

Le calcul différentiel dans le repére de Frenet est particulierement commode grice au
théoréme suivant:

Théoréme 26 Soit D, : [O, L] — D le déplacement de passage du repére fizé r au repére
de Frenet i Uabscisse o.
On a adlors:

8D -1 1 '
T LI o —
Vgt = ( - ,o,p,1,0,0>

ot T et p sont respectivement le rayon de torsion et le rayon de courbure de 'arc v au
point M d’abscisse o.

5.5.1 Equilibre d’un arc de milieu curviligne dans ’espace

Soit £ , 7, { € Zy les champs tels que:

-

we=T,wp =V, w; =0

eti,7,k et les champs constants égaux respectivement a 7, 7 et 8 ou (.7, ﬁ) est le
repere de Frenet en 1'abscisse o.

B=(£mn,(%j,k) est alors une base de d
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Figure 5.5:

I’équation d’équilibre est:
o0°
do
¢c = (N,T,,T,;C, My, M,) est le champ des moments des sollicitations dans la base B, et
T2 = (fn, fr,» fr.i C, My, M, ) est le torseur des moments des efforts extérieurs.
Gréce au théoréme 26 qui donne I’expression du champ e® = §5_, 22, P’équation ma-
tricielle d’équilibre est:

+[e5,6]1+77 =0

W\ o[-k N[
’f‘i o a ) \ar

Dol le systéme:

NG MT (8)+ fu(s) =0

Zye) 4 L ,,(,) N(s)+ iT.(s) + fn(s) =0

“T,;,’ asTu(s) + Fru(s) =

E%l-—;(,—)M (8)+C(s)=0

) 4 C(s) 4 sy Ma(s) = Tuls) + My (s) = 0
"Md; — My (8) + Ty(s) + M. (s) = 0
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5.5.2 Equilibre d’un arc plan de milieu curviligne chargé dans son plan

L’arc est chargé dans son plan donc:

17 = (ft, £4,0,0,0,m)
0° est nécessairement de la forme

6° = (N,V,0,0,0, M)

L’équation matricielle d’équilibre dans la base B est alors:

% "0 N T fr
sl ol %

= (4]

P =
o |T11 olT]o 0
0 0 0 0
2y L0 M | m

D’ou le résultat classique:

M_w+ft(3)=0

ds o(s)

T 4 M 4 fos) =0

W) 4 V(s)+m(s)=0

Dans le cas ol ’arc étudié est une poutre droite (1/p = 0), on a en coordonnées cartésiennes

%'}'fy(s) =90

ML V(z)+m(z)=0

Dans le cas ou fy(z) = f(z) et f,(z) = m(z) = 0, les 2 derniéres équations peuvent &tre
regroupées en

T (z) = f(a)
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5.5.3 Equilibre d’un fil parfaitement flexible, sous ’action de son poids

Le fil est parfaitement flexible : donc les efforts intérieurs peuvent étre modélisés par un
vecteur normal 4 la section transversale :

0° =8¢

La seule force agissant sur le cable est son poids p de densité linéique p supposée
constante:

T = —psinaf — pcosay

D’ou ’équation matricielle d*équilibre;

2 "0 67 —psin
0 0 0 —pCos o
0 L0 0
4 =

o {Ti1 ol o 0
0 0 0 0
0 | 0 0 ] 0

£ _psina=0

=

%9 —pecosa =10
Ce qui nous rameéne a résoudre ’équation différentielle

—ng— = tg a do
=> 0 =dbcosa + 8d(cosa) = d(8 cos a)
= Bcosa = cte = pl

ol ! est une constante arbitraire ayant la dimension d’une longueur ! > 0, si Parc est
orienté dans le sens des x croissants, pour que 6(s) > 0.

Donc .
df plsina da sina = p(s) {
_— = — 1 =
ds  costa ds T . cos’a
On sait que - = ‘(‘i_“__yg%ﬂi et cos’a = (pia; = 17 d'oli Péquation différentielle
yll 1

Vidy? 1
si x prend la valeur zo pour ¥’ = 0, on a Argshy' = £5% ou bien y = sh (¥5%2). la
configuration d’équilibre est donc une chainette:

e = ch (252)
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Démonstration du théoréme 26 On a dans la base By:

D, (s) = exp afs)(. exp u(s).

o u(s) = iy + yjo. Alors:

dD, ¢ dexpu(s) o dexp o(8)Co
ds Yezp a(s)ta de espu(s)* ds -
donc
dD\° . dD T . p dexp u(s)
(E) =7%p- ds = Yexp-1 a(a)(n’yexp'lu(a)vezp a(s)(oT
dezp o(s)(o
+7Z.:~:p"‘ a(s)(o')’z;:p‘l u(;)éz:cp u(s)'T

= Ad (exp™? a(s)¢) [R(U(S))%ﬂj) + [R(Q(S)C“)é%z_)gg]

= Ad (exp a(s8)(o) [cos aty + sin ajy] + ;Co

L’endomorphisme ad{a() est défini par ad(a().z = [(a()]z], ot la représentation
matricielle de ad o dans la base B:

0 —-a 0
a 0 0 0
0 0 0
ad{af) = 0 —a 0
O a 0 0
0 0 0
On posei= -1 alors iZ = ~1
1 0

0 —o s .. cosSo —&ino
et exp = e = cosal +sinai = .
a 0 SING  CosQ

Adexpaf = expadaf

M
0 . 0o -«
= ez ou M =
P M a 0
0
exp .AJ cos a —sina O
1 sina cos a ] 0
— __ o 0 1
- - cos o —stna O
exp ‘A/I 9] sina cos a a

\ 1 Y Y 0 1
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done (82)° =

cosx sine 0 0 0 0

—sina cosa 0 0 0 0 Q
0 0 1 0 N p | _{ Yp

cosa sina 0 cos ¢ 0 1

0 —stna cose 0 Sin o 0 0

0 0 1 0 0 0

5.6 Développement des équations lagrangiennes

Si I'on souhaite exprimer cette équation intrinséque sous la forme d’un systéme différentiel
ordinaire, on peut alors choisir un systéme de coordonnées (qu, ..., g) = (2, ¥, 2, 1,99, ¥3)
(notons que ce choix peut étre effectué au vu de I’équation déji formée). On doit alors
effectuer deux catégories d’opérations:

o D’une part exprimer la vitesse v en fonction de =,y, 2,0y, ¥s, by, 92,4 &

dt’ IR
% i;f;—z,%, et les déformations e° en fonction de z,y,z, ¥, ¥, Vs, s,—%,dj,
%,—;@f, dd de méme Paccélération ‘;;’ en fonction de z,y,z, ¥1,%q, V3,50, %, 5

) dya dYs de Ay dz Ay da By o
L e e S, G iy gt 2t Cette phase fait essentiellement appel au

calcul différentiel dans § ou G et peut étre condensée au maximum.

e D’autre part substituer aux v°, €° et d;’t leurs expressions en fonction de

x yﬂz d’17¢27¢35 c;f,?ﬁ";i, %7%";—?") %1_;%—7 %"ﬁé’ %’%5%—7 %7%? %%7
5;—:14,3-, ‘*j{:,%ﬁ dans Péquation intrinséque: cette phase ne comporte que des cal-
culs algébriques - et non différentiels - mais ce sont les calculs susceptibles d’étre
les plus volumineux et de devenir impraticables & la main. Il est possible de faire
développer tous ces calculs automatiquement par 'ordinateur a qui revient, si besoin

est, la tache de générer les termes des équations de mouvement:
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P =

PTs =

Py =

PTg =

—cosgblcaspep e smdqcom/zzp o — sinapis ;,

+(B2c08t3 — O38inths)costp 2L +L — (fysinys + 6?3(:0511)3)5‘1—“”-Z .

cos¢132n1y3(szn¢2 - l)p 5 + cosa(sintpycosy + co.szpl)p = + siny
0 49 a2 _g.ds g d9a 4 dby

cosqbgpm, + 01cosPacosips gL + 0y 8inPaF o2+ Ossinydy S + 4

(sinyysinyps + cosqblsind’gcos%)pi—:? + {siny, sinipacosPs — cos

. a2 s . 4.
sznz/;s)p—d—t% + costhycosipsp s o Qlcosﬁ:zszm,b;,% — Blcosdfa%}fi
+0, dd — Basiny —-"“— + £ ﬁi

[sintpa(Bscosppisingy — Oasinyy ) — coss(facosihysintyy + Gzsingd,)] 42
+ [sins(B3sinp sintpy + Oacos) + sin-yzcos-¢13(93cos¢1 — B,sin )] %
+ [f3cosiby sings — Bcosthycosyps)] S — Iy sinapy)pts rria

5 N 2 - ) 2
+(I33 — Lz)cosz%coszpasznwa (%) + (133 — Irs)cos*tPrcosipssinapap (-d—d‘é'f)
"f'IllP 2+ (Is3 — Do )(costpysin®ehy — 6‘031,[’200327/)3)
—Illcasqbg%—:i%- + cosipa(fssinips — 95co.51,{,3) L+ (f5sinips + Ogcostps )—‘/f—
(0381013 — Oyc0s%)3)cosipy sinyhy — (Gasintds + 03c03y3)szmﬁ1 + d—i’«

[819in1)y stnds + 6 costhsinyp,costy — Qgcoswcosw]

[—0,costp,sintz + Qlazm,blszmpgco.sws — B3siny cos 1/,2] X

+ (B1cosyizcosthy + Ozsiniy)

+pIss {00-5¢33in¢3% + 008",'03%%’*} + p{lhy — Iz — Isa)sin¢1sin¢3~§§—i+
p(hy + In — Iaa)COS?ﬁzCDS?ﬁs% df’f + p(f1y = Ipp — Iss)SmTPssm’ﬁf’:sj—' s 4

p(Isz — Iy )cosipasiniPscosips (i’i’—‘)2 + (Bs8intpy + H1c08tpcos1s) Bt L 645271'(_&3%
+0; cosipy sintpacosihs + 8y sinty sintps — f3c08th;)cosihy + £ éﬁi

[”91003¢13in¢25in¢’3 + 0y siny;costpacosis + 9213031/11005"!’2] %f‘
[—01sind; sin,ysintdy — 91cos¢v1c03@b3 - Gysint)y cosyy) %
— (6ycosiiysingdy + 02557“;72
+pls3 [305’%603% proati Smiba-d—:l;—] + p(hhy ~ Ia ~ 133)32n¢2003¢3—(§’;- s

p(Iay = Iy — Is3)cosibosingps et &hs o p(Iyy — Iy — Igg)costps2ia 2oy

— 8,

dia

ok o~}

ds

2
p(fy — ILsy Jeosyasinepy sings (i‘h) — {Gssiny + 6‘4cocz¢2sznw3) e 04co.51/;3i‘53 + 65 —i-

—0, costpysinipysinids + 0y sintp coss + §yc089cosh, + 4 ﬁﬁ



Chapitre 6

Loi de comportement non linéaire
des milieux curvilignes

La loi de comportement des milieux curvilignes a été souvent
construile ¢ partir de celle, supposée connue, du milieu tridi-
mensionnel constituant le solide élancé. Dans ce chapitre,
nous allons procéder directement et construire une loi de
comportement bien propre auzx milieuz curvilignes.

6.1 Introduction

La résolution des problémes de dynamique des cables, nécessite de faire appel a la loi de
comportement du milieu curviligne, exprimée dans le méme formalisme unidimensionnel
que Pon a utilisé pour écrire les équations de la dynamique. En effet, les principes et les
définitions, présentés jusqu’a présent, s’appliquent a tous les cables et tous les mouvements.
Par contre, c’est la théorie des lois de comportement qui va exprimer la diversité des corps
naturels, diversité qui résulte des différences entre les matériaux qui les composent.

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier uniquement la ioi de comportement des
milieux curvilignes élastiques. Cette loi consiste & formuler la relation existant entre
Phistoire de la sollicitation subie par la section transversale et 1’évolution locale de ce
milieu dans les mouvements réels.

6.2 Formulation thermodynamique

Nous aurons a utiliser dans cette étude des propriétés et des énoncés de thermodynamique,
ol les systémes (et sous-systémes) envisagés sont en mouvement, suivis dans leur mouve-
ment, chaque section du systéme curviligne considéré ayant ses propres propriétés ther-
modynamiques.

105
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6.2.1 Equation de ’énergie

Rappelons d’abord 1’énoncé classique du premier principe pour des systémes homogenes
en équilibre thermodynamique.

Premier principe

A tout systéme (ou sous-systéme) d’un milieu curviligne on associe une quantité d’énergie
E, appelée énergie interne , et définie 3 une constante additive pres, telle que sa variation
élémentaire dF, lors d’une transformation entre deux états infiniment voisins, soit donnée
par:

dE +dK = 6W + 46Q (6.1)

RS

ol
o dK estla variation élémentaire de ’énergie cinétique du systéme.

o 5W est le travail recu par le systeme et développé par les efforts extérieurs s’exercant
sur le systéme.

¢ &60) est le taux de quantité de chaleur regue par le systéme et fournie par 'extérieur.

11 y a des multiples transformations permettant de passer d'un état initial donné & un état
final donné : pour tous ces transformations, les deux membres de (6.1) ont méme valeur,
mais W et @) prennent des valeurs qui dépendent de la transformation considérée. Soit 7
la densité linéaire des efforts extérienrs alors:

Po(v) = /O “irivido

Pexpression de I"énergie cindtique est:
|
K= j =p[Hv|v]do
o 2

La quantité de chaleur regue pendant 'unité de temps par la portion, ou le sous-arc AB
de OL, s’écrit comme une intégrale de longueur d’'une densité linéique r(s), qui correspond
au taux de chaleur fournie aux éléments de AB par extérieur de AB, plus un terme de

conduction aux extrémités A et B, dont la contribution se traduit par une fonction ¢ de
chaleur sortant au point M:

N L
Q= [ rdo+ g(4) - o(B)
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On introduit la densité linéique d’énergie interne e appelée aussi énergie spécifique:

B
E :/ pedo
A

donc
. L
E= / pédo
0
ou p est la masse linéique du cable.
Conservation de P’énergie : A chaque instant, la dérivée particulaire de P’énergie
d’un systéme est la somme de la puissance des efforts extérieurs exercés sur le systéme et
du taux de chaleur regue par le systéme.

La loi de la conservation de 1’énergie qui se formule sous la forme é = P, + 8) peut

donc s’écrire plus explicitement compte tenu des définitions posées :
VAB C OL

— —~

VABCOL

d [® 1 B

& | (e+30mivt) do = [ (riul + )y do + a(4) - a(B)
tJa 2 A

On applique le théoreme de I'énergie cinétique;

YABCOL dK
= Pe(u) + Piu)
D’olt IE
- =9 - Py

qui s’interprete immédiatement : la dérivée de I’énergie interne du sous-systéme AB C OL
est la somme du faux de chaleur requ et du taux d’énergie

En remplagant P;{u) par:
B
/ [r]|éldo
A

on obtient pour tout AB C OL:

B B B gq
/ éda:/ ([r[é]+7’)dcr+/ —do
A A a Oo

D’ott Péquation de 1'énergie:
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6.2.2 Inégalité fondamentale

L’inégalité fondamentale de la physique des milieux curvilignes, et plus généralement des
milieux continus, est celle qui traduit le second principe de la thermodynamique. Celui-ci
permet de distinguer les évolutions physiquement possibles de celles qui ne le sont pas.
Sa formulation permet classiquement d’introduire les notions de température absolue et
d’entropie.

Deuxiéme principe

Il existe un repérage universel de température T' > 0, appelé température absolue et une
fonction de P’état thermodynamique du systéme, additive, appelée entropie et notée 5,
telle qu’a chaque instant et VAB sous-arc de OL on ait:

ds By q(A)  q(A)
EZ/A 70+ =5

B
S:/ sdo
A

0 (h 7
se 9 (PY_T oy
PPt 5 (1) T =
En remplacant r par son expression tirée de I’équation de conservation de I’énergie:

g4 (Ts—e)- 19T
[1r|e]+(Ts—-e)—T.6020

et en introduisant la fonction thermodynamique appelée énergie libre:

Soit s ’entropie linéique

d’ol

h=e-Ts

on obtient ainsi I'inégalité de Clausius-Duhem pour les milieux curvilignes:

[rle] - (b +sT)-£.Z >0

Le premier membre de cette inégalité est appelé la dissipation volumique intrinséque.
L’inégalité fondamentale s’énonce alors:

La dissipation volumique intrinséque est non négative

L’inégalité fondamentale ou second principe donne en physique des milieux countinus une
condition nécessaire pour qu’un processus d’évolution vérifiant toute les lois de conserva-
tion soit physiquement possible. On dit encore thermodynamiquement admissible. Sou-
vent cette condition est aussi suffisante {Germ].
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6.3 Hypothése de ’élasticité

Les fonctions thermodynamiques e et s {énergie interne et entropie linéique) et le torseur
des contraintes 7 sont des fonctions univoques des seules variables T et e.

En conséquence de cette hypothése, seul le dernier terme de l'inégalité fondamentale
dépend de %"5. L’inégalité demeure donc vérifiée, quelle que soit la valeur prise par %% , en
particulier 0:

[rle] - (¥ +sT) >0

Le différentiel de ¥(T, e) s’explicite en:
o

d = =5.dT + [%élde]

ot par dualité, g% est un torseur de .
11 vient alors & partir de cette derniére inégalité:

[Wwp%lé]—p(s—i--g—;p;)TZO

Cette inégalité doit étre vraie pour dT quelconque, et si le matériau ne posséde pas de
ljaison interne c.a.d si ses déformations ne sont soumises & aucune restriction (telle que
I'incompressibilité par exemple), on en déduit:

¢ En prenant & = 0 et T arbitraire:
0
= ~phe)

¢ En faisant 7 = 0 et & arbitraire
os
Jde

Ces formules impliquent que l'inégalité fondamentale est en fait une égalité, et donc:

T =

La dissipation velumique intrinséque est nulle

6.4 La loi de comportement

6.4.1 Définition

L’étude de la stabilité thermodynamique conduit 3 imposer certaines conditions sur la
fonction ¢(e). En particulier, ces conditions sont satisfaites si i(e) est une fonction
convexe fermée semi-continue inférieure,
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Définition 44 La loi de comportement d’un milieu curviligne est définie par une fonction
P(e) conveze fermée sci non négative, nulle pour e = 0. De fagon précise:

0y
W:p-a—e‘

Autrement dit, © est le gradient, au sens du produit scalaire de 'algébre de Lie 0, de la
fonction ¥(e).

6.4.2 Principe d’objectivité
Groupe de parités

Soit deux configurations distinctes ry et ry d’une méme section transversale §. Sila réponse
de cette section est exactement la méme pour une déformation donnée, relativement a 1
et ry, nous dirons qu’il y a parité ou isomorphisme matériel entre les deux configurations
en S autrement dit, aucune expérience ne peut distinguer ry et r;. Les applications qui
font passer d’une configuration & une autre configuration isomorphe & la premiére, forment
naturellement un groupe qui sera appelé groupe de parités ou groupe d’isotropie’
qui dépend évidemment du matériau et de I'une des configurations r -n’importe laquelle-
que les membres du groupe mettent en correspondance. Un autre choix de r conduira en
général a un autre groupe d’applications, mais il est évident aussi, que si r; et r, sont en
parités, alors ils ont le mé&me groupe de parité qu’on note indifféremment Gy, ou Gr,.

Deux configurations distinctes quelconques de S sont deux parties de 'espace affine
euclidien &£ de dimension 3; donc le groupe de parités Gy, relatif & une configuration r
et assurant la correspondance entre ces deux parties affinement équivalentes de &, est
nécessairement un sous-groupe du groupe affine GA(E).

I’idée que nous venons dec présenter de fagon intuitive, peut &tre exprimée
mathématiquement par la

Définition 45 (Cauchy, Noll) Un matériau est isotrope s’il existe une configuration de
référence r telle que 'on ait

IS(S) C Gr

ou 1s(€) est le groupe des isométries affines de £.

'Note de Clifford TRUESDELL dans son livie Mécanique rationnelle des milieus continus: Le terme
“groupe d’isotropie”, que NOLL a utilisé en introduisant ces groupes, préte ici & confusion, car i indique une
notion de rotation, alors que les éléments du groupe des parités ne sont pas nécessairement des rotations.
L’expression “groupe de symétries”, bien que plus proche du langage répandu chez les physiciens, préterait
également & confusion, car elle vient d’une notion de distance, qui n’a rien & voir avec la réponse matérielle.
Le terme “parité” doit suggérer sa signification originelle &’ “égalité devant la loi”, la “loi” étant ici la loi
de comportement du matériaun.
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Cela veut dire qu’un matériau est isotrope si ’on peut 'amener dans une configuration a
partir de laquelle aucune rotation ni translation ne puisse étre détectée par 'expérience, ni
méme la symétrie centrale par rapport a origine —1 qui ne correspond a aucune véritable
déformation physique, mais exprime seulement ’invariance des propriétés matérielles dans
des symétries de la configuration de référence.

Définition 46 Le groupe de parités en une section transversale considéré comme un solide
rigide est l’ensemble des applications affines bijectives vérifiant la condition:

g»r(Ad De) = Ad Dgr( e)

ou Gr est lopérateur-loi de comportement donné par

o
de

gr( 6) =p
pour une configuration r fizée.

La section transversale étant considérée comme un solide rigide, le groupe de parité
est alors un sous-groupe du groupe des isométries affines et ne dépend que de la géométrie
de la section et d’une configuration r.

Puisque —1 appartient & Gy et Gy est un groupe, on a alors 1’équivalence:
—-D elGr<= DGy

Gy peut donc s’interpréter comme le produit direct du groupe “trivial” réduit aux éléments
—1 et +1, par un groupe G5 sous-groupe du groupe des déplacements D.

On suppose que cette section est circulaire et homogéne (matériau transversalement
isotrope) et on choisit comme configuration r celle définie par la base (0,7, 7, i_c'), constituée
de deux vecteurs j’,E situés dans le plan de symétrie orthogonal & I’axe de révolution,
et d’'un vecteur selon cet axe. Omn écrit dans cette base l'invariance par changement
d’orientation des vecteurs de base et par rotation de la base autour de l’axe de symétrie.

Soit r; et r, deux configurations matériellement isomorphes et x, x' deux vecteurs
“liés” respectivement a r; et r,, alors il existe une isométrie I appartient & Gy, (ou Gy, )
telle que r’ = D.r donc

x = Ad Dx’

Pour tout D € G,, il existe D¥ € Dtel que D = eD* ol e = +1y donc AdD = AdeDt =
Ads.Ad D* = +Ad D*, dot:

x=1AdD¥x’
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| A 1

Figure 6.1:

Compte tenue de la symétrie de la section §, G§ est le sous groupe de rotation aifine
autour de I'axe (0,7) et donc:

1 0 0 0 0 0
0 cosé —~sinf 0 O 0
0 sinf cos®@ 0 O 0
+ =

AdD™ = 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 cos@ —sind |
\ 0 0 0 0 sin® cosf
. . = Wy ' Wy . .
Il résulte que si on pose x = (0) ) et x' = ( 2(0) ) relativement a la base B alors
wy = Fwy x(0)! = £x'(0)* wx = Awx x(0) = £AX'(0)

ol A est la matrice orthogonale :

1 0 0
0 cosf -sing
0 sin@ cosé

done
lox| = lox| 1x(0)*] = [x'{0)| flox |l = flox|i ix(0) = [Ix'(0)]]

et
[x/x] = 2 (wx[x(0)) = 2 (£ Awx| £ AX(0)) = 2 (wxe|x(0)) = [x'}x]


http://jiwx.li
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Les invariants d’un vecteur x élément de ’algébre de lie g pour les configurations
isomorphes a r sont:

I = [x|x] I = Jlwx|f? I3 = |ix(0)}?

I = (wk)’ Is = (x(0)")’

Remarque {x|x] et |jwx|| sont invariants quelque soit la configuration de reférence
choisie.
6.4.3 Obtention de la loi de comportement

Nous avons vu que la loi de comportement est la méme dans toute configuration * iso-
morphe & la configuration r définie par la base (O;7, J, k) donc 1 s’exprime nécessairement
comme une fonction des invariants ([;);=; 5 du vecteur e®. i s’écrit donc:

w(ec) = qp‘(Ih *['27-[37 -[4715)

On a sans difficulté:

3[1_ W 612,_‘. 1] 8[3_ U
5@“-2(u) aé°“2(w> 5@?“2(0)

0 Uy
0 0
oy 0 P _y) 0
6e Wy ge 0
0 0
0 0
d’ott " o0 o
25% 0 0 28 +2% 0 0
0 23’% 0 0 2-;2% 0
’ 8 5]
9 ﬂ{} " 0 28% gﬁ 0 2% o
2312 + 28[4 g![)_ O 2611 g 0
0 281; 3!}_{ 0 261, .%fl
0 0 22 0 0 28

Cette derniére matrice dépend, bien évidemment, de e°, donc cette expression de la loi
de comportement obtenue ainsi, n’est pas linéaire; Cependant pour e assez petit (H.P.P),
on peut confondre gJI%(e°) avec %(0), la relation est ainsi donc linéarisée:

6° = Fe'
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ol F est la matrice

avec o = 22£(0), a = 22L(0) + 22£(0), b = 28£(0), ¢ = 25£(0) + 252(0) et d = 257(0)

Stabilité thermodynamique

Nous admettrons qu’'une condition nécessaire de stabilité isotherme du matériau
thermoélastique linéaire,imposée par les inégalités dérivant de l'inégalité fondamentale,
est que le potentiel thermodynamique 1 soit une fonction convexe de e°.

On vérifie que dans le cas d’une loi de comportement linéarisée, on a & une constante
additive prés:

9(e) = 5{Fele]

Donc la forme quadratique [Fele] doit étre définie positive.

On a explicitement:

1 2
-2—[}"ele] = ael + 2ceje4 + cel + bel 4 20eze; + del + bel 4 2aese; + del

On en déduit les conditions nécessaires de stabilité, qui imposent donc des limitations
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aux valeurs des coefficients d’élasticité?:

e>0 ac—a? >0

b>0 bd — 0?2 >0

Interprétation des coefficients

La loi de comportement s’écrit

TaRksz
o
=9
e

y b o

¢ On voit d’aprés cette écriture que le coefficient « lie le moment du torseur 6° a la
valeur en a origine de e° et inversement. Donc « peut s’interpréter comme étant le

coefficient de couplage flexion/traction.

o = ad—?;”f + ae; a est donc la résistance 3 la torsion

M, =bEx 1+ g

. M. = b % T ae, } b est la, résistance i la flexion

o N =ce + a% c est la résistance & la traction-compression.

21’équivalence de ces conditions pour un milicu continu, relativement aux coefficients de Lamé est

3IA+2u>0

u>0

Si Pon utilise le module de Young ei le coefficient de Poisson les conditions sont équivalentes i:

E>o0

—-1<v<%
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T, = dey + o%=

_ I d est la résistance aux cisaillements
Tz = d€3 -+ azf“ }

Les coefficients a, b, c et d sont, en principe, & déterminer expérimentalement; mais en com-
parant ces coefficients & ceux obtenus 3 partir de la loi de comportement tridimensionnelle
déja expérimentés on obtient:

a=GJ b=EI c=FES d=FES, a=10

6.4.4 Loi de comportement non-linéaire

On fait un développement limité a 'ordre deux des coefficients de la matrice de correspon-
dance entre 8° et e° par rapport aux 5 invariants (I )a=1 5

E)IQ(OH_Z

le second terme du deuxiéme membre est une forme quadratique, donc il existe A, € £(dg)
telle que:

q

g

Z I; = [A,e°|e’]

=1

avec
204 0 0 2%E428% 0 0\
0 2 0 0 2orb: O
. . 0 0 27t ;)2, 0 255E
2% 204 0 0 2L 0 0
0 25% 0 0 2575 0
\ 9 0 22% 0 0 220%L

D’otl Pexpression non linéaire de la loi de comportement:

g° = Fe + A(e?)e”
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avec
[Ajecle’] 0 0 (43 + As)ecle?] 0 0
0 [Asecle] 0 0 [{Aze®le] 0
Ae?) = 0 0 [4;efle] 0 0 [Aze‘|e’]
[(Az + Ay)e’lef] 0 0 [A,ele’] 0 0
0 [Azetle’] 0 0 [Ajeflef] 0
0 0 [Ase°le] 0 0 [Aie°le’]

Stabilité thermodynamique

Pour ce type de loi de comportement non linéaire on vérifie que le potentiel thermody-
namique est, & une constante additive prés, donné par:

b(e) = 3Felel + SLA()ele]

Donc la forme biquadratique ;[.A(e?)ele] doit &tre définie positive. D’olt les conditions de
stabilité .......

Interprétation physique des coefficients

L’application e — A(e?) de d dans £(d) dépend manifestement de 5 matrices 6-6, et
chacune de ces matrices dépend également de 5 coefficients distincts. Donc A(e?) dépend
en tout de 25 coefficients a priori; Mais ces coeflicients sont, en toute rigueur, les dérivées
partielles secondes de la fonction 4(e°). En supposant ¢ deux fois différentiable (4} = ¥7;)
on a donc Cg (dérivées 9f;) + CZ( dérivées ¢f;) = 15 coeflicients d’élasticité.

Les quatre expériences de base que 'on peut effectuer sur une portion d’un cable, sont
ceux relatives aux sollicitations de:

— traction-compression { N #0et T' =C =M = 0)
— torsion (C#0et N =T =M =0)

— flexion pure (M #0et T =N =C = 0)

— flexion simple(T #0, M #0et N =C =0)

Il est bien évident que ’on ne peut pas appliquer le principe de superposition pour
étudier I'effet d’une sollicitation combinée de deux ou plusieurs sollicitations simples citées
precédemment. Le nombre d’expériences indépendantes est donc:

C} (sollicitations simples) +C? (sollicitations combinées 2 & 2) +C3 (sollicitations
combinées 3 - 3)+C} (les quatre 3 la fois) = 2* ~ 1 = 15 expériences indépendantes.

Donc les 15 coefficients d’élasticité non linéaire peuvent, trés bien &tre déterminés
expérimentalement.
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Correspondance binivoque entre §° et ¢°

La relation § = Fe 4 A(e?)e ne permet pas de calculer directement e en fonction de 6.
Pourtant la stricte convexité de ¢ entraine gie la correspondance, 3 T fixée, entre 6° et
e® est binivoque.

Soit ¥* la transformé de Legendre Fenchel de la fonction :

P =[fle] - ¥

Tl vient alors par dérivation par rapport au temps

dy*
dt

= [B]e] + [fle] — ¥

d’otr .
¥* = sT + [eld]

En supposant maintenant que les variables T et ¢ sont indépendantes et que ¥" ne dépend

que de T et § (hypothéses d’élasticité), on trouve une autre formulation de la loi de
comportement (formulation conjuguée):

e’ = oy
ry?

d’oli par analogie

ec zfnuec _I_Am(@cz)ec

et

v (0) = 3[F610] + LA (6%)616]

6.5 Un modeéle de loi de comportement linéaire

Définition 47 (Projection d’un torseur) La projection d’un distributeur ® sur une
section plane 8 [ou un plan) de normale T est le champ équiprojectif

€, :m— —7 AT Az(m)) de domaine S (6.2)
On définit aussi la projection sur la normale W :

&, :m (7 -z(m))7 de domaine S (6.3)

%0n aici Légalité plutdt que le sup car e @ et T sont liés par la loi de comportement
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k=G

-

Figure 6.2: Loi de comportement simplifiée

cette définition est tout a fait naturelle puisque la valeur en un point donné de la projection
d’un torseur est la projection usuelle de sa valeur en ce point.

Soit b= (G, 7, J, #) une base orthonormée direcie lide 2 la section S et soit B la base de
0 relative a b, alors les deux endomorphismes de ?

X=X et x— x,
peuvent étre représeniés dans B par les deux matrices respectivement :

1 0
0 0 1 0

P = et P, = (6.4)

Le cotorseur des contraintes 7 est le champ équiprojectif défini par m = M 16, ol ¢
est le torseur des contrainte défini precédemment. x(m) schématise la force exercée sur
une section transversale par la section voisine en le point m de cette section.

Dans le cas d’un matériau homogeéne caractérisé par son module d’Young E et son
module transversal . On postule le modéle de loi de comportement linéaire suivant :

1. La force normale 7, est proportionelle & la déformation normale e,, avec, comme
coefficient de proportionalité, le module de Young E

2. La force tangentielle m, est proportionelle & la déformation tangentielle e,, avec,
comme coefficient de proportionalité, le module de cisaillement G
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la loi de comportement s’écrit :
7w, = Ee, e m = Ge, (6-5)

ol T, et w, (respectivement e, et e;) sont les deux torseurs projections normale et tan-
gentielle de 7 (respectivement e) & la section transversale.
Onar=m+m, =Ge + Ee, = (GP, + EF,)e. Soit matricielement :

G

T = e (6.6)

On retrouve la loi classique en terme de torseur en multipliant les deux membres de
(6.6) par la matrice de moment M :

ES e
0 GS Guy
_ GS des ,
=1 aqJ (6.7)
¥ E.Zy O €
z EI; 63

TXa_s=

o J, I, et I, désignent les inerties de torsion et de flexion transversales, N, T, et T, les
efforts normaux et tranchants et M,, M, et C les moments fléchissants et de torsion.
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Analyse numérique des milieux
curvilignes

121






Chapitre 7

Résolution numeérique des
équations des cables

Une équation ne constitue ni le départ ni l'aboutissement
d’un probléme de physique. L’essentiel de la physigue est
dans la mise en équation correcte et dans linterprétation
des résultats qui nécessitent bien souvent une résolution
numérique .

7.1 Introduction

Les équations générales de la dynamique des cibles ont été obtenues, comme nous ’avons
vu, par un formalisme lié & la structure du groupe de lie, et plus généralement a des
structures de la géométrie différentielle contemporaine. Cette méthode est tout a fait
compatible (nous allons le constater) avec le traitement par ordinateur, bien qu’elle soit
fondée sur des notions mathématiques assez abstraites.

Ces équations sont quasiment impossibles & développer a la main quel que soit le
systéme de coordonnées choisi (ce que nous montre le langage de calcul formel mac-
syma). I1 est également trés difficile de les traiter numériquement socus cette forme
développée, d’olt la nécessité d’élaborer un algorithme numérique compatible avec les no-
tions mathématiques citées plus haut, et qui traite directement 'équation intrinséque.

On admettra, dans ce chapitre, que le probleme variationnel associé admet au moins
une solution que 'on cherchera & approcher.

7.2 Discrétisation en temps: méthode de différences finies

7.2.1 Le probleme variationnel

Considérons le probleme suivant : un cdble homogéne de section constante de longeur
[, placé entre deux extrémités, 'une étant a lorigine O et 'autre au point d’abscisse [.

123



124 Chapitre 7. Résolution numérique des équations des cibles

Le céible est soumis, sans restreindre la généralité, & son propre poids T7,(s,t) = pg
ot g est un glisseur défini par g(m) = G A om, § désigne Vintensité de pesenteur. On
suppose connue Ja configuration du cible a l'instant initial ¢ = 0, ainsi que la distribution
des vitesses initiales le long du cdble. Autrement dit, on connait les fonctions D(s,0) =
Dy(s), v{s,0) = vo(s) pour 0 < s < 1. Enfin, on doit avoir

DO,)=1p Vte[0,T] (7.1)

D(l,t) = exp a(t) aft) €D (7.2)

puisqu’on suppose que Pextrémité O du cible est fixe, et que l'extrémité libre A est
animé d’un mouvement donné par le vecteur-déplacement a(t).

On se limite, dans ce chapitre, au cas classique de 1'élasticité linéaire : on prendra donc
la loi de comportement § = F - e ot F est la matrice de la loi de comportement (fonction
de o si le cable n’est pas homogéne). On est donc amené a trouver une fonction x(s,t)
définie pour 0 < s < 1 ett > 0 qui soit solution de :

(H

ov* 3‘2 +[ef, Fe]) = T° (7.3)

ot + [v¢, Hv]) — (fa

A

ou

e D(o,t)est ’application de [0,/] x R dans D décrivant le mouvement du céble & partir
de sa position d’équilibre supposée connue.

¢ v{o,t) = R(—x(o, t))gi‘—é%ﬂ, représente la vitesse lagrangienne de la section S(o,1),
x{o,t) est le vecteur-déplacement, fonction de [0,!] x R dans 0 lié au déplacement
par D = expy.

o e(o,t) = R(—x(o, t)a—x(gzﬁ mesure la déformation lagrangienne de la section S(o,1).
o H est Popérateur de moment dépendant de la géométrie transversale du cable.

La formulation variationnelle s’obtient en multipliant “intérieurement” les deux membres
par 7(s), fonction test & valeurs vectorielles dans . puis on intégre le long du cdble, soit:

/;L [(H %‘% + [v‘,Hv‘“]) - (f%i + [e“,feﬂ) w«] ds = j{) ’ [7°|7] ds (7.4)

En intégrant par parties le terme en de/ds du premier membre 'équation s’écrit compte

tenue des conditions aux limites :
L a ¢ L ¢ L
] KH M [ve, Hv"] - [e",feﬂ) nc] ds—}-] [}'ec Q?—]—] ds =/ [T°Inlds (7.5)
0 6t 0 BS 0

La derniére égalité s’obtient par une intégration par partie et compte tenu des conditions
aux limites.
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Les vecteurs a®,v°,e°,...(€ d) dépendent uniquement de la fonction de [0,/] x R dans
le groupe D : (s,t) — D(s,t) = cxpx(s,t). L'inconnue du probléme est donc la seule
fonction de [0,!] x R dans 0 :(s,t) — x{s,t). D’ol le probléme variationne] :

trouver x(s,t) € V,, solution de :

(P) o(x;m) =10 Vn eV,

o V, . est V'espace des fonctions de [0, L] x R dans »
e V, est ’espace des fonctions de [0, L] dans D

o La fonctionnelle ¢ : V, ; x V, — R a pour expression :

L <
s = [ ([#5 +e ov - for 7y - 7

T

8;: D ds (7.6)

7.2.2 Approximation par différences finies

La fonctionnelle ¢( ., . ) n’est pas bilinéaire : c’est la raison pour laguelle on admet-
tra ’existence d’une solution. Pour résoudre numériquement ce probléme variationnel, on
subdivise Uintervalle [0,7°]> ¢, par des points (2,),., . €n général équidistants : 1, = nAt
ot At = % avec N > 1 et n =0,..., N. Puis on cherche & approcher: D(s,t,), v{(s,t,),
a(s,t), ... par Dy(s), va(s), an(s), ...

On choisit une méthode itérative a un pas c.a.d on calcule x,4; & partir de x,. Pour
déterminer le schéma d’une telle méthode, nous avons besoin du lemme :

Lemme 6 On a V8 € [0,1]:

AdD(t+h) = AdD(t)exp(hadv(t) + h*>{(1/2 - B)ada(t) + - --
-+ fBada(l + h)}) + O(R®?)

ot exp est Papplication exponentielle de Ialgébre L(D) (= d une sous-algébre de Mg(R)).

Remarque 4 Les grandeurs veclorielles v et a sont en description lagrangienne (v = v°
et a = a°) alors que pour les grandeurs euleuriennes, on a:

AdD(t+ h) =exp(hadvi(t)+h*{(1/2 - B)ada*(t) + ---
+-Bada’(t + h)}) AdD(1) + O(Rh®)
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Démonstration: On pose:

D(h) = AdD(t)exp (had v(t) + h* {(1/2 — B) eda(t) + Bada(t + h)}) (7.7)
On a le développement de Taylor:

2
AdD(t + k) = AdD(t) + hiAdD(t) + hz ;ﬂ

AdD(t) + O(h?)

Ii suffit donc de montrer que AdD(t + k) et E(h) ont le méme dévioppement de Taylor
jusqu’a Pordre 3, soit :

D(0) = AdD(1) (7.8)
[%ﬁ(h)] g thdD(t) (7.9)
[ :;D(h)] B jQAdD(t) (7.10)

1. La premiére égalité est évidente: il suffit de faire ¢t = 0 dans (7.7).
2. Ona:

dD(t) dD(2)

d
ZAdD(t) = AdTD(t)~—>= =

7 = AdDa d(

) = AdD adv(t)

d’autre part:

(—;?i—zﬁ(h) = AdD(t) (adv(t) + 2h(...))exp (h({...))

d’ou la deuxiéme égalité, en faisant h = 0.
3. on procéde de la méme facon qu’en 2.

Ce dernier lemme nous conduit, naturellement, en négligeant le terme en h® et en rem-
placant D(t,) par D, et x(t,) par xn, etc..., & définir le probleme discret associé au
probleme aux limites considéré, de la fagon suivante :
En vertu de l'injectivité de la représentation adjointe Ad (voir corollaire 3 du chapitre
2)
Dyy1 = Dyexp (hv, + B2 {(1/2 — B)a, + Ba,41}) (7.11)

Si on définit u,, le champ de déplacement de la configuration du cable de Pinstant t, 3
celle de Uinstant ¢, ,; par:

D41 = Dpexp u, (7.12)
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on aura le schéma :

exp Xni1 = eXP Yn €XP Uy
(%) U = hv,+ h2[(1/2 - Ba, + Ba, 1]
Vol 0= Vi 4+ R[(1 - 7)a, +yan4]

(la derniére égalité peut &tre obtenue & partir de la formule de Taylor également)

A Yinstant %,.;, on associe le probleme discrétisé:

Trouver xn41 € V; solution de:
(Pag1):
¢ Xnt+1,m) =0 Yn eV,

Xn étant connu, on fait le changement d’inconnue, guidé par le schéma (),

€XP Xn41 = ©XP Xn €XD Up

le probleme est alors:

Trouver u, € V, solution de:
(P,) :
®(un,n) =0 Vnev,
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7.2.3 Résolution du probléme non-linéaire

On résoud ce probléme non linéaire par la méthode de Newton-Raphson! qui consiste 3
construire une suite convergente vers la solution u,:

’US,O) = Up-1
ult) = o 4 5y

ot 6 ul) est le vecteur solution de ’équation linéarisée :

'(ul),)-6uf) = ~@(u),n) (7.13)

Proposition 22 Soit (D,(.:g_l)gzg une suite d'éléments de D définie & partir de la suile
(4{)iso par D1, = D, expul). Sion désigne par Aul)| le vecteur “déplacement” de
la configuration de Iétape (i) ¢ celle de Uétape (i + 1) (de la méthode de Newton) c.a.d:

Df:_f;) = Dfﬂ_l exp Auf:,),_l, on aura:

u) = T(-uf) Auf) (7.14)

Démonstration:
On définit la fonction € — u{i)(e) par:

exp ul(e) = exp u exp eAuEfil (7.13)

L.a méthode de Newton: on se donne une application f: 8 C E — F ot E et F sont deux espaces vec-
toriels normés. On suppose que f admet, au moins,un z6ro, ¢ € §, et on cherche une suite d’approximatioa
d’an tel élément a, en s’inspirant du cas particulier bien connu: F = F = R;

zo arbitraire et chaque point zg.4: étant Uinfersection
de P’axe avec la tangente en 74 : Thil = Tp — }4&%

Ce cas particulier suggére la construction suivante:
xo € ) arbitraire et Tx41 = zx — {f'{®x)} " flzx) pour k>0

Ce qui suppose que tous les points z, restent dans I, que I’application f soit dérivable dans 0, et que
enfin Ia dérivée f'(x) soit une bijection de E dans F en tout point z € Q. La principale difficulté réside
dans le “bon” choix d’un vecteur initial 7o, qui doit éire suffisamment proche d’un zéro de f, alors qu’en
principe on ignore ot se trouvent les zéros!
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o —— o,

-

Le chemin € — exp ul)(¢) est un géodésique passant par les “points” exp ul?) et exp uli+?)

obtenus en faisant, respectivement ¢ = 0 et ¢ = 1 dans (7.15).

Faisons un developpement de Taylor de la fonction u(‘) :

; : uld(e) *uld (<)
G)g) = 4 o \"/ 212 "n \7) 7.
uy’(€) = u; +s[ o L 0+s [ et | 0+ (7.16)

Pour calculer les coefficients de (7.16), nous allons dériver par rapport a & I’expression

(7.15):

exp” B (). [au—gi@] = 'yexpu(, ETP eAugll AuSH
en tenant compte de 47 (o) 'yz;pug,.'yz;ps A,

R (—u}f)(s}) : Qu_gg(s_) =R (—msAuffi_l) AUl ~ Aul)
Soit Sul(c) | . |
——:‘9;—-—- ~T (mug:)(e)) . Auff}_l (7.17)

ot “~” signifie gque P’égalité en question a lieu & ||Aun +1[|2 prés. Le premier coeflicient de
(7.16) s’obtient en faisant ¢ = 0 dans (7.17). D’autre part si on dérive (7.17) on aura

azug)([;) (1)
- T (- (s)) NN
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exp

exp

Figure 7.1: Interprétation géométrique : uf) et ui*") sont deux vecteurs de Tp D

qui assurent le passage, moyennant Papplication exponentielle, de D, & Ds_li et D,(fjll )

respectivement. Au{*!) est un vecteur de I'espace tangent T, D faisant passer de
n4l

3 b ] ] P b r rd . . . # - £ =
Df:j_l a DS:L ). Le théoreme précédent exprime la relation entre la différence “linéaire”

5u$j+‘1’ = uf,':fll ) _ ugli et la différence “au sens des vecteurs- déplacements” Auf,’}r.l =
A(u,(:f{ll ), «-uﬁjll) ot A(.,.) est I'application de la formule de C.a,mpbe]l-I:I.ausdorff, uffill ),
u,(,’il et Aus ,)H sont les composantes lagrangiennes de ugﬂ ), uﬁfi_l et Au},’_)H.



7.2. Discrétisation en temps: méthode de différences finies 131

et en faisant € = 0 dans cette derniere égalité on obtient la nullité du deuxiéme coefficient.
n, (£) 2 s [ Il A
De la méme facon, on trouve : [8—?,:;@] .= 0 pour n > 0, en dérivant I'égalité (7.17)
Eg=
jusqu’a l'ordre n pui en annulant €. On utilisera pour cela

d il Ju
—ad*u = Z ad* 1 tu.ad~—.ad'y
de — 3

Finalement (7.16) s’écrit
uf(e) = ul) +eT(-ul)) - Al (7.18)
Dot le résultat en faisant, enfin, ¢ = 1 dans (7.18). O

Remarque 5 On peut démontrer la proposition 22 d’une autre facon en utilisant la for-

mule de C.H. En effet, le sous-algébre de Lie engendrée par : Auf,,H est un idéal ¢ HAunHHZ

prés. D’autre part ul), pour tout i est un vecteur a faible angle de rotation puisqu’il définit

le déplacement de la configuration de l'étape n a l’étape n + 1 et que la section courante
(19

du cédble “n’a pas le temps de faire une grande rotation entre ces deuxr instants, donc
flw,wl] < 0 est largement vérifiée. Les hypothéses du théoréme 17 du chapitre 3 étant

vérifiées (au deuziéme ordre prés en Auf:il alors:

exp ul™* = exp ul exp Au = ult) = H(u®, Adl) ) = o) + T(—u (”)Auf,'ll

d’ot le résultat.

On rappelle que l'inconnue dans cette méthode est ul?), d'oti 1a possibilité de calculer les
différentes grandeurs qui interviennent dans ’équation linéarisée en fonction de u(?:

Lemme 7 on a:

§AdDY), = AdDY) .adAul),

§Adt DY), = —adAull, . Ad' DY),
‘5"5:3-1 = 7 T( u('))A“nﬂ

a8, = 5 ﬂT( —uAaul),

56,(:4)-1 = [en+1) Z3\"‘%;4-1] + % (A“S-)x-l)

Démonstration:




132 Chapitre 7. Résolution numérigue des équations des cables

Géodésique

Figure 7.2:

1. on définit la fonction-perturbation: & —— Dﬂﬂ(s) par

D(’+1(c} = D, 4 exp s&u,H_l (7.19)

de fagon a avoir :
S;-)H(l) = DS:L)

Auirement dit € — Dn+1(5) est un géodésique passant par D 11 et D,{f Ll ),

On applique la représentation adjointe Ad aux deux membres de (7.19):
Ad DY) () = Ad DY), exp € ad Aull),
puis on développe exp €ad Au(“)1 3 Pordre 2 en Auﬂlz
Ad DY) = AdDY, {1+ cadA oA
n+1(8) nt1 +ca un+1 + ” un+1” )
= AdDY), +eAd DY), - adAul), + O(f|AuE) |17
D’ot la premiere égalité en faisant ¢ = 1.
2. la deuxiéme égalité s’obtient & partir de la premiére, en dérivant Pégalité Ad D -
Ad1D = 15(0) :
8AdD-Ad™'D+ AdD-6Ad"'D =0

SAd™'D = —Ad™'D -§Ad D - Ad™'D

puis on obtient rapidement le résultat en remplacant § Ad D par son expression.
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3. aétape n + 1 et & Ditération ¢ de la méthode de Newton, le schéma (*) dévient:

exp xgll = exp Xn exp ul)
WO ) = a8 (172 B)an + Bald]
5:4)_1 =  v,+h [(1 — 7). + ’)’an+1]

Remarquons que l'indice supérieur (¢) a été rajouté uniquement pour les variables
calculés i ’étape n + 1 Grice a ce schéma, on a

§ul) = i+ — 4 = p23(al+Y) — 2y = a3 6an+1

de méme
v = hy gal’ (’)

d’ou la possibilité d’exprimer 6a,, 1 et v 11 en fonction de 6ul") ou Aun,,,l'

N i ; 1 0 i
6a£‘il = W3 6uld) = th( —ul )A}.ufﬂ_1

4. Pour exprimer 6en 11 en fonction de Aun+1, on dérive par rapport & ¢ Uexpression
+1
DYDY = D) exp Aul),

i i ¢
oD _ o aD5, LN 0 (A”"’?*"l)
aG' — eszu(') . 60’ +7D(') emp un+1.—_——3_;——
Ce qui implique, en multipliant & gauche les deux membre par fyg“ﬂ) = 'yﬁum
n-ti
yexp™!
8 (Aul)
(i - f n+l
n-lfll) = Ad €xp (Aun+1) : ‘;x-)l-l + R( AU'n-H) ( do )
~eld —[aul), el ~6§Mf."’l)
- ae
. G
pour Aun+1 assez petit. D’oit 6e$fll o~ {Aun+1, n'il] + ﬂA—;‘;i‘—z .

La fonctionnelle ®( ., . ) se dérive aisément puisqu’elle est composée d’applications linéaires
ou bilinéaires, et grace a la proposition 22 et en utilisant le lemme 7 , Péquation linéaire
s’exprimera assez facilement en fonction de AunH'
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Equation linéarisée

A chaque itération de la méthode de Newton-Raphson le probleme est : trouver le
vecteur 6u(‘)(s) solution de I’équation linéarisée (7.13), ou bien (ce qui rev1ent au méme,
puisqueAun+1(s) et §ul’)(s) sont liés par (7.14)) :

trouver Aun+1(s) € V, solution de:

A(Aun+19n) ['(77) VneV

N i)
ol .A(Aus,;_l, ) =

L
1 H i i
/o [h%ﬁHTmA“w 1 + 1 [TG)A“;L» va:-)i-l] + ["n+1a HT( )A”(:l-l] - 5Tr$+)1

] ds-+

L Ay ; dAul)
i 1 43 H n (i i
/0 [[[AQA veihal Felid] + [elhs, Flaut), ef)] - [ nr ,,EH} - [eill,f_nﬂ

Js
L dAuY)
. (4) n+1
+ /0 [{ [(Aun-f-l n+1] +F do
et

E(ﬂ) = - /OL { [H ( E:«)H) + [VS:-){-U Vm ] [ g};-lvaS:-)i-l] - 7:13+1

il

an° (8)]

In(s)
do

Ue] + [fefi)y-z

7.3 Discrétisation en espace: méthode d’éléments finis

7.3.1 Discrétisation d’un milieu curviligne

Nous choisissons un ensemble de n points appelés nceuds géométriques sur le domaine

curviligne O L, puis nous remplacons O L par un ensemble d’éléments K; formé d’un nombre
réduit de nceuds consécutifs, chaque élément devant &tre défini analytiquement, de maniére
unique, en fonction des abscisses curvilignes, S; = Omn;, des nceuds géométriques qui
appartiennent & cet élément. La partition du domaine V en éléments K, doit respecter
les deux régles suivantes : l'intersection de deux éléments non disjoints est réduite & un
point, et la réunion de tous les éléments V¢ doit constituer un domaine aussi proche que
possible du domaine donné V.

Un élément de référence K est un élément de forme trés simple, repéré dans un espace
de référence, qui peut &tre transformé en chaque élément réel K, par une transformation
géométrique 7' qui

dépend de la forme et de la position de élément réel, donc des abscisses curvilignes
des noeuds géométriques qui le définissent. Il y a donc une transformation 7' différente

n} ds

o
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leme élément

H
i
J
¢

X
4

T —— ) espace de référence
+

élément de référence

Figure 7.3: La transformation 7'

pour chaque élément réel:
s s = S (€, 55, Sig1y )

ot {8, Siy1, ...} sont les noeuds géométrique du *™° é&lément. Parmi toutes les trans-
formations géométriques vérifiant les conditions précédentes, choisissons celles qui sont

linéaires par rapport aux points S;:
s(€) = N1(£)Si + Na(€)Siy1 + Na(£)Sigz + ...

On numérote les éléments séquentiellement de 1 & N, puis on définit chaque élément par
les numéros de ses noeuds. Si on choisit un élément de type Lagrange 3 trois noeuds, on

aura pour I’élément / la correspondance:

numérotation locale 1 2 3
numérotation globale | 2/ — 11 2/ 2/ +1

La transformation qui transforme 1’élément de référence {£; = ~1,8 = 0,& = 1} en
I’élément [ défini par {S2_1, Sar, S2141} est donnée par:
8(6) = N1(&)Sa1-1 + No(€) S + N3(€)Sa41

du fait que s(—~1) = Sy_; , 3(0) = Sy et s(1) = Sy les N; doivent vérifier pour

ii=1,23
Ni(€) = 63
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1 T T T ¥ T T
x*(x-1)/2
8k 1-x ¥ -
x+1)/2
6 T
A4 .
2r -
0
—9 . ! i | 1 i P i

1 -8 —6 -4 -2 0 92 4 6 8 1

Figure 7.4: Les fonctions élémentaires.

Les polyndmes de degrés minimaux qui vérifient ces conditions sont:

N:i(&) = 3€(E - 1)
No(§) =1-¢*
Ns(&) = 3€6(E+1)

D’ou la transformation:

. Sor1+ S Sorpr — Soi
5(5)3[ 21 1'; 2;+1_521]£2+521+ 21-;-12 21 15

Le plus simple est de prendre Sy = §1=—‘—“'21-S—’—‘ﬂ , la transformation 7 sera affine par morceaux
(ou par éléments) et on aura donc:

3() = Su+ &y

ot by = Sq1p1 — S = Sy — Sypr = %mES(KI)
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7.3.2 Approximation
Choix d’une fonction approchée

On approche une fonction exacte U,, par U(s) (fonction approchée) de maniére que e(s) =
U(s) — U,x(s) soit assez petit. Pour construire U(s), nous lui imposons de coincider avec
U..(s), sur chaque élément, en les trois points Sg;_1, 521, .-, S2r41, C€ qui revient a annuler
e(s) en ces points. Si on pose u; = U,.(5;), un choix possible de U(s) est:

U(s) = Z Ni(s)u;

Remplagons Papproximation sur Pélément réel par Papproximation correspondante sur
I’élément de référence :
U(€) =Y N(©w
Vr

Les fonctions N;(¢) sont de classe C2, il en est de méme pour la fonction approchée U(§)
sur chaque élément. Mais entre éléments elle n’est que de classeC®. 2

Evaluation de Perreur

Pour évaluer Perreur e(£), on développe en série de Taylor la fonction U.(&;) au voisinage
du point £ jusqu’al’ordre n, ol n est le nombre de points d’interpolation. Comme U, (&) =
u;, la fonction approchée U (E) =Y N;u; s’écrit:
n-1n n
’*U., 1 "R
U(¢) = L}_, N(& &) ( o ) -—Z (& — &R

k=0 i=1 n

v, n [ O"Ues
e (52,0 (52
£ Jeretenl £ /e

Remarquons que Y o Ni(&; —E)F =0si k#0et =1si k=0
L’expression de lerreur devient:

(e = g oMoy () w0

D’oil la majoration d’erreur®:

el < 12502
%Si nous désirons que U(s) et ses dérivées jusqu’s I'ordre k soient continues sur une frontitre commune
4 deux éléments, il faut que U(s) et ses dérivées jusqu’d Pordre k dépendent de manidre unique des seules

variables nodales (c'est-i-dire les u;) associées aux nceuds de cette frontidre.
30n démontre aussi que:

el = /

= lloo-A”

B’e(x)
az*

ar Ue:t

da <(2h)2(n-a) |=== 36 ”&




138 Chapitre 7. Résolution numérique des équations des cdbles

Intégration numérique

La méthode de Gauss est une méthode d’intégration numérique trés utilisée consistant
34 remplacer 'intégrale d'une fonction par une combinaison linéaire de ses valeurs en des
points “ d’intégration” §;.

[ 5@ =S st

Les r coefficients de pondération (ou poids) w; et les r abscisses §; sont déterminés de
maniére 3 intégrer exactement des polyndémes d’ordre m < 2r — 1.
En général, la fonction f n’est pas polynémiale, cette méthode est donc approximative;
elle est d’autant plus précise que le nombre de points d’intégration est élevé. Mais plutot
que d’utiliser une méthode & nombre de points d’intégration important, on peut découper
le domaine d’intégration en plusieurs sous-domaines; on utilise ensuite une méthode simple
dans chaque sous-domaine. L’erreur d’intégration de cette méthode est de la forme:

_ 22r+1(,,.!)-1 d2rf
“= Cr+ D) der

(7.20)

Cependant, si on fixe a priori les abscisses £ des points d’intégration, il reste r coeffi-
cients w; a déterminer de maniére a ce que la méthode intégre exactement un polyndéme
de degré r — 1. On choisit & régulidrement espacés et symétriques par rapport a £ = 0
(méthode de Newton-Cotes):

1—1
=9 -
&=2—

Les poids w; sont donc les intégrales des fonctions d’interpolation:

1 (7.21)

1
wi = f_ RAGL (7.22)

Les poids correspondant & deux points symétriques par rapport & £ = 0 sont égaux.
L’erreur d’intégration est de la forme:

9 r+2 dr+1
C, ( ) s st r est impair

r—1 der+l
e= (7.23)
2 \"tdrf . .
Cr(r—l) at si r est pair

11 est donc préférable d’utiliser un nombre de points impaix.

Pour un nombre de points d’intégration donné, la méthode de Gauss est plus précise que
celle de Newton-Cotes, mais cette derniére permet parfois de faire coincider les points
d’intégration et les nceuds d’interpolation. L’intégration de termes contenant les N; est
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alors simplifiée puisque N; s’annule en tous les points d’intégration autres que &;.

Si on choisit 7 = 3 on aura: 1 4

wlzwsz—etwgz—

3 3
[ f@)e = 2Uf(Suma) + 4(52) + F(Sun)

L’erreur d’integration devient:
d*f
e = Cy—=.h*
Ydat

7.3.3 La méthode des élérments finis

La méthode des éléments finis consiste & utiliser une approximation par éléments finis de
la fonction Auﬁfll(s) pour discrétiser les formes intégrales .A( ., . ) et £{. ), puis & résoudre
le systeme d’équations ainsi obtenu.

Pour construire une approximation Aug’illh de Aus,'_)l_l(s) nous allons choisir un sous-
espace de V, constitué de fonctions-vecteurs continues, et quadratiques par élément, soit:

Vi={v(s)neV;v/Kie P, 1<I<n, e neR%

ou P, désigne 'espace des fonctions polynoémes de degré inférieur ou égal & deux. I est
évident que la dimension de V, est 6(2n,;4 1) et que la suite des fonctions ¢;n € V, définies
par:

0i(S;) = 6;; 1<i<2ng+1 et neR®
constitue une base de Vj,.
Le groupe D, des applications de [0, L] dans D peut é&tre “approché” par*

D! = {exp (Z N;(s)q) [/1STLP etge Rs} (7.24)

P

c.a.d si on pose D(s) = expx(s) , on aura: D(s)=~exp ENIXI} La méthode
I=1

d’approximation variationnelle associée conduit & chercher la fonction vectorielle

2Nel+1 P

@) @}
Ay p(s) = E Ni(s)Augys
I=1

‘le groupe 1D est approché par Pensemble I* qui n’est pas un sous-groupe, car il n’est pas stable. En
effet, exp (E Nﬂn) - eXp (E Nm_y) = exp z(s), ol 2(s) est, d’aprés la formule de C.H, une série infinie
des produits infinis des Ny donc il n'est certainement pas polynémial en s, mais par contre z(s) est un
élément de V; et il peut &tre approché par z*(s) = 5 Nknx. On démontre facilement que 1'égalité

exp z(8) ~ exp 2*(s)

a lien & Pordre 3 en h, = imes(K’} (h. est le pas de discrétisation en espace), c.2.d que D" est un

sous-groupe A A% prés.
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ol Aug-?,ﬂ = 5:11(51) €0.0OnadoncVIi=12,..,P: A(Au,ﬂl,n) =

Ji;:l‘/o[l (NI('S)NJ(S){[WHT(‘)X + hﬁ[T{”XJ an+1] hﬂ[ n-)H»HT(“)XJ -
..—-67;5?1'?' {[Xh n-)|-11 .’Fefflll [,(1'4)‘_1 f[X-’feS-)i-l]Hn]}
—Ny(s )dNJ( s) H)g.y,feﬁ‘il] [ 5:«)»1:}7&1” ]

_i’%{s@lm(s) [7 [x7.6] 1]

WD) (1, ,ﬂ) ds

L(ﬂ) = - i (/0 NI(S){[ (an+1) + v [ Sllaﬂ(vn-{rl ] - { Sil,f"ﬁll] 7:4.1

IN;(s i
+ —-8—‘;(—) [fes,_%_l n]}ds)

L’expression obtenue est de la forme

P -
[E A(I‘},nxi-l‘Y

I=1

a

77] = [Bl('?.ﬂl"?} pour tout I =1,2,...,P.

et ceci pour tout » € R, le produit intérieur [ .| .] étant non dégénéré, on a
ZA(JH+1AJ,,+1—B§,;+1 pour tout I =1,2,..., P

ol A, ins1 €50 une matrice 6-6 et B§ 41 est un vecteur de dimension 6, d’ot le systeme
linéaire 6P-6P

“15:11 A“E:il = B,(:-L
avec (An+1}11 = AIJ:H—I et (Bn+1)1 = BI n41 ainsi que (‘SunH)J = AJn—H

Remplacons les intégrales sur 0L par une somme d’intégrales sur les éléments I{;:
Nt

f - = Z . Comme les NV; sont nuls en tout point extérieur a K, et comme les Aun R,
oL k=1 K’

ne font intervenir que les variables nodales, chaque terme de |, k, Se calcule alors & partir
des seules variables lies & U'élément K;. Ce qui est équivalent & chercher, pour chaque
élément K;:

—_—

-—_;

A'“S:H a(s)= ZNI('S Aun+11

F=1
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En rapportant cette approximation dans la formulation variationnelle précédente:
! - W= .
[E 0‘() n-(r-i I TI] = [AS) |?7] vij € R

d’ol le systéme local (ou partiel) de trois équations a trois vecteurs-inconnus:

{

3 -

1 1 i

) A =
=1

Les matrices élémentaires sont donc d’ordre 3-3 dont les coefficients (a?}) sont des
matrices 6-6:

L
a(,'} = —-p/ N[(s)NJ(s){ad(Ad'ng_lg)+f’3(adH(VSil)—adVS:_)'_x H-25H)T(-ul) ) }ds
0
L
+E / {2544 N, (ad(rel), ) -(adels), ). F)— 240 2 21 ds
[}

—

et A =
L seli) i
-~ Nr) | p{Eal, +[v, 8V 1} - B [0, 7, [+ F—2tE }-pad™ DY) g | ds
[
En utilisant la méthode d’intégration numérique cité précédemment et grice au bon

choix des points d’intégrations ¢; coincidant avec les points nodaux 5; et qui ont pour effet
de réduire les termes & calculer, les coefficients matriciels tout intégrés sont donc :

i - i {
of) = wr{ad(4d- DY g) + 7 (ed H(VE)) - advi), - H - LH) - T(-ul),)}
o {250 )(ad(fef"illrj ~(adel), ) F)+(ad(Fel), Hadel), ~(adel), )Faael) )}

+ {w). (—‘(“—HNQ,SI ) + Wy (—J-—-ls2 )2 4 ws (aNéssa))z} F

(7.25)
et pour I # J;
ANy (S ; BN S
0‘59 = “’I"‘“‘g_g‘ﬁ (ad(feﬁll 7= (aden+1 NE f) I( J)f d( +1 7)
(7.26)

N { aNI(sx)aN,(sl) o, 3N1(Sg)6NJ(Sz) ONi(Ss) ON1(S3)\
ds ds ds s Y35, 9s
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—
Le second membre est A} =:

Azz = W {Haﬂq,.r + [VguL,nHVE::-u] - [eg-);-l,ufes:LJ] - Ad“ngﬁ)q
(7.27)

aN S i BN S i 8N L] g
+F {w1 ""‘7‘;“'(3—1'1‘35:4)-1,1 + wz*’égfleS:ll,z + wa'—a%(—)‘eg-)n,s}

La matrice globale A est finalement pentadiagonale par blocs:

E‘ g a \ Cette matrice est carrée
i non symétrique d’ordre
a o 36(2N+1)* (chaque carré

0 désigne une matrice 6-6).
Au total la matrice A com-
porte 8N, + 1 matrices 6-
6 soit 36(8N. + 1) coeffi-

ooogoao
ogo
ooooD
Coa
oooon

A=

a0 )
cients non nuls.
oo .
oo o Le vecteur b est de dimen-
o O sion 6(2N, + 1).

On résoud le systéme linéaire associé & A par une méthode d’élimination de Gauss
(méthode directe), avec une stratégie de pivot “local”, c.a.d on permute, si besoin est, les
lignes et colonnes qui laissent le profil de A invariant. Cela revient a utiliser la méthode
avec stratégie totale pour chaque bloc de la diagonale principale.

7.4 Mise en oeuvre informatique

7.4.1 Calculs élémentaires

Crochet de Lie

Le crochet de Lie {u,v] de deux vecteurs u = ( e ) et v = ( ve ) de 0 est un vecteur

T T

T = ( o ) € 0 défini par:

T

Ty, =up AV, et e, = U, AV U A0,
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soit
T1 = UpUz — UzVs
Ty == UV — U3
Ez = UV — Uy
Tq = Uals — UaVs + UsVy — Ug
T = Ualy — U1V + UsVy — UsV3
Te = U Vs — UV + UgVy — Us Ty

Cela nécessite 30 opérations élémentaires.

Représentation matricielle de adu

L’application adjointe ad u est définie par ad u.z = [u, z] d’ol la représentation matricielle:

0 —Aig Uq 0 0 0
U 0 -u, O 0 0
—Us Uy 0 0 0 0
adu =
0 —Us Us 0 ~1i3 Uy
Ug 0 —ug us 0 —u
—Ug  Uq 0 —u uy 0
De plus, on aura besoin dans la suite de:
ad’u =
uf — A% Uy Usy U U3 0 0 0
Uy Usg uZ — \? Uplls 0 0 0
U3 UgUs ’U:g - /‘\2 0 0 0
2(u1u4 - ’(l/l.la) Uil + Uoglly Uy g + Ugliy uf — A2 Ui Ug Ui U3z
Urtts + Ugtly  2(Usls — UU)  Uplg + UaUs WUy uE — AP wugug
Uplls + Ually  Uglg + uatls  2(UsUs — UU) U U ugliy  ud — A?

Calcul de Adezpu et de T(u)

Les coeflicients de la matrice élémentaire sont calculés & partir des applications Adexpu,

T'(u) et R(u) qui sont des séries entidre en ad u, donc elles peuvent &tre représentées par
des matrices de la forme:

A 0
M =
B A
ol A et B sont deux matrices carrées d’ordre 3.
Si on pose
_sind . (a—cosd) 1 (.9in)\/2)2 _ (e —2¢)
UL VR L A vouy B v

et
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uY = 1’52—“1 = UyUg + Uy + Uzlg , DuU = b.uu et duu = duu
on aura donc:

Adexpu = I + [aI + buuQad u + [cI — duuf] ad® u (7.28)

soit explicitement:

Adexpu(l,1) =1 +c(u? - A%)

Adezxpu(l,2) = —aus + cuiusg

Adezpu(l,3) = —aus + cuius

Adexpu(2,1) = aus + cu g

Adexpu(2,2) = 1+ c(u3 — A?)

Adezpu(2,3) = —auy + cuqis

Adexpu(3,1) = —auy + cuyus

Aderpu(3,2) = auy + cugus

Adexpu(3,3) = 1+ c(ul — A%)

Adezpu(4,1) = 2¢(uus — un) — duu{u? — A7)
Adezpu(4,2) = —aug + c{ujus + uguy) — buu.uz — dvu.u,uy
Adezpu(4,3) = —aus + c{uyus + uatty) — buu.uy — dun.u ug
Adexpu(b,1) = aus + c(uyus + usta) + duu.uz — dun.usuy
Ad expu(5,2) = 2c(uqus — vu) — duu(ul — A?)
Adezpu(5,3) = —auy + c(ugus + uzts) — buu.uy — dut.uqus
Adexpu(6,1) = —aus + c{u;us + uzty) — buu.uy — dun.urus
Adexpu(6,2) = aus + c(ugus + usus) + buw.u; — dun.usuy
Adexpu(6,3) = 2¢(usus — vu) — duu(ul — A?)

Pour A assez petit, on évite de calculer directement les expressions de a, b, ¢, et d,
a cause des erreurs-machine. On les remplace alors par leurs développements limités au
voisinage de {:

a1 _1ox
- 6 3 30
1 oa _—1+,\?
T2 24 12 180

L’application T'(u) a la méme forme que (7.28) avec

CE=—2- b=90
—L+ s 1 X est ass tit
TR si A est assez peti

( t)\/<?2> /A sinon
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—1— + ai i A est assez petit
360 © 7560 . et
d=
1 AJ2 2 A2 :
Y [(sin)\/Q) + tgrhj2 2} simot

Produit matriciel “dual”?

1l est inutile de stocker les éléments nuls de M, et de répéter deux fois les coeflicients de
A: on range M donc dans un tableau de dimension 6-3 au lieu de 6-6, mathématiquement

cela se justifie par le fait que 'algeébre des matrices de la forme est isomorphe

A0

B A

a Palgebre formée de couples (A, B) € M3(R)? avec comme loi produit:
(A1, By).(Az, B2) = (4, 4;, A1 B; + B, 4y)

en effet;

3 A, O Ay 0O
(A1, B) (A3, B) = (Bl&)(Bz&)

A A, 0
A132 + .B]_Ag A]_Ag

= (A1As, A1 By + B1A»)

La matrice élémentaire

La matrice élémentaire pour chaque élément £ est (a}f,)) avec :
1J=1,2,3

pef =gy sy

(3] hs 1 ¥ i i :
ol = 5 ({ph — g (0o — st H) Tl

+ad (Ad exp(-—-xff_},l ) g (ad]-'eg,"ﬁ)q,1 — adegil’l ) ]-')

- 3

i i i i 7
+ (ad]—'eﬁll,lades,,)l_m ~ adel} , 0 fadeﬁll,x) + '67{2-?)
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= Oy {hiﬂ 75 (adH Vo~ advil o )} T(~uih
+§f]—' +ad (Adexp( Xn+1) g
g = -p—gi {B—%H Y (ade('+1 3 advn+13 H } T(~ (=)
“'g?‘ [adfeni-)f-l,fl - ade,(,'..)Hﬁ oF - gh—j:] +ad (Ad exp{— XS:L) £

a§2 = 2;} [ad}"eff~H 1 ade”_H o F — h%]—”]

of) = —f— [ad?eﬁil’l —adel)y, 0 F — {-f]

of) = -2f [ adFel), , — ade®), 5o f+§: ]

off = 23 [ dFel), , - adeld), , 0 F — %}“]
ol = g [ad}'e,,+1 3~ ade,,+1 30 F + %}‘]
of) = 23E [adfei:;m ~ ade®), 40 F + %j—']

Le second membre élémentaire

Le second membre élémentaire de ’équation linéarisée est, pour chaque élément £ :

i hs i i i)
B, = 3P (Hay(z?l-l 1+ M Hvﬁ,i_l,z])
hs ) () ~3el}1, + 4elhi s + 3elhs
+'§‘E [en-l-l,l,]:eﬁ-}-l,l] +F 2h,
[ 4h i i i
Bf;l(f)z = - 3 (H (+1 s+ [v 5;-}-1,2: HVS;L,?])

4h, ehli el
+~§~E ([ (+1 2 n-H z]-i-f( +1;h, +13))
o h,
Bf;i(f,)sz —3 P (Ha11+13+[ n+13?an+13])

h : . e 4e + 3e(£)
__iE (%) (1) n41.1 n41,2 n4-1,3
+ ([en+1,3,-7:en+1,3] +F oh,

3
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7.5 Algorithme

Les programmes d’analyse numérique se compliquent assez rapidement, car ils doivent
exécuter des opérations trés diverses: organisation des données , calcul de fonctions
spéciales, résolution de systémes, tracés, ... Comme tout programime basé sur la méthode
des éléments finis, celui-ci inclut les étapes suivantes :

1. Lecture, vérification et organisation des données décrivant la discrétisation (noeuds
et éléments), les paramétres physiques, les efforts extérieurs et conditions aux limites.

2. Construction des matrices et vecteurs élémentaires, puis assemblage de ceux-ci pour
former la matrice globale et le vecteur global des sollicitations.

3. Résolution du systéme d’équations aprés prise en compte des conditions aux limites.

4. Impression des résultats, graphique, ...
o Létapet =0
On suppose qu’a l'instant t = 0, le cdble est au repos:
vo(8) = ap(s) = eo(s) =0
La configuration a ¢ = 0 étant celle de I’équilibre, on a

Pidentité = D(s,0) = expx(s,0) alors xp(s) =0

e De létape t,, at,

— Initialisation de a, v, u, e et x :
On choisit a'%,; de fagon que uf® soit nul:
© _ h h? (1 )
==ttt —{=—-8)a
an+1 ﬂ + ﬂ 2 (0

o = vt B [(1 = )+ 0]

@ _

,u’n-l?-l = Un
©@ _
€rt1 = €n

0
XSH)-l = Xn
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— Résolution par la méthode de Newton:

Pour chaque élément ! on extrait les trois vecteurs 6-6 X;_;, X; et X,y du
vecteur global X de dimension 12N + 6; X ici genére a,v, u, e et x .

A partir de ces vecteurs on calcule la matrice élémentaire 4 avec
A=

puis on range A;; dans la matrice d’assemblage A. De méme a partir de ces
mémes vecteurs on calcule le second membre.

On résoud le systéme linéaire Az = B o z est un vecteur de dimension 12N +6
On extrait pour chaque nceud les 6 coefficients correspondant a z;; de méme
pour uj, x1, (étape n) et xy, (étape n — 1)
On calcule T{u;) puis duy = T(ur).z;
De méme T(uy, ) puis 6x7, = T(x1,) Ur
et T(uz,) puis dxr, = T(xr,)-ur
On range 6§y, etéy;, dans deux vecteurs de dimension 12N 4 6: 0xy, et éxy,,
puis on calcule
3 1
Oxr = 58x1, — 56xn

Enfin on calcule
Fa—=x)
ds

66 — Ziti—®i—1

Zds

FIN41 TN
ds

— Incrémentation:

41 i) i)
51+1) = “5&1 + ‘5"‘*%1

Xgill) = X&L + 5Xn+1

(i+1) )
aﬂ+1 = aﬂ+l ﬁh2 n+1

G+ (9

7"n+1 - n+1 + Bﬁéugil
ST = el); + 65,
E = E + ||6ul,|

et on recommence tant que F > ¢, et cela pour nt = 0,1,2, ...



Chapitre 8

L’usure des faisceaux des robots

de soudage

Ce chapitre est consacré a ’étude de deuz problémes pra-
tiques, le premier est d’origine industrielle ; nous pro-
posons des solutions basées sur les résultats théoriques et
numériques obtenus dans cette thése puis nous trastons
quelques ezemples simples de dynamique du cdble pour mon-
trer la faisabilité d’une telle étude. Le deuziéme est un
probléme d’actualité concernant la dynamique non linéaire
des bdatiments soumis 4 des séismes ; on présente un nou-
veau modéle du comportement dynamique de batiment con-
struit a Uaitde de corps rigides et des poutres et nous mon-
trons surtout ’analogie au niveau des équations enire la dy-
namigue des cdbles et la dynamique des batiments.

8.1 Position du probleme

L’usure des faisceaux des robots de soudage par point, pour lesquels il faut acheminer
eau, air et électricité jusqu’a la pince, pose de nombreux problémes, notamment sur les
chaines de montage de ’AX. En effet, sur certains robots, le faisceau est trés sollicité et
s'use rapidement, ce qui implique des changements anormalement fréguents, et donc des
colits de maintenance élevés. Cette situation devient donc préoccupante, compte tenu du
nombre de robots utilisés. Les facteurs d’usure des faisceaux sont:

¢ La torsion/flexion du faisceau, au niveau de la pince essentiellement.

*

¢ Les frottements “internes” a P’installation:

— frottements des tuyaux et des cibles entre eux dans la gaine qui les maintient
liés les uns aux autres.

149
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Figure 8.1: robot-PSA

~ frottements entre le faisceau et le bras du robot.

¢ Les frottements ou collisions “externes”: frottements avec Penvironnement
particulierement abrasif comme les caisses, serrages, ...

8.1.1 Traitement du probleme

11 est en effet possible, a la suite d’une telle étude, d’envisager des développements perme-
ttant de déterminer des critéres de choix d'une (ou plusieurs) caractéristique du faisceau
(sa longueur, sa section ou ses propriétés physiques...). Cette détermination pourra se
faire par essais numériques en cherchant & minimiser les facteurs d’usure en fonction des
caractéristiques.

Nous proposons d’abord de schématiser le faiscean par un seul cible ( dont les car-
actéristiques globales seraient & déterminer en fonction des constituants), le cible étant
encastré en son extrémité O et pouvant se déplacer en P'autre extrémité A (A est la
section-solide d’abscisse curviligne s = L).

Avec les 6 degrés de liberté, le faisceau étant au repos a l'instant ¢ = 0, les conditions
aux limites et les conditions initiales se résument 3 la donnée de deux vecteurs en 4 et O,
et ces deux vecteurs sont donnés une fois pour toute selon le type de fonctionnement du
robot. Il reste donc & notre disposition le choix des propriétés physiques pour contréler le
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mouvement du faisceau. Donc

T = f1(¢)
M= fz(ff‘)
v = f3(¢)

oll ¢ est la variable qui géneére les propriétés physiques (¢ =1 ou s ou E ou ...)

¢ Les effets de la flexion/torsion peuvent &tre contrdlés par la condition |[M| < Mg ol
M est la limite d’élasticité du matériau, et soit S, I’ensemble des ¢ correspondants.

o Les déplacements le long du cible peuvent étre de méme calculés et controlés.

o Le point précédent pourrait étre étendu i la recherche des collisions entre le cable
et le bras de robot ou l'environnement, dans la mesure ou l'on dispose des descrip-
tions efficientes de 1’environnement du céable, puis on cherche ’ensemble S, des ¢
correspondant an minimum de collisions.

¢ En ce qui concerne la mécanique interne du faiscean de cable, on pourrait envisager
la recherche d’une schématisation, plus ou moins fine du faisceau, permettant un
calcul des vitesses relatives des divers cables. Si on désigne par v; la vitesse d’un
point courant du cable ¢ considéré a un instant donné ¢, la vitesse relative de deux
cables v, = v; — v; est, en général, non nulle: elle est donc a 'origine des frottements
intérieurs. Pour réduire ces frottements on impose a v, de rester aussi petit que
possible:|y; — v;| < g ot v; = fai)(qﬁ) et v; = 7Y )(qb), puis on cherche 'ensemble S,
des ¢ satisfaisant 3 cette condition.

S = §1N52N 53 est 'ensemble des ¢ admissibles, cet ensemble peut trés bien étre vide:
dans ce cas, on change le critéere de choix, on prend par exemple ¢ = la masse volumique
ou le module de Young au lieu de la longueur /, et on recommence 1’étude. Ou bien on
maintient ¢ = [ et on fixe un point du cable & une longueur !y de ’encastrement qui sera
déterminée par I’algorithme.
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- wn w -
————

Vi

-

Lni

8.1.2 Etude statique
Comparaisons avec la Résistance Des Matériaux

Le cible fixé en ses deux extrémités peut &tre considéré comme une poutre doublement
encastrée. La premiére idée qui vient & U'espri est de bien vérifier les résultats de la R.1). M.

Soit O A une poutre rectiligne dans une position horizontale encastrée en O etA. d’apres
la théorie générale de la RDM on a :

s Efforts de liaison ( résistances et moments aux extrémités)

1

1
Ro = RA = —pL Mo = "'.MA 2pL2

2 i

¢ Efforts intérieurs ( efforts tranchants et moments fléchissants)

— 1 2
T = p(z — L/2) M= pL(1—6L+6L2)

e Position (rotation et translation {ou déplacement) de la section transversale)

i (-3 (1-28) o--Bmn(-3)
12EI L J7 L) YT TuEIiL? J7

On fait tourner le programme avec les données suivantes :

— le module de Young pour le caoutchouc E = 300M Pa
— la masse volumique p = 5000kg/m?
— la longueur L = 1m

- la section § = 7 R? avec R = 5¢m.

On obtient les courbes suivantes qui approchent avec une trés bonne approximation
les courbes théoriques.
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position d’équilibre
0 <7 T T ! T T T T
-0.0002 -
-0.0004 _
~0.0006 N
¥ -0.0008 N
-0.601 -
-0.0012 -
-0.0014 ~{ -
-0.0016 i 1 1 1 L 1 i !

1 \ I T T
-~
~
~
~

angle de rotation
0.025 T T T 1 T T T T

0.02 - n

0.015 .

0.01 |- ]
0.005 N
angle 0
-0.005 |- n
-0.01 - T
-0.015 7
-0.02 - .
-0.0%5 i 4 ] i | I | S SR S
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position d’équilibre

0 T T T

-0.0002
-0.0004
-0.0006

¥ -0.0008
-0.001
-0.0012
-0.0014
-0.0016 : . . - — . : :

T

T

T

effort tranchant
200 T g ¥ T T T 1 T

150 - o
100

T
T

T(s) 0

]
o
<

T

!

—
o
)
T
1.
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Moment fléchissant
| T T T T T

M(s)

effort normal
1.5 T T T T T T T T

N(s)

*
o
i
1

Il est & noter que les efforts normaux dans la théorie de la RDM (qui n’est autre
qu’une approximation linéaire de la MMC) sont considérés nuls alors qu’ici ( nos équations
comportent un terme non linéaire) ces efforts sont fonctions sinusoidales de I'abscisse
curviligne mais avec une amplitude assez faible {1.2N) par rapport aux autres efforts
(=~ 200NN ); on peut donc trés bien les négliger.
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Vérification de la fléche

La fleche est donnée par

___ b 4
f= 384EIL

On fait plusieurs essais numériques pour plusieurs valeurs de la longueur L

la fléche

-0.05

-1

-.15

-2

¥ -.25
-3

-.35

-4

-.45

-5

0.01

fléche
0.001 &

0.0001

poaosnd v reoand s pevent v einel 1

1e-05

longueur

On vérifie bien que la pente est sensiblement égale & 4 et la valeur & l'origine 8,677 est
bien égale 3 In (5z257)-
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8.1.3 Etude de quelques mouvements simples a ’extrémité libre A
Les données sont les suivantes :
e extrémité O est encastrée (x(0,t) = 0)

o Uextrémité A est animée d’un mouvement défini par x(L,t) = oft) ol a est une
application de R dans

e la position initiale sans contraintes (F = 0) et sans déformations (e = Q) est définie
par un segment de droite horizontale [0 4]

o Le module de Young F = 300M Pa. Le coefficient de poisson » = 0,3. La masse
volumique p = 5000kg/m3

¢ La longueur L = Im. La section § = 7 R? avec R = 5cm.

o les données techniques de la méthode numérique sont :

1 1
1 1=35 Ah=0lem  Shi=0.1s €=10""

= 5
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Figure 8.2: Mouvement de translation uniforme horizontal : On fait animer
Pextrémité libre A d’un mouvement rectiligne uniforme vers 'autre extrémité. Les config-
urations sont données & des intervalles de temps réguliérement séparés. On remarque que
les positions ne sont pas symétriques par rapport & la médiatrice des extrémités. Cette
dissymétrie est, bien siir, dile & inertie du cible en dynamique.
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=0.1-

-0.2-1 O

Figure 8.4: Mouvement de translation oblique On remarque que les configurations
se coupent de fagon “arbitraire”, 'extrémité A avance constemment alors que les sections

intermédiaires avancent ou reculent et tournent i gauche ou i droite selon la position.
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Figure 8.5: L'extrémité est en mouvement de rotation uniforme tout en restant en-
castrée, on voit le début d’une formation d’une boucle, ce qui provoque parfois des erreurs
numeériques si I’angle de rotation d’une section intermédiaire devient quasiment égal a 2k~x
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Figure 8.6: Mouvement de translation et rotation combinées L’extrémité A est
animé d’un mouvement de rotation uniforme dans le sens retrograde autour de son axe
horizontal parallele & Oy composée d’une translation uniforme dans le sens des z négatifs
(vers ’autre extrémité
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_ 0.2
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!

| i !
-0.4 -0.2 0.0 02

0.4

Figure 8.7: Les deux extrémités en mouvement : O tourne autour du point ( §,0)

avec une vitesse angulaire w = = rd/s, P'autre extrémité tourne autoure du point (%,0)
dans le méme sens directe avec la méme vitesse.



8.1. Position du probléme 163 .

0.3-
- 0.2

0.1

-0.3 | I T ! |
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

Figure 8.8: Pour représenter les contraintes en dynamique, on a choisi le cas suivant : aun
repos le cable est horizontal encastré en O, I'extrémité A se déplace sur un cycloide. Ici
on a donné les coanfigurations pour ¢t = 0,1,2,...,10
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Figure 8.9: La suite du mouvement pour ¢ = 11,12, ..., 18 entre les deux instant £ = 11
et ¢ = 12 la boucle “glisse” vers 'extrémité encastré O pour préprer la formation de la
deuxiéme boucle.
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Figure 8.10: L’angle de rotation de la section transversale. On distingue ici deux
familles de courbes (les courbes ne sont pas toutes représentées), quand le cdble est
entierement au-dessu de ’horizontal la courbe de # correspondant est entiérement dans la
partie inférieur du plan.
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Figure 8.11: Les efforts normaux On distingue 14 aussi deux fammilles de courbes:
avant la formation de la boucle les contraintes sont, en valeur absolue, inférieur 2 1000 N,
puis elles oscillent fortement et présentent une importante discontinuité en A4
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Figure 8.12: Les efforts tranchants T'(s) s’annule entre s = 0.0 et s = 0.25 pour la
premiere famille de courbes et en trois “endroits” distinctes pour la deuxiéme famille.
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Figure 8.13: Les moments fléchissants M(s) est extrémale entre s = 0.0 et s = 0.25
pour la premiere famille de courbes et en trois “endroits” distinctes (les mémes que pour
les efforts tranchants) pour la deuxidme famille, il semblerait que la formule en petites
déplacements 4% = —T(s) est encors valable!.



Chapitre 9

Conclusions

L’étude de la dynamique non linéaire des cibles nous a conduit & utiliser la géométrie
différentielle des groupes de Lie. Les déplacements euclidiens décrivant le mouvement
du solide rigide sont exprimés & l’aide de I'application exponentielle qui a pour argu-
ments les torseurs : déplacement = e™*®*", Cette exponentielle ne se calcule pas par
la série habituelle. Nous avons donné une expression pratique de cette application ainsi
que D'expression de sa dérivée nécessaire au calcul de la vitesse. La composition de deux
déplacements fait appel ala formule de Campbell-Hausdorff qui n’a jamais fait 'objet d’un
traitement numérique a cause de son expression trés lourde et difficilement développable,
nous avons pu le rendre pratique et manipulable. Nous obtenons 'ezpression ezacte en un
nombre fini de termes. Il est & noter que les ordinateurs les plus puissants de nos jours
arrivent a peine a exhiber jusqu’au septieme terme la formule telle qu’elle est donnée dans
la littérature.

La modélisation compléte du comportement dynamique des cibles a conduit & une
novvelle formulation hezadimensionnelle de la mécanique des milieux curvilignes. La
distinction de la géométrie initiale et de la géométrie actuelle, au-dela de I’hypothese des
petites perturbations, fait apparaitre des termes supplémentaires s’exprimant de fagon trés
simple a 'aide du crochet de Lie de 'algebre des champs équiprojectifs ou la connexion
riemmanienne du groupe des déplacements.

La prise en compte des grandes déformations nous a amené & établir une expression
non linéaire de la loi de comportement. La partie linéaire de cette loi coincide avec
celle obtenue a partir de la loi de comportement des milieux continus tridimensionnels,
de plus elle fait apparaitre un coefficient, éventuellement nul, traduisant la rotation du
cable autour de la courbe directrice sous I’action d’une traction ou compression (cas d’un
torrent). L’expression mathématique de la loi de comportement non linéaire dépend de
15 coefficients non nécessairement indépendants (ils sont liés aussi & la géométrie de la
section) qui peuvent étre déterminés par des essais de sollicitations combinées.

Nous avons consacré une bonne partie de cette thése a la mise en place d’une méthode
de résolution numérique malgré les difficultés posées par Papproximation d’une application
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a valeurs dans un groupe.

Il est & noter aussi que P’idée originale d’utiliser la géométrie différentielle des groupes
de Lie pour étudier la dynamique des solides rigides est di & V. ARNOLD [9, 10]. Cette
méthode a été utilisée au CERMA par D. Chevallier, son application informatique se
limite au développement des équations intrinséques en fonction des coordonnées 3 l'aide
de logiciels de calcul formel. Cette thése offre une nouvelle méthode d’analyse numérique
en vue de résolution compléte des équations. Nous avons abouti & un logiciel performant?!
qui permet de simuler des mouvements variés de cables, en donnant 4 chaque instant et
pour chaque point du cable, la position, la vitesse, l'accélération ainsi que les contraintes.

Il est aussi intéressant de noter qu’un batiment de grande hauteur peut étre modélisé
par des corps rigides et des poutres, et que la méthode précédente s’applique et aboutit a
des équations trés proches de celles discrétisées obtenues précédemment pour la dynamique
des cibles.

Enfin un prolongement 4 ce travail serait I'étude du point de vue purement numérique
de lalgorithme proposé (conditionnement, précision, optimisation, etc.). 1 serait
intéressant de pouvoir établir une loi de comportement anélastique prenant en compte la

vitesse cinématique et la vitesse de déformation de chaque section, et d’étudier le probléme
a la rupture.

'Logiciel CABLIE écrit en Fortran ~ 3000 lignes installé sur station SUN



Annexe A

Les Quaternions

R, R2 et R* sont les seuls espaces vectoriels du type R" tels
qu’on puisse les munir d’une multiplication associative et
bilinéaire qui fasse de chacun d’euzx un corps; corps des réels,
corps des complezes et corps des quaternions. Une des ap-
plications des quaternions est la représentation de SO(3) qui
joue un role essentiel en cinématique des solides rigides.

A.1 Définition
Le R-espace vectoriel €2, muni de la multiplication:
¥(z,2'),(u,u) € C (z,2')(u,v') = (2u—~ 2@, 20’ + 2'%)

est un corps (non commutatif) isomorphe au sous corps de ’anneau M,(C), formé des
i

) z —z , . .
matrices du type ¥ 3 Ce corps sera appelé, corps des quaternions, et noté H.

Notation

On désigne par 1, i, j, k les quaternions respectifs (1,0), (¢,0), (0, 1) et (0,7). Ces quatre
éléments sont linéairement indépendants. Pour tout ¢ = (t+:ia, S+ iy) € H, on peut écrire
g =11+ ai+ 8+ vk. Donc (1,1, j, k) forment une base dite canonique de H et vérifient
de plus les relations: i’ = j* = k> = ~1,ij = —ji=k, jk = —kj = i, ki = —ik = j.

Soit E; le sous-espace vectoriel de H engendré par i, j et k. Chaque q € H s’écrit alors
de fagon unique q = (s, V) avec s € Ret V € B3 (on écrit parfois q = s+ V.

On pose s = R(q) (partie réelle ou scalaire de q) et ¥V = V(q) (partie vectorielle de
q)
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Propriétés

¢ On muni E5 du produit scalaire euclidien et du produit vectoriel habituel. Pour
q=(s,v)et g =(¢,v)ona

qq = (s —v.v, sV + v+ vAY)
*3=q;9+d=G+q; 99 =qq
¢ On pose N(q) = qq, on a alors:
N(@)=N(@=+*+8+7* N(aq) = N{a)N(q)
N(g)=XN(q) VAeR

¢ Siq#0onaN(a) ! = N(q ) et g = —2.

(q)

A.2 Les quaternions vectoriels et SO(3)

H* = H\{0} est un groupe de Lie pour la multiplication. Son algébre de Lie § est I'espace
vectoriel H muni du crochet [q,q'] = qq' - d'q.
L’application exponentielle de H* est :

expq = Zq”/n! (A1)
=0

on vérifie que si q = (0,wil) alors expq = (cosw, Usin ).

Théoréme 27 La resiriction de Adexp g ¢ E pour tout ¢ = (0,wu) € § est une rotation
vectorielle d’angle w/2 autour de 4.

Application

La rotation la plus générale d’un espace vectoriel euclidien tridimensionnel est décrite
par le produit de trois rotations. La premiere, p, d’axe Oz, fait tourner le plan 20y d'un
angle ¢. La seconde, d’axe Oy, fait tourner 3,0z d’un angle §. La troisieme, d’axe Oz,,
fait tourner le plan 2,0y, d’un angle w. La rotation résultante est:

_ W o, o, Wy 6. q&_,)
p = Adexp 2k~Aziexp2z-Adexp 57 = Ad (expé-k-exp 5 exp 5 (A.2)
e A A 0 0. . ¢ 6
T — _w_ =5 . 2 . A --)-'. YN, ¥ = o T
(cosi, u smi)- (cosz, k sin 2) (cosz, P 311'12) (cos2, k smz)
oll
A w+ ¢

Cos 5 = CO8 CO8 —

2 2
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cos—)-\'-'co w+¢’cos£

2 - 2
— e . 0 e g . L 0
et U = cos— sm—z"_z"—I»smw2 511§7+smw+q3cos§k}

la rotation résultante est donc d’angle A autour du vecteur .

A.3 Les nombres duaux

La matrice représentant 'application adjointe d’'un déplacement D = exp x est de la

forme :
a 0
(i) »

ol a ext une matrice de SO3(R) représentant la partie rotation et b une matrice appar-
tenant & M3(R) en général et est liée a la partie translation (et indirectement a la partie
rotation aussi). L’algébre des matrices de la forme (A.3) est isomorphe & ’algébre formée
des couples (a,b) € SOg(R) X M3(R) munie de la loi : (a,b)-(a',d') = (ad’,ab + ba').
Cette remarque nous suggere d’introduire les nombres duaux dans ’étude du groupe D.
Ceci étant nous allons rappeler briévement la construction et les propriétés essentielles de
Panneau A des nombres duaux.

Ou obtient sur R? une structure d’anneau commutatif unifére, en définissant ’addition
et la multiplication par les formules suivantes :

(a,b)+ (¢',b') = (a+a',b+ 1) (A4)

(a,b)-(d/,b') = {ad',ab’ + ba') (A.5)

L’anneau (R%* +,-) ainsi obtenu se note A et s’appelle anneau des nombres duaux.
L’élément nul de A est (0,0) et ’élément unité 1 = (1,0). L’application j : R — A
telle que j(z) = (z,0) pour tout z € R, est un isomorphisme du corps R sur un “sous-
corp” de A. Habituellement, on identifie R au sous-corps j(R) & Paide de 7, de sorte que
le nombre dual {z,0) soit simplement noté z.

L’élément (0,1) de A est noté ¢, on a €2 = 0. Par définition, le nombre dual § = (z,y)
est égale & = + ¢y, et cette écriture est unique. On pose

z = R(6) (partie réelle de §)

y = D(6) (partie duale de &)

On définit Pautomorphisme involutif de A :§ — & qui assome 4 chagque nombre dnal
& = 2 + ey son conjugué § = z — ey. Le module de § est |§] = V66 = |z|. Si R(6)#0,6
est inversible d’inverse 67! = §/|6|?, et peut se mettre sous la forme dite trigonométrique
6 = zey/®,
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La trigonométrie duale

La formule de moivre sur A s’écrie :
(x+ey)" = 2" +e(na"'y)

grice & cette formule on a

o friis 0 In—l
exp6=§H+ _0(72—1—)— ={1+ey)expz (4.6)
cosd = Z( 1)” (2 5= = o8z — gysiny (A.7)
5211-;-1 .
sin§ = Z( 1) 2y = sinx + ey cosy (A.8)

Remarquons que le deuxiéme terme du second membre, dans les formules précédentes, est
a ey prés la dérivée du premier terme. Ce résultat peut étre généraliser dans le théoreme
suivant :

Théoréme 28 Soit f une fonction numérique devéloppable en série entiére au voisinage
de Uorigine. Alors cette fonction est prolongeable sur A et on a pour tout 6 = z+cy € A :

f(6) = fl@) +eyf'(x) (4.9)
Grace a ce théoréme, on peut définir les fonctions circulaires et les fonctions hyperboliques

réciproques ...
Par exemple

arcsiné = arcsin ¢ + E—V/l_%‘._*? (A.10)
argshd = argshz 4 £Fi_; (A.11)
arctané = arctanz + ¢ 1527 (A4.12)

argthé = argtha + € _ny (A.13)

etc ..
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A.4 La géométrie duale

—~ = ~
A3 posséde une structure naturelle de A-module que ’on note E. Un vecteur § de E

. . . = — _— = = 3 .

s’écrit d’une maniére unique sous la forme §= 6; +¢4§,, 6; et & € R°. A Vaide de cette
isomorphisme (R® =~ R? x R%), on pourra désormais représenter un champ équiprojectif
sur £, dans Pespace E, en associant & chaque champ p +— x(p) le champ :

%= & + ex(p) (A.14)

Le champ équiprojectif dual p pr a le méme domaine que X, de plus c’est une application
affine & valeurs “vectorielles-duales” dans E :

Xo=%on + (%) A (A.15)

ol - A - est le produit vectoriel dans K défini de la méme fagon que dans R3. On définit
aussi le produit scalaire dual de la méme fagon que dans R3, alors on a :

Proposition 23 Si z, et y, sont deuz champs équiprojectifs duals associés auzr champs
équiprojectifs & et y, alors :

T, - Gp= 0y - Dy + ¢ [zly] (A.16)
==
z, A gp=[z. 9, (A.17)

Notons que le module dual d’un vecteur )?P est

1% lIz= VX, - % = II%II-FE%L—}:]I—} (A.18)

La partie réelle R (” fp ”—]E) est ’angle de rotation du déplacement défini par le champ

X, et D (H J?;, ”'1":) n'est autre que ’amplitude de translation de exp x dans la direction de
I’axe principal.

Définition 48 E désigne le A-module orienté de dimension 3. Une premiére forme de
définition des quaternions duals consiste a munir le A-module Hy = A x E d'une multi-
plication définie par :

= = = = = = . = =
90 = (88~ Tp Y, 54, +S B+ T A Y,) siq= (s, %) et ¢ = (5, 9,) (A.19)
Cette définition est analogue 3 celle des quaternions réels, donc tout théoréme sur H en

tant que module est un théoreme sur Ha. D’ol le théoréme fondamental des quaternions
duals :
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Théoréme 29 La restriction de Adexp ¢/2 d E pour tout g = ( 0,3) € ha est une “rota-
tion duale” vectorielle d’angle dual || ilz autour de %, ou ha =Lie(Ha ) et ]| Iz = A rep
avec A = langle réel de rotation et p = Pamplitude de translation dans la direction de
laze principal.

Remarque 6 Le polyndome minimal de lapplication ad % en géométrie duale est de degré
3, il se réduit ¢ P(X) = X(X?%+ A?), dans ce cas les applications usuelle Adexp, R(.),
et T( . ) peuvent avoir des simples expressions bien consises et étre utilisées formellement,

mais sans aucune utilité numeérique. Car il faudrait a chaque utilisation séparer la partie
réelle et la partie duale.



Annexe B

Equations générales des cables
devéloppées par MACSYMA

B.1 Equation 1

2
d z
Xttt ore = = (2 $inipsi2) ro === + (3in(psiz =~ psiil =~ Sinipst2 + psil)) reo
2
at
2 2
- d x
=== = = cos(pst2 v psi!) - cos(psig =~ P$11)) ro ==
2 2
at dt
apss i dpsat
= 3 mm=== 5 in(psid v P312) v 1At2  emeee cos(psid + psi1d)y
qas ds3
dpsi | aps il
“  ipt3  mee—- 5In(ps13 =~ pPI¥iI2) v int2 === cos(psi3 = ps12)
ds == 4
cpsi2 dps12 dint1
= 2 Nl reee- s!n{PsiII) = 2 1ntd emw=- CoS(psili =~ 2  rcwme= 22
as ds ds
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B.2 Equation 2

2
. - 4
2 ro L ({2 s:n(ps13 + psi2) = 2 sin(psid = p5i2)) ro ewe
2
-3
* = NP3l * pSIZ ¢ pyil} + zin(psid - pEiZ =~ psil)
* $in{p$13 - pSIZ v P11l - sinCpsiI -~ 7812 - psil) « 2 Cos(psid + psit)
2
. dv
T 2 cos(psiI = pPFIII) rg === + (= cosipsil v P$i2 + psit)
2
at
= cosepsid v p3Id = p3il) v gcos(psid - P12 v pSil) + cosipFid = PEIZ ~ psI )
2 .
d x
- 2 sin(p:13 <+ pxil) + 2 5in{ps1I = psil)) prop ——
z
-8
apsi ! dpss [-]- Y]
* 2 iAtl see== COF(PSII * PEIZ) + 2 inl] mem—— Ses(PSid3 « p3i2) - 4 intd eee—-
ds s das
dpsil dpsi i dint2
= 4 MY cesee S nPSIT) + & AL]  emmee SIn(psi2) * 4 cwwm=)/4

ds as -
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B.3 Equation 3

X 3

2
¢ 2
re ] (¢2 cos(p¥td + pI2) + 2 cCos(pS!I - pPFI2)) ro =
24
A8
(- <costps$id + ps12 ~ psid) + cos(psi3 *+ psi2 =~ pFiid
co¥(pstd ~ PpPsi2 * ps1l) -~ coskp¥i3 - p312 - pgrl) - 2 sin(psil
2
¢y

2 sin(psid = p511)) ro === + (Finlpsi3 + p3xi12 <~ pxil)
- 2
dat

sinipsid <+ p3i2 =~ pgil) =~ sin(psid - psi2 + ps1l) = sincpsi13d -

2
d x
2 costpsid ¢+ psild o+ 2 <of(p3i3 ~ p5iid) ro ==~
2
gt
apsit [-]-E S ]
2 intl =-=== ginCpsid <+ PFi2) = 2 intl ~-=== 5ypnipFil - psi)
ds 43
Jdpsi2 apsi b dintd

4 N1 ===== Cos(P31I? = & N2 ===== Sn(P3I2) * 4 =wme=)/4
as ds s

v pEil)

PE12

A

int2

psi)

dpsid

-
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Annexe B. Equations générales des cables devéloppées par MACSYMA

B.4 Eqguation 4

ax L4

a2z
ro = Cintd  cos(ps$12) 5in{psild) = inl2Z cos(psi2) <os(psid)) ==
ds
Cimt3 sanipsi 1) sin(ps12) + tnt2  cos{pst 1)) sin(psid)
: N
Cintd cos(psti? < int2 sin(psil) sSIin(ps12)) cos(psil)) =-
as
(€imt3  cosipyil} sin(psi2) = 4nt2 sinipsii1)) sin{psil>
[~ 4
(= I1nt2 costpsil) sim(ps122 = intd $in(psil)) cos(psiIl) -~
ds
2 2
d psild apsil apsi2 e psil
P11 (=wme=e v cmeme QOF(PFi2) mm=me - cee—m= g in(pEi2Y) re
2 d4 dt 2
-8 gt
dpsi i apsi2 2
(Ci22 = §i33) =w=== cos(Psi2) =~==== 3in {(p3si3)
at gt
apsiz 2 dpsi1l 2 2
(£122 = 133) (=====) v (i3F = §22) (wwm=w) cos <pFi2)) cosi(psid)
at [<3%
[~ -2 S dpei2 2
Ci33 ~ 122) -==== <co3(PSi2) ===== co¥ <(ps$il)) ro
dt gt
ws 12 psil
{iAlS ==~w= e M3 cos(psi i) sin(psi2) - IRLS  ==w== cos(DPSI2)
as ds
P32
intl Samipsi i) sindpsid) o+ (intd  ec=== - int2 cosipsi1) sini(psi2?
as
H-F T JrnLe
AT emwes sosvps12) - nt3 SIMAPS 1) 20sipSiId) v emmes

Qs das

sinips).
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B.5. Equation 5

B.5 Equation 5

<&z
xS ro * Cint'  cos(ps12) cosi(psil) - ratd WPEILT )Y e
-1
+ (= intl coscp3: " in(psi3) - intl  sincpa P 5in(psi2) cos(psid)
- ntd sinips 12 zosipE12}) - v Rt sinsg 1) Sin(psid)
ds
x
. int! cos(psit) sin(psi2) cosi(psid) = tAY cosipsil)  cos(pFi2)) o=
ds
op3ii > X ¥R dpEid
*OCGdY - i 11) sees= indpFI3) v (11 = | ) eemm=  cos{psi2) CoBCPEI))) wmowem
gt at dt
dpsit dpsi2
+ (it = i33) =e==== 3in(pFid) ~====  gin(ps
dt at
apsit 2
* (i3 = 4 11) {emm==) cosipsid) sinipsi12) IS\P3I1I )Y ro
dt
dps12 opsid dpsi ! apEid
v i22 (= smew= SiRDSI])  wwm=e 3+ cme—e oyt 2) ¢cos(p3il) ===
3 at at gt
2
dpsi | dps12 d psil
= mm==s S5in(pSi2) ewe==  $in(PFiJ) + -~——== coxip3i2) sin{psi3)
[- 33 gt 2
3t
2
q p$i2 apsi ] apsi2
*  =meso~ cos(pFid)) ro - RS ~-=we o+ Linti SIiN(PSI 1Y = |IAlE mee=e} sin{psid)
2 ds ds
gt
apsi’
v Cimtd Josvps i 1) s:nvps) 20 * Inté ros=e- COS\p3i 2 cos(psildy
15
ps ! dints
- iR weme==~ S R(PSIZ) - in3 cosi(psSii) cosS(PIIZ) ¢ mem=-

=1 3



182

Annexe B. Equations générales des cables devéloppées par MACSYMA

B.6 Equation 6

ext6

d
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