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INTRODUCTION 1

Introduction

Un bras souple, également appelé mécanisme en chaine ouverte souple, est un sys-
teme de corps flexibles (maillons) reliés par des articulations permettant divers types
de mouvements relatifs, qui sont des mouvements de corps rigides non infinitésimaux,
mais d’amplitudes généralement limitées par des butées mécaniques. Ce type de
systeéme intervient dans 1'étude des structures spatiales déployables (Fig. 0.7}, des
satellites, des pales d’hélicopteres (Iig. 0.8) ou des bras manipulateurs de robots
(Fig. 0.6). L'étude de leur comportement mécanique et leur simulation numérique
représente donc un probleme d’ingénierie important.

L’intérét pour la modélisation et ’étude du positionnement ou du mouvement des
bras rigides ou assimilés est apparu depuis fort longtemps (Fig. 0.9) et c’est un sujet
bien cerné par la communauté scientifique. La modélisation la plus couramment
utilisée est celle de Denavit-Hartenberg [1955], étendue et améliorée par Khalil
& Kleinfinger [1986]. Elle permet d’établir facilement le modéle géométrique direct.
donnant la position de ’extrémité du dernier maillon du bras a partir des parametres
caractérisant les articulations de la chaine. Le modéle géoméirique inverse a fait
I'objet des travaux de Pieper [1968], Paul {1981] qui linéarisent la matrice de
passage du mécanisme et emploient un solveur du type Newton-Raphson, ou plus
récemment de Sciavicco & Siciliano [1987]. Quant aux problémes dynamiques,
deux types de formalismes sont couramment utilisés pour les traiter:

— Formalisme de Lagrange - basé sur des méthodes énergétiques : Paul {1981].
Megahed {1984], Renaud [1985]. Ce formalisme est bien adapté i 1’étude
du modele dynamique direct, donnant la trajectoire de I'extrémité du dernier
maillon du bras a partir de I’évolution des parametres caractérisant les articu-
lations de la chaine.

~ Formalisme de Newton-Fuler - basé sur 'étude des équations d’équilibre:
Hartoch, McGhee, Orin & Vukobratovié {1979}, Khalil & Kleinfinger
[1987], Renaud [1987]. Ce formalisme est bien adapté a P'étude du modéle
dynamique inverse, donnant I’histoire des parametres articulaires & imposer
pour obtenir une trajectoire donnée de 'extrémité du dernier maillon du bras.

Cependant, les nouveaux besoins technologiques de 'industrie spatiale et de la robo-
tique font croitre la demande en simulations numériques précises des performances
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des bras articulés. Les tendances actuelles dans la conception des nouveaux méca-
nismes sont I'utilisation de composants tres légers, tres élancés et de matériaux nou-
veaux, de type composites. De la méme facon, I'accent est mis sur les performances
de ces équipements en matiere de grandes vitesses d’utilisation et de précision accrue
dans le positionnement de composants a flexibilités non négligeables.

L’étude mathématique du mouvement de ces systemes flexibles fait cependant partie
des probléemes ouverts.

Le but de ce travail est de donner un cadre mathématique a I’étude (dans le cas
statique et dans le cas dynamique évolutif} des déplacements et des déformations
d’'un bras souple pesant, portant une charge utile a son extrémité. Notre étude
s’articule autour de deux types de problemes:

- Probléme direct: Le chargement de la structure est connu. On cherche a
calculer la position (ainsi que la vitesse et accélération & un instant T donné
dans le cas dynamique) de 'ensemble de la structure et particulierement de
Pextrémité du dernier maillon du bras.

- Probleme inverse (cas dynamique): La trajectoire que l’on souhaite im-
q
poser a 'extrémité du dernier maillon du bras est connue. On cherche a déter-
miner le chargement & imposer pour ’obtenir.

Il importe tout d’abord de choisir un bon modele mécanique pour décrire les maillons
composant le bras. A priori, ces maillons sont des corps tridimensionnels. Cepen-
dant, d’apres ce qui a été dit plus haut, notre étude n’a d’intérét que dans le cas de
composants élancés. Ceci nous amene a considérer des modeéles unidimensionnels
de poutres évoluant dans un espace tridimensionnel.

Du fait des grands déplacements de corps rigide des maillons, les problemes envisa-
gés sont a priori géométriquement non-linéaires. Le développement de méthodes
numériques appropriées pour modéliser ces non-linéarités géométriques a été 'ob-
jet de nombreuses études au cours des derniéres années.

Une premiére approche consiste a se placer dans ’hypothese ou les poutres consti-
tuant la chaine sont animées de grands mouvements rigides, auxquels se superposent
de petits déplacements élastiques. On associe a chaque poutre un repere R qui suit
son mouvement rigide. La déformation élastique de la poutre est alors décrite rela-
tivement a ce repere (Agrawal & Shabana [1986], Cardona, Géradin [1989]).
De cette fagon, des codes d’analyse de multi-corps rigides ont pu étre étendus pour
tenir compte de la flexibilité de la structure (Haug & Yoo [1986)).
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Pour des structures consistant en un corps rigide auquel est relié un corps flexible, le
repére & est animé du méme mouvement rigide que le corps rigide. Pour des struc-
tures quelconques, pour lesquelles le choix des reperes R n’est pas simple, on peut
les construire de fagon a suivre un mouvement rigide moyen de la structure, afin de
minimiser la déformation relative (Kane & Levinson [1981]).
L’approche précédente - que nous nommerons approche convective dans toute
la suite de ce travail - est limitée par I'hypothese de petites déformations élastiques
qu’elle implique. Cependant, il peut étre intéressant, pour certaines applications, de
considérer un modele mécanique et des mesures de déformation qui soient compa-
tibles avec de grandes déformations. Des mesures de déformation non-linéaires ont
ainsi été introduites dans la modélisation précédente, notamment par Christensen

& Lee [1986).

Une autre approche - 'approche corotationnelle - se base sur une discrétisation de
type élément fini des maillons de la structure et sur I'introduction de repéres de réfé-
rence au niveau local de chaque élément fini. Les reperes locaux représentent ainsi le
mouvement rigide d’ensemble de 'élément auquel ils sont attachés. Cette approche
a été employée pour modéliser les grandes déformations d’éléments de poutres en
utilisant des formulations lagrangiennes de la mécanique des milieux continus en
grandes déformations (Bathe & Bolourchi {1979)]). Elle est identique a I’approche
introduite par Belytschko, Klein & Schwer [1977], qui consiste a extraire les dé-
placements rigides d’'un élément de son déplacement total, et ceci avant de calculer
ses déformations élastiques.

Basé sur des travaux antérieurs d’Antman & Kenney [1981] et de Simo [1985],
un troisieme type de modélisation a été envisagé récemment. Le déplacement de
la poutre est référencé par rapport a un repere inertiel fixe et une configuration
de référence, et il n’est pas fait de séparation entre sa partie élastique et sa partie
rigide. Moyennant un choix correct des variables servant a décrire ce déplacement,
on montre que dans le cas dynamique les équations du mouvement ont la méme
forme que dans le cas des bras rigides (Downer [1990]). Outre cet avantage, cette
modélisation prend en compte sans approzrimation tous les types de déformations
élastiques {Bourgat, Le Tallec & Mani [1988]), y compris le cisaillement trans-
verse et la torsion. Nous nous référerons a cette approche sous le nom d’approche
globale dans toute la suite de ce travail.

Un autre point essentiel de la modélisation consiste & adopter un modele pour les
jonctions entre les poutres composant le systeme. Pour ce faire nous devons d’abord
choisir un modele géométrique pour notre jonction. Les modeles géométriques les
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plus courants sont recensés ci-apres.

Liaison prismatique

transistion : w3

FiGg. 0.1 - Géometrie de la liaison prismatique
Ce type de liaison ne laisse libre que la translation relative uz suivant 'axe de Par-
ticulation {figure 0.1).

Liaison pivot

Ce type de liaison ne laisse libre que la rotation 6 suivant ’axe de ’articulation

(figure 0.2).
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8§ : angle de rotatio

Corps & + 1

F1G. 0.2 - Géométrie de la liaison pivot

Liaison cylindrique

Ce type de liaison est la composée des deux précédentes. Elle laisse deux degrés de
liberté, translation us et rotation @ suivant ’axe de D’articulation (figure 0.3).

Joint de Cardan

Ce type de liaison laisse deux degrés de liberté en rotation, et aucun en translation

(figure 0.4).

Liaison sphérique

Ce type de liaison ne laisse aucun degré de liberté en translation (figure 0.5).

Notre modele de jonction doit étre physiquement réaliste, doit permettre un trai-
tement numérique efficace et doit enfin se préter a 'analyse mathématique du pro-
bleme. Toutes ces considérations nous ont amenés aux deux hypotheses suivantes:

- Hypothése géométrique: Les articulations sont du type pivot ou sphé-
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F1G. 0.4 - Géométrie du joint de Cardan
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F1G. 0.5 - Geéométrie de la liaison sphérique

rique: les seuls mouvements relatifs possibles sont des mouvements de rota-
tion.

-~ Hypothése mécanique: Nous supposons que l'articulation transmet in-
tégralement les efforts et les déplacements. Nous supposons également que
s'exerce a ’articulation un moment de type “moment de rappel”. Ce moment
a la direction de I’axe de 'articulation et il est proportionnel a la rotation arti-
culaire. L’expression de ce moment dépend essentiellement du type d’approche
(convective ou globale) et nous y reviendrons plus loin.

Notre étude est divisée en trois parties:

La premiere partie est consacrée au probleme direct statique. Elle est elle-méme
divisée en deux chapitres. Le premier chapitre est consacré a I’approche convective
pour le probleme statique direct. Nous faisons quelques rappels de théorie de poutres
en petites déformations. Nous écrivons ensuite les équations d’équilibre et la formu-
lation variationnelle correspondante et nous établissons un théoreme d’existence et
d’unicité du déplacement élastique. Nous donnons enfin les détails de I'implémenta-
tion et quelques résultats numériques.

Dans le second chapitre, nous étudions P’approche globale du probleme statique
direct. Nous donnons un théoreme d’existence et nous détaillons I'implémentation



dans un cas simple (modeéle sans allongement ni cisaillement).

La seconde partie est consacrée au probléme direct dynamique. Elle est également
divisée en deux chapitres. Le premier traite de 'approche convective. Nous consi-
dérons, dans ce chapitre, que le mouvement de corps rigide de la structure est une
donnée du probleme. Ceci correspond par exemple a la situation ou, connaissant les
caractéristiques mécaniques d’une structure, on cherche a déterminer I'importance
de sa flexibilité en fonction de conditions d’utilisation connues a priori. Les seules in-
connues du probléme seront donc les déplacements élastiques de la structure. Nous
établissons la formulation vanationnelle des équations du mouvement ainsi qu’un
résultat d’existence et d’unicité des déplacements élastiques.

La second chapitre est consacré a l'approche globale. Nous réduisons le probleme 2
une suite de problemes statiques et nous donnons quelques résuitats de simulations
numériques.

Enfin, la troisieme partie est consacrée a un probléeme inverse type. Nous nous
plagons dans le cadre de 'approche convective dynamique et dans le cas d’une
seule poutre entrainée en rotation. En nous basant sur une discrétisation en espace
du probieme direct, nous montrons qu'il est possible de minimiser sur 'espace des
vitesses angulaires admissibles, un critére concernant le suivi d’une trajectoire par
Pextrémité libre de la poutre.
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Partie A

Probleme statique direct






Chapitre 1

Approche convective

1.1 Introduction et notations

Nous considérons une chaine ouverte simple, constituée de nt poutres flexibles. Nous
supposons que la chaine est encastrée dans un support rigide fixe en 1'une de ses ex-
trémités, et nous attribuons l'indice 1 a la poutre ainsi encastrée. Nous numérotons
ensuite les poutres de la chaine par ordre croissant a partir de la poutre encastrée.

Nous devons garder a l'esprit que la poutre ¢, solide monodimensionnel, modélise
la barre ¢, solide tridimensionnel élancé. Nous nous donnons donc une configura-
tion de référence physique (configuration non déformée), dans laquelle chacune des
barres associées aux poutres de la chaine est considérée comme un cylindre droit,
d’axe moven constitué par la poutre associée. Nous pouvons définir, pour la barre i,
une base principale d’inertie {e'} = (c}.eb,€}), le vecteur ¢} étant choisi de facon
a orienter la poutre i [supposée droite et donc assimilable & un segment {0,/;]] en
configuration de référence. Le point de contact O; entre la poutre 7 et la poutre
i — 1 est choisi comme origine du repére principal d’inertie {0;, {¢'}] de la barre 1.
Les coordonnées dans [O;, {¢'}] sont notées (z;,y;, 2;). Nous introduisons de plus les
quantités mécaniques suivantes:

- ¢'(yi, 2,): fonction de gauchissement de la barre ¢

- EY v N pt: module d’Young, coefficient de Poisson et coefficients
de Lamé de la barre 1;

- u'(z;): champ de déplacement élastique de la ligne moyenne de la
barre i, de composantes (u},u}, u}) dans [O;, {e'}];

- #'(z;): champ de rotation élastique de la section d’abscisse z; de la
barre ¢, de composantes (6, 85,6%) dans [O;, {e'}];
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- f(z:): densité linéique d’efforts extérieurs exercés sur la barre i, de
composantes {3, f3, f3) dans [O;, {e'}]:

- JF:force appliquée a I'extrémité du dernier maillon de la chaine, de
composantes (Fy, Fp, F3) dans [On, {€™}],

- M : moment appliqué a 'extrémité du dernier maillon de la chaine,
de composantes (My, M3, M3) dans [Oy, {€™}].

ainsi que les quantités géométriques:

- l;: longueur de la poutre ¢}

- w¥(a;): section droite d’abscisse z; de la barre 1,

§ = [dydz, I = /‘(zg}zdyidzi, I = /‘(y.;):‘dy,,-dzi, Jo= T4 I

Nous introduisons le repere ésien a u [0, {e*}] = [0,(e%,€3,€%] e us no-
N troduisons ! cart bsolu [0, {e* O.(e},€5,¢€5%)] et no
tons enfin par un la dérivation par rapport a z;, ¢t = 1,...,nt.

Nous nous restreignons dans la suite de ’étude, au cas ol w' ne dépend pas de
T

& )
83
S
u ol | !
R W L *} |
ul
Uny ! l
=
i V\\
£3 /
o

F1G. 1.1 - Déplacements d’une barre

1.2 Modélisation mécanique

Nous rappelons dans cette section la démarche classique d'obtention des lois de
comportement pour une poutre droite, lois qui seront utilisées dans I’analyse mathé-
matique et I’étude numérique du probleme. Cette démarche consiste a écrire I’énergie
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de déformation d'un solide élancé en le considérant successivement comme un milien
curviligne monodimensionnel (poutre) puis comme un milieu tridimensionnel élancé
{barre).

Une poutre droite, milieu curviligne monodimensionnel, étant un modele idéalisé
d’une structure tridimensionnelle, il est d’usage de représenter le déplacement du
point courant de cette poutre par un torseur de résultante u(z) et de moment §{z),
x € [0;0].

On montre alors {Salengon [1988.2], Chap. XI, 3.2) que les efforts intérieurs au
point courant de la poutre sont représentés par un torseur de résultante X (z) et de
moment ['(x}). On décompose les éléments de réduction de ce torseur dans la base
principale d’inertie {e¢} de la barre et on écrit :

X(z) = N(z)g + Va(x)ey + Va(z)ea,

(1.1)
T{z) =C(2)e; + Ma(z)e, + Ms(z)es.

L’interprétation physique, relativement a la base {e}, de ces quantités est la sui-
vante:

e N{z) représente un effort de traction-compression;
o Vo(z) et V5(x) représentent des efforts de cisaillement ;
o C'(x) représente un moment de torsion ;

o M,(x) et M3(z) représentent des moments de flexion.

Une classe particuliere de déplacements admissibles est constituée par les dépla-
cements de Navier-Bernoulli, pour lesquels toute section normale a ’axe moyen de
la barre le reste au cours de la déformation. On montre que cette condition s’écrit :

(1.2) Ve € (0,0 1 0x(x)es + fa(z)es ~ & Au(2)

Sous la condition (1.2), I'énergie élastique de déformation du milieu curviligne se
réduit a:
1 i ] i . "
Wo= 5 [ (N@u(@) + C)b(e) = Ma(e)ug(e) + Mslo)us(e) ) da

F

La distribution des efforts intérieurs restant la méme, on peut envisager le solide
modélisé sous son aspect tridimensionnel. Il est d'usage de considérer, pour une
abscisse x donnée, la tranche de milieu tridimensionnel élancé, comprise entre les
sections droites d’abscisses ¢ — ¢ et z + € et de s'intéresser a 1’équilibre de cette
tranche, soumise a la distribution (1.1) d’efforts intérieurs. Si le parametre € est
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suffisamment petit, on peut considérer que la tranche est en équilibre sous leffet
de deux torseurs d'efforts surfaciques: un torseur de résultante N{z) et de moment
résultant [C(z), Mz(z), M3(x)] appliqué sur la section d’abscisse = + € et un torseur
de résultante —N{(z) et de moment résultant [—C(z), — Ma(z), — Ma(z)] appliqué sur
la section d’abscisse T — €.

f Mz (<)

-Mas(z)

-C(z) 1/\ //\\ [/\\\ N(z) C{z)
{ YRR RN

A A
. , Ms(z)
—My{z) : .

- N2

|

Fic. 1.2 - Efforts dans la tranche tridimensionnelle

On peut alors montrer {Salengon [1988.2], Chap. XII, 2.4) que le tenseur des
contraintes de Cauchy g _dans la tranche a pour expression:

N(z)  Ms(z) N My(x)

Ge 11 = S 2 y 7 Zy
_Clzx) 00
Cel12) = T~ (ay Z) 3
= O¢[21],
C(z)  0¢
Oc1,3) = 7= (;3_; )a
Ge,[3,1]
Tel2,2) = 0,
0¢12.3) =Ue,[32]‘_07
Oe¢i3,3] = 0,

ol on a posé:
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Le tenseur des deformations linéarisé £ associé a g_par la loi de comportement

tridimensionnelle : B
14 v v
— —tracelg )
==/

AR

a pour expression:

bl FTpe T TEL EL
Clz) 0¢
€2 = T (5—y - z)
= E¢l21]
C(z) 6 0¢
Ee,j1,3) = Q#J,), (—z +u),
= E£e[31]
Cef2,2) = —V & 1)
€e,12,3] = ¢ [3,2] = 0,
€efzn] = —V &1}

Ces deux tenseurs ne dépendent pas de ’épaisseur 2 ¢ de la tranche. Ils caractérisent
donc la répartition de contraintes et la déformation pour la section d’abscisse z. On
peut donc supprimer 'indice .. L’expression de ’énergie élastique de déformation
du milieu tridimensionnel est alors:
. 1
W = =

[
2 Jjolixw ™

dz dy dz.

fitn

D’apres les propriétés du repere principal d’inertie, les trois intégrales

/zdyd:,/ydyd:: et/ yzdydz

sont nulles. On obtient donc:

oL (NP MR M Ol
* 7 2Jog ES El; EI, wJ=

) dzx

On procede alors par identification entre les énergies tridimensionnelles et curvilignes
pour obtenir la loi de comportement :

N(z) = ESuy(z)
Cla) = p"6(z)
A’Iz(.’r) = —Ejgug(l‘)
Ms(z) = Elzuy(x)

(1.3)
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Remarque: Si 'on néglige le gauchissement des sections droites, ou si I'on travaille
avec des barres a section circulaire pour lesquelles la fonction de gauchissement est
exactement nulle, on peut confondre les valeurs de J et de J*. C’est ce que nous
faisons pour la suite de cette étude.

Nous nous interessons maintenant a ’écriture des équations d’équilibre. On montre
(par ex. Salengon [1988.2]) que les équations traduisant 1’équilibre de la poutre
s'écrivent sous la forme:

X'(z) + f(z) =0,
C'iz)+e AX(z) =0.

Nous pouvons éliminer les efforts de cisaillement V,(z) et V3{z) des équations pré-
cédentes. Les équations d’équilibre sécrivent alors sous la forme:

N'(z)+ filz) =0,

M, () =0,

M;(z) = falz) =0,

M (z)+ fa(z) =0,

(1.4)

et on doit tenir compte de la condition de compatibilité:

{ My(z) - V4

(
1.5 )
= M) + Vi(z) =

1.3 Conditions aux limites et de jonction

1.3.1 Conditions aux limites

La premiére poutre de la chaine est encastrée en r; = 0. Nous avons donc les
conditions aux limites :

u'(0) =0,

6'(0) = 0.

Ces conditions s’écrivent également sous la forme:

(1.6) ,
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Le champ d’efforts internes doit étre compatible avec le chargement extérieur. Compte
tenu de la condition (1.5}, nous avons donc:

]\mi(lm) = f],
MPY (L) = Fa,
M3 () = —Fa,

(1 = M.

(1.7)

1.3.2 Modele de jonction

Nous postulons la continuité des déplacements élastiques et des efforts intérieurs
aux jonctions entre les poutres de la chaine. Nous écrivons donc:

(1.8) Vi=1,---,nt -1 u'(l;) = ' (0),

(1.9) Vi=1,---,nt—1  X'(L)= X"*(0).

7

En ce qui concerne les rotations et les moments aux jonctions, nous postulons 'exis-
tence d’une suite {(k;, %5, k3)}i=1,..nt—1 de constantes strictement positives telles
que:

Viel---nt—1: L) ELM(O)

1.10 3 o . o
e - 30K (E(1) - 0(0) ) ¢

Le coefficient £ s’interprete comme la raideur caractéristique de l'articulation entre
les poutres ¢ et ¢ + 1, dans la direction ¢;

Ce modele de jonction correspond a la généralisation, dans un contexte tridimen-
sionnel, du modele de charniére €lastique (Fayolle [1987], Bernadou, Fayolle,
Léné [1989]).

Remarque: Sous la forme ci-dessus, ce modele de jonction correspond a la situation
ot P'articulation laisse trois degrés de liberté en rotation. Le modele (1.8,1.9,1.10)
correspond donc a une liaison sphérique. Nous verrons plus loin comment particu-
lariser ce modele pour le cas d’une liaison pivot.
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1.4 Formulation variationnelle

1.4.1 Cadre fonctionnel

Nous définissons les espaces fonctionnels:
Vl1 ={ve Hlmnll])v(o) = 0},
V) = {v e H*0,0],v(0) = 0,v'(0) = 0},
VIZVIIX%‘[XV;,IXVZI.
ainsi que pour tout indice 1 > 1,7 < nt:
Vi ={ve H'0.L]},
Vi = {ve B0, L]},
Vi=Vix Vi x Vi xVj,
et enfin:
Wenasrigee = {(¥, W) = (¥}, w}), -, (¥ w™)) € VI x -+« x V™ tel que:
i=1-ont=-1: w'(l)=wTH0)}

<

Nous montrons d’abord le lemme:

Lemme 1.4.1 L'espoce Wrigstique €5t un sous-espace vectoriel fermé de Vix...x

v,

Démonstration :

Nous définissons 'application linéaire:

G: Vix..ex ¥V 5 RY!
4

(Q’w ‘V) —% {wi(li) - _w.é+1(0”i:1,...,nt-‘i~
L’espace Wgiastique apparalt comme le noyau de G. Les injections continues:
Vi €210, L])et V5 — CT([0, L))

permettent en outre de conclure a la continuité de G ce qui achéve la démonstration
du lemme 1.4.1.
a

L’espace WEiastigue €8t donc un espace de Hilbert.

Soit : .
(67 U) = (((ji‘gl)? T (O?t’ynt)) € valastz‘que
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la solution éventuelle des équations d’équilibre de la chaine.

Compte tenu de la loi de comportement (1.3) et des équations d’équilibre (1.4),
le champ (0,17} vérifie les équations:

#i-]i[gl]” =0

E«.'Sz 7 + =0
(111) . {ul]ml fl

Eiliju =0

alup)
Eifi[ug]""—f3 =0 pouri=1,...,nt

On multiplie les équations du mouvement (1.11) par une fonction ((¢},0'), - - -, (875 2™))

/

appartenant & Wgigstigue. En se servant de la loi de comportement (1.3) et apres in-
tégration par parties, on obtient:

(i [ ]1ei) de = (Coil,
. N
E&Awﬁmwm = (Noill + [ fi] da,

R Jaite o8t
Et]é/; (o] [v3] dzy = UMQ%]] + [~ M’]'Lzm +/ fivs day,

o 80

B [ s i) dme = ~ (Mo + M40 + [ find

Par sommation et en se servant des conditions de raccord (1.8), (1.9) et (1.10) ainsi
que de la condition (1.7), on obtient alors la formulation variationnelle :

Z/uﬂl (6] + BS ) + BE) ] + B ] da

(112 nt-1 3 - nt L )
+ Y kA2, VIAO,T) = Z/ Fivdz; + F v (l)
1=2] j=1 =170

+ Mot (L) — M5t (1) + Ma[wdt] (L),

ou on a posé, pour tout (P, ‘7) € WElastique

AY(®, V) = [i(L) — ol 11857 (0) + a2 1 [05TT(0) — o, [03™1)'(0)],

—

('@ V)=[~ [U3] L) — e :+1¢'+1(0)+°‘2 1+1[U1+1]l(0) Q21+1[U1+1] (0)],
AL(®, V) = [[vi] (1) — ad 418571 (0) + 03 41 [051](0) — 03,4 (05711 (0)).
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avec:
J PR S
(1.13) Qpivr = &7 " &

On note alors a[(©, I7), (®, V)] le membre de gauche de (1.12) et I[(®, V)] le membre

de droite. On est alors ramené au probleme:

Trouver (O, l-j} € WElastique tel que:

(1.14) ; } . . .
VD, V) € Whnstigee : al(0,T), (8. V)] = 1[(®, V)]

1.4.2 Existence et unicité

Nous définissons une semi-norme sur Wgjqssigue par:

— I‘ N
(@, 7) 2 Z/ oV drt [ (it e+ [V drt [ de,

ni—1

+Z LD,V + [AL(®, V]2 + [AL{(D, V))?

Nous munissons 'espace V! x -+ x V™ de la norme:
- nt i Lty "
l@nE =% / 1) dei = (63)? + (3] + (05)F + (o) )2 + ([e3))?

3 [+ ()7 + (3] de
1]
Nous allons montrer le théoreme:

Théoréeme 1.4.1 La semi-norme |
la norme || . |l.

. | est une norme sur Wgiastigue, €quivalente a

Démonstration:

Soit (@,17') € Wkeiastigue tel que | (@,V} |= 0. Par définition de Wigiesigue, ceci
entraine ;

Vi=1,...
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les égalités précédentes devant s'entendre au sens des distributions. Il existe donc
des constantes réelles {e;}izq nts {Bi}iz1ney {{@is0i) =10t €L {(a“ z)}‘;zlum telles
que:

Vi=1,...,nt ¢} =a

[ R
v =B
vy = a4z + b,
; ’ £
vy =ar;+ b,

De plus, nous avons:
Vi=1,...,nt =1 Ai(®, V) =0,
Ay(®,
Ay(®,V) =0,

ce qui se traduit, pour tout ¢ € {1,...,nt} par la relation:
) : . : » .
(1.15) aig) — agh + aicy = aielt! = ag 6 +aiadt

La condition de raccord (1.8) se traduit quant a elle par la relation:
(1.16)  Bied + (aili + bi)e) + (G;li +b)es = Bt + bipaeyt + bl+182+1-

Or, les conditions aux limites (1.6) entrainent:

i

op =B =a;=b =a = b =0.
On vérifie alors que les relations (1.16) et (1 ]5) entrainent que toutes les constantes

{ou}iztnty {Bi}im1.nts {(@0,0) }iz1.ne €t {(a],5)}i=1 5 sont nulles, ce qui entraine la
nullité de (@, V") au sens des distributions, donc au sens usuel.

La semi-norme | . | est donc une norme sur Wgiastigue.

Nous montrons I'équivalence des normes en deux étapes. Nous montrons ainsi le
lemme:
Lemme 1.4.2

dR) > 0 tel que:
(@, V) € Wriastigue ¢ K1 || (8, V) [[2<](®,V) |?
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Démonstration:

Pour un indice 1 > 2, ¢ < nt, nous avons:
W L | .,
L+ (w07 + )7 e <28 [T + (3] + (1)) e
F2L{(v1)*(0) + (v3)*(0) + (v5)*(0)}.

En utilisant la condition de raccord (1.8), on en déduit:
/ (v}) vi)? + (vi)? dr; <20 {/ [0 + (i))? + ([vi])? dai}

4Ll | / o7+ () (7] daiea)
411 {{07)20) + (05713(0) + (v57)(0)).

En itérant le processus et en tenant compte des conditions aux limites (1.6}, on
établit finalement la majoration:

(@, 7) i /2/ 8% + (1)) + (i )7 + ()" )? + (Rd] ) + (23] )? d

+Z/ v11>2dx+2212{/ (6] + (3] + (3] 2 e}

=2

+2 hZz“-" i /Q "(od) Y 4 (] )2 + ([0l )? day)

41O+ (2 + (4])?) dar

Puisque v vérifie I'inégalité de Poincaré, il existe une constante K > 0 telle que:

S S ,nt 1," i1’ TRl 11 1
0.7 P <KD [0+ (60 + ()7 + (3] d

LK 1607 + (il + (i) de

1=1

On peut écrire, pour un indice 1 > 2,7 < nt:
1‘ . YN P AN 1! (11! ;17 ;17!
L0+ () + (o8] e <28 [T + () + (1)) dn
+21:{(41)%(0) + ([v3])*(0) + ([v3] )*(0)},
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3 .
soit en se servant de la condition de raccord (1.10) et de la relation Y (o} ;)* = 1:
=1

L ; iyt ! " IiA Y i lt Y
[0+ )+ ()1 de <28 [0+ (18] + (1ed)")? da
HALIATHE, VI + [A57(®, V) + (AT (8, V))7)
L@ (lima) + (05712 (lim) + (o2 1) (lima) )
(1.17)
La relation (1.17) nous permet d’écrire:
i : VNS Tyt I N c i 7
/0 (¢1)* + ([w3] )? + (fvs] ) dor; < 21?/0 (1631 + (foa] )* + ([v3))? da:
+4 L{IATH®, V)2 + fAf"l(@,x?)}? + AT, V)12
HEL)(2 L) [T + ) 4 () e
+8L{(#777)%(0) + (w3 ™1)2(0) + ([v57'])%(0)}

En itérant le processus et en tenant compte des conditions aux limites (1.6}, on

établit finalement la majoration:
L ; rogqf PP z', TRl " i1"y2
L@ + i + () dee <202 / (&3] + (3] ")7 + ([v3]")* des

2T, [+ (o) + (o),

1=t

MDA, T + (A8, T + (A8, V).

=1

Il existe alors une constante C' > 0 telle que:
(@, V)1 <k Z / D0+ () + (] da,

RO 82 + (ol + (2] d

+R3 [0 [T+ (i P+ ('
—Q'QI 222 ] / + ( v ] )2 ([USJ )2 dSCJ

TP A0, V) + (A0, TP + (14, T

i=1
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. , . .. oy . , b o s , ] i
L’existence de cette constante provient des inégalités de Poincaré vérifiées par ¢1 , [v]] et [vi].

On peut donc trouver une constante K, > 0 telle que:
(@, V)P K [(@.V)

et on conclut en posant:

K, =1/K,

Nous allons maintenant montrer le lemme:
Lemme 1.4.3 3K; > 0 V(®,V) € Wepasigue © | (@, V) 2< K, || (8, V) |2

Démonstration:

Les seuls termes qui posent probléme sont les termes de raccord (TR):

ni-1

TR = Y U64(1)) + (6571(0))% + ([wd] (1)) + (5T (0)) + (o3 (1)) + ([v3™ '] (0))?
1=1
nt—1

-2 Z 7@1 m 0)01 i+l T Ql(l:}tvéﬂi (0)a§,i+1 éz( )W{H (O)aiiﬂ]

nt—1

=2 1= ()87 (0)eg pq + 03] (D [5HT (0)3 14y — [3) (1) [v3] (0)a3 4]
1=1
nt—1 ) L

—2 Z U {H’O)a3 i+1 ['Uzi )’b:;rl] {O)Clg,ié—l + [”5] (Z'i:’[i"‘zﬂ} (O)Qg,ﬁ—l-}

Or nous avons:

TR <6 3 (il +(a™(0)? + ([w3] (1))* + ([ (0))?

1<i<nt~1
+([va] (1)) + (o3t (0))2

Les injections continues H[0,1;] — C'0,1,] et H[0,[;] — C]0,1;], permettent alors
de majorer TR par:

TR<C ||(2,7) ]
et en posant I, = Sup(1,C"), on obtient le résultat annoncé.

O

Nous savons d’autre part, d’apres (1.12), qu'il existe deux constantes T; > 0 et
T, > 0, dépendant des parametres mécaniques de la chaine, telles que:

V(®,V) € Wrlastigue = T1}(9,V) ’< al(@,V),(®, V)] <121 (®,V) 2.



o
~1

1.4. FORMULATION VARIATIONNELLE

La coercivité de al...] sur Wgjystigue découle alors du lemme 1.4.2, avec une constante
de coercivité égale a Y1 K, la continuité de aj.,.] sur Wgigstigue découlant quant a
elle du lemme 1.4.3.

Le théoreme de Lax-Milgram est alors applicable et nous permet d'énoncer le
résultat :

Théoréme 1.4.2 Sous 'hypothése :

(fl’vafS, (L2 0, l]) pour toutt =1 - nt

la continuité de I{.) sur Wgiastigue €t atteinte et le probléme (1.14) admet une solu-
tion unique, pour tous F € IR*, M € IR°.

1.4.3 Retour sur le modele de jonction
Nous supposons maintenant que, pour chaque indice ¢ dans {1,...,nt}, le saut:
(0°(L) - 8+(0))

du vecteur rotation élastique n’a de composante non nulle que suivant un axe fixe,
qui est 1’axe de I'articulation entre la poutre : et la poutre 2 + 1.

Pour un indice 7 donné, i < nt — 1, soit @' un vecteur directeur normé de I'axe de
Particulation entre la poutre i et la poutre z 4 1. On construit une base orthonormée
(b", ¢') du plan orthogonal a a* de la fagon suivante:

bt = a'Ael

=Jr?

¢ = a Ab,

avec j; tel que o o
la' A gillpe = max |la" A gl e

On introduit les composantes {b}};=1,23 €t {c}}j=1,2,5 des vecteurs b* et ¢' dans la
base {¢'} et on considere I'espace fonctionnel:

I ?Ea'iastique = {(q’7ﬁ) € VVE.’astique . Zb ‘I’ VV = 0,

3
Z AU, W) = 0,i =1.nt —1}.

Nous considérons alors le probleme variationnel :

Trouver (0,0) ¢ WiElastique tel que:

(1.18) L S .
V(CI), V) € u/g'lastique : a[(eﬁ U)’ (Q’ ‘/)] = Z[(q)v ‘/7)]
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Théoreme 1.4.3 Sous 'hypothése

(fi, fa, f2) € (L*[0,1))° pour tout i =1 -~ ni
le probléme (1.18) admet une solution unique.

Démonstration:

Nous pouvons munir W2

Elastique 9€ la norme | . |, équivalente a la norme || . ||

nt
définie sur H V'. La démonstration du théoréme 1.4.3 sera achevée si nous mon-
=]
ni
trons que W 0, €5t un sous-espace vectoriel fermé de H V*. Or, nous pouvons
. . . . i=1
construire 'application :

nt
ga. . Hvi . IRSW'I)

48]

(O, W) — [w(l)—w*( Z L0, W), Zc AN, W) )izt meer.
=1

L’espace Wiy, 0. @Pparait comme le noyau de G°. Les injections continues:
Vi o €00 1)) et 1 < ([0, 1)

permettent de conclure a la continuité de G* ce qui acheve la démonstration, par
analogie avec la démonstration du théoreme 1.4.2.

1.5 Approximation par éléments finis

On définit un ensemble de partitions réguliéres des nt poutres de la chaine:

M )
Ulela] i=1..

=1

ou les points ay et a},, ont pour abscisses respectives 0 et [; sur la poutre 3

Pour chacune de ces partitions, on définit un espace Ui = Ul x Uiy x Uly x Up,
d’éléments finis. Les espaces U} et U] 12 sont définis de la fagon suivante:

- sur chaque intervalle [a}_,, a}], les fonctions de Uhl appartiennent & P ([a’_,,a]);

JI’J

~ sur chaque intervalle | 1a7_1, ¢1, les fonctions de U}, sont déterminées par leurs
valeurs en a}_, et a};
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- Ui € Co([0,4]);
et:

- sur chaque intervalle [a! 1, les fonctions de U}, appartiennent & Ps{[a}_;. al]);

3—1» _}J

- Sur chaque intervalle [a}_y,a}], les fonctions de U}, sont déterminées par leurs
valeurs en aj ; et @} et par les valeurs de leurs dern ées premieres en ces points;

- Ui C CY([0, L]).
On définit ensuite les espaces d’approximation par:
Vi= Vi x Vi x Via x Vi
tels que: ‘ _ ,
VicVv, ViCu;
et on introduit enfin le sous-espace W2, ... prenant en compte les conditions de
raccord :

Whiastigue = {((¥1,, ), -, (015, 7)) € Vi x - < Vi
Vi=1-nt—1: wi(l)=w(0)}
Soit alors le probleme approché:
Trouver (04, Un) € Wi, iue tel que
{ V(@a, Vi) € Whingtigue 1 al(On, Un), (@0, Vi) = 1{(@4, Vi)

Nous disposons alors du théoreme:

(1.19)

Théoréeme 1.5.1 Le probléme approche (1.19) admet une solution unigue dans
W}%lastique

Démonstration : Le théoréme résulte de la W} ellipticité de a[., .|

lastique ~

O

Un résultat d’approximation conforme donné notamment dans Fayolle [1987], nous
permet d’affirmer que le théoreme suivant est vérifié:

Théoreme 1.5.2 Si la solution (@,(7) du probléme (1.14) appartient a ’espace :
WElastique N ﬁ(Hz[(), LN x (H?[0,1])?
i=1
alors il existe une constante C > 0 indépendanie de h, telle que :
1(0,0) = (O, Un) Weraungue < C 110, U) |
[IC?(0, 1) < (H°[0, 1])*

i=1

ou (@h,ﬁh) est la solution du probléme approché (1.19).
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Dans la suite de cette section, on note x; et r, les abscisses respectives, sur la poutre
i, des points a} et a},; et soit A la coordonnée barycentrique attachée a aj, sur le

segment [a’ soit :

7 J+‘J’
) = 11':"—17}
Ig — 21°

On approche les fonctions § et u} & ’aide d’éléments finis P; - Lagrange. D’aprés
'expression des fonctions de base de I’élément, nous avons, pour chaque élément de

poutre {a;_q, ]J

{ uy, = ui(z)(1 = A) + ui(z2),
61, =6i(z1)(1 =)+ 6i(z2).

On approche les fonctions uj et uy a ’aide d’éléments finis P53 - Hermite. Nous avons
donc:

uh, = uh(zy)(1— A)2(1 + 2X) + ub(z2) A (3 ~ 2))

Hug) (z1)(@2 = 2L = M) =[] (25) (22 — 21)A*(1 = V),
wh, = () (1= A1+ 20) + ub(z2) A3 — 2))

Hud] (#1)(22 = 22)A(1 = A\)? = [ub] (o) (22 — 21) A} (1 = A),

Posons: ‘
{Ui}t = {61,,101,) 0, [uy, ) su,  Tub 1 Tub ) [l ) Tud, 17,
{V}:}t = {Olzﬁ [d)ih}!? U;h, [Uih}” vé;,? [U%hy’ {'L’éh}”, U;}h’ {’Uéh]!, [véh]”}7
R, = Diag{ﬂ,yiJi,U,EiSi,0,0,Eifé,0,0,Eilé},

Taiail = [7 U [R]- W) dot

La forme bilinéaire approchée a[(©4, Ux), (&4, V3,)] s’écrit sous la forme:

(04, T), (04, V3)] = Tu(libre) + T, (raccord),

avec:
i nt M1-1 ) )
To(libre) = Iag,ay] + T{ajine_y, ajpnd] + Z Z I{a}_q,0}]
=1 j=2
et
ni—1 )
T.(raccord) Z Iy, @] + e, @it
i=1
ni—1 3

+ 30 S ki[AY(Ok, Ur) - AL{®y, Vi)

i=1 j=1
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Posons:;

[FRl] = Dl&g{0,0,f{,Df;,0,0fé,(),O],

Tajpai]l = [71FRI- (Vi) da

=1

La forme linéaire approchée I[(®;, V4)] s'écrit sous la forme:

(@4, V)] = Ty(libre) + Ty(raccord),

avec:
nt M1-1 ‘ ) )
Ti(libre) = 3 3 Jiaj_y, ajl+Jlag, ar]+ TRy, afpmd +F (05 (), 3y (ne), 05, (1))
1=l j=2
et , . . :
Ti(raccord) = > Jlahy_q,aypl + Jagtt, ey

1<i<nt—1

Ces écritures ont pour avantage de séparer les degrés de liberté mis en jeu dans les
raccords avec des poutres €lastiques. La rigidité et le second membre €lémentaire
associés a de tels degrés de liberté sont différents de ceux associés a des degrés de
liberté qui ne sont pas mis en jeu dans des raccords. C’est pourquoi nous nous servons
dans la suite de deux types d’éléments de poutre tridimensionnels, I'un classique de
poutre en traction-compression, torsion, flexion extrait de la bibliotheque Modulef
et I'autre de raccord tridimensionnel de poutres, que nous allons définir maintenant.

Rigidité de I’élément de raccord

Nous nous intéressons au raccord entre la poutre 2 et la poutre ¢t +1,2 € {1.... nt—
p p b ¥ 2
1}. Nous définissons un élément de raccord a trois nceuds dont les degrés de liberté
sont les suivants:
i Qg i i i1y i i1 0
- U;(“Miq)v uy(@hig)s uslah_q), 0y(ah ), [wa] (ah ) et [ug] (ahy ) en
1
aM.'_l.
i1 DT TS P FOT RS Py P i+l 5
- ull(\a:’\/p)a Uy (_f;}\.qfll)a “E(GM-% Ug (ani)v ﬁ%(’a}v[‘)ﬁ Uz ((l}vft)a 9;((1?’&1‘)3 91 (a}\y[v)a
AT S L N A L i Py i
[“’21 (aM,), [“2 ] (GM,), [ua] (an‘) et [uy (GM:) €Nl Apri.
R RN TS s | i1y i1 i1y i1 17 il 417 ]
- U (@i), uym (a7 ), vyt {al™), 677 (aiT), Jupm}(aiT) et {uz ] (ay") en
i+1
q
Pour construire la matrice de rigidité de 1’élément, nous devons d’abord calculer la
7
matrice de rigidité élémentaire des deux éléments de poutre qui composent ’élément

de raccord. On effectue le calcul pour I'élément {an._l ,ajw] par exemnple. On obtient,
tous calculs faits:

(1.20) Hahyoy, i) = {dan U3} - [BS] - {dlanV5)
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avec:

{diM'[’rii} = [u;(aM'—l)’ ﬂajw)’ei(afﬁ'q) {'Ji(aiw) Ué(a%' 1) u ( m”)
[“é]’( Apgi_ 1) l“%é (aéw)v“é(ajw«q) ( M‘) [“3] (aM= 1, [u3 (aM )i
{dlM‘Vhi} = [t’i(aMt v 2‘(ai\/;«) ¢i(a1}ut 1) ‘151(‘11\1') v2(aM'—1)’v2(aM‘)’

]

[Ué. (aqu) "’23 (aM,),'v3( Aar_ 1) Ua( ,w) [Ug]'(ajwml)a{Ugj!(aj\/p)]

et ou:
B 0 0 0
0 Bl 0 0
(7] =
0 0 B[373l 0
0 0 0 Bl
avecl
E's _ES
B 1, Iy
ny = | . e
L
S
Bt = 7, ]
!\'2'2] - * IJ»"JI
l,
E1} ErI E i E'IN 7
1255 —1255 65 6550
E'T Bl E* I
1L _¢EL 6%
BEB’S] = ‘ \;: . ‘:
4E,. QElfa
ty i
* 4E;I£
B Er I AE L ErI E'L 7
1224 _12BL 6EL eEL
Ei]: T T8 17
DEL EL ol
B{‘l“l] = ‘ ] ‘l t 'I‘
4EII2 QEIIZ
= 45;12'
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(I; est ici la longueur du segment [a}_,,a},], liy1 est la longueur du segment

[a}. ai*']). Nous posons:

(B} 0

[Re] = :
0 [R)

Nous devons ensuite des termes de couplage entre les rotations élastiques des poutres
du raccord. On considere la matrice [K] de taille 24x24 constituée comme suit :

- K{4.4) = K(8,8) = K(12,12) = K(15,15) = K(19,19) = k;
- K(23,23) = k;

- K(4.15) = K(15,4) = ~kjof ;4

- K(4,19) = K(19.4) = —kie} .,

- K{4,23) = K(23,4) = kjo},,,

- K(8,15) = K(15,8) = —kio} 4

- K(8,19) = K(19,8) = —kiad ,,
- K(8,23) = K(23.8) = kjof ;1

- K(12,15) = K(15.12) = kioq 4y
- K(12,19) = K(19,12) = kiad,,,
- K(12,23) = K(23,12) = —kiad,,,
- autres K(z,7) nuls.

La rigidité élémentaire du raccord vaut:

Second membre du raccord

On calcule le second membre élémentaire des deux éléments de poutre qui composent
Vélément de raccord. Pour 'élément [a),._,,a},.], en supposant que les efforts répartis
sont des constantes, on obtient, tous calculs faits:

(1.21) @iy @] = (B {dly Vi)
en posant:

z 12 l" l' 11;2
[ ] [f)2 flz 0 0 f 7f22 f212 21()’f32 f3r)7f312 31-5]'
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Le second membre élémentaire du raccord est :

[F] = [[F] [Fin]]

IR

Ajouteons enfin que les conditions de raccord
3 . . —
PIRAE AW, W) =0
=1

3

Yo A T, W) =0
3=1
définies a la section (1.4.3) ainsi que les conditions de raccord {1.8) sur les déplace-

ments sont prises en compte en tant que conditions aux limites en relation linéaire
par le logiciel Modulef, dans lequel notre élément de raccord s’insere.

1.6 Tests numériques

Sauf pour le dernier cas de cette section, les poutres étudiées, de sections carrées,
possedent les caractéristiques mécaniques communes suivantes:

Module d"Young: E = 200000 M Pa
Module de cisaillement: g = 150000 M Pa
Section : S = 0.0001 m?®
1
Inerties: [h=1;= 2 10°8m*; J=5L+1;

Nous validons notre élément de raccord sur trois exemples de structures a deux
poutres chargées dans leur plan et nous présentons ensuite trois exemples de struc-
tures (& deux et trois poutres) sous un chargement général.

Dans la suite de cette section, les déformées sont représentées en traits continus et
les maillages en traits pointillés.

1.6.1 Structures chargées dans leur plan

Nous considérons une structure a deux poutres, contenue dans le plan (O, €3, €3).
Les parametres géométriques de cette structure (cf. Fayolle [1987]) sont les suivants:
T
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£
-
>

Fic. 1.3 - Structure a¢ deuz poutres

Les champs de déplacement dans le repére absolu, notés avec un exposant & sont
donnés par les relations:

u)® = cos(f)ul — sin(6;)ul,

[}

9]

u = sin(f;) v} + cos(6;)ul,

(u})

(w)® = —u,
(u)

(

Q

01)° = cos(6:) 6y + sin(6:) [u3],
[u3] ) = [u3]
2

([ug])® = sin(6;) 63 — cos(6:) [u]

o~

Nous avons de plus les conditions de raccord des efforts a 'articulation :

A

EL[w]"(h) = EL[43]"(0),
ES[l(h) = -EL )" (0),
Els[u]"(h) = ES[u3](0),
ainsi que les conditions de raccord des moments:
EL" (L) = EL[E](0),
pB) (L) =-EL[u}"(0)
~EL )" (h) = pJ[8i](0).
Enfin les tests sont effectués avec un maillage analogue a celui de Fayolle [1987],

soit 15 éléments tridimensionnels de poutres pour la poutre 1, 7 pour la poutre 2 et
un élément de raccord.
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¢ Charnieére “rigide”

Il s’agit d'un cas particulier simple du modele de jonction: on considere que la
jonction transmet intégralement les déplacements et les rotations élastiques. Le mo-
ment articulaire n'est toutefois pas nul, ce qui impose k] — oo , j = 1,2,3. Les

caractéristiques du test sont les suivantes:

Chargement

fi =-V2N/m,
f} =—V2N/m.

Les autres composantes des efforts répartis sont nulles et il n’y a pas d’effort, ni de
moment ponctuel en bout de structure.

Conditions de raccord

(u})¥(h) = (u})%(0)
(wp)9(h) = («§)5(0)
(w3)9(L) = (u§)9(0)
01 = (67)°(0)
([ud]15(0) = ([ud] )°(0)
(] 15(0) = ({u3])%(0)
Résultats

Nous comparons notre solution éléments finis avec celle de Fayelle [1987] ainsi
qu’avec la solution analytique:

122
T EL’
4:4/2 1

ES  24FEI3

(ui)(z2)

2 (V223 — 822 +12v2x, + 224).

(ud)(z2) =



)

L6,

TESTS NUMERIQUES

' i

1 1

0.5 1

1.5

2 2.5

F1G. 1.4 - Mailiage initial et déformée: Cas rigide

Eléments finis

12,99979664 mm

(u})e (L) (u3)4(L)
Analytique 12,9998 mm —131,0002 mm
Fayolle [1987] | 13,0003 mm —131,005 mm

—131,000197 mm
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e Charniere “élastique” - Premier cas

On considere que le saut de la rotation élastique a lieu suivant ’axe dirigé par
le vecteur e3. Nous prenons k3 = 10 N.m ainsi que k} — oo, j = 1,2. Les carac-

téristiques du test sont les suivantes:

Chargement
/2
VL

.7:1 = "‘2— N,
V2

rEagh

Fs =0.

Les efforts répartis et le moment en bout de structure sont nuls.

Conditions de raccord

(up)®(h) = (u])%(0)
(u3)%(h) (u3)%(0)
(wi)f(h) = (ud)%(0)
(61)°(h) = (6])°(0)
(3] )%y =( (

1

2

E13[U%jﬁ(zl) =

Résultats

Nous comparons notre solution éléments finis avec celle de Fayolle [1987] ainsi

qu’avec la solution analytique:

9 \/E 4
(up){zz) = SELD + 5EL
1
(u)(zy) = 12E13$§("V/§ff2 +6) + i

1 2
IT2 T 5
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1

]

1

1.5

2 2.5

F1G. 1.5 - Maillage initial et déformée: Cas €lastique 1

(u})(12) (u3)C(12)
Analytique 108.4854 mm | 97,1716 mm
Fayolle {1987} | 108,486 mm | 97,1715 mm

Eléments finis

108, 48539 mm

97,17161 mm
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e Charniere “élastique” - Deuxiéme cas

Les conditions de raccord sont identiques au cas précédent. Les nouvelles carac-

téristiques du test sont les suivantes:

Chargement
M; =0,
M, =0,
.M3 =1N.m.

Les efforts répartis et l'effort en bout de structure sont nuls.

Nous comparons notre solution éléments finis avec celle de Fayolle [1987] ainsi

qu’avec la solution analytique:

Résultats

(2)(as) = =

(Wh)(es) = gppasles +4V2) + s

(u3)° (L)

Analytique
Fayolle {1987

#

Eléments finis

104, 2426 mm
104. 243 mum

104, 24265 mm

138,1838 mm
138,185 mm

138,18376 mm
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5 T T T T T T
2 F /-
/l \\\\
L4 AY
57 AN
/, s
a AN
- ~
‘4 Y
/ N
5 h
e \\
A N
v A
5 |- 5 \\
g
7 \“‘\
/’, \\
// $\\
N
N
~
N
N
~
N
Y

1+ S
.5 F
s 1 I 1 1 1

0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

FiG. 1.6 - Maillage initial et déformée : Cas €lastique 2
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1.6.2 Structures sous chargement général

Structures a deux poutres

e Charniére “élastique” - Cas avec torsion et effort ponctuel

Nous considérons la structure a deux poutres de la figure (1.3), et nous conservons
le maillage défini a la section (1.6.1).

Fi1G. 1.7 - Repére absolu et repéres locauz

On considere que le saut de la rotation élastique a lieu suivant 1'axe dirigé par le
vecteur ej. Nous prenons ki = 10 N.m ainsi que k] — oo, j = 2,3. Les caracté-
ristiques du test sont les suivantes:

Chargement
Fi =0,
F, =0,
Fs = —-1N.

Les efforts répartis et le moment en bout de structure sont nuls.
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Conditions de raccord

(ui){h)® = (uf)%(0)
(uz)(h)Y = (u3)%(0)
(u3)()% = (u§)(0)
([wd] )y = (63)(0)

(] )(h) = ([w3])(0)

pJ(03) (h) = —k} (61 (L) + ([u3] )(0))

Résultats

Nous comparons notre solution éléments finis avec la solution analytique:

Fsl

0i(z1) = ""‘i}szh
ui{zy) =0,
uy(zy) =0,

| _ Fsh o, Fz 5
ui(e) = 5EL% T GELY

Fl?

9%(‘12) = 251121
U (JJ2) = O,
U (T'Z) = 07

— f3l§ 1 L
= 3E7, + 232 fdl2(k} + #J)

Fsly 2 _ Fa 3
2FL,"%  6EIL ¥

(u3)%(l2) (63)6(L2)

Analytique | 273.5391 mm | 0.098585786

Eléments finis | 273.53908 mm | 0.09858579
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-0

[

Oy
)

(]

.08%

28]

[B%)

W
LS

1 1.5 2

F1G. 1.8 - Maillage initial et déformee : Plan (fj,ggj

[

5 i ] A

0 0.05 0.1 0.15 0.2
F1G. 1.9 - Maillage initial et déformée : Plan (€5, €%)

¢

.25
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e Charniere “élastique” - Cas avec torsion, moment ponctuel et effort
réparti

Nous considérons la structure a deux poutres définie a la section précédente.

Nous faisons encore 'hypothese que le saut de la rotation élastique a lieu suivant 'axe
dirigé par le vecteur ¢;. Nous prenons k{ = 10 N.m ainsi que k} — oo, j = 2,3.
Les caractéristiques du test sont les suivantes:

Chargement

F =0,

Ml = 0?

M, =1Nm,

Mz =0,

i = ,,g N/m,

9
f21 - _—\‘/__H N/m,
2
fs =0

Conditions de raccord

(u)(h)® = (u})%(0)
(up)(l)® = (ud)%(0)
(u)(l)® = (u3)%(0)
([u3))(h) = (62)(0)
([usl)(h) = ([ud])(0)
pJ (B3] (L) = =k (63(1) + ([«3])(0))
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Résultats
Nous comparons notre solution éléments finis avec la solution analytique:
M,
9%("{:1) = /Lv] I,
\ 1 1
oy R fih s
win) = iEL T REL S T BEL Y
ué(T1) :0‘,
83(zy) =0,
174
27 - _fah
ui(z2) SME]B-
172 173
_ Ji4 243
wilea) = opg tgEL
ui(z) ’\/!(1+21)
e = —I v Y
LS| 2 2 = P,
_ /‘\42 1‘2
2B Y
(h(hL) | @d)(L) | (WD)(h)
Analyvtique 8mm !163.42136 mm | —40 mm
Eléments finis | 7.99 mm | 163.42135 mm | —40 mm
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/
el e e e e e L
1. 1 i i
0.5 1 1.5 2 2.5 3.
Fi1G. 1.10 - Maillage initial et déformée: Plan (g}, €3)
1 4 ] ¥ ¥ i ' 1
~—
§ i 1 ) I 1 ] 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 ©0.14 0.16 0

FiG. 1.11 - Maillage initial et déformée: Plan (€5, €3)

.18
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Structure a trois poutres

Nous considérons la structure a trois poutres suivante:

8.

oG
=3

FiG. 1.12 -  Repere absolu et repéres locaux

Les trois poutres de la chaine sont de sections carrées. Les poutres d’indices 1 et 3
possedent les caractéristiques mécaniques suivantes :

Module d’Young: E' = E® = 200000 MPa

Module de cisaillement: p!' = 3 = 150000 M Pa

Section St = $% == 0.0001 m?

Inerties: II=I§=I§=I§=—£IO'8W14; =T =0+1.

12
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La poutre d'indice 2 possede quant & elle les caractéristiques mécaniques :

Module d"Young: E* =2 x 10" MPa
Module de cisaillement: pu* = 1.5 x 10" M Pa
Section: 5% = 0.0001 m?

: 2 1
Inerties:: I=1= o —107°

Les parametres géométriques de la structure sont les suivants:

T 3r
91=Z‘7 92:_21_’ 03=

11:2\/§T1’L 22:177'1 13:05771

o)A

Les champs de déplacement dans le repére absolu sont donnés par les relations:

(W)®  =ui,
(ug)G = "'Ug-,
(u})G = —\{é;j(ui — u%), (ug)G = u%v
(u%)G — _ué’ (9%>G = 912,
o ((W3)° = [l
NG V2, o 1
(w3)” = (m+w) (W) =—[ull,
) , 3\G — 3’
@r = Loy, =
, (U‘?) = Uy,
/i ’ l-.i
(fd))? =506 - 1)), (BD)° = [udl,
(3¢ = -85,
(3 = [l

Les conditions de raccord des efforts aux articulations s’écrivent :

ETSVd) () = V2(E*S [u]](0) - E*I3 [u}]"(0)).
E'I3 [uj)"(h) = V2(E*S* [u]](0) + E* I} [u3]"(0)),
E'I3 [u3)" () = E*13[u}]"(0),
E2S?[ul] () = —E°*I3[u3]"(0),
E*I3 [u}]"(l) = E°I3 [u3)"(0),
E2I3 [ud]" (k) = E®S°[ul](0).

1
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Les conditions de raccord des moments aux articulations s’écrivent :
BT (L) = V202 T6](0) - BPIE [u3](0)),
E'I [ud"(h) = V2(u*J(8]] (0) + E*13 [u](0)),
E'L [yl (L) = E*I3[u3]"(0),
W01 (L) = EPIS [u3) (0),
E* [l () = E°I3 [u3]"(0),

33

E*I3[u3)" (1) = —p°J°(63] (0).

Les axes des deux charnieres de la structure sont respectivement el et e?. Nous
prenons k3 = 10N.m et k} = 10N.m ainsi que k} — oo, j = 1,2 et kf —
o, J = 2,3.

Les caractéristiques du test sont les suivantes:

Chargement
Ny 4 f fi =-10%§N, i =,
{ F,=2N, 3=1,2.3 f 2_191/2—5-]\[’ iZEU, fzg ;;IOA’
L7 =0,
Conditions de raccord
(uy) ()% = (u})%(0)
(wp)(1:)° = (u3)°(0)
(i) (1)© = (u2)¢(0) i=1,2
(61)° (1) (63)°(0)
(w3l )%(h)y = ([ug)%(0)
([l )(h) = ([w3])%(0)
((3)°(L) = ([u])°(0)
E'Flu3}’(h) = -k ([u3] (W) = [«31(0))
WO (L) = —kf (63 (L) — 63(0))

Enfin le test est effectué avec un maillage comprenant 13 éléments de poutre droite
pour la poutre 1, 10 pour la poutre 2 et 5 pour la poutre 3 ainsi que deux éléments
de raccord.
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<
o

[ =]
i

0.5 1 1.5 2 2.5 3.5
FiG. 1.13 - Maillage initial et déformée: Plan (e, e3)

[

] | i i A

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0
a

Fi1G. 1.14 - Maillage initial et déformée: Plan (€3, €})

.5 0.

wn
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Chapitre 2

Approche globale

2.1 Introduction et notations

Nous considerons une chaine ouverte simple, constituée de nt poutres flexibles et
nous adoptons le méme principe de numérotation des poutres de la chaine que celui
adopté pour 'approche convective. Nous envisageons le cas ou la premiére poutre
de la chaine est encastrée dans un support rigide fixe et le cas ou il existe une liaison
pivot entre la premiére poutre de la chaine et un support rigide fixe. Nous nous
restreignons en outre au cas ol les articulations entre les poutres de la chaine sont
de type pivot.

Nous nous donnons une configuration de référence, physique, dans laquelle chacune
des barres associées aux poutres de la chaine est considérée comme un cylindre droit,
d’axe moyen constituée par la poutre associée, supposée rectiligne en configuration de
référence. La barre d’'indice ¢ en configuration de référence peut ainsi étre identifiée
au domaine de IR® défini par:

0, ={(X1,'X2,%),0 < s < L, (1 X1,°Xy) € Qi('s)}

ou [; et Q;(*s) désignent respectivement la longueur et la section droite de la barre
. Comme pour 'approche convective, nous associons a la barre ¢ la base principale
d’inertie {¢'} = (e}, ¢l €}), le vecteur ¢} étant choisi de fagon a orienter la poutre ¢
en configuration de référence. Le point de contact O; entre la poutre ¢ et la poutre
i — 1 est choisi comme origine du repére principal d’inertie {O;, {€'}] de la barre 1.

Suivant Bourgat, Le Tallec & Mani [1988], nous adoptons alors la représentation
suivante:

(2.1) x(PX1,' X, %) = 'r(s) + X1 'd () + X 'da(Ps) Y(TXy, ' Xo,'s) €
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ou on note:

- 'xX le vecteur-position, aprés déformation, d’une particule de la barre
repérée en configuration de référence par les coordonnées (*X;.*X;,%s)

dans [O;, {e'}].

- 'r{’s) le vecteur-position du centroide la section ou se trouve cette parti-
cule.

Y

- {4d} = ('di(*s),'dy(s),'ds(*s) la base orthonormée, dépendant de la
section ou se trouve la particule, dont deux directions sont les directions
principales d’inertie de cette section, la troisieme étant orthogonale a la
section.

Cette représentation permet la prise en compte de 'allongement et des flexions
de la barre 7, mais ausst des cisaillements transverses et de la torsion. Le vecteur
‘ds(‘s) n'est en effet pas astreint, a priori, a étre tangent & I'axe moyen de la poutre
- les sections peuvent donc tourner librement autour de leurs centroides. Cependant,
cette représentation rn’autorise pas les déformations dans le plan de la section - ce gui
revient a supposer les sections suffisamment raides ou raidies & 'aide de raidisseurs.

Nous introduisons de plus les quantités mécaniques suivantes:

- ‘E.'G: module d'Young et module de cisaillement de la barre ¢

- f(*s): densité linéique d’efforts extérieurs exercés sur la barre ¢, de
~ Hnelque _ ;
composantes (*fy,*f2,f3) dans [O;, {€'}];

- F:{orce appliquée a I'extrémité du dernier maillon de la chaine, de

composantes (Fy, Fa, F3) dans [Oyy, {€™}].

ainsi que les quantités géométriques:

is =/ diX,d' X,
a.00s)

=
-
f

/_ (X)X dTX,
£,(%5)

1L / (X)X dEX,
0il’s)

iT =00, .

Nous introduisons le repére cartésien absolu [0, {e®}] = [0, (2, €3, €3)] et nous no-

i P . N
tons enfin par un la dérivation par rapport a 's.
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Nous nous restreignons dans la suite de ['étude, au cas ou (; ne dépend pas de
i
s.

Fic. 2.1 -  Configurations et repéres

2.2 Modele mécanique

Suivant Bourgat, Le Tallec & Mani [1988], nous introduisons les mesures de
déformations:

. 1 .,
(2.2) fu; = 5 epkg dy - d
et: _ o
(2.3) o = 'r - tdy

oll €[k, est la signature de la permutation qui envoie [1,2,3] sur [j, k,{]. L'inter-
prétation mécanique de ces quantités est la suivante: dans la base locale {'d}, les
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quantités ‘uy et "u, mesurent la flexion, *us la torsion, ‘v et ‘v, le cisaillement et "v3
I’allongement de la fibre moyenne.

Nous nous restreignons au cas de barres a sections circulaires et nous adoptons, pour
la densité linéique d’énergie de déformation, I'expression suivante :
'G'S 'E'S ‘ET

(24fu(s) = —= (v} + 98 + —= (v = P + — (el +'ud) + ‘GT'd

ou ‘I est la valeur commune de 'I; et de ‘I, supposée indépendante de ‘s.
Nous adoptons, pour chaque poutre de la chaine, le modéle mécanique de Simo [1985].

e Loi de comportement

. . dws . . . o
‘m('s) = —("s,'uy, 've) 'di(*s)
azu,!
(2.5) |
i Fw g
‘n(s) (*s, “uy, "ok ) 'dy(*s)

8‘@1
Mécaniquement, la quantité 'n s’interpréte comme une densité d’efforts intérieurs,
la quantité ‘'m comme une densité de moments intérieurs.

e Equations d’équilibre

o,

‘m +'r A'n=90
(2.6)

L,
‘n +=0

2.3 Conditions aux limites, contraintes, condi-
tions de jonction

2.3.1 Conditions aux limites et contraintes

Dans le cas ou la premiére poutre de la chaine est encastrée dans un support rigide
fixe, nous avons les conditions:

r(0) = 0,

2.7
27) 1d;(0) = d° Vj € {1,2,3).

ou (d?,d$, d3) est une base orthonormée fixe.
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2.3. CONDITIONS AUX LIMITES, CONTRAINTES, CONDITIONS DE JONCTION

Dans le cas ou il existe une lialson pivot, entre la premiere poutre de la chaine
et un support rigide fixe, nous supposons que 1'un des vecteurs {d;{0)};=1,. 3 se
confond avec un des vecteurs directeurs normeés, noté g, de 'axe de cette lLiaison.
Nous écrivons donc :

1r(0) = 0,
(28) ', (0) = o
'm(0) - 'd;,(0) = 0, pour un jo € {1,2,3}.

Nous avons également des conditions de compatibilité des champs d’efforts et de
moments internes avec le chargement extérieur:

{ “n(l,) = F,

(29) “m(l,;) = 0.

Enfin, I'orthonormalité des vecteurs {'id]‘}j—_-l,__,g, se traduit par les contraintes:

Vi:L...,nt id]‘~idk = 5;”

(2.10) TR
(id; Aidy) - ids > 0

2.3.2 Modeéle de jonction

Les articulations de la chaine transmettent intégralement les déplacements, ainsi que
les efforts et moments intérieurs. Nous avons donc les conditions de raccord :

Vi=1,....,nt—1 °r(l;) =T 4+ *p(0),
(2.11) ‘n(l;) = *'n(0),
‘m(l;) = "*'m(0).
Soit i un indice appartenant a {2,....nt}. Nous devons exprimer le fait que I’arti-
culation entre la poutre 7 et la poutre 2 — 1 est de type pivot. Nous nous restreignons

au cas ou les axes des articulations des poutres de la chaine sont choisis parmi les
vecteurs ‘d;,z = 1,...,nt, j = 1,2,3. Nous faisons I’hypothese que I’égalité:

(2.12) "doj‘(()) =¢'d (liy)

!'-l]'s—-l

a lieu pour un couple (Oj,-,l"“j,-_l) donné dans {1,2,3}* et un réel ¢; donné dans

Soient (%k;,°%l;) € {1,2,3}° tels que la famille

{d, (0),d,, (0).°d,, (0))

K
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constitue une base orthonormée directe. Soient ("=k;_y,":1;) € {1,2,3}? tels que
la famille

{Td L, )7, ()T

t—i

EUSY

=1 kt—l (

constitue une base orthonormée directe. De par la nature de ’articulation, le mou-
vement relatif entre les poutres ¢ et 7 — 1 a lieu dans le plan commun aux quatre
vecteurs

{(d,, (01,4, ()07, (Ler), 7, (o))}

et nous faisons 'hypothese fondamentale que le moment articulaire est du type mo-
ment de rappel, opposé au mouvement relatif des deux poutres. Nous postulons donc
Vexistence de trois réels x,_; (strictement positif ), °0; et "-16,_; (indépendants des
inconnues {{‘r,'d;)}.=;. . du probléme) tels que:

‘m(0) = ~lm{l,_,),

(2.13)
= —£Ki-1 A A B,

avec:

H

A = (cos{gé];)id% (0) + sin(cé’i)*’dw (0Y),
B;

= (COS(I‘—:gi_I)i_ld[t_ l(l,‘,,l) + sin("‘"l(?i_l)i_ld“_s] _l(zz;})).

Py I,
Les deux réels °9; et “-10,_; sont choisis de facon a annuler le moment articulaire
en configuration de référence. Nous illustrons ci-apres notre construction par un
exemple (Figures 2.2 et 2.3).

L’expression de ce moment articulaire permet de ramener la formulation va-
riationnelle des équations d’équilibre de la structure & un probléme de
minimisation, comme nous le verrons plus loin.
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tdy(d)

A, =B,

Kda(f.-z)

1A, (Ner)

‘dg(OL

& ida(li1) =1ds(0)

lag(,_y)

fda(0)

&Q Trayoy) = da(0)

FiGc. 2.3 - Configuration déformée
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2.4 Formulation variationnelle

2.4.1 Cadre fonctionnel

Soient les espaces:

ni
(2.14) H;=H'(0,l; R, H =[] H, Ha; = HY(0,1:; R>)

=1

On s'intéresse a I'espace des configurations cinématiquement admissibles. Compte
tenu de ce qui précede, cet espace s’identifie a:
K= {{r{d;};=123}=1,.n¢ = (‘r,’d;) € H vérifiant les conditions:
r(0)=0et 'v(l)) =T + Flp(0)si1 <i<nt—1;
'd;(0) =d? Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
1d;,(0) = up si (2.8) est imposé ;

i e{2,... nt) idﬂji(o) = ¢'7d, (Lioa)

vie{l,...,nt},Y(j,k) € {1,2,3}* ‘d; Sy = 5;2
vie{l,...,nt} (di A'dy)-'ds > 0)

-l

Nous allons montrer que cet espace possede une structure de sous-variété de classe
C* de Pespace de Hilbert H. Nous rappelons d’abord deux résultats importants:

Lemme 2.4.1 Abraham & Robbin [1967/, Bourgat, Le Tallec & Mani [1988] :
Sl existe H un Hilbert, S un sous-espace affine fermé de H, M un ouvert de § et
G une application C™ (resp. différentiable) operant sur M, a gradient surjectif et
telle que £ est le noyau de G, alors £ est une sous-vari€té différentielle de classe C>°
{resp. différentiable) de M. L’espace tangent a £ en un point P de £ est le noyau
du gradient de G en P.

Lemme 2.4.2 Poschel & Trubowitz [1985]: Si £ est un ouvert (resp. un fermé)
d’un espace de Hilbert H, alors £ est une sous-varicté différentielle de classe C™° de
H. de H. En particulier, si € est un fermé d’un espace de Hilbert H, H est lespace
tangent a £ en tout point de £.

Nous cherchons a rejoindre le lemme 2.4.1. Nous construisons successivement un
sous-espace affine fermé S de 'espace de Hilbert H défini par (2.14), un ouvert M
de § et une application G, définie sur M, a gradient surjectif et dont K est le noyau.
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Nous introduisons ainsi les trois espaces:

S={('r,'d;) € H vérifiant les conditions:
r0)=0et r(l) =T + Fr(M)sil <i<nt—1;
'd;(0) = d? ¥j € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;
'd;, (0) = ug si (2.8) est imposé ;

Vi€ {2,...,nt}'d, (0) =&d, (li1)}

M= {(r,'d;) € § vérifiant:¥i € {1,...,nt} ('dy A'dy)-'ds > 0},

=l

et

N= {{B,...,"B,W,....,"V) € [Ha1]* x ... x [Hzn]* vérifiant:
Vi € 1,...,nt ‘B symétrique;Vi € 1,...,nt iB(O)‘:O;

ainsi gue 'application:

M—‘?.N’
G =

] . 1 1 71 rnt t 7
(r,'d;) — {[di-'dj = &hcijcs- o [Mdi Mdj — §licij<a)
Nous admettons provisoirement le lemme:
Lemme 2.4.3 L’espace M est une sous-variété de classe C™ de l'espace

M, = {(ir,idj) € H verifiant les conditions :
'r(0) =0 ;

Vi€ {2,...,nt}'d, (0) =&''d (lio1)

"_1.15:-1

Vie {1,...,nt} (dy A'dy) - 'ds > 0},

dont lespace tangent M en un point (‘r,'d;), indépendant du point (‘r,'d;) consi-
déré, est donné par:
M= {{p, {igj}j-_—l,Z,S}izl,...,nt = (iPa’g_,-) € H wverifiant les conditions :
p(0)=0cet'p(l)=""p(0)sil <i<nt—1;
g (0} = 0Yj € {1,2,3} 5i (2.7) est imposé ;
'g. (0) = 0 si(2.8) est impose ;
Vie{2,...,nt} "goj'(O‘) = ei""lg,‘_lj'_l(li_l)}
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et nous montrons le lemme suivant :
Lemme 2.4.4 G est de classe C™° sur H et V
(r,’d;) de K.

Démonstration:

(r.d,) G est surjectif pour tout point

e Régularité

G est de classe C* sur H en tant quapplication polynomiale définie sur un pro-
duit d’algebres.

e Surjectivité du gradient

1! suffit de remarquer que, pour tout (*B,...,™B) € A/, on a:

s l n ITL n Y
(ll‘?ngj,kldk!..., tr,; tijk tdk) e tM
et:
ST L) 1 11 1 nt lnt nt ) 1 nt
V('r'gd")g(( r, d}))( I‘,;_; Bj!k di,. ... I‘,—2— B]“k dk) = ('B,..., B)

0

D’apres le lemme 2.4.1, le lemme 2.4 4 suffit pour montrer que X est une sous-variété
de classe C* de M. D’apres ’expression de G, son espace tangent 6X(('r,’d;)) en
un point (*r,'d;) est donné par:
5»*:((ir,édj)) = {(ip,igj) € 6M tel que: iidj-igk+fgj-idk]1§j,k53 =0Ve e{l,...,nt}}
ce quil s’écrit encore:
EX(('r,'d;)) = {(ip,igj) & H vérifiant les conditions:

'p(0)=0et ‘p(li)="p0)sil<i<nt—1;

'g;(0) = 0Vj € {1,2,3} si (2.7) est imposé ;

'g;,(0) = 0 si {2.8) est imposé ;

Vi e{2,...,nt} s‘goj"(O) =¢' g, (li-1)}

B T
Vie{l,...,nt} 3U € H; tel que: ‘g, = U; A'd; V) € {1,2,3}}

Enfin le lemme 2.4.3 est une conséquence directe des lemmes 2.4.1 et 2.4.2 et se
démontre comme le lemme 2.4.4. L'espace de Hilbert S; défini par:

S = {(r,’d;) € H vérifiant les conditions:
'r(0)=0;

Vi€ {2,...,nt} "dgi.(O) = ¢'71d, (L_1)}

=1 g
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est un sous-espace afhne fermé de I'espace de Hilbert H et 'espace M, est un ouvert
de §;. Enfin, I'espace M est le noyau de 'application G, définie sur M, par:

Grl(ir. )= {{4,(0) = %oz, (r(1) = 0(0) = P T Yy i)
si (2.7) est veérifiée, et par
Gi(('r,"d;))= {15 (0) — o, {'r(l) = 1e(0) = T H ot me1y)

si (2.8) est vérifice.

2.4.2 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant montrer le théoreme:

Théoréme 2.4.1 Les équations d’équilibre (2.6) sont équivalentes au probléme va-
riationnel [P]:

Trouver (‘'r.'d;) € K tel que:V (*p,’g;) € 6K(('r,'d;)):

8.7 (('r, d; |
e (pg) +m | (o0, [0+ sinC0)d, (0)
(lie1) + sin("“‘ﬁf-ux)i"lg:,_],l_l (lis)}

(lis) + Sin(z’_lgi-l)ihld;,__ (lic1)}

{cos("-18,_, ) g,
1—1 k'_l
+ {cos(*-16,_;)"'d

hmt gy Ty

{cos(°0:)'g,, (0) + sin(°6:)'g,, (0)} }
nt L. ) .

= Z/ f-'pd's + F-"p(lu)
=170

ou l'on a posé:

- . nt ll . N . -
(2.15) J((r,id;)) = Z/G ot (s, g, og) d's
=]

Démonstration D’apres 'expression (2.4) de la densité d’énergie ‘w®, nous pouvons
affirmer que les deux hypotheses de régularité suivantes sont vérifiées:

e Pour tout ¢« € {1,...,nt}:

(2.16) ‘w('s,.,.) € CY(IR®) p.p sur |0; 1]



64 CHAP. 2. APPROCHE GLOBALE

e Pour tout j € {1,...,nt} et pour tout (Yuy,’vg, Uy, Vi) € L*(0,1; R'):

diwe . @iwe
Iaju aj'sﬂjuks"i"f)]ui + m(ﬂsav!ukai?vl)‘lv{i S
1 2

PCo + Gy (Puf + e 2] PUE + 7V

(2.17)
ou ’Cg et 7C; sont des constantes réélles strictement positives.

On calcule ensuite les gradients:
o

’lu . alu} (Z 1 Ay
1T Gir.d) P8
- Bévf . .
1V' = N .. - ﬂz 1
J ﬁizr,’dj) ( p g])
On obtient. tous calculs faits:
i 1 i iy i
Uy = gequn (g 'di + 'dy )

(2.18)
WV, = 'p - idy 4 'r gy
Nous avons donc, d'apres la définition de §K((*r,'d;)), les relations:

: 1 o Caty ; -
U, = -r-)—egjy,;_..l}{[ul Atdg + U Ad )Ty + U AT -t

solt : .
Uy = seprplde Al U = U -,
et donc: o
(2.19) U, ="U;'d;
De méme: _ o _
(2.20) ‘= WVidy + U AT

Pour tout indice ¢ dans {1,...,nt}, on consideére (iuj,ivk,iélj,ivk) € L*0,l; R*)
et on introduit opérateur:

i
- [lwf(

A w('s) = s tuy 4 T UL o + TV = et (s, g, o))

ol 7 est un parametre réel vérifiant |7| < 1.
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~

D’apres le théoréme des accroissements finis et U'hypothese (2.16), nous avons 1’éga-
lité:

A (is)] =
|(3w . o o dfwe

5_872}7(’8.’“;' + 70U o + TIVIU + i

(s,fu; + 70U, oe + 7OV,
ou # est un parametre réel vérifiant [0} < 1
D’apres ’hvpothese (2.17), nous pouvons en déduire la majoration :
z'ez|<_j ai (3.2 F.2 0, G742 4 dvi2aiyousesz L vk
A wt('s)] < PCo + 27C (ul + Tof + UE + IVEE FUE + V]
Le membre de droite de I'inégalité précédente est intégrable par hypothése, et indé-

pendant de 7. On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominée a la
suite A.'w® sur ]0; L, et donc:

hm {A W (s)}d's =

o 70

L dtwe Olwe . .. . _
/(;{ d (5 u], ’bk)z,{z : ('5,1uj,’vk)'V1}daS

62 (9’v1
. . , . . Lo . .
= hr% -—{/ ,1u]' -+ Ttu]‘,:vk -+ T’Vk)d*s - / zw‘p’(’S,"u}',lw‘;)dts}
T—0 T 0

= e s s s (2,0

solt encore:

Lo9twe Jtwe . . ,
/ (‘s,’uj,’vk)'V;} d's =

: i ,1 oYU .
T (*s,"uj, o) U + EE%
0

0 (fuj, ok, ...

I . .. . .
ntu mvk)[/ Ill/‘e(t.i‘,zu]',l’vk) dls] . (luj,lvk’ o ’muj’ntvk)

les déformations définies par (2.2),(2.3) sur la poutre ¢ étant indépendantes des dé-
formations correspondantes sur les poutres j, j # ¢.

Par dérivation de fonctions composées - loisible, car d’aprés (2.18), les fonctions
(‘u;, v sont de classe C' de H} vers L*(0.1;; R'?), on obtient :

aJ(('r,'d;))
—“‘("'—,'c# (P, SJ)
(2.21) aj Sins
w® w® .. . . )
ZL {6"{“(8 u_,, Lk) UI 31‘01 (15,1u}-,1vk)ivl}d'.$
i=1
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D’apres ce qui précede, le probleme variationnel [P] peut se réécrire :

Trouver ('r,’d;) € K tel que: V (*p,’'g;) € 