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Resume 

L'objectif de cette thèse est l 'étude du comportement cinématique des mécanismes bouclés 
de corps rigides. Le modèle mathémat ique d'un tel mécanisme est l 'équation de fermeture 
/ ( ? i. ' ' ' i Qm) = ? où 9 i , ' - , 9m sont des coordonnées articulaires et / est une fonction analy-
tique à valeur dans un groupe de Lie. L'étude des propriétés cinématiques se ramène à celle de 
l'ensemble des configurations admissibles / _ 1 ( e) qui est une sous-variété dans le cas régulier où 
/ est une subirnmersion. Par contre, l'étude est beaucoup plus difficil e lorsque / possède des 
singularités. 

On util ise comme outil fondamental le formalisme de la géométrie différentielle des groupes 
de Lie pour le group des déplacements et la structure de A - module de son algèbre de Lie, ceci 
permet une écriture simple et condensée des équations de la cinématique et facilite leur trai tement 
symbolique. 

Nous avons montré que l'analyse au deuxième ordre de l 'équation de fermeture est suffisante 
pour les mécanismes 6R paradoxaux. Un algorithme d'évaluation du rang d'un ensemble de 
champs antisymétriques (équiprojectifs) est développé et est utilisé pour étudier les processus de 
génération des sous algebres de Lie. Nous avons proposé également des méthodes de cinématique 
inverse pour des mécanismes spat iaux, ces méthodes permettent de résoudre l'équation de fer-
meture indépendamment d'un choix des coordonnées et d'obtenir des condit ions nécessaires et 
suffisantes de résolution: notamment, la méthode simplifie considérablement la procédure de 
résolution pour les mécanismes 6R spatiaux. 

Abstract 
The aim of this work is the study of the kinematic behavior of the closed mechanisms com-
posed of rigid bodies. The mathematical model of such a mechanism is the closure equation 
fill  ! ' ' - ! Cm) — t where qi.-.qm are the art iculate coordinates and / is an analytic function 
valued in the Lie displacement group. The study of the kinematic property lies to the one of the 
set of admissible configurations f"''{()  which is a submanlfold in the regular case where / is a 
subimmersion however, the research is much more difficul t when / has some singularities. 

We use as a fundamental tool the formalism of the differential geometry of the Lie groups for 
the displacement group and the A - modulo structure of its Lie algebra, that permits a simple 
and condensed writing of the kinematic equations and makes easier their symbolic t reatment. 

We have demonstrated that the analyze of the closure equation up to the second order is 
sufficient for the 6R paradoxical mechanisms. An algorithm to estimate the rank of a set of 
skew-symmetric fields is developed and the generations of Lie sub algebra are studied using this 
algorithm. We have proposed also some methods for inverse kinematic for the spatial mechanisms 
permitt ing to solve the closure equation independently of the choice of coordinates and to obtain 
the necessary and sufficient conditions for the solutions. Especially, the method for the spatial 
6R mechanisms simplify considerably the procedure of resolution. 
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Introduction 

Introduction 

L'un des objectifs de recherche en mécanique est ¡'analyse mathémat ique du comportement 

des mécanismes articulés, d'expliquer ce comportement par des modélisations et afin de faire des 

prévisions ou de le reproduire par la commande. L'entrelacement entre différentes disciplines des 

sciences appliquées et la complexité croissante des systèmes font de l 'étude mathémat ique des 

modèles, coordonnée avec l' informatique, un outil indispensable dans cette recherche. Cet te com-

plexité croissante des systèmes mécaniques, la variété des domaines d'application des systèmes 

articulés en mécanique et le progrès des outils informatiques exigent une adaptat ion permanente 

de la formalisation mathémat ique et la conception de nouveaux algorithmes de calcul du com-

portement de tels systèmes. 

Dans cette thèse, on va étudier la cinématique des mécanismes de solides rigides en boucles 

fermées en utilisant la théorie des groupes. Le but principal est le développement des outils 

nécessaires à l 'élaboration des algorithmes pour le calcul du modèle cinématique des mécanismes 

bouclés, la conception et la réalisation des outils informatiques basés sur le logiciel de calcul 

formel Maple. Un tel problème n'est pas encore totalement résolu et mérite d'être étudié. 

La robotique est un domaine dans lequel la présence de mécanisme bouclé est très fréquente. 

La recherche contemporaine dans ce domaine concerne trois grandes catégories de problèmes de 

cinématique 

- Cinématique directe : 

tous les déplacements des couples cinématiques relatives sont donnés, les positions de chaque 

corps (y compris l'organe terminale) sont à déterminer. Ce type de problème peut être résolu 

facilement en uti l isant des méthodes classiques 

- Cinématique inverse : 

la position et l 'orientation de l'organe terminale sont données, on doit trouver les déplacements 

relatives des couples cinématiques. Le problème cinématique inverse est beaucoup plus dif-

ficile à résoudre à cause de la non linéarité et de la complexité des équations. 

- Méthode différentielle 

Nous étudions les propriétés cinématiques en dérivant le modèle mathémat ique du mécanisme 

au voisinage d'une configuration donnée. Le défaut de cette méthode est qu'on ne peut pas 

faire une analyse globale de l'ensemble des configurations admissibles. 

Pour réaliser la recherche dans ce domaine, les théories algébriques (théorie des vis), les 

nombres duaux et les quaternions duaux sont des outi ls mathématiques souvent utilisés par les 

chercheurs. 



8 Introduction 

La partie mathémat ique de cette thèse poursuit des travaux de J.M. Hervé, A.Karger et 

D.Chevallier sur la modélisation des systèmes articulés à l'aide de la théorie des groupes et 

l'algèbre de Lie [Her78], [KN78] et [Che86]. 

Dans son article [Her78], J.M.Hervé a exposé la représentation formelle des liaisons dans les 

couples cinématiques par des sous groupes de déplacements. Dans cette article, le problème de 

la détermination systématique et rationnelle du degré de liberté des mécanismes est envisagé en 

associant à tout ensemble de positions susceptibles d'être prises par un corps rigide, un sous-

ensemble non vide du groupe des déplacements. La structure algébrique de groupe de l'ensemble 

des déplacements permet ainsi de définir les liaisons mécaniques et d'en exprimer les propriétés 

principales. 

Dans ses travaux [Che86] [Che91j, D.Chevallier a exposé les aspects algébriques du groupe 

D des déplacements et la structure de variété différentielle de l'espace S des configurations d'un 

solide et les relations entre l'algèbre de Lie, les nombres duaux et les quaternions dnaux, et la 

cinématique. 

Nous prolongeons aussi les travaux sur la géométrie différentielle et la cinématique des mécanismes 

fermés de J.Lerbet [LerS7] et [Ler92], 

Cette thèse contient trois aspects, le premier est l 'étude algébrique de l 'équation de fermeture; 

le deuxième aspect est l 'étude de rang d'un ensemble de champs antisymétriques; le dernier est 

consacré à l 'étude des solutions analytiques des mécanismes fermés. 

0.1 Étude algébrique de l'équation de fermeture 

Cette partie contient les chapitres 1. 2 et 3. Dans le premier chapitre, je présente des outils 

mathémat iquesqui sont nécessaires par lasuite. Grace à l 'opérateur fi, inventé par D.Chevallier [Che91], 

j ' in t roduis la formule d'Olinde-Rodrigues généralisée pour présenter un déplacement hélicoïdale 

R, qui sera utilisé très souvent dans les calculs. 

II existe une surjection entre un quaternion dual q et un opérateur R associés au même 

déplacement. En définissant l 'operateur symétrique s et ¡operateur antisymetrique a associés à 

R, je trouve des relations entre le quaternion dual q et l 'opérateur R. grâce à ces relations, on 

peut évaluer l'axe, l'angle et la translation associés au déplacement représenté par R 

L'étude cinématique des mécanismes fermés nous conduit à étudier l 'équation de fermeture 

fill  • ' •. <?m) — e. où <ji. - • •, qm sont les coordonnées articulaires et / est une fonction analytique 

à valeur dans le groupe des déplacements. L'ensemble des configurations cinématiquement admis-

sibles du mécanisme est la partie M = / " ' (e) et c'est une sous variété de P.m dans le cas régulier 

où / est une subimmersion; ce cas est complètement, étudié par les chercheurs. Notamment par J 

Lerbet qui, dans sa thèse, a exposé une recherche des approximations de l'équation de fermeture 

sous l'hypothèse que M est une sous variété de ? lm . 

Par contre, l'étude est beaucoup plus difficil e lorsque / possède des singularités, par exemple 

dans le cas de "l a salière"(voir le chapitre 3 et 7) et de certains mécanismes quatre barres plans 

Pour de nombres mécanismes, en certaines configurations, / n'est pas une subimmersion, 

la méthode classique de la géométrie différentielle n'est plus valable et l'on ne peut affirmer 

simplement que M est une sous variété. L'étude de l'équation de fermeture au premier ordre est 

alors insuffisante pour déterminer le comportement cinématique des mécanismes bouclés, ce qui 

nécessite l 'étude de l'équation de fermeture aux ordres supérieurs. Une analyse plus fine utilisant 
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la théorie de transversalité est nécessaire. 

Dans le chapitre 2, je fais d'abord un rappel bref sur la thèse de J.Lerbet. ensuite, j e développe 

une forme simplifiée de l 'approximation de second ordre lorsque les r premiers éléments du premier 

ordre forment une base de l'espace 5? engendré du premier ordre de l'équation de fermeture. 

J 'analyse également les mécanismes plans, on montre que la forme de l 'approximation au deuxième 

ordre étant dans "$q est suffisante pour que les mécanismes plans soient "réguliers", si l'on souhait 

classifier les singularités, l 'étude au second ordre devient insuffisante, la classification dépend 

semble-t-il du nombre de corps qui composent le mécanisme. 

Le chapitre 3 est. consacré à l 'application de transversalité aux mécanismes. Je traite des 

exemples analysant l 'équation de fermeture au premier et au second ordre, en examinant également 

si la condition de transversalité est ou non vérifiée. Comme on le montre, la condit ion que la 

dérivée seconde de / applique le noyau / ' dans J? est une condition nécessaire pour que M soit 

une sous variété de Rm . 

D'autre part, la condition de transversalité est suffisante pour que les classes de rang r de / 

soient des sous variétés de Mm. J'uti l ise cette propriété pour étudier les mécanismes 6R spatiaux 

possédant un degré de liberté. Je montre que dans ce cas particulier, la condition de transversalité 

est toujours vérifiée, et la classe de / est égale à l'ensemble des configurations cinématiqueinent 

admissibles M, de plus, ce qui montre que M est une sous variété de M m. 

0.2 Calcul des champs antisymétriques avec les nombres 
duaux 

Le mathématicien Willia m Kingdon Clifford (1845-1879) dans [C1Í73] et [C1Í78] a introduit une-

idée très originale dans la théorie des "motor" qui réside dans l 'uti l isation d'un certain opérateur 

nilpotent du second ordre qui permet d'exprimer symboliquement un "motor" (A", Xc) sous forme 

d'un vecteur spécial. 

A ¡a suite des travaux de \V. K. Clifford, et en se basant sur les travaux de Bail et Zan-

chevskiy sur la théorie des vis et de Kotelriikov sur l 'application des nombres duaux à ¡a théorie 

des vecteurs, F.M Dimentbcrg a largement développé l'application du calcul dual sur les vis au 

trai tement des problèmes de cinématique [Dim65], Dans de récents travaux, plusieurs auteurs 

G.R. Veldkamp [Vel76], K. Sugimoto et J. Duffy [SD82], A.K. Pradeep, P.J. Yoder et R. Mukun-

dan [PYM89], D. Chevallier [Che91], A. Hamuli [Ham93] ont proposé des présentations modernes 

des applications de tels nombres en cinématique. 

Nous considérons d'abord le 4-barre plan articulé, il a 4 couple de rotations dont les axes sont 

parallels, c'est dans ces conditions que le mécanisme fonctionne, si l'on change la direction de 1 un 

des 4 axes, le mécanisme ne fonctionne plus. Cet exemple simple nous montre que la mobilité a 

changé quoique le nombre d'éléments et de couples cinématiques soit resté le même. Cela permet, 

de saisir l ' importance de la configuration des axes de déplacement dans le cas général d 'une chaîne 

cinématique à couples de même pièces. 

L'étude de la configuration des axes de déplacement d'un mécanisme est équivalent à celle de 

rang d'un ensemble de champs antisymétriques qui sont en réalité les éléments du premier ordre 

de l'équation de fermeture. 

Dans les méthodes existées, le rang d'un tel ensemble est évalué en calculant le déterminant de 

la matrice formée par cet ensemble. Ces méthodes classiques sont en général très sophistiquées, 

il faut intervenir tous les coordonnées de chaque élément. 
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On se propose d'étudier le rang d'un ensemble de champs antisymétriques, j ' in t roduis ici 

un nouveau algorithme plus performant en utilisant la théorie de Lie et les nombres duaux. 

Le principe de l 'algorithme est d'uti l iser une première étape consistant à calculer un rang en 

dimension trois sur les nombres duaux, ce qui peut être résolu facilement. 

Pour faire une analyse plus précise, je définis la notion d'une liste libre maximale d 'un ensemble 

de champs antisymétrique X sur A , tous les cas particuliers sont classés suivant le nombre 

d'éléments r^ d'une liste libre maximale et le rang r de X. 

Cet algorithme permet de déterminer le rang d'un ensemble et les rang des ensembles de 

crochet de Lie du i-ème ordre qui s'en déduisent. Ainsi on réussit à analyser les sous algèbre de 

Li e engendrées par ces ensembles, et l'on montre que le sous ensemble du 4-ème ordre engendre 

toujours une sous algèbre de Lie. Dans le cas où les "pas" des champs antisymétriques sont nuls, 

le sous ensemble du 3-ème ordre engendre toujours une sous algèbre de Lie 

Dans la partie qui suit, on met en évidence des mécanismes correspondants aux cas particuliers 

rencontrés dans le chapitre 4. 

0.3 Solutions analytiques des mécanismes fermés 

La recherche de solutions analytiques pour les mécanismes, en particulier pour les mécanismes 

fermés, fait partie de la cinématique inverse et a retenu beaucoup d'attention de la part des 

chercheurs depuis des années. 

Les premières méthodes générales de solution de la cinématique inverse remontent semble-t-il 

à 1964, et ont été proposées par J.J. l'icker. J.Denavit et R.S.Hartenberg [UDH64], qui ont décrit 

le problème par un système d'équations non linéaires surcontraint. Les solutions proposées font 

appel à des méthodes numériques partant d'une valeur initiale approchée, 

La première solution complète, c'est-à-dire donnant toutes les configurations, pour les mécanismes 

spat iaux 6R a été trouvée par L.W.Tsai et A.Morgan en 1985 [TM65]. Le problème a été for-

malisé par un système de huit équations du deuxième degré avec huit inconnus. leur expérience 

suggérait qu'il y a seulement 16 solutions pour un tel mécanisme. 

La solution exacte et complète de ia cinématique inverse des mécanismes 7R fermés spatiaux 

a été donnée par H.Lee et O.G.Liang [LL88J. Ils ont développé un polynôme de 16-ème degré par 

rapport à la tangente du demi angle d'un paramètre articulaire. 

D'autre part. A.T.Yang a proposé des méthodes basées sur les quaternions duaux [Yan63]. 

Plusieurs auteurs J. Duffy et H.Y.Habib-Olahi [DH071a] [DHOTlb] [DHOTlc]. B.Roth et M. 

Raghavan [RR90], R.Manseur [\lan92] et M.Ghazvini [Gha93] ont proposé l'emplois de méthodes 

symboliques. 

Pour résoudre ce problème, il est intéressant d'obtenir une équation algébrique concernant 

la position et l 'orientation des actionneurs et un seul paramètre articulaire inconnu On peut 

trouver toutes les solutions possibles de cette manière. Mais s'il est évident que les conditions sont 

nécessaires, la réciproque, c'est-à-dire le caractère suffisant de ces conditions n'est généralement 

pas étudiée de façon rigoureuse. 

Dans cette partie, j ' in t roduis une nouvelle approche utilisant le langage algébrique, ce qui nous 

permet d'obtenir des conditions nécessaires et suffisantes sous forme simple et indépendantes des 

coordonnées choisies, les conditions peuvent être exprimées sous formes explicites en cas de besoin 

Le chapitre 5 est consacré au problème de singularité 

file:///lan92
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On propose une méthode simplifiée, basée sur celle de C. Gosselin et. J. Angeles [GA90], 

pour distinguer les différents types de singularités en divisant la matrice jacobienne en blocs, 

ce qui permet d'éliminer les points singuliers artificiels (ou points singuliers résultant du choix 

des coordonnées) qui sont parfois confondus avec les véritables points singuliers (qui sont des 

propriétés intrinsèques du mécanisme). 

Dans leur article [GA90], C. Gosselin et J. Angeles ont proposé une méthode en divisant la 

matrice Jacobienne en deux blocs A et B . Pour cette raison, il s ont définit les variables d'entrée 

et les variables de sortie. La matrice A est la Jacobienne associée aux variables de sortie, et la 

matrice B est la Jacobienne associée aux variables d'entrée mais, lorsqu'il existe des variables 

intermédiaires, les éléments de A et B deviennent très volumineux qui ne conviennent pas très 

bien aux calculs symboliques, je propose donc ici de diviser la matrice Jacobienne en deux bloc 

A ' et B ' . La matrice A ' est associée aux variables de sortie et la matrice B ' est associées aux 

variables d'entrée et intermédiaires, je montre que les singularités de A et B sont équivalentes 

à celles de A ' et B ' . La nouvelle séparation A ' et B ' de la matrice Jacobienne et l'utilisation 

du langage algébrique nous permettent d'écrire la matrice jacobienne sous une forme compacte 

facilitant le calcul à la main ou avec un logiciel de calcul formel. 

Finalement, je donne les vitesses et les accélérations de sortie et intermédiaires en fonction 

des vitesses et des accélérations d'entrée sous formes explicites. 

Dans le chapitre 6, j 'é tud ie les mécanismes plans avec des liaisons cylindriques et contenant 

une seule boucle. Les quatre barres et les cinq barres plans sont étudiés analyt iquement, et on 

analyse globalement l'ensemble des configurations cinématiquement admissibles Ai ainsi que les 

différents types de singularités qui sont classifies grâce à la méthode proposée au chapitre 5. 

On s'intéresse également à la solution de l'équation RgR^R^, = R, où Rg, R$, R^, sont des 

opérateurs hélicoïdaux d'axe donné et d'angle dual inconnu et R un opérateur hélicoïdal donné. 

A notre connaissance, ce problème n'a pas encore étudié dans le cas général. De plus, on avait la 

fausse impression qu'il existe toujours des solutions si les trois axes de déplacement ne sont pas 

colinéaires. C'est donc un problème mérite d'etre étudié de façon précise. 

Premierment, j 'é tudie la condition de résolubilité de cette équation et sa réciproque, cette 

condition est exprimée sous forme analyt ique et dépend seulement des positions relatives des 

axes de générateurs £<> et £0. £c et £v de Rg, R  ̂ et R  ̂ , c'est-à-dire, il faut que la forme de 

Killin g (ie I f££v ) ( = ~'(, A • '-'fií. ) tombe dans une intervalle définie comme une fonction de 

de U«) et (Z, K J 
Deuxièmement, si l 'équation est soluble, supposant R connu, on a exprimé 0. dg, <p, d<¡, et t/', 

ifv sous forme analytique. 

Troisièmement, les configurations singulières sont étudiées, et on trouve qu'il existe une 

condition sous laquelle l 'équation RgR^R^, = R ne possède pas de configurations singulières 

(véritable), cela veut dire géométriquement que les axes de £# et ^ n'engendrent pas le même 

cone si l'on considère l'axe de £0 est 1 axe central du cone. 

Il est claire que la représentation de déplacement par les angles d'Euler et les angles de Briant, 

iéels ou duaùA. soiii des LAS pai ütuhéfs de ce produit de trois déplacements hélicoïdaux. 

Dans le chapitre 7. le problème analogue de la forme Ri R2R3R4 — R est étudié lorsque R t , Ro, 

R3, R4 et R sont des rotat ions pures, on a montré que les conditions trouvées analytiquement 

pour ci, <72, 93 et 94 sont nécessaires et suffisantes. 

Le principe de la résolution de cette équation est d'utiliser les propriétés de la forme de Killin g 
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et la propriété du groupe invariant pour éliminer un certain paramètres articulaires par exemple 

q? et 94, on peut obtenir un système de quatre équations linéaires par rapports aux sin 91, cos 91, 

sin 93 et cos 93, les valeurs de 91 et q-¿ peuvent être évaluées si le système n'est pas singulier. 

Ensuite, on exprime q? et ç4 facilement en fonction de ci et q-¿. 

Avec ces solutions, je peut concluir que les seuls mécanismes spatiaux 4 barres avec des couples 

rotoïdes sont les mécanismes de Bennett et les mécanismes sphériques, la démonstrat ion est faite 

en intervenant les paramètres de Denavit-Hartenberg. Les solutions analytiques des mécanismes 

de Bennett est exprimées sous formes compactes, elles peuvent être exprimées de façon plus précise 

si l'on remplace les opérateurs hélicoïaux par leur expressions util isant l 'opérateur d'Olinde-

Rodrigues généralisé. 

Précisons qu'en 1968, Shusaku Ogino [Ogi68] a donné une démonstrat ion en supposant au 

départ que les paramètres de Denavit Hartenberg d{ sont nuls pour chaque couple, ce qui n 'était 

pas une démonstration complète. 

Dans le chapitre 8, j 'é tud ie les mécanismes 6R spatiaux qui est un problème intéressé par beau-

coup de chercheurs. 

Il existe pour traiter les problèmes de cinématique inverse des mécanismes 6R spatiaux des 

méthodes basées sur ¡es calculs matriciels qui sont généralement très sophistiqués. Pour évaluer 

tous les paramètres articulaires, if faut chercher les racines d 'un polynôme du 16-ème degré par 

rapport à la tangente d 'un demi angle. La procédure de résolution n'est pas toujours très clair. 

De plus, l'équivalence entre l'équation de fermeture et les solutions analytiques n'est pas toujours 

exprimée de façon rigoureuse. 

Par rapport aux autres méthodes, je propose ici un algorithme plus performant qui nous 

permet de résoudre l 'équation de fermeture indépendamment d'un choix de coordonnées et les 

solutions sont écrites sous forme intrinsèques, ce qui nous conduit à résoudre deux équations du 

8-ème degré. 

Soient R1R2R3R4R5FL5 = T l 'équation de fermeture, R ¡ , R i , R3, R4, R5 et Rg sont des 

rotations pures et 71. 92, <73. V4. 9s et 9e sont les paramètres articulaires. Le déplacement. 7' 

est considéré comme donné. Le principe de cet algorithme est de trouver les paramètres articu-

laires de ce produit de six rotations commençant par étudier les solutions d'une équation concer-

nant le produit de la forme fí^R^TR ̂ = R dont R¡, /¡S, R3 sont des opérateurs hélicoïdaux, 

qi • 9:>. qt>- di, d-¿, de sont des paramètres articulaires de rotation et de translation, R est considéré 

comme opérateur intermédiaire. La résolution de cette équation a été présentée dans le chapitre 

6. s'il s'agit seulement des rotations, on peut imposer les paramètres de translation <f¡, c/2 et 

(I3 égaux à zéro, on obt ient donc trois équations scalaires supplémentaires qui nous permettent 

d'évaluer l'opérateur intermédiaire R, ainsi on peut trouver les valeurs de qi, q-¿ et q§. D 'autre 

part, on peut calculer 93. 94 et 95 par R3 R 4 R5 = RXR^TIVe supposant 91, q¿ et 9« connus. 

En effet, les mécanismes de 4R et 5R spatiaux sont des cas particuliers des mécanismes de 

6R spat iaux, avec l 'algori thme proposé, on peut trouver également les solutions analytiques des 

mécanismes de 4R et 5R spatiaux. 

Dans la dernière partie du chapitre 8, je réalise les calculs utilisant les paramètres de Denavit 

Hartenberg. puisque ces paramètres sont souvent des donnés, et à priori, les relations entre les 

axes de déplacement non successifs sont inconnues, il est donc parfois prat ique d' introduire de 
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tels paramètres pour résoudre l'équation de fermeture. 
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Chapitre 1 

Concepts et outils mathématiques 

1.1 Introduction 

L'évolution des outi ls mathémat iques dans la modélisation de la mécanique des systèmes 

de solides rigides est un paramètre important dans la conception et l 'élaboration de système 

mécanique. Plusieurs méthodes existent pour la modélisation de ces problèmes. Le calcul fait 

généralement appel à de nombreux changements de repère pour décrire les déplacements relatifs 

des différents éléments du système mécanique les uns par rapport aux autres. La construction de 

ces repères conduit à la définition de système de coordonnées pour la paramètr isat ion du groupe 

des déplacements et de l'espace des configurations. 

Ce chapitre est consacré à la présentation des outi ls mathématiques qui permettent une telle 

description par la théorie des groupes et algebres de Lie. Nous allons dans la suite associer une 

structure de module à l'algèbre de Lie des champs antisymétriques, qui permet de définir les 

systèmes de coordonnées nécessaires à la manipulat ion symbolique des êtres mathémat iques in-

tervenant dans la modélisation et d' introduire la notion de familles fondamentales de l'algèbre 

de Lie des champs antisymétriques £) comme une alternative à la notion classique de repères de 

l'espace géométrique affine S. 

Dans le cadre de la géométrie euclidienne, la théorie des groupes peut être appliquée à l'en-

semble des déplacements de corps rigides (ou déplacements euclidiens), cet ensemble forme un 

groupe de Lie D. Dire que D est un groupe de Lie signifie que cet ensemble est muni d 'une struc-

ture de groupe, d 'une structure de variété différentielle et que les opérations de composition et 

d'inversion des déplacements sont des opérations différentiables. 

Pour un corps rigide, le passage d'une position à une autre est une transformation qui doit 

conserver les distances entre les points ( transformation rigide représenté mathémat iquement par 

un déplacement euclidien ). Les transformations rigides s'obtiennent par composition des rota-

tions et des translat ions. 

Dans un système mécanique, la position relative d'un corps rigide par rapport à un autre est 

définie par une transformation de coordonnées entre les repères attachés à chaque corps. 
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Dans ce chapitre, la référence principale est [Che91] pour les relations entre les groupes de Lie et 

les nombres duaux: [Che93] contient un exposé des relations entre la géométrie élémentaire et la 

cinématique du point de vue des groupes de Lie. 

1.2 Espace affine euclidien et déplacements 

1.2.1 Espace affine euclidien 

On note par £ l 'espace de la géométrie euclidien, £ est un espace affine sur l 'espace vectoriel 

E, ce qui peut-être exprimés de deux manières différentes, l'une associe un vecteur de E à chaque 

paire ordonnée de points dans £, l 'autre associe un opérateur, dite translation, à chaque vecteur 

dans E. 

A partir du premier point de vue, il existe une application £ x £ —• E: (a, 6) —¥ ab ayant les 

propriétés suivantes : 

[axiome) \ V a, 6, c G £, ab + be — 5c, 

(axiome )2 V o Ç Î , la relation p —• ôp est bijective de £ à E. 

Le second axiome signifie que le choix d'une origine permet d'identifier £ et E, de plus, ces 

deux axiomes impl iquent: 

ao = 0 <=> a — b\ et ba — —ab 

Un repère dans un espace affine est un couple (o,B) — ( o ; x , y , z ), où o est une origine dans £ 

et B est une base de E Lorsqu'un repère est donné, à chaque point p € £ peut-être associé des 

coordonnées x, y, z G R, relative à ce repère définie par : 

ôp*  = xx + yy + ~'Î 

eî la relation p —y (x, y, z) est une bijection de £ sur K 3. 

A partir du second axiome, il existe une application £ x E —> £, telle que p+ u = q, l 'unique 

point dans £ tel que p^ = u. 

Pour u £ E ¡a transformation T ( u) : p —>• p + u est la translation définie par u. la proposition 

suivante est vérifiée facilement: 

(i) p + 0 = p, pour p G £•  
(ii ) (p + u) -I- v = p + (u + v ) , pour p G £, u, v G E 
(iii ) pour o Ç Î , l 'application u -> o + u est une bijection de E à £. 

Les deux premières propriétés signifient que le groupe commutat if (E,+) opère sur £. 

Dans la mécanique classique, l'espace physique est représenté par un espace affine euclidien orienté 

£, et les automorphismes d'un tel espace sont les déplacements qui forment le groupe ¡D>(£), qui, 

comme on l'a signalé, peut exprimer les propriétés des déplacements d'un corps rigide concret. 

Soit E un espace vectoriel euclidien à 3 dimensions sur K et soit £(E) l'ensemble des opérateurs 

linéaires. £(E) possède une structure d'espace vectoriel et une structure d'algèbre sur E et les 

éléments inversibles de £(E) forment un groupe GL(E) - le groupe linéaire de E. Le produit 
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scalaire sur E noté par un point permet de définir un opérateur A*  (adjoint de A G £(E)) par 

l ' identité : 

A* (u ) • v = u • A (v ) 

On prouve que 

(A*) *  = A , ( A o B ) *  = B * o A * 

Un opérateur A est dit symétrique si A*  = A ; il est dit antisymétrique si A*  = —A. On 

note £a n t¿(E) et Csyme(E.) les sous espaces vectoriels formés des opérateurs antisymétriques et 

symétriques de £(E) respectivement. 

On prouve que £(E), muni du commutateur des opérateurs, est une algèbre de Lie et que 

£a(E) est une sous-algèbre de Lie. 

[A .B ] = A o B - B o A 

Un opérateur linéaire A : E —»• E est, orthogonal si A*  - A = 1. Ces opérateurs forment un 

sous groupe O(E) de GL(E). Tout les éléments A G O(E) vérifiant dé t (A) = 1 forment un sous 

groupe SO(E), appelé le sous groupe orthogonal spécial. 

1.2.2 Déplacements dans l 'espace affine euclidien 

Déf in i t i o n 1.1 Une transformation affine de £ est une application A : £ —>• E telle qu 'il  existe 

un opérateur A G £(E) satisfaisant les deux propriétés équivalentes : 

1) A{p)Mq\ = MP<¡) pour p,q££ 
2) A(p + u) = A(p) + A(u) pour v G E 

A est la partie linéaire de A. 

On note La{£) l'ensemble des transformations affines. 

Une transformation affine est déterminée par l ' image d 'un point et la partie linéaire. 

Si .4 et B sont des transformations affines, alors A o B ¡"est aussi, de plus A o B est la partie 

linéaire de A o B. 

P r o p o s i t i on 1.1 Soit A une transformation affine de E. on a: 
(a) A est bijective -i=>  A est btjective. 
(b) La tmnsformation inverse A-1 est affine, sa partie linéaire est A - 1 , et pour tout points o fixé de £ 

A'^p) - o +A~l(A(o)p) pourpeE. 

Les transformations affines bijectwes de E forment le groupe affine de £ dont l'unité est la trans-

formation identique, notée par e. 

Un premier théorème fondamental de la géométrie affine caractérise les applications affines à 

l'aide de la notion de "barycentre" ; un deuxième théorème caractérise les isométries d'un espace 
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affine euclidien. 

T h é o r è me 1.1 Soit A une application de £ à £, les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(a) A est une transformation affine de £. 

(b) Pour toute famille (p, ),g/ de points de £ et toute famille de nombres réels (//¿)ig/ tel 

que Y^i P~, = 1, alors: ,4( ]T/ i ,p¿) = ^ / j , - ^ ( p ,) 
i t / < €/ 

En d'autre termes, l'image du barycentre des points p¡ est le barycentre des images avec les mêmes 

masses. 

Ce théorème implique par exemple que le centre de masse d'un solide rigide est attaché au solide. 

T h é o r è me 1.2 Soit £ un espace affine euclidien, d sa distance naturelle, A une application de 

£ à £, les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(a) A est une isométne et signifie que d(A(p), A(q)) = d(p,q), avec p,q G £•  
(b) A est une transformation affine et A G O(E). 

Suite aux conditions précédentes, la condition nécessaire et suffisante pour que A conserve 

l'orientation (i.e. transforme un repère directe en un autre) est que A G SO(E). 

Déf in i t io n 1.2 

fa) Un déplacement est une transformation affine A de £ telle que : 

A G SO(E) dét(A) = 1 

(b) Une réflexion est une transformation affine A de £ telle que: 

A G 0(E) et dét(A) = - 1 

(c) L'ensemble de tous les déplacements est un sous-groupe du groupe affine, on le note parïl{£), 

la loi interne est ainsi la composition d'une transformation et son unité est la transformation 

identique di £. 

Chaque isométne est un déplacement ou est un composé d'un déplacement et d'une réflexion. 

Rappelons la différence entre un déplacement et une réflexion : la symétrie orthogonale par rapport 

à un plan préserve la distance mais inverse l 'orientation, de plus il est impossible de transformer 

continuement un déplacement en une réflexion dans le groupe d'isométrie. 

1.2.3 Classification des déplacements 

Les déplacements peuvent être classifies suivant les propriétés de leurs parties linéaires et 

leurs points fixet,. Il existe quatre types de déplacements de £ qui sont exprimés dans la définition 

suivante. 

Déf in i t io n 1.3 Soit A une transformation affine de £, A la partie linéaire de A, TA l'ensemble 

de points restés fixés après avoir subi le déplacement A, alors: 
(tj Si A — 1 et TA — £• A est l'identité, on le note A = e. 
in) Si A — 1 et TA — 0. A est une translation, on le note A — T(d,Ç). 
(m) Si A ^ 1 et TA / 0. A est une rotation, on le note A = R(9,£). 
(iv) Si A  ̂ 1 et TA = 0 . -4 est un déplacement hélicoïdal. 
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La condition nécessaire et suffisante pour que deux déplacements -41(Öi. di,£\), ^.2($2, ^2,^2) 

commutent est que T  ̂ = J " A 3 , c'est-à-dire, les axes de A\ et An soient identiques. 

Alors, un déplacement hélicoïdal peut-être caractérisé par: 

A{8,d,Ç)= R(fí1t)T(d,Q = T{d,e}R(6.0 

• L'ensemble des translat ions est un sous-groupe commutat if de D{£) qui a les propriétés sui-

vantes : VJ4 Ê D , U, V G E, on a ; 

AoT(u)o A-1 = T ( A ( u ) ) 

T(0) = f 

T ( u ) o T ( v) = T(u + v) 

T (u) = T(.v) <=> u = v 

de plus : 

A o T (u ) ip) = A(p + u) = A(p) -f A (u) = T(A(u) ) (A(p) ). 

• L'ensemble des rotations est un sous-groupe non-commutat if de D : 

L'application U —> SOC"), -4 — y A. est. un isomorphisme entre groupes. 

Décrire par des paramètres réels les positions d'un solide rigide équivaut à décrire les déplacements 

qui transforment une position de référence fixée en les diverses autres positions du solide. Ces 

déplacements peuvent être déterminés par leur action sur un repère orthonormé lié au solide; si 

(Oo\ ¡o, je, ko) est la position de ce repère dans la configuration de référence et (O: i, j , k) sa posi-

tion dans une configuration quelconque, il existe un déplacement A G D(£) unique qui transforme 

(Oo;i(), jo.k0) en (O: i , j , k ) . 

Cette méthode est classique en cinématique mais l'usage des groupes permet de supprimer le 

recours aux repères et d'alléger les raisonnements. 

1.3 L'algèbre des champs antisymétriques 

1.3.1 Définition des champs antisymétriques 

Un champ antisymétrique sur l'espace affine £ est une application A' : S —-> E qui transforme 

un point p G S en un vecteur X(p) £ E et qui vérifie : 

X(p) • pq — X(q) • p$ pour p. q G Í 

Les champs antisymétriques expriment les déplacements infinitésimaux. L'ensemble des champs 

antisymétriques est une algèbre de Lie 25, dont la structure algébrique joue un rôle important 

dans la cinématique et la dynamique. 

On peut prouver que l'ensemble des champs antisymétriques est équivalent à l'algèbre de Lie du 

groupe D, que Ton note aussi par 3?. 

Les opérations de l'espace vectoriel D sont définies par 

(X -f Y)(p) = X(p) + Y(p), ( A A ' K P ) = AÀ'(p) pour A', Y G D 
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FlG. 1.1 - Un champ antisymétrique 

T h é o r è me 1.3 Soit X G 3? un champ de vecteur sur £, alors les propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

(a) X un champ antisymétrique; 

(b) il  existe JJ\ G E tel que \/q G £ : X[q) = X(p) + UJX A pq. 

Le vecteur u.<x est le vecteur invariant de X, ! application : X —>  u>x de 2) à E est linéaire : 

^A '  + V = <^X + J ) ' . "'' A A'  = ^X 

Ce théorème exprime l'identité de la notion de champ antisymétrique et la notion de champ 

de moments caractérisée par la propriété (b). Les champs antisymétriques s'introduisent naturel-

lement en cinématique en tant que champs de vitesses des mouvements d'un corps rigide. 

La démonstration s'appuie sur la proposition suivante: 

P r o p o s i t i on 1.2 Soient p, q et m des ¡Mints non alignés dans £, alors : 

(.Y et X(p) = Y(p)..\(q) = Y(q),X(m)=Y{m)) => X = Y. 

Cette propriété équivaut à : 

(Z G D ef Z{p) = Z[q) = Z[m) = 0) => Z = 0 

D é m o n s t r a t i on : Pour ciéniontrer cette proposition sous la seconde forme, soit V le plan de £ 

contenant p. q, m el F (sous espace vectoriel de dimension 2 de E) la direction de V. D'après ¡a 

définition de champ antisymétrique. pour tout point o G £. on a: 

(«) Z{o) • p~ï> - Z(o) q~¿ = Z(o) • mt = 0. 

Si o £ V, les vecteurs p¿. qi et mo' forment une base de E et (*•) entraîne que Z(m) — 0. Si o G V. 

ces vecteurs engendrent F et (*) entraîne que Z(o) est orthogonal à F', mais alors, si l'on choisit 

n £ V tel que on" soit orthogonal à F, Z(n) = 0 d'après ce qui précède et Z(o) • ofi = Z{n)cm = 0 

d'après la notion de champ antisymétrique. Comme on (̂ é 0) et, Z(o) sont dans ¡adroi te vectorielle 

de E orthogonal à F, nécessairement Z(o) = 0. B 
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Le démonstrat ion du théorème 1.3. 

D é m o n s t r a t i on : Il est immédiat que (b) =>  (a), montrons que (a) =>  (b). Soient À' : <f —> E 

un champ antisymétr ique et p £ ¿*, il suffit d'établ ir que u £ E peut être choisi de façon que le 

champ Y : £ —r iE défini par : 

Y(o) = X{p) +ui Ap&, oe£. 

et qui est aussi un champ antisymctrique, coïcide avec X. D'après la proposition, il suffit d'établir 

que X et V' coïcident en trois points non alignés. Soient q et m tels que : pq = u, prñ — v. Alors : 

' (X(q)-X(p))-u = Q 

(** ) I  (X(m)-X(p)) v = 0 

, (X(q)-X(p))-v = (X(p)-X(m))-u, 

la dernière égalité étant déduite de (X(q) — X(m)) -qm = 0 compte tenu des premières. Supposons 

maintenant que {u , v , w}  est une base orthonormée directe de E et cherchons le vecteur u> sous 

la forme : 

ui — i u + y\ + : w , i , ! / , i £ l . 

La condition X(p) — Y(p) est satisfaite par définition de V et les conditions X(q) = Y(q) et 

A"(m) = Y(m) s'expriment par: 

( X{q) - X{p) - :v - yw 

[ X(m) — X(p) — i w - ru 

Le système (*  * *) équivaut à 6 équations linéaires pour trois inconnus x, y, z, dont les 

conditions de compatibi l i té ne sont autres que les relations (**) , vérifiées par hypothèse, et dont 

la solution unique est : 

i = (A"(m) - A ' (p) ) -w 

y = (X(q)-X(p))-vr 

z = (X(q) - X(p)) • v = - Í A - I » - A » ) • u. 

L'implication (a) • => (b) et l'unicité du vecteur u; sont donc établies. L'unicité de u\ entrame 

immédiatement la linéarité de A" —t u-x- •  

D'après (6), un champ antisymétrique est déterminé par uix et sa valeur en un point. L'application 

suivante : 

A" —> (*Jx,X(p)) vecteur de Pliicker 

est une bijection entre espaces vectoriels de D à E x E. Pour un point p fixé dans £, l'algèbre de 

Lie est engendrée par : 

(1) L'ensemble C des champs constants : sous espace vectoriel de 3? tel que u¡x = O, 

(2) ZP le sous-espace vectoriel de V formé des A' tel que X(p) — 0. 
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On a : 

s = c e zP 

On va construire une base de 25. Soit, (o, x, y, z) un repère sur £, on définit : 

£. T). Ç les champs de vecteurs tel que : 

£(p) = x A op, r?(p) = y A ô | , C(p) = z A op. pour p G Í 

i , j , k les champs vectoriels constants tel que : 

i(p) = x, j (p) = y, k(p) = z. pour p £ i 

Alors : B — { i , j ,k ,Ç , JJ ,C}  es^ u n e base de S. Soit X £ S, on peut l'exprimer dans cette base : 

X - Aj i -+• A2j + A3k + A4< + A5r; + A6Ç 

plus précisément, les coordonnées A] , • • •, \§ sont déterminés par : 

Ai i + A2j -f A3k = X(o). A4i H- A5j + A6k = w.v 

1.3.2 La représentation adjointe de D(5) sur 2) 

Déf in i t i on 1.4 Soii .4 ED\£) et X £ 25. ¡a représentation adjointe de D(£) est définie par : 

Ad A • X = A o .Y 0 . 4 "1 € S 

</M» Í.SÍ un champ anlisymétrique tt qxit transforme A par 4. On noff- aua'st par A., l'opérateur 

Ad A. c'est-à-dire le déplacement A opérant sur ¡es champs antisymétriques. 

D'après la proposition 1.1, pour o, p dans £, on a : 

4 ~ ' ( p) = M~'(o) + A~ ' ( ô ^) 

on applique X un champ ant isvmétnque à la formule précédente 

A ' ( . - r ' (p )) = A ' ( . - r ! (o)) +*i x A A ' ^ j 

Appliquons l'opérateur A G SO(Z) : 

A.X(p) = A .A ' l . - r ' l o l l + A ^ i A ô ? 

ce qui montre que A o .V o A~s £ 25, avec : 

- 'A . A' = A(wA' ) 

Pour .4 € ^{£). A. est un opérateur linéaire dans 25 et il possède les propriétés suivantes . 

i..\ = X 

(AX.A2).X =Al.(A2.X)- AUA2£Z(£). 
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1.3.3 La forme de Klein et l 'axe central 

Déf in i t i on 1.5 Soient X, Y sont dans 23, le produit intérieur canonique, on l'appelle aussi la 

forme de Klein, est une forme symétrique bilméatre non dégénérée définie par: 

[X\Y] = ux • Y(p) -u wv • X(p) pour p££ 

ce qui est indépendant de choix de p. 

De plus la forme de Klein vérifie la formule suivante : 

[A,X\A.Y] = [A'|V] (1.1) 

Déf in i t io n 1.6 Sott X G 23 tel que u>x ^ 0, alors: 

(i) L'ensemble Ax — {p G £ \ ̂ x A X(p) = 0}  est une ligne droite. Elle est l'axe central de À'. 

(it) Il  existe un nombre réel fx tel que X(p) = fx^x pour p £ A x (X(p) est donc constant pour 

tout points de A\) : 

Ux-X(p) _ [X\X] 
J X o rj  O 

ux~ ¿^x 

1.3.4 Structure de l 'algèbre de Lie de 3D 

Déf in i t i on 1.7 Le crochet de Lie [A'.V ] e 23 de X, Y G 23 est défini par: 

[X, Y](p) = uix A Y[p) - uy A X(p) pour p G S. 

Nous avons la formule suivante : 

[ .4.A\.4.V] = / l . [A- .y ] (1-2) 

On a remarqué aussi l 'application A*  —• ui\- est un homomorphisme sur l'algèbre de Lie à E : 

^'[.V.V] = Wx Au/)' 

Compte tenu la strurture vectorielle sur ¡P. et avec le crochet de Lie, alors 23 est une algèbre de 

Lie, c'est-à-dire que [A',V ] est une application bilinéaire. antisymétrique et l ' identité de Jacobie 

est vérifiée : 

[A , A] = 0 (ou bien [A , V] = -[Y, Aj ) 

[X.[Y.Z)] + [Y,[Z.X]]+[Z,[Y.X])  = 0 

Déf in i t io n 1.8 .Vous appellerons famille fondamentale de l'algèbre de Lie 23, un triplet de champs 

antisymétrtques (£,r/.C) rwrl nuls, tels qu'ils vérifient les trois conditions suivantes: 

ÎÉ.»7Î = C. h . C ] = i . [Z.Ç] = v (1-3) 

Les familles fondamentales correspondent aux repères orthonormés directs de l'espace E. 



24 CHAPITRE 1. CONCEPTS ET OUTILS MATHÉMATIQUES 

1.4 Les nombres duaux et les champs antisymétriques 

1.4.1 Nombre dual 

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques définitions nécessaires des éléments de base 

du calcul sur les nombres duaux. 

Déf in i t io n 1.9 On appel A l'ensemble des nombres duaux. Les nombres duaux sont exprimés 

sous la forme suivante : 

x = x + ex" avec x,x° G R. 

x est la partie réelle. x° est la partie duale. L'égalité et les opérations dans A sont définies par: 

Egalité : ¿i = ¿2, st et seulement si : xi = 1 2, z\ — x%, 

Addition : x\ + ¿2 = ( i j + X2) + ^ i 2? + £;>)•  

Multiplication : X\Xi — x\ 19 + ((T°X? + x\X%). 

A pourrait aussi être défini comme l'ensemble R*  mur» de lois d'addition et de multiplication 

convenables. 

Ici f est l 'unité dual, vérifiant f2 = 0. Muni de ces opérations, A est un anneau cornmutatif ayant 

des diviseurs de zéro, le quotient 4 est possible si la partie réelle de x est différent de zéro, et : 

— x — (—- pour x • £ Ü 
x x x-

On a aussi la proposition suivante: 

P r o p o s i t i on 1.3 Soit n un nombre entier naturel quelconque, pour les nombres duaux x dont 

la partie réelle est différente de zéro, on a : 

, I ± f x « 4 f —TT=T- 1 st n est paire et x > 0, 
(x-f <X°)- = { L

V nr , I (1.4) 
i x - + t—^3j- si n est impaire. 

D é m o n s t r a t i on : Supposons: x £ A , y G A et x" — y, a lors: 

(y + cy°f = yn+tnyn-ly° 

= x-S-fx". 

Le résultat est immédiat. I 

Déf in i t io n 1.10 (Ve ldkamp) Soit / ( x ) une fonction réelle derivable, on veut la définir pour 

x € A, on pose : 

/ ( x + ( x
0) = / ( x) + ( x 7 ' ( x) 

D'après cette propriété, pour q = q + (d 6 A . en particulier, on a: 

sin q — sin q -t- edeosq. cos q = cos q — ed sin q 

d d 
tan q = tan q + £ 7.—, cot q = cot q — e —^— 

cos- q sin q 
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1.4.2 Mult ipl ication des champs ant isymétr iques par les nombres duaux 

Soit Q : S) —• 2) l 'application linéaire définie par : 

fî(A' ) :p-+ux eC 

de plus Çl vérifie la relation suivante : 

La multipl ication d'un champ antisymétr ique par le nombre dual e s'identifie à l ' image du champ 

antisymétrique A" par l 'opérateur fi. Pour un nombre dual quelconque, on a: 

(x + cx°)x = T • x + x°nx. 

A part ir des propriétés précédentes, on peut obtenir les relations suivantes : 

[A.ii(A) ] =0 
[A,f i (V) ] = [Q(X),Y} = Q(\X,Y])=uJx AU>Y 

[X\Q(Y)] = [n(X)\Y]=u!X-UY 

Déf in i t i o n 1.11 (i) La forme bihnéaire symétrique [Q(X)\Y] — (X\Y) = ux wy est la. forme 

de Kilîingfc 'est une forme positive mais dégénérée). 

(xi) Le produit intérieur dual canonique est la forme bihnéaire symétrique non dégénéré a 

valeur dans A défini par: 

{X\Y} = (X\Y) + [A'|y]i î = (X\Y) + e[X\Y] 

Grâce à l 'opérateur Í2, on peut obtenir des relations[Chevallier] importantes entre le crochet de 

Lie, la forme de Klein et la forme de Killin g et la représentation adjointe: 

(1) Le double crochet 

[X.[Y.Z]}  = [A ' !Z] i ï ( n - [X\Y}Q{Z) + (X\Z)Y - (X\Y)Z (1.5) 

ou bien : 

[A.[V.Z] ] = {X\Z}Y - {X\Y}Z (1.6) 

On montre que {.|.}  est une forme A - bihnéaire symétrique. 

(2) Le produit mixte dual qui est la forme A - tril inéaire définie par : 

{X,Y,Z)-+{X,\[Y,Z]) 

Cette application vérifie : 

{A'.|[V,Z] }  = {Z|[A' ,y] }  = {y| [Z,A' ] }  (1.7) 

(3)Le produit intérieur canonique des quatre champs 

[[A . Y] | [Z, V]}  = \X\Z) [Y\V] + (Y\U) [X\U]  - (Y\Z) [X\U]  - (X\U) [Y\Z] (1.8) 

ou bien : 

[[A , Y] | [Z, Í/] ] = {X\Z} {Y\U} - (Y\U) (A | i / ) - { y | Z }  \X\U) + (X\U) (Y\Z) (1.9) 
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(4) Pour A ¡G D : 

{A.X\A.Y} = {A|Y} , [A.X\A.Y] = [A'|V] , (A,X\A.Y) = (X\Y) 

On peut représenter la base B de 2? définie dans 1.3.1 sous la forme suivante : 

B = {Î2£, ni?, ne, £,»?,<:} 

1.4.3 La représentation adjointe de S 

A part ir de la définition générale de l'algèbre de Lie, nous allons définir un opérateur ad À" G 

£(£>) pour X G 33 par: 

ad A'• Y = [A\ Y] (1.10) 

on appelle ad : 33 -~» £(33) la représentation adjointe de 2?. 

L' identité de Jacobi peut être aussi traduise par : 

[x, [y, z}} + [y, [z, x]}  + [z, [x, y]] = o 

elle est. équivalente à : 

[x, [y, z}} - [y, [x. z}\ - [[x,  Y],Z] = Q 

où encore à : 

ad X o ad y • Z - ad Y o ad X • Z = ad [A', Y] • Z = 0 

ad A" est une dérivation de l'algèbre de Lie 3) : A' —> £(33),(c'est-à-dire un homomorphisme de 23 

à £(5?)). On a donc : 

ad [A", Y] = ad A o ad Y - ad Y o ad A'. ( L U ) 

Si Fon choisit une base B dans 33 comme dans le paragraphe 1.3.1, si A' est représenté par 

[ r i , J"2, £3,14, X5, Xg]f, ce que l'on écrira A' ~ [x\, Xo, X3, x4, 25, x.$]'' avec 

v.v ~ [x4. 15 xe] '. A'(p) ~ [xj , ii. 13]' 

alors, l 'opérateur ad X est défini par : 

0 
x6 

- * 5 

0 
0 
0 

- X 6 

0 
x4 

0 
0 
0 

x5 

- x 4 

0 
0 
0 
0 

0 
x3 

— X2 

0 
X6 

- X 5 

- X 3 

0 
Xi 

- x 6 

0 
x4 

D é f i n i t i o n 1.12 Soit R G £(33), le produit intérieur dual canonique permet de définir l'adjointe 

FT de K. par 

(1) {FT(A) i y }  = { A | R(Y)}, pour X, Y G 23; 

¿es propriétés suivantes sont vérifiées : 

fu) Si R est une application adjointe, alors Ro R* = FC o R = 1; 

fin) Si {Ci ,^2,^3}  forme une base orthonormale du module 23, a/ors /e« matrices de nombres 

duaux de R et FC sont transposés l'une de l'autre: 

X'> 

-x\ 
0 

x 5 

- X 4 

0 

: i . i2 ) 

M at rice (fï* ) = ' (matrice(JÎ)) 
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Considérons (i), pour A" fixé, {A ' | R(Y)} est une forme A - linéaire, donc la forme {• | •} 

étant non dégénéré, il existe U G ¡D tel que : 

{U | Y }  = {X | R(Y)} 

on a donc: U — R*(Y). L'opérateur FF est alors A- linéaire. 

1.4.4 Exponentielles des champs antisymétriques 

La fonction exponentielle joue un rôle fondamental dans la théorie des groupes classiques. Elle 

est définie pour tout groupe de Lie et généralise la fonction exponentielle habituelle ou encore 

la fonction exponentielle d'opérateur. En effet, la théorie générale des groupes et de l'algèbres 

de Lie permet de définir cette application à partir de la notion de sous-groupe à un paramètre. 

Dans le cas du groupe de déplacement iD>, si e désigne l'élément neutre du groupe, pour tout 

champs antisymétriques X G 2>, les solutions maximales / —> $.v(0 des équations différentielles 

avec condition init iale: 
d * ( i ) 

dt 

dm) 

X o * ( < ) , $ ( 0 ) =e 

= $ ( i ) o A ' , $(0) = e 
dt 

sont égales. Elles définissent le sous-groupe à un paramètre engendré par le champ antisymétrique 

A'. On note exp(iA') = $.*(<)• Cette définition reste abstrai te, il convient d'util iser une représentation 

adéquate pour exprimer les calculs. Pour cette raison, on va définir l 'exponentielle de champ an-

t isymétrique à partir de l'exponentielle d'opérateur dans £(©)• Signalons que, pour une telle 

définition, on admet un certain nombre de résultat qui se démontrent de façon générale dans ¡a 

théorie des groupes et algebres de Lie : 

1. A. — B, <=> A = B, pour A, B dans le groupe D (propriété particulier de D j . 

°° / " iad \')n 

2. (exp(iA')) . = exp(ad (tX)) = £ l / ) 

n = 0 

1.4.5 Déplacement dans l'ensemble d'application linéaire 

Propos i t i on 1.4 (Formule d'Ohnde- Rodrigue s généralisée) 

L'opérateur adjoint de T> représentant le déplacement hélicoïdale dont l'are a pour générateur 

normé U 6 Za, d'angle 0, et de translation d s'exprime par : 

R(8,d,U) = (exp{9U))Jexp(dnU)), = (1 +sin¡?ad [; + (1 - cos0)(ad l')2){l  + d a d i i f) (1.13) 

(a) S'il s'agit une translation alors, avec 8 = 0: 

T{d,U) = (exp(diîCO). = 1 + da.dinU) ( 1 . 1 4) 

(b) S'il s'agit une rotation pure alors, avec d = 0 (Formule d'Olmde-Rodrigues [OR40]J •' 

R(0 , f / ) = (exp(0[/)). = 1 + sin Sad U + (1 - cos0)(ad U)2 ( 1 . 1 5) 

E appartient à ¿(2D). 
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F I G . 1.2 - Déplacement engendré par U 

D'après la proposition précédente, si Ton applique un déplacement à un élément X de 23, on a: 

R(9. d, U)X = X + (sin fi +  fideos 9)[U, X) + (1 - cos 9 + fid sin 0)[U, [U, X}} 

Soient tt, v, w les coordonnées de wy dans la base ( i , j , k ) , grâce à ¡a formule d'Olinde-

Rodrigues [Roo77], [Roo78j, on peut exprimer un déplacement sous la forme matricielle 

R(9.d,U) 

( v? + (1 — u2) cos 9 
(1 — cosö)ut- -f sin 9w 
(1 — cos 9)uw — sin 6v 

0 
0 
0 

{u2 — 1) sinö 
uv sin 6 + w cos 6 
un'sin 6 — v cos 9 

i r + (1 — u2) cosö 
(1 — cos (?) ur + sin 9w 
(1 — eos 9)uw — sin 9v 

(1 — cos0)uu — sin 9w (1 — eos9) wu + sm9v 
v~ + (1 — v) eos 0 (1 — eos 9)vu> — sin 9u 

(1 — cos(?)uu.> + sin 9 w2 + (1 — u>2) coso 
0 0 
0 0 
0 0 

vu sin 6 — w eos 9 
(u2 — 1 ) sin 9 

wu sin 9 + veos 6 \ 

vw sin y — u eos p 
rui sin 6 + u cos Ö (ur — 1) sin 6 

[\  — cos9)uv — sin 9w (1 — eos 9)wu 4- sin 9v 
+ (1 - f 1 cosí 1̂ — eos 9)vw — sin 9u 

En pariicu 

tivement 

1 — eos9)vu> + sino u-'2 + (1 — u r) cos 0 / 

ier, nous considérerons les déplacements hélicoïdaux suivant les axes <J, q et Q respe 

R(9,ds,Z)~ 

/ 1 0 0 0 0 

0 cos(9) sin(ö) 0 -sin((?)<4 

0 - s in (ö) cos{9) 0 -cos(9)de 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 cos(ö) 

\ 0 0 0 0 - s i n ( 0) 

/ cos(4>) 0 sin(¿>) -sm(d>}d,f, 0 

R(4>.d<i,, n) ~ 

0 \ 

COS( 0)cfs 

-sin(0)ds 

0 

sin(6>) 

cos(Ö) / 

cos(<p)d.p \ 

0 1 0 0 0 0 

sin{<4) 0 cos{<p) — cos(<^)d<f 0 — s i n ^ ) ^ 

0 0 0 cos(0) 0 sin(<¿>) 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 -sin(<¿) 0 cos(©) / 
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R{4>,dt,T)) 

I cos( )̂ s in(^) 0 — sm{i>)d^, cos(i/;)d ,̂ 0 \ 

— sin(V') cos(V>) 0 — cos(é)dx¡ i — sin(i/>)d,¿. 0 

0 

0 

Ü 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

cos(V>) 

— sin( )̂ 

0 

0 

sin(^) 

cos(V') 

0 

0 

0 

0 

1 ) 

A n g l es d ' E u l er d u a ux 

La représentation des angles d'Euler duaux consiste à décomposer un déplacement en trois 

déplacements successifs de la façon suivante: 

A(V,d,/„afl(Mi,€W,d*,0= < 
fie(O) Du(O) 

0 ReiO) 

Re{0) G 5 0 ( 3) est défini par 

/ cos(^)cos{<^>) — sin(V') cos(ö) sin( )̂ cos(il>) sin(4>) + s in(^) cos(#) cos(<f>) s in(^)s in(ö) \ 

• sin(ti') cos(<¿) — cos(V') cos(6) sin(çi) — sia(i¡>) sin(</>) + cos( )̂ cos(ö) cos(<é) cos( )̂ sin(ff) 

sin(6) s'm((f>) — sin(0) cos(<¡>) cos(6) ) 

Re{0) 

\ 

( 

3 c e o l « n i i« 

) ' c o i o . » < -

• • » ¡ • ( d̂ + .11.(1*) t o i ( « ) < , I D l ( l ) - i i a ( < i ) . i n ( e ) d„  . i n ( «) + .111(0) c o . ( * ) d 0 + COf iwld^, t o l | l ) • !>• («) 
» ) t o i l * ) ^ + i in (< i I i i o ( * ) a ^ u i ( l ) + i m ( * ) . í n ( « ) de c o . ( * l + « m ( . i) i i . l O d ^ - c o i ( « t ) < /0 c o i ( i ) ; • • ( •) 
^ } c c i ( î ) d j — c o i ( 0 ) df e , t in ( f f ) 

W ) i m ( « J d¿ + c o . ( « > ) c < » ( « ) d0 t o i ( ! j - t o . ( v ) • m ( » ) ds t i n ( 4) + c o . t v j d^ c o i ( * ) - . m ( v >) c o i ( 9) i i n ( « ) d v . 
c n r l « ) ^ -f c o . ( i ») u i i ( » ) d ¿ c o . ( «) -f t o p ( i l ) . i o ( « ) d„  » • { <) + c o i ( * ) ( / ^ n i l « K i m ( * ) = m ( »l ! o . ( » ) J, 
» ) t » i ( » ) J, + • i » (l ( . ) d l l , • i n ( ») 

9 ) e o « í * ) d¿ - c o i ( 9 ) d# i i ü í * ) 

A n g l es de B r y a nt d u a ux 

La représentation des angles de Bryant duaux consiste à décomposer un déplacement en trois 

déplacements successifs de la façon suivante: 

R(ô,de,OR{0,dli> ,r])R(t,du,X) ^ 
Re(O) Du(O) 

0 Re(O) 

avec 

( cos(xl') cos(4>) sin(V') cos(<p) sin(<¿j 

- sin(t/>) cos(ö) - s in(^)cos(0)sin(í i) cos(V0 cos(ô) - sin(0) sin(V') sm(<p) sin(#) cos(<¿>) 
sin(î/') sin(ff) — cos(V') cos(ô) sin( )̂ - cos(V') sin(ô) - sin(j/>) cos(ô) sin(<^>) cos(ô) cos(<p) 

I I D ( I ¿ ) c o t ( * ) d ^ - c o i ( o) • i n ( * ) d̂  

3 e c d o » ne 

J ' c o l c n ie 

. ( • ) c o i ( « ) d̂  - am( 
- ci>tt*)d^ t i n ( 9 ) - . 10 

- c o . ( i i . ) d ^, c » i | ») - . :z 
c oa ( « ) . n > ( i » ) d ,̂ 4 . . » (« 
- . i n ( w ) d v .-.• .(») + c o, 

- I IB fg ) I I L ! * ) d # - Î.OP 
- r » i ( « ) . i n ( * ) d e + n o 

i m ( i r - ) i i n ( * ) d ^ - i < i ( i ) c < i i | « | c o . t * ) ^ - . ¡ « ( « J d ,, . m ( ^ ) + c o i | « ) d, ™ ( « l » » ( « ) 
* ) c o i ( l ¡ • m ( * ) dv , - ! « . ( * ) t c i l i l d ^ ( i i | l ) - «in <<*• ) • :«• (« ) d , - e o i ( n) > m ( « ) d, • . » ( «, 

(«¿/J , i i ) ( > ) d # 

c o . ( < * ) d^ . i n ( * ) - tinlê) . ! » ( * ) c o . ( * j d 4 + a i n ( » ) r f( c o i ( > i) + c o . ( 9 ; d8 n i i ( u ) n i « ) 
i i - ) d ^ i u ( < ) i i i ( 4 ) - i in («>) c ( . « ( « ) d¿ t o i ! « ) + c o a ( i i) < o a ( « ) d6 - I I D ( I J I ) itu(ê)dt n u l «) 

9 > de C M [ # ) 
«)d„  co.(*) 
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1.4.6 Représentation des quaternions duaux et des applications ad-
jointes 

Une origine o de £ étant fixée, pour A G 33 on définit : 

A' ->• u)X + cX(o) 

Re(X)=Lox, Du{X) = X{o) 

On peut exprimer un quaternion dual par [Che91] 

= (Re(z)+tDu{z),Re(X)+tDu(X)) P°UT A G l ) > ~ e A 

De plus 
' Re(q) = (Re{z),Re(X)) 

Du(q) = {Du(z),Du(X)) 

Soient qi = ( r ¡ , A'i ) et qT = (¿2, A*2J deux quaternions duaux. ils ont les opérations suivantes: 

qi + q? = (;i + i2. Xi + A'2) 
qi • qz = (-1-2 - {A i jA 2} , ZiX2 + z2Xi + [Xi,X2}) 

On note q = (;, —A') le quaternion conjugué de q. L'ensemble Q des quaternions duaux normes, 

c'est-à-dire, te! que ¡qj = 1 est un groupe pour la loi induite par la multiplication des quaternions 

duaux. 

Si q G Q, on a q • q = (1.0) (c'est-à-dire q - 1 = q), de plus les conditions suivantes sont 

vérifiées 
Re(z)2 + Re(X) • Re(X) = 1 
Re(z) Du(z) + fle(A') •  Du(X) = 0 

On peut aussi écrire les relations précédentes avec la forme de Killin g et la forme de Klein : 

f Re{:)' + (X\X) = 1 
\ 2Re(z) • Du[z) + [X\X] = ü ' ; 

On note L{T>) l'ensemble des applications adjointes, si q 6 Q, il existe un élément R(q) G ¿(2D) 

représenté par 

rt(q)(í)=q[í]q Pour i e î ) . (1.17) 

Où [.] désigne le quaternion dual pur (O.Ç) représentant ( t 2), autrement dit, le déplacement 

f?(q) exprimé en termes d'opérations sur les quaternions purs est l 'opérateur [£] —>• q[£]q. Les 

propriétés fondamentales de cette représentation sont exprimées par 

P r o p o s i t i on 1.5 La relation q G Q —> R(q) G ¿(23) définie par la formule 1.1? est une 

surjection, de plus si q G Q. on a : 

R(q)R(q') = R(qq') 
R{\) - 1 
fi(q)-1 = fi(q) 

Ce qui signifie que la relation est un hornomorphisrne de groupes. 
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Lorsque R = R(6, d. U) est le déplacement d'axe U et d'angle 6 et translation d, alors : 

( ° • e r Ä f,  d rA (Y e d . e\ (. 8 d e \ T i 
q = I c o s - . s m - f/ 1 ( ^ ^ 1 = H c o s 2 ~ f 2 S m 2 j ' l s m 2 + £2 C ° S ^ J 

S'il s'agit une rotation pure, on a q = (eos | , s in | í / ) ; s'il s'agit une translat ion pure, o n aq = 

(l.fet')-
Le même déplacement peut être représenté par le quaternion q ou —q. 

En générale, on utilise les notations usuelles : 

; = ± | c o s- - e - s i n-

V • "TT  d er-

X = sin -U + f — cos —U 

(1.18) 

Tout opérateurs linéaires dans ¿(25) s'exprime de façon unique comme la somme d'un opérateur 

symétrique s et d'un opérateur antisymétrique a, c'est-à-dire, R = a-f s, il s sont définis par les 

formules suivantes : 

s = Re(s) + cDu{s) (1.19) 

a = Re(a)+eDu{a) (1.20) 

les parties réelles Re(a), Re(s) et les parties duales £>u(a), Du(s) sont exprimées par: 

Re(s) = Í 1 + 2 sin2
 r ad 2£ 

U U r. 

Du{s) = d sin - cos - ad £ 

d e 
Re(&) = 2 sin - cos - a d£ 

[1.21) 

DU(SL) - 2 d 1 - 2 sin'' - ad£ 

ou bien 
1 

s = i-(R + Rm)= l{Re(R) + i îe(R)*) + L[Du(R) + Du(R)') 
¿ À Z 

a = ^ ( /? - R') =  l-(Re(R) - Re(R)') + \Î{DU(R) - Du(R)'} 

Puisque la trace d'un opérateur R £ L{T)) est définie par 

û fin 

Trace(R) = Trace(s) = (4 c o s2 - - 1) - c4d cos - sin ¿- (1.22) 
2 1 1 

En général, si l 'opérateur R est donné, on ne peut pas connaître ses paramètres, c'est-à-dire, 

l'angle de rotat ion, la translation et l'axe de déplacement sans aucun calcul. Grace aux relations 

précédentes, si l 'opérateur R € L(£>) est donné, les paramètres associés peuvent être déterminés 

par les relations de la proposition suivante. 

P r o p o s i t i on 1.6 Soit q un quaternion dual dont R £ L{T>) est l'opérateur associé ('équation 

1.17 est vérifiée), et si l'on pose r — trace{R), alors on a 

: = -v/T+T 

ad A' 
2r 
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Si l'on écrit la partie duale et la partie réelle séparément : 

" Reiz) = ±\y?\ + ReiT) 

DUÍT) 
Du(z) = T - ; = 

v/ l + / ? e ( 'j 

i ïe(a) 

(1.23) 
ad (/ïe(A')) = 

ad(Du(À' )) = 

v / l 4- Äe(r) 

D u ( a ) - 4 f i e ( X ) D u ( ¿) 

4/íe(z) 

D é m o n s t r a t i on : Les équations 1,18 signifient que z et X sont déterminés par leur partie 

réelle et leur partie duale, c'est-à-dire •  

9 d q 
Re(z) = ± c o s -, Du{z) = ^z-sin-

Re(X) = sin | t ' . Du(.Y) = ^ cos | t /, 

alors, à part ir de l'expression de trace r, on a tout de suite les deux premières formules dans la 

proposition. 

Si l'on remplace les termes tr igonométriques par z et À' dans la troisième et la quatr ième 

équations de 1.21, on a: 

fie{a) = 2Re(z)&d(Re{X)) 

D«(a) = 4Du(.Y) fic(;j  -i-4 D i u » fie(A') 

on peut obtenir la troisième et la quatrième formules dans la proposition. 
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Chapitre 2 

Modélisation des systèmes 
mécaniques - étude cinématique 

L a cinématique est l 'étude des mouvements des points et des corps. 

Un ensemble de points tels que la distance entre deux points quelconques de l'ensemble ne 

varie jamais est un corps rigide. Un mécanisme est constitué en connectant des corps rigides avec 

des liaisons, les mouvements relatifs sont réalisés grâce à ces liaisons. 

Cette connection contraint les déplacements relatifs des différents corps d'un système au niveau 

de leurs positions et de leurs orientations, voire de leurs vitesses, ou de leurs accélérations. 

Il est raisonnable, lorsque l'on étudie des systèmes de corps rigides, de supposer que leurs 

structures mécaniques ne varient pas continuement. 

Les interactions dépendent exclusivement de la structure mécanique interne du système, c'est-

à-dire de la forme et de la matière des corps, ainsi que de la nature des dispositifs mécaniques 

qui réalisent les articulations. 

D'une manière générale, il est intuiti f de considérer que deux corps sont liés à un instant 

donné, s'il existe localement, au moins un déplacement du système qu'il composent qui n'est pas 

compatible avec la structure mécanique de ce système. 

De plus la notion de liaison doit être indépendante de l 'observateur du mouvement, de sa 

position et de son propre mouvement. C'est ce qui est exprimé par le premier axiome de la 

définition 2.2. 

2.1 Not ion de liaison 

2.1.1 Liaison entre deux corps, degré de liberté 

On considère un corps rigide, il est dit isolé s'il peut se mouvoir l ibrement sans aucune 

contrainte, sinon, on dit qu'il est soumis à des liaisons. En mécanique, il existe plusieurs types de 

liaisons. Dans la l i t térature, on utilise une terminologie en relation avec les groupes pour décrire 

de telles liaisons. 
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En effet, le terme liaison a un sens purement mathémat ique mais il existe, en général plusieurs 

moyens de réaliser une liaison en mécanique. Dans cet te partie, on va modéliser une liaison entre 

deux corps par une relation binaire. 

Considérons deux corps C, et C, connectant par une liaison. Dans la suite, on va adjoindre à ces 

deux corps deux familles fondamentales qui soient rigidement solidaires. Soient Si,Sj ces deux 

familles, alors à tout moment, on peut déterminer le déplacement relatif de Cj par rapport à C¡ 

par le déplacement A tel que : s3 — A o s,, ce déplacement traduit la liaison £¿j entre les corps 

Ci et Cj et Ton écrira : 

5, £tj s. <^=> Sj = A{q) os, (2.1) 

Déf in i t i o n 2.1 L'ensemble des déplacements cinématiquement admissibles pour la liaison £,, est 

défini par: 

m({ , j) = {A G P | SJ - A o SÍ } (2.2) 

Par ailleurs, la réciprocité du déplacement relatif entre les corps C, et Cj entraîne qu'à la liaison 

¿ij reliant le corps C, par la référence au corps C, est associée une liaison (¡j  reliant le corps C, 

par référence au corps Cj, telle que : 

Sj t,j S, s > S, t,j Sj l^-^ j 

L'ensemble des déplacements cinématiquement admissibles m(j, j) associé à la liaison t,3 est donné 

par la relation : 

m[i.j) = mrx{i,j)  (2.4) 

où m_ 1( i , j) désigne l'ensemble des inverses des déplacements de l'ensemble m(¿, j). 

Si m(ï,_/) est un sous-groupe de "2. a lors: 

m(i,j) - m( j. i) (2.5) 

Dé f i n i t i on 2.2 l'nt liaison holonome entre deux corps C, et C3 est une relation binaire £,, qui 

vérifie If s dtui axtomts suivants: 

(axiome i) Si s, et Sj sont dtur famillt s fondamentales rigidement solidaires respectivement 
des corps C, e t C¡ . 
s, C Sj <^=>  A o *-, £ A o Sj pour A £ "2. 

(axiome?) L'ensemble m(i'.j) des déplacements cinématiquement admissibles par le couple cinématique £(j 
est une sous-variété différentulh de ¡D. 

L:n grand nombre de liaisons mécaniques matérialisent des sous-groupes de ~Z. Elles vérifient un 

axiome plus fort que le second axiome: 

{axm3) L'ensemble m(¡, j) des déplacements cinématiquement admissibles par le couple cinématique 

C,j est un sous-groupe de Lie. 

Concrètement ¡a propriété s, (,} Sj signifie que les positions relatives d:-s soucies vérifient cer-

taines conditions. Le premier axiome signifie que si l'on déplace "en bloc" les deux solides en 

partant d'une configuration admissible on obtient une configuration admissible. Autrement dit, 
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après avoir subis le même déplacement, la position relative entre les deux corps n'a pas changée. 

Dé f i n i t i on 2.3 Un couple cinématique est la réalisation matérielle d'une liaison holonome entre 

deux corps. 

- Un couple cinématique est dit inférieur s'il peut réaliser un sous-groupe du groupe des 

déplacements. 

- Un couple cinématique est dit supérieur si le déplacement relatif peut être réalisé par des 

contacts ponctuels ou linéaires. 

Déf i n i t i on 2.4 Le nombre de degré de liberté d'un solide soumis à une liaison holonome est la 

dimension de la variété m(z", j) du deuxième axiome (c'est le nombre de paramètres indépendants 

nécessaires à la description des positions relatives des solides Ci, Cj, il  s'agit des "paramètres 

articulaires" en robotique.) 

2.1.2 Représentat ion des déplacements avec sous groupe à un paramètre 

La notion de groupe à un paramètre joue un rôle essentiel dans la modélisation de liaison, 

puisque les déplacements admissibles d'une liaison géométrique peuvent être décomposés en un 

produit de sous-groupes à un paramètre. En effet, nous avons vu que dans une configuration 

donnée, on peut adjoindre un corps C une famille fondamentale (voire la définition 1.8 du 

chapitre précédent) s = (£, n,Ç) à laquelle est associé un repère orthonormé. Ainsi, si une famille 

fondamentale s — (£.r/,C) e st fixée et si une configuration de référence de C est choisie, alors il 

existe un unique isomorphisme de l'ensemble de toutes les familles fondamentales sur l'ensemble 

des configurations d'un corps rigide ', sur la configuration de C. Par la suite, le nombre de degré de 

liberté permis par une liaison peut être défini comme étant le nombre de paramètres indépendants 

nécessaires pour engendrer la variété différentielle des déplacements cinématiquement admissibles 

pour cette liaison. 

Un déplacement spatial peut être représenté par une translation et une rotation. 

2.1.3 Classification des chaînes cinématiques et sous-groupes de Lie 

On appelle couple cinématique une liaison entre deux corps successifs. 

La théorie des groupes offre une méthode très simple pour la classification [Her78] des chaînes 

cinématiques. 

Grace à l'application exponentielle définie dans le contexte de la théorie des groupes de Lie et 

la notion de familles fondamentales, il est possible de caractériser explicitement ces déplacements 

pour permettre de faire un calcul symbolique directe dans l'algèbre de Lie D 

1. La notion de configuration du corps rigide C est un élément dp modélisation assez abstrait, généralement une 
configuration est donnée par rapport à une référence, éventuellement virtuelle. L'ensemble des configurations d un 
corps rigide forme une variété différentielle (voire [Chevallier -86]). 
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Classification des chaînes cinématiques et des sous-groupes de D 
chaînes 
cinématiques 

Encastrée 

Prismatique 

Rotoïde 

Hélicoïdale 

Cylindrique 

Translation 
Í plane 

I 
i 

j Plane 

1 

1 
Translation 
spatiale 

Sphérique 

¡ 
V 

A' 

Libre 

Type 

O 
d.d.l. = 0 
Pc d.d.l. 
= 1 

fi ( d.d.l. 
= 1 

Hç d.d.l. 
= 1 

C( d.d.l. 
= 2 

Pnc d.d.l. 
= 2 

d.d.l.= 3 

d.d.l.=3 

S0 d.d.l. 
= 3 

>< 

A'c d.d.!. 
= 4 

F d.d.l. = 
6 

Caractérisation géométrique de la chaînes 
cinématiques 

point fixé 

Les déplacements C.A. réalisé par une telle 
liaison, s'obtiennent par des translations sur 
le bord du prisme de contact 

Le contact est établie sur une surface de 
révolution. Les déplacements C.A. par une 
telle liaison, s'obtiennent par une rotation au-
tour de t'axe de la surface. 
Le contact est défini par une surface de la 
forme d'une vis. Cette surface est entièrement 
déterminée par la donné de l'axe du cylin-
drique inscrit et le p défini par la vis. 

La surface de contact entre ces deux éléments 
est un cylindre de section circulaire. Les 
déplacements C.A. s'obtiennent par la com-
position d'une rotation dont l'axe est celui du 
cylindre et une translation le long du même 
l'axe 
Les éléments d'une telle paire peuvent trans-
later librement l'un par rapport à l'autre en 
restant dans un même plan 

Par rapport à la translation plane, les 
éléments de la paire peuvent subir des rota-
tions autour d'une normale à ce plan. 

Cette liaison permet des translations 
indépendantes, des éléments de la paire Tun 
par rapport à l'autre, dans les trois directions 
de l'espace. 

Le contact entre les éléments de la paire a 
lieu sur unt: sphère. La situation de chacun 
des éléments de la pair« est donnée par rap-
port à celle de son partenaire par trois angles 
de rotations autour du centre O de la sphère 
coniàci. 
Définie par des déplacements hélicoidaux sui-
vant une direction de l'espace et des transla-
tions indépendantes dans deux directions du 
plan perpendiculaire à cet axe. 

Définie par des déplacements cylindriques 
suivant une direction de l'espace et des trans-
lations indépendantes-dans deux directions 
du plan perpendiculaire à cet axe. 

La liaison n'impose aucune contrainte 

Déplacements C.A. 

e 
Élément neutre du groupe D 
exp(diïC) 
tel que Ç est un glisseur uni-
taire et l'axe Aç est le bord du 
prisme. 

exp(0C) 
tel que £ est un glisseur uni-
taire et Aç est l'axe de rotation 

tel que £ est un glisseur unitaire et 
/\r est l'axe de la vis. 

exp(<?C + düCí 

tel que £ est un glisseur uni-
taire et A^ est l'axe du cylindre. 

exp(i2(a£ + br,)) 

tel que s = (£,Tj,C) forme une fa-
mill e fondamentale 

exp(f2(a{  + fcr)))exp(<K) 

tel que s — ({,»?,£) forme une fa-
mill e fondamentale. 

exp(íí(oí + fer) + cÇ)) 

tel que s = (i,f7,C) forme une fa-
mill e fondamentale. 

exp(9i + <PV T t/'C) 
tel que s = (£ .T¡ ,C) forme une fa-

mill e fondamentale. 

exp{íí(aí + ÍTj))exp(t/.'(l + íip)() 

tel que s = (£.n,C) forme une fa-
mill e fondamentale. 

exp(H(a£ + 6n)jexp((ii' + iîc)() 

tel que 5 = ( C ^ C) forme une fa-
mill e fondamentale. 

tel que s = (£.»7,0 forme une fa-
mill e fondamentale. 

2.1.4 Notion de graphe d'un mécanisme 

On considère un système mécanique S constitué de m corps rigides Ci. C?, • • -Cm, on suppose 

que l'on sait associer à chaque corps C, pour i = 1, • • - ,m, un repère 72.,- qui lui est solidaire. Il 

existe des couples cinématiques entre certains corps de ce système et. on fait l 'hypothèse que ces 
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couples sont holonomes. 

On note C l 'ensemble des couples du mécanisme, £,j signifie le couple entre le corps C, et le 

corps Cj. 

Pour modéliser les déplacements de ce mécanisme, il suffit de connaître ses configurations 

cinématiquernent admissibles et dans lesquelles peuvent se trouver les corps qui le composent. 

Dans le cas des mécanismes bouclés, ces configurations sont difficiles à déterminer. On se pro-

pose d'étudier le déplacement relatif au référentiel TZ\ solidaire du corps C\\ ainsi le corps C\ est 

considéré comme fixe et le système est composé de m ~ 1 corps rigides en déplacement. 

Pour étudier l'ensemble des configurations cinématiquernent admissibles d'un mécanisme, on 

est amené à représenter son architecture, c'est-à-dire la manière dont les corps sont reliés les uns 

aux autres. 

A un système mécanique 5 composé de m corps soumis à un ensemble de liaison C. on associe 

le graphe simple Q{S) = {{1 , 2, • • -},g(S)), où g (S) est un ensemble de couples d'éléments de 

{1.2, • • , m } , tel que {i, j]  € g (S) si et seulement s'il existe une liaison entre les corps C, et Cr 

Alors les correspondances suivantes s'établissent entre le graphe du système mécanique et son 

architecture : 

• A chaque corps, on associe un sommet du graphe. 

• A chaque couple, on associe une arête. 

• S'il y a un couple entre deux corps alors les sommets correspondants sont voisins. 

• Le graphe d'un mécanisme est connexe. 

Déf in i t i o n 2.5 On dit qu'un système mécanique est fermé, si le graphe associé contient une 

boucle Sinon c'est un mécanisme arborescent. 

Pour un mécanisme bouclé, on note (, la liaison entre le corps C, et le corps C, + \ ; particulièrement 

lorsque le mécanisme est une boucle £m+i est identique à l\. 

Dans cette thèse, on s'intéresse particulièrement aux systèmes en boucles fermées. 

Quitte à diviser le système mécanique en plusieurs sous-systèmes et à les étudier séparément, on 

peut considérer que ie système~«t complètement interconnecté, c'est-à-dire que son graphe est 

connexe. 

2.2 Traitement des mécanismes bouclés 

On se propose d'étudier le déplacement d'un mécanisme composé de m corps rigides vu par 

un observateur solidaire du corps C\. 

Pour un système mécanique bouclé, on ne peut pas assurer que l 'ensemble des configurations 

admissibles est une sous-variété, on se propose donc d'étudier l'existence du degré de liberté et 
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d'un paramétrage adéquat d'un mécanisme à structure bouclée. 

Essentiellement, dans l 'optique que l'on s'est fixée, les problèmes à résoudre sont de trois ordres 

et se formulent en ces termes : 

• Considérant un mécanisme dont on connaît la nature des couples cinématiques, c'est-
à-dire, les générateurs correspondants à chaque couple (voir tableau), est-ce qu'il 
possède un véritable degré de l iberté? Si oui. comment déterminer ce degré de l iberté? 

• Considérant un mécanisme dont on connait la nature des couples, et dont on sait 
qu' il possède un degré de liberté local, comment déterminer les relations entre les 
paramètres au premier ordre? 

• Comme déterminer les configurations singulières? Est-il possible de classifier les 
différents types de singularité dans les mécanismes? 

Dans un premier temps, on va approfondir les aspects mathémat iques aux notions de degré de 

liberté et de paramétrage pour déterminer quelles sont les hypothèses et les restrictions que l'on 

devra admet t re pour mener à bien la modélisation des mécanismes considérés. 

Dans ce qui suit de ce chapitre, la référence principale est [Ler87]. 

2.2.1 Description du problème, équation de fermeture 

On considère un mécanisme S constitué de m corps C\, • • • ,Cm, dont les couples sont holo-

nomes régulières et dont la structure est bouclée. 

On utilise pour paramétrer S m une carte q = {<ji , q-¿, •  • • • 9m}, chaque q¡ correspond à un 

couple £,-. on peut donc appeler q¡ le paramètres articulaire associé au couple £,. 

A chaque couple i , d'un mécanisme est associé un sous groupe de Lie de ¡D dont l'algèbre de 

Li e est une sous algèbre de Lie de 23. En utilisant l'hypothèse de sous-groupe à un paramètre, ce 

sous-groupe de Lie est décrit par la donnée de carte sous la forme d'une application q, de 5. dans 

EX 

Déf in i t io n 2.6 La fonction du couple (., est l'application A, de K dans D' telle que: 

.4, = Ai(qi) =exp(ç,£,) 

où £, est le générateur de déplacement. 

Déf in i t i on 2.7 On appelle équation de fermeture d'un système mécanique bouclé l'équation 

définie par : 

/ ( ?) = e 

où f est une application de S m dans D : 

fil)  - ^ l ( î l ) 0 /M<?2) ° ' - , 0 ^ m ( ? m) 

Dans une configuration quelconque, la fermeture de mécanisme est caractérisée par Dof(q) — D, 

où D G D représente le déplacement du corps Ci de référence. 
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V 

/_ 

/ 

_ \ ! 

(c) 

/-

/ 

• \ 

\ 

/-

(d) (e) 

• \ / _ \ 

(0 

FiG. 2.1 - La salière 

D é f i n i t i o n 2 .8 L'ensemble des configurations cinématiquement admissibles d'un mécanisme bouclé 

est le sous ensemble f~l{e) de K m : 

M = f-l(c) = {q&M'\f( q) = e} 

Un élément q de M sera appelé configuration admissible compatible avec les liaisons associés. 

Si le mécanisme peut effectivement se fermer, l'ensemble M n'est pas vide. Il y a au moins la 

configuration de référence où l 'équation de fermeture est vérifiée, on note cette configuration par 

9o = (çoiî 902. ' "<<7om) ( 9o G Ai) . Si le mécanisme ne peut pas fonctionner M est réduit à un 

ou plusieurs points isolés de Rm. 

M n'est pas une sous-variété en absence d'hypothèses supplémentaires. C'est-à-dire a priori, 

l 'hypothèse que M est une sous-variété de Rm est fausse. 

U n e x e m p le de mécan i sme s ingul ier 

On considère un mécanisme décrit dans la thèse de Papegay composés de quatre barres reliées 

entre elles par quatre liaisons rotoïdes, on l 'appelle salière. Ses barres sont de même longueurs 

et les axes sont orientés comme décrit sur le dessin 2.1 en haut représentés deux configurations 

régulières et en bas représentés le mécanisme en configurations singulières. Les configurations 

singulières correspondent topologiquement dessin 2.2: 

Il est clair qu' il existe des points singuliers au voisinage desquels M n'est pas une sous-variété 

de F:m. En ces points, le degré de liberté n'a pas de sens. En général, il convient de les éviter au 

moment de la conception des mécanismes. 

Il existe aussi d 'autres types de singularité. Il est donc intéressant d'analyser les différents types 

de singularités qu'on a rencontré dans les mécanismes. 
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FlG. 2.2 - Les configurations singulières de la salière 

2.2.2 Différentiabilité de l'équation de fermeture 

En effet puisque D est un groupe de Lie et que l 'application exponentielle est C°°, alors 

l 'application A, de K dans E) définie pour tous les couples est une application C°°, ainsi que / . 

Cela assure la différentiabilité de A, et de / . 

P r o p o s i t i on 2.1 L'application de fermeture est une application C°°. 

R e m a r q ue 

Le déplacement d 'un système mécanique de solide rigide dans l'espace euclidien iRm est une 

application C K , nous l'identifions comme une application / : A' —• D, N est une variété, D est 

le groupe de Lie des déplacements rigides. Nous sommes concerné seulement par les structures 

de telles applications et les déplacements locaux: / : (N,q) —>  (K, A) un déplacement avec un 

poiii t q £ A', A € ZJ. 

Considérons deux déplacements locaux f¡ : (A' i ,çi ) —• (ÍD, Ai) et fo : (A'2,72) —> (E\ A2) sont 

dites I-équivalents. s'il existe un difféomorphisme local g et des applications rigides c et r pour 

laquelle le diagramme suivant est commutat i fs où haT est, une application de D —• ID' définie par 

O -4 a0T. 

(N\.Ql) —• '• ( D . ^ ) 

<? Í î VT 

(A'a,?2) - ^ / 2 (DM2) 

Nous considérons un système mécanique 5, A' est l'espace de paramètres articulaires, On peut 

montrer que les déplacements locaux quelconques sont I-équivalents à la forme : 

/ : ( Rm 0 ) - + ( D , e) 

où m = dim M et e est l'élément neutre du groupe D. Deux telles applications p\ et p.2 sont 

I-équivalents lorsqu'il existe un difféomorphisme local h et une application rigide a pour laquelle, 

le d iagramme suivant commute: 

( K m , 0) —> f l (D,e) 

9 î t A* 
( Em , 0) — ^ (D,e) 
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Prenons la différentielle dans le d iagramme précédent, nous obtenons un diagramme l 'applications 

linéaires : 

mm -
Tgt 
M m -

yTJl 

_>T/3 

D 

ta 
2) 

où l'espace tangent à t m à l'origine est lui même, et où ¡D est l'algèbre de Lie de D. L'application 

du côté droit du d iagramme définit une application de S à son algèbre de Lie appelé application 

adjointe, elle est un opérateur linéaire de 2), alors nous observons que pour des applications 1-

équivalents f\ et / T , les images de la différentielles Tf\ et Tfa sont équivalents. 

Soit U un ouvert de Rm , l'espace vectoriel tangent en g € U à U peut être considéré comme le 

sous-espace affine {q} x K m de Rm x M m, pointé par (q,0). Ainsi, l 'ensemble de tous les vecteurs 

tangent à U n'est autre que U x M m, sous-variété de M m x Em . 

Plus généralement, si M est une sous-variété C°° de M m, alors, l'espace vectoriel tangent en 

q G M à M peut être considéré comme le sous-espace affine {q} yTqM C K m x Mm de ¡Rm x Sm . 

Puisque nous nous intéressons particulièrement aux mécanismes fermés, alors / est l 'équation 

de fermeture qui est une application C°° de M m à D, alors l'espace tangent à f(q) peut être 

considéré comme le sous-espace {/(?)}  x T/(9)D de D x 2) pointé par (/(<?), 0), ainsi l'ensemble 

de tous les vecteurs tangent à D n'est autre que ¡D x 2). 

2.2.3 Différentielle de l 'équation de fermeture au premier ordre 

On note ou f'(q) la dérivée de f(q) par rapport à g, et —— la dérivée partielle par 
dq dq, 

rapport à q¡. On va considérer la différentielle des équations de la c inémat ique: 

Propos i t i on 2.2 Si q —> A(q) est une application différentiable de M à ID, alors: 

• il  existe pour chaque valeur q un élément £(g) G 2) (champ antisymétrique) tel que : 

^-Ml)(p)=a<])(Mq)(p)) Pour p e í (2.6) 
dq 

• Si u)(q) G E est le vecteur invariant de £{q), la dérivée de la partie linéaire de A(q) est : 

- A ( ç ) ( v ) = u ( } ) A A ( } ) ( v ) pour v G E (2.7) 
dq 

La proposition s'applique aux sous-groupes à un paramètre. Si A(q) = exp(<?£), avec £ fixé, alors: 

— A(q){p) -^oexp(q^) 
dq 

Coro l la i r e 2.1 Soient A(q) : K 2 —>  D une application différentielle Cx, telle que A(q) = 

Ai(q\) o ^2(92), alors : 

A'(q) x = (x l̂{ql)+x7Al(ql).o^(q2))oA(q) pour x £ K2. (2.8) 

avec : Ai(qi), o £2 = A i o £2 ° A^1 •  

D é m o n s t r a t i on : Puisque : 

AT : K 2 x l 2->-ID>x 2) 
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{q,x) -> (A{q),n(q) -x) 

alors : 

A'{q)-X = (~A{q), —A(q))-X 

~ xi—Ax(qi) o .42(92) + x-¿ A i (g i ) o —-.42(?2) 
091 a?2 

= 2"i6(9i) 0-4 i (g i ) o A2(q2) + x2(q2)M{qi) ° 6 ° ¿2(52) 
= ^ i 6 ( 9 i ) ° -4(9) + ^2(92) A i o ^ o ^ r 1 ° ̂ (?) 

= ( i i 6 ( 9 i ) + x 2 ^ i ( 9 i ) . =>6(î2)) 0 ^ ( ?) 

On obtient : 

ju(g) • x = xi6(<7i) + Ï 2 ^ I ( 9 I ) « ° 6 ( ? 2) 

qui est un élément de 2) mais, A'(q) • x G T^f^D. I 

Les rotations autour d'un point fixé peuvent être représentées par une application de E3 —*• D : 

A{q) = exp f9 i6) ° exp (g26) ° exp(ç3£3}  (2.9) 

D'après la proposition précédente, sa dérivée s'écrit sous forme suivante: 

-4'(9) x = [xiÇi  + X 2 e x p ( 9 , 6 ) . Í2 + x3exp ( ( / ¡ 6 ). o exp(q7h).&) ° A(q) pour or G M3 

(2.10) 

Il est composé de trois champs antisymétriques qui sont des fonctions des paramètres articulaires. 

Propos i t i on 2.3 Soit q —> A(q) une application différr.ntiable de ffi à D, pour A' G XS constant, 

on a : 

^-A(q).X = ad^q)0A(q).X (2.11) 
dq 

D é m o n s t r a t i on : Supposons > = A(q). • X, a lors: 

¿Y dA(q) , cM- ' (9) 
— o A o .4 (9) + A(g) o A o dq do * <fç 
- * e „ , A A J î ) o A' o .4 -I ( 9) - A(ç) o A oA~l{q) • £(q) 

= [<(<?)• -4(7). (9)] 

D'après la proposition ci-dessus, on a; 

4- A~l(q). X = - / T l ( ç ) . o ( a d í- A') pour A G D (2.12) 
09 

En effet . 

- ^ ( 4 ( 9 ) . o . 4 -: ( g ) . ) .A = 0 

ce qui implique : 

^ (.4(c).) o .4 " ¡ (9 ). • A + A(q).^A-l(q). • X = 0 

L'équation 2.12 est évidente. 

Pour simplifier les notations, on note R, par .4¿(c,).. 
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Nous allons considérer la dérivée de l 'équation de fermeture. 

P r o p o s i t i on 2.4 f(q) est une fonction analytique à valeur dans D. la dérivée f'(q) • x est une 

application de Rm dans Ty^jD, elle est définie par: 

/ ' ( ?) = ( M ? ), ^ ( 9 ) , , • • •, / i m { , ) ) o / ( g) (2.13) 

Sa valeur en x — (x:-)i<i<m de Rm est donnée par: 

m 

f'(q) •*  = 5 > * A M ? ) o / ( î ) (2.14) 
fc = l 

Lfi s champs antisymétriques /i/c(g) soni définis par: 

Hk{q) - R\ oR2o---oRk£k o f(q) (2.15) 

D é m o n s t r a t i on : Compte tenu de la proposition 2.3, on a: 

= ( { ! , • • •, i î l O - . - o i î i Î , - , • • -, Ä ! O - - - O «„,€„  ) o / ( ? ) 

= ( ^ 1 ( 9 ). ^2(9). • • •, ßm{g)(q) ) o f(q) 

I 

On présente quelques notations utiles pour la suite: 

• Sa sous algèbre de Lie de X> engendré par (ßi{q), • • • ,pm(q)). 

• 3g sous espace vectoriel de &a engendré par (/jj (q), • • • , ßm(q)), c'est-à-dire l'image de f'(q) 

dans 23. 

• <£>q est un supplémentaire de 5, dans S0 . 

L'étude du degré de liberté d"un mécanisme S est équivalent à l 'étude de la variation de rang de 

f'iq) une famille de vecteurs n,, pour » = 1, • • •, m. Autrement dit, le degré de liberté dépend de 

la dimension du noyau de f'{q). Si le mécanisme 5 possède un degré de l iberté, alors les vecteurs 

fi,(q) ne sont pas indépendants. On note alors par les indices a les vecteurs indépendants / iQ(ç) 

qui forment une base de J ,; les autres, on les note par les indices i. Si le rang de f'(q) est égal à 

r, alors il y a r valeurs de a, et m — r valeurs de ¡. 

Si l'on exprime /i, (9) relativement à une base p-a{q) de 59 , on obt ient: 

M?) = £<?(?)/*«»(«) 

ou les coefficients {C?(q)} sont des fonctions de q à valeurs dans M. 
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R, 

FlG. 2.3 - Sous espace Eq et le supplémentaire Rs 

2.2.4 Étude locale de f{q) 

On suppose que M est une sous variété de dimension m — r de M m, on se donne qo sur Ai et 

Ton étudie M au voisinage de ijo-

Soit qo dans A/, il existe un voisinage V0 de qo dans K m et une application g unique de E ? 

dans K., analytique telle que l'on ai t: 

q G V'o O A/ <=> x G !R? tel que q = qü + x + g(x). 

En effet, tout q voisin de qo s'écrit alors: f(qo + x + y) — e. Soit 4> définie par: 4>(x,y) — 

f(qo • + x + y). Par hypothèse, l'application tangente en x = 0 à y —• <i(Û,y) est un isomorphisrne 

de P., sur le sous espace $q de 23. 

A l 'approximation linéaire, la fonction de fermeture est exprimée par : 

P r o p o s i t i on 2.5 A l'approximation liriéairt,  la relation de fermeture s'écrit : 

Qa = <?Qa - V ] Q Q ( 9 o ) ( 9. ~ Çio) + N°(<7.- ~ Çio)- ( 2 . 1 6) 

1 

la famille de fonctions HQ(ç, — q,0) est du deuxième ordre. 

(Pour la démonstrat ion, voir la page 74 de la thèse de Lerbet [Ler87]). 

Puisque le rang de f'(q) n'est pas maximal, alors le noyau ]S.g de f'(q) n'est pas réduit à zéro, 

il est défini par la proposition suivante, ainsi qu'un supplémentaire dans R""'. 

P r o p o s i t i on 2.6 (i) On a la caractérisation suivante du noyau E, de f (q) : 

Rq= {x G 5 -m | xa = -STc?(q)xt} 
1 

(xi) On peut choisir pour IR.a un supplémentaire de Híq dans Rm ; 

R, = {x G 51" j x, = 0} 
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D é m o n s t r a t i on : (i) On prend le 1er ordre de la formule de Taylor, de plus fia est une base 

de 5g , on a : 
0 = f'{q)-x 

= J2 (zo + ^ c ? (?)*.) /M Í 

d'où (i). 

(ii ) Si R, est un supplémentaire de R, dans M m, alors on a: 

¡P., et R, sont des sous espaces vectoriels de Rm , on peut les caractériser par une base Xq et X, 

respectivement. Par exemple: 

(1) Une base de Kg est composée de m — r éléments, c'est-à-dire, Xq — {-f*} , i ayant m — r 

valeurs. 
X1 - | ' si fc=i, j „ . 

?,c \ — C£ si Ar prend les valeur de Q. 

(2) Une base de E, est composée de r éléments, c'est-à-dire, X, = {A* 3
a} , a ayant r valeurs. 

xï*  = \ i si i.fc = ! i ' i i A • ( 2 1 8 i 

,K [ 0 si k prend les valeur de Î . 

2.2.5 Dérivée d'ordre 2 

Après avoir calculé /'(<?}, on sait que /'(<?) peut être représenté par une matr ice 6 x m, ce qui 

permet d'étudier le problème de la variation de rang de f'{q). Il s'agit d'un problème difficil e si 

Ton fait aucune hypothèse sur M. Ce problème sera considéré dans le chapitre suivant. 

La principale difficulté rencontrée dans l 'élaboration des dérivées est due à la présence de f(q) 

dans l'expression de / ' ( ? ). 

On utilise l'hypothèse de sous groupe à un paramètre exposé à ¡a section 2.2.1. les calculs 

sont développés et poussés jusqu'au bout dans le cas du second ordre. 

Afi n de faire des analyses plus profondes, il est important d'évaluer l 'application linéaire p'(q) 

ou la dérivée seconde de / . 

Nous util iserons la structure particulière du groupe ¡D qui est un sous groupe du groupe affine 

£a(£). On a de façon générale : 

fT : Rm x Rm -> D x V 

( ? . * ) ->• ( / ( g ) , ( M ? ) • * )) 

où x e P-m et fi(q) est une application linéaire de Rm à £ ( Rm , 2 )) définie par : 

li  : l n -*  £ ( Rm , D ) 

q -> n{q) -x = y^2,xknk{q) 
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P r o p o s i t i on 2.7 Pour tout q de lP,m, on a. 

dq¡ 
0 si k <i 

{p¡(q),Pk{q)~\ si k > / 
(2.19) 

Il s'agit d 'une application directe de la dérivation de l 'application Ad d'un groupe de Lie. 

De plus, si l'on dérive ßk{q) par rapport à tout q, on obtient la formule suivante : 

Í dßk(q)\ 

\!<k 

P r o p o s i t i on 2.8 Soit q G IRm, p! a la forme suivante : 

v'(q)(x,y) = J2 '52xlyklt li(<]),Hk(q)} 
k t<k 

P r o p o s i t i on 2.9 On défintt Bq l'application bilinéaire de Rm x Mm dans 2) par: 

Bq(x,y)= fj'(q)(x,y) = ^2 X̂iyk\ßt(q),tik(q)] pour x, y G ¡Rr 

*  l<k 

pour tout {x, y) dans ¡S"1 x Rm , et écrire la formule ci-dessus : 

Bq{x, y) - r ' B , y pour x G Rq, y € Rr 

(2.20) 

(2.21) 

B0 

0 [pi (9). AÍ2Í<7)] 

lt*i(q)-v?(q)} o 
[^l(<?),^m(9)] 
[P2(<?).Pmi<?)j 

0 t/'!(<?)./W;<?)] [/J2Í9).MmÍ9)j • ••  

La proposition suivante précis«' 1<> fornsf de /"(<?). 

P r o p o s i t i on 2.10 .S'oj/ q G ?."\ f"(q) a la formt suivante: 

f"(q) • (x.y) = ( f l , (x . y) + (u(ç) • x) A (^( ,) • y)) o f(q) 

où u(q) est la partie itnt'airr  d( p(q) •  

Cette proposition est la base pour calculer ¡es dérivées à tout ordre de ¡(q). 

D é m o n s t r a t i on : Puisque 

f'(q)-x = (p(q)-x)of(q) 

f(q) est dans "2 et p(q) • x dans £!. De plus, on a : 

/ TT . • m w "z w x 7m) x C?.m x ?„m) 
((9, r5ç),(x,y)) 

(2.22) 

(ID x D) x (D x D) 

((/(?)./• *(?) ¿q)Av(q) -x.(u(ql -Sq) A (/i(?) • y) + p.'(q){&q. x) 

De cela, on tire 

/ " (?){* , y) = ( u ( ç ) - i ) A ( / j ( 9 ) - y ) o / ( î ) + i i ' ( ç ) ( i . y i o / ( 9 ) 
= (Bqix.y) + {u(q) x) <\{ß(q) -y)of(q) 
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D'après la proposition 2.10, avec l'hypothèse de sous groupe à un paramètre /"(</) prend la 
forme suivante : 

f"(q)(*,y)=  (EE*V[M9),M?)] + E ^ u ^ ) A E y ' ^ M ° fii) 
\ k l<k k t ) 

où uiç(q) est la part ie linéaire de pk(q)- Pour cette formule, on a les remarques suivantes: 

- En général, f"{q){x, y) n 'appart ient pas à T) mais seulement à l 'ensemble des champs de vec-

teurs affines de £ dans E, puisque le deuxième terme 2_,y uk{q) A display style \ ^ y pi\q) 
k t 

n'est pas symétr ique. 

- Si l'on considère sa restriction à Kg x R9 elle prend la forme suivante : 

| / " ( ï ) ( * .y )=£H I V , [A ' / ( î ) .P* (9) ] Pour i E 
*  t<k 

(2.23) 

puisque : 2_^ T ßt(l) — 0-

Grâce à la notion de groupe de Lie. on peut obtenir 2.23 sous une forme simple et importante 

dans la suite. 

Il est donc nécessaire que : 

f"(q){x,x) € S? pour i G l , 

D'après les calculs, il semble qu'il soil nécessaire de calculer toutes les dérivées mais, à notre 

connaissance et d'après les exemples qu'on a traités, le calcul de la dérivée d'ordre 2 est suffisant. 

P r o p o s i t i on 2.11 St les r premiers éléments de la suite p forment une base de 5, .suri?., alors 

Bg(x.x) peut être simplifiée sous la forme 

Dq (x.x) = ]j T Yl xaX3[P3{q),pa(q)} + E5Za:.-J- j [Pj(</).^.( '7)] i>o"r x£Rq (2 24) 

a (¡<a 

ou bien écrit sous la forme symétrique . 

> j « 

ß, (x .x) = x'a B° xa -r x\ E' • x, pour x £ K. 

x'a = (rl.---.xr)
t. z\ ( X r + i . - • • , X r , 

0 ÍPiÍ7),P2(g) 

„ _ i [ W,q)^i(R)] 0 

I 

b:(<?).M<?) ] 

B' 

0 

0 / 

[Pr+\(q),Pr  + 2{q)\ 0 

V \^r+ï{q),Pm{q)) [Pr + 2{q),Pm(q) 

UIr+i{q),ßr+2{q)}  • • • [ßr+\{q),ßmiq)} \ 

) 

iP-r+7(q),Pm{<])} 

o 
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(a) (b) 

la figure (a) représente l'aire (partie couleur grise) de calcule après la simplification; (b¡ représente l'aire de 

calcule avant la simplification. Après avoir simplifié, on peut économiser " m 3 r % de calcul. 

FlG. 2.4 - Simplification de la formule dérivée d'ordre 2 

D é m o n s t r a t i on : Compte tenue l'équation 2.21, on a: 

Bq(x,x) - Y^YlXkXl^^ q^ßk^ 
k (<k 

a ¡}<o  t ¡3<j j I < J 

- ^2^2xaXä[fij(q),ß<i{q)} + '^2'^2XJ [ ~Y1C?X' ) il iB(l)>YlC°IÀa{<l)} 
a ¡l<_a J ¡3 \ : / o 

J Kj 

=  5 1 V xo-rj[l¡j(l),Ma(q)}  + ^  ̂ x,£j[nj(q), f-hiq)} 
a a<a 1 J O 

Lorsque x G ?;,, la formule précédente permet de diminuer le temps et la quanti té de calcul, ce 

qui peut être montré par la figure 2.4 et ¡e tableau ci-dessous, lorsque r e st petit par rapport à 

771, la quanti té de calcul est considérablement diminuée. 

nombre de crochets 
nombre de produits 
nombre de somme 

avant simplification 

i m ( l + m) 
6m(l + m) 

\m{l + m) - 1 

après simplification 

ij(r - + (m — r)~ -f m) 
6( rJ -f (m — r)1 4- m) 

\{r-  -f (m - r ) ' + m) - 1 

différence 

r(m — r — 1) 
6r(rri — r — 1) 
r(m — r — 1) 

2.2.6 Configuration singulière 

Déf in i t io n 2.9 Un point q d'une variété M est dit point singulier de l'application differentiate 
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/ : M —» IE?, si le rang de la dérivé : 

f'(q) :Rrn-iGa 

en q est inférieur à sa valeur maximale. Sinon, le point q est dit régulier. 

2.2.7 Les mécanismes plans 

L'analyse du comportement cinématique se réalise en trois étapes. La première étape est 

de générer les vecteurs associés à chaque couple, la deuxième étape est de calculer le degré de 

liberté et le noyau aux points non singuliers, la troisième étape esi d'analyser les points singuliers. 

Pour un mécanisme, à chaque couple ¿,- caractérisé par un axe passant par le point o, est, 

associé un repère orthonormé 7?., = (o,-,x,-,y¿,z,-) de f.. A part ir de ce repère, on définit une base 

B, = (Q£i, fi?/,-, Çl(i, Í , , r?t, C) de 2) de la façon suivante : 

- fi£,, Qn,, SX, sont des champs antisymétriques constants égales à x ,, y¿, z,-. 

~ £¡ > f]i,  C sont des champs antisymétriques définis par : 

£,- (p) = x, A Ô7p\ T),(p) = y, A ô ^ , C.(p) = z; A ô~p\ pour p <E £ 

On introduit alors les matrices de passages P, de la base ß, à Bi+i,  pour i— 1, • • •, m. 

P, 
h otot + \A 
0 h 

(2.25) 

¡2 signifie la matrice carrée unité de dimension 3. o¿o,-+{  A est un opérateur antisymétrique, 

OÍ o, + í = (xi,y,,:,Y sont les coordonnées de point o1 + 1 par rapport au repère (o,,i,j,k) dans la 

configuration de référence, on a : 

/ 0 z¡ -y, 
O,O1 + \A = Í — r, 0 x, 

\ t/, -Xi 0 

Les applications adjointes .4,(9,). = R, sont définies par la formule d'Olínde-Rodrigues 

généralisée (voir la proposition 1.3) : 

Le principe est de tout calculer dans Sa même base, on choisira ici la base B\. 

On montre que les vecteurs ¡j. t dans la base B\ s'écrivent sous la forme suivante: 

i 

fi, = l[(RjPj)t, 
j = i 

où £, est le vecteur du générateur du déplacement suivant l 'axe (o¿,z,) dans la base associée au 

repère (o;, x,-. y,, z,-). 
déplacement de la ifme liaison au point o,. 

Nous allons conserver ces notations pour les exemples au chapitre suivant. 
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Lorsqu'il s'agit seulement des mécanismes plans avec des couples rotoïdes, les repères ortho-

normés 72.,- associés à chaque couple étant définis comme indiqué sur la figure 2.5, on a alors: 

Í 1 
0 
0 
0 
0 

\o 

0 
1 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
0 
0 

0 
0 

- a, 
0 
1 
0 

0 \ 
a, 
0 
0 
0 

1 ) 

o,o,_j_i — (a,-, 0 .0)' dans £>,, ainsi les matrices de passages sont définies par: 

Pi 

Puisque les axes de déplacements sont parallèles alors, £, a pour coordonnées dans la base £5, 

C¿ = (0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 )' 

l a rotation Ri autour de £¿ a pour matrice dans ¿?, : 

Ri = 

( 

\ 

cos <?, 
— sin ç, 

0 
0 
0 
0 

sing¿ 
cos <j¿ 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

COS Qi 

— sin g, 
0 

0 
0 
0 

sin qi 
cos q¡ 

0 

0 \ 
0 
0 
0 
0 
1 / 

G é n é r a t i on de v e c t e u rs 

Le comportement cinématique d'un mécanisme peut être schématisé par l 'ensemble de vecteurs 

de déplacement ¡j  = (/ i ;, • • • ,nm) où ßk est associé au couple t^. Pour un mécanisme 2.5 plan qui 

est constitué par des couples rotoïdes. les vecteurs sont définis par : 

Hl -í, 
ß-, = RiPit. 
H3 = RlPlR2P7Z (2.26) 

A*m =RiPi • • • Pm _ i R m P mí 

D e g r és de l i be r t é 

L'étude des degrés de liberté nous ramène à l'étude de la variation du rang de l'ensemble de 

vecteurs (i. On identifie cet ensemble à la matrice jacobienne : 

J P-\ V2 Um 
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z , o, 

i+1 

• Z l  Z 2J 

°'T 
*1 X , 

T. 

FiG. 2.5 - Mécanisme p/an 

D'après l'équation 2.26, on peut remplacer ¿¿, par son expression contenant le paramètre articu-

laire q¡. Plus précisément: 

/ 

J(g) = 

0 —ajsinçi 

0 aj cosgi 
j  = i U = i / 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

\ 1 1 1 1 

où a, sont les longueurs des barres, m est le nombre des couples. 

On voir bien que J(q) est une matrice de rang 3 aux points non singuliers. Le sous-espace 

engendré 3? Par l'ensemble de vecteurs ß est alors une sous-algèbre de Lie de X) de dimension 

3. D'après le résultat classique de géométrie différentielle, f(q) est une subimmersion, l'ensemble 

de configurations admissibles M est une sous-variété de ¡Rm au voisinage d'une configuration 

régulière. Alors le degré de liberté d'un mécanisme plan peut être évalué par la relation n — m — r, 

ici, n est. le nombre de degré de liberté, rest le rang de la matrice jacobienne qui est égal à 3 aux 

configuration régulière. 

On considère {na}a={i,2,3}  comme une base de l'espace 39
 s¡ Pli?). ^2(9) el ^3(7) s o nt 

linéairement indépendants sur E, alors les autres vecteurs ßi(q), pour i = 4. • • -, m peuvent être 

exprimés par : 

AMî) - CUq)ßl(Q) + Cf{q)n2{q) + C?(q)»3(<l) 

où Cf (<?) sont les coordonnées réelles des vecteurs ßi(q) par rapport à la base ¡ia. Si l'on note : 

Hi(q) = (s,, Ci, 0,0.0,1)' 
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avec : 

Alors les coordonnés Cf de /i¡ sont définies par les formules suivantes : 

s, cos((ji + 52) + c, sin(ij¡ -t- 92} 
C, ' ( Î) = I -

P?(î) 

aj s i n q2 

,2, _ J . ( g i c o s ( 9 i) + a2 cos((?i + 9 2 )) + ¿ . (ai s in (g i) + a2s i n ( 9i + ga)) 
a i a2 s i n ( c i) 

Cf(9) : 

En considérant l 'équation : 

-,3, . _ s, cos(qi) + c ,s in ( i j ]) 

a | a2 s i n ( ç i) 

f'(q)-X = 0 « ^ i f c / i f c = 0 

le noyau de f'(q) est défini par : 

E ç = {*(? ) G Rm ! * a( 9 ) = - £ C ? ( Î ) X , - ( ? ) } 

alors : 

*>(?) = - I Z 1 ' 
CQ5((?i + 92) ]T , *t + sin(?i + ?2) ^ , c, 

aj s i nqi 

(a¡ cos (?i ) + a2 c.os{q¡ + « ) ) ¿J «1 + ( a l s i n ( ç i) + a2 s in(gi + q2)) ¿_, c> 

*A<l)  •  

cos(g¡ ) 2_] si + sin(ç] ) ^ ^ c, 

a i a2 s m ( q ¡) 

* 3 ( ? ) = 
a i 0 2 S i n ( îi j 

De plus : 7]jA/ = F.< 

(2.27) 

(2.28) 

Ana l yse des po int s s ingu l ie rs 

Les points singuliers dépendent du rang de la matr ice jacobienne, c'est-à-dire, lorsqu'il y a 

une chute de rang de la matr ice jacobienne par rapport au rang maximal, le mécanisme est dans 

une configuration singulière. Puisque rang(J) = r&ng(J-¿), avec: 

/ 

Ja = 

0 —flj s in qi -a. 3, ^2 sin I y^gfc 

a, ^2 cos I  X*  qk 

0 

0 a 1 cos q 1 

\ 1 0 0 0 0 

l 'étude de rang de J3 est équivalent à l 'étude de la matr ice J2 : 

/ 

J2(9) 

-ai s in 91 

ai cos ci 

-a«5Zsin(5Z9At 

a » ' H c o s( £ î * ) 

-at  ̂ sin I ^ qk\ 
j = i \ f c=i / 

a»'5Zcos(¿9H 
j = i \fc=i / 

0 / 

-a.^sin ¿çf c 

a, Y  ̂ cos I ^ ?fc 
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on a alors : 

r a n g ( J ( ç ) ) <3 «• rang(J3(g)) < 3 O rang(J2(g)) < 2 

Les déterminants de toutes les sous matrices de dimension 2 x 2 de J2 sont définis par : 

dét( J'2
J (q)) = 2 ^ y ^ o,iaj sin (<?; + i + • • • + ¡?j) pour m > j > 1 > 1 

1 i 

où ¿ et j sont deux colonnes différents de la matrice J-ï(q). alors, on a: 

rang(J(ç)) < 3 O dét(J2
J(<7)) = 0 pour m > j > i > 1 

Alors Fensemble des configurations singulières M* est défini par: 

M' - {q £ M | dé t (J2
J( ?) ) = 0 pour m > j > i > 1} 

La condition pour que les mécanismes plans soient singuliers est exprimée par [TU92] : 

y y djuj sin (çi + i + • •  • + qj) = 0 pour m > j > t > 1 
1
 J 

Une analyse de l 'équation précédente montre que ses solutions sont : q'k = 0 ou ±7r pour k — 

!.• • -,m, c'est-à-dire lorsque les barres s'aplatissent en une ligne. C'est une configuration sin-

gulière des mécanismes plans. 

Si ai est fixé, la nature de fermeture des mécanismes plans aux configurations singulières peut 

être exprimée par : 

Oj + a2 cos(q'7) + a3 cos{q'2 + qa
3) H h om cos(q'2 H h q'm) = 0 

Ce qui est équivalent à l'équation suivante : 

ai + ü2 cos ç2 + ÍI3 cos ç2 cos q3 + - • • + am cos ç2 • • • c o s îm = 0 

on peut alors définir Ai*  par: 

m 

A/ ' = {q€Rm\al + ^ a , c o s ^ - - - c o s ç*  = 0) (2.29) 
t = 2 

Ai" est défini comme un sous-ensemble de Ai . 

Dans ces points singuliers, rangj(q) = 2. Le sous-espace $q' engendré par l'ensemble des 

vecteurs est de dimension 2. D'après l 'équation 2.26, les vecteurs fi' ont la forme suivante : 

/ ° \ 
t 

ai + V ^ aj cos q"2 •  •  • cos 7J 

ß\ 

(°\ 0 
0 
0 
0 

V W 

, û = 

/ 0 \ 
ai 
0 
0 
0 

V 1 / 

Pi 
i = 2 pour 2 > 3 
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On considère /iQ = {/j.[,fi s
2} comme une base de $q

3. On exprime fi"  par la base /xjv, on a: 

tf = C,Vî + Cf/4 pour i > 3 

avec : 
ï i 

y  ̂ (ij  co s  q'2 • •  • co s  q': N  a j  co s 9 *  •  '  ' co s ? j 

C/  =  - — ,  C ? =  l  +  — 
«i  a i 

Par suite, on obtient Se noyau R' de / ' aux points singuliers: 

m 

j = 3 

m 

x2 = - ] T Cjxj 
j  =3 

La sous-algèbre de Lie 6a engendrée par 5Ç
J est de dimension 3 et {n'a, ¡u],^}}  f ° r m e nt Q ne 

base de &a*. 

Nous considérons la dérivée seconde, avec x £ R* aux points singuliers, on a: 

Bq{i,r)  = y^ y^ x(xk[ß't,u'k] 
k t<k 

^ i ^ + ^ ^ x . x ^ C J C ^ - C . ' C j2 ) [M«,^j 
• ; < •  

= ( E c' c.2 r '  +2 E E c.2 CJ -• -» ) w. "i l 

alors : Bq(r ,x) <£ J ,J. Pour que Bq(x, x) soit dans $q', il faut et il suffît : Bq(x,x) = 0, c'est-à-

dire : 

£ C,1 Cfx; + 2 £ £ C,2C;x,x, = 0 (2.30) 
1 I J < I 

Cette équation est essentielle pour déterminer les singularités des mécanismes plans. 
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Chapitre 3 

Condition de transversalité et 
mécanismes 

L'étude mathémat ique d'un mécanisme de solides rigides en boucles fermées se ramène à celle 

de "l 'équation de fermeture" : f(q\, • • •, qm) — e où q\, • • • , qm sont les coordonnées articulaires et 

/ est une fonction analyt ique à valeurs dans un groupe de Lie de déplacements. L'ensemble des 

configurations cinématiquement admissibles du mécanisme est la partie M = f~1(e) qui est une 

sous-variété dans le cas régulier où / est une subimmersion, mais dont l 'étude est beaucoup plus 

difficil e lorsque / possède des singularités. On étudie ici des configurations singulières à l'aide de 

la géométrie des groupes de Lie et du logiciel calcul formel MAPLE. 

3.1 Sous variétés et l'espace tangent 

Les références principales de ce chapitre sont [Dem86] et [Ler92]. 

3.1.1 Définition de sous-variété 

Soient V un espace vectoriel de dimension finie dim(V') = n, Ai une part ie de V et q un point 

de M. 

Déf in i t i on 3.1 On dit que des fonctions <p\,...,0m, de classe C00, définies au voisinage de q, 

forment un système non-dégénéré d'équations locales de M en q si les deux conditions suivantes 

sont satisfaites : 

a) il  existe un ouvert V de V contenant q dans lequel les <pi sont définies et tel que M f)U soit 

l'ensemble des points x <E f ' avec CM (x) = 0, • • •, çm(x) = 0; 

b) les formes linéaires dc¡(q) sont linéairement indépendantes. 

Remarquons que si ¡a condition b) est vraie au point q, elle est encore vraie au voisinage de q, on 

peut donc toujours supposer que l'on a choisi U de telle façon que l'on ait, outre a), la condition 

b') suivante plus forte que b) : 

b') pour tout x € [', les formes linéaires dç>,(x) sont linéairement indépendantes. On dit que 

les (¡>i  forment un système non-dégénéré d'équations de V dans U. 
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La condition de non-dégénérence b) (ou b')) est essentielle. En effet, en ¡"absence d'une telle 

condition, l'ensemble des zéros communs d'une famille de fonctions de classe C°° peut être 

extrêmement pathologique. Nous verrons par ailleurs ci-dessous qu'il est essentielle que l'entier 

m soit uniquement déterminé, on l'appelle la codimension de M en q et on appelle dimension de 

M en q l 'entier d — m — n, on les note respectivement cod im9M et dim,, M. 

Déf in i t i on 3.2 On dit que M est une sous variété de V en q si elle possède un système non-

dégénéré d'équations locales en q; on dit que M est une sous variété de V s'il en est ainsi en 

chacun de ses points. 

De façon équivalente, dire que M est une sous variété de V signifie qu'il existe une famille d'ouvert 

U de V. recouvrant M, telle que M possède dans chaque ouvert de la famille un système non-

dégénéré d'équations. 

Si M est de dimension d en q, elle est aussi de dimension d aux points voisins. Ainsi les conditions 

dirriç M = 0, 1, • • • définissent une partit ion de M en parties ouvertes. Si M est connexe, elle a 

donc même dimension en chacun de ses points. Nous dirons que M est purement de dimension 

d{ et de codimension n — d), s'il en est aussi en chacun de ses points. Plus généralement, nous 

posons : 

dim(Ai ) = sup dima Ai , codim(M) = inf codimaA / 

On a donc dim(A/) + codim(A/j = dim(V'). notons explicitement que les définitions précédentes 

impliquent que la partie vide est une sous variété, qui est purement de dimension d pour tout d 

(pour d — 0, • • -, n). 

De façon équivalente, dire que M est une sous-variété de V en q signifie qu'il existe un ou-

vert l ' de Í ' contenant q et un difféomorphisme 6 de U sur un ouvert de ¡Rr' = K m x Sd tel que 

6(U H M) — 9(1') H ({0}  x ?:¿), c'est-à-dire. 6(1' D M) soit un ouvert d'un sous-espace vectoriel 

de dimension d de ?.". 

Soit £ ( S .m , 6a ) l'espace vectoriel des applications linéaires de K m à sous algèbre 6 0 de Lie 

de D. Pour chaque u G £ ( Rm , ëa ) . le rang de u est l'entier rang(u) défini par 

rang(u) = dim(lm(u)) = codim(ker(«j) 

On a rang(u) < inf(m, d i m ( ôa) ) • l'égalité rang(u) = m signifie que u est injective. l'égalité 

rang(u) = d i m ( Sa) signifie que u est surjective. 

On donne quelques exemples de sous-variété : 

- Un sous-espace vectoriel (ou affine) de \ est une sous variété. 

- Graphes. Supposons V donné comme un produit de V x V" et soit / : V —> V" une 

application de classe Cx de l" ' dans V". alors le graphe de / est une sous-variété de V de 

dimension dïm(\''). En effet, on peut identifier V" à Rm et / à une suite (4>i, •  • •, 4>m) de 

fonctions de classe Cx sur V. alors le graphe de / est l'ensemble des (x, j / i , • • •, ym) <E \" x 

Rm annulant les fonctions (x, y¡, • • •, ym) —• y, — <j>,(x).  Mais les différentielles dy¡ — d<j>,(x) 

de ces équations sont linéairement indépendantes en tous points. 
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(a) 

Rr 

(b) 

Dans le figure (a), Si est une sous-variété de V". puisque 6 est bien un difFéomorphisrne de V sur un ouvert de 

Rm . de plus 8(1' n Ai ) est un ouvert d'un sous espace vectoriel de Rm , la définition est alors bien vérifiée-

Dans le figure (b). Ai n'est pas en point q une sous variété de V, puisque 6 est une surjection mais, n'est pas un 

difîéomorphisme, la définition n'est pas vérifiée. 

Fie. 3.1 - Définition d'une sous-vanétê 
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P r o p o s i t i on 3.1 Soit r un entier avec 0 < r < in f (m,d im(Sa) ) . Dans l'espace vectoriel 

£ ( Î Rm , Sa) , l'ensemble ET des u avec rang(u) = r est une sous-variété de codimension égale 

à (m — r ) (d im(6„) — r'h 

Pour tout points q G K m , £ ( K , n , 60 ) est identifié à £ ( K , 0 VL„üq © ©,), de plus: 

£ ( R, 6 K „  5g © « ,) = ¿ ( R ,, 37) © £ ( R ,, » ,) e £ ( R ,. 3,) © £{R 3! « ,) 

D é m o n s t r a t i on : Considérons une application u G £ ( Em , 6a ) , on peut l'identifier par quatre 

projections p<, po, P3 et P4, telles que : 

Pi Pz 
P7 PA 

de plus, les quatre projections sont définies par: 

£ ( Em . 6 f l ) - > £ ( R „ 3 , ) 
£ ( K m . Sa ) - + £ ( £ , , « ,) 
£ ( K " \ 6 f l ) - * £ ( R , , 3 ,) 
£ ( M m , 6 a ) - + £ ( & , , © , ) 

Si on suppose que pi est une matrice carré r x r inversible, alors on a : 

(3,1) 

rangti = r <=> p., = p2Pj p3 

La formule peut être prouvée par la procédure suivante. Si on définit : 

U ~Pï'lPz 

0 In-r 

u est une matrice carré m x m inversible: on a donc : 

P\ 
rang« — T?.UMW — ranp i .,, 

b h & l P2 - P 2 P î ' p3 + P4 

D'où la formule. 

Soit UQ G Er. Dans des bases convenables de S.m et Sa . uo s'écrit 

u0 = 
/r 0 

0 0 

Par continuité du rang, il existe un voisinage ouvert (' de UQ dans Er tel que, pour tout u G V 

on ait rang(p¡) — r. Pour que u G l soit le rang r, il faut et il suffit : 

P4 = P2P1 P3 

En prenant pour U un voisinage produit, l'intersection ET Ç\U C £ (? . ,. ôa ) ©£( !? . ,. 5 )̂ x 

£ ( ï .ç , (S7) est le graphe de l'application (pi,p2,P3) '—> P2P¡""P3 de classe C1*" . Ainsi, Er est une 

sous-variété C^ de £(?.7T1, 6a ) et sa codimension est : m s - (r + ( m - r )r + r ( s - r j ) = (m — r)[s — r) 
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3.1.2 Espace tangent à une sous-variété 

P r o p o s i t i on 3.2 L'espace tangent à M en q est un sous-espace vectoriel de V de dimension 

dira, M. C'est aussi l'intersection des noyaux des formes linéaires d<j>(q), où <t>  parcourt l'ensemble 

des fonctions de classe C°°, définies au voisinage de q et nulles sur M. 

E x e m p l es 

•- Un sous-espace affine de V est son propre espace affine tangent en chaque point. 

- L'espace tangent, au graphe de / en un point (q, / (? )) est le graphe de l 'application linéaire 

f'{q) : V - • W. 

P r o p o s i t i on 3.3 L'espace tangent au point u à la sous variété ET de £ ( ] Rm , S0 ) est formé des 

applications linéaires v : IRm -> 6 a telles que TiiE
r = {v 6 £(ffi m, 6 „ ) | p4{v) = 0}. 

D é m o n s t r a t i on : Soit U un voisinage ouvert de £ ( I Rm , 6a) tel que: 

/ i t c n r <=>  P(h) = o 

L'application P : ET '—• £(K9, (%) est différentiable, elle est définie par : 

P(h) = pA(h}-P2(h)P;1(h)P3(h) 

Pour v G Th ET, on a : 

P ' ( A ) . r= PA(v)~(p2{v)p71(h)p3(h) + 

p2 ( / i ) p , ' ( / î )P i ( t ' )Pi ' ( / ' ) + Pi{h)Pl
 l{h)p3(v)) 

P u i s q ue : p?(h) = p3{h) — pA(h) = 0, on a •  

P'(h).v =  PA(v) 

3.2 Théorèmes de transversalité 

Déf in i t io n 3.3 Soient l ' i , l 2 deux sous-espaces vectoriels de \'. On dit que les sous-espaces \\ 

et \~2 sont transverses l'un à l'autre si les propriétés équivalentes sont vérifiées: 

(i) r, +V2 = l'; 
(ii ) codim(\"i n l 2 ) = codim(l ' i) + codim(V2); 

(iii ) dim(V", n V2) =dim(V' i ) + d i m ( l 2 ) - d i m ( l ' ) 

Dans le cas où dim(l ' i ) -fdim(V 2) = dim(V'), deux sous-espaces de \' sont transverses si et seule-

ment s'ils sont supplémentaires. 
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FlG. 3.2 - Exemples des espaces transverses 

Plus généralement, on d i ra qu'une famille de m sous espaces Vi, • • •, Vm est transverse si on a : 

codim{V'i n ... n l 'm) = codim(l ' i) + • • • + codim(l/ 'm) 

Déf in i t io n 3.4 Soterit V\ et V-; deux sous variétés de V. On dit que \'\ et V2 sont transverses 

st. pour tout points q dt \\ Ç\ \'-,, les sous-estmces Tq\\ et TqVj de iî sont transverses. 

Soit f : \V —> V une application différentiable. Soit V\ une sous variété de V: 

1. Pour q G H', on dit que ¡est transverse à \'\ en q si, ou bien f(q) n'appartient pas à V\, ou 

bien f(q) appartient à \\ et ¡image dt Tqf est transverse au sous-espace 1 / ( < ? i v ' i 

2. On dit que j est transverse à \\ si elle l'est en chaque point de \'\. On dit que f est tranovsrss 

à i'i sur une partie de \'¡ s'il en est ainsi en tout point de cette partie 

E x e m p l es 

Dans l'espace usuel de dimension 3. 

- Deux courbes sont transverses signifie qu'elles ne se rencontrent pas (voire 3.2.(a)). Deux 

droites ne sont j ama is transverses niais, elles sont transverses dans l'espace de dimension 2 

lorsqu'elles ne coincent pas. 

- Une courbe et une surface sont transverses si en chaque point d'intersection la tangente à 

la courbe n'est pas continuée dans le plan tangent à la surface (voire 3.2.(b)). 

- Deux surfaces sont transverses si en leurs points communs, leurs plans tangents sont dis-

t incts (voire 3.2.(c)). 

Ici. l'on passe de généralité sur la transversalité à des questions concernant les mécanismes, on 

va introduire un critère de transversalité pour examiner si fi'{q) et T q̂)E
T sont transverses dans 

C[?.m, &a). Ensuite, on va étudier la classe Y^m~''(/), si le critère est vérifié, on peut conclure que 
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Yl ~~ ( /) es^ u n e sous-variété de E m . D'après le résultat géométrie différentiel, le critère de trans-

versalité est une condition nécessaire et non suffisante pour que ^ ~ ( /) soit une sous variété 

de IRm. Tout cela est lié avec l'étude local de l'ensemble des configurations cinématiquement ad-

missibles ainsi que le degré de liberté des mécanismes étudiés. 

P r o p o s i t i on 3.4 Soit q un point de Wm tel que p(q) G Er. On suppose que les sous espaces 

p'(q).!Rm et Tft(q)E
r sont transverse. Alors X ^ m _ r( / ) = p~1(Er) est une sous variété de K m en 

q et on a : 

Tq^-i(Er))=ti'{q)- l{Tlt^Er) 
codim(/i '*(Er) — codimf l (q)£'r 

La démonstrat ion peut s'effectuer à partir de la définition d'une sous variété i.e. un système 

non-dégénéré d'équations locales de ¡Rm en q et celles de Er en p(q)-

R e m a r q ue D'après la proposition précédente, si /'(<?) est surjective, alors f~l(f(q)) est 

une sous variété en q, de codimension égale à codim(£'r ) et d'espace tangent ker ( / ' (g ) ). C'est 

bien la solution dans le cas régulier. 

D'après la définition 3.5, considérons une application linéaire p. : IRm —y £ ( IRm ,Sa ), avec 

p G ET, où ET est une sous-variété de £ ( Rm , ôa ) , pour que p soit transverse à la sous-variété, il 

faut : 

£ ( R m . 6 a ) = p'(q) -Rm + TMq)(Er) 

Coro l la i r e 3.1 En considérant l'application linéaire (q,v) \—y p'x + v de K m x Tfi(q\E
r dans 

£(ir .m. ©a), les trots conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) C(?.miea)= fi'(q).Rm + Ttl{q)E
r, 

(i.) codim Ui'(q)-] (T„ {q)E
r)) = codiTn{Tq(p-l(Er))); 

(iii ) d i r n d l ? ) -1 {T^ET)) = m - dim ( ' / > - > ( ¿ H ) )-

En utilisant le corollaire 3.1, Vu G £ ( Rm , 6 „ ) , on a u = p'[q).x + v, Vx G K m ,V r £ Tß{q)E
r, 

on a donc le critère suivant pour vérifier si les sous espaces p.'(q)Mm et T q̂\E
r sont transverses. 

P r o p o s i t i on 3.5 On définit la matrice A de dimension (s-r)fm-r) x m comme suit, 

pour £ G (1, • • •, m). 

A = (A;P) = < 

£ C?G'to si £ < i 

i^C-G  ̂ si £>i 
a<t<¡ 

-T. 
p est transverse à Er si et seulement si : 

rang(A) = (m — r)(s — r) 
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Puisque <ëa est la sous-algèbre engendrée par l'espace $<;< si p,a et vp sont respectivement une 

base de $q et <5?, alors {pa¡vp} est une base de 6 a , comme tous les crochets [ßt(q), pa(q)J sont 

dans &a, la relation suivante est évidente : 

a p 

D é m o n s t r a t i on : La démonstrat ion peut s'effectuer avec l'idée suivante : Pour que la condition 

de transversalité soit vérifiée, il faut que le rang de la matrice A soit maximal, c'est-à-dire que 

la quatr ième projection p$ soit de rang maximal. D'abord on va appliquer u = ß'(g) • x + v à un 

élément de la base X* (voir formule 2.17) de M9, pour u G £ ( ï£m , Sa) , v G T m ) £ " r . 

On définit u, v, Im(/i'(ç) • x) de la façon suivante : 

a ci 

et v est définie par : 

a 

En fonction de la proposition 2.9, p'(q) • x est appliqué sur X'n : 

(p'{q).x).X'q = Y  ̂ x'C°{ßit,(ia]-  ] T {pt,pa} 
a<l<t  <<Ka 

A partir de la formule suivante : 

u = fi'(q) • x + v 

En remplaçant les crochets par la formule 3.2. on a donc : 

8<l<i  i<l<0 

En réalité la première équation est toujours vérifiée en définissant les u et r comme plus haut, 

alors on doit vérifier la deuxième équation et on la réécrit sous forme suivante : 

<  = ¿VA'/ 

on obtient alors la matrice A définie dans la proposition. 

La condition de transversalité est que la matrice A possède un rang maximal i.e. rang(A) = 

(s — r)(tn — r) m 

C o r o l l a i re 3.2 Si les r premier éléments de p forment une base de ¡q, alors, la matrice A 

définie dans la proposition 3.5 peut être simplifiée par: 

A = Y, c?Gî° si e<i 

a<l<i 
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R e m a r q ue 

On considère les trois cas particuliers : 

si 5<f  e st une sous algèbre de Lie, la condition de transversalité est toujours vérifiée, 

si (m — r)(s — r) > m, la condition de transversalité n'est pas vérifiée. 

- La sous-algèbre de Lie étant engendrée par les premiers crochets de Lie est une condition 

nécessaire pour que la condition de transversalité soit vérifiée. Supposant &a est engendrée 

par les doubles crochets, d'après le critère, il existe au moins une ligne ne composée que 

des 0 dans la matrice A , le rang de A ne peut donc plus avoir le rang maximal, alors la 

condition de transversalité n'est pas vérifiée. 

P r o p o s i t i on 3.6 Si Ai Ç  ̂ ~ ( / ) , c'est-à-dire que rang(f'(q)) — r pour q Ç. M, alors M est 

une sous variété de Y2™~r'(/) e i ¿ e ^ m > r est donné par r = rang^i, , . ,£m) = dim(5o) De plus, 

on a: TqM = Rq O Tq ] T m ~ r ( /) et d = dim(Af) = d im(K, O Tq £ m _ r ( / ) ) pour tout q £ M et 

finalement : 

TgM = { ï 6 R , | B , ( i , i ) Ê Î , ) 

3.3 Etude des mécanismes 6R spatiaux 

Dans cette partie, on va présenter des mécanismes 6R spat iaux fermés dans l'article de Wohl-

hart [Woh91j. Dans son article, il a montré : la condition suffisante pour qu'un mécanisme 6R 

spatial soit régulier s'il existe une "transversale" pour toutes les configurations. A notre connais-

sance, il n'existe toujours pas d'explication mathémat ique complète sur tels mécanismes. Ici on 

va appliquer la théorie de transversalité et l'algèbre de Lie aux mécanismes considérés. On a 

montré que la vérification de condition de transversalité et l'existence d'une telle "'transversale" 

sont équivalentes pour les mécanismes 6R spat iaux [Hao95], on a prouvé également l'une de ces 

deux conditions est nécessaire et suffisante pour rassurer le fonctionnement d'un degré de liberté 

non singulier du mécanisme. 

On organise cette partie de façon comme suit : 

- D'abord, on va présenter la théorie de Wohlhart. 

- Ensuite, on applique la théorie de transversalité et l'algèbre de Lie aux mécanismes de 6R 

spat iaux. 

3.3.1 6R espace de Wohlhart 

Une chaîne cinématique constituée par 7 corps rigides liés entre eux par 7 couples rotoïdes 

est généralement mobile avec un degré de l iberté par rapport au corps fixé. S'il y a une certaine 

conditions géométriques imposées sur la structure (i.e. les paramètres de Denavit-Hartenberg), 

une chaîne fermée avec seulement six corps ou cinq corps ou quatre corps liés entre eux par des 

couples rotoïdes peuvent être mobiles avec un degré de liberté. Puisqu'aucune étude systématique 

sur les systèmes 6R, 5R surcontraints n 'a été entreprise jusqu 'à présent, les mécanismes para-

doxaux sont, toujours restés inconnus actuellement. 
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Dans son article sur les cinq couples rotoïdes, J. E. Baker [Bak84] a donné une liste très 

intéressante de tous les six couples inventés sporadiquement par les inventeurs pendant le dernier 

siècle. En présumant cette liste complète nous avons une idée de ce qui a été réalisé et de ce qui 

peut être étiqueté comme nouveau dans ce domaine spécial de recherche. 

M é c a n i s m es paradoxaux, mob i l i t é in f in i tés imal e 

Si un système mécanique est mobile instantanément (infinitésimalement) avec un degré de 

liberté pour toutes ses configurations possibles, alors ce mécanisme peut avoir une mobil i té de 

"tour complet" ' de degré un. Donc l 'étude du degré de l iberté d'un mécanisme peut être effectuée 

en deux étapes : premièrement on va demander quelle est la condition de mobil ité infinitésimal; 

deuxièmement on va demander si cette condition obéit à chaque configuration de ce mécanisme 

ou non. 

Considérons le cas général d'un mécanisme 7R, si l'on bloque un ou deux ou trois couples, 

nous obtenons un mécanisme de 6R. ou 5R, ou 4R qui ne peuvent pas être mobiles. Nous allons 

supposer que le corps 07 est fixé dans le repère (o, i , j , k ). Comme dans les dernières part ies, 

on exprime ce mécanisme en utilisant l 'ensemble des vecteurs p.  ̂ pour k — 1, • • •, 7, que pk sont 

des fonctions de q, alors le noyau de f'{q) est calculé par 

fc  = 7 

£ V / i * i ? ) = 0 pour i £ l 7 (3.3) 
k = l 

En effet, xk correspond à la vitesse infinitésimale de la Âr-ème couple. Si le système des équations 

3.3 est linéairement indépendant, c'est-à-dire, si le rang de la matrice 6 x 7 (p) , • • • , pr) est six, 

supposons aiors i\ comme entrée, les autres Xk pour k — 2, • • • ,7 peuvent être calculés par 3.3. 

Pour xj, on a : 
àei(pïp2p3PAP^Pd) ,Q ,, 

x- = —— (3,4) 
d et (¿¡7/i2¿i3/i4/¿5¿¿6) 

Ce résultat indique si le déplacement du corps a- respective à a¡ es*  complètement bloqué 

dans chaque configuration de ce mécanisme, l'identité 

det (pipipäPiV-sHs) = O (3.5) 

maintient, de plus det (¿¡7/12/13^14^5^6) ^ 0. Avec xj — 0, l 'équation 3.3 devient : 

t = 6 

£ i V ¿ = 0 pour i £ l " 
1 = 1 

Soil l ' identité 3.5 valable, alors le rang de la matrice 6 x 6 {p\pip^P\P^Pf,) e st plus petit que 6 

pour toutes les configurations M cinématiquement admissibles du mécanisme. Alors, l 'équation 

précédente a une solution non triviale. Si le rang {piP2P3P4H5He) est 5 pour tout entrée x ¡ , les 

restes peuvent être calculés par l 'équation précédente. Amalgamant a- avec de, nous obtiendrons 

un mécanisme 6R surcontramt. 

En util isant le langage de géométrie [Hun67], la conclusion s'exprime aussi dans les termes sui-

vants : 

P r o p o s i t i on 3.7 Si les six axes d'un mécanisme 7R sont transverses à une droite dans toutes 

¡es configurations possibles, alors la septième couple rotoïde sera complètement passif. 

I . Ce mot vient de l'anglais "full-cycle" 
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En effet, l 'équation 3.5 nous permet d 'obtenir: 

£ =1 

de plus Xi ont des solutions différentes de zéro, on peut les écrire sous la forme suivante : 

[A ! tu] = 0 

avec : A = [A , A , A , A4, A , A ] . on appelle A la "transversale", cela signifie que A rencontre tout 

p, dans l'espace. L'axe de A passe par le po in t: 

u>\ A X(o) 
a = :— 

le "pas" est donné par : 
[A [A] 

2 ( W A • w j ) 

3.3.2 Application de condition de transversalité 

Dans le chapitre précédent, on a présenté des théorèmes de transversalité. La condition de 

transversalité est suffisante pour que l' image réciproque 5 Z m - r ( / ) de p' soit une sous-variété de 

IRm. 

D'après les exemples traités, la condition de transversalité n'est pas nécessaire pour que M 

soit une sous-variété de Rm mais, elle est utile pour les mécanismes "paradoxaux", c'est-à-dire, 

les mécanismes ne fonctionnent que sur leurs points singuliers. 

P r o p o s i t i on 3.8 Lorsque rang(f') = m — 1 et s = m pour m = 3 ,4 ,6, la condition de trans-

versalité est toujours vérifiée, alors Y^m~r{f) — Sx~l{^r) est une sous variété de Rm . 

D é m o n s t r a t i on : (1) Si / est une subimmersion, {pi Pm-\} est une sous algèbre de Lie, 

la proposition est évidente. 

(2) Si rangf / ') = m— 1, on a donc m— 1 vecteurs (p\, ...,pm~i) l inéairement indépendants. 

On ne perd rien, si on suppose a contient les valeurs { ] , 2 , . . ., m— 1} , i contient les valeurs {m} , 

alors : 

s = m et p — {1} 

D'après le critère de transversalité, on sait que le rang de la matrice A doit être égal à 

(m — r)(s — r) — 1, il existe au moins un crochet de Lie par exemple [/ii,¿í2] <3U' n 'appart ient pas 

à 3<?, o n ' e prend comme une base de ®q, c'est-à-dire vp — {\ji\,pñ\\. De plus les coefficients C^ 

pour tout o sont tous différents de zéro, on peut dire que le rang de la matrice A est égal à 1. avec 

A = [ 0 C\G\X • •• Y,T=\c£G\-i,n-i O] 
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Les mécanismes en boudes fermées correspondants sont exprimés par le tableau ci-dessous2: 

nombre de paramètre \ 
m 1 
3 
4 
6 

rang(&j) 

2 
3 

1 5 

dim(6a) = s 

3 
4 
6 

I 

Remarque: On considère le cas où rang(/i(çn)) = m, c'est-à-dire, le mécanisme ne peut pas 

bouger, alors il y a deux possibilités : 

(a) go est un point isolé de M, alors M est une sous-variété de M.m. 

(b) rang(/x(ço)) = m—1, alors on a M = £ 3 ' ( /) (si J2 ( /) = {$})• Si la condition de transversalité 

est vérifiée, Yl if) es*- u n e sous-variété de E m et ainsi que M. 

Juisquà présent on n 'a pas encore trouver des mécanismes spatiaux const i tuant avec moins 

de 6 corps qui vérifient la proposition 3.8. On étudie donc le cas où m = fi. 

Pour qu 'un mécanisme 6R spatial fermé soit mobile, il faut et il suffit que le rang de la matrice 

J soit inférieur à 6, c 'est-à-dire qu'il existe une "transversale" A € S) tel que [A | pk\ — 0 pour 

À- = l , - - - , 6. On se propose d'étudier le cas où rang(J) = 5 pour tout q £ M, le mécanisme 

possède alors un degré de liberté, autrement dit, ¡'ensemble des configurations cinéinatiquement 

admissibles Ai est une sous variété de dimension 1 de K6 pour tout q Ç M. 

P r o p o s i t i on 3.9 Pour que M soit une sous variété de dimension 1 de R6 pour tout q £ M. il 

faut et il  suffit que l'une des trois conditions suivantes soit satisfaite: 
(t) rang(J) — 5 pour tout q £ M. 

(m) il  eriste unt "transversale" A. tel que [A ¡ p^} = 0, pour tout q £ M. 

D é m o n s t r a t i on : D'après la proposition 3.8. 

si rang(J) = 5, ¡a condit ion de transversalité est vérifiée, Y^'if) e st alors une sous variété de 

?.*. Pour montrer la proposit ion, il suffit de montrer les conditions (i), (ii ) et (iii ) sont équivalentes. 

( i ) <=> ( ' O 
Puisque M = V 1 (/) u V 2 ( / ) U • • • U ] T 6 ( / ) . d'après (i) ou (ii) , on a £ ' ( / ) = {0}  pour i # 1. 

(i) => (iii ) 

Lorsque rangt J) = 5, on a : 

det (J) = det/jii), p2, p3, pA, p5 , p6) = 0 

Il existe alors A = (A¡, A2, A3. A4. A5. As)' £ l 6 différent de zéro, tel que : 

Ai/ifc i + A2/Í/C2 + A3/ifc3 + A4¿ifc4 + A5/i fc5 + A6/ijt6 = 0 pour /r = 1, - - -, 6. 

ce qui est équivalent à: 

^A -fik(p) + ^n„ • A(p) = 0 O [A | pk]  - 0 pour p££ (3.6) 

2. Puisqu'il nsexiste pas de sous algèbre de Lie de dimension 5, il est impossible que m = 5. 
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on a w>, = (A;, A2, A3)' <E E. Alors si (i), on a (iii) . 

(i) <= (iii ) 

Lorsque rang( )̂ < 5, il existe au moins deux '"transversales". Lorsque rang(/j) = 6, det(J) / 

0, pour que l'équation 3.6 soit vérifiée, il faut A = (0,0,0,0,0,0)', alors il n'existe pas de 

"transversale". Ce qui implique s'il existe une "transversale", rang(^t) — 5. I 

3.4 Exemples 
3 Dans cette partie [Hao93], on va traiter des exemples, ils sont respectivement : mécanisme 

plan à quatre barres, mécanisme de Bricard, mécanisme de Bennett comme cas particulier, la 
salière et un mécanisme parallel. 

On continue les notations de la section 2.2.7. 

Les exemples sont traités en deux étapes : 

- Premièrement, on analyse les configurations régulières et le degré de liberté. 

- Deuxièmement, on étudie les configurations singulières, c'est-à-dire qu'on calcule l'ensemble 

des configurations singulières M", le noyau M.q de f'(q'), la sous-algèbre engendrée &a et 

on examine si la condition de transversalité est vérifiée ou non. 

3.4.1 Les quatre-barres parallèles 

Les positions relatives dans la configuration de référence des quatre-barres sont choisies de la 

façon suivante : 

O! 

•— 
02 

- •  

FIG 1 : LES QUATRE-BARRES 

Premièrement, on va calculer les matrices de passage P, de la base B% à la base 5, + i par la 

formule ?? dont les opérateurs Ö7Ö7+T sont définis par: 

|L>2A t>2 03 ' ^ 

03O4A = —O1O2 A O4O1A = —O2O3A 

3. Les calculs sont réalisés par le logiciel de calcul formel Maple. 
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Ad A¡ ~ Ri(qi) = R, 

cos qi 
— sin qi 

0 
0 
0 
0 

sin qi 
cos q, 

0 
0 
0 
0 

0 
0 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

cos qi 
— sin qi 

0 

0 
0 
0 

sin q, 
cos qi 

0 

0 
0 
0 
0 
0 
1 

D e g ré de l i b e r té 

On peut identifier les la matrice jacobienne J par les vecteurs (x{q) : 

avec : 
mil) = Ri -* i 
ß2(q) = Ri Pi • Ri -Í2 
Al 3(?) = fllPl-Ä 2P2- JÏ3-É3 
Ai4(g}  = / î i P i - f i 2 P2 - i Î 3 / > 3 - A i - Ç4 

On a les quatre générateurs de déplacement dans f?, : 

6 = 6 = Í 3 = Í4 = [ 0 ,0 ,0 ,0 ,0 , l ][ 

Aux points réguliers q = [91.72.93.94]. on a : 

HiW 

/ 0 \ 
Ü 

0 
0 
0 

Vi J 

. ^2(9) -

/ — s i r ipa \ 
cos q\a 

0 
0 
0 

V i ) 

• M3Í9) -

/ —6sin(9i + 92) - singia \ 
6cos(g¡ + 92) + cos 91 a 

0 
0 
0 

l 1 / 

m(q) 

I asin(9i -f 92 4- 93) - 6sin(9i + 92}  - as in9i 
—acos(9> + 92 + 93) + fecos(c¡ -f 97) + a cos 91 

0 
0 
0 

V l 

rang(/j(ç)) = (¿J, (9),1*2(9). ^3(9)- AMÍ9)) = 3 0 n choisira <ia = {/*i(9).P2(9). ^3(9)}  comme 

une base de 5g , alors Jq e sî u n e sous-algèbre de Lie de © a et de 13, on a bien sur, le vec-

teur Bq{x,x) G 3^. alors M est une sous variété de Rm . De plus la condition de transversalité 

est vérifiée, alors J2 ( /) = M e sl u t |p sous-variété de R4 au voisinage d'un point régulier. Le 

mécanisme possède un degré d liberté. 

A n a l y se d es c o n f i g u r a t i o ns s i ngu l i è res 

Ce mécanisme a deux configurations singulières possibles dont le rang de la matr ice jacobienne 

est inférieur à 3. ces configurations singulières sont les suivantes: 

M' = {q\ = [7r,-7T,7r%-7r]. q'2 = [-w, 77, -77. TT]} 
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Considérons la première configuration singulière, on remplace q par sa valeur singulière dans les 

expressions de fi,, on obtient les quatre vecteurs associés à la configuration q\ : 

( ° î 
0 
0 
0 
0 

V i ) 

• ¿4 -

( ° ^ a 
0 
0 
0 

V i ) 

, M 3 ^ 

( ° ^ a + b 
0 
0 
0 

^  1 ) 

> / 4 -

( ° ^ 
b 
0 
0 
0 

11 ) 

th 

Le sous-espace engendré $q par l'ensemble des vecteurs (fi\ , / 4, /-'a,/ )̂ e st de dimension 2, on 

prend ¿î  = {^[,^2} comme une base de q̂
s, alors, le noyau Rq de / ' est, de dimension 2 défini 

par : 

RJ = ( l E t ' j i i , XT vérifient les deux équations suivantes} 

6x3 - (a - b) 
X\ — -X4 

(a + b)x3 + 6x4 

x2 = 

a 

De plus, JJ7
5 n'est plus sous-algèbre de Lie. la sous-algèbre de Lie engendrée <3a

s est de dimension 

3. on peut la exprimer par une base: {/i" , / i | , \p\, fi'2]},  dans laquelle, l'élément \ß\,ß2} G ®q- o u 

© g est un supplémentaire de $q dans Sa
3 . On peut définir une base de <S'q pa r: 

"p = {"' } = {M . A4D 

avec 
i>i = [ - a , 0 , 0 , 0 , 0 , 0] 

D'après le calcul du chapitre précédent, on peut calculer la dérivée d'ordre 2 par la formule 2.23, 

Bq(x,x) est exprimée dans la base {na,fi}  de Ga" : 

Bq(x.x) 0,0, 
b ( j 4 + X3) (2:4a — X4Í1 — 6x3 — X3C1) 

Pour que Bq{x.x) G 59 , il faut et il suffit que la projection à la sous espace &'  soit nulle (voir 

figure 3.3), c'est-à-dire : 

6 (x4 + x3) (x4a - x46 - 6x3 - x3a) 
= 0 

Après simplification: 

(x3 -t x4)((a - 6)x4 - (a + 6)x3) = 0 

le mécanisme va bifurquer en deux branches : 

(x3 + x4) = 0 ou (a - i>)x4 - (a + 6)x3 = 0 

ces deux branches peuvent être représentés par la figure 3.4. 

Le système est dégénéré, M n'est pas une sous-variété de M m. Par contre, la condition de 

transversalité est vérifiée, puisque rangA = (m — r)(s — r) = 2 qui est définie dans la proposition 

3.5. 
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4, (x,x) 
I l s / ^ 

s'^ F< 

F I G. 3,3 - Bq(x,x) et la sous-algèbre 6a 

(a) (b) 

L a figure (a) correspond {a — b)xt — (a + 6)2-3 — 0. La figure (b) co r respond (X3 -r x< ) = 0. 

FlG. 3.4 - Bifurcation de quatre barres aux configurations singulières 

3.4.2 Un mécanisme de Bricard 

Ce mécanisme es! formé par six couples roloïdes dans l'espace dont les positions relatives 

dans la configuration de référence choisie forment un cube de coté unité de la façon indiquée sur 

la figure 3.5. 

Les matrices de passages de la bas>= B, a ia ba.se fl1 + . sont définies par l'équation ?? dont les 

opérateurs o,ul + \ A sont définis par : 

/ 0 1 0 \ / 0 0 0 
ëTZ Â = 1 - 1 0 0 5 ^ A = 1 0 0 - 1 

V 0 0 0 / V 0 1 0 
0304A 

Ü 0 1 
0 0 0 

- 1 0 0 

O4O5A = — 0]0'j A uw,o*A — — O2O3 A o§t)\/\ — —O3O4A 

Les six générateurs de déplacement s'écrivent comme les suivants 

í. = U- 6 = Í5 = Í3 = Í6 -

/î , dans la base ß, sont définis respectivement par 

R, 0 
fi,  ~ 0 R, 

p o ur i — 1, • • •. 6 

http://ba.se
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(a) est la configuration de référence- (b) signifie qu'à ia configuration de référence, M est bien une sous-variété de 

dimension 1. 

FlG. 3.5 - Un mécanisme de Brtcard 

où R, sont définies par : 

( cos g, sing, 0 
— sin g, cos q, 0 

0 0 1 

/ 1 0 0 
R, ~ I 0 cos q, sin q, 

\ 0 — sinq, cos g, 

cos g, 0 sinq, 
R, ~ | 0 1 0 

- s i ng, 0 cosç, 

pour i — 1, 

p o ur i — 2. • • •, 5 

pour ! = 3, 

D e g ré de l i b e r té 

Comme ¡a premier exemple, on fait tous les calculs dans la base By, on peut obtenir l 'ensemble 

de six vecteurs /J par. 

,<,(<?) = Ri Pi 

fl3(q) = R¡P 

tn(q) = RiP 
/ i 5(?) = / ? i P: 

R& 
RiPlRsb 
R2P2R3PM4 
R2P2R3P3R4P4R& 
R2P2R3P3R4P4R5PsR l̂i 

de plus, la matrice jacobienne s'exprime par: 

J{q) = ( ^ i ( ç ) . ^ 2 ( 9 ) . ^ 3 ( 9 ) , ^ 4 ( 9 ) ^ 5 ( 9 ) ^ 6 ( 9 ) ) 

Les six vecteurs sont les suivants: 

/ 0 \ / - 1 \ / 0 \ 

P i ( 9) 

0 
0 
1 
0 

V 0 / 

^2(9) ^ 

0 
0 
0 

COSÇi 

\ - s i n gi / 

P3(q) -

eos q¡ — cos çism ç? 
sin(gi )sin Ç2 — s¡n 9i 
—sin (j2 

sin cieos q-! 
\ cos 71 cos 92 
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/ 0 \ 
0 
0 
1 
0 

\o ) 

, /4 -

( -1 \ 
0 
0 
0 
1 

l o ) 

. ^ 3 -

( ° ^ 
1 
0 
0 
0 

V i ) 

. ^ 4 -

/ 0 \ 
1 
1 
1 
0 

v oy 

- /4 = 

/ 0 \ 
0 
- 1 
Ü 

1 
V o j 

> / 4 -

( - 1 \ 
0 
0 
0 
0 

11 ) 

Mais avec q\, q2, • • , ?6 quelconques, on n'est pas dans une configuration réelle, l'ensemble des 

vecteurs ß{q) = (ßi{q), l^'i{q), • • •. /M?)) possède le rang maximal qui est égal à 6, alors l'ensemble 

de configurations cinématiquement admissibles M est un point isolé et il est une sous variété de 

M6. 

A n a l y se d es c o n f i g u r a t i o ns s ingu l i è res 

Considérons les configurations singulières, c'est-à-dire, le rang de la matr ice J(q) est inférieur 

à 6. On a rang/¿s = 5 au point singulier q' = [0, 0, 0, 0, 0, 0]. Les six vecteurs sont définis par : 

H1 ~ 

alors le sous espace vectoriel engendré par l'ensemble de vecteur §q
s est de dimension 5, on prend 

fi'a avec Q = {1 ,2 ,3 ,4 ,5}  comme une base. Alors le vecteur fie est exprimé comme le suivant : 

H% = fi\ + /4 + n'a - n\ - n\ 

De plus, le noyau E, de / ' est exprimé par : 

K.Ç = {1 G ÎR6 | x vérifient les relations suivantes} 

x\ - -ie 
Xn — —J6 

< -r 3 = -xe 

XA - x6 

, * 5 — -te 

Grace à la formule 2.23, on peut obtenir la dérivée d'ordre 2 Bq(x,x) : 

Bq(x,x) = (Q,'lxl7xl,2xl-îxl2xl)1 

alors, on a Bq\x,x) € 57
s-

On peut exprimer Bq{x,x) dans la base ¿¿(1 : 

Puisque la sous-algèbre engendrée par / Î " est de dimension s — 6, alors, le sous-espace (5, est de 

dimension 1 et il est peut être exprimé par une base : 

i/¡ = [1 ,0 .0 .0 ,0 ,0] 

On utilise ¡a proposition 3.5 pour examiner si la condition de transversalité est vérifiée en 

calculant la matrice A : 

rangA = rang[0, - 1 , 1 , - 1 , 1 , 0 ]= 1 

Puisque d i r n Ôa = s = 6 et (m — r)(s — r) = 1, la condition de transversalité est vérifiée, £ ) ' ( /) 

est alors une sous variété de P.6, mais on ne peut pas dire que M est une sous variété de R° 

au voisinage de 0 sans aucune explication. En effet, ] P ' / = i®) < Po u r i > 2, ce qui implique 
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F I G . 3.6 - Structure de mécanisme de Bennett 

M = YL ( /) = H ' ( / )< a ' o r s A/ est une sous -variété de 116 (voir la section suivante). 

D'autre part, en l 'année 70, Wi t tenburg [Wit77] a trouvé la solution analytique de ce mécanisme 

exprimée par la formule suivante : 

sin ?5 + sin q$ sin qe + sin qe = 0 

ce qui montre aussi que A/ est une bonne sous-variété de Kb, alors le système possède un degré 

de liberté. 

3.4.3 Un exemple de mécanisme de Bennett 

Le mécanisme de Bennett contient une famille de mécanismes dont les paramètres vérifient 

certaines conditions. Maintenant on va étudier l'un de ces mécanisme dont les paramètres sont 

présentés dans le tableau ci-dessous : 

TT 

a 

TT 
Q-) = — 

4 

v/2 
a 

TT 

° 3 = -̂  

a 

OtA — — 

4 

v/2 

Puisque les axes des couples ne sont pas orthogonaux, alors on va utiliser les paramètres de 

Denavit-Hartenberg définis dans la section 7 3 du chapitre 7. 

Les générateurs des rotations R, par rapport à la base B, sont définis par: 

£, = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 )' 

alors on a: R, = R ( Î / , , £ , ). 

de plus : 

U, = ( 0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 )' 
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Les m a t r i c es de passages P¡ sont déf in ies p a r: 

P¡ = R(Qi,ai,Ui) 

/ cos a,- s incïi 0 — a,-sin a,- a , - c o s a, 0 \ 

— sin a,- cosa,- 0 —o, cosa,- —a¿ sin a¿ 0 

0 0 1 0 

0 0 0 eos a¿ 

0 0 0 — sin a, 

V 0 0 0 0 0 1 / 

0 
s i n a¡ 

eos a¡ 
0 

0 
0 
0 
1 

a lo rs, les vec teurs ßi(q) peuvent ê t re o b t e n us d a ns f ? i p a r: 

fii(q) - Riii 

p 2 ( g ) = R1P1R2Ç2 

ß3(q) = R1P1R2P2R3Í3 

liA(q) = R1PiR2P2R3P3R^4 

D e g ré de l i b e r té 

D a ns le cas régul ier, le m é c a n i s me est ca rac té r i sé p ar les q u a t re vec teu rs de d é p l a c e m e n ts 

¿M9J 

/ 0 \ 
0 
0 
0 
0 

\ 1 / 

í"2(g) ^ 

( 0 \ 
0 

— a 

sin qi 

cos ?! 

V 0 / 

. i"3(?) 

cos gi sm q. 

sin gi sm 92 

1 

'2 - \ / 2s 

V2 

sin q\ cos g2 — sin gi 
\ 

eos q¿ cos gi 4- cos gi 

í cosg2 + v 2 j -a ( cosg2 -r v 

(eos g¡ sm q-¿ 4 sm g¡ ' 

v/2 
( — sin gi sin g2 + eos gi 

eos gj 
2 

L e vec teur /14(g) p e ut ê t re representé p ar •  

^4(9) -

' — — (cosgi. sin g2 v2 + sin q; v 2 — 2 sin gi sin g2 sin g3 + cos g3 cos gi sin g2 + eos g3 sin g¡ ' 

+ cos qz sin gi cos gj v/2), 

- (sin gi smq¿ v 2 — cosg; \ /2 -f 2 sin gj cos </[ sin g2 -f sin gi sin q2 cos 93 — cosg-i cosg¡ 

- cos gj cos g: cosg j v2) 

- ( v 2 cos Q2 + cosg2 cos g3 + v 2 cos g3 

, \ /3 V 3 . 
cosgi cosg2 cos g3 4- cos 93 cos gj sin Ç2 — —— sin gi cos g;. 

• sm gi cos gj sin g3 

,/> 

y/2 
• cos g3 sin q\ sin q¿ 

y/2 
• cosg3 cos g-, 

\ sin g2 sm gj — cos g2 eos q¡ 

Lo rsque q\, q-¿ 93 et 94 sont q u e l c o n q u es 

rang( / i i ,A i2, / i3 , / i4] = 4 

on n ' est pas d a ns une conf igura t ion réel le, a lors, il ne possède pas de deg ré de l iber té a ux po in ts 

régu l ie rs. 
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A n a l y se des c o n f i g u r a t i o ns s ingu l i è res 

Lorsqu'on considère une configuration réelle de mécanisme de Bennett, le rang de la matr ice 

jacobienne est inférieur à 4, on appelle configuration singulière d'après la définition 2.9, alors ce 

mécanisme ne fonctionne que sur l'ensemble des configurations singulières, c'est-à-dire : M — M'. 

Nous allons étudier la configuration : q' = [ir,  0, n, 0], on a : 

/ 

A* î = 

( ° "\ 
0 
0 
0 
0 

1 1 ) 

ß*2 — 

( ° 
0 

—a 
0 

- 1 
^ o 

f*3 

0 \ 

V 

a 

V 
a 
2 

V2a 
•f 

2 
\/2a 

2 
0 
V2 

h 
2 

/ °_ \ 

M4 

/ V 

o 
_V2 

o 
V5 

/ 

Les vecteurs : / i ' j / i j .P á forment une base de Jg, alors le noyau de f'(q") est défini par: 

K?» = { x £ M4 | i vérifie les conditions suivantes} 

I ] = (1 — >/2)x4 

X 2 = - Ï 4 

X3 = - ( 1 - V ^ ) I 4 

Avec la même procédure que dans les exemples précédents, on obtient : 

Bq{x,x) = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 )' 

ce qui est toujours dans 3 , ' . 

La sous-algèbre Sa engendrée par 5q est de dimension s — 6. Il est évident qu'on peut 

caractériser le sous-espace <Sq par une base : vf = {u\. 1/2, ^3} , avec : 

v\ -

( 0 \ 
0 
0 
1 
0 

\ 0 / 

/ 1 + 

V2 

2 
0 
0 

y/2 

V2 \ 
a 

\ 

V3 

I 

( ° \ 
0 
0 
0 
1 

V 0 / 

alors {fi\ , / i" , /ig, i/\. U2, 1/3} forment une base de la sous algèbre de Lie 6 a . 

D'après la proposition 3.5, La condition de transversalité peut être examinée en calculant la 

matrice A : 
0 1 — v/2 - 1 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

alors on a: rangA = 1, ce qui est différent de (m - r)(s — 6) = 3. La condition de transversalité 

n'est pas satisfaite mais M est une sous variété de K4, puisqu'il est connu que le mécanisme de 

Bennett a un degré de l iberté [Ogi68]. En effet, la condition de transversalité est une condition 

suffisante mais non nécessaire. 
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/-, 

/ 

• \ 

\ 

/ S 

(d) (e) 

Les figures (a) et (b) représentent les configurations régulières de la salière. Les figures (c), (d), (e) et (f) 

représentent les quatre configurations singulières de la salières. 

F I G . 3.7 - La salière 

3.4.4 La salière de Papegay 

C'est un exemple tiré de la thèse de Papegay. C'est un cas particulier de mécanisme sphérique, 

il est consti tué par quatre tiges de même longueur reliées entre elles par des liaisons rotoïdes et 

les axes sont orientés comme décrit sur la figure 3.7 

Puisque les quatre axes passent par le même point, de plus les axes sont orientés de façon parallèles 

au repère orthonormé, alors les matrices de passages sont des matrices unités de dimension 6, les 

vecteur £, dans B{ sont définis par : 

si — = Í3 = 

/ 0 \ 
0 
0 
1 
0 

\ 0 / 

Í2 = Í4 = 

/ o \ 
0 
0 
0 
1 

et les rotat ions sont définies par la formule d'Olinde-Rodrigues généralisée. 

Degré de l iber t é 

Les quat re vecteurs sont déterminés par : 

A*i(g ) = 6 

A*2(<?) = Rl& 

(i3(q) = R1R2Ç3 
(14(g) - RiRiRsU 

R, sont des rotations autour de £,. Les vecteurs sont définis par : 

Mil?) 

/ ° \ 
0 
0 
1 
0 

V i / 

(¿2(q) 

0 
0 
0 
0 

COSÇi 

\ - s in qi ] 

/^3(9 ) 

0 
0 
0 

eos q-¿ 
sin 91 sin q-¿ 

\ cos q\ cos 92 / 
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fi4(q) = 

On 

0 
0 
0 

sin 92 sin ç3 

cos qx cos qz — sin q\ cos q2 sin 93 
y — sin ci cos Ç3 — cos gi COSÍ/2 sin £?3 / 

rang(/j(g)) = 3 

Alors le mécanisme est complètement déterminé par les quatre vecteurs aux configurations 

régulières, dans lesquelles $g = &a qui est une sous-algèbre de Lie, le mécanisme possède un 

degré de liberté. 

Le noyau de Mq est définis par : 

{x Ë I 4 ! ^ sin q3 cos q2 sm q3 . 
-X4, — COS 93X4. X 3 = : X4} 

sin g2 sin 92 

A n a l y se des conf igurat ions s ingu l iè res 

A part ir de ces vecteurs /J(</), on a déterminé l'ensemble des points singuliers M1 de la salière 

(voir la figure 3.7 : 

M' = {q{ = (0,0, 0, 0),q'2=  (±7T, 0, ±7T, 0),q'3= (0, ±TT, 0, ±TT), ^ 5 = (±7r, ± T , ±TT, ±TT)} 

En ces points M3 rang(/js) = [ß[, ¡i'2, n'3, fi^) = 2, la dérivée d'ordre 2 Bq(x,x) n'est pas dans 

F*, de plus la condition de transversalité n'est pas vérifiée. 

On peut conclure que M n'est pas une sous variété de E4 en ces points M', on ne peut pas parler 

de degré de liberté. 

On va étudier le point q[ = [0,0, 0,0]. Soit / iQ = {fi\ ,/i2}
 u n e D a se de 5g, avec: 

p*  = ft'3 = (0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ) ', /¿2 = /iJ = ( 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 )' 

La sous algèbre de Lie S0 engendrée par 5g es*- de dimension 3, alors le supplémentaire ©, de 

J, dans &a est de dimension 1 caractérisé par une base : vp = {1^1} , avec : 

vi = [0 ,0 ,0,0,0,1] 

Considérons la dérivée d'ordre 2 Bg(z,x), elle est exprimée dans la base de {fia,i'p} sous la 

forme suivante : 

Bq{x,x) - 2x3X4^1 

alors Bq(x, x) € <& q mais, Bq{x, x) £ $q. Pour que Bq(x, x) E 5?, il faut et suffit : x¿ = 0,ou x4 = 

0. C'est le même type de singularité que les mécanismes quatre-barres plans. 

Pour examiner la condition de transversalité, la matrice A se présente sous forme suivante : 

A = 
0 1 0 0 
0 0 0 0 

rangA = 2 
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F I G . 3.8 - Mécanisme parallèle 

ce qui est différent de (m — 2)(r — 2) = 2, alors la condition de transversalité n'est pas vérifiée. 

Puisque le mécanisme ne peut pas être réduit à un point, le rang minimal de l'ensemble des 

vecteurs ¡x est de 2. alors : M = J^1 ( /) U ^ 2 ( / ) , te) que YU'it) ~ ^ ' = {<!  €. M \ rang(fi(g) = 2} . 

L'analyse d'autres points singuliers est analogue. 

3.4.5 Mécanisme parallèle 

C'est un robot avec trois branches dont chacun a un couple cylindrique et deux couples rotoïdes 

et dont la configuration initiale des positions de couple est décrite comme sur le dessin 3.8. Pour 

analyser les propriétés cinématiques du robot, il suffit de prendre une des trois boucles car les 

trois branches sont symétriques par rapport à Taxe central. 

En effet, si l'on étudie une seule boucle, il s'agit m = 8 paramètres articulaires, c'est-à-dire, on 

prends deux branches du mécanisme. 

D e g ré de l i b e r té 

Dans íes configurations régulières, le degré de liberté du mécanisme est déterminé par l'en-

semble des vecteurs fi(q) — {¿¿¡ (g), ¿¿2(9). • • '. Psi?)}  • L'espace engendré 5g est de dimension 5. 

On prend na(q) — {n\ [g), ^2(9). ^3(9), ^A(Ç)< Msí?)}  comme base de 59 , Après avoir calculé, on 

sait qu'aux points réguliers : 

rang(^(ç)) = 5 

Le noyau ¡P., de f'(q) est de dimension 3, 

R , = {x ef f i 8 I / ' ( ?) -x = 0} 
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de plus TqM = Mq. Alors le degré de l iberté de ce mécanisme est m — 5 = 3. 

A n a l y se des conf igura t ions s ingu l iè res 

On étudie le point singulier q! = [0, 0, 0, TT, 0, 0, 0, n], puisque le Tang(ß'(q')) = 4. On a : 

Pi 

/ » \ 
0 
0 
0 
0 

V i / 

P-2 = 

( o \ 
0 
1 
0 
0 

v o y 

Ms 

/ ° \ 
ai 
0 
0 
0 

v i y 

y-A 

( o \ 
ai 4- an 

0 
0 
0 

v i y 

ß5 

( -4si  \ 
a l + 0 2 

2 

^ ( a i + a 2 ) 
0 
r) 
î 

^ 6 

a i + a 2 - a .1 

^ ( a , + a2 - a3) 
0 

2 
0 

n7 = 

/ o \ 
vi 

•î 
T 
2 

0 
0 

V o / 

¿*8 
- 2 i Ql +f l 2 - a3 - a4) 

0 

Les vecteurs \i\, /i?,, / J3 , pj forment une base / i a de 5<?- La sous algèbre engendrée est de 

dimension 6, on caractérise le sous espace <5"q par une base vp — {v\sv->\, avec: 

i'i  = 

0 
0 
0 
0 

V 0 ; 

I  _ai ± 2 2) ^ 

2 - 5 i 

0 
¡a 

2 

0 
V 0 j 

le noyau de f'(q') est défini par: 

E , = { 1 Ç M8 I i vérifient les conditions suivantes} 
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* 1 2 ai 

</3****  £ x _ f 8 V 3 04 .r fi  y3a 3 

^ 3 

X 5 = - X 6 — I g 

On exprime Bq{x, x) dans la base {pa, vp), on obtient : 

Bq(x,x) = B5i/ i 

-803 .reíaai — 4 aá i e ai — 4 i g a4 ai - 4 i , a3 0; — 4 02 £403 xe 4- 4 02 i 4 \ / 3 x^ — 4 02 a, 42g 04 

-4a2 2-41803 + 2a¿ xeVîxj — 2CÎ Xexgcn + 2 v ^ ^ x s + Q42 \ /3 i7Xga3 — 2 i g a4 aj 

- 4 a2 X4CI1 - 2alx6xz - Aa%x\ - a\x\ - 3x* - xja  ̂ - r ¡ «3 2 
Ö5 

4 *a? 

Alors, la dérivée d'ordre 2 Bq(x,x) n'est par dans 5<j'- Pour analyser le type de singularité, il 

faut impliquer Bq(x,x) G 5q ' , c'est-à-dire B5 = 0, ce qui est équivalent de dire que : 

r i ; + s i ; - s 1= — r r - 0 

r, s, s', a', sont des coefficients connus. C'est un cone en 4 dimensions. M n'est pas une sous-

variété de 'P.8, le mécanisme ne possède pas de degré de liberté dans cette configuration singulière. 

La condition de transversalité sera examinée par la matrice A , d'après la proposition 3.5. on a: 

A = 

Û2 

a. 

U 

Û3 

2a, 
" 3 

ai 

x/3 
2 a i 

0 

a3 + a4 

2 a, 
a-; -(- a4 

ai 

0 
«3 

2~a7 
0 0 

\/3 a3 + a4 

lai 

0 

2 a¡ 

alors. A est de rang 2. ce qui est différent de (m — 4)(s — 4) = 8 : la condition de transversalité 

n'est pas satisfaite. 

3.5 Conclusion 

Le travail précédent nous permet de conclure : 

Dans ces exemples, on a rencontré deux types de singularités : 4çs quatre-barres et la salière sont 

associés à 3.9.(a), et le point '0' du mécanisme parallèle d'Hervé est associé à 3.9.(b). 

1. Si la condition de transversalité est vérifiée, le sous espace ^ ~ (/) es*- u n e s°us variété 

de ¡?.m. (mécanisme de Bricard). Si 5Z"'~r ( /) = {0} , pour r'  ̂ r, le mécanisme possède 

un certain degré de liberté. 

2. Si la dérivée d'ordre 2 (la forme bilinéaire) Bq(x.x) n'est pas dans 5?, M n'est pas une 

sous-variété (la salière, les quatre barres parallèles), on ne donc peut pas parler de degré de 

liberté. 
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J¿ OO 
F I G . 3.9 - les types de singularités rencontrés 

3. Les mécanismes prat iques ne sont pas aussi simples que les cas ] et 2, il existe des configu-

rations singulières pour un certain mécanismes dont la dérivée d'ordre 2 Bq(x,x) G 3g et la 

condition de transversalité ne sont pas satisfaites, pour tant le sous ensemble M est quand 

même une sous variété de K m( rexemple de Bennett) mais, avec les théories précédentes, on 

ne peut pas expliquer. Donc la condition de transversalité est suffisante mais non nécessaire 

pour que 5 2m _ r ( / ) soit une sous variété de M m. 

Pour les mécanismes plans, la dérivée d'ordre 2 Bq(x,x) étant dans Jç est une condition 

nécessaire et on a prouvée qu'elle est aussi suffisante pour que M soit une sous variété de 

M m au point q. Mais pour les mécanismes spatiaux par exemple le mécanisme de Bennett 

et de Bricard dans les configurations singulières, Bq{x, x) est dans 5g , mais on ne peut pas 

conclure directement que Ai est une sous-variété sans aucune analyse. 
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Chapitre 4 

Etude du rang d'ensemble de 
champs antisymétriques sur A 

En effet, le problème des singularités des mécanismes dépend de la variation du rang de 

la matrice jacobienne, c'est-à-dire des relations de dépendances entre les générateurs (champs 

antisymétriques}  des déplacements. 

Le problème du rang d'un ensemble de champs antisymétriques est un problème difficile, la 

méthode classique fondée sur les déterminants n'est pas toujours très prat ique surtout dans les 

cas singuliers. 

Nous proposons un algorithme pour obtenir les conditions de rang d'un ensemble de champs 

antisymétriques X constitué par m champs antisymétriques, le principe de l 'algorithme est de 

transformer le problème du rang d'un ensemble de champs antisymétriques en un problème de 

rang en dimension 3 par rapport aux nombres duaux, ce dernier est très facile à résoudre par la 

méthode classique fondée sur les déterminants. 

Par exemple, l'ensemble ,V contient une liste libre maximale (voir la définition plus bas) 

{A'i . A'2}  composée de 2 éléments, {A'¡ , A'2, [A'i , A'2]}  forment une base de l'algèbre de Lie £> sur 

A Les éléments A", de .V, pour k > 2, peuvent être exprimés par une combinaison linéaire duale 

de cette base, c'est-à-dire : A, = ¿¿A'i 4- c¿A'2 + ¿¿2[A'i . A"2]. Avec : 

• k — -k + (-k • ~k — -k T l-k • -1 — -1 ï"  £ - î > 

dont ; ¿, r2 et c¿2 sont les parties réelles des coordonnées et dont zl
k°, zk

c et z¿¿° sont les 

parties duales des coordonnées. On peut donc évaluer le rang de l'ensemble X par la formule 

suivante : 

rang.V = 2 -f rangj" 

où 3° est la matrice constituée par les parties duales des coordonnées zt
LO, r2° et ;,12° par rapport 

à la base {A'i . A'j , [A'i , A'2]} . Cette formule est démontrée dans le théorème 4.2. 

D'autre part, on a étudié également les sous espaces engendrés par l 'ensemble X en util isant 

les crochets de Lie du ¿-ème ordre, on obtient que le sous espace engendré par les crochets de Lie 

du 4-ème ordre est toujours une sous algèbre de Lie. 
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4.1 Introduction 

Si {s- V< C}  de D engendre tous les éléments de S), et si de plus il s sont l inéairement indépendants 

sur A. alors {£ .T? ,£}  est appelé une base de 2) [Che95]. Nous dirons aussi que les éléments £, rj. 

Ç constituent ou forment une base de 3D. Le théorème qui suit nous donne un critère utile pour 

déterminer si un ensemble {£, T?,C}  de 3? est une base de 3D. 

4.1.1 Définition d 'une base de 2) sur A 

Propos i t ion 4.1 
(i) Soit s

c f c 2 , pour que {£}  soit linéairement indépendant sur A il  faut et il  suffit que: Ç £ C. 

(ti) Soient £ et r¡  G T), pour que {£,r¡}  soit linéairement indépendant sur A il  faut et il  suf-

fit que : [£, rj\ $ C. 

(m) Soient £, r¡ et Ç G 3D, pour que {  £, r¡, Ç }  sot'i linéairement indépendant sur A il  faut 

et il  suffit que : 

( £ ! f r ,C ] ) #0 (4.1) 

{£> r/C}  e's' a/ors une base de 2D sur A et les coordonnées duales de X G 2) définies par: 

X = zlZ + z2r l+z3Ç (4.2) 

s 'expriment par : 

ííih.c]}  *  uii^.c]}  - {Íifo.c n l ',j 

D é m o n s t r a t i on ; (i) Considérons: A£ =: 0, avec A = À + eA° Ç A , si ( est linéairement 

indépendant sur A. supposons £ £ C => f£ = 0. il faut donc £ £ C. 

Si £ £ £?, Ae£ = 0 => A = 0, d 'aulre part A°c£ = 0 => A0 = 0, £ est alors linéairement indépendant 

cur A. 

(ii ) Considérons Xí,-\- pr¡ = 0, A = A + t A", p. = p + (p° G A. Supposons que {£, r¡]  est l inéairement 

indépendant sur A. Si [£, rçj G C, «^ A ^^ = 0. QÇ.Qn sont donc linéairement dépendants sur E, 

alors \QZ-rp.nn = 0. avec ( A , / J) # (0.0). D'autre part, on a e\°í,+tp0r¡  = 0, avec (A 0, /^) ^ (0,0). 

Ce qui est en contradiction avec l 'hypothèse. 

Supposons [£,r/] £ C. ^ Ai»', 9¿ 0, fi£, ^V s o nl donc linéairement indépendants sur 1R, pour 

que Afi£ + pC}r¡ = 0, il suffit que A = p — 0. D'autre part, pour A°f£ 4- P°cn = 0, il suffit que 

A" = p° = 0. £ et r¡ sont donc linéairement indépendants sur A . 

(in) 

0 ) {£• *?. C}  e st u n e base de 2D sur A = > (£j [rj,C]) ^ 0. 

Supposons que {í , r¡,C) soit une base sur A, alors £, ?;, C sont linéairement indépendants sur 

A , d'après (ii) , lC.rj\£C, [TJX] $ C et [C,£] £ C. 

Multiplions l'équation 4.2 par [f?,C]: 

{A'|[T,.C] }  = f i { i l fo,C] } 

http://ifo.cn
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(A:|[»?.Cj) + ^v|[i,,c]] = -1(í¡['?.C]) + E(í1[í!kC]] + íIO(í|['?,C])) 

Comme [TJ, Ç] ^ C, il existe toujours des A £ 2 tel que : 

(X\[ri,Ç])ÏO 

i l est donc nécessaire que : 

(ÉlkC])*o. 
Le nombre dual {C\[T¡, Ç}} est alors inversible. Les coordonnées i 1 , z2 et z3 définies dans la propo-

sition peuvent être obtenues en mult ipl iant l 'équation 4.2 par k £ ] , [CX] et [íi*?] respectivement. 

Les parties réelles des coefficients sont définies par: 

1 = (*lkC]) 2 = ( « ) 3 (A'IK,»;]) 
" (¿IkC]) U'IkC]) * (ÎlkCl ) ' ' j 

Les parties duales des coefficients sont définies par : 

lo=(glkC])WkC3]H*lkC])KlkC]] 
mx})2 

• ,1o _ félkC])[*i[c.fl]M*|[C.fl)KlkC]] 
(*lkC])2 (4-5) 

3o _ (€11^-CD [ ^ ' 1K . »?]] - ( ^ 1 K . *?]) K l [>?• C3] 
( í lk CÍ)2 

(2) ( £ | k CD 9e 0 = > {i,V.C }  est une base de D sur A . 

Nous prenons la relation : 

{* ) Â£ + ¡ti]  + ùÇ = 0 pour A , / i , i > eA 

Multiplions l'équation précédente par [T]X)<  on obt ient: 

Milken = o 

A(ílk<])+f(AKIkC] ] + A°tflkC]) ) = 0 

puisque (£| k s j ) ^ 0, pour que l 'équation précédente soit vérifiée, il faut et il suffit : 

A = A0 = 0 

De la même façon, si l'on multiplie (*) par [QX] et [£,rç] respectivement, on obtient : 

/i = , i 8 = 0 

v~ «/= 0 

Donc, {£.f?,C}  est linéairement indépendant sur A, d'après (1). pour A' G S, {£, 77, Ç, A'}  est 

linéairement dépendant sur A, alors {£,n,C}  forme une liste libre maximale de D par laquelle 

tout les éléments de £> peuvent être engendrés, il est clair que {£,rç,C}  e st u n e o a se de D sur A, 

si(£lkC])*0. •  

Alors un champs antisymétrique X de V est écrit comme une combinaison linéaire duale des 

éléments de la base, alors nous appelons ( ¿! , i 2 , 53 ) les coordonnées de X par rapport à cette 

base, et nous appelons ¿Q la aeme coordonnée; de plus z = (zl
%z2,z3) est la partie réelle des 

coordonnées, et z" = (zl°, z2°, z3") est la partie duale des coordonnées. 
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4.1.2 Changement de base sur A 

Nous supposons que £'. 77', C € 2), alors on a: 

I i = ¿21£ + ¿22r/ + ¿23C (4.6) 
{ (' = ¿31<+ ¿32r?+i33C 

*/ =3 I V I (4.7) 

avec ; 
/ zu ¿X 2 z13 \ 

3 = z21 i 2 2 z23 (4.8) 
I ¿31 ;32 .-33 / 

3 = 3 + e¡°, 3 représente la matrice réelle constituée des parties réelles des coordonnées; et 30 

représente la matrice duale constituée des parties duales des coordonnées : 

(
,11 .12 ,13 \ / li o ,12o ,13o \ 

¡21 .22 ¡23 j 3 o = l ¿llo ¡22<> ¡23o ] ( 4 Q) 

. 3! .32 .33 / l .31o .32o .335 / 

P r o p o s i t i on 4.2 Pour que {£',??', C'}  sot^ une ^>ase del) sur A, il  faut et tl suffit que la matrice 

3 soit inversible. 

D é m o n s t r a t i on : Pour que {£' . f?', £'}  soit une ba.se de T> sur A, d'après la proposition 4.1.(iii), 

il faut et il suffit : 

En effet, on a : 

í í ' l fo' .C']}  = {(in^+ :1-r¡+  :l30\[(i^ + ="r,  + ¿23C)A^+ i32n+ ^0]) 
_ (¿I l  ;22;3 3 i  ¿1 2 ¿2 3 ¿3 1 ,  ¿2 1 .32 ;  1 3 _  ¿13.22¿3 1 _  ¿12.2 1 ¿3 3 _  .2 3 .3 2 .  1 1 \ I ri!  ,-1 1 

et il est clair que : 

(£'|[i7'.C']) = (dét3)(i|kÇ]) 

Puisque {$j[»?, C]) 7̂  O, dét3 ¿̂ O est donc une condition nécessaire et suffisante pour que 

I C rl'-C) soit une base de S sur A . 1 

Soient fîi = {£, T?,C}> B'± = {£' , fj'.C'}  deux bases de 3D sur A. de plus B'¿ — ¡B±, alors: 

On peut calculer 3 - 1 par la procédure suivante. 

Puisque : 

3- 13 = l 

on a 

( 3 ) - 1 = 3 -1 ~ f ( 3 - 1 3 ö 3 ^ 1 ) (4.10) 

Exemple 

http://ba.se
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Dans la démonstrat ion de la proposition 4.1, on exprime X G 3) par la base B& — {£,r;.C} . 

alors : 

A' = ( â \ â2 , â3 ) ( v ) 

On peut, obtenir les coordonnées de X par rapport à la base B'A en remplaçant {£,??, C}  par 

ses coordonnés dans B'A, on a : 

X = (à\à\à3)(i)-
il J J (4.11) 

4.2 Prob lème du rang d 'un ensemble de champs ant isymétr iques 

Le principe de calcul est le suivant: on prend un ensemble X = {A'i , • • •, À ' m}  de champs 

antisymétriques qui est un sous-ensemble de l'algèbre de Lie 35, on peut donc trouver des sous-

ensemble de X l inéairement indépendants sur M dont le nombre d'éléments r est égal au rang de 

X. Une telle liste est alors une base de X sur K, on la note ¿¡g = {Xßl, • • •, Xßr}. X contient une 

liste libre maximale dont le nombre d'éléments est r&,  on la note L& = {A Q, , - • •, XQr } . 

Déf in i t io n 4.1 On appelle l i s t e l ibr e m a x i m a le L& = {A' Ql , • • •, A Qr }  d'un ensemble d'éléments 

de 33, une liste X — {A'i , X2, • • •, A'm }  telles que les deux propriétés suivantes soient vérifiées: 
(I) {Xai, • - •, A'Qr }  sont linéairement indépendants sur A ; 

(II)  rang(QXai, • • •, &Xar.¿ ) - rang[ÇÎXi, • • •, QXm) 

On doit préciser que le terme "rang" sous entend toujours le nombre d'éléments linéairement 

indépendants sur R. 

T h é o r è me 4.1 Soit {A'i . • • •, Xr) un ensemble de 35, les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(a) {A" Ql, • • •, A'ar }  sont linéairement indépendants sur A: 

(b) {f2A' Ql, • • •, fiA* Qr }  sont linéairement indépendants surlR. 

D é m o n s t r a t i on : 

(a) =>  (b) 

Il faut prouver que si (a), on a: 

il  A'i + • • • + lrXr = 0 pour ta £ A 

La partie duale nous donne : 

e°]nxl + • • • + rrnxr = 0 pour t°a em 

D'après (a), on a tx - • • • = tr - 0, t\ = • •  • = t°r - 0, il est clair que {fiA'i , • • •, ÍLY r}  est 

linéairement indépendant sur KL 

(b) = > (a) 

Si 

(** ) (A + et\)Xi + • • • + (¿r + (Ç)A'r = 0 
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multiplions par e, on a: 

D'après (b) : 

(** ) s'écrite : 

alors 

d'où (a). 

d = • •  • = lT = 0 

e° • •  • = rr = o 

P r o p o s i t i on 4.3 Soient {Vi, • • •, Vp}, et {A"i , • • •, Xq} deux listes libres maximales de l'en-

semble X composés de p et q éléments respectivement, alors p = q. 

Nous obtenons alors que toutes les listes libres maximales d'un ensemble de champs antisymétriques 

ont le même nombre d'éléments. 

D é m o n s t r a t i on : D'après la définition, on sait qu'une liste libre maximale {\\, • • -, Vp} formée 

par des éléments linéairement indépendants sur A, alors le rang d'une liste libre maximale est 

égal à son nombre d'éléments. D'après le théorème 4.1 et la définition 4.1 : 

p — rang (QY\, • • •, fiVp) - rang (ÎÎA'i , • • •, QXq) = q 

Pour simplifier les notat ions, d'après la définition 4.1, on peut supposer qu'une liste libre 

maximale de X est consti tuée des r¿ premiers éléments de X : ¿A — {A'i , • • •, Xr& ]  — {A* a} , 

avec Q = 1, • • - , r¿. On peut aussi supposer que les r premiers éléments forment une base de 

l'espace engendré par X sur R, alors L» = {  A'¡ . • • -, A'r }  = {Xg}, pour ß — 1, • • , r. 11 est clair 

que r¿ < r; les éléments A"-, sont dans LR, mais ils ne sont pas dans L& avec 7 = rA+i , • • •, r. 

On note les autres éléments de X par A"¿, pour i = r + 1, • • - ,m, c'est-à-dire, les champs anti-

symétriques qui sont dépendants sur SI et A par rapport à ¿R et ¿ A-

On peut donc toujours choisir les notat ions telles que : L A C L-R. 

Afi n de réaliser les calculs, on fabrique une base B¿\ de D sur A à part ir d'une liste libre 

maximale L¿ de X. 

Alors, la base B& est consti tuée des r ¿ éléments de X et des rÂ éléments qui n 'appart ient pas à 

X, rA et r ¿ vérifient la relation rA + r î = 3. En effet, tous les cas particulier sont les suivants : 

- TA = 3. -SA = ¿A = {Xi, A'2, A'3}  est une base de £> sur A. De plus, Xi.X?, X3 sont 

éléments de X. 

- TA = 2, on prend S a = {V'i , Víj. ^3}  comme une base de 2) sur A, avec Y\ — X\, Y"? = A'2, 

Y3 $ X. 
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- rA = 1, on prend B± = {Fi , Y2, Y3}  comme une base de S) sur A, avec Y] = À"i , Y2, Y3 0 X. 

- rA = 0, on étudie X sur 1R. 

Pour chaque cas particulier, on a donc : 

Ya = Xa pour a = 1. • • -, rA 

C o r o l l a i re 4.1 Soit B& — {Y\, l ^ V à }  «ne ease de £> sur A , pour fc > r A , on peu£ exprimer 

Xk par: Xk = ¿¿Y"i + ¿1 2̂ + z^Y3, a/ors /e,s parties réelles des coordonnées vérifient: 

(1) zl — 0, si r A = 2. 

f»7 ; | = rf = 0, si r A = 1. 

D é m o n s t r a t i on : Les démonstrat ions de (i) et (ii ) sont analogues, en simplifiant, on ne montre 

que (i). 

Si r¡\  = 2, A'¡ , A'2 forment une liste libre maximale de X. Supposons z\ / 0, on a 

QXk = zlQXi + ZfcfiÀ'2 + zfüY3 pour k > r A 

alors ; 
rang (QA'j. QX2, QXk) = rang (QA'i, fiA 2, z¿QA', + ^ Î Î A ' 2 + zfàY3) 

= Tüng(QXl,QX2]z
3
kílY3) 

> rang(f iA' i , f iA' 2) = 2 

ce qui est en contradiction avec l 'hypothèse que {Ai , A'2}  est une liste libre maximale de X. Il 

faut et il suffit : 

~k — u 

Ensuite, on exprime les éléments Xk de l'ensemble X par cette base B& sur A : 

Xk = ¿fr + ¿fr + ¿fa 

(m = imi ' l + ¿m Y2 + ^mV3 

pour simplifier, on exprime l'équation précédente par: 

(4.12) 

3 est la matr ice de dimension 3 x (m - r A ) constituée des parties duales des coordonnées de Xk 

dans la base {Vi,>2,^3 }  : 

/ ; 1 Z 2 ;2 i 3 \ 
' f a + I  * r a + l » 

\ ¿ i l ¿2 
m • 'm 

¿2 

?3 

(4.13) 
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Puisqu'elle est composée d'une matrice réelle 3 et d'une matrice duale 30 définies par : 

/ -i ,2 ,3 \ / , ic „20 „3o \ 
T A + 1 -rA + l V A + 1 \ / -Î-A + 1 T j + 1 ~ra + l \ 

,1 
-k 

v~~¿ 

, 3 

. 3 

3 = 

/ V -

k 

la 

ck 4° (4.14) 

/ 

Nous proposons un théorème important pour évaluer le rang d'un ensemble de champs anti-

symétriques, il joue un rôle essentiel pour les analyses suivantes. 

T h é o r è me 4.2 Soit Ä" est un ensemble de champs antisymétriques dont la dimension d'une 

liste libre maximale est r A , alors le rang de X est évalué par : 

rangX = r&  + rang}0 

où j ° est la matrice constituée des parties duales des coordonnées dans la base {Yi , Yo, Y3} . 

En effet, r&  ne peut avoir que quatre valeurs possibles 0, 1, 2 et 3, la démonstrat ion de ce 

théorème est analogue lorsqu'on change la valeur de r&.  Si l'on fait une démonstrat ion générale, 

on va tomber dans des notat ions compliquées, pour les deux raisons, la démonstrat ion sera faite 

avec r&  = 2. 

D é m o n s t r a t i on : (1) rang3° = r — 2 =>  rang A' = r 

La démonstrat ion est en deux étapes, premièrement on montre que X\, • - •. À'r sont linéairement 

indépendants sur ?.. puis on montre que À'i , • •, À' r, -V, sont linéairement dépendants sur E, pour 

(a) Considérons la relation : 

(rit)  Àj A", -t- A2A'2 + A3A3 + h A rA' r = 0 pour tout A € R 

Puisque : 

Y A ¡ . >2 = A'2, Y3 = [A-j,A' 2] 

On remplace A'fc, pour k > 3, par leur combinaison linéaire par rapport à B& = {Y1.Y2.Y3} , la 

relation (rit]  devient: 

r 

Ai Yi + A 2Y + ] T A - ^ Y i + z;Y2 + ^ Y 3 ) = 0 

Si l'on sépare la partie réelle et la partie duale en remarquant z?t — 0 (voir le corollaire 4.1). on 

obtient : 

£ ( AQ + ¿ A , ;? j Ya + e ¿ A, (4°Y, + z*°Y2 + :*°Y3) = 0 
0=1.2 \ - .=3 / 1=3 

Puisque rang3" = r — 2, nous supposons que (¿3°. z%°, ; | " ) £ , • • -, {zl°, Î , 2° , zf°)t, les parties duales 

des coordonnées de A \ p>ar rapport à la base B¿, sont linéairement indépendants sur R, pour 

http://%7bY1.Y2.Y3%7d
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que la relation (rit)  soit vérifiée, il faut et il suffit : Ai = • • • = Ar = 0, alors À'i , • • -, À"r sont 
linéairement indépendants sur M, on a; 

(*) 

(b) Considérons : 

rang X > r 

X, = z¡Y, + zfY2 + zfYa 

= z] Y: + zfY2 + zfY3 + t(z¡  ̂ + z?°Y2 + zfaY3) pour i > r 

Puisque rang3° = r - 2 , (z¡°, zf°, zf0)1 et (zl
3°, z¡°, z^Y, • • -, (zl

r°, zr
2", z?0)1 sont alors linéairement 

dépendants sur S,on a donc : 

(,,10, Z?°, zf°Y = £ C ? ^ , x£, Z?y P°U r C<  G E 

-f=3 

appliquons l'équation précédente à l'expression de À',, alors: 

r 

Q ~i = 3 

= E U - E w ) y» + E c> ( E Z" Y*  +f E *ry« 
Q \ -Ï  = 3 / -; = 3 \ a a 

= E(^-ECKV « + E C ^ 
= ±cfx, 

1 = 3 7 = 3 

0 =1 

A", est une combinaison linéaire à coefficients réels de {A'i , - - -, A' r} , {  A'i , • • -, A"r, A',- }  est alors 

linéairement dépendants sur E, on a rang A' < r, compte tenu de !a relation (*), alors : 

rang X — r 

(2) rang A' = r => rangj" = r - 2 

Considérons la relation : 

(rlt 2) A !A'1+A2A'2 + h ArA'r + A,A', = 0 pour tout AGIR 

Si rang3° > r — 2, on peut toujours supposer que : 

/ .\o „2o . 3o \ 
"»•a * r « ~ra 

rang ^\o ~2Q . 3O 
~r " r  ~r 
fclo „2o „3o , 

\ "i  ~l " l / 

r - 1 

Pour que (r/i2)
 s o ¡ 1 satisfaite, il faut: 

A¡ = • •• - Ar = A, = 0 

on a donc: rang .V > r, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse rang X = r. Il faut donc: 

rangj0 < r — 2. 
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Supposons rang3° < r — 2. c'est-à-dire 

rang 

„ l o ,2 o „3o 
T& ~rA " f a 

„ l o „2o „3o 
< r - 2 

on applique : 

/ „ l o „2o „3o\ _ V ^ ^ - 7 ' / l o „2o r3o\ 
\T ' -r • -r ! ~ / ¿ ° r  1^7' i --i'  ' "7 ' j 

7'= 3 

à {rit),  on a : 

Ai.Y ; + A 2A 2 + A3 A3 4- 1- Ar A'r 

= £ (A « + E V?)* « + f E (AV + Q'Ar)(-y >'i + «y Va + ~y°>3) 
a "r 

= 0 
T' = r a + ! 

ce qui implique qu'il existe toujours des (A i , - - - ,A r ) • £ (0, • - -, 0), satisfaisant la relation (rit)., il 

est clair: A'i , • • -, A'r sont linéairement, dépendants, rang A' < r. On a donc rang j" > r — 2. 

Compte tenu des deux cas considérés, rang3° = r — 2 <=> rang.t' = r. I 

Puisque LR est une base de l'espace engendré par X sur M, alors pour i > r, on a 

A", = C,1 A , + • •  • + C A ' r pour Cö
x G E (4.15) 

D'autre part, B^ = {Vi , V'j, V3}  est une base de l'espace engendré par X sur A 

A,; = ¿¿V, + i¿V2 + ¿,3>a pour A > r A . (4.16) 

De plus, pour 7 = r¿ -+• 1. • • •. r, on peut remplacer A'-, par : 

\ \ = z\\\ + ; ;>3 + ;3>3 

En considérant l'égalité des deux équations 4.15 et 4.16. on a: 

r 

C'A, +•• +C;\r = C,1*, + --- + C7aA' rA +( 51 C l~^ y ¡ + ^°V2 +-~f V3) 
7 = r i + l 

Nous analysons les parties duales des coordonnées de l'équation précédente, on obtient : 

. 10 _ \ (-^) „ 10 

„ r ^ o V * ^ 7 , r ¿o 

D'après le théorème précédent, les conditions pour que le rang de l'ensemble X soit r est qu'il 

existe des solutions pour C~¡ dans les équations qu'on vient d'écrire, cela peut être traduit par la 

relation suivante : 

rangs = rang 

„ l o „2o „3o 
"• "i + 1 T¿i- t -¡ T a + 1 

„2 c „3o 
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On distingue les différents cas particuliers suivants : 
• r^ = 3, une liste libre maximale L& = {À'i , A~2, AY}  forme une base de £> sur A , les autres 

éléments Xk, pour k > 3, sont alors une combinaison linéaire duale de L A . 
• rù. < 3, une liste libre maximale L A = {A'i , A'j , A'3}  ne forme pas une base de D sur A , dans 

ce cas, on doit distinguer deux différents cas suivants : (i) Les Xk sont tous une combinaison 
linéaire duale de L A - (ii ) Les Xk ne sont pas tous une combinaison linéaire duale de L¿. 

Ensuite, on étudie également les sous-ensembles engendrés par l'ensemble X en util isant le 

crochet de Lie. Pour étudier les sous-ensembles engendrés par l'ensemble X, il sera suffisant d 'ap-

pliquer le crochet de Lie entre les éléments linéairement indépendants sur 3R i.e. les éléments de 

L¡¡8, puisque les autres éléments de X n'engendrent rien de plus. 

On note <T, les sous-ensembles engendrés par les crochets du i-ème ordre, on les appelle les 

sous-ensembles du i-ème ordre. 

Finalement, on obtient l 'ordre maximal des crochets permet tant d'engendrer une sous algèbre de 

Li e Sa à part ir de X. Plus précisément, les sous-algèbres S0 engendrées sont: 

& a engendrée par X • •  
©a engendrée par C1 

Sa engendrée par C2 

Sa engendrée par <£3 

& a engendrée par C4 

<£° 0-ordre 
1-ordre 
2-ordre 
3-ordre 
4-ordre 

ou 
ou 
ou 
ou 

C'est-à-dire qu'en général, pour un sous ensemble quelconque de l'algèbre de Lie T), l'espace 

engendré par l'ensemble C est toujours une sous-algèbre de Lie. 

Il existe beaucoup de cas particuliers décrits par la figure 4.1. 

On va présenter les différents cas du tableau ci-dessous : 

rang 

rA = 3 
rA = 2 
r A = ! 
TA = Û 

! r = r ¿ 

3 
2 
1 

1 ü 

r = rA + 1 

4 
3 
2 
1 

r - r¿ + 2 

5 
4 
3 
2 

r = rA + 3 

6 
5 
4 

3 

4.3 Le cas r¿ — 3 

Lorsque r ¿ = 3, on a L A — {X¡, X?. X-¿], de plus L A = -SA  e gt u n e base de V module sur A . 

4.3.1 Condit ion de rang 

La matr ice des parties duales des coordonnées de Xk par rapport à la base B&, pour k 

4, • • •, m, est définie par : 
„ l o ^2e v3« 
- 4 M -4 

31 
" m *"m 

,3o 

Proposi t ion 4.4 
(i j La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 3 est exprimée par: rang$° = 0. 

(H) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 4 est exprimée par: rang$° = 1. 
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Les ellipses grises représentent les sous-algèbre engendrées, r est le rang de l 'ensemble X, r^ est la 

dimension d ' une liste libre maximale de X, dim C represente la dimension d'un sous ensemble engendré 

par le crochet de Lie du i -ème ordre. L'ordre maximal pour engendrer une sous-ajgèbre est 4. 

F l G. 4.1 - Les sous-algèbres de Lie engendrées 
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FlG. 4.2 - sous-algèbre de Lie engendrées lorsque r&  = 3 

(m) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 5 est exprimée par: rang¡° — 2. 

(inj La condition nécessaire et suffisante pour que rangX — 6 est exprimée par: rang¡° = 3. 

La démonstrat ion est évidente, si l'on utilise le théorème 4.2. 

Si I E = {A'i , • • . .̂  r }  est une base de l'espace engendré par Â' sur 3£, alors : 

rang3 = rang 

r\o +,2o ^3o 

,lo 2o , 3o 

4.3.2 Sous-algèbre engendrée 

4.3.2.1 L e cas r = r^ = 3 

Dans ce paragraphe. Z.g = L ¿, on considère d'abord, le sous-ensemble engendré du premier 

ordre par ,V, on a: í ! = {  A'i . .Y2, A'3, [A'i . A"2], [Aj . A3], [A 2, A*3] } . Puisque {  A'j , A'2, A'3 } 

est une base de 33 module sur A . on peut donc exprimer les crochets de Lie par : 

[ A i . A j ] = -12A1 + r f i A i + : f , A 3 
— - i Y. j . --_ v _ -L  ~3 

3 y 

A ¡ . A'3] = z\aXi + ¿fa A 2 + ¿f3A" 3 (4.17) 

.A 2-A3] - Í23A1 + »23 A 2 + Í23A3 

on obtient la matrice .\\ constituée par les partes duales des coordonnées par rapport à la base 

A', 

„ l e ,2c „3 c 
-12 -12 *12 
„ i o ,2o ^3o 
-13 -13 -13 
, l o ,2o „3o 
-23 *23 -23 

(4.18) 

P r o p o s i t i on 4.5 Soient A"i .A'j fi A'3 € 33 linéairement indépendants sur A . alors: 
(a) rangS\ — 0 <=> rang<£1 — 3. <V engendre une sous-algèbre de Lit. 
(b) rang N1 = 1 ö n i n g í1 = 4. 
/W rangS'i — 2 O rangC1 = 5. î 2 engendre l'algèbre de Lie 33. 
fdj rangS'i = 3 <=> ran^ff1 = 6. <T! engendre l'algèbre de Lie 33. 

D'après le théorème 4.2, (a), (c) et (d) sont immédiats. 
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Toutes les sous-algèbres de Lie engendrées dans ce cas particulier sont indiquées sur la fi-

gure 4.2. 

On va étudier le cas (b). L'ensemble C2 est défini par : 

£2 = {A'i , X2,X3, [Xu X2],  [A 2,X3] , [X3, A'j] , [Xu [Xu A'2]] , [X2, [XUX2]],  [X3, [A'! , A2]] , 
[A'i , [X2,Xa]],[X 2, [X2,X3]],  [A'3l [A-2, A3]] , [Xu [X3, XJ], [X2, [A3, A^jj , [A3, [A'3, X,}}} 

on peut exprimer les crochets de Lie par rapport à la base {A'i , X2, X3} en utilisant la formule 

de double crochets de Lie. Les parties duales des coordonnées constituent une matrice de 3 x 12 : 

M, 

/ 

\ 

•M  ¿ 

zl°3 
w l 0 Q 
-1 Ú 

[A'î ¡ A'2] 
[A2 | X2) 
[A2 | A3j 
[A'î | X3] 
[Ai | A'3] 
[A'2 ! X3] 

0 
0 
0 

_2oo 
~1 z 

-2oo 
-2 J 

~ 2 oo 
"1 • > 

- [A, | Xii 
- [Xi | X2] 
- [Xi | X3] 

0 
0 
0 

[A'2 ! X3] 
[A'3 I A'3] 
[A'3 1 A3] 

zf°2 \ 
-_3oo 
"2 " 
-,3oo 
4 1 O 

0 
0 
0 

- [X\ \ A'i] 
- [^i i X2] 
- [Ai | A'2] 
- [A2 | A'3] 
- [Ai ! A'3] 
- [A'2 ! A'3] ) 

Corollair e 4.2 (x) Si rang,\\ = 1, rangMi — 2, alors î 3 engendre l'algèbre 3). 

(u) Si rangN\ = 1, rangMi = 3. alors (£2 engendre l'algèbre T>. 

4.3.2.2 Le cas r¿ = 3, r = 4 

Pour étudier les sous-algèbres engendrées, il est nécessaire de présenter la proposition suivante. 

Proposition 4.6 {A'i.A' 2,A'3}  est tint base del) sur A <=> {[A'i , A'2], [A'i , A'3], [A"2, A'3j) est 

une bast de 3D sur A. 

Démonstration : {A'i . A'2. A'3}  est une base de 3D sur A, si et seulement si: 

(.Y,|[A-2.A'3])#0 (4.19) 

Considérons : 
{[A I ,A21![[A 2.A'3],[A' 1,A'3]] } 

= {[A, , A2j |{[A', . A"3] |A'3}A , - {[A 2, A3] |A'i}A' 3} 
= -{ [A^.A^IAMÍÍAj .A^IA'a } 
= -{X:\IX,. X,}}' 

donc ([A'¡ , A'2] ! [A'î. A'3], [A'2. A'3]) £ 0 est équivalent à l'équation 4.19. I 

Considérons le sous-ensemble du premier ordre : 

<£: = (AVAVA'3 . A'4, [A,, A'2], [A'î , A3] , [X2, A3] , [A'j . A'4], [A'2. A'4], [A'3. A'4]} 

file://-{X:/IX
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puisque {[X\, À'2], [À'i , A3], [A'2, A'3]}  est une base de 35 sur A, on peut exprimer les autres 

éléments de Í 1 par cette base : 

Xi = z\2 [A"! , A'2] + ¿Í3 [X x , A-3] + z¡3 [X2,X3] 
X2 = ¿P [A'! . A,] + z¡3 [A'! , A'3] + r f [X2,X3] 
A 3 = ¿à2 [Ai , A2] + i « [ X Î , A 3] + ¿ l3 [A'2, A3] 
A 4 = ¿12 [A'! , A 2] + ¿f [Ai , A'3] + £f [A 2, X3] 
[X1, A'4] = z\ [A"! , A2] + z\ [Xi, A-3] 
[A' 2, A'4] = -i\ [Ai , A2] + ¿| [A-2, A3] 
[A 3, A'4] = - î » [A'! , A-3] - ¿4

2 [A' 2l A'3] 

on obtient la matrice des parties duales des coordonnées comme suit : 

N,= 

/  ,12 o 
I  * 1 

„12 o 
" 2 
,12 o 
' 3 
.]2 o 

„2 o 
- 4 
_ _l o 

' 4 

\o 

r 13o 
z l 
.13 o 
z 2 
_13o 
z 3 
.l3 o 
Z 4 

.3 o 
~4 

,l o 

r 23o 
z l 
r 23o 
z 2 
,23 o 
- 3 
_23o 
* 4 

0 
„3 o 
- 4 
_.2 o - 4 

\ 

P r o p o s i t i on 4.7 Soit X un ensemble de champs antisymétriques de rang 4 dont {A'i , A'2, A3} 

est une base de T> sur A . Alors: rangN2 — 3, Í 1 engendre l'algèbre 2). 

D é m o n s t r a t i on : Puisque X est de rang 4, il existe toujours (?4° , z\°, z%°) • £ (0 ,0 ,0 ), on va 

montrer rangC1 = 6, ce qui est équivalent de dire rang/v"2 = 3. 

Nous avons remarqué que les coordonnées de A'4 par rapport à la base {  [A'i , A'2j , [Ai , A'3], 

[A'2, A'3] }  dépendent des coordonnées de A'4 par rapport à la base {A"i , A'2, A'3} , de plus, on a : 

I - 4 1 - 41 

alors, on obtient les parties duales des coordonnées z\ . 12o _13o 
•4 •  

, 2 3 o z\ écrites comme ce qui suit : 

(-* 4 . - 4 , . 4 ) 

,12o 
- 1 
, 12o 
"2 
_Î2o 
- 3 

,13o 
*1 
.13o 
-2 
.13o 
- 3 

,23c 
-1 
.23o 
- T 
. 2 3 o 
- 3 

• / l o . 2 o . 3 o \ 
T ^ - 4 , - 4 1 - 4 ) 

.12 
-1 

1 *Í 
z 2 * 
.12 
* 3 

. 13 
-1 
. 13 
Zn 
. 13 
- 3 

. 23 
- I 
. 23 
- 2 
. 23 
- 3 

alors le premier terme de droite dans l'équation précédente est une combinaison linéaire réelle 

des trois premiers lignes de la matr ice A'2 et il est clair que : 

/ .120 
/ -1 

,12o 

rang A'2 = rang 

.120 
- 3 
. 1 2 . 10 
-1 -4 
. 20 
-4 

.10 
— -4 

. 2 0 . 12 + zi"zi< + z 
, 3 o . l2 

V 0 

,13o 
-1 
.13o 
-2 
.13o 
- 3 
, 1 3 . 1o 
-1 -4 
_3c 
-4 

. l o - - 4 

, . 2 o . l3 , . 3 o . l3 

.23o 
- 1 
.23o 
-o 
.23o 
" 3 
. 2 3 . 1o 
-1 -4 

0 
. 3 o 
- 4 

,2© 
— - 4 

, . 2 0 . 2 3 , , 3 o . 2 3 
+ - 4 * 2 " r " 4 - 3 

Si Ton étudie les déterminants extrai ts de Ar
2, on a: 

DA 
- 3 o 
- 4 <-' £>457 = :?°? 7 467 — z 4 <-' 
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, 12 
" 1 
-L 2 

, 12 
-3 

, 13 
-1 
, 13 

~~2 
, 13 
"3 

, 23 
~1 
, 23 

, 23 
~3 

avec : 

( , 12 , 13 , 23 

n """- i - i 
, 12 . 13 23 z2 z2 z2 
, 12 , 13 „23 
" 3 — - 3 ~3 

U est donc une forme quadrat ique par rapport aux (z\°, z\°, ¿rf°), de p lus: 
, 12 , 13 z22> 

dét ( 42 -z? ,~?3 | = -dét ( Ih ¡ l 3 423 ! # o 
„12 , Î 3 , 23 
•3 ' 3 2 3 

D'après le théorème de forme quadrat ique définie positive, on a U =¿ O, et donc rangAr
2 = 3-

I 

4.3 .2 .3 L e cas rA = 3, r = 5 

On a : I/K = {Ai , A'2, A'3, X4, A'5} . Comme il n'existe pas de sous-algèbre de Lie de dimension 5, 

alors au moins un crochet [A,-, A\-j n 'appart ient pas à X. Par exemple: 

C1 = { Xr, X2, A's, A'4, X 5 , [Ai , A'2J, [A^ . A'3j , A 2, A'3] , [-Ai . X , ] , [X2, A 4 •} 

P r o p o s i t i on 4.8 C1 engendre l'algèbre D. 

4.4 Le cas r^ = 2 

4.4.1 Condition de rang 

Dans ce cas, on a L& = {A ' ^A^ } . Pour que A'i , A'2 soient l inéairement indépendants sur A, 

il faut que les axes de A'¡ , A'2 ne soient pas parallèles, i.e. y y . Au'* , / . 0. Pour que {A'i , A'2, A',} , 

avec i = 3, • • •, m, soit linéairement dépendant sur A . il faut que les axes de tous les éléments de 

X soient parallèles à un plan. Cela est exprimé mathémat iquement par la proposition suivante: 

P r o p o s i t i on 4.9 Pour que { X<L, A'2 }  sott une liste Itbre maximale de X, les deux conditions 

suivantes sont nécessaires et suffisantes. 
(a) ( [A 'LA' îHÎAi .A 'aD^ O 
(b) ([A' 1,A'2]|A',) = 0 

D é m o n s t r a t i on : 

(1) {  A'i , A'2 }  est une liste libre maximale de X =>  (a) et (b) 

Supposons {  A'i , A'2 }  est une liste libre maximale de X. alors: 

rang (fiA'i , QA'2) = rang (fi A'¡ , fiA' 2, • • •, fiA' m ) 

A'; . A"2 sont linéairement indépendants sur A, on a donc le crochet [A'i , A"2] n 'appart ient pas à 

C et : 

fiiA' 1,A'2] = [ f i A ' ; , A ' 2 ] ^ 0 . 

Ceci nous donne (a). 

or les éléments fiA'i, fiA' 2) fi  A',-, pour i > 3, sont linéairement dépendants sur P., ce qui entraîne 

(b). 
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(2) (a), (b) = > {  X\, A"2 }  est une liste libre maximale de X 

Si (a), on a : 

[QXi,X2]  # 0 

alors À'i , A'2 sont l inéairement indépendants sur A . 

Si (b), fLX'i , Í2A2, £IX, sont linéairement dépendants sur E, d'après le théorème 4.1, on a: 

rang(i]LYi,fiA2 ) = rang (ÜXU QA2, • • -,nXm) 

alors {  Xi, X 2 }  est une liste libre maximale de X. I 

Pour engendrer tous les éléments de X, il est nécessaire de choisir une base sur A , par exemple 

B* = {X^X2,[Xi-X2}}  = {YUY2,Y3}, avec Y, = X,, Y2 = X2, Y3 = [Xi,X2]. 

Considérons un champ antisymétrique X¡, pour i = 3, • • •, m, alors on peut exprimer A', par : 

A, = ¿,1Y1 + ¿;2y2 + ¿?y3 

les parties réelles des coordonnées sont définies par : 

pour 

{X¡\\>2,Y3}} {Xi\[Yi,Y3]} ~3 

zf G A 

{A'i|[Vi,y 2] } 

• {[yi,y 2]!y 3}  * {[Vi,i2]¡v 3}  ' { [n.y^ys} 

les parties duales des coordonnées sont définies par : 

(4.20) 

(4.21) 

(A',|[Y2,Y3]) (* , | [Y i ,y 3] ) 0 
-• ([y,,y2]!V3 ) * ( [y i .y 2] |y3) "•  

les coordonnées duales sont définies par : 

m , Y2]|v3) [A,|[y2,y3] ] - (A',-|[y2,y3]) [[Y> , v2]|v3] 

. 2 _ 

,3 

([Yx,Y2)\Y3)* 
([Vi , y2]|y3) [A-,-un, y3]] - ( A , ! ^ , y3p [[y,. y2|jy3] 

( [Vi ,y 2] |y3)2 

([>..y2]|y3)[A-.ltv,,y 2] i - (A,i[y t.y2]) [[Y, .y2]|y3j 

([Vi,y2]|y3)2 

Alors les Xk, pour k = 3, • • -, m, peuvent être exprimés dans B&, la matrice des parties duales 

des coordonnées de X¡, dans B& est la suivante : 

ll  = 

Ao y2o , 3o 

. . le ^2.o n3c 
" m " m " m 

P r o p o s i t i on 4 .10 

(1) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX — 2 s'exprime par: rang}? = 0. 

(11} La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 3 s'exprime par: rang¡?2 = 1. 

(ni) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 4 s'exprime par: rangfé = 2. 

(tv) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 5 s'exprime par: rang¡?¡ — 3. 

La démonstrat ion est directe en fonction du théorème 4.2. 
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4.4.2 Sous-algèbre engendrée 

On distingue deux cas différents : (i) Les éléments A"*-, pour k > 2, sont tous une combinaison 

linéaire de la liste libre maximale L A - Dans ce cas, les nombres ;%" sont tous égaux à zéro, il 

s'agit des cas r = r&  = 2, r = r&  -f 1 = 3, r = r^ + 2 = 4, r = r&  + 3 = 5. 

(ii ) Les éléments A* . pour /: > 2, ne sont pas tous une combinaison linéaire de la liste libre 

maximale ¿ A- Dans ce cas, les nombres z%v ne sont pas tous égaux à zéro pour k > 3, c'est-à-dire 

que Xk est une combinaison duale de Xi, A'2, [A'i.A" 2] , il s'agit des cas r = r¿ + 1 = 3 et 

r = r A -i- 2 = 4. 

4 .4 .2 ,1 Les Aj¿, sont t o us u ne c o m b i n a i s on l i n é a i re de ¿A 

(a) L e cas r = TA = 2 

Les À'fc peuvent être engendrés par L A , ~f° = 0. 

On prend ¿s = L A , si l 'on considère £L : 

C1 = {A 1 ,A 2 , [A - 1 ,A ' 2 ] } 

il est de dimension 3 (car ([A'i , A'2]|[A'i , A'2])  ̂ 0). En effet, C1 forme une base de 35 sur A. 

On a aussi : 

<£2 = {A'j , A'2, [X-L, A 2] , [Ai , [Xi, A-2]] , [A 2, [A, , X2}}} 
Í 3 = {A'! . A'2, [A, , A'2] , [Ax, [A! , A'2] ] , [A 2, [Ai , A 2 ] ] , 

[Ai , [A 2, [Xi, A 2] ] ; , [A t , [Xx, [A'j , A 2] ] ] , [A 2, [A 2, [X,, A2]l] } 

Puisque {  A'i , A_2, [A'i , A 2] }  est une base de 33 sur A, si Fon utilise la formule du double crochet 

( [ A J J A L A , ] ] = iX1\X2}X1-{Xl\X1}X2 

[A 2 . [A , .A 2 ] ] = { A 2 | A 2 } A 1 - { A 1 | A 2 } A 2 

< [A^ÍA^.fAj .A's] ] ] = { A M A J X A L A Î ] (4.22) 
[A! , [A, , [A, , A'2]j ] = - { A i |A'i}  [A! , A2] 
ÍA 2, ÍA 2, [A ; ,A ' 2] ] ] = - { A ^ i A ^ J t A ^ A ' , ] 

On peut obtenir la matr ice des parties duales des coefficients: 

[AMA, ] O \ 
[A'i|A 2] 0 ) 

\ 
[A':|A 2j 

- [ A ' ! ¡Ai ] 
- [A- 2 |A 2 ] / 

P r o p o s i t i on 4.11 Soient A ] , A 2 une liste libre maximale de X. alors: 
(a) rangNs — 0 <==> rang<tx = 3. Í 1 engendre ¡a sous-algèbre de Lie &a. 
(h) rangN3 = 1 <=> rangtí2 = 4. 
(c) rangN3 = 2 • <=> rxingft2 = 5. 

La démonstrat ion est immédiate d 'après le théorème 4.2. 

C o r o l l a i re 4.3 

(I) Si rang N3 = 1, rang A/3 = 2 <=> <Sa — C4 engendre la sous-algèbre de Lie &a. 

(II)  Si rang A/3 = 2, rang M3 = 3 <=> Sa = C3 engendre la sous-algèbre de Lie &a. 

Aa = 
[A'i|A 2] 
[A' 2|A2] 

A/3 = 

/ tf3 

0 0 
0 0 

\ 0 0 
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FlG. 4.3 - Sous-algèbre de Lie engendrées lorsque r&  = 2 et les Xk sont combinaison duale de 
LA 

Démonst ra t ion : 

Lorsque rang A;
3 = 1, il est impossible que rangAÍ3 = 1, dans ce cas particulier, il n'existe pas de 

sous-algèbre de Lie de dimension 4. 

(i) lorsque rang A'3 = 1, rang A/3 = 2 , rang A' = 5, on a donc C4 (¿ <£3, alors rangö!4 = 6 et Ga 

est la sous algèbre de Lie engendrée par C4. 

(ii ) Si rangAT3 = 2, rang A/3 = 3, on a rang£3 = 6. I 

(b) Le cas r&  — 2, r = 3 

Les Xk peuvent être engendrés par L&, avec les coefficients z%" = 0. 

Supposons Lg = {X] , A'2, A'3}. De plus {A'¡ , A2, [A'j , A'2]}  est une base de 2) sur A. Considérons 

le sous-ensemble engendré par X : 

£! = {A! , A2. A3, [A,, A 2] , [A; , A 3] , [A 2, A3]} 

On exprime A3, [A'i.A'3] et [A'2, A3] dans {A'¡ , A'2, [Ai , A2]} , alors: 

A3 = z\X\ + z3A 2 

[.Yi.As] = :¡[X ltX2] 
[A' 2!A3] = - ¿ H A ' L A - J] 

on obtient la matrice A'4 constituée par les parties duales des coefficients définis par les équations 

précédentes : 

/ 4*  4° 0 \ 
N< = 0 0 zi° 

\ 0 0 -z\° J 
Proposition 4.12 Soit X un ensemble de champs antisymétriques de rang 3 dont L& — {A'i.A^ } 

est une liste libre maximale, de plus L& et Xk, pour k = 1, • • •, m, sont linéairement dépendants 

sur A, alors : C2 engendre T). 

Démonstration : D'après la proposition ??, 23o et 23o ne sont pas tous zéro, alors le rang de 
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la matrice A'4 est toujours 2. 

D'après le théorème 4.2» on a rangC1 

implique rangC2 = 6. 

5, <£l n'est donc pas stable par crochet de Lie, ce qui 

I 

(c) L e cas r&  — 2, r = 4 

A'*  peuvent être engendrés par L&. ~l° = 0. 

Supposons I K = {À'j , A'2, A'3, A4} . Considérons les sous-ensembles í 1 , on a: 

Í 1 = {A, , A 2 , A 3 , A 4, [Ai , A 2 ] , [Ai , A 31, [A 2, A 3] , [Xu A 4 ] , [A 2, A 4] , [A 3, A 4] } 

On exprime A 3 , A 4, [A>,A 3] , [A'2,A" 3] , [A' i ,A 4] , [A 2 ,A 4 ] , [A 3,A 4] par {Ai , A 2 , [A j , A 2 ] } ; on 

peut obtenir les coefficients duaux dont les parties duales forment une matrice JV5 exprimée par : 

A'F 

/ 4e 4° 0 \ 
z\° z\° 0 
0 0 
0 0 
0 0 

V 0 0 2, 

- l o 

_ lo 
M 
r 2 o 
' 4 

P r o p o s i t i on 4.13 5'i un ensemble de champs antisymétriques X est de rang 4, de plus {A'i , A'2} 

est une liste libre maxtmale de X, alors C1 peut engendrer l'algèbre entière. 

D é m o n s t r a t i on : Puisque A"4 est de rang 2, il est clair que rang A/5 = 3. d'après la proposi-

tion 4.5: r a n g í1 = 6 . I 

4 .4 .2 .2 Les A'k ne sont pas une comb ina i son l iná i r e dua le de L& 

(a) L e cas r,^  = 2, r = 3 

Les Afc ne peuvent pas être engendrés par L ¿, -rj?° ^ 0. 

Nous considérons le sous-ensemble : 

<£' = {Ai , A 2 , A 3, [A, , A 2 ] , [XltX3], [A 2, A 3] } 

A3. [A'i , A3] et [A 2, A3] sont des combinaisons linéaires de {A'i , A 2 , [À'i , A'2]}  : 

A'3 = 4-Vi + z¡X2 -r ez?¿° [A'! , A 2] 
[Ai , A 3j = ^ { A - J A ^ A , - « ! " { * , ¡A'! }A' 2 + r3

2 [A'i . A2] 
[A 2, A 3] = f.-f iA' j lA'aJA' ! - c . - f i A ' i l A j j A ' a - ¿3 [A, , A2] 

La matrice des parties duales des coefficients duaux est définie par : 

A r
6 = 

~3o ¡ 

„lu 
- 3 

,1o 
' 3 

,12o 
' 3 

A-!|A- 2) - ^ ( A U W l z\° 
r3

3 o(A 2|A2) -zl°{XAX, -4° 

P r o p o s i t i on 4.14 Sott {A'i,A' 2}  est une liste libre maximale de X. de plus {A'i,A" 2}  et A 3 

sont linéairement indépendants, alors l'ensemble (£" engendre l'algèbre de Lie £>. 
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D é m o n s t r a t i on : On montre que la matrice Nç possède un rang maximal, cela est équivalent 

à la proposition d'après le théorème 4.2. 

puisque : 

1 3 _ / 4°(A' i |A-2) -z^X^Xr) \ 
! t - { z*°(X2\X2) -z^0(X1\X2) j 

est toujours inversible. 

Supposons que dét(A'6) = 0, on a: 

zl° = azl°(Xl\X2) + bzi°(X2\X2) 
z¡° = -azi°(Xx |AX) - hz%°(X2\X2) avec a, b G M 
zf = az¡° - bzl° 

Si Ton remplace z\°, z\° par les deux premières relations dans ; |° = az\° — bz\°, on obtient : 

(aA'i + 6A2 | a A'! + bX2) = - 1 

La partie gauche a une valeur minimale 0 et il n'existe pas de a et b £ ffi  qui vérifient les équations 

précédentes. Il est donc impossible que A'e soit singulière. I 

(b) r¿ — 2, r — 4 et r = 5 

Les éléments A \ ne peuvent, pas être engendrés par L&, zf° • £ 0. 

Prenons Lg = {A; , A*2, • • •. A ' r } , d'après la proposition 4.14, on a le corollaire suivant : 

C o r o l l a i re 4.4 Soit {A'i,A _2}  une liste libre maximale de X, de plus { A ^ A ^ }  et {A-, }  sont 

linéairement indépendants sur A , alors l'ensemble du premier ordre Í 1 peut engendrer l'algèbre 

de Lie 2). 

4.5 Le cas r^ = 1 

4.5.1 Condit ion de rang 

Supposons {A'¡ }  = L¿. 

P r o p o s i t i on 4 .15 Pour qui A'i soit une liste libre maximale de X, il  faut et il  suffit que les 

deux conditions suivantes soient vérifiées. 
(a) ( A M A ' . J ^O 
(b) [QA'i A'fc] = 0 pour k > 1 

D é m o n s t r a t i on : 

(1) A'i est une liste libre maximale = > (a), (b) 

Supposons A'i est une liste libre maximale de X, alors A'i ^ C, on obtient (a). 

D'après la définition d'une liste libre maximale, on a: 

rang QA'i = rang (fiA'i , • • •, fiA" m ) 

alors QA'i et QXk<  pour k > 2, sont linéairement dépendants sur M, d'où (b). 
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(2) (a), (b) = > X-¡, est une liste libre maximale 

Si (a), alors A'i est l inéairement indépendant sur A. 

Si (b), alors Xi et Xk sont linéairement dépendants sur A, il est clair que: 

rang fiÀ'i =  rang (QX1 ,• • • , QXm) 

d'où X\ est une liste libre maximale de ,V. I 

Lorsque les A*  peuvent être engendrés par ¿A pour k > 2, • • -m, On peut exprimer A \ par : 

X2 

Y 

La partie duale 33 de 33 est définie par : 

-;;=wm t4'23) 

--L 
3 3 = .-•' 

\ mo 

zk - . . . . . . .- r T7T' \ (AMA'!) " {X,\Xx)j 

Propos i t ion 4.16 
(1) La condition nécessaire et suffisante pour qut rang.Y = 1 s'exprime par rang  ̂ = 0. 

(n) La condition nécessaire et suffisante pour que rang A' — 2 s'exprime par ixmgfâ = 1. 

On suppose L% = {A'i . • • •, A ' r } . Lorsque L^ = {A'i }  ne peuvent pas engendrer tout les éléments 

de .1', alors il est nécessaire de construire une base B& pour analyser les relations d'indépendances 

entre les éléments de X. 

On va définir B& = {Vj . V2. V3}  une base de T1 sur A : 

A-, = z\Xx + 1 {zl°Y7 + zl°Y3) 

telles que les relations suivantes soient vérifiées : 

z¡°=\. ) \ = x,, v3 = [v1,v2] 

de plus : >2, Y3 6 Za, tel que Y^ia) = Y3{a) = 0. pour a G £. 

alors A'fe peut être représenté par : 

Xk-=zlXl+t(zl°Yi + zl°Y3) 

~- - - 3 - n 

Les coefficients sont définis par: 

~'K { n i [ v 2 , r 3 ] }  ~k (Vi][>2,y 3] ) ~*  O i | [ V 2 , ^ ] ) ' ' ; 
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particulièrement lorsque k — 2. on a: 

Ll_ {X2\[Y2,Y3}}  , „ 3o ._ [XtlPuY*]}  , . _ 

La matrice des parties duales des coefficients précédents est définie par : 

35 = 

P r o p o s i t i on 4 .17 

(i) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 2 s'exprime, par: rangfâ = 1, 

(ii)  La condition nécessaire et suffisante pour que rang À' = 3 s'exprime par : rang~3
0
A = 2; 

(iii)  La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 4 s'exprime par: rxmg¡1 = 3. 

4.5.2 Sous-algèbre engendrée 

On distingue les deux cas différents : (i) Les éléments À'&, pour k > 1, sont tous une combi-

naison linéaire duale de ¿A = {A'i} , c'est-à-dire, rj?° = z%c = 0. Il s'agit des cas r = r ¿ = 1, 

r = rA + 1 = 2. 

(ii ) Les éléments A \ , pour k > 1, ne sont pas tous une combinaison linéaire duale de L A = 

{À'i} , c'est-à-dire qu'il existe des z\° et z\° différents de zéro. Il s'agit des cas r = r&  + 1 = 2 et 

r = r A + 2 = 3. 

4 .5 .2 .1 À'fc s o nt t o us c o m b i n a i s on l i néa i re de L A 

Lorsque L A = {A'i }  Pe u l engendrer tous les éléments de A', cela ne contient que les cas où 

r = TA = 1. r — TA = 2, on a la proposition suivante. 

P r o p o s i t i on 4 .18 C° = .V engendre une sous algèbre &a de dimension r — rangX. 

4.5.2.2 A'fc ne sont pas t o us c o m b i n a i s on l i n é a i re de L A 

(a) rA = 1 et r = 2 

Considérons : 

C! = {AV.VJ. IA'LA' Î ] } 

puisque fiA'i  et ÎÎA' j sont linéairement dépendants sur R, alors [A'^A's] G C, si l'on exprime 

[A'j , X-¿] par {Vi , ¥2,^3} (voir paragraphe précédente), il ne reste que les parties duales : 

Y,, AVj = f (;},V , + z\ïY2 + z??y3) 
\ + £2?0Y2 + CZ%'Y3 A"2 = i iV j + f2?°y 2 + c;?°y 

On définit la matrice A'7 comme suit : 

V - - I 2 S 
' 1 2 *12 -12 

P r o p o s i t i on 4 .19 Si {A' ;}  es/ une /zs/e / i tre maximale de X, A'¡ e/ A'2 soní linéairement 

indépendants sur A , nior« l'ensemble <£' es/ c/e rang 3. 
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D é m o n s t r a t i on : on a : 

= i (z2
3û(n |y2)n - z f (n \Y,)Y2 + y3) 

alors : 

il est évident que : 

Ar7 = 
z\° 1 

r|"(A|V2) -zfiY^W 
4° 
i 

rang A'? = 2 

La démonstrat ion est achevée. 

Si Ton analyse l'ensemble C2 = {À'i , A"2, [A'i , X2], [A'i , [A' 1L A'2]], [A'2, [A ' I , A'2]]} , on obtient : 

[ A L L Y L À " 2 ] ] = {Xl\X2}X1 - {A ¡¡A 1}.Y 2 

{X2,[XUX2]}  = \X2\X2}X1 - {A',|A' 2}A 2 

la matr ice composée des parties duales des coefficients est définie par: 

/ zk° 1 

M- = 

, 3 o 
- 2 

1 

, l o 

22°(ñ|>2) -= f 0(V i | y , ) 
iA'ol - [A' i lA-i ] ^ - (A',|A'2) z\° - ( * i l - * i ) - ^ ( A J I A ' ! 

V [A 2¡A'2] - [A , |A2] -s - (A 2|A 2) z\° - ( A . !A 2) - ;?<>(*! |A2) / 

Coro l la i r e 4.5 

5i rangX-r = rang M7 — 2. a/ors C1 engendre une sous algèbre de Lie de dimension 3. 

¿'1 rang M7 = 2 et rangh!7 = 3, alors £-' engendre: une sous-algèbre de Lie de dimension 4. 

(b) rA = 1, r = 3 

Dans ce cas particulier, les A\ ne peuvent pas tous être engendrés par L& 

On prend LR = {A'¡ . A'2 . A' 3} . et on va continuer d'util iser la base B = { y ¡ , > 2 , i 3 } . 

on a : 
V 1 1- , \ • , . _ 3 n\ 

<2 
A, = ci y, +(Y2 + (zï0Y: 
A 3 = --ÍV, . . 2 0 V . - , 3 o \* 

' ! t C 3 >3 

puisque le rang de .V est trois, d'après le théorème 4.2, on a rangĵ  = 2. 

Considérons l'ensemble <£: = {  A ] , A 2 . A3. [A'i , A 2] , [A"¡ , A'3j,[.Y 2. A'3] } . 

On exprime A'2, A'3, [A'¡ , A'2] , [A'¡ , A*3],[.V 2, A3] dans la base {Vj , y^, V3} . on a: 

[A', , A3] = [X1. c ' y, + (zl°Y2 +  i:*°Y3] 
' , 3 o / 

y 1 | y 2 ) y ! - ; f ( y 1 ¡ y í ) > 2 + ^ °>3) 
¿A,, AV. = [;• ]>-, + eY, + ( :?eV 3. i ^ ' j + t . f V ; + f ;3

3 oy3j 

= t ({y¡|y2)(4^° - -á-f )i' i + (>'i|Vi)(-.-á^ 9 + 4 ^ 2 + --2-i°v3) 

alors on peut définir la matr ice .Vg par : 

/ . l u 

4c'(y,i>' 2) 
-i°(v,|y2) 

, 3 o 

V (v,¡y2)(rá.-|0-rá^°) (y^yoí 

. 2o 
- 3 

^"(Viiv o 
-33°(>"ll>'l ) 

, l , 3 o , . 1 , 3 o -, — - 3 - 3 T" -2-2 ! 

. 3o 
- 3 
1 

, 2o 
- 3 .1 . 3o 

- 2 - 3 
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Proposit ion 4.20 
fi) Si rangNs = 2, alors X engendre une sous-algèbre de Lie de dimension 3. 

(n) Si rangNs = 3, alors (TJ engendre une sous-algèbre de Lie de dimension 4. 

(c) rA = 1 et r = 4 

les Xk ne peuvent pas être engendrés par L&. 

On considère que L-% = {Xx. X?, X3, À'4} . Lorsque r¿ = 1, A' engendre une sous algèbre de Lie 

de dimension 4. 

4.5.3 Le cas r^ = 0 

Lorsque r^ = 0, c'est-à-dire, L&. = {0} , A", G C, pour tout t — {1 , • • •, m}. X, ne sont peut-

être l inéairement indépendants que sur  R, parce qu'ils sont toujours linéairement dépendants sur 

A , on calcule le rang d'un tel ensemble de champs antisymétriques en util isant les méthodes 

classiques. 

De plus, dans ce cadre l'ensemble de X est toujours une sous-algèbre de Lie de !D en raison de la 

stabil ité au crochet de Lie-

On résume les résultats correspondants aux différents cas par les deux tableaux ci-dessous. 

D'après les analyses précédentes, on a vu que les sous-algèbres de Lie peuvent être engendrées 

par <T°, <£!. C2, £3, (T1. 

P r o p o s i t i on 4.21 Pour un ensemble de champs antisymétriques, le sous-espace du 4-tème ordre 

engendre toujours une sous-algèbrt de Lie de D. 



108 CHAPITRE 4. ÉTUDE DU RANG D'ENSEMBLE DE CHAMPS ANTISYMÉTRIQUES SUR A 

| Rang 

1 -ÖA 

1 

2 

i 

3 

Rang 

Bu 
1 
2 

3 

4 

3 

4 

5 

6 

Type 

Tl 
T? 
T'1 

• '2 

Ti 

n 

T3 

n 

Â3 

n 

Xk peuvent être engendrés par L& 

ensemble 
{X} 

{A'i } 
{A-!,A' 2} 
{  A', ,X2 } 

{XltX2,X3} 

{  A i , X-¿, X-¿, Ä 4 } 

{  A i , A2, A3 } 

{  A - , A 2 , A 3 , A 4 } 

{  A i , A2, A3, A4, 

A 5 } 
{  A , , A 2, A 3 . A 4, 
A's, A 6 } 

sous-ensemble 
(í1 

{Ai } 
{Ai ,A ' 2} 
{ A i , A'2, [ A i , A 2 ] } 

{  A i ,X 2 , A 3 , [A i ,A 2 ] , 
[Ai , A 3 ] } 
{  A'i , A 2 l A'3, 

A'4 ,[Aj , A'2] ,[A'i , A'3] 

} 

{  A i , A 2) A 3 , [ A L A'2] , [ 
A i , À'3 ],[ A'2, A 3 ] } 

{  A'i , A'2, A 3 , 
A ' 4, [A l i A 4] , [A 2,A 4] 

} 
{  A1, A 2, A3, A 4, A5, 
[ A . A , ] } 
Í' J 

sous-algèbre 

{-Ai } 
{A-j.A'a } 
C1 

¡£3 

C4 

& 

c1 

í 2 

<r ü 

£-
<£'-' 

(C1 

(£' 

í ü 

engendrée 

T A B . 41 - Sous algèbre engendrée par un ensemble de champs antisymétriques - I 

Rang 

ßA 
0 

1 

2 

Rang 

r < 3 
2 

3 

4 
r = 3.4,5 

Type 

7S 
7? 

7? 
*T 14 

71 

A)c lie peuvent pas être engendrés par L¿ 

Ensemble 

{A } 
{ A , - - , A - r } 
{ A L A'2} 

{A-j.A'a.Aa } 

{  A'i,A'2 . A 3 , A 4 } 

sous-ensemble 

É1 

£ü 

{  A , , A 2 , [ A i , A 2 ] } 

{  A i , A 2 , A 3 \XUX2]  ) 

C11 

{  A , , • • •, Xr } \{X. [ A , , A _ , ] . ^ j } 

sous-algèbre en-
gendrée 
6 a 

£° 
C1 

£'J 

£J 

cu 

(C 
<£' 

T A B 4.2 - Sous algèbre engendré par un ensemble de champs antisymétriques - / / 
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Comme indiqué dans le tableau ci-dessous [Che93], il existe une bijection entre les sous algebres 
de Lie de 1) et les sous groupes de Lie de D. 

j 

Bijection entre les sous groupes de Li e et les sous algebres de Lie 

Dimension 

0 

1 

1 

2 

3 

! 
i 

i 

i 

4 

5 

6 

T A 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

I 

3 

1 

3 

Les sous groupes 

Elément neut re e 

Translat ion suivant l 'axe fixé exp(GÏnç) 

Rotat ion suivant l 'axe fixé exp((?Ç) 

Déplacement hélicoïdale exp(S(f + p i ï f ) ) 

- • - • - • ' '  — • — - • • • - • •  

Translat ion plane exp(fi('aC -+• 6r?)) 

Déplacement cyl indrique exp(8Ç 4- dQÇ) 

Translat ion spat iale exp(Q(a£ • +• br¡ +cÇ)) 

Déplacement plan exp(f i(a£ 4- 617)) exp(OÇ) 

Déplacement exp(f2(a£ + br¡)) exp(v(C -1- P ^ O) 

Rotat ion autour d 'un point exp(Ö£ + &r¡  4- t¡\") 

Déplacement exp(f2(a£ • +• 6fj))exp(i/'(C + cQC)) 

il n'existe pas 

Déplacement libre exp{íl{a£ + br¡ + cÇ))exp(6Ç + <t>r]  + ij)Ç) 

les sous algebres 

{0} 

im-

ÍC} -

K-fp«C} . 

1 
{fie , Or,}. 

{«ce}. j 

• - - 1 

{nç,ni7,nc}. | 
1 

{ni,Or,,c} -

{ní,nrí,c + pnc}-

{í.n.C} 

{ní,nrj,nc,c}. 

il n 'existe pas 

{ne. nr,.Qc,sc, -),(}•  

4.6 Equation de fermetur e d'ordr e supérieur  à 2 

Dans la section précédente, on a présenté un algorithme pour évaluer le rang d'un ensemble 

de champs antisymétriques, il est aussi pratique quand on étudie l 'équation de fermeture de 

l'ordre supérieur à 2, puisque les restrictions ß „ ( i < n ) ) des dérivées d'ordre n à ( E , )n sont dans 
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En effet, tout est analyt ique ici, les variétés comme les applications. Ainsi, les applications p.^ 

sont analytiques et il en est donc de même de l 'application fi. Ainsi, on peut vérifier la dérivée 

d'ordre n de ¡J en qr, est une application n-linéaire de (K m) ( n) dans £(E'T\!D' ) donnée par la 

formule suivante: 

^ n ) ( 9 o ) - ( x ) n = 

L E E n L ! . " ' . n , : ! ( t t ' r ' , , , ( i t t ' r ' a d n " , " - W ' • • • *im>Pk,{qo)-M<lo) irti'.  • • mj 

pour x G M m, k = !• • -.m. 

La condition nécessaire et suffisante Cn représente finalement une condition sur le rang de 

certains vecteurs combinaisons linéaires particulières des Hk{<lo) et de leurs crochets de Lie. 

En effet, chaque élément Bn{x^n>) peut se mettre sous la forme suivante : 

S „ ( i ( n ) ) = Fn ( i ( n ) ) + G„(2:(n )) pour Fn(x^') G 3 „  G „ ( i ( n ) ) G » ,. 

de plus, G„(x^n-) = 9nV?, ' es conditions C„  s'écrivent gn = 0. 

D'autre part, si {V'i , y2, Y3}  est une base de 2) sur A, et qui est choisie de façon comme dans 

les sections précédentes, c'est-à-dire que SA dépend d'une liste libre maximale de l'ensemble A'. 

Alors : 

Bn{xln)) = àfr + à2
nY2 + ä$Y3 

Les conditions deviennent : 

/ 

rang 
J 2 r A (4-28) 

\ n\o n2o „3ö . 
\ a n an an / 

où 30 est la matrice constituée des parties duales des coordonnées des éléments en premiers ordre 

(élément de la matrice jacobienne) par rapport à la base {Vf , V^Va} . 

A priori, il parait naturel que les dérivées en tout ordre sont nécessaires mais, il existe un 

ordre fini pour un mécanisme concret (voir les exemples). 

4.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, Nous avons effectué des calculs complexes en appliquant les nombres duaux 

aux champs antisymétriques, nous avons obtenu un critère d'évaluation de rang d'un ensemble 

de champs antisymétriques dans le cas général. Avec lequel, nous avons réussit à étudier les sous 

algebres de Lie engendrées dans tout les cas particuliers, nous avons obtenu qu'il existe un ordre 

limit e dont l'ensemble engendre une sous algèbre. 

Les calculs sont réalisés sans aucune hypothèse, plus précisément, on veut dire que les champs 

antisymétriques {A'i , • -,Xm) sont quelconques. Si l'on veut faire une analyse des champs an-

tisymétriques en supposant [X¡ ] A",-] = 0 (les '"pas" sont nuls), alors le critère d'évaluation de 

rang est toujours valable mais, les ensembles du l'-ème ordre de X engendrant les sous algebres 

ne restent pas invariants, on a montré les sous algebres engendrées dans ce cas particulier sur la 

figure 4.4, en effet, il s'agit seulement deux modifications par rapport au cas général, lorsque si 
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Les ellipses grises représentent les sous-algèbres engendrées, r est le rang de l 'ensemble X, r ¿ esc la 

dimension d 'une liste libre maximale de X, dim C représente la dimension d 'un sous ensemble engendré 

par le crochet de Lie du i -ème ordre. L 'ordre maximal pour engendrer une sous-algèbre est 3 dans ce cas 

particulier [A' , [ A',] = 0. 

F i G. 4.4 - Les sous-algèbres de Lte engendrées 
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r = r¿ = 3 et r = r¿ = 2, et r = r¿ = 2, les autres éléments outre que X¡, À'2 sont tous une 
combinaison linéaire de LA - Les démonstrations se trouvent dans l'annexe A. 

Dans la dernière partie de ce chapitre, nous avons proposé d'utiliser ce critère aux dérivées 
d'ordres supérieurs à un de l'équation de fermeture, ce qui nous permet d'obtenir les conditions 
pour que les mécanismes possèdent un degré de liberté mais, il s'agit peut être des calculs très 
compliqués et volumineux, nous n'avons donc pas pu les réaliser. 

Dans le chapitre qui suit, nous allons présenter des mécanismes qui correspondent les tableaux 
de la page 108, c'est-à-dire que les mécanismes du type Tr

r , r est le rang de la matrice jacobienne, 
et r¿ est le nombre d'une liste libre maximale des éléments de la matrice jacobienne. 
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Chapitre 5 

Problème de singularité 

La conception des mécanismes possédant des propriétés cinématiques optimales a att iré l 'at-

tention des chercheurs depuis plusieurs années. En effet, il a été montré [SC82] que certaines pro-

priétés de la matr ice jacobienne du système, affectent directement la précision des mécanismes. 

Il est important d'éviter les configurations indésirables pour lesquelles : 

(i) Soit le degré de liberté n'existe plus instantanément et le système est dégénéré et devient 

incontrôlable. 

(ii ) Soit la rigidité naturelle du système mécanique subit une grande dégradation. 

(iii ) Soit les forces articulaires peuvent devenir très importantes, ce qui présente un grand 

risque de détérioration du système [SG94]. 

Ceci explique, en grande part ie, l ' importance de la déterminat ion des configurations singulières 

d 'un mécanisme et pourquoi il faut les éviter lorsque c'est possible. Il est donc souhaitable de 

pouvoir les identifier dès la conception afin d'en minimiser l ' impact. 

Depuis des années, certains chercheurs ont travaillé sur les singularités des chaînes cinématiques 

fermées. Gausselin et Angeles ont montré que les singularités des chaînes cinématiquement fermées 

peuvent être divisées en trois groupes principaux. Leur méthode est basée sur la détermination 

des racines du déterminant de deux matrices jacobiennes. En effet, lorsque le nombre de degré de 

l iberté d'un mécanisme devient assez grand, par exemple 5 ou 6, l'expression du déterminant de 

la matrice jacobienne devient très complexe. Pour cette raison certains chercheurs ont proposé 

des méthodes basées sur la théorie des vis [RMD92a], [RMD92b] et [DG93] sans nécessairement 

obtenir des expressions analytiques permettant d'exprimer les singularités. 

Ainsi, dans tous les travaux réalisés jusqu'à présent, aucune expression analyt ique décrivant 

l 'ensemble des singularités et obtenue à partir du déterminant n 'a été vraiment exploitée. 

L'objectif de cette partie est de représenter, dans l'espace euclidien ou parmi l'ensemble 

des configurations cinématiquement admissibles, les ensembles de singularités des mécanismes 

cinématiquement fermées. Ces ensembles présentent un grand intérêt pour la conception des 

robots. La méthode utilisée ici consiste à annuler le determinant de la matrice jacobienne du 

mécanisme en question en analysant sa forme par blocs de façon à simplifier le problème. On 

util isera la méthode proposée dans le chapitre suivant en choisissant les paramètres indépendants 

(les entrées, dont le nombre est égal au degré de liberté) et les paramètres dépendants (les sorties). 
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5.1 Classification des singularités 

Soit g le vecteur des coordonnées articulaires correspondant aux liaisons actionnées du mécanisme 

- composé des paramètres indépendants. Soit s le vecteur des liaisons articulaires aux liaisons 

passives - composé des paramètres dépendants, n — m — r est le nombre de degré de liberté : 

s - [s\, • • •, s„] 

q - [ Ï I , • • • ,?«] 

Les éléments de s et de q peuvent être des angles dans le cas des articulations rotoïdes ou des 

longueurs dans le cas des articulations prismatiques. 

Les vecteurs q et s sont aussi appelés vecteurs d'entrées et sorties respectivement. Ces entrées 

et ces sorties sont reliées par un système d'équations de contraintes qui peut être exprimé sous 

la forme suivante : 

F(s,q) = 0 (5.1) 

La partie gauche de l'équation 5.1 est une fonction différent!able, 0 est le vecteur nul de 

dimension n, la dérivée par rapport au temps de 5.1 peut s'écrire sous la forme: 

Aè + Bqr=0 (5.2) 

où : 
dF „ dF 

A = — , B = — 
OS Oq 

où A et B sont des matrices carrées d'ordre n qui dépendent de la configuration et sont alors 

appelées matrices jacobiennes. 

A partir de l'équation 5.2, Gosselin et Angeles ont dressés une classification des singula-

rités des chaînes cinématiques fermées et ont mis en évidence 3 types de singularités dont l'in-

terprétation physique est différente. Rappelons les brièvement : ces différents types de singularités 

se produisent respectivement lorsque 

(i) Seule la matrice B est singulière, 

(ii ) Seule la matrice A est singulière, 

(iii ) Les équations de positionnement (ou d'orientation) dégénèrent, c'est-à-dire que les ma-

trices A et B sont toutes deux singulières. 

Les configurations singulières sont liées à la notion de sous-variété, le cas où le mécanisme est 

dégénéré correspond mathématiquement au cas où l'ensemble des configurations cinématiquement 

admissible n'est pas une sous-variété de Mm au voisinage de la configuration considérée. 

5.1.1 Singularités de type I 

Les Singularités de de type I se produisent lorsque : 

dét(B) = 0 

Les configurations correspondantes à ce type I de singularité sont des configurations pour les-

quelles le mécanisme est à une limite de son espace de travail ou une limite interne de son espace 

de travail qu'il divise deux zones où le nombre de solutions au problème géométrique inverse est 

différent. En d'autres termes, ce type de singularité se produit lorsque deux branches du problème 
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géométrique inverse se rencontrent. C'est-à-dire qu'en supposant les vitesses de sortie s connue, 
on ne peut pas obtenir les vitesses d'entrées q. 

D'après les équations 5.1 et 5.2, et puisque le noyau de B n'est pas réduit à zéro, il est 
possible de trouver des vecteurs non nuls q qui produiront des vecteurs vitesses s nuls. Certaines 
vitesses ne peuvent pas être imposées à certains corps associés. Ces derniers perdent alors 1 ou 
plusieurs degrés de liberté. D'après le principe de la dualité cinématique-statique[16], en présence 
de ces configurations singulières, les corps en question peuvent résister à une force et à un couple 
de grandeurs arbitraire dans une direction donnée. 

5.1.2 Singularités de type II 

Les singularités de type II se produisent lorsque la matrice A devient singulière : 

dét(A) = 0 (5.3) 

Contrairement aux singularités de type I, les singularités de type II se produisent pour des configu-

rations situées à l'intérieur de l'espace du travail et correspondent à l'ensemble des configurations 

où deux branches du problème géométrique directe se rencontrent. C'est-à-dire qu'en supposant 

les vitesses d'entrées q connue, on ne peut pas obtenir les vitesses de sortie s. Pour cette raison, 

ce type de singularité ne peut se produire que dans le cas des mécanismes fermés pour lesquels 

le problème géométrique directe admet une solution unique. D'après les équations 5.2 et 5.3 et 

puisque le noyau de la matrice A n'est pas vide, on peut trouver des vecteurs vitesses non nuls s 

qui correspondent à des vitesses nulles des actionneurs. Le mécanisme est alors dans une configu-

ration où certains corps peuvent subir un mouvement infinitésimal même si les actionneurs sont 

bloqués. Il se produit dans ce cas, un gain d'un ou de plusieurs degrés de liberté et le système 

perd sa rigidité. Il devient alors incapable de supporter une force ou un couple dans une direction 

donnée. 

5.1.3 Singularités de type II I 

Ce type de singularité est d'une nature légèrement différente des deux premiers puisqu'il 

requiert certaines relations spéciales entre les paramètres architecturaux. En d'autres termes, 

seulement certaines architectures spéciales donneront lieu à ce type de singularité qui est aussi 

appelé singularité architecturales. 

En présence des configurations présentant cette singularité, il est possible au corps mobile 

de subir un mouvement fini lorsque les actionneurs sont bloqués ou encore de ne pas produire 

de mouvement du corps mobile pour un mouvement fini des actionneurs. Dans les deux cas, le 

mécanisme est pratiquement inutilisable car il ne peut pas travailler dans une partie importante 

de son espace de travail ou dans tout son espace de travail . Ce type de singularité peut être évité 

au moment de la conception. 

En effet, en dehors des entrées et des sorties, il existe encore des variables intermédiaires w 

qui est de dimension l — m — 2n 

5.2 Définition de la famille d'équations de fermeture 

En fonction de la méthode exposée au chapitre précédent, les équations de contraintes cinématiques 
s'écrivent sous forme analytique, il sera donc raisonnable d'exprimer les paramètres dépendants 
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(ou les sorties) et les paramètres intermédiaires par les paramètres indépendants(ou les entrées) 

de la façon suivante : 
f Wl(q,w1)=0, 

mq,Wl,.-,«,,) = o, 
j\(q, w,si) = 0, v ' 

S2{q,w,si,s2) = 0, 

, Sn(q,w,si • • • ,sn) = 0 

La répart i t ion des paramètres du système en paramètres indépendants, paramètres intermédiaires 

et paramètres de sorties n'est pas unique, cela dépend des variables entrées choisies. A priori, on 

a C£j = "T^r façons possibles de présenter les n dernières équations, mais elles ne sont peut-être 

pas toutes de bonnes représentations. 

Pour simplifier les notat ions, nous confondons Wj(q,wi, • • • ,Wj) = 0 et Wj = 0, pour j = 

1, • • • ,/; Sit{q, u), si, • • •, Wk) = 0 et Sk = 0, pour k = 1. • •  • ,n. De plus, on note W la famille 

de fonctions composées des fonctions (Wi , • • •, W¡) et S la famille de fonctions composées des 

fonctions (Si, • • •, Sn) . Alors, les équations précédentes sont exprimées par : 

W = 0, S = Q (5.5) 

Ces deux familles d 'équat ions ont la forme triangulaire par rapport aux paramètres in-

termédiaires et aux paramètres dépendants respectivement, c'est-à-dire que les deux équations 

Wi+\ — 0 ou ISI+I = 0 ne contient qu'un paramètre intermédiaire ou un paramètre indépendant 

de plus par rapport à l 'équation W, = 0 ou S,- = 0 respectivement. 

Les équations de fermeture explicite sont exprimée dans la définition ci-dessous. 

P r o p o s i t i on 5.1 Soient les applications W : Rn+i —> ¡R! et S : Rm -> M" , on dit que 

l'application F : K" —> P." est l'équation de fermeture explicite, de plus F = S o W : 

On peut définir l 'ensemble de configurations cinématiquement admissibles M G M m sous 

forme : 

M = { ç € R m \w = 0 , 5 = 0} 

On peut également définir l'ensemble de configurations actionnaires cinématiquement admis-

sible Ma par : 

Ma = {q GÎRn ¡ VF = 0 , 5= 0} 

Il peut exister des points singuliers artificiels ou points singuliers du système de coordonnées 

choisies; ces points singuliers disparaissent quand on fait des changements de coordonnées et cor-

respondent aux singularités de type I ou type II . 

Exemple 

Pour mieux connaître la classification de types des singularités, on considère la surface cylin-

droïde : z{x2 -f y'2}  — "¿rnxy = 0, elle est di f ferent iate en tout ses points, elle est une bonne 
^¿Tnxy 

sous-variété de M3. Si l'on veut la présenter explicitement avec: z = — - , on obtient donc 
x¿ ->ry¿ 

x = y = 0 sont des points singuliers de cette surface, ce qui est en contradiction que cette surface 

est une sous variété de ¡R3. 
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FlG- 5.1 - Cylindroïde 

On applique la méthode de classification de singularité à z(x2 + y2) — 2mxy = 0. 

Si l 'on prend x, y comme entrées, y et z comme sorties, on a: 

y 

on obtient la forme linéaire comme suit 

y 1 0 
0 (x2 + y2)2 + 

2mxy 

xTTy2 

0 
-2my(x2 — y2) 2mx(x2 — y2) 

- 0 

alors dét (B) = 0 ^> y — 0 et y = ± i sont des points singuliers de type I; 

dét (A) = 0 = >z = i/ = 0 sont des points singuliers de type II ; 

il n'existe pas de points singuliers de type III . 

Dé f i n i t i on 5.1 On dit qu 'un mécanisme est régulier s 'il  est régulier en toutes les configurations, 

c'est-à-dire, que l'ensemble de points singuliers ne contient pas ceux de type III. 

Autrement dit, la définition précédente est équivalente à: 

P r o p o s i t i on 5.2 S'il existe toujours au moins une présentation sans singularité pour chaque 

configuration, alors le mécanisme est régulier. 

5.2.1 Matr ice jacobienne 

Puisque la façon de choisir les paramètres indépendants n'est pas unique, les représentations 

des équations de fermeture ne sont pas uniques. A priori, il peut exister des fausses singula-

rités, c'est-à-dire, des singularités artificielles du type I. La méthode de classification permet 

de distinguer ces singularités artificielles (qui peuvent être évitées en choisissant les paramètres 
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indépendants adéquats) et les singularités du comportement intrinsèque du mécanisme (qui ne 

dépendent que de sa structure). 

Mais pour les mécanisme bouclés, il n'est pas toujours facile de calculer les matrices jaco-

biennes par rapport aux paramètres indépendants et paramètres dépendants (c'est-à-dire, les 

matrices A et B dans 5.2 ) et ainsi de classifier les différents types de singularités rencontrées. 

En raison de la présence des paramètres intermédiaires, qu'il faut d'éliminer dans les équations 

5.4, le calcul et l'expression de la matr ice B deviennent très complexes. 

Dans ce paragraphe, on va proposer un algorithme dans le but de simplifier l 'analyse des confi-

gurations singulières du mécanisme étudié, ce qui nous ramène à étudier les matrices jacobiennes 

A et B de l 'équation de fermeture associée 5.1. En effet, on peut réécrire la forme différenciée 

des équations de contraintes 5.1 pa r: 

dW , dW . n 

-5—7 + -^—^' = 0 
dq dw 

dS . dS . dS . n 
-3—9 + -5— w+ -z-s = 0 
Öq OW OS 

(5.6) 

Les équations précédentes s'écrivent plus précisément sous la forme suivante : 

dWi . dWi . 
-q H—-—w\ — 0 

ce qui est équivalent à : 

Ôq 

dW2 

Öq 

dw 

. , dw2 . dw2 . 
q + — w\ + — W2 = 0 dw\ dtV2 

dW, . dm_ . 
dq dw 

dS . dSi . a s, . 
oq dw as\ 

3S2 . , 3S2 . , dS-ï . 
-r—q + -z—w + -—si + 
oq ow os\ 

dS2 . dS2 . , dS2 . n ~-q + ~—w + -¿—s = 0 
oq ow os 

B ' 9 
w + 

0 
A ' 

d,S2 
-è2 = 0 

(5.7) 

(5.8) 

B ' = 

/ dW dW \ 

Ôq dw 

\ dq dw / 

ds 

B ' est une matrice de dimension (n +1) x (n + l) qui est composée de quatre sous matrices dont 
dW . dW . . . . . dS 
—— est une matrice de dimension / x. n, —— est une matrice triangulaire de dimension / x /, —— 
dq dw dq 

dS 
est une matrice carrée de dimension n, -— est de dimension n x ¿. 

dw 
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A ' est une matrice de dimension n x n. 
On peut écrire les matrices B ' , A ' sous forme plus précise, c'est-à-dire 

B ' 

d<7? 

dWi 

dSi 

dit 

V 3g? 

dqn dq\ 

dWi 

dqn 

dSx 

dq„ 

dWi 

dq\ 

dSx 

dw\ 

dsn ds„ 
dqn dq\ 

dWi 

0 \ 

dWi 

dq\ 

dSr 
dwi 

dSn 

dwi / 

A ' 

/ dSl 

dsi 

dSn 

V âî7 
dSr, 

0 

dSn 

dSn / 

Pour déterminer les matrices jacobiennes A et B , il faut éliminer les dérivées des paramètres 

intermédiaires par rapport aux paramètres indépendants. Il suffit d'util iser la formule de la dérivée 
dW . 

des fonctions implicites en supposant —— inversible : 
OW 

' âWi 

dqk 

dqk 

V dwx ) 

(dWA 

_ 1 dWi 

dqk 

\dqk 

pour k = 1, •  

| y , dWj dWy 
(5.9) 

pour j = 2, • • •, l 

Alors, on peut calculer la matr ice B en déterminant les dérivées des équations Sk — 0 par 

rapport aux paramètres indépendants q — (q\, • • •, qn) : 

„_dS__dS_ dSdW 

dqk dq dw dq 
pour k, k' = 1, • • •, n. (5.10) 

dW 
On remplace —— par son expression, on a: 

dq 

B 
dS_ _ dS_ (dW_yl dW_ 
dq dw \ dw J dq 

(5.11) 

Plus précisément : 

( dSx_ y ^ dSl 8W} 

dqi ¿— dw} dq} 

B = 

dSi y* dSx^dWj ̂ ^ 
r)q, dvij dqn 

dSn y ^ 9Sn dW, 

i dqi ¿-  ̂ dwj dqi 
dsn y, as„  dw, 
dq, ¿—> dw, dqn j 
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D'autre part, on obtient la matrice jacobienne A par rapport aux paramètres dépendants s : 

A = A' 

Proposit ion 5.3 L'analyse des points singuliers associés aux matrices jacobiennes A et B est 

équivalente à celle des A '  et B' . 

Démonst ra t ion : Puisque A = A', il suffit de montrer que l'inversibilité de la matrice B est 

équivalente celle de B'. 

dW 
D'autre part, la matrice B' est composée de quatre sous matrices dont —— est supposée 

dw 
inversible, considérons la matrice H : 

0 / 
H = I fdW\~1 / ( W V 1 ÔW 

dw J \ dw ) dq 

Puisque H est une matrice inversible, alors : 

B ' est inversible <=> B 'H est inversible 

B'H est exprimée par : 

de plus on a : 

ak 

finalement : 

/ / 0 \ 

B'H =1 Ô S / Ç W \- 1 ds ds fdwy1 dw 
\ dw \ dw j dq dw \ 8w S dq I 

ds ds fdwy1 dw 
dq dw \ dw J dq 

B H est inversible <=> B est inversible 

B est inversible <£=> B' est inversible 

Pour analyser les points singuliers, il est donc équivalent d'étudier la matrice B', A' et B et A. 

d\V 
Corollair e 5.1 Si —— est inversible, les deux systèmes linéaires 5.2 et 5.6 sont équivalents, 

dw 

5.2.2 Ana lyse d es v i tesses 

En utilisant la méthode analytique, on peut exprimer les paramètres dépendants par les 

paramètres indépendants. Les vitesses des paramètres dépendants s en fonction des paramètres 

indépendants q et leurs vitesses q ( en général, ils sont donnés, par exemple, comme les vitesses 

imposées par des actionneurs) peuvent être obtenus en dérivant directement les équations 5.1, si 

l'on utilise la formule de dérivation des fonctions implicites, on obtient : 

dS\'1 fdS . 8S .\ ,r , m ^  + ̂ J '  (5-12) 
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ce qu'on peut aussi exprimer sous forme: 

&k 
_fd_sL 

\ds k 

oq aw 

(5.13) 
, . . . T-^ dSk . dSk . 

dw 
k'<k 

ds k> 

où les w sont définies par : 

w 
_ /dwy1 dw. 

\di dq 
(5.14) 

ce qu'on peut aussi exprimer sous forme: 

'dWi\'1 dWx . 
W 

divi 

avec k = 1, • • •, n. 

,- . v - dWj . 

j'<3  3 

(5.15) 

Si l'on remplace w par son expression précédente, on obtient le vecteur des vitesses q des pa-

ramètres dépendants en fonction du vecteur des vitesses s des paramètres indépendants : 

s = -A~lBq (5.16) 

D'après l'équation précédente, lorsque le mécanisme se trouve dans une configuration singulière 

de type II (c'est-à-dire, dét (A) = 0), des vitesses q nulles ne correspondent peut-être pas à 

des vitesses q nulles. Lorsque le mécanisme se trouve dans une configuration singulière de type 

I (c'est-à-dire, dét(B) = 0), des vitesses q non nulles correspondent peut-être à des vitesses i 

nulles. Lorsque le mécanisme se trouve dans une configuration singulière de type II I (c'est-à-dire, 

dét (A) = 0 et dét(B) = 0), le mécanisme devient incontrôlable, l 'équation A s + B<j = 0 est 

dégénérée. 

5.2.3 Analyse des accélérations 

En dérivant les équations 5.8, on peut obtenir directement le vecteur des accélérations des pa-
ramètres dépendants en fonction des vecteurs des vitesses q, w, s et des vecteurs des accélérations 
des paramètres indépendants q : 

,'dS\-1 f^^S • • o d'2s • • o &s -s = — ( -77- ) l 2 ,t ^ q • s + ¿TTT;—w • s + 2———q • w 
ds dsdq dsdw dwdq 

(ds\~l (ePs . . d2s . . d2s. . ds.. as.. 

De plus, les accélérations des paramètres intermédiaires sont déterminées par 

(5.17-

w — — 
âW 
dw 

- i 
, d2 S' 

'dwdq 
q • w -t-

Ps* i2c» 

- 9 - Ç + 
d2S dS> . 
-^— w • w +  - j — q 
Oiw oq 

(5.18) 
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Chapitre 6 

Solution analytique des 
mécanismes bouclés — I 

L'analyse des singularités des systèmes de solides rigides en boucles fermés est un problème 

très difficile . Les études des chapitres précédents ont utilisé la théorie des vis et les méthodes 

différentielles, avec lesquelles le problème n'est pas complètement résolu. Il est donc utile de 

faire une recherche de solutions analytiques (cinématique inverse) afin d 'about ir à des résultats 

complets. 

Dans le chapitre 4, nous avons proposé une méthode d'évaluation du rang d'un ensemble de 

champs antisymétriques, nous allons présenter des mécanismes concrets qui correspondent aux 

cas des tableaux 4.1 et 4.2. 

6.1 Introduction 

Dans cette partie, nous allons présenter des méthodes analytiques permettant de résoudre 

des équations de fermeture des mécanismes. L'objectif est de générer à part ir d'une équation de 

fermeture exprimée dans le groupe des déplacements un système d'équations scalaires équivalent. 

Dans la l i t térature sur la cinématique des solutions analytiques sont fréquemment présentées 

mais, à notre connaissance le problème d'équivalence stricte mathémat ique entre l 'équation de 

fermeture et le système des équations scalaires reste souvent de côté, ce qui peut donner lieu à 

l 'apparit ion de solutions étrangères. 

L'obtention des équations scalaires indépendantes à part ir de l 'équation de fermeture utilise 

les formes bilinéaires de Klein et de Killing , le produit intérieur dual et le crochet de Lie définis 

dans l'algèbre de Lie 23 (voir définition 1.11). 

Les méthodes qu'on va proposer sont appliquées aux mécanismes constitués de sous mécanismes 

plans (ayant des axes parallèles). On distingue différents cas: 

- Le premier cas concerne les mécanismes hélicoïdaux, tous les axes sont parallèles. 

- Le deuxième cas concerne les mécanismes constitués par deux sous-mécanismes ou branches; 

cette structure est souvent utilisée dans les robots parallèles. 

- Dans le troisième cas, on a traité les mécanismes à trois branches, structure très souvent 

utilisée en robotique dont le comportement dynamique offre des avantages. Ce point est 

également lié à l 'analyse des singularités des trois rotat ions ou trois déplacements problème 
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bien connu dans les cas particuliers des angles d'Euler et de Bryant, et on donne une solution 

générale. On montre notamment qu'il existe une condition sur les positions relatives des 

trois axes qui assurent l'absence de singularité, et l'on exprime l'angle est équivalent à trois 

angles considérés. 

Les trois premiers cas sont présentés dans ce chapitre, le dernier cas est présenté au chapitre 

qui suit. À la fin de ces deux chapitres, on présente des exemples d'appl icat ion: 

- Séparation des paramètres articulaires en paramètres articulaires indépendants (les entrées), 

paramètres articulaires dépendants (les sorties) et paramètres articulaires intermédiaires. 

- Génération des équations scalaires indépendantes et expression des paramètres dépendants 

en fonction des paramètres indépendants. 

- Recherche des configurations singulières et analyse de singularités. 

6.2 Présentation des problèmes 

Dans l 'étude des mécanismes à structure bouclée, la détermination de la variété des configura-

tions admissibles n'est pas à priori directement envisageable, en effet l'ensemble des configurations 

admissibles n'est pas toujours une sous variété de Sm . 

Considérons un mécanisme dont on connaît simplement la nature des liaisons, et dont on 

connaît au moins le degré de liberté r aux points réguliers, les problèmes à résoudre peuvent être 

formulés en ces termes : 

- Découpage de l 'équation de fermeture en deux parties : la partie contenant les rotations et 

la part ie contenant les translations; 

- Représentation des paramètres de sorties en fonction des paramètres d'entrées; 

- Classification des singularités avec la nouvelle forme de matrice jacobienne. 

On considère qu'un mécanisme S est constitué par m corps Ci, • • • ,Cm reliés entre eux par 

des liaisons holonomes régulières £,, pour t = 1, .... m et dont la structure est bouclée, A chaque 

liaison £{ est associée un sous groupe de Lie de D dont l 'algèbre de Lie est une sous-algèbre 

de V. Pour permettre une analyse plus complète, on suppose à priori que chaque liaison £,- est 

une liaison cylindrique avec un paramètre de rotat ion et un paramètre de translat ion suivant, le 

même axe. On choisit les repères ( 0 ,, x,, y,-, z¡), d'orientation directe, liés à chacun des corps du 

mécanisme. (o-¡ , x i , y 1 : z t ) est liée au premier corps qui est le corps de référence (en général fixé). 

La fonction de fermeture (chapitre 2) reste toujours valable. 

On continue utiliser les même notations que dans les chapitres précédents : 

• M est l'ensemble des configurations cinématiquement admissibles de S. 

• a G h = ( Û I , . . . ,Qr) , et qa décrit la famille des paramètres articulaires dépendants. 

• j c li  — ( j i , ..., jn-r). et qj décrit la famille des paramètres articulaires indépendants. 

• exp(ç,-£,-) o exp(fd¿£,-) = exp((çt- + ed,-)£,-) est le déplacement d'une liaison £¿, dont £,• est le 

générateur de déplacements. 
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FlG. 6.1 - déplacement d'une boucle 

• L(1>) est l'ensemble des applications adjointes ({Ad^ 4 = A* \ A £ D}) . 

L'équation de fermeture d'un système bouclé peut aussi se traduire en terme de représentations 

adjointes : 

P r o p o s i t i on 6.1 L'ensemble des configurations cinématiquement admissibles M peut être représenté 

par: {q G m.m\F(q) = 1}  où F : E m -» L(D) est défini par: 

F(q) = AitoA2.o • • • oAm, (6.1) 

D é m o n s t r a t i on : En effet, deux déplacements sont égaux si et seulement si leur adjointe sont 

égaux. D'autre part, si f(g) = Ai{q)oA2{q)°- • -oAm(q), alors F(q) — Ai + ^oA^ijc- • -oAmt(q). 

I 

Puisque notre but est de faire le découpage des paramètres indépendants et les paramètres 

dépendants, il est donc utile de présenter la proposition suivante. 

P r o p o s i t i on 6.2 Soient X G 3?, R G L(T>), alors: 

RoaAXoR* = ad{RoX) (6.2) 

où R* est transposée de R. 

D é m o n s t r a t i on : On applique la partie gauche de cette équation à Y G 3), en utilisant la 

définition 1.12 : 

R o ad (X) o R" • Y = R o [X, R* • Y] = [R • X, Y] = ad (R • X) • Y VA", Y G S 

I 
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Si Ton applique la proposit ion précédente à une translat ion T(dfi£) = 1 + £dad(f2£), alors on 

obtient le corollaire suivant. 

Coro l la i r e 6.1 Soient Ç G 33, R G ¿(23), alors: 

R o T{dü() o R* = T(RdÇlÇ) 

6.2.1 Déplacement d'un mécanisme fermé 

On considère le mécanisme fermé indiqué sur la figure 6.1, son déplacement peut être exprimé 

dans le langage de l 'algèbre de Lie 23. Dans la configuration de référence 6.1 (la boucle dessiné avec 

des lignes grasses). Les vecteurs OIQOOQ , 020030, • • -, On-io^no sont dans E peuvent être considérés 

comme des translations suivant les axes orientés par les vecteurs unitaires , , —~——, 
||O1O02O|| IIO20O30 

-— T~-- dont les longueurs invariables sont ||ôToôio||, • • -, | |om- ioomo|| respectivement. 
| |Om-10Omà| 

On posera : 
~>i a, = ||o¿0o¿+io|| = l|0|0¿+i|| pour i = 1, • • •, m 

a,- est la distance constante entre les couples £¿ et £¡+1. On note les vecteurs unitaires par : 

mo = , pour 1 = 1, • • •, m 
ai 

on les considère comme des axes suivant lesquels qu'il n'y a qu'une rotation constante égale 

à l'angle entre deux générateurs £,• et £¿ + i et une translat ion constante a¡, qui ne dépendent que 

de la structure du mécanisme. Cette représentation est celle de Denavit-Hartenberg. Nous allons 

la relier à l'algèbre de Li e 23. 

On définit {/,o, avec i = 1, • • m, on a : 

Uio € 33 tel que t/;o(p) = u¿o A oiop pour p G Í. 

alors Uio G Z])n c'est-à-dire f/,(o,o) = 0. 

Après avoir subi un déplacement 6.1 (la boucle avec des lignes non grasses), si o¿o,+ i = u¿, de 

plus, on a : 

LU G 33 tel que Ui(p) = it, A ô~îp pour p G £, 

alors Ui G Z0t, c'est-à-dire f/¿(o,-) = 0. 

Si Ri représente le déplacement suivant le générateur £, autorisé par le couple £, par rapport 

à la base B,, alors le déplacement Ri par rapport à la base Bi_i est exprimé par la relation 

suivante : 

Ti^iai-tfUi-!)  * RiTr^iai^ÇlUi-i) 

C'est -à -dire que 7\-_i est considérée comme la matr ice de passage de la base B, à la base B,_ i. 

On a alors : 
{ Ui = Ri • Ui0 

LT2 = RlTlR2 • U2O ,r. ,« 

Um — R1T1R2T2 • • • RmUmû 
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De plus : 

ím = R1T1R2T2 ' • • RmÇmQ 

L'équation de fermeture 6.1 est équivalente à l'équation suivante: 

R1R2-Rm = l (6.5) 

Pour faire le découpage entre les rotations et les translations, on écrit R¡ sous la forme suivante : 

Ri = Tli{qi,Çm)Ti(e(diZi +a,-{/<)) pour i ~ 1, • • -,m (6.6) 

Cela signifie que Ri est composé d'une rotation pure R, = exp(g,-,it)„  et deux translations 

T(cdi£,i), T(eaiUi), puisque le sous-groupe des translations est commutatif, on a le droit d'écrire 

les deux translations sous la forme: r;(fi(cf,£,- + a,-6r<)) = X^fiW,-). 

Pour analyser le déplacement d'un mécanisme, la proposition suivante est nécessaire. 

Proposi t ion 6.3 L'équation de fermeture d'un mécanisme fermé est équivalente aux équations 

suivantes : 

RxR2---R„, = l (6.7) 

R1 ( R2 ( - - - ( Rm t f m+ #m_ i ) + • • • )+Ui) = 0 avec U{ G Z0l (6.8) 

où W, — diÇi + a,i/,. 

Démonst ra t ion : D'après l'équation de fermeture, on a: 

1 =R1r 1(i2Mi)R 2r2(nw 2)---Rmr m(iîwm) 
= R j (1 4- ad(Qlí i) ) • • • TLm{l  + ad(í2Wm)) 

alors : 

Ri Km + (R,ad (ÎÎWi)R2 • • • Rm + • - • + Ri • -R^ad (fiWm)) = 1 

or, on a : 

R1 - - - Rm = l (6.9) 

la partie duale nous donne : 

Îî (Riad (fiWi)RÎ + • • • + Ri • • -Rm(adfiWm)(Ri • • -Rm)*) = 0 

D'après la proposition 6.2, on obtient : 

£ad (RiWj + R1R2W2 + • •  • + Ri • • -RmWm) = 0 

Puisque R ne contient que la partie rotoïde, on obtient la proposition. •  
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FlG. 6.2 - La fermeture d'une boucle 

6.3 Mécanismes plans et hélicoïdaux 

Dans cette partie, on va étudier les solutions analytiques des mécanismes hélicoïdaux. Les 

mécanismes plans sont constitués des axes parallèles et des couples rotoïdes, les mécanismes 

hélicoïdaux sont ceux qui contiennent des couples cylindriques. Les mécanismes plans sont donc 

des cas particuliers des mécanismes hélicoïdaux. 

On continue à utiliser les notat ions du chapitre 2. 

Considérons un mécanisme hélicoïdale, reprenons son équation de fermeture : 

Rlo---oRm = l (6.10) 

qui est équivalente aux équations suivantes en util isant la proposition 6.3: 

avec u, — ü¡U + di£. 
Rj (Ui + R2(¿/2 + • • • + Rm«m) • ' ') = 0 

A chaque couple £,- est associé un repère orthonormé, à part ir de ce repère, on peut construire 

une base B{ de S. De plus, on définit U, = U = (0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ) ', £ , • =£ = ( 0 , 0 , 0 , 0 . 0 , 1 )' par 

rapport à la base B{. 

R; est alors une rotation autour de £ par rapport à la base B, dont le paramètre articulaire 

est q¡, et ainsi R¿£ = £. Nous obtenons alors: 

Ri - • -Rm = exp(gi H b<?m , 0- = * 
(di + • • • + dm)£ + Ri(axU + R2(a2U + • • • + B^amU) • • • ) = 0 

Finalement : 

{ 91 + h <7m = 0 
di + • •  • + dm - 0 
Ri (ai ¿7 + R2(a2 i 7 + • • • + KmamU) • • • ) = 0 

6.3.1 Exemples des mécanismes plans et hélicoïdaux 

(6.11) 

6.3.1.1 Mécanismes constitués de deux corps rigides 
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Dans ce cadre, on considère lorsque m = 2, l 'équation de fermeture 6.10 devient : 

Ri o R2 = 1 

RiWi + Ri o R2¿/2 = 0 

D'après les équations 6.11, on a: 

Çl +Ç2 = 0 
dl+d2 = 0 (6.12) 
Ri (g i£)a1f 7 + a2£/ = 0 

A partir de ces équations, on peut classifier les mécanismes fermés à deux corps rigides en 

mécanisme prismatique, mécanisme rotoïde, mécanisme hélicoïdale et mécanisme cylindrique et 

il n'en existe pas d'autre si les mécanismes sont formés par des couples prismatiques, rotoïdes. 

hélicoïdales ou cylindriques. 

Pour qu 'un mécanisme bouclé composé de deux solides rigides ait un degré de liberté, il faut 

que l'équation 6.12 soit vérifiée, sinon l'ensemble des configurations cinématiquement admissibles 

M est formé de points isolés, c'est-à-dire que ci = </2 = 0, d\ = d2 = 0. 

I l existe alors quatre types de mécanisme. 

1) Mécanisme prismatique 

Lorsque q\ = q-¿ = 0, on obtient un mécanisme 6.3.(c) plan pr ismatique constitué par deux couples 

prismatiques dont les axes se trouvent sur la même droite, de plus <i2 = —d\. Ses générateurs de 

déplacement sont les suivants : 

í i = 6 = [0.0,1,0,0,0]» 

C'est alors un mécanisme de type T\ (voir les tableaux 4.1 et 4.2), "0" signifie que £i et £2 ne 

sont pas libres sur A , " 1 " signifie que rang(£i ,£2) = 1, le mécanisme possède un degré de liberté. 

Si l'on change un couple prismatique par un couple cylindrique, le mécanisme autorise le 

même déplacement. C'est un mécanisme de type T\. 

2) Mécanisme rotoïde 

Lorsque d\ — d-¿ — 0, on obtient un mécanisme 6.3.(d) constitué par deux couples rotoïdes qui 

possède un degré de liberté, de plus q\ — 2fc?r — <?2. 

Alors ses générateurs de déplacement s'expriment par : 

í i = 6 = (0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 )' 

C'est alors un mécanisme de type T\, " 1 " signifie que £i ou £2 est libre sur A , mais ils sont 

linéairement dépendants sur Met A ; " 1 " signifie aussi que rang(£i ,£2) = 1, le mécanisme possède 

un degré de l iberté. 

Si l'on change un couple rotoïde par un couple cylindrique, le mécanisme autorise le même 

déplacement. C'est un mécanisme de type Tj2. 

3) Mécanisme hélicoïdale 

Dans la figure 6.3.(a), on montre un mécanisme avec des couples hélicoïdaux dont les axes se 

trouvent sur la même droite. Il autorise un degré de l iberté: q\ — —g2, d2 = ¿i = p<?2, P est le 

pas du couple hélicoïdale, avec : 

í i = 6 = ( 0 , 0 , ^ 1 , 0 , 0 , 1 )' 
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13K13j3Ln œœ 
t h 

(a) 

cz gn^n^i T 
; jsagSTg>:̂ : .yyra='-*• • : &• • ;• &?•  

:ÎC.VÎ>:.. . as;&xv>s; Y ' - ' ' " ^ " ^ (b) 

^ • Œ - * "  Je 

(c) (d) 

H 
/ V 

î 
¡rr±i 

1 
: L^ 

(e) 

FIG. 6.3 - Mécanismes à 2-barres 
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C'est un mécanisme de type T / . 

Si Ton change un couple hélicoïdale par un couple cylindrique, le mécanisme 6.3.(b) autorise 

le même déplacement. C'est un mécanisme de type T?. 

4) Mécanisme cylindrique 

Dans la figure 6.3.(e), on montre un mécanisme constitué des deux couples cylindriques possédant 

deux degrés de liberté : q\ — 2kw — q2, d2 — d\. avec : 

6 = 6 = ( 0 . 0 , ^ , 0 , 0, i ) 1 

i l est de type T\. 

6.3.1.2 Mécanisme plan à quatre barres 

C'est un mécanisme bien connu qui est composé de quatre barres solides rigides et quatre couples 

rotoïdes et qui possède un degré de liberté. Il est beaucoup étudié par des chercheurs, on s'intéresse 

ici plutôt au point de vu des configurations singulières. On utilise la méthode de classification 

des singularités présentée au chapitre 5. 

1) Les Solutions 

On suppose que qa = t¡\ est le paramètre articulaire d'entrée, et que qp = q4 est le paramètre 

articulaire de sortie, q\ = q3, q\ — q2 sont des paramètres intermédiaires. 

D'après les équations 6.11, on a immédiatement: 

9i + 92 + 93 + 94 = 0 
àx - d2 - d3 = d4 ~ 0 (6.13) 
R i (a i f7 + K2(a2U + H3a3U)) = -a4U 

Prenons le produit intérieur de la dernière équat ion1, on a: 

Q\ = -a¡a4(U \KlU) + a2a3(U2\R3U3)-
]-(al + al-a¡-a¡) = 0 (6.14) 

Alors q3 est une fonction de 91, il peut être exprimé analyt iquement par 

aia4(U | R i t / ) + (al + a'j - a\ - a\) 
e os q-¿ = ... , . 'J 

¿0.203 ( ,0 .10) 

sin 73 = ± \ / l - cos2 q3 

Multipliée par R*. la dernière équation de 6.13 peut être écrite par : 

aiU + R2{a2U + R3a3U) = R*(-a4U) 

On peut exprimer l 'équation précédente par : 

K2X = R*Y 

Alors <?2 est une fonction de ci et q3 qui est exprimée par 

(RÎVIR.A'] ) 
s m ? 2= —TxTxS— 

/ r>* 0 v\ a v ec % =  a2U + R-303Í7, Y - -a4U - RiûiU. 

(K^y J A ) 
cosq2 = - {X ! x ) 

1. Pour plus de détail, voir l'équation 7.9 à la page 168. 
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Après un déplacement [qi — yio,92 ~ 920*93 — 530 T 94 — 940 ) par rapport à la configuration de référence (lignes 

continues), le mécanisme se trouve dans une nouvelle configuration (lignes pointillées) {91,92,93,94). 

FlG. 6.4 - Les quatre, barres plans 

De plus, on a l 'équation : 

Q\ = ((ai + R2 ( a2 -i- R3a3) = R î ( - a4 ) ) U\ U) = 0 

Pour évaluer </4l on transforme la troisième équation de 6.13 sous forme : 

a¡,ICAU = — a i R i í / — a2R iR2J7 — a4f/ 

on obtient : 

sin q\ = ((01R1 + a2 R i Ro + a4)i 7 I [£, l• ']) 

°13 

cos 9 4= ( ( a i Ri + a2 R i R2 -f a4)¿7 | Í/) 
a 3 

De plus, on a l'équation : 

Qp - ( (a,Rj -f a2 R i R 2 + a3R^ + a4)/7 | U) = 0 

On a ainsi obtenu toutes les équations de contrainte comme suit 
Q i ( ? i . 9 3 ) = 0; 
Q'2(9i.92,93) = 0; 

QP (9 l ,?2,93,94) = 0. 

A n a l y se d es Cas S i n g u l i e rs 

Dans le cas général, les mécanismes à quatre barres ne possèdent pas forcément de singularité, 

l'existence ou non des singularités est conditionné par les longueurs des barres. 

La matr ice jacobienne est définie par : 

J = 

/ dQ\ 
dqi 

dqi 

dQP 

V dqi 

dQ\ 
dqz 

dQ>2 

dq3 

dQP 

dq3 

0 

dq2 

dQ" 
Ö92 

0 \ 

0 

dQp 

OÇ4 / 
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Alors les matrices A et B sont définies par : 

A = 

( 9Q\ 
dqi 

dQ\ 
dqi 

dQP 

âq4 

âQ\ 

dq3 

dQ\ 
dqa 

dQ" 

0 

dQ\ 

dq? 

dQP 

dét iA) 

dét(B) = 

B 

V dq\ dqz dq-> ' 

-{TL4U | [t,a3U}) = - s in 94 

dQ\ dQ\ dQr dQ\ dQ2 dQf dQ\ dQ'2 dQ? 

dqi ôç3 dq2 dqi dq3 dq2 dq3 dq2 dqi 

= Oia2a3 sin(ç3) sin(92) (sin(çi)oi + s i n^ + 92)02) 

Les calculs de déterminant se trouvent dans l 'annexe B. On peut alors classer les différents types 

des singularités comme suit : 

Mi = {q G M4 | dét(B) = 0) 

M;  = { q G M 4 
sin 93 = 0 ou 
sin 92 = 0 ou 
sin(gi)ai + sin(9i + 92)02 = 0 

En effet, d'après la fermeture de quatre barres, on a sin(9¡ + 92)02 + ai sin(9i ) — a3 sin Ç4 = 0. 

sin(9i + 92) 2̂ + «i sin(9i ) = 0 signifie que : sin 94 = 0. Finalement : 

Mi = {q G K 4 | sin 93 = 0 ou sin(92) = 0 ou sin(94) = 0} 

Mi - {9 G M4 | dét(A) = 0} MM - { 9 G M4 | sin 94 = 0} 

11 est évident 

MM { 9 G K 4 | d é t ( A) = 0 , d é t ( B) = 0} 

<=> 

Mt 9GIR4 sin 93 = 0 
sin 94 = 0 

ou sin 94 = 0 ou 
sin(92) = 0 
sin 94 = 0 

Mj correspond ici à la limit e de l'espace de travail. Lorsque sin 92 = 0 ou sin 93 = 0 ou 

sin94 = 0, les quatre barres forment un triangle et le système est bloqué dans une direction 

donnée. Dans ces configurations singulières, certains corps peuvent résister à une force ou un 

couple de grandeurs arbitraire dans cette direction. 
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• — * 

é f—t J» 

* — •  

* — •  

W • c • d 

(1) : al=a2=a3=a4 (2):a!=a4, a2=a3 

(1) M¡ = M¡ = { ( ï : = 0,94 = *),{<? ! = 0,<?4 = 0),((J! = TT,q4 = 0 ) , (g i = IT, (Ji = 7T)>. 

(2) A i / = { ( Ï I = 0 , ,4 = TT), ( ,i = 0 , q 4 = 0 ) } , A í / = { M / , ( 9 1 = í¡*, í 2 = *),(<?! = - ? J , 92 = * ) } •  
(3) M , = { ( , i = 0 , 94 = 0 ) } , A / j - = { A i , , (9¡ = 9 f , 92 = n),(gi =q'\,q3 = ir)}. 

lorsque le m é c a n i s me se t r o u ve d a ns des con f igura t ions de Mj, M n ' e st p as une sous-var ié té de R , le m é c a n i s me 

ne possède a u c un degré de l i b e r t é. 

FlG. 6 .5- Les positions singulières des quatre barres 

Puisque pour un paramètre d'entrée <?], il existe toujours deux valeurs possibles pour 94, les 

points singuliers M / correspondent aux deux zones de l'espace du travail se rencontrent, on peut 

trouver des qp non nulles qui correspondent à des vitesses q" nulles des actionneurs. Il devient 

incapable de supporter une force ou un couple de grandeur dans son corps associé. 

La singularité M¡ est constituée de deux cas, le premier cas sin 94 = 0 signifie que le mécanisme 

est bloqué. Le deuxième cas signifie que les quatre barres se trouvent alignées, le mécanisme est 

complètement dégénéré. 

Suivant la classification de Grashof [Gra83], on distingue les quatre barres en trois espèces : 

a) quatre barres Grashof: 

la plus longue barre + la plus courte barre < la somme des deux autres 

b) quatre barres non-Grashof : 

l a plus longue barre + la plus courte barre > la somme des deux autres 

c) Les quat re barres peuvent être alignées, c'est-à-dire si : 

l a plus longue barre + (ou -) la plus courte barre = la somme des deux autres 

1. Dans ces deux cas a) et b), on sait q u ïl y a au moins deux paramètres articulaires passant 

par rr, la singularité de type 1 peut être produite, MM — {0} - L'ensemble des configurations 

cinématiquement admissibles est une sous-variété de IS4. 
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2. Dans le cas c), les trois types de singularités peuvent apparaître. Les configurations sin-

gulières de type II I ne se présentent que si les quatre barres sont alignées. Tous les cas 

possibles sont présentés dans la figure 6.5 : 

- Dans le cas (1) oi = a2 = a-j = 04. Mj = Mj, les trois types des singularités sont 

équivalents. Il existe quatre configurations singulières, on peut les exprimer analyt iquement 

par les formules suivantes. 

93 

< 92 = 

94 = 

9i 

9i = T 

TT - qi 

arbitraire 

il  -qi 

—q2 = arbitraire 

ou 

ou 

ou 

11 
-q\ — arbitraire 

n-qi 
TT 

(6.16) 

9i 

- Dans le cas (2) ai = 03 ^ 04 = a2, il existe quatre configurations singulières de type I dont 

deux configurations singulières de type II I et dont une configuration de type II . On a : 

93 

92 = 

94 

9i 
-9i 

9i 

arceos 
-2a,-a2 — (cij + a\) cosçi 

a\ + a\ + 2 a\a2 cos 91 

(6.17) 

92 

- 9 2 

-• Dans le cas (3), ai cos q[ + a2 cos q2 + 03 cos g3 + 04 cos q\ = 0, [q' représente configurations 

singulières). 11 existe trois configurations singulières de type II I dont une est de type III . 

Après avoir analysé ces configurations singulières, nous savons que des singularités de type I 

existent dans tous les cas, elles peuvent être éliminées en choisissant les paramètres articulaires 

d'entrée adéquats. On représente toutes les configurations singulières sur la figure 6.5. 

6.3.1.3 Mécanisme plan à cinq barres 

Nous étudions maintenant les mécanismes à cinq barres avec cinq couples rotoïdes et on s'intéresse 

encore au point de vu des configurations singulières. On utilise la méthode de classification des 

singularité présentée au chapitre 5. 

Les solutions 

On suppose que q° — q\ et q2 = 95 sont les paramètres articulaires d'entrée, et que q  ̂ = 172 

q\ — 94 sont les paramètres de sortie, q\ — 1/3 est le paramètre intermédiaire. 

D'après les équations 6.11, on a immédiatement: 

{ 91 + 92 + 93 + 94 + 95 = 2fc7r 
d1=d2 = d3 = d4 = ds = 0 (6.18) 

R] {aiU + K2{a2U + R3a3í7 )) = -a4B.%U - a5U 
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Le produit scalaire de la dernière équation nous donne 2 : 

Q[ = a2a3(U\B.3U)-aiaA{B^U | R i [ / ) -< ! : a5 í £ / i R i í 7 ) - a4a5 ( í / | R | l / ) - ^ ( a ? + a 2 + a g - a | - a §) = 0 

Alors 93 est une fonction de q\ et q5, elle peut être exprimée analyt iquement par 

a ia4(R£i7 ! R, Í7) + aia5(U\RiU) + a^íU \ R$U) + {a¡ + a'\ + a\ - a2
2 - a\) 

cos qz = 

(6.19) 
2a3a2 

Multipliée par R*, la dernière équation de 6.18 peut être écrite par : 

aiU + R2{a2U + R3a3U) - - R ? ( R £ a4 i 7 + a-aU) 

On peut exprimer l 'équation précédente par: 

R7A = R^y^ 

92 est alors une fonction de 91, 95 et 93 qui est exprimée par 

(Rtr Kg,*]) 
í 2 = ( Y 1 Y ) 

'R* Y ! X I  a v ec "^ = ^fl 2 + a 3 ^ 3 ) ^ ' ^ = ~ (a4 Rs + a i Ri + a$)U. 
cos Q2 = — 1 

(X I X ) 

On a l'équation : 

Çfi = ( ( R $a i + a2 + R3 a3 + R Î R Î ( R î a4 + a5))U \ V) = 0 

D'après la relation : 

R*a3U = - R5R i ( a - , * / + R2a2U) - aAU - R5a5U 

on obt ient les solutions de 94 : 

sin94 = — ( - R 5 R1 (arU + R2a->U) - aAU - R5a5U | [£, U}) 

cos 94 = — ( — R s R i ( a i í' + R2a2L' r ! — a4D — RsasC' \ U) 
a3 

Alors 94 est une fonction de 91, 93 et 95, On a l'équation : 

Ql = {{R+a3 + R5R1{a1+R2a2) - a4 - R5a5)U \U)=0 

A n a l y se d es c o n f i g u r a t i o ns s i ngu l i è res 

Finalement, les trois équations cinématiques exprimées par : 

Q \ ( 9 i , 9 5 , 9 3) = 0 

Qi(Vi > 95, 93,92) = 0 

Q2(9l '95.93,92,94) = 0 

(6.20) 

(6.21) 

2- Pour plus de détail, voir l'équation 7.9 dans la page 168 
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La matrice jacobienne est définie pa r: 

J = 

/ 8Q\ ÔQ\ 8Q\ 0 

dqi dq5 dq3 

8Q\ dQP 8Q\ 8Q\ 

9qi dq5 dq3 8q2 

0 

dÇ& ÖQI 8Q\ 8Q\ dQl 

\ dqi dq5 8q3 dq2 dq4 ' 

les matrices A et B sont les suivantes : 

B 

/ M  o \ 
A =

 8Q\ dQl 
\ dq2 dq4 ) 

( 8Q\ 8Q\ 8Q\ \ 

8q\ 8q5 8q3 

8Q\ 8QI dQ\ 
dqi dq5 dq3 

8Q\ dQl 8Q\ 
\ 8qi 8q5 8q3 I 

alors : 

dé t (A) = - a 3 sin q4 (ai sin q2 + a5 sin(çi + q2) + a4 sin(çi + q2 + ?s)) 

dét (B) = a5a3 sin(g3) (sin(çi)aj + s i n^ + q2)a2) (ai ún(q1 + q5) + a2 sin(çi + q2 + <7s) + «5 sin(<j5)) 

La fermeture de mécanisme permet d 'obteni r3 

at sin q2 + a5 sin(i/i + g2) + «4 sin(gi + q2 + q5) = a3 sin 93 

aj sin(g¡ + 95) + a2 sm(qi + q2 + q5) + a5 sin(g5) = a3 sin qA 

aie 

M¡ = {9 G S5 | dét(B) = 0}  <=> M¡ = l q G M5 
sin q3 = 0 ou 
sin 94 = 0 ou 
ai sin ci -f a2 sin(çi + q2) = 0 

Mi = { Ï G S 5 | dét(A) = 0}  <=> M / = { g G M5 | s ing3 = 0 ou sin 9 4 = 0} 

MM - {q G M5 | dét(A) = 0,dét(B) = 0} 

3. Pour un mécanisme fermé de cinq barres, on a: 

a, sin<j2 + a5sin(?t +72) + 114 s¡n(?i + g2 + gs) = -CM sin(g3 + 94) - a5!>in{93 + g4 +95) - ai sin (91 +93 + 9-) + 95) 

De plus: 
-aA sin(î3 -f 94) - a5 sinfgs + 94 + 95) - ai sin(<ji + 93 + 94 + 9s) = a3 sin 03 
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lli!ÉfIË # ' m 

(b) 

dl 

(e) (0 

La configuration (a) représente une configuration régulière de ce mécanisme à cinq barres, (b) est La configuration 

étudiée, à partir de cette configuration, le mécanisme peut se réduire comme quatre quatre barres, c'est-à-dire 

les configuration (c), (d) (e) et (f) dont la configuration (f ) se bifurque, et il peut fonctionner comme cinq barres 

régulier (a). 

FlG. 6.6 - Les cinq-barres plans 

Compte tenu de la fermeture du mécanisme, on obtient finalement : 

, r f TTT,5 S in Ç3 = 0 n •  
M* = <q G M . n ou SII193 = 0 ou sino4 

1 sm 94 = 0 
0 

Dans les configurations singulières de type III , il existe deux possibilités liées á la structure du 

mécanisme, c'est-à-dire, soit le mécanisme s'aplatit en une droite ('"change point") 6.6.b. Soit le 

mécanisme bloqué dans une direction par rapport à un certain paramètre actionnaire 6.6.(c), le 

mécanisme se trouve dans une configuration singulière dont les barres successives sont alignées. 

Par exemple, si sin 93 = 0, on solidarise les barres 03 et 04 et le mécanisme est équivalent à un 

mécanisme à quatre barres a i, 02, «3 ± 04 et 05. 

En effet, les configurations singulières dépendent également du choix des paramètres d'entrée, 

autrement dit, on peut obtenir toutes les configurations singulières possibles en changeant les 

paramètres d'entrée. 

Nous considérons le mécanisme à cinq barres dont les longueurs sont oj = 02 = 03 = CI4 = 1, 
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<7s — 2. On étudie au voisinage V de la configuration singulière q" dans la figure 6.6.b (à la page 

140, le mécanisme est complètement aplat i, plus précisément, au voisinage de ce point, l'ensemble 

des configurations cinématiquement admissibles M est l'union de six variétés : 

(1) Les configurations régulières 

C'est-à-dire, sin g, ^ 0 pour q — (qi, • • • , q$) £ V, les relations entre les paramètres sont définies 

par des solutions analytiques 6.19, 6.20 et 6.21 (voir la figure 6.6.a). 

(2) Les configurations singulières s inçj = 0 

Lorsqu'on prend 93, 94 comme les paramètres d'entrée, on obtient les configurations singulières 

sin 91 = 0, le mécanisme fonctionne comme celui à quatre barres indiqué dans la figure 6.6.c. 

(3)Les configurations singulières sin 92 = 0 

Lorsqu'on prend 93, 94 comme les paramètres d'entrée, on obtient les configurations singulières 

sin 92 = 0, le mécanisme fonctionne comme celui à quatre barres indiqué dans la figure 6.6.e. 

(4) Les configurations singulières sin 93 — 0 

Lorsqu'on prend q\, 95 comme les paramètres d'entrée, on obtient les configurations singulières 

sin 93 = 0, le mécanisme fonctionne comme celui à quatre barres indiqué dans la figure 6.6.f. 

De plus, pour une valeur 91, il existe deux configurations possibles, ce qui correspond aux cas où 

deux zones de l'espace du travail se rencontrent. 

(5) Les configurations singulières sin 94 = 0 

Lorsqu'on prend 91, 95 comme les paramètres d'entrées, on obtient les configurations singulières 

s inç4 = 0, le mécanisme fonctionne comme une chaîne ouvert à deux barres. 

6.4 Déplacements hélicoïdaux 

Rj et Rj sont des applications adjointes de ¿(35). L'équation R¡ — Ri correspond aux 

mécanismes bouclés composés de deux sous mécanismes (ou branches). Nous considérons le cas 

où les branches sont des mécanismes plans. 

P r o p o s i t i on 6.4 Soient £ / , £/ linéairement indépendants sur A. R.¡(q¡ ,£]), RJ (<7J ,£ ; I ) € £(£>) 

des rotations pures suivant les axes de £/ et £ /. Pour que : 

il  faut et il  suffit : 

qi - 2fciJT, qi = 2k2Tr, 

La démonstrat ion est simple. 

Considérons maintenant un mécanisme de deux branches dont chaque branche est un mécanisme 

plan, les générateurs de déplacement £/ et £j sont linéairement indépendants sur A (leurs axes 

ne sont pas parallèles). Les indices I et E correspondent à la première et à la deuxième branche 

du mécanisme. Soient m¡ et m/ les degrés de liberté de chaque branche, on a: m = mj + nij . 

On peut écrire l 'équation de fermeture d'un tel mécanisme par : 

R^i^U^RiTtiQUt)  = 1 (6.22) 
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F'IG. 6.7 - Structure d'un mécanisme en deux branches 

où Rj et Ri représentent des déplacements de la première et de la deuxième branche. Tj(ÇlUi) 

et Tf(iïUf) sont des translations constantes de la première branche à la deuxième et ainsi la 

réciproque respectivement (voir la figure 6.7). 

On prend toujours les même notations que dans la section précédente, c'est-à-dire que pour 

chaque sous mécanisme plan on a: 

fc=Ç= (0,0,0,0,0,1)', Í/, = £ / == (0,0,0,1.0,0)', pour ¿ = l - - - m. 

qui sont définis par rapport à la base ß, associée au couple i{. Et 

U, - dit + ciiU = {0,0,0, ai,0,diY, pour i=l---m. 

qui sont aussi définis par rapport à la base B,-. On a: 

Ri = R ( ? i , t - / ) 2 W ) - - - R Í9 m, , £ / ) r ( Í Í W m i ) 
= R i ( l +ad f iW1) - - -Rm /( l + ad«Wm /) 

Rt = R( ím ,+ i , í f ) r ( f iW m / + 1) - - -R(g m, í , ) r ( f2Wm) 
= Rmj + i i l + adfiWm/ + i) • • • Rm( l + adOWm) 

D'après la proposition 6.4, on a les solutions de l'équation 6.22 comme les suivantes : 

1 > = °- 53 <?." = 0. (6.23) 
t e/ ¿e/ 

(6.24) Ri (Mi + R2(W2 + • • • -f M m , ) - • ') 
+ R / R ( mr + l)(W(m/ + l ) + R(m; + 2} (W(m, + 2) + • •  • + R m W m ) • • •) = 0 

avec : R/ = Ri • •  • Rm , . 

Solut ion du robot DELTA 

La structure de DELTA est présentée sur la figure 3.8 à la page 78, il est composé de trois 

branches symétriques, pour étudier le comportement cinématique, on va étudier chaque boucle 

constituée de deux branches, chaque branche contient deux couples cylindriques et quatre couples 

rotoïdes. On peut définir R¡ et R¡ par : 

Ri = R i (9 i , í / ) (1 + cadWi)R2(g2, í /)(l +íadW2)R3(93,í/)(l + eadW3) 

Ri = R4(9i ,£/)(1 + eadW4)R5(95,£j)(l + eadW5)R6(<76,àr)(l + eadW6) 
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Les paramètres sont définis par : 

M\ = diÇf + ail!i 
U-2, - a2Ü2 
lh = d& 
Il4 — d4£j + aiX¡A 
Us = a¡Us 
Ue = d6£j 

avec 

£0 = 10,0,1,0,0,0] ', e£j = [ 0 , ^ , ^ , 0 , 0 , 0 ]' 

A la configuration "0" , c'est-à-dire, lorsque g, = 0, on a 

eUi - eU2 = eU3 = [ -1 ,0 ,0, 0,0, 0]', eUA = eU5 = eU6 = [1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ]É 

on obtient alors la solution analytique pour le robot DELTA : 

' 9i + 72 + 93 = 2&7T 
Ç4 + 95 + 96 = 2¿7T 

ai cos gl + a2 cos(9i + 92) + a4 cos g4 + a5 cos(g4 + 95) = 0 

^ r ( d4 + d6) - ai s ing! - a2sin(gi + g2) - | a4 s i n ç4 - - sin(ç4 + q5) = 0 

, dj + d3 + | ( d4 + d6) + ^ a 4 sin g4 + ^ a 5 sin(g4 + 95) = 0 

(6.25) 

L'ensemble des générateurs des déplacements, qui est de rang 5, possède une liste libre maxi-

male de dimension 2, c'est un mécanisme de type T2
5 et le sous-espace engendré par les crochets 

de Lie du premier ordre est l'algèbre entière. 

A n a l y se d es p o i n ts s i n g u l i e rs 

On prend çj — 9i, 92 = d\ et 93 = 9c comme paramètres articulaires d'entrée, et q\ = 93, q\ — 

g4, q  ̂ = dg comme des paramètres de sortie. Les équations de contraintes entre ces paramètres 

sont alors exprimées par 

Qi = Oj cos qi + a2 cos(ç3) + a4 cos g4 + 05 cos(g6) = 0 

Qi = ^(d4 + dß) - ai sin 91 + a2sin(g3) - ±a4s i n g4 + ¿a5s in(g6) = 0 (6.26) 

Q3 = d, +d3 + | ( d4 + d6) + ^ a4 s i n g4 - ^ a5 s i n ( 93 ) = 0 

Les matrices jacobiennes sont définies par 

ÔQ 
B = 

dqa 

—a\ sin 9i 0 —05 sin 96 

—aicosgi 0 ^a^cosqe 

0 1 - ^ cos q6 

„ „  • - a2s in93 - a4 s m g4 

A 9Q \ ! 
A = - — = a2 cos 93 - 5 cos 94 

dqP l n & 

0 \ 

-a4cos94 | / 

L'ensemble des points singuliers de type I est défini par 

Ml = {9 € M8 ! dét(B) = 0}  = {q £ M8 | sin ci = 0, s ing6 = 0} 
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0^0 

FiG. 6.8 - Structure d'un mécanisme en trois branches 

L'ensemble des points singuliers de type II est défini par 

Mi = {q G M8 | dét(A) = 0}  = {q G M8 | sin q3 = 0, sin q4 = 0} 

D'après les solutions analytiques 6.25 que nous avons obtenues, alors M¡ = M¡, ainsi M g = 

M]. Aux configurations singulières, c'est-à-dire, lorsque tous les corps de robot se trouvent dans 

un plan ou les deux branches deviennent verticales. À la première configuration, le système est 

bloqué dans la direction verticale, le robot devient incapable de supporter une force de tension, au 

contraire, Factionneur du robot peut résister à une pression et à un couple de grandeur arbitraire 

dans la même direction. La deuxième configuration correspond au point commun des deux zones 

de l'espace de travail, on peut trouver des qp non nulles qui correspondent à des vitesses qa nulles, 

le robot devient incapable de supporter une force de pression, par contre, il peut résister à une 

force de tension. 

6.5 Produit de deux déplacements hélicoïdaux 

Nous nous considérons l'équation R¡R¡ ~ R, cette équation correspond aux mécanismes 
fermés composés de trois sous mécanismes plans (ou trois branches), R¡, Ri et R représentent 
respectivement le déplacement de chaque sous mécanisme. Les générateurs de déplacement £/ et 
(,i sont linéairement indépendants sur A. On va d'abord présenter trois formules utiles par la 
suite. 

Propos i t ion 6.5 VA', Y G 33, pour n — 1 • • -, on a les relations suivantes : 

(i) a d2 " - 1^ oad2 ny + ad2 ny oad2 n _ 1A ' = -{X\X}n-l{Y\Y}n-1 {{Y\Y}adX + {À'|Y}adV ) ; 

(if ) ad2 nA o ad2nV - ad2 nY o ad2nA = {X\Y} {AIA}"" 1 {Y^-^dlX, Y}; 

(iii)  ad2n+1A- oad2 n + 1Y - ad2 n + 1y oad2 n + 1A = {X\X}n{Y\Y}nad[X,Y]. 

Démonst ra t ion : 
(i) Nous appliquons la première relation à Z G 33, avec n = 1, on a: 
(ad A' o ad2V + ad2Y o ad A) - Z 

= ad A - [y, [y, Z}} + ad Y [Y, [X, Z]} 
=  ad A • ({Y\Z}Y-{Y\Y}Z) + uiY({Y\Z}X-{X\Y}Z) 
= ~{Y\Y}[X,Z)-{X\Y}[Y,Z] 
= ~({Y\Y}aiX-{X\Y}adY)-Z 
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En utilisant : ad3A r = — {A|A}a d X, on obtient : 

ad2n+1A ' o ad2 ! "+^ y + ad2 i " + 1 )y oad2" + 1A 

= {.Y|x}{y¡y }  (ad2^-1)^1^ -ad2 ny+ ad2"yad
2«n-,)+1.Y) 

= {x\x}n-l{Y\Yr-l(zdx • [Y, [Y, z\] + ad y [y, [x, z]]) 
= -{X\X}n{Y\Y}n ({Y\Y}a,dX + {A|y}ady) 

(ii ) Lorsque n = 1, on a : 

(ad2A' o ad2y - ad2y o ad2A) • Z 

= ad 2A' • [V, [V, Z]] - ad 2 y • [A, [A, Z]} 

=  ad2A' • ({y|z}y - {Y\Y)Z) - ad2y • {{x\z} x - {x\x} z) 
= {Y\Z}[X, [X, Y}} - {Y\Y}[X, [A, Z}} - {X\Z}[Y, [Y, X}} + {X\X}[Y, [Y, Z]\ 
= {Y\Z}{X\Y}X - {X\Z}(Y\X)Y = {X\Y} ({Y\Z}X - {X\Z}Y) 
= {X\Y}ad[X,Y]-Z 

Puisque: ad3A' = - {AJA }  ad A, on a: 

ad2 nA o ad2 ny - ad2 ny o ad2" A 

= {A-|A}{y¡y }  ( a d2 ^ - 1 ^ o a d2 ( n- 1 ) y - a d2 ( " - 1 ) y o a d2 ( n- x ) x ) 

= { J f l A ' ^ - ^ y l y } " - 1 (ad2A oad2y - a d2 y o ad2 A) 
= {A'jy }  {AiA}"- 1 { y | y } " - 1a d [ x: y ] 

D'où la deuxième équation, 
(iii ) Lorsque n — 1, on a: 
ad3 A o ad3y - ad3} ' o ad3 A 

= {A |A} {y |y }  (ad A o ady - ad y o adX) 
= {A|A}{y|y}ad[A' ,y ] 

avec la formule du double crochet, on peut obtenir la troisième équation facilement, •  

Soient J?i, i?2 G L(1)) deux déplacements, supposons que RiR2 = R, dont la partie symétrique 
s et la partie antisymétrique a sont exprimées par (voir la définition 1.12 à la page 26) : 

s=hyR1R2 + R*2R¡)) a = i ( i î i J î2 - i î 5 J Z Î ) 

puisqu'un opérateur R G ¿(3D) peut être représenté par 

R - l + 2 z a dX + 2ad2A avec z G A, A G 3D 

on appelle z et A les paramètres du quaternion dual associé à l'opérateur R4. 

On obtient les expressions facilement en utilisant l'équation 1.21 dans le premier chapitre : 

s = l + 2ad2(z1A 2 + z2A'1 + [A 1,A2] ) (6.27) 

a = 2ad(z ]22- {A i |A 2} ) (z iA 2 + z2Ai+[A' 1,A:2] ) (6.28) 

où z\, A'i et z-¿ et A"2 sont des paramètres des quaternions duaux associés aux opérateurs Ri et R2 

respectivement. Puisque l'opérateur R = RiRn représente aussi un déplacement, les paramètres 

z et A associé vérifient les relations : 

a = 2zad A, s = 1 + 2ad 2 A 

4. Au chapitre un, on a présenté la relation entre les quaternions duaux et un opérateur de L(T>). 
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en comparant les deux équations précédentes avec les équations 6.27, on obtient : 

z = ziZ2-{Xl\Xi) 
ad .Y = ad (ZlX2 + z2Xi + [XUX2])  ' ' 

Avec la partie symétrique et la partie antisymétrique, on peut évaluer directement l'angle, la 

translation et l'axe du déplacement résultant R à partir des opérateurs Ri et R2. 

Si l'on veut faire une démonstration directe sans utiliser l'équation 1.21 du chapitre ] , le calcul 

est volumineux5. 

On présente un théorème [Che93], et on va le démontrer sans utiliser les quaternions duaux. 

Théorème 6.1 Soient £i, £2 G Za tels que les axes soient linéairement indépendants. Ri et R2 

des déplacements suivant les axes £1 et £2- Un déplacement R peut être décomposé en Ri et R2, 

si et seulement si : 

(1) clcl-cl(l-cl-cl~cl) = 0 

(2) CiCifac0! + C2c\) + C¡(ciC°i + C2C°2 + C3C°3 = 0 

avec ; X = (c, + tc^^Xi -r (c2 + ec°2)X2 + (c3 + tcg) [X1,X2]-

Démonst ra t ion : Supposons que les paramètres des quaternions duaux associés aux opérateurs 

5. Ces formule peut être montrer par ¡es calculs suivants: 
écrivons les déplacements avec les demis angles : 

fi,  = 1 + 2¿, y iad Î! + 2 ( t / i a d £ i )2 

R2 = 1 + 2 ¿2 ¡,2ad Í2 + 2 (s/2 ad £2)
2 

1. 
S = 

en remarquant: 

- ( ( 1 + 2¿1¿1ad£1 + 2 i 2ad2£i ) o (1 + 2 i2y 2ad£2 + 2 f2ad2£2) 

J - ( l - 2 Í 1¿ jad í1 + 2 ¿2 a d2 £ ; ) o (l - 2z2y2ad£2 + 2 í2ad2{ 2) ) 

- ( 2 -1 + 4y |ad2£2 + 4 í1y I í 2y 2 ( a d £1 o ad í2 + a d £2 o a d £ i) 

+47}*ad2íi +4¿i¿, i }?(adi ;; oad2£j - ad2£j oad£j) 
+4y2 i 2y 2(aH2£] oad ' íí - a d í2 o a d2 Í ! ) + 4 y252 ( a d2 í 1 o ad2£2 + ad2£2 o a d2 { , ) ) 

- ( 2 • 1 + 4 í2y fad2£2 + 4 i ; y j¿2y 2(adc; ° a d £2 + ad£2 o a d £ i) 

+4 y | í2 ¿ 2 ( a d2 ó o ad £2 - ad£2 o ad2£ i ) -i- 4 z i y i y | ( a d íi o ad2£2 - ad2£2 o ad£f) 
+ 4 y f f 2a d2 í 1 + 4y2y 2( ad2£1 oad2£2 + ad2£2 oad2£, + ad2£i + ad2£2) 

a d2 í , oad2 Í 2 + ad2 Í 2 oad2£¡ + ad2£j + ad2£2 = ad2[£ l y £2] 

on a : 
s = 1 + 4 a d2 ( i 1y 2£2 + i 2y i£ i + yi yi [£i, £2]) 

= l + 2ad2.Y 
Pour la partie antisymétrique: 

a = ~(Ri oR2 - f i j o i?*) 
J 
- ( ( 1 + 2 Í1y 1ad£1 + 2 í f a d2£ i ) o (1 + 2 i2y 2ad£2 + 2¿ lad2£2) 

- ( 1 - 2 ¿ i í! a d £1 + 2 i 2 a d2 £ i ) o ( l - 2 i2y 2ad£2 + 2¿2
2ad2£2) ) 

= ~ l4 i i y iad£i + 4 ¿¡y] i 2y 2(ad£i o ad£2 - ad£2 o ad£i) 

+4¿2y 2ad£2 + 4yi »1 y\ (ad£i oad2£2 - ad2£2 oad£ i) 
+4 i2y 2 í 2

4(a r f2 í i o a d i j i ad£2 oad2£ i ) + 4y2y 2(ad2£! o a d2£2 - a d2 £ 2 o a d2 ^ ) 

En utilisant la proposition précédente, on a: 

a = («1 ¿2 - ¿1 V2 { í l | Í2} ) - (¿ l 3/2Í1 +01 «2Í2 + j / l¿2 [íl)Í2] ) 
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Ri, pour i— 1.2. soient ;,, A';, on a 2¡ £ A, A; 6 2?. 
Nous remarquons d'abord que, pour À', Y G S), on a: 

ad À' — ad Y <=*• X = Y 

ad 2X = ad 2 Y <=>  A' = ±Y 

1) RXR2 = R =>  (1) et (2) 
D'après la proposition 1.6, si R\R2 = R, alors la partie symétrique nous donne : 

ad2 A' = -(f l iJ?2 + fi2;JFZi-2-l) 

= ad 2 (*j X2 + Z2 A'i + [A'i , Xn}) 

X = ± (zi Ar
2 + ¿2 A'i + [Ai , A2]) 

La partie antisymétrique nous donne : 

4 ;adA = RlR2-R%R\ 
= (zx z2 - {A i IA2} ) • (zx A2 + z2 Ai + [X1, X2]) 
= (Zl z2 - {X^X,}) • zú X3 

z = zx z2 - {X\\X2} 

Utilisons la relation z2 + A | = 1, alors les conditions (1) et (2) sont nécessaires. 

2) (1) et (2) = *  RxR2 = R 

Supposons z = si + es° + (s2 + e.s2){A'i|A' 2} , avec s°, s, G R. Considérons la relation : 

z~ + X2 - {SX+ÍS\ + {& 2 + CS
0
2){XX\X2))

2 + {{C1 + ÍC\)X1+{C2 + ICV)X2 

+ (c3 + ec°)[A1,A2]) 2 

= s\ + c2 + c2 + c¡ + 2(Sls2 + clC2){A:|A 2}  + (s2 - 4){X1\X2}
2 

+e(2(sxsl + cicî + c2c°2 + c3cg) + 2(sxs? + s2s¡ + cxc\ + c2c\){Xx |A2} 
+ 2 (S 25 ° -C 34 ) { A ] | A 2 } 2 

Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées, alors z2 + X2 — 1 De plus 

s2+ cl + 4 + c2
3 = ] (6.30) 

s\s2 + c\c2 = 0 (6.31) 

si-4 = 0 (6.32) 

S l 4 + c i c° + c2c° + c3c ° =0 (6.33) 

s1f i |+fi2S?+cic5 + c2c J =0 (6.34) 

a2s°2 - c3c°3 = 0 (6.35) 

on trouve : 
»2 - c3 

C}  C2 

1 ~~ C3 
. 0 _ c 3 e 3 

S° = --77 {C1C°2C3 + C2C¡C3 - CXC2C
0
3) 

RlR2~ R est bien vérifiée. 
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I 

Aucun mécanisme bouclé de solide rigide ne peut être construit à part ir du théorème précédent. 

En effet : 

P r o p o s i t i on 6.6 Soient Rx (g i , £ i ) , R ^ ^ , ^ ) eíR-3(í3, Í3) G L(1)) des rotations pures, telles 

que í i , £2 et £3 £ Za soient des générateurs linéairement indépendants sur TU, pour que : R1R2R3 

= 1, il  faut et il  suffit: 

qi = 2 ki ÎT. Ç2 = 2 ki 7T, 93 = 2 ¿3 7T 

D é m o n s t r a t i on : Si R i , R9, R3 = 1, alors: 

{£ i iR. 26}  = { 6 l 6 } 

puisque £1, £2 et £3 sont linéairement indépendants, alors il est évident que : 

92 = 2¿2TT 

Il reste R1R3 = 1, d'après la proposition 6.22, il faut : 

Çl = 2fci 7T, q2 = 2fc37T 

I 

Lorsque £1 = £2 = £3- on peut construire des mécanismes mobiles. C'est un cas singulier de 

théorème 6.1. 

6.6 Produit de trois déplacements hélicoïdaux spatiaux 

Dans cette partie, on étudie les singularités d'un produit de trois déplacements hélicoïdaux 

spat iaux dont les générateurs £«, £¿ et £,¿ sont donnés dans 2 et tels que £g et £ö d'une part £¿ 

et £,¿ d'autre part n'aient pas leur axes parallèles. 

De plus, pour schématiser les positions relatives entre les générateurs £a, £0 et £,¿,, on va définir 

des angles a, ß, 7 et des distances da, da, <f7 entre £# et Ç9, £¿ et £,;., £,/: et £s respectivement. 

De plus, ces paramètres sont liés par : 

{£» I M = (s*  l£*) + f [£« I M = cos o - edQ sin a 

{£*  16 }  = (s<* |£v ) + f tíí» I M = cos /? - ££¿0 sin /? 

{M£s }  = ( M M + « [M&> ] = cos 7 - ed7 sin 7 

On va montrer qu'un déplacement de solide rigide peut-être décomposé en un tel produit et 

que la solution peut être exprimée sous forme analyt ique. 

On définit les déplacements R# = i í (0 ,ds ,£e) , R® = R(4><d<t>,£i>,),  Ri¡> = ß ( V \ ^ , M G 

LCD), où 9, <j)  ei ip sont des angles de rotation respectives autour des axes A í s, A¿ et A ^ , et où 

¿o, f/¿, et d^, des translations suivants les mêmes directions. Le déplacement 

R=ReRéR  ̂ (6.36) 
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FlG. 6.9 - La position relative entre trots générateurs 

est étudié comme une fonction de 0, (¡>,  V', de, d¿ et d^. 

Proposit ion 6.7 Soient X, Y et Z G 2?, tels que X et Y soient linéairement indépendants sur 

A, alors on a : 

{[A' , Y) | Z}* = {X | X}{Y \ Y}{Z \Z}-{X\ Y}*{Z \Z)-{Z\ Xf~{Y \ Y} 
-{Z | y } 2{ X | X} + 2{X \ Y}{Y | Z}{Z \ X) 

Lorsque X, Y et Z sont de "pas" zéro, la formule précédente est simplifiée par: 

{[x,  Y] \ z}2 = i - {x | y} 2 - {y ¡ z}7 - {z \ x}2 + 2{x \ Y}{Y \ z}{z \ x) 

Démonst ra t ion : Puisque X et Y sont linéairement indépendants sur A, alors {À' , y, [A', y] } 

forme une base de 33 sur A. on a alors : 

Z = aK\ + a2Y + a3[X,Y] pour a \ a2 , a3 e A . 

de plus, les coordonnées duales a1, a2, a3 peuvent être calculées par la proposition 4.1, prenons le 

produit intérieur duale en remplaçant a1, a2, a3 par leur expression, on a le résultat. I 

6.6.1 Condition pour qu'un déplacement hélicoïdale puisse être décomposé 
en produit de trois déplacements hélicoïdaux 

Il est connu qu'un déplacement hélicoïdale peut être décomposé en produit de rotation par 

des angles d'Euler ou de Bryant, nous étudions ici les conditions dans lesquelles un déplacement 

hélicoïdale peut être décomposé en un produit de trois déplacements hélicoïdaux d'axe donné. 

Théorème 6.2 Soient £9) £$ et. ¿̂  dans D tels que £s et £$ d'une part  ̂ et £0 d'autre part 

n'aient pas leurs axes parallèles, alors un déplacement hélicoïdale peut être décomposé en un 

produit de trois déplacements en suivant tels générateurs £j, £$ et £,¿,, si et seulement si 

(£e\Rtiii>) G [min(-cos(a + /?),cos(a - /?)),max(- cos(a + ß),cos(a - /?))] (6.37) 

où a et ß sont des angles entre ^ et £,*,, £<¿ et ^ respectivement. 

Démonst ra t ion : Considérons l'équation R = RgR^R^,, la condition nécessaire et suffisante 
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pour qu'un déplacement hélicoïdale puisse être décomposé en un produit de trois déplacements 

hélicoïdaux est qu'il existe des solutions 9, <p et il>  de l 'équation R = RgR^R^. 

On va d'abord étudier la condition pour qu'on puisse déterminer é. Prenons le produit 

intérieur dual avec £# et ^ , puisque R¡ et Ry, laissent respectivement invariants £$ et £ ,̂ on 

obtient une équation contenant seulement les inconnus <¡¡  et dç : 

{ £ e | f i ^ }  = fôA}  (6-38) 

Pour que l'équation 6.38 soit résolubles, il faut et il suffit que la partie réelle (voir la propo-

sition 6.2) i.e. l'équation écrite sous forme de Klein soit soluble. 

(fr|ß*i* ) = (&!«& ) (6.39) 

Cette équation peut être interprétée géométriquement par la figure 6.10.(a). Si l'on remplace 

R(j, par l + 2sin -ç cos f ad £,¿,+2 sin" | a d2 ^ , on obtient une équation du second degré par rapport 

à tan f : 

(2Re(a) - Re{c)) tan2 | + 2iîe(fc) tan | + Re(c) = 0 (6.40) 

où 
f a = { & ! & , & , € * ] ] } 
< 6 = {frltë*,É*] }  (6.41) 
{ c = {Çem - HZ*)} 

sont des nombres duaux. Pour faciliter les calculs, on exprime leur partie réelle Re(a), Re(b) et 

Re(c) par les angles entre les axes de générateurs. 

Rc{a) — cosa cos ß — cos 7 

Re(b2) = 1 — cos2 a — cos2 ß — cos2 7 4- 2 cos a cos ßco&~<i 

Re(c) - cos7 - {ie\R^H,)) 

Pour que 6.40 soit résoluble, il faut et il suffit que son discriminant D soit non négatif, c'est-

à-dire : 

D = Re(b'2) - [2Re{a) - Re[c))Re{c) > 0 

Après avoir simplifié, la relation précédente est une inégalité du deuxième degré par rapport 

- (És|jR£v)2 + 2 c o s a c o s / 3 ( £s | ß ^) + 1 - cos2 a - cos2 ß > 0. (6.42) 

La partie gauche de l ' inégalité est un polynôme de degré 2 par rapport à (£sl.Rsv)- Cette inégalité 

est interprétée sur la figure 6.10.(b), alors il est clair que si ( f i | / î£^) tombe dans l'intervalle 

[Ai , A2], avec : 

Ai = mm(—cos(a-f ,Ô),cos(a —/?)), A2 = m a x j- cos(a + l3),cos(a — ß)) 

il existe toujours des <p qui vérifient l 'équation 6.40. 

Maintenant, on considère les conditions d'existence des solutions pour 6 et x¡>. L'équation R = 

ReR^Rip peut être transformée sous les deux formes suivantes : 

R*gR = R^R^, RxiiR  ̂ = R^Rg 
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Lorsque les trois générateurs passent par le même point o et. que Rg, R¿ et Ry sont des rotations pures, alors 

l'équation (£e\R<t>Zil>) — {(.e\RZtp) e st représentée par la figure (a) à l'aide du sphère unité. Elle montre qu'après 

avoir subie la rotation Rg ou la rotation R, £$ a la même projection sur £g, si R est fixé, il n'existe des valeurs de 

4> vérifiant l'équation précédente que lorsque (ía|i?£,/,) tombe dans l'intervalle / = [A] , A2]. 

FlG. 6.10 - Condition d'existence de 4> 
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On peut obtenir les équations qui ne contient seulement 0 et ip respectivement en uti l isant la 

forme de Killin g : 

(Re^\m ) = ( » ) , ( i ^ | Ä * & ) = folfr) (6.43) 

En effet, les deux équations précédentes peuvent être transformées en polynôme du deuxième 

degré par rapport à tan ^ et tan |r respectivement : 

(2Re{a') - Re(c')) tan2 § + 2iîe(6') tan § + Re{c') = 0 

(2Re(a") - Re(c")) tan2 f + 2iîe(6") tan f- + Re{c") = 0 

où les paramètres sont définis par : 

Reia')  ̂ c o s a ( 6 | ^ . ) - ( € * l )̂ 

6'= {6IK0,^3} 
Re(b'2) = 1 - ( & ! « ^ ) 2 - cos2 a - fo|JÎÉv,)

2 + 2cos a( f r |K^) (£* ¡ / íÉ ,¡ 

{£,|( /^-^)} 
[ i î e ( c ' )= ( E * | J ^ ) - c o s /3 

(6.44) 

(6.45) 

{ß*&|[^,K*,i*]] } 
fle(a") = c o s ^ ( Îs | B Ç ^ ) - ( 6 | i î Ç *) 

Re(b"2)- l - (^m^)2 - cos3 ß - {^IRf^2 +2cosß(^\I^)(^\ff4<P) { ' ' 

c"= { s S | ( ^ - ^ ) } 
fle(c") = ( £s | J í £ ¿ ) - c o sa 

Pour que les équations 6.44 aient des solutions, il faut et il suffit que leur discriminant soit non 

négatif, de plus, elles ont le même discriminant que l 'équation en tan % qui est défini par 6.42, Il 

est alors clair que si (ÇglRÇ^) t [Ai , A2], il existe toujours des solutions pour 9, 4> et t>. I 

On a remarqué que la condition de résolubihté ne dépend pas de la position relative entre 

le générateur £# du premier déplacement R$ et le générateur  ̂ du troisième déplacement R,¡,, 

seules les positions relatives entre £,? et, £¿,, ^ et Ç ,̂ plus précisément, les angles a et ß décident 

la condition de résolubilité. 

6.6.2 Résolution 

(1) En supposant trois déplacements Re, R<p, R^p connus dont les paramètres de quaternions 

duaux associés sont respectivement : 

9 de . 9 . 9 d9 6 
ze - c o s- - e—sin - X» = (sin - + t — cos -)£<> 

<P é 4>> e o s - - cy s i n- X0 = ( s i n- + e y c o s - )^ 

= cos - - e— sin - X«, = (sin - + e — cos - ) ^ 
4' d  ̂ f 
— \ - e —^- cos — 
2 2 2 
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Alors on peut évaluer le déplacement R — R^R^R ̂ par ses paramètres de quaternion dual 
. , e e , 

associé z — cos— et A = sin —\. En utilisant la proposition 1.6, r et A sont calculés par la 
2 2 

procedure suivante : 

s = J (R^R^R ̂ + R^R^R^) 

- 1 -+. 9 ad 2 ( z< ,z^9 + z»z<l>X<P  + izeH - {XglXj,}) A',., + z^[Xe,Xç,} 
{ +z$ [X*  ,Xi> ]  + zv [X,, X*]  + {[Xg, X¿, X*] 

alors 

alors 

= 1 + 2ad 2X 

y , ( Z^.Z^Xg + ZgZ^Xç + (zgZ$ — {Xg\X^}) X¿> + Z^[Xg,X^\ \ ,. ._v 

A - * ^ +ze[X4,,X<il ]  + z^[Xe,X^] + [[X»,X^,X^\ } KX>At) 

a = ^ (RgRçRip - R*jR*¿R%) 

= 2 {(z$z,p - {Xe\X+})  z  ̂ - {{zeXj, + z^Xg + [A* , AVDIA,/,} ) 

, ( z^z^Xg + zez^X ̂ + (zgz  ̂ — {Xg\X^}) X4 + z^[Xg,X^] 
* a { +zs [X+ , AV] + z* [Xg, Av,] + [[X 9, X+] , X4] 

=  2zad A 

z = ± ((z9z+ - {X9\Xt})zi, - {(zgXé + z^Xg + [Xe,Xt])\Xi,}) (6.48) 

(2) On considère maintenant s'il y a un déplacement hélicoïdale R. de plus la condition du 

théorème 6.2 est vérifiée, alors il peut être décomposé par trois déplacements hélicoïdaux suivant 

trois axes non colinéaires. 

Proposition 6.8 Soient £ et n G 33 linéairement indépendants sur A, pour que deux déplacements 

hélicoïdaux Ri et R2 soient égaux, il  faut et il  suffit : 

Rrf = A2Í, RiV = R-2V- (6.49) 

Démonst ra t ion : Lorsque Ri = R2, l'équation 6.49 est évidente, nous ne montrons que la 

réciproque. 

D'après 6.49, on a : 

ui[ç,»?] = -R2K,»/] 

comme {£, n, [£, n]}  forment une base de 23 sur A, d'après la proposition 4.1, pour A' G 23, on a: 

A" = z1
 ̂ + Z2Î]+  z3[Ç,n], où ;' G A. Alors: 

RiX = R2X <$ Ri = R2 pour X t 23 

I 

Puisque £¿ et ^ sont linéairement indépendants sur A, en fonction de la proposition 6.8, on a: 

R.R.R* = R * { £ £ £ £ : % * * • (6-50) 
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Supposons R,£s, £t/>, £v connus, alors on va calculer #, 

équations 6.50. 

Evaluation de </>, d^, 0 et d$ 

1, ip et d#, d$ et d  ̂ en utilisant les 

Remplacée Rg = 1 + sin(0 + ed$)ad£0 + (1 — cos(# + ed»))ad2c;#, l'équation RgR^Çy — R£,p 

s'exprime par : 

R&, + sin(0 + ede)[Çê,R^} + (1 - cos(0 + ed„))[Za,[Ç«, R*^]]  = fíív 

qui est équivalente à : 

{É i | f l *^ } - {Éf f |J îe* } = 0(6.51) 

{Bin(f l + f d s ) [ i s , / î ^ ] I & . * * & ] }  - {[Ù,R^-] I ̂ }  = 0 (6.52) 

{( 1 - cos(0 + eds))Ks, K», Ü^v] ] Í Kí, KÍ , R*t*]]}  - {K Í . K Í , - R ^ ] ] I (ß - «*)€* }  = O (6.53) 

D'après l'équation 6.51, on utilise la forme de Killin g et la forme de Klein, on obtient : 

f (2Re(a) - fie(c)) tan2 ^ + 2Re{b) tan ^ - J?e(c) = 0 
1 
1, d¿ (Re(b) eos ó + Re(a) sin if>)  = Du(e — a) 4- Du (a) cos <6 — Dw(6)sin<i 

où les coefficients a, 6 et c sont définis par l'équation 6.41. 

On a finalement : 
-Re{b)±Di 

tan — 

cL = 

(2Re(a) - fie(c)) 

Du(c — a) + Du{a) cos $ — Du(6) sin c¿> 
(6.54) 

(Re(b) eos <¿> 4- Re(a) sin cé) 

D'après les équations 6.52 et 6.53, la forme de Killin g et la forme de Klein nous permettent 

d'obtenir : 
sin 6 = 

1 

cos f = 

He(Z¡ 

1 

Re{Z) 

1 

( ^ . ¡ K Î . « ^ ] ) 

( ( ^ | Ü ^ ) - ( € Í | ^ ) 2 ) 

([rallie,  R^}]-Sm0Du(Z)) 

(6.55) 

cosOñe(Z) 

oùZ = { [ f r , * ^ ] ! [£«,**€„] }  et fle(Z) = l - ( f r | BÍ^) 2,Du(Z) = [ K i . i î ^ . ] ] fo.fi^] 

Évaluation de i/> et cL 

D'après l'équation 6.50 

Elle est équivalente à : 

R*Re  ̂ = R%(,¿ 

{t# ! £*}  - {HZ*  I *«£* }  = 0 (6.56) 

{sin(V + ed*)K«,.£*] I K*,í*]} + {&,£* ] ! H * i ^ }  = 0 (6.57) 

{ 1 -cos(tf + f(iv.)të«.. [£*• £*]] | & ,& ,£ * ] ] }  - {[£*,[&,&] ] I Ä * Ä i ^ - ^ }  = 0 (6.58) 
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il est évident que 6.56 est vérifiée par RÇ^, = RgR¿£y. Nous utilisons la forme de Killin g et 

la forme de Klein, on a : 

sin p = 

cos V' 

oL 

sin*  0 

1 

T^(ß*flrf*!K*-.e*] ) 

sin2 ß 
((R*Rt^\^)-coa2 ß) (6.59) 

1 
([R*Rs^\[^,U]]  +  2dß s in/?cos/?sin V>) 

cos V' sin2 0 

Les solutions 6.54, 6.55 et 6.59 sont alors nécessaires et suffisantes par rapport à l 'équation 

R — ReR$R<¿. 

6.6.3 Analyse le cas singulier 

Le produit R = ReR¿R  ̂ correspond physiquement un mécanisme de quatre corps fermé liés 

par des couples cylindriques, on peut donc écrire la matrice jacobienne par : 

J = {RstaMRsÇe^RtU, n/l*  «*£*, RêR^-U^^ReR^^^- ^x) 

On a remarqué que le rang de J ne dépend que R¿ et Rg puisque : 

rang(J) = rang(&, fi£«,$0, Í 2 ^ , Ré^MR^, R*e\^RÍx) 

On dit que les trois angles se trouvent dans une configuration singulière si le rang de la matrice 

J est inférieur au rang maximal. 

On va faire une analyse de configuration singulière util isant la méthode proposée dans le cha-

pitre 5 qui est basée sur les solutions analytiques. 

D'après la démonstrat ion du théorème 6.2, si l'on suppose que 0, d@ comme paramètres 

d'entrée et que 6 et dg comme paramètres de sortie, ip , d  ̂ et <f>,  dé comme des paramètres 

intermédiaires. Afi n de simplifier les calculs, on peut déterminer les points singuliers par les 

équations 6.39 et 6.43. 

On peut considérer 6.39, 6.43 comme des fonctions et les réécrire sous la forme suivante: 

n A
 d(^é

 _L A
 d®& - n 

Qd+ = "« -ST" + de-^r - 0 de de 

Qi, = (RlU\R*S<,)-{Z*\Zt) = 0 

Qd* - d, 
dQ4 + <i <9Qv 

(6.60) 

0-H'dé ' '" rj de 

Qe = ( R Í Í ¡p j RÇ  ̂ ) — (£¿|£</>) = 0 

dQs , dQe 
Qd° = de-ôT + d@-dë = ° 

Puisque Q¿, <5v' et Qe ne dépend pas de paramètre de translat ion, on a : 

dQe _ dQé _ dQy 
ddi ddi ddi 

= 0 pour di = de, dé, citó, de 
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La figure en haut est schématisée trois déplacements dans la position régulière. La figure en bas est un schéma de 

trois déplacements qui se trouvent dans la position singulière. 

FlG. 6.11 - Schématisation des trois déplacements 
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De plus : 
ÔQi 0Qdt dQ, dQdl dQ, ÔQd, 

dd^ 80 dde d<p dd9 dip 

où Qi = Qg, Q^,, Q0, et d, — dg, d¿, d$. 

dQe _ dQe _ dQ  ̂ _ dQ$ _ dQ^, _ dQ^ 
= 0 

0<p drp Ô6 di> de dé 

Alors, la matrice jacobienne engendrée par les équations 6.60 est exprimée par : 

dQ* ( ^9± 
de 

o 

de 
d2Q4> dQi 

d@ 

de2 de 

*2¿ o 
de 

d2Qi, dQ<, 

d<i 

dtp 

d7Q<p dQç 
dé2 d<t> 

0 

V de -âë 

de2 de 

o 

â2Qo dQe 

dQe 
de 

de 

6 dé2 

dQe 
d<t> 

0 

0 

0 

dQ* 
dtp 

eïQt 

0 0 

0 d*  a '2 ^ ~ Q* ov dip 

0 0 0 

dQe 

dé 

dQe 
ae 
d2Qe 
de2 

0 

dQe 
de J 

Alors, on peut classifier les différents types de singularité en définissant les matrices A et B. 

/ dQe_ 
de 

\ 

d2Qe dQe 

La matrice B est définie par : 

de-gôïQ* 

0 

\de"â F 

Q* 

de 7 

_d_ 
de 

dtp 

d2 

Q<¡>  d^'-nßQ't' 

¿90 Q* 0 

-Qé 

0 
dip Q* 

0 O 
dëQe 

S2 

de^Qe 

dëQ* 

0 

9 G 

0 

0 

0 

déQi d"'d,b 2Q'p a,i,Qi 
dé 

dé 
QB 

dip2 

0 

0 

d<p 

dét(B) = ( — Qe » {> 
Puisque dét(A) et dét (B) ne dépendent pas de paramètre de translat ion, alors on a la proposition 

suivante 

P r o p o s i t i on 6.9 L'étude des configurations singulières du produit de trots déplacements hélicoïdaux 

est équivalente à celle du produit de trois rotations pures. 
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D é m o n s t r a t i on : Supposons que les trois déplacements hélicoïdaux se réduisent en trois rota-

tions pures, alors les solutions analytiques s'expriment sous forme suivante : 

alors la matrice A réduit en une matr ice scalaire A ' : 

, _ <9Q<¿ dQ  ̂ dQe 

il est évident que : 

d<f>  dv 89 

JUS forme B' : 

B' = 

{ ¿̂  
dëQ* 
d _ 

V dëQe 

dét(B') = 

A est singulier 

B est sin gulier 

hQ* ° ) 
0 hQ* 
0 0 

dQe dQi, 8Q^ 

de d<i>  84' 

<=> A ' est singulier 

<=> B' est singu ier 

Pour faire des analyses plus profondes, on utilise la proposition 2.11 dans le chapitre 2, on 

obtient : 

dPJdqÍ]  - *  = fc.ft(q-0-A-], dR 1Jq'* )--:< =  -[Z,R-\q,S)-X] pour I É S (S.61) 

P r o p o s i t i on 6.10 Les trots équations suivantes sont équivalentes : 

dQy , -x dQ<t> n f , 9Q0 
m = 0 

D é m o n s t r a t i on 

De même, on a: 

dQt 
8<$> 

dQe 
de 

= 0 

dQ,p 

d<p â<f> 
d 

= o 

dQe 
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= (fr l [ fr, .^fr j) = 0 

Ce qui signifie qu'après avoir subi un déplacement. RQ, fr, ^ et ^ sont parallèles à un plan. 

Considérons la relation •• = 0, après la même procédure de calcul, on montre qu'elle est 
équivalente à 

W f r |fce,fr]) = 0 

Ce qui signifie qu'après avoir subi un déplacement Rg, fr, fr et £e sont parallèles à un plan. 
Alors, on peut définir les sous ensembles des configurations singulières par : 

(1) M , 

M, = {4>, 0, v> | dét (BÏ = 0}  o Mi = {0, <f>,  t e U \ ^ = 0 ou ^ = 0 ou ^%- r= 0} 

' #v> £70 80 

ce qui est équivalent à. 

M, = {0,0, tf € K I (frI [fr , «¿fr]) = 0} 
(2) A/ , 

A i , = {(?. 0, t/' G M i dét (A) = 0}  o M / = {f?, 0, V 6 1 | ^ = 0 ou ^ = 0 ou ?§± = 0} 
cty' d(p d'à 

ce qui est équivalent à: 

Mi = {0,fl , V I (frl [ f r , ^ f r ] ) = 0 ou ( f i^ „  | Ke.fr]) = 0} 

(3) MM 

Mt = {0, 0, *l>  G M | dét(A) = dét(B) = 0} 

Mt = M/ n Ai , = {9,0, ^ G R | ^ = 0 ou ^ = 0} 
Öl/' 00 

Finalement : 

D'après les solutions analytiques, si R est donné, même si les trois axes de générateur sont 

dans un plan (c'est -à-dire, (fr| [fr , fi^fr]) =  0 o u (-Rsfr I fce.fr]) = 0 ), un déplacement peut 

être décomposé en suivant ces trois générateurs, de plus les angles de rotation et les longueurs de 

translation peuvent être déterminées par les équations 6.54, 6.55 et 6.59. 

Le produit de trois déplacements hélicoïdaux est complètement dégénéré, lorsque (fr |[fr, -R^fr]) 

0 et (fiif r | fce,fr]) = 0. C'est-à-dire, pour © et 0 différents de zéro, pour que RgR^R ̂ = fi, 

il faut que les axes de générateur se trouvent parallèles. Cela peut être exprimé également par 

Jï^fr, = £g, alors RgR^R ̂ - R se réduit à Re(0 + é.dg + d^.fr) = R, nous avons donc la 

proposition suivante. 

Proposi t ion 6.11 Si [fr,fi¿,fr] = 0, alors le produit RgR^R ̂ — R est dégénéré. 

http://Ke.fr
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F I G . 6.12 - La condition d'existence de singularité du produit de S déplacements 

Après avoir subi un déplacement R^(4>, d^,^), £# et ^ sont parallèles. 

Maintenant, à part ir de la proposition précédente, on va trouver la condition géométrique de 

£», (,a> et £,/,, pour laquelle le produit RßR^R ̂ = R est dégénéré. 

L'équation [£«, H^sV']  = ® est équivalente à la relation suivante : 

Pour que cette équation soit satisfaite, il faut que : 

(^  |£0) = ±(6 10) 

c'est-à-dire : 

cos Q = ± cos ß 

Cette condition d'existence de singularité signifie géométriquement que les axes de £<i et de ^ 

engendrent le même cône ??. 

P r o p o s i t i on 6.12 Soient (s, £,<$,, ^ € 2) trois générateurs, de plus ( í s j ^) 7¿ ±(í.¿!%*)> a /o« */ 

n'existe pas de points singuliers de type III  dans l'ensemble des configurations admissibles . 

En ces points singuliers, les axes de Ce et £w sont parallèles , c'est-à-dire que le produit devient : 

Si les axes de £$ et \ ne sont pas parallèles, alors : 

e + i>  = e = 2kz 

6 et i/> sont incontrôlables. 

Si les axes de £# et \ sont parallèles, alors : 

6 + 4> - 0 = 2ATT 

Ö, T/I et 9 sont incontrôlables. 
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• " - -

-/ / 

*' 

\ \ 
V ' 

\ 

( y *4>V} 

(a) (b) 

FlG. 6.13 - Les angles de Briant 

6.6.4 Angles de Br iant 

Nous considérons des cas particuliers d'un produit de trois déplacements hélicoïdaux. Soient 

6 , £<*>, ÍV e£> tels que {& , \^} = fda, {£¿ | ^ }  = ed0, {&  \^} =ed1, la relation 

s'appelle les angles de Briant duaux. 

Si l'on suppose Rg{9,de,£), Rç{4>,d<p,r]), R^(ip, d^,,Ç) donnés, on peut trouver l'angle de rotation 

6, la translation d@ et l'axe de déplacement £e en utilisant l'équation 6.47 et 6.48 : 

z = ± {zez^z^. - {{XB,X^]\X^}) 

plus précisément : 

Re(z) - ±iRe(;e)Re{z¿)Re{zi,) - {[Xe, X^X^)) 
d& - ±7777-7 (Duizgz^z^) - [[Xs,X^]\X^\) 

X = ± 

Re(z) 

• z<f,Xe -i- zez^X¿ + zgz^X ̂ + z^,[Xa,X^] 

On va calculer 6, ¿, ip et de, tf¿, d  ̂ en supposant R connu. D'après 6.41, on a: 

Re(a) = 0 
Du(a) = — da sin a cos ß — dß cos a sin ß + d7 sin -

Re{b) = 1 
Du{b) = 0 

Re(c) = - (& I fi^) 
_ Du(c) = - i , - K*  I ü í ^í 
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Les paramètres <j>,  d^, 9, de, xjj et d  ̂ sont déterminés par : 

( - 1 ± V l + Äeic)2) 
tanf = 

dç = 

sino = J**4¥ cos- ç 

-Re(c) 
[£.g\R£^] + d^cosà 

cos<j> 

(6.62) 

cos 0 = 

de 

cos 
ke,R, 

(6.63) 

cos 0 cos2 0 

' sinV = {R*Ret<p | f r ) 

cos i' = 1 4- {F?Re£.¿ j £¿) 

[ií*ís|[ív.--RSíí]] 

(6.64) 

cos V' 

Ana lyse des point s s ingu l ie rs 

Lorsque c = 0 et cos 0 = 0, les angles de Briant se trouvent dans une configuration singulière 

dégénérée (type III) , on a : 

(2*+l )7 T 
ç> = pour k = 1, 2, • - •. 2 

ak 

Si £9 et x ne sont pas parallèles, alors : 

6 + iï' = 6 — k r. pour k — 1, 2, • • •. 

Si i,g et x sont parallèles, alors: 

0 + 4'~Q = kn pour Ar = 1,2,---. 

6.6 .5 A n g l es d ' E u l e r  d u a ux 

Nous considérons un autre cas particulier, lorsque £g, £$x ^ £ !D tels que {Çg | £<¡,}  = eda, 

[Zip K<*}  = cd-p, {£j | ^ }  = - 1 , la relation 

s'appelle les angles d 'Euler duaux [Gio91j. 

Supposons iï«, Rç et ify, connus, alors on peut évaluer R par son angle de rotation 0, sa 

translation et son axe en utilisant l 'équation 6.47 et 6.48 : 

z = ± (zgz^z^, - {z,f,Xe\X^}) 
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(a) 
(b) 

Fi G. 6.14 - les angles d 'Etiler 

-* (y *&> 

L'angle et la translation sont évalués par la partie réelle et la partie duale de z respectivement. 

L'axe est évalué par 

X = ± 

Re(z) = ± (Re(zez<t,Zv) - {z^X^X^)) 
Du(z) = ±(Du(zez4,Zy) - [z^Xe\X^]) 

z^.z^Xe + ZßZ^X  ̂+ Z0Z$X  ̂+ z^[X$, X^\ 
+ze{X4,Xi,] + {X8\X*}X<, 

On va calculer 0, fi, ip et dg, d¿, d  ̂ en supposant R connu. Les coefficients suivants sont 

obtenus par les équations 6.41 : 

' Re(a) = 1 
Du(a) - 0 

6 = 0 

Re(c) = - 1 - (fr ! Ett) 
{ Du(c) = - [& | J i ^] 

Les paramètres (¡>, d¿, 9% dg, V>, d  ̂ peuvent être évalués par les équations: 

tan 
ç> _ ±x / f le(c)( f lc(c)-2) 
2 2 - ííe(c) 

s i n <¿> 

sin 0 = — 

cos f = 

s i n" 4> 
(Aí*l€« ) 

sin 
[flg^ 1 [fr, fi¿^]] - 2sing(eg 1 R^)[te \ R^] 

cos ö sin <j> 

(6.65) 

(6.66) 
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sin V" 
(¿î%- I €*) 

cos y = — 

sm 0 

sin2 <p 
(6.67) 

[K*Ze | [É«,,i$&]] + 2 s i n ^ | R^e)[  ̂ \ i $ 6 ] 

cos v sin <f> 

Analyse des points singuliers 

Lorsque c = —1 et sin 4> = 0, les angles d'Euler se trouvent dans une configuration singulière 

de type II I : 

<j>  = kir pour fc = l ,2 , - - -. 

alors : 

Ü=fí(f f + V,6) 

Si ÇÎ et x ne sont pas parallèles, alors : 

0 + 0 = 0 = kir pour Jt = 1,2,---. 

Si £g et x sont parallèles, alors : 

0 + \l>  — G = kir pour i = 1, 2, • • •. 
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Chapitre 7 

Solution analyt ique des 
mécanismes bouclés — I I 

Cette part ie est consacrée aux mécanismes composés de quatre sous-mécanismes constitués par 

des couples rotoïdes. Avec la méthode qu'on va proposer, les mécanismes quatre barres spatiaux 

peuvent être complètement résolus et les mécanismes cinq barres et six barres fermés peuvent 

être traités analyt iquement. De plus, les solutions analytiques sont indépendantes du choix des 

coordonnées; elles dépendent seulement des propriétés intrinsèques des mécanismes. 

Cette méthode est une variante des autres méthodes proposées dans le chapitre précédent dans 

laquelle on remplace les déplacements hélicoïdaux par les rotat ions, ce qui permet également de 

résoudre les équations de fermeture des mécanismes composés d'un, de deux ou de trois sous 

mécanismes plans. 

7.1 Groupe invariant et produits scalaires 

A partir de l 'équation de fermeture, on sait qu'il y existe six équations scalaires indépendantes. 

Afi n d'obtenir ces équations scalaires, les produits scalaires (la forme de killing , la forme de Klein) 

et leurs propriétés sont les outi ls essentiels qui permettent d'él iminer certains paramètres articu-

© © 

F I G . 7.1 - Structure d'une boucle 
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Définit ion 7.1 Soit R un opérateur orthogonale, £¡, £r 6 23. On a: 

Pi : ( R £ Î | R £ .) = (&]£ r) - La forme de Killing, 
P2 : [R4; |R4r] = ¿/ |Îr] ' - l a /orme de Klein. 

Ces propriétés qu'on vient de définir peuvent être appliquées aux deux éléments £¡, Çr de 53. 

On définit le sous-groupe des déplacements G  ̂qui est formé des déplacements d'axe Aç associé 

à E, G 23. On a la propriété suivante : 

Gf = { J î e G£ | i î - ç = 0 

Propos i t ion 7.1 Soit {£, rj,(}  "ne base de 33 sur A, pour que deux éléments X, Y € 23 soient 

égaux, il  faut et il  suffit : 

{x\s} = {Y\t}, {x s r,} = { y i,,} , {x\Q = {Y\<;}. 

Démonst ra t ion : Puisque {£,T?,C}  est une base de 23 sur A, tout p. appartenant à 23 est une 
combinaison linéaire à coefficients dans A de 0 n et Ç. Le produit dual est A linéaire, on a donc : 

{X | p) = {Y | p] pour tout p G 23. 

ce qui implique que : A' — Y. m 

Considérons les cas particuliers : 
(i) si X, Y G Z0, pour que X = Y, il faut et il suffit : 

(À-i o = (y i a (x\V) = {Y\n), ( x i o = (y lo-
(ii ) si X, Y G C, pour que X = Y, il faut et il suffit : 

[A'K ] = [yU] , [x\v] = [Y\rj\. [X|C] = [V|C). 

7.2 Résolution des équations de fermeture 

Pour résoudre le problème, il suffit de résoudre l'équation de fermeture des rotations et 

l'équation de fermeture des translations définies dans la proposition 6.3. Puisqu'on divise le 

mécanisme en quatre sous mécanismes, il est donc intéressant de réécrire les équations de ferme-

ture sous la forme suivante : 

R!R2R3R4 = R (7.1) 

(7.2) 
avec R = R ,̂ • • • R£. 

avec U = -R{U4 + R5(W5 + •  

Ri(W1+R2(W2 + R3W3))=W 

•• + R m W m ) . 
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7.2.1 Expression explicite de q¡ et q3 

D'abord nous allons commencer par les paramètres articulaires q\ et çg. On va utiliser la 
forme de Killing , cela nous permet d'obtenir quatre équations scalaires indépendantes qui sont 
linéaires par rapport à sin 91, cosgi, sin 93 COSÇ3. 

P remiè re équat ion scalaire 

D'après la première équation de la proposition 6.3: 

R î o R o R* = R 2 o R3 (7.3) 

On applique l'équation précédente à £4, d'après la propriété P4l on peut éliminer 94 par: 

R*  o R £4 = R2 o R3 . £4 

Utilisant la forme de Killin g avec £; = ^2, £r = l'équation précédente, on obtient : 

(R i6 |R-É4) - (€2 |R3Í4) = 0 

L'équation précédente ne contient que les paramètres singj, cosçi, sin 93 et cos93. 

Deuxième équat ion scalaire 

Multipliée par R*, l'équation 6.8 est exprimée par: 

R2R3W3 + R-2% - Rîtf = -Ux 

Comme dans la définition 7.1, utilisant la forme de Killing , on obtient : 

(£2|R2R3W3) - (RifclW - R1M1) = -(6IR2W2) 

Utilisons la propriété Pi, on a : 

(6IR3W3) - (R1Ç2IW) = -(Ç2IW1) - (6IW2) 

(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 

'équation qui ne contient que sin qi, cosqi, sin</3, cosr/3. 

Troisième équat ion scalaire 

A partir de l'équation 6.7, on obtient : 

R2R3<e4 = R-ÎR44 (7.7) 

Utilisons la propriété Pi et la forme de Killing , on peut obtenir une autre équation scalaire : 

(R2R3£4|R2R3W3) + (R2R3£4 I R2W2) = (R*R£4|R?W - Ux) 

Après simplification : 

' ' (7.8) (R3Ç4IW2) + (RÇ4IR1W1) = (RÍ4IW) - (&!% ) 

cette équation qui ne contient que sin 91, cos 91, sin g3 et cos 93. 
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Quat r ième équation scalaire 

Prenons la forme de Killing , nous avons : 

(U\U) = (R1(R2Ra«3 + R2W2) + RiWi|Ri(R2RaW3 + R2Z/2) + RiWi) 
= (tf! \lh) + (W2|W2) + (W3|W3) + 2(W2|R3Z/3) + 2(Wi|(R2W2 + R2R3W3)) 
= (Wii^i ) + (W3|W2) + (W3IW3) + 2(W2|R3W3) + 2(RiWi|W -¿/1) 
= (M2|i/2) + (W3IW3) - (Wi |Wi) + 2(¿/2|R3¿/3) 4- 2(R,Wi|W) 

Après simplification: 

(W|Ri«i) + (RsWalWa) = | ((W|W) + (Wi|Wi) - (W2|W2) - (W3IW3)) (7.9) 

Finalement, on a obtenu les quatre équations 7.4, 7.6, 7.8, 7.9 qui ne contiennent que les pa-

ramètres articulaires qi et q3. en plus qui sont linéaires par rapport aux cos</i,singi, cos 93, sin q3. 

On appelle ces quatre équations scalaires ¡e système des équations linéaires. 

(S i r) 

(R l«2 |R- Í4) - ( Í3 |R3Í4) 

(R3Í4|W2) + (RÍ4|Rl^ l) 

(Z/|RiWi) + (R3W3¡W2) 

= 0 
= -(Ç2|Wi)-(Î2|W2) 
= (RÇ4|W)-(Î4|W3) 

= l {{U\U) + (¿/il«:) - (W2|W2) - (W3|W3)) 

Exprimant les opérateurs inconnus R i , R3 par la formule d'Olinde-Rodrigues, on a : 

Oi 

( sin qi \ 
cos q\ 
sin 93 

/ n \ 
5"2 

^3 

Ox 

\ cos 93 / \ r4 / 

/ ( 6 IK i ,R Í4 ] ) (Í2|[í i ,Ki,R44]] ) (& I [&,&] ) (6 I [fc, [&,&]] ) 
(W|f£2,í i] ) (W|[í i , [£i .6]] ) a3(Í2|[Í3,^3]) a3( í 2 | í /3) 

a1 ( R 44 | K , , ^ ] ) OifRÇilt/ i ) (W2|[6.Í4]) - (W2| [&,&.&]] ) 
\ ai(W | [ 6, t^]) a i(W ! (70 a3(W2 ! [£3. U3])  a3(W2 | %) 

7-10) 

(7.11) 
Les coefficients r j , r2, r3 et r4 sont définis par: 

' T-! = - (& | ía)(Í3 ¡ Ç4) - (íl I fe)(Él ! RÍ4) 
r2 = Ui | 6 ) (6 1tf) - di(€i I & ) - ¿2 - d3(Í2 i £3) 
r3 = (RÇ4 ! U) - C^Rfr I í l ) - ¿2(6 I £3)(É3 i Í4) - «2ÍÍ3 î Í4)(Í3 I EA.) 
-a3(s

c4 I U3) - d3(U |fc) 

r4 = -d i ( i i | W) - ¿2¿3(Í2 ! £3) + ;r((W I ¿/) + a? 4- d? - a2 - d\ - a\ - d\) 

Si Oi est inversible, 51 et 93 sont déterminés par: 

(7.12) 

si n q-í \ 
COS Çl 

si n q3 

cos q3 J 

( r i  ^ 
r 2 

T3 

\  r*  ) 
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7.2.2 Expression explicite de q2 et qA 

On peut trouver q2 en fonction de q\ et 93, d'après l 'équation 7.5. On a: 

R2(RaW3+Z/2) = R * Z / - W i 

Exprimons R2 par la formule d'Olinde-Rodrigues, on a; 

s i nî 2 [ i 2 , W2 +
 R 3 ^ ] + (1 - cos g2 ) [ 6 . [£2,% + R3W3]] = RÎW - Wi - («2 + R3¿/3) 

Multiplions [6,W2 + R3W3]  e t [Î2,[6,W2 + R3W3]],8i (W2 + R3¿/3 I W2 + R3W3) - ( Í 2 I «2 + R3W3)2 # 

0, on obt ient respectivement sin q2 et cos 92 '•  

Sill Í/2 

COSl/2 

([Í2,«2 + R3W3] | [Í2,W3 + R3W3]) 

( R Í ¿ / - ¿ / l | K2 , K 2 , ^ 2 + R3Z/3]] ) 

([£2, [Í2,W2 + R3W3] ] I [ 6 , K2,W2 + R3Z/3]]) 

(7.13) 

Puisque : 

et 

alors, 

([Í2 , W2 + R3W3] | K2,«2 + R3W3]) = ([Ç2, [Í2,W2 + R3W3]] | [£2, [Í1M2 + R3W3]]) 

([Í2 , W2 + R3W3] | [6,W2 + R3W3]) = (W2 + R 3 % I W2 + R3W3) - (£2 I W2 + R3W3) 

R e m a r q ue 1 Lorsgue (U2 + R3W3 | W2 + R3Z/3) - ( 6 | U2 + R3W3)2 # 0, £2; {Í2M2 + R3W3] et 

[£2, [Í2,W2 + R3W3]] forment une base de 2) sur A . D'après la proposition 7.1, l'équation 7.5 est 

équivalente à 7.6 et 7.13. 

Si (W2+R3W3 ! ¿/2 + R 3 % ) - ( £ 2 | W2 + R3W3)2 = 0, on peut trouver q2 par l'équation suivante: 

R * R 44 = R2 R3 Í 4 7.14) 

sin go et cos q2 sont exprimés par: 

s inç2 

cos q2 — 

( R f R 44 l [ 6 . R 3 g 4 ]) 

(K2 .R3 i4 l lK2 .R3 i4 ]) 

(R ÍB441K2 .K2 ,R3 Í4 ] ] ) 

' (K2 . [6 .R3 Í4 ] ] IK 2 ,K2 ,R3 Í4 ] ]) 

(7.15) 

de plus : 

ÜÍ2, R3Í4] I [Í2, R3Í4]) = ([Í2, [Í2, R3Í4]] I [Í2, [Í2, R3Í4]]) = 1 - (Í2 ] R3 Í 4) 

R e m a r q ue 2 Lorsque 1 - (£2 I R3 Í 4 ) 2 # 0, £2; [ ^ . R s í J, [£2. [£2, R3£4]] forment une base de 

® sur A . les équations 7.15 et 7-4 sont alors équivalentes à l'équation 7.14-

http://K2.R3i4llK2.R3i4
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On va calculer ç4, d"après l'équation 6.8 et 6.7. On obtient : 

R*Z/ 3 = R*{U - R i « ! - R iR 2¿/2) 

alors 

sin §4 

COS 54 = 

(R*(U - R x^ - R!R2^2) 1 [Ua,U]) 
(% | W3) - (% I &) 2 

(R*(¿/ - R ^ ! - RiR2K2) 1 [U, &,%]]' ) 
(u31 ih) - (w3 ! Í4) 

(7.16) 

R e m a r q ue 3 Lorsque (¿/3 | Z/3) — (W3 | £4)" ^ 0, £4, [£4,%],. [£4, [£4,2/3]] forment une base de 

T> sur A , /es équations 7.16 et 7.8 sont alors équivalentes à l'équation 7.2. 

Si (U-¿ \ U3) — (W3 | Í4 )2 = 0, ?4 peut être évalué par : 

R*RR 4£i — R2R 3£i (7.17) 

sm ç4 = 

cos ç4 = — 

( R * R 1 R 2 R 3 6 ¡ [gi.£4] ) 

1 - ( i i I Í4)2 

(R*  Ri R2R 3£i 1^4 , ^4 ,6 ] ]) 

1 - «1 I  Í4)2 

(7.18) 

R e m a r q ue 4 Lorsque 1 — (£j | £4)2 9e 0, £4, [Í4,$i] , [£4, [ Í4,í i ] ] forment une base de ¡D sur A , 

/es équations 7.18 et 7.4 sont équivalentes à l'équation 7.17. 

Alors, </i, q-¿, qz et q4 peuvent être calculés à l'aide des équations linéaires par rapport à sing, 

et COS Ç,". 

7.2.3 Equivalence entre les solutions analytiques et les équations de 
fermeture 

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que les solutions analytiques sont nécessaires 

pour que les équations de fermeture soient vérifiées. Maintenant, on va montrer que ces conditions 

sont suffisantes, c'est-à-dire que si les paramètres articulaires q, vérifient ces conditions, alors ils 

vérifient également les équations de fermeture 7.1 et 7.2. 

(1) Démonstrat ion de l 'équation de fermeture des translations 7.2 

En effet, les remarques 1 et 3 montrent que si les équations 7.6, 7.13, 7.16 et 7.8 sont vérifiées, 

l 'équation 7.2 est satisfaite. 

(2) Démonstrat ion de l 'équation de fermeture des rotations 7.1 

On veut prouver que si les équations scalaires (SLr), 7.14, 7.17 sont vérifiées, alors l'équation 7.1 

est vérifiée. 
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(a) Premièrement, on suppose qu'on va calculer q¡ par les équations (SLr). 7.13 et 7.16. En 

effet 7.4 est équivalent à : 

(frlfcifc ) - (6 | f ta Í4) (7.19) 

avec : 

72 ! = R Î R R$ n2 = R 2 R 3 

L'équation 7.8 est équivalente à: 

(u2\HiU) = mn2i,) (7.20) 

Lorsqu'on a calculé q4, on a utilisé : R4W3 = R*(¿/ — R¡£/i — R1R2W2), ce qui est équivalent à : 

R ;RR;¿ /3 = R2 R3 ( R ; R ; R ] 7/ - R3R;;¿/I - R3¿/2) 

puisque : 

¿<3 — RßR^Rl *̂  — RgR2t41 — R3M2 

on a : 

et il est évident que : 

(& I ftiWa) = (fr I ̂ 3 ) (7.21) 

De plus U3, £2 et ¿̂2 forment une base de 3}  sur A , compte tenu des équations 7.19, 7.20, 7.21 et 

de la proposition 7.1, on a: 

7£i£4 = 72-2 4̂ 

Puisque Z/3 et £4 sont l inéairement indépendants sur A , d'après la proposition 6.8, on a: 

„  e ,_ . O li\  = 7?2 <=>• R1R2R3R4 = R 

K-1Ç4 = /¿2Í4 
(b)Si l'on calcule g, par les équations (SLr), 7.15 et 7.18, on a immédiatement: 

1i\£,4 — 7J-2S4 

d'après la proposition 6.8, on a : 

R1R2R3R4 - R 

Les solutions analytiques trouvées sont donc bien équivalentes aux équations de fermeture. 

7.3 Utilisation les paramètres de Denavit-Hartenberg 

Afi n d'exprimer les paramètres articulaires de sortie par des paramètres articulaires d'entrée 

du système, on va utiliser les paramètres de Denavit-Hartenberg, qui sont l'un des plus simples 

outils pour schématiser les mécanismes spatiaux. Les paramètres de DH ne dépendent pas du 

choix des coordonnées, ils sont totalement déterminés par la structure du mécanisme. La struc-

ture du mécanisme est décrite par les paramètres : g,, d,-, a,, a,, où i — 1, • • •, m. m est le nombre 

de couples. Si la i-ème couple est rotoïde, alors a,, d, et Q¡ sont constants, et ?¿ est variable. Si 

la ième couple est prismatique, alors a,, ¡7, et a,- sont constants, et d¿ est variable. 
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F IG . 7.2 - description des paramètres de Denavit-Hartenberg 

Déf in i t i o n des pa ramè t res de D H 

Un repère (o,, x¡, y ,, z,) est attaché à chaque couple du mécanisme (voir figure 7.2), tel que 

les axes x ¡ , y, et z, vérifient les condit ions (les paramètres DH ) suivantes. 

1. Zj est l'axe du couple £,-, c'est-à-dire, le couple entre le corps Ci et corps C,+ i . 

2. L'axe x, est dirigé selon la perpendiculaire à z,_i et z,, sa direction est celle de z,_]Z,. 

3. ai est la distance entre z,- et z, + i , elle est toujours positive. 

4. di est la coordonnée de l' intersection des axes x¿_; et l'axe z,- par rapport au repère 

(o,-, x,, y,, z,), elle peut être positive ou négative, sa valeur absolue est la distance entre 

les axes x,- et x ,+ 1 . 

5. a, est l'angle entre z¡ et z1+i mesuré suivant la direction positive de x,-+i . 

6. qt est l'angle entre x, et x, + i mesuré suivant la direction positive de z,. 

Déf in i t i o n de R,,W¿ 

A chaque couple £,- est associé une base B, de £> sur M, on peut réécrire le système des 

équations linéaires (SLr) avec les paramètres de DH. 

Le générateur de déplacement par rapport à la base B, est définie par : 

£ , - = £= (0 ,0 ,0 .0 ,0 ,1 )' 

Le directeur unitaire [/,• (appartenant à S) de la perpendiculaire commune aux axes ;¿ et r ,+ i 

par rapport à la base B,- est définie par : 

Ui = î/ = ( 0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 )' 

alors : 

Ui = aiU + c/,-Ç 
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Soit R,- la rotation autour de £,, elle est exprimée dans la base J5¿ par : 

H,- (? i ,0 

Si l'on note : 

/ cos qi sin Çi 0 0 0 0 \ 
— sin qi cos qi 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 
0 0 0 cos g, sinç, 0 
0 0 0 — sin qi eos q¡ 0 

0 0 0 0 0 1 / 

(Ti = sin a,, TÍ = cos a, 

Soit Pi la matrice de passage de la base S,- à la base 5,-+i qui représente une rotation autour de 

Ui : 
/ 1 0 0 0 0 0 \ 

0 Ti (J, 0 0 0 
0 -<7, Ti 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 TÍ <ji 

\ 0 0 0 0 ~(Ti T, 

Si l'on calcule tout dans la base B\. £,- et {/,- sont exprimés par: 

Pi(a„U)  = 

I 

íi = í = € 
fc = RjPii 

im — R- lPl ' • R m - l P m - lí 

Ui = U 
U2 = R i P i t / 

.22) 

(7.23) 

Um — Ri Pi ' • -"R-m-lUm-lU 

Si (¡7io, • • • > ?ino) est la configuration de référence (dont les rotat ions sont respectivement R io, • • •, Rmo) 

(voir la figure 6.4), après le changement de coordonnées, les opérateurs R¿ dans la base S. sont 

exprimés par : 

(7.24) 

Ri = R ( Î I , £ ) 

R2 = R ioP iR (92 ,OP*R- io 

Rrn = R i o Pl • • - R - î n - l o P m - l R - ^ m i O P m - l R m - lO ' ' ' P l ^ I o 

7.3.1 Expression explicite des paramètres articulaires dépendants 

E x p r e s s i on e x p l i c i te des p a r a m è t r es qi et q-¿ 

En uti l isant les paramètres de Denavit-Hartenberg, on remplace£¿,l/¿ et R¿ par les équations 7.22,7.23 

et 7.24 respectivement, les équations de fermeture 7.1 et 7.2 s'expriment pa r: 

R j P i R s P o R s P a R̂ = R 

avec R = P ^ R4 P Ï RÎ 

R i (Mi + P iR2 (W 2 + P2R3W3)) = U 

avec U - - R ( i / 4 + P4R.5(W5 + • •• + P m - i H m P m ^ )^ 

(7.25) 

(7.26) 
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Afin de simplifier les écritures, on utilise les notations ci-dessous : 

R 
u b t 0 0 0 
0 0 0 u b t 

/ U! bi 0 0 0 
u2 b2 0 0 0 
u3 b3 0 0 0 
0 0 0 ui b] t i 
0 0 0 u2 b2 t2 

V 0 0 0 u3 b3 t3 / 

U= (O.O.O.Wx.Wy.Z/,) ' 

Le système des équations linéaires (SLr) s'écrit comme suit : 

{SLr - DH) 
( R j P i i I R P ï O - t Î l P o R a P a Î) = 0 
(£ | P2R3W3) - (R1P1Í I U) = - ( P i i | lh) - (Í | U2) 
( R3P3^ | P ^2 ) + (RPX|R;ZA ) = (RPÎflW) - (PaSlWs) 
(WIRiWi) + (P2R3%|W2) = \ {{U\U)  + (Wil«!) - (U2\U2) - (i/3|W3)) 

Après le calcul, le système des équations linéaires s'écrit sous la forme suivante : 

Oi 

(7.27) 

(7.28) 

/ sin qi \ 
cos gi 
sin.93 

V cosco j 

u 

T2 

1-i 

\ U 1 

(7.29) 

où Oi est une matrice constante de 4 x 4 et r est un vecteur de dimension 4 dont leurs éléments 

sont définis par : 

O; = 

/ (P i€IK-RPïÉ]) (Pi£ I K, [ç,RP#]]) « IP2K.P3«]) (ç|P2[É.[É,P3É]]) \ 
(W|[PiÎ,Ç]) (WlK-K.Pii ] ] ) û3( i |P2 [ i . t / ] ) a3 ( i |P2 t f 3 ) 

m(RPÎf \[LU})  a , ( R P ï i | £ / i) («2 ! P2[£,P3s
c] ) -(W2 ¡ P2[ í , [ í ,P^] ] ) 

V a iW| [ i ,0 ' i ] ) a i (W|f ' i) a3(Z/2|P2K,t/ 3] ) a3(W2 | Ua) ) 
(7.30) 

T r, = -(fc | P2£)(i ! P3 0 - (Í I P i í ) (í I RP4Í) 
r2 = (Ç | PiO(£ ! ^r) - <MÉ I P iO - ¿2 - <M£ i P2Í) 
r3 = (RPtf | U) - di(RPïÇ ! Í ) - d2(£ ! P2Ç)(Ç I P3O - a2(í | P3£)(P2£ | E/2) ( 7 3 n 

- a3 ( P3 n ^3) - d3(P3s
f | 0 ' ' 

^ r4 = -rfi(Ç | W) - d2d3(t j P2 i ) + 1((W | U) + a\ + d\- a\- d\- a\- d¡) 

Si la matrice Oi est inversible, l'équation précédente nous permet d'évaluer les paramètres qi et 

93-

/ singi \ (  ̂ \ 
(7.32) cosçi _ ! r2 

sin q3
 ! r3 

\ cos<?3 / \ r4 / 

Sinon on exprime ç3 par ci en considérant que q\ est le paramètre indépendant. Le système 

possède au moins un degré de liberté égale à 1. 
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Expression expl ici te de 92 et 94 

En supposant 91,93 connus, on calcule 92 par 7.13: 

(RÎW - Wi | PiK,W2 + P2R3W3]) 

< 

sinç2 — 

cos 92 

(K,«2 + P2R3W3] ¡ K,W2 + P2R3W3]) 

(RYZ/-¿/i) i P x K . K ^ a + PaRaZ/a]]) 

([Í , K,M2 4- P2R3W3]] | K, fc,W2 + P2R3W3]]) 

(7.33) 

Puisque : ([£2, 2̂ + TnKzKz] | [£2, 2̂ + P2R3W3]) = 02+03 + 2o2a3cos93, lorsque ce terme est 
égal à zéro, on ne peut plus évaluer ç2 par ces deux équations. Ce qui n'est possible que dans le 
cas où a2 = 03 et 173 = ± T . On doit calculer <?2 par l'équation 7.15 : 

sin q2 = 

cos q2 = 

( R j R P K I P t K . P a R a f l) 

(K,P2R3P3Í ] |K,P2R3P3Í ]) 

(RÎRPÎÇ|P iK,K,P2R34] ]) 
(7.34) 

(K,K,P2RaP3Í]] IK,[ í ,P2R3P3Í]]) 

On calcule 94 en utilisant l'équation suivante : 

(P4R*(t f - R M - R i P i R ^ ) I [Ws.PSÍ]) 
smq4 

COS 94 

(W3 I Ws) - (% | P3É)2 

(P4R*(W - R M - RjRaWa) | [£, [£, P3Ï/3]]) 
(7.35) 

(W3 I W3) - («3 I P3O • fu 

Si 03 + 0*3 * C3 = 0, Ç4 peut être évalué par 

(7.36) 

(7.37) 

PÏRÎRPPÎRSC/ = R2 P2 R 3 P3 ^ 

sin 94 = (P4R*RiP iR2P2R3{/ I [i.,U]) 

cos94 = - ( P4 R * R i P i R 2 P2 R 3 ^ I U) 

7.4 Analyse des mécanismes quatre barres spatiaux 

Dans cette partie, l'objectif est d'appliquer la méthode proposée aux mécanismes quatre barres 

spatiaux. On peut faire une analyse globale de l'ensemble de configurations cinématiquement 

admissibles M analytiquement. 

L'équation de fermeture est exprimée par : 

R1P1R2P2R3P3R4P4 = R 

R iP^RzPa tRsUs + P*2^2) + P î «i = U 

U = 
— 0,4 

0 
0 

n = 
" 1 ' 

0 
0 

b = 
" 0 " 

1 
0 

t = 
" 0 " 

0 
1 

(7.38) 

(7.39) 
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7.4.1 Mécanisme de Bennett 

Le mécanisme de Bennett est un mécanisme particulier ayant quatre couples rotoïdes dans 

l'espace. Les quatre générateurs ne sont pas parallèles ni concurrents. 

P r o p o s i t i on 7.2 Le Bennett est le seul mécanisme ayant quatre couples rotoïdes qui a un 

véritable degré de liberté, à part les quatre-barre plans et celui de sphères. 

R e m a r q ue C'est une conclusion bien connue mais, à notre connaissance, il n'existe pas encore 

une explication complète. S. Ogino [Ogi68] a donné une démonstrat ion en 1968 en supposant les 

paramètres d\ = d2 = d3 = d3 = 0. En effet, pour un mécanisme spatial quelconque, les ci, ne 

sont pas nuls sans autre hypothèse. Cette démonstrat ion ne peut donc pas être considérée comme 

une démonstrat ion générale. 

D é m o n s t r a t i on : A priori, on considère le cas général, c'est-à-dire qu'on prend les paramètres 

quelconques : (?,, a,, a,, rf¿. On va d'abord utiliser le système des équations linéaires sans prendre 

aucune hypothèse. On a donc : 

/ 0 -<TI<JA 0 a2u3 \ 

a4(T\ —<T\d4a4 a3a2 0 

O1ÍT4 0 a 2c r 3 — d 2c r2c r3 

\ -aid4<T4 -aiat d2a3a2 0,2(13 J 

( sin 91 \ / ri  \ 
COS Cl _ r2 

sin q3 ~ r3 

y cos 93 / \ r4 } 

(7.40) 

Avec 
r\ ~ — T] T4 - j - T0T3 

r2 = -cr2'
2d2 ~ T2

2d2 - d i r¡ - r2d3a3
2 - r2d3T-¿2 - r ^ ^ 

r3 — -d4cr4
2 - d4r4

2 - d3r3 - r2d2r3 - d^ai2 - dir4Ti2 

( r4 = i (af +a2
A-al - a?¿) 

ri, r2, r3 et r4 sont constants. L'équation précédente permet d'exprimer qi en fonction de q3. 

( * ï ) < 

sin qi = 

cos ci = 

(*2) { 

sin qi 

COSÇi 

—a2 sin(q3)a3 + d2cr2 cos(q3)cr3 + r3 

-d4a2s'm(q3)a3 + d4d2a2 cos (93)0-3 + d4r 3 

- ¿ 2 ^2 sin(ç3)a3 - a2 cos{q3)a3 + r4 

d4a2 cos(ç3)<73 - d4ri  - a2 s in(ç3)a3 + r2 

o\a4 

0-2COS(93)g-3 - ri 

Si l'on suppose sin q3 -£ 0. Pour que le mécanisme ait un degré de liberté, il faut que les équations 

(*1) et (*2) soient équivalentes, on obtient donc les relations suivantes: 

{ <j 2(r4axa3 - a2a3a4<7X = 0 
d2a4(Ti — d4a\o-4 

(Tia4r3 = axa4(r2 - d4rx) 

{ d4a2<T3 + d2a3{To ~ 0 
(T2cr3aia4 — a2a3a\a4 = —d2d4ai<T2a3a4 
aia4(d4r3 + r4) - a i a4 r i = 0 
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On s u p p o se a i . Q 2 , a3 , a4 , G ] 0 , T T [ . Pu i sque a, et <r, sont d i f férents de 0 [Bak84] (s inon les 

q u a t re ba r res spa t i al dev ient un q u a t re ba r re s p h é r i q ue et un q u a t re b a r re p l a n ), d ' a p r ès (*3) et 

(*4) , on a: 

( c i j d'2 = ¿4 = 0, Ol <72 = 0.2 (Ti, a3 ""4 = A4 0"3. 

P u i s q ue : sin gi + cos2 gi = 1 

azcr 2 ^ 3 
2 „ 2 

crxa 2 " 3 
2^2 

a i cr 
2 „ 2 aicr. " I ' M " I ' M 

n = o,r2 = 0 

e 2 „ 2 
a^a 2 " 3 

aio-; 2 „ 2 a ra t j i ' 4 « i «4 

r 3 = 0 , r4 = 0 

C o m p te tenu la cond i t i on C\ 

M a\ <T4 = a2 (T3, Q3 a2 = 04 o"i 
<Tl<74 = (T2CT3, Q1Û4 = 0 2 0 3. 

or r i = r2 ~ r3 = r 4 = 0, on a : 

(*8 ) n T4 = T2T31 a i + a 4 = a2 + a3 

On ob t i ent é g a l e m e nt : 

9i = - 9 3 

P o ur ob ten ir les au t res re la t i ons, on u t i l i sera les é q u a t i o ns su i van tes : 

R 2 P 2 R 3 P 3 R 4 P 4 R 1 P1 = 1 

R 2 P 2 ( R 3 P 3 ( R 4 W 4 + P3 Í /3) + P2W2) = Wi 

D ' a p r ès le m ê me calcu l, on a : 

0-30-4 \ 

Avec 

/ 0 -<r2<7i 0 

(T 2ai — (T2(íi<Ti (T3Ü4 0 

a 2 C i 0 0.3ÍT4 —¿30-30-4 

y — a2 d i ( 7 i — a 2 a i ¿304(73 0 3 04 y 

= -T\Ti + T3T4 

/ s in 92 \ 

cos g2 

sinç/4 

\ COS Ç/4 / 

M \ 

\ M / 

r'l  - - V 3 d 3 - T3
2d3-d2T2 - T3d4<T4~ - T3d4T4

2 - T2diTi 

r'3 — —d¡<J\2 — dlTi2 - d4T4 - T3d3T4 - d2TX<J2" ~ d2T\T2~ 

<-\  = l{a\ + a\ - a\ - a\) 

r ' j , r 2 , r'3 et r^ sont c o n s t a n t s. On o b t i e nt s i n g2 , c o s g2 en fonc t ion de sin ç/4, cos 174 

—a3 sin(g4)<74 + d3cr3 cos(94)0-4 + r 4 

(*n 

• 2') < 

s i n g2 

cosg2 

sin g2 = 

cos 92 = 

a2 ( 7j 

-d ia3s in (94) (74 + d id3(73Cos(g4) (74 + d i r 4 

—¿3(73 sin (94)04 — a3Cos(94)a4 + ri 

a2ai 

di o-3 cos(94)0-4 - d i r 2 - <73sm(g4)a4 + r 3 

a2ai 

a3cos(q4)(T4 - r2 

(T2&1 

.41) 

7.42) 
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Si l'on suppose sin </4 ^ 0. Pour que le mécanisme ait un degré de liberté, il faut que les équations 

(*1') et (*2') soient équivalentes, on obt ient donc les relations suivantes : 

aaCTiazdi — 03040102 — 0 

(*3') (*!' ) sin 92 = (*2 ' )s ing4 •» { 0*30102 = d\a-¿(Ti 
a-2air'3 = a2o i ( r 2 - dir[) 

di 03(74 + ¿3040-3 = 0 
(*4') (*!' ) c o s Î2 — (*2') cos 74 -O- ^ 0-30-40201 — 03040201 — — d^dicr^sa^ai 

o2Oi(d1r 3 + r4) - a3 a i r i = Ü 

On a donc : 

(c4) ^1 = ¿3 = 0> 02cr3 = a3C2j 040-1 = 0104. 

alors ; 

(*9) 

a\a2 — 0304, r'j = r'2 = r3 = r4 = 0. 

"1 7*2 = 7-3 r4, ai + a2 = a3 + a4. 

On compare (*8) et (*9), on a: 

(es! 

f*10) 

ai = 0 3, «2 = «4-

T; = ±T3 T-2 — ±T4 

on a 

A part ir de ci, C3, C4, on a: 

94 = - 9 2 

&\  = ^Si ^ 2 = ®\ 

(7.43) 

D'aut re part, l 'équation 

R i P i ( R2 P2 ( R 3 «3 + P;W2) + PÎWi) = ~U* 

nous permet d'évaluer q2 en fonction de 91 et 93. ut i l isant 7.33 et qi — —93 (ainsi R3 = R*)> on 

a : 
(cr2 T\ — a\ r2) sin 91 + Oio2 sin q\ cos 91 (TI — T2) 

sin g2 

cos 92 = — 

r | oj sin" 91 -t- (a2 + 01 cosgi )2 

0"lO-2(l + T\T2) -4- (<Ti + 02) COSÇi — Ol 02
 C°S2 I? 1 ( 1 — Ti ~2) 

T^crf sin" ci + (o2 + <T\ cos 91)2 

(7.44) 

D'après l 'équation: 

R i P 1 ( R 2 P 2 ( R 3% + P",U2) + P;Wi) = ~UA 

compte-tenu R 1 P 1 R 2 P 2 R 3 P 3 R 4 P4 = 1, on a: 

R i P1 R 2 P2 ( R 3 P 3 ( R 4 P 4 R i Wi + PgWa) + ?'2U2) + W4 = 0 
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ainsi que 

Utilisant 92 = — 941 on a: 

R3P3(R.4P4(R. i¿ /i + P*4UA) + P3 « 3 ) = -Un 

-R2(W3 + P ; R I ^ 2 ) = P ; R i Wi + U4 

smg2 

cos g2 = — -

(o, T3 — af r4) sin qi + a ia2 sin ci cos<7i(r3 — r4) 

7-|af sin" ci + (a2 + a3 cos qi)2 

a i a2 ( l +73X4) + (a? + a?) cos 91 - ai a2cos2 91(1 - r 3 r 4 ) 

r | a2 sin q\ + (o2 + a3cosg i )2 

On 

Finalement : 

C7 

T'i = r3. r2 = r4 

ai = a3, a2 = Q4-

(cj), • • •, (07) sont exactement les conditions de mécanismes de Bennett. 

Les solutions générales sont : 

93 = - 7 i 

(PÎ(Wi + RÎW4) | K , P2R Î W 3 +W2] ) 
S1H92 

(K, P2 R ; ¿ /3 + w3] ! [£, P2R Ï W 3 + w2]) 

. (P!(¿/i + RI¿/4) 1 [£, K,P2Ri% +¿/2]] ) 
COS Co ^^ X "~ ' * " *" 

7- (K ,P2RÎW 3 + % ] ] I [ Î ,P2RÎW3 +W2]]) 

(7.45) 

(7.46) 

t 94 = - 9 2 

Puisqu'il existe toujours des transit ions continues entre les 9,-, alors l'ensemble de points singuliers 

est vide : 

9' = {0) 

D'après les solutions précédentes, on a la proposition suivante : 

P r o p o s i t i on 7.3 Le mécanisme de Bennett est un mécanisme régulier, son lieu singulier- esi 

vide. 

7.4.2 Le mécanisme sphérique 

Dans le mécanisme de Bennett, nous avons supposé que les a,- sont différents de 0, c'est-à-dire 

que les axes successifs ne sont pas dans le même plan. Si l'on prend d'abord ai = 0, d'après les 

équations 7.40 et 7.42, pour que le système ait des degrés de liberté, il faut : a2 = a3 = a4 = 0, 

les axes successifs étant alors concourants. 

P r o p o s i t i on 7.4 Soit & G £ pour i = 1, • • -4, on a £,• ,£,+] sont concourants. De plus le rang 

de {6.£2,£3.£4}  est égale à 3, alors £i ,£2,£3,£4 passent par le même point. 
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FlG. 7.3 - mécanisme sphérique 

D é m o n s t r a t i on : D'après les conditions connues ü¡ = 0, on a: 

te. i i,-+i] = o 

puisque ra.ng(£i,£2,£3i£4) = 3, on a: 

Í4 = Cl Cl + C2Í2 + C.3&J 

Considérons 

fe I í4] = [ 6 | (Ciíi + C2Í2 + C3Í3)] = 0 

de même, on a : 

Ki I is] = o 

Lorsque £,- ne sont pas parallèles, les axes de í i , Í2J Í3, Í4 passent par le même point. I 

Corol la i r e 7.1 Soit S un mécanisme quatre barres fermé qui possède un degré de liberté dont 

les axes successifs sont concourants, c'est alors un mécanisme sphérique. 

D'après la définition [Hun67]1 des mécanismes sphériques, la démonstration est immédiate. 

Dans ce cas particulier, les p, sont des vecteurs zéro. 

alors nous avons les solutions suivantes d'après le système des équations linéaires 7.29: 

1. voire [Hun67], p. 281 
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F I G . 7 .4- structure d'un mécanisme sphérique 

23 

F I G. 7.5 - La salière 

S o l u t i o ns d es m é c a n i s m es s p h é r i q u es 

Nous prenons t/3 comme paramètre d'entrée, on a: 

cri <r4 
COS t/3 

smg2 = 

COSC/2 

cos 94 

= 1 

• COS Ci 
t r2C3 

(K2,R.3Í4] | [6,R-3Í4]) 

( R Í Í 4 | [ Í 2 , [ 6 , R 3 Í 4 ] ]) 

( [ 6 , [ 6 , R 3 ^ ] ] ¡ [ Í 2 J 6 , R 3 Í 4 ] ]) 

- T ( R i R 2 R 3 6 | [ í i , Í4 ] ) 

7.47) 

sinc.4 = 1 - — ( R ^ R s ^i I [ Í4,K4,í i ] ] ) 

U n e x e m p le de m é c a n i s me s p h é r i q ue — L a sa l i è re 

D'après la figure 7.5, ce mécanisme [Pap92] est constitué par quatre couples rotoïdes, les 

paramètres sont définis par : d,; = 1, a, = 0, a, = §, alors T, - 0, cr¿ = 1. Ce mécanisme peut donc 

être exprimé par les équations de fermeture 7.38. 
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Les so lu t i ons 

On va d'abord utiliser 7.30. on a: 

0 
sin ç3 = - sin ci = < , . 

I arbitraire 
f  ± 1 (7-48) 

cos 93 = cos qi = < , . . 
arbitraire 

On peut également écrire l'équation de fermeture par: 

R-4 o Ra o R2 o Rj = 1 

En util isant l 'équation 7.29, avec ; r,- = 0, on a: 

sin qn = — sm 94 — -, „ 
arbitraire, 

(7.49) 
arèiircn're 

cos g2 = cos g4 = <; 

En comparant les deux équations 7.48 et 7.49, on obt ient donc les solutions explicites : 

1 ±91 = arbitraire ,„  __. 
> ... (t.ou) 

±92 = arbitraire 

7.4.3 Analyse des configurations singulières 

D'après les équations précédentes, on sait que les configurations singulières sont : 

q° = {¡û,0,0,0],[0,7r,0,7r],[7r,0,7r,0],[7r,7r,7r,7r]} 

Dans ces configurations, la salière devient incotrôlable. 

7.5 Un mécanisme 6R spatial - un mécanisme de Bricard 

Cette méthode analyt ique n'est pas seulement pour des mécanismes constitués par quatre sous 

mécanismes plans, elle est aussi prat ique pour traiter des mécanismes plus compliqués. On va 

montrer dans ce paragraphe un mécanisme de Bricard, il est aussi traité par Wit tenburg [Wit77]. 

Le mécanisme est. présenté dans la figure 7.7. Les axes des déplacements successifs sont or-

thogonaux. Les paramètres de Denavit-Hartenberg sont définis par : 

7T TT 

a, = 1 , 0 ;= 0, Qi = a3 = Q4 = a6 = —, a2 = a5 = - —. 

Afi n d'util iser la méthode qu'on a proposée dans la section précédente, on écrit l 'équation de 

fermeture sous la forme suivante : 

R3P3R4P4R5P5R.6P6 = R , ^ , u 

R3P3(B.4P4(Ti5U5 + P*£/4) + P3W3) = U {' ' 



7.5. UN MÉCANISME 6R SPATIAL - UN MÉCANISME DE BRICARD 183 

(a) 

F I G . 7.6 - Le mécanisme de Bennett et un mécanisme quatre barres spatial 

z 

X6 / 

/ 

I 

Z5 

\ / 

X4 

/ 

\ X5 

Z 4 / 

Z2 

~? 
Z3 A 

X2 

X3 

FlG. 7.7 - Un mécanisme de Bricard 
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avec : 
R = P*R$PÏR.}  = [ n ,b , t] 

Les trois vecteurs : n , b, t sont définis par : 

œs(q7)cos(qi) 
sin(çi | b 

-s in(ç2)cos(g!) 

-cos(g2)s in (ç i) 
cos(çi) 

s in(ç2)sin(?1) 

on a: U = -P$W2 - P ^ R l P ^i - P ^ R ^ R ^ g : 

U Uy 
1 + cos(92) + cos(<72) cos(çi) 

sin(gi) 
- s i n ( ç2 ) -s i r i (g2)cos(g i) 

le système des équations linéaires (Se) nous permet d'obtenir : 

/ 

Oi = 

- cos (9 i) 
— sin(gi)cos(92) 

— 1 — cos(i?2) — cos(çi) cos(</2) 
sin(gi) 

sin(7i)cos(g2) 
cos(çi) 

- s i n ( g i) 

- 1 
0 

- 1 

0 
- 1 
0 

•1 - cos(g2) - cos(çi)cos(ç2) 0 1 / 

Oi 

sin(g3) \ 
cos(93) 

/n \ 
^ r2 

sin(g5) r3 

cos(g5) / \ r4 } 

où ri  - sin(<7i)(l - c o s ( ç2 ) ) , r 2 = r3 = 0. r4 = (1 +cos (ç ! ) ) (l + cos(g2)). 

On a les solutions suivantes : 

(7.52) 

sin(ç3) 

COS <J3 = — -

s ing5 = ~ 

cos 95 = — -

sin 91 (1 + cos 92) 

cos q\ — cos q\ -t- 1 4- cos çj cos 9? 

cos g2 (cos q? + 1 + cos 91 + cos q\ cos g2) 

cos ç| — c o s 9: -i- 1 + cos 91 cos 95 

sin 91 (1 + cos g2) 

cos 95 — cos 91 4- 1 -f- cos 9i cos q^ 

cos 92 (cos 92 + 1 + cos 91 + cos 91 cos 92) 

cos 95 — cos 9i + 1 + cos9i (cos92) 2 

on a donc 93 = —95. 

On utilise l 'équation 7.13, on a: 

0 sin(g5) A / sin(94) \ _ Í cos(q3) cos(q2) s i n ^ j) + sin(93) cos{qi) 
- s i n ( 95 ) 0 ) \ cos(q4) ) ~ \ sm{q2) sin(çi) 

ilors : 

cos(94) = 

sin(94) = 

cos(93) cos(92) sin(9i) + sin(ç3) cosfai 

s in(ç2)s in(9! 
sin(95) (7.53) 

sin(95) 

Pour obtenir 9g, on va utiliser l 'équation ci-dessous : 

P j R | P | R * P ^ R 4̂ = R * R 3P3 ( 4 
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Après simplification: 
Q i sm(q6) \ _ ( r[ 

cos(ge) J V r 

alors : 

sin(g5) 0 \ f sin(qe) \ _ ( sin(g3)sin(g2) 
0 sin(75) ) \ cos(q6) J \ sin(g3) cos(g2) cos(gi) + cos(ç3) sin(91) 

s in(g3)cos(ç2)cos(ç i )+ cos(g3)sin(gi) 
cos(</6) = 

sin(ç6) 

(7.55) 

Sin( t ? 3)s in(g 2) l ' - 5 4 ' 

sin(g5) 

De même, si Ton écrit l 'équation de fermeture sous la forme: 

R 1 P 1 R 2 P 2 R 3 P 3 R 4 P4 = FL 
R i P i í R a P a í R s Wa + PJWa) + P î «i ) = U 

avec : R = P * R | P | R Î, U = - R J W6 - P£R£(R£Z/5 - P5R5W4) 

Plus précisément : 

R = [ n , b . t] 

( cos(ç6)cos(g5) \ / sin(g6) \ / - cos(çs) sin(g5) 

- s in (g6) cos (g5) - b = c o s(?s) I , * = I sin(<76)sin(g5) 
sin(ç5) / \ 0 / \ cos(g5) 

( ¿4 \ / 1 + c o s ( ?6 ) + cos(g6)cos(g5) 

Uy ]=-{  BMls) 
¿ 4 / \ sin(96) + sin(ç6)cos(g5) 

Après le calcul analogue, on obtient : g3 = q\. En util isant 7.53, 7.54, on a 94 = — </g. Puisque : 

sin2 93 -f cos2 93 = 1 

On a: 

cos 91 + cos 92 + cos 91 cos 92 = 0 
Il faut remarquer que la configuration de référence est [—, — —, —, ~, — —, ^-], si on prend 

2 2 2 2 I I 

9i = 7! H—, 92 = 92 - r i  c e st exactement le même résultat que celui de Wit tenburg [Wit77]. 

On a: l'ensemble des points singuliers : 
g' = {0 } 

M = { 9 G R6 \ 93 = 91,95 = -91.94 = -92,96 = - 92, cos qi + cos 90 + cos 91 cos 92 = O} 

Ai est bien une bonne sous-variété de M6. Le lieu singulier de ce mécanisme est vide. 
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Chapitre 8 

Un algorithme de cinématique 
inverse des mécanismes 6R 
spatiaux 

8.1 Introduction 

Il existe pour traiter les problèmes de cinématique inverse des mécanismes 6R spatiaux des 

méthodes basées sur la recherche des racines d'un polynôme du 16-ème degré par rapport à la 

tangente d'un demi angle. De plus, l'équivalence entre l'équation de fermeture et les solutions 

analytiques n'est pas toujours exprimée de façon rigoureuse. 

L'algorithme qu'on va proposer permet de résoudre l'équation de fermeture indépendamment 

d'un choix des coordonnées et les solutions sont écrites sous forme intrinsèque, ce qui nous conduit 

à résoudre deux équations du 8-ème degré. 

Soient IÏ4R2R3R4R5R6 = T l'équation de fermeture, R i , R2, R3, R4, R5 et Rg sont des 

rotations pures et «71, q2, 93, 94. 95 et 96 sont les paramètres articulaires. Le, déplacement T est 

considéré comme donné. Le principe de cet algorithme est de trouver les paramètres articulaires 

de ce produit de six rotations en commençant par étudier les solutions d'une équation concernant 

trois rotations et de la forme R.1R2R3 = R. La résolution de cette équation a été présentée dans 

la section 6.6. 

8.2 Résolution de l'équation de fermeture 

Nous allons considérer d'abord l'équation de fermeture d'un produit de six déplacements 

hélicoïdaux : 

RiR2R3R4R5fk=T (8.1) 

où Ri, Rn, R3, RA, H5 et Re sont des déplacements hélicoïdaux, les générateurs associés sont res-

pectivement £1, £2- £3, £4, £5 et Í6 et les paramètres de rotation et translation sont respectivement 

91, (¿i, 92, d2, 93, ¿3, 94, di, 95, d5 et qc, dG 

L'équation précédente peut être exprimée aussi par : 

R3R4R5 = R*2R^TR% 
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Si l'on définit un opérateur intermédiaire R, l'équation de fermeture peut être présentée en deux 

parties : 
R^R^TR ̂ = R , 
R3R4R5 — R 

8.2.1 Evaluation de l 'opérateur intermédiaire M 

La restriction de l'équation 8.1 des déplacements hélicoïdaux aux rotations pures implique 

que £¿1 = 0, d'¿ = 0, (¿3 = 0, ¿4 = 0, (¿5 = 0 et d6 = 0. On calcule les paramètres articulaires 

commençant par évaluer {£2 ¡ R£s], {i l | -R£e}  et {£2 | RT*£,i} 
D'après R^R^TR ̂ = R, on a: 

{ 6 j F*Tt6} = {£2 ! R^e} 

on considère que d\ = 0. l'équation précédente est équivalente à: 

Re{2r1 - i ^ t a n2 — + 2Re{Sl) tan — + Refa) = 0 

Du{2r1 - i i ) tan2 — + 2Du{Sl) tan — + Dt^h) = 0 

(8.3) 

Les coefficients r j , sj et t\ sont définis par 8.18. 

Supposons Re(2r\ — ii)  ^ 0, d'après le théorème de résultant, pour que deux équations 

précédentes possèdent au moins une racine commune par rapport à tan —, il faut et il suffit que 

le résultant Tí des deux polynômes vérifie l'équation suivante : 

n = 

Re(2r1-tl) 2Rc(:h) fie^i) 0 | 
0 Re(2rl~tl) 2Re(sx) Re(ti) 

Du{2rx-tl) 2Du{sx) Du{h) 0 
0 D u ( 2 r1 - i 1 ) 2Du{si) Du{ti) 

= 0 

Puisque r i , Si et i i sont des nombres duaux, l'équation précédente s'écrite aussi par: 

n = Du* (fit^) + Du2(si<i) +Du(s i í] )Du (ñ í1) = 0 (8.4) 

le symbole~est le conjugué d'un nombre dual. Après avoir simplifié, l'équation précédente est un 

polynôme du deuxième degré à coefficients dans M qui s'exprime par : 

Airj g + A2d\& -f A3r26d25 + AAr2<¡  + Ahd26 + A6 = 0 (8.5) 

où r26 = (Í2 I -Ríe), ¿26 = [Í2 ! -RÍ6J-

D'autre part, on peut écrire l'équation 8.3 sous la forme suivante : 

ue(s i )s inç! — Re(r 1) cos qi + Re{ri + t\) = 0 
Du(si)sinqi — Du(r 1) cosqi + Du{r\ -Mi ) = 0 

(8.6) 

La relation sin" ci + cos2 q\ — 1 nous donne l'équation suivante : 

{Du(siti) + Du(flSl))
2 + üu2(r1í" 1) - Du2(r isi) = 0 (8.7) 

L'équation précédente est aussi un polynôme du second degré par rapport aux r2e et d2e à 
coefficients réels. 

Si r i 6 + 52¿a6 + B3r26d26 + B4r26 + i?5d26 + 56 = 0 (8.8) 
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Les valeurs des paramètres r26 et £¿20 peuvent être obtenues facilement par la résolution des deux 

équations 8.5 et 8.8. 

D'après la première équation de 8.1, on peut la réécrire sous la forme suivantes : 

R\T'Rg = R2R 

et 

{ 6 I r i 6 }  = { d | R2Bt<¡} 
q2 On obtient les deux polynômes du deuxième degré par rapport à tan — : 

D'autre part : 

Re('2r2 - t2) tan2 ^~ + 2Re(s2) tan — + Re(i2) = 0 

Du(2r2 - t2) tan2 ^ + 2Du(s2) tan *%• + Du(t2) = 0 

Re(s2 ) sin q2 - Re(r2) cos q2 + Re(r2 + t2) — 0 
Du(s2) sin ?2 — Du(r2) cos 92 + Du(r2 + i2) = 0 

(8.9) 

(8.10) 

r2 = {€ilK2 , [6, ufe]]} 
«2 = {Í 1 | [ 6 , ^ 6 ]} 
<2 = { í l | / « 6 } - { í l | T , Í 6 } 

Pour la même raison, les conditions d'existence des valeurs de q2, qui vérifient les équations 8.9 

et 8.10, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes: 

rîe + Cir?6di6 + C2r\6 + C*3r
2
6íf

2
6 + Cir¡6dl6 + Chr] 2 

6 

+Cer16d¡6 + C7r16d16 + Csri 6+C9di6 + Cl0 = 0 (8.11) 

Dir
2
i6 +D2dl6 + D3r l6dl6 + D4rte + D5d16 + D6 = 0 (8.12) 

r16 = (íi | -Ris) et die — [íi | ^Îe]- La résolution des équations précédentes nous conduit à 
résoudre une équation du 8-ème degré par rapport à r ^ . 

r*6 + Eir[ 6 + E2r¡ 6 + E3r¡ e + E4r
4
l6 + E5r

3
16 + E6r¡ 6 + E7r\6 + E8 = 0 (8.13) 

Ci, Di et Ei sont des coefficients réels. 

La première équation de 8.2 peut être représentée sous la forme suivante: 

R*2RÎ = RRf.'T 

et on a : 
{ 6 I Î i }  = { fc|J«î6T*Éi} 

Pour la même raison, les conditions d'existence des valeurs de q6, qui vérifient l'équation 

précédente, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes : 

r4
u + C{r¡2d12 + C'2r\2 + C'3r\2d\7 + C'4r

2
ud12 + C'5r¡ 2 

+C6r12d
2
12 + C7r12d12 + C'ar12 + C'9d12 + C[0 = 0 (8.14) 

Dir 2
2 + D2Íí

2
2 + ^ r 1 2 í i 1 2 + ^ r 1 2 + D ^ 1 2 + £)¿ = 0 (8.15) 
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ri2 — (Cl \ TFt&l  et d\2 = [£i | TR*^]- La résolution des équations précédentes nous conduit à 
résoudre une équation du 8-ème degré par rapport à r i 2. 

r«2 + E[r[ 2 + E'2r\2 + E'3r\2 + E'Ar\2 + E'5r
3
12 + E'6r

2
12 + E'7r\2 + E'8 = 0 (8.16) 

C,-, D\ et E\ sont des coefficients réels. 

Après les résolutions des équations 8,5 et 8.8, 8.13, 8.16, on peut obtenir les valeurs de r2e 

r16 et r12. 

8.2.2 Evaluation de çl 5 q2, et q6 

Grâce à la méthode proposée dans la section 6.6, on peut exprimer les paramètres articulaires 

<7i, ç2 et qe en fonction de r26, ne et r i 2 par les équations 8.17, 8.19 et 8.20. 

tan 
9i _ -Rejsj) ± y- ' /Msi)2 - (2fle(n) - Re(h))Re(h) 

(2Re(rl) - Reity)) 

Les coefficients duaux sont définis par 

ri = {Í2lKi,Ki,rí 6]] } 

h = {sS ! TU - R46}  = {Í2 | TU} - r26 - ed26 

(8.17] 

(8.18) 

smq2 = 

cos 92 = 

Re(Y 
-(R^em,^n6]) 

ReCi 
— ((Memne) - (61 ^re 6)

2) 
(8.19) 

où Y = { fo .Rfó ] I [Í2.R.TÍ6]}  et Re(Y) = 1 - (fe I ^T^)2, DU(V) = - 2 (6 | iTTÉeHfc 

En effet. (/?46|[C2, R^r^6] ) et ( i ^ l R * ^ , ; ) sont des fonctions de r26, ne et r i 2 . 

Puisqu'on peut exprimer R*r£s par une base {£i,£2, [íi,Í2]} , or>.  ̂ donc : 

(M6 | Rïrie) L(fiÍ 6 I í l ) + .-2ÍÜÍ6 I 6) + *»(* & I Kl , €2]) 

= -iri 6 + ¿2^26 + ^3v/1 ~ ri 6 _ r26 ~ (íi I Í2)2 + 2r16r26(ii I £2) 

où r i , z2 et Z3 sont les parties réelles des coordonnées duales de R*r£ç par rapport à la base 

{ i i , 6 , K i , 6 ] } . 

D'autre part : 

( i î fc l fo.Rîrfc] ) = y/l - r¡, - (ßfc |R?r&)2 - (fc | B*T  ̂ + 2 r2 6( / ^ e|R } r£6) (6 ! Rfr fc) 

On exprime ¡?6 par : 

1 
smç6 

COS Ce = 

ße(„Y) 

1 

(K6,r*Ri€ 2]|Ä*f 2) 
(8.20) 

Re(X) ( ( 2 * ^ 6 1 ^ * 6 ) - ( r í 61 R1É2)2 
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avec: A = 1 - {T&  ! R i í2} 2- En effet, ([£6, Ï ^ R ^ ] I ^ 6 ) et (r*R,£2¡ i?*6) sont des 
fonctions de r12, r16 et r2c-

On doit calculer (r**Ri£ 2 ! R*^2)- On exprime T'RiÇi par une combinaison linéaire de 

{ r * í i , í 6, [T*6 , Í6 ] } , on obtient: 

( r *R i f 21 i ? 6) = i/i(Jî*f c ! r * i i ) + 2 /2(^21f«) + IÖ( /Z* 6 ! [!*&,&]) 

= W i s + 2/2r-26 + W * - rf2 - r |6 - (fc | r&) 2 + 2r12r26(,£1 j TÇ6) 

où 2/1, y2 et J/3 sont les parties réelles des coordonnées duales de £2 par rapport à la base 

{rii.&.prfc.fc]}. 
Si J P ^ I, £g sont linéairement dépendants sur A, le produit R^R^rRg = -R est singulier, 

c'est-à-dire que: R(qç ± 9i,£e) = fï*R 2 

8.2.3 Évaluation de ç3, q4 et </5 

Le paragraphe précédent nous donne des solutions pour 91, ç2, et 95. Les paramètres 93, 94 et 

95 peuvent être exprimés en fonction de 91, 92, 9g et T. 

Puisque : 

R3R4R5 — R2R|Tivg 

où R3, R4, R5, R2, Ri et Rç sont des rotations pures. On peut exprimer 93, 94 et 95 en utilisant 

la même méthode que dans le paragraphe précédent. Supposons Re(2ui — uij) ^ 0, on a: 

avec 

94 _ -Re(vi) ± s/Rfaju!) - Re(2u] - Wj)Re(wi) 
t a n y _ (2ÄC(«1)-Äe(u,1)) {*  > 

»i = { & ! & , & ] }  (8-22) 
wi = { 6 Us - R | R î r R Î € 5} 

\ 

sin 93 = ^ ^ ( R Î R î r R ^ s I K a . ^ Î s ]) 

COS93 = ^ ^ y ( ( R Î R î r R | i5 | A 4 S 5 } - ( 6 | R 2 R - î r R 6 Î 5) 

(8.23) 

où Y' = {[Í3.Ü4Í5] ! [ fc .^fc] }  et Re(Y') = 1 - ( 6 I R Î R t r R ^5 ) 2 , Du(y ') = [[& , Aiís] ! 

[ 6 ,A i6 ] ] . 

sm95 = - — — (R6r rRiR2R3Í4lK5,Í4]) 

(8.24) 

COS95 = - ^ 7y ( ( R 6 T * R l R2 i Î 3 s Î 4 k 4 ) - ( )) 

où X' = { [ fc .Re^RiRafc] ! [Í5,R6r*
rRiR2Í3]}  et /íe(Y') = 1 - (6 I R e ^ R i R a fc 

|2 

8.2.4 Équivalence de l 'équation de fermeture et les solutions analy-
t iques 

Compte-tenu de l'équation de fermeture, il est évident que : 

R j R ^ R a R ^ R s R e T̂ «• R3 R4 R5 = R^R^PR* 
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ce qui sont équivalent à : 
n*R\rR*6 = R 
R3R4R5 = R ^ R t r RJ 

L'équivalence entre les solutions 8.17, 8.19 et 8.20 et R2 R * r R | — R, ainsi que l'équivalence entre 

les solutions 8.21. 8.45 et 8.46 et R3R4R5 = R jRJTRs sont déjà montrées dans la section 6.6. 

Pour que les solutions analytiques soient équivalentes à l'équation de fermeture, il suffit donc 

de montrer : 
f {fc I R?r&}  = {& I flfe} 

a) : R^R^rR*  = R « 6) : \ {&  \ T^} = {fc | R2Rt6] 
{ {6 16} = {6 1/^6^6} 

(i) a) =» b) 

La démonstration se trouve dans la section 6.6. 

(il ) b) => a) 

En effet, R 2 6 et £2 sont linéairement indépendants sur A, il est évident que { R 2 6, £2, [R-26 • 6 ] } 
forme une base de 2) sur A. Alors : 

A' = £ ] R2 6 + X26 + -T3ÍR-2Í1.6] pour X ED. 

z*i, x2 et 2:3 sont des coordonnées duales de A' dans {R 26,6> [R-26i6]} -

Considérons : 

{R£6 |A'}  = i 1 { R 4 6 | R ^1 }  + x2{R46U*2}  + x3{R46|[R5Ci.6]}  PO" X G D. 

D'autre part : 

{ R Í R ^ J X} = ¡c iR^RtrÇe | R$&}  + x 2 { R î R | r ^ | 6 }  + ï 3 { R Ï R î r ç 6 I [ R 26 , 6 ]} 

= n{ r í616}  + ^{RîT'6 ! 6}  + x3{n* 1n61 [6,6]} 
D'après b), utilisons la proposition 6.7, on a: 

{Rtrf c j [6.6]}  = {Rie I [R26,6]} 

il est claire que : 

{ R Í R ^ e | A}  = {Fie | A }  pour X E D. 

on a: 

R+R*TK"ç& = R£s. 

Après une démonstration analogue, on peut montrer que : 

6 = RiRTTRgit 6 

on a: 
R 'R j iRg^g = R£r> 

< R$RírRSK<¡, iT6] = ü[Í6, -R*6] 

. R|RïrR^K6. [&, /rç2] ] = Äfc, [6, fí'6]] 
Puisque {̂ 6, [6- -R*6]> [6, [6> -K*6]] }  forme une base de D sur A, on a donc : 

R Î R ^ r R^ = R. 
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8.3 Utilisation des paramètres de Denavit-Hartenberg 

POUT traiter un mécanisme concret, les paramètres de Denavit-Hartenberg sont parfois pra-
tiques. Dans cette partie, nous reprenons les notations de la section 7.3, l'équation de fermeture 
est écrite comme suit : 

. R i P ^ P o / î a P a ^ P i / i s P s / î s Pe = T (8.25) 

Ri est un déplacement hélicoïdale suivant £ — (0, 0, 0,0, 0,1)' dont la rotation est ç, et la transla-
tion est dj. P, est la matrice de passage de la base £?,- à Bi+\. Comme dans la section précédente, 
on va définir l'opérateur intermédiaire R. 

iÇPfJ î î rPÊKS = R (8.26) 

P2fi 3P3iÎ4P4jR5P5 = JR (8.27) 

8.3.1 Évaluation de l'opérateur R 

Pour évaluer qlt on va utiliser la relation suivante : 

{£ | P Î J Î Î T P ^}  = {£ | RZ} 

Lorsque d-± = 0, l'équation précédente est équivalente à: 

Re{2r[ - t[)  tan2 ^- + 2Äe(si) tan ~ + Re{t\) = 0 

Du(2ri - t\) tan2 ^- + 2Du{s[) tan — + Du{t[) = 0 

(8.28) 

avec : 
r[  = {TP%z\[UZ,P¿]]} 
s'^írP^IK.Pií]}  (8-29) 
t\ = {TP*Î  i Î ) - {ç i m 

D'après les équations 8.4 et 8.7, les conditions d'existence des valeurs de q\ dans l'équation 8.28 

se traduisent en deux équations par rapport à {£ | RS,}. 

{Alrl 6 + A2dl6+A3r2ed2S + A<lr26 + A5d26 + A6)DH - 0 (8.30) 

(By26 +B2dl6 + Bar26d26 +B4r26 + B5d26 + BG)DH = 0 (8.31) 

On a: (r2,)DH =  (£ | jRÇ). (d2S)Dff = [Z \ R£]. 
L'équation 8.26 est équivalente à: 

Pî/î*rp*/î £ = R2R 

et 

{£ ! TP#) = {PtC I R2RZ} 

Pour la même raison, les conditions d'existence des valeurs de q2, qui vérifient l'équation 

précédente, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes : 

(r?6 + Cirf6di6 + Cor-jg + C3r
2
l6dl6 + C4r

2
6d16 + C5r

2
16 

+CGriedl6+ Cjri6di6 +Cgrie + Cgdi6 +Cio)DH = 0 (8.32) 

(Dir
2
1G +D2dl6 + D3r16dl6 + D4r16 + D5d16 + D6)DH = 0 (8.33) 
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(rie)DM — (P*£ I RQ et (di6)DH ~ $**£ \ R£\- ^ a résolution des équations précédentes nous 
conduit à résoudre une équation du 8-ème degré par rapport à r ^ . 

(r?6 + Eir l6 + E2r
6
lf¡ + E3r¡ 6 + E4r

4
16 4- E5r* 6 + E6r¡ 6 + E7r\6 + Eñ)DH = O (8.34) 

Ci, Di et Ei sont des coefficients réels. 

L'équation 8.26 peut être représentée sous la forme suivante : 

IÎ 2± iR] — / i x tgPei 

et on a : 

{i  ! Pft}  = { í Í RRßPeT*^ 

Pour la même raison, les conditions d'existence des valeurs de çg, qui vérifient l'équation 

précédente, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes : 

(r j , + Cir?2di2 + C'2rf2 + C3r
2
12d¡2 + C'4r(2d12 + C'5ri 

l DH +C'6r12dj2 + C'7r l2dl2 + C'8ru + C'9d12 + C[Q)DH = 0 (8.35) 

(D\r2
l2 + D2d\2 + D3rx2d12 + D\rV2 + D'zdl2 + D'e)DH = 0 (8.36) 

ir\2)DH = (Í I -RPeï Ô et (di2)oH = K I ÍÍPeT1*^] - La résolution des équations précédentes 
nous conduit à résoudre une équation du 8-ème degré par rapport à ri2. 

(r*2  + F'A, + E2rf2 + E'3r\2 + E\r\2 + E'sr
3
n + E'erj 2 + E'7r\2 + E'8)DH = 0 (8.37) 

C[, D\ et E\ sont des coefficients réels. 

Après les résolutions des équations 8.30 et 8.31, 8.34 et 8.37, on peut obtenir les valeurs de 

(r26)x,H, ( r i eW et (rl2)DH. 

8,3,2 Eva lua t ion de ç j, 02? et Ce 

Si l'on considère qu'un mécanisme est constitué par des liaisons rotoïdes, l'équation de ferme-

ture 8.26 devient : 

R t P * R T r P | Rï = R (8.38) 

P2R3P3R-4P4R5P5 = R (8.39) 

on peut exprimer les paramètres articulaires q\, q2 et q3 par les équations suivantes. 

qi -Re(s[) ± X/Re(s[)i - (2Re(r[) - Re(t\ ))fte(f1) 
t M Y = (ÏReW-ReW) (8'40) 

Les coefficients duaux r[ , s'x et t[  sont définis par 8.29. 

Sm<12 = ~ Â ^ ( A Ç l K ' P* R ï r P«S ] ) 

C0Si?2 = WSY) ( ( ^ l p i R î rP^) - tf I PîRîrp^)2) 

f8.4i; 
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où Y = { [Ç .P ÎR Ï IT^ ] | K . P Î R î r P Î Î ] } . 

En effet, (R£\[t, PfR*rP|Ç]) et (J^IPYRJTP^]) sont des fonctions de r26, r16 et r12. 

Puisqu'on peut exprimer R^J'Pgíe dans une base {£, Pi£, [£, Pi£] j , on a donc : 

(Pj i t f lRîrPso = zi(PiAílO + í2(fle¡0 + ^(Pific|[í,Pií]) 

= 2 lr 16 + 22r26 + z3 >/ l - r2
6 - r\6 - (Ç | P ^ )2 + 2r16r26(Ç | P ^) 

où z\, z-2 et Î 3 sont les parties réelles des coordonnées duales de H*TV%£, par rapport à la base 

{í , P i í, [Í , Pl i ] } -

D'autre part : 

(FM p*R*rp*f n - / * - r« - ( P l j R Í ! R î r p # ) 2 - (í I PÎRTiTSi)2 
l ^ ! l s ' x ^ 6ÍJj - V +2r26(p1/î^ ¡ Rîrp^)(? I PîRîrPK) 

On exprime qe par : 

sings = - • ^ y ( K) P 6 r r R 1 P 1 í ] | A * 0 

cos (je = — ^ — ( ( P e ^ R i P j í l i T ' O - íí | P6 r * R i P i 0 2 ) 

(8.42) 

avec: X = { [ Î ,P 6r*R ] P1Ç] | [£, P e l ^ R i P i f l } . 

En effet, ([£, P6T"R1P1^ j ¡ ß*£) et (P6r *R iP i í | / í * í ) sont des fonctions de r,2, r ] 6 et r26. 

Si l'on exprime P s I ^ Ri Pj£ par une combinaison linéaire de {£, PçT*Ç, [f. Pgï^ Î ] } , on a : 

( P e r R j P tí | R* 0 = yi( í | ñ í) + y2í£ i flPe^í) + 2/3(4 I ÄK,P6r * i ] ) 

où j/í , y'2 et J/3 sont les parties réelles des coordonnées de PgT*Pi£; par rapport à {£, PeT*^ [£, Pe.T*s]}. 

8.3.3 Evaluation de <?3, ç4 et q5 

Le paragraphe précédent nous donne des solutions pour ci, g2, et ge- Les paramètres 93, 94 et 

95 peuvent être exprimés en fonction de 91, <j2, 93 et T. 

Puisque : 

R3P3R4P4R5 = P ^ R Î P Î R î r P ^ R ^ Pî 

où R3, R4, R5, R2, Rj et Rg sont des rotations pures. On peut exprimer 93, 94 et 95 en utilisant 

la même méthode que dans le paragraphe précédent. On a: 

94 -Mv'x) ± \/Re2{<)  - M^'i - w[)Re(w'1) 
t a n Y  = (2Re(u\) - Re(w[)) ( 8 ' 4 3) 

«'i = {P5ÇlK.K.P4Î]]} 
wi = {PSílK.P4€]}  (8-44) 
«-i = {PU I P4Í}  - {É I PiR^PîRtrp^R^Pti} 
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1 
smç3 Re{Y>) 

- ( P | R 5 P Î R t r P Î R | P ^ | K, P3R4P4Í]) 

œs 53 = ^ 7 7 ) ( ( P S R Ï P Î R Î Ï T W P Ï Î I P 3 R 4 P 4O ~ (Í I P2R.?PÎRîrP?R.eP5Î)2) 

(8.45) 

où Y' = {[CP3R4P4Í] I [£,P3R4P4É]}etAe(y') = l-(aP3^P^)2,Du(Y') = [[CP3R4P4Í] 

^,p3R4p4e]] . 

sin q5 = 

cos <75 = 

1 
Re.(X') 

1 

- ( P s R s P e r - R i P ^ I K . P Î R Î P & j) 

.46) 

^((PsRePeT^RiPií lO - (PÎR^PSi I 02) 
Re(X') 

où A" = { [ i . P i R J P ^] | [ Î ,PÏRÎP3Î ]}  et Re(X') = 1 - (£ | P ^ P ^ ) 2 . 
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Conclusion 

Dans cette thèse, nous avons étudié les problèmes cinématiques des mécanismes sous trois 

aspects : étude des configurations singulières aux ordres 1 et 2, étude du rang formel d'un ensemble 

de champs antisymétrique, solutions analytiques pour des mécanismes (problème cinématiques 

inverses). 

De nombres problèmes ouverts ne sont pas encore résolu et feront l'objet de recherches futures. 

Dans la premier part ie, nous avons montré que les conditions de mobil i té portant sur les 

dérivées d'ordre 2 sont suffisantes pour que les mécanismes plans possèdent un véritable degré de 

liberté, ce qui signifie plus précisément que lorsque la dérivée d'ordre 2 est dans $q, les mécanismes 

plans se trouvent dans une configuration régulière, et que, sinon, le rang de la matr ice jacobienne 

est égale à 2 et le mécanisme plan est dans une configuration singulière et est devenu incontrôlable. 

Nous avons fait une analyse des singularités pour les mécanismes à quatre-barre plans. Par 

contre, l 'étude de la dérivée d'ordre 2 n'est plus suffisante pour classifier les différents types de 

singularités des mécanismes plans constitués de plus de quat re barres. 

L'étude à l'ordre 2 de l 'équation de fermeture par les méthodes précédentes ne peut convenir 

à tous les mécanismes. Pour des mécanismes plus complexes, une étude plus précise reposant 

sur la condition de transversalité est nécessaire. Nous avons alors appliqué cette condition de 

transversalité aux mécanismes 6R paradoxaux et montrer que l'existence d'une "transversale" 

unique qui coupe (ou est parallèle à) tous les axes de déplacements est une condition nécessaire 

et suffisante pour le fonctionnement régulier de ce type de mécanisme. 11 serait intéressant de 

trouver tous les mécanismes 6R paradoxaux qui satisfont cette condition, ce que nous n'avons 

pas pu développer. 

Il existe d'autres types de mécanismes paradoxaux, les mécanismes de Bennett, qui ne peuvent 

être expliqués complètement en utilisant la théorie de géométrie différentielle. Ce genre de mécanismes 

reste toujours mystérieux et demande la recherche des solutions analytiques. 

Les problèmes précédents, notamment les applications en robotique, font ressortir l ' importance 

des méthodes de calcul des rang de système de champs antisymétriques, c'est-à-dire des rang d'en-

semble d'éléments de l'algèbre de Lie du groupe des déplacements. Lorsqu'on le traite en faisant 

intervenir toutes les coordonnées de chaque élément, ce problème est en général très compliqué. 

Dans cette thèse, nous avons utilisé les propriétés de A-module et de la structure de l'algèbre 

de Lie qui permettent de simplifier la procédure de calcul et de calculer le rang d'un ensemble 

de champs antisymétriques, en dimension 6, par des évaluations de rangs en dimension 3. La 

génération des sous-algèbres de Lie est étudiée de façon dans les différents cas particuliers. Ces 

cas correspondent à des mécanismes concrets. La génération des sous-groupes de Lie pourrait 

être étudiée à la suite. 
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La recherche de solutions analytiques pour des mécanismes, en particulier pour des mécanismes 

fermés, fait partie de la cinématique inverse et a retenu beaucoup d'attention de la part des 

chercheurs depuis les années 60. Les méthodes existantes sont compliquées et la procédure de 

résolution n'est pas très claire. Par exemple, dans le cas du mécanisme 6R, dans ces méthodes, il 

faut résoudre un système d'équations linéaires de dimension 16 et une équation de 16-ième degré, 

les problèmes de singularités de ce système d'équations linéaires sont parfois inévitables. 

Dans les derniers chapitres de cette thèse, nous avons proposé des algorithmes sans coor-

données et plus performants pour rechercher les solutions analytiques des mécanismes, notam-

ment l'algorithme des mécanismes 6R spatiaux, pour lequel, nous avons montré que pour résoudre 

le problème inverse, il suffit de trouver les racines des deux polynômes du 8-ième degré et d'un 

polynôme du 4-ième degré, les autres équations sont écrites sous formes explicites. Nous pourrions 

traiter les mécanismes 4R. 5R spatiaux en tant que cas particuliers, les degrés des polynômes 

seront abaissés. 

Ainsi, grâce à la théorie de Lie et la structure de A-module, nous avons pu réaliser des calculs 

simples et sans coordonnées, ce qui permet d'éclaircir les propriétés intrinsèques du mécanisme 

et de résoudre le même problème en utilisant moins de calculs. 
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Annexe A 

Annexe du chapitre 4 

On va étudier les sous algebres de Lie engendrées dans le cas particulier [À"t | X,] = 0, 

puisqu'il s'agit seulement deux cas r — r¡\  = 2 , 3, de plus les éléments outre que LA sont tous 

une combinaison linéaire de L A . 

A. l rA = 3 

Dans ce paragraphe, Lg, = LA , on considère d'abord, le sous-ensemble engendré du premier 

ordre par X, on a: C1 = {  A 1; A2, X3, [X1:X2], [XUX3], [X2,X3]  }• Puisque {  A, ; X2, X3 } 

est une base de 2) module sur A, on peut donc exprimer les crochets de Lie par: 

[Xi , A'2] = ¿is Ai + z\2X2 + zf2X3 

[Xx, X3]  = i} 3Xi + z\3X2 + i\3 Xz 

[X2, X3]  = ¿23X1 + ¿33X2 + ¿23A3 
EA.l) 

alors, on obtient la matrice N\ constituée par les partes duales des coordonnées par rapport à la 

base LA : 

avec : 

Ni 
32o 

- 2 0 & 
23 " 2 3 " 2 3 

'13 ;A.2) 

- l o _ 
"1 2 — 

,2c, _ 
- 12 — 

-3o _ 
~ 1 2 - D 

- l o 
- 13 

-2o 
- 13 

^3o 
¿ 1 3 - D 

-lo _ I 

~2o 

? 
2 '^ D 

(-([A i 

(-([A i 

(-([A i 

(-([A i 

(-([A i 

(-([A i 

(-([A 2 

(-([A 2 

(-([A 2 

A2] 

A2] 

A2] 

A3] 

A3] 

A3] 

A3] 

A3] 

A3] 

| [A 2 

1 [Xi 

¡[A i 

| [A 2 

l[A : 

i [Ai 

\{X2 

| [A i 

| [A i 

A'3])[A- ! 

A3]) [Ai 

X3])[Xi 

x3})[x 1 

A3]) [A ! 

A-2])[A' ! 

A3])[A i 

A3]) [Ai 

A2])[A ! 

! [A'2, A3] 

I [A2, A3] 

I [A'2, A3] 

| [X2, A3] 

I [Ao,A'3] 

1 [A2,A3] 

1 [A'2, A'3] 

| [A 2,A 3] 

I [A'2, A3] 

4- (A 1 j 

] + (A'i | 

] + (^1 | 

] + (Ai | 

] + (A'i ] 

] + (Ai | 

] + (Ai ! 

] + (Ai | 

] + (A"i ! 

[A'2,A 3])[[A 1,A2] 

[X2,X3))[[X l,X2] 

[X2,X3])[[X UX2] 

[A'2l *:,])[[*! , A'3] 

[A'2,*3])[[*! , A'3] 

[X 2, A3]) [[Ai , A'3] 

[A'2,A'3])[[A2,A 3] 

[A 2,A3])[[A2.A 3] 

[X2,X3])[[X 2,X3] 

[X 2,A3] 

[A'i.A'al 

[Ai.A 2J 

[A'2, A3] 

[A'i,X 3] 

[A'i,A' 2] 

[A'2, A3]. 

[A'i,A 3I 

[X1,X2 
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D'après le théorème 4.2, on a la proposition suivante. 

Proposit ion A. l Soient Xj,X 2 et X 3 £ 2) linéairement indépendants sur A, alors: 
(a) rang Ni = 0 <f*  rang<Zl = 3. A' engendre une sous-algèbre de Lie. 
(b) rang Ni — 1 <=> rtmglî1 = 4. 
fcj rang Ni — 2 <=> rang it1 — 5. (£" engendre l'algèbre de Lie 2). 
fdy rang Ni = 3 ^ ranglî1 = 6. Í 1 engendre l'algèbre de Lie S?. 

Dans le cas (6) de la proposition 4.5, l'ensemble (C2 est défini par : 

<£2 = {X1, X2, X3l [Xi , X 2 ] , [A'i , X 3] , [X 2, À'3] , [Xj , [Xl, X2]} , [Xi , [Xi , X 3] ] , [Xi, [X2, X3]] , 
[X2, [A'i , X21], [X 2, [A'i , X3}} , [X2, [X2, A3]] , [X3, [X! , X 2] ] , [X3, [Xi, X3]},  [X3, [X2, X3]]} 

alors, on peut exprimer les crochets de Lie par la base {Ai , X 2,X 3}  en utilisant la formule de 

double crochets de Lie en remarquant [X¿¡ | Xk] — 0, les partes duales des coordonnées par 

rapport à cette base constituent une matrice de dimension 3 x 1 2: 

/ 

Ai i 

zl 0 
12 

.lô 
*2 3 
r l o 

[A-ilA'a ] 
0 

[X2\X3] 
[A', |A3] 
[Ai|A' 3] 
[A' 2|X3] 

0 
0 
0 

Jio 
¿12 
~2o 
z 23 
»2o 
"1 3 

zyl 
r 3o 
¿23 
r 3o 
2 1 3 

\ 

0 
-[Xi\X2] 
-[A'i|X 3] 

0 
0 
0 

[X2jX3] 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

- [A'i |X2] 
-[A-i|X 2] 

0 
-[A ri!A" 3] 
-[A- 2|A'3] 

Corollair e A . l Si rangN: = 1, rang M\ — 3, alors <£2 engendre la sous-algèbre de Lie D. 

Démons t ra t i on: D'après le théorème 4.2, il suffit de montrer lorsque rang Ari > 1, on a toujours 

rangA/i = 3. Puisque si rangAri > 1, il existe au moins un [A\ | Xj] ^ 0, pour ij  = 1,2,3 et 

i -£ j - D'où le corollaire. I 

A.2 r = rA = 2 

Les Xk peuvent être engendrés par L&, z\° — 0. 

On prend L¡g = L¿, si Ton considère (C1 : 

i 1 = {X1,X2,[X1,X2]} 

il est de dimension 3(car ([Xi, A'2]|[A'i , A'2]) ^ 0). En effet, C1 est une base de S) sur A. 

On a aussi : 

£2 = {Xi, A-2, [Xi, A 2] , [Xi, [Xi, X2}} , [X2, [A"! , X2]] } 
C3 = {A'! , A'2, [Xi, X2), [A x, [Ai , A2]] , [X2, [Xx, X2]] , 

[Xi , [X 2, [Ai , X2]]] , [Xi, [Xi , [Xi , X2]]] , [X 2, [A2, [Xi , X2]]] } 
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Puisque {  X\, A'2, [A"i , X-¡[ }  est une base de S sur A, si l'on utilise la formule du double crochet 

de Lie : 
\xïAxl,x2)] 
[X2,[XUX2]] 
[Xu[X2,[Xi,X2]}] 
[X ll[X ],[Xl,X2]]} 
[X2,[X2,[XUX2]\] 

{X^X^X, - {X1\X1}X2 

mx^X! - {Xi\X2}X2 

{XilXrflXuXi] 
- {X 1 |X 1} [X l ! X 2 ] 
-{X2\X2}[X ltX2] 

On peut obtenir la matrice des parties duales des coefficients : 

N, = ( [Xf* 0 
[X,\X2] 

M 3 0 
A'3 

0 [Xi\X2] 

Propos i t ion A.2 Soient X\, X2 une liste libre maximale de X, alors: 
(a) rangN-¿ = 0 • <=> rang<£} — 3, (C1 engendre la sous-algèbre de Lie 6a 

(b) rangNz = 2 <=> rangí2 = 5. €2 engendre l'algèbre 2}. 

ÍA.3) 
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Annexe B 

Annexe du chapitre 6 

B.l la matrice jacobienne de quatre barres 

Puisque les trois équations sont définies par : 

( Q\ = -nïaA{U IR i t O + t W ^ I R a f / a )- \{a\ +a\-a\~ a\) = Q 
l Q\ = ((ajR; + {a2 + R3a3) + a4R'2Kl) U \V) = 0 
[ Q" = ((ajRj + a2RiR2 + a3R% + a4)U \ U) = 0 

Les éléments de la matrice jacobiennes : 

dQ[ 

dqs 

= ~a\a4(U | [£,Ri(7]) = — ai<ï4sin<7i 

= a2a3{U | [£,R3i/] ) = a2a3sing3 

dQJ 
dqi 
0Q'2 

9q3 

dQ\ 

dq2 

dQp 

d& 

= -a4{R2U | [£, R\U]) = a4 sinfai + q2) 

= 03ÍU I [i , R-3^]) = a3sin q3 

dq-> 
dQ'P 

L <9<?4 

= -(R2U | [£, ait/ + a2R*£/]) = ai sinç2 + a4sin(çi -f q2) 

— [V I \isO.\R\U + a2RiR2U])  = ai singi + a2sin(gi + ç2) 

= {R*U | [£,a2R2i7] ) = a2sin(9i + q2) 

= 0 

= —(U \ [£,R4a3t/] ) = a3sing4 

B.2 la matrice jacobienne de cinq barres 

Puisque les trois équations sont définies par : 

' Q\ = a-,a3(U\R3U) - aia4(R*5U | Rjf/ ) - a,a5(/7|Rif/) - a4a5{U | R*5U 

Q\ = ((RJa, + a2 + R3a3 -f R;R; (R£a4 + as))U \ U) = 0 
w Q5 = ((R4a3 + RsRi (ai + R2a2) + a4 + R5a5)(7 | £/) = 0 
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Les éléments de la matr ice jacobiennes : 

dqi 

dQ[ 

9qs 

dQ\ 

dq3 

dQ{ _ 

= ~aia4U | K , R5R i r / ] ) - aia5{U \ RXW) 

= —aiQ4 sin(gi + 95) — 0105 singi 

= - a i a 4 ( R 5 R i t / | K, U]) - a4 a5 ( R 5 ^ [ [£, [/] ) 

= —0104 sin(gi + g.5) — 0405 sin q$ 

= a2a3(U \[Ç,R3U]) 

= Ü2Ü3 s i nga 

dqi 

dQ\ 

dq-A 

dq-> 

dQl 

dqi 

dQp
2 

dQF
2 

dQ* 

dq-i 

dq4 

= - a4 ( R2 C' ! [£, R ÎRJ t / ]) - (R-2Ü I [Ç, R ï a5 t / ] ) 

= a4 sinfgi + q2 + ?s) + «5 sin(gi + ç2) 

= - a4 ( R 2 r | [ £ , R ^ f / ] ) 

= a4sm{qi + q2 + <?s) 

= a3(£/ IK .Ra t f ] ) 

= a3smq3, 

=  - a i ( R2 [ ' | K , [ / ] ) - ( R i R 2 ^ | [í,R.'5aAU + a5U}) 

=  ai sin g2 + a4sin(gi + g2 + 95) + ass in(çi + q2) 

= (R'5U | [Ç.a1R1f / + a2RiR2Cn) 

= a-, sin(çi 4- 95) 4- a2 sinigi + <j2 + 95) 

(Rj6r i [£, a i R i t/ + a2 R i R 2 i ' + a5R5 ] ) 

= ai s in(çi + 95) + a2 sin(çi + g2 + 95) + «5 sin g5 

= 0 

( R î R g t/ I [Z,a2R2U]} 

=  a2s in(gi + g2 + 95) 

= -(U\[S,Rla3U]) 

- a3s i n g4 



Annexe C 

Dérivée d'ordre 2 et la condition 
de transversalité 

C l Code de calcul MAPLE 

> with( l inalg): 
Warning :  ne w definitio n fo r  nor m 

Warning :  ne w definitio n fo r  trac e 

#### 

## L e programm e pou r  calcula r  l e croche t  d e Li e calcrlie(Sl,S2 )  . 

#### 

> calcrlie:=proc(Sl,S2 ) 

> loca l  X,Y,el,e2,e3,e4,e5,e6,A ; 

#### 

> A  :  =  array( i  . .  6 ,  i  .  .  6 , 

> [(4 ,  2)=e3,(3 ,  2)=0,(3 ,  6)=0,(2 ,  3)=0,(6,l)=e2,(1,4)=0 , 

> (5 ,  2)=0,(4 ,  3)=-e2,(3 ,  3)=0,(4 ,  6)=-e5,(2 ,  4)=-e3 , 

> (6,2)=-el,(l ,  5)=e3,(5 ,  3)=el,(4 ,  4)=0.(3 ,  4)=e2,(5 ,  6)=e4 , 

> (2 ,  5)=0,(6,3)=0,(5,4)=-e6,(l,l)=0,(4 ,  5)=e6,(3 ,  5)=-el , 

> (6 ,  6)=0,(6 ,  4)=e5,(l ,  6)=-e2,(2,1)=0,(5,5)=0,(1 ,  2)=0,(4 ,  i)=0 , 

> (3 ,  1)=0,(6 ,  5)=-e4,(2 ,  6)=el,(2 ,  2)=0,(1,3)=0,(5,l)=-e3] )  ; 

#### 

> X  : = multiply(transpose(Sl),A,S2) ; 

#### 

> Y:=vector(6,[diff(X,el),diff(X,e2),diff(X,e3),diff (X,e4) ,diff(X,e5) , 

diff(X,e6)]) ; 

> end : 

> ### # 
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C.2 Description d'un système mécanique 

> #### 
> calconfiguration :  =proc(n,CONS ) 

#### 

> loca l  ii,jj,kk,dzetha,etha,ksi,m,ml,m2 ; 

#### 

> jj:=vector(6,[0,1,0,0,0,0]) ; 

#### 

> ii:=vector(6,[1,0,0,0,0,0] )  ; 

#### 

> kk:=vector(6,[0,0,1,0,0,0] )  ; 

#### 

> dzetha[l]:=vector(6,[0,0,0,1,0,0]) ; 

> etha[l]:=vector(6 ,  [0,0,0,0,1,0]) ; 

> g s i [ l ] : = v e c t o r ( 6, [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1] ) ; 

#### 

> B [ l ] : = c o n c a t ( i i , j j , k k , d z e t h a [ l] , e t h a [ l ], g s i [ l ] ) ; 

#### 

> l l : = v e c t o r ( 6 , [] ) ; 

> 1 2 : = v e c t o r ( 6 , [] ) ; 

> 1 3 : = v e c t o r ( 6 , [] ) ; 

#### 

> f o r ml from 2 to n do 

> d z e t h a [ m l ] : = v e c t o r ( 6, [ ] ) ; e t h a [ m l ] : = v e c t o r ( 6 , [ ] ); g s i [ m l ] : = v e c t o r ( 6 , [ ] ); 

> od; 

#### 

> f o r m from 1 by I t o n do 

> l l : = a d d ( k k , j j , C 0 NS [m,2] , -C0NS[m,3] ); 

> dzetha[m+l] : = a d d ( d z e t h a [ m ] , 1 1) ; 

> 1 2 : = a d d ( k k , i i , - C 0 N S [ m , l] ,C0NS[m,3]); 

> e t h a [ m + l ] : = a d d ( e t h a [ m ] , 1 2 ); 

> 1 3 : = a d d ( j j , i i , C D N S [ m , l] , -CONS[m,2]); 

> gs i [m+ l] :=add(gs i [m] ,13) ; 

> B[m + 1 ] : = c o n c a t ( i i , j j , k k , d z e t h a [ m + l ] , e t h a [ m + l ] , g s i [ m + l ] ); 

> P[m] :=mul t ip ly (B[m] , inverse(B[m+1] )) ; 

> 

> l p r i n t ( B [ m ] ) ; p r i n t (B [m]) ; 

> l p r i n t ( P [ m ]) ; p r i n t ( P [ m ] ); 

> od; 

#### 

>end: 

> #### 
> #### 
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> m a t r a d j o i t : = p r o c ( n , C O N S , m a t r i d t i f) 

> l o c al i , j , k ; 

> fo r  i  fro m 1  t o n  d o 

#### 

> fo r  j  fro m 1  t o 6  d o 

#### 

> i f  matridtif[i,j]<> 0 the n 

#### 

> i f  j= i  the n 

> AdA[i]:=array(l..6,1..6,[[1,0,0,0,0,0 ]  ,[0,1,0,0,0,-q[i]] , 

[0,0,l,0,q[i],0],[0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,1 ]  ]) ; 

> eli f  j= 2 the n 

> AdA[i]:=array(1..6,1..6,[[l,0,0,0,0,q[i]],[0,l,0,0,0,0] , 

[0,0,l,-q[i],0,0],[0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,1 ]  ]) ; 

> 

> eli f  j= 3 the n 

> AdA[i ]  :=array(l..6,1..6,[[1,0,0,0,-q[i],0],[0,l,0,q[i],0,0 ]  , 

[0,0,1,0,0,0],[0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,1 ]  ]) ; 

> 

> eli f  j= 4 the n 

> A d A [ i ] : = a r r a y ( l . . 6 , 1 . . 6 , [ [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , c o s ( q [ i ] ) , s i n ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 ], 

[ 0 , - s i n ( q [ i ] ) , c o s ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , c o s ( q [ i] ) , 

s i n ( q [ i ] ) ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , - s i n ( q [ i ] ) , c o s ( q [ i ] ) ] ] ); 

> 

> e l i f j =5 then 

> A d A [ i ] : = a r r a y ( l . . 6 , 1 . . 6 , [ [ c o s ( q [ i ] ) , 0 , - s i n ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0] , 

[ s i n ( q [ i ] ) , 0 , c o s ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , c o s ( q [ i ] ) , 0 , - s i n ( q [ i ] )] , 

[ 0 , 0 , 0 , 0 , l , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , s i n ( q [ i ] ) , 0 , c o s ( q [ i ] )] ] ) ; 

> 

> e l i f j =6 t hen 

> 

> A d A [ i ] : = a r r a y ( l . . 6 , 1 . . 6 , [ [ c o s ( q [ i ] ) , - s i n ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ s i n ( q [ i ] ), 

c o s ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , c o s ( q [ i ] ) , - s i n ( q [ i ] ) , 0 ], 

[ 0 , 0 , 0 , s i n ( q [ i ] ) , c o s ( q [ i ] ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , l ] ] ); 

#### 

> f i ; 

#### 

> f i ; 

#### 

> od; 

> l p r i n t ( A d A [ i ] ) ; p r i n t ( A d A [ i ] ) ; 

> od; 

> end: 
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#### 

#### 

> matradjoitprim:=proc(n,CDNS,matridtifrot ) 

> loca l  i,j,k,A,Mpl,Mp2,phil,phi2,phi3 ; 

#### 

> fo r  i  fro m 1  t o n  d o 

#### 

> AdA[i]:=array(i..6,1..6,D) ; 

> A[i]: = array(1..6,1..6,[]) ; 

> fo r  j  fro m 1  t o 6  d o 

#### 

> i f  matridtif[i,j]<> 0 the n 

#### 

> i f  j<= 3 the n 

> A [ i ] : = a r r a y ( 1 . . 6 , l . . 6 , [ [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , - q [ i ] ] , [ 0 , 0 , 1 , 0 , q [ i ] , 0 ], 

[ 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ], [0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1] ] ) ; 

> 

> p h i l : = m a t r i d t i f r o t [ i , 1 ] ; p h i 2 : = m a t r i d t i f r o t [ i , 2 ] ; p h i 3 : = m a t r i d t i f r o t [ i , 3 ]; 

> 

> e l i f j>=4 then 

> p h i l : = m a t r i d t i f r o t [ i , 4 ] ; p h i 2 : = m a t r i d t i f r o t [ i , 5 ] ; p h i 3 : = m a t r i d t i f r o t [ i , 6] ; 

> A [ i ] : = a r r a y ( l . . 6 , 1 . . 6 , [ [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , c o s ( q [ i ] ) , s i n ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 ], 

[ 0 , - s i n ( q [ i ] ) , c o s ( q [ i ] ) , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , c o s ( q [ i ] ), 

s i n ( q [ i ] ) ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , - s i n ( q [ i ] ) , c o s ( q [ i ] ) ] ] ); 

> f i ; 
#### 

> fx ; 
#### 

> i f phi2<>0 then 
> M p i : = a r r a y ( l . , 6 , 1 . . 6 , [ [ s i n ( p h i 2 ) , - c o s ( p h i 2 ) , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ c o s ( p h i 2 ) , s i n ( p h i 2 ), 

0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0] , [ 0 , 0 , 0 , s i n ( p h i 2 ) , - c o s ( p h i 2 ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , c o s ( p h i 2 ), 

s i n ( p h i 2 ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , l ] ] ); 

> Mp2 :=a r ray ( l . . 6 , 1 . . 6 , [ [ cos (ph i l ) / s i n (ph i 2 ) , - cos (ph i3 ) / s i n (ph i2 ) , 0 , 0 ,0 ,0 ], 

[ cos (ph i3 ) / s i n (ph i2 ) , cos (ph i l ) / s i n (ph i2 ) , 0 ,0 ,0 ,0 ] , [ 0 , 0 ,1 ,0 ,0 ,0] , 
[ 0 , 0 , 0 , c o s ( p h i i ) / s i n\ ( p h i 2 ) , - c o s ( p h i 3 ) / s i n ( p h i 2 ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 0, 
c o s ( p h i 3 ) / s i n ( p h i 2 ) , c o s ( p h i l ) / s i n ( p h i 2 ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ] ); 

> 

> AdA[i ] :=mult iply(Mpl,mult iply(Mp2,mult iply(A[i ] ,mult iply(transpose(Mp2), 

t ranspose(Mpl)) ) )) ; 

> e l i f phi2=0 then 
> Mp l :=a r ray ( l . . 6 , 1 . . 6, [ [s in(phi2) , - cos (ph i2 ) ,0 ,0 ,0 ,0 ] , [ cos (ph i2 ), 

s in (ph i2), 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , s i n ( p h i 2 ) , - c o s ( p h i 2 ) , 0 ], 

[ 0 , 0 , 0 , c o s ( p h i 2 ) , s i n ( p h i 2 ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , l ] ] ); 
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> A d A [ i ] : = m u l t i p l y ( M p l , m u l t i p l y ( A [ i ] , t r a n s p o s e ( M p l ) ) ); 

> f i ; 

#### 

> od; 

#### 

> l p r i n t ( A d A [ i ] ) ; p r i n t ( A d A [ i ] ) ; 

> od; 

> end: 

C.3 Dérivée d'ordre 2 de l'équation de fermeture 

> mutipvec: = proc(n,CONS,matridtif ) 

> loca l  i,j,k,MM,etha,dzetha,gsi ; 

#### 

> e t ha := a r r a y ( l . . 6 , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ] ); 

#### 

> d z e t h a := a r r a y ( 1. . 6, [ 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ] ); 

#### 

> g s i : = a r r a y ( l . . 6 , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1] ) ; 

#### 

> i i : = a r r a y ( l . . 6 , [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ); 

#### 

> j j : = a r r a y ( l . . 6 , [ 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ); 

#### 

> k k : = a r r a y ( l . . 6 , [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ] ); 

#### 

> P[0] : = a r r a y ( l . . 6 , 1 . . 6 , [ [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ], 

[ 0 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ] ); 

> M M : = a r r a y ( l , . 6 . 1 . . 6 , [ [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 1, 

0 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ] , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ] ); 

#### 

> f o r i from 1 t o n do 

> M M : = m u l t i p l y ( M M , m u l t i p l y ( P [ i - l ] , A d A [ i ] ) ) ; 

> v i : = a d d ( m a t r i d t if [ i , 1 ] * i i , a d d ( m a t r i d t i f [ i , 2 ] * j j , a d d ( m a t r i d t i f [ i , 3 ] * k k, 

a d d ( m a t r i d t i f [ i , 4 ] * d z e t h a , a d d ( m a t r i d t i f [ i , 5 ] * e t h a, 

m a t r i d t i f [ i , 6 ] * g s i ) ) ) ) ) ; 

> v [ i ] : = m u l t i p l y ( M M , v i ) ; 

> l p r i n t ( v [ i ] ) ; p r i n t ( v [ i ] ) ; 

> od ; 

#### 

> end : 

#### 

#### 
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> h x y v e c : = p r o c ( n , r ot axe,CONS,matr idt i f , m a t r i dt i f r o t ) 

> 

> l o c al i , j , k , B , l ; 

#### 

> ca l con f i gu ra t i on (n ,CONS); 

#### 

> i f r o taxe=0 t hen 

> m a t r a d j o i t ( n , C O N S , m a t r i d t i f ); 

> e l se ¡ n a t r a d j o i t p r i m ( n , C O N S , m a t r i d t i f r o t) f i ; 

#### 

> m u t i p v e c ( n , C O N S , m a t r i d t i f ); 

#### 

> r e ad ' p b r a n k . m '; 

#### 

> B t o u t v e c : = v e c t o r ( 6 , C O , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ); 

> B f : = v e c t o r ( 6 , C O , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ); 

> B [ l ] : = v e c t o r ( 6 , C l , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ]) 

> B C 2 ] : = v e c t o r ( 6 , C O , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 ]) 

> B C 3 ] : = v e c t o r ( 6 , C O , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ]) 

> B C 4 ] : = v e c t o r ( 6 , C O , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 ]) 

> B C 5 ] : = v e c t o r ( 6 , C O , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ]) 

> B C 6 ] : = v e c t o r ( 6 , C O , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ]) 

#### 

> r f C 0 ] : = 0; i i : = 0 ; j j : = 0 ; x : = v e c t o r ( n , D ); 

#### 

> f o r i from 1 t o n do 

> B t o u t v e c : = c o n c a t ( B t o u t v e c , v C i ] ); 

> r n r a t ( B t o u t v e c , ' r ' , ' d ' ); 

> r f [ i ] : = r ; 

> i f r f C i ] > r f C i - 1 ] t h en 

> Bf:= c o n c a t ( B f , v C i ] ) ; i i : = i i + l ; v a l p h a C i i ] : = v C i] ; 

a l p h a C i i ] : = i; 

> e l se j j : = j j + 1 ; vbe thaC j j] : = v C i ] ; b e t h a C j j ] : = i; 

> f i ; 

> od; 

#### 

> B f : = d e l c o l s ( B f , 1 . . 1 ); 

> l p r i n t ( B f ) ¡ p r i n t ( B f ) ; 

> l p r i n t ( r a n g ( B f ) ); p r i n t ( r ) ; 

> B t o u t v e c : = d e l c o l s ( B t o u t v e c, 1 . . 1 ); 

> B to ta l : =B f; 

#### 

> f o r i from 1 t o 6 do 

> i f r fCn] < 6 t h en 

> B t o t a l : = c o n c a t ( B t o t a l , B C i] ) ; 



C.3. DÉRIVÉE D'ORDRE 2 DE L'ÉQUATION DE FERMETURE 215 

> r n r a t ( B t o t a l , ' r ' , ' d ' ); 

> i f r > r f [ n ] t hen 

> rf [n] : = r ; 

> e l se B t o t a l := d e l c o l s( B t o t a l , r + l . . r + 1 ); 

> fi ; 

> fi ; 

> od ; 

#### 

> lprint(Btotal) ;  print(Btotal) ; 

#### 

> paracons:=vector(6,[0,0,0,0,0,0]) ; 

#### 

> i f  jj> 0 the n 

> paracons:=linsolve(Bf.paracons )  ; 

#### 

> fo r  i  fro m i  t o j j  d o 

> co[i]:=linsolve(Bf,vbetha[i]) ; 

> paracons:=concat(paracons,co[i]) ; 

> od ; 

#### 

> paracons:=delcols(paracons,1..1 )  ; 

> lprint(paracons)¡print(paracons )  ; 

> x:=vector(n,[]) ; 

#### 

> fo r  i  fro m 1  t o i i  d o 

> x  [alpha[i]]:=0 ; 

> fo r  j  fro m 1  t o j j  d o 

> x[alpha[i]]:=x[alpha[i]]-paracons[i,j]*x[betha[j]] ; 

> od ; 

> l p r i n t ( ' x [ ' , a l p h a [ i ] , ' ] ' ) ¡ p r i n t ( x [ a l p h a [ i ] ] ); 

> od; 

#### 

> f i ; 

#### 

> h x y : = v e c t o r ( 6 , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ]) ; 

> h x x : = v e c t o r ( 6 , [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ); 

> y : = v e c t o r ( n , [ ] ); 

#### 

> f o r i from 1 to n do 

> x [ i ] ; 

> od; 

#### 

> f or k from 1 to n do 

> f o r 1 from 1 to k do 

> i f k > 1 t h en 
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> hxy:= add(hxy, ( x [ l ] * y [ k ] *  c a l c r l i e ( v [ l ] , v [ k ] ) ) ) ; 

> hxx := addChxx, ( x [ l ] * x [ k ] *  c a l c r l i e ( v [ l ] , v [ k ] ) ) ) ; 

> eis e 

> fi ; 

> od ; 

> od ; 

#### 

> lprint(hxy )  ¡print(hxy) ; 

#### 

> lprint(hxx )  ¡print(hxx )  ; 

#### 

> lprint('hx y exprim e dan s l a bas e totale 1) ;  print(linsolve(Btotal,hxy)) ; 

#### 

> lprintC'hx x exprim e dan s l a bas e totale') ;  print(linsolve(Btotal,hxx)) ; 

#### 

> end: 

C.4 Verification de la condition de transversalité 

> vprop:=proc(n,ro t  axe,CONS.matrid t  if.matrid t  ifrot ) 

> loca l  l,k,a,b,ro ; 

#### 

> h x y v e c ( n , r o t a x e , C O N S , m a t r i d t i f . m a t r i d t i f r o t ); 

#### 

> f or k from 1 to n do 

> for 1 f rom 1 to n do 

> c [ l , k ] : = l i n s o l v e ( B t o t a l , c a l c r l i e ( v [ l ] , v [ k ] ) ); 

> od; 

> od; 

#### 

> l p r i n t ( c ) ; p r i n t ( c ); 

#### 

> f or ro from i i+ 1 t o 6 do 

#### 

> for 1 f rom 1 to n do 

> f or a f rom I to i i do 

> for b from 1 to j j do 

> Ma[be tha [b] ,1] :=0; 

> od; 

> od; 

> od; 

#### 

> f or 1 from 1 to n do 

> f or a from 1 to i i do 
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> f o r b from 1 to j j do 

> i f K b e t h a [ b] t hen 

> i f a l p h a [ a ] <1 t hen 

> M a [ b e t h a [ b ] , 1 ] : = M a [ b e t h a [ b ] , l ] + p a r a c o n s [ a , b ] * c [ l , a l p h a [ a ] ] [r o ] ¡ 

> e l se 

> f i 

> e l i f l > = b e t h a [ b] t hen 

> i f a l p h a [ a ] >1 t hen 

> M a [ b e t h a [ b ] , 1 ] := M a [ b e t h a [ b ] , 1 ] - p a r a c o n s [ a , b] * c [ 1 , a l p h a [ a ] ] [ r o ] ( ); 

> e l se 

> f i ; 
> f i ; 

> od; 

> od; 

> od; 

#### 

> f o r 1 from 1 t o n do 

> f o r b from 1 t o j j do 

> l p r i n t ( M a . r o ) ¡ p r i n t ( M a [ b e t h a [ b ] , 1] ) ; 

> od; 

> od; 

#### 

> od; 

> end: 

http://Ma.ro
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C.5 Les vecteurs du robot DELTA 

C.5.1 Un mécanisme parallèle 

v [ l ] 

C 0, 0, 0, 0, 0, 1 ] 

v[2] 
[ 0, 0, 1, 0, 0, 0 ] 

v[3] 

C - sirv(ql) r i , cos(ql) r i , 0, 0, 0, i ] 

v[4] 

[ - s cos(ql) s in(q3) - s s i n (q l) cos(q3) - s in (q l) r i , 

s cos(ql) cos(q3) - s s i n (q l) s in(q3) + cos(ql) r i , 0, 0, 0, 1 ] 

v[5] 

[ t cos(q4) cos(ql) cos(q3) - t cos(q4) s in (q l) s in(q3) 

- t sin(q4) cos(q l) s in(q3) - t s in(q4) s in (q l) cos(q3) 

+ sm(q4) s i n ( q l) q~2 cos(q3) + siti(q4) cos(q l) q2 s in(q3) 

+ cos(q4) s i n ( q l) q2 s in(q3) - cos(q4) cos(q l) q2 cos(q3), 

t cos(q4) s in (q l) cos(q3) + t cos(q4) cos(ql) sin(q3) 

+ t sin(q4) cos(q l) cos(q3) - t sin(q4) s in (q l) s in(q3) 

- cos(q4) s i n ( q l) q2 cos(q3) - cos(q4) cos(q l) q2 s in(q3) 

+ sin(q4) s i n ( q l) q2 s in (q3) - sin(q4) cos(q l) q2 cos(q3), 

- s cos(q4) + r i s in(q3) s in(q4) - r i cos(q3) cos(q4), 

- s in(q4) cos(ql) cos(q3) + s in(q4) s in (q l) s in(q3) - cos(q4) cos(ql) s in(q3) 

- cos(q4) s i n ( q l) cos(q3), 

cos(q4) cos(ql) cos(q3) - cos(q4) s in (q l) s in(q3) - s in(q4) cos(ql) s in(q3) 

- sin(q4) s i n ( q l) cos(q3), 0 

] 
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v [6 ] 

[ 

- s in(q5) ss cos(q4) cos(q l) cos(q3) + s in(q5) ss cos(q4) s in (q l) s in(q3) 

+ s in(q5) ss sin(q4) cos(q l) s in(q3) + sin(q5) ss sin(q4) s i n ( q l) cos(q3) 

+ t cos(q4) cos(ql) cos(q3) - t cos(q4) s in (q l) s in(q3) 

- t s in(q4) cos(ql) s in(q3) - t s in(q4) s in (q l) cos(q3) 

+ s in(q4) s in (q l) q2 cos(q3) + s in(q4) cos(ql) q2 sin(q3) 

+ cos(q4) s in (q l) q2 s in(q3) - cos(q4) cos(ql) q2 cos(q3), 

- s in(q5) ss cos(q4) s i n ( q l) cos(q3) - s in(q5) ss cos(q4) cos(ql) s in(q3) 

- s in(q5) ss sin(q4) cos(q l) cos(q3) + sin(q5) ss sin(q4) s i n (q l) sin(q3) 

+ t cos(q4) s in (q l) cos(q3) + t cos(q4) cos(ql) s in(q3) 

+ t s in(q4) cos(ql) cos(q3) - t s in(q4) s in (q l) s in(q3) 

- cos(q4) s in (q l) q2 cos(q3) - cos(q4) cos(ql) q2 sin(q3) 

+ s in(q4) s in (q l) q2 s in(q3) - s in(q4) cos(ql) q2 cos(q3), 

cos(q5) ss - s cos(q4) + r i s in(q3) s in(q4) - r i cos(q3) cos(q4), 

- sin(q4) cos(q i) cos(q3) + sin(q4) s i n (q l) sin(q3) - cos(q4) cos(q l) sin(q3) 

- cos(q4) s in (q l) cos(q3), 

cos(q4) cos(q l) cos(q3) - cos(q4) s i n (q i) sin(q3) - s in(q4) cos(ql) s in(q3) 

- s in(q4) s in (q l) cos(q3), 0 ] 

v[7] 

[ 

- r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) cos(ql) cos(q3) 

+ r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) s i n (q i) s in(q3) 
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+ r r cos(q5) s i n ( q 6) s i n ( q 4) c o s ( q l) s i n ( q 3) 

+ r r cos(q5) s i n ( q 6) s i n ( q 4) s i n ( q l) cos (q3) 

- r r sin(qS) cos(q6) cos(q4) cos(ql) cos(q3) 

+ r r sin(q5) cos(q6) cos(q4) s in (q l) s in(q3) 

+ r r sin(q5) cos(q6) s in(q4) cos(ql) s in(q3) 

+ r r sin(q5) cos(q6) s in(q4) s in (q l) cos(q3) 

- sin(q5) ss cos(q4) cos(q l) cos(q3) + s in(q5) ss cos(q4) s in (q l) s in(q3) 

+ sin(q5) ss s in(q4) cos(q l) sin(q3) + sin(q5) ss s in(q4) s in (q l) cos(q3) 

+ t cos(q4) cos(q l) cos(q3) - t cos(q4) s in (q l) s in(q3) 

- t sin(q4) cos(q l) s in(q3) - t s in(q4) s in (q l) cos(q3) 

+ sin(q4) s i n ( q l) q2 cos(q3) + sin(q4) cos(qi) q2 s in(q3) 

+ cos(q4) s i n ( q l) q2 s in(q3) - cos(q4) cos(q l) q2 cos(q3)e 

- r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) s i n ( q l) cos(q3) 

- r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) cos(qi) s in(q3) 

- r r cos(q5) s in(q6) s in(q4) cos(qlj cos(q3) 

+ r r cos(q5) s in(q6) s in(q4) s in (q l) s in(q3) 

- r r sin(q5) cos(q6) cos(q4) s in (q l) cos(q3) 

- r r sin(q5) cos(q6) cos(q4) cos(ql) s in(q3) 

- r r sin(q5) cos(q6) s in(q4) cos(ql) cos(q3) 

+ r r sin(q5) cos(q6) s in (q4) s in (q l) s in(q3) 

- sin(q5) ss cos(q4) s i n ( q i) cos(q3) - s in(q5) ss cos(q4) cos(qi) s in(q3) 

- sin(q5) ss sin(q4) cos(q i) cos(q3) + sin(q5) ss s in(q4) s in (q l) s in(q3) 

+ t cos(q4) s i n (q l) cos(q3) + t cos(q4) cos(ql) s in(q3) 
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+ t s in(q4) cos(q l) cos(q3) - t s in(q4) s in (q l) s in (q3) 

- cos(q4) s i n (q l) q2 cos(q3) - cos(q4) cos(q l) q2 s in(q3) 

+ sin(q4) s i n ( q l) q2 s in(q3) - sin(q4) cos(q l) q2 cos(q3), 

- r r s in(q5) s in(q6) + r r cos(q5) cos(q6) + cos(q5) ss - s cos(q4) 

+ r i s in(q3) s in(q4) - r i cos(q3) cos(q4), 

- s in(q4) cos(q l) cos(q3) + s in(q4) s in (q l) s in(q3) - cos(q4) cos(ql) s in(q3) 

- cos(q4) s i n ( q l) cos(q3), 

cos(q4) cos(ql) cos(q3) - cos(q4) s in (q l) s in(q3) - s in(q4) cos(ql) s in(q3) 

- s in(q4) s i n ( q l) cos(q3), 0 ] 

v[8] 

[ - s in(q4) cos(ql) cos(q3) + s in(q4) s in (q l) s in(q3) - cos(q4) cos(ql) s in(q3) 

- cos(q4) s i n (q l) cos(q3), 

cos(q4) cos(q l) cos(q3) - cos(q4) s in (q l) s in(q3) - s in(q4) cos(ql) s in(q3) 

- s in(q4) s in (q l) cos(q3), 

0, 0, 0, 0 ] 

rang(Bf) 
5 

B to tal 

[0, 0, - s in (q l) r i , - s cos(q l) sin(q3) - s s in (q l) cos(q3) - s in (q l) r i , 

t cos(q4) cos(q l) cos(q3) - t cos(q4) s i n (q l) s in(q3) 

- t s in(q4) cos(q l) s in(q3) - t s in(q4) s in (q l) cos(q3) 

+ sin(q4) s i n ( q l) q2 cos(q3) + s in(q4) cos(q l) q2 s in(q3) 

+ cos(q4) s i n (q l) q2 s in(q3) - cos(q4) cos(ql) q2 cos(q3), 0] 
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[0 , 0, c o s ( q l) r i , s c o s ( q l) cos(q3) - s s i n ( q l) s i n ( q 3) + c o s ( q l) r i , 

t cos (q4) s i n ( q l) c o s ( q 3) + t c o s ( q 4) c o s ( q i) s i n ( q 3) 

+ t s i n ( q 4) c o s ( q l) cos (q3) - t s i n ( q 4) s i n ( q i) s i n ( q 3) 

- cos(q4) s i n ( q l) q2 cos(q3) - cos (q4) c o s ( q i) q2 s i n ( q 3) 

+ s i n ( q 4) s i n ( q l) q2 s i n ( q 3) - s i n ( q 4) c o s ( q l) q2 c o s ( q 3 ), 0] 

[0 , 1, 0, 0, - s cos (q4) + r l s i n ( q 3) s i n ( q 4) - r i cos (q3) c o s ( q 4 ), 0] 

[ 0 , 0, 0, 0, - s i n ( q 4) c o s ( q l) c o s ( q 3) + s i n ( q 4) s i n ( q l) s i n ( q 3) 

- cos(q4) c o s ( q l) s i n ( q 3) - cos (q4) s i n ( q l) c o s ( q 3 ), 1] 

[ 0 , 0, 0, 0, cos (q4) c o s ( q l) cos (q3) - cos (q4) s i n ( q l) s i n ( q 3) 

- s i n ( q 4) c o s ( q l) s i n ( q 3) - s i n ( q 4) s i n ( q l) c o s ( q 3 ), 0] 

[ 1 , 0, 1, 1, 0, 0] 

x [ 1 ] 

2 2 

s i n ( q 5) ss cos(q4) ( cos (q3) + s i n ( q 3) ) x [6] 2 

- - c o s ( q 4) ( cos (q3) s i n ( q 5) ss 

r l s i n ( q 3) 

2 2 

+ s i n ( q 3) s i n ( q 5) ss + cos (q3) r r s i n ( q 5) c o s ( q 6) 

2 2 

+ cos (q3) r r cos (q5) s i n ( q 6) + s i n ( q 3) r r c o s ( q 5) s i n ( q 6) 

2 

+ s i n ( q 3) r r s i n ( q 5) c o s ( q 6 )) x [ 7 ] / ( r l s i n ( q 3 )) 

2 2 

( cos (q3) + s i n ( q 3) ) s i n ( q 4) x [ 8 ] 

r l s i n ( q 3) 

x [ 2 ] 

- cos(q5) ss x [ 6 ] 
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- (- r r s i n ( q 5) s i n ( q 6) + r r cos(qS) cos (q6) + c o s ( q 5) ss) x [7] 

x [ 3 ] 

2 

- s i n ( q 5) ss (- s cos (q3) c o s ( q 4) - r i cos (q3) cos (q4) + r i s i n ( q 3) s i n ( q 4) 

2 

- s sin(q3) cos(q4)) x [ 6 ] / ( r l s s in(q3)) - ( 

2 2 

- s cos(q3) s in(q5) ss cos(q4) - s in(q3) s sin(q5) ss cos(q4) 

+ r i s in(q5) ss sin(q4) s in(q3) - r i s in(q5) ss cos(q4) cos(q3) 

2 

- s cos(q3) r r s in(q5) cos(q6) cos(q4) 

+ r i r r cos(q5) sin(q6) s in(q4) sin(q3) 

2 

- s cos(q3) r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) 
2 

- sin(q3) s r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) 

- r i r r cos(q5) s in(q6) cos(q4) cos(q3) 

+ r i r r s in(q5) cos(q6) s in(q4) sin(q3) 

- r i r r s in(q5) cos(q6) cos(q4) cos(q3) 

2 

- s in(q3) s r r s in(q5) cos(q6) cos(q4)) x [ 7 ] / ( r l s in(q3) s) + ( 
2 2 

s in(q4) s cos(q3) + s in(q4) r i cos(q3) + s in(q4) s s in(q3) 

+ r i s in(q3) cos(q4)) x [ 8 ] / ( r l sin(q3) s) 

xi 4 ] 
(- cos(q4) cos(q3) + sin(q4) s in (q3)) sin(q5) ss x[6] 

+ ( 

s s in(q3) 

r r cos(q5) s in(q6) sin(q4) s in(q3) - r r s in(q5) cos(q6) cos(q4) cos(q3) 
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+ r r s i n ( q 5) c o s ( q 6) s i n ( q 4) s i n ( q 3) - r r cos (q5) s i n ( q 6) cos (q4) cos(q3) 

- s i n ( q 5) ss cos (q4) cos (q3) + s i n ( q 5) ss s i n ( q 4) s i n ( q 3 )) x [ 7 ] / 

( s i n ( q 4) cos (q3) + s i n ( q 3) c o s ( q 4 )) x [8] 

( s i n ( q 3) s) -

s i n ( q 3) s 

x [ 5 ] 

- x [6] - x [7] 



Annexe D 

Programme de produit intérieur 
dual 

with(Iinalg )  : 

Warning :  ne w definitio n fo r  nor m 

Warning:  ne w definitio n fo r  trac e 

#Ccilcul e (conjuque({X l  [Y,Z]>)*{U |  [Y,Z] » 

produitmixte:=proc(X,Y,Z,U ) 

t"ieta:=array(l..3,1..3) ;  d:=array(l..3,1..3) ; 

#### 

dsin:=proc(X,Y) s in( theta[X,Y] )+ epsilon*d[X,Y] *cos(theta[X,Y] ) end; 

#### 

conjdsin:=proc(X,Y) s in( theta[X,Y]) - epsilon*d[X,Y] *cos(theta[X,Y] ) end; 

#### 

dcos:=proc(X,Y) cos( the ta [X,Y] )- epsilon*d[X,Y] *s in( theta[X,Y] ) end; 

#### 

conjdcos:=proc(X,Y) cos(theta[X,Y]) + epsilon*d[X,Y] *s in(theta[X,Y] ) end; 

#### 

prdmixt:=(dsin(Y,Z))**2*conjdcos(X,U) - conjdcos(X,Y)*(dcos(Y,U) 

-dcos(Z,U)*dcos(Y,Z)) -conjdcos(X,Z)*(dcos(Z,U)-dcos(Y,Z)*dcos(Y,U)); 

#### 

prdmixtsimplif y : = simplify(prdmixt) ; 
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#### 

prdmixtsimplifyreel:=(coeff(prdmixtsimplify ,  epsilon ,  0)) ; 

#### 

coeff(prdmixtsimplify ,  epsilon ,  1) ; 

#### 

#(prdmixtsimplifyree l  +  epsilon+prdmixtsimplifydual) ; 

#### 

### # 

end ; 
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Annexe E 

Annexe du chapitre 7 - Calculs 
de mécanismes 4-barre spatiaux 

w i t h ( l i n a l g ): 

Warning: new de f i n i t i on for norm 

Warning: new de f in i t i on for t r ace 

fonnin i t iaux:=proc(n) 

## n , nombre de paramètre a r t i c u l a i r e. 

##def in i t ion des ro ta t i ons R[ i ] 

for i from 1 to n do 

R [ i ] : =ma t r i x (3 ,3 , [ ] ); 

RR[ i ] :=mat r i x (3 ,3 , [ [ cos(q [ i ]) , - s i n ( q [ i ] ) , 0 ] , [ s i n ( q [ i] ) , c o s ( q [ i ] ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 ] ] ); 

P [ i ] : =ma t r i x (3 ,3 , [ [ 1 ,0 ,0 ] , [ 0 , t au [ i ] , - s i g m a [ i ] ] , [ 0 , s i g m a [ i ], t a u [ i ] ] ] ) ; 

R [ i ] :=mu l t ip l y (RR[ i ] ,P [ i ] ) ; 

l p r i n t ( R [ i ] ) ; p r i n t ( R [ i ] ) ; 

od; 

for i from l to n do 

x i [ i ] : =vec to r (3 , [0 ,0 ,1 ] ); p [ i ] : = v e c t o r ( 3, [ a [ i ] , 0 , d [ i ] ] ) ; 

l p r i n t ( p [ i ] ) ; p r i n t ( p [ i ] ) ; 

od; 

end: 

##Generation s de s equation s linéaire s 
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e q u l i n e a i r e : = p r o c ( n) 

f o r i from 1 to n do 

R [ i ] : = m a t r i x ( 3 , 3 , [ ] ) ; 

R R C i ] : = m a t r i x ( 3 , 3 , [ [ c o s ( q [ i ]) , - s i n ( q [ i ] ) , 0 ] , [ s i n ( q [ i ] ) , c o s ( q [ i ] ) , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 ] ] ); 

P [ i ] : = m a t r i x ( 3 , 3 , [ [ l , 0 , 0 ] , [ 0 , t a u [ i ], - s i g m a [ i ] ] , [ 0 , s i g m a [ i ], t a u [ i ] ] ] ) ; 

R [ i ] : = m u l t i p l y ( R R [ i ] , P [ i ] ) ; 

l p r i n t ( R [ i ] ) ; p r i n t ( R [ i ] ) ; 

od; 

f o r i from 1 t o n do 

x i [ i ] : = v e c t o r ( 3 , [ 0 , 0 , 1 ] ); p [ i ] : = v e c t o r ( 3, [ a [ i ] , 0 , 0 ] ) ; 

p [ i ] : = a d d ( d [ i ] * m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( P [ i ] ), x i [ i ] ) , p [ i ] ) ; 

l p r i n t ( p [ i ] ) ; p r i n t ( p [ i ] ) ; 

od; 

H : = m a t r i x ( 3 , 3, [ [ 1 , 0 , 0 ] , [ 0 , 1 . 0 ], [ 0 , 0 , l ] ] ) ; p p : = v e c t o r ( 3 , [ 0 , 0 , 0 ] ); 

i f n > 4 t h en 

f o r i from 5 to n do 

M : = m u l t i p l y ( t r a n s p o s e ( R [ i ] ) , M ); 

pp := add(pp , m u l t i p l y ( M , p [ i ] ) ) ; 

od; 

e l se ; M : = m a t r i x ( 3 , 3 , [ [ 1 , 0 , 0 ] , [ 0 , 1 , 0 ] , [ 0 , 0 , 1 ] ] ); p p : = - p [ 4 ]; 

f i ; 

l p r i n t ( M ) ; p r i n t ( M ) ; 

## 1er e q u a t i on l i n é a i re 

L L [ 1 ] : = s i m p l i f y ( d o t p r o d ( m u l t i p l y ( R [ l ] , x i [ 2 ] ) , m u l t i p l y ( M , m u l t i p l y ( t r a n s p o se 

( P [ 4 ] ) , x i [ 4 ] ) ) ) - d o t p r o d ( x i [ 2] , m u l t i p l y ( P [ 2 ] , m u l t i p l y ( R [ 3 ] , x i [ 4 ] ) ) ) ) ; 

L [ l ] : = c o e f f ( e x p a n d ( L L [ l ] ) . e p s i l o n , 0 ); L L [ l ] : = c o e f f ( e x p a n d ( L L [ l ] ) . e p s i l o n , 1 ); 

## 2eme e q u a t i on l i n é a i re 



LL[2 j :=s impl i fy (dotprad(mul t ip ly ( t ranspose(P[2J) ,x i [2 ] ) ,mul t ip ly (R[3] ,p [3 ] )) 

- do tp rod (mu l t i p l y (R [ i ] , x i [ 2 ] ), mul t ip ly(M.pp)) ); 

L[2] :=coef f (expand(LL[2]) ,epsi lon,0); LL[2] :=coeff (expand(LL[2]) .epsi lon,1); 

## 3eme equation l i n é a i re 

LL[3 ] := s impl i fy(dotprod(p[2], mu l t ip l y (R [3 ] , x i [4 ] ) ) +dotprod(mult ip ly( 

R [ l ] , p [ l ] ) , mul t ip ly(H,mul t ip ly( t ranspose(P[4]) , x i [ 4 ] ) ) ) ) ; 

L[3] :=coef f (expand(LL[3]) ,epsi lon,0); LL[3] : = coef f (expand(LL[3] ) .eps i lon,1); 

### 4eme equation l i n é a i re 

LL[4 ] :=simplify( do tp rod (mu l t i p l y ( (R [ i ] ) , p [ l ] ), mult iply(M,pp)) + dotprod 

(p[23, nml t ip ly (R[3 ] ,p [33) ) ); 

L[4] :=coef f (expand(LL[4]) ,epsi lon,0); LL[4]: = coef f (expand(LL[4] ) .eps i lon,1); 

####les pa r t i es d ro i t es des equat ions r 

r : = v e c t o r ( 4 , [ ] ); UU:=vector(4, [ ]) ; r r : = v e c t o r ( 4 , [ ] ); 

rCl] := -s imp l i f y (coe f f (coe f f (coe f f (coe f f (expand(L [ l ] ) , s in (q [ l ] ) ,0 ) ,cos (q [ l ]) 

, 0 ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) . c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

r r [ l ] : = - s i m p l i f y ( coe f f (coe f f (coe f f (coe f f (expand(LL [ i ] ) , s in (q [ l ] ) ,0 ), 

c o s ( q [ l ] ) , 0 ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

#### 

r [2 ] := coef f ( (expand(-dotprod(x i [2 ] ,mul t ip ly (P[2 ] ,p [2 ] ) ) -dotprod(x i [2] , 

p [ i ] ) ) ) , eps i l on ,0 ) - s imp l i f y( coef f (coef f (coef f (coef f (expand(L[2]), 

s i n ( q [ l ] ) , 0 ) , c o s ( q [ l ] ) , 0 ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

r r [ 2 ] :=coef f ( (expand(-dotprod(x i [2 ] ,p [2] ) -dotprod(x i [2] , p [ l ] ) ) ) . e p s i l o n , 1) 

-s impl i fy(coef f (coef f (coef f (coef f (expand(LL[2] ) ,s in(q[ l] ) , 0 ) , cos (q [ l] ) , 0 ), 

s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

#### 

r [ 3 ] : = coef f ( (expand(dotprod(pp,mul t ip ly(M.mul t ip ly( t ranspose(P[4] ) ,x i [4 ] ) )) 

- do tp rod (p [3 ] , x i [ 4 ] ) ) ) , eps i l on ,0) -s impl i fy( coef f (coef f (coef f (coef f( 

e x p a n d ( L [ 3 ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 0 ) , c o s ( q [ l ] ) , 0 ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

r r [ 3 ] : = coeff((expand(dotprod(pp, mu l t i p l y (M.x i [4 ] ) ) -do tp rod (p [3 ] , x i [ 4 ] ) ) ), 

eps i lon ,1) -s impl i fy (coef f (coef f (coef f (coef f (expand(LL[3 ] ) ,s in (q [ i ] ) ,0 ), 

c o s ( q [ l ] ) , 0 ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

#### 
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r [ 4 ] : = c o e f f ( ( e x p a n dí 1 /2 * (do tp rod (pp .pp) + d o t p r o d ( p [ l ] , p [ l ] ) - d o t p r o d ( p [ 2 ], 

p [ 2 ] ) - d o t p r o d ( p [ 3 ] , p [ 3 ] ) ) ) ) , e p s i l o n , 0 ) - s i m p l i f y ( c o e f f ( c o e f f ( c o e f f ( c o e ff 

( e x p a n d ( L [ 4 ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 0 ) , c o s ( q [ l ] ) , 0 ) , s i n ( q [ 3] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

r r [ 4 ] : = c o e f f ( ( e x p a n d ( l / 2 * ( d o t p r o d ( p p , p p) + d o t p r o d ( p [ l ] , p [ l ] ) - d o t p r o d ( p [ 2 ], 

p [ 2 ] ) - d o t p r o d ( p [ 3 ] , p [ 3 ] ) ) ) ) , e p s i l o n , l ) - s i m p l i f y ( c o e f f ( c o e f f ( c o e f f ( c o e ff 

( e x p a n d ( L L [ 4 ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 0 ) , c o s ( q [ l ] ) , 0 ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 0 ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 0 ) ); 

## c o n s t r u c t i on de l a m a t r i ce des c o e f f i c i e n ts par r a p p o rt aux s i n ( q [ l ] ) 

## et c o s ( q [ i ] ), 

s i n ( q [ 3 ] ), c o s ( q [ 3 ]) 

M L : = m a t r i x ( 4 , 4 , [ ] ) ; M L L : = m a t r i x ( 4 , 4, [ ] ) ; 

ML [1 ,1 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ l ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

MLL [1 ,1 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ l ] ) , s i n ( q [ i ] ) , 1 ) ); 

ML [1 ,2 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ l ] ) , c o s ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

MLL[1 ,2 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ 1 ] ) , c o s ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

ML [1 ,3 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ l ] ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 1 ) ); 

MLL [1 ,3 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ l ] ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 1 ) ); 

ML [1 ,4 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ l ] ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 1 ) ); 

MLL[1 ,4 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ l ] ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 1 ) ); 

ML [2 ,1 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ 2 ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

MLL[2 ,1 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ 2 ] ) , s i n ( q [ l ]) , 1 ) ); 

ML[2 ,2 ] :=s i rap l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ 2 ] ) , c o s ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

MLL[2 ,2 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ 2 ] ) , c o s ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

ML [2 ,3 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ 2 ] ) , s i n ( q [ 3 ] ) , 1 )) ; 

MLL[2 ,3 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ 2 ] ) , s i n ( q [ 3] ) , 1 ) ) ; 

ML [2 ,4 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ 2 ] ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 1 ) ); 

MLL[2 ,4 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ 2 ] ) , c o s ( q [ 3 ] ) , 1 ) ); 

ML [3 ,1 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ 3 ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

MLL [3 ,1 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L L [ 3 ] ) , s i n ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

ML [3 ,2 ] :=s imp l i f y ( c o e f f ( e x p a n d ( L [ 3 ] ) , c o s ( q [ l ] ) , 1 ) ); 

MLL [3 ,2 ] :=s imp l i f y ( coe f f (expand(LL [3] ) , c o s ( q [ l] ) , 1 ) ) ; 



HL[3,3]:=simpli fy( coef f (expand(L [3J) ,s in (q [3J) ,1 ) ); 

MLL[3,3]:=simplify ( coef f (expand(LL[3] ) ,s in(q[3] ) ,1)) ; 

ML[3,4]:=simplify ( coef í (expand(L [3 ] ) ,cos(q [3 ] ) ,1 ) ); 

MLL[3,4]:=simplify ( coef f (expand(LL[3] ) ,cos(q[3] ) ,1) ); 

ML[4,1]:=simplify ( coe f f (expand(L [4 ] ) , s in (q [ i ] ) ,1 ) ); 

MLLE4,1]:=simplify( coef f (expand(LL[4] ) ,s in(q[ l] ) , 1 ) ); 

ML[4,2]:=simplify ( coe f f (expand(L [4 ] ) ,cos(q [ l ] ) ,1 ) ); 

MLL[4,2]:=simplify ( coef f (expand(LL[4] ) ,cos(q[1] ) ,1) ); 

ML[4,3]:-simpl i fy ( coe f f (expand iL [4 ] ) , s in (q [3 ] ) ,1 ) ), 

MLL[4,3]:=simplify ( coef f (expand(LL[4 ] ) ,s in (q [3 ] ) ,1 ) ); 

ML[4,4]:=simplify ( coef f (expand(L[4 ] ) ,cos(q [3 ] ) ,1) ); 

MLL[4,4]:=simplify ( coef f (expand(LL[4] ) ,cos(q[3] ) ,1) ); 

lpr int(ML) ; print(ML) ; 

l p r i n t ( r ) ; p r i n t ( r ) ; 

lprint(MLL) ; print(MLL) ; 

l p r i n t ( r r ) ; p r i n t ( r r ) ; 

### 

U:=l insolve(ML,r); 

l p r i n t ( s i n ( q [ l ] ) ) ; p r in t ( fac to r (s imp l i f y (U [ l] ) )) ; 

l p r i n t ( c o s ( q [ 1 ] ) ); p r i n t ( f a c t o r (s impl i fy(U[2]) ) ) ; 

l p r i n t ( s i n ( q [ 3 ] ) ); p r i n t ( fac to r (s imp l i f y (U [3 ] ) ) ); 

l p r i n t ( c o s ( q [ 3 ] ) ); p r i n t ( fac to r (s imp l i f y (U [4 ] ) ) ); 

end: 


