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Résumé

L'objectif de cette thése est ’étude du comportement cinématique des mécanismes bouclés
de corps rigides. Le modéle mathématique d’un tel mécanisme est l’équation de fermeture
flg1.- . qm) = € ou q1,- -, ¢gm sont des coordonndes articulaires et f est une fonction analy-
tique a valeur dans un groupe de Lie. L'étude des propriétés cinématiques se rameéne a celle de
I’ensemble des configurations admissibles f~!(e) qui est une sous-variété dans le cas régulier oll
f est une subimmersion. Par contre, I’étude est beaucoup plus difficile lorsque f possede des
singularités.

On utilise comme outil fondamental le formalisme de la géométrie différentielle des groupes
de Lie pour le group des déplacements et la structure de A - module de son algébre de Lie, ceci
permet une écriture simple et condensée des équations de la cinématique et facilite leur traitement
symboligque.

Nous avons montré que l'analvse au deuxieme ordre de 1'équation de fermeture est suffisante
pour les mécanismes 6R paradoxaux. Un algorithme d’évaluation du rang d'un ensemble de
champs antisymétriques (équiprojectifs) est développé et est utilisé pour étudier les processus de
génération des sous algébres de Lie. Nous avons proposé également des méthodes de cinématique
inverse pour des mécanismes spatiaux, ces méthodes permettent de résoudre I'équation de fer-
meture indépendamment d'un choix des coordonnées et d 'obtenir des conditions nécessaires et
suffisantes de résolution: notamment, la méthode simplifie considérablement la procédure de
résolution pour les mécanismes 6R. spatiaux.

Abstract

The aim of this work is the study of the kinematic behavior of the closed mechanisms com-
posed of rigid bodies. The mathematical model of such a mechanism i1s the closure equation
flgi,---,gm) = e where ¢, -+, ¢m are the articulate coordinates and f 1s an analytic function
valued in the Lie displacement group. The study of the kinematic property lies to the one of the
set of admissible configurations f~*{¢} which is a submanifold in the regular case where f is a
subimmersion however, the rescarch is much more difficult when f has some singularities.

We use as a fundamental tool the formalism of the differential geometry of the Lie groups for
the displacement group and the A - modulo structure of its Lie algebra. that permits a sumple
and condensed writing of the kinematic equations and makes easier their symbolic treatment.

We have demonstrated that the analyze of the closure equation up to the second order is
sufficient for the 6R paradoxical mechanisms. An algorithm to estimate the rank of a set of
skew-symmetric fields is developed and the generations of Lie sub algebra are studied using this
algorithm. We have proposed also some methods for inverse kinematic for the spatial mechanisms
permitting to solve the closure equation independently of the choice of coordinates and to obtain
the necessary and sufficient conditions for the solutions. Especially, the method for the spatial
6R mechanisms simplify considerably the procedure of resolution.






TABLE DES MATIERES

1

Table des matiéeres
Introduction 7
0.1 Etude algébrique de I'équation de fermeture . . . . . .. . .. .. ... 8
0.2 Calcul des champs antisymétriques avec les nombres duaux . . . ... ... . ... 9
0.3 Solutions analytiques des mécanismes fermés . . . . . .. . ... ... ... ... 10
1 Concepts et outils mathématiques 15
1.1 Introduction . . . . . . . . . ... e 15
1.2 Espace affine euclidien et déplacements . . . . . . . ... ... 0oL 16
1.2.1 Espace affine euclidien . . . . . . ... ..o 16
1.2.2 Déplacements dans l'espace affine euclidien . . . . . . . .. ... ... 17
1.2.3 Classification des déplacements . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 18
1.3 L'algébre des champs antisymétriques . . . . . . . . . .. ... ... 19
1.3.1 Définition des champs antisymétriques . . . . . . . . . . . ... ... ... 19
1.3.2 La représentation adjointe de D(E) sur @ . . . . ..o oL 22
1.3.3 Laformede Kleinet 'axecentral . . . . . . ... ... .. ... ... ..., 23
1.34 Structure de I'algébre de Liede © . . . . . ... ... o000 23
1.4 Les nombres duaux et ies champs antisvmétriques . . . . . . . .. ... ... ... 24
1.41 Nombredual . . . ... ... 24
14.2 Multiplication des champs antisymétriques par les nombres duaux 25
1.4.3 La représentation adjointede ® . . . . . . . ..o 000 26
1.4.4 Exponentielles des champs antisymétriques . . . . . . . . . . .. ... . .. 7
1.4.5 Déplacement dans 'ensemble d'application linéaire . . . . . . . . .. . ... 27
1.4.6 Représentation des quaternions duaux et des applications adjointes . . . . . 30
2 Modélisation des systémes mécaniques - étude cinématique 33
2.1 Notionde hason . . . . . . .. . L 33
2.1.1 Liaison entre deux corps, degré de hiberté . . . .. . . . ... ... ... 33
2.1.2 Représentation des déplacements avec sous groupe a un parametre . . . . . 35
2.1.3 Classification des chaines cinématiques et sous-groupes de Lie . . . . . . . . 35
2.1.4 Notion de graphe d'un mécanisme . . . .. .. ... L, 36
2.2 Traitement des mécanismes bouclés . . . . . . ... o000 o000 37
2.2.1 Description du probleme, équation de fermeture . . . . . . .. ... . 38
2.2.2 Diflérentiabilité de ’équation de fermeture . . . . . . . . . o000 40
2.2.3 Différentielle de I’équation de fermeture au premier ordre . . . . .. . . . . 41
2.2.4 Etude locale de fla) - o 44



TABLE DES MATIERES

2.25 Dériveed'ordre 2 . . . . .. L L 45
2.2.6 Configuration singuliere . . . . . .. .00 L oo 48
2.2.7 Lesmécanismes plans . . . . .. L0 Lo 49

3 Condition de transversalité et mécanismes 55
3.1 Sous variétés et I'espace tangent . . . . . ... ..o 55
3.1.1 Définition de sous-variété . . . . . ... ..o 55
3.1.2 Espace tangent & une sous-variété . . . . . .. ... ... 59

3.2 Théoremes de transversalité . . . . . . . . ... 00000 oL 59
3.3 Etude des mécanismes 6R spatiaux . . . . ... ... 63
3.3.1 6R espace de Wohlhart . . . ... ... ... 0oL 63
3.3.2 Application de condition de transversalité . . . .. . .. .. ... ... . 65

3.4 Exemples . . . . e 67
3.4.1 Les quatre-barres paralleles . . . . ... ... ..o 0oL 67
3.4.2 Un mécanisme de Bricard . . . . . ... .. oL 70
3.4.3 Un exemple de mécanisme de Bennett . . . . . . . . ... ... ... ... 73
3.44 Lasahiére de Papegay . . . . . . . . .. oL 76
3.4.5 Mécanisme parallele . . .. . ... 0oL oL o 78

3.0 Conclusion . . . . . L e 80
Etude du rang d’ensemble de champs antisymétriques sur A 83
4.1 Introduction . . . . . . .. .. 84
4.1.1 Définition d'une base de D sur A . . .. Lo 84
4.1.2 Changement de basesur A . . . . . ... e 86

4.2 Probléme du rang d’un ensemble de champs antisymétriques . . . . . .. . ... .. 87
4.3 Lecasrta =3 . . . . 93
4.3.1 Conditionde rang . . . . . . .. ..o 93
4.3.2 Sous-algébre engendrée . . . ... Lo g5

44 Lecasra =2 . . e 98
441 Conditionderang . . ... .. .. L Lo 98
4.4.2 Sous-algébre engendrée . . . .. ..o 160

45 Lecasra =1 . . . . . .o . 103
4.5.1 Conditionde rang . . . . . ... L 103
4.5.2 Sous-algébre engendrée . . . .. ..o 0L 105
453 Lecasra =0 . ... . . Lo 107
Equation de fermeture d'ordre supérieur a2 . . . . . .. ... L 109

T Conclusion . . . .0 111
Probléme de singularité 115
5.1 Classtfication des singularités . . . . . . . . ... .00 116
5.1.1 Singulanitésde type 1 . . . . .. 0oL 116
5.1.2 Singularitésde type I . . . . . . . . ..o 117
5.1.3 Singularités de type Il . . . . . . . ... 117

5.2 Définition de la famille d’équations de fermeture . . . . . . . ... .. .. 117
5.2.1 Matrice jacobienne . . . . ... L 119
5.2.2 Analyse des vitesses . . . . . . . . . ..o 122



TABLE DES MATIERES 3

5.2.3 Analyse des accélérations . . . . . .. e 123

6 Solution analytique des mécanismes bouclés —~ 1 125
6.1 Introduction . . . . . . .. Lo 125
6.2 Presentation des probléemes . . . . .. o000 0oL 126
6.2.1 Déplacement d’un mécanisme fermé . . .. . ... . ... 128

6.3 Meécanismes plans et hélicoldaux . . . . . . . ... ... 130
6.3.1 Exemples des mécanismes plans et hélicoidaux . . . . . . ... ... . ... 130

6.4 Déplacements hélicoddaux . . . . . . . ... oL Lo 141
6.5 Produit de deux déplacements hélicoidaux . . . . . . ... ... ... ... . ... 144
6.6 Produit de trois déplacements hélicoidaux spatiaux . . . . . .. .. ... ... ... 148

6.6.1 Condition pour qu’un déplacement hélicoidale puisse étre décomposé en

produit de trois déplacements hélicoidaux . . . . . .. . ... .. .. ... 149

6.6.2 Reésolution. . . . . . ... 152
6.6.3 Anpalyse lecassingulier . . . . ... .. oL oL 155
6.6.4 Anglesde Briant . . . . . ... 161
6.6.5 Angles d’Eulerduaux . . . .. ..o 162

7 Solution analytique des mécanismes bouclés — I1 165
7.1 Groupe invariant et produits scalaires . . . . . .. ... .. L. .. . 165
7.2 Résolution des équations de fermeture . . . . . . ..o 166
7.2.1 Expression explicitede gy et g3 . . . . . . . . ... 167
7.2.2 Expression explicitede gaet qq4 . . . . . .. .o 169
7.23 f)quivalence entre les solutions analytiques et les équations de fermeture . . 170

7.3 Utilisation les parameétres de Denavit-Hartenberg . . . . . . . . . . ... . . ... 171
7.3.1 Expression explicite des parameétres articulaires dépendants . . . . . . .. 173

7.4 Analyse des mécanismes quatre barres spatiaux . . . . ... . .. 175
7.4.1 Mécanisme de Bennett . . . . .. ... Lo 176
7.4.2 Le mécanisme sphérique . . . . . . . . ... oL 179
7.4.3 Analyse des configurations singulieres . . . . . ... 000 182

7.5 Un mécanisme 6R spatial — un mécanisme de Bricard . . . . . . . .. ... . .. 182
8 Un algorithme de cinématique inverse des mécanismes 6R spatiaux 187
8.1 Introduction . . . . . . . . . ... 187
8.2 Résolution de 1'équation de fermeture . . . . . .. o000 0oL 187
8.2.1 Evaluation de l'opérateur intermédiaire R . . . . . . .. . . . ... ... . . 188
8.2.2 Evaluationde g1, g2, €t gg - . . . . . . 190
8.2.3 Evaluation de g3, Ga €Y g5 . .. 191
8.2.4 FEquivalence de I’équation de fermeture et les solutions analytiques . . . . . 191

8.3 Utilisation des parametres de Denavit-Hartenberg . . . . . . . . . . .. .. . .. 193
8.3.1 FEvaluation de Popérateur R . . . . . . . . . ... o 193
8.3.2 Evaluation de G126 Q6 o o o 194
8.3.3 Evaluationde gs, qaet gs - . . . . . .. 195

Conclusion 197



TABLE DES MATIERES

Annexe du chapitre 4

Al r=ra=3 . . ... e
A2 r=ra=2 . e

Annexe du chapitre 6

B.l la matrice jacobienne de quatre barres . . . . . .. .. ..

B.2 la matrice jacobienne de cing barres . . . . ... ... ..

Dérivée d’ordre 2 et la condition de transversalité

C.1 Code de calcul MAPLE . . . ... ... .. ..... ...
C.2 Description d’un systéeme mécanique . . . . . . . .. . ..
C.3 Dérivée d’ordre 2 de I’équation de fermeture . . . . . . . .
C.4 Verification de la condition de transversalité . . . . . . ..
C.5 Les vecteurs durobot DELTA . . . . . . . ... ... ...

C.5.1 Un mécanisme paralléle . . . . . . ... ... . ..

Programme de produit intérieur dual

203

.............. 203
.............. 204

Annexe du chapitre 7 — Calculs de mécanismes 4-barre spatiaux 227



TABLE DES MATIERES 5

Notations
Sympole Signification
Jis3 Ensemble de nombres réels.
A Ensemble de nombres duaux.
D) Groupe de déplacement qui est un groupe de lie,
D Algébre de Lie de &,
Ad Application adjointe de groupe D.
ad Application adjointe d’algébre D.
£ Elément neutre du groupe de déplacement .
A, B Déplacements, éléments de [
X, Y. Z Fléments de D.
Ll Crochet de Lie de D.
{1} Produit mtérieur dual canonique de D a valeur dans A.
(1 La forme de Killing.
1 La forme de Klein.
L(®) L’ensemble des applications adjointes.
R Déplacement hélicoidale, élément de L{D).
R Partie rotoide de R, opérateur spéciale orthogonale.
S Systeme de mécanisme de solides rigides,
m Le systeme 8§ composé de m corps solides rigides.
Cr Le k-éme corps dans le systeme S,
In La k-éme liaison du systeme S,
qk le parameétre de rotation de la k-éme liaison,
d le parametre de translation de la k-éme liaison,
q le vecteur de parametre de rotation dans le systéme S,
d le vecteur de parameétre de translation dans le systéme S,
f Fonction de fermeture des parametres articulaires qui est dans .
F Fonction de fermeture sous forme des applications adjointes.
M Ensemble des configurations cinématiquement admissibles.
A Ensemble des configurations singuliéres. Sous ensembie de M.
Ex k-éme générateur de déplacement qui est dans D.
Lk k-eme vecteur associé au i-eme générateur i.

Ensemble des vecteurs du systéeme mécanique §.

Nombre d'élément lineéairement indépendants sur I de I'ensemble p.
Espace engendré par les vecteurs p.

Une base de p sur R.

Sous-algebre engendrée par ;.

Dimension de &,.

Supplémentaire de §, dans G,.

Le noyau de f'(q) dans R™.

Le supplémentaire de Ry dans R™.

Ensemble des indices d’élément de §,.

Une base de u.

Ensemble des indices d’éléments linéairement dépendants de p par rapport a g,
Ensemble des indices de &, /3.

{ttarbiv}a, Unpe base de &,.

tn b R~
oF &

fE8

A :"?D
k_.Q
h«—/%
»

n Degré de liberté du systeme mécanisque S.

co Coordonnés de vecteur y; par rapport 4 la base {fia}a-
J Matrice jacobienne de la fonction de fermeture f(g).
g%, q q* = {q¥, -+, q%} parametres articulaires d’entrée.

q°. s q° = {q}.---.¢"} paramatres articulaires de sortie.

q', w q° = {q}, -, gl _on} paramatres articulaires de sortie.



TABLE DES MATIERES

A Matrice jacobienne de la fonction de fermeture f par rapport aux ¢°.
. B Matrice jacobienne de la fonetion de fermeture f par rapport aux ¢7.

QW Fonction de parameétre intermédiaire par rapport aux parameétres actionnaires qui est de
dimension m — 2n.

Q.S Fonction de parameétres passifs par rapport aux parameétres actionnaires ¢?.

My Ensemble des configurations singuliéres de type 1.

My Ensemble des configurations singuliéres de type IL

Mg Ensemnble des configurations singuliéres de type I11.

{£.n.¢} Une base de D sur A.

X {Xy. -+ X/}, ensemble de champs antisymétriques dont le nombre d’élément est m.

€ Unité de nombre duaux.

La {Xa}ia=1, ..ray, une liste libre maximale de X' de dimension ra.

Ly {Xg}yp=1,...-}. ensemble de champs antisymétriques linéairement indépendants sur F. qui
forment une base de I'espace engendré par X de diumension r.

X; Elément de X' qui ne sont pas dans Lg nt de La.

Ba {Y1,Y2. Y3}, Une base de D sur A,

5 Coordonnées duales de X, par rapport a la base Ba.

2P Les parties réelles de z7.

zpe Les parties duales de 2.

3 La matrice constituée par les coordonnées duales de X; par rapport a la base Ba, pour
i:rA+l,--~,m‘

3 La matrice réelle de 3.

3° La matrice duale de 3.

3

Ensemble engendré par i-ordre crochet de Lie.
Lonts Ensemble des opérateurs antisymétriques.
Lyym Ensemble des opérateurs symétriques.



Introduction

-1

Introduction

L un des objectifs de recherche en mécanique est I’analyse mathématique du comportement
des mécanismes articulés, d’expliquer ce comportement par des modélisations et afin de faire des
prévisions ou de le reproduire par la commande. L’entrelacement entre différentes disciplines des
sciences appliquées et la complexité croissante des systémes font de [’étude mathématique des
modeles, coordonnée avec I'informatique, un outil indispensable dans cette recherche. Cette com-
plexité croissante des systémes mécaniques, la variété des domaines d’application des systémes
articulés en mécanique et le progres des outils informatiques exigent une adaptation permanente
de la formalisation mathématique et ia conception de nouveaux algorithmes de calcul du com-
portement de tels systémes.

Dans cette these, on va étudier la cinématique des mécanismes de solides rigides en boucles
fermeées en utilisant la theorie des groupes. Le but principal est le développement des outils
nécessaires a l'élaboration des algorithmes pour le calcul du modéle cinématique des mécanismes
bouclés, la conception et la réalisation des outils informatiques basés sur le logiciel de calcul
formel Maple. Un tel probléeme n’est pas encore totalement résolu et mérite d’étre étudié.

La robotique est un domaine dans lequel la présence de mécanisme bouclé est trés fréquente.
La recherche contemporaine dans ce domaine concerne trois grandes catégories de problémes de

cinematique.

- Cinématique directe
tous les déplacements des couples cinématiques relatives sont donnés, les positions de chaque
corps {v compris |'organe terminale) sont a déterminer. Ce type de probléeme peut etre résolu

facilement en utilisant des méthodes classiques

- Cinématique inverse :
la position et }'orientation de |'organe terminale sont données, on doit trouver les déplacements
relatives des couples cinématiques. Le probleme cinématique mnverse est beaucoup plus dif-

ficile & résoudre & cause de la non linéarité et de la complexité des équations.

- Méthode différentielle
Nous étudions les propriétés cinématiques en dérivant le modéle mathématique du mécanisme
au voisinage d 'une configuration donnée. Le défaut de cette méthode est quon ne peut pas

faire une analyse globale de I'ensemble des configurations admissibles.

Pour réaliser la recherche dans ce domaine, les théories algébriques (théorie des vis), les
nombres duaux et les quaternions duaux sont des outils mathématiques souvent utilisés par les

chercheurs.



8 Introduction

La partie mathématique de cette these poursuit des travaux de J.M. Hervé, A.Karger et
D.Chevallier sur la modélisation des systemes articulés a 'aide de la théorie des groupes et
I'algébre de Lie [Her78], [KN78] et [Che86].

Dans son article (Her78], J.M.Hervé a exposé la représentation formelle des lialsons dans les
couples cinématiques par des sous groupes de déplacements. Dans cette article, le probleme de
la détermination systématique et rationnelle du degré de liberté des mécanismes est envisagé en
associant a tout ensemble de positions susceptibles d’étre prises par un corps rigide, un sous-
ensemnble non vide du groupe des déplacements. La structure algébrique de groupe de ’ensemble
des déplacements permet atnsi de définir les liaisons mécaniques et d’en exprimer les propriétés
princtpales,

Dans ses travaux {Che86} [Chedl}, D.Chevallier a exposé les aspects algébriques du groupe
I des déplacements et la structure de variété différentielle de l'espace § des configurations d’un
solide et les relations entre 1'algébre de Lie, les nombres duaux et les quaternions duaux, et la
cinématique.

Nous prolongeons aussi les travaux sur la géométrie différentielle et la cinématique des mécanismes
fermés de J.Lerbet [Ler87] et [Ler92].

Cette theése contient trois aspects. le premier est ['étude algébrique de 1'équation de fermeture:
le deuxiéme aspect est I'étude de rang d'un ensemble de champs antisyméiriques; le dernier est

consacré & |'étude des solutions analytiques des mécanismes fermés.

0.1 Etude algébrique de I’équation de fermeture

Cette partie contient les chapitres 1. 2 et 3. Dans le premier chapitre, je présente des outils
mathémaltiques qui sont nécessaires par la suite. Grace a 'opérateur €2, inventé par D.Chevallier [Che91],
Jintroduis la formule d'Olinde-Rodrigues généralisée pour présenter un déplacement hélicoidale
R, qui sera utihisé trés souvent dans les calculs.

Il existe une surjection entre un quaternion dual q et un opérateur R associés au meme
déplacement. En définissant |'opérateur syimetrique s et {‘operateur antisymetrique a assoclés a
K. je trouve des relations entre le quaternion dual q et I'opérateur R, grace a ces relations, on
peut évaluer l'axe. I'angle et la translation associés au déplacement représenté par K

L’étude cinématique des mécanismes fermes nous conduit a étudier 1'équation de fermeture
flgr. - .qm) = €. 0ug. -, gm sont les coordonnées articulaires et f est une fonction analytique
a valeur dans le groupe des déplacements. L'ensemble des configurations cinématiquement admis-
sibles du mécanisme est la partie A = f7!(¢} et c'est une sous variété de ™ dans le cas régulier
ol f est une subimmersion: ce cas est completement étudié par les chercheurs. Notamment par J
Lerbet qui. dans sa thése, a expos¢ une recherche des approximations de ['équation de fermeture
sous ['hypothese que M est une sous variété de B™.

Par contre, I'étude est beaucoup plus difficile lorsque f posséde des singularités, par exemple
dans le cas de “la saliere”{voir le chapitre 3 et 7} et de certains mécanismes quatre barres plans
------ . Pour de nombres mécanismes, en certaines configurations, f n'est pas une subimmersion,
la méthode classique de la géométrie différentielle n'est plus valable et l'on ne peut affirmer
simplement que M est une sous variété, L'étude de 1'équation de fermeture au premier ordre est
alors insuffisante pour déterminer le comportement cinématique des mécansmes bouclés, ce qui

nécessite 1'étude de 'équation de fermeture aux ordres supérieurs. Une analyse plus fine utilisant
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la théorie de transversalité est nécessaire.

Dans le chapitre 2, je fais d’abord un rappel bref sur la these de J Lerbet, ensuite, je développe
une forme simplifiée de I'approximation de second ordre lorsque les r premiers éléments du premier
ordre forment une base de !'espace F, engendré du premier ordre de 'équation de fermeture.
J’analyse également les mécanismes plans, on montre que la forme de ’approximation au deuxiéme
ordre étant dans §, est suffisante pour que les mécanismes plans soient “réguliers”, si {’on souhait
classifier les singularités, 'étude au second ordre devient insuffisante, la classification dépend
semble-t-il du nombre de corps qui composent le mécanisme.

Le chapitre 3 est consacré a l'application de transversalité aux mécanismes. Je traite des
exemples analysant I'équation de fermeture au premier et au second ordre, en examinant également
st la condition de transversalité est ou non vérifiée. Comme on le montre, la condition que la
dérivée seconde de f applique le noyau f' dans F, est une condition nécessaire pour que M soit
une sous variété de R™.

D’autre part, la condition de transversalité est suffisante pour que les classes de rang r de f
solent des sous variétés de R™. J'utilise cette propriété pour étudier les mécanismes 6R spatiaux
possédant un degré de liberté. Je montre que dans ce cas particulier, la condition de transversalité
est toujours vérifiée, et la classe de f est égale 4 ’ensemble des configurations cinématiquernent

admissibles Af, de plus. ce qui montre que M est une sous variété de R™.

0.2 Calcul des champs antisymétriques avec les nombres
duaux

Le mathématicien William Kingdon Clifford (1845-1879) dans [Cli73] et [Cli78] a introduit une
idée tres originale dans la théorie des “motor” qui réside dans I'utilisation d’un certain opérateur
nilpotent du second ordre qui permet d’exprimer symboliquement un “motor” (X, X} sous forme
d'un vecteur spécial.

A la suite des travaux de W. K. Clifford, et en se basant sur les travaux de Ball et Zan-
chevskiy sur la théorie des vis et de Kotelnikov sur 1'application des nombres duaux a la théorne
des vecteurs. F.M Dimentberg a largement développé I'application du calcul dual sur les vis au
traitement des problemes de cinématique {Dim65]. Dans de récents travaux, plusieurs auteurs
G.R. Veldkamp [Vel76], K. Sugimoto et J. Duffy [SD82], A.K. Pradeep, P.J. Yoder et R. Mukun-
dan [PYMB89], D. Chevallier {Che91]. A. Hamlili [Ham93] ont proposé des présentations modernes
des applications de tels nombres en cinématique.

Nous considérons d'abord le 4-barre plan articulé, il a 4 couple de rotations dont les axes sont
paralléls. c’est dans ces conditions que le mécanisme fonctionne, si 'on change la direction de 'un
des 4 axes, le mécanisme ne fonctionne plus. Cet exemple simple nous montre que la mobilité a
changé quoique le nombre d’'éléments et de couples cinématiques soit resté ie meme. Cela permet
de saisir I'importance de la configuration des axes de déplacement dans le cas général d'une chaine
cinématique a couples de meme piéces.

L’ étude de la configuration des axes de déplacement d'un mécanisme est équivalent a celle de
rang d'un ensemble de champs antisymétriques qui sont en réalité les éléments du premier ordre
de 1'équation de fermeture.

Dans les méthodes existées, le rang d’un tel ensemble est évalué en calculant le déterminant de
la matrice formée par cet ensemble. Ces méthodes classiques sont en général trés sophistiquées,

il faut intervenir tous les coordonnées de chaque élément.



10 Introduction

On se propose d’'etudier le rang d’un ensemble de champs antisymétriques. j'introduis ict
un nouveau algorithme plus perfermant en utilisant la théorie de Lie et les nombres duaux.
Le principe de 'algorithme est d utiliser une premiére étape consistant a calculer un rang en
dimension trois sur les nombres duaux, ce qui peut étre résolu facilement.

Pour faire une analyse plus précise, je définis la notion d'une liste libre maximale d'un ensemble
de champs antisymétrique X sur A, tous les cas particuliers sont classés suivant le nombre
d’éléments ra d'une liste hibre maximale et le rang » de A",

Cet algarithme permet de déterminer le rang d’un ensemble et les rang des ensembles de
crochet de Lie du i-éme ordre qui s’en déduisent. Ainsi on réussit & analyser les sous algébre de
Lie engendrées par ces ensembles, et 1'on montre que le sous ensemble du 4-éme ordre engendre
toujours une sous algebre de Lie. Dans le cas ol les “pas™ des champs antisymétriques sont nuls,
le sous ensemble du 3-éme ordre engendre toujours une sous algébre de Lie

Dans la partie qui sult, on met en évidence des mécanismes correspondants aux cas particuliers

rencontrés dans le chapitre 4.

0.3 Solutions analytiques des mécanismes fermés

La recherche de solutions analytiques pour les mécanismes, en particulier pour les mécanismes
fermés. fait partie de la cinématique inverse et a retenu beaucoup d'attention de la part des
chercheurs depuis des années.

Les premiéres méthodes générales de solution de la cinématique inverse remontent semble-t-il
a 1964, et ont été proposées par J.J. Uicker, J.Denavit et R.S.Hartenberg [UDH64)], qui ont décrit
le probléme par un systéme d'équations nen linéaires surcontraint. Les solutions proposées font
appel 3 des méthodes numeériques partant d'une valeur mmitiale approchée.

La premiere solution compléte, ¢’est-a-dire donnant toutes les configurations, pour les mécansmes
spatiaux 6R a é1é trouvée par L.3W .Tsai et A Morgan en 1985 [TM85]. Le probleme a été for-
malisé par un systeme de huit équations du deuxieme degré avec huit inconnus, leur expérience
suggéralt qu'il ¥ a seulement 16 solutions pour un tel mécanisme.

La solution exacte et compiéte de la cinematique inverse des mécanismes TR {ermés spairaux
a été donnée par H.Lee et C.(i. Liang [LL&R]. lis ont développé un polynome de 16-2me degré par
rapport a la tangente du demi angle d'un parametre articulaire.

D autre part. AT . Yang a proposé des méthodes basées sur les quaternions duaux [Yan63).
Plusieurs auteurs J. Duffv et H. Y Habib-Olahi [DHOT1a) [DHO71b] [DHOTIc]. B.Roth et M.
Raghavan [RR90]. R.Manseur {Man82} et M.Ghazvini {Gha93] ont proposé ['emplois de méthodes
svmboliques,

Pour résoudre ce probleme. il est téressant d'obtenir une équation algébrique concernant
la position et l'orientation des actionneurs et un seul parametre articulaire inconnu On peut
trouver toutes les solutions possibles de cette maniére. Mais s'il est évident que les conditions sont
nécessaires, la réciproque, c'est-a-dire le caractere suffisant de ces conditions n’'est généralement
pas €tudiée de facon rigoureuse.

Dans cette partie. j'introdws une nouvelle approche utilisant le langage algébrique. ce qui nous
permet d obtenir des conditions nécessaires et suffisantes sous forme simple et indépendantes des

coordonnées choisies. les conditions peuvent etre exprimeées sous formes explicites en cas de besoin

Le chapitre 5 est consacré au probléeme de singularité
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On prepose une méthode simplifiée, basée sur celle de C. Gosselin et J. Angeles [GA90],
pour distinguer les différents types de singularités en divisant la matrice jacobienne en blocs,
ce qui permet d'éliminer les points singuliers artificiels (ou points singuliers résultant dn choix
des coordonnées) qu sont parfois confondus avec les véritables points singuliers (qui sont des
propriétés intrinséques du mécanisme).

Dans leur article [GA90], C. Gosselin et J. Angeles ont proposé une méthode en divisant la
matrice Jacobienne en deux blocs A et B. Pour cette raison, ils ont définit les variables d’entrée
et les variables de sortie. La matrice A est la Jacobienne associée aux variables de sortie, et la
matrice B est la Jacobienne associée aux variables d’'entrée mais, lorsqu’il existe des variables
intermédiaires. les éléments de A et B deviennent trés volumineux qui ne conviennent pas tres
bien aux calculs svmboliques, je propose donc ici de diviser la matrice Jacobienne en deux bloc
A’ et B'. La matrice A’ est associée aux variables de sortie et la matrice B’ est associées aux
variables d’entrée et intermédiaires, je montre que les singularités de A et B sont équivalentes
a celles de A’ et B’. La nouvelle séparation A’ et B’ de la matrice Jacobienne et I'utilisation
du langage algébrique nous permettent d’écrire la matrice jacobienne sous une forme compacte
facilitant le calcul & la main ou avec un logiciel de calcul formel.

Finalement, je donne les vitesses et les accélérations de sortie et intermédiaires en fonctinn
des vitesses et des accélérations d’entrée sous formes explicites.

Dans le chapitre 6, j'étudie les mécanismes plans avec des liaisons cylindriques et contenant
une seule boucle. Les quatre barres et les cing barres plans sont étudiés analytiquement, et on
analyse globalement I'ensemble des configurations cinématiquement admissibles A ainsi que les
différents types de singularités qui sont classifiés grace a la méthode proposée au chapitre 5.

On s'intéresse également a la solution de 1'équation Ry Ry R, = R. ol Ry, Ry, Ry, sont des
opérateurs hélicoidaux d’axe donné et d’angle dual inconnu et R un opérateur hélicoidal donné.
A notre connaissance, ce probléme n'a pas encore étudié dans le cas général. De plus, on avait la
fausse impression qu’il existe toujours des solutions si les trois axes de déplacement ne sont pas
colinéaires. C'est donc un probleme meérite d’étre étudié de lagon précise.

Premiierment, j'étudie la condition de résolubilité de cette équation et sa réciproque, cette
condition est exprimée sous forme analvtique et dépend seulement des positions relatives des
axes de générateurs &g et £,. &, et & de Mg, R, et R,. c'est-a-dire. il faut que la forme de
Killing (£¢ | RE ) ( = wg, A whre, ) tombe dans une intervalle définie comme une fonction de
(€ 1 €o) et (§o 1 &)

Deuxiémement. si |'équation est soluble, supposant R connu, on a expnimé 6. dg, ¢, dg et ¢,
d, sous forme analvtique.

Troisiemement. les configurations singulieres sont étudiées, et on trouve qu'il existe une
condition sous laquelle 'équation Ky ReF, = R ne possede pas de configurations singuliéres
(véritable}. cela veut dire géométriquement que les axes de & et £ n'engendrent pas le meme
cone si I'on considere l'axe de £ est 1'axe central du cone.

Il est claire que la représentation de déplacement par les angles d 'Luler et les angles de Briant,

péels bu duaca. soni des cas patiicaliers de ce produii de irons déplacements héhicordaux.

Dans le chapitre 7. le probleme analogue de la forme Ry R;RaRy = R est étudié Jorsque Ry, Ro,
Rs. Ry et R sont des rotations pures, on a montré que les conditions trouvées analytiquement
pour ¢1. gz, g3 €t g4 sont nécessaires et suffisantes.

Le principe de la résolution de cette équation est d utiliser les propriétés de la forme de Killing
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et la propriété du groupe invariant pour éliminer un certain pararnétres articulaires par exemple
- g2 et g4, on peut obtenir un systéme de quatre équations linéaires par rapports aux sin gy, €os g,
sin gy et cosqa. les valeurs de g; et g3 peuvent étre évaluées si le systéme n'est pas singulier.
Ensuite, on exprime ¢s et g4 facilement en fonction de ¢ et g3.

Avec ces solutions, je peut concluir que les seuls mécanismes spatiaux 4 barres avec des couples
rotoldes sont les mécanismes de Bennett et les mécanismes sphériques, la démonstration est faite
en intervenant les paramétres de Denavit-Hartenberg. Les solutions analytiques des mécanismes
de Bennett est exprimées sous formes compactes, elles peuvent étre exprimées de fagon plus précise
st 'on remplace les opérateurs hélicotaux par leur expressions utilisant 'opérateur d’Olinde-
Rodrigues générahsé.

Précisons qu’en 1968, Shusaku Ogino [{Ogi68] a donné une démonstration en supposant au
départ que les parametres de Denavit Hartenberg d; sont nuls pour chaque couple, ce qui n’était

pas une démonstration compléte.

Daus le chapitre 8, j'étudie les mécanismes 6R spatiaux qui est un probléme intéressé par beau-
coup de chercheurs.

Ii existe pour traiter les problemes de cinématique inverse des mécanismes 6R. spatiaux des
méthodes basées sur les calculs matriciels qui sont généralement tres sophistiqués. Pour évaluer
tous les parametres articulaires, if faut chercher les racines d’un polynome du 16-eme degré par
rapport 4 la tangente d' un demi angle. La procédure de résolution n’est pas toujours trés clair.
De plus. I'équivalence entre 1'équation de fermeture et les solutions analytiques n’est pas toujours
exprimeée de facon rigoureuse.

Par rapport aux autres méthodes, je propose icl un algorithme plus performant qui nous
permet de résoudre 'équation de fermeture indépendamment d'un choix de coordonnées et les
solutions sont écrites sous forme intrinseques. ce qui nous conduit a résoudre deux équations du
8-eme degré.

Sotent RiR2R3R4RsRg = T 'équation de fermeture, Ry, Rz, Ra. R4, Rs et Rg sont des
rotations pures et ¢i. ¢2. ¢a. ¢4, g5 €t gg sont les parameétres articulaires. Le déplacement T
est considéré comme donné. Le principe de cet algorithme est de trouver {es parametires articu-
laires de ce produit de six rotations commengant par étudier les solutions dune équation concer-
nant le produit de la forme FCRIT R, = R dont R,. Ry, R3 sont des opérateurs hélicoidaux,
¢i1.qg2. gs.d;. da. ds sont des parametres articulaires de rotation et de translation, R est considéré
comme opérateur intermédiaire. La résolution de cette équation a été présentée dans le chapitre
6. 3'1l s’agit seulement des rotations. on peut imposer les parameétres de translation d;, do et
d3 égaux & zéro, on obtient donc trois équations scalaires supplémentaires qui nous permettent
d’évaluer l'opérateur intermédiaire K. ainsi on peut trouver les valeurs de g, ¢2 et ¢s. D'autre

part, on peut calculer g3. g4 et g5 par RyR4Rs = Ry RTT Ry supposant gy, g2 et gs connus.

En effet, ies mécanismes de 4R et SR spatiaux sont des cas particuliers des mécanismes de
6R spatiaux, avec 'algorithme proposé, on peut trouver également les solutions analytigues des

mécanismes de 4R et SR spatiaux.

Dans la derniere partie du chapitre 8, je réalise les calculs utilisant les parametres de Denavit
Hartenberg. puisque ces parametres sont souvent des donnés, et a priori. les relations entre les

axes de déplacement non successifs sont inconnues, il est donc parfois pratique d'introduire de
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tels parametres pour résoudre 'équation de fermeture.
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Chapitre 1

Concepts et outils mathématiques

1.1 Introduction

L’évolution des outils mathématiques dans la modélisation de la mécanique des systémes
de solides rigides est un parametre important dans la conception et 1’élaboration de systéme
mécanique. Plusieurs méthodes existent pour la modélisation de ces problemes. Le calcul fait
geénéralement appel & de nombreux changements de repére pour décrire les déplacements relatifs
des différents éléments du systeme mécanique les uns par rapport aux autres. La construction de
ces repéres condult a la définition de systéme de coordonnées pour la parametrisation du groupe

des déplacements et de 1'espace des configurations.

Ce chapitre est consacré & la présentation des outils mathématiques qui permettent une telle
description par la théorie des groupes et algebres de Lie. Nous allons dans la suite associer une
structure de module a I'algebre de Lie des champs antisymétriques, qui permet de définir les
systéemes de coordonnées nécessaires a la manipulation symbolique des étres mathématiques in-
tervenant dans la modélisation et d'introduire la notion de familles fondamentales de ['algébre
de Lie des champs antisymétriques D comme une alternative a la notion classique de repéres de

I'espace géométrique affine £.

Dans le cadre de la géométrie euclidienne, la théorie des groupes peut etre appliquée a I'en-
semble des déplacements de corps rigides (ou déplacements euclidiens), cet ensemble forme un
groupe de Lie . Dire que D est un groupe de Lie signifie que cet ensemble est muni d'une struc-
ture de groupe. d'une structure de variété différentielle et que les opérations de composition et

d’'inversion des déplacements sont des opérations différentiables.

Pour un corps rigide, le passage d'une position a une autre est une transformation qui doit
conserver les distances entre les points { transformation rigide représenté mathématiquement par
un déplacement euclidien ). Les transformations rigides s’obtiennent par composition des rota-

tions et des translations.

Dans un systerme mécanique, la position relative d’un corps rigide par rapport a un autre est

définie par une transformation de coordonnées entre les repéres attachés a chaque corps.
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Dans ce chapitre, la référence principale est [Che91} pour les relations entre les groupes de Lie et
les nombres duaux: [Che93] contient un exposé des relations entre la géométrie élémentaire et la

cinématique du point de vue des groupes de Lie.

1.2 Espace affine euclidien et déplacements

1.2.1 Espace affine euclidien

On note par £ Uespace de la géométrie euclidien, £ est un espace affine sur I'espace vectoriel
IE, ce qui peut-étre exprimés de deux maniéres différentes, I'une associe un vecteur de E & chaque
paire ordonnée de points dans £, 'autre associe un opérateur, dite translation, & chaque vecteur

dans [E.

A partir du premier point de vue, il existe une application £ x £ =+ E: (a,b) — a_g ayant les
propriétés suivantes :
{ariome); Va,bcef. 713 + Fg = at.
{aziome), Y o€ &, larelation p — Op est bijective de £ 2 X

Le second axiome signifie que le choix d’une origine permet d’identifier £ et E, de plus, ces
deux axiomes impliquent:

—
(EZ:O = a:b) et ba = —ab
Un repere dans un espace affine est un couple (0, B) = {(0;x,¥.2), ot ¢ est une origine dans £
et B est une base de = Lorsqu’un repere est donné, a chaque point p € £ peut-etre associé des

coordonnées 1.y, z € &, relative a ce repere définie par:
P = rx + yy + 22

et la relation p — (£, y, z) est une bijection de & sur R®.

A partir du second axiome. il existe une application £ x E — £, telle que p+u = g, I'unique
point dans £ tel que p§ = u.
Pour u € Z la transformation T{u): p — p+ u est la translation définie par u. la proposition

sujvante est vérifiée facilement:

i) p+0=p pourp€ef.
i) (p+uj+v=p+{u+v),pourpef uvelk
i} pour o € £, 'application u — o + u est une bijection de E a £.
Les deux premiéres propriétés signifient que le groupe commutatif (E, +) opere sur £.
Dans la mécanique classique, I'espace physique est représenté par un espace affine euclidien ortenté
£. et les automorphismes d'un tel espace sont les déplacements qui forment le groupe I¥&), qui,

comme on |'a signalé, peut exprimer les propriétés des déplacements d’un corps rigide concret.

Soit  un espace vectoriel euclidien a 3 dimensions sur R et soit £([£) I'ensemble des opérateurs
linéaires. L(E) posséde une structure d'espace vectoriel et une structure dalgébre sur & et les

éléments inversibles de L{E) forment un groupe GL(E) - le groupe linéaire de . Le produit
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scalaire sur [F noté par un point permet de définir un opérateur A* (adjoint de A € L(E)) par
I'identité

A(u) - v=u-A(v)

On prouve que
(A*)t:A! (AOB).:B-OA*

Un opérateur A est dit symétrique st A* = A; il est dit antisymétrique si A* = —A. On
note Lanei(E) et Lyyme(E) les sous espaces vectoriels formés des opérateurs antisymétriques et
syvmétriques de L{E) respectivement.

On prouve que L{E), mun du commutateur des opérateurs, est une algebre de Lie et que
L4(E) est une sous-algebre de Lie.

[A.Bj=AcB-BoA

Un opérateur linéaire A : E — E est orthogonal si A* - A = 1. Ces opérateurs forment un
sous groupe O(F) de GL(E). Tout les éléments A € O(E} vérifiant dét{A) = 1 forment un sous
groupe SO(E), appelé le sous groupe orthogonal spécial.

1.2.2 Déplacements dans I’espace affine euclidien

Définition 1.1 Une transformation affine de £ est une application A : £ — £ telle qu'il existe

un opérateur A € L(E) satisfaisant les deux propriétés équivalentes :

1) A(p)A(q) = A(p§)  pour  pgeéf
2) A(p+ u) = A(p) + A(u) pour veE

A est la partie inéaire de A.

On note La(E) l'ensemble des transformations affines.

Une transformation affine est déterminée par I'image d’un point et la pariie linéaire.
Si A et B sont des transformations aflines, alors 4 o B l'est aussi, de plus A o B est la partie
hinéaire de A o B.

Proposition 1.1 Soit A une transformation affine de £. on a:
{a) A est bijective <= A est byjective.
(b)  La transformation inverse A~' est affine, sa partie linéaire est A~ et pour tout pownts o fir€ de £

—
o)p

A7Hp) = o+ A1 (Alo)p) pourpef.

Les transformations affines bijectives de € forment le groupe affine de £ dont {'unité est la trans-

formation identigue, natée par e.

Un premier théoreme fondamental de la géométrie affine caractérise les applications affines a

'aide de la notion de “barycentre”; un deuxiéme théoréme caractérise les isométries d’un espace
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affine euclidien.

Théoréme 1.1 Soit A une application de £ a &, les propriétés suivantes sont équivalentes :
{a) A est une transformation affine de €.
(&)  Pour toute famille (p,)ic; de points de & et toute famille de nombres réels (pi)ier tel
que 3, pi =1, alors: A(Z wipi) = ZpgA(p,-)
ic] i€l
En d'autre termes, l'image du barycentre des points p; est le barycentre des images avec les mémes

masses.
Ce théoreme umplique par exemple que le centre de masse d’un solide rigide est attaché au solide.

Théoréeme 1.2 Soit £ un espace affine euclidien. d sa distance naturelle, A une application de

£ a &, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a} A est une isométrie et signifie que d{A(p), A(g)) = d(p,q), avec p,q € £.
(b) A est une transformation affine et A € O(E}.

Suite aux conditions précédentes, la condition nécessaire et suffisante pour que A conserve

I'orientation (i.e. transforme un repére directe en un autre) est que A € SO(E).

Définition 1.2

{a} Un déplacement est une transformation affine A de £ lelle que :
A € SO(E) dét{A)=1
(b) Uine réficrion est une transformation affine A de £ iclle que :

A cO(FE et dél(A)= -1
{c) L'ensemble de tous les déplacements est un sous-groupe du groupe affine, on le note par T{E).
la lo1 interne esl ainst la composition d'une transformation et son unité est la transformation

wdentique de &

Chaque isométrie est un déplacement ou est un composé d'un déplacement et d’une réflexion.
Rappelons la différence entre un déplacement et une réflexion : la symétrie orthogonale par rapport
4 un plan préserve la distance mais inverse ['onientation, de plus il est impossible de transformer

continuement un dépiacement en une réflexion dans le groupe d'isométrie.

1.2.3 Classification des déplacements

Les déplacements peuvent etre classifiés suivant les propriétés de leurs parties linéaires et
leurs points fixes. Il existe quatre types de déplacements de £ qut sont exprimés dans la définition

suivante,

Définition 1.3 Soit A une transformation affine de £, A la partie inéaire de A, F 4 ['ensemble
de points restés fires aprés avorwr subt le déplacement A, alors :

(1) SiA=1etFq=E&. Aestlidentité. on le note A = e.

fu}) St A=1etFas=10.A est une translation, on le note A =T(d,£).

{11} St A #£1 et Fa# @ A estune rotation, on le note A = R(6,£).

{ivr) St A#1 et Fqa=0.A est un déplacement hélicotdal.
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La condition nécessaire et suffisante pour que deux déplacements A;(f.d1,£;), Az(62,d2, &)
commutent est que Fp, = Fa,, c’est-a-dire, les axes de A; et A, soient identiques.
Alors, un déplacement hélicoidal peut-étre caractérisé par:

A(8,d,£) = R(6,£)T(d, &) = T(d,£)R(6.£)

e L'ensemble des translations est un sous-groupe commutatif de D(€) qui a les propriétés sui-
vantes: YA ED, u, v € E on a:

A hT(m o A7l = T{A{u))

7(0) =

T(uje (V) =T(u-+ v}

T =Tiv)e=u=v
de plus:

AoT(u)ip) = Alp+u} = A{p) + A(u) = T{A(u))(A(p))-
e L'ensemble des rotations est un sous-groupe non-commutatif de I:
L'apphication 5 — SC!77), A — A est un isomorphisme entre groupes.

Décrire par des parametres réels les positions d’un solide rigide équivaut a décrire les déplacements
qui transforment une position de référence fixée en les diverses autres positions du solide. Ces
déplacements peuvent etre déterminés par leur action sur un repere orthonormé lié au solide; si
{Oo:1p,jo- ko) est la position de ce repére dans la configuration de référence et (O:1,j, k) sa post-
tion dans une configuration quelconque, il existe un déplacement A € TXE) unique qui transforme
(Onl i().jov ko) en (O i,j, k)

Cette méthode est classique en cinématique mais 'usage des groupes permet de supprimer le

recours aux reperes et d alléger les raisonnements.

1.3 L’algébre des champs antisymétriques

1.3.1 Définition des champs antisymeétriques

Un champ antisymétrique sur I'espace affine £ est une apphcation X : & — E qui transforme

un point p € £ en un vecteur X{p) € E et qui vérifie:

X(p)-p¢ = X(q) - Pg pour p.g€e’

Les champs antisymétriques expriment les déplacements infinitésimaux. L’ensemble des champs
antisymétriques est une algébre de Lie D, dont la structure algébrique joue un role important
dans la cinématique et la dynamique.

On peut prouver que |'ensemble des champs antisymétriques est équivalent a I'algebre de Lie du
groupe [, que l'on note auss: par D.
Les opérations de |'espace vectoriel D sont définies par

(X +Y)(p) = X(p) +Y(p). (AX)(p) = AX(p) pour X, Y €D
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O v
X 4 X(q)
q
X{(p)
X(p)- X{q)

Fic. 1.1 - Un champ antisymétrique

Théoréme 1.3 Soit X € D un champ de vecteur sur £, alors les propriétés swvanles sont

équivalentes :

(a) X un champ antisymétrique;
(b) il eriste wy €E tel que¥g e & : X{g) = X{p)+wx A 7q.

Le vecteur wy est le vecteur mvarant de X, lapplhication - X — wy de D a E est hinéarre :
pp
W4y Twx Foy, wax = Ay

Ce théoreme exprime 'identité de la notion de champ antisvmeétrique et la notien de champ
de moments caractérisée par la propriété (b). Les champs antisymétriques s'introduisent naturel-
lement en cinématique en tant que champs de vitesses des mouvements d’un corps rigide.

La démonstration s'appute sur la proposition suivante :

Proposition 1.2 Sowent p, ¢ ¢ m des points non alignés dans £, alors :
(X et X{(p)=Y(p) . Xg)=Y{g). X(m)=Y(m)) = X=Y
Cetle propriét€ équiraut a:

(ZeEDetZlp)=2(¢)=2{m)=0) = Z=0

Démonstration : Pour démontrer cette proposition sous la seconde forme, soit P le plan de £
contenant p, ¢. m et F {sous espace vectoriel de dimension 2 de E) la direction de P. D’apres la

définition de champ antisymétrique. pour tout point o € £, on a:
(+}  Z(o) pb=Z(o) g8 = Z(o) mb=0.

Sio ¢ P, les vecteurs 5. §8 et mb forment une base de E et {+) entraine que Z(m) =0 Sio€ P,
ces vecteurs engendrent [ et (») entraine que Z(o) est orthogonal a2 F, mais alors, si ['on choisit
n ¢ P tel que o7 soit orthogonal a F. Z{n) = 0 d’aprés ce qui précéde et Z(o)-on = Z(n)or = 0
d’apres la notion de champ antisymétrique. Comme cﬁ(# 0) et Z(0) sont dans la drotte vectorielle

de E orthogonal a F, nécessairement Z{o) = 0. [ |
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Le démonstration du théoreme 1.3.
Dérmonstration : Il est immédiat que (b) = (a), montrons que (a} = (b). Soient X : € - &
un champ antisymétrique et p € £, 1l suffit d’établir que w € & peut étre choisi de fagon que le
champ Y : £ — I8 défini par:

Y(o) = X{(p)+wAPs, o€E.

et qui est aussi un champ antisymétrique, coicide avec X. D’'aprés la proposition, il suffit d'établir

que X et Y coicident en trois points non alignés. Soient g et m tels que: p§ = u, pii = v. Alors:
(X{g) — X(p)) - u=0
(xx) (X{m) - X(p)) - v=0
(X(g) ~ X(p) - v = (X{p) — X(m)) - u,

la derniere égalité étant déduite de (X (g)— X (m))-gm = 0 compte tenu des premiéres. Supposons
maintenant que {u, v.w} est une base orthonormeée directe de E et cherchons le vecteur w sous
la forme:
w=rzu+yvtiw, z,y,z€R.
La condition X {p) = Y (p) est satisfaite par définition de Y et les conditions X{g) = Y{q) et

X{(m) = Y(m) s’expriment par:

Xg) = X{p) = zv—yw
(* % %)
X{(m) - X(p)=zw - zu

Le systeme {x » *) équivaut a 6 équations linéaires pour trois inconnus z, y, z, dont les
conditions de compatibilité ne sont autres que les relations {#=}, vérifiées par hypothese, et dont

la solution unique est :
= (X{m) - X(p)) w
y=(X{g) = X(p)) - w
= (X(g) = X(p)) - v = —(X(m) - X(p)} -

L'implication {aj = (b) et i'unicité du vecteur w sont donc établies. L'unicité de wx entraine

immédiatement la hinéarité de X — wy. |

D apres {b), un champ antisymétrique est déterminé par wx et sa valeur en un point. L application
suivante:

X - (wy,X(p)) vecteur de Plicker

est une bijection entre espaces vectoriels de © a IE x E. Pour un point p fixé dans £, I'algebre de

Lie est engendrée par:

(1) Lensemble C des champs constants : sous espace vectoriel de D tel que wx = 0,

/

1
{2} Z, le sous-espace vectoriel de D formé des X tel que X(p) = 0.
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On a:
D=ChZ,

On va construire upe base de D. Soit (0, X,Yy.2) un repére sur £, on définit:

E. 1. ¢ les champs de vecteurs tel que:
§p)=xA0p. n{p) =y AP, ((p)=2A0p. pour pEE

1, J, k les champs vectoriels constants tel que:

ilp)=x,jlp) =y kip)=2. pour pe¢
Alors: B = {1,j.k.£.7.(} est une base de D. Soit X € D, on peut I'exprimer dans cette base:

X o= A+ AyJ + Azk + Mg + Az + AsC

plus précisément, les coordonnées A;, -, Ag sont détermineés par:

Al + AoJ + Azk = X{o]. Aghi+ Asj+ sk =wyx
1.3.2 La représentation adjointe de D{£) sur ©
Définition 1.4 Soit A € Z{&) et X € D, la représentation adjointe de I{E) est définte par:

AdA- X=AoXocA ' eD

gur est un champ antisymdtrigue ¢f gur fransforme X par A. On note ausst par A.. Uopérateur

Ad A, c'est-a-dire e déplacement A opérant sur les champs antisymétriques.

D’apres la proposition 1.1, pour o, pdans £, on a:

A7Np) = AT o) + ATHTP)
on apphique X un champ antisvinétrique a la formule précédente
X{A™ (p)) = X(A7 (o)} + wx A AT(3F)
Appliquons 'opérateur A € SO(E) :
AX(p) = A X (AT o)) + Alwx ) A TP
ce qui montre que A e X o 471 € D, avec:
“a.x = Afwx)

Pour A € Z(£). A. est un opérateur linéaire dans D et 1l posséde les propriétés suivantes.

N =X
(A1 A2l X = A (A X)) A4y, A € HE).
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1.3.3 La forme de Klein et ’axe central

Définition 1.5 Sorent X, Y sont dans D, le produit intérieur canonique, on ['appelle aussi la

forme de Klein, est une forme symétrigue bilinéaire non dégénérée définie par:
(XIY]=wx Y(p)+wy X(p) pour pel
ce qui est mdépendant de chowr de p.
De plus la forme de Klein vérifie la formule suivante:
A, XA Y] = (XY (1.1)

Définition 1.6 Soit X € D tel que wy # 0, alors:
(1) L'ensemble Ax = {p€ £ [wx A X{(p) = 0} est une hgne droite. Elle est {'axe central de X.
{i1) Il existe un nombre réel fx tel que X(p) = fxwx pourp € Ax (X(p) est donc constant pour

tout points de Ay )
wx X(p)  [XIX]

fx = wy? T 2wy?

1.3.4 Structure de ’algébre de Lie de ©

Définition 1.7 Le crochet de Lie [X. Y] €D de X, Y € D est défini par:
(X Y)(p) =wx AY(p)~wy AX(p) pour pecC.
Nous avons la formule suivante :
(X A Y] = AL (X, Y] (1.2)
On a remarqué aussi I'application X — Wy est un homomorphisme sur 'algébre de Lie a2 E:
wixy] = wx Awy

Compte tenu la structure vectorielle sur & et avec le crochet de Lie, alors D est une algebre de
Lie, c’est-a-dire que [ X, Y] est une application bilinéaire. antisymétrique et 'identité de Jacobie
est vérifie

[X.X]=0 (oubien [X.¥]=-[V.X])
X2+ (2. X))+ (2. Y.X]} =0

Définition 1.8 Nous appellerons famiile fondamentale de {'algébre de Lie D; un triplet de champs

antisymétriques (£,1.¢) non nuls, lels qu'ls vérifient les trots conditions suivantes :
€n=¢ Id=¢ =0 (1.3)

Les familles fondamentales correspondent aux repéres orthonormés directs de l'espace £.
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1.4 Les nombres duaux et les champs antisymétriques

1.4.1 Nombre dual

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques définitions nécessaires des éléments de base

du calcul sur les nombres duaux.

Définition 1.9 On appel A ensemble des nombres duauz. Les nombres duaur sont exprimés
sous la forme suvante :
r=1z+e€x’ avec r,r° e R.

o

x est la partie réelle. z7 est la partie duale. L’égalité et les opérations dans A sont définies par:
Egalité o Iy = I, st et seulement s1 -z = 29, #] = x5,
Addition: &+ 22 = {x; +z2) +elz) + %),

Multiplication: r1r2 = r1z2 +e(xfry + r123).

A pourrait auss: étre défint comme l'ensemble B2 munt de lots d’addition et de multiplication

convenables.
Ici ¢ est I'unité dual, vérifiant €2 = 0. Mum de ces opérations, A est un anneau commutatif ayant
des diviseurs de zéro, le quotient ﬁ est possible si la partie réelle de  est différent de zéro, et :

P = -~ pour z#0

. 2
On a ausst la proposition suivante:

Proposition 1.3 Soit n un nombre entier naturel quelcongue, pour les nombres duaur r dont

la partie réelle est différente de zéro. on a:

i(;;‘.‘+(—’,|°3-) stn est parre et T > 0,
e (1.4)
IF e —f s1 1 est impare. '

pilimdl §
ur n

LS
[g—

(r+er)

Démonstration : Supposons: z € A, y € A et 2" = y. alors:

(y+ey?)” = Yy +eny Yy
= r+exr°.

Le résuliat est immeédiat. [ |

Définition 1.10 (Veldkamp) Seit f(zr) une foncltion réelle dérwable. on veut la déamir pour
r € A on posc:

flzr +ex®) = flz) +ex°f'(z)

D'apres cette propriété, pour ¢ = ¢ + ¢d € A, en particulier, on a:

sing =sing + edcosq, cosq = cosg — edsing

tanqg = tan g + ECOSB , cotg= Cth_fsinEq
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1.4.2 Multiplication des champs antisymétriques par les nombres duaux
Soit @ : D — D l'application linéaire définie par:
QX) powx el

de plus Q vérifie la relation smvante:
Q=0

La multiplication d’un champ antisymétrique par le nombre dual ¢ s’identifie a I'tmage du champ
antisymétrique X par 'opérateur . Pour un nombre dual quelconque, on a:

(z+ex)X =7 - X +2°0X.
A partir des propriétés précédentes, on peut obtenir les relations suivantes:
X.a9x)=0

[X,9Q(Y)) = [(X).Y]
[(X12(Y)] = [(X)}Y]

= Q([)&y,}’]) =wy ANwy

=wx Wy

Définition 1.11 (i) La forme bilinéaire symétrique [Q(X)|Y] = (XY} = wx wy est la forme
de Killing{c'est une forme positive mais dégénérée ).
{11) Le produit ntérieur dual canonigue est la forme bilinéaire symétrigue non dégénére a

valeur dans A défint par.
(XY} = (X]Y) + [XIY]Q = (X]¥) + [ X]Y)

Grace a l'opérateur 2, on peut obtenir des relations{Chevallier] importantes entre le crochet de
Lie, la forme de Klein et la forme de Killing et la représentation adjointe:
{1} Le double crochet

[0V, Z)) = [X1Z2)90Y) - [XIYIQ(Z) + (X]2)Y = (X|Y)Z (1.5)

ou bien:

X.YV. 2 = {X|Z}Y - {X|Y}Z (1.6}
On montre que {.|.} est une forme A - bilinéaire symétrique.
{2} Le produit mixte dual qui est la forme A - trilinéaire définie par:
(X,¥,2) = {X.|[Y. Z]}
Cette application vérifie :

vy zp ={zZilx. Yl = {vy

(Z X} (LT)
{3)Le produit intérieur canonique des quatre champs

X Y2 0N = (X]12) Y 0)+ (V0 X1 = (Y12) [XI0) = (X0 [v1Z) (18)
ou bien:

(X Y2, U = {XIZ}{YIU} = (YIU) (XIU) = {YIZHX|U} + (X|U) (Y] 2) (1.9}
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(4) Pour A€ D:

(A.X

AY}={X

Y}, [A.X

AY)=[XY], (AXAY) = (XY)
On peut représenter la base B de © définie dans 1.3.1 sous la forme suivante:

B = {Q¢€,97,9¢,£,9,¢}

1.4.3 La représentation adjointe de ©

A partir de la définition générale de I’algebre de Lie, nous allons définir un opérateur ad X €
L{D) pour X € D par:
ad X Y = [X,Y] (1.10)

on appelle ad D — L({D) la représentation adjointe de D.

L’identité de Jacobi peut étre aussi traduise par:
X2+ iz X[+ {2, [X,Y]}=0

elle est équivalente &:
(X, [, 2]} - [V, [X. Z]] - [[X.Y]. 2] = O

ol encore a:

ad XoadY -Z —adYoadX - Z=ad[X.Y]- Z=0

ad .Y est une dérivation de 1'algebre de Lie ©: X — L£{D}.{cest-a-dire un homomorphisme de D
a £(2)). On a donc
ad[X,Y]=ad Xoad} —adY oad X. (1ran

Si1 'on choisit une base B dans D comme dans le paragraphe 1.3.1, s1 X est représenté par

[xy,T9,23,74.75,75)", ce que l'on écrira X ~ [r;, 12, 73, 24,25, 2¢)" avec

Wy o~ [J.“qu Is ‘1-'6]“ \'fp) ~ [.’E; L. .I‘,'_a”

i
4

alors, |'opérateur ad X est défini par:

0 —Tg Is 0 -3 o
e 0 —Iy4 I3 0 — I
ad¥~| "% T O -zmon 0 (1.12)
- 0 0 0 0 -z 3
0 0 0 Ig 0 —~T4
0 0 0 —Ts I4 0

Définition 1.12 Soit B € L{D), le produil intérieur dual canonique permet de définar Uadjointe
R™ de & par

() {R (X[ Y}={X|R(Y)}} pour X, Y €D,

Les propriétés sutvantes sont vérifiées :

(11} St R est une application adjointe, alors Ro "= R"o R=1;

{ui} Si {&;,&2,E3} forme une base orthonormale du module D, alors les matrices de nombres

duaur de R et K" sont transposés l'une de l'autre :

Matrice( R*) =' (matrice{ R))
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Considérouns (i), pour X fixé, {X | R(Y)} est une forme A - linéaire, donc la forme {- | -}
étant non dégénéré, 1l existe [/ € D tel que:

{U1Y}={X]R(Y)}

on a donc: U = B*(Y). L'opérateur R~ est alors A- linéaire.

1.4.4 Exponentielles des champs antisymétriques

La fonction exponentielle joue un role fondamental dans la théorie des groupes classiques. Elle
est définie pour tout groupe de Lie et généralise la fonction exponentielle habituelle ou encore
la fonction exponentielle d’opérateur. En effet, la théorie générale des groupes et de 'algébres
de Lie permet de définir cette application a partir de la notion de sous-groupe a un parametre.
Dans le cas du groupe de déplacement 1, si e désigne 1’élément neutre du groupe. pour tout
champs antisymétriques X € D, les solutions maximales { — ®x (i) des équations différentielles

avec condition nitiale:

de(t) _

T—XC@“), @(0)-—8

de(t) , B
D =®(t)o X, P(0)=ce¢

sont égales. Elles définissent le sous-groupe a un parametre engendré par le champ antisymétrique
X.Onnoteexp(t.Y) = & x(¢). Cette définition reste abstraite, il convient d'utiliser une représentation
adéquate pour exprimer les calculs. Pour cette raison, on va définir 'exponentielle de champ an-
tisymétrique a partir de ’exponentielle d’opérateur dans £(D]. Signalons que, pour une telle
définition, on admet un certain nombre de résultat qui se démontrent de fagon générale dans la
théorie des groupes et algébres de Lie:

1. A. = B. & A = B, pour A, B dans le groupe I (propriété particulier de D}.

2. (exp(t.X)). = exp{ad (t.X)) = Z .t_n(L:l\_):

1.4.5 Déplacement dans ’ensemble d’application linéaire

Proposition 1.4 (Formule d’Olinde-Rodrigues généralisée)
L opérateur adjoint de D représentant le déplacement hélicordale dont l'are a pour géndrateur

normé U € Z,. d'angle 6, el de translation d s'erprime par:
R(8,d.U) = (exp(817)). (exp(dQL')). = (1 +sinfad U + (1 —cos #)(ad {")*)(1 + dad QL") (1.13)
(a} Sil s'agat une transiation alors, avec § =0 :
T(d,U) = (exp(dQU)). =1+ dad (QU) (1.14)
(b) §'il s agit une rotation pure alors, avec d = 0 (Formule d’Olinde-Rodrigues [OR40]) :
R(6,U) = (exp(6U}}. =1 +sinfad U + (1 — cos@)(ad [7)? (1.15)

R appartient ¢ L(D).
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0
/L)/ RX

F1G. 1.2 - Déplacement engendré par U

D’aprés la proposition précédente, s1 1'on applique un déplacement a un élément X de D, on a:

R(6.d,U)X = X + (sinf + Qdcos0)[U, X] + (1 — cos 6 + Qdsin 6)[/, [U, X]]

Solent u, v, w les coordonnées de wy dans la base (i,j, k), grace a la formule d’Olinde-

Rodrigues [Roo77], [Roo78]. on peut exprimer un déplacement sous la forme matricielle

u? + (1 —u¥cosf (1 —cosbluv —sinfw (1 — cosf)wu + sinbv

(1 —cosBuv +sinbw v? 4+ (1 —v?)cosf (1 —cosfjvw —sinfu
RO.d.07) ~ {1 ~cosfluw —sinfv (1 —cosfjvw + sinf w? + (1 — w?)cosd
0 0 0
0 0 0
0 0 0
{u? = 1)sind vusind — wcosd wusinf + veos #
uvsinf + wcos § {(u? ~ 1)siné vwsin§ — ucos @
uwsinf — vcos 8 vwsin g + ucos b (w®—1)sin@
u? + (1 —u?)cosd (1 —cos@luv —sinfw (1 — cos f)wu + sin v
(1 —cosBlur +sinfw 2+ (1 —1v?)cosf (1 — cosf)vw ~ sinfu
(1 —cosfluw —sinfr (1 —cosflvw +siné w? + (1 —w?)cosb

En particulier, nous considérerons les déplacements hélicoidaux suivani ies axes £, 1 et  respec-

tivement
| 0 0 0 0 0
0 cos(6) sin(f} 0 —sin(fjds cos{fids
0 —sin(@) cos(d) 0 —cos(f)ds —sin(f)ds
R{f#.dg,£) ~
0 0 0 1 0 it
0 0 0 0 cos(#) sin(f)
0 0 0 0 —sin(f) cos(8)
cos(¢) 0 sin(d) —sin{e)de, 0 cos(¢)d,
0 1 0 0 0 0
- —sin{e} 0 cos(¢) —cos{¢)d, 0 -—sin{g)d,
R{o.ds.n) = \ .
0 0 0 cos(o) 0 sin(¢)
0 0 0 0 1 0
0 0 0 —sin(¢) O cos{d)
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cos(v) sin(y) 0 —sin{¥)dy cos(¥)dy, O

—sin(yp) cos(y) 0 —cos(¥)dy —sin(Y)dy 0

Rit.dy ) = 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(®) sin(y) 0

0 0 0 —sin(y) cos (1) 0

0 0 0 0 0 1

Angles d’Euler duaux

La représentation des angles d’Euler duaux consiste 4 décomposer un déplacement en trois
déplacements successifs de la fagon suivante:

Rt do QRO ds, ) R(6. 4,0 = ( F40 21O )

Re{O) € 50(3) est défini par

cos(t) cos(¢) — sin(y) cos(f) sin(¢) cos(¥) sin(d) + sin(v) cos(f) cos(é)  sin(v) sin{8)
Re(O) = | —sin(¥) cos{é) — cos(y) cos(f) sin($) — sin(9) sin{p) + cos{y) cos(f) cos(¢) cos(¥)sin(h)
sin{f) sin(¢) —~sin(f) cos(¢) cos(f)

cos{v) mnid)dy + sin(W) sos(#)d, con(8) — sin (V) rin(@)dg 4in(@) + sin(w) con()dy + cos(w)dy cos(8) nn(s)
1colonne | = cos{w)con(@)dy + win(vjmnie)ay cos(A) + in(y) sin(8)dg cos(é) + ain(v) mn(e)dy, — cos(Uldy con(d) cos(s)

—mn{v}cos{8)dg — cos(v)d,, nin(s) .

~wn{w)sin{ejdy + cos(w)con{@)ldy, cos({@) ~ coa{yw) sini8)dg mn(e) + cos{w)d cosle]) — sin{y) cos(6) mn(e)d,
~ cou{v ) con(f)dg + win{y)d,, nn(8)

|
\

Du{Q) = “calonne ( min(v)cos(@)dy + cos{w) ma(e)dy cos{f} + cox(¥) nn(8)dg con(d) + coslwidy mnie) + nn{v)cos(f) zos(e)d,
\

3%colonne | — sin{d)sin(e)dy + conifidg cos(e)

~mn(8) cosioidy — con(#)dg nnié) )
an(d)dg

Angles de Bryant duaux

La représentation des angles de Bryant duaux consiste a décomposer un déplacement en trois

déplacements successifs de la fagon suivante:

R0 4o, R0, domRv,do.0) = (P00 DU

avec
cos{¥) cos(@) sin(y) cos{p) sin{g)
Re(O) = | —sin{v¥)cos(8) —sin(8) cos(y)sin{@)  cos(1) cos{f) — sin(f) sin(y’)sin(¢)  sin(f) cos(¢)
sin(y) sin(#) — cos(¢) cos(f)sin{¢)  — cos(¥)sin(f) — sin(¥) cos{f)sin(#) cos(d)cos(¢)

sin(w) cos{o)dy, ~ cosw)ma(d)dy
1%cotonne ( cos(8) cos(¥)dy ~ mn(8) sin(¥) mu(d)d, — 1n(8) cos(v) coa(@)d, — tin(8)dg mniv) + cos(8)dy cos(v) ma(é)
— coslw)dy, mn(8) — nia (W) con(f) mn($)d,, — cos(yw) cor()dy can(#) = sin(¥) con(8}dy — con(w) 1in(@)ag nn(2)
— con{@)dy cosis) — ein{y) nn(é)dy )
Du(O) = Ccolonne | cos(f)an(v)dy + nn(8)con{y}dy mn(s) = «in(8) mnlyw) cos(d)d, + 5in(8)dg cos(v) + conl@ldg un(w) min(s)
( ~ s (w)dy wn(8) + con{a)dy, cos(8)ainld) = sinlx) cos(d)d, cosid) + con(w) coa(8}dy — mn(¥] wo(8)dg nn(e)
\

cos(d)d
Ccolonne | —~un(@)nn(¢)d, — cor{fidyg cosie)

— cos(8)nin(#)ay + nin(8)dg cos(s)
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1.4.6 Représentation des quaternions duaux et des applications ad-
jointes

Une origine o de £ étant fixée, pour X € D on définit :
X =5 wx+eX(0)
Re(X)=wyx, Du(X)= X{o)

On peut exprimer un quaternion dual par [Che91]

= (R (:) +eDu(z), Re(X) + eDu(X})) pour X €D, z€A
De plus
Re{q) = {Re(z), Re(X))
Du(q) = (Du{z), Du{X))
Solent q1 = {21, X1) et qp = {22, X2} deux quaternions duaux, ils ont les opérations suivantes:
22, X+ Xo

Ty +
qi-qz = {z122 — {X 141X2}~~1X2 + 22X + [ X1, X2))

On note q = {2, ~.X} le quaternion conjugué de q. L’ensemble QQ des quaternions duaux normés,
c'est-a-dire. tel que jqi = 1 est un groupe pour la lol induite par la multiplication des quaternions

duaux.

Siqe Q.onaqg-q=(1.0) {cest-a-dire q~' = q). de plus les conditions suivantes sont
] 14 i i P

vérifides
Re(z)* + Re(X) - Re(X) =1
Re(:}-Du(-)-rRe( ) Du(X) =

On peut aussi écrire les relations précédentes avec la forme de Killing et la forme de Klein :

[ Re(z)? (\ Xy = .
1 2Re(s) Du(z) + X’;‘x’} 0 (1.16]
On note LiD) ['ensemble des applications adjointes. s1 q € Q. |l existe un élément K{q) € L(D)

représenté par

R(q)(€) = ql€}q  pour £€D. (1.17)

Ou {] désigne le quaternion dual pur {0.£} représentant £ € D, autrement dit, le déplacement
Riq) exprimé en termes d opérations sur les quaternions purs est 'opérateur [£} — q[€]q. Les

propriétés fondamentales de cette representation sont exprimées par

Proposition 1.5 La relation ¢ € Q — R(q) € L{D) défime par la formule 1.17 est une
surjection, de plus st q € Q, on a:

Ce qui signifie que la relation est un homomorphisme de groupes.
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Lorsque R = R(f,d.U) est le déplacement d’axe U et d’angle @ et translation d, alors:

0o . 8 d g d . @ . 8 d 0
q= (cos 5.8m 5[/) (1,55U) = ((COS§ —-f§sm E) . (sm-2-+65 o8 5) [7)

S'1l s’agit une rotation pure, on a q = (cos %,sin %U); s’ll s’agit une translation pure, on a q =
{1, %cU).

Le meme déplacement peut étre représenté par le quaternion q ou —q.

En générale, on utilise les notations usuelles :

i(cose Ed ] 6)
= — — €—8in —
2 2 2 {1.18)

X =sin=U+¢€¢~cos =U
2 2 2
Tout opérateurs linéaires dans L{®) s’exprime de facon unique comme la sommed 'un opérateur
symétrique s et d'un opérateur antisymeétrique a, c’est-a-dire, R = a + s, ils sont définis par les
formules suivantes:
s

Re(s) + eDu(s) {1.19)
a = Re(a)+ eDu(aj {1.20)

les parties réelles Re(a), Re(s) et les parties duales Du(a), Du(s) sont exprimeées par:

Re{s) = (1 + 2 sin? gad 25)

Du(s) = dsin ; cos 7 ad %

R (1.21)
Re{a) = 2 sin 3 cos Eadﬁ

Du{a) = 2d (1 — 2sin? g) ad €

ou bien: . | )
s = §(R + R = §(R€(R) + Re(R)") + Ee(Du(R) + Du(R)")
a=— %{R - R = %(RE(R) — Re(R)") + %E(DU(R) - Du(R)")

Puisque la trace d'un opérateur R € L(D) est définie par

(1.22)

sin

O

g
Trace(R) = Trace(s) = (4 cos? 7" 1) — edd cos

(TR~

En général, si 1'opérateur R est donné, on ne peut pas connaitre ses parametres, c'est-a-dire,
I'angle de rotation, la translation et 1'axe de déplacement sans aucun calcul. Grace aux relations
précédentes, si I'opérateur R € L(D) est donné, les paramétres associés peuvent étre déterminés

par les relations de la proposition suivante.

Proposition 1.6 Soit q un guaternion dual dont R € L(D} est l'opérateur associé (‘équation

1.17 est vérifiée), et s1l'on pose T = trace(R), alors on a

I —
25 1+

-

ad X =

N‘lm

<
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51 l'on écrit la partie duale et la partie réelle séparément :

Re(z) = i%\/l + Reir)
Dul
1 + Re(7)
d(Re(X)) = —2e&) 2
ad (Re(X)) = ——=
) V' 1+ Re(r)
Du(a) - D (2)
ad (Du(X)) = 2u(8) = 4Re(X) Duz)
4Re(z)

Démonstration : Les équations 1.18 signifient que z et X sont déterminés par leur partie
réelle et leur partie duale. c’est-a-dire

_ i R

Re(~)_icos§. Du(~)_$§sm§
; _ d

Re(X) = sin %U. DulX) = 5 cos 2U,

alors, a partir de 'expression de trace 7, on a tout de suite les deux premieres formules dans la

proposition.

Si I'on remplace les termes trigonométriques par z et X dans la troisiéine et la quatrieme

équations de 1.21, on a:

Re{a) = 2Re(z)ad {Re{ X))
Du{a) = 4 Du(X) Re(z) + 4 Du{z) Re(.X)

on peut obtenir la troisiéme et la quatrieme formules dans la proposition.
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Chapitre 2

Modélisation des systemes
meécaniques - étude cinématique

La cinématique est ’étude des mouvements des points et des corps.

Un ensemble de points tels que la distance entre deux points quelconques de I'ensemble ne
varie Jamais est un corps rigide. Un mécanisme est constitue en connectant des corps rigides avec
des liaisons, les mouvements relatifs sont réalisés grace a ces liaisons.

Cette connection contraint les déplacements relatifs des différents corps d’un systéme au niveau

de leurs positions et de leurs orientations, voire de leurs vitesses, ou de leurs accélérations.

I est raisonnable, lorsque 'on étudie des systémes de corps rigides, de supposer que leurs

structures mécaniques ne varient pas continuement.

Les interactions dépendent exclusivement de la structure meécanique interne du systéme, c’'est-
a-dire de la forme et de la matiére des corps, ainsi que de la nature des dispositifs mécaniques

qui réalisent les articulations.

D’une maniere genérale. il est intuitif de considérer que deux corps sont liés a un instant
donné. s'il existe localement. au moins un déplacement du systéme qu'’il composent qui n'est pas

compatible avec la structure mécanique de ce systéme.

De plus la notion de liaison doit étre indépendante de l'observateur du mouvement, de sa
position et de son propre mouvement. C'est ce qui est exprimé par le premier axiome de la

définition 2.2.

2.1 Notion de liaison

2.1.1 Liaison entre deux corps, degré de liberté

On considere un corps rigide, il est dit isolé s'il peut se mouvoir librement sans aucune
contrainte, sinon, on dit qu'il est, soumis a des liaisons. En mécanique, il existe plusieurs types de
liaisons. Dans la littérature, on utilise une terminologie en relation avec les groupes pour décrire

de telles lialsons.
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En effet, le terme haison a un sens purement mathématique mais il existe, en général plusieurs
moyens de réaliser une haison en mécanique. Dans cette partie, on va rmodéliser une liaison entre
deux corps par une relation binaire.
Considérons deux corps C, et {; connectant par une liaison. Dans la suite, on va adjoindre a ces
deux corps deux familles fondamentales qul soient rigidement solidaires. Soient s;,s; ces deux
familles, alors a tout moment, on peut déterminer le déplacement relatif de C; par rapport a C;
par le déplacement A tel que : s, = Aos,, ce déplacement traduit la liaison ¢;; entre les corps
Ci et C, et I'on écrira

s, by s, == s;= A(g)os (2.1}

Définition 2.1 L'ensemble des déplacements cinématiquement admissibles pour la haison £,; est
défini par:
m{i,j) = {A€D|s; = Aos} (2.2)

Par ailleurs, la réciprocité du déplacement relatif entre les corps C; et C; entraine qu’a la liaison
£;; reliant le corps C; par la référence au corps C; est associée une liaison £;; reliant le corps C;

par référence au corps C;. telle que:
s, f:} s, == 5, 48 {2.3)

L’ensemble des déplacements cinédmatiquement admissibles m(z, j) associé a la liaison f’:J est donné
par la relation:

m{i.j) =m~ i j) (2.4)
o m~Hz, j) désigne ensembie des inverses des déplacements de ensemble m(e, 7).

Si m(7, j) est un sous-groupe de Z. alors:

;

—
(S
o

R

m{i,y) = m{J. 1)

Définition 2.2 ['nc liaison holonome entre deur corps C, et C, est une relation binare £, qui

vérifie les deur artomes swvants:

fariome,) Sts, €t s, sont deur fanulles fondamentales rngidement solidaires respectivement
des corps Cy et () .
s, Ls, <= Aos L Aos, pour 4€l.

fariomes) L'ensemble m(i.j) des deplace ments cinématiquement admissibles par le couple cinématique ¢;;
est une sous-varidle differenticlie de .

Un grand nombre de liaisons mécaniques matérnialisent des sous-groupes de Z. Elles vérifient un

axiome plus fort que le second axiome:

{arms)} L'ensemble m{i, j} des déplacements cinématiquement adrmissibles par le couple cinématique

{;, est un sous-groupe de Lie.

Concretement la propriété s, {,, s, signifie que les positions relatives d=» solides vérifient cer-
taines conditions. Le premier axiome signifie que si I'on déplace “en bloc” les deux solides en

partant d'une configuration admissible on obtient une configuration admissible. Autrement dit,
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apres avorr subis le méme déplacement, la position relative entre les deux corps n’a pas changée.

Définition 2.3 Un couple cinématique est la réalisation maiérielle d'une limison holonome entre

deur corps.

- Un couple cinématique est dit inférieur s’ peut réaliser un sous-groupe du groupe des

déplacements.

~ Un couple cinématique est dit supérieur s1 le déplacement relatif peut étre réalisé par des

contacts ponctuels ou linéaires.

Définition 2.4 Le nombre de degré de liberté d’un solide soumis a une liaison holonome est la
dimensiwon de la variété m(i, j) du deuziéme ariome (c’est le nombre de paramétres indépendants
nécessawres a la description des posttions relatives des solides C;, C;, il s'agit des “paramélres

articulaires” en robotique.)

2.1.2 Représentation des déplacements avec sous groupe a un parametre

La notion de groupe & un parametre joue un role essentiel dans la modélisation de liaison,
puisque les déplacements admissibles d'une lialson géométrique peuvent étre décomposés en un
produit de sous-groupes & un parameétre. En effet, nous avons vu que dans une configuration
donnée, on peut adjoindre un corps C une famille fondamentale (voire la définition 1.8 du
chapitre précédent) s = (£,7.{) a laquelle est associé un repere orthonormé. Ainsi, st une famille
fondamentale s = {£, 1, () est fixée et si une configuration de référence de C est choisie, alors il
existe un unique isomorphisme de ['ensemble de toutes les familles fondamentales sur ’ensemble
des configurations d 'un corps rigide ! sur la configuration de C. Par la suite, le nombre de degré de
liberté permis par une liaison peut étre défini comme étant le nombre de parameétres indépendants
nécessaires pour engendrer la variété différentielle des déplacements cinématiquement admissibles
pour cette liaison.

Un déplacement spatial peut étre représenté par une translation et une rotation.

2.1.3 Classification des chaines cinématiques et sous-groupes de Lie

On appelle couple cinematique une haison entre deux corps successifs.

La théorie des groupes offre une méthode trés simple pour la classification [Her78] des chaines
cinématiques.

Grace A 'application exponentielle définie dans le contexte de la théorie des groupes de Lie et
la notion de familles fondamentales. il est possible de caractériser expliciternent ces déplacements

pour permettre de faire un calcul symbolique directe dans l'algebre de Lie ©

1. La notion de configuration du corps rigide C est un élément de modélisation assez abstrait, généraiement une
configuration est donnée par rapport a une référence, éventuellement virtuelle. L'ensemble des canfigurations d'un
corps rigide forme une variété différentielle (voire [Chevallier -86]).
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Classification des chaines cinématiques et des sous-groupes de I
chaines Type Caractérisation géométrique de la chaines | Déplacements C.A.
cinématiques cinématiques
i Encastrée (0] point fixé €
! ddl =0 Elément neutre du groupe I
Prismatique | P; d.d.l. | Les déplacements C.A. réalisé par une telle | exp(dQ()
=1 liaison, s'obtiennent par des translations sur | tel que { est un glisseur uni-
le bord du prisme de contact taire et l'axe A; est le bord du
prisme.
Rotoide bRy ddld Le contact est établie sur une surface de | exp(4¢)
=1 révolution. Les déplacements C.A. par une | tel que { est un glisseur uni-
{ telle liaison, s'obtiennent par une rotationau- | taire et A¢ est 'axe de rotation
tour de I'axe de la surface.
Hélicoidale H: ddl Le contact est défini par une surface de la
=1 forme d’une vis. Cette surface est entiérement exp{6(¢ + pQ¢))
déterminée par la donné de l'axe du cylin- | que ¢ est un glisseur unitaire et
drigue inscrit et le p défini par la vis. A, est P'axe de la vis.
Cylindrique j} C¢ d.d.l La surface de contact entre ces deux éléments
= 3 est un cylindre de section circulaire. Les exp(8¢ + d§i¢)
! déplacements C.A. s'obtiennent par la com- tel que ¢ est un glisseur uni-
E position d'une rotation dont 'axe est celuidu | . 0 oy A¢ est Paxe du cylindre.
cylindre et une translation le long du meme
I'axe
Translation P d.dl. i Les éléments d’une telle paire peuvent trans-
! plane =2 later librement 'un par rapport a 'autre en exp(2{aé + bn))
§ : restant dans un méme plan tel que s = (£,7,¢) forme une fa-
! { mille fondamentale
i Flane ; I, Par rappert a la translation plane, les
ddli.= éléments de la paire peuvent subir des rota- exp(§2(ag + bn)) exp(v:()
tions autour d'une normale a ce plan. tel que s = (£,7,() forme une fa-
mille fondamentale.
Translation Pear Cette liaison permet des translations
spatiale d.d.l.=3 indépendantes, des éléments de la paire 'un | exp({l{af + dn + ()}
par rapport & 'autre, dans les trois directions tel que s = (£,9,¢) forme une fa-
de Vespace. mille fondamentale.
Sphérique So d.dlt Le contact entre les éléments de la paire a
=3 lieu sur une sphére. La situation de chacun exp(6€ + on + ©()
des éléments de la paire est donnée par rap- | |, que s = (€.7.¢) forme une fa-
port a celle de son partenaire par trois angles | 10 100 damentale.
de rotations autour du centre O de la sphére
COfLAC.
| Y, Définie par des déplacements hélicoidaux sui-
vant une direction de ['espace et des transla- | ,
tions indépendantes dans deux directions du exp(§2(ag + b)) exp(v{1 + §1p)()
plan perpendiculaire a cet axe. tel qgue s = {£.n,¢) forme une fa-
I mille fondamentale.
A X¢ d.d.l § Définie par des déplacements cylindriques
= 4 suivant une direction de |'espace et des trans- ) ,
lations indépendantes dans deux directions exp(f(e€ + bn)jexpl{w + {lc)()
du plan perpendiculaire 4 cet axe. tel que s = (£,7,¢) forme une fa-
mille fondamentale.
Libre Fd.dl = | La liaison n'impose aucune contrainte
6

exp((6+Qa)E+{o+Qb)n)+(v+0c)()

tel que (£.9,¢) forme une fa-
mille fondamentale.

2.1.4 Notion de graphe d’un mécanisme

On considere un systeme mécanique S constitué de m corps rigides Cy. Ca,

-+Cry, ON suppose

que 1'on sait assocler a chaque corps C, pour i = 1, .-, m, un repere R, qui lui est solidaire. Il

existe des couples cinématiques entre certains corps de ce systeme et on fait ’hypothese que ces
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couples sont holonomes,

On note £ 'ensemble des couples du mécanisme, £,; signifie le couple entre le corps C; et le
corps C;.

Pour modéliser les déplacements de ce mécanisme, il suffit de connaitre ses configurations
cinématiquement admissibles et dans lesquelles peuvent se trouver les corps qui le composent.
Dans le cas des mécanismes bouclés, ces configurations sont difficiles & déterminer. On se pro-
pose d'étudier le déplacement relatif au référentiel R, solidaire du corps C;; ainsi le corps C; est

considéré comme fixe et le systéme est composé de m — 1 corps rigides en déplacement.

Pour étudier I'ensemble des configurations cinématiquement admissibles d’un mécanisme, on
est amené a représenter son architecture, c’est-a-dire la maniére dont les corps sont reliés les uns

aux autres.

A un systeme mécanique S composé de m corps soumis a un ensemble de lialson £, on associe
le graphe simple G(&) = ({1.2,--},¢(8)), ou g(S) est un ensemble de couples d'éléments de
{1.2,---,m}. tel que {7, j} € g(S) si et seulement s’il existe une liaison entre les corps C; et C,.
Alors les correspondances suivantes s'établissent entre le graphe du systéme mécanique et son

architecture :

A chaque corps, on associe un sommet du graphe.

A chaque couple, on associe une aréte.

* S'il v a un couple entre deux corps alors les sommets correspondants sont voisins.

Le graphe d'un mécanisme est connexe.

Définition 2.5 On dif qu'un systéme mécanique est fermé, st le graphe associé contient une

boucle Sinon c'est un mécanisme arborescent.

Pour un mécanisme bouclé, on note £, la liaison entre le corps C, et le corps C,;;; particuliérement

lorsque le mécanisme est une boucle €,,4; est identique 3 £;.

Dans cette thése, on s'intéresse particulierement aux systemes en boucles fermées.
Quitte a diviser le systéme mécanique en plusieurs sous-systémes et a les étudier séparément, on
peut considérer que-le systeme est completement interconnecté, c’est-a-dire que son graphe est

connexe.

2.2 Traitement des mécanismes bouclés

On se propose d'étudier le déplacement d'un mécanisme composé de m corps rigides vu par

un observateur schidaire du corps C;.

Pour un systéeme mécanique bouclé, on ne peut pas assurer que 'ensemble des configurations
admissibles est une sous-variété, on se propose donc d’étudier ’existence du degré de liberté et
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d’un parameétrage adéquat d’un mécanisme a structure bouclée.
Essentiellement, dans Poptique que 'on s’est fixée, les problemes a résoudre sont de trois ordres
et se formulent en ces termes:

e Considérant un mécanisme dont oun connalt la nature des couples cinématiques, ¢'est-
a-dire, les générateurs correspondants a chaque couple (voir tableau}, est-ce qu’il
possede un véritable degré de liberté? Si oul. comment déterminer ce degré de liberté?

e (Considérant un mécanisme dont on connait la nature des couples, et dont on sait
qu’il possede un degré de liberté local, comment déterminer les relations entre les
parametres au premier ordre?

e Comme déterminer les coufigurations singulires? Est-il possible de classifier les
différents types de singularité dans les mécanismes?

Dans un prernier temps, on va approfondir les aspects mathématiques aux notions de degré de
liberté et de parameétrage pour déterminer quelles sont les hypotheses et les restrictions que 1'on
devra admettre pour mener a bien la modélisation des mécanismes considérés.

Dans ce qui suit de ce chapitre, la référence principale est [Ler87].

2.2.1 Description du probléme, équation de fermeture

On considere un mécanisme S constitué de m corps Cy, - -, Cpn, dont les couples sont holo-

nomes réguliéres et dont la structure est bouclée.

On utiiise pour parametrer ™ une carte ¢ = {g1,92,---.¢m}, chaque ¢, correspond & un

couple £;. on peut donc appeler ¢; le parametres articulaire associé au couple ¢,.

A chaque couple £, d’un mécanisme est associé un sous groupe de Lie de T dont 'algébre de
Lie est une sous algébre de Lie de D. En utilisant I'hypothése de sous-groupe a un paraniétre, ce

sous-groupe de Lie est décrit par la donnée de carte sous la forme d une application ¢, de = dans

Définition 2.6 La fonction du couple €, est {'application A, de R dans [ telle que :
A= Ai(qi) = exp(g.6y)
ou £, est le générateur de déplacement.

Définition 2.7 On appelle équation de fermeture d'un systéme mécanique boucld ['équation
définie par:
flg)=e

ou [ est une application de 2™ dans D' :

flg) = Ai(g1) o Aa{q2) o -0 A{gm)

Dans une configuration quelconque, la fermeture de mécanisme est caractérisée par Do f(g) = D,

ou D € D représente le déplacement du corps C; de référence.
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Fi1G. 2.1 - La saliére

Définition 2.8 L'ensemble des configurations cinématiquement admissibles d'un rmécanisme bouclé

est le sous ensemble f~1{e) de R™ :

M=f"ey={geM | flg)=¢)
Un élément q de M sera appelé configuration admussible compatible avec les ltatsons associés.

Si le mécanisme peut effectivement se fermer, 'ensemble M n’est pas vide. Il v a au moins la
configuration de référence oi I'équation de fermeture est vérifiée, on note cette configuration par
g0 = (go1. go2. -~ -+ gom) { go € M). Si le mécanisme ne peut pas fonctionner M est réduit & un
ou plusieurs points isolés de R™.

M n’est pas une sous-variété en absence d'hypotheses supplémentaires. C'est-a-dire a priori,

I'hypothése que Af est une sous-variété de R™ est fausse.

Un exemple de mécanisme singulier

On considére un mécanisme décrit dans la thése de Papegay composés de quatre barres reliées
entre elles par quatre liaisons rotoides, on 'appelle saliere. Ses barres sont de meme longueurs
et les axes sont orientés comme décrit sur le dessin 2.1 en haut représentés deux configurations
régulieres et en bas représentés le mécanisme en configurations singuhieres. Les configurations
singulieres correspondent topologiquement dessin 2.2:

Il est clair qu’il existe des points singuliers au voisinage desquels M n'est pas une sous-variété
de ™. En ces points, le degré de liberté n’a pas de sens. En général, il convient de les éviter au
moment de la conception des mécanismes.

1l existe aussi d’autres types de singularité. Il est donc intéressant d’analyser les différents types

de singularités qu’on a rencontré dans les mécanismes.
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FiG. 2.2 - Les configurations singuliéres de la saliére

2.2.2 Différentiabilité de I'équation de fermeture

En effet puisque D est un groupe de Lie et que ’application exponentielle est C°°, alors
I'application A, de B dans I définie pour tous les couples est une application C™, ainsi que f.
Cela assure la différentiabilité de A, et de f.

Proposition 2.1 L’appiication de fermeture est une application C™.

Remarque

Le déplacement d'un systeme mécanique de solide rigide dans Vespace euclidien R™ est une
application C™, nous !'tdentificns comme une application f : N — [0 N est une variété, [ est
le groupe de Lie des déplacements rigides. Nous somrnes concerné seulement par les structures
de telles applications et les déplacements locaux: f : (N, q) — (D, A) un déplacement avec un
point y € N, A& D
Considérons deux déplacements locaux fy : {N;,q) = (D, 4)) et fo : (Na.qe) — (D, A2) sont
dites l-équivalents. s'il existe un difféomorphisme local g et des applications rigides ¢ et 7 pour
laquelle le diagramme suivant est commutatifs ot h,, est une application de D — I définie par

¢ — oOT.
(NM.q) — (DA
gt T hor
(‘)\'"27 q?) _)]2 (D‘a Az)
Nous considérons un systéme mécanique S8, NV est I'espace de parametres articulaires, On peut

montrer que les déplacements locaux quelconques sont I-équivalents & la forme
5 (R™0) - (D, e)

ou m = dimAf et e est 'élément neutre du groupe D Deux telles applications u; et w2 sont
I-équivalents lorsqu’il existe un diffeomorphisme local h et une application rigide ¢ pour laquelle,
le diagramme suivant commute:

(B™.0) —t (D,e)

gt the
(B™.0) —/ (D e)
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Prenons la différentielle dans le diagramme précédent, nous obtenons un diagramme 'applications
linéaires:

r™ T D

Tyt t Th,

L D
on 1'espace tangent & R™ a l'origine est lui méme, et ou D est Palgébre de Lie de 0. L apphcation
du coté droit du diagramme définit une application de © a son algébre de Lie appelé application
adjointe, elle est un opérateur linéaire de D, alors nous observons que pour des applications 1-
équivalents fi et fo, les images de la différentielles T f; et T'fy sont équivalents.

Soit I7 un ouvert de R™, |'espace vectoriel tangent en ¢ € L7 4 U peut étre considéré comme le
sous-espace affine {g} x R™ de R™ x R™, pointé par (g, 0). Ainsi, 'ensemble de tous les vecteurs
tangent & [/ n’est autre que U x R™, sous-variété de R™ x R™.

Plus généralement, si M est une sous-variété C°° de R™, alors, 'espace vectoriel tangent en
g € M a M peut étre considéré comme le sous-espace affine {¢g} x T, M C R™ xR™ de R™ x R™.

Puisque nous nous intéressons particulierement aux mécanismes fermés, alors f est I'équation
de fermeture qui est une application C* de R™ a D, alors l'espace tangent & f(g) peut étre
considéré comme le sous-espace {f(q)} x Tyl de I x D pointé par (f(g).0), ainsi 'ensemble
de tous les vecteurs tangent a [ n’est autre que I x D.

2.2.3 Différentielle de I’équation de fermeture au premier ordre

On note id(g—)— ou f'(g) la dérivée de f(q) par rapport a ¢, et i la dérivée partielle par
q

g,

rapport a ¢;. On va considérer la différentielle des équations de la cinématique:

Proposition 2.2 S: g — A(q) est une application différentiable de R a D, alors:
e 1l eriste pour chague valeur g un élément £(q) € D (champ antisymétrique) tel que:

d
J{;A(q)(p) =¢&(q) (Alg)(p))  pour pe& (2.6)
o S1w(g) EE est le vecteur wnvarwant de £(q), la dérivée de la partie linéaire de A(q) est .
d .
a—qA(q)(V) =w(@) AA(g)v)  pour veE (2.7)

La proposition s’applique aux sous-groupes & un parameétre. Si A(g) = exp(g€), avec £ fixé, alors:

d

E—A(q)(p) = £ o exp(gé)
q

Corollaire 2.1 Sowent A(q): R? — D une application différentielle C™, telle que A{gq) =
A1{q1) o Aa{qa), alors:

Ag) == (z:1&(q1) + 22A1(g1)s 0 E2(g2)) 0 Alg)  pour  z eRZ (2.8)

avec : Ay{q1). o0& = Ay o0& CATI'

Démonstration : Puisque:

AT RIxR?’DxD
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Y

(q,2) = (A(g), ulq) - 2)

alors:

Alg) -z = | —Alg), - Aw)) z
dq; 092
= ri—Ai{q1) o A2(g2) + z2 Ai(q1) o z—A2(g2)
d(h 3'}2
= r1€1(g1) @ A1(q1) 0 A2(g2) + z2(g2) A1(g1) 0 &2 0 Az(gs)
= z:€1(g1) o A(g) + z2(g2) A1 0 £ 0 AT 0 A(g)
= (z1&1(q1) + z241(q1). 0 €2(g2)) 0 A(q)

On obtient :
p{g) -z = r:1&i{q) + x2A1(q1)x 0 €2(g2)

qui est un élément de D mais, A'(q) - 2 € TaD |
Les rotations autour d’un point fixé peuvent étre représentées par une application de B2 = D

A(q) = exp(q1&1) o exp(g2€2) o exp(gaés) (2.9)

D’apres la proposition précédente. sa dérivée s'écrit sous forme suivante:

Ag) -z = (2161 + zaexp(qi€i)efa + z3exp(¢1€1). o exp(g2€2).€3) o Alq) pour r€R®
(2.10)

Il est composé de trois champs antisymétriques qui sont des fonctions des paramétres articulaires.

Proposition 2.3 Soit ¢ — A(q) une application différentiable de B a D, pour X € D constant,

on a;’

d
EZA((]).X = adf(g) o Alg).X (2.11;
Démonstration : Supposons Y = A(g). - X, alors:
dy dA(g) . .., . dA”Y{g)
—_ = XoA { Xo——
2 %o oXo {g)+ Alglo Xo 1

H

wegr AA{g) o X oA g) — A{g) o X 0o A7 {q) - &(q)
[q). Algr-(g}]

Il

|
D apres la proposition ci-dessus, on a:
%,4-"((1)._\' =—-A"{g). o(ad & - X) pour X €D (2.12)
En effet . 4

ce qui implique:

A ” d il WP -
(A(g)a) o A7 g)e - X + Alg)amA" {g)e - X =0

;i—q dg’

L'équation 2.12 est évidente.

Pour simplifier les notations. on note R, par A;{g,)..
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Nous allons considérer la dérivée de 1’équation de fermeture.

e u

Proposition 2.4 f(g) est une fonction analytiqgue a valeur dans I3, la dérivée f'(q) - est une

application de R™ dans Ty\D. elle est définte par:

flgy = (uila), p2(a)e ) Bmig) o Fl9) (2.13)

Sa valeur en 2 = (z;)1<i<m de R™ est donnée par:

F(@) z =) zime(q) o fla) (2.14)

k=1

Les champs antisymétrigues pg{q) sont définis par:

prl(g) = Ryo Ryo- -0 Riék o f(q) (2.15)

Démonstration : Compte tenu de la proposition 2.3, on a:

, _d
fllg) = Ef((l)

o ., a )
= (\1 1 Rlo"'OE£i1 1 Rlo"'oRﬂ‘Ién)of(Q)
= (mlg). palq) . #m(9)(@) ) o fla)
|
On présente quelques notations utiles pour la suite:
e G, sous algebre de Lie de D engendré par (u1(q), -, um(g)).
® J, sous espace vectoriel de &, engendré par (pi(g). -, um(g}), c’est-a-dire 'image de f'(q)

dans D.

o &, est un supplémentaire de §; dans &,.

L’étude du degré de liberté d'un mécanisme S est équivalent a I'étude de la variation de rang de
f{g) une famille de vecteurs yu,. pour i = 1, m. Autrement dit, le degré de liberté dépend de
la dimension du noyau de f/'{q). Si le mécanisme § posséde un degré de liberté, alors les vecteurs
14,{g) ne sont pas indépendants. On note alors par les indices a les vecteurs indépendants pq(q)
qui forment une base de J,; les autres, on les note par les indices i. Si le rang de f'(g) est égal a
r.alors il y a r valeurs de a, et m — r valeurs de 1.

Sil'on exprime yu,(q) relativement a une base yiq (g} de §,. on obtient:
wi(g) = Y CRg)nalq)

ou les coefficients {C¥(g)} sont des fonctions de ¢ a valeurs dans R.
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M

Fi1G. 2.3 - Sous espace B q et le supplémentaire K,

2.2.4 Etude locale de f(q)

HORL)

On suppose que M est une sous variété de dimension m — r de R™, on se donne gg sur M et
I'on étudie M au voisinage de gg.
Soit ¢go dans M, il existe un voisinage V% de go dans R™ et une application g unique de R,

dans B, analytique telle que 'on ait:
gelpNAM <« reBgtelqueq=gy+a+g{z).

En effet, tout g voisin de gy s'écrit alors: f(qo + z + y) = e. Soit ¢ définie par: ¢(z,y) =

!

flgo+ = + y). Par hypotheése, 'application tangente en z = § a y = ¢(0, y) est un isomorphisme
de [, sur le sous espace §, de D.

A Dapproximation hinéaire. la fonction de fermeture est exprimée par :

Proposition 2.5 A Uapprorimation hinéaire, la relation de fermeture s'écrit :

do = qoa~ 3 C2(qo)q = qu0) + R* (g5 ~ qu0). (2.16)

la famille de fonctions R®{q, — q,0) est du deuréme ordre.

{Pour la démonstration. voir la page 74 de la these de Lerbet [Ler87]).
Puisque le rang de f'{g) n’est pas maximal, alors le noyau F, de f'(g) n'est pas réduit a zéro,

il est défini par la proposition suivante, ainsi qu'un supplémentaire dans R™.
Proposition 2.6 (1} On a la caractérisation suwante du noyau Ky de f'{q) :

By={r€E™ 2o ==Y Cl(g)zi}

(1t} On peut chowsir pour F, un supplémentare de R, dans R™
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Démonstration : (i) On prend le 1°7 ordre de la formule de Taylor, de plus u, est une base

de §,, on a:

[}
I

q) -

S
ZI,‘;J,‘(Q) + Zraﬂu(Q)
= Z (;ra + ZC?(Q)-’H) Ha(q)

fa g

d’ol (i).
{il) St R, est un supplémentaire de K, dans R™, alors on a:

FE,oR, =R™ R,=R,/R™
B

F.q et R, sont des sous espaces vectoriels de R™, on peut les caractériser par une base Ay et A,
respectivement. Par exemple:
(1) Une base de R, est composée de m — r éléments, c’est-a-dire, X, = {X;}, 1 ayant m —r

valeurs.

" 1 st k=1, -
’qk:{ -C? (2.17)

st k prend les valeur de a.

{2) Une base de E, est composée de r éléments, c’est-a-dire, X, = {X*}, o ayant r valeurs.

ra 1 s1 k= o, ‘
ek T { 0 si k prend les valeur de 1. (2.18)

2.2.5 Dérivée d’ordre 2

Apres avoir calcule f'(g), on sait que f'(g) peut étre représenté par une matrice 6 x m, ce qui
permet d'étudier le probleme de la variation de rang de f'{(gq). Il s’agit d'un probléeme difficile si

'on fait aucune hypothese sur Af. Ce probleme sera considéré dans le chapitre suivant.

La principale difficulté rencontrée dans ['élaboration des dérivées est due a la présence de f(q)

dans Vexpression de f'(g).

On utilise ’hypothése de sous groupe 4 un parametre exposé a la section 2.2.1. les calculs
sont développés et poussés jusqu'au bout dans le cas du second ordre.
Afin de faire des analyses plus profondes, il est important d’évaluer P'application linéaire u'(q)

ou la dérivée seconde de f.

Nous utiliserons la structure particuliere du groupe I qui est un sous groupe du groupe affine
La(€). On a de fagon générale :
T E™xR™ o5 Dx2D
(g.z) = (flg).(ulg)-2))
ou r € R™ et u(q) est une application linéaire de R™ a L(R™, D) définie par:
g R™ = LEBRTD)
¢ = ulg)-z=Y Fulo)
k
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Proposition 2.7 Pour tout ¢ de B™ on a:

dpelg) _ [0 st k<
g~ | lulg),melq)] si k>1

(2.19)
Il s’agit d une application directe de la dérivation de ['application Ad d’un groupe de Lie.

De plus, s1 l'on dérive ug(g) par rapport a tout g, on obtient la formule suivante:

Tl
<*‘Z’:—Q)> ST = (ZII[#I(Q)Vﬂk(Q)}) (2
q: 1<i<m K

i<k

]
<
=

Proposition 2.8 Soit ¢ € B™, y' a la forme suwvante :
Hlgi(z,y) = > 'y {ulg) pelg)]
kof<k

Proposition 2.9 On définit By lapplication bilinéaire de B™ x R™ dans ® par:

P—

Byiz,y) = (g ZZIzyk pe(q), pxlg)]  pour  z,yER™ (2.21
Kk <k

pour tout {z,y) dans B™ x R"™, et écrire la formule ci-dessus :

By(r.y)=1'B,y pour reR, yeR™

aver
0 [mighme(] - e umlq)]
B = 1| bulg)pale)] 0 < {ple) ()]
[
g mmie)] lu2(g) umie)] - 0
La proposition suivante précise la forme de (g},

Proposition 2.10 Seit ¢ € 7™, f"(q} a la forme suivante:
Sq) - (zoy) = (Bo(r.y) + (ulg) - x) A(ulg) - v)) e flg) (2.22)
ou u(qj est la partie lin€are de p{q}.

Cette proposition est la base pour calculer les dérivées a tout ordre de f{q}.

Démonstration : Puisque
f'lq) -z =(ulq) -x)e flg)
ftg) est dans Z et u{g) - r dans D. De plus. on a:

7 = ¥ {ZMx 2™ = (B xDIx (DxD)
) - (g

s

De cela. on tire -

f"glz.y) = (ulg)-z)A(ulg) v)o flgh+ u'(g)z. y)o fq)
= (Bglz.y) +{ulg) ) A(ulg) -y) o flg

)ou(q) -dg) (n(q) - r.(u(q)-3g) A {u(q) y) + u'(g)(dq.7})
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D’aprés la proposition 2.10, avec I’hypothése de sous groupe a un parameétre f(g} prend la
forme suivante :

JOIERY) (Tzru [uelq uk(q)}v“zx“w(q)AZZ/‘M(G))Of(Q)
k i<k k I3

o1 ug(gj est la partie linéaire de ug(q). Pour cette formule, on a les remarques suivantes:

— En général, f”(¢){z,y) n’appartient pas 3 D mais seulement 4 ’ensemble des champs de vec-
teurs affines de £ dans [, puisque le deuxieme terme Zy“uk(q) Adisplaystyle Z viuelq)

k ¢
n’est pas symeétrique.
— Si 'on considere sa restriction a Rq x R, elle prend la forme suivante

")z y) = ZZ ;/‘[pg pour rE}RqJ {2.23)

k <k

puisque : Z tue(g) = 0.
¢

Grace a la notion de groupe de Lie. on peut obtenir 2.23 sous une forme simple et importante
dans la suite.

Il est donc nécessaire que:

f'(g)(z.2)€F, pour zrER,

D apres les calculs. il semble qu'il soit nécessaire de calculer toutes les dérivées mais. & notre

connaissance et d’apres les exemples qu'on a traités, le calcul de la dérivée d’ordre 2 est suffisant.

Proposition 2.11 Siles r premiers éléments de la suite p forment une base de 3, sur i, alors

By(x.z) peut étre simplifice sous la forme

=Y > zazslusle). pale)] + ST i ipya)m(e)) pour  reR, (224)

a B<a [T Y]

ou bien écrit sous la forme symétrigue :

Bq(r.:):r;-B;’~zo+zf-B;-1:, pour r e R,
arec
I; = (:1 If)t I: = ('rf+1 Im)
0 ui(q), pwalq)] - {#1(0)4#(4)1
o L [#1(g) pw2(q)] 0 o pa(g) e (q)]
Bq—rl
i) we(@)] [u20g), pr(@)) -+ 0
0 lrllr+1(<1),ﬂr+2(f1)] [l‘r+1(Q)v#m(Q)]
g = L] rerledmrsaiel] 0 o {prs2(g) pmig)]

2
Wrs1(9), vm(@))  [Hra2(g) oml@)] 0
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la figure (a) représente 'aire {partie couleur grise) de calcule aprés la simplification; (b) représente 'aire de

calcule avant la simplification. Apres avoir simplifié, on peut économiser _ﬁL"Til% de calcul.

Fig. 2.4 - Simplification de {a formule dérivée d'ordre 2

Démonstration : Compte tenue 'équation 2.21, on a:

By(z.z) = 33 rexiuelq). pelq)]

k f<i

= D> zorslus(@) mal@)) + D > rslesle). (@) + DY ziwluiia). ila)]
a g<a 3 B8<; J o<

SP 3D IEIRUNNIES 3 388 (—Zcfr.>[u5(q),20fpa(q)]
« fg<a : o
*ZZ’ :.ZC pslq ZC‘ Holq

r

= nyzxf.}d“ #o(‘i’) +>_‘LIIIJL#JW)»!‘x(qﬂ

a J<a 1<

Lorsque r € Ry, la formule précédente permet de diminuer le temps et la quantité de calcul, ce
qui peut etre montré par la figure 2.4 et le tableau ci-dessous. lorsque r est petit par rapport a

m. la quantité de calcul est considérablement diminuée,

i i avant simphfication | apres simplification [ différence ]
nombre de crochets im(l + m) P4+ (m—r)" 4+ m) rim—r—1)
nombre de produits tm{l + m) 6(r* + (m — )% + my 6r(im—r—~1)
nombre de somime Im(l+m)-1 Pt (m—=r)4+m)—1] rim—-r—1)

2.2.6 Configuration singuliere

Définition 2.9 Un point g d'une variété M est dit point singulier de Uapplication différentiable
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f M =D sile rang de la dérivé :
fl(q) . an — Gu

en g est inférieur d sa valeur mammale. Sinon, le point q est dit régulier.

2.2.7 Les mécanismes plans

L'analyse du comportement cinématique se réalise en trois étapes. La premiere étape est
de générer les vecteurs associés i chaque couple, la deuxiéme étape est de calculer le degré de

liberté et le noyau aux points non singuliers, la troisiéme étape est d’analyser les points singuliers.

Pour un mécanisme, 8 chaque couple ¢; caractérisé par un axe passant par le point o, est
associé un repere orthonormé R, = (o;,%;,y;,2;) de £. A partir de ce repére, on définit une base
B, = (Q&, Qni, Q. &, mi, ) de D de la fagon suivante:

—~ 2, Qn,, Q(; sont des champs antisymétriques constants égales & x;, y;, 2;.

- &, ni, {; sont des champs antisymétriques définis par:

&(p) =%, AGh, mip)=y.Aob, (i(p) =z Adip, pour pe&

On introduit alors les matrices de passages Pi de la base B, a Biy,,pourt=1,---,m.
—
R e (2.25)
0 I3

I3 signifie la matrice carrée unité de dimension 3. 0;0;4+1A est un opérateur antisymétrique,
0:0,+1 = (zi.v..2)" sont les coordonnées de point 0,4, par rapport au repere (o, 1, j k) dans la

configuration de référence, on a:

0 ey -
0,041 N\ = -2 0 x;
v -z 0

Les applications adjointes A,{(¢q,). = R, sont définies par la formule d'Clinde-Rodrigues

généralisée {voir la proposition 1.3):
Le principe est de tout calculer dans la méme base, on choisira ict la base B;.

On montre que les vecteurs y, dans la base B; s’écrivent sous la forme suivante:

i

Hy = H(RJPJ)£:

j=1
ou &, est le vecteur du générateur du déplacement suivant ’axe {0;,2;) dans la base associée au
repere (0;, X;.V,.%i).
déplacement de la :*™¢ laison au point o;.

Nous allons conserver ces notations pour les exemples au chapitre suivant.
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Lorsqu'il s’agit seulement des mécanismes plans avec des couples rotoides, les reperes ortho-
normés R; associés a chaque couple étant définis comme indiqué sur la figure 2.5, on a alors:

070,11 = (ai,0.0)" dans B,, ainsi les matrices de passages sont définies par :

1 0060 0 0
01 00 0 a
_0010—(1,'0
B=lv o001 0 o
0 000 1 0
0000 0 1

Puisque les axes de déplacements sont paralléles alors, & a pour coordonnées dans la base B; :
& =1(0,0,0,0,0,1)"

la rotation R; autour de £; a pour matrice dans B; :

cosg; sing; 0 0 0 g

—sing; cosq; O 0 0 0

R — 0 0 1 0 0 0
T 0 0 0 cosq; sing; 0
0 0 0 —sing, cosg; O

0 0 0 0 0 1

Génération de vecteurs

Le comportement cinématique d 'un mécanisme peut etre schématisé par I’ensemble de vecteurs
de déplacement p = (py, -, pm) O0 py est associé au couple €. Pour un mécanisme 2.5 plan qui

est constitué par des couples rotoides. les vecteurs sont définis par:

Degrés de liberté

L’étude des degrés de liberté nous ramene a I'étude de la variation du rang de l'ensemble de

vecteurs g. On identifie cet ensemble a la matrice jacobienne :
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Fi1G. 2.5 - Mécanisme plan

D’aprés I’équation 2.26, on peut remplacer u; par son expression contenant le paramétre articu-

laire ¢;. Plus précisément :

3 j J
0 —ajysing; -+ — Z a; sin (Z ) - Z a;sin (Z k)
k=1 k=1
i 3 J
, 0 aycosq; --- Zaj cos (Z qk> ZGJ cOos (Z k)
J(g) = =1 k=1 k=1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

ol a, sont les longueurs des barres. m est le nombre des couples.

On voir bien que J(g) est une matrice de rang 3 aux points non singuliers. Le sous-espace
engendré {§, par l'ensemble de vecteurs u est alors une sous-algébre de Lie de D de dimension
3. D’apres le résultat classique de géométrie différentielle, f{g) est une subimmersion, I'ensemble
de configurations admissibles Al est une sous-variété de R™ au voisinage d'une configuration
réguliere. Alors le degré de liberté d'un mécanisme plan peut etre évalué par larelation n = m—r,
ici, n est le nombre de degré de 1iberté, r-est le rang de la matrice jacobienne qui est égal a 3 aux

configuration réguliére.

On considére {pq}a={1,2,3) comme une base de l'espace §, si ui(q), p2(q) et pa(g) sont
linéairement indépendants sur &, alors les autres vecteurs p;{g), pour 1 = 4. -, m peuvent etre
exprimes par:

pilg) = CHapilg) + CHq)palg) + C7(q)ua(q)

ol C?(q) sont les coordonnées réelles des vecteurs pi(g) par rapport a la base u,. Si I'on note :

pi(g) = (s4,¢:,0,0.0,1)°
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avec

=1

Alors les coordonnés CF* de y; sont définies par les formules suivantes :

s, cos(qr + 92) + ¢, sin{g; + g2}

CHyy=1- -
ay sin g
2 (g) = s, (a1 cos(g1) + az cos(q1 + 92)) + & (a1 sin{q1) + 2z sin(g1 + 92))
! ayaz sin{q1)
C3(a) = — s, cos{gy) + ¢, sin{qy)

ajazsin{g; )

En considérant l'équation:

floz=0 & 3 rum=0
k

le noyau de f'{q) est défini par:

={z{q) €R™ ZC"

alors :

R o P cos(qr +92) 0, s +sin(qy +q2) 37, o

ay singy

{a; cos(g1) + az cos(q1 + w2))zsn (a1 sin{gy) + a2 sin(g: + qz)?zﬁ‘

x

r2{q) = .
ﬁxazsmxm)

COS(QI)Z s, + sin(w)z <

T3(3) = ——— e ———— z,
ayazsin{gy}

De plus: T, M = [Eg.

Analyse des points singuliers

Les points singuliers dépendent du rang de la matrice jacobienne, c'est-a-dire,

(2.27)

{2.28)

lorsqu'il v a

une chute de rang de la matrice jacobienne par rapport au rang maximal. le mécanisme est dans

une configuration singuliere. Puisque rang(J) = rang(Js), avec:

0 —a;sing, - —a,zbm(zqk) —a,'Zsm(ZCIk>

1=1 i=1

J
0 aycosgq - a,Zco%(qu) a,vz:cos(qu)
=1

k=1 k=1

1 0 g 0 0 a

J3

iI"étude de rang de J3 est équivalent a I’étude de la matrice J;:

Cavsing o ~a Y sin (qu) -—alZsm (qu)

¥ 1—1

Jz(q) pumng g L3 J
ajcosq; - ZLOS (qu) a,Zcos (Z%)

=1 k
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on a alors:

rang{J(q)) <3 <« rang(Ja(g)) <3 <& rang{J2(q)) <2

Les déterminants de toutes les sous matrices de dimension 2 x 2 de J; sont définis par:

dét(];j(q)) = ZZa,-aj sin (gip1 + -+ g;) pour mZ>j>i>1

ou i et j sont deux colonnes différents de la matrice J3(q). alors, on a:
rang(J{g)) <3 <& dét{ ;J(q)) =0 pour m>j>1>1
Alors I'ensemble des configurations singulieres M* est défini par:
M'={¢qeM ldét(J.;j(q)) =0pour m>j>i>1}
La condition pour que les mécanismes plans soient singuliers est exprimée par [TU92] :

ZZa;a_,-sin(q.-+1+---+qj)=O pour m>j>i>1
v

Une analyse de 1'équation précédente montre que ses solutions sont: ¢ = 0 ou £7 pour k =
1.---,m, c'est-a-dire lorsque les barres s’aplatissent en une ligne. C’est une configuration sin-

guliere des mécanismes plans.

Si ay est fixé, la nature de fermeture des mécanismes plans aux configurations singuliéres peut

étre exprimée par:
@) + acos(g3) +azcos(qs + ¢3) + - +amcos(gy + -+ g} =0
Ce qui est équivalent a I'équation suivante:
s .8 * 3 s
a; +acosqy +azcosqgicosqy + -+ Ap COSqy - --cosq, =0

on peut alors définir AM* par:
m
M':{qEIR'"[a;+Za,-cosq§---cosq;’:0} (2.29)
=2
M?* est défini comme un sous-ensemble de Af.
Dans ces points singuliers, rangJ(q) = 2. Le sous-espace J,’ engendré par I’ensemble des
vecteurs est. de dimension 2. D'apres I'équation 2.26, les vecteurs p! ont la forme sulvante:

0

oy

i
a; + E a; cos gy -+ -COS q;
i=2

I7H pul = pour >3

I R = I N =)
=
™~ -
{l

— oo ofl o

-0 OO
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On consideére p, = {u}, 43} comme une base de F;". On exprime pf par la base p¥, on a:

pi=Clpi +Ciuy  pour i>3

avec !
5 T

E : S M E . N P M
a; COS ¢4 COos q] a; COS gq COs q]
ji=2

=2

Cg:— , C?:1+
ay 43}

Par suite, on obtient le noyau R} de f' aux points singuliers :

™

Ty = —E C}r_,—
7=3
m

o= — Cf.m
=3

La sous-algébre de Lie &, engendrée par ;" est de dimension 3 et {u, [uf, 431} forment une
base de S,°.

Nous considérons la dérivée seconde, avec r € [R{ aux points singuliers. on a:

Bolz.x) =33 rerxlut ui]

k l<k

=zyzafuf ug) + 3 O Tz, u)u]

v 1<t

(Im + Z S rziCicl - C}C})) (12, ug)

e <

(Z clelsi+2y 3 C?C}m;) (s 3]

<

alors: B (r. ) & &

Jr.z) & F.°. Pour que B.{r.r)soit dans J,°. il faut et il suffit: B,(z.z) = 0, c'est-a-

Y olchkt+2) S CiCiria; =0 (2.30)

Lo

g

dire :

Cette équation est essentielle pour déterminer les singularités des mécanismes plans.



Chapitre 3

Condition de transversalité et
meécanismes

L’étude mathématique d’'un mécanisine de solides rigides en boucles fermées se ramene a celle
de “I’équation de fermeture” : f{gy,---,gm) = e oll q1, - -, g,;n sont les coordonnées articulaires et
f est une fonction analytique a valeurs dans un groupe de Lie de déplacements. L’ensemble des
configurations cinématiquement admissibles du mécanisme est la partie M = f~!(¢) qui est une
sous-variété dans le cas régulier ol f est une subimmersion, mais dont I'étude est beaucoup plus
difficile lorsque f posséde des singularités. On étudie ici des configurations singulieres a 'aide de
la géométrie des groupes de Lie et du logiciel calcul formel MAPLE.

3.1 Sous variétés et I’espace tangent

Les références principales de ce chapitre sont [Dem86] et {Ler92].

3.1.1 Définition de sous-variété

Soient " un espace vectoriel de dimension finie dim(V") = n, M une partie de | et g un point
de M.

Définition 3.1 On dit que des fonctions @1, ....0m. de classe C™, définies au vorsinage de g,
forment un systéme non-degenere d 'équations locales de M en q s1 les deur conditions survantes
sont satisfaites:

a) il eriste un ouvert [/ de V" contenant ¢ dans lequel les ¢; sont défintes et tel que M (U sout
U'ensemble des pomnts r € U avec ¢y(z) =0, -, omiz) =0,

b} les formes lindaires do;(g) sont linémrement indépendantes.

Remarquons que si la condition b) est vraie au point ¢, elle est encore vraie au voisinage de ¢, on
peut donc toujours supposer que 1'on a choisi I7 de telle fagon que I'on ait, outre aj}, la condition

b’} suivante plus forte que b):

b") pour tout r € U, les formes linéaires do,(z) sont linéairement indépendantes. On dit que

les ¢; forment un systéme non-dégénéré d’équations de V dans U.
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La condition de non-dégénérence b) (ou b)) est essentielle. En effet, en 'absence d’une telle
condition, Pensemble des zéros communs d’une famille de fonctions de classe O peut étre
extremement pathologique. Nous verrons par ailleurs ci-dessous qu’il est essentielle que 'entier
m soit uniquement déterminé, on 'appelle la codimension de M en ¢ et on appelle dimension de

M en g l'entier d = m — n, on les note respectivement codimgM et dimg M.

Définition 3.2 On dit que M est une sous variété de V' en g si elle posséde un systéme non-
dégénéré d’équations locales en q; on dit que M est une sous variété de V' s'il en est ainsi en

chacun de ses points.

De fagon équivalente, dire que M est une sous variété de VV signifie qu'il existe une famille d ouvert
U de V, recouvrant M, telle que M possede dans chaque ouvert de la famille un systéeme non-
dégénéré d’équations.

St M est de dimension d en g, elle est aussi de dimension d aux points voisins. Ainsi les conditions
dimg M = 0.1, défimissent une partition de M en parties ouvertes. St M est connexe, elle a
donc méme dimension en chacun de ses points. Nous dirons que M est purement de dimension
d{ et de codimension n — d), s’il en est aussi en chacun de ses points. Plus généralement, nous
posons :

dim{M) = sup dim, M, codim(M) = nf codim, M
geEM qEM

On a donc dim{M) + codim{AM ) = dim(}’). notons explicitement que les définitions précédentes
impliquent que la partie vide est une sous variété, qui est purement de dimension d pour tout d

{(pour d =10, ---,n).

De fagon équivalente, dire que M est une sous-variété de V' en ¢ signifie qu’il existe un ou-
vert " de 1" contenant g et un difféomorphisme 8 de U sur un ouvert de B® = R™ x ®¢ tel que
B(U N A = 6(1 ) ({0} x B9). c'est-a-dire. (L’ N M) soit un ouvert d'un sous-espace vectoriel

de dimension d de =",

Soit L{E™, G,) Vespace vectoriel des applications linéaires de R™ 4 sous algébre &, de Lie

de ©. Pour chaque u € L(E™, 8,). le rang de u est l'entier rang(u) défini par
rang{u) = dim{Imiu)) = codim{ker{u}}
On a rang(u) < inf(m.dim{G,)). 'égalité rang{u) = m signifie que u est injective, 1’égalité

rang(u} = dim(&,) signifie que u est surjective.

On donne quelques exemples de sous-variété

- Un sous-espace vectoriel {ou affine) de 17 est une sous variété.

- Graphes. Supposons 1” donné comme un produit de V' x V" et soit f V' — V" une
application de classe O™ de V"' dans V"”'. alors le graphe de f est une sous-variété de 1" de

dimension dim{1"}. En effet, on peut identifier V" 3 R™ et f & une suite (¢, -, ¢p) de
fonctions de classe O™ sur V', alors le graphe de f est I'ensembledes {2y, -, ym) € V' x
™ annulant les fonctions (z.y1. -, ym) — s — ¢.(2). Mais les différentielles dy; — de,(z)

de ces équations sont linéairement indépendantes en tous points.
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M rRY
q )
) R™
{a)
M Rd
; |
)
U _—
Rm
(b)

Dans le figure (a]. M est une sous-variété de V7, puisque & est bien un difféomorphisine de U/ sur un ouvert de
E ™, de plus 8(L" N Af) est un ouvert d'un sous espace vectorie!l de R™, la définition est alors bien vérifiée.
Dans le figure {b), A n'est pas en point g une sous variété de 1, puisque & est une surjection mais, n'est pas un

difféomorphisme, la définition n'est pas vérifiée.

FiGc. 3.1 - Définition d'une sous-varieté
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Proposition 3.1 Soif r un entier avec 0 < r < inf(m,dim(8,)). Dans l'espace vectoriel
L(B™ &,), l'ensemble E7 des u avec rang{u) = r est une sous-variété de codimension €gale
a {m—r){dim(&,} - r}.

Pour tout points ¢ € 2™, LIR™, &,) est identifié & L(R, & R,. §; B B4), de plus:

LR&ER, Fg88g) = L(Rq,F,) D LR, B,) & LR, Fy) & L(R,, By)
Démonstration : Considérons une application u € L{R™, &,), on peut I’identifier par quatre

u:(”l p3>
P2 P4

de plus, les quatre projections sont définies par:

projections p:, ps, ps et ps, telles que:

Py L(B™.S,) — LR, T,)
pr L(R™. S,) — L(E,,&,) 3.1)
pa : L(B™.8,) = LR, 3y) S
pa  LIR™ S,) = L(Rg &)

Si on suppose que p; est une matrice carré r x r inversible, alors on a:
b
rangu = r > P4y = PP P3

La formule peut etre prouvée par la procedure suivante. St on définit

[ =piipa
"“[0 In-r

v est une matrice carré m x m inversible: on a donc:

rangu = ranguy ST rang ( b 10 )
P —p2py P3tops

Dol ia formule.

Soit ug € E7. Dans des bases convenables de 27 et &,. ug s'écrit -

u = I. 0
“lo o
Par continuité du rang. il existe un voisinage ouvert {' de uy dans E7 tel que. pour tout u € (',

on ait rang(p;) = r. Pour que u € " soit le rang r. 1] faut et 1} suffit:
_ -1
P4 = p2py, P2

En prenant pour U un voisinage produit. U'intersection £™ (U C L{F, S4) % L(F,. §) %
L(F,. &,) est le graphe de l'apphcation {p;, p2, pa) — pap; *p3 de classe > Ainsi, E™ est une
sous-variété C= de L{E.™, S,) et sa codimension est : ms—(r?+(m—rjr4r{s—r)) = (m—r){s—r)
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3.1.2 Espace tangent a une sous-variété

Proposition 3.2 L’espace tangent @ M en g est un sous-espace vectoriel de V' de dimension
dim, M. C'est auss: [intersection des noyaur des formes linéaires dg(q), ot ¢ parcourt [ 'ensemble

des fonctions de classe ('™, défimies au voisinage de q el nulles sur M.
Exemples
- Un sous-espace affine de V' est son propre espace affine tangent en chaque point.

- L’espace tangent au graphe de f en un point (g, f{g)) est le graphe de I’application linéaire
filg) -V - W.

Proposition 3.3 L'espace tangent au point u a la sous variété £7 de L(R™, &,) est formé des
apphications linfatres v : R™ — &, telles que T,E™ = {v € L(R™, S,) | pa(v) = 0}.

Démonstration : Soit 7 un voisinage ouvert de L(R™, &,) tel que:
helUME™ <= PHh)=0
L’application P : E7 v+ L{Eq. ®,) est différentiable, elle est définie par:
P(h) = pa(h) = p2(h)py ' (h)ps(h)
Pourv € T E7 on a:

Pk} = pair) ~ (palv)pi? (h)
p2(h)py  (h)pu(v)py !

pa(h)+
(k) + p2(h)py * (R)p3(v))

Puisque: pa(h) = p3th) = pg(h) = 0. on a"

P'{h).v = pa(v)

3.2 Théoremes de transversalité

Définition 3.3 Sowent V), V5 deur sous-espaces vectoriels de V. On dit que les sous-espaces 17

et V5 sont transverses {'un a [ ‘autre s1 les propriétés équivalentes sont vérifides :

i Vi+ils =1
(it} codim(V] N13) = codim(1}) + codim(Va};
(iit)  dim(V; ML) = dim(Vy) + dim(V2) — dim{17)

Dans le cas ol dim{17) + dim(V3) = dim(V'), deux sous-espaces de 1" sont transverses si et seule-

ment s'ils sont supplémentaires.
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Y\//
)

@ b

(c)

Fi1G. 3.2 - Ezemples des espaces transverses

Plus généralement, on dira qu'une famille de m sous espaces Vi, .-, V},; est transverse sion a:

codimm{Vy N...N VLY = codim(Vy) + - - - + codim( Vi, )
Définition 3.4 Sotent Vi et V5 deur sous varétés de V. On dit que Vi et V5 sont transverses
st, pour fout pownts ¢ de 1y (Y V5, les sous-espaces TyVy et TV de Q sont transverses.
Sout f: W — V une application différentiable. Soit Vy une sous variéte de V.

1. Pour g € W, on dit que [ est transverse a V) en g st, ou bien f(q) n'appartient pas a V1, ou
bien fiq) appartient a V) et ['tmage de T, [ est transverse au sous-espace g4

2. On dul que [esi iransverse a V) si elle 'est en chague powat de Vi On dut gue fest transvers

a V] sur une pertic de V| s'tl en st ainst en tout point de cetle partie
Exemples

Dans I'espace usuel de dimension 3.

Deux courbes sont transverses signifie qu’elles ne se rencontrent pas (voire 3.2.(a)). Deux
droites ne sont jamails transverses mais, elles sont transverses dans 'espace de dimension 2

lorsqu’elles ne coincent pas.

- Une courbe et une surface sont transverses si en chaque point d'intersection la tangente a

la courbe n'est pas continuée dans le plan tangent a la surface (voire 3.2.(b)).
~ Deux surfaces sont transverses si en leurs points communs, leurs plans tangents sont dis-
tincts (voire 3.2.(c)).

Ici. I'on passe de geénéralité sur la transversalité a des questions concernant les mécanismes, on

va introduire un critere de transversalité pour examiner st u'{g) et T4 £7 sont transverses dans

L{Z™.&,) Ensuite, on va étudier la classe 377 f), si le critére est vérifié, on peut conclure que
2.
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S°TT(f) est une sous-variété de B™. D apreés le résultat géométrie différentiel, le critére de trans-
versalité est une condition nécessaire et non suffisante pour que 3.7 77 (f) soit une sous variété
de ™. Tout cela est lié avec I'étude local de 'ensemble des configurations cinématiquement ad-

missibles ainsi que le degré de liberté des mécanismes étudiés.

Proposition 3.4 Soit g un point de R™ tel que u{q) € E". On suppose que les sous espaces
1 (q).R™ et Ty E™ sont transverse. Alors 3" " (f) = p~1(E") est une sous variété de R™ en
getona:

Ty(u~ )) #ig)™ ( Ty E7)
codlm HET) = codimy(g) ET

La démonstration peut s'effectuer a partir de la définition d’une sous variété i.e. un systeme
non-degenére d’équations locales de R™ en q et celles de E” en u(q).

Remarque D’aprés la proposition précédente, si f'(gq) est surjective, alors f~'(f(g)) est
une sous variété en g, de codimension égale a codim({E") et d'espace tangent ker(f'{g)). C'est

bien la solution dans le cas régulier.

D’aprés la définition 3.5, considérons une application linéaire p : R™ — L{R™, &,), avec
p € E7 ou E7 est une sous-variété de L(R™, &,), pour que u soit transverse a la sous-variéte, 1
faut :
LR™.6,) = p'(g) R" + Ty (E7)

Corollaire 3.1 En considérant l'application linéaire (q,v) — p'z + v de R™ x T,y E” dans

L{F™.6,), les trots condilions sutvantes sont éguivalentes :

(1) L(E™ 6a) = pw'{g) R™ + Ty E".
(it codim (u'{g}~"! (Tuiq)E7)) = codim (Ty(u=YE™N);
(i) dim(p'(¢) " (T E")) = m —dim (Ty(u~ ' (E7))).

En utilisant le corollaire 3.1, Vu € L(B™,&,),ona u=p'(g)z+v. Vr eRB™ Vv € Ty E,

on a donc le critére suivant pour vérifier si les sous espaces p'(¢).B™ et T, ET sont transverses.

Proposition 3.5 On définit la matrice A de dimension (s-r){m-r) xm comme suit:

pour £ € (1, -, mj,

Yo CeGy, s £<i

A _ AU’ — all<y
(Al -SNceGs, s ot

a>t

u est transverse @ E7 s1 et seulement s1.

rang(A) = (m —r)(s — r)
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Puisque &, est la sous-algebre engendrée par l'espace §q, sl po €t v, sont respectivement une
base de §, et B, alors {pq, v, } est une base de &,, comme tous les crochets [u;(q), pra(g)] sont
dans 6,4, la relation suivante est évidente :

[pe(9), mo(@)] = D Féspa+ 9, Gisvsy (3.2)
@ )

Démonstration : La démonstration peut s’effectuer avec I'idée suivante : Pour que la condition
de transversalité soit vérifiée, il faut que le rang de la matrice A soit maximal, ¢’est-a-dire que
la quatriéme projection py soit de rang maximal. I)’abord on va appliquer u = ¢/{¢) -z + v a un

élément de la base A} (voir formule 2.17) de Ry, pour u € LR, G,), veET, ok .

On définit u. v, Tmip'{q) - =) de la fagon suivante:

u()) = Z ulpig + Z ulv,
o o
et v est définie par:
= X e
¢ 4

En fonction de la proposition 2.9, u'(q) - r est appliqué sur .Y; :

Wi o)X = Y 2'CPipnpal = D {pe pal

aZls 1l

A partir de la formule suivante :

! LY i
u=pq) rtu
En remplagant les crochets par la formule 3.2, on a donc:

e 5o \ I_lpﬁ ra N\ IlC»ﬁ ra

=iy oo ya Sotes T g, T E8
By 1<
fo_ 8 va LB e
U = E:IC.GM— E UG
B<f<t 1<t

En réalité la premiere équation est toujours vérifiée en défimssant les u et © comme plus haut,

alors on doit vérifier la deuxieme équation et on la réécrit sous forme suivante

m
4 —_ L atp
u, = E A,

=1
on obtient alors la matrice A définie dans la proposition.

La condition de transversalité est que la matrice A posséde un rang maximal i.e. rang{A)

(s = r)m =)
Corollaire 3.2 Si les r premier éléments de p forment une base de §gy, alors, la matrice A
définie dans la proposition 3.5 peut étre stmplifiée par:

A=Y CG], s f<i

agli<t
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Remarque
On considére les trois cas particuliers:
~ s 4 est une sous algébre de Lie, la condition de transversalité est toujours vérifide.
- st {m—r}(s—r) > m,la condition de transversalité n'est pas vérifide.

- La sous-algebre de Lie étant engendrée par les premiers crochets de Lie est une condition
nécessaire pour que la condition de transversalité soit vérifiée. Supposant &, est engendrée
par les doubles crochets, d’apres le critére, il existe au moins une ligne ne composée que
des 0 dans la matrice A, le rang de A ne peut donc plus avoir le rang maximal. alors la

condition de transversalité n'est pas vérifide.

Proposition 3.6 §5i M C Y."7"(f), ¢’est-a-dire que rang(f'(q)} = r pour ¢ € M, alors M est
une sous variété de 5" (f) et de R™, r est donné par r = rang(£y,..,Em) = dim(Fy). De plus,
ona:ToM =R,NTS"77(f) et d = dim(M) = dim(R,N T, 5" 77(f)) pour tout g € M et
finalement :

T,M = {z € Ry | By(z,7) € Fy)

3.3 Etude des mécanismes 6R spatiaux

Dans cette partie, on va présenter des mécanismes 6R spatiaux fermés dans I’article de Wohl-
hart [Woh91j. Dans son article, il a montré : la condition suffisante pour gu'un mécamsme 6R
spatwal soit régulier s il existe une “transversale” pour toutles les configurations. A notre connais-
sance, 1] n’existe toujours pas d'explication mathématique compléte sur tels mécanismes. Ici on
va appliquer la théorie de transversalité et l'algebre de Lie aux mécanismes considérés. On a
montré que la verification de condition de transversalité et 'existence d'une telle “transversale”
sont équivalentes pour les mécanismes 6R. spatiaux [Hao95], on a prouvé également 'une de ces
deux conditions est nécessaire et suffisante pour rassurer le fonctionnement d'un degré de liberté

non singulier du mécanisme.

On organise cette partie de fagon comme suit :
- D’abord. on va présenter la théorie de Wohlhart.

~ Ensuite, on applique la théorie de transversalité et ['algébre de Lie aux mécanismes de 6R.

spatiaux.

3.3.1 6R espace de Wohlhart

Une chaine cinématique constituée par 7 corps rigides liés entre eux par 7 couples rotoides
est généralement mobile avec un degré de liberté par rapport au corps fixé. S'il y a une certaine
conditions géométriques imposées sur la structure (i.e. les parametres de Denavit-Hartenberg),
une chaine fermée avec seulement six corps ou cing corps ou gquatre corps liés entre eux par des
couples rotoides peuvent étre mobiles avec un degré de liberté. Puisqu’aucune étude systématique
sur les systéemes 6R, SR surcontraints n'a été entreprise jusqu'a présent, les mécanismes para-

doxaux sont. toujours restés inconnus actuellement.
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Dans son article sur les cing couples rotoides, J. E. Baker [Bak84] a donné une liste tres
Intéressante de tous les six couples inventés sporadiquement par les inventeurs pendant le dernier
siecle. En présumant cette liste compléte nous avons une idée de ce qui a été réalisé et de ce qui

peut étre étiqueté comme nouveau dans ce domaine spécial de recherche.

Mécanismes paradoxaux, mobilité infinitésimale

Si un systeme mécanique est mobile instantanément (infinitésimalement) avec un degré de
liberté pour toutes ses configurations possibles, alors ce mécanisme peut avoir une mobilité de
“tour complet” ! de degré un. Donc P'étude du degré de liberté d’un mécanisme peut étre effectuée
en deux étapes: premierement on va demander quelle est la condition de mobilité infinitésimal;
deuxiémement on va demander si cette condition obéit a chaque configuration de ce mécanisme
ou non.

Considérons le cas général d’un mécanisme TR, si I'on bloque un ou deux ou trois couples,
nous cbtenons un mécanisme de 6R ou 5R. ou 4R qui ne peuvent pas étre mobiles. Nous alions
supposer que le corps a7 est fixé dans le repere (o, ?, ?, ?) Comme dans les derniéres parties,
on exprime ce mécanisme en utilisant 'ensemble des vecteurs pg pour £ = 1,---. 7, que pi sont
des fonctions de g, alors le noyau de f'(g) est calculé par

k=7

Z 2 ukig) =0 pour re R’ {3.3)

k=1
En effet, £* correspond & la vitesse infinitésimale de la k-2me couple. Si le systeme des équations
3.3 est linéairement indépendant, c’est-a-dire, si le rang de la matrice 6 x 7 {(uy, -+, u7) est six.
supposons alors r; comine entrée, les autres zy pour k = 2, --,7 peuvent etre calculés par 3.3.

Pour -, on a:

det (py papiapapspis) (3.4)
det (urpapapapspe) '
Ce résultat indique si ie déplacement du corps ar respective a a; est ~omplétement blogqué

r7 =

dans chaque configuration de ce mécanisme, l'identité

(o)
(53]

det (i popspapsps) = 0 (

maintient, de plus det (urpopapspspe) # 0. Avec z7 = 0, I'équation 3.3 devient:

i=5

Zr‘pi =0 pour zeR"

1=1
Soit I'identité 3.5 valable. alors le rang de la matrice 6 x 6 (g1 popapauspe) est plus petit que 6
pour toutes les configurations M cinématiquement admissibles du mécanisme. Alors, I'équation
précédente a une solution non triviale. Si le rang (uipopspapspe) €st 5 pour tout entrée ry, les
restes peuvent etre calculés par I'équation précédente. Amalgamant a; avec ag, nous obtiendrons
un mécamsme 6R surcontraint.
En utilisant le langage de géométrie [Hun67], la conclusion s’exprime aussi dans les termes sui-

vants:

Proposition 3.7 5iles siz ares d'un mécamisme TR. sont transverses a une drotte dans toutes

les configurations possibles. alors la sepliéme couple rotoide sera complétement passif.

1. Ce mot vient de l'anglais “full-cycle”
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En effet, ’équation 3.5 nous permet d’obtenir:

£=6
Z Arpie =40

£=1

de plus As ont des solutions différentes de zéro, on peut les écrire sous la forme suivante
Aip]=0

avec: A = A1 A% A3 A% A% A®], on appelle X la “transversale”. cela signifie que A rencontre tout
ui dans l'espace. L’axe de X passe par le point:
wy A Alo)

Wy W)

le “pas” est donné par:
(A
2 (wy -wy)

3.3.2 Application de condition de transversalité

Dans le chapitre précédent. on a présenté des théoremes de transversalité. La condition de
transversalité est suffisante pour que 'image réciproque 5" 7" (f) de y’ soit une sous-variéié de
™.

D’apres les exemples traités, la condition de transversalité n’est pas nécessaire pour que A
soit une sous-variété de IR™ mais, elle est utile pour les mécanismes “paradoxaux”, ¢’est-a-dire,

les mécanismes ne fonctionnent que sur leurs points singuliers.

Proposition 3.8 Lorsque rang(f’) = m — 1 et s = m pour m = 3,4,6, la condition de trans-

versalité est toujours vérifice, alors "7 T(f) = p~}(E") est une sous variéteé de R

Démonstration : (1) Si f est une subimmersion, {g). ..., dm—1} est une sous algébre de Lie,
la proposition est évidente.

(2) Sirang(f’)=m—1, onadonc m—1 vecteurs (i, ..., bm~1) linéairement indépendants.
On ne perd rien, si on suppose a contient les valeurs {1,2,...,m~— 1}, i contient les valeurs {m},
alors:

s=met p={1}

D’aprés le critere de transversalité, on sait que le rang de la matrice A doit étre égal a
(m—r)(s—r) = 1, il existe au moins un crochet de Lie par exemple [j11, 4] qui n’appartient pas
a Jq, on le prend comme une base de ®,, c'est-a-dire v, = {l£1, p2]}. De plus les coeflicients CF,
pour tout @ sont tous différents de zéro, on peut dire que le rang de la matrice A est égal a 1. avec

A=[0 ciGl - TRICEGL 4., 0]
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Les mécanismes en boucles fermées correspondants sont exprimés par le tableau ci-dessous ?:

nombre de parametre || rang(3,) | dim(G,) = s
m |
3 2 3
4 3 4
6 [ 5 6

Remarque: On cousidére le cas oh rang{u(gq)) = m, c’est-a-dire, le mécanisme ne peut pas

bouger, alors il y a deux possibilités:

{a) go est un point isolé de M, alors M est une sous-variété de R™.
{b) rang(p(gg)) = m~1, alorsona M = Zl(f) (si ZQ(f) = {@}). Silacondition de transversalité
est vérifiée, Zl (f) est une sous-variété de B™ et ainsi que M.

Juisqua présent on n'a pas encore trouver des mécanismes spatiaux constituant avec moins
de 6 corps qui vérifient la proposition 3.8. On étudie donc le cas ol m = 6.

Pour qu’un mécanisme 6R. spatial fermé soit mobile, il faut et il suffit que le rang de la matrice
J soit inférieur a 6, c’est-a--dire qu’il existe une “transversale” A € D tel que {A | ux! = 0 pour
k = 1,---.6. On se propose d'étudier le cas ou rang(J) = 5 pour tout g € M, le mécanisme
possede alors un degré de liberté, autrement dit, 'ensemble des configurations cinématiguement

admissibles A est une sous variété de dimension 1 de B® pour tout g € M.

Proposition 3.9 Pour que M soil urie sous variété de dimension t de RS pour tout g € M. il

faut et il suffit que l'une des trows conditions suivantes soit satisfaite:
(1) rang(JJ) = 5 pour tout q € M,

1. p,
fe) M =3T0(f1
(1)l existe une “transversale” A. tel que (A ux] = 0, pour tout g€ M.

Démonstration : D’apres la proposition 3.8,

st rang{./} = 5, la condition de transversalité est vérifiée, E: {f) est alors une sous variété de
%% Pour montrer la proposition, il suffit de montrer les conditions (i}, (ii) et (iii} sont équivalentes.
() < (1)
Puisque M = (/) UZ‘(f) U <~~U:):6(f). d'apres (i) ou (ii), ona Y '(f) = {8} pour  # 1.
{1) = (ui)
Lorsque rang{J} =5.0on a:

det(J) = det{py, pa, g3, pa, s, pts) = 0

Il existe alors A = (A, Ag. Aa. Aq. As. Ag )¢ € RE différent de zéro, tel que:

Arpir + Aopez + Astea + dapikg + Aspies + depke = 0 pour k=1 --6.
ce qul est équivalent a:

Wy pk(p)+wu, Ap)=0 & [Alu]=0  pour pef (3.6)

2. Puisqu’il n'existe pas de sous algebre de Lie de dimension 5, il est impossible que m = 5.
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onawy = {A;, A2, A3)" € E Alors si (i), on a (iii).

(i) <= (i)

Lorsque rang{p) < 5, il existe au moins deux “transversales”. Lorsque rang(gp) = 6, det{J) #
0, pour que l'équation 3.6 soit vérifiée, il faut A = (0,0,0,0,0,0)", alors il n'existe pas de

“transversale”. Ce qui implique §'l] existe une “transversale”, rang(u) = 5. |

3.4 Exemples

® Dans cette partie [Hao3], on va traiter des exemples, ils sont respectivement : mécanisme
plan a quatre barres, mécanisme de Bricard, mécanisme de Bennett comme cas particulier, la

saliére et un mécanisme parallel.

On continue les notations de la section 2.2.7.

Les exemples sont traités en deux étapes :
— Premiérement. on analyse les configurations réguliéres et le degré de liberté.

~ Deuxiemement, on étudie les configurations singuliéres, ¢’'est-a-dire qu'on calcule ’ensemble
des configurations singulieres M*, le noyau R4 de f'(¢’), la sous-algébre engendrée &, et

on examine si la condition de transversalité est vérifiée ou non.

3.4.1 Les quatre-barres paralléles

Les positions relatives dans la configuration de référence des quatre-barres sont choisies de la

fagon suivante:

o2

03
]
CL ) 04
O1 02 Os 03
i o -8
Q2 01 o2
—— —& —

FIG 1. LES QUATRE-BARRES

Premierement. on va calculer les matrices de passage F, de la base B; a la base B4, parla

formule 77 dont les opérateurs 0;0,4: sont définis par:

0 0 a 0 0 0

TIOHA = ¢ 0 0 mosi=1 0 0 —b

—a 0 0 0 b 0
5304A = —0105 A G201A = —5303A

3. Les calculs sont réalisés par le logiciel de calcul formel Maple.
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cosq; sing; 0 U 0 0
—sing; cosg; O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
AdAi = Ri(gi) = R, 0 0 0 cosg; sing; O
0 0 0 ~—sing; cos¢g; 0O
0 ¢ 0 0 0 1|
Degré de liberté
On peut identifier les la matrice jacobienne J par les vecteurs u(g):
J(g) = [ulq). p2ig). pal), pale))
avec :
pilg) = Ry - &
p2(g) = Ry P Ry - &
pslgl = Ry Py - Ro P> - Ry - &3
palg) = By Py RoP2 - RaPs- Ra - &4
On a les quatre générateurs de déplacement dans B; :
§1=6& =& =6 =1{0,0,0,0.0,1}
Aux points réguliers ¢ = [¢1.92.¢3.44). on a :
0 —singia —bsin{qy + ¢a) - singya
] CO% 14 bcos{g; + ¢g2) + cos gra
10 )~ 0 (q) = 0
milg) = | palg) = 0 Halg) = 0
0 0 0
l 1 1
asin{q; + g2 + g3} — bsin(q1 + g2} — asing;
—acos{qy + g2 + g3} + bros(qy + q2) + acosgq,
. 0
0
1

rangfu(q)) = (u1(q), p2{q), palg). ualgl) = 3. On choisira po = {pi(q). p2(q). palg)} comme
une base de §,. alors §; est une sous-algébre de Lie de G, et de D, on a bien sur, le vec-
teur Bo(z. r) € §,. alors A est une sous vanété de E™. De plus la condition de transversalité
est vérifiee. alors Zl(f] = M est une sous-variété de B* au voisinage d'un point régulier. Le

mécanisme possede un degré d liberté.

Analyse des configurations singuliéres

Ce mécanisme a deux configurations singulieres possibles dont le rang de la matrice jacobienne

est inférieur a 3, ces configurations singuliéres sont les sulvantes:

M ={ql=[r.~m. 7. —-r]. ¢ =|~7n -7 7]}
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Considérons la premiére configuration singuliére, on remplace g par sa valeur singuliére dans les

expressions de y;, on obtient les quatre vecteurs associés a la configuration ¢ :

0 0 0 0

{ a a+bh b

. 0 0 , 0 \ 0
= 0 Mo = 0 ’ Hay = 0 ) Hy = 0
0 0 0 0

1 1 1 1

Le sous-espace engendré §, par 'ensemble des vecteurs {p$, p, u5, ¢£5) est de dimension 2, on
g q LBy Hay 13, g
prend pf, = {pi, #3} comme une base de J;°, alors, le noyau R} de f' est de dimension 2 défini

par:
Ry={z¢ R*| z), z, vérifient les deux équations suivantes}
brz —{a—"%
7y = qu
a
(a + b)zz + bzy
Ip= ———""——
a

De plus, §;° n’est plus sous-algébre de Lie. la sous-algébre de Lie engendrée &,° est de dimension
3. on peut la exprimer par une base: {u], 3, [u}, u3]}, dans laquelle, I'élément [u], u3] € &5, ol
4 est un supplémentaire de §, dans &,°. On peut définir une base de &} par:

ve = {vi} = {lul 2]}

avec |

v = [~a,0,0,0,0,0]

D apres le calcul du chapitre précédent, on peut calculer la dérivée d’ordre 2 par la formule 2.23,

Bg{z,z) est exprimée dans la base {u,,v,} de &,":

B,izr.z) = (O‘ 0. _b(r4 + r3)(z4a — z4b — bx3 — 173(1))

a

Pour que By(r.r) € §,. 1l faut et il suffit que la projection a la sous espace &; soit nulle (voir

figure 3.3). c'est-a-dire:

b (1‘4 + z3} (140 — x4b—bra — Iga)

=0
a

Apres simplification

{(zz+ r4){{a=blzg — (a+b)z3) =0

le mécanisme va bifurquer en deux branches :
{(Ta3+124)=0 ou (a—blzs—(a+bd)zzg=0

ces deux branches peuvent etre représentés par la figure 3.4.

Le systéme est dégénérdé, A n’est pas une sous-variété de R™. Par contre, la condition de
transversalité est veérifiée, puisque rangA = (m — r}{s — r) = 2 qui est définie dans la proposition
3.5.
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(o]
—_—
=
=
—

/ q

F16. 3.3 - By(z,z) et la sous-algébre &,

[ 7

(a) (b)

La figure (a) correspond (@ — b)zq — {2 + d)x3 = 0. La figure {b} correspond (z3 + x4) = 0.

F16. 3.4 - Bifurcation de qualre barres auzr configurations singuliéres

3.4.2 Un mécanisme de Bricard

Ce mécanisme est formé par six couples rotoides dans l'espace dont les positions relatives
dans la configuration de référence choisie forment un cube de coté unité de la facon indiquée sur

la figure 3.5.

Les matrices de passages de la base B, a la base B,,, sont définies par I'équation 77 dont les

opérateurs 0,6,4 A sont définis par:

0 1 0 0 0 0 001

000 = -1 0 0 Ono3 A = 0 0 -1 O304 A = 0 0 0
6 ¢ 0O 0 1 0 -1 00
0405\ = —5'1“0? A usUs N = —0203 A 0gBy{ A\ = —0a04/

Les six générateurs de déplacement s'écrivent comme les suivants

_1
<

co—-—c oo
o
L
|
Vsl
[
R
—_ O OO

R, dans la base B, sont définis respectivement par:

R,:(g{“ &) pour t=1.--.6
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(a) est la configuration de référence. (b) signifie qu'a la configuration de référence, M est bien une sous-variété de

dimension 1.

Fi16. 3.5 - Un mécanisme de Bricard

ou R; sont définies par:

cos g, sing, 0

R, = | —sing, cosq 0 pour i=1---,4
0 0 1
1 0 0
R, =~ 0 cosq, sing, pour i=2.--.5
0 —sing, cosgq,
cosq, O sing;
R, >~ 0 1 0 pour 1=3,---,6

~sing, 0 cosg,

Degré de liberté

Comme la premier exemple, on fait tous les calculs dans la base By, on peut obtenir I'ensemble

de six vecteurs p par.

uilg) = &
1a2(g) = Ry PR

lt:s(Q) = Ky PyRa Py Raés
palg) = Ry PyRyPa RsP3Raks
(9)

l‘s R, PiR; Py Ry P3s Ry Py Rs&s
usig) = Ry PyRa Py Ry Py Ra Py Rs Ps R

de plus. la matrice jacobienne s’exprime par:

i

J(q) = (u1(q). p2(q), na(q), palq). ps{q). uslq))

Les six vecteurs sont les suivants:

0 -1 0
0 0 COS ¢ ~ COS g1Sin g7
[ 0 . 0 . | sin(gi)singz —sing;
pilg) = 1 palg) = 0 pale) = —sIn ¢o
0 cos q $1N g COS g2
0 —sin q; COS §1COS 2
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Mais avec ¢y, qo, -, ¢s quelconques, on n'est pas dans une configuration réelle, 'ensemble des
vecteurs p(q) = (p1{g), p2{q), - . us{g)) posséde le rang maximal qui est égal a 6, alors ’ensemble
de configurations cinématiquement admissibles A est un point isolé et il est une sous variété de

RS

Analyse des configurations singuliéres

Considérons les configurations singuliéres, c’est-a-dire, le rang de la matrice J(g) est inférieur
a 6. On arangu® =5 au point singulier g° = [0,0,0,0,0,0]. Les six vecteurs sont définis par:

f
—

0 -1 0 0 0
0 o 1 1 0 0
, 0 . 0 , 0 1 . -1 , 0
M=y [ RF g =L g AT b BT g He =1 ¢
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

alors le sous espace vectoriel engendré par I'ensemble de vecteur §,* est de dimension 5, on prend
ph, avec o = {1,2,3,4,5} comme une base. Alors le vecteur g est exprimé comme le suivant:

N R R
De plus, le noyau B, de f' est exprimé par:

E, = {r € B®| z vérifient les relations suivantes}

Ly = —dLg
T2 = —Ts
Iry = ~Ig
L4 = Ig
Is = JTe

Grace a la formule 2.23. on peut obtenir la dérivée d'ordre 2 B (r. r):
By(z.z) = (0.21} 23 223, ~ 223, 223)!

alors, on a Byiz.x) € §;°.
On peut exprimer By(z.z) dans la base u,, .

202 0,2:2,0.-223)

Puisque ia sous-algébre engendrée par y* est de dimension s = 6, alors, le sous-espace ®, est de

dimension } et il est peut etre exprimé par une base:
vy =[1.0.0.0,0.0]

On utilise la proposition 3.5 pour examiner si la condition de transversalité est vérifiée en
calculant la matrice A :

rangA = rang{0.-1.1,-1.1,0] =1

Puisque dim S, = s = 6 et {m —r){s — r) = 1, la condition de transversalité est vérifiée, El(f)

est alors une sous variété de R mais on ne peut pas dire que A est une sous variété de R®

au voisinage de 0 sans aucune explication. En effet, ' f = {B}, pour i > 2, ce qui implique
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FiG. 3.6 - Structure de mécanisme de Bennett
M= zl(f') = 37'(f), alors M est une sous -variété de R® (voir la section suivante).

D’autre part, en l'année 70, Wittenburg [Wit77] a trouvé la solution analytique de ce mécanisme

exprimée par la formule suivante:
sin gs + singssinge +singe = 0

ce qui montre aussi que M est une bonne sous-variété de RS alors le systeme posséde un degré
de liberté.

3.4.3 Un exemple de mécanisme de Bennett

Le mécanisme de Bennett contient une famille de mécanismes dont les parametres vérifient
certaines conditions. Maintenant on va étudier I'un de ces mécanisme dont les parametres sont

présentés dans le tableau ci-dessous :

o)
()
|
o | 3
N
i
NS

b

V2 V2

a —qa a —a

2 2

Puisque les axes des couples ne sont pas orthogonaux, alors on va utiliser les parametres de
Denavit-Hartenberg définis dans la section 7.3 du chapitre 7.
Les générateurs des rotations R, par rapport a la base B, sont définis par:

& =1{0,0,0,0,0,1)°

alors on a: R, = R(¢:.&,).
de plus:
Lrl = (070v0$ lvovo)t
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Les matrices de passages F; sont définies par:

cosa; sinay; 0 —a;sina;  a;jcosa, 0

—sina; cosay; 0 —azcosa; —a;sing; 0

0 0 1 0 0 0

P = Rlei.ai, Ui) = 0 0 0 €OS g sin a; 0
0 0 0 —sino; COoS o 0

0 0 0 0 0 1

alors. les vecteurs y;(¢) peuvent étre obtenus dans B;par:

pilg) = Ri&y
palg) = R Py R

Degré de liberté

Dans le cas régulier, le mécanisme est caractérisé par les quatre vecteurs de déplacements :

1 . . .
-0 (cos g singz — V2 sin 1 COs gz — sin q;)

0 0 ——%a (sin qi sin gz - V2 cos q: COS @y + Cos q1>

0 0 “ 1

0 —a —-a (cosq; + w/’..?)

1(g) = TICI R , Ha(g) = S .
S 0 s ( }éi (cos g1 singz + sing; )

0 CoS g1 /5

v . .
1 0 —— (~sinqising + cosq)

) 2

cos gz
Le vecteur pugs(g) peut étre reprégenté par:

a . . . . . . .
-3 {cos g1.sin q;\/i_’+ sin g V2~ 2 sin g1 SIN g2 SIN @2 + COS g3 COS G SIN g2 + COsga SIN @y

+ €0s g3 $in g cos qyﬁ),

10

(sin ¢; sin g2 V2 ~ cos g: v/ 2 + 2 51N gz €COS g SIN ¢ <+ SIN @) SIN @2 COS ¢ — COS g1 COS G

)

— COS qa COS ¢: COS gz \/:.’-)

a
> (ﬁcosq;- + cosgz cos gz + ﬁcosc;3)

3 . .
COS gy CO5 gz COS @3 + —— COSG3 COS Gy SIN Gz — ——siNn gy Cos gy

. . 2 . . 2
— 5l q; COS G2 SINgy — —— COS g3 51N g1 $IN gy — —— COS g3 COS g
2 2

/2

. . V
singz sings — ——COs g2 COS Gs

Lorsque ¢. g2 ¢3 et g4 sont quelconques

ranglu, fa, 43, 4] = 4

on u'est pas dans une configuration réelle, alors, il ne posséde pas de degré de liberté aux points

réguliers.
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Analyse des configurations singuliéres

Lorsqu’on considere une configuration réelle de mécanisme de Bennett, le rang de la matrice
Jacobienne est inférieur & 4, on appelle configuration singuliere d’aprés la définition 2.9, alors ce
mécanisme ne fonctionne que sur I'ensemble des configurasions singuliéres, c’est-a-dire: M = A*.
Nous allons étudier la configuration : ¢* = [7,0,7,0], on a:

0 0

a \/5& a

0 0 5773 -3

0 0 a V2 _%

s 0 s —a 5 T 3

Hl = 0 3 Au'.Z: 0 1 #5: 2 0 2 1 u4: O\/{_)
g -1 V2 Y

1 0 - 2

R v

) 2

rang(p’) = (4}, p3, p5, p3} = 3

Les vecteurs : uf, uj, pi forment une base de §,, alors le noyau de f'(¢*) est défini par:

Eg = {r e m4 | z vérifie les conditions suivantes}

r = {l- \/5)1‘4
Ig = —Tq
rzz = —{1- \/5);174

Avec la meme procédure que dans les exemples précédents. on obtient :
B,{z,z)=(0.,0,0,0,0,0)*

ce qui est toujours dans §,’.
La sous-algébre &, engendrée par J, est de dimension s = 6. I est évident qu'on peut

caractériser le sous-espace &, par une base: v, = {v1. 1o, v3}, avec:

142

a

[en R enTN)

Vv =

O D = O DO
(3]
O = O D DD

< OI\DI

alors {u$, p3, u3. v1. vz, va} forment une base de la sous algebre de Lie &,.

D apres la proposition 3.5, La condition de transversalité peut étre examinée en calculant la

0 1-v2 -1 0
A=1{0 0 0 0
0 0 0 0 |

alors on a: rangA = 1, ce qui est différent de (m — rj{s — 6) = 3. La condition de transversalité

matrice A :

n'est pas satisfaite mais M est une sous variété de R? puisqu'il est connu que le mécanisme de
Bennett a un degré de liberté [Ogi68]. En effet, la condition de transversalité est une condition

suffisante mals non nécessaire.
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/ //
/ N
/_\ /_—\\ /_\
(@) (&) (H

Les figures {a) et (b) représentent les configurations régulitres de la saliere. Les figures (¢}, {d}, (e) et (f)

représentent les quatre configurations singuliéres de la salieres.

Fi1c. 3.7 - La saliére

3.4.4 La saliéere de Papegay

C’est un exemple tiré de la thése de Papegay. C’est un cas particulier de mécanisme sphérique,
il est constitué par quatre tiges de méme longueur reliées entre elles par des liaisons rotoides et

les axes sont orientés comme décrit sur la figure 3.7

Puisque les quatre axes passent par le meme point, de plus les axes sont orientés de facon paralleles
au repére orthonormé, alors les matrices de passages sont des matrices unités de dimension 8, les

vecteur &; dans B, sont définis par:

0 0
0 0
0 0
§1 =8 = N §r =&y = 0
0 1
0 \ 0

et les rotations sont définies par la formule d’Olinde-Rodrigues généralisée.

Degré de liberté

Les quatre vecteurs sont déterminés par:

mig) =&

p2(g) = Ria
pz(g) = Ry Kok
pa{q) = RiRaR36y

0 0 0
0 0 0
10 _ 0 C 0
ple)=1 | el = 0 . walg) = cos g
0 cos g sin ¢q $in gz
1 —sinq COS 1 COS g2
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0
0
0
§in ¢7 sin g3
COS g COS g3 — SIN g1 COS g3 SN g3
— S10 g COS g3 — COS ¢1 COS ¢2 SiN ¢3

nalq) =

On a:
rang(u(g)) = 3
Alors le mécanisme est complétement déterminé par les quatre vecteurs aux configurations
régulieres, dans lesquelles §; = ©, qui est une sous-algébre de Lie, le mécanisme posséde un
degré de liberté.
Le noyau de R, est définis par:

sin qa COS ¢ 51N g3
I4,—CO8QGaLy, Ty = ——————7F

Rq:{zER4II1: - - 4}
s go Sin g2
Analyse des configurations singuliéres
A partir de ces vecteurs p(yg), on a déterminé 'ensemble des points singuliers A* de la saliere
(voir la figure 3.7:
M?* = {q] =(0.0,0,0),¢5 = (£7,0,%£7.0),95 = (0,7, 0,%7),¢] 5 = (7, 7, &7, £m)}

En ces points M? rang(p®) = (p], p5, ud. p§) = 2, la dérivée d’ordre 2 By(x, z) n’est pas dans
Fy. de plus la condition de transversalité n’est pas vérifiée.
On peut conclure que Af n'est pas une sous variété de K* en ces points M*, on ne peut pas parler
de degré de liberté.

On va étudier le point ¢} = {0,0,0,0]. Soit po = {p}, 43} une base de F,, avec:
pf =i =(0,0,0.1,0,0, uh = py=(0,0,0010)"°

La sous algebre de Lie &, engendrée par J, est de dimension 3. alors le supplémentaire &, de

S, dans 6, est de dimension | caractérisé par une base: v, = {11}, avec:
vy =1{0,0,0,0,0,1)

Considérons la dérivée d'ordre 2 By(z, z), elle est exprimée dans la base de {yq, 1,} sous la
forme suivante :
Bylz z)=2r3z41n

alors By{z,z) € &, mais, By(x,z) ¢ §,. Pour que By(z.7) € §g, il faut et suffit: 23 = 0,ouzy =

0. C’est le méme type de singularité que les mécanismes quatre-barres plans.

Pour examiner la condition de transversalité, la matrice A se présente sous forme suivante:

0100
A‘[oooo]

rangA = 2
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J

F1G. 3.8 - Mécanisme paralléle

ce qui est différent de {m — 2)(r — 2) = 2, alors la condition de transversalité n'est pas vérifiée.
Puisque le mécanisme ne peut pas étre réduit & un point, le rang minimal de 'ensemble des
vecteurs p est de 2, alors: M = Zl(f)uzz(f), tel que Zg(f; = M?*={g€ M rang{ulq) = 2}.

L'analyse d’autres points singuliers est analogue.

3.4.5 Mécanisme parallele

C’est un robot avec trois branches dont chacun a un couple cylindrique et deux couples rotoldes
et dont la configuration initiale des positions de couple est décrite comme sur ie dessin 3.8, Pour
analvser les propriétés cinématiques du robot, 1l suffit de prendre une des trois boucles car les
trois branches sont symétriques par rapport a l’axe central.

En effet, si {'on étudie une seule boucle, il s’agit m = 8 parametres articulaires, c’est-a-dire, on

prends deux branches du mécanisme,

Degré de liberté

Dans ies configurations régulieres, le degré de liberté du mécanisme est déterminé par |'en-
semble des vecteurs p{g) = {p;(q), p2(q). -, palg)}. L'espace engendré §, est de dimension 5.
On prend po{q) = {u:{g), u2(g), u3lqg), pa(g), us{q)} comme base de §,, Apres avoir calculé, on
sall qu'aux points réguliers :

rang(u(g)) =5

Le noyau F., de f'(g) est de dimension 3,

Ro={zr €R®['(g) 2= o)
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de plus TuM = RR,. Alors le degré de liberté de ce mécanisme est ;mn — 5 = 3.

Analyse des configurations singuliéres

On étudie le point singulier ¢* = {0,0,0,+,0,0,0, 7}, puisque le rang(p*(¢*)) = 4. On a:

: 0 0 U —@31
0 0 a; ay + as G]%(lz
s 0 s 1 0 0 . Bla, +a
=1 g #B2=) g | Hs3 0 ) 0 pl = o ‘0 2)
0 0 0 0 @
‘ésx
" “;"a 0 *@51
%—5(01 + as — as) 5@ a:ia;—z-a;—a,
15 = 0 15 = % s _ "lg—é(ax+az—a3—a4)
He = _)@ ! Hr = 0 ’ Hg = 0
1_2 0 /3
2 12
0 0 L
0

Les vecteurs pi, ub, p3. ul forment une base p, de §;. La sous algébre engendrée est de

dimension 6, on caractérise le sous espace ®; par une base v, = {v1, 12}, avec:

_Gi1+daa)
<3

|
)

v =

[ T e T wn B o Y e

le noyau de f'{¢*) est défini par:

R, = {z € R®| z vérifient les conditions suivantes}
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__—2a5r4-a3 re+\f§r7~r3a4—rux3

Ty =

2a;
, . 543'0.3 Ig T7 Ig\/§a4 X 3a4
T2 = =~ T2 T Ty T 2
rg = T202z4-2radi-ay Te+V3rr-zgas—~zgag
- 2a,
Ty = —Tg—Ig

On exptime B, (r, z) dans la base {tta, v,}, on obtient:

avec:
—8a3 rexga; — 4as Ié(lx -4 xim a — 4 z§a3 a; —4a214a3 76 +4a2 x4V3rr — 4ay 14xaaa
. = 2
—day rsrgas + 2a3 Ie\/’gr,? — 2a31ex8Gy + 2V 31778 + 42 \/5.1:71'5513 — 2xpaq Gy
2 - 2 o
B —dagriay — 2airers —4airs — alrl — 37?2 — zial — rjus?
5 =

4*af

Alors, la dérivée d'ordre 2 By{z.z) n'est par dans §,". Pour analyser le type de singularité, il

faut impliquer By(z, 2} € §,°, c'est-a-dire Bs = 0, ce qui est équivalent de dire que:
rzl4srl—s'ri—rzi=0

I3

r.s, s, a', sont des coeflicients connus. C'est un cone en 4 dimensions. M n'est pas une sous-

variété de 8 le mécanisme ne possede pas de degré de liberté dans cette configuration singuliére.

La condition de transversalité sera examinée par la matrice A, d’apres la proposition 3.5, on a:

[ az as \/3 ajz + ag 0 as \/5 uz + a4
A= a, 2a, 2a, '2_(;1 2a; 2a 2a;
[0 B g BTU 45 g g & J
ay a a

alors. A est de rang 2. ce qui est différent de {m — 4)(s — 4) = 8 la condition de transversalité

n'est pas satisfaite.

3.5 Conclusion

Le travail précédent nous permet de conclure :
Dans ces exemples, on a rencontré deux tvpes de singularités : des quatre-barres et la saliere sont

associés 4 3.9.{a). et le point "0’ du mécanisme parallele d’'Hervé est associé a 3.9.(b).

1. Si la condition de transversalité est vérifie, le sous espace 5 7'~ "(f) est une sous variété
de E™. {mécanisme de Bricard}. Si Y. 7" (f) = {8}, pour r’ # r, le mécanisme posséde
un certain degré de liberté.

2. Si la dérivée d'ordre 2 (la forme bilinéaire} By{z.z) n’est pas dans g, M n'est pas une

sous-variété (la saliere, les quatre barres paralléles). on ne donc peut pas parler de degré de
hiberté,
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()

(b)

{a)

Fi1G. 3.9 - les types de singularités rencontrés

3. Les mécanismes pratiques ne sont pas aussi simples que les cas 1 et 2, il existe des configu-
rations singuliéres pour un certain mécanismes dont la dérivée d'ordre 2 B,(z, ) € §4 et la
condition de transversalité ne sont pas satisfaites, pourtant le sous ensemble M est quand
meme une sous variété de R™(lI’'exemple de Bennett) mals, avec les théories précédentes, on
ne peut pas expliquer. Donc la condition de transversalité est suffisante mais non nécessaire
pour que Y. "(f) soit une sous variété de R™.

Pour les mécanismes plans, la dérivée d’ordre 2 B(z, z) étant dans §, est une condition
nécessaire et on a prouveée qu'elle est aussi suffisante pour que M soit une sous variété de
R™ au point q. Mals pour les mécanismes spatiaux par exemple le mécanisine de Bennett
et de Bricard dans les configurations singulieres, By(z, z) est dans §g4, mais on ne peut pas

conclure directement que M est une sous-variété sans aucune analyse.
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Chapitre 4

Etude du rang d’ensemble de
champs antisymétriques sur A

En effet, le probleme des singularités des mécanismes dépend de la variation du rang de
Ia matrice jacobienne, c’est-a-dire des relations de dépendances entre les générateurs (champs
antisymétriques) des déplacements.

Le problermne du rang d'un ensemble de champs antisymétriques est un probleme difficile, la

méthode classique fondée sur les déterminants n’est pas toujours tres pratique surtout dans les
cas singuliers.
Nous proposons un algorithme pour obtenir les conditions de rang d’un ensemble de champs
antisymétriques A’ constitué par m champs antisymétriques, le principe de 'algorithme est de
transformer le probléme du rang d'un ensemble de champs antisymétriques en un probleme de
rang en dimension 3 par rapport aux nombres duaux, ce dernier est trés facile a résoudre par la
méthode classique fondée sur les déterminants.

Par exemple, I'ensemble .’ contient une liste libre maximale (voir la définition plus bas)
{X,. X2} composée de 2 éléments, { Xy, Xa.[.Xy, X3]} forment une base de 1'algébre de Lie D sur

A Les éiéments X, de X', pour k > 2. peuvent étre exprimés par une combinaison hinéaire duale

de cette base. clest-a-dire: X, = 31X, + :2X, + 5‘12[‘\'1..\'2], Avec:
D o 22 20 212 12 Ll2eo
N T e e T T
dont =}, zZ et z)? sont les parties réelles des coordonnées et dont z,%, :2° et z/*” sont les

parties duales des coordonnées. On peut donc évaluer le rang de l'ensemble A" par la formule
sulvante
rang.t’ = 2 + rangy’

Lio

. . . . . . a9
ot 3° est la matrice constitude par les parties duales des coordonnées )¢, =7

? et z1%° par rapport
a la base {X,. X2, [X|, Xa]}. Cette formule est démontrée dans le théoreme 4.2

D autre part, on a étudié également les sous espaces engendrés par 'ensemble A" en utilisant
les crochets de Lie du i-eme ordre, on obtient que le sous espace engendré par les crochets de Lie

du 4-2me ordre est toujours une scus algebre de Lie,
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4.1 Introduction

Si{&,n,{} de D engendre tous les éléments de B, et si de plus ils sont linéairement indépendants
sur A, alors {£.7,(} est appelé une base de D [Che95]. Nous dirons aussi que les éléments £, 7.
¢ constituent ou forment une base de . Le théoréme qui suit nous donne un critére utile pour
déterminer si un ensemble {£,1,(} de D est une base de D.

4.1.1 Définition d’une base de © sur A

Proposition 4.1
(i) Soit £ € D, pour que {E} sout Linéairement indépendant sur A il faut et il suffit que: € & C.

{i1) Sotent £ et n € D, pour que {{.n} sott linéairement indépendant sur A 1l faut et il suf-
fit que: [£,31¢ C.

(iir) Sowent €, n et ( € D, pour que { £, n, ( } soit hnéairement indépendant sur A il faut
et 1l suffit que:

(Elmch+£0 (4.1)

{&€, ¢} est alors une base de D sur A et les coordonnées duales de X € D définies par:
X =+ :%p+ 2% (4.2)

s 'expriment par: )
g AXI Gy L {XHCE) s {XTE .
= e = oy = ooy (4.3}
{€iln.<l) {€in. ¢} {&l[n. 1)

Démonstration : (i} Considérons: Af = 0. avec A= A+ €A% € A, si £ est lindairement

indépendant sur A supposons £ € C = ¢£ = 0. 1l faut donc £ ¢ C.
SiEgC Al =0= A =0, dautre part A?c£ =0 = A% = (. £ est alors linéairement indépendant

sur AL

(11) Considérons A4un=0 A= A+ere, p = p+ecu® € A Supposons que {£, n} est linéairement
indépendant sur A. Si {£.n1 € C. w¢ A w,, = 0. Q6. Qn sont donc linéairement dépendants sur K,
alors AQE+ufln = 0. avec (A, u) # (0.0). D'autre part.on a eA°E+eu®n = 0, avec (A%, pu”) # (0,0).
Ce qui est en contradiction avec 'hypothese.

Supposons [£,7] € C. we Awy # 0. Q€. Oy sont donce linéairement indépendants sur B, pour
que AQE + uQn = 0, 1l suffit que A = u = 0. D’autre part, pour A%€¢£ + p°en = 0, il suffit que
A¢ = pu® = 0. £ et nsont donc Linéairement indépendants sur A.

(111)
{1y {£€.1,C} est une base de D sur A == {£|{n.¢]) # 0.
Supposons que {£,7.{} soit une base sur A, alors £, 7,  sont lindairement indépendants sur

A dapres (i), £.q]€C [n.{]¢Cet [( ] ¢C.
Multiplions 1'équation 4.2 par [,{]:

{ X1} = 2 {&lin. ¢}
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(X1 ) + el XI[n, ¢l = =M (€l Y + € G EN, <+ =" (€l D)
Comme [n,(] & C. il existe toujours des X € D tel que:
(Xi[m, ¢ #0
il est donc nécessaire que :

¢Elln. ) # 0.

Le nombre dual {€{[n, (]} est alors inversible. Les coordonnées z*, 22 et 23 définies dans la propo-
sition peuvent étre obtenues en multipliant ’équation 4.2 par [n, (], [(, €] et [£, ] respectivement.
Les parties réelles des coefficients sont définies par:

gl XIS L (XIGE) o (X)) )
(&lln, <D (€ln.<h ILN9)] o
Les parties duales des coeflicients sont définies par:
slo _ (EI [77 C]) [Xl UIVC}‘ - (XI[TI’C]) [fl {nv C]]
(&l ¢1)?
2o _ Eln D IXTIC N — (XIS, €)) (€l [n. <T) ,
T (X[, <2 (49)
_30 _ (Sl AN IXTE ml] — (X1[€, ) €1 In, €]
i (€] [n,¢h?

(2) {€l[n.C]) # 0 = {&,71.(} est une base de D sur A.
Nous prenons la relation :

() M+jan+p(=0 pour AjureA
Multiplions 'équation précédente par [5,(], on obtient:
Melln.Cl) =0
MELn. €l + ¢ (Al [n. ¢l + A (€l In. ) = 0
puisque {£][n.{]) # 0. pour que I'équation précédente soit vérifide, il faut et il suffit:
Az=A=0
De la meme fagon, si I'on multiplie (x} par [(.£] et [£, ] respectivement, on obtient :

p=p"=0

v=v=1>0
Donc, {£.7.¢} est linéairement indépendant sur A, d'aprés (1). pour X € D, {£,7,{, X} est
linéairement dépendant sur A, alors {£,7,(} forme une liste libre maximale de D par laquelle

tout les éléments de D peuvent etre engendrés, 1l est clair que {&,7n,{} est une base de D sur A,

si (£l{n.¢]) # 0. n

Alors un champs antisymétrique X de D est écrit comme une combinaison linéaire duale des
éléments de la base, alors nous appelons (2!, 22, 2%) les coordonnées de X par rapport a cette
base, et nous appelons % la a®™ coordonnée; de plus z = (z!, 22, z3) est la partie réelle des

coordonnées, et z° = (!9, z2% :3°) est la partie duale des coordonnées.
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4.1.2 Changement de base sur A

Nous supposons que £, 0, ' € D, alorson a:

f" - fllf+ ;:1217+ 513C

/

521£+52217+ 5,23('

77 =
~t _ 331 232 533~
Ch=2"8+ 2%+ 27
3 £
N -
n =37
' .
¢ ¢
avec. 211 12 ;13
< z P4
3 — 221 ‘:;22 523
»31 532 233

p—
N
(o]

=

(4.7)

(4.8)

3 = 3 + €3°, 3 représente la matrice réelle constituée des parties réeiles des coordonnées; et 3°

représente la matrice duale constituée des parties duales des coordonnées :

zll .12 ~13 zllo 2120 _130
3= 32‘. 222 Z?S 30 — 2210 :'.720 Z230 (49\1
231,32 ~33 2,310 ~320 330

Proposition 4.2 Pour que {£',1/. ('} soit une base de D sur A, il faut et ! suffit que la matrice

3 soit mnversible.

', £’} soit une base de D sur A, d’aprés la proposition 4.1.{iii},

Démonstration : Pour que {£'.n
il faut et il suffit :

€lin".¢p#0

En effet, on a:

Ol = {(Ee 4 o 4 S3ON{(71 + 2220 4 2290 (0 + 2%+ )]
— (311:2-:33 312223230 4 220282213 _ 113222231 112021333 (23.32.11) {€l[n. 1}

et il est clair que:
(€1l ¢’ = (dérg)(€lln.CD

Puisque {&}[n,¢]) # 0. déty # 0 est donc une condition nécessaire et suffisante pour que
{€'.n'. ¢’} soit une base de D sur A. [ |

Solent Ba = {£,7.(}, B,y = {€'.0',{'} deux bases de D sur A. de plus By, = 3Ba, alors:
Ba =37'B,
On peut calculer 37! par la procédure suivante.
Puisque:
on a
(4.10}

Exemple
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Dans la démonstration de la proposition 4.1, on exprime X € D par la base Ba = {£,7.¢}.
alors:

On peut obtenir les coordonnées de X par rapport a la base B, en remplagant {£.7n,(} par
ses coordonnés dans B, on a:

£/
7 (4.11)
CI

4.2 Probléme du rang d’un ensemble de champs antisymétriques

Le principe de calcul est le suivant: on prend un ensemble X = {X,,---, X,n} de champs
antisymétriques quil est un sous-ensemble de ’algébre de Lie D, on peut donc trouver des sous-
ensemble de A" lindairement indépendants sur IR dont le nombre d’éléments r est égal au rang de
X. Une telle liste est alors une base de X sur R, on la note Lg = {X4,, -+, X, }. & contient une

liste libre maximale dont le nombre d’éléments est ra, on la note Ly = {X,,, -, Xa,, }

Définition 4.1 On appelle liste libre maximale Ly = {X,,, -, XQTA} d’un ensemble d’'éléements

de D, une liste X = {X;, X2, -+, X;n} telles que les deur propriétés suivantes soient vérifices :
(1) {Xay,- -, Xa,, } sont linéairement indépendants sur &;
(1) rang(QX,,, - QXqa, ) = rang(QXy, -, QXm)

On doit préciser que le terme “rang” sous entend toujours le nombre d'éléments linéairement

indépendants sur B.

Théoréme 4.1 Sout {X,, --, X,} un ensemble de D, les propriétés suivantes sont équivalentes .
(a) {Xa,, -, Xa,,} sont inéairement indépendants sur A:
(b) {QXa,, - QXa,,} sont inéarrement indépendants sur R.

Démonstration :
(a) = (b)
Il faut prouver que si (a}, on a:

élk'1+---+f-r,\',-:0 pour EQEA
La partie duale nous donne:

HOX) + -+ 820X, =0 pour {; €R

D'aprés (@), ona f; = --- = £ = 0, £ - = 2 = 0, il est clair que {QX;, -, QX } est

linéairement indépendant sur R.

(6) = {a)
Si

™ (£ + €)Xy + -+ (b + €£2)X, =0

-+
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multiplions par ¢, on a:
e X+ +eb, X, =0
D’aprés {b):
(= -=4, =0
{#%) s'écrite :
HQAX, + - -+ 10X, =

alors

g =0=0
d’ot (a). |
Proposition 4.3 Soient {Vi,---,V,}, et {X, .- Xy} deur histes libres marimales de l'en-

semble X composés de p et q éléments respectivement, alors p = q.

Nous obtenons alors que toutes les listes libres maximales d’un ensemble de champs antisymétriques

ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration: D’apres la définition, on sait qu’une liste libre maximale {V,---,V,} formée
par des éléments linéairement indépendants sur A, alors le rang d’une histe hibre maximale est

égal a son nombre d'éléments. D’aprés le théoreme 4.1 et la définition 4.1:

p = rang (QVy, - - QV,) = rang (QX, -, QX,) = ¢

Pour simplifier les notations, d'aprés la défimtion 4.1, on peut supposer qu'une liste libre
maximale de X' est constituée des ry premiers éléments de X': Lo = {X;, . X\, } = {Xa}.
avec a = 1,---,ra. On peut aussi supposer que les r premiers éléments forment une base de
'espace engendré par X' sur E, alors Ly = { Xy. -, Xr } = {Xs}, pour =1, - ,r. Uest clair
que 75 < 1 les éléments X, sont dans Ly, mais ils ne sont pas dans La avec v = ra4y. . T.
On note les autres éléments de A par X;, pour 1 = r+ 1,-.-,m, c'est-a-dire, les champs anti-
symétriques qui sont dépendants sur I et A par rapport a Lg et La.

On peut donc toujours chotsir les notations telles que: La C Lg.

Afin de réaliser les calculs, on fabrique une base Ba de D sur A & partir d’une liste libre
maximale [ de .
Alors, la base Ba est constituée des ra éléments de X" et des ry éléments qui n'appartient pas a
A, ra et ry vérifient la relation ra + ra = 3. En effet, tous les cas particulier sont les suivants:

- ra =3 Ba = La = {Xi, X2, X3} est une base de D sur A. De plus, X, Xo, X3 sont

élérments de A.

- ra = 2, on prend Ba = {}¥},Y2. Y3} comme une base de D sur A, avec Y7 = X}, ¥2 = X,
Yag X,
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-~ ra = 1,onprend Ba = {¥}.,Y7,Ya} comme une base de ® sur A, avec Y) = X}, Y5, Y3 ¢ X
- ra = 0, on étudie X sur B.

Pour chaque cas particulier, on a donc:
Yo = X, pour a=1--,ra

Corollaire 4.1 Soit Bo = {Y1,Y32.Y3} une base de © sur A, pour k > ra, on peut exprimer
Xy par: Xy = z}Y1 + 22Y2 + 22Y3, alors les parties réelles des coordonnées vérifient :
(1) 57 =0, sira =2

(u)z2=:2=0 s1ra=1

Démonstration : Les démonstrations de (1) et (ii) sont analogues, en simplifiant, on ne montre
que (1).
Sira =2, Xy, X» forment une liste libre maximale de X'. Supposons zﬁ #0,0ona

OXp = 2p QX + 220X, + 220Y;5 pour k> ra

alors:
rang (2X,. QX, QXy) = rang(QX;, QXo, 210X + 20X, + 23QY3)
= rang (QX;, QX2 z2QY3)
> rang (00X, 0X7) =2

ce qui est en contradiction avec I'hypothése que {X, X2} est une liste libre maximale de A" II
faut et 1l suffit :

3
|
Ensuite, on exprime les éléments Xy de I’ensemble X’ par cette base Ba sur A:
Xpoy1 = 33 Yi4+22 Yo+ 22 Y
Aratl T era41 11 “ra+1t2 “ra+143
Xe =23V + Yo 4 22Ys
Xm = 2L Y1+ 22 Yo + 2213
pour simplifier, on exprime 'équation précédente par:
Y;
X =3 o (4.12)
Y3

3 est la matrice de dimension 3 x {m - ra) constituée des parties duales des coordonnées de X,
dans la base {Y}, Y2, Y3}
<1 32 53
“ra+l  Fra4d) cra+l
; ; 5 :3 .
i=1 2} 22 3 (4.13)

2 53
m “m
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Puisqu’elle est composée d’une matrice réelle 3 et d'une matrice duale 3° définies par :

Wi L2 w3 ~1o .20 ~30
“ra+i “ra+l  “ra+i “ra+l  “ra+l  “ra+4l
_ L1 ~2 -3 o _ le 20 3o
3=1 = 27 z; =1 z zf z7 (4.14)
.1 - -3 1o 20 30
~m “m “m m Zm “m

Nous proposons un théoréme important pour évaluer le rang d’un ensemble de champs anti-
symétriques, il joue un role essentiel pour les analyses suivantes.

Théoréme 4.2 Soit X est un ensemble de champs antisyméiriques dont la dimension d'une

Liste libre manimale est ra, clors le rang de X' est évalué par:
rangX = ra + rangs’

ou 3° est la matrice constifuce des parties duales des coordonnées dans la base {Yy,Y, Y3},

En effet, ra ne peut avoir que quatre valeurs possibles (, 1, 2 et 3, la démonstration de ce
théoreme est analogue lorsqu'on change la valeur de r5. Si l'on fait une démonstration générale,
on va tomber dans des notations compliquées, pour les deux raisons, la démonstration sera faite

avec ra = 2.

Démonstration: (1) rangi® =r —2 = rangt =r

La démonstration est en deux étapes, premiérement on montre que X, - - -. X, sont linéairement
indépendants sur Z. puis on montre que X, ---, X, X sont linéairement dépendants sur i, pour
SN e

i 2 0.

{a) Considérons la relation:
(rit) X+ AN+ A3 Vs + -+ A X, =0 pourtout Aelk

Puisque -
Yo = X5 Yo=Xo Ya=[X. X2l

On remplace X, . pour k > 3. par leur combinaison linéaire par rapport &4 Ba = {17.}2.Y3}. la

relation (rlt) devient :

MYy A¥e Y A (Y 4 22Ys + 22Y5) = 0

~=3

Si l'on sépare la partie réelle et la partie duale en remarquant :3 = 0 (voir le corollaire 4.1}. on
obtient :

Z‘ (,\Q -+ Z Az | Yo +e }: A=Yy 4 220¥ 4+ 2%Y3) = 0

a=1.2 =3 ~=3

.20 ,.,Bo)t7 . (z}o 20 -?o)!

Puisque rang 3’ = r — 2. nous supposons que (z3°, 22, z3 2%z , les parties duales

des coordonnées de X., par rapport a la base Ba. sont linéairement indépendants sur . pour


http://%7bY1.Y2.Y3%7d
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que la relation (rlt) soit vérifie, il faut et il suffit: Ay = -.- = A, = 0, alors Xy, ---, X, sont

linéairement indépendants sur ®, on a:

]

(*) rang X > r
{b) Considérons:

Xi =Yy 4 22Y, + 33Y5

e IV R2V L BV L . : .
=2+ Yo + 225 + €(2]°Y1 4 22°Ys + 23°Y3) pour i>r
Puisque rangz® = r—2, (z]°, 229, 23°)t et (23°,22°, 23°) -, (219, 227, 23°)* sont alors linéairement

dépendants sur R, on a donc:

(L1620 3oyt Lo 20 3ozt
(20,2200 = Y CY (=)0, 2R, 220) pour C] €R

v=3

appliquons I'équation précédente a 'expression de X;, alors:

.
Z FYa+e Z cy (zi"Yl + :3"}’2 + z3°Y3)

X, =

[+ ~¥=3

- S(e-Saw)ne Lo (Sane g
o =3 =3 a a

=Y (;;’ - z;’) Yo+ Y CTX,
x v=3 ¥=3

= Y C'X

8=1
X, est une combinaison linéaire & coefficients réels de {Xy,---, X}, { Xi, -~ X;, Xi } est alors

linéairement dépendants sur I, on a rang A’ < r, compte tenu de la relation (*), alors:

\

rang X =r
(2Yrang¥ = r = rangi’ =r -2
Considérons la relation :
{rlta) MY+ 004+ + A X+ MX, =0 pourtour A€ER

Si rang3® > r — 2, on peut toujours supposer que:

-le .20 L3do
“ra  “ra  “ra

rang .leo ~20 3o =r—1
< e e

le ~20 ~Jdo

1 ~t “1

Pour que (rlt;) soit satisfaite, 1l faut:
A== A =A=0

on a donc: rang.l’ > r, ce qui est en contradiction avec I'hypothese rang A = r. 1l faut donc:

rang;® <r — 2.
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Supposons rang3° < r — 2, c’est-a-dire :

Llo Lo ~30
“ra ra  “ra
rang o <r-2
1o .20 ~30
g oo s

on applique:
r—1
Jlo 20 3oy _ ~’ lo .20 30
(z,°, 2.5 = E CY (239,520, 227)
=3

a (rlt), on a:
AMX:+ X+ XX+ + AN,
=3 a3 A8a e 3 A (211 + 22, + 23Yy)
a ) Y

r—1
=D Pa+ Y AzVat e Y g+ COANEY + 220Ys 4+ 230Y3)
[} ~ yi=ra+l
=0
ce qui implique qu’il existe toujours des (A, -+, Ar} # (0,---, 0}, satisfaisant la relation (rif). il
est clair: Xy, - -+, X, sont linéairement dépendants, rang ¥ < r. On a donc rang3® > r — 2.
Compte tenu des deux cas considérés, rang3® =r — 2 < rangt’ = r. [ |

Puisque Ly est une base de |'espace engendré par .Y sur R, alors pour ¢ > r,on a

X =C'X) 4+ +C'X, pour CPeR (4.15)
D autre part, Ba = {Y1.Y%2,Y3} est une base de l'espace engendré par A" sur A

Xy =3y + 2y 4+ 30, pour k> ra. {4.16)

De plus, pour v = ra + 1.---.r, on peut remplacer .Y, par:

<o

Noo= 2y 420y, 4+ 23y,

En considérant 'égalité des deux équations 4.15 et 4.16. on a:

CIXo+ -+ C7X, = CIXp+ -+ 07X e > CT by 422 4+ 230))
~y=ra+l

= :ll)'l +:S}3+:|3}3

Nous analysons les parties duales des coordonnées de l'équation précédente, on obtient :

e o Y Ll
o=y )l
~
~Tav T .TAC
*1 - Z Cl =
i
D’apres le théoreme précédent, les conditions pour que le rang de !'ensemble A" soit r est qu’il

existe des solutions pour ' dans les équations qu'on vient d’écrire, cela peut étre traduit par la

relation suivante:

~lo 20 230

Tratl Tra+l fra+d
rang 3’ = rang

Llie 2o 30

- r ~p



4.3. LE CAS Ry = 3 93

On distingue les différents cas particuliers suivants:
o ra = 3, une liste libre maximale La = {X1, X2, X3} forme une base de D sur A, les autres
éléments Xy, pour & > 3, sont alors une combinaison linéaire duale de Lp .
e ra < 3, une liste libre maximale La = {X,, X7, X3} ne forme pas une base de D sur A, dans
ce cas, on doit distinguer deux différents cas suivants: {i) Les X sont tous une combinaison
linéaire duale de La. (ii) Les X, ne sont pas tous une combinaison linéaire duale de [ 4.

Ensuite, on étudie également les sous-ensembles engendrés par ’ensemble X' en utilisant le
crochet de Lie. Pour étudier les sous-ensembles engendrés par [’ensemble X', il sera suffisant d’ap-
pliquer le crochet de Lie entre les éléments linéairement indépendants sur R i.e. les ¢éléments de

Ly, puisque les autres ¢léments de ' n’engendrent rien de plus.

On note @', les sous-ensembles engendrés par les crochets du i-eme ordre, on les appelle les
sous-ensembles du i-éme ordre.
Finalement, on obtient I'ordre maximal des crochets permettant d’engendrer une sous algebre de
Lie &, a partir de X. Plus précisément, les sous-algébres &, engendrées sont :

G, engendrée par X' = €% (-ordre, ou

G, engendrée par ¢! 1-ordre, ou
&, engendrée par €2 2-ordre, ou
&, engendrée par €3 3-ordre, ou
B, engendrée par €4 4-ordre.

C’est-a-dire qu'en général, pour un sous ensemble quelconque de 'algébre de Lie D, 'espace
engendré par I'ensemble €7 est toujours une sous-algebre de Lie.

1! existe beaucoup de cas particuliers décrits par la figure 4.1.

On va présenter les différents cas du tableau ci-dessous:

G

rang [ r=rar=ra+1]r=ra+2[r=ra+3]
1
!

ra =34 3 4 5 6
ra =2 2 3 4 5
ra:l 1 2 3 4
'V‘AZO 0 1 2 3

4.3 Lecasry=3

Lorsque ra = 3,0ona La = {X;, N2, X3}, de plus Ly = Ba est une base de © module sur A.

4.3.1 Condition de rang

La matrice des parties duales des coordonnées de X par rapport a la base Ba, pour k =

4,---,m, est définie par:

Proposition 4.4
{1) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 3 est exprimée par: rang3] = 0.

{u) La condition nécessaire el suffisante pour gue rangX’ = 4 est expriméc par: rang3] = 1.
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Ia

peut etre engendre par

X

\_4/

X ne peut pas etre engendre par

L

Les ellipses grises représentent les sous-algébre engendrées, r est le rang de 'ensemble ¥, ray est la
dimension d'une liste libre maximale de X', dim €' représente la dimension d'un sous ensemble engendré

par le crochet de Lie du s-eme ordre. L'ordre maximal pour engendrer une sous-algebre est 4.

Fi16. 4.1 - Les sous-algébres de Lie engendrées
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Fi16. 4.2 - sous-algébre de Lie engendrées lorsque ra = 3

(111) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 5 est exprimée par: rang3? = 2.
(1v) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 6 est exprimée par: rang3{ = 3.

La démonstration est évidente, s1 I'on utilise le theoréme 4.2.
SiLg = {Xy.-- .Y} est une base de I'espace engendré par X sur R, alors:

le .20 ~30
24 23 5

rang3’ = rang

Lo ~20 3o
“r “r ~r
4.3.2 Sous-algebre engendrée
4.3.2.1 Lecasr=ry =3
Dans ce paragraphe. Ly = L, on considére d'abord. le sous-ensemble engendré du premier

ordre par X, on a: €' = { X|. X2, X3, [N}, Xo]. [X1. X3). [Y2,.X3] }. Puisque { X;, Xy, X5}
est une base de © module sur A. on peut donc exprimer les crochets de Lie par:

{.\‘1‘.\'3] = :1}2.}&'1 +Z;’)'_, Xo 4+ 275.X3
[X1.X3] = 2Ny 450+ 55X (4.17)
[\-'_) \3} = Zzlax\-l + 253.‘&2 + .':'23.’(3

on obtient la matrice N} constituée par les partes duales des coordonnées par rapport a la base

BAI

s L2 3o
‘-xlz <12 q’:’

| J— o 2 3o

Ny = “13  ~13  ~13 (4-18)
~lo ~20 3o
€23 «23 =23

Proposition 4.5 Sotent X,.X, ¢t X3 € D hnéarement indépendants sur A, alors :
faj rangN; =0 & rang€' = 3. X' engendre une sous-algébre de Lie.
{4) rangN, =1 & rang¢' = 4.
(c) rangN, = 2 ¢ rang€! = 5. ¢? engendre l'algébre de Lie D.
(d) rangN; =3 < rangC€! = 6. €' engendre l'algébre de Lie D.

D apres le théoreme 4.2, (a), (¢) et (d) sont immédiats.



96 CHAPITRE 4. ETUDE DU RANG D'ENSEMBLE DE CHAMPS ANTISYMETRIQUES SUR A

Toutes les sous-algébres de Lie engendrées dans ce cas particulier sont indiquées sur la fi-
gure 4.2.
On va étudier le cas (b). L’ensemble €? est défini par:

€ = {Xy, Xp, X3, [X1, Xol, [ X2, Xa], [X3, X1), [X), [ X1, Xo]], [Xo, [X1, Xo]], [X3, (X1, X2]],
(X1, [Xo, Xa]], [ X2, (X2, X3, [Xa, (X2, Xa]], [X1, [ X3, X1}, [Xo, [ X3, Xu]), (X3, [ X35, X1]}

on peut exprimer les crochets de Lie par rapport & la base {X{, X3, X3} en utilisant la formule

de double craochets de Lie. Les parties duales des coordonnées constituent une matrice de 3 x 12:

212 =202 2302
23°3 z2°3 z3°3
z1°3 z2°3 2393
[ ] o] —[X) Xy 0
[Xp | Xa) —[X1 ] Xa] 0
oo | elXsl —[Xi1Xs) 0
' (X1 | Xs] 0 =X A
(X1 | Xs] 0 ~ (%1 § Xa]
(X2 | 3] 0 — [ ] X
0 (X2l X3 —[X2] Xa]
0 (Xal X3l —[X1]X3)
0 [Xs | Xa] —[X2] X3

Corollaire 4.2 (1) S: rangN| = 1, rangM, = 2, alors €* engendre ['algébre D.
(i1) St rangN; = 1, rangM; = 3. alors €* engendre l'algébre D.

4.3.22 Lecasra=3,r=4

Pour €tudier les sous-aigebres engendrées. il est nécessaire de présenter la proposition suivante.
Proposition 4.6 {X|. Xy, X3} est une base de D sur A <= {{X|, X2}, [X1, Xa]. [.Y2, X3} est
une bast de D sur A.
Démonstration: {.Y;..X2 X3} est une base de D sur A, si et seulement si:

(X1 11X Xa]) £ 0 (4.19)

(Considérons :

I

donc {({.X;. . Xa] | [y X3l [X4. X3)) est équivalent a 'équation 4.19. [ |
L P 4

Considérons le sous-ensemble du premier ordre :

¢ = (X1 Xo. X3, Xa [ X1, X2, X1, Xa, [ X2, Xa], (X1 X5 (X0 Xa], [Xs. Xa])


file://-{X:/IX
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puisque {{Xy, X3],[X1, Xa],[X2, X3]} est une base de D sur A, on peut exprimer les autres

éléments de €' par cette base:

Xy = 217 [X), Xa] + 23 [X1, Xa] + 228 Xa, X3
Xy = Z%Q [)( ,1\'3} + I:’és [)&1,‘ 3] -+ 2:’%3 [Xz,)f;}}
1\3:.“5&2 [Xl, ]+Zé3[¥;, .}-{-i‘%a[‘x’g,Xs]
X, = 2 (X0 Xl + 557 X, Xa) + 389 (X, X
[.'\'1,){'4} = Zg [Xl,)( ]+ 24 [:(1,)(3]

[Xrg,)h;} = —-24 [/\1 Xz] + 22 [XQ,Xg]
[X3,/‘4] --24 [AT],,X‘;]—Z‘* L.XQ .Xsl

on obtlent la matrice des parties duales des coordonnées comme suit :

L120 2130 230
“1 1 1
~120 130 »230
“2 %2 2
L12¢ 13e 5230
"3', 3 ~3
NZ — zi,o 4130 z;}So
.20 .30
w4 03
~lo 30
—444 0 ~4
0 —zle

Proposition 4.7 Soit X un ensemble de champs antisymétriques de rang 4 dont { X1, X2, X3}
est une base de © sur A. Alors: rang N, = 3, €' engendre 'algébre D.

Démonstration : Puisque X est de rang 4, il existe toujours (2}, z2°, z3°) # (0,0,0), on va
montrer rang€’ = 6, ce qui est équivalent de dire rangN, = 3.

Nous avons remarqué que les coordonnées de X4 par rapport a la base { [Xi, X2, [X1.X3],
[ X2, X3] } dépendent des coordonnées de X4 par rapport & la base {X;, X3, X3}, de plus, on a:

212 :12 213 223
“4 ~1 “1 ~1
:13 —_ (;] 22 ;3) ) 212 213 223
Z4 =240 %40 % 2 2 %2
23 ;12 ;13 223

alors, on obtient les parties duales des coordonnées 232°, 2137, :23° écrites comme ce qui suit

1120 J120 130 .23c L2 .13 .23
13 1.2 .3 L2 13 23 lo .20 3 2 L3 m
130 — il L2 3y 120 130 230 Jie ,20 _3oy 12 2
4 = {z4.24.7%) ST T n + (227,287 5%0) Htont 5
2230 ~120 .13¢  .230 .12 L13 .23
- =37 T % 3t 23t 14

alors le premier terme de droite dans |'équation précédente est une combinaison linéaire réelle

des trois premiers lignes de la matrice N et il est clair que:

20 21 S5l
120 . 13¢ 230
~2 ~2 “2
120 130 ,230
~3
v 2 2 2 2 L3013 23 '73 30 .23
rang No = rang | =12zl 4 220200 4 230z} ~1'3~4 + ~4 °z) 3423z b “’ + 220 +:3%23
~20 3o 0
~4 ~4 3
—zlo 0 23
~lo L20
0 —z} —2?

Si l'on étudie les déterminants extraits de N, on a:

3oy — .2 - Llo
Dyse = :40L Dysr = —= ‘v Dye7 = 24 U
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avec
J12 .13 23 .30
1 2 3 41 ~1 H}) ~4‘)
U=(23°25°23°) | 242 —z8% 233 z5°
L2 _ 13 53 .lo
23 30 43 %4
{7 est donc une forme quadratique par rapport aux (z;°, 25, z3°), de plus:
9 1
212 —:1? 233 e :%‘3 7%
dét | 28?7 —21% 28 | =—dét| 2% 33 33 J£0
L1213 23 L2 13,23

D’apres le théoréeme de forme quadratique définie positive, on a U # 0, et donc rangN, = 3.

4.3.2.3 Lecasra =3, 7r=5

On a: Lg = {X1, X2, X3, X4, X5}. Comme il n’existe pas de sous-algébre de Lie de dimension 5,

alors au moins un crochet [X;, X;] n’appartient pas & X". Par exemple:
¢ = {Xy, Xo, X3, Xa, X5, [ X1, Xo], [ X1 X3} Xa, Xa], [ X0, X4, [Xo, X4}

Proposition 4.8 ¢! engendre [algébre D.

4.4 Lecasra =2

4.4.1 Condition de rang

Dans ce cas,on a La = {X;1, X2}. Pour que X, X5 soient linéairement indépendants sur A,
il faut que les axes de X;, X2 ne soient pas paralléles, i.e. wx, Awx, # 0. Pour que {.Y;, Yo, X},
avec i = 3, - -, m, soit linéairement dépendant sur A. il faut que les axes de tous les éléments de

X soitent paralléles & un plan. Cela est exprimé mathématiquement par la proposition sulvante:

Proposition 4.9 Pour que { X;. X2 } sout une liste libre marimale de X', les deur conditions

surrantes sonl nécessaires et suffisantes.
fa) ([X1. Xo]l[ X1, Xo]) #0
() ([X1.X20lX) =0

Démonstration :
(1) { Xy..X2 } est une liste libre maximale de X' = {a} et (b)
Supposons { .X;., X2 } est une liste libre maximale de &', alors:

rang (.Y, QX3) = rang (QX,, QX -+, QX0

X;. X, sont linéairement indépendants sur A, on a donc le crochet [ Xy, X;] n'appartient pas a
Cet:
QLY. X)) = [0X;, Xo] #0.

Ceci nous donne (a).
or les éléments Q.X, (1.X5, (LY, pour i > 3, sont Linéairement dépendants sur F., ce qui entraine

(b)
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(2) (a), (b) = { X1, X2 } est une liste libre maximale de X’

Si{a), on a:

[QX:, X]#0

alors Xy, X, sont linéairement indépendants sur A.

Siib), QX,,0QX,, QX, sont linéairement dépendants sur R, d’aprés le théoréme 4.1, on a:
rang (22X, 2X3) = rang (U X, QX,, -, QX))
alors { X1, X2 } est une liste libre maximale de X' [ |

Pour engendrer tous les éléments de X, il est nécessaire de choisir une base sur A, par exemple
Ba = {X1, X2, [X1. X2]} = {¥1, Y2, Y3}, avec V) = X3, Yo = Xy, Y3 = [X;, Xa].
Considérons un champ antisymétrique X;, pour i = 3, -- -, m, alors on peut exprimer X, par:

X =211 + 31, + 23Ys pour e (4.20}

les parties réelles des coordonnées sont définies par:

oo XYY, {XGIDA YR (NG Yal} (4.21)
. Vallva}) ™ 7 {72, Yallva) '

i b Y Y]
les parties duales des coordonnées sont définies par :

Lo Xdeys) L (LY

A VAR VAT R i v avx v il U
" (N, Y2liYs) (1. Y2)1Y3)
les coordonnées duales sont définies par:
a0 - (D0 Ye)Ys) [XG|[Ys, Ya)] — (Xi|[Y2, Ya]) [[¥1, Y2l Ys]
”) x » 7 - ( y:lv }'2”}:?)2 v - r v
o (D YR)Ya) [XG YL Yal] = (G Ya]) ([, Ya)lYs)
- AN (0 £ TR 31 ) o
([N Ya]iYs) (X, Yoll = (XY Y5]) (Y5 o)V
10 ({}r]‘ /2”};3)2
Alors les X, pour & = 3,---,m, peuvent étre exprimés dans Ba, la matrice des parties duales

des coordonnées de X, dans B est la suivante:

Llo 20 3e
3 %3 =3

Lo 220 ~30
~m “m ~m

Proposition 4.10

{1) La condition nécessaire et suffisante pour que rang X’ = 2 s'exprime par. rang3j = 0.

{11) La condition nécessaire et suffisante pour que rangd’ = 3 s'exprume par: rang3; = 1.
(111) La condition nécessaire et suffisante pour que rang X’ = 4 s'exprime par: rang3s = 2.

{1v) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX’ =5 s'exprime par: rang3s = 3.

La démonstration est directe en fonction du théoreme 4.2.
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4.4.2 Sous-algebre engendrée

On distingue deux cas différents : (i) Les éléments X, pour k£ > 2, sont tous une combinaison
linéaire de la liste libre maximale La. Dans ce cas, les nombres :,‘:"’ sont tous égaux a zéro, il
sagitdescasr=ra =2, r=ra+1=3. r=ra+2=4,r=ra+3 =5

(ii) Les éléments Xy, pour k£ > 2, ne sont pas tous une combinaison linéaire de la liste libre
maximale L . Dans ce cas, les nombres 22° ne sont pas tous égaux & zéro pour k > 3, c'est-a-dire
que X est une combinaison duale de X, X,, [X, X5, il s'agit des cas r = ra +1 = 3 et

r=ra+2=4.

4.4.2,1 Les X, sont tous une combinaison linéaire de LA

(a) Lecas r=rp = 2

Les X, peuvent étre engendrés par La, z2° = 0.

On prend Lg = La, si 'on considére €' :
¢ = {XhX:z, I‘X—l; Xz]}
il est de dimension 3 (car {[X;, X2]{[X1, X2]) # 0). En effet, €' forme une base de D sur A.

On a aussi:

Q'J = {‘X,I . ‘¥2| [/\’1 y ){2] f [1\'1) [‘X’X ) X’Q}] ) [X21 {IX’] 3 XQ]]}
¢ = {X. X9, [X), X2 . (X1, (X1, X)L [Xa, (X5, X2
(X0 [, (X X0 IX [XG [X L XN (X, X, (X0 X))

Putsque { Xy, X2, [Yy, X2] } est une base de D sur A, si l'on utilise la formule du double crochet
de Lie:

(XL LG X)) = {X)[X2}X) - { XX }Xe

(X, (X1, X2]] = {(X2]Xa2) X, — [X11X2) X2

(X0 IXNoL [, Xa]]] = {X01Xe) (X, Xa) (4.22)
GG [N XR]]) = {1 )X X

IXa X [X, X0l = —{X2] X2} [ X1, X2

On peut obtenir la matrice des parties duales des coefficients:

Y ( [X11X2) [X:1Xy) 0 )
37U [XalXy) [Xy)Xg 0

Ny
0 0 [X:|X]
0 0 —[X]Xy
0 0 —[Xa2fX5]

A‘[a =

Proposition 4.11 Soient X, Xy une liste libre marimale de X . alors:
(a) rangN3 =0 <> rangC€' = 3. €' engendre la sous-algébre de Lie G,.
(b) rangN3 =1 <= rang€? = 4.

{c) rangN; =2 <= rang¢? =>5.
La démonstration est immediate d’aprés le théoréme 4.2.

Corollaire 4.3
(1) St rangN3 = 1, rang M3 = 2 <= &, = C* engendre la sous-algébre de Lic &,.
(12) St rang N3 = 2, rang Mz = 3 <= &, = €3 engendre la sous-algébre de Lie &,.
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F1G. 4.3 - Sous-algébre de Lie engendrées lorsque ra = 2 et les X sont combinaison duale de
La

Démonstration :

Lorsque rang N3 = I, 1l est impossible que rang M3 = 1, dans ce cas particulier, il n’existe pas de
sous-algebre de Lie de dimension 4.

(i) lorsque rang N3 = 1, rang M3 = 2 , rang X’ = 5, on a donc €4 ¢ €3, alors rang€* = 6 et &,
est la sous algébre de Lie engendrée par ¢¥.

{11) Si rang N3 = 2, rang M3 = 3, on a rang €3 = 6. [ |

(b) Lecas ra=2,r=3

Les X, peuvent etre engendrés par L, avec les coefficients 3% = 0.

Supposons Lg = {.X,. X2, X3}. De plus {Xy, X2, [X,, X3]} est une base de D sur A. Considérons

le sous-ensemble engendré par A':
Ql = {‘X’l y «\'2, .\'3, [‘Xrl N )(2] y {.\'1 | X3] \ [Xz, X3]}

On exprime X3, [.X;. X3] et [X2, X3] dans { X1, X, X}, X2]}, alors:

X3 = X 42X,
L\rl y )&3} = ::‘;)' [,\'1 y /\'2}
[Azst] = —Zé [/\1‘32]
on cbtient la matrice N4 constituée par les parties duales des coefficients définis par les équations
précédentes :
.le .20 0
3 4
Ny = 0 0 220
0 0 -zl

Proposition 4.12 Soit X un ensemble de champs antisyméiriques de rang3 dont La = {1, X2}
est une liste libre marimale, de plus La et Xi, pour k = 1,-.-,m, sont linéairement dépendants

sur A, alors: € engendre D.

Démonstration : D’apres la proposition 7?7, z1? et 22° ne sont pas tous zéro, alors le rang de
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la matrice N4 est toujours 2.
D’aprés le théoreme 4.2, on a rang €' = 5, €' n’est donc pas stable par crochet de Lie, ce qui

implique rang €2 = 6. |

{c)Lecasrp =2, r=4

X, peuvent étre engendrés par La. z2° = 0.
Supposons Lg = {X;, X2, X3, X4}. Considérons les sous-ensembles €*, on a:

= {X1, X2, X3, Xy, [ X0, Xo], [ X1, X3), [Xe, Xa), (X0, Xa), (X2, Xa), (X3, Xa])

On exprime _X3, .Yq, {;Y} y ‘){3}. [ .ij, [:’11, } {1¥2, X4] [Xs, ;‘{’4} par {./Yl,/Yg, LY} 5 ;YQ]}, on
peut obtenir les coefficients duaux dont les parties duales forment une matrice N5 exprimée par:

o

t

(]
<

OO O O R

2
23
~2c
e lo
J\/Vs = g -3
0
0

Proposition 4.13 51 un ensembie de champs antisymétrigues X' est de rang 4, de plus { X1, Xy}

est une histe libre marimale de X, alors €' peut engendrer Ualgébre entiére.

Démonstration : Puisque Ny est de rang 2, il est clair que rang Ny = 3. d’aprés la proposi-

tion 4.5 rang ¢! = 6. |

4.4.2.2 Les X ne sont pas une combinaison lindire duale de La

(a) Lecas ry =2, r =3

Les Y4 ne peuvent pas etre engendrés par La. 2° # 0.

Nous considerons le sous-ensemble :
C = X1 X2 X [X0, Xa] [ X, Xa) [Xe, X))
X3, (X, X3) et [Xy, X3] sont des combrnaisons lindaires de {X. X2, (X1, .Xo]}:
XB == ..3 \1 +4.3 \'7 "P(..J [Xl \")]
{\1.\3‘]:&.3 {‘i A }\)—ca.go{\ \ }4\"1-1—232[4\1 J
[,X—g,,\'ﬂ = (~30{ \2[ Xa }\ - f..ao{ XH\Q}\Q - 231 [X],;X ]

La matrice des parties duales des coefficients duaux est définie par:

::]3.0 20 2%20
Ne = | z3°(X1|X9) — (\ X)) =2

#30(Xa]Xe) —23°( xix\'z) —z3°

Proposition 4.14 Soit {X|, Xy} est une histe libre mammale de X', de plus {X), X2} et X3

sont hinéairement indépendants. alors ['ensemble €' engendre ['algébre de Lie D.
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Démonstration : On montre que la matrice Ng possede un rang maximal, cela est équivalent

a la proposition d'apres le théoreme 4.2.
puisque :
N = < 23 X11X2)

33
23°(Xa|Xa)  —237(X1]Xy)

°(X1]X1) >

est toujours inversible.

Supposons que dét{Ng) = 0, on a:

20 =azd “(X1]X2) +b (leXz)
:go = _‘133 (Yllx ) g ( Yg) avec a\b [ IR
20 = az2° — bz}°

Si I'on remplace z}°. z3° par les deux premiéres relations dans :3° = az2° - b21°, on obtient :

{aX; +b0XyjaX, + sz) = —

La partie gauche a une valeur minimale § et il n’existe pas de a et b € R qui vérifient les équations

précédentes. 1l est donc impossible que Ny soit singuliére.

(byra=2.r=4d4etr=235

Les éléments X, ne peuvent pas étre engendrés par La, z7° # 0.

Prenous Lg = {X;. X2, --. X}, d’apreés la proposition 4.14, on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.4 Sout {X,, X2} une liste libre marimale de X, de plus {X., X2} et {X,} sont

Linéatrement indépendants sur A, alors ['ensemble du premier ordre € peut engendrer l'algébre

de Lie D.

4.5 Lecasry =1

4.5.1 Condition de rang

Supposons {X;} = La.

Proposition 4.15 Pour gue Xy soil une liste libre marimale de X', il faut et il suffit que les

deur conditions suivantes sotent vérifiées.

(a) (X1]X4)#0
‘/b/) [Q\—l —'\.k] =0 pour k > 1

Démonstration :

{1) X, est une liste libre maximale = (a), (b)

Supposons X est une liste libre maximale de X', alors X; & C, on obtient (a).

D’apres la définition d'une liste libre maximale, on a:
rang Q.X; = rang (02X, -, QX))

alors QX, et QX4, pour k > 2, sont linéairement dépendants sur R, d’or (b).
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{2) (a}, (b) == X est une liste libre maximale
Si (a)}, alors X; est linéairement indépendant sur A.
Si (b}, alers X et X sont linéairement dépendants sur A, il est clair que:

rang .Y, = rang (QXy,---, QX))
d’oll X; est une liste libre maximale de .v. |

Lorsque les X peuvent étre engendrés par La pour k > 2,---m, On peut exprimer X par:

X2 2
=1 - | Xy =3X,
X sl
avec: o
51 — {‘\1!}‘*} (4 23)
TOIXLX)
La partie duale 3§ de 33 est définie par:
.1
“20
=1
1
“mo
e { (NXG XX XX
%k = v a2 NS
(X1]X1) (X11X1)
Proposition 4.186
(1) La condition nécessarre et suffisante pour gue rang V' = 1 s'exprime par rang3f = 0.
{11) La condition nécessaire et suffisante pour que rang A’ = 2 s'exprime par rangij = 1.
On suppose Lg = {Xy.---, X,}. Lorsque La = {X:} ne peuvent pas engendrer toul les éléments

de X, alors 1l est nécessalre de construire une base By pour analyser les relations d'indépendances
entre les élémenis de A’

On va définir Ba = {¥7.Y2.}3} une base de D sur A
No = 20X 4+ e (2297, + 23°Y3)
telles que les relations suivantes sotent vérifides :
20=10 Y =X Yo=Y

de plus: Y3, Y3 € 2, tel que Yo(a) = Y3(a) = 0. poura € £.

alors .Xx peut étre représenté par:
Xe = 3i‘\'1 + ¢ (L'ZOYQ + 330}3)

avec:

Les coefficients sont définis par:

IR E AR S)
T V)

o _[NIMYS) 5, [Xel [N Y]l

—c—mr— s XL = e 4.24
2.8 % = (VillYa, va)) (4.24)
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particulierement lorsque & = 2. on a:

b

AX'J|_D:?~‘_ ‘)'3] ZQ@ =1 L30 — [JYQI D: 5 },3]]
AL DI T (Y] [Ya, Ya))

——

tr

}= (4.25)

La matrice des parties duales des coefficients précédents est définie par:

lo Jo
z3 1 =

Proposition 4.17
(1) La condition nécessaire et suffisante pour que rang X’ = 2 s’exprime par: rangs§ = 1.
(1) La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 3 s’exprime par: rang3j = 2;

(111} La condition nécessaire et suffisante pour que rangX = 4 s’erprime par: rang33 = 3.

4.5.2 Sous-algébre engendrée

On distingue les deux cas différents: (1) Les éiéments X, pour k£ > 1, sont tous une combi-
naison linéaire duale de Lo = { X}, c'est-a-dire, z2° = z2° = 0. Il s’agit des cas r = ra = 1,
r=ra+1=2

(i1) Les éléments Xy, pour k > 1, ne sont pas tous une combinaison linéaire duale de La =
{X,}. c'est-a-dire qu'il existe des z2° et z3° différents de zéro. l s’agit descas r =ra + 1= 2et

r=ra+2=3.
4.5.2.1 X, sont tous combinaison linéaire de L,

Lorsque Ls = {X)} peut engendrer tous les éléments de &', cela ne contient que les cas o

r=ra=1.r=ra =2 onalaproposition suivante.

Proposition 4.18 ¢° = .Y engendre une sous algébre &, de dimension r = rang X’

4.5.2.2 X« ne sont pas tous combinaison linéaire de La

{(a)ra=letr=2

Considérons :
¢ = {X). X2, [N X2}

puisque 2.X; et 1.X, sont linéairement dépendants sur K, alors [X,, X2] € C, si I'on exprime

[X:. X2) par {¥7.Y2,}Y3} (voir paragraphe précédente), il ne reste que les parties duales :

(XX
_‘;3 = .;.

= (21,1 + 25y, + 235Y5)
Yy + €220y 4 ¢23°Y;3

On définit la matrice N> comme suit :
o = Tde 1
T = ~lo wdn L3o
212 2

Proposition 4.19 S: {X:} est unc liste libre marimale de X', X, et X, sont linéamirement

indépendants sur A, alors l'ensemble €' est de rang 3.
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Démonstration: on a:

(X1, Xa]

L

C[}’l, q*+f~ga[}, ,~
e (z3°(N|Ye)Y) — ”f"’(yx

I

¥1)¥7 + V)

alors :
j\'?__ —_ :%C‘ 1 zgo
CT YY) -0y
il est évident que:
rang N7 = 2

La démonstration est achevée. [ |
Sil'on analyse l'ensemble €2 = {X1, X5, {X;, X3}, [X1, [A1. X2ll, TX5, [X1, X3]]}. on obtient :

[X0, X0 o) = { X G X — {X X 1Y
(X, [X1. Xo]} = {\|\2}f\1—{\1| 2} X2

la matrice composée des parties duales des coefficients est définie par:

23,0 1 30

M- = 237 |Ys) —z3°(11Yy) 1
C T X, [\;g‘. ~ [X1]X4] :é {X]X9) .‘:éo —{X1]Xy) 4..7 (XX
[X20N2) = (V1 IN2) 2 = (XalXa)2de —(X3]X2) =390, LYy)

Corollaire 4.5
St rang N7 = rang M- = 2. alors ¢! engendre une sous algébre de Lie de dimension 3.

St rang N7 = 2 et rang Af- = 3. alors €* engendre unc sous-algébre de Lie de dimension 4.

(b)razl,r:zﬁ

Dans ce cas particulier. les X, ne peuvent pas tous etre engendrés par La
On prend Lg = {X;. Y2. X3}, et on va continuer d utiliser la base B = {¥}, Y5, 13}.

on a:
Xy = §1+(}v+(~ °Y,

.\‘3 = -J‘)1 “+ (z 3 }’r -+ 6.30§3
puisque le rang de .t est trous, d‘aprbs le théoreme 4.2, on a rang;s = 2.
Considérons 'ensemble €' = { X, XYoo Xa. [X1. X2] [X X5) 0 X0 X5) )
On exprime X3, X3, .Y, X3]. [“\1,‘\3],1.\.'_)“\'3} dans la base {}7,Y2,13}. on a:

[X1.X3) = [\1 .3)1-+<-J 3,-re.30)g
= (Y)Y — SN Y)Y + 220Y))
IX. Xal = [2) +(')q+(., Y3, :23¥) 4+ €23°Yn +(..§°}3J
= {{Y1]¥2){z "-—-::;-:}O\}1+(} Y1) (—zdz37 + zi:300Ys + 2023%Ys)

alors on peut définir la matrice Ng par:

3¢ 1 230
;D 20 .30
|¥2) RO 1

1Yy (WY 220
= adi) (MI)(—zda0 4 2dede) s

]\1'5 =
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Proposition 4.20
(1) St rang Ng = 2, alors A engendre une sous-algébre de Lie de dimension 3.

(i1} St rang Ng = 3. alors € engendre une sous-algébre de Lie de dimension 4.

(cYra=letr=4

les X ne peuvent pas étre engendrés par La.
On considére que Lg = {X,. X3, X3, X4}. Lorsque ra = 1, X engendre une sous algébre de Lie
de dimension 4.

4.5.3 Lecasry=10

Lorsque ra = 0, c'est-a-dire, Ly = {8}, X, € C, pour tout i = {1, .-, m}. X, ne sont peut-
etre linéairement indépendants que sur R, parce qu’ils sont toujours linéairement dépendants sur
A, on calcule le rang d’un tel ensemble de champs antisymétriques en utilisant les méthodes
classiques.

De plus, dans ce cadre Vensemble de A est toujours une sous-algébre de Lie de D en raison de la

stabilité au crochet de Lie.

On résume les résultats correspondants aux différents cas par les deux tableaux ci-dessous.

D'apres les analyses précédentes, on a vu que les sous-algébres de Lie peuvent étre engendrées

par ¢°, ¢!, ¢, ¢ .

Proposition 4.21 Pour un ensemble de champs antisymétriques, le sous-espace du 4-téme ordre

engendre toujours une sous-algcbre de Lie de D.
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H Xi peuvent étre engendrés par La
Rang | Rang | Type | ensemble sous-ensemble sous-algebre engendrée
Ba Bg T:A {X} gl S,
1 1 I, | {X} {X1} {X1}
2 17 {X1. Xz} {X1, X2} {X1, Xa}
7 j{ X X2 } (X1, X [X0 X T) T
| @
=
2 3 T3 {X: X2, X35) { X1.X2, X3, [X1,Xq], | €7
[X). Xs] }
4 T; (X, X2, Xs, Xa } i { Xy, Xz, X3, | @1
X4 ,LY] s ,XQ] ,{)&'1, }(3]
| ) ,
. ¢
3 T E { X1, X0, X35} {X, Xo, Xg /X0 X [ ] @
; Xy, X3l X2, X3}
i R
Q:.Z
3 4 T 17X, X0, X5, X, 10 { A, Xz, X3, O
i\ X X (X2 X
5 Ty XX X5, X [ Xy, X2 X3, Xy, X5, | @F
a X5 } (Xi X501}
i £ Ty X N, X5, X @ i
“ X5, Xs'}
TAB. 4.1 - Sous algébre engendrée par un ensemble de champs antisymétriques - [
H X, ne peuvent pas étre engendreés par La
Rang Rang Tyvpe | Ensemble sous-ensemble sous-algebre en-
; gendrée
Ba By T; | {X} ¢! GH
) r<3 T, T {X - X} ¢’ @
2 71;'7 ; {.\’1. \2} { Xy, X, [ X1, Xo ] } ¢!
. =
1 3 Iy XX, Ys) X1, X2.X: . [X1, X)) ¢
Q:U
4 T; { X1 X, X3, X4} @ ¢’
2 r=345 17 { Xy, X, } { X (X, X;la#5} ¢!

TaB 4.2 - Sous algébre engendré par un ensemble de champs antisymélriques - 1]
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Comme indiqué dans le tableau ci-dessous {Che93], il existe une bijection entre les sous algebres
de Lie de D et les sous groupes de Lie de D.

oy

Bijection entre les sous groupes de Lie et les sous algébres de Lie

e |

| Dimension | ra | Les sous groupes les sous algebres
0 o Elément neutre ¢ {0} !
| '4
1 0 Translation suivant P'axe fixé exp(dQ() {§1¢}.
1 1 Rotation suivant ’axe fixé exp(8¢) {¢}.
Déplacement hélicoidale exp(8{¢ + pS2()) {¢ + pQ(}.
i
2 0 | Translation plane exp(§¥{a{ + bn)) {Q¢, n}.
1 Déplacement cylindrique exp(8¢ + d§I¢) {Q¢, ¢}
J= |
3 0 Translation spatiale exp(Q(af + bn + () {Qe. an, Q¢}
‘ 1 Déplacement plan exp(Q{af + bn)) exp(6¢) {Q¢€,0n,¢}.
|
| Déplacement exp(f2(ag + bn)) exp(w(C + pQ()) {Q€,9n, ¢ + Q).
!
3 Rotation autour d'un point exp(#¢ + on + v¢) {&,n.¢}.
4 1 Déplacement exp{Q{af + bn)iexp{y{{ + cf2{)) | {Qe,0n.9¢.¢}
5 il n'existe pas il n'existe pas
6 3 Déplacement Libre exp(§{af + bn + c{))exp(8€ + on + v() | {2, 0.2, &0, (}- !

4.6 Equation de fermeture d’ordre supérieur a 2

Dans la section précédente, on a présenté un algorithme pour évaluer le rang d’un ensemble

de champs antisymétriques, il est aussi pratique quand on étudie 1'équation de fermeture de

'ordre supérieur i 2. puisque les restrictions B, (z{™)) des dérivées d’ordre n a (Rq)" sont dans
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En effet, tout est analytique ici, les variétés comme les applications. Ainsi, les applications py
sont analytiques et 1] en est donc de méme de I'apphcation p. Ainsi, on peut vérifier la dérivée
d’ordre n de p en qq est une application n-linéaire de (R™)(®) dans L{P™ ®) donnée par la

formule suivante:

! go) - (2)" =

-
n! ) o
Z Z Z m,t.‘_m.l(x“l)ml o {zi, )™ ad ™ e, (go), - - -ad ™ pk (g0) - k(o)
)=l ki< <k, <kmi< <my=n Jr

pourz eP™ k=1---,m.

La condition nécessaire et suffisante C, représente finalement une condition sur le rang de
certains vecteurs combinaisons linéaires particulieres des px(go) et de leurs crochets de Lie.

En effet, chaque élément B, (z(™)) peut se mettre sous la forme suivante :

Ba(z) = Fu(z™) + Ga(z™)  pour Fu(z™) €3, Galz™) € 8.

de plus, G,(z'™) = g v, les conditions C,, s’écrivent g,, = 0.
D’autre part, si {¥), Y3, Y3} est une base de D sur A, et qui est choisie de fagon comme dans
les sections précédentes, c'est-a-dire que Ba dépend d’une liste libre maximale de I'ensemble A"
Alors:
Ba(z™) = aly; 4+ alY: + adYs

Les conditions deviennent :
o
lo 20 3o

al a?° a
rang ? E 2 =r—ra (4.28)

1o aﬁo aiu
ou 3° est la matrice constituée des parties duales des coordonnées des éléments en premiers ordre
{élément de la matrice jacobienne} par rapport a la base {¥], Y5, Y3},

A priori, il parait naturel que les dérivées en tout ordre sont nécessaires mais. il existe un

ordre fini pour un mécanisme concret (voir les exemples).

a Vo IRV PN
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In

peut etre engendre par

X

J(__‘

Ly

X ne peut pas etre engendre par

(-

Les ellipses grises représentent les sous-algébres engendrées, r est le rang de 'ensemble X, ra est la
dimension d'une liste libre maximale de X', dim €' représente la dimension d'un sous ensemble engendré
par le crochet de Lie du t-éme ordre. L’ordre maximal pour engendrer une sous-algébre est 3 dans ce cas

particulier X, | X,] =0.

Fic. 4.4 - Les sous-algébres de Lie engendrées
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r=ra=3etr=1ra =2 etr=ra =2 les autres éléments outre que X;, X, sont tous une
combinaison linéaire de L. Les démonstrations se trouvent dans 'annexe A.

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous avons proposé d’utiliser ce critére aux dérivées
d’ordres supérieurs a un de I’équation de fermeture, ce qui nous permet d’obtenir les conditions
pour que les mécanismes possedent un degré de liberté mais, il s’agit peut étre des calculs tres
compliqués et volumineux, nous n’avons donc pas pu les réaliser.

Dans le chapitre qui suit, nous allons présenter des mécanismes qui correspondent les tableaux
de la page 108, c’est-a-dire que les mécanismes du type T, r est le rang de la matrice jacobienne,
et ra est le nombre d’une liste libre maximale des éléments de la matrice jacobienne.
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Chapitre 5

Probleme de singularité

La conception des mécanismes possédant des propriétés cinématiques optimales a attiré 1'at-
tention des chercheurs depuis plusieurs années. En effet, il a été montré {SC82] que certaines pro-
priétés de la matrice jacobienne du systeme, affectent directement la précision des mécanismes.
Il est important d’éviter les configurations indésirables pour lesquelles :

(i} Soit le degré de liberté n’existe plus instantanément et le systéme est dégénéré et devient
incontrolable.

(11) Soit la rigidité naturelle du systéme mécanique subit une grande dégradation.

(1i1) Soit les forces articulaires peuvent devenir trés importantes, ce qui présente un grand
risque de détérioration du systéme [SG94].

Ceci explique, en grande partie, I'importance de la détermination des configurations singuliéres
d’un mécanisme et pourquoi il faut les éviter lorsque c’est possible. Il est donc souhaitable de

pouvoir les 1dentifier dés la conception afin d’en minimiser 'impact.

Depuis des années, certains chercheurs ont travaillé sur les singularités des chaines cinématiques
fermées. Gausselin et Angeles ont montré que les singularités des chaines cinématiquement fermées
peuvent étre divisées en trois groupes principaux. Leur méthode est basée sur la détermination
des racines du déterminant de deux matrices jacobiennes. En effet, lorsque le nombre de degré de
liberté d’un mécanisme devient assez grand, par exemple 5 ou 6, ’expression du déterminant de
la matrice jacobienne devient trés complexe. Pour cette raison certains chercheurs ont proposé
des méthodes basées sur la théorie des vis [RMD92a], [RMD92b] et [DG93] sans nécessairement

obtenir des expressions analytiques permettant d’exprimer les singularités.

Ainsi, dans tous les travaux réalisés jusqu’a présent, aucune expression analytique décrivant
I"ensemble des singularités et obtenue & partir du déterminant n’a été vraiment exploitée.

[’objectif de cette partie est de représenter, dans l'espace euclidien ou parmi l'ensemble
des configurations cinématiquement admissibles, les ensembles de singularités des mécanismes
cinématiquement fermées. Ces ensembles présentent un grand intérét pour la conception des
robots. La méthode utilisée ici consiste & annuler le determinant de la matrice jacoblenne du
mécanisme en question en analysant sa forme par blocs de fagon & simplifier le probléme. On
utilisera la méthode proposée dans le chapitre suivant en choisissant les parametres indépendants
{les entrées, dont le nombre est égal au degré de liberté) et les parameétres dépendants (les sorties).
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5.1 Classification des singularités

Soit g le vecteur des coordonnées articulaires correspondant aux liaisons actionnées du mécanisme
— composé des parametres indépendants. Soit s le vecteur des liaisons articulaires aux liaisons
passives — composé des paramétres dépendants. n = m ~ r est le nombre de degré de liberté :

5:[511""511‘}

g=1lq1,--, 9]

Les éléments de s et de ¢ peuvent étre des angles dans le cas des articulations rotoides ou des
longueurs dans le cas des articulations prismatiques.

Les vecteurs ¢ et s sont aussi appelés vecteurs d’entrées et sorties respectivement. Ces entrées
et ces sorties sont reliées par un systeme d’équations de contraintes qui peut étre exprimé sous
la forme suivante:

F(s,q)=0 (5.1)
La partie gauche de I’équation 5.1 est une fonction différentiable, 0 est le vecteur nul de
dimension n, la dérivée par rapport au temps de 5.1 peut s’écrire sous la forme:

Ai+Bj=0 (5.2)

ol : oF B_C'?_F
T T g

oit A et B sont des matrices carrées d'ordre n qui dépendent de la configuration et sont alors

A

appelées matrices jacobienues.

A partir de ['équation 5.2, Gosselin et Angeles ont dressés une classification des singula-
rités des chaines cinématiques fermées et ont mis en évidence 3 types de singularités dont Vin-
terprétation physique est différente. Rappelons les briévement : ces différents types de singularités
se produisent respectivement lorsque

{1) Seule la matrice B est singuliere,

(i) Seule la matrice A est singuliére,

{111} Les équations de positionnement {ou d'orientation) dégénérent, c’est-a-dire que les ma-
trices A et B sont toutes deux singuliéres.

Les configurations singulieres sont lides a la notion de sous-variété, le cas ou le mécanisme est
dégénéré correspond mathématiquement au cas ol ’ensemble des configurations cinématiquement

admissible n’est pas une sous-variété de R™ au voisinage de la configuration considérée.
5.1.1 Singularités de type I
Les Singularités de de type [ se produisent lorsque :
dét(B) =0

Les configurations correspondantes a ce type I de singularité sont des configurations pour les-
quelles le mécanisme est a une limite de son espace de travail ou une limite interne de son espace
de travail qu’'il divise deux zones ou le nombre de solutions au probléme géométrique inverse est
différent. En d’autres termes, ce type de singularité se produit lorsque deux branches du probleme
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géométrique inverse se rencontrent. C’est-a-dire qu’en supposant les vitesses de sortie § connue,
on ne peut pas obtenir les vitesses d’entrées q.

D’aprés les équations 5.1 et 5.2, et puisque le noyau de B n’est pas réduit & zéro, il est
possible de trouver des vecteurs non nuls ¢ qui produiront des vecteurs vitesses s nuls. Certaines
vitesses ne peuvent pas étre imposées a certains corps associés. Ces derniers perdent alors 1 ou
plusieurs degrés de liberté. D’aprés le principe de la dualité cinématique-statique[16], en présence
de ces configurations singuliéres, les corps en question peuvent résister a une force et i un couple
de grandeurs arbitraire dans une direction donnée.

5.1.2 Singularités de type 11

Les singularités de type II se produisent lorsque la matrice A devient singuliére :
dét(A} =0 (5.3)

Contrairement aux singularités de type I, les singularités de type II se produisent pour des configu-
rations situées a l'intérieur de I'espace du travail et correspondent a ’ensemble des configurations
ou deux branches du probléme géométrique directe se rencontrent. C’est-a-dire qu'en supposant
les vitesses d’entrées ¢ connue, on ne peut pas obtenir les vitesses de sortie §. Pour cette raison,
ce type de singularité ne peut se produire que dans le cas des mécanismes fermés pour lesquels
le probléme géométrique directe admet une solution unique. D’aprés les équations 5.2 et 5.3 et
puisque le noyau de la matrice A n’est pas vide, on peut trouver des vecteurs vitesses non nuls $
qui correspondent a des vitesses nulles des actionneurs. Le mécanisme est alors dans une configu-
ration ol certains corps peuvent subir un mouvement infinitésimal meéme si les actionneurs sont
bloqués. Il se produit dans ce cas, un gain d’un ou de plusieurs degrés de liberté et le systeme
perd sa rigidité. Il devient alors incapable de supporter une force ou un couple dans une direction

donnée.

5.1.3 Singularités de type III

Ce type de singularité est d’une nature légerement différente des deux premiers puisqu'i)
requiert certaines relations spéciales entre les parametres architecturaux. En d’autres termes,
seulement certaines architectures spéciales donneront lieu & ce type de singularité qui est aussi
appelé singularité architecturales.

En présence des configurations présentant cette singularité, il est possible au corps mobile
de subir un mouvement fini lorsque les actionneurs sont bloqués ou encore de ne pas produire
de mouvement du corps mobile pour un mouvement fini des actionneurs. Dans les deux cas, le
mécanisme est pratiquement inutilisable car il ne peut pas travailler dans une partie importante
de son espace de travail ou dans tout son espace de travail . Ce type de singularité peut étre évité
au moment de la conception.

En effet, en dehors des entrées et des sorties, il existe encore des variables intermédiaires w

qui est de dimension ! = m — 2n

5.2 Définition de la famille d’équations de fermeture

En fonction de la méthode exposée au chapitre précédent, les équations de contraintes cinématiques

s’écrivent sous forme analytique, il sera donc raisonnable d’exprimer les parametres dépendants
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(ou les sorties) et les parametres intermédiaires par les parameétres indépendants{ou les entrées)

de la facon suivante:
Wilg, w1) =0,
W'Q(qr wy, w?) = 0)

Wr[(q.-’u*‘ly . "vwl) = 01
SI(Q1 vaX) = Da
SQ(Q’wysl’Sﬂ) = O\

(5.4)

Snlqg,w,s1---,8,) =0

La répartition des pararnétres du systéme en parametres indépendants, paramétres intermédiaires
et parametres de sorties n’est pas unique, cela dépend des variables entrées choisies. A priori, on
all = n’,"—r fagons possibles de présenter les n derniéres équations, mais elles ne sont peut-étre
pas toutes de bonnes représentations.

Pour simplifier les notations, nous confondons Wj(gq, w1, -, w;) = 0 et W; = 0, pour j =
1,0 Se{g,w, 81, -, wg) = 0et Sg =0, pour £k = 1,---,n. De plus, on note W la famille
de fonctions composées des fonctions (Wi, .-, W)) et S la famille de fonctions composées des
fonctions (Sy, - -, 5,). Alors, les équations précédentes sont exprimées par :

W =0, S=0 (5.5)

Ces deux familles d’équations ont la forme triangulaire par rapport aux paramétres in-
termédiaires et aux parameétres dépendants respectivement, c’est-a-dire que les deux équations
Wit:1 = 0 ou 5,41 = 0 ne contient qu’un parametre intermédiaire ou un parametre indépendant

de plus par rapport 4 'équation W, = 0 ou 5; = 0 respectivement.

Les équations de fermeture explicite sont exprimée dans la définition ci-dessous.

Proposition 5.1 Sowent les apphcations W : B 5 Rb et § : R™ — R", on dit que
Uapplication F' - R™ — R"™ est I’équation de fermeture explicite, de plus F = So W .

On peut définir I'ensemble de configurations cinématiquement admissibles M € R™ sous
forme:
M={jeR"iw=05=0}

On peur, également définir 'ensemble de configurations actionnaires cinématiquement admis-
sible A7¢ par:
M*={qeR"| W =0,85=0}

Il peut exister des points singuliers artificiels ou points singuliers du systétme de coordonnées
choisies; ces points singuliers disparaissent quand on fait des changements de coordonnées et cor-
respondent aux singularités de type 1 ou type II.

Exemple

Pour mieux connaitre la classification de types des singularités, on considéere la surface cylin-

droide: z(z? + y*} — 2mzy = 0, elle est différentiable en tout ses points, elle est une bonne
2mry

t z? 4 y?

r = y = 0 sont des points singuliers de cette surface, ce qui est en contradiction que cette surface

sous-variété de B3 Si I'on veut la présenter explicitement avec: z on obtient donc

est une sous variété de R3,
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FiGc. 5.1 - Cylindroide

On applique la méthode de classification de singularité a z(z? + y*) — 2mzy = 0.
Si lon prend z, y comme entrées, y et z comme sorties, on a:
vy=y
_ 2mzy
- 1.2 + yZ

on obtient la forme linéaire comme suit :

1 0 Y 0 1 T 0
0 @4y )\ )T et - o) 2maet -y )\ w ) T

alors dét(B) = 0 = y = 0 et y = £z sont des points singuliers de type I;
dét(A) = 0 = = = y = 0 sont des points singuliers de type II;
il n’existe pas de points singuliers de type [11.

Définition 5.1 On dit qu’un mécanisme est réqulier s’il est régulier en toutes les configurations,

c'est-a-dire que ['ensemble de points singuliers ne contient pas ceuz de type 11

Autrement dit, la définition précédente est équivalente a:

Proposition 5.2 S'il eziste toujours au mowns une présentation sans singularité pour chaque

configuration, alors le mécanisme est régulier.

5.2.1 Matrice jacobienne

Puisque la fagon de choisir les paramétres indépendants n’est pas unique, les représentations
des équations de fermeture ne sont pas uniques. A priori, il peut exister des fausses singula-
rités, c’est-a-dire, des singularités artificielles du type 1. La méthode de classification permet

de distinguer ces singularités artificielles (qui peuvent étre évitées en choisissant les parametres
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indépendants adéquats) et les singularités du comportement intrinséque du mécanisme (qui ne
dépendent que de sa structure).

Mais pour les mécanisme bouclés, il n’est pas toujours facile de calculer les matrices jaco-
biennes par rapport aux parameétres indépendants et paramétres dépendants (c’est-a-dire, les
matrices A et B dans 5.2 ) et ainsi de classifier les différents types de singularités rencontrées.
En raison de la présence des parametres intermédiaires, qu'il faut d’éliminer dans les équations
5.4, le calcul et 'expression de la matrice B deviennent trés complexes.

Dans ce paragraphe, on va proposer un algorithme dans le but de simplifier ’analyse des confi-
gurations singuliéres du mécanisme étudié, ce qui nous raméne a étudier les matrices jacobiennes
A et B de I’équation de fermeture associée 5.1. En effet, on peut réécerire la forme différenciée
des éguations de contraintes 5.1 par:

ow ., oW,
W(] + —(-)E‘UJ =0
(5.6)

6S'+85w+65é—0
qu Ow ds

Les équations précédentes s’écrivent plus précisément sous la forme suivante :

oW, | + oW,
oq g Jw

w; =0

oW, . N oW, oy 4+ oW, i = 0
aq 9 ouwy ! Jws =

oW, - aw, .
dq 175 Y
a8s; . L a5, " 85,
dg q ow sy

35, . + ()Sg b+ 28, . + . Aas, 3 0
- w -+ T8 e 3y =
dg 7 B dsq " 352

89Sy . 05, . 05 .
a4+
dq ow Os

ce qui est équivalent &:

avec .
aw oW
59 dw a8
B, = A’ = Tu-
8s oS 0s
d¢ Ow
B’ est une matrice de dimension (n +1{) x (n +1) qui est composée de quatre sous matrices dont
: . . ow . . . . . a8
e est une matrice de dimension { x n, v est une matrice triangulaire de dimension { x [, e
q w q

est de dimension n x [.

est une matrice carrée de dimension n,

ow
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A’ est une matrice de dimension n x n.
On peut écrire les matrices B’, A’ sous forme plus précise, c’est-a-dire:

oWy oW, oWy o
Bq? Oqn  Oq
W, o oW, 8w, oW, aw
" og§ Ogn  Oq} Owioi  Og;
0S5 . a5, a5 ) a5
g Oqn  Oun Swy
dS.  8S. S, S
oq? Ign 3q} Owy
351
51 0
A= e 0
85, 85, 05Sa
031 08n  Osn

Pour déterminer les matrices jacobiennes A et B, il faut éliminer les dérivées des parameétres

intermédiaires par rapport, aux parametres indépendants. Il suffit d'utiliser la formule de la dérivée
7

des fonctions implicites en supposant B inversible :
w
aw, (8W1 ) -t oW, k=1 n
= — our =1,
Oqx 0w, Oqx p '

T A 7. 7 AW,
W; (awj> w; > OW; aW; bour G = 2]
<

5qk 8wj qu f (9ij 3!]1;
Alors, on peut calculer la matrice B en déterminant les dérivées des équations Si = 0 par
rapport aux parametres indépendants g = (g1, -+, ¢n):

_65__5£+8_S<9W
T Oqx Og 0w g

pour k, k=1, n (5.10)

d .
On remplace —— par son expression, on a:

8q

q -1
_ 85 a8 (aw) ow 511)

T8 dw\dw,) Jq

Plus précisément :

351 95, dW, a5, 85, aw,
B +ZJ: 5w, o Er -~ B, Bas
B =
as, 8Sn OW, a8, 388, oW,
e + - -
dq1 +‘; ow, Oq Oqn - dw; Sgn
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D’autre part, oun obtient la matrice jacobienne A par rapport aux parametres dépendants s:
A=A

Proposition 5.3 L’analyse des points singuliers associ€s aur matrices jacobiennes A et B est

équivalente a celle des A’ et B'.

Démonstration : Puisque A = A’| il suffit de montrer que l'inversibilité de la matrice B est

équivalente celle de B’.

. . . : ow ,
D’autre part, la matrice B’ est composée de quatre sous matrices dont G est supposée
W

inversible, considérons la matrice H :
0 1
Ow Jw Jq
Puisque H est une matrice inversible, alors:
B’ est inversible <= B’H est inversible

B'H est exprimée par:

I 0
B'H = ( 8s (aw)‘l as G_S(ml\—l oW

dg  HJw \dw,; dg

AN

de plus on a:

as  as <aw>‘1 aw

89  Ow \ dw En

alors
B'H est inversible <= B est inversible

finalement :
B est inversible <<= B’ est inversible

Pour analyser les points singuliers, il est donc équivalent d’étudier la matrice B, A’ et B et A,

. C o ) , . L .
Corollaire 5.1 5S¢ B est inversible, les deur systémes lindaires 5.2 et 5.6 sont équivalents.

199}

5.2.2 Analyse des vitesses

En utilisant la méthode analytique, on peut exprimer les paramétres dépendants par les
parametres indépendants. Les vitesses des parameétres dépendants s en fonction des parameétres
indépendants ¢ et leurs vitesses ¢ { en général, ils sont donnés, par exemple, comme les vitesses
imposées par des actionneurs) peuvent étre obtenus en dérivant directement les équations 5.1, si

I’on utilise la formule de dérivation des fonctions implicites, on obtient :

. as\"' 788 . as .
§=— (55) ('a;q + _B—I;w) ) {5.12)
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ce qu’on peut aussi exprimer sous forme:

o (8S,> (85'1. 98y .

T 951 qu+ 5ww

. [0S\ (S, 95k , 05k .
Sk = (05'[;) (0—q— Lb et ' U o Z 6sk: ckf

ol les w sont définies par:

avec k=1,--- n. (5.13)

_ W\t aw
w=— ( ) ow : (5.14)

ce qu'on peut aussi exprimer sous forme:

W, = (6"{/1)—1 5W1 .

dun dq
avec k=1 ---,n. (5.15)
(EIV ) oW; - ow; .
== q )-:u,j’
Jw; Oq < Ow;

Si 'on remplace w par son expression précédente, on obtient le vecteur des vitesses ¢ des pa-
rameétres dépendants en fonction du vecteur des vitesses s des parameétres indépendants:

§=—-A"'Byg (5.16)

D’aprés 'équation précédente, lorsque le mécanisme se trouve dans une configuration singuliere
de type II (c’est-a-dire, dét(A) = 0), des vitesses ¢ nulles ne correspondent peut-étre pas a
des vitesses ¢ nulles. Lorsque le mécanisme se trouve dans une configuration singuliere de type
I (c’est-a-dire, dét(B) = 0}, des vitesses ¢ non nulles correspondent peut-étre a des vitesses s
nulles. Lorsque le mécanisme se trouve dans une configuration singuliére de type III (c’est-a-dire,
dét(A) = 0 et dét(B) = 0), le mécanisme devient incontrolable, I’équation As + Bg = 0 est
dégénérée.

5.2.3 Analyse des accélérations

En dérivant les équations 5.8, on peut obtenir directement le vecteur des accélérations des pa-
rametres dépendants en fonction des vecteurs des vitesses ¢, w, s et des vecteurs des accélérations
des parametres indépendants §:

. ISNT (L &S - B8 a8
5= s Bsaqq ST 5o awﬁqq

98 8*s . s . s, . H95. 85 .
B a gl q+5z—“"w+5¥3'”+§;q+a—w'-”“
De plus, les accélérations des parametres intermédiaires sont déterminées par:

D= — Q—VK B 2»——325{ ] - W+ ) + azSiw w + Qj: ) (5.18)
= Jw (')wc?qq 9%q g 11T By dq '

(5.17)
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Chapitre 6

Solution analytique des
mécanismes bouclés — 1

L’analyse des singularités des systémes de solides rigides en boucles fermés est un probléme
trés difficile. Les études des chapitres précédents ont utilisé la théorie des vis et les méthodes
différentielles, avec lesquelles le probleme n’est pas complétement résolu. Il est donc utile de
faire une recherche de solutions analytiques (cinématique inverse) afin d’aboutir 4 des résultats
complets.

Dans le chapitre 4, nous avons proposé une méthode d’évaluation du rang d'un ensemble de
champs antisymétriques, nous allons présenter des mécanismes concrets qui correspondent aux
cas des tableaux 4.1 et 4.2.

6.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons présenter des méthodes analytiques permettant de résoudre
des équations de fermeture des mécanismes. L'objectif est de générer a partir d'une équation de
fermeture exprimée dans le groupe des déplacements un systéme d’équations scalaires équivalent.
Dans la littérature sur la cinématique des solutions analytiques sont fréquemment présentées
mais, a notre connaissance le probléme d’équivalence stricte mathématique entre 1'équation de
fermeture et le systeme des équations scalaires reste souvent de c¢oté, ce qui peut donner lieu a
I'apparition de solutions étrangeres.

L’obtention des équations scalaires indépendantes a partir de 'équation de fermeture utilise
les formes bilinéaires de Klein et de Killing, le produit intérieur dual et le crochet de Lie définis
dans D'algébre de Lie © (voir définition 1.11).

Les méthodes qu’on va proposer sont appliquées aux mécanismes constitués de sous mécanismes

plans (ayant des axes paralleles). On distingue différents cas:
~ Le premier cas concerne les mécanismes hélicoidaux, tous les axes sont paralleles.

- Le deuxiéme cas concerne les mécanismes constitués par deux sous-mécanismes ou branches;

cette structure est souvent utilisée dans les robots paralléles.

- Dans le troisiéme cas, on a traité les mécanismes & trois branches, structure trés souvent
utilisée en robotique dont le comportement dynamique offre des avantages. Ce point est

également 1ié 4 ’analyse des singularités des trois rotations ou trois déplacements probleme
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bien connu dans les cas particuliers des angles d’Euler et de Bryant, et on donne une solution
générale. On montre notamment qu’il existe une condition sur les positions relatives des
trois axes qui assurent ’absence de singularité, et ['on exprime 'angle est équivalent a trois

angles considérés.

Les trois premiers cas sont présentés dans ce chapitre, le dernier cas est présenté au chapitre

qui suit. A la fin de ces deux chapitres, on présente des exemples d’application :

~ Séparation des paramétres articulaires en parametres articulaires indépendants {les entrées),

parametres articulaires dépendants (les sorties) et parameétres articulaires intermédiaires.

- Génération des équations scalaires indépendantes et expression des paramétres dépendants

en fonction des parameétres indépendants.

— Recherche des configurations singuliéres et analyse de singularités.

6.2 Présentation des problemes

Dans I'étude des mécanismes a structure bouclée, la détermination de la variété des configura-
tions admissibles n’est pas a priori directement envisageable, en effet |’'ensemble des configurations
admissibles n’est pas toujours une sous variété de R™.

Considérons un mécanisme dont on connalt simplement la nature des liaisons, et dont on
connait au moins le degré de liberté r aux points réguliers, les probléemes a résoudre peuvent étre

formulés en ces termes:

- Découpage de I'équation de fermeture en deux parties : la partie contenant les rotations et

la partie contenant les translations;
~ Représentation des parameétres de sorties en fonction des parametres d’entrées;

- Classification des singularités avec la nouvelle forme de matrice jacobienne.

On considére qu'un mécanisme S est constitué par m corps Cy, - -+, Cp reliés entre eux par
des liaisons holonomes réguliéres £,, pour ¢ = 1, ..., m et dont la structure est bouclée. A chaque
lialson £; est associée un sous groupe de Lie de D dont I'algebre de Lie est une sous-algebre
de D. Pour permettre une analyse plus compléte, on suppose a priori que chaque liaison £; est
une liaison cylindrique avec un parametre de rotation et un parametre de translation suivant le
meme axe. On choisit les reperes (O,, x,, ¥y, zi}, d’orientation directe, liés a chacun des corps du
mécanisme. {07,X1,¥1,21) est liée au premier corps qui est le corps de référence (en général fixé).
La fonction de fermeture (chapitre 2) reste toujours valable.

On continue utiliser les méme notations que dans les chapitres précédents :

-M est I'ensemble des configurations cinématiquement admissibles de §.

«a € 1) = (ay,...,a,), et g, décrit la famille des parametres articulaires dépendants.

J €1 = {j1,....,jn=r). et q; décrit la famille des parametres articulaires indépendants.

cexp(gi&;) o exp(edi&i) = expllg; + €d;)&;) est le déplacement d'une liaison £;, dont & est le

générateur de déplacements.
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FiG. 6.1 - déplacement d’une boucle

- L(D) est I’ensemble des applications adjointes ({Ad A = A, | A € D}).
L’équation de fermeture d’un systéme bouclé peut aussi se traduire en terme de représentations
adjointes :

Proposition 6.1 L’ensemble des configurations cinématiquement admissibles M peut étre représenté
par: {g € R™|F(q) =1} ot F: R™ — L(D) est défini par:

F(g) = Aix o Asuo---0 A, (6.1)

Démonstration : En effet, deux déplacements sont égaux si et seulement si leur adjointe sont

égaux. DVautre part, si f(g) = A1(g)oAz(g)e- - -0Am(g). alors Fg) = A1 (g)odan(g)e -0 An(q).
i

Puisque notre but est de faire le découpage des paramétres indépendants et les paramétres

dépendants, il est donc utile de présenter la proposition suivante.
Proposition 6.2 Secient X € D, R € L(D), alors:

RoadX o R* = ad (Ro X) (6.2)

ol R” est transposée de R.
Démonstration : On applique la partie gauche de cette équation 3 Y € D, en utilisant la
définition 1.12:

Road(X)o R Y = Ro[X,R*-Y]=[R-X,Y]=ad(R-X) Y VX,Y€D
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Si P'on applique la proposition précédente a une translation T(d)€) = 1 + edad (£2€), alors on

obtient le corollaire suivant.
Corollaire 6.1 Soient £ € D, Re€ L(D), alors:
Ro T(dQ€) o R = T(RdAQE)

6.2.1 Déplacement d’'un mécanisme fermé

On considére le mécanisme fermeé indiqué sur la figure 6.1, son déplacement peut étre exprimé

dans le langage de I'algébre de Lie ®. Dans la configuration de référence 6.1 (la boucle dessiné avec

. ) T ~ R
des lignes grasses). Les vecteurs 010025 , 020036, - * *» On—100n0 sont dans E peuvent étre considérés
— —
. . R o 010020 020030
comme des translations suivant les axes orientés par les vecteurs unitaires , ,
)7 i
lioroozd]]  {lo20034ll
—
Om—109m0 . . —_ - .
-, ——————— dont les longueurs invariables sont [[010023|, - -, [|6m—100mo|| respectivement.
Hom—lDOmf}”
On posera:
— > .
a; = ||oig0ix10)] = l|ioisi ]l pour i=1.---'m

a; est la distance constante entre les couples #; et £;11. On note les vecteurs unitaires par:

o
05004410 .
Ui = ~————r, pour t=1,---,m
a;
on les considere comme des axes suivant lesquels qu’il n'y a qu’une rotation constante égale
a l'angle entre deux générateurs £; et &1 =t une translation constante a;, qui ne dépendent que
de la structure du mécanisme. Cette représentation est celle de Denavit-Hartenberg. Nous allons
la relier & l'algébre de Lie D.
On définit Uy, avec i = 1,---m, on a:

Ui €% tel que  Uio(p) = uis A 0o pour p€€£.

alors Usp € 2,,, c’est-a-dire Uj(oi0) = 0.
Aprés avoir subi un déplacement 6.1 (la boucle avec des lignes non grasses), si 50,4 = u;, de
plus, on a:

U; €D telque Ui(p) = u; Aoip pour peé&.

alors U; € Z,,, c’est-a-dire U;(0;) = 0.
Si R; représente le déplacement suivant le générateur £; autorisé par le couple ¢, par rapport
a la base B;, alors le déplacement R; par rapport & la base B;_; est exprimé par la relatinn

sulvante:

Tioi(a;i—1QUic1) *» BT {aio 1 QUs—q)

(C’est -a -dire que T;_; est considérée comme la matrice de passage de la base B, ala base B;_;.

On a alors :
Ui =Ry Uy
Uy = ByT1 Ry - Uy

(6.3)
Upy = RyT1 RT3 - - BUpng
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De plus:
& = BhThao
&2 = RiT1 Ryéz0 (6.4)
&m = RiT 1 RoT'z - - Rmmo
L’équation de fermeture 6.1 est équivalente 4 ’équation suivante:
RiR; - R, =1 (6.5)

Pour faire le découpage entre les rotations et les translations, on écrit F; sous la forme suivante:
Ri = Ri(¢i,Em)Ti(e(di&; + a;Uy)) pour i=1,---,m (6.6)

Cela signifie que R; est composé d’une rotation pure R; = exp(g¢;, ;). et deux translations
T{ecd:i&:), T{ea;U;), puisque le sous-groupe des translations est commutatif, on a le droit d’écrire
les deux translations sous la forme: T';(Q{d;&; + a;U;)) = Ti(QU;).

Pour analyser le déplacement d’un mécanisme, la proposition suivante est nécessaire.

Proposition 6.3 L ’équation de fermeture d’'un mécanisme fermé est équivalente aur équations

suvantes
Ri(Ro( - (Rnlhn + Um—1)+ - )+ U1 ) =0 avec U e z,, (6.8)
ot Uy = di&; + a;U;.
Démonstration : D’aprés ’éguation de fermeture, on a:
1 =RiT(QU)RT2(QU) - R T (U
=Ry (1 + ad (QU)) - R (1 + ad (QWUp))
alors:
R1R,,,+(R1ad(QU1)RgR.,n++R1R,mad(Qum)) =1
or,on a:
R,---R,=1 (6.9)

la partie duale nous donne:
Q(Ryad (2R + -+ Ry Ry (ad QU )(Ry - Ry )*) = 0
D’aprés la proposition 6.2, on obtient :
cad (Rilfs + R{Rolda + - -+ Ry - Ropldin) = 0

Puisque R; ne contient que la partie rotoide, on obtient la proposition. |
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F1G. 6.2 - La fermeture d’une boucle

6.3 Meécanismes plans et hélicoidaux

Dans cette partie, on va étudier les solutions analytiques des mécanismes hélicoidaux. Les
mécamismes plans sont constitués des axes paralléles et des couples rotoides, les mécanismes
hélicoidaux sont ceux qui contiennent des couples cylindriques. Les mécanismes plans sont donc
des cas particuliers des mécanismes hélicoidaux.

On continue a utiliser les notations duv chapitre 2.

Considérons un mécanisme hélicoidale, reprenons son équation de fermeture :
R]O"'ORmzl (610)

qui est équivalente aux équations suivantes en utilisant la proposition 6.3 :

B, - Rn=1
Ri(Uy + Ra{llo + -+ Renll) -} = 0

aved Uy = a;U + di€.

A chaque couple #4; est associé un repére orthonormé, a partir de ce repére, on peut construire
une base B; de ©. De plus, on définit U; = U = (0,0,0,1,0,0), & = £ = (0,0.0,0.0,1)! par
rapport a la base B;.

R est alors une rotation autour de £ par rapport a la base B, dont le paramétre articulaire

est ¢;, et ainsi R;& = £. Nous obtenons alors:

R, --Rp=explgi+ -+ gm,§). =1
(di +- -+ dn)€ + Ry(a U + RofasU + -+ RpanU)-- ) =0

Finalement:
gi+-+gn=0
di+-+dmn=0 (6.11)
Ry(a:U7 + Ry(azU + - -+ Rpa, U)--) =0

6.3.1 Exemples des mécanismes plans et hélicoidaux

6.3.1.1 Mécanismes constitués de deux corps rigides
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Dans ce cadre. on considéere lorsque m = 2, ’équation de fermeture 6.10 devient :

R10R2:1
RiU;+RioRU; =0

D'apres les équations 6.11, on a:

gi+q2 =10
dy +dy = 0 (6.12)
Ri(q:€)arl + aslf = 0

A partir de ces équations, on peut classifier les mécanismes fermés a deux corps rigides en
mécanisme prismatique, mécanisme rotolde, mécanisme hélicoidale et mécanisme cylindrique et
il n’en existe pas d’autre si les mécanismes sont formés par des couples prismatiques, rotoides,
hélicoidales ou cylindriques.

Pour qu’un mécanisme bouclé composé de deux solides rigides ait un degré de liberté, il faut
que ’équation 6.12 soit vérifiée, sinon |'ensemble des configurations cinématiquement admissibles
M est formé de points isolés, c’est-a-dire que gy = g2 =0, dy = d = 0.

Il existe alors quatre types de mécanisme.

1) Mécanisme prismatique

Lorsque g1 = g2 = 0, on obtient un mécanisme 6.3.(c) plan prismatique constitué par deux couples
prismatiques dont les axes se trouvent sur la méme droite, de plus do = —d;. Ses générateurs de
déplacement sont les suivants:

& =& =[0,0,1,0,0,0)

C’est alors un mécanisme de type T¢ (voir les tableaux 4.1 et 4.2), “0” signifie que &; et &» ne
sont pas libres sur A, “1” signifie que rang(£;,€2) = 1, le mécanisme possede un degré de liberté.

Si I'on change un couple prismatique par un couple cylindrique, le mécanisme autorise le
méme déplacement. C’est un mécanisme de type T2.

2) Mécanisme rotoide

Lorsque d; = dy = 0, on obtient un mécanisme 6.3.(d) constitué par deux couples rotoides qui
possede un degré de liberté, de plus ¢; = 2k — ¢5.

Alors ses générateurs de déplacement s’expriment par:
£ =&, =(0,0,0,0,0,1)

C’est alors un mécanisme de type T}, “1” signifie que £, ou &5 est libre sur A, mais ils sont
linéairement dépendants sur R et A; “1” signifie aussi que rang(§;, §z) = 1, le mécanisine possede
un degré de hiberté.

Si I'on change un couple rotoide par un couple cylindrique, le mécanisme autorise le meme
déplacement. C’est un mécanisme de type T7.

3) Mécanisme hélicoidale

Dans la figure 6.3.(a), on montre un mécanisme avec des couples hélicoidaux dont les axes se
trouvent sur la méme droite. Il autorise un degré de liberté: ¢; = —ga, doa = dy = pga, p est le

pas du couple hélicoidale. avec :

£ =& = (0,0,pg:,0,0,1)°
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Fi1G. 6.3 - Mécanismes a 2-barres
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C’est un mécanisme de type T} .

Sil'on change un couple hélicotdale par un couple cylindrique, le mécanisme 6.3.(b} autorise
le méme déplacement. C’est un mécanisme de type T7.
4) Mécanisme cylindrique

Dans la figure 6.3.(e), on montre un mécanisime constitué des deux couples cylindriques possédant
deux degrés de liberté: ¢y = 2k7 — ¢y, dy = d;. avec :

& =£& =(0.0,d,,0,0,1)*

il est, de type T3 .
6.3.1.2 Mécanisme plan a quatre barres

C’est un mécanisme bien connu qui est composé de quatre barres solides rigides et quatre couples
rotoldes et qui posséde un degré de liberté. Il est beancoup étudié par des chercheurs, on s’intéresse
icl plutdt au point de vu des configurations singuliéres. On utilise la méthode de classification

des singularités présentée au chapitre 5.
1) Les Solutions

On suppose que ¢* = ¢ est le parametre articulaire d’entrée, e, que ¢g° = g4 est le parametre
articulaire de sortie, ¢} = ga, g5 = g2 sont des paramétres intermédiaires.
D’apres les équations 6.11, on a immédiatement:
f1+g2+qa+4qa=0

d1 :dg:d32d4:0 (613)
R1(01U + RQ(CLQU -+ R3(13U)) = —a4l/

Prenons le produit intérieur de la dernitre équation!, on a:
] 1 ., . .
Q1 = —asas(U [ RyU) + azas(U2[Rals) — 5 (af + af — @} ~ ag) =0 (6.14)

Alors g3 est une fonction de ¢y, il peut étre exprimé analytiquement par

a1(14(U | RlUj -+ (aﬁ -+ a'f - a% - ag)
2asa3 (6.15}

COS g3 =

singz = /1 ~— cos? g3

Multipliée par RY, la derniére équation de 6.13 peut étre écrite par:
a\U + Rao(aaU + Rzasl) = Ri{(~asU)
On peut exprimer 1’équation précédente par:
R,V =RYY
Alors ¢- est une fonction de g et g3 qui est exprimée par

(R¥Y | £, X
sin g2 = (S| i LEY D

(R,lﬁé IE :f)) avec X = aol/ + Raasl,Y = —aql — Ryay U
ORRET XX

1. Pour plus de détail, voir 'équation 7.9 a la page 168.
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Aprés un déplacement (g1 — ¢10,92 — 20,93 — §30.94 — Q40) par rapport a la configuration de référence (lignes
continues), le mécanisme se trouve dans une nouvelle configuration (lignes pointillées) {¢y.92,43,91).

FiG. 6.4 - Les quatre barres plans

De plus, on a I’équation:
Q3 = ({(a1 + Ralaz + Raas) = R{(—aq)) U |U) = 0
Pour évaluer g4, on transforme la troisieme équation de 6.13 sous forme:

azRIU = —a1 R1U — aaR{ R U7 — agU

on obtient :

SIN g4

I

— oo (@R + aRiRe +ag)U |6,

1
COSqq = - {{a1Ry + a2R Ry + ag)U | U)
3

De plus, on a l'équation :
QF = (((llRl + 23R Ro + agR} + ay)U i U) =0

On a ainsi obtenu toutes les équations de contrainte comme suit

Qi(g1.q3) = 0;
Q4{q1,92.93) = 0;
Qp(‘hs(h»‘ImfIfl) = 0.

Analyse des Cas Singuliers

Dans le cas général, les mécanismes a quatre barres ne possédent pas forcément de singularité,
Pexistence ou non des singularités est conditionné par les longueurs des barres.
La matrice jacobienne est définie par:

aQ, 0@}
—_— 0 0
9q: dq3

8q1  Oqs Oy

8QF  8QF  HQP  AQF
8q1  Oqs  Ogqa Oy
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Alors les matrices A et B sont définies par:

oQr
A= —

0q4
09 0@
on Oq3

B = Qs  9Qy  0Qy
dg1  O0qz  Oq

aQr  6Qr  8Qr
Oq1 Jg3 dqa
dét(A) = —(Rql | [g,asU]) = —sin g4

_ 0Q,0Q,06Q"  0Q1 0Q% 0QP 0@ 9Q}, 0QF

dét(B = - —
B) = B G B0 B 9us B4z Bas Bs Bas

= ajajazsin{gs) sin(qgz) (sin(¢1)a1 + sin(qy + ¢g2)az)
Les calculs de déterminant se trouvent dans ’annexe B. On peut alors classer les différents types

des singularités comme suit :

M; = {qg € R*|dét(B) = 0}
-~

singz = 0 ou
M;={qg€eR? sing; =0ou
sin(g1)a; + sin(gy + g2)az =0

En effet, d’aprés la fermeture de quatre barres, on a sin{q; + q2)as +a; sin(g1) —azsings = 0.

sin{qy + g2)az 4 a; sin{q;) = 0 signifie que : sings = 0. Finalement:

M; ={q € R*|sings = 0 ou sin(qz) = 0 ou sin(g4} = 0}

Mpr={qgeR*|dét(A) =0} & My={geR"|sing: =0}

1l est évident
My = {qg € R*| dét(A) = 0,dét(B) = 0}

(=

sin(g2) = 0 }

ou singq = 0 ou { Sings = 0

My = {QER4 { singz = 0

singg = 0

M correspond ici 4 la limite de l'espace de travail. Lorsque sings = 0 ou singz = 0 ou
sings = 0. les quatre barres forment un triangle et le systéme est bloqué dans une direction
donnée. Dans ces configurations singuliéres, certains corps peuvent résister a une force ou un

couple de grandeurs arbitraire dans cette direction.
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d
d

o—§ o . o—o—o—0 .
o—3 o

J9R-BN N v AVN

(1) : al=al=a3=a4 (2): al=ad, a2=a3
(LY M;=Mr={{yy =0,94=7),(q1 = 0,94 = 0),{(qy = 7. g4 = 0),{q1 = 7,91 = 7} }.
(DIMy={{zi=0,94 = 7{)3(41 =0,94 =0)},M; = {M;,{(q1 = qlsv.ﬂ =), (g1 = —¢},q2 = 7}}.
B My ={(q1=0,04 =0)} My = {My. (g1 =9}, 92 =7),{q1 =q'}{.q5 =7)}.

lorsque le mécanisme se trouve dans des configurations de My, M n’est pas une sous-variété de B4, le mécanisme

ne posséde ancun degré de liberté.

Fi1a. 6.5 - Les posiiions singuliéres des guatre barres

Puisque pour un parametre d’entrée g;, il existe toujours deux valeurs possibles pour 4. les
points singuliers My correspondent aux deux zones de 'espace du travail se rencontrent, on peut
trouver des ¢” non nulles qui correspondent a des vitesses ¢° nulles des actionneurs. Il devient
incapable de supporter une force ou un couple de grandeur dans son corps associé.

Lasingularité My est constituée de deux cas, le premier cas sin ¢4 = 0 signifie que le mécanisme
est bloqué. Le deuxiéme cas signifie que les quatre barres se trouvent alignées, le mécanisme est
complétement dégénéré.

Suivant la classification de Grashof [Gra83], on distingue les quatre barres en trois espéces :
a) quatre barres Grashof:

la plus longue barre + la plus courte barre < la somme des deux autres
b) quatre barres non-Grashof':
la plus longue barre + la plus courte barre > la somme des deux autres
c) Les quatre barres peuvent étre alignées, c’est-a-dire si:
la plus longue barre + {ou -) la plus courte barre = la somme des deux autres
1. Dans ces deux cas a) et b}, on sait qu’il v a au moins deux parametres articulaires passant

par T, la singularité de type 1 peut étre produite, Mg = {@}. L’ensemble des configurations

cinématiquement admissibles est une sous-variété de R,
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2. Dans le cas c), les trois types de singularités peuvent apparaitre. Les configurations sin-
guliéres de type 1II ne se présentent que si les quatre barres sont alignées. Tous les cas
possibles sont présentés dans la figure 6.5:

~ Dans le cas (1) a; = a2 = a3 = as. My = My, les trois types des singularités sont
équivalents. Il existe quatre configurations singuliéres, on peut les exprimer analytiquement

par les formules suivantes.

4
_ 41 g1
== { Q= ou{ —q1 = arbitraire
_ T T —q1 \
92 = { arbitraire ou{ i (6.16)
_J T—q T—=q
94 = { —g2 = arbitraire ou{ s

— Dans le cas (2) a1 = az # asa = ao, il existe quatre configurations singuliéres de type 1 dont
deux configurations singuliéres de type 111 et dont une configuration de type II. On a:

p
— q1
43 { -0
T —{q:
= —2a;ay — (a® 2) cos 1
g2 arccos( 20: 2 (af + a3) co <11> (6.17)
af + a5+ 2aazcosqy
— g2
| 4 { —g

- Dans le cas (3), aj cos ¢} + ag cos g3 + az cos g5 + agcos g5 = 0, (¢f représente configurations

singulieres). Il existe trois configurations singuliéres de type III dont une est de type III1.

Apreés avoir analysé ces configurations singuliéres, nous savons que des singularités de type 1
existent dans tous les cas, elles peuvent etre éliminées en choisissant les paramétres articulaires

d’entrée adéquats. On représente toutes les configurations singuliéres sur la figure 6.5.
6.3.1.3 Mécanisme plan a cinq barres

Nous étudions maintenant les mécanismes a cing barres avec cing couples rotoides et on s’intéresse
encore au point de vu des configurations singuliéres. On utilise la méthode de classification des

singularité présentée au chapitre 5.
Les solutions

On suppose que g§ = g1 et ¢ = g5 sont les paramétres articulaires d’entrée, et que & = q
¢ = g4 sont les parametres de sortie, gl = g3 est le paramétre intermédiaire.
D apres les équations 6.11, on a immédiatemnent :
91+ g2+ g3+ g4 + 95 = 2k7
d1:d2:d3:d4:d5:0 (618)
R, (CllU -+ RQ(CLQU + Rgﬂg[))) = —(14R§U —asU
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Le produit scalaire de la derniére équation nous donne?:

. 3 . , 1 .
Qfl = (12(13((.." |R3U}—d1a4(R§U l R1[7)-—a] (15'\UER1U)—a4a5(U ! R’gU)-—g(a?—{-ag-&-ag—ag——afi) =9
Alors g3 est une fonction de ¢y et ¢s, elle peut étre exprimée analytiquement par

aras(REU | Ry U) + ayas(UIRU) + agas(U | REU) + (a? 4 ai + a2 — a% - 43)

203&2

cos gz =
(6.19)
Multipliée par R}, la derniére équation de 6.18 peut étre écrite par:

all + RQ(GQU + R3(13U) = —R’;( ;Cl:;U + asU)
On peut exprimer l'équation précédente par:
R.X = RYY

g2 est alors une fonction de q;, g5 et g3 qui est exprimée par

(RIY [ [£, X))

SN gg = X%
’R’gi’ ‘l 5,) avec X = (as+asR3)U, Y = ~(asRs+a1R; +a5)U.
e thgr X}
COS gn = ———_(‘Y l ‘X')
{6.20)
On a 'équation:
;; = ((R;al + a —+ Rgaa + RFRI(R?{G‘; + as})U | U} = (}
D apreés la relation :
R’;agU = —~R5R1(01U + RQG,QU) — agU — Rgasl/
on obtient les solutions de ¢4:
1
singg = — (=RsRy(a:U + Roaxll) — ayU — RsasU | [€,U])
43 (6.21)

cosqq = a—ls(—R5R1(alU + Roaol/) — ayll — Ryasl’ | U)
Alors ¢4 est une fonction de ¢y, g3 et gs. On a I'équaiion:
Q5 = ((Rias + RsRi(a; + Roay) —as — Rsas)U | U) =0
Analyse des configurations singuliéres
Finalement, les trois équations cinématiques exprimées par:
Qi(g1,95,93) = 0

Qlf(%y%,%»ﬁ) =0
Qg(fh,%-%»%,%) =0

2. Pour plus de détail, voir 'équation 7.9 dans la page 168



6.3, MECANISMES PLANS ET HELICQIiDAUX 139

La matrice jacobienne est définie par:

QY 0Q) 0Q%
8q:  Jgs  Ogs

P T e e
dq1  Ogs  Oq3  Ogo
Q% 0QF 4QE 0Qy Q%
dq1 0O¢s Ogqz  Oqz 044

les matrices A et B sont les suivantes:

oQr
o
A=
092 dg4

/ QY  0QY 0Q;
dq1  O¢s  Ogs
oo | 0@ et oq
on 0gs dq3
0Q7 8QT oQ]
81 Ogs  Ogs

alors :

dét(A) = —azsinqq (a1 singe + a5 sin(qy + ¢2) + aasin(g: + g2 + ¢s))

dét(B) = asazsin(qa) (sin(q1)a; + sin{qs + ¢g2)az) (a1 sin(q: + ¢5) + az sin(g; + g2 + ¢s) + assin{qgs))

La fermeture de mécanisme permet d’obtenir®
aysingz + assin{g; + ¢2) + assin{q1 + g2 + ¢5) = azsinga

ay sin(g; +¢s) + aosin{qy + g2 + ¢s) + assin(gs) = azsingy

alors:

singz = 0 ou
M= {qeRsldét(B) :O} o My ={qgeR® singg=0o0u

aysing; + azsin{g, +g2) =0
My = {q € R%|dét(A) = 0} o My = {q € R%|singsy = 0 ou singy = 0}

My = {q € R®|dét(A) = 0,dét(B) = 0}

3. Pour un mécanisme fermé de cinq barres, on a:

aysinga + as sin(gy + g2) + g sin{g1 + 92 + 95} = —agsin{ga 4+ q4) — as sin{gsz + 94 + ¢s) — a1 sin(g1 + ¢a + 95 +g5)
De plus:

—aygsin(ga +q4) — assin(gs + g4 + g5) — a1 singq; + 93 + g4 + g5) = easings
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(a) (b

(e H

La configuration {a) représente une configuration réguliere de ce mécanisme a cing barres. {b) est La configuration
étudiée, a partir de cette configuration, le mécanisme peut se réduire comme quatre quatre barres. c’est-a-dire
les configuration (c). (d) (e) et (f) dont la configuration (f} se bifurque, et il peut fonctionner comme cing barres

régulier (a).

F1G. 6.6 - Les cing-barres plans

Compte tenu de la fermeture du mécanisme, on obtient finalement :

singg =10

_ 5
M'_{qER singy = 0

ou singg = 0 ou singy = 0}

Dans les configurations singulieres de type I11, il existe deux possibilités liées 4 la structure du
mécanisme, c'est-a-dire, soit le mécanisme s'aplatit en une droite (“change point”) 6.6.b. Soit le
mécanisme bloqué dans une direction par rapport 4 un certain parametre actionnaire 6.6.(c), le
mécanisme se trouve dans une configuration singuliere dont les barres successives sont alignées.
Par exemple, sl sings = 0, on solidarise les barres az et a4 et le mécanisme est équivalent & un
mécanisme a quatre barres ay, az, ds £ a4 et as.

En effet, les configurations singuliéres dépendent également du choix des parametres d’entrée,
autrement dit, on peut obtenir toutes les configurations singuliéres possibles en changeant les
parameétres d’entrée,

Nous considérons le mécanisme & cing barres dont les longueurs sont @y = ay = az = a3 = 1,
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g5 = 2. On étudie au voisinage V de la configuration singuliere ¢* dans la figure 6.6.b {a la page
140, le mécanisme est complétement aplati, plus précisément, au voisinage de ce point, I'ensemble

des configurations cinématiguement admissibles M est 'union de six variéés:

(1) Les configurations réguliéres
C'est-a-dire, sing; # 0 pour ¢ = (q1,---,¢s5) € V, les relations entre les paramétres sont définies
par des solutions analytiques 6.19, 6.20 et 6.21 (voir la figure 6.6.a).

(2) Les configurations singuliéres sing; = 0
Lorsqu’on prend g3, g4 comme les parametres d’entrée, on obtient les configurations singuli2res

sing; = 0, le mécanisme fonctionne comme celui & quatre barres indiqué dans la figure 6.6.c.

(3)Les configurations singuliéres sin gz = 0
Lorsqu’on prend gs, g4 comme les parametres d’entrée, on obtient les configurations singuliéres

sings = 0, le mécanisme fonctionne comme celui & quatre barres indiqué dans la figure 6.6.e.

{4} Les configurations singuliéres singz = 0

Lotsqu’on prend gq;, ¢5 comme les parameétres d’entrée, on obtient les configurations singuliéres
singz = 0, le mécanisme fonctionne comme celui & quatre barres indiqué dans la figure 6.6.f.
De plus, pour une valeur ¢, il existe deux configurations possibles, ce qui correspond aux cas ol
deux zones de 'espace du travail se rencontrent.

{(5) Les configurations singuliéres singq = 0
Lorsqu’on prend ¢;, ¢5 comme les parametres d’entrées, on obtient les configurations singuliéres
sin g4 = 0, le mécanisme fonctionne comme une chaine ouvert a deux barres.

6.4 Déplacements hélicoidaux

R; et Ry sont des applications adjointes de L(®). L’équation R; = Ry correspond aux
meécanismes bouclés composés de deux sous mécanismes {ou branches). Nous considerons le cas

ou les branches sont des mécanismes plans.

Proposition 6.4 Soient £, &y linéairement indépendants sur A, Ry(qs,€1), Ry(qr,8x) € L(D)

des rotations pures sutvant les ares de £; et £y. Pour que:
Rr=Ry

il faut et 1l suffit:
qr = 2ki7m,  qr = 2k,

La démonstration est simple.

Considérans maintenant un mécanisme de deux branches dont chaque branche est un mécanisme
plan, les générateurs de déplacement £; et £y sont linéairement indépendants sur A (leurs axes
ne sont pas paralléles). Les indices I et I correspondent & la premiére et a la deuxiéme branche
du mécanisme. Soient m; et my les degrés de liberté de chaque branche, on a: m = my + my.

On peut écrire I’équation de fermeture d’un tel mécanisme par:

R[TI(QUI)RITI(QUI) =1 (6.22)
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Yr
Fic. 6.7 - Structure d'un mécanisme en deur branches

ot Ry et Ry représentent des déplacements de la premiére et de la deuxiéme branche. T (QU)
et Ty(QWy) sont des translations constantes de la premiére branche a la deuxiéme et ainsi la
réclproque respectivement (voir la figure 6.7).

On prend toujours les méme notations que dans la section précédente, c’est-a-dire que pour

chaque sous mécanisme plan on a:
& =¢6=1(0,0,0,0,0,1), U;=U==(0,0,0,1,0,0°, pour i=1---m.
qui sont définis par rapport a la base B; associée au couple 4. Et
U, = d;f+a;U =(0,0,0,a;,0,d;), pour i=1---m.

qul sont aussi définis par rapport a la base B;. On a:

RI = 11({11/51}1’(5“20{1) s 'R'(an,-‘él)T(Wrnl)
= R1(1+adQU1)Rﬂ,,(1+adQUm,)
RI = R(an1+11£I)T(Qurn;+l)"'R(Qmaéfjiﬁ(gum)

Rm;+1(1 + admm;-{-l) Rm(l + adﬂl/{m)

Daprés la proposition 6.4, on a les solutions de I’équation 6.22 comme les suivantes :

ZQ:‘ =40, Z%‘ =0. (6.23)

i€l ieX
Rl(ZA+RQ(U2+--~—‘:—R,,,,,Um,)---) (6.94)
ARIR(m, 1) Uim; 41y + Rimy32)(Uim; 42y + -+ Renldm ) --) = 0 R

avec: Ry =Ry - Ry,

Solution du robot DELTA

La structure de DELTA est présentée sur la figure 3.8 a la page 78, il est composé de trois
branches symétriques, pour étudier le comportement cinématique, on va étudier chaque boucle
constituée de deux branches, chaque branche contient deux couples cylindriques et quatre couples

rotoldes. On peut définir Ry et Ry par:

R; =Ri(q1.€r)(1 4 cad U1 )Ra(g2, &) (1 + cad Uz} R3(ga, E1)(1 + ead Us)

Ry = Ra{q1,£r){(1 + ead U4 )Rs5(g5,£x) (1 + eadUs)Ris(gs. Ex)(1 + cad Us)
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Les parametres sont définis par:
Uy = di&y + a1
L(Q = 02U2
Uy = daf;
Uy = dy€y + asUy
U5 = a5U5
Us = dely
avec
V31
Cf[ = [0,0,].,0,0,0]t, 651:[0,';,5,0,0,0?
Ala configuration “0”, c’est-a-dire, lorsque ¢; = 0, on a
ey = ela = ¢l = [-1,0,0,0,0,0], €Uy =¢elUs =¢Us =][1,0,0,0,0,0}°
on obtient alors la solution analytique pour le robot DELTA :
g1+ g2+ q3 = 2krm
94+ g5 + g6 = 2km
a1 cos g1 + ay cos{q1 + q2) + ascos ¢4 + as cos(gs + ¢s) = 0 (6.25)

@(dq -+ ds) — ap sin gy — a2 Sin(‘h + q.'?) - %a‘; SiHQ4 - %Siﬂ(q:; + qs) =0
dy + d3 + %(d4 +ds) + sé_3a4 singq + :é—gas sin(g4 + ¢5) = 0

L’ensemble des générateurs des déplacements, qui est de rang 5, possede une liste libre maxi-

male de dimension 2, ¢’est un mécanisme de type T et le sous-espace engendré par les crochets

de Lie du premier ordre est 1’algébre entiere.

Analyse des points singuliers

On prend ¢f = q;, ¢3 = d; et g5 = gs comme parametres articulaires d’entrée, et ¢§ = g3, ¢} =

qa. ¢5 = d¢ comme des paramétres de sortie. Les équations de contraintes entre ces parameétres

sont alors exprimées par

Q; = a,cosq, + a,cos(gs) + ascos q4 + as cos{ge) = 0
Q- %E(d:a + dg) — a;y sing; + assin(gs) — $assingq + 3assin(ge) = 0
a=d; +dsz+ %(d4 +dg) + @‘14 sin qq — ?as sin{g3) = 0

i

Les matrices jacobiennes sont définies par

80 —aysing; 0 —assings

B = oy = —ajcosq; O %as CoS gs
1 0 1 —3‘;—5 COS g5
—az8inqgy —a48in gy 0

¢} e
A:a;Q;: @y Cos g3 —%cosq‘; 3@
7 0 3@(14 COS §4 %

L’ensemble des points singuliers de type I est défini par

M; = {q € R¥|dét(B) = 0} = {g € R®|sing; = 0, singg = 0}

(6.26)



144 CHAPITRE 6. SOLUTION ANALYTIQUE DES MECANISMES BOUCLES - [

W
TN

oliRc

1

um\\ U

Fic. 6.8 - Structure d’un mécanisme en trois branches

L’ensemble des points singuliers de type Il est défini par
Myp={q € R®|dét(A) =0} = {g € R®|sings = 0, singg = 0}

D’apres les solutions analytiques 6.25 que nous avons obtenues, alors My = M, ainsi My =
M;. Aux configurations singuliéres, c’est-a-dire, lorsque tous les corps de robot se trouvent dans
un plan ou les deux branches deviennent verticales. Ala premiére configuration, le systéme est
bloqué dans la direction verticale, le robot devient incapable de supporter une force de tension, au
contraire, 'actionneur du robot peut résister & une pression et a un couple de grandeur arbitraire
dans la méme direction. La deuxiéme configuration correspond au point commun des deux zones
de l'espace de travail, on peut trouver des ¢P non nulles qui correspondent a des vitesses ¢* nulles,
le robot devient incapable de supporter une force de pression, par contre, il peut résister a une

force de tension.

6.5 Produit de deux déplacements hélicoidaux

Nous nous considérons ’équation R;Ry = R, cette équation correspond aux mécanismes
fermés composés de trois sous mécanismes plans {ou trois branches), H;, Ky et R représentent
respectivement le déplacement de chaque sous mécanisme. Les générateurs de déplacement &; et
&y sont linéairement indépendants sur A. On va d’abord présenter trois formules utiles par la

suite,
Proposition 6.3 V.X,Y € D, pourn =1--- on a les relations suivantes :

(i) ad®™ 1 X 0ad®™Y + ad®"Y cad?” 7 'X = —{X{X}"H{YIY)}* "L ({Y|Y }adX + {X|Y }adY);
(i) ad™ X cad®Y —ad®™Y ocad® X = (XY} {X|X}"L{Y |V} ladlX, Y]
(335) ad 1Y 0ad™T'Y — ad? 'Y o0 ad? X = {X|X )} {V|Y}"ad[X, Y]

Démonstration :
(i) Nous appliquons la premiére relation 8 Z € D, avecn =1, on a:
(adX ¢ ad?Y +ad’Y oadX)-Z

ad X - [Y,[Y, Z]|+ad YV, [X, Z]]

ad X - ({Y]|Z}Y = {Y|V}Z)+adY ({Y|Z} X — {XV} Z)
—{Y|Y}{X,Z] - {X|Y}[,2]

= —({YIY}ad X — {X|Y}adY) 2

i
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En utilisant : ad*X = —{X|X}ad X, on obtient :
ad2ﬂ+1‘x’ ° ad')[ﬂ-\\—])}/ + ad?(ﬂ‘f—l)}/ o ad2ﬂ+]X

(X|XHY Y} (ad 200=1+1X . ad 27V 4 ad 27V ad 20— )+LY)
{(XIxp-Hylyp-Had X -[Y,[Y, Z]| +ad VY, [X, Z]))
—{X|X}{YY}" ({Y|YV}adX + {X|Y }adY)

o

(ii) Lorsque n = 1, on a:
(ad’X 0ad’} - ad®Y cad’X) Z

ad2X - [V,[Y, Z]] — ad?Y - [X,[X, Z]]

ad2X - ({Y|Z}Y = {Y|Y}Z) - ad?Y - ({X|Z} X - {X|X} 2)

{Y1ZHY X Y] = {YIY X, [X, 2] - {X|Z}Y, [Y. X]] + { X| X}V, [, Z]]
{YIZHXIY}X - {X|Z}YIX)Y = {XIV}({V|Z}X - {X|Z}Y)
(X[Y}ad[X,Y]- 2

Puisque: ad®*X = —{X|X}ad X, on a:
ad® X 0ad?"Y — ad®"Y oad?"X

Tt

li

= [X|X Y]V} (adz("‘l)X oad2m=Vy — ad2r-Dy o ad2<"-‘?x)
= {X|X}HY|Y}* ! (ad’X 0ad’Y — ad’Y oad’X)
= {XIYHXIX}P - H{Y Y} tad[X, Y]
D’ou la deuxiéme équation.
(iii) Lorsque n = 1, on a:

ad®X o0ad®¥ — ad®y ocad®X

I

{XIXHY|Y} (2dX oadY —adY oadX)
= {(XIX}{Y|Y}ad[X. Y]

avec la formule du double crochet, on peut obtenir la troisieme équation facilement, |

Soient Ry, Ry € L{D) deux déplacements, supposons que R; R: = R, dont la partie symétrique

s et la partie antisymétrique a sont exprimées par {voir la définition 1.12 a la page 26):
s=  (RiRo + BRS), =3 (RiR; - FGR))
puisqu'un opérateur R € L{D) peut étre représenté par
R=1+2zad X +2ad’X avec z€A,X€D

on appelle z et X les parameétres du quaternion dual associé a l'opérateur R*.
On obtient les expressions facilement en utilisant ’équation 1.21 dans le premier chapitre :

s = 1+42ad?(z; X+ 22X + [X1, X2)) (6.27)
a = 2ad (Z} z9 — {4¥11X2})(31.X2 + z9X] + [.XVI,X2]) (628)

ol 71, X1 et zg et X4 sont des parameétres des quaternions duaux associés aux opérateurs R et K
respectivement. Puisque |"opérateur R = H; F; represente aussi un déplacement, les parametres

z et X associé vérifient les relations:

a=2:adX, s=1+2ad?X

4. Au chapitre un, on a présenté la relation entre les quaternions duaux et un opérateur de L(D).
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en comparant les denx équations précédentes avec les équations 6.27, on obtient :

Avec la partie symétrique et la partie antisymétrique, on peut évaluer directement ’angle, la

=129 — {,Xlle}
ad X = ad (71 Xa 4+ 22X + [X},Xg])

translation et I'axe du déplacement résultant R a partir des opérateurs R, et Hs.

Si’on veut faire une démonstration directe sans utiliser 'équation 1.21 du chapitre 1, le calcul

est volumineux ®,

On présente un théoreme [Che93], et on va le démontrer sans utiliser les quaternions duaux.

Théoréme 6.1 Soent &1, &5 € 2, tels que les ares sotent linéairement indépendants, Ry et Ry

des déplacements suivant les ares €1 et £3.

52 et seulement s1:

(1)
(2)

cief — 31 —cl=cf-cf) =0

crez(eic®s + caef) + c3(cre] + cac + cacd = 0

avec: X = (1 + €)X, + (e2 + ecd) Xo + {e3 + €c3) [ X1, Xo].

Démonstration: Supposons que les parametres des quaternions duaux associés aux opérateurs

5. Ces formule peut étre rnontrer par les calculs suivants:
écrivons les déplacements avec les demis angles:

en remarquant:

on a:

Pour la partie

a =

Ry =14 23 yadé) + 2(yr ad&;)?
Ry = 1+ 25 yads + 2(y2 adés)’
L(R o Rj + B5" o R}*)
S+ 25hads + 2:2ad®£;) o (1 + 2226z2adéy + 222ad 263)
L(1 ~ 2% 51ad € + 2:8ad?€;) 0 (1 — 222 92ad &, + 282ad %,))
1 0 e e
—(2-1+49%ad?6; + 42151 5292(ad ) 0 adéx +adér oad )
+43iad s, + 431052 (ad £ oad?E, — ad %€y cadé)
+4 1;;5“?}2(3(*251 o ad€2 —adfyo adzﬁl) + 4@1172(3(31 £r0ad?é; +ad?8y oad?gy))

+4 y2122y2 {ad?¢10ad €y — ddf”‘oadzfll-‘-421y1y2(adfl cad?f; —ad?6; 0adf))
+49%32ad2€) + 49893 (ad %8 cad 262 + ad 26 o ad 26 + ad %4y 4 ad“6,)

ad?€; cad2éy + ad “£2 0ad?g; + ad?€) +ad®6, = ad?[¢), )

1+4ad? (319260 + 221 &1 + 11 [€1, &2
1+ 2ad?X

)
nn

antisymétrique:

E(Rl o R, - R} o RT)

—((1+2~1u1ad51+221ad £1j0(1+2 Zrgpad &y + 22 23d 52)
(1-°ny'ad51+2’ ad?€y) e (1~ 22392ad &2 + 243,ad 2£2))
1

~(421y1a.d51+4zxy122y2(ad§10ad52——adtgoadﬁ;)

+4Zzyzad§2+4y1 2192 (ad &) °ad252 - ad?¢; Oadcl)
+4z;y2u,‘(ad €1 0adéy +adéscad? §I)+4y1yﬁ( ad 2¢, oad2;;—ad2£2oad2§1)

En utilisant la proposition précédente, on a:

a = (35—t {6l (b +h L+ niliné])

Un déplacement R peut étre décomposé en R et Ro,
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R, pouri=12.solent z;, X;,ona z; € A, X; € D.
Nous remarquons d'abord que, pour X, Y € D, on a:

1) RiR;,= R — (l) et (2)

adX —adY <= X =Y

ad?X = ad?Y < X = &V

D’apres la proposition 1.6, si Ry Ry = R, alors la partie symétrique nous donne:

ad?X = <(RiRy+ RSR-2.1)
= ad?(z; Xp + 22 X; + [ X3, X))
=
X = Z(z Xo+ 22 X1 +[X1, X3])

La partie antisymétrique nous donne:

4zad X =

R\R; - RSR;

(21 22 — {X}I.Yg}) : (21 Xo+ 2 X1+ [}{—1,){2])
(21 zZq — {Xlng}) - ad )(3

—

Z1 23 — {Xlle}

Utilisons la relation z? + X3 = 1, alors les conditions (1) et (2) sont nécessaires.

2) (1) et (2) = RiR, =R

Supposons z = s; + €5y + (s2 +€53){X1| X2}, avec s, s; € R. Considérons la relation :

4+ X% = (sy+es?+ (so+ cs‘z’){Xlng})2 + ((cy + €c)) Xy + (c2 + €c5) X
+(c3 + €cg) [X1, X2))?

= s?+c? 434 3+ 25189+ cre2){ X1 X2} + (52 — 3 {X11X}?
+€(2(s18§ + 165 + eacd + c3c§) + 2(5185 + s257 + 15 + c2cT){ X1 | X2}
+2($2.S(2) - Cgcg){,xl IX—Q}Q

Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées, alors 22 + X2 = 1 De plus

on trouve:

sttcl4ci+cei=1 (6.30)
s§182+ciea =10 (631)
s2—c2=0 (6.32)
s18] +cref +caeg +cacg =10 {6.33)
5189 + 5287 + c1ef 4 cac] =0 (6.34)
5959 —cacg =0 (6.35)
82 = €3
& = —-%
59 = &4
27 T
s = -3 (c1€5¢c3 + cacics — creac3)

B, R; = R est bien vérifiée.
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Aucun mécanisme bouclé de solide rigide ne peut étre construit & partir du théoréme précédent.
En effet:

Proposition 6.6 Soient R{q1,€1), Ra(g2,&2) et Ra(g3,€3) € L(D) des rotations pures, telles
que £1, €y et €3 € 2, sotent des générateurs linéarement indépendants sur R, pour que : R1RsR3
=1, d faut et i suffit:

=2k, q=2kem, q3=2k37

Démonstration: Si Ry, Ry, Rz = 1, alors:
{&11R283} = {£11€s}
puisque &, &3 et &3 sont linéairement indépendants, alors il est évident que:
ga = 2kam
Il reste R1R3 = 1, d’apres la proposition 6.22, il faut :

q: =2k 7w, g3 = 2kar

Lorsque & = £ = £3. on peut construire des mécanismes mobiles. C'est un cas singulier de

théoreme 6.1.

6.6 Produit de trois déplacements hélicoidaux spatiaux

Danps cette partie, on étudie les singnlarités d’un produit de trois déplacements hélicoidaux
spatiaux dont les générateurs &y, £, et £, sont donnés dans Z et tels que & et £, d’une part &
et £, d’autre part n’alent pas leur axes paralléles.

De plus, pour schématiser les positions relatives entre les générateurs £s, £y et £, on va définir
des angles a, g, v et des distances d,, dg, dy entre & et £, €y et §y, £y et £ respectivement.

De plus, ces parametres sont liés par:

{€61€s} = (Ssl€s) + € (alEp) = cosa —ed, sina
{€ol€u} = (€al€y) + €[ol€y] = cos 3 — edg sin 3

{1} = (€ )€s) + €€y |Es]) = cosy — edy siny

On va montrer qu'un déplacement de solide rigide peut-étre décomposé en un tel produit et
que la solution peut étre exprimée sous forme analytique.

On définit les déplacements Ry = R(f#,dg, &), R, = R(d.dg,€s), Ry = R(¢,dy.&y) €
L{D), ol §. ¢ et ¥ sont des angles de rotation respectives autour des axes Ag,, Ag, et Ag,, et oll

dg, dg et d, des translations suivants les meémes directions. Le déplacement

R= RyR,R, (6.36)
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F1G. 6.9 - La position relative entre frois générateurs

est étudié comme une fonction de 8, ¢, ¥, dy, dy et dy.

Proposition 6.7 Soient X, Y et Z € D, tels que X et Y soient linéairement indépendants sur
A, alors on a:

{X.¥]12Y = {(X|XHY | YHZ|Z} - {X Y} {Z |2} - {Z | X}}{Y |V}
—{Z I YP{X | X} +2{X |[YHY | ZH{Z | X}

Lorsque X, Y et Z sont de “pas” zéro, la formule précédente est simplifiée par:

(XY ZP = 1- {X | Y= {V | 2} = {Z | X}? +2{X | YHY | ZH{Z | X}

Démonstration : Puisque X et Y sont lin€airement indépendants sur A, alors {X,Y,[X, Y]}

forme une base de D sur A, on a alors:
Z =a'X +a%Y +d°[X Y] pour a',a?a® € A.

de plus, les coordonnées duales a!, a?, a® peuvent étre calculées par la proposition 4.1, prenons le

. - P ) . ’ N
produit intérieur duale en remplacant a®, a®, a® par leur expression, on a le résultat. [ |

6.6.1 Condition pour qu’un déplacement hélicoidale puisse étre décomposé
en produit de trois déplacements hélicoidaux

Il est connu qu’un déplacement hélicoidale peut étre décomposé en produit de rotation par
des angles d’Euler ou de Bryant, nous étudions ici les conditions dans lesquelles un déplacement
hélicoldale peut etre décomposé en un produit de trois déplacements hélicoidaux d’axe donné.

Théoréme 6.2 Soient £, &4 et &y dans D tels que & et £, d'une part £y et &, d’autre part
n'atent pas leurs azes paraliéles, alors un déplacement hélicoidale peut étre décomposé en un

produit de trows déplacements en suivant tels générateurs &g, £y et &y, st et seulement si
(€¢| REy) € [min(— cos(a + 3),cos(a — 3)), max(—cos(a + B), cos(a — 3))] (6.37)

ot o ef 3 sont des angles entre &5 et £y, €4 et & respectivement.

Démonstration : Considérons I’équation R = RyR4 Ry, la condition nécessaire et suffisante
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pour qu’un déplacement hélicoidale puisse étre décomposé en un produit de trois déplacements
hélicoldaux est qu'il existe des solutions 4, ¢ et ¥ de ’équation R = Ry Ry, R, .

On va d’abord étudier la condition pour qu'on puisse déterminer ¢. Prenons le produit
intérieur dual avec & et £, puisque Ry et Ry laissent respectivement invariants & et &, on

obtient une équation contenant seulement les inconnus ¢ et dg :

{So|Ry€y} = {&s|REy } (6.38)

Pour que 1'équation 6.38 soit résolubles, il faut et il suffit que la partie réelle {voir la propo-

sition 6.2) 1.e. ’équation écrite sous forme de Klein soit soluble.

(€s1RyCy ) = (€o| REy) (6.39)

Cette équation peut étre interprétée géométriquement par la figure 6.10.(a). Si I'on remplace
R, par 1+2sin % cos %ad £p+2 sin® %ad 2¢,, on obtient une équation du second degré par rapport
a tan % :

. 2?  . @ X
{2Rela) — Re(c)) tan 5 + 2Re(b) tan 5t Re(e) =0 (6.40)
ol
a = {&i§e, [€o. &y}
b= {&ll€s, S} (6.41)
e ={i(Sy — REy)}
sont des nombres duaux. Pour faciliter les calculs, on exprime leur partie réelle Re(a), Re(b) et

Re(c) par les angles entre les axes de générateurs.
" Re(a) = cosacosJ — cosy

Re(6?) = 1 — cos? a — cos? 3 — cos® v + 2cos acos Feos v

Re(c) = cosy — (s Ry )

Pour gue 6.40 soit résoluble, il faut et il suffit que son discriminant D soit non négatif, c’est-
a-dire :
D = Re(b*) — (2Re(a) — Re(c))Re(c) > 0

Apres avoir simplifié, la relation précédente est une inégalité du deuxieme degré par rapport
a (| REy):
— (€| REY)? + 2cos xcos B{€g|REy) + 1 — cos®a — cos® § > 0. {(6.42)

La partie gauche de I'inégalité est un polynome de degré 2 par rapport a (£51RE,,). Cette inégalité
est interprétée sur la figure 6.10.(b), alors il est clair que si (& |REy) tombe dans 'intervalle
[/\1‘ /\2], avec:

Ay = min{~ cos(a + B),cos{a — 3)), Ay = max{— cos{a + J},cos{a - f))

il existe toujours des ¢ qui vérifient I'équation 6.40.

Maintenant, on considére les conditions d’existence des solutions pour # et ¢. L'équation R =
Ry Ry R, peut étre transformée sous les deux formes suivantes:

R;R= R,R,, Ry R*=R.\E}
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\ (Gol R i)
Aoy

(a) (b)

Lorsque les trois générateurs passent par le méme point o et que Rg, Ry et R, sont des rotations pures, alors
Véquation (€glRe€y) = (£6|REy) est représentée par la figure (a) a l'aide du sphére unité. Elle montre qu’apres
avoir subie la rotation Ry ou la rotation R, &, a la méme projection sur £g, si R est fixé, il n'existe des valeurs de

¢ vérifiant 'équation précédente que lorsque (£g]RE,) tombe dans lintervalle T = [Ay, Az].

Fi1G. 6.10 - Condition d’eristence de ¢
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On peut obtenir les équations qui ne contient seulement § et 1 respectivement en utilisant la
forme de Killing:
(Ro€siREy ) = (§l€y), (REIR"Ee) = (€01Sp) (6.43)

En effet, les deux équations précédentes peuvent étre transformées en polynome du deuxieme

degré par rapport & tan % et tan 55— respectivemnent :

(2Re(a’) — Re{c'}) tan? % + 2Re(d’) tan % + Re(c’) =0

(6.44)
{2Re(a") — Re(c")) tan? % + 2Re(d") tan %)- + Re{c") =0
ol les parametres sont définis par:

a = {€s1(86, [€5, RELT}
Re(a’) = cos a(&s|Réy) — (€41 REy)
b= {€s (64, REYT} (6.45)
Re(b”®) = 1 — (&lRy)® — cos” o — (€5 | REy)? + 2cos a(§s| REy ) (€o | REy) '
= {€ol(REy —&u)}
Re(c') = (£o|REy) — cos 3
a' = {R*§9|[£w| [E\ME‘?]]]‘
Re(a") = cos B(€s|REy) — (€9 REy)
b= (R &l[¢s, Ex]) (6.46)
Re(b"?) = 1 — (&]REy)® — cos® B — (€o| RES)? + 2 cos BlEq Kk ) (Ee ) H15,) ‘
¢ = {59|(R€¢ — &)}

| Re(c”) = {£g|REy) —cosa

Pour que les équations 6.44 alent des solutions, il faut et il suffit que leur discriminant soit non
négatif. de plus, elles ont le méme discriminant que [’équation en tan % qui est défini par 6.42. 1]
est alors clair que si (£4]REy) € [A1, Az], 1l existe toujours des solutions pour . ¢ et .

On a remarqué que la condition de résolubilité ne dépend pas de la position relative entre
le générateur £y du premier déplacement Ry et le générateur £, du troisieme déplacement Ry,
seules les positions relatives entre £y et g, €4 et &, plus précisément. les angles « et 3 décident
la condition de résolubilité.

6.6.2 Résolution

(1) En supposant trois déplacements Ry, Ry, R, connus dont les parametres de quaternions

duaux associés sont respectivement :

dy . 0 o0 dy
75 =05 — e sing Xg—(51n§+62t,052)§9
' . . d
Zp = cos% - 6—2£ sin & X = (sin % + 6-2is cos %)fw
! dy . . ! d h
Zy = €OS }‘ﬁ— - 6—2"1 sm% Xy = (sin % + of—2g cos %)ﬁw/
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Alors on peut évaluer le déplacement R = Rg Ry Ry par ses parametres de quaternion dual
., S . . © o . ,
associté z = cos — et X = sin X En utilisant la proposition 1.6, : et X sont calculés par la

procédure suivante

s = 3(ReRsRy + R, R, Fy)
— 149ad? ( sz‘;,){e + Zglg,X¢ + (292¢ - {Xole,}) Xu + Z¢[Xg, Xq‘,] )
+20[Xg, Xg] + 29 [Xe, Xe] + [Xo, Xp], Xy]
= 1+ 2ad?X
alors
Xea < zgzeXo + 2029 Xo + (zazs — {Xo|Xs}) Xy + 2¢ [ X6, X (6.47)
+20[Xg, Xo] + 29 [Xo, Xy + [Xo, X3], Xy] '
a = 3(ReR,Ry - R} R,R;)
= 2((z026 — { X6l Xo}) 2y — {{26 X s + 26 X5 + [ Xy, Xs])| Xy })
ad ( 2yzeXe + 222y Xg + (2074 — {Xo|Xo}) Xy + 20 [Xe, Xo] )
+20[Xo, Xy + 26[Xo. Xo] + [[Xo. Xy, Xy]
= 2zad X
alors
z =% (2020 — {Xo]|Xp}) 2y — {(26 X + 26X + [Xo, Xo])| Xy }) (6.48)

(2) On considére maintenant s’il y a un déplacement hélicoidale R, de plus la condition du
théoréme 6.2 est vérifiée, alors il peut étre décomposé par trois déplacements hélicoidaux suivant

trois axes non colinéaires.

Proposition 6.8 Soient{ et n € D linéairement indépendants sur A, pour que deuz déplacements

hélicoidaur R; et Ry soient égauz, il faut et il suffit:

R = R:&, Rin= Ry {6.49)

Démonstration : Lorsque R = Ra, I'équation 6.49 est évidente, nous ne montrons que la

réciproque.

D'aprés 6.49, on a:
Rl[é; T’] = Rz[av 7)]

comme {£.7n,[¢,n]} forment une base de D sur A, d’apres la proposition 4.1, pour X € D, on a:
X =2+ 2204+ %€, 0], 0ob 2' € A Alors:
R X=R;X < Ri=RHR, pour X €D
|

Puisque £, et £y sont linéairement indépendants sur A, en fonction de la proposition 6.8, on a:

{ R*RyRy&y = &y, (6.50)

ReR;Ry = R F*RyRyéy = RyE,.
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Supposons R, &g, €4, & connus, alors on va calculer 8, ¢, 1 et dg, dy et dy en utilisant les

équations 6.50.
Evaluation de ¢, ds, 0 et dg

Remplacée Ry = 1 + sin(f + edg)ad €6 + (1 — cos(8 + edg))ad 2&4, I'équation Ry Rgéy = REy

s’exprime par:
Ry +sin(f + eds)[§s, Reby] + (1 — cos(0 + ede)) (€5, [€s, Ryéy]] = REy
qut est équivalente &:

{661 Ry} — (€l RE} = 0 (6.51)
{sin(b + eds)[€o, Rely] | [€o, Robu]} — {[€, FRoy] | REy} = 0 (6.52)
{{1 — cos(6 + ede))[&s, (6o, Ro€y]] | (s, (€0, Re€u]]} — {{€s,[€s, Rey]] | (R — Ry)Ey} = 0 (6.53)

D’aprés Uéquation 6.51, on utilise la forme de Killing et la forme de Klein, on obtient:

{ (2Re(a) — Re(c)) tan? g + 2Re(b)tan % —~ Re(c) =0
dy (Re(b) cos & + Re(a)sin¢) = Du(c - a) + Duf{a) cos ¢ — Du{b)sin ¢

ol les coefficients a, b et ¢ sont définis par I’équation 6.41.

On a finalement: X
¢  —Re(b)+ D3

tan '5

2 7 (2Re{a) — Re(c))

Dufc — a) + Du{a)cos ¢ — Du(b)sin¢
(Re(b) cos ¢ + Rela)sin ¢)
D’apres les équations 6.52 et 6.53, la forme de Killing et la forme de Klein nous permettent

d’obtenir :

dy =

. 1
[ sino = e Z) (REpllge. Rebyl)
1 , 9
cosfi = Re(Z) ({R&y|RyEu) — (6 | REy)T) (6.55)
1 : P
dg = o RZ) ([RE¢] (€. Ry} — sindDu(Z))

ou Z = {[€s, Rp€y] | [€s, Re€y ]} et Re(Z) = 1— (& | REy)*, Du(Z) = [[€6, Roy] | (6. Ry€ul]-
Evaluation de v et d
D apres 'équation 6.50
Ry = K&y

Elle est équivalente a:

{€0 1663 — {REY | Roés} =0 (6.56)
{sin(¢ + edy )6 &gl | [€y, €al} + {[€y - o] | RTRsEe} =0 (6.57)
{1 = cos(v + edy)[€y . (v Eo)) | [y [6u  €oll} — {{€w, [Eu. o]l | R"Re€y — €4} =0 (6.58)
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il est évident que 6.56 est vérifiée par Rfy = R¢Ryy. Nous utilisons la forme de Killing et
la forme de Klein, on a:

sing = (R Ra€sllEy. £))
sin* 3
1 T 8 . - \
cosy = S5 ((R*Rs€41€4) — cos? B) {6.59)
1 .
dy = ————— ([R"Rs&4 €y, §s]] + 2dp sin Bcos Bsin y)
L cossin® 3

Les solutions 6.54, 6.55 et 6.59 sont alors nécessaires et suffisantes par rapport a I’équation

R= RsRyR,.

6.6.3 Analyse le cas singulier

Le produit R = RyRsRy correspond physiquement un mécanisme de quatre corps fermé liés
par des couples cylindrigues, on peut donc écrire la matrice jacobienne par:

J = (Rg€p. QRpés, Ro Ry, QRg Ryl g, RaRy Ry €y, QRs Ry Ry, X %)
On a remarqué que le rang de J ne dépend que Ky et Ry puisque:
rang(J) = rang(&s, s, &g, Wy, Reby . QRsEy, Kyx, QRzX)

On dit que les trots angles se trouvent dans une configuration singuliére si le rang de la matrice
J est inférieur au rang maximal,
On va faire une analyse de configuration singuliére utilisant la méthode proposée dans le cha-
pitre 5 qui est basée sur les solutions analytiques.

D’aprés la démonstration du théoreme 6.2, si 'on suppose que ©, dg comme paramétres
d’entrée et que @ et dp comme paramétres de sortie, ¥ , dy et ¢, dg comnme des parameétres
intermédiaires. Afin de simplifier les calculs, on peut déterminer les points singuliers par les
équations 6.39 et 6.43.

On peut considérer 6.39, 6.43 comme des fonctions et les réécrire sous la forme suivante:

Qs = (€8 Ry&y) — (S| REy)

Q4, = dg,agi" +d@%%¢ =0

Qu = (Ry&6|F°Es) — (§41€0) =

o _d¢3;2/u +d@%%20 (6.60)
Qe = (Rofy! REy) — (£4l€y) = 0

Puisque Q4, @y et Q¢ ne dépend pas de parametre de translation, on a:

Qs _ 0Qy _ 0Qy

- - — d: = dy.dy. dy, de
54~ 8d, B4, — 0 PO 6% v 00
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La figure en haut est schématisée trois déplacements dans la position réguliére. La figure en bas est un schéma de

trois déplacements qui se trouvent dans la position singuliere.

Fi1G. 6.11 - Schématisation des trois déplacements
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De plus:
0Qi _ 8Qq, 0Qi _0Qu, 0Q: _ 8Q4,

80 ~ ddy 86 ~ bd, Y ~ ady
ot Qi = Qp. Qu., &y, et d, = dy, dy. dy.

9Qe _ 0Qs _ 0Qs _ 0Qs _ 0Qy _ 0Qy
dp — Oy B8~ B¢~ 88 T o

Alors, la matrice jacobienne engendrée par les équations 6.60 est exprimée par :

=0

0Qs Q¢
0 _ 4] 0
= 55 0 0 0
Qs Qs Qs 0Q,
de
cZ0: 30 P  8e 0 0 0 0
dQv "B_Qﬁ aQVJ
] 56 0 o 0 B0 0 0 0
T Qv 9Qu , FQu #Qy @
de d o d, 2=t <
°802 90 ¢ o4z Yoyr By Qu 0 0
Qs 8Qs Qe
50 0 e 0 0 0 a0 0
Qs 8Qs 0 Qe 0 0 d Qs 0Qy
0 8O de 756 o8

Alors, on peut classifier les différents types de singularité en définissant les matrices A et B.

Qs
o8
A=
W20 22
°582 o8
La matrice B est définie par:
o ]
el 0w % ° ’
& 8 2 3
de %—2Q¢ §6Q¢> ddsz«» %Qas 0 0
o o
—_— 0 0 0 —Qu 0
5 30 Qu 6¢!Q¢
& 1) o 5° 1]
de ﬁQw %Q‘a 0 %Qsﬁ deQw @Qw
a—ac_)‘Qf) 0 0 0 0 0
& 3] a
degc_)_Q—Qe '(,)—G—Qe 0 %QB 0 0

2 - 2 2
s - (50 (20) (0.

Puisque dét(A) et dét{B) ne dépendent pas de parameétre de translation, alors on a la proposition

suivante

Proposition 6.9 L ’élude des configurations singuliéres du produit de trois déplacements hélicoidaur

est équivalente G celle du produit de trois rotations pures.
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Démonstration : Supposons que les trois déplacements hélicoldaux se réduisent en trois rota-

tions pures, alors les solutions analytiques s'expriment sous forme suivante:

Qdi = Qd’((j)ve)* Qa = Qg(ﬁ,@), Q!p = Q¢(¢a @)

alors la matrice A réduit en une matrice scalaire A’:

ar = 9580 800

9 dv a0
alors la matrice B réduit sous forme B’ :
E%Q*" %Q¢ 0
R
%QE ¢ 0

il est évident que:
A est singulier <= A’ est singulier

B est singulier <= B/’ est singulier

[ ]
Pour faire des analyses plus profondes, on utilise la proposition 2.11 dans le chapitre 2, on
obtient :
dR{g.£) . . ... dR7'g§) e .
Tty =l oxl, Ttk om0 ) pow XeD (@6

Proposition 6.10 Les trois équations suivantes sont équivalentes :

99 L 0Q L. 0Q
(2} Ff =0, (11) —50—8 =0, {7d) —# =
Démonstration :
Qe = Lieine,)
9Q s @ N
—— =0 <= -~ 9
99 = €9|8¢R¢5¢)
= (& | [€o, Ro&yl) =0
De meme, on a:
Wo — 2 (Rt ire)
0Qs o oy 08 _ 85 TR
o6 (€6, Roby ] REy |)

([

(€5 | [f0s Ro&y]) = 0
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g «
aQw y 3_w(R:(b€¢iR 59)

5 0 = ({&p. RyEs] | B¥Eg)
= (& | [¢s. Re&y]) =0

|

Ce qui signifie qu’aprés avoir subi un déplacement Ry, &, £, et £, sont paralléles & un plan.
1 .0 . . ,

Considérons la relation —f% = 0, aprés la méme procédure de calcul, on montre qu’elle est

équivalente a
(Rl3£¢ I [59360]) = O

Ce qui signifie qu’apres avoir subi un déplacement Ry, &, £4 et £o sont paralléles & un plan.
Alors, on peut définir les sous ensembles des configurations singulieres par:

(1) M;
Mp={¢,6,v]|dét(B) =0} & MI:{6,¢>,1;5ER[%:Oou %:Oou %:0}
ce qui est équivalent a:
Mp={0,¢6, v €R| (&€ Rebu]) = 0}
(2) My
My={6,0,v eR|dét(A) =0} & M;:{H‘gﬁ,weki%:()ou %:Oou %:0}

ce qui est équivalent a:

My ={0,6.¢ | (€ [€s. Re€y]) = 0 ou (Re&, | [€o,60]) = 0}

(3) My
Mg = {6,¢6,¥ € R|dét(A) = dét(B) = 0}
| 5Qy 5Qq
= ={f,¢,veER Xy X% g
Myg=MnMr={8¢,veR| 5y 0 ou 3 }
Finalement :

I = g e — (€s][€s, Ryly]) = 0 et
Mg = {¢,9,¢’|(50|[5¢;R¢s¢]) =0 ou { (Reﬁjl[f(z),fa})z() }

D’aprés les sclutions analytiques, si R est donné, meme st les trois axes de générateur sont
dans un plan (c'est -a-dire, (§g][£¢, Reéy]) = 0 ou (Reéy | [€o,€e]) = 0 ), un déplacement peut
étre décomposé en sulvant ces trois générateurs, de plus les angles de rotation et les longueurs de
translation peuvent etre déterminées par les équations 6.54, 6.55 et 6.59.

Le produit de trois déplacements hélicoidaux est complétement dégénéré, lorsque (€g][€4, Roly]) =
Oet (Rséy | [Eo,&s]) = 0. Clest-a-dire, pour © et ¢ différents de zéro, pour que Ry Ry Ry = R,

il faut que les axes de générateur se trouvent paralléles. Cela peut étre exprimé également par
R;&, = &, alors RgRy Ry = R se réduit a Ry(f + ¥, dg + dyy,£¢) = R, nous avons donc la

proposition sulvante.

Proposition 6.11 Si [, Ry€y] = 0, alors le produit Ry Ry Ry = R est dégénéré.
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F1G. 6.12 - La condition d'eristence de singularité du produit de 3 déplacements

Aprés avoir subl un déplacement Ry (¢, dy,£3), &5 et & sont paralléles.

Maintenant, a partir de la proposition précédente, on va trouver la condition géométrique de
€5, &s et £y, pour laquelle le produit By Ry Ry = K est dégénéré.
L’équation [£, Ra&y] = 0 est équivalente & la relation suivante:

€y +sin ¢ [€o.&u] + (1~ cos @) [€4, [o, €]} = s
Pour que cette équation soit satisfaite, il faut que:
(Su 1€0) = (&5 | o)

c’est-a-dire :

cosa = +cos 3

Cette condition d'existence de singularité signifie géométriquement que les axes de &s et de &y

engendrent le méme c¢one 77.

Proposition 6.12 Soteni §a, {, o € D frows géndrateurs, de plus (£01€,) # £(£41€4), alors af

n'eriste pas de points singuliers de type I1I dans l'ensemble des configurations admissibles .
En ces points singuliers, les axes de £y et £, sont paralleles , c’est-a-dire que le produit devient:
R(6 +¢,&) = R(O,x)
Si les axes de £ et x ne sont pas paralléles, alors:
+1¢ =0 =2k~

¢ et 1 sont incontrdlables.

Si les axes de £, et x sont paralléles, alors:
f+v¢—0 =2kn

8, ¥ et © sont incontrolables.
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&gt R ¢§¢ }

(a) b

Fi1G. 6.13 - Les angles de Briant

6.6.4 Angles de Briant

Nous considérons des cas particuliers d’un produit de trois déplacements hélicoidaux. Soient
o, €p, €y € D tels que {& | &5} = eda, {€o 1 €y} = €dp, {€o | €} = ed,, 1a relation

Rg(0,dg,E)Ry(9,dg, m) Ry (¥, dy,¢) = R(©,de, X)

s'appelle les angles de Briant duaux.

Si V’on suppose Rg(f,dp, &), Rs(¢,ds, n), Ry (¥, dy, ) donnés, on peut trouver I'angle de rotation
©, la translation dg et 'axe de déplacement £g en utilisant ’équation 6.47 et 6.48:

z== (ZgZ¢Z¢ - {[Xg,Xleﬂ)

plus précisément :

Re(z) = + (Re(z) Re{z4) Re(zy) — ([Xu, XollXy))
de = % (Du{zgzgzy) — [[Xe, Xg]|Xyl)

Re{z)

X =4+ ( Z¢.2¢.Xg -+ ZeZwX¢ -+ 29{¢Xw + Zv‘,[)&rg,Xd)] )
+29[X¢, Xw] + 2‘,'«‘,[}(9,)&‘/,]

On va calculer 8, &, ¥ et dg, dy, dy en supposant R connu. D’apres 6.41, on a:

([ Re(a) =0
Du(a) = —dysinacos f — dgcosasin f + dy sin~
Re(b) =1
Du(b) =0
Re(c) = —(& | Réy)
| Du(e) = —d, - [é | REy)
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Les parametres ¢, dg, 0, dg, ¥ et dy sont déterminés par:

(_,1 + 1+Re(c)'—’)

2 =
s —Re(c) (6.62)
d _ [ RE&y] 4+ dycosé
o =
cos ¢
sin @ — _(Iﬁw‘l 645)
co§3¢
coso = Fvld) (6.63)
COS B )
de _ [Béy 11§, Rely]] — 2sin8(&s | Rely)lEe | Roby)

cos B cos? ¢

siny = (RRgéy | &)

cosy = 1+ (R'Rebs | Ey) (6.64)

[R*& | [§y. RyEs))

d, =
¢ cos ¢

Analyse des points singuliers

Lorsque ¢ = 0 et cos ¢ = 0, les angles de Briant se trouvent dans une configuration singuliére

dégénérée (type III), on a:

(2k + 1)r

our k=12
B p

alors :

R= R(f +¢.£)

Si & et x ne sont pas paralleles, alors:

®

&+

I
¢
IF
?y-
]
T
<
£
=
It
e

Si £y et x sont paralléles, alors:
+v~0=knr pour k=12

6.6.5 Angles d’Euler duaux

Nous considérons un autre cas particulier, lorsque &y, €4, &y € D tels que {& | {6} = eda,
(€ 1€} = eds, {6 | €0} = 1. la relation

Ry (0, dg, () Ry(8, dg. m) Ry (¥.dy. §) = R(B©.de, x)

s’appelle les angles d’Euler duaux [Gio91].

Supposcens Ry, Ry et Ry connus, alors on peut évaluer R par son angle de rotation ©, sa
translation et son axe en utilisant I'équation 6.47 et 6.48 :

=2 (2zp2y — {2X6 | Xy })
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()

Fig. 6.14 - les angles d’Euler

L’angle et la translation sont évalués par la partie réelle et la partie duale de z respectivement.

{ Re(z) = £ (Re(z0z¢2y) — (26 X4|Xy))
Du(z) = £ (Du(2ez¢2y) — [26X5]|Xy])

L’axe est évalué par

Y =4 ( z¢.z¢}&:a + 22y Xy + zezd,.}gw + 2y[Xo, X 4] )
+20[Xg, Xy] + {Xe[ Xy} X,

On va calculer 8, ¢, ¥ et dy, dy, dy en supposant R connu. Les coefficients suivants sont
obtenus par les équations 6.41:

( Re(a) =1
Dufa) =0
b=0

Re(c) = =1 — (& | R&y)
Du(c) = —[¢ | REy)]

Les paramétres ¢, dg, 8, dg, ¢, dy, peuvent éire évalués par les équations:

é +y/Re(c)(Re(c) — 2)

tan - =
2 2 — Re(c) 6.65
d (6| REy) (6.65)
A N sin ¢
sing = —M
sin” ¢
cosf = M (6.66)
sin
P [REy | [€6. Rsly]] — 25in60(&s | Roby)[Cs | Roy)

cos @ sin? ¢
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. _ (R &)
sinyy = %22 ¢!
cosy = e &) (6.67)
sin” ¢ . ‘
d _ [ [ [6u, H3&11 + 25in ¢ (& | R3&s)[6u | R36s]
¢ B cos ¥sin® ¢
Analyse des points singuliers
Lorsque ¢ = —1 et sind = 0, les angles d’Euler se trouvent dans une configuration singuliére
de type IIT:
¢ = kr pour k=1,2,---.
alors :

R = R(6 + ¢,¢)

Si & et x ne sont pas paralleles, alors:

B+ =0Q=knr pour k=1,2,...

Si &y et x sont paralleles, alors:

0+ -0 =knr pour k=1,2,---.



Chapitre 7

Solution analytique des
mécanismes bouclés — 11

Cette partie est consacrée aux mécanismes composés de quatre sous-mécanismes constitués par
des couples rotoides. Avec la méthode qu’on va proposer, les mécanismes quatre barres spatiaux
peuvent étre complétement résolus et les mécanismes cinq barres et six barres fermés peuvent
étre traités analytiquement. De plus, les solutions analytiques sont indépendantes du choix des
coordonnées; elles dépendent seulement des propriétés intrinséques des mécanismes.

Cette méthode est une variante des autres méthodes proposées dans le chapitre précédent dans
laquelle on remplace les déplacements hélicoidaux par les rotations, ce qui permet également de
résoudre les équations de fermeture des mécanismes composés d’un, de deux ou de trois sous

mécanismes plans.

7.1 Groupe invariant et produits scalaires

A partir de ’équation de fermeture, on sait qu'il y existe six équations scalaires indépendantes.
Afin d’obtenir ces équations scalaires, les produits scalaires (la forme de killing, la forme de Klein)
et leurs propriétés sont les outils essentiels qui permettent d’éliminer certains parametres articu-

AN
N~ 7

R,

FiG. 7.1 - Structure d’une boucle
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Définition 7.1 Soit R un opérateur orthogonale, £, & €. On a:

Py (R&IRE) = (&]€) - La forme de Killing.
Py [R&|RE] =[6118,] - La forme de Klein.

Ces propriétés qu’on vient de définir peuvent étre appliquées aux deux éléments £, £, de D.
On définit le sous-groupe des déplacements G¢ qui est formé des déplacements d’axe Ag associé

a £ €D. On ala propriété suivante
G*'={ReGR-£=¢}

Proposition 7.1 Soif {£,1,{} une base de © sur A, pour que deur éléments X, Y € D soient
€qauz, i faut et i suffit:

X1g={Vig, (Xinm={in, {X|={|c}

Démonstration : Puisque {£,7,(} est une base de D sur A, tout y appartenant 2 © est une

combinaison linéaire 4 coefficients dans A de &, 17 et ¢. Le produit dual est A linéaire. on a donc:
{Xtu}y={Y|u} pour tout p €D.
ce qui implique que: X = Y. |

Considérons les cas particuliers:
(1) si X, Y € Z,, pour que X =Y, il faut et il suffit:

(X186 =(]&, (XIin=(Fln (XIO=({]J.
(i) st X.Y €C, pour que X =Y, il faut et il suffit:

Xig=rig Xin=¥|q XI{d=[K][.

7.2 Résolution des équations de fermeture

Pour résoudre le probleme, il suffit de résoudre ’équation de fermeture des rotations et
I’équation de fermeture des translations définies dans la proposition 6.3. Puisqu'on divise le
mécanisme en quatre sous mécanismes, il est donc intéressant de réécrire les équations de ferme-

ture sous la forme suivante:

R;R:R;Ry =R (7.1)
avec R = R}, - RE.
R; (2'11 +R2(U2+R3u3)) =U (72}

avec U = —R(Us + Rs(Us + -+ Ronldpm).
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7.2.1 Expression explicite de q; et g3

D’abord nous allons commencer par les parametres articulaires ¢; et gz. On va utiliser la
forme de Killing, cela nous permet d’obtenir quatre équations scalaires indépendanies qui sont

linéaires par rapport a singqi, cosqi, Sin gz Cos ¢a.
Premiére équation scalaire
D’aprés la premiére équation de la proposition 6.3:
RioRoR; =R;0oR;3 (7.3)
On applique I'équation précédente a €4, d’apres la propriété Py, on peut éliminer ¢4 par:
RioR {4 =RooR3-&,

Utilisant la forme de Killing avec & = &3, £, = 'équation précédente, on obtient :

[ (R1&|R -&4) — (E2/R384) =0 1 (7.4)

L’eéquation précédente ne contient que les parametres sin gy, cos q, sin g3 et cos g3.
Deuxiéme équation scalaire
Multipliée par RY, ’équation 6.8 est exprimée par:
RoRslls + Rolls - RIU = U, (7.5}
Comme dans la définition 7.1, utilisant la forme de Killing, on obtient :
(£2]R2Rsldz) — (Riballd — Rald1) = —(&2|Rald2)
Utilisons la propriété P;, on a:

| (&I Ralda) — (Rualld) = = (E2[th)) — (Ealde) | (7.6)

I’équation qui ne contient que sing;, Cosq;, sings, COS ¢a.

Troisiéme équation scalaire

A partir de I'équation 6.7, on obtient :
R:R3é4 = RTRG (7.7)
Utilisons la propriété P et la forme de Killing, on peut obtenir une autre équation scalaire:
(RoR3&s|RoRald3) + (RoRaés | Rolle) = (RTREYRTU — Uy)

Aprés simplification:

| (Raksltd) + (REa|Ralhs) = (REU) — (64145 | (7.8)

cette équation qui ne contient que sin gy, cosg;, sin g3 et cosga.
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Quatriéme équation scalaire
Prenons la forme de Killing, nous avons:

(i)

R (RaRsls + RQUQ) + R ,RI(RQRSZ/{:{ + Roldy) + Ril4i)

178 ]Hl) + (UQIHQ) + (U3'u3) + 2(112|R3U3) -+ 2(”1!(R2U2 + RQR3U3))
175 ILII) + (L(glL(g) + (u;;!u;}) + Q(UQ|R3U3) + 2(R1U1 IL{ —ul)

ll’gfu:_)) + ({,(3|113) — (U |L(1) + Q(UQ|R3U3) + 2(R1l11 |L()

o pr—

T

Apres simplification:

(UIRLUL) + (Ralds|Usj = § (UU) + (Uil — (UalUds) — (UslUs)) (7.9)

Finalement, on a obtenu les quatre équations 7.4, 7.6, 7.8, 7.9 qui ne contiennent que les pa-
rametres articulaires ¢; et g3, en plus qui sont linéaires par rapport aux cos ¢y, sinqp, cos g3, sin g3.
On appelle ces quatre équations scalaires le systéme des équations linéaires.

0
—(&a{U1) — (E21U2)
(RE4IU) — (4]Uha)

m/lg,_n + (U — (U U) — (Us|lds))

(R1&2]R - &) — (£2]R3by)
(¢2|Ralds) — (R1Ea|U)
(
(U

il

Rsf‘;luﬂ R’S-!]R'lul
|R11) + (Raldsiids)

i

L]

Exprimant les opérateurs inconnus R, Rj par la formule d’Olinde-Rodrigues, on a:

BN 1 SR
O | =t (7.10)
- sin g3 ra )
COS 3 T4
(€216, RE&]) (&2 | [&1, (&, RE]D) (€21 (€3, €4]) (€2 | [€3, (€3, &alD)
Oy = (U | [€2.£1]) @ 1€, 06,6 aa(& | (&, Us)) a3(£2 | Us)
! a1(REs [ [€,11])  ai(R&s | Uy) (Un | [€3.€a))  — (U2 | [€3 [€s. al])
al(u l {51, [.[1]) (11(14' I Ul) Gs(ug ’ EE,S (/3}) 113(112 j U3)
(7.11)
Les coefficients 71, ra, 73 el rg sont définis par:
= —(& | £3)(€a [ &4) ~ (&1 152)(51 1B£4)
ra = (& [Ez)(sl [U)—di(&: ] & Cf.s(ﬁ'v i &a)
rs= (R& U} — d1(REq | &) — dz(éq IE:;) (€31 &a) —a2(&s3 [ £sa)(&s | V) (7.12)
—a3(&y | [/3} — d3(€s | &)

, 1 9
—di (& | U) — dad3lE2 | E3) + = ((L( | 14} —i—a1 +d —di - a;z — d3)

S1 O, est inversible, ¢ et g3 sont déterminés par:

sin ¢ ry
COS ¢ _ O__l T
sings z r3

COos q3 T4
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7.2.2 Expression explicite de ¢; et g4
On peut trouver g; en fonction de ¢; et gs, d’aprés I'équation 7.5. On a:
Ro(Rsls + Us) = RiU — Uy
Exprimons Ry par la formule d’Olinde-Rodrigues, on a:
sin go[€q2, U2 + Ralds] + (1 ~ cos g2){€a, [€2, Uz + Ralds]] = RIU — Uy — (U2 + Ralds)

Multiplions [52,112+R3U3] et [fg, [52,112-4-113113]], 81 (ZA’2+R3U3 I UQ-I"R:;U:;)—({Q I u2+R3U3)2 '7’(—‘
0, on obtient respectivement sin g, et cos gg:

(RYU — U, | [€2,Uz + R3lds))
([€2.U2 + Ralds} | [€2,Ua + Ralda])

_ (R3U — Uy | [€2,[E2, U + R3lds]])
({2, [€2, Uz + Rald3]] | [€2, [€2. U2 + Raldz]])

sings =

COS (g =

Puisque :
([62, U2 + Ralds] | (€2, Uz + Ralds)) = ([€2.[€2, Uz + Ralda]] | [€2, (€2, Uz + Raliz]])

et

([€2, Uz + Ralda] | [€2,Us + Raldz)) = (Uz + Ralds [ Us + Ralds) — (&5 | Us + Ralds)?.

alors,

Remarque 1 Lorsque (Us + Ralds | Us + Rolls) — (€2 | U + Raldz)? # 0, &2, [£2,.Us + Ralds] et
[€4,160, Uy + Rald3)] forment une base de ® sur A. D’aprés la proposition 7.1, U'équation 7.5 est
équivalente a 7.6 et 7.13.

Si (Uy+Ralds | Us+Raldz) — (€3 | Ua+Rald3)? = 0, on peut trouver gz par I’équation suivante:

RIREs = RoR3éy (7.14

——

sing; et cos gp sonl exXprimes par:

(RTR&, | [€2, Rads))
(€2 Raka] | [€2, Rab4))

(R7RE4 | [€2,[€2. Raés]))
([€2, [€2, Raéa]] | [€2. [€2, Raka]])

singy =

cos gy = —

de plus:

([€2, Raa] | [€2, Raa)) = ([€2, [€2, Rabal] | [€2, [€2, Raba]]) = 1 — (&2 | Ra&a)®

Remarque 2 Lorsque 1 — (&5 | Ra&a)? # 0, &2, [€2, Raés], [£2. (€2, Raé4]] forment une base de
D sur A, les équations 7.15 et 7.4 sont alors équivalentes a 'équation 7.14.
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On va calculer g4, d’apres Péquation 6.8 et 6.7. On obtient :
RilU3 = R*(U — Ryl; — Ry Rolds)
alors
(R*(U — Bylly — Ry Roldo) | [Us, E4))
(Us | Us) — (Us ] £4)?

(R*(U — RylUy — RiRaldo) | [€4, [€4,UaY))
(Us | Us) — (Us | €4)?

sin g4 =

(7.16;

Cos qq = —

Remarque 3 Lorsque (Us | Us) — (Us | £4)2 # 0, €4, [Ea,Us), [Ea,[€q,Us]] forment une base de
D sur A, les équations 7.16 et 7.8 sont alors égquivalentes a !’équation 7.2.

Si (Us | Us) — (Us | €4)* = 0, ga peut étre évalué par :

RIRR}¢; = RoRaf) (7.17)
avec:
{ Gings = (R*R;RoRaé; | [5154}]
"o 1- (51 l€4)2
(7.18)
cos g = _(R*R RoRst, | [€s, [£4,&]D)
"o 1— (& ]84)°

Remarque 4 Lorsque 1 — (& | €4)2 £ 0, &4, [€4,61], [€4, (€4, €1]] forment une base de D sur A,
les équations 7.18 et 7.4 sont équivalentes a Uéquation 7.17.

Alors, g1, g2, g3 et g4 peuvent étre calculés a I’aide des équations hnéaires par rapport a sing,

€l CO5 ;.

7.2.3 Equivalence entre les solutions analytiques et les équations de
fermeture

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que les solutions analytigues sont nécessaires
pour que les équations de fermeture soient vérifiées. Maintenant, on va montrer que ces conditions
sont suffisantes, c’est-a-dire que si les parameétres articulaires g; vérifient ces conditions, alors ils
vérifient également les équations de fermeture 7.1 et 7.2.

(1) Démonstration de I'équation de fermeture des translations 7.2

En effet, les remarques 1 et 3 montrent que si les équations 7.6, 7.13, 7.16 et 7.8 sont vérifides,

I’'équation 7.2 est satisfaite.
{2) Démonstration de I'équation de fermeture des rotations 7.1

On veut prouver que si les équations scalaires (SL,), 7.14, 7.17 sont vérifiées, alors I’équation 7.1

est vérifiée,
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{a) Premiérement, on suppose qu’on va calculer ¢; par les équations (SL,). 7.13 et 7.16. En
effet 7.4 est équivalent a:

(€21R1&4) = (€2/R1&4) (7.19)

avec |

'Rq = RTRR: Rg = R2R3
L’équation 7.8 est équivalente a:
(U2|R1£4) = (U2|R2€4) (7.20)
Lorsqu’on a calculé ¢4, on a utilisé : RiU; = R* (U — Rylhi — RiRoldy), ce qui est équivalent &

R;RR;Us = RoRs(RIRIRI — RIRGU; — R3lUs)

puisque :
Us; = RIRJRIU — RERU, — R3Us
ona:
Rildz = Rollz
et 1l est évident que:
(64 | Ralls) = (€4 | Rald3) (7.21)

De plus U3, &2 et Uy forment une base de D sur A, compte tenu des équations 7.19, 7.20, 7.21 et
de la proposition 7.1, on a:

R1&s = Raby

Puisque U3 et €4 sont linéairement indépendants sur A, d’apres la proposition 6.8, on a:

{ Rilly =Rolls Ri=R; ¢ R;R;RsR:=R

Ris = Raks

{b)S1 'on calcule ¢; par les équations (SL,}, 7.15 et 7.18 on a immédiatement:

Ri1&s = Rals
Ri& = Ra&

d’apres la proposition 6.8, on a:
R;R,R3Rs =R

Les solutions analytiques trouvées sont done bien équivalentes aux équations de fermeture.

7.3 Utilisation les parametres de Denavit-Hartenberg

Afin d’exprimer Jes parametres articulaires de sortie par des paramétres articulaires d’entrée
du systéme, on va utiliser les paramétres de Denavit-Hartenberg, qui sont 'un des plus simples
outils pour schématiser les mécanismes spatiaux. Les parameétres de DH ne dépendent pas du
choix des coordonnées, ils sont totalement déterminés par la structure du mécanisme. La struc-
ture du mécanisme est décrite par les parametres: ¢;,d;,a;, a;, ou 1 = 1,---,m. m est le nombre
de couples. Si la i-éme couple est rotoide, alors a;, d; et «; sont constants, et g; est variable. S

la 12me couple est prismatique, alors a;, g; et a; sont constants, et d; est variable.
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i+1

FiG. 7.2 - description des paramétres de Denavit-Hartenberg

Définition des parametres de DH

Un repére {0,,X;,¥:.2,) est attaché a chaque couple du mécanisme (voir figure 7.2}, tel que

les axes X;, y, et z; vérifient les conditions (les parameétres DH ) suivantes.
1. z; est I'axe du couple &, c'est-a-dire, le couple entre le corps ; et corps Ciy).
2. L’axe x; est dirigé selon la perpendiculaire & 2,1 et z,, sa direction est celle de z;-z;.

. a; est la distance entre z; et 2,41, elle est toujours positive.

(o)

4. d; est la coordonnée de l'intersection des axes x;_; et 'axe z; par rapport au repére
{0i,X,,¥:,2,), elle peut étre positive ou négative, sa valeur absolue est la distance entre

les axes x; et Xi41.

. oy est 'angle entre z; et z,,; mesuré suivant la direction positive de x;4;.

o

6. g, est I'angle entre x; et x,41 mesuré suivant la direction positive de z,.

Définition de R, ,U;

A chaque couple #; est associé une base B, de D sur R, on peut réécrire le systéme des
équations linéaires (SL,) avec les parametres de DH.
l.e générateur de déplacement par rapport a la base B; est définie par:

& =&=1(0,0,0.0,0,1)

Le directeur unitaire U; (appartenant & D) de la perpendiculaire commune aux axes z; et =41

par rapport i la base B; est définie par:

it

Uy =U =(0,0,0,1,0,0)"

alors :

Ui = a;U + di€
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Soit R; la rotation autour de &;, elle est exprimée dans la base B; par:

cosg; sing; 0 0 0 0

—sing; cosgq; O 0 0o

- i 0 1 0 0 0
Ri(g:.&) = 0 0 0 cosg sing; 0
0 0 0 —sing; cosg; O

0 0 0 0 01

Si lon note :

o = Sslhay, T = COSQ;

Soit P; la matrice de passage de la base B; a la base B;+1 qui représente une rotation autour de

U;:

1 0 0 0 0 0

0 n o 0 0 O

nw_| 0 —os w0 0 0
Pilen V=1 5 90 01 0 o0
0 0 00 O

0 06 0 0 —0; =

Si 'on calcule tout dans la base By. & et U; sont exprimés par:

Li=€6=¢
& =RPig (7.22)
Em = R4P1- Ry 1 Proié
Uy=U
U, =R, P U (7.23)
Uy =R1Py - Ry Ui U
Si(gi0,- -, gmo) est la configuration de référence (dont les rotations sont respectivement Rig, - - -, Ryno)

(voir la figure 6.4), aprés le changement de coordonnées, les opérateurs R; dans la base B; sont

exprimeés par:

Rl = R(qlai)
R2 = RioP1R(g2,§)PTR, (7.24)

Ry = RioP1 - R 10Pmo 1 R{gm )P R o - PTRY,
7.3.1 Expression explicite des parametres articulaires dépendants

Expression explicite des paramétres q; et ¢3

En utilisant les parameétres de Denavit-Hartenberg, on remplace €;, U; et R, par les équations 7.22,7.23

et 7.24 respectivement, les équations de fermeture 7.1 et 7.2 s’expriment par:
R,P;R;P.R3P;R4P, =R (7.25)
avec R = P RY - -P;RE
Ri(U; + P1Ry(Us + PoRsl3)) = U (7.26)

avec U = —R(Us + PaRs(Us + -+ Pry 1 Rn Prnldir).
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Afin de simplifier les écritures, on utilise les notations ci-dessous:

u b t 0 0 0
R_(O()Oubt)

[V 53 bl 0 0 0
u, by 0 0 0 {7.27)
_ us b3 0 0 0
- 0 0 0 up b] tl
0 0 0 uz b2 tz
0 0 0 uz bz t3
U=(0,0,0Ux, Uy, U) (7.28)

Le systéme des équations linéaires (5L, ) s’écrit comme suit :
(SL, — DH)
(R, P1£[RP3E) — (¢|P2RaPag)
(£ | P2Ralls} — (R1 P& [ U)
(RaP3¢[P3Us) + (RPEE|Ru)
(L”Rlul) + (P’_}R3113|U2)

0

—(Pi&Uy) — (€| Ua)

RPZEU) — (Palids)

(MUY + (U Uy) — (UzlU2) — (Uslls))

i

Aprés le calcul, le systéme des équations linéaires s’écrit sous la forme sulvante:
bl

sin gy T

COos ¢ 7 (-
01 . 9 = 2 Li 29)

8in ¢s r3 :

COoSs ¢2 T4

onl 07 est une matrice constante de 4 x 4 et r est un vecteur de dimension 4 dont leurs éléments
sont définis par:

(P1¢ | [¢, RP3E]) (P15 [, IERPEE])  (E P26 Paf]) (£ P2[E.[€ Pagl])
0. = (U] [Pa€, £]) U e 6. Péll) az(€ | Pal€.U)) az(& | PaUs)
- ai (RP3E | [€.U)) GI(RP25 [U1) (Us | P2[§, Pss))  —(Uy | P2[E,[6. PsEY)
a1(21 [ [ ] al(U ] U;) (lg(UQ | Pf)[ﬁ L/g_,) as U;: ' {/3) /
(7.30)

T

— (€2 [ P26)(€ | Pag) — (€ | P:E)(E | RPYE)

Ty (€ 1PE)(E ] L)—d1(§ | P&) — dy — d3(€ | Paf)

rs= (RPI|U) — di(RPE &) — d2(€ | Pof)(€ | Paf) — aal€ | Pod)(P2£ | U2) (737
—a3(P3¢ | Us) — d3(P3¢ | £) 1 '

ra= —di(§|U) — dads(§ | Po) + 5(U | U) + a3 2pdi—ad—di—aj —d3)

Si la matrice O; est inversible, I’équation précédente nous permet d’évaluer les parameétres g, et
qs.

sin q; r
S R (7.32)
sSings r3
COS g3 T4

Siron on exprime g3 par ¢; en considérant que q; est le paramétre indépendant. Le systéme
posséde au moins un degré de liberté égale a 1.
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Expression explicite de ¢, et g4
En supposant g, g3 connus, on calcule ¢» par 7.13:

(RiU — U, | Py[€,Us + PoRsls])
(I¢, Uz + P2RalUs] | [€, Uz + PaRald3))

sin gy =

cosgs = — (RiU — Uy) | Py[€, [€.Ua + PoRalUs]))
27 {66, Us + PaRUG) | [€, €, Us + PoRalds)))

Puisque: {[£2,U2 + PaRalda] | [€2,Us + PaRalds]) = a% + a3 + 2aqa3 cos g3, lorsque ce terme est
égal a zéro, on ne peut plus évaluer ¢, par ces deux équations. Ce qui n’est possible que dans le
cas ol az = ag et gz = +x7. On doit calculer g5 par I’équation 7.15:

(RTRP3¢ | Py[¢, PoRaf))

singq =
o ([¢, P2R3P3f] | [€, PaR3P3¢])
{7.34)
cos gy = —
([6, (€, PaRaP3E]] | [€, [€, P2RaP5E]])
On calcule g4 en utilisant I'équation suivante :
sin s = (P4R*(U — Ryl — RyP Rl | [Us, P3E))
) (Us | Us) — (Us | P5E)?
(7.35)
cos gs = _(PsR*(U — Rqldy — RyRolho) | [, [€, P3Us]])
(Us | Us) — (Us | P3€)?
Si a2 + d% x 0% = 0, g4 peut étre évalué par :
PIRIRPPLRIU = R:P2R3P3U (7.36)
sin Ja = (P4R*R1P1R2P2R3U I [E, U])
(7.37)
COSs g4 = —(P‘;R*R,lPlRQPgR;;U l U)

7.4 Analyse des mécanismes quatre barres spatiaux

Dans cette partie, ’objectif est d’appliquer la méthode proposée aux mécanismes quatre barres
spatiaux. On peut faire une analyse globale de I'ensemble de configurations cinématiquement
admissibles M analytiquernent.

L’équation de fermeture est exprimée par:

R1P1R2P2R3P3R.4P4 =R (738)
RlPl(Rng(Rgua + P;IA’Q) —+ P}Hl =U (739)

e [7] 4] -] -2
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7.4.1 Meécanisme de Bennett

Le mécanisme de Bennett est un mécanisme particulier ayant quatre couples rotoides dans

I'espace. Les quatre générateurs ne sont pas paralleles ni concurrents.

Proposition 7.2 Le Bennett est le seul mécanisme ayant quatre couples rotoides qui a un

vérttable degré de Liberté, & part les quatre-barre plans et celui de sphéres.

Remarque C'est une conclusion bien connue mais, a notre connaissance, il n'existe pas encore
une explication compléte. S. Ogino [Ogi68] a donné une démonstration en 1968 en supposant les
paramétres d; = ds = d3 = d3 = 0. En effet, pour un mécanisme spatial quelconque, les d; ne
sont pas nuls sans autre hypothése. Cette démonstration ne peut donc pas étre considérée comme
une démonstration générale.

Démonstration: A priori, on considére le cas général, c'est-a-dire qu’on prend les parameétres
quelconques : ¢;, a;, a;, d;. On va d’abord utiliser le systéme des équations linéaires sans prendre
aucune hypotheése. On a donc:

0 —0104 0 0003 sin g r1
aq0y —01d40y azoo 0 | cosqu _ ro (7.40)
104 0 an03 -—-ng'20’3 sin q3 rs )
—a1daoy —aya4 doaz0y asas Cos q3 T4
Avec
T =TT+ T
re = —o2idy ~ 1ody — dimy — Tad3os® — mudamy® — Tidamy
rs = —d4oy? —dsmy® — dyts — modoms — dyraoy? — dymm?
re = 3@+l a3~ ad)

ri, vz, 73 et ry sont constants. L’équation précédente permet d’exprimer ¢; en fonction de g¢a.
s T2, 4

—asysin(gs)os + doog cos(gz)os + ra

sin =
q1 210
(+1] —~dsagsin(gajos + dadooacos(qs)oz + dsra
—dyogsin(gsjaz — azcos{gajaz + ry
cosqy = ~—
a1y
( sin _ d4oacos(ga)os — dary ~ o2 sin{g3)az + o
1 = o1
(2)
oqcos{q3)os — 1y
cosqy =

g104

Sil'on suppose sings # 0. Pour que le mécanisme ait un degré de liberté, il faut que les équations

(x1) et (x2) solent équivalentes, on obtient donc les relations suivantes:

020401d3 — do03a4017 = 0

(*3) {(*1)sin g; = (*2)sing; &< deasoy = dgay 04
010473 = a104(ry — dy1)
d4(120'3 + dgago'g =0
(*4) l*l)COS g1 = (*2) COS @1 <= 02030104 — A0A30104 = —d2d40'10'20'304

6104(d4T3 -+ 7‘4) —ayaqr; =0
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On suppose a;. a3, as, o4, €10, 7[. Puisque a; et o; sont différents de 0 [Bak&4] (sinon les
quatre barres spatial devient un quatre barre sphérique et un quatre barre plan}, d’aprés (x3) et
(#4), on a:

{c1) |dy = da =0, a,03 = a3 0y, 030’4=f140:;]

Puisque: sin? q; 4+ cos®q; = 1:

"
cicl  o3a3 . a3c?  a3al .
ooy aio} ajoi  afaf
7‘120‘1"2:0 7'3:0,7'4:0

Compte tenu la condition ¢y :

(62) 4104 = 4303, 302 = Q40
0104 = 0203, 41a4 = Q2 Q3.

orr1:r32r3:7‘4:0,0nai
(+8) TIT4 = T2T3, Q)+ a4 =as+as

On obtient également :
71 = —q3 (7.41)

Pour obtenir les autres relations, on utilisera les équations suivantes :

R2P2R3P3R4P4R1P1 =1
RoPo(RsP3(Ralls + P5Us) + P3U) = U,y

D’apres le méme calcul, on a:

0 — 0201 0 0304 sin q2 T"i
oaa) —oodioy  T3a4 0 Cos 2 o (7.42)
a0, 0 azocy —dz0304 sin gy o 5 T
—agd0;  —anay  dzasos aszas COS G4 4
Avec
rf = —TiT+ TaTy
Y
1"2 = —0’32d3 - T32d3 - d2T2 — Tada04” — 7‘3(147’42 — T’gd] 1
2 2 2
1"& = —d;a’l"—lelz—dqﬂg—T3d3T4—d2T10'2“~—d2T1T2“
T 142 2 2 2
ry = 3zla3 +ai—a3—aj)

7. rh, v et r} sont constants. On obtient sin ¢z, cos g2 en fonction de sin g4, cos g4 :

. —agsin(ga)os + d3oz cos(ga)os + 14
singy =
az0,
(*19) )
—djaz sm(gn;)ou; + dydzo3 COS(Q4)U4 + diry )
—dzoasin(gs)as — agcos(qa)as + 71
cosqy =
aod;
. dyo3c08(qq)oq ~ dir2 — 038in(q4)aq + 73
singy =
ooy
(x2%)
o3c08(gq)o4 — T2
cosqy =

\ Ta01
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Sil'on suppose sin g4 # 0. Pour que le mécanisme ait un degré de liberté, 1l faut que les équations

(*1') et (x2') soient équivalentes, on obtient donc les relations suivantes:

T30142a4 — A304A109 = 0
{x3') (¥1')singy = (¥2')sin g4 & daayoy = dyiasoy
o201y = agoy (rh — di7h)

d1330'.1 + daaqoz =0
(x4 (x1"ycos qo = (%2’ ) cosgs & 0304098) — A3Q4020] = —d3d0203040
goo{diry + 1) —azair] =0

On a donc:
5 H
{ca) ldy =d3=0, ayo3 = azoy, aqo; =a,04. |
! ' ’
1@ = Az04, T{ =Ty =Ty =14=0
alors :
(*9) Ty T2 = T3 T4, 4y + a2 = a3z + as.
On compare (*8) et (*9), on a:
{e5) [a1 =03 az =as.]
(%10} ;= kTR Ty = Ty
ona :
qa = —q2 ' (7.43)

A partir de ¢1, ¢3, ¢4, 0n a;
oy =03, 02 =04

D’ autre part, I'équation

R]PI(RQPQ(R:SUS + P;U;») + P;Zﬁ) = ——U4

nous permet d’évaluer g» en fonction de g; et g3. Utilisant 7.33 et ¢; = —¢3 (ainsi R3 = RY). on
a: . ) _
) (037 ~0o?m)sing, + oroasin gy cos gy (T — T2)
sin gy = -
rio? sin® g, + (a2 + o1 cosqy)?
(7.44)
o102(1+ 77 + (62 + 02) cos g1 ~ o1 oz cos? g1 (1 — 7y 7o)
cosgy = —

-0
rZo?sin® g1 + (02 + 01 cos q1)?

D’apres 'équation :
R:P;(RoP,(Raldz + Pila) + PIU,) = ~Uy
compte-tenu R{PR,P,R3PsR4Pys =1, 0n a:

R, P:R-P,(R3P3(R4P. R U + P;Us) + P;uz\] +Us =0
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ainsi que

R3P3(R.4P4(R1L11 + P;ZL;) + Psu:j) =~

Utilisant ¢» = —¢4, On a:
—Rg(U:g -+ P5R1UQ) = PleL{l + Uy

(a% 73 — a?14)sinqy + ajazsing; cos gy (T3 — 74)

sin =
v t?a?sin® ¢; + (a2 + a3 cos ;)2
(7.45)
oS gg = aras(1 + 7ma7a) + (a? + a2) cosq; — aj azcos® g1 (1 — 73 74)
O 2 —_— -
Tia} sin? ¢ + (ag + azcosq;)?
Ona:
Tl = T3, T9 = T4
Finalement:
(CT) Eal = s, (12:04;{
(c1), -, (c7) sont exactement les conditions de mécanismes de Bennett. |
Les solutions générales sont :
93 = -0
sin g2 _ (P'I.(ul + R;U4) I [Ey PQR'{L@ +ZI2])
i ([, PoR3Us + Us) | [€, PoRiUs + Us))
(7.46)
cosqy = 1- (P1lh+Rils) | [€ [ PoRils + 1))
) ([€, PoRUs + Us]] | [€, PoRIUs + Us]))
\ 74 = 42

Puisqu’il existe toujours des transitions continues entre les g;, alors ’ensemble de points singuliers
est vide :
¢ = {0}

D’apres les solutions précédentes, on a la proposition sulvante:

Proposition 7.3 Le mécanisme de Bennett est un mécanisme régulier, son lieu singulier esl

vide.

7.4.2 Le mécanisme sphérique

Dans le mécanisme de Bennett, nous avons supposé que les a; sont différents de 0, c’est-a-dire
que les axes successifs ne sont pas dans le méme plan. Si 'on prend d’abord a; = 0, d’aprés les
équations 7.40 et 7.42, pour que le systéme ait des degrés de liberté, il faut: az = az = a4 = 0,

les axes successifs étant alors concourants.

Proposition 7.4 Soit & € D pouri=1,---4, on a & &4, sont concourants. De plus le rang

de {£1,€2,€3.84) est €gale a 3, alors £1,£€2,&3,84 passent par le méme point.
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FiG. 7.3 - mécanisme sphérique

Démonstration : D’aprés les conditions connues a; = 0, on a:
€il&]=0
puisque rang{é; £5,£3,£4) = 3, on a:
€4 = 1€y + c2bs +e3és

Considérons

[E2 1 €a) = [€2 | (e1&1 + 282 + c3€3)] =0

de méme. on a :

[€11&]=0

Lorsque &; ne sont pas paralleles, les axes de &, &5, £3, &4 passent par le méme point. |

Corollaire 7.1 Soit 5 un mécanisme quatre barres fermé qur posséde un degré de hiberté dont

les axes successifs sont concourants, ¢’est alors un mécanisme sphérique.

D’apres la définition [Hun67]! des mécanismes sphériques, la démonstration est immédiate.

Dans ce cas particulier, les p; sont des vecteurs zéro.

alors nous avons les solutions suivantes d’aprés le systéeme des équations linéaires 7.29:

1. voire [Hun67}, p. 281
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Fi1G. 7.4 - structure d’un mécanisme sphérique

Fic. 7.5 - La saliére

Solutions des mécanismes sphériques

Nous prenons ¢z comme parametre d'entrée, on a:

corgs = Dl cong

T s kit

o = - T T s R (747
cosgs = Ui?(RIRQRsfl | (61, &)

sings = 1= (RiRoRata | 60,164, 61)

1

Un exemple de mécanisme sphérique — La saliére

D’aprés la figure 7.5, ce mécanisme [Pap92] est constitué par quatre couples rotoides, les
parametres sont définis par: d; = 1,a; =0, = %, alors 7y = 0, 9; = 1. Ce mécanisme peut donc

étre exprimé par les équations de fermeture 7.38.
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Les solutions

On va d’abord utiliser 7.30. on a:

singz = —sing; = {

arbitraire
08 g3 = COS g = +1 (7.4%)
cosgs = N=1N arbitraire
On peut également écrire I’équation de fermeture par:
R.qOR;;ORQORl =1
En utilisant ’équatiou 7.29, avec: r; = 0, on a:
. . { arbitraire
sings = —singg =y
0S8 0 = COS dn = arbitraire (7.49)
g2 = 94 = +1
En comparant les deux équations 7.48 et 7.49, on obtient donc les solutions explicites :
_J ¢1=0
43 = +q1 = arbitraire -
) L (7.50)
. +g¢2 = arbitraire
g4 = g2 =0

7.4.3 Analyse des configurations singuliéres

D’apres les équations précédentes, on sait que les configurations singuliéres sont :

s fr . . :
¢’ ={{0,0,0,0].[0,m,0,7],[r,0,n0][r rr ]}
Dans ces configurations, ia saliére devient incotrélable.

7.5 Un mécanisme 6R spatial — un mécanisme de Bricard

Cette méthode analytique n'est pas seulement pour des mécanismes constitués par quatre sous
mécanismes plans, elle est aussi pratique pour traiter des mécanismes plus compliqués. On va

montrer dans ce paragraphe un mécanisme de Bricard, il est aussi traité par Wittenburg [Wit77)].

Le mécanisme est présenté dans la figure 7.7. Les axes des déplacements successifs sont or-

thogonaux. Les parameétres de Denavit-Hartenberg sont définis par:

ki T
a,:l‘ d,':‘O, Q) = Q3 = o4 = Og = &, g = Q@ — ——,

2 2
Afin d'utiliser la méthode qu’on a proposée dans la section précédente, on écrit 1'équation de
fermeture sous la forme suivante:

RaP;R:P4sRsPsRsPs = R 7
R3P3(R4P4(R5U5 -+ P;LL;) + P;Zla) =U e
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(b)

FIG. 7.6 - Le mécamisme de Bennett et un mécanisme quatre barres spatial
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Fi16. 7.7 - Un mécanisme de Bricard
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avec:
R = P;RIPTRY = [n, b, t]
Les trois vecteurs: n, b, t sont définis par:
cos(gs) cos(qy ) — cos(g2) sin(g1) sin(g

)
n = sin(qy b= cos{qy) t= 0
— sin(g2) cos{g1) sin{gz) sin(q;) cos(qa)

(&)

on a: U = ~P3ly — P3RIPIU; — PERIPTRII -

Ux 1 + cos{gz) + cos{qz) cos(q;)
u=1{u, | =- sin(g)
U, —sin(gz) — sin{gs) cos{q)

le systeme des équations linéaires {Sc) nous permet d’obtenir:

—cos{g1) —sin{q, ) cos(gs) -1 0
Or = —sin(g1) cos(go) cos(q1) 0 -1
Y7 —1— cos{gy) — cos(g1) cos(ga) —~sin{q1) -1 0
sin{q;) —1 — cos(gz) — cos{g1)cos{g2) O 1
sin{gs) r
0, coslaa) } T (7.52
Y1 sin(gs) 3 ! )
cos{gs) T4

ol vy = sin(q1)(1 — cos{ga}), ro = r3 = 0.7y = (1 + cos(g1))(1 + cos(ga)).
On a les solutions suivantes :

sinq; {1 + cos q9)

sin =
(g2) COSs qg —cosq; + 1 4+ cosq; cos qg
cos ga (cos gz + 1 + cos g1 + cos ¢1 cos q2)
cosqy = ~— : .
L cosgi — cosg; + 1 +cos g1 cos g3
. sin gy (1 + cosga)
5in g = — =
o cos g2 — cosg; + 1 + cosgq, cos g5
cos gz {cos g2 + 1 + cos g1 + cos g1 cos ¢2)
cos qs = —

cos g3 — cos gy + 1 4 cos gy {(cos g2)?

or a donc ¢z = —qs.
On utilise 'équation 7.13, on a:

( 0 sin(gs) ) ( sin(qa) > _ ( cos{gg) cos{ga) sin(g1) + sin{gs) cos(g1) >
~—sin(gs) 0 cos(gqa) / — \ sin(gz)sin(qy)
alors ) )
cos(qs) = cos(gs) cos{gz) sin{q1} + sin(gz) cos{q1)
. . sin{gs) (7.53)
sin(qs) = _sm(qg)sm(ql)

sin{gs)
Pour obtenir g5, on va utiliser I’équation ci-dessous :

P;RIP;RIP,R}{y = R*R3P3éy
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Apreés simplification:

avec

( sin{gs) 0 ) . ( sin(gs) ) _ ( sin(qs) sin{ga) )
0 sin(gs) cos(gs) sin(gs) cos(gz) cos(g:) + cos(gs) sin(q1)

lors :
' coslys) = sin(ga) cos(gz) cos(q1) + cos(gs) sin(gy)
v sin(gs) .
: _ sin(gs)sin(g2) {7.54)
sin{gs) = B P

De meéme, st 'on écrit I'équation de fermeture sous la forme:

R,P;R:P;R;P3;R4P, =R (7.55)
RiP(RoPa(Ralds + Polla) + PiUy) = U o
avec: R = PERIPTRE, U = —Riils — PERE(REUs — PEREU,)
Plus précisément :
R = [n,b,t]
cos(gs) cos(gs) sin(gs) — cos{gs) sin(gs)
n=1| —sin{gs)cos(qgs) | . b= cos(gs) |, t = sin(ge) sin(gs)
sin{gs) 0 cos(qs)
Uy 1 + cos{gs) + cos(ge) cos(gs)
U=1 U, | =- sin(gs)
Uy sin(ge) + sin{ge) cos(gs)
Apres le calcul analogue, on obtient: g5 = ¢;. En utilisant 7.33, 7.54, on a ¢s = —q¢. Puisque:

sin? gz +cos®q3 =1

On a:
cosqy +Ccosgy +cosgqycosgs =10

T
5!

T
zj
Wittenburg [Wit77].

Il faut remarquer que la configuration de référence est [g —5
T

T T .
= ;], sl on prend
n 5 . . Ve ~
Nn=q+ 5, =g, cest exactement le méme résultat que celui de

On a: I’ensemble des points singuliers :

¢" = {0}

M= {q € RS g3 =¢1,95 = —¢1,94 = ~q2,ds = —q2,C08 g1 + COSqa + COS ¢1 COS g = 0}

M est bien une bonne sous-variété de RS, Le lieu singulier de ce mécanisme est vide.
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Chapitre 8

Un algorithme de cinématique
inverse des mécanismes 6R
spatiaux

8.1 Introduction

Il existe pour traiter les probléemes de cinématique inverse des mécanismes 6R spatiaux des
méthodes basées sur la recherche des racines d'un polynome du 16-éme degré par rapport a la
tangente d’un demi angle. De plus, 'équivalence entre 'équation de fermeture et les solutions
analytiques n’est pas toujours exprimée de fagon rigoureuse.

L’algorithme qu’on va proposer permet de résoudre 1’équation de fermeture indépendamment
d’un choix des coordonnées et les solutions sont écrites sous forme intrinseque, ce qui nous conduit
a résoudre deux équations du 8-eme degré.

Solent R1RsR3R4RsRs = T ’équation de fermeture, Ry, Ra, R3, R4, Rs et Rg sont des
rotations pures et ¢i, g2, g3, 4. g5 €t gs sont les parametres articulaires. Le déplacement T est
considéré comme donné. Le principe de cet algorithme est de trouver les parametres articulaires
de ce produit de six rotations en commengant par étudier les solutions d’une équation concernant
trois rotations et de la forme R;RsRs = R.. La résolution de cette équation a été présentée dans

la section 6.6.

8.2 Résolution de ’équation de fermeture

Nous allons considérer d’abord I'équation de fermeture d’un produit de six déplacements
hélicoidaux :

R1 R2R3R4R5I£6 = T (81)

ot R, Ra, R3, R4, Rs et Rg sont des déplacements hélicoidaux, les générateurs associés sont res-

pectivement &1, £2. £3, €4, €5 et €g et les parameétres de rotation et translation sont respectivement

i, d1, 92, da2. 93, da, g4, da, g5, ds et ge, de
L’équation précédente peut étre exprimée aussi par:

R3R4R5 = R;R;TR’G(
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Si 'on définit un opérateur intermédiaire R, 1’équation de fermeture peut étre présentée en deux

parties :

% % _
{ RIRTR; =R 8.2)

R3R.Rs = R

8.2.1 Evaluation de I’opérateur intermédiaire R

La restriction de ’équation 8.1 des déplacements hélicoidaux aux rotations pures implique
que d; = 0,dys =0,d3 = 0,ds =0, ds =0 et dsg = 0. On calcule les paramétres articulaires
commengant par évaluer {€o | R}, {&; | REe} et {&2 | RT™ &}

D’apres R RTR; = R, on a:

{& | RiTE} = (€ | Rée)

on considere que d; = 0, 'équation précédente est équivalente a:

Re(2r; — t;) tan? %1 + 2Re(sy) tan % + Re(ty) =0
(8.3)
Du(2r; —t)tan? I+ 2Du(sy) tan - + Du(ty) = 0

Les coefficients ry, s; et £y sont définis par 8.18.
Supposons Re(2r; — t;) # 0, d’aprés le théoréme de résultant, pour que deux équations
précédentes posseédent au moins une racine commune par rapport a tan ?2—1, il faut et il suffit que

le résultant R des deux polynomes vérifie ’'équation suivante :

Re(2r — 1) 2Rc(s,) Ret;} o |
R = 0 Re(2r; —t;) 2Re(s1) Re(ty) | _ 0
T8 Du(2r, — ty) 2Du(sy) Du(ty) 0 -
j 0 Du(2ry - ty) 2Du{s;) Du{ty)

Puisque 7y, s, et t; sont des nombres duaux, I’équation précédente s’écrite aussi par:
R = Dul(rity) + Du?(s1t1) + Du(sit)Du(ity) =0 (8.4)

le symbole "est le conjugué d’un nombre dual. Apres avoir simplifié, I'équation précédente est un

polynome du deuxieme degré a coefficients dans R qui s’exprime par:
Arris + Asdie + Aarasdas + Asras + Asdag + As = 0 (8.5)
olt 736 = (€2 | Ree), dae = [€2 | REe].

D’autre part, on peut écrire ’équation 8.3 sous la forme suivante:

Re(sy)sing; — Re(ry)cosqy + Re(ry +4,) =0

. . 8.6
Du{sy)singy — Du{ry)cosqy + Du(ry +t;) =0 (8.6)

La relation sin® ¢; + cos? ¢; = 1 nous donne ’équation suivante:
(Du(sit1) + Du(ris1))* + Du(ryty) — Du®(ris1) = 0 (8.7)

L’équation précédente est aussi un polyndme du second degré par rapport aux rae et dsg a
coefficients réels.

Byris + Badss + Barysdas + Baras + Bsdas + Bs = 0 (8.8)
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Les valeurs des parameétres 7125 et da; peuvent étre obtenues facilement par la résolution des deux

équations 8.5 ct 8.8.

D’apres la premiére équation de 8.1, on peut la réécrire sous la forme suivantes :
RiTE; = R:R

et
{& | T¢} = {&: | 2R}

On obtient les deux polyndomes du deuxieme degré par rapport a tan (_123 :

Re(2ry — to) tan? 222-_ + 2Re(s2)tan %2— + Re(ty) =0
(8.9)
Du(2r; — t4) tan? (]2—2 + 2Du{sy) tan %2- + Du(t3) =0
IYautre part:

Re(sg)singy — Re(ry) cos gz + Re(ra +1t2) = 0
Du(sy) sin g2 — Du(rs) cos gz + Du{ry +12) =0

rg = {€1 | [€2, [€2, RE6]]}
52 = {&1 | [€2, Fée]}
to = {1 | Rée} — {&1 | Té6}

Pour la méme ratson, les conditions d’existence des valeurs de g7, qui vérifient les équations 8.9

{8.10)

avec:

et 8.10, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes:

ris + Cirisdis + Carls + Carisdis + Carfedis + Csris
+C57’15d¥6 + Crrisdie + Carig + Codig + C1g = 0 (8.11)

Dirig + Dadig + Dariedis + Daris + Dsdig + D5 = 0 (8.12)

ri6 = (€1 | REg) et dis = [§) | Rés]. La résolution des équations précédentes nous conduit a

résoudre une équation du 8-eme degré par rapport a rys.
185 + Eirig + Earls + Earis + Eartg + Esrds + Eorig + Erig + Eg =0 (8.13)

C;, D; et E; sont des coefficients réels.

La premiére équation de 8.2 peut étre représentée sous la forme suivante:

et on a:
{&2161} = {&2 | RRsT™ 61}
Pour la méme raison, les conditions d’existence des valeurs de gg, qui vérifient 1'équation
précédente, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes :
K -, W Y Lot 2 2
riz + Cirladiz + Corly + Cirizdi, + Ciripdin + Ciriy

+Cgr12d2, + Cyriadia + Cyria + Cod1z + C1y = 0 (8.14)

Diri, + Dyd?; + Dyryadiz + Dyrya + Dgdiz+ Dy = 0 (8.15)
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rio = (&1 | TRG) et dip = [§1 | TR*E,]. La résolution des équations précédentes nous conduit a

t

résoudre une équation du 8-éme degré par rapport a ris.
riy + Eirly + Eorty + Egrly + Byrly + Egrdy + Egriy, + Eprly + Eg = 0 (8.16)

C!, D! et E! sont des coeflicients réels.
Aprés les résolutions des équations 8.5 et 8.8, 8.13, &.16, on peut obtenir les valeurs de rqg

rig €t T19.

8.2.2 Evaluation de g, ¢, et g

Grace a la méthode proposée dans la section 6.6, on peut exprimer les parametres articulaires
g1, g» et gg en fonction de ryg, 715 €t 715 par les équations 8.17, 8.19 et 8.20.

van 01— —Re(s;) £ \fRer(sl)z — (2Re(r1) — Re(t1))Re(t1) (8.17)
2 (2Re(ry) — Re(ty))

Les coefficients duaux sont définis par:

ry = {& | [61, (&1, Tél)}

st = {& | [61. TEs]} (8.18)
1 ={& | T — Rée} = {€2 | T€s} — rae — edag
1
singy = -RG(Y)(R&H&,RTT&EG])
(8.19)
i 7 7
cosgz = o ((RGIRITES) ~ (5 | RTE))

ot Y = {l&2 Ri&) | [€2, Rie]} et Re(Y) = 1~ (& | R*T&6)?, DulY) = —2(&; | R"T€6)[€s !
R°TE)

En effet. {R&|[€2, RTTEs]) et (RE|RTTEs) sont des fonctions de ryg, rig et rig.
Puisqu’on peut exprimer RTE; par une base [£1,£2,[£1,£2]}, on a done:

(REs |RITEs) = =z1(REe | &) + zo(REs | £2) + z3(REs | [£1.63])

= zmiris 4 22ras + 23y 1~ rig — ri — (€1 | £2)7 + 2ri67as(£ | E2)

ol z;, 2o et z3 sont les parties réelles des coordonnées duales de R{T'¢s par rapport a la base

{€1,8&2, (&1, €20}

D’autre part:

(R&e|[&2, R1T¢q)) = \/1 — 35— (R&IRYT¢6)? — (€2 | RITEs)? + 2ra6(RE|RYTEs) (€2 | RYTEs)

On exprime gg par:

(&6, T*"R &3] | B7E2)

sin gs Re(X)
(8.20)
1

RE(X)'((T*Rtﬁle*Ez) ~ (T | R1£2)%)

COS gs



8.2. RESOLUTION DE L’EQUATION DE FERMETURE 191

avec: X = 1 — {T& | R1&)}?. En effet, ([66, T"R1&2] | R*E) et (T*R, €2/ R*E,) sont des
fonctions de ris, rig et rog.

On doit caleuler (T"R €& | R*€2). On exprime T"R €, par une combinaison linéaire de
{T"&, 8. [T7€1,&6]}, on obtient :

(T"Raé2 | R7&) = p(R& | T &)+ R*E: | £6) + ys (R | [Ty, &6))

= yiriz+ yaras + yan/1 — riy — r2 — (€1 | T&6)2 + 2r12ra6(&1 | Té6)

ol ¥y, Y2 et ys sont les parties réelles des coordonnées duales de & par rapport a la base
{T7E1, 86, [T7€1,&6)}-

51 T™&,, & sont linéairement dépendants sur A, le produit RERTTRY = R est singulier,
c’est-a-dire que: R(gs £ ¢1,&s) = R"R3.

8.2.3 Evaluation de g3, q4 €t g5

Le paragraphe précédent nous donne des solutions pour ¢, ¢2, et ¢5. Les parametres q3, g4 et
gs peuvent étre exprimés en fonction de ¢y, ¢a, g5 et T
Puisque :
RsR4R; = RER{TR}

ot Ra, Ry, Rs, Ro, R; et Rq sont des rotations pures. On peut exprimer ¢a, ¢4 et ¢5 en utilisant

la méme méthode que dans le paragraphe précédent. Supposons Re(2u; — wy) £ 0, on a:

ga _ —Re(v1) £ \/Re*(u1) — Re(2u; — w;)Re(w;)
tan 5 = (2Re(u;) — Re(wr)) (8:21)

avec:

vy = {€a | [§4, 5]} (8.22)

{ uy = {€3 | [€a, [€a,&5]]}
wy = {€3 | & — RERTTREE )

sin g3 Re(V7] (RERITREEs| (€3, Raés))
(8.23)
1 . "
cosgz = RelY]) ((RSRTTREE5 | Ras) — (€3 | RARTTRESs)")
ol Y/ = {[€3, Ra&s) | [€3, Ra€s]} et Re(Y') = 1 — (&3 | RSRITR}E)®, Du(Y') = [[€3, Rals] |
(€3, Fa&s]].

sings = *‘R'e—({‘{—,)(RsT*Rlﬁstff;H{S,&])
(8.24)
cosgs = m((nwnlﬂzna&l&)—())

ot X' = {[¢&. ReT*RiR263] | [&5, ReT*R1Ra&3)} et Re(Y') =1 - (&5 | ReT"RiRaé3)*.
8.2.4 Equivalence de I’équation de fermeture et les solutions analy-
tiques

Compte-tenu de I'équation de fermeture, il est évident que:

R RoR3R4RsRe =T & RaRsRs = RIRITR
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ce qul sont équivalent a:

RIRITR; =R

R3;R4Rs; = RIRITR
I.’équivalence entre les solutions 8.17, 8.19 et 8.20 et RZRTTRY = R, ainsi que 1'équivalence entre
les solutions 8.21, 8.45 et 8.46 et RzR4Rs = RERTTRY sont déja montrées dans la section 6.6.

Pour que les solutions analytiques soient équivalentes a I’équation de fermeture, il suffit donc

de montrer :
{& | RiTEs) = {&2 | Rés}
a) :RERITR; =R <& b) :{ {&]Té) =1{& | RaRs}
{6216} = {€2 | RRsT™61}

(i) a) = b)

La démonstration se trouve dans la section 6.6.
{ii) b) = aj

En effet, R3&; et & sont linéairement indépendants sur A, il est évident que {R3€;, &2, [R3£), £2j}
forme une base de D sur A. Alors:

X = R3€) + 2285 + z3[R3&4, &) pour X €D.

z3, To et z3 sont des coordonnées duales de X dans {R3£1, €2, [R3€1,E0]}.

Considérons :

{Rée | X} = 21 {REs | REE ] + 22{Rég | €2} + x3{R&s | [R361.€2]] pour X €D,
D’autre part:

{RERITE | X} = o {RIRITE | R56 ) + w2 {RSRYTEs | €2} + Ia{RgRTTEG [ [R5, €0])
= o {Tés | &1} + 22ARITEs | &2} 4+ 23{R5T &6 | [€1, 60}

D’apres bj, utilisons la proposition 6.7, on a:
{RYTE | §1.820} = { RS | [R36, &0}
il est claire que:
{R5RITE | X} = {RE | X} pour X €D.
on a:
RIRITREEs = Rés.
Aprés une démonstration analogue, on peut montrer que:
& = RIRITRI G,

0on a:

RIRTTR}Ss = Rés
RIRITRE[Cs, R°€2] = R, K&

RIRITRE[Ss. [€5, R™E2]] = R[5, [€6, R™E2]]
Puisque {&s, [£5. R*€2), [€6, [€6, R€2]]} forme une base de D sur A, on a donc:

R;RITR = R.



8.3. UTILISATION DES PARAMETRES DE DENAVIT-HARTENBERG 193

8.3 Utilisation des parametres de Denavit-Hartenberg

Pour traiter un mécanisme concret, les parametres de Denavit-Hartenberg sont parfois pra-
tiques. Dans cette partie, nous reprenons les notations de la section 7.3, I’'équation de fermeture
est écrite comime suit :

RiPiRyPoR3P3RyPL RsPs BePe =T {8.25)

R; est un déplacement hélicoidale suivant £ = (0,0,0,0,0, 1)* dont la rotation est ¢; et la transla-
tion est d;. P; est la matrice de passage de la base B; & B;:. Comme dans la section précédente,
on va définir 'opérateur intermédiaire R.

R;PIR{TP:R; = R (8.26)
P2R3P3R«;P4R5P5 = R (827)

8.3.1 Evaluation de "opérateur R

Pour évaluer q;, on va utiliser la relation suivante :

{1 PTRITPEE} = {€ | RE}
Lorsque dy = 0. I'équation précédente est équivalente a:

Re(2r, — ) tan? ({71 + 2Re(s}) tan % + Re(t) =0
(8.28)

Du(2r, — ;) tan® L 4 2Du(s!) tan %1— + Du(t!) = 0

2
e v = {TP3E | [, 16, Pag]]}
st = {TP%¢ | [¢,P.£]) (8.29)
v = {TPE | €} - (¢ | Re)

D'apres les équations 8.4 et 8.7, les conditions d’existence des valeurs de ¢; dans I’équation 8.28

it

I

se traduisent en deux équations par rapport a {¢ | R¢}.

i
o

(A173 + Aad3g + Asraedas + Asrae + Asdas + As) (8.30)

I
o

(Biris + Badi + Baragdas + Barzs + Bsdze + Bs)
Ona (T2€)DH—(glR£) dZG)DH—[E!RE]

L’équation 8.26 est équivalente a:

(8.31)

PIRTPLR, = RyR

et
{€ | TP} = {PI¢ | B2 RS}
Pour la méme raison, les conditions d’existence des valeurs de gz, qui vérifient ’équation

précédente, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes:

(T?G + Clrfsdm + CQT’?G + Cr37‘f6d'{'6 + C4T§)6d16 + C5r'126
+Csr16d2s + Crr16dis + Caris + Codis + Cro) = 0 (8.32)

(Dirig + Dadis + Dariedis + Daris + Dsdie + De) . = 0 (8.33)
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{ri6)py = (PYE | RE) et {dis)py = [P7¢ | RE]. La résolution des équations précédentes nous

conduit a résoudre une équation du 8-eme degré par rapport a ;.
8 E 7 E 6 E 5 E 4 E 3 Es 2 E 1 1 _
(ris + E1ris + Earis + Earig + Earis + Esris + Eeris + 77'16“*'[38)0” =0 (8.34)

C;, D; et F; sont des coeflicients réels.

L’équation 8.26 peut étre représentée sous la forme suivante:
R;PYR] = RRcP:T™

et on a:

{¢ | P1¢} = {¢ | RRsPsT™¢}

Pour la méme raison, les conditions d’existence des valeurs de ¢s, qui vérifient 1’équation

précédente, impliquent que soient satisfaites les deux équations suivantes :

(rls + Ciriadiz + Corly + Cariadly + Cirfadia + Ciriy
+Cgr1adyy + Crriadys + Cyria + Codia + Clg) pyy = 0 (8.35)

(Diris + Dydiy + Diriadia + Dyryz + Didro + Df) = 0 (8.36)

(ri2)py = (& | RPeT™E) et (di2)py = [€ | RPeT™€]. La résolution des équations précédentes
nous conduit a résoudre une équation du 8-éme degré par rapport a r1s.

So Euriy + Egrly + Birdy + Egriy + Epriy + Eg) =0 (8.37}

(rlz+ Eiris+ Eyr

C}, D; et E/ sont des coeflicients réels.
Apres les résolutions des équations 8.30 et 8.31, 8.34 et 8.37, ou peut obtenir les valeurs de

(TQG)DH-, (rIG)DH et (rIZ}DH-

R.2.2 Ewvaluation de g, g0, €t g

rd

Si ’on considere qu’un mécanisme est constitué par des liaisons rotoides, 1'équation de ferme-

ture 8.26 devient :

RIPIRITPIR: = R (8.38)
P,R;P3R.P.R;P; = R (8.39)

on peut exprimer les parametres articulaires qj, ¢s €t g3 par les équations suivantes.

a8 —Re(s}) = \/Re(s)? ~ (233(7'/1,) - Re(t})) Re(t}) (8.40)
2 @Re() — Rell)))

Les coefficients duaux r’, s} et t! sont définis par 8.29.
1 1 1 p

. 1 .
gy =~ g (RElE PIRTPEE))

(8.41)
1

) ((REIPTRITPYE) — (€ | PARITP3E)?)

COS ¢
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ol YV = {[{. PTRITP3¢] | [§, PTRITPE]}.

En effet, (RE[[6. PYRTTPEE]) et { RE|IPTRITPEE]) sont des fonctions de rog, 115 et 715,
Puisqu’on peut exprimer RYT'P£{s dans une base {£,P1£,[€, P1€]}, on a donc:

2y (PyRE| &) + za(RE [ €) + za(P1RE | €, Pi€])

zim16 + 22726 + 23/ 1 — 135 — 13 — (€ | P1€)? + 2ri6726(€ | P1€)

i

(PL RS | RITPEE)

ol 21, z2 et z3 sont les parties réelles des coordonnées duales de RTTPEE par rapport & la base

{&. P&, [5,Pi&]}.

D’autre part:

1 - ris — (P RE | RITP3)? — (€ | PYRITP%E)?
’ ¢ > * * — 26 1 (3] 1441 [
(Rells, PIRITPSL]) = \/ +2r6(P R | RITPEE) (€ | PYRITPE)

On exprime ¢¢ par:

sings = - Rer) (6, PeT* R, P1€] | R*€)
(8.42)
cosqs = Re}X) ((PsT*RyP1£|R*€) — (£ | PsT"RiP1£)%)

avec: X = {{{, PeT*R,;P€] | [, PcT R, Py¢]}.

En effet, (£, PeT"R,P1&] | R7€) et (PsT R P1£|R*€) sont des fonctions de ryg, 716 et roe.
Si I'on exprime PsT R, P£ par une combinaison linéaire de {&, PsT™¢,[£, PsT €]}, on a:

(PsT"R P& | R*E) = o (€] RE) + y5(€ | RPsT™E) + y3(E | R[E, PeT™E])

oli ¥y, yb et 4 sont les parties réelles des coordonnées de P¢T*P € par rapport a {€, P¢T™¢, £, PeT™¢]}.

8.3.3 Evaluation de g3, g4 et ¢
Le paragraphe précédent nous donne des solutions pour g1, ¢z, et gs. Les parametres g3, g4 et
gs peuvent étre exprimés en fonction de gi, ¢z, ga et T'.
Puisque :
R3P3R4P4Rs = P3RIPTRITPER;P}
oll Ra, Ry, Rs, R, R et Rs sont des rotations pures. On peut exprimer ¢a, ¢4 et g5 en utilisant

la méme méthode que dans le paragraphe précédent. On a:

gs _ —Re(v}) + \/Re?(u]) — Re(2u] — wi) Re(wj) (8.43)
’ Y .
1

avec:

56 16, [€. P}

{
[P5€ | [€.Pa))
{P3¢ | P&} - {¢ | PYRIPIRITPsREPE

(8.44)

TR UNY

uy
vl
ury
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1

Sngs = o (PIRIPTRITPIRPIE €. PaRaPac)
1 T > * 3
cosqz = m((P’zﬁR’EPTR’{TPEREPEElP3R4P4E)—(EIPE‘R’EPlRlTPERePES)Q)

(8.45)
ouY' = {[§,P3R4P4€] | [{P3R4P4f}} et RG(Y’) = 1-—(5 | P3R4P4€)2, Du(Y’) = [[5, P3R4P4E] i
€, PsR4P4E]

1

sings = —W(PSRGPGPRJPIE”‘S:P:Rnga)
(8.46)
1 5
cosqs = W({PSRGPGT*RJ’&IE)“(PXRZPEE|§)“)

ot X' = {[¢, PARIPEE] | [¢. PARIP3E]} et Re(X') = 1 - (€ | PIR{PEE)2.
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié les problemes cinématiques des mécanismes sous trois
aspects : étude des configurations singuliéres aux ordres 1 et 2, étude du rang formel d'un ensemble
de champs antisymétrique, solutions analytiques pour des mécanismes (probléme cinématiques
inverses).

De nombres problémes ouverts ne sont pas encore résolu et feront I’objet de recherches futures.

Dans la premier partie, nous avons montré que les conditions de mobilité portant sur les
dérivées d’ordre 2 sont suffisantes pour que les mécanismes plans possédent un véritable degré de
liberté, ce qui signifie plus précisément que lorsque la dérivée d’ordre 2 est dans g, les mécanismes
plans se trouvent dans une configuration réguliére, et que, sinon, le rang de la matrice jacobienne
est égale & 2 et le mécanisme plan est dans une configuration singuliére et est devenu incontrélable.

Nous avons fait une analyse des singularités pour les mécanismes & quatre-barre plans. Par
contre, I’étude de la dérivée d’ordre 2 n’est plus suffisante pour classifier les différents types de
singularités des mécanismes plans constitués de plus de quatre barres.

L’étude a 'ordre 2 de ’équation de fermeture par les méthodes précédentes ne peut convenir
a tous les mécanismes. Pour des mécanismes plus complexes, une étude plus précise reposant
sur la condition de transversalité est nécessaire. Nous avons alors appliqué cette condition de
transversalité aux mécanismes 6R paradoxaux et montrer que I’existence d'une “transversale”
unique qui coupe (ou est paralléle 4) tous les axes de déplacements est une condition nécessaire
et suffisante pour le fonctionnement régulier de ce type de mécanisme. 1l serait intéressant de
trouver tous les mécanismes 6R paradoxaux qui satisfont cette condition, ce que nous n'avons
pas pu développer.

Il existe d’autres types de mécanismes paradoxaux, les mécanismes de Bennett, qui ne peuvent
étre expliqués complétement en utilisant la theéorie de géométrie différentielle. Ce genre de mécanismes

reste toujours mystérieux et demande la recherche des solutions analytiques.

Les problémes précédents, notamment les applications en robotigue, font ressortir 'importance
des méthodes de calcul des rang de systéme de champs antisymétriques, ¢’est-a~dire des rang d’en-
semble d’éléments de Valgébre de Lie du groupe des déplacements. Lorsqu’on le traite en faisant
intervenir toutes les coordonnées de chaque élément, ce probleme est en général trés compliqué.

Dans cette thése, nous avons utilisé les propriétés de A-module et de la structure de l'algebre
de Lie qui permettent de simplifier la procédure de calcul et de calculer le rang d’un ensemble
de champs antisymétriques, en dimension 6, par des évaluations de rangs en dimension 3. La
génération des sous-algébres de Lie est étudiée de fagon dans les différents cas particuliers. Ces
cas correspondent a des mécanismes concrets. La génération des sous-groupes de Lie pourrait

etre étudiée a la suite.
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La recherche de solutions analytiques pour des mécanismes, en particulier pour des mécanismes
fermés, fait partie de la cinématique inverse et a retenu beaucoup d’attention de la part des
chercheurs depuis les années 60. Les méthodes existantes sont compliquées et la procédure de
résolution n’est pas trés claire. Par exemple, dans le cas du mécanisme 6R,, dans ces méthodes, il
faut résoudre un systéme d’'équations linéaires de dimension 16 et une équation de 16-1eme degré,
les problémes de singularités de ce systeme d’équations linéaires sont parfois inévitables.

Dans les derniers chapitres de cette thése, nous avons proposé des algorithmes sans coor-
données et plus performants pour rechercher les solutions analytiques des mécanismes, notam-
ment P'algorithme des mécanismes 6R spatiaux, pour lequel, nous avons montré que pour résoudre
le probléme inverse. il suftit de trouver les racines des deux polynomes du 8-iéme degré et d’un
polynome du 4-iéme degré, les autres équations sont écrites sous formes explicites. Nous pourrions
traiter les mécanismes 4R, SR spatiaux en tant que cas particuliers, les degrés des polynomes
seront abaissés.

Ainsi, grace a la théorie de Lie et la structure de A-module, nous avons pu réaliser des calculs
simples et sans coordonnées, ce qui permet d’éclaircir les propriétés intrinséques du mécanisme

et de résoudre le méme probléme en utilisant moins de calculs.
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Annexe A

Annexe du chapitre 4

On va étudier les sous algébres de Lie engendrées dans le cas particulier [X; | X;] = 0,

puisqu’il s’agit seulement deux cas r = rp = 2,3, de plus les éléments outre que L sont tous

une combinaison linéaire de L4 .

Al r=ra=3

Dans ce paragraphe, Lg = L, on considére d’abord, le sous-ensemble engendré du premier
ordre par X, on a: € = { X1, X,, Xa, [X1, X2, [X1, X3]. [X2, X5] }. Puisque { X1, X2, X3 }

est une base de 2 module sur A, on peut donc exprimer les crochets de Lie par:

- - ,.2 ,\3 -
23Xy + 735X + 23, X5
Al A2 - ;3

223)(1 + 223)&2 + ~23X3

{ [X1, X2)
[Xl ’ X3]
[sz X3]

(A1)

alors, on obtient la matrice Ny constituée par les partes duales des coordonnées par rapport a la

base La
213 273 2?5
Y] ~20 30
“23 ~23 "23
avec .
3 = %(—([XI‘XZ] | [X2, Xa])[X1 | [X2, Xa]] + (X1 | [X2, Xa])[ X1, Xo] [ [X2, X5
25 = ? (=([X1, X2} | [0, XD [X1 | [ X2, Xal] + (X1 | [Xa, Xa)[[X0, X} | [X01, X5]))
35 = o (—{(IX0, Xo) | X0 X)) [X0 | [ X2, Xa]] + (X | {2, XD X0, Xo] [ [N, X0]])

i
ol =l =l -

,..«

N
o
ws

li

g = %(—([Xz., Xo | X2, Xa)(X0 | [Xa, Xal] + (X1 [ (X2, Xa))(
z35 = ? (—([X2, Xa} | [X1, Xa])[ X1 | [X2, X3]] i
38 = D (—([Xa, Xa] | [X1. X)) [ X1 | [ X2, Xa]) + (X1 | [Xo. Xa])[[X2, Xa] | [X1, X2

(= ([X1, Xa] | [ X2, Xa])[ X1 | [ X2, Xa]] + (X1 | [X2, Xa])[[X1, X3] | [X2, X5]])
—([X1, Xa] | [X7. Xa)[ X1 | [Xa, Xa)] + (X1 | [ Xz, Xa])[[ X1, Xa] | [X1, Xa]])
—([X1, Xa] | (X1, Xo))[ X1 | [Xo, Xa]] 4+ (X1 | [ X2, Xa])[[ X1, Xa] | [X1, X2]))

(X9, X3! | [Xa, X
+ (X1 | [ X2, Xa])[[X2. X3] | [X1, X3]

(A.2)
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D’aprés le théoréeme 4.2, on a la proposition suivante.

Proposition A.1 Soient X;,X, et X3 € D linéairement indépendants sur A, alors:
(a) rangNy, =0 < rang€! = 3. X’ engendre une sous-algébre de Lie.
(b) rangN; =1 & rangC! = 4.
(c) rangN; =2 & rangC! = 5. €? engendre l'algébre de Lie D.
(d) rangN, =3 & rang€! = 6. €' engendre l'algébre de Lie D.

Dans le cas (b) de la proposition 4.5, ’ensemble €2 est défini par:

¢2 = {le ‘Y‘Zv X3: [Xll -’X’Z} ) {X11X3] y [Xﬂy ‘X3] bl [le [‘XI}XQ]] 3 {le [Xl,X:iH " [‘le [X27 X3]] )
{.{X’Q, [-Xl 1 Xr?]] ) [Xf.’) [‘X'l ’ ‘Y3H ) [XZy [‘X'Qy X3H ) [Xﬂa [Xl 3 X.'J]] 3 [X33 [‘Yl 3 X3E ) [-YS) [A‘Qa Xs]]}

alors, on peut exprimer les crochets de Lie par la base {X1, X2, X3} en utilisant la formule de
double crochets de Lie en remarquant [Xj; | Xi] = 0, les partes duales des coordonnées par
rapport a cetie base constituent une matrice de dimension 3 » 12:

23 233 23
~l0 ~20 30
“13 <13 <13
(X1]Xa] 0 0
0 —[Xi]Xq] 0
M, = [(X21Xa] —{X11X35] 0
(X1 1X] 0 0
(X1]X3] 0 — [X1]X]
[X2]X3] 0 — [X1]Xo]
0 [X2{X3] 0
0 0 — (X3 ]X3)
0 0 — [X2{X3]

Corollaire A.1 SirangN; = 1, rangAf; = 3, alors €* engendre la sous-algébre de Lie D.

Démonstration: D’apres le théoreme 4.2, 1l suffit de montrer lorsque rang N1 > 1, on a toujours
rang M; = 3. Puisque si rang Ny > 1, il existe au moins un {X; | X;] # 0, pour ij = 1,2,3 et
1 # 3. D’ou le corollaire. [ |

A2 r=rp=2

Les X, peuvent étre engendrés par La, zf” = 0.
On prend Ly = L. si I'on considére @' :

¢ = {X1, Xo, [X1, Xo]}
il est de dimension 3(car ([X;, X2}][X1, X2]) # 0). En effet, €' est une base de D sur A.
On a aussi:

€= {Xi, Xy [X1, Xo], (X1, [ X1, X)), [ X0, [X1, Xall}
G = (X, X, [Xy, Xo), [ Xy, (X1, Xo]], [Xo. (X1, Xa]],
X0, (X, [X0 X (X0 UG XL X)) X (X, (X0, X))
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Puisque { X3, X2, [X], X2] } est une base de © sur A, si J’on utilise la formule du double crochet
de Lie:
11X Xl
Xz, (X1, X3}

E {X1 X2 1Y — { XX X
[X1,[X2, [ X1, X2]

|

[

{X2]| X2} X1 — {X1| X2} X2

I {X1[X2} X1, Xo] (A.3)
X1, (X0 (X0, K] —{X1] X1} [X1, Xo]
Xa, [Xz, [Xy, Xo]]) —{X2|1X2} [X1, X2)

On peut obtenir la matrice des parties duales des coefficients :

Ny ( (X, (|)X2] [Xl(l)Xz] ; )

Ms = ( 0 17;3 [X1]Xa] )

Proposition A.2 Soient Xy, X, une liste ibre mazimale de X', alors:
(a) rangNi = 0 <= rang€' = 3, €' engendre la sous-algébre de Lie &,.
(b)  rangNs = 2 <= rang€® = 5. €? engendre l'algébre D.
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Annexe B

Annexe du chapitre 6

B.1 la matrice jacobienne de quatre barres

Puisque les trois équations sont définies par:

@ = ((a1R} + (az + Raaz) + asR3R) U | V) =0

Q) = —ayaa(U | Ryl7) + az03(0/2|Ralis) — 3(af + af — af —af) =0
Qp = ((alRl -+ CI.QR1R2 + G-aRz + a:;)[f l LT) =0

Les éléments de la matrice jacobiennes:

%221 = —aja4(U | [, R U]) = —ajaysingq
Q-Q—l- = azaz(U | [£,R3U1]) = azassings
dq3
6 5‘] * >
5% = —as(Ral | [€, R}U)) = agsin{gs + go)
99 _ ag(U | [6. Rsl]) = azsings
0
79% = —(RoU [ [§,a:U + aaRIU]) = ay singz + agsin(gy + g2)

i
i

o
50 L

Oqn
6&19 » 7 N
o = —(U | [¢, RjaaU]) = azsingq

= (U ][, ayRU + aa R RU]) = ay singy + azsin(g + g2)

= (RIU | [£. a2R2U}) = azsin{g; + g2}

B.2 la matrice jacobienne de cinq barres

Puisque les trois équations sont définies par:

Qi = axa3(UIR3U) ~ a1as(R3U | RyU) — ayas(U|R1U) — asas(U | R3U)

—i(ai+ai+al—-aj—a3)=0
Q! = ((Rja; + a2 + Raas + RIRI(R3as +a5))U [ U) =0
ng ((R;a3+R5R1(a1+R2a2)+a4—+—R5a5)U lU) =0
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Les éléments de la matrice jacobiennes :

8@’}- T f 7
—a_q-— = ~a1a4([/ I [£.R5R1(]) — alas(C ! R1W}
' = —ajaysin{g: + ¢5) — arassing;
o )
Fo = aaa(ReRal | (6, V) - aaas(Rsl |6, 0)
J4s
. = —ayaqsin(g; + gs) — asassin gs
993 _ U | (€, RaU
o azaz(L7 | [€, Ral])
| = asaz sings
oy )t RAR | —_
B —aa(RoU7 6 RIRSUY) — (RoU | [€, RiasU})
, = agsin(g; + g2 + ¢5) + assin(g + q2)
8@" T » *TT
6(;; = —ag(RoU [ [, RIRSU])
, = aqsinf{gy + g2 + ¢s)
80" I
B = all 16 Rall)
'p = a3singa
00y - 4 (Ruli |6, 1)) — (RaRol | [€, Riasl + asll])
a2 ) ’ ) e ’
= aysingy + aqsin(qy + gz + ¢5) + assin{g; + g2)
oQ% err
-(‘)—q]— = (RSL ! [{.a1R1U +agR1B.2U])
= a; sinig; +qs) + ay sin{qy + g2 + g3)
aQk,
835: = (R;[] J [f, alRiU -+ aleRQU -+ GSRSJ)
, = aysin{gy +¢s) + azsin(gy 4+ g2 + g5) + assings
a k]
&% _,
5%
Sl = (RIRSU | aRal))
, = assin{q; + 2 + gs)
0Q7
= s Riml)
= a3 sin g4
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Annexe C

Dérivée d’ordre 2 et la condition

de transversalité

C.1 Code de calcul MAPLE

> with(linalg):

Warning: new definition for norm

Warning: new definition for trace

#iH#

## Le programme pour calcular le crochet de Lie calcrlie(S1,52).
[32:2

> calcrlie:=proc(S1,52)

> local X,Y,el,e2,e3,04,e5,66,4;

#uun

> A := array(1 .. 6, 1 .. 6,

> [(4, 2)=e3,(3, 2)=0,(3, 6)=0,(2, 3)=0,(6,1)=e2,(1,4)=0,

> (s, 2)=0,(4, 3)=-e2,(3, 3)=0,(4, 6)=-e€5,(2, 4)=—e3,

> (6,2)=-e1,(1, 5)=e3,(5, 3)=el,(4, 4)=0,(3, 4)=e2,(5, 6)=e4,

> (2, 5)=0,(6,3)=0,(5,4)=-¢6,(1,1)=0,(4, 5)=e6,(3, 5)=-el,

> (6, 6)=0,(6, 4)=e5,(1, 6)=-e2,(2,1)=0,(5,5)=0,(1, 2)=0,(4, 1)=0,
> (3, 1)=0,(6, 5)=-84,(2, 6)=et, (2, 2)=0,(1,3)=0,(5,1)=—-e3]);
i

> X := multiply(transpose(Si),4,52);

Rt

> Y:=vector(6,[diff(X,el),diff(X,e2),diff(X,e3),diff(X,eq),diff(X,e5),
diff(X,e6)]);

> end:

> #it##

DEDIDDBDIDDDEDOOIDDDODDIDDIDIIIDIIDIIIDDIDDIDIIIDID5250ID2355500
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C.2 Description d’un systeme mécanique

> ##uR

> calconfiguration:=proc(n,CUNS)
it

> local ii,jj,kk,dzetha,etha,ksi,m,mi,m2;
Ritdn

> jj:=vector(6,[0,1,0,0,0,0]);
B

> ii:=vector(s,[1,0,0,0,0,0]);
##u#

> kk:=vector(6,[0,0,1,0,0,0]);
###4

> dzetha[1] :=vector{6,[0,0,0,1,0,0]);

> ethal1] :=vector(6,[0,0,0,0,1,0]);

> gsil1]:=vector(6,[0,0,0,0,0,11);

2352

> B{1l:=concat(ii,jj,kk, dzethal[1], etha[i], gsi[1]) ;
E.3 254

> li:=vector(6,{1);

> 12:=vector(6,[1);

> 13:=vector(6,[1);

#uRH

> for m1 from 2 to n do

> dzethalmi]:=vector(6,[1);ethalmi]:=vector(6,[1); gsilmi]:=vector(s,[1};
> od;

#Hi#E

> for m from 1 by 1 to n do
11:=add{kk,jj,CONS[m,2],-CONS[m, 3]):
dzetha[m+1] :=add(dzethalm] ,11);
12:=add(kk,ii,-CONS[m,1] ,CONS[m,3]);

ethal[m+1] :=add{ethalm],12);
13:=add(jj,ii,CONS[m,1],-CONS[m,2]);
gsilm+1]:=add(gsilm],13);

Blm +i]:=concat(ii,jj,kk,dzetha[n+1],etha{m+1],gsilm+1]);
P[m] :=multiply(B[m],inverse(Bm+1]));

A4

vV V V V VvV VvV V

>
> lprint(B{m]); print(Blm]);

> lprint(PIm]); print(P[ml);

> od;

nin

>end:

D D S PR S S P2 POSOSE S SN 2 S P PP PP SS o
> #u#e

> ##RR
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> matradjoit:=proc(n,CONS,matridtif)
> 1local i,j,k;
> for i from 1 to n do

r##n#

> for j from 1 to 6 do

#HAR

> if matridtif[i,jJ<>0 then
f;2:2:24

> if j=1 then

> AdA(il:=array(t..s8,1..6,[([1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,-q[i]l],
{o,0,1,0,qfil,0l,[0,0,0,1,0,01, [0,0,0,0,1,0],{0,0,0,0,0,1] 1);

> elif j=2 then
AdAali]:=array(i..6,1..6,[[1,0,0,0,0,49{i]],[0,1,0,0,0,0],
{o,0,1,-qli},0,01,[¢,0,0,1,0,01,[0,0,0,0,1,01,[0,0,0,0,0,1] 1);

elif j=3 then
Ada[i] :=array(1..6,1..6,[[1,0,0,0,-q[i],0],[0,1,0,q[i],0,0],
fo,0,1,0,0,03,f0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,1,0],{0,0,0,0,0,11 1);

elif j=4 then
Ada[li) :=array(1..6,1..6,[[1,0,0,0,0,0],[0,cos(q[i]),sin(q[i}),0,0,0],
{0,-sin(q[i]),cos(q[il),0,0,0],[0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,cos(qlil),
sin(q[i1)],[0,0,0,0,-sin(q[il),cos(q[i])11);

elif j=5 then
AdA(i):=array(1..6,1..6,[[cos(qlil)},0,~sin(qlil),0,0,0],[0,1,0,0,0,0],
(sin(q[1]),0,cos(qlil),0,0,0],[0,0,0,c0s(qlil),0,-sin(qli])],
[0,0,0,0,1,03,[0,0,0,sin(qfil),0,co0s(ql[i]1)] 1);

>

> elif j=6 then

>

> AdA[i):=array(1..6,1..6,[[cos(qlil),-sin(q[i}),0,0,0,01,[sin(qli]),
cos(qlil}),0,0,0,01,[0,0,1,0,0,01,[0,0,0,cos(qli]),~sin(qli]),0],
[0,0,0,8in(q[i]),cos(ql[i]),0],[0,0,0,0,0,11]1);

#itn#

> fi;

3202

> fi;

HiR#

> od;

> 1lprint(AdA[i]);print(AdA[il);

> od;

> end:

DIDO2IDDDDOIDDIDIDDDDGGIIDIDDDIFIIIIOIDISDDIDIIDIEIDIDOEIIOIOD550>
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#inH

HHH

> matradjoitprim:=proc(n,CONS,matridtifrot)
> local i,j,k,A,Mp1,Mp2,phil,phi2,phi3;
#Hu##

> for i from 1 to n do

#ud#

> AdAali]) :=array(i..6,1..6,[);

> Ali]:= array(1..6,1..6,[1);

> for j from 1 to 6 do

#utn

> if matridtif(i, j]<>0 then
#H#

> if j<=3 then

> A[il:=array(1..6,1..6,[[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,-q[i]],[0,0,1,0,q[i],0],
f0,0,0,1,0,01, [0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,1] 1);

phil:=matridtifrot[i,1];phi2:=matridtifrot[i,2];phi3:=matridtifrot[i,3];

elif j>=4 then
phii:=matridtifrot[i,4];phi2:=matridtifrot[i,5];phi3:=matridtifrot[i,6];

vV V V VvV V

v

> Aali}:=array(1..6,1..6,[[1,0,0,0,0,0],[0,cos(q[i]),sin(q[1]),0,0,0],
[0,~sin{q[i}),cos(qli]),0,0,01,[0,0,0,1,0,01,[0,0,0,0,cos(qlil),
sin(qli]}],[0,0,0,0,-sin(qlil),cos(ql[i1)1]);
> fi;
REH#
> fi;
#E#R
> if phi2<>0 then
> Mpi:=array(1..6,1..6,[[sin(phi2),-cos(phi2),0,0,0,0], [cos(phi2),sin(phi2),
0,0,0,01,[00,0,1,0,0,0],[0,0,0,sin(phi2),~cos(phi2),0],{0,0,0,cos(phi2),
sin(phi2),0],0,0,0,0,0,113);
> Mp2:=array(1..6,1..6,[[cos(phii)/sin(phi2),~cos{phi3)/sin(phi2),0,0,0,0],
[cos(phi3)/sin(phi2),cos(phil)/sin(phi2},0,0,0,0],[0,0,1,0,0,0],
[0,0,0,cos(phi1)/sin\ (phi2),-cos(phi3)/sin(phi2),0],[0,0,0,
cos(phi3)/sin{phi2),cos(phii)/sin(phi2),0],[0,0,0,0,0,111);

> AdA[i] :=multiply (Mpl,multiply(Mp2,multiply(A[i],multiply(transpose(Mp2),
transpose(Mp1)))));
> elif phi2=0 then
> Mpi:=array(i..6,1..6,[[sin(phi2),-cos(phi2),0,0,0,0], [cos(phi2),
sin(phi2), 0,0,0,03,[0,0,1,0,0,01,[0,0,0,s8in(phi2),-cos(phi2),0],
[0,0,0,cos(phi2},sin(phi2},0],[0,0,0,0,0,111);
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> AdA[i] :=multiply(Mpil,multiply(A[i],transpose(Mpi)));
> fi;

RE##

> od;

HHH#

> lprint(AdA[i]);print(AdATi]);

> od;

> end:
DODOXD2IIDDDDODIDI2DIDDIDIDDDDDIDIDDIDIBIBIDIDOIOIIID>

C.3 Dérivée d’ordre 2 de I’équation de fermeture

> mutipvec:= proc(n,CONS,matridtif)
> local i,j,k,MM,etha,dzetha,gsi;

REu

> etha := array(1..6,[0,0,0,0,1,0]);
#it

> dzetha:= array(i..6,[0,0,0,1,0,0]);
Ru##

> gsi:=array(1..6,[0,0,0,0,0,1]);
#ik#

> ii:=array(1..6,[1,0,0,0,0,0]);

fi2:2:2 4

> jj:=array(1..6,[0,1,0,0,0,0]);

#u#R

> kk:=array(1..6,[0,0,1,0,0,0]);

Rt

> p[0]:=array(:..6,1..6,[[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0],[0,0,1,0,0,0],
fo,0,0,1,0,01,[0,0,0,0,1,01,[0,0,0,0,0,111);

> MM:=array(i..6,1..6,[[1,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0],[0,0,1,0,0,03,[0,0,0,1,
0,03,[0,0,0,0,1,0],(0,0,0,0,0,111);

Ru#s

> for 1 from 1 to n do

> MM:=multiply(MM,multiply(P[i-1],adAli]));

> vi:=add(matridtif[i,1]*ii,add(matridtif[i,2]*jj,add(matridtif[i,3]*kk,
add{matridtif[i,4]*dzetha,add(matridtif[i,5]*etha,
matridtif{i,6]*gsi)))));

> v[i] :=multiply(MM,vi};

> lprint(v[il);print(v[il);

> od;

#id#

> end:

PISSSSS 2P SIIPEDIIISP IS5 2P D555 55 D55 DD PP E S e

o202

Riu#Y



214 ANNEXE C. DERIVEE D'ORDRE 2 ET LA CONDITION DE TRANSVERSALITE

> hxyvec:=proc{n,rotaxe,CONS,matridtif ,matridtifrot)
>

> local i,j,k,B,1;

###H

> calconfiguration(n,CONS);

RHi

> if rotaxe=0 then

> matradjoit(n,CONS,matridtif);

> else matradjoitprim(n,CONS,matridtifrot) f£i;

HHu#

> mutipvec(n,CONS,matridtif);

Bi#

> read ‘pbrank.m‘;

#eun#

> Btoutvec:=vector(6,[0,0,0,0,0,0]);
> Bf:= vector(6,[0,0,0,0,0,0]);

> B[1] :=vector(6,{1,0,0,0,0,01);

> B[2]:=vector(6,[0,1,0,0,0,01);

> B{3]:=vector(6,[0,0,1,0,0,0]);

> B[4] :=vector(6,[0,0,0,1,0,0]);

> B[B] :=vector(6,[0,0,0,0,1,0]};

> B[6]:=vector(6,[0,0,0,0,0,11);

-3 82

> r£[0]:=0; 1i:=0;jj:=0;x:=vector(n,[);
R###

> for i from 1 to n do

> Btoutvec:=concat(Btoutvec,v[i]);

> rnrat{Btoutvec,’r’,'d’);

> rfli]:=r;

> if rf(il>rf[i-1] then

> Bf:= concat(Bf,v[i]);ii:=ii+1;valphaliil:=v[i];

alphaliil:=i;
> else jj:=jj+1;vbethalijl:=v[il;bethaljjl:=1;
> fi;
> od;
w#4
> Bf:=delcols(Bf,i..1);
> lprint(Bf);print(Bf);
> lprint(rang(Bf));print(r);
> Btoutvec:=delcols(Btoutvec,1..1);
> Btotal:=Bf;
Ri##
> for 1 from 1 to 6 do
> if rfin] < 6 then
> Btotal:=concat{Btotal,B[i]);
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rarat(Btotal,’r’,’d’);

if r > rfln] then

rfln] := r;

else Btotal:= delcols( Btotal,r+1..r+1);
fi;

fi;

od;

#iL#

> lprint(Btotal);print(Btotal);

oz 22 03

> paracons:=vector(6,[0,0,0,0,0,0]);
Rid#

> if jj>0 then

v OV VvV VYV Y

> paracons:=linsolve(Bf,paracons);
#H##

> for i from 1 to jj do

> co[i] :=linsolve(Bf,vbethali]);

> paracons:=concat(paracons,coli]);
> od;

#in

> paracons:=delcols(paracons,i..1);
> lprint(paracons);print(paracons);
> x:=vector(n,[1);

2233

for i from 1 to ii do
x{alphalil]:=0;

for j from 1 to jj do

od;

lprint(‘x[¢,alphalil, ‘1*);print(x[alphalill);
od;

Ku#n

> £i;

##RY

> hxy:=vector(6,[0,0,0,0,0,01);
> hxx:=vector(6,[0,0,0,0,0,0]1);
> y:=vector(n, [1);

##un

> for i from 1 to n do

> x[i];

> od;

Fi3:3 22

> for k from 1 to n do

> for 1 from 1 to k do

> if k > 1 then

vV V V VvV V V V

x[alphal[il] :=x[alphalil]-paracons[i,jl*x[bethalj]];
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hxy:= add(hxy, (x[1]#y[k]l* calcrlie(v[1l],vk])));

hxx := add(hxx, (x[1]*x[k]* calcrlie(v[1],v(k]1)));

else

fi;

od;

od;

#{##

> lprint(hxy) ;print(hxy);

#u##

> lprint{hxx) ;print{hxx);

#ui

> lprint( ‘hxy exprime dans la base totale‘); print(linsolve(Btotal,hxy));
BH##

> lprint{ ‘hxx exprime dans la base totale‘); print(linsolve(Btotal, hxx));
wiH#

> end:

vV V V VWV VvV V

DODODISDDDIVIIIDIODDLODIDIIDDIIDIDDIDIDIIDIOIDIDDIIDISOIDIDODO>

C.4 Verification de la condition de transversalité

> vprop:=proc(n,rotaxe,CONS,matridtif,matridtifrot)
> local 1,k,a,b,ro;

322

> hxyvec(n,rotaxe,CONS,matridtif,matridtifrot);
3222

> for k from { to n do

> for 1 from 1 to n do
>c[1,k]:=linsolve(Btotal,calerlie(v[1l,vikl));

> od;

> od;

#R#y

> lprint(c);print(c);

#uni

> for ro from ii+l1 to 6 do

pree2:2 3

> for 1 from 1 to n do

> for a from 1 to ii do

> for b from 1 to ji do

> Mal[bethalb]l,1]:=0;
> od;

> od;

> od;

b33

> for 1 from 1 to n do

> for a from 1 to ii do
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for b from 1 to jj do
if 1l<betha[b] then
if alphalal<l then
Ma[betha[bl,1] :=Ma[betha[bl,1]}+paraconsfa,bl*c[1l,alphalall[ro];
else
fi
elif 1>=bethalb] then
if alphalal>l then
Ma[betha[bl,1]:= Ma{betha[bl,1l]}-paracons[a,bl*c[1,alphafal][ro]();
else
fi,;
fi;
od;
od;
od;
#i##

V V VWV V V V V V V V V V VYV

> for 1 from 1 to n do

> for b from 1 to jj do

> lprint(Ma,ro);print(Malbethalbl,1]);
> od;

>


http://Ma.ro
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C.5 Les vecteurs du robot DELTA

C.5.1 Un mécanisme paralléle

v[1]
o,0,00,0,1]
v[2]
{o,0,1,0,0,0]
v[3]
[ - sin(q1) r1, cos(ql) ri1, 0, 0, O, 1]
v{4]
[ - s cos(ql) sin{(qg3) -~ s sin(ql) cos(q3) - sin(qi) rt,
s cos{ql) cos(g3) -~ s sin(ql) sin(g3) + cos(qt) r1, 0, 0, 0, 1]
v[5]

[ t cos{qg4) cos(ql) cos(g3) - t cos(g4) sin(qi) sin(q3)

- t sin(q4) cos{(ql) sin(g3) - t sin(g4) sin(ql) cos(q3)
+ sini{g4) sin{gl) g2 cos{g3) + sin(g4) cosf{gl) g2 sin{g3)
+ cos(q4) sin{ql) q2 sin(q3) - cos(q4) cos(ql) q2 cos(g3),

t cos{q4) sin(ql) cos{g3) + t cos(q4) cos(ql) sin(q3)
+ t sin(q4) cos{qgl) cos{g3) - t sin(q4) sin(qi) sin{g3)
- cos(q4) sin(gql) g2 cos(g3) - cos(q4) cos(ql) g2 sin(q3)
+ sin(q4) sin{qgil) q2 sin(gq3) - sin{q4) cos(ql) q2 cos(g3),

- s cos(q4) + r1 sin{q3) sin(g4) - ril cos(g3) cos(q4d),

- sin{qg4) cos(ql) cos(q3) + sin(g4) sin(ql) sin(q3) - cos{g4) cos(ql) sin(g3)
- cos(q4) sin(ql) cos(q3),

cos(q4) cos{ql) cos(g3) - cos{g4) sin(ql) sin(g3) - sin{q4) cos(ql) sin(g3)

- sin{q4) sin(ql) cos(q3), 0
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v[86]

- sin(q5) ss cos{(q4) cos(ql) cos(g3) + sin(q5) ss cos(g4) sin(ql) sin(qg3)
+ 5in(q5) ss sin(qg4) cos(ql) sin{q3) + sin(q5) ss sin(q4) sin(ql) cos(g3)
+ t cos(qg4) cos(ql) cos(q3) - t cos{g4) sin(ql) sin{q3)
- t sin(q4) cos(ql) sin(g3) - t sin{q4) sin(ql) cos(q3)
+ sin(q4) sin(ql) g2 cos(qg3) + sin{q4) cos(ql) g2 sin{(qg3)
+ cos{q4) sin(ql) g2 sin(q3) - cos(g4) ces(ql) q2 cos(q3),

-~ sin(g5) ss cos(g4) sin(ql) cos(g3) - sin(g5) ss cos(q4) cos(ql) sin(q3)

sin(qb) ss sin(q4) cos(ql) cos(q3) + sin(g5) ss sin(q4) sin{ql) sin(q3)

+

t cos(qg4) sin(ql) cos(qg3) + t cos(q4) cos(ql) sin(q3)

+

t sin(q4) cos(ql) cos(q3) - t sin{q4) sin(ql) sin(g3)

cos(q4) sin(ql) q2 cos(q3) - cos(g4) cos(ql) q2 sin(g3)

+

sin{q4) sin(ql) q2 sin(q3) - sin(q4) cos{(ql) q2 cos(q3),

cos(q5) ss - s cos(g4) + ri1 sin(q3) sin{g4) - rl cos(g3) cos(qd),

- sin(g4) cos(ql) cos(g3) + sin(q4) sin(qi) sin(g3) - cos(q4) cos(ql) sin(q3)
- cos(q4) sin(ql) cos(q3),

cos(qd) cos(gl) cos(g3) - cos(gé) sin(qt) sin(q3) - sin(qd) cos(ql) sin(q3)
- sin(g4) sin{ql) cos(g3), 0]

v[7]

- rr cos{q5) sin(q6) cos(gq4) ces(ql) cos(g3)

+ rr cos{q5) sin(g6) cos(q4) sin(ql) sin(g3)
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+ rr cos(g5) sin(q8) sin(q4) cos(ql) sin(g3)
+ rr cos{g5) sin(q6) sin(q4) sin(ql) cos(g3)
- rr sin(gb) cos(g6) cos(q4) cos(ql) cos(g3)
+ rr sin(q5) cos(q6) cos(g4) sin{gl) sin(q3)
+ rr sin{g5) cos(g6) sin{q4) cos(ql) sin(qg3)
+ rr sin(g5) cos(q6) sin(q4) sin(ql) cos(g3)
- sin(g5) ss cos(q4) cos(ql) cos(q3) + sin(g5) ss cos(q4) sin{ql) sin(q3)
+ sin{q5) ss sin{q4) cos(ql) sin(q3) + sin(qg5) ss sin(g4) sin(ql) cos(g3)
+ t cos(q4) cos{ql) cos(g3) - t cos(g4) sin(ql) sin{q3)
- t sin(q4) cos(ql) sin(g3) - t sin(q4) sin(ql) cos(q3)
+ sin(g4) sin(ql) q2 cos{g3) + sin(q4) cos{gl) q2 sin(g3)
+ cos(g4) sin{gl) g2 sinfg3} - cos(g4) cos{gl) q2 cos(qg3),
- rr cos(qb) sin(qg6) cos(q4) sin{ql) cos(g3)
- rr cos(q5) sin(q6) cos(g4) cos{ql) sin(qg3)
- rr cos(qb) sin(qé) sin{(q4) cos{ql}) cos{q3)
+ rr cos(q5) sin(g6) sin(q4) sin(ql) sin(g3)
- rr sin(q5) cos(g6) cos(gq4) sin(ql) cos(qg3)
- rr sin(q5) cos{(g6) cos(qa) cos(ql) sin(qg3)
- rr sin(gqb) cos{(g8) sin{g4) cos(ql) cos{(q3)
+ rr sin(q5) cos(q6) sin{g4) sin{(ql) sin{(q3)
- sin(g5) ss cos(qg4) sin(ql) cos(q3) - sin(g5) =s cos(q4) cos(ql) sin(g3)

~ sin(gb) ss sin(q4) cos{ql) cos(g3) + sin(gb) ss sin(gq4) sin(ql) sin(qg3)

+

t cos{g4) sin(ql) cos(g3) + t cos{q4) cos(ql) sin{g3)
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+ t sin(qg4) cos{ql) cos(q3) - t sin(g4) sin(ql) sin(g3)
- cos(q4) sin(ql) q2 cos(g3) - cos(qd) cos(ql) q2 sin(q3)
+ sin(q4) sin(qi) q2 sin(q3) - sin(g4) cos(ql) q2 cos(q3),
- rr sin(g5) sin(g6) + rr cos(g5) cos(gB) + cos(gB) ss - s cos(qg4d)
+ r1 sin(q3) sin(q4) - r1 cos(q3) cos(g4d),
- sin{q4) cos(ql) cos(q3) + sin(g4) sin(ql) sin(q3) - cos(q4) cos(ql) sin(g3)
- cos(q4) sin(ql) cos(q3),
cos(q4) cos(ql) cos(qg3) - cos(q4) sin(ql) sin(qg3) - sin(q4) cos(ql) sin(q3)
- sin(q4) sin(q1) cos(g3), 0]

v(sl
[ - sin(qg4) cos(ql) cos{g3) + sin(qg4) sin(qi) sin(g3) - cos(g4) cos{ql) sin(q3)

- cos(qg4) sin(ql) cos(g3),
cos(q4) cos(gl) cos(q3) - cos{q4) sin(ql) sin(g3) ~ sin(q4) cos(ql) sin(q3)
- sin(qg4) sin(ql) cos(q3),

0, 0,0, 0]
rang(Bf)
Btotal
[0, 0, - sin{ql) r1, - s cos(ql) sin(g3) - s sin(ql) cos(g3) - sin(ql) ri,
t cos(q4) cos(gl) cos(q3) - t cos(g4) sin(gl) sin(g3)
- t sin(q4) cos{(ql) sin(g3) - t sin(qg4) sin(ql) cos(qg3)

+ sin(q4) sin(ql) q2 cos{(q3) + sin(q4) cos(qi) g2 sin(q3)

+ cos(g4) sin{ql) q2 sin{g3) - cos(g4) cos(ql) q2 cos(g3), 0]
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[C, 0, cos(ql) ri, s cos{ql) cos(g3) - s sin{ql) sin(q3) + cos(ql) ri,
t cos(q4) sin(ql) cos(g3) + t cos(g4) cos(ql) sin(qg3)
+ t sin(q4) cos(ql) cos(g3) - t sin(q4) sin(ql) sin(g3)
- cos(q4) sin(ql) g2 cos(q3) - cos(qg4) cos(ql) q2 sin(g3)
+ sin(q4) sin(ql) g2 sin(g3) -~ sin(q4) cos(ql) g2 cos(q3), 0]
[0, 1, 0, 0, - s cos{q4) + r1l sin(q3) sin(q4) - r1 cos(q3) cos(g4), 0]
[0, 0, 0, 0, - sin(g4) cos(ql) cos(q3) + sin(q4) sin(ql) sin(g3)
- cos(q4) cos(ql) sin(q3) - cos(qd) sin(ql) cos(q3), 1l
[0, 0, 0, 0, cos(g4) cos{ql) cos(q3) - cos(g4) sin(ql) sin(q3)
- sin(q4) cos(ql) sin(q3) - sin(q4) sin(ql) cos(q3), 0]

{1, 0, 1, 1, 0, 0]

[ )

=L 1
2 2
sin(g5) ss cos(g4) (cos(g3) + sin(q3) ) x[6] 2
ittt it - cos(qg4) (cos(q3) sin(g5) ss
r1 sin{qg3)

2 2
+ sin{(g3) sin{gb) ss + cos(qg3) rr sin(qgb) cos(gb6)

2 2
+ cos(g3) rr cos(qb) sin(g6) + sin{g3) rr cos(q5) sin(g6)

2
+ sin{(q3) rr sin(gb5) cos{(qg6)) x[7]1/(rt sin(g3))

2 2
(cos(g3) + sin(q3) } sin(q4) x[8]

rl sin{(qg3)

x[ 2 ]
- cos(q5) ss x[6]
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- (- rr sin{(gb) sin(g6) + rr cos(qb) cos(q6) + cos{qg5) ss) x[7]

xL 3 1]
2
- sin(gb) ss (- s cos(q3) cos(q4) - rl cos(g3) cos(gd) + rl sin{(g3) sin(g4)

2
~ s sin(g3) cos(g4)) x[6]/(r1 s =in(g3)) - (

2 2
- s cos(q3) sin(g5) ss cos(g4) - sin(q3) s sin(q5) ss cos(q4)

+ r1 sin(q5) ss sin(q4) sin(q3) - ri sin{q5) ss cos(qg4) cos(q3)

2
s cos(g3) rr sin(gB) cos(g8) cos(g4)

+ ri rr cos(g5) sin(q6) sin(q4) sin(q3)

2
- s cos(qg3) rr cos(gb) sin(q6) cos{qg4)

2
- sin(g3) s rr cos(g5) sin(q6) cos{(q4)

- r1 rr cos{(q5) sin(g6) cos(qg4) cos{q3)
+ ri rr sin(gb) cos(g6) sin(q4) sin(q3)
~ rl rr sin(q5) cos(q6) cos(g4) cos(q3)

2
- sin(g3) s rr sin(q5) cos(q6) cos(q4)) x[71/(r1 sin(g3) s) + (

2 2
sin(g4) s cos(g3) + sin(q4) rl cos(q3) + sin(q4) s sin(g3)

+ ri sin(q3) cos(q4)) x[8]1/(rl sin(q3) s)
x[ 4 ]

(- cos(g4) cos(g3) + sin(g4) sin(q3)) sin(g5) ss x[6]
------------- _— - S

s sin(q3)

rr cos(gB) sin(g6) sin(g4) sin(q3) - rr sin{(qb) cos(q6) cos(g4) cos(qg3)
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+ rr sin(qb) cos(q6) sin(q4) sin(g3) ~ rr cos(g5) sin(q6) cos(qd) cos(q3)
- sin{g5) ss cos(qd) cos(q3) + sin(q5) ss sin(g4) sin(q3)) x[7]/
(sin(g4) cos(g3) + sin(q3) cos(g4)) x[8]

(sin(g3) 8) = —~——-—mmm—mmm
sin{q3) s

x[L 5 1]
- x[6]1 - x[7]
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Annexe D

Programme de produit intérieur
dual

with(linalg):

Warn:ing: new definition for norm

Warning: new definition for trace

#cslcule (conjuque({X|[Y,Z1}>«{UllY,2]1})

produitmixte:=proc(X,Y,Z,U)

tueta:=array(i..3,1..3); d:=array(1..3,1..3);

24024

dsin:=proc(X,Y) sin{theta[X,¥])+ epsilon*d[X,Y] *cos(thetalX,Y] ) end;

RuBH

conjdsin:=proc(X,Y) sin(thetalX,¥Y]) - epsilon*d[X,Y] *cos(thetalX,Y] ) end;
fr2:3:3-9

dcos:=proc(X,Y) cos(thetal[X,¥])~ epsilon*d[X,Y] *sin(thetalX,Y] ) end;
#it##

conjdcos:=proc(X,Y) cos(thetalX,Y]) + epsilon*d[X,Y] *sin(thetalX,Y] ) end;
#udH

prdmixt:=(dsin(Y,Z))**2#conjdcos(X,U) - conjdcos(X,¥)*(dcos(Y,U)
-dcos(Z,U)*dcos(Y,2)) ~conjdcos(X,Z)*(dcos(Z,U)-dcos(Y,Z)*dcos(Y,U));

##R4

prdmixtsimplify := simplify(prdmixt);
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22243

prdmixtsimplifyreel:=(coeff(prdmixtsimplify, epsilon, 0));
#uR#

coeff (prdmixtsimplify, epsilon, 1);

F:2:2:2:2

#(prdmixtsimplifyreel + epsilon*prdmixtsimplifydual);
n#R#

#ERY

end;



Annexe E

Annexe du chapitre 7 — Calculs
de mécanismes 4-barre spatiaux

with(linalg):

Warning: new definition for norm

Warning: new definition for trace

forminitiaux:=proc(n)

## n , nombre de parametre articulaire.

##definition des rotations R[i]

for i from 1 ton do

R[i]:=matrix(3,3,[1);

RR[i] :=matrix(3,3,[[cos(ql[il) , -sin{qlil),0],[sin(qlil), cos(qlil),0],[0,0,111);
PLi):=matrix(3,3,[[1,0,0],[0,taulil, -sigma[i]], [0,sigmali], taulilll);
R[i]:=multiply(RR[i],P[i]);

lprint(R{1]); print(R[i]);

od;

for i from 1 to n do

xil[i] :=vector(3,{0,0,1]); pli} := vector(3, [alil,0,d[ill);
lprint(plil); print(plil);

od;

end:

#i#Generations des equations lineaires
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equlineaire:=proc(n)

for i from 1 to n do

R[i]:=matrix(3,3,[1);

RR{i]:=matrix(3,3,[[cos(qlil) , -sin(q{il},0],[sin{qlil), cos(qlil},01,[0,0,111);
P[i]:=matrix(3,3,[[1,0,0],[0,taulil, -sigmalill,[0,sigmali], taulil]]);
R[i):=multiply(RR{i],P[i]);

lprint(R[il); print(R[il);

od;

for i from 1 to n do

xifi] :=vector(3,[0,0,11); plil := vector(3, (alil,0,01};
pli]l:=add(d[il*multiply(transpose(P[il), xil[il), plil);
lprint{p{il); print(plil);

od;

M:=matrix(2,3,[[1,0,0],[0,1.0],00,0,111); pp:=vector(3,{0,0,0]);
if n > 4 then

for i from 5 to n do

M:=multiply(transpese(R[i]),M);

pp := add(pp ,multiply(M,pli] });

od;

else ; M:=matrix(3,3,[[1,0,0],[0,1,01,(0,0,111); pp:=-pl4];

fi;

lprint(M); print(M);

## ler equation lineaire

LL{1]:=simplify(dotprod (multiply(R[1],xi[2]) ,multiply(M,multiply(transpose
(P4]),xi[4]))) - dotprod(xi[2], multiply(P[2],multiply(R[3],xi[41))));

L[1] :=coeff(expand(LL[1]),epsilon,0); LL[1]:= coeff(expand(LL[1]),epsilon,1);

## 2eme equation lineaire



LL[2] :=simplify(dotprod(multiply{transpose(P[2]),xi[2]1),multiply(R[3],p[3]1))
~ dotprod(multiply(R[1],xi[2]), multiply(M,pp)));

L[2] :=coeff(expand(LL[2]),epsilon,0); LL[2]:=coeff (expand(LL[2]),epsilon,1);
## 3eme equation lineaire

LL[3] := simplify(dotprod(pl2], multiply(R[3],xi[4])) +dotprod(multiply(
R{1]1,pl1]), multiply(M,multiply(transpose(P[4]) ,xi[4]))));

L[3] :=coeff (expand (LL[{3]),epsilon,0); LL[3]:= coeff(expand(LL[3]),epsilon,1);
### 4eme equation lineaire

LL[4] :=simplify( dotprod{multiply((R[1]),pl1]), multiply(M,pp)) + dotprod
(pl2], multiply(R[3],p[3])));

L[4] :=coeff (expand(LL[4]),epsilon,0); LL[4]:= coeff(expand(LL[4]),epsilon,1);
####les parties droites des equations r
r:=vector(4,[]); UU:=vector(4,[1); rr:=vector(4,[]);

(1] :=-simplify(coeff(coeff(coerf(coeff(expand(L[1]),sin(q[1]1),0),c0s(ql1])
,0),51n(q31),0),c0s(ql31),0));

rr[1] :=-simplify( coeff(coeff(coeff(coeff(expand(LLI1]),sin(q[1]),0},
cos(ql11),0),sin(qf3]),0),c0s(ql31),0));

#in

r[2] := coeff({expand(-dotprod(xi[2],multiply(P[2],p[2]))-dotprod(xil2],
pl[11))),epsilon,0)~-simplify( coeff(coeff(coeff (coetf{expand(L[2]),
sin(ql1]),0),cos(qf1]),0),sin(q3]),0),cos(ql31),0));

rr[2] :=coeff((expand(-dotprod(xil2],p[2])-dotprod(xi[2],p[1]))),epsilon,1)
-simplify(coeff(coeff (coeff(coeff (expand(LLI2]),sin(q[11),0),cos(ql1]),0),
sin{q[3]),0),c0s(ql31),0));

#itn

r{3]:= coeff((expand(dotprod(pp,multiply(M,multiply(transpose(P[4]),xi[41)))
-dotprod(p[3],xil4]))),epsilon,0) -simplify( coeff(coeff(coeff(coeff(
expand(L[3]),sin(q[1]),0),c0s(q[1]),0),sin(ql3]),0),cos(ql3]),0));

rr[3]:= coeff((expand(dotprod(pp, multiply(M,xi[4]))-dotprod{p[3],xif4]1))),
epsilon,1) —simplify(coeff(coeff (coeff(coeft(expand(LL(3]),sin{ql1]},07,
cos(ql1]),0),s1n(ql3]),0),cos(ql3]},0));

#in#
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r[4] :=coeff ((expand(1/2*(dotprod(pp,pp) +dotprod(pl1],pl[1])-dotprod(pl2],
pl2])- dotprod(pl3],pl3]1)))),epsilon,0)~simplify(coeff (coeff (coetff (coefsf
(expand(L[4]),sin(q[1]1},0),cos(ql1]),0),sin(q[3]),0),cos(ql31),0));

rr[4] :=coeff ((expand(1/2*(dotprod(pp,pp) +dotprod(pl1l,pl1])-dotprod(pl2],
pl2])- dotprod(p[3],pl3])))),epsilon,1)-simplify(coeff (coeff(coeff(coeff
(expand(LL[4]),sin(q[1]),0),cos(ql11),0),sin(q[3]),0),cos(ql3]),0)};

## construction de la matrice des coefficients par rapport aux sin{gqf1])
## et cos(ql1l),
sin(q[3]), cos(ql3l)

ML:=matrix(4,4,[]);MLL:=matrix{4,4,[]);
ML[1,1]):=simplify( coeff(expand(L[1]),sin{q[1]),1));
MLL[1,1]:=simplify( coeff(expand(LL{1]),sin(ql1]),1));
ML[1,2] :=simplify( coeff(expand(L[1]),cos{ql1]1),1));
MLL[1,2]):=simplify( coeff(expand(LL[1]),cos(ql1]),1));
ML{1,3]):=simplify( coeff(expand(L[1]),sin{ql3]),1));
MLL[1,3] :=simplify( coeff(expand(LL[1]),sin(ql3]1),1));
ML[1,4] :=simplify( coeff(expand(L{1]),cos(ql3]),1));
MLL[1,4]) :=simplify( coeff(expand(LL{1]),cos(ql3]),1));
KL[2,1]:=simplify( coeff(expand(L[2]),sin(q[11),1));
MLL[2,1]) :=simplify( coeff(expand(LL[2]),sin(q[1]),1));
ML[2,2]) :=simplify( coeff(expand(L[2]),cos{ql1]),1));
MLL[2,2] :=simplify( coeff{expand(LL[2]),cos(q[1]),1));
ML[2,3]:=simplify( coeff(expand(L[2]),sin(ql3]),1));
MLL[2,3] :=simplify( coeff(expand(LL[2]),sin(q[3]1),1));
ML[2,4] :=simplify( coeff(expand(L[2]),cos(q[3]1),1));
MLL[2,4] :=simplify( coeff (expand(LL[2]),cos(q[3]),1));
ML[3,1]:=simplify( coeff(expand(L[3]),sin(q[1]),1));
MLL[3,1] :=simplify( coeff(expand(LL[3]),sin(ql1]),1));
ML[3,2]:=simplify( coeff(expand(L[3]),cos{ql1]1),1));

MLL[3,2] :=simplify( coeff(expand(LL[3]),cos(ql1]1),1));
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ML[3,3]:=simplify( coeff(expand(L[3]),sin(ql3]),1));
MLL{3,3] :=simplify( coeff(expand(LL{3]),sin{q{3]),1));
ML[3,4] :=simplify( coeff(expand(L[3]),cos(ql3]),1));
MLL[3,4] :=simplify( coeff(expand(LL[3]),cos(q[3]1),1));
ML[4,1]:=simplify( coeff(expand(L[4]),sin(q[1]),1));
MLL[4,1]:=simplify( coeff(expand(LL[4]),sin(g(1]),1));
ML[4,2] :=simplify( coeff(expand(L[4]),cos(ql1]),1));
MLL[4,2] :=simplify( coeff(expand(LL[4]),cos(q[1]),1));
MLT4,2] i=simplify{ coeff(expand{LI4]),5in{ql3]},1));
MLL[4,3] :=simplify( coeff(expand(LL[4]),sin(q[3]1),1));
ML[4,4] :=simplify( coeff{expand(L[4]),cos{q[3]),1));
MLL(4,4] :=simplify( coeff(expand(LL[4]),cos(q[3]1),1));
lprint(ML); print(ML);

lprint(r);print(r);

lprint(MLL); print(MLL);

lprint(rr);print(rr);

#u

U:=linsolve(ML,r};

lprint(sin(ql1])); print{factor(simplify(U[1])});
lprint{cos{q[1])); print(factor(simplify(U[2])));
lprint(sin(ql3])); print(factor(simplify(U[3])));
lprint{(cos(q3])); print(factor(simplify(U[4]))};

end:



