N
N

N

HAL

open science

Amorcage et propagation de fissures dans les milieux
ductiles non locaux
Sylvia Feld-Payet

» To cite this version:

Sylvia Feld-Payet. Amorcage et propagation de fissures dans les milieux ductiles non locaux. Matéri-
aux. Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris, 2010. Francais. NNT : 2010ENMP0035 . pastel-

00583011

HAL 1Id: pastel-00583011
https://pastel.hal.science/pastel-00583011

Submitted on 4 Apr 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://pastel.hal.science/pastel-00583011
https://hal.archives-ouvertes.fr

) /-
ParisTech =

PARIS INSTITUTE OF TECHNOLOGY MINES
lech

Ecole doctorale n°432 :
Sciences des Métiers de I'lngénieur

Doctorat ParisTech

THESE

pour obtenir le grade de docteur délivré par

I’Ecole nationale supérieure des mines de Paris

Spécialité « Science et génie des matériaux »

présentée et soutenue publiquement par

Sylvia FELD-PAYET
le 04 novembre 2010

Amorcgage et propagation de fissures

dans les milieux ductiles non locaux

Directeur de thése : Jacques BESSON
Co-encadrement de la thése : Frédéric FEYEL

Jury

M. Jacques BESSON, Directeur de recherche CNRS, Mines ParisTech Directeur de thése
M. Frédéric FEYEL, Professeur associé a I'Ecole Polytechnique Co-directeur de thése
M. Eric LORENTZ, Ingénieur de recherche, LaMSID, EDF R&D Rapporteur
M. Nicolas MOES, Professeur, GeM, Ecole Centrale Nantes Rapporteur
M. Ron PEERLINGS, Associate Professor, Materials Technology Institute, TU Eindhoven Examinateur
M. Vincent CHIARUTTINI, Ingénieur de recherche, DMSM/CEMN, ONERA Chétillon Examinateur
M. Michel CORET, Maitre de conférence, MSE, INSA Lyon Président du jury

MINES ParisTech
Centre des Matériaux
B.P. 87, 91003 Evry, France






INSTITUT DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES

PARIS INSTITUTE OF TECHNOLOGY THE FRENCH AEROSPACE LAB MINES

Tech
~ Ecole doctorale n°432 :
Sciences des Métiers de I'lngénieur
Doctorat ParisTech
THESE
pour obtenir le grade de docteur délivré par
I’Ecole nationale supérieure des mines de Paris
Spécialité « Science et génie des matériaux »
présentée et soutenue publiquement par
Sylvia FELD-PAYET
le 04 novembre 2010
Amorcgage et propagation de fissures
dans les milieux ductiles non locaux
Directeur de thése : Jacques BESSON
Co-encadrement de la thése : Frédéric FEYEL
Jury
M. Jacques BESSON, Directeur de recherche CNRS, Mines ParisTech Directeur de thése
M. Frédéric FEYEL, Professeur associé a I'Ecole Polytechnique Co-directeur de these
M. Eric LORENTZ, Ingénieur de recherche, LaMSID, EDF R&D Rapporteur
M. Nicolas MOES, Professeur, GeM, Ecole Centrale Nantes Rapporteur
M. Ron PEERLINGS, Associate Professor, Materials Technology Institute, TU Eindhoven Examinateur
M. Vincent CHIARUTTINI, Ingénieur de recherche, DMSM/CEMN, ONERA Chaétillon Examinateur
M. Michel CORET, Maitre de conférence, MSE, INSA Lyon Président du jury
ONERA Chaétillon MINES ParisTech
B.P. 72, 29 avenue de la Division Leclerc Centre des Matériaux

92322 Chaétillon cedex, France B.P. 87, 91003 Evry, France

Parislech ONERA ///j

I =

m 0 m






Mes premiers remerciements vont aux membres du jury pour avoir participé activement
a ma soutenance. Je remercie en particulier Messieurs Lorentz et Moés pour avoir accepté la
lourde tache de rapporteurs.

Je tiens a remercier évidemment Jacques et Frédéric pour m’avoir fait confiance en me
confiant ce sujet si riche. Je les remercie pour leur encadrement efficace et aussi pour leur
soutien moral. Cela a été un vrai plaisir de travailler avec eux.

Je remercie Vincent pour son aide indispensable, en particulier lors de ma derniére an-
née. J'en profite également pour étendre ces remerciements & tous les membres de ’équipe
numérique a qui j’ai da faire appel & un moment ou & un autre, et qui m’ont si gentillement
aidée.

J’ai eu plaisir & cotoyer des gens formidables, aussi bien sur le plan intellectuel quhumain,
dans I'équipe CEMN.Une mention spéciale pour Guylaine qui a été un trés bon professeur
d’aquarelle.

Merci & mes colléegues de la danse pour avoir permis & notre atelier de fonctionner jusqu’au
bout.

Je remercie toutes les personnes pour leur présence ou leurs encouragements lors de ma
soutenance.

Je tiens bien sir a remercier ma famille qui m’a encouragée durant toutes ces années.

Enfin, je terminerai par remercier mon merveilleux mari, Nicolas, de m’avoir soutenue mais
aussi supportée inconditionnellement.






Table des matiéres

Notations
Introduction
1 Simulation de ’endommagement ductile
1.1 Description ducastest . . . . . . . . . . .. ...
1.1.1  Choix du modéle de comportement . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.2 Choix de la structure . . . . . . . . . .. ...
1.2 Formulation classique . . . . . . . . . . ... L
1.2.1 Les équations . . . . . . . . . . e
1.2.2 Formulation faible . . . . . . . ... ... ... ..
1.3 Probléme de localisation . . . . . . . . ... ...
1.3.1 Description et illustration du probléme . . . . . . . . .. ... ... ...
1.3.2 Les limiteurs de localisation spatiaux . . . . . .. . .. ... ... ....
1.3.3 Formulation a gradient implicite . . . . . .. .. ..o
1.3.4 Adaptationdelaloi . . .. .. ... .. ... o
1.3.5 Reésultats intermédiaires . . . . . . . .. ... oL
1.4 Probléme de verrouillage volumique . . . . . . . . .. ...
1.4.1 Description et illustration du probléme . . . . . . . . . . ... ... ...
1.4.2  Solutions possibles . . . . . . ..o
1.4.3 Formulation mixte a trois champs . . . . . .. .. ... ... ...
1.4.4 Reésultats intermédiaires . . . . . . . .. ..o
1.5 Solution commune : une formulation mixte non locale . . . . . ... ... ...
1.5.1 Nouvelles équations . . . . . . . . . ... L
1.5.2 Formulation faible . . . . . . . ... .. ... .. ... ... ... ...
1.5.3 Discrétisation spatiale . . . . . .. . ..o Lo
1.5.4 Reéactions élémentaires . . . . . . . . . ..o
1.5.5 Résolution incrémentale . . . . . . . .. ..o
1.5.6 Reésultats . . . . . . ..
1.6 Conclusion . . . . . . . . . . e
2 Optimisation du compromis précision/coit
2.1 Les méthodes d’adaptivité . . . . . . . . . . ..o
2.1.1 Les méthodes possibles . . . . . . . . ... ..o
2.1.2 Meéthode retenue et outils nécessaires . . . . . . . .. ... ... L.
2.2  FEstimateurs d’erreur d’approximation a posteriori . . . . . . . . . . .. ... ..

3

9

15
15
15
17
18
18
19
19
19
21
25
26
27
28
28
30
33
35
36
36
37
37
39
40
43
43

47

48



TABLE DES MATIERES

2.2.1 Introduction. . . . . . . . . 50
2.2.2 Indicateurs d’erreur globale . . . . . ... ..o 50
2.2.3 Estimateurs d’erreur locale . . . . . . .. ... ... L. 56
2.2.4 Choix d'une méthode . . . . . . . . ... o a7
2.2.5 Estimateur basé sur la méthode ZZ2 . . . . . .. ... ... ... ... 58
2.2.6 Exemple d’application . . . . . . ... ..o 63
2.3 Critéres deremaillage . . . . . . . L. L L 65
2.3.1 Critereglobal . . . . . . .. 65
2.3.2 Critérelocal . . . . . . . . L 65
2.3.3 Choix d'un critére local . . . . . . . ..o 72
2.4 Utilisation de la carte de taille par YAMS-GHS3D . . . .. ... ... .. ... 73
2.4.1 Calcul des valeurs aux nceuds . . . . . .. ..o 73
2.4.2 Intersection des mesures . . . . . . . . .. ... 73
2.4.3 Création d’'un nouveau maillage . . . . . . ... ... ... L. 73
2.4.4 Exemple d’application . . . . .. ... o o 74
2.5 Transfert de champ . . . . . .. ... oL 75
2.5.1 Principe . . . . . . 75
2.5.2 Transfert des données aux noeuds . . . . . . .. ... 75
2.5.3 Transfert des données aux points de Gauss. . . . . . . . .. .. .. ... 76
2.5.4  Choix d’un opérateur de transfert . . . . . . . .. ... ... ... .. 78
2.5.5 Exemple d’application pour le transfert . . . . . .. . ... .. .. ... 79
2.5.6 Reééquilibrage . . . . . .. Lo 81
2.6 Mise en ceuvre de la procédure . . . . . ... 82
2.6.1 Evaluation de 'impact du transfert de champs . . . . .. ... .. ... 82
2.6.2 Tests sur une éprouvette a deux encoches . . . . . . . . ... ... ... 84
2.7 Conclusion . . . . . . . . .. 90
Amorgage et propagation de fissures 91
3.1 Amorcage et propagation dans la littérature . . . . . . . ... .00 L. 91
3.1.1 Modélisation des discontinuités . . . . . . . .. . ... 91
3.1.2  Critéres pour la propagation . . . . . . . . .. .. ... 93
3.2 Approche proposée . . . . ... e 94
3.2.1 Positionnement de cette étude . . . . . . . ... 94
3.2.2 Discrétisation simplifiée du chemin de fissure . . . . . ... .. .. ... 95
3.2.3 Critére pour lorientation . . . . . . ... ... ... L. 97
3.2.4 Présentation de I'algorithme . . . . . . . . .. ... o000 101
3.3 Amorcage : construction d’un front initial . . . . .. ..ol 104
3.3.1 Principe . . . . . .. 104
3.3.2 Distinction des zones d’'influence . . . . . .. .00 0L 104
3.3.3 Détermination d’un point du front initial . . . . .. ... ... .. ... 105
3.3.4 Recherche de plusieurs candidats . . . . . . .. ... ... ... ... 107
3.3.5  Choix du front initial . . . . . . . ..o 108
3.4 Construction de la géométrie de la fissure . . . . . . .. ... ... .. ... .. 109
341 Miseajourdufront . .. .. .. . Lo 109
3.4.2 Mise en place des plans d’évaluation . . . . .. ... ... ... ... .. 110
343 MTridesangles . . . . . . . . . L 110
3.4.4 Sélection des directions . . . . . ... 111



TABLE DES MATIERES

3.4.5 Validation . . . . . .. L
3.4.6 Moyenne aux noeuds . . . . ...l
3.5 Imsertion . . . . . . oL e e e
3.5.1 Quand? . ...
3.5.2  Critére d'insertion . . . . . . ..o
3.5.3 Intersection de maillages . . . . . . . .. ... L oL oL
3.5.4 Création d’un nouvelle carte de taille de maille . . . . . . . .. .. ...
3.5.5 Duplication des nceuds des levres . . . . . .. .. .. Lo oL
3.5.6 Transfert des champs . . . . . . . . . ... ...
3.5.7 Détection de nouveaux front aprés remaillage . . . . . .. ... .. ...
3.6 Description du critere CSGEL . . . . . . . . . ... ... ...
3.6.1 Division du plan et moyennage des données . . . . . ... ... .. ...
3.6.2 Elimination des données non significatives . . . . . . . . ... ... ...
3.6.3 Construction de points d’évaluation . . . .. .. ... ... ... ...,
3.6.4 Choix des rayons d’évaluation . . . . . . . .. .. ... L.
3.6.5 Multiplication des plans . . . . . . . ... o Lo
3.6.6 Interpolation des données . . . . . . .. . .. ... ...
3.6.7 De l'importance du maillage auxiliaire . . . . .. ... ... ... ..
3.7 Mise en eUVIe . . . . . .o e e e e
3.7.1 Choix des paramétres . . . . . . . . ... L.
3.72 Endimension deux . . . . . ... ..o
3.7.3 Endimension trois . . . . . .. ... Lo
3.8 Conclusion et perpectives . . . . . . . . ..o

Conclusion

Annexes

A Intégration temporelle des équations du comportement
A1 Principe . . . . ..
A2 Loi élasto-plastique endommageable . . . . . .. .. ..o
A.3 Loi élasto-visco-plastique endommageable . . . . . . .. ... ...

B Extensions possibles pour le maillage auxiliaire
B.1 Construction d’un front courbe . . . . . . ... ...

Bibliographie

120
120
122

140

141
142
142
143

147
148

149



TABLE DES MATIERES
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° vecteur

. tenseur d’ordre 2

. tenseur d’ordre 4

; produit contracté de tenseurs

\Y% opérateur gradient

v partie symétrique de 'opérateur gradient
(¢)T  transposée

Tr(e) trace

u vecteur déplacement

€ tenseur des déformations linéarisées

g tenseur des contraintes de Cauchy

I tenseur identité d’ordre 2
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b, vecteur des forces volumiques

Ty effort surfacique imposé

w, déplacement imposé

n normale extérieure

Q corps solide

082 frontiére de Q2 ou les efforts sont imposés
0,2 frontiére de Q ou les déplacements sont imposés
Tint ensemble de toutes les interfaces séparant les sous-domaines de )






Introduction

Contexte

La plupart des structures exposées a des chargements sévéres ou répétés finissent par se
dégrader. Lors de la phase de conception et de dimensionnement, I'un des enjeux consiste a
permettre a ces structures de résister & toutes les sollicitations auxquelles elles sont soumises,
tout en augmentant leur efficacité (réduction de poids, usage a chargement ou température
supérieur,...). Mais il ne suffit pas de s’assurer que le domaine de travail nominal de ces struc-
tures reste en deca du chargement maximal admissible, et donc de 'apparition de phénoménes
d’endommagement prononcés. Il est également nécessaire de pouvoir se prononcer sur la tenue
de la structure sous chargement accidentel voire catastrophique.

Il est possible de caractériser la rupture par 'importance des déformations irréversibles
qui 'ont précédée et donc la quantité d’énergie absorbée. La rupture peut étre qualifiée de
ductile lorsqu’elle est associée a des déformations plastiques importantes ou fragile lorsqu’il
n'y a que peu de déformations résiduelles. Par exemple, la plupart des métaux s’endommagent
a température ambiante de maniére ductile, alors que le verre a lui un comportement fragile.
Dans le domaine de I'ingénierie, un comportement ductile est souvent préférable, car il permet
a la structure de subir d'importantes déformations, correspondant a une quantité d’énergie
absorbée importante, avant de céder. Il est ainsi possible d’anticiper la ruine compléte de la
structure. Il est également envisageable de modifier le comportement d’un matériau a l’origine
fragile pour le rendre plus résistant, par exemple en renforcant un béton & I'aide de fibres.

Au niveau microscopique, la rupture ductile est due & la nucléation, la croissance et la
coalescence de micro-cavités. Ces micro-vides peuvent étre causés par une décohésion au niveau
d’une interface ou par la rupture d’une inclusion. Leur croissance est favorisée par un état de
contrainte sphérique positive. Lorsque les ligaments entre les cavités cédent, les micro-fissures
coalescent pour former une macro-fissure.

Les approches pour la modélisation numérique de la rupture

La simulation numérique du processus de rupture constitue un outil intéressant pour pré-
dire le comportement de la structure, en particulier dans les situations industrielles ot il n’est
pas envisageable de procéder par expérimentation & 1’échelle réelle. C’est par exemple le cas
pour la rupture ductile de pipelines, ol les fissures peuvent se propager sur plusieurs centaines
de métres, ou de la déchirure ductile d’un fuselage d’avion. C’est un domaine de recherche
trés actif depuis 50 ans.



10 INTRODUCTION

Les approches globales

La propagation de fissures a d’abord été abordée par des approches dites globales. Ce
premier type d’approche repose essentiellement sur le développement de la mécanique linéaire
de la rupture, utilisant le taux d’énergie libérée par accroissement de la fissure G. C’est une
approche qui peut convenir lorsque la taille de la zone plastique est trés petite par rapport a
la taille de la structure car, dans ce cas, le comportement global de la structure reste linéaire.
Par contre, dans le cas ou la zone plastique est relativement étendue, le comportement global
devient non linéaire, et une modélisation par la mécanique non linéaire de la rupture, utilisant
I'intégrale de Rice (voir [213]) par exemple, se révele plus appropriée. L’approche globale
est extrément utile et maintenant trés répandue dans le cadre d’applications industrielles.
Cependant, elle n’est pas entiérement satisfaisante car elle dépend fortement de la géométrie
de I'éprouvette et ne s’appuie pas sur 1’état dégradation de la microstructure.

Les approches locales

C’est ce qui a motivé le développement d’approches dites locales, fondées elles sur une
description plus physique de la rupture (voir les travaux de Pineau [208], [209] et Berdin et
al. [38]). Les phénomeénes non linéaires qui peuvent se produire lors du processus de rupture
ductile sont alors modélisés sur une surface (modeéles de zones cohésives) ou dans un volume
(mécanique de 'endommagement continu). Dans le cas de zones d’endommagement étendues,
la mécanique de 'endommagement continu semble la méthode la plus appropriée. Des mo-
déles micromécaniques ou des modéles phénoménologiques sont alors utilisés pour fournir une
description continue de ’endommagement.

Les modéles micromécaniques reposent sur une analyse de la microstructure et proposent
des équations semi-empiriques pour décrire les trois étapes principales de I'endommagement
ductile, nucléation, croissance et coalescence des cavités (Mc Clintock [61], Rice et Tracey
[214], Gurson [118], Tvergaard et Needleman [247]). Les modéles phénoménologiques reposent
quant a eux sur des considérations macroscopiques. Dans le cas le plus simple, 'endomma-
gement est représenté par une variable scalaire variant entre 0 et 1, permettant de mesurer
la perte de rigidité du matériau au travers d’un volume élémentaire représentatif (le maté-
riau étant sain pour un endommagement nul). Tls s’appuient sur les concepts introduits par
Kachanov [134] puis Rabotnov [211]. Les références suivantes en donnent des représentations
relativement exhaustives et générales d’apres [39] : [128], [54], [176], [139], [153], [55], [152]
et [230]. L’avantage de ce type de modeéle est qu’il s’incrit dans un cadre thermodynamique
bien défini (voir [109]), du moins pour la nucléation. En revanche, seul le modeéle de Rousselier
(|217], [218]) et les modéles micromécaniques permettent de représenter la croissance de vides
en prenant en compte le changement de volume relatif aux déformations plastiques.

L’identification et la détermination des parameétres micromécaniques utilisés par ces mo-
deles nécessitent alors de coupler expérimentation et simulation numérique. Au niveau expéri-
mental, le développement de la tomographie 3D par rayons X (voir les travaux de Maire et al.
[161] et Morgeneyer et al. [173]) permet d’effectuer des mesures au niveau microstructural por-
tant notamment sur la forme des micro-cavités, leur fraction volumique,... Pour les modeéles
phénoménologiques, il est également intéressant de mesurer la variation du comportement
mécanique, par exemple en termes de module d’élasticité apparent ([151]).

Cependant, ce type de description continue n’est valable que jusqu’a amorcage de la fis-
sure. A ce moment, pour un modéle continu, la rupture se traduit par le fait que pour toute
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déformation la contrainte doit étre nulle. Cela signifie que des déformations importantes, as-
sociées a des déplacements continus, peuvent apparaitre 14 ot expérimentalement une fissure
est observée avec des déplacements discontinus au niveau des lévres. Cette modélisation n’est
donc plus satisfaisante du point de vue cinématique.

Transition endommagement-rupture

Les modeles continus et discontinus ne sont donc pas suffisants pour décrire entiérement
les processus d’endommagement, d’initiation et de propagation de fissure. Les limites de ces
deux approches peuvent étre surmontées en les combinant. Autrement dit, le milieu doit
d’abord étre modélisé comme un milieu continu dans lequel 'endommagement est décrit a
I’échelle macroscopique comme le résultat de la dégradation physique du matériau a 1’échelle
microscopique. Puis, dans un second temps, une discontinuité représentant une fissure issue
de la coalescence des micro-vides doit étre introduite.

Il n’existe & ce jour que peu de travaux effectués dans ce sens. Ceci peut s’expliquer
par le fait qu’avant de pouvoir associer les deux descriptions, il faut déja étre en mesure de
surmonter les problémes numériques associés a la modélisation de 'endommagement ductile
avec la mécanique de ’endommagement continue. Ces problémes sont désormais bien connus
et un certains nombre de solutions ont déja été proposées. Par exemple, de nouveaux modéles
introduisant une longueur interne caractéristique ont été développés pour résoudre le probléme
de dépendance au maillage. Ce dernier résulte de I'utilisation de la méthode des éléments finis
avec des modeéles d’endommagement adoucissants classiques, c¢’est-a-dire respectant :

le principe de I’état local, qui considére que le comportement en un point M ne dépend
que des variables définies en ce point, et non pas du voisinage ;
le principe de simplicité matérielle, qui suppose que seul intervient dans les équations
de comportement le premier gradient de la transformation ;
le principe d’objectivité, qui traduit I'indépendance de la loi de comportement vis-a-vis
de 'observateur, et qui implique que le temps ne peut pas intervenir explicitement dans
les relations de comportement.
Ce probléme est illustré sur la figure 1, ou la dépendance au maillage se traduit par I’obtention
de réponses force-CMOD (Crack Mouth Opening Displacement) différentes suivant la taille
de maille choisie pour la simulation numérique. Les nouveaux modéles & longueur interne
développés pour résoudre ce probléme ne respectent que le principe d’objectivité, et pas les
deux premiers points.

Par ailleurs, en présence de fort taux de plasticité cumulée, la solution numérique présente
des problémes de verrouillage volumique. Toutes ces difficultés, qui sont détaillées par la suite,
ne concernent encore que la phase de description de ’endommagement.

Apreés avoir résolu ces problémes, se pose la question de la modélisation de la discontinuité.
Récemment, des travaux proposant une approche continue-discontinue avec la méthode des
éléments finis étendue (XFEM) ont été proposés par Wells et al. [252], Patzak et Jirdsek
[195], Simone et al. [229], Comi et al. [62] et Areias et al. [8], essentiellement pour des milieux
quasi-fragiles. C’est une méthode trés prometteuse dans le cadre des petites déformations.
Cependant, pour de grandes déformations, elle doit étre combinée & une procédure d’adaptivité
de maillage afin d’éviter que les éléments ne deviennent trop aplatis. C’est ce qui a poussé
Mediavilla [165] & préférer utiliser directement une méthode de remaillage.

Par ailleurs, quelle que soit la méthode choisie, il est nécessaire de choisir (ou de formuler)
un critére robuste et performant pour orienter et faire propager la fissure.
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40 1 I 1 I 1 I 1

F (kN)

CMOD (mm)

Fi1G. 1 — Simulations d’une éprouvette CT pour différentes tailles de maille : courbes Force-
CMOD issues de [164]

Enfin il y a le probléme trés délicat de la conservation de 1’énergie entre les états endom-
magés et fissurés.

Il reste donc de nombreuses pistes a explorer dans le domaine de la rupture ductile, tant
au niveau du choix de la méthode (éléments finis, sans maillage,...), ou du type de loi (phéno-
ménologique ou micromécanique), ou encore de la modélisation des discontinuiteés,...

Cadre de I’étude

Cette étude s’inscrit dans la continuité de la thése ONERA /Ecole des Mines de Germain
[108]. Cette thése avait porté sur la modélisation de I'endommagement dans les composites et
notamment sur le probleme de la dépendance au maillage. La solution retenue était alors un
modele & gradient implicite proposé par Peerlings [199]. Le cas de la rupture ductile n’avait
donc pas été abordé.

Par ailleurs, cette étude a été lancée parallélement a la thése EDF/Ecole des Mines de
Cuvilliez portant sur la conservation de l’énergie entre les états endommagés et les états
fissurés grace a l'insertion de zones cohésives. Cependant, la question de la détermination du
lieu d’insertion de ces zones cohésives n’entre pas dans le cadre de cette these.

La modélisation de la rupture ductile, de 'endommagement & la propagation de fissures,
en est donc a ces premiers stades a I'Ecole des Mines de Paris, et en particulier au Centre Des
Matériaux.

En revanche, c’est un sujet auquel s’intéresse depuis un plus longtemps 1'Université de
Technologie d’Eindhoven, aux Pays-Bas. Aprés les théses de Brokken [47] et Mediavilla [165]
sur la simulation de la rupture ductile en dimension deux en grandes déformations, la thése
de Javani vise actuellement & étendre la méthodologie a la dimension trois. Cette thése a pu
bénéficier de leur expérience, notamment au travers d’échanges lors de la derniére phase de
développement.
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Objectifs

C’est dans ce contexe que s’inscrit cette étude. Elle vise a développer une méthodologie
permettant de simuler I’endommagement de structures métalliques, suivi de ’amorcage et de
la propagation de fissures. Elle fait le lien entre la thése de Germain et celle de Cuvilliez. En
effet, la méthodologie développée pour les matériaux endommageables ductiles doit permettre
de déterminer le chemin de fissure.

Elle s’inscrit dans un projet a plus long terme visant a simuler ’amorgage et la propagation
de fissures dans des structures industrielles de grande taille, reposant sur une description liée
a la physique du processus de dégradation.

Démarche

Cette méthodologie doit étre implantée dans le code de calcul Zset, qui est un code éléments
finis initialement concu au Centre des Matériaux de I’'Ecole des Mines de Paris en 1981, et au
développement duquel 'ONERA participe depuis 1995. La méthodologie est donc développée
dans le cadre de la méthode des éléments finis.

Cette thése reprenant la suite de celle de Germain, pour laquelle un modéle phénoménolo-
gique de 'endommagement en petites déformations avait été choisi, le méme type de modéle
va étre utilisé, mais cette fois en ajoutant la composante ductile.

La démarche globale pour chaque étape a consisté dans un premier temps a identifier et
a évaluer les différentes solutions disponibles dans la littérature. Les principales solutions ont
a chaque fois été présentées et comparées. Suivant lefficacité, la robustesse et la faisabilité en
matiére d’implantation dans le code des différentes solutions trouvées, un choix a été effectué
parmi les méthodes présentées ou, en 'absence de solution adaptée, une nouvelle stratégie a
été proposée. La méthode retenue a enfin été mise en application sur un cas test suffisamment
représentatif, choisi deés le départ, afin de valider les choix effectués. La démarche se résume
alors a procéder étape par étape jusqu’a voir apparaitre et se propager une fissure sur ce cas
test en dimensions deux et trois.

La premiére étape consiste a pouvoir décrire correctement 1’évolution de I’endommagement
jusqu’a 'amorcage de la fissure, par un modéle continu. Or, I'utilisation de modéles de com-
portement ductiles endommageables classiques avec la méthode des éléments finis conduit a de
nombreux problémes, maintenant bien connus. Ainsi, la solution numérique obtenue avec un
modéle classique, ou la description du matériau adoucissant est locale, montre une dépendance
pathologique a la finesse et & l'orientation du maillage. De plus 'important taux de plasticité
atteint durant le calcul conduit a d’autres problémes numériques comme le verrouillage volu-
mique. Ces problémes devaient dans un premier temps étre résolus. Les différentes solutions
proposées pour résoudre chacun de ces problémes ont alors été décrites. Puis un nouvel élé-
ment construit spécifiquement pour résoudre ces problémes de localisation et de verrouillage
volumique liés a la simulation de I'endommagement ductile a été proposé (Chapitre 1, [94]).

L’étape suivante a consisté & améliorer la qualité du calcul. Pour cela, une procédure
d’adaptivité de maillage a été mise en place afin de permettre d’atteindre le niveau de qualité
désiré par 'utilisateur, tout en minimisant les cotits de calculs. Afin d’automatiser la procédure,
un estimateur d’erreur a été selectionné aprés étude des différentes options disponibles dans
la littérature. La méme démarche a été employée pour choisir un critére pour fixer la taille
de maille et une méthode de transfert (Chapitre 2). La stratégie d’adaptivité a finalement
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été mise en oceuvre sur le cas test et les résultats ont été comparés & ceux obtenus pour des
maillages uniformes.

Enfin, une fois toute la phase d’endommagement décrite avec précision, une stratégie
d’amorgage et de propagation de fissure a été mise en place. Pour la modélisation de la discon-
tinuité, la piste de I'insertion par remaillage a été immédiatement retenue, et ce pour plusieurs
raisons. Tout d’abord cette méthode offrait la possibilité de "déraffiner" le maillage dans les
zones a faible énergie déja traversées par une fissure, permettant ainsi d’envisager la simula-
tion de structures de grande taille. De plus, un algorithme de découpe performant était déja
implanté dans le code de calcul Zset et une procédure d’adaptivité de maillage avait déja été
mise en place. Cette solution était donc la meilleure par rapport aux cotits de calculs engendrés
et au temps imparti. Ce choix signifait qu’il était nécessaire de construire une discrétisation
éléments finis de la fissure. Pour cela, un nouveau critére reposant sur le gradient de I’endom-
magement lissé a été congu dans le but de pouvoir orienter la géométrie de la fissure. Toute
cette phase a pu bénéficier de discussions avec Marc Geers, Ron Peerlings et Hamid Javani de
I’Université de Technologie d’Eindhoven qui envisageaient également d’utiliser une méthode
par remaillage, mais avec des outils différents. Par la suite, I’extension de la méthode en di-
mension trois a révélé la nécessité de recourir & un maillage auxiliaire représentant la fissure.
Une nouvelle stratégie combinant ce maillage auxiliaire de la fissure et un critére reposant sur
le gradient de I’endommagement lissé a donc été testée et validée pour les petites déformations
sur le cas test choisi en dimensions deux et trois (Chapitre 3).



Chapitre 1

Simulation de 'endommagement
ductile

Pour pouvoir développer une méthode permettant de faire apparaitre une fissure au sein
d’une zone endommagée, il est tout d’abord nécessaire de décrire correctement 1’évolution de
I’endommagement jusqu’a 'amorcage de la fissure, par un modéle continu. Or, I'utilisation
de modeles de comportement classiques (c’est-a-dire basés sur les principes de I'état local,
de simplicité matérielle et d’objectivité) avec la méthode des éléments finis conduit a de
nombreux problémes maintenant bien connus. L’objet de ce chapitre est 1’élaboration d’un
nouvel élément construit spécifiquement pour résoudre ces problémes de localisation et de
verrouillage volumique liés & la simulation de 'endommagement ductile. Pour cela, chacun de
ces phénoménes est mis en évidence sur un cas test simple. Puis, une formulation possible
pour résoudre le probléme considéré est sélectionnée et mise & I’épreuve. Enfin, une nouvelle
formulation réunissant les caractéristiques principales de chacune des formulations retenues
est proposée et ses performances sont testées.

1.1 Description du cas test

1.1.1 Choix du modéle de comportement

L’objectif de cette these étant de développer des outils utilisables pour une structure
quelconque avec une loi adaptée, moyennant éventuellement quelques modifications, il est né-
cessaire de se placer dans un cadre aussi général que possible. Un modéle de comportement
simple mais représentatif est donc choisi pour pouvoir analyser et visualiser les principaux
problémes associés a 'endommagement ductile. Dans un premier temps, il semble judicieux
de se restreindre au cas des petites déformations pour limiter la complexité du probléme. Une
loi élasto-plastique endommageable classique (cf [39]) inspirée de [85] a donc été choisie.

Dans le cadre de 'hypothése des petites déformations, les déformations totales € peuvent
étre décomposées en une partie élastique £° et une partie plastique g? :

g=¢g +¢&" (1.1)

avec la loi d’élasticité de Hooke :
c=C:¢f (1:2)

15
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On suppose que I’état d’'un volume élémentaire est complétement décrit par sa déformation
totale, sa déformation plastique et par une variable d’écrouissage notée k, qui est ici égale a
la plasticité cumulée notée p :

t
2
k:p:/ p(r)dr et p= Ugg'ng'p (1.3)
=0

Pour les matériaux ductiles, tels que les métaux, les déformations inélastiques résultent gé-
néralement d’un glissement plastique le long de plans cristallographiques. Il est donc courant
de considérer, qu’au début, ’écoulement est indépendant de la partie sphérique du tenseur
des contraintes (ou pression). Ainsi la fonction de charge F'(g, k) ne fait appel qu’au second
invariant déviatorique J2 avec :

1
ViI2=0c(g) = 5g"" : g™ (14)
Afin de refléter 'impact que les changements microstructuraux dus a 1’écoulement plastique
peuvent avoir au niveau de I’échelle macroscopique, un écrouissage isotrope est intégré au
modéle. Dans le cas élasto-plastique, la fonction de charge s’écrirait alors

F(g,k) = 0(g) — 0y (k) = 0e(g) — o, (p) (1.5)

avec oy(k) la charge critique actuelle définie ici comme une fonction affine en fonction de la
variable d’écrouissage :
oy(k) = oyo + hk = oyo + hp (1.6)

ol 0y est la charge critique initiale et A > 0 est le module d’écrouissage. Dans le but de coupler
endommagement et plasticité, un coefficient supplémentaire dépendant de I’endommagement
est ajouté a la formulation de la fonction de charge :

F(g, k) = 0c(g) = [1 — wp(k)]oy (k) = oe(g) — [1 — wp(k)loy(p) (1.7)
ol wy(k) désigne 'endommagement, qui est gouverné par la plasticité, avec :
k p .
M _ P G <k
wp(k) = d e ~ e SRSH (1.8)
1 sinon

Par ailleurs, la plupart des métaux ayant un comportement qui peut étre bien décrit par un
écoulement associé, on pose :
gl =Xn avec A>0 (1.9)

OF gt 1a direction normale a la surface de charge et A est le multiplicateur plastique.

oun= o0
Ainsi :

A=p=kFk (1.10)
Dans le cas de mécanismes indépendants du temps, le multiplicateur \ est déterminé par la
condition de cohérence sur la plasticité qui s’écrit

F=0 e F=0 (1.11)

comme décrit en annexe A. Dans le texte, le point au dessus d'un symbole désigne la dérivée
partielle par rapport au temps; cependant il est a noter que la théorie est indépendante de la
vitesse. Le temps n’est ici qu’un paramétre formel qui contréle le processus de chargement, et
n’a pas nécessairement le sens d’un vrai parameétre physique.
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1.1.2 Choix de la structure

Dans la mesure ou 1’écoulement plastique est isochore et o I’évolution de ’endommage-
ment ne dépend que de la plasticité cumulée, ce modéle convient plutét aux sollicitations en
cisaillement. Pour des applications plus générales, il faudrait faire intervenir la partie sphé-
rique des contraintes dans le mécanisme d’endommagement. Cependant, & ce stade, il n’est pas
nécessaire de faire appel & un modéle plus complexe pour observer les problémes liés & I’endom-
magement ductile. Il suffit de prendre un cas test adapté ou les phénoménes de cisaillement
sont dominants, avec peu de croissance de vides. La sollicitation en traction de I’éprouvette
a deux encoches utilisée dans la thése de Mediavilla [165] est donc retenue. Les dimensions
et conditions limites sont représentées figure 1.1 : la structure est sollicitée en traction sur le
bord supérieur et le bord gauche, tandis que le bord droit et le bord inférieur sont encastrés.
Les caractéristiques matériaux reportées dans le Tableau 1.1 sont choisies pour rester dans le
cadre des petites déformations. Le comportement est alors localement adoucissant comme le
montre la figure 1.2.

E
£
=i
2.5mm
« 10mm .
Fig. 1.1  Géométrie de I'éprouvette
Charge critique initiale oyo | 443 MPa
Module d’écrouissage h | 300 MPa
Constante de la loi d’endommagement | k¢ 0.1
Module de Young E | 183 GPa
Coefficient de Poisson v 0.3

TAB. 1.1 — Propriétés matériau
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FiG. 1.2 - Evolution de la contrainte (MPa) en fonction de la déformation en un point de
Gauss

1.2 Formulation classique

1.2.1 Les équations

Pour une formulation classique, les équations du comportement en petites déformations,
en statique sont les suivantes :
— les équations d’équilibre intérieur

Vg+b,=0 (1.12)
les conditions aux limites
sur Y g-n=m1, etsur 9,0 u=u, avec QNN =10 (1.13)
— les conditions de continuité intérieure
sur Iy [0-n]=0 (1.14)
— la propriété de symétrie du tenseur des contraintes
g=g" (1.15)
la relation de compatibilité entre déformations et déplacements
1 T s
e=, (Vut (Vu)') = v (1.16)

— les équations du comportement, qui relient le tenseur des contraintes au tenseur des
déformations et a des variables internes, notées y; cette relation, qui peut étre non
linéaire, peut s’écrire sous la forme générale :

g=g(&"7) (1.17)
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1.2.2 Formulation faible

Le processus de résolution en déplacements associé a la méthode des éléments finis consiste
a chercher une approximation des déplacements exacts qui vérifie les conditions limites en
déplacement (autrement dit, qui est cinématiquement admissible). Toutefois le champ des
contraintes correspondant établi & partir de la relation de comportement n’est pas nécessaire-
ment statiquement admissible. Le probléme revient donc & trouver le champ des déplacements
permettant de satisfaire la forme faible de I’équilibre et des conditions limites en effort. Pour
I’obtenir, le principe des travaux virtuels ou la méthode de Galerkin peuvent étre utilisés indif-
féremment. Les deux approches conduisent a la méme formulation faible des équations (1.12)
a (1.17) (cf chapitre 2 de [257]) :

/ g(du) : gdQ — / du - b,dd — du-71,dS =0, Voéu admissible (1.18)
Q Q 0

Cette forme faible des équations est valable méme si la relation contrainte-déformation est non
linéaire (ou encore si elle est formulée entre le taux de contrainte et le taux de déformation).

1.3 Probléme de localisation

1.3.1 Description et illustration du probléme
Du point de vue numérique

Expérimentalement, lorsqu’une structure est sollicitée jusqu’a rupture, il est courant d’ob-
server, avant rupture du matériau, la concentration des déformations dans une zone de faible
épaisseur, dépendant du matériau, de la géométrie et de la sollicitation.

Or, la solution numérique obtenue par une analyse éléments finis avec un modéle classique,
ou la description du matériau adoucissant est locale, montre une dépendance pathologique a
la finesse et a l'orientation du maillage (cf [207]).

Afin d’illustrer ce phénoméne, le méme calcul est effectué avec un modeéle classique présenté
ci-dessus sur trois maillages dont les tailles moyennes des éléments sont respectivement 0.1 mm,
0.2mm et 0.3 mm. Les calculs ont été effectués avec le code Zset (cf [40]) en faisant I'hypotheése
de déformations planes avec des triangles & 6 nceuds. Le schéma d’intégration spatial est basé de
maniére classique sur trois points de Gauss. Les résultats sont montrés aux points d’intégration
sans aucune interpolation graphique. Les calculs présentant des difficultés de convergence a
des moments différents (cf figure 1.5), les profils d’endommagement correspondants sont donc
présentés figure 1.3 et figure 1.4 a des instants différents. Les résultats obtenus confirment bien
que la zone endommagée tend & se localiser dans une bande dont la largeur varie avec la taille
de l'élément. En conséquence, 'orientation et la taille de la zone endommagée sont sensibles
au maillage. De plus, les courbes donnant 1’évolution de la réaction en fonction de la norme
du déplacement imposé u,, figure 1.5, indiquent que 1’énergie dissipée varie suivant la finesse
du maillage. Les résultats obtenus ne sont donc pas pertinents d’un point de vue physique.
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F1G. 1.3 — Profil d’endommagement pour trois maillages différents
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Fi1G. 1.4 — Zoom sur la localisation pathologique de I’endommagement pour le maillage de
0.1mm & gauche et 0.3mm & droite avec un méme facteur de magnification
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D’un point de vue mathématique

Ce phénoméne, maintenant bien connu, a en fait une origine mathématique puisqu’il résulte
de la perte d’ellipticité des équations en statique. Le probléme devient alors mal posé et
I'unicité de la solution est perdue. En conséquence, les déformations tendent a se localiser dans
la plus petite bande qui peut étre capturée par le maillage. Il est donc impossible d’espérer
converger vers une solution plus précise en raffinant le maillage, et de retrouver la largeur de
bande ou I’énergie dissipée expérimentalement observées.

Du point de vue de la modélisation

Le probléme est qu’il manque une information dans le modéle. En effet, les modeéles sont
construits avec une certaine taille, souvent implicite, de Volume Elémentaire Représentatif
(VER). En dessous d’'une certaine échelle, les détails microstructuraux (comme les microfis-
sures et les microcavités) sont pris en compte a travers une homogénéisation des propriétés
matériau dans ce VER. Autrement dit, les champs mécaniques sont supposés homogeénes a
I’échelle du VER. Cette hypothése n’est plus respectée lorsqu’une bande de localisation aussi
fine que voulue peut se développer. Il faut, dans ce cas, introduire une notion de taille mini-
male.

1.3.2 Les limiteurs de localisation spatiaux

Pour résoudre le probléeme de dépendance au maillage, les techniques qui ont été dévelop-
pées consistent alors & enrichir le milieu continu et & introduire cette information supplémen-
taire sur la structure interne du matériau. Il est ainsi possible d’imposer une largeur de bande
réaliste (pour des référence vers des essais expérimentaux d’identification voir [131] pages 141-
143) et indépendante du maillage ; ¢’est pourquoi ces techniques sont connues sous le nom de
limiteurs de localisation. Un apergu général de ces méthodes peut étre trouvé dans de nom-
breux ouvrages, tels que [131], [68], |74] et leurs références. Seuls les limiteurs de localisation
développés pour les problémes en statique sont ici présentés. Ce sont des limiteurs spatiaux
de localisation, par opposition aux limiteurs temporels de localisation utilisés en dynamique,
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qui s’appuient eux sur le fait que les microdéfauts ont une vitesse de propagation finie (voir
notamment les travaux d’Allix et Deii [7] sur le modéle & taux limité et la thése de Court [68]
pour plus de références sur le sujet).

Milieux de Cosserat généralisés

La premiére formulation d’un milieu continu généralisé a été proposée par les fréres Cos-
serat [66]. Elle consiste a considérer les particules matérielles comme des objets ayant non
seulement des degrés de liberté en translation mais aussi en rotation. Ils sont décrits par la
rotation d’un repére rigide constitué par trois vecteurs unitaires orthogonaux. Aprés que [116|
ait réouvert la question d’un milieu continu orienté et souligné son lien avec la théorie des
dislocations, l'idée des fréres Cosserat a été reprise pour conduire & I’émergence des théories
de Cosserat généralisées :

— the couple-stress elasticity avec les travaux de Mindlin & al. [169], Toupin [242]|, [243] et
Koiter [138];
the theory of elasticity with microstructure (cf Mindlin [167]);
the micropolar and micromorphic theories avec les travaux de Eringen et Suhubi [92],
[86], [87], [88];

— the multipolar theory avec les travaux de Green [112], [111].

Toutes ces théories caractérisent le mouvement dun corps solide par des champs supplé-
mentaires qui sont indépendants du champ des déplacements et fournissent des informations
supplémentaires sur la cinématique a I’échelle inférieure.

Un enrichissement basé sur cette approche a été ensuite utilisé par Miilhaus, Vardoulakis,
de Borst, Steinmann et Willam pour limiter la localisation dans les bandes de cisaillement,
mais il ne permet pas de modéliser la rupture en mode-1 (cf [175], [70] et [232]).

Modeéles utilisant les gradients des déformations

D’autres formulations de milieux continus enrichis gardent le champ des déplacements
comme le seul champ cinématique indépendant et améliorent la résolution en incorporant les
gradients des déformations (c’est-a-dire des dérivées spatiales d’ordre supérieur des déplace-
ments) dans les équations constitutives. Ces théories ont été mises en avant grace aux travaux
d’Aero et Kuvshinskii [1], Grioli [115], Rajagopal [212], Truesdell et Toupin [244]. Ces travaux
ne prenaient en compte que les composantes correspondant aux gradients des rotations, ce
qui est équivalent a une théorie de Cosserat avec des rotations contraintes. Par la suite, la
théorie du gradient a été étendue pour inclure les effets des gradients de dilatation (stretch
gradients [242]), du gradient du second ordre (second strain gradient [168]) et des gradients
de tout ordre [113]. Cette théorie a ensuite été utilisée en plasticité avec les travaux de Dillon
& al. [80] et plus récemment avec ceux de Chambon & al. [56], Fleck & al. [95] et a conduit a
I’émergence des théories dites mechanism-based strain gradient plasticity [104], [122] et [221].

Les gradients des déformations, qui sont considérés comme des variables d’état supplémen-
taires, sont les conjugués de contraintes d’ordre supérieur qui interviennent dans les équations
d’équilibre. D’un point de vue thermodynamique, ces modéles requiérent la généralisation des
expressions des travaux extérieurs et intérieurs.

Par ailleurs, la réponse de ces modéles en régime élastique différe de celle des modéles
classiques si les déformations ne sont pas uniformes.



1.3. PROBLEME DE LOCALISATION 23

Modéles utilisant I’intégrale d’une variable interne

D’autres approches consistent & étendre le domaine d’influence d’une variable interne. La
valeur de la variable sélectionnée ne dépend alors plus uniquement de la valeur des variables
d’état au point matériel considéré. Elle dépend également de la valeur de la variable interne
dans un rayon fixé autour de ce point, introduisant ainsi la notion de longueur caractéristique.
La procédure consiste & utiliser une moyenne spatiale de cette variable. Alors que les autres
limiteurs de localisation présentés ici peuvent étre qualifiés de modéles non locaux au sens
large, cette approche peut, elle, étre qualifiée de non locale au sens strict, suivant la définition
de non localité suggérée par Rogula [216].

L’utilisation du concept de moyenne non locale a été introduit dans les années 60 avec les
travaux de Eringen [89], puis Kroner [140], Kunin [141] et Edelen & al. [82], [84], [83], [91].
Ces premiéres approches visaient une meilleure description des phénomeénes qui ont lieu dans
les cristaux & une échelle proche de celle des forces inter-atomiques. Le concept de moyenne
non locale a ensuite été utilisé comme limiteur de localisation dans les années 80 par Bazant
[32] et Pijaudier-Cabot [206] dans le cadre d’'un comportement élastique endommageable. 11
est en principe applicable avec n’importe quel type de modéle. Une synthése des approches
non locales pour la plasticité et ’endommagement a été proposée par Bazant et Jirdsek [33],
qui a été complétée par Jirdsek et Rolshoven dans le cadre de la plasticité [132].

L’approche non locale de type intégrale consiste, schématiquement, a remplacer une cer-
taine variable par son homologue non locale. La valeur de cette variable non locale en un point
est définie comme la moyenne pondérée de la quantité d’intérét locale sur un volume entourant
le point considéré. Si f(x) est un champ local donné dans un domaine €2, alors le champ non
local associé est défini par :

Fux) = /Q a(x, ) F(€)d (1.19)

ol a(x, §) est une fonction poids non locale donnée (qui peut étre une gaussienne par exemple).

Cepe_ndant cette approche souléve quelques difficultés. Ainsi la maniére de définir une
pondération convenable au voisinage d’une frontiére ou d’une interface matérielle reste par
exemple une question ouverte. De plus, comme I’a souligné Germain [108], cette approche pré-
sente certaines difficultés d’implantation dans un code éléments finis. En effet, il est nécessaire
d’avoir des algorithmes spécifiques

1. pour construire la table de connectivité des points de Gauss ou f(x) est définie;

2. pour calculer I'intégrale non locale (1.19) et ses gradients (cf [11]).

Modeéles utilisant le gradient d’une variable interne

Enfin, il est possible d’enrichir un modéle avec le gradient d'une variable interne (voire
méme avec le gradient de la force conjuguée a la variable interne). Ces modéles sont considé-
rés comme le pendant différentiel des méthodes intégrales. Ils ne modifient que les équations du
comportement sans modifier les relations cinématiques ou les équations d’équilibre classiques.
Ils permettent de gérer efficacement les problémes de localisation pathologique des déforma-
tions. Ces modéles peuvent étre divisés en deux catégories : les modéles a gradient explicites
et les modeéles & gradient implicites.
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Les modéles a gradient explicites

Les modéles a gradient explicites viennent enrichir les équations du probléme directement
par l'ajout de gradients de la variable locale ou des forces thermodynamiques. A la suite des
travaux d’Aifantis sur la description de la dynamique des dislocations & une échelle microsco-
pique [2|, des modéles utilisant le gradient d’une variable interne ont été proposés notamment
par Zbib, Aifantis, Miilhaus, de Borst et Pamin (cf [255], [174], [71], [72], [192] et [73]).

La dépendance au gradient fait que la réponse en contrainte en un point matériel dépend
du comportement au voisinage de ce point, mais ce voisinage peut étre arbitrairement petit.
C’est pourquoi ces modeéles peuvent étre qualifiés de non locaux au sens faible.

L’adaptation de la loi classique introduite dans la partie 1.1.1 est présentée dans [85].
Les auteurs soulignent les inconvénients associés & 'utilisation d’'un modéle explicite, tels que
I’ajout d’une condition aux limites définie & une interface élasto-plastique ou la difficulté liée a
I’implantation numérique de cette méthode, due a la présence de dérivées partielles du second
ordre. De plus, ces modéles ne permettent pas d’obtenir un état de contrainte nul & rupture
(cf [53] et [85]).

Les modeles a gradient implicites

Les modéles a gradient implicites font également intervenir des gradients d’ordre supérieur,
mais qui ne sont pas insérés directement dans les équations constitutives. Une variable non
locale Kk, est ajoutée au probléme, qui est définie implicitement comme solution d’une équation
différentielle de type Helmholtz faisant intervenir la variable locale notée & :

Knl — ¢V?kp =k dans Q (1.20)

ol ¢ désigne le carré de la longueur interne introduite dans le modéle. Pour définir de ma-
niére unique la variable non locale, ’équation (1.20) doit étre complétée par une condition
aux limites supplémentaire. Afin de ne pas perturber les champs constants, la condition de
Neumann suivante est retenue :

n-Vk, =0 (1.21)

Ces modéles sont équivalents a ceux de type intégral si la fonction de poids choisie est la
fonction de Green (cf [198] et [85]) et sont donc non locaux au sens strict, contrairement aux
modeles a gradient explicites. Ils ont été tout d’abord développés dans le cadre de I'endom-
magement avec Peerlings, qui a proposé un modéle élastique fragile [199]. Puis Engelen, Geers
et Baaijens [85] ont développé cette approche dans le cadre d'un modéle élasto-plastique en-
dommageable en petites déformations. Les auteurs ont notamment montré que, dans le cas
de la loi de comportement choisie dans la partie 1.1.1, un modeéle & gradient implicite permet
d’éviter un certain nombre de difficultés numériques associées & 1'utilisation d’un modéle a
gradient explicite.

Remarque

Forest propose dans [96] une approche, dite micromorphique, permettant de réconcilier
plusieurs limiteurs de localisation spatiaux dans un cadre thermodynamique unifié. Elle est
basée sur l'introduction d’une variable micromorphique X¢, associée & une variable d’état ou
interne donnée ¢ du modeéle classique. Suivant le choix de cette variable, peuvent étre par
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exemple retrouvées la théorie de Cosserat et les théories micromorphiques de Eringen [90] et
Mindlin [167], avec leur extension au cas de 1'élasto-viscoplasticité en grandes déformations par
Forest et Sievert [97] et [98]. Cette approche permet de retrouver notamment, sous certaines
conditions, le modeéle proposé par Engelen [85], Geers et Peerlings (cf [200], [201]), ou des
modeles similaires a ceux proposés par Aifantis [3].

Choix

Pour résoudre le probléme de localisation observé dans la partie 1.1.1, le choix se limite
dans un premier temps aux formulations utilisant le gradient de variable interne. En effet,
ces derniéres ont des performances suffisantes dans le cas présent et sont relativement moins
complexes et coiiteuses que les modéles de Cosserat généralisés ou les modéles utilisant les
gradients des déformations. Les modéles utilisant I'intégrale d’une variable interne présentant
des difficultés d’implantation (détaillées plus haut) que ne présentent pas les modéles a gra-
dient, le choix se restreint donc aux modéles & gradient explicites ou implicites. A la suite de
I'étude de [85], c’est la formulation & gradient implicite qui est retenue.

1.3.3 Formulation a gradient implicite
Equations non locales supplémentaires

Suivant [199], un champ non local k,; est introduit. Il est défini implicitement & partir
d’une variable locale k. Il est important de souligner que le choix de la variable k ne dépend
que de la loi de comportement et est totalement indépendant de la formulation de 1’élément
(il est donc abordé au paragraphe 1.3.4). De maniére générale, au niveau de la formulation de
I’élément, les équations suivantes sont ajoutées aux équations constitutives (1.12) a (1.17) :

— I’équation reliant la variable non locale k,; & la variable locale & :

Kl — V2 ki = K (1.22)
— la condition aux limites sur la variable non locale :
n-Vky, =0 (1.23)

Les équations du comportement sont alors réécrites pour associer aux variables (g, kp,7y) les
champs résultants (g, k) :

Q
|

7 (&, knis7) (1.24)
K = m(g,ﬁnl,'y) (1.25)

Formulation faible

Les équations (1.12) & (1.17) sont d’abord réécrites sous la forme faible correspondant
a 'équation (1.18). Puis, la forme faible de I’équation (1.22) est obtenue en introduisant la
fonction test scalaire dk,y :

/ (/fnl — CV2/£nl) 0Ky d§2 = / KOKp dS) (1.26)
Q Q
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Apreés avoir intégré par parties cette équation et utilisé la condition aux limites (1.23), cette
équation peut se mettre sous la forme :

/ (Kni — K) 0K dQ + c/ Ykn - Vorkd2 =0 (1.27)
Q Q

1.3.4 Adaptation de la loi

Dans le cas de la loi élasto-plastique de [85], les auteurs montrent qu’une variable adaptée
pour une formulation a gradient implicite est la plasticité cumulée p :

t
2
kK=p= / p(T)dr and p =4/ §§']’ : P (1.28)
=0

ou £P désigne le taux de déformation plastique.

La loi de comportement doit alors étre 1égérement modifiée pour inclure parmi ses variables
d’entrée la variable non locale choisie. Engelen & al. proposent que ’endommagement w, ne
soit plus une fonction de la plasticité locale cumulée k = p mais du maximum de la variable non
locale kp(t) = max,<¢ ki (7) (le choix du maximum est guidé par la nécessité d’utiliser une
variable croissante alors qu’il peut arriver que k,,;(7) diminue pour certains points matériels) :

Knl _ Pnl .
—— =" sl ky <k
wplkint) = {]kc ke "= (1.29)

sinon

La fonction de charge devient alors :

F(g, ki, k) = 0e(g) — [1 — wp(kn)loy (k) = oe(g) — [1 — wp(pni)loy(p) (1.30)

Les autres équations du comportement restent inchangées. L’évolution de la variable d’écrouis-
sage est toujours donnée par :

oy(k) = oy + hk = oyo + hp (1.31)
L’écoulement associé est toujours décrit par :
P = An (1.32)

oF
og

la relation contrainte déformation élastique est toujours :

avec n = la direction normale & la surface de charge correspondante et A = p = k. Enfin

g=C:c (1.33)

Les variables A et g sont obtenues en intégrant les équations du comportement comme décrit
en annexe A.
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1.3.5 Résultats intermédiaires

Afin d’illustrer 'efficacité de la méthode, les mémes calculs qu’au paragraphe 1.3.1 sont
reproduits avec la méthode a gradient implicite. La constante ¢ de I’équation non locale a été
prise égale 4 0.08 mm? de sorte que la largeur de la bande de localisation soit au moins trois
4 cinq fois supérieure & la taille d’un élément. A la suite des travaux de Peerlings [198], des
polynomes quadratiques ont été utilisés pour interpoler les déplacements et des polyndomes
linéaires ont été choisis pour x,;. Cette fois, les résultats sont tous montrés pour un déplace-
ment imposé de 0.072mm figure 1.6. Les résultats obtenus montrent que la zone endommagée
tend & se localiser dans une bande dont la largeur est indépendante de la taille de I’élément. De
plus, les courbes donnant 1’évolution de la réaction en fonction de la norme du déplacement
imposé u,, figure 1.7, montrent que les résultats semblent converger vers une solution plus
précise lorsque la taille de maille est plus fine.
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Fig. 1.6  Profil d’endommagement pour trois maillages différents avec des éléments non
locaux
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1.4 Probléme de verrouillage volumique

1.4.1 Description et illustration du probléme

L’important taux de plasticité atteint durant le calcul conduit a d’autres problémes numé-
riques comme le verrouillage volumique. Fn effet, pour la simulation précédente, d’importantes
oscillations peuvent étre observées au méme moment au niveau des champs de contrainte (cf
exemple pour le champ 099 sur la figure 1.8), qui indiquent la présence de verrouillage.

-125

Fic. 1.8
locaux

022 (MPG,)

1220

Champ o099 pour le maillage le plus fin et le plus grossier avec des éléments non
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Ce phénomeéne est indépendant du fait que le modéle soit adoucissant, classique ou non. Il
est possible de le vérifier en utilisant cette fois un modeéle uniquement élasto-plastique (sans
endommagement). Un comportement durcissant est obtenu en reprenant les équations de la
partie 1.1.1 avec un endommagement nul (cf figure 1.9). Les résultats en contrainte (cf figure
1.10) montrent alors le méme type d’oscillations.
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FiG. 1.9 - Evolution de la contrainte (MPa) en fonction de la déformation en un point de

Gauss
LT

200 oy (MPa) 450 80— o33 (MPa) 550
F1G. 1.10 — Champs 011 et o33 pour le maillage le plus grossier avec des éléments classiques.

Il est maintenant bien connu que les éléments dont les fonctions de forme sont d’ordre
faible ont tendance & se verrouiller en présence de matériaux incompressibles. Ce phénoméne
est di a 'incapacité des éléments classiques (c’est-a-dire basés uniquement sur une formula-
tion en déplacements) a contraindre les déplacements a étre cohérents avec un comportement
quasi-incompressible (div(w) ~ 0). Le probléme réside notamment dans la détermination de la
partie sphérique des contraintes, ou pression, correspondant a %Tr (g), qui est lié & la partie
sphérique des déformations, donnée par T'r(¢) (pour les matériaux isotropes). La raison mathé-
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matique de cette difficulté a été discutée par Babuska [12], [13] et Brezzi [45] qui ont formulé
un critére portant leurs noms. Cette condition est également connue sous le nom de condi-
tion inf-sup (voir notamment [245] et ses références pour des travaux plus récents sur ce sujet).

Bien que les matériaux incompressibles soient assez rares dans le cadre linéaire (caou-
tchouc, polymeéres, etc.), beaucoup de matériaux ont un comportement quasi-incompressible
dans le régime non linéaire. Par exemple, en élasto-plasticité, l'incompressibilité découle de
I’hypothése d’écoulement plastique isochore ou écoulement de Von Mises. Pour les problémes
élasto-plastiques, l'effet considérable qu’a la contrainte d’incompressibilité sur la procédure
de résolution globale a été d’abord abordée dans l'article de Nagtegaal, Parks et Rice [177|
qui ont souligné I'impossibilité de calculer le chargement critique avec un matériau ayant un
comportement élastique-parfaitement plastique. Le verrouillage numérique se traduit, pour
presque tous les matériaux incompressibles, par une perte de précision dans la réponse calcu-
lée lorsque 'on impose 'incompressibilité (cf [236]). Les champs de contraintes obtenus sont
incorrects, les déplacements sont largement sous-estimés et la rigidité est, elle, surestimée. En
outre, d’importantes oscillations peuvent apparaitre.

Pour éliminer ce verrouillage volumique, il est trés important de bien choisir ses éléments
pour pouvoir traiter correctement I'incompressibilité lors des analyses éléments finis. Deux ap-
proches ont été principalement retenues en non linéaire : les procédures d’intégration réduites
et les éléments & plusieurs champs (cf [260] et ses références), qui sont présentés briévement.

1.4.2 Solutions possibles
Les procédures d’intégration réduite et sélective

Les procédures d’intégration réduite consistent a sous-intégrer tous les termes de la for-
mulation faible, alors que les procédures d’intégration sélective ne sous-intégrent que certains
de ces termes. Ces méthodes présentent 'avantage de réduire le cotit de calcul et permettent
donc d’obtenir des éléments plus rapides par rapport a une intégration compléte, ce qui est
particulierement intéressant pour les calculs & grande échelle.

Le succés de ces méthodes est di au fait qu’ils apportent la singularité nécessaire a la partie
contrainte de la matrice de rigidité, ce qui évite le verrouillage. Cependant les éléments avec
sous-intégration sont sujets a des problémes d’instabilité. Au niveau du champ de pression, ces
instabilités peuvent se manifester sous la forme d’oscillations (motif d’échiquier). Mais il peut
également y avoir des instabilités au niveau du champ des déformations, qui se traduisent par
lapparition de modes non souhaités (hourglass, keystoning, kinematic modes, spurious zero
energy modes, chickenwiring,...). Pour résoudre ce probléme, il est nécessaire de recourir a des
techniques de stabilisation de 1’élément.

Par ailleurs, ces procédures de sous-intégration (cf [124]) sont restreintes aux quadrangles
et aux hexaedres, qui ne peuvent pas étre générés automatiquement et de maniére robuste par
les mailleurs actuels. Ces techniques ne sont donc pas adaptées a l'utilisation de remaillage
adaptatif, qui constitue une part importante de ce travail. Le recours & une formulation multi-
champs est donc préféré.
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Les formulations mixtes 4 deux champs

Formulation u-o

Une premiére catégorie consiste a considérer comme variables indépendantes le champ de
déplacements u et le champ des contraintes supposées g. Ce dernier devrait alors vérifier au
sens faible la relation de comportement :

7=a(7) (1.34)

et toutes les équations (1.12) & (1.16) sont alors réécrites en remplacant g par g.

De nos jours, trés peu d’éléments basés sur I'interpolation du champ complet des contraintes
et des déplacements sont utilisés. Les seuls éléments qui présentent un intérét sont tous deux
des quadrangles, (le Q4/8 a 8 nceuds et 4 points de Gauss, équivalent a utiliser une inté-
gration réduite & quatre points de Gauss, donc pas toujours robuste; et le quadrangle de
Pian-Sumihara [205]).

Formulation u-P

La difficulté avec les comportement quasi-incompressible résidant dans la détermination
de la partie sphérique des contraintes, la plupart des formulations a deux champs utilisent une
forme plus simple en déplacements et pression supposée (u-P) pour résoudre les problémes
incompressibles. Elle est obtenue en imposant :

7" = (g (2,7)"" (1.35)

et en cherchant uniquement & déterminer un champ de pression supposée P = %Tr (Q).

Zienkiewicz & al. [260] ont repris les travaux de Malkus et Hughes [163] et Zienkiewicz and

Nakazawa [256] pour montrer que la formulation u-P avec une pression supposée discontinue
est équivalente aux procédures de sous-intégration. Ils souffrent donc des mémes problémes.

De maniére générale, le probléme principal avec cette formulation a deux champs est que le

choix des interpolations & utiliser est trés limité par les conditions de stabilité : une condition
nécessaire de stabilité étant que le nombre de degrés de liberté associés aux déplacements n,,
soit supérieur au nombre de degrés de liberté associé & la pression supposée n, : 1, > nyp.
Notamment, les triangles T3/C3 (déplacements continus linéaires, pression supposée continue
linéaire), T6/3 (déplacements continus quadratiques, pression supposée discontinue linéaire) et
T6/C3 (déplacements continus quadratiques, pression supposée continue linéaire) ne vérifient
pas cette condition. Il est alors nécessaire de recourir & des méthodes permettant de stabiliser
les éléments.

Les principales méthodes de stabilisation qui peuvent étre envisagées consistent & :
subdiviser le triangle (ou le quadrangle) en introduisant un nceud central traité comme
une variable interne ou en introduisant au niveau de 1’élément n’importe quelle fonc-
tion interne qui prend une valeur nulle sur le périmeétre du triangle (par exemple une
fonction bulle). En portant attention a la continuité du champ de pression supposée, on
peut obtenir des éléments produisant des résultats satisfaisants comme 1’élément MINI
(triangle avec une interpolation Cy avec une fonction bulle pour les déplacements et une
interpolation Cy pour le champ de pression supposée P, cf [9]). Les performances de ce
type d’élément ont fait 'objet de nombreuses discussions (cf [101], [180], [69], [162], [99]
et [240]).
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— introduire des coefficients diagonaux non nuls en ajoutant un terme en Laplacien de
la pression supposée a la formulation faible (Laplacian pressure stabilization). Cette
solution, d’abord suggérée par Courant [67] comme un moyen d’améliorer la précision des
résultats, a été utilisée en 1984 par Brezzi et Pitkdranta comme moyen de stabilisation
[46].

— utiliser une méthode GLS (Galerkin Least Square) qui consiste a ajouter a la formulation
faible un autre terme, calculé pour chaque élément, faisant intervenir un coefficient de
poids qui peut dépendre de la taille de I’élément, de caractéristiques matériau, etc (cf
travaux de Hughes & al. [126], [125] et [127]). Une méthode alternative pour atteindre
des résultats similaires a été proposée par Onate [186] avec U'introduction d'un finite
increment calculus.

— utiliser une méthode proposée plus récemment par Dohrmann et Bochev [81] (direct
pressure stabilization) qui consiste & ajouter aux équations faibles un terme en moindres
carrés impliquant la différence entre la pression supposée et une projection directe de la
pression sur un espace polyndmial dont le degré est en accord avec celui des contraintes
(par exemple sur ’ensemble des polynémes constants par éléments si les déplacements
sont linéaires).

Il existe d’autres alternatives possibles (élément composite de Herrmann [119], procédure CBS
(characteristic-based split) [259]) mais elles ne sont pas envisageables dans le cas présent, car
trop intrusives dans le code.

Les formulations mixtes a trois champs

Formulation u-o-¢

Il existe une autre catégorie de formulations mixtes, basée sur le principe de Hu-Washizu,
qui consiste & considérer que les inconnues du probléme sont le champ des déplacements u, le
champ des contraintes supposées g et le champ des déformations supposées £. Le champ des
déformations supposées £ doit alors étre cohérent avec le champ des déplacements, de sorte
que :

1

g= (Vat (Vu)') = v (1.36)

et le champ des contraintes supposées g doit étre cohérent avec le tenseur des contraintes

obtenu par intégration des équations constitutives a partir de la donnée des déformations
supposées et des variables d’état internes 7 :

g=g(&") (1.37)

Toutes les équations (1.12) & (1.15) sont alors réécrites en remplacant g par g.

Cette formulation est trés peu utilisée sous cette forme. Par contre, un cas particulier de
cette forme a été proposé pour des quadrangles par Simo and Rifai, avec I'introduction d’'un
enrichissement des déformations (enhanced strain formulation) [224], qui peut étre considéré
comme une méthode de stabilisation.

Formulation u-P-0

De méme que pour la formulation & deux champs, une forme simplifiée existe, qui ne fait
intervenir que la pression supposée P et la partie sphérique du champ des déformations sup-
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posées £ noté 0. Pour les problémes quasi-incompressibles en élasticité isotrope, cette méthode
est équivalente & la formulation & deux champs présentée précédemment. Cependant, dans le
cas de matériaux plus généraux, anisotropes ou inélastiques, et en grandes déformations, la
formulation a trois champs présente des avantages distincts qui sont discutés dans [258]. Dans
I'optique d’une utilisation plus générale de la méthode retenue, les formulations & trois champs
sont donc préférées aux formulations a deux champs pour ce travail.

Encore une fois, le choix du degré d’interpolation des différentes variables est contraint
par des critéres de stabilité. Suivant l'interpolation choisie, il peut étre nécessaire de recourir
a une forme de stabilisation.

Ainsi, I'utilisation d’une interpolation linéaire des déplacements et du champ de pression
P associée a un champ discontinu de variation de volume 6 requiert I’enrichissement du champ
des déplacements. Cette formulation produit des résultat satisfaisants avec des triangles & 3
neeuds (cf [260]) ou des tétraédres a 4 noeuds (cf article de Taylor [241]).

Cependant, un autre choix d’interpolation utilisé dans le Code Aster [166| permet de ne
pas avoir a recourir & un enrichissement : une interpolation quadratique pour les déplacements
combinée a une interpolation linéaire avec les mémes nceuds d’interpolation pour les champs
de pression supposée et de variation de volume supposée. Cette fois tous les champs sont conti-
nus. Cette solution présente notamment ’avantage de ne pas devoir faire intervenir un mode
ou un terme supplémentaire pour stabiliser I’élément. C’est donc la formulation qui est retenue.

La méthode B

Mais l'utilisation la plus commune de la formulation a trois champs est encore la méthode B
(B-barre). Cette méthode consiste a exprimer & partir de la forme faible la pression supposée et
la variation de volume supposée en fonction des déplacements. Cela est possible car les champs
de pression P et de variation de volume 6 sont construits pour chaque élément individuellement
et ne sont pas continus entre deux éléments. Ainsi une formulation particuliére en déplacements
est obtenue [124], [227].

1.4.3 Formulation mixte a trois champs

Les équations

Les formulations mixtes & trois champs en u-P-6 sont obtenues a partir des formulations
en u-o-¢. Le champ des déformations supposées £ doit alors étre cohérent avec le champ des
déplacements, de sorte que :

1
g=, (Vu+(Vw)') = vy (1.38)

et le champ des contraintes supposées g devrait alors vérifier :
les équations d’équilibre intérieur

V& +b, =0 (1.39)
— les conditions aux limites
sur 0,2 g-n=m, (1.40)
les conditions de continuité intérieure
sur Iy [0-m]=0 (1.41)
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— la propriété de symétrie du tenseur des contraintes

T (1.42)

QI
QI

— la cohérence avec le tenseur des contraintes obtenu par intégration des équations consti-
tutives & partir de la donnée d’'une déformation supposée et des variables d’état internes

.
7=g(") (1.43)

Formulation faible

La forme faible des équations (1.39) a (1.42) est :
/ v (bu) : 5dQ — / du-b,dQ — / du-1,dS =0 (1.44)
Q a0,
La forme faible de I’équation (1.38) est :
/ 67 : (V®u—2)d2 =0 (1.45)
et la forme faible de la relation (1.43) est :
/55 g(gv)—3)d2=0 (1.46)

Pour obtenir une formulation plus simple en u-P-0, les tenseurs de déformation supposée et
de contrainte supposée sont séparés en une partie déviatorique et une partie sphérique, en
posant :

d
glev ( )@U (1.47)
7 = g(59)" (1.48)
Ceci conduit & :
i = (g(z7)* +PI (1.49)
dev 1
¢ = (Vu) + 0L (1.50)

ot les champs de pression supposée P et de changement de volume supposé 6 sont les nouvelles
inconnues, au méme titre que les déplacements u. En conséquence, les notations P et 6 sont
introduites et définies comme suit :

P = .Tr(z(E7)) (L51)
i = Tr (v(%) (1.52)

En utilisant ’orthogonalité des parties sphériques et déviatoriques, la formulation faible des
relations (1.38) a (1.43) peuvent se mettre sous la forme :

/v<s (0u) (g‘,’y)dev—FPl dQ—/ég'hde— su-T,dS = 0
Q 0,

/5P(0—9)d9 = 0 (1.53)
Q

/Qde(P—P)dQ = 0
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1.4.4 Reésultats intermédiaires

Les calculs effectués pour un comportement durcissant avec des éléments classique du para-
graphe 1.4.1 sont alors comparés avec ceux obtenus avec éléments mixtes p2pIp! (interpolation
quadratique en déplacements et linéaire en pression supposée et variation de volume suppo-
sée). Le schéma d’intégration spatial est basé de maniére classique sur trois points de Gauss
dans le cas de triangles & 6 noeuds. Les champs de contraintes o1 et o33 sont comparés pour
un déplacement imposé de 0.04 mm figure 1.11 et figure 1.12. Les résultats obtenus montrent
que l'utilisation d’éléments mixtes permet de réduire considérablement les oscillations et donc
d’améliorer les résultats.

-200 o11 (MPa) 450

Fia. 1.11 Champs 011 pour le maillage le plus grossier avec des éléments classiques & gauche
et des éléments mixtes p2plpl a droite

-80 033 (MPCL) 550

Fig. 1.12 Champs o33 pour le maillage le plus grossier avec des éléments classiques & gauche
et des éléments mixtes p2plpl a droite
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1.5 Solution commune : une formulation mixte non locale

Cependant, les formulations non locales et les formulations multi-champs sont deux so-
lutions différentes pour deux problémes différents. Pour résoudre a la fois le probléme de
dépendance au maillage et le verrouillage volumique, il est alors nécessaire de construire une
nouvelle formulation combinant une formulation non locale et une formulation mixte.

A notre connaissance, le premier article faisant mention de ’association d’une formulation
multi-champs avec un modeéle non local est celui de Grimaldi and al. [114]. Les auteurs ont
adopté une procédure de régularisation de type intégrale associée a une formulation mixte &
deux champs pour des problémes en deux dimensions et en petites déformations qu’ils ont
testée avec des quadrangles. En grandes déformations, Lorentz & al. [155] et Bargellini and
al. [29] ont proposé une formulation non locale basée sur le gradient du gonflement avec une
formulation & trois champs qu’ils ont testée en dimension deux. Son usage est cependant limité
a des modeles controlés par la variation de volume. Plus récemment, Javani et al. [130], ont
proposé une formulation mixte non locale & deux champs basée sur une régularisation non
locale & gradient implicite et une formulation & deux champs enrichie pour des tétrahédres en
grandes déformations.

La formulation suivante est similaire & cette de Lorentz & al. [155] et Bargellini and al.
[29], mais tente de se placer dans un cadre plus général, en petites déformations. Elle peut étre
utilisée avec n’importe quel type d’éléments finis et n’importe quelle loi de comportement, du
moment que cette derniére est adaptée a I'utilisation d’une formulation non locale & gradient
implicite. Elle combine une formulation mixte a trois champs, qui peut étre facilement modifiée
pour prendre en compte une la formulation basée sur le changement de volume, et une régu-
larisation non locale a gradient implicite introduisant une variable non locale supplémentaire,
tout comme [130].

1.5.1 Nouvelles équations

Le probléeme a résoudre posséde désormais quatre inconnues :
les déplacements u;

— la variation de volume supposée 0, qui est la partie sphérique du tenseur des déformations
supposées €

dev 1
g=(VOu) " + S0 (1.54)
et qui doit étre cohérente avec les déplacements :

0="Tr (V(S)g> (1.55)

le champ de pression supposée P, qui est la partie sphérique du champ des contraintes
supposées g :

P= %Tr (2) (1.56)

et qui doit tel que g vérifie :
les équations d’équilibre intérieur

<1
QI
_|_
o
I
=

(1.57)

les conditions aux limites
sur 0, g-n=r1, (1.58)
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les conditions de continuité intérieure
sur Iy [0-m]=0 (1.59)
la propriété de symétrie du tenseur des contraintes

T (1.60)

QI
QI

— une variable non locale k,; définie implicitement & partir de la variable locale & :
Kl — 2k = K (1.61)
associée aux conditions limites :
n-Vey =0 (1.62)

Les équations du comportement sont alors écrites comme des relations donnant (g, k) en
fonction des variables internes (&, kpz, ) :

o (&, kn,y) dou P= %T?" (o (& km,v)) =P (1.63)

Q|
I

K = K (g_v Hnl77)

1.5.2 Formulation faible

Comme montré dans les paragraphes précédents, la forme faible des équations (1.54) a
(1.60) est donnée par I'équation (1.53). La forme faible des équations (1.61) et (1.62) est
donnée par 'équation (1.27). Ce qui conduit a :

[ 99 6 (2 (G run) + L) a2~ [ du-bd2— [ du-rds = 0
Q Q o,

/5Pw—0m9 = 0 (1.64)
Q

/Qée(P—P)dQ = 0

/ (Kni — K) 0K d€) + c/ Vkn - VokydQ = 0
Q Q

1.5.3 Discrétisation spatiale

Les solutions exactes (u, P, %, k¢7) vérifiant les équations du probléme au sens faible

sont inaccessibles dans la majorité des cas. L’objectif est d’obtenir une bonne approximation
de ces solutions sur un sous-espace de dimension finie. La méthode des éléments finis permet
ainsi de trouver une solution approchée pour les quatre inconnues (u”, P*, 9", /izl), en utilisant
une base discréte combinée & un ensemble d’inconnues nodales. Ainsi le déplacement exact,
u®, en un point M appartenant & un élément g, peut étre approché par :

ny d
000 = 303w (00) (1.6

i=1 k=1

ol 1y, est le nombre de neeuds de I’élément utilisé pour discrétiser les déplacements et d désigne
la dimension de 'espace. Les inconnues nodales uy; sont les déplacements du nceud ¢ suivant



38 CHAPITRE 1. SIMULATION DE L’ENDOMMAGEMENT DUCTILE

la direction correspondant a l'axe k et (®;,®y,,..., 2, ;) désigne une base du sous-espace
des champs des déplacements cinématiquement admissibles sur Qg de dimension n, X d.
Etant donné que les seules quantités qui peuvent étre manipulées sont les quantités appro-
chées qui ont été calculées grace a la méthode des éléments finis, et dans un souci de clarté,
on omettra désormais I'exposant h.
En regroupant tous les déplacements aux noeuds dans le vecteur :

ﬁT = [’LLH, ULy -vy unud] (166)
et les vecteurs de la base correspondante dans la matrice :
ﬁu = [Qnyiuy "'72nud:| (1-67)

le déplacement approché peut s’écrire sous forme d’un produit matrice-vecteur :

u(M) = N,(M) - & (1.68)
Le tenseur des petites déformations associé est alors donné par :
1 1 A .
e = 5 (i tug) = ([(ﬁu 1) o]+ [(Ny - 0) 'gj],i)
1 (ONF ONF
= ([ Z=2.e U e |q 1.69
2 <an &t ox, &) (1.69)

me

ol Hﬁ est la K®™€ colonne de la matrice N, et e, est le i® vecteur unitaire de la base

orthogonale. D’ou :

s}

=B, -0 ou ¢ =B}l (1.70)

~

avec B, le tenseur d’ordre trois tel que :

1 /ONF ONF
Bl = (EBu .o 4 =u g 1.71
sk 2<8Xj &t X, 9]) (1.71)

De la méme maniére, la valeur des inconnues P et 6 en un point M est approchée par :

P(M) = ) Npp(M)P,=Np-P (1.72)

O(M) = D Ngp(M)b, =Ngy-0 (1.73)
k=1

ou n, et ng sont les nombres de noeuds utilisés pour discrétiser respectivement la pression
supposée et la variation de volume supposée. Npg and Ny sont les fonctions de forme regrou-
pées respectivement dans les vecteurs Np et N,. Enfin E et é sont les vecteurs regroupant
respectivement les valeurs nodales de pression supposée et de variation de volume supposée.
Plusieurs combinaisons sont possibles concernant 1’ordre des fonctions de base. Cependant
ce choix est contraint par la condition de Babuska-Brezzi (cf [12], [13] et [45]). Suivant Bellet
[35] et Michel-Ponnelle [166], un choix approprié pour les petites déformations consiste a
utiliser une interpolation quadratique pour les déplacements (P2) et une interpolation linéaire
avec les mémes noeuds d’interpolation (np = ny) pour les champs de pression supposée et de
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variation de volume supposée (P1). Ainsi, nul autre enrichissement (de type fonction bulle par
exemple) n’est nécessaire.
Enfin, la variable non locale x,; est également discrétisée :

K“nl(M) = Z NH(X(M)’%nlO( = H,{(M) : Enl (1.74)
a=1

ol n, est le nombre de noeuds utilisés pour U'interpolation de x,;. La notation Ny, désigne les
fonctions de forme utilisées pour interpoler x,;. Ces derniéres sont regroupées dans le vecteur
N,.. Enfin &, est le vecteur des valeurs nodales de x,,;. Pour calculer le gradient de la variable
non locale, I’équation suivante est utilisée :
Ok

Vkn = Bg - &y, ou X Biiknj avec B =
1

ON,.
0X;

(1.75)

Suivant les résultats de Peerlings [199], une interpolation quadratique des déplacements donne
de bons résultats avec une interpolation linéaire pour la variable non locale k,; (et donc
également pour la variable locale k).

1.5.4 Reéactions élémentaires

Une approximation éléments finis est alors construite pour I’ensemble d’équations (1.64),
en utilisant la propriété de linéarité des intégrales (& savoir que l'intégrale sur 1’ensemble est
égal a la somme des intégrales sur les parties). Ainsi, par exemple, I'équation (1.64/1) peut se
mettre sous la forme suivante :

ZUQ (Eu-éﬁ)@dﬂ—/ﬂ (Méﬁ)-hvdﬂ—/ (N - 08) - 7,dS| =0 (1.76)

Qg QN QE

ou g désigne un élément de 2. En appliquant la méme décomposition pour toutes les équa-
tions de (1.64) le systéme suivant est obtenu :

Ry —f
S| [ op.ooz,] | 2 || =sa @@ -E) =0 (1.7
Qg R—(’

ou a est le vecteur global contenant toutes les inconnues nodales. Les réactions élémentaires
R,, Ep, Ry et R, sont alors données par :

R, = B, : gd® (1.78)
Qp ~

R, = / N7 (6 - 0) d© (1.79)
Qg

Ry, = / N (P —P)dQ (1.80)
Qp

R, = / [(NT @ N, +cBY - By) - yy — NEk] dQ (1.81)
Qg — -



40 CHAPITRE 1. SIMULATION DE L’ENDOMMAGEMENT DUCTILE

ce qui conduit, par assemblage des réactions élémentaires, au vecteur global des forces internes
R (a). La contribution élémentaire du vecteur des forces externes est

f= NI . b,d+ / NT.1,dS (1.82)
QE_ 6tQﬂQE_

ce qui conduit, aprés assemblage, au vecteur global des forces externes F. Les parameétres de
da étant arbitraires, résoudre le probléme éléments finis revient & trouver les composantes de
a vérifiant :

R(a)-FE=0 (1.83)

1.5.5 Résolution incrémentale

Le probléme général est formulé de maniére classique sous forme incrémentale (cf chapitre
2 de [257]) :

R (Q(m)) _F+) =R (g(m 4 Ag(m) _F+D) — ¢ (1.84)

ou a(® désigne la solution convergée a I'incrément précédent (n) et Aa(™ est I'incrément total
des degres de liberté nodaux entre les incréments (n) et (n+1). Trouver la solution du systéme
(1.84) nécessite de recourir & un processus de résolution itératif pour chaque incrément de
chargement, puisque les relations sont non linéaires. Ainsi, pour trouver la solution convergée
a 'incrément (n+ 1), il est nécessaire de procéder par itérations. Entre les itérations i et i+ 1,
ce systeme est linéarisé de sorte & permettre 'utilisation d’une procédure de résolution de
Newton-Raphson :

R <§(n+1)) _pt) & ROV 4 ;i{a(n,z) L sam it _ D) — g (1.85)

ol da™ 1 est la correction itérative de Ag(n) entre l'itération ¢ et l'itération ¢ + 1. En
conséquence, la différence [E (g(”) + Ag(")) — E("H)] doit étre évaluée pour chaque itération

i, avec Aa(™ = 0 pour i = 0. L’évaluation de ce vecteur nécessite le calcul du tenseur des
contraintes ¢ et de la quantité locale x, qui est obtenu pour chaque point de Gauss de chaque
élement en intégrant les équations du comportement (1.63) comme décrit Annexe A. S’il n’y a
pas convergence, I’équation (1.85) indique que la correction itérative a apporter est la solution

de :

égn,z) . 5§n,i—>i+1 — E(n—l—l) - E(n, i) (186)

. R . C e . e
ou K, = 5, est la matrice de rigidité globale, obtenue par assemblage des matrices de rigidité
élémentaires K .. Ces matrices élémentaires peuvent étre vues comme des matrices par blocs
constituées par les dérivées partielles des réactions élémentaires (EU,EP,EG,EK) par rapport

aux incréments des inconnues nodales (Au, AP, Af, AR,,) :
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— pour les dérivées partielles correspondant a la réaction élémentaire R,,

_OR, _ T qdev. 92  1a
K5, = N QEEU .I;" 8AN I vV iBy ds} (1.87)
0.
K, =T = /Q (gg : ;) © N, d0 (1.88)
E
Ko, =By = BT rev: %2 11) o Nao (1.89)
Ko, = Bu _ BT pev, 92 ) N,.dQ (1.90)
=Uknl 8Aﬁnl Qg =u ~ ’ 8A/€nl '
— pour les dérivées partielles correspondant a la réaction élémentaire R, :
OR T . R T
Kp=mk= | Njo (1:B.) a0 = A (1.91)
E i
OR
Kop=oap= U (1.92)
OR,
Koo =356 = / T @ NydQ (1.93)
IR
glemnz = aAan = Q (1~94)
pour les dérivées partielles correspondant a la réaction élémentaire Ry :
T
OR, T 1 80 d aﬂu
K =72 = N I: IeV'B dQl = — 1.95
B9y = 5Aa /QE_9®( OAE u) PN (1.95)
oR,”
OR T =P
K¢ =782 = / —Ny @ N dQ) = —= 1.96
=0p J0Ap O AT} =p aAQ ( )
OR, 1 0o
Kgy = 6?; = /Q H < I: 8A‘ > Npdf2 (1.97)
E
K =72 = N I N,.dQ2 1.98
pour les dérivées partielles correspondant a la réaction élémentaire R, :
R 8/&
K¢ = 5a5 = ( : Tdev ]g,u) dQ) (1.99)
QE ~
R, _
Kew=oap= O (1.100)
e _ 8R _ _1 a’% . T
K== - (—8 Aé_;) N7 & Nyd0 (1.101)
0
KLk = ai% - /Q {EE ®N, +cBL B, — Z lmf ® &] Q) (1.102)
E n

L’évaluation des matrices de rigidité élémentaires nécessite le calcul de la matrice tangente
cohérente L. qui peut se mettre sous forme de matrice par blocs :

0g Ja
8A§_ 8A/€nl

8A§_ 8A/€nl
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et est obtenue lors de U'intégration des équations du comportement (cf Annexe A). L’incrément
total des degrés de liberté aux nceuds est alors mis a jour :

de sorte qu’a convergence :
a™ ) = 4" 4 Aa™) (1.105)

Le diagramme résumant la procédure de résolution incrémentale est donnée figure 1.13.

Incrément n — n + 1; itération ¢ — i+ 1
am) = a 4 Aa™

4

Pour chaque élément Qg

S AL = VO (Au®)
|

=) _ (o Lo Az _ (acen e L gm)

EW = (") 307 5 A2 = (AT 4+ 2A0™MT
|

Pour chaque point de Gauss de Qp

7 =g (2,6, A2, AR A) L

’%(n'i) =K (§_<n)7 ﬁg:;)v Aé_ (n')a A’ig;)v ,\,,(n))

Réactions élémentaires

T . g_(nz)dﬂ

U

=
Il

~

.

NE (0™ — 6D) dQ

=
Il
F

Op

Ny (P™) — p®D) 40

I
Il
e~

R, = / (NI @ N, + Bl B - 25" - NIkO9] do
Qp - =
I
Test de convergence: ) — R0 ~ (7
v N
Non: correction pour la nouvelle itération Oui: convergence, incrément de chargement
[‘,(n,, i) . 5aﬂ/,’[‘4)i+l — F(n+1) _ R(n,i) Aa(n) _ Z,(Sa”*i”“
o Aalm = 3 gamivitl at) — an 4 Aa®
i = 141 n = n+1

FiGg. 1.13 Procédure de résolution incrémentale
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1.5.6 Résultats

Les résultats obtenus avec les éléments non locaux aux paragraphes 1.3.5 et 1.4.1 sont alors
comparés avec ceux que fournissent les éléments mixtes non locaux p2pIpip! (polynémes qua-
dratiques pour interpoler les déplacements et polyndmes linéaires pour les trois autres variables
P, 0 et k). Le schéma d’intégration spatial est basé de maniére classique sur trois points de
Gauss dans le cas de triangles a 6 nceuds. Les résultats sont montrés aux points d’intégra-
tion sans aucune interpolation graphique, pour un déplacement imposé de u, = 7.3 x 10~2 mm.

Dans un premier temps, le méme probléme est résolu pour trois maillages différents, cor-
respondant respectivement & des tailles de maille de 0.1 mm, 0.2mm et 0.3mm. Le profil
d’endommagement résultant pour les éléments mixtes non locaux est présenté figure 1.14. Un
profil quasi-identique est obtenu avec des éléments non locaux. L’égalité de la largeur de la
bande de localisation dans les trois cas indique bien que la formulation mixte non locale per-
met de régulariser le probléme.

Puis deux simulations sont effectuées sur le second maillage dans le but de comparer
les performances des éléments non locaux et des éléments p2pIpIpl du point de vue des
contraintes. Les valeurs des composantes du tenseur des contraites o171 (&,7), 02 (£,7) et
012 (€,7) sont présentées aux points de Gauss sur les figures 1.15, 1.16 et 1.17. Dans le cas
des éléments mixtes non locaux, les composantes du tenseur ¢ obtenues sont trés proches de
celles de ¢.

Dans les deux cas, le probléme a été régularisé de sorte qu’il n’y ait pas de localisation
pathologique des déformations. Cependant, avec les éléments non locaux, les contraintes pré-
sentent des motifs de damier, caractéristiques du verrouillage volumique, alors que les éléments
mixtes non locaux présentent des contraintes plus lisses. Les résultats obtenus en matiére d’éva-
luation des contraintes et des déformations montrent d’ailleurs des valeurs moins dispersées et
probablement plus précises avec les éléments mixtes non locaux. Toutefois, comme dans le cas
des éléments mixtes, quelques oscillations persistent pour les champs o152 et £33. Mais elles ne
posent pas probléme dans le cadre des petites déformations, puisque la magnitude du champ
£33 est insignifiante dans ce cas, et que o2 ne contribue que pour que pour une part mineure
a I’énergie de la structure.

1.6 Conclusion

Une nouvelle formulation mixte non locale & quatre champs a été proposée pour la mo-
délisation de ’endommagement ductile. Les résultats montrent que les éléments p2pipipl
réduisent considérablement le verrouillage volumique tout en régularisant le probléme. Ce-
pendant, l'introduction de trois nouvelles variables a entrainé une augmentation du cotit des
calculs.
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Fig. 1.14 Endommagement w, avec des éléments mixtes non locaux pour trois maillages
différents

-375 011 (MPG) 870

Fi1G. 1.15 — 011 pour des éléments non locaux (gauche) et mixtes non locaux (droite)
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=57 g22 (MPa) 1080

Fi1G. 1.16 093 pour des éléments non locaux (gauche) et mixtes non locaux (droite)

-237 o152 (MPa) 180

Fi1G. 1.17 — 012 pour des éléments non locaux (gauche) et mixtes non locaux (droite)

45



46

CHAPITRE 1. SIMULATION DE L’ENDOMMAGEMENT DUCTILE



Chapitre 2

Optimisation du compromis
précision /cofit

Grace au dévelopement de nouveaux éléments mixtes non locaux, il est possible d’avoir
une description satisfaisante de '’endommagement dans le sens ou elle est indépendante de la
taille de maille et ne présente pas d’oscillations numériques. Cependant, la qualité du calcul
éléments finis dépend également du choix du maillage et du type d’interpolation utilisé. En
effet, les estimateurs d’erreur a priori montrent que I'erreur de discrétisation diminue si la
taille des éléments diminue ou si le degré d’interpolation augmente, pour des problémes el-
liptiques symétriques définis positifs. Ainsi, pour assurer une bonne qualité de la solution, il
est nécessaire d'utiliser un maillage suffisamment fin dans les zones d’intérét, dont la position
n’est pas connue dans le cas général.

Toutefois, il n’est pas envisageable de subdiviser sans discernement le maillage en vue
d’obtenir une qualité considérée comme correcte. En effet, 'augmentation du nombre d’in-
connues due a ’approche mixte non locale cause déja une augmentation du coiit de calcul
notable par rapport a des éléments classiques. De plus, un raffinement général aboutirait en
3D a la saturation rapide des moyens de calcul actuels, méme pour une résolution en linéaire
avec des éléments classiques. De méme, le degré d’interpolation ne peut pas, lui non plus, étre
augmenté facilement.

L’amélioration de la qualité d’un calcul par la modification des paramétres de discrétisation
nécessite donc la mise en place de procédures efficaces qui permettent d’atteindre le niveau
de qualité désiré par I'utilisateur, tout en minimisant au mieux les cotits de calcul. Intervient
alors la notion de procédure d’adaptivité, qui est I’'objet de ce chapitre. Schématiquement, ces
procédures d’adaptivité consistent a :

1. effectuer un premier calcul sur un maillage (qui peut étre relativement grossier) ;
2. évaluer les erreurs de discrétisation commises ;

3. utiliser ces résultats pour déterminer les paramétres qui permettent d’obtenir une pré-
cision donnée tout en minimisant les cotits de calcul;

4. construire une nouvelle discrétisation ;
5. effectuer une nouvelle analyse éléments finis.

Apreés une bréve description des méthodes d’adaptivité possibles et des principaux outils né-
cessaires, le choix de chacun d’entre eux est détaillé et un exemple d’application est proposé
afin d’évaluer les performances de la méthode.
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2.1 Les méthodes d’adaptivité

Le chapitre 5 du livre [146] par Ladevéze et Pelle offre une bonne présentation des mé-
thodes d’adaptivité présentes dans la littérature. Cette partie reprend donc essentiellement les
différentes possibilités présentées dans ce chapitre pour ensuite n’en retenir qu’une seule.

2.1.1 Les méthodes possibles

Actuellement, il existe trois méthodes principales d’adaptivité connues sous les noms de
r-version, h-version et p-version (pour plus de détails voir les ouvrages [42] et [107]).

r-version

Cette méthode est apparue dans les années soixante-dix [51], [246]. Elle consiste a garder
la topologie du maillage (nombre de nceuds et connectivité) ainsi que le type d’interpolation
et a chercher a positionner les nceuds de fagcon & minimiser I'erreur entre la solution exacte et
la solution éléments finis. Son application conduit & résoudre un probléme d’optimisation sur
la structure, comportant les coordonnées des noeuds comme variables d’optimisation. Il s’agit
d’une méthode numériquement trés cotiteuse et d’une efficacité limitée.

Diverses variantes ont été proposées pour en diminuer le coiit ; par exemple : positionne-
ment des noeuds sur les courbes iso-densité de déformation [246], ou élaboration d’algorithmes
itératifs adaptes 78], [137]. Néanmoins, ces méthodes sont peu utilisées en calcul de structures
depuis I'apparition des mailleurs automatiques.

h-version

Cette méthode consiste a conserver le type d’interpolation, mais & modifier partiellement
ou complétement le maillage (position et nombre des neeuds, connectivité...). En pratique, elle
est utilisée sous deux formes différentes :

la méthode locale de h-raffinement /déraffinement
— la méthode globale de h-remaillage

h-raffinement / déraffinement locauz

Dans ce cas, la trame du maillage initial est conservée, mais les éléments peuvent étre soit
subdivisés, soit regroupés.

En se limitant a des raffinements locaux, cette méthode peut étre facile & mettre en ceuvre.
Elle a été trés utilisée en liaison avec les indicateurs d’erreur : voir par exemple [10], [27], [31],
[79], [135], [187], [215].

Le probléme avec un raffinement local est la création de nceuds “pendants” (cf figure 2.1)
qui nécessitent un traitement spécial pour assurer la continuité du champ déplacement ou de
modifier localement le maillage de sorte a rétablir des connexions correctes, compatibles avec
la technique des éléments finis en déplacements.
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© noeud pendant

Fi1a. 2.1 — Neeud pendant
h-remaillage global

Dans cette méthode, le maillage est entiérement recréé. Le maillage initial sert uniquement
de support pour définir les tailles des éléments du nouveau maillage.

Le h-remaillage global a été utilisé plus tardivement (cf [146] pour un court historique)
car il nécessite l'utilisation de mailleurs automatiques capables de respecter correctement des
consignes de tailles. Actuellement pour les problémes 2D, il s’agit de la méthode d’adaptivité
de maillages la plus utilisée car de nombreux mailleurs automatiques 2D robustes ont été

ceuvre. Mais il existe aujourd’hui des outils robustes permettant de respecter une carte de
taille pour des maillages composés de tétrahédres.

p-version

La p-version est plus une méthode d’adaptivité du type d’interpolation qu’une méthode
d’adaptivité du maillage au sens strict. En effet, cette méthode consiste a conserver le maillage
initial et a augmenter dans certaines zones le degré de l'interpolation utilisée p (|28], [26],
[194], [238], [239]). Cette méthode a des aspects trés séduisants, notamment au niveau des
cotits de réalisation du maillage puisqu’un seul maillage est nécessaire et comporte souvent
peu d’éléments. En compensation, des fonctions d’interpolation de degré élevé sont utilisées
au moins dans certaines zones, ce qui peut introduire 14 encore des nceuds pendants. 11 faut
en outre prendre garde & ne pas utiliser d’éléments trop aplatis si 'on veut pouvoir utiliser
des valeurs élevées de p. Et en 3D, pour des piéces un peu complexes, cette méthode peut
conduire & des maillages finalement plus fins que ce que I'on pouvait espérer a priori.

Actuellement, cette méthode est encore peu utilisée dans I'industrie car, & 'exception de
quelques codes réalisés spécialement pour la p-version, par exemple [129], [237], les codes
industriels possédent rarement des éléments de degré supérieur a 2. Une autre difficulté encore
relativement mal résolue est de prévoir le degré p a utiliser pour respecter une qualité donnée
tout en minimisant les cotits de calcul.

h-p-version

Des études ont aussi été réalisées pour utiliser simultanément des changements de la taille
des éléments et des changements des fonctions d’interpolation [14], [181], [184], [264]. Cette
technique, appelée h-p-version, permet d’obtenir des taux de convergence trés élevés. Mais
comme pour la p-version, la prédiction des paramétres satisfaisants pour atteindre une qualité
donnée n’est pas facile a réaliser.
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2.1.2 Meéthode retenue et outils nécessaires

Etant donné 'ampleur des progrés effectués dans le domaine du remaillage 3D et les diffi-
cultés associées aux méthodes dites p-version, la méthode de h-remaillage global est retenue.

Dans ce cas, aprés un premier calcul, les erreurs de discrétisation commises sont évaluées
a l'aide d’un estimateur d’erreur. Ce dernier doit permettre de déterminer le moment ou il
devient nécessaire de changer de maillage et de localiser les zones ol le maillage doit étre
(dé)raffiné. Puis sur la base de ces informations, un critére de remaillage doit permettre de
déterminer la carte de tailles du nouveau maillage & construire. Enfin, ces informations sont
fournies & un générateur de maillage afin qu’il construise un maillage plus adapté.

Ces étapes sont les seules nécessaires pour les problémes linéaires, avant de pouvoir effectuer
une nouvelle analyse éléments finis pour vérifier que le maillage obtenu permet bien d’atteindre
I'objectif de précision voulu. Cependant, il en est autrement pour les problémes non linéaires
pour lesquels la réponse de la structure dépend de I'histoire du chargement. Cette histoire est
caractérisée par des variables internes et des variables d’état qui sont stockées soit aux points
d’intégration, soit aux nceuds. Or, dans un premier temps, le nouveau maillage obtenu est
purement géomeétrique et ne contient pas ces informations. Recommencer le calcul depuis le
début n’étant pas une option envisageable, il est nécessaire de transférer ces données de ’ancien
maillage au nouveau maillage, de sorte & pouvoir reprendre le calcul au méme moment.

Au final, la méthode d’adaptation de maillage retenue nécessite les choix d’un estimateur
d’erreur de discrétisation, d’un critére de remaillage et d'une procédure de transfert, qui sont
détaillés dans les parties suivantes.

2.2 Estimateurs d’erreur d’approximation a posteriori

2.2.1 Introduction

Historiquement, les premiers estimateurs qui sont apparus étaient globaux, et pourraient
plutot étre désignés comme des indicateurs d’erreur. Ils ne visent pas & fournir une erreur
absolue vis-a-vis de la solution exacte, continue (qui n’est pas connue), mais a apprécier 'amé-
lioration (ou la dégradation) de la qualité de la solution entre deux discrétisations différentes.
Ils permettent une évaluation de I'erreur de troncature par élément et la construction d’une
carte spatiale des erreurs, utilisable pour reconstruire une répartition de densité de maille
optimisée. Depuis quelques années, des estimateurs d’erreur locaux ont été introduits qui per-
mettent, eux, d’encadrer avec plus de précision 'erreur commise sur un domaine restreint ou
sur une quantité d’intérét locale.

2.2.2 Indicateurs d’erreur globale

Les estimateurs d’erreur globale s’appuient principalement sur des considérations heuris-
tiques et ont un aspect plutot qualitatif en donnant un ordre de grandeur de la mesure de
I’erreur : ce sont des indicateurs d’erreur. Classiquement, dans le cadre des méthodes éléments
finis en déplacements, le champ des déplacements joue un role privilégié et I'erreur est définie
comme la différence entre le champ des déplacements exacts et le champ des déplacements
éléments finis :

e=u“—u (2.1)
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On peut évidemment en déduire une erreur sur les contraintes, par exemple dans le cadre de
I’élasticité :
“—g=C:g(e) (2.2)

Deux approches sont possibles.

Approche directe

L’approche directe consiste a essayer d’obtenir directement, & partir de la solution appro-
chée calculée (en agissant donc a posteriori), une estimation de lerreur due & la discrétisation
des équations, U'erreur globale, qui va porter sur U'intégralité de la structure étudiée.

Les premiéres méthodes développées étaient dédiées a des modeéles décrits par des équations
aux dérivées partielles elliptiques linéaires. Elles s’appliquent donc & des problémes physiques
tels que ceux de thermique stationnaire ou d’élasticité linéaire. Les outils performants qu’elles
ont fait apparaitre sont maintenant largement reconnus et utilisés ; une revue de ces outils est
donnée dans [248], [249], [4], [19], [231], [147], [146]. Le résumé présenté dans ce paragraphe
s’appuie notamment sur l'ouvrage [146].

Parmi les trés nombreuses propositions qui ont été, et sont encore, faites dans ce domaine,
celles qui sont les plus utilisées peuvent étre classées en trois catégories :

— les mesures d’erreur fondées sur le concept d’erreur en relation de comportement et sur
les techniques adaptées de construction de champs admissibles, initiées par Ladevéze
[142];
les estimateurs d’erreur fondés sur les défauts d’équilibre de la solution éléments finis,
avec notamment les travaux de Babuska et al. [16];
les indicateurs d’erreur construits sur les défauts de régularité de la solution éléments
finis, développés principalement par Zienkiewicz et Zhu [261].

Quelques remarques générales avant de décrire briévement ces familles d’estimateurs d’er-
reur pour des problémes en élasticité (pour une présentation plus détaillée voir [197]). Toutes
ces méthodes ont été développées pour des problémes ou I'inconnue primale est uniquement
le champ des déplacements u. Le principe général est alors le méme : associer & la solution
éléments finis (u, ¢) un nouveau couple (u*,g*) qui est censé étre un meilleur représentant de
la solution exacte. Les différents estimateurs se distinguent ensuite par les critéres qui vont
définir la construction de ce nouveau couple. L’erreur est alors estimée a partir de I’écart entre
le meilleur représentant et la solution éléments finis.

Une premiére série d’estimateurs d’erreur est obtenue en imposant a (u*,g*) de vérifier
deux des trois équations du probléme de référence (I’équation d’équilibre 1.12, les conditions
limites en déplacement 1.13 et la relation de comportement 1.17). L’estimateur associé est alors
une mesure du résidu de I'équation qui n’est a priori pas vérifiée . Les estimateurs d’erreur
en relation de comportement entrent dans ce cadre : c’est la relation de comportement qui
n’est a prior: pas vérifiée. Il en est de méme des estimateurs fondés sur les défauts d’équilibre
de la solution éléments finis : la relation de comportement et les contraintes cinématiques
(admissibilité cinématique) sont alors vérifiées exactement.

Une autre famille d’estimateurs peut étre obtenue en imposant a (u*,g*) de vérifier exac-
tement une seule des équations du probléme de référence. L’estimateur mesure alors la qualité
de vérification des deux autres équations. La proposition de Debongnie et al. [76], [75] se situe
dans ce cadre; I’équation exactement vérifiée est I’équation d’équilibre et les résidus portent
sur la relation de comportement et les équations de compatibilité.
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La famille des estimateurs construits sur les défauts de régularité entre dans un cadre ou
aucune des équations du probléme de référence n’est exactement vérifiée.

Toutes ces démarches fournissent a I'utilisateur une mesure, plus ou moins précise selon le
type de méthodes, de 'erreur globale de discrétisation e et une mesure de la contribution eg
a l'erreur globale de chaque élément g du maillage utilisé. Une mesure globale couramment
utilisée est la norme énergétique, car elle a un sens physique fort; elle est équivalente aux
normes standards de Sobolev et peut facilement se restreindre pour donner des normes locales.

L’erreur de discrétisation peut également porter sur une autre variable que les déplace-
ments, en particulier sur un tenseur d’ordre 2 ou sur une variable scalaire. La notation e est
cependant gardée pour plus de simplicité en considérant qu'une notation de Voigt est implici-
tement utilisée pour le tenseur d’ordre 2 et que le scalaire peut étre vu comme un vecteur de
taille un.

Meéthodes basées sur l’erreur de comportement

La notion d’erreur en relation de comportement a été présentée pour la premiére fois par
Ladeveéze dans [142]. Les travaux relatifs a cette période ont été regroupés dans [143]. Ils
concernaient alors les problémes de thermique et d’élasticité linéaire en 2D. Ces méthodes ont
depuis été étendues a I'élasticité incompressible par Ladeveze et al. [145] et aux cas 3D par
Coorevits et al. [63].

Cette démarche repose sur un partitionnement des équations du probléme a résoudre en
deux groupes :

— les conditions d’admissibilité : équations de liaison, équation d’équilibre et conditions

initiales ; ce groupe étant le plus fiable, ces équations doivent étre vérifiées exactement ;

— et la relation de comportement, qui est la moins fiable des équations.

L’idée est de déterminer, & partir de la solution approchée du probléme de référence calcu-
lée, une nouvelle solution u* cinématiquement admissible (CA) et ¢* statiquement admissible
(SA). Cette nouvelle solution vérifie alors une certaine relation de comportement qui, en géné-
ral, différe de la relation de comportement du matériau (sauf si cette nouvelle solution est la
solution exacte). Ainsi, la qualité de I'approximation peut étre appréciée en comparant cette
relation de comportement a celle du matériau. Pour quantifier cette erreur, des normes de
type énergétique ou autre, qui ont des bases physiques fortes, sont utilisées.

Les mesures de l'erreur en relation de comportement globale et élémentaire associées au
couple admissible (u*, g*) s’écrivent respectivement :

lel=l¢g"=C:e) llcro et legll=llg"=C:cl’) g1, (2.3)

avec :

1/2 1/2
lellga=|[ereman] @ foligug,=|[ @ictiam] e
~ Q ~ ~ Qg ~

A partir de cet estimateur d’erreur, on peut obtenir un encadrement de ’erreur vraie donc
Ierreur en relation de comportement converge comme l’erreur vraie [57]. Mais son utilisation
est relativement cotiteuse.
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Meéthodes basées sur les défauts de régularité

Il s’agit d'une approche relativement simple, aussi bien dans son principe que dans sa mise
en ceuvre, de l'estimation d’erreur. Elle consiste a dire qu'une approximation plus réguliére
du gradient obtenue a partir du gradient de I’approximation éléments finis (qui présente des
discontinuités au niveau des interfaces entre les éléments), constituerait une meilleure approxi-
mation du gradient réel. On peut les trouver sous le nom de méthodes de recouvrement de
gradient, ou encore méthodes fondées sur le lissage des contraintes, puisqu’elles s’appliquent a
n’importe quel gradient ou combinaison linéaire de gradients.

La procédure consiste a utiliser I’approximation éléments finis du gradient, par exemple le
champ des contraintes g, pour construire une solution lissée ¢*, dont les différentes compo-
santes sont des fonctions polynémiales, globalement continues, de plus haut degré.

En général, on cherche a utiliser les fonctions de forme qui ont servi au calcul de u et qui
permettent d’obtenir une approximation d’un degré supérieure. L’essentiel du travail consiste
donc a chercher des valeurs aux noceuds pour l'approximation lissée en projetant le champ
d’ordre inférieur défini aux points de Gauss, par différentes méthodes (cf 'article de Babuska
et Rheinboldt [18] ou les travaux de Zienkiewicz et Zhu avec les méthodes ZZ1 [261] et ZZ2
[262],[263]). C’est pourquoi on trouve également ces méthodes sous le nom de méthodes par
projection de fluz.

Les méthodes de lissages sont universelles dans le sens ot il n’est pas nécessaire de faire
intervenir des résidus ou des équations différentielles partielles pour les appliquer.

Les mesures de ’erreur associée au champ des contraintes g globale et élémentaire s’écrivent
respectivement :

lel=ll¢g"—gllcr1o et lepl=lg"-glgra, (2.5)

Cette méthode fournit plus un indicateur d’erreur qu’une estimation avec borne garantie; ce
qui est suffisant pour bon nombre d’applications comme 'adaptation de maillage.

Méthodes fondées sur les résidus d’équilibre

Dans la méthode des éléments finis en déplacement, I'approximation principale porte sur
les équations d’équilibre. Ce sont ces défauts d’équilibre qui sont appelés résidus. Pour chaque
élément (0p du maillage, on définit ainsi le résidu intérieur ry par :

rp=Vagg+b, ., Vx€Qg (2.6)

Les résidus rp mesurent la non vérification de ’équation d’équilibre intérieur.
De méme, sur chaque face I' d'un élément, non incluse dans 9,2, on définit le résidu tp
par :
tr =g -np+2p (2.7)

avec :
si I’ n’est pas une face de 0,2 : @ = g5 N, ot Q7 est I'élément adjacent a I'élément
Qg suivant la face I';
si I' est une face de 0,Q2 : ®p = —71,.

Les résidus t mesurent la discontinuité du vecteur contrainte dans la direction ng a l'inter-

face entre deux éléments et la non vérification des conditions d’équilibre sur 0;€).
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Les estimateurs d’erreur a posteriori fondés sur les résidus sont tous construits en exploi-
tant le fait que l'erreur en solution e = u,, — u est solution du probléme d’élasticité dont les
données en efforts (a Uintérieur et sur les interfaces du maillage utilisé) sont les résidus des
équations d’équilibre :

ecUy et VoUEUy, avecUy={dU ‘régulier” et tel que : 6U5 o = 0}

JECRIELTE > / LD J (25)

Schématiquement, on peut distinguer :

— les estimateurs explicites qui utilisent directement I’équation précédente pour obtenir
une estimation globale de certaines normes de l'erreur e;

— les estimateurs implicites qui utilisent des approximations de la solution de cette équa-
tion, obtenues en résolvant des problémes locaux élément par élément ou par paquet
d’éléments. Différentes versions ont été proposées notamment par Babugka et al. [17],
[15], puis Demkowicz & al [77].

Approche indirecte

Dans le contexte de la construction d’estimateurs d’erreur, I’étude directe de ’erreur d’ap-
proximation a fait I’objet de nombreux travaux. Mais il existe également des approches in-
directes, moins étudiées, comme 'estimation de 'erreur d’interpolation e, c’est-a-dire 1’écart
entre la solution exacte u®* et l'interpolé linéaire de u®® par élément du maillage M, notée
I, (u) :

& = u — II, (u) (2.9)

C’est une méthode qui permet notamment de s’abstraire du probléme physique (de 'opéra-
teur), et qui permet de controler I'erreur d’approximation. De plus, d’aprés le lemme de Céa,
on sait que l'erreur d’approximation est donc majorée par l'erreur d’interpolation [59] :

| —u <[ u® — I, (u) | (2.10)

ol la norme employée n’est plus la norme énergétique mais la norme associée au produit scalaire
usuel de R?. Or, les études faites sur l'erreur d’interpolation montrent (expérimentalement)
que le lien entre 'erreur d’interpolation et 'erreur d’approximation est beaucoup plus fort que
la majoration donnée par ce lemme. Par conséquent, ’erreur d’interpolation fournit un bon
estimateur d’erreur [100]. Pour des exemples d’utilisation voir [103], [5] et [6].

Qualités d’un estimateur

Pour comparer les différentes méthodes disponibles dans la littérature, on dispose de plu-
sieurs criteres :

critéres de qualité intrinséque permettant de comparer ’erreur mesurée avec l'erreur
“vraie” réellement commise ;
critére de fiabilité : erreur estimée majore-t-elle I’erreur “vraie” 7

— sensibilité & des situations particuliéres de maillages : maillages grossiers, éléments apla-
tis, éléments distordus, etc. ;

— sensibilité a des comportement particuliers : anisotropie des matériaux, etc. ;
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— critéres économiques : simplicité de mise en ceuvre, coiit d’utilisation, etc. ;
— étendue du domaine d’application.

Les critéres suivants sont les plus couramment utilisés.
Fiabilité et efficacité

Notons || €“* || la mesure de 'erreur vraie globale, par opposition a la mesure estimée de
Ierreur globale || e |.

Un estimateur est dit fiable si :

|| gex HS Cfia || € || +h‘0't'fia (211)
Un estimateur est dit efficace si :

lell< Cepy [l € || +h.ot.cpy (2.12)
Ici Cyi et Cepy sont des constantes multiplicatives, indépendantes de la taille de maille, et
h.o.t. désigne les termes de plus haut degré. Du point de vue de la fiabilité, il est évidemment
intéressant d’utiliser des estimateurs tels que Cp; = 1.

Comportement asymptotique

Un estimateur a un comportement asymptotique exact s’il est efficace et fiable, avec C;, =
C’e_flf L’erreur “vraie” et estimation d’erreur utilisée tendent alors vers zéro simultanément.

Indice d’efficacité

Le critére de comparaison le plus utilisé est 1'indice d’efficacité, qui est défini par :

el

v = (2.13)
I e |

Une méthode d’estimation d’erreur est d’autant plus pertinente que I'indice d’efficacité global
se rapproche de 1. Elle est de plus conservative si cet indice reste supérieur a 1 (ce qui est utile
en dimensionnement). Pour évaluer v, la méthode la plus sure consiste & utiliser des problémes
pour lesquels la solution exacte est connue analytiquement. Une autre technique, largement
répandue, consiste a prendre comme solution ezacte une solution éléments finis obtenue sur
un maillage trés fin. Pour obtenir des résultats fiables, il est indispensable que ce maillage soit
nettement plus fin que le maillage sur lequel 'erreur est estimée et il faut prendre quelques
précautions pour transférer les champs d’un maillage a 'autre. Enfin, il est courant d’essayer
d’analyser la précision des estimateurs d’erreur implantés dans les codes éléments finis en
vérifiant l'indice d’efficacité sur quelques cas tests appelés benchmarks (voir par exemple le
travail de McNeal et Harder [159]).

De maniére analogue, on peut définir un indice local d’efficacité par élément (ou sur des
paquets d’éléments).
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2.2.3 Estimateurs d’erreur locale

Ce type d’estimateurs a été développé plus récemment. Il répond au besoin des ingénieurs
concepteurs de bureau d’étude d’avoir des estimations de I'erreur locale. En effet, pour le
dimensionnement, une information sur l'erreur globale reste insuffisante, dans la mesure ol
les critéres dimensionnants font appels le plus souvent & des valeurs locales. On a donc besoin
d’outils qui permettent de connaitre avec précision I’erreur commise dans une région d’intérét,
i.e. de véritables estimateurs d’erreur locale, qui ont un aspect plus quantitatif et qui approxi-
ment la mesure de 'erreur en tendant vers la valeur exacte si la discrétisation éléments finis
devient trés fine. On peut notamment trouver une bonne bibliographie sur le sujet dans la
thése de Chamoin [57] sur laquelle la partie suivante s’appuie essentiellement.

Erreur de pollution

Des recherches menées par Nitsche, Schatz et Wahlbin (voir [179], [219], [220] et [251]) sur
les estimations d’erreur a priori indiquent que sur une région wg, ’erreur dans la norme Lo
ou Ly, peut étre bornée par la somme de deux termes :

— P'un déterminé par les propriétés d’interpolation locales et la régularité de la solution
prés de wyp, que 'on appelle erreur locale : ¢’est la contribution par élément fournie par
les indicateurs d’erreur mentionnés précédemment ;
et 'autre, dite erreur de pollution, est déterminée par des facteurs d’origine plus lointaine
comme la régularité de la solution en dehors de cette région, la régularité de la frontiére,
etc., que les indicateurs d’erreurs sont incapables de détecter d’aprés des travaux plus
récents de Babugka et al. [21], [24].

Dans certains cas, il est important de maitriser cette erreur de pollution.

Dans une procédure de réanalyse locale, le raffinement peut ne pas donner la convergence
d’erreur en h? (avec ¢ un coefficient positif dépendant de la régularité de la solution
exacte) si le maillage grossier en dehors de la zone d’intérét apporte une erreur de
pollution importante.

— Dans |20], Babugka et al. montrent que si l’erreur de pollution n’est pas négligeable
devant l'erreur locale, alors la précision des dérivées obtenues par lissage peut ne pas
étre meilleure que les dérivées obtenues directement & partir de la solution éléments finis.

Différents algorithmes permettant d’évaluer a posteriori 'erreur de pollution sont proposés
dans les références 23], [183] et [123] notamment.

Si, pour des cas de réanalyse locale ol ’on souhaite uniquement remailler la zone d’intérét,
il est nécessaire de prendre en compte ’erreur de pollution, c¢’est une précaution inutile dans
d’autres circonstances. Ainsi, dans les références [21] et [20], les auteurs ont montré que 'effet
de pollution est négligeable pour les maillages construits grace & une technique d’adaptation
globale basée sur la norme en énergie de ’erreur sur le domaine entier. 11 faut donc adapter
I’estimation d’erreur & ses besoins pour obtenir des cofits de calcul moindres.

Erreur sur une quantité d’intérét

Pour le dimensionnement des structures, les ingénieurs concepteurs de bureau d’étude
peuvent étre également amenés a vouloir connaitre ’erreur sur une quantité locale I intéres-
sante comme la contrainte, le déplacement, etc. L’erreur peut alors étre définie par :

Al = I(He:{;) - I(E)



2.2. ESTIMATEURS D’ERREUR D’APPROXIMATION A POSTERIORI o7

Les approches locales correspondantes sont assez récentes. Elles permettent d’obtenir des
bornes exactes de l'erreur locale sur la quantité d’intérét dans un certain nombre de cas,
grace a une technique d’extraction associée a la résolution d’un probléme adjoint [57], [149].
Cependant elles ne sont pas encore établies pour ’ensemble des modeéles (notamment non-
linéaires) auxquels l'ingénieur est confronté.

2.2.4 Choix d’une méthode

Les informations sur les erreurs de discrétisation fournies par l'estimateur doivent étre
utilisées pour une adaptation globale du maillage. Le cas de la réanalyse locale peut donc
étre écarté et l'effet de pollution négligé. Le choix se restreint donc aux différents indicateurs
d’erreur globale, qui fournisssent une marge d’erreur indicative, correspondant & la partie
locale de l’erreur (par opposition a l’erreur de pollution).

Seuls les trois principaux types d’estimateurs d’erreur globale par approche directe sont
d’abord retenus, car ce sont les estimateurs pour lesquels il y a un plus grand nombre d’études
disponibles dans la littérature, en particulier pour des problémes non linéaires. Pour les dé-
partager, il faut recourir aux diverses études comparatives qui ont pu étre faites entre ces
trois types d’indicateurs d’erreur. L’analyse comparative la plus exhaustive a été menée par
Babuska et Strouboulis ([22], [25], [23], [233]). Il en ressort :

que la qualité d’un estimateur dépend de la topologie du maillage, de la solution exacte,
de ’aplatissement des éléments et de ’anisotropie ;

— que la convergence asymptotique des estimateurs n’arrive que pour certains types de

maillages uniformes ;

— que les estimateurs par projection de flux sont meilleurs que les estimateurs basés sur

les résidus pour les solutions étudiées dans [22].

Dans [148], les auteurs comparent la méthode de l'erreur en relation de comportement op-
timisée avec la méthode la plus performante parmi celles reposant sur les défauts de régularité
de la solution éléments finis, la méthode dite ZZ2. 11 est montré que bien que trés performant
au niveau global, ce dernier estimateur ne donne pas des indices d’efficacité locaux conservatifs
et que la performance de ce dernier peut étre mise en défaut sur des maillages trés grossiers ol
la technique de lissage fonctionne mal. Quant & erreur en relation de comportement classique,
elle est trés sensible a 1’aplatissement des éléments. I’estimateur basé sur ’erreur en relation
de comportement, avec construction optimisée du champ ¢*, conduit & un estimateur de bien
meilleure qualité. Il est conservatif, en contrepartie d’un cott de calcul plus important (des
techniques de construction par patch ont été développées pour réduire ce cofit).

Enfin, dans [146], on trouve une comparaison pour un probléme de thermique, issu de la
référence [22]. Il en ressort que l'estimateur en relation de comportement se comporte trés
bien (avec un indice d’efficacité trés proche de 1), pour ce type de probléme, contrairement
aux estimateurs construits sur les résidus d’équations d’équilibre.

D’autres travaux ont également été menés, par exemple par Beckers et al. [34] et par Oden
et al. [182].

De I’ensemble de ces travaux, on peut conclure que pour fournir des résultats destinés a
I’adaptation de maillage, 'estimateur ZZ2 est un bon compromis en raison de sa plus grande
robustesse par rapport & un estimateur utilisant la méthode des résidus et de son faible cott de
calcul par rapport a I’estimateur en relation de comportement. Bien stir, les mesures associées
ne sont que des indications d’erreur et ne permettent en aucun cas d’avoir une mesure exacte
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d’erreur. Cependant, ces indications sont suffisantes pour le remaillage et une mesure exacte
d’erreur serait de toute fagon trop cotiteuse pour pouvoir étre intégrée a un processus d’adap-
tivité. De plus, dans le cas d’une formulation mixte non locale, les inconnues primales ne se
limitent pas aux déplacements. Ceci rend difficile 'adaptation des estimateurs en relation de
comportement et ceux reposant sur les résidus d’équilibre aux problémes d’endommagement
ductile avec régularisation. En revanche, comme expliqué par la suite, il est possible d’utiliser
n’importe quel champ gradient pour la méthode de lissage. Ceci fait de I'estimation fondée
sur les défauts de régularité le meilleur choix pour cette étude.

2.2.5 Estimateur basé sur la méthode ZZ2
Recouvrement par lissage local (ZZ2)

Principe

L’estimateur d’erreur reposant sur les défauts de régularité le plus performant pour les
problémes linéaires a été proposé par Zienkiewicz et Zhu en 1992 : il est connu sous le nom
de Superconvergent Patch Recovery (|262], [263]). Il consiste a évaluer les valeurs aux noeuds
grace a une fonction polynomiale qui s’approche au plus prés, au sens des moindres carrés,
des valeurs du gradient en des points d’échantillonnage optimaux & proximité.

Choix des points d’échantillonnage

L’approximation éléments finis du gradient d’une fonction peut étre localement trés éloi-
gnée de la valeur exact du gradient, comme l'illustre la figure 2.2. Cependant, en certains
points dans les éléments, les résultats sont quasiment exacts. Sur 'exemple de la figure 2.2,
ces points sont proches du centre des éléments. En fait, ils correspondent aux points de Gauss-
Legendre des éléments. En ces points, la convergence du gradient est d’'un ordre supérieur,
donc du méme ordre que celui des déplacements. C’est pourquoi ils sont dits superconvergents.

Solution exacte

Solution EF

Points d'échantillonnage
optimaux pour du/dx

FiG. 2.2 — Choix des points d’échantillonnage optimaux : 'approximation du gradient d’une
fonction quadratique est exacte au centre des éléments utilisant des fonctions d’interpolation
linéaires pour les déplacements
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L’utilisation des points de superconvergence comme points d’échantillonnage est motivée
par le fait qu’ils offrent une plus grande précision et un ordre plus élevé de convergence que
les autres [30], [170], [158], [253]. Cependant, les propriétés de superconvergence n’ont été
prouvées que dans trés peu de cas [253]. De maniére générale, en 'absence de démonstration
de propriétés de superconvergence, Zienkiewicz et Taylor (|257|, chapitre 14) conseillent duti-
liser les points de Gauss-Legendre comme points d’échantillonnage (sauf pour des triangles
quadratiques) : voir figure (2.3).

*
*
lal P
Triangles a 3 noeuds Triangles a 6 noeuds

Fia. 2.3  Points d’échantillonnage optimaux (%) pour des quadrangles et des triangles
Construction de ’approzimation

Cette fonction polynémiale est définie sur une zone d’influence, ou patch, autour de chaque
nceud sommet interne (autrement dit, qui n’est pas sur la frontiére). Le patch associé est
constitué de tous les éléments qui ont ce nceud en commun, comme on peut le voir sur la
figure (2.4).

Le champ gradient calculé qui est approximé peut étre le champ des déformations ou le
champ des contraintes. C’est sur ces deux champs que porte le plus souvent I'approximation,
car il est ainsi possible de mesurer Ierreur grace a une norme énergétique, qui a un fort sens
physique. Le champ des contraintes est retenu ici pour illustrer la méthode. Pour obtenir
la contrainte lissée ¢*, il faut approximer, sur chaque patch, chaque composante o;; de la
contrainte calculée, d’ordre p — 1, par une fonction polynémiale 7;; d’ordre p, ordre du champ
de déplacement en l'occurrence. Les différentes composantes scalaires de la solution lissée
sont alors construites comme le résultat du produit scalaire entre un vecteur contenant des
termes polynémiaux appropriés P, et le vecteur a des coefficients correspondants qu’il faut
déterminer :

Gij(M) = P(M) = (2.14)
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Patch

Frontiéere

O Noeuds

*  Points de superconvergence

. Noeud central du patch

FiGg. 2.4 Patch

Pour déterminer les coefficients de a,;, une méthode des moindres carrés avec des points

d’échantillonnage optimaux est utilisée; ceci est équivalent & minimiser la quantité :

(04j(xp) — E(E?) 'éz’j)2 (2.15)

Mz -

F(éij) =

~
I

1

ou m désigne le nombre de points d’échantillonnage optimaux dans le patch, x; représente
leurs coordonnées et 5? leurs coordonnées réduites définies par :
R X —X

_ Zne 2.16
maxij<j<m (|| X7~ Xne ||) ( )

ot le vecteur x,,. correspond aux coordonnées du neceud central du patch. Il faut donc trouver
a;; tel que :

Ms

P"(x]) ® P(x}")a Zaw x)PT(x]) (2.17)

~
Il

1

La solution de ce systéme peut alors s’écrire sous la forme suivante :

a;; = é_l -by; (2.18)

Z (x) @ P(x]) et hz'j:zaij(&)ET(K?) (2.19)
=1

I=1

Une fois les parametres de a;; déterminés, la fonction polynomiale &;; est connue sur le patch,
et en particulier au noeud central qui est 'origine du repére associé aux coordonnées réduites.
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Il reste encore a déterminer les valeurs aux noeuds milieux et & ceux sur la frontiére.
Pour cela, il est recommandé d’utiliser les approximations polynomiales sur les patchs liés aux
neeuds sommets intérieurs pour déterminer la valeur au noeud considéré gréace a ses coordonnées
réduites. Pour les nceuds appartenant & plusieurs patchs, il faut prendre la moyenne des valeurs
interpolées. Les valeurs nodales ainsi obtenues sont alors regroupées dans un vecteur global Q;-‘j,
ou dans un vecteur local, spécifique & chaque élément QZ‘ﬂ p- Ainsi, la valeur de la composante 7j
de la contrainte approchée ¢* en un point M d’un élément Qg peut étre obtenue en écrivant :

o (M) =N"(M) -6} (2.20)
ou le vecteur N* regroupe les fonctions de forme du méme ordre que celles utilisées pour
définir le champ des déplacements.

Cette procédure est illustrée pour la dimension une sur 'exemple de la figure (2.5) avec

des éléments linéaires.

Pa
el
J
-0 A 0—4A O

Eléments linéaires a 2 noeuds

Fi1G. 2.5 — Exemple en dimension une sur des éléments linéaires
Mesure de l’erreur

L’erreur est alors donnée par la norme énergétique de la différence entre le champ des
contraintes calculé par la méthode des éléments finis et son approximation lissée :
1/2

1/2
lel=| [ -2): ¢ @ -0 = |Sles 221)
Qp

Dés que cette erreur dépasse un seuil fixé, le processus d’adaptation de maillage est déclenché.
Cependant, l'utilisateur ne peut pas toujours avoir a priori d’idée sur 'ordre de grandeur
que cette erreur peut atteindre, et donc sur la valeur du seuil & fixer. C’est pourquoi il est
nécessaire de travailler avec une mesure relative de ’erreur, permettant ainsi une qualification
de la qualité du calcul en termes de pourcentage d’erreur. L’erreur relative globale 7 est calculée

de la maniére suivante : lel
e
=—= x 100 2.22
n="g (2.22)

ou E désigne I'énergie de la structure associée a la contrainte lissée :

1/2
E=lg" lc-10= [/Q g':C7higtdQ (2.23)



62 CHAPITRE 2. OPTIMISATION DU COMPROMIS PRECISION/COUT

Performances

Comme tous les estimateurs par recouvrement, 'estimateur ZZ2 est fiable, dans le sens
ou il surestime 'erreur véritable (pour des tailles de maille h suffisamment petites). Avec la
propriété supplémentaire de superconvergence, on obtient méme un encadrement de l'erreur
ou exactitude asymptotique.

L’estimateur ZZ2 fonctionne remarquablement bien au niveau global et est relativement
robuste [22], [25]. Le point négatif est que la solution de recouvrement est souvent de médiocre
qualité prés des frontiéres.

Quoi qu’il en soit, les estimateurs par projection de flux sont trés populaires et ont été
implantés dans de nombreux codes commerciaux éléments finis & cause de leur simplicité d’im-
plantation et de leur efficacité en pratique. Ces estimateurs peuvent étre calculés en utilisant
uniquement le cadre existant de n’importe quel code éléments finis classique.

Adaptation aux problémes non linéaires

Pour les problémes non linéaires, cet estimateur d’erreur peut étre adapté. Boroomand
et Zienkiewicz ont notamment proposé dans [41] une nouvelle mesure de l'erreur pour les
problémes d’élasto-plasticité en statique, qui peut étre qualifiée d’incrémentale :

1/2

1/2
lel= M r<q*—g>:<Ag*—Ag>1dQ] — S s (2.24)
Qp

et
lell Aol
n=-—x100 avec E = lo* © Ag™|d (2.25)
E Q

C’est en effet une norme incrémentale de ’énergie qui est ici utilisée, car si 'erreur est
contrdlée jusqu’a I'incrément n, alors la procédure se réduit & controler I'erreur qui intervient
dans I'incrément suivant. Si ’erreur incrémentale dépasse le seuil autorisé g, alors un nouveau
maillage doit étre créé.

Cette derniére mesure de 'erreur est plus efficace pour les problémes de plasticité que peut
I’étre la premiére version. De plus, les auteurs précisent que la méthodologie employée dans
Iarticle est également applicable dans le cadre des grandes déformations ou en dynamique.
Cependant, 'utilisation de cet indicateur d’erreur en grandes déformations nécessiterait d’em-
ployer d’autres mesures des contraintes et des déformations.

Adaptation pour un champ scalaire

Une alternative intéressante consiste & lisser non plus toutes les composantes d’un ou plu-
sieurs tenseurs, mais plutot a se baser sur un unique champ scalaire. Les principaux avantages
de cet autre choix sont la réduction du coiit de calcul, et le fait que la variable sur laquelle
porte l'erreur puisse étre identique dans le cadre des grandes ou des petites déformations.

Le champ scalaire sur lequel porte 'approximation doit évidemment étre choisi en fonction
de l'intérét qu'il représente (endommagement ou plasticité cumulée par exemple) et doit étre
d’un degré inférieur au champ des déplacements (de sorte qu’il soit possible d’espérer obtenir
une meilleure approximation de ce champ par lissage).
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Peri¢ et al. ont proposé dans [204] un estimateur s’appuyant sur la dissipation plastique
pour capturer la localisation des déformations plastiques dans le cadre des petites déforma-
tions. Andrade Pires et al. ont, eux, défini dans [210] un indicateur d’erreur reposant sur le
taux de travail associé a I’endommagement wp = (—Y)D, ou —Y désigne le taux d’énergie
dissipée par endommagement D.

Dans le cas présent, on choisit de baser la mesure de l'erreur incrémentale sur le champ
scalaire d’endommagement w,. L’erreur s’écrit alors :

1/2

1/2

lell={ [ 15 - w) x du; - Awplaa] = | Y el (2.26)
Q On
et
el v anraal

=T % 100 avec FE = pr x AwydQ (2.27)

On peut également définir une erreur relative par élément :
= QE{? I 100 (2.28)

2.2.6 Exemple d’application

Les capacités de I'estimateur d’erreur incrémental basé sur I’endommagement sont ici tes-
tées sur les calculs présentés dans la partie 1.5.6 du Chapitre 1, avec les maillages de taille
moyenne 0.3mm et 0.1 mm. La figure 2.6 permet de constater que l'erreur apparait bien 1a
ou les gradient d’endommagement sont les plus importants. Les valeurs atteintes par 1’erreur
locale confirment bien que plus le maillage est grossier (et donc moins apte & capturer les forts
gradients), plus l'erreur locale est importante. Il en est donc forcément de méme pour l'erreur
globale qui vaut approximativement 0.0261 pour le maillage le plus grossier et 0.0066 pour le
maillage le plus fin. Le remaillage sera donc déclenché plus tét pour un maillage grossier.

L’erreur plus importante sur le maillage grossier provient d’un écart plus important entre
'endommagement lissé wy, et 'endommagement calculé wy, que sur le maillage plus fin, comme
Pillustre la figure 2.7. Sur cette courbe, les valeurs de 'endommagement présentées sont des
valeurs nodales simplement reliées entre elles. Pour cet exemple, le maillage de (0.1 mm peut
étre considéré comme suffisamment fin pour donner une solution de référence, proche de la
solution exacte. La comparaison de 1’allure des courbes pour les différents maillages montre
alors clairement que la solution lissée sur le maillage le plus grossier n’est pas la solution
exacte. Cependant, c’est une solution plus réguliére que la solution calculée et I’écart qui
s’en suit indique qu’il est nécessaire de remailler dans cette zone correspondant & ’encoche
inférieure gauche. Ce n’est que lorsque le maillage est suffisamment fin que la solution lissée
est proche de la solution exacte.

Notons par ailleurs que la valeur de ’erreur globale peut étre relativement importante
pour les quelques pas de temps suivant 'apparition de I’endommagement dans la structure,
car les incréments de I’endommagement peuvent alors étre plus importants. En 1’absence
de remaillage, cette erreur peut diminuer naturellement pendant les quelques pas de temps
suivants en raison de la diminution des incréments d’endommagement.
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Fi1Ga. 2.6 Exemple d’application pour des maillages de 0.3mm (en haut) et 0.1 mm (en bas)
a [lu,]| =0.01 mm

Wp pour 6.3mm — |

wp* pour 0.3mm ---x---

wp pour 0.1mm ---%---
0.0007 wp* pour 0.1mm & B
0.0006 B
0.0005 B
0.0004 B
0.0003 B
0.0002 B
0.0001 B

0

2 25 3 35 4 45 5

FiG. 2.7 Evolution des champs wp et wy, en fonction de l'abscisse curviligne au niveau de
’encoche inférieure gauche pour des maillages de 0.3 mm et 0.1 mm pour ||[uy|| =0.01 mm
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2.3 Critéres de remaillage

A la fin de chaque pas de temps, on utilise les résultats de 1’analyse éléments finis pour
procéder & ’évaluation des erreurs de discrétisation. Cette évaluation fournit une erreur relative
globale n pour toute la structure et une erreur relative élémentaire ng. Ces informations
sont utilisées pour déterminer s’il est nécessaire de remailler la structure et quelles sont les
caractéristiques du maillage optimal correspondant a cet instant.

Pour cela, il faut d’abord définir clairement ce qu’est un maillage optimal. Malheureu-
sement, il n’existe pas de consensus a ce sujet. Cependant, dans [188] et [146], les auteurs
s’accordent & dire qu’'un maillage optimal doit vérifier deux critéres, I'un portant sur l'erreur
globale et I'autre portant sur la distribution des éléments dans le maillage raffiné.

2.3.1 Critére global

Le premier critére, que ’on pourrait qualifier de global, ne préte pas a controverse : ’erreur
globale sur le nouveau maillage doit étre inférieure ou égale & la précision demandée par
I'utilisateur g. Le critére global est donc satisfait si :

n < e (2.29)

Si le critére d’erreur global n’est pas satisfait a la fin d’'un pas de temps, autrement dit si
1 > €p, cela indique qu'un raffinement du maillage est nécessaire.
Un parameétre d’erreur global §, peut alors étre défini :

b= (2.30)

2.3.2 Critére local

Plusieurs propositions ont été faites en matiére de critére local, parfois appelé critére
d’optimalité du maillage. Dans [188], Onate et Castro présentent et comparent deux critéres
locaux basés sur la répartition uniforme de 'erreur et sur la répartition uniforme de erreur
spécifique. Cependant, ces critéres ne conduisent pas toujours & minimiser les cotits de calcul.
C’est pourquoi, plus récemment, un critére reposant sur la minimisation du nombre d’éléments
sur le nouveau maillage a été introduit dans [202] et [144]. Ces critéres sont comparés par Diez
et Huerta dans |79] a un dernier critére s’appuyant sur la répartition uniforme de la précision
locale. Le principe de ces différents critéres est ici présenté dans le cadre ou :

1. le probléme est supposé linéaire ;

2. la solution exacte est supposée suffisamment réguliére pour que le taux de convergence
de 'erreur ne dépende que du type d’éléments finis utilisés.

Les modifications du taux de convergence engendrés par la considération d’un cas plus général
sont ensuite abordées.

Répartition uniforme de ’erreur

Un critére d’optimalité assez répandu se base sur la répartition uniforme de l’erreur glo-
bale, ou plus exactement, du carré de 'erreur globale. A partir de ce méme critére, il existe
dans la littérature plusieurs maniéres différentes de calculer les tailles de maille & imposer au
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nouveau maillage.
Version présentée par Onate et Castro dans [188]

Une interprétation possible de la version présentée dans [188] est que I'on cherche dans
un premier temps & faire respecter le critére local sur le maillage courant, avant de vouloir
imposer le respect du critére global. L’erreur dans chaque élément devrait étre, pour respecter
le critére local :

(ne)? = = (2.31)

ou N désigne le nombre d’éléments dans le maillage courant. Un paramétre d’erreur local peut

alors étre défini :
vV N
¢ = ”ET (2.32)

L’idée est ensuite de calculer pour chaque élément Qg du maillage de départ M, un coefficient

de modification de taille :
_hE

hg
ou hpg est la taille actuelle de I'élément Qp et h}; la taille (inconnue) qu’il faut prescrire pour
les éléments du nouveau maillage M* dans la zone de I’élément Qg afin d’assurer I'optimalité.
Le calcul des coefficients rg s’appuie sur le taux de convergence de I’erreur par élément et de
I’erreur globale, qui sont respectivement :

TE (2.33)

ng ~ O(hL)mes(Qp)/? ~ 0L ) (2.34)
n ~ O(hY) (2.35)

ou mes(§2g) représente ici le volume ou l'aire de I'élément g, h désigne la taille moyenne
des éléments pour le maillage, d est la dimension de I'espace considéré et g dépend du type
d’éléments utilisé mais aussi de la régularité de la solution exacte du probléme traité. Pour les
estimateurs d’erreur considérés ici, ce taux de convergence est égal & ’ordre de convergence
de la solution éléments finis. Si la solution exacte est suffisamment réguliére, ¢ ne dépend que
du type d’éléments finis utilisés, et peut alors prendre d’apres [60] les valeurs suivantes pour
les problémes linéaires :

— g =1 pour les triangles & 3 noeuds et les tétraédres a 4 noeuds ;

q = 2 pour les triangles a 6 nceuds et les tétraeédres a 10 noeuds.

Le rapport des tailles est donc lié au rapport des contributions des erreurs relatives élémentaires
et globales par :

Z_*i _ [%] q+d/2 _ rg“d/Q (2.36)
ET;) _ [’Hq - (2.37)
Le coefficient rg vaut donc :
1 n(2/2a+d)—=1/q) g(l)/q

R (2.38)

gé/@q—&-d)g;/q T (npV/N)¥/Qatd)
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Une expression plus simple a été couramment utilisée, qui consiste & choisir rg égal & :
1
1/q'
(c€rég)

ou ¢ est un facteur de relaxation et le nouvel exposant ¢’ est pris égal a ¢, sauf dans les éléments
adjacents aux singularités (auquel cas il est adapté a la singularité). Cependant, les valeurs
les plus couramment utilisées restent ¢ = 1 et ¢’ = ¢q. C’est par exemple le choix qui a été fait
dans [41], avec l'estimateur d’erreur ZZ2 incrémental. Cette formulation simplifiée ne donne
malheureusement pas de résultats tres satisfaisants, puisqu’elle conduit a raffiner et déraffiner
les mémes zones au cours du processus de remaillage. Ce probléme disparait si I'expression
basée sur les véritables taux de convergence (2.38) est utilisée, comme montré dans [188]. Le
critére permet alors de converger vers un maillage optimal vérifiant les conditions globale et
locale.

rE = (2.39)

Version présentée par Ladevéze et Pelle dans [146]

Dans la version présentée dans [146], 'erreur & prescrire s’écrit directement sur le nouveau
maillage :

i

* \2 __
ol Ny« représente I'erreur dans le nouvel élément (27, et N* désigne le nombre d’éléments dans
le nouveau maillage. Pour pouvoir étre exploitable, ce critére doit faire intervenir des quantités
mesurables sur le maillage courant. Il est donc nécessaire d’exprimer d’abord 'erreur sur le
nouveau maillage en fonction de I'erreur dans le maillage précédent, en écrivant tout d’abord

(2.40)

la contribution a lerreur d'un élément Q7 en fonction de Ierreur sur le nouveau maillage,
mais évaluée sur la zone correspondant a I’ancien élément Qg :

(i )? = 1 (p)? (2.41)

Or le rapport des contributions & ’erreur est lié par :

I8 _ 49, (2.42)
N

L’erreur nz. peut donc se mettre sous la forme recherchée :

(m-)® = rf "y (2.43)
Le coefficient de modification de taille peut donc s’écrire :
2/(2¢+d)
_[eo LI
Tp = |:77E:| (N*)l/(2q+d) (244)

Notons que cette expression est équivalente a (2.38) si’on considére que ’erreur sur le maillage
courant est égale & ¢ et que 'on cherche a vérifier le critére local sur le nouveau maillage.
Bien siir, le nombre d’éléments sur le nouveau maillage est a priori inconnu. Il doit donc étre
approché par :

N =) id (2.45)

Qg "E
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Il est donc possible de calculer N* :

(2¢g+d)/2q
2d/(2q+d
ZQE nx /(2q )]

N* = T (2.46)

o
et finalement d’exprimer rg :
1/q

o

5= 32 (2.47)

2/(2q+d 2d/(2q+d
77E/( q-+d) Yo, 77E/( a+ )]

en fonction des erreurs relatives par élément et de la précision souhaitée pour ce critére.

Répartition uniforme de ’erreur spécifique

Une alternative possible est de considérer que le maillage est optimal si le carré de 'erreur
par unité de volume (ou d’aire) est uniforme. De la méme maniére que pour le critére précédent,
il serait sans doute possible d’interpréter de différentes maniére ce critére local et de prescrire
I"uniformité de I'erreur d’abord sur le maillage courant ou directement sur le maillage final.
Cependant, seule la premiére version est présente dans la littérature & notre connaissance

(|188], [48] et [189]) :
2 2
U n
= 2.48
mes(Qp)  mes(Q) (2.48)
oumes(g) et mes(2) désignent ici les volumes (ou les aires) de I’élément Qp et de la structure
globale € respectivement. L’erreur prescrite est donc :

~(mes(QE) 1/2
ne =1 <7m€8(9) > (2.49)

Un paramétre d’erreur local peut étre défini :

¢p =12 (K(Q)))m (2.50)

n \mes(Qg

Le calcul du coefficient de modification de taille est alors plus simple que pour la premiére
version du critére basé sur la répartition uniforme de I’erreur. En effet, la maniére dont ’erreur
spécifique est définie permet d’éliminer la dépendance au volume (ou & l'aire) de 1’élément
présente dans (2.34). En conséquence, le nouveau taux de convergence de Uerreur spécifique
est

NE
— =~ O(hd 2.51
Le nouveau coefficient de modification de taille peut donc se mettre sous la forme simple :
1 0O 1/q
TE = 71/ = <€0m6$( E)> (252)
(Ep€y)Me ne mes(Q)

Les exemples présentés dans [188] montrent que cette stratégie permet bien d’obtenir un
maillage satisfaisant dans le sens ou I’erreur globale se rapproche bien de I'erreur souhaitée
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et le maillage est raffiné la ou les gradients des contraintes sont les plus élevés (ce qui est en
accord avec le type d’estimateur d’erreur choisi, en ’occurence ZZ2). Par contre, ce critére a
tendance & conduire & des maillages concentrant plus de petits éléments dans les zones a forts
gradients que la premiére version du critére basé sur la répartition uniforme de l’erreur. Les
maillages posseédent donc plus d’éléments pour le critére reposant sur la répartition uniforme
de lerreur spécifique ; ce qui engendre des cotits de calcul supérieurs.

Critére basé sur la minimisation du nombre d’éléments

Dans [202] et [144], Pelle, Ladeveze et Coffignal proposent un critére conduisant naturel-
lement & minimiser les cotts de calcul puisqu’il définit comme optimal un maillage qui vérifie
le critere global et qui minimise le nombre d’éléments N*. La méme définition de ’optimalité
d’un maillage est également proposé par Li et Bettes dans [154]. Le probléme se raméne alors
selon [146] et [154] & :

1
Minimiser N* = Z — avec 1" = Z (T%?]E)2 =2 (2.53)
Qg "E Qg

En introduisant un multiplicateur de Lagrange, noté A, ce probléme revient & rendre station-
naire le Lagrangien :

1
L({retoper;d) =Y — + A rifng — < (2.54)
Qg "E Qg

Les conditions d’optimalité donnent :

d _
—W—I—A(Qqn%) =0 VYOpeM (2.55)
E
Dot :
d 1Y (at+d)
= (2.56)
[QAqn?E]
En reportant dans la condition globale de (2.53), on trouve :
2q/(2¢+d) 2
{zj] - D (2.57)
9 205 g

Finalement, le coefficient de modification de taille de maille est déterminé en reportant (2.57)
dans (2.56) :

6(1)/q
b= e (2.58)
2/(2q+d 2d/(2q+d
7713/(q ) ZQEnE/(q )]

On remarque que ce coefficient est strictement identique a celui obtenu grice & la seconde
version du critére reposant sur 'uniformité de Perreur (2.47). En effet, sous ’hypothese que
la solution exacte est suffisamment réguliére, les deux critéres sont équivalents. Ces deux
solutions sont donc également intéressantes puisqu’elles permettent toutes deux de diminuer
les cotits de calcul, comme voulu.
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Critére basé sur la répartition uniforme de la précision locale

Un dernier critére proposé par Diez et Huerta dans [79] vise a prescrire I'erreur relative
locale, qui peut étre définie comme le rapport entre 'erreur dans I’élément Qg et 'énergie Eg
de cet élément ”%—‘Z” Cependant, cette erreur relative ne peut pas étre utilisée pour mesurer
la précision d’'une approximation de zéro. C’est pourquoi le critére numérique fait intervenir
une composante liée & une erreur absolue E 4. L’erreur élémentaire & prescrire sur le nouveau
maillage est alors :

Il ek = nZ EE + EX (2.59)

La valeur de l'erreur absolue E4 peut étre choisie arbitrairement. Dans [79]|, E4 est définie
de sorte a relier de maniére simple les paramétres 1y et E4 a la précision globale exigée &g.
Le paramétre E4 est ainsi défini comme 'erreur absolue locale que 'on aurait dans chaque
élément si l'erreur relative globale est 14 et que la densité d’erreur est uniforme sur tout le
domaine :

Eqs=mna mes(Qg-)'/? (2.60)

mes(2)1/2

De la sorte, en sommant le carré des contribution de chaque nouvel élément, ’erreur globale
mesurée est directement liée & I’énergie totale de la structure :

| e |I°= (nf +n3) E (2.61)

Une relation simple entre €, 17, et n4 est alors obtenue :

g0 =\/m8 + 14 (2.62)

Il serait possible de se servir uniquement du critére donné par I'équation (2.59), sans faire appel
au critére global, et considérer que le maillage est optimal si toutes les erreurs relatives locales
sont inférieures au membre de droite. Cependant, ce critére est trés restrictif et conduit & des
maillages avec un trés grand nombre d’éléments. C’est pourquoi le critére global est toujours
utilisé, combiné a une version modifiée du critére local (2.59) :

Lepl® g oz BV (2.63)
mes(Qg+) Lmes(Qg) " " mes(Q) :
Le coefficient de modification de taille de maille vaut alors :
( )1/2 2 2 1/a
mes(Qg , Eg , E
- — 2.64
" e | \/nL mes(Qg) T4 mes(£2) (2.64)

Cette stratégie de remaillage vise & obtenir un nouveau maillage avec une précision locale de
1z, et une erreur absolue locale F4 associée & une erreur relative globale n4. En fait, 'erreur
absolue E4 n’intervient que si la norme locale Eg est trés petite. L’important est de bien savoir
choisir I'importance relative des paramétres 77, et 14, sachant que les expériences numériques
présentées dans [79] montrent que Perreur relative locale prescrite doit représenter une plus
grande part (nz ~ 0.98¢p et na =~ 0.02¢¢).
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Modifications possibles de 1’ordre de convergence

Les calculs des coefficients rg précédents reposent tous sur le fait que le taux de conver-
gence de l'erreur pour un probléme linéaire est en h? ot ¢ ne dépend que du type d’éléments
utilisés si la solution est suffisamment réguliére. Cependant, si la structure présente des singu-
larités, des zones a trés forte concentration de contraintes ou si le probléme est non linéaire,
Pordre de convergence de la solution éléments finis est modifié. L’ordre de convergence de
I’estimateur d’erreur est donc modifié en conséquence.

En présence de singularités et de zones a forts gradients

En présence de singularités ou de zones a forts gradients, le taux de convergence de I'erreur
globale n’est pas directement lié¢ au degré d’interpolation utilisée. Une méthode complétement
automatique pour traiter ce type de cas a été élaborée par Coorevits et al. dans [64], [65].
Elle repose sur 'utilisation de taux de convergence non pas uniformes, mais par éléments, tels
que :

ne = O(hr) (2.65)

Une facon simple de définir ces coefficients locaux consiste a prendre :
— gg = a si I'élément g est connecté & une singularité d’ordre «,
qr = q pour tous les autres éléments.
La prise en compte de ces coefficients de convergence locaux conduit évidemment & des co-
efficients de modifications de taille différents de ceux présentés précédemment. Par exemple,
minimiser le nombre d’éléments reviendrait alors a :

1
Minimiser N* = Z — avec 0t = Z (rqEEnE)2 =el (2.66)
Qp "B Qg

La solution de ce probléme est donnée par :

d 1/(2qp+d)
e [2AQE771%3] (207
ou A est la solution de ’équation non linéaire :
1/(2 d
Z d /(2qE+d) 20/ (q-+d) | _ (2:68)
2A4q51> e =<0 :
Qp EllE

. 1/2 . . .
Ce sont alors les produits qE/ e+ qui sont uniformes sur le nouveau maillage, et non plus

I’erreur. En présence de singularités, le critére reposant sur la minimisation du nombre d’élé-
ments et la seconde version de celui basé sur la répartition uniforme de I’erreur ne sont donc
plus équivalents.

Cependant, I'utilisation de coefficients de convergence locaux engendre un coiit de calcul
supplémentaire non négligeable : minimiser le nombre d’éléments nécessite notamment de ré-
soudre I’équation (2.68) par la méthode de Newton. De plus, prendre en compte les singularités
exige de déterminer préalablement la position de la singularité, par exemple en se basant sur
une quantité présentant un pic au voisinage d’une singularité :

_ [ mes(£2) 1/2
ne = [mes(QE)] NE (2.69)
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Puis 'ordre de la singularité doit étre évalué en identifiant la valeur de la densité d’énergie de
la solution éléments finis avec la valeur théorique au voisinage de la singularité (cf [146] pour
un bon résumé de la méthode). Toutes ces opérations sont trop coiteuses pour pouvoir étre
répétées plusieurs fois au cours d’un calcul non linéaire. D’autant plus qu’il serait inutile de
prendre en compte les taux de convergence locaux, sans prendre en compte les modifications
engendrées par le fait que le calcul est non linéaire.

Pour les problémes non linéaires

Pour les problémes non linéaires, I’ordre de convergence de ’estimateur d’erreur est égale-
ment modifié par rapport aux problémes linéaires. En particulier, pour I'estimateur d’erreur
Z72 incrémental, les auteurs de [41], précisent que si l'ordre de convergence est ¢ pour les
problémes linéaires, pour les problémes non linéaires il devient :

I e ll= O(h??) + O(h?) (2.70)

Ceci modifie également le calcul des rg. En pratique, ce changement est ignoré.

2.3.3 Choix d’un critére local

Notre objectif est d’obtenir un nouveau maillage qui offre un bon compromis entre précision
et cotits de calcul. Prendre en compte les modifications d’ordre de convergence engendrées
par la présence de singularités ou de zones & forts gradients nuirait au second objectif. Par
ailleurs, le générateur de maillage choisi gére déja la présence de singularités géométriques
dans la structure et adapte la taille de maille localement en conséquence. De plus, il est inutile
d’espérer atteindre exactement la précision souhaitée lorsque I’évaluation de cette précision
n’est elle-méme pas exacte. L’estimateur d’erreur choisi est en effet un indicateur d’erreur, et
il ne fournit qu’une idée de I’erreur sur le maillage. Donc méme en prenant en compte les taux
exacts de convergence, et en supposant que le générateur de maillage respecte exactement la
consigne donnée (ce qui n’est jamais exactement le cas, en particulier en dimension trois),
il n’est absolument pas certain d’obtenir la précision voulue sur le nouveau maillage. Les
coefficients obtenus en premiére approximation avec des coefficients uniformes sont suffisants.

L’article de Diez et Huerta [79] offre une bonne comparaison des différents critéres présen-
tés. Le critére s’appuyant sur la répartition uniforme de 'erreur tel qu’utilisé par Zienkiewicz
donne les moins bons résultat puisqu’il s’agit de la version simplifiée du critére. Le critére
fondé sur la répartition uniforme de I’erreur spécifique tend & produire les maillages avec le
plus d’éléments. Par contre, le critére minimisant le nombre d’éléments et celui basé sur la
répartition uniforme de la précision locale offrent des résultats satisfaisants. Mais le premier
a 'avantage de toujours fournir des maillages avec moins d’éléments et une bonne précision
sans avoir a modifier un paramétre supplémentaire, qui est le rapport 7y, /¢¢. Le critére retenu
sera donc celui qui minimise les cotits de calculs en conduisant & une répartition uniforme de
Ierreur pour des problémes linéaires suffisamment réguliers :

1
E/q

0
TE_ 1/2 (271)
2/(2q+d 2d/(2g+d q
7713/( ) >0 nE‘/( " )]
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Remarques

Cette maniére de calculer les coefficients de modification de taille pour les éléments a
cependant quelques limites dans la pratique. En effet, si I’erreur est trop faible localement,
cela entraine la divergence du coefficient de modification et donc de la nouvelle taille de maille.
C’est pourquoi il est nécessaire de limiter la taille de maille maximale autorisée par la taille de
maille maximale sur le maillage de départ ou par une valeur fixée par I'utilisateur. Les mémes
dispositions sont prises pour éviter que la taille de maille ne devienne exagérément petite et
ainsi limiter les cotits de calcul. Toutes ces mesures viennent également influer sur l'erreur
globale du nouveau maillage.

2.4 Utilisation de la carte de taille par YAMS-GHS3D

Il est temps maintenant de fournir ces informations au générateur de maillage choisi,
YAMS-GHS3D, un outil de remaillage développé par 'INRIA (cf [102]) afin d’obtenir le
maillage désiré.

2.4.1 Calcul des valeurs aux nceuds

Déterminer un maillage optimal revient donc a déterminer une carte de coefficients de
modification de taille g calculés pour chaque élément du maillage initial M. Pour pouvoir
étre exploitée par YAMS-GHS3D, cette carte de taille de maille doit étre fournie aux noeuds
du maillage. Ces valeurs nodales sont obtenues en effectuant, pour chaque neeud 4, la moyenne
sur les ng; éléments Qp; qui ont ce nceud en commun :

1 nEg.i
= o 2.72
v ; (2.72)

Un fichier portant une extension spécifique est alors généré.

2.4.2 Intersection des mesures

Il est clair qu’il serait tout a fait possible de combiner les résultats de plusieurs estimateurs
d’erreur différents (par exemple ZZ2 incrémental pour les champs scalaires et un estimateur
d’erreur s’appuyant sur la forme des éléments), qui vont chacun fournir des cartes de taille
de maille différentes. Pour cela, il suffirait, aprés édition des différentes cartes de taille, de
procéder & leur intersection : comparer pour chaque noeud les coefficients r; et ne garder, a
chaque fois, que la modification la plus restrictive, c’est-a-dire le coefficient le plus faible. Il
serait alors possible d’obtenir une nouvelle carte de taille de maille qui permettrait de s’assurer
de la qualité du calcul suivant plusieurs critéres.

2.4.3 Création d’un nouveau maillage

Au moment ou le remaillage est déclenché, c’est-a-dire a la fin du pas de temps pour lequel
I’erreur relative globale dépasse la précision globale prescrite, I’algorithme de remaillage suit
trois étapes (voir [102]). Tout d’abord, le maillage initial va étre analysé et ses propriétés
intrinséques vont étre calculées en se basant sur la discrétisation actuelle. Le programme va
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alors calculer sa propre carte de taille de maille. Puis, YAMS-GHS3D va vérifier s’il existe
un fichier contenant des spécifications de taille pour le nouveau maillage. Le cas échéant, la
métrique spécifiée par l'utilisateur sera combinée avec la métrique calculée par le programme
pour décrire au mieux la géométrie de la structure. Autrement dit, dans les régions ou la
structure présente des singularités géométriques, la taille prescrite par l'utilisateur ne sera
prise en compte que si elle est plus petite que celle calculée par YAMS-GHS3S. Des opérations
topologiques et géométriques sont alors effectuées afin de produire un maillage pour lequel la
taille et la qualité des éléments sont controlées. Enfin, lors d’une derniére étape d’optimisation
locale, la qualité des éléments est améliorée.

2.4.4 Exemple d’application
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Fic. 2.8 Exemple d’application pour un maillages de taille de maille initiale 0.3 mm, avec :
en haut '’endommagement a gauche et I'erreur réduite a droite ||u,|| = 0.01 mm, et en bas les
nouveaux maillages : sans limite de taille minimum & gauche et en limitant la taille minimum
a 0.1mm & droite

Poursuivons avec 'exemple 2.2.6. La précision souhaitée est fixée a g = 0.5%. Comme les
ordres de convergence utilisés sont ceux correspondant aux solutions de problémes linéaires
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suffisamment réguliers, une petite marge est nécessaire entre la précision souhaitée sur le
nouveau maillage et la valeur de ’erreur globale a partir de laquelle le remaillage est déclenché.
Cette précaution évite de remailler et donc de transférer les champs trop souvent, ce qui est
cotiteux. Afin de pouvoir comparer par la suite les cas 2D et 3D ou 'on impose une taille
de maille minimale pour limiter les cotts de calcul, une valeur limite unique de 1.5% est
choisie pour déclencher le remaillage. Les maillages résultants sont présentés figure 2.8. Les
nouveaux maillages proposés (sans et avec taille de maille minimum) sont plus fins dans les
zones oul 'endommagement (et donc 'erreur) sont concentrés. Mais on remarque également que
les éléments ont une taille plus importante dans les zones ou 'endommagement est nul. Ceci
permet de réduire les cotits de calculs puisque le maillage initial a 9459 nceuds et 4650 éléments
alors que le maillage sans taille limite a 4666 nceuds et 2261 éléments et le maillage avec taille
minimum imposée a 3809 nceuds et 1842 éléments. Imposer une taille de maille minimimum
est ici intéressant puisque les cotits de calcul sont réduits alors que l'erreur globale est toujours
correcte : l'erreur globale mesurée est égale a 0.44% alors qu’elle vaut 0.31% sur le nouveau
maillage non limité avec plus d’éléments. Afin de contréler les cotits de calcul, les nouveaux
maillages seront désormais construits en imposant une taille minimale.

2.5 Transfert de champ

2.5.1 Principe

Une approche réellement adaptative requiert le transfert des valeurs des degrés de liberté
(déplacements, variable non locale,...), stockées aux noeuds, et des variables internes (endom-
magement, plasticité cumulée,...), stockées aux points d’intégration, pour pouvoir continuer
I’analyse & partir de 1'état actuel, au lieu de recommencer le calcul du début. Le transfert de
ces variables reste cependant délicat car I'opérateur de transfert devrait, en théorie, respecter
les contraintes suivantes [203] :

les relations entre les champs transférés devraient étre toujours respectées : le tenseur des
déformations devrait étre égal a la partie symétrique du gradient des déplacements,...;
les champs transférés devraient toujours satisfaire I’équilibre (adéquation des contraintes
transférées et des forces extérieures) ;
I'opérateur devrait minimiser la diffusion numérique : il ne faut pas que la bande d’en-
dommagement devienne plus large,... ;
les conditions aux limites devraient toujours étre vérifiées.
En reéalité, il est impossible de satisfaire en méme temps toutes ces contraintes. C’est essen-
tiellement la minimisation de la diffusion numérique qui va guider le choix de 'opérateur de
transfert. Les problémes de respect de relations avec les variables ne seront réglés que dans un
second temps, lors d’une étape de rééquilibrage.

2.5.2 Transfert des données aux noeuds

Le transfert des données stockées aux nceuds se fait généralement par interpolation des
valeurs stockées aux nceuds de ’ancien maillage M. Il suffit de repérer & quel élément de
I’ancien maillage M chaque nceud du nouveau maillage M* appartiendrait et d’utiliser les
fonctions de forme associées a cet élément pour obtenir la valeur recherchée au nouveau nceud.

On notera cependant que Espinosa et al. procédent de maniére légérement différente dans
[93]. Leur technique de transfert repose sur l'utilisation d'un maillage auxiliaire composé de
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triangles & trois nceuds reliant les noeuds de ’ancien maillage composé lui-méme de triangles
a 6 nceuds. Ce sont les fonctions de forme associées & ce maillage auxiliaire qui sont utilisées
pour interpoler les valeurs au nceuds du nouveau maillage. L’utilisation de ce type de méthode
reste tout de méme anecdotique.

2.5.3 Transfert des données aux points de Gauss

Pour le transfert des données aux points d’intégration, plusieurs techniques sont dispo-
nibles.

Transfert en passant par les nceuds de ancien et du nouveau maillage

La procédure utilisée par Lee et Bathe [150], Peric¢ et al. [203] et Mediavilla [165] peut se
décomposer en trois étapes.

1. Les valeurs aux points de Gauss sont extrapolées aux nceuds par simple projection
utilisant les fonctions de forme des éléments. Les valeurs nodales trouvées sont alors
moyennées de sorte & obtenir un champ continu. Mediavilla reconnait que cette étape
est & U'origine d’une diffusion non négligeable et précise que des techniques plus élaborées
ont été proposées pour limiter ce phénoméne : recourir & une approximation utilisant
une minimisation par moindres carrés (voir les travaux de Hinton et Cambell [120]) ou
utilisant une procédure itérative suivant les travaux de Loubignac [156]. Une version
similaire utilisant une méthode inspirée de la procédure de recouvrement par patch dite
SPR (Superconvergent Patch Recovery, voir [262] et [263]|) est proposée par Khoei et
Gharehbaghi dans [136] pour des problémes 3D.

2. Les composantes nodales sont ensuite transférées des anciens nceuds aux nouveaux
nceuds en repérant la position de ces derniers dans 'ancien maillage et en utilisant
une interpolation directe.

3. Enfin, les valeurs aux nouveaux points de Gauss sont déterminées par simple interpola-
tion sur chaque élément, en utilisant les fonctions de forme du nouveau maillage.

Le probléeme de cette méthode réside dans la diffusion numérique qu’elle engendre : elle est
plus prononcée qu’avec une méthode utilisant un transfert direct de points de Gauss a points
de Gauss [203].

Transfert direct de point de Gauss a point de Gauss

Valeurs constantes

Un opérateur de transfert trés simple peut étre construit en prenant des valeurs constantes
sur les domaines associés aux points de quadrature de 'ancien maillage. Cette construction

est locale. Il est également possible d’associer & un nouveau point de Gauss la valeur au point
de Gauss le plus proche sur ’ancien maillage.

Interpolation directe
Dans [191], Ortiz et Quigley ont recours & des fonctions de forme valant 1 aux points

d’intégration. La méthode s’appuie sur une interpolation des valeurs lorsque les nouveaux
points de Gauss sont & l'intérieur du groupe d’anciens points de Gauss, et sur une extrapolation
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des valeurs lorsque qu’ils sont & I'extérieur (tout en restant dans ’ancien élément). Cependant,
la discontinuité des champs le long des frontiéres entre éléments pose quelques problémes,
notamment lors de I'extrapolation. L’article [41] précise que pour résoudre ce probléme, un
type de remaillage particulier est utilisé pour lequel 'ancien élément est divisé en plusieurs
éléments, de sorte que les nouveaux points de Gauss se situent toujours a I'intérieur de ’ancien
groupe de I’ancien élément. Cette méthodologie de transfert n’est pas adaptée pour un nouveau
maillage quelconque.

Un principe similaire est utilisé par Espinosa, Zavattieri et Emore dans [93], mais cette fois
en utilisant une méthode d’interpolation uniquement. Dans cet article, les auteurs présentent
un opérateur de transfert utilisant un maillage composé de triangles a 6 nceuds et a intégration
compléte. Les valeurs stockées aux nceuds qui doivent étre transférées sont interpolées grace
a des fonctions de forme d’un maillage auxiliaire. Ce maillage est composé de triangles a
trois neceuds reliant les points de Gauss. Il suffit alors de repérer & quel élément auxiliaire
chaque point de Gauss du nouveau maillage appartient, pour ensuite procéder par simple
interpolation.

Transfert de point de Gauss a point de Gauss avec lissage

Projection L? auz neeuds de Uancien maillage

Le technique employée par Camacho et Ortiz [50| veut se rapprocher du transfert de points
de Gauss a points de Gauss. Elle s’appuie sur les travaux de Ortiz et Quigley, mais tente de
rendre la méthodologie plus générale en lissant les données avant le transfert de sorte & éviter
les problémes de [191]. Ce lissage est obtenu en projetant les valeurs stockées a trois points
de Gauss aux nceuds de I'ancien maillage au moyen d’une projection L?. Ce champ lissé est
alors directement évalué aux points de Gauss du nouveau maillage.

Dans [41], Boroomand et Zienkiewicz soulignent cependant que cette méthode présente un
inconvénient. Dans la mesure oil, lors de la projection L2, I'intégration est faite sur tout le
domaine, I'information provenant d’une petite zone peut s’étendre sur une zone relativement
plus large.

Moyenne pondérées de valeurs obtenues par moindres carrés par patch

Boroomand et Zienkiewicz proposent dans [41] une technique de transfert reposant sur
des contributions par patchs, afin de minimiser les problémes de diffusion. Afin d’illustrer le
principe de cette méthode, considérons que 1’on cherche & déterminer la valeur aux points
de Gauss du nouveau maillage d'une composante du champ des contraintes notée &. Tout
d’abord, il est nécessaire de déterminer a quel élément de I'ancien maillage le nouveau point
de Gauss appartiendrait. A chaque nceud de cet élément peut étre associé un patch (défini par
tous les éléments ayant ce nceud en commun, qu’il s’agisse d’un nceud milieu ou d’'un coin).
Sur chacun de ces patchs, une approximation ¢* du champ des contraintes est construite a
partir des valeurs aux points de Gauss par moindres carrés. Interviennent alors des fonctions
de pondération w dont le domaine de définition est 'aire associée a chaque point de Gauss :

= ZLD (o — UPG)Q c"=P-a (2.73)

Une fois ces approximations ¢* calculées sur chaque patch, la valeur recherchée au nouveau
point de Gauss ¢ est obtenue en calculant la moyenne pondérée des valeurs des contraintes
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lissées associées aux nceuds :
ZN wiox
£=173735
N
Zj:l Wi
ou N désigne le nombre de nceuds de I'ancien élément et w; est la fonction poids associée au
neeud j (elle peut étre différente des fonctions poids @ utilisés dans 1’équation (2.73).

5-:

(2.74)

Moindres carrés (mobiles)

Villon et al. proposent dans [250] de transférer les champs aux points de Gauss en se
basant sur des techniques d’approximation diffuse. Celles-ci permettent de définir un champ
mécanique de continuité globale d’ordre quelconque qui approche fidélement les champs méca-
niques discrets. Cette méthode est mise en ceuvre par Brancherie et al. dans [44]. Elle consiste
a décomposer localement, autour du point de Gauss du nouveau maillage x, le champ sca-
laire & transférer s"“"(ou chaque composante scalaire d’un tenseur par exemple) sur une base
polynomiale centrée au point x :

s"v =PTa (2.75)

La composante a est alors obtenue en minimisant la quantité Jx(a) définie par :

@)= 3 W) | B0, — x)a 5™, | (2.76)
i€V (x)

ot V(x) désigne un voisinage du point x ot est réalisé I'approximation. Les notations s°¢ et
s™" désignent respectivement les champs sur ’ancien et le nouveau maillage. Les x; corres-
°ld st connu. Enfin la fonction W (x;, x)
correspond & une fonction poids. Il s’agit d'une cloche maximale en x, de support V(x) et qui
représente la contribution du point x; pour 'approximation en x. La solution de ce probléme
d’optimisation s’écrit :

pondent aux points de Gauss de 'ancien maillage ou s

a=A"B (2.77)

avee A= > W(x,x)P(x;—x)P"(x;,~x) et B= W (x;, x)P7 (x; — x) s”(x;)
ieV(x) i€V (x)

(2.78)

Puis la valeur de ce champ lissé est projetée directement au nouveau point de Gauss.
En choisissant des fonctions poids uniformes valant 1, cette technique revient a procéder
a un lissage par moindres carrés. Ces méthodes sont trés performantes.

2.5.4 Choix d’un opérateur de transfert

Parmi les méthodes de transfert recourant a une interpolation directe des anciens points de
Gauss aux nouveaux, seules les méthodes transférant des valeurs constantes sont envisageables.
Les autres ne sont pas assez générales.

Une étude comparative menée par Patzak et Jirdsek dans [196] montre que le transfert des
valeurs stockées aux points de Gauss utilisant les noeuds conduit & une diffusion numérique.
Ce phénomeéne de diffusion doit étre évité car il peut causer 1’élargissement de la bande ou se
concentrent les déformations. En revanche, les méthodes de transfert directes s’appuyant sur
I'utilisation de la valeur du point de Gauss le plus proche ou sur un lissage par moindre carrées
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ne présentent pas cet inconvénient. Transférer directement la valeur du point de Gauss le plus
proche permet d’obtenir moins d’oscillations aprés transfert que la méthode utilisant le lissage
par moindres carrés, et ce & moindre cotit. Cependant, lorsque ces oscillations disparaissent
aprés retour a 1’équilibre, cette derniére méthode permet de reproduire de maniére plus satis-
faisante le profil d’endommagement, notamment lorsque la taille de maille varie beaucoup au
cours du processus de remaillage.

Le transfert direct utilisant le lissage par moindres carrés est beaucoup plus simple a
implanter et également moins coliteux que la méthode de transfert proposée par Boroomand
et Zienkiewicz. En choisissant de ne considérer qu'un minimum d’anciens points de Gauss pour
construire la fonction lissée dans le voisinage du nouveau point de Gauss (par exemple 13 en
2D pour des triangles 6 neeuds et 30 en 3D pour des tétrahédres & 10 neeuds), il est possible
d’obtenir de meilleurs résultats, en matiére de diffusion, qu’avec un lissage par projection L2.
De plus cette méthode est aussi facile & implanter en 2D qu’en 3D. C’est donc la méthode du
transfert direct utilisant le lissage par moindres carrés qui est retenue. Deux variantes sont
implantées :

— une version utilisant un simple lissage par moindres carrés;

— et une version utilisant un lissage par moindres carrés mobiles avec la fonction poids W

telle que :
_ 2 9 _3 .
W(s) = 3 45 +45° si 5<05 (2.79)
4 4
W(5) = = —45+45>— -5 sinon
3 3
ll¢; —x||

ol § = —F———~.
max; (||x; —x[[)

2.5.5 Exemple d’application pour le transfert
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FiGg. 2.9 Maillage initial a gauche et maillage adapté a droite

Poursuivons avec 'exemple 2.2.6. Les champs de I'ancien maillage sont transférés sur le
nouveau maillage (tous deux présentés figure 2.9) par projection directe aprés lissage par
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0 Us(mm) 0.01

0 oc(MPa) 450

Fi1G. 2.10 — En haut : isovaleurs du champ Us avant remaillage & gauche et aprés transfert &
droite. En bas : isovaleurs des contraintes de von Mises o, avant remaillage a gauche et aprés
transfert & droite

moindres carrés mobiles (le lissage par moindres carrés donne des résultats quasi-identiques).
Par comparaison entre le champ Uy calculé sur le maillage initial et le champ U, transféré
sur le nouveau maillage, on peut conclure que la technique classique de l'interpolation directe
donne de bons résultats pour les données stockées aux nceuds. Pour les données stockées aux
points de Gauss, ’exemple sur la contrainte de von Mises figure 2.10 montre que 'opérateur de
transfert retenu donne de trés bons résultats dans la zone maillée finement prés des encoches.
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Il est évident que lorsque le maillage est fortement déraffiné, les isovaleurs sont moins bien
définies. Ce phénomeéne est d’ailleurs accentué ici par le fait que le changement de taille de
maille est important dans les coins. Mais la différence au niveau des isovaleurs est quasiment
imperceptible si les champs sont transférés sur le méme maillage. Plus la modification de taille
de maille est importante, plus le transfert des champs au points de Gauss va étre affecté.
Toutefois ce critére visuel ne peut étre que qualitatif et non pas quantitatif. En effet, les
modifications des isovaleurs observées ne sont pas significatives car le déraffinement a eu lieu
dans des zones non endommagées, & faible énergie, et ot le comportement du matériau est
encore élastique. C’est pourquoi on peut s’attendre & une amélioration de la précision malgré
le déraffinement. Ce qui est important, c’est de transférer au mieux les variables dans les
zones ou le comportement est fortement non linéaire. Le critére qui va réellement permettre
d’apprécier la qualité du transfert est la comparaison de 1’évolution de la force résultante en
fonction du déplacement imposé entre des calculs avec et sans transfert sur un méme maillage.
Pour cela, il faut prendre les dispositions nécessaires afin d’étre en mesure de reprendre le
calcul aprés transfert.

2.5.6 Reééquilibrage

Les champs ayant été transférés de maniéres différentes aux neeuds et aux points de Gauss,
et ce indépendamment des relations non linéaires qui relient les variables entre elles, les champs
sur le nouveau maillage sont hors équilibre. Pour remédier a ce probléme, les données transfé-
rées servent de premiére approximation a partir desquelles on tente de retrouver des champs
cohérents et vérifiant 1’équilibre aprés quelques itérations. La reprise du calcul est d’autant
plus facile que les champs associés au nouveau maillage (aprés transfert) vérifient toutes les
équations du probléme. La premiére précaution & prendre est alors évidemment de choisir un
opérateur de transfert minimisant la diffusion numérique. Les autres options qui sont ensuite
disponibles sont présentées ici.

Division de I’incrément suivant

La mesure la plus simple consiste & se servir directement des champs transférés sur le
nouveau maillage comme base pour les itérations menant & 1’équilibre au pas de temps suivant
qui est divisé en deux ou plusieurs étapes. Boroomand et Zienkiewicz proposent ainsi dans [41]
de s’appuyer sur la division du prochain pas de temps pour faciliter le retour & ’équilibre. En
d’autres termes, les efforts appliqués sont imposés graduellement. Ainsi, le nouvel incrément
(n+1), correspondant & un incrément du vecteur global des forces externes AF™ = F(+1) _
F™) est divisé alors en deux parties : «AF™ et (1 — a)AF™ (avec 0 < o < 1). Si « est
suffisamment proche de 0 (a = 0), la procédure revient a rééquilibrer les variables au début
du nouveau pas de temps (aprés transfert des données). Le pas de temps peut étre également
subdivisé, dans une certaine limite, jusqu’a ce que le nouvel ensemble de variables soit de
nouveau cohérent et vérifie I’équilibre.

Transfert d’un petit nombre de variables et calcul des autres

Certains auteurs, comme Camacho et Ortiz [50] ou Mediavilla [165], proposent d’aller plus
loin et d’essayer d’approcher un peu plus les champs transférés de I’état d’équilibre. Le principe
est d’utiliser certaines relations locales qui lient les variables entre elles pour n’en transférer
qu’un petit nombre puis calculer les autres.
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Brancherie et al. proposent dans [44] de transférer certains champs sous contrainte de sorte
a vérifier au mieux les conditions d’admissiblité statique et cinématique.

Toutes ces méthodes nécessitent de faire un choix des variables & transférer en premier
lieu et des relations a utiliser, ce qui tend & rendre ces mesures peu générales. D’autre part,
méme en prenant de telles précautions, les champs transférés et calculés peuvent ne toujours
pas vérifier exactement la relation de comportement ou les conditions limites.

Rétablissement d’un équilibre a la fin de I’incrément courant

Afin que les champs sur le nouveau maillage vérifient les équations discrétes d’équilibre,
Mediavilla propose dans [165] d’introduire une étape supplémentaire destinée a rétablir un
équilibre pour les conditions aux limites de l'incrément courant (n). Durant ces itérations, les
déformations sont supposées élastiques de sorte a faciliter la convergence de la solution. Les
arguments apportés en faveur de ce choix sont que le taux de convergence de cette étape est
quadratique et qu’il est inutile de recourir & des itérations élasto-plastiques alors que I’état du
matériau n’est pas censé évoluer durant cette étape.

Mediavilla justifie I'introduction de cette étape supplémentaire avant de passer & l'incré-
ment suivant, en évoquant des problémes de stabilité numérique. Cependant, ces derniers
pourraient bien étre diis au choix de 'opérateur de transfert causant beaucoup de diffusion.

Choix d’une méthode de rééquilibrage

Lors de la mise en place d’'une procédure d’adaptation de maillage, il est nécessaire de
choisir une méthode robuste et applicable dans le plus grand nombre de cas possible. Toutes les
mesures consistant a transférer certains champs puis a calculer les autres champs en utilisant
des équations du probléme ne sont donc pas envisageables car elles ne sont pas assez générales.
A ce stade, il est plus judicieux d’avoir sélectionné un bon opérateur de transfert et de procéder
simplement par division du pas de temps pour l'incrément suivant. C’est une méthode simple
qui a été mise en ceuvre par exemple par Boroomand et Zienkiewicz dans [41]. L’opérateur
de transfert de champ qu’ils utilisent étant proche de celui sélectionné, les résultats devraient
donc étre de qualité équivalente.

Deux options sont déja disponibles dans le code Zset. Elles permettent :

— de diviser automatiquement le pas de temps en cas de divergence ;

d’effectuer un pas de temps supplémentaire aprés remaillage, d’une durée tellement petite
(1e-9) que les conditions de chargement sont quasiment identiques.
A la fin de ces pas de temps supplémentaires, lorsque le calcul a convergé, les champs sur le
nouveau maillage sont cohérents et se retrouvent a 1’équilibre. L’analyse peut donc reprendre
son cours sur le maillage adapté.

2.6 Mise en ceuvre de la procédure

2.6.1 Evaluation de I'impact du transfert de champs
Loi élasto-plastique endommageable

Tout d’abord, I'impact du transfert de champs sur le calcul est évalué. Pour cela, le calcul
présenté au Chapitre 1, paragraphe 1.5.6, sur un maillage de taille moyenne 0.3 mm est ici
repris en transférant les champs a une fréquence correspondant & Au = 0.05mm sur ce méme
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FiG. 2.11 — Evolution de la force résultante sur 9,9 (N) en fonction de dix fois la norme
du déplacement imposé (mm) pour un calcul élasto-plastique endommageable classique et un
calcul élasto-plastique endommageable avec transfert tous les Au = 0.05mm & gauche, et
zoom sur la partie post-pic a droite

maillage. Les résultats sont comparés & ceux obtenus précédemment en termes d’évolution de
Peffort résultant en fonction du déplacement imposé figure 2.11. La comparaison des courbes
obtenues par un calcul classique et un calcul avec transfert met en évidence une bonne per-
formance globale de 'opérateur de transfert choisi puisque les courbes obtenues sont proches.
Cependant, elle montre également les limites de la stratégie puisque les courbes tendent &
s’éloigner lorsque 'endommagement maximal se rapproche de 1. Par ailleurs, lorsque la plas-
ticité cumulée atteint des valeurs importantes (pour ||u|| > 0.07mm), le retour a ’équilibre
nécessite plus de divisions du pas de temps.

Loi élasto-visco-plastique endommageable

La méthode de transfert choisie serait suffisante si 1’objectif était de mener des calculs
jusqu’a amorgage de fissure. Cependant, ces instabilités numériques risquent de poser probléme
si le calcul est poursuivi au-dela. Dans le but de ne pas multiplier les difficultés a ce stade
de développement, et de faciliter la convergence de la solution lors du rééquilibrage, de la
viscosité est introduite dans la loi de comportement élasto-plastique endommageable utilisée.
Ainsi, il n’est pas nécessaire que les champs des contraintes qui étaient sur la surface de
charge reviennent immeédiatement aprés remaillage sur cette surface de charge : en présence
de viscosité, ils sont autorisés a étre en dehors de cette surface, et ils y seront ramenés au cours
des itérations suivantes. La généralisation du modeéle de Norton en adoptant le critére de von
Mises conduit alors & un multiplicateur plastique A dont I’évolution n’est plus déterminée par
la condition de cohérence (1.11), mais par :

oe(g) — (1 — wy(pur)) oy(p) "
K

A= (2.80)
ou K et n sont deux coefficients matériau liés & la description de la viscosité. Pour plus de
détails sur l'implantation numérique de la loi élasto-visco-plastique endommageable, voir An-
nexe A.
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Les mémes calculs sont alors effectués sur le méme maillage avec une loi élasto-visco-
plastique endommageable. Les paramétres matériaux sont quasi-identiques au cas élasto-
plastique endommageable, excepté pour la constante de la loi d’endommagement k¢ qui a
été légérement diminuée afin que les effets visqueux n’augmentent pas trop 'ampleur des dé-
formations totales et que I’hypothése des petites déformations soit le plus possible respectée.
Les valeurs des différents parameétres sont données dans le Tableau 2.1. Les résultats avec et

Charge critique initiale Ty 443 MPa
Module d’écrouissage h 300 MPa
Constante de la loi d’endommagement | k¢ 0.08
Module de Young E 183 GPa
Coefficient de Poisson v 0.3
Parametre visqueux 1 n )
Parametre visqueux 2 K | 10 MPa.s'/"

TAB. 2.1 — Propriétés matériau

sans transfert sont comparés en termes d’évolution de I’effort résultant en fonction du dépla-
cement, imposé figure 2.12. La proximité des courbes les rend difficiles a distinguer, ce qui
montre bien que l'introduction de viscosité a permis de minimiser I'impact négatif du trans-
fert en termes de diffusion. D’autre part, le retour & ’équilibre a été manifestement facilité
puisqu’il n’est plus nécessaire de recourir a autant de division du pas de temps qu’en ’absence
de viscosité, ce qui réduit les cotits de calcul.
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4000 avec transfert -->---
3500 1

3900
3000

2500 1 3800

2000
3700

1500 |

3600
1000 |

500 - 3500

sans transfert ——
avec tran§lert mKeme

0

L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7

F1G. 2.12 — Evolution de la force résultante sur 9, (N) en fonction de dix fois la norme
du déplacement imposé (mm) pour un calcul élasto-visco-plastique endommageable classique
et un calcul élasto-visco-plastique endommageable avec transfert tous les Au = 0.05mm a
gauche, et zoom sur la partie post-pic a droite

2.6.2 Tests sur une éprouvette a deux encoches
Mise en données

La stratégie de remaillage compléte est ensuite mise en ceuvre sur un exemple 2D et sur
un exemple 3D avec la loi élasto-visco-plastique endommageable. La différence par rapport
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au paragraphe 2.6.1 réside dans 'utilisation de l'estimateur d’erreur ZZ2 incrémental basé
sur ’endommagement pour déterminer le moment ou il faut remailler et pour construire le
nouveau maillage grace au critére (2.71). La précision demandée est g = 0.5% afin d’obtenir
un maillage suffisamment fin dans la bande o se concentrent les déformations par rapport a
la longueur caractéristique choisie. Le seuil a partir duquel le remaillage est déclenché est fixé
a 1.5% afin de ne pas remailler trop fréquemment. La taille minimum que peuvent atteindre
les éléments est prise égale & 0.1 mm pour limiter le cotit des calculs.

En dimension deux
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F1G. 2.13 — Les différents maillages obtenus (en haut) et la répartition de I'endommagement
correspondante (en bas) pour |[u,|| = 0.009mm (maillage initial juste avant remaillage),

w|| = 0.024mm (premier maillage adapté juste avant remaillage) et [[u,|| = 0.025mm

(second maillage adapté juste aprés remaillage)

En dimension deux, la structure est remaillée deux fois : les maillages obtenus sont pré-
sentés figure 2.13. Les maillages sont raffinés dans les zones ot les éléments sont trop grossiers
pour bien décrire I’évolution de I'endommagement, mais ils sont aussi déraffiné dans les zones
ou I'endommagement est quasi-nul, comme le montre la comparaison avec la répartition de
Pendommagement figure 2.13. Aprés ces deux remaillages, 'erreur globale reste inférieure au
seuil limite. II n’y a alors plus de remaillage jusqu'a ce que ’endommagement atteigne la
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0 Wp 1

F1G. 2.14 — Répartition de 'endommagement & ||uy|| = 0.063 mm pour le maillage uniforme
de taille moyenne 0.3 mm, le maillage adapté et le maillage uniforme de taille moyenne 0.1 mm
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FiG. 2.15 Evolution de la force résultante sur 9, (N) en fonction de dix fois la norme du
déplacement imposé (mm) a gauche, et zoom sur le sommet de la courbe a droite pour le
maillage uniforme de taille moyenne 0.3 mm, le maillage adapté et le maillage uniforme de
taille moyenne 0.1 mm

valeur maximale, car la bande ou se concentrent les déformations est déja suffisamment bien
discrétisée.

Comme le montre la figure 2.14, les résultats obtenus avec le maillage adapté en termes
de répartition d’endommagement sont trés proches de ceux obtenus avec le maillage de taille
moyenne (.3 mm au centre de la structure et plus proches de ceux obtenus avec le maillage de
taille moyenne 0.1 mm preés des encoches, 14 o 'endommagement est proche de 1.

En termes d’évolution de la force résultante sur 9,€2 en fonction du déplacement imposé
les résultats avec le maillage adapté sont méme plus proches de ceux obtenus avec le maillage
le plus fin (voir figure 2.15). Pourtant les cotits de calculs eux, ne sont pas du tout équivalents.
Si l'on se référe au Tableau 2.2 résumant le nombre de neeuds et d’éléments pour chacun de ces
trois maillages, on constate que les cotiits de calculs sont nettement moindres pour le maillage
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adapté, ce qui était bien l'objectif visé.

Maillage a 0.3 | Maillage adapté | Maillage a 0.1
Noeeuds 9459 7259 48134
Eléments 4650 3558 23867

TAB. 2.2 — Propriétés des maillages

Ces remaillages se produisent pour des valeurs d’endommagement trés faibles (w, < 0.12),
ce qui facilite le retour a I’équilibre puisque les erreurs commises lors du transfert des champs
sont faibles et peuvent étre rapidement corrigées. L’évolution de la courbe force-déplacement
pour le maillage adapté figure 2.15 ne présente en effet pas de saut important lors des re-
maillages (& ||u,|| = 0.09mm et ||u,|| = 0.24mm).

En dimension trois

Cette stratégie d’adaptation est aussi bien utilisable en dimension deux qu’en dimension
trois. Pour le prouver, un calcul identique est mené en dimension trois. Les déplacements hors
plan sont bloqués afin de reproduire au mieux le calcul précédent en dimension 2.

En dimension trois, la structure est remaillée trois fois. La nécessité de remailler une fois
de plus qu’en dimension deux peut s’expliquer par le fait qu’il est plus difficile de respecter
une taille de maille imposée dans un volume que sur une surface. Cependant, malgré le nombre
de remaillages différent, les maillages obtenus sont équivalents dans le sens ou la bande ou
se concentrent les déformations est maillée finement alors que le maillage dans les zones ol
I’endommagement est nul est assez grossier, comme le montre la figure 2.16.

Encore une fois, les remaillages ont lieu pour des valeurs d’endommagement faibles (w, <
0.24) puis le maillage n’évolue plus jusqu’a ce que 'endommagement atteigne sa valeur maxi-
male (voir figure 2.18) car la discrétisation permet d’avoir une erreur globale inférieure au seuil
limite. Ceci permet de limiter 'impact négatif du transfert de champ de ’ancien au nouveau
maillage. Seul le dernier transfert, plus proche du pic, engendre un léger saut au niveau de la
force résultante sur 9,2 en fonction du déplacement imposé visible sur la figure 2.18.
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F1a. 2.16 — Répartition de 'endommagement sur les différents maillages pour ||u,|| = 0.01 mm
(en haut a gauche juste avant remaillage), ||up|| = 0.024mm (en haut & droite juste avant
remaillage), ||u,|| = 0.033mm (en bas a gauche juste avant remaillage) et ||u,|| = 0.034mm

(en bas a droite juste aprés remaillage)
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Fi1G. 2.17 — Répartition de 'endommagement lorsque la valeur maximale est atteinte pour
|[up|| ~ 0.066 mm
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F1G. 2.18 — Evolution de la force résultante sur 9,9 (N) en fonction de dix fois la norme du
déplacement imposé(mm) a gauche, et zoom sur les instants correspondant aux remaillages a
droite
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2.7 Conclusion

La stratégie de remaillage choisie donne des résultats trés satisfaisants dans le sens ou
elle permet d’obtenir la précision souhaitée tout en minimisant les cotts de calcul. En effet,
I’estimateur d’erreur incrémental reposant sur le lissage de 'endommagement permet de bien
repérer la bande de concentration des déformations. Associé & un critére de calcul de taille de
maille minimisant le nombre d’éléments pour les problémes linéaires suffisamment réguliers,
il conduit & une discrétisation fine de la zone d’intérét. I’évolution de I’endommagement est
ainsi capturée avec une précision fixée par 'utilisateur. Simultanément, le reste de la struc-
ture, ou le comportement est élastique, est maillé de fagon grossiére, minimisant ainsi les cotts
de calcul. Ces derniers sont d’ailleurs beaucoup plus intéressants que si un maillage fin uni-
forme avait été utilisé, pour une précision comparable. Par ailleurs, les remaillages sont peu
nombreux et se produisent pour des valeurs d’endommagement trés faibles. L’impact négatif
que peut avoir le transfert de champ en termes de coiit de calcul est ainsi minimisé. Enfin,
grace a l'utilisation d’un transfert de point de Gauss & point de Gauss utilisant un lissage par
moindres carrés, les champs sont suffisamment peu éloignés de 1’état d’équilibre pour que le
calcul puisse reprendre uniquement en divisant le pas de temps suivant.

Cette stratégie assure ainsi une bonne prédiction de la phase de microfissuration, jusqu’a
amorcage de fissure. C’est une condition nécessaire a une prédiction pertinente de la rupture.
Cependant, les limites du modéle continu sont maintenant atteintes et il devient nécessaire de
passer & une description discontinue pour insérer une fissure. Un modéle continu ne permet
pas d’obtenir une description réaliste de la fissure du point de vue de la physique. En effet, la
séparation des lévres de la fissure se traduit alors par une augmentation des déformations. Cette
augmentation entraine alors I’augmentation de la plasticité et donc de I’endommagement dans
les zones voisines a cause de la composante non locale introduite dans le modéle. Il s’ensuit
une croissance déraisonnable de la largeur de la zone complétement endommagée (w, = 1)
comme le montre la figure 2.19.

Fig. 2.19  Reépartition de 'endommagement sur un maillage adapté 2D pour ||u,|| =~

0.077 mm



Chapitre 3

Amorcage et propagation de fissures

L’utilisation d’un modéle continu jusqu’a amorcage de fissure a permis de bien décrire la
perte de résistance associée a la dégradation du matériau. Les limites du modéles sont main-
tenant atteintes. Afin de prédire I’apparition et la propagation d’une macro-fissure discréte, il
devient nécessaire de modéliser explicitement la géométrie de la fissure.

Différentes méthodes sont disponibles dans la littérature sur ce sujet. Cependant le choix
qui a été fait dés le départ pour cette étude a été d’explorer la piste de I'insertion de disconti-
nuité par remaillage. En effet, au dela de cette thése, un des objectifs finaux de ce projet est de
pouvoir simuler 'apparition et la propagation de fissures dans des matériaux complexes et sur
des distances relativement importantes. Il est alors primordial de pouvoir utiliser un modéle
aussi simple que possible et permettant de diminuer les cotits de calcul en déraffinant les zones
non critiques déja traversées par une fissure. Les approches présentes dans la littérature sont
toutefois briévement citées au début de ce chapitre.

Quelle que soit la méthode retenue, il est nécessaire de choisir un critére indiquant la
direction dans laquelle le front de fissure va se propager. Aprés une description des principaux
critéres existants pour les milieux régularisés ductiles, un nouveau critére reposant sur le
gradient du champ d’endommagement est proposeé.

L’objectif de ce chapitre est de décrire comment l'utilisation de ce critére, combiné & une
discrétisation simplifiée du chemin de fissure, permet de modéliser I’amorcage et la propagation
de fissures grace & une méthode de remaillage. La conservation de 1’énergie entre les états
endommagés et fissurés reste une question ouverte qui ne sera pas traitée dans le cadre de
cette étude.

Les performances de la stratégie proposée sont finalement évaluées sur un exemple en
dimensions deux et trois.

3.1 Amorcage et propagation dans la littérature

3.1.1 Modélisation des discontinuités

Dans une démarche de simulation de propagation de fissures, la premiére décision a prendre
porte sur la modélisation des discontinuités. De nombreuses approches ont été proposées pour
la simulation de propagation de fissures en dimension deux. La technique la plus simple est
I’érosion [160], qui consiste a enlever du maillage les éléments ayant atteint un niveau d’en-
dommagement critique. La relative simplicité de cette méthode s’accompagne cependant de
deux inconvénients majeurs qui sont la dépendance du chemin de fissure au maillage et la non
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conservation de la matiére. Un second type d’approche consiste & restreindre la propagation
de fissures le long des frontiéres entre éléments (voir notamment les travaux de Needleman
[178], Xu et Needleman [254] et Camacho et Ortiz [49]) en introduisant des zones cohésives.
Cette technique est actuellement la plus répandue. La faiblesse de cette modélisation réside
également dans la dépendance du chemin de fissure au maillage. Les autres solutions possibles
exigent un effort d’implantation plus conséquent. Il est ainsi possible de recourir & des straté-
gies basées sur un enrichissement des éléments avec les modeéles dit smeared crack models (voir
larticle d’Oliver [185]) et embedded crack models (voir les travaux de Jirasek et Zimmermann
[133] et ceux de Simo et al. [223]). Le probléme avec ces éléments est que les déformations dans
les différentes parties des éléments "fissurés" restent partiellement couplées. Enfin les solutions
les plus prometteuses sont celles utilisant la méthode dite XFEM (eXtended Finite Element
Method avec les travaux de Belytschko et al. [36] et Moés et al. [171]) basée sur 'enrichisse-
ment des fonctions d’interpolation pour permettre des sauts en déplacement, et les différentes
techniques de remaillage. En dimension deux, des stratégies utilisant la méthode XFEM ont
été employées pour la propagation de fissures dans des milieux élastiques endommageables
régularisés par Patzak et Jirasek [195], Simone et al. [229] et Comi et al. [62]|. Les applica-
tions concernent principalement les milieux quasi-fragiles. Wells et al. [252] ont montré que la
technique XFEM peut également étre utilisée pour un milieu viscoplastique avec le modéle de
Perzyna. Récemment, Simatos [222] a couplé une formulation locale pour la rupture ductile
avec un modéle de zone cohésive dans le cadre de la XFEM. Pour des modéles élasto-plastiques
endommageables régularisés par une méthode & gradient implicites, des résultats probants ont
été obtenus par Mediavilla [165] en utilisant une technique de remaillage global.

Modéliser la propagation de fissures en dimension trois s’avére étre cependant une tache
plus complexe qu’en dimension deux. Un bon résumé des principaux travaux effectués dans
ce domaine a été récemment proposé par Giirses et Miehe dans [117], qui est ici repris et
complété par la citation de quelques travaux récents. La technique de I’érosion peut étre faci-
lement adaptée au cas tridimensionnel et a été utilisée par exemple par Bouchard dans [43].
Les techniques avec embedded elements ont été étendues au cas tridimensionnel par Ortiz et
Pandolfi [190] pour la modélisation de la rupture cohésive en dynamique : des éléments d’in-
terface triangulaires ont alors été insérés dans un maillage constitué de tétrahédres. Par la
suite, Pandolfi et Ortiz [193] ont étendu cette approche en incorporant de maniére adaptative
les éléments d’interface. Pour la méthode XFEM, sa premiére application & la propagation
de fissure en dimension trois a été proposée par Sukumar et al. [235]. Les travaux présentés
étaient alors restreints au cas de fissures planes en mode I et portaient sur le calcul des facteurs
d’intensité des contraintes dans le cadre de la mécanique de la rupture en élasticité linéaire.
La méthodologie a par la suite été étendue par Sukumar et al. [234] pour la simulation de
propagation de fissures planes en dimension trois. Moés, Gravouil et Belytschko ont associé
dans [172] et [110] des fonctions level set a la méthode XFEM afin de modéliser la propagation
de fissures non planes en dimension trois. Gasser et Holzapfel ont utilisé dans [105] la méthode
de la partition de I'unité combinée & des théories de rupture cohésive pour la simulation de
propagation de fissure dans du béton. Puis ils ont proposé dans [106] un algorithme en deux
étapes basé sur un schéma de prédiction-correction non local pour suivre les fissures en di-
mension trois. Par ailleurs, Areias et Belytschko |8] ont combiné en 2005 la méthode XFEM
avec un modeéle d’endommagement continu régularisé et des lois cohésives pour l'initiation et
la propagation de fissures dans des milieux fragiles et quasi-fragiles. Enfin, Simatos a appliqué
en dimension trois sa stratégie pour la propagation de fissures dans des milieux ductiles pour
un probléme en mode I [222|. Les techniques de remaillage n’ont quant a elles été utilisées
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en dimension trois pour décrire la propagation de fissures que dans le cadre de la mécanique
linéaire de la rupture (voir notamment les travaux de Carter et al. [52] et Chiaruttini et al.
[58]). Apparemment, aucune stratégie adaptative robuste n’aurait encore été proposée en di-
mension trois pour les cas de rupture ductile avec endommagement.

Quelle que soit la méthode envisagée, il est nécessaire de disposer d’un critére efficace pour
indiquer la direction de propagation du front.

3.1.2 Critéres pour la propagation

Dans un milieu régularisé, la direction d’une discontinuité ne peut pas se déduire analy-
tiquement d’une analyse de bifurcation. Elle est régie par Iinteraction de la fissure avec le
milieu endommagé qui Uentoure. Pour les milieux quasi-fragiles, Patzak et Jirasek [195] et
Areias et Belytschko [8] ont utilisé un tenseur lié au tenseur des déformations pour déterminer
l'orientation de la fissure. Cette derniére est liée & la direction dans laquelle les déformations
sont maximales. D’autres critéres reposent, eux, sur un calcul de moyenne pondérée faisant
intervenir 'une des variables du modéle continu en relation avec la dégradation du matériau
et la position des points en avant du front de fissure (voir par exemple Simo et al. [229]). Pour
des comportements ductiles endommageables, c’est ce type de critére qui est principalement
utilisé (voir notamment le critére de Wells et al. [252] et celui de Mediavilla [165]).

Critére de Wells et al.

Wells et al. proposent dans [252] de calculer le vecteur indiquant la direction de propagation
de la fissure pour un modéle viscoplastique de Perzyna de la maniére suivante :

d.
Q:ZUfffViwi — (3.1)
2 T
ol afff est la contrainte effective au point d’intégration 4 :

ot = /372 | g% | (3.2)

S désigne l'ensemble des points d’intégration ¢ en avant du front de fissure, V; et w; sont
respectivement le volume et le poids associés au point d’intégration ¢ et d; désigne le vecteur
indiquant la direction du point d’intégration 7. Les poids w; sont tels que :

_ 1 Id; |I?
w; = )32 exrp < 5,2 (3.3)

ot le rayon d’interaction r est deux a trois fois supérieur a la taille des éléments dans la zone
d’intérét.

Simone et al. ont adapté ce critére au cas d’un milieu quasi-fragile régularisé par une mé-
thode & gradient implicite dans [229], en remplacant la contrainte effective par la déformation
équivalente non locale.
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Critére de Mediavilla

Mediavilla [165] a également traité le cas d’un probléme régularisé par une méthode a
gradient implicite. Il propose dans ce cas de déterminer la direction 6; correspondant & I’en-
dommagement maximal en un certain nombre de points sur différents rayons situés a distance
d; en avant du front de fissure. La direction de propagation de la fissure est alors définie comme
la médiane des angles maximaux 6;.

3.2 Approche proposée

3.2.1 Positionnement de cette étude

Dés le départ, le choix qui a été fait pour cette étude a été d’explorer la piste du remaillage.
En effet, au dela de cette thése, un des objectifs finaux est d’étre en mesure de simuler la propa-
gation de fissures sur de grandes distances et pour des matériaux complexes. Or, afin d’éviter
des cotits de calcul prohibitifs, les simulations & grande échelle nécessitent un déraffinement
des zones & faible énergie déja traversées par la fissure. Et bien que la méthode XFEM soit
trés prometteuse, elle est associée & un maillage fixe dont les tailles de maille doivent étre
relativement petites le long du chemin de fissure. Par ailleurs, cette méthode nécessite I'ajout
de degrés de liberté supplémentaires associés aux éléments. Or, comme le Chapitre 1 I’a mon-
tré, il est déja nécessaire de recourir & des formulations d’éléments complexes et cotiteuses
en présence d’endommagement ductile afin d’éviter les problémes de dépendance au maillage
et de verrouillage volumique. Agir en post-traitement présente alors un avantage non négli-
geable pour les problémes non linéaires de ce type. Avec 'amélioration des performances des
mailleurs, I'insertion de discontinuités par remaillage devient donc une piste sérieuse.

Quelle que soit la méthode envisagée, il est de toute facon nécessaire de disposer d’un
critére efficace pour déterminer la direction de propagation du front sur une distance fixée
Lpae- Les critéres qui ont été proposés pour des comportements ductiles endommageables
s’appuient sur un calcul de moyenne pondérée (voir 3.1.2). Ils ne permettent pas de traiter les
cas de branchement, par exemple dans le cas d’un test de cup cone failure. 11 faut donc un
autre critére qui permette plus de robustesse dans la gestion de cas complexes, et ce & moindre
cott.

L’approche proposée s’appuie sur la combinaison de deux concepts :

— la discrétisation simplifiée du chemin de fissure ;
I'utilisation d’'un critére reposant sur le changement de signe du gradient de I’endomma-
gement lissé (CSGEL) pour déterminer 'orientation de la fissure.

Le principe général de ces deux idées est ici présenté, suivi d’une description de l'algorithme
utilisant ces outils pour déterminer si une fissure doit étre insérée dans le maillage de la
structure. Les détails concernant I'implantation de la stratégie sont ensuite donnés dans les
parties précédant la mise en ceuvre de la stratégie.
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3.2.2 Discrétisation simplifiée du chemin de fissure
Principe

Afin de tirer le meilleur parti des outils déja disponibles dans le code Zset, I’algorithme de
découpe développé par Chiaruttini et al. [58] est utilisé pour insérer la fissure dans le maillage.
Cet outil permet d’introduire dans un maillage volumique une nouvelle frontiére matérialisée
par un maillage surfacique. Mais modéliser la surface de fissuration n’est pas un concept
nouveau. Un point fort de la stratégie proposée est le fait qu’elle repose sur la construction
d’un maillage auxiliaire incompatible pour modéliser le chemin de fissure (voir figure 3.1). Du
point de vue de I'ingénieur, il est intéressant de pouvoir visualiser I’objet fissure. Du point de
vue numérique, ’avantage majeur de construire un maillage auxiliaire de la fissure est de ne
pas étre tributaire de la discrétisation du maillage volumique.

£ v/ N
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Fia. 3.1 Maillage d’une lévre de la fissure dans la structure (& gauche) et maillage surfacique
auxiliaire correspondant (& droite)

Construction

Le maillage auxiliaire est toujours construit sur la base d’un front, appelé ancien front. Cet
ancien front peut étre une ligne droite ou courbe, ou une ligne fermée. Il est divisé en segments
auxquels sont associés des panneaux rectangulaires. Ces panneaux ont tous une longueur de
Linar qui est la taille maximale de I’élément autorisée par 'utilisateur pour décrire le chemin
de fissure. L’idée est alors de positionner ces panneaux au plus prés du prochain incrément
du chemin de fissure sur la distance considérée. Pour cela, il est nécessaire de disposer d’un
bon critére permettant de déterminer ’angle de rotation de chacun de ces panneaux autour
du segment associé (voir figure 3.2).

ancient front

chemin de fissure

ey'

1 ex' \ .
ez / panneau rectangulaire

Fi1G. 3.2 — Positionnement des panneaux rectangulaires associés & ’ancien front

Une fois la direction de chacun des panneaux déterminée, on effectue en chaque nceud
de 'ancien front la moyenne des directions des segments voisins (voir figure 3.3). Dans cette
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direction, un nouveau noeud va étre défini correspondant & un incrémenent de fissure sur la
distance maximale Lj,q.

>
"~ direction
moyenne

FiG. 3.3 — Moyenne des directions en chaque ancien nceud et positionnement de nouveaux
neceuds.

Ces neeuds sont les nceuds du nouveau front. Pour construire I'incrément de fissure corres-
pondant, il suffit de relier les noeuds de ’ancien front et du nouveau front avec un maillage
composé de triangles (voir figure 3.4).

ey

, ancien front nouveau front
ez' ex

F1G. 3.4 — Maillage auxiliaire

On obtient ainsi une géométrie discrétisée du chemin de fissure. Aprés insertion, les re-
cherches d’incrément de fissure reprennent a partir du dernier front.

En premiére approximation, pour le cas plan traité dans cette étude, c’est un maillage
auxiliaire & front droit qui est introduit dans le maillage de la structure étudiée. Il serait pos-
sible d’obtenir une description plus précise du front dans le cas général : voir Annexe B.

La discrétisation du chemin de fissure est indépendante de celle de la structure (et en parti-
culier du maillage des lévres de la fissure dans la structure). Cette caractéristique est un point
clé de la stratégie choisie. Elle permet notamment de travailler a partir d’un front de fissure
dont le nombre et 'orientation des segments sont indépendants du nombre de nceuds et de
I’orientation des éléments associés au front dans la structure remaillée. Ainsi il est possible de
n’utiliser que tres peu de nceuds pour des cas de propagation dans un plan, ce qui réprésente
un gain notable en termes de coiits de calcul. Mais il est également possible de discrétiser
le front du maillage auxiliaire avec un nombre de nceuds adapté a la courbure du chemin de
fissure (en particulier pour des cas de propagation en mode III).

Une fois construit, ce maillage auxiliaire n’est plus modifié. Cette mesure, associée a la
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discrétisation indépendante du maillage auxiliaire, permet de rendre plus robuste I'utilisation
du critére d’orientation retenu, comme il sera montré plus loin. Le choix de ce critére est
important, car le maillage auxiliaire sera une approximation d’autant meilleure du chemin de
fissure que le critére retenu sera performant.

3.2.3 Critére pour l'orientation
Principe

Suivant le modéle continu d’endommagement retenu, la bande de concentration de ’en-
dommagement correspond & une zone de faible résistance due a la présence de micro-cavités.
A terme, les dommages diffus se réunissent pour former une macro-fissure, correspondant a
une perte totale de résistance du matériau, donc & un endommagement égal & 1. Retrouver le
chemin de fissure revient alors & retrouver le lieu d’endommagement maximal. L’outil privi-
légié pour repérer le maximum d’une fonction continue étant 'utilisation de son gradient, un
critére reposant sur le gradient du champ d’endommagement est ici proposé. Son principe peut
étre illustré sur un cas poutre unidimensionnel tel que présenté figure 3.5. Dans ce cas simple,
le lieu d’endommagement maximal peut étre repéré comme le lieu pour lequel le gradient de
I’endommagement change de signe, passant d'un gradient positif & un gradient négatif.

Wp

A

<Y

N

Fic. 3.5 Représentation schématique de la concentration de I’endommagement sur une
poutre

On cherche a généraliser ce principe en dimensions deux et trois. La difficulté de cette
extension réside dans le fait que le gradient de 'endommagement est alors un vecteur et non
plus un scalaire. Afin de pouvoir étudier un changement de signe, il est nécessaire d’effectuer
une projection du vecteur gradient d’endommagement (plus précisément d'une représentation
suffisamment réguliére de I'endommagement) dans une direction qui permette d’observer le
méme type de profil d’endommagement que la figure 3.5.

En dimension deux, ce type de profil peut étre observé en tracant 1’évolution de I’endom-
magement sur un cercle dont le centre est :
en phase d’amorgage, un point correspondant & un endommagement maximal (voir figure

3.6);
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— en phase de propagation, le dernier front (voir figure 3.8).

Le lieu d’endommagement maximal peut alors étre repéré par ’angle pour lequel le produit
scalaire entre le gradient de I’endommagement et le vecteur orthoradial correspondant passe
du positif au négatif (voir figure 3.7). Suivant une pratique courante dans la littérature, en
phase de propagation, la fenétre d’observation est réduite a la zone en avant du front de fissure

(voir figure 3.8).
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FiG. 3.6 Représentation schématique de la concentration de ’endommagement sur une partie

d’'une éprouvette a double encoche

Fi1G. 3.7 — Représentation de quelques vecteurs gradients de I’endommagement lissé et d’un
vecteur orthoradial

En dimension trois, le front de la fissure n’est plus un point, mais il peut étre modélisé par
une succession continue de segments. Le méme principe peut alors étre appliqué en effectuant
la recherche de changement de signe dans des plans orthogonaux & ces segments comme illustré

figure 3.9.
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FiG. 3.8 — Représentation schématique de la fenétre d’étude en phase de propagation : seuls
les points en avant de la fissure sont considérés

FiG. 3.9 — Représentation schématique des plans de recherche associés aux segments d’un front
initial (& gauche) et d’un front d’une fissure déja insérée (a droite)

L’intérét essentiel de ce critére est qu’il permet de repérer simultanément les maxima dans
plusieurs directions autour du point considéré. Cette caractéristique le rend plus performant
que les critéres basés sur des moyennes sur toute la zone d’observation dans deux types de
situations en particulier :

— en phase d’amorcage pour déterminer I'orientation du premier incrément de fissure;

et en cas de branchement de la fissure.

Lissage du champ d’endommagement

L’efficacité de ce critére repose essentiellement sur le fait que le champ d’endommagement
soit suffisamment régulier. Un manque de régularité pourrait entrainer la sélection de plu-
sieurs maxima locaux a la place d’un maximum global. C’est pourquoi le gradient du champ
d’endommagement utilisé pour déterminer la direction n’est pas le gradient du champ calculé
par éléments finis w),, qui ne serait que constant par élément pour un champ de déplacements
quadratique, mais le gradient d’un champ lissé plus régulier wy,. Dans le cadre de cette étude,
un tel champ est déja disponible : il s’agit de celui calculé dans la partie 2.2.5 par lissage local
de type ZZ2. L’obtention du champ de gradient correspondant est alors peu cotiteuse et passe
par la dérivation des fonctions polynémiales utilisées pour le calcul du champ d’endommage-
ment lissé.



100 CHAPITRE 3. AMORCAGE ET PROPAGATION DE FISSURES

IMlustrons ce calcul pour un probléme de dimension trois avec une interpolation quadra-
tique des déplacements. Dans ce cas, 'interpolation utilisée pour le champ d’endommagement
lissé wy est également quadratique, alors que le champ d’endommagement calculé w), est,
lui, du méme ordre que le gradient des déplacements, autrement dit linéaire. Lors de 1’étape
d’estimation d’erreur décrite dans la partie 2.2.5, une approximation globale du champ d’en-
dommagement a été construite grace au calcul de valeurs nodales, obtenues par approximation
locale par la méthode des moindres carrés du champ d’endommagement sur des patchs. Sur
chaque patch d’éléments autour d’'un nceud central, le champ w,, a en effet été approximé par
une fonction polynomiale, ici :

Wp = ag + a1x + agy + azz + asxy + asrz + agyz + arx? + agy® + agz? (3.4)

ce qui peut encore s’écrire :
@p(M) =P(M) - a (3.5)

ou P(M) est le vecteur contenant les termes polynomiaux appropriés et a est le vecteur des
coefficients correspondants. Pour déterminer ces coefficients, une méthode des moindres carrés
ou les points d’échantillonnage sont les points d’échantillonnage optimaux a été utilisée, ce
qui s’est ramené & la minimisation de la quantité :

=3 (wplx)) — P(xP) - a)’ (3.6)
I=1

ol m désigne le nombre de points de superconvergence dans le patch, x; représente leurs
coordonnées et x! x;' leurs coordonnées réduites définies par rapport au nceud central du patch

de coordonnées x,,. par :

xF = XL Zne (3.7)

maxi<j<m (Il x5 — Xpe )

Les coefficients de a ont donc été calculés dans la partie 2.2.5 en résolvant le systéme :

ZE ) oP(xfa= pr x;)PT (x) (3.8)
I=1 =1
soit :
a=A"b (3.9)
Z (x) ®P(xf) et b= wy(x)P"(x]) (3.10)
i=1 i=1

L’approximation globale du champ d’endommagement w; utilisant des fonctions d’interpo-
lation quadratiques a alors été construite en évaluant ces approximations aux nceuds et en
prenant la moyenne pour les nceuds milieux ou sur la frontiére appartenant a plusieurs patchs.
Les valeurs nodales obtenues ont été stockées dans un vecteur global Q; ou dans un vecteur
local Q;| g Spécifique a chaque élément. Ainsi, la valeur du champ d’endommagement lissé wy
en un point M d’un élément Qg s’obtient par simple produit scalaire en utilisant les mémes
fonctions de forme N* que pour les déplacements :

W

(M) = N*(M) - @ (3.11)
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Ces outils étant déja implantés, il est possible d’obtenir, pour un cotit de calcul supplé-
mentaire minimal, une bonne approximation du gradient du champ d’endommagement. En
effet, les coefficients a étant déja calculés, la fonction polynémiale w, est parfaitement dé-
finie sur le patch considéré. Il suffit alors de dériver cette fonction polynoémiale du second
degré pour obtenir une approximation locale V@, linéaire sur le patch, du champ gradient de
I'endommagement Vw,, qui est lui constant par élément :

a1 + aqy + asz + 2ar7x
Vo, = | az + asx + agz + 2agy ou V&,(M)=VP(M)-a (3.12)
a3 + asx + agy + 2a9z

Pour construire une approximation globale linéaire par élément du gradient de ’endom-
magement, deux options sont alors envisageables.
— Soit on dérive les fonctions de forme et on utilise la valeur du champ d’endommagement
lissé aux nceuds. La valeur du gradient d’endommagement en un point M d’un élément
Qg pourrait alors étre approchée par :

Vo = VN*(M) - (%E) (3.13)

— Soit on évalue la dérivée de 'approximation du gradient V@, en chaque nceud sommet.
On déduit la valeur du champ gradient aux neeuds milieux par interpolation linéaire des
valeurs aux nceuds extrémités du segment. Puis on stocke ces valeurs nodales dans un
vecteur global V@, ou dans un vecteur local ya;; p spécifique a chaque élément. Enfin
on utilise directement les fonctions de forme quadratiques N* (bien que I’approximation
soit linéaire par élément) pour évaluer le gradient de I'endommagement lissé :

Vo = N*(M) - (ya;|E) (3.14)

C’est la seconde option qui est retenue car elle fait intervenir une dérivation locale de 1'ap-
proximation du gradient de I’endommagement en chaque nceud sommet, et non pas une dé-
rivation globale sur toute la structure. Elle devrait donc fournir une meilleure approximation
des champs gradient.

approximation du champ de gradient d’endommagement peut étre de moins bonne qualité
preés d’une frontiére extérieure.
L’implantation de ce critére est détaillée dans la partie 3.6.

3.2.4 Présentation de ’algorithme

Du point de vue numérique, I'objectif est d’étre en mesure de savoir, a la fin de chaque
incrément, s’il est nécessaire de remailler pour introduire une ou plusieurs fissures et d’avoir
la géométrie des fissures concernées. L’algorigramme figure 3.10 permet de répondre a cette
question et est détaillé ci-apres.

A priori, les remaillages sont peu fréquents et la réponse & cette question est donc initialisée
a "non, il est inutile de remailler" : Flag=0.

A partir de 1a, pour savoir s’il faut remailler, il est nécessaire de répondre & ces trois
questions :

— Combien de fronts de fissure y a-t-il dans la structure ?
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Si des fissures ont été trouvées ou sont susceptibles d’apparaitre, pour chacune d’entre elles,
il faut savoir :

— Quelle est son orientation ?

— Doit-elle étre insérée ?

La premiére étape consiste donc a faire la liste des fronts de fissure déja existants dans la
structure et a repérer les zones ou de nouvelles fissures pourraient s’amorcer (étape 1, partie
3.3.2) : existe-t-il une zone d’endommagement important suffisamment loin de toute fissure
existante 7 Si la réponse est non, alors la liste des fronts de fissure existants est compléte.
Si la réponse est oui, alors a chacune des nouvelles zones d’amorcage repérées est associé un
front. Ce front n’est encore pas déterminé, mais le considérer déja en tant que tel permet de
I’ajouter & la liste des fronts et de manipuler des objets de méme nature. On a ainsi apporté
une réponse a la premiére question.

La seconde étape consiste a définir ces fronts qui viennent d’étre repérés (étape 2). En
dimension deux, cette étape consiste simplement & trouver un point correspondant & un en-
dommagement maximal (voir partie 3.3.3). Mais en dimension trois (parties 3.3.3 & 3.3.5),
c’est une ligne qui doit étre déterminée grace au critéere CSGEL (voir partie 3.3.4). Une fois
ces fronts parfaitement définis, ils prennent le nom de fronts initiauzr et sont stockés en at-
tendant de servir pour construire la géométrie d'une nouvelle fissure. Si les conditions ne sont
pas réunies pour permettre de parfaitement définir ce nouveau front, alors seul un point per-
mettant de repérer la zone d’amorcage est stocké et la détermination du front initial reprend
a la fin de 'incrément suivant.

On a donc une liste de fronts (correspondant a des fissures existantes ou a des fronts
initiaux) et on cherche & déterminer a 'aide du critére CSGEL D'orientation des incréments
de fissure correspondants (étape 3, partie 3.4). Or, une des caractéristiques du critére CSGEL
est qu’il permet de repérer des directions correspondant & des maxima d’endommagement
pour des valeurs inférieures a ’endommagement maximal, 1. En conséquence, la géométrie du
nouvel incrément de fissure est déterminée bien avant d’étre insérée. Une fois son orientation
validée par un critére présenté partie 3.4.5, cette géométrie doit étre stockée (partie 3.4.6). Au
début de cette étape, deux cas de figure peuvent donc se présenter.

1. le front considéré n’a pas de géométrie stockée ; dans ce cas :
s'il s’agit d’un front ouvert entiérement inclus dans la structure, il faut vérifier s’il ne
s’est pas étendu depuis sa détermination a I’étape 2 et le mettre a jour;
— il faut construire un incrément de fissure & soumettre au critére de validation.

2. le front considéré a déja une géométrie stockée; dans ce cas, il est inutile de passer de
nouveau par cette étape.

Lorsque le front considéré a une géométrie stockée, alors il faut tester si, a la fin de cet
incrément, toutes les conditions sont réunies pour qu’elle soit insérée (partie 3.5.2). Si un
des fronts de la liste correspond & une géométrie préte a étre insérée, alors la réponse a la
question "est-il nécessaire de remailler 7" devient "oui" : Flag=1. Le processus d’insertion par
remaillage est alors enclenché, suivi d’un transfert de champ afin de pouvoir reprendre le calcul
au prochain pas de temps (étape 4, parties 3.5.3 a 3.5.6).
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3.3 Amorcage : construction d’un front initial

On se place dans le cas ot une nouvelle fissure peut s’amorcer dans la structure, éventuel-
lement en présence d’autres fissures déja existantes.

3.3.1 Principe

Pour cette étude, la simulation de I'amorgage de fissure repose essentiellement sur une
hypothése : la fissure modélisée amorce sur une surface plane de taille réduite.

Ceci signifie que ’on va tenter, dans un premier temps, d’approximer la zone endommagée
de maniére critique par une portion de plan. Cette zone est représentée par un maillage
auxilaire construit en orientant des panneaux rectangulaires dans une méme direction autour
d’un front initial grace & un critére s’appuyant sur le changement de signe du gradient de
I’endommagement lissé, dit critere CSGEL (voir figure 3.11). La construction de ce front
initial est décrite dans la suite. L’idée consiste a :

1. repérer les zones dans lequelles de nouvelles fissures peuvent apparaitre;
2. déterminer un point appartenant au front initial ;

3. rechercher plusieurs fronts initiaux possibles;

4. choisir un front initial I'; parmi ceux trouvés.

Pour les problémes en dimension deux, la recherche du front de fissure s’arréte naturelle-
ment a la détermination du point fortement endommagé appartenant au front initial et d’un
segment appartenant au plan (soit les deux premiers points uniquement).

3.3.2 Distinction des zones d’influence

Quelle que soit la dimension, la premiére étape du processus consiste & rechercher s’il existe
une ou plusieurs zones, situées suffisamment loin des fissures existantes (le cas échéant), on
une nouvelle fissure pourrait apparaitre. A la fin de chaque incrément, une zone d’influence
est définie pour chaque fissure existante. Il suffit pour cela de commencer par sélectionner tous
les éléments reliés au front de fissure et d’y associer leurs voisins dont au moins un des noeuds
présente un endommagement supérieur & une valeur w,y;, fixée.

Une fois les zones d’influence des fissures existantes définies, il faut vérifier si I’endommage-
ment a atteint une valeur critique w¢,i, proche de un, en un point n’appartenant pas aux zones
d’influences existantes. Si tel est le cas, une nouvelle zone d’influence, dite zone d’amorcage,
lui est & son tour associée. La recherche de nouvelles zones reprend alors, en excluant égale-
ment les nouvelles zones d’amorcage. De cette maniére, plusieurs fissures peuvent s’amorcer
simultanément et indépendamment dans ’ensemble de la structure, puisque la recherche de
fronts initiaux s’effectue de maniére indépendante dans chaque zone d’amorcage. Ces zones
sont représentées sur la figure 3.12.

Il est & noter que cette étape nécessite le choix d’un paramétre wy,;,, dont la valeur doit
permettre de distinguer les différentes zones d’amorcage. Elle peut étre influencée par la largeur
de la bande de concentration des déformations et la proximité des fissures, mais une valeur
située autour de 70% de 'endommagement maximal semble convenir pour les cas qui ont été
étudiés.
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Fia. 3.11 Représentation du plan d’insertion et de I’orientation du front initial correspondant

3.3.3 Détermination d’un point du front initial

L’étape suivante consiste & essayer de trouver un point du front initial dans chaque zone
d’amorgage, afin de pouvoir effectuer la recherche d’orientation du front dans un plan autour
de ce point.

Si un point appartient au front initial, cela signifie qu’il a atteint un endommagement
proche de 1. On cherche donc un point o1 'endommagement est maximal. Or, les valeurs de
I’endommagement sont calculées d’abord aux points de Gauss puis interpolées aux nceuds.
Donc, méme si un nceud atteint la valeur d’endommagement maximale, il n’est pas certain
que ce nceud appartienne au front initial.

Afin de se rapprocher le plus possible du front, il est possible de calculer le barycentre
des points endommagés en utilisant une pondération liée & I’endommagement et au volume
associés a ce point. La premiére difficulté vient alors du fait que I’endommagement est plus
étendu dans la direction de propagation de la future fissure. Autrement dit, si une fissure doit
s’amorcer & proximité d’une frontiére et se propager a l'intérieur de la structure, il va étre
difficile de trouver une pondération qui assure que le barycentre calculé ne se retrouve pas
décalé vers 'intérieur de la structure.

Afin d’éviter ce décalage, il est possible de ne prendre en compte que des points endomma-
gés dans un trés petit intervalle autour de la valeur d’endommagement maximale atteinte dans
la zone d’amorcage. Ceci revient a se restreindre & un faible volume autour des points d’en-
dommagement maximal. La difficulté réside dans la définition de la largeur de cet intervalle,
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Fi1G. 3.12 — Représentation des différentes zones d’influence : autour d’une fissure déja amorcée
a gauche et d’au moins un point ayant atteint ’endommagement critique w.,;; & droite

ou de maniére équivalente, du volume & prendre en compte. Il faut que la zone endommagée
correspondante soit suffisamment petite pour rester proche du front, mais suffisamment éten-
due pour étre représentative. En particulier, en dimension trois, il faut pouvoir y définir un
axe désignant I'orientation privilégiée d’un front initial initial.

Le choix adopté pour cette étude est de calculer le barycentre lorsque le rapport entre la
taille de la zone Qg;; (ott 'endommagement a dépassé la valeur critique we,i;) et la taille de
la zone d’amorgage i, (déterminée par wp,i,) a atteint un seuil donné 7.5 :

mes (Qerit)

— i 3.15
mes (Qmin) lerit ( )

Seuls les points dans €)..;+ sont pris en compte. Tous ces points correspondant a un endomma-
gement trés proche de 1, seul le volume associé a chacun des nceuds intervient dans le calcul
du barycentre :

x; = W (3.16)
k
ol x;, désigne la position du nceud dont I'endommagement a dépassé la valeur critique werit
et V (k) le volume associé.

Le choix du seuil 7.5 est pour le moment fixé de maniére arbitraire de sorte & obtenir
des résultats optimaux. La recherche d’un meilleur critére pour déterminer le moment ou le
barycentre doit étre calculé est sans doute la premiére piste possible pour rendre la stratégie
plus robuste.
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3.3.4 Recherche de plusieurs candidats
Les trois plans de recherche principaux

On a ainsi déterminé la position d’un point I par lequel le front initial, et a fortior: le
plan d’amorcage, doivent passer. L’étape suivante consiste alors & repérer ’orientation du plan
d’amorcage dans l'espace.

Pour cela, on peut chercher & déterminer I'orientation de l'intersection du plan d’amorgage
avec un plan passant par I. Il faut encore choisir un plan dans lequel effectuer une recherche
de maxima a l’aide du critere CSGEL, ce qui n’est pas trivial.

1. Cas treés particulier : si le plan choisi coincide avec le plan d’amorgage et que ’endomma-
gement autour du barycentre I a dépassé la valeur critique sur toute la zone de recherche,
il est possible de ne trouver aucune direction privilégiée.

2. Si le barycentre I n’est pas optimal et que 1’on utilise un seul plan de recherche, on
risque de trouver une mauvaise approximation du front initial (voir figure 3.13).

En revanche si I'on fait appel & un ou deux plans perpendiculaires supplémentaires, il est
possible de trouver une meilleure approximation du front. En effet, I'intersection de deux plans
est toujours une droite, indépendamment de la position du point I. En choisissant d’effectuer
une recherche de maxima dans trois plans orthogonaux, on est siir qu’au moins deux des plans
ne seront pas confondus avec la surface d’amorgage et 'un d’eux devrait indiquer une direction
privilégiée (s'il en existe une).

7

front 1 /’I front 1'

Fi1G. 3.13 — Exemple de fronts associés & des barycentres dont la position est correcte (I),
ou plus approximative (I’) par rapport a 'endommagement critique (en gris) dans le plan
d’amorcage

Le critére CSGEL est alors utilisé dans les plans (Ixy), (Ixz) et (Iyz) afin de déterminer
les directions privilégiées de 'endommagement (voir figure 3.14).
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Fi1G. 3.14 — Repére associé au centre d’intérét I servant & positionner les trois plans de re-
cherches principaux

Multiplication des plans de recherche

Si le barycentre se situe trop prés d'une frontiére ou si I’endommagement critique s’étend
sur une zone importante autour du centre d’intérét, la quantité d’informations significatives
peut s’en trouver fortement réduite. Afin de surmonter cette difficulté, la recherche d’inter-
sections s’effectue sur plusieurs plans paralléles. Ces plans doivent étre proches des plans de
recherche principaux, (Ixy), (Ixz) ou (Iyz), de sorte & uniquement augmenter la quantité d’in-
formations disponible sans en changer le contenu. Les plans paralléles sont donc positionnés
de part et d’autre de chaque plan de recherche principal, & une distance inférieure a celle qui
sépare le barycentre I du nceud le plus proche. Le produit scalaire entre le gradient de I’endom-
magement lissé et un vecteur orthoradial est alors évalué en chacun des points d’évaluation
construits sur ces plans. Les résultats sont ensuites moyennés pour tous les plans paralléles
afin de trouver les fronts candidats correspondant aux intersections entre le plan d’amorgage
et les trois plans (Ixy), (Ixz) ou (Iyz).

3.3.5 Choix du front initial

Le critere CSGEL permet alors de trouver jusqu’a trois fronts. Parfois, deux de ces front
peuvent étre confondus comme c’est le cas pour I’éprouvette & double encoche considérée dans
cette étude (voir figure 3.15). Tous ces fronts appartiennent au plan d’amorcage, donc tous
sont capables de générer ce plan. Cependant, le choix qui est fait dans cette étude consiste a
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sélectionner le meilleur front suivant deux critéres :

1. la préférence est donnée aux front droits ou aux lignes brisées se rapprochant le plus prés
possible de fronts droits, afin de pouvoir générer plus facilement la surface d’amorcage
avec les panneaux rectangulaires ;

2. une direction est d’autant meilleure qu’elle correspond & un endommagement critique
étendu.

KPR
SERPRXR
NN
AR

v “v‘mﬁﬂv

Fi1G. 3.15 — Détection de deux fronts initiaux possibles : un front dans le plan (Ixy) et deux
fronts confondus dans (Ixz) et (Iyz), tous capables de générer le plan d’amorgage (en gris)

Le front retenu est ensuite divisé en segments de part et d’autre du barycentre I.

3.4 Construction de la géométrie de la fissure

Qu’il s’agisse d’un front déja inséré ou d’un front initial (amorcage), on suppose dans
cette partie que 'on dispose d'un front divisé en segments et on s’attache ici & décrire plus
précisemment la construction d’un incrément de fissure a partir de ce front.

3.4.1 Mise a jour du front

Dans les cas ou le front est ouvert et contenu dans une structure tridimensionnelle, il est
nécessaire de vérifier que, si 'endommagement s’est propagé dans la direction du front, la
longueur de ce dernier est bien mise a jour. Pour le moment, on procede par simple extension
des segments aux extrémités uniquement (voir figure 3.16).
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‘ segmerits allongés

Fia. 3.16 — Extension des segments aux extrémités du front en cas de croissance de la zone
Qerit (en gris) au cours du temps

En phase de propagation pour des fronts fermés, il serait également envisageable de diviser
un segment en deux lorsque sa longueur dépasse le double de sa longueur initiale. Cette
précaution permettrait de traiter les cas ou le front s’étend en conservant la méme précision.

3.4.2 Mise en place des plans d’évaluation

Une fois le front et ses segments bien définis, on cherche a déterminer l'orientation de
chacun de panneaux rectangulaires associés grace au critére CSGEL. Pour cela, il faut associer
a chaque segment un repeére (Ix’y'z’) pour parfaitement définir Pangle de propagation par
rapport a une référence, qui est 'axe (Ix’).

Dimension deux

En dimension deux, on se place :
en phase d’amorcage dans le plan (Ix'y’z’)—(Ixyz) ou le vecteur €/, désigne I'axe hors
plan;
en phase de propagation, dans le repére ou (Ix’) correspond a la direction du dernier
incrément de fissure.

Dimension trois

En dimension trois, un repére (Ix’y’z’) est associé a chaque segment, avec (Iz’) orienté

suivant I'axe du segment. Puis, la direction (Ix’) correspondant & un angle de 0" est donnée
par un vecteur e/, orthogonal a €, et :
— en phase d’amorgage, appartenant au plan de recherche du front sélectionné : (Ixy),
(Ixz) ou (Iyz);
— en phase de propagation, colinéaire avec le dernier incrément de fissure du segment.

! est calculé par produit vectoriel des vecteurs précédents.

Le vecteur ey

3.4.3 Tri des angles

Le critere CSGEL est alors utilisé pour déterminer les directions correspondant a des
maxima d’endommagement pour chaque segment.
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En dimension trois, on peut obtenir dans les phases non stabilisées :
— plusieurs angles pour un segment, tous les segments ne possédant pas nécessairement le
méme nombre d’angles;
— des angles indiquant la méme direction pour deux segments, mais dont les valeurs cor-
respondantes sont "éloignées" (par exemple 0° et 3507).
C’est pourquoi il est nécessaire de procéder a un tri des angles afin de regrouper ceux indiquant
la méme direction et étre str de tester toutes les directions possibles pour tous les segments.
Les angles sont donc regroupés par intervalles de largeur fixée (par exemple 10°), de sorte a
se retrouver avec un nombre de directions envisageables identique pour tous les segments.
Pour des cas de propagation de fissure en mode I ou II, cette recherche globale est efficace
puisque les panneaux correspondant aux différents segments sont colinéaires. Mais pour une
extension & un cas de propagation en mode III, il faudrait prendre en compte le fait que ces
panneaux n’ont pas tous la méme orientation et procéder au tri en comparant les angles pour
des segments consécutifs (de sorte que les directions de référence soient proches).

3.4.4 Sélection des directions

Les possibilités offertes par le critére CSGEL font que la stratégie proposée devrait per-
mettre & terme de traiter un trés grand nombre de cas. Cependant, dans cette phase de
développement, seuls certains cas ont été traités, et la stratégie a donc été adaptée afin de
rendre le traitement de ces derniers plus robuste. Ainsi, deux mesures ont été prises, pour les
exemples présentés.

Tout d’abord, une seule direction globale est sélectionnée car la technique d’intersection de
maillage utilisée pour 'insertion de la fissure ne permet pas encore de traiter les cas de bran-
chement pour la propagation. Par ailleurs, en phase d’amorcage, si la zone endommagée est
trés large et le front initial trop prés du bord pour avoir une quantité suffisante d’informations
pertinentes, il est possible de trouver plusieurs angles correspondant & une intersection avec
la frontiére. Une seule direction globale est également retenue pour la phase d’amorcage. Mais
si I'on souhaite traiter des cas ou il peut y avoir branchement (et que la technique d’intersec-
tion de maillage utilisée le permet), il faut conserver toutes les directions globales sélectionnées.

D’autre part, le dernier cas présenté a la fin de ce chapitre est le traitement en dimension
trois d’un probléme plan, préalablement traité en dimension deux. En conséquence, ’approche
proposée doit fournir des directions homogénes dans 1’épaisseur. Autrement dit, la méme
direction doit étre trouvée indépendamment pour tous les segments. Et c’est bien ce que le
critére indique lorsque les résultats sont stabilisés. Ceci signifie que 1’on doit avoir un critére
suffisamment performant pour ne pas valider la direction sélectionnée avant que les résultats
ne soient stabilisés. Cependant, cette validation doit avoir lieu suffisamment tét pour que
I’endommagement critique n’ait pas eu le temps de s’étendre aux points d’évaluation.

3.4.5 Validation

Il est donc primordial d’avoir un bon critére permettant de valider le choix de ’angle
sélectionné par le critére CSGEL. Pour chaque segment, on considére que si un point, situé
a une distance supérieure a L,,q, dans la direction étudiée, a atteint une valeur supérieure a
wiim = 0.9, alors il est probable que la fissure progresse bien dans cette direction.
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La difficulté réside alors dans le choix de la distance maximale L,,q;. Cette taille est &
choisir en fonction de la largeur de bande de concentration de ’endommagement. En effet,
plus la distance maximale L4, est supérieure & la largeur de bande, moins il y a de risques
que le critére sélectionné pour la détermination de la direction n’indique une direction erronée.
Cependant, une taille trop importante ne permettrait pas de capturer de maniére satisfaisante
les changements de direction du chemin de fissure les plus marqués. Il faut donc trouver un
compromis entre ’assurance d’avoir choisi la bonne direction et une bonne approximation
du chemin de fissure. C’est pourquoi la longueur L., est définie en fonction de la taille de
maille dans la zone. Dans la bande de concentration, les éléments ont une taille de maille suf-
fisamment petite pour bien capturer les gradients d’endommagement (voir thése de Germain
[108]). Cela signifie que la taille de ces éléments est au moins trois fois inférieure a la largeur
de la bande de concentration. C’est pourquoi prendre environ trois fois la taille d’un élément
dans cette zone peut étre une bonne approximation de la longueur minimale de l'incrément
de fissure a insérer (voir figure 3.17). La taille de maille dans la bande de concentration étant
en général égale a la taille de maille minimum, on peut également choisir d’entrer cette taille
de maille minimum comme paramétre, utilisé a la fois pour le remaillage et pour le calcul de
L. Ceci permet de réduire les cotits de calcul en évitant d’avoir & évaluer la taille de maille
a proximité du front de fissure.

Cependant, il y a des cas o il est impossible de s’appuyer sur une longueur pour pouvoir
valider la direction sélectionnée. Cela se produit notamment lorsque le front est & une distance
inférieure & L,,q, du bord. Dans ce cas particulier, la priorité est donnée aux directions pour
lesquelles le nouveau front se trouve en dehors de la structure & une distance L., dans
la direction indiquée. Cette mesure est nécessaire car, si le front est proche de la frontiére,
cela signifie que I’endommagement dans cette direction va trés vite saturer et qu’il n’y aura
bientdt plus d’informations disponibles pour plusieurs tranches consécutives dans cette zone.
Donc, si une telle direction est sélectionnée et que I'endommagement prés de la frontiére est
suffisamment élevé, elle est validée.

FiGc. 3.17 Direction validée par le critére & gauche et non validée par le critére & droite avec
zone saturée en blanc
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Si une direction est validée localement au niveau de chaque segment, alors elle est validée
pour tout le front et la recherche de directions s’arréte pour ce front. En 'absence de validation
de direction, la recherche reprend au pas de temps suivant.

3.4.6 Moyenne aux nceuds

Les directions validées sont alors moyennées aux nceuds de ’ancien front séparant les
segments (voir figure 3.3). Le fait de calculer la moyenne des directions permet de gérer
efficacement les cas ou les directions se croiseraient.

En premiére approximation, un nouveau front est construit en reliant les nouveaux nceuds
situés & une distance L,,,, des anciens nceuds dans la direction indiquée (voir figure 3.4). La
géomeétrie est alors stockée en attendant d’étre insérée lorsque le moment sera venu.

3.5 Insertion

Une fois la géométrie stockée, il faut déterminer le meilleur moment pour l'insérer dans la
structure, et le cas échéant procéder a 'intersection des maillages et au transfert des champs.

3.5.1 Quand?

La question de la conservation de ’énergie entre les états endommagés et fissurés est une
question délicate, particuliérement en dimension deux et trois. Afin d’éviter de rajouter une
difficulté supplémentaire, les fissures ne sont introduites que lorsque la zone associée a subi
une perte de résistance totale. D’aprés le modéle d’endommagement continu choisi, un tel état
correspond & un endommagement égal & 1. Il faut donc s’assurer que 'incrément de fissure
n’est inséré que lorsque 'endommagement dans la zone est suffisamment proche de 1.

3.5.2 Critére d’insertion

Du point de vue de I'implantation, des points test sont positionnés au plus proche des
nouveux nceuds dans la structure afin d’y évaluer ’endommagement. Lorsque tous les points
test présentent un endommagement supérieur a ’endommagement critique we,j, la procédure
d’insertion est déclenchée.

Il est important d'utiliser 'endommagement calculé w,, et non pas I'endommagement lissé
lors des évaluations. En effet, ’endommagement lissé est de moins bonne qualité prés des
frontiéres, ce qui peut entrainer des difficultés lorsque 1’on cherche a insérer un incrément
de fissure prés des bords. De plus, cet endommagement lissé ne représente pas une mesure
physique et, en particulier, il peut décroitre légérement au cours du temps. Or, il est important
de pouvoir insérer les incréments de fissure dés que possible afin d’éviter un élargissement
excessif de la bande ou se concentrent les déformations comme observé au Chapitre 2.

3.5.3 Intersection de maillages

L’algorithme de découpe développé et implanté par Chiaruttini [58] est alors utilisé pour
insérer le maillage surfacique auxiliaire de la fissure dans le maillage volumique de la structure.
L’algorithme de découpe doit générer un maillage de peau de la structure avec une nou-
velle frontiére correspondant a la géométrie de la fissure (voir figure 3.18). Pour obtenir cette
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triangulation, 1'algorithme effectue une boucle sur les éléments du volume traversés par la sur-
face de découpe afin de générer des polygones constituant la nouvelle frontiére. Ces polygones
sont issus de l'intersection des arétes de I’élément de volume avec la surface (voir figure 3.19).
Pour que les polygones représentent au mieux la surface de la fissure, il est alors nécessaire
que les rayons de courbure de la surface soient relativement grands par rapport a la taille
caractéristique des éléments. Cette hypothése est bien vérifiée puisque c’est dans cet esprit
qu’a été construit le maillage auxiliaire.

Pour les problémes en dimension deux, la géométrie de la structure est extrudée. Le
maillage auxiliaire & insérer est construit sous forme de panneaux orthogonaux au plan dont
deux des cotés sont colinéaires a la direction sélectionnée dans le plan. Aprés intersection et
construction du maillage de peau, seule une face de la structure fissurée est retenue, de sorte
a revenir & un maillage surfacique plan.

Dans tous les cas, le maillage obtenu ne peut pas convenir pour un calcul éléments fi-
nis. L’agorithme d’adaptation de maillage YAMS-GHS3D est alors utilisé pour construire un
maillage volumique.

FiG. 3.18 — Représentation schématique du principe de 1’algorithme de découpe : insérer un
maillage surfacique dans un maillage volumique (image issue de [58])

3.5.4 Création d’un nouvelle carte de taille de maille

Afin de conserver un maillage suffisamment fin en avant du front de fissure, les informa-
tions fournies par l'estimateur d’erreur vont étre utilisées pour construire la discrétisation du
nouveau maillage fissuré. Par ailleurs, le maillage est raffiné au niveau de chaque nouvel in-
crément de fissure : au niveau de chaque ancien front et de chaque nouveau front (s’il est déja
déterminé). Il serait envisageable par la suite de déraffiner le maillage en arriére des fronts
de fissure : c’est lors de la création du fichier de consigne de tailles de maille qu’il faudrait
apporter des modifications.

3.5.5 Duplication des nceuds des lévres

A Tissue de cette adaptation volumique et surfacique, un nouveau maillage conforme est
obtenu. Les noeuds appartenant & la nouvelle frontiére représentant la fissure sont alors dupli-
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noeuds du front

élément coupe-surface X
de fissure

) - élément fini non coupé
fissure idéale

FiG. 3.19 — Représentation schématique de la construction d’un polygone par intersection de
la surface de la fissure avec un élément volumique (image inspirée de [58])

qués pour permettre une représentation des lévres (seuls les nceuds du front, repérés en tant
que tels, ne sont pas dupliqués).

3.5.6 Transfert des champs

Une fois le nouveau maillage fissuré créé, il est nécessaire de transférer les champs de ’an-
cien au nouveau maillage. La stratégie décrite dans la partie 2.5.4 est alors employée. Cepen-
dant la présence de fissures dans le nouveau maillage introduit une difficulté supplémentaire.
En effet, les noeuds de part et d’autre des léevres de la fissure ont les mémes coordonnées deux
a deux. Il est alors impossible de n’utiliser que les coordonnées des noeuds pour retrouver a
quel élément de ’ancien maillage le nouveau noeud appartient. Lorsqu’il y a eu amorgage de
fissure et qu’un incrément a été introduit dans un milieu ou les champs sont continus, cela
ne pose aucun probléme. Mais lorsqu’un incrément est introduit en phase de propagation, les
champs de part et d’autre des lévres de fissure deviennent discontinus. Les données aux noeuds
appartenant aux lévres sont donc transférées séparément. Afin de trouver a quel coté de la
fissure chacun de ces nceuds appartient sur I'ancien maillage, on se fie aux éléments voisins
sur le nouveau maillage.

3.5.7 Détection de nouveaux front aprés remaillage

Aprés remaillage, tous les fronts insérés dans la matiére sont susceptibles de servir d’anciens
fronts pour la recherche d’un nouvel incrément de fissure.
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3.6 Description du critére CSGEL

Le critére reposant sur le changement de signe du gradient de ’endommagement lissé
(CSGEL) est utilisé aussi bien dans les phases d’amorgage (voir 3.3.4) que de propagation de
la fissure (voir 3.4.2). Dans les deux cas, la détermination de 'orientation de la fissure s’appuie
sur une recherche de maxima dans un plan passant par un point d’intérét I, appartenant au
front de fissure. La sélection de directions dans le plan est ici détaillée, le plan et le point
d’intérét I correspondant & ceux définis dans chacune des parties concernées.

3.6.1 Division du plan et moyennage des données

Le champ du gradient de ’endommagement lissé étant diponible en chaque nceud du
maillage, il serait possible d’évaluer en chaque noeud le produit scalaire entre le gradient de
I’endommagement lissé et le vecteur orthoradial correspondant et d’y associer un angle (voir
figure 3.7). L’étude du changement de signe ne permettrait alors pas de retenir un seul angle
dés que le chemin de fissure ne serait pas rectiligne. En effet, suivant la distance & laquelle
le produit scalaire serait évalué, un angle différent serait sélectionné; et ce dans un intervalle
d’autant plus large que la courbure du chemin de fissure est importante. Or, on cherche a
évaluer une orientation moyenne valable sur une distance donnée, afin de pouvoir discrétiser
la géométrie de la fissure.

Le plan est donc divisé en iy, portions de méme taille (évoquées figure 3.20). Ainsi, les

portion et les différents rayons) sont moyennées. Le nombre de tranches qu’il est possible de
choisir dépend de la distance maximale L,,q, autorisée, de la courbure du chemin de fissure et
de la discrétisation du champ lissé. La précision de la solution est alors limitée a (360/ipqrt)
degrés. Il serait ensuite envisageable, une fois la zone critique détectée et si la discrétisation
et la géométrie du probléme le permettent, de tenter une recherche locale plus fine. Mais cette
extension n’est pas considérée dans le cadre de cette étude, ou 'objectif est de montrer la
validité du critére. Ainsi le plan est divisé en 36 tranches et ’angle indiquant la direction du
prochain incrément de fissure est donné a 10° prés.
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Fic. 3.20 Division du plan en 36 tranches couvrant 10" chacune
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3.6.2 Elimination des données non significatives

Les points apportant les contributions les plus significatives sont ceux qui correspondent
a un endommagement lissé suffisamment élevé pour que la direction du chemin de fissure soit
stabilisée et qui, dans le méme temps, présentent des gradients d’endommagement suffisam-
ment importants. Pour les autres points, certaines précautions s’imposent afin de s’assurer
que ces moyennes par tranche donnent des résultats exploitables. Ainsi, les points ayant déja
atteint un endommagement critique we,;; correspondent a un plateau ot la norme du gradient
de 'endommagement est de 'ordre de I'erreur numérique. Afin d’éviter d’étudier les change-
ments de signes pour des tranches couvrant une pareille zone (représentée schématiquement
en blanc figure 3.21), la contribution des points trop endommagés (c’est-a-dire pour lesquels
Wp > werit) Ne doit pas étre prise en compte.
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FiG. 3.21 Elimination des points de la zone saturée (en blanc) correspondant a un platean
d’endommagement

3.6.3 Construction de points d’évaluation

Aprés élimination, il faut encore que les moyennes reposent sur un nombre suffisant de
points d’échantillonnage par tranche pour étre représentatives. Or, en évaluant le produit
scalaire aux noeuds du maillage, le nombre et la position des points sont dépendants de la
discrétisation. Pour avoir un résultat aussi précis que possible, il est donc nécessaire d’avoir
un maillage suffisamment fin au voisinage du front de fissure. C’est une disposition aisée a
prendre en dimension deux grace a la stratégie de remaillage proposée dans le Chapitre 2,
mais qui peut se révéler trés cotlteuse en dimension trois. Afin d’éviter la dépendance au
maillage et une augmentation trop importante des cotits de calcul en dimension trois, le
produit scalaire est évalué en des points répartis sur différents rayons dans chaque tranche de
la fenétre d’observation (voir figure 3.22). Leur position est donc indépendante du maillage
de la structure. C’est en ces points que seront évalués I’endommagement et le gradient de
I’endommagement lissé, par interpolation a partir des valeurs aux nceuds, a la fin de chaque
incrément.
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Fi1a. 3.22 — Positionnement des points d’évaluation dans le plan considéré

3.6.4 Choix des rayons d’évaluation

Le nombre et le positionnement des rayons d’évaluation doivent étre choisis en fonction de
la courbure du chemin de fissure, mais également de la pertinence des données disponibles.

Dans la mesure du possible, il faut éviter de choisir des rayons d’évaluation trop proches du
centre d’intérét car les points d’évaluation risquent de correspondre & des endommagements
dépassant le seuil we,;+ au-dela duquel les résultats ne sont plus considérés comme significatifs.
De la méme maniére, il serait inutile de choisir des points d’évaluation trop éloignés du centre,
car 'endommagement associé serait alors trop faible pour assurer que les directions trouvées
soient stabilisées.

Pour trouver une distance cohérente avec la courbure du chemin de fissure, a prior: incon-
nue, il faut se baser sur la taille de maille. En effet, cette derniére doit avoir été fixée de sorte
a minimiser l'erreur sur 'endommagement dans la zone. L’évaluation des produits scalaires
autour d'une distance moyenne valant quelques fois la taille de maille dans la zone devrait
donner un résultat suffisamment représentatif. Toutefois, il peut étre nécessaire de considérer
des rayons de taille inférieure lorsque le centre d’intérét se trouve proche du bord (voir figure
3.23).

Le choix du nombre de rayons, quant a lui, dépend du nombre d’éléments dans la zone
d’évaluation et devrait étre cohérent avec le degré d’interpolation choisi pour décrire I’endom-
magement dans 1’élément. Ainsi, une interpolation linéaire du gradient de I’endommagement
lissé doit étre associée & un plus grand nombre de points d’évaluation pour un seul élément
qu’une interpolation & champ constant par élément, car I'information que cette derniére fournit
est moins riche.
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FiG. 3.23 — Rayon moyen pour l’évaluation en pointillés et adaptation pour les cas ou la
distance a la frontiére est inférieure en gris

3.6.5 Multiplication des plans

En dimension trois, I’évaluation sur un seul plan associé & chaque segment n’est pas suf-
fisamment représentative : un segment peut correspondre & plusieurs éléments. L’évaluation
doit donc s’effectuer sur plusieurs plans paralléles, comme illustré figure 3.24. Le nombre de
plans devrait étre fixé en accord avec le degré d’interpolation choisi pour décrire 'endomma-
gement dans 1’élément, mais aussi avec le rapport entre longueur du segment et la taille des
éléments dans la zone.

FiGc. 3.24 Positionnement des points d’évaluation dans les plans considérés
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3.6.6 Interpolation des données

Il se peut que, malgré toutes les précautions prises, on ne puisse disposer d’informations
pour une ou plusieurs tranches, du fait de la géométrie de la structure par exemple. Les données
récupérées en termes de produit scalaire sont alors interpolées linéairement pour les tranches
manquantes. C’est une premiére approximation qui peut étre satisfaisante dans la limite o
les tranches pour lesquelles les valeurs doivent étre interpolées restent peu nombreuses et
suffisamment éloignées les unes des autres.

Il serait méme envisageable de préférer une interpolation au calcul de moyenne pour les
tranches ot les contributions des points ne sont pas significatives, di & leur trop faible nombre,
afin d’éviter les erreurs (en particulier pour la dimension trois). Cependant cela nécessiterait
de pouvoir définir un nombre minimal de points pour que la contribution soit significative.

3.6.7 De Pimportance du maillage auxiliaire

Finalement, la plus importante des mesures a prendre est de toujours s’assurer que le plan
de recherche est pertinent. C’est toujours le cas en dimension deux et en phase d’amorcage
en dimension trois. En revanche, lorsque le premier incrément de fissure a été inséré en di-
mension trois, le front dans le maillage volumique n’est qu'une approximation du front du
maillage auxiliaire (voir figure 3.25). Du point de vue du calcul de structure, ceci ne présente
aucun probléme puisque 'on s’est assuré, avant d’introduire I'incrément de fissure, que la zone
concernée avait perdu toute résistance. Par contre, du point de vue du critére, cela pose un
réel probléeme. En effet, le front du maillage volumique dépend du nombre et de la position des
neceuds ainsi que de l'orientation des éléments qui y sont attachés. En particulier, les nouveaux
segments du front ne sont pas tous orientés en respectant la géométrie de la fissure insérée
(voir figure 3.26). C’est pourquoi il est important de ne pas utiliser la géométrie du front sur
le maillage fissuré mais bien celle du maillage auxiliaire. Autrement, les plans de recherche
risquent de ne pas étre cohérents avec la répartition de I’endommagement. Le critére ne pourra
alors fournir aucune direction valable dans ces plans.
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Fia. 3.25 nceuds de la fissure insérée en points noirs avec mise en valeur des nceuds du
nouveau front

———

front "volumique" front "surfacique”

Fig. 3.26  Comparaison du front dans le maillage volumique (a gauche) et du front du
maillage auxiliaire (& droite)
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3.7 Mise en ceuvre

3.7.1 Choix des paramétres

Lors de la description de la stratégie, de nombreux parameétres sont intervenus. Plus de
simulations seraient nécessaires pour fixer précisémment leur valeur. Cependant le choix de
leur ordre de grandeur est ici explicité.

L’endommagement critique we,;+ est fixé & 0.995. Cette valeur a été choisie suffisamment
proche de 1 pour que la fissure soit insérée dans une zone ayant perdu quasiment toute sa résis-
tance. Son choix doit permettre d’éliminer les contributions non significatives des points trop
endommagés lors de I'évaluation du produit scalaire entre le gradient de I’endommagement
lissé et le vecteur orthoradial.

L’endommagement limite wy;,, utilisé pour la validation de la direction est fixé & 0.90. Une
valeur trop faible risquerait d’entrainer une validation trop précoce. Pour plus de sécurité, cette
valeur peut étre augmentée, mais elle doit rester suffisamment éloignée de la valeur critique
pour que les points d’évaluation ne soient pas situés dans une zone saturée.

L’endommagement minimum w,,;, utilisé pour constuire les zones d’influence est pris égal
a 0.70. Une valeur inférieure risquerait d’empécher la distinction des zones d’amorgages trop
proches les unes des autres. Cette valeur peut étre adaptée suivant les cas. Elle dispose d’une
plus grande marge que les précédentes car son role est moins important.

La longueur maximale des panneaux L,,., est fixée a 3.5 fois la taille minimale des élé-
ments. En effet, la taille des éléments au centre de la bande de concentration des déformations
doit étre proche de la taille minimale autorisée lors du remaillage. La largeur de la bande de
localilsaton devant étre au moins trois fois supérieure a la taille des éléments qu’elle contient,
ce choix permet d’éviter de valider une mauvaise direction. Cette longueur pourrait étre en-
core augmentée, mais le maillage auxiliaire risquerait de moins bien représenter les chemins
de fissure trés courbés.

Le nombre de rayons et leurs positions sont différents en phase d’amorgage et de propaga-
tion. En phase d’amorcage, on cherche a évaluer les produits scalaires sur une distance égale a
deux fois la taille maximale L,,,,. Le plus petit rayon est alors déterminé comme la distance
séparant le barycentre I du neeud le plus proche dans la zone. C’est un calcul envisageable & ce
stade car les zones d’amorcage sont peu étendues. Les points d’évaluation sont alors répartis
sur 20 rayons entre ces deux distances. C’est une phase ou la zone d’étude est trés large car
la répartition de 'endommagement peut étre trés différente suivant les plans. En phase de
propagation, en revanche, la recherche est plus ciblée. Dans la mesure ot il y a moins de plans
a tester, on peut se permettre de calculer un rayon moyen adapté a chaque direction. Si le
front se situe proche d’une frontiére, le rayon est adapté pour prendre en compte le maximum
d’informations possibles. Si on dispose de plus de marge, alors le rayon moyen est choisi comme
étant le maximum de la distance maximale L,,; et de la distance a laquelle 'endommagement
devient inférieur a ’endommagement limite (wy;,,, = 0.90) dans la direction considérée. Le but
de cette manceuvre est d’étre en mesure d’évaluer les produits scalaires le plus loin possible du
front, donc de la zone saturée. Cela permet d’une part de capturer une tendance, et d’autre
part de ne pas risquer que les points d’évaluations construits ne se retrouvent trop vite dans
une zone saturée. Il est évident que plus le rayon moyen est petit, moins on dispose de marge
pour déterminer le rayon minimal. Au contraire, plus le rayon moyen est éloigné (dans une
certaine mesure), plus les points sont intéressants car plus éloignés du plateau d’endomma-
gement égal a 1, et plus on a de marge. Afin de prendre en compte ces variations de marge
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en fonction du rayon, le rayon minimum est pris égal a 0.8 fois le rayon moyen et le rayon
maximal égal & 1.2 fois le rayon moyen. Entre ces deux distances, les points d’évaluation sont
répartis sur 10 rayons.

3.7.2 En dimension deux

La stratégie d’amorcage et de propagation de fissure décrite est alors employée pour le
calcul en dimension deux décrit dans la partie 2.6.2. La mise en données est exactement
identique. Le maillage est d’abord remaillé afin de capturer aussi précisément que possible le
lieu et le moment d’amorgage. C’est alors qu’intervient la stratégie proposée. Les parameétres
utilisés pour 'insertion d’une discontinuité sont ceux décrits dans le paragraphe précédent.

La stratégie proposée permet I'apparition et la propagation de deux fissures (voir figure
3.28). L’insertion de discontinuité permet, comme le montre la répartition de ’endommage-
ment, d’éviter un étalement de la zone endommagée au dela de la taille relative a la longueur
caractéristique.

La géométrie finale insérée correspondante est représentée figure 3.31. On y voit clairement
les différents incréments de fissures insérés avec leurs panneaux.

Il est & noter que le front initial se situe a l'intérieur de la structure (voir figure 3.27). En
effet, comme I'ont montré Simone et al. [228], I'utilisation d’un modéle non local entraine une
modification du lieu d’amorgage de la fissure. Ceci peut étre considéré comme une inconvénient
majeur dans le cas général, mais dans le cadre de cette étude, cette propriété permet de
souligner la capacité de la stratégie a gérer les cas ou la fissure apparait a l'intérieur de la
structure et non pas sur sa frontiére.

Dans ce cas, la recherche de directions globales & partir du front initial conduit & trouver
deux directions pour chacun des fronts : I'une vers ’extérieur de la structure et ’autre vers
Iintérieur. La nécessité de privilégier la direction orientée vers I'extérieur est alors justifiée
d’un point de vue numérique par 'importance des valeurs d’endommagement dans la zone.
Insérer 'incrément orienté vers l'intérieur de la structure risquerait de retarder I'insertion de
I'incrément orienté vers ’extérieur. La zone permettant d’en déterminer la direction risquerait
alors de devenir saturée et les données associées inexploitables. Mais ce choix est également
justifié du point de vue de la physique, dans ce cas précis, puisque la fissure aurait bien da
s’amorcer sur la frontiére de la structure.

Sur la figure 3.28, on peut noter que la fissure en bas & gauche progresse plus rapidement que
son homologue. Bien que les rayons des encoches soient différents, une comparaison avec une
étude expérimentale serait nécessaire pour pouvoir interpréter ce résultat. On peut cependant
noter que lorientation relative des deux fissures est bien cohérente.

Par ailleurs, on note que le chemin de fissure est relativement régulier car les points d’éva-
luation ont été construits autour d’une zone endommagée a 90%. Ce choix convient bien ici
puisque la majorité du parcours correspond & une faible courbure. En choisissant un endom-
magement limite de 0.95, il y aurait pu avoir des changements de directions plus marqués.

En outre, on note sur la courbe montrant 1’évolution de la force en fonction du déplacement
imposé, figure 3.29, la présence de sauts aprés remaillage dans la phase de propagation. Cela
était tout a fait prévisible, puisque les fissures sont insérées lorsque ’endommagement est
seulement proche de 1. Ces sauts correspondent & une différence d’énergie entre les états avant
et aprés insertion de l'incrément de fissure. La présence de viscosité permet cependant un
retour a 'équilibre aprés remaillage. A terme, la fissure traverse bien une zone a énergie nulle
comme le montre la figure 3.30.
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Fi1G. 3.27 — Premier incrément de fissure pour la zone endommagée considérée : le front initial
est & l'intérieur de la structure

Enfin, notons que le chemin de fissure s’insére non seulement dans la zone endommagée,
mais passe également au plus prés de la bande de concentration de la plasticité cumulée
locale p, comme le montre la figure 3.32. Les déplacements étant multipliés par quatre sur
cette figure, on constate facilement que chaque insertion d’incrément de fissure a engendré
une concentration de la plasticité en pointe de fissure. Cette concentration est un artefact
numérique di & la taille maximale fixe des incréments de fissure.
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FiG. 3.28 Evolution du maillage avec mise en valeur de la fissure (en haut) et répartition de
I’endommagement correspondante (en bas) pour ||Ju|| &~ 0.06623 mm, ||u,|| ~ 0.07336 mm et
[lup|| ~ 0.07338 mm
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FiG. 3.29 Evolution de U'effort résultant (N) en fonction de 10 fois le déplacement imposé
(mm)
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F1a. 3.30 — Répartition de la contrainte de von Mises pour ||u,|| &~ 0.07338 mm avec un facteur
de magnification de 4
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Fic. 3.31 — Maillages auxiliaires des fissures insérées
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F1G. 3.32  Répartition de 'endommagement (a gauche) et de la plasticité cumulée locale (a
droite) pour |[u,|| & 0.07338 mm, avec un facteur de magnification de 4
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3.7.3 En dimension trois

Afin de pouvoir tester rapidement, dans cette phase de développement, 'utilisation de
cette stratégie sur un probléme tridimensionnel, le parameétre visqueux K a été modifié. Il a
été ainsi fixé a 40 afin de permettre un retour & 1’équilibre plus rapide aprés remaillage. Pour
les mémes raisons, la taille de maille minimum a été augmentée jusqu’a 0.2, limitant ainsi le
nombre d’éléments total. Les autres parameétres restent identiques au cas bidimensionnel.

Le principe est le méme que pour le calcul précédent. Le maillage est d’abord adapté grace
aux informations fournies par ’estimateur d’erreur afin de capturer au mieux l'instant o les
fissures doivent s’amorcer.

Les résultats sont similaires a ceux obtenus en dimension deux, en termes d’orientation du
chemin de fissure (voir figure 3.33) ou de répartition limitée de ’endommagement (voir figure
3.34). Cependant, 'implantation de la stratégie ayant bénéficié de moins de temps, les calculs
sont pour le moment moins robuste en dimension trois : le calcul a donc divergé avant que les
fissures ne puissent autant progresser qu’en dimension deux.

La géométrie finale insérée correspondante est représentée figure 3.35. On y voit clairement
les différents incréments de fissure insérés avec leurs panneaux.

Par ailleurs, sur la courbe 3.36 montrant I’évolution de la force résultante en fonction
du déplacement imposé, on constate que les sauts sont plus importants que pour le cas en
dimension deux. Cela s’explique notamment par le fait que la longueur L., imposée est deux
fois plus importante en dimension trois. Les incréments de fissure insérés étant plus longs,
la différence d’énergie entre les états avant et aprés insertion est donc & chaque fois plus
importante.

En outre, figure 3.38, on constate comme en dimension deux que le chemin de fissure passe
au plus prés de la bande de concentration de la plasticité cumulée locale.

Enfin, en comparant les figures 3.37 et 3.39, on note que les zones fortement endommagées
dans lesquelles se situent les fissures correspondent bien & des zones de trés faible énergie.
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Fi1G. 3.33 — Evolution du maillage avec mise en valeur de la fissure pour ||u|| ~ 0.075 mm,
[lup|| = 0.078 mm, ||u,|| ~ 0.09413mm et ||u,|| ~ 0.1001 mm
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Fia. 3.34  Répartition de 'endommagement pour ||uy|| ~ 0.075mm, ||uy|| ~ 0.078 mm,
[lup|| =~ 0.09413 mm et ||u,|| ~ 0.1001 mm
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v

F1G. 3.36 — Evolution de I'effort résultant (N) en fonction de 10 fois le déplacement imposé
(mm)
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0

Fia. 3.37 Répartition de 'endommagement pour |[uy|| ~ 0.1001 mm, avec un facteur de
magnification de 2
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F1G. 3.38 — Répartition de la plasticité cumulée locale pour ||[uy|| ~ 0.1001 mm, avec un facteur

de magnification de 2
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F1G. 3.39 — Répartition de la contrainte de von Mises pour ||u,|| & 0.1001 mm, avec un facteur
de magnification de 2
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3.8 Conclusion et perpectives

Une stratégie basée sur la construction d’un maillage auxiliaire de la fissure grace a un
critére reposant sur le gradient de ’endommagement a été proposée. Cette méthode présente
deux avantages majeurs. Tout d’abord, la recherche du chemin de fissure est basée uniquement
sur la donnée d’un champ scalaire, soit un minimum d’informations a traiter. D’autre part,
le recours & un maillage auxiliaire permet de s’affranchir du maillage de la fissure dans la
structure, assurant ainsi une plus grande robustesse lors de 'utilisation du critére de recherche
de direction, et une minimisation des cotts de calcul.

Cette stratégie s’est révélée performante pour simuler & la fois ’amorcage et la propagation
de fissures planes en dimension deux et trois. L’insertion d’une discontinuité a ainsi permis de
limiter la largeur de la zone endommagée par rapport a l'utilisation d’un modéle continu.

Cependant, cette stratégie n’a pu étre encore mise en ceuvre que sur un nombre limité
de cas, alors que la méthode a été concue pour traiter des situations encore plus complexes.
Ainsi, seules les propagations de fissures planes ont pu étre simulées, mais la méthode devrait
permettre de traiter également la propagation de fissures en mode III, si les directions des
segments ne sont pas contraintes & étre colinéaires. Il alors nécessaire de s’assurer en premier
lieu que le critére validant les directions est suffisamment performant. Il est également possible
d’envisager des cas ou la fissure apparaitrait complétement & l'intérieur de la structure; la
méthodologie reste la méme. La prise en compte des branchements devrait également étre
possible dés que 'algorithme de découpe sera en mesure de gérer ce cas.

Du point de vue numérique, un certain nombre de difficultés liées a la présence d’une zone
saturée pourraient étre évitées en utilisant, pour la recherche de changement de signe, une
variable non bornée, lorsque cela est possible. Par exemple, dans le cas considéré, ’'endomma-
gement est proportionnel & la plasticité cumulée non locale qui, elle, n’est pas bornée : il serait
donc envisageable de s’appuyer sur cette variable pour déterminer I'orientation de la fissure.

Enfin il serait possible d’obtenir des résultats plus réalistes en insérant un maillage sur-
facique plus précis au niveau du front, utilisant les isovaleurs de I’endommagement. Mais la
premiére piste de recherche reste la définition du barycentre pour la recherche du front initial
en dimension trois.
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Conclusion

Cette étude a porté sur la simulation de la transition endommagement-rupture dans les
matériaux métalliques avec la méthode des éléments finis. Une méthodologie permettant de
simuler 1’évolution de I’endommagement puis 'amorgage et la propagation de fissures au sein
d’un matériau au comportement ductile endommageable a été proposée. Elle repose sur la
combinaison de trois outils développés au cours de cette étude.

Tout d’abord, une nouvelle formulation mixte non locale a quatre champs a été concue dans
le cadre des petites perturbations afin de surmonter les problémes de dépendance au maillage
et de verrouillage volumique. Pour cela, une formulation & gradient implicite a été combinée
a une formulation mixte & trois champs. En choisissant une interpolation quadratique des
déplacements et une interpolation linéaire de la dilatation, de la pression et de la variable
non locale, le nouvel élément correspondant (p2plplpl) apporte une solution aux problémes
associés a la modélisation de matériaux au comportement ductile endommageable. 11 est
ainsi possible de simuler toute la phase d’endommagement jusqu’a amorcage de la premiére
fissure avec un modeéle continu régularisé par une formulation & gradient implicite en petites
déformations.

Puis, une procédure d’adaptivité de maillage reposant sur l'utilisation d’un estimateur
d’erreur de type ZZ2 a été mise en place afin d’optimiser la qualité des résultats tout en
minimisant les cotits de calcul durant la phase d’endommagement. Pour cela, un estimateur
d’erreur utilisant le lissage du champ d’endommagement et de son incrément a été proposé.
Les informations fournies ont été combinées & un critére de remaillage pour fournir des
consignes de taille de maille au générateur de maillage YAMS-GHS3D développé par 'INRIA.
Puis une technique de lissage par moindres carrés a été retenue pour permettre le transfert
des données directement des anciens points de Gauss aux nouveaux points de Gauss, alors
qu’une simple interpolation nodale a été utilisée pour le transfert des champs nodaux. Cette
maniére de procéder limite le phénoméne de diffusion. Associée a 'ajout de viscosité dans
le modéle, elle a permis de reprendre les calculs sur le nouveau maillage plus adapté aprés
quelques divisions du pas de temps. L’adaptation automatique du maillage assure une bonne
discrétisation de la bande de localisation, tout en limitant les cotits de calculs. La zone et le
moment d’amorcage peuvent alors étre déterminés avec autant de précision que le modeéle, la
taille de maille minimum et le pas de temps choisis le permettent.

Enfin une stratégie de modélisation de la fissure a été élaborée afin de permettre I'amor-
cage et la propagation de fissures pour des problémes en dimensions deux et trois. Pour cela,
le chemin de fissure a été représenté par un maillage auxiliaire dont le front est le plus régulier
possible. Un critére reposant sur le gradient de 'endommagement lissé a alors été formulé
pour déterminer l'orientation de cette discrétisation dans les phases d’amorcgage et de propa-
gation. Un algorithme de découpe déja implanté dans Zset a ensuite été utilisé pour insérer
la géométrie de la fissure dans le maillage. Puis le générateur de maillage YAMS-GHS3D a
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été sollicité pour construire un maillage adapté au calcul éléments finis. Les techniques de
transfert de champs retenues ont alors été utilisées, moyennant quelques adaptations, pour
étre en mesure de reprendre le calcul sur le nouveau maillage fissuré. Cette stratégie a permis
de faire apparaitre et propager plusieurs fissures sur une éprouvette a doubles encoches en
dimension deux et trois, empéchant ainsi I’élargissement excessif de la bande de localisation
de 'endommagement. Les objectifs fixés pour cette étude ont ainsi été atteints.

Cette étude ne constitue cependant qu’une étape dans le processus de développement d’ou-
tils numériques aptes & modéliser la rupture ductile. Son objectif était limité & la validation
d’une méthodologie permettant de simuler I’évolution de ’endommagement puis ’amorcage et
la propagation de fissures. Cependant, les outils développés disposent d’une marge d’améliora-
tion pour ’adaptation & des cas plus réalistes, ou leur construction peut servir d’exemple pour
concevoir de nouveaux outils. C’est notamment ce qui avait motivé le choix d’une formulation
mixte a trois champs plutét qu’une formulation a deux champs. La prochaine étape consiste
alors & adapter la méthodologie & des cas plus complexes.

Ainsi, la rupture de matériaux ductiles s’accompagne souvent de grandes déformations. Une
formulation mixte non locale similaire doit alors étre congue. Il serait alors possible d’envisager
la méme démarche que celle proposée dans cette étude : trouver une formulation mixte et une
formulation non locale adaptées aux grandes déformations, puis les combiner. Le choix des
formulations de départ est cependant plus complexe. En effet, la formulation de I’élément mixte
va dépendre du type de loi utilisé, et la plupart des formulations disponibles avec trois champs
sont dédiés aux lois hyper-élastiques (voir par exemple [37], [227], [226] ou encore [241]). De
plus I'adaptation de la formulation non locale ne se fait pas non plus sans difficultés, puisque
dans I’équation servant a définir la variable non locale intervient un gradient. Il se pose alors
la question de savoir si cette dérivation doit étre faite par rapport aux coordonnées de la
configuration initiale, ou de la configuration déformée comme l’a fait Mediavilla [165]. Quant
a la construction du maillage auxiliaire, il ne devrait pas nécessiter de modifications majeures.
Ainsi, dans le cas o la structure est remaillée dans sa configuration déformeée, il suffit de
construire le maillage auxiliaire en se basant sur les coordonnées de la structure déformeée.
Le maillage auxiliaire résultant global n’est plus alors une représentation de la fissure dans
une configuration initiale ou méme déformée. Sinon il faudrait remailler la structure dans sa
configuration initiale, et 'on perdrait ainsi le bénéfice d’avoir automatiquement la génération
d’éléments de forme correcte. Il serait alors nécessaire de s’assurer, lors du remaillage, que les
éléments ne soient pas trop aplatis en configuration déformée. Pour cela, il faudrait procéder
a 'intersection des tailles de maille déterminées par le critére actuel & partir des informations
fournies par I'estimateur d’erreur et de celles déterminées par un critére reposant sur la qualité
des éléments.

D’autre part, il faudrait appliquer la méthodologie & un comportement plus réaliste inté-
grant les effets de triaxialité des contraintes. En effet, 'influence de la triaxialité sur la ductilité
des métaux a été largement prouvée expérimentalement (voir [121] et [157]).

Par ailleurs, il serait envisageable d’utiliser des modéles basés sur la description de la
structure au niveau microscopique (par exemple de type Gurson [247], [118]) avec les outils de
remaillage et d’insertion de discontinuités proposés. En effet, ces outils ne nécessitent qu'un
champ scalaire mesurant la dégradation du matériau; il ne s’agit donc pas nécessairement du
champ d’endommagement. De plus, des propositions pour éviter la dépendance au maillage et
le verrouillage volumique pour ce type de modeéle ont déja été faites dans le cadre des grandes
déformations [155].
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Enfin il serait possible d’adapter la stratégie de modélisation de fissures pour des cas de
propagation en mode III ou des cas de bifurcations.
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Annexe A

Intégration temporelle des équations
du comportement
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A.1 Principe

Au cours de la procédure de résolution incrémentale, on suppose que la valeur des variables
d’état est connue a 'instant ¢, correspondant a 'incrément de chargement (n). Le pas de temps
correspondant & lincrément total des degrés de liberte Aal™ est At. Pour plus de clarté,
Iexposant (n) sera omis par la suite. L’integration temporelle des équations du comportement
consiste & trouver la valeur des variables d’état a la fin du pas de temps pour un incrément
des déformations (Ag) et de la variable non locale (Ak,;) donné. Notons que la méthode
d’intégration présentée dans cette annexe est valable aussi bien pour une formulation non
locale que mixte non locale. Ainsi, £ peut aussi bien se référer a la partie symétrique du
gradient des déplacements (pour une formulation non locale) qu’au gradient supposé défini
par 'équation (1.54) (pour une formulation mixte non locale). Dans cette annexe, une notation
de Voigt adaptée au calcul éléments finis est implicitement utilisée pour les tenseurs d’ordre
deux et quatre qui sont respectivement exprimés sous forme de vecteurs et de matrices.

A.2 Loi élasto-plastique endommageable

Dans le cas du modéle simple utilisé dans cette étude, les variables d’état sont ¢, et k. Sile
test élastique révele que I'on n’a pas atteint la condition de plasticité (autrement dit Ag, = Ag
et Ax = 0), la résolution est immédiate. Dans le cas contraire, le systéme a résoudre est, dans
le cas de la loi proposée par [85] :

R, = Aeg.+Arn—A¢ (A.1)

;Ep = 0c— (1 —wp(kni))oy(k)

ou toutes les notations ont été introduites dans le chapitre 1. Un schéma implicite est alors
utilisé de sorte que toutes les variables soient calculées a la fin de l'incrément (autrement dit
Kk = K¢ + Ak ol K¢ est la valeur connue au début de I'incrément). L’ensemble d’équations non
linéaire (A.1) est alors résolu grace a une méthode de Newton-Raphson qui nécessite le calcul
du Jacobien du systéme J. Il peut s’écrire sous forme de matrice par bloc :

OR. OR.
0Ae. O0AR

I=198, oR, (A-2)

0Ag. O0AR
avec :
OR.

- = 14+ AkN: A
Ae, :+ N (g (A.3)
OR.

DN (4.4)
OR,

= : A.
Ae, n:C (A.5)
OR
8AZ = —(1 = wp(rn))oy, (A.6)

ot N = 0n/dg et o, = do,/0k. Notons que k,; (comme Ag) reste constant durant les itéra-
tions.
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Afin de pouvoir calculer la matrice tangente cohérente L. (voir I'article de Simo et Taylor
[225]), il est nécessaire d’évaluer la variation des variables d’état v = (g, k) introduite par la
variation des variables dont la valeur est préscrite (g, k). La variation de v est telle que le
vecteur résidu (R = (Re, Rp)) reste égal a zéro :

OR/OAv correspond & la matrice Jacobienne J et

OR R
R Ae — J~ = SA A
T 7 vt (4.8)
Dans le cas présent :
R (-1 R (0
i (0) o e () 49

avec w* = 0w /0ky si Ak, > 0 et 0 sinon. L'inverse de la matrice Jacobienne peut se mettre
sous la forme de matrice par bloc :

K K
-1 _ [ 2ree Zlekr
J = (Km K,m> (A.10)
De sorte que :
0Age = KeedAg — w oy KewdAkp (A.11)
AR = KpedAg — w0y K0 Akp (A.12)

En considérant que g = C : g, la matrice cohérente L. est finalement donnée par :

~

(A.13)

[t~

CKee —wo,CKep
‘ éme _W*Uyénn

Notons que L. n’est pas symétrique, donc le probléme global doit étre résolu en utlisant un
solveur non symétrique.

A.3 Loi élasto-visco-plastique endommageable

Les variables d’état sont €. et k. Si le test élastique révéle que 'on n’a pas atteint la
condition de plasticité (autrement dit Ag, = Ag et Ax = 0), la résolution est immeédiate.
Dans le cas contraire, le systéme & résoudre est, pour la loi considérée :

R. = As.+ Arn—Ag (A.14)

i 0 — (1= wy(kn))oy (5) "
K

R, = Arx—-At (A.15)
ou toutes les notations ont été introduites dans les Chapitres 1 et 2. Notons que, dans ce
paragraphe, n désigne bien un parameétre matériau. Un schéma implicite est alors utilisé de
sorte que toutes les variables soient calculées a la fin de I'incrément (autrement dit K = ki + Ak
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ou k¢ est la valeur connue au début de 'incrément). L’ensemble d’équations non linéaires (A.14)
est alors résolu grace a une méthode de Newton-Raphson qui nécessite le calcul du Jacobien
du systeme J. Il peut s’écrire sous forme de matrice par bloc :

OR. OR.
0Ae., O0Ak
I=198, R, (A.16)
0Ae, O0AkK
avec :
OR.
Dhe, 1+ Ali1§ (NJ (A.17)
OR.
An = B (A.18)
8Rp o [Ue - (1 - wp(’inl))ay(’%)]n_l .
9he, —nAt Ton n: (g (A.19)
aRp _ n [Ue — (1 - wp(“nl))ay(’i)]nil /
AL 1+ nAt(1 — wp(knr)) n o, (A.20)

De méme que précédemment, k,; (comme Ag) reste constant durant les itérations.

Afin de pouvoir calculer la matrice tangente cohérente L., il est nécessaire d’évaluer la
variation des variables d’état v = (g, k) introduite par la variation des variables dont la
valeur est préscrite (g, kp;). La variation de v est telle que le vecteur résidu (R = (Re, Rp))
reste égale & zéro :

OR OR R

OR/OAv correspond a la matrice Jacobienne J et

v = —Jl.aai.dAg —J ai% OBk (A.22)

Dans le cas de la loi élasto-visco-plastique :

R -1 R 0
o 1 t . n—1 A.23
—aAg < Q> e EIN (—%Atw*ay(/{) [cre—(l—wpl({nnz))oy(n)] ) ( )

avec w* = 0w /0ky si Ak, > 0 et 0 sinon. L'inverse de la matrice Jacobienne peut se mettre

sous la forme de matrice par bloc :

Kee K
_1_ :66 :e‘k’:
= ) (42

De sorte que :

e — (1 — wy(
K

n—1
dAe, = Kee.(SAg+Z,Atw*ay(/<)[ Knl))ay(/{)] KewdAkp (A.25)

. —(1— N n—1
SR = KnedAs+ Aty (x) {U ( ”;’{(“ l))ay(“)] K00k, (A.26)
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En considérant que g = C : ¢, la matrice cohérente L. est finalement donnée par :

zzQ
=

n * oe—(1—wp(kn1))oy(k n—1
e feltwroy(r) [T o e, e
(A n—1 .
gne %Atw*ay(m) [Ue_(l_wpl((’fnl))ay(’i)} gnn

(|~
\
12 @)

Notons que L. n’est pas symétrique, donc le probléme global doit étre résolu en utlisant un
solveur non symétrique.
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B.1 Construction d’un front courbe

Le choix qui a été fait pour cette étude est d’utiliser cette premiére approximation simplifiée
de la géométrie de la fissure pour l'insérer directement dans le maillage non fissuré de la
structure et reprendre le calcul sur le maillage fissuré correpondant. Une critique qui peut
étre faite a 1’égard de cette géomeétrie est qu'un front de fissure droit ne peut étre quune
premiére approximation dans le cas général. Les exemples qui sont traités dans cette étude
sont des problémes plans servant & montrer la validité de la méthodologie et pour lesquels cette
hypothése est justifiée. Cependant, dans le cas général, il est envisageable de construire un front
plus adapté en évaluant 'endommagement en des points définis de la surface correspondant a
Iincrément de fissure. Il est alors possible de créer une seconde géométrie en construisant des
éléments triangulaires entre les noeuds de 'ancien front et les points out 'endommagement va
devenir inférieur & un seuil critique et d’insérer cette géométrie plus avancée dans le maillage
de la structure (voir figure B.1). Cependant, il est toujours nécessaire de garder la géométrie
simplifiée qui va servir de base :

— pour rechercher l'orientation des panneaux qui y sont associés;

— pour évaluer 'endommagement afin de construire un front plus réaliste.

La géométrie plus avancée doit toujours étre contenue dans le premier maillage auxiliaire dont
les segments construits ne doivent plus étre modifiés.

Fia. B.1 Maillage auxiliaire servant de base & la construction d’un chemin de fissure plus
complexe.
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Amorgage et propagation de fissures dans les milieux ductiles non locaux

Résumé : Cette étude s'inscrit dans le domaine de la conception et du dimensionnement de struc-
tures industrielles. Elle consiste a proposer une méthodologie permettant de simuler lendommage-
ment ductile de structures métalliques, suivi de 'amorgage et de la propagation de fissures. La dé-
marche s’organise en trois temps.

La premiére étape consiste a pouvoir décrire correctement I'évolution de 'endommagement jus-
gu’a 'amorgage de la fissure, par un modéle continu. Or, l'utilisation de modéles de comportement
ductiles endommageables classiques avec la méthode des éléments finis conduit & de nombreux
problémes, tels que la dépendance pathologique a la finesse et a I'orientation du maillage ou le ver-
rouillage volumique. Une nouvelle formulation mixte non locale a quatre champs est proposée dans le
cadre des petites perturbations afin de surmonter ces problémes.

Létape suivante vise a améliorer la qualité du calcul. Pour cela, une procédure d’adaptivité de
maillage reposant sur un indicateur d’erreur est mise en place afin de permettre d’atteindre le niveau
de qualité désiré par l'utilisateur, tout en minimisant les colts de calculs. Associée au lissage des
champs aux anciens points de Gauss avant projection directe aux nouveaux points de Gauss et a
I'ajout de viscosité dans le modéle, elle permet de reprendre les calculs sur le nouveau maillage plus
adapté aprés quelques divisions du pas de temps.

Enfin, une fois toute la phase d’endommagement décrite avec précision, la derniére partie est
consacrée au développement d’une stratégie d’'amorgage et de propagation de fissure utilisant I'adap-
tation de maillage. Pour cela, le chemin de fissure est représenté par un maillage auxiliaire dont le
front est le plus régulier possible. Pour déterminer I'orientation de cette discrétisation, un critére repo-
sant sur le gradient de 'endommagement lissé est formulé. Cette stratégie est mise en ceuvre sur un
cas test académique en dimensions deux et trois.

Par la suite, il serait intéressant de pouvoir appliquer cette méthodologie avec des modéles plus
réalistes faisant intervenir le taux de triaxialité, et ce en grandes déformations.

Mots clés : Endommagement ductile, formulation mixte non locale, adaptation de maillage automa-
tique, insertion de fissure.

Crack initiation and propagation in nonlocal ductile media

Abstract: Within the framework of industrial structures design, a novel methodology is presented
which allows to model ductile damage evolution followed by crack initiation and propagation. This
study is divided into three parts.

First, damage evolution should be properly described with a continuous model up to the onset
of fracture. However, solving finite element problems involving elasto-plasticity coupled with damage
softening faces two major difficulties: mesh dependence and volumetric locking. In this work, a four-
field mixed nonlocal formulation is proposed in order to solve simultaneously both problems within the
small strain framework.

Then, accuracy is improved and computational costs are minimized thanks to a mesh adaptivity
procedure based on an error indicator. The strategy combines a direct transfer of the smoothed fields
at the old Gauss points to the new ones with a viscous model, so that computation can continue on
the adapted mesh after reducing the time step.

Finally, once the first stage of damage evolution is described accurately, a new strategy using
remeshing techniques is proposed for crack initiation and propagation. The crack path is represented
by an auxiliary mesh with a regular crack tip. The discontinuity is oriented according to a criterion
depending on the gradient of the smoothed damage field. A numerical application is presented on a
double notched specimen both in 2D and in 3D.

Future work should focus on applying this methodology to more realistic models involving stress
triaxiality within the finite strain framework.

Keywords: Ductile damage, mixed nonlocal formulation, automatic mesh adaptivity, crack initiation
and propagation.
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