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CHAPITRE I

INTRODUCTION

I. Cadre de I’étude

Cette étude s'inscrit dans le cadre d’un programme de recherches menées a la Compagnie Générale
de Chauffe sur la "conduite optimale de réseaux de chauffage urbain complexes” qui a débuté en 1983.
Liobjectif de ce programme est I'aide & la conduite de réseaux complexes, et la réduction de leur coit
dexploitation

Actuellement, la plupart des réseaux de chaleur posstdent des régulations simples (capteurs et

ou des régulations prédictives” associés au de

certains éléments du réseau), des opti locaux gérant le

optimal de certains éléments du réseau), mais aucun réseau n’est géré globalement automatiquement, ni

ne posstde d’aide & la gestion ique. Pour ces gestions iques de réseaux il faut posséder
des outils logicicls, qui puissent étre soit un guide pour l'utilisateur (il a alors sous la main un outil qui lui
permet e simuler le comportement global du réseau dans certaines conditions de fonctionnement ou
méme de caleuler le fonctionnement optimal global du réseau dans ces conditions; il peut aussi tester
différentes configurations de réseau et utiliser ce logiciel en aide au dimensionnement du réseau, dans ce
cas il n'utilise pas les outils logiciels en fonctionnement en temps réel.), ou qui puissent étre lorgane cen-
tral et décisionnel de la gestion globale du réscau (Putilisateur utilise dans ce cas les outils logiciels en
temps réel pour conduire le réseau.).

Cest dans la perspective d’obtenir ce genre d’outils que le programme de recherches de la Compag-
nie Générale de Chaufle a démarré.

Dans le cadre de ces travaux, deux axes d’étude ont étés poursuivis 3 'Ecole Nationale Supéricure
des Mines de Paris, au Centre d’Automatique et Informatique (C.A.L), qui sont:

Pétude en régime statique des réscaux de chaleur

- P’étude en régime dynamique des réseaux de chaleur

Pour situer ces travaux par rapport & d’autres travaux qui ont pu étre menés dans ce domaine en
France, nous pouvons citer le travail de these d’E. Brunier (1978), effectué au Centre de Mathématiques
Appliquées et d’Informatique de I’ Université de Technologie de Compizgne, dans le cadre d’un contrat
avec la COFRETH. Son étude portait sur I'étude d’un réseau simple 2 une chaufferic et une sous-station,
sur la modélisation précise des éléments intervenant dans ce systtme et Poptimisation essentiellement en

régime statique.
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1. Présentation du probleme

De manitre générale, un réseau de chauffage urbain comporte une ou plusieurs chaufferies pouvant
utiliser divers combustibles et ne fonctionnant pas forcément toutes en méme temps. Ces chaufferies pro-
duisent de Icau & moyenne ou haute température (100°C & 180° C). Des pompes électriques assurent la
pression nécessaire pour faire circuler 'eau avec un certain débit & travers le réseau. L'eau chaude, circu-
lant & travers des canalisations aller, délivre la chaleur nécessaire aux sous-stations puis revient vers les

h ies & travers des isations retour. Les s’ en eau chaude, soit pour four-

nir le chauffage domestique, soit pour produire de 'eau chaude sanitaire.

Le systeme posstde deux types de commandes: la température aux entrées dans le réseau (c'est
a dire a la sortie des chaufferies), et la différence de pression délivrée & la sortie des chaufferies. Chacune
de ces commandes représente une fonction du temps dans le cas d’une étude de Pévolution temporelle du
réseau, représente un scalaire dans le cas d’une étude statique du réseau.

Dans notre étude et dans les études déja menées au CAI (I Bratasanu - G. Cohen (1984)), nous.

nous i a et optimiser le fc i de la partie primaire du

cuit,

est-a-dire le comp y et de Peau chaude & partir de sa fourni-
ture & la sortie des chaufferies (ou son entrée dans le réseau), dans sa circulation a travers le
réseau jusqu’aux sous-stations et dans son retour vers les chaufferies.

On suppose connus et donnés par ailleurs les modeles de comportement des chaufferics (nous

étudions pas Voptimisation du des chaufferies elles-mémes, ce probleme a é1¢ étudié
pour une application industrielle (G. Cohen - B. Durand (1980)). Pour notre étude, on suppose connue la

loi

e colt i é de foncti dune chaufleric délivrant & Ventrée du réseau, avee
un débit donné, I'eau & une température donnée, et recevant au retour du réseau Peau i une autre
température donnéc. On doit done connaitre la courbe du coiit thermique instantané d’une chaufferie en
fonction d’une demande de puissance thermique globale instantanée & Pentrée du réseau.

On suppose connus aussi les modeles de comportement des pompes lectriques, que l'on suppose
vitesse variable. Pour notre étude, il S'agit essentiellement de connaitre la loi définissant le codt
instantané de fonctionnement des pompes délivrant un débit donné sous une différence de pression
donnée entre Pentrée et la sortie d’une chaufferie, ou relevant le niveau de pression en un point donné du
résecau d’une valeur donnée.

Enfin on suppose connus les modeles de comportement des circuits sccondaires. Le circuit primaire &
chaque sous-station fournit de la chaleur 3 un circuit secondaire par le biais d’un échangeur primaire. Le
circuit secondaire permet la circulation de Peau jusque sur les sites, ol la chaleur distribuée par le réseau

est réell ée (cette ion dépend de plusieurs facteurs, température extérieure,

taux d’occupation des locaux, etc...). e circuit secondaire est plus ou moins complexe et son comporte-

ment peut varier selon les installations. Si dans notre étude nous ne nous préoccupons pas de la
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modélisation précise des échangeurs, c’est bien sir avec la restriction que dans son modtle il n’apparaisse
pas de variables de décision intervenant sur la maniére de gérer le circuit primaire.
Dans les cas que nous étudions, la température de sortie d’un échangeur sur le circuit secondaire est

régulée par une vanne située sur le circuit primaire, qui Jimite le débit primaire. Le degré d’ouverture de

cette vanne, qui détermine le débit primaire, est fonction de la température d’arrivée de I'eau du circuit
primaire et des besoins sur le circuit secondaire. On peut donc noter que les débits dans le réseau se

a partir du foncti des
On peut résumer le comportement d’un circuit secondaire (dun échangeur) par deux relations
mathématiques, la premitre donnant le débit primaire, la scconde la température primaire a la sortie de
Péchangeur reliant les deux circuits, en fonction de la température primaire & lentrée de échangeur et
en fonction de la puissance thermique instantanée demandée & la sous-station correspondante. Ces deux
relations sont des équations statiques, elles peuvent correspondre & un régime statique de I’échangeur, ou
signifier que les temps de réponse du circuit secondaire sont négligés dans le modle utilisé pour I'étude
du circuit primaire (cette approximation est justifiée, car les temps de réponse du circuit secondaire sont
tres faibles par rapport aux temps de transit de Peau du circuit primaire ou aux plages temporelles sur
lesquelles les données primaires sont constantes).
L'étude du fonctionnement du circuit primaire peut étre faite en régime stationnaire ou
dynamique. Rapidement essayons d’imaginer ce que chacune de ces études peut apporter comme ren-

seignements sur le fonctionnement du réseau et surtout i quel genre de fonctionnement du réseau ces

deux études peuvent se rapporter?
L'ttude du régime stationnaire nous permet d’établir les meilleurs compromis & faire entre envoyer
de I'eau trop chaude dans le réseau, entrainant des pertes thermiques done un coit thermique plus élevé,

ou de 'eau trop froide, entrainant des débits plus i et done un coit que plus important.

Nous avons vu que ¢’est au niveau des sous-stations que des vannes déterminent les débits circulant dans
le circuit primaire; I’étude permet d’établir le lien, qui n’est pas intuitif, entre la température envoyée
la chauflerie et les débits primaires, un bouclage implicite reliant ces valeurs par le biais du niveau des
pertes thermiques dans les canalisations. L’étude en régime stationnaire est aussi un bon outil pour une
aide au dimensionnement des réseaux. En effet il est possible de chiffrer rapidement, en fonction des tailles

des it du choix des des é: des puissances requises dans le réseau,

quels sont les cofits d’exploitation et aussi & quels niveaux se situent les optima en température et en
différence de pression. L’expérience montre que les latitudes de variation de ces optima sont importantes
en fonction de ces paramatres.

D'autre part quand un réseau est étendu dans L'espace, les canalisations deviennent longues et les
temps de transit de Peau dans les canalisations deviennent importants. lis ne peuvent done étre négligés
que si pendant des durées beaucoup plus longues que ces temps de transit les demandes aux sous-stations

sont constantes, et si les tarifs électriques sont constants. On peut alors se demander si un tel réseau
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connait des plages de fonctionnement en régime stationnaire ou s’il ne fonctionne qu’en régime transi-
toire.

De plus, baser I'optimisation du pilotage du réseau sur un modele stationnaire, c’est aussi se limiter
des le départ dans la classe des commandes constantes au cours du temps. Méme A conditions
extérieures stationnaires, on peut penser que dans certaines circonstances un meilleur optimum peut-étre
trouvé par exemple dans la classe des commandes périodigues.

Pour ces raisons, l'étude de U'zvolution temporelle (dynamique) du réseau parait utile et plus
adaptée & certains types de fonctionnement.

Rapidement donnons deux exemples ol le réseau fonctionne en régime transitoire.

Le matin, I’appel en eau chaude sanitaire et en chauffage est brusquement plus important aux sous-
stations; le controle de la température au départ du réseau doit prévoir ce phénomene, tenir compte du
temps de transit de 'eau vers les sous-stations et des pertes thermiques pour accroitre avec une certaine
anticipation son niveau thermique. Les stratégies de pilotage ne sont pas intuitives car il est difficile
détablir un compromis entre anticiper une demande par un front de chaleur et ne pas trop augmenter les
pertes thermiques. Il ne faut jamais perdre de vue que les stocks de chaleur que I'on souhaite obtenir dans
le réseau sont des stocks périssables.

En demi-saison, les demandes aux sous-stations sont faibles. Il est possible que le meilleur contréle

en température ne soit pas un contrle en régime t ol les chauff ent ave un

ol les ch:

faible rendement mais un controle en régime
ment  fort régime, done avec un bon rendement, puis s'arréteraient. La durée des plages de ces régimes
ou la classe des fonctions commandes seraient dépendantes de la capacité de stockage thermique du
réseau

Dans ces exemples, il apparait done intéressant d’étudier les phases transitoires pouvant exister

entre les

plages de foncti ionnaire du réseau et de pouvoir aussi déterminer les

plages de validité des imations statiques du foncti du réseau.

Tl est possible d’aborder I'étude du comportement dynamique du réseau par simulation
et par optimisation.

Une simulation dynamique du réscau d’une part permet de voir comment un certain type de
contréle de la température & la chaufferie se répercute dans le réseau (temps de propagation des fronts de
chaleur aux différentes sous-stations, effets d’unc trop grande, d’une trop faible anticipation de la brusque
croissance ou décroissance des demandes, des tarifs, etc...).

Une optimisation dynamique du réseau dautre part permet de construire des lois de contrdle qui a
priori ne sont pas intuitives et permet d’établir les gains réalisés par rapport & des lois de contrdle plus

simples et plus intuitives.
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1l est & noter cependant que le probleme statique comporte beaucoup moins de variables que le
probleme dynamique (on enleve la dimension temporelle). Il est done possible de s'intéresser dans I'étude
statique 3 des réseaux beaucoup plus complexes (tailles plus importantes, nombre de sous-stations plus

tant, et surtout i de plusieurs chauff dans le réseau). On pourra lire les résultats

déja obtenus lors de 1'étude du régime statique (I.Bratasanu - G.Cohen (1984)).

mI. Organisation de 'étude

Nous allons donner un bref apergu de la manidre dont est construit ce mémoire et décrire rapide-
ment son contenu.

Dans le second chapitre de ce mémoire, nous présentons quels types de réseau de chauffage
nous étudions. Nous présentons chacun des éléments qui le composent (chaufferie, sous-stations,
échangeurs, canalisations, vannes de régulation,...). Nous donnons les relations qui résument le comporte-
ment hydraulique ou thermique de ces différents éléments.

Dans le troisieme chapitre, nous montrons comment ces différents éléments sont connectés
entre eux, nous donnons les relations qui permettent de passer d’un élément & un autre. Nous soulignons
Paspect implicite des relations qui lient les débits et les températures dans le réseau. Pour montrer com-
ment les caleuls de toutes les variables du réseau peuvent s'enchainer, nous reprenons I'étude du réseau

en régime statique et nous montrons comment le débouclage des relations implicites a pu se faire dans ce

cas. Nous donnons les dues 2 P'aspect ique de certaines relations dans I’étude
du régime dynamique. Nous évoquons une possibilité différente de déboucler les relations implicites.

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons I’équation de transport qui régit la propagation des
températures dans une canalisation. Nous faisons une étude de I'équation exacte et surtout nous cher-
chons & montrer que pour des conditions initiales et une commande en température appartenant A cer-
taines classes de fonctions (suffisamment larges pour contenir toutes les lois de commande physiquement
envisageables). on peut trouver une solution a cette équation. Nous faisons une étude de 1’équation
approchée par différents schémas numériques, que nous définissons, dont nous décrivons les
particularités de comportement, leurs avantages ou leurs inconvénients

Dans le cinquieme chapitre, nous reprenons I'équation de propagation des températures &
travers le réseau complet et nous regardons comment le passage d’une canalisation & une autre s’effectue
selon les différentes approximations de Iéquation de transport que nous avons étudiées au troisivme
chapitre. Nous montrons aussi comment le calcul de toutes les autres variables du réseau se ménent en
paralltle. Ce chapitre peut étre considéré comme le chapitre décrivant diverses méthodes de simulation
du réseau en régime dynamique.

Le sixieme chapitre est consacré au probleme de l'optimisation du fonctionnement du réseau

en régime dynamique. A partir de Pexemple d’un schéma numérique utilisé pour 'équation de transport,
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nous présentons la méthode utilisée pour résoudre le probleme de minimisation discrétisé non linéaire
sous contraintes.

Dans le septieme chapitre on présente des résultats de simulation du réseau pour des réseaux
relativement simples afin de pouvoir interpréter aisément les résultats obtenus et comprendre les
particularités de chaque méthode de discrétisation. On présente des résultats d’optimisation pour un
réseau simple & une chaufferie et une sous-station et pour un réseau simple linéaire. Les programmes de
simulation et d’optimisation sont congus pour étre utilisés dans étude de réseaux arborescents quel-

conques.
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CHAPITRE I

MODELISATION DES DIFFERENTS ELEMENTS DU RESEAU

I. Type de réseaux étudiés - Leur schématisation
Dans cette étude des réseaux en régime dynamique, nous nous restreignons au cas de réseaux 3 une
scule chaufferie. L’étude de réseaux a plusieurs chaufferies est abordé en régime stationnaire par 1. Bra-
tasanu dans le cadre du méme contrat industriel et elle est la source de difficultés qui ne seront pas
abordées ici.
Nous étudions des réseaux arborescents ol toutes les sous-stations sont connectées en

parallele. Une sous-station est dite en amont (ou en aval) d’une autre si elle est plus proche (ou plus

oin) de la chaufferie dans le sens de parcours du réseau de la chaufferic (racine de I’arbre) vers les noeuds

extrémaux (noeuds feuilles). La notion amont (ou aval) se rapporte au sens de parcours de I'eau dans les

aller qui dé les fons les unes apres les autres. La connection en paralléle
(Figure 1) signifie que tout échangeur primaire, associé & une sous-station, a son entrée connectée A une
canalisation aller et sa sortie connectée 3 une canalisation retour. Par opposition, une connection en série
(Figure 1) signific que tout échangeur primaire associé 4 une sous-station a son entrée connectée avec la
sortie de Péchangeur associé  la sous-station en amont et sa sortie connectée avec lentrée de

|"échangeur associé a la sous-station en aval.

sous-station sous-station
—_—— —_——

o i T sous-station

conduite alle
échangeur échangeur — ANN——ANN——

conduite
échangeur échangeur
conduite retour
Connection en Paralléle Connection en Série

Figure 1
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Nous schématisons le réseau par un arbre composé de noeuds et d'arcs reliant ces

noeuds, comme suit:

Figure 2

Le noeud racine représente la chaufferie, les autres noeuds peuvent représenter des sous-
stations, les noeuds extrémaux nommés aussi noeuds feuilles représentent olligatoirement des
sous-stations.

Les arcs reliant deux noeuds représentent les conduites aller et retour reliant ces deux noeuds.

Nous introduisons la notion de noeud fictif, sans sous-station, artifice utile & ce que tout arbre
puisse se ramener a un arbre binaire. A chaque embranchement, on introduit si nécessaire des noeuds
fictifs pour avoir toujours la méme structure, un noeud amont réel et deux noeuds aval fictifs. De cette
manitre 'étude et la modélisation de tout arbre se ramene A I'étude de I'arbre de base & embranche-
ments binaires et pour tout arbre étudié, la modélisation et les calculs sont basés sur une méthode

systématique et complétement générale.

On triple tout noeud embranchement binaire A de la maniére suivante:

Figure 3
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On transforme un noeud embranchement triple A de la manikre suivante:

- S —
Figure 4

Nous allons mai décrire séparé les diffé éléments qui le

réseau et donner les relations émati iques ou i qui ré leur

fonctionnement.
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1. Relations statiques
Nous allons donner la suite des éléments du réseau, dont le fonctionnement est décrit par des rela-
tions statiques (ou instantanées) et pour lesquels il peut exister des contraintes de fonctionnement sta-

tiques.

IL1. Echangeurs primaires
Nous donnons exemple simple d’un échangeur & contre-courant, qui est I'échangeur le plus souvent
rencontré
Deux phénomenes physiques sont & modéliser:
- Vaspect hydraulique

- Vaspect thermigue

ILL.1. Aspect thermique

Nous notons génériquement @ les températures (* C) et Q les débits massiques (Kg/s). Les indices 1
se rapportent au circuit primaire, les indices 2 se rapportent au cireuit secondaire. Les indices e se rappor-
tent au cté entrée dans I'échangeur des deux circuits, et s au coté sortie de I'échangeur des deux cir-

cuits:

=

Q Q

Figure 5

Si on note W la puissance thermique transmise par I'échangeur, C, la chaleur massique de
Feau(J/Kg." C), k un coeflicient caractérisant la taille ct los caractéristiques d’échange thermique de
I'échangeur, on a trois relations statiques, une simple (IL1) et une double (IL2) et (IL.2bis) qui
le i de I’ X
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= W h(Q,Q) (1-¢ %) (i)

W =0, Q (05-6) (12)

Gy Qz (04-05) (I.2bis)
11,
avee h(QuQs) — %

Que ce soit pour une utilisation pour fournir de Ieau chaude sanitaire ou du chauffage, la
température 0F est régulée localement grice & une vanne située au primaire de I'échangeur, qui limite le
débit Qy.

On se place dans notre étude dans Phypothese ol le débit secondaire Q, est fixe (pompes & régime
fixe). On sait aussi que méme si les pompes ne sont pas & régime fixe, & partir d’un certain niveau de
débit Q,, une variation autour de ce débit Q, n’a pas d’influence importante dans les relations d*échange.

La puissance W étant supposée connue (pour la part relative au chauffage, elle peut étre reliée aux
conditions extérieures), connaissant 4; (régulée i un point de consigne lui-méme éventuellement fonction
de la température extérieure), on peut calculer 65 par la seconde relation (I1.2bis). La relation (ILL), pour
une certaine puissance connue W, nous permet de calculer le débit primaire Q,, étant donnée une
température d’entrée primaire 6. La relation (I12) nous permet alors le calcul de la température de sor-
tie primaire 0

La relation (IL1) qui exprime la température 7 en fonction du débit Q;, toute autre variable étant
fixée par ailleurs, est une fonction décroissante, convexe (Figure 6), qui n'est pas partout inversible. Elle
admet une asymptote (fonction de la puissance demandée W) quand le débit tend vers Pinfini. Physique-
ment cela signific que si la température 6 est trop basse, on ne peut trouver de débit suffisamment grand

pour satisfaire la puissance demandée.
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La puissance W étant fixée
Figure 6
Donc Vinversion de la relation (IL.1), qui donne le débit Q en fonction de la température 0 est une
relation statique et est notée:
Q; = ®(07,W) (11.3)

De méme la relation qui donne la température i la sortie de I’échangeur #; en fonction de la

température 6 est une relation statique ct est notée:
07 = ¥(65,W) (IL4)

La condition, sur le niveau minimum nécessaire de 6, pour un calcul possible de Q,, donne lieu & la

contrainte inégalité statique suivante:
of = (W) (IL5)

Cette contrainte peut ne pas étre satisfaite au cours des algorithmes que nous utilisons. Il faut tout

de méme pouvoir caleuler le débit Q;. Nous avons donc remplacé & partir d’un certain point (67°,Q;"

proche de I'asymptote, la courbe réclle par une droite 4 pente négative ou une fonction polynomiale avec
un raccord continu en (6",Q,"), pour qu'on puisse caleuler le débit Q, quelle que soit la température 67

(Figure 6).
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ILL2. Aspect hydraulique

11 est nécessaire de fournir une éncrgie mécanique sous forme de pression pour pouvoir faire passer
un débit primaire donné dans 'échangeur (c’est vrai aussi du cdté secondaire). Cette différence de pres-
sion minimum & assurer cntre Pentrée et la sortie de I'échangeur primaire est proportionnelle au carré du
débit.

on note R la résistance hydraulique de I’échangeur, on a la relation statique suivante:

Apmin = R QF (1L6)

I.2. Vannes de régulation

Nous avons vu qu’au niveau de 'échangeur, sur le circuit primaire, une vanne permet la régulation
de la température sortie secondaire 6. Cette vanne qui limite le débit primaire Qj, crée une perte de
charge supplémentaire & I'échangeur. Cette perte de charge est faible et constante quand la vanne est
grande ouverte. Le coeflicient caractérisant cette perte de charge % vanne grande ouverte peut étre
intégré dans la résistance hydraulique de Péchangeur R.

La perte de charge au niveau de I'échangeur est done la somme entre la perte créée par cette vanne, plus
la perte due A la circulation du débit dans I'échangeur (relation (IL6)).

Ceci se traduit par la contr:

te inégalité statique suivante:

Ap > R Q= g(Q) (1L7)

Ap

Figure 7

Remarque: Lors du fonctionnement d’un réseau, il apparait toujours des sous-stations o la vanne
de régulation est grande ouverte (c’est & dire oi Ap = R Q7). Dans le cas d’un réseau simple réduit &

une chaufferie et une sous-station, la vanne  la sous-station est grande ouverte.
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I.3. Modélisation des canalisations
Deux  phénomenes physiques sont & modéliser:
- Vaspect hydraulique

- Uaspect thermique

Dans ce paragraphe, nous ne regardons que I'aspect hydraulique ot interviennent des relations

statiques.

L’eau en mouvement dans les canalisations perd de I’énergie par frottement sur les parois et la pres-

sion diminue le long du réseau, de la chaufferie vers les feuilles. C’est la comptabilisation de

pertes le
long du réseau qui permet le caleul de la pression minimale & assurer au départ de la chaufferie et qui

donc détermine le codt hydraulique de fonctionnement du réseau.
Les pertes de charge linéiques et singulitres sont données par des relations statiques.

o Les pertes de charge (Pascals) dans une canalisation linéaire sur unc longueur L (mtres) sont fonetion

du débit selon la loi suivante:

(118)

avec X = coefficient de perte linéaire de charge (sans dimension)
D=

iametre intérieur de la canalisation (m]

p = masse volumique de Peau (Kg/m®)

Si le long de la canalisation se trouve un coude ou un autre accident, il faut ajouter des pertes de

charge " singulieres” données par la relation suivante:

8
Ap = Ti)’ Q? (11.9)

avee § = coefficient de perte singulitre de charge (sans dimension)

Les fents X et p dépendent lége de la é de Peau. Nous i cette
dépendance
IL4. Modélisation de la chaufferie
11 $'agit de donner les ions d’un coitt thermique et d'un coiit électrique i és, qui

ue fassent intervenir que des variables que nous utilisons dans Iétude du réscau
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11.4.1. Cout électrique instantané

Pour un réseau ne comportant pas de pompes reluis, le coiit ¢l ctrique correspond & la puissance
\-tantande des pompes & la chaufferie, qui envoient le fluide dans lc réseau avec un débit Q sous une
liférence de pression Ap.

Le rendement des pompes électriques & régime variable p, est une fonction des deux pararamétres
Apet Q

Si on note a, le tarif électrique instantané, on obticnt Vexpression du ottt électrique instantané

suivante:

Jo = ac pfAp, Q) Ap Q (1L10)

11.4.2. Cout thermique instantané

1l correspond & la puissance thermique instantanéc envoy« e sur le réseau, qui, pour un débit Q du
llnide au départ réseau, une température départ chaufferic ¢, une teinpérature retour chaufferie 4, une
chaleur massique G, de Peau, est G, Q (65-4)-

Le rendement de la chaufferie py est une fonction de la puissance thermique C, Q (98-05).

Si on note ay le taril thermique instantané, on obticnt Iexpression du cout thermique

instantané suivante:

Jun = aw £u(Cy Q (65-05)) C, Q (05-05) (IL.11)

11.4.3. C i de i ala

L’eau a Pentrée du réseau est un mélange entre de I'eau de retour du réseau et de I'eau venant de

la chaufferie, dans une certaine proportion réglable par une vanne trois voies (c’est la le véritable

au départ de la chaufferic). Cette tempé de départ est

parametre de de de la

lone toujours comprise entre la température de retour du réseau (niveau bas) et la température de con-

isne chauditre (niveau haut) (Figure 8).
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Ceci se traduit par les contraintes inégalités statiques suivantes & la chaufferie:

0 > 63 > 0f (1.12)

1
! I
b
e Q
i
| i
chaudi ! | r
chaudiere | | | }‘I N
N VR BN
SR
ballon
échangeur

Figure 8
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II. Relations dynamiques

Nous allons décrire I’aspect thermique i

et qui

dans la élisation des

donne lieu a une relation d’évolution, ¢’est & dire une relation dynamique.

HI.1. Modélisation des canalisations

Dans ce paragraphe, nous ne regardons que Paspect thermique ol interviennent des relations

dynamiques.

La température du fluide cst supposée homogene dans une section de la canalisation (écoulement

turbulent). Le fluide circule dans des canalisations isolées et placées dans un caniveau, et échange de la

chaleur avec D'isolant puis Iair situé autour de la canalisation qui est supposé étre & une température

constante 0 estimée & 40 *C. Le fluide tant supposé incompressible, il circule & la méme vitesse quelle

que soit la section de la canalisation considérée. Ainsi la vitesse du fluide est une fonction du temps mais

pas de I'abscisse dans la canalisation.

NI.1.1. Modele a trois températures

<+— isolant

— tuyau

A
fnirl J_-fz ~———— fluide

Figure 9

« On adopte les notations de la figure 8:

Ti(x,r,t)
w(t)
ht)

@

ki

Pi

cP.v

température dans le milieu i
vitesse d’écoulement du fluide & Iinstant t
température du fluide & I'abscisse x=0

coefficient de diffusibilité thermique du milieu i

conductivité thermique du milicu i 02

masse volumique du milieu i

i=0,2

chaleur massique du milieu i

(milieu 1)
(milieu 2)

(milieu 3)
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« Ty ne dépend pas e r & cause de I'hypothese de fonctionnement en régime turbulent.

ki 2k,

- ot K= ———
£ Cpi oo Cyo

 Onpose: o

« La température du milieu extérieur , est choisie comme origine de I'échelle des températures.
Dans le milieu fluide, on néglige la diffusion en espace de la température devant le phénomene de

transport et on obtient les équations suivantes pour Pévolution des températures:

4T,
@ 22wy T

aT,
() S @AT

9T,
) 5 @wa&T =0

avec les conditions aux limites suivantes:

@ T T, (r00)
(e) Tilxryt) To(x,ry,t)

0 Temd) = =0

®) ko) = ks D)
ORI

IIL1.2. Modzle & une température
On a étudié la validité d’un modele simplifié & une température.
Dans ce modtle on remplace les équations (b) et (c) par (b ) et (¢ ):

) AT, =0
{ () aA, T, =0

Si on note Ty, T;, T, les températures de ce modtle & une température, on obtient les relations (i),
(i) Ty = A (xt) Log(r) + By (xt)
(i) To = Az (x,t) Log(r) + B (x,t)

D’apres les conditions aux limites (d),(e),(f),(g) on peut calculer les fonctions Ay, Ag, By, By.

En notant:
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P r
M = k, Log—> + ky Log—
n To

on obtient:

T (59 (12)

Ay (xt) =

iLog(;7) + kaLos(r)
M

By (xt) = Tolxt)(

00 ()

B ) — To ) (212800

Ap(x,t) =

La relation (a) devient ()

L. 9T, T, ks
W) G =K

2 T (s

L
M

On a recherché une majoration de | Tg-T; L (cf. Etude de J.M.Coron [1984]).
Lévaluation de cet écart pour des exemples classiques de canalisations, et dans des plages de fonc-
tionnement du réseau ol les gradients des températures en temps ne sont pas trop importants a été

effectué et il permet de valider le modele simplifié.

On considerera désormais un modele & une seule température notée T(x,t).

Cette température du fluide est une fonction de I'espace (c’est-a-dire de la position du

fluide dans le réseau), et une fonction du temps et on rappelle que son évolution répond

I'équation aux dérivées partielles hyperbolique suivante:
ar ar T ’
Gy ot + w(t) - ) = -MTx) 6) (1.13)

Le coefficient X d’échange thermique global entre I’eau et Iair s’écrit:

1 avee K=2

]
r. Ty Cy

Ky Log—= + k; Log—- ot
n To
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Remarque: Quand on étudie le réseau en régime statique, il n’y a plus de dynamique temporelle

dans I'équation d’évolution des températures, pour un point donné de Pespace la température est con-

. ‘ . " aT
stante, et I’évolution en espace est donnée par la relation suivante, avec le terme W(x,L) nul:

w. Sl = A(T(0-0) (1L14)

b= (M) e+
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Iv Expression mathématique du coiit de fonctionnement du réseau
Evaluer le coiit de fonctionnement stationnaire du réseau, revient i évaluer le cofit de fone-

tionnement instantané du réseau, qui par définition est un coiit constant au cours du temps. Ce coiit est

la somme du cofit thermique et du codt ique i és, dont les ont été données

dans le cadre de la modélisation de la chaufferie.

Juor = Ju + e

T = e £a(Cy Q (63-05)) C, @ (63-00) + e p(Ap, Q) Ap Q (1115)

Pour évaluer le coitt de fonctionnement dynamique du réseau, il faut se donner un domaine
temporel sur lequel on souhaite étudier le fonetionnement du réscau. Le coit est alors lintégration sur ce
domaine temporel du coiit de fonctionnement instantané du réscau, qui est maintenant une fonetion du
temps.

Si [0, T est le domaine d’intégration du coft on a:

Tr

[Ilt) dt

o

e (IL.16)

o) _Df(-‘m(t) + ) de

Yo
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CHAPITRE III

ASSEMBLAGE RESEAU

On s’intéresse au cas d’un réseau arborescent & une chaufferie, olt les sous-stations sont connectées

en parallle.

Britvement nous allons reprendre I'étude en régime statique, pour souligner Paspect de
structure récursive dans I'espace du réseau et montrer son exploitation dans la manitre de propager
les calculs des variables du probleme & travers le réseau (nous supprimons donc la dimension temporelle
et nous n'étudions plus que des relations statiques a travers le réseau, qui pour la plupart restent

présentes dans I’étude du régime dynamique: on parle alors de relations

L Rappels sur I'étude du régime statique

On souhaite établir un bilan thermique et hydraulique du fonctionnement statique du réseau, ¢’est-
a-dire pour toutes les variables du réseau constantes dans le temps. Il est suffisant de connaitre les
différences de pression et les températures dans le réseau aux extrémités des différentes canalisations,

c’est-a-dire en chaque noeud du réseau.

L1. Variables du probleme - Notations
o En prenant les notations des Figures (10, 10.bis, 11, 11.bis), pour un noeud k on a:

o température en Ay
(fin de la conduite aller k-1 et entrée dans I'échangeur k il y a une sous-station en k)
o température en By
(sortie de I'échangeur k 'il y a une sous-station en k)
I température en Cy
(fin de la conduite retour k)
6" température en Dy
(début de la conduite retour k-1)
Se débit massique circulant de Ay & Ay, ou de Dy, & Cy
(dans les conduites aller et retour k)
Qi débit massique circulant de A, vers By
(dans Iéchangeur k ’il y a une sous-station en k)
Apy pertes de charge entre Ay et By

(aux bornes de Iéchangeur k 'il y a une sous-station en k)
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On illustre et détaille la signification de ces notations utilisées sur les Figures (10 et 10.bis) o on
un noeud k avec une

, sur la Figure 11 ol on schématise une portion
de réseau linaire avec le noeud chaufferic, des noeuds linéaires, et un noeud feuille, et sur la Figure

11.bis ol on schématise un noeud avant embranchement et ses deux nocuds fils aprés embranchement.

conduite aller
'

i
| A A
It
échangeur échangeur
k1
By By,
1 T
D | G Disi]  Cin
- conduite retour —
—_— Kk —_—
noeud k noeud k+1
Figure 10
0 O
Sy
Q
Sk
30 ha— Ot
o o [

figure 10.bis
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JuawayoueIqua side
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Figure 11.bis
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Nous allons énumérer les relations qui existent entre les variables du réseau, que ce soit entre des

variables caractérisant un méme noeud, ou entre des variables caractérisant des noeuds contigus.

entre les iabl r T un noeud k

L2
« Sl y a une sous-station au nocud k, on peut déduire 0, et Qy de 0 par des équations de fonctionne-
ment de P'échangeur k.
S'il n’y a pas de sous-station au noeud k, Qy est nul et 6 est & une valeur arbitraire.
o 07 se deduit simplement de Qy, 0} , 67 et Sy par la relation de bilan thermique suivante:

. B QB S,
0 T (TL.17)
Quatre variables suffisent done pour résumer les bilans thermiques et hydrauliques a un

08, 05, S Api)

noeud k, qu'on range dans le vecteur X,

1.3. Relati entre les iable i a un noeud k et les noeuds contigus

« Sur un troncon lintaire, on peut relier sur A, et Ay, les températures ® et %, par la relation (IL14)

intégrée qui donne:

0 = (02 G0) (m.1s)

& est fonction des caractéristiques thermiques et de la longueur de la conduite k
« De méme on peut relier les températures 6 et f.,":
0 = (B G (111 18bis)
On utilise le méme coefficient ay que pour la conduite aller. car on suppose les propriétés ther-
miques des deux canalisations identiques.

+ Sur un troncon lintaire, on peut relier Ap, & Apyy; en comptabilisant les pertes de charge dans la

canalisation k.

Si on note r® et ry les rési ques des. i aller et retour k, on a:
Apg = Apyyy + (041 S (m.19)
Les rési et rf les rési linéiques et i en général on a

identité entre les résistances des canalisations aller et retour.
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« Sur un trongon lintaire, on peut relier Sy et Sy, par le bilan suivant:

Senr+ Quer Si =0 ¢ il'y aune sous-station au nocud k+1
Serr Se —0 ¢ iln'yapas de sous-station au noeud k-1 (11.20)
« A un nocud feuille k, on a & la place de (ITL18bis) et (IIL.20) les relations suivantes:
07 arbitraire (1mw.21)
Si=0 (1m1.22)

o A un nocud embranchement k ayant pour nocuds fils les mocuds fictifs k; et ks, on a i la place de

(IT1.20-18-19) les relations suivantes:

Sy S, S, =0 (1m1.23)
02 =6 =0, (1m1.24)
0 = (6, Su, + 00 Si) / (S, + Si)) = (6, S, + 8, 5%) / (S, + Si) (1m.25)
Apy = Apy, = Apy, (111.26)

L4. Degrés de liberté du probleme statique
Le comportement du réseau en régime statique est décrit par les relations que nous venons

dénumérer (117, ...111-26), dont la résolution constitue le probleme statique.

Nous allons voir que le eme d’optimi statique comporte deux degrés de
liberté, si le réseau est équipé d’une pompe de circulation & vitesse variable a la chaufferie, en
ce sens que le choix de deux paramétres permet de déterminer de maniere unique toutes les
autres variables a travers le réseau, donc de connaitre le régime stationnaire du réseau.

Intuitivement ces deux variables indépendantes sont la température 6 au départ chaufferie et la
différence de pression au départ chaufferie Apy (ou de facon équivalente la vitesse de la pompe & la

chaufferic).
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O Exemple d’un trongon linéaire a une chaufferie et N noeuds.

-0 - -c ——c
0 1 2 3 N
Figure 12

Ona 4(N+1)  variables qui décrivent totalement le réseau.

Ona AN relations du type (IIT.18-19-20) pour le trongon linéaire.
2 relations du type (II1.21-22) pour le noeud feuille.

Doncona 4N+2  relations entre ces variables

On obtient deuz degrés de liberté pour le probleme.

O Exemple d’un arbre a deux branches.

Nous avons vu que ’arbre binaire résume toutes les situations possibles.

ol

1
1
Figure 13
Ona 4(N+N+N43)  variables qui décrivent totalement le réseau
Ona A(N+N+N) relations du type (III.18-19-20) pour les trongons linéaires.
4 relations du type (II1.21-22) pour les noeuds feuilles N et N
4 relations du type (II1.24-26) pour les noeuds N,0,0
2 relations du type (111.23-25)

doncona 4(N+N+N)+10 relations entre ces variables.

On obtient deuz degrés de liberté pour ce probleme.



- 42 -

15. Utilisation de la écursive en espace du réseau dans la résolution du
probleme.

En prenant comme degrés de liberté du probleme 6§, et Apo A la chaufferie, on voit que la
résolution de ce systeme est a priori rendue difficile par le fait qu'il est implicite. En effet soit
4¢ donnée, on veut calculer So, So dépend de Q qui dépend de 0 qui est lié 08" par la relation (IIL18)

faisant intervenir So, on a done une relation implicite:
So = f(g(h(65',S0)--)

Par contre, on peut montrer que si on place les degrés de liberté du probleme aux
feuilles de I'arbre, et qu'ils deviennent 63 et Apy, N étant Pindice d’une feuille, on peut cal-
culer toutes les variables restantes de maniére simple et récursivement i travers le réseau des

feuilles vers la chaufferie.

O Exemple d'un trongon linéaire a une chaufferie et N noeuds (Figure 12).

Nous allons montrer que, si les degrés de liberté sont placés ‘a la sous-station feuille et deviennent 0
¢t Apy, nous pouvons calculer toutes les variables restantes de maniere simple et récursivement & travers
le réseau de la feuille vers la chaufferie
«+ On initialise & la feuille le vecteur Xy = (43, 0, 0, Apy)
« On suppose connues les variables de la feuille jusqu'au noeud k+1, c’est-a-dire jusqu'au vec-
teur Xipr = (041, 81, Sirrs APiar)

La connaissance de 6%, permet le calcul de Qyyy par Pinversion de la relation (IL1).

L’inversibilité de la relation se traduit par une contrainte inégalité sur la température 6%, :

61 2 fenn(Wi) (11.5)

- On utilise la relation (IL4) pour calculer 6, .
- On utilise la relation (II1.17) pour calculer fy,,"
« On calcule S, par la relation (II1.20): Sy = Syt + Qe

« On calcule 6 par la relation (1IL18): 00 = (081 0™+ 0,

« On calcule 6 par la relation (IIL18bis): 0 = (Bsr”  00) ¥ 4 0,
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« Onendéduit Q, 6 , 6 et une contrainte inégalité sur 62 comme pour le noeud k+1.

« On calcule Ap, par la relation (IIL19): Apy = Apesy + (ri+r) S2
Cette différence de pression aux bornes de la sous-station k doit étre supérieure a un minimum
nécessaire pour faire passer le débit Q; dans Péchangeur k, on obtient une contrainte inégalité sur
Ap, (Pécart entre la différence de pression Ap, et celle strictement nécéssaire g,(Qy) est absorbée
par la vanne de régulation qui est mise en série avec le primaire de Péchangeur, cf. Chapitre II

Figure 7).

Ape 2 RQ=8(Qu) (.7)

« Donc on a calculé X, = (8%, 6/, Sy, Ap,) et on a les contraintes inégalités suivantes pour la

sous-station k:
B = (W) (IL5)
Apic > Qi) (1L.7)

o Ces contraintes sur 6 et Ap, sont relaxées par dualité lors d’un algorithme d’optimisation

Nous venons donc de voir comment, dans le cas d'un réseau linéaire, le calcul des vari-
ables du réseau peut étre mené simplement et récursivement sur le numéro des noeuds, de la

feuille vers la chaufferie.

Remarque sur le calcul des différences de pression:

Le calcul des pressions peut se faire aprés le caleul des autres variables du probléme, de maniere
indépendante.

On peut garder le degré de liberté sur la pression & la chaufferie et propager ce calcul de la
chaufferie vers la feuille simplement et récursivement car il n’y a pas de relation implicite intervenant

dans le calcul de la pression.

O Exemple d'un arbre & deux branches (Figure 13)
Si on veut continuer & propager récursivement sur les numéros des noeuds, les variables  travers le
réseau, on doit multiplier le nombre de degrés de liberté et en placer deuz a chaque feuille. En effet, si on

place les deux degrés de liberté en N, on calcule facilement les variables de N vers 0, de N vers 0, mais

les calculs de 0 vers N se font dans le sens des relations implicites.
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« Pour assurer la récursivité des calculs a 'emb formé des noeuds (N,0,0), on a les

relations (IIL23-25-27-28) & la place de (IIL24-26):

(1m.23)
(.25

(m.27)

(111.28)

« On doit alors ajouter les deux conditions de ibilite dant & (IIL.24-26)):

(111.29)

(11L.30)

« Ainsi on a ajouté deuz conditions de compatibilité (deur contraintes égalité), et le nombre de degrés
de liberté est retombé o deuz.
« Les équations de compatibilité (I1.20-30) (contraintes égalités) sont relaxées par dualité lors d'un

algorithme d’optimisation.

On peut ne caleuler que le vecteur (62, 8¢, Sy) des feuilles vers la chaufferie et calculer ensuite Ap,
de la chaufferie vers les feuilles comme on P’a remarqué précédemment. A ce moment I3, dans cette
maniere de mener le caleul des différences de pression la relation (II1.28) devient inutile et la relation de
compatibilité (11.30) disparait.

Clest cette dernitre alternative qui est retenue pour le programme de calcul, car elle n'introduit pas

les contraintes égalités (II.30) & dualiser.

Nous venons done de voir, dans le cas d’un réseau arborescent quelconque, comment, en
utilisant la structure récursive en espace du réseau, nous pouvons mener le calcul des vari-

ables du réseau récursivement sur le numéro des noeuds, des noeuds feuilles vers la chauffe:

ou de la chaufferie vers les noeuds feuilles.

Le probleme comporte donc deux degrés de liberté qui, dans la réalité physique sont 63 et
Apg.
Pour déboucler les calculs implicites on doit transformer 63 en une commande fictive simple ou

répétée h chaque feuille et ajouter des conditions de comptabilité.
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1.8. Résumé sur la résolution du probleme statique

1.6.1. Simulation du régime statique du réseau

On donne la valeur de la vraie commande en température  la chaufferie, on souhaite connaitre
alors les valeurs des autres variables dans le réseau et calculer le coit associé.

Pour calculer les températures aller et les débits & travers le réseau on utilise la méthode du point
fixe. On se donne une valeur arbitraire des températures 6 en chaque noeud k; on en déduit une valeur
des débits échangeurs Q, = 6,(8° W), relation (IL3), puis des valeurs des débits canaux. Avec ces
valeurs des débits canaux, on recalcule en partant de la commande A la chaufferie de nouvelles valeurs 6>
avec la formule des pertes thermiques 6 = py(Qy + Sy, relation (IL1S). Avec ces nouvelles

températures on caleule de nouveaux débits. On résoud donc un probléme de point fixe du type:

Q= AP Qu + Su))

Le probleme se résoud en quelques itérations. La bonne convergence est assurée par le fait que la fonction
$x 0 P est contractante. En effet, les points de fonctionnement habituels (qui sont solutions) se trouvent
dans la partie plate de la fonction py et dans la partie de dérivée proche de 1 pour dy. Donc gy o py est &
dérivée faible autour de la solution. On obtient ainsi une constante de Lipschitz inférieure & 1.

Illustrons cette méthode de point fixe dans le cas h une chaufferie et une sous-station, ol on

recherche Qi = éi(py(Qu))-

n(Q)

61(Q1)

Figure 11
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Les températures retour se calculent par la formule des pertes thermiques (I11.18bi:

avec les débits
maintenant connus.

Pour calculer les différences de pression, on doit retenir qu’il existe pour chaque échangeur une con-
trainte inégalité a satisfaire (fixée par le calcul du débit dans cet échangeur) et que les relations existant
entre les différences de pression  travers le réseau sont linéaires en les différences de pression. Rappelons
que la différence de pression a la chaufferie est un degré de liberté du systéme, & savoir qu’une fois les

autres variables calculées (températures et débits A partir de la de en é en chauff

la différence de pression en chaufferie peut prendre ses valeurs dans [Appin , APpacl, APy tant la
différence de pression minimum & assurer en chaufferie pour que toutes les contraintes aux échangeurs
permettant la circulation des débits soient satisfaites, Appy étant la différence de pression maximum
pouvant étre délivrée par les pompes lectriques & la chaufferie.

Nous fixons en simulation le degré de liberté sur la différence de pression & cette valeur minimum;
cela correspond & une carte des différences de pression dans le réseau telle quune des contraintes aux
Gchangeurs soit devenue égalité, on ne connaflt pas a priori cet échangeur. Mais on peut obtenir simple-
ment Apy, et connaitre cet échangeur, en s'appuyant sur la propriété de linéarité des relations en les

différences de pression et en utilisant une procédure de calcul en trois étapes:

- On initialise les différences de pression Ap aux noeuds feuilles & des valeurs telles que les
contraintes aux échangeurs soient devenues égalités (Apy = R,QJ), et on initialise une variable
auxilliaire 1y 3 0.

- On remonte le calcul des différences de pression des feuilles vers la chauffes

. On déduit
Ia différence de pression au noeud k, Apy, de la différence de pression au noeud aval k+1, Apy.,,
par la relation inversée (IIL19), qui comptabilise les pertes de charge linéiques et singulizres entre k
et k1 ((nd+ 1) S). il y a un échangeur au noeud k, Apy doit satisfaire la contrainte i

Péchangeur k (IL17) selon:
Ape = Apyir + (18 + 1) SF > R QF

Si la contrainte n’est pas satisfaite, on retient I'information et le niveau manquant dans la variable

auxilliaire j selon:
o= max {pr, R QF Apy}

On obtient & la chaufferic le calcul de Apy , qui additionné du niveau jio donne le niveau Apy,

propre & satisfaire les contraintes aux échangeurs.
APuia = Apo + Ho

Le degré de liberté sur les différences de pression a ainsi été fixé par le fait d’obliger une des con-

traintes & devenir égalité (ce peut étre & un échangeur feuille, comme on I'a fixé dans notre
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initialisation de calcul, mais ce peut étre & un autre échangeur intermédiaire, cf. Figure 15).
- Pour obtenir la véritable carte des différences de pressions admissibles dans le réseau, il

suffit de reprendre tous les Apy calculés et les remonter de la quantité g

Ho=Hz
— -
- PR
Iﬁ‘l =
Apo Apy Apy Apsy Apg Aps
RoQ¢ R,Q7 R:Q7 R:QF RQ{ RsQZ
0 1 2 3 1 5
Figure 15

1.6.2. Optimisation du régime statique du réseau

On place des commandes fictives en températures aux feuilles, et les calculs des variables
températures et débits & travers le réseau se menent des feuilles vers la chaufferie. On place la com-
mande en pression & la chauferie et on propage le caleul des différences de pression de la chaufferie vers
les feuilles. Loptimisation calcule d’une part les commandes fictives optimales en températures aux
feuilles, et par un dernier calcul des variables des feuilles vers la chaufferie on obtient la vraie commande
optimale en température & la chaufferie (vraie signifiant qui correspond & la commande réelle du réseau),
dautre part la différence de pression optimale en chaufferie. Les contraintes sur les températures et les
différences de pression sont satisfaites par cet optimum. On peut caleuler le coitt optimal correspondant &

cos commandes optimales.
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7. Parallele avec un systeme dynamique
La structure récursive des calculs dans I'espace, nous permet d’écrire une relation, sur I'indice k des
noeuds, de la forme:

Xie = Fii(Xierr) (1m.31)

avee une initialisation de Xy au noeud N (donnée des deux degrés de liberté O3, Apy) et la progression
es caleuls se fait du noeud N vers le noeud 0.
Dans un systéme dynamique discrétisé en temps, on a une structure récursive des calculs dans le
temps, et on peut écrire une relation, sur I'indice 1 des dates d’échantillonnage de la forme:
X = Fi(X;, U)

X;: état ' instant 4 (111.32)
U, : commande & I' instant

alisation en k=0 de X, , Up et la progression des caleuls se fait vers les | croissants.

avec une i
Ainsi on peut voir que pour la relation (II1.32), Iindice k joue le réle du temps, avec une commande
uniquement pour k=N. On peut utiliser la similarité des deux structures, pour appliquer & notre

probleme des méthodes connues de calcul du gradient du colt dans une optimisation dynamique.
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1. Calculs dans I’étude du régime dynamique
On souhaite établir un bilan thermique et hydraulique du fonctionnement du réseau sur une durée

temporelle choisie. On intdgre done sur cette durée les coilts i qui la

des différences de pression, des débits et des aux extrémités des

2 chaque date

[%

IL1. Relations i ées et

Pour un noeud k u une date dommée f, les quatre variables contenues dans le vecteur
Xy(t) = (62(t), 6(1), Si(t), Apy(t)) résument le fonctionnement de la sous-station k. En effet les relations
statiques donnant 6,/ (1) et S,(t) en fonction de 63(t) (relations & I'échangeur k (IL3-4) restent valables ct
Ia relation de mélange donnant 6,7 (t) selon la formule (IIL.17) reste valable.

Mais maintenant on ne peut plus relier toutes les variables composant Xy(t) et Xy4(t) & une date
donnée t, par une relation statique.

Les relations (IIL20-22) pour les calculs des débits ou les relations (IIL19-26) pour le calcul des
différences de pression restent valables.

Par contre la relation (I113) décrivant Pévolution des températures sur un trongon de canalisation
Ay et Ay doit étre intégrée en espace et temps, les relations (IIL18) et (IIL18bis) n’existent plus.

En résumé, toutes les relations, qui traduisent des correspondances physiques instantanées entre des
variables du réscau restent valables, et par contre les correspondances qui se font avec une intégration
temporelle n’ont plus le méme type d’expression.

Les relations (I[L18) et (IIL18bis) étant maintenant remplacées par des relations dynamiques du
type (IL13), on peut, & condition d’utiliser un schéma d'intégration cxplicite en temps, S'affranchir de la
relation implicite débit-température que Pon subissait en régime stationnaire. Ceci va changer notre

démarche de calcul sur le réseau par rapport a celle exposée précédemment.

IL2. Variables d’état du probleme - Principes généraux de calcul de ces variables

La donnée des variables d’état du probleme, & une date t, doit pouvoir résumer entitrement
cette date t Pétat du systéme, ct la connaissance de la dynamique de ces variables doit permettre de
déterminer parfaitement I'évolution du systéme pour des dates ultéricures ¢ > t.

Nous reviendrons ultérieurement plus en détail sur le choix des variables d’états du probleme, mais
nous allons faire quelques remarques sur la manitre de mener les caleuls en dynamique.

Les températures et les débits sont liés implicitement dans le réseau & cause d’une part du terme
de vitesse apparaissant dans I'équation de transport, d’autre part des relations du type (IL3) qui sont une
conséquence de Iaction des vannes de régulation aux sous-stations. Ce bouclage ne permet pas de donner

des expressions analytiques simples de ces températures (nous verrons que cela est possible dans le cas
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simple d’un réseau A une chaufferie et une sous-station et on écrira cette solution).

Par contre on peut envisager de calculer les températures de maniere approchée grice a des
schémas numériques. En discrétisant le probleme en espace et en temps, et en choisissant des schémas
numériques explicites (c’est A dire sans relations implicites entre variables d’une méme date), on peut
déboucler les relations implicites températures-débits.

Le principe de calcul consiste & dire qu’a chaque pas de temps t, on suppose connus tous les débits
dans le réseau. Cela nous permet alors une intégration dans Iespace des températures & travers le réseau
pour ce pas de temps, les calculs pouvant se mener dans le sens de parcours physique du fluide dans les
canalisations. Toutes les relations instantanées qui ont été décrites dans le cas du régime stationnaire et
qui restent valables, permettent de propager dans 'espace le calcul des autres variables.

A partir de la i de nouvelles 3 Dentrée des échangeurs, on peut
réactualiser le caleul des débits.

Ainsi contrairement & ce qui se passait en calcul statique, on ne déboucle pas les calculs

en déplacant les commandes aux noeuds feuilles, en les multipliant si nécess:

e, mais on joue
plutdt sur un autre degré de liberté que possede ce probleme, c’est i dire la dimension tem-
porelle.

On peut dire aussi en remarque que les schémas numériques qui sont utilisés introduisent souvent
des phénomtnes de diffusion numérique (on verra plus loin en détail leur signification), qui se propagent
dans le sens de lintégration dans le temps et Pespace. Il est donc aussi meilleur pour cette raison de pro-
pager des calculs dans le sens réel de parcours du fluide, la diffusion numérique pouvant éventuellement
remplacer un phénomene physique (qu'on a négligé dans I'équation de transport).

A contrario, faire évoluer les caleuls en sens rétrograde par rapport i espace, c’est aussi violer la
causalité en temps ce qui comporte un certain nombre d’inconvénients (il faut pouvoir respecter des con-

ditions initiales), surtout en présence de diffusion numérique (qui peut étre source d’irréversibilité).
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CHAPITRE IV

ANALYSE DE L’EQUATION D’EVOLUTION DES TEMPERATURES
DANS UNE CANALISATION

Dans ce chapitre nous étudions I'équation d’évolution des températures dans une canalisation. Nous
rappelons des résultats généraux d’analyse des équations aux dérivées partielles (condition initiale, condi-
tion aux limites, recherche de solutions exacte ou approchées). Pour notre probleme nous exhibons une

hées et i leurs i ités. Nous ne

solution exacte, nous étudions plusicurs solutions
considérons qu'au chapitre suivant comment la résolution de cette équation de transport se propage d’une

canalisation & la suivante.

1. Une équation hyperbolique non linéaire

dans une

Nous avons vu au chapitre II que I des est régic

par Péquation de tranport (IL13), et que pour notre étude nous avons besoin de résoudre cette ¢quation
sur un domaine temporel [0,T], sur une longueur de canalisation [0, L.
On se pose done le probleme suivant:
Soit 2 = [0.L] C R, T = {0} C R, on pose:
D=0ax[0T] ¥=Tx[0T)

Etant donnée une fonction T(x,0) = Ty : @ — R et une fonction g : [0,T] - R on souhaite cal-

culer une fontion T(x,t) : (x,t) € D — T(x,t) € R solution de
AMt) ey QY. (1) gy (113)
an ax
sachant que w(t) = & Q(t) = a®(T(L,t),t) ou @ est une fonction régulicre, strictement positive
= [(T(L,L),
que w(t) > a > 0 ct w(t) borné (*)
x>0
et vérifiant la condition aux limites:
T=g sur © (1v.33)

et la condition initiale:

T(.,0) = To(.) dans 0 (IV.34)
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(*) Si on considere la Figure 6 du chapitre 11, on comprend que puisqu’on a une limite maximum
sur le niveau des températures (fonction de la puissance de la chaufferie), on a donc un débit résultant

tement, supérieur 3 une valeur Qg c’est ce qui donne la condition sur w(t) >a > 0

positif

D’autre part on sait que pour des températures trop faibles en dessous de Pasymptote de la courbe
température-débit, on ne peut plus trouver de débit permettant de satisfaire la demande & la sous-
station, et de plus un débit trop important dans le réseau n’a pas de sens physique, ¢’est pourquoi on lim-

ite le débit 3 une valeur maximum Qpa, qui nous permet e dire que w(t) est bornée.

L1. R que sur la signi i hysique des diti initiales et aux limites

«  Condition initiale en to (IV-34): la fonction T(x, 0) représente, & la date t = 0 initiale, un profil des
températures le long de la canalisation.

ites en x—0: se donner la fonction g(t) revient & se donner la fonction T(0,t), c'est

e Condition aux

a dire I’évolution au cours du temps de la température & I'abscisse au début de la canalisation.

Pour la canalisation partant de la chaufferie, cette fonction T(0,t) représente la température

au départ de la chaufferie, qui est la commande en température du réseau.

Pour une canalisation partant de la sous-station k, cette fonction T(0,t) représente la fone-

é a Pentrée de la isation k ou la é A la fin de la

tion

amont k-1 ou la température a I'entrée de I’échangeur k.
L.2. Le bouclage par le débit rend I’équation non linéaire

«  Rappelons Pécriture d'une équation hyperbolique linéaire:

i) T4 o) THEY i)

«  Rappelons Pécriture d’une équation hyperbolique quasi linéaire:

e TO0) 2 o ,7,0) P — bt TG,

L’équation (IL13) n’entre pas cxactement dans les catégories d’équation hyperbolique linéaire ou

quasi-linéaire bien qu’étant peu différente. Clest une équation non linéaire, car le terme w(t) est
une fonction non linéaire de la température T(x,t) pour une abscisse particuliere L, correspondant a
Pextrémité d’une canalisation ou a Tentrée dans une sous-station
(w(t) = aQ(t) = a H(T(L,t),W(t))). On n’a pas comme dans le cas de I'équation quasi-linéaire une
fonetion a, dépendant localement de la fonction T(x,t) mais de la fonction T(L,t). Cette relation est

la relation (I1.3) qui lie débit et température & I'entrée de I’échangeur.
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13. Changement de variable

Moyennant un changement de variable trés simple T(x,t) — (T(x,t) o) . ¢* on obtient I'équation

hyperbolique sans second membre suivante (IV.35), que nous allons maintenant étudier plus en détail:

% (). % (1v.35)
w(t) = ((T(L,t)e™ + 6;) avec I fonction réguliére, strictement positive
avec la condition aux limites:
T=(g 6)e™ sur £ (Iv.36)
et la condition initiale:
T(.0)=To) 6 dans 0 (1v.37)
Maintenant que nous avons défini notre probleme nous allons rappeler les propriétés de cette

équation, décrire les manidre de la résoudre.

A partir de maintenant, pour etudier de maniere générale l'équation de transport proposée, nous
ubilisons le terme générigue u pour nommer la fonction vérifiant (IV.35), ¢ pour la fonction initiale (IV.37)
et h pour la fonction condition auz limites (IV.36).
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1. Classes des fonctions

On doit avant d’étudier Iexistence d’une solution u a I'équation (IV.35) se définir la classe des fonc-
tions initiales ¢ et aux limites h.

Nous nous intéressons a ’étude du comportement du réseau pour des variations instantanées de
tarif électrique, pour des variations trés raides de demandes aux sous-stations et on peut imaginer que la
commande en température du réseau puisse avoir elle aussi des fronts trés raides pour répondre & ces
variations. Cest pourquoi nous avons choisi de chercher des classes de commande h de type L¥(0,T]) et
des classes de condition initiale ¢ de type L%([0,L]).

On peut des maintenant faire une remarque: une des commandes du systeme est la courbe de
température, qui constitue la condition aux limites pour la premitre canalisation du réseau. A partir de
cette commande, on va caleuler les variables d’états du systeme,dont certaines sont les températures dans

le réseau T(x,t), en intégrant I'équation de transport; on ne gagne aucune régularité sur les fonctions

T(x,t) par rapport  la fonction par cette i i au cas des systemes

régis par des équations différentielles du type X = f(x,u) ol u est la commande et x Iétat.).
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nI. Courbes caractéristiques
L’ équation hyperbolique sans second membre admet des courbes caractéristiques le long desquelles
la solution est constante, égale & sa valeur en un point connu de la caractéristique.
aX
w(t) avec w(t) € L2([0,Ty) et

Soit la courbe caractéristique t — X(1), définie telle que

vérifiant la condition initiale X(s]

On a X(txs

Cette courbe caractéristique existe et est unique, on la note X(t,x,s) pour rendre explicite la
dépendance par rapport aux conditions initiales: X(s
o La éristique X(t,x",0) est la

donc d’un point de la courbe de condition initiale.

=x.

éristi coupant I'axe des t=0 en x* elle part

ola ique X(1,0, ') est la coupant P'axe des x=0 en t" elle part

donc d’un point de la courbe des conditions aux limites
St u(x(t),t) vérifie

Sur une caractéristique ainsi définie la fonction u

() _ Bu e B o
@ ek ta e MO e 70

Toute solution u de I’équation (IV-35), est constante le long de chaque caractéristique et on obtient:
u(X(t,x,8),t) = u(x,s)

Remarque:
1;

Pour revenir au problime physique de propagation des températures cela signific que
travers la canalisation sans se

a

température T(x,t) se translate au cours du temps avec une vitesse w(t) &

T(x,t) subit une due

déformer. La température réelle & travers la
aux pertes thermiques et on obtient:

T(X(x8)t) = Txs) e 60 4 gy (1 e ()
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1Iv Etude de I’équation exacte
On peut renormaliser le probléme et chercher u pour x € [0,1], ¢ € [0,A], A quelconque.

On écrit ’équation sous la forme:

%l + (L) L“l(a’;_xtl - 0 < a<f< Mrégulitre
CL.:u(0t)=h(t) t>0 Ihlew < 4o (1)
CL:u(x0)=¢(x) 0<x<1 I$le < +oo

Nous cherchons & montrer qu'il est possible de trouver une fonction u de type C([0,1],LiZ([0,00[))
11 C([0,00[,L¥([0,1])) solution faible de I'équation (IV.35) et satisfaisant les conditions aux limites (IV.36)
et (IV.37) pour des fonctions h de type LZ([0,c0]) et ¢ de type L%([0,1]). Nous allons en donner une
expression analytique.

Pour cela nous allons procéder en plusicurs élapes que nous décrivons maintenant rapidement:

.

Nous définirons expression analytique d'une fonction u de type  C([0,1],Li4(0,00[))
A €([0,00[L¥(0,1))), nous lui imposerons une condition initiale ¢ de type L2([0,1]) et une condition
aux limites h de type L%([0,00]). Nous devrons déja montrer que Pexpression analytique donnée a un
sens et quelle peut définir une fonction u. Pour cela

Nous définirons la méme expression analytique d’une fonction régulizre u* C*( ou C'), nous lui

imposerons une condition initiale régulitre ¢, et une condition aux limites réguliere h,. Nous
montrerons que Iexpression analytique a un sens et qu'elle définit bien unc fonction u,. Nous
montrerons que cette fonction u, est solution forte du probleme (1).

Nous prendrons une suite de fonctions initiales régulitres ¢, convergeant vers la condition ini-
tiale imposée ¢ i la fonction u. Nous prendrons une suite de fonctions aux limites réguliéres h,
convergeant vers la condition aux limites imposée h a u. Nous définirons une suite de fonctions
régulitres u, par Pexpression analytique et la donnée de @, et de h,. Nous montrerons que cette
suite de fonctions converge vers la fonction u et nous donnerons un sens & expression analytique

donnée au départ pour u.

Nous montrerons que la fonction u est une solution faible du probleme de départ.

Nous montrerons 'unicité de la solution u dans le cas ol elle est régulizre C*( ou CY).

Nous le probleme de la ité du systeme régi par cette équation.
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IV.1. Caleul d’une solution de (IV (1))

On veut montrer que la définition (2) a un sens et qu'elle définit une fonction u(x,t)

*u € C(0.4], Liz{[o,00]) N C((0,00] , L¥([0,1]))

*u(x) = HF) pour  F(t) < x
Suxt) = WEHEEDX)  pour F() > x
avee F() = [ wiidr et w(t) = (u(Lt) @

avec |hl, < +4oo
avec |l < +oo

IV.1.1. Existence et construction d’une fonction réguliere u,
Dans toute cette partie n est fixé, correspondant & des conditions aux bords h, et ¢, régulidres.

Soit le probleme (1) réécrit, pour des conditions initiales régulitres:

uy L
3n..(x Y 4 gy 20 (" Y _ 0 0<a<f<Mirigalitre
I3 u,,(o,c) ho(t) »z 0 Ihke <400 hy €C%(ouC) (1bis)
OLi uy(x,0) = ¢o(x) 0<x <1 léaks <00 4, €C®(oucl)

On impose aussi la condition de compatibilé suivante:
hy(0) = 6,(0)

On veut montrer que la définition (2bis) suivante a un sens et qu'elle définit une fonction uy(x 1),
qui est solution forte de (Lbis).

* ug(x,t) = Ga(x-Fy(t)) pour  Fy(1) < x
* uy(x,t) = hy(Fy (Fa(t)x)) pour  Fy(t) > x (2bis)
avee Fyft) = [, wa(Adr et wi(t) = f(u(L1)
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Construction d’une solution C*( ou C;)

00

x=F,y(t)
:}w"(ﬂdr

S

x Figure 16

Construction d'un domaine (D,):

« Définissons Fy(t) comme solution de I'equation diff¢renticlle suivante:

ttel que 0 < Fyft) <1
out€ [0 avect, > 7> 0 tel que

F. (t) = f 0 ¢4(1-Fy(t)) avec Fy(0) =0 sur le domaine
Vseod 0 <Fy(s) <1

Utilisons le théortme de Cauchy - Lipschitz - Picard:
F(t) existe, car g, est C' [ est régulitre et bornée. @, est O (ou C'),f est C (ou C') done la

fonction f o ¢, est C'.

Pour t € [0,4,], la solution Fy(t) est C* (ou C') et avec la condition F,(0) = 0, la solution est définie

de manitre unique par:

Fut) = J, To pulFu(r)dr = [ wilrldr en posant £ o Gu(1-F,(2) = wi(t)

Fa(t) est positive, strictement croissante, continue, done inversible. On peut définir t, tel que

Foft) = 1

e On définit le domaine Dy:

*xefo1)
*t €0, avec ttel que 0 < Fyt) < x
Dy t, est défini par Fy(t) =1

wa(t) = f 0 $s(1-Fo(t))
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Sur le domaine Dy nous définissons u,(x,t) par:
Uy(x,t) = Bulx-Ta(t))

u, est la composée de fonctions C* (ou C'), est G (ou C') et uy(x,t) sur D, est solution forte de (1bis)

car elle vérifie:

Aun(x,t)
a

Eluu(x t) . ,
+M(ug(1,4) —5 == = Ga(x-Fult)) Fu (1) + M(u,(1,0)) 6, (x-Fy(t))

= b0 (xFo(t) (FL (V) + (6l 1-Fo(1) =

Construction d’un domaine (D;):

*xe(o1]

*t € [0,t;] avect tel que Fy(t) > x
Dz | ¢, est défini par Fyfty) =1

w,(t) étant défini comme précédemment

Sur ce domaine Dy on a 0 < Fy(t) x < 1. Pour t € [0,t;], Fy(t) est une fonction croissante et con-
tinue, prenant ses valeurs sur [0,1], donc F;'(x) existe pour tout x € [0,1] et prend ses valeurs sur
[0t

Sur le domaine Dy nous définissons uy(x,t) par:

ug(x,t) = hy(F (Fo(t)x))-

Cette définition a bien un sens, et comme on vient de le voir u, étant une composée de fonctions

C( ou C'), est C¥(CY), et est une solution forte de (1bis) car elle vérifie:

u,(x,t) u,(x,1)

S (L) 5 =
o (2 (E(0-0) (P (00 FL (9 + F () by (FR(00) () (Ru(0) —

Sur la zone frontizre ol Fy(t) = x. on trouve uy(x,t) = hy(0) = 4,(0), on a done continuité cntre les
deux domaines, et sur chacun des domaines Dy et D, la fonction u, étant régulitre, u, est solution

forte sur Dy U Dj.
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Construction du domaine (Dy):
Nous calquons la construction de ce domaine sur la construction du domaine D, puisque le profil
uy(,t) peut jouer le méme réle que le profil de départ ¢,(.) pour définir tout d’sbord une équation
différentielle, écrire sa solution, puis définir la fonction w,(t) et donner une expression de ug(xt) sur Dg.
o Définissons G,(t) comme solution de I’équation différenticlle suivante:
ttel que 0 < Gyft) <1

G, (8) = F 0 uy(1-Gy(t)ty) avee Gy(t;) =0 sur le domaine out € [tyty avecty > 7> ¢, tel que
Vs€ i 02 Gyls) <1

Pour t € [ty,tef, la solution Gy(t) existe et avec la condition Gy(ty) = 0, la solution est définie de

manibre unique par

: fo u(1-Gy(r),dr — f.: wa(r)dr
en posant wlt) = 0 uy(1-Gy(t)tr) = £ 0 hy(F (Fufte) 1 + Goft))

On peut définir t; tel que Gyltg) = 1.
En t,, on a la méme définition de  w, que ce soit sur D ou Dy
o On définitle domaine D:
*x€0,1]
*tE [tyty avee ttel que 0 < Gyft) < x
Da |y est défini par Gy(ts) = 1
wa(t) = [0 ug(1-Gy(t),4,)

o Sur le domaine Dy nous définissons uy(x,t) par:
u(0,t) = ug(x-Go(t),tr) = ha(F5!(Fo(ty)  x + Ga(t)
« Elargissons la définition de F,(t) sur Dy pour avoir une notation unique de u, sur Dy et Dy:
Sur [0,u], on  Fy(t) = Fult) et wy(t) = [ 0 do(1-F4(1))
Sur [ta,ta], posons Fy(t) = Fy(t)) + Ga(t) et on a wy(t) = £ 0 h(F(Fy(ty) 1+ Go(t)
Sur Dy, on a Fyty) x + Gy(t) € [0,1], done on peut caleuler F'(Fy(ty) x + Gy(t) avec Fy!

inverse de F, sur [0,1] qui existe.

On peut écrire sur Dy, wy(t) et u,(x,t) sous les formes suivantes:
walt) = o by(F'(Fo(t) 1)

w(x,t) = ha(F5 ' (Fo(t) X))
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u, est une composée de fonctions C*( ou C'), done est C( ou C') et est une solution forte de ((bis)

car elle vérifie:

au,
Fo + u(19)

ax

On a continuité de la fonction uy en t = t; par sa définition, done la solution u, est solution forte de

(1bis) sur tout le domaine Dy U Dy U Dy

On peut construire maintenant un domaine Dy sur le modele de D, et ainsi de suite de proche en

proche définir uy(x,t) sur tout le domaine [0,1] X [0,A].

Ainsi de proche en proche on a pu construire les domaines D1, D2, DS ,..., qui permettent de définir
uy(xt) comme fonction G (ou C') de la manizre suivante:
us(x.t) = u(x-Fy(t)) pour Fy(t) S x (D)
uy(x,1) = hy(Fy'(Fo(t) = x)) pour Fy(t) > x  (Dy,Ds,...)
.
avee Fy(t) = [ wa(Aldr et wat) = f(ug(1,0))

[V.1.2. Passage & la limite sur les conditions aux bords

On a montré que pour des C.1. et des C.L. régulitres h, € C* (ou C'), ¢, € C* (ou C'), et la con-
dition de compatibilité hy(0) = ¢,(0), on peut définir une fonction u, € C* (ou CY), (w, € C* (ou CY))
par Péeriture analytique donnée en (2bis) et on a montré que la fonction ainsi définie est solution forte de
(1bis).

Prenons deux suites de fonctions hy,d, € C (C') (h,(0) = 6,(0)) telles que:
h, = h € LY0,A] (ou L'[0,A)) avee [h, lo S Ih]o < + 00 par définition
60— 6 € L201] (uLY01)) avee |4, [0 < 1610 < +o0 par définition

Ona lu o< lénlo+16]done fwalo <C

o On peut extraire une sous-suite w,,_que nous continuons @ noter w, convergeant vers w dans L™ faible *,

¢ est-u-dire telle que:

| Jw® [w6 | =0 VeeL(0A])



- 62 -

On a désormais utiliser cette limite w € L pour se définir une fonction u(x,t) de la manitre
suivante (Remarque: w, est strictement positif, supérieur 4 a (f > a > 0), donc par passage & la limite w

Vest aussi):

u(x,t) = $(x-F(t)) si F(t) < x . et x€[0,1] t€(0t]
u(ot) = BEIFRX) i F) > x avee F(1) = [ w(dr ¢t x€01]  ve0A]

w est borné sur [0,A] donc intégrable sur [0,A].
w est strictement positif donc F(t) est une fonction continue, croissante strictement sur [0,A],
donc est inversible et Pexpression FY(F(t)-x) a un sens.

o Montrons que la suite u, converge uniformément vers u dans C((0,1], LY(0,A])), A > t,.

Sop, a0 dans (o], Li(0AD)

* weC(OILADAY): ulx,) € L(0A)
Vi, 8 x = X, u(%,.) = u(x,,) en norme L¥(0,A])
Tu(x) ulxo) |2 = 0six —x,

* u, converge vers u dans C((0,1], L%([0,A])) signific:

A
Ve >0, Ntgpourn > N on ait E‘#ﬁ'{ﬂ | uyx,t)-ulx,t) [2dt < e
s€lo.

a - montrons que T, converge uniformément vers T sur [0,1], c’est u dire:
Ve>0,3 Ntelquen >N, Vxe[0,1] | Ty(x) T(x) | <e

T
Ty(x) est défini par Fy(Ty(x) = [ * w(dr = x
)
T(x) est défini par F(T(x)) = [ w(r}dr = x
Soit une suite (x,) convergeant vers x quelconque € [0,1].
wWa > a > 0 done Tyfx,) est borné, on peut en extraire une sous-suite Ty, (x,,) convergeant vers 7.
Aton 7= T(x) ¢ estidire [ w(t)dt = x?
Tyl . Tyl
L wode = [ wiode+ [ wilt)de

* [} walt)de — [ w(dt car w, converge faiblement vers w dans L* faible *
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e
UL wd | S T 7| D

< C | Tyfxy) 7| —0 par définition de 7
Tafxy) . .
done | [, wy(t)dt jo WOt | <e=> | x [ wlode | <e=>r=T(x)

et Ve>0,3 Ntelquen >N Vx€[01]  T,(x) € [T() ¢ T()+ ¢

A
b- Ve (0] etudions [ | wlxt) ux) |?de

£ 0w 12aes 7 ek [wa) e [ et )
L | BFEO) BEEW0) [ o)
+ “T{y" Jug(o0) () | 2de (K)

OK= fﬂT(’i | ua(st)-u(x,t) | 2de
o . o T ) )
= Loy Dualss-6t- £, w99 120+ ™ )b E)0) |

Sed2lul&+161&+1hl3) < Cue

ol=[
-4

<a { B e £ ) o f) o)

[T e ) ) ol J) i) 7
T e [ ) bt [ ) + bl [ o) gl [ wlo)an) |20

(1)

+ J;Tm" |6 [, o) plx- [ W) | 2 } (12)

cr= [ o f) ) b [ i) |70
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.
Vx €[0,1] on fait le changement de variable a =x [* w,(r)dr = x -F,(t)

et 0< a1
wyr)dr €0 0 <o <1

o quand t=0 o=

o quand 1= T() ¢ g, —x fu“"‘

_ f;,(,"”‘u,w' 1

ey | e

Lt

| sfm [6d) #@) |*da

< ayc (pour n assez grand, ce que nous supposerons toujours par la suite)

car w,(F(x-a)) est borné et ¢, converge vers ¢ dans L%([0,1]).

s [T o [ walndn) éte J) w(dn) | e

Prenons une suite ¢ € C°(]0,1]) qui converge vers ¢ dans L%([0,1]).

Remarque: cette suite existe car C2(]0,1) est dense dans L¥(0,1)).

1< b.{ B 1 [ i) gl £l o)
e . . .
A Teale [ waldn) dalx- [ win)dn) | Pde (12:2)
e . .
+ 1 | falx= [, w(r)dn) o(x- [ w(r)dr)|’dt} (12.3)
ceas< ] ey ) dula e
[21] < age

En effet d’une part ¢, converge vers ¢ dans L%([0,1]) donc on peut choisir k de sorte que

s ! |é(a) $ala)|%da < € (k est désormais fixé), et d’autre part w,(F,(x-a)) est borné.
A
o122 <axldulo f; | [, Wl win)dr | %t

<apldalaAc
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w, converge vers w dans L™ faible *

done Vs Pyft) ~F() = [ (wa(n) w(r

A A
:J; wa Epgy dr J; w gy dr — 0

- Partageons [0,A] en k-1 segments de largeur A/k.

Ve (0] 3 itel que t € [ A,% Al

¢>0,3 N,n>Ntelque Vie (0k) |Fy F(%A)\ <

Pourn 2 N [F(0) FO| < [F(EA) FE AN+ [FEA) FOI+ IR0 Rl

IF(EA) P A <e

[F(A) F)| < Coa/k (Il < C
IFu(t) Pl A)| < CoA/k
On choisit k tel que 2 CoA/k < ¢
- dautre part k est fixé et on sait que | g, | o est borné par le choix de la suite bo
123 < [ [dalx- [, w(dn) o(x- [, w(r)dr) | %t
Y PR
En effet on a choisi plus haut k tel que ceci soit vérifié.

Done pour tout x € [0,1] 12 < by + ap + 1)e = dye

Donel < T1 412 < (a, + dy) e

A
o=

e

| ho(Fs (Fa(t)x)  B(E(F(t)-x)) | *de

<o Ly, IR0 MO0

g 1HEER) DEHFD-0) | }

Al

()

(12)
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=] o IBFDE)) BE () |2

@)+
Vx €0,1] on fait le changement de variable T = F;(F,(t)-x)
T est tel que Fy(T) = Fy(t) x

o quand t = T(x)+¢ T est tel que Fy(T) = Fo(T(x) + ¢) x
on sait que pour n grand, Ty(x) € [T(x)-¢ T(x)+¢] et Fy(Ty(x) = x
done 0 < Fy(T,(x) < F(T(x) + ) et T < A

equandt —A  Test tel que Fy(T) = F,(A) x d' ou 0< T <A

done Vx € [0,1], pour t € [T(x) + ,A] ona T = F;'(F,(t)-x) € [0,A].

) | dT wy(T)
done 1= Lteronaen VOO S iy
R
<o f) | ho(T)-h(T) | *de
Sye
wio(T)

En effet h, converge vers h dans L%([0,A]) et TSy S e

e [ IR EG) HE G-

Prenons une suite h, € C*((0,1]) qui converge vers h dans L(0,A]).
%

o { g 00 R ()
e o I EE) bR | e (@22)
2 Ly IR R e (23)
er1=] I'(::n::fm | h(T)ho(T) [ % ar

<o ) [h(D) b 2ar
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A A
<2ag( ) h(T) h(T)[*dT+ [ [h(T) hy(T)|*dT)
A
On choisit k de sorte que: [ | h(T) hy(T) | #dT < ¢ (k est maintenant fixé).

A
Ona: [ [h(T) h(T)|*dT < aye car hy converge vers h dans LH(0,A]).

J2.1 < 2a4(ay +1)e

en2 <D b o, IFAEO) FHEQ) 2@
E e

K est fixé, et on sait que |hg, L est borné par le choix de la suite h,.

On sait que w, converge vers w dans L faible *, done F, converge vers F dans C([0,4]) (On I'a
montré pour 12.1). En utilisant alors le fait que f >2 > 0, on en déduit facilement que J2.2 con-

verge vers 0 pour n > N uniformément en x de [0,1].
@328 < hy bl geu S €

En effet on a choisi k plus haut qui vérifie ceci.

Done Vx€[01] J<J1+J2< (ap+by)e
Done Vxe[0)] K+I+J<Me

Conclusion
u, converge vers u dans C([0,1], L¥([0,A]))
doli uy(1,t) converge vers u(1,t) dans L[0,A])
doli u(0,t) converge vers h(t) dans L(0,A])
Montrons que wy(t) = f(u,(1,4)) converge vers w(t) = f(u(1,t))
u,(1,.) converge vers u(l,.) dans L%[0,A]) done on peut extraire une sous suite ug,(1,.) convergeant
presque partout vers u(l,.)
Ve (0A) [ w0 vt — [t (1) e

A A
17 walt) p{t)du converge vers [ w(t) y(t)dt car w, converge vers w dans L¥([0,A]) faible *
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[ f(un(1,0) | < C, et f{ug,(1,t)) converge vers f(u(1.1)) presque partout (car u,(1,t) converge vers
A A
u(1,t) presque partout et f est continue), donc -’; f(ug,(1,6)) ¥(t)dt converge vers _[n f(u(1,6)) ¥(t)dt.
A A
Gonelusion: V¢, [ w(t) w(t)dt — [ f(u(1,8)) w(t)dt

w(t) = f(u(L,y))

+ Montrons que la suite u, converge vers u dans C([0,A],L%([0,1])), VA

* u, converge vers u dans C([0,A] L%([0,1])), VA signifie:

i
Ve > 0, 3N tel que ¥n > N et on ait. .E(‘é,?\\ fn Jug(xt) ulxt) |2 dx < e

1
Vi € [0,A] étudions j; ug(x,t)  ufx,t) | %dx

Définissons t, par F(t) = 1.

1% cast A>t>t
B Tuetuxd) |2 = 1 10 EIE0%) WEEG-) | o

<2 { fol I ho(F(Fo(6)x)) - h(Fy '(Fo(t)x) | *dx m

+ j:,l | h(FS(Fy(t)-x) h(l‘”'(F(t)fx})l“dX} &)

S IS R0) B |

Vx €[0,1] on fait le changement de variable a(x) = F;(Fy(t)-x))

equandx =0 o=t €[0A]
{ equandx =1 as=F7'(Fy(1)-1) € [0,A]

Filrg0-)

1
1= Loy

i) o) 1* s

da

< afDA | hy(a) h(a) | da
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< ac car h, converge vers h dans L(0,A])

SI= [ IMESERG 0 WEEY ) [dx

Prenons une suite h,, € C¥((0,A]) qui converge vers h dans L([0,A]).
i< 2{ B, IHEAE0) hy(FF0)) |2 e
w2 [ IhaFSE0) halF(F©)0) |2 de
w2 [ b R0) BFE-) | d }

On fait le changement de variable utilisé pour I, et on utilise les mémes techniques que pour

montrer que u, converge vers u_dans C([0,Al, L¥([0,1]))
2% cas: 0<t<t (onpeutavoiraussi 0<t<A<t,)

On fait le changement de variable suivant:

x() = [, w()dr — F1)
() = [} windr = B

£ Tty u(x,c)mzsc{ 5 IR E ) BEED) 1 )
Ly 1 lx=FL0) G-F(0) |7 e )

. .
Loy Tulo) )2 a ©

oK < -.{ Lo Tuaxt) WP |

L T ¢<»mn|’dx}

S2ac@luld+lolE+Inld)
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<ee

O Etude de [

On fait le méme changement de variable que dans le 1 cas: a(x) = F;'(Fy(t)-x)

09 = [y, 1#x-Fult) 6l F(0) | ? ox
sz{fﬂ",{, [l Fult) 6l Fult) | *dx @)
g 186 ) »(H(nl)l’dx} (2)

o= Lo 66 RO 6 R©)% 0

Hitye
f
On fait le changement de variable a = x [ wy(7)dr = x  Fy(1)

© quand x(t) + € ona 0<ay=x(t)te Fyt) <1
e quand x = 1 ona 0< apg=1-Fyt) <1

R0

)
1= Ly 19@) ga)2da < [ 140) e) | da

<age car ¢, converge vers ¢ dans L¥([0,1])

s= L 19 F®) e FO)Itax

On utilise une suite régularisante ¢4, et les mémes techniques que dans la premidre partie.

Conelusion
u, converge vers u dans C([0,A], L([0,1]))

dou  u(x,0) converge vers ¢(x) dans L%([0,1])

IV.1.3. La fonction u est solution faible de (IV (1))

u est solution faible de (IV (1)) si V@ € C ([0,1[x([0,A[) & support compact dans ((0,1(,[0,A[) on a:

I [ %‘: T 1(u() gx_“ ] Sxt) dt dx = 0
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est  dire:
j}' [ SZ 4 (L) v — dt dx (1)

1, ux0) 6 (x0) dx [ * u(1,) u(0,0) 6 (0 de — 0 Vp € C¥([0,1[x[0,A])

« On a vérifié que la solution u, € C* (ou C') définie en (IV.1.1 ) par (2bis) est solution forte de (1), en

particulier, on a:
I [ w2 iu1,0) v, 22 ] ddx w)

- jol 1,(x,0) ¢ (x,0) dx - );A 1(uy(1,6)) uy(0,) 6 (0,8) dt =0 V8

Faisons la différence (1)-(1’), et montrons que pour u limite de u, (1)-(1’) est nul done que (1) est

nul.

« u, converge vers u dans C([0,1],L2([0,A])) N C([0,A],L,%((0,1]), done:
1 ‘;’T‘f w69 S [, 2w

NI amy 9 90y dvax [ (L) wx) f (x4 dv dx |

Bl

dt dx}

=[] { (58) OO G+ uls) () S ul) () 2 } dedx |

dvdx+ [ Tual [wew |

k{ffnln-u.\IWI 2

< K(Cy + Cy) €
car | 92| est borné, w, converge vers w, u, converge vers u.
o ) [u0) ua(0) | 6 (x0) dx < Ca ¢
[ car uy(,0) — u(.,0) dans LX(0,1))

. fo‘ [ f(u(1,4)) u(0,t) = f(us(1,8) ] ug(0,1)) ¢ (0,8) dt < C' e

car u,(0,.) = u(0,.) dans L¥(0,A])
et f(ug(L,t)) — f(u(1,t))
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Donc u(x,t) vérifie (1) done u(x,t) est solution faible du probleme.

Conclusion:

On a done prouvé lexistence d’une solution faible du probleme (1), et exhibé une écriture de cette

solution pour:

4 €L¥0,1
M 2 L’((ludzl) et u € C([0,1],L¥(0,)) N C ((0,A])L¥(0,1])

IV.1.4. Unicité de la solution réguliere u, ¢ et h régulieres étant données

Supposons qu'il existe deux solutions uy(x,t) et ug(x,t) associées aux C.l. et C.L. het ¢

eSoit u=u; u

.
v, vérifie TJ-Yf(“y“:‘))

a a
up vérifie % + fu1,0) =2 —

®)

« on soustrait (2)-(3)

F] [ e ]+r(u,(1 o) 8"‘ % ] + (M) ) %’xl —o
So a) [f[u‘(l 1) ~f{ug(1L »))] %“xl =0

« On multiplie (1)-(2) par u et on intégre en espace:
' du,
}; [uW dx 4 fluy(1,6) u = + (f(u(L,t) — fug(1,L)) u —— ]dx =0
!y _ ot du ! duy
Loac | = L fno) ugsdx [ fud) v 5 dx
duy

o [ est Lipschitz de constante b, et % est bornée donc:

|0 (1) - oaL0) 0 2 dx | < kb (1] [, dx |2

e f.0) v 2 4 = f(1.0) (ﬂ;'—‘) 204,
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+ On obtient:

2 '
2 wi(Lt) 2 dx | V2

th[f udx]< (L) 5 kb Ju(Le)| [ u®dx]

on sait %xuqx,y\ < My? poura >0

prenons  x = u(L,t)
y= [t ax

+oe x| SMy?

£ (1) < Mg(t)

0 < g(t) < g(0)eM

Conclusion:

On a une unique solution u_ associée  h et ¢

1V.2. Accessibilité du systeme

D44 (1) %" — 0 avec w(t) = I(u(1,t))

n[UL] h(t) +>0
u(x,0) = ¢(t) 0<x<1

On a vu que (1) admet une solution ufz,t) qui peut s'éerire sous la forme analytique suivante:

ulst) = 46 FE)  pour F(Y) < x
u(st) = h(FIF) Pour F(1) > x avee F(t) = [ w(r)dr

(4)
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cas:
Soit t, défini par F(y) = [, w(rldr =
On voudrait il est possible de trouver des C.I. et C.L. qui soient compatibles avec I condition:
u(xts) = ¢y (x) profil imposé
on a: u(x,ty) (x) = h(F~'(F(t,)}-x))
F-I(F(t,)-x) pour x € [0,1] est une fonction strictement décroissante de X, prenant ses valeurs dans
[0,ty], donc est inversible.
Faisons le changement de variables t = F(F(4)-x) <=> x = F(u) - F(t) = [ " w()dr.
Ainsi si on veut le profil ¢(x) en t1, on doit avoir:
Vee Dul h(t) = 6, (F)F(O) = o [ ()
cast

Pour ¢ > t, u(x,t) = h(F(F(t)}x))
On voudrait savoir s'il est possible de trouver des C.I et C.L. qui soient compatibles avec la condi-
tion:
u(x,A) = ¢a(x) profil imposé, A quelconque.

VA, F(F(A)-x) pour x € [0,1] est une fonction strictement décroissante, continue de x, prenant ses
valeurs dans [F'(F(A)-1) = T , A], avec T tel que jDA w(r)dr -1 = J;T w(r)dr.
Done F(F(A)-x) est inversible sur [T,A]

t=F{(F(A)}x) <=> x = FA)-F(t) = || * w(ar

Ainsi si & une date A quelconque on souhaite imposr un profil gx(x), on doit avoir:

Vo€ [TA] h(t) = ga(F(A)-F(t)) = Mf‘A w(r)dr)



- 75 -

. Etude de I’équation approchée
V.1. Rappels généraux sur les méthodes aux différences finies
Cf. Bamberger(1983), Temam(1970), Glowinski(1982), Richtmeyer-Morton(1967)
En pratique, quand on étudie un systéme physique dont I'évolution est décrite par une équation

aux dérivées partielles (ou intégro-différentielles), dépendant de N variables d’espace (dans RY) et de la

variable t, connaissant I’état du systéme A un instant initial t;, on souhaite visualiser son état pour des
instants £>0 en résolvant I’équ:

ion et en tenant compte d’éventuelles conditions aux limites.

« Visualiser son état a un instant >0 peut signifier avoir a cette date une représentation
approchée du systeme dans RN par exemple donnée par des fonctions de N variables d’espace, sim-
ples, constantes ou quadratiques sur des pavés (€ RY). Une norme choisie sur la classe de ces fonctions
permet de donner un sens & I'écart entre deux représentations c’est & dire deux états du systéme.

Résoudre Péquation peut signifier obtenir pour des dates successives (0 des représentations

approchées sur R, par Vintégration de I'équation approchée d’évolution du systeme

V.1.1. Approximation des espaces d’études

«  On souhaite approcher les éléments u d'un espace V par les éléments uy d'un espace V,

Approximation interne d’un espace normé V
On parle d’approximation interne quand les espaces d’approximation Vy sont inclus dans V.

L’approximation interne d'un espace V normé est consitué par une famille de triplets
{Va,pum), b € H, telle que:

V, est un espace normé (C V)
Py est un opérateur linéaire continu, dit de prolongement, de Vy, dans V.

Ty est un opérateur linéaire continu, dit de restriction, de V dans V,,

* on note | | (respectivement | . | ;) la norme dans V (respectivement dans V).

* H = II {|0,n%}. Dans le cas des méthodes aux différences finies h est le pas.
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«  Un opérateur de prolongement p, est stable si sa norme:

llps | = Sup I py uy | est majorée indépendamment de h
1y Vy

Inl<i
«  Un opérateur de restriction 1, est stable si sa norme:

Imy | = Sup [ r, uly est majorée indépendamment de h
L ey
24
«  L'approximation de V par {Vj,pyn} est stable si les opérateurs py et r sont stables,

«  L'approximation de V par {Vy,pyr,} est convergente si:

V€V limpyru=u dansV fort

o Théoreme: Si (Vy,pyr) est une approximation stable de V, elle est convergente si et seulement si:

1'.‘"3 Ju-pyrsu =0 Vu€ W, W étant un sous-espace dense dans V

* Dans la pratique p, est souvent Popérateur identité.

* Dans la pratique on utilise des approximations stables et convergentes de V

* Done on pose souvent la définition de I'approximation de V par la famille {Vy}, telle que:
La {Vy} famille de sous-espaces fermés de V satisfait les conditions:

il existe V.C V tel que V.=V et

n V=V telleque limlnu ul=0, VaeV

V.1.1.1. Exemple d’approximation de LR™)
Un exemple trés connu d’approximation interne est la méthode de Galerkin.
« Soit ©2 un domaine (convexe, ouvert) de RN qui peut étre non borné
o« V=1%Q) (ou L(Q),¥p 1 <p < o)
muni du produit scalaire (uv) = [, u(x),v(x)dx Vu,v € L{(@)
et de la norme associée ull= ([, | u(x) | %dx)"/* Vu € L¥(Q)

ave dx = dx, dxy
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o H={h€R"= (h..h)}
Ry = { js € RY = (jy hy,....in hy), j entier de signe quelconque }
(M) avee M = (xy,...,xn), le pavé iHl [xi,%, + by
5,(M) la fonction caractéristique du pavé Ty(M)
(Remarque: on pouvait choisir des domaines 0, de géométrie différente ou irrégulitre)

« On peut définir V, comme un sous-espace de L) (ou L¥(0)) tel que

v.={u.,/u.ev<n) (ou L2(@), w() = 5, 6x) m(M), uh(M)en}

T MER,
I g U)X
avee uy(M) = —-—d = )™ [ UK VM E Ry
v X

V, est un espace de fonctions étagées, , est un opérateur moyenne sur les pavés Q. En général R,
est de dimension finie, c’est alors la dimension de Vy, et les fonctions &, en forment une base.

« on peut montrer que Papproximation de V' par V est stable et convergente:
) _ p
fim oy u oy oy = 0 Vi € 1(@) (ou L)
on peut montrer aussi:

lim fuy ulaq =0 Vue @)

Démonstration

I- L'approximation de Galerkin est stable.
* py est lopérateur identité injectif, de norme unité

* ryu=1u, Vu€V est lopérateur de projection orthogonal de V sur V,,

(ryu,ve) = (uv) Vi €V

Ty est surjectif, de norme unité

2 Pour montrer que Papproximation est convergente, il sufft de prouver que limpyryu — u dans L)
0

fort pour toutes les fonctions u dans un s.e.v. dense dans L), comme P'espace des fonctions contin-
ues & support compact dans 2 (C(Q)) ou C(Q).
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Soit u € C(@) & support compact @ de R* (fermé, borné), on peut trouver une famille finie
(% )i, telle que

- N0 Vie= 1N,

tout Q' est mesurable c’est-a-dire: 0 < fnldx <c

QN =0 VI<ij <N, aveeis]

21

h=Sup (ﬁ)';‘“”n avec §i = diametre de Q,

Ny
o lim Iryu-u ho(@) = lim Inf { Ctq | £ ru(x-u(x) | < C pp.sur}

1"r{ o,

= lim Inf § Ci i, ta |

L5

Ny
o 1| S, nul)-u(e) | < Gy popsur }

s

()] < Ci pp.sur @
[dx
s

d:
car lim \Mfu[x)l —0 pour ueCR)

e

« fm a4 =0

V.1.1.2. Application & notre étude

Dans notre étude, la fonction u ne dépend que d’une variable d’espace x et donc cette variable et la

able t ont un réle symétrique.
On approxime 'espace des fonctions LY([0,L]) par des fonctions de L([0,L]), fonctions constantes
par morceaux de pas h. En particulier la fonction condition initiale est approximée de cette manitre.
On approxime espace des fonctions L*([0,T]) par des fonctions de LyJ ((0,Tr]), fonctions constantes
par morceaux de pas h'  En particulier on approxime la fonction vitesse w(t) € L%([0,T]) par une fonc-

tion wy € Lyf ((0,T¢]), et on obtient une imation des courbes st par des fonctions

linéaires par morceaux.
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On étudie ensuite les profils uy(x,t*) résultats d’une intégration temporelle approchée de I'équation

de transport, que nous allons maintenant déerire.

V.1.2. Approximation de 'équation hyperbolique par un schéma aux différences finies
Nous avons étudié un schéma aux différences finics pour approximer I'équation (V.35): le schéma

décentré

V.1.2.1. Présentation du schéma décentré
«On discrétise U'espace [0,L] en pas constants Ax et le temps [0, Ty en pas constants At.
Les abscisses diserétes sont notées x; et les dates d’échantillonnages sont notées t°.

On cherche & caleuler une fonction uy(x,t) qui approxime la fonction u(x,t) sur (x,t) € [0,L]X[0,T]

On note uy(x;t") =

On note Xjuy/2 = X; + %,XH/, x:’%.xa:l),x,:],_
On note t* = nAt, t* =0, tN = Ty,
uy(x,t) est telle que:
uy(x,t) = v pour (x,t) € Jxj1aXjira] X [L247%)]
CL w(xt) = pour () € Jgi/axayal X [0,6]
CL. w(xt) =uf  pour (xt) € ]u,%[ X [t
wxt) =ug  pour (xt) € ]o,%l x| j—o o
u(ot) =uf  pour (Gt) € Jxpypxy X [ j=1J

1l s'agit de se donner des approximations respectivement de ﬂ“a’:—v'l et %

Bu B

*On approzime les dérivées partielles ax ¢ By PAT des différences finies décentrées suivantes:

D)

= D)

® On approzime la vitesse de propagation w(t) entre deux dates successives t” et t**! par sa valeur

calculée en t* & partir de la valeur uf’, x; étant absisse de extrémité de la canalisation.
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« Le schéma d’approzimation donne:

Di*(uf) + w(t?) . Di(uf”) =0V (in) € 2%

Cest-a-dire:

At

w1 A

At . o
W“E] Ly (W T

La condition initiale s’¢crit:

sz

La condition auz limites s'¢crit:

ug'

-
U (= [ u(0,)dt par exemple)
g

® Autre interprétation de ce schéma

(= [ u(x,0)dx par exemple)

avee w(t?) = f(uf)

(Iv.38)

o ot
Xjo1-1/2 oo ¥ -
i
' ~
wh ¥ N
R S, 1
Xj1/2 =~
@
X u !
a2
Xj-1/2 R -

Figure 17
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Pt

— Soit la caractéristique issue du point uf*! elle coupe la droite (x, t”) au point (x;",t") avec:

—+ Soit la fonction linéaire:

PR - (1w —)u.
Le schéma décentré consiste & prendre uf*! — P{°(x,") au point (x,t*'), c’est & dire u calculer une

interpolation lintaire entre les caractéristigues partant de uy et u;"

— On peut dire aussi que pour calculer u"*' on effectue une formule de moyenne sur 1xj_y X} 172

a4l

EI
ax’

U = aquy o+ agu »

Pour cette raison, on comprend que s'il existe au départ une discontinuité sur la fonction initiale ou
la condition aux limites entre deux points d’échantillonnage donc entre le niveau sur les deux
caractéristiques partant de ces deux points, cette discontinuité disparaisse au travers du schéma qui fait

des i ions linéaires entre les

V.1.2.2. Le schéma décentré est explicite

Ce schéma est ezplicite car on peut exprimer directement u*' en fonction de u® et u grice au
clioix d’approximation de w(t) par w(t®) sur [t"t"*']. On a débouclé de cette maniere le calcul des
températures a travers le réseau pour la date t*'!, comme en statique on débouclait les cal-

culs en i le sens d'inté des é i

On remplace done la vitesse de propagation par une fontion constante par morceaux, cela signifie

qu'on approxime les courbes caractéristiques par des portions de droites sur chaque intervalle [¢7,1°1].
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V.1.2.3. Condition nécessaire de convergence du schéma

*  Une condition nécessaire de convergence du schéma est la condition de Courant-Friedrichs-Lewy:

At
—wi < v
a=wZrS Va
At
Vo g S 1 11V.39)

e Interprétation de cette condition:

; e

i

Figure 18

Le calcul de

™! au point M(x;,t**") fait intervenir deux valeurs u?; et u’. En remontant de cette

maniére le temps ct Uespace on peut connaitre les points utiles au caleul de uf*! Iensemble e ces points

le cone de dépend érigue ( points marqués d’une croix sur la figure). Une condition
nécessaire de convergence du schéma est que ce cone contienne la caractéristique arrivant au point

MxjeH).
Ceci n’est vrai que si sur tout intervalle [t™,t™*!], la condition donnée plus haut est vérifiée.

On voit que le calcul de u*' dépend de tout un céne de points et non seulement des points sur la
caractéristique, on voit 13 un cffet de diffusion numérigue, qui explique aussi que les fronts raides ne se
transmettent pas mais s'étalent.
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V.1.2.4. Condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma
. Stabilité L™

Supposons que les conditions initiales et aux limites soient bornées:
A <uP <B uf étantles points de discrétisation de la condition initiale

A < uf <B ug ‘%tant les points de discrétisation de la condition aux limites

A= Min{ Min(y Min[uﬂ“]n}

B— Sup{ Sup(u); » Sup(uu“)n}
Si Ia condition de Courant-Friedrichs-Lewy est vérifiée, & savoir:
At At
—wAt Vo = 3
a=wIr <l Vo => a=wuio <1
montrons alors qu'on 2

Vie[J YneN A<y’ <B (Tv.40)

Dimonstration:

Rappelons Pécriture du schéma: u* = (1 w"%) uP + (w“%
x X

2= o U+ oap

* @y et ag sont positifs, de somme 1, done u*! st une combinaison linéaire de uf et de u?,

* On montre par récurrence que si on a pour n et j € [1,J]: A < u® < B (et par hypothese on a
aussi A < ugt! < B)
on a pour n-+1 et j € [1,J]: A<y <B

donc on a montré (1).
En particulier si A>0, on a montré que le schéma est positif

-+ Stabilité L% (1 < q <o0)

Soit y — P(y) fonction réelle, convere
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On a ®(uf*!) = ®(a; u + ay ufy) = ay H(u)") + ay B(u%y)

Sommons en j sur [1,J] et multiplions par Ax (on obtient une expression de la norme discrite L?

de @(u*) sur [0,L]
s ) ;
£ H(u)AX < £ 0(07) Ax + 0T #{ug) Ax
= 1= =
3 I
= o0 B 8(u) Ax + @y T0(u) Ax
;2 z

I
= T (uf) Ax + oy ®(uf)Ax + apd(ug)Ax
=

J 1
S @(uf) Ax < B o(u) Ax
i= i=

+ ap(ud) Ax + (o 1)P(uf) Ax

Onae, 150,

ona0 < ap < 1,done:
1 J
2 0(u) Ax < B au) x + ab(ug) Ax
=1 =
i
< B 0(y) ax + B(ug) Ax
=
En posant Ax = K At, par récurrence on obticnt:
5 . i
Z 0 Ax S K Z(ud) At + 3 (u) Ax
= = =
Si on choisit ®(y) = |y | %, on obtient pour tout 1 < q < co:
3 w1 3
T |y|P<K T [ud["At+ T [uf|Ax
=1 1=0 =t
Tl < K gl + 1ol (Iv.41)

Cela signifie que la norme q de u® est majorée par une constante fois la somme des normes des con-

ditions initiales et aux limites.
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V.1.2.5. Condition suffisante de convergence du schéma décentré sous certaines hypotheses

On rappelle qu'a la suite (uf?) est associée une fonction uy(x,t) € L2 ([0,L],L(0,T{)) quon a définie

plus haut.

On suppose que w(t) est une fonction donnée de L%([0,Ty), bornée sans relation avec u(l,t) c’est &

duwe qu'on détruit le bouclage qui apparait dans I'équation (IV.35) de transport.

wi(t) est approchée par wy(t) constante par morceaux et wy(t) w(t)s—0 quand At—0

On utilise le résultat suivant di a la stabilite du schema:

;
Si on note | u* |2 = ‘zl (u)? Ax on a:

o <K
T L N
j; fﬂ (uy(x,t))%dxdt < KTy

autrement dit u, est bornée dans L([0,T,L([0,L])), on peut en extraire une sous-suite uyy conver-
geant vers v dans L%([0,Ty],L%([0,L])) faible.

2 - On souhaite montrer que cette sous-suite Wy (qu'on nole uy ) converge vers v dans

L¥(0.T( L3([0,1])) faible et qu'on a v solution faible du probleme suivant:

av o
E+w(z)§x- =0

() =) CL v(x0) = uy(x,0)
CL. v(0,t) = u(0,5)

avee w(t) fonction dans L¥([0,T¢]) bornée.
8 - On montre Jacilement que Jim wy = u dans L¥([0,T¢,L¥([0,1])), et donc que uy converge faiblement
vers une solution de (I).
4 - Conclusion: Dans ce cas le schéma est convergeant.
Remarque: On rappelle qu’une solution faible du probleme (I) vérifie:
P av L b
JI G+ w(0) S5) dxdv = [T u(x0)g(x,0)dx + [, W(u(00)4(01) V¢ €D(Q)

avee D(Q) ensemble des fonctions C¥(Q) et Q = [0,T[X[0,L]
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Démonstration
2+ Soient les fonctions régulibres & support compact sur Q: ¢ € C*(Q)

* Posons ¢ = 6(x4%)

* Rappelons que le schéma séerit:

)

N ') genea LS dp-pp!
‘En yEl[—A! ) ¢AxAL = R (¥At )AxAL

3 ;
T uf® Ax + T ulpNt Ax
=1 =1

Nt 40
N e S e B
ZoWE (T )Axan

Nt N
+ D owuf6fAx T wug 4f At

Comme ¢ est & support compact sur Q on a 7 = 0 Vn, pour Ax < Ax(¢) dépendant du support
De méme on a ¢! =0 Vj, pour At < At(¢) dépendant du support de .

* On a mis Pexpression (1) sous la forme (2):
we (

%) AxAt

Sd”
Ax

1
+ T woul( ) AxAt
=

i
+X uf g0 Ax

N1
+ St ud 6 A
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Nt
o v Ax A

* On sait que u, converge faiblement vers v dans L%(Q), que v, converge fortement vers v dans
L(0,T)) et w, converge fortement vers w dans L?

Donc on a les convergences suivantes:

26 Ax — foL v(x,0) $(x,0) dx

3
-3
Pt

N L

Eo w'ug ¢ At - jo w(t)v(0,t) $(0,t) dt
Nt

(_é: uf Y Ax)avet (B uf ¥ AYAx — 0

(Ew ..°(°"” # ) Ax) At -0

*Done: [ [, v v dede = 1,7 vix 00 + [, w0060,

* Done: lim w, = v dans L¥([0,T],L¥(0,L})) faible, avec v solution faible de (I)
10

3=+ Montrons que limuy = u dans L(0,T}L(0,L]))
&)
- Sil 'y a pas convergence faible de uj vers u cela signific:

Fv € LHQ) telle que (uy,v),4(u,v),

Done il existe une sous suite vy et >0 telle que | (u v) (uy)| >¢ VI

De u,’ on peut extraire une sous-suite u, qui converge vers u dans L% faible et telle que

lim(uv)=(u,v)

Ceci est contradictoire avec Phypothise donc u, converge faiblement vers u.

Remarque:

Le probleme qui apparait quand on veut démontrer la convergence du schéma, dans le cas ol

la vitesse w(t) est liée par bouclage avec u, est qu'on ne peut pas montrer comme précédemment

9%

facilement que la fonction ¥y converge vers ‘;—f (1) 52 car on wa plus de résultat de conver-

gence de w® vers w(t) dans ce cas.
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V.1.2.6. Diffusion numérique du schéma et déformation des fronts raides
On sait que la fonction u(x,t) est constante le long des caractéristiques d’équation x—=w(t) t
Quand on discrétise I’équation de transport, on utilise 'approximation w(t%) de la vitesse w(t)
entre deux pas d’échantillonnage en temps t" et t**! c’est-a-dire que les caractéristiques approchées
ont pour équation x=w(t?) t sur [t?,¢"*!].
Si W(t") = Wa et qu'on se place & la limite de la condition de stabilité du schéma numérique
At

Wi e = 1, le schéma décentré donne le caleul:
x

qui est la solution exacte de I'équation de transport si effectivement la vitesse w est constante sur
[

Ainsi on voit que Iapproximation de la solution donnée par le schéma est d’autant
meilleure, que d’une part on se situe proche de la limite de la condition de stabilité du

schéma, et que d'autre part w(t®) ne soit pas trop éloigné de Way, c'est a dire qu'on ne

donne pas une majoration trop grande des vitesses pouvant exister dans la canalisation.

Résumons les raisons qui nous poussent  utiliser des schémas numériques qui ne diffusent pas.

Les fronts raides, qui peuvent étre envoyés par la condition aux limites h(t), sont déformés au
travers du schéma décentré en des fronts inclinés plus ou moins fortement.

Mais cela provoque aussi des déformations sur Pallure de la courbe w(t) = f(u(1,t)). Ce sont Ix
les raisons qui nous poussent & construire des schémas numériques qui ne diffusent pas.

Prenons un exemple et pour cela revenons au probleme physique de départ et prenons le cas
d’un réseau simple & une chaufferie et une sous-station.

Imaginons qu’ une date 7, il y ait une augmentation brutale de demande & la sous-station.
Supposons que jusqu'd cette date la température 3 entrée de la sous-station soit & un niveau
optimum  stationnaire (en effet toutes les variables extérieures sont supposées constantes; cet
optimum peut étre calculé par une simulation en régime statique), de méme apres la date 7. Pour
cela il a fallu qu'un front de chaleur soit envoyé & la chaufferie  une date 7 — 7 6, & étant le
temps de transit du fluide vers la sous-station, préparant 'augmentation de demande. On obtient le
type de réponse de la Figure 19 sur la température et le débit, quand les températures sont calculées
exactement.

Supposons que les températures soient calculées par le schéma décentré. Le front i la
chaufferie s’est transformé en un front incliné ou étalé apres 7 a la sous-station et la courbe du débit.

en conséquence se déforme aussi. Aprés 7 le débit croit plus que sur la Figure 19 car la température
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& la sous-station n’est pas encore au deuxizme niveau stationnaire, il présente une pointe qui n’existe

pas dans la réalité.

Cette remarque est purement qualitative (les courbes tracées sur la Figure 19 et 19bis sont

des i et des

fictives) et on verra plus en détail au chapitre VII

effectuées & partir du schéma décentré, des courbes calculées récllement.

Courbes réelles

Figure 19

Courbes obtenues avec

le schéma décentré

Figure 19bis



- 91 -

V.1.2.7. Retour a I'équation de départ sur les températures avee coefficient de pertes
thermiques
o On applique le schéma décentré & la température T:

At
Ax

5 2 At
oo+ (w ALyt

=
avec w® = w(t?) = (Te™" + dp)
avec la condition aux limites  T¢' + (g° - fo) ¢
avec la condition initiale T 6y

= (T 6o)e™" on obtient:

«  Enremplacant dans le schéma décentré

T o1 Ay N gy e g

. At ra e Atype
TR A AY (1= Zow)TE + (W R+ 6)

avee wo = w(t?) = (1))

avec la condition aux limites

avec la condition initiale T == T(x;,t%)

V.2. Introduction d’autres sché iq

V.2.1. Motivations
Nous souhaitons utiliser des schémas numériques qui respectent au mieux I’équation exacte, c’est

qui propagent en les déformant le moins possible les discontinuités existant sur la fonction u(x,t),

done en particulier qui diffusent le moins possible.
Pour un schéma, qui approxime sur chaque pas de temps [*,t"*] la vitesse de propagation w(t) par
sa valeur en t* on respecte au mieux I'équation si la solution approchée garde u constante le long des

caractéristiques approchées x=w(t") t sur le pas de temps considéré.
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V.2.2. Premiere définition d’un schéma sans diffusion

V.2.2.1. Présentation du schéma

+  On garde une discrétisation fixe & pas constants Ax en espace.
On approxime la condition initiale comme dans le cas du schéma décentré.

«  On calcule la discrétisation en temps en méme temps qu'on progresse dans le calcul de la
fonction approchée uy.
A chaque date %, quand les valeurs u" sont connues, on calcule w* & partir de u et on calcule un
nouveau pas de temps At” tel que Ax = w® At?, cest & dire que la date ™*! est la date & laquelle
la caractéristique approchée partant de 'abscisse x, passe & I'abscisse suivante x;.;.
Ainsi les caractéristiques sont aussi approchées par des fonctions linéaires par morceaux, mais cette

fois-ci sur des pas de temps i 3 la vitesse. La discrétisation en temps est

dautant plus fine que la vitesse de transport du fluide est élevée

*  On respecte alors la conservation de u le long des caractéristiques avec le schéma:

Ax = w" AP (Iv.43)
ot =l (IV.43bis)
«  Onn'effectue pas d'i ion entre éristiq

Les discontinuités sur les niveaux de deux caractéristiques restent présentes. Sur "une bande” en temps et
espace délimitée par 'approximation de deux caractéristiques la fonction u est constante, et il peut exis-

ter des sauts entre le niveau de deux bandes contigues (Figure 20).

X T u

Xjs/2

Figure 20
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Remarque 1:

La discrétisation en temps de ce schéma dépend étroitement de la vitesse existant dans

avec un échangeur situé entre ces deux

la Done pour deux
canalisations, les vitesses y circulant sont différentes au méme instant et done les discrétisation en temps
sont différentes. Nous verrons plus en détail au chapitre suivant quels genres de problemes cela peut

poser.

Remarque 2:

$'il apparait une variation dans les données du probleme (comme une variation de demande i une

sous-station), le schéma ne prend pas en compte instantanément cette variation (c’est la méme chose avec

le schéma décentré et c'est le propre de nombreux schémas de , les pas d’é
ne comcident pas toujours avec les dates de variations des données et les erreurs faites font partie de

l'analyse de la précision du schéma). Nous faisons cependant cette remarque, car elle aura des

quand nous étudi ¥ ication de ce schéma 2 une succession de canalisations.

V.2.2.2. Retour a I'équation de départ sur les températures avec coefficient de pertes ther-

miques

Ax =w" A
T = T, AR (V.a)
TP A (1 AAS) T (IV 44bis)

V.2.3. Deuxiéme définition d’un schéma sans diffusion: schéma particulaire

La motivation de ce deuxiéme schéma est d’obtenir un schéma possédant une discrétisation en

temps qui puisse étre commune & plusieurs canalisations et qui suive les discontinuités pouvant exister sur
la fonction u sans les déformer.

Appuyons nous sur le probleme physique posé pour illustrer les discontinuités pouvant exister dans
le réseau. Les discontinuités sur u peuvent étre dues & une discontinuité sur des données du probleme
(par exemple il peut y avoir des discontinuités dans les profils initiaux de températures), & une variation
brutale de demande 2 un échangeur qui entraine une variation brutale de température a la sortie de cet
échangeur donc dans la canalisation retour et une variation brutale de débit dans cet échangeur), ou
enfin & une discontinuité sur la courbe de commande en température a la chaufferie puisqu'on I'a choisie

de classe LY([0,T¢).
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V.2.3.1. Principe du schéma particulaire

On souhaite suivre chacune des discontinuités, qui existent, ou se créent dans la canalisa-
tion, et qui se transportent au cours du temps dans la canalisation.

Pour cela on lui associe une particule® définic comme étant une portion de fluide de longucur
variable dans ses déplacements dans le temps et dans Uespace, de niveau thermique constant sur la parti-
cule mais variable dans ses déplacements dans le temps et 'espace, sans continuité thermique avec la par-
ticule la précédent ou la particule lui succédant.

« Initi

sation: A la date initiale, on approxime I'état thermique de la canalisation en lui donnant
une représentation sous forme d’un nombre arbitraire de portions de fluide se succédant pour remplir
totalement la canalisation, chacune étant & une température donnée et ayant une longueur donnée.
Pour un profil uniforme, cette approximation peut étre une succession de portions de fluide de
longueurs  identiques Ax, chacune & la température moyenne du fluide sur sa longueur. On a alors
une représentation du profil de départ identique & celle utilisée pour le schéma décentré ou le prem-
ier schéma sans diffusion numérique.
Pour un profil non uniforme, on peut placer le début d’une portion de fluide (dans le sens écoulement
du fiuide) & chaque discontinuité du profil et augmenter le nombre de particules aux endroits ol le
profil varie beaucoup, pour en avoir une représentation plus fine.

«  On choisit de faire entrer une nouvelle particule & la chaufferie & la cadence réguliere d'un

pas d’horloge At. Ces p: P Ia ou le niveau ther-

mique & la sortie de la chaufferie. Les dates t, sont des dates d’échantillonnages

particulieres de ce schéma.

e« On choisit de retenir d’autres dates d'é notées t°, d. a chaque
date t ol une di ité sur une pé (repré ée par une particule existante)
provoque une autre inuité dans la i s0it sur une é (on crée

alors une nouvelle particule représentant cette discontinuité), soit sur le débit.

Tllustrons ce genre de phénomene:

Dans 'étude d’une seule canalisation, on ne peut pas donner beaucoup d’exemples pour illustrer le choix
de ces dates t* la variété sera plus grande dans le cas d’un réseau complet. Pourtant on peut déjh dire
quune particule atteignant Iextrémité de la canalisation provoque d’une part un changement du débit,
dautre part puisqu'elle entre dans Iéchangeur, clle provoque un changement de température & la sortie
de Péchangeur, on crée une nouvelle particule sortante représentant le nouveau niveau thermique a la
sortie de I'échangeur (calculé & partir de la relation & I'échangeur 11.4).

Remarquons qu'avec ce choix "adaptatif” des dates (* avec les événements qui arrivent dans le réseau, on

prend en compte instantanément les variations sur les températures ou les débits. Ceci n’était pas le cas
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ni dans le schéma décentré, ni dans le premier schéma "sans diffusion” ol il fallait attendre le pas de

temps suivant pour prendre en compte ces variations.

Le schéma partil ire consiste a suivre I'é ion de chaque particule j
dans la canalisation, c’est a dire sa position X" et son niveau u;*

*  La position d'une particule dans la canalisation est donnée par la position du début de la particule.
Entre deux dates t* et t**! une particule se déplace avec la vitesse w” le long de sa caractéristique, et son

niveau uj® est constant.

NP X (e ) (v.45)

(Iv.46)

V.2.3.2. Retour a I'équation de départ sur les températures avec coefficient de pertes ther-

miques
X Xp 4w (0 ) (s

ori T (e (v.ar)

TH AT (1 NAE)
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CHAPITRE V

SIMULATION DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE
DU RESEAU

Dans ce chapitre, maintenant que nous avons donné la descnptlon de la manitre dont nous avons

des dans une isation, nous

discrétisé |'équation de transport qui régit la

allons voir comment s’enchainent les calculs des températures et des autres variables d’une canalisation 2

une autre et faire quelques remarques sur les discrétisations que nous avons vues au chapitre IV

Nous décrivons done dans ce chapitre la méthode de simulation du comportement
dynamique d'un réseau arborescent, pour plusieurs types d’approximation numérique des

équations dynamiques.

Désormais nous faisons intervenir trois indices pour repérer les variables dans le réseau.

Nqee est le nombre de noeuds présents dans le réseau.

Indice sur les noeuds:

Indice sur les absisses dans une canalisation k:

Indice sur les dates:

Nous rappelons I'écriture des principales relations entre variables du réseau, en utilisant les nota-
tions discrates, et les relations de récurrence sur les indices en temps (j) et en espace (i et k) qui

apparaissent et on en déduit la logique d’organisation des calculs.
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Schéma aux différences finies

Pour ce schéma aucune difficulté nouvelle napparait quand on enchaine lintégration des
températures d’une canalisation & la suivante.

Nous rappelons Iensemble des relations discrites vérifiées & travers le le réseau. Nous décrivons
Vorganisation des caleuls, qui se déroulent comme le phénomene physique modélisé (selon les temps

croissants, et en se propageant en espace dans le sens de I'écoulement du fluide)

L1. Choix d’une discrétisation

* On choisit une

en temps a toutes les isations, de pas At

constant.
On remplace chaque fonction f(t) du temps par une suite de N-+1 variables discrates f(j) correspon-

dant aux valeurs de la fonction aux dates t;:

=0, 1 = At,. JAL...ty = NAL

® On choisit une discrétisation en espace Ax, constante pour chaque canalisation k (non
nécessairement la méme sur chaque canalisation, mais plutot adaptée & sa longueur Ly), telle que le prem-
ier pas d’espace soit a l'abscisse du début de la canalisation et le dernier pas d’espace a I’abscisse de la fin
de la canalisation.

On remplace chaque fonction f(x) en espace par une suite de My variables discretes f(i) correspon-

dant aux valeurs de la fonction aux abscisses x;:

o= 0, % = Ax,.% = (i-1)A%,... 304, = (My-1)Ax

Pour les températures Ty(x,t), fonction du temps et de espace on les remplace par une suite de
(N-+1)X My va

4
i

bles discretes Ty(i,j) correspondant aux valeurs de la fonction approchée aux abscisses

Cette discrétisation en temps et espace est choisie de manitre & vérifier la condition de stabilité du

schéma décentré.
1.2. Vérifications des équations a travers le réseau

« Equations instantanées
Comme les dates d’échantillonnages en temps sont identiques pour toutes les variables du réseau, il
wy a pas de difficulté  éerire les relations instantanées sur ensemble du réseau. On retrouve les

équations statiques données aux chapitres I et Il exprimées & chaque date t;.
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Résumé des relations instantanées reliant des variables de deux noeuds consécutifs k et

k+1 ou un noeud pere k et ses noeuds fils 0 et 0

Qi) = #l02(0), Wili)) (v.48)
B (3) = wl020), Wili)) (V.49)
Si(3) = Seali) + Q) o Suli) = Syli) + §y(i) (V.50)

iy O (0) Qi) + 600) Sili)
0= TTE0) + ) (vst)

« Equations dynamiques approchées
Les équations de transport sont approchées dans chaque canalisation par le schéma décentré. On

peut passer simplement des calculs des températures d’une canalisation % la suivante, sans faire

&

discrétisation en espace d’une canalisation k soit I'abscisse L, de extrémité du canal, c’est a dire de

terpolation, puisqu'on a choisi des pas de discrétisation en espace tels que le demier pas de

Dentrée de I’échangeur k et aussi la premitre abscisse du canal aval k+1 et que d’autre part les dates ¢,

sout communes & toutes les canalisations

Résumé des relations le caleul des é aller  Ia date

* Tifi) =FAUT(-1) Tuli-1i-1), Si(i-1)) k=0, (V.52)

*OL T(i0) = Toyi) =, (V.53)

*CL. Ty05) = Tia(Mierd) (V.59)
~ 020))

*CL. Ty0j) =wu() 0 i=o (V.55)
+ = 63(3)

avee
FATGI-D L) 85-D) = (10 A0 [(1- 25 e Si6-10) Tui)

At s 1
+ o g S-) TlinLi-1) + 0
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Résumé des relations pe; le caleul des ¢ retour a la date t;:

Tiij) = FR{TGAD) Tli-Lin1), S(i-1) (V.56)

T(i,0) = To() (V.57)

w0 TenMiend) Senli) + ) Q) )

Rod) = Senl) + Qi) K= 0N (V:58)
= 6a”(i)

avec

FRATG -0 T-Li-)805-D) = (13 A9 [(1- 2 oy Si6-1) Tuiiy)
+ (g 1) Tui-Li-1) + o

avec

ay Si(i) = wili)

Organisation du calcul des variables

Les calculs se menent pas de temps apres pas de temps. Pour chaque date t;, les vitesses (ou

débits) servant dans les caleuls de la propagation des températures sont les vitesses (ou débits)

calculés au pas t;_, (schéma explicite en temps).

A la date initiale les températures sont données par (V.53) et (V.57), les débits correspondants sont

calculés

Les calculs a chaque date ¢ se propagent dans I'espace dans le sens réel de la propagation

du fluide.

s se propagent done de la premitre canalisation aller partant de la chaufferie vers la dernitre canali-

sation allant vers une feuille puis dans le sens inverse sur les canalisation retour.

*  Pour chaque canalisation aller k, on calcule les températures par (V.54-55) puis (V.52) et le
calcul au dernier pas d’espace donne la valeur de la température & Pextrémité de la canalisa-
tion, qui correspond & la température au premier pas d’espace sur la canalisation en aval k41
mais aussi & la température & Pentrée de Péchangeur k+1 s'il y a une sous-station en k1
On calcule le débit dans cet échangeur (V.48), la température & la sortie de cet échangeur

(V.49).

On continue les calculs des températures aller sur la canalisation aval k+1, une nouvelle
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condition aux limites(V.54), c’est & dire la température & la premi¥re abscisse de la canalisation
k+1 vient d’étre calculée.

*  Pour chaque canalisation retour k, on calcule les températures par (V.58) et (V.56) et en
méme temps on remet & jour les débits canaux dans le réseau (V.50).
Pour chaque canalisation retour k, le calcul au dernier pas d’espace donne la valeur de la
température & la fin de la canalisation. Par un bilan thermique de mélange de cette
température avec la température & la sortie de I'échangeur k (V.58), on obtient la température
au départ de la canalisation en amont k-1, qui est une nouvelle condition aux limites.

*  Le calcul des différences de pression peut se faire ensuite apres le caleul des autres vari-

ables.

1° cas: Simulation.
La courbe des différences de pression & la chaufferie Apq(t) n’est pas donnée.
A chaque date t;, on calcule les différences de pression Apy(j) & travers le réseau en plusieurs étapes;

on reprend la méthode de caleul exposée dans le cas de I'étude du régime statique au chapitre 111.
on initialise les différences de pression Apy(j) aux feuilles afin d’y assurer la différence de pression

minimale pour faire circuler les débits calculés Qy(j).
Api(j) = R Q) (V.59)

on propage un calcul des différences de pression Apy(j) dans le sens feuilles vers chaufferie” en comp-

tabilisant les pertes de charge singulizres dans les échangeurs (IL6) et linéiques dans les canalisations

(111-19).
Apli) = Api(i) + (r + 1) SE) (V.60)

On retient dans une variable auxilliaire g, le niveau dont il faut remonter la différence de pression a

certains échangeurs ol la contrainte inégalité (IL7) n’est pas satisfaite.
i) = Max { (i) ReQEG)  Anii) }

On obtient & la chaufferie le calcul de Ap(j) qui, additionné du niveau ug(j), donne le niveau Apg,(j)
en chaufferie propre a satisfaire les contraintes aux échangeurs
Pour obtenir la véritable carte des différences de pression admissibles dans le réseau, il suffit de

reprendre toutes les différences de pression calculées et les remonter de la quantité ).
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cas: Optimisation.

La courbe des différences de pression & la chaufferie Apq(t) est donnée comme commande.

A chaque date t, on propage les différences de pression de la chaufferie vers les noeuds feuilles en

comptabilisant les pertes de charges le long du réseau sclon la relation (V.60) inversée.
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1. Premier schéma sans diffusion

Pour ce schéma, nous allons voir qu'il apparait des difficultés pour vérifier les relations instantanées

qui existent entre des variables de canalisations diffé les en temps étant propres &
chacune d’elles.
Apris avoir souligné ces difficultés nous donnons une organisation des caleuls qui en tienne compte

et qui maintenant ne se déroule plus selon le schéma immuable rencontré ci-dessus.

I1.1. Choix d’une discrétisation

+  On choisit une discrétisation en espace Ax, constante pour chaque canalisation k, qui peut

étre identique & celle choisie pour le schéma décentré.

o Les discrétisati lles sont diffé pour chaque isation k.
Elles sont construites simultanément avec le calcul des variables températures ct débits au lieu

d’étre préétablies comme dans le cas du premier schéma.

IL.2. Vérification des équations a travers le réseau et construction des grilles tem-

porelles

11.2.1. Notations

Donnons quelgues notations qu'on utilise au cours du calcul des variables

™ date caleulée de la grille k associée & la canalisation k. j = L..,ji+1

“™ pas de temps calculé de la grille k associée a la canalisation k

IL.2.2. Remarques sur les relations statiques et dynamiques

Rappelons encore une fois quelques relations statiques ou dynamiques et faisons quelques remarques.

(1) 0i) =

1Micri' )

La température aller 3 la premiére abscisse de la canalisation k & la date "ik se déduit de la

température & la dernitre abscisse de la canalisation k-1 & unc date tf' et une condition de

causalité temporelle doit étre respectée dans ce calcul.
(2)  Tufid) = FAAT-Li-1)Si-1),A4%) = (1- A Atk Tili-1,j-1)

x)

A )
= (=N W&H)Tk(-fu 1)

®) Quli) = Al0(3), Widi)
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(1) Si(i) = Senli”) + Quali”)

Le débit dans la canalisation k & la date t se déduit des débits dans I’échangeur et Ia canalisa-

£+ et une condition de causalité doit étre

tion aval k+1 & une date t

dans ce calcul.

h(SK(i))

(6) uh =t + Ayt

La relation (2) est une relation dynamique qui relie des variables d’un méme noeud A des dates

différentes.

.

Les relations (1), (3), (4), (5) sont des relations instantanées

Les relations (1), (5) reliant les variables de deux nocuds contigus ne sont pas vérifiées

véritablement instantanément car les dates * et t}! d’une part et t* et tX*! d’autre part sont

différentes. Le schéma ique introduit un effet dynamique qui n’existe

pas dans la réalité.

La date t%, est la dernitre date connue de la grille k associée & la canalisation k et la date ¥ est la

dernitre date A laquelle on a calculé le débit dans la canalisation k, si on connaissait le débit a la date

(%, on connaitrait le pas At, et donc la date t%, (cf. la relation (6)) et )5, ne serait plus la derniere

date connue.

1.2.3.

pression des de causalité & respecter au cours des calculs

o Calcul de la température 6,(t)

11 faut connaitre la température 2 la derniére abscisse de la canalisation amont k-1 au moins jusqu’a

la date t.

Soit 1" la dernitre date pour laquelle on connait les températures aller pour la canalisation k-1.

.

Soit on ne connait pas le débit dans le canal k-1 & la date ! (= > t*1 = ¢%7 ).
i
La condition de causalité est: (7) t< g <=>1 < t"‘i'
o
Soit on connail le débit dans le canal k-1 4 la date 4! (=> ¢} + Ay*! < ¢), dans ce cas

on suppose que les températures associées a la canalisation k-1 ont été calculées en t*! et elles
sont constantes (prises A leur valeur en t;*!) sur Pintervalle [151, t}!+ Atk |

La condition de causalite est: (7) t< 4 Ay
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« calcul du débit S,(t)

11 faut connaitre le débit aval Sy, et le débit Qy,, dans I'échangeur k+1 au moins jusqu’a la date t.

Soit la dernitre date 3 laquelle on connail les débits dans le canal k+1 : ¥+t 1
L
s

La condition de causalité est: (8) t< zit.*' + Atj:d‘ =

1
1

Nous proposons de décrire un algorithme q

organise le calcul des variables dans le
réseau en tenant compte de ces conditions de causalité temporelle & respecter.

Notons que ce probleme est nouveau, propre & ce schéma qui ne construit pas de grilles temporelles

identiques sur tout le réseau.

2.4, que sur le calcul des tempé retour et des différences de pressions

Les seules variables qui intervi dans la ion des grilles et qui sont fond
tales dans la propagation des caleuls d’un noeud k au noeud amont k-1 ou aval k1 sont les
températures dans les canalisations aller et les débits.

Les températures retour peuvent étre calculées de manitre indépendante, apres que le calcul des
températures aller, des débits, des dates 4 ait été effectué. Elles peuvent aussi se calculer en méme
teinps que les débits canaux; en effet dans le caleul de la température retour 4 la premitre abscisse de la
canalisation retour, une condition de causalité temporelle, identique 2 celles existant sur le débit canal,
apparait:

eni”)

_ _ s W
O T = T2 Suilr)

Si(i)

D8-1), Agk) = (1A Tyl

+ 0 (i")-

(10)  Tu(ij) = FRATY(

1,j-1)

R R P
= (1- km) Wi-Lj-1)

Les différences de pressions peuvent de méme étre calculées de manitre indépendante aprés le caleul
des températures aller, des débits, des dates t* . En optimisation, elles peuvent aussi se calculer en méme
temps que les températures aller; elles ont été initialisées en chaufferie et elles se propagent dans le
réseau de la chaufferie vers les feuilles”; dans ce calcul la condition de causalité temporelle cst identique

2 celle qui existe dans le caleul de 6().

(1) Apdi) = Apeai' ) (nts + rE)SE()
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11.2.5. Description d’un algorithme de calcul des variables d’état, températures et débits

« Phase dinitialisation : K=0

La premitre date de chaque grille est identique, initialée & 1 = 0, Vk = 0,... Ny.

Les états températures sont des données du probleme pour cette premiere date commune, et les
débits en sont déduits. La connaissance des débits dans chacunc des canalisations permet le calcul des
premiers pas de chaque grille: Atd, Vk = 0Ny, et le calcul de la dernitre date calculée de chaque grille
devient tX = t¢ + At

Pour K = 0, pour les nouvelles dates t* z,‘;.ﬂ avec jy = 0), on ne connait encore aucun état.

« Premier pas d’algorithme : K—1

On recherche le noeud k- tel que ¢, = Min(t/) ,

Aladate tf e caleul de (1) est possible, en effet la condition (7) (v < 4} = t57) est vérifice
kN

par la définition de t¥.

De plus t° < tf < ¢ done (1) = Tiy(Myr,0), autrement dit 3y +1)=Ty,(My_pjy").

A la date tf le calcul de Sy(1) est possible, en effet la condition (8) (t* < t}*! — Li:.ii'ﬂ] est vérifiée
par la définition de t

De plus 1! < tF < ¢}, donc Si(1) = Qu4(0) + Sy4,(0), autrement dit.

Sl 1) = Quaicn) + Siaali)-

On calcule les états complets en t pour le noeud k.

On caleule le nouveau pas At

On caleule la nouvelle date A = Atk

On remet & jour ji pour le noeud k: ji = ji+1

Comme en K = 0, pour les nouvelles dates ., on ne connait encore aucun état.

« K ieme pas d'algorithme : K (***)
K = K(0) + K (1) + .. 4 K(K) + . + K(Noou)

avee K(k) = i\’ qui définit la date ), demitre date connue sur la grille k

_ Min(u
On recherche le noeud k tel que s, = Min(t.,.),
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- A la date ‘:.'u' le calcul de 6(j+1) est possible, en effet la condition (7) (O,i:.“ < m‘: 1) est

vérifiée par la définition de 4,
De plus 4 < &, (sinon le caleul des états en t% , se serait fait avant le calcul des états en ¢!
I

par la rigle de recherche de la date t) , toujours minimum), done 0jy"+1) = T (Mycp,is).

- Al date %, e caleul de S,({+1) est possible, en effet la condition (8) (tf,, < t

) est

vérifiée par la définition de .,

De plus 51 < t} %.., (pour la méme raison que ck 1<t .ﬂ), done

Silik+1) Sm( 1) + Qean(icnn)-

On calcule les états complets en t‘:.‘l pour le noeud k.

- On caleule le nouveau pas Ak .
¢

+ Atk

. Kk
- On calcule la nouvelle date btio = Yy e

- Onremet & jour Ji° pourle noeud k : ji' = j'+1.

Comme en K==0, pour les nouvelles dates %, on ne connait encore aucun état.

- Si l‘ “., > Ty on arréte l'algorithme.
Si t},, < Tr on continue, on incrémente K (K — K + 1), on repart en (*+¥).

Remarque 1:
Avec ce choix d’organisation de calculs des variables pour le noeud k a la date t‘in avec
)

méme temps, donc on peut calculer * (j'+1) puis S(jy + 1) ou l'inverse.

- Mln(t‘

0,... Ny, on voit que les deux conditions de causalité (7) et (8) sont vérifiées en

Yy

Remarque 2:

En optimisation, on calcule les différences de pression qu'on propage de la chaufferie vers les feuilles,

au cours de ce méme algorithme.

11.2.8. Calcul des différences de pression en simulation

On effectue leur calcul en trois étapes, apres le calcul des températures et débits  Ce calcul ressemble

au caleul des différences de pression pour le schéma décentré, ou le calcul en régime statique.
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On initialise les différences de pression aux "feuilles” avec le niveau minimum pour y assurer les débits
calculés dans les échangeurs (vanne grande ouverte: Ap,—R,.Qg).

On propage un caleul des différences de pression des noeuds "feuilles” vers le noeud chaufferie, pour

obtenir les niveaux minimum utiles en chaufferie pour que les contraintes en pression aux échangeurs
puissent étre satisfaites (cf. le passage consacré & ce calcul dans le cas du schéma décentré).

Dans le cas du premier schéma, nous n’avons pas de probleme de causalité temporelle A respecter
dans les calculs, les propagations des différences de pression d’un noeud & autre se font toujours par
des relations statiques & la méme date t;

Dans le cas du deuxieéme schéma, il faut tenir compte du fait que dans la réalité, les différences de
pression se déduisent dans le réseau de la différence de pression en chaufferie.

Pour calculer la différence de pression en un noeud k-+1, la connaissant en son noeud pire k, on
comptabilise les pertes linéiques et singulizres dans le canal k, on obtient la relation statique main-

tenant bien connue:
(12)  Apen(t) = Apdt)  (n® + 1) L)

qui devient en diserét:

(13) Apiail)) = Apy(i)  (rd + 1) SEG) avee uF <M <t 4 AgE =g

On recherche Pintervalle [1%4%,[ sur la grille temporelle k ol situer la date ¢**! sur la grille tem-
porelle k+1 pour laquelle Apy (i) se déduit de Apy(j).

On calcule Apy(j) par (13) inversée.

On retient dans une variable auxillaire iy le niveau dont il faut remonter la différence de pression au

noeud k, si elle ne suffit pas & satisfaire la contrainte & 'échangeur k:
(1) ult) = Max{m (O RQI)  Ape)}

qui devient en discret:
(15) i) = Max{meni () ReQEG)  Apii)} avee t* < %' <oy

On obtient a la suite de ces calculs les différences de pression minimum utiles en chaufferie pour

pouvoir satisfaire les contraintes en pression aux échangeurs en relevant les niveaux Apg(j) des niveaux

#oli)
Pour obtenir la véritable carte des différences de pression admissibles dans le réseau, on reprend les
différences de pression calculées et on les remonte de la quantité po(j) en temant compte des

différences d’indices sur les grilles.
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1.3. Particularités du deuxiéme schéma

Pour ce deuxitme schéma, comme il n'y a pas coincidence entre les grilles de discrétisation tem-
porelle des différents trongons, on vient de voir que cela introduit quelques difficultés dans les calculs ou
des phénomenes numériques particuliers. Nous allons évoquer quelques aspects de ces phénomines

numériques.

I.3.1. Transformations des relations statiques existant a travers le réseau

«  Nous savons que les équations (1) vérifiées par les températures aller au départ d’un canal et les
équations (4) vérifi¢es par les débits sont des relations statiques, c'est a dire qu'elles sont dans

la réalité vérifiées a tout instant a travers tout le réseau:

B2(t) = Tia(Miy,t) Ve, Vk
St) = Sea(t) + () Vi, ¥k

o Avec le schéma particulaire, elles sont vérifiées & chaque date d’échantillonnage t* d’une grille
k, oit on cffectue un caleul de 6(j) ou Qu(j), entre le noeud k et le noeud amont k-1 qui intervien-
nent dans la relation (1), ou entre le noeud k et le nocud aval k+1 qui interviennent dans la relation

(4):

00 = Tea(Mwd’ ) avee <yt <y 4 Ay
Si) = Sen(i”) + Quuli”)  avee g < gl < gt 4 Agk

Que se passe-t-il entre ces dates d’échantillonnages?

sur [t

[, la relation 1 n’est pas encore vérifiée, elle ne Iest qua partir de la date

sur [1*1,44], la relation 4 n’est pas encore vérifiée, clle ne Pest qu’a partir de la date t*

On voit une dans la

de ces relations.
Les relations, dont les caleuls se propagent dans Iespace de la chaufferie vers les noeuds feuilles ne

se vérifient plus statiquement mais avec un retard croissant dans le sens de la propagation (il en est de

méme pour les relations dont les calculs se propagent dans Pespace des noeuds feuilles vers la chaufferie.)

« 1l n’est méme plus toujours possible de trouver une date t, et une su

de débits S,(t) et
Qi(t) qui vérifient (4) pour tous les noeuds du réseau.

Prenons I'exemple de trois noeuds consécutifs k-1, k, k+1.
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La relation statique (4) donne:
Sealt) = SdY) + Qult) ceci V't
= Sen(t) + Qualt) + Qu(t)
Avec le schéma particulaire:

Seali) = S’ )+ Q) avee 4f <t < of 4 Ay
Sdi') = Seali") + Quali?)  avee g < uF < b4 Ay

Sur Pexemple suivant o

At
‘ 1
/ i
a 1
|
1 nocud k
i
uf 4
i
/ i
: 1
/ |
- v noeud k-+1
et ot
Figure 21
Seall) = Sii' ) + Qi)
= Senli?) + Qi) + Qi)
Mais:
Sialtf™) = Su(t*) + Quly*)
# Sent) + Qualt*) + Qult
. Peffet de iq P i ite par le schéma particulaire sur une

figure simplifiée du réseau.
Nous schématisons un trongon par un tuyau réduit, qui ne contiendrait qu’un pas en espace; les pas

en temps sont construits de telle sorte qu'une caractéristique relie un pas en espace i  une date j au pas
Sulvant i+1 b la date j+1; sur notre schématisation, une caractéristique relie done Iorigine de la canalisa-

lion & une date j a Pextrémité de cette canalisation A la date j+1.
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Regardons la Figure 22 a la page suivante et faisons quelques remarques:
Calcul du débit: dans la canalisation 1 a la date tg' le débit est construit & Paide du débit dans la
canalisation 2 & la date t%, du débit dans la canalisation 3 & la date t§', du débit dans la canalisation
4 3 la date t;!. On remarque que les intervalles [t¢,ts' + Atg[ et [t{,t! + At n’ont aucune date com-
mune, ainsi on ne peut pas trouver de date ¢ ¢ [tg,ts + Atg, telle que Sy(t) = Syp(t) + Quyi(t)
Vke{1,2,3,4}.

aller: la au bout de la lisation 4

Calcul des températures dans les
en t&, se déduit de la température au départ de la canalisation 1 3 la date t). S'il n'y avait pas 'effet
de retard introduit par le schéma, cette température se déduirait de la température & la date t;' (bien
sir moyennant I'approximation faite sur Dinclinaison des caractéristiques dans le réseau par le

schéma particulaire.)
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I
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throtd) ti te
1 1 ' '
1 i ! I
1 [
[ i
ttd ot
&--—-— suivi du calcul du débit S, (t}) (de ti a t})
e——— suivi du calcul de température T, (M. , t3) (de tl a t})

calcul de températures sur 2 intervalles successifs pour la conduite 2

calcul de débits sur 2 intervalles succesifs pour la conduite 3

Figure 22
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1.3.2. Effets de pas de temps de tailles trés différentes dans les grilles temporelles de deux
noeuds contigus

Reprenons Iexemple de la Figure 22.

La température au départ de la canalisation 2 aux dates t? et t? se déduit respectivement de la
température & la fin de la canalisation 1 aux dates t,' et t7'. Les températures dans la canalisation 1 & la
date t} n’interviennent dans aucun calcul de température pour la canalisation 2, donc pour aucun des
cananalisations suivants non plus. De méme les débits dans la canalisation 3 aux dates t et t se caleu-
lent % partir des débits dans la canalisation 4 et I'échangeur 4 aux dates t¢' et t;'. Les débits  la date
t' pour le noeud 4 ne servent pas au calcul d’autres débits dans le réseau.

Ainsi on voit qu'il est préférable d’avoir des pas de temps sensiblement de méme taille pour toutes

les canalisations, pour qu’il n'y ait pas trop de perte d'information en passant d’une canalisation  V'autre,

ou des calculs répétés avec des informations toujours identiques. Inutile donc de raffiner la

discrétisation dans une k si pour la lisation aval k+1 ou amont k-1, on garde

des pas trop larges.
On ne maitrise pas parfaitement la taille des pas de temps puisqu'ils sont construits par le pro-
gramme; cependant selon Pordre de grandeur des débits et leur écart d’un canal & Iautre, on peut choisir

des pas en espace plus ou moins fins qui forcent les pas en temps & étre plus ou moins larges.

I.3.3. Evaluation de la demande totale instantanée sur le réseau utile au caleul du coit ther-
mique

Dans le calcul du cofit thermique on peut choisir de comptabiliser toute Pénergie fournie au réseau
(pertes, consommations aux différents noeuds), ou de ne comptabiliser que les pertes intégrées sur

lintervalle d’étude a travers le réseau. Il faut dans ce cas savoir intégrer les consommations aux

différents noeuds sur l'intervalle d’étude et les soustraire de I’énergie totale fournie au réseau.

Pour ne comptabiliser que les pertes du réseau, on peut caleuler la consommation totale sur le

réseau instantanée Wiy(t,) et lintégrer de la méme manitre que les codts instantanés électriques et
thermiques puis la soustraire du coiit thermique. Il revient au méme de soustraire cette consommation
totale instantanée du coit thermique instantané et d’intégrer ensuite ce nouveau coit thermique
instantané

On a rentré, en données du probleme, les courbes de demande A chaque sous-station. Pour

connaitre Wig(t;), on somme chacune des demandes aux sous-stations, calculées sur les courbes de

demandes.
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Dans le cas du premier schéma, on caleule cettc demande instantanée globale pour chaque date

déchantillonnage t;.

Supposons que la courbe de demande ait un saut A la date t sur Pintervalle [tt;,,[, & Péchangeur k.
On ne satisfait pas cette demande & cet échangeur sur lintervalle [t,t;,,[, puisqu'on fait
Papproximation que les états sont toujours constants sur [t,t;.[, égaux i leur valeur calculée en by,

et en t; le débit échangeur a été calculé pour la demande correspondante en tj avant le saut.

Mais ceci ne se voit pas sur le calcul du coiit thermique, car celui-ci est calculé en t, il utilise la
valeur de la demande en t; avec le débit échangeur correspondant, et en t;,, et utilise la valeur de

la demande en t;;, avec le débit échangeur correspondant.

Dans le cas du deuxieme schéma, on calcule cette demande instantanée globale pour chaque

date d’échantillonnage t;° de la grille temporelle & la chaufferie.

Y’ LN t%e
t T + grille temporelle a la
| i ' .
H H chauflerie k=0
I | |
i ' I
1 I I
H I I
' V a courbe de demande au
!
A / ] nocud k
) 1
| A
i y
I J i
+ + grille temporelle au
i iy s noeud k

Figure 23

Supposons que la courbe ait un saut i la date t sur Pintervalle [tf,,t%,], & échangeur k. On ne
satisfait pas cette demande A cet échangeur sur Pintervalle [1,6%,], puiquon fait Papproximation que
les états k sont constants sur [t} b

Le calcul du coit en t;}, utilise la valeur de la demande a 'échangeur k a cette date, donc calculée

aprés le saut et les états & Péchangeur k caleulés pour la date %, donc caleulés avant le saut,
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Dans le calcul du coiit, cette non-coincidence entre les dates auxquelles on évalue les demandes et les
dates auxquelles on évalue les états fait qu'on prend en compte des relards, dus @ la discrétisation,

sur la satisfaction des demandes auz sous-stations.
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1L Schéma particulaire.

Nous avons vu au chapitre IV que les particules sont des portions de fluide de longueur variable (cn
espace et au cours du temps) qui se suivent pour remplir les canalisations. Blles se propagent. se
déforment, changent de niveau thermique au cours du temps. Il n’y a pas de continuité thermique d’une
particule & P'autre. On suit dans Pespace et le temps I'évolution de chacune des discontinuités en
température pouvant exister dans le réseau, ainsi que les nouvelles discontinuités qui peuvent

apparaitre dans le réseau auxquelles sont alors associées de nouvelles particules.

Notons qu’il apparait alors un phénomene de ication tres i des p
dans le réseau qu'on ne voyait pas dans I’étude & une canalisation.
En effet si on suit chaque discontinuité sur les températures, quand une particule circule dans les canalisa-
tions aller, clle s duplique dés qu'elle passe devant un échangeur k, une des particules entre dans
Péchangeur k et erée une particule sortant de I'échangeur k, une des particules entre dans la canalisation
aval k+1.
De méme une particule qui circule dans les canalisations retour, dbs qu'elle arrive & un échangeur k, se
recombine avec la particule sortant de I'échangeur k pour donner une nouvelle particule au départ de
canalisation amont k-1, mais pendant tout le temps ol cette particule défile & la sortie de I'échangeur,
elle se recombine avee toute nouvelle particule sortant de I’échangeur pour donner d’autres nouvelles par-
ticules.
Ainsi, si rigoureusement, & toute nouvelle discontinuité sur la température on associe une
nouvelle particule, on accroit de maniere inacceptable le nombre de particules dans le réseau.
Clest pourquoi on décide de ne pas créer une nouvelle particule systématiquement avee chaque

les choix suivants:

discontinuité. Nous avons fai

O Chaque particule aller arrivant & un échangeur se duplique, mais la particule entrant dans
Péchangeur ne prend pas véritablement vie.

O En effet on ne renvoie une nouvelle particule au départ d’une canalisation retour k-1 qu'a
chaque top d’horloge. Cette particule est la représentante de toutes les particules qui sont
arrivées i la sortie de I’échangeur k pendant le pas d’horloge et qui se sont mélangées & toutes
les particules qui sont arrivées & Pextrémité de la canalisation k pendant le méme pas
dhorloge.

isé la discrétisation utilisée pour ce schéma, et 'organisation des calculs

Décrivons mai p
qui consistent essentiellement & suivre les particules, et qui suit comme dans le cas du schéma décentré le

déroulement du phénomene physique modélisé.



- 17 -

IL1. Choix d’une discrétisation

« Initialisation:
Pour la premiere date t, une répartition dans l'espace et un choix des particules A travers le
réseau est choisie arbitrairement.

« Dates d’échantillonnage en temps:

Comme dans le cas  une seule canalisation, on choisit de faire entrer dans le réseau une parti-

cule au niveau chaufferie
Aty

Mais les dates d’échantillonnages en temps ne se réduisent pas a ces "tops d’horloge” elles sont de

cadence réguliere, a chaque date t, espacée d’un pas d’horloge

différents types, on a vu au chapitre IV qu’ elles peuvent dépendre soit de données du probleme

(done peuvent dans ce cas étre connues & P'avance), soit de Pévolution des particules dans le réseau
(et donc ne peuvent étre connues  'avance), elles sont alors calculées en méme temps que les autres

variables dans le réseau.

Nous é types de dates d’échantillonnage en temps t°,
que nous avons retenus et qui n’apparaissaient pas forcément dans le cas a une canalisa-
tion:
- tops réguliers d'horloge (ce sont des données du probleme)
3 ces dates on introduit une nouvelle particule a la chaufferie et on agrege des particules sortie
échangeur et canalisation retour pour former de nouvelles particules au départ des canalisations
retour.
Dates de variation brutale de demande & un échangeur (ce sont des données du probleme)
a ces dates la température & la sortie de 'échangeur ainsi que le débit dans I’échangeur k peu-
vent varier brutalement et par conséquence les débits dans les canalisations amont peuvent
changer aussi.
Dates d’arrivée d'une particule aller & un échangeur k

cette particule est la rep: jon d’une é en done la a

la sortie de I’échangeur ainsi que le débit dans I’échangeur k varient. Par conséquence les débits
dans les canalisations amont varient aussi.

- Dates d'arrivée d'une particule retour a un échangeur k

L2, Organisation des calculs

+  Comme dans le schéma aux différences finies, les calculs se menent pas de temps apres pas de

temps.
Pour chaque date t;, les débits servant dans les caleuls de la propagation des particules sont les

débits calculés au pas t;.;
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Les calculs se propagent dans Pespace dans le sens réel de Pécoulement du fluide c’est 3
dire de la premitre canalisation aller partant de la chaufferie vers la dernitre canalisation allant vers
une feuille puis dans le sens inverse sur les canalisations retour.

Nous allons étudier précisément comment on suit I'évolution en espace des particules ainsi que leur
niveau thermique.

Le calcul des autres variables, & partir des relations instantanées s'en déduit facilement, puisque
comme dans le cas du schéma décentré les dates d’échantillonnages sont identiques pour toutes les

variables du réseau.

IIL.2.1. Suivi de la position d’une particule entre deux dates d’échantillonnage

Définissons déja précisément comment on définit la position d’une particule dans le réseau, ce qui

requiert un peu plus d’information que dans le cas & une seule canalisation.

La longueur d’une particule est variable au cours du temps.
Elle peut subir des déformations au passage d’une canalisation & I'autre o les débits sont différents
On ne garde pas en mémoire explicitement cette longueur, elle peut-étre reconstituée & partir de la
connaissance des positions des particules.

La position d’une particule dans une canalisation est donnée par la position du début de
la particule, cest a dire Pabscisse de la partie de la particule la plus en aval dans le réseau dans le

sens écoulement du fluide.

Cette position est caractérisée par Iindexation donnant la canalisation & laquelle la particule appar-
tient, et Iabscisse du début de la particule dans cette canalisation
La longueur de la particule est alors connue grace & Pabscisse de la particule suivante dans le sens
écoulement du fluide (¢est-a-dire la particule en amont ou ”cdté chaufferie” pour une particule des
conduites aller, la particule en aval ou "coté feuille” pour une particule des conduites retour.
Cas particuliers: Enumérons les cas ol la position d’une particule n'est pas définie tout & fait de
cette maniére.
Si le début d’une particule est dans une section k +1 et la fin dans une section k, la particule est
indicée comme appartenant & la canalisation k+1.
Au niveau de I'échangeur k+1, la température & son entrée est donnée par le suivi du niveau ther-
mique de la partie de cette particule encore dans la section k, qui défile devant Péchangeur.
Quand une particule ”aller” atteint un échangeur k qui se trouve & un noeud feuille, le début de I
particule ne peut tre considéré comme passant dans la canalisation suivante. Il faut cependant
conserver les caractéristiques thermiques de cette particule qui défile pendant un certain temps

Pentrée de I'échangeur. On peut considérer que cette particule a quitté la section amont k-1 (clle

isé éristi sont ées dans une variable

ny est plus mais ses
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pouvant représenter la température au début d’une section fictive k partant de la feuille ou la
température & Pentrée de I’échangeur k.

~ Quand une particule "retour” atteint un échangeur k quelconque, elle se mélange & des particules
venant de la sortic échangeur et repart dans la section amont k-1 selon une loi qu'on explicitera
plus loin. On considére que cette particule a quitté la section k. On conserve ses caractéristiques
thermiques en mémoire dans une variable représentant la température retour & I'échangeur k,

durant le laps de temps ol cette particule défile.

« Evolution de la position X d’une particule dans une canalisation k entre deux dates
déchantillonnages t; et b,
On a vu en détail au chapitre IV comment entre deux dates d’échantillonnage ¢, ¢, on suit
Pévolution d’une particule sur sa caractéristique:
Xpon =X + Wi (o1 1)

wi = vitesse dans la canalisation k 3 la date t; (v61)

I1.2.2. Suivi du niveau thermique d’une particule
Nous allons reprendre chacun des cas que nous avons évoqués a propos du repérage de la position
dune particule.
+ 1° cas: Une particule aller ou retour est enticrement dans la méme canalisation k et reste
dans la méme canalisation k entre deux dates t; et t;,,
On a vu en détail au chapitre IV qu'une particule se déplagant sur une caractéristique subit une

perte thermique exponentielle comme suit:

Ty = Ty W) gy TV (10 (y101) (v62)

e 2° cas: Une particule aller est a cheval sur deux canalisations indicées 1 et 2 (les coeflicients

de pertes iques des deux canali sont respecti A et Ay)
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X X x
vt date 4
\, N \ \

\
\
——————datey,

i1
X X2 ox
- conduite 1_¥__ conduite 2 _
(whh) (W%hg)
Figure 24

En t; la particule est & la “température moyenne” T; et elle s’étend de x, & x. En t;,, la particule
est & la "température moyenne” Ty, et elle s'étend de x; & x;

Un point de la particule situé en x & la date t; se trouve en X = x + 6  la date t;,;. I peut soit
étre resté dans la méme canalisation 1 ou 2, soit étre passé de la canalisation 1 & la canalisation 2
et passé de la température T; & T,

pour x € [x;xg] vérifiant X =x + w}' (tisy t) < Ly

ona | &= w! ()

¢ oMty
e

pour X € [Ly,xg] vérifiant X' = x + w? (411 t)
ona | & =w7(tut)

Ty =, )

pour x € [x;,Ly] vérifiant x + w;' (t,,; t;) < Ly, on peut calculer la date t ol ce point passe d’une
canalisation & L'autre.

=4+ L)/
bx = wit (tt) + Wi (t40-t)

X =X+ 6x
T, = 1y M )
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Pour calculer la température T;,, on effectue la moyenne des températures Ty%, sur [x; ,x; |.
-

T, dx
_ fx\’ o jx,w.‘\m—-u

*2 gty )
L& Loty

sy
T dx

M(Li=x1) + Nolxg-Li) .
Rl Rt R v avery e e It

T = Ty [1(44)] SN =) (V.64)

Remarque: la température aller & Pentrée de Péchangeur 2  la date t;,, n'est pas prise comme
étant le niveau de cette particule & cheval sur 1 c 2, elle est le niveau de la portion de particule

qui défile devant I’échangeur et qui est encore dans la canalisation 1.

08(i+1) = 056) 4 = 02G) (10 (441t) (v.65)
3° cas: Une particule aller a atteint un échangeur a un noeud feuille et défile dans
Péchangeur, ou une particule retour a atteint un échangeur.

Durant le laps de temps ol cette particule s’écoule, on peut soit négliger ses pertes thermiques, soit
les comptabiliser et remettre & jour son niveau thermique par la méme formule que dans le 1 cas, &
chaque date d’échantillonnage t;.

4° cas: Une nouvelle particule entre depuis le dernier top d’horloge & la chaufferie.

A une date d’échantillonage t; intermédiaire entre ce dernier top d’horloge et le suivant, on peut voir
I’évolution thermique de cette particule de deux manieres. Soit on considere que la portion de la par-
ticule qui était déja dans le réseau en t;, a subit des pertes thermiques, qui peuvent étre négligées

ou pas (cette portion de particule n'existe pas si t;.; est le dernier top d’horloge), et que la portion de

la particule qui est entrée entre t;, et dans le réseau, est entrée a la méme température qu’au der-
nier top d’horloge. Dans ce cas le niveau thermique global de la particule, mis & part les pertes ther-
miques, ne change pas A cette date t;.

Soit on considere que la portion de la particule qui était déja dans le réseau en t;_, a subit des pertes
thermiques et que la portion de la particule qui est entrée entre t;_; et t, dans le réseau, a pu entrer &
une température différente de celle du dernier top d’horloge. Dans ce cas le niveau thermique global
de cette particule change & cette date t,. Cette deuxizme solution est adoptée mais faisons quelques

remarques.
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Premiere solution: elle consiste A prendre entre deux tops d'horloge, la température sortie
chaufferse, c’est a dire ]a commande, comme constante. La classe de la fonction commande est alors
une fonction continue par morceaux, sur les intervalles de temps définis par I'horloge; & chaque
discontinuité est associée une particule qui entre dans le réseau Mais ceci empéche de donner un
sens aux commandes aux dates t, intermédiaires entre deux tops d'horloge, clles ne sont pas libres,
elles sont ramenées au niveau du dernier top d’horloge.

Deuxieme solution: clle consiste A prendre en compie pour les dates intermédiaires
d’échantillonnages entre deux tops d’horloge les discontinuités sur la commande, mais a ne pas en-
voyer de particule & ces dates, & former une particule dont le niveau thermique global ”moyenne” ces
discontinuités. La fonction commande est une fonction continue par morceaux sur les intervalles de
temps [t,,t,+1; le schéma particulaire transforme ccite fonction cn une fonction continue par mor-
ceaux sur les intervalles de temps définis par I'horloge, & 'entréc 11 réseau.

Soit t; = ty,, qui est le J“™ pas d’échantillonnage ct en méme temps un top d*horloge

Soit ty,, It top d’horloge suivant

En t,,, la particule entrante couvre Pintervalle [0, x, = w,’ (t,4-4)]
g
»

e ™ ax

Si uj est la commande  la date t;, Ty, = .

I ax
Soit t, € |ty ta,, la particule entrante couvre Dintervalle [0,x,
En v,., la particule entrante couvre lintervalle [0, x; + w,' (4,.1-4,)]
Son niveau thermique est calculé par une formule de moyenne (u; étant la commande en

température  la chaufferie A la date t;)

RN T W )y

Ty

x4 W (et

5° cas: A chaque top d’horloge, au départ d'une canalisation retour k cest & dire au
niveau du mélange entre sortie échangeur k+1 et arrivée d'une canalisation retour k+1,
on renvoie une particule.
Cette particule a un niveau thermique qui est calculé de manitre & respecter un bilan énergétique
au niveau du mélange.

Soit t, = t,, un top d’horloge et en méme temps la ™ date d’échantillonnage.

Soit t,41 == ty, le top d’horloge suivant et en méme temps la j41°™ date d’échantillonnage

il y a donc | dates d’échantillonages entre t, et G,

Soit f.(m), la température & la sortie échangeur k+1 & la date m
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Soit Q7 le débit dans Péchangeur k+1 3 la date m
Soit 6 y(m), la température arrivée d’une canalisation retour & la date m
Soit $7, le débit dans la canalisation retour k-1 & la date m

Soit Sy, le débit dans la canalisation retour k  la date m

La particule retour envoyée dans la canalisation k & la date t,, = t;,1 est 3 la température

0,(j+1) calculé de la manitre suivante:

) [m‘g SE® (ymer-tiem) ] s

= 8 [ Baliem) QU+ 00, 1) SEP ) (omer-tym) |

Remarque: on fait le méme genre d’agrégation de particules au départ d’une canalisation
retour situé avant un embranchement k. Les particules agrégées sont les particules venant de
la sortie de I'échangeur k, et les particules venant des tuyaux retour fils 0 ou 0. La formule

(V.65) est modifiée par ajout d’un terme supplémentaire correspondant aux particules venant

d’une canalisation 0 ou

111.2.3. Calcul des autres variables du réseau

Comme on I'a déja dit, aucun probltme particulier n’apparait. A une date d’échantillonnage t,

selon son type, certaines variables comme des débits, des températures sorties échangeurs sont & recal-

culer et on le fait grice aux relations statiques.

Le calcul des pressions peut se faire, indépendamment apres le calcul des autres variables. On

procede selon les trois étapes décrites pour le schéma décentré.
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CHAPITRE VI

OPTIMISATION DU PROBLEME

1. Ecriture du probl de minimisation en di ion infinie

Loptimisation du fonctionnement du systtme en régime dynamique consiste % calculer deus fone-
tionnelles de commande uy(t)(= 02(t)) et uy(t)(= Apq(t)), appartenant & une classe choisie de fonctions
qui minimisent un critére, fonction de uj(t)uy(t) et de variables intermédiaires X(x,t), Y(t) fonctions
implicites des commandes, intégré sur une période choisie, le systtme étant soumis A certaines con-

traintes, elles-mémes fonctions de u;(t),ug(t) et X(x,t), Y(t).

o Critere
1l s’agit de V'intégration sur une période donnée [0, Ty du coit de fonctionnement du systéme qui

comprend le cott électrique et le cott thermique (IL16);

T
I = 7000 + )it
= . 0N + [, a0 ()85
+ Commandes

On a vu au chapitre IV, qu'on a choisi des fonctions commandes uj(t) et us(t) de type L%(10,T))

 Contraintes

Nous avons cité dans le chapitre T et le chapitre IIl certaines contraintes du problime, ces con-
traintes existent en régime statique et deviennent des fonctions temporelles en régime dynamique, qui
doivent étre satisfaites & chaque date t.

- inte en é ala

O 2 (1) = 05(t) 2 05(t)

en tempé aux

020 > L (Wy(1) V=
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- contraintes en différence de pression aux échangeurs

Apy(t) 2 RiQEH) = &) Vk Naoe

- Contraintes finales
Si on ne se donne aucune contrainte sur Iétat thermique dans lequel on souhaite trouver le réseau en
temps final Ty, Valgorithme d'optimisation cherche & faire entrer dans le réseau, dans les temps
précédant le temps final Ty, de Peau & basse température. En effet le cott thermique correspondant &
ces basses températures est plus faible, et les débits qui peuvent résulter de cetle baisse de
température, qui sont plus importants et qui peuvent pénaliser le coit électrique, napparaissent
quavec un retard sur la commande  la chaufferie et done peuvent intervenir aprés le temps final et

ne pas pénaliser le critere.

Reéfléchissons a ce probleme d’étude du systeme sur un horizon fini
De manitre générale, pour tout systéme fonctionnant en continu, il nest pas justifié a priori de
poser le problime sur un horizon fini. Bien sir, du point de vue pratique, il évidemment souhaitable

de limiter I’horizon d’étude. On a recours généralement pour cela i I'une des idées suivantes

— On des iti de i P iq et on se limite a I'étude du

systeme sur une période.

Dans notre probleme, les données éri tarifs é i ne pas de
périodicité plus courte que 24 heures, ce qui est déja trés long pour une étude du régime dynamique
— On peut démontrer I'existence d'un "horizon de planification”, c’est-h-dire prouver qu'il
existe deux dates t; et t (ty < t,) telles que si on pose le probleme sur [0,T¢ avec T; > t,, alors la
stratégie optimale restreinte & [0,t5] ne dépend plus de Ty. Intuitivement c’est ce que l'on sattend &
vérifier sur un réseau dans la mesure ol une "particule” de fluide lachée a la chaufferie n’a plus
d’influence sur le futur au-dela du temps maximal que met cette particule & parcourir le réseau en
sens aller puis retour, et ce temps est fini si les débits ne s'approchent pas de zéro.

Cependant, cette approche imposerait d’étudier le probleme sur un intervalle de temps sensiblement,
plus long que la période "utile” et imposerait d’ignorer les résultats obtenus vers la fin de 'horizon. Ce
surplus de calculs serait d’autant plus lourd que le réseau étudié serait plus long. Cela poserait aussi
les problemes d’extrapolation de la prévision de la demande aux sous-stations au-dela de la période
utile

entre les horizons suc-

— On peut imposer des conditions de
cessifs d’étude du régime dynamique.
C’est cette troisieme voie que nous avons choisie dans notre étude, en pensant notamment & I’étude

du de deux régimes par un régime transitoire optimal.
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On peut définir ces conditions de raccordement par une contrainte finale sur Ihorizon choisi (ou de
fagon duale par un coit final, mais en fonction des remarques qui suivent, on va voir qu'un cofit final
risque de ne pas étre assez contraignant).

Cette contrainte finale sur Phorizon Ty pourrait étre définie de deux manitres différentes:

* On peut imposer que les profils de températures dans les canalisations Ty soient égaux % des
profils choisis, c’est-a-dire que pour chaque canalisation k on impose une contrainte en toute
abscisse de la canalisation
température aller: TuxT) = THx) Vx€[0L], Vk

température retour: Tyx,T) =TXx) Vxe oL, Vk

TX et T sont deux fonctions consignes.

On peut imposer qu'en moyenne les profils de températures dans les canalisations soient égaux &

des profils moyens choisis, c’est-a-dire que pour chaque canalisation k on impose:

L
canalisation aller: J, e Tgdx = TE VK

Lo
canalisation retour: [ TxTgdx =TE VK
TX et T sont des profils moyens de consigne.

Cette deuxitme formulation peut étre comprise comme le caleul d’un état thermique moyen final des

canalisations qu'on souhaite ramener & un état thermique donné. Nous n’avons pas retenu cette for-

mulation, car Dalgori doptimisation tend i & satisfaire en moyenne ce profil mais
avee les températures aller (respectivement retour) aux abscisses proches de Ly plus grandes que T
(respectivement T) et aux abscisses proches de 0 plus basses que T (respectivement T5),

Cela signifie que le phénoméne de baisse de température avant Ty n’est pas de cette manitre, totale-

ment maitrisé.

« Variables d’états du probleme

Nous avons vu que le critire J(u) = J(u,(t),us(t)) ne s'éerit pas simplement en fonction de u,(t) et
uy(t), mais il fait intervenir des relations implicites existant a travers le réseau, au travers de variables
X(x,t) ou Y(t). Le nombre de ces variables d’états varie sclon la manitre de résoudre le probleme comme

nous le verrons ultérieurement.



- 128 -

o Le probleme de minimisation se pose donc comme si

Nin J(0) = [, 00 Qo) + [, Tt Qe (0O (VIPbY)
)= 430)
o) = Brgl)

Sous les contraintes:

O 2 wi(1) = 03(t) L
w(t) = 06'(t) = 66(t)  (ou gi(t) <0) Vi
62(t) = f(Wilt) (ou dot) <0) Vi, Vk=1,.,Nye

Ap(t) = gu(Qu(t) (ou ¢4(t) = 0)
~ Ty(x,Ty) = T(x) (ou ¢yft) =0)  Vx,Vk =0,
Ty(x,Tr) = T(x) (oudg(t) = 0)  Vx, Vk=0,.,

De nombreuses difficultés apparaissent quand on cherche & étudier le probleme en dimension infinie.

D'une part les expressions analytiques que nous avons données au chapitre IV pour la solution de

Péquation de transport dans une canalisation se i it quand plusieurs canalisations

se succedent, (le bouclage par le débit sur une canalisation k, fait intervenir tous les débits en aval, donc

des ées des sur toutes les en aval).

D’autre part nous avons choisi des classes de fonctions de commandes u(t) € L([0,T¢]) (cette classe
répond en effet aux besoins du probleme). Mais comme nous I'avons déja fait remarquer au chapitre 1V,
Iintégration de cette commande par I'équation de transport pour obtenir les variables d’états du
problime n’apporte aucune régularité sur ces états, ils appartiennent & L%(0,L]x[0,T) ou L¥([0,T¢)

Gela pose différents types de problemes:

On peut se demander quel sens donner aux dérivées partielles des variables d’états Z—X %—X et dans
x oy

quel sens Péquation de la dynamique est satisfaite (pour presque tout x et t). On peut se demander
quelle est alors la topologie duale & adopter pour les variables d’états adjointes.
De méme on peut se demander dans quel sens les contraintes d’états (inégalités) peuvent étre satis-
faites, ct si elles sont dualisées, quelle est la topologie duale & adopter.
Pour les contraintes sur la commande, on n’a pas de probléme puisqu'on ne les dualise pas, mais qu'on
utilise une projection sur un domaine admissible.

Quand nous avons écrit le probleme en dimension infinie, nous nous sommes heurtés & ce genre de

difficultés.
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Devant ces difficultés théoriques, nous adoptons une approche heuristique et pragmatique. Nous
étudions le probleme en dimension finie. Pour cela dés le début de Pétude nous remplagons chaque
fonctionnelle en temps, ou en espace, ou les deux par unc suite de variables discrétes, chacune
représentant une approximation de la fonction exacte sur un point du maillage défini en temps ou espace.
On écrit le critére du probleme en dimension finie, qui est la discrétisation du critére J(u(t)), en fonction
des nouvelles variables discrétes du probleme. On &crit les contraintes du probleme qui doivent étre satis-
faites sur les points de maillage. On cherche alors & calculer la suite des variables discrétes qui composent

la commande, telles qu’elles minimisent le critere discret en satisfaisant les contraintes discrdtes. On a

remplacé le probleme (VI.Pb1) par un probleme de mini ion non linéaire avec i fonction

de P variables.
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1. Etude du proble de mi en ion finie

Nous allons reprendre en détail le principe de la minimisation du probleme (VIPb1) en dimension
finie en nous appuyant sur I'exemple de la premitre méthode de discrétisation des fonctionnelles et de
Péquation de transport par le schéma décentré.

Nous donnerons ensuite les différences apparues lorsque nous utilisons un autre schéma pour

I’équation de transport.

I.1. Discrétisation des fonctionnelles
Nous avons décrit cette discrétisation aux chapitres IV et V.
Tras britvement rappelons que:
une fonction du temps f(t) de L([0,T]) représentant une variable quelconque dans le réseau est
approchée par une fonction constante par morceaux sur des intervalles [t,,t, [ de pas At.

On peut la représenter par la suite des variables discrites:

{f(0),1(1),-...1(3),---.A(N)}

une fonction de 'espace f(x) de L¥([0,Ly]) représentant une variable associée au noeud k du réseau est
approchée par une fonction constante par morceaux sur les intervalles |x;.;/z, Xj41/2] de pas Axy.

On peut la représenter par la suite des variables discrétes:
£(0),1(1), ..., 0(3), ..., {(My) }

une fonction du temps et de I'espace f(x,t) de L%([0,T¢], L%([0,L;])) représentant une variable associée

au nocud k du réseau (température aller ou retour) est approchée par une fonction constante sur des

pavés Iz, Xjya/alx(t?, €21 (CF. chapitre V pour le détail).

On peut la représenter par la suite des variables discretes:

{6(0,0),4(0,3) - TON)I(L,0), 0 (1,3} (LN .,

1(3,0),-.. 01,30, f(1,N), .., /(M. 0]

M(Mioj), .. (M N)}
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N.2. Discrétisation du critere
J est une forme intégrale qu'on peut approximer par une méthode des traptzes ou des rectangles, et
écrire en fonction des variables discrétes.

« Sity= Ty, la méthode des trapézes donne Pexpression:
3= 05 [1i0 AP0, Q0) + Jal1a Q0LH0)A5(0) |as
15 [0, + Jals QA0 400 [ vi6s)
05 [0 AP Qo) + T QuN) SN (N right] e
Sityy < Ty < ty, la méthode des trapezes donne expression:
34=05 [146a. 0540, Q0) + IaltaQU0)45(0)350) ]t
5 [0 ) + Jalt, Q000 [ (VL6sbis)
[l ARl QN1 + Bl QuN-D GN8N [T )
«  Sity =T la méthode des rectangles donne I'expression:
Jd= INE.: [Jg(t,.Apo(j).Q.,(j)) + 5. Quli).00),06(3)) ]Ac (V1.67)
Sity, < Ty < Ty, la méthode des rectangles donne Iexpression:
3= 5 (308060200 + JalQ0450)56) Jac (VLo7bis)
[t N1, QUN-1) + Bt 1 QUN-D - GN-1) ] (T )

11.3. Ecriture des équations de fonctionnement du systeme

Dans le chapitre V sur la simulation du réseau, on a donné les équations discrttes ("dynam-

iques” ou "instantanées”) que vérifient les variables discrétes A travers le réseau.
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1.4, Variables données du probleme et variables d’état du probleme

Le profil initial des températures est donné dans chaque canalisation, done les variables discrétes
correspondantes sont des données du problme ainsi que les autres variables (débits, différences de
pression) qui se calculent uniquement & partir de celles-ci et qui ne font pas intervenir directement
ou indirectement la commande. Sur la Figure 25 les variables températures qui sont des données

du probleme sont marquées d’une croix, les débits correspondants sont aussi des données.

A une date t;, 'ensemble de ces variables d’état du systeme doit parfaitement décrire le systtme et la

connaissance des équations d’état permettre d’en déduire son évolution ultérieure.

Dans le cas d’étude du schéma décentré, les variables d’état du probleme sont les suivantes:

- les températures aller T et retour T aux points de maillage.

Tofi,J. -

Vj=MotL,.N
Ty(i,j) V= Mgt Yk = 1 Npoe
Tuli.) V=Mt Vk

- les débits dans les échangeurs et dans les canalisations

Qi) Vi=Mo+i,.,N VK= 1,...Np0e
Sli) Vj=Mgt1,..,N Vk = 0,..,Nyge

-la a la sortie des é

%) Vi=MerL N Vk=1

les différences de pressions a travers le réseau

Apfi) Vi N

Les variables 4, , Sy, Qu, Apy ne sont pas strictement des variables d’état puisque les débits Qy, S,

la température f, peuvent étre calculés A partir de la connaissance des températures 2 Ientrée des

échangeurs et que les différences de pression Ap, peuvent étre calculés a partir de la connaissance des
débits.
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Mais on a vu que les relations instantanées, qui relient ces variables, sont non explicites et sont

récurrentes dans I’espace sur le numéro des noeuds comme le sont les relations sur les températures T et

sur les indices en temps.
Autrement dit, on traite sur le méme plan les relations véritablement dynamiques

(récurrence sur le temps) et les relations statiques (récurrence sur Pespace).

T
+ I
++ 1 canalisation 0
+++ !
4+t "
x
v
T
e ! .
i v+ + ! canalisation k
+4 |
ot |
x

Figure 25

5. Discrétisation des contraintes

Les contraintes sont vérifiées par les variables discrétes, done en certains points de maillage du
temps ou de Pespace.

On ne peut imposer des contraintes que sur les variables d’états ou sur la commande du probleme et
pas sur les données du probleme, cest pourquoi sur certains types de variables les contraintes en temps

n'interviennent qu’a partir des dates t; hors du cone de dépendance numérique des conditions initiales.

- en ala
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0260 = L (Wi)  Vi=MotlL N Vk=1.,Ny,

- intes en diffé de pression aux
api) 2 ReQI() = Qi) Vi=1,.N
R intes finales sur les é aller:

TiN) = T) Vi=0..M, j=N Vk

- i finales sur les retour:

Ty(iN) = TXG)  Vi=0..M,

1.6, Ecriture du probleme en discret

En adoptant Pécriture (IV.66) du coiit intégral discret, on obtient:

Min ;=05 [1{to Apd0,Ql0) + (i Qu0)43,4500) | At

o

2 [ m0Q0) + 9l 0,50,850) | A¢

=

05 [1.tm PN QN + Il QNN 46N | At
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Sous les contraintes de type 1:

w(j) = 63(3) = 65(3) Vi
(ou &(3) < 0)

02(i) = T(0,§) 2 (Wili))  Vi= Mo+1,..N
(ou ¢2(3) < 0)

Apli) 2 &l Qi)
(ou ) <0)

Tuli,N) = T() i=N Vi=0,.M Vk=
(ou () =0)

T, (iN) = TX() j=N
(ou 4() =0)

N k=0

Sous les contraintes de type 2:

Ce sont toutes les équations d’états ("dynamiques” ou ”statiques”) reliant toutes les variables du

réseau.

Sous les contraintes de type 3:

O3msx > w(i); ce ne sont pas des contraintes sur les variables d’états, mais sur la commande en

température & la chaufferie.

Remarque 1:

Les contraintes de type 1 sont des contraintes qu'on ne va pas chercher & satisfaire & chaque pas

dun algorithme d’optimisation. Ce sont des intes que nous dualisons, qui doivent étre
satisfaites & loptimum.

Les contraintes de type 2 qui traduisent le fonctionnement du réscau et les relations existant entre
toutes les variables du réseau, sont des contraintes qu'on va satisfaire & chaque pas dun algorithme

doptimisation.

Elles ne sont pas dualisées. On peut dire qu'on cherche & résoudre le probleme de minimisation
dans un domaine X4, ot X,q représente Vensemble possible des variables de commande. Quant aux

variables d’¢tats, elles ne sont que des intermédiaires de calcul a travers les relations de type 2.
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Les contraintes de type 3 ne sont pas dualisées, clles entrent dans la définition du domaine X,
ensemble possible des variables de commande, et & chaque pas d'un algorithme d’optimisation, on
effectue une projection des commandes sur Xy

On peut dire qu'on recherche:
Min J,
N
-
[ MN)
!
dans X,
sous les contraintes de type 1

Remarque 2:

* Nous n’avons pas d’hypothese de convexité du colt.

Ton BRATASANU a montré dans le cas statique & une chaufferie une ”convexité approximative” du
coiit, du moins 'absence de minima locaux en dehors du minimum global. Cette situation cesse

drailleurs d’étre vraie pour le cas de réseaux 3 plusieurs chaufferies.
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1. Rappels généraux sur les méthodes de dualité
Dans ce paragraphe nous allons rappeler quelques résultats sur le probleme de minimisation non
linéaires avec contraintes inégalités et contraintes égalités:
méthodes de résolution par méthode lagrangienne simple et problemes dans le cas non convexe.
méthodes de résolution par méthode lagrangienne augmentée et application au cas non convexe.
Prenons le probleme général suivant de minimisation sous contraintes inégalités et inégalités,
nommé probleme primal (P):
Min f(x), x € X, C R®
sous les contraintes
(P) §(x) <0 iel={12..m)
hx) =0 leL = (1,2,..p)

*  Hypotheses: les fonctions f,g; (i € I), hy(l € L) sont supposées contintiement différentiales.
X, est Vensemble des x admissibles.
«  Pour simplifier Iécriture, on peut désigner par g(x) (ou h(x) le vecteur de dimension m (ou p), dont

les composantes sont les valeurs gi(x) des contraintes inégalités (ou hy(x) des contraintes égalités)

NL1. Résolution du probleme (P) par méthodes duales lagrangi simples
« Reprenons le probleme (P) et & chaque contrainte g1 € I) associons un nombre réel X, > 0, & chaque
contrainte hy(l € L) un nombre réel p sans contrainte de signe. X, y; sont les multiplicateurs de
Lagrange du probleme:
On peut noter:
X le vecteur (€ (R™)*) de composantes \;
1 le vecteur (€ R?) de composantes s,

On définit la fonction de Lagrange simple du probleme par:

Llehp) =100 + ZXg0) + B b = flx) + <hg(9)> + <ph(x)>

Notre but est de remplacer le probleme primal (P) de minimisation sous contraintes par une suite de

blemes d’optimisation sans trainte. Pour cela nous allons donner une suite de résultats qui vont

nous permettre de transformer le probleme (P).
*  Remarquons que si x” est 'optimum du probleme (P), il vérifie:

f(x") = Inf S Lix\u
W)= Jof Swp (Lpena)

HeR?
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o Soit X € Xy, X € (R™)* /i € R?, on dit que (X,X/7) est un point col de L{(x,\,u) il vérifie les deux
inégalités:
(1) LENA) < LN Vx€Xa
&%) = Inf LN
(LEXA) = Inf LXR))
(2)  LEMNm) < LENE) VAERM'  VueR?

Max L(x\p))
AE(R™T
uer?

o Pour un point-col (X,\,7#) de L(x,\,u) on démontre que:
L(EXNH) = Max  Min L(x\p)= Min Max L(x,\x
{ AeRTYT xEXy { ) X€Xyg Ae(RM* ¢ 4
WERP HERP
ol X est solution du probléme primal (P).

On en conclue la condition suffisante d’existence d’un optimum global X pour le problime (P):

(3) | Si L(x)u) admet un point-col,

JN7), alors X est optimum global de (P).

roquement, si le probleme est convexe (f convexe, g convexes, h affixes) et sous

I'hypothese de qualification des intes, il existe un point-col de L.
De plus, les deux inégalités caractérisant le point-col (1) et (2) sont équivalentes aux conditions de
Kithn et Tiicker.

Ve LENE) — g o

hy(x) =0
X gilx) =0
8(x) 0
N 20

Sous une hypothese de qualification des contraintes, ces conditions sont nécessaires méme en dehors

du cas convexe.

Le résultat (3) cst valable pour f convexe ou non convexe, f,g,hy différentiables ou non, X4 quel-
conque. Le probleme est que, souvent dans le cas de problemes non convexes, il peut ne
pas exister de point-col. C’est pourquoi dans le cas de tels problemes, on introduit la notion de

fonction de Lagrange généralisée (ex: fonction de Lagrange augmentée), que nous allons décrire par
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la suite.

On définit pour A € (R™)* la fonction duale w(\,u) par

o) = Inf LA

avee Phypothise que pour tout X € (R™)* 1 € (RF) o w(hz) a une valeur finie, il existe ¥ € Xy tel
que w(\,i) = L(¥\x), on peut écrire:

w\p) = }é‘l& L{x,\n)

w(\k) est une fonction concave de X, comme enveloppe inféricure d’une famille de fonctions affines
en (\p).
Si un point-col existe pour L{x,\u), on sait qu'il donnera la solution X au probleme (P) et sa

recherche peut se faire en résolvant le probleme dual (D):

Aemm AemR™*
erp erp

Max ug,,‘] = Max {"gﬂ L(x,x,,.)}

Cette recherche correspond bien & la résolution dans X, (c’est-a-dire qu'on respecte sur x des con-
traintes éventuelles non dualisées) d’une suite de problemes d’optimisation sans contraintes h ou g
(contraintes dualisées).

Pour rechercher le maximum de la fonction duale, on utilise sa propriété de concavité par
rapport aux variables X et 4 et la possibilité de calculer un sous-gradient de cette fonction

par rapport aux variables ) et .

Notons en eflet la propriété suivante:
Pour X € (R™)*,u €R? soit Y(\,u) = {y € Xaa / f(y) + N g(x) + p' h(x) = w(\,p)}

alors pour tout y € Y(\,u), g(y) et h(y) sont des sous-gradients de w en X et .

De plus si Y(A,z2) est réduit & un point unique (si L(.\,u) est strictement convexe par exemple), alors
w est difiérentiable et g(y), h(y) sont des gradients de w en X et ju.

On utilise des méthodes classiques de gradient ou sous-gradient pour rechercher le max-

imum de w(\ ).
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En résumé:
Si le probleme (P) admet un point-col, la solution du probltme dual (D) donne la solution du
probleme primal (P):

Max(D) = w(A" ') = f(x") = Min(P)

A Voptimum si la fonction duale  est différentiable, les gradients de w par rapport & \,ju en X',u" sont.
£(x) et hx')

Si le probleme (P) n'admet pas de point-col, la solution du probleme dual (D) donne une solution
inférieure  la solution du probléme primal (P)

En effet de manitre générale on a:

Max min L{x ) < Min Max L(x\) done Max(D) = (3" ') < f(x') = Min(P)
P Pl ™

et f(x’)  w(A\'p’) est dit saut de dualité.
La solution du probleme dual dans ce cas n’apporte rien, on n’obtient pas une approchée de la solu-

tion x* les contraintes dualisées peuvent ne pas étre satisfaites.
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Donnons deux algorithmes principaux de résolution du probleme dual:
— lalgorithme I’UZAWA
— Dalgorithme d’ARROW-HURWICZ

Algorithme d'UZAWA

A chaque pas de Palgorithme, k, pour des multiplicateurs \* (associés aux contraintes inégalités
dualisées), et i* (associés aux contraintes égalités dualises) fixés, on caleule completement la fonction
duale w(\¥,4¥).

Ainsi au cours de 'algorithme il est possible de suivre Pévolution de la fonction duale qui est con-
cave par rapport & \u. Les valeurs successives w(\i*) doivent croitre de facon monotone pour un bon
comportement de Palgorithme.

(2) On part d’une valeur \° > 0, u°

(b)

ration k, on est au point \¥ > 0, u*

« on calcule la fonction duale w(\*,u¥) = 1:(;(.. {f(x) 1 Ng(x) + u*h(x) }
€%

= 1(x¥) + N'g(x) § pth(x)

() = (g(x)) i €1  sont des sous-gradients de la fonction duale w au point \¥,u¥
h(x) = (h(x*)) 1 €L (des gradients dans le cas différentiable)
« On définit de nouveaux multiplicateurs M1 1 par:
ARt = Max {O\F + p* g(x¥)}
W k4 pF h(x)
avec p*  pas de déplacement & Iétape k.
(d) Sile test d’arrét est vérifié: FIN

Sinon retour en (b)
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Algorithme ’ARROW-HURWICZ
La différence avee Dalgorithme d’Uzawa est qu'a chaque pas d’algorithme k, pour des mutipli-
cateurs XX et u* fixés, on ne calcule pas completement la fonction duale w(\*,u*¥). On se contente
deffectuer un pas sur les variables primales x* dans la direction - 7, L(x,\*,4¥), puis un pas sur les vari-

) ou + 7, LA ).

ables duales dans la direction + vy L(x**,
Linconvénient de cette méthode est que la fonction duale w(X,u) n’est jamais évaluée au cours de
Palgorithme puisqu'on ne fait jamais de minimisation compléte en x de la fonction de Lagrange & A
fixé. On démontre que la distance euclidienne de (x*,\*%) & leurs valeurs optimales (x"\",u") décroit
pour un bon choix des pas sur les variables primales et duales (c%¥), mais cette distance nest
évidemment pas évaluable pendant le déroulement de I'algorithme, Poptimum étant inconnu.
(a) on part d’une valeur \° > 0, 4
(b) & Pitération k, on est au point X* > 0, ¥, x*
o on effectue un pas les variables primales dans la direction v, L(x* \*,u¥)
X =TI ¢ - e g LAY
avee ¢*: pas de déplacement & Pétape k et II: projection sur X,q
() g(*) = (g(x"*") i€l
= L)
W) = (k(x*") 1€ L
=, LOE N )
« On effectue un pas de gradient sur les variables duales, suivi d’une projection sur (R®)*
pour la variable A
AR — Max (0N + p* g(x*"1))
W k4 B
avee g pas de déplacement & 'étape k.
(d) Sile test d’arrét est vérifié: FIN

Sinon retour en (b)
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m.2. Ré ion du probleme (P) par méthodes duales lagrangi généralisé
Reprenons le probleme (P) et & chaque contrainte inégalité g (i € I) associons un nombre récl X,
et un coefficient c;', & chaque contrainte égalité hy (I € L) un nombre o et un coefficient c2.

«  On définit la fonction de Lagrange augmentée (Rockafellar (1974)) par:
L) =1(x) + Z T, (g0 %) + B bilx) + o h(x)/2
2
= 1) + T (80 + <, h(x) > + G- [h(x) |2
avee T1,, (gi(x) %)

o 2b 25

2¢;!

et |h(x) |? = < h(x)h(x) >

Nous allons montrer rapidement pourquoi dans le cas du lagrangien simple, s'il n’y a pas de point-

les

col, on ne peut pas réduire le saut de dualité et pourquoi en ch
(dits de pénalisation c;' et ¢?) suffisamment grands, on peut trouver un point-col (local c’est-a-dire pour
X € V(x") N X,y) pour le lagrangien augmenté et dans ce cas obtenir un minimum local du probleme pri-
mal.

Prenons le cas simple d’un probleme (P) avec contraintes égalités seulement.

Cas du Lagrangien simple:
— Introduisons la notion de fonction de perturbation qui est le coit optimal ¢(y) du probleme

perturbé (Py) suivant:

Min (x), x € Xu
(Py): { sous les contraintes

h(x) =y (l€l)

Donnons quelques résultats sur ¢(y) (Minoux (1983))

* Si (P) a un optimum X fini, /@ est un multiplicateur de point-col si et seulement si Ihyperplan
Wéquation z = 6(0) - i y est un hyperplan d’appui eny = 0 de g(y).

<=> Vy€R™ ¢(y) 2 ¢(0) 7y
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Si on définit la fonction duale w() = Min L(x,4), L étant le lagrangien simple, on monte que ¢(y)
X
est toujours au-dessus des droites de pente —u passant & Porigine y = 0 en w(u).

<=> ¢(y) Zwlu) Fy VyeR™

La solution du probleme dual {Max w(s)} est Pordonnéc a Vorigine maximale d’une telle droite.
pel

On peut trouver un point-col, si on trouve une droite de pente -7 passant & l'origine en w(7)

et tangente & ¢(y) et on a alors w() = #(0) = Min(P).

9(0) = min(P)
w(fi) = max(D) = max(f(x)+ug(x))
w(p) = f(X)+ng(x)

Représentation pour y unidimentionnel

Figure 26

Dans le cas présent on ne peut pas trouver de point-col, le saut de dualité est 4(0) w(@)

CasduL i de (1974)

. Si on note &(u,c), la fonction duale augmentée correspondant au lagrangien augmenté, on montre

que @(p,c) est Pordonnée a Vorigine y = 0 d’une parabole d’équation:

p=2-py clyl® (c>0

située partout en dessous de la fonction ¢(y) et tangente en y° au graphe de ¢(y)
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On peut trouver un point-col si la fonction ¢(y) admet en (y = 0, 4(0)) une fonction de support qua-

dratique concave.

(0) = min(P) =
An,e)

Représentation pour y unidimentionnel

Figure 27

Dans le cas présent on a pu trouver une parabole tangente 3 6(y) en ¢(0) = Min (P) —

te).

1! est plus facile pour la fonction é(y) de satisfaire ce genre de condition que celle requise dans le cas du
lagrangien simple.

On voit aussi que la valeur de ¢ joue un role important pour pouvoir trouver une parabole dont la
concavité lui permet d’étre tangente en (y = 0, $(0)) 2 ¢(y).

Dans Putlisation d’une méthode de Lagrange augmentée, on peut pour rechercher a résoudre le
probleme dual (D) et utiliser comme dans le cas de la méthode de Lagrange simple les algorithmes

d'Uzawa ou d’Arrow-Hurwicz.
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Caleulons les gradients du Lagrangien augmenté par rapport aux variables duales ), et ju:

Contraintes égalités
Vi LlsAm) = hix)

ités

Contraintes inég:

Vi, L{x M) = Max (0,g(x) +

Remarque:

Quand a I’étape k des algorithmes, on effectue un pas sur les variables duales, on obtient:

ottt =t A ()

N
N = ﬂ"{ [ Max (0, gx) + c—',)l

silepas p* on obtient  N*T! = Max[O,\* + p* g(x)]

Cest-a-dire qu’on retrouve dans ce cas Ia, la méme remise 3 jour que pour le cas de l'utilisation

dun lagrangien simple.
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Iv. Applications a notre probleme
«  Pour éerire les conditions d’optimalités du probleme, nous utilisons l'exemple d'un réseau a deux
branches (qui résume tous les cas possibles de réscau) et nous indigons les noeuds de la manibre

suivante (Figure 28):

e~ oo - o—ac”
0 1 2 Nst-1 Nst
?\9\&
1 2 .o
3 .
1 .
Nst
Figure 28

«  Nous utilisons une méthode de lagrangien augmenté.
Pour chaque contrainte dualisée, nous introduisons les notations suivantes pour les variables duales

et les coeflicients de pénalisations

- contraintes a la chaufferie  63(G) > 05(j) Vio— i) <3

- contraintes aux echangeurs  62()) > f(Wi(i) Vi — ml) e
contraintes en pression Apdd) 2 &) Vi o= ul) C
contraintes finales Ti.N) = T&) Vio— p&i) e
contraintes finales Ti,N) = Ti) Vio—opdi) e

+  On peut écrire la fonction de Lagrange augmentée du probleme L.
Si on note X\ un multiplicateur associé A la contrainic ¢(x) (= y), ¢ étant la constante de
pénalisation du lagrangien augmenté, la fonction L comporte les termes suivants:

2
- pour les contraintes égalités (¢(x) = 0): Wiy \) = Ay+e y?

- pour les contraintes inégalités (¢(x) = y < 0): TL{y\) = & (max(0,y+2)7 2*—c
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« Que l'on cherche & calculer complétement la fonction duale (utilisation de algorithme d'Uzawa) ou
que Pon cherche & minimiser particllement la fonction de Lagrange (utilisation de D'algorithme
d’Arrow-Hurwicz), on est. obligé de calculer le gradient de la fonction de Lagrange par rap-
port aux variables de commandes. Ce calcul n'cst pas aisé b cause des relations implicites exis-

tant dans le réseau. Pour cela nous introduisons un artifice de calcul, que nous exposons maintenant.

Posons le probleme de manikre générale.

O Soit une fonction f(X,U) X € R?
UeR™

on a des relations liant X et Us X = g(X,U) qu'on peut aussi exprimer par: X — ¥(U)

On suppose l'existence et I'unicité de la solution X de I'équation implicite pour tout U

O On souhaite calculer % f(X,U), sous X = g(X,U) ou X — ¥(U)

a"‘—, H(X.U) = 15 (XU) 4 % (X,U).¥' (U)

¥ (U) = gx (XULY (U) + 86 (XU) W

O Introduisons la variable p vérifiant: p = p gy (X,U) + fy (X,U)

. (1) par p a gauche
Multiplions {(2) par ¥ 3 droite
PV (U) = p gx (X,U) ¥ (U) + p gu (X,U)
=pex(XU) ¥ (U) + £ (X,U) ¥ (U)

d'ou fx (X,U) ¥' (U) = p gu (XU)

4 ,
et 45 (XU) =y (XU) + p gu (X,U)
O Ainsisionpose L(X,U) = I(X,U) 4 p (g(X,U) X)
d _ oL
ona 47 XU) = 55

=R (XU) + pex(XU) p

avee p défini par O =

)
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«  On peut done écrire une nouvelle fonction L, étant la somme de la fonction de lagrange augmentée

Ly, et des termes du type p(g(X,U)-X),
contrainte d’état g(X,U) = X.

P peut étre nommée variable adjointe discrtte associée A la

Nous donnons maintenant les notations utilisées pour les différentes variables adjointes associées aux
différentes équations d’état:

Ty(id) = FAUTY(i3-1),Ti-1i-1) 846-0) = piind)
= Ty(id) = FR{Ty(00-1),Tl-1,5-1) Sul6-1) —  Bilind)
- Qi) = ST(Li) - ml)

O (i) = WdTu(1) = &)

840) = Seni) + Quaali) - uli)

Apyl(i) = Apiaa(i)-reaa(--) = &0)

IV.1. Ecriture du Lagrangien augmenté L,
-
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V.2, Eecriture du Lagrangien élargi L
L=L+L+L+L4B

« L: Partie du lagrangien qui correspond aux relations d’état en chaque noeud (débu.s températures,
différences de pression) et aux relations d’état dans les des
sur la branche OA.
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* Cette formulation correspond au cas ol on envisage une variation des résistances hydrauliques

linéiques avec le niveau des températures dans les canalisations.
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« L: Partie du Lagrangien qui correspond aux relations d’état en chague noeud (dehus températures,

différences de pression), et aux relations d’état dans les isati (inté des é

sur la branche AC.

o L: est construit de la méme manitre que L, pour la branche AD.
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1v.3. Calculs des é i d’

lité du p
e On calcule tout d’abord les relations vérifiées par les variables adjointes en faisant % =0.

e On calcule ensuite les gradients du lagrangien augmenté par rapport aux commandes en faisant
L
G _o
au

e Ces calculs sont reportés en Annexe I.
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CHAPITRE VII

RESULTATS DE SIMULATION ET D’OPTIMISATION
Dans ce chapitre, nous rapportons quelques exemples de simulation et d’optimisation du comporte-
ment dynamique du réseau, que nous avons choisis délibérément trés simples, afin de pouvoir faire facile-
ment quelques analyses et remarques mais les algorithmes de simulation et d’optimisation peuvent étre
utilisés pour des réseaux arborescents quelconques & une chaufferic.)
Nous cherchons & mettre en évidence les particularités de chacun des trois schémas numériques

Nous donnons les coiits de fonctionnement obtenus pour les trois schémas, les variations de ces

cofits en fonction des discrétisations choisies.

1. Simulation

Nous avons effectué des si jons du compe ique de deux réseaux simples,
pour mieux analyser les résultats obtenus, bien que les programmes de simulation soient utilisables pour

des réseaux arborescents de taille quelconque.

Nous avons simulé le comportement dynamique des deux réseaux en utilisant les trois schémas

numériques décrits au cours de I'étude.

Nous avons cherché i mettre en évidence les particularités dues a chaque modélisation.

L1. Schématisation des réseaux étudiés

RESEAU 1: C’est un réseau linéaire i une chaufferie et deux sous-stations, placées aux noeuds 2

Figure 20
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RESEAU 2: Cest un réseau arborescent & une chaufferie ¢t quatre sous-stations, placées aux
noeuds 2, 3, 5 et 7. Les nocuds 4 et 6 sont des noeuds ficufs.

o— o
4 5
~——o—o
1 2 3
e —
6

Figure 30
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Pré jon du type de

Nous allons donner des résultats de simulation obtenus lors des essais suivants.

RESEAU 1

Nous avons supposé que les demandes aux sous-stations 2 et 3 varient brutalement  la méme date
notée teyg gem et qu'elles augmentent.

Nous avons introduit une courbe de commande simple en forme d’échelon, la date de changement de
commande est notée bug com: Le premier niveau de commande est le niveau optimum statique
correspondant au premier niveau de demande dans le réseau, le deuxizme niveau de commande est le
niveau optimum statique cotrespondant au deuxitme niveau de demande dans le réseau. La date de
changement de niveau de commande peut étre variable afin de simuler une anticipation trop ou pas
assez importante A la chaufferie sur la variation de demande dans le réseau.

Dans Vessai rapporté dans ce mémoire, nous avons choisi une date d’anticipation suffisamment, im-
portante pour que le front chaud partant de la chauflerie parvienne aux sous-stations avant la date

de changement de demande.

Wi(W2)

Lehgt dem t

Figure 31
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RESEAU 2
Les demandes ne changent pas aux noeuds 2 et 5.
La demande change tout d’abord au noeud 3 et diminue, puis elle change au noeud 7 et augmente.
Nous avons introduit une courbe de commande simple en forme d’échelons, la date du premier
changement de commande est notée thg com, la date du deuxieme changement de commande est

notée tdg com Le premier niveau de commande est le niveau optimum statique correspondant au

premier niveau de demande dans le réseau, le deuxizme niveau de commande est le niveau optimum
statique correspondant au deuxizme niveau de demande dans le réseau, le troisitme niveau de com-
mande est le niveau optimum statique correspondant au troisitme niveau de demande dans le réseau.

Les dates des de niveau de ds

aux dates de des
demandes, c’est & dire qu'il n’y a pas d’anticipation & la chauflerie sur les dates de changement des

demandes aux sous-stations.

wl| L

Wz

Figure 32
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1.3. Caractéristiques des réseaux étudiés

Nous donnons en Annexe II les caractéristiques des deux réseaux étudiés (longueur et

diamztre des i des demandes aux L)

RESEAU 1: Pour ce réseau les caractéristiques des conduites et des échangeurs ont étés relevées
sur des portions du réseau de Lille, géré par la Compagnie Générale de Chauffe. Mais les canalisations
correspondent & des trongons proches du départ chaufferie et sont donc surdimensionnées par rapport 2 la
taille de ce petit réseau et aux puissances appellées.

Les puissances requises correspondent i des fonctionnement au tiers ou au quart de la puissance
maximum pouvant étre demandée aux échangeurs.

Les vitesses résultantes dans le réseau sont tres faibles et en dessous de la moyenne des
vitesses circulant dans les réseaux classiques. Puis comme les pertes de charge le long du réseau (qui

. 1 15 . . .
sont porportionnelles & o B D étant le diamdtre des canalisations (cf. relations (IL11) et (I1.12) au
chapitre 1I) sont faibles, les optima calculés pour ce réseau sont situés & des niveaux de températures
assez basses, car de forts débits ne sont pas trés pénalisants pour le coit électrique.

Le cofit électrique a une contribution trés minoritaire par rapport au coiit thermique dans le caleul
du cot total.

La sous-station ol la vanne de régulation est grande ouverte est la vanne de la sous-station 3 située
en bout de réseau.

RESEAU 2: Pour ce réseau les caractéristiques des conduites et des échangeurs sont relevées aussi
sur des portions du réseau de Lille. Mais elles correspondent % des trongons proches des noeuds
extrémaux. Les tailles des canalisations sont adaptées a la taille du réseau et des puissances requises.

Les vitesses résultantes dans le réseau sont beaucoup plus importantes que dans le cas
du premier réseau étudié et correspondent a des vitesses classiques existant dans les réseaux (entre un
et quatre metres par seconde).

En conséquence les pertes de charge sont beaucoup plus importantes et les optima calculés
pour ce réseau sont situés i des niveaux de température hauts associés & des débits faibles, afin de ne
pas pénaliser le coiit électrique.

La sous-station ol la vanne de régulation est grande ouverte est la vanne de la sous-station (7)
située en bout de réseau. On note que les pertes de charge sont plus importantes que dans le cas du prem-
ler réseau en observant I'écart, entre la différence de pression au noeud (7) juste utile & satisfaire la con-
trainte 2 Iéchangeur (7) et la différence de pression au noeud amont (6) (puis aux autres noeuds amonts
suivants). Il est important et est dd aux pertes de charge dans les canalisations entre le noeud (6) et (7).

On ne voyait pas un tel écart dans le cas du premier réseau entre les noeuds (2) et (3).
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I.4. Etude complete des deux simulations

Pour chacun des deux réseaux nous avons effectué une simulation du type décrit en I.2. que nous
détaillons.

Pour le premier réseau nous avons effectué une simulation avec chacun des trois schémas, pour le

deuxieme réseau seulement avec le premier et le troisitme schéma.

Nous rapportons en Annexe II pour chacune des deux simulations:
+  La description des discrétisations adoptécs pour chacun des schémas.

« les coiits de fonctionnement intégrés sur [0,T(] obtenus pour les simulations avec chacun des

schémas.

o Les courbes d ion des couts de

des variables d’états associées aux
différents noeuds du réseau pour chacun des schémas.

Nous rapportons aussi en Annexe II dans Pétude de la premitre simulation:

«  Les mémes types de courbes d’évolution pour une discrétisation cing fois plus fine pour le premier

schéma afin de voir Ieffet de 'affinement de la discrétisation.

o Les coiits de fonctionnement intégrés sur [0,T], obtenus pour des discrétisations différentes pour cha-

cun des trois schémas.

SIMULATION 1 sur le RESEAU 1

Dates intervenant dans la simulation.

- date de début de simulation (- 0s
- date de fin de simulation 30000s.
- date de changement de commande 5000 5.

date de changement des demandes aux noeuds 2 et 3 20000 s

Dans cette simulation, le front chaud en chaufferie arrive au noeud feuille 3 avant la date de

changement de demande.
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SIMULATION 2 sur le RESEAU 2

Dates intervenant dans la simulation.

- date de début de simulation (= t,) 0s.

- date de fin de simulation  (=Ty) 6000 s.
- date de changement de commande 500 5. et 3000 s.
- date de changement de la_demande en 3 500 s.
- date de changement de la_demande en 7 3000 5.

L4.1. Remarques qualitatives & partir des courbes de température, débit, différence de

pression pour les trois schémas

o  Allure générale des réponses obtenues & travers les trois schémas
Les réponses en température obtenues & travers le premier schéma ne sont pas raides contraire-
ment & celles obtenues & travers le deuxitme schéma ou le troisibme schéma qui respectent les

discontinuités. Mais les réponses ont la méme allure générale.

o Détails différents dans les réponses, dus aux particularités des schémas
Pour le premier schéma la diffusion numérique incline le front raide que nous avons introduit
en commande pour la température en départ chauflerie: le front chaud semble arriver aux
feuilles plus tard que dans le cas du deuxizme ou du troisitme schéma. Ceci se voit trés bien
dans les courbes associées i la premiere simulation sur le réseau 1. Avec le premier
schéma, & cause de Dinclinaison du front de température & la feuille 3, le niveau de
température nest pas suffisant & la date de changement de demande, on voit apparaitre une
pointe sur le débit. On peut voir que cette pointe sur le débit n'existe pas avec les deux autres
schémas, le front chaud étant parvenu & la feuille avant la date de changement de demande. Le
phénomene de diffusion, qui explique Vinclinaison des fronts, diminue avec une discrétisation
plus fine du schéma et diminue quand on estime & des valeurs moins importantes les débits max-
imums dans les canalisations, pour rendre la condition de stabilité du schéma moins sévere.
Diailleurs sur les courbes obtenues la méme simulation avee le premier schéma et avec une
discrétisation en espace cing fois plus fine, les ffets de diffusion sont moins importants.

Pour le deuxieme schéma, le débit dans la canalisation se construit & partir des débits aval
avee un temps de retard. On peut voir Villustration de ce phénomene sur les courbes de débits

ou de coiits pour la premitre simulation. 1I semble que le coit électrique

(ou le débit) ne varie pas avec un saut comme dans le cas du premier schéma mais avee un front

légerement incliné. Lors d’essais en simulation avec différentes discrétisations, nous avons

observé que cette inclinaison diminuait i avec des di isati plus fines done des
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pas de temps plus petits.

schéma, les sont. T tées, les

Pour le

les débits varient sans amortissement, sans diffusion au cours des intégrations.

«  Différences sur les différences de pression entre les deux simula
La vanne de régulation est grande ouverte aux échangeurs (3) pour le RESEAU 1 et (7) pour le
RESEAU 2.

On voit, comme on I’a déja dit, que dans la premitre simulation pour le RESEAU 1 les pertes de
charges en ligne sont trés faibles et que les différences de pression entre les noeuds (2) et (3) sont
peu importantes, contrairement & ce qui se passe dans la deuxidme simulation pour le RESEAU

2 ot les pertes de charge entre le noeud (7) et (3) sont importantes.

1L Optimisation
En optimisation, actuellement on utilise une modélisation basée sur le premier schéma

numérique.

Nous avons effectué 1’ isation du d’un réseau trés simple & une

chaufferie et une sous-station.
Nous avons ensuite étendu I'étude & un réseau linéaire & une chaufferie et deux sous-stations.

Le programme doptimisation est utilisable pour n'importe quel réseau aborescent A une

chaufferie.

IL1. Réseau a une chaufferie et une sous-station
Présentons le type d’optimisations réalisées.
Nous avons étudié les transitoires existant entre deux régimes stationnaires se

et 2 deux foncti du réseau pour deux demandes & I'échangeur

différentes ou pour deux tarifs électriques différents.

Nous initiali létat i des par un niveau correspondant au

premier régime stationnaire optimal caleulé pour la premitre demande ou le premier tarif électrique.
Nous imposons comme contrainte finale sur I'état thermique des canalisations de
rejoindre le niveau correspondant aux deuxitme régime stationnaire optimal caleulé pour la
deuxieme demande ou le deuxitme taril électrique.
Nous avons auparavant fait quelques essais d’optimisation pour retrouver différents optima sta-
tiques et vérifier que nous trouvons les mémes résultats que ceux obtenus avec les calculs effectués

par un programme de modélisation du régime statique
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IL1.1. Caractéristiques du réseau

Nous donnons les caractéristiques du réseau en Annexe JII.

IL.1.2. Variation de demande a I'échangeur

« Discrétisation: 20 points en espace  Ax = 52,6 m.
At=257s.
600 points en temps Ty = 15420 s.

 Demandes & Péchangeur: W, 1500 000 W
A 2000 000 W
date de variation 3215s. = 125 At
o Tarifs énergétiques: &lectrique 5
thermique 1

On rapporte en Annexe II la courbe des températures aller départ chauflerie et aller & Parrivée
a P’échangeur sur la premitre courbe, et la courbe du débit associé. Loptimisation a été faite par un
algorithme basé sur la méthode d’Arrow-Hurwicz, ct le résultat est visualisé au 300°™ pas
dalgorithme; des le 200°™ pas la convergence est satisfaisante. Nous avons fait la méme optimisa-
tion & Paide d’un algorithme basé sur la méthode d"Uzawa et la convergence est atteinte aprés 20
pas d’algorithme environ (chaque itération étant bicn sir plus pénalisante en temps caleul que celle

d’Arrow-Hurwicz puisqu’il s’agit d’une minimisation primale compléte).

IL1.2.1. Aspect qualitatif

On voit que la température décroit avant de monter pour atteindre le deuxitme niveau sta-
tique, afin d’augmenter le débit associé pour que le front de chaleur envoyé & la chaufferie circule
rapidement vers Péchangeur et quil y ait moins de pertes thermiques dans la canalisation durant ce
transport.

Le temps d’anticipation & la chaufferic par rapport & la date de changement de demande
correspond aux temps de parcours de la canalisation aller par le fluide.

On remarque a Ia fin de ce domaine d’étude des oscillations qui sont dues 2 la difficulté pour le
systeme de satisfaire la contrainte finale. Nous avons réalisé la méme optimisation sur un horizon
[0,T¢] plus large, les oscillations restent localisées cn fin de courbe et s'étendent toujours sur la méme
largeur temporelle qui correspond au temps nécessaire au fluide pour partir de la chaufferie et attein-
dre le retour chaufferic, c’est & dire pour que les canalisations aller et retour s remplissent.

Nous remarquons aussi effet de diffusion introduit par le schéma, le front” envoyé & la

chaufferie s’incline et provoque h la date de changement de demande un pic sur le débit, puisque le
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niveau thermique élevé n’arrive pas exactement A cette date mais avec un petit retard

IL1.2.2. Aspect quantita

Comme nous ’avons fait remarquer pour la simulation 1, nous avons choisi un exemple de

résean ol les isations sont trés ées et nous est alors Veffet, des pertes de
charge devant effet des pertes thermiques.
1L1.3. Variation de tarif électrique
o Discrétisation: 20 points en espace  Ax = 52,6 m.
Av=455s.

350 points en espace Ty = 15025 s.
« Demande & P'échangeur 1500 000 W
o Tarifs énergétiques: électrique 3 puis 5

thermique 1 puis 1

On rapporte en Annexe III la courbe des températures aller départ chaufferie et aller & 'arrivée

& I’échangeur, puis la courbe du débit associé.

I1.2. Réseau a une chaufferie et deux sous-stations

Nous reprenons Pétude du réseau 1, vu en simulation sur le méme type dessai, c’est-3-dire un

changement des demandes aux échangeurs  la méme date:

Dates intervenant dans Ioptimisation

date de début de Poptimisation (=to) 0s.
date de fin de Poptimisation  (=T;) 78776 5.
date de changement des demandes aux noeuds 2 et 3 36414 s.

Les pas en espace et temps pour le schéma sont les suivants:

nombre de points de diserétisation pour la canalisation 1 20
- pas en espace correspondant 52.6 m.
nombre de points de discrétisation pour la canalisation 2 0
pas en espace correspondant. 26.3 m
- pas en temps 120,

On rapporte en Annexe III les courbes d’évolution des colts de fonctionnement, des variables

d’états du réseau.
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IL2.1. Aspect qualitatif: étude des courbes optimales

Dans cet exemple qui est simple (réseau petit et linéaire, changement de demande 3 la méme
date pour les deux noeuds), il semble intuitivement que la commande optimale pourrait ressembler &
un échelon qui anticipe sur la date de changement de demande dont les deux niveaux seraient les
niveaux optima statiques, ou & une succession de deux échelons, un premier pour anticiper sur la
variation de demande au noeud le plus éloigné, puis un deuxizme pour anticiper sur la variation de
demande au premier noeud. Il y a déja une certaine difficulté pour évaluer les dates d’anticipation,
(plus que dans le cas précédent & une seule sous-station) et cette intuition ne nous donne qu’une
allure possible de la commande.

Les résultats nous donne une courbe de commande optimale qui semble anticiper & partir d’une
certaine date avec une forme dans le détail bien difiérente d’un ou deux échelons, mais qui peut en
moyenne ressembler & un échelon. On retrouve comme dans le cas & une sous-station une anticipa-
tion sur la variation de la demande aux sous-stations au niveau de la chauflerie, avec une diminution
du niveau thermique avant une remontée, afin d’accélérer les vitesses et diminuer les pertes ther-
miques. L’augmentation se fait en deux étapes, une premitre tout d’abord pour que le premier front
atteigne la sous-station la plus éloignée et une deuxizme pour que le deuxitme front atteigne la
sous-station la moins éloignée.

Dans le cas de réscauz plus complezes, plus longs, avec embranchements, avee une variation de
demande u des dates differentes selon les noeuds, on ne peut plus envisager une suite de commandes
statiques.

11 est peut-étre possible par contre, quand on a caleulé la courbe de commande optimale, d’en
déduire une courbe de commande, plus simple (dans notre exemple un échelon placé 2 une date
calculée par Poptimiseur), d’utiliser les simulateurs & notre disposition pour évaluer les augmenta-
tions des colits dues a cette simplification, et valider ou non I'utilisation de I'optimiseur.

Nous avons fait quelques comparaisons de ce genre sur le cas de ce réseau simple.

IL2.2. Aspect quantitatif: étude des coits de fonctionnement
Nous avons comparé les coilts correspondants:
- 2 la courbe de commande sortie de optimiseur avec toutes les oscillations de la fin de courbe
dues & la recherche de la satisfaction de la contrainte finale.
a la courbe de commande sortie de I'optimiseur a laquelle on a retiré les oscillations de la fin de

courbe et qu'on a remplacées par le deuxitme niveau optimum statique.
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- & des courbes de commande en forme d’échelons pour lesquelles la premitre partic de I'échelon
est le premier niveau optimum statique et la deuxitme partic est le deuxizme niveau optimum
statique. Nous avons placé I'échelon qui doit permettre d’anticiper sur la variation des demandes

& des dates variables.

Les coiits intégraux dans notre exemple sont les plus faibles pour la commande optimale, ne
sont pas différents pour la courbe optimale avec et sans oscillations. Les coilts intégraux pour des
courbes de commande en forme d’échelon” sont plus importants mais dans une proportion faible sur
tout le domaine d’intégration correspondant aux figures (<19%); bien sir la différence serait plus
importante si on ne se rapportait qu’ & la zone ob la commande caleulée par Poptimiseur est vrai-
ment différente e la courbe *échelon” C’est pourquoi nous ne donnons pas de valeurs chiffrées, elles
correspondraient & des domaines dintégration arbitraires qui n’ont pas de sens particulier.

Nous avons remarqué qu’une anticipation trop faible sur la date de changement de demande
induit des débits dans le réseau beaucoup plus importants (multipliés par 10 ou plus) que dans le cas

de la commande optimale.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

A la suite de ce cette étude nous avons acquis plusieurs outils logiciels d’aide a la gestion des

réseaux de chauffage urbain.

trois sij du ique du réseau.
un imis du i du réseau
Les si nous de tester le du réseau face a certaines situations

qu'on impose (variation de demandes aux sous-stations & des dates arbitraires, variation de la commande)
et dans certaines conditions de fonctionnement du réseau quon choisit arbitrairement (demandes plus ou

moins fortes, é sous ou i plus ou moins grosses). On peut étudier

les temps de transit des fronts de chaleur & travers le réseau; malgré les particularités de chacun des

schémas on obtient de bonnes informations sur l'allure des transitoires. On peut obtenir des

de cout de

pour diverses de pilotage

des |

L imi: nous fait. se A

de non intuitives, ce qui I

penser que les optima de fonctionnement peuvent étre variés et différents de ceux qui peuvent

i étre i il Ces tests en i i i des aides a I'app! issage de

la conduite des réseaux, des mides & la compréhension des phénomenes se déroulant dans le
réseau, des aides & la perception de l'importance que prennent le coit thermique ou le cofit hydraulique
dans le coiit d’exploitation, en fonction du dimensionnement du réseau. Ceci bien sir pouvait déjh étre
étudié avec un logiciel modélisant le comportement statique du réseau; mais les régimes transitoires qui
dans certains cas de figures deviennent importants n’étaient pas modélisés. Ces logiciels sont aussi des
outils pouvant justifier des innovations dans la conduite des réseaux. Nous avons vu que selon le choix des
caractéristiques du réseau, nous pouvons obtenir des effets hydrauliques plus ou moins importants et nous
placer dans des conditions plus intéressantes d’essais d'optimisation du réseau. De larges voies sont
ouvertes dans le domaine du test des logiciels concernant le régime dynamique et ce sont de nombreux

essais dans des cas judicieux qui sans doute sont capables de fournir de plus amples justifications de

Pintérét de ce genre de logiciels.

D’autre part actuellement les logicicls de simulation sont dutilisation trés aisée et les sorties
visualisées graphiquement apportent une aide A Dinterprétation simple et rapide. Le logiciel
dloptimisation basé sur un algorithme d’Arrow-Hurwicz présente encore la difficulté d’adaptation des
coefficients de pénalisation et du choix des pas sur les variables primales et duales. Par contre le logiciel
d'optimisation basé sur un algorithme d’Uzawa devient d’utilisation beaucoup plus souple. 1l reste encore
un travail & fournir pour choisir les optimiseurs utilisées dans la partie minimisation primale qui soient les
mieux adaptés (rapport entre la qualité de convergence et le temps de convergence), et pour obtenir une

adaptation astucieuse en cours d’algorithme des pas sur les variables duales. Tout ceci qui est totalement
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ANNEXE I

ECRITURE DES CONDITIONS D’OPTIMALITE DU PROBLEME
Utilisation du schéma decentré
Ecriture dans le cas d’un réseau arborescent & deux branches

1. Ecriture du Lagrangien augmenté L,

1 0500 aiae + § {H003O0.800) + 10540 040 o

L.

+ 13 Jalt SO0+ 5 {J,,.uo,sxo),esto)ﬂsmn - JmlLstn(N)ﬁn‘(N]rﬂn'(N))} a

Necn (M [ . . eak e
HED{ S| p40 (LGN TH) + B (LGN) )

"
srlabnche 4 T [p,t(i)(f.(a,N)ﬁJ(n“‘qi(mi,m TH)® ]}
kb |i=0

Soct | M ey vk L G A
+ % 05| B (TWiN) TJ‘(A))+T(T.‘(:,N) THO)?

O IR Ak a* A Ak,
surlabranche  + = [ p(i) (RGN T6) + G- (BGN) T 6)

fi:”{“;:* [ﬁ)‘.(:)(h(im A0 + 5 (RGN t*(m?]
k=b |i=0

¥ Ko A Ak & a 2k
surlabranche  + T | pal) (BaN) T.() + <= (TN T.(0)? }
A %o 2

o5 M) Td0S) i)
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Nt

+¥E {nc,[&(Qku»‘Apk(i)m(ns +n(2tm\\'£u))rmn,uk(nl}

k=1 jueMgrl
sur la branche
OA

Rat . . ,
{ 0, (@) Apw(i)] + Ty, (W) -02G) , ()] }

T T
i e

sur la branche
AC

vE B { 1, 6@ b0 + 1, IV -016), iG] }

sur la branche
AD
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2. Ecriture du Lagrangien élargi L
L=L,+L+L+L+B

« L: Partie du lagrangien qui correspond aux relations d’état en chaque noeud (débn,s températures,

différences de pression) et aux relations d’¢tat dans les canali inté des

sur la branche OA.

8 i) [FASGDTGI TG T ]

L =y
surlabranche =1 jeitl
B

+

Fil) [FRAGrli-D.Toliio) Ti-15-1) Tl |

b))
i=1 .-M,,u

+

Noi (M N . I - . .
z{ E, ) [P DG ) |

k=1

My N — — =
D F R [FRAGD TG0 TG51) nm)}}

=1 .-M 1

piid) [TeaMind) Tl ,1)]}

I-M i+

+

i) [Qm( () 0(3) +s?;).u) Tei(Mysnd) TM] }

N
+E{ En0 [rwo-moawi) o]}

¥ 2 T 0 W) 6

I B 60 [BmO=To)w) m)]}

N

P LR[Sl + it sk(i)]}

N _ - .
+ BLE A0 [0 - s [S00T0Med BT M) 0 ] an) | }
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* Cette formulation correspond au cas ol on envisage une variation des résistances hydrauliques
linéiques avec le niveau des températures dans les canalisations.
onaalors ) = Apii) Yae [Suai) T ) Tur(0.) Fea(Moc) Toc0)
= Apeali) (&) + n&y) Sea(i)  (RelationIll.19)
= (T (00) Tua(Moc))

ri = 1 Taa(0,0), Tea (M) )

o [: Partie du Lagrangien qui correspond aux relations d’état en chaquc noeud {drbns, températures,

différences de pression), et aux relations d’état dans les des
sur la branche AC.
o T2 est construit de la méme manitre que L, pour la branche AD.

N Nt N e o
z:zﬂ{ £ 2, ) [P DB TG ]

Ny N - -~ ~
COEE R [FRAGG TG R ) mi.j)}}
¥
56 [Tabho) o) }
M | Q) ) + S T M) s
AR ék(iJ )
N . A~
BP0 ) Teod]

2Ll [0 = o) wi) 00

5,50 [aor=noaw. 20] )
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K= | 1=Mg#1

SELE 0 feoren so])

N
+ T
=Myt

) [l Sit)]

Net (N, - a PO N A "
+ {ig‘ﬁ(ll [ ¥ i), Toc (M, B0, T 0) Am(i)]}

« B: Partie du Lagrangien qui correspond aux relations d’état au noeud d’embranchement A.
5 L5500 [Tea0d) - @3 — 10
B B {000 [0 -6 = Toi) |
D [Tud) - (0 = T |

C ) (80 50 - S0

$40) Tt ) + $0) T¥ts)

Swl) T""‘"""] }

. jgl{s.-,m [arsa) 8p) ]+ 860 [pat) Apau)]}

+ Pra(0,)




- 176 -

3. Dérivation de L par rapport aux variables d’état du probleme pour obtenir les

équations adjointes

ONOEUD RACINE k = 0: Dérivation par rapport aux variables d’état au noeud chaufferie
* Caleul du gradient de L par rapport & Apy(j) § = 1,N-1

L

¥aj‘ At + §(j
apd) e 2400

* Caleul du gradient de L par rapport & Apg(N)

L 19
FapN) 2 aap AN

* Galeul du gradient de L par rapport & 68(j) = To(0) § = 2,N-1

o Ol (SMEE)
261(3) 63(i)
+ (1o A1) ";’(B” PoLi+1)

o, FEO0I)56), 00 0.
zm 0 G056

* Caleul du gradient de L par rapport & §3(N) = To(0,N)

oL 1 93w (SN)EMNEN)

a03(N) 2 (N
+ pa(0) + ca(63(N) - T(0))

AL, [To(MoN)-06(N) , mo(N)]
e

)

4N Fr08)

« Calcul de la dérivée de L par rapport & Ty(i,j) M1 j=i+1N-1

wli)
o

wali)

=0 <=> pofi,i) = (1-aAt) [(1- "

) po(ini) + pofi+1,j+1)

oL
OTofi5)
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 Calcul de la dérivée de L par rapport a To(Mo,j) j=Mg+1,N

(

=0 <=> pdMod) = pi(0) + (1-eAt) (1-—=) po(Mo,j+1)

aTn'V[oJJ

~56) o)

« Calcul de la dérivée de L par rapport & To(i,N) i=1Mg-1
Ty =0 <=> M) = Pl + (NI

« Caleul de la dérivée par rapport & To(Mo,N)

L _ _ _
P =0 <=3 pMoN) = M + ex (TN TI)
Ny
RN 6N gk

« Caleul de la dérivée de L par rapport & To(i,j) i=1Mg-1 j=Mg+1,N-1

% =0 <=> Polij) = (1-aAt) |(1- D(J) ) Bolij+1) + wn( Poli+1,j+1)
« Caleul de la dérivée de L par rapport & Ty(Moj) j=Mo+1,N-1
aL . P
—_—— =0 <=> = NES)
FLwivan) Po(Moj) Po(Mojt1)

AT (Soli)-B5%3), 05 (3))
e T 6y: SR N

L 2 [ToMod) T0) )
ITyMy)

o _0%l)
6i(0) =
ITo(Mo.j)

« Caleul de la dérivée de L par rapport & To(0,j) j=My+1,N-1

oL s . wa(i) Ol )
m=0 <=> Pl0i) — (-alt) - PlLi+) 60) s XTH)
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 Calcul de la dérivée de L par rapport 3 Tg(i,N) i=1,Mg-1
Lm0 s fiN) = )+ er(TiN) TA)
To(i,N)

« Calcul de la dérivée de L par rapport 3 To(Mo,N)

o _ = _ L 9 (So(N).ES(N)AG(N))
m_o <=> RMN = 3 e e

+ paMo) + er’(To(MoN) - T(Mo))

. M, [To(MN) - Tof0,N),po(N)]
9To(MoN)

4 - 20t
8Ty(Mo,N)

o Caleul de la dérivée de L par rapport & To(0,N)

% =0 <=> FON) = pd0) + cr® TolON) T0)

o g

« Caleul de la dérivée de L par rapport & wo(j) j=Mo+1,N-1
L _ oo S [ 29.0uSi). Apli)) | Dl Seli),066) 2600))
Ty = 0 <=> (i) Ao | Fweli) + > ] At

Awoli)

v
+fo [E. polii+1) XLo (1-aoAt) (-Tofi ) + Tofi-1,3))

My
S DR 5 (a8 (Tifi) + TO(H.J))]

00 [Q.(na,’ () + SiHTi(Myi) }

)
S50 50 56y
« Caleul de la dérivée de L par rapport & wo(N)
oL _ _ _ Bo | 93(tnSo(N)OS(N)IG(N)) @Tun(ty, So(N),06(N), 65 (N))
Fugy =0 <=7 W= [ awg(N) *

A

Iwo(N)
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3il..)

. QuN) 8 (N) + S(N) Ty(M,,N)
BolO,N) SN ,(N) 7509

(N)

« Qufi) , 6 (j) wexistent pas
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[ NOEUD LINEAIRE 1 < k < Nst-1: Dérivation par rapport aux variables d’état & un noeud situé
noeud k.

au milieu d'un trongon linéaire Il existe quelques différences s'il y a une sous-station ou non au

o Calcul de la dérivée de L par rapport & Apy(j) j=Mp=1,N

Ly e by B0 S

aapf) 0 ST TR o

o Calcul de la dérivée de L par rapport & Ty(i,j) i=1M;-1 j=Mg+1,N-1
Ao e i) = (rand) |- i+ D g iy

1)) . N

o Calcul de la dérivée de L par rapport & Ty(My,j) j=My+1,N-1
aL
OT(My,])

=0 <=> pMyj) =

wi(i)

Praal03) + (1en2) (173 2) pM 1)

« Caleul de la dérivée de L par rapport

Ty(05) J=Mo+1,N-1
1° cas: 1l y a une sous-station en k.
oL

0 <> pod) = (raay 20

“ oI, [R(Wy(3)-Tu(0.3) (3]
PG ,
| OH(TL(00),WE() 99(T(0) Wi(i))
) —mey 80 ome)
B[
) o,
2° cas: Il n’y a pas de sous-station en k.
oL . wili) . L O%()

Fh00 = 0 <=> pyl0,j) = (1-eAt) " Pu(Li+1) = Bea(i) T,

« Caleul de la dérivée de L par rapport 2 Ty(i,N)

M1
TGN

=0 <=> pyi,N) = p&(i) + ca"(Tu(i,N) - T(0))
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o Caleul de la dérivée de L par rapport & Ty(My,N)

m =0 <=> nMcN) = pia(ON) + pAM) + ca{Tu(MiN) - THM,))

o)

Sen(N) TN

« Caleul de la dérivée de L par rapport & Ty(0,N)

1° cas: [l y a une sous-station en k.

o .
oL B o N . M, [f(WiHN))-Ty(0,N), (N
TNy =0 <77 BON) = pa(0) + ca(TyON)-T! (0)1~$
I T4(O,N), W(N)) 0%(Tw(O,N), Wi(N))
+ (N D
n(N) TN + &y IT,0.5
()
b (N) TN
2° cas: Il n'y a pas de sous-station en k.
(..
=0 <=> p(ON) = pk(0) F(T4(0,N)-"TX(0; Pl e A
< PON) = pi(0) 4 ca'(Tu(ON)-TH0))  bey(N) ITON)
o Caleul de la dérivée de L par rapport & Ty(i,j) i=1M,-1 j=Mg+1,N-1
oL . wdli)y wili) _ .
=0 <=> i) = (- At) [(1- L+, 1,
i) Pulii) = (1-enAe) f( N ) Bulii+1) + ™ Bli+Li+1)
« Calcul de la dérivée de L par rapport 3 Ty(My,j) j=Mg+1,N-1
Les cas avee ou sans sous-station sont indentiques.
g <o m = (a0 (-2 B
ITyYMd) M
o Sdi) 5 9l
+ (0, = i)
Pei(0) g o % 1) M)
« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 Ty(0,j) j=Mo+1,N-1
oL . wli), D)
L~ <> B0) = (1A (1- Lit1)  Genli) =
E0H) P(0,) = (1-axAt) ( N JPLi+1) ben(i) 03
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« Caleul de la dérivée de L par rapport & Ty(i,N) i=1M,-1

%J <=> BliN) = pd) + (Tl N)-TA0)

« Calcul de la dérivée de L par rapport & Ty(Mj,N)

Wjﬁ:o <=> RlMN) = pdM) + ot (Tu(MN)-TH(My))
= S¢(N) ...
PN GERY Bl s

« Caleul de la dérivée de L par rapport  Ty(0,N)

ﬁ%;u <=> BON) = pk0) + M(TyON)
(...
Bl 0Ny

o Calcul de la dérivée de L par rapport a 6, (j)  j=My4 LN

1° cas: Il y 2 une sous-station au noeud k.

aL Qi)
) =0 <=> &00) = Pt0) g~ )

2° cas: Il n’y a pas de sous-station au noeud k.
Pas de calcul de &(j)
 Calcul de la dérivée de L par rapport & Qi(j)  j=My+1,N

1° cas: Ily a une sous-station au noeud k.

=0 <=> mli) = Wali) + Fea(0) 5 ,((l))

aQu(i)

T, [ Q) An(idali)] - agy(a(i))
AT 9Qu(i)

2° cas: I n'y a pas de sous-station au nocud k.
Pas de caleul de ny(j)
« Caleul de Ia dérivée de L par rapport & wy(j)  j=My+1,N-L

Ti(Mii)

S oy D
=0 <=> %p = Waili) + Peal0) 5

oL
(i)
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oo [ Qi) Bn) + Sl Ten(Maend)
RICH] B

"
+ A [g: Pl O (fl‘k(i,nm(i—l.jn]

e R
+ [3 A+ () 3= (TG TG-Li)

bl b

 Calcul de la dérivée de L par rapport & wy(N)

L _ _ _ Ty(My,N)
T{N)=0 <=> WN) = %tlN) + Pit(O.N) 09

oy [ &0 Sy TenieonN)

) S0
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0O NOEUD AVANT EMBRANCHEMENT k = Nst: Dérivation par rapport aux variables d’état &

un noeud situé avant un embranchement

Rappelons qu’en ce noeud les canalisations aller et retour sont fictives donc:

Treal03) = Trea(Mas)
Toval04) = Tria(Myd)
Pra(0,3) = Preee(Mas,d)
Frva(0) = FvaMiai)

o Calcul de la dérivée de L par rapport & Appy(j) N

AL, [gna(Quali))  Apnali)onali
SO — 0 <= fli)=- 2T, lonQuulil)_ Apwali) eali)
Apxali) M
+Bili) + 4(0)
« Caleul de la dérivée de L par rapport & Ty(0,j) j=Mo+1N

1° cas: Il y a une sous-station au noeud Nst.

S O (W) = Tr(0,) i)
%;o <=> pral0,i) = pﬁ(o,mp;,to,:)»—%
o 09y Tra03) Wika(§)
+ mvali) W
.
+ i) 2l T ON) W (N))

Tya(ON)

2° cas: Il n'y a pas de sous-station au noeud Nt.

aL N a0 4 Ao
— =0 <=> pnal0,i) = Bo(0.i) + B0,
a0 Pra(0) = Bo(03) + By(0.J)
« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 Tyy(0,i) j=Mo+LN
oL [ o Snali)
=0 <=5 Buu(0) = PO,
FTl0)) Pron(0d) = Ban-1(0.) S

+1,N

« Calcul de la dérivée de L par rapport 3 0yu(3)

oL _ R o Quali)
) 0 <=> &uli) = Pnuail0d) 5o
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« Caleul de la dérivée de L par rapport & Quu(i) j=Mo+1,N
1° cas: Il y 2 une sous-station au noeud Nit.

Ol
Snoi))

aL
IQnaili)

=0 <=> muli) = Maali) + Praa(0.3)

4 2, ol Qusli)-Apnali) )] Dl Qi)
By, Qi)

2° cas: Il n'y a pas de sous-station au noeud Nt.
Pas de caleul de ny(i).

« Caleul de la dérivée de L par rapport . w(i) j=Mg+1,N

oL ) S o Tha0,)
i 0 <=> ali) = Maai) + Prai(0,J) Sl
o) o) + &) Tbag

Pra(0,d) Sl



- 186 -

ONOEUD APRES EMBRANCI T k — 0 ou 0: : Déri

par rapport aux variables
d’état & un noeud aprés embranchement

Par convention, en ce noeud il n'y a jamais de sous-station.
« Caloul de la dérivée de L par rapport & Apqfj) j=Mg+1,N

L

e =0 <=> §j) = &)

« Galeul de la dérivée de L par rapport & Ty(i,j) i=1,Vy-1 j=Mg+1,N-1

Ty =0 <=> 0 = (1680 |1 senn - g o

« Calcul de la dérivée de L par rapport & Ty(Mpi)  j—Mg+1,N-1

Ty =0 <> i) = é.(n,j)+(1—a‘,m)u—w;f:’).s.,(wm
(..}
2 by(j) )
i() EE0n)
« Caleul de la dérivée de L par rapport 2 Ty(0,) Mg+1,N-1
o _ o a0 — (aan Yo s O()
F30R) =0 <=> py0,j) = (I-dsAt) % Bo0.+1) - 8i(5) 00

« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 Ty(i,N)  i=

% =0 <=> pfiN) = pdi) + ad (TgiN) 1)

« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 Ty(M,N)

m 0 <=> BN =  BiON) + pI + a(TNIN) )
)
bi(N) TN

« Caloul de la dérivée de L par rapport & To(0,N)

o . TR 5 oy 9)
TN 0 <=> pyON) = p3(0)+ea’(TyON)-T20)) (N TN
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« Calcul de la dérivée de L par rapport & Ty(ij) i=1Mg1 j=Mq+1,N-1
oL Woli) | & a(:) .
— =0 <=> Pyi,i) = (1-&At) (l——)'l (i,i+1) + o(i+1,j+1
T ili s 't )
« Caleul de la dérivée de L par rapport & To(M,j)  j=Mp+1,N-1
oL P e
= =0 <=> FMpi) = (1-aA(1-
ITy(Myi)
_ S 4
(0 - 8(5) e
+ Pual0) g Soall) 1(3)
« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 T(0,j)  j=My+1,N-1
oL %001 Woli) o s O()
=0 <=> Py0,) = (1-GpAt)(1-——) By(L,j+1) - &) =
oT0,) ’ R T oty
« Calcul de la dérivée de L par rapport 3 Ty(i,N) i=1Nig-1
oL 5
=0 <= >p.N~p(, (1) + (T, N)-Te(i))
) Bl o(i,N)-Tef(i);
« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 Ty(Ni,N)
3 SN) ...
g cos BN = uON) SO () oL
TN N) alN) ATy MN)

« Calcul de la dérivée de L par rapport 3 T4(0,N)

;ANEO <=5 BON) = pd0) + eallTi0N) o) E) L) 7 (ON)

o B3 (i) n' existe pas.
o Qi) n' existe pas.

« Caleul de la dérivée de L par rapport & Wy(i) j=Mo+1,N-1

oL ) To(to.5)
) =0 <=> () = wali) + PnalON) 5 —— Sall)

[ @02 0+ 6 Ty
0
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. |% N N
+ b [-E. Bolii+1) (1-dgAt) ;70 (-Toii) + TG(HJ))]

¥t
b
=

Bilii+1) (1-6A0) )iﬂ (Fyi) + Ty-v,0)) ]

« Caleul de la dérivée de L par rapport & vig(N)

Ty(Nto,N
%Eo <=> WN) = mulN) + Prn(0.]) %

) QNI (N) + $(N) TV N)

FlON S
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0O NOEUD FEUILLE k = Nst: Dérivation par rapport aux variables d'état & un noeud

feuille

« Calcul de la dérivée de L par rapport 3 Apyg,(i) =MoL N

M, (8, (Quali)-Bbsaa(i) )
M

oL
(i)

0 <=> byl) =
« Caleul de la dérivée de L par rapport & 6g,(i)  j=Mo+1,N
oL PP )
- =0 <=> = Prea (0,
e Eyuli) = Praua(0)
« Caleul de la dérivée de L par rapport & Que,(j)  j=Mo+1,N

M, [5u@ua) Al il Gy (Qpali))
m 0Quali)

oL o ;
e =0 <=3 (i) = () +

Qi) § -

« Caleul de la dérivée de L par rapport 3 9%,(3) = Ty, (0,)  i=Mo+1,N-1

L g oo p00) = M, [y W) T s Mgy 13) ()]
Ty 0 ST 0= e

+ i) 2 Dal09 W G)
e o 00)

o OnTha00) Wik ()
+€N,|(J)W

« Calcul de la dérivée de L par rapport 2 8%(j) = T,(0,))

a 5 (ON) = 31y, [ Wit (N T2 (Mg N) g, (N)]
Ty om) 0 <77 PeloN = n

5 39Tl 0N WG (N))
+ ia(N) R Y
Py Ty (ON), Wit (N)

+ &N Do)
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ANNEXE II

DETAILS DES SIMULATIONS

1. Caractéristiques des réseaux étudiées

1.1. Notations et unités utilisées

« Caractéristiques d’un échangeur k:

— coefficient d’échange thermique de I'échangeur ( W/m?C° )
— surface de Iéchangeur (m?)

— débit dans le circuit secondaire de I'échangeur ( Kg /s )
— température & la sortie de 'échangeur secondaire ( C°)

— résistance hydraulique de Iéchangeur ( m'Kg™ )

« Caractéristiques d’une conduite k:

— diametre intérieur de la conduite ( m )

— diamétre extérieur de la conduite (m )

— diambtre extérieur de Visolant (m )

— longueur de la conduite ( m )

— température de lair du caniveau (C° )

— masse volumique de Peau ( Kg/m® )

— capacité calorifique de Peau ( J/KgC®)

— coeflicient de conductibilité thermique métal-eau ( J/msC° )
— coeflicient de conductibilité thermique isolant-air ( J/msC® )
— coefficient de perte linéaire de charge ( sans dimension )

— coeflicient de perte singulitre de charge ( sans dimension )
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1.2. Caractéristiques du réseau 1

RESEAU |
Définition Demande Caractéristiques | Caractéristiques
2 niveaux Echangeur Conduite
date de ( Q.02 R) (Dg.Dy, LA
Noeud 1 | Chaufferie - 0.30
0.40
- 1000
0.015
5
Nocud 2 | Sous-station 1500000 4000 030
9. 0.40
2245000 27 1000
90 0.015
| 20000 5. 1690 5
Noeud 3 | Sous-station 1500000 1000 030
9 0.40
2245000 27 1000
90 0.015
- 20000 s. 1690 5
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1.3. Caractéristiques du réseau 2

RESEAU 2
Définition Demande Caractéristiques | Caractéristiques
2 niveaux Echangeur Conduite
date de (0;5,Q2.62,R) (D Do L AQ)
Noeud 1 | Chaufferie 0.10
0.18
- 500
- 0.015
5
Noeud 2 | Sous-station 60000 4000 0.10
9 0.18
60000 27 500
90 0015
- 1690 5
Noeud 3 | Sous-station 60000 4000 -
9
120000 27
500 s. 90
1690 -
Noeud 4 | Noeud fictif - 0.05
0.13
- 500
0.015
5
Noeud 5 | Sous-station 60000 4000 -
9 -
60000 27 -
90
1690 -
Noeud 6 | Noeud fietif - 0.05
0.13
- 800
0.015
5
Noeud 7 | Sous-station 120000 4000
9
60000 27 -
90
3000s. 1690
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2. Etude compléte de la simulation sur le réseau 1

On a effectué la simulation avec le premier, le deuxieme ct le troisieme schéma.

Discrétisations adoptées pour les trois schémas

Discrétisation adoptée pour les trois schémas

1 schéma | 2° schéma 3° schéma
(initialisation sur le
nombre de particules)
Nombre de points | conduite 1 20 30 20
en espace 52,6m 34,5m 52,6m
pas en espace conduite 2 20 60 20
correspondant. 52,6m 17m 52,6m
Axe conduite 3 .
pas en temps conduite 1 1625 180s -
At
(ou Aty) conduite 2 1625 160s
conduite 3 1625 160s
pas d’horloge 160s
Aty
nombre maximum | conduite 1 - aller: 60  Retour: 35
de particules
conduite 2 - aller: 65 Retour: 60
conduite 3 - -
nombre de conduite 1 186 167 633
pas en temps
sur [0,Ty] conduite 2 186 192 633
conduites 3 186 192 633
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2.2. Couts de fonctionnement obtenus pour les trois schémas

Coiits de fonctionnement sur [0,Ty]

1 schéma | 2° schéma

3" schéma

colit thermique

demandes incluses

avec 14209.10¢ 14158.10" 14234.10%
demandes incluses
coiit thermique
sans 37175.10° | 36784.10° | 37166.10°
demandes incluses
cott électrique 26663.10" 25460.10" 25667.10"
coiit total
avec 14236.10° 14183.10" 14260.10°
demandes incluses
cofit total
sans 37442.10° | 37039.10° | 37166.10°
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2.3. Courbes d’évolution des couts, des variables d’états pour les trois schémas
Pour chacun des trois schémas, on a les quatre séries de courbes suivantes:

Courbes des cofits instantanés ¢lectriques, thermiques, totaux.
(Ces courbes sont rapportées sur la méme page pour qu'on puisse rapidement percevoir les

particularités numériques de chague schéma.)

Courbes des états associés au noeud chaufferie 1.

Courbes des états associés au noeud linéaire 2.

Courbes des états associés au noeud feuille 3.
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‘COURBES DES COUTS DE FONCTIONNEMENT
POUR LES TROIS SCHEMAS NUMERIQUES



sese 1 - o 1
iacratination

0.0 - 198 -

—

10000.0 20000.0 e
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w
7500.0

s000.0 |

2500.0
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20000

100000 K
COUT THERMIOUE ET TOTAL INSTANTANES fax+ . 790€r04

fesen 1 - scuem 2

0.0

0.0

. . . "
100000 20000.0 £
COUT ELECTRIOUE INSTANTANE mox= 11.0

7500.0

s000.0 [+

__1 L

3

2000¢

200000 0.0
COUT THERWIOUE EY TOTAL TMST. maxs .605Ev04
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L U

100090
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2500.0




- 199 -

COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
POUR LE PREMIER SCHEMA NUMERIQUE
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COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
POUR LE DEUXIEME SCHEMA NUMERIQUE
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COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
POUR LE TROISIEME SCHEMA NUMERIQUE
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lution pour une discrétisation plus fine pour le premier schéma

2.4. Courbes d’é
Les pas en espace pour les deux canalisations sont cing fois plus petit que pour la simulation 1 vue
précédemment.
On a les quatre séries de courbes suivantes:
«  Courbes des coiits instantanés électriques, thermiques, totaux.
(Ces courbes sont rapportées sur la méme page pour quon puisse rapidement percevoir les
particularités numériques de chaque schéma.)
« Courbes des états associés au nocud chaufferie 1.
« Courbes des états associés au noeud linéaire 2.

e Courbes des états associés au noeud feuille 3.
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‘COURBES DES COUTS DE FONCTIONNEMENT
POUR LE PREMIER SCHEMA NUMERIQUE

(discrétisation plus fine)
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5000.0
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COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
POUR LE PREMIER SCHEMA NUMERIQUE

(discrétisation plus fine)
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2.5. Coits de pour
Discrétisations Coiits
Ax (m) At (s) thermique | thermique l électrique total
canalisation 1 | canalisation 1 | avec W sans W
canalisation 2 | canalisation 2
1 schéma | 52,6 (20 points) 162 14209.10' | 37175.10° | 26663.10' 137442.10‘
526 (7 ) » |
20.4 (50 points) 63 14183.10° | 36913.10° | 26070.10' [37174_103
204 (”) »
10 (100 points) 31 14171.10* | 36791.10° | 25754.10' |37048 10°
10(7) »
2° schéma | 34.5 (30 points) 180 14158.10* | 36784.10° ‘ 25460.10' | 37039.10°
17 (60 points) 156
25.6 (40 points) 133 14164.10° | 36880.10° | 25393.10' | 37134.10°
12.7 (80 points) 117
(50 points) 106 14143.10° | 36496.10° | 25325.10' | 36794.10°
10 (100 points) 93
3" schéma | 52,6 (20 part.) 160 14234.10' | 36909.10° | 25667.10' | 37166.10°
i 52.6 (20 part.) 60 14179.10° | 36779.10° | 25537.10' | 37035.10°
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3. Etude de la simulation sur le réseau 2

On a effectué la simulation avec le premier et le troisieme schéma.

3.1. Discrétisations adoptées pour les deux schémas

Discrétisation adoptée pour les 2 schémas
1 schéma 3" schéma
(initialisation sur le
nombre de particules)
7
Nombre de points | conduite 1 20 10
en espace 25m 50m
pas en espace conduite 2 20 10
correspondant 25m 50m
axg conduite 4 20 10
25m 50m
conduite 5 20 10
40m 80m
pas en temps At | conduite 1,2,4,5 7s -
pas d’horloge - 305
| At J
nombre de
pas en temps 901 1442
sur [0,T)
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3.2. Courbes d’évolution des colts, des variables d’états pour les deux chémas
Pour chacun des deux schémas, on a les six séries de courbes suivantes:

Courbes des cofits instantanés électriques, thermiques, totaux.

(Ces courbes sont rapportées sur la méme page.)

+  Courbes des états associés au noeud chaufferie 1.

+  Courbes des états associés au noeud linéaire 2.

Courbes des états associés au noeud avant embranchement 3.

e Courbes des états associés au noeud feuille 5.

e Courbes des états associés au noeud feuille 7
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COURBES DES COUTS DE FONCTIONNEMENT
POUR LES DEUX SCHEMAS NUMERIQUES
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RESEAU 2 ScHEMA 1
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COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
POUR LE PREMIER SCHEMA NUMERIQUE
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COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
POUR LE TROISIEME SCHEMA NUMERIQUE
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ANNEXE IIT

DETAILS DES OPTIMISATIONS

1. Réseau i une chaufferie, une sous-station

1.1. Caractéristiques du réseau

RESEAU 1
Définition Demande Garactéristiques | Caractéristiques
2 niveaux Echangeur Conduite
L date de (05,020, R) (DDA |
Noeud 1 | Chaufferie - 0.30
0.40
1000
0.015
5
Noeud 2 | Sous-station 1500000 4000
17
2000000 56
90 -
3215 s 1690 -

1.2. Courbes d’évolution des températures, du débit
Nous rapportons les courbes obtenues pour les essais suivants:

«  Augmentation de demande

«  Diminution de demande

e Variation du tarif électrique
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AUGMENTATION DE DEMANDE

- courbes des températures

- courbe du débit
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DIMINUTION DE  DEMANDE

- courbes des températures
courbe du débit
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VARIATION DE TARIF ELECTRIQUE

courbes des températures
- courbe du débit
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2. Réseau linéaire a une chaufferie, deux sous-stations

1l s’agit du RESEAU 1 étudié en simulation.

2.1. Caractéristiques du réseau

RESEAU 1
Définition Demande Caractéristiques | Caractéristiques |
2 niveaux Echangeur Conduite
date de (a3, 0, R) (Dg.DaLAQ)
Noeud t | Chaufferie - 0.30
= 0.40
- 1000
0.015
5
Nocud 2 | Sous-station 1500000 1000 030
9. 0.40
2245000 27 1000
90 0.015
36414 s. 1690 5
Noeud 3 | Sous-station 1500000 4000
9
2245000 27
90
L 36414 s. 1690

2.2. Courbes d’évolution des coitts, des variables d’¢tats
On a les quatre séries de courbes suivantes:

Courbes des coiits instantanés électriques, thermiques, totaux.

o Courbes des états associés au noeud chaufferie 1.

«  Courbes des états associés au noeud linéaire 2.

e Courbes des états associés au noeud feuille 3.

Courbes des différences de pression et des différences de pression minimum utiles aux échangeurs

(R Q7).
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‘COURBES DES COUTS DE FONCTIONNEMENT
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‘COURBES D’EVOLUTION DES VARIABLES D’ETAT
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COURBES DES DIFFERENCES DE PRESSION OBTENUES
ET DES DIFFERENCES DE PRESSION MINIMUM
AUX ECHANGEURS
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Résumé de Ja these
de Renée LIDIN

COMMANDE DYNAMIQUE DE RESEAUX DE
CHAUFFAGE URBAIN

Les réseaux étudiés comportent unc chaufferie produisant de I'eau & noyenne ou
haute température. Des pompes électriques assurent la pression nécessaire au départ
réseau pour que cette eau circule avec un certain débit a travers des canalisations aller,
desserve en chaleur les sous-stations et revienne i la chaufferie & travers des canalisations
retour. Le systéme comporte deux types de conimande qui sont la température & entrée
dans le réseau (sortie chaufferie) et la vitesse des pompes (qui détermine la différence de
pression & Ientrée du réseau). Nous développons des logiciels d’aide  la compréhension
du comportement dynamique du réseay, daide i sa gestion optimale face b ds variations
de données exté tarifs & ). Nous modclisons puis

le i i et thormique du réseau, le critdre b minimiser
étant In somme sur une durée donnée [0,T] ‘lu coit de production de I'cau chaude
(dépendant du combustible utilisé, du mode d:: fonctionnement de ln chaufferie) et du
coit de des pompes (d u tarif ¢l ). Pour qu’un
ulgorithme d'optimisation ne cherche pas & baisser le niveau thermique du réseau sur la
fin du domaine [0,T) (afin de réduire le cott thermique), on fixe une contrainte finale sur
I'état dans lequel on souhaite laisser le réseau au temps T. Pour la modélisation, nous
donnons la liste des variables, des équations, des contraintes qui décrivent completement
le fonctionnement du réseau. Nous donnons la méthode de calcul de ces variables en
régime statique basée sur un procédé "d'intégration” récursive dans Pespace. Nous
étudions pour un réseau simple existence, I'unicité de la solution & I'équation aux
dérivées particlles hyperbolique non linéaire de propagation des températures. Nous
donnons plusieurs schémas de discrétisation pour sa résolution approchée. Pour un
1éseau complet, nous détaillons la méthode de calcul des variables basée sur les différents
schémas et un procédé "d'intégration” récursive dans le temps et l'espace. Pour
J'optimisation nous proposons une méthode de résolution du probleme discrétisé basé sur
une technique de Lagrangien augmenté, qui utilise des algorithmes de type Arrow-
1lurwicz ou Uzawa. Le nombre des contraintes dualisées est important. Nous donnons des
exemples de slmulauon et d’optimisation réalisées sur des petits réseaux afin de donner
des interpré simples de leur
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