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I.1 CONTEXTE INDUSTRIEL ET SCIENTIFIQUE 
 
 La prise de conscience croissante des états et des sociétés sur l’environnement a 
entraîné de profondes modifications sur le comportement de nos industries ces dernières 
années. Fin 2008, la volonté de la Commission européenne de durcir les normes d’émission 
de CO2 a obligé les constructeurs automobiles à de multiples innovations sur leurs véhicules 
sous peine de devoir payer de lourdes pénalités financières dès 2012. Si des progrès notables 
ont pu être réalisés au niveau de la motorisation, la réduction d’émission de CO2 passe avant 
tout par un allègement du poids des véhicules et particulièrement par une diminution de 
l’épaisseur des pièces. En représentant 40% du poids total du véhicule et 98% de celui de la 
« caisse en blanc » (le squelette structural), l’acier constitue le matériau majoritairement 
utilisé par l’industrie automobile. Afin de conserver ce marché face à d’autres matériaux 
moins denses, les fournisseurs d’acier doivent fournir des tôles à plus hautes caractéristiques. 
Cette nouvelle génération d’aciers doit garantir, à épaisseur plus faible, un niveau de sécurité 
identique voire meilleur tout en conservant une bonne formabilité. Pour relever ce challenge, 
les sidérurgistes ont besoin d’outils numériques efficaces permettant : 
 

- d’établir des liens entre la microstructure et les propriétés mécaniques de ces nouveaux 
aciers afin d’optimiser leur conception, 

- de simuler leur comportement durant leur application finale visée, c'est-à-dire la mise 
en forme de pièces automobiles à partir de produits plats : les tôles. 

 
 En effet, l’augmentation des caractéristiques mécaniques de ces nouvelles nuances 
diminuent leur formabilité. Tout le travail du métallurgiste réside dans l’optimisation de la 
microstructure afin de garantir un bon compromis entre résistance mécanique et formabilité. 
 
I.1.1 Les aciers multiphasés 
  
 Afin d’atteindre des propriétés accrues de résistance mécanique combinées à de 
bonnes propriétés de mise en forme, plusieurs mécanismes physiques ont été envisagés par les 
métallurgistes. Parmi eux citons : le durcissement par solution solide, le durcissement par 
précipitation, le durcissement par affinement de taille de grain ou par formation de secondes 
phases, la transformation de phase métastable induite par déformation (effet TRIP) ou encore 
la génération de macles induite par déformation (effet TWIP). 
 Qu’ils fassent intervenir la dynamique des dislocations ou une transformation de phase 
induite mécaniquement, ces mécanismes interviennent pour la majorité dans des aciers 
multiphasés, c'est-à-dire des matériaux composites, « composés » de plusieurs phases. Ces 
phases dans les aciers peuvent être rangées à température ambiante par dureté croissante : 
ferrite, perlite, bainite, austénite résiduelle, martensite et cémentite. En science des matériaux, 
une phase est définie par une composition chimique et un arrangement atomique donné. 
Appliquée aux aciers, cette définition comporte des limites : la perlite n’est pas une phase 
puisque formée d’une alternance de fines lamelles de ferrite et de cémentite (carbures de Fer).  
Il en est de même pour la phase nommée bainite qui peut présenter des morphologies bien 
différentes. On conçoit donc aisément que la définition de phase appliquée aux aciers est très 
relative. Elle dépend en particulier de l’échelle d’observation adoptée et est finalement 
intimement liée à une notion plus vaste : celle d’hétérogénéité (microstructurale, de propriété 
ou de comportement). Ainsi, un acier dit monophasé est hétérogène : un acier ferritique 
comporte des grains de ferrite avec des orientations cristallines différentes, des joints de 
grains etc. Mais si tous les matériaux sont hétérogènes par nature (sauf rares exceptions près 
tels que les monocristaux purs non déformés [Mon04]), ils peuvent être considérés, à partir 



 

d’une certaine échelle d’observation, comme homogènes dans leur comportement par 
exemple. 
 L’intérêt d’un acier multiphasé consiste à combiner les propriétés avantageuses de 
plusieurs phases. L’exemple le plus connu étant les aciers « Dual-Phase » constitués d’une 
phase dure et fragile la martensite et d’une phase à faible résistance mais beaucoup plus 
ductile : la ferrite (Fig. 1.1a). Cette combinaison est obtenue lors d’un recuit inter-critique où 
coexistent la ferrite et l’austénite suivi d’une trempe où l’austénite se transforme en 
martensite. Selon la fraction de phase dure et le comportement de chacune des phases, les 
propriétés mécaniques dues à ce mélange peuvent varier considérablement. La Fig. 1.1b 
illustre l’effet de la fraction de phase de martensite contenue dans un acier dual-phase, pour 
différentes teneurs nominales de carbone.  
 

    

 
Fig. 1.1 – Exemple d’aciers multiphasés : les aciers Dual-Phase. 

 
 
 Du fait de cet effet composite, les aciers Dual-Phase allient une limite d’élasticité 
relativement faible devant leur résistance mécanique : ils présentent donc une consolidation 
élevée. Cette propriété traduit une bonne résistance à la striction permettant d’obtenir une 
grande formabilité à l’emboutissage et de retarder l’apparition de l’endommagement. 
 A travers cet exemple sur les Dual-Phase, il est aisé de comprendre comment le 
multiphasage permet en optimisant les microstructures d’obtenir des aciers à caractéristiques 
améliorées. La volonté forte d’alléger les structures pousse le sidérurgiste à davantage 
optimiser les microstructures de ses aciers afin de tirer partie au maximum du compromis 
résistance élevée/formabilité. La Fig. 1.2 présente la diminution classique la formabilité avec 
l’augmentation de la résistance mécanique. La flèche orange illustre dans quelle direction les 
développements doivent évoluer. 
 
 

a) Micrographie optique d’un acier Dual-
Phase : la ferrite apparaît en blanc tandis que 
la martensite apparaît en noir. 

b) Evolution schématique de la résistance 
mécanique des aciers Dual-Phase en fonction 
de la fraction volumique de martensite et de la 
teneur en carbone nominal [Bou12]. 
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Fig. 1.2 – Relation entre résistance mécanique et emboutissabilité pour les différentes 
familles d’aciers [Arc11]. 

 
 Le multiphasage est omniprésent, quelle que soit la famille d’aciers à très haute 
résistance considérée. La combinaison de plusieurs phases au sein d’un même acier offre de 
multiples possibilités de conception. 
  
I.1.2 Un problème multi-échelles, multi-approches 
  
 La conception et l’optimisation des nouvelles générations d’aciers requièrent un 
nombre d’essais expérimentaux importants et coûteux. La simulation numérique constitue un 
outil indispensable afin de diminuer considérablement les campagnes expérimentales et par 
conséquent les temps et les coûts liés à la conception et à l’optimisation. Le couplage entre 
essais expérimentaux et simulation numérique reste primordial pour la caractérisation des 
aciers et la pertinence des simulations. Cependant, la validité de ces dernières dépend 
directement des lois de comportement injectées en entrée. Ces lois, obtenues généralement à 
partir de l’identification d’essais expérimentaux, ne sont valables que dans un domaine proche 
de celui du domaine d’identification des essais. De plus, elles ne permettent pas toujours de 
donner des indications précises sur les paramètres microstructuraux qu’il conviendrait de 
changer afin d’optimiser l’acier considéré. 
 La conception d’un acier au travers de l’optimisation de sa microstructure repose 
inévitablement sur la compréhension des liens existants entre sa microstructure et ses 
propriétés mécaniques. Dans le cas d’un acier multiphasé, la loi de comportement globale 
peut être déterminée à partir des lois de comportement locales de ses phases constitutives à 
l’aide d’une transition d’échelles. Ceci reporte le problème de l’identification à une échelle 
plus fine, celle des phases. Mais permet de réajuster le comportement macroscopique de 
l’acier multiphasé considéré à partir de la fraction volumique de ses phases, de leur 
morphologie, de leur arrangement dans l’espace, de leur comportement local etc. On peut 
espérer ainsi accroître le domaine de validité des lois de comportement de ces aciers au-delà 
du domaine pour lesquels ils ont été identifiés. 
 L’optimisation de la microstructure d’un acier multiphasé nécessite tout d’abord de 
travailler à une échelle fine : celle de la microstructure afin de tenter de maîtriser son 
comportement le plus possible. Le comportement de l’acier nécessite par ailleurs d’être validé 



 

à une plus grande échelle, celle des essais expérimentaux pour la caractérisation des 
propriétés mécaniques puis celle de la structure pour la mise en forme des pièces : c’est le 
domaine de la simulation numérique. Force est de constater que le problème de l’optimisation 
des aciers multiphasés se retrouve au cœur d’un problème multi-échelles nécessitant pour sa 
résolution le recours à de multiples approches. C’est là par exemple toute la complexité du 
problème d’optimisation d’une microstructure d’un acier visant à répondre à un problème de 
localisation de la déformation sur une pièce automobile. Un tel problème est illustré par la 
Fig. 1.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.3 – Optimisation de la microstructure pour l’amélioration des propriétés 
mécaniques : un problème à différentes échelles. 

 
 
I.2 CADRE DE LA THESE 
  
 L’objectif de cette thèse, partenariat entre le Laboratoire d' Etude des Microstructures 
et Mécanique des Matériaux et le sidérurgiste ArcelorMittal, s’inscrit pleinement dans cette 
démarche multi-échelles, multi-approches. L’objectif étant la réalisation d’un outil numérique 
implanté dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus proposant la modélisation du 
comportement d’un acier multiphasé à partir des lois de comportement élasto-viscoplastique 
de ses phases. L’hétérogénéité du comportement des phases étant prise en compte au travers 
d’une transition d’échelles. Le cadre ainsi défini est schématisé sur la Fig. 1.3 par le rectangle 
en pointillé. 
 
I.2.1 Objectifs 
 
 L’outil numérique, visant à modéliser le comportement élasto-viscoplastique des 
aciers multiphasés, en vue d’une application pour la simulation en mise en forme, doit 
répondre principalement à trois critères: 
 

- d’identification aisée, il doit être pertinent dans la description des caractéristiques du 
comportement rhéologique de ces aciers sur toute la gamme de déformations et de 
vitesses de déformations que comporte les procédés de mise en forme ; 

- au-delà de cette description, il doit établir des liens entre la microstructure et les 
propriétés mécaniques de l’acier d’une part afin de permettre la possibilité de 

Echelle 
macroscopique 

Caractérisation  des 
propriétés mécaniques et 
mise en forme des pièces. 

Echelle des Phases 
Loi de comportement 

locale, fraction 
volumique, distribution 
spatiale, morphologie, 

etc. 

Echelle Mésoscopique 
Effets de la taille de 

grains, des orientations 
cristallographiques, de 

la distribution des tailles 
de grains, etc. 

Echelle 
Microscopique 
Evolution des 

densités de 
dislocations, 

des systèmes de 
glissement, etc. 

Microstructure Propriétés 
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concevoir de nouvelles nuances et d’autre part afin d’être pertinent dans la description 
du comportement au-delà du domaine pour lequel il a été initialement identifié ; 

- il doit être facilement implantable dans un logiciel de calcul par éléments finis en vue 
de simuler le comportement des produits pour leur application finale : la mise en 
forme et la tenue au crash. 

 
I.2.2 Organisation du manuscrit 
 
 Les chapitres suivants décrivent les modélisations choisies et validées à l’aide de ces 
critères dans le cadre du développement de cet outil numérique ainsi que les réflexions 
initiées tout au long de ce travail de thèse. 
 
 Dans le chapitre 2, une nouvelle loi de comportement élasto-viscoplastique, basée sur 
une loi scalaire proposée par ArcelorMittal, est formulée dans un cadre tensoriel et exprimée 
sous forme incrémentale. Basée sur des mécanismes physiques liés à la dynamique des 
dislocations, elle est tout d’abord validée à partir d’un ensemble de résultats expérimentaux 
puis confrontée à des modèles récents issus de la littérature. 
 Le chapitre 3 traite de la prise en compte de l’hétérogénéité du comportement élasto-
viscoplastique des phases constitutives au sein d’un acier multiphasé. Au travers d’une 
analyse bibliographique sur les modèles de transition d’échelles, les spécificités liées au 
comportement élasto-viscoplastique sont mises en relief. L’application de ces modèles dans le 
cadre d’un acier multiphasé est discutée dans le but de définir une solution applicable à l’outil 
numérique de cette thèse. 
 Dans le chapitre 4, nous nous penchons sur la faiblesse des approches à champs 
moyens à capter des effets de longueurs internes microstructurales. Ce chapitre est l’occasion 
de proposer une nouvelle approche micromécanique visant à introduire dans ces approches 
des longueurs internes de manière originale afin de reproduire des effets de taille de 
microstructure (taille de grains, taille de particules dures etc.) sur le comportement 
macroscopique homogénéisé. 
 Dans le chapitre 5, l’outil de modélisation du comportement macroscopique d’un acier 
multiphasé à partir des lois de comportement élasto-viscoplastique locales de ses phases est 
implanté dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus. Les différents choix de 
modélisation sont illustrés, confortés voire confrontés au travers de la simulation d’un essai de 
traction uniaxiale et de la simulation d’un essai de pliage en V. 
 Enfin, le chapitre 6 permet de conclure sur l’ensemble du travail réalisé et des 
perspectives qu’il offre. 
 
 



 



Chapitre I : Introduction générale 

17 
 

 
BIBLIOGRAPHIE 
 
[Bou12] BOUAZIZ O.  Aciers avancés pour applications automobiles : forces motrices et 

logique de développement. In : Techniques de l’ingénieur, à paraître. 

[Mon04] MONTHEILLET F.  Comportement rhéologique des matériaux métalliques 
multiphasés. In : Techniques de L’ingénieur, 20 pages, 2004. 

[Arc11] ARCELORMITTAL.  Catalogue offre produits pour l’automobile. Site internet : 
www.arcelormittal.com, mis à jour le 31-08-2011. 

 
 



 



 

 

 
 

 
 
 
 
 

CHAPITRE II 
 

LOIS DE COMPORTEMENT  
ELASTO-VISCOPLASTIQUE 



 



Chapitre II : Loi de comportement élasto-viscoplastique 

21 
 

II.1 FORMULATION D’UNE LOI DE COMPORTEMENT NON-LINE AIRE 3D 
  
 Parmi les principales méthodes de formulation des lois de comportement des 
matériaux, l’approche thermodynamique est celle qui décrit les phénomènes physiques 
microscopiques du milieu réel par l’évolution de variables internes macroscopiques dans un 
milieu fictif équivalent homogène et continu. Cette approche « phénoménologique » est 
utilisée dans cette étude afin de construire une loi de comportement élasto-viscoplastique 
tridimensionnelle qui sera utilisée pour décrire le comportement des phases individuelles 
d’aciers multiphasés. 
 

Nous rappelons dans une première partie le formalisme thermodynamique utilisé pour la 
construction de lois de comportement non linéaires en introduisant le concept de matériaux 
standard et standard généralisés. Après une comparaison des différentes formes classiques de 
lois de comportement viscoplastique, nous justifions notre choix par l’interprétation de 
mécanismes physiques de déformation propres aux matériaux cubiques centrés. Dans une 
troisième partie, nous particularisons le formalisme thermodynamique à la détermination 
d’une loi élasto-viscoplastique dont la partie visqueuse est exprimée à l’aide d’une fonction 
sinus hyperbolique. Enfin, dans une dernière partie, la nouvelle loi de comportement élasto-
viscoplastique est appliquée dans le cas des aciers ferritiques au travers d’un solveur Fortran. 
Afin de déterminer les limites de l’approche proposée, une confrontation est menée avec 
d’une part des essais expérimentaux sur des trajets séquentiels de chargement, et d’autre part 
avec des modèles viscoplastiques issus de la littérature. 

 
II.1.1 Etat thermodynamique et variables d’état 

 La thermodynamique revient à considérer toute évolution (temporelle ou spatiale) 
comme une succession d’états d’équilibre (en fait stationnaires). L’état thermodynamique 
d’un élément de matière peut être défini par un certain nombre de variables indépendantes : 
les variables d’état. La connaissance des valeurs de ces variables à un instant t donné en tout 
point de l’élément de matière suffit à le caractériser entièrement. Le choix des variables d’état 
dépend de la nature du problème à traiter et du nombre de phénomènes physiques que l’on 
désire modéliser.  

 
Dans le cadre de la thermodynamique associée à la mécanique des milieux continus, les 

variables d’état choisies sont :  
 
i) la déformation ε, 
ii)  la température T, 
iii)la déformation inélastique notée εp ou εvp qui rend compte de l’histoire de déformation 

pour les phénomènes irréversibles, 
iv) les variables internes scalaires et tensorielles notées respectivement kV  et kV  dont 

l’évolution rend compte des transformations internes du matériau (écrouissage 
isotrope, écrouissage cinématique etc.…). 

 
 On suppose que la déformation ε peut être décomposée en la somme d’une partie 
élastique εe

 et d’une partie inélastique εp
 : 

 

     
e p

ε = ε + ε      (2.1) 
 



 

II.1.2 Premier et second principe de la thermodynamique 

 Le potentiel thermodynamique naturellement utilisé en mécanique est l’énergie libre 
de Helmholtz qui relie l’énergie interne spécifique « e » et l’entropie spécifique « s » : 
 

     ψ = e-Ts     (2.2) 
 

 Le premier principe de la thermodynamique exprime la conservation de l’énergie en 
exprimant la variation de l’énergie interne du matériau par unité de volume comme la somme 
du flux spécifique d’énergie des forces intérieures et du flux de chaleur reçue. Il s’écrit en 
l’absence de rayonnement :  

     ρe = : divσ ε - q
r

& &     (2.3) 

σ  étant le tenseur des contraintes de Cauchy, ρ  la densité volumique et q
r

 le vecteur flux de 
chaleur. 
 
 Le second principe de la thermodynamique traduit que la vitesse de production 
d’entropie doit être positive : 

     ρs+div 0
T

 
≥ 

 

q
r

&     (2.4) 

 
En remarquant que :   

2

div . T
div

T T T

 
= − 

 

q q q grad
r r r uuuuuv

, 

 
l’introduction de l’énergie libre ψ  dans les expressions du premier et du second principe de la 
thermodynamique conduit à l’expression de l’inégalité de Clausius-Duhem : 
 

    ( ) 1
-ρ ψ+sT - . T 0

T
≥σ : ε q grad

r uuuuur
&&&    (2.5) 

 
L’état thermodynamique du matériau est représenté localement par le potentiel d’énergie libre 
dépendant de variables d’état arbitrairement choisies, ici e

kψ=ψ(ε ,T,V ) . Le flux du potentiel 

d’énergie libre peut donc se décomposer comme suit : 
 

    
ψ ψ ψ

ψ = T
T

∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

e
ke

k

: ε : V
ε V

& && &    (2.6) 

 
En introduisant les relations (2.1) et (2.6) dans (2.5), on obtient une nouvelle expression de 
l’inégalité de Clausius-Duhem : 
 

  
ψ ψ ψ 1

-ρ -ρ s T-ρ - . T 0
T T

∂ ∂ ∂   + + ≥   ∂ ∂ ∂   
p e

ke
k

σ : ε σ : ε V q grad
ε V

r uuuuur
& && &  (2.7) 
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Cette inégalité doit être vraie quelle que soit la transformation considérée. Si l’on 

considère une transformation élastique isotherme ( T = =pε grad 0
uuuuur r

&  et T = 0& ) sans évolution 

des variables internes ( =kV 0
r

& ) alors on obtient : 

 

     
ψ

ρ
∂
∂ eσ =
ε

     (2.8) 

 

Pour une transformation thermoélastique à température homogène (pε = 0&  et T=grad 0
uuuuur r

), 

sans variation des variables internes (kV = 0& ), et compte tenu de (2.8) on obtient : 

 

     
ψ

s
T

∂
∂

= -      (2.9) 

 
Les relations (2.8) et (2.9) définissent les lois de la thermoélasticité [Lem88]. Le tenseur 

des contraintes σ  et l’entropie spécifique s sont donc les forces thermodynamiques 
respectivement associées au tenseur des déformations élastiques eε  et à la température T. Par 
analogie, on définit les forces thermodynamiques associées aux variables internes par 
l’expression : 

 

     
ψ

ρ
∂
∂k

k

v =
V      (2.10) 

 
A chaque instant, le potentiel thermodynamique eψ=ψ(ε ,T, )kV  donne des relations entre 

les variables d’état ( ,T, )e
kε V  et les variables associées ( ,s, )kσ v , ce sont les lois d’état. Ce 

potentiel suffit donc pour les problèmes de thermoélasticité. Pour des phénomènes 
irréversibles, l’évolution des variables internes décrivant les transformations irréversibles du 
matériau nécessitent des lois complémentaires qui doivent également respecter le second 
principe de la thermodynamique. Ces lois complémentaires sont obtenues à partir du potentiel 
de dissipation qui peut être introduit, par exemple, par le formalisme des matériaux standard 
généralisés. 

 
II.1.3 Les matériaux standard et standard généralisés 

En tenant compte des lois de la thermoélasticité (2.8) et (2.9), l’expression de l’inégalité 
de Clausius-Duhem (2.7) s’écrit sous la forme d’une dissipation Φ  positive ou nulle : 

 

    
ψ 1

Φ -ρ - . T 0
T

∂ ≥
∂

p
k

k

= σ : ε : V q grad
V

r uuuuur
&&   (2.11) 

 
Il est possible de décomposer cette dissipation en deux parties : la dissipation intrinsèque 
volumique iΦ  et la dissipation thermique volumique TΦ  : 

 

     i

ψ
Φ -ρ

∂
∂

p
k

k

= σ : ε : V
V

&&     (2.12) 



 

     T

1
Φ - . T

T
= q grad

r uuuuur

    (2.13) 

 
Le cadre thermodynamique est alors respecté si l’inégalité de Clausius-Duhem est vérifiée, ce 
qui revient à considérer que la dissipation est positive ou nulle. Halphen et Nguyen [Hal74], 
[Hal75] ont proposé un formalisme rigoureux permettant de construire des lois de 
comportement tout en vérifiant de façon systématique le second principe. Les auteurs 
postulent l’existence d’un potentiel de dissipation Ω  qui s’exprime comme une fonction 

scalaire semi-continue inférieurement des variables flux k,V ,
T

 
 
 

p q
ε

r

&&  et minimale à l’origine. 

La dissipation s’exprime alors sous la forme suivante : 
 

    Φ
TT

∂Ω ∂Ω ∂Ω+ + ⋅
∂ ∂ ∂

p
kp

k

q
= : ε : V
ε V q

r

&& r
&&

   (2.14) 

 

Les lois complémentaires donnant l’expression des variables conjuguées ( ), Tkσ, v grad
uuuuur

 sont 

obtenues à partir de l’hypothèse de dissipativité normale [Mor70] : 
 

     

T=-
T

 ∂Ω


∂
 ∂Ω = − ∂
 ∂Ω


∂

p

k
k

σ =
ε

v
V

grad
q

&

&

uuuuuv
r

    (2.15) 

 
Il est courant d’utiliser le potentiel de dissipation dual de Ω  : *Ω  qui s’exprime comme une 

fonction scalaire semi-continue inférieurement des variables conjuguées ( ), Tkσ, v grad
uuuuur

 et 

minimale à l’origine. Ce potentiel *Ω  est défini par la transformée de Legendre de Ω  : 
 

   ( ) ( )( )* , T sup Φ- , , TΩ = Ω p
k kσ, v grad ε V q
uuuuur r

&    (2.16) 

 
Il permet d’obtenir l’évolution des variables d’état par les lois complémentaires suivantes : 

     

*

*

*

=

=

=T T

 ∂Ω


∂
 ∂Ω − ∂
 ∂Ω
 −

∂

p

k
k

ε
σ

V
v

q
grad

&

&

r

uuuuuv

    (2.17) 

 
 La première loi conduit à la loi de viscoplasticité dont la sensibilité est gouvernée par 
la forme du potentiel *Ω . La deuxième loi exprime l’évolution des variables internes tandis 
que la troisième loi conduit à l’équation de la chaleur [Lem88]. Un matériau respectant 
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uniquement la première loi est dit « standard ». Un matériau respectant l’ensemble des lois est 
dit « standard généralisé » : la règle de normalité est alors étendue aux variables internes. 
 
 Le formalisme des matériaux standard généralisés repose donc sur l’existence de deux 
potentiels : 
 

i) L’énergie libre ψ  qui permet d’une part d’obtenir les lois d’état qui sont les relations 
entre les variables d’état et les forces thermodynamiques associées et qui définit 
d’autre part les variables internes associées aux phénomènes irréversibles, 

ii)  Le potentiel dual de dissipation *Ω  qui définit l’ensemble des phénomènes dissipatifs : 
la loi de viscoplasticité et l’évolution des variables internes. 

  
 
La formulation de la loi de comportement nécessite donc de choisir un potentiel de 

dissipation satisfaisant les conditions imposées par le formalisme des matériaux standard 
généralisés. Ce choix procure une certaine liberté et dépend des phénomènes physiques et 
donc des variables internes choisies que l’on désire inclure dans le modèle de comportement. 

 
II.1.4 Application aux lois de comportement élasto-viscoplastique 

 Compte tenu de l’hypothèse de partition des déformations, la déformation totale 
s’exprime comme la somme d’une déformation élastique et d’une déformation 
viscoplastique : 

e vp
ε = ε + ε  

 
 La relation d’élasticité considérée ici comme linéaire et isotrope, est obtenue par la loi 
de Hooke généralisée par Cauchy qui relie de façon linéaire le tenseur des contraintes au 
tenseur des déformations élastiques : 

e
σ = C : ε  

 
avec C, le tenseur classique d’ordre 4 des modules d’élasticité. 
 
 La partie viscoplastique des déformations est déduite directement à partir du potentiel 
de dissipation par la relation (2.17) rappelée ici : 
 

*∂Ω
∂

vp
ε =

σ
&  

 
 La forme de la loi de comportement élasto-viscoplastique dépend donc principalement 
de sa partie viscoplastique. Différentes formes de lois de comportement existent, et leur 
spécificité réside essentiellement dans le choix de la forme du potentiel de dissipation. Parmi 
les lois présentes dans la littérature visant à expliquer la relation entre la vitesse de 
déformation et la contrainte appliquée, deux écoles se distinguent principalement : 
 

i) La première école s’attache à décrire des expériences de fluage à contrainte faible : la 
vitesse de déformation est généralement une fonction puissance de la contrainte, 

ii)  La deuxième école s’intéresse plus particulièrement aux fortes contraintes et aux 
grandes vitesses de déformation : dans ce cas, la vitesse de déformation est une 
fonction exponentielle ou hyperbolique de la contrainte.  



 

Dans cette partie, une analyse des trois principales formes de lois de comportement 
présentes dans la littérature est menée. La comparaison de leur domaine de validité respectif 
permet de choisir la forme adéquate pour la constitution du modèle élasto-viscoplastique au 
domaine visé (simulation de la mise en forme et du crash). 
 
Lois viscoplastiques de type puissance 

 Le modèle viscoplastique unidimensionnel de Norton relie la vitesse de déformation à 
la contrainte par une loi en puissance : 
 

     ( )1
vp Nσ = λ ε&      (2.18) 

 
où λ  et N sont des constantes, tel que : 
 

( )
( )vp

d lnσ1
N =  et m =

m d lnε&
 

 
 La loi d’Odqvist est la généralisation de la loi de Norton dans le domaine 
tridimensionnel. Le potentiel viscoplastique dont elle est issue s’écrit : 
 

     

N+1

eq* σλ
Ω =

N+1 λ

 
 
 

    (2.19) 

 
où eq 2σ J (= σ)  est la contrainte équivalente de von Mises.  Par dérivation de ce potentiel, 

selon la relation (2.17), on obtient la relation entre le tenseur des déformations viscoplastiques 
vp
ε&  et le déviateur des contraintes '

σ  : 
 

     

N

eq

eq

σ3
=

2 λ σ

 
 
 

'
vp σ
ε&     (2.20) 

 
La loi de Norton généralisée comporte des limitations importantes : 
 

i) Un domaine d’élasticité négligeable : la partie viscoplastique de dépend pas de la taille 
du domaine d’élasticité, 

ii)  Pas d’écrouissage et donc pas de variables internes décrivant les transformations 
internes du matériau, 

iii)  L’exposant N, dit de Norton, n’est valable, une fois fixé, que dans un domaine peu 
étendu de contraintes. 
 

 Il est possible de compléter la loi d’Odqvist, beaucoup d’auteurs ont contribué à 
l’élaboration de variantes de la loi de Norton généralisée. Parmi ces variantes, il est possible 
par exemple d’ajouter : 
 

i) un terme d’écrouissage isotrope R, 
ii)  un terme d’écrouissage cinématique X, 
iii)  un domaine d’élasticité de taille Y = σ0+R. 
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Le potentiel viscoplastique correspondant s’écrit alors : 
 

     

N+1

eq* 0

0

σ -Yσ
Ω =

N+1 σ

 
 
 
 

   (2.21) 

 
où .  indique la partie positive. Le tenseur des déformations viscoplastiques qui en découle 

est de la forme : 
 

     

N

eq

0 eq

σ -Y3
=

2 σ σ

  −
 
 
 

'
vp σ X
ε&     (2.22) 

 
où eq 2σ J (= σ - X)  est la contrainte équivalente de von Mises dans l’espace déviatorique et σ0 

est la taille du domaine initial d’élasticité. 
 
Domaine de validité des lois en puissances et des lois exponentielles 

 Les lois puissances comportent des limitations majeures quant à la modélisation de la 
contrainte en fonction de la déformation et sa sensibilité à la vitesse de déformation. Lemaitre 
et Chaboche montrent les limitations de telles lois [Lem88] : 
 

i) Le domaine de vitesse de déformation est compris entre 10-8 s-1 et 10-3 s-1 environ. 
Pour des vitesses très faibles (inférieures à 10-8 s-1), il faut prendre en compte 
l’évolution possible de l’exposant N en fonction de la contrainte ce qui peut être résolu 
en ajoutant un terme exponentiel, 

ii)  Le domaine de déformation dépend des essais sur lesquels l’identification a été 
effectuée. Il est en général compris entre 10-4 et 10-2 et peut être étendu grâce à un 
terme d’écrouissage linéaire. 

 
 Les lois puissances peuvent être améliorées par l’adjonction de termes correctifs 
(terme linéaire, terme exponentiel etc.) ce qui correspond malheureusement à alourdir la 
modélisation par l’ajout de nouveaux paramètres qu’il faut identifier.  

Pour des contraintes élevées, la vitesse de déformation croît très vite en fonction de la 
contrainte et la loi puissance ne parvient plus à décrire correctement l’évolution des courbes 
expérimentales. Dans ce domaine de contraintes élevées, les lois de type exponentiel 
s’ajustent bien à l’évolution de la contrainte en fonction de la vitesse de déformation. 
Malheureusement, pour de faibles contraintes, ces lois exponentielles ne sont plus valables. 

 
 Afin de décrire correctement l’écoulement plastique et la sensibilité de la contrainte 
d’écoulement à la vitesse de déformation, il convient de se baser sur les résultats de 
nombreuses expériences [Poi76], [Bou97], [Rus01], [Rus07]. Celles-ci montrent que : 
 

i) pour de très faibles vitesses de déformation (vpε 0→& ), l’écoulement plastique est 
newtonien ( vpε σ∼& ), 

ii)  pour des vitesses de déformation faibles (-8 -1 vp 3 -110 s ε 10 s−≤ ≤& ), les lois puissances 
décrivent de façon satisfaisante cette sensibilité, 



 

iii)  pour des vitesses de déformation plus grandes, la sensibilité est mieux décrite par une 
loi exponentielle, 

iv) la contrainte d’écoulement observe une saturation de sa sensibilité à la vitesse de 
déformation lorsque celle-ci augmente. 
 
L’ensemble de ces observations peut être résumé par la Fig. 2.1. La figure permet de 

comprendre la raison pour laquelle l’on retrouve classiquement dans la littérature un grand 
nombre de lois viscoplastiques dont la forme est une loi en puissance ou une loi exponentielle. 
Chacune opérant dans un domaine de déformation, un domaine de vitesses de déformation et 
un domaine de contraintes différents. Certaines lois regroupent un terme en puissance et un 
terme exponentiel permettant ainsi d’étendre leur domaine de validité. Malheureusement, ces 
lois nécessitent un ensemble de paramètres à identifier plus important dont la signification 
physique n’est pas toujours évidente. 

 

 
 

Fig. 2.1 – Représentation schématique de la sensibilité de la contrainte 
 à la vitesse de déformation en traction uniaxiale. 

 
 
 La détermination d’une loi de comportement doit donc faire face à un 
compromis entre : 
 

i) le nombre de paramètres à identifier du modèle qui doit être le plus faible possible et 
dont l’identification doit être la plus aisée possible, 

ii)  la pertinence du modèle à reproduire les résultats expérimentaux dans un domaine de 
validité le plus étendu possible.  
 

Lois en sinus hyperbolique 

 Afin de couvrir l’ensemble du domaine des contraintes pour des résultats en fluage, 
différents auteurs [Wee57], [Gar63], [Bar65], [Sel66], [Jon69] ont proposé des relations 
empiriques en sinus hyperbolique reliant la vitesse de déformation vpε&  à la contrainte σ . 
Parmi ces auteurs, Sellars et Tegart [Sel66] ont proposé une relation qui non seulement 
couvre un large domaine en contraintes mais également un large domaine en température : 
 

Saturation  

Zone  2 Zone  1 Zone  3 

11ln σ  

11

vpln ε &  

11

vp
11ε σ≈&  

11 11
vp Nε σ≈&  ( )11

vp
11ε exp βσ≈&  
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    ( ) ( )n -Qε = A sinh ασ exp RT
&     (2.23) 

 
où A, α et n sont des constantes indépendantes de la température, Q étant l’énergie 
d’activation. 
 
 On rappelle l’expression du sinus hyperbolique et son développement limité de Taylor 
au voisinage de zéro : 
 

    ( ) ( ) ( )exp x  - exp -x
sinh x =

2     (2.24) 

    

3 5 7

x=0

x x x
sinh(x) = x+ + + +...

3! 5! 7!    (2.25) 

 
 Ce type de loi en sinus hyperbolique peut être réduit à une loi en puissance pour de 
faibles contraintes et à une loi exponentielle pour de très fortes contraintes, ce qui de ce fait 
lui confère une validité plus générale. En effet, pour de faibles contraintes, compte tenu des 
relations (2.24) et (2.25), l’équation (2.23) est équivalente à une loi en puissance : 
 

    ( ) ( )n n
1

-Qε = A ασ exp K σRT
′ ≈ ×&     (2.26) 

avec K1 constante. 
 
 Pour de fortes contraintes, compte tenu de (2.24), l’équation (2.23) est équivalente à 
une loi exponentielle : 

    ( ) ( ) ( )2
-Qε = A exp βσ exp K exp σRT

′′ ≈ ×&    (2.27) 

avec K2 constante. 
 
 La loi en sinus hyperbolique décrit donc bien de façon asymptotique la sensibilité de la 
contrainte à la vitesse de déformation schématisée sur la Fig. 2.1. A savoir : 
 

i)  un écoulement newtonien pour les plus faibles contraintes, 
ii)   un comportement linéaire pour les faibles contraintes (loi puissance), 
iii)   un comportement saturant exponentiel pour les fortes contraintes (loi exponentielle). 

 
 Elle permet d’obtenir ainsi un comportement physiquement acceptable sur un large 
domaine de contraintes ce que ne permettent pas seules les lois en puissance (échec pour les 
fortes contraintes) et les lois exponentielles (échec pour les faibles contraintes). 
 
 Par rapport à des lois mixtes faisant intervenir à la fois une partie puissance et une 
partie exponentielle, la loi en sinus hyperbolique comporte moins de paramètres. Langkruis et 
al. [Lan99] ont montré que nombre de modèles de comportement viscoplastique (lois 
puissance, lois exponentielles, lois en sinus hyperbolique) pouvaient être dérivés de l’équation 
exponentielle saturante générale proposée par Sah et al. [Sah69]. Les auteurs comparent la 
modélisation de comportement de quatre alliages Al-Mg-Si à partir de cinq modèles 
différents : 
 



 

i) les quatre premiers modèles sont des variantes de l’équation générale saturante dont la 
sensibilité à la vitesse de déformation est de la forme puissance, exponentielle ou sinus 
hyperbolique, 

ii)  le cinquième modèle est une loi en sinus hyperbolique. 
 

 Les auteurs concluent que le modèle le plus favorable à la modélisation est celui en 
sinus hyperbolique compte tenu de la qualité de l’identification, de la complexité du modèle 
et des valeurs des paramètres d’identification obtenus et ce, malgré une précision moindre vis-
à-vis de lois plus complexes à nombre de paramètres plus important.  
 
 Afin de décrire le comportement élasto-viscoplastique des aciers multiphasés sur un 
large domaine de contraintes et de vitesses de déformation pour l’application visée 
(simulation de la mise en forme et du crash), la forme de loi élasto-viscoplastique retenue 
dans le cadre de ce travail de thèse est une loi en sinus hyperbolique. Celle-ci présente 
l’avantage d’un large domaine de validité pour un nombre réduit de paramètres auxquels il est 
toutefois possible de donner un sens physique.  
 
 
II.2 JUSTIFICATIONS PHYSIQUES DE LA LOI DE COMPORTE MENT CHOISIE 
  
 Dans cette partie, nous justifions le choix de la forme de la loi en sinus hyperbolique à 
partir de mécanismes physiques responsables de la déformation viscoplastique. La description 
de l’activation thermique de ces mécanismes au travers du système thermodynamique permet 
de préciser la loi d’écoulement et d’introduire naturellement les effets de vitesses dans le 
comportement. 
 
II.2.1 Déformation plastique et mouvement des dislocations 

 D’un point de vue général, tous matériaux confondus, il est possible de regrouper sous 
le terme de « déformations inélastiques » l’ensemble des déformations permanentes, c'est-à-
dire l’ensemble des déformations qui peuvent subsister lorsque la sollicitation devient nulle 
(Fig. 2.2). La déformation inélastique s’oppose ainsi à la déformation élastique qui elle est 
réversible : lorsque la sollicitation est stoppée, un matériau élastique retrouve l’état initial 
qu’il avait avant sollicitation. Le matériau plastique, lui, a changé d’état. La notion 
d’inélasticité est donc intimement liée à la notion d’irréversibilité. A l’échelle de la 
microstructure, cette irréversibilité se traduit par une transformation permanente de la 
microstructure.  
 Pour les matériaux métalliques polycristallins qui nous intéressent dans le cadre de 
cette étude sur les aciers multiphasés, la plasticité est, dans la plupart des cas et à basses 
températures, associée au mouvement des dislocations. Nous exclurons de notre étude des 
mécanismes plus particuliers comme le maclage propre aux aciers TWIP ou encore la 
transformation de phase présente dans les aciers TRIP. Nous nous intéresserons ici 
exclusivement au cas le plus général, c’est-à-dire au mouvement des dislocations par 
glissement sur les plans cristallographiques. 
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Fig. 2.2 – Transformation réversible puis irréversible de la microstructure  
lors d’une déformation élastoplastique. 

 
 
 Sans vouloir rentrer dans le détail de la théorie des dislocations qui sort du cadre de 
notre étude, il est toutefois nécessaire de rappeler ici quelques notions sur les dislocations et 
les mécanismes rentrant en jeu dans la déformation plastique afin de mieux comprendre les 
choix de modélisation du comportement plastique ou viscoplastique présentés par la suite. 
 
Dislocations : origines, définitions et propriétés 

 A l’aide d’un microscope, la visualisation d’un essai de traction sur un monocristal 
montre, une fois le régime plastique établi, l’apparition de marches à sa surface (Fig. 2.3). 
Une « marche » est en fait le résultat visible en surface d’un décalage dans le réseau cristallin.  
 Les premiers modèles tentèrent d’expliquer les traces de glissement à la surface des 
matériaux déformés par le glissement rigide de blocs cristallins via des plans atomiques 
denses. Or les calculs montrèrent très vite que la contrainte nécessaire pour cisailler de façon 
rigide un cristal sans défauts, c'est-à-dire couper l’ensemble des liaisons du plan atomique, 
déplacer les blocs puis pour les recoller ensuite, était 102 à 104 fois supérieure à la limite 
d’élasticité. Dans les années 1930, Polanyi, Taylor et Orowan proposèrent alors l’existence 
d’un mécanisme facilitant un tel mouvement du réseau : le glissement ne s’effectue pas de 
façon rigide mais se propage à l’aide de défauts linéaires du réseau : les dislocations. Le 
déplacement d’un bloc cristallin via un plan atomique facilité par une dislocation est souvent 
illustré par le déplacement d’un tapis reposant sur le sol facilité par la propagation d’une 
bosse (Fig. 2.4). En effet, du fait du frottement, il est plus facile de créer une bosse à 
l’extrémité d’un tapis et la propager que de vouloir traîner le tapis directement. 

Transformation 
réversible 

Transformation 
irréversible 

Microstructure 
initiale 

ε

σ  

Domaine 
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Domaine 
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Fig. 2.3 – Mise en évidence de marches à la surface d’un monocristal 
soumis à une traction uniaxiale. 

 
  
 Puisque le déplacement d’un tapis est facilité par la propagation de bosses, il est 
possible de dire, dans un même esprit, que la déformation plastique est donc facilitée par la 
propagation de défauts cristallins linéaires : les dislocations. L’invention du microscope 
électronique permit plus tardivement de confirmer la présence de ces défauts linéaires du 
réseau qui se révèlent être capitaux dans la compréhension des mécanismes de la déformation 
plastique des métaux.  
 

 
 

Fig. 2.4 – Déplacement schématique d’un tapis au sol facilité par création et la 
propagation d’une bosse. 

 
 

 Le déplacement élémentaire d’un bloc cristallin qui correspond à une distance 
interatomique sur le plan de glissement (Fig. 2.3) n’est donc pas le résultat de la translation 
rigide de blocs cristallins de part et d’autre du plan de glissement mais résulte bien du 
déplacement progressif d’un bloc facilité par la propagation d’une dislocation (Fig. 2.5a). 
Une dislocation est définie géométriquement par son vecteur de Burgers b

r
. Celui-ci 

caractérise l’amplitude et la direction du déplacement. Selon l’angle créé entre le vecteur de 

(a) Essai de traction et apparition 
de lignes de glissement à la 
surface de l’éprouvette. 

(b) Micrographie M.E.B. d’un monocristal de 
Cadmium déformé par glissement des 
dislocations selon les plans (100). Mise en 
évidence des marches créées à sa surface.  
©DoITPoMS, University of Cambridge [Cam09]. 
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(b) Configurations vis, coin et 
mixte d’une ligne de dislocation. 

Burgers et le vecteur dl
uur

 tangent à la ligne de dislocation, plusieurs configurations atomiques 
existent (Fig. 2.5b). On parle de configuration vis, si le vecteur de Burgers est tangent à la 
ligne de dislocation et de configuration coin s’il lui est perpendiculaire. Pour les cas 
intermédiaires, on parle de configuration mixte. On notera qu’une dislocation vis peut 
également changer de plan de glissement (glissement dévié). La Fig. 2.5c montre la 
configuration locale des atomes dans le cas d’une dislocation coin. La dislocation perturbe 
localement l’agencement atomique du réseau. Les atomes proches de la dislocation se 
retrouvent dans une position légèrement différente de leur configuration et exercent une force 
de rappel. Cette distorsion du réseau augmente l’énergie interne d’un volume proche autour 
de la ligne. On parle alors de champ de contraintes créé autour de la dislocation. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Déplacement d’un bloc cristallin sur un plan de glissement 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig. 2.5 – Déplacement élémentaire d’un bloc cristallin sur un plan de glissement 
facilité par la propagation d’une ligne de dislocation. 

 
  
 Nous avons vu dans un cas extrêmement simple comment la propagation d’une 
dislocation facilitait le cisaillement d’un cristal. Dans les alliages métalliques polycristallins, 
la densité des dislocations est considérable : de l’ordre de 1010 m-2 pour un métal bien recuit à 
1018 m-2 pour certains polycristaux. La déformation plastique des alliages résulte donc du 
mouvement complexe d’un ensemble de dislocations, le mouvement de chacune pouvant être 
impacté par les forces du réseau et/ou par la présence d’autres défauts. Ce mouvement peut 
s’effectuer suivant deux modes : 

 
i) Un mode conservatif : le mouvement par glissement. C’est le mode que nous avons 

décrit jusqu’à présent (analogie du tapis). Il ne fait pratiquement pas intervenir le 
déplacement des atomes du cristal (ceux-ci sont inférieurs à la distance inter-

(c) Configuration atomique du glissement 
au point A (configuration coin). 

Plan de glissement 

b 

b 

Plan de glissement 

mixte 

coin 
vis 

Ligne 
de dislocation 

Plan de glissement Ligne de dislocation 

A 

b b 



 

atomique). La déformation par glissement des dislocations s’effectue à volume 
constant sans augmentation de la matière, c’est pourquoi il est dit conservatif.  

ii)  Un mode non conservatif : le mouvement par montée. C’est le mouvement d’une 
ligne de dislocation hors de son plan de glissement. Ce mode implique un transport de 
matière : des lacunes et/ou des interstitiels sont consommés et émis. C’est pourquoi il 
est dit non-conservatif. Ce mode de mouvement par diffusion est actif à hautes 
températures, c’est-à-dire pour des températures T supérieures à 0,3 fois la 
température de fusion Tf.  

 
A basses températures, le mécanisme prépondérant responsable de la déformation 

plastique est donc le mouvement des dislocations par glissement. C’est dans ce cadre précis 
que le modèle est constitué. La diffusion et le transport de matière seront donc considérés 
comme inexistants par la suite. 
 
Loi d’Orowan 
  
 La déformation plastique est intimement liée aux transformations permanentes de la 
microstructure et donc au mouvement des dislocations. Dans les années 1930, Orowan 
suggère une relation entre vitesse de déformation macroscopique et vitesse moyenne des 
dislocations. 
 Considérons un cristal de hauteur h et de largeur L entièrement cisaillé par une 

dislocation i de vecteur de Burgers b
r

 (Fig. 2.6). L’amplitude de déformation γ  de ce 
cisaillement est immédiate : 
 

     γ = 
h

b
r

     (2.28) 

 

 
Fig. 2.6 – Schéma d’un monocristal cisaillé de part et d’autre par le glissement d’une 

dislocation coin, d’après [Vig07]. 
 
 
Si la dislocation i parcourt seulement une distance Xi alors l’amplitude de déformation est 
proportionnelle à la distance balayée Xi (Fig. 2.7a) et s’écrit : 
 

     
iX

γ = 
h L

b
r

     (2.29) 

 
 Si maintenant le cristal est traversé par N dislocations qui chacune parcourt une 
distance Xi, alors l’amplitude de déformation du cristal est égale à la somme des amplitudes 
de déformation iγ  engendrées par le mouvement de chaque dislocation i (Fig. 2.7b).  
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 En considérant iX  comme la distance moyenne parcourue par chaque dislocation et 

en introduisant la profondeur P du cristal, il est possible de faire apparaître la densité de 
dislocations mobiles mρ  , longueur totale de ligne de dislocation dans le cristal en m/m3 : 

 

  
i ii

i m i
i

X XX P
γ = γ N N ρ b X

h L h L P h Li

= = = =∑ ∑
b b b
r r r

 (2.30) 

 
 

 
 
 

Fig. 2.7 – Géométrie d’un cristal cisaillé partiellement par une seule dislocation (a) ou 
par plusieurs dislocations (b), d’après [Vig07]. 

 
 
 La dérivée temporelle de cette relation fait apparaître deux termes : 
 

    
im

i m

d Xdρdγ
 = X b  + ρ b

dt dt dt    (2.31) 

 
 En négligeant le cas où la production de dislocations est du premier ordre (exemple 
des crochets de traction dus à une production accrue de dislocations), on considère que la 
vitesse de déformation est contrôlée par la propagation des dislocations. Cela revient à 
négliger le premier terme devant le second : 
 

     
i

m

d Xdγ
 = ρ b

dt dt     (2.32) 

 
En faisant apparaitre la vitesse moyenne v des dislocations, nous obtenons la loi d’Orowan : 
 

     p mγ  = ρ bv&      (2.33) 
 
 Le calcul géométrique précédent ([Poi76], [Vig07]) suppose que le déplacement des 
dislocations s’effectue par glissement. Poirier montre que si l’on considère que le 
déplacement des dislocations se fait par montée, le calcul aboutit à la même loi. La loi 
d’Orowan s’applique donc quel que soit le mode de mouvement envisagé. 
 En dépit des approximations, la loi d’Orowan se révèle être d’une importance 
fondamentale puisqu’elle permet de relier la vitesse de déformation plastique pγ&  directement 

à des paramètres microstructuraux comme la densité mρ  et la vitesse moyenne v des 

(a) (b) 



 

dislocations mobiles. Ces deux paramètres (vitesse et densité) caractérisent la déformation 
plastique macroscopique. Nous verrons dans les paragraphes suivants que chacun des deux 
paramètres contribue de manière différente dans la modélisation de la déformation plastique. 
 Précisons que la déformation plastique macroscopique γ  apparaissant dans la formule 
d’Orowan (2.30) est la déformation projetée ou résolue (resolved shear strain) dans le plan de 
glissement de la dislocation de vecteur de Burgers b. On lui associe une contrainte projetée ou 
résolue τ . Les observations d’échantillons déformés montrent que les glissements des 
dislocations s’effectuent préférentiellement selon des systèmes de glissement. Chaque 
système de glissement « g » se compose d’un plan et d’une direction de glissement. Ces 
derniers appartiennent généralement aux plans et aux directions de plus forte densité atomique 
existants dans le réseau cristallin concerné. 
 Les grandeurs propres à chaque système de glissement peuvent être déterminées à 
partir des grandeurs macroscopiques. La Fig. 2.8 représente le cas particulier d’un 
monocristal sollicité par une force F en traction où la normale au plan de glissement, la 
direction de glissement et l’axe de sollicitation sont coplanaires. 
 
 

 
 
Fig. 2.8 - Détermination du coefficient de Schmid dans le cas particulier d’un monocristal 

sollicité en traction [Vig07]. 
 
Dans ces conditions, les relations géométriques décrivant la projection sur le système 
considéré sont simples et s’écrivent : 
 

   
projetée projetée

projetée projetée

τ = F /S  = Fcosλ/(S/cosφ) = σ(cosλcosφ)

γ = ∆l /l  = ∆l/cosλ/lcosφ = ε/(cosλcosφ)





  (2.34) 

 
 Le terme (cosλcosφ)  appelé « facteur de Schmid » traduit l’orientation du chargement 
en fonction de la normale au plan de glissement et de la direction de glissement au travers de 
deux angles : φ  et λ . Pour chaque système de glissement, il est possible de calculer le facteur 
de Schmid qui lui est associé. Ce sont les systèmes possédant les facteurs de Schmid les plus 
élevés qui sont activés en premier. L’exemple illustré par la Fig. 2.8 est un cas particulier du 
cadre plus général de la plasticité cristalline. Il permet de se figurer aisément les relations 
existantes entre contrainte et déformation macroscopiques et entre cission résolue et 
déformation sur un plan de glissement. Plus généralement, c’est la partie symétrique du 
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tenseur de Schmid R, définie à partir de l’ensemble des directions et des plans de glissement, 
qui définie ces relations : 
 

     

vp g g
ij ij

g

g
ij ij

ε = R γ

τ  = R σ






∑& &

     (2.35) 

  
 
où vp
ε&  est le tenseur des taux de déformations viscoplastiques, σ  le champ des contraintes 

macroscopiques, gγ&  et gτ  le taux de déformation en cisaillement et la cission résolue du 
système de glissement « g » considéré.  
 
 Dans le cas de matériaux métalliques polycristallins, l’introduction du facteur de 
Taylor M permet de relier la contrainte macroscopique σ  à une contrainte moyenne τ  

projetée selon l’ensemble des systèmes de glissement possibles [Tay38], [Koc70] : 
 

     σ = M τ      (2.36) 
 
Ce facteur de proportionnalité dépend du type de réseau cristallin pour un matériau isotrope et 
éventuellement de l’orientation moyenne des grains. Si l’on introduit le facteur de Taylor, 
l’équation d’Orowan pour un matériau isotrope, sans texture fortement marquée, s’écrira 
donc : 
 

     
vp
eq p mε  = M γ = Mρ bv& &    (2.37) 

 
où vp

eqε&  est la vitesse de déformation viscoplastique équivalente. 

 
II.2.2 Formalisme de l’activation thermique 

 Les résultats expérimentaux indiquent clairement que si l’on réalise des essais de 
traction à différentes températures T et à différentes vitesses de déformation ε&  données, la 
limite d’élasticité 0σ  diminue lorsque la température augmente jusqu’à atteindre un palier.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 2.9 – Evolution schématique de la limite d’élasticité en fonction de la température et 

de la vitesse de déformation, d’après [Ber01]. 
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Il a été constaté également que la température à laquelle est atteint ce palier évolue avec la 
vitesse de déformation : plus la vitesse de déformation ε&  est élevée, plus la température à 
laquelle est atteint le palier est élevée (Fig. 2.9). 
 L’ensemble de ces résultats expérimentaux reflète l’effet de l’activation thermique sur 
le franchissement des obstacles par les dislocations : c’est le formalisme de l’activation 
thermique. Sans vouloir rentrer dans le détail de ce formalisme expliqué de façon très précise 
dans plusieurs ouvrages (comme par exemple [Poi76] ou plus récemment [Cai03]), nous nous 
efforçons ici de résumer les grandes lignes nécessaires à la compréhension de la forme de loi 
de comportement choisie. 
 
Contrainte interne et contrainte effective 

 La déformation plastique est gouvernée par le mouvement des dislocations. Selon le 
formalisme de l’activation thermique, les processus responsables de ce mouvement peuvent 
toujours être expliqués par le franchissement d’obstacles par des segments de dislocations 
sous l’effet d’une contrainte effective assistée ou non thermiquement.  
 En dessous d’une contrainte seuil iσ , la réponse à une sollicitation se fait sans 

modification permanente de la microstructure. La contrainte seuil iσ  est une contrainte 

interne représentant l’ensemble des contraintes à longue portée variant en 
1

r
 dues aux défauts 

du réseau (les autres dislocations). Elle fluctue spatialement avec une longueur d’onde si 
grande (dimension de la microstructure) que le champ de contraintes internes considéré ne 
peut pas être franchi par les seules fluctuations thermiques. Pour qu’une dislocation puisse se 
déplacer dans le réseau entre les obstacles, il faut que la contrainte σ  appliquée soit au moins 
supérieure à la contrainte interne moyenne iσ  résistant au mouvement. Si iσ  σ〈 , il n’y a pas 

de mouvement de dislocation. 
 On appelle contrainte effective * iσ σ - σ= , la contrainte efficace c'est-à-dire la 

contrainte positive qui permet de mettre en mouvement la dislocation. Supposons qu’une 
dislocation se déplace entre les obstacles (*σ   0〉 ) jusqu’à trouver une position stable contre 
un obstacle qui exerce également en retour sur la dislocation un champ de contraintes à courte 
portée obstσ . En termes d’énergie, il est alors possible de dire que lorsqu’une ligne de 

dislocation rencontre un obstacle (précipité, joint de grain etc.), celui-ci constitue une barrière 
énergétique qui entrave son mouvement. Cette barrière d’énergie ne peut être franchie 
qu’avec l’aide d’une contrainte « effective » et/ou d’une agitation thermique. Il est pratique de 
se représenter une telle situation sur un diagramme force-distance (Fig. 2.10). 
 Le diagramme représente en ordonnée la force F ressentie par un segment de 
dislocation de longueur l et en abscisse la distance balayée par le segment. L’obstacle est 
représenté par une colline de hauteur obstlbσ , b étant la norme du vecteur déplacement de 

Burgers. L’aire comprise sous la colline représente l’énergie totale que doit fournir le segment 
de dislocation pour franchir l’obstacle.  
 
 En fonction de la température, deux cas limites sont à considérer :  
 

i) Si la température est nulle, alors la colline ne peut être franchie que si la contrainte 
appliquée est égale à i obstσ = σ  + σ  ce qui équivaut à une contrainte effective 

supérieure ou égale au champ de contraintes généré par l’obstacle : *
obstσ σ≥ . 
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ii)  Si la température est grande telle que l’agitation thermique suffise à fournir une 
énergie égale à l’aire comprise sous la colline, alors une contrainte appliquée iσ = σ  

suffit et la colline générée par l’obstacle n’existe plus. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.10 – Diagramme force-distance  
pour le franchissement thermoactivé d’un obstacle. 

 
  
 Nous nous intéressons ici au cas intermédiaire, c'est-à-dire au cas où la contrainte est 
activée thermiquement. Dans ce cas, l’énergie totale de franchissement est alors la somme de 
deux contributions : 
 

i) Le travail fourni par la contrainte effective *σ  sur le volume d’activation *V , 
ii)  L’énergie fournie par activation thermique : * *

0∆G - σ V . 0∆G  représente l’aire 

comprise sous la colline c'est-à-dire l’énergie à fournir pour franchir l’obstacle à 
contrainte nulle. 

 
 Il faut tenir compte du fait que le diagramme force-distance de la Fig. 2.10 est un 
diagramme figé pour une vitesse de déformation et une température données. Ce diagramme 
figé représente le franchissement d’un type d’obstacle qui lui est un processus dynamique. En 
nous focalisant sur un seul type d’obstacle et donc sur un seul type de processus, le 
formalisme introduit ici nous permet de modéliser les actions combinées de la contrainte *σ  
et de la température T sur la vitesse moyenne des dislocations et donc sur la vitesse de 
déformation plastique.  
 
Modélisation en vitesse 

 Nous avons vu que la vitesse de déformation plastique dépendait à la fois de la densité 
des dislocations mobiles mais aussi de leur vitesse moyenne. Dans le cadre de cette 
modélisation, c’est le comportement individuel mais moyenné des dislocations qui est pris en 
compte. On considère qu’il existe toujours une densité constante de dislocations mobiles 
pendant la variation de déformation ∆ε  du solide auquel on s’intéresse. On néglige donc dans 
ce modèle, les cas où les densités de dislocations varient très rapidement avec le temps. Les 
crochets de traction, propres aux avalanches de dislocations, sont donc purement et 

Energie fournie par 
l’activation thermique : 

* *
0∆G - σ V  

Energie fournie par la 
contrainte effective : 

 * *σ V  

obstlbσ  

lbσ  

ilbσ  

*lbσ  

Distance 

Force 

2r 

Dislocation en position 
stable contre l’obstacle 



 

simplement négligés. Dans la loi d’Orowan (2.37), la vitesse des dislocations est une vitesse 
moyenne de déplacement, dans le sens où c’est un ensemble de déformations élémentaires qui 
est considéré. Cette vitesse moyenne dépend de la fréquence de franchissement des obstacles 
microstructuraux par les dislocations, processus dynamique thermiquement activé et assisté 
par la contrainte effective.  
 
 Intéressons nous donc au mouvement d’un segment de dislocation et plus 
particulièrement à l’arrivée d’un segment de dislocation sur des obstacles microstructuraux. 
La Fig. 2.11 illustre une telle situation : un segment de dislocation se déplace librement vers 
une série d’obstacles microstructuraux espacés d’une distance L (Fig. 2.11a). Ce segment de 
dislocation se retrouve alors  « épinglé » par les obstacles et voit donc son mouvement entravé 
(Fig. 2.11b). La Fig. 2.11c illustre le franchissement de l’obstacle central par la partie centrale 
du segment de dislocation. Celle-ci balaye une aire A lors du franchissement, puis 
éventuellement une aire B avant de rencontrer un nouvel obstacle (Fig. 2.11d).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 

Fig. 2.11 – Franchissement d’un obstacle par un segment de dislocation. 

(a) : Segment de dislocation se déplaçant librement vers une série d’obstacles microstructuraux. (b) : 
Segment de dislocation « épinglé » par les obstacles microstructuraux. (c) : Franchissement de 
l’obstacle central par le segment de dislocation. (d) : La partie centrale du segment, après avoir 
franchi l’obstacle central (aire A en grisé), se déplace librement vers un second obstacle central (aire 
B hachurée). 
 
 
 Le schéma de la Fig. 2.11 illustre la situation où la dislocation, une fois l’obstacle 
franchi, glisse rapidement vers un nouvel obstacle où elle se bloque. En d’autres termes, on 
néglige la probabilité de sauts retour, la dislocation s’éloignant très rapidement de l’obstacle 
franchi. Considérer la probabilité de sauts retour n’a de sens que dans deux cas [Poi76] : 
 

i) L’obstacle est lié à la dislocation empêchant celle-ci de glisser de plus d’une distance 
interatomique. Le segment de dislocation ne se déplace plus librement entre les 
obstacles : une fois l’obstacle franchi, le segment de dislocation rencontre un nouvel 
obstacle, une nouvelle barrière d’énergie à traverser. Ce cas correspond par exemple à 
la situation où le glissement de la dislocation s’effectue par double décrochements sur 
les parties vis de la dislocation (voir plus loin). 

Aire 
B 

Aire 
A 

(a) (b) (c) (d) 
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ii)  Le libre parcours des dislocations entre obstacles est comparable à la distance 
parcourue durant le franchissement, c'est-à-dire la norme b du vecteur déplacement de 
Burgers.  

 
Dans ces conditions, l’aire B à considérer dans la séquence Fig. 2.11 est nulle. La vitesse 
moyenne du segment équivaut alors à l’aire A parcourue divisée par la distance moyenne L 
entre deux obstacles et le temps t nécessaire au franchissement de l’obstacle. Le temps de vol 
tvol entre deux obstacles étant négligeable devant le temps d’attente tattente nécessaire au 
franchissement, la vitesse moyenne v du segment de dislocation revient à considérer 
seulement la vitesse de franchissement de l’obstacle et s’écrit : 
 

     
attente

f

A 1 A
v ν

L t L
≈ ≈  

 
A Lb≈   est l’aire parcourue par le segment de dislocation lors du franchissement de 
   l’obstacle. 
 

fυ    est la fréquence de franchissement de l’obstacle, c'est-à-dire le nombre de fois 

   par seconde que le segment de dislocation réussit à passer l’obstacle. 
  
La fréquence de franchissement fυ  s’écrit comme le produit entre la fréquence d’attaque 

attaqueυ  et la probabilité de franchissement P : f attaqueυ = υ   P× . 

La probabilité P de franchir un obstacle microstructural dans la direction de la contrainte de 
cisaillement s’exprime comme la probabilité P d’un évènement élémentaire d’activation 
thermique * *

0∆G = ∆G σ V− . Une telle loi de probabilité s’écrit : 

 

    

* *
0∆G - σ V

P = exp -
kT

 
 
 

    (2.38) 

 
où 0∆G  et V* sont respectivement l’énergie et le volume d’activation du processus, T est la 

température en Kelvin et k la constante de Boltzmann.  
 
 
Le mouvement des dislocations est contrôlé par la fréquence d’attaque attaqueν  des dislocations 

et par leur probabilité Paller de franchir l’obstacle dans le sens de sollicitation et la probabilité 
Pretour de le franchir dans le sens inverse [Poi76] : 
 

   attaque Debye aller retourν = ν (P - P )     (2.39) 
 

  

* * * *
0 0

attaque Debye

∆G - σ V ∆G + σ V
ν = ν exp - exp -

kT kT

    
−    

    
  (2.40) 

 
où Debyeν  est la fréquence de Debye : fréquence de vibration atomique.  

 



 

Le temps de vol entre deux obstacles est considéré comme négligeable par rapport au temps 
de franchissement des obstacles [Ver98], [All05], [All09]. La vitesse v s’exprime 
alors comme : 
 

 

* * * *
0 0

f attaque Debye

∆G - σ V ∆G + σ VA Lb
v = ν = ν = bν exp - exp -

L L kT kT

    
−    

    
 (2.41) 

 
où b est la norme du vecteur de Burgers. 
 
 La relation d’Orowan lie la vitesse de déformation viscoplastique équivalente à la vitesse 
moyenne de mouvement des dislocations : 
 

     
vp
eq mε =Mρ bv&      (2.42) 

 
où mρ  est la densité moyenne des dislocations mobiles. 

 
En utilisant la relation (2.41), la relation d’Orowan aboutit à une loi en sinus hyperbolique : 
 

   

* *
vp 2 0
eq m Debye

∆G σ V
ε =2Mρ b ν exp - sinh

kT kT

  
  

   
&    (2.43) 

 
où M est le facteur de Taylor, mρ  la densité de dislocations mobiles, Debyeν  la fréquence de 

Debye, b la norme du vecteur de Burgers, 0∆G  l’énergie d’activation, *V  le volume 

d’activation, k la constante de Boltzmann et T la température en Kelvin. 
 
  La forme de la loi de comportement en sinus hyperbolique tient donc au fait que l’on 
ait considéré la probabilité de saut retour du segment de dislocation. Si une telle probabilité 
avait été négligée, le calcul aurait mené de fait à une loi de forme exponentielle avec une aire 
parcourue différente. Négliger la probabilité de saut retour revient à dire que le segment de 
dislocation s’éloigne très vite, une fois l’obstacle franchi, annihilant de fait la probabilité du 
saut retour. Ceci est vrai pour de fortes contraintes uniquement, c’est pourquoi les lois de 
comportement exponentielles ne peuvent s’appliquer sur un domaine large de contraintes. 
Dans le modèle choisi pour notre étude, pour de fortes contraintes, la loi en sinus 
hyperbolique produit les mêmes effets qu’une loi de type exponentielle (cf. chapitres 
précédents). La prise en compte de la probabilité de saut retour permet donc d’expliquer les 
comportements asymptotiques mis en évidence par les résultats expérimentaux sur une large 
gamme de contraintes et de vitesses de déformation. La loi de comportement en sinus 
hyperbolique a été choisie sur la base physique de mécanismes microstructuraux contrastant 
avec des lois classiques (lois puissance par exemple) à pauvre signification physique. 
  
II.2.3 Couplage entre contrainte interne et contrainte effective 

 L’introduction de la contrainte effective dans l’expression de la contrainte 
d’écoulement (ce qui revient à particulariser le jeu de variables d’état du système 
thermodynamique) permet d’aboutir naturellement à la description des effets de vitesses et de 
température propres au comportement visqueux. Deux cas sont à distinguer suivant la 
cristallographie du matériau à considérer. 
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 Pour les matériaux cubiques à faces centrées (CFC), l’écrouissage est principalement 
dépendant de l’augmentation des obstacles de la forêt de dislocations à l’intérieur des grains. 
De nombreux travaux sur différents matériaux montrent que la contrainte d’écoulement 
dépend de la racine carrée de la densité des dislocations : c’est le modèle de Taylor [Tay34], 
[Tay38]. La contrainte d’écoulement CFCσ  peut donc être vue comme la contrainte nécessaire 

au mouvement des dislocations mobiles pour franchir l’ensemble des obstacles 
microstructuraux. Etant donné les différentes longueurs d’ondes des champs de contraintes 
générés, on considère que les contributions de ces obstacles s’additionnent dans le cas de 
matériaux CFC :  

*
CFC 0 iσ = σ  + σ  + σ  

 
• 0σ  représente la contribution des contraintes de friction et des éléments en solution 

solide. Même si elle dépend de la température, elle n’est pas activée thermiquement 
et dépend de la fraction volumique et de la taille des éléments en solution solide. 

 
• iσ  est la contrainte interne qui gêne le mouvement des dislocations. Elle est égale à la 

somme des contraintes à longue portée induites par la microstructure qui s’opposent 
au mouvement des dislocations. Elle dépend de la température au travers de la 
dépendance du module élastique à la température. 

 
• *σ  est la contrainte effective requise permettant aux dislocations mobiles de surmonter 

les obstacles locaux à l’aide des fluctuations thermiques. Elle est fortement 
dépendante de la température (agitation thermique) et dépend de la vitesse de 
déformation (fréquence de franchissement des obstacles). 

  
 Dans le cas de matériaux cubiques centrés (CC), la contrainte d’écoulement dépend 
également des trois mêmes contributions mais n’est plus considérée comme la simple 
somme de celles-ci. Le glissement des dislocations dans le cas de matériaux CC est 
beaucoup plus difficile en raison d’importantes contraintes de friction de réseau appelées 
contraintes de Peierls. Contrairement aux matériaux CFC, la forme à l’équilibre d’une ligne 
de dislocation épinglée par un défaut n’est plus simplement un arc de cercle : les parties 
« coin » se déplacent beaucoup plus rapidement que les parties « vis » et le mouvement des 
dislocations se fait par nucléation et propagation de doubles décrochements sur les partie vis 
de la ligne (Fig. 2.12). Le glissement des dislocations se retrouve au final directement 
impacté par une succession de doubles décrochements le long des parties vis.  
 
 La probabilité de nucléation d’un double décrochement est proportionnelle au nombre 
de sites de nucléation et donc à la longueur L de la ligne de dislocation [Lou79]. Le 
glissement des dislocations est donc non seulement thermiquement activé (contrainte 
effective *σ ) mais dépend également de la longueur entre les obstacles (contrainte interne 

iσ ). Par conséquent, pour les matériaux cubiques centrés, on peut considérer qu’à basses 

températures, la contrainte d’écoulement se caractérise par l’existence d’un couplage entre 
la contrainte interne iσ  et la contrainte effective *σ :  
 

*
CC 0 iσ = σ  +  h (σ ,σ )  

 
 



 

 
 

Fig. 2.12 – Description schématique du glissement sur les parties vis des dislocations pour 
les matériaux cubiques centrés, d’après [Rau94]. 

 
(a) Configuration initiale : la ligne de dislocation est épinglée par deux défauts 

et s’arcboute sous l’effet de la contrainte appliquée. (b) Création du double 
décrochement dans la partie vis. (c) Expansion du double décrochement dû au 
déplacement rapide des parties coins. (d) Position finale à la fin du processus. 

  
 
En se basant sur des considérations énergétiques, Rauch explicite par un calcul la 

fonction de couplage *
ih(σ ,σ )  qui lie la contrainte interne iσ  et la contrainte effective 

*σ  [Rau93]. En utilisant ce formalisme, la contrainte d’écoulement s’écrit : 
 

    
( ) ( )

*
2 2*

0 i

σ 1
σ = σ  +  + σ +4 σ

2 2    (2.44) 

 
En se basant sur la relation d’Orowan, où la vitesse des dislocations est déterminée par la 

fréquence de franchissement des obstacles, Allain et al. [All05, All09] couplent le formalisme 
de Rauch à une loi en sinus hyperbolique, proposant alors une loi de comportement 
originale pour les matériaux cubiques centrés : 

 

   ( ) ( )

* *
vp 2 0
eq m debye

*
2 2*

0 i

-∆G σ V
ε =2Mρ v b exp sinh

kT kT

σ 1
σ = σ  +  + σ +4 σ

2 2

   
       




&

   (2.45) 

 
 

Cette loi, développée initialement pour des chargements monotones, a été validée dans le 
cas unidimensionnel sur des aciers 100% ferritiques et des dual-phases [All05], [All09]. Dans 
la partie suivante, nous étendons la validité de cette loi au domaine tridimensionnel pour le 
cas de chargements dynamiques avec changements de trajets de déformation en tenant compte 
des écrouissages isotrope et cinématique. 

Position 
initiale 

Position 
finale Expansion 

Mouvement 
des parties 

coin 

Double 
décrochement 

Partie vis 

Défaut 
(dislocation  « forêt ») 

Partie mixte 

(c) (d) (b) (a) 
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II.3 LOI DE COMPORTEMENT ELASTO-VISCOPLASTIQUE 

 Nous avons vu dans les paragraphes précédents que la forme choisie en sinus 
hyperbolique pour la partie viscoplastique de la loi de comportement visant à décrire le 
comportement élasto-viscoplastique des aciers multiphasés reposait à la fois : 
 

i)  sur des considérations asymptotiques visant à décrire sur un domaine le plus large 
possible la relation entre le tenseur des vitesses de déformations viscoplastiques vp

ε&  
et le tenseur des contraintes σ , 

ii)   sur des considérations physiques basées sur la compréhension des mécanismes 
microstructuraux mis en jeu. 

 
 Dans cette partie, nous vérifions que la loi de comportement choisie s’inscrit 
naturellement dans un cadre thermodynamique afin de pouvoir utiliser par la suite les 
propriétés de ce cadre. 
 
II.3.1 Potentiel de dissipation proposé 

 En considérant une température uniforme (  T =grad 0
uuuuuuur r

), l’équation de la chaleur est 
négligée. L’influence de la température interviendra donc uniquement en tant que paramètre 
dans le modèle. Même si la multiplication et la propagation des dislocations engendrent en 
toute rigueur une dilatation du réseau cristallin, son importance sera considérée du second 
ordre. Par conséquent, nous considérons que la déformation plastique s’effectue à volume 
constant et que l’effet de la pression hydrostatique sur la déformation plastique est 
négligeable dans le cas de matériaux sans défauts macroscopiques majeurs tels que des 
fissures ou des cavités [Poi70]. Enfin, parmi les phénomènes dissipatifs, seuls la déformation 
visqueuse et les phénomènes d’écrouissage du matériau sont pris en compte dans le modèle de 
comportement : les effets de recouvrance et de vieillissement ne sont pas considérés ici. 
 Dans ces conditions, le potentiel de dissipation de notre étude peut s’écrire sous la 
forme : 

     
*

pΩ = Ω ( , ,R,T, ,r)σ X α     (2.46) 
 
 Le tenseur des contraintes σ  est associé à sa variable interne conjuguée, le tenseur des 
vitesses de déformations viscoplastiques vp

ε& , qui traduit toute l’histoire de déformation. La 
variable scalaire R et le tenseur X sont les deux variables internes qui décrivent 
respectivement l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique. T, α  et r jouent ici le rôle 
de paramètres. 
 
 Pour les matériaux métalliques, les hypothèses d’incompressibilité plastique et 
d’isotropie conduisent alors à considérer le tenseur des contraintes au travers de la contrainte 
équivalente au sens de von Mises eqσ . Dans le cadre du modèle visé, le choix d’un critère 

isotrope est fait dans un souci de simplification. En effet, rien ne s’oppose dans le modèle à 
l’intégration d’un autre critère. Le critère isotrope de von Mises considère que le seuil de 
plasticité est lié à l’énergie élastique de cisaillement. Cette énergie dans l’espace à trois 
dimensions est équivalente à une énergie de traction pure dans l’espace unidimensionnel. En 
tenant compte du centre actuel du domaine d’élasticité X, ce critère s’exprime : 
 



 

    eq 2

3
σ J ( ( (

2
′ ′= σ - X) = σ - X) : σ - X)   (2.47) 

 
où '

σ  est le déviateur du tenseur des contraintes σ  et X la variable interne tensorielle 
représentant l’écrouissage cinématique. 
 
Le domaine d’élasticité est caractérisé par sa taille Y qui dépend elle-même de sa taille initiale 

0σ  et de l’évolution de l’écrouissage isotrope R. Ce domaine définit l’ensemble des 

contraintes pour lequel le potentiel de dissipation plastique doit observer un minimum ce qui 
équivaut à une dissipation nulle. Le potentiel de dissipation s’écrit alors :  
 

    ( )p p eq 0Ω = Ω (σ -Y σ ,R ,T, ,r)α     (2.48) 
 
 Afin de développer un modèle de comportement viscoplastique utilisant une loi de type 
sinus hyperbolique comme présentée dans le paragraphe précédent, on définit un potentiel de 
dissipation viscoplastique stable au sens des matériaux standard généralisés (positif, convexe 
admettant un minimum à l’origine) :  

    

eq

p

σ -Y
Ω = ABcosh( )

A     (2.49) 

 
où A, B sont des paramètres du matériau à température T donnée et Y représente la taille du 
domaine d’élasticité. 

 
Par dérivation de ce potentiel, la loi d’évolution de la déformation viscoplastique est 

obtenue par la relation de normalité : 

    

p p eq

eq

Ω Ω σ
= =

σ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

vp
ε&

σ σσ σσ σσ σ      (2.50) 

 
Pour un matériau de type von Mises, on obtient :  
 

     

( )eq

eq

σ -3
=

2 σ

′∂
∂

Xσσσσ
σσσσ  

 
Par équivalence en dissipation plastique, on écrit que : 
 

d’une part :  
( ) 2

p p eq p
eq

eq eq eq eq eq

( - ): -Ω Ω σ Ω3
( - ): σ

σ 2 σ σ σ σ

∂ ∂ ∂
= = =
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'

vp
σ X σ X

σ X ε&

  

  

 
d’autre part : vp

eq eq( - ): σ ε=vp
σ X ε &&   

 
D’où: 

     

pvp
eq

eq

Ω
ε =

σ

∂
∂

&      (2.51) 
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L’expression du tenseur du taux de déformation viscoplastique se résume alors à : 
 

    

( )p vp
eq

eq

Ω -3
=  = ε

2 σ

′∂
∂

vp X
ε &&

σσσσ
σσσσ

,    (2.52) 

 
l’expression du taux de déformation viscoplastique équivalent suivant une loi de type sinus 
hyperbolique : 

    

eqpvp
eq

eq

σ -YΩ
ε = =Bsinh

σ A

 ∂
 
 ∂  

&     (2.53) 

 
II.3.2 Evolution des variables internes d’écrouissage 

L’évolution des variables internes d’écrouissage qui rendent compte de la position et de 
la taille de la surface de plasticité reste à expliciter afin de définir de manière complète la loi 
de comportement. 

 
• R est la force thermodynamique associée à la variable interne scalaire r qui rend 

compte de l’état d’écrouissage isotrope du matériau. Elle est directement liée à la 
taille du domaine de plasticité et rend compte de l’état actuel de la densité de 
dislocation. 
 

• X est la force thermodynamique associée à la variable interne tensorielle α  qui 
rend compte de l’état d’écrouissage cinématique du matériau. X correspond au 
centre du domaine élastique dans l’espace des contraintes principales (Fig. 2.13). 
Elle rend compte des incompatibilités de déformations au sein du polycristal 
responsables notamment de l’effet Bauschinger. Son caractère tensoriel permet de 
prendre en compte de tels effets. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.13 – Evolution du centre et de la taille de la surface de plasticité en fonction de 
l’écrouissage cinématique et de l’écrouissage isotrope. 
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La taille Y de la surface de plasticité évolue avec l’écrouissage isotrope et la contrainte 
effective :  

     ( )2
2

0
σY= σ + R + 2

∗

   (2.54) 

 
Le potentiel de dissipation viscoplastique dépend des variables flux au travers de la 

fonction de charge eqf = σ -Y . Dans le cas particulier des matériaux standard généralisés, il est 

possible d’écrire : 
 

  
( )eqp

eq

σ -YΩ f 3
= -  = -Bsinh -

f A 2 σ

 ∂ ∂    =  ∂ ∂   

'

vp
σ - X

α ε
X

& &   (2.55) 

 

  ( )eqp vp
eq

σ -YΩ f
r = -  = -Bsinh -1 ε

f R A

 ∂ ∂
  =
 ∂ ∂  

& &     (2.56) 

 
Les variables conjuguées de R et de X sont donc respectivement la vitesse de 

déformation plastique équivalente vp
eqε&  et le tenseur des vitesses de déformations 

viscoplastiques vp
ε& . Il convient alors d’exprimer l’évolution des forces thermodynamiques R 

et X en fonction des variables d’écrouissage ainsi explicitées de telle sorte que les courbes 
d’écrouissage soient bien représentées. Une façon avantageuse de représenter ces évolutions 
est la suivante : 

 
La loi d’évolution décrivant l’écrouissage isotrope est une loi différentielle de type 

Voce [Voc48] : 

     
sat vp

R eqR = C (R -R)ε& &     (2.57) 
 
où CR et Rsat sont des paramètres de matériau. Rsat

 est la valeur de l’écrouissage isotrope à 
saturation, CR traduit la rapidité avec laquelle cette saturation est atteinte. 

 
La  loi d’évolution choisie décrivant l’écrouissage cinématique est une loi différentielle 

de type Armstrong-Frederick [Arm66], [Cha77] :  
 

     
sat vp

x eq= C (X - )εX N X& &     (2.58) 
 
où N est un tenseur normé directionnel défini comme : 
 

       
V

N =
V    

eqσavec :
∂
∂

 V =
σ  

 
Il représente la direction du tenseur des vitesses de déformations viscoplastiques. Cx et Xsat 
sont des paramètres de matériau. Xsat

 est la valeur de la norme de l’écrouissage cinématique à 
saturation, Cx traduit la rapidité avec laquelle cette saturation est atteinte. 
 
 Afin de faciliter l’implantation numérique tridimensionnelle du modèle de 
comportement, l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique sont décrits dans le modèle 
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de manière purement phénoménologique. L’utilisation de variables internes 
phénoménologiques a été préférée aux variables internes physiques afin de décrire des 
changements de trajets de chargement. L’utilisation de variables internes physiques basées sur 
la microstructure comme la densité de dislocations ou le tenseur de Nye requiert des 
développements plus complexes comme nous le verrons dans le chapitre IV. Gardons à 
l’esprit que l’objectif final est d’obtenir une loi élasto-viscoplastique suffisamment précise sur 
une large gamme de vitesses de déformation et écrite dans un formalisme tensoriel afin d’être 
exploitable dans des logiciels de calcul par éléments finis. 
 
II.3.3 Loi élasto-viscoplastique tridimensionnelle 

 La loi de comportement sous sa forme complète est présentée dans le Tab. 2.1. 
 

 
 

Tab. 2.1 – Récapitulatif des équations utilisées  
pour la loi de comportement élasto-viscoplastique. 

  
 
 Les surfaces d’écoulement visqueux peuvent être représentées dans l’espace des 
contraintes principales (Fig. 2.14). Contrairement à la plasticité indépendante du temps, il 
n’existe pas de relation de cohérence en viscoplasticité : la contrainte d’écoulement n’est pas 
nécessairement située sur la frontière du domaine élastique. L’écart entre la surface 
d’écoulement et la surface du domaine élastique est entièrement contrôlée par la contrainte 
visqueuse *σ  suivant la relation suivante : 
 

     *
eqσ = 2 σ -Y      (2.59) 
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 Ecrouissage isotrope non linéaire :  sat vp
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 Ecrouissage cinématique non linéaire : sat vp
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eq

σ
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 Surface de plasticité non visqueuse :  eqf  = σ - Y = 0  



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.14 – Domaines de comportement de la loi élasto-viscoplastique. 
 
  
 Plusieurs cas limites existent et définissent les bornes des domaines de comportement 
(Fig. 2.14) : 

• ( )eqσ -Y  <0  : la contrainte équivalente est inférieure à la taille actuelle du domaine 

d’élasticité : le comportement est purement élastique. 

• ( )eqσ -Y  >0  : la contrainte équivalente est supérieure à la taille du domaine 

d’élasticité : le comportement est viscoplastique.  

• ( )eqσ -Y  =0  : La surface d’écoulement se superpose à la surface du domaine 

d’élasticité ; ce cas limite de la viscoplasticité correspond à la plasticité indépendante 
du temps. 

 
  Considérant l’équation (2.54), le cas particulier de comportement indépendant du 
temps est obtenu lorsque : 
 

i) la contrainte visqueuse est nulle : *σ = 0, ce qui correspond à une vitesse de 
sollicitation infiniment lente laissant le temps au matériau de se relaxer lors du 
chargement : le comportement visqueux est ainsi effacé. 

ii)  la contrainte visqueuse *σ  = +∞  est infinie, ce qui correspond à une vitesse de 
déformation si grande que le matériau n’a pas le temps d’exprimer son comportement 
visqueux. 
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Les surfaces visqueuses pour lesquelles la contrainte effective *σ  est comprise strictement 
entre zéro et l’infini définissent ainsi le domaine de la viscoplasticité. 

 
II.3.4 Contrainte effective *

σ : particularités 

 On a vu au paragraphe précédent que la contrainte effective détermine l’écart entre la 
contrainte d’écoulement et la taille du domaine d’élasticité ou encore l’écart entre la surface 
d’écoulement visqueux et la surface de plasticité : elle caractérise ainsi la viscosité.  
Sa valeur dans notre modèle dépend uniquement de la vitesse de déformation équivalente et 
de la température via la relation suivante : 
 

vp*
eq-1 εσ

=Asinh
2 B

 
  
 

&

 
 

 La contrainte effective *σ  représente la variation de la contrainte d’écoulement due à 
la dynamique thermiquement activée des dislocations. Cette contrainte aide les dislocations à 
franchir les obstacles microstructuraux à l’aide des fluctuations thermiques. Pour les 
structures de type cubique centré, différents auteurs [Con64, Rau93, All05] montrent que les 
dislocations se déplacent en formant des doubles décrochements appelés « double kinks » sur 
les potentiels de Peierls. Ce processus de formation étant thermiquement activé.  
 
 Cette dépendance vis-à-vis de la vitesse de déformation et de la température traduit au 
travers du modèle deux effets caractéristiques du comportement visqueux : 
 

i) la sensibilité à la vitesse de déformation, 
ii)  l’adoucissement thermique. 
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Fig. 2.15 – Contribution de la contrainte visqueuse à l’écoulement en fonction de la 

vitesse de déformation équivalente (A=18MPa, B=0,3s-1). 
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 La Fig. 2.15 exprime la contribution isotrope de cette contrainte supplémentaire à la 
contrainte d’écoulement pour un domaine de vitesse de déformation allant de 0,0001s-1 à 
1000s-1 : 
 

    ( )* 2* 2
eq 0

σ σσ  = σ + + +R22    (2.60) 

 
Pour des vitesses de déformations équivalentes inférieures à 0,0001s-1, cette contribution est 
négligeable et n’est pas représentée. La contrainte effective croît très rapidement avec la 
vitesse de déformation équivalente puis atteint une valeur de saturation qui varie en fonction 
des paramètres A et B choisis. 
  
 La Fig. 2.16 représente la contribution des différentes variables internes constituant la 
contrainte d’écoulement.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
       
Fig. 2.16 – Surface d’écoulement visqueux - Description de la contrainte d’écoulement à 

l’aide des variables internes et de la contrainte visqueuse. 
 
 
 La contrainte effective intervient également de façon couplée avec l’écrouissage 
isotrope dans l’expression de la taille du domaine d’élasticité où elle apparaît sous le terme en 
racine. Elle contribue également à augmenter la taille de la surface de plasticité et ce, de façon 
isotrope puisque scalaire, selon la relation (2.54) rappelée ici : 
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 S’appuyant sur le mouvement thermiquement activé des dislocations, la contrainte 
effective *σ  intervient donc de deux manières dans le modèle : 
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• Elle contribue tout d’abord de façon additive avec la contrainte interne à l’écoulement 
visqueux dont elle traduit deux caractéristiques majeures : la sensibilité à la vitesse de 
déformation et à la température ; 

• Elle intervient de façon couplée dans l’expression de la contrainte interne. De cette 
manière, l’écrouissage se voit ainsi également affecté des deux effets du 
comportement visqueux. 

 
II.3.5 Sensibilité aux paramètres 

 La nouvelle loi en sinus hyperbolique présentée dans les paragraphes précédents 
comporte sept paramètres. La sensibilité du modèle d’une part vis-à-vis des paramètres 
d’écrouissage phénoménologiques présentés précédemment et d’autre part vis-à-vis de la 
limite initiale d’élasticité 0σ  est claire et ne sera pas expliquée dans cette partie. Nous nous 

intéressons plus particulièrement dans cette partie à l’étude des deux paramètres qui 
gouvernent la sensibilité à la vitesse de déformation et à la température. Ces deux paramètres, 
A et B, peuvent être explicités par des paramètres métallurgiques et des constantes physiques 
(Tab. 2.2).  
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Energie d’activation……………………….. 0∆G  

Volume d’activation………………………... *V  
Coefficient de Taylor……………………….M=3  
Densité des dislocations mobiles.…………. 10 -2

mρ =10 m  

Fréquence de Debye……………………….. 13 -1
debyeν =10 s  

Vecteur de Burgers…………………………. -10b=2,5.10 m 

Constante de Boltzmann……………………. -23 -1k=1,38.10 J.K  
Température en Kelvin...……………............T  

 
Tab. 2.2 – Paramètres et constantes physiques  
de la loi en sinus hyperbolique [All05], [All09]. 

 
 
Si l’on exprime la loi de comportement élasto-viscoplastique avec l’ensemble de ces 
paramètres physiques, on s’aperçoit alors que : 
 

i) le comportement viscoplastique est directement dépendant de la température T qui 
apparaît en tant que paramètre, 

ii)  la sensibilité à la vitesse de déformation dépend principalement de deux paramètres 
physiques : l’énergie d’activation 0∆G  et le volume d’activation *V . Ces deux 

paramètres sont directement liés au phénomène thermiquement activé qui contrôle la 
déformation, à savoir le déplacement des crans sur les parties vis des dislocations. 

 
L’énergie d’activation 0∆G  

 L’énergie d’activation 0∆G  correspond sur un diagramme force/distance (Fig. 2.10) à 

l’aire comprise sous la colline représentant l’obstacle microstructural, en d’autres termes à 
l’énergie qu’il faut fournir pour franchir cet obstacle. Elle dépend du type d’obstacle et varie 



 

seulement avec la température via le module de cisaillement. Cette barrière énergétique est 
franchie sous l’action de deux contributions : l’énergie due à l’agitation thermique et le travail 
fourni par la contrainte effective. La valeur de 0∆G  fixe donc la frontière entre un régime 

athermique où la contrainte effective est faible voire nulle et un régime thermiquement activé 
où l’action combinée du travail généré par la contrainte effective et de l’agitation thermique 
permet le franchissement des obstacles par les dislocations. Cette frontière est représentée 
entre les régions (I) et (II) sur la (Fig. 2.17a). Sur un diagramme contraintes vs vitesses de 
déformation, le seuil au-delà duquel le comportement est dépendant de la vitesse de 
déformation (Fig. 2.17b) dépend à la fois de 0∆G  et de la température T. A température fixée, 

c’est la valeur de 0∆G  qui fixe le seuil de sensibilité à la vitesse de déformation dans le 

modèle.  
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Fig. 2.17 – Influence de l’énergie d’activation et du volume d’activation sur le 
comportement du modèle. 

 
 

Le volume d’activation *V  

 Le produit entre le volume d’activation *V  et la contrainte effective *σ  représente le 
travail fourni par la contrainte lors du processus de franchissement. Cette énergie diminue la 
hauteur de la colline (Fig. 2.10) et donc diminue la quantité d’énergie effective qu’il faut 
fournir pour franchir l’obstacle. Le volume d’activation *V  est souvent exprimé en b3 ce qui 
permet de se représenter la quantité d’atomes impliqués dans le processus de franchissement. 
Divisé par la norme du vecteur de Burgers b, il représente l’aire d’activation ( *V b ), c'est-à-
dire l’aire balayée durant le franchissement de l’obstacle (aire A sur la Fig. 2.11) [Vig07]. Par 
définition, on le représente formellement comme un coefficient thermodynamique [Uen04] : 
 

(a) Variation de la contrainte d’écoulement avec 
la vitesse de déformation pour un acier à 0,12%C 
[Cam70]. On distingue trois régions de sensibilité 
à la vitesse de déformation : 
(I) : Domaine athermique : très faible sensibilité ; 
(II) : Glissement thermiquement activé ; 
(III) : Sensibilité très élevée (« phonon drag »). 

ε  
*V  

0∆G
 

(b) Représentation schématique : 
L’énergie d’activation 

0∆G  contrôle le seuil 

de sensibilité à la vitesse de déformation, le 
volume d’activation *V  contrôle la sensibilité 
à la vitesse de déformation. 

(s-1) 
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     *
*

T=const

(∆G)
V

σ

∂= −
∂

    (2.61) 

 
∆G étant l’énergie apparente d’activation, c'est-à-dire l’énergie 0∆G  nécessaire au 

franchissement de l’obstacle diminuée du travail fourni par la contrainte effective : 
 

     * *
0∆G = ∆G - σ V      (2.62) 

 
Il vient, en tenant compte de l’équation (2.43) : 
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  (2.63) 

 
 Cette dernière expression montre qu’il est possible d’accéder expérimentalement à la 
valeur du volume d’activation *V  lors d’un saut de vitesse de déformation. La valeur *V  
ainsi mesurée donne des indications sur les mécanismes à l’échelle de la microstructure qui 
bloquent le mouvement des dislocations. L’équation (2.62) montre qu’une valeur faible de *V  
correspond à un mécanisme fortement influencé par la température et donc à une forte 
activation thermique. Ainsi, des mouvements de dislocations contrôlés par des mécanismes de 
montée se caractérisent par des volumes d’activation de l’ordre de l’unité, tandis que si la 
déformation est contrôlée par un durcissement de la forêt, le volume d’activation peut être de 
l’ordre de plusieurs milliers de b3 [Vig07]. 
 Une étude de sensibilité du modèle confirme ces résultats. Le volume d’activation *V  
caractérise la sensibilité de la contrainte d’écoulement à la vitesse de déformation dans le 
modèle. Plus précisément, il contrôle la sensibilité de la contrainte d’écoulement à l’activation 
thermique. Il est directement lié à la pente de la courbe sur la Fig. 2.17b. 
 Dans cette partie, la signification des paramètres physiques 0∆G  et *V  a été clarifiée 

afin de bien comprendre leur influence sur la sensibilité du modèle vis-à-vis de la vitesse de 
déformation. Ces deux paramètres sont tous deux accessibles expérimentalement [Poi76]. 
Etant donné les mécanismes modélisés, on s’attendra donc à une faible valeur de l’énergie 
d’activation 0∆G  et à une valeur du volume d’activation *V  de l’ordre de l’unité, 

caractérisant ainsi d’une part les frictions de réseau, et d’autre part le mouvement des 
dislocations induit par déplacement des doubles crans le long des parties vis des segments. 
 
 
II.4 VALIDATION ET APPLICATION POUR UN ACIER MONOPH ASE 

Dans cette partie, le modèle élasto-viscoplastique proposé est confronté d’une part aux 
résultats d’essais expérimentaux et d’autre part à d’autres modèles issus de la littérature. Le 
modèle de comportement proposé est appliqué dans le cas d’aciers monophasés afin 
de pouvoir déterminer ses limites d’application et de situer sa précision vis-à-vis d’autres 
modèles plus complexes. Cette validation est nécessaire avant de pouvoir implanter la loi de 
comportement dans un code d’éléments finis commercial afin de simuler des essais de mise 
en forme. 



 

La validation du modèle est proposée sur la base de résultats expérimentaux fournis par 
ArcelorMittal. Les essais expérimentaux ont été effectués sur deux aciers doux, non alliés, 
laminés à froid et destinés à la mise en forme : l’acier DC05 et l’acier DC06. L’acier DC06 a 
la particularité d’être un acier IF (Interstitial Free), c'est-à-dire un acier contenant très peu de 
carbone (< à 5.10-3 pour cent massique) et dont les interstitiels sont stabilisés (ajout de titane 
et de niobium). Les aciers IF sont largement utilisés dans l’industrie automobile du fait de leur 
emboutissabilité élevée. La composition chimique de ces deux aciers est donnée dans le Tab. 
2.3. Comme le révèle la micrographie de l’acier DC06 sur la Fig. 2.18 : une seule phase 
cristallographique est présente : la ferrite. Ces deux aciers monophasés sont donc 100% 
ferritiques. La taille moyenne des grains de ferrite pour les deux aciers est de l’ordre de 20 
microns.  

 
Aciers doux C Mn P S N Al Ti Nb Si Cu Cr Ni Zr 
Acier 1 : DC05 8,6 124 6 9 3,9 44 126 <1 8 16 24 20 <1 
Acier 2 : DC06 1,0 101 7 5 3,6 50 86 -  9 16 24 20 - 

 

Tab. 2.3 – Compositions chimiques (10-3 % poids) des deux aciers 100% ferritiques 
utilisés pour la confrontation du modèle avec les résultats expérimentaux. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2.18 – Micrographie (zoom x200) de l’Acier DC06. 
 
 

La confrontation du modèle à des résultats expérimentaux a été menée dans le but 
d’identifier les 7 paramètres du modèle de comportement élasto-viscoplastique à écrouissage 
isotrope et cinématique. Ces 7 paramètres peuvent être répartis selon leur nature en 3 
ensembles :  

- un ensemble de 3 paramètres propres au modèle élasto-viscoplastique,  
- un ensemble de 2 paramètres pour la description de l’écrouissage isotrope,  
- un ensemble de 2 paramètres pour la description de l’écrouissage cinématique. 

 
L’ensemble de ces paramètres ainsi que les équations dont ils proviennent sont rappelés 

dans le Tab. 2.4 : 
 

 20 µm 
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Tab. 2.4 – Paramètres du modèle à identifier. 

 
 Comme expliqué dans la partie II.3.5, les paramètres A et B de la loi viscoplastique 
peuvent être exprimés à partir de paramètres métallurgiques. Une fois ceux-ci fixés, identifier 
les paramètres A et B revient à identifier les valeurs du volume d’activation V* et de l’énergie 
d’activation 0∆G . Là où le mécanicien verra deux paramètres d’ajustement A et B d’une loi 

de comportement, le métallurgiste verra un ensemble de paramètres physiques dont le volume 
d’activation V* et l’énergie d’activation 0∆G . Les paramètres métallurgiques ou constantes 

physiques utilisés dans le cadre des aciers 100% ferritiques sont donnés dans le Tab. 2.2. 
 
 Par simplicité de calculs, nous avons choisi d’ignorer la prise en compte de l’anisotropie 
plastique due par exemple à la texture morphologique de l’acier. Les effets de texture 
morphologique ne sont pas pris en compte dans notre modélisation du comportement élasto-
viscoplastique. Les Fig. 2.19a et Fig. 2.19b montrent les résultats expérimentaux d’essais 
quasi-statiques de traction, de cisaillement et de cisaillement Bauschinger sur l’acier DC06 
selon différentes directions de sollicitation par rapport à la direction de laminage de 
l’éprouvette. Pour les essais de traction, les éprouvettes ont été sollicitées selon trois 
directions : 0° (direction de laminage), 45° et 90° (direction transverse). 
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Fig. 2.19 – Comportement mécanique anisotrope des aciers étudiés. 
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(a) Essais quasi-statiques de traction 
sur l’acier DC06 selon trois 
directions différentes de sollicitation : 
0°, 45° et 90°. 

(b) Essais quasi-statiques de cisaillement 
simple et de cisaillement Bauschinger sur 
l’acier DC06 selon quatre directions 
différentes : 0°,45°,90° et 135°. 



 

 Les résultats montrent très clairement un comportement identique entre les éprouvettes 
sollicitées selon la direction de laminage (0°) et la direction transverse (90°). Le 
comportement plastique de l’éprouvette sollicitée à 45° diffère légèrement en intensité d’une 
dizaine de MPa. Pour les essais de cisaillement les éprouvettes ont été sollicitées selon quatre 
directions différentes : 0°, 45°, 90° et 135°. Les essais de cisaillement indiquent un 
comportement quasi-identique pour les éprouvettes quelle que soit la direction de sollicitation 
considérée. Toutefois, un comportement légèrement différent (une dizaine de MPa) pour 
l’éprouvette sollicitée à 135° est visible sur les essais de cisaillement Bauschinger. 

 
 
L’ensemble des résultats de la figure Fig. 2.19 confirme un comportement peu anisotrope de 
ces aciers 100% ferritiques et valide notre choix de modélisation dans ce cas précis 
concernant l’anisotropie planaire. 
 
II.4.1 Identification des paramètres 

 Les sept paramètres ont été identifiés à partir de plusieurs types d’essais expérimentaux. 
Pour l’acier DC05, nous avons pu utiliser des essais dynamiques de traction uniaxiale à 
différentes vitesses de déformation (Fig. 2.20) tandis que pour l’acier DC06, nous avons eu 
recours à des essais quasi-statiques de traction, de cisaillement et de cisaillement Bauschinger 
avec différentes prédéformations (Fig. 2.25).   
 
 La stratégie d’identification adoptée est la suivante : 
 

1) La limite d’élasticité σ0 est mesurée sur la courbe de traction ou de cisaillement 
obtenue pour la vitesse de déformation la plus faible. Cette limite d’élasticité, qui 
dépend directement des éléments en solutions solides et de la taille de grains, est 
déterminée par lecture de la courbe expérimentale en traction.  

2) Les paramètres A et B de la loi viscoplastique déterminent la sensibilité du modèle à la 
vitesse de déformation. Plus précisément, ils contrôlent respectivement la sensibilité à 
la vitesse de déformation et le seuil de cette sensibilité (Fig. 2.17). Ces deux 
paramètres ne peuvent donc être identifiés qu’à partir de données dynamiques ou par 
connaissance des données physiques de l’acier considéré. Ils ont donc été identifiés à 
partir de l’évolution de la limite d’élasticité des courbes de traction pour différentes 
vitesses de déformation obtenues à partir de l’acier DC05. N’ayant pas d’essais 
dynamiques à notre disposition pour l’acier DC06, nous avons postulé que les valeurs 
de A et B pour cet acier étaient identiques à celles identifiées pour l’acier DC05. 

3) Les deux paramètres Xsat et Cx de la loi d’évolution de l’écrouissage cinématique sont 
identifiés à l’aide des courbes obtenues en accord avec les observations 
expérimentales concernant l’évolution de la contrainte interne de polycristaux de 
ferrite en fonction de la taille de grain [Bou06]. Pour un diamètre moyen de 20 
microns, il apparaît que la contrainte cinématique à saturation en cisaillement est 

d’environ 9 MPa ce qui équivaut à une valeur à saturation satX  égale à sat sat
12X =X 2  

soit environ 13 MPa. Cette valeur est en accord avec les résultats expérimentaux 
concernant cet acier. Nous verrons par la suite dans le chapitre suivant que de 
nouveaux développements confirment également ce résultat. 

4) Les deux paramètres Rsat et Cr de la loi d’évolution de l’écrouissage isotrope sont 
identifiés à l’aide de la courbe en traction obtenue pour la vitesse de déformation la 
plus faible. En effet, si la vitesse de déformation viscoplastique est très faible, la 
contrainte visqueuse devient nulle et la contrainte d’écoulement s’écrit : 
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La limite d’élasticité σ0 et l’évolution de X fixées, la courbe ne dépend plus que de 
l’évolution de R c'est-à-dire des deux paramètres : Cr et Rsat. 

 
 

 L’ensemble des paramètres identifiés pour les deux aciers ferritiques est reporté dans le 
Tab. 2.5 : 
 

 
Tab. 2.5 – Paramètres identifiés pour les aciers 100% ferritiques. 

 
 
 L’ensemble des paramètres a donc été identifié manuellement selon une stratégie visant à 
isoler autant que possible chaque paramètre ou couple de paramètres dans des situations où 
l’influence des autres paramètres est négligeable. Bien évidemment, cette identification est 
loin d’être aussi précise qu’une identification numérique mais repose sur un sens logique et 
reste facile à mettre en œuvre pour un modèle qui ne requiert qu’un petit nombre de 
paramètres à identifier. 
 
II.4.2 Sensibilité à la vitesse 

 Les essais expérimentaux utilisés sont des essais de traction uniaxiale à différentes 
vitesses de déformation effectués sur l’acier DC05. Etant donné la large gamme de vitesses de 
déformation considérées (cinq ordres de grandeur), différentes techniques expérimentales ont 
été utilisées.  
 

 
Type de Machine 

Conditions expérimentales Géométrie éprouvette 
Vitesse 

de déformation 
(s-1) 

 
T (°C) 

Direction 
de 

sollicitation (°) 

L0 
(mm) 

Lar0 
(mm) 

e0 
(mm) 

Essai 1 Zwick (20kN) 0,008 20 90 80 20 0,8 
Essai 2 TGV*  0,15 20 90 100 13 0,8 
Essai 3 TGV 1 20 90 100 13 0,8 
Essai 4 TGV 14 20 90 100 13 0,8 
Essai 5 TGV 35 20 90 40 13 0,8 
Essai 6 TGV 92 20 90 40 13 0,8 
Essai 7 Barre Hopkinson 333 20 90 10 4 0,8 
Essai 8 Barre Hopkinson 583 20 90 10 4 0,8 
Essai 9 Barre Hopkinson 947 20 90 10 4 0,8 
Essai 10 Barre Hopkinson 983 20 90 10 4 0,8 

*Traction grande vitesse 

Tab. 2.6 – Conditions expérimentales et géométrie des éprouvettes utilisées pour les essais 
de traction sur l’acier DC05. 

 σ0 

(MPa) 
A 

(MPa) 
B 

(s-1) 
CR Rsat 

(MPa) 
Cx Xsat 

(MPa) 
Acier 1 : DC05 155 18 0,3 13 200 100 13 
Acier 2 : DC06 120 18 0,3 8 255 100 13 



 

Le Tab. 2.6 indique pour chaque essai le type de machine utilisée, les conditions 
expérimentales et la géométrie de l’éprouvette ; les essais ont été réalisés par ArcelorMittal 
Research, Maizières-lès-Metz, partenaire industriel de l’étude. La Fig. 2.20 représente la 
confrontation des résultats du modèle avec l’expérience sur quatre vitesses de déformation : 
983s-1, 92s-1, 1s-1 et 0,008s-1. Le modèle capte bien l’évolution de la limite d’élasticité 
même s’il est connu que celle-ci est difficilement mesurable pour de très grandes vitesses de 
déformations compte tenu des méthodes expérimentales utilisées. Il a été montré que dans ces 
conditions, la géométrie de l’échantillon pouvait influencer de manière conséquente les 
courbes contraintes-déformation et ce, particulièrement en traction [Rus01]. L’écrouissage est 
très bien décrit sur tout le domaine de déformation pour les faibles vitesses de déformations 
(0,008s-1 et 1s-1). Pour de plus fortes vitesses de déformation, si l’écrouissage est toujours 
bien décrit au début de la déformation jusqu’à environ 10%, il se révèle un peu trop raide dans 
le reste du domaine de déformation où l’expérience montre qu’il sature très rapidement et 
d’autant plus vite que la vitesse de déformation est grande. Les différentes techniques 
expérimentales utilisées et la simplicité du modèle d’écrouissage isotrope utilisé (deux 
paramètres constants indépendants de la vitesse de déformation) expliquent en partie ces 
différences.  
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Fig. 2.20 – Courbes contraintes-déformations. 
Comparaison entre l’expérience (en pointillés) et le modèle (en trait plein) pour des essais 

monotones de traction à différentes vitesses de déformations. 
 
 

La Fig. 2.21 représente l’évolution de la contrainte vraie à différents niveaux de 
déformation 1%, 2%, 5%, 10% et 12% en fonction de la vitesse de déformation.  
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Fig. 2.21 – Evolution de la contrainte d’écoulement à différents niveaux de déformation 
en fonction de la vitesse de déformation. Comparaison entre l’expérience (symboles) et le 

modèle (en trait plein) pour des essais monotones de traction. 
 
 

A l’image de la Fig. 2.20, il apparaît que le modèle surestime légèrement les contraintes 
pour de forts niveaux de déformation aux grandes vitesses de déformations. Les contraintes 
d’écoulement sont globalement bien représentées par le modèle sur l’ensemble des vitesses de 
déformation des essais expérimentaux. La Fig. 2.21 met particulièrement en évidence la très 
bonne description du modèle vis-à-vis de la sensibilité à la vitesse de déformation pour 
différents niveaux de déformations et sur une large gamme de vitesse de déformation. 
 
II.4.3 Sensibilité à la température 

 Des données d’essais isothermes à différentes températures étant disponibles, la 
robustesse du modèle vis-à-vis de la température a également été testée (Fig. 2.23). Même si 
nous avons décidé de ne pas tenir compte de l’équation de la chaleur, et par conséquent de 
l’élévation de température générée par dissipation du travail plastique, la température 
intervient indirectement dans le modèle élasto-viscoplastique comme paramètre. 
 

L’influence de la température dans ce modèle isotherme se résume donc au travers des 
expressions des deux paramètres viscoplastiques A et B : 

 

B
*

k
A  

T
=

2V
 et  2 0

m debye
B

∆G
B = 2Mρ ν b exp -

k T
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La limite d’élasticité évoluant avec la température, une loi d’évolution de cette limite en 

fonction de la température est également nécessaire afin de pouvoir confronter le modèle aux 
résultats expérimentaux. D’après les résultats sur les aciers IF de Uenishi et Teodosiu [Uen04] 



 

présentés Fig. 2.22, une loi linéaire de la limite d’écoulement a été identifiée [All05], 
[All09] : 

 
     T

0 0σ (T) = σ (293K T) + K ( -293) 
 

où KT, la valeur de la pente, est égale à – 0,68 MPa.K-1. 
 

 
Fig. 2.22 – Variation de la contrainte d’écoulement à 5% de déformation en fonction de la 

température lors d’un essai de traction quasi-statique (à 0,0033s-1), d’après [Uen04]. 
 
 
Nous avons considéré que la variation des modules élastiques avec la température était 
négligeable devant l’influence que pouvait avoir la température sur la partie visqueuse du 
modèle. Par conséquent, le module de Young reste inchangé pour les simulations en 
température. La Fig. 2.23 représente pour deux niveaux de déformations donnés (5% et 10%) 
l’évolution de la contrainte vraie en fonction de la vitesse de déformation pour trois 
températures différentes : -40°C, 20°C et 100°C.  
 En dépit de nombreuses hypothèses simplificatrices, le modèle décrit de façon précise 
l’adoucissement de l’acier lorsque la température augmente, caractéristique d’un 
comportement visqueux. La Fig. 2.23 témoigne du bon comportement du modèle en 
température. Le modèle réussit non seulement à décrire la diminution de la limite 
d’écoulement lorsque la température augmente mais aussi l’influence de la température sur la 
sensibilité à la vitesse. De façon plus précise, on observe un décalage des points 
expérimentaux avec la température ce qui se traduit par une translation du seuil de sensibilité 
à la vitesse de déformation. Cette translation du seuil de sensibilité à la vitesse est mise en 
évidence sur la Fig. 2.24 où, pour plus de clarté, seuls les points expérimentaux à 10% de 
déformation sont représentés. Les traits plein représentent ici la tendance des points 
expérimentaux. 
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Fig. 2.23 – Evolution de la contrainte d’écoulement en fonction de la vitesse de 

déformation à différents niveaux de déformation pour trois températures (-40°C, 20°C et 
100°C). Les points expérimentaux sont représentés par les symboles, les simulations par 

les traits continus. 
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Fig. 2.24 – Mise en évidence du décalage du seuil de sensibilité avec la température.  

 
 
Le décalage des courbes n’est pas une simple translation verticale des courbes lorsque la 
température augmente mais bel et bien à la fois : 
 

i) Une translation verticale due à la variation de la limite d’élasticité avec la température, 



 

ii)  Une translation horizontale du seuil de sensibilité à la vitesse de déformation avec la 
température : la transition entre le régime athermique et le régime thermiquement 
activé se retrouve décalée vers les grandes vitesses de déformation. 

 
 La nouvelle approche proposée est donc non seulement capable de décrire les effets de 
vitesse mais également les effets de température. La comparaison des résultats du modèle 
avec les résultats expérimentaux montre bien que le modèle ne se limite pas à un simple 
décalage vertical des courbes dans la description du comportement à différentes températures. 
Le modèle prend en compte l’influence de la température en tant que paramètre directement 
dans l’expression de la contrainte effective. Il en résulte une très bonne description du 
comportement : l’adoucissement de l’acier mais également le déplacement de la frontière 
entre le régime athermique et thermiquement activé vers les grandes vitesses de déformation 
est bien reproduit par le modèle lorsque la température augmente. 
 
II.4.4 Trajets complexes de chargement 

 Dans cette partie, le comportement du modèle est testé lors de trajets complexes de 
chargement. Dans ce but, nous disposons de plusieurs résultats expérimentaux d’essais quasi-
statiques effectués sur l’acier DC06 : 
 

• traction uniaxiale et cisaillement simple, 
• cisaillement Bauschinger avec différentes prédéformations (5%, 10% et 15%), 
• traction uniaxiale (20% déformation) suivie d’un cisaillement simple. 

 
 L’ensemble des caractéristiques de ces essais expérimentaux sont décrits dans le Tab. 
2.7. Les paramètres de l’acier DC06 ont été identifiés sur la courbe de l’essai de cisaillement 
simple (courbe 2 sur la Fig. 2.25).  
 
 

Numéro 
d’essai 

Type d’essai 

Conditions expérimentales Géométrie éprouvette 
Vitesse 

de 
déformation 

(s-1) 

 
T 

(°C) 

Direction 
de 

sollicitation 
(°) 

L0 
(mm) 

Lar0 
(mm) 

e0 
(mm) 

Essai 1 Traction uniaxiale 8,10-3 20 90 80 20 1 
Essai 2 Cisaillement simple 1,73.10-3 20 90 3 30 1 

Essai 3 
Cisaillement Bauschinger  

(prédéformation à 5%) 
1,73.10-3 20 90 3 30 1 

Essai 4 
Cisaillement Bauschinger 

prédéformation (10%) 
1,73.10-3 20 90 puis 90 3 30 1 

Essai 5 
Cisaillement Bauschinger 

(prédéformation 15%) 
1,73.10-3 20 90 puis 90 3 30 1 

Essai 6 
Traction uniaxiale 20% 

 suivie d’un cisaillement simple 
1,73.10-3 20 90 puis 90 - - - 

Essai 7 Cisaillement simple 1,73.10-3 20 90 puis 90 - - - 
 
Tab. 2.7 – Conditions expérimentales et géométrie des éprouvettes utilisées pour les essais 

de traction, cisaillement simple, cisaillement Bauschinger et de traction-cisaillement 
effectués sur l’acier DC06. Les données non disponibles ne sont pas renseignées. 
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Parmi les sept paramètres qui constituent le modèle, seuls la limite d’élasticité 0σ  et les 

paramètres de l’écrouissage isotrope Rsat et Cr ont été identifiés sur la courbe de cisaillement. 
Concernant les paramètres viscoplastiques A et B, n’ayant pas de données dynamiques à notre 
disposition, nous les avons considérés égaux à ceux identifiés pour l’acier DC05. Pour 
l’écrouissage cinématique, étant donné que la taille de grain des deux aciers est de 20 
microns, nous avons également gardé les valeurs des paramètres de l’écrouissage cinématique 
Xsat et Cx trouvées précédemment. 

 
La Fig. 2.25 représente les cinq courbes (en traits pointillés) relatives aux cinq premiers 

essais présentés dans le Tab. 2.7 et les cinq courbes (en traits continus) relatives aux 
simulations de ces essais par le modèle. Remarquons tout de suite que si le modèle a été 
identifié sur la courbe 2 de l’essai de cisaillement simple, il permet de bien décrire l’allure de 
la courbe 1 de l’essai de traction, sans que toutefois les deux courbes se superposent 
parfaitement. Concernant les essais de cisaillement Bauschinger, le modèle décrit bien la 
diminution de la limite d’élasticité lors du trajet inverse mais manque dans la description du 
changement de pente de l’écrouissage lors du trajet inverse. 
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Fig. 2.25 – Comparaison entre l’expérience (en pointillés) et le modèle (en trait plein) des 
essais de traction, cisaillement et de cisaillement Bauschinger sur l’acier DC06. Les 

numéros des courbes sont relatifs aux essais décrits dans le Tab. 2.7.  
 
 
Deux raisons principales peuvent expliquer ces légères différences dans la description de 

l’expérience par le modèle : l’identification des paramètres et la simplicité des modèles 
d’écrouissage utilisés.  
 L’identification des paramètres a été menée pour cet acier uniquement sur trois 
paramètres. Les paramètres d’ordre dynamique identifiés sur l’acier DC05 ont été conservés 
pour l’acier DC06 ce qui signifie que nous faisons l’hypothèse que les deux aciers ont la 



 

même sensibilité à la vitesse de déformation. Même si l’essai de traction a été effectué à une 
vitesse cinq fois plus grande que l’essai de cisaillement, la sensibilité à la vitesse de 
déformation joue très peu dans ce domaine de vitesses quasi-statiques : la contrainte 
visqueuse *σ  ne dépasse pas 1 MPa. Ceci n’explique donc pas la légère différence observée 
sur la courbe de traction. L’erreur sur la courbe de traction provient sans doute de 
l’identification des trois paramètres sur la courbe de cisaillement ou bien encore des 
incertitudes liées aux résultats expérimentaux entre les différents essais. Concernant la 
description des essais Bauschinger, si le modèle se révèle incapable de décrire parfaitement 
l’écrouissage lors des trajets inverses, c’est tout simplement à cause de la loi d’écrouissage 
utilisée. En effet, celle-ci ne permet pas de décrire des changements de pente d’écrouissage 
lors d’un trajet inverse. Cependant, le modèle reste ouvert à l’utilisation d’autres lois. 
  
 La Fig. 2.26 représente un essai de cisaillement simple précédé d’un essai de traction 
uniaxiale à 20% de déformation (essai 6). Les deux essais successifs, qui représentent un essai 
orthogonal, ont été opérés dans la direction transverse de la tôle, c’est-à-dire à 90° par rapport 
à la direction de laminage. L’essai de traction-cisaillement est bien reproduit par le modèle 
même si bien évidemment la description du régime transitoire de déformation lors du 
changement de trajet n’est pas décrite par la simulation. 
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Fig. 2.26 – Trajet complexe de chargement :  
Cisaillement simple après un essai de traction uniaxiale à 20% sur l’acier DC06. 

 
 
 Sur la Fig. 2.27, nous comparons un essai de cisaillement simple (essai 7) avec l’essai 
orthogonal décrit précédemment. Cette figure illustre la bonne capacité du modèle à 
reproduire l’évolution de la contrainte d’écoulement sur un essai de cisaillement avec 
prédéformation. Le comportement est bien reproduit par le modèle dans les deux cas. 
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Fig. 2.27 – Trajet complexe de chargement :  
Comparaison entre un essai de cisaillement simple et un essai de cisaillement simple 

ayant subi une prédéformation à 20% en traction uniaxiale. 
 
 

 La confrontation du modèle aux résultats expérimentaux lors de trajets complexes de 
chargement a permis de montrer de façon plus précise quelles étaient les limites du modèle. Il 
apparaît assez clairement que le faible nombre de paramètres utilisés pour l’écrouissage 
impose certaines limites dans la description des résultats expérimentaux. Les mécanismes 
physiques expliquant les régimes transitoires de déformation lors de changement de trajet 
méritent une modélisation plus fine afin de pouvoir être correctement décrits. Le modèle 
choisi permet cependant de décrire de façon suffisamment précise les résultats expérimentaux 
lors de trajets complexes de chargement, et notamment la sensibilité à la vitesse qui en est 
l’objectif premier. 

 
II.4.5 Comparaison à d’autres modèles viscoplastiques 

 
 Dans sa forme scalaire originale, le modèle de Allain et al. nécessite 6 paramètres dont 
la taille de grain [All05], [All09]. Les auteurs comparent leur modèle à deux modèles 
empiriques connus couramment utilisés dans les logiciels d’éléments finis commerciaux : 
 

i) le modèle de Tanimura-Zhao qui nécessite 10 paramètres, 
ii)  le modèle de Cowper-Symonds ou de Johnson-Cook qui lui nécessite 5 paramètres.  

 
 Les 3 modèles sont comparés sur un acier IF sur différents essais monotones de 
traction à différentes vitesses de déformation et différentes températures. Les auteurs 
concluent principalement à trois résultats de cette comparaison :  
 



 

i) Même si le nombre de paramètres à identifier est significativement moins élevé, le 
modèle de Allain et al. reproduit aussi bien les résultats expérimentaux que le modèle 
de Tanimura-Zhao et ce, sur un large domaine de vitesses de déformation. 

ii)  Le modèle de Allain et al., qui requiert presque autant de paramètres à identifier que le 
modèle de Cowper-Symonds, prédit de façon beaucoup plus précise les résultats. 

iii)  La sensibilité à la température du modèle de Tanimura-Zhao semble insuffisante à en 
reproduire les principales caractéristiques. Le modèle de Tanimura-Zhao n’est pas 
applicable dans le domaine quasi-statique. Le modèle de Allain et al., au contraire, est 
beaucoup plus précis en température, et s’applique sur tout le domaine de vitesses de 
déformation.    

 
 Le modèle proposé ici est une généralisation dans le domaine tridimensionnel du 
modèle scalaire de Allain et al. Afin de compléter la validation du modèle élasto-
viscoplastique proposé dans le cas d’essais plus complexes (non-monotones et avec des 
changements de trajets de chargement notamment), nous comparons notre modèle dans cette 
partie à deux modèles récents tirés de la littérature : 
 

i) le modèle viscoplastique de Uenishi et Teodosiu [Uen04], 
ii)  le modèle thermo-viscoplastique de Rusinek et al. [Rus07]. 

 
 Avant de comparer les résultats et afin de mieux appréhender les différences dans les 
différentes modélisations, nous présentons ici brièvement les deux modèles.  
 
Le modèle de Uenishi et Teodosiu 

 Teodosiu et Hu [Teo95] ont proposé un modèle phénoménologique basé sur 
l’observation microscopique et macroscopique d’essais expérimentaux. Souvent désigné 
comme modèle à base microstructurale reposant sur un modèle d’écrouissage intragranulaire 
basé sur la formation et la destruction de structures de dislocations, il permet de décrire de 
nombreux phénomènes transitoires d’écrouissage lors de changements de trajets de 
déformation. Ce modèle comporte un ensemble de quatre variables internes (X, P, S et R) 
décrivant le comportement macroscopique et nécessite l’identification de 13 paramètres 
matériau. 
 Le modèle de Uenishi et Teodosiu [Uen04] qui nous intéresse dans notre étude, est 
l’extension viscoplastique du modèle de Teodosiu et Hu. Ce modèle permet de prendre en 
compte la sensibilité à la vitesse de déformation. Il nécessite l’identification de 17 paramètres 
et comporte toujours quatre variables internes (X, P, S et R). Le tenseur P de polarité est un 
tenseur d’ordre 2 sans dimension. La contrainte d’écoulement eqσ  s’exprime comme : 

 

eq 0σ ( - ) = Y  + R + f'
σ X S  

 
où Y0 est la limite d’écoulement initiale et f un paramètre matériau. Le terme f S  représente 

la contribution à l’écrouissage isotrope des structures organisées de dislocations, f variant 
entre 0 et 1. La variable interne scalaire R, quant à elle, représente la contribution à 
l’écrouissage isotrope des dislocations statistiques. La loi d’évolution de R est une équation 
différentielle de type Voce : 
 

vp
R sat eqR =C (R -R )ε& &
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où CR contrôle la vitesse de l’écrouissage isotrope. satR  et 0Y , initialement constants dans le 

modèle original de Teodosiu et Hu, sont désormais dépendants de la vitesse de déformation 
dans cette extension viscoplastique selon les deux équations suivantes : 
 

0

2
*

*
0 0 0 vp

0 eq

εkTˆY  = Y +Y 1- ln
∆F ε

  
      

&

&
 

sat sat,0

νvp
eq

0

ε
R =R

ε

 
  
 

&

&
 

 

où 0Ŷ , *
0Y , 0∆F , 

0

*ε& , sat,0R  et ν  sont des paramètres matériau et 0ε&  une vitesse de 

déformation de référence. La contrainte de rappel X est un tenseur d’ordre 2. Elle suit la loi 
d’évolution suivante : 
 

( ) vp
x sat eq

eq

C X ε
σ

 
− 

  

σ' - X
X = X& &  

 
où Cx est un paramètre contrôlant la vitesse de saturation et Xsat la valeur de saturation. Cette 
dernière évolue avec les structures de dislocations au travers de la variable interne S, tenseur 
d’ordre 4, décrivant la résistance directionnelle de la microstructure. La variable interne S se 
décompose en 2 parties : SD et SL. Au final, la valeur de saturation Xsat peut s’écrire :  
 

2 2
sat 0 DX = X +(1-f) r +SLS  

avec 
22

D= S + LS S , DS = : :N S N et = vp vpN ε ε& & . 

 
X0 est la valeur de saturation initiale et r un paramètre matériau. La variable SD est associée à 
la densité des dislocations dans les systèmes de glissements actifs à l’instant t. Elle contribue 
à une augmentation générale de l’écrouissage. Le tenseur SL d’ordre 4 contribue lui, à 
l’adoucissement du matériau suite à la destruction partielle des structures latentes de 
dislocations formées lors de déformations antérieures [Had06]. Leur évolution s’écrit : 
 

Ln

vp
SL eq

sat

-C ε
S

 
=  

 

L
L L

S
S S& &  

( ) vp
D SD sat D D eqS = C g S -S -hS ε  
& &  

 
CSL et nL sont deux paramètres matériau positifs contrôlant la vitesse de saturation de SL. CSD 
contrôle la vitesse de saturation de la variable SD tandis que Ssat est sa valeur à saturation. Les 
fonctions g et h complètent l’évolution de la variable SD. La fonction g décrit pour un 
matériau ayant subi une prédéformation conséquente, la stagnation de l’écrouissage avant 
reprise lors du trajet inverse de déformation. La fonction h décrit la légère baisse D∆S  de la 

variable SD lors d’un essai Bauschinger. 
 



 

( ) P

p D
D D

SD p sat

n p D
D

SD p sat

C S
1- -P si P >0,

C +C S
g

C S
1-P 1- sinon

C +C S



= 

 
   
 

  eq
sat

1 :
h= 1- σ

2 X ( - ):

 
 
 

X N
σ' X N

 

 
PD est la projection du tenseur de polarité P suivant la direction courante N de la vitesse de 
déformation plastique : DP =P : N . Le tenseur de polarité P qui rend compte de la polarisation 

de la microstructure suit la loi d’évolution suivante : 
 

vp
p eqC ( - )εP = N P& & ,  P(0)=0 

 
Cp est un paramètre matériau caractérisant la vitesse de polarisation de la microstructure. Pour 
une analyse de sensibilité et une description complète des paramètres du modèle, le lecteur 
pourra se référer à l’article de Haddadi et al. [Had06]. Au final, l’ensemble des équations du 
modèle viscoplastique de Uenishi et Teodosiu nécessite 17 paramètres matériau à identifier.  
 
Le modèle RK 

 Le modèle RK développé par Rusinek et al. [Rus07] est un modèle phénoménologique 
thermo-viscoplastique. Il est donc sensible à la température et à la vitesse de déformation au 
cours des essais. Construit sur la base du formalisme de l’activation thermique, ce modèle 
considère, contrairement à notre modèle, que la contrainte totale dans les matériaux cubiques 
centrés est la somme d’une contrainte interne µσ  et d’une contrainte effective *σ  : 

 

( ) ( )vp vp vp vp * vp
eq eq eq µ eq eq eq

0

E(T)
σ (ε ,ε ,T) = σ ε ,ε ,T  + σ ε ,T

E
 
 & & &  

 
Cette somme est elle-même normalisée par un terme qui décrit la dépendance du module de 
Young E(T) vis-à-vis de la température T. Cette dépendance s’exprime selon la loi suivante : 
 

* m

0 m

TE(T) T
 = 1 - exp θ 1 - 

E T T

  
  

  
 

 
*θ  est la température homologue, c'est-à-dire la température du matériau en Kelvin exprimée 

en fraction de la température de fusion, mT  est la température de fusion et E0 le module de 

Young à 0K. Les effets de température et de sensibilité à la vitesse de déformation sont 
introduits au travers d’un module plastique vp

eqB(ε ,T)&  et d’un coefficient d’écrouissage 

( )vp
eqn ε ,T&  dans l’expression de la contrainte interne µσ  de type Swift :  

 

( ) ( ) ( )vp
eqn ε ,Tvp vp vp vp

µ eq eq eq 0 eqσ ε ,ε ,T  =  B(ε ,T) ε  + ε
&

& &  

 
 avec 0ε  un paramètre matériau.  
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Les expressions explicites du module de plasticité vp
eqB(ε ,T)&  et du coefficient d’écrouissage 

( )vp
eqn ε ,T&  sont données dans les équations suivantes où max 0 2 0 minε , ν, B , D , n  et ε& &  sont des 

paramètres matériau : 
 

-ν

vp max
eq 0 vp

m eq

εT
B(ε ,T) = B log

T ε
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T ε

   
= 〉          

&
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Basée sur le formalisme de l’activation thermique, sans toutefois considérer la probabilité de 

saut retour, la contrainte effective ( )* vp
eqσ ε ,T&  dans le modèle RK s’exprime comme : 

 

( )
1
m

* vp * max
eq 0 1 vp

m eq

εT
σ ε ,T σ 1 - D log

T ε

  
=   

   

&
&

&
 

 
avec 

0

*
1σ , D  et m des paramètres matériau. Le modèle RK prend également en compte 

l’accroissement adiabatique de température A∆T  résultant du travail plastique converti en 

chaleur. La température TA s’exprime donc comme : 
 

( )( )
vp
eqε

A 0 A A 0 eq
P 0

β
T  =  T  + ∆T T  = T  + σ ξ,ξ ξ ,T dξ

ρC ∫ &  

 
avec ρ  et CP respectivement la masse volumique et la chaleur massique du matériau à 
pression constante et β  un coefficient matériau. Le modèle RK proposé dans sa forme 
thermo-viscoplastique, nécessite 17 paramètres dont 9 constantes fondamentales pour les 
aciers. 

 
Résultats 

 Dans cette partie, nous confrontons les résultats du modèle proposé aux résultats du 
modèle de Uenishi et Teodosiu et du modèle RK. Les résultats expérimentaux utilisés sont 
tirés de la littérature [Uen04]. Ils ont été effectués sur un acier IF dont la composition et la 
microstructure sont proches de celle de l’acier DC06 précédemment étudié [Uen04]. 
L’ensemble des paramètres pour les trois modèles sont donnés dans le Tab. 2.8. Concernant 
le modèle élasto-viscoplastique de ce travail de thèse, nous avons utilisé directement les 
paramètres identifiés précédemment pour l’acier DC06 en tenant compte du changement de 
température, c'est-à-dire en réactualisant les valeurs de 0σ , A et B. Seuls les paramètres A et 

B ont été réévalués afin de prendre en compte la sensibilité à la vitesse légèrement différente 
de cet acier IF. 



 

 

Modèle 
viscoplastique  

de  
Uenishi et Teodosiu 

 
17 paramètres  

à identifier 

Cp 3,5 1 Sensibilité à la polarisation  
CR 50,8 1 Sensibilité à la saturation de l’écrouissage isotrope 
CSD 6,9 1 Sensibilité à la saturation de la variable interne SD 

CSL 6,67 1 Sensibilité à la saturation de la variable interne SL 
Cx 145,1 1 Sensibilité à la saturation de l’écrouissage cinématique 
f 0,859 1 Constante matériau 
nL 1,0 1 Constante matériau 
np 48,9 1 Constante matériau 
r 8,5 1 Constante matériau 

0Ŷ  114,9 MPa Limite d’élasticité initiale 
*
0Y  465,1 MPa Constante matériau 

0∆F  0,627 eV Energie libre apparente d’interaction 

0

*
ε&  1,81x106 1 Constante matériau 

sat,0R  29,7 MPa Valeur initiale de saturation de l’écrouissage isotrope  
ν  0,02 1 Constante matériau 

satS  245,8 MPa Valeur à saturation de S 
X0 16 MPa Valeur initiale de saturation de l’écrouissage cinématique 

Modèle thermo-
viscoplastique 

RK 
 

8 paramètres 
à identifier 

(a) Constantes matériau 
B0 552,89 MPa Module de plasticité 
n0 0,285 1 Exposant d’écrouissage 

0ε
 1,8x10-2 1 Déformation initiale 

D1 0,48 1 Constante matériau 
ν  0,2 1 Sensibilité à la température 

*

0σ
 406,3 MPa Contrainte effective à 0K 

m 2,8 1 Sensibilité à la vitesse de déformation 
D2 0,19 1 Constante matériau 
(b) Constantes fondamentales 
E0 212 GPa Module de Young à 0K 

*
θ  0,59 1 Température homologue 

Tm 1600 K Température de fusion 

maxε&  107 s-1 Vitesse de déformation à saturation 

minε&  10-5 s-1 Vitesse de déformation minimale 

PC  470 J.kg-1.K-1 Chaleur spécifique 

β  0,9 1 Coefficient de Taylor-Quinney 
ρ  7800 kg.m-3 Masse volumique 
α  10-5 K-1 Coefficient de dilatation thermique 

Modèle élasto-
viscoplastique 

proposé 
 

7 paramètres 
à identifier 

 
(8 paramètres si 

prise en compte de 
la température) 

(a) Constantes matériau 
V*  9,74 b3 Volume d’activation (équivaut à A=13,6 MPa à T=300K) 

0∆G  0,35 eV Energie d’activation (équivaut à B=0,046s-1 à T=300K) 
CR 8 1 Sensibilité à la saturation de l’écrouissage isotrope 
Rsat 255 MPa Valeur à saturation de l’écrouissage isotrope 
Cx 100 1 Sensibilité à la saturation de l’écrouissage cinématique 
Xsat 13 MPa Valeur à saturation de l’écrouissage cinématique 

0
σ  115 MPa Limite initiale d’élasticité 

(b) Constantes fondamentales 
E 
ν  

210 
0,3 

GPa 
1 

Module de Young à 300K 
Coefficient de Poisson 

kB 1,38x10-23 J.K-1 Constante de Boltzmann 
M 3 1 Coefficient de Taylor 

mρ  1010 m-2 Densité de dislocations mobiles 

Debyeν  1013 s-1 Fréquence de Debye 

b 2,5x10-10 m Norme du vecteur de Burgers 

 
Tab. 2.8 – Constantes utilisées et paramètres matériau identifiés pour trois modèles 

viscoplastiques différents destinés à simuler le comportement d’un acier IF. 
 
 
 La Fig. 2.28 permet de confronter les résultats du modèle proposé avec d’une part les 
résultats expérimentaux et d’autre part les résultats du modèle de Uenishi et Teodosiu. Les 
deux modèles décrivent parfaitement les essais monotones quasi-statiques de traction (courbe 
1) et de cisaillement simple (courbe 2). Concernant l’essai dynamique de traction ayant 
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préalablement subi une prédéformation à 8% (courbe 2), le modèle proposé décrit très bien les 
résultats expérimentaux et ce, mieux même que le modèle de Uenishi et Teodosiu. Sur la 
courbe 5 qui décrit l’essai quasi-statique de cisaillement simple suite à une prédéformation en 
traction à 20%, les deux modèles décrivent parfaitement le comportement du matériau, le 
modèle de Uenishi et Teodosiu décrivant de façon encore plus précise le régime transitoire de 
déformation suite au changement de trajet.   

 
 

 
 

Fig. 2.28 – Comparaison entre le modèle proposé et le modèle de Uenishi et Teodosiu sur 
la base de résultats expérimentaux effectués sur un acier IF [Uen04]. 

(1) Essai monotone de traction à 0,001s-1 ; (2) Essai de traction à 1000s-1 après 
une prédéformation à 8% par un essai de traction à 0,001s-1 ; (3) Essai 
monotone de cisaillement simple réalisé à 0,001s-1 ; (4) Cisaillement simple 
retour suite à une prédéformation de 10, 20 et 30% par cisaillement simple aller ; 
(5) Cisaillement simple après une prédéformation de 20% par un essai de traction 
uniaxiale à 0,001s-1. Les déformations en abscisses sont les déformations vraies 
pour les essais de traction et la quantité de déformation en cisaillement pour les 
essais de cisaillement simples. 

 
 

 Une différence plus marquée entre les résultats des deux modèles réside dans la 
description des essais de cisaillement Bauschinger à 10, 20 et 30% de déformation. Le modèle 
de Uenishi et Teodosiu décrit parfaitement le comportement du matériau lors des trajets 
inverses arrivant notamment à capter les phénomènes se passant au niveau des points 
d’inflexion des courbes expérimentales (grâce notamment au paramètre np). Le modèle 
proposé ici se révèle incapable de décrire les trajets inverses avec autant de précision : les 
régimes transitoires d’écrouissage dûs aux changements de trajets n’ayant pas été intégrés 
dans la modélisation. L’intégration d’autres lois d’écrouissage cinématique prenant en compte 
ces phénomènes reste cependant possible. En dépit de la simplicité de la loi d’écrouissage 



 

cinématique utilisée, le modèle capte néanmoins avec précision la translation du domaine 
élastique lors des trajets inverses et décrit de manière correcte l’écrouissage. 
 Avec deux fois moins de paramètres que le modèle de Uenishi et Teodosiu, le modèle 
élasto-viscoplastique proposé permet de décrire de façon très précise le comportement de 
l’acier IF étudié lors de trajets de chargement complexes non-monotones. La sensibilité à la 
vitesse de déformation est même décrite de façon plus précise que le modèle de Uenishi et 
Teodosiu comme le montre la courbe expérimentale de traction à 1000s-1. Cependant le 
modèle plus complexe de Uenishi et Teodosiu permet de décrire avec une grande précision les 
régimes transitoires d’écrouissage suite aux changements de trajet de déformation. Ces 
phénomènes, n’ayant pas été intégrés dans notre modélisation, ne sont pas décrits par le 
modèle proposé.   
  

 
 
 

Fig. 2.29 – Essais de traction uniaxiale à 1000s-1 et à 0,001s-1 sur un acier IF [Uen04].  
Comparaison entre le modèle proposé (a) et le modèle RK [Rus07] (b). 

 
 
Les Fig. 2.29a et Fig. 2.29b permettent de comparer le modèle proposé au modèle RK sur 
deux courbes expérimentales représentant respectivement un essai quasi-statique de traction à 
0,001s-1 et un essai dynamique de traction réalisé à une vitesse de déformation de 1000s-1. Si 
la description de la courbe de traction à 1000s-1 est quasi-identique entre les deux modèles, le 
modèle proposé décrit de façon plus précise la limite d’élasticité et l’écrouissage de l’essai de 
traction quasi-statique. Avec autant de paramètres à identifier que le modèle RK, le modèle 
proposé permet donc de capter de façon très précise la sensibilité à la vitesse de déformation 
de l’acier IF au travers de la contrainte d’écoulement et de la description de l’écrouissage. 
N’ayant pas de résultats d’essais complexes disponibles pour le modèle RK, la comparaison 
entre les deux modèles se résume à des essais monotones. 
 
 Cette dernière partie a permis d’une part de préciser davantage les capacités du modèle 
à décrire le comportement élasto-viscoplastique lors de trajets complexes de déformation et 
d’autre part de situer cette nouvelle approche par rapport à deux modèles récents de la 
littérature. Au vu de ces dernières comparaisons, le modèle apparaît comme un excellent 
compromis entre simplicité d’identification et précision des résultats. 

0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0  

100

200

300

400

500

600

700

Déformations vraies

σσ σσ 1
1  

(M
P

a)

1000s-1

0.001s-1

Expérience

 

 

 

(a) (a) (a) (b) 



Chapitre II : Loi de comportement élasto-viscoplastique 

75 
 

II.4.6 Limites de la nouvelle approche 

 La nouvelle approche a été appliquée et validée dans ce chapitre sur des aciers doux 
100% ferritiques. Le domaine de matériaux concerné par le modèle ne se limite pas pour 
autant aux aciers doux mais s’étend à l’ensemble des matériaux cubiques centrés où, en raison 
des fortes contraintes de friction de Peierls qui y règnent, le déplacement des dislocations 
mobiles a la particularité d’être beaucoup plus difficile et lent que pour les matériaux 
cubiques à faces centrées. Dans ce modèle, la contrainte d’écoulement est considérée, selon 
les travaux de Rauch [Rau93], comme une combinaison linéaire d’une contrainte athermique 
et d’une contrainte effective afin de rendre compte du mécanisme de glissement particulier 
des dislocations dans ces matériaux. Celui-ci s’effectue par nucléation et déplacement des 
doubles crans (ou doubles décrochements) des segments coins sur les parties vis des 
dislocations. Les limites de l’approche sont donc directement liées aux limites d’application 
de ce mécanisme. 

 L’approche a été validée sur une large gamme de vitesse de déformations et de 
températures. Dans ses travaux initiaux, Rauch [Rau93] limite l’utilisation de la combinaison 
linéaire entre contrainte effective et contrainte athermique pour des températures situées en 
dessous d’une température de transition 0 fT = 0,2T  où Tf est la température de fusion du 

matériau. Pour des températures supérieures à T0, les propriétés mécaniques et le 
comportement des dislocations ne dépendent plus de la structure cristalline et le modèle ne 
s’applique plus. Le modèle s’applique donc pour des températures homologues inférieures à 
T0 (inférieures à 373K pour les aciers). Le domaine de vitesse de déformation quant à lui 
s’étend jusqu’à l’apparition du phénomène de « phonon drag », aux alentours de 1000 s-1. 
Ces deux principales limites d’application de l’approche permettent cependant de traiter la 
majorité des problèmes de simulations de laminage à froid, d’emboutissage et de crash 
automobile ou de transport (Fig. 2.30). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.30 – Situation du modèle (en grisé) parmi les gammes de vitesses de déformation imposées 
dans les principaux procédés de mise en forme (d’après [Mon96]) et crash tests.   
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 Enfin, pour des raisons de simplicité du modèle, certains paramètres ont été considérés 
comme constants tandis que certains phénomènes comme l’échauffement du matériau ont été 
négligés. L’énergie d’activation et le volume d’activation ont été considérés constants et donc 
indépendants de la quantité d’éléments en solution solide. Uenishi et Teodosiu suggèrent 
plutôt que l’énergie d’activation doit décroître avec la quantité d’éléments en solution solide 
et que le volume d’activation doit augmenter. L’écrouissage isotrope et l’écrouissage 
cinématique ont été modélisés de manière purement phénoménologique avec un minimum de 
paramètres afin de faciliter l’implantation numérique tridimensionnelle du modèle. Cette 
simplicité de modélisation a été faite au détriment du sens physique des paramètres 
d’écrouissage utilisés en vue d’une première implantation dans les codes d’éléments finis. 
Toutefois, le modèle reste entièrement ouvert à l’utilisation d’autres lois d’écrouissage plus 
physiques et comportant plus de paramètres microstructuraux afin de pouvoir appliquer une 
approche inverse d’autant plus riche (sujet abordé dans les chapitres suivants). 
  
 
II.5 CONCLUSIONS 
 
 Dans la première partie de ce chapitre, nous avons rappelé le formalisme 
thermodynamique utilisé pour la formulation de lois de comportement non-linéaire 
tridimensionnelles. La définition de l’énergie libre a permis d’obtenir les lois d’état, équations 
qui définissent d’une part les relations existantes entre les variables d’état de notre étude et les 
forces thermodynamiques qui leur sont associées et d’autre part les variables internes 
associées aux phénomènes irréversibles qui nous intéressent. L’évolution de ces variables 
internes a été définie par le potentiel de dissipation qui satisfait les conditions imposées par le 
formalisme des matériaux standard généralisés. Une comparaison des différentes formes de 
loi de comportement viscoplastique a été menée afin de retenir le meilleur candidat à une 
implantation dans un code d’éléments finis pour simuler des essais de mise en forme et de 
crash.  
 Dans une deuxième partie, nous nous sommes attachés à décrire l’origine de la forme 
de la loi de comportement choisie au travers des mécanismes de glissement des dislocations 
responsables de la déformation dans les matériaux cubiques centrés. Le formalisme de 
l’activation thermique a permis, en tenant compte de la probabilité de sauts retour des 
segments de dislocations, de déterminer la forme en sinus hyperbolique de la loi de 
comportement. Cette dernière permet de décrire le mécanisme de glissement par double 
décrochement des parties coins sur les parties vis des dislocations, mécanisme propre aux 
matériaux cubiques centrés. En utilisant le formalisme de Rauch, la contrainte d’écoulement a 
été définie comme une combinaison linéaire d’une contrainte interne et d’une contrainte 
effective. Enfin, en suivant l’idée originale de Allain et al., il a été montré que la forme en 
sinus hyperbolique de la loi de comportement couplée au formalisme de la contrainte 
d’écoulement de Rauch permettait d’obtenir une loi de comportement viscoplastique originale 
pour les matériaux cubiques centrés. 
 Cette loi, à l’origine scalaire, a été reformulée ici dans un cadre tensoriel et 
incrémental afin d’obtenir une loi de comportement élasto-viscoplastique tridimensionnelle. 
Le potentiel de dissipation ainsi que les variables internes d’écrouissage ont été définis afin de 
respecter le cadre thermodynamique posé dans la première partie du chapitre. Par souci de 
simplicité, l’écrouissage isotrope ainsi que l’écrouissage cinématique ont été définis à l’aide 
de lois phénoménologiques. Leur évolution est décrite respectivement par une équation 
différentielle de type Voce et une équation différentielle de type Armstrong-Frederick. La 
nouvelle approche ainsi définie fait intervenir sept paramètres. Une analyse des paramètres et 
des variables internes, portée plus particulièrement sur deux paramètres clairement liés aux 
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mécanismes responsables de la déformation, a permis de préciser la manière dont le modèle 
pouvait décrire la sensibilité à la vitesse de déformation et la sensibilité à la température. 
 Dans la dernière partie du chapitre, la nouvelle loi de comportement élasto-
viscoplastique a été appliquée dans le cadre des aciers doux ferritiques. Afin de valider le 
modèle, les résultats des simulations ont été comparés aux résultats expérimentaux sur des 
essais effectués à différentes vitesses de déformation et à différentes températures ainsi que 
sur des essais comportant des changements de trajet de déformation (essais Bauschinger, 
essais orthogonaux). Cette confrontation a souligné la capacité du modèle à décrire très 
précisément les principales caractéristiques du comportement visqueux, à savoir la sensibilité 
à la vitesse de déformation et la sensibilité à la température. Enfin, afin de définir les limites 
du modèle et de situer plus précisément ses capacités et son domaine d’application, le modèle 
a été comparé à d’autres modèles viscoplastiques existants dans la littérature sur des trajets 
complexes de déformation et des essais séquentiels. L’ensemble de ces résultats très 
prometteurs, valide la nouvelle approche tridimensionnelle sur une large gamme de vitesses 
de déformation et de températures. 
 
 Ce chapitre a montré que la nouvelle loi de comportement proposée était un excellent 
candidat pour la modélisation du comportement élasto-viscoplastique d’un acier monophasé 
proposant à la fois une facilité d’identification des paramètres, une précision accrue des 
résultats sur un domaine d’application étendu en températures et en vitesses de déformation 
ainsi qu’une signification physique des paramètres responsables du comportement visqueux. 
Dans le cadre plus général de la modélisation des aciers multiphasés qui nous intéressent dans 
cette étude, il faut prendre en compte maintenant, la nature hétérogène des phases existantes 
dans de tels aciers. Si le comportement de chaque phase peut être décrit à l’aide de la nouvelle 
loi de comportement proposée dans ce chapitre, le chapitre suivant s’applique lui, afin 
d’obtenir le comportement macroscopique de l’acier multiphasé, à modéliser précisément les 
différentes interactions élasto-viscoplastiques existantes entre les différentes phases 
constitutives à l’aide de modèles micromécaniques. 
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III.1 L’APPROCHE MICROMECANIQUE 

 Le chapitre précédent a permis de définir et de mettre en place une loi de 
comportement élasto-viscoplastique en se basant sur les mécanismes particuliers de 
glissement des dislocations des matériaux cubiques centrés. Cette loi a été validée dans le 
cadre d’aciers monophasés. Cependant, pour un acier multiphasé, les champs mécaniques 
régnant dans chacune des phases constitutives sont différents. Afin de décrire précisément le 
comportement global d’un acier multiphasé à l’échelle de la structure (éprouvette, pièce 
emboutie), il convient de bien tenir compte des hétérogénéités des propriétés mécaniques dues 
notamment au multiphasage à l’échelle de la microstructure. Dans cette optique, et afin de 
modéliser le comportement mécanique d’une structure à partir de la description de 
mécanismes physiques microstructuraux, une approche multi-échelle est nécessaire. Au sein 
du matériau, différentes échelles d’hétérogénéités peuvent être considérées (phases, grains, 
dislocations, molécules, atomes) et la modélisation du caractère hétérogène d’un matériau 
reste somme toute relative à cette échelle d’observation. Dans le cadre de ce travail, nous nous 
intéressons particulièrement aux effets du multiphasage, c'est-à-dire à la différence de 
comportement mécanique des phases constitutives d’un acier multiphasé et à leur influence 
sur le comportement macroscopique. 
 Ce chapitre est consacré à l’étude et l’analyse des interactions existantes entre les 
phases au sein d’un acier multiphasé. Dans un premier temps, afin de bien définir l’échelle 
des hétérogénéités concernées par cette étude, nous rappelons les bases des outils 
micromécaniques de changement d’échelles permettant de relier le microscopique (échelle 
d’observation des hétérogénéités) au macroscopique (comportement mécanique recherché). 
Au travers d’un aperçu des principaux modèles de transition d’échelles, une attention 
particulière est portée sur les approches à champs moyens à variables internes dont nous 
choisissons deux modèles pour cette étude. Enfin, nous comparons les deux modèles retenus 
afin d’en déterminer les limites pour une application en mise en forme. 
 
III.1.1 Nécessité d’une approche multi-échelles pour une modélisation prédictive 

 Dans le chapitre précédent une loi de comportement élasto-viscoplastique a été établie 
dans un cadre thermodynamique qui permet d’assurer sa cohérence. La comparaison entre les 
résultats des simulations et les essais expérimentaux a validé cette approche dans le cadre des 
aciers monophasés ferritiques. Concernant les aciers multiphasés, il est possible d’utiliser la 
même loi de comportement et d’identifier un nouveau jeu de paramètres afin de pouvoir 
décrire de nouveaux essais expérimentaux. Cette démarche, basée sur l’expérience, est 
purement phénoménologique. Si cette approche phénoménologique permet une bonne 
description du comportement des structures à diverses sollicitations et une bonne optimisation 
des géométries pour le concepteur de pièces, elle n’en demeure pas moins limitée sur 
plusieurs points : 
 

i) La validité des simulations est directement tributaire des conditions dans lesquelles la 
loi de comportement a été identifiée. Il faut donc s’assurer qu’en tout point de la 
structure modélisée, les conditions sont à tout moment respectées au risque de sortir du 
cadre de validité de la loi. 

ii)  Un jeu de paramètres est valable pour un ensemble de conditions données (matériau, 
sollicitations, température…). Si l’une des conditions change, par exemple si la nuance 
de l’acier change, il faut recommencer l’ensemble du processus d’identification à 
partir de nouveaux essais expérimentaux.  

 



 

  L’objectif de ce chapitre est plus ambitieux dans le sens où la modélisation des aciers 
multiphasés s’y veut prédictive. Pour un acier biphasé par exemple, si l’intérêt est de savoir 
quel est l’impact de la fraction volumique de la phase ferritique ou encore de savoir comment 
la limite d’élasticité de la phase martensitique peut jouer un rôle sur les propriétés mécaniques 
de cet acier, alors le recours à une autre démarche de modélisation que la démarche 
phénoménologique est nécessaire. Une telle démarche permettant un retour sur la 
microstructure du matériau est précieuse car elle permet d’agir directement sur la source des 
propriétés mécaniques observées. Cette démarche « inverse » est au cœur d’un problème 
multi-échelle qui est celui de faire le lien entre les mécanismes observés par le physicien à 
l’échelle microscopique et le comportement mécanique macroscopique observé par le 
mécanicien à l’échelle de la structure. Ce passage nécessaire entre un domaine microscopique 
et un domaine macroscopique est assuré par une démarche micromécanique qui se situe à une 
échelle intermédiaire. La démarche micromécanique consiste à remplacer le milieu 
hétérogène du matériau réel en un milieu homogène d’un matériau fictif équivalent du point 
de vue mécanique. Cette transformation dont nous allons préciser la méthodologie dans la 
partie suivante a lieu à une échelle suffisamment petite pour pouvoir prétendre améliorer la 
prédictibilité des modèles en se basant sur des hétérogénéités microstructurales mais 
également suffisamment grande afin de pouvoir y appliquer les concepts de la mécanique des 
milieux continus. 
 
III.1.2 Echelle de description, longueurs caractéristiques et notions de V.E.R. 

 Cette échelle intermédiaire est intimement liée à la taille « h » des hétérogénéités ou 
des domaines hétérogènes visés. Tout matériau peut être considéré comme hétérogène à une 
échelle donnée. D’ailleurs, comme évoqué précédemment, son degré d’hétérogénéité est 
relatif à l’échelle d’observation. Si une éprouvette de traction d’un acier biphasé peut paraître 
homogène à l’œil nu, qu’en est-il à l’aide d’un microscope optique où apparaissent différents 
domaines de phases ou à l’aide d’un microscope à balayage électronique où apparait la 
structure polycristalline de l’acier ?  
 L’échelle de description est choisie directement en fonction de l’objectif visé et donc 
de la taille des hétérogénéités microstructurales que l’on désire modéliser. Ainsi, si l’on 
s’intéresse à l’impact de la forme des grains d’un polycristal sur le comportement mécanique 
du matériau, on s’attachera à considérer une taille « h » d’hétérogénéité équivalente à la taille 
des grains pour décrire une texture morphologique. Si au contraire, on s’intéresse à l’impact 
de la fraction de ferrite sur le comportement global d’un acier ferrito-martensitique alors on 
s’intéressera plutôt à une taille équivalente à la taille des domaines de phases.  
 Ces considérations étant entendues, il est alors possible au sein du matériau hétérogène 
de définir un volume élémentaire représentatif (V.E.R.) de taille caractéristique « l » qui 
correspond à la taille de l’ensemble des hétérogénéités à considérer. Cet ensemble doit 
répondre à plusieurs conditions : 
 

i) il doit être suffisamment grand pour pouvoir être considéré au sens statistique 
comme représentatif du matériau en tout point à l’échelle des hétérogénéités. 
Comprenons par là qu’il doit être suffisamment grand devant la taille « h » des 
hétérogénéités qui nous intéressent : 
 

      l >> h     (3.1) 
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ii)  il doit être suffisamment petit devant la taille « L » de la structure 
macroscopique de sorte qu’il puisse être considéré comme un domaine 
homogène à l’échelle de la structure.  
 

      l << L     (3.2) 
 
 Cette dernière condition implique que le comportement global du V.E.R. dans le 
matériau réel peut être remplacé par un comportement homogène équivalent de telle sorte que 
le calcul de structure mené sur le matériau homogène équivalent apporte les mêmes solutions 
en contraintes et en déformations qu’un calcul de structure qui aurait été mené directement sur 
le matériau réel hétérogène. En d’autres termes, si le matériau peut être hétérogène 
microscopiquement à l’échelle du V.E.R., il doit être homogène macroscopiquement à 
l’échelle de la structure (Fig. 3.1).   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 (1) : Milieu homogène - (2) : milieu microhomogène et macrohétérogène - (3) : milieu hétérogène - (4) : milieu 
microhétérogène et macrohomogène. Seuls les cas 1 et 4 peuvent prétendre à l’existence d’un VER.   

 
Fig. 3.1 – Tailles caractéristiques et conditions d’homogénéité macroscopique pour 

l’existence d’un volume élémentaire représentatif (VER). 
 
Enfin, la taille « h » des hétérogénéités considérées ne peut pas être plus petite qu’une taille 
« 0ϕ  » en deçà de laquelle la mécanique des milieux continus ne s’applique plus. En tenant 

compte de ces considérations physiques, on considèrera cette taille « 0ϕ  » de l’ordre du 

dixième de micron. L’ensemble des conditions peut être résumé par la triple inégalité 
suivante qui définit la séparation nécessaire des échelles : 
 
     0ϕ  <<  h <<  l <<  L    (3.3) 
 
 
Si l’existence d’un V.E.R. de taille « l » peut ainsi être définie, tout l’intérêt et la difficulté des 
méthodes micromécaniques résident dans le passage du comportement du milieu réel 
constitué d’un ensemble hétérogène de domaines homogènes au comportement global d’un 
milieu homogène équivalent. La méthodologie adoptée dans ces approches micromécaniques 
est présentée dans la partie suivante. 
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2 

3 

4 

Propriétés 

r VER 

h 
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III.1.3 Rappel de la méthodologie de l’homogénéisation 

 Le V.E.R. représente un ensemble hétérogène de domaines plus petits considérés 
comme homogènes. L’objectif est maintenant de remplacer cette représentation fine du milieu 
réel par un milieu fictif homogène dont le comportement mécanique global est équivalent au 
comportement global du milieu réel. La méthodologie à adopter comporte classiquement trois 
étapes : la représentation, la localisation et l’homogénéisation. 
 
L’étape de représentation 

 Le choix de l’échelle de description microscopique ne suffit pas. L’étape de 
représentation consiste à décrire géométriquement et mécaniquement le système considéré, 
c’est-à-dire le V.E.R. Il s’agit d’identifier les constituants élémentaires considérés comme 
homogènes du domaine hétérogène, de décrire leur arrangement dans l’espace (topologie), 
leur comportement mécanique et de déterminer quelles en sont les caractéristiques 
géométriques pertinentes pour la modélisation. Ainsi le comportement local sera représenté 
par : 

 ( ) ( ) ( )r  = r : rσ c ε  dans le cas de l’élasticité linéaire,   (3.4) 

 ( ) ( ) ( )r  = r : rσ l ε& &  dans le cas de l’élastoplasticité,    (3.5) 

 ( ) ( ) ( )r  = r : rσ b ε&  dans le cas de la viscoplasticité,    (3.6) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r,t  = r r, t + ,r , ... r, tvpε s :σ m σ, ε : σ& & &  en élasto-viscoplasticité. (3.7) 

 Il faudra recourir à des démarches développées dans le chapitre II pour identifier les 
différentes parties du comportement (c, l, b, s, m…). Dans le cas d’un acier biphasé, selon 
l’échelle de description retenue, les domaines considérés comme homogènes pourront être 
constitués d’un grain ou d’un agrégat de grains appartenant à l’une ou l’autre des phases. 
Suivant les cas, la distribution dans l’espace des domaines homogènes (grains ou agrégats de 
grains) sera considérée comme isotrope ou au contraire présentera une texture topologique qui 
engendrera une anisotropie des propriétés mécaniques. L’une des caractéristiques 
géométriques majeures et déterminantes du comportement global du V.E.R. sera bien 
entendue la fraction volumique des phases.  
 Bien évidemment cette description du V.E.R. reste une approximation de la 
microstructure à une échelle choisie. Gardons à l’esprit que les choix faits à ce niveau de 
modélisation sont déterminants dans l’approximation de la solution du comportement global 
du matériau réel dont l’hétérogénéité complexe est traduite au mieux au travers des modèles. 
On donnera en III.1.4. les équations de champs du problème hétérogène élastique linéaire à 
titre d’exemple de transition d’échelles pour un comportement linéaire simple. 
 
L’étape de localisation 

 Cette étape consiste à relier les champs mécaniques locaux des domaines homogènes 
aux sollicitations mécaniques appliquées sur les contours du V.E.R. Ces relations s’écrivent 
formellement en élasticité linéaire de la manière suivante : 
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( ) ( )
( ) ( )
ε r = A r : Ε

σ r = B r : Σ
    (3.8) 

 
où A(r)  et B(r)  sont respectivement le tenseur de localisation des déformations et le tenseur 
de localisation des contraintes au point r . Compte tenu de la représentation statistique du 
polycristal, on considère généralement par simplification les champs locaux moyens par 
domaine homogène appelé « phase ». Pour une phase « (I) », les relations classiques de 
localisations s’écrivent : 
 

    
( ) ( )
( ) ( )

(I) (I)(I) (I)

(I) (I)(I) (I)

ε = ε r = A r : Ε = A : Ε

σ = σ r = B r : Σ = B : Σ
  (3.9) 

 
A(I) et B(I) sont des tenseurs d’ordre 4 qui dépendent de manière plus ou moins complexe du 
comportement local des domaines homogènes et plus généralement de la microstructure du 
matériau. Ces relations de localisation dépendent donc directement de la modélisation adoptée 
en particulier du choix de la loi de comportement locale et de la morphologie des domaines 
homogènes. 
 
L’étape d’homogénéisation 

 Elle débouche sur la détermination du comportement macroscopique du V.E.R. obtenu 
par des opérations de moyenne sur les champs locaux de telle sorte que la moyenne spatiale 
ε  des déformations locales des domaines homogènes soit égale à la déformations E 

observée sur les contours du V.E.R. De même, la moyenne spatiale σ  des contraintes 

locales est égale à la contrainte appliquée Σ  sur les contours du V.E.R. En d’autres termes, il 
est possible d’écrire : 

 

     ( ) ( )
V

1
= = dv

V ∫Ε ε r ε r    (3.10) 

     ( ) ( )
V

1
= = dv

V ∫Σ σ r σ r    (3.11) 

où V correspond au volume du V.E.R. 
 

 Par exemple, pour un problème formulé en conditions de déformations homogènes E 
au contour (Fig. 3.2a), l’étape d’homogénéisation consiste à déterminer la contrainte 
macroscopique Σ  à partir de l’opération de moyenne correspondante (équation (3.11)) 
appliquée sur les champs de contraintes locaux (I)

σ . La loi de comportement locale permet de 
connaitre les champs de contraintes locaux (I)

σ  dans chaque domaine homogène à partir des 
champs de déformations locaux (I)

ε . Ces derniers sont déterminés à l’aide de la relation de 
localisation.  
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 3.2 – Schéma de résolution d’un problème de micromécanique formulé en 
déformations ou en contraintes. 

 
 
 Au final, le problème multi-échelle, que l’approche micromécanique se propose de 
résoudre, repose sur deux types de relations : 
  

i) les relations de moyenne qui par définition restent d’une validité très générale à 
condition que l’hypothèse de séparation des échelles exposée précédemment soit 
respectée. 

ii)  les relations de localisation qui traduisent les liens complexes existants entre le 
comportement local de chaque domaine homogène et le comportement macroscopique 
du V.E.R. 

 
 Toute la difficulté des modèles micromécaniques résulte dans la formulation et la 
résolution du problème de localisation. Dans la partie suivante, plusieurs modèles de 
transition d’échelles sont abordés afin de bien comprendre les tenants et les aboutissants des 
modèles choisis et développés dans ce travail de thèse. 
 
 
III.1.4 Estimations autocohérentes pour des comportements simples linéaires 
  
 Les premiers schémas autocohérents dans le domaine de la mécanique des matériaux 
hétérogènes ont été formulés par Hershey [Her54] et Kröner [Kro58] dans le cas de 
comportements linéaires de monocristaux et de polycristaux. Le principe du schéma 
autocohérent, qui consiste à prendre comme matrice directement le milieu homogène 
équivalent s’applique très bien à la morphologie du polycristal. En effet, si l’on considère que 
le polycristal est formé de N familles de grains regroupés selon leur comportement 
mécanique, alors le schéma autocohérent revient à considérer N problèmes matrice-inclusion 
d’Eshelby (cf. annexe 1) dans une matrice composée du milieu homogène équivalent (MHE). 
Les caractéristiques du comportement de ce dernier, inconnues et déterminées a posteriori, 
dépendent du comportement de chaque inclusion et des interactions inclusion/matrice (Fig. 
3.3). L’utilisation du schéma autocohérent semble donc beaucoup plus pertinente dans la 
description du polycristal que l’approximation du milieu dilué d’Eshelby et constitue une 
avancée majeure dans la description mécanique des matériaux hétérogènes. 
 

(a) Formulation en déformations 

E Σ

(I)ε  
(I)
σ  

Comportement local 

Comportement 
macroscopique 

Localisation Homogénéisation 

Entrée Sortie 

 (b) Formulation en contraintes 

Σ E  

(I)ε  
Comportement local 

Comportement 
macroscopique 

Localisation Homogénéisation 

(I)
σ  

Sortie Entrée 
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Fig. 3.3 – Principe du schéma autocohérent : description du polycristal en N problèmes 
d’Eshelby. 

 
 
 L’estimation autocohérente pour des comportements simples (équations (3.4), (3.5) et 
(3.6)) peut être traitée de la même façon quel que soit le comportement. L’illustration dans le 
cas de l’élasticité linéaire est donnée ici à titre d’exemple. Les équations du problème 
hétérogène élastique linéaire sont : 
 
 Loi de comportement :     = :σ c ε    (3.12)  
 Equation d’équilibre sur le champ σ  :  ( )div  = σ 0  (3.13) 

 Condition de compatibilité cinématique :  s= ∇ε u& &   (3.14) 

 Conditions aux limites :    =    sur V∂du E.x&&  (3.15) 

 
On introduit un milieu homogène de référence C selon la décomposition suivante : 
 

     ( ) ( ) = +c r C δc r     (3.16) 
 
En utilisant simultanément cette décomposition, la loi de comportement (3.12), la condition 
de compatibilité cinématique (3.14), les conditions aux limites (3.15) et l’équation d’équilibre 
(3.13), on obtient l’équation intégrale du problème élastique linéaire : 
 

     ( )C =  -  :  ε E Γ * δc ε&& &     (3.17) 
 

où *  désigne le produit de convolution spatial. ( )
ijkl

C C C
ik, jl jk,il

1
Γ - G + G

2
=  est le tenseur de Green 

modifié associé au milieu de référence C. 
 
 L’approximation autocohérente consiste à choisir le milieu homogène de référence C 
comme le milieu effectif Ce du problème hétérogène élastique linéaire, ce qui conduit à la 
relation de localisation suivante :  
 

     = : 
eC

ε A E&&       (3.18) 
 

Où 
eCA  est le tenseur de localisation du taux de déformation élastique associé au tenseur des 

modules élastiques effectifs Ce tel que : 

+ = + … + 

Polycristal avec N familles 
de grains 

Inclusion 1  Inclusion j  Inclusion N  

MHE MHE  MHE 



 

 

     ( ) 1

= + :
−e e

l
C CA I Γ δc     (3.19) 

 
e

l
C
Γ  est la partie locale de 

eC
Γ . A l’aide des relations de moyenne sur le volume 

( = ,  = σ  E ε&& &Σ Σ Σ Σ ), l’expression du module autocohérent élastique est déterminé : 
 

     =
ee CC c : A  avec =

eCA I    (3.20) 
 
La prédiction du champ cinématiquement admissible ε&  défini par (3.18) est approchée par le 
choix de la solution autocohérente élastique. 
 
 
III.2 MODELISATION DES COMPORTEMENTS NON-LINEAIRES 
ELASTOPLASTIQUE ET VISCOPLASTIQUE 

 Nous nous efforçons ici de présenter un bref aperçu historique des principaux modèles 
de transition d’échelles afin de mieux appréhender les difficultés inhérentes à la modélisation 
de la transition d’échelles dans le cas de comportement élasto-viscoplastique et de justifier le 
choix des modèles dans notre étude. 
 
III.2.1 Les premiers principaux modèles en élastoplasticité 

 Ces deux modèles sont considérés comme les premiers modèles de transition 
d’échelles en plasticité cristalline. Basés sur des hypothèses opposées mais tout aussi 
simplistes concernant le lien existant entre le comportement d’un grain et le comportement du 
polycristal pour la prévision de la limite d’élasticité des polycristaux. Ces deux modèles 
constituent deux bornes extrêmes dans les modèles de transition d’échelles polycristallins. 
 
Le modèle de Taylor-Lin 
  Taylor [Tay38] fait l’hypothèse que la déformation plastique locale pε  est uniforme 
dans chaque grain et est égale à la déformation macroscopique E appliquée au polycristal. 

      p
ε = Ε      (3.21) 

 
Ce modèle qui constitue une borne supérieure des modèles de transition d’échelles 

correspond au modèle de Voigt [Voi28] en élasticité. Lin [Lin57] étend le modèle de Taylor 
(qui avait négligé l’élasticité) à l’élastoplasticité en considérant cette fois que c’est la 
déformation totale locale ε  qui est uniforme et égale à la déformation macroscopique E 
imposée sur le V.E.R. L’hypothèse de déformation uniforme implique que le tenseur de 
localisation des déformations A(r)  est égal au tenseur identité I  d’ordre 4 en tout point « r » 
de V. La relation de localisation (3.9)a s’écrit dans ce cas : 
 
     (I) (I) I∀A = I,         ε = Ε            (3.22) 
 
Le modèle statique 
 Dans le modèle statique de Batdorf et Budiansky [Bat49], la contrainte dans chaque 
grain est supposée égale à la contrainte appliquée à l’échelle du polycristal. Cette même 
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hypothèse conduit, en élasticité, au modèle de Reuss [Reu29]. L’hypothèse du modèle 
statique implique que le tenseur de localisation des contraintes B(r) est égal au tenseur 
identité I  d’ordre 4 pour tout point « r  » de V. Dans ces conditions, la relation de localisation  
(3.9)b s’écrit : 
     (I) (I)B = I,         σ = Σ     (3.23) 
 

Le modèle statique est souvent confondu avec le modèle de Sachs [Sac28] qui lui est 
antérieur [Ber01]. Ce dernier considère non pas une uniformité des champs de contraintes 
locaux mais une proportionnalité entre la contrainte locale et la contrainte macroscopique de 
telle sorte que c’est le système de glissement ayant le coefficient de Schmid le plus élevé qui 
s’active dans chaque grain. 
  
 Le modèle de Taylor-Lin et le modèle statique, basés tous deux sur l’uniformité des 
champs locaux, constituent respectivement une borne supérieure et une borne inférieure 
concernant l’estimation des contraintes du polycristal. Les interactions existantes entre les 
grains, surestimées dans le modèle de Taylor-Lin et sous-estimées dans le modèle statique, 
conduisent à un manque de précision dans la description des résultats expérimentaux. En 
réalité, l’hétérogénéité de la déformation plastique au sein du polycristal est source 
d’incompatibilités locales. Celles-ci sont compensées par des déformations élastiques 
générées par les contraintes internes qui assurent l’équilibre mécanique. L’uniformité des 
contraintes et des déformations dans les modèles statique et de Taylor ne permettent pas de 
prendre en compte ces contraintes internes d’origine élastique. C’est la solution du problème 
de l’inclusion d’Eshelby (cf. Annexe 1) qui, par la suite, a permis de véritablement prendre en 
considération ces contraintes internes dans les approches à champs moyens [Esh57]. 
 
 
III.2.2 Le modèle autocohérent de Kröner en élastoplasticité 

 Si Budiansky et al. [Bud60] sont les premiers à appliquer la solution de l’inclusion 
d’Eshelby en élastoplasticité dans une matrice encore élastique en utilisant l’approximation 
du milieu dilué, c’est Kröner [Kro61] qui formule le premier schéma autocohérent en 
élastoplasticité en utilisant la solution du problème de l’inclusion d’Eshelby. 
 
Le schéma de Kröner 
 Kröner étend la solution d’Eshelby du problème de l’inclusion plastique sphérique 
noyée dans une matrice élastique chargée à l’infini au cas où la matrice chargée est plastique. 
Contrairement aux travaux précédents où les grains plastifiés se retrouvent dans une matrice 
élastique, il utilise le schéma autocohérent et identifie la matrice directement au milieu 
homogène équivalent, c'est-à-dire au polycristal plastifié. Celui-ci est soumis à une 
déformation plastique homogène pE , moyenne des déformations p

ε  de chaque ensemble de 

grains ayant même forme et même orientation de réseau. Chaque ensemble de grains est 
représenté suivant la mécanique d’Eshelby par une inclusion subissant la déformation libre p

ε  

et immergée dans une matrice infinie subissant également une déformation libre pE . La 

solution d’Eshelby aboutit alors à la loi d’interaction suivante :  
 

   ( ) ( )= + -  - Esh p pσ Σ C : I S : E ε    (3.24) 

 



 

où I est le tenseur identité d’ordre 4. Dans le cas d’une inclusion sphérique, la loi 
d’interaction se simplifie : 
  

   ( )= +2µ(1-β)  - p pσ Σ E ε  
( )
( )

2 4-5ν
avec :   β =

15 1-ν
  (3.25) 

où µ  est le module de cisaillement de la matrice et β  un paramètre élastique dépendant du 
coefficient de Poisson ν  de la matrice.  
 
 Malheureusement, la déformation plastique ayant été traitée comme une déformation 
libre au sens d’Eshelby, le comportement mécanique de la matrice pris en compte dans le 
modèle de Kröner est en fait élastique. En réalité, la déformation plastique de la matrice n’est 
pas libre et dépend de l’état de contrainte local. Même si une déformation libre plastique pE  

est bien affectée à la matrice, celle-ci conserve bien un comportement mécanique élastique au 
vu des modules d’élasticité intervenant dans la loi de localisation en contraintes de l’équation 
de Kröner (équation (3.25)). Le traitement du problème de localisation est donc élastique et 
non plastique. Le milieu environnant de l’inclusion réagit au final de façon élastique ce qui 
n’est pas rigoureux dans l’application du schéma autocohérent en plasticité. D’ailleurs, si l’on 
tient compte des mêmes conditions (élasticité homogène isotrope, plasticité incompressible et 
inclusions sphériques), l’équation de localisation de Lin est très proche de celle de Kröner et 
s’écrit : 
 

    ( )= +2µ  - p pσ Σ E ε     (3.26) 
 
L’équation de localisation de Kröner (3.25) ne diffère de celle de Lin que d’un terme (1-β) soit 
environ 0,5 pour un coefficient de Poisson égal à 0,3, ce qui ne suffit pas à décrire 
correctement l’accommodation plastique et conduit à une estimation trop raide au même titre 
que les modèles de Taylor et de Lin [Bor01b]. 
 Du fait d’imposer une déformation plastique libre au sens d’Eshelby, l’application du 
schéma autocohérent en élastoplasticité par Kröner n’est pas strictement rigoureuse mais a le 
mérite d’avoir ouvert une nouvelle voie dans le domaine de la modélisation des matériaux 
hétérogènes. Nombre de modèles s’en sont inspirés par la suite. 
 
III.2.3 Extensions non linéaires pour les comportements élastoplastique et viscoplastique 
 
Le modèle « incrémental » de Hill 
 Suite aux travaux de Kröner, c’est à Hill que revient le mérite d’avoir traité le 
problème de l’homogénéisation non linéaire en élastoplasticité en affectant véritablement à la 
matrice un comportement élastoplastique. Il traite le même problème d’inclusion inhomogène 
que Kröner à la différence près qu’il impose la déformation totale comme déformation libre 
[Hil65]. De ce fait, la déformation plastique n’est plus considérée comme une déformation 
libre de contraintes. Il propose en outre une formulation générale sous forme incrémentale. 
Soit L i et LM les tenseurs d’ordre 4 des modules tangents élastoplastiques de l’inclusion et de 
la matrice. Les comportements de l’inclusion et de la matrice s’écrivent sous forme 
incrémentale ou comme ici en vitesse : 

= iσ L : ε& &      (3.27) 

= MΣ L : E& &      (3.28) 
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La solution du problème de l’inclusion donne : 
 

( )= + -*σ Σ L : E ε& && &     (3.29) 

 
où *L  est un tenseur d’ordre 4 appelé tenseur d’influence de Hill. Il dépend du tenseur 
inconnu LM de la matrice et de la forme et de l’orientation de l’inclusion. En utilisant les 
équations (3.27), (3.28) et (3.29) on trouve : 
 

( ) ( )1−
+ +* *

i i Mσ = L : L L : L L : E &&    (3.30) 

 
Le résultat de l’homogénéisation (Σ = σ& & ) conduit alors à la relation intégrale implicite 

suivante : 

( ) ( )1−
+ +* *

M i i ML = L : L L : L L    (3.31) 

 
En adoptant des modules tangents élastoplastiques uniformes (malgré l’hétérogénéité de la 
déformation) pour les domaines homogènes et la matrice, le modèle incrémental de Hill prend 
mieux en compte l’accommodation plastique que le modèle de Kröner. Cependant, si les 
interactions sont plus souples et plus réalistes que dans le modèle de Kröner, la mise en œuvre 
numérique du modèle incrémental de Hill reste plus délicate. Le caractère fortement implicite 
de la relation intégrale impose une lourdeur numérique dans sa résolution. Le tenseur 
d’influence de Hill L * est calculé en fin de résolution après évaluation numérique du module 
tangent effectif LM. En dépit des difficultés numériques, le modèle de Hill pose la question de 
la linéarisation des problèmes d’homogénéisation non linéaires. Parti d’un problème 
d’homogénéisation non linéaire avec l’inclusion inhomogène d’Eshelby, Hill se ramène à un 
problème d’homogénéisation linéaire, en linéarisant de façon incrémentale, la relation non 
linéaire existante en élastoplasticité entre tenseur des contraintes et tenseurs des déformations.  
 
 
 Suite aux concepts générés par les travaux de Kröner et de Hill, de nombreux modèles 
viennent témoigner de l’intérêt grandissant de l’étude du comportement non linéaire des 
matériaux hétérogènes. Ces modèles, qui sont pour la plupart des extensions du schéma 
autocohérent, se distinguent par de nouveaux comportements modélisés (viscoélasticité, 
viscoplasticité …) mais plus particulièrement par de nouvelles méthodes de linéarisation du 
comportement non-linéaire local.  
 
Extension du modèle « incrémental » au cas viscoplastique par Hutchinson 
 Hutchinson [Hut76] adapte la formulation incrémentale élastoplastique de Hill à la 
viscoplasticité pour l’étude du fluage en utilisant des complaisances tangentes: 
 

    
p tgt

δε = M : δσ &     (3.32) 
 
Pour le cas particulier des lois puissance avec même exposant « n » pour chacune des phases, 
il montre, en intégrant les équations liant les grandeurs incrémentales, que la complaisance 
tangente tgtM  qui relie le taux de déformation local à la contrainte locale peut être remplacée 
par une complaisance « totale » sécante M sct liant directement les grandeurs finies (Fig. 3.4) : 
 



 

    ≈p sct
ε   M : σ&      (3.33) 

 
Dans ces conditions, Hutchinson remarque que ntgt sctM = M  et que les formulations 
incrémentale et sécante conduisent au même résultat. Si cette formulation intégrée du modèle 
incrémental de Hill facilite sa mise en œuvre numérique, elle montre cependant des résultats 
trop raides proches de la borne supérieure de Taylor pour les fortes non-linéarités (lorsque 
l’exposant n tend vers l’infini).  
 
Le modèle « sécant » de Berveiller-Zaoui 
 Berveiller et Zaoui [Ber79] définissent une formulation sécante isotrope à partir de la 
formulation intégrale de Hill dans le cas de polycristaux isotropes sous chargements 
monotones et radiaux en utilisant les équations de Hencky-Mises. En exprimant le tenseur 
d’influence de Hill L * à partir du tenseur effectif inconnu L , ils montrent que la loi locale de 
Hill (3.29) peut s’écrire : 
 

( )( ) ( )=
-1Eshσ Σ+ L : S - I : E - ε& && &    (3.34) 

 
où I est le tenseur identité d’ordre 4. Dans le cas d’un chargement extérieur monotone, et d’un 
comportement isotrope en se limitant au cas de l’inclusion sphérique, la solution du problème 
inhomogène d’Eshelby aboutit à la loi d’interaction suivante : 
 

( )= +2αµ(1-β)  - P pσ Σ E ε     (3.35) 

 
où β  est le même paramètre élastique que dans les modèles d’Eshelby et de Kröner. La 
variable α  est une variable scalaire d’accommodation plastique qui peut être déterminée en 
fin de calcul soit par résolution d’un problème statistique soit plus simplement identifiée à 
partir d’un essai particulier puis utilisée pour la majorité des applications. Dans le cas d’une 
identification sur un essai de traction, l’expression de α  vaut : 
 

    

1p
Mises

Mises

3µE
α 1+

2Σ

−
 

≈  
 

    (3.36) 

 
où MisesΣ  et de p

MisesE  représentent la contrainte et la déformation plastique équivalentes au 

sens de von Mises lors d’un essai de traction. 
 Même s’il est beaucoup plus restrictif que le modèle incrémental de Hill, le modèle de 
Berveiller-Zaoui a l’avantage de combiner la simplicité d’une loi d’interaction explicite de 
type Kröner avec la prise en compte partielle d’une accommodation plastique à l’image du 
modèle de Hill. Lors d’un essai de traction, lorsque le matériau est élastique (pMisesE 0= ), la 

variable d’accommodation α  est égale à 1 : le modèle se comporte exactement comme le 
modèle de Kröner. Dès que le matériau commence à plastifier, la valeur de α  diminue 
rapidement vers zéro ce qui a pour conséquence de faire baisser les contraintes internes d’au 
moins un ordre de grandeur par rapport au modèle à interaction purement élastique de Kröner 
[Ber80]. 
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Le modèle en « Béta » (ou en « β ») de Pilvin-Cailletaud 
 Inspiré du modèle de Cailletaud [Cai87], le modèle en Béta proposé par Pilvin [Pil90], 
consiste en une modification de la loi de localisation en contrainte de Kröner [Kro61] définie 
par l’équation (3.25) qui est une loi d’accommodation de nature purement élastique. L’idée 
originale du modèle en Béta revient à explorer une autre voie possible pour prendre en compte 
la nature élastoplastique des interactions entre phases. Celle-ci consiste à introduire une 
possibilité d’accommodation élastoplastique (ou élasto-viscoplastique) en remplaçant la 
variable de déformation vp

ε  (respectivement vpE ) par une variable tensorielle 

d’accommodation vpβ  (respectivement vpΒ ) de la manière suivante : 
 

( )
accommodationpossibilité
de nature d'accommodation
élastique plastique

ou viscoplastique

= + 2µ(1-β)  -      avec :   f= =∑vp vp vp vp vp
σ Σ B β Β β β

14243 14243
  (3.37) 

 
 Le tenseur vpΒ  représente la moyenne pondérée par les fractions volumiques des 
variables locales d’accommodation vp

β . Ces dernières suivent une loi d’évolution différente 

selon que l’on considère l’hypothèse des petites déformations ou les grandes déformations : 
  

( )vp
eq = D ε

en petites déformations :       
avec D paramètre scalaire à identifier

 −



vp vp vp
β ε β& &&

  (3.38) 

( )( )
( )

vp
eq

' vp
eq

'

 =  - D δ ε

en grandes déformations :      = - Dε

avec D, δ, D  3 paramètres scalaires à identifier

 −





vp vp vp '

' vp '

β ε β β

β ε β

& &&

& &&
 (3.39) 

 
L’avantage du modèle en Béta tient au fait qu’il n’est pas restrictif aux seuls 

chargements radiaux comme peut l’être le modèle de Berveiller et Zaoui. Il peut donc être 
appliqué dans le cadre d’essais cycliques. Dans le cas d’accommodation viscoplastique la loi 
d’interaction perd son caractère explicite puisque la variable d’accommodation vp

β dépend de 

la vitesse de déformation viscoplastique elle-même liée à la contrainte (par exemple par un 
module sécant). Dans tous les cas, sa mise en œuvre numérique reste simple comparée à des 
modèles plus complexes à caractère implicite comme les modèles issus des approches 
héréditaires ou les modèles à champs translatés. En revanche, le modèle de Pilvin nécessite 
d’identifier le paramètre D pour chaque phase en petites déformations (respectivement 

'D, δ, D  en grandes déformations) afin d’ajuster le comportement autocohérent du 
changement d’échelles. Cette identification peut être effectuée par comparaison avec des 
simulations par éléments finis [Pil95], [For96] ou en comparant la réponse du modèle vis-à-
vis d’un autre modèle de changement d’échelles [For99], [Gal05]. La précision de la 
transition d’échelles dépend donc directement de la qualité de cette identification et des 
conditions dans lesquelles elle est menée (maillage, modèle référent, sollicitations).  

Le modèle de Pilvin, en dépit de l’identification qui doit être menée, constitue un 
modèle pragmatique, pratique pour la simulation numérique en raison de la forme de sa loi 
d’interaction. Le caractère ajustable du traitement de la transition d’échelles est intéressant du 
point de vue de l’étendue de son applicabilité mais pose le problème de son identification. 



 

Dans la suite de ce chapitre, nous nous penchons sur les limites de cet ajustement afin de 
déterminer son applicabilité pour la mise en forme. 
 
Le modèle « tangent » de Molinari et al. 
 Par la suite, d’autres formulations destinées à linéariser le comportement non linéaire 
local font leur apparition. Molinari et al. [Mol87] proposent à l’aide d’une approximation 
isotrope une formulation tangente qui est ensuite implémentée dans un cadre plus général (en 
levant la condition d’isotropie notamment) par Lebensohn et Tomé dans le cas de 
polycristaux visqueux [Leb93]. La relation non linéaire locale entre contrainte et vitesse de 
déformation viscoplastique s’écrit dans le cas d’une formulation tangente : 
 

( )+ ≈ tgt vp
0σ  L : ε  σ ε& &   avec 

∂=
∂

tgt
p

σ
L

ε&
  (3.40) 

où L tgt est le module tangent. 
 
 La méthode tangente de Molinari et al., restreinte aux lois puissance ayant même 
exposant « n » pour chacune des phases, nécessite dans son application de se donner à 
l’avance la forme du module macroscopique. Les auteurs font l’hypothèse que le module 
macroscopique est également tangent ce qui s’avère faux en général [Mas00]. Pour de fortes 
non-linéarités, Lebensohn et Tomé [Leb93] ont montré que la méthode tangente est trop 
souple et tend vers la borne de Reuss.  
 
L’approximation « affine » de Masson et al. 
 Initialement suggérée par Rougier et al. [Rou94b] puis précisée par Masson [Mas98] 
pour les comportements non-héréditaires et héréditaires, la formulation affine proposée par 
Masson et al. [Mas00] en viscoplasticité vient compléter l’approximation tangente et étendre 
son domaine d’application. Si la méthode affine se base également sur une linéarisation 
tangente du comportement local, elle utilise, contrairement à la méthode tangente de Molinari 
et al., la notion de « milieu linéaire de comparaison » introduite par Ponte Castañeda [Pon91]. 
Ainsi, en utilisant un milieu de comparaison linéaire hétérogène élastique (ou 
thermoélastique), la méthode affine traite le problème d’homogénéisation différemment et 
permet de prendre en compte une partie de l’hétérogénéité au sein des phases. L’utilisation 
d’un milieu linéaire de comparaison autorise l’application des relations d’homogénéisations 
linéaires clairement établies en thermoélasticité afin de déterminer le module macroscopique, 
ceci sans préjuger à l’avance de sa forme analytique. Pour le seul cas particulier où il n’existe 
pas d’hétérogénéité au sein des phases, la méthode affine se réduit à la méthode tangente 
[Mol99]. Mais dans le cas général, les deux modèles donnent des résultats très différents. La 
solution du problème de localisation dans le milieu hétérogène est alors approchée par le 
comportement affine de l’inclusion et de la matrice dans un milieu linéaire analogue : 
 

   + ≈ aff vp
0σ  L : ε  σ&  

( )
2

x =
avec

=  - :

 ∂ Ω
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  (3.41) 

 où Ω  est le potentiel de dissipation. 
  
 L’ensemble de ces approximations du comportement non linéaire local est schématisé 
pour le cas d’un comportement viscoplastique sur la Fig. 3.4 parmi les bornes les plus 
simples : la borne supérieure de Taylor et la borne inférieure du modèle statique. 
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Fig. 3.4 – Différentes méthodes de linéarisation du comportement viscoplastique local. 
 
 
Les approches variationnelles et l’établissement de nouvelles bornes 

Les approches variationnelles s’inscrivent dans un cadre thermodynamique dans 
lequel le comportement local des phases est décrit par un potentiel. En étendant les théorèmes 
énergétiques de l’élasticité linéaire au travers d’une formulation variationnelle, ces approches 
consistent à déterminer de nouvelles bornes supérieures par minimisation du potentiel effectif 
du matériau. 

En se basant sur le travail initial de Hashin et Shtrikman [Has62] pour l’établissement 
de bornes en élasticité, Talbot et Willis [Tal85] puis Ponte Castañeda [Pon91] établissent de 
nouvelles bornes plus restrictives que la borne supérieure de Taylor dans le cas de 
comportements non linéaires. En utilisant un milieu linéaire de comparaison hétérogène, 
l’approche de Ponte Castañeda permet de transposer les bornes connues en élasticité linéaire 
aux cas où le comportement est non linéaire si toutefois celui-ci dérive d’un seul potentiel 
(viscoplasticité, élasticité non linéaire). Suquet [Suq95] a montré que cette approche pouvait 
se résumer à une approche par modules sécants où la déformation effective de chaque phase 
est mesurée par une norme quadratique du champ de déformation (moment d’ordre 2) et non 
simplement à partir de la déformation moyenne par phase (moment d’ordre 1). Ce résultat 
témoigne d’une amélioration dans la prise en compte de l’hétérogénéité intraphase même si, 
au final les approches variationnelles ne se révèlent être exactes en contraste qu’au premier 
ordre [Pon98]. 

Si les approches variationnelles ne permettent pas d’approcher directement la solution, 
elles permettent d’améliorer les bornes existantes et de comparer les différentes 
approximations autocohérentes du comportement viscoplastique des polycristaux lorsque le 
contraste entre phase et la non-linéarité du comportement local varient. L’ensemble des 
approximations autocohérentes coïncident pour des comportements linéaires. En revanche, 
pour des comportements non linéaires, les résultats diffèrent nettement compte tenu des 
approximations faites dans le traitement de la localisation. Dans le cas idéal d’un matériau 
biphasé incompressible, isotrope et viscoplastique en loi puissance, Gilormini compare 
différentes méthodes d’approximation (sécante, tangente et intermédiaire) en utilisant la borne 
supérieure de Ponte Castañeda, plus restrictive que la borne de Taylor (Fig. 3.5a). Quelle que 
soit l’approximation utilisée (incrémentale, sécante, tangente ou affine), il est toujours 
possible, pour un contraste donné de comportements des phases, de violer cette nouvelle 
borne [Gil96], [Gil97], [Bor01a]. Il en résulte que les méthodes sécantes et incrémentales sont 
en général plus raides que les méthodes tangentes et affines. Par ailleurs, Lebensohn et Tomé 
[Leb93] montrent que la méthode tangente tend vers la borne inférieure du modèle statique 

σ  

ε&  

0
σ  

P
ε&  

σ  Taylor 

f(x) 

Sécante 

Statique 

Affine (milieu analogue) 
ou Tangente (milieu réel) 



 

pour des fortes non-linéarités, traduisant une souplesse excessive de la méthode tangente dans 
ces conditions. Masson [Mas00], par une étude comparative de sa formulation affine, a 
montré que la méthode affine était beaucoup moins raide que la méthode incrémentale et 
qu’elle ne déviait pas vers la borne statique pour des fortes linéarités comme le fait la 
méthode tangente. Bornert et al. [Bor01c] ont confirmé tous ces résultats en comparant 
différentes approximations autocohérentes du comportement d’un polycristal fcc non texturé 
(Fig. 3.5b).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Fig. 3.5 – Confrontation de différentes estimations autocohérentes du comportement viscoplastique. 
 
 
La procédure du second ordre de Ponte Castañeda 

Afin d’approcher la solution du problème non linéaire de l’inclusion inhomogène 
d’Eshelby, l’ensemble des approximations classiques évoquées (incrémentale, sécante, 
tangente ou affine) néglige totalement ou en partie la distribution du taux de déformation 
plastique au sein de l’inclusion. Par opposition à ces approximations classiques où le module 
local est calculé à partir du moment d’ordre 1, c'est-à-dire à partir de la moyenne par phase de 
la déformation locale, les approches variationnelles puis d’autres approximations dites du 
second ordre font appel à une description accrue de l’hétérogénéité intraphase [Suq93], 
[Pon96].  

La procédure du second ordre proposée par Ponte Castañeda [Pon96] repose sur une 
approximation du potentiel local non linéaire à l’aide d’un développement de Taylor au 
second ordre vis-à-vis d’états de référence locaux qui ne sont autres, dans cette première 
version, que les contraintes ou les déformations moyennes par phase. Le problème du 
composite non linéaire peut alors être remplacé par le problème d’un composite linéaire 
thermoélastique de même microstructure à phases anisotropes caractérisées par leur module 
tangent. La procédure du second ordre, contrairement aux approches variationnelles, est 
capable de générer des estimations du contraste de phase exactes au second ordre. Dans le cas 
particulier de fluctuations de champ importantes (phénomènes de percolation), cette approche 

  
(a) Confrontation des modèles sécant, 
intermédiaire et tangent à 
complaisances anisotropes (AS, AI, AT) 
et isotropes (IS, II, IT) avec la borne 
supérieure (Sup.) de P. Castañeda 
établie en 1991 et avec la borne 
inférieure de Reuss [Gil97]. 

(b) Evolution de la contrainte d’écoulement normalisée d’un 
polycristal cfc non texturé en fonction de sa sensibilité à la 
vitesse. Estimations autocohérentes utilisant différentes 
formulations : second ordre (SOE), affine (AFF), 
incrémentale (INC), tangent (TAN) et variationnelle (Var). 
Les bornes de Hashin-Shtrikman (HS), Taylor (UB) et de 
Reuss (LB) sont également représentées [Bor01c]. 
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conduit à de mauvaises prédictions violant les bornes précédemment admises. Ceci s’explique 
à partir du fait que dans la version originale de la procédure du second ordre, seule 
l’information du moment d’ordre 1 des champs est utilisée pour décrire les phases du 
composite linéaire de comparaison alors que les bornes issues des formulations 
variationnelles sont construites à partir d’une description utilisant le moment d’ordre 2. 
Devant ce constat, Ponte Castañeda [Pon02] améliore sa procédure du second ordre en 
proposant une nouvelle version qui repose sur une description statistique accrue du composite 
linéaire de comparaison à l’aide notamment d’un tenseur de covariance des fluctuations de 
champs locaux. Cette nouvelle procédure du second ordre conserve son exactitude de 
prédiction en termes d’hétérogénéité de contraste sans jamais violer les nouvelles bornes. 

Plus rigoureuses dans la description de l’hétérogénéité du matériau, les procédures du 
second ordre donnent des résultats plus souples que les approches classiques du premier ordre 
puisque tenant compte d’une accommodation supplémentaire liée à l’hétérogénéité intraphase. 
Cependant elles sont aussi en général plus difficiles à implémenter [Bor01c] et n’ont à ce jour, 
et à notre connaissance, pas encore été développées dans le cadre d’un comportement élasto-
viscoplastique. De plus, et d’une manière générale, il existe un phénomène dit de « saut de 
dualité » : l’estimation du comportement local s’avère différente selon le choix de la 
linéarisation effectuée sur les champs locaux en contraintes ou en déformations. 
 
III.2.4 Discussion 
  
 Parmi les approches dites classiques, c’est la méthode du premier ordre de type affine 
qui, dans sa construction et dans ses résultats, se rapproche le plus de la procédure du second 
ordre notamment en viscoplasticité polycristalline de type loi puissance [Leb07]. En 
approximant la relation entre contraintes et déformations moyennes locales par une loi de 
comportement locale, et en négligeant l’hétérogénéité de déformation (de contrainte et de taux 
de déformation) à l’intérieur de l’inclusion dans l’étape de linéarisation, la méthode affine 
donne des résultats plus raides que la procédure du second ordre tout en restant plus précise 
que les méthodes incrémentales, sécantes et tangentes pour des fortes non linéarités. Si la 
méthode affine possède des avantages certains en viscoplasticité, comme on le verra dans le 
paragraphe suivant, elle possède dans le cas de l’élasto-viscoplasticité des difficultés de mise 
en œuvre supplémentaires du fait du caractère héréditaire du comportement. Dans ces 
conditions, les recours aux méthodes sécantes et tangentes restent un bon compromis dans le 
choix de la méthode d’homogénéisation et des méthodes de linéarisation. Ce choix n’est pas 
anodin puisqu’il détermine l’estimation du comportement local et des interactions locales au 
sein du matériau. Il doit cependant tenir compte en pratique de la statistique disponible sur le 
matériau modélisé et de la pertinence des interactions vis-à-vis des phénomènes visés par la 
modélisation. Le problème micromécanique du matériau hétérogène en élasto-viscoplasticité 
comporte des spécificités liées à la nature spatio-temporelle des interactions existantes entre 
les constituants du matériau. Dans la partie suivante, nous présentons les modèles utilisés 
dans notre étude au travers d’une analyse de ces spécificités dans le cas d’un comportement 
local maxwellien. 
 



 

III.3 LE PROBLEME MICROMECANIQUE HETEROGENE ELASTO-
VISCOPLASTIQUE 

 Dans le cas d’un comportement élastique linéaire, le schéma autocohérent permet de 
déterminer de façon exacte les propriétés effectives du milieu hétérogène [Her54], [Kro58]. 
Lorsque le comportement est élastoplastique ou viscoplastique, une linéarisation du 
comportement non linéaire local permet de se ramener à un comportement de type 
« élastique » à chaque pas de résolution du problème. Comme nous l’avons vu dans le 
paragraphe précédent, le résultat de l’homogénéisation dépend alors fortement du choix de 
l’approximation faite lors de la linéarisation du comportement local.  
 Dans le cas du comportement élasto-viscoplastique (ou viscoélastique), la loi de 
comportement locale s’écrit, en tenant compte de la partition des déformations et selon 
l’hypothèse des petites déformations : 
 

= : + :ε sσ m σ& &      (3.42) 
 

où s et m  désignent les complaisances élastique et viscoplastique locales (complaisances 
élastique et visqueuse en viscoélasticité). Compte tenu de la présence d’un mécanisme 
instantané (élasticité) et d’un mécanisme dépendant du temps (viscosité), le champ local des 
contraintes σ  apparaît à différents ordres de dérivation : et  σ  σ& . La réponse actuelle du 
matériau dépend à la fois de la sollicitation actuelle mais également de toute son histoire 
révélant ainsi le caractère héréditaire de ces comportements. Le traitement d’un modèle 
d’homogénéisation pour un matériau hétérogène est alors plus compliqué à mettre en œuvre 
du fait de l’existence d’un couplage spatio-temporel : il faut veiller à tenir compte à la fois de 
l’hétérogénéité spatiale mais également de l’hétérogénéité temporelle des champs mécaniques 
due au caractère héréditaire du comportement. Suquet [Suq87] a montré en viscoélasticité 
qu’un assemblage d’éléments Maxwelliens (assemblage en série d’un ressort et d’un 
amortisseur) ne se comportait pas comme un élément de Maxwell à l’échelle macroscopique. 
La loi de comportement macroscopique d’un tel assemblage comporte un terme intégral 
supplémentaire appelé « mémoire longue du matériau » : 
 

( ) ( )
t

0

= : + : + t-u : u du∫E SΣ M Σ J Σ& & &    (3.43) 

 
où S et M  désignent respectivement les complaisances élastiques et visqueuses 
macroscopiques de l’assemblage obtenues par homogénéisation des complaisances élastiques 
s et des complaisances visqueuses m  de chaque constituant viscoélastique. Le terme intégral 
supplémentaire et la présence de différents ordres de dérivation des champs locaux traduisent 
le caractère complexe du comportement macroscopique pour lequel il n’est pas possible 
d’écrire directement un module sécant ou tangent comme pour les comportements issus d’un 
seul potentiel.  
 
 La présence simultanée de plusieurs ordres de dérivation des champs locaux ajoute 
donc au problème de l’hétérogénéité du matériau la nécessité de prendre en compte le 
caractère héréditaire de son comportement. Le couplage espace-temps résultant est une 
difficulté majeure dans le traitement de l’homogénéisation et ne permet pas l’utilisation 
directe d’une extension classique du schéma autocohérent. L’homogénéisation des matériaux 
hétérogènes élasto-viscoplastiques est complexe et a fait l’objet de nombreuses études. 
Actuellement, deux voies de résolution sont possibles : les approches de type héréditaire et les 
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approches à variables internes. Dans la suite de ce chapitre, nous retraçons brièvement, les 
principaux résultats et conclusions des deux approches. Une attention particulière est portée 
aux approches à variables internes que nous utilisons dans le cadre de notre étude au travers 
de deux modèles. 
 
III.3.1 Les approches héréditaires 

 Les approches héréditaires consistent à ramener le problème viscoélastique linéaire ou 
non linéaire (élasto-viscoplastique) à un problème pseudo-élastique dans l’espace de Stieljes 
ou à un problème élastique symbolique dans l’espace de Laplace-Carson.  

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire sans vieillissement, Laws et McLaughlin 
[Law78] ont montré que le traitement de l’homogénéisation est possible en utilisant une 
représentation convoluée du comportement viscoélastique linéaire issue du principe de 
superposition de Boltzmann : 

 

   ( ) ( )
t

-

(t)= t-u d u
∞
∫σ f : ε  ou (t)=σ f ε⊗⊗⊗⊗    (3.44) 

  
où la fonctionnelle f(t) correspond à la fonction de relaxation du matériau viscoélastique et où 
le produit ⊗⊗⊗⊗  est le produit de convolution de Stieljes. Comme le montre l’équation (3.44), 
l’expression de la loi de comportement viscoélastique sous sa forme convoluée au sens de 
Stieljes permet de ramener le problème viscoélastique à un problème pseudo-élastique pour 
lequel la démarche autocohérente classique est alors possible. Pour une lecture plus détaillée 
de la méthode, le lecteur pourra se référer aux travaux de Paquin [Paq98] qui montre 
clairement l’effet du couplage spatio-temporel dans la formulation intégrale du problème 
viscoélastique linéaire et la nécessité de conserver toute l’histoire de la sollicitation dans 
l’approche héréditaire de Laws et McLaughin. 

Cette démarche été menée par Hashin [Has69] et Rougier [Rou94a] en utilisant 
également le principe de correspondance entre viscoélasticité et élasticité mais cette fois-ci en 
traitant dans l’espace de Laplace-Carson le problème élastique symbolique correspondant au 
problème viscoélastique linéaire dans l’espace temps réel. En effet, dans l’espace de Laplace-
Carson, les produits de convolution de Stieljes se retrouvent être des produits ordinaires et les 
variables espace et temps ne sont plus couplées ce qui simplifie les calculs. La méthode 
héréditaire « symbolique », appliquée au cas viscoélastique linéaire, permet donc de traiter un 
problème connu de transition d’échelles en élasticité symbolique dans l’espace de Laplace-
Carson. La difficulté réside alors dans l’application de la transformée inverse de la solution 
homogénéisée lors du retour à l’espace temps réel. 

L’extension élasto-viscoplastique de la méthode a été réalisée par Rougier et al. 
[Rou94b]. L’homogénéisation étant non linéaire, une linéarisation tangente simplifiée du 
comportement local est réalisée à chaque pas afin de se ramener à une homogénéisation 
linéaire. Le problème hétérogène élasto-viscoplastique est transformé en un problème 
hétérogène élastique symbolique à déformations libres symboliques (sans sens physique dans 
l’espace temps réel) dont le traitement est connu du fait des travaux ayant fait suite à la voie 
ouverte par Kröner. Pouya et Zaoui [Pou99] ont proposé une généralisation de la procédure de 
linéarisation proposée par Rougier. Masson et Zaoui [Mas99] et Masson et al. [Mas00] ont 
proposé une formulation affine en utilisant la notion de milieu hétérogène de comparaison de 
Ponte Castañeda [Pon91]. Brenner a modifié la formulation affine de Masson afin de mieux 
prendre en compte l’hétérogénéité intraphase et l’a appliqué sur les alliages de Zirconium 
[Bre01], [Bre02a], [Bre02b]. Motivés par le récent développement des approches 
variationnelles, Brenner et Masson [Bre05] ont proposé une nouvelle formulation affine 



 

visant à prendre en compte les fluctuations de champs locaux dans l’estimation du 
comportement homogénéisé. Elle consiste en une linéarisation couplant la formulation affine 
de Masson et Zaoui [Mas99] avec la nouvelle procédure variationnelle de second ordre 
proposée par Ponte Castañeda [Pon02]. Le comportement macroscopique et les 
comportements locaux sont estimés, dans cette approche, à l’aide du modèle de Mori-Tanaka 
[Mor73]. 

 
Les approches héréditaires, du fait de la représentation convoluée de la loi de 

comportement et du traitement intégral, nécessitent de connaître à chaque instant t toute 
l’histoire des sollicitations ce qui engendre des lourdeurs conséquentes dans la mise en œuvre 
numérique. Si l’utilisation de la transformée de Laplace permet de simplifier les calculs des 
produits de convolution et de simplifier la transition d’échelles en découplant les variables 
espace-temps, le calcul des transformées inverses lors du retour à l’espace temps réel n’est en 
revanche pas trivial et nécessite un traitement numérique adéquat. De plus, contrairement au 
cas viscoélastique linéaire où les méthodes héréditaires sont rigoureuses et aboutissent à un 
calcul exact, la solution obtenue dans le cas élasto-viscoplastique reste une approximation. La 
précision du modèle utilisé dépend alors directement de la méthode d’inversion choisie et de 
la précision envisagée pour le calcul des transformées inverses.  

 
Récemment, Pierard et Doghri [Pie06] ont proposé une extension de la formulation 

affine pouvant s’appliquer à un domaine plus étendu de microstructures. Ne se limitant plus 
aux cas de polycristaux à symétrie cristalline particulière comme les alliages de zirconium, la 
nouvelle formulation peut s’appliquer désormais au cas de matériaux biphasés élasto-
viscoplastiques. Malgré une implantation un peu plus complexe que pour la formulation 
affine classique, les auteurs intègrent dans le développement de leur approche la prise en 
compte de variables internes permettant ainsi, pour la première fois dans le cadre d’une 
formulation affine, de simuler des trajets inverses de chargement. L’homogénéisation linéaire 
est traitée selon la méthode de Mori-Tanaka. Plusieurs comparaisons avec des simulations 
numériques menées sur un code d’éléments finis montrent la bonne tenue du modèle dans le 
cadre de matériaux composites sur différents trajets de chargements et à différentes vitesses 
de déformation [Pie06], [Pie07]. Le traitement numérique lors du calcul des transformées 
inverses de Laplace-Carson (qui peuvent s’avérer être nombreuses par exemple pour un 
polycristal) reste lourd et les auteurs notent également des problèmes de convergence pour de 
petites vitesses de déformations, la convergence de la méthode ne pouvant pas être garantie 
dans ce cas. 
 
III.3.2 Les approches à variables internes 
 
Introduction 
 Dans le paragraphe précédent, nous avons montré l’intérêt des approches héréditaires 
dans le traitement du problème micromécanique hétérogène élasto-viscoplastique. En se 
plaçant dans l’espace de Laplace-Carson, ces approches permettent de transformer le 
problème hétérogène élasto-viscoplastique en un problème pseudo-élastique contournant ainsi 
le traitement complexe du couplage espace-temps existant dans l’espace réel entre les 
variables d’état. Malheureusement, la nécessité pour ces formulations de connaître à l’instant 
tn toute l’histoire des sollicitations passées se traduit par une lourdeur numérique conséquente 
qui constitue le défaut majeur des approches héréditaires.  
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Fig. 3.6 – Comparaison schématique entre (a) approches de type héréditaire et (b) approches à 
variables internes. 

 
 
 Les approches dites « à variables internes » reposent sur une formulation 
thermodynamique pour décrire l’état actuel du matériau. Le caractère héréditaire du 
comportement dépend non pas d’une fonctionnelle entre σ  et ε  sur toute l’histoire des 
sollicitations passées comme pour les approches héréditaires mais de la valeur instantanée 
d’un ensemble de variables internes décrivant l’état actuel du matériau. Toute l’histoire de 
chargement est donc contenue dans ces variables internes dont les lois d’évolution sont 
connues. En contre partie, le traitement du couplage espace-temps ne peut être contourné. 
Toute la difficulté étant de parvenir à traduire les effets du couplage espace-temps induits par 
le caractère hétérogène et héréditaire du matériau à l’aide de variables internes décrivant l’état 
local des phases constitutives. 
 La formulation à variables internes du problème micromécanique hétérogène élasto-
viscoplastique conduit au final à la loi locale de comportement élasto-viscoplastique donnée 
par l’équation (3.42) contenant la variable interne vp

ε&  dont la loi d’évolution = :vp
ε  m σ&  est 

connue. 
 
 Le modèle de Weng (ou Kröner-Weng) 
 Suite à l’extension élastoplastique du schéma autocohérent proposé par Kröner, Weng 
[Wen81] propose de traiter l’extension élasto-viscoplastique du schéma autocohérent en 
considérant la vitesse de déformation viscoplastique vp

ε&  comme une vitesse de déformation 
« libre de contraintes » au sens d’Eshelby.  
 

Soit un matériau hétérogène de volume V et d’élasticité c(r) soumis à une vitesse de 
déformation uniforme E&  à l’infini et dans lequel règne un champ de vitesse de déformation 
libre vp

ε& . Les équations de champs du problème mécanique s’écrivent : 
 

Loi de comportement :   ( ) ( ) ( ) ( )( ) = vpσ r c r : ε r - ε r& & &   (3.45) 

Equation d’équilibre :    ( )div  = σ 0&     (3.46) 

Condition de compatibilité cinématique : s= ∇ε u& &     (3.47) 

Conditions aux limites :   =    sur V∂du E.x&&    (3.48) 

 
où ( )1 2 3x ,x ,xr  représente la position du point M dans le volume V. 

(b) 

(a) 

t0 tn 
t 

Histoire complète des 
sollicitations passées 

Variables 
internes 

tn t0 
t 



 

 
Weng introduit un milieu homogène de référence d’élasticité C  soumis à un champ de 

vitesses de déformation viscoplastique de référence uniforme vpE& tel que : 
 

( ) ( ) = +c r C δc r     (3.49) 

( ) ( ) = +vp vp vp
ε r E δε r&& &    (3.50) 

 
La formulation du problème hétérogène à l’aide de l’équation de Navier et des 

fonctions de Green conduit à l’équation intégrale suivante [Wen81] : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '

V

 = - - dV 
 ∫ C ' ' e ' vp '

ε r E - Γ r r : δc r : ε r C : δε r&& & &   (3.51) 

 

où ( )
ijkl

C C C
ik, jl jk,il

1
Γ - G + G

2
=  désigne le tenseur de Green modifié associé au milieu infini 

élastique de module C . 
 

Il est remarquable de constater que l’équation intégrale (3.51) comporte des termes 
locaux (en r ) et des termes non locaux (en 'r ). L’approximation autocohérente va permettre 
de ramener cette équation sous une forme plus locale. Dans ce but, il est nécessaire de 
décomposer le tenseur de Green modifié CΓ  en une partie locale l

C
Γ  et une partie non locale 

nl
C
Γ  [Ded73] :  

( ) ( ) ( )-  = δ -  + -nl
C ' ' C C '

lΓ r r r r Γ Γ r r    (3.52) 

 
où ( )δ r est la fonction de Dirac. L’équation intégrale (3.51) s’écrit alors : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) '

V
r' r

 = - - 

           - - dV

≠

 
 ∫

C e vp
l

C ' ' e ' vp '
nl

ε r E Γ r : δc r : ε r C : δε r

Γ r - r : δc r : ε r C : δε r

&& & &

& &   (3.53) 

 
Weng applique l’approximation autocohérente de Kröner dont l’objectif est de choisir 

C  et vpE&  afin d’affaiblir la contribution non locale de l’équation intégrale (3.53). Le terme 

non local décroît rapidement en 
1

− 'r r
 [Kro89] et peut être négligé en imposant la condition 

de moyenne sur le volume : 

( ) ( ) ( ) =e vp
δc r : ε r -C : δε r  0& &    (3.54) 

 
L’application de cette condition de moyenne sur la loi de comportement (3.45) en 

utilisant les fluctuations de champs (3.49) et (3.50) conduit à la loi macroscopique suivante : 
 

( ) = - vpΣ C : E E& & &     (3.55) 
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où C  et vpE&  se retrouvent être respectivement le module élastique et le taux de déformation 
viscoplastique effectifs par application de l’approximation autocohérente. L’équation 
intégrale se retrouve également réduite à sa partie locale : 
 

( )=  - - C e vp
lε E Γ : δc : ε C : δε&& & &    (3.56) 

 
La relation de localisation s’écrit au final :  
 

( )=  + - C C C vp vp
lε A : E A : Γ : c : ε C : E& && &   (3.57) 

 

où ( )-1C C
lA = I + Γ : δc  est le tenseur de localisation élastique. Les conditions de moyenne 

=  ε E &&  et  = σ Σ&&  permettent d’obtenir respectivement les expressions du taux de déformation 
viscoplastique effectif vpE&  et du module élastique effectif C  : 
 

= 
-1vp -1 C C C vp

l lE C : Γ : A : Γ : c : ε& &    (3.58) 

 = CC c : A      (3.59) 
 

En injectant la loi de localisation (3.57) dans la loi de comportement (3.45), on aboutit 
à la loi d’interaction suivante pour le modèle de Weng : 
 

( ) ( )= - -C -1 C Esh vp vpσ c : A :C : Σ - c : A : I S : ε E& && &   (3.60) 

 
Dans le cas de l’élasticité homogène isotrope, la loi d’interaction que l’on obtient est 

celle de Kröner formulée en vitesse : 
 

( ) ( )= - -Esh vp vpσ Σ -C : I S : ε E& && &     (3.61) 

 
Dans le cas d’inclusions sphériques et de façon similaire au modèle de Kröner, la loi 
d’interaction se simplifie davantage et s’écrit simplement à l’aide du module de cisaillement 
µ  et du coefficient d’accommodation β  : 
 

( ) ( )= +2µ 1-β - vp vpσ Σ E ε& && &  
( )
( )

2 4-5ν
avec :   β = 

15 1-ν
  (3.62) 

 
Pour des vitesses de déformation quasi-statiques, il est aisé de constater que les 

modèles de Weng et de Kröner sont confondus et conduisent tous deux à des résultats trop 
raides proches du modèle de Taylor-Lin (cf. III.2.2  )  

 
Weng cumule ainsi dans son approche deux approximations fortes. En considérant la 

vitesse de déformation libre vp
ε&  comme une vitesse de déformation libre de contraintes, il 

adopte, à l’image de l’approximation de Kröner en élastoplasticité, une accommodation 
purement élastique et non élasto-viscoplastique entre la matrice et l’inclusion. Ceci se vérifie 
aisément en remarquant que les tenseurs d’interaction dans les lois (3.61) et (3.62) sont de 
nature purement élastique. Enfin, en attribuant une vitesse de déformation viscoplastique vpE&  



 

uniforme à la matrice, il ne prend pas en compte la variation spatiale du champ de vitesse de 
déformation (accommodation viscoplastique) au sein de la matrice due à la présence de 
l’inclusion. Hill, qui avait également attribué des modules uniformes à la matrice, avait pris le 
soin préalable de rendre le problème linéaire ce qui n’est pas le cas ici [Bor01b]. Ainsi, un 
point de la matrice qu’il soit situé proche de l’inclusion ou au contraire loin de son voisinage 
se voit attribuer la même vitesse de déformation viscoplastique dans le modèle de Weng ce 
qui est peu réaliste et conduit à des résultats trop raides.  
 
III.3.3 Insuffisance du schéma autocohérent classique 

 En considérant la déformation viscoplastique figée pendant la transition d’échelles, le 
modèle de Weng, à l’image du modèle de Kröner en élastoplasticité, ne peut décrire qu’une 
accommodation élastique. Afin de tenir compte d’une véritable accommodation élasto-
viscoplastique de la matrice autour de l’inclusion, il semble nécessaire de considérer 
l’évolution de la vitesse de déformation viscoplastique vp

ε&  dans l’étape de localisation. Dans 
cette optique, il faut compléter les équations du problème en précisant l’évolution de vp

ε&  dans 
la loi de comportement. Les équations du problème deviennent alors [Paq98] : 
 
Loi de comportement :   ( ) ( ) ( )( ) = σ r c r : ε r -m(r) : σ(r)& &  (3.63) 

Equation d’équilibre :    ( )div  = σ 0&     (3.64) 

Condition de compatibilité cinématique : s= ∇ε u& &     (3.65) 

Conditions aux limites :    =     sur V∂du E.x&&    (3.66) 

 
où m(r) est le module de viscosité tel que : vpε (r) = m(r) : σ(r)& . Dans le cas d’un matériau 
hétérogène viscoélastique, l’équation intégrale s’écrit [Paq98] : 
 

( )( ) ( )
terme 2terme 1

 = - - - +C Cε E Γ * δc : ε m : σ C : δm : σ Γ * C : M : σ&& &
14424431444442444443

  (3.67) 

 
où *  désigne le produit de convolution spatial et C  le module d’élasticité du milieu 
homogène de référence et le module homogène de viscosité M  sont tels que : 
 

( ) ( ) = +c r C δc r     (3.68) 

( ) ( ) = +m r M δm r     (3.69) 

 
Comme nous l’avons vu précédemment, l’application de l’approximation autocohérente vise à 
simplifier l’équation intégrale (3.67) en affaiblissant la contribution non locale des termes 1 et 
2 de manière à rendre l’équation la plus locale possible. Paquin [Paq98] a montré que le terme 
2 se prêtait difficilement au traitement autocohérent classique et qu’au lieu de se contenter de 
le réduire à sa partie locale, il convenait de l’évaluer au mieux sous peine de dénaturer le 
problème. Kouddane et al. [Kou94] propose d’effectuer un choix particulier du milieu de 
référence M  permettant d’annuler le terme gênant de l’équation intégrale (terme 2). Basé sur 
de fortes hypothèses comme la forme arbitraire du tenseur M  ( = λ , λ réelC : M I ), le modèle 
de Kouddane manque de précision dans la description des interactions viscoélastiques. Si 
dans le cas particulier d’un matériau biphasé maxwellien isotrope et incompressible, le 
modèle de Kouddane est en bon accord lors de la charge du matériau avec la solution 
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analytique de Rougier et al. [Rou94b], il montre des instabilités numériques lors de la 
décharge [Paq98]. Dans le cas général, les conditions trop restrictives du modèle de 
Kouddane visant à éliminer le terme 2 de l’équation intégrale entraînent certaines 
incohérences dans les résultats. Il convient donc selon l’analyse menée par Paquin de mieux 
évaluer ce terme intégral. 
 

L’application classique du schéma autocohérent se révèle insuffisante du fait de la 
présence d’un terme intégral dont l’évaluation est difficile. Au travers de l’analyse des 
modèles de Weng et de Kouddane, Paquin se pose la question de la genèse du terme 
« gênant » apparaissant dans l’équation intégrale. Celui-ci est dû à la présence « non 
naturelle » du milieu de référence de module M  du fait du traitement privilégié de l’élasticité 
dans la formulation intégrale. Cette réflexion amène alors Paquin à définir une formulation 
plus générale et plus complète du problème, basée sur un traitement symétrique de l’élasticité 
et de la viscoplasticité donnant naissance à un nouveau type de modèles nécessitant une 
application non classique de l’approximation autocohérente. 
 
III.3.4 Les modèles à champs translatés 

Deux modèles se sont succédé : le modèle de Paquin et al. [Paq98] suivi 
chronologiquement du modèle de Berbenni et al. [Ber02].  

  
Equations du problème 

La formulation complète du problème hétérogène viscoplastique repose sur la 
résolution du système suivant : 
 

Loi de comportement : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t ,t ,tvpε r = s r : σ r + m r, σ,ε , ... :σ r& &  (3.70) 

Equation d’équilibre sur le champ σ&  inconnu :  ( )div  = σ 0&   (3.71) 

Equation d’équilibre sur le champ σ  connu à t  :  ( )div  = σ 0  (3.72) 

Condition de compatibilité cinématique :   s= ∇ε u& &   (3.73) 

Conditions aux limites :     =    sur V∂du E.x&&  (3.74) 

 
 L’adjonction de l’équation (3.72), qui représente l’équilibre statique sur le champ σ  
connu à chaque instant t , vient compléter en s’inspirant du modèle de Kouddane les 
équations de champ du problème. On dispose donc d’un système d’équations composé d’une 
loi de comportement élasto-viscoplastique (où la partie visqueuse qui évolue est décrite ici à 
l’aide d’un module sécant mais pas nécessairement) et d’équations mécaniques propres à 
chacun des champs intervenants. Toute l’histoire du matériau est contenue dans les variables 
internes σ  et vp

ε . 
 
Les opérateurs de projection 

Afin de traiter le système complet d’équations, les modèles à champs translatés 
utilisent les opérateurs de projection CΠ  et BΠ  introduits par Kunin [Kun81a], [Kun81b], 
[Kun83] : 

 =


=

C C

B B

Π Γ :C

Π Γ : B
     (3.75) 

 



 

où C et B sont respectivement les tenseurs d’ordre 4 des modules d’élasticité et des modules 
(sécants) de viscoplasticité. 
 Ces opérateurs, de par leur propriétés, se révèlent être plus commodes que les 
opérateurs de Green pour traiter le problème du matériau hétérogène élasto-viscoplastique 
[Paq98]. Sans vouloir entrer dans le détail de la démonstration de ces propriétés, nous nous 
contentons ici de rappeler les deux propriétés utilisées dans la méthode des champs 
translatés :  

 le champ équilibré ,
  

div  = = 

∀
 ⇔

C

σ
P1 :

σ 0 Π *S : σ 0

&

& &
    (3.76) 

 

s

le champ cinématique admissible ,
   

= , = = 

∀


∇ ⇔
d C

 ε
P2 :

ε u u E.x Π * ε ε - E

&

& && & & & &
  (3.77) 

 
 
Système équivalent d’équations 
 L’application des propriétés des opérateurs de projections transforme le premier 
système d’équations en un nouveau système équivalent : 
 

Loi de comportement : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t ,t ,tvpε r = s r : σ r + m r, σ,ε , ... :σ r& &  (3.78) 

Equation d’équilibre sur σ&  inconnu : = C
Π *S : σ 0&     (3.79) 

Equation d’équilibre sur σ  connu :  =    (ou   = )B CΠ *M : σ 0 Π *S : σ 0  (3.80) 

Condition de compatibilité cinématique : = C
Π * ε ε - E&& &     (3.81) 

 
Le modèle de Paquin et al. 
 La démarche de Paquin [Paq98], [Paq99], [Paq01] vise à respecter la symétrie entre 
élasticité et viscoplasticité du problème hétérogène viscoplastique. Dans cette optique, Paquin 
introduit un milieu de référence de complaisances élastiques homogènes S et de 
complaisances viscoplastiques homogènes M  permettant de décrire les modules ( )s r  et 

( )m r  ainsi que leurs tenseurs inverses ( )c r  et ( )b r  en terme de fluctuations : 

  

( ) ( )
( ) ( )

= + = 
          avec     

= + = 

  
 

 

-1

-1

s r S δs r c s

c r C δc r C S
   (3.82) 

 

( ) ( )
( ) ( )

 = + = 
     avec     

 = + = 

  
 

 

-1

-1

m r M δm r b m

b r B δb r B M
   (3.83) 

 
L’application de l’opérateur CB C BΠ =Π +Π  à la loi de comportement (3.78) 

préalablement modifiée par l’introduction des termes de fluctuations (3.82) et (3.83) conduit à 
l’équation intégrale suivante : 

 

( ) ( ) ( ) ( )
terme α terme β terme γ

=  + + +C B C B
ε E Π * δs :σ Π * δm : σ Π -Π * m : σ&& &

14243 1442443 144424443
  (3.84) 
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L’auteur souligne la richesse sur le plan mécanique de cette équation intégrale qui, de 
manière symétrique, traduit les différentes interactions mécaniques existantes. La vitesse de 
déformation locale ε&  dépend de la vitesse de déformation macroscopique E&  mais aussi de 
trois termes : 
 

- un terme α  de nature élastique liant l’opérateur CΠ  au terme élastique δs :σ& , 
- un terme β  de nature viscoplastique liant l’opérateur BΠ  au terme viscoplastique 

δm : σ , 

- un terme γ  de nature mixte, sans fluctuation, dépendant de la différence ( )C BΠ -Π  et 

de la vitesse de déformation viscoplastique =vp
ε m : σ& . 

 
L’introduction symétrique des opérateurs de projection CΠ  et BΠ  a permis de prendre 

en compte l’ensemble des différentes équations mécaniques du problème hétérogène élasto-
viscoplastique tout en respectant les conditions d’équilibre statique et les conditions 
d’équilibre en vitesse comme le suggérait la nouvelle formulation. La résolution de l’équation 
intégrale reste difficile à mettre en œuvre du fait de la présence des produits de convolution, et 
des termes non locaux qui apparaissent non seulement dans les tenseurs de Green dont 

dépendent les opérateurs de projection CΠ  et BΠ  mais aussi dans les champs ( )'c r et ( )'b r . 

L’équation intégrale nécessite d’être simplifiée afin d’être résolue. Le principe du 
schéma autocohérent consiste à affaiblir les interactions non locales en se reposant sur la 
décomposition du tenseur de Green modifié en une partie locale et une partie non locale 
négligeable sous certaines conditions. A l’image des modèles précédents, l’approximation 
autocohérente classique dans la démarche de Paquin conduit également à une impasse et ce, 
malgré les efforts effectués afin de rendre plus riche l’équation intégrale. Face à l’échec de 
l’approche autocohérente classique, Paquin développe une approche autocohérente originale 
en cherchant à trouver des champs fictifs particuliers mettant à profit les propriétés des 
opérateurs de projection. En se basant sur les états asymptotiques du comportement que sont 
l’élasticité pure et la viscoplasticité pure, Paquin propose un nouveau type d’approximation 
autocohérente basée sur la translation des champs de vitesses de déformation élastiques e

ε&  et 
viscoplastiques vp

ε& par rapport à des champs fictifs ee&  et vpe&  : 
  

     
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

 =


=

e e e

vp vp vp

ε r e r + δe r

ε r e r + δe r

& &&

& &&
    (3.85) 

 
Le champ fictif ee&  correspond au champ fictif des vitesses de déformation élastiques 

qui règnerait si le matériau était purement élastique, soumis à un champ de vitesses uniformes 
X&  à l’infini de telle sorte qu’il soit dans le même état de contraintes que le matériau 
hétérogène viscoplastique. Le champ fictif vpe&  est son homologue pour le problème du 
matériau purement viscoplastique soumis à un champ de vitesses uniformes Y&  à l’infini. Ces 
deux problèmes peuvent être résolus par l’approche autocohérente classique. Les champs 
fictifs ee&  et vpe&  sont donc cinématiquement admissibles et reliés aux champs uniformes X&  et 
Y&  tels que : 

 



 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

-1

-1

= + = 
     avec     

 = = +

 
 
 



e e
e

e
e e

C Ce C

vp B B B

A I Γ * δce r A r : X

e r A r : Y A I Γ * δb

&&

&&
  (3.86) 

 

où 
eCA  est le tenseur de localisation des déformations du problème purement élastique 

associé au module homogène élastique de référence eC  du même problème. De manière 

analogue, 
eBA  est le tenseur de localisation des déformations du problème viscoplastique pur 

associé au module homogène viscoplastique de référence eB  du même problème 
viscoplastique pur.  
 
 En utilisant les propriétés des opérateurs sur les champs cinématiquement admissibles 

ee&  et vpe& , l’application du schéma autocohérent sur le problème « à champs translatés » 
aboutit à la relation de localisation suivante : 
 

( )
( )

( ) ( )

=  

       + - 

        - + 

        +  - - 

 
 
 

e

e e e e e

l

e e e

l

e e e e

l l

C

C C C t C B

C B B

C C e B e B

ε  A : E

A : Γ : δc :m : σ c : A : B : m : σ - A :m : σ

A : Γ : δb :m : σ b : A : δm : σ

A : Γ :C Γ : B : m : σ A :m : σ

&&

  (3.87) 

 

où =  
e eC C eB c : A :S  est le tenseur de localisation des contraintes pour le problème purement 

élastique avec 
e et C C

ijkl klijB = B  . La relation de localisation en contraintes s’obtient en injectant la 

relation (3.87) dans la loi de comportement (3.78) : 
 

( )
( )

( ) ( )

=  

       + - 

        - + 

        +  - - 

 
 
 

e

e e e e e

l

e e e

l

e e e e

l l

C

C C C t C B

C B B

C C e B e B

σ  c : A : E -c :m : σ

c : A : Γ : δc :m : σ c : A : B : m : σ - A :m : σ

c : A : Γ : δb :m : σ b : A : δm : σ

c : A : Γ :C Γ : B : m : σ A :m : σ

&&

 (3.88) 

 
En adaptant le schéma autocohérent aux spécificités du problème hétérogène élasto-

viscoplastique (notamment en appliquant l’approximation autocohérente sur des champs 
fictifs permettant de tirer profit des propriétés des opérateurs de projection), Paquin parvient à 
traiter convenablement l’étape de localisation. Le modèle de Paquin aboutit à une équation de 
localisation cohérente vis-à-vis des champs mécaniques impliqués en fonction de champs 
fictifs correspondants aux états asymptotiques purement élastique et purement visqueux.  
  
Le modèle de Berbenni et al. 
 Inspiré par la démarche à champs translatés du modèle de Paquin et al. [Paq98], 
[Paq99], le modèle de Berbenni et al. [Ber02], [Sab02], [Ber04] suit une démarche similaire 
mais simplifiée, sans toutefois respecter un traitement symétrique entre élasticité et 
viscoplasticité. Les équations du problème hétérogène élasto-viscoplastique (équations (3.78) 
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à (3.81)) restent les mêmes que pour le problème posé par Paquin si ce n’est que l’équation 
d’équilibre statique (3.80) est écrite à l’aide de l’opérateur de projection CΠ et non à l’aide de 

BΠ . 
L’application de l’opérateur CΠ  à la loi de comportement (3.78) préalablement 

modifiée par l’introduction des termes de fluctuations (3.82) sur ( )rc  et ( )rs  conduit à 

l’équation intégrale suivante : 
 

( )=  + C e vpε E Π * δs :c :ε + ε&& & &     (3.89) 

 
 L’originalité consiste à choisir comme milieu de référence de module C  directement 

le module effectif =
ee CC c : A  issu de l’opérateur de Navier et de l’approximation 

autocohérente en élasticité. En effet, le module =
ee CC c : A remplit déjà les propriétés de 

compatibilité cinématique requises par les opérateurs de projection. L’équation intégrale 
devient : 
 

( )=  +
eC e e vp

ε E Π * δs : c :ε + ε&& & &    (3.90) 

 

avec : 
( ) ( )
( ) ( )

= +

+




=

e e

e e

c r C δc r

s r S δs r
   et   ( )-1

= +
e eC C eA I Γ * δc . 

 
 Berbenni et al. translatent uniquement le champ des vitesses de déformation 
viscoplastiques vp

ε&  à l’aide d’un champ cinématiquement admissible ( )rvpe&  solution de 

l’approximation autocohérente effectué sur un matériau purement viscoplastique soumis à un 
champ uniforme Z&  : 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

  
 =


= +

evp B

vp vp vp

e r A r : Z

ε r e r δε r

&&

&& &
    (3.91) 

 

où 
eBA  est le tenseur de localisation des déformations du problème viscoplastique pur dont le 

module homogène viscoplastique de référence est eB  tel que :  =  , = 
e ee B BB b : A A I . 

 
 Les propriétés de l’opérateur de projection CΠ  sont appliquées sur le champ 
cinématiquement admissible ( )vpe r&  afin de transformer l’équation intégrale. L’approximation 

autocohérente consiste alors à choisir le module Z&  afin d’affaiblir les contributions non 
locales pour simplifier l’équation intégrale. Celui-ci est identifié comme étant égal au tenseur 

des vitesses de déformation viscoplastiques effectif : =
evp t C vpZ = E B : ε& & & . La relation de 

localisation en déformation obtenue est finalement : 
 

( ) ( )+ - 
e e e e e eC vp C B vp C C vp e B vp

lε = A : E - E + A : A : E A : Γ : c : ε C : A : E& & & && &  (3.92) 

 



 

La relation de localisation en contrainte s’obtient en injectant la relation de localisation 
en déformations dans la loi de comportement : 
 

( ) ( )=  -  - 
e e eC e C Esh vp B vp

σ c : A :S : Σ c : A I -S : ε A : E& && &   (3.93) 

 
 Les deux états asymptotiques utilisés pour la formulation du modèle se déduisent bien 
évidemment de la loi d’interaction obtenue : 
 

élasticité pure : =  
           d'où 

= :

 
 
 

e

e

C e

vp vp C

σ c : A :S : Σ

ε = E = 0 ε A E

&&

& && &
 

 

viscoplasticité pure :
  d'où 

 
 
 

e

e

B

vp B

σ = b : A : M : Σ 

σ = Σ = 0 ε = ε = A : E& && & &
 

 
 Par rapport à la loi d’interaction du modèle de Weng (équation (3.60)), la loi 
d’interaction obtenue à l’aide du modèle de Berbenni et al. comporte un terme 

supplémentaire : le tenseur de localisation viscoplastique 
eBA . Celui-ci est responsable d’une 

relaxation des contraintes de nature viscoplastique dans le modèle des champs translatés à la 
différence des modèles de Weng et de Kröner. Dans ces conditions, le modèle des champs 
translatés développé par Berbenni permet de prendre en compte des incompatibilités élasto-
viscoplastiques qui ne sont pas « figées » ou « libres de contrainte » durant la transition 
d’échelles mais qui dépendent véritablement de l’état de contrainte local du matériau. 
 Par ailleurs, ce modèle paraît beaucoup plus simple à mettre en œuvre que le modèle 
de Paquin tout en restant rigoureux dans le traitement du problème micromécanique du 
matériau hétérogène élasto-viscoplastique. C’est donc vers le modèle de Berbenni que notre 
choix s’est porté pour traiter un tel problème. Dans la suite du manuscrit, nous nous 
permettons de nommer « modèle à champs translatés » le modèle de Berbenni et al. 
 
III.3.5 Conclusion 
 
 Le premier volet de ce chapitre nous a permis d’appréhender le domaine de la 
micromécanique au travers d’une présentation visant à montrer quels pouvaient être les 
avantages et les inconvénients des modèles micromécaniques vis-à-vis des approches 
phénoménologiques. L’avantage majeur de ces modèles réside dans la possibilité de mener 
une démarche inverse permettant un retour sur la microstructure. Cette démarche propose 
donc d’agir directement sur la source des propriétés mécaniques observées garantissant ainsi 
une prédictibilité accrue.  

Afin de bien appréhender les différents aspects du domaine de la micromécanique qui 
sont utilisés et développés dans la suite de ce travail de thèse, nous avons mené une étude 
bibliographique des différents modèles de transition d’échelles. L’analyse des spécificités du 
problème micromécanique du matériau hétérogène élasto-viscoplastique a abouti au choix de 
deux modèles : le modèle à champs translatés de Berbenni et al. et le modèle en Béta de 
Pilvin. 
 Dans la suite de ce chapitre, nous nous appliquons à déterminer les limites de ces deux 
modèles afin de définir une solution applicable pour la simulation en mise en forme pour 
l’industrie. 
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III.4 APPLICATION AUX ACIERS MULTIPHASES  
 
 Dans la partie précédente, nous avons présenté les principes fondamentaux de 
l’approche micromécanique au travers des principaux modèles de transition d’échelles avant 
de détailler les spécificités inhérentes au problème micromécanique hétérogène élasto-
viscoplastique. L’étude de ce travail de thèse porte, rappelons-le, sur la modélisation du 
comportement élasto-viscoplastique des aciers multiphasés pour une utilisation finale en mise 
en forme. Cette étude s’inscrit pleinement dans le cadre d’une approche micromécanique 
visant à relier les caractéristiques microstructurales de l’acier, et plus particulièrement le 
multiphasage, à son comportement macroscopique. L’objectif est ici de décrire à l’aide d’un 
modèle de transition d’échelles les effets du multiphasage, c’est-à-dire les effets liés à la 
présence de plusieurs phases au sein du même acier et aux différentes interactions de nature 
élasto-viscoplastique qui peuvent exister entre ces phases. Le premier volet de ce chapitre 
nous a permis de retenir deux candidats de modèles de transition d’échelles issus des 
méthodes à variables internes. 
 Dans cette partie, nous définissons dans un premier temps le système considéré et 
discutons des hypothèses sous-jacentes à la modélisation appliquée. Dans un second temps, 
nous comparons les deux modèles sous différents angles (schéma de résolution, mise en 
œuvre numérique, temps de calculs etc.) afin d’en déterminer les limites. Enfin, cette 
comparaison nous amènera à déterminer une solution finale pour les simulations en mise en 
forme qui sont présentées au chapitre 5. 
 
III.4.1 Cadre de l’étude : un modèle multiphasé 
  

Le matériau cible est un acier multiphasé comportant une à plusieurs phases 
cristallographiques (ferrite, martensite etc.). L’acier multiphasé est représenté comme un 
ensemble hétérogène de domaines homogènes : les phases. On considère la répartition de ces 
dernières suffisamment désordonnée afin de permettre l’application d’un schéma 
autocohérent. Considérant une seule échelle de phase, nous adoptons le schéma autocohérent 
à un site. Le changement d’échelles permet de relier les variables locales de chacune des 
phases dont le comportement est défini individuellement aux variables macroscopiques de 
l’acier multiphasé. Chaque phase est représentée dans le schéma autocohérent par une 
inclusion noyée dans le milieu homogène équivalent qui représente le comportement 
homogénéisé recherché. 

 
 

 
Fig. 3.7 – Application du schéma autocohérent à un site dans le cas d’un modèle multiphasé à 

l’échelle de la phase : cas d’un acier biphasé. 
 

Phase 1 Phase 2 

= + 
MHE MHE 

Inclusion 1 
représentant la 

phase 1 

Inclusion 2 
représentant la 

phase 2 



 

 La Fig. 3.7 illustre cette modélisation pour le cas d’un acier biphasé. Les inclusions 
sont de forme sphérique : nous n’étudierons pas le cas où il existe une texture morphologique 
entre les phases même si le programme le permet. De même, il n’existe pas de relation 
topologique particulière entre les phases : la distribution des phases est isotrope. 
 
Comparaison avec un modèle polycristallin multiphasé 

Le schéma autocohérent, comme nous l’avons vu, se prête bien à la microstructure 
d’un matériau polycristallin. Dans les modèles polycristallins, l’orientation cristalline 
constitue généralement le critère d’hétérogénéité qui permet de regrouper les grains par 
famille d’orientation au sein d’une même phase. Ainsi, à chaque famille d’orientation et de 
phase donnée correspond une inclusion dans le schéma autocohérent.  

Dans notre modèle multiphasé, nous faisons l’hypothèse forte de négliger les 
interactions entre grains dans la transition d’échelles. Si l’on prend l’exemple d’un acier 
biphasé ferrito-martensitique, le nombre de domaines homogènes différents, et donc 
d’inclusions dans le schéma autocohérent, sera seulement de deux : une inclusion pour la 
phase ferritique et une inclusion pour la phase martensitique. Les relations d’orientation entre 
les grains au sein d’une même phase sont négligées dans l’étape de représentation devant 
l’effet au premier ordre du contraste de phase (Fig. 3.8). Cette hypothèse forte nous conduit 
d’une part à nous focaliser uniquement sur les effets du multiphasage sans être perturbé par 
des effets de second ou de troisième ordre et permet d’autre part de réduire considérablement 
les temps de calculs sur le plan numérique.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Fig. 3.8 – Profil et ordre de grandeur des hétérogénéités dans un acier multiphasé. 
 
 
 Le passage d’un modèle classique polycristallin multiphasé à un modèle simplement 
multiphasé se fait donc au détriment d’un niveau de description d’hétérogénéités, celui de 
l’orientation des grains au sein d’une phase (Fig. 3.8). Notons que d’autres hétérogénéités 
microstructurales qui ont leur importance sur le comportement global, comme les joints de 
grain ou la taille de grain, ne sont prises en compte au travers de la transition d’échelles ni 
dans un modèle polycristallin ni dans un modèle multiphasé. 
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L’aspect cristallin n’est ici pas considéré dans la transition d’échelles mais peut être 
injecté en partie dans la loi de comportement affectée à chaque phase. Si la description 
statistique de la microstructure nécessaire à la modélisation s’en trouve simplifiée (nul besoin 
de recourir à des distributions d’orientations), cette simplification appelle légitimement à 
quelques questions auxquelles il nous faudra répondre dans les parties suivantes : 
 

- Une loi de comportement par phase suffit-elle à décrire le comportement 
macroscopique d’un acier polycristallin multiphasé ? 

- Une phase ferritique dans un multiphasé A se comporte-elle de la même façon qu’une 
phase ferritique dans un multiphasé B ? 

 
 Ces questions trouveront une partie de leurs réponses dans le chapitre IV traitant de 
l’introduction de longueurs internes microstructurales dans les approches à champs moyens. 
 
III.4.2 Transition d’échelles : Comparaison entre le modèle à champs translatés et le 
modèle en Béta dans le cas d’une loi de comportement en sinh 
 
 Nous avons choisi précédemment deux modèles de transition d’échelles à variables 
internes pour des raisons très différentes : 
 

- le modèle à champs translatés de Berbenni et al., qui constitue un modèle rigoureux 
sur le plan mécanique permettant de décrire avec précision les interactions élasto-
viscoplastique entre constituants du matériau hétérogène, 

- le modèle en Béta de Pilvin, plus pragmatique et dont la loi d’interaction est plus 
simple à mettre en œuvre numériquement, qui nécessite néanmoins l’identification 
d’un paramètre « D » permettant d’étalonner la précision de l’estimation 
autocohérente du modèle. 

 
 Dans cette partie nous essayons de déterminer les limites des deux méthodes au travers 
de cas simples afin de pouvoir dégager une solution applicable pour la simulation en mise en 
forme. Dans cette optique, deux solveurs écrits sous le langage Fortran permettant de réaliser 
des chargements séquentiels ont été réalisés afin de pouvoir comparer les résultats des deux 
modèles. 
 
 
Schéma de résolution pour le modèle à champs translatés 
 La Fig. 3.9 décrit de manière simplifiée le schéma complet de résolution du modèle à 
champs translatés de Berbenni et al. La résolution du problème consiste à déterminer le taux 
des contraintes locales iσ&  et le taux des déformations locales iε&  satisfaisant l’ensemble des 

équations du problème hétérogène élasto-viscoplastique. Dans ce schéma, les tenseurs de 
contraintes iσ  et les tenseurs de déformations viscoplastiques i

vp
ε  représentent les variables 

internes contenant toute l’histoire de chacune des phases i constitutives de l’acier multiphasé 
considéré. 
 L’intégration numérique adoptée est le schéma d’Euler, le pas de temps est constant. 
Des boucles de convergence sont nécessaires pour le calcul des modules effectifs, en 
particulier le module effectif du problème purement viscoplastique calculé à chaque instant t 
(le module effectif du problème purement élastique est lui déterminé qu’une seule fois). Le 
reste des calculs est purement explicite. 
 



 

 
 

Fig. 3.9 – Schéma de résolution simplifié pour le modèle à champs translatés 
[Ber02]. 

 
 
 Notons pour finir que nous utilisons une linéarisation sécante du terme viscoplastique 

vpm , contribution viscoplastique de la complaisance visqueuse m reliant le tenseur des 
vitesses de déformation locales vp

ε&  (cherché) au tenseur des contraintes locales σ  (connu à 
chaque instant t) suivant la relation : =vp

ε m : σ& . La complaisance visqueuse m est écrite 
comme la somme d’une contribution viscoélastique linéaire et d’une contribution 
viscoplastique : =  + vl vpm m m . Le tenseur vpm  est un tenseur incompressible anisotrope non 
inversible. Le terme viscoélastique linéaire déterminé par Berbenni [Ber02] permet d’inverser 
le tenseur m dans les premiers pas de calcul puis devient négligeable devant le terme 
viscoplastique qui augmente sous forme exponentielle (Fig. 3.10). 
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Fig. 3.10 – Evolution schématique avec la contrainte des tenseurs de complaisances 
viscoélastiques linéaires mvl et viscoplastiques mvp [Ber02]. 

 
 
Schéma de résolution pour le modèle en Béta 
 Le schéma de résolution simplifié, en petites déformations, est représenté sur la Fig. 
3.11. L’intégration est purement explicite et il n’y aucune boucle de convergence. 
 
 

 
 

Fig. 3.11 – Schéma de résolution simplifié pour le modèle en Béta. 
 
 
Comparaison des temps de calculs 
 La mise en œuvre numérique du modèle à champs translatés, sans être compliqué, 
reste moins simple que celle du modèle en Béta. Le caractère implicite du schéma 

Réactualisation des 
grandeurs macroscopiques 

Moyenne pondérée des 
variables d’accommodation 

Réactualisation des 
grandeurs locales 

Calcul du module effectif 

Grandeurs locales  
(Equation de localisation) 

Grandeurs locales 
(comportement local) 

Oui 

Non 

i i i i i i + ×dt,     + ×dt← ←vp vp vpε ε ε β β β&&

e
i = ,    = - 

×dt

  

←

vp vp vpE ε Σ C E E

Σ Σ  + Σ

& & & &&

&
 

Fin de chargement ? 

Initialisation des données 

i=vp vp
Β β  

( )i i= +2µ(1-β)  - vp vp
σ  Σ B β  

( ) ( )
*

vp vpi
eq i i i i i eqi i

i

ε ,  , = -D ε
∂Ω
∂

vp vp vp vp ε = β ε β
σ

&& && &

 Calcul de eC  

vlm  

0 

m 

σ  

vpm  



 

autocohérent impose d’utiliser des boucles de convergence pour le calcul du module effectif 
viscoplastique et d’inverser des matrices à chaque pas de temps. La programmation du 
modèle en Béta en petites déformations est immédiate puisque ne requiert ni inversion de 
matrice ni itération : toutes les relations sont explicites. Le caractère autocohérent étant 
identifié par les variables d’accommodation Di. D’un point de vue numérique, le modèle en 
Béta est donc d’exécution plus rapide. En contrepartie, l’approximation autocohérente du 
modèle en Béta dépend de la précision et de la validité de cette identification. Plusieurs 
simulations de matériaux biphasés ont confirmé ce constat. Pour chaque simulation les 
paramètres sont identiques (matériau, sollicitation, pas de temps). Le matériau utilisé pour 
cette comparaison est un acier biphasé pour lequel le comportement local des phases est 
donné dans Tab. 3.1. 
 
 

Comportement local 
des phases de  l’acier 

biphasé 

Fraction 
volumique 

E 
(GPa) 

ν  Y0 

(MPa) RC  
satR  

(MPa) XC  
satX  

(MPa) 
A 

(MPa) 
B 

(s-1) 

Phase 1 0,5 210 0,3 800 16 200 100 12 18 0,3 
Phase 2 0,5 210 0,3 160 16 200 100 12 18 0,3 

 
Tab. 3.1 – Paramètres des lois de comportement locales utilisés dans les simulations du 

comportement d’un acier biphasé. 
 
 
 A titre d’illustration, le Tab. 3.2 montre une comparaison des temps de calculs entre 
les différents modèles de transition d’échelles utilisés pour cette simulation, incluant le 
modèle de Taylor-Lin. Rappelons que pour le cas particulier où les paramètres Di sont nuls, le 
modèle en Béta est équivalent au modèle de Kröner-Weng. Les temps de calcul sont relatifs 
ici aux routines VUMAT construites à partir des solveurs (cf. Chapitre V) et appliquées à un 
élément C3D8R sollicité en traction uniaxiale. 
 

 
Tab. 3.2 – Simulation du comportement d’un biphasé en traction uniaxiale : comparaison 

des temps de calculs entre les différents modèles de transition d’échelles. 
 
 Quelle que soit la vitesse de déformation imposée par la simulation, le modèle en Béta 
se révèle d’exécution plus rapide. La différence entre le modèle à champs translatés et les 
autres modèles peut s’avérer conséquente suivant le nombre d’incréments à l’image de la 
simulation de traction uniaxiale réalisée à une vitesse de 10-2s-1. Cette différence résulte du 
traitement itératif de l’estimation autocohérente du modèle à champs translatés à chaque pas 
de temps. Les paramètres d’accommodation Di gérant le caractère autocohérent du modèle en 
Béta ne semblent pas influencer les temps de calculs. Gardons à l’esprit que cette 
comparaison de temps de calculs pour des simulations de comportement d’un acier biphasé ne 
prend pas en compte le temps nécessaire à l’identification du modèle en Béta sur un modèle à 

 

Temps de calcul pour la 
simulation d’un essai de 
traction uniaxiale réalisé 

à une vitesse de 
déformation de 10-2s-1 
(950000 incréments). 

Temps de calcul pour la 
simulation d’un essai de 
traction uniaxiale réalisé 

à une vitesse de 
déformation de 1s-1 
(9500 incréments). 

Modèle à Champs translatés 1560s 30s 
Modèle en Béta (D1=0, D2=0, Kröner-Weng)  84s 16s 
Modèle en Béta (D1=100, D2=50)  84s 17s 
Modèle de Taylor-Lin 76s 12s 
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champs moyens. Et que celle-ci nécessite sans nul doute de fortes précautions car il faut aussi 
l’estimer avant de conclure. 
 
 
III.4.3 Discussion 
 
 La Fig. 3.12 illustre la différence de comportement macroscopique entre les différents 
modèles de transition d’échelles utilisés dans les simulations précédentes.  
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Fig. 3.12 – Comparaison du comportement macroscopique d’un acier biphasé obtenu à 

partir de différents modèles de transition d’échelles. 
 
 
 Force est de constater que les comportements macroscopiques sont quasi-confondus 
quel que soit le modèle de transition d’échelles utilisé dans notre simulation. Ce résultat est a 
priori  très surprenant. En effet, le modèle à champs translatés prend en compte des 
interactions de nature élasto-viscoplastique tandis que les interactions dans le cas du modèle 
de Taylor-Lin sont purement élastique. On s’attend donc à un comportement macroscopique 
très différent entre ces deux modèles. Dans cette simulation, le modèle à champs translatés se 
comporte pourtant comme le modèle de Taylor-Lin : les courbes sont confondues. Le modèle 
en Béta, lorsque les paramètres Di sont nuls, est équivalent au modèle de Kröner-Weng. Sur la 
Fig. 3.12, les trois modèles sont quasi-confondus en termes de description du comportement 
macroscopique de l’acier biphasé. Ceci n’est pas surprenant pour les modèles de Taylor-Lin et 
de Kröner-Weng compte tenu de leurs similarités (cf. III.2.2) mais l’est beaucoup plus 
concernant le modèle à champs translatés. 
 Toutefois, ce résultat peut s’expliquer par la forte non-linéarité des lois de 
comportement locales utilisées dans le cadre de cette thèse. La loi de comportement de type 
sinh est fortement linéaire. Il est donc probable au vu de la Fig. 3.12 que la linéarisation 
sécante des modules viscoplastiques locaux (qui reste le schéma de linéarisation possible le 
plus simple parmi d’autres) ne permette pas de capter avec précision le caractère fortement 
non-linéaire de ce type de loi. 



 

 Dans le cadre d’une simulation d’un essai de cisaillement sur un matériau biphasé, 
nous avons comparé la réponse du modèle à champs translatés pour deux lois de 
comportement différentes :  
 

- la loi de type sinh développée dans le chapitre 2 : 

  

( )eq

eq

σ -Y -3
= Bsinh

A 2 σ

 
 
 
 

vp σ' X
ε& , avec 

2*
2

0

σ
Y=σ + R +

2

 
 
 

 (3.94) 

 
- une loi en puissance d’exposant « n » pour laquelle nous avons fait varier la valeur de 

l’exposant, c’est-à-dire la non-linéarité :  

 
( )n

eq 

eq

σ -3

Y 2 σ

 
=   
 

vp σ' X
ε& , avec Y=Y0+R    (3.95) 

 
Les paramètres des lois de comportement de chacune des phases ainsi que leur fraction 
volumique sont donnés dans le Tab. 3.3 : 
 
 

Comportement local 
des phases de  l’acier 

biphasé 

Fraction 
volumique 

E 
(GPa) 

ν  Y0 

(MPa) RC  
satR  

(MPa) XC  
satX  

(MPa) 
A 

(MPa) 
B 

(s-1) 

Phase 1 0,1 210 0,3 1600 10 50 100 160 37 0,3 
Phase 2 0,9 210 0,3 200 15 300 100 16 37 0,3 

 
Tab. 3.3 – Paramètres des lois de comportement locales utilisés dans la simulation d’un 

essai de cisaillement sur un acier biphasé. 
 
 
 Les valeurs obtenues du module viscoplastique vp

1212m  en fonction de la contrainte 12σ  

sont reportées sur la Fig. 3.13. Celles-ci semblent bien confirmer notre hypothèse : dans le 
cadre d’un modèle biphasé, l’utilisation d’une loi de comportement non-locale de type sinus 
hyperbolique correspondrait à l’utilisation d’une loi en puissance pour de fortes valeurs de 
l’exposant « n » c’est-à-dire pour de fortes linéarités (n>20). Une étude de sensibilité (non 
détaillée ici) des deux  paramètres A et B gouvernant le caractère visqueux de la loi de 
comportement en sinh ne permet pas de réduire cette non-linéarité qui semble intrinsèquement 
liée à la forme de la loi en sinus hyperbolique. 
 Au vu de ses résultats, l’utilisation de la loi de comportement locale de type sinh 
semble compromis en l’état actuel du schéma de linéarisation sécant utilisé dans le modèle à 
champs translatés. Du fait de ces courbes, nous pouvons en déduire qu’il faut établir pour ce 
type de matériau multiphasé une nouvelle batterie de comparaison en fonctions des différentes 
extensions non linéaires dans le cas du schéma autocohérent à champs translatés, notamment 
l’influence d’une extension affine. Comme dans le cas de modèles autocohérents 
polycristallins viscoplastiques ([Mas00], [Bor01c], [Leb07]), une meilleure estimation 
pourrait provenir d’une extension affine à la place d’une extension sécante jusqu’ici menée 
dans le cas du comportement asymptotique de nature viscoplastique pur. Cet aspect mérite de 
plus amples investigations qui sortent du cadre de cette thèse. 
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Fig. 3.13 – Variation du module viscoplastique sécant 

vp
1212m  de la phase 1 en fonction de 

la contrainte 12σ . 
 
 Dans le cas particulier du type de matériau étudié, il faudrait également étudier 
l’influence de la vitesse de déformation imposée. En effet, dans le cadre d’un modèle 
multiphasé et pour ce type de comportement élasto-viscoplastique, il n’existe aujourd’hui ni 
de solutions exactes ni de bornes de référence comme il peut en exister pour d’autres types de 
comportements (de type viscoplastique pur) pour les matériaux polycristallins [Leb07]. Enfin, 
la comparaison des réponses du modèle à champs translatés dans le régime transitoire (entre 
l’état élastique pur et l’état viscoplastique pur) à des méthodes à champs complets (FFT, 
éléments finis : etc…) mériterait d’être menée directement avec la loi locale de type sinh au 
lieu de celle en loi puissance (Norton) comme menée par Lahellec et Suquet [Lah07]. 
 
 
III.5 CONCLUSIONS 
 
 Dans le cadre de la modélisation du comportement élasto-viscoplastique des aciers 
multiphasés, l’objectif de ce chapitre était de définir un outil d’homogénéisation du 
comportement élasto-viscoplastique des aciers multiphasés applicable en mise en forme. 
 Après une introduction des approches micromécaniques, une analyse historique des 
principales méthodes de transition d’échelles a été menée afin d’appréhender les 
conséquences des choix opérés dans la modélisation du comportement macroscopique du 
matériau hétérogène. Les spécificités liées à la prise en compte du comportement élasto-
viscoplastique dans un modèle de transition d’échelles ont été présentées afin de bien cerner 
les difficultés liées au couplage espace-temps du problème micromécanique du matériau 
élasto-viscoplastique hétérogène. Ces difficultés supplémentaires nous ont amenés à choisir 
deux modèles autocohérents : le modèle à champs translatés de Berbenni et al. et le modèle en 
Béta de Pilvin plus pragmatique. La confrontation des deux modèles, en vue d’une application 
en mise en forme sur des aciers au comportement élasto-viscoplastique, a permis d’apprécier 
leurs limites et de dégager une solution pour la mise en forme. 



 

 De façon plus précise, l’objectif visé de cette thèse est la modélisation du 
comportement macroscopique d’un acier multiphasé à partir des lois de comportement locales 
en sinus hyperbolique de ses phases constitutives. L’outil numérique qui doit en résulter, en 
vue d’une application finale en simulation de la mise en forme, ne peut être restreint qu’au 
modèle de Taylor-Lin ou à celui de Kröner en l’état actuel des choses. Même si cela semble 
sortir du cadre de cette thèse, le modèle à champs translatés et le modèle en Béta ont tout de 
même été implantés dans cet outil numérique destiné à ArcelorMittal. Ceci, dans la 
perspective proche de pouvoir utiliser le modèle en Béta, ou une extension de celui-ci à 
partir de l’identification : 
 

- du modèle à champs translatés avec un schéma de linéarisation différent (affine par 
exemple), 

- d’un modèle à champs complets ou d’un autre modèle à champs moyens que le 
modèle à champs translatés à  linéarisation sécante. 

 
 En effet, le modèle à champs translatés est un modèle rigoureux sur le plan mécanique 
permettant de capter avec précision les interactions de nature élasto-viscoplastique entre les 
phases. Son utilisation avec une loi fortement linéaire de type sinus hyperbolique dans un 
modèle multiphasé semble compromis dans le cadre d’une linéarisation sécante des modules 
viscoplastiques locaux. Pour autant, le modèle à champs translatés n’est pas limité à une 
linéarisation sécante et pourrait être développé selon différentes extensions non-linéaires dans 
un avenir proche pour être testé pour ce cas concret de loi sinus hyperbolique. 
 Enfin, il semble que le modèle en Béta constitue un excellent candidat pour la 
simulation en mise en forme du fait de sa rapidité d’exécution. La principale limitation de ce 
modèle reste l’identification d’un ou de plusieurs paramètres permettant d’approcher 
l’estimation autocohérente. Cette identification peut être menée à partir de modèles à champs 
complets mais la mise en œuvre reste difficile. L’identification à partir d’un modèle de 
transition d’échelles pour le comportement élasto-viscoplastique reste donc un problème 
ouvert. Il faudra en particulier : 
 

- déterminer si les paramètres responsables de la précision de l’estimation autocohérente 
sont capables d’approcher la solution autocohérente du problème hétérogène élasto-
viscoplastique donnée par des modèles rigoureux tel que le modèle à champs 
translatés, 

- déterminer dans quelle proportion ces paramètres scalaires sont dépendants des 
conditions de l’identification (sollicitations, vitesses de déformation, contraste entre 
les phases etc.). 

 
 Gageons, dans un avenir proche, que ces modèles à champs moyens puissent être 
pleinement utilisés dans des simulations de mise en forme. Il faudra cependant veiller à bien 
identifier les comportements locaux des phases. Cette dernière remarque fait écho à certaines 
questions soulevées dans ce chapitre concernant l’hypothèse forte d’identifier les phases d’un 
acier multiphasé à partir d’une loi phénoménologique. Dans le chapitre suivant, nous 
proposons comme premiers éléments de réponse un nouveau type d’approche visant à 
introduire des longueurs internes microstructurales dans les approches à champs moyens. 
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IV.1 PRINCIPALES LIMITATIONS DES APPROCHES A CHAMPS  MOYENS 
  
 Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, les approches à champs moyens 
permettent de décrire le comportement macroscopique d’un matériau à partir de la description 
locale des constituants qui le composent. Durant les vingt dernières années, le développement 
de ces approches s’est principalement focalisé à améliorer la description des interactions 
pouvant exister entre les différents constituants (tenseurs d’interaction), à étudier l’impact de 
la morphologie des constituants sur le comportement macroscopique (tenseur d’Eshelby) ou 
encore à améliorer la description statistique des constituants au sein du matériau (fraction 
volumique, covariance, hétérogénéité intraphase des déformations etc.).  
 

 
 

Fig. 4.1 – Limitations des approches micromécaniques classiques dans la prise en compte de 
longueurs internes microstructurales. 

 
 
 La principale lacune de ces approches réside aujourd’hui encore dans l’incapacité de 
ces méthodes à reproduire les effets de taille absolue des longueurs internes microstructurales 
sur le comportement macroscopique. Ainsi, la taille de grain d’un polycristal n’a aucune 
incidence directe du point de vue micromécanique sur le modèle. Un acier à gros grains (100 
microns) est représenté classiquement dans un modèle de micromécanique de la même façon 
qu’un acier à grains fins (2 microns) : la taille absolue des inclusions est la même. Les effets 
de taille de grain ou de toute autre longueur interne microstructurale, s’ils sont pris en compte, 
sont généralement modélisés indirectement, à l’aide de paramètres introduits dans la loi de 
comportement locale. 
 Dans ce chapitre, nous nous attachons à présenter et analyser une nouvelle approche 
visant à intégrer de manière originale la prise en compte de longueurs internes 
microstructurales (taille de grain, taille de particules etc.) dans les approches à champs 
moyens. 
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IV.2 PRISE EN COMPTE DES EFFETS DE LONGUEURS INTERNES 
MICROSTRUCTURALES 
 
IV.2.1 Approche phénoménologique 

Weng [Wen83] propose un premier modèle en plasticité cristalline visant à prendre en 
compte la taille moyenne « D » de grains d’un polycristal et l’applique dans le cas d’agrégats 
polycristallins de cuivre pour des tailles de grain variant de 12 µm à 220 µm. Il introduit une 
loi de Hall-Petch [Hal51, Pet53] évoluant en D-1/2 dans la définition de la cission critique de 
chaque système de glissement : 

{ ( ) ( )-1 -1 np2 2
0

Hall-Petch

terme d'écrouissage

τ = τ + kD  + h + aD γ
14243

   (4.1) 

où 0τ  est la cission critique initiale, k le paramètre de la loi de Hall-Petch, h et a sont les 

paramètres du terme d’écrouissage évoluant en D-1/2, pγ  est l’amplitude du glissement 
plastique sur le système de glissement considéré et n la sensibilité plastique. 

En utilisant le modèle autocohérent de Berveiller et Zaoui [Ber79], Weng parvient à 
décrire un effet de taille de grain sur la limite d’élasticité ainsi que sur l’écrouissage du 
polycristal. La prise en compte de l’effet de taille de grain reste cependant purement 
phénoménologique. Si le modèle de transition d’échelles utilisé permet de relier le 
comportement du monocristal au comportement du polycristal, la taille de grain est introduite 
uniquement dans la loi de comportement à l’échelle du monocristal via le paramètre « D ». La 
transition d’échelles est donc menée classiquement c’est-à-dire indépendamment de la taille 
de grain. De plus, l’utilisation d’une loi phénoménologique macroscopique de Hall-Petch 
(valable pour les polycristaux à gros grains) à l’échelle du grain reste discutable d’un point de 
vue physique. Enfin, la nécessité de connaître au préalable les paramètres de la loi de Hall-
Petch à l’échelle du grain limite le caractère prédictif du modèle. 

 
Une autre approche consiste à introduire de manière phénoménologique la taille de 

grain directement à l’échelle du polycristal sans avoir recours à une transition d’échelles mais 
en se basant toutefois sur des mécanismes physiques. Parmi les différents travaux relatés dans 
la littérature, notons l’effet de taille de grain « D » obtenu par Sinclair et al. [Sin06] sur 
l’écrouissage de polycristaux de cuivre. Ce modèle, basé sur le mouvement et la 
multiplication des dislocations au cours de la plastification du polycristal, utilise comme 
variable interne la densité moyenne de dislocations «ρ ». Les auteurs considèrent le stockage 
et l’annihilation des dislocations comme responsables d’une double contribution de 
l’écrouissage dans la loi d’écoulement du polycristal : une contribution isotrope de type forêt 
[Mec81a] et une contribution cinématique due aux dislocations stoppées aux joints de grains. 
La loi d’écoulement s’écrit : 

0

contribution
isotropecontribution

cinématique

µb n
σ = σ  + M n 1-  + αµb ρ

D n∗

 
 

  
   

 
  

123
14243

  (4.2) 
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avec : 
1 2 3

ρ 1 n
 = M k ρ  - k ρ + k 1 - 
ε bD n

dn λ n
 = 1 - 

dε b n

∗

∗

∂   
   ∂   


 
   

 

 
où 0σ  est la limite initiale d’élasticité due à la friction de réseau, M le coefficient de Taylor, 

µ le module de cisaillement, b la norme du vecteur de Burgers et α  une constante. La variable 
« n », qui représente le nombre de dislocations bloquées au joint de grain, évolue selon une loi 
saturante dépendant du nombre maximal «n∗ » de dislocations pouvant être stockées au joint 
de grain. La densité moyenne de dislocations suit une loi d’évolution saturante dépendant des 
paramètres 1k , 2k  et 3k qui sont ajustés afin de reproduire les résultats expérimentaux (Fig. 

4.2).  
 

 
 

Fig. 4.2 – Modélisation de l’effet de la taille de grain sur la contrainte d’écoulement pour des 
polycristaux de cuivre [Sin06]. 

 
 L’introduction phénoménologique de la taille de grain D dans la loi d’évolution de la 
densité de dislocations et donc dans la loi d’écoulement permet de rendre compte de manière 
efficace de l’effet de taille sur l’écrouissage de polycristaux de cuivre pour des tailles de grain 
comprises entre 2 et 50 microns (Fig. 4.2). Ici aussi, la prise en compte phénoménologique de 
l’effet de la taille de grain est tributaire de l’identification au préalable de paramètres ce qui 
limite le caractère prédictif du modèle. 

 
 De manière quelque peu similaire, Delincé et al. [Del07] proposent un modèle pour le 
comportement d’aciers dual-phase ferrito-martensitique. Les auteurs introduisent dans le 
comportement de la ferrite plusieurs longueurs internes microstructurales :  

- une longueur moyenne qui représente la distance entre deux dislocations aux joints de 
grain et qui évolue en fonction de la déformation plastique, 

- une longueur caractéristique des arrangements de dislocations aux joints de grain, 
- le diamètre des grains de ferrite. 

 Les longueurs internes introduites permettent de préciser l’écriture de lois d’évolution 
décrivant l’accumulation et la saturation des dislocations le long des joints de grain de ferrite. 
La loi d’écrouissage pour la phase ferritique combine au final un terme de friction, un terme 



 

de Hall-Petch en D-1/2 ainsi qu’une contribution isotrope et cinématique des densités de 
dislocations. Le comportement de la martensite est lui supposé élastique parfaitement 
plastique avec une contrainte d’écoulement qui dépend de la teneur en carbone. Le 
comportement macroscopique de l’acier dual-phase est obtenu par homogénéisation en 
appliquant le modèle de Mori-Tanaka [Mor73]. L’homogénéisation s’effectue 
indépendamment des longueurs internes microstructurales introduites dans le modèle : elle 
permet seulement de rendre compte de l’effet « composite » de la seconde phase sur le 
comportement global de l’acier, c'est-à-dire de l’effet de fraction volumique des îlots de 
martensite. Ce modèle, à l’image de celui de Weng, utilise une méthode d’homogénéisation 
indépendante des longueurs internes introduites dans la loi de comportement de la ferrite. 
 
 Par l’introduction de lois phénoménologiques de type Hall-Petch destinées à décrire 
les mécanismes physiques de déformations, les trois modèles précédents permettent de décrire 
un effet de taille de grain sur le comportement d’agrégats polycristallins. Cette introduction 
phénoménologique de longueurs internes dans le comportement est réalisée à trois échelles 
différentes : 

- au niveau du comportement du grain dans un polycristal pour le modèle de Weng, 
- directement au niveau du comportement du polycristal et sans utiliser de transition 

d’échelles pour le modèle de Sinclair et al., 
- au niveau du comportement de la phase ferritique dans un acier biphasé pour le 

modèle de Delincé et al.. 
 
L’introduction phénoménologique de la taille de grain paraît certes efficace au vu des 

résultats mais reste limitée du point de vue de la prédictibilité des modèles puisqu’il faut au 
préalable identifier les paramètres de la loi pour chaque cas particulier. Lorsqu’une transition 
d’échelles est utilisée, celle-ci n’interagit pas avec les longueurs internes introduites qui 
restent cantonnées au comportement local auquel elles sont affectées. 

 
La question de savoir si la taille de grain (ou toute autre longueur interne microstructurale) 

doit être prise en compte uniquement d’un point de vue local dans le comportement peut donc 
légitimement être posée. Introduire les effets de longueurs internes dans des modèles à 
champs moyens prends alors tout son sens si l’on désire répondre à cette question. Par 
ailleurs, contrairement à l’approche phénoménologique, il est possible à l’aide des approches 
micromécaniques d’obtenir des modèles dotés d’une plus grande prédictibilité. L’idée est 
alors d’intégrer des longueurs internes dans des approches à champs moyens afin d’obtenir 
naturellement, en sortie de ces modèles, des effets de taille de microstructure sur le 
comportement macroscopique.  
 
IV.2.2 Introduction dans une approche non-locale à champs moyens 
 
 L’approche locale, communément utilisée en plasticité et en plasticité cristalline, 
consiste à considérer que la contrainte en un point donné du matériau étudié dépend 
uniquement de la déformation en ce point. Cette modélisation tend à perdre sa validité lorsque 
l’échelle de la microstructure étudiée devient proche de celle des longueurs internes 
microstructurales impliquées dans les mécanismes physiques de déformation plastique. A 
cette échelle, il existe une contribution non-locale à longue distance des entités 
microstructurales considérées (taille de grain, particule etc.). En négligeant cet effet d’échelle, 
la plasticité conventionnelle qui se base sur une approche locale, échoue dans la description 
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des effets de taille de longueurs internes. Afin de décrire correctement ces effets, des théories 
de plasticité non-locales basées sur les gradients de déformation plastique sont apparues. 
  
Dislocations géométriquement nécessaires 

Les résultats expérimentaux [Tho73, Sun00, Hug03] montrent que les joints de grain 
sont sources de gradients de déformations plastiques causés par l’incompatibilité de 
déformation plastique régnant entre grains voisins. Afin d’assurer la courbure du réseau 
cristallin et donc la cohésion de la matière de grain à grain, des dislocations nommées par 
Ashby [Ash70] « géométriquement nécessaires » (GND) se réorganisent autour des joints de 
grain.  

Les théories de mécanique des dislocations montrent que ces dislocations 
géométriquement nécessaires (GND) peuvent être définies par le tenseur de Nye α  [Nye53] 
dont l’évolution est donnée par la relation suivante [Mur63] :  
 

p
jl jmn nl,m= −α β&& ∈∈∈∈     (4.3) 

 

jmn∈∈∈∈  est l’opérateur de permutation, p p p= +β ε ω& &&  décrit l’évolution de la distorsion plastique 

[Kro60], p
ω&  représente l’évolution de la rotation plastique définie comme la partie 

antisymétrique de pβ& . Dans un souci de simplification, la nature cristallographique des GND 
n’est pas prise en compte dans le modèle développé dans ce chapitre. A l’échelle du grain, 
l’évolution des GND est décrite de manière collective à l’aide de la densité Gρ . Par 

conséquent, et d’après les travaux d’Ashby [Ash70] nous considérons que la densité Gρ  

évolue avec le gradient de déformation plastique selon une direction normale au joint de 
grain : 
 

P

G

r γ
ρ = 

b x

∂
∂
&

&      (4.4) 

 
où b est la norme du vecteur de Burgers, Pγ&  est le taux de cisaillement plastique et r  est le 
facteur de Nye qui dépend du gradient macroscopique imposé [Ars99] et de l’orientation des 
systèmes de glissement [Gao01]. 
 

Le concept des GND a depuis suscité un grand intérêt au sein de la communauté 
scientifique tant est si bien qu’aujourd’hui le nombre de modèles de mécanique basé sur une 
théorie du gradient plastique de déformation est relativement vaste dans un domaine varié 
d’applications. Dans la partie suivante, nous introduisons le concept des GND dans une 
approche non locale à champs moyens afin de décrire dans un premier temps l’effet de taille 
de grain observé sur les aciers IF. Dans un deuxième temps, nous étudions l’extension de 
cette approche à l’étude de l’effet d’autres longueurs internes microstructurales comme par 
exemple la taille de particule. 
 
IV.2.3 Effet de taille de grain 
 
Représentation de la structure du grain de ferrite 
 En s’inspirant de la représentation géométrique proposée par différents auteurs 
[Mec81b, Bou06a, Del07], la structure physique du grain du polycristal de ferrite, considéré 
ici comme sphérique, peut conceptuellement être modélisée comme un composite à deux 



 

phases, chacune contrôlée par différents mécanismes de déformation liés aux densités de 
dislocations. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Représentation du matériau polycristallin en un composite à deux phases. 
(b) Décomposition du grain de diamètre D en deux régions. Le cœur du grain (région 1), affecté par la 

présence de SSD, est entouré de la couche (région 2) d’épaisseur λ  qui elle est affectée par la 
présence de SSD et de GND. Seules les GND sont représentées sur le dessin. Les SSD sont 

uniformément réparties sur les deux régions. D’après [Pip09]. 
 

Fig. 4.3 – Représentation géométrique de la structure du polycristal de ferrite en un composite à 
deux phases. 

 
 

La première phase, appelée « cœur du grain » représente l’intérieur du grain. Dans 
cette région (nommée région 1 sur la Fig. 4.3), la déformation plastique est contrôlée par 
l’évolution de la densité «1

Sρ » des dislocations statistiquement stockées (SSD). L’évolution de 

cette densité dépend directement de la création et de l’annihilation de dislocations qui 
collectivement présentent un vecteur de Burgers net nul sur le volume considéré. La 
population des SSD ne se cantonne pas uniquement à cette région mais est répartie 
uniformément sur tout le volume du grain de diamètre D.  

La seconde phase, nommée « couche » représente une couche sphérique d’épaisseur λ  
proche du joint de grain et englobant celui-ci (région 2 sur la Fig. 4.3). Elle se situe autour du 
cœur de grain et est le siège de gradients de déformations plastiques dus à l’empilement de 
dislocations aux joints de grain. La déformation plastique dans cette zone dépend non 
seulement de l’évolution de la densité «2

Sρ » des dislocations SSD dans le volume mais 

également et plus particulièrement de l’évolution de la densité «Gρ » des dislocations GND 

stoppées au joint de grain. Ces dernières assurent la courbure de réseau et la compatibilité 
plastique autour du joint de grain. 

 
Comme illustré Fig. 4.3, la fraction volumique (2)f  de couche est définie de telle sorte 

que les deux régions remplissent entièrement l’ensemble du matériau 
polycristallin ( ( ) ( )1 2f  + f  = 1) : 

( )
3

2 D - 2λ
f  = 1-

D
 
 
 

    (4.5) 

 

D

λ 

Région 2 : couche (SSD +GND) 

Région 1 : 
Cœur du 

grain 
(SSD) 

(a) (b) 
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Pour une épaisseur λ  donnée de couche (voir plus loin pour l’identification), 
l’évolution de la fraction de couche est reportée sur la Fig. 4.4. 
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Fig. 4.4 – Evolution des fractions volumiques ( )1f (cœur du grain) et ( )2f (région proche du joint 
de grain) en fonction du diamètre D du grain (de 1µm à 120 µm) pour une épaisseur de couche 

donnée λ =0,15 µm.  

 
Pour des grains de fort diamètre, la fraction volumique de la couche (région englobant 

les joints de grain) est négligeable devant la fraction volumique du cœur du grain. Dans ces 
conditions, la contribution de la couche à l’écrouissage et à l’écoulement est négligeable et le 
modèle se comporte de façon tout à fait classique. A l’inverse, pour de petits grains, la 
fraction volumique de joint de grain n’est plus négligeable et le rôle des mécanismes 
physiques de déformation contrôlés par l’évolution des GND devient alors primordial pour le 
comportement macroscopique de l’agrégat polycristallin.  

Rappelons, avant de préciser les lois d’évolution des variables internes, que le modèle 
prend en compte un effet de taille dès cette étape de représentation du volume élémentaire 
représentatif. En effet, la définition des fractions volumiques qui dépend de deux longueurs 
internes microstructurales, à savoir le diamètre D du grain et l’épaisseur λ  de la région 
contenant le joint de grain, est responsable d’un effet composite sur le comportement de 
l’agrégat polycristallin. Cet effet composite n’est pas seul acteur de l’effet de taille dans le 
modèle comme nous allons le voir dans la présentation des lois d’évolution des densités de 
dislocations mais participe déjà, dès l’étape de représentation, à l’implication de longueurs 
internes microstructurales dans un modèle à champs moyens.  
 
 
Lois de comportement locales et évolution des variables internes 

Les deux phases (régions) sont supposées suivre un comportement élasto-
viscoplastique où la vitesse de déformation totale (I)

ε&  de chaque phase (I) est décomposée en 
une partie élastique e(I)

ε&  et une partie viscoplastique vp(I)
ε&  : 

 
 (I) (I) (I) = +e vp
ε ε ε& & &     (4.6) 

 



 

Le comportement pour chacune des phases est donc défini par deux lois constitutives : 
l’une élastique et l’autre viscoplastique. L’hypothèse des petites déformations est suffisante 
dans le cadre de ce modèle où nous nous attachons à décrire de petites déformations. Pour la 
partie élastique, dans le cadre d’une élasticité linéaire et homogène, la vitesse de déformation 
élastique e(I)

ε&  est reliée au tenseur taux de contrainte de Cauchy via la loi de Hooke 
généralisée : 

 
(I) (I)= e
σ   C :ε& &      (4.7) 

 
où C  est le tenseur des modules élastiques définis par les coefficients de Lamé. Pour la partie 
viscoplastique, la vitesse de déformation viscoplastique suit une loi puissance de type Prandtl-
Reuss : 

( )
( )

( )

( )

( )

nI I
 I eq

0 I I
ref eq

σ3
ε

2 σ σ

 
=  

 
 

vp σ'
ε &&     (4.8) 

 
( )I
eqσ  est la contrainte équivalente de von Mises définie classiquement à partir du déviateur des 

contraintes ( )I
σ' , 0ε&  est une vitesse de déformation plastique de référence égale ici à 1, ( )I

refσ  

est la contrainte d’écoulement (dite de référence), l’exposant « n » est fixé afin de caractériser 
une faible sensibilité de la loi à la vitesse de déformation du matériau. Notons que le modèle 
ne se limite pas aux lois viscoplastiques en puissance. Ce choix, arbitraire, est indépendant du 
modèle. Cependant, nous avons vu au chapitre 3 que le schéma de linéarisation était sensible 
à la non-linéarité de la loi choisie (cas de la loi en sinh développée au chapitre 2). Le choix 
d’une loi en puissance se justifie ici dans le cadre d’une collaboration [Pip09]. 
  
Les dislocations statistiquement stockées (SSD) sont réparties aléatoirement sur tout le 
volume du grain (cœur + couche) et présentent un vecteur de Burgers net résultant nul. Les 
dislocations géométriquement nécessaires (GND) sont localisées dans la couche d’épaisseur 
λ  près du joint de grain. Cette différence de topologie entre les deux populations de 
dislocations aboutit à des différences notables dans les lois d’écoulement des deux phases. 
Dans la phase 1 (cœur du grain), seules les densités de SSD contribuent au nombre total 
d’obstacles forêt à travers lesquels une dislocation en mouvement doit passer. Dans la phase 2 
(couche), ce sont à la fois les densités de SSD et de GND qui contribuent au nombre total 
d’obstacles forêt. Dans ces conditions, la loi d’écoulement fait apparaître comme variables 
internes les deux populations de densités de dislocation (I)

Sρ  et (I)
Gρ  présentes ou non dans la 

phase (I) considérée (I variant de 1 à 2) : 
 

( ) ( ) ( ) ( )I I I I
ref 0 S Gσ σ Mαµb ρ ρ= + +     (4.9) 

 
( )I
0σ  est la limite initiale d’élasticité qui dépend des éléments en solution solide et de la friction 

de réseau, M est le facteur de Taylor et α  est un paramètre constant typiquement égal à 0,4. 
Après dérivation, l’évolution de la contrainte d’écoulement s’écrit : 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )I I I
ref S GI I

S G

Mαµb
σ  = ρ  + ρ

2 ρ +ρ
& &&    (4.10) 
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 ( )1
Gavec   ρ = 0   (coeur du grain)&  

 
 Cette description géométrique du grain rappelle celle des travaux de Mughrabi 
[Mug83, Mug04] : le grain est considéré comme un composite composé d’une phase dure 
constituée par la couche (phase 2) et d’une phase molle constituée par le cœur du grain (phase 
1). Dans ces conditions, il est possible d’écrire la relation suivante : 

 
eq eq

vp(2) vp(1)0 < ε < ε     (4.11) 

L’évolution de la densité des GND dans la couche (I=2) s’écrit : 
G

P
(2) r γ
ρ = 

b x

∂
∂
&

& . Le 

coefficient de Taylor M permet de relier les taux de glissement plastique Pγ∂&  aux taux de 

déformation plastique équivalent vp
eqε∂&  : vp vp

eqγ M ε∂ = ∂&& . La loi d’évolution de la densité des 

GND devient alors : 

G

vp (2)
eq(2) εr

ρ = M
b x

∂
∂
&

&     (4.12) 

 
En première approximation, l’hypothèse de l’existence d’un gradient de déformation 

plastique linéaire au travers de la couche d’épaisseur λ  revient à considérer l’évolution de la 
densité des GND comme dépendante du saut du taux de déformation plastique équivalente 
entre les deux phases contrôlé par l’épaisseur de couche λ  : 
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La loi d’évolution de la densité des SSD revient à modifier une loi de Kocks-Mecking 

en faisant intervenir la densité des GND : 
 

( ) ( ) ( ) ( )I I I I vp (I)
S S G S eq

k
ρ M ρ ρ fρ ε

b
 = + − 
 

& &    (4.14) 

 
où k et f sont des paramètres matériau contrôlant respectivement la création (et stockage) et 
l’annihilation des dislocations. Dans la phase 1 (cœur du grain), la densité de GND est nulle et 
l’équation (4.14) aboutit à une loi classique de Kocks-Mecking [Mec81a, Koc03]. Dans la 
phase 2 (couche de joints de grain), puisque les GND sont localement du même signe et ne 
peuvent s’annihiler, la densité des GND n’affecte que le terme de création des dislocations. 
Dans ces conditions, la loi d’évolution des SSD peut au final être considérée comme une loi 
modifiée de Kocks-Mecking incluant dans son terme de création la contribution des GND aux 
obstacles de type forêt. 
 
 
Transition d’échelles et comportement macroscopique 
 Le comportement macroscopique du polycristal est obtenu en utilisant le schéma 
autocohérent basé sur la technique des champs translatés (modèle de Berbenni et al.) 



 

présentée dans le chapitre précédent. Pour chaque phase, le comportement élasto-
viscoplastique est défini par les relations suivantes : 

:= + vp
ε S σ ε& & &      (4.15) 

( ) :=vp
ε m σ σ&     (4.16) 

 
où la complaisance viscoplastique sécante m  est définie pour chacune des phases en 
comparant l’équation (4.8) avec l’équation (4.16) : 
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η  est un tenseur d’ordre 4 défini à partir du tenseur unité I  d’ordre 4. Le modèle de Berbenni 
et al., dans le cadre d’une élasticité homogène, aboutit à la loi d’interaction suivante : 
 

( ) ( ): :  := + − −
eE vp B vp

σ Σ C S I ε A E& && &    (4.18) 

 
Le comportement macroscopique du polycristal est obtenu par homogénéisation sur le volume 
élémentaire représentatif : 

=E ε& &  et =Σ σ& & .    (4.19) 
 
Au final, la modélisation micromécanique effectuée sur le polycristal revient à appliquer le 
schéma autocohérent à un site sur un composite à deux phases en adoptant toutefois une 
représentation géométrique particulière du grain (Fig. 4.5) :  

 

Fig. 4.5 – Passage de la représentation physique du polycristal au modèle autocohérent à 2 phases. 
 
 
 Cette approche micromécanique visant à prendre en compte l’effet de taille de grain 
sur le comportement du polycristal est appliquée dans la partie suivante pour le cas particulier 
des aciers IF puis étendue par la suite à l’étude de l’effet d’autres tailles microstructurales. 
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IV.3 APPLICATION : EFFET DE TAILLE DE GRAIN DANS LE S ACIERS IF 
 
IV.3.1 Paramètres matériau et identification 

L’approche micromécanique développée dans la partie précédente est appliquée sur 
des aciers IF (Interstitial Free) pour quatre tailles moyennes de grain variant de 5,5µm à 
120µm. Ces aciers sont composés principalement d’une phase cristallographique cubique 
centrée de ferrite et ne présente, comme leur nom l’indique, pas ou très peu de composés 
interstitiels. Les autres éléments en solution solide sont Mn, P, Si, Ti et Al. Afin d’obtenir des 
tailles moyennes de grain différentes, ces éléments en solution solide ont été introduits en 
différentes proportions impactant alors la limite d’élasticité initiale 0σ  de chaque acier IF. En 

considérant la loi d’écoulement (4.9), la limite d’élasticité initiale 0σ  a été identifiée à partir 

de données expérimentales sur différents aciers IF. Les résultats de cette identification ainsi 
que le diamètre moyen des grains et la composition chimique des éléments d’alliage sont 
donnés dans le Tab. 4.1 : 
 
 

Dmoyen (µm) 0σ  (MPa) Mn P Si Ti Al  

120 95 100 10 5 50 37 

15 150 201 11,1 5 61,3 37 

8,5 200 199 73,4 5 60,8 37 

5,5 330 1475 68,7 5 60 37 

 
Tab. 4.1 – Diamètre moyen des grains, composition chimique (en 10-3% de poids) et limite 

d’élasticité initiale identifiée pour 4 aciers IF (ArcelorMittal). 
 
  
  
 

Les modules élastiques retenus (module de cisaillement, coefficient de Poisson) sont 
respectivement µ =80000 MPa et ν =0,3 pour chacun des quatre aciers IF présentés. La 

sensibilité à la vitesse du matériau est considérée come faible : ( )m= 1 n =0,02. Les 

chargements sont considérés homogènes et l’effet dû à l’orientation des grains n’est pas pris 
en compte. Par conséquent, le facteur de Nye présent dans la loi d’évolution des GND 
(équation (4.12)) est r =1. Le coefficient de Taylor est M=3. La norme du vecteur de Burgers 
est -10b =2,5.10 m. α  est un paramètre constant typiquement égal à α = 0,4 [Mug83, Mug04]. 

Les densités initiales de dislocations sont faibles et correspondent à un état recuit. L’ensemble 
des paramètres matériau est récapitulé dans le Tab. 4.2 : 
 
 
µ (MPa) ν  n  r M b (m) α  

SSD

0ρ (m-2) 
GND

0ρ (m-2) k f λ (µm) 

80000 0,3 50 1 3 2,5.10 -10 0,4 106 107 0,022 6 0,15 
 

Tab. 4.2 – Paramètres matériau et valeurs identifiées de k, f et λ  pour les aciers IF. 



 

Les valeurs de k et f qui décrivent les mécanismes de stockage et d’annihilation des 
dislocations dans les lois d’évolution des SSD et des GND ont été identifiées à partir de la 
courbe expérimentale de traction pour un diamètre de grain D=120µm. Pour ce diamètre de 
grain, l’effet de la couche contenant les joints de grain est négligeable (Fig. 4.4). Les valeurs 
obtenues k=0,022 et f=6 sont cohérentes avec celles obtenues par Sevillano et Aldazabal 
[Sev04] sur le polycristal de cuivre et celles obtenues par une relation classique de Kocks-
Mecking par Fang et Dahl [Fan95] sur des aciers ferritiques. La valeur λ  définissant 
l’épaisseur de la couche a été identifiée à partir des différentes courbes contraintes-
déformation afin de simuler l’effet de taille de grain sur les aciers IF. Le résultat de 
l’identification est reporté sur la Fig. 4.6 : 
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Fig. 4.6 – Courbes contraintes/déformations simulées (traits plein) et expérimentales (symboles) 
pour 4 tailles moyennes de grain : D=5,5 µm, D=8,5µm, D=15µm et D=120 µm. 

 
 
IV.3.2 Résultats 
 
Comportement macroscopique 
 La meilleure identification est obtenue pour une valeur d’épaisseur de couche égale à 
λ=0,15µmce qui paraît réaliste au vu des tailles de grain étudiées. Par souci de simplification 
dans cette première approche, λ  est considérée comme indépendante de la taille de grain et de 
la déformation. Dans ces conditions, des simulations de traction simple à un taux de 

déformation macroscopique imposé -4 -1E =10 s&  sont menées jusqu’à 20% de déformation. Les 

courbes simulées, reportées sur la Fig. 4.6, reproduisent bien l’effet de la taille de grain sur 
l’écrouissage et ce, malgré les fortes hypothèses envisagées. 
 Sur la Fig. 4.7, les résultats des simulations sont confrontés aux résultats 
expérimentaux à l’aide d’un diagramme de Hall-Petch pour trois niveaux de déformations : 
2%, 5% et 10%. Cette représentation permet de bien constater les capacités du modèle à bien 
reproduire l’évolution du taux d’écrouissage en fonction de la taille de grain jusqu’à une 
déformation de 10%. 
 



Chapitre IV : Prise en compte de longueurs internes dans les approches à champs moyens 

145 
 

10
1

10
2

10
2

10
3

Diamètre du grain D (µm)

C
on

tr
ai

nt
e 

d'
éc

ou
le

m
en

t (
M

P
a)

2%

5%

10%

Expérimental

Simulation

 
 

Fig. 4.7 – Diagramme de Hall-Petch : les contraintes d’écoulement expérimentales (symboles) et 
simulées (traits plein) sont représentées à différents niveaux de déformation : 2% (carrés), 5% 

(ronds) et 10% (triangles). 
 
 Afin de conforter nos hypothèses sur la valeur du paramètre λ , notons que celui-ci 
peut être déterminé soit expérimentalement par détermination des contraintes locales à partir 
de mesures de déformation et/ou de désorientations locales autour des joints de grain soit 
numériquement à partir de modèles discrets de dislocations ou de modèles à éléments finis en 
introduisant les milieux généralisés. L’évolution de l’épaisseur de couche en fonction de la 
taille de grain et de la déformation mérite également de plus vastes investigations afin de 
préciser la pertinence du modèle notamment aux larges déformations.  
 
Comportement local 

Afin de tenter de comprendre les mécanismes physiques responsables de l’effet de 
taille de grain sur l’écrouissage, les évolutions des contraintes locales en fonction des 
déformations plastiques locales dans les deux phases sont reportées sur la Fig. 4.8 pour deux 
tailles différentes de grain (5,5µm et 120µm) : 

La Fig. 4.8 met clairement en évidence le très haut niveau des contraintes dans la 
couche contenant les joints de grain. Pour une taille de grain D égale à 5,5 µm, les contraintes 
locales approchent une valeur de 1000MPa dans la région proche des joints de grain. Lorsque 
la taille de grain D est égale à 120µm, la déformation plastique macroscopique dépend 
essentiellement du comportement du cœur du grain. A l’inverse, lorsque la taille moyenne des 
grains D est égale à 5,5 µm, la déformation plastique macroscopique dépend non seulement 
du comportement du cœur du grain mais également de la région proche des joints de grain 
dont l’évolution dépend des gradients de déformation plastique. La figure met en évidence la 
capacité du modèle à prendre en considération les gradients de déformation plastique lorsque 
la taille de grain devient de l’ordre du micron. 
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Fig. 4.8 – Contraintes locales (triangles et carrés) des phases pour deux tailles de grain : D=120µm 
(traits plein) et D=5,5 µm (traits en pointillés). La réponse macroscopique est également représentée 

(traits épais). 
 
 
Evolution des densités de dislocations 
 Les évolutions des densités de dislocations SSD et GND en fonction de la déformation 
plastique locale dans chaque phase sont représentées sur la Fig. 4.9. Il apparaît, malgré 
l’échelle logarithmique utilisée, que l’évolution des GND est plus sensible à la taille de grain 
que celle des SSD. Ceci s’explique bien entendu par les lois d’évolution choisies. De manière 
générale, les dislocations SSD et GND sont plus importantes en nombre dans la couche 
entourant les joints de grain ce qui s’avère cohérent avec ce qu’il est possible d’observer au 
microscope électronique à transmission.  

Lorsque D=120µm, la densité des GND semble plus importante que lorsque D=5,5 
µm. Ce résultat peut paraître surprenant à priori puisque la fraction volumique de joint de 
grain (et donc la fraction volumique de régions à accommoder) est plus importante lorsque la 
taille de grain diminue. Ceci s’explique tout simplement dans notre modèle par le volume 
attribué aux GND. Gardons à l’esprit que lorsque le diamètre D de grain varie, le volume de 
couche auquel sont affectées les GND varie également. Pour les petites tailles de grain, la 
phase accommodante (couche englobant les joints de grain) représente une fraction volumique 
plus importante que pour les grandes tailles de grains. Ainsi, si l’on pondère la densité des 
GND par la fraction volumique de couche présente dans le matériau, on s’aperçoit que le 
nombre total de GND augmente bien lorsque D diminue. Ces résultats montrent que les 
mécanismes de déformation plastique sont bien reproduits à l’échelle du grain. 
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Fig. 4.9 – Evolution des densités de dislocations SSD et GND au sein des deux phases (couche et 
cœur du grain) pour deux tailles différentes de grain : D=120µm (symboles en noir) et D=5,5 µm 

(symboles en blanc). 
 
 
Effet de taille de grain sur la contrainte cinématique 
 Si l’on désire décrire de façon plus précise l’évolution de la densité des GND et les 
contraintes internes qui leur sont associées, des efforts de développement doivent être menés 
notamment en utilisant le tenseur de Nye (Eq. 4.3). L’approche micromécanique développée 
présentée dans ce chapitre considère par simplification uniquement un écrouissage isotrope 
dans les lois d’évolution de ses variables internes. Cependant, si l’écrouissage cinématique 
intraphase (intrinsèque à chaque phase) a été négligé, il n’en est pas de même pour 
l’écrouissage cinématique résultant du mélange des deux phases. L’incompatibilité plastique 
entre la couche englobant le joint de grain et le cœur du grain est responsable de contraintes 
internes dans les deux phases. 
 Afin de mettre en évidence la présence d’une contrainte cinématique macroscopique  
appelée back stress, il est courant de mener des essais suivant des trajets de chargement 
inverses. Dans le cas de chargements monotones menés sur des aciers biphasés ferrito-
perlitiques, Allain et al. [All06, All08] ont identifié la contribution cinématique X ’ issue du 
mélange des deux phases (ferrite et perlite) : 
 

(1) (2)f f='X ∆X     (4.20) 
 
où f(1) et f(2) représentent respectivement les fractions volumiques des deux phases (f(1) + 
f(2) =1) et  = - 1 2∆X σ σ  représente le saut de contraintes internes entre ces deux phases. En 

utilisant la relation de moyenne sur les contraintes (  = iΣ σ ), la relation (4.20) aboutit à : 

 

( )(1) (2) (1) (2)f f f f ( )= = − = − −1 2X' ∆X σ Σ σ Σ   (4.21) 

 



 

L’effet Bauschinger issu de la contrainte cinématique X ’  due au mélange des deux phases 
peut être déterminé directement à partir de la contrainte interne et de la fraction volumique 
d’une des deux phases. L’équation (4.21) permet de vérifier aisément que la moyenne 

volumique des contraintes internes est bien nulle (( ) ( )2 (i)

1
f

i =
− = − =∑ iσ Σ σ Σ 0 ). 

  
 Ce résultat acquis, nous appliquons l’équation (4.21) dans le cadre de notre approche 
micromécanique afin de déterminer la relation entre l’effet de la taille de grain et l’effet 
Bauschinger. Le polycristal de ferrite est considéré comme un composite (Fig. 4.3). Ainsi, 
compte tenu de cette représentation particulière, la contrainte cinématique du mélange 
composite (cœur+couche) représente la contrainte cinématique intrinsèque des aciers IF. En 
simulant la réponse du composite à des essais de cisaillement pour différents diamètres de 
grain, nous enregistrons les contraintes internes présentes dans le cœur du grain et dans la 
couche (sorties naturelles d’un modèle micromécanique). Afin de déterminer la contrainte 
cinématique X ’ issue du mélange des deux phases (contrainte cinématique des aciers IF), il 
suffit d’appliquer la relation (4.21) en utilisant les contraintes internes de chaque phase. Les 
résultats des simulations sont comparés sur la Fig. 4.10 à l’effet Bauschinger mesuré par 
Bouaziz et al. [Bou06b] et Aouafi [Aou09] sur les aciers IF :  
 

 
 

Fig. 4.10 – Comparaison simulation/expérience de la contrainte cinématique en fonction de la taille 
de grain lors d’essais de cisaillement Bauschinger. Les essais simulés (carrés) sont comparés aux 

données expérimentales obtenues sur des aciers IF (triangles). 
 
 

La Fig. 4.10 montre la bonne capacité du modèle à prédire la contribution de l’effet de 
la taille de grain sur l’écrouissage cinématique (et donc l’effet Bauschinger) dans le cas 
d’aciers IF pour la gamme de points expérimentaux disponibles. En dépit du faible nombre de 
points expérimentaux disponibles, ce résultat supplémentaire vient conforter la pertinence de 
la valeur identifiée pour l’épaisseur λ  de la couche.  
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IV.3.3 Discussion 

 L’approche micromécanique visant à prendre en compte des effets de taille de 
microstructure a été utilisée afin de reproduire l’effet de taille de grain sur les aciers IF. Dans 
ce modèle, le polycristal de ferrite est décrit géométriquement comme un composite à deux 
phases : 

- une phase « molle » qui constitue le cœur du grain et qui correspondrait au 
comportement d’un polycristal de ferrite à gros grains, c'est-à-dire avec une fraction 
volumique de joint de grain négligeable, 

- une phase « dure » qui constitue une couche enveloppant les joints de grain. Cette 
région accommodante dépend des gradients de déformation plastique existants entre 
les deux « phases » qui permettent d’assurer la compatibilité de réseau. 

 
Le comportement de chacune des phases est gouverné par les dislocations (modélisées 

de manière collective sous forme de densité) que l’on a décomposées en deux populations : 

- une population de dislocations mobiles, les SSD, qui sont distribuées aléatoirement 
dans le matériau (résultante du vecteur de Burgers nulle), 

- une population de dislocations géométriquement nécessaires, les GND, qui sont 
localisées au niveau de la couche enveloppant les joints de grain (résultante non nulle 
du vecteur de Burgers). 

 
 L’originalité de l’approche consiste au final en deux points majeurs. Le premier point 
est la représentation géométrique du grain lors de l’étape de représentation du VER. 
Décomposer le grain de ferrite en deux régions distinctes revient à considérer d’un point de 
vue systémique un polycristal de ferrite, donc un monophasé en un composite à deux phases. 
Cette « discrétisation » du polycristal permet d’introduire deux longueurs internes 
microstructurales (l’épaisseur λ  de la couche enveloppant les joints de grain et le diamètre 
moyen D des grains) dans la définition de la fraction volumique de chacune des phases. Le 
second point original de cette approche réside dans le fait d’exprimer de manière non-locale le 
comportement de la couche. En effet, son comportement dépend directement de l’évolution de 
la densité des GND, c'est-à-dire du gradient de déformation plastique existant entre les deux 
phases (lui-même défini à l’aide de l’épaisseur de couche λ ). La contrainte locale dans la 
couche dépend donc à la fois de la déformation dans la couche mais également de la 
déformation au cœur du grain. Ces considérations sur la manière d’introduire les longueurs 
internes dans le modèle sont résumées sur la Fig. 4.11. 
 

Dans la littérature, on constate que dans la plupart des cas, l’effet de taille de grain est 
modélisé par l’introduction de longueurs internes dans la loi de comportement (locale ou 
macroscopique). Dans ce modèle, l’introduction est faite de manière différente et l’effet de 
taille de grain résulte : 

- d’une représentation géométrique particulière du grain. Celle-ci est postulée en 
première approximation par l’introduction de longueurs internes dans les fractions 
volumiques des phases, 

- de l’introduction d’un paramètre microstructural λ  dans la loi « non locale » de 
comportement de la couche.  



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4.11 – Représentation schématique de l’introduction de longueurs internes microstructurales 
dans l’approche micromécanique non-locale proposée. 

 
 

Comme le montre le schéma de la Fig. 4.11, cette introduction reste une voie possible 
parmi d’autres pour introduire des longueurs internes microstructurales dans une approche 
micromécanique. Dans notre modèle, dans un souci de simplification, nous nous limitons à 
modifier la géométrie du grain seulement d’un point de vue géométrique au travers de la 
description statistique au premier ordre du matériau (fraction volumique). Si la représentation 
géométrique du grain en un composite biphasé impacte la définition des fractions volumiques, 
elle n’impacte pas la morphologie et la topologie des phases d’un point de vue 
micromécanique. En effet, le schéma autocohérent est appliqué classiquement et chaque phase 
est représentée par une sphère. La prise en compte de la topologie réelle de la couche (calotte 
sphérique) mérite d’être étudiée, des efforts sont actuellement menés dans ce sens [Tau10]. 

Récemment, Bouaziz et al. [Bou09] ont montré dans le cadre du modèle en Béta de 
Pilvin qu’il était possible de relier le paramètre d’accommodation du modèle à la taille des 
particules et de la densité maximale de dislocations pouvant être accommodées à l’interface 
d’une particule et de sa matrice. Cette introduction de taille de microstructure correspondrait 
sur notre schéma (croix rouge sur la Fig. 4.11) à une introduction directe de longueur interne 
dans la transition d’échelles. Cependant, ce résultat qui s’applique particulièrement bien au 
modèle en Béta pour le cas particulier du mécanisme de boucles d’Orowan se formant autour 
de particules dures dans une matrice molle, semble plus compliqué à mettre en œuvre dès lors 
que les lois d’interaction se complexifient. 

L’introduction de longueurs internes microstructurales dans une approche 
micromécanique reste donc un vaste champ d’investigations à peine ébauché au travers du 
modèle présenté dans ce chapitre. Des efforts doivent être consentis au niveau expérimental 
afin de pouvoir mieux éclairer le domaine de la modélisation sur la manière de prendre en 
compte les effets de taille de microstructure. Dans la fin de ce chapitre, nous étendons cette 
approche micromécanique à la prise en compte de l’effet de taille de particule dure. 
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(Tenseurs de localisation) 

Morphologie 
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Comportement 
local 

Longueurs  
internes 

microstructurales 

Comportement 
non-local 
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IV.4 MODELISATION DE L’EFFET DE TAILLE DE PARTICULE S DURES 
 

Dans cette partie, nous appliquons le modèle développé précédemment au cas où il 
existe une fraction de particules dures dans le matériau polycristallin. Dans ces conditions, 
nous faisons l’hypothèse qu’il existe deux sources principales d’hétérogénéités : 

- les joints de grains de la matrice, 
- les particules dures qui sont considérées comme élastiques non cisaillables. 

 Ces deux sources d’hétérogénéités sont accommodées localement par la matrice dans 
une première région située autour des joints de grain et dans une seconde région située autour 
des particules (régions représentées en couleur sur la Fig. 4.12). On désire décrire deux effets 
de taille de la microstructure : l’effet de la taille de grains et l’effet de la taille des particules. 
 

 

Fig. 4.12 – Représentation schématique des zones d’accommodation dans le matériau polycristallin 
(régions autour des joints de grain et régions des particules dures).  

 

IV.4.1 Modèle micromécanique à 4 phases 

Dans cette optique, nous « discrétisons » le matériau biphasé (réseau polycristallin et 
particules dures) en quatre régions ce qui permet d’identifier géométriquement les zones 
d’accommodation. Le matériau biphasé (matrice + particules dures) est alors représenté à 
l’aide d’un modèle à 4 phases : 

i) une phase regroupant les particules, 
ii)  une phase décrivant la région de la matrice perturbée par la présence des 

particules dures, 
iii)  une phase décrivant la région de la matrice perturbée par la présence des joints 

de grains, 
iv) une phase décrivant la région de la matrice non perturbée par les 2 types 

d’obstacles interfaciaux (joints de grain et particules dures), typiquement 
appelée « cœur du grain » dans le modèle précédent. 

Le passage de la représentation physique du matériau au schéma autocohérent à 4 phases 
utilisé dans le modèle est représenté sur la Fig. 4.13 : 
 



 

 
 

Fig. 4.13 – Passage de la représentation physique du matériau au schéma autocohérent à 4 phases. 
 
 

Afin de modéliser les deux effets de taille (grains et particules), quatre longueurs internes 
sont introduites dans le modèle (Fig. 4.14) :  

 

Fig. 4.14 – Introduction de quatre longueurs internes dans la représentation géométrique du grain 
et des particules. 

 
 

i) le diamètre moyen « D » des grains du polycristal, 

ii)  l’épaisseur «λ » de la région entourant les joints de grains. Cette région 
accommodante est le lieu des gradients de déformation plastique entre la matrice et les 
joints de grain, 

iii)  le diamètre moyen « dp » des particules dures présentes dans le polycristal, 

iv) l’épaisseur « pλ » de la région entourant les particules. Cette région accommodante est 

le lieu des gradients de déformation plastique entre la matrice et les particules dures. 

Le calcul des fractions volumiques de chacune des quatre phases découle directement 
de cette représentation géométrique. Nous faisons l’hypothèse que le matériau peut être pavé 
entièrement en suivant cette représentation géométrique (

pcoeur λ p λf +f +f +f =1 ). Le Tab. 4.3 

récapitule pour chacune des phases la description géométrique envisagée, la fraction 
volumique, le type de comportement envisagé ainsi que la longueur interne microstructurale 
qui la caractérise. 

 

D 

λ

pλ  
pd  

(a) Description géométrique du 
grain en 2 phases. 

(b) Description géométrique d’une 
particule et de son proche 

environnement. 
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par le motif 

micromécanique. 

Schéma autocohérent – 4 phases 

= + + + 
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Tab. 4.3 – Tableau récapitulatif du modèle à 4 phases visant à prendre en compte les 

effets de taille de grain et de taille de particule. 
 
 

Comme pour le premier modèle décrivant l’effet de taille de grain, l’effet de taille de 
particule attendu est dû à l’introduction de longueurs internes dans la description géométrique 
de la particule et à l’existence d’une région accommodante au comportement non-local. Cette 
région, qui se situe autour des particules, correspond au comportement de la matrice affectée 
par l’hétérogénéité des déformations entre les particules et la matrice. Plusieurs mécanismes 
ont été expliqués dans la littérature ou observés par microscopie électronique [Bro71, Atk74, 
Hum79, Ped83].  
 Dans ce modèle, par souci de simplification, nous n’avons pas pris en compte de tels 
mécanismes (boucles d’Orowan entourant les particules, boucles prismatiques etc.) même si 
le modèle permet de les ajouter. Nous avons seulement considéré que la présence des GND 
permettait d’accommoder les gradients de déformation plastique ou plutôt le saut de 
déformation plastique entre la particule et la matrice, c'est-à-dire classiquement comme nous 
l’avons fait pour le premier modèle décrivant l’effet de taille de grain. Par conséquent, la zone 
affectée par la présence des particules dures constitue une région au comportement élasto-
viscoplastique dont le seuil d’écoulement est identique à celui gouvernant le cœur du grain 
ferritique et sa couche (équation (4.9)). Seules les variables internes diffèrent selon les régions 
considérées.  
 Ainsi, l’évolution du seuil d’écoulement s’écrit : 
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L’évolution des GND dans la phase 2 dépend du gradient de déformation plastique 
entre la matrice (cœur du grain) et la particule au travers de l’épaisseur de couche pλ  située 

autour de la particule. Les particules étant considérées élastiques non-cisaillables, l’évolution 
de la densité de GND dans la phase 2 s’écrit : 

( )
vp (3) vp (1) vp (3)

2 eq eq eq
G

p p

ε ε εM M
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b λ b λ

−
= =

& & &
&    (4.23) 

 
Les évolutions des variables internes (densités de GND et de SSD) régissant le 

comportement élasto-viscoplastique des grains du polycristal (cœur du grain et couche de 
joint de grain) sont identiques à celles décrites dans le premier modèle : 

( ) ( ) ( ) ( )
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   (4.24) 

L’objectif dans cette modélisation à 4 phases est d’estimer si les effets de taille de 
particule attendus sont réalistes ou non et d’essayer de comprendre si ces effets de taille 
peuvent être suffisamment portés par la fraction volumique et l’évolution des GND dans le 
modèle. Afin de remplir ces deux objectifs, des simulations d’essais de traction sont menées 
systématiquement pour deux diamètres de grain différents : 5,5µm et 120µm. Lorsque 
D=120µm, comme nous l’avons déjà évoqué précédemment, l’effet de taille de grain est 
négligeable. Dans ces conditions, le modèle à 4 phases permet de bien distinguer l’effet de 
taille de particule sur le comportement macroscopique indépendamment de l’effet de taille de 
grain. 
 
IV.4.2 Résultats 

Les simulations d’essais de traction sont effectuées à taille de grain (D=5µm ou 
D=120µm), épaisseur de joint de grain (λ=0,15µm ), épaisseur de joint de particule 

( pλ =0,5µm) et fraction volumique de particules constants (fp=2%). Seul le diamètre dp des 

particules varie de 0,5 à 5 microns. Les lois de comportement élasto-viscoplastique et les 
paramètres matériau associés sont les mêmes que ceux identifiés pour les aciers IF (Tab. 4.1 
et Tab. 4.2) dans le premier modèle. Les constantes élastiques pour les particules sont 
identiques à celles utilisées pour les phases élasto-viscoplastiques. La Fig. 4.15 représente ces 
résultats pour 2 configurations de taille de grains : D=5µm  et D=120µm. 
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Fig. 4.15 – Effet de taille de particules élastiques non-cisaillables sur un matériau polycristallin 
pour deux tailles de grain (D=5µm et D=120µm). 

  
  
 L’effet de la taille de particules est particulièrement important lorsque le rapport p pλ /d  

devient proche de 1, c'est-à-dire lorsque le diamètre des particules avoisine 0,5µm dans le 
cadre de ces simulations. Lorsque ce rapport devient nul, c'est-à-dire lorsque le diamètre des 
particules devient grand à pλ  fixé, l’épaisseur de couche de particule est négligeable et les 

effets de taille de particule disparaissent. Dans ces conditions, seul l’effet de taille de grain 
(important pour D=5µm) et l’effet composite dû à la présence de particules dures subsistent. 

Dans le cas où la taille de grain « D » est importante, les effets de couche de joint de 
grain s’estompent permettant d’apprécier un seul effet de longueur interne décrit par le 
modèle : celui de la taille des particules. Dans ces conditions, c’est toujours le rapport p pλ /d  

qui gouverne le comportement : plus celui-ci est proche de 1, plus les effets de taille de 
particules sont importants.  

Fig. 4.16 – Contribution sur la contrainte macroscopique des effets de taille de microstructure pour 
un matériau polycristallin contenant 2% de particules (dp=1µm) pour deux tailles de grain 

différentes.   
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La Fig. 4.16 décrit la contribution en contrainte « if iσ  » de chaque phase sur le 

comportement macroscopique du polycristal lorsque la taille de particule est fixée à 1µm. La 
distribution des contraintes dans chaque phase permet de bien comprendre quels sont les 
effets de taille de microstructure pris en compte dans le modèle lorsque la taille de grain est 
petite ou grande. Lorsque D=5µm, deux effets de taille de microstructure sont pris en 
compte : la taille de grain et la taille des particules. A l’inverse, lorsque la taille de grain est 
importante (D=120µm), la fraction volumique de joints de grain est négligeable devant celle 
du cœur du grain et les effets de taille de grain sont négligeables.  
 

IV.4.3 Discussion 

 Cette étude qualitative sur la prise en compte de l’effet de taille de particules dures 
élastiques non-cisaillables dans une approche à champs moyens montre que la transposition 
du premier modèle à l’étude de l’effet de longueurs internes autres que la taille de grain est 
possible. Toutefois, il convient de constater que ces effets dépendent directement des valeurs 
attribuées aux longueurs internes introduites et que celles-ci nécessitent d’être déterminées 
expérimentalement (mesures de la désorientation du réseau, nano-indentation, diffraction des 
rayons X etc.). Les données expérimentales présentes dans la littérature sont encore trop peu 
nombreuses ce qui freine le développement de ce type de modélisation. Des efforts 
expérimentaux considérables doivent être effectués afin d’identifier, de confirmer, de rectifier, 
et d’affiner les valeurs de ces longueurs internes microstructurales. Ce type d’approche, basée 
sur l’identification et l’introduction de longueurs internes microstructurales, pose un certain 
nombre de questions dont seules les techniques expérimentales sont en mesure de répondre : 

- les contraintes internes simulées à l’intérieur de la particule et autour de celle-ci sont-
elles réalistes ? 

- l’épaisseur de la couche affectée par la présence de particules ou de joints de grain 
correspond-t-elle à une région physique perturbée du réseau cristallin ? 

- Dans quelle mesure peut-on considérer un profil linéaire du gradient de déformation 
plastique ?  

 
 
IV.5 CONCLUSIONS 
 
      Les approches classiques à champs moyens basées sur l’inclusion d’Eshelby ne 
permettent pas de prendre en compte des effets de taille de microstructure. Afin de décrire de 
tels effets, ce type d’approche nécessite d’être modifié. Nous avons vu dans ce chapitre, qu’il 
était possible d’introduire des longueurs internes microstructurales dans ces approches afin de 
rendre compte de l’effet de taille de grain dans les aciers IF et de l’effet de particules dures 
élastiques non-cisaillables dans un polycristal. 

Pour que les effets de taille résultent naturellement du modèle micromécanique, 
l’introduction de longueurs internes ne doit pas se réduire à l’incorporation de paramètres 
dans les lois de comportement des phases auquel cas, l’effet de taille se réduit simplement à 
un effet composite dû au mélange de phases. Nous avons fait le choix, à l’aide d’hypothèses 
simplificatrices, d’intervenir dans l’étape de représentation des motifs micromécaniques en 
incorporant les longueurs internes microstructurales dans la représentation géométrique du 
matériau. Ce choix reste une possibilité parmi d’autres (Fig. 4.11) et montre à quel point les 
approches à champs moyens constituent un vaste terrain d’investigations et d’applications.  
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 Outre l’effet de taille de grain et de taille de particule, on peut raisonnablement penser 
appliquer ce modèle à l’étude de la taille absolue de seconde phase dans un matériau 
multiphasé. Dans un acier biphasé ferrito-martensitique, un tel modèle reviendrait à étudier la 
taille des ilots de martensite après avoir identifié des tailles de microstructures significatives 
comme la taille moyenne des îlots, la distance moyenne entre les îlots etc. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4.17 – Effet de taille de phase : quelles longueurs internes microstructurales choisir? 
 

 Si l’introduction de longueurs internes microstructurales dans les approches à champ 
moyen permet de prendre en compte des effets de taille de microstructure, elle s’accompagne 
également d’un lot non négligeable de questions. Il est en effet légitime de vouloir connaître 
par exemple quelle est l’erreur (nécessaire dans une approche continue pour reproduire les 
effets ?) faite sur l’épaisseur de couche lorsque le gradient de déformation plastique est 
considéré linéaire. La région de la matrice affectée par la présence d’obstacles interfaciaux 
(joints de grain, particules dures) présente très probablement un profil plus souple et évolue 
certainement avec la déformation plastique. Ces questions, parmi tant d’autres, nécessitent 
plus que jamais une étroite collaboration entre expérimentateurs et modélisateurs afin de 
confirmer et d’améliorer ces modèles et d’en déterminer les limites. 
 
 Par ailleurs, l’application classique des méthodes à champs moyens ne permet pas, à 
l’image de la plasticité conventionnelle, d’apprécier les effets de taille de microstructure sur le 
comportement macroscopique du matériau hétérogène. Dans cette optique, une approche non 
locale visant à prendre en compte les effets de longueurs internes microstructurales a été 
développée dans ce chapitre. Celle-ci a été validée dans le cadre de l’étude de l’effet de taille 
de grain sur les aciers IF puis étendue à l’étude de l’effet de taille de particules. 

Enfin, le caractère non local de cette approche apporte également une réponse au 
problème d’homogénéisation des aciers multiphasés. D’un point de vue physique, deux aciers 
multiphasés aux caractéristiques très différentes ne présentent a priori pas la même ferrite. Il 
est légitime alors de se poser la question de la validité d’un modèle d’homogénéisation 
multiphasé pour lequel un comportement local serait affecté à la ferrite et à chacune des autres 
phases présentes. L’approche micromécanique développée dans ce chapitre, en s’appuyant sur 
une taille de microstructure pertinente comme la taille de grain de ferrite, permet de modéliser 
un comportement non-local de la ferrite. Celle-ci dépend alors directement de son 
environnement, c'est-à-dire des autres phases présentes, quel que soit l’acier multiphasé 
étudié. 
 

Au travers de ces différents résultats très prometteurs, ce nouveau type d’approche 
micromécanique visant à prendre en compte les effets de taille de microstructure pose un 
certain nombre de nouvelles questions. Celles-ci doivent être prises sérieusement en 



 

considération en vue d’améliorer, de confirmer ou d’infirmer ces nouveaux modèles. Afin d’y 
parvenir, le modélisateur doit s’appuyer plus que jamais sur les nouvelles techniques 
expérimentales de caractérisation des matériaux afin de développer ces modèles qui 
constituent un énorme potentiel d’applications. 
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V.1 PRESENTATION DES ROUTINES UTILISATEURS 
  
 L’un des objectifs de cette thèse est la création d’un outil pour la simulation 
numérique capable de modéliser le comportement d’un acier multiphasé à partir des lois de 
comportement élasto-viscoplastique individuel des phases. En particulier, à partir de la loi en 
sinus hyperbolique développée dans un cadre tensoriel et incrémental au chapitre 2. Un 
modèle de transition d’échelles est nécessaire afin de relier le comportement individuel des 
phases au comportement macroscopique de l’acier multiphasé. Le logiciel Abaqus ne dispose 
pas de tels modèles mais offre néanmoins la possibilité d’utiliser des routines utilisateurs 
UMAT ou VUMAT. 
 Dans le cadre de cette thèse, les modèles à champs moyens nécessaires à la 
modélisation d’un acier multiphasé ont été implantés via une routine utilisateur. L’objet de 
cette première partie du chapitre est de résumer succinctement les choix quant à cette 
implantation dans le logiciel de calcul Abaqus en vue d’une simulation en mise en forme. 
 
V.1.1 Méthode de résolution 
  
 Suivant la méthode de résolution choisie, deux codes existent sous Abaqus : Abaqus 
Standard (résolution implicite) et Abaqus Explicit (résolution explicite). Notre choix s’est 
porté sur la méthode de résolution dynamique explicite qui est la plus couramment utilisée en 
milieu industriel pour simuler l’emboutissage. Celle-ci présente les avantages suivants : 
 

- La mise en donnée est relativement simple et permet davantage de souplesse, 
- La convergence vers un résultat (pas toujours le résultat exact) est assurée, malgré les 

nonlinéarités inhérentes aux problèmes de mise en forme (géométrique, 
comportement, contact, problème instationnaire). 

 
En contrepartie, la méthode de résolution explicite a plusieurs désavantages : 
 

-  Elle nécessite un pas de temps très faible afin d’éviter les instabilités de calcul liées à 
la méthode. Au-delà d’un pas de temps dit critique, des instabilités apparaissent.  

- Le pas de temps est défini à partir du plus petit élément de la structure. Les temps de 
calculs peuvent donc s’avérer excessivement longs et dépendent de la taille des 
éléments. Il faut donc systématiquement faire une étude de convergence afin de 
déterminer l’influence du maillage. 

- Les problèmes de mise en forme que l’on étudie dans ce chapitre ne comportent pas 
d’effets dynamiques réels. Il faut donc s’assurer que les effets dynamiques restent 
faibles dans la simulation (énergie interne >> énergie cinétique), notamment lorsque 
des masses volumiques / vitesses artificielles sont utilisées afin d’optimiser les temps 
de calcul. 

 
V.1.2 Implantation de modèles à champs moyens dans une routine utilisateur VUMAT 
 
Routine utilisateur VUMAT 
 Dans le code Abaqus/Explicit, le modèle de comportement utilisateur peut être 
implanté via la programmation d’une routine VUMAT (Vectorized User Material) écrite en 
Fortran. Ce type de routine comme son nom l’indique est optimisée pour le calcul vectoriel et 
impose à l’utilisateur de programmer toutes ses variables en vecteurs. La VUMAT utilise une 
architecture binaire : les valeurs du pas précédent (ou initiales) sont rangées dans les vecteurs 
OLD et les variables du pas courant sont rangées dans les vecteurs NEW. A chaque pas de 



 

temps, Abaqus fournit en entrée de la routine un incrément de déformation. La VUMAT doit 
être programmée de telle sorte à fournir en sortie le tenseur de Cauchy à chaque pas, ainsi que 
les éventuelles variables internes du modèle. Nul besoin de calculer de matrice jacobienne ou 
de calculer la rotation des matrices comme dans Abaqus/Standard, celle-ci n’étant pas requise 
pour la méthode de résolution d’Abaqus/Explicit [Aba10]. Une fois calculé, le tenseur des 
contraintes est rangé dans le vecteur « stressNEW ». Il réapparaît au pas suivant comme le 
vecteur « stressOLD ». 
 
Implantation de modèles à champs moyens dans une VUMAT 
 L’implantation de modèles à champs moyens écrit en Fortran paraît donc simple. 
Schématiquement, elle se résume pour des algorithmes simples à : 
 

- Calculer, à l’aide des lois de localisation, les vitesses de déformations locales à partir 
de l’incrément de déformation macroscopique fourni en entrée de VUMAT par 
Abaqus. Le schéma d’intégration utilisé est celui d’Euler compte tenu des incréments 
de temps infinitésimaux. 

- Déterminer les contraintes locales à l’aide de la loi comportement locale, 
- Déterminer la contrainte macroscopique par homogénéisation nécessaire à Abaqus en 

sortie de routine VUMAT.  
 
Cependant, l’utilisateur doit prendre un certain nombre de précautions quant à la 
programmation d’une VUMAT et peut rendre l’implantation du programme Fortran beaucoup 
plus difficile qu’il n’y paraît aux premiers abords : 
 

- Au lancement d’un calcul, durant la phase initiale de vérification, ABAQUS appelle la 
VUMAT afin de tester le modèle de comportement utilisateur. Il lui fournit des 
déformations fictives afin de calculer l’incrément de temps critique au-delà duquel la 
stabilité n’est plus garantie. Il faut s’assurer que les propriétés élastiques sont utilisées 
durant cet appel sinon le pas de temps critique est surestimé ce qui conduit à des 
instabilités. 

- Le code est exécuté de la même manière quel que soit le comportement en cours, 
élastique ou viscoplastique. 

- Quelques techniques de programmations doivent être suivies pour l’écriture de 
VUMAT : aucune subroutine externe ne doit être appelée à l’intérieur d‘une boucle et 
les itérations non fixes doivent être évitées. 

 
V.1.3 Validation des algorithmes 
 
Plusieurs modèles à champs moyens ont ainsi été programmés en VUMAT à partir des 
solveurs Fortran existants : 
 

- Le modèle de Taylor-Lin, 
- Le modèle à champs translatés de Berbenni et al., 
- Le modèle en Béta de Pilvin-Cailletaud. 

 
Les algorithmes ont été modifiés de sorte à tenir compte des principales contraintes liées à 
l’utilisation de VUMAT. Les routines ont été validées à partir de sollicitations simples sur un 
élément en traction uniaxiale et en cisaillement pur. Les résultats ont été comparés à ceux des 
solveurs Fortran et ont été validés. 
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V.2 SIMULATION D’UN ESSAI DE TRACTION UNIAXIALE 
  
 Après quelques rappels sur l’essai de traction, qui permettent d’introduire le matériau 
et les lois de comportement étudiés, ce paragraphe apporte une première validation de l’outil 
numérique développé à travers la simulation d’un essai de traction et l’illustration des effets 
de la loi de comportement (notamment la sensibilité à la vitesse). 
 
V.2.1 Rappels et spécificités de l’essai de traction uniaxiale 
 
 L’essai de traction uniaxiale sur une tôle d’acier peut paraître simple de prime abord, 
parce que la géométrie de la pièce, la déformation et le chemin de déformation qui lui sont 
imposés, sont de représentation facile. Avant d’appréhender la description de chemins de 
déformation plus complexes comme c’est le cas lors d’un emboutissage par exemple, il 
convient de bien comprendre les spécificités de l’essai de traction, des possibilités de 
description de la physique du matériau qu’offre cet essai ainsi que les conséquences du choix 
d’une loi de comportement sur les résultats en simulation numérique. L’objectif de cette partie 
n’est pas de décrire de façon exhaustive un tel essai mais plutôt de mettre en relief certaines 
de ses spécificités qui ont un lien direct avec le travail de cette thèse sur les lois de 
comportement. Rappelons tout d’abord que l’essai de traction uniaxiale consiste, à l’aide 
d’une machine de traction, à imposer un allongement croissant à une éprouvette usinée dans 
la tôle de l’acier à caractériser. La géométrie de l’éprouvette étant définie par une norme 
[ISO6892]. 
 
Courbe conventionnelle 

 
En résistant à la déformation imposée par la machine de traction, l’éprouvette oppose 

une force de résistance. C’est cette force ainsi que l’allongement de l’éprouvette qui sont 
mesurés au cours de l’essai de traction. L’enregistrement classique d’un essai de traction est 
représenté par la courbe conventionnelle Fig. 5.1. 

 
Le tracé de cette courbe conventionnelle, dans le cadre d’un acier doux, parcourt 

quatre zones de déformations : 
 
Zone 1 : C’est la zone de déformations élastiques. Le point O représente le début de l’essai 
sur la Fig. 5.1. L’éprouvette tenue par les mors de la machine est alors contrainte à s’allonger. 
Aux premiers instants de déformations, l’éprouvette résiste de façon élastique à cet 
allongement imposé, jusqu’au point A qui symbolise ici la limite d’élasticité Re au-delà de 
laquelle le comportement devient plastique. En réalité cette transition est rarement aussi 
prononcée sauf cas particulier de palier élastique que nous ne traiterons pas par souci de 
simplification. C’est pourquoi, dans le cas général, la norme définit une limite 
« conventionnelle » de contrainte Rp0,2 correspondant à un allongement permanent très faible 
de 0,2%. Celle-ci est déterminée comme la contrainte représentant l’intersection entre une 
parallèle à la partie linéaire OA de la courbe passant par le point d’abscisse 0,2% et la courbe 
d’enregistrement. Considérons, pour l’explication, que la transition élastique-plastique est 
franche et que le point A délimite deux domaines :  
 

- un domaine élastique représenté par la zone 1 où les déformations sont réversibles, 
- un domaine plastique (au sens large) représenté par trois zones : 2, 3 et 4. 

 



 

 
 

Fig. 5.1 – Courbe conventionnelle : cas d’un acier doux. 
 
S0 étant la section initiale de l’éprouvette dans sa longueur utile, ∆L la différence de longueur 
entre l’instant t et la longueur initiale L0 de l’éprouvette. F/S0 est la contrainte 
conventionnelle, e est l’allongement pour cent. 
 
 
Zone 2 : Dans cette zone, alors que la section de l’éprouvette diminue, l’allongement est 
uniforme et homogène. Au cours du trajet AB, même si la section diminue, la force mesurée 
par la machine de traction, produit de la contrainte par la section, grandit. C’est donc que la 
contrainte que peut supporter le métal augmente plus vite que sa section ne diminue [Col10]. 
Cette consolidation du métal, l’écrouissage, s’explique par plusieurs phénomènes physiques 
(ancrage et multiplication des dislocations au sein du métal etc.). La consolidation, et donc les 
phénomènes qui la nourrissent, ralentit pourtant progressivement tant et si bien que la 
diminution de section au cours de l’allongement de l’éprouvette est de moins en moins 
compensée jusqu’à ne plus l’être au-delà du point B qui constitue une sorte d’équilibre. Le 
point B représente la contrainte maximale Rm, nommée résistance à la traction, à laquelle est 
associée l’allongement plastique uniformément réparti Ag. 
 
Zone 3 : A partir du point B, seule la zone centrale de l’éprouvette se rétrécit et s’amincit : on 
parle de striction diffuse par opposition à la striction localisée (cf. zone 4) qui précède la 
rupture au point D. Selon le type d’acier, l’allongement supplémentaire peut être conséquent 
(20% pour les aciers doux) ou au contraire négligeable (aciers TRIP par exemple). Pour les 
aciers ductiles représentés par la Fig. 5.1, la striction diffuse revient à retarder la rupture : le 
matériau continue de résister malgré le fait que la consolidation ne compense plus la 
diminution de section. Cette résistance plutôt inattendue s’explique par la sensibilité à la 
vitesse. Nous avons vu dans les chapitres précédents que les aciers doux avaient une 
sensibilité positive à la vitesse de déformation : la contrainte d’écoulement augmente avec la 
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vitesse de déformation. Alain Col [Col10] explique la striction diffuse de la manière 
suivante : 

Rappelons que la force de résistance qu’oppose l’éprouvette, c'est-à-dire la tension de 
l’éprouvette, est la même tout au long de l’éprouvette indépendamment des variations locales 
de section. Dans la partie centrale de l’éprouvette, la section diminue plus vite que le matériau 
ne se consolide : c’est pourquoi la force qu’oppose l’éprouvette décroît. La valeur de cette 
force de résistance, fixée par cette partie affaiblie de l’éprouvette, décroît sur l’ensemble de 
l’éprouvette. Sur certaines parties de l’éprouvette, il n’y a plus de déformation : le matériau 
s’étant écroui et la section n’évoluant plus, il n’y a plus de raisons à ce qu’il s’allonge 
davantage alors que l’effort est moindre. Tout l’allongement de l’éprouvette est en fait 
« produit » par la partie centrale de l’éprouvette. La vitesse de déformation imposée par les 
mors de la machine étant constante d’une part et l’allongement se concentrant dans la partie 
centrale de l’éprouvette d’autre part, la vitesse de déformation y augmente très localement. 
Une sensibilité positive à la vitesse permet alors au métal de résister localement davantage et 
de reporter les déformations sur les zones adjacentes ce qui a pour effet d’élargir (de diffuser) 
la zone de striction. A cette sensibilité positive à la vitesse s’ajoute une sensibilité négative à 
la température due aux frottements internes du métal qui au contraire abaisse la contrainte 
d’écoulement. Cette compétition rend impossible la prédiction de l’allongement à rupture. 
 
Zone 4 : Sans rentrer dans le détail qui nous sortirait du cadre de cette étude, la zone 4 
correspond à la striction localisée. Celle-ci consiste en un amincissement très localisé 
provoquant de l’endommagement et conduisant à la rupture de l’éprouvette (point D). 
Rappelons que pour des aciers à très hautes caractéristiques, la striction diffuse est 
négligeable et la rupture intervient rapidement après que la contrainte Rm ait été atteinte. 
  
 L’allongement à rupture A correspond à l’allongement permanent en pour cent après 
rupture. Contrairement à l’allongement réparti Ag qui peut représenter une caractéristique 
relativement intrinsèque du métal, l’allongement à rupture A est une caractéristique 
conventionnelle qui dépend fortement de la géométrie de l’éprouvette. La comparaison de 
cette caractéristique mécanique entre deux métaux ne peut se faire qu’à géométrie 
d’éprouvette identique. La Fig. 5.2 montre l’influence de la longueur de la base de mesure 
d’une éprouvette sur l’allongement d’un acier DC04 : 
 
 

 
Fig. 5.2 – Influence de la base de mesure sur l’allongement à rupture pour l’acier DC04 

[Col10] 



 

 
L’allongement réparti reste constant quelle que soit la base de mesure considérée et constitue 
bien une caractéristique intrinsèque du matériau. En revanche, l’allongement à rupture 
augmente lorsque la base de mesure diminue. Il en est de même concernant la section S0 de 
l’éprouvette. D’où l’utilité d’une norme définissant la géométrie des éprouvettes suivant les 
épaisseurs de tôles à caractériser. 
 La courbe conventionnelle permet donc de définir des caractéristiques mécaniques 
d’un matériau, en s’appuyant sur des normes afin de s’affranchir un maximum de l’influence 
de la géométrie des éprouvettes. Ces propriétés mécaniques permettent alors de comparer 
différents matériaux à géométrie d’éprouvette identique. Cependant, la courbe 
conventionnelle ne permet pas de définir directement une loi de comportement du matériau : 
elle ne donne que très peu d’information quant à la relation entre contraintes et déformations 
réelles en un point de l’éprouvette. Ceci s’explique par le fait que par convention, elle ne 
prend pas en compte la diminution de section de l’éprouvette au cours de l’essai mais 
s’appuie sur sa section initiale S0. 
 
Nécessité d’une courbe de traction rationnelle pour les lois de comportement 
  
 D’un point de vue physique, la description conventionnelle de l’essai de traction ne 
suffit donc pas. La contrainte conventionnelle, comme nous l’avons vue, est définie comme la 
force instantanée qu’oppose l’éprouvette divisée par la section initiale S0. Or, lorsque 
l’éprouvette s’allonge, sa section ne reste pas constante mais diminue. La contrainte 
conventionnelle n’est donc pas la contrainte réellement supportée par l’éprouvette. Cette 
dernière, la contrainte vraie ou rationnelle s’écrit comme le rapport de la force sur la section 
instantanée : 
      σ = F/S  
où S représente la section actuelle au moment de la mesure.  
 
Comme la section S est plus petite que S0, la contrainte vraie est toujours supérieure à la 
contrainte conventionnelle. Les physiciens se sont attachés à décrire la déformation autrement 
qu’en considérant l’allongement instantané par rapport à la longueur initiale de l’éprouvette. 
La déformation vraie ou rationnelle est : 
      ( )0ε = ln L/L   

 
 A partir de courbes rationnelles de traction σ-ε , il devient ainsi plus naturel d’essayer 
de déduire des lois de comportement tentant de décrire la physique du matériau se déformant. 
La déformation rationnelle est déterminée par la mesure de L0 et de L à l’aide d’un 
extensomètre. Pour la contrainte vraie, il faut déterminer la section S instantanée, 
difficilement mesurable. Cependant, en faisant l’hypothèse que le volume est 
conservé (V=S.L d’une part et V=S0.L0 d’autre part), il est possible de calculer la surface 
instantanée S de l’éprouvette : S= S0.L0/L. 
 Tracer une courbe rationnelle revient donc à utiliser les mêmes mesures que pour 
tracer une courbe conventionnelle. Cependant, la détermination de S par le calcul (même en 
faisant l’hypothèse d’incompressibilité) n’est valable que lorsque la diminution de section est 
uniforme, c'est-à-dire jusqu’à ce que la contrainte maximale que supporte l’éprouvette soit 
atteinte, soit la contrainte Rm de la courbe conventionnelle. Au-delà d’un domaine de 
déformation correspondant à l’allongement réparti du métal caractérisé, la courbe rationnelle 
n’est plus exploitable réduisant le domaine de déformation utile des lois de comportement et 
donc leur utilité en simulation numérique où le comportement en grandes déformations est 
nécessaire. 
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Fig. 5.3 – Courbe rationnelle (stoppée à Ag) et conventionnelle d’un essai de traction sur 

un acier DD14. Réalisé à une vitesse de déformation de 10-2s-1 
sur éprouvettes 20mmx80mmx3mm.  

 
 S’appuyant sur les résultats d’éprouvettes cylindriques, dont la surface instantanée 
peut être mesurée directement à l’aide d’un capteur de diamètre, la courbe rationnelle est 
souvent prolongée de façon linéaire au-delà de l’apparition de la striction [Col10]. En 
pratique, ceci n’est pas valable et un compromis doit être trouvé entre extrapolation linéaire 
de la courbe (ce qui est physiquement critiquable) et saturation de l’écrouissage. 
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Fig. 5.4 – Extrapolation de la courbe rationnelle d’un essai de traction 
suivant trois lois de comportement. 

 



 

La Fig. 5.4 représente sur un même graphe la courbe rationnelle d’un essai de traction 
réalisée à une vitesse de déformation de 10-2s-1 sur un acier DD14 et son extension, au delà de 
son allongement uniforme, modélisée à l’aide de trois lois différentes d’écrouissage : 
 

- une prolongation par une loi puissance de type Swift :  

( )np
11 0 11σ  = K ε  + ε  

 
- une loi avec écrouissage saturant de type Voce :  

( )sat p
11 0 r 11σ  = σ + R 1 - exp - Cε 

   

 
- une combinaison linéaire entre Swift et Voce :  

  ( ) ( )np sat p
11 0 11 0 r 11σ  = (1 - α)K ε  + ε  + α σ +R 1 - exp - Cε  

    

 
Les coefficients utilisés dans les trois lois de comportement sont regroupés dans le Tab. 5.1 : 
 
 

 K (MPa) 0ε  n 0σ (MPa) satR (MPa) rC  α  

Swift 543 0,02 0,193     
Voce    259 147 12,064  
Swift-Voce 543 0,02 0,193 259 147 12,064 0,091 

 
Tab. 5.1 – Coefficients des lois de comportement utilisées  

dans la Fig. 5.4. 
 
 

 Force est de constater qu’il est possible de décrire d’une multitude de façons le 
prolongement de la courbe au-delà de l’allongement uniforme de l’éprouvette. En particulier, 
l’écrouissage Swift-Voce résultant d’une combinaison linéaire entre un écrouissage de type 
Swift et un écrouissage saturant de type Voce permet de décrire les différentes extrapolations 
possibles entre deux asymptotes que représentent la courbe bleue et la courbe rouge sur la 
Fig. 5.4. Nous verrons que le choix de l’extrapolation n’est pas sans conséquences sur les 
résultats de simulations numériques. 
 
Conclusion 

  
 Si l’essai de traction uniaxiale, de par sa conception et son utilisation universelle dans 
de nombreux laboratoires paraît simple, on conçoit pourtant que la description du 
comportement d’un acier lors de cet essai peut s’avérer plus complexe qu’il n’y paraît et 
nécessite de tenir compte de nombreux mécanismes et phénomènes physiques si l’on désire 
par la suite décrire des sollicitations plus complexes. Si l’allongement à rupture ne constitue 
pas une propriété intrinsèque de l’acier que l’on désire caractériser, il constitue néanmoins un 
sujet d’étude intéressant montrant en particulier l’importance de la prise en compte de la 
sensibilité à la vitesse dans une loi de comportement comme nous allons le voir dans la partie 
suivante. 
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V.2.2 Simulation numérique de l’essai 
 
La simulation numérique d’un essai de traction uniaxiale est confrontée aux données 

expérimentales d’un essai de traction réalisé sur un acier industriel ArcelorMittal. La 
comparaison permet d’étudier l’importance du choix de la loi d’écrouissage et de la prise en 
compte de la sensibilité à la vitesse dans les lois de comportement. La simulation a été 
réalisée sur le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus. 
 
Matériau : 
 L’acier DD14 est un acier doux pour emboutissage obtenu après laminage à chaud. Il 
ne présente pas de texture particulière et son coefficient d’anisotropie est proche de 1. Cela 
permet d’écarter les effets d’anisotropie lors de l’interprétation. 
 
Données expérimentales :  
 L’essai de traction uniaxiale a été réalisé sur une éprouvette usinée dans la direction 
transverse de la tôle, à une vitesse de déformation de 10-2s-1 à une température de 20°C. Le 
format de l’éprouvette respecte la norme (20mm�80mm�3mm) et présente par conséquent 
une longueur utile de 44mm. 
 
Mise en donnée de l’éprouvette de traction 
 Afin d’économiser d’importantes ressources matérielles, seul le quart de l’éprouvette 

est modélisé, les plans de symétrie xOy
r v

et xOz
r v

étant mis à profit. Le maillage de la structure 
est constitué de 20000 éléments volumiques C3D8R de 0,5 mm de coté. L’épaisseur de 
l’éprouvette comporte 6 éléments, soit 3 éléments dans l’épaisseur pour le quart d’éprouvette. 
L’éprouvette est bloquée d’un coté et tirée de l’autre à une vitesse de déformation quasi-
statique de 10-2 s-1. 
 
 

Caractéristique de l’éprouvette entière : 
Longueur : 80mm 
Largeur : 20 mm 
Epaisseur : 3mm 

 
 
 
 
 
 

Fig. 5.5 – Schéma du quart d’éprouvette modélisé. 
 
Modélisation du comportement 
 Il est possible de modéliser le comportement de plusieurs façons dans Abaqus : 
- par des lois de comportement directement proposées par le logiciel : celles-ci peu 
nombreuses sont également peu flexibles pour l’utilisateur, 
- en utilisant un tableau de points contraintes-déformations, obtenu par l’expérience ou par 
simulation. Le logiciel offre la possibilité d’utiliser plusieurs tableaux de points (faisceau de 
courbes) réalisés à différentes vitesses de déformation. 
- en utilisant une subroutine utilisateur calculant à chaque incrément le comportement et 
faisant appel à un programme externe. 
 



 

 Afin d’étudier les limites de l’utilisation de lois de comportement utilisées dans ce 
travail de thèse, nous avons porté notre choix sur les deux dernières possibilités. 
 
V.2.3 Influence de l’écrouissage 
  
 La courbe rationnelle obtenue par l’essai de traction a été utilisée, conjointement à un 
solveur Fortran, pour identifier les paramètres de la loi de comportement élasto-viscoplastique 
en sinus hyperbolique développée dans le chapitre 2. Pour chacune des identifications, un 
écrouissage isotrope différent a été utilisé afin d’étudier l’influence du choix du type 
d’écrouissage sur l’extension de la courbe rationnelle expérimentale. Pour cette comparaison, 
deux modèles sont à distinguer selon le type de loi d’écrouissage isotrope utilisé : 
 

- un écrouissage isotrope saturant de type Voce : 
 
     sat vp

R eqR=C (R -R)ε& &
 

 
- un écrouissage isotrope non-saturant de type Swift-Voce : 

 

  ( ) ( )n-1vp vp sat vp vp
SV eq 0 eq SV R R eq eqR = 1 - α nK ε +ε ε  + α C R exp(-C ε )ε& & &

 
 
 L’ensemble des paramètres de ces deux modèles a été identifié à une vitesse de 
déformation de 10-2s-1 et est résumé dans le tableau Tab. 5.2. 
 
 
 
 E 

(GPa) 
ν  Y0 

(MPa) RC  
satR  

(MPa) XC  
satX  

(MPa) 
A 

(MPa) 
B 

(s-1) SVα  K 
(MPa) 0ε  n 

Voce 210 0,3 259 12 147 100 0,1 28,46 0,3     
Swift-Voce 210 0,3 259 12 147 100 0,1 28,46 0,3 0,1 543 0,02 0,193 
 

Tab. 5.2 – Paramètres des lois de comportement utilisées pour l’étude de l’effet de 
l’écrouissage dans la simulation de l’essai de traction. 

 
 
 Afin de faciliter la comparaison des deux types d’écrouissage isotrope, l’écrouissage 
cinématique est négligé (satX 0≈ MPa) dans les deux modèles. Dans chacun des cas, le 
solveur Fortran a généré un tableau contrainte-déformation correspondant à la relation de 
comportement de chaque modèle figée à une vitesse de 10-2s-1. Ce sont ces tableaux qui ont 
été utilisés par le logiciel Abaqus dans la simulation de l’essai de traction afin d’étudier 
l’influence du choix de la loi d’écrouissage dans l’extension de la courbe rationnelle 
expérimentale. Dans ces conditions, nous avons appelé « quasi-statique Voce » et « quasi-
statique Swift-Voce » l’utilisation des tables de données correspondantes comme lois de 
comportement lors de la simulation de l’essai de traction dans Abaqus (cf. Fig. 5.6). 
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Fig. 5.6 – Génération des fichiers input correspondant à l’étude de l’influence de 
l’écrouissage sur le résultat de la simulation de l’essai de traction. 

 
 
 Les deux simulations d’essai de traction ont été menées à géométrie et vitesse de 
traverse identiques à ceux de l’essai expérimental. Les résultats des deux simulations sont 
confrontés à la courbe conventionnelle de l’essai expérimental sur la Fig. 5.7 : 
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Fig. 5.7 – Simulation numérique d’un essai de traction uniaxiale : 

effet de l’écrouissage. 
 
 On s’aperçoit tout de suite que le modèle quasi-statique de Voce, tel qu’il a été 
identifié, est loin de reproduire la courbe expérimentale au-delà du domaine de déformations 
utilisé pour l’identification. Le modèle quasi-statique Swift-Voce produit de meilleurs 
résultats sans toutefois reproduire fidèlement la courbe expérimentale sur l’ensemble du 
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domaine d’allongement. Identifier la courbe rationnelle expérimentale jusqu’à Rm ne suffit 
donc pas à modéliser correctement le comportement du matériau. La relation entre contrainte 
et déformation exprimée par la courbe rationnelle Fig. 5.4 n’est valable que lorsque 
l’allongement de l’éprouvette est uniforme. Au-delà, d’autres mécanismes prennent place et la 
courbe rationnelle ne permet plus d’identifier correctement une loi de comportement. Dès que 
la striction diffuse s’amorce, l’amincissement de la section n’est plus uniforme mais 
hétérogène.  
 
 Les différences entre écrouissage non-saturant et écrouissage saturant peuvent être 
remarquables au-delà de Ag. Si les deux lois choisies décrivent bien le comportement jusqu’à 
18% de déformation totale sur une courbe rationnelle contrainte-déformation, on conçoit 
aisément que la description du comportement du matériau passé ce domaine sera très 
différente. L’éprouvette subissant un allongement croissant jusqu’à rupture ne se déforme pas 
de façon homogène lors de l’essai : certaines zones de l’éprouvette se déforment au-delà de 
18% de déformation et le choix s’impose alors d’une unique loi de comportement, celle 
capable de décrire le comportement du matériau dans des gammes de déformations et de 
sollicitations les plus larges possibles. La Fig. 5.7 montre que ce choix n’est pas anodin et que 
dans notre cas, l’utilisation d’une loi d’écrouissage de type Swift-Voce décrit mieux au final 
l’expérience que la loi d’écrouissage saturante de Voce. Pour autant, décrit-elle mieux la 
physique du matériau ? Dans une certaine mesure oui : elle permet de prendre en compte un 
écrouissage supplémentaire retardant la déformation de l’éprouvette. Malheureusement, 
comme nous l’avons vu précédemment cela ne suffit pas puisqu’il faut également tenir 
compte d’une augmentation locale de la vitesse de déformation. Or, dans ces simulations le 
comportement a été identifié à 10-2s-1 et ne varie pas en fonction de la vitesse de déformation. 
Ceci explique en partie l’incapacité de ces modèles à bien décrire la courbe expérimentale 
conventionnelle.  
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V.2.4 Effet de la sensibilité à la vitesse 
  
 Dans la comparaison suivante, on utilise le modèle élasto-viscoplastique en sinus 
hyperbolique couplé à un écrouissage isotrope de type Swift-Voce suivant les mêmes 
paramètres que ceux cités dans le tableau Tab. 5.2. Ce modèle est pris en compte via une 
subroutine utilisateur VUMAT appelée à chaque incrément de temps par le logiciel 
ABAQUS. La sensibilité à la vitesse de déformation, propre au modèle EVP utilisé est donc 
prise en compte dans cette simulation. Si lors de la simulation de l’essai, la vitesse de 
déformation d’un élément croît, la contrainte dans cet élément croît également du fait de la 
sensibilité positive à la vitesse du matériau. La Fig. 5.8 représente la courbe expérimentale 
conventionnelle ainsi que les courbes conventionnelles relatives aux trois simulations. 
L’endommagement n’étant pas pris en compte dans le modèle, ces dernières sont représentées 
jusqu’à une contrainte proche de la contrainte à rupture expérimentale. 
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Fig. 5.8 – Simulation numérique d’un essai de traction uniaxiale : 

effet de la sensibilité à la vitesse. 
 
 Les résultats montrent une bien meilleure description de la VUMAT vis-à-vis des 
courbes tabulées. La différence entre le modèle quasi-statique Swift-Voce et la VUMAT 
réside uniquement dans la prise en compte de la sensibilité à la vitesse de déformation. La 
description de l’essai se révèle être nettement améliorée par la prise en compte de la 
sensibilité positive à la vitesse de déformation, allant dans le sens d’une physique mieux 
maîtrisée.  
 Comme expliqué dans la première partie de ce chapitre, lorsque la striction s’amorce 
l’allongement se localise dans la zone centrale de l’éprouvette. La vitesse d’allongement 
macroscopique imposée par les mors de la machine ne varie pas puisque fixée une fois pour 
toute par l’expérimentateur et imposée par la machine. L’hétérogénéité de section le long de 
l’éprouvette fait que la vitesse de déformation croît dans la zone centrale de l’éprouvette. Ceci 
est mis en évidence sur la Fig. 5.9 où sont tracées la courbe conventionnelle issue de la 



 

VUMAT, les déformations locales d’un élément situé dans la zone de striction et celles d’un 
élément situé dans une zone de déformation homogène. La courbe orange représente la 
déformation dans l’élément situé dans la zone de striction tandis que la courbe verte 
représente un élément situé loin de la zone de striction. En suivant la courbe conventionnelle 
en bleu, on s’aperçoit que les éléments se déforment de la même manière jusqu’à un 
allongement correspondant à Ag. Au delà, les déformations deviennent hétérogènes : la 
déformation dans la zone de striction croît très rapidement tandis que la déformation loin de la 
zone de striction n’évolue plus.  
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Fig. 5.9 – Hétérogénéités des vitesses de déformations et des déformations dans la 

simulation d’un l’essai de traction. 
 
 En effet, au-delà de l’allongement uniforme, la vitesse de déformation est nulle en 
dehors de la zone de striction et croît dans la zone de striction. Une sensibilité positive à la 
vitesse permet alors au matériau de consolider davantage et de reporter les déformations sur 
les zones adjacentes ce qui a pour effet d’élargir (de diffuser) la zone de striction et de 
retarder la rupture. La VUMAT reproduit fidèlement ce constat sur la Fig. 5.10. Dans cette 
figure, les déformations et la contrainte équivalente de von Mises des deux modèles utilisant 
l’écrouissage Swift-Voce sont confrontés (quasi-statique et VUMAT). L’ensemble des 
données est représenté en configuration non déformée pour plus de lisibilité. 
 
 Dans le cas où la sensibilité à la vitesse est prise en compte, il s’avère bien que : 
 

- le matériau consolide davantage : les contraintes sont plus grandes et plutôt localisées 
dans la zone de striction, 

- le matériau reporte davantage les déformations sur les zones adjacentes : la zone de 
fortes et moyennes déformations est plus étendue. 
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Fig. 5.10 – Agrandissement de la partie centrale du quart d’éprouvette modélisé : Effet de 
l’augmentation locale de la vitesse sur les contraintes et les déformations locale. 

 
 
 
V.2.5 Conclusions 
  
 La prise en compte de la sensibilité à la vitesse de déformation accroît de façon 
conséquente la description du comportement du matériau dans le cadre de la simulation d’un 
essai de traction uniaxiale. Bien évidemment, si dans le cas d’une traction uniaxiale, la 
sollicitation est simple, la simulation via un code de calcul par éléments finis doit fournir une 
courbe conventionnelle la plus proche possible de celle obtenue expérimentalement. Ce n’est 
pas tant la description macroscopique de la courbe expérimentale qui est en jeu mais plutôt le 
comportement du matériau qui se cache derrière. La question est de savoir comment identifier 
ce comportement à partir de la courbe rationnelle, limitée par un domaine de déformation 
utile. 
 Il apparaît, au vu de ces quelques résultats, que la prise en compte de la sensibilité à la 
vitesse de déformation est une des clés de cette identification. Le modélisateur pourra donc 
ajuster la sensibilité positive de sa loi de comportement à travers différents essais de traction 
ce que l’auteur n’a pas fait ici, faute de données expérimentales sur le matériau. Reste alors le 
choix de la loi d’écrouissage et donc de la modélisation de la consolidation du matériau dans 
des domaines de déformations supérieurs à ceux observés macroscopiquement à l’échelle de 
l’éprouvette. Pour ce choix qui n’est pas anodin mais qui devrait l’être un peu plus une fois la 
sensibilité à la vitesse identifiée, il ne semble pas y avoir de réponse évidente. 
 Pour conclure, la prise en compte de la sensibilité à la vitesse dans cette simulation de 
traction ne semble au final utile qu’à la description de ce qui se passe au delà de l’allongement 
uniforme. Il faut se convaincre que si cet aspect peut paraître anecdotique dans le cas d’une 
simulation de traction uniaxiale, il peut être primordial voire déterminant dans des procédés 
de mise en forme où l’éprouvette subit également des hétérogénéités de déformations, de 
contraintes ou de vitesses de déformation. 

     
a) b) c) d) 

Contrainte de von Mises 
a) Modèle EVP sensible à la vitesse de déformation 
b) Modèle quasi-statique non sensible à la vitesse  

Déformations logarithmiques 
c) Modèle EVP sensible à la vitesse de déformation 
d) Modèle quasi-statique non sensible à la vitesse  



 

V.3 SIMULATION D’UN ESSAI DE PLIAGE EN V 
 
 Dans la simulation précédente d’un essai de traction, l’écrouissage cinématique n’a 
pas été pris en compte afin de faciliter l’étude du type d’écrouissage isotrope utilisé et de 
l’effet de la sensibilité à la vitesse. Dans cette partie, l’étude se focalise particulièrement sur 
l’influence de la prise en compte de l’écrouissage cinématique dans la modélisation du 
comportement et ses effets sur la simulation numérique. 
 L’écrouissage cinématique permet de tenir compte des effets liés aux changements de 
trajets comme l’effet Bauschinger. Afin de mettre en évidence de tels effets, nous avons 
décidé de comparer deux modèles au travers de simulations numériques de pliage en V d’une 
tôle ayant subie préalablement une traction. 
 
Description de l’essai de pliage en V 
 La recherche de l’allègement des pièces pour l’automobile passe en partie dans la 
réduction de l’épaisseur des tôles utilisées. Afin de compenser cette diminution d’épaisseur, 
les caractéristiques mécaniques des nouveaux aciers ne cessent d’augmenter. Ceci a pour 
conséquence de réduire leur formabilité rendant du même coup la mise en forme des pièces 
bien plus difficile qu’auparavant. Le pliage restant une opération a priori simple, son 
utilisation dans les pièces de structure pour l’automobile est plus que jamais d’actualité. 
 L’essai consiste, à l’aide d’un poinçon de rayon donné, à plier une tôle prenant appui 
sur deux cylindres supports. L’aptitude d’un acier au pliage est mesurée par le rayon 
minimum de pliage atteint sans endommagement constaté. L’essai de pliage est contrôlé par 
une norme [ISO7438]. Pour des raisons évidentes de place dans ce manuscrit, l’essai ne sera 
pas analysé de manière approfondie mais simplement décrit. De plus, nous ne nous 
attacherons pas à comparer des caractéristiques mécaniques (ex : rayon minimum de pliage) 
mais plutôt à analyser les effets de l’écrouissage cinématique sur le comportement de la tôle 
lors du pliage au travers de simulations numériques. 
 L’essai de pliage en V a été choisi parce que l’acier subit, tout au long de l’essai, de 
fortes contraintes de compression et de traction. L’évolution des contraintes dans l’épaisseur 
d’une tôle subissant un pliage indique que la surface intérieure (côté poinçon) subit une 
compression sous l’action du poinçon et qu’à l’inverse la surface extérieure est étirée et subit 
une traction.  
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 5.11 – Contraintes de compression et de traction dans un pli.  
 
 
La Fig. 5.11 représente la coupe d’un pli. La fibre intérieure (côté outil) subit une 
compression tandis que la fibre extérieure subit une traction. Il existe un gradient de 
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compression et de traction dans l’épaisseur et la fibre neutre représente la frontière entre ces 
deux zones. Elle représente une fibre qui ne serait ni étirée (traction) ni comprimée 
(compression). Ces deux zones évoluent durant l’essai de pliage tant et si bien que certaines 
zones en compression passent en traction. La localisation de la fibre neutre dans l’épaisseur 
n’est donc pas fixe et évolue : elle dépend de l’avancement de l’essai mais également de 
plusieurs paramètres comme les frottements entre l’outil et la tôle qui empêchent la 
compression. 
 
 Afin d’accentuer l’effet du changement de trajet dans notre simulation, nous avons 
décidé de rajouter une légère traction avant l’essai de pliage (environ 4%). De ce fait, 
l’ensemble des éléments opèrent un changement de trajet (traction�compression) lorsque le 
poinçon vient comprimer la tôle. Certains éléments opèrent même deux changements de 
trajets, le deuxième changement étant dû au processus de pliage. Ceci dans l’optique d’obtenir 
des conditions très favorables à l’étude de l’écrouissage cinématique. L’utilisation d’une pré-
déformation homogène avant un essai d’emboutissage, afin d’étudier l’effet des changements 
de trajet et notamment l’écrouissage cinématique, est courante. Récemment, un benchmark de 
la conférence Numisheet 2011 [Chu11] utilisait également une traction préalable (8%) afin 
d’étudier l’effet sur le retour élastique lors de l’emboutissage d’un profil en « Oméga ». 
 
 
Mise en donnée de l’essai de traction + pliage en V 
Par le jeu des symétries, seul le quart de l’éprouvette est modélisé (Fig. 5.12). Le maillage 
utilisé est progressif : il est très raffiné dans une zone proche du lieu du contact entre le 
poinçon et l’éprouvette (18 éléments dans l’épaisseur) et il devient plus grossier dans des 
zones plus éloignées jusqu’à atteindre seulement deux éléments dans l’épaisseur à l’extrémité 
de l’éprouvette. De la même façon que pour l’essai de traction uniaxiale, la structure est 
entièrement maillée en éléments C3D8R. 
 

 
Fig. 5.12 – Géométrie du quart d’éprouvette et conditions aux limites. 

 
 
Le rayon du poinçon est de 0,1mm. La géométrie des différents outils (poinçon et cylindres 
support) respecte celles utilisées pour les essais industriels et est donnée en annexe 2. La 
course du poinçon est de 40mm. 
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Modèles de comportement 
 Le comportement est décrit à l’aide du modèle élasto-viscoplastique en sinus 
hyperbolique à écrouissage isotrope et cinématique défini dans le chapitre 2. Deux séries de 
simulations ont été effectuées. L’écrouissage cinématique est introduit de manière 
phénoménologique dans la première série tandis qu’il est généré par la transition d’échelles 
dans un modèle biphasé dans la deuxième série. 
 
V.3.1 Effet de l’écrouissage cinématique : approche phénoménologique 
  
 Dans cette première série de simulations sont comparés : 
 

- un modèle monophasé dit « combiné » à écrouissage mixte isotrope et cinématique, 
- un modèle monophasé dit « isotrope » dans lequel la composante cinématique est 

nulle : la contribution est reportée sur la composante isotrope. 
 
 Les deux modèles ont été identifiés de telle sorte que le comportement soit le même 
lors d’un trajet de chargement monotone. La Fig. 5.13 présente le comportement des deux 
modèles lors d’essais de traction-compression uniaxiale. Les paramètres de chacun des 
modèles sont résumés dans le Tab. 5.3. 
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Fig. 5.13 – Comportement du modèle à écrouissage isotrope et du modèle à écrouissage 

combiné en traction-compression uniaxiale. 
 
 
 Comme le montre la Fig. 5.13, les prédictions des deux modèles sont identiques lors 
du trajet aller mais diffèrent nettement lors du trajet retour. Dans le cas du modèle à 
écrouissage isotrope, la surface de charge grandit seulement de façon homothétique. Dans le 
cas du modèle à écrouissage combiné, la surface de charge grandit d’une part de manière 
homothétique mais dans une moindre mesure (rapport de 2) et d’autre part se déplace du fait 
de la contribution cinématique. Les coefficients des deux modèles ont été choisis de manière à 
faciliter l’effet de la contribution cinématique en utilisant deux matériaux fictifs aux 
propriétés avantageuses (Tab. 5.3). 
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 E 
(GPa) 

ν  Y0 

(MPa) RC  
satR  

(MPa) XC  
satX  

(MPa) 
A 

(MPa) 
B 

(s-1) 

Modèle EVP à écrouissage combiné 210 0,3 160 9 600 9 530 18 0,3 
Modèle EVP à écrouissage isotrope 210 0,3 160 9 1200 0 0 18 0,3 

 
Tab. 5.3 – Paramètres des lois de comportement utilisées pour l’étude de l’effet de 

l’écrouissage cinématique dans la simulation de traction + pliage en V. 
 
 
 Les deux modèles ont été utilisés dans une simulation de traction + pliage en V. La 
Fig. 5.14 représente en valeur absolue pour chacune des deux simulations, la force du poinçon 
en fonction de sa course. 
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Fig. 5.14 – Effet de l’écrouissage cinématique sur la simulation d’un essai de pliage en V 

sur une éprouvette ayant subi préalablement un essai de traction uniaxiale : phase 
d’augmentation de l’effort. 

 
 
L’interprétation des deux courbes peut être décomposée en deux parties : une phase 
d’augmentation de l’effort et une phase de diminution de l’effort (cf. Fig. 5.17). 
 
Phase d’augmentation de l’effort : observation de l’effet Bauschinger 
 Les deux courbes sont quasi-superposées au tout début de l’essai (chargement 
essentiellement élastique) puis la force du poinçon devient rapidement plus faible dans le cas 
du modèle combiné. Cette première différence s’explique par la composante cinématique de 
l’écrouissage du modèle combiné. En effet, lors de la traction uniaxiale, les deux modèles se 
sont écrouis de manière a priori équivalente (cf. trajet aller Fig. 5.13). Or, si la distance à la 
surface de charge pour les deux modèles est de même valeur ce premier trajet, elle correspond 
à la somme de deux composantes dans le cas du modèle combiné : une composante isotrope et 
une composante cinématique. Dans le cadre du modèle combiné à écrouissage mixte isotrope 
et cinématique, lorsque le poinçon vient comprimer l’éprouvette il y a inversion de la 
direction de chargement et donc diminution de la limite d’élasticité. L’éprouvette, en résistant 
moins à la déformation imposée par le poinçon, oppose une force de résistance moindre. C’est 
ce qui est observé sur la figure. La Fig. 5.16 permet de visualiser l’état de contraintes et de 



 

déformations longitudinales dans l’éprouvette par élément. Ces derniers sont numérotés de 1 à 
18 sur la Fig. 5.15, l’élément portant le numéro 1 se référant à l’élément en contact avec 
l’outil. 
  

 
 

Fig. 5.15 – Contraintes dans le pli (configuration non déformée) : identification des 
différents éléments dans l’épaisseur (plan xOy, surface libre). 

 
 Pour un même modèle, il existe une forte hétérogénéité de contraintes et de 
déformations dans l’épaisseur entre les éléments. Les éléments situés dans la demi-épaisseur 
supérieure côté outil (éléments 3 et 6) passent d’un état de traction à un état de compression 
tandis que les éléments situés dans la demi-épaisseur inférieure (éléments 12 à 18) sont 
majoritairement en traction.   
 

 
Fig. 5.16 – Contraintes et déformations dans l’épaisseur : confrontation des résultats 

entre écrouissage combiné et isotrope. 
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 L’élément 9 passe d’un état de traction à compression lors du début de l’essai de 
pliage puis passe d’un état de compression à un état de traction au cours du pliage. Ceci 
s’explique par le fait qu’au cours de l’essai de pliage, la fibre neutre s’est déplacée au travers 
de cet élément. La comparaison entre les deux modèles met en évidence dans la majorité des 
cas la réduction de la limite d’élasticité pour le modèle combiné (courbes orange). 
 
Phase de diminution de l’effort : des effets couplés matériau/structure 
 Lorsque la course du poinçon atteint environ 20 mm, les courbes des deux modèles se 
croisent : la force du poinçon du modèle combiné devient supérieure à celle du modèle 
isotrope (Fig. 5.17). Un comportement similaire est observé [Thu10] dans le cadre d’une 
simulation double-punch où les auteurs confrontent différents modèles à contribution 
isotrope, cinématique etc. à un essai expérimental. La saturation plus rapide de l’écrouissage 
cinématique induit logiquement un rapprochement des deux valeurs d’efforts ; cependant, le 
fait que la force de poinçon devienne plus grande pour le modèle combiné nécessite une 
analyse plus approfondie. 
 Dans notre simulation, les comportements différents des deux modèles induisent des 
contraintes différentes dans le plan de symétrie comme le montre la Fig. 5.16. Ces contraintes 
sont responsables d’un moment de flexion (ou couple) différent pour chaque modèle dans la 
section du plan de symétrie. C’est la force, induite par ce moment, qui est mesurée sur la Fig. 
5.17.  
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Fig. 5.17 – Effet de l’écrouissage cinématique sur la simulation d’un essai de pliage en V 

sur une éprouvette ayant subi préalablement un essai de traction uniaxiale : courbe 
complète. 

 
Cette force est égale au moment divisé par le bras de la force, bras qui diminue au cours de 
l’essai. Dans notre cas particulier, il est notoire que le rayon très grand des appuis provoque 
une variation très importante du bras de la force au cours de l’essai. Il est donc possible que 
des effets combinés de matériau (force, effet Bauschinger) et de structure (géométrie, bras) 
interviennent simultanément. En effet, du fait d’une distribution de contraintes et de 
déformations différentes entre les deux modèles, le contact entre outil et éprouvette ne se fait 
pas de la même façon conduisant à des géométries différentes et donc des effets de structure. 
La Fig. 5.18 superpose les déformées des deux modèles à deux courses différentes du 



 

poinçon (25 et 40mm) : les géométries d’éprouvettes sont bien différentes pour les deux 
modèles. 
 
 

 
 
Fig. 5.18 – Superposition de la déformée des deux simulations à 25mm et 40mm de course 

du poinçon. 
 
 
La rotation plus importante des « branches » du V dans le cas de l’écrouissage combiné, par 
rapport au cas de l’écrouissage isotrope traduit le fait que le point de contact avec les appuis 
est plus proche de l’axe du poinçon. On comprend ainsi que, à course égale, le bras de la force 
est plus court pour l’écrouissage combiné ; les valeurs des couples étant maintenant 
sensiblement égales, s’ensuit une valeur de la force mesurée supérieure pour le cas de 
l’écrouissage combiné. On constate donc que plus l’essai progresse, et plus cet effet de 
structure devient prédominant. D’ailleurs, la diminution franche de l’effort de pliage après 
une course de 25-28 mm (alors que son bras continue à diminuer) indique une décharge 
élastique quasi-complète de l’éprouvette ; la réponse de la structure dépend de moins en 
moins de la plasticité du matériau. 
 
Introduction phénoménologique de l’écrouissage cinématique : conclusions 
 Cette première série de simulation de traction + pliage en V a permis de mettre en 
relief les effets d’une composante cinématique dans la loi d’écrouissage. L’effet Bauschinger, 
important dans le cadre de notre simulation, est responsable à la fois d’un comportement et 
d’une géométrie différente de l’éprouvette. Ces changements de trajets, courants lors des 
procédés de mise en forme, nécessitent donc de tenir compte de l’écrouissage cinématique si 
toutefois le matériau présente un « comportement à risques ». La question est donc de savoir 
quels sont les matériaux à risques ? 
 Afin d’apporter une réponse, dans la dernière partie de ce chapitre, l’écrouissage 
cinématique est introduit non pas de manière phénoménologique mais par transition 
d’échelles du fait de l’hétérogénéité entre constituants isotropes d’un acier multiphasé. 
 

        
 

combiné isotrope 
combiné isotrope 
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V.3.2 Effet de l’écrouissage cinématique : approche micromécanique 
  
 En modélisation du comportement, l’écrouissage cinématique est généralement 
introduit de manière phénoménologique. Nous nous focalisons ici sur une approche 
micromécanique. Bien entendu, il est possible de se contenter d’introduire un écrouissage 
cinématique dans les lois locales des phases pour obtenir un effet macroscopique sur la 
simulation numérique semblable à celui de la simulation précédente. 
 Dans cette dernière comparaison de simulations, c’est l’écrouissage cinématique 
résultant du mélange de deux phases isotropes à l’intérieur d’un acier biphasé qui est étudié. 
Ceci dans le but d’observer si un tel effet cinématique, dont on connaît les conséquences sur 
une simulation numérique, peut être introduit à travers une transition d’échelles. 
 
 Trois simulations de traction + pliage en V ont été effectuées à l’aide de deux modèles 
de comportement : 
 

- un modèle biphasé à phases isotropes géré par une routine utilisateur (VUMAT). Le 
modèle micromécanique utilisé, du fait des limites évoquées dans le chapitre 3 pour le 
cas particulier d’une loi en sinh, est soit le modèle de Taylor-Lin, soit le modèle en 
Béta dans lequel les paramètres d’accommodation Di sont nuls : cela revient à utiliser 
le modèle de Kröner-Weng. 

- Un modèle monophasé constitué d’un faisceau de courbes tabulées. Chaque courbe 
contrainte-déformation correspond au résultat macroscopique du modèle biphasé 
(modèle de Taylor-Lin) à une vitesse de déformation donnée, en chargement de 
traction uniaxiale. 

 
Le Tab. 5.4 résume les paramètres utilisés dans les lois de comportement locales des phases 
constituants le matériau biphasé. C’est le modèle élasto-viscoplastique en sinus hyperbolique 
développé dans le chapitre 2 qui est utilisé pour le comportement local, les paramètres relatifs 
à l’écrouissage cinématique sont nuls afin d’obtenir un comportement purement isotrope. 
 
 

 E 
(GPa) 

ν  Y0 

(MPa) RC  
satR  

(MPa) XC  
satX  

(MPa) 
A 

(MPa) 
B 

(s-1) 
Fraction 

volumique 

Phase 1 210 0,3 1600 10 50 0 0 37 0,3 0,1 
Phase 2 210 0,3 200 15 300 0 0 37 0,3 0,9 

 
Tab. 5.4 – Paramètres des lois de comportement isotropes locales utilisées dans le modèle 

biphasé (VUMAT). 
 
 
 La Fig. 5.19 présente le comportement des deux modèles lors d’essais de traction-
compression uniaxiale. Celle-ci illustre, pour une vitesse de déformation donnée, la différence 
de comportement lors du trajet retour entre le modèle biphasé géré par la VUMAT (pour deux 
transitions d’échelles différentes : modèle de Taylor-Lin et le modèle de Kröner-Weng) et le 
modèle monophasé (faisceau de courbes tabulées). 
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Fig. 5.19 – Comportement du modèle biphasé (VUMAT) pour deux transitions d’échelles 

différentes et du modèle monophasé (tabulé) à écrouissage isotrope en traction-
compression uniaxiale pour une vitesse de déformation de 10-2s-1. 

 
 Remarquons qu’en dépit d’une forte hétérogénéité de comportement entre les phases, 
l’écrouissage cinématique dû au mélange des deux phases s’estompe rapidement. Ceci est dû 
certainement à la faiblesse des transitions d’échelles de type Taylor-Lin et Kröner-Weng qui 
semblent limitées à reproduire l’effet cinématique dû au mélange de deux phases élasto-
viscoplastiques. La comparaison entre les deux simulations est présentée sur la Fig. 5.20.  
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Fig. 5.20 – Effet de l’écrouissage cinématique sur la simulation d’un essai de pliage en V 

sur une éprouvette ayant subie préalablement un essai de traction uniaxiale. 
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Phase d’augmentation de l’effort : observation de l’effet Bauschinger 
 Les courbes sont quasi-superposées au tout début de l’essai (chargement 
essentiellement élastique) puis la force du poinçon devient rapidement plus faible dans le cas 
du modèle biphasé quelle que soit la transition d’échelles utilisées : entre 2mm et 6mm de 
course du poinçon pour le modèle de Taylor-Lin et entre 2mm et 8mm de course du poinçon 
pour le modèle de Kröner-Weng. Cette première différence s’explique par la composante 
cinématique due au mélange des deux phases du modèle biphasé. L’effet sur la simulation de 
pliage est moins prononcé que pour la simulation précédente où l’écrouissage cinématique a 
été introduit de manière phénoménologique. Ceci s’explique par l’ampleur et la portée moins 
grandes de l’écrouissage cinématique dans le modèle (par rapport au modèle 
phénoménologique). Il représente toutefois une différence de 10 à 20% sur la force de 
résistance de l’éprouvette à la déformation imposée par le poinçon.  
 La Fig. 5.21 permet de visualiser l’état de contraintes et de déformations 
longitudinales dans l’éprouvette par élément. Ces derniers sont numérotés comme 
précédemment de 1 à 18 sur la Fig. 5.15, l’élément portant le numéro 1 se référant à l’élément 
en contact avec l’outil. L’élément 6 passe par des états successifs de traction - compression - 
traction et illustre ainsi le fait que la fibre neutre s’est déplacée davantage vers l’outil que 
pour la simulation précédente (élément 9). Les déformations subies pour chaque trajet sont 
loin d’être négligeables traduisant la complexité des chemins de déformation rencontrés 
même dans les plus simples des essais, et justifiant le besoin de lois de comportement assez 
fidèles. 
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Fig. 5.21 – Contraintes et déformations dans l’épaisseur : confrontation des résultats 
entre le modèle biphasé (VUMAT) pour deux transitions d’échelles (KW : modèle de 

Kröner-Weng, TL : modèle de Taylor-Lin) et le modèle monophasé (faisceau de courbes 
tabulées). 

 



 

Phase de diminution de l’effort 
 Contrairement à la simulation précédente, où la présence de moments de flexion 
induits par des relations complexes matériau/structure était plus évidente, les courbes 
semblent quasiment superposées dans la phase de diminution de l’effort (Fig. 5.22a). La Fig. 
5.22b superpose les déformées en fin de course du poinçon pour le modèle macroscopique 
tabulé et le modèle biphasé (Taylor-Lin seulement pour plus de lisibilité). L’agrandissement 
de l’extrémité de l’éprouvette Fig. 5.22c montre cependant une légère différence dans les 
déformées des deux modèles dû à l’effet cinématique traduit par la transition d’échelles. 
Rappelons que dans ces simulations nous avons volontairement négligé l’écrouissage 
cinématique au sein de chaque phase, afin de focaliser la discussion uniquement sur l’effet de 
l’homogénéisation. 
 

  
Fig. 5.22 – Superposition de la déformée des deux simulations 

à 40mm de course du poinçon 
 
 
 
V.4 CONCLUSIONS 
 
 Le modèle élasto-viscoplastique avec transition d’échelles a été implanté dans Abaqus 
avec un schéma d’intégration explicite à l’aide d’une routine utilisateur de type VUMAT. 
Celui-ci permet de modéliser le comportement élasto-viscoplastique macroscopique d’un 
acier multiphasé de deux manières : 
 

- phénoménologiquement au travers d’une loi de comportement macroscopique, 
- à l’aide d’une transition d’échelles (modèle de Taylor-Lin ou modèle en Béta) 

permettant de relier le comportement individuel des phases au comportement 
macroscopique. 

 
 L’application de ce modèle à l’essai de traction, en maillant l’éprouvette, met en 
évidence la contribution de la sensibilité à la vitesse, qui devient prépondérante même sur un 
tel essai apparemment quasi-statique dès lors que des hétérogénéités de déformation se 
développent. La choix de la loi d’écrouissage a également retenu notre attention et illustre 
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l’importance de l’identification. En effet, l’écart entre la courbe conventionnelle 
expérimentale et les courbes simulées peut être expliqué à la fois par une faiblesse 
d’identification de la sensibilité à la vitesse mais également par le choix de l’extension de la 
loi d’écrouissage au-delà de son domaine d’identification. Il convient donc de bien séparer les 
deux contributions en identifiant les paramètres visqueux de la loi de comportement à partir 
d’essais de traction uniaxiale réalisées avec saut de vitesses de déformation. 
 
  La simulation d’un essai de pliage en V a permis de mettre en évidence l’écrouissage 
cinématique dû à la transition d’échelles et son effet sur les efforts et les géométries prédites 
par un calcul de type éléments finis. L’écrouissage cinématique peut être introduit de deux 
façons au travers du modèle : 
 

- par une contribution résultant du mélange des phases constitutives de l’acier 
multiphasés. Cette contribution traduit les interactions existantes régnant entre les 
phases dues à l’hétérogénéité de leur comportement. Cette contribution dépend 
directement de la capacité du modèle de transition d’échelles utilisé à traduire les 
interactions élasto-viscoplastiques entre les phases. Compte tenu des limitations de 
notre modèle dues à l’utilisation d’une linéarisation sécante du module visqueux, ce 
point mérite d’être davantage développé dans le futur. 

- par une contribution cinématique intrinsèque à chacune des phases. Celle-ci est entrée 
phénoménologiquement dans la loi de comportement individuelle des phases et traduit 
une certaine prise en compte d’hétérogénéités microstructurales (joints de grain, 
texture de grain etc.) au sein de chacune. 

 
 Cette implantation numérique robuste et efficace s’avère ainsi un outil de simulation 
utile pour les sidérurgistes, afin d’étudier l’effet des lois de comportement en mise en forme 
et, à terme, aider au « design des matériaux » en vue des propriétés de mise en forme et 
d’usage. 



 



CHAPITRE V : Intégration d’outils d’homogénéisation dans un code d’éléments finis 

193 
 

BIBLIOGRAPHIE 
 
 
[Aba10] ABAQUS (2010). Abaqus/Explicit User’s Manual, Dassault Systèmes. 
 
[Chu11] CHUNG K., KUWABARA T., VERMA R.K., PARK T . Pre-strain effect on 

spring-back of 2-D Draw bending. Numisheet 2011, Benchmark 4, updated February 
18, 2011. 

 
[Col10] COL A.  L’emboutissage des aciers. Dunod, 544 pages, 2010. 
 
[ISO6892] NORME ISO EN 6892-1. Matériaux métallique - Essai de traction, 67 pages, 

Octobre 2009. 
 
[ISO7438] NORME ISO 7438:2005. Matériaux métalliques - Essai de pliage. 
 
[Thu10] THUILLIER S., MANACH P.Y., MENEZES L.F.  Occurrence of strain path 

changes in a two-stage deep drawing process. Journal of Materials Processing and 
Technology, 210, pp. 226-232, 2010. 

 
  



 



 

 

 
 
 
 
 
 
 

CHAPITRE VI 
 

CONCLUSIONS GÉNÉRALES 

ET PERSPECTIVES 



 



CHAPITRE VI : Conclusions générales et perspectives 

197 
 

CONCLUSIONS GENERALES 
 
 
Un challenge ambitieux 
 
 Les constructeurs automobiles se retrouvent aujourd’hui confrontés à de fortes 
exigences en matière de réduction des émissions de CO2 de leurs véhicules. Ces exigences ont 
été initiées ces dernières années par une récente prise de conscience des états et des sociétés 
sur la consommation des ressources et des émissions de gaz à effet de serre. Cette réduction 
passe avant tout par l’allégement des véhicules, c'est-à-dire la réduction en épaisseur des 
pièces. Le métallurgiste doit donc relever le challenge de concevoir des aciers à plus hautes 
caractéristiques mécaniques tout en garantissant : 
 

- un même niveau de sécurité à épaisseur plus faible, 
- une bonne formabilité, celle-ci diminuant classiquement avec l’augmentation des 

caractéristiques. 
 
 Parallèlement, l’augmentation du poids des équipements (GPS, radar de contrôle, etc.) 
à l’intérieur des véhicules ces vingt dernières années vient compliquer davantage ce défi. Le 
multiphasage constitue l’une des voies de réponse proposées par le métallurgiste. Ce dernier a 
besoin d’outils numériques efficaces permettant de modéliser le comportement de ces 
nouveaux aciers à hautes caractéristiques durant leur principale application : la mise en forme 
de produits plats pour l’automobile : les tôles. Dans cette optique, l’outil numérique idéal doit 
répondre à plusieurs critères : 
 

- d’identification aisée, il doit être pertinent dans la description des caractéristiques du 
comportement rhéologique de ces aciers sur toute la gamme de déformations et de 
vitesses de déformations que comporte les procédés de mise en forme, 

- au-delà de cette description, il doit capter une certaine physique de la microstructure 
du matériau afin d’une part d’agir sur les sources des propriétés mécaniques observées 
pour concevoir de nouvelles nuances et afin d’autre part d’être pertinent dans la 
description du comportement au-delà du domaine pour lequel il a été identifié, 

- il doit être facilement implantable dans un code d’éléments finis en vue de simuler le 
comportement des produits pour leurs applications finales : la mise en forme et la 
tenue au crash. 

 
 L’objectif de cette thèse s’est inscrit pleinement dans la réalisation d’un tel outil 
numérique en proposant un outil de modélisation du comportement élasto-viscoplastique des 
aciers multiphasés implantable dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus. 
L’hétérogénéité du comportement des phases étant prise en compte au travers d’une transition 
d’échelles. 
 
 
Une description pertinente du comportement adaptée à l’application visée 
 
 Dans cette optique, une loi de comportement élasto-viscoplastique tridimensionnelle a 
été formulée dans un cadre tensoriel et exprimée sous forme incrémentale. La forme de cette 
loi, en sinus hyperbolique, a été choisie du fait de son applicabilité dans un large domaine de 
déformations, de contraintes mais aussi de vitesses de déformation compatibles avec ceux des 
procédés de mise en forme. En utilisant le formalisme de l’activation thermique, nous avons 



 

conforté ce choix en illustrant que le mécanisme de glissement des dislocations conduisait 
naturellement à cette forme en sinus hyperbolique du fait de la prise en compte de la 
probabilité de sauts retour des segments de dislocations à la rencontre d’un obstacle 
microstructural. En se basant sur le formalisme de Rauch, nous avons montré qu’il est alors 
possible de décrire le mécanisme de glissement des dislocations par double décrochement des 
parties coins sur les parties vis des dislocations, mécanisme propre aux matériaux cubiques 
centrés. De ce fait, la contrainte d’écoulement a été définie comme une combinaison linéaire 
d’une contrainte interne et d’une contrainte effective. L’utilisation combinée de ces deux 
formalismes à contribué à formuler une nouvelle loi de comportement élasto-viscoplastique 
tridimensionnelle respectant le cadre thermodynamique des matériaux standard généralisés.  
 Par souci de simplicité d’implantation dans un code d’éléments finis, l’évolution de 
l’écrouissage isotrope et cinématique a été définie en premier lieu à l’aide de lois 
phénoménologiques, respectivement par une loi de type Voce et une loi de type Armstrong-
Frederick. Le modèle complet, ayant seulement sept paramètres, a été validé sur un ensemble 
d’essais expérimentaux réalisés à différentes vitesses de déformation, températures selon des 
trajets monotones ou séquentiels. Ces résultats illustrent la capacité du modèle à capter de 
façon précise deux caractéristiques du comportement visqueux à savoir la sensibilité positive 
de la contrainte d’écoulement à la vitesse de déformation et une sensibilité négative à la 
température. Confronté à d’autres modèles issus de la littérature (modèle de Uenishi et 
Teodosiu, modèle de Rusinek), à plus grand nombre de paramètres, le modèle développé dans 
ce travail de thèse apparaît comme un excellent compromis entre simplicité d’identification et 
précision des résultats. Notons toutefois que si les lois d’écrouissage utilisées restent 
relativement simples, le modèle est ouvert à une intégration de nouvelles lois d’écrouissage 
plus avancées ou à plus fort contenu physique. De même, si notre étude s’est focalisée sur le 
mécanisme de glissement des dislocations pour les matériaux cubiques centrés, le modèle est 
également capable de modéliser d’autres structures cristallographiques comme les matériaux 
CFC : la contrainte d’écoulement n’est alors plus caractérisée par le couplage retenu ici entre 
la contrainte interne et la contrainte effective, mais plus simplement comme leur somme. 
 La loi de comportement élasto-viscoplastique ainsi proposée dans ce travail de thèse 
constitue un bon candidat à la modélisation du comportement élasto-viscoplastique des aciers 
pour la mise en forme. La comparaison des résultats du modèle et des essais expérimentaux a 
validé cette approche dans le cadre d’aciers doux monophasés ferritiques destinés à 
l’emboutissage. 
 
 
Une description qui se veut prédictive, hors du domaine initial d’identification 
 
 Au-delà de la capacité à bien décrire le comportement élasto-viscoplastique de 
manière phénoménologique, une partie de ces travaux a été consacrée à l’étude de la prise en 
compte de l’hétérogénéité de comportement des constituants d’un acier multiphasé. Ceci, 
dans l’optique d’étudier les effets de cette hétérogénéité sur le comportement macroscopique 
en vue d’élaborer de nouvelles nuances. Il est aisé de remarquer que la validité des 
simulations dans une approche phénoménologique est directement tributaire des conditions 
dans lesquelles le jeu de paramètres a été identifié. C’est pourquoi l’un des objectifs de cette 
thèse a été d’utiliser une autre démarche : celle de la micromécanique. Celle-ci consiste à faire 
le lien entre deux échelles de description, dans notre cas celle des mécanismes physiques à 
l’échelle de la microstructure et celle du comportement mécanique à l’échelle macroscopique. 
Tout l’objet du chapitre 3 a été de définir cette approche et de choisir les modèles susceptibles 
de nous intéresser. Après un rappel général de la méthodologie et une analyse bibliographique 
des différentes approches, une analyse des extensions classiques du schéma autocohérent en 
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élastoplasticité a été effectuée afin de pouvoir bien appréhender les subtilités du problème 
micromécanique hétérogène élasto-viscoplastique. 
 De manière plus approfondie, les enjeux et défis que constitue l’utilisation d’une 
approche micromécanique dans le cadre de l’élasto-viscoplasticité ont été examinés. En 
particulier, la présence simultanée de plusieurs ordres de dérivation des champs locaux 
nécessite la prise en compte du caractère héréditaire du comportement et ne permet plus 
d’utiliser les extensions classiques du schéma autocohérent. Le couplage spatio-temporel 
résultant constitue une difficulté majeure dans le traitement du problème micromécanique 
hétérogène élasto-viscoplastique. Parmi les deux voies de résolution proposées dans la 
littérature, nous avons choisi d’utiliser les approches à variables internes qui se révèlent d’une 
part être moins lourdes numériquement que les approches héréditaires et d’autre part 
largement utilisées au laboratoire. Un effort particulier a été porté sur l’analyse de ces 
modèles : l’insuffisance de l’extension classique du schéma autocohérent en élasto-
viscoplasticité par Weng a permis d’illustrer précisément les spécificités inhérentes au 
comportement élasto-viscoplastique. De fait, le modèle à champs translatés est apparu 
naturellement comme la solution retenue dans le cadre de ce travail de thèse. Une solution 
pragmatique, le modèle en Béta, a toutefois attiré notre attention du fait des propriétés 
avantageuses en termes de rapidité de calcul même s’il nécessite au préalable une 
identification d’un paramètre scalaire gérant l’accommodation viscoplastique. Néanmoins, 
dans le cadre d’une modélisation d’un acier biphasé, où les hétérogénéités considérées sont 
les phases constitutives de cet acier, les simulations ont abouti à deux résultats majeurs :  
 

- la non-linéarité de la loi locale en sinus hyperbolique semble trop importante pour 
pouvoir être correctement prise en compte par une linéarisation sécante du 
comportement viscoplastique. Dans ces conditions, le comportement macroscopique 
résultant est proche des modèles de Taylor-Lin et de Kröner-Weng, limitant l’intérêt 
de coupler loi de comportement locale en sinus hyperbolique et modèle à champs 
translatés à linéarisation sécante. 

- l’utilisation du modèle en Béta après identification sur le modèle à champs translatés 
permet un gain numérique conséquent du fait que l’on s’affranchit du caractère 
implicite de résolution numérique du modèle à champs translatés. Cependant son 
identification n’est pas aisée si l’on ne dispose pas des outils numériques adéquats. 

 
 Enfin, il est légitime de se poser la question de l’approximation faite dans ce travail de 
thèse en ne considérant que les phases comme seules hétérogénéités. L’utilisation d’une 
approche à champs moyens à l’échelle des phases implique que les effets de longueurs 
internes microstructurales (taille de grain par exemple) à l’intérieur de ces phases doivent être 
pris en compte de manière phénoménologique par la loi de comportement locale. Or ceci 
constitue une limite dans l’utilisation de notre modèle : une phase ferritique à gros grains doit 
être identifiée différemment d’une phase ferritique à grains plus fins. Cette réflexion a été 
l’objet d’un effort particulier durant cette thèse sortant du cadre initialement posé. 
 
 
La prise en compte des longueurs internes dans les approches à champs moyens 
 
 Comme il a été souligné en début de chapitre 4, les approches classiques à champs 
moyens sont incapables de reproduire les effets de taille absolue de longueurs internes 
microstructurales. L’analyse de la littérature a montré que ces longueurs microstructurales 
sont (jusqu’à encore très récemment) injectés phénoménologiquement au travers de la loi de 
comportement locale. De fait, leur effet est limité d’un point de vue de la modélisation 



 

puisque cantonné au domaine d’identification initial. Une partie de cette thèse a donc été de 
proposer une approche micromécanique visant à intégrer de manière originale des longueurs 
internes dans les approches à champs moyens afin d’obtenir naturellement en sortie des effets 
de taille de microstructure sur le comportement macroscopique. 
 Dans le cadre d’une modélisation de la taille de grain dans un acier IF, le concept des 
dislocations géométriquement nécessaires a été introduit dans une approche non locale à 
champs moyens. L’originalité de l’approche a reposé principalement sur deux aspects : 
 

- une discrétisation du grain en un composite à deux phases : une phase « molle » qui 
constitue le cœur du grain et une phase « dure » qui constitue une couche enveloppant 
les joints de grain. Cette représentation du grain a permis d’introduire deux longueurs 
internes : la taille de grain et l’épaisseur de couche. 

- une définition du comportement non-local de la couche qui dépend du gradient de 
déformation plastique régnant entre le cœur et la couche. Cette approche non-locale de 
la plasticité est en accord avec l’échelle de la microstructure étudiée où il existe une 
contribution non-locale à longue distance des joints de grains. 

 
 Ainsi l’acier ferritique monophasé est considéré dans cette nouvelle approche comme 
un acier biphasé. Les longueurs internes microstructurales n’ont pas été introduites 
« classiquement » via des paramètres dans les lois de comportement locales mais au travers de 
l’étape de représentation du motif géométrique du grain d’une part et au travers d’une 
approche non-locale du comportement de la couche d’autre part. Le modèle a été confronté à 
des résultats expérimentaux sur plusieurs aciers IF à différentes tailles de grain. Les résultats 
de ces simulations révèlent que cette approche originale permet de capter l’effet de la taille de 
grain sur l’évolution de l’écrouissage de ces aciers. L’analyse des sorties naturelles du modèle 
(densité de dislocations, contraintes et déformations locales etc.) est cohérente avec les 
observations de la littérature. Une évaluation de la contrainte cinématique de l’acier à l’aide 
des sorties du modèle se révèle être également en bon accord avec des résultats d’essais 
Bauschinger. Une extension du modèle aux particules dures a été écrite et révèle également de 
nouvelles possibilités de description quant à la prise en compte de l’effet de taille de 
particules dures dans les approches à champs moyens. 
 Si les résultats de cette nouvelle approche non-locale à champs moyens promettent de 
nouveaux horizons de développement, il convient toutefois de nuancer certains aspects. En 
effet si la taille de grain, longueur mesurable déterminée expérimentalement, a été rentrée en 
tant que paramètre, l’épaisseur de couche dans notre modèle a du être fixée afin de reproduire 
les résultats expérimentaux. Cette épaisseur qui représente le lieu du gradient de déformations 
permettant d’accommoder la présence du joint de grain n’a pas été déterminée 
expérimentalement. Par souci de simplification, la forme du gradient a été considéré comme 
linéaire ce qui reste également un point à déterminer par des moyens d’investigations 
spécifiques. De plus, il est naturel de penser que ce gradient et donc cette épaisseur de couche 
pourrait évoluer avec la déformation. Ici encore, la nécessité de recourir à des moyens 
expérimentaux devrait contribuer à confirmer ou à infirmer nos hypothèses. 
 Au travers de ces travaux, il apparaît que la prise en compte de longueurs internes au 
travers de modèles à champs moyens ne semble plus être une limitation. Ce développement 
original permet d’injecter davantage de physique du matériau dans les modèles de mécanique 
de milieux continus et est venu enrichir l’objectif initial de cette thèse. Si une telle approche 
permet de répondre à certaines interrogations apparues naturellement au cours de ce travail de 
thèse, elle ouvre également le débat sur la manière d’introduire la physique du matériau dans 
les modèles de mécanique des milieux continus. 
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Un outil multi-échelle, multi-approche 
 
 L’objectif initial était de construire un outil numérique capable de modéliser le 
comportement macroscopique d’un acier multiphasé en tenant compte de l’hétérogénéité de 
comportement de ses phases constitutives en vue de simuler la mise en forme. Cet outil a été 
réalisé : le comportement local des phases est défini à partir de la loi de comportement élasto-
viscoplastique développée dans cette thèse. La transition d’échelles est assurée soit par le 
modèle à champs translatés, soit par le modèle en Béta identifié sur le précédent et qui se 
présente comme une solution très avantageuse du point de vue de la rapidité d’exécution des 
calculs. Le modèle complet de comportement a été programmé dans une routine utilisateur 
VUMAT tournant dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus. Il est ainsi possible de 
simuler le comportement d’un acier multiphasé pour lequel le comportement de chacune des 
phases a été identifié. N’ayant pas de données expérimentales concernant le comportement 
des phases constitutives d’un acier multiphasé, l’outil n’a pas encore pu être confronté à des 
résultats expérimentaux. 
 Néanmoins, la confrontation de la simulation d’un essai de traction sur un acier 
monophasé à un essai expérimental, a conforté la nécessité d’une prise en compte de la 
sensibilité positive de la contrainte d’écoulement à la vitesse de déformation. Les résultats 
illustrent le fait que la description des mécanismes physiques par la loi de comportement est 
pertinente, en particulier elle décrit correctement le mécanisme de striction diffuse 
apparaissant après allongement uniforme. Une analyse de simulations d’un essai de traction + 
pliage en V a permis également de mettre en évidence la nécessité de la prise en compte d’un 
écrouissage cinématique dans ces simulations à l’aide d’une approche phénoménologique 
mais également à l’aide d’une approche à champs moyens dans le cadre d’un acier biphasé.  
 
 Etudier les effets du multiphasage sur la mise en forme est un travail qui nécessite : 

- de pouvoir modéliser le lien entre microstructure et propriétés mécaniques ; c’est 
l’intérêt d’une approche à champs moyens,  

- de pouvoir modéliser le lien entre propriétés mécaniques et structure ; c’est l’intérêt de 
l’utilisation d’une loi de comportement avancée dans un logiciel de calcul par 
éléments finis. 

 
 Il est remarquable de constater qu’une telle étude demande non seulement une 
démarche multi-échelle mais également et par voie de conséquence une démarche « multi-
approche ». C’est finalement tout l’objet de ce travail de thèse qui a été de combiner ces 
différentes approches à différentes échelles. Cette thèse a donc contribué à réaliser un outil de 
simulation numérique utile à la compréhension du multiphasage. Toutefois, il s’est révélé que 
deux de ses composantes les plus riches ne semblent pas compatibles entre elles : à savoir la 
loi locale de comportement élasto-viscoplastique et le modèle de transition d’échelles dans sa 
forme actuelle où une linéarisation sécante est utilisée. Dans ces conditions, l’accommodation 
élasto-viscoplastique entre constituants est réduite à une accommodation élastique de type 
Taylor-Lin ou Kröner-Weng. 
 Concluons enfin sur le fait qu’il est nécessaire de déterminer expérimentalement les 
hétérogénéités ou longueurs internes microstructurales responsables du comportement 
macroscopique. On conçoit facilement que pour un acier Dual-Phase ou un acier TWIP, 
celles-ci peuvent être très différentes. Si les modèles à champs moyens disposent désormais 
d’approches permettant de prendre en compte ces longueurs internes microstructurales (taille 
de grain, gradient de déformations etc.), il est indispensable de les déterminer 
expérimentalement. Dans le cadre d’une étude sur le multiphasage, cette confrontation 



 

conditionne la pertinence de ces modèles mais également celle des autres approches à un plus 
haut niveau d’échelle. 
 
 
PERSPECTIVES 
  
 
Validation poussée de l’outil numérique 
 
 Une première perspective serait de confronter l’outil numérique à de nombreux essais 
expérimentaux de caractérisation ou de mise en forme réalisés sur différents aciers 
multiphasés afin de préciser davantage la pertinence des choix de modélisation effectués dans 
ce travail de thèse. Cette confrontation nécessite en premier lieu un effort expérimental 
d’identification du comportement des phases et/ou des longueurs internes microstructurales au 
sein de ces dernières. 
 
 
Améliorations envisagées 
 
 L’utilisation du modèle de comportement élasto-viscoplastique développé dans cette 
thèse en tant que loi locale de comportement dans les phases d’un acier multiphasé se révèle 
limitée d’un point de vue micromécanique. En effet, il est fort probable que la linéarisation 
sécante du module viscoplastique dans nos modèles ne permette pas de capter la forte non-
linéarité de cette loi. Ce point de blocage mérite donc de se pencher vers d’autres voies de 
linéarisation. Une première perspective d’amélioration serait de modifier la linéarisation 
sécante du module viscoplastique dans le modèle à champs translatés par une linéarisation 
affine qui semble plus à même de traiter des comportements fortement non-linéaires. Il est en 
effet frustrant de constater que le traitement rigoureux des interactions élasto-viscoplastiques 
dans le cadre du modèle à champs translatés soit réduit à un traitement purement élastique de 
type Taylor-Lin du fait de la faiblesse du schéma de linéarisation du module viscoplastique.  
 L’utilisation du modèle en Béta, dans le cadre d’un outil d’homogénéisation dédié à la 
simulation en mise forme, semble judicieuse du fait de la rapidité du modèle d’un point de 
vue numérique à traiter l’estimation autocohérente. Une deuxième perspective d’amélioration 
serait donc de définir précisément les conditions pour lesquelles le modèle en Béta peut être 
identifié sur le modèle à champs translatés dans le cadre d’un comportement élasto-
viscoplastique. Ce travail nécessite de définir si le paramètre scalaire D gérant la précision de 
l’estimation autocohérente du modèle en Béta est dépendant de la vitesse de déformation, de 
l’évolution du module viscoplastique local, des trajets de déformation etc. Dans le cas où ces 
conditions seraient trop restrictives, le modèle en Béta pourrait être modifié (par exemple une 
extension tensorielle de son paramètre D) afin que l’identification à partir du modèle à 
champs translatés soit facilitée. 
 Enfin, l’introduction de longueurs internes microstructurales dans les approches à 
champs moyens a permis de prendre en compte des effets de taille microstructurale de 
manière originale. Cette nouvelle approche visant à traiter les effets de longueurs internes non 
pas de manière phénoménologique au travers de la loi de comportement locale mais 
directement au sein de l’approche micromécanique mérite également de plus amples 
investigations. Une troisième perspective serait dans un premier temps de pouvoir vérifier les 
longueurs internes introduites à l’aide de moyens expérimentaux spécifiques. Dans un 
deuxième temps, il faudrait étendre la description isotrope et scalaire de l’évolution des 
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densités de dislocations géométriquement nécessaires à une formulation tensorielle pour 
pouvoir traiter le cas d’essais séquentiels. 
 
 
 
Potentiel d’utilisation 
 
 La majorité du potentiel de cet outil réside au final dans la possibilité : 
 

- de modéliser le comportement des aciers multiphasés lors de leur mise en forme en 
optimisant certaines caractéristiques de leur microstructure suivant les hétérogénéités 
considérées (phases et/ou longueurs internes introduites) : fraction volumique, 
comportement local, taille de grain, taille de particule etc., 

- d’analyser en sortie du modèle les champs locaux à l’échelle des phases et/ou à 
l’échelle des longueurs internes introduites. 

 
 Concernant ce dernier aspect, nous pouvons ainsi espérer visualiser en un lieu précis 
d’une tôle mise en forme (là où est localisée la déformation par exemple) ce qu’il se passe en 
termes de saut de contraintes, de déformations ou de vitesses de déformation à l’interface des 
hétérogénéités considérées (phases ou longueurs internes microstructurales). Ces sorties 
naturelles d’un modèle de transition d’échelles pourraient s’avérer être très utiles non 
seulement à la compréhension des mécanismes responsables du comportement macroscopique 
des aciers multiphasés mais également à la compréhension des mécanismes 
d’endommagement (saut de contraintes à l’interface). 
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ANNEXE 1 : L’INCLUSION D’ESHELBY 

Le problème homogène 
 Eshelby propose une démarche mathématique rigoureuse visant à calculer l’état de 
déformation élastique ε  d’une inclusion de forme ellipsoïdale subissant une déformation T

ε  
dans une matrice infinie élastique. Il résout le problème de façon élégante en visualisant le 
problème par une série de coupes, de transformations et de collages : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. A1.1 – Problème de l’inclusion homogène d’Eshelby : coupes, transformations et 
collages d’une région ellipsoïdale soumise à une déformation libre dans une matrice 

élastique non contrainte. 
 
 
 La matrice est constituée d’un matériau élastique homogène de module élastique MC . 

Une région de forme ellipsoïdale, l’inclusion, est prélevée de cette matrice non contrainte. 
Imaginons que cette inclusion, hors de la matrice, subit une transformation locale homogène 

T
ε  (dilatation thermique, transformation de phase) telle que sa forme change. Cette 
déformation « libre de contrainte » est nommée « eigenstrain » ou « déformation propre ». 
Afin de repositionner l’inclusion dans la matrice, des contraintes sont appliquées à sa surface 
de telle sorte que l’inclusion retrouve sa forme initiale. Tout en maintenant les contraintes 
appliquées à sa surface, l’inclusion est alors replacée et « recollée » dans la matrice de 
manière à ce qu’aucun mouvement de l’interface n’ait lieu. Dans cette position, lorsque les 
contraintes sont relâchées, la présence de la matrice empêche l’inclusion de retrouver son état 
de déformation libre : il y a alors incompatibilité de déformation et un champ de contraintes et 
un champ de déplacements sont générés dans tout le milieu. Matrice et inclusion se déforment 
et l’équilibre est atteint pour une déformation « contrainte » C

ε  de l’inclusion qui obtient sa 
forme finale. Le calcul d’Eshelby (non développé ici) montre que la contrainte σ  et la 

Etat initial Découpage d’une région ellipsoïdale 
dans la matrice 

Déformation libre de l’inclusion : 
T

ε = ε   

T
ε  

i) Application des contraintes surfaciques tel que : ε = 0 . 
ii)  Replacement de l’inclusion sans mouvement de l’interface. 

Etat final après relaxation des 
contraintes dans la matrice. 

=C Esh T
ε = ε S :ε  



 

déformation C
ε = ε  sont homogènes dans l’inclusion. Les contraintes σ  dans l’inclusion 

peuvent être déterminées par un simple calcul d’élasticité en utilisant la loi de Hooke : 
 

     ( )= - C T
Mσ C : ε ε     (3.96) 

 
Eshelby a montré qu’il était possible de déterminer les déformations « contraintes » 

C
ε  de la matrice ou de l’inclusion à partir des déformations libres de contraintes T

ε  grâce au 
tenseur SEsh d’ordre 4 nommé « tenseur d’Eshelby » : 
 
     = C Esh T

ε S :ε      (3.97) 
 
Le tenseur d’Eshelby dépend de la forme de l’inclusion et du coefficient de Poisson de la 
matrice. La déformation propre, rappelons-le, correspond à la déformation que l’inclusion 
subirait si elle n’était pas contrainte par la matrice. Eshelby, dans son article, admet déjà 
faussement l’idée que cette déformation libre pourrait être la déformation plastique P

ε . 
 Dans le cas d’une inclusion sphérique, à élasticité isotrope, ayant subi une déformation 

p
ε  et plongée dans une matrice élastique isotrope, le résultat d’Eshelby permet d’écrire : 

   ( ) = - 2µ 1-β p
σ ε  

( )
( )

2 4-5ν
avec :   β =

15 1-ν
   (3.98) 

 
Si la matrice est de plus chargée par une contrainte Σ  appliquée à l’infini, alors il est possible 
d’écrire la relation suivante : 
     ( ) =  - 2µ 1-β p

σ Σ ε     (3.99) 

 
Le problème inhomogène 
 Dans le cas d’une inclusion inhomogène, c'est-à-dire une inclusion de module 
élastique IC  dans une matrice de module élastique MC , le champ des contraintes σ  à 

l’intérieur de l’inclusion peut être déterminé par la même série de coupes, de transformations 
et de collages en réduisant le problème inhomogène à un problème fictif « équivalent » 
homogène. Pour cela, il suffit de réintroduire dans le logement laissé par la coupe de 
l’inclusion inhomogène, une inclusion homogène fictive de même forme et de même taille. 
En termes d’équations, cette équivalence se traduit comme l’égalité des contraintes entre 
l’inclusion homogène du problème fictif équivalent et l’inclusion inhomogène du problème 
réel :  
 
      = homogène inhomogène

σ σ     (3.100) 

soit : 

     ( ) ( )- - =C T C T*
M IC : ε ε C : ε ε   (3.101) 

  
où T*

ε  représente la déformation libre de l’inclusion inhomogène, C
ε  représente la 

déformation contrainte de l’inclusion homogène fictive ou de l’inclusion inhomogène. Il 
vient, en utilisant le résultat (3.97) du problème homogène : 
 

   ( ) ( )- - =Esh T Esh T T*
M IC : S I : ε C : S : ε ε   (3.102) 
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La transformation T
ε  de l’inclusion homogène fictive s’exprime comme une fonction du 

contraste des phases et de la transformation T*
ε  de l’inclusion inhomogène : 

 

  ( ) 1−
 = − + 

T Esh T*
I M M Iε C C :S C :C : ε    (3.103) 

 
On vérifie bien que si l’inclusion et la matrice ont le même module élastique, les deux 
transformations sont égales. En utilisant l’équivalence en contraintes des deux inclusions, on 
aboutit à l’expression de la contrainte dans l’inclusion inhomogène : 
 

 ( ) ( ) 1−
 = − − + 

Esh Esh T*
M I M M Iσ C : S I : C C :S C :C : ε   (3.104) 

 
 
 Ces résultats fondamentaux d’Eshelby qui permettent de connaître l’état de contrainte 
local d’une inclusion homogène ou inhomogène noyée dans une matrice élastique chargée ou 
non à l’infini est à la base de nombreux modèles de transition d’échelles et fait date à la fin 
des années cinquante et au début des années soixante. 
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ANNEXE 2 : GEOMETRIES DU POINÇON ET DES CYLINDRES U TILISEES DANS 
LA SIMULATION DE PLIAGE EN V 
 
 
 

 
Fig. A2.1 – Exemple de système de pliage en V et géométrie réelle de l’éprouvette. 

 
 
 
 
 

              
 

Fig. A2.2 – Géométries des cylindres support et du poinçon de rayon 0,1mm [Tif09]. 
 
 

 
 
[Tif09] TIFFON G.  Simulation numérique de test en pliage de mise en forme. Rapport 

confidentiel ArcelorMittal, 2009. 
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MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTO-VISCOPLASTIQUE  
DES ACIERS MULTIPHASES POUR LA SIMULATION DE LEUR M ISE EN FORME 

 
RESUME :  En raison du durcissement des normes d’émissions de CO2 par l’Union Européenne, 
les constructeurs automobiles sont contraints d’alléger leurs véhicules, particulièrement en 
diminuant l’épaisseur des pièces. Par conséquent, les fournisseurs d’acier doivent proposer de 
nouveaux aciers capables, à épaisseur plus faible, de garantir une sécurité des passagers 
identique voire meilleure. Augmenter la résistance mécanique ne suffit pas puisque les propriétés 
de mise en forme se retrouvent diminuées. Un compromis peut être trouvé en optimisant la 
microstructure en combinant par exemple les bonnes propriétés de différentes phases comme 
dans les nouvelles générations d’aciers multiphasés. L’optimisation de la microstructure peut 
demander un nombre d’essais expérimentaux conséquent. La simulation numérique représente 
un outil efficace permettant de diminuer le temps et les coûts de conception en diminuant 
considérablement les campagnes expérimentales. Ce travail de thèse vise à développer un outil 
numérique capable de modéliser le comportement élasto-viscoplastique des aciers multiphasés 
lors de simulations numériques 3D de mise forme dans le logiciel de calcul par éléments finis 
Abaqus. Une loi phénoménologique à base physique a été formulée de manière incrémentale 
dans un cadre tensoriel afin de modéliser le comportement élasto-viscoplastique des phases 
constitutives. Cette loi originale a été confrontée à la fois à des essais expérimentaux et à d’autres 
modèles issus de la littérature. Le comportement macroscopique de l’acier multiphasé est obtenu 
en utilisant un schéma autocohérent écrit spécifiquement pour des matériaux hétérogènes élasto-
viscoplastiques. Par ailleurs, une nouvelle approche micromécanique visant à introduire des effets 
de longueurs internes microstructurales (taille de grain, taille de particule, etc.) est proposée et 
validée à l’aide de données expérimentales. Enfin, l’outil numérique développé dans ce travail de 
thèse est appliqué à la simulation d’essais de traction uniaxiale et de pliage en V afin d’évaluer la 
pertinence des phénomènes physiques (tels que la striction, les effets de vitesse de déformation 
sur la localisation et l’effet Bauschinger) dus au mélange de phases élasto-viscoplastiques. 
 
Mots clés : aciers multiphasés, élasto-viscoplasticité, schéma autocohérent, approches à champs 
moyens, hétérogénéités, longueurs internes, effet de taille de grain, effet de taille de particule, 
simulation numérique, mise en forme. 
 
 

ELASTIC-VISCOPLASTIC BEHAVIOR MODELING IN MULTIPHAS E STEELS 
FOR METAL FORMING SIMULATION 

 
ABSTRACT : Due to the restriction imposed by EU on the CO2 emission performance standards 
for the automobile sector, the automobile manufacturers need to produce lighter vehicles, mostly 
by reducing the thickness of the automobile parts. As a consequence, the steel companies have to 
propose new steels capable to ensure similar or higher passenger safety. Increasing the 
mechanical properties is not a viable solution as that can decrease the metal formability. A 
balance between the both can be obtained by microstructure optimization. This can be achieved 
through a combination of good properties of different phases, as for example in new generation 
multiphase steels. The microstructure optimization can require a large number of experimental 
trials. Numerical simulation is an efficient tool to diminish the time and the costs of product 
conception by reducing the number of experimental campaigns. This present research aims at the 
development of a numerical solution to model the elastic-viscoplastic behavior of multiphase steels 
grades during 3D finite element simulations of metal forming processes with Abaqus software. A 
phenomenological physics-based constitutive model is proposed for the elastic-viscoplastic 
behavior of the constitutive phases. This original tensorial constitutive law (incremental 
formulation) is verified by the experimental data and other constitutive laws proposed in the 
literature. The macroscopic behavior of the multiphase steel is obtained by using a self-consistent 
approach written specifically for heterogeneous elastic-viscoplastic materials. In addition, a new 
micromechanical approach is considered to capture microstructure size effects (grain size, particle 
size, etc.) and is validated on previously published experimental results. The numerical tool 
developed in the current research is applied on the tensile and V-bending simulations to evaluate 
its ability to predict accurately physical phenomena (such as striction, strain-rate effects on 
localization and Bauschinger effect) in a composite elastic-viscoplastic structure. 
 
Keywords  : Multiphase steels, elastic-viscoplasticity, self-consistent model, mean field modeling, 
heterogeneities, internal lengths, grain size effect, particle size effect, numerical simulation, metal 
forming. 


