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Résumé

Cette these est consacrée au systéme d’Euler de Kato, construit a partir des unités mo-
dulaires, et & son image par 'application exponentielle duale (loi de réciprocité explicite de
Kato). La présentation que nous en donnons est sensiblement différente de la présentation
originelle de Kato.

Abstract

This thesis is devoted to Kato’s Euler system, which is constructed from the modular
unites, and to its image under the dual exponential map ( Kato’s explicite reciprocity law ).
The presentation given in this thesis is quite different from Kato’s original presentation.
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Chapitre 1

Notations et Introduction

1.1 Notations

On note Q la cloture algébrique de Q dans C, et on fixe, pour tout nombre premier p,
une cloture algébrique Q,, de @Q,, ainsi qu'un plongement de Q dans Q,.

Si N € N, on note Cy la racine N-iéme e2™/N € Q de I'unité, et on note Q% I'extension

cyclotomique de @Q, réunion des Q((y), pour N > 1, ainsi que QY °l Pextension cyclotomique
de Q,, réunion de Q,((x), pour N > 1.

1.1.1 Objets adéliques

Soient P l’ensemble des premiers de Z et 7 le complété profini de Z, alors 7, = Hpep L.

Soit Q ® Z lanneau des adéles de Q ( le produit restreint des @Q, par rapport aux sous-
anneaux Z, de Q, ). Quel que soit x € Q ® Z, on note z, (resp. 2Pl ) la composante de x
en p (resp. en dehors de p ). Notons ZPl = [1,Zi- On a donc Z = 7, x 7). Cela induit les
décompositions suivantes : pour tout d > 1,

M,(Q ® Z) = My(Q,) x My(Q ® ZP) et GL4(Q ® Z) = GL4(Q,) x GL4(Q ® ZIPh.

On définit les sous-ensembles suivants de Q ® Z et M;(Q® Z) :
ZW =7 x 2P et Mo(Z)") = GLy(Z,) x My(ZV),
(Q®Z)P =75 x (Q@ ZM) et My(Q ® 2)®) = GLy(Z,) x M(Q ® ZP).

1.1.2 Actions de groupes

Soient X un espace topologique localement profini, V' un Z-module. On note LC.(X, V)
le module des fonctions localement constantes sur X a valeurs dans V' dont le support
est compact dans X. On note D,,(X, V) l'ensemble des distributions algébriques sur X a
valeurs dans V', c’est a dire des applications Z-linéaires de LC.(X,Z) a valeurs dans V. On
note [, o la valeur de p sur ¢ ot 1 € Dy (X, V) et ¢ € LC.(X, Z).

3



4 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET INTRODUCTION

Soit G un groupe localement profini, agissant contintiment a droite sur X et V ( c.-a-d.
quels que soient g1,90 € G,z € X, on a (x % g1) * go = x * (g192)). On munit LC.(X,Z) et
Day(X, V) d’actions de G a droite comme suit :

sigeG,rx e X,¢0 € LC(X,Z), 1t € Daye(X,V), alors

(L1) (6% g)(@) = daxg™) et /X bluxg) = ( /X (6 g~ ) *g.

1.1.3 Formes modulaires

Soient A un sous-anneau de C et I' un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z). On note
M (', C) le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k& pour I'. On note aussi
M, (T, A) le sous A-module de M (T", C) des formes modulaires dont le g-développement est
a coefficients dans A. On pose M(T, A) = @; 25 M, (T, A). Et on note My (A) (resp. M(A))
la réunion des M (', A) (resp. M(T', A)), ou I' décrit tous les sous-groupes d’indice fini de
SLy(Z). On peut munir lalgébre M(C) d’une action de GLy(Q)+ = {v € GLy(Q)|dety > 0}

de la facon suivante :

(1.2) [y =(dety)" " fi,7, pour f € My(C) et v € GL2(Q)4,

ot f|,7 est 'action modulaire usuelle de GLy(R)( voir section §2.1.1 la formule (2.1)).

Définition 1.1.1. Soient N > 1 et I'y = {(25) € SLy(Z), (24) = (§9)[N]}. Le groupe
[y est un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini. On dit qu’un sous-groupe I' de SLy(Z) est un
sous-groupe de congruence s’il contient ['y pour un certain N > 1.

Exemple 1.1.2. Les sous-groupes I'g(N) = {v € SLa(Z)|y = (§i) mod N} et I'1/(N) =
{7 €SLy(Z)|y = (%) mod N} sont des sous-groupes de congruences.

On définit de méme :

MEE(A) = U M(T, A) et M(A) = M (A).

I" sous-groupe de congruence k

Soit K un sous-corps de C et soit K la cloture algébrique de K. On note I le groupe
des automorphismes de M(K) sur M(SLy(Z), K); c’est un groupe profini. On note Hz@ le

groupe des automorphismes de M(Q) engendré par Ilg et GLy(Q),. Plus généralement, si
S C P est fini, on note Hg) le sous-groupe de H:@ engendré par Ilg et GLo(Z™),, ot Z9)
est le sous-anneau de Q obtenu en inversant tous les nombres premiers qui n’appartiennent

pasa S.

1.1.4 Objets p-adiques

Soit ¢ une variable. On note &% = Qp{%} I’anneau des fonctions analytiques sur le
disque fermé {q € C, : v,(q) > 1}, que 'on munit de la valuation spectrale v, (i.e. v,(f) =
inf,, (g)>1 vp(_f (g)) )- On note K _le complété du corps des fractions de_ £7. On fixe une cloture
algébrique & de R et on note R la cloture intégrale de & dans &. On note Gy le groupe
galois de R sur R.
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On choisit un systéme compatible (gas)ar>1 de racines M-iémes de ¢ dans R (ie. ¥y =
qum, pour tous N, M > 1.) On note Fiy = Q,(Car)s Frrpee = Uns1Fupn et Foo = Upr>1Fr.
Soit Ry = Rlqur, Cur]; c’est une extension galoisienne de 8. On note K., la réunion des K,
pour tous M > 1 et 8% la cloture intégrale de & dans K. On note Py, le groupe galois
de Q,f sur &, et P&Cl le groupe galois de R, sur K.

L’application qui & une forme modulaire associe son g-développement, nous fournit une
inclusion de M(Q) dans Q, 8% et un morphisme Py, — Ilg car Py, préserve Uespace M(Q).
Ceci induit un morphisme Gg — Ilg et un morphisme “de localisation ” H'(Ilg, W) —
H'(Gg, W) pour tout IIg-module W et tout i € N ( voir section §3.1.1 ).

On note K+ = Q,[[q]] le complété g-adique de K*. Soit M > 1 un entier; on note K7,
le complété g-adique de &y, = £7[Cy, qu]. Enfin, on note K, = Up1Kyy et K =
Un>1Klppn-

1.2 Introduction

1.2.1 Fonctions L p-adiques de formes modulaires

Soit N > 1 et e un caractére de Dirichlet modulo N. Soit f(7) = S a,q" € Si(To(N),€)
une forme primitive de poids k > 2 avec ¢ = e*". Soient a, 3 les racines du polyndme
X2 — a,X + ¢(p)pF~t. Soit vy(a) < k — 1, on pose fo(7) = f(7) — Bf(pT). C’est une forme
de niveau Np, propre pour tous les 7;, normalisée, et avec la valeur propre o pour U,. Soit

:3 b,q™N le g-développement de f,. Comme v,(a) < k — 1 (en particulier o # 0 ), on
peut prolonger n +— b, en une fonction sur Z[%] en forcant ’équation fonctionelle b,,, = ab,.

Soit ¢ € I;CC(QP,Q) une fonction localement constante a support compact dans Q,, a
valeurs dans Q. On définit la fonction L complexe de la forme modulaire f associée a ¢ et

a, par la formule

L(faa¢7 3) = Z ¢(n)bnn_5.

nEZ[%}

La série converge pour Re(s) > &L et la fonction L(f., ¢, s) admet un prolongement ana-
lytique & tout le plan complexe. De plus, il existe des nombres complexes non nuls Q;f, Q
permettant de rendre algébriques les L(f,,¢,7), pour 1 < j < k — 1. Plus précisément, si

¢ € LC.(Q,,Q), alors

I'(5) : QfarCv) -, sil<j<k—1¢(-7)=(-1)¢(z)
(2im V) € {@(fa,CN) 0, 1<) < k-1 g(—r) = (~1)6().
On pose
f/(fau ¢7,]) _ %(E‘Q(j;)J(L(faaqb + (_5}?_]¢ © (_1)7]) + L(f0m¢ - (_&;-;]QS © (_1)79))’

oit ¢ o (—1)(z) = ¢(—x), ce qui est a valeurs dans Q et permet de le considérer comme un
nombre p-adique.
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On définit une transformée de Fourier de LC.(Q,, @p) dans LCC(@I,,@I,) par la formule

Slo)= [ e ™ dy=p Y y)e ™,

Qv y mod p™
ou m € N assez grand.

Théoréme 1.2.1. Siv,(a) < k — 1, il existe une unique distribution jis, d’ordre v,(c) sur
Z,, telle que l'on ait

/Z (@) i = L(fa 1),

quels que soient ¢ € LC(Zp,@p), et 1 < j < k—1. De plus, quel que soit ¢ € LA(Zp,@p),
on a prp ¢(p_1$)ﬂf,a = a_l pr ¢(x)/’l’f,a~

Ce théoréme a été démontré par plusieurs personnes par des méthodes trés différentes.
Celle de Kato [18] repose sur la construction d'un systéme d’Euler (via la K-théorie) et sur
une loi de réciprocité explicite résultant d’'un calcul délicat dans les anneaux de Fontaine,
qui permet de montrer que la machine a fonctions L p-adiques de Perrin-Riou [23] fournit
naturellement la distribution pf, quand on I'applique au systéme d'Euler de Kato. Colmez a
esquissé dans [10] une variante de la méthode de Kato, et cette thése est consacrée a vérifier
que cette esquisse, convenablement modifiée, conduit bien au résultat de Kato.

1.2.2 Le systéme d’Euler de Kato

En bref, un systéme d’Euler est une collection de classes de cohomologie vérifiant une
relation de distribution. On construit le systéme d’Euler de Kato comme suit :

A partir des unites de Siegel, on construit une distribution algébrique ez sur (Q ®
Z)? —(0,0) a valeurs dans Q ® (M(Q)[x])*, out A =g, (1 —¢")* est la forme modulaire
de poids 12. Cette distribution zgege est invariante sous Taction du groupe Hg@. La théorie

de Kummer p-adique nous fournit un élément
2hhger € H' (g, Daig (Q® 2)* — (0,0), Qy(1)).

Par cup-produit et restriction & Hg) C Iy et M,(Q®Z)®) C (Q®Z)?—(0,0))2, on obtient
une distribution algébrique :

2hato € HA(TTE), D1 (Ma(Q ® Z)), @, (2))).

En modifiant 2344, par un opérateur (- < ¢,1 >)(d*— < 1,d >) (c.f. §2.3.2 ) qui fait
disparaitre les dénominateurs, on obtient une distribution algébrique & valeurs dans Z,(2)
(que I'on peut donc voir comme une mesure), et une torsion a la Soulé nous fournit enfin un
¢élément

Zkato,c,d(k:7 .]) € HQ(H(%])’ Dalg(MQ(Q ® Z) (p)’ Vk,j))a

oit Vi; = Sym" 2V, ® Q,(2 — j), ot V, est la représentation standard de dimension 2 de
GLy(Z,).
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1.2.3 La loi de réciprocité explicite de Kato

La loi de réciprocité explicite de Kato consiste a relier I'élément 240 ¢4, qui vit dans la
cohomologie du groupe Hg ), a une distribution construite a partir de produits de deux séries
d’Eisenstein (la produit scalaire de Petersson d’une forme primitive avec un tel produit fait
apparaitre les valeurs de la fonction L de f, et c’est cela qui permettrait de construire la
fonction L p-adique). Ceci se fait en plusieurs étapes :

e On commence par “localiser” notre classe de cohomologie & Gg et a étendre les coefficients
de Vi; & BI;(RY) @ Vij, ott BI;(&") est un énorme anneau de Fontaine.

e On constate que I'image de zgatoc.a(k, 7) sous application “de localisation"

H? (11, Dty (Ma(Q @ ), Vi 5)) = H? (G, Dty (Ma(Q @ ), B (RT) @ Vi)

est U'inflation d’un 2-cocycle sur PCy a valeurs dans D,,(Ma(Q ® Z)®), BI, (&L) @ Viy).
Les méthodes de descente presque etale de Tate |27] et Sen [25], revisitées par Faltings [15]
(cf. aussi Andreatta-Iovita [3]) permettraient de montrer que c’est toujours le cas, mais nous
donnons une preuve directe pour 1'élément de Kato (c.f. la construction dans §5.2).

e On construit une application exponentielle duale (c.f. § 5.1) :

exp” : H2(Py,, Dag(Ma(Q @ Z)™) B (RL) @ Viiy)) = HO(Py,, Datg(Ma(Q ® )P K1));
et on calcule I'image de zxat0.c.4(k, j). On obtient finalement le résultat fondamental suivant :

Théoréme 1.2.2. S1k>2,1<j<k—-1,etc,d€Z;, ona

exp* (Zratoca(k, 5)) = 240 o a(k, ),

ol zg)s’c’d(k,j) € HY(Gg, ® a1g(1\/12(@®Z) ,R1)) est la localisée d’une distribution zg;s c.a(k, j)
sur My(Q ® Z), & valeurs dans MEE(QEY) € RE, fize sous Uaction de Tg.

1.2.4 La cohomologie de P,

Soit M > 1 tel que v,(M) = m > v,(2p). On note Kyrpee = Up>1Rrpn. La définition de
I'application exp* et le calcul de I'image de 210, TepOsent sur une description explicite de
la cohomologie du groupe de Galois Pg,, de I'extension 8,0 /8 ; ¢’est un groupe analytique
p-adique de rang 2, isomorphe a

m={(2%) € GLa(Z,) :a=1,c=0,b € p"Z,, d € 1+ p"ZL,}.

Soit V' une représentation analytique de P,,. On démontre le trés utile résultat suivant, ou
'on note (u,v) élément (§ %) de Py,

Théoréme 1.2.3. (prop.4.1.8) Soit V' une représentation analytique de P,,. Alors
(i) tout élément de H?(P,,, V) est représentable par un 2-cocycle analytique ;
(it) On a H2(P,,,V) = V/(01,05 — 1), et l'image d’un 2-cocycle analytique

((ua U)a (Iv y)) — Cluw),(z,y) = Z Ci,j,k,lui’(]jxkyl7
i+j+k+1>2

par cet isomorphisme, est celle de 6@ (C(yu) (z.y)) = €1,001 — C0,1,1,0-
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Chapitre 2

Systéme d’Euler de Kato

2.1 Séries d’Eisenstein-Kronecker et la distribution zg;,

2.1.1 Formes modulaires

Soient H = {z + 1y,y > 0} le demi-plan de Poincaré, A C R un sous anneau. On note
GL2(A); = {y € GLy(A)|dety > 0}, et on définit une action a droite de GLg(R), sur
I’ensemble des fonctions de classe C* de H dans C par la formule :

(det 7)’“*1 ar +b

21) ()™ = T gy

Soit f une fonction de classe C*° de H dans C fixée par un sous groupe I' de SL,(Z)
d’indice fini. Alors cette fonction f est une fonction périodique de période N pour un certain
entier N > 1. Le g-développement de f s’écrit sous la forme ci-dessous :

o (o]
2imtnT n R it
— N — N —
f(r) g ane E ang™, ot g=e""".
n=0

n=0

Définition 2.1.1. Soit I un sous-groupe de SLo(Z) d’indice fini. Une forme modulaire de
poids k£ pour I' est une fonction holomorphe f : H — C verifiant les propriétés suivantes :
(1) fi.y = f poury € I';
(2) f est holomorphe en ico (i.e. quel que soit v € '\ SLy(Z), le g-développement de
fi.7(7) est de la forme )" a,g", ot ¢ = €™ : il n’y a pas de termes négatifs).
neQ4

Si K est un corps algébriquement clos et si I' est un sous-groupe distingué d’indice fini
de SLy(Z), alors le groupe des automorphisme de M(I", K') sur M(SLs(Z), K) est SLy(Z)/T.

Ceci implique Il = SLy(Z), ot SLo(Z) est le complété profini de SLy(Z). Dans le cas général,
on dispose d’une suite exacte :

1 = Iz — g = Gk — 1,

qui admet une section Gx — Il naturelle, en faisant Gx agir sur les coefficients du ¢-
développement des formes modulaires.
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Soient f € My(T, K) et a € GLy(Q),. Alors on peut verifier que, quel que soit vy € T,
(f*a), (@ 'va) = f*a. Donc f*a est invariante pour le groupe a™'T'ar() SLy(Z). Comme
a peut s’écrire sous la forme 7(8 2) avec v € SLy(Z), on déduit

(F *0)(r) = (e ) (T2) = (o (D),

ce qui montre que f *a est holomorphe en ico. Donc f * a est une forme modulaire et M (K)
est stable sous l'action de GLy(Q),. On définit H/K comme le groupe des automorphisme de
M(K) engendré par I et GLy(Q), . Plus généralement, si S C &2 est fini, on note Hg) le
sous-groupe de II} engendré par Ig et GLy(Z™), ott Z(5) est le sous-anneau de Q obtenu
en inversant tous les nombres premiers qui n’appartiennent pas a S.

Le groupe des automorphimes de M"&(Q%) sur M(SLy(Z), Q%¥) est le groupe profini
SLQ(Z), le complété profini de SLy(7Z) par rapport aux sous-groupes de congruence. D’autre
part, quel que soit f € Mm8(QY), le groupe Gg agit sur les coefficients du g-développement
de f a travers son quotient Gal(Q% /Q) qui est isomorphe & Z* par le caractére cyclotomique.
On note H le groupe des automorphismes de M“8(Q%) sur M(SLy(Z), Q). La sous-algebre
M8 (Q) est stable par Il qui agit a travers H.

Théoréme 2.1.2. On a un diagramme commutatif de groupes :

1 g g =m—Gg 1,
1 —=SLy(Z) H<~— Gal(Q¥/Q) —=1

L
\L o lchcl
Y

1—— SLy(Z) —> GLy(Z) = 7> 1

L

~ A

ot o : H — GLo(Z) est un isomorphisme, ce qui permet d’identifier H et GLo(Z). Dans
cette identification la section de Gg dans llg décrite plus haut envoie w € Z* sur la matrice

(39) € GLy(2).

La démonstration repose sur ’étude des séries d’Eisenstein qui se trouve plus loin, et

donc on donne l'idée ici.

- Construire une bijection o : H — GLoy(Z) :

Soit u € Z* et soit o, € Gal(Q¥/Q) limage inverse de u dans Gal(Q¥/Q) via
Pisomorphisme Xeya : Gal(Q¥9/Q) 2 Z*. On peut décomposer H (resp. GLy(Z)) en
Pensemble SLy(Z)o, (resp. SLy(Z)(39)) par la classe a droite suivant SLy(Z). Alors,
on définit une bijection de H sur GLy(Z) en envoyant la classe a droite yo, sur (4 9),
si y € SLy(Z).

- L’étude des séries d’Eisenstein ( voir la proposition 2.1.11 ) montre que la bijection
a:H — GLQ(Z) construite dans I'étape précédente est un morphisme de groupes :
En utilisant la bijection o, on définit une action de GLy(Z) sur M8(Q%!) induit par
celle de H :
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Définition 2.1.3. Si v = 7(19) € GLy(Z) avec vy € SLy(Z) et u € Z*, et si
f e Mene(Qwe) on définit

frry=fx(a(7) = f* (v0u).

On définit une autre action du groupe GLy(Z) sur les séries d’Eisenstein ( voir la
définition 2.1.6 ) et on montre dans la proposition 2.1.11 que ces deux actions de GLy(Z)
coincident. Donc « est un morphisme de groupes et cela nous permet d’identifier le
groupe H au groupe GLy(Z) naturellement.

2.1.2 Séries d’Eisenstein-Kronecker

Les résultats dans ce paragraphe peuvent se trouver dans le livre de Weil [28].

Définition 2.1.4. Si (1,2) € HxC, on pose ¢ = e*™ et ¢, = e*™*. On introduit 'opérateur

0. = 52 = an . On aussi pose e(a) = €*™. Sik € N, 7 € H, et z,u € C, la série

d’Eisensteln—Kronecker est

H, ) I'(s) <T—7_')8_k Z/ otz <wﬁ—u@)
S,T,2,u) = , , e — ),
g (—2im)k " 2im Bl ol

qui converge pour Re(s) > 1+ —, et posséde un prolongement méromorphe a tout le plan
complexe avec des poles simplesen s =1 (sik=0etu € Z+Zr)et s=0(sik=0et

/
z € Z + Z7 ). Dans la formule ci-dessus Z signifie ( si z € Z + Z7 ) que 'on supprime le
terme correspondant & w = —z. De plus, elle vérifie ’équation fonctionnelle :

2U — UZ

Hy(s, 7, 2z,u) = e YHi(k+1—s,7,u,2).

T—T

Si k£ > 1, on définit les fonctions suivantes :

I'(k) 1
Ek(T,Z):HkU{?,T,Z,O)(:( 2< k Z TZ)SII{Z>3)
wEZL+LT
Fi(r,2) = Hy(k, 7,0, 2)(= kz _f)sikzs).
€Z+ZT T T

Les fonctions Ej (T, 2) et Fi(T, z) sont périodiques en z de période Z7 + Z. De plus on a :
Exi1(1,2) = 0, Ex(1,2), stk € Net Ey(r,2) =log|0(r, 2)| si z ¢ Z + Zr,

ou (7, z) est donnée par le produit infini :

0(r,2) = q"/(q)* — ') T]((1 = ") (1 = ¢"¢2 ).

n>1

On note A = (9,0(7, 2)|.,=0)"? = qH >1(1 — q™)?* la forme modulaire de poids 12.
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Soient (a, 3) € (Q/Z)? et (a,b) € Q* qui a pour image (a, 3) dans (Q/Z)%. Si k = 2 et
(o, B) # (0,0), ousi k > 1 et k# 2, on définit :
E&k%} = Ey(1,a1 +b) et Fo(ékﬂ) = Fy(7,a1 +b).
Sik=2et (a,p)=(0,0), on définit *

Eé?g = FO(,2O) = }91413 HQ(S’TaOa O)

Lemme 2.1.5. Les functions Eg%, F ékg satisfont les relations de distribution suivantes, quel
que soit l'entier f > 1 :

k k Kk _ k
22 > By =Y > R =
fo'=a,fp'=4 fo'=a,fp'=4
k) T k (k k
(2.3) > B f) FPEYL et Z F! g, = fFY)
fB8'=p fB8'=

Démonstration. Soit (a,b) € Q? un représentant de («, ) € (Q/Z)?. Les relations pour Eg%

se déduisent du calcul suivant pour k& > 3 (pour k = 1,2, il faut utiliser un prolongement
analytique ) :

S e, - Y Ek(T,“?H”;j)

fo'=a 0<i<f-1
18/'=8 0<5<f—1
-y e
k’ Z a—i—z b+j f aﬁ’
0<i<f—1 ( wETtTr (w+ 7+ J)
0<y<f-1
b
> ESG = Y Bl
f8'=p 0<j<f-1
f-1
N IR 3 1 _ g
N — )k ar | btk .
j=0 ( 2z7r) WELHLF (w—l— f - f )
La relation > F (?) = fF ékﬂ) se déduit du méme genre de calculs que les relations
fB'=p

> Fa’f)g, = fQ*kFaﬂ) et fz Ea B’G) kaaﬁ, on va donner juste le calcul pour la
fa'=a —

f8'=p

relation ) F;kﬁ, = f* ’“F
fo'=a
f8'=p

Les deux égalités suivantes vont jouer un role dans le calcul :
(1) Quels que soient w € Z+Zr et 0<i,j < f—1,0na

e(

x. La série Ha(s,7,0,0) converge pour Re(s) > 2, mais pas pour s = 2.

i(wT —Tw) + j(w — )

)=1.

T—T
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(2) Quel que soient w = fw' +m+nt avec w' € Z+ Zt et moun # 0, on a

1w+ ) - (s 4 e

Z Ee( T—Tf ’ ) =0,

0<i<f—1
0<y<f-1

Donc on a ( pour k> 3; pour k = 1,2, il faut utiliser un prolongement analytique ).

227r (k) (—2im)k a+i b+j
F ;) — Fk(T T + )
E : o' \pB § : )
fo'=a (k) 0<i<f-—1 f f
t8'=8 0<j<f-1

Z Z T F F 7 )
T—T

0<i<f— 1w€Z+ZT

0<j<f-1

/ 1 w(—' L] == b4j
E E E _ke( f f — f f )
, w T—T
0<i<f—10<m< f—1lw=fw'+m+nt
0<j<f-10<n<f-1 w'e€Z+Zr

Z Z T 7 A 7 )
T—T

0<i<f—-1lwee Z+ZT)

0<j<f-1

Z Z f‘ T‘T_TT T )

0<i<f—1we Z+ZT)

0<5<f-1
ek r 1 w(aT +0b) — (a1 + b)w i(wT —Tw) + j(w — )
D S AL G AU R
we(ZA2ZT) 0<i<f-1
0<j<f—1
_ 2 k( 2im)" v
f Favﬁ

(k)
O

On dispose d’une action du groupe GLQ(Z) sur les séries d’Eisenstein, via son action sur
(Q/Z)*.
Définition 2.1.6. Siy = (%) € GLy(Z), k> 1 et (o, B) € (Q/Z)?, on définit

(k
Ea ) oy = Ec(wz)Jrcﬁ ba+dp et FO(‘ : °T = FCEO‘)erﬁ catdp:

Nous allons vérifier que ces séries d’Eisenstein appartiennent a A8 (Qey<!) (_c.f. prop.
2.1.7 ) et que l'action de GLy(Z) sur M"8(QY) via la bijection a : H — GLy(Z), définie
plus haut, induit 'action précédente sur les séries d’Eisenstein.

Proposition 2.1.7. (1) Eé?g = F(%) = _—1E§7 ol

6
E; = +1—-24
27 in(r—7) 201

est la série d’Fisenstein non holomorphe de poids 2 habituelle.
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(2) Si No = NS =0, alors
(a) Effg = E?), — B € Ma(Dy, Q(C)) et B € My(Tn,Q(Cy)) sik > 1 etk # 2.
(b) F B € Mp(Tn,Q(Cy)) stk > 1,k #2 ou si k =2,(a, 8) # (0,0).

Les résultats au-dessus sont bien connus. Pour faciliter la lecture, on donne l'idée; les
détails se trouvent plus loin.

Démonstration. (1) Par définition, on a
L(s) 7—7 PP
E(2) — F(z) =1 s—k )
oo = Foo =I5 () 2. W

WEL+LT

On applique la formule de Poisson pour la somme ( voir la démonstration de la propo-
sition (2.1.9) ) et prend la limite.

(2) On considére le g-développement des séries d’Eisenstein et on va montrer dans la
proposition 2.1.9 que les coefficients sont dans l’extension cyclotomique. Il reste a
vérifier que les séries sont fixées par le sous-groupe de congruence I'y. Mais ce fait est
vérifié par des formules plus générales dans la proposition 2.1.11.

O

2.1.3 Les ¢-développements de séries d’Eisenstein

Soit A un sous-anneau de C. On note Dir(C) le C-espace vectoriel des séries de Dirichlet
formelles a coefficients dans C. On note Dir(A) le sous A-module de Dir(C) des séries de
Dirichlet formelles dont les coefficients sont dans A. On définit une action du groupe de
Galois Gg = Gal(Q/Q) sur Dir(Q) en agissant sur les coefficients.

Soit o € Q/Z. On définit les séries de Dirichlet formelles ((a, s) et (*(«, s), appartenant
a Dir(Q®), par les formules :

C(a,8) = Z n~* et (*(a, s) iemm” -

ne@i n=1
n=a mod Z

La fonction ((«, s) admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe, holomorphe
en dehors de poles simples en s = 1 de résidu 1. De plus, une fonction de type g(t) = (a+t)*
avec k > 1 un entier et a € Q admet une intégration de Riemann p-adique sur Z, ( qui
s’appelle I'intégral de Volkenborn [24]) :

[~ g

On a le fait que —%fzp(a + t)kdt = —kT“ = ((a,1 — k), ou By(a) est le polynome de
Bernoulli.

Considérons I'application surjective Xeya : Go — Z*. Soit d € Z* et soit o4 un relévement
de d dans Gg. Alors on définit I'action de d € Z* sur les séries de Dirichlet formelles ¢(a;, )
et (*(a, s) via o4 agissant sur les coefficients T.

. L’action de o4 sur 2™ est donnée par oq%e?™ = 24 o1 do est bien défini car on a I'isomorphisme

(Q®2)/Z=Q/L.
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Lemme 2.1.8. On a ((a,s) xd = ((a, s) et (*(a, 8) xd = (*(da, s).

La proposition suivante décrit les g-développements de séries d’Eisenstein et elle montre
que les coefficients du g-développement des séries d’Eisenstein sont dans Q% En particulier,
celle-ci nous permet de conclure le resultat de la proposition 2.1.7.

Proposition 2.1.9. (1) Stk >1,k#2eta, € Q/Z, alors le g-développement > anq"
n€Qy

de Eék% est donné par

s
nGQi

S = )¢ (Brs = k4 1) + (—1) C(—a, 5)C (=B, s — k +1).

De plus, on a :
Soitk # 1. a9g=0 (resp. ag=C*(B,1—k) ) sia#0 (resp. a =0 ).
Soit k = 1. On a ag = ((,0) ( resp. ag = 5(¢*(B,0) — ¢*(=5,0)) ) si a # 0 (resp.

a=0).
(11)) Sik>1eta,f €Q/Z (sik =2, («a, ) # (0,0)), alors le g-développement > a,q"
neQt
de Fékﬁ) est donné par
an § .
> =Gl =k 1C(B ) + (~D (s =k + )¢ (= 9).
neQy

De plus, on a :
Soit k # 1, ag = ((a, 1 — k).
Soit k=1, ap = ((,0) ( resp. ag = 3(¢*(B,0) — ¢*(=5,0)) ) sia#0 (resp. a =0
).

Démonstration. Choisisons une présentation (&, 3) € Q? de (a, 3) € (Q/Z)?, alors la fonc-
t~ion Fc(fg, ( resp. Eg% ) est définie par évaluer la fonction Hy(s, 7,0, ar+f) (resp. Hi(s, T, aT+
$3,0) ) en k = s. La fonction Hy(s, T, z,u) converge si Re(s) > 1+%, posséde un prolongement
méromorphe a tout le plan complexe, holomorphe en dehors de pole simple en s = 1 ( si

k=0etu€Z+7Zr)ets=0(sik=0etz€Z+7Zr).

Pour obtenir les formules dans la proposition, on applique juste la formule de Poisson
( pour k = 1,2, il faut utiliser un prolongement analytique. ) Montrons (ii) en utilisant la
formule de Poisson.

Pour simplifier la formule, on écrit z = &t + 3 et on pose 7 = = + 1y avec x,y € R et
y > 0.
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De la définition, on a :

Hi(s,7,0,2) = (_I;(;z)k Qiziy)s k m%z o n)ﬂ;ﬁ o e<wi : ;w)
- F2<2) ZZ e gu&i n)rke(mg )
27Tz 'm2>:O ; o n21ym7_ NP e(mf — na)+
)25k Z Z —— nQZy — n)s_ke(—mﬁ~ — na))
m>0 nGZ
Si Re(s) > 1+ §, la fonction f(t) = (mngn(ﬁn;iz),k vérifie la condition de la formule de

Poisson. Alors,

> )= F(f)n)

nez nez
+oo €—2i7rnte<mﬁ~ _ t0~é>
B (mr + 0 (m7 + £ "
nez ¥ —x®
5 +oo e—2i7r(n+d)t
— dt
=2_e(m((n+a)z +5»/;)@my+w%4my+ﬂsk

neL

Alors, si s=k,ona k >3etona

+o0 6—2wr(n+a)t . kel —2 (n+d)
5 dt = (=2im)"T'(k) " (n+ &) e 7Ty
| Tt = (2T o+ )

grace a la méthode des résidus. Ceci nous donne

Sty = ) (=2im) (k) 0t g e(mp).

nez n€Q4 ,n=alZ]

e(—mpB—ta)
(mT—t)s(mT—t)

On peut aussi appliquer la formule de Poisson & la fonction g(t) =
s =k > 3 et obtient

= pour

dogln)y= > (=2im) T (k)0 g e(—mp).

nez n€Q4,n=—alZ]
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Donc on a

F;kﬁ) = Hy(k,7,0,2)

— Z Z n*Lgmme(mpB) + (—1)* Z Z n g™ e(—mp)

m2>0neQ4,n=alZ] m>0 neQ4 ,n=—alZ]

Cla, 1 —k —I—Z Z klm”(mﬁ)

m>0neQy ,n=alZ]

—1)’“2 Z n*~tgmme(—mp); si a # 0,

m>0neQ,n=—alZ]

SCBO-CERNEY Y grem)t

m>0neQ? ,n=alZ]

—1)’“2 Z n*tgmme(—mp); sia =0et k= 1;

m>0neQ} ,n=-alZ]

Donc,
a 1 - 1
ono_ 217rmﬁ k—1 -1 k —2immp, k—1
pri D > Tl S A DI D iy wr
neQy neQy ,n= a[Z] m=1 neQy, n:fa[Z] m=1
2irm/3 . —2irmf3
=D Z D Y Z e
nEQJr m=1 neQy, n=1
n=alZ] n=—alZ]
= ((a,s =k +1)C (B, 8) + (1) C(=a,s =k + 1) (=5, 5).
O]
Remarque 2.1.10. (i) D’aprés cette proposition, on voit que ES}J} et Fo(élg ont le méme

g-développement pour tous les o, 5 € Q/Z ( On peut aussi déduire ce résultat par
I’équation fonctionnelle de Hy(s, 7, z,u) ).

(ii) Soit d € Z* et soit oy un relévement de d dans Go. L’action de Z* induit par Iaction
de H sur les séries d’Eisenstein est donné par o, agissant sur les coefficients du g¢-
développement de formes modulaires. Il équivaut & trouver I'action de 7* sur les séries
de Dirichlet formelles associées. Soit ZHEQ anq"” le g-développement de Eg% ( resp.

F (kﬁ) ). Alors le g-développement Zne@ bnq™ de E 5 * d est donné par

Z Z —xd=((a,8)¢*(dBys — k+ 1) + (=1)f¢(~a, s)(*(—dB, s — k + 1),

n€Q+ nGQ*

O( resp. ¢*(dB,1 —k)); si k # 1,a # 0( resp. si a = 0),
c(00) (resp.(€°(d5.0) = *(=05,0)) ) 5 b = Lia £ 0( xesp. @ = 0

by =
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et celui de F OE’% * d est donné par

> T = s — k4 G, ) + (<G00 s — kD¢ (=B, 5)

neQ?y

C(a,1—k)); sik #1,
C(0.0) ([ resp5(¢°(45,0) = €' (=d8,0)) )5 i k = Lo £ 0(xesp. @ = )

by =

Donc on a E(k *d = E c)lﬂ et F{ikﬁ *d = Fggﬂ.

Proposition 2.1.11. Si~v = ( ) € GLg(Z),kJ >1 et (a,8) € (Q/Z)?, on a

E®) s~ =EY

aa+cB,ba+dp et Fo(fﬁ) F(k)

aa+cB,ba+dB*

Démonstration. Comme GLy(Z) = Ugese SLo(Z)(L9), il suffit de vérifier pour v € SLy(Z)
et (89) avec d € Z*. Le cas de (}9) suit du lemme 2.1.8 et du g-développement de la
proposition 2.1.9. Le cas de SLy(Z) suit du calcul ci-dessous pour SLy(Z) et se déduit par
continuité.

Choisissons une présentation (&, 3) € Q? de (a, ) € (Q/Z)?, et si y = (28) € SLy(2),
alors on a :

1 ) N
mEk(Wﬂ ayt + fB)

1Tk 1
(e +d)F (—2im)k (w+ &y + B)*

E®, xy = E®)lin(r) =

WEZALNT

(k) 1
(2w 2 (w+ a(ar +b) + Ber + d))F

WEL+LT

T(k) 1
"2 2, o aat ad

e (W (ad + ¢B)T + (b + dp))k

_ (k)
Eaa-‘,—cﬁ ba—l—d,B( )

1
(e + d)E
1 I'(k) 1 w(@T+ B) — (ayT + B)w
(c7 + d)* (—2im)k 2. el ~(r —7) )

'k 1 w(alaT +b 3(cF 4+ d)) — (alar + b 3(ct 4 d))w
(k) Z_k@((( +0) + B( +))_§( +0) + B( +)))

F& sy = F&(r) = Fi(yr,677 + B)

WEZALNT

\]
\]

(—2im) T
_T(k) 1 w((ad + cfB)T + ba + dﬁ) ((ac + ¢B)T + ba + df)w
= 2w

- )
wEZAZLT

_ k)
o Faa—i—cﬂ,ba—i—dﬁ (T>
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2.1.4 Les distributions zg;s(k), 2%,,(k), et zgis(k, j)

Soient X = (Q ® Z)2,G = GLy(Q® Z) et V = M"(QY). Alors X est un espace
topologique localement profini et G est un groupe localement profini, agissant contintiment
a droite sur X par la multiplication de matrices.

L’action de G sur V a droite, noté par *, se déduit de I'action de H(/@ sur V' et I'action
de Ty se factorise a traver GLy(Z). Comme tout v € GLy(Q ® Z) peut s’écrire sous la
forme v = g1 (9 ) (49) g2 avec g1,92 € GLy(Z), 7 € Q% et e un entier > 1, il suffit de
donner les formules pour v € GLy(Z),y = (9 2) ety = (49) respectivement. Comme
("0 2 ) et (§9) apparaissent dans GLy(Q), on prend ses actions par la formule (1.2) dans
“notation”. Si v € GLy(Z), en utilisant la décomposition GLy(Z) = Ugesr SLy(Z)(L9), on
décompose 'action de v en deux parties. Comme on est en poids k, I’action de SLQ(Z) est
'action |. Laction de (}Y) est via un relévement o, dans Gg agissant sur les coefficients du
g-développement. En particulier, au cas des séries d’Eisenstein, la proposition 2.1.11 nous
donne les formules explicites.

Alors, on peut appliquer les formules (1.1) dans “notation" au cas au-dessus.

Théoréme 2.1.12. Si k > 1, il existe une distribution algébrique zpis(k) ( resp. zp; (k) )
€ Dae((Q® Z)2, M2"8(QW)) wérifiant : quels que soient r € Q* et (a,b) € Q?, on a

/ 7 5 ZEis(k) - TﬁkEﬁlj)la r=1b
(a+rZ)x (b+r2) '

(resp./ 2mis(k) = r_kEﬁlf)la 1y Si k= )
(a+rZ)x (b+rZ) ’

/ , (k) = Tk_2Fr(lj)1a,rlb'
(a+rZ)x (b+rZ)

De plus, si v € GLy(Q ® Z), alors

2pis(k) * v = zmis(k) et Z;Ezs(k) *y = | det ’y|1_kzlE'is(k)'

Démonstration. L'existence de la distribution résulte des relations de distribution de Eg%

et Fo(lkﬂ) dans le lemme (2.1.5). Comme tout 7 € GLy(Q ® Z) peut s’écrire sous la forme
v =g1( 0)(§2)g avec g1, € GLy(Z),ry € Q% et e un entier > 1. Alors, le calcul
suivant montre la derniére assertion dans la proposition :

— siy € GLy(Z), on a | dety| = 1.

/ R R ZEzs(k) 7y = (/ A . ZEzs(k)) *y
(a+rZ)x (b+rZ) ((a+rZ)x (b+rZ) sy~

— k
= (T kE((rzla,r—lb)*'y—l) *
— pkpk)

r~la,r—1b"
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Lo = ([ m) e
(a+rZ)x (b+rZ) ((a+7rZ)X (b+7Z))*y~1
=r

k
((r )1a,r*1b)*'y*1 Y

k ZF(k)

r~la,r—1b"

Les derniéres équations dans les formules au-dessus se déduisent de la proposition
2.1.11.

fsify:(%’,%),ona:

/ N R ZEzs<k) *y = / . . ZEZS(I{J) * 7y
(a+1Z)x(b+rZ) (%—i—%Z)x(%—k%Z)

r._ k
= (=) (EE, 1)+
To
rog 1 (k)
—(—)F—— _F
(ro (0T +19)* ™ far” 1(77)

fk:El( )

r~la,r—1b’

/ Ry = ( / zﬁ;is<k>)*v
(a+rZ)x (b+rZ) (&24+L Z) ( + - Z)

’I‘O ’I‘O TO ’l‘
r k
= ()" 2F, ) *
To ’
= (Dye L o
To (OT+7’0)k E “tartb

k Q(det’}/)l kF()

1q e 1b7

(v7)

~siy=(4?),ona:

[ = ([ e
(a+rZ)x (b+rZ) ((a+rZ)x (b+7Z))xy~1

—([ )
(a+rZ)x(24+12)

e—1

=Z</ )
- (a—H"Z)X(Q—i-Z—I—rZ)

=0

_ k (k)
0T+6 ZEr 14,7 1b+l )

—kE(k)

r~lar=1b’
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/ X X ZEis(k)\ﬂ = (/ R R Zpis(K)) *
(a+rZ)x (b+rZ) ((a+rZ)x (b+rZ))xy—1

- </ )y
(a+rZ)x(b+27)

e—1

=Y ey
. (a—l—'rZ)X(%—l—%—i—rZ)

=0
1 1 T
k—2 (k)
= F _ A
(07 + e)kr ; r—la,rbti ( e)
— rk_2(det 'y)l_kF(k)

r—la,r—1b?

et les derniéres équations se déduisent des relations (2.3) dans le lemme 2.1.5.
O

On peut identifier (Q®Z)? x (Q®Z)? avec My(Q®Z) via le morphisme ((a,b), (¢, d)) —
(‘C‘ 3) En utilisant le fait que le produit de deux formes modulaires de poids 7 et j est une
forme modulaire de poids i 4+ 7, on obtient une application naturelle :

Dus(Q® 2)°, Mi(Q)) ® Dty (Q® Z)?, M;(Q)) = Dt (M2(Q® Z), Mi15(Q)).

Sik>2et1<j<k-—1,on définit
. (_1)j / . . ~ —
ZEzs(kaj) = szls<k _j) ® ZEZS(]) € CDalg(l\/IQ((@ & Z)aMk<Q))

Par construction dans le théoréme (2.1.12), on a les propriétés de cette distribution
zpis(k, 7) suivantes :
(1) Si M, N sont deux entiers > 1, on pose Oy y = {(“0 b0 ),ao— 1,bp € MZ,co,dy—1 €

co do
NZ} et ¢pn la fonction caractéristique de Opy n. Alors on a :

. (_1)j k—j—2 nr—j (k—3) 1(5)
is(k, j) = M*I2NTIFY VBT
/¢M,NZE (k,7) G- Lo oL

(2)Par le théoréme ci-dessus, on a :

Sl Y € GLQ(@ X Z)a ZEzs(kuj)\k’y = |det7|j_leis<k7j)‘

2.1.5 Une variante des séries d’Eisenstein et la distribution zg;s . 4(k, j)

Soit < - >: Z7 — Z* Vinclusion naturelle en envoyant z sur < x >= (1,--- ,x,1,---),

ou z est a la place p. Considérons linclusion de Z* dans GLy(Z) en envoyant d sur (49).
D’aprés la proposition 2.1.11, cela définit une action de d € Z* sur les séries d’Eisenstein par

les formules : si k > 1 et (o, 3) € (Q/Z)?, on a

k k k k k
(2.4) d-Ery=EY  =EN (29 et d - FX) = FY, = F") o« (49),
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A~

ou l'action de * est celle de GLy(Z) sur les séries d’Eisenstein.

Considérons l'injection de M; "#(Q) dans M;"*¢(Q,). On peut définir une variante des
] k k P b

séries d’Eisenstein a coefficients dans Q,, ci-dessous : On pose

2 (k) k (k) g
" {c E s — B o cong Stk >1et k#2
c,a,8 T ~ ~ .
(2.5) ? c(f)g — CQE(<22>Q’<C>B; sik=2;
F® = F) — & FPY  ssik>1etk#2, ousi(a,B)# (0,0) et k= 2.

Elles sont des combinations linéaires des séries d’Eisenstein. On définit une dérivation 0, sur
Eékg 5 par la formule :

k
8zE§70375 = 0.(PE(T, 2) — " Ei(7, ¢2)) | a—ari5-
De la relation Fyi1(7,2) = 0, E(T, 2) si k € N, on déduit que :

Lemme 2.1.13. On a aZEgzﬁ — glktD

C7a7ﬁ :

D’aprés le paragraphe §2.1.4. on déduit le résultat suivant :

Proposition 2.1.14. (1) Soit ¢ € Zy. Si k > 1, il eviste une distribution algébrique

zpisc(k) (resp. z/Ei&C JAS @alg((Q®Z)2, Mzong(@;yd)) vérifiant : quel que soient r € Q*
et (a,b) € Q?, on a

/ ZEiS’c(k:) - r_kEélj")*la r=1b
(a+rZ) x (b+rZ) ' ’

( Tesp. / Z/Eis c(k) = TﬁiQFc(]:")—la r—lb')
(a+rZ) x (b+72) ’ S

De plus, si v € GLy(Q ® Z), alors
ZEiS,C(k) *y = ZEiS,C(k> et Z/Eis,c * = | det7|likzlEis,c(k’)'

(2) Soient c,d € Zy. Sik>2etl1<j<k—1,la distribution

. —1) . .
ZEis,c,d(kaj) = ﬁzlEis,c(k - j) ® inS,d(])

appartient & D uz(Ma(Q®Z), M (Q¥)). De plus, elle vérifie les propriétés suivantes :
o Si M, N sont deux entiers > 1, on pose Oy n = {(‘Clg Zg),ag—l,bo € MZ,co,do—l €
NZ} et pu.n la fonction caractéristique de Oy . Alors on a :

J) 1 (d)
DEd,O,%'

. —1)7 o
/QSM,NZEis,c,d(ka]) = (§ _)1)|Mk ! 2N ch(,k—

1 SZ Y € GLQ(Q ® Z); ZEis,c,d(k7j)\k7 = |det’y|j712Eis,c,d(kaj)'

1
M
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2.2 Unités de Siegel et distribution z;.4

Définition 2.2.1. Soit I' un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini.
(1) Une fonction modulaire de poids 0 pour I' est une fonction holomorphe f(7) sur H
et méromorphe sur (H UPH(Q))/T, telle que,

at +b

_ k .
c7'+d) = (et + d)" f(z) pour v € T

i

(2) Une unité modulaire pour I' est une unité de 'anneux des fonctions modulaires de
poids 0 pour I".

Soit K un sous corps de C. On note U (I", K') le groupe des unités modulaires pour I' dont
le g-développement est & coefficients dans K. On note U(K) la réunion des U(T", K), ou I'
décrit tous les sous-groupes d’indice fini de SLy(Z).

La fonction theta 0(7, z) est définie par le produit infini

0(r,2) = ¢/ (@” =" (1 = ") (1 = "¢ ).

n>1

Rappelons ci-aprés les propriétés fondamentales de la fonction 6 ( voir [20] chapitre 19) :
— 0 est homogeéne de degré 0.
~ Soit y = (% Zg ) € SLs(Z). Alors 0(, z) satisfait une équation fonctionnelle de la forme
suivante :
Ticy2>

001(1):2) = Guza (. 2)el s

ol (y2, est une racine d’unité d’ordre 12 qui dépend de y et (1) est le produit de
matrices usuel (Le. v(7) = (27f0).
Elle n’est pas périodique en z de période Z+ Z7. Notons A, le réseau Z + Z7. Pour un entier
¢ > 2,(c,6) = 1, on définit une autre fonction goo(z) = 0(r, 2)0(r,cz)~" a partir de la
fonction theta. Soit @ un entier > 1; on note O(C/A,, a) 'anneau des fonctions holomorphes
sur C/A, — (a™*A;) /A, et on note O(C/A,,a)* le groupe des unités de O(C/A,, a). Soit a, b
deux entiers tels que (a,b) = 1; on définit une application de norme du groupe O(C/A,, ab)*

dans le groupe O(C/A.,b)* comme suit : soit f(z) € O(C/A,,ab)*, on a

a—1la—1 .
z k gr
Na(f) =TT ]I+ =+
. a a a
k=0 j=0
Lemme 2.2.2. (1) La fonction go.(z) est une fonction elliptique sur C/A,. De plus,
elle est une unité de l'anneau O(C/A;,c) des fonctions holomorphes sur C/A,; —
(c7'A,)/A,.
(2) Quel que soit a un entier > 1 tel que (a,c) =1, on a Ny(goc) = Go.c-

Démonstration. (1) La premiére assertion de (1) du lemme suit d’un calcul direct.
Observons que le diviseur associé a gg,. sur C/A; est ¢*(0) — ¢ 'A, /A, ( cela suit de
I’expression explicite de g .

21 e=c® ano(l - anZ)CQ Hn21(1 - qnqgl)CQ
g(],c(z) =q 12 <_q,z) 2 o no—c :
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les zeros ¢2(0) proviennent du terme [, oo(1 — ¢"¢.) [1,»,(1 — ¢"¢;") et les poles

¢ YA /A, proviennent du terme [],-,(1 — ¢"¢%) [1,>:(1 — ¢"¢;©).) 1l s’ensuit que go.

est une unité de I'anneau des fonctions holomorphes sur C/A, — (¢7*Z + ¢~ 'Z7) /A,
(2) De la définition de Iapplication N, on a No(Ni(go)) = No(Na(go,)) pour a,b € N

tels que (ab,c) = 1. Comme N,(go.) €t go.(z) ont le méme diviseur, il existe une
constante u, € C? telle que N,(go.) = Usgo.. Par la relation N,N, = NyN,, on a
uZLl = ulf’l. Si on pose g = u2_3U3goyc, alors on a
a9 2 2 —3(a%-1 2 _ 2 2
Na(9) = u3 " u§ uago.e = Uy (a )ug Ygg = u 3 V3 "ty = g.

L’assertion se déduit des relations Na(go.) = go.c €t N3(go.) = go.- En effet, quel que
soit a > 1 tel que (a,c¢) = 1, de la formule [[¢Z, (1 — X¢}) =1 — 2% on a

a—1

No(1=q"¢:") = [J(1 = ¢ g

a—1

Na(l . qnq;tc) _ H(l . qaniCjQétzl).

=0
Alors, on a la relation

N[ =) [Ja—a"") =[] = q"e) J](1 = q"a2 )

n>0 n>1 n>0 n>1

cela simplifie les calculs et on vérifie facilement pour a = 2,3, Ny(go.c) = go.c-

]

Soit d un autre entier vérifiant (d,6) = 1. On définit ¢*go4(2) = go.a(cz), de maniére
explicite, on a :

qd21§1 (=g )W*Td%c ano(l - qnq§>d2 Hn21(1 - qnqz_c)d2
’ [Lso(d — ¢ TLsi (1 — qgz %)

Lemme 2.2.3. Soient ¢,d deux entiers tels que (cd,6) = 1. Alors on a

(2.6) (90.0) (" g0.0) " = (g0.)" (" g0.c) ™"
Démonstration. Considérons les fonctions méromorphes (go.4) (¢*go.qa) ™' et (go.e)* (d*go.e) ™",
elles ont le méme diviseur sur C/A; : d?(0)—c*(d A, JA)—d*(c PNy JA) +((ed)PAL/AL).

62 * 1
% est une fonction holomorphe sur C/A, ; en particulier, elle est une fonc-
0,c 0,c

tion constante non nulle u. Comme gy . est stable sous I'application de norme N, pour
(a,c) =1, il en résulte que pour a = 2 (resp. 3), u* = u ( resp. u’ = u). Donc u = 1. O

Donc

Soit (a, B) € (Q/Z)?; on définit une action de SLy(Z) a droite par le produit de matrices
usuel :

siy = (200, (a,8) %y = (apa + coff, boer + do3).
Pour (a, 8) € (Q/Z)?, choisissons un relévement (a,b) de (o, ) dans Q?; et posons

9e,0,8 (T) = gO,c(aT + b)
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Proposition 2.2.4. Soient o, 5 € %Z/Z.
(1) Si(c,6) =1 et(ca,cB)#(0,0), alors geqp est une unité modulaire dansU(I'y, Q(Cn))-
(it) Si(c,6) =1, l’élément go 3 = gigf;*l) de Q@U(Q) ne dépend pas du choiz de ¢ = 1
mod N. De plus, on a geap = ggiﬁg;;cﬁ.

Démonstration. (i) Comme (ca, ) # (0,0), on obtient ar + b & ¢ 'Z + ¢ 'Zr. Comme
go. est une unité de 'anneau des fonctions holomorphes sur C/(Z + Z1) — (¢"'Z +
¢ YZ71)/(Z + Z7), la fonction g., s(7) n’a ni zéros, ni poles sur H. De plus, la fonction
Jenp @ la formule explicite :

2 o2 1 — q"q%e(2mib))< 1 — g"g—%(—2mib))<’
2.7) ¢ (—¢ e(2mib))= [ Lso( — q"qe(2m )) [[>:(1—q"q "e(—2m )) .
Hn20<]‘ — q"q““e(2mibc)) HnZl(]‘ — q"q~e(—2mibc))

Considérons le g-développement de cette formule, on trouve que les coefficients sont
dans Q((xn). Donc il suffit de vérifier que c’est une fonction modulaire pour le sous
groupe de congruence I'y.

Considérons la fonction 0(7, at 4 b) sous l'action de v € SLy(Z). Comme I'action de
sur (1) nous donne une base nouvelle du réseau (7, 1), le point ar + b ne change pas.
Pour I'action de v donnée par transformation de Mobius, le point a7 + b est envoyé en
ayT + b.

Alors, avec les propriétés fondamentales de la fonction 6 rappelées ci-dessus, on a?

O(yr, ayT + b)c2 O(v(1), (aag + beo)T + boa + dob)c2

Geas(V7) = 0(y7, clayr + b)) 0(4(7), c((aao + beo) + aby + bdy))

glc;W@(T, (CLCLO i bCO)T I boa I dob)c2e(c27rico((aa0+bco)7+b0a+d0b)2)

(COT+dQ)
C127’79(7—7 c((aag + bey)T + boa + dob))e(7”60(C((aaoési(£;$boa+dob))2)
_ Cc2_1 0(t, (aag + beo)T + boa + dob)CQ _ 2_19 o
27 0(r, ¢((aag + beo)T + boa + dob)) 7 e (a,B)y (T)-

Comme (c,6) = 1, on a 12|(¢* —1). Si y € Ty, alors (a, 3) xv = (a, ). Par conséquent
gc,a,ﬁ(fw—) = gc,a,ﬁ(T) siy€l'y.

(ii) Soit (a,b) un reléevement de (a,3) dans Q2. Si on évalue ¢*gg4(2) en ar + b, on
obtient ¢*gp a(aT +b) = goa(cat +cb). Soient ¢ = d = 1[N]. On a ¢*gpa(aT +b) = Gaaps
et d*goc(ar + ) = gaaps On en déduit que (gans)® (9a0.8)"" = (eas)” (Geas) L
Autrement dit, g, s = gi/a(’cZ_l) ne dépend pas du choix de ¢ =1 mod N.

Maintenant, soient (¢,6N) =1 et d =1 mod N. Si on évalue en ar + b, la rélation

(2.6) se traduit en
2 d? -1
(gd,&ﬁ)c gd,ca,c,@’ = gC,aﬁgC:aﬁ'

2 _
Donc on a Ge,o,8 = (gOév/B)c gcal,c,B'
]

Remarque 2.2.5. Il y a une preuve geométrique de cette proposition, en utilisant I’espace
de module des courbes elliptiques dans [18].

1. le deuxiéme égalité est du fait que 0 est homogéne de degré 0 .
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Lemme 2.2.6. Soient o, 3 € %Z/Z. Si ¢ est un entier tel que (¢,6) =1 et c=1 mod N,
on a la relation suivante dans le corps Q((q))

11, a?
Jen g = (qﬁ_ﬁ"'zN? H(l — QHQ?VCZI)V> H( QRQ&GCN )) 1.

n>0 n>1

Démonstration. On suppose ¢ = 1 + kN et constate que

- 1 — g"g® b \c? ak—1 5
ano( q"qnCN) _ H (1— q"q?\,(g,)c H (1—¢q QNCN)C -

Hn20<1 - qn(qng]bV)C) n=0 n>ak
Hn>l(1 - qn(Q%Csz)_l)ch iy b
= a = [ =g a0 = a" (@i ¢h) ™)
Hn21<1 — q"(q%CR)™°) }:[0 Moy H e
Le reste est un calcul direct. O

Remarque 2.2.7. On a la relation log |g. .| = Eé,oa)z,ﬁ = CQEC(B)g — EY . en particulier,

ca,cf

10g | ga,5| = B\ -
L’action de GLQ(Z) sur Meens(Q=) induit celle de GLQ(Z) sur Q @ Ueons(Qwe).

Lemme 2.2.8. Soit (a, ) € (Q/Z)? et soit v € GLy(Z). Alors on a
Gop %7 = Yla.B)ey

Démonstration. Soient o, € %Z/Z Sivy e SLQ( ), on peut choisir un entier ¢ tel que
(¢,6) =1, et (ca,cf) # (0,0). On a déja calculé l'action de v € SLy(Z) sur g..p dans la
proposition ci-dessus :

Ge,a,8 ¥ Y = Gey(a,B)xy
Celle-ci induit la formule de l'action de v € SLy(Z) sur gos :

Gop %7 = Yla.B)y

Elle se prolonge par continuité en une action de SLy(Z) avec la méme formule. Si y = (£ 9)
avec d € Z*, 'action de 7y sur g.. g est donnée par la formule :

gC,O&,ﬁ * /y = gC,O&,dﬁ = gc:(“vﬁ)*’Y’

cela se voit directement sur le g-développement (2.7) de g.. 5 ( on rappelle que (}9) agit
par o4). Alors, 'action de v € GLo(Z) sur g, p est donnée par la formule :

Gop %7 = Yla.B)y
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Théoréme 2.2.9. [l existe une distribution algébrique

Zsiegel € Qalg((Q ® Z)Q _ (07 0)7 Q® Z/{(@Cyd))7
telle que, quels que soient 11,2 € Q" et (a,b) € Q* — (nZ,rZ), on ait :

1

/ N N Zsiegel — grfla,rglb(_T)'
(a+r1Z)x (b+r27) To

. . . !
De plus, zsieqer est invariante sous l'action de H@.

Démonstration. Soient e, f deux entiers > 1, N = ord(r,a,b)(:= le plus petit entier tel que
Nr,Na et Nb sont des entiers ). On peut trouver ¢ € Z tel que (c,ef) =1let c=1 mod N.
Alors

e—1le—1

H H G(er)=1(kr+a),(er)=1(b+ir)

=0 k=0
e—1le—1

1/(c2-1)
_HH 7(er —L(kr+a),er—1(b+lr)
=0 k=0

:N (gc r—la r*1b>1/(62_1) = gl/( b

cor—lar— 1p

ng La,(er) b+lr chr la,er—1 b+lr)( ) 1/(c*-1)

e c—c? ano( - qquJr%)CQ [1.s.(1— ng;ﬁw)‘? 1

:( qﬁ(_QH+M) 2 T o er er )CZ,l
= o Mezolt = € e )1~ 0¥ )
1/(c2—1)

cr—lar—1b"

Donc zgieqer est une distribution algébrique.

Par définition de Zgicger €t ga,8, Zsieger €St une distribution algébrique a valeurs dans
Q ® U(Q¥). L'action de Iy, sur M«8(Q%) se factorise a travers GLy(Q ® Z). Donc en
utilisant le méme argument que dans le théoréeme 2.1.12, il suffit de vérifier I'invariance pour
v € GLy(Z),y = (00 ety = (§2) respectivement. L’action de GLy(Q) sur I'espace
des formes modulaires M(Q) est donnée par la formule (1.2) dans “notations", c’est-a-dire,
(f *v)(1) = f(y7) car on est en poids 0.

- Siye GLQ(Z), du lemme 2.2.8, on a :

/ .  Rsiegel ¥ = (/ . . Zsiegel) * 7y
(a+1Z)x (b+rZ) ((a+rZ) X (b+7rZ))*y~1

= (g(rfla,rflb)*’yfl) * 7y

= Gr—la,r—1b-
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/ . _ Rsiegel ¥V = (/ . . Zsiegel) *y
(a+71Z) % (b+rZ) (L4 Z)x (L 4+217)

T ' 7o D)
= (grfla,rflb) *y
= (det 7)1ikgT_1a,r—1b|'y

= Or—1la,r—1b;

~Siy=(49),oma:

/ . . Zsiegel ¥ 7 = (/ ) R Zsiegel) * 7y
(a+rZ)x (b+riL) (a+rZ)x(2+ZZ)

e—1

/ R ) R Zsiegel) *y
(a+rZ)x (g+%+7‘Z)

1=0

e—1 -
= g gr_la’rflebﬂ' (E)

e—1
= H Gr—latj r*1b+i(7')
e ’ e

i=0,j=0

= Gr—1q,r—1b-

2.3 Théorie de Kummer p-adique

2.3.1 Théorie de Kummer p-adique

Soit G un groupe localement profini. Soit X un espace topologique localement profini
muni d’une action continue de G a droite. Soit M un G-module topologique muni d’une
action a droite de G. On note HY(G, M) le i-iéme groupe de cohomologie continue de G a
valeurs dans M. Si X est de plus muni d’'une G-action & gauche ( notée (g,z) = g-z )
commutant & 'action a droite de G, alors H (G, Da(X, M)) est muni d'une structure de
G-module & gauche donnée par la formule :

Joon=[ wsineH(GDux M),
X gX
Pour notre cas, posons : R
Xl = (@ ®Z)2 - (070)7
X2 = {(?3) € MZ(@®Z)’(G76) 7& (Oa 0)7 (Cad> 7£ (070)} et G = H?Q

D’autre part, on note )
X&) = My(Q®2)® C Xo.
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Dans la section précédente, on a obtenu une distribution algébrique
Zsiegel S Qalg (Xb Q ® u(@cycl)) )

qui est invariante sous 'action de H(/@.

Notons Z° = { (2, )nen|Tn € U(Q), (7,11)P = 2o} et Z = Z°® Q. Alors Z est muni d’une
action de H('@, agissant sur chaque composante de Z.

On définit une projection @ de Z° sur U(Q) en envoyant (,,)nen & Zo.

Lemme 2.3.1. La projection 0 : Z° — U(Q) est surjective, dont le noyau est

Ker(8) = {(1, €, €pn, oc€pn, ...) } = Zy(1).

Démonstration. Soit I' un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini et soit € U(Q) une unité
modulaire pour I'. Alors 7 est encore une fonction holomorphes sur ‘H et méromorphe sur
HUPHQ).

Soit v € I, alors b * v = (pﬁx%, ou (p~ est une racine d’unité d’ordre p qui dépend de
7 ; ce qui nous fournit un caractére x de I' sur p, le groupe des racine d’unité d’ordre p. Par

1
conséquent, le noyau du caratére x est un sous-groupe de I' d’indice fini, qui fixe 7. Ceci
permet de conclure la surjectivité.

Le reste est immédiat. O]

Comme Q est plat sur Z, on obtient une suite exacte de H;@—modules :
0— Q1) = Z—-QaUQ) — 0.

Cela nous fournit une suite exacte de H:@—modules :

0— Qalg(le Qp(l)) — Dalg()(la Z) — @alg(Xh Q ®M(Q)) — 0.

En prenant la cohomologie continue de H('@, on obtient une suite exacte longue :

0 — H(Ig, Darg (X1, Qy(1))) = H(Ig, Dae (X1, Z))
— H(ITy, Dats (X1, Q @ U(Q))) = H' (I, Do (X1, Qy(1)))
— H' (g, Datg(X1,2)) — -+

On appelle “application de Kummer" le morphisme ¢ . Notons

2hger € H' (g, Daig( X1, Qy(1))),
I'image de 24 par I'application de Kummer.

(»)

sie

Lemme 2.3.2. Il existe une distribution algébrique p € Dqe(X1,2) telle que z
limage du 1-cocycle o — px o — p dans H' (I, Dag (X1, Q,(1)))

gel est
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Démonstration. Soit {¢;}ic; une base de LC.(X1,Z) sur Z. On peut fabriquer une distribu-
tion algébrique p € Doe(X1, Z) en prenant pour [ x, ®ipt n'importe quel relevement dans Z
de [ v, PiZsiegel €t alors zifggel est 'image du 1-cocycle

o= ko — [
dans H' (I, Daig (X1, Qp(1))) - O

En utilisant ’application de cup-produit, on obtient :

H! (I, Datg (X1, Qy(1))) x H (g, Datg (X1, Qp(1))) — HA(Tlg, Dt (X2, Qp(2)))

(») ® (») ® Z(p)

Zsiegel X Zsiegel ' Zsiegel siegel *

(p) Q z(p)

o )
On définit g4, comme l'image de z,;/ gel poli

g Sous lapplication de restriction :

H2 (I, Dag (X2, @,(2))) — HA(IE), Dag (X[, @, (2)).

2.3.2 Passer a la mesure

Pour la construction de zp.,, on part des unités de Siegel

goc,,B S Q & U(Q)
D’aprés la proposition 2.2.4, si («, ) € %Z/Z pour un certain entier N et si ¢ est un entier
tel que (¢,6N) =1, alors geap = gfjﬁgc_alcﬁ est dans U(Q).
Soit < - > Z5 — Z* Vinclusion naturelle en envoyant x sur < x >= (1,--- ,x,1,--+),

ou z est a la place p. Considérons linclusion de Z* dans GLy(Z) en envoyant d sur (29).
D’apres le lemme 2.2.8, cela définit une action de d € Z* sur g, 3 par la formule :

d" Yo = Ydods = Jap * (29),

ou Paction * est celle de GLy(Z) sur ga.s.
Rappelons que I'on a le diagramme commutatif suivant :

0 Zy(1) Z0 UQ)

0,

-
-

0— Q1) —Z —QaU(Q) —0

ot Z° et U(Q) sont des Z-modules. En tensorant par Z,, on obtient un diagramme commu-
tatif suivant de Z,-modules :

0—2Z,(1) — 2,8 2° — 7,2 U(Q) —0.

. |

OHQP(DHQP@)Z*)QNX)U(@)*)O
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De plus, la théorie de Kummer p-adique ci-dessus s’applique aussi a la suite exacte

0—-Qy(1) > Q®Z —Q,eUQ) —0.

Soit u € Z7, on définit un opérateur r, sur g,z par la formule 7,ga,s = (u*— < u >)ga,g, OU
'action de u? est la multiplication par u? et I'action de < u > est définie ci-dessus.

Lemme 2.3.3. Soit c € Z%. Lélément rc(ga,s) appartient a Z, @ U(QY).

Démonstration. Rappelons que on a Na = N3 = 0. On choisit un entier d tel que (d,6N) =
1; alors on a gos = 75 @ gaas- Soit ¢y un entier congru & < ¢ > modulo pN. Alors

21
<c> Ga,3 = Yepa,co-
On a la relation :
2 2 2 2
re(9as) = 5 9dap + (= <€ >)gap = 5 Jdap + s

Alors, % Ja.p appartient & Z, @ U(Q™Y) si la valuation p-adique de ¢ — ¢y assez grande.
Par conséquent, r.g, s appartient a Z, @ U(QV). ]

D’aprés le lemme ci-dessus, si ¢ € Zj, alors on pose gea,s = Te(ga,) ; ¢’est un élément de

Z,® U(Q). On définit Paction de < ¢ > sur zgeger € Datg(X1, QRU(Q)) C Dae(X1,Q, ®
U(Q)) par la formule :

/ < C > Zsiegel =< C>Ja b.
(a+7112)x (b+r22) T2

Lemme 2.3.4. 7.(2sieqe1) €st une distribution sur X, a valeurs dans Z, ® UQYY), qui est
mvariante sous laction de H:@.

Démonstration. Par défintion, quel que soient r,75 € Q* et (a,b) € Q? — (117Z,157), on a

/ R _ TcRsiegel = Tc(Qg,.i)-
(a+7r1Z)x (b+7r27Z) T2

D’aprés le lemme 2.3.3, on a que r.(g« » ) appartient & Z, @ U(Q¥). Par conséquent,
r1’7T2

Te(Zsieger) €st une distribution sur X; a valeurs dans Z, @ U(Q%Y) car zgega est une distri-
bution algébrique. R

Comme l'action de Hz@ sur Z, @ U (@CYCI) se factorise a travers GLo(Q ® Z), il suffit de
vérifier I'invariance pour v € GLy(Q ® Z).

SivyeGL(Q®Z), on a

/ . R (rc(zsiegel)) *y
(a+r1Z)x (b+r27)

(rc(Zsiegel)) * 7y

.
(a4r12) X (b+roZ)xy—1

2
=C (/ . . Zsiegel) * N — (/ R . <c> Zsiegel) * 7.
(a+r1Z) X (b+roZ)xy~1 (a4+Tm1Z) X (b+roZ)*y~1
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D’autre part, par définition de 'action de < ¢ >€ 7* sur Zsiegel, ON &

(/ 5 S <c> Zsiegel) *y = (/ - S ZSi@QGl) * (<8> <(C]>) -
(a+712Z) X (b+roZ)xy—1 (a+r1Z)x (b+r2Z)xvy~1

Par conséquent, 'action de < ¢ > sur 2y commute avec celle de v sur zgeq¢. Donc, on a

/ . . (Tc(zsiegel)) 7y = / . . Tc((zsiegel * 7))
(a+r1Z)x (b+r2Z) (a+7r1Z)x (b+7127Z)

L’invariante de zgjeqe sous l'action de GLy(Q ® Z) permet de conclure le lemme. O

ife)gel est I'image du l-cocycle o + pu * o — u, oil ,u c

Daig(X1,Qp ® Z) un relévement de zswgel dans D1, (X1,Q, ® Z). Alors on définit rc( Zein gel)
I'image du 1-cocycle o — p/x o — g/, ottt/ € Da1o(X1,Z,® Z) est un relévement de rc(zsieger)
dans D,4(X1,Z, ® Z). Donc ro(2%) ) est un élément de Hl(H@,CDalg(le), Zy(1))).

siegel

Par la théorie de Kummer, z

Soient ¢, d € Z,, on définit un opérateur r. 4 sur zif 2 gel @ z§f§ ger Par la formule

Tc,d( (p) ®Z() )_Tc( (p) )®7”d( (p) )

szegel siegel szegel szegel

(p)

siegel

® 2" ) appartient & H?(ITg, Do (X2, Zy(2))).

siegel
(p)

siegel

Donc, pour tous ¢, d € Zy, I'élément 7. 4(2

® P ) sous l'appli-

Ceci permet de définir zxato.c.d = Te.d2kato cOmme 'image de 7. 4(2 sicgel

cation de restriction.
H2(Ily, D (X5, Z,(2))) — HA(IE), D0 (X5, Z,(2))).-

Maintenant, tout élément de ©,,(X2, Z,(2)) s’étend par continuité en une mesure ( i.e. forme
linéaire continue sur les fonctions continues ) sur Xy a valeurs dans Z,(2) et donc 2iatocd
peut étre vu comme un élément a valeurs dans 'espace (X2, Z,(2)).

2.3.3 Torsion a la Soulé

On note ¢ = ((pn)nen, générateur canonique® de Z,(1) et I'action de v € GLy(Z,) sur
Zy(1) est par multiplication par dety. On note V, = Q,e; ® Q,e2 la représentation de
dimension 2 de GL»(Z,) donnée par les formules suivantes : siy = (24) € GLy(Z,), e1 %y =
aey + bey et eg xy = cey +des. Si k> 2 et j € Z, on note Vj ; —Symk_QV ® Q2 — 7).

Rappelons Xép) M,(Q ® Z)?) = GLy(Z,) x My(Q @ ZPl). Soit = € X( ) on note

T, = (Z” 2”) € GLy(Z,) la composante de = en p, qui est un élément dans GLy(Z,). On

consideére la multiplication d’une mesure p € Do( X5 X, Z,(2)) par la fonction

z = (b2 % 1, = (aper + bpea)  2((det w,)t) 7,

qui est donnée par l'action de GLy(Z,) sur V; ; et qui est continue sur Xép ). Ceci nous donne

une mesure (e}72t79) x z, ® p sur Xép) a valeurs dans Vj ;.

§. D’habitude, il n'y pas de générateur canonique de Z,(1). Par contre, dans notre cas, on a fixé un

prolongement de Q dans C et @p respectivement, et on pose (,n = e
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Lemme 2.3.5. La multiplication d’une mesure j € @o(Xép),Zp(Q)) par la fonction x
(eh2t=7)xx, induit un morphisme de Zp[[Hg)]]—modules de Do(XP, Z,(2)) dans Do(XP, Viej)-

Démonstration. On applique la formule (1.1)
@r)a) =olesg et [ olurg)= ([ (@xg )
X X

dans la “notation” au cas X = XZ(p), G = Hg) et V.= 7Z,(2) ou V = V,,. Le groupe
G = Hg) agit continiment sur X a travers GLy(Q ® Z)® = GLy(Z,) x GLy(Q ® Z¥) par
la multiplication de matrices usuelle a droite.

Sotent ¢ € LC.(X3”, Z,), 7 € IY et p € Do(X5", Z,(2)).

Si on considére p * T € QO(Xép), Z,(2)), alors T agit sur e}~2t=7 % x, comme l'action sur

une fonction et la formule (1.1) se traduit par [ ¢(x)(u*7) = [ ¢(27)X2q(T)p, o1t 2T est

)

donné par ’action de Hg sur Xép ), Alors, on a la formule :

/x;m ¢($)((611€_2t_j * Tp) @ (1 * 7')) = /Xép) ngd(T)gb(xT)((elf_Qt_j * (27),) @ ,u),

Si on considere ((ef >t x x,) @ p) x7 € QO(Xép), Vi.;), alors I'action de 7 sur e} 2t~ xx,,
est donnée par l'action de 7 sur l'espace Vj; et la formule (1.1) se traduit par

@) (7 ) @) r = [ Eaoler)((e 2« @) 0 )

Xép)
La comparaison des deux formules permet de conclure. O]

D’aprés le lemme 2.3.5, la multiplication par ef=2t~7 x xp induit un morphisme naturel :
H2 (1), Do(X5”, Z,(2))) — H (UG, Do(X5 Vi),
Donc on peut définir, pour j € Z,

Zkato,c,d(k7j> = ((611672157]') * m10) ® Zkato,c,d S HZ(Hg)v £DO(Asz(p)a V;ﬂ,j))a

ou Hg ) agit sur Vi ; a travers son quotient GLo(Z,).
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Chapitre 3

Les anneaux de Fontaine

3.1 Le corps R et les formes modulaires

3.1.1 Le corps R

Soit & = Q,{Z} l'algebre des fonctions analytiques sur la boule v,(q) > 1 & coefficients
dans Q,; c’est un anneau principal complet pour la valuation v, gz définie par la formule :

ol f) = ik eplen), s f =3 an()" € K.

neN

Cette valuation est aussi la valuation spectrale : v, z(f) = inf, o>1v,(f(q)). La restriction
de la valuation v, ¢ & Q, coincide avec la valuation p-adique normalisée v, sur Q,. Dans la
suite, on notera v, au lieu de vy, 4.

On note R le complété du corps des fractions de 'anneau &' pour la valuation v,. Fixons
une cloture algébrique & de & Comme £ est un corps complet pour la valuation Up, on peut
prolonger v, sur K a £ de maniére unique par la formule :

vp(z) = mvp(Nﬁ[x]/ﬁ(x)), siz € R

On note le groupe de Galois de & sur £ par Gg.

Remarque 3.1.1. 1l existe une manicre de prolonger la valuation spectrale en une valuation
spectrale sur & : si # € K&, on note P(X) = X" + a; X" ! +--- + a, € K]X] le polynome
caractéristique de y — zy, Yy € K[z]. On définit la valuation spectrale vy, sur K[z] par la
formule :

Elle coincide avec la valuation v, sur 8.

Soit M > 1 un entier. On note gas ( resp. (yr ) une racine M-iéme ¢"/* (resp. exp(2EX) )

de ¢ (resp. 1 ). On note Fyy = Q,[Car]. Soit Ry = Rlgar, () ; ¢’est une extension galoisienne
de K. Soit §ar = K[Cn] la sous-extension galoisienne de £ sur £; la cloture intégrale F;,
de R dans Fys est R [(yr], qui est 'anneau des fonctions analytiques sur la boule v,(q) > 1

35
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a coefficients dans F);. Alors, ), est une extension de Kummer de §j; de groupe de Galois
cyclique d’ordre M, dont un générateur o,; est défini par son action sur q,; :

OmM4m = CMQM-

On note Ry (resp. Foo, Fo ) la réunion des Ry (resp. T, F]‘i) pour tous M > 1. On
note Fg, ( resp. P@p ) le groupe de Galois de Q,8 sur & (resp. Q,8 ) . Le groupe P@p est

un groupe profini qui isomorphe au groupe Z. De plus, on a une suite exacte :
0— Fg, = Fo, = Y0, = 0.

Fixons M un entier > 1. On note Kyype ( resp. Snrpee, Farpee ) la réunion des Kyppn ( resp.
Sripn, Frpee ) pour tous n > 1. On note Py, le groupe de Galois de Ry sur £y7. On note
Ug,, le groupe de Galois de fspee sur §arpee, qui isomorphe au groupe Z,, et on note I'g,,
le groupe de Galois de Fpspee sur Ky, qui isomorphe au groupe Gal(Fipe/Fpr). On a une
suite exacte :

0— Ug,, — Pg,, =+ Tz, —0.

Soit &' la cloture intégrale de R dans K. La cloture intégrale de Q, dans R est une
cloture algébrique de @@,. Donc on a une inclusion @p c &', On note R}, la cloture intégrale
de KT dans Ry, qui est aussi la cloture intégrale de §;, dans £);. L’anneau &% est un
anneau de Dedekind, et donc chaque idéal premier de &' définit une valuation sur &7. En
particulier, on a la valuation normalisée v, ( i.e. v,(¢) =1 ) correspondant a 'idéal premier
(q) de 8. La valuation normalisée v, de &' s’étend de maniére unique en une valuation v,
sur (Frac 81)[Cur, qur] car (¢) est totalement ramifié.

Lemme 3.1.2. (1) Si M > 1 est un entier, on a R, = & [Cur, qu]. En particulier, £,
est l'anneau des fonctions analytiques sur la boule v,(qnr) > ﬁ (i.e. tout I’élément de
R, s'écrit de maniere unique Y% a,(v)qy; ot an(x) est une suite d’éléments de Fiy
et la suite {vy(an(x)) + 47} tend vers +-00 quand n vers +o0o ).
(2) La valuation v, sur 83, est donnée par la formule :

+oo
vp(z) = inf ) vp(z an()qhy)-
vp(am)> 57 =0
Démonstration. (1) Soit x € &}, il s’écrit uniquement sous la forme z = Zij\ial i

avec b; € Fu. On a Trg,, 5, (x¢™™") = big € ), car z¢™~" € K], et donc x €
¢ 'F[qm] C (FracFi,)[qa]. On constate que v (FracFi,) = Z et les v, (b;g%,) sont
distincts deux a deux. Donc on a
0 < vg(x) = inf(vy(bs) + ivg(anr)) = nf(vg(bi) + 77);

On déduit que inf; v,(b;) > 0. Alors b; € §3; pour tous i.

Si a € §,;, alors a peut s’écrire uniquement sous la forme a = Z;OS a;q’, ou a;
est une suite d’éléments de Fy; telle que lim;_, . v,(a;5) + 7 = +oo. On applique
cette écriture a b; pour 0 < ¢ < M — 1, et donc = peut s’écrire uniquement sous la



3.1. LE CORPS & ET LES FORMES MODULAIRES 37

forme unique Y 27 ;LOS ag (2)ghi™ | ot limy, 4 o0 vp(ay(z)) 4 7 = +o0. Alors x peut

s'écrire uniquement sous la forme > a,, ()¢}, ot a,(x) € Fyy est une suite telle que
vp(an) + {7 tends vers +oo.

(2) D’aprés (1), 8}, est 'anneau des fonctions analytiques sur la boule v,(qp) > 77 &
coeflicients dans F); et donc il est muni d’une valuation spectrale v donnée par la

formule : .
v(x) = inf vp(z an(x)qhy)

1
vp(am)> 37 =0

L’anneau &' s’identifie & un sous anneux de &), par changement de variable : f(q) =

:ooo anq" : 0a vn @A si f(q) € &Y. Alors la restriction de la valuation spectrale
v sur R, a ﬁ+ coincide avec la valuation v, sur &7. On déduit la formule pour la
valuation dans le lemme car il existe une maniere unique de prolonger la valuation v,
sur R a Ry,.

O

On note I, —{ngag(p—l)p”_l—l} et Jn:{%logbgp”—l}. On pose
I =U,l, et J=U,J,.

Lemme 3.1.3. Soit M > 1 un entier tel que vy,(M) > v,(2p) ( resp. v,(M) < v,(2p) ).

(1) Les {q);}jes forment une base de RLPOO sur S]TJ w- De plus, tout v € £}, oo peut
s'écrire uniquement sous la forme Y . ;> 7y oy @k (® V@i, pour une suite double a]k( ) €
Fippeo, telle que,

(i) quel que soit j € J, la série Y, . ajrqh; converge dans SMpoo ;
(i) L’ensemble des j € J tels qu’il eviste k € N avec ay; # 0 est fini .

(2) Les {Ch@hs}igyeaxs ((1esp. {Cidh Y g)erxs ) forment une base de Ry o sur Ry,. De

plus, tout x € RLPOO peut s’écrire uniquement sous la forme

Z Z Z aiji(@ CMqJ+k (resp. Z Z Z aleCMqJ+k ),

j€J ieJ keN j€J i€l keN

pour une suite triple a;,(x) € Fiy telle que :

(i) Quel que soit (i,7) € JxJ (resp. (i,j) € IxJ ), la série >, aiji(x)qy, converge
dans 83, (i.e. limy o vy(aijn(2)) + 2 = +00.)

(it) L’ensemble {(i,7)|3k € N, a;jx(x) # 0} est fini.

(3) Sixe ﬁx/[poo, la valuation de x est donnée par la formule :

o) = inf (0 (30 D0 D a(a)Chraff D resp. inf (w30 D03 au(a)Chraif).

jeJ ieJ keN jeJ el keN

Démonstration. Comme ﬁj&po@ = Unﬁj\j[pn, ce lemme est une conséquence directe du lemme
3.1.2. m

3.1.2 Le théoréme d’Ax-Sen-Tate

Soit L un anneau de caractéristique 0, muni d’une valuation v, normalisée par v,(p) = 1.
On note C(L) le complété de L pour la valuation v,. Le reste de ce paragraphe est de montrer



38 CHAPITRE 3. LES ANNEAUX DE FONTAINE

un analogue ( le théoréme 3.1.6) du théoréme d’Ax-Sen-Tate et de donner une description
de 'anneau C(R),) ( le corollaire 3.1.7 ).

Soit H un sous-groupe fermé de Gg,, ; si @ € &, on définit le diamétre Ay (o) par rapport

a un sous-groupe fermé H de Gg,, par Ay(a) = inf ey (v,(ga — @)). Notons que o € & s
et seulement si Ay (a) = 4o00.

Lemme 3.1.4. Soit P(X) € &[X] ( resp. € EJF[X] ), unitaire de degré n, dont toutes les
racines vérifient v,(a) > u.
(1) Sin = pFd avec (p,d) =1 et d > 0 et si ¢ = p¥, alors le polynéme PP, dérivée
g-ieme de P, a au moins une racine 3 € & (resp. EJF) vérifiant v,(B) > u.
(2) Sin = p"* et ¢ = p*, alors P9 a au moins une racine € | (resp. EJr) vérifiant
vp(B) > u — m.

Démonstration. La démonstration pour P € £][X] se trouve dans les notes du cours* M2
de Colmez et elle marche aussi pour P € &' [X]. Pour faciliter la lecture, on vérifie la
démonstration pour P € & [X] ci-dessous.

Soit P(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ + ap avec a; € R . Ona vp(an—;) > iu d’aprés la
théorie des polygdnes de Newton. On a

1 ~— 1 (n—i :
— POX) = T( )aniX’”q,
q'(3) i=0 (q) q

qui est un polyndéme unitaire & coefficients dans A etle produit des racines de P9 est, au

signe preés, (L% On a donc Y _5v,(8) = vplay) — vp((Z)) > (n—q)u — vp((Z)), et il existe

[y

B e R vérifiant vp(B) > u— - Z 1:[ % et, comme q = p*
=1
et vy(n) >k, on a v,(2) = 0 et v,,((’q‘)) = vp(n) — vp(g). On en déduit le résultat.

3

20p((1)). D'autre part, on a (7) = %?

]

Lemme 3.1.5. [Ax/ Il existe une constante C' = oo telle que

(1) sia € R, alors il existe a € Ky véTifiant vy(a — a) > Agy, . (a)=C;
p
(2) sia€ R, alors il existe a € Rippee vErifiant vy(a — a) > AgﬁMpoo () = C;

Démonstration. Le (1) correspond au cas traité par Ax; nous ne traiterons donc que le (2)
( la démonstration est la méme pour le (1) ).

Soit « € &' tel que [Rarpee [ @ Rappee] = n et soit [(n) est le plus grand entier [ tel que
p' < n. On montre par récurrence sur n le résultat suivant : il existe a € ﬁj\r/[poo vérifiant

l(n) 1 . : +oo 1 _
vp(a—ar) > AgﬁMpoo (a)=>_;24 5=y ; ce qui permet de conclure le lemme car ) 37 —— 5 =
1

(p—1)%"
On va appliquer le lemme précédent & P(X) = Q(X + «a), ot @ est le polynéme minimal

de o sur &) . Remarquons que les racines de P sont les o(a) — o, pour o € Gg,, .. Donc
la constante u dans le lemme précédent peut étre prise égale & Ag, — (a).
poo

D’aprés le lemme précédent, on a

*. http ://www.math.jussieu.fr/ colmez/nombres-p-adiques.pdf
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(i) Sin n’est pas une puissance de p, il existe ¢ € N tel que le polynome Q9 € ﬁpr [X]
ait une racine § € R/ veérifiant up(B —a) = Ag, (). D'autre part, si 0 € Gg, e,
P
alors on a

0p(0(8)=B8) = vp(o(B—a)+o(a)—ata—B) > min(v,(o(8—a)), v,(0(a) ), v,(a—B)).

Comme on a v,(c(f—a)) = v,(f—a) > AgﬁMpoo () et vy(o(a) —a) > AgﬁMpoo (o) par
définition de Agw _ (@), on en tire I'inégalité AgﬁMpoo (8) > AgﬁMpoo (c). Par ailleurs,

on a [Ryrpe[B] : Rarp] = deg Q9 < n. Cela permet de conclure en utilisant I’hypothése
de récurrence.
(i) Si n = p**!, on peut trouver une racine 3 de Q(pk)(X ) vérifiant les conditions

1

(31) Up(ﬁ - Oé) > AgﬁMpoo (Oé) - pk-t,-l—_pk

t [Rarpe[B] : Rarp] < n. On tire Uexistence de a € R~ vérifiant

M»
Mw

vp(ﬁ - a) 2 AgﬁM oo i z i mi—1 = gﬁM oo i
! =1 p = ! =1 p

de I'hypothése de récurrence. Donc I'inégalité (3.1) permet de conclure le lemme.
[l

Théoréme 3.1.6. [Az-Sen-Tate/
(1) Le corps Rypp est dense dans (C(E)gﬁMpoo
(2) L’anneau ﬁj/[poo est dense dans C(EJr)gﬁMpoo

Démonstration. Comme d’habitude, on montre le cas particulier ﬁLpoo et le cas classique
Kupee marche de la méme maniere.

L’inclusion C(8&}, ) € H%(Gg,, ,C R 7)) est évidente. Tl suffit de montrer 'inverse. Si
Mp Mp

a € H(Gayppoo s (C(?iJr)), il existe une suite oy, € & telle que vp(a — ay) > n. Quel que soit
0 € Ggypoor ON &

vp(o (o) — o) > min{vy(o (o, — a)), v,(0, — )} > n.

Par ailleurs, le lemme d’Ax 3.1.5 dit que, si a € §+, alors il existe un a € ﬁj\r/[pm vérifiant
Up(Oé - CL) > AgMpoo (a) - ﬁ
En conséquence, quel que soit n > 1, il existe un élément a,, € ﬁ;&pm tel que v, (ay, —ay,) >
AgﬁMpoo (an)—ﬁ > n— gtz Alors vp(a—a,) > inf{v,(an—an), vy(a—ay)} > n— oz
Par conséquent, o = lim,, o a,, € (C(ﬁ&poo). Donc le sous-anneau de (C(EJF) fixé par le groupe
Grrpoo €5t C(R 00 )-
]
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Corollaire 3.1.7. (1) Soit M > 1 un entier tel que v,(M) > v,(2p) ( resp. v,(M) <
vy(2p) ). Tout élément x de C(EUQRMP‘” s’écrit uniquement sous la forme

Z Z Z ka CMqJHf ( resp. Z Z Z a”k CquJrk ),

i€eJ jeJ keN i€l jeJ keN

pour une suite triple {a;jr () Yicsjerken (resp. {aijn(z) bier jesken ) d’éléments de Fy
telle que, YN € N, {(i,j,k) € J x J x N : vy(a;j(z)) + L= < N} ( resp. {(i,5,k) €
I x JxN:uoy(a(z)) + J% < N}) est fini.

(2) La valuation v, sur C(Ry,«) est donnée par la formule :

vy(z) = 1nf vp ZZZ@W ()¢, ) ( resp. 1nf>1vp ZZZCLW (), ™)),
ieJ jeJ keN i€l jeJ keN

Démonstration. On déduit le corollaire du lemme 3.1.3 et du théoréme d’Ax-Sen-Tate 3.1.6.
O

3.1.3 Trace de Tate normalisée

On note R = Z,{1,2} l'algébre de Tate en variables 1,2 a coefﬁcients dans Z,. Sim,n €

N, on note Ry, ( resp. Ry, ) la cloture intégrale de R dans Frac(R)[Gym, (1) 7" ](resp Frac(R)[(m])-
On note R = Upen R, Roo = UpenRy) et R = Upen Ry, Ona R = R, ®g, R sim > n.

1
Comme (I)»" = u(q‘;T, ou Ty = G+t — 1 et u est une unit¢ de Op ,,,, on a une
inclusion naturelle &), C R. +1[ |. De plus on a un isomorphisme de groupes de Galois

Gal(RZ[;]/ Rool3]) = Gal(Syo [Fye) =
Si m est un entier > 0, on définit une application R?O[%]—linéaire A, R;’j[%] — Rg[%]
par la formule :

1 1
Ap(z) = i Trppt)/mpy)(2), siz € R [];]
On note u,, un générateur de groupe de Galois Gal(Rﬁ[é] / Rm[ )= Usym
Lemme 3.1.8. (1) Il existe une constante C' telle que pour tout m € N et x € Rgﬁ[%],

on a Vy((Uy, — 1)) > v,(z) + ]ﬁ —Cp™™.
(2) A, est continue. Plus précisement, on a v,(Ap(x)) > v,(z) — z%'
Démonstration. Ce lemme est un cas particulier dans (|2, lemme 3.7 et 3.8 ), et I'ingrédient

principal est la contrdlation de ramification dans ([1], corollaire 3.10).
(1) D’apres ([1], corollaire 3.10), il existe une constante C' telle que, pour tous m > 1,

on a g s
C/p m—+1 p—1 T T m—+1
R C @i oRm+1(p) T C Ry
. P 1
Size Rﬁﬂ[ |, on peut écrire z sous la forme x = > 77 (1 )pm+1 avec z; € R, et

v(x;) > v(x )—p—mpour0§i<p.0nadonc

ey

h<RES)
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On en déduit que v,((up, — 1)) > v,(z) + p+1 — <

p
(2) Par définition de A,,, on a pA,,(z) = (3202, ul) (%) = (1 — )P~ 4+ pP(uy))(x), ot
P(X) € Z[X] ,P(1) = 1 et = € Ry4{[]. D'apres le (1), on a

0p((1 = ) (@) > () + 1~ (p — 1)p%

On en déduit que vy (A, (x)) > vy(z) — (p — 1)]3% six e Rmﬂ[%] Sixz e Rﬁ[%], on a

() 2 s ()~ (p=1) 0 2 2 0y (0) = (=)o (3 1) > )
[l

On défnit une application R%[%]—linéaire Ty - Rg[%] — Rz[%] en composant A, et la
trace de Tate normalisée de F, dans F,~. La restriction de T,, a ﬁ;oo est une application
ﬁ;ﬁn—linéaire donnée par la formule :

. @t . @t
Tm * ﬁpoo ﬁpnl

b . _ —
ConGyn 5 s1 " " |a et p""|b;

a b
nq 7 H .
PP 0; sinon.

Lemme 3.1.9. Sim € N, lapplication T,, est continue et elle s’étend par continuité en une
application ﬁ;ﬁn—lméaire T, : C(ﬁ;oo) — R;,Lm qui commute a l'action de Gg.

Démonstration. D’aprés Tate [27], la trace de Tate normalisée de F, dans F,m est continue.
Par définition de T,,, elle est continue car A,, est continue et T,, est la composition de A,,
et la trace de Tate normalisée de F,, dans Fpm.

Siiel,jeJetoe g ona (Cigf) xo = (Xeval)=Digeal@i¢igi on ¢, est le 1-cocycle
associé & ¢ a valeurs dans Z,(1) par la théorie de Kummer. La commutativité de T, et Ggq
vient de la formule de 'action de Gg au-dessus et de la formule de T,, sur ﬁ;oo. ]

3.1.4 Lien avec ’algébre M(Q) des formes moduaires

En associant son g-développement & une forme modulaire, cela permet de voir les formes
modulaires comme des éléments de QRZL. Rappelons que I'on note Py, le groupe de Galois
de @pﬁoo sur R et P@ple groupe de Galois de @pﬁoo sur ﬁ@p.

Lemme 3.1.10. Le groupe Pg, préserve l'algebre des formes modulaires M(@) ; c’est-a dire,
Py, est un sous-groupe de llg.

Démonstration. Considérons la suite exacte :

0— Fg, = Po, =Yg, = 0.

Comme Gg, preserve M(Q
phisme de groupes P@p = (

, .
; Gg, est un sous-groupe de Ilg. D’autre part, on a un isomor-

G
%). On a deux actions de (} %) sur M(Q) :

)
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(1) Paction induite par celle de Pg, sur Q8L ;

(2) l'action modulaire étendant par continuité celle de (} %) sur M(Q).

On constate que que ces deux actions de (1Z) sur M(Q) coincident en comparant les

formules : on a (} %)qn = qur(8, dans les deux cas. Donc Fg, preserve algébre M(Q), ce
qui permet de déduire le lemme. O

Par conséquent, ceci induit un morphisme Gg — Ilp en composant les morphismes Gz —
Pg, et Py, — Ilg. De plus, si M > 1 un entier, Gg,, est un sous-groupe de Gg et donc on a
un morphisme Gg,, — llg.

Enfin, on choisit un systéme compatible des ¢, de racines de ¢, ce qui définir un mor-
phisme 7 — ¢" de Q dans &. On définit une action de T(Q), = {(29),a,d € Q,ad € Q,} C
GLy(Q)+ sur &, par la formule : f(g) * (89) = Flqhys) quel que soient f(qu) € R ot
(52) € T(Q)+.

3.2 Application de la construction de Fontaine & ’anneau
[t

3.2.1 La construction de Fontaine

Soit L un anneau de caractéristique 0, qui est muni d’une valuation v, telle que v,(p) = 1
. On note O, = {x € L,v,(x) > 0} 'anneau des entiers de L pour la topologie p-adique. On
note Og(r) le complété de Oy, pour la valuation v,. On pose C(L) = OC(L)[i].

Définition 3.2.1. Soit A, = Op/pO;, pour tous n; alors {A,} muni des morphismes de
transition A, — A,_; définis par 'application de Frobenius absolu z, — 2P forme un
systéme projectif. On note R(L) = lim A, = {(zn)nen|zn € Op/pOy et b =x,, sin €
N}.

Six = (zp)nen € R(L), soit Z, un relévement de x,, dans O¢(y). La suite (Anik) converge
quand k tend vers I'infini. On note 2™ sa limite, qu1 ne depend pas du choix des relevements
. On obtient ainsi une bijection : R(L) = {(z™),en|z™ € Ocz), (x"V)P = 2™ ¥n}. Si
r = (z9),y = y® sont deux éléments de R(L), alors leur somme z + y et leur produit xy
sont donnés par :

(z+y)D = }H&( 2 4 y(H-J))p et (zy)D = 2Wy®,

L’anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p (i.e. le morphisme x — z? est
bijectif. ). On note A;,¢(L) anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R(L). Alors
Aine(L) est un anneau p-adique (i.e. un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique
), d’anneau résiduel parfait de caractéristique p. Si x € R(L), on note [z] = (z,0,0,...) €
Ayn(L) son représentant de Teichmiiller. Alors tout élément a de Aj¢(L) peut s’écrire de

N

maniére unique sous la forme > p*[z] avec une suite (x) € (R(L))N.
k=0
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On définit un morphisme d’anneaux 0 : Aj,¢(L) — O¢(z) par la formule

+o0 +o0o

0
>_ple] = D _opta.
k=0 k=0

On note By (L) = Ainf(L)[%}, et on étend # en un morphisme
Bint (L) — C(L).

On note B,,(L) = By (L)/(Kerf)™. On fait de B,,(L) un anneau de Banach en prenant
I'image de Aj,s(L) comme anneau d’entiers.

On définit B}, (L) = l'gllB%m(L) comme le complété Ker(6)-adique de By, (L) ; on le munit
de la topologie de la limite projective, ce qui en fait un anneau de Fréchet. Donc 6 s’étend
en un morphisme continu d’anneaux topologiques

Bix(L) = C(L).
On peut munir B, (L) d’une filtration de la fagon suivante : pour i € N, notons Fil' B}, (L)
la i-éme puissance de 'idéal Kerf de B3, (L) .
L’anneaux A, (L) s’identifie canoniquement & un sous-anneau de B (L) et sik € N,m €
Z., on pose
Ui = p" Aint(L) + (Ker0) " 'BJ, (L),

alors les U, forment une base de voisinages de 0 dans B (L).

Exemple 3.2.2. (1) Si on prend L = Q,, alors la construction est triviale ( i.e. on a
BXR(QP) :_Qp' ) _ - . _ - _
(2) Si L = Q,, on note C, = C(Q,), E™ = R(Q,), A" = Aie(Q,) , BT = Biur(Q,)

et Bly = IB%&LR(@I,). On note ¢ ( resp. (yy pour un entier M > 1) le représentant
de Teichmiiler de ¢V = (1,¢,,- -+, -+ ) (resp. ¢M) = (Car, -, Cugpry - -+ ) ) dans
Ainf(ﬁ_i+). Si M|N, alors on a 5%/]\4 = §~M. Le noyau du morphisme 6 : At — Oc, est

un idéal principal engendré par w = (5_11. On pose
-
+00 =
: (1—=q)r
t=log(=— —_—
g¢ n§:1 —

c’est le 27i p-adique de Fontaine, qui appartient a BJ; et aussi engendre le noyau du
morphisme 0 : Bl — C,,.

(3) On va considérer les cas L = ﬁ}/[poo pour M un entier > 1 et L = R Le 2mi p-
adique de Fontaine t = log ( appartient a BXR(RLPOQ) pour tous M > 1. D’apres la
construction de Fontaine, on a un morphisme surjective d’anneaux :

—+
0:Ane(R ) — OC(E*)( resp. 6 : Ainf(ﬁj\j[poo) — OC(ﬁLpoo))

. (-1 , . .
avec le noyau engendré par w = % De plus, 6 s’étend en un morphisme continu
v

d’anneaux
0 :Bl(R) — C(R")(resp. 0 : Bin(8l~) = C(&1,<)),

dont le noyau est 1'idéal principal engendré par ¢t ou w , sur lequel Gg agit par multi-
plication par Xcyc-
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3.2.2 Trace de Tate normalisée pour B r(Rirp~)

Pour simplifier la notation, on note A, (resp. Biye et Bl; ) Panneau Aillf(§+) (resp.
—+ —+

Bi(R) et Bi(®) ).
Soit G (resp. gy si M > 1 est un entier ) le représentant de Teichmiiller dans Ay, de

: N/M
(qCIpa"'aqp7"')(reSp (C_ZMa ">qu>"')) SlM’N,Ol’lan/ =dqmMm-
On définit une application tqg : &7 — Bz par f(q) — f(¢); ce qui permet d’identifier

A1 & un sous-anneau de ]B%:{R(ﬁ ). On note o = Z - [(4, (1%)%, -+, )] et on a a € Ay N Kerd.

Si f(g) € 8" est de valuation > 0 (i.e. f(q) = }_,coo an(})" € & avec a, € Zy), on a

1 1
G, Oé"i_ ); an( ) )57 7)]k
Z ) Z 2 G
: L. n 1

Comme la suite a,, tend vers 0, la séries ) -, an(}) (2, (D)p, - ,)]* converge dans Ay et
donc tgr est continue. Mais il faut faire attention au fait que tqr(R7") n'est pas stable par
Gg car Go = GC%9) si o0 € Gg, ot cq est le 1-cocycle a valeur dans Z,(1) associé a ¢ par la
théorie de Kummer. . . .

Posons 87 = 1qr(87)[[t]]. Si M > 1 est un entier, on note &}, 'anneau K [qGar, (o). On
peut étendre I'application tgg en un morphisme continu de fT-modules (g : &), — IB%:{R(EJF)
en envoyant (s et gy sur Car et Gar respectivement. Alors, on a 87, = tar (81, )[[ ]]. On pose

on pose ﬁMp =U, R Cotpr s Garpn]-
Remarque 3.2.3. Le module 1qz(R],) n'est pas un anneau car ¢ = (M ¢ 14r(R];). Donc
le morphisme tqr : 85, — IB%:{R(EJF) n’est plus un morphisme d’anneaux car tqr(l) = 1 et

LdR(CM)M = 5 #1= LdR(Czj\\g)-

Lemme 3.2.4. (1) R* est stable sous laction de Gag.
(2) Le & -module R}, est égal au KT -module K [Car, Gur)-

Démonstration. (1) Sio € Gg, 04§ = GC) et { € R[[t]]. Alors o € K[[t]]. Par ailleurs,
on a ot = Xy (0)t. Cela permet de conclure le (1).
(2) Il se déduit du fait : (y = Car exp(—15)-

Lemme 3.2.5. Tout élément x de (]]?Bj{R)gﬁPoo s’écrit de maniére unique sous la forme
+oo
Zwk( Z aije(2)C'¢),
k=0 i€l jeJ

0w a;jp(x) est une suite triple d’éléments de tar(R) avec la propriété suivante : pour k fizé
et NeN, {(i,5) € I x J:vp(a;x(z))+j < N} est fini.

Démonstration. En composant 'application 6, 'application T} : C(f_iJr)gﬁP“ — KT et lap-
plication tqr, on définit une suite d’applications :

01+ (B) ™™ = tan(R): o 035(2) = = (1am 0 T2 (B(x)¢ ")),

»Qzl)—‘
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Soit i Papplication de (B/;)"»= dans (B )9 définie par

77('77 Z 91] CZ ~]

el jed

Size (Bh)™ etneN, ona

ce qui montre que I'on peut poser a;r(x) = 0;;(n*(z)); d’ou l'existence d’une telle écriture.
D’autre part, I'unicité se déduit de la construction de 6;; et de 'unicité d’écriture d’élément

dans (C(EJF)QRPW. O
Remarque 3.2.6. (1) Tout élément z de (IB(J{R)Q‘%P"" s’écrit aussi de maniére unique sous
la forme
Zt’“ > ai(@)C'P)),
iel,jed

ou la suite triple a;;,(z) d’éléments de tgr (R) vérifie la méme propriété dans le lemme.
(2) Le lemme précédent montre que Ry~ est dense dans (IB%?{R)Qﬁ

Proposition 3.2.7. Si X est un ouvert compact de Q, vérifiant X + p~'Z, = X, il existe
une unique application tar(R7")-linéaire Resx continue de (Bjﬁ)g"pw dans (Bl )% telle
que U'on ait Resx ((*¢¥) = ("¢Y siz e X,y e X N Z[%] et Resx(¢*¢¥) = 0 sinon.

Démonstration. Comme w = f;ol 5;, est un polyndéme en fp, on voit que s’il existe une telle
application, Resx doit étre donnée par la formule

(3.2) Resx (z Z w > agr(2)C§).

k=0 (3,7)e(INX)x (JNX)
Ceci implique que

ReSX(A-gﬁ”OO) C AP o Resx ((Kerf)" ) = ResX(wkH(BjR)gﬁp"") C (Kerf)*,

inf inf
et donc que Resx (U i) C Uni, ce qui permet de conclure que I'application Resx définie
par la formule (3.2) est continue.

Il ne reste donc plus qu’a donner la formule explicite pour Res X(Cx) siz € Q. Ceci a
fait dans ([12] prop.4.2) : Resx(C*) = (% si & € X et Resx((*) = 0 sinon. Ceci permet de
conclure. O

Si M = Mp™ > 1 est un entier tel que m > v,(2p) et p t My, soit n € N tel que
[Far[Gon] @ Fyn] = [Fupeo : Fpeo| €t s0it €y, - - - €4 une base de Fi[(pn] sur Fin.
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Lemme 3.2.8. Tout éléments de (IB%?{R)QRMP"" peut s’écrire sous la forme

d Moy—1

L= Z Z a” equ , avec a”(l’) S (B;{R)gpoo'

=1 7=0
De plus, ﬁﬁpw est dense dans (B)9Mr=

Démonstration. D’apres le corollaire 3.1.7, on peut définir une application LdR (C(ﬁ Y9 —

(IB;{R)QR en envoyant ('¢/ sur (@ sii € I,j € J+ N. Par ailleurs, les eiqyy, forment une
base de (C(ﬁ )9Mp> sur C(ﬁ )9 Siz € (Biy )95 on peut écrire 6(z) uniquement sous
d My—1

la forme 6(z) = > Z (0)( )equ , avec a( (x )E(C(ﬁ )Gr

=1 j=
On définit deux séries {ai;-C (x) € C(E )9 }ren et %) par récurrence :

d Mo-1 4
10 =2,06M) =3 D" o (@ediy,
i—1 j=0
d Mpy—1
2(F+1) afl(:lj'(k) — Z LdR<a§g)(x))ezqg\Jo>
i—1 j—=0

d My—1 ,
Donc, ona x = ) Z (28 whiar(a fj)(x)))eicjfwo, d’ott on a l’écriture dans le lemme.
=1 j=

Comme ﬁpoo est dense dans (Bz)% et les ei(ﬂ[n 7 appartient a :ﬁj&pm, on obtient que

J}t&pm est dense dans (B, )9~ O

Proposition 3.2.9. Si M > 1 est un entier tel que m = v,(M) > v,(2p), il existe une
unique application )
Ras : Big(Ry) — 8

qui est ,é;\%-lméaire et continue et telle que la restriction de Ry a ,gi}\}poo est donnée par la
formule :

RM : kﬂpw — .éx/[

C b — C]C\L/[p"dg/[pn ) Sé pn’a’ et pnlba
Qe 0; sinon.
De plus, Ry, commutes a l’action de Gg.

Démonstration. Commencons par traiter le cas M = p™ pour m > v,(2p). S’il existe une
telle application, elle est unique par continue de R;.

Passons a l'existence. Soit Sy, le sous-tqr (8)-module de B}, engendré par les &”cjy pour
T € p"™Zy,y € p-™Z. L’adhérence de S,, dans B}, est ﬁ;_m. En appliquant la proprosition
gﬁpoo

3.2.7a X = p "Z,, on obtient une application ﬁ;m—linéaire continue Res,-nz, de (Bjy)

dans (IB%:{R)QRP"O telle que la restriction de Res,-mz, a ﬁ;oo vérifie la formule voulue.
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Passons au cas général. Soit M = Myp™ un entier tel que m > v,(2p) et p t My. On
a [Ry; : R = [ﬁj\'/[poo : R, Soit eq,---,eq une base de 8], sur £).. On idéntifie Ky,
a un sous-anneau de (B(}LR)QRMPW, qui est 'anneau des fonctions analytiques sur la boule

gﬁlwpoo

vp(Gur) > 77 & coefficients dans Fiy. Donc les e; forment aussi une base de (BJ) sur

(B, )% Soit T = Tr - La restriction de T" a & est égale & Trgr /b

(]BIR gﬁMpoo /(]BIR)QRIMPOO
ce qui fait la base ej,--- e} de (IB%(TR)Q"MPC’“ sur (IB%(J{R)%P“ duale de eq, - ,eq est constituée
d’éléments de £),. D’aprés le lemme 3.2.8, si z € (]B%CTR)Q“MP“, on a

d Mp—1

- Z Z equj7 avec az]( ) € (BQ_R)QPOO'
i=1 5=0
On peut définit Ry, par la formule Ry (z) = S0 1ZM° 'R (a”( )eidh;?. Comme Rym
est ﬁ;m—linéaire continue et les eicj]]f; 7 forment aussi une base de ﬁM sur ﬁ;m, on obtient que
R, est &},-linéaire continue.

Il ne reste donc plus qu’a vérifier la restriction de R, a f%Mpoo satisfait la formule voulue.
On a

o ~b a b b
C]U\LM;" QMp" = eXp(M—pnt)C}‘WO C;)Lm“rn qMO qu+n'
De la définition de Ry et de la propriété de Rym, on déduite que

a =b

M(C]%p”d?%p”) = eXp( )CMOqMO (Cg7n+n62m+n)

_ CMponpn; si p"|a et p"|b;
0; sinon.

Ceci permet de montrer Pexistence. Comme les {¢ MqM}Z jes forment une base de RMPOO
Gapypo0

sur
R}, on a pas le choix pour la ~1"es’51rlct10n de Ry a ﬁMpw et donc aussi a (B};)
continuité de Ry et densité de K], oo dans (IB%:R)gﬁMp‘” . La commutativité de Ry, et Gg vient

de la formule de I'action de Gg sur les Q:]‘\an cjﬁJpn et de celle de R, sur les fj‘\ypn qN?an. O

par

On résume les resultats ci-dessus dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.10. Soit M > 1 un entier; alors :
(i) Ho(gﬁMpoo7Bd+R) Bir (Rigpee) 5
(i) &

(éi1)

Apee €st dense dans Bl (R, ) ;

Si v, (M ) > vp(2p), alors Ry s’étend par continuité en une application R, -linéaire
Ry : B (ﬁ «) — &1, qui commute a Uaction de Gg.

3.3 Une application logarithme log

On note UO(EJF) I'ensemble des éléments x de R(EJF) tels que v,(z(® — 1) > 0.
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Lemme 3.3.1. Il existe une unique application logarithme x +— log[z] de UO(EJF) dans
IB%;{R(EJF) qui vérifie loglzy] = log[x] + log[y], et loglz] = > w . De plus, on a
o(log[z]) = loglox] si o € G, .

Démonstration. Si x € UO(E+), il existe k € N tel que kv,(z(® — 1) > 1. On constate que

([z] = 1)* — pa, ot a = [WT_I)IC], appartient & Kerf) et donc on a ([z] — 1)F = pa + wp.

SineN,onan=km+ravec 0 <r <k —1. Donc on peut écrire

([z] =)™ _ (2] = )" (por + wB)™

= () - 1 Yy L

Done o a 35,7 CU " 53 (0] — 1) S5 (8) 3, Lope

n km-4r
Si k est fixé et m tend vers +o00, on a v,(("7)) — vy(km+7) +m—i>m —i— v,(km +

(") (pe)ym i

m>i e converge dans Bi, et la sé-

) — v,(1) tend vers 4+00; ce qui montre que Y
Foo (1) (fr)-1)"

rie est donc convergente pour la topologie faible dans Bj;. La relation
log[zy] = log[z] + log[y] se déduit par un argument de séries formelles.

O

On note ¢ = (g, q%, ) E R(§+) ; son représentant de Teichmiiler est ¢. Il est évident

que ¢ n’appartient pas a E+U0(§+). On aimerait bien que l'application logarithme log o]
s’étend a ]:]J“UO(EJF) x 2. On a 0§ = G¢“), ou ¢, est le 1-cocycle a valeurs dans Z,(1)
associé a ¢ par la théorie de Kummer, et le minimum que l'on puisse demander a u, = log g
est de vérifier la formule ou, = u,+c¢,(0)t, quel que soit o € Ggz. Mais on a le résultat suivant

qui dit qu’il n’existe pas un élément u, dans Bl et, de plus, un tel u, est transcendant sur
Blix.

Théoréme 3.3.2. u, est transcendant sur IB%?{R.

Démonstration. Supposons que u, est algébrique sur Bl;. Soit P(X) = X"+ a; X" 1+ -+
ap € BIz[X] le polynome minimal de u, sur Bl;. Si 0 € Gg, alors on a

0=0(P(X)) = (X +co(a)t)" + o(a1)(X +co(a)t)" " + -+ a(an).

Comme P(X) est le polynéme minimal de u,, on a (P (X)) = P(X). Ceci permet de déduire
o(ar) = a; — ncg(o)t et donc o(%) = % — ¢,(0)t. Ceci n’est pas possible car il n’existe pas
d’élément = de B, tel que, si 0 € Gg, 0x = x + ¢,(0)t, ou j € Z .

En effet, s'il existe un tel élément = dans B, alors il est stable sous l'action de Gg,, -
pour tous M > 1 et donc appartient a (]B%jR)gﬁMpm = B, (R17,~)- Appliquons la trace de
Tate normalisée Ry : Byg (Ry,) — A1, a z, et donc on obtient que Ry (z) appartient a

R, tel que

(3.3) oRy(z) = Ry(x) + ¢4(0)t, pour tous o € Pg,
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Par ailleurs, la filtration sur B, est stable sous l'action de Gg, alors on peut supposer
R () = ay + as(Gar)t mod t? avec a; € &), pour i = 1,2. On déduit la relation suivante
de la formule (3.3) : 00(az) = 6(az) + ¢4(0) pour tout o € Gg, ce qui est impossible car
6(az) € K], n’a qu'un nombre fin de conjugués et c¢,(c) prend un nombre d’infini de valeurs
pour o € U,, C Pg.

]

Remarque 3.3.3. On peut montrer de la méme maniére que logt est transcendant sur ]B(;“R.

On pose B, = Byg[u,] avec o(uy) = uy + cy(0)t. Comme (1,(,,--+) € Up(R") et 0q =

q(1,¢p,---) sl 0 € Gg, on a bien que UO(EJF) x g2 est stable sous l'action de Ggz. Alors

Papplication logo[-] : Upg(R ') — B (R ') s'étend a Up(R ") x @ a valeurs dans By, telle que

log[q?] = au, si a € Q, et o(logz) = log(ow) si o € Gg. On pose A%y = {z = Y72 pFlwy] €
—+ =+

Ainf(§+) cxg € Up(R ),z € R(R ) si bk > 1},

_1)n—1 n

Proposition 3.3.4. (1) Si 1+ € A%, alors la série Y 1> (Tx
B (R)).
(2) L’application logol-] : Uy (EJF) xq¢ — Bfgg s’étend en une application log : A% x G¥ —
Big[u,] telle que
o log([z]) = log[x], log ¢* = au, sia € Q;
o log(wy) = log(z) + log(y) ,
e log(z) =5 w, si la série converge.
De plus, on a o(logx) =log(ox) si o € Gg.

converge dans

a

[
P Y
appartient a Kerf). Donc on a 2% = pa + w3 avec 8 € Ay¢. Donc 'argument dans 3.3.1
s’adapte & montrer la convergence.

(2) 11 suffit de montrer que log : A’

Démonstration. (1) Sil+z € Az, alors il existe k € N, tel que 2 — pa, ot @ =

i — By, est bien définie. Si 2o € Us(R"), alors [zo]
Donc pout tout z = Y25 pFlzi] € A%, on a x = [zo](1 + pa)

est inversible dans AX inf

inf "
avec a € Ainf(EJr). On constate que log(1+pa) = > -, (_Za)" converge dans Ainf(EJr).
Alors log x est bien défini par multiplicativité.

]
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Chapitre 4

Cohomologie des représentations du
groupe Pg,

Soit M un entier > 1 et soit m = v,(M). Le corps Ry~ est une extension galoisienne
de Ry dont le groupe de Galois

Pg, ={(2%) € GLx(Z,) :a=1,c=0,b€ p"Z,, d € 1+ p"ZL,} = P,

est un groupe analytique p-adique de rang 2. Si g est 'élément de Pg,, correspondant a une
matrice (%), Uaction de g sur (},q}, avec (i,7) € J x J est donnée par la formule :
g i § i(d—1)+jb
9(Cudhs) = G S .
Si u,v € p"Z,, on pose (u,v) I'élément ((1) e“v) de P,,. La loi de groupe s’écrit alors sous la
forme :
(u1,v1)(ug, v2) = (€”uy + ug, v1 + v2).

Soient U, et I';, les sous-groupes de P, engéndrés par u,, = (p™,0) et v, = (0,p™) res-
pectivement. Si (u,0) € U, et (0,v) € T, on a (0,v)(w,0)(0,v)"! = (e7"u,0) € U,,. Donc
U, est distingué dans P,,, et on a I';, = P,,/U,,. Ces deux sous-groupes U,, et I',, sont
isomorphes a Z,; ils sont donc de dimension cohomologique 1. Cela implique P, est de
dimension cohomologique < 2.

Si G est un groupe topologique, si V' est une Q,-représentation de GG, on note le groupe
de cohomologie H'(G, V') la cohomologie continue de G & valeurs dans la représentation V.
Si G est procyclique, si gg est un générateur de GG, on a :

(4.1) HY(G, V) =V/(g0 - 1),
ou un 1-cocycle (g — ¢,) est envoyé sur I'image de ¢,, dans V/(go — 1).

Lemme 4.0.5. L’action o de T, sur V/((p™,0) — 1) induite par celle sur H(U,,, V), est
obtenue en tordant ’action originale x surV par le caractére 42 — e~%" ot v, = (0,p™).
Plus précisement, si x € V/(u,, — 1) avec u,, = (p™,0) et si (0,v) € Ty, ,

zo(0,v) =e "z x(0,v).

o1
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Démonstration. On démontre le lemme par le calcul suivant : si (0,v) € I',, on a
(C * ((O,U) — 1)) = C(O )t (0,0)~1 * (O U)
— c(ef'uprn7 ) (07 U) - um

=, ¥ (0,0) —cy,;

m

de plus, la formule de 1-cocycle et l'identité cym gy * (p™,0) = ¢pm o) dans V/((p™,0) — 1),
nous donnent ¢, = ac,,, pour tout a € Z, et donc

C(pm’o)efv k (O 1}) ( ) (0 /U) ( 'm70)
= C(pm o) * ( Y(0,v) — 1),
ol eV agit sur cm ) par multiplication par e™”. O

Lemme 4.0.6. Soit V une Q,-représentation de P,, ; alors on a
H(P,,, V) 2 V/((p™,0) — 1,(0,p™) — e’™).

Démonstration. On a une suite exacte de groupes 1 — U,, — P,, — I',, — 1 et la dimension
cohomologique de P,, est < 2. Donc la suite spectrale de Hochschild-Serre nous fournit un
isomorphisme :

H*(Pr, V) 22 HY(Dpn, H (Ui, V),

ot l'action de Iy, sur HY(U,,, V') est donnée par (u > ¢,) — (u > (¢*77)y := Cyyy—1 % 7).
Les Uy, I, sont des groupes procycliques avec les générateurs (p™,0) et (0, p™) respec-
tivement. Soit (u — ¢,) un l-cocycle représentant un élément ¢ de H'(U,,, V). Alors, par
I'isomorphisme (4.1), ¢ a pour 'image c(,m ) dans V/((p™, 0)—1). D’apreés le lemme ci-dessus,
'action o de T, sur V/(u,, — 1) induite par celle sur H'(U,,,, V) est donnée par la formule :

0 (0,v) =e "z % (0,v).
Donc on conclut par les isomorphismes suivants :
H (T, H' (U, V) 2= (V/ (i = 1))/ (i = 1) = V/ (g — L,e 9 = 1),
O

4.1 Cohomologie des représentations analytiques du groupe
P,

Définition 4.1.1. Si n > 1, on note u = (ug,---,u,) € C;. On note D(u,m) la boule
fermée
{x= (21, ,z,) € C, JUp(x—u) = 1in£ vp(z; — u;) > m}.

Une fonction f sur D(u,m) a valeurs dans C, est Qp-analytique s’il existe {a;(f,u) €
Qe telsanelim a0+ (S i) = o0 et £(x) = S (f, ) (-0
quel que soit x € D(u,m).
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On note C**(D(0,m),Q,) 'anneau des fonctions Q,-analytiques sur D(u = 0,m). On
définit une valuation vy sur C**(D(0,m),Q,) a valeurs dans Z :

o = €™M (D(0,m), Q) = Ziwo(Y_ as(f)x') = inf {3 ijlai(f) # 0}
ieNn =1
Cette valuation induit une filtration sur C**(D(0,m),Q,) : pour tous k € Z,
Fil* ¢*(D(0,m), Q,) = {f € C*(D(0,m),Q,) : vo(f) > k}.

Rappelons que : si m > v,(2p) est un entier, on pose P,, = {(}4)|b € p"Z,,d €
1+ p™Z,}. C’est un groupe analytique p-adique compact. Si u,v € p™Z,, on note (u,v)
I’élément ((1) ;ﬁ) de P,,. La loi de groupe s’écrit alors sous la forme :

(ug,v1)(uz,v9) = (€uy + ug, vy + V).

Définition 4.1.2. (1) Une fonction f sur P,, a valeurs dans Q, est Q,-analytique s’il
existe f : D(0,m) — C, une fonction Q,-analytique, telle que, Yu,v € p"Z,,

F((5 &) = flu,v).

(2) Une représentation analytique V' de P, est un Q, espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action continue de P,,, et les coordonnées de la matrice de (u,v) € Py,
dans une base de V' soient Q,-analytiques.

Soit V une représentation analytique de P,,,. Comme V' est une représentation analytique,
on dispose des opérateurs 0; : V. — V, pour ¢ = 1,2, définis par :

(4.2) z* (u,v) = 1 + udix + v + O((u,v)?),
ot O((u,v)?) est une fonction analytique sur P,, de valuation > 2.

Lemme 4.1.3. Ces opérateurs ont des propriétés de dérwations : si x1 € Vi,x9 € Vs, ot
Vi, Va sont des représentations analytiques de P,,, et st i =1,2, on a

0i(x1 ® x9) = (0;r1) ® T2 + 1 ® O;xa.
Démonstration. Soit (u,v) € P, et soient x; € V} et x5 € V5. De la définition de 0;, on a
(71 @ 22) * (u,v) = 11 @ Ty +ud) (21 @ 3) + v02 (21 ® 22) + O((u, v)?).
D’autre part, on a

(1 ® x2) * (u,v)
=(z1 * (u,v)) ® (zg * (u,v))
=(21 + udir1 + vz + O((u,v)?)) @ (29 + ud LTy + VO + O((u, v)?))
=11 ® Ty + u((O121) ® T3 + 11 @ (D122)) + v((021) ® T2 + 21 @ (Dox2)) + O((u, v)?).

On déduit les propriétés des dérivations de 0; pour 7 = 1,2 en comparant les deux formules
ci-dessus. O
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Soit v € P, ; 'image de la fonction analytique ., : Z, — P,,, o, (2) = 7" est un sous-
groupe a un parameétre. Alors on peut définir une dérivation 0, : V' — V par rapport a «,
par la formule :

rxyP" —
0,(z) = lim — L —%

n—00 pr
Lemme 4.1.4. On a les relations suivantes :
O =p "0y, 0 —1=p "O0gpm, .
Démonstration. Soit x € V. Par définition, on a

x* (pm, 0P — xx (pmt0) —x

Ou,,x = lim = lim
n—00 p" n—o0 pn
m—i—na O m—+n 0 2
— lim p 12+ ((p ) ) ) :pmalx
n—00 pn

Alors 9, = p~™0,,,. De la méme maniére, on a 9, = p~"0,,,.
D’autre part, on a

x* (e P (0,p™))P" —x xxe P 0,p™™) —x

= lim

Op—pm. x = lim

Ym n—00 pr n—o0 pr
oy T = e pOhe e 4+ O, 0)%)
N n—00 pn

= —pMr + p"Osx = p"(0y — 1)x;
doncon a dy —1=p ™0—pm,, . O

Remarque 4.1.5. Si V est une représentation analytique de P,, munie d'un Z,-réseau™ T’
tel que T est stable sous I'action de P,,, et si x € T, alors du lemme précédent, on déduit

+oo

0
=3 uid
xx (u,v) u'v il
n=0
i 9J L L
avec 81.,82,:” € p=sUHNT  p~ DT pour certain s < m.
.

5!
Si # € V est dans le noyau de Popérateur u,, — 1 ( resp. e ?"~,, — 1) sur V, alors z est
1

dans le noyau de 'opérateur 0, = p=™ lirf “1;;[ ( resp. d; — 1 ) sur V. Ceci nous fournit
n—-+00

une application surjective naturelle :
(b : V/(aha? - 1) - V/((pm,O) -1, (O7pm) - epm).

Lemme 4.1.6. ¢ est un isomorphisme.

*. Il existe tel réseau si m assez grand.
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Démonstration. On est ramené a montrer que Kerd; = Ker(u,, — 1) ( resp. Ker(dy — 1) =
Ker(e™"v,, —1) ). On a montré P'inclusion Ker(u,, — 1) C Kerd; ( resp. Ker(e™?"~,, — 1) C
Ker(dy — 1) ). Alors il reste & montrer 'inclusion inverse.

Soit x € Kerd;. Comme on a du,, = u,,0;1, 'espace Kerd; est stable sous I'action de
U, De plus, il existe une base S de Kerd; telle que la matrice de u,, peut se mettre sous
forme de Jordan. Soit A une valeurs propre de u,|kers,- Comme V' est une représentation
analytique de P,,, A* est une fonction analytique sur Z,. Comme la matrice de 0; dans cette
base est 0, on a log A = 0. Ceci implique que A est une racine de unité ¢. De plus, (* est
une fonction analytique en variable x sur Z, si et seulement si ¢ = 1. Donc la matrice de u,,
dans la base S est unipotente et on peut supposer qu’elle est de la forme I + A avec A une
matrice nilpotente.

Comme 0; = 0 sur Kerd;, on a log(I + A) = 0. D’autre part, on a log(/ + A) =

A (T;L—In), ot e % est une somme finie. Comme >0 % est inversible, on
obtient A = 0. Ceci équivaut a la condition Kerd; C Ker(u,, — 1). De la méme maniére, on
obtient Ker(dy — 1) C Ker(e "7, — 1). O

Par conséquent, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.7. On a un isomorphisme naturel
(4.3) H*(P,,,V) =2 V/(01,0, — 1).

Rappelons que le groupe de cohomologie H*(P,,,V) est la cohomologie continue d’un
groupe p-adique & valeurs dans la représentation analytique V. On pose C°(P,,,V) = V et
note C"(P,,, V) le groupe des homomorphismes continus de P, a valeurs dans V. On peut
le calculer par le complexe nonhomogeéne des cochaines continues

C* 0 —>=COP, V) s D2 on(p ) Lo, V) e

avec les différentielles d,, données par les formules

do(f (715 Y1) =F (25 7m) *%Jrz SO, Y, YiYists e Yn)

+ (=" ,vn).

Comme V est une représentation analytique, le complexe C*® des cochaines continues contient
un sous-complexe des cochaines analytiques avec les mémes différentielles :

dn2 dn 1

cane - () 5 Can,O(]_:)m’ V) 7L Cann— l(Pm, V) T Can, n(Prm V) e

ou C*™(P,,,V) =V et C*"(P,,, V) est le sous-module des fonctions analytiques sur P? a
valeurs dans V de C*(P,,, V). En particulier, tout élément de C***(P,,, V) peut s’écrire sous

la forme : Clup) @y = 2o CGigruiviafyt avec ¢ p € V.
1,5,k,1>0
La filtration sur C*"(D(0,m), Q,) définie par la valuation vy induit celle sur le complexe

C*™*. Quel que soit k& > 1, on a Fil’C**/ FilF cane = P<he on P<F* est le complexe

peke s 0 PL(Py, V)~ L PP, V) L P (P, V) e
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ou P, I'ensemble des polynomes de degré < k sur P! a coefficients dans V et les differen-
tielles sont ceux du complexe C** modulo les termes de valuation k + 1.

Considérons le complété du complexe C*™* pour sa filtration au-dessus, on obtient un
complexe suivant :

dn— dp—
§*:0—=8" (P, V) —2s... 2 gn1(p, V) LSNP, V) —
ot §Y(P,,, V) 'ensemble des séries formelles sur P! a coefficients dans V et les differentielles
sont ceux du complexe C**. Alors C*™* est un sous-complexe du complexe S°.
On note H*(P,,, V) le groupe de cohomologie calcule par le complexe C*™*. La proposi-
tion suivante montre que le sous-complexe C*™* calcule le groupe de cohomologie H?(P,,, V) :

Proposition 4.1.8. Soit V' une représentation analytique de P,,. Alors
(i) tout élément de H*(P,,, V) est représentable par un 2-cocycle analytique ;
(13) Uimage d’un 2-cocycle analytique,

((u: U)a (x, y)) — Cluw),(z,y) = Z Ci7j7k,luivjl‘kyl,
i+j+k+1>2

sous l'isomorphisme (4.1.7) est aussi celle de 5(2)(0(1‘&)7(%”) = 1001 — Co11,0 dans

V/(Oy,05 — 1).
Par l'isomorphisme (4.1.7), il suffit de montrer (ii) et montrer que I'application
6@ : {2-cocycle analytique} — V

induit une surjection de H*?(P,,, V) — V/(0;, 0, — 1).
La démonstration de la proposition (4.1.8) se sépare en trois étapes :
(1) On calcule la cohomologie H?(P=F*). On est ramené & étudier la cohomologie des
quotients complexes Fil’ C*™* / Fil""t ¢ .

Pie s 0= PPy, V)~ S PPy, V) S PP (P V) —

ot P est 'ensemble des polynomes homogénes de degré i sur P, a coefficients dans
V. C’est le sujet du lemme (4.1.10).
(2) On montre que, soit ¢y p),(zy) un 2-cocycle

<<u7 U)a (1'7 y)) — Cluw),(z,y) = Z Ciyj,k,luivj:vkyl
i+j+k-+1>0

du complexe S*, alors c(y,v),(z,y) — (€1,001—C0.1,1,0)uy est un 2-cobord du complexe S°, ce
qui le sujet du lemme (4.1.11). En effet, I'étape (1) nous permet de montrer le résultat
a la main.

(3) On montre que, quel que s0it ¢(y),(zy) U0 2-cocycle analytique dans C*™*

((u, U)7 <'T7 y)) — Cluw),(z,y) = Z C¢7j7k7lui1}jxkyl,
i+j+k+1>0

alors C(u,v),(z,y) — (€1,0,01 —Co,1,1,0)uy est un cobord analytique. En effet, on peut controler
le 2-cobord dans I’étape (2), ce qui permet de montrer qu'il est un 2-cobord analytique.
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Tout d’abord, on fait une remarque sur la relation de 2-cocycle du complexe P™*. Soit
Clu,v),(z,y) UN 2-cocycle du complexe P™*, il vérifie la relation par définition :

Clam)(ep) * (U 0) = Clum) (@) (@8) T Cun)(zw)@p) — Cuw)(zy) = 0( mod Fil"*cans).

Mais dans ce cas, la loi de groupe de P, devient simple : Ciuv)(zy),(0,8) = Clutvvty),(@,8)-

D’autre part, soit (u;,v;) € P,, pour i = 1,2,3; si f((ug,v2), (us,vs3)) est un polynéme
homogeéne de degré n a valeurs dans V, alors il est de la forme Y a; jx ubviubol avec
i+j+k+l=n

a; k1 €V et (ug,v1) agit sur f a travers 'action de P, sur V :
i gkl _ i gkl
(4.4) ( § i j kUG VRUZ V) * (U1, V1) = § Wi jike * (U, V1) UnVUZ VS,
i+j+k+l=n i+j+k+l=n

Comme l'action de (u, v1) sur les coefficients d'un 2-cocyle ¢y, v,),(us,0s) € factorise a travers
les opérateurs 0; et 0y dans la formule (4.2), action de (uy,v1) est triviale dans la formule
(4.4).

Donc, la relation de 2-cocycle dans P™* se simplifie
(4.5) Clay)(af) ~ Clutaary)(ap) F ) rayts) = Cuo) ey) = 0-

De la méme raison, la relation de 2-cobord se simplifie

(dQ)(u,v),(x,y) = Q(u,v) - Q(qua:,ery) + Q(x,y)>
ot Q € PL(P,,,V).

Définition 4.1.9. On dira qu'un polynéme P((u,v), (z,y)) = Y.  cijru'viatyt € P2
i+j+hH=n
est de valuation faible m si m = min{i + j,k +1: ¢; jx; # 0}.

Sin > 2, s0it ¢(yp),(z,y) Un 2-cocycle du complexe P™*. On note la dérivation en la i-iéme
variable par D; pour 1 <i < 4.

Lemme 4.1.10. (1) Sin =1, alors tout 2-cocycle de PY* est nul.
(2) Sin =2, tout 2-cocycle du complexe P** peut s’écrire sous la forme suivante :

_ i, gkl
Cluw),(z,y) = E Cij kWU XY,
i+j+k+l=2

ot ¢ijp sont dans V. Alors, son image dans le groupe de cohomologie H*(P**) est aussi
celle de (61,0,0,1 — 60’171’0)Uy.
(3) Sin >3, le groupe de cohomologie H*(P™*) est nul. En particulier, si

_ P W - |
Cluw),(z,y) = E Cij kWU TTY
i+j+k+l=n

est un 2-cocycle du complexe P™*, alors le polynome homogéne de degré n

1
E+1

n—2
1
QIX,Y) = E(Cl,o,n—l,OXn + Con-1,01Y") + Z Crk1p0n X" FTY A
k=0

vérifie la relation ¢ = —dQ).
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Démonstration. (1) Sin =1, un 2-cocycle ¢y v),(z,y) de PLe g’6crit sous la forme Cluw),(zy) =
a1u + asv + azx + agy avec a; € V pour 1 < i < 4. Alors la relation de 2-cocycle (4.5)
se traduit en la relation :

a1 + asy + asa + agff = 0,

ce qui implique a; = as = a3 = a4 = 0.
(2) Sin =2, s0it C(y,0),(2y) un 2-cocycle du complexe P2e. Alors, Clupw),(z,y) PEUL S€ Tanger
par la valuation faible sous la forme :

C(u,v),(x,y) = POl(u7 U) + POQ('I7 y) + Pl(u7 v,x, y);

ot Py (u,v) = cu® + ¢,v* + cpuv, Po(z,y) = cp@® + c,y* + cpyxy sont de valuation

faible 0, et P (u,v,z,y) = > cijriu'vizFy! est de valuation faible 1.
i+ jhH1=2
(4,5)#(0,0),(k,1)#(0,0)

1
Pour les termes €1,0,1,0UT+C0,1,0,10Y €t €1, 0,0,1UY+Co,1,1,00T, ON pOSe Ql(x, y) = 5(61707170$2+
c0.1.01Y°) € Py et Qaz(z,y) = co1.107y € Py respectivement. Donc on a

byt

Qo (u+z,v+y) — Qulu,v) — Qu(x,y) = €1,01,0uT + €0.1,0,10Y;
Q22(U + 2,0+ y) - Q22($, y) - Q22(U, U) = 00,1,1,0(Uy + vm).

On pose Q3 = Q21 + Q2o et alors
Cluw),(z,y) = Po1(U, U) + POQ(% y) - d(Q1 + Q2) + (01,0,0,1 - Co,1,1,o)uy-

De plus, (¢1,0,01 — €o,1,1,0)uy est un 2-cocycle. Par conséquent, on peut supposer que le
2-cocycle ¢(yp),(z,y) st de la forme

Poi(u,v) + Poa(z, ).
La relation de 2-cocycle (4.5) nous fournit la relation suivante :
Poi(z,y) — Po(u+z,0 +y) + Poe(x + ,y + 8) — Poz(,y) = 0.

Si on évalue en (z,y) = (0,0), alors on a — Py (u, v) + Poe(a, 5) = 0, cela implique que
Por = Poa = 0.

(3) Sin > 3, Larelation de 2-cocycle (4.5) nous dit que la fonction analytique g(u, v, z, y, o, 3)
en six variable ¢z y).(a,8) = Cluta,o+y),(a,8) T Cluv),(z+ay+8) = Cluw),(zy) €St identiquement
nulle. On développe cette fonction g en variable (u, v), et on obtient la forme suivante :

= u(D16) (@ y).(a,8) = V(D26) (2),(,8) T w(D1€)0,0),(z+aw+s) T V(D2)(0,0).(x+ay+8)
+ C0,0), (e +aw+8) — C0.0).(xy) — UD16)0.0) 2y — V(D2€)(0,0),xy) + O((u,v)?),

ot O((u,v)?) note les termes de valuation faible > 2 de variable (u,v). Alors, pour
1=1,2,0ona

(4.6) (Di€) a),(a,8) = (Di€)0,0),(z4a,y+8) — (Di€)(0,0),(@,y)-
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De la méme maniére, si on développe la fonction fournit par la relation 2-cocycle (4.5)
en variable (o, 3), on obtient les relations suivantes pour j = 3,4 :

(D) @) w) = (DjO)wtawty).00) = (D) @y).00)
On pose un polynéme homogeéne de degré n — 1 > 2 de variable (x,y) :

QX(X, Y) = (ch)(o,o),(x,y) = Z Cl,O,k,leYl;

1+k+l=n

QY(X,Y) (D4C (X,Y),(0,0) Z CszlXYj

1+i+j=n

(4.7)

Maintenant, on développe la fonction g de variable (u, v, «, 5) et on obtient

(e.),00) T @(D3D1¢) ), 00) + B(DaD16) (2 0.0))
(2),00) + A(D3Da¢)(z),00) + B(DaD2c)(z),000)) + O(cv, B)?)
(0.0), (@) + w(D1D36)0,0),(2.y) + (D2D3¢)(0.0),(2.))

(D2Dye) (D2D4c)(0,0),(x9)) + O(1,0)?).

Alors, les coefficients des termes u, v, v, 5, ua, uf3, va et v/3 nous donnent les relations :

0,0),(z,y) T w(D2D4c)(0,0),(2,) + v

(4.8) (D16) @,9),0,0) = (D26) @9),0.0) = (D3¢)(0,0),(2) = (D1€)(0,0),(z) = 0;

(D3D16)(a,),0.0) = (D1D3¢)(0,0),(w,9)5 (DaD16) (), 0.0) = (D1Da€)(0,0), (w993
(D3D2¢) (@,),0,0) = (D2D3¢)0,0),(2,9); (D4D2¢) (@4),00,0) = (D2D4c)(0,0),@.1)-
Alors, on obtient

Oy Qx(X,Y) = (DsD1¢)(0,0),x,v) = (D1D4c) (x,v),00,0) = OxQy (X, Y).

Par ailleurs, on a Qx(0,0) = Qy(0,0) = 0. On en déduit qu’il existe un polynéme
homogéne de degré n

(4.9)

i
[N}

1

0k+1

tel que Ox@Q = Qx et dyQ = Qy. Ceci nous donne un cobord

dQ(z,y,a, ) = Qz,y) — Qz + o,y + ) + Q(, f)

vérifiant la relation Dic = —D1d@ et Dyc = —D4dQ.
On remplace le cocycle ¢, ) (a,8) Par le cocycle czx7y)7(a7/3) = (c+ dQ)(z),(a,p) Vérifiant

Cnfk71,k,o,1Xn7k71Yk+l

1
QIX,Y) = E(Cl,o,nfl,OXn + con-1,01Y") +

e
Il

. ’ . / - . / . k,
la relation Di¢ = Dyc = 0, ce qui montre que ¢ est de la forme Zﬁk:n cj ey’ .
Maintenant, on a

(DZC (z,y,0,8) Z ]Cjkyj 1ak
Jjt+k=n

(DQC,)(O,O,I+0¢,U+,3) =cipo1(x+ Oé)"_l;

(D2C,)(o,o,x,y) = Cl,n—lxn_l



60 CHAPITRE 4. COHOMOLOGIE DES REPRESENTATIONS DU GROUPE Pg,,

Alors la relation (4.6)

(DQC/)(x,y,a,B) = (D20/>(0,0,m+a,v+ﬁ) - <D2C/)(O,O,x,y)

dit que ¢j = 0 si 7 # 0. Donc on a c'(xyaﬂ) = ¢p,". Par ailleurs, la relation (4.8)
nous permet de conclure que tout 2-cocycle du complexe P™* pour n > 3 n’a pas les
termes de valuation faible 0. Alors on conclut que le 2-cocycle ¢ est nul.

m

Lemme 4.1.11. Soit V une représentation analytique de P,,.
1) Quel que soit c € V', la fonction ((u,v), (z, = Cluw) (z.y) = CUY est un 2-cocycle.
( Y (u),(z,y) Y Yy
2) Réciproquement, tout élément de la cohomologie H2(S®) est présenté par un 2-cocycle
progq g p p Y
de cette forme.
3) 5P Clu) iz = D o ciipvI kYl est un 2-cocycle analytique, alors il existe
(u,0),(z,y) i+j+k+1>2 Cidik,
une suite de polynome homogeénes {Q,, € Py',n > 2} telle que

+o0
Clu) (o) = (€001 — Conpo)uy — Y dQ;,
=2

ot Qy, est defini par récurrence : Q2(X,Y) = 2 (c101,0X% + co,1,01Y?) + co1,1,0XY et si
Qn(X,Y) = S0 X kY glors

k=0
1 1
pm) — =0 = —Copn_
n nCO,N—LOyl ncov 17071
n 1 n—
(4.10) by = ~(e10n-10 — by ™)
n 1 n- )
b = E(Cnfk,kfl,ﬁ,l —(n—kp"), sil<k<n-1.

Démonstration. La premiere assertion est immédiate. La deuxiéme est une conséquence di-
recte de la troisiéme. Il suffit de montrer la (3).

SOt C((uw) (24)) = Doipjihiimt Ciik W0 Try" un 2-cocycle du complexe S*.

D’aprés le lemme (4.1.10), par récurrence, il existe une suite de polyndémes homogénes
{Q, € P}},>3 telle que 'on peut écrire ¢ sous la forme

n—1

Cluw),(z,y) = (€1,0,0,1 — C0,1,1,0)UY — Z dQ; + Py,
i=2

ou P, est une fonction analytique sur P%l de valuation > n.

On peut écrire P, sous la forme P, (u,v,2,y) = 3, i o cgr;)k uivizFyl. Par la formule
explicite du polynéme homogene de degré n dans le lemme (4.1.10), on s’intéresse aux co-

efficients ci")kflkm et CYB,?L—I,O dans P, pour 0 < k < n — 1. D’autre part, la relation de
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2-cobord

(AQe) ). wg) =Qe(@:y) * (u,v) — Qele’u + 7,0 +y) + Q(u, v)
=Qe(x,y) + Z ulvj—am%g;!(x’y)

i+j>1
+oo
- (Qe(u + Z,v + y) + Z %((ey - 1)u>laé(Qe<X7 Y)|U+$,U+y> + Qe(u7 U)
=1

nous dit que les termes de degfe n dans P, provennant du cobord dQ. avec 2 < e <n —1
sont dans les termes ZHjJrezn iyt A% Q@) Qe 2Y) o Z;“Of ll,((ey — Du)!0% Qe (X, Y) | utanry-

n
SiQn(X,)Y) = ];Ob,(gn)X"*kYk, on a la relation récurrence pour Cg?kq,k,o,l et cg?o)’n_l’o :

(n)
€0,n—1,0,1 — C0,n—1,0,1

(n) _ (n—1
Clom—10 = C10m-10 — O1by

Ca(zn)k 1,k,0,1 — Cn—k— 1k01—(n—k:—1)b§€”_1), si0<k<n-2

D’apreés le lemme (4.1.10), on a donc Q,,(X,Y) = % ’n,LOX"—l—Z mcﬁn)k Lo X TRy R
k=

et on en déduit que

1 1
pm) — — ) = ZCom
n nCO,n—l,O,l nCO, 1,0,1
b = ﬁcg,g,nq,o = ﬁ(cl,o,nfl,o — 9y )
n 1 n 1 n— .
by = £ Cn-kk-101 = 7 (en—ki-r01 = (0 = M), sit<k<n-1.

]

Soit V' une représentation analytique de P, munie d'un Z,-réseau 1" qui est stable sous
l’action de P,,. On définit une valuation vy sur V' par rapport a T :

siz e V,up(xr) =min{n:z € p"T}.
Soit z € T et soit (u,0) € P,,,; on a x* (u,0) = +udz + O(u?) et on a donc dyx € p~™T.

Lemme 4.1.12. Soit V' une représentation analytique de P,, munie d'un Z,-réseau T' qui
est stable sous l’action de P,,. Soit ¢ = Zi+j+k+l>2 cijkluivjxkyl un 2-cocycle analytique du

complexe C*™* avec vr(c;jry) > —m(i+ 7+ k+1). Si {Qn(z,y) = > bl(: n—kyk ¢ ply
k=0

est la suite des polyndmes homogénes construit dans le lemme précédentj pour tousn > 2 et
0<k<n,ona
UT(b,(Cn)) > —mn — vy(n!).
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Démonstration. Sin = 2, le lemme est vrai par la formule Q2 (x,y) = £ (c1,01,02%+¢o,1,0,19%)+

co1102y. La relation de récurrence (4.10) de bin) nous donne la relation suivante :

1 1
pm) — = ) = Zgn
n nCO,nfl,O,l nCO, 1,0,1
n 1 e
b(() )= E(Cl,ﬂ,n—l,o — @16(() 1))
n—3 .
(411) (n) (—]_)Z (_1)7172 @
bnoy = n—2—i — b
" ;;Wf¢%~m—1—w“ 2ol F i
k—1 ; i
(n) _ M . (k — n) (n—k) . B
(D s L R LR DL R

o

1=

On en déduit que le lemme est vrai pour b\,

On montrera par récurrence que UT(bén)) > —nm — v,(n!) pour tous n > 2. Supposons
vr (b)) > —em — v,(e!) pour tous 2 < e < n— 1. Par ailleurs, on a vp(91b") > vy (b))
pour tous e > 2. Donc on a UT(albé"_l)) > —nm — v,((n — 1)!). On déduit de la relation de

récurrence

—m

n 1 n—
b(() ) = 5(01,0,71—1,0 - albé 1)),

que UT(b(()n)) > —nm — vy(n!) pour tous n > 2.
Onadonc,sil<k<n-—2,

(k —n)*

I BN > —m(n — k) — v,((n — k)Y) — v,(k!) > —mn — v,(nl).

UT(

Par ailleurs, on a Up(%cn—k,k—l—i,o,l) > —m(n —1i) —v,(k!) pour tous 1 <i < k—1. On

en déduit que pour 1 <k <n—2,0n a
UT(b,(Cn)) > —mn — vy(n!).
Enfin, on a

(-1

)Cl,n—Q—i,0,1)7 UT( (

(n) > . (_1)i
vr(bn-1) 2 15%25;—3{%((71 -1 (n—1—1

Ceci permet de conclure le lemme.

On revient a la démonstration de la proposition (4.1.8) : Soit

_ gkl
Cluw),(z,y) = E : CijliW V" T"Y
it j+k+I>2

un 2-cocycle analytique du complexe C*™*. Il existe une constante N assez grande telle que
qNeijig € pmmTDEHITREDT Alors, on peut remplacer ¢(yyp) (zy) PAr un 2-cocycle o) (23)
comme celui dans le lemme 4.1.12. Si on voit c’(u V),(a,y) COMINE UN 2-cocycle du complexe S°,
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alors il existe une série de polyndémes homogeénes {Q,(z,y) = > bg")xiy"_i € P}, telle
i=0

que UT(bZ(")) > —mn — v,(i!) > —(m + v,(2p))n et

400
/ R /
Cluw),(z,y) = (01,0,0,1 - Co,1,1,0)“3/ - E dQ;.

=2
+oo
Par conséquent, la série Y. @Q,(u,v) converge vers une fonction analytique Q(u,v) sur
n=2

Prn-top(2p)-
Par la suite exacte d’inflation-restriction, on a

0 —_— H2(Pm/Pm+vp(2p)7 VP"H'”P(QT’)) E—— H2<Pm, V) e H2(Pm+vp(2p)a V) .

L’argument ci-dessus donne que c((,, ) 1) = (€¢1,001 = Co,1,1,0)uy est nul sous 'application de
restriction. Par ailleurs, comme V' m+w»@r) est un espace vectoriel sur Q, de dimension finie et
P /P, (2p) €St un groupe fini, on obtient H%(P,,/ Pty 2p)5 VP’"“P(?P)) = 0. Autrement dit,
Papplication de restriction est injective. Done ¢{(, , () = (¢ho01 = C0,1,1,0)UY € H%(P,,, V)
est nul.

Enfin, comme uy est un 2-cocycle, on peut prendre n’importe quel coefficient ¢ 901 —
co.1.1,0 € V. Donc tout élément de V/(0;, 0, —1) est représentable par un 2-cocycle analytique.

Ikt ]

: + (@t . :
4.2 Cohomologie des B dR(ﬁMpoo)-representatlons du groupe

Pg
Proposition 4.2.1. Soit M > 1 un entier tel que v,(M) = m > v,(2p); et soit V une

Qy-représentation de Pg,, munie d’un Z,-réseau T tel que Py,, agit trivialement sur T /2pT,
alors, pour © € N, Trp; induit un isomorphisme :

M

Tryy Hi<PﬁMa C(ﬁ]TJpoo) ® V) = Hi(PﬁzvﬂﬁX/[ ® V)‘

Pour démontrer cette proposition, on a besoin de lemmes préparatoires :

On a une décomposition C(Ry,,) = &y, ® Xy comme K;-module de Banach, ot Xy =
{z € C(8R},~)| Tras(x) = 0}. On note J' = Unp%N. D’apreés le corollaire 3.1.7, un élément z
de X,; s’écrit de maniére unique sous la forme

(4.12) T = Z az’j@)(j\/[(ﬁ@

(6:5)(0N),(5,5)eS x.J’

ol a;;(z) est une suite d’¢lément de F), vérifice que v,(a;;(z)) + <4 tend vers +oo a infini
(i.e. quel que soit NV, Pensemble de (i, j) € J x J' tel que v,(a;j(z))+ - < N est un ensemble
fini).

Lemme 4.2.2. (1) Soit M un entier > 1 et soit v,(M) =m > v,(2p). Un élément x de
X est firé par Uy, si et seulement si a;;(x) =0 sij ¢ N;
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(2) On a une décomposition Xy = X]\Uj” ® Yy comme R};-module de Banach, ou

Yu={z= Y ay@)Cyal € Xu}
(4,5)e{0} x (J'=N)
Démonstration. On déduit les resultats du corollaire 3.1.7. ]
Soit eq, - - , eq une Z,-base de T'. Tout élément € X, ®T s’écrit sous la forme Zle ;i ®

e; avec x; € Xy On défint une valuation v sur X,; ® T par la formule :

o) = iaf, )

Lemme 4.2.3. [ existe des isomorphismes de K;,-module :
(1) Xu®T)" = (X @T)" = Xy @ TV
(2) Zy = (X @ T)/(t, — 1) = H' (U, Xar @ T).

Démonstration. Comme Xy, @ T = (XU @ T) @ (Yar ® T), on se raméne a montrer que
'opérateur u,, — 1 est inversible sur le &},-module Y3; @ T'.
D’aprés le lemme 4.2.2, on peut écrire I’élément x ® ¢ dans Yy, ® T sous la forme :

(> aaq) ot

jeJ’,jgN

olt les {a;} est une suite d’ éléments de F telle que v,(a;) + 2 tend vers +oco a l'infini.
Par ailleurs, on a la formule explicite de w,, — 1 sur z = > et jEN ajqh € Y

" A
(= D(@) = Y (Gt = Dy
e j¢N
Comme 0 < v,(CJY — 1) < S on A D e M 1)71¢), est encore un élément de

1

Y. Donc lopérateur u,, — 1 est inversible sur Yy, et on a v,((u, — 1) 7'x) > vy(x) — g

Alors l'opérateur u,, — 1 sur Yy, ® T' se décompose comme suit :
Up — 1= (U @1 —=1) 4+ (U, @)1 @ Up, — 1) = (t, ® 1 — 1)(1 + '),

ont = (Up®1—1)" un®1)(1Quy,—1).Siz=>Y,2,06 €Y, @T,onav((1®u,—
(z; ®e;)) > v(z; ® e;) + v,(2p) car Py, agit trivialement sur 7'/2pT". Donc on a

V(1@ upy, — 1)x) = irilfv((l ® Uy — )y @ €5) > ililfv(l’i ® €;) + v,(2p) = v(z) + v,(2p).

Par conséquent, on a v(u'(z)) > v(x) + v,(2p) — zﬁ' Ceci permet de montrer que la série
T2 (—u/)™ converge et sa somme est l'inverse de (1 + u/) sur Yy ® 7. Donc u,, — 1 est
inversible sur Y, ® T'. O

Lemme 4.2.4. Si a € Z}, l'opérateur aryn, — 1 est inversible sur X\ m.



4.2. COHOMOLOGIE DES B, (&}, p~ )-REPRESENTATIONS DU GROUPE P;,, 65

Démonstration. D’aprés le lemme 4.2.2, on a la formule explicite de av,, — 1 sur un élément
T = ZieJ,i;éO ZkeN amq\/[@ﬂ € X%m :

(avym — Z Z Qik aCM - I)CJZ\/IQ§J

1€Ji#0 keN

Comme 7 # 0, on a 0 < vp(aC]i\(;p - _ 1) < % On en déduit que av,, — 1 est inversible

sur XUn avec la formule de I’action de (a7, —1)~! sur XY donnée par

(0 =)= D2 aalals )7 Gy

1€J,1£0 keN

De plus, on a v,((av, — 1) 'x) > vy(x) — Zﬁ-

Revenons a la démonstration de la proposition 4.2.1 :

Démonstration. On doit montrer que H'(Pg,,, X3r ® T) = 0. Rappelons que I'on a un iso-
morphisme de groupes analytiques Pg,, = P,, ; on se raméne a prouver

H'(P,,, X,y ® T) = 0,
et on note Zy = (X]lém ®T)/(tm —1). Comme e *"v,, ® 1 — 1 est inversible sur XUreT
d’aprés le lemme 4.2.4, on peut factoriser 'opérateur e "+, — 1 sur X]\U[” ® T comme suit :
e = 1= (€ @1+ (e 1@ DA e v —1) = (P @1 -1)(1+7),

oty = (e, @1 -1 ey, @1)(1®e Py, — 1).

Par ailleurs, siz =Y, 7;®¢; € X" ®@T, on av((1@e "y, —1)(z)) > vp(2p)+v( ) car
P, agit trivialement sur 7'/2pT. Cem permet de montrer que la série Zn 0(—7 )™ converge
et sa somme est l'inverse de (1++) sur X" ®T'. Donc e ", — 1 est inversible sur X\ @7

D’aprés le lemme 4.2.3, on a le diagramme commutatif suivant :

0—Zy —H' (U, Xy @T) —0

leﬁm'ym—l J/le

0—Zy —HY U, Xoy @ T) —0.
Comme l'opérateur e ?"~,, — 1 est inversible sur Z;, on a
HY Uy, Xy @ T)'™ =0 et H'(Upp, Xy @ T)/(4m — 1) = 0.
(1) sii =1, par la suite exacte d’'inflation-restriction, on a :
0— H (T, Xy @T)") = H' (P, Xy @ T) — HY(Upy, Xy @ T)'™ =0 — 0.

1 suffit de prouver que HY(T,,,, (X3, ®T)Y") = 0. D’aprés le lemme 4.2.3, on a l'isomor-
phisme (X, @ T)U» = XU @ TUn. L’opérateur ,, ® 1 — 1 est inversible sur X" @ T
d’aprés le lemme 4.2.4. Par ailleurs, I, agit trivialement sur 7'/2pT. Ceci permet de
montrer que 7,, — 1 est inversible sur X7 @ TV=. Donc HY(T',,,, (X3 ® T)Y™) est nul.
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(2) sii =2, d’apres la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a I'isomorphisme :
H* (P, Xy @ T) = HY(Dy, H' (U, Xy @ T')) = H' (U, Xy @ T) /(4 — 1) = 0.
]

Proposition 4.2.5. Soit v,(M) > v,(2p); si V est une Q,-représentation de Pg,, munie
d'un Zy-réseau T tel que Pg,, agit trivialement sur T/2pT, alors pour i € N, Ry induit un
1somorphisme :

RM : Hi(PﬁAﬂB(—IR(ﬁXip"O) ® V) = Hi(PﬁMPéJ\—F/[ ® V)

Démonstration. On pose Xy = {z € B (R )[R () = 0}. Quel que soit n € N, on a
une décomposition de By (f1,,)/t" comme &% /t"-module :

B ix (R ) /1" = Ry /1" & Xar /1"
Cela induit une décomposition de IBS(J{R(QLPOO) comme K+-module :
]BCTR(ﬁﬂpoo) - ﬁ& @ X
On se raméne donc & montrer :
H'(Pgs,,, Xy @ T) = 0.

Soit ¢ un i-cocycle qui présente un élément dans H'(Pg,,, Xu® T). D’aprés la proposition
4.2.1, 6(co) est un cobord dans H'(Pg,,, Xy ® T) et donc cg = dby. Donc I'élément ¢y —
d(tar(bo)) est encore un i-cocycle dans H'(Pg,,, X3y ® T'), qui est a valeurs dans t X, ®T. On

définit une suites (dby, )nen de i-cobords dans H'(Pg,,, Xar ® T(—n)) et (¢n)nen de i-cocycles
dans H'(Pg,,, X3r ® T(—n)) par récurrence :

dbp_1 = 0(cn_1) et c, =t (ca1 — d(tarbn_1))), sin > 1.
Donc, on a

“+oo
co =Y _t"d(tar(bn)),
n=0

qui est une somme des cobords qui converge dans H*(Pg,,, X3y ® T'). Ceci permet de conclure
la proposition. O



Chapitre 5

La loi de réciprocité explicite de Kato

5.1 Construction de ’application exponentielle duale de
Kato

On note KT = @Q,[[¢]] le complété g-adique de & et K}, le complété g-adique de &'~
module &f, = &%[Cur, qur]. On a done K, = Fur[[qar]]. On note K+ = Q,[[4,t]] le complété
G-adique de &t = 14g (R1)][[t]], ott Papplication tqr identifie & a un sous-anneau de IB%(JI’R(§+).
On note I@L le complété g-adique de ﬁj\r/[ comme RT-module. D’aprés le lemme 3.2.4, on a
bien

Ky = K [Cars gu) = K¥[Cor, Gu] = Ful[t, Gar]]-

On définit une application 6 : Ki, — Fy[[qa]] par réduction modulo t. Elle coincide avec
I’application 6 sur fij(/[

La représentation (I@L@Vkij) de P,, n’est pas une représentation analytique ; mais c’est la
limite projective des représentations analytiques { (K}, ® Vi;)/(G,t)" }nen de P,,. Les actions
de 0; et Oy — 1 sur t et ¢y sont données par les formules suivantes :

| det(12"™™) —1
O (t)=(p "0, )t=p ™ lim tx Him =p ™ lim (") t=0
n—-+oo p" n—+oo p"
i i w1 a1
O (qu) = (p7 0w, )dm =p~ ™ Hm Gy * — =p " lim =—qu
n—+4o0o pn n—+4oo p"
o exp(pn;\;n logé) —1_ t .
=p " lim v = 4
n—oo pn M
" 1 0
. . w—1 o det( i) — 11
Oo(t) = (p™" 0y, )t =p~" Tim tx S =P i v e;n t=t
~ _ —-m ~ _—m 7 ~ 7%” -1 .
02(qnr) = (P~ 0, )G = p~™ lim Gas T 0.

Dong, les actions de 0; et d,—1 s’étendent a l@]\} par continuité pour la topologie (t, §)-adique.
On note Ky, = K3 /(qn)™ " et (K @ Vig)n = (K @ Viy)/(t, qar)™

67
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Proposition 5.1.1. Siv,(M) =m > v,(2p) et 1 < j < k — 1, alors l'application

Flanr) = ey f(qu)

induit un isomorphisme de Ky, sur (K, ® Vij)n/ (01,05 — 1), pour tout n € N.

Démonstration. Les {elef=27lgr 0<i<k—2,1>2—j0>0,0+1<n— 1} forment
une F)-base de (IC]D ® Vi.j)n- Rappelons que l'action de Py = P,, sur Vj; est donnée par
la formule : e; % (25) = ae; + bey et ex % (25) = cey + dea, si (¢4) € P,,. On a donc les

formules suivantes pour l'opérateur 0 :

-m —-m 1- U‘Z.)n —1
di(er) = (p"0u, )e1 =p lim e — =e
n—-4oo p
—m —-m - uf,? —1
di(ez) = (p”"Ou, )e2 =p nl_1>r+noo es * p =0.
On en déduit que
_ ; t
(5.1) On(ehes 1 yy) = ieh es™ Tt f Q) + ehes iy 5
Ceci nous fournit la relation suivante dans (lﬁj\% ® Vij)n/On :
¢ — i i v ( ]‘>k 27! iv s U \k—2—;
elek=27ilgy — @—i—lelﬂ k=3—igl+l g B = W eh2ylrh2- M(M)k 2-i.

Donc chaque élément de (I@L ® Vi j)n/O1 peut étre représenté par un élément de l@j\jfn(l ®
(e¥721277)). Ceci implique que le morphisme naturel de Fj-espaces

¢ Kipn(1® (e772777)) = (K ® Viey)a /01

est surjectif. La formuNIe (5.1) montre qu’il n’existe pas d’élément = dans (16;(4 ® Vij)n tel
que O1x appartient a lC ,(1® ( 242 7)). En conséquence, ¢ est un isomorphisme.

Par ailleurs, on a les formules suivantes pour I'opérateur 0y — 1 sur (l@j\’/[ ® Vij)n

p"_l
Os(e1) = (p7"0,,)e1 =p~ mnl—lglooel* p =0
3( )_(,ma ) o *,ypn_l_fm I ] R (pm) B
2(€2) = \P ym)€2 = P n—1>I—B>o€2 o =D n_lgloop—neg—p og(e’ )eg = e

On en déduit que :
(02 — 1)(€1€k . ZtIQM)

(k—2—z)e ek 2= ztl —i—lezek iy — el T2y,

(5.2)
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De la formule (5.1) et de la formule (5.2), on a la relation suivante :

j i1 k—1—igl ~v i k—2—iyd+1~v U
(02 — 1)(81636 - Ztl ) = (02 — 1) (i€} 1615 ! tZQM+€1€§ 2 HHQMM)
U
= (k= 2—i+Die\ ey TGy + ey g 1)
= 01((9, — Veies>t'qy,).

Ceci implique que 9; et 0o — 1 commutent sur (l&& ® Vij)n €t on a donc le diagramme
commutatif suivant :

(A =26277 @ Kiy) /(8 ga)" —= (K © Vij)n/ s -

iazl \Lagl

(eh=2627 @ Ki) /(8 Gar)" —= (Ki; @ Viej)n/ D1

Or eleh 2738, est vecteur propre de dy — 1 pour la valeur propre (k — 3 — i 4 [). Donc
Ki.(1® ( ¥=242-7) est dans I'image de 9, — 1 si [ — 1 # 0 et donc on obtient

(ICZT/I ® Vk,j)n/(817a2 - 1) = ICX_Jm,tellc_Q)
ce qui permet de conclure. O

Maintenant, en composant les applications obtenues dans les paragraphes précédents |,
on obtient le diagramme suivant :

H?(Geyy Bin(R) @ Vi)

(UT

(2)
H? (P Bl (R1) © Vi)

Hz(PﬁMv‘éL ® V]m)

o

éeXp* mn H2(Pﬁ]\47 (’C]—& ® Vk,j)n)

i(4)

Y (%) e

Kt = W (Kyy @ Viej)n/ (01,02 — 1),
ou
e l'application (1), d’inflation, est injective car B:R(§+)g'ﬁ1‘4p°° = Big(Rype) €t Gayppoe
agit trivialement sur V; ;.

e (2) est 'isomorphisme induit par “la trace de Tate normalisée " Ry, (c.f prop. 4.2.5 );
e (3) est 'application naturelle induit par la projection ﬁ ® Vi,j — (Kt o @ Viins
e (4) est I'isomorphisme du corollaire 4.1.7 car (IC u® Vk,a) est analytique pour tout n;
e Comme (Iéj& ® Vi;)n est une représentation analytique pour tout n, I'application (4)

se calcule grace a la prop 4.1.8 . Plus précisément, cela se fait comme suit :
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Recette 5.1.2. On définit une application resk (K @Vij)n — K3, en composant
la projection (Ki; @ Vi;)n — (K3, @ Vij)n/ (01,02 — 1) avec Uinverse de I'isomorphisme
dans la proposition 5.1.1. En prenant la limite projective, on obtient un morphisme
vesg ;0 K @ Viy — K. Sic= (™) e 1£1H2(PRM, (K}, ® Vij)n) est représenté par

une limite de 2-cocycle analytique (o, 7) — &% sur Py, & valeurs dans (K}, ® Vij)n,

alors I'image de ¢ sous I'application (5) est res; ; (6 (c)).

On définit 'application exp* en composant les applications (2), (3), (4), (5).

Proposition 5.1.3. (1) Soit v,(M) > v,(2p); si V' est une Q,-représentation de Pg,,

munie d’un Zy-réseau T tel que Pg,, agit trivialement sur T /2pT, alors lapplication
proj = (proj, )n>1 : H2(PﬁMa ‘éj\_/[ ®V)— lﬁln H2(PﬁM7 ('aj\—i_/[ ®V)n)

est injective.

(2) L’application exp* est injective.

Démonstration. (1) Soit ¢ un 2-cocycle qui représnete un élément du noyau de l'ap-

plication proj. Appliquons 6 a ¢, alors proj,(f(c)) est nul pour tout n. On note
(81, @T), = (R, ®@T)/(qu)™. Alors, il existe un 2-cobord db de H?(Pyg,,, (R}, @ T),,)
tel que proj,,(A(c)) = db et b est un polynéme de degré < n en qys. Si 0,7 € Pg,,, on a
la relation de 2-cobord (db©m), . = b s — b 4+ %™ et la formule pour Iaction
de o sur &} :

(5.3) oanr = G qur,

ol ¢, est un l-cocycle a valeurs dans Z,(1) associé a ¢ par la théorie de Kummer. Ces
relations nous disent que db(®™ est encore un polynéme de degré < n en variable qy;.
Ceci permet de construire le 2-cobord dby de H?(Pg,,, K3, @ T) tel que 6(c) = dby par
récurrence :

—+00

bo =Y _ O™, ot db®” = proj, (6(c)), db*™ = proj,, Z dbOD.

n=0

De plus, par la formule (5.3), on déduit que by est a valeurs dans 8, ® T.

On pose ¢ — diqr(by), qui est encore un 2-cocycle de H?(Pg,,, &}, ® T) et a valeurs
dans tR}, ® T. On définit une suites (db, )nen de 2-cobords de H2(Py,,, 81, ® T(—n))
et (cn)neN de 2-cocycles de H2(Pg,,, R}, ® T(—n)) par récurrence :

dbp_1 = 0(cp_1) et c, =t eyt — d(tarbn-1)), sin > 1.

Donc on a ¢ = > t"d(tar(by)), qui est une somme des cobords qui converge dans
H?(Pg,,, R, ®T).

(2) On constate par construction qu'il reste & montrer que 'application

(3) : HQ(PRM, ﬁ;\r/l ® Vk,j) — Lmn H2<PRM7 (léj\r/[ ® Vk,j)n)

est injective. C’est une conséquence directe du (1).
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5.2 Application au systéme d’Euler de Kato

5.2.1 Esquise de la preuve du Théoréme (1.2.2)

Soient M >1et A= (3‘?) avec o, 3,7,0 € {1,---, M} et det A € Z;. On note a4 =

Lyt a2y la fonction caractéristique de A+ M Mg( ). C’est une fonction invariante sous
action de Gg,,. Par ailleurs, la distribution zgacq(k, j) appartient & H?(Gg,,, Da1g(Ma(Q ®
7))V, ;). Alors, on a

/ wM,AZkato,c,d(ka j) € HQ(g-@M? Vk,j)

et on note son image dans HQ(QQM,BIR(QX/IPOO)@V;CJ) par zy 4. En outre, on note zgi)s calks )

la distribution sur M,(Q ® Z)A(p) a valeurs dans R, obtenue en restreignant la distribution
Zpiscd(k,j) € Dag(M2(Q ® Z),/\/lk((@;yd)) a My(Q ® Z), et en utilisant I'injection de
Mi(Q¥) dans R

Lemme 5.2.1. Soit k un entier > 2 et soit j € N tel que 1 < j < k — 1. La distribution
zElscd(k j) est invariante sous l’action de Gg.

. : : . : 1
Démonstration. Le groupe Gg agit sur M "8(Q%!) a travers son quotient Py, vu comme

sous-groupe de GLy(Z). D’aprés le théoréme (2.1.12), on a :

Si v € GLZ(@ ® Z), ZEis,c,d(k7j>|k7 = ‘ det ’y|j712E‘is,c,d(k7 j)

En particulier, si v € GLy(Z), alors on a | dety| = 1. Donc la distribution zg)sycyd(k,j) est

invariante sous I'action de GLy(Z). O
Donc pour montrer le théoréme (1.2.2), il suffit de prouver :

Proposition 5.2.2. Pour toute paire (M, A) ci-dessus et v,(M) > v,(2p), det A € Z5, on a

) 1 - (k=) ()
exp*(2a,4) = G — D) M*2 QJFa/MJB/McE'yJ/MMMd
_ 1 ME2- 23( 2F(k ) 2— k+]F(k ) )(d2E @ E )
~ G -1 a/Mg/M € ca/M,c8/M /M5 M dr/M,ds /M

Pour démontrer ceci, nous aurons besoin d’écrire un 2-cocycle explicite représentant zps 4
et le suivre a travers les étapes de la construction de ’application exp*.

5.2.2 Construction d’un 2-cocycle

Soient ag, by, ¢, dy € {1,--- ,p"M} verifiant :

ag = a,bg = B,co =7,dg =6 mod M.
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On note les fonctions caracterlsthues L(ao+Mprzy) x (bo+MpnZp)s L(co+MpnZy)x (do+MpnZy) » €

(n) - :
1 ( a0 gg)+MpnM @, , par 1/)% b 77/)00 dor €6 Yoo b co.do TeSPeCtivement. Notons Uy et U respecti-

vement les ouverts (a+MZp) X (B+MZy) et (y+ MZy,) x (6 + MZy) de Z2, et U = Uy x Us
que I'on voit comme un ouvert de My(Z,) et méme de GLy(Z,) puisque det A € Z; et p|M.

Pour i = 1,2, on définit les mesures algébriques p; € H'(Gg,,, Do(U;, Z,(1))) par les
formules suivantes :

[ = )
(ap+MpnZ)x (bo+Mp™Z)

/wcoﬂio’u _/ . . Td(zéfzgel)‘
(co+MpnZ)x (do+Mp™Z)

OIkl ;IOtQ v = i @ up Péléement de H?*(Gg,,, Do(U,Z,(2))). Comme on a 2zpatocalk,j) =
(e77t77) * Tp2iato,c,d, OL A

5.9 = [ a0 a2 20,0)

. _dév o . ) .
Considérons le g-développement d’une unité modulaire, on a une décomposition du groupe
des unités modulaire U/¢°18(Q) :

ucong(@cycl) — (Qcycl)* % qQ % Z/{fong(Qcycl)’

ot U8 (QY!) est I'ensemble d’éléments x € U"8(Q¥Y) vérifiant v,(x — 1) > 0. Alors on a
une inclusion de U°"8(Q¥) dans (&1 [¢71])*.

Si N un entier > 1, si 0 < a,b < N — 1, soit ¢ un entier tel que (i,6) = 1 et (ia,ib)
n’appartient pas & NZ2. Rappelons que I'expression explicite de ¢;(q, ¢4C%) € U(QV) est
comme suit ( on note g;(q, ¢%C%), ce qui est noté i b dans la section §2.2, méme chose

pour la fonction 6 et les séries d’Eisenstein ) :
—i2 Hn>0(1 - qn(ﬁvgjbv)iz HnZl(l - qn(%l\/d)v)_l)ig
[Tnz0(1 = ¢ (a8 CR)) TTosa (1 — ¢ (ahCR) ™)

Fixons i un entier tel que (i,6) = 1et i =1 mod N. Rappelons que si ¢ € Zj, on a défini
un élément g.(q, ¢2C%) de Z, @ U(Q™) C Z, ® (EJF [¢7'])* dans la section 2.3.2 :

(55)  gila,4Ch) = ' (—g4Ch) T

22
9¢(q, anN) Te(Ga/Np/N) = 7 11 9i,a/Ny/N + Gei,a/Nb/N

avec ¢; = ¢ mod pN et v,(c — ¢1) assez grand.
Soit g € R ; on note g = (g, g%, .-+, ) un relévement de g dans R(EJF) et [g] son représen-
tant de Teichmiiller dans Ainf(ﬁJr). Alors 'élément g.(q, ¢2¢%) dans Z, ® (]R(EJr [q71))* est
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bien défini et appartient a Z,® (Uy (§+) [771])*, & multiplication d’un élément de (1,¢,, - -+ , )@
pres . _
Pour tout n > 0 (resp.n > 1), [1 — qnq%C%] (resp. [1 — q"qxy"¢x"] ) est un élément inver-

sible de A%. Rappelons que 'on a défini une application logarithme log sur A% x g% a valeurs
dans IB%fgg (c.f§3.3). En appliquant "application log a [1 — ¢"q¢%C%] (resp. [1 — ¢"qn"CRY] )

pour n > 0 (‘resp. n > 1) et on obtient que log[l — ¢qq% %] (resp. log[l — qngn"¢x"] ) est
un élément de By, pour tout 7 >0 (resp. n > 1).

Comme q est de valuation 1 pour la valuation p-adique sur EJF, on a ano (1 —q"q%C%)
converge dans UO(EJF). Ceci implique [],50[(1 — ¢"q% ¢} )] converge dans A}, De la méme

—_nga ¢byjiZ —n(ga cb )y a2
maniére, on obtient que O = H”EU[(MiH”El[(MJi
ano[(l—q”(qf\,d)\,)) ]anﬂ(l—qn(q;l\rd)v)) ]
'élément [g;(q, 4%, 4% )] € Ami(R) est donné par la formule explicite suivante :

converge dans A’ . Donc

—_— i2— —a Fb it
00 a8 &) = G (=% Cy) 7 % O;

ceci implique qu'’il est dans A% x g2 Comme log 5 N = %, on a :

~ it — i i*)b
log[ga%’%] ST logq + (2—]\7) log ¢ + %t
+ > (0gl(1 — ¢"giCR)] — log[(1 — ¢"g¥¢R)])
n>0

+ > (log[(1 = ¢"q5"¢y")] = logl(1 = ¢" a5 ¢3™)]).

n>1
On définit log[gc’% b | par la formule :
_ c—0C _ _
log[gg%’%] T2 1085[91'%,%] + 1035[901,%,%]a

oll ¢; est un entier tel que v,(%5%) >0, c=c¢; mod N et (c,6) = 1; ceci ne depend pas du
choix de i et ¢; & addition d’'un élément de Q,t prés . Alors, log[gc%, b | est un élément de
B, défini a addition d'un élément de Q,t pres .

Sit = 1,2, soit ¥; une base du Z module des fonctions localement constantes sur U;
constituée de fonctions du type wao b ( TEsD. @DCO 4 ) avec n € N et ag,by (resp. co,dp)

comme ci-dessus. On définit une distribution algebrlque 1w, (resp MQ,WQ) sur Up (resp. Us)
e U, (resp. ¥, € Wy),

a valeurs dans B (R )[u,] par la formule : si 1"

ao,bo co,do

[ e, = t0glsca: )

(resp. [ Wiy hze, = 108[9a(q: G55, i )])-
On identifie Z,(1) au sous-module de BZ; via ismorphisme de Z,[Gg]-modules

logo[-] : Z,(1) — Zyt.



74 CHAPITRE 5. LA LOI DE RECIPROCITE EXPLICITE DE KATO

Lemme 5.2.3. Sii = 1,2, alors p; est limage du 1-cocycle
o — i v, * (U - 1)

dans H'(Gg,,, Do(U;, Z,(1))) pour tout choix de V;, qui ne dépend pas du choiz des valeurs
loglg, o v ] ouloglg, o o |.

Y Mp™ Mp™ M ’rL > Mp™

Démonstmtion La démonstration est la méme pour ¢ = 1,2. On peut donc supposer que
= 1 et Yaop, € V1. Rappelons que log[g, a v | est bien défini & Q,t prés. Comme

’]\/Ip" s Mp™

0 +— t+(o—1) est un cobord dans H'(Gy,,, Zy(1)), ti,w, ne dépend du choix de log[g, a b, |-

Y Mp" ' Mp™
Si wao)bg & \111, on a fl/}ao bo/vlfl - 9 "’Mp
§2.3 ), p1 est représenté par le 1- Cocycle o px (o — 1) de H'(Iy, Dag(X1,Z,y(1))) avec
€ H' (I, Dag (X1, 2°)) vérifiant :

/ wao’bo =9 ¢, 1% T

Appliquons 'isomorphisme logo[-] : Z,(1) — Z,t & p* (¢ — 1) ; on déduit le lemme de la
formule log[ox] = o log|x]. O

. D’apreés la théorie de Kummer p-adique (c.f.

5.2.3 Descente de £ a Rrpe

Lemme 5.2.4. Les produits infinis [[,5o(1— G3%CX) et [1,5,(1— @iy"Cy") convergent dans
Al NBIR (R ) avee pN|M

inf

Démonstration. La démonstration pour [, -¢(1 —Gq%C) et TL»,(1—Giy"Cx") est la méme.
Donc on montre le lemme pour le produit [],-q(1 — 444 b)),

Comme ¢ est de valuation 1 pour la valuation p-adique dans KJF, onad=pa(l+wp) e
Ajye et v,(¢) > 1. Donc on a

H(l—j@j‘{,NN —1+Z Nak cha

n>0

N . ~Z s . . . )
ou ¢ Z(K“ i<y QTISISEY converge dans A;¢ pour la topologie p-adique. D’autre

part, on a v,(cx) > k(k — 1)/2 et v, (3 ¢ic,) > % + k(k Y > 0; ceci implique le produit
converge pour la topologie p-adique dans A** Il est ev1dent que le produit est un élément

inf*

de BCTR(‘QMP(X))‘ ]

D’aprés le lemme ci-dessus, si i € Z est tel que (4,6) = 1, alors ¢;(q, c]?\,@v) appartient a
(Ar NBIR (Rap<)) x G2 Alors on peut appliquer I'application log & g;(G, %C%) et on peut
aussi définir log g.(q, 4 C%) = log 9:(q, 4% C8) +1og ge, (¢, ¢% %) & addition d’un élément
de Q,t prés , ot i est un entier tel que (i,6) =leti=1 mod N, et ¢; est un entier tel que
vp(c — 1) soit assez grand.
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Lemme 5.2.5. (1) Sin > 0(resp. n > 1), 1—3"G%C% (resp. 1—q"GCx0 ) est inversible
dans Ainf(§+).
(2) Sin > O(resp. n > 1), Lo R (resp. M ) est un élément dans 1 +

1-Gq%CY, -G CR°
—+
u)Ainf(ﬁ ) ,

)

Démonstration. On montrera le lemme pour le cas n > 0 et I'autre cas se déduit de la méme
maniére.

Comme ¢ est de valuation 1 pour la valuation p-adique dans E+, ¢ peut s’écrire sous la
forme pS + wa avec a, 5 € Ainf<§+). Donc on a

S @ad) —1+Zw > (”;”) “(pB)™" gl

m=0 mn>k,m>1
Lasérie >, ("")o*(pB)™*q% Cb converge dans Ainf(ﬁ ) et donc 1+ 35 ("¢ ¢k )™
mn>km>1
converge dans Amf(EJr) pour la topologie faible. Ceci donne 'inverse de 1 — Q"@j‘i,@{, dans

[1—qq% (] [1-qq% ¢ )

Ainf(EJr) et implique que ———22 est un élément dans Ainf(EJr). Par ailleurs, 0(=——222
1-g"q% ¢} 1=g"q%, ¢}

a pour image 1 dans (C(EJF), ce qui permet de conclure. n

Sii= 1,2, on déﬁnit une distribution algébrique fi; ¢, sur U; par la formule : pour
wéo)bo € ¥, (resp. wco & € Vo ),

/ %0 b1, 0, = loggc(q,qun Mpn)

(resp. /wcon,d()'&Z\I/? = lOg gd(67 ‘ﬁ\%png\}pn))

De la formule explicite (5.5) de g.(q,q%C%), on obtient que g.(q, Qg 5’\5}7) ) appartient a

Big (Ragp) © Qug, et son image par 0 dans C(fj& ) ® Qpq est ge(q, 45y,nC39,n)- Donc on
obtient que log g.(q, ¢j7,» Mp «) et 1og ga(q, Gyp,nCazm) appartiennent a B, (ﬁ ) B Qpuy.
Lemme 5.2.6. Sii=1,2, alors :

(4) fiiw, — piw; est une mesure & valeurs dans tB; ;

(ii) Considérons Uapplication : H(Gg,,, Do(Us, Zy(1))) — HY(Gg,,, Do(U;, tBLR)). Limage
de p; est représenté par le cocycle

0= iy, * (0 = 1),
qut est linflation d’un cocycle sur Pg,, a valeurs dans QO(Ui,t]BEz{R(ﬁLpoo)).

Démonstration. Le (ii) est une conséquence immédiate du (7). En effet, comme (fi; v, — ;. v,)
est une mesure a valeurs dans tBl, on obtient que (fi; v, — piw,) * (0 — 1) est un cobord
dans H'(Gg,,, Do(U;, 1B;)). D’autre part, on a

fligw, ¥ (00— 1) = pyw, * (0 = 1) + (fLiw, — piw;) * (0 — 1),
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et donc o — [y, x (0 — 1) est un l-cocycle a valeurs dans ¢B; qui représente u; €
H! (gﬁMﬂ SU(Uia tle_R))'
Le (1) est déduit du lemme 5.2.5. O

Soient A1, Ay deux G-modules & droite. Si z; € Aq,29 € Ay et 0,7 € G, on définit un
élément {1 @ 12}, 1= (21 % (70 —0) @ (2% (0 — 1))) € Ay ® As.

Corollaire 5.2.7. Considérons [’application :

H (G- Do(U. Z,(2) = B (G, Do(U. B (R1)).
L image de v = py ® g peut étre représenté par le 2-cocycle

(07 T) = {/]’17‘111 ® /11,\1’2}0,7'7
qui est Uinflation du 2-cocycle sur Pg,, a valeurs dans Do(U, t*Bg (R0 ))-

Démonstration. Ce corollaire résulte du lemme précédent et de la formule du cup-produit.
La formule du cup-produit de deux cocycles est : soient G un groupe, A, B deux G-module

a droite. Si f; € H(G, A) et fo € H(G,B), on a f1 U fy € H(G, A® B) ou

f1 Uf2<<7i+j7"' y 041,04, " 701) = (f1(<7¢,“' 701) * 0441 *“'*Ui+j) ®f2(0'i+j>"' ,Uz‘+1)~

On applique cette formule a f; = fi1g, * (0 — 1) et fo = fiaw, * (0 — 1) et on obtient un
2-cocycle
(Ua T) — {,[//1,\1/1 X /11,\112}0,7'7

qui représente v et a valeurs dans Do(U, *BJ; (R}, )). Donc il est I'inflation du 2-cocycle
sur Pg,, a valeurs dans Do (U, t*B g (R, ))- O

5.2.4 Descente de R/~ a Ky
Définition 5.2.8. Si v,(M) > v,(2p), on pose B (R3,) = Big (K0 ) [1g], 01t ug = logg.
On définit une application £, [u,]-lin¢aire :

RM,log : Blog(ﬁLp ) — ﬁ&[uq]

Z xkuq > Z Ry (xp)u
k k

ot Ry est la trace de Tate normalisée (c.f Théoréme 3.2.10) sur By (R, ) & valeurs dans
&t
Comme R7;[u,] est stable sous I'action de Pg,, et Ry commute avec action de Py,,, on
déduit que Ry 10 commute avec 'action de Pg,,. Ceci implique que, si V' est une représenta-
tion de Pg,, s, 'image d'un 2-cocycle de HQ(PﬁM,IB%IOg(ﬁMp ) ® V') sous l'application Ry og
est encore un 2-cocycle. Par simplifier la notation, on va noter Ry 105 encore par Ryy.
D’apreés ce qui précéde et de la relation (5.4), zp 4 est la classe du 2-cocycle

(0,7 »—)/ (e 2t77) % 9){ i1, 01 ® fiz,ws torrs
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qui est aussi la classe du 2-cocycle par “la trace de Tate normalisée "

(o,7) — RM(/ (5277 % g){finw, @ fizw,}or)-

U

Lemme 5.2.9. Si ad — bc € Z;, alors

R (1og 0(G, @31, Chrpn) 108 0(d, G5 Cirpn))
= p 2 og (G, §3,Ch) log 0", G5,Cr).-

Démonstration. On a la formule explicite pour log 6(q, d%pnffgpn) :

- w Z 1 a b
+ (D 108(1 = "G Grpe) + D 108(1 = T Gafon Cipn))-

m=0

Comme Ry/(uy) = u, = p‘"ug” et Ry(t) =t =p"log ¢P", il suffit de vérifier les relations
suivantes :

R (log(1 — ¢ Chppe)) = p " log(1 — @ ™5, Cy)

~p"m ~a ~p"'m ~a

R (log(1 — G751 Chrpe) 10g(1 — @' @51 Cirpn)) = p~ 2" log(1 — @ ™5, Ch) log(1 — & ™5, Chr)

On utilise le fait que

a3 ("5, nCM n)’
log(1 = §" @ Chrpn) = = Y e
=1

Comme ad — bc € Z;, a et b ne sont pas divisibles par p" a la fois. Donc pour p” {4, on
obtient Ry ((§"d%,»Chrpn)T) = 0. On en déduit que

~b

R log(1 — qm(jMp"CMp ) =p "log(l—(¢" )mcﬁ4 M)

Pour le terme
(].Og(]_ - qmq?prLC?wp7L))<lOg<l - qmg’]C\4P7LCJl‘14p7L))7

on développe le produit :

(log(l — " Gy ))(log(l — 0" @ Ciigyen)

Z_ qup"CMp i Z_ mQMp”CMp”)‘)

_ Z (jmlg?\/[p"CMp") (q qu”CMp")
ij

1,7=1
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Comme ad — be € Z;, cela équivaut a dire que “p"|ai + cj et p"|bi + dj sont équivalent a p™|i
et p"|7". Donc en appliquant R, & la formule ci-dessus, on obtient :

Ras ((10g(1 = 4" @iy Chrpe) (108 (1 = 7751 Cly))

+ ~mT ~ e R 1) ~ g .
o 2’0 (@ ™8, ) (@ ™25, ()

ij=1 L
=p*"(log(1 — "™ 3,Cy)) (log (1 — "™ 5,C3ir)
En composant les résultats ci-dessus, on obtient la formule voulue dans le lemme. O

Corollaire 5.2.10. Si on note

1og((aé?bo) - {1og ((02— <c>)0(q", 45 712)) ® log ((dQ— <d>)0(d", 4 ~$)) }M’

co do

Zym,a peut se représenter par le 2-cocycle

_on (aﬂel + b062)k72 (o,7)
— log,
Z (aodo — boco)]tj Og(do bo)’

co do

(770 i p

la somme portant sur [’ensemble
U .= {(ag, bo, co,do) € {1,--- , Mp"}*lag = o, by = B,co = v,dy =0 mod M}.

Démonstration. zp 4 peut se représenter par le 2-cocycle

(0.7) > R / (52479) % ) {fivan © finses Yo

Par la définition de 'intégration sur U, on a

(5.6)
R / (527) % g) L, ® finan o)

= lim Z RM(/ wt(ITOL?bo ® wég,)do((ellCiQtij) * g){lal,‘h ® /12,‘1/2 }U,T>

n—0o0
o=(10 o )evm
—lm Y () ) <RM ({1og9(q~,qg;pnfggpn)®1oge(q~,g;3pn$pn)}w>)
g:(ao bo )GU(n)
co do

D’aprés le lemme précédent, on a

G:6)=lm D0 () x) rea (57 (log 0@ a3C) @ log 0@ TS o )

n—oo
o=(10 o )evtm
o o (ager + boes)" > " ~a0 7o o o Fdo
= 2 (aody — boco)its (Qlog 01 G i) o 6@ ) o)

(3 v

Co ao

]
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5.2.5 Passage a ’algébre de Lie

Comme le 2-cocycle (o, 7) = lim, 0o p 2" % g((af;z) b obtenu dans la sec-
co do

tion précédente est la limite de 2-cocycles surconvergents a valeurs dans K, ® Vj;, on peut
utiliser les techniques différentielles dans la section (4.1) pour calculer son image dans K},
par 'application exp*.

Si f(x1,x2) est une fonction en deux variables, on note D; ( resp. Dy ) opérateur xld;j:l

( resp. xgﬁ ). Sin €Neta,beZ, on pose fé;;) = f(q”n,cﬁw~M)
Lemme 5.2.11. On note (5a0 bo.code = O ({log <r09£2?b0> ® log (rd9£:?do> }M). On a

apdy — byc n
L 0 O D, log (762, ) - Da10g (rabl),)

Démonstration. Soit fyz) définie comme ci-dessus. Alors 'action habituelle de (u,v) € P,
sur f(b est :
(w.0)fy) = @ @G,

Du développement limité du terme de droite en u et v, on a

R D 0
F@ BGii™) = F@" BChn) + (5 00) + 09 ) + O((u,0)?)

m b n b n
= 1@ G+ u Daf) + o Daf ) + O o))

et donc on définit I'action de (§ %) — 1 par :

ev

au + bv

(5.7) Fie((ba)—1) = tDo ) + O((u, v)?).

Soient o = (u,v),7 = (x,y) € P,,. Par un calcul explicite de
(n) 1ueV+zy _ x (n) Lz)_ 1
fao bo ((0 eV Tty ) ( eY )) ®gc0 do <<Oey) )

a O((u,v,x,y)3) prés, en utilisant la formule que I'on vient juste d’établir, on a :

{log (rcegj?bo) ® log (7“ HCO do) }M

_ agCoru + apdorv + bocouy + codovy
= Ve

t2Dy log (rﬁéﬁ?bo) D5 log (rdeco do)

Alors, par la définition de I'application §®, on a

5@ ({log (7”09((10)1)0) ® log (rdﬁco do) }mT) = (boco ;j;odo) - Do log <7’06((10)b0> - Dy log <rd0m do)

]
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Lemme 5.2.12. Si s >2—j eta,b,c,d € Z, alors

(ae1 +bey)*™2 o) o )

(CL61 + be )k QtSf(n) gg:'i) — a<1 — 8) . (ad - bc) . M ab . DQQC,d

dans (K§; @ Vi;)/ (01,1 — 8y).

Démonstration. Pour (u,v) € P,,, on a
fod  (w,0) = 1) = wdi fi}) + 00 33 + O((u,v)?).

En comparant avec la formule (5.7), on obtient que 0, fa(ﬁ)) = “Mth fé et Oy f b= bt 1 D2 fﬁ)
En composant les formules dans la démonstration de la proposition (5.1.1), on obtlent :

(a (1 - 85) + b)) ((ael +bea) 1 15 o))
=a(ae; + b€2>k 25 f b gcd — a(k — 2)bey(aey + be )k’StSf(?gg;)

a

— as(aey + bez) 2t f! b)géd) — a(ae; + beg)k’2ts 'p oS b gcd

a,

) dt n
MD29( )+ b(k — 2)(aez)(aer + bes)"t° f bgcd

n) Ct
D f bgcd +b(ael+be2)k ztsf( ) €

abM
bec — ad)t " n
O 0D ey 1 o)1) Dl

— a(ae; + beg)"™ 2t5f
at

M
=a(1 — s)(aey + bea)* 2t £ g ") +

+ b(aey + bey) 2t — Dsg %)

qui est nul dans (R @ Vi ;)/ (91,1 — ) pour s > 2 — 5. Donc :

(ad —be) t

b k— 2ts (n )D )
CL(]_—S) M(CL61+ 62> fab g

(CL€1 + b@g)k_2tsf(7;)gg;) =

a,

]

On a définit une application resy ; : K, ® Vi; — K4, dans le recette 5.1.2. Elle permet
de calculer I'image de zjs 4 dans Kj.

Corollaire 5.2.13. On a
(ager + boez ) 2 (2) 1 1 k—1—j
; — . =M """ J
Hg < (aody — boco)iti ~—“obocosdo (7 — 1! o

-Dy log(rcﬁ(%?b )- D} log(rd(‘)c do)

Démonstration. D’aprés le lemme (5.2.11), on a

(aoel + boeg)k_2 (2) (aoel + bo@g)k_2t2_j

(5.8) (aodo — boco)’t/ eobocodo (aody — boco)i =t M? '
- Dy log <r00£0)b0> - Dy 10g (Tdec(] d0> .
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Donc par 'identité dans le lemme (5.2.12), on obtient :

(&061 + bo@g)k_ZtQ J
(&ng — boCQ)jflj\42

aodo boCo
ag(j — 1) M

(5.8) = . Dy log <rcego>b0> : . D?log (rdQCO do)

. (&061 + bo@z)k_th_j

N (G,Qd() — boC[))j_l.Z\42

(aoel + boeg)k_2t
ay (G —1)!

Par la definition de res j, on a :

(ager + boea)" % (9 M~ =iq5 (n)
o ((CLOdo—boCo)jtj Oanineodo | = (7 218 (refisin) - Dhtos ()

(aodo — boCo)j_l ti—1 j
) FEIFIEI VEER (ritts)

- Dy log <r005g’)b0) D] log (rdQCO d0>

- Dy log (TCG(”)

ao,bo

_MIJ

]

(k)

Les fonctions E,; 5 pour k € N vérifient la relation (c.f. lemme 2.1.13 ) :

EXD =0.E® ot BY) ) =10g|9.(3.3°C%)| pour (o, B) # (0,0),

ou 0, = qza%z = Dy. Donc Db logr.f(xy, x3) = E.(x1,x9) — " E.(x1, 25).

On note E.,(x1,29) = AE.(v1,22) — " E(21,75). Sib= mod M and d =¢§ mod M,
ona (% = Cfﬂ, ¢4, = ¢4;. Donc par le corollaire (5.2.10) et le calcul que nous avons fait, on
obtient :

* —1—19 ]- . —2n —1—9 n n
e’ (znra) =M gy lim p? Yoy T Eale a3iGn Ea (¢ a5 Gt
' U

11— 1 . —2n —1—j p" p"r
-\ ](j—l)l JLIEOP ? Z ag T Eon (¢ 439¢8) By (67 455¢5)
’ ap=a[M]

co=7[M]
1<ag,co<Mp™

Lemme 5.2.14. (1) Ona % Ej(¢",q5¢8) = Ei(0,a3C3) = EYhy g0 B0 par-
co=vy[M
13000%[]\41}7"

ticulier, on a

no co O j
Z Ea;(¢" . a3Cu) = Ec(l?A)//M,(S/M'
co=y[M]
1<co<Mp™

(2) Sir eN, alors

lim Z ap By (q? n,qM M) M" Fr+1(Q7QM<M) MTFSJJ\}%/M

n—00
ap=a[M]
1<ao<Mp™
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(3) SireN, et siceZy, ona

lim Z a6E071< n,qM M) M Fr+1(q QMCM> MTFcZ;Jl\/IB/M

n—oo
ap=a[M]
1<ap<Mp™
Démonstration. (1) Par définition, on obtient

o I'(y 1
> B g = (_2(%772)3' > ) VK

(w+ 57+ 7

co=y[M] co=vy[M] w€Z+p"ZTt
1<co<Mp™ 1<co<Mp™
_ Q) 3 1
(—2im)’ wezrze (W AT+ )

= Ei(q.q1,C0) = f(yj/)]\/[ 5/M-

(2) D’apres la proposition (2.1.9), on a :

o o) W ,
Ex(@", 03C8) = Bogpatym st = Fagpraye sy (@)

Donc :

. P ot ag BN s (1) P
Jm oD a B G0 =l Y g (@)
ap=a[M] ap=a[M]
1<ap<Mp" 1<ap<Mp"

Soit Fa ;Mp (@) = 2_,cq+ bmg™. La série de Dirichlet formelle > o+ b & coef-

ficients dans Q¢ associée a Fé;}Mpnﬁ /M(q) vérifie la relation suivante :

S = a0/ M, )G (5, 5) — C—ao/ M, )G (=5, 5).

meQ+t

Donc la série de Dirichlet formelle & coefficients dans Q! associée a F; }Mp B/ (@)
satisfait :

bm —ns bm
N Y

(59) meQ+ meQt
=p "(Clao/Mp", s)C*(B/M, s) — ¢((—ao/Mp", s)C*(—=B/M, 5)).

Soit b, nm~*° la série de Dirichlet formelle & coefficients dans Q% associée au
mEQ+ m,n

) (1) n
g-développement de Z&ﬁi%&ﬂ ag v gy (@ ).

Alors, de la formule (5.9), on a :
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(5.10)
bmn .
Z* s Y agp ™ (Clao/Mp", $)C(B/M, 5) = ((—ao/Mp", 5)C*(—B/M, 5))
L
3 S -3 (s
— arp—ns T * ,8) — — *( .S
aOEa[]\]\Z[} ’ k=0 (k: + M_P") k=1 (k: a M_P")
1<ao<Mp
+00 +00

= X e BIMs) = X B/ M)

ap=a[M] k=0 k=1
1<ap<Mp™
p "1 +oo . —+o00 .
(+iM)" (v +1M)"
— M,s) = “(—B/M,
ZZ; ,; (kpr + 7 +1)° CBA8) — (kp" — 37 —k)SC (=5/M; s))

Considérons l'injection de Dir(Q%“) dans Dir(QY!). Alors la série de Dirichlet for-
melle, & coefficients dans Q;yd, associée au g-développement de

lm Y agE e (@),

ap=a[M]
1<ap<Mp™
est la limite p-adique hm Zme(@* o (5.10) et en prenant la
limite p-adique, on a :
b
lim Z Tt
n—><><>m€(@i m
p"—1 4o . +o0 .
: (a+iM)" (a+iM)"
= lim > ( a7 (B/M,s) = a ¢(=B/M, s))
L g 25

MY ) - > Gt e gyu, )

i=0 k=0 \M — (kp a — b
NS jf_rc*w/M, PENEIL Y ¢ (~B/M, 5))
J=4; modZ j=—4; modZ

=M"(C(a/M, s — 1) (B/M,s) + (=1)"T ¢ (—a/M, s — r)C*(—=B/M, s)).

C’est la méme série de Dirichlet & coefficients dans Q;yd associée au g-développement

de M ’”F;T/Ll) B/M- Il reste a montrer ’égalité pour le terme constant. Soient z € Q et
k € N; on a la relation de distribution pour les polynémes de Bernoulli :

N—1 .

j Bi(Nz)
Z By(x + N> = TNk
=0
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Ceci permet de définir une distribution u,., pour x € Q, vérifiant :

é@+ﬁ“m@=

et [ = =Billa "),
b+p™Zp

D’apres la définition de la distribution fi,/1/, on a

J.

(/M + ) proypr () = lim Y~ (/M + )"

p"—1

m—o0

/ apar (8)
b+p™Zyp

b=0
pT—1
= lim ) (a/M +b)"(=Bi(a/Mp™ +b/p™)).
D’autre part, on a —4 By, (a/Mp™ +b/p™) = C((ﬁgwj\f, 1 — k). On en déduit que
. r n . ro1: r Qo
Jm > apClao/Mp" 0) =M lm D (/M +8C(572.0)
ap=a[M] ap=a[M]
1<ao<Mp™ 1<ao<Mp™
«
- M’”/ (/M + 1) g (£) = M0 1= ).
z

(3) Rappelons que 'on a E.1(¢", ¢}9 Jl@) = 2B (¢"", ¢} 22) — cEy (¢, ¢

P

cag

o). Alors,

d’aprés (2), il reste & montrer

. r " can ~C r 1—r p(r+1
Tm Y a6 g = M E
ap=a[M]
1<ap<Mp™

Comme cZ;, ¢ est inversible dans Z/Mp". Ceci permet de conclure le (3) en appliquant

le (2) a

i

ao=a[M]
1<ao<Mp™

aocEr(q”

i i ij) =c " TJLH;O E (cag)"cEr(¢"", v ;46)
ap=a[M]
1<ap<Mp™

Appliquons le lemme (5.2.14) & exp*(zps,4), on obtient :

:M*H'_l .

) Goor A D T Ea(e i) Bay (e 4RC)
) ap=a[M]
co=y[M]
1<ag,co<Mp™
IR . k—1—j noq j
=M j(j_ 1)! ,LILH;O Z ag T Ec1(d”, i @)ng)y/M,a/M
’ ap=a[M]
1<ap<Mp"
k—2-2j
_MEEE ) )
(j— 1) e/ M,B/M " dy/M,6/M"
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