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Abréviations 
 
θ: événement élémentaire 
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d : espace Hilbertienne 
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σ: écart-type 
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Cov : covariance 
 
ρ: coefficient de corrélation 
 
hi : polynôme de Hermite monodimensionnel 
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Introduction générale 

Pour développer un modèle, la première étape consiste tout d’abord à traduire les phénomènes 

physiques qui s’opèrent au sein du dispositif étudié en langage mathématique par des équations. 

Ces équations relient des grandeurs d’entrée ou paramètres à des grandeurs de sortie d’intérêt pour 

l’utilisateur. L’obtention de ces équations se fait en général au prix d’un certain nombre de 

simplifications (provenant d’hypothèses faites sur le dispositif). Il apparaît à ce stade des erreurs 

dites de modélisation. Par ailleurs, la résolution de ces équations est souvent impossible 

analytiquement et nécessite la mise œuvre de méthodes numériques. Ces méthodes conduisent à 

une solution approchée de la solution exacte du problème mathématique. Il apparaît alors des 

erreurs dites de discrétisation. 

 

Les progrès réalisés dans le domaine de l’analyse numérique, dans les capacités de stockage et de 

vitesse d’exécution des calculateurs ont permis de traiter des équations mathématiques plus 

complexes, avec des bases d’approximation plus riches, ce qui a conduit à une réduction 

simultanée des erreurs de modélisation et de discrétisation.  

 

A côté de cela, le modèle numérique nécessite d’être alimenté par des paramètres d’entrée comme 

les dimensions géométriques, les caractéristiques physiques des matériaux et les sollicitations. Les 

grandeurs d’intérêt dépendent bien entendu de ces paramètres d’entrée. Une méconnaissance, 

même partielle, de ces derniers peut conduire à une erreur sur les grandeurs de sortie. Cette erreur 

était souvent négligeable devant les erreurs de modélisation et de discrétisation.  

 

Maintenant, pour certains problèmes, cela ne semble plus évident et on ne peut pas affirmer que 

les écarts entre la simulation et l’expérience sont induits par des erreurs de modélisation et de 

discrétisation. Il est fort possible qu’une partie non négligeable de ces écarts soit due aux erreurs 

sur les paramètres qui se propagent au travers du modèle. Il est donc nécessaire de se doter 

d’outils qui permettent de prendre en compte cette méconnaissance des données d’entrée en les 

considérant comme incertaines.   

 

Il est alors légitime de se demander : comment caractériser l’effet des incertitudes des paramètres 

d’entrée sur les grandeurs d’intérêt de sortie du modèle? 

 

Pour répondre, plusieurs approches ont été proposées. On peut noter tout d’abord les approches 

par intervalles et par logique floue [46, 47]. L’approche par logique floue consiste à représenter 

les incertitudes par des fonctions caractéristiques modélisant le degré d’appartenance [48, 49]. On 
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détermine ensuite la fonction caractéristique de la grandeur de sortie en propageant les incertitudes 

au travers du modèle numérique [50-52].  

 

Une autre approche dite « probabiliste » [40-45, 53-59] consiste à modéliser les paramètres 

d’entrée incertains par des variables ou des champs aléatoires. Alors, les grandeurs de sortie sont 

aussi des variables aléatoires qu’il convient donc de caractériser. L’approche probabiliste se 

décompose en trois étapes qui sont : 

 

• La modélisation des incertitudes des paramètres d’entrée 

• La propagation des incertitudes vers des grandeurs de sortie 

• L’exploitation des résultats obtenus 

 

Dans un problème d’électromagnétisme où la physique peut être représentée par les équations de 

Maxwell, on peut citer trois types d’incertitudes sur les paramètres d’entrée: Les incertitudes sur la 

géométrie (entrefer d’une machine électrique, largeurs des dents d’un stator…), les incertitudes 

sur la loi de comportement (perméabilité et conductivité d’un matériau ferromagnétique…) ou sur 

les termes sources. Ces incertitudes peuvent avoir pour origine les imperfections des procédés de 

fabrication ou l’impact de l’environnement extérieur sur le vieillissement (les contraintes 

mécaniques, l’humidité, la température…). La propagation des incertitudes portées par la loi de 

comportement a fait l’objet de nombreux travaux dans la littérature [3-7, 12, 16, 36]. Dans le 

domaine de l’électromagnétisme, les travaux sont assez récents [7, 12, 16].  

Pour les incertitudes portées par la géométrie, les travaux dans le domaine des sciences de 

l’ingénieur sont plus rares. On peut noter la méthode des domaines fictifs [17] pour traiter un 

problème avec des incertitudes au niveau de la frontière ou la méthode des éléments finis étendue 

[9, 29, 30] pour traiter un problème avec des incertitudes au niveau des interfaces des matériaux.  

 

La méthode des domaines fictifs consiste à introduire un domaine déterministe qui contient toutes 

les réalisations du domaine réel. Des multiplicateurs de Lagrange sont utilisés pour imposer les 

conditions aux limites sur la frontière du domaine réel à l’intérieur du domaine fictif. La méthode 

des éléments finis étendue consiste à utiliser un maillage déterministe non conforme à l’intérieur 

du domaine étudié. Des fonctions supplémentaires d’approximation sont ajoutées complétant 

l’ensemble des fonctions de base classiques pour prendre en compte la discontinuité au niveau des 

interfaces des matériaux des champs locaux qui ne peut pas être prise en compte avec les fonctions 

de base classiques. La méthode de transformation proposée dans [8] est utilisée pour traiter 

initialement un problème avec des frontières aléatoires. Cette méthode consiste à ramener le 

problème avec une frontière aléatoire à un problème défini dans un domaine déterministe en 

utilisant une transformation aléatoire bijective. Les incertitudes de ce dernier problème sont 

portées par la loi de comportement. L’objectif de cette thèse est de mettre en œuvre la méthode de 
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transformation pour traiter des problèmes d’électromagnétisme avec des incertitudes portées par la 

géométrie et de l’appliquer aux cas des machines électriques. 

 

Ce travail a été effectué dans le cadre d’une bourse CIFRE financée par la société Valeo Systèmes 

Electriques et s’inscrit dans le cadre du pôle MEDEE supporté par la région Nord Pas de Calais, 

l’Etat et les fonds européens FEDER.  

 

Ce mémoire se compose de trois chapitres : 

 

Dans le premier chapitre, on introduit des notions sur la théorie des probabilités et le chaos 

polynomial qui sera utilisé pour une discrétisation au niveau stochastique. Ensuite, on présente un 

problème magnétostatique déterministe ainsi que la méthode des éléments finis pour le résoudre. 

Puis, on pose le problème de magnétostatique stochastique dans le cas où les incertitudes sont 

portées par la loi de comportement. Les méthodes numériques employées pour résoudre ce 

problème sont discutées. Ensuite, on aborde le problème magnétostatique stochastique dans le cas 

où les incertitudes sont portées par la géométrie. On présente ainsi les différentes méthodes 

utilisées dans la littérature comme la méthode des domaines fictifs, la méthode des éléments finis 

étendus et enfin la méthode qui sera retenue par la suite dite de « transformation ». 

  

Le deuxième chapitre porte sur l’application de la méthode de transformation pour résoudre un 

problème de magnétostatique stochastique. Différentes méthodes de détermination de la 

transformation sont présentées et discutées. Il existe une infinité de transformations possibles pour 

un problème donné et on montre en particulier que certaines transformations, dites « discrètes », 

permettent de simplifier la résolution numérique. Ensuite, on essaie de définir les critères de choix 

de la transformation en se basant sur un estimateur d’erreur a priori. Enfin,  le chapitre 2 se 

termine par l’étude de discontinuité au niveau stochastique de certaines grandeurs locales et on 

montre que la méthode de transformation est bien adaptée pour traiter ce type de problème.  

 

Le chapitre 3 est consacré à une application de la méthode de transformation à l’étude de l’effet de 

la variabilité des dimensions d’un stator d’un alternateur automobile de Valeo. On proposera 

d’abord dans ce chapitre une modélisation probabiliste des paramètres d’entrée  appliquée aux 

rayons internes de dents du stator. Ensuite, la méthode de transformation est utilisée pour 

caractériser l’impact de ces incertitudes des paramètres d’entrée sur une grandeur de sortie, le 

couple. A la fin de ce chapitre, on étudie l’impact de la variabilité de la largeur des dents sur le 

flux magnétique traversant une phase du stator. Dans cette dernière partie, le matériau 

ferromagnétique constituant le stator est supposé non linéaire.   
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Chapitre 1 : Etat de l’art 
 

Dans ce chapitre, on présentera les méthodes proposées dans la littérature pour résoudre un 

problème aux dérivées partielles prenant en compte les incertitudes sur les données d’entrée. Ces 

méthodes ont été peu appliquées dans le domaine de l’électromagnétisme mais principalement 

dans le domaine de la mécanique et du génie civil. On introduit d’abord les notations sur la théorie 

des probabilités ainsi que sur le chaos polynomial qui est souvent utilisé pour approcher les 

solutions du problème stochastique selon la dimension aléatoire. Ensuite, on rappelle les équations 

de Maxwell pour un problème de magnétostatique déterministe dont on donne les formulations 

faibles. Le problème est étendu au cas des incertitudes portées par la loi de comportement. Puis, 

des méthodes proposées dans la littérature pour propager ce type d’incertitudes à travers le modèle 

numérique sont présentées. Après cette présentation sur les incertitudes portées par la loi de 

comportement, on abordera les difficultés rencontrées lorsque les incertitudes sont portées par la 

géométrie. Enfin, les méthodes proposées pour propager ces incertitudes géométriques sont 

présentées et discutées.    

1.1. Notions sur la théorie des probabilités 

Dans le cadre de ce mémoire, l’approche probabiliste est choisie pour modéliser les incertitudes. 

Dans cette approche, les paramètres incertains vont être modélisés par des variables ou des 

champs aléatoires. Dans cette partie, on introduit d’abord quelques notations sur la théorie des 

probabilités. Ensuite, on présentera le chaos polynomial qui est souvent utilisé pour approcher une 

variable aléatoire dont la variance existe.  

1.1.1 Notion sur les probabilités 

On rappelle ici quelques notions de base ainsi que des notations de la théorie des probabilités qui 

seront utilisées dans le reste de ce mémoire.  

Dans l’observation d’un phénomène aléatoire, on introduit Θ l’ensemble des résultats possibles 

dont θ est un événement élémentaire. On munit Θ d’une tribu F (voir annexe 1 pour plus de 

détails) dont les éléments sont appelés événements. L’espace (Θ, F) est muni d’une mesure 

probabiliste PΘ de F dans [0 ; 1]. On appelle (Θ, F, PΘ) l’espace probabilisé. 

Une variable aléatoire ξ réelle qui est une fonction de Θ dans R  est associée à une loi de 

probabilité ξP : 

 
1( ) ( ( ))U Uξ ξ −

Θ=P P  (1.1) 

avec U appartient à une tribu B de R. On note ( ) ( )F x xξ ξ ξ= ≤P  la fonction de répartition de ξ de 

R dans [0 ; 1]. Dans le cas où la loi de probabilité de ξ admet la relation suivante : 
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 ( ) ( )
x

x f t dtξ ξξ
−∞

≤ = ⋅∫P  (1.2) 

avec fξ de R dans [0 , +∞[ alors fξ est appelée fonction de densité de probabilités de ξ. 

Dans le cadre de cette thèse, on ne considère que des variables aléatoires qui admettent (1.2). On 

peut définir aussi les quantités souvent utilisées dans ce mémoire : 

 

• L’espérance de ξ :   

 [ ] ( )f x dxξξ ξ= ⋅ ⋅∫E
ℝ

 (1.3) 

                    qui permet d’obtenir la valeur moyenne de ξ. 

• La variance de ξ : 2Var( ) ( ( )Eξ ξ ξ = − E  représente « l’amplitude » de l’oscillation 

de ξ autour de sa valeur moyenne. La racine carrée σξ  de la variance est appelée 

écart-type de ξ. 

• Le moment d’ordre k de ξ est l’espérance de ξ k. 

• Le moment centré d’ordre k de ξ : ( ( ))k
kδ ξ ξ = − E E . 

◊ L’asymétrie de ξ : 3
3
ξ

δγ
σ

=  avec δ3 le moment centré d’ordre 3 et σξ l’écart-type 

de ξ.  

◊ Le coefficient d’aplatissement de ξ : 4
4
ξ

δβ
σ

=  avec δ4 le moment centré d’ordre 

4 et σξ l’écart-type de ξ. 

• La covariance entre deux variables aléatoires ξ et 

κ : [ ] [ ]cov( , ) ( ) ( )ξ κ ξ ξ κ κ = − ⋅ − E E E . Cette quantité permet d’évaluer le degré de 

dépendance entre ξ et κ. Dans le cas où ξ et κ sont indépendantes, la covariance est 

nulle. Le coefficient de corrélation est défini par : cov( , )
ξκ

ξ κ

ξ κρ
σ σ

= . 

A partir de la notion de variable aléatoire, on peut introduire la notion de vecteur 

aléatoire: 1 2( , ,.. )dξ ξ ξ=ξξξξ  de dimension d  avec ξi, i=1 : d des variables aléatoires réelles. On note O
d 

l’ensemble des valeurs du vecteur ξ  qui est un sous-ensemble de R
d (dans le cas de vecteur 

gaussien ξ, on a d d≡ RO ). On note fξ la fonction de densité de probabilité de ce vecteur aléatoire. 

On peut définir une espace de Hilbert réel H
d = L2

 (Od, fξ dξ) des fonctions g de Od
  dans R de 

carré intégrable par rapport à la mesure de probabilité fξ dξ muni du produit scalaire : 

 , ( ) ( ) ( )d

d

g h g h f d= ⋅ ⋅∫H

O

ξξξξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (1.4) 

et de la norme associée: 
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2( ) ( )d

d

g g f x d= ⋅∫H

O

ξξξξξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.5) 

1.1.2 Chaos polynomial 

Cette partie est consacrée à une présentation générale de la notion de chaos polynomial [1]. Celui -

ci est un outil utilisé dans les méthodes développées récemment pour propager des incertitudes au 

travers d’un modèle numérique.  

On considère une variable aléatoire Y dont la variance existe qui est une fonction d’un vecteur 

aléatoire ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ  : 

 ( )Y g= ξξξξ  (1.6) 

 où iξ , i=1 : d sont des variables aléatoires indépendantes et chacune suit une loi normale centrée 

réduite.  Le vecteur aléatoire ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ  peut être formé de données d’entrée incertaines d’un 

modèle dont Y est une grandeur de sortie d’intérêt. On note fξ la fonction de densité de probabilité 

de ξ. Lorsque la variance de Y existe, la fonction g appartient alors à l’espace hilbertien H
d = L2

 

(Od, fξ dξ). Dans la suite, on va rappeler comment on peut construire une base polynomiale de H
d 

= L2
 (Od, fξ dξ) qui nous permettra d’approcher ( )Y g= ξξξξ . 

1.1.2.1. Base hilbertienne de Hd  

On peut constater qu’une variable aléatoire est complètement déterminée lorsque celle-ci est écrite 

sous la forme d’une fonction de variables aléatoires connues. Lors de la résolution d’un modèle 

stochastique, il n’est pas évident de représenter exactement une variable aléatoire de sortie par une 

fonction des variables aléatoires d’entrée. Une technique utilisée régulièrement dans le calcul 

numérique consiste à chercher son approximation dans un espace vectoriel (cet espace est un sous 

espace vectoriel appartenant à l’espace contenant la fonction à approcher) de dimension finie. 

Cette technique nécessite d’abord la construction des fonctions de base de l’espace vectoriel. 

Revenons à notre problème, une base hilbertienne { , }hα α ∈N  de Hd introduite dans la partie 

1.1.2 est définie de la façon suivante [37] :   

- hi est une fonction définie de O
 d dans R. 

- { , }ih i ∈N est un système orthonormal, ce qui signifie que : 

 ,
di j ijh h δ=

H
 (1.7) 

        avec 
0 si 0

1 sinonij

i j
δ

− ≠
= 


 

- le sous espace engendré par l’ensemble (ih )ξξξξ  est dense dans L2
 (Od, fξ dξ), c'est-à-

dire : si 0, dig h =
H

pour tous i ∈N  alors g = 0.  
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On a le théorème [37] suivant : 

Théorème 1: Soit { , }ih i ∈N une base hilbertienne de l’espace de Hilbert H
d
. Alors pour tout g 

dans Hd on a :  

 
0

i i
i

g g h
+∞

=
=∑  (1.8) 

Les coefficients gi sont tels que : 

 , di ig g h=
H

 (1.9) 

La détermination de g peut se ramener à la détermination des coefficients gi. Lors de la résolution 

numérique, on limite le calcul à un nombre fini de termes  gi,  i = 0 : P. On discutera du choix de P 

par la suite. Une estimation numérique de (1.9) peut être utilisée pour déterminer les coefficients 

gi.  

Dans la suite, on présentera une construction des polynômes orthogonaux multidimensionnels qui 

forment une base { , }i i ∈NH de Hd à partir des polynômes monodimensionnels.  

1.1.2.2. Polynômes de Hermite  

Rappelons que dans cette partie fξ est la densité de probabilités du vecteur variable aléatoire 

( )1,..., dξ ξ=ξξξξ  où jξ , j=1 : d sont des variables aléatoires indépendantes dont chacune suit la loi 

normale centrée réduite. Dans ce cas d d≡O R . Une base { , }i i ∈NH  de Hd peut être construite en 

utilisant dans ce cas des polynômes de Hermite monodimensionnels comme on va le voir dans la 

suite.  

Polynômes de Hermite monodimensionnels :  

On note dans ce cas fξ la fonction de densité de probabilités de la variable aléatoire gaussienne ξ 

centrée réduite. La définition des polynômes de Hermite hi de R dans R d’indice i ∈N est la 

suivante : 

 1( ) ( ) ( ) ( )
i

i
i

d
h f f

dξ ξξ ξ ξ
ξ

= −  (1.10) 

avec 
21

exp
22

( ) ( )fξ
ξξ

π
= − . On peut montrer que : 

 0 11( ) , ( ) ( ) ( )i i i

d
h h h h

d
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ+= = −  (1.11) 

La construction de hi(ξ) peut être réalisée d’une façon récurrente à l’aide de l’équation (1.11). On 

donne à titre d’exemple les premiers polynômes de Hermite monodimensionels: 
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0

1

2
2

3
3

4 2
4

1

1

3

6 3

( )

( )

( )

( )

( )

h

h

h

h

h

ξ
ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

=
=

= −

= −

= − +

 

On peut introduire les polynômes normalisés Hi (ξ) : 

 ( ) ( )  
=  

!
i

i

h
H

i

ξ
ξ  (1.12) 

On peut démontrer que la famille Hi (ξ),  i ∈N est orthonormée, ce qui signifie que : 

 1
( ), ( ) ( ) ( ) ( )i j i j ijH H H H f dξξ ξ ξ ξ ξ ξ δ= ⋅ =∫

H
R

 (1.13) 

Une fois les polynômes de Hermite unidimensionnels construits, on peut les associer pour former 

les polynômes de Hermite multidimensionnels. 

Polynômes de Hermite multidimensionnels :   

Revenons au cas où fξ est la densité du vecteur variable aléatoire ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ  où jξ ,  j =1 : d sont 

des variables aléatoires indépendantes dont chacune suit une loi normale centrée réduite. Un 

polynôme de Hermite multidimensionnel ( )ξξξξiH  avec 1( ,..., ) d
di i= ∈Ni est défini par : 

 1 21 2( ) ( ) ( ) ( )
di i i dH H Hξ ξ ξ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ξξξξiH  (1.14) 

Le degré d’un polynôme 1( ,... )( )
di i ξH est défini par : p = i1+..+id. On a alors le nombre P de 

polynômes de degré inférieur ou égal à p qui vérifie: 

 
( )!

! !
p
d p

d p
P C

d p+
+= =  (1.15) 

Pour simplifier la notation, on va noter (α )H ξξξξ avec α ∈N  au lieu de 1 2( , ,.. )(di i i )H ξξξξ  avec 

1 2( , ,.. ) d
di i i ∈N ( voir [7] pour plus de détail concernant la relation entre α et i). On donne à titre 

d’exemple les 6 premiers polynômes de Hermite (p = 2) dans le cas d = 2: 



 20 

 

0 1 2 0 0 1 2 0 1 0 2

1 1 2 1 0 1 2 1 1 0 2 1

2 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 2

2
3 1 2 2 0 1 2 2 1 0 2 1

4 1 2 11 1 2 1 1 0 2

1

1
1

2

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )

( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

H H

H H

H H

H H

H H

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= = =

= = =

= = =

= = = −

= = =

H H

H H

H H

H H

H H 1 2

2
5 1 2 0 2 1 2 0 1 2 2 2

1
1

2
( , )( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )H H

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= = = −H H

 

A partir de (1.13), on peut constater que la famille (α )H ξξξξ définie par (1.14) est orthonormée dans 

H
d = L2(Rd, fξ dξ). En utilisant le théorème de Martin-Cameron [13], on peut démontrer que le 

sous espace engendré par l’ensemble (α )H ξξξξ  est dense dans H
d = L2(Rd, fξ dξ). Par conséquent, 

(α )H ξξξξ forme une base Hilbertienne de H
d. 

Dans la suite, on va utiliser cette base des polynômes de Hermite pour approcher une variable 

aléatoire Y de la forme (1.6).          

1.1.2.3. Chaos polynômial  

On vient de rappeler dans la partie précédente que l’ensemble des polynômes de Hermite (α )ξξξξH  

forme une base hilbertienne de H
d = L2(Rd, fξ dξ) avec fξ, la densité conjointe du vecteur de 

variables aléatoires ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ  où iξ , i=1 : d sont des variables aléatoires indépendantes dont 

chacune suit la loi normale centrée réduite. En utilisant le théorème 1, une variable aléatoire Y= 

g(ξ) dont la variance existe peut être approchée par : 

 
1

0

( ) (
P

PY g gα α
α

−

=
≈ = )∑ξ ξξ ξξ ξξ ξH  (1.16) 

Les coefficients gα, à déterminer, peuvent s’écrire sous la forme :  

 , ( ) ( ( )d

d

g g g f dα α α= = ⋅ ) ⋅∫H H ξξξξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
R

H
 (1.17) 

Une fois que Y est approchée par (1.16) les informations sur Y (différents moments, fonction de 

densité de probabilité, etc.) peuvent être obtenues aisément. Cela peut nécessiter l’évaluation des 

termes 
1 2 nα α α ⋅ ⋅ H H HE . Dans l’annexe 2, une méthode semi analytique est présentée pour 

réaliser cette évaluation. 

Puisque on a lim ( ) ( )P Pg g→∞ =ξ ξξ ξξ ξξ ξ , alors si P est suffisamment grand, on peut obtenir une 

approximation ( )Pg ξ  de g(ξ) avec une erreur suffisamment faible. On ne connait pas g(ξ) mais 
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une méthode pour évaluer la qualité de l’approximation consiste à comparer ( )Pg ξ et ( )P kg ξ+ , 

k=1 : N0 (N0 peut être choisi egal à 1 ou plus si la fonction à approximer possède des symétries). Si 

la distance entre ( )Pg ξ et ( )P kg ξ+  est faible, l’approximation pourra être considérée comme 

correcte. Pour des cas particuliers, on peut disposer d’un estimateur d’erreur qui nous permet 

d’avoir la distance avec la solution exacte [18]. 

Dans certains cas où ( )g ξξξξ  prend une forme « peu régulière » [30], la convergence  

lim ( ) ( )P Pg g→∞ =ξ ξξ ξξ ξξ ξ  peut être très lente. Ces cas nécessitent des traitements adaptés pour accélérer 

la vitesse de convergence. Ce phénomène est discuté dans le chapitre 2.  

Dans [14], il est montré qu’une généralisation est possible avec des lois non gaussiennes. On a 

dans ce cas ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ  où iξ , i=1 : d sont des variables aléatoires indépendantes. Les fonctions 

de densité de probabilités 
i

fξ de iξ , i=1 : d sont identiques. La fonction 
i

fξ  peut être la fonction de 

densité d’une loi Beta, uniforme, etc… Dans ce cas, une autre famille de polynômes 

monodimensionnels ( )
ki kψ ξ va être mise en œuvre (voir le Tableau 1 extrait de [14]). Les 

polynômes multidimensionnels sont établis à partir de ces polynômes monodimensionnels par : 

 1 21 2( ) ( ) ( ) ( )
di i i dα ψ ξ ψ ξ ψ ξΨ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ξξξξ  (1.18) 

Dans le reste de cette thèse on note ( )αΨ ξξξξ  avec α ∈N le chaos polynomial généralisé.  

Tableau 1. Chaos polynomial généralisés 

 Variable aléatoire Chaos polynomial Support 

Continue 

Gaussienne 

Gamma 

Beta 

Uniforme 

Hermite 

Laguerre 

Jacobi 

Legendre 

(-∞,+∞) 

[0, +∞) 

[a, b] 

[a, b] 

Discrète 

Poisson 

Binomial 

Hypergéométrique 

Charlier 

Krawtchouk 

Hahn 

{0,1,2,…} 

{0,1,2,…N} 

{0,1,2,…N} 

 

Dans la suite, nous allons traiter un exemple simple pour illustrer l’utilisation d’une 

décomposition en chaos polynomial pour résoudre un problème stochastique et démontrer aussi 

l’importance du choix de la base d’approximation.  

1.1.2.4. Exemple d’application  

Cette partie illustre l’application du chaos polynomial afin d’approcher une grandeur aléatoire. On 

utilisera deux types de polynôme : les polynômes de Legendre et les polynômes d’Hermite.  
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A titre d’exemple, on s’intéresse au  problème électrique suivant : 

 

Figure 1. Exemple électrique 

Les deux résistances R1(θ) et R2(θ) sont des variables aléatoires uniformes indépendantes qui 

varient dans l’intervalle [2 ; 4]. On s’intéresse au courant I qui est aussi une variable aléatoire.  

Dans ce problème, le courant est obtenu analytiquement par : 

 
1 2

1
( )

( ) ( )
I

R R
θ =

θ + θ  (1.19) 

La fonction de densité de probabilités de variable aléatoire I(θ) présentée sur la Figure 2 est tracée 

par la méthode de noyau [35]. On cherche maintenant à approcher I(θ)  de (1.19) par un chaos 

polynomial. 
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Figure 2. Fonctions de densité de probabilités de I et IP – polynômes de Legendre 

On peut constater que R1(θ) et R2(θ) peuvent s’écrire sous la forme suivante : 

 
1 1

2 2

3

3

R

R

ξ
ξ

= +
= +  

avec ξ1 et ξ2 les variables aléatoires uniformes indépendantes dans l’intervalle [-1 ; 1]. Par 

conséquent, le courant peut s’écrire sous la forme : 

 1 2
1 2

1

6
( ) ( , )I I ξ ξ

ξ ξ
= =

+ +
ξξξξ  (1.20) 

Le courant est approché par : 

 
0

( ) ( ) ( )
P

PI I I α α
α =

≈ = Ψ∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.21) 

V=0 V=1 R2(θ) R1(θ) I 
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avec ξ = (ξ1, ξ2) et ( )αΨ ξξξξ  les polynômes de Legendre et Iα  les coefficients à déterminer par la 

méthode de projection [7]. Sur la Figure 2, on donne la fonction de densité de probabilités de IP 

avec différents degrés maximal p des polynômes utilisés.  

L’erreur de l’approximation (1.21) est définie par : 

 
2( )Pe I I = − E  (1.22) 

Dans le Tableau 2, on donne l’évolution de l’erreur (1.22) en fonction des valeurs de p. On peut 

constater que avec p≥ 3, la fonction approchée IP est très proche de I. 

Tableau 2. Erreurs en fonction de degré maximal p 

Erreur 
p 

Chaos de Polynôme de Legendre Chaos de Polynôme de Hermite 

2 1.51*10-5 8.71*10-4 

3 4.16*10-7 1.50*10-4 

4 1.12*10-8 8.97*10-5 

5 3.20*10-10 1.96*10-5 

 

On cherche maintenant à approcher I (1.19) sous la forme (1.21) mais avec ξ = (ξ1, ξ2) où ξ1, ξ2 

sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes et  ( )αΨ ξξξξ  les polynômes 

d’Hermite. Une relation de R1 avec ξ1 et R2 avec ξ2 peut s’établir par une transformation iso-

probabiliste : 

 
1 1

2 2

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
R

R

F R F

F R F

ξ

ξ

ξ
ξ

=

=  

avec 
1RF ,

2RF ,
1

Fξ ,
2

Fξ  les fonctions de répartition des variables aléatoires R1, R2, ξ1, ξ2 

respectivement. Sur la Figure 3, on donne la fonction de densité de probabilité de IP et dans le 

Tableau 2, on donne l’évolution de l’erreur (1.22) en fonction du degré maximal p des polynômes 

utilisés.  
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 Figure 3. Fonctions de densité de probabilités de I et IP – polynômes d’Hermite 

On peut constater à partir du Tableau 2 que la convergence en utilisant les polynômes de Legendre 

dans ce cas converge plus vite. On retrouve un résultat de [14], où  il a été montré numériquement 

que l’utilisation des polynômes de Legendre est mieux adaptée pour le cas où les variables 

aléatoires d’entrée sont des variables aléatoires uniformes.  

1.2. Problème à résoudre  

Dans cette partie, on rappelle d’abord  le modèle mathématique utilisé dans un problème de 

l’électromagnétisme dans le cas déterministe. On présentera les équations en magnétostatique 

mais l’approche pourra être généralisée au cas de l’électrocinétique et de l’électrostatique. Les 

formulations faibles en potentiel scalaire et en potentiel vecteur sont ensuite introduites. On 

présentera alors la discrétisation dans le domaine spatial des potentiels et la résolution du 

problème par la méthode des éléments finis. Une fois le problème déterministe défini, on va 

l’étendre au cas stochastique dans le cas où les incertitudes sont portées par la loi de 

comportement.  

1.2.1 Problème de magnétostatique déterministe 

1.2.1.1. Les équations de Maxwell  

Un problème de magnétostatique déterministe sur le domaine D, que l’on suppose contractile, où 

la densité de courant est supposée nulle peut s’écrire sous la forme : 

 
( ) 0

( ) 0

B

rot H

div x

x

=
 =

                                                           (1.23) 

avec B l’induction magnétique et H le champ magnétique. La loi de comportement peut être 

représentée par :   

 ( ) ( ) ( )B Hx x xµ= ⋅  (1.24) 
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où µ(x) est la perméabilité du domaine D. D’une façon générale, cette perméabilité est un tenseur 

d’ordre 2 qui peut dépendre en même temps de l’espace x et du champ magnétique H (problème 

non linéaire). Dans la suite, on suppose que cette perméabilité est indépendante du champ H, c'est-

à-dire que le problème que l’on résout est linéaire.  

 

Figure 4. Problème de magnétostatique 

Sur la frontière du domaine D les conditions aux limites sont imposées :  

 
H

B

0 sur une partie Г

0 sur le reste de la frontièreГ
 H n  

B n   

× =
 ⋅ =

 (1.25) 

avec n le vecteur normal à la frontière. On suppose que la surface ΓH est divisée en deux surfaces 

distinctes ΓH1 et ΓH2 où une force magnétomotrice γ0 est imposée [19, 20].  On note Φ0 le flux 

magnétique qui traverse les surfaces ΓH1 et ΓH2.   

Dans la partie suivante on va définir des espaces fonctionnels où se trouvent les champs B, H ainsi 

que les potentiels utilisés pour résoudre (1.23) et (1.24).   

1.2.1.2. Définition des espaces fonctionnels  

On note L2(D) et L2(D) respectivement les espaces des fonctions scalaires réelles et fonctions 

vectorielles réelles d’énergie finie dans D. On introduit les espaces [21, 22] : 

 

{ }
{ }
{ }

2 2
0

2 2
1

2 2
2

grad

rot

( ) ( ) / ( )

( ) ( ) / ( )

( ) ( ) / ( )

E D u L D u D

E D D D

E D D div L D

= ∈ ∈

= ∈ ∈

= ∈ ∈

L

u L u L

u L u

 (1.26) 

Lorsque le domaine D est contractile, on obtient : 

 
1 0

2 1

rot grad

rot

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

Ker E Im E

Ker div E Im E

=
=  (1.27) 

avec  

 
{ }

{ }
0( ( )) / ( )

( ( )) / , ( )

Ker E u E u

Im E v u E v u

ϑ ϑ

ϑ ϑ

= ∈ =

= ∃ ∈ =
 

ГB  

ГH1  γ=0  

          D µ(x) 

ГH2  γ=γ0  

         

Φ0        Φ0        
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où ϑ est un opérateur linéaire quelconque. La relation (1.27) signifie que pour 1 1( )E D∈u , 

1 2( )E D∈v  tels que 1 0rot ( ) =u  et 1 0( )div =v , il existe alors 2 0( )u E D∈ , 2 1( )E D∈v tels que : 

2 1grad( )u = u  et 2 1rot ( ) =v v . 

On introduit aussi les espaces des champs satisfaisant des conditions aux limites homogènes : 

 
{ }
{ }

0
0 H

1
1 B

0 sur

0 sur

( ) ( ) /

( ) ( ) /

H

B

E D u E D u

E D E D n

= ∈ = Γ

= ∈ × = Γu u
 (1.28) 

Dans la suite, on va introduire les formulations faibles en potentiel scalaire et en potentiel vecteur 

qui sont utilisées en pratique pour résoudre le problème (1.23)-(1.25). 

1.2.1.3. Formulations faibles en potentiels 

Formulation en potentiel scalaire : 

A partir de (1.23) et (1.27), on peut déduire qu’il existe une fonction 0( )E DΩ ∈ telle que : 

 H grad= − Ω  (1.29) 

En utilisant (1.29) et (1.24), l’équation 0Bdiv =  devient :  

 0grad( )div µ Ω =  (1.30) 

Pour prendre en compte les conditions aux limites, on introduit une fonction 0( ) ( )x E Dα ∈  [21] 

telle que : 

 
H1

H2

0 sur

1 sur

( )

( )

x

x

α
α

= Γ
 = Γ

 (1.31) 

Le potentiel scalaire Ω peut s’écrire sous la forme : 

 0( ) ( ) ( )x x xγ α′Ω = Ω +  (1.32) 

avec ( )x′Ω une fonction qui possède des conditions de Dirichlet homogènes sur ΓH. L’équation 

(1.30) prenant en compte les conditions aux limites peut s’écrire alors sous la forme :  

 0grad grad( ) ( )div divµ γ µ α′Ω = −  (1.33) 

avec 0 ( )HE D′Ω ∈ à déterminer. 

L’équation (1.33) conduit à la formulation faible suivante: 

 0( ( ( (grad grad grad grad( )) ( ) ( )) ( )) ( ) ( ))
D D

x x x dx x x x dxµ λ γ α µ λ′Ω ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅∫ ∫  (1.34) 

pour tout 0( ) ( )Hx E Dλ ∈ . 

Formulation en potentiel vecteur : 

A partir de (1.23) et (1.27), on peut déduire qu’il existe un champ 1( )E D∈A tel que : 
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 B rot= A  (1.35) 

En utilisant (1.35) et (1.24), l’équation 0rot H =  devient :  

 
1 0rot rot( )µ − =A  (1.36) 

Pour prendre en compte les conditions aux limites, on introduit une fonction 2( ) ( )x E D∈N  [18] 

telle que : 

 

H1 H2

0

0

1

n

n n

B

div

sur

ds ds
Γ Γ


 =


⋅ = Γ
 ⋅ = − ⋅ =

∫ ∫

N

N

N N

 (1.37) 

Le potentiel vecteur A peut s’écrire sous la forme : 

 0rot rot( ( )) ( ( )) ( )x x x′= + ΦA A N  (1.38) 

avec ( )x′A  une fonction qui possède des conditions homogènes 0n( )x′ × =A  sur ΓB. L’équation 

(1.36) devient alors:  

 
1 1

0rot rot rot( ) ( )µ µ− −′ = −ΦA N  (1.39) 

avec 1 ( )BE D′ ∈A à déterminer. 

De l’équation (1.33), on peut en déduire la formulation faible suivante: 

 
1 1

0( ( ( 0rot rot rot( )) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ))
D D

x x x dx x x x dxµ µ− −′ ⋅ ⋅ + Φ ⋅ ⋅ =∫ ∫A w N w  (1.40) 

pour tout 1( ) ( )Bx E D∈w . Comme on impose une force magnétomotrice γ0 entre ΓH1 et ΓH2 et que le 

flux Φ0 n’est pas connu, une équation supplémentaire est nécessaire pour prendre en compte le 

degré de liberté Φ0. Cette équation est donnée par [22]: 

 
1

0 0(rot( ) ( ( )) ( )) ( )
D

x x x x dxµ γ− ′⋅ + Φ ⋅ = −∫ A N N  (1.41) 

Dans la suite on présente la résolution des problèmes (1.34) et (1.40) - (1.41) dans le domaine 

discret. 

1.2.1.4. Discrétisation 

Pour approcher le potentiel scalaire ( )x′Ω  et le potentiel vecteur ( )x′A  présentés dans la partie 

précédente, les éléments de Whitney sont souvent utilisés [23] (voir pour plus de détail  l’annexe 

3). On se donne un maillage M du domaine D avec n0 nœuds, n1 arêtes, n2 facettes et n3 éléments. 

On introduit des espaces fonctionnels de fonctions du premier ordre: 
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{ }
{ }
{ }

0 0 0

1 1 1

2 2 2

span 1

span 1

span 1

/ :

/ :

/ :

i

i

i

W w i n

W i n

W i n

= =

= =

= =

w

w

 (1.42) 

avec w0i la fonction de forme associée au nœud i, w1i la fonction de forme associée à l’arête i et w2i 

la fonction de forme associée à la facette i. Si le domaine D est contractile, on obtient alors :  

 
1 0

2 1

rot grad

rot

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

Ker W Im W

Ker div W Im W

=
=  (1.43) 

Les espaces W0, W1, W2 sont respectivement des sous-espaces de E0, E1, E2 et vérifient des 

propriétés similaires aux opérateurs vectoriels div, grad et rot . Le potentiel scalaire de (1.34) est 

approché par la forme suivante : 

 
0

0( ) ( )
H

i i
i N

x w x
∉

′ ′Ω ≈ Ω∑  (1.44) 

avec N0H l’ensemble des nœuds qui appartient à ΓH et Ω’ i les coefficients à déterminer. La 

fonction α(x) dans (1.34) peut prendre la forme discrète suivante : 

 
0 2

0( ) ( )
H

i
i N

x w xα
∈

= ∑  (1.45) 

où N0H2 l’ensemble des nœuds qui appartiennent à ΓH2. On utilise la formulation faible (1.34) en 

appliquant la méthode de Galerkin [10], on obtient : 

 ′⋅Λ Ω =Λ Ω =Λ Ω =Λ Ω = ββββ  (1.46) 

avec Λ une matrice de dimension 0 0n n′ ′× , β un vecteur de dimension n’0 et Ω’  le vecteur des 

valeurs aux nœuds du potentiel scalaire de dimension n’0 où  n’0 représente le nombre des nœuds 

qui n’appartiennent pas à ΓH. Les coefficients de Λ, β, et Ω’  sont donnés par: 

 

0 0

0 0

grad grad

grad grad

( ( )) ( ) ( ( ))

( ( )) ( ) ( ( ))

ij i j
D

i i
D

j j

w x x w x dx

x x w x dx

µ

γ α µ

= ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′ ′= Ω

∫

∫

ΛΛΛΛ

ΩΩΩΩ

ββββ  (1.47) 

D’une façon similaire, le potentiel vecteur est approché par : 

 
0

1( ) ( )
B

i i
i N

x A x
∉

′ ′≈ ⋅∑A w  (1.48) 

avec N0B l’ensemble des arêtes qui appartiennent à  ΓB et A’ i des coefficients à déterminer. Le 

système linéaire final à résoudre s’écrit sous la forme suivante :  

 ′⋅∆ =∆ =∆ =∆ =Α ηΑ ηΑ ηΑ η  (1.49) 
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avec∆∆∆∆  une matrice de taille 1 11 1( ) ( )n n′ ′+ × + , A’  le vecteur 1 1 1( )n′ + ×  des inconnues et ηηηη  le vecteur 

de taille 1 1 1( )n′ + ×  qui s’écrivent sous la forme : 

 

1

1

00

1
1 1

1
1

1

0

; ;
0

( (

(

rot rot

rot

... ...

( )) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( )

t
n

ij i j

D

i i

D

D

A

Ac

x x x dx

x x x dx

c x x x dx

γ

µ

µ

µ

′

−

−

−

′   
   

     ′= =          −Φ    

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

∫

∫

∫

∆∆∆∆
C F

A =
F

C w w

F N w

N N

ηηηη

 (1.50) 

où n’1 le nombre d’arêtes qui n’appartiennent pas à ΓB. Dans la suite, pour illustrer la démarche de 

la résolution d’un problème stochastique, on va utiliser la formulation en potentiel scalaire. Une 

transposition au cas de la formulation en potentiel vecteur ne pose pas de difficulté particulière.  

1.2.2 Problème en magnétostatique stochastique - incertitudes portées par la loi de 

comportement 

1.2.2.1. Incertitudes portées par la loi de comportement 

Supposons que l’on dispose déjà d’un modèle probabiliste de la perméabilité µ qui nous permette 

d’écrire celle ci sous la forme d’un champ aléatoire : 

 ( ,xµ µ= θ)  (1.51) 

et que ce champ aléatoire est une fonction d’un nombre fini de variables aléatoires( )1,..., dξ ξ  que 

l’on regroupe dans un vecteur aléatoire ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ . Cette fonction d’un nombre fini des 

variables aléatoires peut être obtenue par exemple en tronquant un développement de Karhunen 

Loeve du champ aléatoire représentant la perméabilité [24]. La perméabilité s’écrit alors sous la 

forme : 

 ( , ( , (x xµ µθ) = θ))ξξξξ  (1.52) 

En conséquence, le champ magnétique H et l’induction magnétique B dépendent non seulement 

de x mais aussi de(θ)ξξξξ .  

 

Figure 5. Problème aux incertitudes portées par la loi de comportement 

ГB  

ГH2  

 
ГH1  

        
 D µ(x,ξ) 
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Pour simplifier l’écriture, on va omettre dans la suite la notation de l’aléa θ et écrire ξξξξ  au lieu de 

(θ)ξξξξ . Le problème de magnétostatique stochastique sur le domaine D peut s’écrire pour tout  
d∈ξξξξ O sous la forme : 

 
( , ) 0

( , ) 0

B

rot H

div x

x

=
 =

ξξξξ
ξξξξ  (1.53) 

avec la loi de comportement :   

 ( , ) ( , ) ( , )B Hx x xµ= ⋅ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.54) 

Les conditions aux limites sont imposées par : 

 
H

B

0 sur une partie Г

0 sur le reste de la frontièreГ
 H n  

B n   

( , ) ( )

( , ) ( )

x x

x x

× =
 ⋅ =

ξξξξ
ξξξξ  (1.55) 

On suppose aussi que la surface ΓH est divisée en deux surfaces distinctes ΓH1 et ΓH2 où une force 

magnétomotrice γ0 est imposée.  

On introduit un espace fonctionnel : 

 { }0 0 et( , ) ( , , (., ( ) , ( ,d d d
H HU D u x u E D x D u x= ) / ∀ ∈ ) ∈ ∀ ∈ .) ∈H O Hξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.56) 

En se basant sur l’approche de la partie 1.2.1.3, on peut déduire une formulation faible suivante :  

Trouver 0( , ) ( , )d
Hx U D′Ω ∈ Hξξξξ  tel que pour d∈Oξξξξ  :  

 0( ( ( (grad grad grad grad( , )) ( , ) ( )) ( )) ( , ) ( ))
D D

x x x dx x x x dxµ λ γ α µ λ′Ω ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅∫ ∫ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.57) 

pour tout 0( ) ( )Hx E Dλ ∈ . 

1.2.2.2 Discrétisation spatiale 

Le potentiel scalaire est approché sous la forme : 

 
0

0( , ) ( ) ( )
H

i i
i N

x w x
∉

′ ′Ω ≈ Ω∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.58) 

avec ( )i
′Ω ξξξξ  les variables aléatoires à déterminer et 0 ( )iw x  les fonctions de forme nodale identiques 

à celles utilisées dans le cas déterministe. En utilisant la formulation faible (1.57), les fonctions 

nodales comme fonction test, cela conduit au système matriciel suivant : 

 
d′( ) ⋅ ( ) ( ) ∀ ∈Oξ ξ β ξ ξξ ξ β ξ ξξ ξ β ξ ξξ ξ β ξ ξΛ Ω =Λ Ω =Λ Ω =Λ Ω =  (1.59) 

avec: 
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0 0

0 0

grad grad

grad grad

( ( )) ( , ) ( ( ))

( ( )) ( , ) ( ( ))

ij i j
D

i i
D

j j

w x x w x dx

x x w x dx

µ

γ α µ

( ) = ⋅ ⋅ ⋅

( ) = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

′ ′( ) = Ω ( )

∫

∫

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

β ξ ξβ ξ ξβ ξ ξβ ξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ΛΛΛΛ

ΩΩΩΩ

 (1.60) 

Pour chaque événement élémentaire d∈Oξξξξ , on peut déterminer une solution approchée ( , )x′Ω ξξξξ  

de (1.58) dans le domaine spatial. Cela nécessite la résolution d’un système matriciel (1.59) pour 

chaque ξ. Le nombre de calcul est alors infini ce qui est numériquement impossible. Dans la suite, 

sont présentées les méthodes de propagation des incertitudes portées par la loi de comportement 

qui vont permettre de réduire le nombre de calcul et, en fonction des cas, d’obtenir une expression 

explicite de ( , )x′Ω ξξξξ en fonction de x et ξ ce qui est plus facilement exploitable. 

1.3. Propagation des incertitudes portées par la loi de comportement 

Les méthodes de propagation d’incertitudes portées par la loi de comportement peuvent se diviser 

en 2 catégories : les méthodes non intrusives et les méthodes intrusives.  

Pour les méthodes de type non intrusives, on s’intéresse à une grandeur G qui peut être le flux 

traversant une surface, l’énergie du système, les pertes ou la valeur du potentiel en certains 

points… Cette grandeur est une variable aléatoire dépendant du vecteur des inconnues ′( )ξξξξΩΩΩΩ de 

(1.59) :  

 (( )G G ′= ( ))ξ ξξ ξξ ξξ ξΩΩΩΩ  (1.61) 

La caractérisation de G(ξ) est réalisée grâce à un nombre d’évaluations de G : G(ξk), k=1 : n. Il 

faut alors réaliser n calculs déterministes de ′( )ξξξξΩΩΩΩ en résolvant le système (1.59) correspondant au 

ξ = ξk. Puis les évaluations de G(ξk) sont obtenues par (1.61). Pour les méthodes non intrusives, on 

ajoute une « couche » au modèle déterministe permettant de prendre en compte les aspects 

probabilistes. 

Concernant les méthodes de type intrusive, le système (1.59) se ramène à un nouveau système à 

résoudre pour obtenir une expression de ′( )ξξξξΩΩΩΩ . Dans la suite, on présentera les méthodes de 

résolution non intrusives et intrusives d’un problème stochastique. 

1.3.1 Méthodes non intrusives 

Dans cette partie, on présente trois méthodes non intrusives pour caractériser la grandeur G(ξ).  

1.3.1.1. Méthode de Monte Carlo 

Une manière simple d’introduire la méthode de Monte Carlo est de considérer le théorème central 

limite (TCL). Il est donné par: 

Théorème 2 : Soit ( iY , i ≥1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de carrée 

intégrable de même loi d’espérance m et d’écart-type σ.  
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Alors la suite ( )n

n
Y m

σ
− , avec

1

1 n

n i
i

Y Y
n =

= ∑ , converge en loi vers une variable de loi gaussienne 

centrée réduite Z,. Ce qui signifie que : 

 lim ( ( ) ) ( )n n

n
Y m a Z a

σ→∞ − < = <P P  (1.62) 

On peut déduire à partir de ce théorème que :  

2

2
1

lim ( ) lim ( ( ) ) ( )
2

b x

n n nn n
a

n
Y b m Y a a Y m b a Z b e dx

n n

σ σ
σ π

−

→+∞ →+∞
− < < − = < − < = < < = ∫P P P  

Par conséquent, pour estimer la moyenne m  d’une variable aléatoire Y, une possibilité est 

d’obtenir un nombre n suffisamment grand de réalisations yi, i=1 : n, de Y et de supposer que 

( )n

n
Y m

σ
− suit effectivement une loi normale centrée réduite. L’intervalle de confiance à 95% par 

exemple de m  est le suivant: 

 
1 1

1 1
[ 1.96 , 1.96 ]

n n

i i
i i

y y
n nn n

σ σ
= =

− ⋅ + ⋅∑ ∑  

Dans le cas où on ne connaît pas l’écart type σ, celui-ci peut être estimé par la formulation 

suivante : 

2 2

1 1

1 1
( )

1

n n

n i k
i k

y y
n n

σ
= =

= −
− ∑ ∑  

Cette estimation vient du fait que 2 2

1 1

1 1
( )

1

n n

n i j
i j

Y Y
n n

σ
= =

= −
− ∑ ∑ɶ est un estimateur sans biais de σ2 et 2

nσɶ  

converge presque surement vers σ
2. Ce qui signifie que : 

 
2 2 2 2( ) et (lim ) 1n n nσ σ σ σ→∞= = =ɶ ɶE P  

En remplaçant σ  par nσ , on peut approcher un intervalle de confiance à 95% de m : 

1 1

1 1
[ 1.96 , 1.96 ]

n n
n n

i i
i i

y y
n nn n

σ σ
= =

− ⋅ + ⋅∑ ∑  

Maintenant, on s’intéresse à la grandeur physique aléatoire d’intérêt G(ξ) considérée 

précédemment. La méthode de Monte-Carlo permet de déterminer les différents moments de G(ξ) 

tels que son espérance, sa variance, etc… 

Comme cela a été montré ci-dessus, il suffit de calculer un nombre n suffisamment grand de 

réalisations de G : ( )k
kG G= ξξξξ  avec k =1 : n. Pour la mise en œuvre de la méthode de Monte-Carlo, 

on génère d’abord n  réalisations indépendantes ξk de ξ, k =1 : n. Pour chaque réalisation ξk
 

l’équation (1.63) est résolue: 
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k k k′( ) ⋅ ( ) ( )ξ ξ β ξξ ξ β ξξ ξ β ξξ ξ β ξΛ Ω =Λ Ω =Λ Ω =Λ Ω =  (1.63) 

La réalisation Gk est obtenue par : 

 ( k
kG G ′= ( ))ξξξξΩΩΩΩ  (1.64) 

L’intervalle de confiance de 95% de ( ( ))G ξE peut être obtenue par : 

[ 1.96 , 1.96 ]G G
n nG G

n n

σ σ
− ⋅ + ⋅  

avec:                                                   

1

1 n

n k
k

G G
n =

= ∑  

et 2
Gσ  de la forme suivante : 

 
2 2

1

1
( )

1

n

G k n
k

G G
n

σ
=

= −
− ∑  

Cette méthode est non intrusive parce qu’il suffit de réaliser n calculs déterministes correspondant 

aux n réalisations des données d’entrée ξk, k=1 : n. Cette méthode est facile à mettre en œuvre et 

on peut maîtriser la convergence de l’estimation. Par contre, la vitesse de convergence est assez 

lente (proportionnelle à 1/ n ). En effet, dans certain cas, on doit réaliser un grand nombre de 

calcul ce qui peut s’avérer numériquement lourd. On peut trouver dans la littérature la méthode de 

l’hypercube latin [25], la méthode « importance sampling » [38] permettant de réduire le nombre 

de calculs. 

Les méthodes d’échantillonnage précédentes permettent d’estimer certaines grandeurs statistiques 

liées à G(ξ). Néanmoins, il peut être utile d’avoir une expression explicite de G(ξ) en fonction de 

ξ. Dans la littérature, différentes bases de dimension finie sont utilisées pour approcher G(ξ) (le 

chaos polynomial, les ondelettes, etc. [39]). Dans la suite, nous allons nous concentrer sur le chaos 

polynomial sachant qu’une extension à d’autres bases est possible. La grandeur G(ξ) est 

approchée sous la forme : 

 
1

( ) ( ) ( )
P

P
i i

i

G G α
=

≈ = Ψ∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.65) 

avec ( )iΨ ξξξξ  le chaos polynomial et αi des coefficients à déterminer. Nous allons présenter des 

méthodes qui permettent d’identifier les coefficients αi du développement (1.65).  

1.3.1.2. Méthode de régression 

Dans la méthode de régression, les coefficients αi sont déterminés de la façon suivante [4] :  

 1
1 2 1

2
1 2 ( , ,... )

( , ,... ) arg Min( ( ( ) ( )) )P
P

P
P G Gα α αα α α

∈
 = − R

E ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.66) 
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En réalité, on ne dispose que de n évaluations de G(ξ) pour estimer 2( ( ) ( ))PG G − E ξ ξξ ξξ ξξ ξ . On obtient 

alors :  

 11 2
1 2 1 2( , ,... )

( , ,... ) arg Min ( ( , ,... ))P
P

P Prα α αα α α α α α
∈

 =  R  (1.67) 

avec : 

 
2

1 2
1 1

( , ,... ) (G( ) ( ))
n P

k k
P k i i

k i

r α α α ω α
= =

= − Ψ∑ ∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.68) 

En cherchant le point stationnaire de 1 2( , ,... )Pr α α α  de (1.68), on obtient le système matriciel 

suivant:  

 S⋅ = bαααα  (1.69) 

où :  

 

1

1

( ) ( )

( )G( ) et

avec , 1:

S
n

ij k i k j k
k

n

i k i k k
k

i i i j P

ω

ω

α

=

=

= Ψ Ψ

= Ψ

= =

∑

∑b

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

αααα

 (1.70) 

La résolution de (1.69) permet d’obtenir les coefficients αi. Dans cette méthode, on doit effectuer 

n calculs G(ξk), k =1 : n. Rappelons que pour chaque ξk, le problème (1.63) est résolu et 

l’évaluation G(ξk) est obtenue à partir de Ω’(ξk). Ces n calculs peuvent être réalisés en parallèle. 

Le choix des points de réalisation ξ
k ainsi que celui des poids ωk est un point délicat. En effet, un 

choix non pertinent peut conduire à un système (1.69) singulier ou parfois mal conditionné. Dans 

[26], les points d’évaluation ξk peuvent se construire à partir des racines du polynôme 

monodimensionnel ψi(ξ) et les poids peuvent être donnés par 1/k nω = . 

On peut constater aussi que pour un système (1.69) non singulier il faut prendre n P≥ . Dans le cas 

où la dimension d est très grande et on utilise tous les polynômes d’ordre inférieur ou égal à p, la 

valeur de P (1.15) peut être très élevée. La réalisation au moins de P calculs peut être 

numériquement très lourde. Dans [15], une méthode est proposée consistant à choisir d’une façon 

adaptative des polynômes utilisés dans le cas d’une grande dimension d. Ce choix a pour but 

d’exclure les polynômes dont la contribution est faible dans l’approximation (1.65). 

1.3.1.3. Méthode de projection 

En raison de l’orthogonalité et de la normalité des polynômes ( )iΨ ξξξξ  les coefficients αi (1.65)

peuvent être déterminés par [5]: 

 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

i i iG G f dα = ⋅ Ψ = ⋅ Ψ ⋅∫
O

E ξξξξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (1.71) 
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Pour approcher G(ξ), il faut donc être capable d’évaluer numériquement l’intégrale (1.71). Pour 

cela, on peut utiliser la méthode de Monte Carlo, la méthode quadrature de Gauss avec des grilles 

creuses [11] ou des schémas adaptatifs [16]. Toutes ces méthodes nous ramènent à l’expression 

générale d’approximation de l’intégrale suivante :  

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

n
k k

i i k i
k

G f d Gα ω
=

= ⋅ Ψ ⋅ ≈ ⋅ ⋅ Ψ∑∫
O

ξξξξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (1.72) 

avec ξk sont les points d’intégration et ωk  sont les poids d’intégration associés. Cette méthode 

nécessite aussi n calculs déterministes de G(ξk). Les erreurs numériques de cette méthode viennent 

de la troncature du développement en chaos polynomial (1.65) et de l’approximation (1.72).  

 

1.3.2 Méthodes intrusives 

Dans la suite, on présente les méthodes intrusives pour résoudre le problème (1.59). Rappelons 

que pour ces méthodes le potentiel aux noeuds ′( )ξξξξΩΩΩΩ s’écrit explicitement en fonction de ξ. 

1.3.2.1. Méthode SSFEM (Spectral Stochastic Finite Elements Method) 

On introduit un espace : 

 { }span ( ) \ 1:d
P i i P= Ψ =ξξξξH  (1.73) 

On peut constater que d
PH  est un sous-espace de dH (voir la partie 1.1.1). On cherche une 

approximation de ′( )ξξξξΩΩΩΩ  (1.59) dans l’espace 0( )nd
P

′
H . Rappelons que n’0 est la dimension du 

vecteur ′( )ξξξξΩΩΩΩ  et :  

 { }0

01 2 0( ) ( ) ( ( ), ( ), ..., ( )) / ( ) , 1:nd d
P n i Pu u u u i n′

′ ′= = ∈ =u ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξH H  (1.74) 

L’approximation de ′( )ξξξξΩΩΩΩ  s’écrit alors sous la forme suivante :  

 
1

P
i

i
i =

′ ′( ) ≈ Ψ ( )∑ξ ξξ ξξ ξξ ξΩ ΩΩ ΩΩ ΩΩ Ω  (1.75) 

avec iΨ ( )ξξξξ est le chaos polynomial et i′ΩΩΩΩ  des vecteurs des coefficients à déterminer de dimension 

n’0. La projection de Galerkin [6, 7] de ′( )ξξξξΩΩΩΩ (1.59) dans 0( )nd
P

′
H nous donne : 

 [ ]( ) 0i′( ( ) ⋅ ( ) − ( )) ⋅ Ψ =Λ ΩΛ ΩΛ ΩΛ Ωξ ξ β ξ ξξ ξ β ξ ξξ ξ β ξ ξξ ξ β ξ ξE  (1.76) 

Ce qui conduit à : 

 [ ]
1

( ) ( ) ( )
P

j
i j i

j =

′ Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ ⋅ = Ψ ⋅ ( ) ∑ Λ ΩΛ ΩΛ ΩΛ Ωξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ β ξE E  (1.77) 

pour tous  i = 1 : P avec les termes ( )ξξξξΛΛΛΛ  et ( )β ξβ ξβ ξβ ξ qui sont définis dans (1.60). L’équation (1.77) 

peut s’écrire sous forme matricielle : 
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[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

1
1 1 1 1

1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

... ... ... ... ...

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

P

P
P P P P

 ′   Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ Ψ ⋅ ( )
    =    
    ′Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ Ψ ⋅ ( )    

E E E

E E E

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ β ξ

Λ Λ ΩΛ Λ ΩΛ Λ ΩΛ Λ Ω

Λ Λ ΩΛ Λ ΩΛ Λ ΩΛ Λ Ω
 (1.78) 

En pratique, pour calculer les termes ( ) ( )i j Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ E ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξΛΛΛΛ on écrit d’abord : 

 
1

( )i i
i

ξ
∞

=
( ) = Ψ∑ξξξξΛ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ  (1.79) 

On peut montrer aisément que seuls les termes ( )i ξΨ de (1.79) de degré inférieur à 2p (p est le 

degré maximum de polynôme ( )P ξΨ , voir (1.15)) interviennent dans l’expression 

( ) ( )i j Ψ ⋅ ( ) ⋅ Ψ E ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξΛΛΛΛ  de (1.78). Puis, on utilise le calcul préalablement réalisé (annexe 2) du 

terme ( ) ( ) ( )i j k
 Ψ Ψ Ψ E ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ . On effectue la même démarche pour les termes [ ]( )iΨ ⋅ ( )ξ β ξξ β ξξ β ξξ β ξE . 

Dans cette méthode, on résout un système unique (1.78)  mais de taille très grande 

0 0( ) ( )n P n P′ ′⋅ × ⋅ . Dans [12, 36] la méthode des polynômes doublement orthogonaux est proposée 

permettant de ramener (1.78) à la résolution de systèmes matriciels déterministes indépendants.  

1.3.2.2. Méthode basée sur un développement de Taylor 

Cette méthode consiste à approcher ( )′ΩΩΩΩ ξξξξ  dans (1.59) sous la forme d’un développement de 

Taylor autour de la valeur moyenne ξ0 de ξ [9] : 

 
2

0 , 0 , 0 0 0
1 1 1

1
( ) ( ) ( )( ) ( )

2

d d d

i i i ij i i j j
i j i

oξ ξ ξ ξ ξ ξ
= = =

′ ′ ′ ′= + ⋅ − + ⋅ − − + −∑ ∑∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξΩ Ω Ω ΩΩ Ω Ω ΩΩ Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω  (1.80) 

On note ici :                                  
2

, ,eti ij
i i jξ ξ ξ
′ ′∂ ∂′ ′= =

∂ ∂ ∂
Ω ΩΩ ΩΩ ΩΩ ΩΩ ΩΩ ΩΩ ΩΩ Ω                                

Si on effectue le même développement à l’ordre 2 pour ΛΛΛΛ  etββββ , on a: 

 
2

0 , 0 , 0 0 0
1 1 1

1
( ) ( ) ( )( ) ( )

2

d d d

i i i ij i i j j
i i j

oξ ξ ξ ξ ξ ξ
= = =

= + ⋅ − + ⋅ − − + −∑ ∑∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ Λ  (1.81) 

 
2

0 , 0 , 0 0 0
1 1 1

1
( ) ( ) ( )( ) ( )

2

d d d

i i i ij i i j j
i i j

oξ ξ ξ ξ ξ ξ
= = =

≈ + ⋅ − + ⋅ − − + −∑ ∑∑β ξ β β β ξ ξβ ξ β β β ξ ξβ ξ β β β ξ ξβ ξ β β β ξ ξ  (1.82) 

avec 

 

2

0 0 , ,

2

0 0 , ,

( ); ;

( ); ;

i ij
i i j

i ij
i i j

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂

∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂

ξξξξ

β ββ ββ ββ ββ β ξ β ββ β ξ β ββ β ξ β ββ β ξ β β

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ Λ

 (1.83) 

A partir de (1.60) on a : 
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[ ]

[ ]

0 0 0 0

, 0 0

2

, 0 0

0 0 0 0

,

( ( )) ( , ) ( ( ))

( , )
( ( )) ( ( ))

( , )
( ( )) ( ( ))

( ( )) ( , ) ( ( ))

grad grad

grad grad

grad grad

grad grad

k lkl
D

i k lkl
iD

ij k lkl
i jD

kk
D

i

w x x w x dx

x
w x w x dx

x
w x w x dx

x x w x dx

µ

µ
ξ

µ
ξ ξ

γ α µ

= ⋅ ⋅ ⋅

∂
  = ⋅ ⋅ ⋅  ∂

∂
  = ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

∫

∫

∫

∫

ξξξξ

ξξξξ

ξξξξ

β ξβ ξβ ξβ ξ

ββββ

ΛΛΛΛ

ΛΛΛΛ

ΛΛΛΛ

0 0

2

, 0 0

( , )
( ( )) ( ( ))

( , )
( ( )) ( ( ))

grad grad

grad grad

kk
iD

ij kk
i jD

x
x w x dx

x
x w x dx

µγ α
ξ

µγ α
ξ ξ

∂= − ⋅ ⋅ ⋅ ∂

∂
  = − ⋅ ⋅ ⋅  ∂ ∂

∫

∫

ξξξξ

ξξξξββββ

 (1.84) 

En injectant (1.80), (1.81) et (1.82) dans (1.59), on obtient :  

 
0 0 0

0 , , , 0

0 , , , , , 0

a

b

c
i i i

ij ij i j ij

′( ) ⋅ =
′ ′( ) ⋅ = − ⋅
′ ′ ′( ) ⋅ = − ⋅ − ⋅

 Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω
 Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω
 Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω

ββββ
ββββ
ββββ

 (1.85) 

pour i=1 : d et j=1 : d. Les coefficients dans le développement de Ω’ (ξ) sont calculés en résolvant 

(a) puis (b) puis (c) du système (1.85). Les termes de (1.84) peuvent être calculés soit 

analytiquement soit par une méthode numérique. En pratique, on se limite souvent à l’ordre deux 

comme présenté ci-dessus parce qu’un développement à un ordre plus élevé peut conduire à un 

accroissement du temps de calcul. 

On peut estimer les premiers moments de la solution en prenant seulement des termes de 

deuxième ordre et on montre que [9] : 

0 ,
1 1

, ,
1 1

1
( ( )) Cov( , )

2

Cov( ) Cov( , )

d d

ij i j
i j

d d
t

i j i j
i j

ξ ξ

ξ ξ

= =

= =

′ ′ ′≈ + ⋅

′ ′ ′≈ ⋅ ⋅

∑∑

∑∑

ξξξξΩ Ω ΩΩ Ω ΩΩ Ω ΩΩ Ω Ω

Ω Ω ΩΩ Ω ΩΩ Ω ΩΩ Ω Ω

E

 

Cette méthode est appliquée seulement dans le cas de faible variabilité de la grandeur de sortie car  

dans le cas contraire, les termes à l’ordre supérieur à 2 dans le développement(1.80) deviennent 

non négligeables et la méthode devient beaucoup moins précise. 

1.3.2.3. Méthode basée sur une décomposition de Neumann 

Le vecteur Ω’ (ξ) d’après (1.59) est égale à : 

 
1( ) ( )−′( ) ⋅ξ = ξ β ξξ = ξ β ξξ = ξ β ξξ = ξ β ξΩ ΛΩ ΛΩ ΛΩ Λ  (1.86) 

En général, le calcul direct du terme 
1( )− ξξξξΛΛΛΛ  n’est pas possible. L’idée de la décomposition de 

Neumann est d’exprimer 
1( )− ξξξξΛΛΛΛ  sous la forme d’une série de matrices [3]. On pose initialement :  
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 0 1( ) ( )+ξ = ξξ = ξξ = ξξ = ξΛ Λ ΛΛ Λ ΛΛ Λ ΛΛ Λ Λ  

où 0ΛΛΛΛ  est une matrice déterministe et inversible. On peut prendre: 

 0 ( ( ))= ξξξξΛ ΛΛ ΛΛ ΛΛ ΛE  

En d’autres termes, on peut écrire: 

1
0 0 1 0( ) (I ( )) (I ( ))ξ −= + = +Λ Λ Λ Λ ΛΛ Λ Λ Λ ΛΛ Λ Λ Λ ΛΛ Λ Λ Λ Λξ ξξ ξξ ξξ ξL  

avec:     

1
0 1( ) ( )−=ξ ξξ ξξ ξξ ξL Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ  

On a aussi: 

 
1

0

(I ( )) ( 1) ( )k k

k

∞
−

=

+ = −∑ξ ξξ ξξ ξξ ξL L  (1.87) 

On obtient alors : 

1 1 1
0 0

0

( ) (I ( )) ( ) ( 1) ( ) ( )k k

k

∞
− − −

=

′ = + ⋅ = − ⋅∑ξ ξ β ξ ξ β ξξ ξ β ξ ξ β ξξ ξ β ξ ξ β ξξ ξ β ξ ξ β ξL LΩ Λ ΛΩ Λ ΛΩ Λ ΛΩ Λ Λ  

La solution tronquée à l’ordre P s’écrit :   

 
1

0
0

( ) ( 1) ( ) ( )
P

k k

k

−

=

′ ≈ − ⋅∑Ω ΛΩ ΛΩ ΛΩ Λξ ξ β ξξ ξ β ξξ ξ β ξξ ξ β ξL  (1.88) 

Cette méthode est simple à mettre en œuvre, par contre, elle est coûteuse car elle nécessite le 

calcul explicite de la matrice 1
0
−ΛΛΛΛ .  

On vient de présenter le problème des incertitudes portées par la loi de comportement ainsi que 

des méthodes pour résoudre ce type de problème. Même si il reste encore des travaux à effectuer 

pour disposer de méthode numériquement viable, nous disposons d’outils pour résoudre ce type de 

problème.  

Dans la partie suivante, on va aborder le cas où les incertitudes sont portées par la géométrie. 

1.4. Etat de l’art sur le problème des incertitudes portées par la géométrie 

Dans cette partie, on définit d’abord le problème des incertitudes portées par la géométrie. Puis, 

les différentes méthodes pour propager ce type d’incertitudes vont être discutées. 

1.4.1 Définition du problème 

On peut distinguer le problème des incertitudes portées par la géométrie en deux catégories : le 

problème aux frontières aléatoires et le problème aux interfaces aléatoires entre les sous domaines 

(frontière entre différents matériaux). Pour définir ces deux problèmes, on considère d’abord une 

surface aléatoire Γ(θ). Cette surface est supposée paramétrée par un paramètre c :  
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1 1

2 2

3 3

avec

( , )

( , )

( , )

x g c

x g c c

x g c

= θ
 = θ ∈ ∆
 = θ

 (1.89) 

Où x1, x2, et x3 sont les cordonnées des points situés sur la surface Γ(θ) et g1, g2, g3 sont des 

expressions connues. Le paramètre c appartient à un sous ensemble de R
2 (R dans le cas 2D où 

Γ(θ) devient une ligne). Pour chaque réalisation de θ, il existe une bijection de ∆ dans Γ(θ). Dans 

la suite, on suppose que le caractère aléatoire de cette surface peut être représenté par un vecteur 

aléatoire de dimension finie d : ( )1,..., dξ ξ=ξξξξ (voir la partie 1.1): ( ) ( )Γ θ = Γ ξξξξ . On a alors : 

 
1 1

2 2

3 3

avec

( , )

( , )

( , )

x g c

x g c c

x g c

=
 = ∈ ∆
 =

ξξξξ
ξξξξ
ξξξξ

 (1.90) 

Nous allons présenter maintenant le problème des incertitudes portées par la frontière et le 

problème des incertitudes portées par les interfaces entre les sous-domaines composés de 

matériaux différents. Dans ces deux problèmes, les surfaces aléatoires sont supposées représentées 

par (1.90). 

1.4.1.1. Problème aux frontières aléatoires 

Dans un problème aux frontières aléatoires, le domaine D(ξ) se compose d’un seul matériau ce qui 

signifie que la loi de comportement est homogène :  

 0( , )xµ µ=ξξξξ  (1.91) 

 

Figure 6. Problème aux incertitudes portées par la frontière du domaine  

Le problème est défini sur le domaine D(ξ) de frontière aléatoire ΓD(ξ), pour tout d∈ξξξξ O , de la 

façon suivante : 

 
( , ) 0

( , ) 0

B

rot H

div x

x

=
 =

ξξξξ
ξξξξ  (1.92) 

D µ0 ГH2(ξ)  

 

ГH1(ξ)  

         

ГB(ξ) 
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avec la loi de comportement :   

 0( , ) ( , )B Hx xµ= ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.93) 

Les conditions aux limites sont imposées par : 

 
H

B

0 sur la partie Г

0 sur le reste de la frontièreГ
 H n  

B n   

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

x x

x x

× =
 ⋅ =

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ
ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.94) 

On suppose aussi que la surface ΓH(ξ) est divisée en deux surfaces distinctes ΓH1(ξ) et ΓH2(ξ) où 

une force magnétomotrice γ0 est imposée.  

En pratique, un domaine D peut avoir des interfaces et une frontière aléatoires en même temps. 

1.4.1.2. Problème aux interfaces aléatoires 

Dans ce cas, le domaine D se compose de plusieurs sous-domaines Di(ξ). La perméabilité dans 

chaque sous domaine est supposée homogène. Les incertitudes sont portées par les interfaces Γk(ξ) 

entre les sous-domaines Di(ξ) et Dj(ξ) (interfaces entre matériaux différents).  

 

Figure 7. Problème aux incertitudes portées par les interfaces entre les sous-domaines 

La perméabilité est représentée par : 

 
1

( , ) ( , )
D

i

n

i D
i

x I xµ µ
=

= ⋅∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.95) 

avec ( , )
iDI x ξξξξ  la fonction indicatrice definie par : 

 
1 si ( )

( , )
0 si ( )i

i
D

i

x D
I x

x D

∈
=  ∉

ξξξξ
ξξξξ

ξξξξ  (1.96) 

et nD le nombre de sous domaines du domaine D. Le problème à résoudre dans le domaine D avec 

des interfaces aléatoires, pour tout  d∈ξξξξ O , s’écrit de la façon suivante : 

 
( , ) 0

( , ) 0

B

rot H

div x

x

=
 =

ξξξξ
ξξξξ  (1.97) 

avec la loi de comportement :   

 ( , ) ( , ) ( , )B Hx x xµ= ⋅ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.98) 

D2 µ2 
ГH2  

 
ГH1  

         

ГB 

Di µi 

D1 µ1 
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Les conditions aux limites sont imposées par : 

 
H

B

0 sur une partie Г

0 sur le reste de la frontièreГ
 H n  

B n   

( , ) ( )

( , ) ( )

x x

x x

× =
 ⋅ =

ξξξξ
ξξξξ  (1.99) 

On suppose aussi que la surface ΓH est divisée en deux surfaces distinctes ΓH1 et ΓH2 où une force 

magnétomotrice γ0 est imposée.  

1.4.1.3. Discussion sur le problème des incertitudes portées par la géométrie 

Dans le cas de la méthode des éléments finis utilisée dans le cas déterministe [10], un maillage 

conforme est utilisé. Rappelons qu’un maillage est conforme si les interfaces entre les sous-

domaines et la frontière du domaine sont entièrement représentées par des facettes (arêtes dans le 

cas 2D) des éléments du maillage. Cela permet de faciliter l’imposition des conditions aux limites 

au niveau de la frontière et d’assurer la discontinuité de certains champs au niveau des interfaces 

des matériaux (la composante normale de H et la composante tangentielle de B par exemple, voir 

exemple ci-dessous). Un maillage non conforme au niveau de la frontière prend difficilement en 

compte les conditions aux limites. Un maillage non conforme au niveau des interfaces des 

matériaux avec une discrétisation classique (voir la partie 1.2.1.4) ne peut pas assurer certaines 

discontinuités ce qui dégrade les résultats numériques [9]. A titre d’exemple, on présente dans la 

Figure 8 un domaine D découpé en 2 sous domaines D1 et D2 séparés par une interface aléatoire 

définie par la variable ξ. Avec une discrétisation classique en 2D, le potentiel scalaire dans 

l’élément triangulaire i prend la forme suivante (voir la partie 1.2.2.2) : 

 
3

0
1

( ) ( )ik ik
k

x w x
=

Ω = Ω∑  (1.100) 

On obtient alors le champ magnétique dans l’élément i : 

 
3

0
1

H grad grad( ) ( )ik ik
k

x w x
=

= − Ω = − Ω∑  (1.101) 

On peut constater que le champ H obtenu par (1.101) est continu dans l’élément i. Or, si le 

maillage n’est pas conforme, l’interface aléatoire peut couper un élément en deux et dans ce cas 

l’approximation de H ne peut être discontinue sur cet élément dégradant fortement la qualité de la 

solution. 
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Figure 8. Maillage non conforme au niveau des interfaces  

Si on utilise un maillage conforme, alors celui-ci devient aléatoire. Une représentation du potentiel 

scalaire sous la forme (1.58) n’est plus valable parce que 0iw  dépend non seulement de x mais 

aussi de ξ. Il existe un couplage entre les dimensions aléatoires et les dimensions spatiales qui 

n’existe pas lorsque les incertitudes sont portées par la loi de comportement. L’approximation 

sous une forme explicite d’un champ aléatoire n’est pas évidente et les méthodes intrusives 

présentées dans la partie 1.3.2 ne peuvent pas être directement applicables.  

Pour caractériser la grandeur G(ξ) quelconque, une possibilité consiste à utiliser l’approche non 

intrusive (voir la partie 1.3.1) qui réalise plusieurs calculs déterministes de G(ξk) sur le maillage 

Mk =M(ξk) conforme à la réalisation de la géométrie avec ξ = ξk. Par contre,   le fait de devoir 

reconstruire le maillage pour chaque nouvelle géométrie rend le problème numériquement très 

lourd. De plus, une modification de maillage, sans prendre de précaution particulière, peut 

introduire du bruit numérique (dû principalement à la modification de la connectivité entre les 

nœuds), comme cela a été clairement montré par I. Tsukerman dans le cas déterministe de la prise 

en compte du mouvement [28]. Enfin, dans le cas où G(ξ) est une grandeur locale, elle peut être 

éventuellement discontinue au niveau stochastique. Comme on va le voir dans l’exemple qui suit, 

cette discontinuité dégrade [34] l’approximation par un chaos polynomial qui est continue et 

infiniment dérivable.  

 

Exemple 2: 

On s’intéresse à un problème de magnétostatique de dimension 1 défini sur la Figure 9. On impose 

une force magnétomotrice γ0=1 entre les deux faces opposées du domaine D. Le domaine D est 

divisé en deux sous domaines D1 et D2 de perméabilités µ1 et µ2.  

 

Γk(ξ)   

D1 µ1   D2 µ2   

i1   

i3   

i2   
i   

ξ 
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Figure 9. Problème de magnétostatique dans le domaine D(ξ).  

La position de l’interface entre deux sous domaines est aléatoire (Figure 9). On suppose que 

l’interface aléatoire peut être modélisée par : 

 0 5 0 1( ) . .x g l l= = + ⋅ ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.102) 

avec ξ une variable aléatoire uniforme dans l’intervalle [-1 ; 1]. Alors ( )g ξξξξ  est une variable 

aléatoire uniforme définie dans [0.4.l  ; 0.6.l]. On s’intéresse au point A dont la position x0 est telle 

que  0.4.l < x0 <0.6.l. Le champ magnétique au point A  est donné par :  

 

0 1
0 0

2 1

0 2
0 0

2 1

( , ) avec ( )
( ) ( ( ))

( , ) avec ( )
( ) ( ( ))

H

H

A

A

x g x
g l g

x g x
g l g

γ µ
µ µ

γ µ
µ µ

= <
+ −

= >
+ −

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

 (1.103) 

Lorsque les perméabilités µ1 et µ2 sont différentes, le champ magnétique au point A est discontinu 

au point ξ où g(ξ) = x0 comme cela est présenté Figure 10. Ce point de discontinuité correspond au 

cas où le point A se situe sur l’interface entre D1 et D2. On constate que la discontinuité du champ 

magnétique au niveau de l’interface aléatoire entraîne une discontinuité selon la dimension 

aléatoire. Si on s’intéresse à l’approximation de 0( , )H A x ξξξξ sous la forme d’une décomposition en 

chaos polynomial :  

 0 0
1

( , ) ( , ) ( )H H
P

P
A A i i

i

x x α
=

≈ = Ψ∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.104) 

avec les coefficients αi déterminés (voir la partie 1.3.1.3) par :   

 [ ]0( , ) ( )Hi A ixα = ⋅ ΨE ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.105) 

Les évolutions de 0( , )H A x ξξξξ  et 0( , )H P
A x ξξξξ  en fonction de la position de l’interface g(ξ) sont 

présentées Figure 10. On peut constater que l’approximation (1.104) n’est pas pertinente du fait 

que 0( , )H A x ξξξξ est discontinu selon g(ξ) donc ξ . 

g(ξ) 

D1 µ1 D2 µ2 

γ= 0 γ =1 
A(x0) 

l 

x0 

O x 
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Figure 10. Champ magnétique au point A avec l =1, µ1=2, µ2=1, P1=8 et x0= l/2 

Nous avons déduit dans ce qui précède les différences entre un problème où les incertitudes sont 

portées par la loi de comportement et un problème où les incertitudes sont portées par la 

géométrie. Dans la suite, nous allons présenter  trois méthodes pour résoudre ce dernier problème. 

La méthode des domaines fictifs pour résoudre un problème de frontière aléatoire a été proposée 

dans [17]. La deuxième méthode appelée « méthode des éléments finis étendu stochastique » pour 

résoudre un problème aux interfaces aléatoires a été proposée dans  [9]. Ces deux premières 

méthodes ont été proposées dans le domaine de la mécanique. La dernière méthode s’appelle 

« méthode de transformation » pour résoudre un problème de frontière aléatoire [8] proposée dans 

le domaine de mathématiques appliquées. On va les transposer au cas de la magnétostatique et on 

montrera que la méthode de transformation est applicable dans le cas où le domaine D possède des 

interfaces aléatoires et une frontière aléatoire en même temps. 

1.4.2 Propagation des incertitudes portées par la géométrie 

1.4.2.1. Méthode du domaine fictif 

Dans [17] une méthode a été proposée pour traiter un problème avec une frontière aléatoire. 

L’idée principale de cette méthode consiste à introduire un domaine fictif D̂  déterministe qui 

contient toutes les réalisations du domaine réel aléatoire D(ξ). Le problème initial se ramène alors 

à un nouveau problème défini dans ce domaine fictif D̂ . Dans certains cas, on peut considérer la 

solution d’un système d’équations aux dérivées partielles comme le point stationnaire d’un 

problème d’optimisation. Le nouveau problème défini dans le domaine fictif peut alors être 

considéré comme un problème d’optimisation avec contraintes pour imposer les conditions aux 

limites sur la frontière aléatoire du domaine D(ξ). Les multiplicateurs de Lagrange peuvent être 

utilisés pour imposer ces contraintes.  

Dans la suite, on va présenter cette approche dans le cas non intrusif (voir la partie 1.3.1) où on 

ramène la résolution du problème stochastique à la résolution de plusieurs problèmes 
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déterministes. Un maillage unique du domaine fictif déterministe sera utilisé pour les différentes 

réalisations du domaine réel. Dans [17], la méthode a été appliquée dans le cas d’un problème de 

mécanique. On le transposera à un problème de magnétostatique défini dans la partie 1.4.1.1.  

 

Figure 11. Domaine réel et domaine fictif 

Avec l’approche non intrusive, le problème stochastique présenté dans 1.4.1.1 se ramène à des 

problèmes déterministes qui prennent la forme suivante :  

 
( , ) 0

( , ) 0

B

rot H

k

k

div x

x

 =


=

ξξξξ
ξξξξ  (1.106) 

avec la loi de comportement :   

 0( , ) ( , )B Hk kx xµ= ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.107) 

Les conditions aux limites sont imposées par : 

 
H

B

0 sur la partie Г

0 sur le reste de la frontièreГ
 H n  

B n   

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

k k k

k k k

x x

x x

 × =


⋅ =

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ
ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

 (1.108) 

avec ξk une réalisation de ξ. La surface ΓH(ξk) est divisée en deux surfaces distinctes ΓH1(ξ
k) et 

ΓH2(ξ
k) où une force magnétomotrice γ0 est imposée. Dans cette section, on suppose que la partie 

BГ  de la frontière est déterministe. La discussion concernant le cas où BГ , la frontière où l’on 

impose des conditions de type Neumann, est aléatoire sera faite à la fin de cette section. En 

utilisant la formulation en potentiel scalaire, le problème (1.106) - (1.108) se ramène à :  

 0 0grad( ( ))kdiv µ Ω =ξξξξ  (1.109) 

avec des conditions aux limites 

 
H1

0 H2

0 sur

sur

( ) ( )

( ) ( )

k k

k kγ

Ω = Γ


Ω = Γ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

 (1.110) 

D̂  

D(ξ)    

ΓB   
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Γ’H   
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On peut constater que le problème (1.109) - (1.110) peut être considéré comme équivalent au 

problème suivant: 

 0( ( ))
( )

arg Min ( ) ( )k
H

k
u E D

D

u x u x dxµ
∈

 
Ω = ∇ ⋅ ⋅∇ 

  
∫ξξξξ
ξξξξ

 (1.111) 

avec:  

 { }0 H1 0 H20 sur sur( ( )) ( ) / ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )k k k
HE D u x u x E D u x u x γ= ∈ = Γ = Γξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.112) 

où 0( )E D est défini dans la partie 1.2.1.2.  

On introduit un domaine fictif ̂D  contenant toutes les réalisations possibles de D. La frontière du 

domaineD̂  se compose de deux parties: BГ′  contenant BГ  et HГ′  (Figure 11). Au lieu de traiter le 

problème (1.111), on s’intéresse au problème défini dans  le domaine fictif déterministe D̂   

suivant : 

 ˆ 0( )
ˆ

ˆ arg Min ( ) ( )
Hu E D

D

u x u x dxµ
∈

 
Ω = ∇ ⋅ ⋅∇ 

  
∫  (1.113) 

 avec 

 { }0 H1 0 H2 H0 sur sur et 0 surˆ ˆ( ) ( ) / ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( )k k
HE D u x u x E D u x u x u xγ ′= ∈ = Γ = Γ = Γξ ξξ ξξ ξξ ξ  

On peut constater que Ω est une restriction de Ω̂  dans D(ξk). Le problème d’optimisation avec 

contraintes (1.113) est résolu en utilisant les multiplicateurs de Lagrange : 

 
H1 H 2

0 0
ˆ ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) )
k kD

u u x u x dx x u x ds x u x dsη µ η η γ
Γ Γ

= ∇ ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

L  (1.114) 

On obtient alors : 

 [ ]
0 H

ˆ0 ( , ( ), ( ( )))
ˆ( , ) arg Min ( , )ku E D

uηη η′∈ ∈ Γ
Ω = ξξξξ

L
K  (1.115) 

 
avec  

 { }0 0 et 0 sur ˆ
ˆ ˆ( ) ( ) / ( ) ( ) ( )

D
E D u x u x E D u x′ = ∈ = Γ  (1.116) 

et H( ( ))kΓK ξξξξ  un espace de fonctions de carré intégrable, continues par morceaux de H ( )kΓ ξξξξ dans 

R. Le système (1.115) se ramène à :  
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 H

H1 H2

0 0
ˆ ( )

0

( ) ( )

1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) 0

k

k k

D

x u x dx x u x ds

x x ds x x ds

µ η

η η γ
Γ

Γ Γ

 ∇Ω ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅ ⋅ =


 ⋅ Ω ⋅ + ⋅ Ω − ⋅ =


∫ ∫

∫ ∫

ξξξξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

 (1.117) 

pour toutes les fonctions test 0
ˆ( )u E D′∈ et H( ( ))kη ∈ Γ ξξξξK .  

Le système (1.117) nécessite  non seulement une discrétisation du champ ̂( )xΩ  dans le domaine 

D̂  (voir la partie 1.2.1.2) mais aussi une discrétisation de 0( )xη  dans H ( )kΓ ξξξξ . Le maillage se 

compose alors de deux parties : une partie indépendante de l’aléa qui correspond au maillage du 

domaine D̂  et une partie liée à H ( )kΓ ξξξξ  à recalculer pour chaque valeur ξ
k.  

On peut constater que dans cette méthode des domaines fictifs, on utilise un maillage non 

conforme au niveau de la frontière du domaine D(ξk). Comme cela a été signalé dans la partie 

1.4.1.1, l’utilisation d’un maillage conforme au niveau de la frontière a pour but de prendre en 

compte naturellement les conditions aux limites. Dans la méthode du domaine fictif, ces 

conditions aux limites sont prises en compte par la technique des multiplicateurs de Lagrange. 

Concernant le domaine complémentaire à D(ξk)  dans D̂ , on y impose une même perméabilité que 

D(ξk). Alors, on ne génère pas d’interface entre les sous domaines et aucune non-conformité du 

maillage au niveau de l’interface ne peut apparaître. Rappelons qu’avec une discrétisation 

classique (voir la partie 1.2.1.2) de ˆ ( )xΩ  la non-conformité au niveau des interfaces peut dégrader 

les résultats numériques. Dans [67], le cas où BГ  est aléatoire et HГ  est déterministe a été traité. 

Une fonction indicatrice est introduite pour prendre en compte des conditions aux limites de type 

Neumann. En associant la méthode présentée au dessus avec la méthode proposée dans [67], on 

peut prendre en compte le cas où BГ  et aussi HГ  sont aléatoires.  

Dans le cas des incertitudes portées par des interfaces entre les sous-domaines, cette méthode ne 

peut pas être directement applicable. En réalité, l’utilisation d’un maillage fixe dans ce cas génère 

des non-conformités au niveau des interfaces. Cela nécessite des traitements supplémentaires dans 

la discrétisation de ̂( )xΩ que l’on va aborder dans la partie suivante.  

1.4.2.2. Méthode des éléments finis étendus 

Cette méthode a été proposée dans [9, 29, 30] pour résoudre un problème aux interfaces aléatoires 

entre les sous domaines. Cette méthode consiste à utiliser un maillage non conforme au niveau des 

interfaces aléatoires. Ce maillage est déterministe et ne dépend pas de la réalisation de la 

géométrie (voir la Figure 8). Comme on l’a vu dans la partie 1.4.1.3, l’utilisation du maillage non 
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conforme au niveau des interfaces nécessite des traitements numériques supplémentaires pour 

prendre en compte la discontinuité des champs aux interfaces.   

On enrichit alors W0 (voir partie 1.2.1.4) par des fonctions supplémentaires qui s’appellent 

fonctions d’enrichissement : 

 { }0 0 0 0span 1( ), ( ) ( , ) / : ,i k eW w x w x x i n k Iτ+ = = ∈ξξξξ  (1.118) 

avec 0 ( ) ( , )kw x xτ ξξξξ  des fonctions d’enrichissement et Ie l’ensemble des nœuds enrichis. La 

construction de la fonction ( , )xτ ξξξξ  et Ie va être présentée dans la suite. Le potentiel scalaire s’écrit 

alors sous la forme : 

 
0

0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
H e

i i k k
i N k I

x w x w x xτ+

∉ ∈

′ ′ ′Ω ≈ Ω + Ω∑ ∑ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (1.119) 

La projection de Galerkin dans le domaine spatial nous permet d’obtenir le système matriciel 

suivant : 

 
+ + +′( ) ⋅ ( ) ( )ξ ξ β ξξ ξ β ξξ ξ β ξξ ξ β ξΛ Ω =Λ Ω =Λ Ω =Λ Ω =  (1.120) 

avec 

 
1

1 11 2
; ;

t

+
+ + +

+ ++ +

′  ( ) ( )   ( ) ( ) ′( ) = ( ) = ( ) =     ′( ) ( )( ( )) ( )     

ΩΩΩΩΛ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ
Λ ΩΛ ΩΛ ΩΛ Ω

ΩΩΩΩΛ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ
β ξ ξβ ξ ξβ ξ ξβ ξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξξ β ξ ξξ β ξ ξξ β ξ ξξ β ξ ξ

β ξ ξβ ξ ξβ ξ ξβ ξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.121) 

Les matrices ( )ΛΛΛΛ ξξξξ , 
1+ ( )ΛΛΛΛ ξξξξ et 

2+ ( )ΛΛΛΛ ξξξξ sont respectivement de dimensions 0 0n n′ ′× , 0 en n′ ′× , e en n′ ′×  

avec 0n′  le nombre des nœuds qui n’appartiennent pas à ΓH et en′  le nombre de nœuds enrichis et 

leurs composantes s’écrivent :  

 

0 0

1
0 0

2
0 0

grad grad

grad grad

grad grad

( ( )) ( , ) ( ( ))

( ( )) ( , ) ( ( , ) ( ))

( ( , ) ( )) ( , ) ( ( , ) ( ))

ij i j
D

ik i k
D

lk l k
D

w x x w x dx

w x x x w x dx

x w x x x w x dx

µ

µ τ

τ µ τ

+

+

( ) = ⋅ ⋅ ⋅

( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∫

∫

∫

ΛΛΛΛ

ΛΛΛΛ

ΛΛΛΛ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

 (1.122) 

Les vecteurs ( )β ξβ ξβ ξβ ξ  et 
1+ ( )β ξβ ξβ ξβ ξ  sont de dimensions n’0 et n’e respectivement de composantes : 

 
0 0

1
0 0

grad grad

grad grad

( ( )) ( , ) ( ( ))

( ( )) ( , ) ( ( ) ( , ))

j j
D

k k
D

x x w x dx

x x w x x dx

γ α µ

γ α µ τ+

( ) = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

( ) = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∫

∫

β ξ ξβ ξ ξβ ξ ξβ ξ ξ

β ξ ξ ξβ ξ ξ ξβ ξ ξ ξβ ξ ξ ξ
 (1.123) 

 Les vecteurs des inconnues ′( )ΩΩΩΩ ξξξξ et 
1+′ ( )ΩΩΩΩ ξξξξ  sont respectivement de dimensions 0n′   et en′ .   

Pour construire les fonctions d’enrichissement, on construit d’abord la fonction ( , )xτ ξξξξ . Cette 

fonction peut être construite grâce à la fonction de level set qui est définie par :   

 ( , ) ( , ( ))x dist xφ = ± Γξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.124) 
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qui est la distance entre le point x et l’interface aléatoire ( )Γ ξξξξ . Le signe est choisi de telle façon 

que la fonction level set soit positive dans un sous domaine et négative dans l’autre sous domaine 

séparé par l’interface aléatoire ( )Γ ξξξξ . On trace par exemple sur la Figure 12 la fonction level set 

dans le domaine D associé à l’interface aléatoire ( )Γ ξξξξ donnée Figure 8 pour une valeur ξ = 

ξ0=0.5l. 

 

Figure 12. Fonction « level set » 0( , )xφ ξξξξ  

Intuitivement, le premier choix de ( , )xτ ξξξξ  peut être donné sous la forme : 

 ( , ) ( , )x xτ φ=ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (1.125) 

 

Figure 13. Fonction ( , )xτ ξξξξ  

On peut constater que le gradient de ( , )xτ ξξξξ  de la forme (1.125) est discontinu au point x situé sur 

l’interface Γ(ξ) (la fonction level set est égale à zéro). L’ensemble des nœuds enrichis Ie appartient 

aux éléments qui peuvent être potentiellement coupés par l’interface aléatoire ( )Γ ξξξξ  (voir Figure 

14). 
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 Figure 14. Nœuds enrichis 

Revenons à l’élément i présenté sur la Figure 8, le champ magnétique dans cet élément pour la 

valeur ξ = ξ0  prend la forme suivante : 

 
3 3

0 0 0 0 0 0 0
1 1

H grad grad grad( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ( , ) ( ))ik ik ik ik
k k

x x w x x w xτ+

= =

= Ω = Ω + Ω∑ ∑ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (1.126) 

La discontinuité de champ magnétique à l’interface Γ(ξ0) est prise en compte par le gradient des 

fonctions 0( , )xτ ξξξξ . 

Dans [31], il est montré que dans le cadre déterministe, avec le choix (1.125), la convergence de 

l’approximation éléments finis (1.119) n’est pas optimale (converge en O(h2) en norme L2). Dans 

[9, 30] un autre choix de ( , )xτ ξξξξ est proposé. Ce choix conduit à une convergence optimale de 

l’approximation éléments finis. Cependant, ce choix donne ( )i
′Ω ξξξξ  et k

+′Ω ( )ξξξξ de (1.119) peu 

régulière (leur dérivée au premier ordre en fonction de ξ est discontinue) ce qui peut générer des 

problèmes de convergence lorsque l’on souhaite approcher ces potentiels par un chaos 

polynomial. Aussi dans [9, 30], un troisième choix de la fonction ( , )xτ ξξξξ qui permet d’éviter les 

inconvénients ci-dessus a été proposé. 

Pour la méthode des éléments finis étendus, les approches non intrusives ou intrusives peuvent 

être utilisées. Un maillage unique est nécessaire. Cependant, il nécessite des calculs numériques 

des intégrales des fonctions discontinues (1.122) (rappelons que( , )xµ ξξξξ  est discontinue d’après 

(1.95)). La technique de quadrature de Gauss classique n’est plus adaptée.  Des traitements 

spécifiques sur ce point sont alors nécessaires [9].  

1.4.2.3. Méthode de transformation  

Cette méthode a été proposée dans [8] pour résoudre un problème d’équations aux dérivées 

partielles dans un domaine où la frontière est aléatoire. Cette méthode peut être étendue au cas des 

incertitudes portées par les interfaces [32, 33]. Cette méthode consiste à utiliser une 

transformation aléatoire inversible qui transforme le domaine aléatoire D(ξ) en un domaine de 

Γ(ξ)   

D1(ξ)    µ1   D2(ξ)   µ2   

- nœuds enrichis   
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référence déterministe E. Le problème initial se ramène à un nouveau problème défini dans le 

domaine déterministe E avec une loi de comportement modifiée qui devient un champ aléatoire 

(Figure 15). On suppose qu’il existe une transformation aléatoire inversible T( , )X x= ξξξξ  qui 

transforme le domaine D(ξ) en un domaine déterministe E.  

 

Figure 15. Transformation T 

On peut écrire: 

 
1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

3 3 1 2 3

T

T

T

( , , , )

( , , , )

( , , , )

X x x x

X x x x

X x x x

=
=
=

ξξξξ
ξξξξ
ξξξξ

 (1.127) 

où xi et Xi, i=1, 2, 3 représentent respectivement les coordonnées cartésiennes dans l’ancien 

(domaine D) et dans le nouveau système de coordonnées (domaine E). On suppose aussi que 

0 1 2 3T (., ( ), , ,i E D i)∈ =ξξξξ  pour tout 
d∈ξξξξ O . On note Γ’H et Γ’B, deux parties de la frontière du 

domaine E, qui sont respectivement les images de ΓH(ξ) et ΓB(ξ) du domaine D en appliquant la 

transformation T( , )X x= ξξξξ . On définit, comme dans la partie 1.2.1.2, les espaces fonctionnels 

suivants :   

 
{ }
{ }

2 2
0

0
0 H

E E E

E E 0 sur

grad( ) ( ) / ( )

( ) ( ) /H

E u L u

E u E u

= ∈ ∈

′= ∈ = Γ

L
 (1.128) 

La transformation (1.127) correspond à la matrice jacobienne suivante: 

 [ ]1 2 3M grad T grad T grad T grad T( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x x xX x x x x= =ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (1.129) 

avec ( ( ))x u xϑ  et ( ( ))X u Xϑ  un opérateur dans l’ancien et dans le nouveau système de repère. On 

suppose également que la matrice jacobienne M ( , )X ξξξξ  possède un déterminant positif. On a alors 

les propriétés suivantes: 

D1 µ1 
D2 µ2 

Di µi 

X = T(x,ξ) E1 
µ’ 1(X,ξ) 

E2  µ’ 2(X,ξ) 

Ei  µ’ i(X,ξ) 

Domaine de référence E Domaine initial  D(ξ) 
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( ) E

1

( )
( )

det( )

det( )

M

grad M grad

rot M rot M

D

x X

t
x X

u X
u x dx dX

u u
−

⋅ = ⋅

= ⋅

= ⋅ ⋅

∫ ∫

v v

ξξξξ

 (1.130) 

pour 0( )u E D∈  et 1( )D∈v E .  

On rappelle la formulation faible en potentiel scalaire du problème défini dans le domaine D(ξ) 

suivant : 

Trouver 0( , ) ( , )d
Hx U D′Ω ∈ Hξξξξ  tel que : 

 
0

( (

( (

grad grad

grad grad

( )

( )

( , )) ( ( )) ( ( )))

( , )) ( ( )) ( ( )))

x x

D

x x

D

x x x dx

x x x dx

µ λ

γ α µ λ

′Ω =

−

∫

∫

ξξξξ

ξξξξ

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ
 (1.131) 

pour tout 0( ( )) ( ( ))Hx E Dλ ∈ξ ξξ ξξ ξξ ξ , avec : 

 { }0 0
0 0 0 0 0et( , ) ( , , (., ( ( ) ( , ( ,d d d

H HU D u x u E D x D u x= ) / ∀ ∈ ) ∈ ) ∀ ∈ ) .) ∈H O Hξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (1.132) 

En utilisant (1.130), on peut ramener (1.131) à une équation dans le domaine E de la forme 

suivante :  

Trouver 0( , ) ( , )d
HX U E′Ω ∈ Hξξξξ  tel que : 

 
E

0
E

( (

( (

M M
grad grad

M

M M
grad grad

M

( , ) ( ) ( , )
( , )) ( ))

det( ( , ))

( , ) ( ) ( , )
( )) ( ))

det( ( , ))

t

X X

t

X X

X X X
X X dx

X

X X X
X X dx

X

µ λ

µγ α λ

′Ω =

−

∫

∫

ξ ξξ ξξ ξξ ξξξξξ
ξξξξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξξξξ

 (1.133) 

pour tout 0 E( ) ( )HX Eλ ∈ , avec : 

 { }0 0
0 0 0 0E et E( , ) ( , , (., ( ) , ( ,d d d

H HU E u x u E x u x= ) / ∀ ∈ ) ∈ ∀ ∈ .) ∈H O Hξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (1.134) 

Si on pose : 

 
M M

M
( , ) ( ) ( , )

( , )
det( ( , ))

t X X X
X

X

µµ′ = ξ ξξ ξξ ξξ ξξξξξ
ξξξξ  (1.135) 

le problème (1.133) devient alors un problème aux incertitudes portées par la loi de comportement 

défini dans un domaine déterministe E. Si on note B’ et H’ l’induction et le champ magnétique du 

problème défini dans le domaine E avec la perméabilité (1.135), en utilisant (1.130), on obtient 

l’induction et le champ magnétique dans le domaine D(ξ) : 

 
1 detB M B M

H M H

( )t− ′= ⋅ ⋅
′= ⋅

 (1.136) 
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Pour résoudre le problème (1.133), les méthodes non intrusives et intrusives définies dans la partie 

1.3.1 et 1.3.2 peuvent être utilisées. Dans la méthode de transformation, la difficulté principale 

réside en la détermination de la transformation aléatoire (1.127). 

1.5. Conclusion 

On a présenté dans ce chapitre les méthodes dites « probabilistes » qui permettent de prendre en 

compte les incertitudes dans un problème magnétostatique. Des méthodes intrusives et non 

intrusives sont proposées dans la littérature pour traiter le problème aux incertitudes portées par la 

loi de comportement. L’approche spectrale basée sur le développement en chaos polynomial est 

souvent utilisée. Lorsque les incertitudes sont portées par la géométrie, ces méthodes intrusives et 

non intrusives ne peuvent pas être directement appliquées. Une méthode basée sur l’introduction 

d’un domaine fictif utilisée dans le cas de frontière aléatoire et une méthode baptisée « méthode 

des éléments finis étendus » dans le cas des interfaces aléatoires ont été proposées. Une autre 

méthode mettant en œuvre une transformation aléatoire proposée initialement pour résoudre un 

problème aux frontières aléatoires peut être étendue sans difficulté dans le cas des interfaces 

aléatoires. Avec cette dernière méthode, on peut ramener le problème aux incertitudes portées par 

la géométrie à un problème aux incertitudes portées par la loi de comportement. Il est alors 

possible de mettre en œuvre les méthodes de résolution largement développées dans la littérature. 

La difficulté principale de la méthode de transformation réside dans la détermination de la 

transformation qui va être discutée au chapitre 2. 

 



                                       

Chapitre 2 : Méthode de transformation 
Dans ce chapitre, on va développer la méthode de transformation abordée dans le chapitre 1. On 

présentera d’abord différentes méthodes de construction d’une transformation aléatoire. Ensuite, 

on abordera les critères de choix de la transformation. Un estimateur d’erreur a priori sera proposé 

pour cela. Finalement, la prise en compte de la discontinuité au niveau stochastique qui apparaît 

dans le calcul des grandeurs locales est discutée. 

2.1. Détermination de la transformation 

La difficulté principale dans la méthode de transformation réside dans la détermination de la 

transformation aléatoire. Pour un problème où la géométrie prend une forme simple, une 

transformation analytique peut être mise en place. Par contre, les systèmes électromagnétiques en 

pratique prennent souvent une forme complexe où une transformation analytique n’est pas 

aisément disponible. Dans ce cas, une méthode systématique pour la détermination de la 

transformation est nécessaire.  

Dans cette partie, on s’intéresse d’abord à un exemple de magnétostatique simple où une 

transformation analytique est disponible. L’objectif de cet exemple est d’illustrer l’application de 

la méthode de transformation pour résoudre un problème électromagnétique avec la géométrie 

aléatoire. Puis, deux méthodes numériques pour déterminer la transformation sont proposées. La 

première méthode proposée dans [8] est basée sur la résolution des équations de Laplace que nous 

nommerons par la suite la méthode du Laplacien. La deuxième méthode que nous avons 

développée [32, 33] est basée sur une transformation géométrique (méthode géométrique). Ces 

deux méthodes vont être illustrées et comparées sur plusieurs cas académiques. Finalement, une 

discussion sur la transformation « discrète » associée à une transformation continue et qui est  

équivalente à une déformation de maillage est proposée. 

2.1.1. Illustration de la méthode de transformation. 

 

Figure 16. Exemple magnétostatique 
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On s’intéresse à l’exemple de magnétostatique présenté Figure 16. Le domaine aléatoire D est un 

cube de dimension 2a = 4. Ce domaine se compose d’un cube D1 de perméabilité µ1 = 10 de 

dimensions aléatoires 2l1 x 2l2 x 2l3 et D2, le complément du domaine D1 dans D, de perméabilité 

µ2 = 1. Les deux cubes D1 et D ont le même centre. On prend pour les dimensions l = (l1, l2, l3) des 

variables aléatoires uniformes indépendantes dans l’intervalle [0.5a ; 0.75a]. On peut constater que 

le vecteur aléatoire l peut être exprimé en fonction d’un vecteur des variables aléatoires uniformes 

indépendantes ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) définies dans [-1 ; 1]: 

                                              0 125 0 625. .a a= ⋅ +ξξξξl Chapitre d'équation 1 Section 2(2.1) 

Une force magnétomotrice γ0 = 4 est imposée entre les deux faces opposées Γ1 et Γ2. Sur le reste 

de la frontière du domaine D la condition = 0B n⋅  est imposée avec n le vecteur normal à la 

frontière.  L’énergie du système qui devient une grandeur aléatoire en raison des incertitudes sur 

les dimensions l du cube D1 est la grandeur d’intérêt pour cette étude académique.  

 

   Figure 17. Problème à étudier sur le domaine D’  

En raison de la symétrie du système défini Figure 16, le domaine D peut être coupé en 8 sous-

domaines D’(ξ) identiques. On considère l’énergie W(ξ) du problème défini sur le domaine D’(ξ) 

(Figure 17). Dans cet exemple, on va appliquer la méthode de transformation pour calculer 

l’espérance et l’écart-type de W(ξ). Concernant la méthode de transformation, on va ramener le 

problème défini sur D’(ξ) (problème initial) à un problème défini sur un domaine de référence E 

(problème de référence) en utilisant la transformation présentée Figure 18:  

 

Figure 18. Transformation aléatoire 
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Le domaine de référence E est formé de deux cubes imbriqués de dimensions fixes mais de 

perméabilités aléatoires. 

 

 

Figure 19. Subdivision du domaine D’ et E 

On divise le domaine E et D’(ξ) en 8 sous-domaines Ei et D’i(ξ), i=1 :8 (Figure 19). La 

transformation de D’(ξ) en E est déterminée grâce à des transformations linéaires (dilatation) de 

D’ i (ξ) en Ei. Une illustration est donnée Figure 20.  

                       

Figure 20. La dilatation linéaire 

Le changement de variable X =T1 (x) qui transforme le cube de dimension a1x a2 x a3 en un cube 

de dimension b1 x b2 x b3  peut être défini par la relation matricielle donnée par (2.2).  
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                                  (2.2) 

où C représente un vecteur de translation indépendant de x qui disparaît dans le calcul de la 

matrice jacobienne M . Cette matrice est nécessaire à la détermination des perméabilités sur le 

domaine de référence E (1.135): 
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1

1

2

2

3

3

0 0

0 0

0 0

M

b

a

b

a

b

a

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

En appliquant des transformations de la forme (2.2), dans notre cas, on obtient des matrices 

jacobiennes uniformes pour chaque transformation de D’ i(ξ) en Ei. La matrice jacobienne de la 

transformation du D’4(ξ) en E4 (Figure 19), à titre d’exemple, est donnée par : 

1

4
2

3

0 0
2

0 0
2

0 0
2

M

( )

( )
( ( ))

( ( ))

a

l

a

a l

a

a l

 
 ⋅ 
 

=  
⋅ − 

 
 

⋅ −  

ξξξξ

ξξξξ
ξξξξ

ξξξξ

 

La perméabilité équivalente du sous-domaine E4 prend alors la forme suivante : 

2 3

1

1 34 2 4
4 2

4 2

1 2
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2
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M M
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( ( ))( ( ))
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( )( ( ))( ) ( )
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a l
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a a l
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µ µ
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 ⋅ 
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⋅ − 
 −
 

⋅ −  

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξξξξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξµ ξµ ξµ ξµ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξξξξ

 

On utilise la même méthode pour déterminer la perméabilité sur les autres sous-domaines de E. 

Les incertitudes dans le cas du problème défini sur le domaine de référence E sont portées par les 

lois de comportement et non plus par les dimensions qui sont ici déterministes. Concernant le 

problème défini sur E, l’énergie magnétique peut être approchée par la méthode de projection non 

intrusive (voir partie 1.3). Elle est approchée sous la forme suivante : 

 
1

W( ) ( )
P

i i
i

α
=

≈ Ψ∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.3) 

avec ( )iΨ ξξξξ  le chaos polynomial de Legendre et αi des coefficients déterminés par: 

 [ ]W( ) ( )i iα = ⋅ Ψξ ξξ ξξ ξξ ξE  (2.4) 

On a vu dans (1.72) que le calcul numérique de l’intégral  (2.4) nécessite n évaluations de W(ξk), 

k=1 :n, correspondant à la réalisation de la variable ξ = ξk. Pour évaluer W(ξk), on détermine 

d’abord la matrice jacobienne de la transformation pour chaque ξ = ξk. Puis, la perméabilité 

µ’(X,ξk) du domaine E est calculée en utilisant (1.135). Ensuite, on résout le problème défini sur le 
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domaine E avec la perméabilité µ’(X, ξk) pour obtenir l’énergie W(ξk). Un maillage unique du 

domaine E est utilisé pour tous les calculs de W(ξ
k).  

Pour analyser les résultats obtenus par la méthode de transformation, nous avons développé une 

autre méthode, basée sur le remaillage du domaine D. Cette méthode sera dite « de remaillage ». 

Dans ce cas, l’énergie W(ξ) est approchée également sous la forme (2.3)-(2.4) et le calcul de 

l’intégrale (2.4) nécessite aussi des évaluations W(ξk). Par contre, W(ξk) est évaluée en résolvant 

le problème initial défini dans le domaine D(ξ
k). Pour chaque ξk, un maillage conforme à la 

géométrie D(ξk) est utilisé. On doit effectuer alors un remaillage pour chaque réalisation ξk de ξ. 

La Figure 21 récapitule les étapes de ces deux méthodes.  

 

 Figure 21. Méthode de transformation et méthode de remaillage 

 

 

Figure 22. Valeur moyenne de l’énergie obtenue par deux méthodes pour les deux formulations 
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Résolution du problème 
E, µ’(X, ξk)   

1

W( ) ( )
n

k k
i k i

k

α ω
=
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Figure 23. Ecart-type de l’énergie obtenue par deux méthodes pour les deux formulations 

Sur la Figure 22 et la Figure 23, la valeur moyenne et l’écart-type de l’énergie obtenue par les 

deux méthodes ont été tracés en fonction de la taille du maillage utilisé. Pour chaque méthode, les 

deux formulations en potentiel scalaire et en potentiel vecteur ont été mises en œuvre (voir la 

partie 1.2.1.3). Les maillages M1, M2, M3 et M4 avec un nombre d’éléments de nM1=228, 

nM2=1729, nM3=2951 et nM4=6825 ont été utilisés pour la méthode de transformation.   

 

 

Figure 24. Maillages utilisés pour la méthode de transformation 

Pour la méthode de remaillage, 4 groupes Gi, i=1 :4 de maillages ont été utilisés. On impose un 

nombre similaire d’éléments à celui du maillage Mi pour les maillages du groupe Gi, i=1 :4. 

On constate un encadrement des valeurs moyennes de l’énergie obtenues par les deux 

formulations en potentiel et une convergence des résultats lorsque le maillage s’affine. Ce résultat 

commenté dans [18] peut être expliqué de la manière suivante : 

Il est connu que pour l’exemple traité [60] on a pour toutes réalisations de ξk: 

 ( ) ( ) ( )k k k
A exW W WΩ≤ ≤ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (2.5) 

Avec respectivement , ,ex AW W WΩ  l’énergie exacte, l’énergie en formulation en potentiel scalaire, 

l’énergie en formulation en potentiel vecteur. On montre alors aisément que :  

Maillage2 Maillage1 
 

Maillage3 Maillage4 

1  2  3  4  

3

3.2

3.4

3.6
Transformation-potentiel scalaire

Transformation-potentiel vecteur

Remaillage-potentiel scalaire

Remaillage-potentiel vecteur

Maillage 
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 ( ) ( ) ( )A exW W WΩ≤ ≤          ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξE E E  (2.6) 

L’écart entre les résultats des deux formulations représente alors une image de l’erreur numérique. 

Plus les deux formulations donnent des résultats proches, plus l’erreur numérique est faible. Dans 

l’exemple considéré, on peut constater, sur la Figure 22, que les résultats obtenus par la méthode 

de transformation sont légèrement meilleurs que ceux obtenus par la méthode de remaillage. On 

peut noter aussi que la méthode de remaillage est plus couteuse du point de vue du temps de 

calcul.  

Le cas traité ici est très simple et permet la détermination d’une expression analytique pour la 

transformation ce qui, dans le cas général, n’est pas toujours possible. Une approche générale pour 

déterminer la transformation doit être alors proposée. Dans la suite, on va présenter deux 

méthodes numériques pour déterminer la transformation. La première est basée sur une 

transformation géométrique (méthode géométrique) [32, 33] et la deuxième est basée sur la 

résolution des équations de Laplace (méthode du Laplacien) [8].  

2.1.2. Transformations numériques. 

Dans la suite, nous allons définir le problème que nous souhaitons résoudre et les notations 

associées.  

La transformation à déterminer lie le domaine aléatoire D(ξ) et un domaine déterministe E (Figure 

25).

 

Figure 25. Transformation T 

Supposons que le domaine D(ξ) soit divisé en nD sous-domaines Di(ξ) contractiles de perméabilité 

uniforme µi de frontière ΓDi(c,ξ). Comme on a vu dans la partie 1.4.1 du chapitre 1, on admet que 

cette frontière puisse être représentée par une courbe paramétrée ΓDi(c,ξ) où c représente les 

coordonnées curvilignes. On choisit le domaine de référence E composé de nE=nD sous-domaines 

Ei aussi contractile. En pratique, on prend souvent un domaine E composé de sous-domaines Ei de 

frontières ΓEi(c) de la forme suivante: 

 [ ]c c( ) ( , )
i iE DΓ = Γ E ξξξξ  (2.7) 

D1 µ1 
D2 µ2 

Di µi 

X = T(x,ξ) E1 
µ’ 1(X,ξ) 

E2  µ’ 2(X,ξ) 

Ei  µ’ i(X,ξ) 

Domaine de référence E Domaine initial  D(ξ) 

X = T2(x,ξ) 

X = T i(x,ξ) 
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La frontière ΓEi(c) est alors une réalisation de ΓDi(c,ξ) où ξ prend la valeur moyenne [ ]ξξξξE . D’une 

façon générale, la paramétrisation de la frontière  ΓDi(c,ξ) et ΓEi(c) permet de fixer naturellement, 

pour une réalisation de ξ, une bijection de ΓEi(c) en ΓDi(c,ξ). Elle est définie de manière suivante : 

 c c c c c)  ( ( , )Ei Q Q Q DiQ Q′ ′′∈ Γ → → = → ∈ Γ ξξξξ  (2.8) 

où cQ et cQ’ sont respectivement les coordonnées curvilignes des points Q et Q’ appartenant à 

ΓDi(c,ξ) et ΓEi(c).  

 

 

Figure 26. Transformation stochastique du sous domaine Ei  

En pratique, il est plus simple de déterminer la transformation T-1(ξ)   du domaine E en D(ξ) car le 

domaine de définition E est déterministe. La matrice jacobienne de la transformation T(ξ)   est 

déterminée simplement en inversant celle de   T-1(ξ).  

Pour déterminer la transformation T-1(ξ) du domaine E en D(ξ), il suffit de connaitre les 

transformations T i
-1(ξ)  sur chaque sous domaine Ei. Une contrainte imposée pour Ti

-1(ξ) est que 

pour les 2 sous-domaines Ei et Ej possédant une partie commune de la frontière Γk = ΓEi∩ΓEj, les 2 

transformations T i
-1(ξ) et T j

-1(ξ) doivent donner une même image de Γk. Ce qui signifie que :   

 
1 1Q QT (   T () )i k j k

− −∈ Γ ≡ ∈ Γ  (2.9) 

Cette contrainte a pour l’objectif d’assurer le caractère bijectif de T-1(ξ). Une autre contrainte pour 

T i
-1(ξ) est qu’elle admette une matrice jacobienne continue au niveau spatial pour chaque 

réalisation de ξ. Cette contrainte a pour l’objectif d’obtenir une perméabilité ( , )i Xµ′ ξξξξ  du sous-

domaine Ei continue pour chaque réalisation de ξ. En réalité, l’intérêt de la méthode de 

transformation réside dans le fait qu’il ne nécessite qu’un maillage fixé et déterministe. 

Cependant, il est possible que les zones de discontinuité de la perméabilité équivalente ne soient 

pas conformes avec les éléments du maillage (une zone de discontinuité traverse un élément) ce 

qui dégrade les résultats numériques (voir la partie 1.4.1.3). Pour éviter cette situation, nous 

supposerons que la matrice jacobienne est continue dans chaque sous domaine.  

Lorsque les matrices jacobiennes 1( )M ,i X− ξξξξ  de Ti
-1(ξ) sont définies, la matrice jacobienne de la 

transformation T-1(ξ)  est déterminée par : 

T i
-1(ξ) 

Domaine Di(ξ) 

ΓDi(c, ξ)  
ΓEi (c)  

Domaine Ei 

Q’ Q 
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1 1

1

( ) ( ) IM , M , ( )
En

i Ei
i

X X X− −

=

= ⋅∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.10) 

avec EiI ( )X la fonction indicatrice qui est égale à 1 dans Ei et zéro ailleurs. Dans la suite, nous 

présentons deux méthodes pour déterminer la transformation T i
-1 du sous domaine Ei en Di : la 

méthode géométrique et la méthode du Laplacien. Pour décrire la démarche, on s’intéresse à un 

problème à deux dimensions. La généralisation à un problème de trois dimensions est aisée. 

2.1.2.1. Méthode géométrique 

a. Présentation générale      

On se fixe une réalisation de ξ et donc une géométrie pour D. On peut considérer qu’une 

transformation du domaine Ei en un domaine Di est équivalente à une bijection qui fait 

correspondre chaque point P’ du domaine Ei à un point unique P du domaine Di. En conséquence, 

l’objectif de la méthode de transformation géométrique est de déterminer la bijection suivante : 

 
1T :i i iE D

P P

− →
′֏

 (2.11) 

Ce travail est réalisé en plusieurs étapes qui sont les suivantes: 

Etape 1 :  

Le domaine Di et le domaine de référence Ei sont considérés respectivement comme un ensemble 

de courbes S(Di)={OQ} et S(Ei) ={O’Q’}. Rappelons qu’un segment droit est un cas particulier 

d’une courbe. Cet ensemble est établi de telle façon que chaque point P’ dans Ei et P dans Di (sauf 

cas particulier, voir pour plus de détail dans l’exemple de la Figure 27) appartient à un unique 

segment de S(Ei) et S(Di) respectivement. Cette contrainte a pour le but de satisfaire le caractère 

bijectif de la transformation (2.11), ce qui signifie que chaque point P’ du domaine Ei est associé à 

un point unique P du domaine Di et l’inverse. Ensuite, on détermine la bijection suivante : 

 
: ( ) ( )i i iE D

O Q OQ

→
′ ′֏

t S S
 (2.12) 

Etape 2 :  

Pour chaque point P’ du domaine E, on détermine la courbe O’Q’ qui passe par ce point. En 

utilisant (2.12), on détermine la courbe OQ = ti(O’Q’). Le point P l’image de P’ appartient à OQ et 

est déterminé par :  

 
�

�

�

�

OP O P

OQ O Q

′ ′
=

′ ′
 (2.13) 

 où �OX  représente la longueur de l’arc OX. Dans le cas où OQ est un segment droit, cette 

longueur est la distance entre deux points P et O. 
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Exemple : Si on suppose que les domaines Di et Ei sont étoilés, ceci signifie qu’il existe un point O 

dans Di tel que pour tous les points M dans Di le segment OM appartient à Di (de même avec O’ et 

M’ dans Ei), on peut diviser Ei et Di  en un ensemble de segments {O’Q’} et {OQ}(Figure 27). 

 

Figure 27. Division en ensemble de segments 

On peut constater que si les points Q’ et Q parcourent respectivement sur les frontières de ΓEi et 

ΓDi, (faire varier c dans ∆, voir la partie 1.4.1), l’ensemble des segments S(Di)={OQ} et S(Ei) 

={O’Q’}  couvrent entièrement respectivement les domaines Ei et Di. Un point quelconque P’ 

dans le domaine Ei (sauf le point O’) appartient à un unique segment O’Q’. La 

transformation(2.11) peut donc être déterminée de la façon suivante :  

 

Figure 28. Coordonnée curviligne du point Q’ 

On détermine pour le segment O’Q’ la coordonnée curviligne cQ’ de Q’ (Figure 28).  

 

Figure 29. Détermination du segment OQ 

Puis on détermine le point Q appartient à ΓDi tel que la coordonnée curviligne cQ de Q est égale à 

cQ’ (Figure 29). 

La transformation P du point P’ appartenant à OQ et déterminée par (Figure 30):   

 avec
O P

OP OQ
O Q

χ χ
′ ′

= ⋅ =
′ ′  (2.14) 

Ei O’ 

Q’ cQ=cQ’ 

P’ 

Di Ei O 
O’ 

Q’ 
cQ’ 

P’ 

Di(ξ) 

ΓDi(c, ξ)  
ΓEi (c)  

Ei 

Q 

O 

Q 

O’ 

Q’ 
Q’ 

Di 
O 

Q 
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Figure 30. Détermination du point P transformé de P’ dans Di 

Pour la méthode de transformation géométrique, une expression analytique de 1M i
−  n’est pas 

évidente à obtenir. Cependant, lorsque la transformation (2.11) est numériquement définie, la 

matrice jacobienne  1 0 0
1 2M ( , , )k

i X X− ξξξξ en un point  0 0
1 2( , , )kX X ξξξξ  peut être facilement approchée par 

un schéma aux différences finies. On donne par exemple le premier coefficient de la matrice 
1 0 0

1 2M ( , , )k
i X X− ξξξξ : 

 
1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 2 1 1 2
0

1 1

11
T

M
( , , ) ( , , )

( , )
k k

i
i

x X X X x X X

X X

δ
δ

−
− ∂ + −

= ≈
∂

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
 (2.15) 

où 0
1Xδ  est une petite variation. La partie droite de (2.15) est calculée grâce à (2.11) où xi avec 

i=1, 2 sont les cordonnées cartésiennes de P dans le domaine réel  et Xi, i=1, 2, sont les 

coordonnées cartésiennes de P’ dans le domaine de référence. En conséquence, une approximation 

de  1 0 0
1 2M ( , , )k

i X X− ξξξξ  est facilement accessible. De plus, la résolution numérique d’un problème 

stochastique ne nécessite qu’un nombre fixé de valeurs de M  du fait que les calculs d’intégrales se 

ramènent à une somme des termes en un nombre fini de points (point de quadrature).  

Pour illustrer la méthode de transformation, un exemple académique en magnétostatique est 

présenté dans la partie suivante. 

b. Exemple d’illustration  

 On s’intéresse au problème de magnétostatique suivant : 

 

Figure 31. Problème de magnétostatique étudié 
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OP O P
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Le domaine D étudié se compose d’un domaine D1 de forme cylindrique de rayon R de 

perméabilité µ1 plongé dans un cube D2 de perméabilité µ2. On impose une force magnétomotrice 

γ0 aux deux faces opposées Γ1 et Γ2. Sur le reste de la frontière, on impose = 0B n⋅ . Les 

incertitudes géométriques sont portées par la variable aléatoire uniforme R défini dans l’intervalle 

[0.2a ; 0.4a] (Figure 31). Cette variable aléatoire peut être écrite sous la forme 0 3 0 1. .R a aξ= +  

avec ξ une variable aléatoire uniforme définie dans l’intervalle [-1;1]. Dans cet exemple, on 

s’intéresse à l’énergie magnétique W du système qui est une variable aléatoire dépendant de R et 

donc de ξ. Pour des raisons de symétrie, on va étudier seulement un quart du domaine : 

 

 

Figure 32. Un quart du domaine en 2 dimensions   

Le problème présenté sur la Figure 31 peut être considéré comme un problème 2D dont un quart 

du domaine étudié est présenté sur la Figure 32.  

Afin de faciliter la détermination de la transformation, on subdivise D en trois sous domaines D1, 

D21, D22 présentés Figure 33. Les sous domaines D21, D22 sont déterminés par les rayons R(ξ) et 

R1= 0.45.a. On considère le domaine de référence E divisé aussi en 3 sous domaines E1, E21, E22 

avec E21, E22 déterminés par les rayons R0 = E[R(ξ)] = 0.3a et R1. 

 

 

Figure 33. Subdivision de E et D en plusieurs sous-domaines 

Les interfaces ΓR(ξ) et ΓR1 du domaine D peuvent être représentées sous la forme (2.16) en 

utilisant le paramètre c.  

R0 
R(ξ) E1 
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[ ]

1

2

1 1
1

2 1

cos

sin

cos
avec 0 2

sin

( ) ( )
( ) :

( ) ( )

( )
: , /

( )

R

R

x R c

x R c

x R c
c

x R c

ξ
ξ

ξ

π

=
Γ  =

=
Γ ∈ ∆ = =

 (2.16) 

D’une façon similaire, les interfaces ΓR0 et ΓR1 du domaine E peuvent être représentées sous la 

forme suivante: 

 

[ ]

1 0
R0

2 0

1 1
R1

2 1

cos

sin

cos
avec 0 2

sin

( )
:

( )

( )
: , /

( )

X R c

X R c

X R c
c

X R c
π

=
Γ  =

=
Γ ∈ ∆ = =

 (2.17) 

Il s’agit donc de déterminer sur chacun des trois sous domaines une transformation.  

 

Figure 34. Transformation à déterminer 

Les subdivisions des domaines E et D présentées Figure 33 permettent d’utiliser la transformation 

identité 1
22T ( , )X Xξ− =  pour transformer le domaine E22 en D22. Il nous reste maintenant à 

déterminer les transformations de E1 en D1 et de E21 en D21 qui sont décrites ci-dessous :  

A partir de (2.16) et (2.17), on peut obtenir (Figure 35) : 

 
1 1

2 2

2 2

1 1

1 1
1 10

2 2
2 2

0

et

( )

( )

Q Q
Q Q

Q Q
Q Q

R
x X

x XR

R x X
x X

R

ξ

ξ

′
′

′
′

 = = 
  = =


 (2.18) 

 

Figure 35. Transformation des segments  
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La première étape consiste à diviser E1 et E21 en un ensemble de segments. Ce travail peut être 

réalisé en faisant varier c de 0° à 90°. L’ensemble des segments OQ’1 couvre entièrement le 

domaine E1 et celui des segments Q’1Q’2 couvre entièrement le domaine E21. On peut constater 

que les ensembles définis par OQ1 et Q1Q2 couvrent aussi entièrement respectivement les 

domaines D1 et D21. La transformation (2.12) des segments est déterminée grâce à (2.18) (Figure 

35).   

Pour chaque point P1’ dans E1 et P2’ dans E21, on détermine OQ’1 passant par P1’ et Q’1Q’2 

passant par P2’. Puis, on définit OQ1 du D1 l’image de OQ’1 et Q1Q2 du D21 l’image de Q’1Q’2. 

Les points P1, image de P’1, et P2, image de P’2, sont déterminés de le manière suivante (Figure 

36) : 

 

1
1 1 1

1
1 1 1 1

1

avec

T :

:

E D

OP
P P OP OQ

OQ
χ χ

− →
′

′ = ⋅ =
′

���� �����
֏

 (2.19) 

et 

 

1
2 21 21

1 2
2 2 1 2 1 2

1 1

avec

T :

:

E D

Q P
P P Q P Q Q

Q Q
χ χ

− →
′ ′

′ = ⋅ =
′ ′

����� ������
֏

 (2.20) 

 

Figure 36. Transformation géométrique du domaine E1 en D1 et E21 en D21 

Résultats obtenus : 

On effectue une application numérique avec a=1, la variable aléatoire uniforme R est alors définie 

dans l’intervalle [0.2 ; 0.4]. L’épaisseur vaut e =0.1 et les perméabilités µ1=1000 et µ2=1. Les 

résultats concernant la variable aléatoire de l’énergie W(ξ) obtenus par la méthode de 

transformation vont être comparés avec ceux obtenus par la méthode de remaillage classique. On 

utilise aussi un développement de W(ξ) sous forme de chaos polynomial (2.3)-(2.4). Les 

démarches ont déjà été présentées sur la Figure 21. 

Dans la méthode de transformation, on utilise un maillage de 1490 nœuds (Figure 37). Concernant 

la méthode de remaillage classique, le maillage change d’un point de quadrature à l’autre. Par 

contre, nous avons conservé un nombre de noeuds pour chaque maillage de l’ordre de 1500. 
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Figure 37. Maillage utilisé  

La valeur moyenne et l’écart-type de la variable aléatoire W(ξ) obtenus par deux méthodes sont 

présentées dans le Tableau 3. 

Tableau 3. Méthode transformation comparée à la méthode de remaillage 

Méthode transformation Méthode de remaillage 
Moment 

Potentiel scalaire Potentiel vecteur Potentiel scalaire Potentiel vecteur 

Moyen 0.7650 0.7630 0.7651 0.7633 
Ecart-type 0.1973 0.1967 0.1979 0.1971 

 

On peut constater que les résultats obtenus par ces deux méthodes sont très proches sachant que la 

méthode de remaillage est plus couteuse du point de vue du temps de calcul.  

2.1.2.2. Méthode du Laplacien 

a. Présentation générale      

Cette méthode a été proposée dans [8]. On cherche la transformation T i
-1 du domaine Ei en Di(ξ) 

sous la forme : 

 
1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )

( , , )

x X X

x X X

φ
φ

=
 =

ξξξξ
ξξξξ  (2.21) 

Les fonctions 1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  et 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  sont déterminées en imposant que le Laplacien de 

1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  et 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  soit nul à l’intérieur du domaine E. C’est à dire : 

 

2 2
1 1 2 1 1 2

2 2
1 2

2 2
2 1 2 2 1 2

2 2
1 2

0

0

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

X X X X

X X

X X X X

X X

φ φ

φ φ

 ∂ ∂
+ = ∂ ∂


∂ ∂ + =

 ∂ ∂

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
 (2.22) 

On impose aussi des conditions aux limites sur la frontière ΓEi du domaine Ei de manière à 

satisfaire (2.8): 
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1 1 1 2

2 2 1 2

( , ) ( ( ), ( ), )

( , ) ( ( ), ( ), )
Q Q Q

Q Q Q

x c X c X c

x c X c X c

φ
φ

′ ′

′ ′

=
 =

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.23) 

pour tous les points Q’ appartenant à la frontière ΓEi (Figure 26) et les points Q correspondant sur 

ΓDi(ξ). La condition (2.23) impose que la transformation T i
-1 transforme ΓEi(c) en ΓDi(c,ξ).  

On peut constater que la résolution du problème (2.22) et (2.23) est équivalent à chercher 

1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ , 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  parmi les fonctions qui satisfassent (2.23) telles que les 

termes 2
1grad( )

iE

dXφ∫  et 2
2grad( )

iE

dXφ∫  soient minimal. Imposer un Laplacien nul pour 1φ  et 2φ  

revient donc à minimiser 2
1grad( )φ et 2

2grad( )φ  sur le domaine et donc à limiter la variation de 1φ  

et 2φ  tout en satisfaisant les conditions aux limites. 

Une méthode pour résoudre numériquement (2.22) et (2.23) proposée dans [8] va être présentée 

dans la suite : 

Découplage de dimension aléatoire et spatiale :  

On cherche d’abord à découpler de la dimension spatiale et la dimension aléatoire de 1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  

et 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ . La frontière aléatoire ΓDi(ξ) est approchée sous la forme suivante :  

 
1 1

0

2 2
0
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( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

K
i

Q Q i
i

K
i

Q Q i
i

x c x c A

c

x c x c A

=

=

 ≈ ⋅
 ∈ ∆
 ≈ ⋅


∑

∑

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
 (2.24) 

avec ( )iA ξξξξ  des variables aléatoires mutuellement non corrélées et 1 ( )i
Qx c , 2 ( )i

Qx c  sont des 

coefficients déterministes. Si le problème ne permet pas de représenter naturellement la frontière 

sous la forme (2.24), une approximation de (2.24) peut être obtenue par une décomposition de 

Karhunen Loève tronquée à l’ordre K [24]. Les fonctions 1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  et 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  sont 

approchées sous la forme suivante : 

 
1 1 2 1 1 2

0

2 1 2 2 1 2
0

( , , ) ( , ) ( )

( , , ) ( , ) ( )

K
i

i
i

K
i

i
i

X X X X A

X X X X A

φ φ

φ φ

=

=

 ≈ ⋅


 ≈ ⋅


∑

∑

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
 (2.25) 

avec 1 1 2( , )i X Xφ  et 2 1 2( , )i X Xφ  des fonctions déterministes à déterminer. En injectant (2.24) et (2.25) 

dans  (2.22) - (2.23), on obtient : 
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2 2
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2 2
2 1 2 2 1 2
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X X X X
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X X

X X X X
A

X X

φ φ

φ φ
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=

 ∂ ∂
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
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∑

∑

ξξξξ

ξξξξ
 (2.26) 
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et les conditions aux limites deviennent : 

 
1 1 1 2

1

2 2 1 2
1

0

0

( ( ) ( ( ), ( ))) ( )

( ( ) ( ( ), ( ))) ( )

K
i i
Q Q Q i

i

K
i i
Q Q Q i

i

x c X c X c A

x c X c X c A

φ

φ

′ ′
=

′ ′
=

 − =


 − =


∑

∑

ξξξξ

ξξξξ
 (2.27) 

Les variables ( )iA ξξξξ  sont mutuellement non corrélées. Alors, le système stochastique (2.26)-(2.27) 

peut être ramené à plusieurs systèmes déterministes à résoudre : 

 

2 2
1 1 2 1 1 2

2 2
1 2

2 2
2 1 2 2 1 2

2 2
1 2

0

pour 0

0

( , ) ( , )
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( , ) ( , )

i i

i i

X X X X

X X
i K

X X X X

X X

φ φ

φ φ

∂ ∂
+ = ∂ ∂ =

∂ ∂ + =
 ∂ ∂

 (2.28) 

avec les conditions aux limites :  

 
1 1 1 2
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( ) ( ( ), ( ))

:
( ) ( ( ), ( ))

i i
Q Q Q

i i
Q Q Q

x c X c X c
i K

x c X c X c

φ
φ

′ ′

′ ′

 = =
=

 (2.29) 

La résolution des systèmes (2.28)-(2.29) est présentée dans la suite. 

 

Résolution numérique :  

Le système déterministe (2.28) - (2.29) est résolu par une méthode de collocation basée sur un 

développement de 1 1 2( , )i X Xφ  et 2 1 2( , )i X Xφ en polynômes de Tchebychev : 

 

1

2

1 1 2 1 1 2
0

2 1 2 2 1 2
0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

q
i i

k k
k

q
i i

k k
k

X X a X X

X X a X X

φ

φ

=

=


≈ ⋅



 ≈ ⋅


∑

∑

T

T

 (2.30) 

où 1 2( , )k X XT  des polynômes de Tchebychev, q1 et q2 le nombre de polynômes de Tchebychev 

choisi pour la décomposition et 1
i
ka , 2

i
ka  des coefficients à déterminer. La méthode de collocation 

consiste à choisir n1 points à l’intérieur du domaine Ei où l’équation (2.28)  est vérifiée et n2 points 

sur la frontière ΓEi où (2.29) est vérifiée. En utilisant (2.30), les équations (2.28) - (2.29) 

appliquées aux 1 2n n+  points de collocation conduit à 1 2n n+  équations linéaires avec comme 

inconnues les coefficients 1
i
ka , 2

i
ka . On prend 1 2 1 2 2n n q q+ = + +  pour assurer un nombre 

d’équations égal au nombre de coefficients à déterminer.  

Dans le cas où la géométrie du système électromagnétique prend une forme complexe, la 

représentation de la frontière aléatoire sous la forme (2.25) n’est pas toujours évidente. Cependant, 

on peut constater que pour l’approche Non Intrusive, cette représentation n’est pas nécessaire. La 
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détermination de la transformation n’est nécessaire qu’aux n points de quadrature ξk, k=1 : n, on 

n’a besoin de résoudre (2.22)-(2.23) que pour chaque point de quadrature  ξk:  

 

2 2
1 1 2 1 1 2

2 2
1 2

2 2
2 1 2 2 1 2

2 2
1 2

0

pour 1

0

( , , ) ( , , )

:
( , , ) ( , , )
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X X X X

X X
k n

X X X X

X X

φ φ

φ φ

 ∂ ∂
+ = ∂ ∂ =

∂ ∂ + =
 ∂ ∂

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
 (2.31) 

avec des conditions aux limites sur la frontière ΓEi du Ei: 
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( , ) ( ( ), ( ), )

:
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Q Q Q
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Q Q Q

x c X c X c
k n

x c X c X c

φ
φ

′ ′

′ ′

 = =
=

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.32) 

La méthode de collocation basée sur un développement de 1 1 2( , , )kX Xφ ξξξξ , 2 1 2( , , )kX Xφ ξξξξ  en 

polynôme de Tchebychev peut être directement  appliquée pour résoudre (2.31)-(2.32).  

Il faut noter que recemment [68], le probleme du Laplacien précédent a été résolu en utilisant une 

approche éléments finis. Il faut noter également que quelque soit la méthode de résolution, la 

méthode du Laplacien peut conduire, si on n’y prête pas attention, à une matrice jacobienne de 

transformation avec un déterminant négatif et donc à un probleme stochastique mal posé dans le 

domaine de référence.  

b. Exemple d’illustration     

On prend le même exemple de la partie 2.1.2. On divise la frontière du domaine de référence et du 

domaine aléatoire réel en plusieurs parties comme cela est présenté sur la Figure 38. La 

transformation à déterminer est la suivante : 

 

Figure 38. Transformation basée sur la résolution des équations de Laplace  

On prend aussi R0 =E[R]=0.3a pour le domaine de référence E.  
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Découplage des dimensions aléatoire et spatiale :  

 

Les transformations à déterminer sont alors T1
-1 qui transforme E1 en D1 et T2

-1 qui transforme  E2 

en D2. On peut constater que la transformation du domaine E1  en D1 est déterminée 

analytiquement par : 

 
1 1

0

2 2
0

( )

( )

R
x X

R

R
x X

R

 = ⋅


 = ⋅


ξξξξ

ξξξξ  (2.33) 

Il n’est donc pas utile de mettre en œuvre la méthode précédente. Par contre, pour la 

transformation T2
-1 de E2 en D2, nous allons mettre en œuvre la méthode dite du Laplacien 

proposée au précédemment. La transformation 1
2T− du domaine E2 en D2 s’écrit sous la forme 

suivante: 

 
1 1 1 2

2 2 1 2

( , , )

( , , )

x X X

x X X

φ
φ

=
 =

ξξξξ
ξξξξ  (2.34) 

Les fonctions 1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  et 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  vérifient (2.22) sur tout le domaine D2. Pour imposer les 

conditions aux limites, il faut d’abord paramétrer les frontières de E2 et de D2. Pour cela, chaque 

portion de frontière (Figure 38) A’B’, B’C’, C’D’, D’K’ et K’A’ de E 2 et les portions 

correspondantes AB, BC, CD, DK et KA sur D2 sont paramétrées. On a alors pour les portions de 

frontière de E2 (en posant R0 = E[R(ξ)] = 0.3a) :  
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 (2.35) 

Pour les portions de frontière de D2 : 
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 (2.36) 

En remplaçant 0 3 0 1( ) . .R a aξ ξ= +  dans (2.36) on peut écrire (2.36) sous la forme suivante :  
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 (2.37) 

La représentation de la frontière de D2 (2.37) peut être écrite sous la forme (2.24) avec les 

variables ( )iA ξξξξ  sont les suivantes : 

 0 11( ) ; ( )A A ξ= =ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.38) 

Les fonctions 1 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  et de 2 1 2( , , )X Xφ ξξξξ  sont approchées alors sous la forme suivante :   
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En injectant (2.39) dans (2.22) on obtient : 
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Concernant les conditions aux limites pour 
0

1 1 2( , )X Xφ  et 
0
2 1 2( , )X Xφ , en utilisant (2.37) on obtient : 
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Et pour 
1
1 1 2( , )X Xφ  et 

1
2 1 2( , )X Xφ , on obtient :  

 

[ ]

[ ]

1
1 1 2

1
2 1 2

1
1 1 2

1
2 1 2

1
1 1 2

1
2 1 2

0 1 0 1
pour avec 0 1

0

0
pour avec 0 1

0

0
pour

0

( ( ), ( )) . .
: ;

( ( ), ( ))

( ( ), ( ))
: ;

( ( ), ( ))

( ( ), ( ))
:

( ( ), ( ))

Q Q

Q Q

Q Q

Q Q

Q Q

Q Q

X c X c a ac
A B c

X c X c

X c X c
B C c

X c X c

X c X c
C D

X c X c

φ

φ

φ
φ

φ
φ

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

 = −′ ′ ∈
=

 =′ ′ ∈
=

 =′ ′ 
=

[ ]

[ ]

[ ]

1
1 1 2

1
2 1 2

1
1 1 2

1
2 1 2 2

avec 0 1

0
pour avec 0 1

0 1 0 1

0 1
2pour avec 0 1

0 1
2

;

( ( ), ( ))
: ;

( ( ), ( )) ( . . )

( ( ), ( )) . cos( )
: ;

( ( ), ( )) . sin( )

Q Q

Q Q

Q Q

Q Q Q

c

X c X c
D K c

X c X c a ac

X c X c a c
K A c

X c X c a c X

φ

φ

πφ

πφ

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′ ′

∈


 =′ ′ ∈
= −

 =′ ′ ∈
 =


 (2.42) 

avec 1 2( ), ( )Q QX c X c′ ′  qui ont été définis par la relation (2.35). On peut constater que les fonctions 
0

1 1 2( , )X Xφ  et 
0
2 1 2( , )X Xφ  peuvent être déterminées aisément de manière analytique à partir de 

(2.35), (2.41) et (2.40) :   
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0

1 1 2 1
0
2 1 2 2

( , )

( , )

X X X

X X X

φ
φ
 =
 =

 (2.43) 

Par contre, concernant 
1
1 1 2( , )X Xφ  et 

2
2 1 2( , )X Xφ , celles-ci vont être approchées en résolvant 

numériquement (2.40)-(2.42) par la méthode de collocation utilisant un développement en 

polynômes de Tchebychev présentée précédemment. 

  

Résolution numérique :  

Pour étudier cette méthode de résolution, différentes répartitions de points de collocation ont été 

choisies. Les différentes transformations sont obtenues en fonction du choix de points de 

collocation. On considère la grille G des points sur E2 présentée sur la Figure 39. Pour pouvoir 

comparer les différentes transformations entre elles, on s’intéresse aux transformations de la grille 

G dans le domaine D2 dans le cas où on prend R=0.4a.  

 

Figure 39. Grille des points du domaine E2  

Dans la Figure 40, on présente le premier choix des points de collocation (à gauche) et la 

transformation correspondant de la grille G obtenue (à droite).   

 

Figure 40. Premier cas de répartition des points de collocation et la transformation de la grille G 

D

K

A B

Choix des points de collocation Transformation de la grille G  
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On peut constater que la transformation de la frontière E2 ne correspond  pas exactement à la 

frontière théorique du domaine D2. En fait, les segments D’K’ et A’B’ obtenus par la 

transformation ne sont pas parfaitement droits.   

Sur la Figure 41, on présente le deuxième choix des points de collocation (à gauche) et la 

transformation correspondant de la grille G obtenue (à droite). 

 

Figure 41. Deuxième choix de répartition des points de collocation et la transformation de la grille G 

On peut constater que la qualité de la transformation correspondant au deuxième choix des points 

de collocation est moins bonne rapport celle correspondant au premier choix. La déformation des 

segments DK et AB est relativement importante ainsi que la transformation de la grille G qui est 

moins régulière par rapport celle correspondant au premier choix. 

Le troisième choix des points de collocation est présenté sur la Figure 42. 
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Figure 42. Troisième cas de répartition des points de collocation 

Pour le troisième choix, on obtient un système linéaire des coefficients 1
1ka , 1

2ka (2.30) mal 

conditionné ce qui rend la solution obtenue inexploitable.  
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On peut donc constater que le choix des points de collocation influence significativement la 

qualité de la transformation obtenue. Un choix non pertinent des points de collocation peut 

générer une transformation du domaine de référence en un domaine qui présente une déformation 

par rapport le domaine initial (Figure 41). Un choix non pertinent peut générer également un 

système linéaire mal conditionné. Cela constitue une limitation à l’utilisation de cette méthode. 

Dans cet exemple, la transformation obtenue en utilisant le premier choix des points de collocation 

va être utilisée pour étudier la variable aléatoire de l’énergie W(ξ). 

On effectue le calcul de la valeur moyenne et de l’écart type de la variable aléatoire W(ξ) pour les 

deux formulations en potentiel. Les résultats sont présentés dans le Tableau 4. On utilise le même 

maillage que celui de la méthode de transformation géométrique traité précédemment (Figure 37). 

On peut constater que les résultats obtenus par cette transformation sont proches de ceux obtenus 

par la méthode de transformation géométrique (Tableau 3) et de ceux de la méthode de remaillage. 

Tableau 4. Méthode de transformation comparée à la méthode de remaillage 

Méthode du Laplacien Méthode de remaillage 
Information 

Potentiel scalaire Potentiel vecteur Potentiel scalaire Potentiel vecteur 

Moyenne 0.7655 0.7629 0.7651 0.7633 
Ecart-type 0.1988 0.1966 0.1979 0.1971 

 

Dans la suite, les deux méthodes de transformation vont être utilisées pour traiter un problème 

magnétostatique un peu plus proche de ce que l’on peut rencontrer au niveau de l’entrefer d’une 

machine électrique tournante.  

2.1.2.3. Exemple en magnétostatique 

On s’intéresse à un problème de magnétostatique défini sur un domaine D presenté sur la Figure 

43. Le domaine D est composé de 4 sous domaines Di, i=1:4 de perméabilités µ1 = µ2 = µ3 =1000 et 

µ4 = 1. On impose une force magnétomotrice γ = 2A entre Γ1 et Γ2 et = 0B n⋅ sur le reste de la 

frontière. Les incertitudes sur les dimensions sont portées par des variables aléatoires uniformes 

indépendantes r, r1, r2, x0, y0 où  x0, y0 correspondent à la position du centre du disque D3, r1 et r2 

sont les rayons de la surface intérieure des deux dents D1 et D2 en face du disque D3 et r est le 

rayon du disque D3. Les informations sur les variables r, r1, r2, x0, y0 sont données dans le Tableau 

5. On peut constater que les variables aléatoires r, r1, r2, x0, y0 peuvent être représentées comme 

des fonctions linéaires des variables aléatoires 1 2 3 4 5, , , ,ξ ξ ξ ξ ξ  qui sont des variables aléatoires 

uniformes indépendantes définies dans l’intervalle [-1,1]. Ces 5 variables sont regroupées dans le 

vecteur aléatoire ( )1 2 3 4 5, , , ,ξ ξ ξ ξ ξ=ξξξξ . Dans cet exemple, on s’intéresse toujours à l’énergie 

magnétique W(ξ) stockée dans le domaine D.  
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Figure 43. Problème de magnétostatique 

Dans cet exemple, les deux méthodes pour déterminer la transformation présentées au-dessus 

(méthode géométrique et méthode du Laplacien) sont employées pour résoudre ce problème. On 

prend un même domaine de référence avec les dimensions r=R, r1=R1, r2=R2, x0=X0, y0=Y0 qui 

sont les valeurs moyennes des variables aléatoires r, r1, r2, x0, y0 (voir le Tableau 5) pour les deux 

transformations. Le domaine de référence et sa subdivision en sous domaines sont présentés sur la 

Figure 44. Le domaine initial D est divisé de la même façon et on détermine pour chaque sous 

domaine Ei et Di une transformation T i. 

 

 

Figure 44. Division du domaine E 

Concernant l’approximation de W(ξ), une décomposition en chaos polynomial (2.3) est utilisée et 

les coefficients de la décomposition sont toujours calculés par la méthode de projection (2.4). Les 

étapes ont été décrites sur la Figure 21. La transformation est alors déterminée pour chaque point 

de quadrature ξk. Concernant la méthode du Laplacien, on rappelle que l’on résout pour chaque 

point de quadrature le système d’équations (2.31)-(2.32).  
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Dans la suite, afin d’illustrer la démarche, on va détailler seulement la détermination de la 

transformation du sous domaine E1 (domaine borné par NFGU sur la Figure 44) en D1(ξ
k). 

Pour la méthode du Laplacien, on considère 15 points de collocation (Figure 45). Les points à 

l’intérieur (carrés sur la Figure 45) satisfont (2.31) et les points sur la frontière (ronds sur la Figure 

45)  satisfont (2.32) .  

 

Figure 45. Méthode du Laplacien-Points de collocations 

 

Figure 46. Ensemble de segments du domaine E1 

 

Figure 47. Méthode de transformation géométrique 
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Pour la méthode de transformation géométrique, les domaines E1 et D1 peuvent être considérés 

comme un ensemble de segments parallèles Q1’Q2’ et Q1Q2 (Figure 47). La coordonnée curviligne 

choisie pour représenter un segment est sa distance c avec l’arête à l’extrême gauche GU (Figure 

47). La transformation du point P’ en P est donnée par: 

 1
1 1 2

1 2

avec
P Q

PQ Q Q
Q Q

χ χ
′ ′

= =
′ ′

����� ������

 (2.44) 

Tableau 5. Information sur les dimensions aléatoires d’entrée  

 r(cm) r1(cm) r2(cm) x0(cm) y0(cm) 

Borne inférieure 49.97 50.27 50.27 -0.03 -0.03 

Borne supérieure 50.03 50.33 50.33 0.03 0.03 

Valeur moyenne 50 50.3 50.3 0 0 

Tableau 6. Comparaison des deux méthodes 

Méthode de transformation géométrique Méthode  de transformation du Laplacien 
Information 

Formulation en 
potentiel scalaire 

Formulation en 
potentiel vecteur 

Formulation en 
potentiel scalaire 

Formulation en 
potentiel vecteur 

Valeur moyenne 138.98 134.31 138.97 134.31 

Ecart-type 9.25 8.83 9.22 8.82 

 
Dans le Tableau 6, on présente la valeur moyenne et l’écart-type de l’énergie W(ξ)  stockée dans 

le domaine D(ξ) obtenue par les deux méthodes en utilisant un maillage de 4700 nœuds. 

Comme pour les exemples précédents, l’erreur numérique dans cet exemple peut être évaluée 

aussi par l’écart entre l’énergie en formulation de potentiel scalaire et l’énergie en formulation de 

potentiel vecteur. On peut constater que, il y a peu de différence entre les résultats obtenus par la 

méthode du Laplacien et par la méthode géométrique. Par contre, la méthode géométrique est plus 

simple à mettre en œuvre. De plus, avec un maillage de 4700 nœuds, la méthode géométrique est 

environs 2 fois moins coûteuse du point de vue du temps de calcul car celle ci ne nécessite pas la 

résolution de l’équation de Laplace pour chaque point de quadrature. 

2.1.3. Transformation discrète  

Dans les parties ci dessus on a présenté deux méthodes de détermination de la transformation. 

Pour ces méthodes, on obtient dans le cas général une matrice jacobienne qui dépend non 

seulement de la dimension aléatoire mais aussi de la dimension spatiale. La perméabilité sur le 

domaine de référence n’est pas alors constante dans chaque élément de maillage. Si aij est un 

coefficient de la matrice de raideur et si on note aij
e la contribution de l’élément e sur aij, on a pour 

la formulation en potentiel scalaire l’expression de aij
e suivante:  

 0 0det(

M M
grad grad

M
( , ) ( ) ( , )

( ) ( )
( ))

t k k
e
ij i jk

e

X X X
a w X w X dX

µ⋅ ⋅= ⋅ ⋅ ⋅∫
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξξξξ  (2.45) 



 

 81 

Une approximation du terme aij
e est calculée en utilisant une méthode de quadrature. On a alors : 

 0 0
1

M ( ) M
grad grad

detM

, ( ) ( , )
( ) ( )

( , )

t l k l l kN
e
ij l i jl k

l

X X X
a w X w X

X

µϖ
′

=

⋅ ⋅≈ ⋅ ⋅ ⋅∑
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξξξξ
 (2.46) 

Si les variations de la matrice jacobienne de la transformation sont importantes sur l’élément e, 

l’approximation peut être de mauvaise qualité. Donc, il est souhaitable d’avoir une matrice 

jacobienne de transformation la plus constante possible sur l’élément pour réduire les erreurs 

numériques.  

La détermination de la transformation nécessite une étape préliminaire consistant à diviser le 

domaine initial en plusieurs sous-domaines. La transformation est alors déterminée sur chaque 

sous-domaine. Dans le cas où le domaine de référence E est maillé, le plus petit sous domaine 

possible est l’élément. Il est alors légitime de se poser la question : Est-il possible de considérer 

chaque élément comme un sous-domaine où la transformation sera déterminée?  

Dans cette partie, on va présenter une telle transformation et on va montrer que cette 

transformation admet une matrice jacobienne constante dans chaque élément du maillage. On peut 

montrer aussi que cette transformation peut être considérée comme équivalente à une déformation 

de maillage où on effectue un mouvement des nœuds du maillage en gardant les mêmes 

connectivités. Ensuite, un exemple magnétostatique simple sera mis en œuvre pour l’illustration. 

2.1.3.1. Transformation discrète – déformation de maillage 

On suppose que l’on dispose d’une transformation T-1(ξk) du domaine E supportant un maillage 

2D en triangles de n0 nœuds 1 2( , )i iX X , i=1 : n0, en un domaine D(ξk) qui correspond à une 

réalisation ξ = ξk du domaine aléatoire D(ξ) :  

 
1 1 1 1 2

2 2 1 2

T
( , , )

( ) :
( , , )

k
k

k

x X X

x X X

φ
φ

−  =
 =

ξξξξξξξξ
ξξξξ  (2.47) 

La transformation T-1(ξk) (2.47) peut être déterminée implicitement par la méthode géométrique 

(2.11) ou explicitement par la méthode du Laplacien (2.21) présentées précédemment. On 

s’intéresse alors à la transformation Tdis
-1(ξk) basée sur la transformation T-1(ξk) qui s’écrit sous la 

forme suivante :  

 

0

0

1 1 1 2 0 1 2
11

2 2 1 2 0 1 2
1

T

( , , ) ( , )

( ) :

( , , ) ( , )

n
k

i i i
ik

dis n
k

i i i
i

x X X w X X

x X X w X X

φ

φ

=−

=


= ⋅



 = ⋅


∑

∑

ξξξξ
ξξξξ

ξξξξ
 (2.48) 

avec 1 2( , )i iX X  les coordonnées du nœud i et 0iw  les fonctions de forme associées aux nœuds (voir 

la partie 1.2.1.4). On peut constater que la transformation sous la forme (2.48) transforme un 
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élément triangulaire ei de trois sommets 1 2( , )q iq iqP X X′ , q=1 :3 en un élément triangulaire di de trois 

sommets 1 2( ( ), ( ))k k
q iq iqP x xξ ξξ ξξ ξξ ξ , q=1 :3 (Figure 48): 

 
1 1 1 2

2 2 1 2

avec 1 3
( ) ( , , )

:
( ) ( , , )

k k
iq iq iq

k k
iq iq iq

x X X
q

x X X

φ

φ

 = =
=

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
 (2.49) 

 

Figure 48. Transformation discrète 

Par conséquent, la transformation (2.48) peut être considérée comme équivalente à une 

déformation de maillage où les nœuds 1 2( , )i iX X  se déplacent vers une nouvelle position 

1 2( ( ), ( ))k k
i ix xξ ξξ ξξ ξξ ξ  tout en gardant la même connectivité. Ainsi, on peut constater que la 

transformation Tdis
-1(ξk) admet une matrice jacobienne constante dans l’élément ei  car le gradient 

de fonctions de forme associés aux nœuds est constant dans chaque élément. En effet, la matrice 

jacobienne sur l’élément ei s’écrit: 

 1M GRAD( ) t
dis i i i
−

− = ⋅ξξξξ x  (2.50) 

avec xi une matrice 2x3 représentant les coordonnées des sommets de l’élément di et GRAD i une 

matrice 2x3 de gradients des fonctions de forme associées aux nœuds de l’élément ei: 

 
11 12 13

0 1 0 2 0 3
21 22 23

et GRAD grad grad grad( ) ( ) ( )i i i
i i X i X i X i

i i i

x x x
w X w X w X

x x x

 
= =     
 

x  (2.51) 

A partir d’une transformation T-1(ξ) connue, il est donc possible de déterminer une transformation 

discrète Tdis
-1(ξ) qui est parfaitement définie par la connaissance de l’image dans D des nœuds du 

maillage de domaine de référence E. L’utilisation de cette méthode permet d’obtenir une 

perméabilité sur le domaine de référence constante par élément, ce qui limite les erreurs de calcul 

numérique (2.46). Dans la suite, nous allons présenter un exemple simple d’application pour 

illustrer cette approche.   

2.1.3.2. Exemple de magnétostatique 

P’ 1(Xi11, Xi12) 

P’ 2(Xi21, Xi22) P’ 3(Xi31, Xi32) 

P1(xi11, xi12) 

P2(xi21, xi22) P3(xi31, xi32) 

Tdis
-1(ξk) 

ei di 

L’élément ei du domaine E L’élément di du domaine D 
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On s’intéresse à un exemple de magnétostatique déterministe présenté Figure 49 dont la géométrie 

peut être considérée comme une réalisation d’une géométrie aléatoire D(ξk).  

 

Figure 49. Problème de magnétostatique 

Un carré D(ξk) de dimension axa de perméabilité µ est considéré. Une force magnétomotrice γ0 est 

imposée sur les deux faces opposées Γ1 et Γ2. On impose = 0B n⋅  sur le reste de la frontière. Avec 

a=1, µ=1 et γ0=2, on obtient une solution analytique de la forme:  

 
2

2

B

H

i

i

=

=

�

�  (2.52) 

où i
�

est un vecteur unitaire selon l’axe horizontal (Figure 49). Au lieu de traiter ce problème 

initial, en appliquant la méthode de transformation, on s’intéresse à un problème de référence 

défini sur le domaine E (Figure 50).  

 

Figure 50. Transformation T et le domaine de référence E 

La perméabilité du domaine E est donnée par :  
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avec M  la matrice jacobienne de la transformation du domaine D(ξk) en E. Rappelons qu’avec la 

méthode de transformation (voir la partie 1.4.2.3), on a: 

 
1 detB M B M

H M H

( ) ( ) ( )

( ) ( )

tx X

x X

− ′= ⋅ ⋅
′= ⋅

 (2.54) 

avec B, H l’induction et le champ magnétique du problème initial et B’, H’  l’induction et le 

champs magnétique du problème de référence. On résout d’abord le problème de référence. La 

solution du problème initial est ensuite donnée par (2.54) que l’on peut comparer avec la solution 

analytique donnée par (2.52).  

On détermine d’abord une transformation continue T1
-1 du domaine E en D(ξk) qui est présentée 

dans la suite:   

 

Figure 51. Transformation T1
-1 

Les parties BA et B’A’ de la frontière de E et D(ξ
k) sont paramétrées sous la forme suivante 

(Figure 51) : 

 [ ]1 1

1 1

1 1

2 2

avec 0; ,
Q Q

Q Q

x c X c
c a

x a X a c

′

′

= =   ∈ = = +  
 (2.55) 

Pour la partie AC et A’C’, on a : 

 [ ]2 2

2 2

1 1

2 2

2
avec 0

2
; ,

Q Q

Q Q

x a X a c
c a

x c X c

′

′

= = −   ∈ = =  
 (2.56) 

Le domaine D(ξk) peut être considéré comme l’ensemble S(D(ξk)) des segments OQ1(c) et OQ2(c) 

avec Q1 et Q2 qui appartiennent respectivement à BA et AC. On peut considérer également E 

comme un ensemble S(E) de OQ’1(c) et OQ’2(c) avec Q’1 et Q’2 qui appartiennent respectivement 

à B’A’ et A’C’. Pour un point P’ dans E qui appartient à OQ’1(c), son image P dans D appartient à 

OQ1(c). Il est déterminé par :    

A    

D(x)    
O    

B(0,a)    

C(a,0)    
C’(2a,0)    

Q1    

P    Q2    E(X)    

A’    
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1 1

OP OP

OQ OQ

′
=

′  (2.57) 

Dans le cas où P’ appartient à OQ’2(c), son image P dans D appartient alors à OQ2(c). Il est 

déterminé d’une façon similaire. La transformation continue T1
-1 est donc définie. 

On s’intéresse au maillage M  du domaine E présenté sur la Figure 52 suivante : 

 

Figure 52. Maillage du domaine E 

On définit une transformation discrète Tdis
-1  sur M  qui est basée sur la transformation T1

-1 (2.57) 

comme cela a été proposé dans la partie précédente (voir la partie 2.1.3.1).  

En utilisant cette transformation discrète Tdis
-1 on obtient un résultat numérique sur le champ 

magnétique présenté dans la Figure 53.  

 

 

 Figure 53. Champ magnétique obtenu en utilisant la transformation Tdis   

On peut constater que ce résultat numérique est identique à la solution analytique (2.52). 

O    C   

A    B    
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2.1.4. Synthèse. 

Dans la partie 2.1, on vient de voir qu’il existe différentes méthodes pour déterminer la 

transformation qui permettent de ramener un problème aux incertitudes portées par la géométrie à 

un problème aux incertitudes portées par la loi de comportement. En réalité, pour un problème 

donné, il existe une infinité de choix du domaine de référence E. Pour un domaine de référence E 

donné, il existe également une infinité de choix de la transformation de D en E. Dans la méthode 

de transformation, après la résolution du problème défini dans le domaine de référence E, la 

solution est ramenée dans le domaine initial D (2.54). Les multiples choix du domaine de 

référence et de la transformation donnent la même solution exacte sur le domaine D.  Par contre, 

la solution obtenue par une méthode numérique sur le domaine D dépend de ces choix. Dans la 

partie suivante, on va étudier  l’influence du choix de la transformation sur l’erreur numérique de 

la solution obtenue.  

2.2. Discussion sur le choix de la transformation  

Comme cela a été signalé précédemment, le choix du domaine E et de la transformation T ont une 

influence sur la qualité de la solution numérique. Concernant le choix du domaine E, on prend en 

pratique le domaine E défini par (2.7) qui correspond à la réalisation moyenne du domaine D. 

L’explication de ce choix est le suivant : Si on considère une transformation discrète Tdis, elle est 

équivalente à une déformation de maillage où les nœuds du maillage du domaine E se déplacent 

en gardant la même connectivité. Le maillage sur D issue de la transformation Tdis est conforme. 

Le choix le plus adéquat pour le domaine E est celui qui conduit à une déformation minimale sur 

D du maillage. Le choix de E comme la réalisation moyenne (géométrie nominale) du domaine 

intial D semble intuitivement une bonne solution. Pour essayer d’évoluer en vue de limiter 

l’impact de l’erreur numérique sur la solution obtenue par la méthode de transformation, nous 

allons dans la suite montrer les limitations introduites par l’utilisation d’une transformation 

discrète et proposer un estimateur d’erreur a priori. 

2.2.1. Transformation continue ou transformation discrète 

Dans cette partie, l’exemple présenté dans la partie 2.1.3.1 est repris pour comparer les 

transformations continue et discrète. Le domaine E présenté sur la Figure 50 est utilisé comme 

domaine de référence. Le problème initial était un domaine D avec une perméabilité constante. Le 

problème est résolu dans le domaine de référence où la perméabilité n’est plus uniforme. Puis, la 

solution est ramenée sur le domaine initial par (2.54). Rappelons que le champ solution doit être 

uniforme sur tout le domaine D (2.52). 

En utilisant la transformation continue T1
-1 (2.57) (transformation 1), on obtient le champ 

magnétique présenté sur la Figure 54. 
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Figure 54. Champ magnétique obtenu en appliquant la transformation 1 

On peut constater qu’il existe des erreurs numériques importantes localisées autour de la diagonale 

OA. Ce phénomène peut être expliqué de la façon suivante. La matrice jacobienne de T1
-1 prend 

deux valeurs selon la position du point considéré dans le domaine E (Figure 55) avec : 

 
1

1 1

1 0
si

1 1
M ( )P P E−  ′ ′= ∈ − 

 (2.58) 

et 

 
1

2 2

0 5 0 25
si

0 0 5
M

. .
( )

.
P P E−  ′ ′= ∈ 

 
 (2.59) 

En conséquence, la perméabilité du domaine E obtenue par (2.53) présente une discontinuité sur 

les éléments traversés par le segment OA’ (Figure 55) : 

 1 1 2 2
1 2

1 2

2 1 1 0 5

1 1 0 5 1 25

M M M M
= = = =

M M

.
;

. .det( ) det( )

t tµ µµ µ
−   ′ ′   −   

 (2.60) 

Cette discontinuité est équivalente à une utilisation d’un maillage non conforme au niveau des 

interfaces des matériaux. Comme cela a été abordé dans la partie 1.4.1.3, l’utilisation d’un 

maillage non conforme au niveau des interfaces donne lieu à une erreur numérique importante. En 

effet, on voit sur la Figure 54 que le champ magnétique obtenu dans le domaine D présente une 

erreur localisée autour du segment OA (correspond à OA’ dans le domaine E). 

B    A    

C   O    
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Figure 55. Elément coupé par OA’ 

Ensuite, la même transformation (2.57) est utilisée. Par contre, le domaine E est divisé en deux 

sous domaines E1 et E2 par OA’ (transformation 2). On obtient alors le problème suivant à 

résoudre : 

 

Figure 56. Division du domaine E 

Les perméabilités µ’1 et µ’2 prennent la forme (2.60). En conséquence, il n’existe pas d’éléments 

traversés par OA’ et la perméabilité est alors continue dans chaque élément. Cette fois, on obtient 

un champ qui est bien uniforme sur D : 

 

Figure 57. Champ magnétique obtenu en appliquant la transformation 2 

B’  

A’    

O    

C’    

µ1'    

µ2'    

ei    
ei    

E1   

E2   

B’  

E2 µ’ 2    

A’    

O    

C’    

E1 µ’ 1    
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Une autre possibilité de choix de la transformation pour éviter une discontinuité de la matrice 

jacobienne est représentée sur la Figure 58 (transformation 3): 

 

Figure 58. Description de la transformation 3 

Le domaine E (respectivement D) est considéré comme l’ensemble des segments Q1Q2 ( 

respectivement Q’1Q’2) avec: 

 [ ]1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

0
avec 0

2 0

, ,
; ,

, ,
Q Q Q Q

Q Q Q Q

x c x a x c x
c a

X c X a c X c X′ ′ ′ ′

= = = =   ∈ = = + = =  
 (2.61) 

L’utilisation de cette transformation, qui conduit à une matrice jacobienne continue sur E, nous 

donne encore un champ pratiquement uniforme présenté sur la Figure 59. 

 

Figure 59. Champ magnétique obtenu en appliquant la transformation 3 

A    
E(X)    

D(x)    

A’    

O’    O    

B    

C    

B’  

C’    

Q1    

P    

Q1’    

P’    
Q2    Q2’    
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Figure 60. Ecart entre le champ exact et le champ obtenu en appliquant la transformation 3 

Sur la Figure 60, nous avons représenté la différence entre le champ calculé en utilisant la 

transformation 3 et le champ exact. On constate néanmoins l’apparition d’un écart. La 

transformation 3 conduit donc à un champ de moins bonne qualité que le champ obtenu par la 

transformation 2 ou une transformation discrète (2.1.3.1).  

Ce phénomène peut être expliqué par le fait que la matrice jacobienne de la transformation 3 n’est 

pas constante dans chaque élément ce qui est le cas pour la transformation discrète et  la 

transformation 2. En conséquence, la méthode de quadrature utilisée pour calculer les coefficients 

de la matrice de raideur (2.46) introduit des erreurs numériques dans le cas de la transformation 3.   

Avec l’utilisation d’une transformation continue, dans un problème 2D, il existe toujours une 

façon de diviser de manière efficace le domaine étudié en plusieurs sous domaines pour éviter 

toute discontinuité de la matrice jacobienne sur chaque élément. Par contre, pour un problème 3D 

ce n’est pas toujours évident. Dans le cas où le problème de discontinuité de la matrice jacobienne 

ne peut pas être résolu, une transformation discrète peut être utilisée. Rappelons qu’avec 

l’utilisation de la transformation discrète, la matrice jacobienne est constante dans chaque élément 

du maillage. 

Cependant, avec la transformation discrète, dans le cas de grandes déformations de la géométrie 

du domaine aléatoire réel, certains éléments peuvent « se retourner », ce qui conduit à une matrice 

jacobienne dont le déterminant est négatif. La transformation n’est alors plus bijective et le 

problème défini dans le domaine de référence présente une perméabilité tensorielle n’étant plus 

définie positive. Ce problème est alors mal posé. Si on regarde ce phénomène du point de vue de 

la déformation de maillage, il est équivalent au cas d’éléments qui se chevauchent. Pour illustrer 

ce phénomène, on considère l’exemple suivant : 
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Figure 61. Définition du domaine initial D et du domaine de référence E 

On s’intéresse à un problème magnétique défini dans le domaine D de perméabilité constante µ. 

On s’intéresse d’abord à une transformation continue T-1 qui permet de ramener ce problème à un 

problème défini sur le domaine E de perméabilité µ’ (Figure 61). La relation entre µ’et µ est 

donnée par (2.53) avec M  la matrice jacobienne de la transformation T. Concernant la 

transformation T-1, elle est déterminée de la façon suivante (Figure 62) : 

 avec
OP

OP OQ
OQ

χ χ
′

= =
′

���� ����

 (2.62) 

 

Figure 62. Transformation du domaine E en domaine D 

On considère maintenant un maillage du domaine E présenté dans les Figure 63 et Figure 64. On 

s’intéresse aux éléments triangulaires P’1P’2P’3, OP’2P’3 et OP’1P’3 du maillage du domaine E 

O(0,0)    O(0,0)    

Q2(-1,1)    
Q’1(1,1)    

Q3 (0,2)   

Q’2(-1,1)    
Q1(1,1)    

c    c    

Q’  

Q  

P’  

P  

T-1   

Domaine E(X)  

Domaine D(x) 

O(0,0)    O(0,0)    

Q2(-1,1)    
Q’1(1,1)    

Q3 (0,2)   

Domaine E(X), µ’    
Domaine D(x),µ  

T-1   

Q’2(-1,1)    
Q1(1,1)    
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Figure 63. Eléments du domaine E 

 

Figure 64. Déformation du maillage 

L’application numérique nous donne les valeurs de perméabilités  µ’1 et µ’2 sur ces éléments du 

domaine E (Figure 65):  

 1 2

2 5 0 5 2 5 0 5

0 5 0 5 0 5 0 5

. . . .
;

. . . .
µ µ

−   ′ ′= =   −   
 (2.63) 

On peut constater que µ’ 1 et µ’2  sont définies positives. Le problème défini sur le domaine E est 

alors bien posé.  

Ensuite, on s’intéresse à la transformation discrète Tdis basée sur la transformation T. La 

détermination de la matrice jacobienne de Tdis est réalisée dans chaque élément du maillage en 

fonction de la nouvelle position des nœuds de l’élément (2.50). L’application numérique nous 

donne les valeurs de perméabilités µ’1, µ’2  et µ’3 (Figure 65) de la forme suivante : 

Q3    

P’1    

O    

P’2    P’3    

Q’1    
Q’2    Q’3    

P1    P2    

O    

Q2    Q1    

P3    

Domaine D(x) Domaine E(X)  

P’2    

O    

P’2(-0.5,0.5)   

P’3 (0,0.3)   

Q’1    Q’2    Domaine E   
P’1    

O    

P’1(0.5,0.5)    P’3    
µ’2    

µ’2    

µ’1    

µ’1    
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  Figure 65. Eléments du domaine E 

 1 2 3

2 5 0 5 2 5 0 5 0 5 0

0 5 0 5 0 5 0 5 0 2

. . . . .
; ;

. . . .
µ µ µ

− −     ′ ′ ′= = =     − −     
 (2.64) 

On peut constater que la perméabilité tensorielle µ’3 n’est plus définie positive, ce qui conduit à un 

problème défini sur E mal posé.  

Si on considère la transformation discrète Tdis comme une déformation de maillage, on obtient la 

nouvelle position des points Pi avec i=1, 2, 3 (Figure 64) qui vérifient: 

 3 3
2 2 1 1

3 3

, ,
OP OP

P P P P
OQ OQ

′
′ ′≡ ≡ =

′  (2.65) 

On peut constater que l’élément P’1P’2P’3 et son image P1P2P3 n’ont pas la même orientation, ce 

qui constitue une explication visuelle du problème décrit précédemment.  

Pour assurer alors de bonne condition d’application de la méthode transformation discrète, la 

matrice jacobienne de la transformation doit toujours avoir un déterminant positif dans chaque 

élément. Dans le cas où on considère une transformation discrète comme équivalente à une 

déformation du maillage, tous les éléments doivent alors conserver la même orientation, après 

application de la transformation.  

Dans cette partie, une comparaison entre une transformation continue et une transformation 

discrète a été faite. On peut constater que l’utilisation d’une transformation continue nous oblige à 

diviser les domaines E et D d’une façon efficace pour éviter toute discontinuité de la matrice 

jacobienne de transformation dans les éléments du maillage sur E. D’un autre côté, pour la 

transformation discrète, une grande déformation de la géométrie de D peut donner lieu à un 

problème mal posé puisque la perméabilité peut être non définie-positive sur le domaine de 

référence E. Dans un problème avec des incertitudes portées par la géométrie, où la variation de la 

géométrie est faible, la méthode de transformation discrète semble la plus adaptée. Dans le reste 

de ce mémoire de thèse, nous nous focaliserons principalement sur la méthode de transformation 

discrète en prenant soin lors des applications de vérifier que le déterminant de la matrice 

jacobienne de la transformation est toujours positif.  

P’2    

O    

P’2(-0.5,0.5)   
P’3 (0,0.3)   

Q’1    Q’2    Domaine E   
P’1    

O    

P’1(0.5,0.5)    P’3    
µ’3    

µ’2    
µ’1    
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Dans la suite, nous allons proposer un estimateur d’erreurs a priori permettant d’estimer une 

borne de l’écart entre la solution exacte et la solution numérique dans le cas où est employée une 

méthode de transformation discrète. Cet estimateur devrait nous permettre d’extraire des critères 

pour choisir la transformation qui semble la mieux adaptée. 

2.2.2 Estimation d’erreur a priori  

Dans cette partie, on va étudier l’influence de la forme de la transformation ou plus concrètement 

la forme de la matrice jacobienne sur l’erreur numérique. On donnera une estimation d’erreur a 

priori  qui pourra constituer un critère de choix de transformations. L’analyse qui suit est basée sur 

les travaux de I.Tsukerman sur l’influence de la forme des éléments sur l’erreur numérique dans la 

méthode des éléments finis [62]. On présente d’abord la démarche qui nous conduit à une 

expression de l’erreur a priori. Puis, un exemple de magnétostatique sera traité pour illustrer les 

résultats obtenus. Dans cette étude, on suppose que la matrice jacobienne est constante dans 

chaque élément ce qui correspond aux cas de la transformation discrète. Néanmoins, certains 

résultats obtenus peuvent être étendus au cas des transformations continues. 

2.2.2.1. Etudes théoriques 

On s’intéresse au problème de magnétostatique avec des incertitudes portées par la géométrie, 

défini dans la partie 1.4.1.1 et 1.4.1.2. Pour un même domaine de référence E, il existe une infinité 

de transformations. Par conséquent, on obtient différents problèmes,  correspondant aux 

différentes perméabilités équivalentes, définis sur le domaine E (Figure 66). Dans le cas continu, 

tous ces problèmes donnent la même solution qui correspond à la solution exacte lorsqu’on la 

ramène au domaine initial (1.134). Cependant, lorsqu’on utilise une méthode numérique, ceci 

n’est plus vrai. Pour un même maillage du domaine E, deux transformations conduisent à deux 

résultats différents. Ceci est dû à des erreurs numériques différentes que l’on souhaite bien 

entendu  minimiser.  

 

 

Figure 66. Différentes transformations du domaine D en E 

 

 

D(ξ), µ 

E 

 
µ’ 1(X,ξ) 
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T2 
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Dans la suite, on va analyser l’influence du choix de la transformation sur l’erreur numérique de 

ces solutions dans le cas des deux formulations (voir la partie 1.2.1.3). On traitera en détail le cas 

de la formulation en potentiel scalaire pour un problème  2D pour plus de simplicité. Puis, des 

expressions de l’erreur a priori seront données dans le cas de deux formulations pour un problème 

3D.    

Considérons une transformation T(X, ξ)  qui transforme D en E, de matrice jacobienne M (X, ξ). 

On obtient alors un problème défini sur E avec une perméabilité modifiée µ’(X,ξ) donnée par 

(1.135). On note le potentiel scalaire ( , )ex XΩ ξξξξ  la solution exacte du problème défini sur le 

domaine E. Par conséquent ( , ) ( ( , ), )ex exx X xΩ = Ωξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  est la solution exacte du problème initial sur 

le domaine D (voir la partie 1.4.2.3). Le maillage M du domaine déterministe E possède n0 

nœuds, et n3 éléments. On rappelle l’espace fonctionnel : 

 { }0 0 0span 1/ :iW w i n= =  (2.66) 

avec w0i la fonction de forme associée au nœud i. On introduit l’espace fonctionnel : 

 { }0 0 H1 0 H20 sur et sur/ ,W f f W f f γ′ = ∈ = Γ = Γ  (2.67) 

On cherche à borner la distance entre ( , )ex XΩ ξξξξ  et la solution �( , )XΩ ξξξξ obtenue par la méthode des 

éléments finis en utilisant la méthode de Galerkin. Cette distance représente l’erreur numérique et 

est donnée par : 

 � �grad grad( ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( ( , ) ( , ))abs X ex X ex

E

er X X X X X dXµ ′= Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅∫ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (2.68) 

On peut constater que l’erreur est la même sur le domaine D du fait de la relation entre µ et µ’ 

(1.135): 

 � �grad grad
( )

( ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( ( , ) ( , ))abs x ex x ex

D

er x x x x x dxµ= Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅∫
ξξξξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (2.69) 

avec � �( , ) ( ( , ), )x X xΩ = Ωξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ . On note * ( , )XΩ ξξξξ  la fonction linéaire telle que:  

 
0

0
1

* ( , ) ( ) ( )
n

i
ex i

i

X w X
=

Ω = Ω ⋅∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.70) 

où ( )i
exΩ ξξξξ  sont les valeurs de la solution exacte aux nœuds i. On peut constater que * ( , )XΩ ξξξξ  

appartient à 0W′ . La solution « éléments finis » minimise la distance au sens de la norme d’énergie 

à la solution exacte parmi les fonctions appartenant à 0W′ . Par conséquent, on obtient :  

 grad grad( ) ( * ( , ) ( , )) ( , ) ( * ( , ) ( , ))abs X ex X ex

E

er X X X X X dXµ′≤ Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅∫ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (2.71) 

Si on note ei , i=1 : n3 les éléments du maillage M, on obtient alors : 
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3

1

grad grad( ) ( * ( , ) ( , )) ( , ) ( * ( , ) ( , ))
i

n

abs X ex X ex
i e

er X X X X X dXµ
=

′≤ Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅∑∫ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (2.72) 

On s’intéresse à l’erreur sur un élément ei  définie de la façon suivante: 

 grad grad( ) ( * ( , ) ( , )) ( ) ( * ( , ) ( , ))
i

i X ex X ex

e

er X X X X dXµ′= Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅∫ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (2.73) 

On peut constater, puisque nous avons supposé la matrice jacobienne constante sur chaque 

élément, que la transformation prend la forme suivante sur l’élément ei : 

 0T M( , ) ( ) ( )X x x c= = ⋅ +ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (2.74) 

avec c0(ξ) une constante et M ( )ξξξξ  la matrice jacobienne de la transformation sur cet élément. Dans 

un problème de deux dimensions, la matrice M M( ) ( )t ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  possède deux valeurs propres 

min max0 ( ) ( )λ λ< ≤ξ ξξ ξξ ξξ ξ  . 

On note X0 le centre du cercle de rayon he, circonscrit à l’élément ei.  

 0 1 0max ( )
ie X eh X X X X∈= − = −  (2.75) 

avec X1 le point le plus éloigné de X0 dans ei et v  signifie la longueur du vecteur v. Comme ei est 

un triangle, alors le point X1 se situe sur un des sommets de l’élément ei (Figure 68).   

On note également 1
0 0T( ) ( , )x X−=ξ ξξ ξξ ξξ ξ  et 1T( ) ( , )i id e−=ξ ξξ ξξ ξξ ξ  les images respectives de X0 et ei par la 

transformation T-1. Alors, ( )id ξξξξ  est inscrit dans un cercle de centre x0 et de rayon hd (Figure 67-

Figure 68).  

 0 1 0max( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )
id x dh x x x x∈= − = −ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (2.76) 

avec 1( )x ξξξξ  est le point le plus éloigné de x0 dans di. Comme di est également un triangle, le point 

1( )x ξξξξ  se situe sur un des sommets de di et on peut choisir le point X1 parmi les sommets de 

l’élément ei tel que   le point 1( )x ξξξξ  soit l’image de X1 (Figure 68).  

 

Figure 67. Transformation T 

D1 µ1 
D2 µ2 

Dj µj 

x= T-1(X, ξ) E1 
µ’ 1(X,ξ) 

E2  µ’ 2(X,ξ) 

Ej  µ’ j(X,ξ) 

Domaine de référence E Domaine initial  D(ξ) 

di 
ei 
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Figure 68. Eléments ei et di 

On note ( , )r XΩ ξξξξ , un développement de Taylor au premier ordre de 0( , )ex XΩ ξξξξ autour du point X0 :  

 0 0 0grad( , ) ( , ) ( , ) ( )r ex X exX X X X XΩ = Ω + Ω ⋅ −ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (2.77) 

Alors, en utilisant (2.74) et (1.130), ( , )r XΩ ξξξξ   peut s’écrire dans le domaine initial D(ξ) : 

 0 0 0grad( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , ) ( )r r ex x exx X x x x x xΩ = Ω = Ω + Ω ⋅ −ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (2.78) 

Supposons que ( , )ex xΩ ξξξξ  ait une forme « assez régulière », c’est-à-dire [62] : 

 
2

1

2 2
2grad grad

( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

i

ex r d

x ex x r d

x d

x x C h

x x C h

∀ ∈

Ω − Ω ≤ ⋅

Ω − Ω ≤ ⋅

ξξξξ
ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

 (2.79) 

avec u  la valeur absolue de la grandeur scalaire u et C1(ξ) et C2(ξ) les coefficients qui ne 

dépendent que de la solution exacte du problème initial défini sur D et ne dépendent en aucun cas 

de la transformation T. Ces coefficients sont indépendants de la matrice jacobienne M . On a 

alors : 

 
2

1

2 2
2

T

grad grad

, ( , ) :

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

i

ex r ex r d

x ex x r d

X e x X

X X x x C h a

x x C h b

∀ ∈ =

Ω − Ω = Ω − Ω ≤ ⋅

Ω − Ω ≤ ⋅

ξξξξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

 (2.80) 

En appliquant l’inégalité triangulaire, on obtient : 

ei 
µ’(ξ) 

di, µ 
 

x= T-1(X, ξ) 
X0 

X1 

x0 

x1 

hd he 

Elément ei du domaine E 

Elément di du domaine D 
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grad grad

grad grad

grad grad

( * ( , ) ( , )) ( ) ( * ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ) ( ( , ) ( , ))

( * ( , ) ( , )) ( ) ( * ( , ) ( , ))

i

i

i

X ex X ex

e

X r ex X r ex

e

X r X r

e

X X X X dX

X X X X dX

X X X X dX

µ

µ

µ

′Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅ ≤

′Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅ +

′Ω − Ω ⋅ ⋅ Ω − Ω ⋅

∫

∫

∫

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

 (2.81) 

On analyse maintenant chaque terme de la partie droite de (2.81). Pour le premier terme, en 

utilisant (2.79), on peut écrire :   
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ξξξξ

 (2.82) 

avec 3 2( ) ( )C C µ= ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  et ( )
idV ξξξξ , 

ie
V les volumes des éléments di et ei respectivement. Concernant le 

deuxième terme de la partie droite de (2.81), on peut constater que la fonction linéaire ( , )r XΩ ξξξξ  
(2.77) peut s’écrire dans l’élément ei sous la forme suivante : 

 
3

0
1

( , ) ( ) ( )k
r r ik

k

X w X
=

Ω = Ω ⋅∑ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.83) 

On note : 

 [ ]0 1 0 2 0 3GRAD grad grad grad( ) ( ) ( )X i X i X iw X w X w X=  (2.84) 

On en déduit alors: 
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 (2.85) 

où 1 1 2 2 3 3* ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r ex r ex r ex r
 − = Ω − Ω Ω − Ω Ω − Ω ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΘ ΘΘ ΘΘ ΘΘ Θ  est le vecteur contenant la 

différence de ( , )ex XΩ ξξξξ  et ( , )r XΩ ξξξξ  aux 3 sommets du triangle ei. Le terme λ1max est la valeur 

propre maximale de GRAD GRADt ⋅ .  

En utilisant (2.80)(a), on obtient : 
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2 2 4

13* ( ) ( ) ( ) ( )r dC h− ≤ ⋅ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξΘ ΘΘ ΘΘ ΘΘ Θ  (2.86) 

En remplaçant (2.86) dans (2.85), on obtient : 
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 (2.87) 

Avec 2
4 13( ) ( )C C µ= ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ . A partir de (2.73), (2.79), (2.81), (2.82) et (2.87), on obtient: 
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 (2.88) 

L’étape finale consiste à représenter hd(ξ) en fonction de he. Cette étape est réalisée de la façon 

suivante : 
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 (2.89) 

Rappelons que min( )λ ξξξξ  est la valeur propre minimale de la matrice M M( ) ( )t ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ . En utilisant 

(2.89) et (2.88), on obtient l’encadrement final suivant: 
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 (2.90) 

A partir de (2.90), on peut constater que pour diminuer la borne supérieure de l’erreur numérique, 

il faut augmenter min( )λ ξξξξ  et diminuer max( )λ ξξξξ . Sachant qu’on a la contrainte suivante pour ces 

valeurs propres : 
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 (2.91) 

avec 
max min

( ), ( )i iλ λξ ξξ ξξ ξξ ξ  les deux valeurs propres de M Mt ⋅  dans l’élément ei et VE, VD les volumes 

des domaines E et D. 
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D’une façon similaire, dans le cas 3D où la matrice M Mt ⋅ est de dimension 3 3× , on peut obtenir 

un estimateur d’erreur suivant : 
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 (2.92) 

où min mil max0 ( ) ( ) ( )λ λ λ< ≤ ≤ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  les valeurs propres de M M( ) ( )t ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ . On a la contrainte suivante 

sur les valeurs propres :  
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 (2.93) 

On peut obtenir en effectuant des développements similaires une borne supérieure de l’erreur dans 

le cas de formulation en potentiel vecteur :  

 
1rot rot( ) ( * ( , ) ( , )) ( ) ( * ( , ) ( , ))

i

i X ex X ex

e

er X X X X dXµ −′ ′= − ⋅ ⋅ − ⋅∫ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξA A A A  (2.94) 

avec ( , ) ( ( , ), )ex exx X x=ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξA A  le potentiel vecteur exact du problème défini dans le domaine E avec 

une perméabilité modifiée µ’ et A* l’interpolation de Aex aux arêtes. La formulation obtenue prend 

la forme suivante (voir l’annexe 4 pour plus de détail) : 

 
2 2 2mil max
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min mil minmin max

( ) ( )
( ) ( ( ) ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ie

i e e

V
er C C h h

λ λ λ
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ξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

ξξξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
 (2.95) 

Avec 1maxλ′  la valeur propre maximale de la matrice ROT t.ROT avec : 

 [ ]1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6ROT rot rot rot rot rot rot( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X i X i X i X i X i X iw X w X w X w X w X w X=  (2.96) 

 Dans la suite, une application numérique pour illustrer les résultats ci-dessus sera présentée. 

2.2.2.2. Exemple d’application 

Dans cette partie, on va illustrer les résultats obtenus sur l’estimation d’erreur présentées dans la 

partie 2.2.2.1 sur un exemple de magnétostatique présenté sur la Figure 69: 
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Figure 69. Système étudié 

On impose une force magnétomotrice γ0=2 entre les deux faces opposées Γ1, Γ2 et 0B n⋅ =  sur le 

reste de la frontière. Les incertitudes sur la géométrie sont portées par les variables aléatoires c1 et 

c2. On prend B=6.5, C=4, b1=b2=3.235, µ1= µ2=1000 et µ3=1. Les variables aléatoires c1 et c2 

varient dans l’intervalle [2.05,  2.5]. On se propose de comparer les deux transformations 

présentées sur les Figure 70 et Figure 71: 

 

Figure 70. Transformation 1 
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Figure 71. Transformation 2 

On prend C1=C2=2.1 pour la transformation T2 et C’1=C’2=2 pour la transformation T1. On peut 

constater que la transformation T2 correspond à une « dilatation-compression » de chaque sous-

domaine. Par contre, la transformation T1 présente une déformation de type « cisaillement » pour 

transformer les sous-domaines E31 en D31 et E33 en D33. Cette transformation génère une matrice 

M tM  avec un  grand ratio r entre la valeur propre maximum et la valeur propre minimum comme 

on peut constater sur la Figure 72. Sur cette figure, on trace l’évolution du logarithme de ce ratio 

au point A(B/2,C/2) (voir la Figure 70, la Figure 71) en fonction de la cotangente de l’angle δ qui 

correspond à la valeur de 1 2( ) / ec c C l+ −  pour les deux transformations. 

 

Figure 72. Rapport r = λmax/ λmin au point A  

Sur la Figure 73, on trace 2 minr = log 1( / )λ  au point A qui intervient dans l’expression de l’erreur 

numérique pour les deux formulations (2.90), (2.95) en fonction de cotan(δ). On peut constater 

aussi que ce ratio est plus important dans le cas de la transformation 1 que dans le cas de la 

transformation 2.  
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Figure 73. Rapport r2 = log(1/ λmin) au point A  

Maintenant, on trace sur la Figure 74 la répartition du rapport r = λmax/ λmin dans le cas c1=c2=2.2. 

On constate que pour la transformation 1, il existe une zone (MNPQ) où ce ratio présente des 

valeurs très élevées.  

 

Figure 74. Répartition du rapport r = λmax/ λmin dans le cas c1=c2=2.2  

Finalement, il est possible d’évaluer l’erreur numérique a posteriori (erp)  en utilisant les résultats 

obtenus par les deux formulations en appliquant le théorème de l’hypercercle qui permet de 

calculer la distance de la solution numérique avec la solution exacte sans la connaître. Cet 

estimateur d’erreur s’écrit [18] :  
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où , H Bex ex
′ ′  sont le champ et l’induction magnétiques exacts et , H Bad ad

′ ′  sont le champ et 

l’induction magnétiques admissibles du problème défini dans le domaine de référence. Ces 

champs , H Bad ad
′ ′  sont obtenus en utilisant la formulation en potentiel scalaire et la formulation en 

potentiel vecteur : 

 
�

�

H grad

B rot

ad X

ad X A

′ = Ω

′ =
 (2.98) 

 

Figure 75. Erreur numérique en fonction de  cotan(δ) 

Sur la Figure 75, on a tracé l’évolution du logarithme de l’erreur a posteriori erp déterminé par 

(2.97) en fonction de cotan(δ). On constate que l’évolution des courbes des ratios de valeurs 

propres de M tM, liées à l’estimateur a priori, et celle de l’estimateur a posteriori sont cohérentes. 

Ceci montre que l’approche a priori permet d’évaluer l’influence des paramètres de la 

transformation en particulier les valeurs propres de M tM  sur l’erreur numérique. 

De plus, la comparaison des erreurs introduites par les transformations montrent clairement 

l’intérêt de limiter le ratio entre les valeurs propres de M tM, ce qui revient à privilégier plutôt les 

transformations de type « compression » que « cisaillement ». 

 

Dans les parties 2.1 et 2.2, des techniques de détermination de la transformation utilisée dans la 

méthode de transformation pour résoudre un problème aux incertitudes portées par la géométrie 

ont été discutées. Concernant l’exploitation des résultats, nous nous sommes jusqu’à présent 

focalisés principalement sur le calcul des grandeurs globales. Dans ce cas, une approche utilisant 

un chaos polynomial est bien adaptée pour l’approximation. Cependant, comme cela a été abordé 

dans la partie 1.4.1.3, pour certaines grandeurs locales, une approximation par un chaos 

polynomial peut ne pas être la plus pertinente. Ce phénomène peut s’expliquer par une 

discontinuité qui apparaît au niveau stochastique de la grandeur locale qui ne peut pas être prise en 

compte par un chaos polynomial classique. Rappelons que ce dernier est continu et infiniment 

dérivable. Une possibilité pour résoudre ce problème consiste à enrichir la base polynomiale [9, 

29, 30] par des fonctions qui permettent de prendre en compte la discontinuité stochastique (voir 
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annexe 5). Dans la partie suivante, on va montrer que l’utilisation de la méthode de transformation 

permet de prendre en compte naturellement cette discontinuité. 

2.3. Etude des grandeurs locales  

Dans cette partie, on va montrer d’abord que la méthode de transformation est efficace pour traiter 

les discontinuités des grandeurs locales dans un problème aux incertitudes portées par la 

géométrie. Puis, un exemple analytique et un exemple numérique sont présentés pour 

l’illustration.  

2.3.1. Discussion sur la discontinuité stochastique 

On a vu dans l’exemple 2 de la partie 1.4.1.3 que l’utilisation d’un chaos polynomial pour 

approcher le champ magnétique dans le cas où les incertitudes sont portées par la géométrie peut 

ne plus être pertinente. Ce phénomène est expliqué par la discontinuité stochastique du champ 

magnétique. Par exemple, le champ magnétique en un  point fixe du domaine D, qui peut se situer 

dans des sous-domaines de perméabilités différentes en fonction des réalisations possibles de la 

géométrie, possède cette discontinuité.  

Comme on l’a vu dans la partie 1.4.2.3, la méthode de transformation consiste à transformer un 

problème aux incertitudes géométriques en un problème aux des incertitudes portées par la loi de 

comportement, défini sur un domaine de référence déterministe. Dans ce dernier problème, les 

points fixes du domaine de référence se situent toujours dans un même sous domaine. Il n’existe 

alors pas de discontinuités au niveau stochastique des grandeurs locales aux points fixes du 

domaine de référence. Par conséquent, dans le domaine de référence, le champ magnétique par 

exemple peut s’écrire sous la forme : 

 
1

H H H( , ) ( , ) ( ) ( )
P

P
i i

i

X X X
=

′ ′ ′≈ = Ψ∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (2.99) 

Puis, la solution sur le domaine D s’écrit :  

 ( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )H M HP Px X x X x′= ⋅ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (2.100) 

On peut constater que pour un point 0X X=  donné, ( , )M X ξξξξ et ( , )H P X′ ξξξξ  sont continus en fonction 

de ξ. Par contre, avec un ξ= ξ0 donné ( , )M X ξξξξ et ( , )H P X′ ξξξξ  peuvent être discontinus en fonction de 

X. Les points de discontinuité X=X0’ sont ceux qui se situent sur les interfaces entre des matériaux. 

Par conséquent, pour un point x=x0 donné, la discontinuité de 0( , )H P x ξξξξ  en fonction de ξ peut être 

prise en compte par 0( ( , ), )M X x ξ ξξ ξξ ξξ ξ  et 0( ( , ), )H P X x′ ξ ξξ ξξ ξξ ξ . Dans la suite, on va illustrer cet aspect avec 

l’exemple analytique présenté dans la partie 1.4.1.3. 

2.3.2. Exemple analytique 

Revenons à l’exemple de magnétostatique 1D de la partie 1.4.1.3 :  
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Figure 76. Système étudié 

On s’intéresse à la composante suivant l’axe x1 du champ magnétique au point A (Figure 76) qui 

prend analytiquement la forme suivante : 
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 (2.101) 

Concernant la méthode de transformation, on peut ramener le problème défini sur la Figure 76 à 

un problème défini sur un domaine déterministe en utilisant la transformation suivante : 

 

 

Figure 77. Transformation utilisée dans le cas 1D 
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 (2.102) 

Cette transformation admet une matrice jacobienne (qui devient un scalaire dans ce cas 1D) 

suivante :  

 1 2( , ) ( ) ( )
2 ( ) 2( ( ))

M E E

l l
X I X I X

g l g
= +

−
ξξξξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.103) 

avec ( )EiI X , i=1, 2, la fonction indicatrice qui est égale à 1 dans le domaine Ei et zéro ailleurs. La 

perméabilité dans le domaine de référence prend la forme suivante : 

g(ξ) 

D1 µ1 D2 µ2 

γ= 0 γ = γ0 

A(x0) 
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x0 
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µ1 µ2 µ’ 1(X,ξ) µ’ 2 (X,ξ) 

l/2 
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E2 

l/2 l- g(ξ) 
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 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ' ( ) ' ( ) ( ) ( )
2 ( ) 2( ( ))E E E E

l l
X I X I X I X I X

g l g
µ µ µ µ µ′ = + = ⋅ + ⋅

−
ξξξξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (2.104) 

Le problème défini dans le domaine E admet la solution analytique suivante : 

 0 2 0 1
1 2

2 1 2 1

2 ( ) 2 ( ( ))
( , ) ( ) ( )

( ( ) ( ( ))) ( ( ) ( ( )))
H E E

g l g
X I X I X

l g l g l g l g

γ µ γ µξ
µ µ µ µ

−′ = +
+ − + −

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (2.105) 

On peut constater que la solution (2.105) est continue en fonction de ξ pour un X donné. Par 

conséquent, elle peut être approchée par un chaos polynomial sous la forme (2.99). La solution 

dans le domaine initial D est obtenue par (2.100). On peut constater aussi que, pour une réalisation 

ξ donnée, le champ magnétique (2.105) est discontinu en fonction de X du fait de la présence des 

fonctions indicatrices IE1(X) et IE2(X). Comme X est une fonction en x et ξ  le champ magnétique 

dans le domaine initial (2.100) peut être discontinu en fonction de ξ pour un x donné.  

Sur la Figure 78, on trace l’évolution du champ magnétique au point A obtenu par la méthode 

d’enrichissement développée dans [9, 29, 30] (voir annexe 5) et celui obtenu par la méthode de 

transformation en utilisant (2.99) avec P=8 en comparant avec la solution exacte. 

 

Figure 78. Champ magnétique au point A 

Cet exemple montre que la méthode de transformation semble bien adaptée pour calculer des 

grandeurs locales.  

2.3.3. Exemple numérique 

On reprend le problème de magnétostatique, défini sur le domaine D(ξ), presenté dans la partie 

2.1.2.3 (Figure 43). Par contre, on fixe x0, y0, R (voir la partie 2.1.2.3). Les incertitudes 

géométriques sont modélisées par les variables aléatoires uniformes indépendantes r  = (r1, r2) qui 

sont les rayons de deux dents en face du disque D3. Ces variables aléatoires uniformes sont 

définies dans l’intervalle [a ; b]. On peut alors représenter le vecteur aléatoire r  en fonction du 

vecteur aléatoire ξ = (ξ1, ξ2) avec ξ1, ξ2 deux variables aléatoires uniformes indépendantes dans 

l’intervalle [-1,1]. 
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L’objectif est de comparer la composante Hx2(ξ) suivant l’axe Ox2  du champ magnétique 

respectivement aux points Q1, Q2, Q3, obtenue par différentes méthodes. On approche d’abord la 

variable aléatoire Hx2(ξ) par un chaos polynomial classique (2.99) en utilisant la méthode de 

transformation (méthode 1). Pour comparer les résultats obtenus par la méthode de transformation, 

la variable Hx2(ξ) est approchée ensuite par un chaos polynomial en utilisant une méthode de 

remaillage (Figure 21) (méthode 2). Concernant la méthode 2, le chaos polynomial utilisé est soit 

classique ou soit enrichi (voir annexe 5) dépendant de la position du point étudié.  

Le point Q1 est fixé mais peut être localisé dans le sous domaine D1 ou dans D4 dépendant de la 

valeur de ξ1. Le point Q2 est fixé mais il est localisé toujours dans D4 pour toutes les valeurs de ξ1 

et ξ2. Le point Q3 est localisé sur la surface de la dent D1 mais reste toujours à l’intérieur de celle-

ci. Ce point se déplace en fonction de la valeur de ξ1.  

Tableau 7. Composante du champ magnétique suivante l’axe Ox2 obtenue par les méthodes 1 et 2 

Point Q1 Point Q3 Point Q2  

Méthode 1 Méthode 2 Méthode 1 Méthode 2 Méthode 1 Méthode 2 

Valeur moyenne 1.45 1.47 3.4 x 10-3 3.4 x 10-3 3.12 3.14 

Ecart-type 1.49 1.50 2.13 x 10-4 2.17 x 10-4 0.20 0.20 

 

 
 

Figure 79. Problème magnétostatique 

Γ1: γ =0 Γ2: γ =  γ 0 

O(0,0) 

R 

Q1 

Q2 

Q3 

r 2 r1 

D1 µ1 D2 µ2 

D3 µ3 

D4 µ4 

x2 

i 

j 
x1 



 

 109 

 

Figure 80. Densité de probabilités du champ magnétique aux points Q1, Q2, et Q3 

Concernant la méthode 2, on peut constater que le chaos polynomial classique est bien adapté 

pour approcher le champ magnétique aux points Q2 et Q3. Ceci est du au fait que ces points restent 

toujours dans le même sous-domaine de référence pour toutes les valeurs de ξ1 et ξ2. La 

discontinuité au niveau stochastique ne se présente pas pour ce type de points. On peut constater 

aussi que le champ magnétique au point Q3 qui devient fixe dans le domaine de référence peut être 

obtenu directement par la méthode de transformation.  

Pour le point Q1, si on utilise la méthode 1, la discontinuité au niveau stochastique est alors 

naturellement prise en compte. Cependant, lorsque le problème est résolu directement dans le 

domaine D(ξ) (méthode 2), un enrichissement est nécessaire pour accélérer la vitesse de 

convergence de l’approximation en chaos polynomial.  

Dans le Tableau 7, on donne la valeur moyenne et l’écart-type de Hx2(ξ) obtenu par la méthode 1 

et par la méthode 2. La densité de probabilité de Hx2(ξ) obtenue par la méthode des noyaux est 

présentée sur la  Figure 80. On peut constater que ces deux méthodes donnent des résultats 

proches. Pour le point Q1, la densité de probabilité du champ magnétique présente deux modes 

dues à sa discontinuité au niveau stochastique. 

2.4. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a comparé différentes méthodes pour déterminer une transformation aléatoire 

permettant de résoudre un problème aux incertitudes portées par la géométrie. Dans un cas simple, 
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une expression analytique de la transformation peut être trouvée. Par contre, dans les cas 

usuellement rencontrés en pratique, le recours à d’autres méthodes qu’analytique est nécessaire. 

Dans ce chapitre, on a introduit 2 méthodes. La première méthode est basée sur la résolution des 

équations de Laplace et la deuxième méthode est basée sur une transformation géométrique. Les 

avantages et les inconvénients de chaque méthode ont été discutés sur la base d’exemples.  

En se basant sur ces méthodes de détermination de la transformation, on a également proposé une 

méthode dite « transformation discrète ». La transformation discrète peut être considérée comme 

équivalente à une déformation de maillage où les nœuds se déplacent en gardant la même 

connectivité. Cette transformation génère des matrices jacobiennes de transformation constantes 

dans chaque élément et cela supprime l’erreur numérique du calcul des coefficients de la matrice 

de raideur. Cependant, dans des cas de grande variation de la géométrie, la perméabilité 

équivalente obtenue sur le domaine de référence peut ne pas être définie positive ce qui conduit à 

un problème mal posé.  

Dans la méthode de transformation, le choix de la transformation joue un rôle non négligeable sur 

l’erreur numérique de la solution obtenue. Un estimateur d’erreur a priori a été développé qui 

permet d’établir un critère de choix de la transformation. Ce critère est basé sur les valeurs propres 

de M tM  où M  est la matrice jacobienne de la transformation. Dans ce critère, plus le rapport entre 

les valeurs propres de M tM  est proche de l’unité, plus la transformation est de bonne qualité. Dans 

un exemple d’application, on a montré qu’il est préférable de prendre une transformation de type 

« dilatation » que de type « cisaillement ». 

Enfin, on a analysé le calcul de grandeurs locales. Dans un problème aux incertitudes portées par 

la géométrie, il existe des grandeurs locales qui présentent des discontinuités au niveau 

stochastique. La méthode de transformation permet de prendre en compte cette discontinuité 

naturellement sans avoir recours à un enrichissement de la base du chaos polynomial. 

Les cas académiques montrent que la méthode de transformation conduit à des résultats 

convaincants en particulier dans le cas de petites variations. Il reste maintenant à l’appliquer sur 

un cas plus proche des besoins industriels ce qui va être fait dans le chapitre 3.  



                                                                            

Chapitre 3 : Application 
 

Dans ce chapitre, on se propose en utilisant un modèle éléments finis mettant en œuvre la méthode 

de transformation d’évaluer l’impact d’incertitudes portées par certaines dimensions 

caractéristiques d’un stator sur les performances d’une machine électrique. Il se compose de trois 

parties. La première partie porte sur la campagne de mesure qui a permis d’obtenir un échantillon 

des rayons des dents pour 5 stators et sur l’analyse de ces données. Des calculs numériques seront 

effectués pour évaluer l’influence des variations du rayon des dents sur le couple en utilisant la 

méthode de transformation proposée dans le chapitre précédent. Dans la deuxième partie, on 

cherche à modéliser les incertitudes du rayon des dents par un modèle probabiliste. Puis, ce 

modèle probabiliste sera utilisé pour propager les incertitudes du rayon des dents au travers du 

modèle numérique. La troisième partie porte sur l’analyse de l’influence de la largeur des dents 

sur le flux magnétique traversant des phases de stator dans le cas non linéaire. 

3.1. Présentation du stator 

Le stator étudié est un stator d’alternateur automobile qui possède 36 dents. Sur la Figure 81 sont 

données les dimensions nominales du stator. 

 

Figure 81. Stator étudié  

Le rayon et la largeur nominal d’une dent sont respectivement de R1=49.5mm et T=4.1mm. Les 

rayons intérieur et extérieur de la culasse sont respectivement de R2=61.2mm et R3= 65.5mm. La 

longueur du stator est : H= 31.5mm. Le modèle numérique utilisé est présenté sur la Figure 82:  

Rayon nominale 

H=31.5mm 

Largeur nominale 
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Figure 82. Machine étudiée 

Dans la suite, nous ne tiendrons compte que des incertitudes portées par les dimensions du stator. 

Sachant que les caractéristiques des matériaux subissent aussi des variations comme les ont 

montrés les travaux de thèse de R. Ramarotafika [66]. Les dimensions du rotor sont supposées 

parfaitement connues. Par ailleurs, pour limiter le temps de calcul, nous travaillerons sur un 

modèle 2D. Aussi, la structure réelle à griffes du stator ne pourra être modélisée. Dans la suite, 

nous supposons que le rotor est bobiné avec un nombre de paires de pôles égal à celui du rotor à 

griffes c'est-à-dire de 6 paires de pôles. La valeur nominale de l’entrefer est aussi maintenue et est 

égale à 300µm. Une représentation de l’ensemble de la machine étudiée est donnée Figure 82.  

Les incertitudes au niveau du stator seront portées par le rayon des dents rd et par la largeur des 

dents ld. Comme le stator possède 36 dents, nous avons donc 36 variables aléatoires pour 

caractériser le rayon des dents et autant pour la largeur des dents (Figure 83). 

 

Figure 83. Rayon et largeur des dents qui sont considérés comme variables aléatoires 

L’inducteur du stator est alimenté par un courant IR. Le stator est triphasé et est alimenté par trois 

courants is1, is2, is3. Le matériau ferromagnétique utilisé dans les études qui suivent est supposé 

linéaire ou non mais toujours parfaitement connu. 

3.2. Mesures du rayon des dents 

rd

  

ld 

O 



 

 113 

Dans cette partie, on va présenter d’abord les mesures du rayon des dents pour 5 stators référencés 

S0, S1, S2, S7, S20. On utilisera ensuite un modèle numérique mettant en œuvre la méthode de 

transformation pour évaluer l’influence de ces dimensions mesurées sur le couple à vide de la 

machine. On suppose dans cette partie que la surface des dents est lisse dans le plan Ox1x2 (Figure 

84) et que la largeur des dents est constante et égale à la largeur nominale. 

3.2.1. Description des mesures effectuées 

 

Figure 84. Etude sur le rayon des dents 

On divise chaque stator en 30 couches suivant la profondeur Ox3 ce qui nous donne pour chaque 

dent 30 valeurs du rayon (Figure 84-Figure 85). Comme le stator compte 36 dents, on obtient au 

total 30x36=1080 mesures pour chaque stator. Ces mesures ont été effectuées au centre de 

métrologie d’Arts et Métiers ParisTech qui fait partie du Laboratoire de Mécanique de Lille 

(LML). 

 

 
 

Figure 85. Division du stator en 30 couches 

A partir de ces 1080 valeurs de rayon des dents, on trace 5 histogrammes pour les 5 stators qui 

sont présentés sur la Figure 86. 
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 Figure 86. Histogramme du rayon des dents pour les 5 stators caractérisés 

Les traits verticaux représentent les rayons maximum et minimum de l’intervalle de tolérance 

autorisé. On peut constater qu’un certain nombre de valeurs sont à l’extérieur de l’intervalle de 

tolérance. On peut constater aussi que la répartition des valeurs varie d’un stator à l’autre et que 

donc les incertitudes ne semblent pas a priori suivre une même loi même si on retrouve à chaque 

fois une forme « cloche ».  

3.2.2. Calcul du couple à vide 

Dans la suite, des calculs numériques du couple à vide utilisant les mesures effectuées seront 

réalisés. On s’intéresse à la grandeur suivante (somme des couples produits par chacune des 30 

couches): 

                                                              
30

1

( ) ( )i
i

C Cα α
=

=∑                                                               (3.1) 

Le couple ( )iC α  est égal à la somme des couples ( )iC α  de chaque couche calculés (Figure 82) en 

prenant comme rayon de dents ceux mesurés pour la couche i. Les autres dimensions sont égales 

aux dimensions nominales. Le couple total est la somme des contributions de chaque couche. On 

introduit aussi deux stators fictifs Smin et Smax qui correspondent respectivement aux cas où les 

rayons des dents sont tous égaux soit à la valeur maximale soit à la valeur minimale de l’intervalle 

de tolérance. 

On s’intéresse aux couples à vide, ce qui signifie que is1= is2= is3=0. Le rotor et le stator sont 

constitués respectivement d’un matériau de perméabilités relatives µ1=1000 et µ2=3520 supposées 

constantes.  

Pour évaluer les couples ( )iC α  avec différentes géométries (différents rayons de dent) la méthode 

de transformation introduite au chapitre précédent a été mise en oeuvre. Les détails de la 

transformation utilisée sont décrits dans la suite. 

3.2.2.1 Description de la transformation 
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On déterminera une transformation d’un domaine de référence en un domaine réel avec comme 

paramètres les 36 rayons de dent et les 36 largeurs de dent. Cette transformation sera utilisée 

également dans la partie 3.3 où l’on étudie l’effet de la largeur des dents sur le flux.  

Le domaine de référence correspond à la géométrie du stator dont les dimensions sont les 

dimensions nominales. On utilisera une transformation discrète (voir la partie 2.1.3) qui sera 

déduite d’une transformation continue qui sera décrite dans la suite. Rappelons qu’une 

transformation discrète peut être considérée comme équivalente à une déformation de maillage où 

les nœuds se déplacent en gardant la même connectivité. Le maillage du domaine de référence 

utilisé est présenté sur la Figure 87. 

 

Figure 87. Maillage utilisé pour le domaine de référence  

Le maillage 2D comporte 21810 éléments et 21992 nœuds. Le maillage au niveau de l’entrefer 

comprend 3 couches d’éléments. La ligne de glissement qui permettra de prendre en compte le 

mouvement pour la méthode du pas bloqué [63, 64] est présentée sur la Figure 88.  

 

Figure 88. Maillage dans l’entrefer comportant 3 couches d’éléments et indication de la ligne de glissement  
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Concernant la détermination de la transformation, la machine est divisée en 2 parties : partie 1 à 

l’intérieur et partie 2 à l’extérieur de la ligne de glissement. La transformation associée à la partie 

1 est l’identité (aucune modification). Par contre, sur la partie 2 qui supporte les dimensions 

variables, il est nécessaire de définir une transformation.  

 

Figure 89. Présentation de la partie 2 où est définie une transformation  

On divise la partie 2 du domaine de référence et du domaine initial en 36 zones identiques qui sont 

délimitées par des traits pointillés sur la Figure 90. 

 

 

Figure 90. Division de la partie 2 en 36 zones  

La transformation est déterminée pour chaque zone en assurant la continuité au niveau des 

interfaces entre les zones i et i+1 et également entre la partie 1 et la partie 2. Pour cette dernière 

contrainte, on doit imposer que les points situés sur la ligne de glissement restent immobiles. Dans 
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la suite, on ne détaille que la transformation pour une zone. Pour les autres zones la transformation 

est déterminée d’une façon identique. 

On divise alors la zone i du domaine de référence et du domaine initial en 9 sous domaines Ej et 

Dj, j=1:9 présentés sur la Figure 91. 

 

Figure 91. Division de la zone i en 9 sous domaines  

La transformation de la zone i du domaine de référence est réalisée en déterminant les 9 

transformations des sous domaines Ej en Dj. Dans la suite, pour illustrer la démarche, on va 

détailler la transformation de E5 (ABCF) en D5 (A’B’C’F’). Les transformations relatives aux 

autres sous domaines sont données en annexe VI. 

 

Figure 92. Définition de l’ensemble des segments du sous domaine E5  
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Le point O1 est l’intersection de AF et BC (Figure 92). Le domaine E5 peut alors être considéré 

comme un ensemble de segments Q1Q2 avec Q2 appartenant à AB et Q1 appartenant à FC. Les 

coordonnées du point Q’1 dans le domaine D5, image du point Q1, sont déterminées par : 

 
1

1

1
1 1 1 1

1
2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

Q F C F

Q F C F

Q F
x x x x

CF
Q F

x x x x
CF

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

− = − ⋅

− = − ⋅
 (3.2) 

avec 
1 11 2( , )Q Qx x′ ′ , 1 2( , )F Fx x′ ′ , 1 2( , )C Cx x′ ′  sont les coordonnées du point Q’1, F’, C’ respectivement. 

Rappelons que les coordonnées des points A’, B’, C’, F’ sont déterminées en fonction des valeurs 

de Ri1, Ri2, li1, li2 (Figure 90). Le point Q’2, image dans le domaine D5 du point Q2, est déterminé 

par : 

 

Figure 93. Angles φA, φA’, φQ2, φQ’2  

 
2 2

2 2

1 2

2 2

sin( )

cos( )
Q Q

Q Q

x R

x R

ϕ
ϕ

′ ′

′ ′

=

=  (3.3) 

avec R2=61.2mm (Figure 81) et l’angle 
2Qϕ ′  déterminé par : 
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Le segment Q’1Q’2, image de Q1Q2 dans le domaine D5, est alors parfaitement défini.  

Pour un point P quelconque dans le domaine E5, on détermine le segment Q1Q2 auquel le point P 

appartient. Le point P’, image de P, appartient alors à Q’1Q’2 et peut être déterminé par :  
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1 1 2 1

1
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1
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( ) ( )
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P Q Q Q

P Q Q Q

Q P
x x x x

Q Q
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Q Q

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

− = − ⋅

− = − ⋅
 (3.6) 

La transformation du sous domaine E5 en D5 est alors finalement déterminée. Les transformations 

pour les autres sous domaines sont données dans l’annexe VI. Cette transformation a été intégrée 

dans le code Code_Carmel du L2EP. 

3.2.2.2. Résultats obtenus 

La transformation déterminée auparavant permet pour chaque couche i d’un stator donné 

d’effectuer un calcul de couple avec les 36 rayons mesurés. On utilise le maillage présenté sur la 

Figure 87. 

 

Figure 94. Evolution du couple à vide pour les différents stators et pour les deux stators Smin et Smax, stators ayant un 
rayon de dent constant égal respectivement au rayon minimal et maximal  

Les résultats pour chaque stator sont présentés sur la Figure 94. Les courbes en trait discontinu 

correspondent aux cas des stators notés Smax et Smin qui possèdent des rayons qui sont constants et 
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égaux respectivement à: Rmax=49.5mm, Rmin=49.475mm qui sont les rayons maximal et minimal 

de l’intervalle de tolérance. Les courbes en trait continu correspondent aux cas des stators S0, S1, 

S2, S7, S20. On peut constater que les courbes correspondant aux stators réels restent encadrées 

par les courbes obtenues par Smin et Smax. De plus, on constate qu’elles sont très proches les unes 

des autres. Aussi, même si on a constaté que certaines valeurs de rayons mesurées sont en dehors 

de l’intervalle de tolérance (Figure 86), la variation des couples entre eux dans le cas des stators 

S0, S1, S2, S7, S20 est relativement faible. On constate donc ici qu’une approche par intervalles 

consistant à faire des calculs pour des valeurs extrêmes des entrées pour déterminer le domaine de 

variation d’une grandeur sortie d’intérêt n’est pas nécessairement adaptée. Il est nécessaire de 

prendre en compte les corrélations entre les différentes variables aléatoires d’entrée qui induisent 

ici des phénomènes d’auto-compensation conduisant à une réduction de la variabilité du couple.  

Dans la suite, les mesures sur les rayons sont utilisées pour construire un modèle probabiliste des 

incertitudes relatives à ces rayons. 

 3.3. Modèle probabiliste  

Pour prendre en compte les incertitudes portées par les rayons, on peut utiliser a priori un modèle 

probabiliste basé sur un vecteur de variables r (θ) = (r1(θ), r2(θ),.., r36(θ)). Cependant, dans ce 

modèle, le nombre de variables aléatoires égal à 36 est relativement élevé, ce qui peut conduire à 

un accroissement du temps de calcul dans une modélisation stochastique. On va chercher dans la 

suite un modèle réduit avec un nombre de variables aléatoires plus faible.  

Dans le cadre de ce travail, on limite notre approche en 2D, on ne considère pas ici la variabilité 

au niveau de la profondeur. Ce travail s’appuie fortement sur les résultats obtenus dans le master 

de Shaoqu Zheng : « Modeling and Inclusion of Geometric Uncertainties in the Assessment of a 

Stator » effectué dans le cadre d’une collaboration avec Thierry Correvits, chercheur au LML 

(Laboratoire de Mécanique de Lille). 

3.3.1. Propriété d’un modèle réduit     

Dans cette partie, on s’intéresse à un modèle réduit qui a pour objectif de diminuer le nombre de 

variables aléatoires d’entrée qui est égal initialement à 36 pour chaque couche du stator. On 

s’intéresse aux écarts entre le rayon mesuré pour la dent i avec le rayon nominal: 

 1 avec 1 36( ) ( ) :i ie r R iθ = θ − =  (3.7) 

avec R1=49.5mm le rayon nominal. Lorsque ces écarts sont modélisés sous forme de variables 

aléatoires, le rayon ( )ir θ  de la dent i est obtenu par : 

 1 avec 1 36( ) ( ) :i ir R e iθ = + θ =  (3.8) 

On s’intéresse à l’approximation suivante de ces écarts ( )ie θ : 
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1 0

avec 1 36
18 18

( ) ( ) ( )sin( ) ( )cos( ) :
n n

n
i i k k

k k

e e ki ki i
π πα β

= =

θ ≈ θ = θ + θ =∑ ∑  (3.9) 

 
 

Figure 95. Réduction du modèle 

avec αk(θ), βk(θ) les variables aléatoires à déterminer. Le nombre de dents est de 36. Alors, le 

nombre maximum de termes αk(θ), βk(θ) sera 36 et donc n est inférieur à 18. La formulation (3.9) 

peut s’écrire sous la forme matricielle suivante : 

 
	 An = ⋅ Λe  (3.10) 
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 (3.11) 

A partir de (3.9), le nombre de variables aléatoires peut être réduit de 36 à 2n+1. Les réalisations 

de αk(θ0), βk(θ0) (θ0 représente une réalisation relative à une couche) peuvent être évaluées à partir 

des mesures ei(θ0) de ei , i=1:36 par la méthode des moindres carrés :  

 [ ] [ ] 	
36

2
0 0 0 01 0

1

Min
, ,

( ( ) , ( ) ) arg ( ( ) ( ))n
k k i ik n k n

i

e eα β
= =

=

θ θ = θ − θ∑  (3.12) 

Ce qui nous donne : 

 
1

0 0A A A( ) ( ) ( )t t−Λ θ = ⋅ ⋅ ⋅ θe  (3.13) 

avec  

ri(θ) 

O 
α = iπ/18 
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( ) ...
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e

e

θ 
 θ =  
 θ 

e  (3.14) 

Rappelons que pour chaque stator, on a les mesures de rayons pour 30 couches. On a alors 30 

mesures de e(θ0) : 0( )j θe , j=1 :30. Par conséquent, on obtient 30 valeurs 0( )jΛ θ , j=1:30 de 

( )Λ θ pour chaque stator. Une approximation des rayons utilisant (3.10) pour chaque couche est 

donnée par : 

 



0 0 avec 1 30A( ) ( ) :n
j j jθ = ⋅ Λ θ =e  (3.15) 

Pour évaluer l’exactitude du modèle (3.9), on évalue la grandeur suivante pour différents ordres n 

du développement (3.9) : 
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Figure 96. Coefficient yn en fonction de n : stator S0 (extrait du master de Shaoqu Zheng) 

Sur la Figure 96, on trace le coefficient yn  en fonction de n pour le stator S0. On peut constater 

qu’il existe des valeurs de n qui correspond à un accroissement brutal de la valeur de yn et qui 

correspondent à des modes majeurs (n=2, n=6).  Chaque valeur de n correspond à un mode de 

déformation de la surface intérieure du stator. Le cas n=2 correspond à une forme en ellipsoïde et 

n=6 correspond à une forme avec 6 « bosses ».  
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Figure 97. Forme réelle des écarts entre les rayons mesurés et le rayon nominal : stator S0 (extrait du master de 
Shaoqu Zheng) 

On retrouve nettement ces deux formes sur la Figure 97 où est présentée l’évolution de l’écart 

entre les rayons mesurés et le rayon nominal du stator S0 en fonction de l’angle. Les mêmes 

processus d’analyse ont été appliqués pour les stators S1, S2, S7, S20 et on obtient dans le 

Tableau 8 les modes les plus importants. L’apparition de ces deux modes peut s’expliquer en 

partie par le procédé de fabrication du stator qui d’une part nécessite un maintien de la pièce 

introduisant une déformation de mode 2 et d’autre part un assemblage du ruban de tôles du stator 

par 6 lignes de soudure réparties régulièrement sur la surface externe du stator impliquant une 

déformation de mode 6. On constate aussi que pour le stator 1, on retrouve aussi un mode 4. 

Tableau 8. Modes de déformation les plus importants 

Stator S0 S1 S2 S7 S20 

Ordre 2&6 2&4 6 6 2&6 

Finalement, le modèle suivant peut être retenu : 
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 (3.17) 

Le nombre de variables aléatoires peut être alors réduit de 36 à 7. En utilisant (3.17), le coefficient 

y calculé pour chaque stator est présenté dans le Tableau 9. On peut constater que les coefficients 

αi, βi déterminés conduisent à des résultats acceptables pour le coefficient de détermination y. 

Tableau 9. Coefficient y pour chaque stator 

Stator S0 S1 S2 S7 S20 

Coefficient y 97.76% 92.43% 92.38% 89.60% 94.17% 
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3.4. Propagation et validité du modèle     

Les coefficients αi, βi de chaque mode dans le modèle (3.17) peuvent être corrélés. Pour analyser 

l’influence de l’amplitude de chaque mode sur le couple, il est peut être plus pertinent d’écrire  

(3.17) sous la forme suivante : 

 
0 2 2 4 4

6 6

2 4
18 18

6
18

( ) ( ) ( ) ( )sin( ( )) ( )sin( ( ))

( )sin( ( ))

n

iie e a a i a i

a i

π πϕ ϕ

π ϕ

θ ≈ θ = θ + θ + θ + θ + θ

+ θ + θ

ɵ

 (3.18) 

avec i=1 : 36. Les 4 modes de déformation du stator sont :  

• le mode 0: 0( )a θ  

• le mode 2 : 2 22
18

( )sin( ( ))a i
π ϕθ + θ   

• le mode 4 : 4 44
18

( )sin( ( ))a i
π ϕθ + θ   

• le mode 6 : 6 66
18

( )sin( ( ))a i
π ϕθ + θ  

Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’aux mesures de la couche 15 pour chaque stator S0, S1, S2, 

S7, S20. 

Pour les 5 mesures de 15 0( )kθe , k=1 :5 qui correspondent aux mesures de la couche 15 des 5 

stators, on obtient 5 réalisations des coefficients ai et φi , i=0, 2, 4, 6 qui sont déterminés en 

utilisant la méthode des moindres carrés présentée en 3.2.1.  

Validation du modèle 

Dans un premier temps, on s’intéresse aux couples C15(α) correspondant aux mesures 15 0( )θe de la 

couche 15 de chaque stator S0, S1, S2, S7, S20 et aux couples C15a(α) obtenus en utilisant 

l’approximation �15 0( )n θe  de 15 0( )θe  donnée par la relation (3.18). Dans le Tableau 10, on donne 

l’écart (en %) entre les valeurs maximales des couples C15(α) et C15a(α) pour chaque stator. 

Tableau 10. Ecart entre C15(α) et C15a(α) pour chaque stator 

Stator S0 S1 S2 S7 S20 

Ecart -0.29% -0.18% -0.20% 0.29% 0.35% 

 

On donne sur la Figure 98 l’évolution de deux couples pour les stators S1 et S20.  



 

 125 

 

Figure 98. Couples C15(α) et C15a(α) pour les stators S0 et S1 

On peut constater que le couple obtenu en utilisant comme entrée du modèle numérique le modèle 

des rayons donné par (3.18), après l’identification des coefficients ai et φi par une méthode des 

moindre carré régression, est proche de celui obtenu dans le cas des rayons mesurés.  

Influence des modes 

Dans le deuxième temps, on va analyser la contribution des modes de déformation sur la variation 

du couple. Pour chaque mode, on suppose que l’amplitude suit une loi gaussienne et la phase suit 

une loi uniforme. La valeur moyenne et l’écart type de ces variables sont déterminés d’une façon 

empirique à partir de 5 valeurs disponibles pour la couche 15 de 5 stators. Les valeurs moyennes 

et les écarts types sont donnés dans le Tableau 11. 

 

Remarque : La loi d’une variable aléatoire Gaussienne est parfaitement déterminée en 

connaissant la valeur moyenne et l’écart type de celle-ci. De même, si une variable aléatoire est 

uniforme sur [a, b], on peut montrer que : 

 3 3;a m b mσ σ= − = +  (3.19) 

où m est la valeur moyenne et σ est l’écart type.  

Tableau 11. Valeurs moyennes et écart-types empiriques des amplitudes et des phases de 4 modes de déformation  

 a0 a2 φ2 a4 φ4 a6 φ6 

Moyenne 1.93.10-6 5.16. 10-6 1.82 1.77. 10-6 2.06 3.74. 10-6 1.20 

Ecart type 3.86. 10-6 3.93. 10-6 0.70 1.18. 10-6 1.31 1.59. 10-6 0.89 

 

D’abord, on s’intéresse à l’influence de l’amplitude de chaque mode sur la variation du couple. 

Cette influence sera étudiée séparément d’un mode à l’autre. Ce qui signifie que pour l’amplitude 

du mode 2, c'est-à-dire la variable a2 (3.18) par exemple, on suppose que les phases et les autres 

amplitudes sont constantes et égales à  leur valeur moyenne empirique. On calcule l’écart type de 

α 

Couple 

0 5 10 15

-0.5

0

0.5

StatorS1 rayons mesurés

StatorS1 rayons approchés

StatorS20 rayons mesurés

StatorS20 rayons approchés

1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

0.44

0.46

0.48

0.5

0.52

StatorS1 rayons mesurés

StatorS1 rayons approchés

StatorS20 rayons mesurés

StatorS20 rayons approchés



 

 126 

la valeur efficace du couple. La méthode de transformation pour prendre en compte des variations 

géométriques et le chaos polynomial d’Hermite pour approcher le couple, qui est une variable 

aléatoire, sont utilisés. 

On effectue les mêmes calculs pour l’amplitude des autres modes, c'est-à-dire pour les variables 

a0, a4, a6 et les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 12.  

Tableau 12. Ecart type de la valeur efficace du couple en fonction du mode 

Amplitude intéressée a0 a2 a4 a6 

L’écart type de la valeur 

efficace du couple 
560.10-5 9.22.10-5 0.95.10-5 2.53.10-5 

Moyenne de la valeur 

efficace du couple 
0.4047 0.4047 0.4046 0.4046 

 

On peut constater que l’influence de a0 sur la valeur efficace du couple est la plus importante. Ce 

phénomène peut être expliqué par le fait que la variation de a0 entraine une variation uniforme du 

rayon des dents et donc de l’entrefer. Par contre, même si leur amplitude est du même ordre de 

grandeur que le mode 0, les autres modes conduisent à des variations de couple très faibles. Il 

s’opère à l’intérieur de la machine un phénomène d’auto-compensation qui conduit à un impact 

très faible sur le couple. 

On s’intéresse maintenant aux effets couplés des modes. Dans le cas des modes 0 et 2 par 

exemple, on suppose que a0, a2, φ2 sont des variables aléatoires indépendantes. En pratique, celles-

ci ne le sont pas mais nous disposons de trop peu de données pour caractériser correctement la 

corrélation. Les autres variables sont déterministes et sont égales à leur valeur moyenne 

empirique. On détermine la contribution de chaque variable à la variance de la valeur efficace du 

couple en calculant les coefficients de Sobol de premier ordre [65] via chaque variable aléatoire. 

Les indices de Sobol sont un moyen efficace d’effectuer une analyse de sensibilité globale. Plus la 

part de l’indice associé à une variable d’entrée est importante, plus la grandeur de sortie est 

sensible à cette variable d’entrée. 

On effectue le même calcul pour le mode 0 associé avec le mode 6 et pour le mode 2 associé avec 

le mode 6. Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 13 suivant : 

Tableau 13. Coefficient de Sobol du premier ordre 

Associé des modes 0 et 2 Associé des modes 0 et 6 Associé des modes 2 et 6  
a0  a2 φ2 a0 a6 φ6 a2 a6 φ4 φ6 

Coefficient 

de Sobol 

99.97% 0.027% 4.1.10-8 % 99.99% 0.0021% 0.000012% 93.01% 6.94% 5.69.10-5% 0.00452% 

 

  On peut constater que l’influence de mode 0 est dominante par rapport à celle des autres modes. 

Ce qui signifie que pour la machine, on peut considérer que seule l’amplitude du mode 0 (rayon 

moyen des dents) joue un rôle effectif sur la valeur du couple. Ces résultats étaient en partie 
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prévisibles du fait du nombre de dents du stator et du nombre de pôles au rotor dont le ratio est 

entier. L’impact de ces modes dans le cas d’une machine ayant un nombre d’encoches par pôle et 

par phase fractionnaire est bien moins évident. 

Dans les parties précédentes, une étude de l’impact du rayon des dents sur le couple à vide a été 

effectuée. Dans la suite, on va s’intéresser à une autre dimension carctéristique du stator : la 

largeur des dents. 

3.5. Influence de la largeur des dents 

Dans cette partie, on s’intéresse au flux qui traverse la phase 1 du stator en fonction du courant de 

l’inducteur dans le rotor. Dans ce cas, le rotor reste immobile et sa position est fixée à α=0 (Figure 

82). On effectue les calculs avec différentes valeurs de la largeur des dents. Comme aucune 

mesure de largeur de dent n’était disponible, on impose les lois de variation de celle-ci. On 

suppose aussi que les autres dimensions sont égales aux dimensions nominales. Le matériau du 

rotor est le même que celui de la partie 3.2.2. Par contre, on utilise un matériau non linéaire pour 

le stator. La courbe (B, H) est présentée sur la Figure 99: 

 

 

 

Figure 99. Loi B(H) du matériau utilisé pour modéliser le matériau ferromagnétique 

Jusqu’à présent, la méthode de transformation a été utilisée pour résoudre des problèmes linéaires 

en magnétostatique avec des incertitudes portées par la géométrie. Dans cette partie, comme le 

matériau utilisé pour le stator est non linéaire (Figure 99), une extension de la méthode de 

transformation dans le cas non linéaire est nécessaire et sera présentée par la suite.  
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3.5.1. Méthode de transformation dans le cas non linéaire. 

On s’intéresse à un problème de magnétostatique avec des incertitudes portées par la géométrie 

défini dans 1.4.1 mais avec une relation non linéaire entre l’induction magnétique B et le champ 

magnétique  H. La loi de comportement est donnée par : 

 B H H H( , , ) ( , , )x xµ= = ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξg  (3.20) 

Avec les mêmes notations utilisées dans la partie 1.4.2.3. On obtient une formulation faible en 

potentiel scalaire dans le cas non linéaire donnée par (1.131): 

 0( ( 0grad grad
( )

( , , ( , ) ( , ))) ( , ))x x

D

x x x x dxγ α λ′Ω + ⋅ =∫ g
ξξξξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (3.21) 

En utilisant (1.130) on peut ramener (3.21) en utilisant  le domaine de référence E comme 

domaine d’intégration à la forme suivante :  

 0

E

( ( 0
M

M grad grad
M
( , )

( , , ( , ) ( , ) ( ))) ( ))
det( ( , ))X X

X
X X X X X dX

X
γ α λ′Ω + =∫ g

ξξξξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ
ξξξξ  (3.22) 

Il apparaît donc une différence dans le cas linéaire (1.135) par rapport au cas non linéaire. 

Néanmoins, on peut montrer qu’en appliquant une transformation discrète, on retrouve le même 

système non linéaire à résoudre que si on effectue un déplacement des nœuds (voir la partie 2.1.3). 

Dans cette partie, la transformation discrète décrite dans la partie 3.1.2.1 est utilisée pour calculer 

les flux magnétiques traversant la phase 1 du stator.  

3.5.2. Résultats obtenus. 

On se propose dans la suite d’étudier 8 scénarios possibles : 

Les scénarios 1 et 2 correspondent aux cas où les largeurs des dents sont égales (les dimensions 

sont alors parfaitement corrélées) et prennent respectivement les valeurs lmax =4.15mm et 

lmin=3.80mm. 

Les scénarios 3, 4 et 5 correspondent aux cas où les largeurs des dents sont égales (parfaitement 

corrélées) et prennent successivement trois réalisations d’une variable aléatoire uniforme définie 

dans l’intervalle [lmin - lmax].    

Les scénarios 6, 7 et 8 correspondent au cas où l’on considère que les 36 largeurs de dents sont 

des variables aléatoires indépendantes. Elles constituent un vecteur des variables aléatoires 

uniformes dans l’intervalle [lmin - lmax]. On considère alors 3 réalisations pour ces largeurs des 

dents. Puis, trois simulations numériques correspondant aux cas d’un stator avec ces largeurs des 

dents ont été réalisées. 

On trace sur la Figure 100 l’évolution du flux traversant la phase 1 du stator en fonction des 

Ampère tours imposés au rotor. Il y a alors 8 courbes correspondant aux 8 scénarios. 

 



 

 129 

 

Figure 100. Flux traversant la phase 1 du stator 

On peut constater que l’écart entre les courbes dans les cas  où on considère les largeurs des dents 

parfaitement corrélées (scénarios 1, 2, 3, 4, 5) est beaucoup plus forte par rapport aux cas où on 

considère une indépendance totale entre les largeurs des dents (scénarios 6, 7, 8). On peut 

constater même dans ce dernier cas que la variation du flux est très faible. On voit donc encore ici 

l’effet non négligéable de la corrélation entre les dimensions qui impactent grandement la 

variabilité des grandeurs de sortie. Cette corrélation est bien entendu fortement liée aux procédés 

de fabrication.  

3.6. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a étudié l’influence de dimensions caractéristiques sur les performances 

d’une machine électrique. Pour cela, on a utilisé la méthode de transformation présentée au 

chapitre 2 qui était très bien adaptée ici du fait d’une variabilité faible des paramètres 

géométriques d’entrée.  

Les exemples traités conduisent aux résultats suivants concernant la démarche de prise en compte 

des incertitudes géométriques. 

• Le nombre de variables aléatoires d’entrée croit très vite ce qui peut conduire dans le cas 

d’une approche stochastique à des temps de calcul prohibitifs. Il est nécessaire de mettre 

en place une approche de réduction permettant de diminuer le nombre de variables 

aléatoires d’entrée. Celle-ci peut découler d’une approche purement mathématique comme 

une analyse en composante principale ou plus proche de la physique comme celle que 

nous avons employée. 
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• L’impact des corrélations entre les variables d’entrée est important. Cette corrélation est 

dans notre cas fortement liée aux procédés de fabrication. Il faut donc caractériser l’effet 

de tel ou tel procédé sur la variabilité des dimensions et les liens entre elles. 
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Conclusion et perspective 

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthode dite « méthode de transformation » pour 

résoudre un problème magnétostatique dans le cas où les incertitudes sont portées par la 

géométrie. Le principe de cette méthode consiste à utiliser une transformation aléatoire bijective 

qui permet de ramener le problème initial à un problème où les incertitudes sont portées par la loi 

de comportement. Il est alors possible d’utiliser différents schémas de résolution disponibles dans 

la littérature pour le problème ainsi posé.  

 

Concernant la méthode étudiée, la difficulté principale réside dans la détermination de la 

transformation. Dans le cas d’une géométrie simple, une expression analytique de la 

transformation peut être disponible. Pour des géométries complexes, des méthodes numériques 

doivent être mises en œuvre pour déterminer la transformation adaptée. On a présenté et comparé 

deux méthodes pour déterminer cette transformation : une méthode dite « méthode du Laplacien » 

proposée dans la littérature et autre méthode dite « transformation géométrique » que nous avons 

proposée et développée. Pour ces deux méthodes, le domaine de référence E et le domaine initial 

D sont divisés respectivement en un ensemble de sous domaines Ei et Di. La transformation est 

déterminée sur chaque sous domaine. La première méthode consiste à imposer le Laplacien de la 

transformation égal à zéro dans chaque sous domaine Ei ainsi que des conditions aux limites qui 

permettent d’avoir la frontière de Di image de la frontière du sous domaine Ei. La résolution 

numérique (une méthode de collocation a été employée dans notre cas) de ce système d’équations 

aux dérivées partielles nous conduit à la transformation. Cependant, la résolution numérique des 

équations de Laplace conduit à une transformation qui peut induire de fortes erreurs numériques 

sur la solution finale. Par exemple, pour un sous domaine Ei non convexe, la transformation peut 

conduire à des points image situés à l’extérieur du domaine Di. La deuxième méthode consiste à 

déterminer la transformation pour chaque point du domaine de référence. On considère alors le 

sous domaine Ei ainsi que le sous domaine Di comme un ensemble de courbes. Grâce à la 

paramétrisation de la frontière des sous domaines Ei et Di, on détermine l’image -qui correspond à 

une courbe dans le sous domaine Di - d’une courbe du sous domaine Ei. La transformation d’un 

point appartenant à une courbe du sous domaine Ei appartient à la courbe d’image dans le sous 

domaine Di. La deuxième méthode de transformation permet d’éviter les inconvénients de la 

première méthode. De plus, elle est simple à mettre en œuvre pour des géométries simples. 

Cependant, la subdivision des domaines E et D en sous-domaines Ei et Di doit être faite avec 

prudence. Une division non pertinente peut entrainer des discontinuités sur la matrice jacobienne 

de la transformation (et donc sur la perméabilité équivalente) dans des éléments du maillage du 

domaine E. Cette discontinuité au sein des éléments induira une erreur numérique importante.  
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Une fois qu’une transformation est déterminée, on peut déduire une transformation dite 

«discrète » associée à la transformation initiale dite « continue ». L’idée de cette transformation 

discrète consiste à considérer les éléments du maillage du domaine de référence E comme des 

sous-domaines. La transformation discrète transforme alors un élément tétraédrique dans E en un 

élément tétraédrique dans D. Cette transformation affine par morceaux dans le cas des tétraèdres 

est parfaitement définie en déterminant les images dans D des nœuds du maillage du domaine E. 

La transformation discrète permet d’obtenir une matrice jacobienne constante dans chaque 

élément du maillage du domaine E. Par conséquent, on peut supprimer l’erreur du calcul 

numérique des coefficients de la matrice de raideur ce qui n’est pas le cas pour une transformation 

continue. Cependant, cette transformation n’est plus adaptée dans le cas de grandes variations de 

la géométrie où il peut apparaitre un « retournement » des éléments conduisant à un problème mal 

posé.   

 

Pour un problème défini dans un domaine aléatoire donné, il existe une infinité de transformations 

possibles. Il est alors nécessaire d’établir un critère de choix de la transformation pour déterminer 

la « meilleure transformation » possible. Un critère basé sur la minimisation de l’erreur numérique 

a priori qui s’exprime en fonction des valeurs propres de M tM , où M  la matrice jacobienne de la 

transformation, a été proposé. D’après ce critère, la meilleure transformation est celle qui 

minimise l’écart entre les valeurs propres de la matrice M tM . Ce résultat a été illustré sur un 

exemple académique. Sur cet exemple, on voit qu’une transformation de type « dilatation » 

conduit à un ratio des valeurs propres de la matrice M tM  plus petits par rapport à celui d’une 

transformation de type de « cisaillement ». Ce dernier type de transformation induit un fort rapport 

entre les valeurs propres minimal et maximal. 

 

Dans ce mémoire, on a étudié également la discontinuité de certaines grandeurs locales (champ 

magnétique aux points proches de l’interface aléatoire des matériaux) au niveau stochastique qui 

apparaît dans un problème avec des incertitudes portées par la géométrie. On a montré qu’une 

approche non intrusive - remaillage utilisant un chaos polynomial classique - n’est plus adaptée 

dans ce cas. Cette approche nécessite des traitements supplémentaires comme des techniques 

d’enrichissement déjà proposées dans la littérature. Concernant la méthode de transformation, le 

fait de ramener le problème comportant des incertitudes portées par la géométrie à un problème 

comportant des incertitudes portées par la loi de comportement permet d’utiliser le chaos 

polynomial pour le problème défini dans le domaine de référence. La matrice jacobienne qui est 

discontinue au niveau des interfaces des matériaux permet de prendre en compte naturellement la 

discontinuité au niveau stochastique des grandeurs locales.   

 

A la fin de ce mémoire, on a utilisé la méthode de transformation pour étudier l’effet 

d’incertitudes géométriques (rayon des dents) sur le stator d’un alternateur automobile de Valeo. 
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On a constaté qu’une approche par intervalle consistant à faire des calculs pour des valeurs 

extrêmes des entrées pour déterminer le domaine de variation d’une grandeur sortie d’intérêt n’est 

pas nécessairement adaptée. Les corrélations entre les différentes variables aléatoires d’entrées 

peuvent induire des phénomènes d’auto-compensation conduisant à une réduction de la variabilité 

de la grandeur de sortie d’intérêt. On a constaté le même phénomène lorsque l’on a réalisé des 

études sur la largeur des dents. Dans ce dernier cas, la méthode de transformation a été appliquée 

pour un problème avec des matériaux non linéaires. 

 

Perspectives 
 

Dans ce mémoire, la méthode de transformation a été utilisée pour résoudre un problème où les 

incertitudes sont portées par la géométrie. La méthode de résolution utilisée était non intrusive 

(méthode de projection). Dans le cas où les incertitudes sont portées par les lois de comportement, 

les travaux effectués au L2EP (R. Gaignaire-2008 et K. Beddek-2012) ont montré que l’approche 

intrusive basée sur une approche de Galerkin (méthode SSFEM) pouvait être compétitive par 

rapport aux méthodes non intrusives pour traiter des problèmes industriels. Dans le cas où les 

incertitudes sont portées par la géométrie, la SSFEM a été développée et comparée avec les 

approches non intrusives dans le cas d’une approche X-SSFEM [9, 29, 30]. Il pourrait être 

intéressant de faire la même comparaison dans le cas d’une approche par méthode de 

transformation.  

 

On a constaté également que la méthode de transformation qui semble bien fonctionner dans le cas 

où la variabilité géométrique est faible peut poser des problèmes dans le cas de grandes 

déformations. Pour ce cas, un couplage entre la méthode de remaillage et la méthode de 

transformation peut être une solution où on utilise plusieurs domaines de référence. Cependant, la 

méthode SSFEM ne pourra plus être directement applicable. De plus, le remaillage introduisant un 

bruit numérique additionnel, il sera nécessaire de d’adjoindre à cette approche un estimateur 

d’erreur a posteriori. Une comparaison avec la X-SSFEM sera alors intéressante.  

    

Dans les exemples que l’on a traité, le découpage en sous domaines ainsi que la détermination de 

la transformation ont été faits aux cas par cas. Pour mettre une mise en œuvre industrielle, il est 

nécessaire que cette étape soit automatique et que les transformations et le découpage associés 

soient effectués sur la base uniquement des données géométrique du problème et de leur 

variabilité. Pour cela, il sera nécessaire de travailler avec des chercheurs dans le domaine de la 

modélisation géométrique (CAO, DAO…) et de l’analyse numérique.  La manière de modéliser 

les données a aussi son importance pour être compatible et efficace avec la procédure automatique 

proposée ci-dessus. Cette étape de modélisation est d’autant plus importante qu’elle peut 
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permettre de réduire fortement les temps de calcul  comme nous l’avons montré au chapitre 3 en 

réduisant le nombre de paramètres incertains de 36 à 7. Cela constitue un enjeu important pour le 

développement et la diffusion dans le monde académique et industriel de ces approches 

stochastiques.  
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Annexe A1: Notion de probabilités 
 

Dans cette partie, quelques notions sur la théorie des probabilités vont être rappelées. Le contenu 

de cette partie est basé principalement sur le livre de Jean-François le Gall [61] et sur le polycopié 

du cours de C. Soize [37]. 

A.1.1. Espace de probabilités 

Dans l’observation d’un phénomène aléatoire, on introduit Θ, l’ensemble des résultats possibles 

dont θ est un événement élémentaire. On munit Θ d’une tribu1 F dont les éléments sont appelés 

événements. L’espace (Θ, F) est muni d’une mesure de probabilités P de F dans [0 ; 1] ce qui 

signifie que : 

• Pour toute suite { }n n
A d’événements de F deux à deux disjoints, on a : 1

1

( ) ( )n n n
n

A A
+∞

+∞
=

=

∪ =∑P P  

• Pour tout A dans F, on a 0( )A ≥P  

• On a 1( )Θ =P  

On appelle alors (Θ, F, P) un espace probabilisé. 

A.1.2. Variable aléatoire réelle 

Soit (Θ, F, P) une espace probabilisé, R l’ensemble des réels et BR une tribu sur R. Une 

application mesurable X de Θ dans R c'est-à-dire : 1, ( )RB B X B F−∀ ∈ ∈ , est une variable aléatoire 

réelle. L’espace (R, BR) est équipé d’une mesure probabiliste PX telle que : 
1, ( ) ( ( ))R XB B B X B−∀ ∈ =P P . On appelle alors PX la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 

La loi de probabilité peut être définie par la fonction de répartition de R dans [0 ; 1] telle que : 

 ( ) ( ) ( )X X X xF x X x B= ≤ =P P   

avec ] ],xB x= −∞ . Dans le cas où la loi de probabilité admet la relation suivante : 

 ( ) ( )X Xdx f x dx=P  

alors la fonction ( )Xx f x֏  définie sur R à valeur dans [ [0,+∞  est appelée la fonction de densité 

de probabilité. A partir des variables aléatoires réelles, on peut définir un vecteur des variables 

aléatoires  X = (X1, X 2,… X n ) à valeurs dans Rn . 

 

 

 
1Définition d’une tribu : Une famille F de parties d’un ensemble Θ est une tribu si F a les trois propriétés suivantes : 

• F contient l’ensemble vide et Θ 

• Si A F∈  alors le complément cA  de A dans Θ est dans F 

• Si A1, A2, …est une famille dénombrable quelconque d’éléments de F, alors n nA F∪ ∈  
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A.1.3. Lois de probabilités 

Les lois classiques sont rapidement présentées dans la suite. 

Lois discrètes : 

Loi uniforme d’une variable aléatoire discrète sur R 

La loi uniforme de la variable aléatoire discrète X, qui ne peut prendre avec une probabilité non 

nulle que les valeurs entières 1, 2, …n, s’écrit :  

1 2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ... ( )X ndx x x x

n n n
δ δ δ= + + +P  

avec ( )y xδ  est la mesure Dirac sur R au point y. 

Loi de Bernoulli 

Soit p un paramètre réel tel que 0<p<1 et q=1-p. La loi de Bernoulli de paramètre p d’une variable 

aléatoire discrète X s’écrit :  

 0 1( ) ( ) ( )X dx q x p xδ δ= +P  

La variable X ne peut prendre que des valeurs égales à 0 et 1 avec une probabilité non nulle. 

Loi binomiale sur R 

Soit p un paramètre réel tel que 0<p<1 et q=1-p et n un entier plus grand que 1. La loi binomiale 

de paramètre n et p s’écrit : 

 
0

( ) ( )
n

n k n k
X k k

k

dx C p q xδ−

=

=∑P  

Une variable aléatoire discrète X qui suit une loi binomiale peut être considérée comme une 

somme de variables aléatoires discrètes indépendantes Xk, k =1 : n, suivant la même loi de 

Bernoulli : 

 
1

n

k
k

X X
=

=∑  

Lois continues : 

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R et à densité de probabilité fX(x) 

Loi uniforme sur [a,b] , a < b 

 [ ]
1

1 ,( ) ( )X a b
f x x

b a
=

−  

avec [ ]1 , ( )a b x  égale à 1 si x appartient à [a,b] et égale à zéro ailleurs. 

Loi exponentielle de paramètre λ 

[ )0
1 ,( ) ( )x

Xf x e xλλ −
+∞=  

Loi Gaussienne ou normale 2( , )N mσ  
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2

22
1

2

( )

( )
x m

Xf x e σ

σ π

−−
=        (A.1) 

A.1.4. Quantités usuelles d’une variable aléatoire 

Soit X une variable aléatoire avec la densité de probabilité fX, on définit des quantités usuelles de X 

suivantes :  

L’espérance de X :   

 [ ] ( )XX x f x dx= ⋅ ⋅∫E
ℝ

 (A.2) 

qui permet d’obtenir la valeur moyenne de X. 

La variance de X : 2Var( ) ( ( ))X X X = − E E  représente « l’amplitude » de l’oscillation de X 

autour de sa valeur moyenne. La racine carrée σX  de la variance est appelée écart-type de X. 

Le moment d’ordre k de X est l’espérance de Xk. 

Le moment centré d’ordre k de X: ( ( ))k
km X X = − E E . 

• L’asymétrie de X : 3
3
X

mγ
σ

=  avec m3 le moment centré d’ordre 3 et σX l’écart-type de X.  

• Le coefficient d’aplatissement de X: 4
4
X

mβ
σ

=  avec m4 le moment centré d’ordre 4 et σX 

l’écart-type de X. 

La covariance entre deux variables aléatoires X et Y:cov( , ) (( ( )) ( ( )))X Y X X Y Y= − ⋅ −E E E . Cette 

quantité permet d’évaluer le degré de dépendance entre X et Y. Dans le cas où X et Y sont 

indépendants (voir dans la suite), la covariance est nulle. Le coefficient de corrélation est défini 

par : cov( , )
XY

X Y

X Yρ
σ σ

= . 

A.1.5. Indépendance 

Définition  : Soient Xi, i=1 : n, n variables aléatoires réelles. On dit que Xi, i=1:n sont 

indépendantes si et seulement si : 

 
1 21 1 2 2 1 1 2 2

1, : :

( ... ) ( ) ( ) ( )
n

i R

n n X X X n n

B B i n

X B X B X B X B X B X B

∀ ∈ =
∈ ∩ ∈ ∩ ∩ ∈ = ∈ ⋅ ∈ ⋅ ⋅ ⋅ ∈P P P PX

 

 

Remarque : Soient Xi, i=1:n, n variables aléatoires réelles indépendantes. Xi a une densité de 

probabilité fXi. Alors, la loi conjointe de X = (X1, X2,…, Xn ) suit une densité donnée par : 

 1 2
1

( , ,.., ) ( )
i

n

n X i
i

f x x x f x
=

= ∏X  

On peut aussi obtenir que : 
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1 1

( ) ( )
n n

i i
i i

X X
= =

=∏ ∏E E  

A.1.6. Convergence de variables aléatoires 

Convergence en moyenne d’ordre q 

Soit q un entier positif fini et {Xi}, i N∈  une suite des variables aléatoires à valeur dans R
n 

d’ordre q, c'est-à-dire le moment d’ordre q de Xi existe. La suite {Xi}, i N∈ converge en moyenne 

d’ordre q vers une variable aléatoire X d’ordre q, à valeurs dans Rn si : 

 { } 1 0/lim ( )
q q

i i→+∞ − =X XE  (A.3) 

Convergence en probabilité 

La suite {Xi}, i N∈  des variables aléatoires à valeur dans R
n converge en probabilité vers une 

variable aléatoire X à valeurs dans Rn si pour tout ε >0: 

 0lim ( )i i ε→+∞ − ≥ =X XP  (A.4) 

Convergence presque sure 

La suite {Xi}, i N∈  des variables aléatoires à valeur dans R
n converge presque sure vers une 

variable aléatoire X à valeurs dans Rn si :  

 1(lim )i i→+∞ = =P X X  (A.5) 

Convergence en loi 

La suite {Xi}, i N∈  des variables aléatoires à valeurs dans R
n de fonction de répartition FXi 

converge en loi vers une variable aléatoire X à valeurs dans Rn de fonction de répartition FX  si :  

 0 0lim ( ) ( )
ii X XF x F x→+∞ =  (A.6) 

pour tout point x0 où FX est continue. 

Remarque : 

On peut résumer la hiérarchie des convergences par le diagramme suivant : 

 

Figure 101. Hiérarchie des convergences 

Ce qui signifie qu’une convergence en moyenne d’ordre q ou une convergence presque sure 

implique une convergence en probabilité. Une convergence en probabilité implique une 

convergence en loi.  

Convergence en moyenne 
d’ordre q 

Convergence presque sure 

Convergence en probabilité Convergence en loi 
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Annexe A2 : Calcul semi analytique de l’espérance de produit 
des polynômes  
 

A.2.1. Cas de polynômes monodimensionnels 

Soit X une variable aléatoire réelle et Ψi(X), i N∈  des polynômes de degré i de X tels que : 

 

0

0

1

0

1 si

0 si

( )

( ) ,

( ) ( )

i
k

i ik ii
k

i j ij

X

X a X a

i j
X X

i j
δ

=

Ψ =

Ψ = ≠

=
 Ψ ⋅ Ψ = =   ≠

∑

E

 (A.7) 

avec aik des coefficients réels donnés.  

Dans la suite, on va présenter une méthode semi analytique qui permet de calculer 

1 2( ) ( ) ( )i i iqX X X Ψ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ E  avec q un entier positif fini. 

La première étape consiste à écrire 1 2( ) ( ) ( )i i iqX X XΨ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ  sous la forme suivante : 

 1 2
0

( ) ( ) ( )
N

k
i i iq k

k

X X X a X
=

Ψ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ = ⋅∑  (A.8) 

avec 1 2N i i in= + + ⋅ ⋅ ⋅ + . Les coefficients ak, k=1 :N sont déterminés facilement à partir des 

coefficients de polynômes 1 2( ), ( ), , ( )i i iqX X XΨ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ . 

La deuxième étape consiste à représenter Xk en fonction de ( )i XΨ , i=0 :k. Cette étape s’effectue 

de la façon suivante : 

 

0
0

0
1 10

11

1

0

1( )

( ( ) )

( ( ) )
k

i
k ki

k i

kk

X X

X a X
X

a

X a X
X

a

−

=

= Ψ =

Ψ −
=

⋅ ⋅ ⋅

Ψ −
=

∑

 (A.9) 

On peut obtenir alors d’une façon récurrente : 

 
0

( )
k

k
kj j

j

X b X
=

= Ψ∑  (A.10) 

avec les coefficients bkj déterminés à partir des coefficients de polynômes ( )i XΨ , i=1 : k.  

A partir de (A.8) et (A.10) on obtient : 
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 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( )
N

i i iq k k
k

X X X c X
=

Ψ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ = ⋅ Ψ∑  (A.11) 

avec les coefficients ck, k=0 :N calculés à partir de ak et bkj. On a enfin : 

 1 2 0( ) ( ) ( )i i iqX X X c Ψ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ = E  (A.12) 

parce que [ ] [ ]0 0( ) ( ) ( )i i iX X X δΨ = Ψ Ψ =E E . 

A.2.2. Cas de polynômes multidimensionnels 

Soit X={X1,X2,..,Xn} un vecteur de variables à valeurs dans R
n. Les variables Xi, i=1:n sont 

indépendantes. Les polynômes multidimensionnels Ψi(X), { }1 2, ,.., ni i in N∈i =    sont tels que : 

 
1

( ) ( )
n

ik k
k

X
=

= Ψ∏i XΨΨΨΨ  (A.13) 

avec ( )ik kXΨ  des polynômes monodimensionnels définis au dessus. Le terme 

1 2( ) ( ) ( )q
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ E i i iX X XΨ Ψ ΨΨ Ψ ΨΨ Ψ ΨΨ Ψ Ψ  est calculé de la façon suivante : 

 
1 2 1 2

1 1 1

1 2 1 2
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n

q i k k i k k iqk k
k k k

n n

i k k i k k iqk k i k k i k k iqk k
k k

X X X

X X X X X X

= = =

= =

 
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = Ψ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ =  

 

 
 = Ψ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ = Ψ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ   

 

∏ ∏ ∏

∏ ∏

E E

E E

i i iX X XΨ Ψ ΨΨ Ψ ΨΨ Ψ ΨΨ Ψ Ψ

 (A.14) 

avec les termes 1 2( ) ( ) ( )i k k i k k iqk kX X X Ψ Ψ ⋅ ⋅ ⋅ Ψ E , k=1 :n, calculés dans la partie A.2.1. 
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Annexe A3 : Eléments de Whitney  
 

On se donne un maillage de tétraèdres M du domaine D avec n0 nœuds, n1 arêtes, n2 facettes et n3 

éléments. On introduit des espaces fonctionnels de fonctions de premier ordre: 

 

{ }
{ }
{ }
{ }

0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1

1

1

1

/ :

/ :

/ :

/ :

i

i

i

i

W w i n

W i n

W i n

W w i n

= =

= =

= =

= =

w

w
 (A.15) 

avec w0i la fonction de forme associée au nœud i, w1i la fonction de forme associée à l’arête i, w2i 

la fonction de forme associée à la facette i et w3i la fonction de forme associée au volume i. Ces 

fonctions sont définies de la façon suivante. 

A.3.1. Fonction de forme nodale 

La fonction de forme nodale w0i associée au nœud i est une fonction linéaire qui est égale à 1 au 

nœud i et nulle aux autres nœuds.  

A.3.2. Fonction de forme d’arête 

La fonction de forme d’arête w1i associée à l’arête i est définie de la façon suivante : 

 1 2 2 11 0 0 0 0grad gradi i i i iw w w w= −w  (A.16) 

où i1 est le nœud de départ et i2 celui d’arrivée de l’arête i (l’arête est donc un élément orienté). On 

montre alors que la circulation de w1i est égale à 1 sur l’arête i et est nulle sur les autres arêtes. De 

plus, la composante tangentielle de cette fonction est continue à l’interface de deux éléments.  

A.3.3. Fonction de forme de facette 

Soit i une facette triangulaire formée par les nœuds (i1, i2, i3) (l’ordre (i1, i2, i3) impose une 

normale orientée vers l’extérieur du tétraèdre), la fonction de forme facette associée à la facette i 

est définie de la façon suivante : 

 1 2 3 2 3 1 3 1 22 0 0 0 0 0 0 0 0 02 2 2grad grad grad grad grad gradi i i i i i i i i iw w w w w w w w w= ∧ + ∧ + ∧w  (A.17) 

Le flux de w2i est égal à 1 à travers la facette i et est nul à travers les autres facettes du maillage. 

De plus, la composante normale de w2i est continue à l’interface entre deux éléments.   

A.3.4. Fonction de forme de volume 

La fonction de forme de volume w3i sur l’élément i est égale à vi sur cet élément et est nulle sur les 

autres éléments avec vi le volume de l’élément i. 
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Remarque : En 2D, on peut définir aussi les fonctions de base. On a alors seulement trois entités 

géométriques que sont les nœuds, les arêtes et les éléments auxquelles est associée une fonction de 

forme comme en 3D. 
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Annexe A4 : Estimateur d’erreur a priori en formulation en 
potentiel vecteur  
 

Dans la partie 2.2.2, on a présenté un estimateur d’erreur a priori en fonction de la transformation. 

Le développement a été fait avec la formulation en potentiel scalaire. Dans la suite, on va 

développer un estimateur a priori basé sur la formulation en potentiel vecteur.  

On s’intéresse à un problème de magnétostatique défini sur le domaine aléatoire D(ξ). Ce 

problème est ramené à celui défini sur un domaine déterministe E en utilisant la méthode de 

transformation. 

Supposons que l’on dispose une transformation T(X,ξ)  qui transforme le domaine initial D en un 

domaine de référence E dont M (X,ξ) est la matrice jacobienne que l’on suppose constante sur 

chaque élément (cas d’une transformation discrète). On obtient alors un problème défini sur E 

avec une perméabilité modifiée µ’(X, ξ) définie par (1.135). On note ( , )ex X ξξξξA  le potentiel vecteur 

exact du problème défini sur le domaine E. Par conséquent ( , ) ( ( , ), )ex exx X x=A Aξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  est le 

potentiel vecteur exact du problème initial sur le domaine D. Un maillage des tétraèdres M est 

défini dans le domaine de référence E avec n0 nœuds, n1 arrêtes, n2 facettes et n3 éléments. On 

rappelle les notations pour les espaces fonctionnels : 

 

{ }
{ }
{ }

0 0 0

1 1 1

2 2 2

1

1

1

/ :

/ :

/ :

i

i

i

W w i n

W i n

W i n

= =

= =

= =

w

w

 (A.18) 

avec w0i la fonction de forme associée au nœud i, w1i la fonction de forme associée à l’arête i et w2i 

la fonction de forme associée à la facette i (voir annexe 3). On cherche à borner la distance entre 

( , )ex XA ξξξξ  et la solution �( , )XA ξξξξ obtenue par la méthode des éléments finis en utilisant la projection 

de Galerkin. On peut constater que  �( , )XA ξξξξ  est la projection de ( , )ex XA ξξξξ  sur l’espace 1W  défini 

dans (2.66). Cette distance représente l’erreur numérique et est donnée par : 

 � �1rot rot( ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( ( , ) ( , ))abs X ex X ex

E

er X X X X X dXµ −′ ′= − ⋅ ⋅ − ⋅∫ A A A Aξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (A.19) 

On peut constater que l’erreur est la même sur le domaine D du fait de la relation entre µ et µ’ 

(1.135): 

 � �1rot rot
( )

( ) ( ( , ) ( , )) ( , ) ( ( , ) ( , ))abs x ex x ex

D

er x x x x x dxµ −′ = − ⋅ ⋅ − ⋅∫ A A A A
ξξξξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (A.20) 

avec � �( , ) ( ( , ), )x X x=A Aξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ . On note * ( , )XA ξξξξ  la fonction d’interpolation de ( , )ex XA ξξξξ  aux arêtes 

du maillage M. Elle prend alors la forme suivante:  
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1

1
1

* ( , ) ( ) ( )
n

i
ex i

i

X X
=

= ⋅∑A A wξ ξξ ξξ ξξ ξ  (A.21) 

où ( )i
exA ξξξξ  est la circulation de  ( , )ex XA ξξξξ  sur l’arête i. On peut constater que ( , )ex XA ξξξξ  appartient à 

W1. La solution de la méthode des éléments finis minimise la distance des fonctions appartenant à 

W1 avec la solution exacte. Par conséquent, on obtient :  

 
1rot rot( ) ( * ( , ) ( , )) ( , ) ( * ( , ) ( , ))abs X ex X ex

E

er X X X X X dXµ −′ ′≤ − ⋅ ⋅ − ⋅∫ A A A Aξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (A.22) 

Si on note ei , i=1 : n3 des éléments du maillage M, on obtient lors : 

 
3

1

1

rot rot( ) ( * ( , ) ( , )) ( , ) ( * ( , ) ( , ))
i

n

abs X ex X ex
i e

er X X X X X dXµ −

=

′ ′≤ − ⋅ ⋅ − ⋅∑∫ A A A Aξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (A.23) 

On s’intéresse à l’erreur sur un élément ei  définie de la façon suivante: 

 
1rot rot( ) ( * ( , ) ( , )) ( , ) ( * ( , ) ( , ))

i

i X ex X ex

e

er X X X X X dXµ −′ ′= − ⋅ ⋅ − ⋅∫ A A A Aξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ  (A.24) 

On peut constater qu’étant donné que nous avons supposé la matrice jacobienne constante sur 

chaque élément, la transformation prend la forme suivante dans l’élément ei : 

 T M( , ) ( ) ( )tX x x c= = ⋅ +ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (A.25) 

avec c(ξ) une constante et M ( )ξξξξ  la matrice Jacobienne de la transformation dans cet l’élément. On 

suppose que 0Mdet( ) >  pour que la perméabilité µ’ obtenue par (1.135) soit définie positive. La 

matrice M M( ) ( )t ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  possède trois valeurs propres min mil max0 ( ) ( ) ( )λ λ λ< ≤ ≤ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  . 

On note X0 le centre de la sphère de rayon he circonscrit à l’élément ei.  

 0 1 0max ( )
ie X eh X X X X∈= − = −  (1.26) 

avec X1 le point le plus éloigné de X0 dans ei et v  signifie la norme du vecteur v. Comme ei est un 

tétraèdre, alors le point X1 se situe sur un des sommets de l’élément ei (Figure 102-Figure 103).   

On note également 1
0 0T( ) ( , )x X−=ξ ξξ ξξ ξξ ξ  et 1T( ) ( , )i id e−=ξ ξξ ξξ ξξ ξ  l’image de X0 et de ei respectivement 

auprès la transformation T-1. Alors, ( )id ξξξξ  est inscrit dans une sphère dont le centre est x0 et de 

rayon hd (Figure 103).  

 0 1 0max( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( )
id x dh x x x x∈= − = −ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (1.27) 

avec 1( )x ξξξξ  est le point le plus éloigné de x0 dans di. Comme di est également un tétraèdre, le point 

1( )x ξξξξ  se situe sur un des sommets de di et on peut choisir le point X1 parmi les sommets de 

l’élément ei tel que le point 1( )x ξξξξ  soit l’image de X1 (Figure 103).  
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Figure 102. Transformation T 

 

Figure 103. Eléments ei et di 

On note  ( , )r XA ξξξξ , une approximation de 0( , )ex XA ξξξξ autour du point X0 :  

 0 0 0grad( , ) ( , ) ( , ) ( )r ex ex
X

X X X X X= + ⋅ −A A Aξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (A.28) 

avec grad
X
v  est une matrice de gradient de chaque composante du vecteur v : 

 1 2 3
grad grad grad gradX X X X X X

X
 =  v v v v  (A.29) 

Alors, en utilisant (2.74), ( , )r XA ξξξξ   peut s’écrire autrement dans le domaine initial D(ξ) : 

 0 0 0grad( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , ) ( )r r ex ex
x

x X x x x x x= = + ⋅ −A A A Aξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ  (A.30) 

Supposons que ( , )ex x ξξξξA  ait une forme « assez régulière », c’est-à-dire: 

 
2

1

2 2 2
0 2

T

rot rot B B

, ( , ) :

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

i

ex r ex r d

x ex x r ex ex d

X e x X

X X x x C h a

x x x x C h b

∀ ∈ =

− = − ≤ ⋅

− = − ≤ ⋅

ξξξξ
ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

A A A A

A A

 (A.31) 

ei 
µ’(ξ) 

di, µ 
 

x= T-1(X, ξ) 
X0 

X1 

x0 

x1 

hd he 

Elément ei du domaine E 

Elément di du domaine D 

D1 µ1 
D2 µ2 

Dj µj 

x= T-1(X, ξ) E1 
µ’ 1(X,ξ) 

E2  µ’ 2(X,ξ) 

Ej  µ’ j(X,ξ) 

Domaine de référence E Domaine initial  D(ξ) 

di 
ei 
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avec C1(ξ), C2(ξ) les coefficients qui ne dépendent que du phénomène physique du problème 

initial défini sur D. Ils sont indépendants de la transformation et donc de la matrice jacobienne M . 

En appliquant l’inégalité triangulaire, on obtient : 

 

1

1

1 2

rot rot

rot rot

rot rot

( * ( , ) ( , )) ( ) ( * ( , ) ( , ))

( ( ( , ) ( , )) ( ) ( ( , ) ( , ))

( * ( , ) ( , )) ( ) ( * ( , ) ( , )) )

i

i

i

X ex X ex

e

X r ex X r ex

e

X r X r

e

X X X X dX

X X X X dX

X X X X dX

µ

µ

µ

−

−

−

′− ⋅ ⋅ − ⋅ ≤

′− ⋅ ⋅ − ⋅ +

′− ⋅ ⋅ − ⋅

∫

∫

∫

A A A A

A A A A

A A A A

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

 (A.32) 

On analyse maintenant chaque terme de la partie droite de (A.32). Pour le premier terme, en 

utilisant (A.31)(b), on peut l’écrire :   

 

1

1 1 2
2

2 2
3 3

rot rot

rot rot

M

( ( , ) ( , )) ( ) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
det( ( ))

i

i

i

i

i

X r ex X r ex

e

x r ex x r ex d d

d

e

d d d

X X X X dX

x x x x dx C V h

V
C V h C h

µ

µ µ

−

− −

′− ⋅ ⋅ − ⋅ =

− ⋅ ⋅ − ⋅ ≤ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

∫

∫

A A A A

A A A A

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ
ξξξξ

 (A.33) 

avec 1
3 2( ) ( )C C µ −= ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ  et Vdi , Vei le volume de l’élément di et ei respectivement. Concernant le 

deuxième terme de la partie droite de (A.32), on démontre d’abord que le rotationnel de la 
fonction linéaire ( , )r XA ξξξξ  (A.28) peut s’écrire dans l’élément ei sous la forme suivante : 

 
6

1
1

( , ) ( ( ( , ) ) ( ))rot rot
k

X r X r ik
k l

X X dl X
=

= ⋅∑ ∫
���

ξ ξξ ξξ ξξ ξA A w  (A.34) 

En effet, on constate que  ( , )r XA ξξξξ  peut s’écrire sous la forme : 

 

0 0 0

0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))( ) ( ( ) ( ))( )

2 2
( , ) ( , )

gradr ex ex
X

t t

X X X X X

X X X X X X

X X

= + ⋅ − =

= + ⋅ − = + − − + + −

= +

A A A

a B a B B B B

f g

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ

 (A.35) 

avec: 

 

0

0

0

0

( ) ( , )

( ) ( , )

1
( , ) ( ) ( ( ) ( ))( )

2
1

( , ) ( ( ) ( ))( )
2

grad
ex

ex
X

t

t

X

X

X X X

X X X

=
=

= + − −

= + −

a A

B A

f a B B

g B B

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξ ξξ ξξ ξξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

 (A.36) 

On peut constater que la fonction ( , )Xf ξξξξ  de la forme (A.36) peut s’écrire sous la forme 

suivante : 
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6

1
1

( , ) ( ) ( )k ik
i

X X
=

= ∑ξ ξξ ξξ ξξ ξf f w  (A.37) 

avec fk la circulation de f sur l’arête k de l’élément ei: 

 ( ) ( , ) ( ( , ) ( , ))
k k

k r
l l

X dl X X dl= ⋅ = − ⋅∫ ∫
��� ���

f f A gξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (A.38) 

 Sachant que ( , )Xg ξξξξ  de la forme (A.36) est issue du gradient d’un champ, on a 0rot ( , )X X =g ξξξξ  et 
6

1
1
( ( , ) ) ( )

k

ik
k l

X dl X const
=

⋅ =∑ ∫
���

ξξξξg w  sur l’élément ei. On obtient alors : 

 

6

1
1

6

1
1

( , ) ( , ) ( ( ( , ) ( , )) ) ( )

( ( , ) ) ( )

rot rot rot

rot

k

k

X r X X r ik
k l

X r ik
k l

X X X X dl X

X dl X

=

=

 
= = − ⋅ =∑ ∫ 

 

 
= ⋅∑ ∫ 

 

���

���

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ξξξξ

A f A g w

A w
 (A.39) 

La relation  (A.34) est alors démontrée. 

Si on revient maintenant au deuxième terme de la partie droite de (A.32), on note : 

 [ ]1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6ROT rot rot rot rot rot rot( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X i X i X i X i X i X iw X w X w X w X w X w X=  (A.40) 

On peut déduire alors: 
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1
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rot rot
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∫
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Λ Λ Λ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ ΛΛ Λ Λ Λ

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ
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ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξξξξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
ξξξξ

ξξξξ
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ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ max det M

( )
( )
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V ξξξξ
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ξξξξ

 (A.41) 

où 

 

1 1 2 2 3 3

4 4 5 5 6 6

* ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r ex r ex r ex r

ex r ex r ex r

Α Α Α Α Α Α

Α Α Α Α Α Α

− = − − −

− − − 

Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ
 

est le vecteur des circulations de ( , ) ( , )ex rX X−A Aξ ξξ ξξ ξξ ξ  sur les 6 arêtes du tétraèdre ei. Le terme λ1max 

est la valeur propre maximale de ROT ROTt ⋅ .  
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En utilisant (A.31)(a), on obtient : 

 
2 2 2 4 2

1 16* ( ) ( ) ( ) ( )r d eC c h h− ≤ ⋅ ⋅ ⋅Λ ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (A.42) 

En remplaçant (A.42) dans (A.41), on obtient : 
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ξξξξ

A A A A

 (A.43) 

Avec 2 2 1
4 1 16( ) ( )C C c µ −= ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ . A partir de (A.32) ,  (A.33) et (A.43) on obtient: 
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max max
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V
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 (A.44) 

L’étape finale consiste à représenter hd(ξ) en fonction de he qui est réalisé dans la partie 2.2.2.1: 

 
2 2

min

1
( )

( )d eh h
λ

≤ξξξξ
ξξξξ  (A.45) 

Rappelons que min( )λ ξξξξ  est la valeur propre minimum de la matrice M M( ) ( )t ⋅ξ ξξ ξξ ξξ ξ . En utilisant 

(A.44) et  (A.45) la formulation finale prend la forme suivante:  

 
2 2 2mil max

3 4 1max

min mil minmin max

( ) ( )
( ) ( ( ) ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ie

i e e

V
er C C h h

λ λ λ
λ λ λ λ λ

′ ≤ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
ξ ξξ ξξ ξξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

ξξξξ ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
 (A.46) 
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Annexe A5 : Enrichissement stochastique  
 

Cette partie s’appuie sur la méthode XSFEM proposée par A. Nouy [9, 29, 30]. 

On s’intéresse à une grandeur locale aléatoire d’intérêt G(ξ) qui possède une discontinuité en ξ= 

ξ0. Il a été montré dans la partie 1.4.1.3 qu’un chaos polynômial classique n’est plus adapté pour 

approcher G(ξ). Il est alors nécessaire d’enrichir la base de polynômes par des fonctions 

discontinues en ξ= ξ0 et la variable aléatoire G(ξ) va être approchée sous la forme suivante : 

 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
P K

P
i i i i

i i

G G α γ χ+

= =

≈ = ⋅ Ψ + ⋅∑ ∑ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ  (A.47) 

avec ( )iΨ ξξξξ  les polynômes du chaos classiques, ( )iχ ξξξξ  les fonctions d’enrichissement qui prennent 

en compte la discontinuité en  ξ= ξ0 et αi, γi sont des coefficients à déterminer. A priori, on peut 

prendre ( )iχ ξξξξ de la forme suivante : 

 ( ) ( ) ( ) , 1:i i i Kχ τ= ⋅ Ψ =ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (A.48) 

avec: 

 
0

0

1 si
( )

1 si
τ

<
= − ≥

ξ ξξ ξξ ξξ ξ
ξξξξ

ξ ξξ ξξ ξξ ξ  (A.49) 

La détermination des coefficients αi, γi peut être réalisée en utilisant la méthode de régression ou la 

méthode de projection (voir les parties 1.3.1.2 et 1.3.1.3). 

A.5.1. Méthode de régression 

On cherche αi, γi de manière à minimiser le terme : 

 
2

1 1 1

( , ) (G( ) ( ) ( ))
n P K

k k k
i i k i i i i

k i i

r α γ ω α γ χ
= = =

= − Ψ −∑ ∑ ∑ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ  (A.50) 

On obtient le système linéaire suivant : 

 
0 1

1 2

S S

S St

     
=     

    

αααα
γγγγ

a

b
 (A.51) 

avec S0, S1, S2 des matrices de taille P P× , P K× , K K× respectivement. Les vecteurs a et b sont 

respectivement de taille P et K. Les coefficients de ces matrices et de ces vecteurs sont donnés 

par : 
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∑
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ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ α γξ ξ α γξ ξ α γξ ξ α γ

a

b

 (A.52) 

La réalisation de n calculs déterministes G(ξk), k=1 :n, est nécessaire dans ce cas.  

A.5.2. Méthode de projection 

On cherche la projection de G(ξ) dans l’espace :  

 { }span ( ), ( ) / 1: , 1:d
P i j i P j Kχ+ = Ψ = =ξ ξξ ξξ ξξ ξH  (A.53) 

Ce qui impose que : 
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( ( ) ( )) ( ) :

( ( ) ( )) ( ) :

P
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P
j

G G i P
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+

+
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 − ⋅ = = 

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

ξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ

E

E
 (A.54) 

L’équation (A.54) conduit au système suivant:  

 
0 1

1 2

E E

E Et

     
=     

    

αααα
γγγγ

c

d
 (A.55) 

avec E0, E1, E2 des matrices de tailleP P× , P K× , K K× respectivement. Les vecteurs c et d sont 

de taille P et K successivement. Les coefficients de ces matrices et vecteurs sont donnés par : 
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E

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξ α γξ ξ α γξ ξ α γξ ξ α γ

c

d

 (A.56) 

Dans (A.56), on doit effectuer différents calculs de l’intégrale. Les coefficients de E0, E1, E2 

peuvent être déterminés analytiquement. Par contre, les coefficients de c et d doivent être calculés 

numériquement. Ces calculs nécessitent n évaluations déterministes de G(ξ
k), k=1 :n. 
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Annexe A6 : Détermination de la transformation  
 

Dans cette annexe, on va détailler la détermination de la transformation présentée partiellement 

dans la partie 3.1.2.1. 

 

 

Figure 104. Stator étudié 

  

 

Figure 105. Division en zones des domaines E et D 

On divise alors la zone i du domaine de référence et celui du domaine initial en 9 sous domaines 

Ej et Dj , j=1:9 de la façon présentée sur la Figure 106. 
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X2 
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Figure 106. Division de la zone i en 9 sous domaines  

La transformation de la zone i du domaine de référence est réalisée en déterminant 9 

transformation du sous domaine Ej en sous domaine Dj. La transformation du E5 (ABCF) en D5 

(A’B’C’F’) a été présentée dans le chapitre 3. Dans la suite, on va détailler la transformation pour 

les autres sous-domaines. 

A.6.1. La transformation de E1 en D1 

La transformation du E1 en D1 est présentée sur la Figure 107. 

 

 

Figure 107. Transformation de E1 en D1  

A B 

F C 

P 

Q1 

Q2 
A’  B’  

C’ 
F’ 

Q’1 

Q’2 

Domaine de reference E Domaine initial D 

P’ 

X3 
X1 O 

X2 

E1 
E2 

E3 

E4 E5 E6 

E7 E8 E9 

A B 

F C 

D1 D2 D3 

D4 D5 D6 

D7 
D8 D9 

A’  B’  

C’ 
F’ 

Domaine de référence Domaine initial 

M’  

H’  

A’  

N’  

K’  

N M  

H K 



 

 158 

 

Le domaine E1 peut être alors considéré comme un ensemble de segments Q1Q2 parallèles avec 

OX2 (Figure 107-Figure 105). Les coordonnées du point Q’2 dans le domaine D1, image du point 

Q2, sont déterminées par : 

 
2 2

2

1
1 1

1

2 2

A
Q Q

A

Q A

x
x X

X

x x

′
′

′ ′

= ⋅

=
 (A.57) 

avec
2 21 2( , )Q QX X  

2 21 2( , )Q Qx x′ ′ , 1 2( , )A AX X , 1 2( , )A Ax x′ ′  sont respectivement les coordonnées du point Q2, 

Q’2, A, A’. Rappelons que les coordonnées du point A’ sont déterminées en fonction des valeurs 

de Ri1, Ri2, li1, li2 (Figure 105). Le point Q’1, image dans le domaine D1 du point Q1, est déterminé 

par : 

 
1 1

1 1

1 1

2 2

Q Q

Q Q

x X

x X

′

′

=

=  (A.58) 

Le segment Q’1Q’2, l’image de Q1Q2 dans le domaine D1, est alors parfaitement défini.  

Pour un point P quelconque dans le domaine E1, on détermine le segment Q1Q2 auquel le point P 

appartient. Le point P’, l’image de P, appartient alors à Q’1Q’2 et peut être déterminé par :  

 
1 1 2 1

1 1 2 1

1
1 1 1 1

2 1

1
2 2 2 2

2 1

( ) ( )

( ) ( )

P Q Q Q

P Q Q Q

Q P
x x x x

Q Q

Q P
x x x x

Q Q

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

− = − ⋅

− = − ⋅
 (A.59) 

La transformation du sous domaine E1 en D1 est alors finalement déterminée.  

A.6.2. La transformation de E7 en D7 

La transformation de E7 en D7 est très similaire à celle de E1 en D1. 

A.6.3. La transformation de E4 en D4 

La transformation de E4 en D4 est présentée sur la Figure 108. 
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Figure 108. Ttransformation de E4 en D4  

Le domaine E4 peut être alors considéré comme un ensemble de segments Q1Q2 parallèles avec 

OX2 (Figure 108-Figure 105). Les coordonnées du point Q’2 dans le domaine D4, image du point 

Q2, sont déterminées par : 
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Le point Q’1, image du point Q1 dans le domaine D4, est déterminé par : 
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Le segment Q’1Q’2, image de Q1Q2 dans le domaine D4, est alors parfaitement défini.  

Pour un point P quelconque dans le domaine E4, on détermine le segment Q1Q2 auquel le point P 

appartient. Le point P’, l’image de P, appartient alors à Q’1Q’2 du D4 et peut être déterminé par :  
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 (A.62) 

La transformation du sous-domaine E4 en D4 est alors finalement déterminée.  
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A.6.4. La transformation de E8 en D8 

La transformation de E8 en D8 est présentée sur la Figure 109. 

 

 

Figure 109. Transformation de E8 en D8  

Le point O est l’intersection de AF et BC (Figure 109). Le domaine E8 peut être alors considéré 

comme un l’ensemble de segments Q1Q2. Les coordonnées du point Q’1 dans le domaine D8, 

l’image du point Q1, sont déterminées par : 
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Le point Q’2 l’image du point Q2 dans le domaine D8 est déterminé par : 
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Pour un point P quelconque dans le domaine E8, on détermine le segment Q1Q2 auquel le point P 

appartient. Le point P’, l’image de P, appartient alors à Q’1Q’2 et peut être déterminé par :  
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 (A.65) 

La transformation du sous-domaine E8 en D8 est alors finalement déterminée.  
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A.6.5. La transformation de E2 en D2 

La transformation de E2 en D2 est présentée sur la Figure 110. 

 

 

Figure 110. Transformation de E2 en D2  

Le point O est l’intersection de AF et BC (Figure 110). Le domaine E2 peut être alors considéré 

comme un ensemble de segments Q1Q2 (Figure 110). Les coordonnées du point Q’1 dans le 

domaine D2, l’image du point Q1, sont déterminées par : 
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Le point Q’2 l’image du point Q2 dans le domaine D2 est déterminé par : 
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avec R2=61.2mm (Figure 104) et l’angle 
2Qϕ ′  déterminé par (Figure 93) : 
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Pour un point P quelconque dans le domaine E2, on détermine le segment Q1Q2 auquel le point P 

appartient. Le point P’, l’image de P, appartient alors à Q’1Q’2 et peut être déterminé par :  
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La transformation du sous domaine E2 en D2 est alors finalement déterminée.  

A.6.6. La transformation de E3 en D3, E6 en D6 et E9 en D9. 

Les transformations du E3 en D3, E6 en D6 et E9 en D9 sont déterminées aisément en se basant 

respectivement sur les transformations de E1 en D1, E4 en D4 et E7 en D7 en utilisant des rotations 

d’un angle de 10° autours des axes Ox3 et OX3, puis des symétries par rapport aux axes Ox2, OX2. 
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Résolution numérique en électromagnétisme statique de problèmes aux 
incertitudes géométriques par la méthode de transfo rmation : Application 

aux machines électriques 
 

RESUME : Les modèles numériques, de plus en plus utilisés en tant que prototypes virtuels, 
requièrent la connaissance de paramètres d’entrée comme les dimensions géométriques, les 
caractéristiques physiques des matériaux et les sollicitations externes. Les modèles 
numériques disponibles actuellement sont très proches de la physique qu’il représente et les 
écarts que l’on constate avec la réalité peuvent maintenant incomber en partie à une 
méconnaissance des paramètres d’entrée. L’approche probabiliste qui consiste à modéliser les 
quantités incertaines par des variables ou champs aléatoires est la solution qui a été retenue 
dans cette thèse pour prendre en compte les incertitudes d’origine géométrique. Pour résoudre 
le problème, la méthode de transformation, permettant de ramener un problème aux 
incertitudes portées par la géométrie à un problème aux incertitudes portées par les lois de 
comportement, a été choisie. Comme il existe une infinité de transformations possibles, 
différentes méthodes de détermination de la transformation ont été mises en œuvre et 
comparées. En particulier, un estimateur d’erreur a-priori a été proposé de manière à dégager 
des critères de choix. Il a été aussi montré que la méthode de transformation peut prendre en 
compte naturellement des discontinuités au niveau stochastique des grandeurs locales. Enfin, 
la méthode étudiée a été employée pour étudier l’influence des incertitudes géométriques d’un 
stator sur les performances d’une machine électrique. Cette étude s’appuie sur un ensemble de 
mesures faites sur un lot de stators.   
 
Mots clés : variable aléatoire, incertitudes géométriques, problème stochastique, chaos 
polynomial, méthode non intrusive, électromagnétisme, machines électriques. 

 
Numerical solution of static electromagnetic proble ms with geometric 
uncertainties by the transformation method: applica tion to electrical 

machines 
 

ABSTRACT:  The numerical models that are more and more used as virtual prototypes 
require information on the input data as the geometrical dimensions, the physical characteristics 
of materials and the external solicitations. At present, the models available are very close to the 
physics they represent and the gap met with the reality can come now partially from a lack of 
information on the input data. The probabilistic approach which consists in modelling the 
uncertain quantities by variables or random fields is the solution which was chosen in this thesis 
to take into account the uncertainties on the geometrical dimensions. To resolve the problem, 
the transformation method, allowing transposing a problem with uncertainties on the geometry 
to a problem with uncertainties on the behaviour laws, was chosen. As there are an infinite 
number of possible transformations, various methods to determine the transformation were 
implemented and compared. In particular, an a-priori error estimator has been proposed which 
gives a criterion for the transformation choice. It was also shown that the transformation method 
can take into account naturally the discontinuities at the stochastic level of the electromagnetic 
fields. Finally, the method was used to study the influence of the geometrical uncertainties of a 
stator on the performances of an electrical machine. This study is based on a set of 
measurements made on a batch of stators. 
 
Keywords  : random variables, geometrical uncertainties, stochastic problem, polynomial 
chaos, non intrusive method, electromagnetism, electrical machines. 
 
 
 
 
 
 
 


