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Introduction générale

Pour développer un modéle, la premiére étape dentiat d’abord a traduire les phénomenes
physiques qui s’operent au sein du dispositif €&weh langage mathématique par des équations.
Ces équations relient des grandeurs d’entrée @nydres a des grandeurs de sortie d’intérét pour
I'utilisateur. L'obtention de ces équations se fait général au prix d’'un certain nombre de
simplifications (provenant d’hypotheses faites lgudispositif). Il apparait a ce stade des erreurs
dites de modélisation. Par ailleurs, la résolutie ces équations est souvent impossible
analytiquement et nécessite la mise ceuvre de methmaimériques. Ces méthodes conduisent a
une solution approchée de la solution exacte dbl@me mathématique. Il apparait alors des
erreurs dites de discrétisation.

Les progres réalisés dans le domaine de I'analysgérique, dans les capacités de stockage et de
vitesse d’exécution des calculateurs ont permistrdiéer des équations mathématiques plus
complexes, avec des bases d’approximation plusesiclee qui a conduit a une réduction
simultanée des erreurs de modélisation et de disatién.

A c6té de cela, le modéle numérique nécessiteed&@itmenté par des parametres d’entrée comme
les dimensions géométriques, les caractéristighgsigues des matériaux et les sollicitations. Les
grandeurs d'intérét dépendent bien entendu de aemmgtres d’entrée. Une meéconnaissance,
méme partielle, de ces derniers peut conduire atneer sur les grandeurs de sortie. Cette erreur
était souvent négligeable devant les erreurs dedhisation et de discrétisation.

Maintenant, pour certains problémes, cela ne sepibke évident et on ne peut pas affirmer que
les écarts entre la simulation et I'expérience soduits par des erreurs de modélisation et de
discrétisation. Il est fort possible qu’une part@n négligeable de ces écarts soit due aux erreurs
sur les paramétres qui se propagent au travers atlielm Il est donc nécessaire de se doter
d’outils qui permettent de prendre en compte cetéeonnaissance des données d’entrée en les
considérant comme incertaines.

Il est alors légitime de se demander : commentctériger |'effet des incertitudes des parametres
d’entrée sur les grandeurs d’intérét de sortie ddéte?

Pour répondre, plusieurs approches ont été propo€¥e peut noter tout d’abord les approches

par intervalles et par logique floue [46, 47]. Lpmpche par logique floue consiste a représenter
les incertitudes par des fonctions caractéristioqmedélisant le degré d’appartenance [48, 49]. On
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détermine ensuite la fonction caractéristique dgdamdeur de sortie en propageant les incertitudes
au travers du modele numérique [50-52].

Une autre approche dite « probabiliste » [40-45,583 consiste a modéliser les parametres
d’entrée incertains par des variables ou des chaiépsoires. Alors, les grandeurs de sortie sont
aussi des variables aléatoires gu’il convient ddeccaractériser. L'approche probabiliste se
décompose en trois étapes qui sont :

» La modélisation des incertitudes des paramétregrd'e
» La propagation des incertitudes vers des granakussrtie
» L’exploitation des résultats obtenus

Dans un probléme d’électromagnétisme ou la physjiepug étre représentée par les équations de
Maxwell, on peut citer trois types d’incertitudes s parametres d’entrée: Les incertitudes sur la
géométrie (entrefer d’'une machine électrique, largeles dents d’'un stator...), les incertitudes
sur la loi de comportement (perméabilité et congitétd’'un matériau ferromagnétique...) ou sur
les termes sources. Ces incertitudes peuvent peair origine les imperfections des procédés de
fabrication ou l'impact de I'environnement extéresur le vieilissement (les contraintes
mécaniques, I'humidité, la température...). La pr@p@g des incertitudes portées par la loi de
comportement a fait I'objet de nombreux travaux & littérature [3-7, 12, 16, 36]. Dans le
domaine de I'électromagnétisme, les travaux ss#zagecents [7, 12, 16].

Pour les incertitudes portées par la géométrie tr@gaux dans le domaine des sciences de
I'ingénieur sont plus rares. On peut noter la méthdes domaines fictifs [17] pour traiter un
probleme avec des incertitudes au niveau de ldiér@nou la méthode des éléments finis étendue
[9, 29, 30] pour traiter un probléeme avec des itiiceles au niveau des interfaces des matériaux.

La méthode des domaines fictifs consiste a intreduin domaine déterministe qui contient toutes
les réalisations du domaine réel. Des multiplicestale Lagrange sont utilisés pour imposer les
conditions aux limites sur la frontiére du domaiéel a l'intérieur du domaine fictif. La méthode
des éléments finis étendue consiste a utiliser ailage déterministe non conforme a l'intérieur
du domaine étudié. Des fonctions supplémentaireppidbximation sont ajoutées complétant
I'ensemble des fonctions de base classiques peadpe en compte la discontinuité au niveau des
interfaces des matériaux des champs locaux quenegas étre prise en compte avec les fonctions
de base classiques. La méthode de transformatiopopée dans [8] est utilisée pour traiter
initialement un probleme avec des frontieres algzgo Cette méthode consiste a ramener le
probleme avec une frontiére aléatoire a un problééfeni dans un domaine déterministe en
utilisant une transformation aléatoire bijectiveesLincertitudes de ce dernier probleme sont
portées par la loi de comportement. L'objectif éttethése est de mettre en ceuvre la méthode de
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transformation pour traiter des problemes d’élenagnétisme avec des incertitudes portées par la
géomeétrie et de I'appliquer aux cas des machiretrégues.

Ce travalil a été effectué dans le cadre d’'une leoGIERE financée par la société Valeo Systemes
Electriques et s’inscrit dans le cadre du pdle MEDHpporté par la région Nord Pas de Calais,
I'Etat et les fonds européens FEDER.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit des notisos la théorie des probabilités et le chaos

polynomial qui sera utilisé pour une discrétisat@nniveau stochastique. Ensuite, on présente un
probléeme magnétostatique déterministe ainsi quadthode des éléments finis pour le résoudre.

Puis, on pose le probléeme de magnétostatique stigha dans le cas ou les incertitudes sont

portées par la loi de comportement. Les méthodesériques employées pour résoudre ce

probleme sont discutées. Ensuite, on aborde ldégrebmagnétostatique stochastique dans le cas
ou les incertitudes sont portées par la géoméDie.présente ainsi les différentes méthodes

utilisées dans la littérature comme la méthodeddesaines fictifs, la méthode des éléments finis

étendus et enfin la méthode qui sera retenue Faitadite de « transformation ».

Le deuxieme chapitre porte sur I'application demi@thode de transformation pour résoudre un
probleme de magnétostatique stochastique. Diffésenhéthodes de détermination de la
transformation sont présentées et discutées.dteexine infinité de transformations possibles pour
un probleme donné et on montre en particulier qreames transformations, dites « discretes »,
permettent de simplifier la résolution numériquesiite, on essaie de définir les critéres de choix
de la transformation en se basant sur un estimateareur a priori. Enfin, le chapitre 2 se
termine par I'étude de discontinuité au niveau Iséstiqgue de certaines grandeurs locales et on
montre que la méthode de transformation est biaptad pour traiter ce type de probleme.

Le chapitre 3 est consacré a une application deéthode de transformation a I'étude de I'effet de

la variabilité des dimensions d'un stator d’'un rlégeur automobile de Valeo. On proposera
d’abord dans ce chapitre une modélisation protsibililes parametres d’entrée appliquée aux
rayons internes de dents du stator. Ensuite, lehadét de transformation est utilisée pour

caractériser I'impact de ces incertitudes des patas d’'entrée sur une grandeur de sortie, le
couple. A la fin de ce chapitre, on étudie I'impdet la variabilité de la largeur des dents sur le
flux magnétique traversant une phase du stator.sDegite derniere partie, le matériau

ferromagnétique constituant le stator est supposdinéaire.
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Chapitre 1 : Etat de I'art

Dans ce chapitre, on présentera les méthodes grepatans la littérature pour résoudre un
probleme aux dérivées partielles prenant en comeptecertitudes sur les données d’entrée. Ces
méthodes ont été peu appliquées dans le domailélédetromagnétisme mais principalement
dans le domaine de la mécanique et du génie Gmuilintroduit d’abord les notations sur la théorie
des probabilités ainsi que sur le chaos polynomial est souvent utilisé pour approcher les
solutions du probleme stochastique selon la dinoarsi€atoire. Ensuite, on rappelle les équations
de Maxwell pour un probléeme de magnétostatiqueradtéste dont on donne les formulations
faibles. Le probleme est étendu au cas des inodest portées par la loi de comportement. Puis,
des méthodes proposées dans la littérature popageo ce type d’incertitudes a travers le modéle
numérigue sont présentées. Apres cette présentstioes incertitudes portées par la loi de
comportement, on abordera les difficultés rencastiérsque les incertitudes sont portées par la
géométrie. Enfin, les méthodes proposées pour gevpeaes incertitudes géométriques sont
présentées et discutées.

1.1. Notions sur la théorie des probabilités

Dans le cadre de ce mémoire, I'approche probabiést choisie pour modéliser les incertitudes.
Dans cette approche, les parameétres incertains &wat modélisés par des variables ou des
champs aléatoires. Dans cette partie, on intradialbord quelques notations sur la théorie des
probabilités. Ensuite, on présentera le chaos potyal qui est souvent utilisé pour approcher une
variable aléatoire dont la variance existe.

1.1.1 Notion sur les probabilités

On rappelle ici quelgues notions de base ainsidggenotations de la théorie des probabilités qui
seront utilisées dans le reste de ce mémoire.

Dans l'observation d’'un phénoméne aléatoire, orodhtit ® I'ensemble des résultats possibles
dont 6 est un événement élémentaire. On m@nit’'une tribuF (voir annexe 1 pour plus de
deétails) dont les éléments sont appelés événemkespace ©, F) est muni d’'une mesure
probabilistePg de F dans [0 ; 1]. On appell®,(F, Pg) I'espace probabilisé.

Une variable aléatoiré réelle qui est une fonction d@ dans R est associée a une loi de
probabilité 7,

TrU) = I,(E7 ) (1.1

avecU appartient a une tribB de R. On noteF,(x) = /(£ < x) la fonction de répartition déde

R dans [0 ; 1]. Dans le cas ou la loi de probabdié& admet la relation suivante :
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P(E<x)= j £, (t) Cat (1.2)

avecf- de R dans [0, 4] alorsf: est appelée fonction de densité de probabilités de

Dans le cadre de cette thése, on ne considereagueatiables aléatoires qui admettent (1.2). On
peut définir aussi les quantités souvent utiliskess ce memoire :

* L’espérance dé€:

E[¢] :ZLfog(x) Clx (1.3)

qui permet d'obtenir la valemoyenne dé.

* La variance de:Var(§)=E[(¢£ - E(§)’ | représente « I'amplitude » de l'oscillation

de ¢ autour de sa valeur moyenne. La racine carsgede la variance est appelée
écart-type de.

 Le moment d’ordre k déest I'espérance de.

» Le moment centré d'ordre k de ¢, = E[ (£ - E(6))* |.

- o) . .
0 L'asymétrie def : y=— avecdsle moment centré d’ordre 3 et I'ecart-type
g
'3

de’.
0 Le coefficient d’aplatissement de ,Bzij avecdsle moment centré d’ordre
g
§
4 eto; I'écart-type de’.
e La covariance entre deux variables aléatoires ¢ et
K i cov(é,k) = E[ (6 - E[¢]) [x ~ E[«])]. Cette quantité permet d'évaluer le degré de

dépendance entréetx. Dans le cas oy etk sont indépendantes, la covariance est
cov(é,k)

o0,
A partir de la notion de variable aléatoire, on tpentroduire la notion de vecteur

aléatoire? = (¢,,¢,,..¢§,) de dimensiom avecd, i=1 :d des variables aléatoires réelles. On rofe

nulle. Le coefficient de corrélation est défini par, =

'ensemble des valeurs du vectefrr qui est un sous-ensemble @8 (dans le cas de vecteur
gaussier€, on aO® = R?). On notef: la fonction de densité de probabilité de ce vachdtatoire.
On peut définir une espace de Hilbert sl = L% (O, f: d&) des fonctiongy de O¢ dansRk de
carré intégrable par rapport a la mesure de protegahid muni du produit scalaire :

(9., = [ o) THE) §(&) Ok (1.4)

o

et de la norme associée;:
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g, = \/ j g?(&) Of, (X df (1.5)

1.1.2 Chaos polynomial

Cette partie est consacrée a une présentationajémier la notion de chaos polynomial [1]. Celui -
ci est un outil utilisé dans les méthodes déveleppécemment pour propager des incertitudes au
travers d’'un modéle numérique.

On considére une variable aléatofedont la variance existe qui est une fonction duxecteur

aléatoiref = (&,,....&,) :

Y =dg¢) (1.6)
ou ¢, i=1 :d sont des variables aléatoires indépendantes etiebasuit une loi normale centrée
réduite. Le vecteur aléatoi€=(¢,....&,) peut étre formé de données d’entrée incertainas d’
modéle don¥ est une grandeur de sortie d'intérét. On ripte fonction de densité de probabilité

de & Lorsque la variance deéexiste, la fonctiomy appartient alors a I'espace hilbertieff = L?
(0", f-d&). Dans la suite, on va rappeler comment on penstoaire une base polynomiale H&

=2 (Of f-d&) qui nous permettra d’approcher o).
1.1.2.1. Base hilbertienne dél®

On peut constater qu’une variable aléatoire estpb&t@ment déterminée lorsque celle-ci est écrite
sous la forme d’'une fonction de variables aléasogennues. Lors de la résolution d’'un modéle
stochastique, il n’est pas évident de représensmtement une variable aléatoire de sortie par une
fonction des variables aléatoires d’entrée. Unéirtigmie utilisée régulierement dans le calcul
numérigue consiste a chercher son approximatioa darespace vectoriel (cet espace est un sous
espace vectoriel appartenant a I'espace contemaftinction a approcher) de dimension finie.
Cette technique nécessite d’abord la constructies fonctions de base de I'espace vectoriel.
Revenons a notre probleme, une base hilbertighner 0 /V} de H¢ introduite dans la partie

1.1.2 est définie de la fagon suivante [37] :
- h;j est une fonction définie d@ ¢ dansR.
- {h,i0NV}est un systéme orthonormal, ce qui signifie que :

(hh). =4 (1.7)

0 sii-j#0

avecd, = _
b1 sinon

- le sous espace engendré par 'ensenig est dense dars’ (O°, f:d&), c'est-a-

dire : si(g,h), . =0pour tousi O N alorsg = 0.
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On a le théoréme [37] suivant :
Théorémel: Soit {h,iT NV}une base hilbertienne de I'espace de Hilbeit Alors pour tout g

dansH%on a:
g=> gh (1.8)

Les coefficients;gont tels que :
g =(9h),. (1.9)

La détermination dg peut se ramener a la détermination des coeffegntors de la résolution
numerique, on limite le calcul a un nombre finitdemesg;, i = 0 : P. On discutera du choix d&
par la suite. Une estimation numérique de (1.9} pae utilisée pour déterminer les coefficients
g

Dans la suite, on présentera une construction diga@mes orthogonaux multidimensionnels qui
forment une baséH,,i 0 /V} deHY & partir des polyndmes monodimensionnels.

1.1.2.2. Polynbmes de Hermite

Rappelons que dans cette paftieest la densité de probabilités du vecteur variabéatoire
§=(&,...&,) ou &, j=1:d sont des variables aléatoires indépendantes diamuioe suit la loi
normale centrée réduite. Dans ce Cads= R’. Une basgH i 0V} deH® peut étre construite en

utilisant dans ce cas des polynbmes de Hermite cioremsionnels comme on va le voir dans la
suite.
Polynbmes de Hermite monodimensionnels

On note dans ce cdsla fonction de densité de probabilités de la \deialéatoire gaussienige
centrée réduite. La définition des polyndmes dentiterh; de R dans R d’indice i O /V est la

suivante :

h(E) 1.8 = (-1) j'—{ () (1.10)

2
avec f,(§) :iexp(—7). On peut montrer que :

Va2
(&) =1, h,.(&)=E&h(@) —d% h(é) (1.11)

La construction dé&;() peut étre réalisée d’'une facon récurrente ad'aid I'équation (1.11). On

donne a titre d’exemple les premiers polyndmes elerlite monodimensionels:
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hy(&)=1

h(&)=¢

h(§)=¢& -1
h(&)=¢& -3¢
h(§)=¢" -6 +3

On peut introduire les polynémes normalibk€) :

H (&)=
(€) i (1.12)
On peut démontrer que la famibk (&), i 0V est orthonormée, ce qui signifie que :

(Hi(),H{(&)) . = [ H (OH, (&) T (6)dE =g (1.13)

Une fois les polynbmes de Hermite unidimensiongelsstruits, on peut les associer pour former
les polynédmes de Hermite multidimensionnels.
Polyndémes de Hermite multidimensionnels

Revenons au cas dgest la densité du vecteur variable aléate'nte(f1 ..... Ed) oué,, j=1:dsont

des variables aléatoires indépendantes dont chaswiheine loi normale centrée réduite. Un

polyndme de Hermite multidimensionnil (§) aveci = (i,,...,i,) 0 /V° est défini par :
H; () =H, (&) H; (&) TIH; (&) (1.14)

Le degré d'un polyndmeH, ;. ,(¢) est défini par:p = i1+..+g. On a alors le nombre P de
polynébmes de degré inférieur ou eégal @ui vérifie:

o_ce o (d+ D)
d

= (1.15)

Pour simplifier la notation, on va noted,({)avec aU/N au lieu de H,,.,)() avec

i

(iiz-i4) 0N (voir [7] pour plus de détail concernant la redatientres eti). On donne & titre
d’exemple les 6 premiers polynémes de Hernpte 2) dans le cad = 2:
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Ho(61¢65) =H (qo(¢p ¢ ) = H {&)H {§) =1
H,(¢162) =H1(¢2¢) = H{SIH £ ) =4,
H,($u¢5) =H (0y($26 ) =H {{)H () =4,

Ha(60 ) = H (€)= H LE)H (£) =%<ﬁ—1)
Ho (6 6) =H oy (626 = H(E)H (€)= &&,
Hy(E0 &) = H q5(6,6) = H &M (€) =%<£22—1)

A partir de (1.13), on peut constater que la famidl (§) définie par (1.14) est orthonormée dans
HY= LZ(Rd, f- d&). En utilisant le théoreme de Martin-Cameron [18]}, peut démontrer que le
sous espace engendré par I'ensenth|¢é) est dense danisl® = Lz(Rd, f- d&). Par conséquent,

H (&) forme une base Hilbertienne HE.

Dans la suite, on va utiliser cette base des pohgsdde Hermite pour approcher une variable

aléatoireY de la forme (1.6).
1.1.2.3. Chaos polynémial
On vient de rappeler dans la partie précédentd eugemble des polynémes de Hermiie (§)

forme une base hilbertienne @& = LZ(Rd, f- d¢) avecf;, la densité conjointe du vecteur de
variables aléatoire§ =(¢,,...,&,) ou &, i=1:d sont des variables aléatoires indépendantes dont

chacune suit la loi normale centrée réduite. Elsatit lethéoreme 1 une variable aléatoirg=

g(¢) dont la variance existe peut étre approchée par :
P-1
Y=g()=) gH,(&) (1.16)
a=0

Les coefficientsy,, a déterminer, peuvent s'écrire sous la forme :

9, =(0H,) . = [ a&)H () D(&) & (1.17)

Une fois queY est approchée par (1.16) les informationsYsdifférents moments, fonction de

densité de probabilité, etc.) peuvent étre obtemisgsment. Cela peut nécessiter I'évaluation des

termesE[HalHazE[Elan]. Dans l'annexe 2, une méthode semi analytiquepessentée pour

réaliser cette évaluation.

Puisque on alim,__g.(§)=9(§), alors siP est suffissamment grand, on peut obtenir une

approximationg, (&) deg(¢) avec une erreur suffisamment faible. On ne carpasg($) mais
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une méthode pour évaluer la qualité de I'approximmatonsiste a comparey,(¢) et g.,, (<),

k=1 : No (No peut étre choisi egal a 1 ou plus si la foncti@pgaroximer posséde des symétries). Si

la distance entreg.({)et g, () est faible, 'approximation pourra étre considésEsnme

correcte. Pour des cas particuliers, on peut despdain estimateur d’erreur qui nous permet
d’avoir la distance avec la solution exacte [18].

Dans certains cas ouwg(é) prend une forme «peu réguliere» [30], la coneecg
lim,_.g.(&) = g(&) peut étre tres lente. Ces cas nécessitent desmeaits adaptés pour accélérer

la vitesse de convergence. Ce phénomene est diansde chapitre 2.
Dans [14], il est montré gqu'une généralisation pesdsible avec des lois non gaussiennes. On a

dans ce cag =(¢,....&,) ou &, i=1 :d sont des variables aléatoires indépendantes.dresidns
de densité de probabilitéls de &, i=1 :d sont identiques. La fonctiof, peut étre la fonction de

densité d'une loi Beta, uniforme, etc... Dans ce case autre famille de polynémes

monodimensionnelsy, (¢)va étre mise en ceuvre (voir le Tableau 1 extrait[4). Les

polynbmes multidimensionnels sont établis a pdeices polynbmes monodimensionnels par :
W (&) =y, (&) W, (&) T, (<y) (1.18)

Dans le reste de cette these on nptef) aveca U /V le chaos polynomial généralisé.

Tableau 1. Chaos polynomial généralisés

Variable aléatoire Chaos polynomial Support
Gaussienne Hermite (-00,+0)
N Gamma Laguerre [0, +o0)
Beta Jacobi [a, b]
Uniforme Legendre [a, b]
Poisson Charlier {0,1,2,...}
Discréte Binomial Krawtchouk {0,1,2,...N}
Hypergéométrique Hahn {0,1,2,...N}

Dans la suite, nous allons traiter un exemple =mpbur illustrer [l'utilisation d'une
décomposition en chaos polynomial pour résoudr@robléeme stochastique et démontrer aussi

I'importance du choix de la base d’approximation.
1.1.2.4. Exemple d’application

Cette partie illustre I'application du chaos polgmal afin d'approcher une grandeur aléatoire. On
utilisera deux types de polynéme : les polyndmeketgendre et les polyndmes d’Hermite.
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A titre d’exemple, on s’intéresse au problémetétpee suivant :

O O

—
v=0 | R1(6) R,(6) v=1

Figure 1. Exemple électrique

Les deux résistances;(R) et R(0) sont des variables aléatoires uniformes indépetetanui
varient dans lintervallg2 ; 4]. On s’intéresse au courant | qui est aussi uneaide aléatoire.

Dans ce probléme, le courant est obtenu analytiqoepar :

1
1(0) = ————
(6) R()+ R(O) (1.19)

La fonction de densité de probabilités de variabéatoirel () présentée sur la Figure 2 est tracée

par la méthode de noyau [35]. On cherche mainteaayprochef(6) de (1.19) par un chaos

polynomial.

—théorique
_p=2

.25 0.3

Figure 2. Fonctions de densité de probabilités @elp — polynébmes de Legendre

On peut constater quR(0) etRy(0) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

R=3+¢,
R =3+,

avec & et & les variables aléatoires uniformes indépendantes d'intervalle [-1; 1]. Par

conséquent, le courant peut s’écrire sous la forme

=G s (1.20)
Le courant est approché par :
1()=1p($) = Z_l Vo ($) (1.21)

22



avec¢é = (&, &) et W, (&) les polyndbmes de Legendre ket les coefficients a déterminer par la

méthode de projection [7]. Sur la Figure 2, on dofanfonction de densité de probabilitésige
avec différents degrés maxinmaties polynébmes utilisés.

L’erreur de I'approximation (1.21) est définie par
e=E[(l,~1)] (1.22)

Dans le Tableau 2, on donne I'évolution de I'err€uR?2) en fonction des valeurs peOn peut

constater que avge> 3, la fonction approchde est trés proche de

Tableau 2. Erreurs en fonction de degré maximal p

Erreur
P Chaos de Polyndme de Legendre Chaos de PolyndiHerddte
2 1.51*10° 8.71*10"
3 4.16*10’ 1.50*10"
4 1.12*10° 8.97*10°
5 3.20*10™ 1.96*10°

On cherche maintenant a approché¢t.19) sous la forme (1.21) mais auge (&1, &) ouéy, &

sont des variables gaussiennes centrées réduitpendantes et w (&) les polyndmes

d’Hermite. Une relation d&; avec¢; et R, avecé, peut s'établir par une transformation iso-

probabiliste :
Fa (R)=F.($)
FRZ(RZ) = ng("zz)
avec F.,F, ,F. ,F, les fonctions de répartition des variables aléasoR;, Ry, &1, &

respectivement. Sur la Figure 3, on donne la fonctle densité de probabilité teet dans le
Tableau 2, on donne I'évolution de I'erreur (1.2R)fonction du degré maximpldes polyndmes

utilisés.
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Figure 3. Fonctions de densité de probabilitéd delp— polyndmes d’Hermite

On peut constater a partir du Tableau 2 que laergence en utilisant les polyndmes de Legendre
dans ce cas converge plus vite. On retrouve urtaésie [14], ou il a été montré numériqguement
que l'utilisation des polyndmes de Legendre estumiadaptée pour le cas ou les variables

aléatoires d’entrée sont des variables aléatoirgermes.

1.2. Probleme a résoudre

Dans cette partie, on rappelle d’abord le modethsgmatique utilisé dans un probleme de

I'électromagnétisme dans le cas déterministe. Gisgmtera les équations en magnétostatique
mais I'approche pourra étre généralisée au caséetrocinétique et de I'électrostatique. Les

formulations faibles en potentiel scalaire et enepbel vecteur sont ensuite introduites. On

présentera alors la discrétisation dans le domapadial des potentiels et la résolution du

probleme par la méthode des éléments finis. Ung iprobleme déterministe défini, on va

I'étendre au cas stochastique dans le cas ou lesrtitmdes sont portées par la loi de

comportement.

1.2.1 Probleme de magnétostatique déterministe
1.2.1.1. Les équations de Maxwell

Un probléme de magnétostatique déterministe sdomeaine D, que I'on suppose contractile, ou
la densité de courant est supposée nulle peuirgéaus la forme :

{divB(x) =0 (1.23)

rotH(x) =0

avec B l'induction magnétique eH le champ magnétique. La loi de comportement paet é
représentée par :

B(x) = u(x) H(X (1.24)
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ou u(x) est la perméabilité du domaine D. D’une faconégale, cette perméabilité est un tenseur
d’ordre 2 qui peut dépendre en méme temps de Eespat du champ magnétiqu¢ (probleme
non linéaire). Dans la suite, on suppose que pett@éabilité est indépendante du chamg'est-
a-dire que le probleme que I'on résout est linéaire

ﬁ s
B =
770 \ / e

D p(x)
0%

—>
—>®0
—>

vvy

Figure 4. Probléme de magnétostatique

Sur la frontiére du domaine D les conditions amitks sont imposées :

{H xn =0 sur une parti€,, (1.25)

B [h =0 sur le reste de la frontiefg

avecn le vecteur normal a la frontiere. On suppose queutfacd ™y est divisée en deux surfaces
distinctesI'y; etT'y2 ou une force magnétomotrige est imposée [19, 20]. On noig le flux
magnétique qui traverse les surfatggetl'y,.

Dans la partie suivante on va définir des espamasibnnels ou se trouvent les charBp$i ainsi
que les potentiels utilisés pour résoudre (1.28).e4).

1.2.1.2. Définition des espaces fonctionnels

On noteL*(D) et LD) respectivement les espaces des fonctions seslagelles et fonctions
vectorielles réelles d’énergie finie dans D. Omdduit les espaces [21, 22] :

E,(D) ={u0 *(D)/ grad u0 L*( D)}
E(D)={uDL*(D)/rotu0L*(D)} (1.26)
E,(D) ={uDL*(D)/ divu O ’( D)}

Lorsque le domaine D est contractile, on obtient :

Ker(rot(E)) = Imgrad( E))

Ker(d(E,)) = In{rot( E)) (1.27)

avec

Ker(H(E)) ={u0 E/ $( 4y =0}
Im(F(E)) ={ v/ Oul E v=3( v}
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ou Jest un opérateur linéaire quelconque. La relatibi27) signifie que pouru, JE(D),
v, JE,(D) tels querot(u)=0 et div(v,)=0, il existe alorsu,0E,(D), v,0E(D)tels que :
grad(u,) =u, etrot(v,)=V,.

On introduit aussi les espaces des champs satisfales conditions aux limites homogenes :

Eo(D)={u0E(D)/ u=0 surl,}

E5(D) ={u0E(D)/uxn=0 surf,} (1.28)

Dans la suite, on va introduire les formulationbl&és en potentiel scalaire et en potentiel vecteur
qui sont utilisées en pratique pour résoudre l&lproe (1.23)-(1.25).

1.2.1.3. Formulations faibles en potentiels

Formulation en potentiel scalaire :
A partir de (1.23) et (1.27), on peut déduire gelste une fonctior U E,(D) telle que :

H=-gradQ (1.29)
En utilisant (1.29) et (1.24), I'équatiativB =0 devient :
div(ugrad Q) =0 (1.30)

Pour prendre en compte les conditions aux limib@sjntroduit une fonctiora(x) U E,(D) [21]

telle que :
a(x)=0surl
_ " (1.31)
a(x)=1 surl",,
Le potentiel scalair@ peut s’écrire sous la forme :
Q(X) =Q'(¥) + ya(X (1.32)

avec Q'(x) une fonction qui possede des conditions de Dirichtenogénes sury. L'équation

(1.30) prenant en compte les conditions aux linpst s’écrire alors sous la forme :
div(ugrad Q') = -y, di(ugrad a) (1.33)

avecQ'0E] (D) a déterminer.

L’équation (1.33) conduit a la formulation faibkeigante:

[ grad(Q'(x)) [u(x) [grad (A(X) dx= -y, [ grad(a( 3) Cu( 3 grad(A( ¥) d: (1.34)

pour toutA(x)0 E3 (D) .
Formulation en potentiel vecteur :
A partir de (1.23) et (1.27), on peut déduire geklste un champOE (D)tel que :
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B=rot A (1.35)

En utilisant (1.35) et (1.24), I'équationtH =0 devient :

rot(xrot A)=0 (1.36)

Pour prendre en compte les conditions aux limib@sintroduit une fonctionN(x) O E,(D) [18]

telle que :

divN =0
NOh=0surl, (1.37)
j N mdsz—j N [hds=1

I—Hl rHZ
Le potentiel vecteuh peut s’écrire sous la forme :
rot (A(x)) =rot (A'(X) + PN (X) (1.38)

avec A'(x) une fonction qui possede des conditions homogexiedxn =0 surI'g. L’équation

(1.36) devient alors:
rot(x rot A') =-dygot (1 'N) (1.39)

avec A'0 E;(D) a déterminer.

De I'équation (1.33), on peut en déduire la forrtialafaible suivante:

J ot (A'(x)) [*(x) Bot (w( X)) dx+ &, [ 4~*( HTN( Y Eot (w( ) dx 0 (1.40)

pour toutw(x) 0 E;(D) . Comme on impose une force magnétomotyioentrel'y; etl'y, et que le

flux @y n'est pas connu, une équation supplémentaire éestssaire pour prendre en compte le
degré de liberté,. Cette équation est donnée par [22]:

[ 2700 ot (A'(X)) + BN (%) IN (X dx= -, (1.41)

Dans la suite on présente la résolution des pradefh.34) et (1.40) - (1.41) dans le domaine
discret.

1.2.1.4. Discrétisation

Pour approcher le potentiel scalaifg(x) et le potentiel vecteuA'(x) présentés dans la partie

précédente, les éléments de Whitney sont souviiseat[23] (voir pour plus de détail I'annexe
3). On se donne un maillaggs du domaine D avea, nceudsn; arétesn, facettes eh; éléments.
On introduit des espaces fonctionnels de fonctonpremier ordre:
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W, =spa{ w, / i= 1 n}
W, =spar{w; /i= tn} (1.42)
W, =spa{w, / i= 1n}

avecwy la fonction de forme associée au ncewd; la fonction de forme associée a I'artt ws;
la fonction de forme associée a la facet® le domaine D est contractile, on obtient alors

Ker(rot(W)) = Imgrad (W)
Ker(diW,)) = In{rot( W))

Les espaceS\h, Wi, W, sont respectivement des sous-espace&odé;, E, et vérifient des
propriétés similaires aux opérateurs vectoris grad etrot. Le potentiel scalaire de (1.34) est
approché par la forme suivante :

(1.43)

Q)= Y, Qw (%) (1.44)

iONgy

avec Noy I'ensemble des nceuds qui appartienfiaet Q'; les coefficients a déterminer. La
fonctiona(x) dans (1.34) peut prendre la forme discréte stévan

a(¥)= Y w (% (1.45)

iONgy »

ou Nonz I'ensemble des nceuds qui appartiennenta On utilise la formulation faible (1.34) en
appliguant la méthode de Galerkin [10], on obtient

ANQ' =p (1.46)

avecA une matrice de dimension, xny, # un vecteur de dimensiomy et Q' le vecteur des

valeurs aux nceuds du potentiel scalaire de dimemgou n’y représente le nombre des nceuds
qui n’appartiennent paslg. Les coefficients dd4, #, etQ’ sont donnés par:

A, = j grad(w, (X)) Cu(¥) Cgrad( w; ( 3) Odx
B =¥, [ grad(a(x)) Gu(¥) Cgrad( w, (X) Odx (1.47)
Q =9 i

D’une fagon similaire, le potentiel vecteur estragpé par :

A(x)= D Al (X (1.48)

iONog

avecNgg I'ensemble des arétes qui appartiennenf@et A’y des coefficients a déterminer. Le
systeme linéaire final a résoudre s’écrit sougteé suivante :

AlA'=n (1.49)
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avecA une matrice de taillén; +1)x(n, +1), A’ le vecteur(n, +1)x1 des inconnues et le vecteur

de taille (n; +1)x 1 qui s'écrivent sous la forme :

A 0
allC Floacl el
IR e A =1
D, Yo

C; = [rot (w; (X)) [ ™(x) Tot (w; (X)) dx (1.50)

F, = [ 47() IN (%) ot (w, (X)) dx

c= [ 4" () IN() IN(X dx

oun’; le nombre d’arétes qui n'appartiennent pag.aDans la suite, pour illustrer la démarche de
la résolution d’'un probléme stochastique, on vaseti la formulation en potentiel scalaire. Une
transposition au cas de la formulation en potenteteur ne pose pas de difficulté particuliere.

1.2.2 Probleme en magnétostatique stochastique - cartitudes portées par la loi de
comportement

1.2.2.1. Incertitudes portées par la loi de compoement

Supposons que I'on dispose déja d’'un modele pros@bde la perméabilité qui nous permette
d’écrire celle ci sous la forme d’'un champ alé&oir

M= H(%,6) (1.51)
et que ce champ aléatoire est une fonction d’'unbmerfini de variables aléatoiréts,...,fd) que

'on regroupe dans un vecteur aléatoife=(¢,.....&,). Cette fonction d'un nombre fini des

variables aléatoires peut étre obtenue par exemplgonquant un développement de Karhunen
Loeve du champ aléatoire représentant la perméalbdi]. La perméabilité s’écrit alors sous la
forme :

H(%,8) = u(%4(9)) (1.52)

En conséquence, le champ magnétigluet I'induction magnétiqu® dépendent non seulement

dex mais aussi d&(6).
M I_B

Mg —» D u(x,6 <« Iy

Figure 5. Probleme aux incertitudes portées pdolale comportement
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Pour simplifier I'écriture, on va omettre dans iats la notation de I'aléa et écrireé au lieu de
&(0). Le probleme de magnétostatique stochastique esdioinaineD peut s’écrire pour tout

£00sous la forme :

divB(x,§)=0
{rot H ((x?) =0 (1.53)
avec la loi de comportement :
B(x,§) = u(x.§)H(x<) (1.54)
Les conditions aux limites sont imposées par :
H(x &) xn(x) =0 sur une parti€,
{B(x,{) (h(x) =0 sur le reste de la frontiéfg (1.55)

On suppose aussi que la surfageest divisée en deux surfaces distindtgsetI'y2 ou une force
magnétomotriceg est imposée.
On introduit un espace fonctionnel :

UE(D,H*) ={u(x )/ 0600, WD E(D etDx0 D x)OH?) (1.56)

En se basant sur I'approche de la partie 1.2.1.peoit déduire une formulation faible suivante :
Trouver Q'(x,&)0U. (D,H?) tel que pouré 0O :

[ grad(Q'(x €) Qu(x &) trad(A(x) dx= -y, [ grad(a( 3) (u( x&) rad(A( ¥ d:  (1.57)

pour tout A(x) 0 E (D) .

1.2.2.2 Discrétisation spatiale
Le potentiel scalaire est approché sous la forme :

QX&)=Y QW (X (1.58)

iONgy

avec Qi(£) les variables aléatoires a déterminewgtX) les fonctions de forme nodale identiques
a celles utilisées dans le cas déterministe. Hisart la formulation faible (1.57), les fonctions
nodales comme fonction test, cela conduit au syst@atriciel suivant :

NEH'(§)=p(&) DEoo” (1.59)

avec:
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A; (&) = [ grad(w, (X)) Qu( x €) [grad( w, ( ¥) Cdx
B (&) = ~y, [ grad(a(x)) Qu(x &) [rad( w; ( ¥) Odx (1.60)
Q(£)=Q)(£)

Pour chague événement élémentéirg)?, on peut déterminer une solution approcli®e, &)

de (1.58) dans le domaine spatial. Cela nécessitésblution d’'un systeme matriciel (1.59) pour
chaquel. Le nombre de calcul est alors infini ce qui aghgriquement impossible. Dans la suite,
sont présentées les méthodes de propagation dertitimtes portées par la loi de comportement
qui vont permettre de réduire le nombre de caltugre fonction des cas, d’obtenir une expression
explicite deQ'(x, &) en fonction dex et ce qui est plus facilement exploitable.

1.3. Propagation des incertitudes portées par lailode comportement

Les méthodes de propagation d’incertitudes poppéesa loi de comportement peuvent se diviser
en 2 catégories : les méthodes non intrusivesehéthodes intrusives.

Pour les méthodes de type non intrusives, on s&eg& a une grandeGr qui peut étre le flux
traversant une surface, I'énergie du systeme, &tep ou la valeur du potentiel en certains
points... Cette grandeur est une variable aléat@peddant du vecteur des inconnu@¢é) de

(1.59) :
G(&) = G(Q'()) (1.61)
La caractérisation d&(&) est réalisée grace a un nombre d'évaluation§ d&(&), k=1 :n. Il

faut alors réalisen calculs déterministes d@'(€) en résolvant le systéme (1.59) correspondant au

& =& Puis les évaluations &) sont obtenues par (1.61). Pour les méthodesmtnrsives, on
ajoute une «couche » au modeéle déterministe ptametle prendre en compte les aspects
probabilistes.

Concernant les méthodes de type intrusive, le syst@.59) se raméne a un nouveau systeme a
résoudre pour obtenir une expression @éf). Dans la suite, on présentera les méthodes de

résolution non intrusives et intrusives d’un probéstochastique.
1.3.1 Méthodes non intrusives
Dans cette partie, on présente trois méthodesmursives pour caractériser la grandéxi).

1.3.1.1. Méthode de Monte Carlo

Une maniére simple d'introduire la méthode de Mddéelo est de considérer le théoréme central
limite (TCL). Il est donné par:
Théoréme 2 Soit (Y, i >1) une suite de variables aléatoires réelles indéjpmtes de carrée

intégrable de méme loi d’espérance m et d’écaré-typ
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NG

. n - = 1 . . . .
Alors la suite—(Y, - m), avecr, ==>"Y, converge en loi vers une variable de loi gaussienne
o n

i=1

centrée réduite ZCe qui signifie que :

lim, P(g(\?n -m<3="r(2< 2 (1.62)

On peut déduire a partir de ce théoreme que :

I - 0. . Jn ~ N
Jtrme(Yn—bﬁ< m< Y - a\/—ﬁ)zrymw[”( a<7( Y- )=/ a 2 )@!E P
Par conséquent, pour estimer la moyemme d’'une variable aléatoir&, une possibilité est
d’obtenir un nombren suffisamment grand de réalisatiopsi=1: n, de Y et de supposer que
n
g

exemple den est le suivant:

(Y, - m) suit effectivement une loi normale centrée réduitietervalle de confiance a 95% par

18 g < g

[=>'y -1.960— y +1.963= |

n & LB 2 N LG
Dans le cas ou on ne connait pas I'écart typeelui-ci peut étre estimé par la formulation
suivante :

1
"n

2= L1 Sy JAsh g
a, —n_lg(yi nkZzlyk)

Cette estimation vient du fait qug :LZ(Y —EZYJ.)2 est un estimateur sans biaisdet 2
n

I
i=1 j=1

converge presque surement versCe qui signifie que :
E(@6?)=0? et P(im,__ &2=0%)=1

En remplagant par &,, on peut approcher un intervalle de confiance% #88m:
18 L o
=3y -1.960n 23y + 1,960
[n;y. T nZl Y ]

Maintenant, on s’intéresse a la grandeur physiqleat@re d'intérét G(&) considérée
précédemment. La méthode de Monte-Carlo permeétdgrdiner les différents moments G&)
tels que son espérance, sa variance, etc...

Comme cela a été montré ci-dessus, il suffit deutat un nombren suffisamment grand de
réalisations d& : G, = G(&*) aveck =1 :n. Pour la mise en ceuvre de la méthode de MonteCarl

on génere d’aboreh réalisations indépendanté% de &, k =1: n. Pour chaque réalisatioff
I’équation (1.63) est résolue:
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A(E) (€)= B(£Y) (1.63)
La réalisationGy est obtenue par :
G, = G(Q'(¢")) (1.64)

L’intervalle de confiance de 95% d&€G(¢)) peut étre obtenue par :
G —1.96Bﬁ—‘3, G +1.96fc "
[ n \/ﬁ n \/ﬁ .

avec:

et g2 de la forme suivante :
52 =23 (G, -G,)’
G n_lk:1 k n

Cette méthode est non intrusive parce qu’il suiifitréalisen calculs déterministes correspondant
auxn réalisations des données d’entééek=1 : n. Cette méthode est facile & mettre en ceuvre et
on peut maitriser la convergence de I'estimatiar. ddntre, la vitesse de convergence est assez
lente (proportionnelle &/+/n). En effet, dans certain cas, on doit réaliselgrand nombre de
calcul ce qui peut s’avérer numeriquement lourd p@ut trouver dans la littérature la méthode de
I'hypercube latin [25], la méthode « importance péng » [38] permettant de réduire le nombre
de calculs.

Les méthodes d’échantillonnage précédentes pemhekstimer certaines grandeurs statistiques
lites aG(&). Néanmoins, il peut étre utile d’avoir une expres explicite de5(&) en fonction de

& Dans la littérature, différentes bases de dimenfiva sont utilisées pour approch&(é) (le
chaos polynomial, les ondelettes, etc. [39]). Darmiite, nous allons nous concentrer sur le chaos
polynomial sachant qu'une extension a d’autres das& possible. La grande@(é) est
approchée sous la forme :

GO =C"(E) =Y aw (@) (1.65)

avec W (&) le chaos polynomial et; des coefficients a déterminer. Nous allons présemés

méthodes qui permettent d’identifier les coeffitgan du développement (1.65).

1.3.1.2. Méthode de régression

Dans la méthode de régression, les coefficierasnt déterminés de la facon suivante [4] :

(@0, ap)=arg, . MinE[ G €)-G" €)F]) (1.66)

33



En réalité, on ne dispose querévaluations d&(&) pour estimerE[ (G(&) -G (£))*]. On obtient

alors :
(a,,a,,.0,)= arg%‘azw%mp[ Mint @, o, -y )ﬂ (1.67)
avec :
n P
r(a,a,,..0,)= ) @ (GE)-Y aW¥ € )y (1.68)
k=1 i=1
En cherchant le point stationnaire dér,,a,,..a,) de (1.68), on obtient le systeme matriciel
suivant:
Sla=b (1.69)
ou :
S =éa&q’i (&)W (&)
b :za’f(wi(fk)G("rk) et (2.70)
k=1
a =a, aveci,j=1P

La résolution de (1.69) permet d’obtenir les cagdfitsa;. Dans cette méthode, on doit effectuer
n calculs GE&), k =1: n. Rappelons que pour chaqd€& le probléme (1.63) est résolu et
I'évaluation GE) est obtenue & partir d&'(&). Cesn calculs peuvent étre réalisés en paralléle.
Le choix des points de réalisatighainsi que celui des poids est un point délicat. En effet, un
choix non pertinent peut conduire & un systemedjlsthgulier ou parfois mal conditionné. Dans
[26], les points d'évaluations peuvent se construire & partir des racines du npahg
monodimensionne}i(¢) et les poids peuvent étre donnés @ar1/n.

On peut constater aussi que pour un systeme (AdB3ingulier il faut prendrea > P. Dans le cas
ou la dimensiord est tres grande et on utilise tous les polynonmaslict inférieur ou égal p, la
valeur deP (1.15) peut étre trés élevée. La réalisation aunsnale P calculs peut étre
numériquement tres lourde. Dans [15], une méthstereposée consistant a choisir d’'une fagon
adaptative des polynémes utilisés dans le cas djpaerde dimensionl. Ce choix a pour but
d’exclure les polyndmes dont la contribution edtle&adans I'approximation (1.65).

1.3.1.3. Méthode de projection

En raison de l'orthogonalité et de la normalité getyndbmesW (&) les coefficientsy; (1.65)

peuvent étre déterminés par [5]:

a, = E[G(&) W, (§)] = | G(&) W, (&) T (£) (1.71)

oY
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Pour approche6(¢), il faut donc étre capable d’évaluer numériquetmantégrale (1.71). Pour
cela, on peut utiliser la méthode de Monte Cadanéthode quadrature de Gauss avec des grilles
creuses [11] ou des schémas adaptatifs [16]. Ta#esnéthodes nous ramenent a I'expression
générale d’approximation de l'intégrale suivante :

0 = [ G W, (O T, (A= Y e, [B(E") W, (£ (1.72)

avec& sont les points d'intégration ety sont les poids d'intégration associés. Cette oukth
nécessite aussicalculs déterministes d&¢&). Les erreurs numériques de cette méthode viennent
de la troncature du développement en chaos pohaldinb5) et de I'approximation (1.72).

1.3.2 Méthodes intrusives

Dans la suite, on présente les méthodes intrugivas résoudre le probléme (1.59). Rappelons
gue pour ces méthodes le potentiel aux no&I@s) s’écrit explicitement en fonction de

1.3.2.1. Méthode SSFEM (Spectral Stochastic Finitelements Method)
On introduit un espace :

H{ =spaf{W, €)V= 1P} (1.73)
On peut constater quéll est un sous-espace dé‘ (voir la partie 1.1.1). On cherche une
approximation deQ'(§) (1.59) dans I'espac¢H?)™. Rappelons que’ est la dimension du
vecteurQ'(§) et:

(HE)® ={u(&) = W (&), U(&), ... 4, €))/y €)OHE, i= Lunf) (1.74)

L’approximation deQ'(§) s’écrit alors sous la forme suivante :
P .
Q&)= Q"W (&) (1.75)
i=1

avec W, (¢) est le chaos polynomial €" des vecteurs des coefficients a déterminer derdiioe

N'o. La projection de Galerkin [6, 7] d&'(¢) (1.59) dangH2)™ nous donne :

E[(A(&) (&) - (&) W, (§)] =0 (1.76)

Ce qui conduit a :

P .

ZE[Wi(f) U\(E)D”Jj(fﬂ ' =E[W, (§) [B(§)] 1.77)

j=1
pour tousi = 1 : P avec les termeé\(¢§) et B(£) qui sont définis dans (1.60). L'équation (1.77)
peut s’écrire sous forme matricielle :
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E[W (O INEDV(E] ... E[W(E)INODWO]]|[ Q] [E[W.(&) B

.= (1.78)
E[Wo()INE DW,(E)] ... E[W(HINEDW(H)] ]| QT | | E[Wo(&)DB(&)]
En pratique, pour calculer les termels®; (&) (&) ¥, (£) ] on écrit d’abord
AE) =X AW (&) (1.79)

On peut montrer aisément que seuls les terés)de (1.79) de degré inférieur @ P est le
degré maximum de polyndbmeW,(¢), voir (1.15)) interviennent dans I'expression

IE[LIJi(f) U\(f)DPJ.({)] de (1.78). Puis, on utilise le calcul préalabletmealisé (annexe 2) du

terme ]E[Wi({)lvj (&)W, ({)} . On effectue la méme démarche pour les terBjs (&) LB(£)] -

Dans cette méthode, on résout un systeme unigué)(l. mais de taille trés grande
(ny (P)x (i, 0P). Dans [12, 36] la méthode des polyndmes doublemehbgonaux est proposée

permettant de ramener (1.78) a la résolution d&syes matriciels déterministes indépendants.

1.3.2.2. Méthode basée sur un développement de Tayl

Cette méthode consiste a approclig(é) dans (1.59) sous la forme d'un développement de

Taylor autour de la valeur moyenégde [9] :

Q&)= QO+ZQ s )+ZZ >R U =4I -4 o) +o(lE-&]) (1.80)
- _ o ,_0Q
On note ici : Q= o Q; 0E0Z

Si on effectue le méme développement a I'ordrel po etg, on a:

AO=Ro+3A, ma—aowgi A TE & )E —& )+olé-EJP) (1.81)
PO=F, 3,16 - 50)+;le B, € ~£ )& ~& g +oll€-£[) (182)
avec
Ay =AE): A, -Z—? /\jj:aZZ%
po=pE) £,= 25, affg o

A partir de (1.60) on a :
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[A],, = [ grad(we, () (% &) [rad (g, ( ¥) Cdx

[A,], = [orad(w, () Ba”;%") Cgrad(w, (%) Cx
(A, ], = [orad(w, () %@rad(vm) i

1.84
[8.], =¥, arad(@(x)) Qu(x,&,) rad (w, (¥) Cdx (1.84)

(8,1, = 1o orad(a() P47%%) grac(ug, () i
[8,], =7 grad(a(x) G’% grad(w, () Liix

En injectant (1.80), (1.81) et (1.82) dans (1.59)pbtient :

@ A =5
(b) A, m: =B, -\, [Q, (1.85)
(©) A, m'” Zﬂ” -N EQJ' A [Q,

pouri=1:detj=1:d. Les coefficients dans le développementtl§) sont calculés en résolvant
(@) puis (b) puis (c) du systeme (1.85). Les terrdes(1.84) peuvent étre calculés soit
analytiquement soit par une méthode numeérique.ritigoe, on se limite souvent a I'ordre deux
comme présenté ci-dessus parce qu’un développeimentordre plus élevé peut conduire a un
accroissement du temps de calcul.

On peut estimer les premiers moments de la solugionprenant seulement des termes de
deuxiéme ordre et on montre que [9] :

E@(@) =0} +5>.>.0; TovE &)

i=1 j=1

cmcrpiig; [Q [Cov§ £ )

i=1 j=1

Cette méthode est appliquée seulement dans leedasbtke variabilité de la grandeur de sortie car
dans le cas contraire, les termes a l'ordre supede? dans le développement(1.80) deviennent
non négligeables et la méthode devient beaucoupspoécise.

1.3.2.3. Méthode basée sur une décomposition de enn
Le vecteurY’' (&) d'apres (1.59) est égale a :
Q'(&) =N (H B (1.86)

En général, le calcul direct du terrfe’(§) n’est pas possible. L'idée de la décomposition de

Neumann est d’exprimek(€) sous la forme d'une série de matrices [3]. On juisialement :
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N(&) =Ny + A ($)
ou A\, est une matrice déterministe et inversible. On pegridre:
N, = E(A(S))
En d’autres termes, on peut écrire:
A& =N (1 +AGA(E)) = A (I +L()
avec:
L(&) =AoAL(&)

On a aussi:

(1+L(&)* =Y (L5 (1.87)

k=0

On obtient alors :
Q&) =(1+L&) A B) = kZ.;;(—l)kl-k(c’)/\?)l LB($)
La solution tronquée a I'ordife s’écrit :
Q'6) =3 ('L ONBE) (1.88)

Cette méthode est simple a mettre en ceuvre, parecaile est colteuse car elle nécessite le
calcul explicite de la matricA; .

On vient de présenter le probleme des incertitymbeees par la loi de comportement ainsi que
des méthodes pour résoudre ce type de problemeeMeéihreste encore des travaux a effectuer
pour disposer de méthode numériquement viable, dispesons d’outils pour résoudre ce type de
probleme.

Dans la partie suivante, on va aborder le cas®intertitudes sont portées par la géométrie.

1.4. Etat de I'art sur le probléme des incertitudegportées par la géométrie

Dans cette partie, on définit d’abord le problenes dhcertitudes portées par la géométrie. Puis,
les différentes méthodes pour propager ce typeefinudes vont étre discutées.

1.4.1 Définition du probleme

On peut distinguer le probléme des incertitudedéesrpar la géométrie en deux catégories : le
probleme aux frontiéres aléatoires et le problemeiaterfaces aléatoires entre les sous domaines
(frontiére entre différents matériaux). Pour défaes deux problémes, on considére d’abord une
surface aléatoirE(0). Cette surface est supposée paramétrée par ameiec :
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% = (6,9
X, = 0,(6,0 avec cOA (1.89)
%3 = 05(6,0

Ou X3, X2, et x3 sont les cordonnées des points situés sur lacaurf@) et g1, gz, g3 sont des
expressions connues. Le paramét@ppartient & un sous ensemble&fg R dans le cas 2D oul
I'(0) devient une ligne). Pour chaque réalisatio déexiste une bijection da dansI'(6). Dans

la suite, on suppose que le caractere aléatoimete surface peut étre représenté par un vecteur
aléatoire de dimension fingk: & = ({l,...,g‘d)(voir la partie 1.1)r®) =r(). On a alors :

X =0(&09
X, = g,(§,0) avec cUA (1.90)
X = 0(¢,0

Nous allons présenter maintenant le probléeme desrtiudes portées par la frontiere et le
probleme des incertitudes portées par les intesfamstre les sous-domaines composés de
matériaux différents. Dans ces deux problémessueaces aléatoires sont supposées représentées
par (1.90).

1.4.1.1. Probléme aux frontieres aléatoires

Dans un probléme aux frontieres aléatoires, le doeri(&) se compose d’'un seul matériau ce qui
signifie que la loi de comportement est homogeéne :

H(X,&) = 1y (1.91)

Me(<)

Ma(©) —> D o <« ($)

/\/

Figure 6. Probleme aux incertitudes portées pdirdetiere du domaine
Le probléme est défini sur le domaibé&?) de frontiére aléatoir€p(¢), pour touté DO de la

facon suivante :

{divB(x,{)zo (1.92)

rotH (x,&)=0
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avec la loi de comportement :
B(x,§) = 1 H(x.£) (1.93)

Les conditions aux limites sont imposées par :

{H(x, &) xn(x &) =0 sur la partiét,, (&) (1.94)

B(x &) n(x &) =0 sur le reste de la frontiéfg (£)

On suppose aussi que la surfaggs) est divisée en deux surfaces distindtgg&) et ['na(&) ol
une force magnétomotrigg est imposeée.

En pratiqgue, un domairi2 peut avoir des interfaces et une frontiere alésga@n méme temps.

1.4.1.2. Probleme aux interfaces aléatoires

Dans ce cas, le domairi® se compose de plusieurs sous-domaixés). La perméabilité dans
chaque sous domaine est supposée homogene. Lagudes sont portées par les interfabgg)
entre les sous-domainBg¢) etD;(¢&) (interfaces entre matériaux différents).

Figure 7. Probléme aux incertitudes portées parmsrfaces entre les sous-domaines

La perméabilité est représentée par :
HOCE) =D 4 Oy (%) (1.95)
i=1

avec Iy, (X,€) la fonction indicatrice definie par :

1si xOD (§)

0 si x0D (£) (1.96)

ID,(X1£)={

etnp le nombre de sous domaines du domé&inke probléme a résoudre dans le dom&revec

des interfaces aléatoires, pour tofif O, s’écrit de la fagon suivante :

divB(x,&)=0
{rotH (x,&)=0 (1.97)
avec la loi de comportement :
B(x,§) = u(x,$)H(x{) (1.98)
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Les conditions aux limites sont imposées par :

{H(X,g)xn(x)zo sur une partié,, (1.99)

B(x &) n(x) =0 sur le reste de la frontiéfg

On suppose aussi que la surfageest divisée en deux surfaces distindtgsetI'y2 ou une force
magnétomotricey est imposée.

1.4.1.3. Discussion sur le probleme des incertitusi@ortées par la géométrie

Dans le cas de la méthode des éléments finisadilikans le cas déterministe [10], un maillage
conforme est utilisé. Rappelons qu'un maillage astforme si les interfaces entre les sous-
domaines et la frontiere du domaine sont entierémegmésentées par des facettes (arétes dans le
cas 2D) des éléments du maillage. Cela permetdilédal'imposition des conditions aux limites
au niveau de la frontiére et d’assurer la discaiitinde certains champs au niveau des interfaces
des matériaux (la composante normaleéddet la composante tangentielle Blgpar exemple, voir
exemple ci-dessous). Un maillage non conforme aeani de la frontiere prend difficilement en
compte les conditions aux limites. Un maillage mmnforme au niveau des interfaces des
matériaux avec une discrétisation classique (wipdrtie 1.2.1.4) ne peut pas assurer certaines
discontinuités ce qui dégrade les résultats numeésiq9]. A titre d’exemple, on présente dans la
Figure 8 un domaine D découpé en 2 sous domainet D, séparés par une interface aléatoire
définie par la variable. Avec une discrétisation classique en 2D, le patkscalaire dans
I'élément triangulairé prend la forme suivante (voir la partie 1.2.2.2) :

3
Q(x) = ZQikV\{)ik(X) (1.100)
k=1
On obtient alors le champ magnétique dans I'élément
3
H = —grad Q(x) =-) Q,grad w;,, (¥ (1.101)
k=1

On peut constater que le charfpobtenu par (1.101) est continu dans I'élémier®r, si le
maillage n’est pas conforme, l'interface aléatgeait couper un élément en deux et dans ce cas
I'approximation deH ne peut étre discontinue sur cet élément dégrddeement la qualité de la
solution.
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I'v(é)

D1 Do uo

1

A
v

Figure 8. Maillage non conforme au niveau des ifaees

Si on utilise un maillage conforme, alors celudevient aléatoire. Une représentation du potentiel
scalaire sous la forme (1.58) n’est plus valable@auew, dépend non seulement gemais

aussi deg. Il existe un couplage entre les dimensions aléstcet les dimensions spatiales qui
n'existe pas lorsque les incertitudes sont porpgsla loi de comportement. L’approximation
sous une forme explicite d’'un champ aléatoire njess évidente et les méthodes intrusives
présentées dans la partie 1.3.2 ne peuvent padi@ogement applicables.

Pour caractériser la grande@(¢) quelconque, une possibilité consiste a utilisgpdroche non
intrusive (voir la partie 1.3.1) qui réalise plusie calculs déterministes @& ) sur le maillage
i =) conforme & la réalisation de la géométrie aec. Par contre, le fait de devoir
reconstruire le maillage pour chaque nouvelle géoenéend le probléme numériquement trés
lourd. De plus, une modification de maillage, sgmendre de précaution particuliére, peut
introduire du bruit numérique (di principalementaamodification de la connectivité entre les
nceuds), comme cela a été clairement montré paukeFman dans le cas déterministe de la prise
en compte du mouvement [28]. Enfin, dans le ca&@) est une grandeur locale, elle peut étre
éventuellement discontinue au niveau stochastiGoemme on va le voir dans I'exemple qui suit,
cette discontinuité dégrade [34] I'approximatiorr pe chaos polynomial qui est continue et
infiniment dérivable.

Exemple 2

On s’intéresse a un probleme de magnétostatiqdetnsion 1 défini sur la Figure 9. On impose
une force magnétomotricge=1 entre les deux faces opposées du domainee domaineD est
divisé en deux sous domainesd D, de permeéabilités; et u..
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D1 A(x0) D2z

Q
Oy

Figure 9. Probleme de magnétostatique dans le doei2().

La position de linterface entre deux sous domaiestsaléatoire (Figure 9). On suppose que
l'interface aléatoire peut étre modélisée par :

x = g(&) = 0.5+ 0.10 (F (1.102)

avec ¢ une variable aléatoire uniforme dans l'intervdHg ; 1]. Alors g(&) est une variable

aléatoire uniforme définie dans [0.4.0.61]. On s’intéresse au poidtdont la positiork, est telle
que 0.4.< Xy <0.6l. Le champ magnétique au poftest donné par :

Yotk
HA(%:4) = avec g€ <X
|_
H; 9($) ; ;2( a($)) (1.103)
H, (%, &)= (lar: avec g€ )> %

H 9(6) + 14 (1= 9(£))

Lorsque les perméabiliteg et u, sont différentes, le champ magnétique au pointtAdissontinu

au pointé ou g€) = xo comme cela est présenté Figure 10. Ce point dertisuité correspond au
cas ou le poiné se situe sur l'interface enti etD,. On constate que la discontinuité du champ
magnétique au niveau de linterface aléatoire @mgraune discontinuité selon la dimension
aléatoire. Si on s’intéresse a I'approximationHlg(x,,£) sous la forme d’une décomposition en

chaos polynomial :
Hu06,6) =H (%,8)= 2 a ¥, (€) (1.104)

avec les coefficients; déterminés (voir la partie 1.3.1.3) par :
a, = E[H (%)W, (£)] (1.105)

Les évolutions deH ,(x,,é) et HL(x,&) en fonction de la position de linterfaggs) sont

présentées Figure 10. On peut constater que I'appadion (1.104) n'est pas pertinente du fait
que H ,(x,,¢) est discontinu selon §(donc¢ .
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Figure 10. Champ magnétique au point A avet, u;=2, u,=1, P;=8 etxy=1/2

Nous avons déduit dans ce qui précede les difféseantre un probléme ou les incertitudes sont
portées par la loi de comportement et un probléemeles incertitudes sont portées par la
géomeétrie. Dans la suite, nous allons présentas tnéthodes pour résoudre ce dernier probleme.
La méthode des domaines fictifs pour résoudre obleme de frontiere aléatoire a été proposée
dans [17]. La deuxieme méthode appelée « méthaléldments finis étendu stochastique » pour
résoudre un probléme aux interfaces aléatoirex gpretposeée dans [9]. Ces deux premiéres
méthodes ont été proposées dans le domaine dedanimg@e. La derniere méthode s’'appelle
« méthode de transformation » pour résoudre unlgmabdde frontiere aléatoire [8] proposée dans
le domaine de mathématiques appliquées. On vadasptoser au cas de la magnétostatique et on
montrera que la méthode de transformation esteadpé dans le cas ou le domaine D posséde des
interfaces aléatoires et une frontiere aléatoirméme temps.

1.4.2 Propagation des incertitudes portées par laégmétrie

1.4.2.1. Méthode du domaine fictif

Dans [17] une méthode a été proposée pour traiteprabléeme avec une frontiere aléatoire.

L'idée principale de cette méthode consiste a thtie un domaine fictifD déterministe qui

contient toutes les réalisations du domaine ré&stalreD(¢). Le probléme initial se ramene alors

a un nouveau probléme défini dans ce domaine fidtifDans certains cas, on peut considérer la
solution d'un systeme d’équations aux dérivéesigias comme le point stationnaire d’un
probleme d’optimisation. Le nouveau probleme déflans le domaine fictif peut alors étre
considéré comme un probleme d’optimisation avedraortes pour imposer les conditions aux
limites sur la frontiere aléatoire du domaiD€?). Les multiplicateurs de Lagrange peuvent étre

utilisés pour imposer ces contraintes.

Dans la suite, on va présenter cette approche ldates non intrusif (voir la partie 1.3.1) ou on
ramene la résolution du probleme stochastique arékolution de plusieurs problémes
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déterministes. Un maillage unique du domaine fidéterministe sera utilisé pour les différentes
réalisations du domaine réel. Dans [17], la méthéeé appliquée dans le cas d'un probléme de
meécanique. On le transposera a un probleme de nosgggque défini dans la partie 1.4.1.1.

I's / s

'y — —r,
D() Ho
D 1o
v

Figure 11. Domaine réel et domaine fictif

Avec l'approche non intrusive, le probleme stocigast présenté dans 1.4.1.1 se raméne a des
problémes déterministes qui prennent la forme siéva

- Ky =
(e
avec la loi de comportement :
B(x, &) = 1 H(x,&*) (1.107)
Les conditions aux limites sont imposées par :
H(x, &) xn(x &X) =0 sur la partid™,, (&
{B((x, ;k))m(;xfi) )= 0 surle rZste d; I(;rfr)ontiéfés({k) (1.108)

avec& une réalisation dé. La surfaceln(&) est divisée en deux surfaces distindtag(& ) et
['2(&9) ol une force magnétomotrigg est imposée. Dans cette section, on suppose qatle

I, de la frontiere est déterministe. La discussioncemant le cas otr,, la frontiere ou I'on

impose des conditions de type Neumann, est aléatgra faite a la fin de cette section. En

utilisant la formulation en potentiel scalairepl®bleme (1.106) - (1.108) se ramene a :

div(g,grad Q(£)) =0 (1.109)

avec des conditions aux limites

{Q(fk)=0 sur T, (6%) (1.110)

Q&) =y, sur T8
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On peut constater que le probléme (1.109) - (1.1Hdt étre considéré comme équivalent au

probléme suivant:

Q=argMin,_. . [ DUk, mMu(x) dx (1.111)
D(£)

avec:
E,(D(E)={u(x/ U0 E(D, { ¥=0surl (&), ¢ x=y, SUfFHz(fk)} (1.112)
ou E,(D)est défini dans la partie 1.2.1.2.

On introduit un domaine fictiD contenant toutes les réalisations possibles deaDrontiére du

domained se compose de deux parti€¥: contenantl', et I';, (Figure 11). Au lieu de traiter le

probleme (1.111), on s’intéresse au probléme dé&fans le domaine fictif déterminist®

suivant :
Q =arg MinquH(b) {IDU(X)HIO M u(x) d% (2.113)
D

avec
E.(D)={u(x/ U0 B(D, { ¥=0surl (&), @ X=y, sum () et ()= 0 suf}

On peut constater qu2 est une restriction d@ dansD(&). Le probléme d’optimisation avec

contraintes (1.113) est résolu en utilisant lestiplidateurs de Lagrange :

(= Ou MUy b [ n( 306 ¥0ds [ n( XK Uxp)0 ¢ (1.114)
b M (€) M2 (€9

On obtient alors :
(é’ﬂo) =arg Min(u,DEe,(bMDK(rH &M [‘£ bz )] (1.115)
avec
Ex(D) ={u(x/ (Y0 B(D et ¢ =0 surl,} (1.116)

et K(I,(£")) un espace de fonctions de carré intégrable, aseipar morceaux de,(£) dans
R. Le systeme (1.115) se ramene a:
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IDQ(X)HJODDU(@dH%DI ny( 304 ¥Ods 0

- e (1.117)
[ nm@emst [ n(YAQ(¥-y,) Ods0
M (69) Mo (€9

pour toutes les fonctions test! Ey(D) et 70 K (T, (£)).

Le systéme (1.117) nécessite non seulement ungétisstion du cham@®(x) dans le domaine

D (voir la partie 1.2.1.2) mais aussi une discrétsade 7,(x) dansr (). Le maillage se
compose alors de deux parties : une partie indgpeadle I'aléa qui correspond au maillage du
domaineD et une partie liée &, (&) a recalculer pour chaque valetr

On peut constater que dans cette méthode des desnéatifs, on utilise un maillage non
conforme au niveau de la frontiere du doma&*). Comme cela a été signalé dans la partie
1.4.1.1, l'utilisation d’'un maillage conforme aweau de la frontiere a pour but de prendre en
compte naturellement les conditions aux limites.n®da méthode du domaine fictif, ces
conditions aux limites sont prises en compte paetdnique des multiplicateurs de Lagrange.
Concernant le domaine complémentaif@(&) dansD, on y impose une méme perméabilité que
D(&9). Alors, on ne génére pas d'interface entre les Stomaines et aucune non-conformité du
maillage au niveau de linterface ne peut apparaiRappelons qu’avec une discrétisation
classique (voir la partie 1.2.1.2) d¥x) la non-conformité au niveau des interfaces pegtatter

les résultats numeériques. Dans [67], le cad'glest aléatoire er’, est déterministe a été traité.
Une fonction indicatrice est introduite pour premnén compte des conditions aux limites de type
Neumann. En associant la méthode présentée ausd@gsc la méthode proposée dans [67], on
peut prendre en compte le caslquet aussil',, sont aléatoires.

Dans le cas des incertitudes portées par desantsfentre les sous-domaines, cette méthode ne
peut pas étre directement applicable. En réalitélisation d’un maillage fixe dans ce cas généere
des non-conformités au niveau des interfaces. @alassite des traitements supplémentaires dans

la discrétisation d&(x) que I'on va aborder dans la partie suivante.

1.4.2.2. Méthode des éléments finis étendus

Cette méthode a été proposée dans [9, 29, 30]rpsaudre un probléeme aux interfaces aléatoires
entre les sous domaines. Cette méthode consisilesarwun maillage non conforme au niveau des
interfaces aléatoires. Ce maillage est déterminggtene dépend pas de la réalisation de la
géomeétrie (voir la Figure 8). Comme on I'a vu dénpartie 1.4.1.3, l'utilisation du maillage non
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conforme au niveau des interfaces nécessite deentents numériques supplémentaires pour
prendre en compte la discontinuité des champsraaxaces.

On enrichit alors W (voir partie 1.2.1.4) par des fonctions supplérmiees qui s’appellent
fonctions d’enrichissement :

W, =spar v, (X, W, (37( x6)/ = 1, KJ I} (1.118)

avec w, (X)7(x¢&) des fonctions d’enrichissement kt 'ensemble des nceuds enrichis. La

construction de la fonction(x,&) etle va étre présentée dans la suite. Le potentichisead’écrit

alors sous la forme :

Q%)= > QW (N + D Q7 (&) v (A7( xE) (1.119)

iONgy kOl

La projection de Galerkin dans le domaine spat@lisnpermet d’obtenir le systeme matriciel
Suivant :

N () =B($) (1.120)
avec
vomy=| ME N | pep | B } " _{ Q'(f)}
N($)= ; = ; Q =
© L/\“(s‘))t AZ*(E)} ) [,3”(5) ) Q™(§) (1.121)

Les matricesA(§), N (&) et N () sont respectivement de dimensiofis< M, mxn, n,xn,

avecn, le nombre des noeuds qui n‘appartiennent gas ét N. le nombre de noeuds enrichis et
leurs composantes s’écrivent :

N (€)= Igfad(Wq (X)) Cu( % &) Lrad( vy, ( ¥) Ddx
Ao (&) = [ grad(w, (%)) Ou( % &) [grad(z( x &) Dw, ( 3) Odx (1.122)
N (&)= jgrad(r(x,{) g, (X)) C( % &) Lyrad(z7( &) Owy, ( 3) O

Les vecteursB(£) et 87(£) sont de dimensions,etn’srespectivement de composantes :
B, (&) =, J grad(a(x)) Qu(x &) [grad( w; ( ¥) Cdx
v (£) =~y  grad(a(x)) Qu(x £) [grad(w, ( 7( x£)) Odx

D

(1.123)

Les vecteurs des inconnu4¢) et Q™ (£) sont respectivement de dimensidihset ..

Pour construire les fonctions d’enrichissement,construit d’abord la fonctiorr(x,&). Cette

fonction peut étre construite grace a la fonctietedlel setqui est définie par :

@Ax, &) = xdist(xT(£)) (1.124)

48



qui est la distance entre le poiet l'interface aléatoird (¢) . Le signe est choisi de telle fagon

que la fonctiorevel setsoit positive dans un sous domaine et négative tHantre sous domaine
séparé par l'interface aléatoifgé) . On trace par exemple sur la Figure 12 la fonckkwmel set

dans le domain® associé a linterface aléatoire(é) donnée Figure 8 pour une valefir=
&=0.9.

D1 r ( fo) Dy uz

Figure 12. Fonction « level setg(x,&;)

Intuitivement, le premier choix dgx, &) peut étre donné sous la forme :

(% &) = | % ) (1.125)

02 / 04 0.6 0.8 A 1.0
D1 \ \
I Pt

Figure 13. Fonctionr (X, £)

On peut constater que le gradientde &) de la forme (1.125) est discontinu au poirsitué sur

l'interfaceI'(¢) (la fonctionlevel setest égale a zéro). L'ensemble des nceuds entichippartient
aux €léments qui peuvent étre potentiellement copaé I'interface aléatoir€ (&) (voir Figure

14).
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I'(S)

Di(¢) wm D2A$) w2

= - nceuds enrichis

Figure 14. Noeuds enrichis

Revenons a I'élémentprésenté sur la Figure 8, le champ magnétique deinélément pour la
valeuré =& prend la forme suivante :

H(x &) =0rad Q(x &) = >0, (Eorad (3 + Y QL (E)orad (r(xE) w( M (1.126)

La discontinuité de champ magnétique a l'interfB¢®) est prise en compte par le gradient des
fonctionsz(x,&,).

Dans [31], il est montré que dans le cadre détasteinavec le choix (1.125), la convergence de
I'approximation éléments finis (1.119) n’est pasimle (converge en ®@F) en norme.?). Dans
[9, 30] un autre choix de(x,&)est proposé. Ce choix conduit a une convergendealet de

I'approximation éléments finis. Cependant, ce chdonne Q;(§) et Q,"(f) de (1.119) peu

réguliere (leur dérivée au premier ordre en fomctieé est discontinue) ce qui peut générer des
problemes de convergence lorsque l'on souhaite oghpr ces potentiels par un chaos
polynomial. Aussi dans [9, 30], un troisieme chdi la fonctionz(x,&)qui permet d’éviter les
inconvénients ci-dessus a été propose.

Pour la méthode des éléments finis étendus, leepgs non intrusives ou intrusives peuvent
étre utilisées. Un maillage unique est nécess@iependant, il nécessite des calculs numériques
des intégrales des fonctions discontinues (1.128)p€lons qug(x, &) est discontinue d’apres
(1.95)). La technique de quadrature de Gauss glassin’est plus adaptée. Des traitements
spécifiques sur ce point sont alors nécessaires [9]

1.4.2.3. Méthode de transformation

Cette méthode a été proposée dans [8] pour résaudnerobleme d’équations aux dérivées
partielles dans un domaine ou la frontiére esttaiea Cette méthode peut étre étendue au cas des
incertitudes portées par les interfaces [32, 33gtteC méthode consiste a utiliser une
transformation aléatoire inversible qui transforleedomaine aléatoire B en un domaine de
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référence déterministe E. Le probléme initial smé@ae a un nouveau probleme défini dans le
domaine déterministe E avec une loi de comportemmantifiée qui devient un champ aléatoire
(Figure 15). On suppose qu’il existe une transfdimnaaléatoire inversibleX =T(x &) qui

transforme le domaine B)en un domaine déterministe E.

E Ex 1o(X,$) X =T(x&)
#'1(X,¢) «—

E (X&)

D, M2

Di pi

Domaine de référence E Domaine initial DE)

Figure 15. Transformation T
On peut écrire:

X, = Ti(% % %5 €)

Xy = To(Xy X %5 §) (1.127)

X3 = To(% % % 6)
ou x et X, i=1, 2, 3 représentent respectivement les coorles cartésiennes dans l'ancien
(domaine D) et dans le nouveau systeme de coordenfidmaine E). On suppose aussi que
T.(.&)OE,(D), i=1 2 3 pour tout 0O, On notel"y et I, deux parties de la frontiére du
domaine E, qui sont respectivement les imageB & et I'sz($) du domaine D en appliquant la
transformation X =T(x¢). On définit, comme dans la partie 1.2.1.2, lesaesp fonctionnels
suivants :

E,(E) ={uD *(B)/ grad uD L% B)}

1.128
ES(E)={u0dE(E)/ u=0 surl'}} ( )

La transformation (1.127) correspond a la mat@o®lpienne suivante:
M(X, &) =grad,T(x &) =[grad T,(x&) grad J,(x¢) grad T ,( x¢)] (1.129)

avec J, (u(x)) et 2 (u(X)) un opeérateur dans I'ancien et dans le nouvea@rsgstle repéere. On
suppose également que la matrice jacobievii®, &) posseéde un déterminant positif. On a alors

les propriétés suivantes:
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_ 1 u(Xx)
D!{)u(x) Ctix= i Fett) )[ux

grad,u=M [@rad ,u (1.130)
rot v=M " [fot , videtyl )

pour UL E(D) et VO E(D) .

On rappelle la formulation faible en potentiel so@ du probleme défini dans le domain&)D(
suivant :

Trouver Q'(x,&)0U; (D, H?) tel que :

[ grad, (@ (x )u(x(&)grad,(A(X&))) dx=

D($)

~¥, | grad, (a(x EDu(XE)grad, (A(X£))) dx

D($)

(1.131)

pour toutA(x(&)) 0 E] (D(€)) , avec :

UG (D,HY) ={u(x )/ 0&,00°%, u.&)0 E (X&) etOx0 O, (%)0H}  (1132)

En utilisant (1.130), on peut ramener (1.131) a éqgaeation dans le domaine E de la forme
suivante :
Trouver Q'(X,&) 00U} (E H?) tel que :

(.M OGEUM (X,€) _
Jorad (@ OX, )= gy 9tk (X de=
(1.133)

~yof orad, (X)) F-CORE R grad, (a0x) o

pour tout A(X)O ES(E) , avec :
US(EH") ={u(x&)/0&00% u.&)DE(E) etDx0E ¢ %.)0H (1.134)
Si on pose :

MU (X, E)H(XM (X, §)
det(M(X,&))

H(X,§) = (1.135)

le probléme (1.133) devient alors un probléme agrititudes portées par la loi de comportement
deéfini dans un domaine déterministe E. Si on @tet H’ I'induction et le champ magnétique du
probléme défini dans le domaine E avec la permigalgil.135), en utilisant (1.130), on obtient
I'induction et le champ magnétique dans le domai@ :

B=M™B'tefM)

1.136
H=M®’ (1.136)
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Pour résoudre le probléme (1.133), les méthodesnrsives et intrusives définies dans la partie
1.3.1 et 1.3.2 peuvent étre utilisées. Dans la augttde transformation, la difficulté principale
réside en la détermination de la transformatioatalée (1.127).

1.5. Conclusion

On a présenté dans ce chapitre les méthodes diexbabilistes » qui permettent de prendre en
compte les incertitudes dans un probleme magnétpsta Des méthodes intrusives et non
intrusives sont proposées dans la littérature paiter le probleme aux incertitudes portées par la
loi de comportement. L'approche spectrale basédesdéveloppement en chaos polynomial est
souvent utilisée. Lorsque les incertitudes sontéesr par la géométrie, ces méthodes intrusives et
non intrusives ne peuvent pas étre directemenicqamas. Une méthode basée sur I'introduction
d’'un domaine fictif utilisée dans le cas de frordi@léatoire et une méthode baptisée « méthode
des éléments finis étendus » dans le cas desaoésrfaléatoires ont été proposées. Une autre
méthode mettant en ceuvre une transformation atégbobposee initialement pour résoudre un
probleme aux frontiéres aléatoires peut étre éwrghns difficulté dans le cas des interfaces
aléatoires. Avec cette derniere méthode, on peaemar le probléme aux incertitudes portées par
la géométrie a un probléme aux incertitudes porpEasla loi de comportement. Il est alors
possible de mettre en ceuvre les méthodes de ré@solatgement développées dans la littérature.
La difficulté principale de la méthode de transfatibn réside dans la détermination de la
transformation qui va étre discutée au chapitre 2.
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Chapitre 2 : Méthode de transformation

Dans ce chapitre, on va développer la méthodeamhsformation abordée dans le chapitre 1. On
présentera d’abord difféerentes méthodes de conistinud’'une transformation aléatoire. Ensuite,
on abordera les criteres de choix de la transfoomatyn estimateur d’errewr priori sera proposé
pour cela. Finalement, la prise en compte de leodignuité au niveau stochastique qui apparait
dans le calcul des grandeurs locales est discutée.

2.1. Détermination de la transformation

La difficulté principale dans la méthode de transfation réside dans la détermination de la
transformation aléatoire. Pour un probleme ou langérie prend une forme simple, une
transformation analytique peut étre mise en plReg.contre, les systémes électromagnétiques en
pratigue prennent souvent une forme complexe ou tramesformation analytique n’est pas
aisément disponible. Dans ce cas, une méthode nsyStgie pour la détermination de la
transformation est nécessaire.

Dans cette partie, on s'intéresse d’abord a un plerde magnétostatique simple ou une
transformation analytique est disponible. L’'objede cet exemple est d'illustrer I'application de
la méthode de transformation pour résoudre un pnoblélectromagnétique avec la géométrie
aléatoire. Puis, deux méthodes numériques pourndigter la transformation sont proposées. La
premiére méthode proposée dans [8] est basée gigdution des équations de Laplace que nous
nommerons par la suite la méthode du Laplacien.deaxieme méthode que nous avons
développée [32, 33] est basée sur une transformgéométrique (méthode géométrique). Ces
deux méthodes vont étre illustrées et comparéegplssieurs cas académiques. Finalement, une
discussion sur la transformation « discréte » agéso& une transformation continue et qui est
équivalente a une déformation de maillage est m@@o

2.1.1. lllustration de la méthode de transformation

2a
< >
2a 7 A
. 21,
2 5 < > 2a
=
Nnw=0—— A N I2:v2=v0
2l; D1y
A\
A
D2 pe

Figure 16. Exemple magnétostatique



On s’'intéresse a I'exemple de magnétostatique pré&degure 16. Le domaine aléatoire D est un
cube de dimension 2a = 4. Ce domaine se composealibe  de perméabilit¢; = 10 de
dimensions aléatoired;2x 2, x 2z et D, le complément du domaine dans D, de perméabilité
u2 = 1. Les deux cubes;[2t D ont le méme centre. On prend pour les dinoassi= (14, 12, |13) des
variables aléatoires uniformes indépendantes daterValle [0.5a ; 0.75a]. On peut constater que
le vecteur aléatoirepeut étre exprimé en fonction d’un vecteur desabdes aléatoires uniformes
indépendante$ = (&1, &, &) définies dans [-1 ; 1]:

| =0.12%[F + 0 62% (2.1)

Une force magnétomotricg = 4 est imposée entre les deux faces oppdseesl’,. Sur le reste

de la frontiere du domaine D la conditi@dh =0 est imposée avea le vecteur normal a la
frontiére. L’énergie du systeme qui devient unengeur aléatoire en raison des incertitudes sur
les dimensionsdu cube B est la grandeur d’intérét pour cette étude acamgideni

ryy1=0 —» “—— ', 1,=V /2

v

< > s |2(f)
11(S)

Figure 17. Probléme a étudier sur le domaine D’

En raison de la symétrie du systeme défini Figueeld domaine D peut étre coupé en 8 sous-
domaines D) identiques. On considere I'énergie §/¢u probleme défini sur le domaine B)'(
(Figure 17). Dans cet exemple, on va appliquer Ehode de transformation pour calculer
I'espérance et I'écart-type de ¥y(Concernant la méthode de transformation, onavaener le
probleme défini sur DY) (probleme initial) & un probléme défini sur umone de référence E
(probleme de référence) en utilisant la transfoiongprésentée Figure 18:

a a
< > < >
a ” R a7 A
L
©2X,8) a L a
X=X(x, &) .
—
_____‘ifZA.__ v ,,-____|3£§)_ _Llv
H 1(X’§)v = 1 47
< > L al2 < > s |2(§)
a2 11(6)

Domaine de référence E Domaine initial D'€)

Figure 18. Transformation aléatoire
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Le domaine de référence E est formé de deux cubbsqués de dimensions fixes mais de
perméabilités aléatoires.

8- 4°
7" 3
6 2o %
£ 1° a2
HIV&
T ; ¥ a/2
a2
Domaine initial D'¢) Domaine de référence E

Figure 19. Subdivision du domaine D’ et E

On divise le domaine E et ¥ en 8 sous-domaines; et D’i($), i=1:8 (Figure 19). La
transformation de Dg) en E est déterminée grace a des transformatio@aides (dilatation) de
D’i (¢) en E. Une illustration est donnée Figure 20.

X3 y A X =T 1(X) X3
1 % _—) b3 X 1

=

<
<4

Jr
X2 < N A < > bl X

(22 b

Figure 20. La dilatation linéaire

Le changement de variab¥e=T; (X) qui transforme le cube de dimens@x a; X az en un cube
de dimensior, X by, x by peut étre défini par la relation matricielle déerpar (2.2).

ﬂ 0O O
a
b
X=l0 -2 0 |x+C (2.2)
&
0 O E
L 8 |

ou C représente un vecteur de translation indéperdiax qui disparait dans le calcul de la
matrice jacobienndl. Cette matrice est nécessaire a la déterminagsnpegrmeéabilités sur le
domaine de référence E (1.135):
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a
M={o 2 o
a,

0o 0o 2
L 8 |

En appliquant des transformations de la forme (Zd2ns notre cas, on obtient des matrices
jacobiennes uniformes pour chaque transformatio'g&) en E. La matrice jacobienne de la
transformation du (&) en E (Figure 19), a titre d’exemple, est donnée par :

. o
200,(8)
_ a
M) = 2a-1,(&))
0 _a
I 20a-1,(8)) |

La perméabilité equivalente du sous-domaiperend alors la forme suivante :

2a-1,(é)@-14&) 0 0
all(é)
_ MUOUM (&) 0 2,(§)(@-15(6)
=" et @) alta- L()
0 0 2,(§)@-1,é)
i alla-1L(é) |

On utilise la méme méthode pour déterminer la pahitiéé sur les autres sous-domaines de E.
Les incertitudes dans le cas du probléme définlesdomaine de référence E sont portées par les
lois de comportement et non plus par les dimensguissont ici déterministes. Concernant le
probleme défini sur E, I'énergie magnétique perd @pprochée par la méthode de projection non
intrusive (voir partie 1.3). Elle est approchéesslauforme suivante :

W(E =Y a ¥ (&) (2.3)

avec V¥, (&) le chaos polynomial de Legendrezgtles coefficients déterminés par:

a; = E[W(&) ¥, (8)] (2.4)

On a vu dans (1.72) que le calcul numérique désijral (2.4) nécessiteévaluations de W),
k=1 n, correspondant a la réalisation de la variabke &. Pour évaluer W), on détermine
d’abord la matrice jacobienne de la transformagmur chaque® = &. Puis, la perméabilité
£ (X&) du domaine E est calculée en utilisant (1.13B¥Uite, on résout le probléme défini sur le

57



domaine E avec la perméabilitg X, &) pour obtenir I'énergie WY). Un maillage unique du
domaine E est utilisé pour tous les calculs dé*yv(

Pour analyser les résultats obtenus par la métledeansformation, nous avons développé une
autre méthode, basée sur le remaillage du domairieeide méthode sera dite « de remaillage ».
Dans ce cas, I'énergie \§(est approchée également sous la forme (2.3)-€.4¢ calcul de
lintégrale (2.4) nécessite aussi des évaluatiofg)WPar contre, W{) est évaluée en résolvant
le probléme initial défini dans le domained)( Pour chaque®, un maillage conforme a la
géométrie DE) est utilisé. On doit effectuer alors un remaidlgmpur chaque réalisatigh de&.

La Figure 21 récapitule les étapes de ces deuxauésh

Méthode de transformation

A
r N\
M (E) b [ (") e > W(E)
Résolution du problems
E, 1/(X, &9
&= 1(&) nY

a; :Za& lj/\‘/({k)l]l',,(grk) —l W({) :igi_l.pi ({)

Résolution du probléme

- D'(£"), p
D'(¢") ; —>  W({)
\ Remaillage deD'(§") J
V

Méthode de remaillage

Figure 21. Méthode de transformation et méthodeed®illage

=i Transformation-potentiel scalaire
P i T L e Transformation-potentiel vecteur
=#¢= Remaillage-potentiel scalaire
Remaillage-potentiel vecteur

2 3 4
Maillage

Figure 22. Valeur moyenne de I'énergie obtenuedearx méthodes pour les deux formulations
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3.6
Ecart type

T
=B Transformation-potentiel scalaire
Transformation-potentiel vecteur
== Remaillage-potentiel scalaire
Remaillage-potentiel vecteur
T

3.

S R [ S — I S— ---—j

Maillage

Figure 23. Ecart-type de I'énergie obtenue par dméthodes pour les deux formulations

Sur la Figure 22 et la Figure 23, la valeur moyeanéécart-type de I'énergie obtenue par les
deux méthodes ont été tracés en fonction de la thil maillage utilisé. Pour chaque méthode, les
deux formulations en potentiel scalaire et en paknecteur ont été mises en ceuvre (voir la
partie 1.2.1.3). Les maillagesi;, Cin, iz et Sy avec un nombre d’éléments de;n228,
N.2=1729, n3=2951 et n4=6825 ont été utilisés pour la méthode de transdition.

Maillagel Maillage2 Maillage3 Maillage4

Figure 24. Maillages utilisés pour la méthode densformation

Pour la méthode de remaillage, 4 group@s i=1 :4 de maillages ont été utilisés. On impose u
nombre similaire d’éléments a celui du maillagg pour les maillages du groupé;, i=1 :4.

On constate un encadrement des valeurs moyennebémiergie obtenues par les deux
formulations en potentiel et une convergence dedtads lorsque le maillage s’affine. Ce résultat
commenté dans [18] peut étre expliqué de la masigikante :

Il est connu que pour I'exemple traité [60] on aipmutes réalisations d&:

W, (£) < W (£9) < W(Y) (2.5)

Avec respectivement\,,, W,, W, I'énergie exacte, I'énergie en formulation en ptid scalaire,

I'énergie en formulation en potentiel vecteur. Oontne alors aisément que :
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E[W,(6)]< E[W(&]< E[ W(&)] (2.6)

L’écart entre les résultats des deux formulati@pésente alors une image de I'erreur numérique.
Plus les deux formulations donnent des résultaishas, plus I'erreur numérique est faible. Dans
I'exemple considéré, on peut constater, sur lafei@2, que les résultats obtenus par la méthode
de transformation sont légérement meilleurs que cdatenus par la méthode de remaillage. On
peut noter aussi que la méthode de remaillage lestgouteuse du point de vue du temps de
calcul.

Le cas traité ici est tres simple et permet la rdéteation d’une expression analytique pour la
transformation ce qui, dans le cas général, n'asttpujours possible. Une approche générale pour
déterminer la transformation doit étre alors pr@&@osDans la suite, on va présenter deux
méthodes numériques pour déterminer la transfoomatLa premiére est basée sur une
transformation géomeétrique (méthode geométriqu@) B8] et la deuxiéme est basée sur la
résolution des équations de Laplace (méthode dlatian) [8].

2.1.2. Transformations numériques.

Dans la suite, nous allons définir le probleme goes souhaitons résoudre et les notations
associées.

La transformation a déterminer lie le domaine aigatD() et un domaine déterministe E (Figure
25).

X= Tz(X,@

E, — |

B 1'2(X,6)
©1(X,8)
Ei ,u’ i(X,f) \

Domaine de référence E X=Ti(x$ Domaine initial DE)

Figure 25. Transformation T

Supposons que le domainedpgoit divisé emp sous-domaines;[¥) contractiles de permeéabilité
uniformey; de frontierel'pi(c,£). Comme on a vu dans la partie 1.4.1 du chapjtenladmet que
cette frontiere puisse étre représentée par unebegparamétrédpi(c,£) ou c représente les
coordonnées curvilignes. On choisit le domaineaiiérence E composé de=np sous-domaines
E; aussi contractile. En pratique, on prend souvardamaine E composé de sous-domainaeteE
frontiereslgi(c) de la forme suivante:

M (©) =T, (cE[é]) (2.7)
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La frontiérel'gi(c) est alors une réalisation Hg(c,§) ou¢ prend la valeur moyennE[.{]. D’une

fagon générale, la paramétrisation de la frontiBpgc,&) etI'gi(c) permet de fixer naturellement,
pour une réalisation d& une bijection d&'si(c) enl'pi(c.E). Elle est définie de maniére suivante :

QUlNg(C) » ¢y » =G - QUIMN,(¢é) (2.8)

ou G et g sont respectivement les coordonnées curvilignespdents Q et Q' appartenant a
I'pi(c,€) etTgi(c).

I'ei(c) ~ Q I'oi(c, §)

27

Domaine E EE— Domaine (&)

Figure 26. Transformation stochastique du sous doeng

En pratique, il est plus simple de déterminerdasformatiorT *(¢) du domaine E en B car le

domaine de définition E est déterministe. La matjacobienne de la transformatidifé) est

déterminée simplement en inversant celle Té(&).

Pour déterminer la transformatioh*(¢) du domaine E en ), il suffit de connaitre les
transformationsT; (&) sur chaque sous domaine Bne contrainte imposée polif}(¢) est que
pour les 2 sous-domainesdf § posseédant une partie commune de la fronfigrel'giNT'g;, les 2

transformationd; (&) etT,-'l(é,’) doivent donner une méme imagel@eCe qui signifie que :

THQOr,) = T,(QOT,) (2.9)

Cette contrainte a pour I'objectif d’assurer leazaére bijectif d& (&). Une autre contrainte pour
Ti}&) est quelle admette une matrice jacobienne castimu niveau spatial pour chaque
réalisation def. Cette contrainte a pour I'objectif d’obtenir uperméabilité 1/(X,&) du sous-

domaine E continue pour chaque réalisation ge En réalité, l'intérét de la méthode de
transformation réside dans le fait qu’il ne nédesgju'un maillage fixé et déterministe.
Cependant, il est possible que les zones de discitBtde la perméabilité équivalente ne soient
pas conformes avec les éléments du maillage (une de discontinuité traverse un élément) ce
qui dégrade les résultats numériques (voir la @attd.1.3). Pour éviter cette situation, nous
supposerons que la matrice jacobienne est condiang chaque sous domaine.

Lorsque les matrices jacobiennkgs*(X, &) de TiY(&) sont définies, la matrice jacobienne de la

transformationT (&) est déterminée par :
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MOX, 6= 3M (X O 0g(X) (2.10)

avec I (X) la fonction indicatrice qui est égale a 1 danetzéro ailleurs. Dans la suite, nous
présentons deux méthodes pour déterminer la tnranafmn T;* du sous domaine;En O: la
méthode géométrique et la méthode du Laplacient &écrire la démarche, on s’intéresse a un
probleme a deux dimensions. La généralisation groilbleme de trois dimensions est aisée.

2.1.2.1. Méthode géomeétrique

a. Présentation générale

On se fixe une réalisation dg& et donc une géométrie pour D. On peut considévéune
transformation du domaine; EEn un domaine Dest équivalente a une bijection qui fait
correspondre chaque point P’ du domaina En point unique P du domaing Bn conséquence,
I'objectif de la méthode de transformation géonagiei est de déterminer la bijection suivante :

TUE - D

o (2.11)

Ce travail est réalisé en plusieurs étapes quilssrduivantes:

Etape 1:

Le domaine Pet le domaine de référencedbnt considérés respectivement comme un ensemble
de courbes(D;))={0Q} et S(E) ={O’Q’}. Rappelons qu’'un segment droit est un gasticulier
d’une courbe. Cet ensemble est établi de tellenfagme chaque point P’ dansdf P dans [(sauf

cas particulier, voir pour plus de détail dans dewle de la Figure 27) appartient a un unique
segment d&(E) et §(D;) respectivement. Cette contrainte a pour le busatisfaire le caractére
bijectif de la transformation (2.11), ce qui sigmifjlue chaque point P’ du domaineckt associé a

un point unique P du domaineg & l'inverse. Ensuite, on détermine la bijectioivante :

t:5(E) - 5(D)

00 0> 00 (2.12)

Etape 2:

Pour chaque point P’ du domaine E, on détermineolabe O’'Q’ qui passe par ce point. En
utilisant (2.12), on détermine la courbe OQ(©’'Q’). Le point P I'image de P’ appartient a OQ et
est déterminé par :

00 00 (2.13)

ol OX représente la longueur de lI'a@X. Dans le cas ou OQ est un segment droit, cette
longueur est la distance entre deux points P et O.
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Exemple Si on suppose que les domaing®LE sont étoilés, ceci signifie qu’il existe un poiit
dans Dtel que pour tous les points M dand®segment OM appartient a e méme avec O’ et
M’ dans E), on peut diviser Eet D en un ensemble de segments {O’Q’} et {OQ}Figui®.2

Tei(©) ~a Q I'i(c, €)

Q Q/
Q

Figure 27. Division en ensemble de segments

On peut constater que si les points Q' et Q pamtduwespectivement sur les frontiereslgeet
I'ni, (faire varier ¢ dand, voir la partie 1.4.1), I'ensemble des segmei(i3)={0Q} et S(E)
={O’'Q’} couvrent entierement respectivement lesrdones Eet 0. Un point quelconque P’
dans le domaine ;E(sauf le point O’) appartient a un unique segmédQ’. La
transformation(2.11) peut donc étre déterminéedadon suivante :

Q'I
_— CQ’

Figure 28. Coordonnée curviligne du point Q’

On détermine pour le segment O’Q’ la coordonnéeikigme ¢y de Q' (Figure 28).

R o Q

Figure 29. Détermination du segment OQ

Puis on détermine le point Q appartiefdipatel que la coordonnée curviligng de Q est égale a
Co (Figure 29).
La transformation P du point P’ appartenant & O@e&trminée par (Figure 30):

U

oFP
OP = x[OQ aveC)(=O,—Q, (2.14)
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op_op
0oQ 0Odg

Figure 30. Détermination du point P transformé del&ns O

Pour la méthode de transformation géométrique, expression analytique d®;* n'est pas
évidente a obtenir. Cependant, lorsque la transtbom (2.11) est numériquement définie, la
matrice jacobienneM (X}, X7,&*)en un point (X?, XJ,&*) peut étre facilement approchée par
un schéma aux différences finies. On donne par phete premier coefficient de la matrice
M (X0, X9, E):

OT: _ %X +0X, X0~ (X, X&)

ML) =
(LD o, 5X°

(2.15)

ou 5X? est une petite variation. La partie droite de §2.dst calculée grace a (2.11) xlavec

i=1, 2 sont les cordonnées cartésiennes de P @am®rhaine réel eX, i=1, 2, sont les
coordonnées cartésiennes de P’ dans le domairefaence. En conséquence, une approximation
de M(X/, X2, &) est facilement accessible. De plus, la résolutiomérique d’'un probléme
stochastique ne nécessite qu’'un nombre fixé deaisaleM du fait que les calculs d’'intégrales se
ramenent a une somme des termes en un nombrefpuidts (point de quadrature).

Pour illustrer la méthode de transformation, unngxe académique en magnétostatique est
présenté dans la partie suivante.

b. Exemple d’illustration

On s’intéresse au probleme de magnétostatiquerguiva

e X
»
<« I2iv=v
Iy Y= 0 R
a
Dy p2
v

v

A

Figure 31. Probléme de magnétostatique étudié
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Le domaine D étudié se compose d'un domainedP forme cylindrique de rayoR de
perméabilité; plongé dans un cube;de perméabilitg,. On impose une force magnétomotrice
vo aux deux faces opposé€s et I',. Sur le reste de la frontiere, on impoBén =0. Les
incertitudes géomeétriques sont portées par laMari@éatoire uniform® défini dans I'intervalle
[0.2a; 0.4a] (Figure 31). Cette variable aléatqeait étre écrite sous la forme=0.3a+ Q 1&f
avec ¢ une variable aléatoire uniforme définie dans €mtlle [-1;1]. Dans cet exemple, on
s’intéresse a I'énergie magnétique W du systemeesfuune variable aléatoire dépendanRad
donc de’. Pour des raisons de symétrie, on va étudier meueun quart du domaine :

Fl:'Y:O—" +— FZ:Y:YO
Ds o

R@I D1 ue—T(9)

Figure 32. Un quart du domaine en 2 dimensions

Le probléme présenté sur la Figure 31 peut étrsidéré comme un probléme 2D dont un quart
du domaine étudié est présenté sur la Figure 32.

Afin de faciliter la détermination de la transfortioa, on subdivise D en trois sous domaings D
D21, Do présentés Figure 33. Les sous domaings My, sont déterminés par les rayon)R§t
Ri= 0.45.a. On considere le domaine de référenceviédaussi en 3 sous domainegs i, Ex;
avec k;, By, déterminés par les rayoRs= E[R(&)] = 0.3a et R

E22

FRl
Ry

R()

Domaine E Domaine D

Figure 33. Subdivision de E et D en plusieurs stasiaines

Les interfaced r(¢) et 'ri du domaine D peuvent étre représentées sous reef@¢2.16) en
utilisant le parametre c.
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r©: {Xl - R&)eog 9
X, = R(£)sin( g
- Reog 3 (2.16)
Mo {Xl _ aveccOA=[ 0/ 3
X, = Rsin( ¢

D’une facon similaire, les interfacé%o et I'r; du domaine E peuvent étre représentées sous la
forme suivante:

FRo: {X1= ROCOS(C)

X, = Rsin(9 017
X, = Reog 9 (2.17)
ey _ aveccOA=[ 0/ 3
X, = Rsin(g
Il s’agit donc de déterminer sur chacun des troissslomaines une transformation.
T22-1(X!§)
—
¥ T4
1 X ,
Rl l""z( 75) 21 Rl
E21
n'2(X,$)
ROI E, T,5%8) R
M.l(xl |
Domaine E Domaine D

Figure 34. Transformation a déterminer

Les subdivisions des domaines E et D présentéeseF83 permettent d'utiliser la transformation
identité T,,(X,&)= X pour transformer le domaine,£en Dy. Il nous reste maintenant a

déterminer les transformations dedn D et de k3 en Dy qui sont décrites ci-dessous :
A partir de (2.16) et (2.17), on peut obtenir (Fg85) :

_R(¢)
=—2 Xy

Xiq, R, 1 o X, = X, 2.18)

X, _R&) X, %, = Koy .

Q Ro Q
E21 D21
o Q' m Q>
E 1 ~
. =T 1LI 4’ Qu
o) c O ¢

Figure 35. Transformation des segments
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La premiére étape consiste a divisereE B; en un ensemble de segments. Ce travail peut étre
réalisé en faisant varier ¢ de 0° a 90°. L'ensentds segments OQcouvre entierement le
domaine E et celui des segments 1Q", couvre entierement le domaing;EOn peut constater
que les ensembles définis par D& QQ. couvrent aussi entierement respectivement les
domaines B et D,;. La transformation (2.12) des segments est détéengrace a (2.18) (Figure
35).

Pour chaque point;Pdans g et B’ dans ki, on détermine OQ’passant par Pet Q1Q’>
passant par P Puis, on définit OQdu D, I'image de OQ: et Q Q. du Dy; I'image de QiQ’».

Les points I, image de R, et B, image de B, sont déterminés de le maniere suivante (Figure
36) :

T':E - D
Pl'l—> HZBI.D;Z/\/D@ avec y = (O)gll: (2.19)
et
Tz_l: E21 - D21
P RiQR=yQQ avec y= 2= (220)
QQ
T
7 —’
, P2 N Q 2 >
P\ Py
O o)
Domaine E Domaine D§)

Figure 36. Transformation géométrique du domaineD et B en Dy

Résultats obtenus :

On effectue une application numérique avec a=tatable aléatoire uniformi est alors définie
dans l'intervalle [0.2 ; 0.4]. L'épaisseur vaut 8.k et les perméabilités=1000 etu,=1. Les
résultats concernant la variable aléatoire de tgire W) obtenus par la méthode de
transformation vont étre comparés avec ceux obtpauta méthode de remaillage classique. On
utilise aussi un développement de QVeous forme de chaos polynomial (2.3)-(2.4). Les
démarches ont déja été présentées sur la Figure 21.

Dans la méthode de transformation, on utilise uillage de 1490 nceuds (Figure 37). Concernant
la méthode de remaillage classique, le maillagang@hal’'un point de quadrature a l'autre. Par
contre, nous avons conservé un nombre de noeud<ipague maillage de I'ordre de 1500.
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Figure 37. Maillage utilisé

La valeur moyenne et I'écart-type de la variabkatdire W) obtenus par deux méthodes sont
présentées dans le Tableau 3.

Tableau 3. Méthode transformation comparée a lshode de remaillage

Méthode transformation Méthode de remaillage
Moment
Potentiel scalaire Potentiel vecteur  Potentielamal| Potentiel vecteur
Moyen 0.7650 0.7630 0.7651 0.7633
Ecart-type 0.1973 0.1967 0.1979 0.1971

On peut constater que les résultats obtenus patetesméthodes sont trés proches sachant que la
méthode de remaillage est plus couteuse du poimaelelu temps de calcul.

2.1.2.2. Méthode du Laplacien

a. Présentation générale

Cette méthode a été proposée dahsOn cherche la transformatidh™ du domaine Een D(¢)
sous la forme :

{xi=¢1(><1, X&) (2.21)

X = @( X, X, §)

Les fonctionsg(X,, X,,&) et @(X, X,,§) sont déterminées en imposant que le Laplacien de

a(X, X, &) et @(X,, X, &) soit nul a I'intérieur du domaine E. C’est a dire

OU(Xy X5 6) , O°A(Xy X,8) _

9°X, 9°X, (222)
azg(xl’ X2' {) + az¢2( Xl’ X2’ {) - 0 .
9°X, 9°X,

On impose aussi des conditions aux limites surrdatiere I'e; du domaine Ede maniére a
satisfaire (2.8):
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= Xl’ , ,
{X:I.Q(Cyf) BA( Xy (9, X5(9.4) (2.23)

%0(G§) = B(Xg(9, Xg(9.4)

pour tous les points Q' appartenant a la frontigésgFigure 26) et les points Q correspondant sur
['pi(&). La condition (2.23) impose que la transformafigh transformd gi(c) enl'pi(C.&).

On peut constater que la résolution du problem22j2et (2.23) est équivalent a chercher
a(X, X, &), @(X,X,§ pami les fonctions qui satisfassent (2.23) tellgse les

termesj(gradq)zdx et j(grad@)zdx soient minimal. Imposer un Laplacien nul pogret ¢
E E

revient donc a minimisefgradg)’ et (gradg )’ sur le domaine et donc a limiter la variationgle
et ¢ tout en satisfaisant les conditions aux limites.

Une méthode pour résoudre numériquement (2.22).28) proposée dans [8] va étre présentée
dans la suite :
Découplage de dimension aléatoire et spatiale

On cherche d’abord a découpler de la dimensionadeadt la dimension aléatoire @gX,, X,,¢§)

et ¢(X,, X,,§). La frontiére aléatoir€p;(¢£) est approchée sous la forme suivante :

%o(G &)=Y Xo(9 UA)
=0 avec cOA (2.24)

%o(66) =Y %o UAE)

avec A(§) des variables aléatoires mutuellement non cosékex,(c), X,(c) sont des

coefficients déterministes. Si le probleme ne pémpas de représenter naturellement la frontiere
sous la forme (2.24), une approximation de (2.2)t@tre obtenue par une décomposition de
Karhunen Loéve tronquée a l'ordie [24]. Les fonctionsg(X, X, &) et @(X, X, &) sont

approchées sous la forme suivante :

Ay X8 = Y (X X) DAE)
. (2.25)
X, X, )= 3 B X, X) OAE)

avecd (X, X,) et @g(X, X,) des fonctions déterministes a déterminer. Enfajgq2.24) et (2.25)
dans (2.22) - (2.23), on obtient :

Z(a Q(X xz) a¢1(x XZ))A(f):O

0°X,

2@()(11 X,) 62¢2( Xy
ES o,

(2.26)
X)) =0
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et les conditions aux limites deviennent :

i(dec)—@(ler(o. X,5(9) A&)=0
. | (2.27)
2. 06o(0) = B(Xig (9, Xq(9)) A) =0

Les variablesA (&) sont mutuellement non corrélées. Alors, le systetoehastique (2.26)-(2.27)
peut étre ramené a plusieurs systemes détermidisésoudre :
A (X Xy) , OB Xy X)) _
02X, 02X,

O°B(Xy Xs) , G Xs X)) _
%X, 92X,

pour i = 0:K (2.28)

avec les conditions aux limites :

{X_'ILQ(C) =<4(X1Q’(C)’ XZQ( 0) pour i=0K (229)

X0 (€) = B( X (9, Xy (9)

La résolution des systemes (2.28)-(2.29) est ptésatans la suite.

Résolution numeérigue:
Le systéme déterministe (2.28) - (2.29) est répaluune méthode de collocation basée sur un

développement def(X,, X,) et g(X,, X,)en polyndmes de Tchebychev :

A% X)) =Y d, T X, X)
. (2.30)
A0 X =3 4, T %)

ou g (X, X,) des polyndbmes de Tchebycheyet g, le nombre de polynébmes de Tchebychev
choisi pour la décomposition ef, ,a, des coefficients a déterminer. La méthode de cation
consiste a choisim; points a l'intérieur du domaing Bu I'équation (2.28) est vérifiee et points
sur la frontierel's; ou (2.29) est vérifiee. En utilisant (2.30), legugtions (2.28) - (2.29)
appliquées auxh +n, points de collocation conduit & +n, équations linéaires avec comme

inconnues les coefficients,, a,. On prendn +n,=q+ g+2 pour assurer un nombre

d’équations égal au nombre de coefficients a débem

Dans le cas ou la géométrie du systeme électrortiggaéprend une forme complexe, la
représentation de la frontiére aléatoire sousraéa(2.25) n’est pas toujours évidente. Cependant,
on peut constater que pour I'approche Non Intrysiette représentation n’est pas nécessaire. La
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détermination de la transformation n’est nécessgitauxn points de quadratudd, k=1 : n, on

n’a besoin de résoudre (2.22)-(2.23) que pour ah@gint de quadraturé”:

0*A(Xy X, §") | 0°p(X, X, &) -0
X, °X,

0B (Xy X&) | 0°p( Xy X5 €Y) _
X, 9°X,

pour k=1n

avec des conditions aux limites sur la frontiégedu E:

{xlq(c;f )= A (9 Xg (08

X0 (G &) = @(Xig (9, X (9,€¥)

(2.31)

(2.32)

La méthode de collocation basée sur un développemeng(X,, X,,&), @a(X,X,,&) en

polynéme de Tchebychev peut étre directement qupdi pour résoudre (2.31)-(2.32).

Il faut noter que recemment [68], le probleme dplaeaien précédent a été résolu en utilisant une
approche éléments finis. Il faut noter égalemerdg quelque soit la méthode de résolution, la
méthode du Laplacien peut conduire, si on n'y ppéte attention, a une matrice jacobienne de
transformation avec un déterminant négatif et dnm probleme stochastique mal posé dans le

domaine de référence.

b. Exemple d'illustration

On prend le méme exemple de la partie 2.1.2. Osalla frontiéere du domaine de référence et du
domaine aléatoire réel en plusieurs parties comela est présenté sur la Figure 38. La

transformation a déterminer est la suivante :

D’ C’ T, D
1
E2 ;» K Dg
K'l
*F\ (XL XZ) ? (X]_ X2)
RO : El Tl_l R ! _ Dl
v 1 v g
A B’ A
Domaine E Domaine D

Figure 38. Transformation basée sur la résoluti@s @équations de Laplace

On prend aussi R=E[R]=0.3a pour le domaine de référence E.
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Découplage des dimensions aléatoire et spatiale

Les transformations & déterminer sont albf$ qui transforme Een D, et o™ qui transforme E
en D. On peut constater que la transformation du doendin en D est déterminée

analytiguement par :

5 =T,
(2.33)

_R&

% R 2

II n'est donc pas utile de mettre en ceuvre la ndghprécédente. Par contre, pour la
transformationT,* de B en D, nous allons mettre en ceuvre la méthode dite duatim
proposée au précédemment. La transformafigrdu domaine Een D, s'écrit sous la forme

suivante:

=g(X, X,
{xi BA(X, X, 6) (2.34)

% = @( Xy, Xy 4)
Les fonctionsg(X,, X,,§) et ¢(X,, X,,&) vérifient (2.22) sur tout le domaine.0Pour imposer les
conditions aux limites, il faut d’abord paraméties frontieres de et de D. Pour cela, chaque
portion de frontiere (Figure 38) A'B’, B'C’, C'D',D'’K’ et K'A’ de E, et les portions
correspondantes AB, BC, CD, DK et KA sus §bnt paramétrées. On a alors pour les portions de
frontiére de & (en posanR,= E[R(&)] = 0.3a) :

X =R +(a- R)Uc=0.3a+07ac

pour AB': aveccO[ Q]
X, =
Xo =2a
pour B'C':{ ° aveccl[ 0}
X,o =ale
oy ) Ko = AL
pour C'D': ~ aveccd[ 0} (2.35)
Xy =2
X, =0
pour D'’K':{ *° aveccl[ 0 }
X =R *+(a- R)Uc=0.3a-07ac

Xo =R cos(cz) =0.3acos( c7—T)
pour K'A': 2 2 aveccO[ Q]
Xyo = Rosin(cg) =0.3asin( CLZT)

Pour les portions de frontiere de D
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pour AB:{XlQ =_R(E)+(a— Rt aveccd[ 0 [1
X =0
pour BC:{x:zszaa[b aveccO[ O [L
=alt
pour CD:{)&ZQ . avecc[ O L (2.36)
pour DK :{:Z ::??(5) +(a= RE) e aveccO[ O L

%q = RE)cos(c))
pour KA: aveccO[ Q]

%o = REsIN(C7)

En remplacar®(é) =0.3a+ 0.1& dans (2.36) on peut écrire (2.36) sous la fornneasie :

=(0.3a+07a9+(01a- 0 1a
pour AB:{)<1Q ( 7+ % avecc[ 0 §
Xq =0
Xg=4a
BC: O
pour {qu - are aveccO[ Q]
=allt
pour CD:{XlQ aveccO[ Q] (2.37)
Xq=4a
=0
pour DK : o aveccl[ 0]
X, =(0.3a+ 0.7a9 +(Q la- 0 1ag¢
Xo =0. 3acos(c]—T) +0. lacos(cz—T)f
pour KA: 2 aveccl[ 0 }

X0 = o.3asin(c’—2T) + Q 1asin( c’—ZT)f

La représentation de la frontiere de [2.37) peut étre écrite sous la forme (2.24) alesc
variablesA($) sont les suivantes :

A)=1; A()=¢ (2.38)

Les fonctions@ (X, X, §) et de@(X,, X, §) sont approchées alors sous la forme suivante :

{@(Xp Xp &) =B (X, X) A+ X, X) KO =g X X+ @ X, X (2.39)

B(Xu X §) =Xy X) AlE) + @ X, X) KO =g X X+ 0% X X

En injectant (2.39) dans (2.22) on obtient :
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0°f(Xy X) , °G(Xy X)) _

%X, 92X, pour i = 0: 1 (2.40)

, , ur i=0: )
azg(xl’ X2) + 62¢2( Xl’ XZ) - O

%X, 0%X,

Concernant les conditions aux limites pafitX,, X,) et #(X,, X,), en utilisant (2.37) on obtient :

pour A'B': {ﬁ)(Xle(C), X2Q’( 0)=(0.3a+ 0 7ag aveCCD[ 0 1
@J(XlQ'(C)i XZQ'( C)) =0
[PV q)(le'(C)v XzQ'(C)): a
pour B'C '{@)(XIQ,(C), X, ()= alc aveccO[ Q]
I~ . #(XlQ'(C)! X2Q’(c)) = allc
pour C'D': { B (9, X () = 2 aveccO[ Q] (2.41)
vour k| X (0 g () =0 wesct[0]
@)(XlQ'(CL X2Q'( C)) = (O-3a+ 0] 73.()
#(XlQ’(CL Xsz( Q) =0.3acos( CZ—ZT)
pour K'A': : aveccO[ Q]
@)(XJ_Q’(C)! XZQ'( @) = 03aS|n( CE)
Et pour @ (X, X,) et @(X,, X,), on obtient :
pour AB': {#(XD(C)’ Xz(9)=0.1a-Q lac aveccO[ Q]
@(XlQ'(C)’ X2Q’( 9)=0
1A #(XlQ'(C)’ xzqy(@) =0
pour B'C '{@(Xn(c), X (3)=0 aveccO[ 0 ]
o | #(Xig (0, X (9) =0
pour C'D'": {(ﬂ}(le.(C). X ()=0 avech[ Q 1 (2.42)
pour Dk 1| A (9 X () =0 wesct[0]
@(XlQ'(C)y X2Q’( C)) = (0.13— 0] la()
qql(le'(C)y X2Q’( 0) =0.1acos( C]—T)
pour K'A': 2 avech[ Ql

B(Xq (0), X (9) = 0.1a8in( 7) X,

avec X (), X,o(9 qui ont été définis par la relation (2.35). On tpeanstater que les fonctions

d(X, X,) et (X, X,) peuvent étre déterminées aisément de maniéretigualya partir de
(2.35), (2.41) et (2.40) :
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Par contre, concernan®(X,, X,) et &(X,X,), celles-ci vont étre approchées en résolvant
numériguement (2.40)-(2.42) par la méthode de catlon utilisant un développement en

¢f(xl’ x2) = Xl
@)(Xl’ XZ) = X2

polynédmes de Tchebychev présentée précédemment.

Résolution numérique:

Pour étudier cette méthode de résolution, diff@emépartitions de points de collocation ont été
choisies. Les différentes transformations sont rae en fonction du choix de points de
collocation. On considere la grille des points sur Eprésentée sur la Figure 39. Pour pouvoir
comparer les difféerentes transformations entresetia s’intéresse aux transformations de la grille
§ dans le domaine fans le cas ou on preRd0.4a.

Dans la Figure 40, on présente le premier choix mEats de collocation (a gauche) et la

0.5
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000000000000000000000000000008
oooooooooooooooooooooooooooooo
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0.4t ©6060000000000000000000000000008
600000000000000000000000000008
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©6000000000000000000008
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o
®occcc0000c000e
® scevo0ccccccoe
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ooooooooooooo
ooooooooooooo
0 ecccooccccccoe

Figure 39. Grille des points du domaing E

transformation correspondant de la grillebtenue (a droite).
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0.3F
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0.1

Figure 40. Premier cas de répartition des pointsd#ocation et la transformation de la grillé
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Transformation de la aril $

(2.43)
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On peut constater que la transformation de la igomtE; ne correspond pas exactement a la
frontiere théorique du domaine,DEn fait, les segments D'K' et A'B’ obtenus par la

transformation ne sont pas parfaitement droits.

Sur la Figure 41, on présente le deuxieme choix mests de collocation (& gauche) et la

transformation correspondant de la grillebtenue (a droite).

0.5 —+——sr—s—s—o——e——s 05

000000 ¢ @
0000000000000

D OOOOoooooooooooooooooooooOOOooggoogggg .
o o
° R f Q Oogggooooggog
o4 o . . ’ 04 2333050000 ¢
* b 3093850000 o
° 2005200000 2 ©
03 eee,, : 0.3} é%g)oo
'o.. ° ° ° Qg?&ogéggggg §
0.2/ %o 1 0.2} °e
| " . | ses 3
o. . § §
0.1 % . 0.1} 5s
P S o
0 . . . .: o I o . 0 I I . . - 8
0 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
Choix des points de collocati Transformation de la grillé

Figure 41. Deuxiéme choix de répartition des podgsollocation et la transformation de la grilie

On peut constater que la qualité de la transfoonatorrespondant au deuxieme choix des points
de collocation est moins bonne rapport celle cpprdant au premier choix. La déformation des
segments DK et AB est relativement importante ag® la transformation de la grilfequi est
moins réguliére par rapport celle correspondargramier choix.

Le troisieme choix des points de collocation eéspnté sur la Figure 42.
0.5

* * *—o *—o—o *—o—o

0.4¢ o
0.3}
0.2} ° o

0.1¢

Figure 42. Troisieme cas de répartition des poddscollocation

Pour le troisieme choix, on obtient un systéme diiree des coefficientss,, &, (2.30) mal

conditionné ce qui rend la solution obtenue ineitalde.
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On peut donc constater que le choix des pointsalecation influence significativement la
qualité de la transformation obtenue. Un choix mamtinent des points de collocation peut
générer une transformation du domaine de référenaen domaine qui présente une déformation
par rapport le domaine initial (Figure 41). Un choion pertinent peut générer également un
systéme linéaire mal conditionné. Cela constitue limitation a l'utilisation de cette méthode.
Dans cet exemple, la transformation obtenue eisanil le premier choix des points de collocation
va étre utilisée pour étudier la variable aléatded énergie WY).

On effectue le calcul de la valeur moyenne et éealt type de la variable aléatoire d\vipour les
deux formulations en potentiel. Les résultats gwasentés dans le Tableau 4. On utilise le méme
maillage que celui de la méthode de transformag@meétrique traité précédemment (Figure 37).
On peut constater que les résultats obtenus piar tcahsformation sont proches de ceux obtenus
par la méthode de transformation géométrique (BabB et de ceux de la méthode de remaillage.

Tableau 4. Méthode de transformation comparéeradthode de remaillage

_ Méthode du Laplacien Méthode de remaillage
Information
Potentiel scalaire Potentiel vecteyr  Potentielsmal| Potentiel vecteur
Moyenne 0.7655 0.7629 0.7651 0.7633
Ecart-type 0.1988 0.1966 0.1979 0.1971

Dans la suite, les deux méthodes de transformation étre utilisées pour traiter un probleme
magneétostatique un peu plus proche de ce que Eohngncontrer au niveau de I'entrefer d’'une
machine électrique tournante.

2.1.2.3. Exemple en magnétostatique

On s’intéresse a un probleme de magnétostatiquel déf un domaine D presenté sur la Figure
43. Le domaine D est composé de 4 sous domainé&slDi de perméabilités = 1, = u3=1000 et
us= 1. On impose une force magnétomotrice 2A entrel’; etT', et Bh =0sur le reste de la
frontiére. Les incertitudes sur les dimensions gmntées par des variables aléatoires uniformes
indépendantes ry,rr,, Xo, Yo OU X, Yo correspondent a la position du centre du disgyea; 2t ©
sont les rayons de la surface intérieure des deanxsd) et D, en face du disquedlet r est le
rayon du disque P Les informations sur les variables, s, Xo, Yo sont données dans le Tableau
5. On peut constater que les variables aléatojras s, Xo, Yo peuvent étre représentées comme
des fonctions linéaires des variables aléatoffe5s,¢,,¢,,¢, qui sont des variables aléatoires

uniformes indépendantes définies dans l'interviallgl]. Ces 5 variables sont regroupées dans le
vecteur aléatoireé =(¢,,¢,,¢,6,¢&;). Dans cet exemple, on s'intéresse toujours a ipee

magnétique W) stockée dans le domaine D.
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Figure 43. Probleme de magnétostatique

Dans cet exemple, les deux méthodes pour déternantansformation présentées au-dessus
(méthode géométrigue et méthode du Laplacien) esmmioyées pour résoudre ce probleme. On
prend un méme domaine de référence avec les diomnsiR, 1=R1, rn=R;, Xo=Xo, Yo=Yo qui
sont les valeurs moyennes des variables aléaigirgs», Xo, Yo (voir le Tableau 5) pour les deux
transformations. Le domaine de référence et saiaslmh en sous domaines sont présentés sur la
Figure 44. Le domaine initial D est divisé de lanmeéfacon et on détermine pour chaque sous
domaine Eet D une transformatioit;.

G F E D
E7
®,""
N L
U1 E4 E5 __LG\ Vv
H K M C
E2
Domain E
A B

Figure 44. Division du domaine E

Concernant I'approximation de \§( une décomposition en chaos polynomial (2.3ugksée et

les coefficients de la décomposition sont toujaiaisulés par la méthode de projection (2.4). Les
étapes ont été décrites sur la Figure 21. La toamsition est alors déterminée pour chaque point
de quadraturé®. Concernant la méthode du Laplacien, on rappel lpn résout pour chaque
point de quadrature le systeme d’équations (2.3B2].
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Dans la suite, afin d’illustrer la démarche, on detailler seulement la détermination de la
transformation du sous domaine(Bomaine borné par NFG&lir la Figure 44) en o).

Pour la méthode du Laplacien, on considere 15 palet collocation (Figure 45). Les points a
I'intérieur (carrés sur la Figure 45) satisfonB3(D). et les points sur la frontiere (ronds sur lguFé
45) satisfont (2.32) .

Qr
T T IF
| | P
- L EL T
e i
| l,/« N
U | — Q'

Figure 46. Ensemble de segments du domajne E

Qr
G— —+—F
| | \, 2
E I‘: P i i
| R —_— ; ____D__l_j__._
P i ¢ > i ¢
B B T i <
L — 2'
U Q
rn=R’; =Ry

Figure 47. Méthode de transformation géométrique
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Pour la méthode de transformation géométriquedtesaines E et D, peuvent étre considérés
comme un ensemble de segments parallef&d,Qet Q.Q. (Figure 47). La coordonnée curviligne
choisie pour représenter un segment est sa distaacec I'aréte a I'extréme gauche GU (Figure
47). La transformation du point P’ en P est donpee

- - p'Ql'
PQ=xQQ avec y=——= (2.44)
QG
Tableau 5. Information sur les dimensions aléa®it&entrée
r(cm) r(cm) r(cm) X(cm) Yo(Cm)
Borne inférieure 49.97 50.27 50.27 -0.03 -0.03
Borne supérieure 50.03 50.33 50.33 0.03 0.03
Valeur moyenne 50 50.3 50.3 0 0

Tableau 6. Comparaison des deux méthodes

Information

Méthode de transformation géométrique

Méthode de transformation du Laplacien

Formulation en
potentiel scalaire

Formulation en
potentiel vecteur

Formulation en
potentiel scalaire

Formulation en
potentiel vecteur

Valeur moyenne

138.98

134.31

138.97

134.31

Ecart-type

9.25

8.83

9.22

8.82

Dans le Tableau 6, on présente la valeur moyenhécert-type de I'énergie W} stockée dans

le domaine DY) obtenue par les deux méthodes en utilisant uilagaide 4700 nceuds.

Comme pour les exemples précédents, I'erreur ngonérdans cet exemple peut étre évaluée
aussi par I'écart entre I'énergie en formulationpd¢entiel scalaire et I'énergie en formulation de
potentiel vecteur. On peut constater que, il y @ ge différence entre les résultats obtenus par la
méthode du Laplacien et par la méthode géométrigaecontre, la méthode géométrique est plus
simple a mettre en ceuvre. De plus, avec un maill@gé700 nceuds, la méthode géométrique est
environs 2 fois moins codteuse du point de vueetdyps de calcul car celle ci ne nécessite pas la
résolution de I'équation de Laplace pour chaquetpdé quadrature.

2.1.3. Transformation discrete

Dans les parties ci dessus on a présenté deux destlae détermination de la transformation.
Pour ces méthodes, on obtient dans le cas géndealmatrice jacobienne qui dépend non
seulement de la dimension aléatoire mais aussa dintension spatiale. La perméabilité sur le
domaine de référence n’est pas alors constante cfatgie élément de maillage. &iest un
coefficient de la matrice de raideur et si on regfda contribution de I'élémere sura;, on a pour

la formulation en potentiel scalaire I'expressi@sgf suivante:

MUK, E) U(X) M (X, £5)
detM ()

& = [gradw (X) [grad v, ( X) OdX (2.45)
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Une approximation du tern@g® est calculée en utilisant une méthode de quadra®m a alors :

EM‘(X',s‘k) u(X") ™M (X', &)
detM(X', &)

\
a; =;m [gradw, ( X) [Grad vy, ( X) (2.46)

Si les variations de la matrice jacobienne de dagformation sont importantes sur I'élément
'approximation peut étre de mauvaise qualité. Doihcest souhaitable d’avoir une matrice
jacobienne de transformation la plus constanteilplessur I'élément pour réduire les erreurs
numerigues.

La détermination de la transformation nécessite étagpe préliminaire consistant a diviser le
domaine initial en plusieurs sous-domaines. Lasfamation est alors déterminée sur chaque
sous-domaine. Dans le cas ou le domaine de réfreénest maillé, le plus petit sous domaine
possible est I'élément. Il est alors |égitime depeser la question : Est-il possible de considérer
chaque élément comme un sous-domaine ou la tramsfion sera déterminée?

Dans cette partie, on va présenter une telle wamsition et on va montrer que cette
transformation admet une matrice jacobienne cotestdams chaque élément du maillage. On peut
montrer aussi que cette transformation peut étnsidérée comme équivalente a une déformation
de maillage ou on effectue un mouvement des nceudsnaillage en gardant les mémes
connectivités. Ensuite, un exemple magnétostasgquple sera mis en ceuvre pour lillustration.

2.1.3.1. Transformation discréte — déformation de aillage

On suppose que I'on dispose d’'une transformafide’) du domaine E supportant un maillage
2D en triangles de, noeud$X,, X,), i=1: no, en un domaine @) qui correspond & une

réalisations = & du domaine aléatoire BX:

X = @ Xy, X5 &)

X, = @( X, X, €9) (2.47)

THE: {

La transformationT (&) (2.47) peut étre déterminée implicitement pamithode géométrique
(2.11) ou explicitement par la méthode du Laplac{@r2l) présentées préceédemment. On
s'intéresse alors a la transformatibgs *(&) basée sur la transformatidnt(&) qui s’écrit sous la
forme suivante :

%= @K X 28 D ( X, X)
Te(£9): o (2.48)
% = 3 B X o€ D (%, X)

avec(X,, X;,) les coordonnées du noceiuet w, les fonctions de forme associées aux nceuds (voir

la partie 1.2.1.4). On peut constater que la tmansdtion sous la forme (2.48) transforme un
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élément triangulaire de trois sommet®;( X, X,;,), g=1 :3 en un élément triangulaidede trois

sommetsP, (X, (€), %,,(£)), =1 :3 (Figure 48):

)gql("tk) = Ql( Xiql’ Xiq 2 fk) .
. ) avec Qq=1: (2.49)
)§q2(()r ) = ¢2(Xiql’ Xiqzif )
P’ 1(Xi11, Xi12) P1(Xi11, Xi12)
Tais {(&)
—
€ d
Pa(Xi21, X S

P’ o(Xiz1, Xiz2) P’ 3(Xiz1, Xis2) 2Xe1, Xz2) P3(Xi31, Xi32)
L'élément edu domaine E L'élément d du domaine D

Figure 48. Transformation discréte

Par conséquent, la transformation (2.48) peut étasidérée comme équivalente a une
déformation de maillage ou les noeudX , X,) se déplacent vers une nouvelle position

(%, (&), %,(£*)) tout en gardant la méme connectivité. Ainsi, orutpeonstater que la

transformatioriT 4is 1(&“) admet une matrice jacobienne constante dansmgée car le gradient
de fonctions de forme associés aux nceuds est obmstas chaque élément. En effet, la matrice
jacobienne sur I'éléememt s’écrit:

M. () = x, GRAD! (2.50)

avecx; une matrice 2x3 représentant les coordonnéesatemats de I'élémernd; et GRAD; une
matrice 2x3 de gradients des fonctions de formeciéss aux nceuds de I'élément

X =

F“ %12 )'(13} et GRAD, =[grad, w,,(X) grad, w,,(X) grad, w { X] (2.51)
>g21 XZZ )I(23

A partir d'une transformatioft (&) connue, il est donc possible de déterminer waresformation
discréteTqis (&) qui est parfaitement définie par la connaissatecéimage dans D des nceuds du
maillage de domaine de référence E. L'utilisatiom ckette méthode permet d’obtenir une
perméabilité sur le domaine de référence consfzanté&lément, ce qui limite les erreurs de calcul
numérique (2.46). Dans la suite, nous allons ptésaim exemple simple d’application pour
illustrer cette approche.

2.1.3.2. Exemple de magnétostatique
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On s’intéresse a un exemple de magnétostatiquanatste présenté Figure 49 dont la géométrie
peut étre considérée comme une réalisation d'uométie aléatoire ).

A
I'i:y=0 ——» Iyiy=
1-Y a D(é:k)‘u +— 2-Y=%o
X1 v

A
v

Figure 49. Probleme de magnétostatique

Un carré DE) de dimensioraxa de perméabilit@ est considéré. Une force magnétomotigest
imposée sur les deux faces oppod@estI’,. On imposeB [h = 0 sur le reste de la frontiére. Avec
a=1,u=1 etyo=2, on obtient une solution analytique de la forme:

B=2

g (2.52)

ol i est un vecteur unitaire selon I'axe horizontal (Fégg49). Au lieu de traiter ce probléme
initial, en appliquant la méthode de transformation s’intéresse a un probléeme de référence
défini sur le domaine E (Figure 50).

D(&) u

Figure 50. Transformation T et le domaine de réfiéeE
La perméabilité du domaine E est donnée par :

_ M) M (X)
de(M (X))
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avecM la matrice jacobienne de la transformation du doen®) en E. Rappelons qu'avec la
méthode de transformation (voir la partie 1.4.208)a:

B(x) =M™ B'(X) [Het(M )

H(x) =M B '(X) (2.54)

avecB, H linduction et le champ magnétiqgue du problémaiahiet B’, H' l'induction et le
champs magnétique du probleme de référence. Omitré&bord le probléeme de référence. La
solution du probleme initial est ensuite donnée(@d4) que I'on peut comparer avec la solution
analytique donnée par (2.52).

On détermine d’abord une transformation contifiyé du domaine E en @) qui est présentée
dans la suite:

X2 A
2a

a+c B(0.a) 91 A
B'(0,a) / oy
s
/1 D
- : L c C(a,0 >
0 ¢ a C'(2a,0) © @0) x

1

Figure 51. Transformatioff;™

Les parties BA et B'A’ de la frontiére de E etd)(sont paramétrées sous la forme suivante
(Figure 51) :

=c Xo=C
%o -] avec c[ 0, 4 (2.55)
X =@ Xq =atc

Pour la partie AC et A’C’,on a:

{Xle =a {qu.z =2a-c

af o,
X, =2c avec c[ 0, 4 (2.56)

Le domaine Df) peut étre considéré comme I'ensemi(B(£)) des segments Q@) et OQ(c)
avec Q et Q qui appartiennent respectivement a BA et AC. Out pensidérer également E
comme un ensembiE) de OQj(c) et OQ>(c) avec Qi et Q% qui appartiennent respectivement
a B'’A’ et A’C’. Pour un point P’ dans E qui appamnit a OQi(c), son image P dans D appartient a
OQu(c). Il est déterminé par :
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OoP _OF
o~ 0q (2.57)

Dans le cas ou P’ appartient a Q@), son image P dans D appartient alors &(€)QIl est
déterminé d’une facon similaire. La transformatiomtinueT ;* est donc définie.
On s’intéresse au maillaggr du domaine E présenté sur la Figure 52 suivante :

Figure 52. Maillage du domaine E

On définit une transformation discréfigs® surcir qui est basée sur la transformation (2.57)
comme cela a été proposé dans la partie précéfenmtda partie 2.1.3.1).

En utilisant cette transformation discréfgs* on obtient un résultat numérique sur le champ
magnétique présenté dans la Figure 53.

Figure 53. Champ magnétique obtenu en utilisaritdasformationT g

On peut constater que ce résultat numérique estigue a la solution analytique (2.52).
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2.1.4. Synthese.

Dans la partie 2.1, on vient de voir qu'il existéfé@entes méthodes pour déterminer la
transformation qui permettent de ramener un proelaox incertitudes portées par la géométrie a
un probléme aux incertitudes portées par la loca®portement. En réalité, pour un probléme
donné, il existe une infinité de choix du domaireeréférence E. Pour un domaine de référence E
donné, il existe également une infinité de choiXadransformation de D en E. Dans la méthode
de transformation, aprés la résolution du problétééni dans le domaine de référence E, la
solution est ramenée dans le domaine initial D4R.%es multiples choix du domaine de
référence et de la transformation donnent la mésheisn exacte sur le domaine D. Par contre,
la solution obtenue par une méthode numériqueesdoiaine D dépend de ces choix. Dans la
partie suivante, on va étudier l'influence du shde la transformation sur I'erreur numérique de
la solution obtenue.

2.2. Discussion sur le choix de la transformation

Comme cela a été signalé précedemment, le choitoohaine E et de la transformatidront une
influence sur la qualité de la solution numérig@encernant le choix du domaine E, on prend en
pratiqgue le domaine E défini par (2.7) qui corregp@ la réalisation moyenne du domaine D.
L’explication de ce choix est le suivant : Si omswére une transformation discrdigs, elle est
équivalente a une déformation de maillage ou legdsodu maillage du domaine E se déplacent
en gardant la méme connectivité. Le maillage sissDe de la transformatiohys est conforme.

Le choix le plus adéquat pour le domaine E esti egluconduit & une déformation minimale sur
D du maillage. Le choix de E comme la réalisatiooyenne (géométrie nominale) du domaine
intial D semble intuitivement une bonne solutiorouP essayer d’évoluer en vue de limiter
I'impact de I'erreur numeérique sur la solution ohie par la méthode de transformation, nous
allons dans la suite montrer les limitations intibels par l'utilisation d'une transformation
discréte et proposer un estimateur d’ergepriori.

2.2.1. Transformation continue ou transformation dscrete

Dans cette partie, I'exemple présenté dans la edttl.3.1 est repris pour comparer les

transformations continue et discrete. Le domaingrdésenté sur la Figure 50 est utilisé comme
domaine de référence. Le probléme initial étaitamaine D avec une perméabilité constante. Le
probleme est résolu dans le domaine de référenda perméabilité n’est plus uniforme. Puis, la

solution est ramenée sur le domaine initial pas4R.Rappelons que le champ solution doit étre
uniforme sur tout le domaine D (2.52).

En utilisant la transformation continu& ™ (2.57) (transformation 1), on obtient le champ

magneétique présenté sur la Figure 54.
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Figure 54. Champ magnétique obtenu en appliquatralasformation 1

On peut constater gu'il existe des erreurs numésduonportantes localisées autour de la diagonale
OA. Ce phénomeéne peut étre expliqué de la facoraste. La matrice jacobienne de¢* prend
deux valeurs selon la position du point considérdsde domaine E (Figure 55) avec :

-1 r 1 0 H
Ml(P){_1 J si POE (2.58)
et
... o5 028
MZ(P)=[O 0_5} si POE, (2.59)

En conséquence, la perméabilité du domaine E obtpau (2.53) présente une discontinuité sur
les éléments traversés par le segment OA’ (Fighye 5

M‘l,ul\/ll_[Z 1};;/2_M;;M2_{ 1 —05}

M= (2.60)

detM,) |1 1 “detM,) |-05 125

Cette discontinuité est équivalente a une utilisatl’'un maillage non conforme au niveau des
interfaces des matériaux. Comme cela a été aboadé th partie 1.4.1.3, l'utilisation d’'un
maillage non conforme au niveau des interfaces eltien a une erreur numérique importante. En
effet, on voit sur la Figure 54 que le champ magnétobtenu dans le domaine D présente une
erreur localisée autour du segment OA (correspddd’aans le domaine E).
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Figure 55. Elément coupé par OA’

Ensuite, la méme transformation (2.57) est utilid&sr contre, le domaine E est divisé en deux
sous domaines jEet E par OA’ (transformation 2). On obtient alors leolpléme suivant a
résoudre :

Figure 56. Division du domaine E

Les perméabilitég’; etu’, prennent la forme (2.60). En conséquence, il stexpas d’éléments
traversés par OA’ et la perméabilité est alorsioolt dans chaque élément. Cette fois, on obtient
un champ qui est bien uniforme sur D :

Figure 57. Champ magnétique obtenu en appliquatralasformation 2
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Une autre possibilité de choix de la transformatpmur éviter une discontinuité de la matrice
jacobienne est représentée sur la Figure 58 (remation 3):

P D(x)

Q.

Figure 58. Description de la transformation 3

Le domaine E (respectivement D) est considéré cortiemsemble des segments;@ (
respectivement QQ’,) avec:

=q =a =¢C =0
{qul % . {4% % avec c0[ 0, g (2.61)

Xig =6 Xpg =atc’ | Xg=2¢ Xg =0

L'utilisation de cette transformation, qui condaitune matrice jacobienne continue sur E, nous
donne encore un champ pratiquement uniforme présemtia Figure 59.

Figure 59. Champ magnétique obtenu en appliquatralasformation 3
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7.06e-006 0.0319 0.0637
I |

Figure 60. Ecart entre le champ exact et le chaifmermu en appliquant la transformation 3

Sur la Figure 60, nous avons représenté la dift&resntre le champ calculé en utilisant la
transformation 3 et le champ exact. On constatenméms |'apparition d'un écart. La
transformation 3 conduit donc a un champ de moomé qualité que le champ obtenu par la
transformation 2 ou une transformation discret#.g1).

Ce phénomeéne peut étre expliqué par le fait quealaice jacobienne de la transformation 3 n’est
pas constante dans chaque élément ce qui est Ipotasla transformation discréte et la
transformation 2. En conséquence, la méthode derauame utilisée pour calculer les coefficients
de la matrice de raideur (2.46) introduit des egewmériques dans le cas de la transformation 3.
Avec l'utilisation d’'une transformation continuearts un probléme 2D, il existe toujours une
facon de diviser de maniére efficace le domainéiéten plusieurs sous domaines pour éviter
toute discontinuité de la matrice jacobienne sagcle élément. Par contre, pour un probleme 3D
ce n'est pas toujours évident. Dans le cas oudbl@me de discontinuité de la matrice jacobienne
ne peut pas étre résolu, une transformation descpetut étre utilisée. Rappelons qu’avec
I'utilisation de la transformation discréte, la meé jacobienne est constante dans chaque élément
du maillage.

Cependant, avec la transformation discréte, dagsdede grandes déformations de la géométrie
du domaine aléatoire réel, certains éléments peuvea retourner », ce qui conduit a une matrice
jacobienne dont le déterminant est négatif. Lasfiamation n’est alors plus bijective et le
probleme défini dans le domaine de référence ptéseme perméabilité tensorielle n’étant plus
définie positive. Ce probleme est alors mal pos&nSegarde ce phénomeéne du point de vue de
la déformation de maillage, il est équivalent as d&léments qui se chevauchent. Pour illustrer
ce phénomene, on considere I'exemple suivant :
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Q'Z('lil) Q11(111)

. Domaine D(x)i
Domaine E(X)w’

0(0,0) 0(0,0)

Figure 61. Définition du domaine initial D et durdaine de référence E

On s’intéresse a un probleme magnétique défini t®maine D de perméabilité constante
On s'intéresse d’abord & une transformation cometifitiqui permet de ramener ce probléme & un
probleme défini sur le domaine E de perméabilitdFigure 61). La relation entrg’et p est
donnée par (2.53) aveM la matrice jacobienne de la transformatidn Concernant la
transformationT 2, elle est déterminée de la facon suivante (Fig@je

— OP
OP= y0Q aveC)(zo—Q, (2.62)

Domaine D(x

Q’Z('lll) Q’ Q’l(lil)

Domaine E(X

T-l

Figure 62. Transformation du domaine E en domaine D

On considére maintenant un maillage du domainecEemté dans les Figure 63 et Figure 64. On
s'intéresse aux éléments triangulaireg®RP’s, OPP’; et OP1P’; du maillage du domaine E
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Figure 63. Eléments du domaine E

Domaine E(X Domaine D(x

Figure 64. Déformation du maillage

L’application numérique nous donne les valeurs elengabilités u’'; et ', sur ces éléments du

, [25 a5] , [ 25 -0
“=los a5’ *2|-a5 o5 (2.63)

On peut constater que; etp’, sont définies positives. Le probleme défini sudéenaine E est

domaine EFigure 65):

alors bien posé.

Ensuite, on s’intéresse a la transformation disciigfs basée sur la transformatioh. La
détermination de la matrice jacobienneTdg est réalisée dans chaque élément du maillage en
fonction de la nouvelle position des nceuds deriélét (2.50). L'application numérique nous
donne les valeurs de perméabiligég ' » etu’ s (Figure 65) de la forme suivante :
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Figure 65. Eléments du domaine E

, [25 a5 , [25 -0§ , [-05 O
#4705 a5 "|-05 o057 o - (2.64)
On peut constater que la perméabilité tensorigfe’est plus définie positive, ce qui conduit a un
probléme défini sur E mal posé.

Si on considere la transformation discrétg comme une déformation de maillage, on obtient la
nouvelle position des points &ec i=1, 2, 3 (Figure 64) qui vérifient:

OR _ OF
' 0Q 04

On peut constater que I'elémentP%P’; et son image #,P; n'ont pas la méme orientation, ce
qui constitue une explication visuelle du probleséerit précédemment.

Pour assurer alors de bonne condition d’applicatienla méthode transformation discrete, la
matrice jacobienne de la transformation doit torgoavoir un déterminant positif dans chaque
élément. Dans le cas ou on considére une transfiomdiscréte comme équivalente a une
déformation du maillage, tous les éléments doiaats conserver la méme orientation, aprés
application de la transformation.

Dans cette partie, une comparaison entre une tnanafion continue et une transformation
discrete a été faite. On peut constater que Katiion d’'une transformation continue nous oblige a
diviser les domaines E et D d’'une fagon efficacearpéviter toute discontinuité de la matrice
jacobienne de transformation dans les éléments dillage sur E. D'un autre coté, pour la
transformation discrete, une grande déformationadgéométrie de D peut donner lieu a un
probleme mal posé puisque la perméabilité peut @dre définie-positive sur le domaine de
référence E. Dans un probléme avec des incertifpoldéées par la géométrie, ou la variation de la
géomeétrie est faible, la méthode de transformatisaorete semble la plus adaptée. Dans le reste
de ce mémoire de thése, nous nous focaliseronsiglement sur la méthode de transformation
discréte en prenant soin lors des applications éléfier que le déterminant de la matrice
jacobienne de la transformation est toujours dositi

(2.65)
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Dans la suite, nous allons proposer un estimat&rredirsa priori permettant d’estimer une
borne de I'écart entre la solution exacte et latsmh numérique dans le cas ou est employée une
méthode de transformation discréte. Cet estimateurait nous permettre d’extraire des criteres
pour choisir la transformation qui semble la miaadaptée.

2.2.2 Estimation d’erreur a priori

Dans cette partie, on va étudier l'influence déotane de la transformation ou plus concrétement
la forme de la matrice jacobienne sur I'erreur nugue. On donnera une estimation d’erraur
priori qui pourra constituer un critere de choix de tfmmsations. L’analyse qui suit est basée sur
les travaux de |.Tsukerman sur l'influence de larfe des éléments sur I'erreur numérique dans la
méthode des éléments finis [62]. On présente dthbbardémarche qui nous conduit a une
expression de I'erreun priori. Puis, un exemple de magnétostatique sera traité ipustrer les
résultats obtenus. Dans cette étude, on supposdagomtrice jacobienne est constante dans
chaque élément ce qui correspond aux cas de lafdaramation discréte. Néanmoins, certains
résultats obtenus peuvent étre étendus au casdsformations continues.

2.2.2.1. Etudes théoriques

On s’intéresse au probleme de magnétostatique @e®dncertitudes portées par la géométrie,
défini dans la partie 1.4.1.1 et 1.4.1.2. Pour @&mm domaine de référence E, il existe une infinité
de transformations. Par conséquent, on obtientéréifits problémes, correspondant aux
différentes perméabilités équivalentes, définislsudomaine E (Figure 66). Dans le cas continu,
tous ces problémes donnent la méme solution quespond a la solution exacte lorsqu’on la
raméne au domaine initial (1.134). Cependant, i0osy utilise une méthode numérique, ceci
n'est plus vrai. Pour un méme maillage du domaineedtix transformations conduisent a deux
résultats différents. Ceci est di a des erreurséngoes differentes que I'on souhaite bien
entendu minimiser.

\
.

T2

Figure 66. Différentes transformations du domainerDE
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Dans la suite, on va analyser I'influence du chaexla transformation sur I'erreur numeérique de
ces solutions dans le cas des deux formulations levpartie 1.2.1.3). On traitera en détail le cas
de la formulation en potentiel scalaire pour unbfgme 2D pour plus de simplicité. Puis, des
expressions de I'errear priori seront données dans le cas de deux formulatiamsymoprobléme
3D.

Considérons une transformatiofX, & qui transforme D en E, de matrice jacobieMiX, &).

On obtient alors un probleme défini sur E avec paeméabilité modifiée/(X,§) donnée par
(1.135). On note le potentiel scalaite, (X,§) la solution exacte du probléme défini sur le

domaine E. Par conséqueny (x &) = Q (X(x¢§),§) est la solution exacte du probléme initial sur

le domaine D (voir la partie 1.4.2.3). Le maillagé” du domaine déterministe E possede
nceuds, etz éléments. On rappelle I'espace fonctionnel :

W, =spar{ v, / i= 1 n} (2.66)
avecwg; la fonction de forme associée au naeu@n introduit I'espace fonctionnel :

Wy ={f/ fOW, f=0 surl,, et f=y, sul .} (2.67)

On cherche & borner la distance erg(X,£) et la solutionQ(X, ) obtenue par la méthode des

éléments finis en utilisant la méthode de GalerKiette distance représente I'erreur numérique et
est donnée par :

er,,(&) = [ grad (Q(X,€) = Q (X&) (X&) Wrad, (A X&) - Q,( X)) TOdX  (2.68)

On peut constater que I'erreur est la méme suofeathe D du fait de la relation entreet.’
(1.135):

e, (&)= [ grad (Q(x ) - Q (X)) M%&) Grad (A x£)-Q (x))Odb  (2.69)

D($)

avec Q(x, &) = Q(X(x¢),&) . On noteQ * (X, &) la fonction linéaire telle que:

Q*(X.8) =Y. 04O W,(X) (2.70)

ou Q. (&) sont les valeurs de la solution exacte aux noeu@s peut constater que * (X, &)
appartient an, . La solution « éléments finis » minimise la distam@u sens de la norme d’énergie

a la solution exacte parmi les fonctions apparteady . Par conséquent, on obtient :

er,(&) < [grad (Q* (X,) = Q (X &) (X &) [grad (Q* (X&) -Q ( X&) TdX  (2.71)

Si on notes , i=1 : nz les éléments du maillagels, on obtient alors :
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N
e, (&) < " [grad (Q* (X.8) - Q (X O (X&) Brad (Q*(XE)-Q [ XETAX  (2.72)

i=lg
On s’intéresse a 'erreur sur un élémentéfinie de la fagon suivante:

er($) = Igradx (Q*(X,§) = QX)) (&) [rad . (Q* (X §) ~Q (X)) TdX  (2.73)
§

On peut constater, puisque nous avons supposé tiacengacobienne constante sur chaque
élément, que la transformation prend la forme su&/aur I'élément;e

X =T(x &) =M (§) Ix+ ¢($) (2.74)

avec g(¢) une constante &¥1(&) la matrice jacobienne de la transformation suet&nent. Dans
un probléeme de deux dimensions, la matrigg(&) M (§) posseéde deux valeurs propres

O < Amin (f) = Amax(f) .
On noteX, le centre du cercle de raybyg circonscrit a I'élémeng,.

h, = max,, (| X = X,[) =] X = X (2.75)

avecX; le point le plus éloigné d& danse et |v|| signifie la longueur du vecteur Commes, est
un triangle, alors le poiX; se situe sur un des sommets de I'élémaefigure 68).

On note également (&) =T '(X,,&) et d.(&§)=T7"(e,&) les images respectives de ete par la
transformationr *. Alors, d (&) est inscrit dans un cercle de cendgeet de rayorhy (Figure 67-
Figure 68).

hy(&) = max .y (|X(&) = %(&)]) = (&) — %(&)) (2.76)

avec x (§) est le point le plus éloigné dg dansd. Commed; est également un triangle, le point
x(€) se situe sur un des sommetsdieet on peut choisir le poirX; parmi les sommets de
I'élémente tel que le point (&) soit 'image deX; (Figure 68).

E. Bz 1'2(X,4) A x=THX, 9
# 1(X,€) ’
E (X6
Domaine de référence E Domaine initial DE)

Figure 67. Transformation T
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x=THX, & d. p
Xo _— Xo

1

Elément ; du domaine

X1

Elément  du domaine |

Figure 68. Eléments et d

On noteQ, (X, ), un développement de Taylor au premier ordr&@geX,, &) autour du poinkp -
Qr(x1£)=Qex(xolf)+gradXQex( xO'f)mX_ >§)) (277)
Alors, en utilisant (2.74) et (1.1309, (X,§) peut s’écrire dans le domaine initialdp(

Q,(%¢) =Q, (X(x¢).¢) =Q,,(%.€) +grad, Q (%,¢) [ x= %) (2.78)

Supposons que,_(x §) ait une forme « assez réguliere », c'est-a-digé {6

OxO d (&)
1Q,,(x &) —Q,(x &) < G(&) TH(E) (2.79)

lorad,Q,,(x &) - grad Q (x &) < C,(&) (&)

avec |u| la valeur absolue de la grandeur scalairet C1(¢) et Cy(&) les coefficients qui ne

dépendent que de la solution exacte du problemialidéfini sur D et ne dépendent en aucun cas
de la transformatio. Ces coefficients sont indépendants de la majeacebienneM. On a
alors :

OXOe, x=T( X¢):
Qo (X, ) = Q (X&) =|Qx )~ Q (%) < G(&) TF(&) (3 (2.80)
lorad,Q.,(x &)~ grad Q (x &) < C,(&) (&) (b)

En appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient
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Jjgradx(a*(x,f)—fzex(x,f» (&) @rad (Q* (X&) - Q o X.£) X<
G

J [grad, (Q,(X.€) - Q,(X.6) /(&) Brad ,(Q ( X.&) - Q. X&) X + (2.81)
Q

\/Igfadx(Q *(X,8) - Q. (X)) [/ (&) grad, (Q* (X, §) - Q,( X.§)) UdX
§

On analyse maintenant chaque terme de la partiégedde (2.81). Pour le premier terme, en
utilisant (2.79), on peut écrire :

[arad, (Q,(X,€) = Qu(X,€) [ (£) @rad  (Q ( X,€) = Q ( X &) (dX=
8

[ arad, (@, (x &) = Qu(x &) [ @rad (Q (&) = Q ( x£)) Clxs (2.82)

d;

<C AV = v, (6) 0 = [—ILD
< C,(8) vV, () (£) = G(&) DV, (6 0 = G(&) det(M(9) (&)

avecC,(&) = C,(&) L etV, (£), V, les volumes des élémenisete respectivement. Concernant le

deuxiéme terme de la partie droite de (2.81), art penstater que la fonction linéaite (X, ¢§)
(2.77) peut s’écrire dans I'élémestsous la forme suivante :

0,(X,8)= Y 0() s (X (2.83)
On note :
GRAD =[grad, wy,(X) grad, w,,(X) grad, w{ X)] (2.84)

On en déduit alors:

[arad, (Q*(X,&) = Q,(X,8) (£) [rad, (Q* (X, &) - Q,( X&) [dX
Q

= [ue* (@) -0,@)orAD ML ME) GrAD o *(£) -0, (£) X
: de(M (9))

: ¢ g Ama(€)
< | u{O*(&)-06,(£)) GRAD' -2/ [GRAD [{O©* () - ©,(£)) (X
< qI/J [(©*(£)-6.(£) detM (&) {e*($)-0,(£) (2.85)

: ¢ 2 Ama(€)
=ul{©*(§)-0© GRAD' —m=>*_[GRAD [{©*(§)-© V.
HUO*($)-6.(4)) detM (&) e*($)-0,() I, ()

2 V, (§)

<ulleo*(é)-06 A, A 8

ol ©*(£)-0,(§) =[QL(E)-QL(&) QL& -QXE) QUE-QY&)] est le vecteur contenant la
différence deQ,,(X,é) et Q,(X,§) aux 3 sommets du triangk Le termelimax €St la valeur

propre maximale d&RAD' [GRAD .
En utilisant (2.80)(a), on obtient :
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|@* (&) -0, <3cH &) mi (&) (2.86)
En remplagant (2.86) dans (2.85), on obtient :

Igfadx(Q *(X,8) - Q. (X)) K/ (&) grad, (Q* (X, §) = Q,( X.§)) UdX

C (A LA S
< o) TN () D, (A ) B

Avec C,(§) =3C?(&) . A partir de (2.73), (2.79), (2.81), (2.82) et3@), on obtient:

er <({G($) D]j(f)*'\/c(f) A, (6) Oy, O (E))° E’m 059

= C3 + C4 D"max D/]Jmax O ZD -
(JC(E) (&) + /(&) A (8) ) =@

L’étape finale consiste a représentgil) en fonction deh.. Cette étape est réalisée de la facon
suivante :

e =% = X[ =[T(x O -T(x &)

= (T(% &) =T (%, €)' AT (%, &) ~T (%, €))

= (%(&) = %(&))' IM'(&) M (&) L{X(&) — X(&))
2 A (O)]%(E) = X O = A, E)E(E)

(2.89)

Rappelons quel . (&) est la valeur propre minimale de la matrigg(&) M (&). En utilisant

min

(2.89) et (2.88), on obtient 'encadrement finavaaut:

er(£) < (G(&) T (&) + C(&) TN, (£) Dy, TF()° B

co+ |2 AT Ve
S C3 + [ 4 1max
( (f) Amin(f) (E) D‘L) Amln(f) max(‘or)/]min({) rf

\/Amax(f)ﬁm.n(f)
(2.90)

A partir de (2.90), on peut constater que pour direr la borne supérieure de I'erreur numérique,
il faut augmenterA (&) et diminuer (). Sachant qu'on a la contrainte suivante pour ces

min max

valeurs propres :

1 1
Vo($) = dX = I S SR
b(¢) idet(M(X,f)) L/Amax(x,g)/]mm(x,g) 21 n (m, © Vi (2.91)

avec ":nax(f)’ A‘mm(f) les deux valeurs propres d&' ™ dans I'élémeng et Vg, Vb les volumes

des domaines E et D.
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D’une facon similaire, dans le cas 3D ou la matNceM est de dimensiolx 3, on peut obtenir
un estimateur d’erreur suivant :

V
er{<1/ £) +C(,'D’lmaxfDJIJmaXD(,r
@)= (G R+ G Hrad) Hre wmaxwmm..(f)ﬁmm(f) .92
v .
<(JC,(@ + Ml [ am  my e 1

Amin (f) Amln (‘)r)\/Amax (()r)Amll (‘)r)Amln (E)

ou 0<A (&) <A (&) <A (&) les valeurs propres d@' (&) (). On a la contrainte suivante

min

sur les valeurs propres :

Vo) = [t o) L

—dX = vV
 det(M (X, ) Z N GIRGIRGE (2.93)

On peut obtenir en effectuant des développememitagies une borne supérieure de I'erreur dans
le cas de formulation en potentiel vecteur :

er($) = IfOtx (A* (X&) = AUX O U Dot , (A* (X&) = A X)) TdX (2.94)
§

avecA, (x &) = A (X(x¢),§) le potentiel vecteur exact du probleme défini daromaine E avec

une permeéabilité modifiég et A* I'interpolation deA¢, aux arétes. La formulation obtenue prend
la forme suivante (voir 'annexe 4 pour plus dead§t

of (= (JC@ + [ =) (GO, )

V,
/]mln (f)\//]max (f)/]mll (f)/]mm (f)

Of (2.95)

Avec A __ la valeur propre maximale de la matrR®T .ROT avec :

1max

ROT:[rOtX\Nlil(X) rot x\%z( X) rot xV\!i3( )Q rot X V\{z{ >9 rot X W& th X Vﬁ_’g )X] (2.96)
Dans la suite, une application numérique pousiikr les résultats ci-dessus sera présenteée.

2.2.2.2. Exemple d’application

Dans cette partie, on va illustrer les résultatemis sur I'estimation d’erreur présentées dans la
partie 2.2.2.1 sur un exemple de magnétostatigégepté sur la Figure 69:
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Figure 69. Systeme étudié

On impose une force magnétomotrige2 entre les deux faces oppos€esl, et Bh =0 sur le
reste de la frontiére. Les incertitudes sur la g&tam sont portées par les variables aléatoiyet ¢
C2. On prendB=6.5, C=4, b=b,=3.235, 1= 1=1000 etuz=1. Les variables aléatoires et ¢
varient dans l'intervalle [2.05, 2.5]. On se prepode comparer les deux transformations
présentées sur les Figure 70 et Figure 71:

A
) ! T W a1 ' ? D STy
C 11 P P “,-32 1 ! D31
: Eq T i 4 5
v b 1 1 5 A
P o 1
w ) 4 ¢ G / 1 4
34 y L2 1 U2 Do !
g H b2 5 I, Uz Dr34 r ¢ | C
| M3 1
v Dis !
........ e o \4
le le
«------ > €------ > “«------ > €------ >
b, b, b; b,

Domaine de référence E Domaine initial D

Figure 70. Transformation 1
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v ........ > < ........ 1
-« - -0 > - > Y
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bl b2
Domaine de référence Domaine initial

Figure 71. Transformation 2

On prend @=C,=2.1 pour la transformation, et C1=C’,=2 pour la transformatioii;. On peut
constater que la transformatidn correspond a une « dilatation-compression » dgueEhaous-
domaine. Par contre, la transformatibnprésente une déformation de type « cisaillemeyuur
transformer les sous-domaineg En Dy; et B3 en Dys. Cette transformation génére une matrice
M'™M avec un grand ratipentre la valeur propre maximum et la valeur propigimum comme
on peut constater sur la Figure 72. Sur cette déigon trace I'évolution du logarithme de ce ratio
au point Ag/2,C/2) (voir la Figure 70, la Figure 71) en fonctioa ke cotangente de I'angdequi
correspond a la valeur de +c,— C)/ | pour les deux transformations.

log(r) 5

) e e T R e e

B Transformation 2
Ac Transformation 1

. W cotansg)

Figure 72. Rapport r S Amin @U point A

Sur la Figure 73, on trace =log(1/ A.,,) au point A qui intervient dans I'expression derkeir

numerique pour les deux formulations (2.90), (2.85)fonction de cotad). On peut constater
aussi que ce ratio est plus important dans le eak dransformation 1 que dans le cas de la

transformation 2.

102



12
log(r)
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-8 Transformation 2
- Transformation 1
T T

Figure 73. Rapporta=log(1/ Anir) au point A

Maintenant, on trace sur la Figure 74 la répartitiol rapport r mad Amin dans le cas;6c,=2.2.
On constate que pour la transformation 1, il exigie zone (MNPQ) ou ce ratio présente des
valeurs tres élevées.

Transformation 2

Figure 74. Répartition du rapport r #a/ Amin dans le cas;ec,=2.2

Finalement, il est possible d’évaluer I'erreur nuiopge a posteriorigf,) en utilisant les résultats
obtenus par les deux formulations en appliquanthéréme de I'hypercercle qui permet de
calculer la distance de la solution numérique alesolution exacte sans la connaitre. Cet
estimateur d’erreur s’écrit [18] :

erp = I(H ;d - lu’_lB ad)lu'(H 'ad - ,U'_]B ad) =
E

[} [} 1 ] [} [} [} -1 [} ] (2'97)
=[(Hyy ~HLIEH  "H' )+ [B' B B 7B )
E E
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ou H.,B’, sont le champ et l'induction magnétiques exactsHéf,B’, sont le champ et

ex?

I'induction magnétiques admissibles du problémeindélans le domaine de référence. Ces
champsH,,B’,, sont obtenus en utilisant la formulation en pog&tmsicalaire et la formulation en

potentiel vecteur :

H', =grad,Q

(2.98)

log(ery) 5

cotand)

Figure 75. Erreur numérique en fonction de cotn(

Sur la Figure 75, on a traceé I'évolution du lodame de l'erreur a posteriogir, déterminé par
(2.97) en fonction de cota¥)( On constate que I'évolution des courbes de®gatie valeurs
propres deV'M, liées & I'estimateur a priori, et celle de I'estbeur a posteriori sont cohérentes.
Ceci montre que l'approchea priori permet d’évaluer linfluence des parameétres de la
transformation en particulier les valeurs propreMdM sur I'erreur numérique.

De plus, la comparaison des erreurs introduites Igartransformations montrent clairement
lintérét de limiter le ratio entre les valeurs pres deM'M, ce qui revient & privilégier plutdt les
transformations de type « compression » que «lesa@nt ».

Dans les parties 2.1 et 2.2, des techniques dentiétgion de la transformation utilisée dans la
méthode de transformation pour résoudre un probl@meincertitudes portées par la géométrie
ont été discutées. Concernant I'exploitation desiltats, nous nous sommes jusqu’a présent
focalisés principalement sur le calcul des gramglglobales. Dans ce cas, une approche utilisant
un chaos polynomial est bien adaptée pour I'appnakbn. Cependant, comme cela a été abordé
dans la partie 1.4.1.3, pour certaines grandeucalds, une approximation par un chaos
polynomial peut ne pas étre la plus pertinente. gbénoméne peut s’expliquer par une
discontinuité qui apparait au niveau stochastiquadjrandeur locale qui ne peut pas étre prise en
compte par un chaos polynomial classique. Rappeajolesce dernier est continu et infiniment
dérivable. Une possibilité pour résoudre ce proklé@mnsiste a enrichir la base polynomiale [9,
29, 30] par des fonctions qui permettent de preedreompte la discontinuité stochastique (voir
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annexe 5). Dans la partie suivante, on va montrer’qgtilisation de la méthode de transformation
permet de prendre en compte naturellement cetterdisuite.

2.3. Etude des grandeurs locales

Dans cette partie, on va montrer d’abord que lehod de transformation est efficace pour traiter
les discontinuités des grandeurs locales dans oblgme aux incertitudes portées par la
géométrie. Puis, un exemple analytiqgue et un exemplmérique sont présentés pour
lillustration.

2.3.1. Discussion sur la discontinuité stochastique

On a vu dans I'exemple 2 de la partie 1.4.1.3 duslisation d'un chaos polynomial pour
approcher le champ magnétique dans le cas oudesiindes sont portées par la géométrie peut
ne plus étre pertinente. Ce phénoméne est exppguda discontinuité stochastique du champ
magnétique. Par exemple, le champ magnétique epoimt fixe du domaine D, qui peut se situer
dans des sous-domaines de perméabilités differemtdenction des réalisations possibles de la
géomeétrie, possede cette discontinuité.

Comme on I'a vu dans la partie 1.4.2.3, la méthaeléransformation consiste a transformer un
probléeme aux incertitudes géométriques en un pnablaux des incertitudes portées par la loi de
comportement, défini sur un domaine de référendermhniste. Dans ce dernier probleme, les
points fixes du domaine de référence se situenbvtosi dans un méme sous domaine. Il n’existe
alors pas de discontinuités au niveau stochastipse grandeurs locales aux points fixes du
domaine de référence. Par conséquent, dans le derdai référence, le champ magnétique par
exemple peut s'écrire sous la forme :

H(X,E) =H (X6 = S HI (X)W, (8 (2.99)

Puis, la solution sur le domaine D s’écrit :
H”(x,&) =M (X(%&),&) B " (X(%£).€) (2.100)

On peut constater que pour un point X, donné,M(X,&) etH'"(X,&) sont continus en fonction

de¢. Par contre, avec ufr & donnéM (X,§) etH'”(X,&) peuvent étre discontinus en fonction de
X. Les points de discontinuid&=Xy" sont ceux qui se situent sur les interfaces esggematériaux.
Par conséquent, pour un poxsx, donné, la discontinuité de®(x,,&) en fonction de& peut étre

prise en compte pavl (X (x,,¢€),&) et H'"(X(x,,£),€). Dans la suite, on va illustrer cet aspect avec

I'exemple analytique présenté dans la partie 134.1.
2.3.2. Exemple analytique

Revenons a I'exemple de magnétostatique 1D derteedad.1.3 :

105



D1 A(x0) Dauo
=0 —»I d , I «— y=v
«—>

9(e)

Xa

A4

Figure 76. Systéeme étudié

On s’intéresse a la composante suivant I’'axdu champ magnétique au point A (Figure 76) qui
prend analytiquement la forme suivante :

yO/"l
H (%, &)= avec g € <X %
|_
1,9(6) + (1= 9($)) (2.101)
H, (%, &) = Yol avec g € )> %

H9(&) + 141 = 9(4)

Concernant la méthode de transformation, on peuaémer le probleme défini sur la Figure 76 a
un probleme défini sur un domaine déterministetéisant la transformation suivante :

D; 1 D, w2 E "1(X, !
1 X=X(%.&) 1 1 1(Xé) E, 20X
€---=-= ->:<— > l
“““““““ e A
9() - 9(¢) 2 12
Domaine initial Domaine de référence

Figure 77. Transformation utilisée dans le cas 1D

I

xG—— avecx<sg§€)

2

= 2 e (2.102)
x3 + avec x>g¢)

20-9(¢) 20-9K)

Cette transformation admet une matrice jacobiermmue devient un scalaire dans ce cas 1D)
suivante :

| IEl(X)+|—IE2(X) (2.103)

M(X,&)=——
(X:4) 29(<) 2(0-9)

aveclg(X),i=1, 2, la fonction indicatrice qui est égale a hslee domaine ket zéro ailleurs. La

perméabilité dans le domaine de référence prefatri@e suivante :
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,U’(X,f)z,ull|E1(X)+,U'2|E2(X)=,Ul|:-|—|E1(X)+,Uz 2 IEz(X) (2104)

I g I
29(¢) (-9€))

Le probleme défini dans le domaine E admet la smiwnalytique suivante :

H’(X,qt): zyog(ﬁr):uz IEl(X)+ Zyo(l_g(f))lul IEZ(X)

(19(O) + (1 - (&) (59(&) + 110 - 9(8) (2.105)

On peut constater que la solution (2.105) est naetien fonction d& pour unX donné. Par
conséquent, elle peut étre approchée par un chagsomial sous la forme (2.99). La solution
dans le domaine initial D est obtenue par (2.100) peut constater aussi que, pour une réalisation
& donnée, le champ magnétique (2.105) est discortinionction deX du fait de la présence des
fonctions indicatricesgh(X) et k2(X). Comme X est une fonction eret¢ le champ magnétique
dans le domaine initial (2.100) peut étre discangn fonction d€ pour unx donné.

Sur la Figure 78, on trace I'évolution du champ n&igue au point A obtenu par la méthode
d’enrichissement développée dans [9, 29, 30] (animexe 5) et celui obtenu par la méthode de
transformation en utilisant (2.99) avec P=8 en carapt avec la solution exacte.

1.8 ‘ .
Ha | Solution exacte = =
| < y . .
1.6f--—-----—+ jm - — - Méthode d’enrichissement == =
| , .
14k o] o Méthode de transformation =a«ss
. |
e e - e S e
12l e EEREEEEEEEE
o] SN S ]
| |
Y| R U S R
| ' -
0.6 77777777777 \7777777777\7 7777777777 T T T T T T T T T
| | |
Y . b .
| | |
L L L
084 0.45 0.5 0.55 0.6
a(9)

Figure 78. Champ magnétique au point A

Cet exemple montre que la méthode de transformatonble bien adaptée pour calculer des
grandeurs locales.

2.3.3. Exemple numérique

On reprend le probleme de magnétostatique, dafinlessdomaine 0), presenté dans la partie
2.1.2.3 (Figure 43). Par contre, on fixg, Yo, R (voir la partie 2.1.2.3). Les incertitudes
géomeétriques sont modélisées par les variabletoakEmauniformes indépendantes (r,, r2) qui
sont les rayons de deux dents en face du disqueCBs variables aléatoires uniformes sont
définies dans lintervalle [a ; b]. On peut aloepmrésenter le vecteur aléatoireen fonction du
vecteur aléatoir€ = (&, &) avecé, & deux variables aléatoires uniformes indépendaraes d
l'intervalle [-1,1].
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L'objectif est de comparer la composarttig(¢) suivant 'axe Ox du champ magnétique
respectivement aux points;,Q, Qs obtenue par différentes méthodes. On approcheodidl
variable aléatoirdH,,(¢) par un chaos polynomial classique (2.99) ensatilt la méthode de
transformation (méthode 1). Pour comparer les t@subbtenus par la méthode de transformation,
la variableH,,(&) est approchée ensuite par un chaos polynomialtiétsant une méthode de
remaillage (Figure 21) (méthode 2). Concernant éthade 2, le chaos polynomial utilisé est soit
classique ou soit enrichi (voir annexe 5) dépendana position du point étudié.

Le point Q est fixé mais peut étre localisé dans le sous dwria, ou dans ) dépendant de la
valeur def;. Le point Q est fixé mais il est localisé toujours dansdour toutes les valeurs de
et&,. Le point Q est localisé sur la surface de la deninfiais reste toujours a l'intérieur de celle-
ci. Ce point se déplace en fonction de la valeun,de

Tableau 7. Composante du champ magnétique suiVarégOx, obtenue par les méthodes 1 et 2

Point Q Point Point Q
Méthode 1 Méthode 2 Méthode 1 Méthode P2 Méthode 1 éthbte 2
Valeur moyenne 1.45 1.47 34x30| 34x10° 3.12 3.14
Ecart-type 1.49 1.50 213xt0| 2.17x10 0.20 0.20
M1:Y =0 M2y = Yo
| |
D; 1 D2 p2
D4 pa Qs
> o
—
] Q2

X2

X1

0(0,0)

Figure 79. Probleme magnétostatique
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Figure 80. Densité de probabilités du champ magpuétiaux points Q Q,, et

Concernant la méthode 2, on peut constater quédescpolynomial classique est bien adapté
pour approcher le champ magnétique aux pointst@;. Ceci estlu au fait que ces points restent
toujours dans le méme sous-domaine de référence tpotes les valeurs dé& et &. La
discontinuité au niveau stochastique ne se prégaggour ce type de points. On peut constater
aussi que le champ magnétique au pontj@ devient fixe dans le domaine de référence gwat
obtenu directement par la méthode de transformation

Pour le point @ si on utilise la méthode 1, la discontinuité aueau stochastique est alors
naturellement prise en compte. Cependant, lorsgquardbleme est résolu directement dans le
domaine D) (méthode 2), un enrichissement est nécessaire pocelérer la vitesse de
convergence de I'approximation en chaos polynomial.

Dans le Tableau 7, on donne la valeur moyenneteatt-type déd,,(&) obtenu par la méthode 1
et par la méthode 2. La densité de probabilitdHd€s) obtenue par la méthode des noyaux est
présentée sur la Figure 80. On peut constatercggedeux méthodes donnent des résultats
proches. Pour le point;Qla densité de probabilité du champ magnétigueegmt& deux modes
dues a sa discontinuité au niveau stochastique.

2.4. Conclusion

Dans ce chapitre, on a comparé différentes méthpal@sdéterminer une transformation aléatoire
permettant de résoudre un probleme aux incertitpdgges par la géométrie. Dans un cas simple,
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une expression analytique de la transformation prg trouvée. Par contre, dans les cas
usuellement rencontrés en pratique, le recoursaatrd’s méthodes qu’analytique est nécessaire.
Dans ce chapitre, on a introduit 2 méthodes. Lanee méthode est basée sur la résolution des
équations de Laplace et la deuxieme méthode eéelsas une transformation géomeétrique. Les
avantages et les inconvénients de chaque méthadtéotiscutés sur la base d’exemples.

En se basant sur ces méthodes de déterminati@antcenkformation, on a également proposé une
méthode dite « transformation discréte ». La tiamsétion discréte peut étre considérée comme
équivalente a une déformation de maillage ou lesidsose déplacent en gardant la méme
connectivité. Cette transformation génere des oegrjacobiennes de transformation constantes
dans chaque élément et cela supprime I'erreur ngoeédu calcul des coefficients de la matrice
de raideur. Cependant, dans des cas de granddiorar@de la géométrie, la permeéabilité
équivalente obtenue sur le domaine de référencengepas étre définie positive ce qui conduit a
un probleme mal posé.

Dans la méthode de transformation, le choix dealasformation joue un réle non négligeable sur
I'erreur numérique de la solution obtenue. Un eateur d’erreura priori a été développé qui
permet d’établir un critere de choix de la transfation. Ce critere est basé sur les valeurs propres
deM'™ ouM est la matrice jacobienne de la transformatiomsDze critére, plus le rapport entre
les valeurs propres dé'M est proche de I'unité, plus la transformationdesbonne qualité. Dans
un exemple d’application, on a montré qu'’il estf@réble de prendre une transformation de type
« dilatation » que de type « cisaillement ».

Enfin, on a analysé le calcul de grandeurs loc&dasis un probléme aux incertitudes portées par
la géométrie, il existe des grandeurs locales qésgntent des discontinuités au niveau
stochastique. La méthode de transformation perreepréndre en compte cette discontinuité
naturellement sans avoir recours a un enrichissedeela base du chaos polynomial.

Les cas académiques montrent que la méthode dsfdmaration conduit a des résultats
convaincants en patrticulier dans le cas de petdestions. Il reste maintenant a I'appliquer sur
un cas plus proche des besoins industriels ceajétire fait dans le chapitre 3.
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Chapitre 3 : Application

Dans ce chapitre, on se propose en utilisant urefa@éments finis mettant en ceuvre la méthode
de transformation d'évaluer [I'impact d’incertitudeportées par certaines dimensions
caractéristiques d’un stator sur les performanaasedmachine électrique. Il se compose de trois
parties. La premiére partie porte sur la campagneesure qui a permis d’obtenir un échantillon
des rayons des dents pour 5 stators et sur I'amalgses données. Des calculs numériques seront
effectués pour évaluer I'influence des variationsrdyon des dents sur le couple en utilisant la
méthode de transformation proposée dans le chapifteédent. Dans la deuxiéme partie, on
cherche a modéliser les incertitudes du rayon d@ggsdpar un modele probabiliste. Puis, ce
modele probabiliste sera utilisé pour propagerinesrtitudes du rayon des dents au travers du
modéle numérique. La troisieme partie porte surdigse de l'influence de la largeur des dents
sur le flux magnétique traversant des phases t& stans le cas non linéaire.

3.1. Présentation du stator

Le stator étudié est un stator d’alternateur autble@ui posséde 36 dents. Sur la Figure 81 sont
données les dimensions nominales du stator.

Largeur nominale

Rayon nominale

Figure 81. Stator étudié

Le rayon et la largeur nominal d’'une dent sont eespement de R49.5mm et T=4.1mm. Les
rayons intérieur et extérieur de la culasse s@paetivement de R61.2mm et B= 65.5mm. La
longueur du stator est : H= 31.5mm. Le modeéle niquérutilisé est présenté sur la Figure 82:
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Figure 82. Machine étudiée

Dans la suite, nous ne tiendrons compte que destitncles portées par les dimensions du stator.
Sachant que les caractéristiques des matériauxssauti aussi des variations comme les ont
montrés les travaux de thése de R. Ramarotafikp [@8 dimensions du rotor sont supposées
parfaitement connues. Par ailleurs, pour limitetdeps de calcul, nous travaillerons sur un
modele 2D. Aussi, la structure réelle a griffesstiator ne pourra étre modélisée. Dans la suite,
nous supposons que le rotor est bobiné avec un neodebpaires de pbles égal a celui du rotor a
griffes c'est-a-dire de 6 paires de poles. La vabeuninale de I'entrefer est aussi maintenue et est
égale a 300m. Une représentation de I'ensemble de la machirdiée est donnée Figure 82.

Les incertitudes au niveau du stator seront pogp@ede rayon des dentg et par la largeur des
dents §. Comme le stator possede 36 dents, nous avons 8®neariables aléatoires pour
caractériser le rayon des dents et autant poardelir des dents (Figure 83).

Figure 83. Rayon et largeur des dents qui sonticlémés comme variables aléatoires

L’inducteur du stator est alimenté par un couranté stator est triphasé et est alimenté par trois
courants 4y, isp, is3 Le matériau ferromagnétique utilisé dans les eédugui suivent est supposé
linéaire ou non mais toujours parfaitement connu.

3.2. Mesures du rayon des dents
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Dans cette partie, on va présenter d’'abord les raeslu rayon des dents pour 5 stators référencés
S0, S1, S2, S7, S20. On utilisera ensuite un maugteerigue mettant en ceuvre la méthode de
transformation pour évaluer l'influence de ces disiens mesurées sur le couple a vide de la
machine. On suppose dans cette partie que la sutEcdents est lisse dans le planx@iFigure

84) et que la largeur des dents est constanteatd ada largeur nominale.

3.2.1. Description des mesures effectuées

Figure 84. Etude sur le rayon des dents

On divise chaque stator en 30 couches suivanta@mpideur Ox ce qui hous donne pour chaque

dent 30 valeurs du rayon (Figure 84-Figure 85). ente stator compte 36 dents, on obtient au
total 30x36=1080 mesures pour chaque stator. Cesuneee ont été effectuées au centre de
métrologie d’Arts et Métiers ParisTech qui fait fardu Laboratoire de Mécanique de Lille

(LML).

Figure 85. Division du stator en 30 couches

A partir de ces 1080 valeurs de rayon des dentstame 5 histogrammes pour les 5 stators qui
sont présentés sur la Figure 86.
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Figure 86. Histogramme du rayon des dents poublstators caractérisés

Les traits verticaux représentent les rayons maxing minimum de l'intervalle de tolérance
autorisé. On peut constater qu’un certain nombrealeurs sont a I'extérieur de l'intervalle de
tolérance. On peut constater aussi que la répartites valeurs varie d’un stator a I'autre et que
donc les incertitudes ne semblent pas a prioriresuime méme loi méme si on retrouve a chaque
fois une forme « cloche ».

3.2.2. Calcul du couple a vide

Dans la suite, des calculs numériques du coupla& wtilisant les mesures effectuées seront
réalisés. On s'intéresse a la grandeur suivantart@des couples produits par chacune des 30
couches):

Cl@)=3 G () (3.1)

Le coupleC,(a) est égal a la somme des coupl@r) de chaque couche calculés (Figure 82) en

prenant comme rayon de dents ceux mesurés poouthei. Les autres dimensions sont égales
aux dimensions nominales. Le couple total est tarse des contributions de chaque couche. On
introduit aussi deux stators fictifs,$ et Shax qui correspondent respectivement aux cas ou les
rayons des dents sont tous égaux soit a la valaminmale soit a la valeur minimale de I'intervalle
de tolérance.

On s’intéresse aux couples a vide, ce qui sigmjtie ;= is>= is3=0. Le rotor et le stator sont
constitués respectivement d’un matériau de perritsbielativeg1;=1000 etu,=3520 supposées
constantes.

Pour évaluer les coupleg(a) avec differentes géométries (différents rayondetd) la méthode

de transformation introduite au chapitre précedenété mise en oeuvre. Les détails de la
transformation utilisée sont décrits dans la suite.

3.2.2.1 Description de la transformation
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On déterminera une transformation d’'un domaineédérence en un domaine réel avec comme
parametres les 36 rayons de dent et les 36 largiudent. Cette transformation sera utilisée
également dans la partie 3.3 ou I'on étudie I'effeta largeur des dents sur le flux.

Le domaine de référence correspond a la géométristator dont les dimensions sont les
dimensions nominaleOn utilisera une transformation discréte (voir krtg 2.1.3) qui sera
déduite d'une transformation continue qui sera itkcdans la suite. Rappelons qu’une
transformation discréte peut étre considérée coéuuevalente a une déformation de maillage ou
les noeuds se déplacent en gardant la méme contgedti® maillage du domaine de référence
utilisé est présenté sur la Figure 87.

& NXi-dezs6.1: NXLDEAS 6.1 Team
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Figure 87. Maillage utilisé pour le domaine de réfgce

Le maillage 2D comporte 21810 éléments et 21992dsodie maillage au niveau de I'entrefer
comprend 3 couches d’éléments. La ligne de gliseeme@ permettra de prendre en compte le
mouvement pour la méthode du pas bloqué [63, G4résentée sur la Figure 88.

Ligne de
glissement

Figure 88. Maillage dans I'entrefer comportant 3uches d’éléments et indication de la ligne de glissnt
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Concernant la détermination de la transformatiannhchine est divisée en 2 parties : partie 1 a
I'intérieur et partie 2 a I'extérieur de la ligne dlissement. La transformation associée a lagarti

1 est lidentité (aucune modification). Par contsey la partie 2 qui supporte les dimensions

variables, il est nécessaire de définir une transition.

Ligne de glissement™: glissement

Figure 89. Présentation de la partie 2 ou est défime transformation

On divise la partie 2 du domaine de référence etaitnaine initial en 36 zones identiques qui sont
délimitées par des traits pointillés sur la Figd®e

F I

T |

b . |
e po | nitial

Figure 90. Division de la partie 2 en 36 zones

La transformation est déterminée pour chaque zeonassurant la continuité au niveau des
interfaces entre les zonegti+1 et également entre la partie 1 et la partieair Bette derniere
contrainte, on doit imposer que les points sitwédasligne de glissement restent immobiles. Dans
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la suite, on ne détaille que la transformation powe zone. Pour les autres zones la transformation
est déterminée d’une facon identique.

On divise alors la zonedu domaine de référence et du domaine initial eou® domaines; et

D;, j=1:9 présentés sur la Figure 91.

| Bs D

Domaine de référence _ _ e
® Points fixes Domaine initial

Figure 91. Division de la zone i en 9 sous domaines

La transformation de la zone i du domaine de réfsmeest réalisée en déterminant les 9
transformations des sous domaingsek 0. Dans la suite, pour illustrer la démarche, on va
détailler la transformation desEABCF) en 3 (A'B'C'F’). Les transformations relatives aux
autres sous domaines sont données en annexe VI.

Vo,

Domaine de référence Domaine initial

Figure 92. Définition de I'ensemble des segmentsadis domaine £

117



Le point Q est l'intersection de AF et BC (Figure 92). Le done E peut alors étre considéré

comme un ensemble de segmeniQLavec Q appartenant a AB et,Qppartenant a FC. Les
coordonnées du point Qdans le domaine fimage du point @ sont déterminées par :

_ QF

(Xg = %) = (X = %) B2 =

CF 3.2)

F
(g = %)= (% = %) BEE

avec (Xg, %q) » (X Xe) » (%o %) SONt les coordonnées du point; QF, C' respectivement.

Rappelons que les coordonnées des points A’, B'FCsont déterminées en fonction des valeurs
de Ri, R, I, liz (Figure 90). Le point Q, image dans le domaing; du point Q, est déterminé
par :

T RS
| L
n SEe L
N
I
I
il
______ :\_\;(PA’ i
Y ¢ e
(PQ’Z\(\H(//
O: le centre du stat o
Domaine de référence Domaine initial

Figure 93. Angle®a, ga', 92, o2

X, = Rosin(d,)

Xir = R 00S(dg,) (3-3)
avec R=61.2mm (Figure 81) et I'anglg, déterminé par :
(G ~0.0= (05 -0 "2 (3.4)

(¢B - ¢A)

avec:
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Py = arcsin(%) NN arcsin(%)

Py = arcsin(%) Py = arcsin(%) (3.5)
= i 332

@, =arcsin( R )

Le segment QQ’,, image de Q. dans le domaine {est alors parfaitement défini.
Pour un point P quelconque dans le domaig)eok détermine le segment@ auquel le point P
appartient. Le point P’, image de P, appartientsadoQ1Q’, et peut étre déterminé par :

_ QP
(X = Xg) = (Xg, ~ &q)DQZ—Ql

QP
;o ) = -
(X = %) = (Xog, = %gq) G_Qle

(3.6)

La transformation du sous domaingdh D; est alors finalement déterminée. Les transformatio
pour les autres sous domaines sont données dangXa VI. Cette transformation a été intégrée
dans le code Code_Carmel du L2EP.

3.2.2.2. Résultats obtenus

La transformation déterminée auparavant permet mhaque couche i d'un stator donné
d’effectuer un calcul de couple avec les 36 rayoesurés. On utilise le maillage présenté sur la
Figure 87.

Couple
06

o ol B E e NN T T T T T T T T
04 / T sy

=

02

~|==Stator Smax|

0

== Stator Smin
— Stator SO
— Stator S1
— Stator S2
—StatorS7 |- -~ -~~~ .
— Stator S20

02

04

06

Figure 94. Evolution du couple a vide pour leséihts stators et pour les deux statoys & Sha, Stators ayant un
rayon de dent constant égal respectivement au rayioimal et maximal

Les résultats pour chaque stator sont présentéa gtigure 94. Les courbes en trait discontinu
correspondent aux cas des stators natgsed Snin qui possedent des rayons qui sont constants et
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€gaux respectivement ai,3=49.5mm, Rin=49.475mm qui sont les rayons maximal et minimal
de l'intervalle de tolérance. Les courbes en traiitinu correspondent aux cas des stators SO, S1,
S2, S7, S20. On peut constater que les courbesspamdant aux stators réels restent encadrées
par les courbes obtenues paf.8t Snax De plus, on constate qu’elles sont tres prockesihes

des autres. Aussi, méme si on a constaté quersestaaleurs de rayons mesurées sont en dehors
de lintervalle de tolérance (Figure 86), la vadatdes couples entre eux dans le cas des stators
S0, S1, S2, S7, S20 est relativement faible. Orstate donc ici qu’une approche par intervalles
consistant a faire des calculs pour des valeurgémes des entrées pour déterminer le domaine de
variation d’'une grandeur sortie d'intérét n’'est pExessairement adaptée. Il est nécessaire de
prendre en compte les corrélations entre les difté&s variables aléatoires d’entrée qui induisent
ici des phénomenes d’auto-compensation conduisané aéduction de la variabilité du couple.
Dans la suite, les mesures sur les rayons soigéad pour construire un modele probabiliste des
incertitudes relatives a ces rayons.

3.3. Modele probabiliste

Pour prendre en compte les incertitudes portéetepaayons, on peut utilisarpriori un modele
probabiliste basé sur un vecteur de variabl@% = (r(0), r2(0),.., Be(0)). Cependant, dans ce
modele, le nombre de variables aléatoires égal @sBéelativement élevé, ce qui peut conduire a
un accroissement du temps de calcul dans une rsatiéfi stochastique. On va chercher dans la
suite un modéle réduit avec un nombre de variaiégtoires plus faible.

Dans le cadre de ce travail, on limite notre apipeoen 2D, on ne considére pas ici la variabilité
au niveau de la profondeur. Ce travail s’appui¢efoent sur les résultats obtenus dans le master
de Shaoqu Zheng« Modeling and Inclusion of Geometric Uncertaintiestihhe Assessment of a
Stator » effectué dans le cadre d’'une collaboration aveieriya Correvits, chercheur au LML
(Laboratoire de Mécanique de Lille).

3.3.1. Propriété d’un modele réduit

Dans cette partie, on s'intéresse a un modele tréduia pour objectif de diminuer le nombre de
variables aléatoires d’entrée qui est égal initdet a 36 pour chaque couche du stator. On
s'intéresse aux écarts entre le rayon mesuré palerit avec le rayon nominal:

e(@)=r(@)-R aveci=1 3¢ (3.7)

avecR;=49.5mm le rayon nominal. Lorsque ces écarts samuélisés sous forme de variables
aléatoires, le rayon(6) de la dent i est obtenu par :

r(6) =R +e(®) aveci=1 3¢ (3.8)

On s’intéresse a I'approximation suivante de cestge (6):
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&(8)= d(0) = a (8)sin( kil—’;)+zn: A,(8)cos kilﬁ aveci= T 3¢ (3.9)

Figure 95. Réduction du modéle

avec ox(0), pk(0) les variables aléatoires a déterminer. Le nonderalents est de 36. Alors, le
nombre maximum de termeg(0), Sk(0) sera 36 et dong est inférieur a 18. La formulation (3.9)
peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

& =AD (3.10)
avec:
ey ] 8O 1 sn” E -~ 7, ]
E(G) fop 1 sm(18) cos(1 ... sin(n 13 cos(n 1&
R &(6) ) o o1 om o1
&) = @(9) . AB) = £,(6) ‘A= 1 sm(E) cos(E) sm(nﬁ) cos(nTs) (3.11)
) )
_%(e)_ | 5.(8), _ 1 sin(%-[) cos(%r) sin(n%) cos( n3—16;)_

A partir de (3.9), le nombre de variables aléatopeut étre réduit de 36 a+2l. Les réalisations
de a(00), S(60) (B0 représente une réalisation relative a une coymtyent étre évaluées a partir
des mesureg(6p) dee ,i=1:36 par la méthode des moindres carrés :

(@(8)],.,.,:[B(80)],,,) =argMin Z(q (8) - €(8,))’ (3.12)
Ce qui nous donne :
N(®;) =(A"[A)" A" [&(8,) (3.13)

avec
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&(8)
&8,)=| - (3.14)
€55(80)

Rappelons que pour chaque stator, on a les medaresyons pour 30 couches. On a alors 30
mesures dee(0o) :;&(8,), j=1:30. Par conséquent, on obtient 30 valeargs,), j=1:30 de

A(B) pour chaque stator. Une approximation des rayoaitisamt (3.10) pour chague couche est

donnée par :
€"'(8,)=AN(6,) avec j=1 3 (3.15)

Pour évaluer I'exactitude du modele (3.9), on évddugrandeur suivante pour différents ordres
du développement (3.9) :

> 0~ €@,
yn(eo) =1- gn(eo) =1- = 30 2
DILCY

0.95 - -
0.9 *

0.85 -

2

(3.16)

0.8 -

0.75 -

y=covariance factor

0.6 - —
y:l»ReisudaIZ/Error2
T T

0.55 I I I T
(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18

x=order of fourier series

Figure 96. Coefficieny, en fonction de : stator SQ(extrait du master de Shaoqu Zhgng

Sur la Figure 96, on trace le coefficigaten fonction den pour le stator SO. On peut constater
gu'il existe des valeurs de qui correspond a un accroissement brutal de leuvaley, et qui
correspondent a des modes majear2( n=6). Chaque valeur de correspond a un mode de
déformation de la surface intérieure du statorcagn=2 correspond a une forme en ellipsoide et
n=6 correspond a une forme avec 6 « bosses ».
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error=-0.02mm
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Figure 97. Forme réelle des écarts entre les raymesurés et le rayon nominal : stator (®Rtrait du master de
Shaoqu Zhenyg

On retrouve nettement ces deux formes sur la Figdreu est présentée I'évolution de I'écart
entre les rayons mesurés et le rayon nominal dors&0 en fonction de I'angle. Les mémes
processus d’'analyse ont été appliqués pour lesrst&1, S2, S7, S20 et on obtient dans le
Tableau 8 les modes les plus importants. L’'apperitle ces deux modes peut s’expliquer en
partie par le procédé de fabrication du stator djune part nécessite un maintien de la piece
introduisant une déformation de mode 2 et d’autme pn assemblage du ruban de téles du stator
par 6 lignes de soudure réparties régulierementassurface externe du stator impliquant une
déformation de mode 6. On constate aussi que paiator 1, on retrouve aussi un mode 4.

Tableau 8. Modes de déformation les plus importants

Stator SO S1 S2 S7 S20
Ordre 2&6 284 6 6 2&6

Finalement, le modele suivant peut étre retenu :

e(8) = 8 (8) = 3,(6) +a,(6)sin(2 il_’;) + [3,(8) cos( 2i1_’;)

s

18) (3.17)

+a,(0)sin(i [6%)+ 3.(6)cos(i [61—”8) aved = 1 36

+a,(0)sin(i Bll—lg) +,(8)cos(i (4

Le nombre de variables aléatoires peut étre afmigirde 36 a 7. En utilisant (3.17), le coeffitien
y calculé pour chaque stator est présenté dansbledia9. On peut constater que les coefficients
ai, i déterminés conduisent a des résultats acceptadalede coefficient de déterminatign

Tableau 9. Coefficient y pour chaque stator

Stator SO S1 S2 S7 S20
Coefficient y 97.76% 92.43% 92.38% 89.60% 94.17%
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3.4. Propagation et validité du modele

Les coefficientsy;, £ de chaque mode dans le modele (3.17) peuvent@trélés. Pour analyser
l'influence de I'amplitude de chaque mode sur lepe, il est peut étre plus pertinent d’écrire
(3.17) sous la forme suivante :

e(6)= a(8)= a(6) + 3(B)sin(2 i +4,(8)) + &(B)sin(4 i~ +4(6))
18 18 (3.18)
+a6<e)sin(6i1—’;+¢e<e»

aveci=1 : 36. Les 4 modes de déformation du stator sont

* le mode 0a,(6)

« le mode 2 :a2(9)sin(2i% +4,(0))
« le mode 4 a4(9)sin(4i1—7; +4,(0))

« le mode 6 aﬁ(e)sin(Gigg +4(9))

Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’aux meslaés couche 15 pour chaque stator SO, S1, S2,
S7, S20.
Pour les 5 mesures dee(,), k=1:5 qui correspondent aux mesures de la codéhdes 5

stators, on obtient 5 réalisations des coefficientst ¢; , i=0, 2, 4, 6 qui sont déterminés en
utilisant la méthode des moindres carrés préseméee2.1.

Validation du modeéle

Dans un premier temps, on s’intéresse aux couplga)@orrespondant aux mesurgg(8,) de la

couche 15 de chaque stator SO, S1, S2, S7, S20xetauples @4{a) obtenus en utilisant
I'approximation :e"(eo) de ,.e(08,) donnée par la relation (3.18). Dans le TableauohOdonne

I'écart (en %) entre les valeurs maximales des lesuis(a) et Gs{a) pour chaque stator.

Tableau 10. Ecart entre &) et Gs,(a) pour chaque stator

Stator SO S1 S2 S7 S20

Ecart -0.29% -0.18% -0.20% 0.29% 0.35%

On donne sur la Figure 98 I'évolution de deux ceagiour les stators S1 et S20.
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Figure 98. Couples £(a) et Gs4(a) pour les stators SO et S1

On peut constater que le couple obtenu en utilisamme entrée du modéle numérique le modele
des rayons donné par (3.18), apres l'identificaties coefficients; et ¢; par une méthode des
moindre carré régression, est proche de celui aldans le cas des rayons mesurés.

Influence des modes

Dans le deuxieme temps, on va analyser la contibutes modes de déformation sur la variation
du couple. Pour chaque mode, on suppose que I'mardelsuit une loi gaussienne et la phase suit
une loi uniforme. La valeur moyenne et I'écart tyf@eces variables sont déterminés d’une facon
empirique a partir de 5 valeurs disponibles powdache 15 de 5 stators. Les valeurs moyennes
et les écarts types sont donnés dans le Tableau 11.

Remarque: La loi d’'une variable aléatoire Gaussienne estfgitement déterminée en
connaissant la valeur moyenne et I'écart type dle-ce De méme, si une variable aléatoire est
uniforme sur [a, b], on peut montrer que :

a=m-+/30 ; b= m+/30 (3.19)
oum est la valeur moyenne eest I'écart type.

Tableau 11. Valeurs moyennes et écart-types ermpsiges amplitudes et des phases de 4 modes deaiio

<)) (=) P2 & P4 % Ps
Moyenne 1.93.186 | 5.16.10° 1.82 1.77.198 2.06 3.74.18 1.20
Ecarttype | 3.86.10 | 3.93.1C0 0.70 1.18.198 1.31 1.59. 18 0.89

D’abord, on s’intéresse a l'influence de I'amplitude chaque mode sur la variation du couple.
Cette influence sera étudiée séparément d’'un mddetée. Ce qui signifie que pour 'amplitude
du mode 2, c'est-a-dire la varialag(3.18) par exemple, on suppose que les phases autres
amplitudes sont constantes et égales a leur valeyenne empirique. On calcule I'écart type de
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la valeur efficace du couple. La méthode de transition pour prendre en compte des variations
géométriques et le chaos polynomial d’Hermite papprocher le couple, qui est une variable
aléatoire, sont utilisés.

On effectue les mémes calculs pour 'amplitude algses modes, c'est-a-dire pour les variables
a0, &, & et les résultats obtenus sont présentés dandlealal?2.

Tableau 12. Ecart type de la valeur efficace dupteen fonction du mode

Amplitude intéressée 0a & =h 3
L'écart type de la valeur
TP 560.10° 9.22.10° 0.95.10° 253.10°
efficace du couple
Moyenne de la valeur
0.4047 0.4047 0.4046 0.4046

efficace du couple

On peut constater que l'influence desar la valeur efficace du couple est la plus ingae. Ce
phénomene peut étre expliqué par le fait que l@mtian de g entraine une variation uniforme du
rayon des dents et donc de I'entrefer. Par comtéame si leur amplitude est du méme ordre de
grandeur que le mode 0, les autres modes conduisdas variations de couple trés faibles. Il
s’opere a l'intérieur de la machine un phénomeraitd-compensation qui conduit a un impact
tres faible sur le couple.

On s'intéresse maintenant aux effets couplés dedemioDans le cas des modes 0 et 2 par
exemple, on suppose qug &, ¢, sont des variables aléatoires indépendantes. &igpe, celles-

ci ne le sont pas mais nous disposons de trop palbdnées pour caractériser correctement la
corrélation. Les autres variables sont détermigsisté sont égales a leur valeur moyenne
empiriqgue. On détermine la contribution de chagaigable a la variance de la valeur efficace du
couple en calculant les coefficients de Sobol aemper ordre [65] via chaque variable aléatoire.
Les indices de Sobol sont un moyen efficace d’&ffercune analyse de sensibilité globale. Plus la
part de l'indice associé a une variable d’entréeimportante, plus la grandeur de sortie est
sensible a cette variable d’entrée.

On effectue le méme calcul pour le mode 0 assaeé & mode 6 et pour le mode 2 associé avec
le mode 6. Les résultats obtenus sont présentésleldiableau 13 suivant :

Tableau 13. Coefficient de Sobol du premier ordre

Associé des modes 0 et 2 Associé des modes 0 et 6 ssoci® des modes 2 et 6
=) =3 P2 ) % 03 =2 % P4 Pe

Coefficient | 99.97% | 0.027%| 4.1.1% | 99.99% | 0.0021% 0.000012% 93.01p6  6.94% 5.6940| 0.00452%
de Sobol

On peut constater que l'influence de mode 0 estidante par rapport a celle des autres modes.
Ce qui signifie que pour la machine, on peut cafreidque seule I'amplitude du mode 0 (rayon
moyen des dents) joue un réle effectif sur la valdw couple. Ces résultats étaient en partie
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prévisibles du fait du nombre de dents du statatuehombre de pbles au rotor dont le ratio est
entier. L'impact de ces modes dans le cas d’'unénma@yant un nombre d’encoches par podle et
par phase fractionnaire est bien moins évident.

Dans les parties précédentes, une étude de l'intoachayon des dents sur le couple a vide a été
effectuée. Dans la suite, on va s'intéresser aautee dimension carctéristique du stator : la

largeur des dents.

3.5. Influence de la largeur des dents

Dans cette partie, on s’intéresse au flux qui treevdéa phase 1 du stator en fonction du courant de
I'inducteur dans le rotor. Dans ce cas, le roteta@mmobile et sa position est fixéa=0 (Figure

82). On effectue les calculs avec difféerentes valale la largeur des dents. Comme aucune
mesure de largeur de dent n’était disponible, opose les lois de variation de celle-ci. On
suppose aussi que les autres dimensions sont égatedimensions nominales. Le matériau du
rotor est le méme que celui de la partie 3.2.2.cBatre, on utilise un matériau non linéaire pour
le stator. La courbeB( H) est présentée sur la Figure 99:

BN

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

H(A/m)

Figure 99. LoiB(H) du matériau utilisé pour modéliser le matériatrdenagnétique

Jusqu’a présent, la méthode de transformation atiéi&€e pour résoudre des problemes linéaires
en magnétostatique avec des incertitudes portéela ggométrie. Dans cette partie, comme le
matériau utilisé pour le stator est non linéairggyfe 99), une extension de la méthode de
transformation dans le cas non linéaire est néressiasera présentée par la suite.
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3.5.1. Méthode de transformation dans le cas nomkaire.

On s’intéresse a un probléme de magnétostatigue @ge® incertitudes portées par la géométrie
deéfini dans 1.4.1 mais avec une relation non lmeéantre I'induction magnétiqu® et le champ
magnétiqueH. La loi de comportement est donnée par :

B=9(x&H)=u(x$H)MH (3.20)
Avec les mémes notations utilisées dans la parti2 B. On obtient une formulation faible en
potentiel scalaire dans le cas non linéaire dopaé¢1.131):

[ 9 & grad, (Q'(x ) + y,a(x ))) lgrad, (A( x£)) dx=0 (3.21)
D(§)

En utilisant (1.130) on peut ramener (3.21) enisatiit le domaine de référence E comme
domaine d’intégration a la forme suivante :

[ 90X, EM(X, Erad, (X&) + 1@ XN —nX8) _grag, (A(X) dX=0  (3.22)

: det(M(X, &) '
Il apparait donc une différence dans le cas lieéflr.135) par rapport au cas non linéaire.
Néanmoins, on peut montrer gu’en appliquant unestoemation discrete, on retrouve le méme
systéeme non linéaire a résoudre que si on effastudEplacement des nceuds (voir la partie 2.1.3).
Dans cette partie, la transformation discrete tckans la partie 3.1.2.1 est utilisée pour catcule
les flux magnétiques traversant la phase 1 durstato

3.5.2. Résultats obtenus.

On se propose dans la suite d’étudier 8 scénaossiles :

Les scénarios 1 et 2 correspondent aux cas oaugsurs des dents sont égales (les dimensions
sont alors parfaitement corrélées) et prennentemsement les valeurspdy =4.15mm et

I min=3.80mm.

Les scénarios 3, 4 et 5 correspondent aux cassoargeurs des dents sont €gales (parfaitement
corrélées) et prennent successivement trois réalisad’une variable aléatoire uniforme définie
dans l'intervalle [hin- lmad-

Les scénarios 6, 7 et 8 correspondent au cas ntcéasidere que les 36 largeurs de dents sont
des variables aléatoires indépendantes. Elles itmrdt un vecteur des variables aléatoires
uniformes dans l'intervalle Ji, - ImaJ. On considére alors 3 réalisations pour ces lasgyees
dents. Puis, trois simulations numériques corredgonaux cas d’'un stator avec ces largeurs des
dents ont été réalisées.

On trace sur la Figure 100 I'évolution du flux teasant la phase 1 du stator en fonction des
Ampere tours imposés au rotor. Il y a alors 8 cestorrespondant aux 8 scénarios.
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Figure 100. Flux traversant la phase 1 du stator

On peut constater que I'écart entre les courbes @mncas ou on considére les largeurs des dents
parfaitement corrélées (scénarios 1, 2, 3, 4, Bpesucoup plus forte par rapport aux cas ou on
considéere une indépendance totale entre les largedes dents (scénarios 6, 7, 8). On peut
constater méme dans ce dernier cas que la vari@dtidlux est tres faible. On voit donc encore ici
I'effet non négligéable de la corrélation entre Wisensions qui impactent grandement la
variabilité des grandeurs de sortie. Cette coniaratst bien entendu fortement liée aux procédés
de fabrication.

3.6. Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié l'influence de dirmarss caractéristiques sur les performances
d’'une machine électrique. Pour cela, on a utilsériéthode de transformation présentée au
chapitre 2 qui était trés bien adaptée ici du fdiine variabilité faible des paramétres
géométriques d’entrée.

Les exemples traités conduisent aux résultats stsv@ncernant la démarche de prise en compte
des incertitudes géométriques.

* Le nombre de variables aléatoires d’entrée crég tite ce qui peut conduire dans le cas
d’'une approche stochastique a des temps de caichibgifs. Il est nécessaire de mettre
en place une approche de réduction permettant aénaer le nombre de variables
aléatoires d’entrée. Celle-ci peut découler d'umgrache purement mathématique comme
une analyse en composante principade plus proche de la physique comme celle que
nous avons employée.
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* L’impact des corrélations entre les variables d@&mtest important. Cette corrélation est
dans notre cas fortement liée aux procedés dectdlan. Il faut donc caractériser I'effet
de tel ou tel procédé sur la variabilité des dinmmset les liens entre elles.
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Conclusion et perspective

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthtele« diéthode de transformation » pour
résoudre un probléme magnétostatique dans le cakesouncertitudes sont portées par la
géomeétrie. Le principe de cette méthode consistiliaer une transformation aléatoire bijective
qui permet de ramener le probleme initial & un |gnole ou les incertitudes sont portées par la loi
de comportement. Il est alors possible d'utiliséiécents schémas de résolution disponibles dans
la littérature pour le probléme ainsi posé.

Concernant la méthode étudiée, la difficulté ppate réside dans la détermination de la
transformation. Dans le cas d'une géométrie simplag expression analytigue de la
transformation peut étre disponible. Pour des gédiesécomplexes, des méthodes numériques
doivent étre mises en ceuvre pour déterminer Iafivamation adaptée. On a présenté et comparé
deux méthodes pour déterminer cette transformatimre méthode dite « méthode du Laplacien »
proposée dans la littérature et autre méthode«ditansformation géomeétrique » que nous avons
proposée et développée. Pour ces deux méthodasimaine de référence E et le domaine initial
D sont divisés respectivement en un ensemble de domaines Eet D. La transformation est
déterminée sur chaque sous domaine. La premietgodeconsiste a imposer le Laplacien de la
transformation égal a zéro dans chaque sous doriamiasi que des conditions aux limites qui
permettent d’avoir la frontiere de; Dnage de la frontiere du sous domaine L& résolution
numeériqgue (une méthode de collocation a été empldg@s notre cas) de ce systeme d’équations
aux dérivées partielles nous conduit a la transition. Cependant, la résolution numérique des
équations de Laplace conduit a une transformatiorpgut induire de fortes erreurs numeriques
sur la solution finale. Par exemple, pour un sousane Enon convexe, la transformation peut
conduire a des points image situés a I'extérieudamaine [ La deuxieme méthode consiste a
déterminer la transformation pour chaque point dmane de référence. On considére alors le
sous domaine jEainsi que le sous domaing Bomme un ensemble de courbes. Grace a la
paramétrisation de la frontiére des sous domaines &, on détermine I'image -qui correspond a
une courbe dans le sous domaine Bune courbe du sous domaing Ea transformation d’'un
point appartenant a une courbe du sous domaim@artient a la courbe d'image dans le sous
domaine [ La deuxiéme méthode de transformation permetit@®eles inconvénients de la
premiere méthode. De plus, elle est simple a meftreceuvre pour des géométries simples.
Cependant, la subdivision des domaines E et D as-domaines Eet D doit étre faite avec
prudence. Une division non pertinente peut entrailes discontinuités sur la matrice jacobienne
de la transformation (et donc sur la perméabilgéivalente) dans des éléments du maillage du
domaine E. Cette discontinuité au sein des éléniedisra une erreur numérique importante.
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Une fois qu’'une transformation est déterminée, @utpdéduire une transformation dite
«discréte » associée a la transformation initiéle @ continue ». L’idée de cette transformation
discrete consiste a considérer les éléments ddageidu domaine de référence E comme des
sous-domaines. La transformation discrete transdaahors un élément tétraédrique dans E en un
élément tétraédrique dans D. Cette transformatifameapar morceaux dans le cas des tétraedres
est parfaitement définie en déterminant les imaiges D des nceuds du maillage du domaine E.
La transformation discréte permet d’obtenir une rivat jacobienne constante dans chaque
élément du maillage du domaine E. Par conséquantpeut supprimer I'erreur du calcul
numérique des coefficients de la matrice de raideugui n’est pas le cas pour une transformation
continue. Cependant, cette transformation n'ess pllaptée dans le cas de grandes variations de
la géomeétrie ou il peut apparaitre un « retournégmetes éléments conduisant a un probleme mal
POSé.

Pour un probleme défini dans un domaine aléatarmé, il existe une infinité de transformations
possibles. Il est alors nécessaire d’établir uteiide choix de la transformation pour déterminer
la « meilleure transformation » possible. Un catbasé sur la minimisation de I'erreur numérique
a priori qui s’exprime en fonction des valeurs propred/d®l, o M la matrice jacobienne de la
transformation, a été proposé. D’aprés ce critaemeilleure transformation est celle qui
minimise I'écart entre les valeurs propres de ldricaM'™. Ce résultat a été illustré sur un
exemple académique. Sur cet exemple, on voit quinaesformation de type « dilatation »
conduit & un ratio des valeurs propres de la neaMbV plus petits par rapport a celui d’une
transformation de type de « cisaillement ». Ce i@etype de transformation induit un fort rapport
entre les valeurs propres minimal et maximal.

Dans ce mémoire, on a étudié également la disaotdinle certaines grandeurs locales (champ
magnétique aux points proches de l'interface aigattes matériaux) au niveau stochastique qui
apparait dans un probléme avec des incertituddgégsopar la géométrie. On a montré qu’'une
approche non intrusive - remaillage utilisant uaas polynomial classique - n’est plus adaptée
dans ce cas. Cette approche nécessite des traitemgoplémentaires comme des techniques
d’enrichissement déja proposées dans la littératboacernant la méthode de transformation, le
fait de ramener le probléeme comportant des incele# portées par la géométrie a un probleme
comportant des incertitudes portées par la loi dmportement permet d’utiliser le chaos
polynomial pour le probleme défini dans le domaieréférence. La matrice jacobienne qui est
discontinue au niveau des interfaces des matépauxet de prendre en compte naturellement la
discontinuité au niveau stochastique des grandeciates.

A la fin de ce mémoire, on a utlisé la méthode tdensformation pour étudier I'effet
d’incertitudes géométriques (rayon des dents) eswstdtor d’'un alternateur automobile de Valeo.
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On a constaté qu'une approche par intervalle ctargisa faire des calculs pour des valeurs
extrémes des entrées pour déterminer le domainardgion d’'une grandeur sortie d’intérét n’est
pas nécessairement adaptée. Les corrélations lestmdifférentes variables aléatoires d’entrées
peuvent induire des phénomenes d’auto-compensadiotiuisant a une réduction de la variabilité
de la grandeur de sortie d'intérét. On a cons@athéme phénomene lorsque I'on a réalisé des
études sur la largeur des dents. Dans ce derrsefecenéthode de transformation a été appliquée
pour un probléeme avec des matériaux non linéaires.

Perspectives

Dans ce mémoire, la méthode de transformation aitdigee pour résoudre un probleme ou les
incertitudes sont portées par la géométrie. La augthde résolution utilisée était non intrusive
(méthode de projection). Dans le cas ou les irtaegs sont portées par les lois de comportement,
les travaux effectués au L2EP (R. Gaignaire-2008. &eddek-2012) ont montré que I'approche
intrusive basée sur une approche de Galerkin (rdétli®SFEM) pouvait étre compétitive par
rapport aux méthodes non intrusives pour traiter gi®blemes industriels. Dans le cas ou les
incertitudes sont portées par la géométrie, la S8BRBEEtEé développée et comparée avec les
approches non intrusives dans le cas d’'une appré¢BSFEM [9, 29, 30]. Il pourrait étre
intéressant de faire la méme comparaison dans $e ddane approche par méthode de
transformation.

On a constaté également que la méthode de traretiomyui semble bien fonctionner dans le cas
ou la variabilité géométrique est faible peut podes problemes dans le cas de grandes
déformations. Pour ce cas, un couplage entre lahadét de remaillage et la méthode de
transformation peut étre une solution ou on utifikesieurs domaines de référence. Cependant, la
méthode SSFEM ne pourra plus étre directementcgpé. De plus, le remaillage introduisant un
bruit numérique additionnel, il sera nécessaired@eljoindre a cette approche un estimateur
d’erreur a posteriori. Une comparaison avec la X858 sera alors intéressante.

Dans les exemples que 'on a traité, le découpagamas domaines ainsi que la détermination de
la transformation ont été faits aux cas par casr Reettre une mise en ceuvre industrielle, il est
nécessaire que cette étape soit automatique elegueansformations et le découpage associés
soient effectués sur la base uniquement des dongéemsétrigue du probleme et de leur
variabilité. Pour cela, il sera nécessaire de tlavavec des chercheurs dans le domaine de la
modélisation geomeétrique (CAO, DAO...) et de I'analysumérique. La maniere de modéliser
les données a aussi son importance pour étre cimepet efficace avec la procédure automatique
proposée ci-dessus. Cette étape de modélisatiord’agtant plus importante qu’elle peut
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permettre de réduire fortement les temps de cabmuhme nous I'avons montré au chapitre 3 en
réduisant le nombre de parameétres incertains deB8Cela constitue un enjeu important pour le
développement et la diffusion dans le monde acagiéaniet industriel de ces approches

stochastiques.
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Annexe Al: Notion de probabilités

Dans cette partie, quelques notions sur la thé@mseprobabilités vont étre rappelées. Le contenu
de cette partie est basé principalement sur le tier Jean-Francois le Gall [61] et sur le polycopié
du cours de C. Soize [37].

A.1.1. Espace de probabilités

Dans l'observation d'un phénoméne aléatoire, orothtit ®, 'ensemble des résultats possibles
dont® est un événement élémentaire. On m@ni’une tribd F dont les éléments sont appelés
événements. L'espac®(F) est muni d’'une mesure de probabilifésle F dans [0 ; 1] ce qui
signifie que :

« Pour toute suit¢ A} d'événements dE deux a deux disjoints, on &(0;7 A)) = ZwJP(M
=1

* Pour toutA dansF, on aP(A)=0

e OnaP(@®=1
On appelle alorsg, F, P) un espace probabilisé.
A.1.2. Variable aléatoire réelle
Soit @, F, P) une espace probabilis® I'ensemble des réels etrBune tribu surR. Une
application mesurabl¥ de® dansR c'est-a-dire IBO B, , X™*(B O F, est une variable aléatoire
réelle. L'espace K, Bgr) est équipé dune mesure probabilistex telle que:
OBOB,, Py (B =P(X*(B). On appelle alor$x la loi de probabilité de la variable aléatoXe

La loi de probabilité peut étre définie par la fooc de répartition d& dans [0 ; 1] telle que :

Fo(x) =Py (X< X =P, (B)

avecB, :]—oo, x] . Dans le cas ou la loi de probabilité admet latieh suivante :

Py (dx) = £, (X) dx

alors la fonctionx— f,(x) définie surR & valeur dan$0,+eo| est appelée la fonction de densité

de probabilité. A partir des variables aléatoiréslles, on peut définir un vecteur des variables
aléatoiresX = (X3, X»,... X,) a valeurs danB" .

!Définition d’une tribu :Une familleF de parties d’'un ensembieest une tribu s a les trois propriétés suivantes :
F contient 'ensemble vide &

Si AOF alors le complémenf°® deA dans® est dan§
Si A, A;, ...est une famille dénombrable quelconque d’éléméeF, alors 0, A O F



A.1.3. Lois de probabilités

Les lois classiques sont rapidement présentéedalange.

Lois discrétes :

Loi uniforme d’une variable aléatoire discrete sur

La loi uniforme de la variable aléatoire discr&tequi ne peut prendre avec une probabilité non
nulle que les valeurs entiéres 1, 2n,.s’écrit :

P, (d¥) =%51(x)+?1]52(x)+...+71]5n( 3

avecd,(x) est la mesure Dirac siirau pointy.

Loi de Bernoulli
Soitp un parametre réel tel que®<l etg=1-p. La loi de Bernoulli de paramétped’une variable
aléatoire discrete X s’écrit :

Py (dx) = ago(X + (3

La variable X ne peut prendre que des valeurs ggaleet 1 avec une probabilité non nulle.

Loi binomiale suR

Soit p un parametre réel tel que®<l etq=1-p etn un entier plus grand que 1. La loi binomiale
de parametra etp s’écrit :

P (=Y G B d0( 3

Une variable aléatoire discré¥ qui suit une loi binomiale peut étre considéréemme une
somme de variables aléatoires discretes indépesmiXipt k =1 : n, suivant la méme loi de
Bernoulli :

Lois continues :
Soit X une variable aléatoire a valeurs d&nst a densité de probabilitgx)
Loi uniforme sufa,b ,a<b

(=409

avecl, ;(x) egale a 1 st appartient ad,b] et égale a zéro ailleurs.

Loi exponentielle de parametke
f (0 =169, (%

Loi Gaussienne ou normalg(mo?)
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(x=m)®
2

f()=——e (A1)
= n '

A.1.4. Quantités usuelles d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire avec la densité de prob@bi) on définit des quantités usuellesXle
suivantes :
L’espérance de X

E[X] = [ XDty () Cix (A.2)

qui permet d’obtenir la valeur moyenneXle

La variance deX :Var(X)=IE[(X—E( X))z] représente « I'amplitude » de l'oscillation de

autour de sa valeur moyenne. La racine casxéde la variance est appelée écart-typX.de
Le moment d’ordre k de Xst I'espérance de*X

Le moment centré d'ordre k de:n, = E[ (X~ E( X)) ].

» L'asymétrie deX :y =—} avecmgle moment centré d’ordre 3 &t I'écart-type dex.

Ox

* Le coefficient d’aplatissement de )ﬁ:lj avecny le moment centré d’ordre 4 ek
g

X

I'écart-type dexX.
La covariance entre deux variables aléatoires XYetov(X,Y)=E(( X-E( X)) [{ Y- E( ¥)). Cette
quantité permet d’évaluer le degré de dépendantie ¥net Y. Dans le cas oX et Y sont
indépendants (voir dans la suite), la covarianteneke. Le coefficient de corrélation est défini
. cov(X,Y)
ar .p,, =———-7.
p pXY O_XO_Y

A.1.5. Indépendance

Définition : Soient X i=1: n, n variables aléatoires réelles. On diuey X, i=1:n sont
indépendantes si et seulement si :

OB OB, i=1:n:

Pe(X,O0Bn X,OUBn...n X ORB)=P, (XU B, ( X0 BT, ( XU B

Remarque: SoientX;, i=1:n, n variables aléatoires réelles indépendan¢s une densité de
probabilitéfy;. Alors, la loi conjointe d&X = (X3, X»,..., Xy) suit une densité donnée par :

fx(><1,><2,--->$)=|j f (%)

On peut aussi obtenir que :
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E(|j xi)=|j£<><i)

A.1.6. Convergence de variables aléatoires

Convergence en moyenne d’ordre q

Soit g un entier positif fini et X;}, iON une suite des variables aléatoires a valeur ddns
d’ordreq, c'est-a-dire le moment d’ordgede X; existe. La suite X}, i ON converge en moyenne
d’ordreq vers une variable aléatoixed’ordreq, a valeurs danR" si :

Iim_m(}E{|Xi - x|“})”q =0 (A.3)

Convergence en probabilité
La suite {}, iON des variables aléatoires a valeur d&fAsconverge en probabilité vers une
variable aléatoirX a valeurs danB" si pour tout >0:

lim, ., P(X, - X|z&)=0 (A.4)

Convergence presque sure
La suite {X;}, iON des variables aléatoires a valeur d&isconverge presque sure vers une
variable aléatoirX a valeurs dan" si :

Pdim, . X, =X)=1 (A.5)

Convergence en loi
La suite i}, iON des variables aléatoires a valeurs dBfisde fonction de répartitiofry;
converge en loi vers une variable aléatdira valeurs danB" de fonction de répartitioFiy Si :

lim, ., Fe (%) = F(%) (A.6)

pour tout pointx ou Fx est continue.
Remarque :
On peut résumer la hiérarchie des convergencds péagramme suivant :

Convergence en moyenne

d'ordre q a Convergence en probabilité—> Convergence en loi

Convergence presque sure/

Figure 101. Hiérarchie desonvergences

Ce qui signifie qu’'une convergence en moyenne @&glou une convergence presque sure
impligue une convergence en probabilite. Une cayece en probabilité implique une
convergence en loi.
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Annexe A2 : Calcul semi analytique de I'espéranceedproduit
des polynémes

A.2.1. Cas de polyndmes monodimensionnels
Soit X une variable aléatoire réelle'(X), i IN des polynémes de degrdeX tels que :
Wo(X)=1
W.(X)=> g X" , 3%0 (A.7)
k=0
1 sii=]
ElW (X)W (X)|=ad =
(WO 0] =9 {o G %]

avecay des coefficients réels donnés.
Dans la suite, on va présenter une méthode semiytigma qui permet de calculer

E[ W, (X)W, ,(X) 0¥, (X) | avecq un entier positif fini.

La premiere étape consiste a échrg(X) W, ,(X) 0w, ( X) sous la forme suivante :

P D,(X) I, (X) =Y. g OX (A8)

avec N =il+i2+0*in. Les coefficientsa,, k=1 N sont déterminés facilement a partir des
coefficients de polynomew, (X), W, ,(X),0TW,, (X).
La deuxiéme étape consiste a représexitem fonction dew,(X), i=0 k. Cette étape s’effectue

de la fagon suivante :

X% = Y, (X)=1
X = (l-IJl(X) - aloxo)

a,
Hin (A.9)

W, () -3 8, X)
xk - i=0

A

On peut obtenir alors d’une fagon récurrente :
[
X =>"hW, (X) (A.10)

i=0

avec les coefficientls; déterminés a partir des coefficients de polynd#gx), i=1 : k.
A partir de (A.8) et (A.10) on obtient :
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VL0000 T, ()23, 6 W,(% (A11)
avec les coefficients,, k=0 :N calculés a partir dax etby;. On a enfin :
E[ W, (X) DP,,(X) W, (X) | = ¢ (A.12)
parce queE[W,(X)] = E[W (X)W,(X)] =4, .

A.2.2. Cas de polynédmes multidimensionnels

Soit X={X1,X,,..Xn} un vecteur de variables a valeurs dah$ Les variablesX;, i=1:n sont

indépendantes. Les polyndmes multidimensionWglXx), i = {ili 2,..,in} ON" sonttels que :

wi(><)=|jwik(xk) (A13)

avec W, (X,) des polyndbmes monodimensionnels définis au dessus. terme

E[ W, (X) W,(X) W, (X)] est calculé de la fagon suivante :

E[W,(X)DW,(X) I (X) ] = m W (X, )n w.2k<xk)muw.qk(xk)}
(A.14)
-E[H Wiy (X)W 5 (X,) W, ( xk)} HE W XQW 5, X T (X)]

avec les termes| W, (X, )W, (X,) 0¥, (X,) ], k=1 n, calculés dans la partie A.2.1.

145



Annexe A3 : Eléments de Whitney

On se donne un maillage de tétraédré&sdu domaine D avey noeudsn; arétesn, facettes ehs
éléments. On introduit des espaces fonctionnefert#tions de premier ordre:

W, ={w; /i=1:n}
W, ={w, /i=1:n}
W, ={w, /i=1:n,}
W, ={w; /i=1:n}

(A.15)

avecwy; la fonction de forme associée au noceud; la fonction de forme associée a 'arétes;
la fonction de forme associée a la facetétws la fonction de forme associée au volum€es
fonctions sont définies de la facon suivante.

A.3.1. Fonction de forme nodale

La fonction de forme nodaley associée au nceud i est une fonction linéaire sjué@ale a 1 au
nceud i et nulle aux autres nceuds.

A.3.2. Fonction de forme d’aréte
La fonction de forme d’aréte;; associée a I'aréieest définie de la facon suivante :

W, =W, gradw, — w, grad v, (A.16)
oui; est le nceud de départigtelui d’arrivée de I'aréte(I'aréte est donc un élément orienté). On

montre alors que la circulation de; est égale a 1 sur l'aréte i et est nulle sur lésea arétes. De
plus, la composante tangentielle de cette fonagircontinue a l'interface de deux éléments.

A.3.3. Fonction de forme de facette

Soit i une facette triangulaire formée par les nee(id i, iz) ('ordre (iy, iz, i3) Impose une
normale orientée vers I'extérieur du tétraédrefplection de forme facette associée a la fadette
est définie de la facon suivante :

W, = 2w, gradw, Ugradw, +2w, gradw, [igrad w, + 2w grad w Cgrad v (A.17)

Le flux dewy est égal a 1 a travers la facette i et est nta\éets les autres facettes du maillage.
De plus, la composante normalewigest continue a l'interface entre deux éléments.

A.3.4. Fonction de forme de volume

La fonction de forme de volunwe; sur I'élément est égale & sur cet élément et est nulle sur les
autres éléments avede volume de I'élément i.
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Remarque: En 2D, on peut définir aussi les fonctions deebd@n a alors seulement trois entités
géométriques que sont les nceuds, les aréteséétasnts auxquelles est associée une fonction de
forme comme en 3D.
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Annexe A4 : Estimateur d’erreur a priori en formulation en
potentiel vecteur

Dans la partie 2.2.2, on a présenté un estimatetnedra priori en fonction de la transformation.
Le développement a été fait avec la formulationpetentiel scalaire. Dans la suite, on va
développer un estimatearpriori basé sur la formulation en potentiel vecteur.

On s'intéresse a un probleme de magnétostatiquimi d&fr le domaine aléatoire &( Ce
probleme est ramené a celui défini sur un domasterdhiniste E en utilisant la méthode de
transformation.

Supposons que I'on dispose une transformalipfi) qui transforme le domaine initial D en un
domaine de référence E domit(X,£) est la matrice jacobienne que I'on suppose catestaur
chaque élément (cas d’'une transformation discr@a)obtient alors un probleme défini sur E
avec une perméabilité modifiggX, &) définie par (1.135). On not&_(X,¢) le potentiel vecteur

exact du probleme défini sur le domaine E. Par @ment A (x &) = A_(X(x¢§), &) est le

potentiel vecteur exact du probléme initial sud@emaine D. Un maillage des tétraedr=fs est
défini dans le domaine de référence E awgaceudsn; arrétesn, facettes ehs éléments. On
rappelle les notations pour les espaces fonctisnnel

W, ={vg /i=1:n}
W, ={w, /i=1:n} (A.18)
W, ={w, /i=1:n,}

avecw; la fonction de forme associée au naewd; la fonction de forme associée a I'aréttwy
la fonction de forme associée a la facetpeoir annexe 3). On cherche a borner la distante en

A (X,€&) et la solutionA(X, &) obtenue par la méthode des éléments finis enarttlig projection

de Galerkin. On peut constater qui(X,&) est la projection de\ (X,&) sur 'espacen, defini

dans (2.66). Cette distance représente I'erreurénigone et est donnée par :

er,o(&) = [rot ((A(X, ) = A X.E) U (X &) ot  (A( X &) - A( X&) DdX  (A.19)

On peut constater que I'erreur est la méme suofeathe D du fait de la relation entreet.’
(1.135):

e ()= [ 1ot (A(X &)~ A (X&) L (x€) Mot (A(x&) - A x&)) Ocb (A.20)

D($)

avec A(x &) = A(X(x£),£). On note A*(X,§) la fonction d’interpolation de, (X,&) aux arétes

du maillagecir. Elle prend alors la forme suivante:
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AT, 8= 3 ALE) W, (X) (A21)

ou A (&) est la circulation deA_(X,&) sur I'arétei. On peut constater que, (X,£) appartient a

W;. La solution de la méthode des éléments finis mise la distance des fonctions appartenant a
W, avec la solution exacte. Par conséquent, on dbtien

eL(&) < [10t L (A* (X, &) = A (X EN T (XMt (A* (X~ AL X DX  (A.22)
Si on notes , i=1 : nz des éléments du maillaggs, on obtient lors :

e (@) < 3 [0t (A% (X8 - A XE) X Tt (AT(XE-AL XTI (A23)

i=1 P
On s’intéresse a 'erreur sur un élémentéfinie de la fagon suivante:

er($) =If0tx(A*(X,f)—Aex( X)X E Mt (A*(XE) - A X)) TAX  (A.24)
§

On peut constater qu’étant donné que nous avongosapla matrice jacobienne constante sur
chaque élément, la transformation prend la fornnaste dans I'élément e

X =T(x&§)=M"() x+ <) (A.25)
avec c) une constante el (&) la matrice Jacobienne de la transformation dankéément. On
suppose quelet(M) >0 pour que la perméabilit¢’ obtenue par (1.135) soit définie positive. La

matrice M (&) M (§) possede trois valeurs propres A, (&) < A, (&) < A,..(¢) -

On noteX, le centre de la sphére de rayrrtirconscrit a I'élémeng,.
h, = maxy.. (| X = X,[) =] X = X (1.26)

avecX; le point le plus éloigné d& danse et |v| signifie la norme du vectenr Commes est un

tétraedre, alors le poidd se situe sur un des sommets de I'éléneefifigure 102-Figure 103).
On note égalemenk (&) =T(X,,&) et d(&)=T7"(e,&) l'image deX, et dee respectivement
aupres la transformatiofi’. Alors, d,(&) est inscrit dans une sphére dont le centrexest de

rayonhy (Figure 103).
hy (&) = max. (| X&) = %)) = | %(&) - %(&)) (1.27)

avec x () est le point le plus éloigné dg dansd;. Commed; est également un tétraédre, le point
x (&) se situe sur un des sommetsdieet on peut choisir le poirX; parmi les sommets de

I'élémente tel que le pointx (&) soit 'image deX; (Figure 103).
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E | Baaxd /A | eTixg

#1(X,6) —
B 'i(X,6)

Domaine de référence E Domaine initial DE)

Figure 102. Transformation T

x=THX, &)
Xo _— > XO
€ he hd

X1

Elément ; du domaine

Elément  du domaine |

Figure 103. Eléments et d

On note A (X,§), une approximation dé, (X,, ) autour du poinkp .
A (X, = A% &) +grad A%, & TX= X) (A.28)

avecgrad v est une matrice de gradient de chaque composamnecteur :
X

grad)(v:[gradxvx1 grad, v, gradvaJ (A.29)

Alors, en utilisant (2.74)A (X,§) peut s'écrire autrement dans le domaine initiaf) D(
A (% €)= A(X(%£),4) = A(%,6) +grad A,(x,&U X X) (A.30)

Supposons qué, (x ) ait une forme « assez réguliére », c’est-a-dire:

OXOe, x=T( X¢):
1AL(X, &) = A (X, )| = | Al %) = A x&)| < G(&) TR (3 (A3D)
[rot, A, (% &) -rot A (X&) =B (X&) -B %,&) < C(&) DR, (h
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avec Cy(¢), Cy(&) les coefficients qui ne dépendent que du phénenpdrysique du probleme

initial défini sur D. lls sont indépendants deranisformation et donc de la matrice jacobiekhe
En appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient

[rot (A*(X,6) = A(X,6) Q&) ot ((A*(X,) = A X&) OdXs<
§

( \/ Jrot (A (XD~ AX O IO DL (AXD-ALXE DX+ (A32)
§

\/IFOtx(A*(X,f)— A (X&) T &) ot  (A* (X&) - A (X&) TdX)?
8

On analyse maintenant chaque terme de la partikcedile (A.32). Pour le premier terme, en
utilisant (A.31)(b), on peut I'écrire :

[roty (A (X, ) = A(X,E) L) DL ((A (X&) = A X &) TdX=
§
[ rot (A (% &) = A(x ) [ ot (A (xE) = A(xE) Tdxs GO DY (&) Tf(E) (A.33)

= C,(&) LV, (&) (&) = C(&) GLDﬁ(f)
SR B det(M(£))

avec C,(&) =C,(&) ™ et Vg , Vei le volume de I'élémenti; et e respectivement. Concernant le

deuxieme terme de la partie droite de (A.32), omalétre d’abord que le rotationnel de la
fonction linéaireA (X,§) (A.28) peut s’écrire dans I'élémegtsous la forme suivante :

10t A, (X, €) =10t , (3 (1 A, (X,&) T (X)) (A.34)

En effet, on constate qué, (X,§) peut s’écrire sous la forme :

A (X,8)= A, (X &) +grad A, (X, EIX= X%,)=

=a(g) + B() UX = Xp) =a(4) +%(B(s‘) = B(O(X=X) +—;(B(s‘)+ B'()(X=X) (A.35)
= f(X,§)+9(X.{)

avec:

a(8) = A(X5.8)
B(§) =grad A, (%,.é)

(X,6)=a()+ (B~ B (ONX - X, (A.36)
o(X, &) =%(B(e‘)+ B ()(X - X,)

On peut constater que la fonctiof(X,&) de la forme (A.36) peut s’écrire sous la forme
suivante :
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(X, 6) =3 o @ (X) (A.37)

avecfy la circulation dd sur I'arétek de I'élément e

fk(f)=|Jf(X.E)EE=|I(Ar(X,f)—g(X,f))EH| (A.38)

Sachant quegy(X,¢&) de la forme (A.36) est issue du gradient d’un ghaom arot, g(X,§) =0 et

i (] g(X,&) )w, (X) = consi sur I'élément g On obtient alors :
k=1,

10t A, (X, ) =10t  f (X,§) =rot [Z(I (A, (X.E)= 9 (X.£) (X)}
i k (A.39)
:rotx{zUAr(x,f)mﬂ)wﬁk(X)}

La relation (A.34) est alors démontrée.
Si on revient maintenant au deuxieme terme der#epdroite de (A.32), on note :

ROT =[rot , w,(X) rot ,w,(X) rot , w{ Xrot , w{ Xrot , w{ ¥ot , w{ X (A.40)
On peut déduire alors:

Irotx(A*(X,f)—Ar(X,f)) (&) Dot , (A* (X&) — A (X&) DdX

i!ﬂ'l QA * (&)= A (&) ROT" We(M (H)M “(EM () ROT LA *(&) - A, (&) X

1
Amin (E)

= UA* (§) - A () ROT' [de(M &) _1(",) ROT A * (&)~ A (D), (§) (A.41)
1

< DA (E) = A () Dy B [V, (E)de(M (&)

Amin(f)

_ 2 ) v, (@
— 1 N* -N A H——[{det(M ’ ;
HEANT (= A P By oy LM 5 )
V,(©

det(M(¢))

< [ A (&)= A (£)'ROT' [HeM (£)) [ROT A *(£) — A, (£))) LX
§

= 'u_l I:HA * (f) - Ar (E)HZ D41ma>< D4mil(€) Damax("t)

ou

A=A ()= A -ANE) ALE-AXE) AU -AXE)
AL(E) = ANE) AYE) - AXE) A& -AXE)]

est le vecteur des circulations de(X,&) - A (X,€) sur les 6 arétes du tétraedrele termel;max

est la valeur propre maximale &OT' [ROT .
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En utilisant (A.31)(a), on obtient :
[A* (&)= A (&) <6C(&) & (&) O (A.42)
En remplacant (A.42) dans (A.41), on obtient :

IFOtx(A*(X,f)— A (X)) L&) ot , (A* (X&) = A (X §)) dX

C o, . M A [_)7
< Cy(&) (&) (&) DA oy R () TR (€) detM (&)

Avec C,(§) =6C2(&) . A partir de (A.32), (A.33) et (A.43) on obtient

V
er' < (JCE) T () + Y ) D) () T DR 1) By =
(A.44)

= Cf €+C£mmax£mm|lfm]max|:|£
= WO )OO D ()T (&) HEE Jﬁmax(f)Am”(f)Amm(f)

L’étape finale consiste a représerig) en fonction ddn. qui est réalisé dans la partie 2.2.2.1:

hi (&) <

/]mln (f) he (A-45)

Rappelons quel_ (&) est la valeur propre minimum de la matrigg (&) M (&). En utilisant

min

(A.44) et (A.45) la formulation finale prend larfive suivante:

ef ()< (/OO + m"f“(”;:;(‘()\/ C(@) Doy ) 3

O (A.46)

/]mln (f)\//]max (f)/]mll (f)/]mm (f)

153



Annexe A5 : Enrichissement stochastique

Cette partie s’appuie sur la méthode XSFEM proppséd\. Nouy [9, 29, 30].

On s’intéresse a une grandeur locale aléatoirgéd@nG(&) qui possede une discontinuité &n

&o. Il a été montré dans la partie 1.4.1.3 qu’un shaayn6émial classique n’est plus adapté pour
approcherG(¢é). Il est alors nécessaire denrichir la base dérm@ones par des fonctions
discontinues ed= &, et la variable aléatoir€(¢) va étre approchée sous la forme suivante :

GO =G (€)=Y a W&+ D ¥ X () (A47)

avec W, (é) les polyndomes du chaos classiquggé) les fonctions d’enrichissement qui prennent

en compte la discontinuité eé= & et o, yi sont des coefficients & déterminer. A priori, @utp
prendrey, (&) de la forme suivante :

Xi()=r()W,(§) , 1=1K (A.48)
avec:
[ 1sié<g
T(s’)—{_l Si £2£ (A.49)

La détermination des coefficients y; peut étre réalisée en utilisant la méthode deessgpn ou la
méthode de projection (voir les parties 1.3.1.2.811.3).

A.5.1. Méthode de régression

On cherchey;, yi de maniére a minimiser le terme :
n P K
(@, )= @ (GE)-Y oW E)-2 Kx &)y (A.50)
k=1 i=1 i=1
On obtient le systeme linéaire suivant :

E ijm :m (A51)

avecSy, S;, S, des matrices de taillex P,Px K, K x K respectivement. Les vectewast b sont
respectivement de taille P Kt Les coefficients de ces matrices et de ces vectant donnés
par :
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(S =S QW (EIW(E) ; [l =Y @x(£) (e

n

[S1 =S @X(EX(E) © [d, =Y QU(£G(E)

k=1

[0, =3 @X(EVGE ; [al, =q and[y] =y

La réalisation d@ calculs déterministes &Y, k=1 :n, est nécessaire dans ce cas.
A.5.2. Méthode de projection

On cherche la projection d&¢) dans I'espace
HE' =spar{W, €)x, €)h=1P j= 1K}
Ce qui impose que :

E[(G(§)-G™(£))W,(§)|=0 aveci= 1P
E[(G(&) - G™ () K (&) =0 avec j= 1K

L’équation (A.54) conduit au systeme suivant:

EREIMEH

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

avecEy, Ej, E; des matrices de tailfex P,Px K, K x K respectivement. Les vectewr®td sont
de tailleP etK successivement. Les coefficients de ces matricesceeurs sont donnés par :

[Eo); =E[W(HW(H]=d; [E), =E[W(H (I ]
[E); =E[x(H D(H]: [d =E[AH (]
[d], =E[6( (O ] ; [dl, =q et [} =y

(A.56)

Dans (A.56), on doit effectuer différents calcuks ldntégrale. Les coefficients dEy, E;, E>
peuvent étre déterminés analytiquement. Par cdegeoefficients de etd doivent étre calculés

numériquement. Ces calculs nécessiteétaluations déterministes ded9( k=1 n.
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Annexe A6 : Détermination de la transformation

Dans cette annexe, on va détailler la déterminaliorta transformation présentée partiellement
dans la partie 3.1.2.1.

Largeur nominale

Rayon nominale

Figure 104. Stator étudié

|

|

I; ! .
I
|

“initial i

Figure 105. Division en zones des domaines E et D

On divise alors la zonedu domaine de référence et celui du domaine iretia® sous domaines
E et O, j=1:9 de la fagon présentée sur la Figure 106.
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9
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CHL

Domaine de référence Domaine initial

Figure 106. Division de la zone i en 9 sous dongine

La transformation de la zone i du domaine de réfégeest réalisée en déterminant 9
transformation du sous domaingdf sous domaine;DLa transformation du5ABCF) en 3
(A’'B'C’F’) a été présentée dans le chapitre 3. DEnsuite, on va détailler la transformation pour
les autres sous-domaines.

A.6.1. La transformation de E en D,

La transformation du £2n D est présentée sur la Figure 107.

L Q'

QA BT

o X,

Domaine de reference E Domaine initial D

Figure 107. Transformation de En Dy
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Le domaine E peut étre alors considéré comme un ensemble drestg QQ, paralleles avec
OX; (Figure 107-Figure 105). Les coordonnées du pQiptdans le domaine Dimage du point
Q,, sont déterminées par :

_ X
X, = Xy, B~
X, (A.57)

X, = Xon

aved X, Xy0) (Xigys %0, ) + (Xia X50) 5 (Xas %4 ) SONE respectivement les coordonnées du paint Q

Q’2, A, A'. Rappelons que les coordonnées du poinsdsit déterminées en fonction des valeurs
de Ry, Ry, li1, liz (Figure 105). Le point Q, image dans le domaine Bu point Q, est déterminé
par :

g = Kig

A.58
%o = Xoq (A.58)

Le segment QQ’,, 'image de QQ. dans le domaine Dest alors parfaitement défini.
Pour un point P quelconque dans le domaineok détermine le segment@ auquel le point P
appartient. Le point P’, 'image de P, appartidot@a Q1Q’, et peut étre déterminé par :

QP
T Xl -
(X = Xig) = (Xg, qu)E'—QZQl

QP
=X ) = (X — %y ) B
(X = Xog) = (X, = %q) Q.Q

(A.59)

La transformation du sous domaingdn D est alors finalement déterminée.
A.6.2. La transformation de & en Dy

La transformation de£en D, est trés similaire a celle dg &n D.

A.6.3. La transformation de E en Dy

La transformation de £en D, est présentée sur la Figure 108.
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P =
| C}
SHE
Qul
Domaine de référence Domaine initial

Figure 108. Ttransformation deyEen Dy

Le domaine E peut étre alors considéré comme un ensemble drestg QQ, paralleles avec
OX; (Figure 108-Figure 105). Les coordonnées du pQiptdans le domaine Dimage du point
Q,, sont déterminées par :

_ X
X, = Xig, HCH-
E X, (A.60)
Xq, = Xon

Le point Q%, image du point Qdans le domaine pest déterminé par :

C v e
X = Xig B

@R X (A.61)
Xq = X

Le segment QQ’,, image de Q. dans le domaine pest alors parfaitement défini.
Pour un point P quelconque dans le domaineok détermine le segment@ auquel le point P
appartient. Le point P’, 'image de P, appartidnt@aa Q1Q’, du Dy et peut étre déterminé par :

QP
Xl -
O = %) = (% = %) B

QP
=% ) = (X — %g) B
(%o = Xoq) = (X, = %q) Q.Q

(A.62)

La transformation du sous-domaingdn D est alors finalement déterminée.
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A.6.4. La transformation de B en D}

La transformation deden Dy est présentée sur la Figure 109.

AL B
: o c
: F‘, Q’l:
N N ZQ!Z o - N
O,
Domaine de référence Domaine initial

Figure 109. Transformation degEen Oy

Le point O est lintersection de AF et BC (Figur@). Le domaine gpeut étre alors considéré
comme un lI'ensemble de segmentf)Q Les coordonnées du point ;Qdans le domaine )
I'image du point Q, sont déterminées par :

F
(X1Q1' = %) = (X ~ Xl,:)E%l—F

QF (A.63)
S =X ) = D= X )
(Xle XZF) (ch XZF) CF
Le point Q% I'image du point Qdans le domaine { st déterminé par :
X, = X,
A.64
Xaq, = Kag, (A.84)

Pour un point P quelconque dans le domaigeok détermine le segment@ auquel le point P
appartient. Le point P’, 'image de P, appartidot@a Q1Q’, et peut étre déterminé par :

QP
b= X0 ) = (Xg — %g) B
(X = Xig) = (Xg, = %g) Q.Q

QP
=% ) = (% — %y ) B
(X = Xoq) = (%, = %q) Q.Q

(A.65)

La transformation du sous-domaingdn D est alors finalement déterminée.
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A.6.5. La transformation de & en D,

La transformation de £en D, est présentée sur la Figure 110.

BEREY NS B OLD
SN ST S B
|
: F
ST
o}
Domaine de reference E Domaine initial D

Figure 110. Transformation de,Een D,

Le point O est lintersection de AF et BC (FigurtOL Le domaine Epeut étre alors considéré
comme un ensemble de segment®Q(Figure 110). Les coordonnées du point Qans le
domaine B, I'image du point @, sont déterminées par :

g = Xig

A.66
Xg = Xag ( )
Le point Q% I'image du point Qdans le domaine st déterminé par :

X, = R sin(¢g)

1.67
X = R,COS(4;) (1.67)
avec B=61.2mm (Figure 104) et I'angl¢, determiné par (Figure 93) :

é¢Q2 - ¢A)

(65— #,) (1.68)

(¢Qé _¢A') = (¢B’ _¢A)

avec:
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Py = arcsin(%) NN arcsin(%)

Py = arcsin(%) Py = arcsin(%) (1.69)
= i &

@, =arcsin( R )

Pour un point P quelconque dans le domaineok détermine le segment@ auquel le point P
appartient. Le point P’, 'image de P, appartidot@a Q1Q’, et peut étre déterminé par :

Q1|
S — B!
(Xll X.I.Ql) (Xle qu) Qle

QP
o ) = -
(X = %oqy) = (Xog, = %) B_Qle

(A.70)

La transformation du sous domaingdn D, est alors finalement déterminée.
A.6.6. La transformation de & en Ds, Es en Ds et By en D.

Les transformations dusken D;, Es en Oy et B en Dy sont déterminées aisément en se basant
respectivement sur les transformations derD, E; en D, et & en D, en utilisant des rotations
d'un angle de 10° autours des axeg €XOXs, puis des symétries par rapport aux axeg OX..
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Résolution numérique en électromagnétisme statique de problemes aux
incertitudes géométriques par la méthode de transfo rmation : Application
aux machines électriques

RESUME : Les modéles numériques, de plus en plus utilisés en tant que prototypes virtuels,
requiérent la connaissance de paramétres d’entrée comme les dimensions géométriques, les
caractéristiques physiques des matériaux et les sollicitations externes. Les modéles
numeériques disponibles actuellement sont trés proches de la physique qu'il représente et les
écarts que l'on constate avec la réalité peuvent maintenant incomber en partie a une
méconnaissance des parametres d'entrée. L'approche probabiliste qui consiste a modéliser les
guantités incertaines par des variables ou champs aléatoires est la solution qui a été retenue
dans cette thése pour prendre en compte les incertitudes d'origine géométrique. Pour résoudre
le probleme, la méthode de transformation, permettant de ramener un probleme aux
incertitudes portées par la géométrie a un probléme aux incertitudes portées par les lois de
comportement, a été choisie. Comme il existe une infinité de transformations possibles,
différentes méthodes de détermination de la transformation ont été mises en ceuvre et
comparées. En particulier, un estimateur d’erreur a-priori a été proposé de maniére a dégager
des criteres de choix. Il a été aussi montré que la méthode de transformation peut prendre en
compte naturellement des discontinuités au niveau stochastique des grandeurs locales. Enfin,
la méthode étudiée a été employée pour étudier I'influence des incertitudes géométriques d’'un
stator sur les performances d'une machine électrique. Cette étude s’appuie sur un ensemble de
mesures faites sur un lot de stators.

Mots clés : variable aléatoire, incertitudes géométriques, probléme stochastique, chaos
polynomial, méthode non intrusive, électromagnétisme, machines électriques.

Numerical solution of static electromagnetic proble ms with geometric
uncertainties by the transformation method: applica tion to electrical
machines

ABSTRACT: The numerical models that are more and more used as virtual prototypes
require information on the input data as the geometrical dimensions, the physical characteristics
of materials and the external solicitations. At present, the models available are very close to the
physics they represent and the gap met with the reality can come now partially from a lack of
information on the input data. The probabilistic approach which consists in modelling the
uncertain quantities by variables or random fields is the solution which was chosen in this thesis
to take into account the uncertainties on the geometrical dimensions. To resolve the problem,
the transformation method, allowing transposing a problem with uncertainties on the geometry
to a problem with uncertainties on the behaviour laws, was chosen. As there are an infinite
number of possible transformations, various methods to determine the transformation were
implemented and compared. In particular, an a-priori error estimator has been proposed which
gives a criterion for the transformation choice. It was also shown that the transformation method
can take into account naturally the discontinuities at the stochastic level of the electromagnetic
fields. Finally, the method was used to study the influence of the geometrical uncertainties of a
stator on the performances of an electrical machine. This study is based on a set of
measurements made on a batch of stators.

Keywords : random variables, geometrical uncertainties, stochastic problem, polynomial
chaos, non intrusive method, electromagnetism, electrical machines.
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