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RésuméDurant es dernières années, un grand intérêt a été aordé aux systèmes de ommuniationsans �l ayant plusieurs antennes en émission et en réeption. Les odes espae-temps permettentd'exploiter tous les degrés de liberté de tels systèmes. Toutefois, le déodage de es odes présenteune grande omplexité qui roit en fontion du nombre d'antennes déployées et de la taille de laonstellation utilisée.Nous proposons un nouveau déodeur, appelé SB-Stak (Spherial Bound-Stak deoder) basésur un algorithme de reherhe dans l'arbre. Ce déodeur ombine la stratégie de reherhe dudéodeur séquentiel Stak (dit également déodeur à pile) et la région de reherhe du déodeurpar sphères. Nous montrons que e déodeur présente une omplexité moindre par rapport àtous les déodeurs existants tout en o�rant des performanes optimales. Une version paramétréede e déodeur est aussi proposée, o�rant une multitude de performanes allant du ZF-DFE auML ave des omplexités roissantes, ainsi plusieurs ompromis performanes-omplexités sontobtenus.Comme pour tous les systèmes de ommuniation, les odes espae-temps pour les systèmes àantennes multiples peuvent être onaténés ave des odes orreteurs d'erreurs. Généralement,es derniers sont déodés par des déodeurs à entrées et sorties souples. Ainsi, nous avons besoinde sorties souples fournies par le déodeur espae-temps qui seront utilisées omme entrées par lespremiers déodeurs. Nous proposons alors une version modi�ée du déodeur SB-Stak délivrantdes sorties souples sous forme de taux de vraisemblane logarithmiques (Log-Likelihood Ratio -LLR).Pour la mise en oeuvre pratique des déodeurs, il est important d'avoir une omplexité faiblemais avoir également une omplexité onstante est indispensable dans ertaines appliations.Nous proposons alors un déodeur adaptatif qui permet de séletionner, parmi plusieurs algo-rithmes de déodage, elui qui est le plus adéquat selon la qualité du anal de transmission et laqualité de servie souhaitée. Nous présentons une implémentation pratique du déodage adapta-tif utilisant le déodeur SB-Stak paramétré.Le déodage des odes espae-temps peut être amélioré en le préédant par une phase depré-traitement. En sortie de ette phase, la matrie du anal équivalente est mieux onditionnéee qui permet de réduire la omplexité d'un déodeur optimal et d'améliorer les performanesd'un déodeur sous-optimal. Nous présentons et nous étudions alors les performanes d'unehaine omplète de déodage utilisant diverses tehniques de pré-traitement ombinées ave lesdéodeurs espae-temps étudiés préédemment.
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AbstratIn reent years, a great interest has been aorded to Multiple-Input Multiple-Output systemsdue to the large apaity they o�er. Spae-time odes are used to give a oding gain. A lattierepresentation of multi-antenna systems has been proposed, whih make it possible to deodesuh systems using lattie deoders. Several deoders exist in the literature. Unfortunately, theiromplexity inreases drastially with the lattie dimension and the onstellation size.In our work, we propose a new sequential algorithm whih ombines the stak deoder searhstrategy and the sphere deoder searh region. The proposed deoder that we all the Spherial-Bound-Stak deoder (SB-Stak) an be used to resolve lattie and large size onstellations deo-ding. Furthermore, it outperforms the existing deoders in term of omplexity while ahieving MLperformane. By introduing a bias parameter, the SB-Stak gives a range of performanes fromML to ZF-DFE with proportional omplexities. So, di�erent performane/omplexity trade-o�sould be obtained.The proposed algorithm is given to deode spae-time odes. However, when a hannel odingis integrated to the transmission sheme, soft deoding beomes neessary. The SB-Stak is thenextended to support soft-output detetion over linear hannels. A straightforward idea was toexploit internal nodes still stored in the stak at the end of hard deoding proess to alulateLLR. We show that the potential gain of suh method is rather large then lassial soft deoders.For pratial implementation, the deoding omplexity is a ritial point, but also the bigvariation of the omplexity between low and high SNR (Signal to Noise Ratio) is an additionalproblem beause of the variable deoding time. We propose an adaptive deoder based on theSB-Stak. This one swithes between optimal and sub-optimal deoders aording to the hannelrealization and the system spei�ations. This deoder has an almost onstant omplexity whilekeeping good performane.Lattie redution is used to aelerate the deoding of in�nite lattie. Using the MMSE-GDFE, it beomes possible to apply lattie redution when �nite onstellations are onsidered.Therefore, interesting results are obtained when onsidering MIMO shemes ombining the lattieredution, the MMSE-GDFE proess and the sequential deoders given previously.
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1
IntrodutionL'intégration de nouvelles tehnologies telles que les appliations multi-média dans la nouvellegénération des systèmes sans �l exigent des débits toujours plus élevés et des qualités de servieplus importantes. Dans un système de ommuniation lassique utilisant une antenne à l'émissionet une antenne à la réeption (Single Input Single Output - SISO), la apaité réalisable est limi-tée par la puissane d'émission et la bande passante disponible. A�n de faire fae à es limites,l'utilisation de plusieurs antennes à haque �té (Multiple Input Multiple Output - MIMO) aété suggérée. Les systèmes multi-antennes permettent théoriquement d'aroitre la apaité desliens de ommuniation sans �l par rapport aux systèmes SISO. En e�et, la apaité théorique duanal MIMO ave nt antennes à l'émission et nr antennes à la réeption roit linéairement ave
min (nt, nr). C'est pourquoi, nous assistons atuellement à un rapide développement de ettetehnologie ave des appliations déjà envisagées dans les futurs standards de téléommunia-tions tels que les réseaux loaux sans �l IEEE 802.11n pour les appliations vidéo et les réseauxd'aès sans �l large bande IEEE 802.20 intégrant la tehnologie MIMO-OFDM.Le odage espae-temps (ST) permet d'exploiter tous les degrés de liberté des systèmesMIMO, en introduisant une dépendane entre le domaine temporel et spatial, dans le but d'ap-porter une diversité spatiale et un gain de odage. Un déodage à Maximum de Vraisemblanepermet l'obtention de performanes optimales, ependant, il présente une grande omplexité.Nous onsidérons les odes ST à dispersion linéaire. La représentation en réseaux de points dees odes ST permet leur déodage par les déodeurs de réseaux de points.Plusieurs algorithmes de déodage o�rant les performanes optimales ont été proposés dansla littérature. Nous distinguons en partiulier les déodeurs basés sur la stratégie de reherhedans un arbre tels que le déodeur par sphères, l'algorithme de Shnorr-Euhner et les déodeursséquentiels tels que le déodeur Fano et le déodeur Stak. Bien que es derniers présentent uneomplexité plus faible par rapport au déodeur exhaustif, leur omplexité est roissante en fon-tion du nombre d'antennes déployées et de la taille de la onstellation utilisée, e qui rend leurutilisation très limitée.Dans e travail, nous proposons dans un premier temps un nouvel algorithme de déodageséquentiel, appelé SB-Stak (Spherial Bound-Stak deoder). Celui-i est basé à la fois sur ledéodeur par sphères et le déodeur Stak. Le premier utilise la stratégie de reherhe DeFS(Depth-�rst-searh) dans une région �nie du réseau qui onsiste en une sphère de rayon �nieentrée sur le point reçu. Le deuxième utilise une stratégie de reherhe plus optimale, BeFS(Best-�rst-searh), ependant, la reherhe se fait dans toute la onstellation. Le déodeur SB-Stak ombine les avantages de l'un et l'autre des deux déodeurs. En fait, il utilise la stratégiede reherhe du Stak et la région de reherhe dé�nie par la sphère entrée sur le point reçu. Paronséquent, le SB-Stak permet d'o�rir de meilleures omplexités que les déodeurs originaux



2 Introdutionsans sari�er les performanes optimales. En outre, ontrairement au déodeur Stak original,nous démontrons que le SB-Stak peut être utilisé pour déoder les onstellations �nies maisaussi les réseaux de points in�nis.Dans le but de réduire enore la omplexité, une version paramétrée du déodeur SB-Stakest proposée. L'introdution d'un paramètre, appelé biais, permet de donner une multitude deperformanes allant du ZF-DFE au ML ave des omplexités d'autant plus faibles que les perfor-manes sont sous-optimales. Plusieurs ompromis performanes-omplexités sont alors obtenus.Dans une haine de transmission réelle, un ode orreteur d'erreurs omme un ode onvo-lutif ou un turbo ode est toujours plaé en amont du odage espae-temps. A�n d'optimiserau mieux les performanes globales de la haine de transmission, le déodeur MIMO à sortiesbinaires (dures) doit être remplaé par un déodeur à sorties pondérées (souples). Celles-i se-ront utilisées omme entrées par les déodeurs des odes orreteurs d'erreurs. Nous avons alorsproposé une version modi�ée du déodeur SB-Stak pour délivrer des sorties souples sous formede taux de vraisemblane logarithmiques (Log-Likelihood Ratio - LLR).Les performanes mais aussi la omplexité sont les deux ritères à prendre en ompte dansle hoix d'un déodeur. En pratique, il est important dans plusieurs appliations, telles que lesappliations temps réel, d'avoir un déodeur ayant une omplexité et un temps de déodageonstants. A�n de répondre à e besoin, nous avons mis en plae des tehniques d'adaptationpermettant de séletionner le déodeur le plus approprié selon plusieurs ritères de séletion.En général, les systèmes MIMO sont sensibles aux onditions radio, nous proposons alors unalgorithme de déodage adaptatif permettant de hoisir le déodeur adéquat en fontion de laqualité instantanée du anal de transmission ainsi que de la qualité de servie souhaitée. Nousprésentons une implémentation pratique du déodage adaptatif utilisant le déodeur SB-Stakparamétré.Les performanes des systèmes MIMO dépendent étroitement du déodeur utilisé. L'ajoutd'une phase de pré-traitement peut améliorer le déodage, soit en diminuant la omplexité de laphase de reherhe, soit en améliorant les performanes sous-optimales. Le but de ette phaseest d'avoir une nouvelle matrie équivalente du anal qui soit mieux onditionnée. Il existe deuxtypes de pré-traitement : le pré-traitement à gauhe qui onsiste à l'appliation du MMSE-GDFEet le pré-traitement à droite qui onsiste en la rédution du réseau de points. L'utilisation du pré-traitement dans la haine de transmission MIMO permet par onséquent de réduire la omplexitéd'un déodeur optimal et d'améliorer les performanes d'un déodeur sous-optimal. Nous pré-sentons et nous étudions les performanes d'une haine omplète de déodage utilisant diversestehniques de pré-traitement ombinées ave les déodeurs espae-temps étudiés préédemment.Organisation de la thèse :Dans le premier hapitre, nous allons donner le adre de notre travail et dresser le sole théo-rique des hapitres suivants. Nous dé�nissons dans un premier temps les di�érents paramètresd'une haine de transmission MIMO et nous détaillons les di�érents modules qui la onstituent.Ensuite, nous dé�nissons les réseaux de points et nous donnons quelques outils mathématiquesqui nous seront utiles par la suite. Nous présentons également la représentation en réseau depoints d'un système MIMO employant un odage ST à dispersion linéaire.



Introdution 3Dans le deuxième hapitre, nous allons donner un état de l'art des di�érents déodeurs utiliséspour les systèmes MIMO. Nous distinguons les déodeurs sous-optimaux tels que les déodeurslinéaires et les déodeurs à retour de déision. En un deuxième temps, nous présentons les déo-deurs optimaux tels que les déodeurs par sphère et Shnorr-Euhner et les déodeurs séquentielsFano et Stak. Nous donnons aussi la version paramétrée des déodeurs séquentiels qui permetd'avoir une omplexité moindre au prix des performanes sous-optimales.Dans le troisième hapitre, nous introduisons le nouvel algorithme de déodage séquentiel, leSB-Stak que nous proposons. Deux approhes seront présentées : le déodeur SB-Stak à sortiesdures et le déodeur SB-Stak à sorties souples. Nous montrons que le premier déodeur o�redes performanes optimales ave des omplexités inférieures à tous les déodeurs existants et ladeuxième version souple permet d'o�rir un bon ompromis performanes-omplexités par om-paraison aux déodeurs à sorties souples onnus. Nous illustrons les performanes des déodeursà travers les résultats de simulation.Dans le quatrième hapitre, le déodeur adaptatif proposé sera détaillé. Nous ommençonspar présenter les méthodes adaptatives qui existent dans la littérature. Par la suite, nous dé-taillons les trois ritères de séletion proposés a�n de hoisir le déodeur adéquat. Nous donnons�nalement les performanes du déodeur adaptatif implémenté en utilisant le déodeur SB-Stak.Le inquième hapitre sera onsaré à l'étude des tehniques de pré-traitement. Nous allonsproposer d'appliquer les prinipales tehniques utilisées dans la littérature dans notre haine detransmission MIMO, à savoir le MMSE-GDFE omme pré-traitement à gauhe et la rédutionLLL et Seysen omme pré-traitement à droite. Nous loturons e hapitre par présenter et étudierles performanes de la haine omplète de déodage ombinant les diverses tehniques de pré-traitement ave les di�érents déodeurs proposés.
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Chapitre 1Préliminaires1.1 IntrodutionDans e hapitre, nous dé�nissons le adre de notre travail et nous exposons les notions théo-riques que nous utiliserons dans les hapitres suivants.Nous nous intéressons aux systèmes de transmission à antennes multiples. Nous rappelonsdans une première partie les aratéristiques ainsi que le modèle général de la haine de trans-mission. Nous présentons deux shémas de transmission : un système sans odage utilisant unsimple multiplexage spatial et un système ave odage employant un odage espae-temps.Les réseaux de points sont les prinipaux outils néessaires pour la représentation et l'étudedes systèmes à antennes multiples. Nous présentons par la suite les prinipales dé�nitions etaratéristiques relatives aux réseaux de points.1.2 Généralités sur les transmissions MIMO1.2.1 Le anal radioDans un anal radio, le signal transmis peut suivre plusieurs aheminements avant d'atteindrela destination. Ces aheminements ou trajets multiples sont ausés par di�érents phénomènestelles que la di�ration, la ré�exion, la dispersion, et. De plus sur haque trajet, le signal subitdes évanouissements dont l'amplitude dépend du milieu de propagation, la présene d'obstalesou enore de la distane parourue entre l'émetteur et le réepteur.Nous érivons le signal reçu sous la forme :

y = h · x+ w (1.1)
• h représente l'évanouissement ausé par le anal de transmission.
• x est le signal transmis.
• w est le bruit modélisé par un bruit blan additif Gaussien (Additive White Gaussian NoiseAWGN) de moyenne nulle et de variane σ2

w = N0/2 par dimension réelle. Le bruit résultedu bruit thermique des omposants du système ainsi que de toute forme de perturbationtelles que les interférenes multi-utilisateurs.



6 1. PréliminairesNous supposons les trajets su�samment séparés pour que les évanouissements soient onsidérésomme des variables aléatoires indépendantes. D'après le théorème entral limite, en présened'un grand nombre d'évanouissements le anal peut être modélisé par un proessus aléatoireGaussien omplexe [1℄. Si la moyenne des évanouissements est nulle, l'enveloppe suit une loide Rayleigh et le anal est dit anal de Rayleigh. C'est le modèle de anal que nous allonsonsidérer. Si la moyenne des évanouissements n'est pas nulle, le anal est dit anal de Rie.

Figure 1.1 � Shéma de transmission sur un anal radio mobileLe anal h est à entrées omplexes Gaussiennes de moyenne nulle et de variane σ2 = 0.5par dimension réelle et son module |h| suit une loi de Rayleigh dont la fontion de densité deprobabilité est donnée par :
p(u) = u

σ2 e
− u2

2σ2 , u ≥ 0 (1.2)Nous appelons temps de ohérene du anal Tc l'intervalle de temps pendant lequel h resteonstant.
• Lorsque le temps de ohérene est su�samment petit, i.e, l'évanouissement varie d'untemps symbole à un autre, le anal est dit ergodique (Tc = TS).
• Lorsque le temps de ohérene est plus grand que le temps de transmission d'une trame,i.e, le anal reste onstant pendant la transmission d'une trame (Tc = Tf ), le anal est ditquasi-statique.
• Le anal est à évanouissement par blos s'il reste onstant pendant la transmission de

N trames (Tc = N · Tf ).L'évanouissement et les interférenes liés aux obstales et aux multi-trajets représentent laprinipale ause de perte d'information pour les transmissions sur le anal radio. La transmissiondu signal sur un seul lien peut s'avérer insu�sante pour retrouver l'information à la réeption.Pour faire fae à e problème, il serait intéressant d'envoyer plusieurs répliques du signal surdi�érents liens subissant des évanouissements indépendants : 'est la notion de diversité. Plu-sieurs systèmes utilisant ette tehnique ont été mis en plae. Nous retrouvons entre autres les



1.2. Généralités sur les transmissions MIMO 7systèmes à antennes multiples à l'émission et à la réeption. Dans e qui suit, nous donnons lemodèle général des systèmes multi-antennes et nous présentons la haine de transmission quenous onsidérons tout le long de notre travail.1.2.2 Système de transmission sans �l MIMOPour un système MIMO, nous onsidérons la haine de transmission ave nt antennes à l'émissionet nr antennes à la réeption présentée dans la �gure 1.2.
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Mot de code émis XFigure 1.2 � Shéma de transmission MIMOUne haine de ommuniation représente l'ensemble des traitements reliant une soure (dé-livrant le message à transmettre) à un destinataire. Les trois éléments de base sont l'émetteur,le anal de transmission et le réepteur. L'émetteur onvertit, sous une forme adaptée au anal,le �ux d'information fourni par la soure. Le réepteur e�etue l'opération inverse et fournit lemessage au destinataire. Le shéma de transmission que nous onsidérons est un système à plu-sieurs antennes à l'émission et plusieurs antennes à la réeption dans le as d'une transmissionsans �l.Dans e qui suit, nous allons dérire les di�érents modules de la haine de transmissionMIMO.L'émetteurA l'émission, une soure délivre une séquene de bits d'information b. Nous onsidérons ii unehaine de transmission simpli�ée ne omportant pas de odage soure ni de odage anal et noussupposons simplement que la séquene de bits d'informations est i.i.d (indépendants identique-ment distribués) sur [0, 1]. Ces bits sont onvertis ensuite en une séquene de symboles omplexesmodulés, notée sc, tirés dans la onstellation CS. Un symbole d'information est représenté parl'ériture omplexe :
sck = ℜ (sck) + jℑ (sck) (1.3)Ces symboles d'information peuvent être pris dans un alphabet in�ni. On dit dans e asqu'ils appartiennent à un réseau de points, tel que Z[i] où ℜ (sck) et ℑ (sck) prennent leursvaleurs dans Z.
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} donnant naissane à une modulation possédant q états ou symbolesomplexes.Quelques exemples de onstellations q-QAM, ave q = 4, 8 et 16 sont représentés dans la�gure 1.3. La distane minimale entre deux points adjaents de la onstellation est égale à 2.L'énergie moyenne d'un symbole de la modulation q-QAM est égale à :

Es =
2

3
(q − 1)A la sortie du modulateur, les symboles omplexes sont groupés par blos de K symbolespuis odés. sc = [sc1, s

c
2, . . . , s

c
K ]T de dimension K × 1 est le veteur symboles d'information.En pratique, le odage assoié aux systèmes MIMO est le odage espae-temps (Spae-Time- ST). Le prinipe du odage espae-temps est d'émettre des symboles di�érents sur haune desantennes pour augmenter le débit de transmission et améliorer la robustesse du lien [3℄.Le odeur ST réalise l'appliation unique du veteur sc vers la matrie mot de ode omplexe

Xc de dimension nt × T :
Xc =







xc11 · · · xc1T... . . . ...
xcnt1 · · · xcntT






(1.4)où T est la longueur temporelle du ode, 'est le nombre d'intervalles élémentaires pendantlesquels les symboles sont transmis ave ette matrie mot de ode. Chaque omposante de lamatrie appartient à la onstellation CX qui peut être identique ou di�érente de la onstellationdes symboles d'information.



1.2. Généralités sur les transmissions MIMO 9Puisque K symboles sont transmis sur haque antenne pendant un temps T , le rendementde la transmission d'un ode MIMO, donné en symboles par utilisation anal (u.), est égal à :
R =

K

T
symboles/u.cLe anal MIMOLe signal odé est envoyé sur les di�érentes antennes émettries. Chaque �ux traverse un trajetdi�érent et subit un évanouissement indépendant. D'après (1.1), le signal reçu sur l'antenne i àl'instant t est une ombinaison linéaire des signaux issus des nt antennes émettries à laquelles'ajoute le bruit :

ycit =

nt
∑

j=1

hcij · xcjt + wc
it (1.5)où hcij est le oe�ient omplexe d'évanouissement introduit par le anal entre l'antenne émet-trie j et l'antenne réeptrie i à l'instant t et wc

it est le bruit mesuré à l'antenne i à l'instant t.Nous onsidérons le modèle du anal quasi-statique. La matrie globale des oe�ients duanal MIMO, de dimension alors nr × nt, est donnée par :
Hc =







hc11 · · · hc1nt... . . . ...
hcnr1 · · · hcnrnt






(1.6)A partir de l'équation (1.5), le signal total reçu peut s'érire sous la forme matriielle suivante :

Y c
nr×T = Hc

nr×nt
·Xc

nt×T +W c
nr×T (1.7)où Y c est la matrie à éléments omplexes des signaux reçus sur toutes les antennes et W c estla matrie de bruit additif blan Gaussien.Il existe deux grandes lasses de systèmes de transmission suivant la onnaissane apriori duanal de transmission au niveau du réepteur. On parle de système ohérent, si les oe�ientsdu anal sont supposés être parfaitement onnus au niveau du réepteur. Si les oe�ients sontinonnus par le réepteur, deux as sont possibles. Le premier orrespond au système non o-hérent qui utilise des tehniques d'estimation des oe�ients du anal de transmission, ommel'envoi d'une séquene d'apprentissage. Le deuxième orrespond au système di�érentiel quidéode le signal reçu sans onnaissane du anal.Dans e travail, nous allons onsidérer les systèmes ohérents.Le réepteurSous l'hypothèse d'une parfaite onnaissane du anal, le déodeur d'un ode espae-temps apour but de retrouver une estimation du mot de ode émis X̂. Le déodage permet de minimiserla probabilité d'erreurs par paire pour une réalisation du anal Hc, 'est-à-dire, la probabilitéque le réepteur déode X̂ alors que X a été transmis Pe = P
{

X̂ 6= X/yc,Hc
} [4℄.



10 1. PréliminairesPour ela, di�érentes règles de déodage peuvent être onsidérées. Nous allons détailler ettepartie dans le hapitre suivant. Une fois un mot de ode X̂ est trouvé, la réupération dessymboles d'information ŝ se fait en utilisant l'assoiation unique entre ŝ et X̂. A la sortie du dé-odeur, les symboles seront démodulés. La démodulation est l'opération inverse de la modulation.En faisant l'étiquetage inverse, les bits d'information sont reonstitués.1.3 Gain des systèmes MIMOLes systèmes MIMO peuvent exploiter di�érents gains par rapport aux systèmes à une seuleantenne en émission et une seule antenne en réeption (SISO). Un gain de diversité et de multi-plexage peuvent être obtenus. Nous allons présenter es di�érents gains dans e qui suit.1.3.1 Gain de diversitéIl est évident qu'un signal transmis sur un anal radio subit des variations en fontion du temps,de la fréquene et de l'espae. Lorsque le signal est fortement a�eté, on dit qu'il a subi unévanouissement. L'envoi d'une seule réplique du signal peut être insu�sante pour déoder l'in-formation. Il serait don intéressant de fournir au réepteur diverses répliques indépendantes :ette tehnique s'appelle la diversité. On parle alors de branhes de diversité. Plus le nombrede branhes augmente, plus la probabilité qu'au moins une des branhes ne soit pas dans unévanouissement augmente.Nous distinguons di�érents types de diversité :
• La diversité temporelle : 'est l'envoi du même signal en n instants di�érents. Les ins-tants sont séparés d'au moins le temps de ohérene du anal a�n d'assurer une bonnedéorrélation des signaux.Ce type de diversité est intéressant pour les anaux ergodiques.
• La diversité fréquentielle : 'est l'envoi du même signal sur n fréquenes di�érentes. Les fré-quenes sont séparées d'au moins la bande de ohérene du anal. La diversité fréquentielleest utilisée dans les systèmes OFDM (Orthogonal Frequeny Division Multiplexing).Ave les systèmes MIMO, on dispose d'une nouvelle forme de diversité, la diversité spatiale.Quand on utilise plusieurs antennes à l'émission, haune devient une soure d'information dif-férente pour les antennes de réeption.
• La diversité d'espae en émission : 'est l'envoi du même signal sur nt antennes di�érentesséparées d'au moins dix fois la longueur d'onde. A la réeption, ette diversité est perçueomme une diversité temporelle.
• La diversité d'espae en réeption : 'est la réeption du même signal sur nr antennesdi�érentes séparées d'au moins dix fois la longueur d'onde. L'ordre de diversité maximalest égal à nr.



1.4. Le multiplexage spatial : V-BLAST 11L'utilisation de systèmes à antennes multiples à l'émission et à la réeption permet d'aquérirla diversité en réeption. Il reste don à réupérer la diversité en émission. En pratique, pourmettre à pro�t ette diversité, il est néessaire d'utiliser un odage espae-temps.La ombinaison de plusieurs types de diversité permet d'obtenir des ordres de diversité éle-vés, l'ordre de diversité total étant le produit des ordres de diversités partiuliers. Elle permet deombattre plus e�aement les e�ets des évanouissements. Le gain de diversité maximal possibleest nt×nr.La diversité est perçue en partiulier dans les performanes d'un système MIMO et orrespondà la pente de l'asymptote de la probabilité d'erreur Pe à fort rapport signal à bruit (RSB).
Pe ∝ RSB−d ou enore pour une diversité d'ordre d :

d = − lim
RSB→∞

logPe

logRSB
(1.8)1.3.2 Gain de multiplexageLorsque les évanouissements des di�érents trajets sur un lien radio sont indépendants, on peutmontrer que la matrie du anal Hc est de rang plein ave une grande probabilité. Le analMIMO peut alors être vu omme un ensemble de anaux SISO indépendants. En transmettantdes �ux d'information dans haun de es anaux, il est possible d'augmenter le débit d'informa-tion : 'est le gain de multiplexage. Ce gain est limité par min (nt, nr). Dans [5℄, un ompromisentre le gain de diversité et le gain de multiplexage a été réalisé.Il existe deux tehniques pour exploiter le potentiel des systèmes MIMO : le multiplexagespatial et le odage espae-temps. Dans le multiplexage spatial, des �ux de données indépendantssont transmis sur di�érentes antennes d'émission maximisant ainsi le débit transmis. Le odageespae-temps, quant à lui, o�re une diversité et un gain de odage tout en améliorant l'e�aitéspetrale.1.4 Le multiplexage spatial : V-BLASTLe multiplexage est l'opération qui onsiste à diviser la séquene de données en plusieurs �ux outrames et de les transmettre sur des anaux indépendants, en temps, en fréquene ou en espae.Ce dernier type de multiplexage est le multiplexage par répartition en espae ou plus simplementle multiplexage spatial. Le système transmet alors nt �ux en un intervalle de temps. Le butest ainsi d'augmenter le débit d'information par rapport à un système SISO. Cette tehniquea été introduite sous le nom de BLAST (Bell Labs Layered Spae-Time). Bien qu'il en existedi�érentes versions [6℄, la version la plus utilisée est le V-BLAST (Vertial BLAST) présentéepar Foshini et al. dans [7℄, [6℄, [8℄.A�n d'exploiter la dimension espae-temps du anal MIMO, le veteur symboles d'informa-tion est divisé en nt �ux. L'idée ii est de répartir es �ux selon une trajetoire vertiale de façonà e que haun soit transmis sur une antenne, d'où la struture en ouhes vertiale. Cette arhi-teture est très simple à réaliser puisqu'il s'agit uniquement d'une transformation série-parallèle(S/P).



12 1. PréliminairesA titre d'exemple, nous allons onsidérer le as où nt = nr = 2, K = 2 et T = 1. La matriedu mot de ode est la suivante :
Xc

V BLAST,2 =

[

sc1
sc2

] (1.9)Il faut noter que dans e as, Xc = sc. Le V-BLAST peut être vu omme une transmission nonodée.Le signal reçu se présente de la manière suivante :
[

yc1
yc2

]

= Hc ·
[

sc1
sc2

]

+

[

wc
1

wc
2

] (1.10)Les strutures BLAST ont été onçues dans le but de maximiser le débit transmis sur leanal MIMO. Notons que le rendement d'un shéma V-BLAST est égal à nt symboles/u.. Paronstrution, le multiplexage spatial n'exploite pas la diversité spatiale en émission mais seule-ment elle en réeption.Pour retrouver les symboles à la réeption, le système doit être bien posé, 'est-à-dire que lenombre de symboles transmis simultanément doit être inférieur au rang de la matrie de transfertdu anal Hc. Or le rang de la matrie du anal est borné par le minimum du nombre d'antennesen émission et en réeption. Par la suite, une ontrainte importante pour les shémas MIMO detype BLAST est que le nombre d'antennes en réeption doit être supérieur ou égal au nombred'antennes en émission : nt ≤ nr.1.5 Le odage Espae-TempsLes odes espae-temps ou spatio-temporels (ST) ont été proposés a�n d'exploiter la diversitéen émission et améliorer les performanes des systèmes MIMO [3℄. Le odage ST permet d'in-troduire une dépendane entre le domaine temporel et spatial. Nous distinguons deux grandesfamilles de odes ST : les odes ST en treillis (STT) [3℄, [4℄ et les odes ST en blos (STBC) [9℄.Les odes en treillis peuvent être vus omme la généralisation au as MIMO des modulationsodés en treillis développées auparavant pour le as SISO. Bien que es odes o�rent de bonnesperformanes, ils sou�rent en général d'une grande omplexité de déodage due à l'utilisationde l'algorithme de Viterbi. Dans la suite, nous ne présentons que les odes ST en blos qui sontplus intéressants sur le plan pratique.1.5.1 Les odes ST en blosPlusieurs onstrutions des odes ST en blos existent dans la littérature [10℄, [11℄, [12℄, [13℄,[14℄, [9℄, [15℄. La plus élèbre parmi elles est elle du ode d'Alamouti. Dans [16℄, S. Alamouti aproposé un shéma de odage orthogonal pour nt = 2 et nr = 1 dont le déteteur à maximumde vraisemblane (Maximum Likelihood ML) se réduit à une simple détetion linéaire à forçageà zéro ZF (Zero Foring). Grâe à ette simpliité d'implémentation, le ode d'Alamouti a ra-pidement été adopté dans les normes. De plus, le ode d'Alamouti est le seul ode orthogonal àéléments omplexes permettant d'atteindre la diversité maximale d'ordre 2 ave un rendement
R = 1 symbole/u..



1.5. Le odage Espae-Temps 13Dès 1999, Tarokh et al. ont présenté une généralisation du ode d'Alamouti pour un nombrequelonque d'antennes à l'émission et une antenne à la réeption proposant ainsi une nouvellefamille de odes ST en blos [14℄, [17℄. Malheureusement, es onstrutions sont pénalisées parleurs rendements stritement inférieurs à 1 symbole/u.. Pour atteindre un rendement de 1 pourplus de deux antennes en émission, il est néessaire de sari�er la propriété d'orthogonalité [18℄,[19℄, [20℄. Des odes ST de rendement ompris entre 1 et nt ont été onstruits.En général, nous notons par X un mot de ode STBC. X est représenté par une matriede taille nt × T dont les omposantes sont les symboles d'information ou des ombinaisonslinéaires des symboles d'information {sc1, sc2, . . . , scK} et de leurs onjugués {sc1, sc2, . . . , scK}∗. Atitre d'exemple, le mot de ode d'Alamouti s'érit :
X =

[

sc1 −sc2∗
sc2 sc1

∗

] (1.11)pour nt = 2 et K = 1.1.5.2 Les odes ST à dispersion linéaire (LDC)Nous avons vu que le shéma V-BLAST ne permet pas d'exploiter la diversité en émission. Lesodes ST en blos, quant à eux, permettent de résoudre e problème et d'atteindre une diversitéoptimale. L'idée des odes à dispersion linéaire est de proposer une onstrution ommune pourles BLAST et les odes STBC ombinant ainsi les avantages de l'une et l'autre des deux stru-tures.Les odes LDC ont été proposés par Hassibi dans [15℄. Ils sont obtenus par ombinaisonlinéaire de matries, appelées matries de dispersion. Ces odes possèdent la struture suivante :
X =

K
∑

k=1

(ℜ (sck)Ak + jℑ (sck)Bk) (1.12)où les oe�ients ℜ (sck) et ℑ (sck) sont des salaires, ils représentent la partie réelle et imaginairedu symbole modulé sck et A1, A2, . . . , AK , B1, B2, . . . , BK sont des matries de dispersionomplexes de dimension nt × T .Le ode est entièrement dé�ni à partir de la donnée de K ainsi que des Ak et Bk. Le hoixdes matries de dispersion déterminent les performanes du ode onsidéré. Dans [4℄, [13℄, desritères de onstrutions de odes ST ont été introduits et sont appliables aux odes ST à dis-persion linéaire, tels que le ritère de maximisation de l'information mutuelle, le ritère du rangpermettant d'avoir une diversité maximale et le ritère du déterminant visant à optimiser le gainde odage. Pour les odes LDC, le hoix des matries de dispersion est obtenu en maximisantl'information mutuelle entre les signaux émis et les signaux reçus. Toutefois, e ritère à lui seulne garantit pas la diversité maximale. Les odes LDC onstruits par Hassibi sont obtenus parmaximisation de l'information mutuelle [15℄.Dans la littérature, plusieurs autres shémas de odage à dispersion linéaire ont été proposés.Nous pouvons iter par exemple, les odes onstruits à travers des strutures algébriques omme



14 1. Préliminairesle DAST [10℄, le TAST [21℄ ou à partir d'algèbres yliques de division tels que les Codes Parfaits[22℄. Il est à noter également que le V-BLAST et Alamouti tels que dé�nis respetivement dans(1.9) et (1.11) sont des exemples partiuliers des odes LDC. Dans le as du multiplexage spatialde type V-BLAST, le odage ST est réduit à une simple répartition des symboles sur les antennesd'émission.Les systèmes MIMO employant un ode LDC peuvent avoir une représentation en réseau depoints, e qui permet de les déoder par les déodeurs de réseaux de points en plus des proédés dedéodage linéaires tels que le ZF, MMSE, .... Dans le paragraphe suivant, nous allons introduirela notion de réseaux de points et la représentation en réseau de points d'un système MIMOemployant un odage à dispersion linéaire.1.6 Notions de réseaux de points pour les systèmes MIMOLa théorie de réseaux de points est fondamentale pour le déodage des systèmes MIMO. Dans equi suit, nous ommençons par donner la dé�nition d'un réseau de points et quelques propriétésimportantes [23℄, [24℄.1.6.1 Dé�nitions relatives aux réseau de pointsDé�nition 1 : Réseau de pointsSoient v1,v2, . . . ,vm m veteurs linéairement indépendants de R
n. Nous appelons réseau depoints Λ de R

n, le réseau dé�ni par :
Λ =

{

x =

m
∑

i=1

αivi , αi ∈ Z

} (1.13)
Λ est onstitué de toutes les ombinaisons linéaires des veteurs vi, 1 ≤ i ≤ m. m est appeléla dimension du réseau de points. (v1,v2, . . . ,vm) forme une base de Λ. Cette base n'est pasunique, nous pouvons trouver une in�nité de bases pour le réseau de points. Pour le réseau depoints de dimension 2 représenté dans la �gure 1.4, (v1, v2) et (v′

1, v
′

2

) onstituent deux basesdi�érentes de Λ.
w1
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Figure 1.4 � Exemple de réseau de points en dimension 2



1.6. Notions de réseaux de points pour les systèmes MIMO 15Dé�nition 2 : Matrie génératrieD'après la �gure (1.4), un point du réseau s'érit x = α1v1 + α2v2 + . . . + αmvm. x peut alorss'érire sous la forme matriielle suivante :










x1
x2...
xn











=











v11 v12 . . . v1m
v21 v22 . . . v2m... ... . . . ...
vn1 vn2 . . . vnm











·











α1

α2...
αm











(1.14)
La matrie M =











v11 v12 . . . v1m
v21 v22 . . . v2m... ... . . . ...
vn1 vn2 . . . vnm











est appelée la matrie génératrie du réseau de pointsnoté ΛM , le veteur α = [α1, α2, . . . , αm]T est le veteur oordonnée de x dans ΛM . Le réseauest omplètement dé�ni par la matrie génératrie M . Un point du réseau peut être vu ommeune transformation linéaire appliquée au réseau Z
m :

x = M · α , α ∈ Z
m (1.15)Dé�nition 3 : Matrie de GramOn appelle matrie de Gram de M ou du réseau ΛM , la matrie dé�nie par G = MT ·M .Dé�nition 4 : Sous-réseauSoit U une matrie à éléments dans Z de taille n×n. ΛM ′ est un sous-réseau de ΛM dé�ni par :

ΛM ′ = {x = U ·M · α , ,α ∈ Z
m}Dans la �gure 1.4, un exemple de réseau de points de Z

2 est Λ de dimension 2 de base (v1, v2).Un sous-réseau de Λ est dé�ni par la base (w1, w2).Dé�nition 5 : Réseau équivalentUn réseau de points ΛM de matrie génératrie M est équivalent à un réseau de points Λ
M

′ dematrie génératrie M
′ si :

M
′

= c ·U ·M ·Qave c ∈ N−{0} est un entier naturel non nul, U une matrie unimodulaire1 et Q est une matrieorthogonale 2.1Une matrie unimodulaire est une matrie arrée d'entiers naturels ave un déterminant égal à −1 ou +1.2Une matrie orthogonale Q est tel que QT
·Q = I



16 1. Préliminaires1.6.2 Représentation en réseaux de points des systèmes MIMOLa théorie de réseaux de points est un outil mathématique puissant permettant d'étudier géomé-triquement les propriétés d'un système. Dans [25℄, une représentation en réseaux de points dessystèmes MIMO a été proposée. Cette représentation permet d'exploiter la théorie de réseauxpour proposer des algorithmes de déodage optimaux et sous-optimaux des systèmes MIMO.Nous illustrons ii la représentation en réseau de points d'un système MIMO que nous onsi-dérons dans toute la suite du rapport. Nous distinguons deux as : un shéma de transmissionemployant le multiplexage spatial (V-BLAST) qui orrespond à une transmission non odée, etun shéma de transmission employant un odage espae-temps à dispersion linéaire.Cas non odéReprenons le système MIMO à nt antennes à l'émission et nr antennes à la réeption. D'après(1.9), le système non odé est réduit en notation omplexe à l'équation :
yc = Hc · sc +wc (1.16)ave yc le veteur reçu de dimension nr, Hc la matrie du anal de dimension nr×nt, sc leveteur symbole d'information transmis de dimension nt et wc le veteur de bruit de dimension

nr. Considérons la fontion suivante permettant de onvertir un veteur omplexe de dimension
n en un veteur réel [26℄ :

Ψ : Cn → R
2n

vc → v =

[

Re(vc)
Im(vc)

] (1.17)Pour les matries, ette transformation est dé�nie par :
Ψ : Cn×m → R

2n×2m

Mc →M =

[

ℜ (Mc) −ℑ (Mc)
ℑ (Mc) ℜ (Mc)

] (1.18)En appliquant la fontion Ψ au système (1.16), nous obtenons le système suivant de dimensiondouble :
y = H · s+w (1.19)Les évanouissements de la matrie du anal Hc sont indépendants, la probabilité d'avoirdeux olonnes de Hc dépendantes est nulle. La matrie est don de rang plein. De même H estune matrie réelle de taille 2nr × 2nt de rang plein.D'après la dé�nition du réseau de points donnée dans (1.15), le veteur reçu y peut être vuomme un point du réseau ΛH perturbé par un veteur de bruit.



1.6. Notions de réseaux de points pour les systèmes MIMO 17Cas odéPour le as odé, reprenons le système dé�ni par (1.7). Pour obtenir la représentation en réseaude points, nous ommençons par réérire le système sous forme vetorielle omme pour le asnon odé (1.16).Dans [25℄,[27℄, les auteurs donnent une méthode permettant d'extraire le veteur symboled'information sc de la matrie Xc. Cette méthode est valable pour les odes LDC :
Xc =







φ11 . . . φ1,nt·T... . . . ...
φnt·T,1 . . . φnt·T,nt·T






·







sc1...
scnt·T





où φ est une matrie omplexe de taille nt · T × nt · T appelée matrie génératrie du ode.En appliquant ette transformation à (1.7), nous obtenons une vetorisation du système ma-triiel préédent :
yc =







Hc . . . 0... . . . ...
0 . . . Hc






·







φ11 . . . φ1,nt·T... . . . ...
φnt·T,1 . . . φnt·T,nt·T






·







sc1...
scnt·T






+







wc
1...

wc
nr·T






(1.20)

= H1 · φ · s + wLa multipliation de H1 par φ donne une matrie équivalente Mc :
yc = Mc · sc +wc (1.21)Nous obtenons une représentation similaire que le système non odé. Mc de taille nr ·T ×nt · Test onsidérée omme la matrie du anal équivalente pour un système odé.La deuxième étape onsiste alors à transformer le système omplexe obtenu en un systèmeréel en utilisant (1.17) et (1.18). Nous obtenons ainsi :

y = M · s+w (1.22)Dans e as, M est la matrie génératrie du réseau de points de dimension 2nrT × 2ntT .Dans toute la suite, nous désignons par (1.19) et (1.22) respetivement la représentation enréseau de points d'un système MIMO non odé et odé.1.6.3 Quelques outils mathématiques pour le déodage des réseaux de pointsEn utilisant la représentation en réseaux de points des systèmes MIMO, di�érents déodeursoptimaux et sous-optimaux peuvent à présent être mis en oeuvre. Parmi es déodeurs, on trouvetout partiulièrement les déodeurs de réseaux de points.Ces derniers peuvent être vus omme des algorithmes de reherhe dans l'arbre. A�n de onstruirel'arbre de reherhe, nous avons besoin de transformer le système initial en utilisant des outilsmathématiques de déomposition de matries, telles que la déomposition QR, la fatorisationde Cholesky, la déomposition en valeurs singulières (SVD), et. Nous avons hoisi de présenteres trois déompositions qui seront utilisées dans la phase de déodage.



18 1. PréliminairesDéomposition QRPrinipeLa déomposition QR permet la transformation d'une matrie quelonque M en une matrieéquivalente présentée sous une forme anonique. Nous supposons que M est une matrie réellede dimension n ×m, il existe une matrie orthogonale Q (QT ·Q = I) de dimension n × n etune matrie triangulaire supérieure R de dimension n×m tel que :
M = Q ·R (1.23)AppliationEn appliquant ette déomposition à la matrie du anal dans (1.19), le système MIMO de-vient :

y = Q ·R · s+w (1.24)
Q est une matrie orthogonale, la multipliation de l'équation préédente par QT donne :

z = QT · y = R · s+QT ·w (1.25)Nous obtenons un système équivalent puisque le bruit QT ·w reste blan Gaussien. R est alorsonsidérée omme la nouvelle matrie génératrie du réseau de points ΛR.Il est à noter que le système obtenu représente une forme plus simpli�ée du système initial.Cette phase de triangularisation de la matrie génératrie est utilisée dans plusieurs algorithmesde déodage. Nous l'appelons la phase de pré-déodage.ComplexitéLa omplexité introduite par la déomposition QR dépend des dimensions du réseau. Pour unréseau de dimension n, elle est de l'ordre de 2
3n

3 [8℄ à laquelle s'ajoute la omplexité due à lamultipliation de la matrie QT par le veteur reçu y, égale à n ·m.Algorithm 1 Déomposition QR
• Entrées : M,n

• Initialisation : Pour i = 1 : n, pour j = 1 : n, R(i, j) = 0.
• R(1, 1) =

n
∑

i=1

M(i, 1) ; Q = M(:, 1)/R(1, 1) ;
• Pour k = 2 : n

R(1 : k − 1, k) = Q(:, 1 : k − 1)T ·M(:, k) ;
Q(:, k) = M(:, k) −Q(:, 1 : k − 1) · R(1 : k − 1, k) ;
R(k, k) =

n
∑

i=1

Q(i, k)

Q(:, k) = Q(:, k)/R(k, k)



1.6. Notions de réseaux de points pour les systèmes MIMO 19Fatorisation de CholeskyPrinipeDe manière similaire à la déomposition QR, la fatorisation de Cholesky permet d'obtenirune représentation anonique plus simple de la matrie de départ.La méthode de Cholesky s'applique à une matrie symétrique dé�nie positive. Pour un réseaude points ΛM , elle peut être alors utilisée pour la fatorisation de la matrie de Gram (G =
MT ·M). Elle onsiste à déterminer une matrie triangulaire inférieure L dont les termesdiagonaux sont réels positifs, tel que :

G = (LU) · (LU) T (1.26)Ou plus simplement :
G = L · LT (1.27)

U étant une matrie unitaire ('est-à-dire U ·UT = UT ·U = I).AppliationNous pouvons démontrer que la déomposition de Cholesky et la déomposition QR sontéquivalentes. Supposons M = Q ·R est la déomposition QR de M . La matrie de Gram peuts'érire :
G = MT ·M

= (QR)T · (QR)

= RT ·QT ·Q ·R (1.28)
= RT ·R
= L · LTNous pouvons voir que R = LT . Q est obtenu par l'opération Q = M ·R−1. Il est don possiblede passer de l'une à l'autre des représentations.Une autre appliation de la déomposition de Cholesky est de aluler la matrie inversede G, de aluler son déterminant, et. Ce dernier est égal au arré du produit des élémentsdiagonaux de L. En e�et :

‖det (G)‖ =
∥

∥det
(

LLT
)∥

∥

= ‖det (L)‖
∥

∥det
(

LT
)∥

∥ (1.29)
= ‖det (L)‖2Le déterminant d'une matrie triangulaire est le produit de ses éléments diagonaux, nous avonsdon :

‖det (G)‖ = (
∏n

i=1 Lii)
2 (1.30)



20 1. PréliminairesComplexitéLa omplexité de la déomposition de Cholesky est donnée par 1
6n

3 + n [8℄. Elle est inférieureà elle de la méthode QR. Toutefois, sahant que la déomposition de Cholesky se fait sur lamatrie de Gram, ela rajoute n3 opérations de multipliation. De plus, la déomposition QRest plus stable numériquement. Pour ela, nous avons hoisi d'utiliser la déomposition QR dansla phase de pré-déodage dans notre travail.Algorithm 2 Fatorisation de Cholesky
• Entrées : G(i, j)1<j<i<n représentant la partie triangulaire inférieure de G, n.
• Sorties : G(i, j)1<i<j<n représentant L qui satisfait G = L · Lt.
• G(1, 1) = sqrt(G(1, 1)).
• Pour i = 2 : n

G(i, 1) = G(i, 1)/G(1, 1) ;
• Pour k = 2 : n− 1

G(k, k) = sqrt(G(k, k) −
k−1
∑

j=1

G2(k, j)) ;Pour i = k + 1 : n

G(i, k) = (G(i, k) −
k−1
∑

j=1

G(i, j) ·G(k, j))/G(k, k) ;
• G(n, n) = sqrt(G(n, n)−

n−1
∑

j=1

G2(n, j)) ;
Déomposition SVDPrinipeLa déomposition en valeurs singulières (SVD) est appliquée pour une matrie quelonque detaille m× n à éléments réels ou omplexes. Elle onsiste à érire la matrie M sous la forme :

M = U ·D · V T (1.31)ave U une matrie unitaire m×m, D une matrie diagonale m× n à éléments positifs ou nulset V est une matrie unitaire n× n. La matrie D ontient les valeurs singulières de M .AppliationCette méthode peut être utilisée dans le déodage des systèmes MIMO. Par exemple, enutilisant la déomposition SVD pour un système MIMO ave nt ≤ nr, nous pouvons montrerque le déodage du système initial de dimension nr×nt peut être ramené à un déodage dans unréseau de dimension plus petite nt×nt. Pour ela, reprenons l'équation :
y = M · s+w (1.32)



1.6. Notions de réseaux de points pour les systèmes MIMO 21ave y, M , s et w de taille respetives nr × 1, nr×nt, nt × 1 et nr × 1.La déomposition SVD appliquée à e système donne :
y = U ·D · V T · s+w (1.33)La matrie U étant unitaire, la multipliation par UT donne un système équivalent :

UT · y = D · V T · s +UT ·w (1.34)
y1 = Φ · s +w1Rappelons que la matrie diagonale D ontient les valeurs singulières de M . Or, M possède aumaximum nt valeurs singulières. Par onséquent, les lignes de D d'indie > nt sont nulles.
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Dans le système (1.34), la multipliation de D par V T donne une matrie Φ nulle au-delà dela ligne nt :


















y11...
y1nr



















=





















Φ11 · · · Φ1nt... ...
Φnt1 · · · Φntnt

0 · · · 0... ...
0 · · · 0



























s1...
snt






+



















w11...
w1nr



















(1.35)
Par onséquent, nous pouvons estimer que les (nr − nt) dernières lignes du veteur y1 sontégalement nulles. Il est par la suite inutile d'appliquer le déodage jusqu'à l'ordre nr, le réseauinitial de dimension nr×nt est ainsi réduit à un réseau de dimension plus petite nt×nt.La déomposition SVD permet notamment de aluler le rang d'une matrie. Il a été démon-tré dans [8℄ que le rang de la matrie M est égal au nombre des valeurs singulières non nullesde M ou enore le nombre des éléments non nuls de D.La déomposition en valeurs singulières permet aussi de aluler le pseudo-inverse d'unematrie. En e�et, le pseudo-inverse de M est donné par :

M‡ = V ·D+ ·UT (1.36)telle que D+ représente une matrie diagonale où tout omposant non nul de D est remplaépar son inverse.



22 1. PréliminairesComplexitéPour une matrie M de taille m × n, la omplexité de ette phase est de l'ordre de 8m2n +
8mn2+9n3, elle est largement supérieure à la omplexité des déompositions QR et de Cholesky.Cependant, en appliquant la déomposition SVD omme phase de pré-déodage, nous pouvonsréduire le problème initial à un réseau de dimension plus petite, d'où un gain signi�atif enomplexité de déodage, en partiulier pour les algorithmes de déodage itératif.1.7 ConlusionDans e premier hapitre, nous avons ommené par présenter le modèle du système de trans-mission MIMO ainsi que les hypothèses et les notations que nous allons onsidérer tout le longde e mémoire. Nous avons ensuite présenté deux shémas de transmissions possibles : le shémanon odé donné par l'arhiteture V-BLAST, et le shéma odé utilisant les odes espae-tempsà dispersion linéaire.Dans la deuxième partie, nous avons rappelé quelques notions de la théorie des réseaux depoints et nous avons démontré que les systèmes MIMO employant un odage à dispersion linéaireadmettent une représentation en réseau de points. Cette propriété rend possible le déodage dessystèmes MIMO par les déodeurs de réseau de points.Dans le hapitre suivant, nous présentons un état de l'art des déodeurs optimaux et sous-optimaux les plus onnus dans la littérature.
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Chapitre 2Détetion pour systèmes MIMO : Étatde l'art2.1 IntrodutionDans e hapitre nous présentons un état de l'art des prinipaux algorithmes de déodage pourles systèmes MIMO qui existent dans la littérature. En un premier temps, nous allons présenterles déodeurs sous-optimaux les plus utilisés tels que le ZF, le MMSE, les déodeurs ave retourde déision, et.Par la suite, nous allons présenter les déodeurs optimaux pour les systèmes MIMO. Enutilisant la représentation en réseaux de points, nous allons dérire les déodeurs optimaux baséssur des algorithmes de déodage séquentiels. Nous distinguons deux atégories : les déodeursemployant la stratégie de Pohst, tels que le déodeur par sphères et l'algorithme de Shnorr-Euhner et les déodeurs employant la stratégie de Dijkstra (ou enore dite best-�rst-searh) telsque le déodeur Stak et le déodeur Fano. Nous montrons aussi que ette dernière atégorie dedéodeurs peut être modi�ée pour donner une omplexité plus faible au prix de performanessous-optimales.2.2 Déodage pour système MIMOPour la simpliité, nous onsidérons un shéma de transmission utilisant le multiplexage spatialV-BLAST. Les algorithmes de déodage que nous expliiterons restent vrais pour un systèmeemployant un odage espae-temps. Seules les dimensions du système hangent.Reprenons l'équation qui donne la représentation en réseaux de points d'un système MIMOà nt antennes en émission et nr antennes en réeption. Nous nous plaçons dans le as d'un analquasi-statique et d'une transmission ohérente, 'est-à-dire que la matrie du anal H est onnuepar le réepteur.

y = H · s+w (2.1)Le déodage a pour but de trouver une estimation du veteur émis onnaissant le signal reçu y.Le déodage optimal est un déodage à maximum de vraisemblane (ML). Il onsiste àherher le veteur le plus prohe de s minimisant la métrique :
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ŝ = arg min

s∈Cs

‖y −H · s‖2 (2.2)Cependant, il est possible de onsidérer d'autres ritères pour trouver le veteur émis, ommel'annulation des interférenes entre symboles (Forçage à zéro des interférenes - ZF) ou la mi-nimisation de l'erreur quadratique moyenne (Minimum Mean Square Error - MMSE). Dès lors,nous parlons de déodeurs sous-optimaux.2.3 Déodeurs sous-optimauxIl existe deux grandes lasses de déodeurs sous-optimaux : les déodeurs linéaires et les déodeursave retour de déision. Pour les premiers déodeurs, le déodage onsiste à une multipliationdu veteur reçu par un �ltre, suivie d'une déision sur les symboles résultants. Le hoix de lamatrie de transfert du �ltre F détermine le ritère de déodage et ses performanes.
s y

w

ŝ
FHFigure 2.1 � Struture générale d'un déodeur linéairePour les déodeurs ave retour de déision, le prinipe onsiste après avoir mis le système sousune forme matriielle triangulaire supérieure, à estimer une première donnée puis à soustraire saontribution avant d'estimer la suivante.Dans e qui suit, nous donnons des exemples de déodeurs sous-optimaux les plus utilisésdans la littérature.2.3.1 Déodeur ZFPour un système MIMO, les symboles transmis par les autres antennes viennent s'ajouter ausymbole transmis sur une antenne donnée. Par onséquent, l'utilisation d'antennes multiplesrée de l'interférene entre symboles (IES) à la réeption.Le ritère de forçage à zéro (Zero Foring) onsiste à appliquer un �ltre F au signal reçu a�nd'éliminer une partie des IES. Cei est réalisé par la multipliation par l'inverse de la matrie duanal, ou plus généralement par le pseudo-inverse de la matrie du anal dans le as où elle-iest retangulaire.

FZF = H‡ =
(

H†H
)−1

H† (2.3)A la sortie du �ltre ZF, le signal est représenté omme suit :
y1 = FZF · y = s+ FZF ·w (2.4)



2.3. Déodeurs sous-optimaux 25Le signal obtenue est le signal transmis auquel s'ajoute un bruit. Une simple détetion à seuilpermet par la suite de déterminer le signal transmis, le veteur ŝ sera estimé par la quanti�ationde y1 dans la onstellation QAM utilisée :
ŝ = QQAM {FZF · y} (2.5)Le déodage ZF peut être vu omme une projetion orthogonale du veteur reçu sur la baseformée de veteurs lignes de H.La �gure 2.2 montre un exemple de projetion en dimension 2. Si la base n'est pas orthogonalealors la projetion de y sur la base (e1, e2) engendre une erreur de déodage (y′1 − y1, y

′
2 − y2) etorrespond à des IES restantes. Si la base formée par les veteurs de H est orthogonale, dans eas, la projetion n'engendre pas d'erreurs et la solution obtenue est la solution ML.

e2

e1 y1

y2

y’1

y’2

(a) H quel-onque
e2

e1 y1

y2

(b) H ortho-gonaleFigure 2.2 � Projetion orthogonale du veteur reçuEn pratique, la matrie du anal n'est pas orthogonale. Des travaux existent dans la littératurepermettant d'obtenir des bases équivalentes omposées des veteurs les plus ourts et les plusorthogonaux possibles. Il s'agit des tehniques de rédution [28℄. De e fait, l'appliation de estehniques sur la matrie du anal omme phase de pré-traitement suivie d'un déodage ZF,permet d'obtenir des performanes prohes de ML. Cei sera détaillé dans le dernier hapitre.Calul du bruit résultantA la sortie du �ltre ZF, le bruit résultant est w̃ = FZF ·w. Sa matrie de ovariane est dé�niepar :
Rw̃w̃ = E

[

(w̃) · (w̃)†
]

= σ2
w

(

H† ·H
)−1

= σ2
wG

−1 (2.6)Ce résultat montre que le bruit n'est plus blan, Rw̃w̃ 6= Rww = σ2
wI. De plus, si on appliquela déomposition SVD à la matrie de Gram G, nous pouvons érire G = U ·D ·V †, ave U et

V des matries unitaires et D est la matrie diagonale ontenant les valeurs singulières de G.En utilisant la propriété que les valeurs singulières de la matrie de Gram de H sont égales auxarrés des valeurs propres de H, notées λ1, . . . , λnr , la matrie de ovariane de w̃ est donnéeomme suit :
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Rw̃w̃ = σ2

wU ·







√
λ1

−1
. . . 0... . . . ...

0 . . .
√

λnr

−1






· V † (2.7)Nous pouvons véri�er que le bruit est ampli�é par les inverses des valeurs propres de H. Cesvaleurs sont d'autant plus grandes que la matrie H est mal onditionnée.Ainsi, bien que la détetion ZF permette de réduire les interférenes, ette tehnique reste trèslimitée à ause de la oloration du bruit et le fait de ne pas tenir ompte du bruit entraine unedégradation notoire des performanes.2.3.2 Déodeur MMSELe déodage MMSE est un exemple du déodage linéaire. Le �ltre MMSE a été introduit pourremédier au problème préédent. Le but de e déodeur est d'améliorer les performanes globalesdu système en tenant ompte à la fois des interférenes et du bruit. On peut aussi dé�nir e �ltreomme le �ltre maximisant le rapport signal sur bruit plus interférenes (Signal to interfereneplus Noise Ratio - SINR).Le prinipe du MMSE est alors de trouver le �ltre optimal F qui réduit l'erreur quadratiquemoyenne.

FMMSE = argmin
F

(

E
{

‖ŝ− s‖2
})

= argmin
F

(

E
{

‖F · y − s‖2
}) (2.8)Cei est obtenu en prenant :

FMMSE = H† ·
(

H†H +
1

ρ
I

)−1 (2.9)tels que ρ = Es

σ2
w

est le rapport signal sur bruit (RSB), Es est l'énergie symbole et σ2
w est lavariane du bruit. Le alul détaillé du �ltre MMSE est donné en annexe A.Cas partiuliers

• Si ρ→∞ : Le bruit est négligeable. Dans e as, le déodeur traite uniquement les IES etle �ltre MMSE devient équivalent au �ltre ZF.
• Si ρ → 0 : 1

ρI >> H†H, le bruit est prépondérant. Dans e as, le �ltre MMSE estéquivalent à : FMMSE = ρH†. Le bruit est le paramètre à traiter en premier.En général, le déodeur MMSE permet de réaliser un ompromis entre l'élimination des interfé-renes par la multipliation de y par H† ·
(

H†H
)−1 et la rédution du bruit en onsidérant ledeuxième terme ρ · I.



2.3. Déodeurs sous-optimaux 27De plus, si on dé�nit par G la matrie H†H + 1
ρI, la déomposition SVD de la matrie Gdonne :

G = U ·







√
λ1 +

1
ρ . . . 0... . . . ...

0 . . .
√

λnr +
1
ρ






· V † (2.10)

λ1, . . . , λnr étant les valeurs propres de H. La présene du terme 1
ρ permet de mieux équilibrerles oe�ients de la diagonale en partiulier dans le as d'une matrie du anal mal onditionnéeoù les valeurs propres peuvent avoir des normes très di�érentes.Le �ltre MMSE peut être également un outil de pré-traitement dans la mesure où il o�re unematrie du anal équivalente mieux onditionnée.2.3.3 Déodeur ave retour de déision : ZF-DFELes déodeurs linéaires permettent une détetion simultanée des �ux transmis sur les di�érentesantennes en éliminant les IES. La méthode de déodage que nous présentons dans e paragraphepermet néanmoins de déoder de manière suessive les symboles d'information et ainsi d'éliminerl'interférene au fur et à mesure du déodage. De manière pratique, si un symbole ŝk est estimé,le déodeur se sert de ette déision pour estimer les symboles préédents ŝk−1, ŝk−2, . . . , ŝ1, d'oùl'appellation de déodage ave retour de déision ou déodage non linéaire (DFE : Deision Feed-bak Equalization).Le déodage du symbole ŝk peut se faire selon le ritère de forçage à zéro ZF, la minimisationde l'erreur quadratique MMSE, ... Dans e qui suit, nous allons dérire un déodeur ave retourde déision employant le ritère ZF.Puisqu'il s'agit d'une détetion suessive des symboles, la déomposition QR de la matriedu anal s'avère utile dans e as :

y = H · s +w

= QR · s +w (2.11)A�n d'exploiter la forme triangulaire de la matrie R, nous onsidérons le système équivalentsuivant :
y1 = QT y

= R · s+QTw (2.12)
R étant triangulaire supérieure, à la première itération, le déodeur est apable d'estimer lesymbole sn à partir de l'équation suivante :

ŝn = QQAM

{

y1n
rnn

} (2.13)Pour déoder le symbole d'information si, le déodeur utilise les symboles d'information déjàestimés ŝj , j = i+ 1, . . . , n selon l'équation :
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ŝi = QQAM







1

rii



y1i −
n
∑

j=i+1

rij · ŝj











, 1 ≤ i ≤ n (2.14)Ce déodeur est très simple à mettre en oeuvre. Toutefois, l'inonvénient majeur de e dé-odeur est la propagation d'erreurs. Si une erreur est ommise pour les premiers symboles, ellesera propagée pour les symboles suivants.2.3.4 Performanes des déodeurs sous-optimauxDans la �gure 2.3, nous omparons les performanes et les omplexitées obtenues pour les di�é-rents déodeurs sous-optimaux que nous avons présentés. Nous onsidérons un système MIMO
2× 2 (ave deux antennes en émission et deux antennes en réeption) utilisant un multiplexagespatial. La onstellation employée est la onstellation 4-QAM.Les performanes sont alulées en taux d'erreur par bit (TEB) en fontion du rapport signalà bruit en déibel (RSB). Sous es hypothèses, le RSB est alulée par la formule suivante :

RSB = 10× log10

(

nr
∑nt

i=1Esi

2log2 (q)N0

)

dBtelle que Esi est l'énergie moyenne par dimension omplexe du symbole d'information si appar-tenant à la onstellation q-QAM.A partir de la �gure 2.3.a, nous notons que le déodeur MMSE donne de meilleures per-formanes que les déodeurs ZF et ZF-DFE. Ce gain est d'autant plus grand que le nombred'antennes augmente. Nous pouvons voir que les ourbes ont la même pente. Cei est du au faitque les déodeurs ont le même ordre de diversité. Pour un système à nt antennes en émissionet nr antennes en réeption, il a été prouvé dans [29℄ que la diversité en réeption apportée parle déodeur ZF est égale à nr − nt + 1. Ainsi, pour un système MIMO symétrique (nr = nt),la diversité apportée par es déodeurs est égale à 1. Les performanes du système restent donfaibles quel que soit le nombre d'antennes déployées.Dans la �gure 2.3.b, nous représentons la omplexité relative aux trois déodeurs. Celle-i estalulée en nombre d'opérations de multipliation moyennes néessaires pour déoder un mot deode. Pour les déodeurs linéaires, le déodage est réduit à la multipliation de la séquene reçuepar le �ltre F et pour le déodeur ZF-DFE, la omplexité de déodage orrespond à la détetionsuessive des symboles d'information. Dans les deux as, les opérations de déodage sont desopérations matriielles appliquées sur le signal reçu indépendamment de la puissane du bruit.Cei explique le fait que nous obtenons des omplexités �xes pour toute valeur du RSB. Dans eas, elle n'est fontion que de la taille du système onsidéré.
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(b)Figure 2.3 � Comparaison des performanes des déodeurs sous-optimaux pour un systèmeMIMO 2× 2 utilisant un multiplexage spatial et une onstellation 4-QAM
Bien que les déodeurs sous-optimaux o�rent une omplexité faible et onstante, leur utili-sation ne permet pas d'exploiter les avantages apportés par les systèmes MIMO à ause de leurdiversité faible. Toutefois, si le nombre d'antennes en réeption est très élevé par rapport aunombre d'antennes en émission, il peut éventuellement être intéressant d'utiliser les déodeurs



30 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'artsous-optimaux puisque la diversité apportée devient non négligeable.A�n de réupérer la diversité totale o�erte par les systèmes MIMO et les odes ST, il fautonsidérer les déodeurs optimaux. Les algorithmes de déodage séquentiels sont des exemplesde déodeurs optimaux.2.4 Le déodage séquentielOutre le déodeur exhaustif ML, le déodage optimal peut être obtenu en appliquant les déo-deurs séquentiels. Ces déodeurs sont basés sur la stratégie de reherhe dans un arbre. Dans lalittérature, plusieurs versions de déodeurs séquentiels ont été proposées. Les plus onnus sontle déodeur par sphères, la stratégie de Shnorr-Euhner ou réemment le déodeur Stak et ledéodeur Fano. Ces déodeurs présentent les mêmes performanes mais ont des stratégies dereherhe di�érentes. Dans les paragraphes suivants, nous allons dérire haun d'eux.Pour appliquer le déodage séquentiel, nous ommençons d'abord par exposer la strutured'arbre du système MIMO. Cette phase s'appelle la phase de pré-déodage et elle est ommuneà tous les déodeurs que nous allons présenter.2.4.1 Phase de pré-déodageNous supposons un système MIMO symétrique, nt = nr. Reprenons l'équation qui donne lareprésentation réelle en réseau de points du système MIMO.
y = H · s+w (2.15)Considérons le réseau ΛH engendré par la matrie H, de dimension n = 2·nr. Soit x = H ·s ∈ R

nle point du réseau émis sur le anal Gaussien. Pour un tel système, le signal reçu peut être vuomme un point du réseau ΛH auquel s'ajoute le veteur bruit. D'après (2.2), le déodage MLonsiste à herher le point du réseau le plus prohe de y minimisant la métrique :
min
x∈ΛH

‖y − x‖2 = min
s∈Cs/H·s∈ΛH

‖y −H · s‖2 (2.16)Pour avoir une struture arboresente, il faut transformer la base du réseau initial en une basetriangulaire. Celle-i est obtenue par la déomposition QR de la matrie génératrie du réseau,
H = Q ·R. Le système (2.15) devient :

y1 = QT · y
= R · s+w1 (2.17)

Q est une matrie orthogonale, la multipliation par QT ne modi�e pas le système préédent.La métrique ML devient dans le nouveau réseau :
min

s∈Cs/R·s∈ΛR

‖y1 −R · s‖2 (2.18)La nouvelle base triangulaire du réseau dé�nie par R ramène la reherhe du point le plus proheà une reherhe séquentielle dans un arbre (tree-searh).Nous dé�nissons l'arbre omme présenté dans la �gure 2.4.
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sroot

s4

s3

s2

s1Figure 2.4 � Exemple d'arbre pour un réseau de dimension n=4
Les noeuds qui le onstituent orrespondent aux di�érentes valeurs possibles de si. Nousrappelons que si représentent les omposantes réelles et imaginaires des symboles d'informationmodulés. Une branhe de l'arbre est dé�nie par deux noeuds onséutifs (si+1, si). Une métrique,appelée poids, est assoiée à haque noeud si et est dé�nie omme suit :

wi(si) =
∣

∣

∣y1i −
∑n

j=i ri,jsj

∣

∣

∣

2 (2.19)Le poids représente la métrique de la branhe (si+1, si). La matrie R étant triangulairesupérieure, la reherhe ommene alors par la omposante sn. Nous appelons noeud �ls de siles omposantes si−1 et nous désignons par un hemin dans l'arbre à la profondeur i le veteurde taille n− i+ 1 dé�ni par s(i) = (sn, sn−1, . . . , si). On appellera noeud feuille, un noeud dansl'arbre de profondeur n. Le poids umulé du noeud si représente la métrique du hemin s(i). Ilest alors égal à la somme des poids des di�érentes omposantes qui le onstituent :
w(si) =

n
∑

j=i

wj(sj) (2.20)Pour un noeud feuille de taille n , le poids w(s1) orrespond à la distane eulidienne entre leveteur reçu y1 et le point s(1) qui est égale à ∣∣y1 −R · s(1)
∣

∣

2.D'après ette dé�nition, la minimisation de la métrique ML (2.18) revient à herher le hemindans l'arbre ayant le plus faible poids umulé :
min
s∈Cs

‖y1 −R · s‖2 = min
s∈Cs

w(si) (2.21)Pour e faire, plusieurs stratégies de reherhe ont été proposées dans la littérature. Dans lasuite, nous rappelons les prinipales stratégies.



32 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'art2.4.2 Stratégies de reherhe dans un arbreLargeur d'abord : Breadth-First-Searh (BrFS)En partant du noeud raine sroot, ette méthode onsiste à parourir tous les noeuds se trouvantau niveau suivant (les noeuds �ls). Pour haque noeud trouvé, l'algorithme parourt suessive-ment tous ses noeuds �ls, et ainsi de suite jusqu'à arriver à des noeuds feuilles. Cette méthodepermet de parourir l'arbre dans le sens de la largeur, i.e, l'algorithme explore tous les noeuds
si avant de passer au niveau i − 1 de l'arbre. De ette façon, toutes les ombinaisons linéairespossibles s(i) = (sn, sn−1, . . . , si) sont alulées. Ainsi, l'algorithme orrespond à une reherheexhaustive dans l'arbre.Profondeur d'abord : Depth-First-Searh (DFS)En partant du noeud raine, et algorithme dé�nit le premier noeud �ls sn, puis son noeud �ls
sn−1 qui lui est diretement relié, et, jusqu'à arriver au noeud s1. Une fois e premier hemintrouvé, l'algorithme remonte au niveau préédent et explore le deuxième noeud �ls de s1. Unefois tous les hemins sont générés et leurs poids alulés, l'algorithme retourne le hemin le plusourt. Similairement au BrFS, le DFS onsiste en une reherhe exhaustive, la solution ML estdon trouvée en dépit d'une très grande omplexité.Meilleur d'abord : Best-First-Searh (BeFS)La stratégie BeFS est une version optimisée de la stratégie BrFS. En e�et, ette méthode permetde ne parourir que les hemins ayant les plus faibles poids. En partant du noeud raine, l'algo-rithme explore tous les noeuds �ls sn et ne retient que le noeud ayant le plus faible poids. Lesnoeuds �ls de elui-i sont générés et leurs poids umulés respetifs sont alulés. L'algorithmelasse les noeuds explorés selon leurs poids et retient elui ayant le plus petit poids umulé. Ilest possible que l'algorithme remonte au niveau supérieur de l'arbre. L'algorithme ontinue ainsijusqu'à trouver un noeud feuille s(1) = (sn, sn−1, . . . , s1). Ainsi, l'algorithme permet d'exploreruniquement les hemins les plus �prometteurs� dans l'arbre qui onstituent les métriques les plusourtes, réduisant ainsi la omplexité par rapport aux autres algorithmes. La solution retournéeest elle qui présente la plus faible métrique et orrespond à la solution ML.Stratégie de reherhe par séparation et évaluation : Branh and Bound (BB)Le prinipe de ette stratégie est de réduire la phase de reherhe du point ML. Pour ela, etalgorithme introduit une ontrainte, souvent liée à la métrique, a�n de générer moins de noeuds.Les seuls hemins parourus dans l'arbre sont eux ayant les poids umulés inférieurs ou égaux àune borne maximale �xée préalablement wmax. Ce prinipe peut être appliqué aux trois stratégiesprésentées dans les paragraphes préédents.



2.5. Déodeurs séquentiels basés sur la théorie de Pohst 332.5 Déodeurs séquentiels basés sur la théorie de PohstDans e paragraphe, nous allons présenter deux déodeurs séquentiels utilisant la stratégie DFS.Ces déodeurs sont aussi des BB et utilisent omme ontrainte une région de reherhe �nie.Dans la littérature, on onsidère prinipalement deux régions de reherhe. La première aété introduite par Pohst [30℄ et onsiste à herher le point le plus prohe à l'intérieur d'unesphère de rayon �xé. La deuxième méthode a été proposée par Kannan et dé�nit la région dereherhe à l'intérieur d'un parallélotope [31℄. Cependant, la surfae du parallélotope étant supé-rieure à la surfae de la sphère, par soui de omplexité la méthode de Kannan a été abandonnée.L'analyse mathématique de la méthode de Pohst a été présentée dans [32℄. Dans [33℄, Viterboet Boutros ont présenté une implémentation pratique de ette stratégie et l'ont appliquée audéodage pour un anal à évanouissements. Cet algorithme onsiste à la reherhe du point leplus prohe dans une sphère entrée sur le point reçu y1, 'est le déodeur par sphères (SD).Dans [34℄, une méthode basée sur le même prinipe a été proposée par Agrell et al. C'est lastratégie de Shnorr-Euhner. Cette dernière e�etue des projetions suessives du point reçusur les di�érents hyperplans onstituant le réseau de points en respetant les bornes de la sphèrea�n de n'énumérer que les points du réseau à l'intérieur de la sphère.Dans le paragraphe suivant, nous allons détailler es deux algorithmes et omparer leurspropriétés respetives.2.5.1 Le déodeur par sphères (SD)Prinipe du SDReprenons le modèle du système MIMO représenté par l'équation (2.17). Notre objetif estde trouver le point le plus prohe à l'intérieur d'une sphère de rayon C. Cela se traduit parl'inéquation suivante :
min
s∈Cs

‖y1 −R · s‖2 ≤ C2 (2.22)Soient les veteurs ρ et ξ dé�nis omme suit :
ρ = R−1 · y1, (ρ1, . . . , ρn) ∈ R

n (2.23)
ξ = ρ− s, (ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n

ρ est le point ZF, il représente le oordonné de y1 dans le réseau ΛR et les ξi, 1 ≤ i ≤ n dé�nissentles oordonnées du veteur s dans le nouveau repère. En remplaçant dans l'inéquation préédente,on obtient :
‖R · ξ‖2 =

n
∑

i=1

(riiξi +

n
∑

j=i+1

rijξj)
2 ≤ C2 (2.24)Dans le nouveau système de oordonnées dé�ni par ξ, la sphère de rayon C entrée sur lepoint reçu est transformée en un ellipsoïde entré sur l'origine omme dé�ni par la forme bili-néaire dans l'équation préédente.



34 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'artA�n de simpli�er l'inéquation (2.24), nous posons :
qii = r2ii , i = 1, . . . , n (2.25)
qij =

rij
rii

, j = i+ 1, . . . , nL'inégalité préédente devient alors :
‖R · ξ‖2 =

n
∑

i=1

qii(ξi +
n
∑

j=i+1

qijξj)
2 ≤ C2 (2.26)En exploitant la struture triangulaire de la matrieQ = (qij)i,j=1,...,n, nous ommençons d'abordpar traiter les omposantes d'indie n :

qnnξ
2
n ≤ C2 ⇔ − C√

qnn
≤ ξn ≤

C√
qnn

(2.27)Par dé�nition, ξn = ρn − sn, la double inégalité (2.27) permet de déterminer l'intervalle danslequel sn appartient :
⌈

− C√
qnn

+ ρn

⌉

≤ sn ≤
⌊

C√
qnn

+ ρn

⌋ (2.28)où ⌈x⌉ est le plus petit entier supérieur à x et ⌊x⌋ est le plus grand entier inférieur à x. A partirde haque valeur de sn, nous pouvons déterminer de même l'intervalle pour sn−1 :
⌈

−
√

C2 − qn,nξ2n
qn−1,n−1

+ ρn−1 + qn−1,nξn

⌉

≤ sn−1 ≤
⌊
√

C2 − qn,nξ2n
qn−1,n−1

+ ρn−1 + qn−1,nξn

⌋ (2.29)De la même manière, nous déterminons la ime omposante :
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∑
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∑
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∑
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∑

l=i+1

qll(ξl +
n
∑
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∑
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(2.30)A�n de simpli�er (2.30), nous posons les variables suivantes :

Si = ρi +

n
∑

j=i+1

qijξj

Ti = C2 −
n
∑

l=i+1

qll(ξl +
n
∑

j=l+1

qljξj)
2 (2.31)

= Ti−1 + qii(Si − si)
2



2.5. Déodeurs séquentiels basés sur la théorie de Pohst 35Nous pouvons dé�nir les bornes de haque intervalle Ii = [binf,i, bsup,i] orrespondant à laomposante si omme suit :
binf,i =

⌈

−
√

Ti

qii
+ Si

⌉

≤ si ≤
⌊
√

Ti

qii
+ Si

⌋

= bsup,i (2.32)En partant de l'ordre n, l'algorithme alule ainsi toutes les omposantes jusqu'à arriver à laomposante s1. L'algorithme trouve alors un premier andidat s1 = (sn, sn−1, sn−2, . . . , s1). Ladistane de e point au point reçu est donnée par :
d2 = C2 − T1 + q11(S1 − s1)

2 (2.33)L'algorithme est alors reommené en réduisant ette fois le rayon de la sphère à ette distane.Ainsi l'algorithme du SD applique la stratégie de reherhe DFS. Les noeuds si générés parl'algorithme sont ompris dans l'intervalle Ii = [binf,i, bsup,i] e qui met en oeuvre également lastratégie Branh and Bound. Il est don inutile de parourir les points du réseau au-delà de esbornes.L'algorithme dé�nit pour haque omposante si du veteur s l'intervalle Ii. A�n de trouverle point le plus prohe, l'algorithme parourt l'intervalle Ii en testant haque omposante et ladistane d2 est évaluée pour toute ombinaison de si trouvée. Chaque point véri�ant d2 ≤ C2 eststoké. La reherhe ontinue jusqu'à e que tous les points se trouvant à l'intérieur de la sphèresoient parourus.A haque fois qu'un point est trouvé dans la sphère, l'algorithme met à jour le rayon et par la suiteles bornes binf,i et bsup,i, i = 1, . . . , n. Cei permet de réduire signi�ativement la omplexité dela phase de reherhe en reprenant à haque fois la reherhe à l'intérieur d'une sphère plus petite.Cependant, nous notons que la omplexité dépend du hoix du rayon initial. En e�et, unrayon très grand implique un nombre très important de points à parourir e qui induit uneomplexité très élevée. Par ontre, un rayon très petit implique une sphère qui risque d'être vide.Dans [35℄, Hassibi et al. ont proposé une formule pour le alul du rayon optimal en se basantsur des aluls de probabilité. Ce rayon est fontion de la variane du bruit et de la dimensiondu réseau :
C = 2 · n · σ2

w (2.34)Cette formule permet de dé�nir une sphère autour du point reçu tel qu'on ait au moins unpoint à l'intérieur de la sphère ave une probabilité égale à 99%. Dans nos simulations, nousonsidérons un rayon initial dé�ni par ette formule.Déodage des onstellations par le SDLe SD permet de ne onsidérer que les points à l'intérieur de la sphère et optimise ainsi la re-herhe du point le plus prohe. Cependant, il ne garantit pas que es points appartiennent à laonstellation onsidérée. Il est don impératif de tenir ompte de ette ondition.Une idée simple est d'ajouter une routine qui permet de véri�er à haque fois si le pointtrouvé appartient à la onstellation. Cei permet de résoudre le problème, toutefois entraine une



36 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'artaugmentation de la omplexité.Une solution possible onsiste à imposer une ontrainte sur l'intervalle de reherhe Ii pour neparourir que les points appartenant à la onstellation. Cei se traduit par le alul des bornes del'intervalle Ii en tenant ompte également des bornes de la onstellation. Pour une onstellationq-QAM, les symboles si appartiennent à l'intervalle Ic =
[

±1,±3, . . . ,±(√q − 1)
]. Dans e as,l'intervalle de reherhe qu'il faut onsidérer est l'intersetion entre Ii et Ic.

Ic est un sous-ensemble �ni de 2Z+1. A�n de ramener la reherhe dans Z, nous onsidéronsla transformation suivante :
ui =

si + (
√
q − 1)

2
(2.35)Pour la onstellation 16-QAM par exemple, les symboles si appartiennent à l'intervalle Ic,2Z+1 =

[±1,±3]. Le nouvel intervalle est Ic,Z = [0, 3] = {0, 1, 2, 3}. On note cmin et cmax les bornesinférieure et supérieure de et intervalle. Pour une onstellation q-QAM quelonque et en onsi-dérant le hangement de variable dé�ni dans (2.35), les bornes inférieure et supérieure de laonstellation sont dé�nies par :
{

cmin = 0
cmax =

√
q − 1

(2.36)La reherhe du point le plus prohe dans e nouveau repère onsiste à énumérer les points uidans l'intervalle :
I = [binf,i, bsup,i] ∩ Ic,Z (2.37)Lorsque la solution est retournée par l'algorithme, un hangement de variable inverse permet deretrouver le veteur s déidé.Dans toute la suite, nous sous-entendons e hangement de variable pour tous les déodeursdans le as des onstellations QAM.2.5.2 La stratégie de Shnorr-Euhner (SE)Prinipe du SEAgrell et al. ont présenté dans [36℄ une deuxième variante de déodeurs utilisant la stratégie dePohst. A l'instar du SD, la stratégie de SE est une appliation de la stratégie de DFS utilisantla reherhe en BB puisque la région de reherhe est toujours une sphère.Reprenons le système équivalent de l'équation (2.17). La forme triangulaire de la matrie Rdu réseau de points permet de voir le réseau omme une superposition de ouhes ou hyperplans.On se propose d'érire la matrie R sous la forme suivante :

R =

[

R1

rn

] (2.38)où R1 est omposée des n− 1 premières lignes de la matrie R. La matrie R est triangulaire,le veteur rn = (0, . . . , 0, rnn) est orthogonal à l'espae engendré par la matrie R1.



2.5. Déodeurs séquentiels basés sur la théorie de Pohst 37Le réseau de points ΛR peut être vu omme la réunion in�nie de sous-réseaux de dimensions
(n− 1) engendré par la matrie R1 :

ΛR = ∪{c+ tnrn/c ∈ ΛR1
, tn ∈ Z} (2.39)Une projetion suessive sur les di�érents hyperplans du réseau de points permet de trouverune première estimation du point le plus prohe. Ce point est appelé �Babai point� . Il or-respond au point ZF-DFE [37℄. Une fois e point trouvé, il onstitue le point de départ pourparourir tous les autres points du réseau. L'objetif de l'algorithme est de trouver le point duréseau le plus prohe, il est inutile par la suite de onsidérer les points dont la distane au pointreçu exède elle du point Babai. L'algorithme de SE orrespond alors à une reherhe à l'inté-rieur d'une sphère dont le rayon initial est la distane du point Babai au point reçu.On se propose dans e qui suit de trouver le point Babai par le alul. La projetion du pointreçu y1 sur le veteur rn donne la nme omposante du point Babai :

ŝn =
y1n
rnn

(2.40)Soit sn = [ŝn] tel que [x] est l'entier le plus prohe de x. La distane qui sépare le point y1 de laouhe n est donnée par :
dn = |sn − ŝn| · |rnn| (2.41)En onsidérant le veteur ZF, ρ = R−1 · y1, on a :
ŝn = ρn (2.42)
dn = |[ρn]− ρn| · |rnn|Pour retrouver ŝn−1, on peut partir de l'équation :

y1 = R · ρ (2.43)On peut don érire :
y1n−1 = ρn−1rn−1n−1 + ρnrn−1n (2.44)La omposante sn ayant été trouvée dans l'étage préédent, nous pouvons utiliser ette estimationpour déduire ρn−1.
ρn−1 =

y1n−1 − rn−1n · sn
rn−1n−1

(2.45)De la même manière que pour l'ordre n, la omposante sn−1 est alulée par :
sn−1 = [ρn−1] (2.46)
dn−1 = |[ρn−1]− ρn−1| · |rn−1n−1|Par substitutions suessives, nous pouvons aluler toutes les omposantes du point Babai :

si =











y1i −
∑

j≥i

rij · sj

rii











(2.47)
di = |[ρi]− ρi| · ‖rii‖



38 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'artLorsque le point Babai est trouvé, la distane de e point au point reçu est donnée par :
d2 =

n
∑

i=1

d2i (2.48)Le prinipe du SE est de herher le point le plus prohe dans une sphère entrée sur lepoint reçu en partant du point Babai. L'idée de l'algorithme est de zigzaguer autour de haqueomposante du point Babai.Pour haque point du réseau trouvé, la distane d2 est realulée. Si la nouvelle distane estinférieure à elle trouvée préédemment, le point est stoké et d2 est mise à jour. La reherheest par la suite reommenée.Dans l'artile original sur la stratégie de SE [36℄, les auteurs ont onsidéré un rayon de lasphère initialisé à l'in�ni, lorsque le point Babai est trouvé, le rayon est mis à jour et ajusté à ladistane d2. Toutefois, dans [38℄, il a été démontré qu'en onsidérant un rayon initial �ni aluléde la même manière que pour le SD, ela permet d'aélérer le déodage de 30%.Déodage des onstellations par le SELa stratégie de SE telle que présentée plus haut permet de déoder des réseaux de points ave
s ∈ Z

n. Dans le as d'utilisation des onstellations �nies, il faut s'assurer que la solution trouvéeest un point de la onstellation.Soit Ic = [cmin, cmax] l'intervalle auquel appartient les parties réelles et imaginaires dessymboles de la onstellation. Au niveau de l'algorithme, il faut véri�er que toutes les omposantesdu point Babai sont prises dans et intervalle. Pour ela, il faut prendre sn = QQAM(ŝn) à laplae de sn = [ŝn] tel que :
QQAM(ŝn) =







cmin , si [ŝn] < cmin

[ŝn] , si cmin ≤ [ŝn] ≤ cmax

cmax , si [ŝn] > cmax

(2.49)Nous sous-entendons ii le hangement de variable donné dans (2.35) pour travailler dans Zn aulieu de 2Zn.Pour haque point parouru, s'il se trouve dans la onstellation, la reherhe est poursuivie. Siauun point n'est trouvé dans la onstellation, dans e as l'algorithme remonte à la omposante
si+1.2.5.3 Comparaison du SD et du SEDans la �gure 2.5.a, nous présentons les performanes d'un système MIMO 4 × 4 utilisant uneonstellation 4-QAM et un multiplexage spatial en taux d'erreur par bit en fontion du rapportsignal à bruit. Nous véri�ons bien que le SD et le SE permettent d'obtenir les performanes opti-males (ML). De plus, par omparaison aux déodeurs sous-optimaux, le SD et le SE permettentd'obtenir la diversité maximale égale à nr.Dans la �gure 2.5.b, nous omparons les omplexités, en terme du nombre moyen de multipli-ations, pour les deux déodeurs. Nous avons onsidéré ii la omplexité de la phase de reherhe,



2.5. Déodeurs séquentiels basés sur la théorie de Pohst 39la phase de pré-déodage étant ommune aux deux déodeurs. D'après es résultats, nous pou-vons onstater que la omplexité du SD est plus importante que elle du SE pour les RSB faibles.La omplexité du SD est étroitement liée au hoix du rayon. Si elui-i est très petit, ledéodeur ne trouve auun point et doit alors reommener la reherhe en hoisissant un rayonplus grand. Toutefois, puisque le rayon est égal à l'in�ni pour le SE ou à une valeur assez grandepour renfermer au moins le point ZF-DFE, la onvergene de l'algorithme est toujours assuréedès la première itération.Pour les RSB élevés, la omplexité des deux déodeurs onvergent. Nous notons égalementque dans ertains as, la omplexité du SD est légèrement plus faible, ei s'explique par le faitque le point ZF-DFE est plus éloigné du point ML omme le prouve la ourbe de performanes dudéodeur ZF-DFE, dans e as le SE qui zigzague autour de e point, néessite plus d'itérationspour trouver le point optimal.



40 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'art
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(b)Figure 2.5 � Comparaisons des performanes du SD et du SE pour un système MIMO 4 × 4utilisant un multiplexage spatial et une onstellation 4-QAM



2.6. Déodeurs séquentiels : Stak et Fano 412.6 Déodeurs séquentiels : Stak et FanoUne autre variante de déodeurs séquentiels existe dans la littérature. Ces déodeurs ont ini-tialement été introduits pour le déodage des odes binaires en treillis [39℄. Ils sont basés surdes algorithmes de reherhe dans un arbre où les branhes de l'arbre représentent les valeursbinaires du ode. Deux prinipaux algorithmes ont été présentés : le déodeur Fano [40℄ et ledéodeur à piles dit également déodeur �Stak� [41℄.Dans [42℄, les auteurs ont redéouvert es déodeurs et ils les ont appliqués aux systèmesMIMO représentés par les réseaux de points. La généralisation aux systèmes MIMO se base surle fait que l'arbre de reherhe n'est plus binaire omme dans le as de l'artile original mais formépar les di�érentes valeurs possibles des symboles si. Le prinipe de déodage reste néanmoins lemême.2.6.1 Le déodeur FanoPrinipe du déodeur FanoLes symboles modulés que nous onsidérons appartiennent à la onstellation QAM. Par la suiteles omposantes réelles si sont prises dans l'intervalle Ic = [cmin, cmax] (système 2.36). Pour uneonstellation 16-QAM par exemple, si ∈ [0, 3]. A haque niveau de l'arbre orrespond respetive-ment 4 noeuds. Les hemins dans l'arbre onstituent toutes les ombinaisons possibles que peutprendre le veteur s.L'objetif du Fano est de trouver le veteur ayant le plus petit poids umulée en utilisant lastratégie BB ave la reherhe BeFS. A haque niveau i , le premier noeud à onsidérer est lenoeud si ave la plus faible métrique. De plus, omme tous les algorithmes BB, il faut don poserune ontrainte sur la métrique. Pour le SD et le SE, ette ontrainte est le rayon de la sphère.Pour le déodeur Fano, posons T ette ontrainte. Les noeuds de l'arbre à onsidérer doiventdon répondre à la ondition :
w(si) ≤ T (2.50)tel que w(si) est le poids umulé au noeud si. Cette inéquation permet de dé�nir un intervallede dé�nition pour les omposantes si. Toutes les autres omposantes ne satisfaisant pas (2.50)sont éartées. Au début de l'algorithme, T est initialisée à 0. Au début de l'algorothme, l'arbreestà un noeud �tif sroot de poids w(sroot) = 0.L'idée originale du Fano est de mettre à jour ette ontrainte à haque fois qu'une nouvelleomposante si est trouvée, ontrairement à l'algorithme lassique BB où la ontrainte reste �xetout au long de l'algorithme. Ce prinipe rappelle l'algorithme du SD et du SE où le rayon de lasphère est mis à jour régulièrement.Supposons qu'un noeud si a été trouvé (w(si) ≤ T ). Dans e as, la ontrainte T est réajustéeomme suit :

T = T − p ·∆ (2.51)ave ∆ le pas de dérémentation de T et p ∈ N est le plus grand entier tel que :
T − (p + 1) ·∆ ≤ w(si) ≤ T − p ·∆ (2.52)Dans les artiles originaux sur le Fano, ∆ est hoisi égal à 1. Toutefois, on peut prendre ∆dans R. La valeur de e paramètre peut in�uer sur la vitesse de déodage et par la suite sur la



42 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'artomplexité. L'idéal est de hoisir un pas du même ordre de grandeur que les poids w(si).A partir de l'inéquation (2.52), la nouvelle ontrainte est hoisie de telle sorte que les noeudssuivants aient un poids inférieur ou égal au poids du noeud trouvé. C'est le prinipe de la re-herhe BeFS. Si auun noeud si−1 ne répond à la nouvelle ontrainte, l'algorithme remonte auniveau i+1 et génère le meilleur noeud si autre que elui étant déjà été généré. Si auun noeudn'est trouvé, ela veut dire que tous les noeuds ont un poids supérieur à T . Dans e as, T estinrémenté de ∆, T = T +∆ et la reherhe se poursuit. L'algorithme prend �n lorsqu'un hemin
(sn, sn−1, sn−2, . . . , s1) est trouvé.Les di�érentes étapes de l'algorithme sont résumées dans l'organigramme i-dessous.
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Figure 2.6 � Organigramme du déodeur FanoLes déodeurs SD et SE proèdent à une mise à jour du rayon de la sphère une fois un veteur
s est trouvé, 'est-à-dire, un hemin omplet a été trouvé dans l'arbre. Par ontre, la ontraintedu Fano est réajustée à haque fois qu'un noeud intermédiaire si est parouru.



2.6. Déodeurs séquentiels : Stak et Fano 43En e�et, le déodeur Fano onsiste à séletionner à haque niveau le sous-hemin le plusourt. L'algorithme permet don de retourner la solution ML. Toutefois, l'inonvénient majeurde et algorithme est qu'il ne permet de retenir que le hemin ourant alors qu'il est possiblequ'il remonte vers les niveaux plus hauts dans l'arbre. Il ne dispose pas de mémoire pour stokerles hemins parourus. L'algorithme peut ainsi revenir plusieurs fois à un hemin ayant déjà étévisité, e qui ajoute une grande omplexité et un temps de déodage très long.2.6.2 Le déodeur StakPrinipeEn 1969, Zigangirov a présenté dans [41℄ un déodeur à pile (Stak) dans laquelle le déodeurstoke tous les noeuds parourus dans l'arbre. Le déodeur Stak est une appliation de l'algo-rithme BeFS.En partant du noeud initial sroot, l'algorithme génère tous les noeuds �ls sn, alule leurspoids respetifs et les lasse dans la pile selon un ordre roissant en fontion de leurs poids. Lenoeud se trouvant en tête de pile est le noeud qui présente le plus faible poids. L'algorithme seplae alors dans e noeud et le remplae par tous ses noeuds �ls sn−1 dans la pile. La pile estensuite triée en tenant ompte des nouveaux noeuds ajoutés et le nouveau noeud en tête de pileest traité de la même façon dans la prohaine étape.Lorsqu'un noeud feuille s1 se trouve en tête de pile, l'algorithme est terminé. Dans e as, lehemin de l'arbre (sn, sn−1, . . . , s1) ayant abouti au noeud s1 est la solution retournée. Elle or-respond au veteur s ave le plus faible poids umulé. D'après (2.21), le veteur s est don lasolution ML.Ces di�érentes opérations sont résumées dans l'organigramme du déodeur Stak dans la�gure 2.7.
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2.6.3 Comparaison du déodeur Fano et du déodeur StakA l'instar du déodeur Fano, le Stak peut revenir aux niveaux plus hauts de l'arbre. Cependant,puisqu'il stoke tous les hemins parourus dans une pile, il ne repasse jamais par le même hemine qui évite de regénèrer des noeuds ayant déjà été parourus. Le prix à payer est une mémoireplus importante, toutefois la omplexité ainsi que le délai de déodage sont largement réduitspar rapport au déodeur Fano.Cependant, il est à noter que la omplexité des deux déodeurs dépend étroitement de l'arbreonsidéré. En e�et, plus l'arbre est dense plus la omplexité est grande.Dans la �gure 2.8, nous avons représenté un système MIMO 4× 4 utilisant les onstellations16-QAM et 64-QAM et nous avons traé les omplexités orrespondantes alulées en nombred'opérations de multipliation. Comme il est lair que la omplexité du déodeur Fano est plusélevée que elle du déodeur Stak, nous avons hoisi de omparer la omplexité du SD et dudéodeur Stak.
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Figure 2.8 � Comparaisons des omplexités du déodeur Stak et du SD pour di�érentes onstel-lations utiliséesA partir de la ourbe, nous véri�ons par es résultats qu'en augmentant la taille de la onstel-lation, la omplexité du déodeur Stak devient de plus en plus importante. En e�et, en onsidé-rant la onstellation 16-QAM, les symboles si appartiennent à l'intervalle Ic,16−QAM = {0, 1, 2, 3}.Chaque noeud de l'arbre dispose alors de 4 noeuds �ls. Pour une onstellation 64-QAM, les sym-boles si appartiennent dans e as à l'intervalle Ic,64−QAM = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} et haque noeudpossède 8 �ls. L'arbre est alors plus grand et la reherhe de la solution dans l'arbre est par lasuite plus omplexe.Par omparaison au SD, nous notons qu'en utilisant de petites onstellations, la omplexitédes deux déodeurs sont prohes. Par ontre, en onsidérant des onstellations de plus grandesdimensions, la omplexité du Stak devient très importante par rapport au SD. Nous pouvonsonlure que l'utilisation du Stak dans sa version atuelle est non pratique pour le déodage dessystèmes MIMO.2.7 Paramétrisation des déodeurs séquentielsLes déodeurs séquentiels présentés préédemment, en partiulier les déodeurs Stak et Fanosont des déodeurs optimaux. Ceux-i utilisant la stratégie BeFS, permettent don de trouver lasolution ML dans l'arbre. Nous montrons que es algorithmes peuvent avoir des performanessous-optimales ave des omplexités plus faibles en introduisant un paramètre appelé biais.Considérons l'équation (2.20) donnant la métrique à minimiser pour tout hemin s(i). Lareherhe onsiste alors à trouver le hemin s(1) = (sn, sn−1, . . . , s1) qui minimise une nouvellemétrique qui dépend du bias.
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Nous dé�nissons ette métrique par :

w(si) =

n
∑

j=i

wj(sj) −b · i , b∈ R
+ (2.53)où b est le biais, haque hemin dans l'arbre est alors pondéré par la quantité (−b · i) . Dans eas, l'algorithme favorise les hemins les plus profonds dans l'arbre puisque les hemins les plusourts orrespondent à eux de plus grandes profondeurs i. Par onséquent, le déodeur parourtmoins de noeuds que le déodeur original et la omplexité est alors réduite. Toutefois, la solutiontrouvée ne orrespond pas à la solution ML et les performanes obtenues sont sous-optimales.Celles-i dépendent de la valeur hoisie pour le biais.Dans la �gure 2.9, nous avons traé les performanes en taux d'erreur par bit ainsi que lesomplexités obtenues en nombre d'opérations de multipliations pour di�érentes valeurs de bpour un système MIMO 4 × 4 utilisant une onstellation 4-QAM et un déodage Stak. Nousonstatons que plus b est grand, plus les performanes sont dégradées, par ontre plus la om-plexité est réduite.En e�et pour des valeurs importantes du biais, le fateur de pondération (b · i) est élevé,l'algorithme parourt l'arbre quasiment dans le sens de la profondeur jusqu'au noeud �nal. Au-trement dit, pour une valeur élevée de b, l'algorithme parourt pratiquement un seul hemindans l'arbre qui orrespond au hemin ZF-DFE, les performanes sont alors prohes de elles duZF-DFE et la omplexité est faible.Par ontre, pour des valeurs plus petites de b, la quantité (b · i) est négligeable et le poids biaisé(2.53) est presque équivalent au poids non biaisé (2.20) qui orrespond à la métrique ML. Dans eas nous avons des performanes prohes de ML. Les performanes ML sont obtenues pour b = 0.Ainsi, la paramétrisation de l'algorithme de reherhe dans un arbre permet de réduire laomplexité par rapport à l'algorithme original en o�rant une panoplie de ourbes de performanesvariant entre le ZF-DFE et le ML ave des omplexités réduites. Par onséquent, di�érentsompromis performanes-omplexités peuvent être obtenus.
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(b)Figure 2.9 � Performanes et omplexités du déodeur Stak paramétré en fontion du biais



48 2. Détetion pour systèmes MIMO : État de l'art2.8 ConlusionDans e hapitre, nous avons passé en revue les prinipaux déodeurs des systèmes MIMO. Nousavons vu que es déodeurs peuvent être lassés en deux lasses : les déodeurs optimaux et lesdéodeurs sous-optimaux. Nous avons présenté les di�érents déodeurs les plus onnus pour lesdeux lasses. Cependant, nous avons montré que les déodeurs optimaux sou�rent d'une grandeomplexité. Cette omplexité est roissante en fontion de la dimension du réseau et de la taillede la onstellation utilisée, et rend non pratique leur utilisation pour les systèmes MIMO aveun nombre élevé d'antennes.Nous avons présenté une version paramétrée de l'algorithme Stak en introduisant un para-mètre appelé le biais. L'algorithme paramétré permet de réduire la omplexité en fontion de lavaleur du biais, toutefois il onduit à des performanes sous-optimales.Pour faire fae à e problème, nous proposons dans le hapitre suivant un nouveau déodeurséquentiel basé sur l'algorithme Stak et le SD. Nous allons montrer que et algorithme présenteune omplexité inférieure à tous les déodeurs ML onnus, tout en gardant des performanesoptimales.
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Chapitre 3Déodeur Stak modi�é3.1 IntrodutionDans le deuxième hapitre, un état de l'art des déodeurs les plus utilisés pour les systèmesMIMO a été établi. Les performanes mais aussi la omplexité sont les deux ritères majeurspour le hoix du déodeur. Par exemple, le déodeur ML exhaustif engendre une omplexitéexponentielle en fontion de la taille du réseau e qui rend non pratique son utilisation. Lesdéodeurs séquentiels représentent alors une meilleure alternative.La simpliité de l'algorithme Stak et sa faible omplexité pour les petites onstellationsnous ont partiulièrement motivés à étudier de plus près et algorithme. Nous proposons danse hapitre des modi�ations du déodeur Stak a�n de mieux l'adapter à notre problématique,à savoir le déodage des systèmes MIMO.Le premier algorithme proposé, appelé M-Stak, ombine la méthode de reherhe du Shnorr-Euhner ave la stratégie de reherhe du Stak. Le deuxième algorithme proposé, appelé, SB-Stak ombine la région de reherhe du déodeur par sphères ave la stratégie du Stak. Par lasuite, nous proposons une modi�ation du SB-Stak a�n d'avoir un déodeur à sorties souplesqui sera utilisé lors de la onaténation du ode espae-temps ave un ode orreteur d'erreurs.3.2 Le déodeur M-Stak3.2.1 PrinipeComme vu dans le hapitre préédent, les déodeurs originaux Stak et Fano génèrent à haqueniveau de l'arbre tous les noeuds possibles appartenant à la onstellation utilisée. De e fait, lataille de l'arbre et par la suite la omplexité de reherhe sont d'autant plus grandes que la taillede la onstellation augmente. Pour les onstellations de grandes tailles, telles que la 64-QAM oula 256-QAM, la reherhe dans l'arbre est équivalente à une reherhe dans un réseau in�ni.Notre but est alors de diminuer la omplexité de reherhe. Une solution est de ne onsidérerqu'une partie de l'arbre et don de tronquer l'arbre initial pour parourir un nombre limité denoeuds. Pour avoir les meilleures performanes possibles, toute la di�ulté réside dans le hoixde la région de reherhe ou enore la partie de l'arbre à onserver.



50 3. Déodeur Stak modifiéDans la littérature, plusieurs algorithmes ont été proposées tels que les déodeurs QRD-Met le QRD-Stak. Dans la suite, nous proposons un nouveau déodeur, appelé M-Stak. Nousmontrons que elui-i peut également être utilisé pour déoder les réseaux de points in�nis.Nous ommençons d'abord par présenter les algorithmes existants.3.2.2 Le déodeur QRD-MLe QRD-M (QR Deomposition-M) est un algorithme proposé par Yue et al. dans [43℄ a�n deréduire la omplexité du déodeur exhaustif. Ce dernier parourt tous les points de la onstellationa�n de trouver le point minimisant la métrique ML. Cei se fait en générant tous les noeuds �lsà haque niveau de l'arbre.Le déodeur QRD-M permet de restreindre la reherhe à un nombre limité de noeuds en neretenant que les M meilleurs noeuds parmi tous les noeuds générés.En partant du noeud raine, l'algorithme génère toutes les valeurs possibles de sn. Leurs mé-triques respetives sont alulées et lassées en ordre roissant. L'algorithme retient alors les Mnoeuds sn orrespondant aux plus faibles métriques. Ces M noeuds seront par la suite étendus ettoutes les valeurs possibles de leurs noeuds �ls sn−1 générées. Parmi tous les noeuds générés dansle niveau n et niveau n− 1, M noeuds seront retenus et le reste est éarté. La même proédureest appliquée dans les niveaux suivants jusqu'à atteindre le niveau 1 de l'arbre.L'algorithme QRD-M peut être résumé omme suit :Algorithm 3 Algorithme QRD-M1. i = n. Algorithme au noeud raine.2. Générer tous les noeuds �ls possibles de tous les noeuds retenus.3. Caluler les métriques et les lasser selon un ordre roissant dans la pile.4. Retenir M noeuds ayant les plus faibles métriques.5. Si i = 1 aller à 6. Sinon i = i− 1, aller à 2.6. Retourner le hemin ave la plus faible métrique umulée. Fin de l'algorithme.3.2.3 Le déodeur QRD-StakLe déodeur QRD-Stak a été présenté dans [44℄. Il applique le même algorithme que le Stakoriginal mais en limitant la taille de la pile.L'algorithme QRD-Stak est di�érent de l'algorithme QRD-M. Le QRD-Stak ommene pargénérer tous les �ls du noeud raine, les lasse selon leurs métriques respetives dans une pileet ne retient que les M meilleures valeurs. Le noeud en tête de la pile sera ensuite étendue ennoeuds �ls. Ceux-i seront stokés dans la pile en respetant les métriques roissantes. De lamême manière, seuls M noeuds seront retenus parmi tous les noeuds de la pile. L'algorithmeproède ainsi jusqu'à atteindre la �n de l'arbre.Ces di�érentes étapes sont représentées omme suit :



3.2. Le déodeur M-Stak 51Algorithm 4 Algorithme QRD-Stak1. i = n. Algorithme au noeud raine.2. Générer tous les noeuds �ls possibles du noeud en tête de pile et enlever le noeud parent.3. Caluler les métriques et les lasser selon un ordre roissant dans la pile.4. Retenir M noeuds ayant les plus faibles métriques. i=niveau auquel appartient le noeuden tête de la pile.5. Si i = 1 aller à 6. Sinon i = i− 1, aller à 2.6. Retourner le noeud en tête de la pile. Fin de l'algorithme.Par omparaison au déodeur Stak, e déodeur permet de ne retenir que M noeuds dansla pile et limite ainsi la omplexité de la phase de reherhe. Par omparaison au déodeurQRD-M, l'algorithme QRD-Stak ne génère pas tous les noeuds �ls de haque noeud retenu maisseulement eux du noeud en tête de la pile. De plus, le QRD-M permet de générer à la fois tousles noeuds possibles d'un niveau donné de l'arbre avant de passer au niveau suivant. Par ontre,le QRD-Stak peut revenir aux niveaux supérieurs (selon le noeud en tête) pour y rajouter desnoeuds supplémentaires.D'un autre �té, il est lair que la omplexité du déodeur QRD-Stak est réduite par rapportau déodeur QRD-M en ne onsidérant que le noeud en tête à haque fois au lieu de tous les Mnoeuds de la pile.Dans [44℄, il a été démontré par les résultats de simulation que les deux algorithmes pré-sentent les mêmes performanes en onsidérant le même nombre M . Toutefois, en omparantles omplexités, il a été observé que le QRD-Stak présente une omplexité moindre. De plus, laomplexité de e dernier déroit lorsque le RSB augmente ontrairement au QRD-M qui présenteune omplexité onstante.Dans la suite, nous proposons un nouvel algorithme appelé M-Stak.3.2.4 Le déodeur M-Stak proposéLes déodeurs préédents onviennent parfaitement aux as des onstellations �nies. Cependant,bien qu'ils limitent la reherhe dans l'arbre, l'algorithme doit d'abord générer toutes les valeurspossibles de la onstellation pour retenir lesM meilleurs noeuds. L'appliation de tels algorithmesdevient alors limitée pour les onstellations de grandes tailles et pour les réseaux de points in�nis.Dans e as partiulier, les noeuds prennent leurs valeurs dans Z, l'arbre de reherhe possèdeune in�nité de noeuds à haque niveau (voir �gure 3.1). Il est don impossible de savoir quellesvaleurs onsidérer.Dans ette approhe, nous proposons de ombiner la stratégie de Shnorr-Euhner et le Stakoriginal.Le prinipe de la stratégie de Shnorr-Euhner est de zigzaguer autour de haque omposantedu point Babai (le point ZF-DFE). Nous proposons ii de onstruire l'arbre de reherhe enutilisant la stratégie BeFS. A haque niveau, on génère M noeuds �ls appartenant à un intervalle



52 3. Déodeur Stak modifiéentré sur la omposante du point Babai. La stratégie BB est appliquée de la même manière quepour le Stak. A savoir, à haque itération, les noeuds engendrés sont stokés dans une pile,elle-i est par la suite triée et le noeud se trouvant en tête est remplaée par ses noeuds �ls.
Niveau n

Niveau n−1

Niveau 1

si ∈ Z

Figure 3.1 � Arbre généré dans le as d'un réseau de pointsPour mieux expliiter et algorithme, supposons initialement qu'il est au noeud raine. Lepoint reçu y1 est projeté sur la nme ouhe de la matrie R omme suit :
zn =

[

y1n
rnn

] (3.1)
[x] est l'entier le plus prohe de x. La omposante zn obtenue est la nme omposante du pointBabai. L'algorithme énumère M noeuds autour de zn tels que :

si = {zi, zi ± 1, zi ± 2, . . . , zi ± ((M − 1)/2)} (3.2)Les omposantes si ainsi alulées au niveau n seront stokées dans la pile selon un ordre roissantde leurs métriques. La omposante en tête sera alors étendue à ses noeuds �ls. Pour ela, nousalulons d'abord la omposante zn−1 en tenant ompte de la valeur de sn trouvée :
zn−1 =

[

y1n−1 − rn−1,nsn
rn−1,n−1

] (3.3)Il est à noter que zn−1 ne orrespond pas forément à la (n− 1)me omposante du point Babaipuisque le noeud sn peut être di�érent du noeud zn. Les noeuds sn−1 sont alulés de la mêmemanière qu'en (3.2) et stokés dans la pile. Les M premiers noeuds sont ensuite retenus et lesautres sont rejetés. L'algorithme applique la même démarhe pour les niveaux suivants.Dans la �gure 3.2, nous représentons un exemple de onstrution d'arbre pour M = 3.
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Niveau n−1
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zn + 1znzn − 1

zn−1 − 1 zn−1 zn−1 + 1

z1 − 1 z1 + 1z1Figure 3.2 � Exemple de onstrution d'arbre par l'algorithme M-StakL'algorithme M-Stak peut être résumé omme suit :Algorithm 5 Algorithme M-Stak1. i = n. Algorithme au noeud raine. Pile vide.2. Caluler zi = 
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∑
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. Énumérer M noeuds autour de zi.3. Caluler les métriques et les lasser selon un ordre roissant dans la pile.4. Retenir M noeuds ayant les plus faibles métriques. i =niveau auquel appartient le noeuden tête de la pile.5. Si i = 1 aller à 6. Sinon i = i− 1, aller à 2.6. Retourner le noeud en tête de la pile. Fin de l'algorithme.3.2.5 Déodage des onstellationsL'algorithme M-Stak permet de ramener la reherhe dans un arbre �ni, il reste alors valabledans le as des onstellations �nies. Pour ela, il faut ajouter une routine qui permet de tester sila omposante alulée appartient à l'intervalle de la onstellation QAM (noté Ic). Pour e faire,il su�t de remplaer l'équation à l'étape 2 de l'algorithme M-Stak i-dessus par :
zi = QAM
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(3.4)telle que la fontion QAM (x) donne l'entier le plus prohe de x dans la onstellation. Le zigzagautour de zi risque de sortir de l'intervalle Ic. A�n de garantir l'aboutissement sur un point de



54 3. Déodeur Stak modifiéla onstellation, il faudra s'assurer que les tous les noeuds engendrés appartiennent bien à Ic.L'algorithme énumère alors les omposantes si tel que :
si = {zi, zi ± 1, zi ± 2, . . .}

⋂

Ic (3.5)jusqu'à obtenir M omposantes valides.3.2.6 Choix du nombre de noeuds ML'algorithme proposé permet de ne parourir que M noeuds à haque niveau. De plus, pour lestrès grandes onstellations telle que la 256-QAM, l'arbre devient très dense e qui rend impossiblel'utilisation du déodeur Stak original. La délimitation de la région de reherhe permet de ré-duire le nombre de noeuds parourus. Cependant, les performanes et les omplexités dépendentdu nombre M hoisi. Si M est faible, le point ML n'est pas néessairement inlus dans l'arbre,la solution retournée est don sous-optimale. Pour atteindre la solution ML, il faut don élargirla région de reherhe au prix d'une omplexité roissante.Nous avons traé dans la �gure 3.3.a le taux d'erreur par bit pour un système MIMO 4× 4employant un multiplexage spatial pour di�érentes valeurs de M dans le as d'un réseau depoints. Les symboles d'information sont dé�nis dans l'alphabet in�ni Zn.Les ourbes montrent une amélioration des performanes en augmentant M . Plus M aug-mente, plus on ouvre une région plus importante du réseau et l'algorithme a plus de hane detrouver le point ML. Par ontre, la omplexité est d'autant plus importante que les performanessont prohes du ML omme illustré dans la �gure 3.3.b. Nous pouvons établir, dans e as, dif-férents ompromis performanes-omplexités.Dans la �gure 3.4.a, nous avons traé les performanes du déodeur M-Stak dans le asd'une onstellation 16-QAM pour un système MIMO 4× 4 et nous l'avons omparé au déodeurQRD-Stak. Pour une valeur su�samment grande de M , les deux algorithmes représentent lesmêmes performanes et peuvent atteindre les performanes ML o�ertes par le déodeur Stakoiginal. Cependant, pour une valeur faible, le QRD-Stak o�re un meilleur taux d'erreur. Ene�et, à haque itération, il génère tous les noeuds �ls du noeud en tête et en hoisit les meilleursalors que le M-Stak génère simplement les noeuds voisins du point Babai. Les noeuds onsidéréspar le premier algorithme sont alors de meilleurs andidats que eux produits par l'algorithmeM-Stak. Par ontre, il est lair que la omplexité de l'algorithme QRD-Stak est plus impor-tante puisqu'il ommene par aluler tous les noeuds de la onstellation à haque niveau avantde séletionner les M noeuds néessaires et rejeter le reste.A l'instar du QRD-Stak et du QRD-M, l'avantage de l'algorithme M-Stak est qu'il a la pos-sibilité d'avoir une omplexité bornée. En e�et, nous pouvons �xer M pour ne pas dépasser unertain seuil pour la omplexité e qui est très intéressant de point de vue pratique. Cependant,l'avantage essentiel du M-Stak par rapport aux premiers déodeurs est qu'il peut être utilisépour déoder les onstellations �nies mais aussi un alphabet in�ni.Toutefois, pour les faibles RSB, le point Babai sur lequel nous nous basons pour la onstru-tion de l'arbre se trouve très éloigné du point ML. Dans e as, pour se rapproher des perfor-manes ML, il faut augmenter M . Cependant, il en résulte une augmentation de la omplexité.



3.2. Le déodeur M-Stak 55Le fait de entrer la reherhe autour du point Babai n'est pas alors la meilleure solution.
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3.3. Le déodeur SB-Stak 57Dans la suite, nous proposons une deuxième approhe de déodage de réseaux de points parl'algorithme séquentiel Stak en onsidérant une région de reherhe plus optimale.3.3 Le déodeur SB-Stak3.3.1 Prinipe de l'algorithmeLe déodage ML onsiste à herher le point le plus prohe du point reçu appartenant au réseaude points. La reherhe exhaustive qui onsiste à parourir tous les points du réseau est trèsomplexe. Pour déoder le veteur reçu, il est néessaire de dé�nir une région �nie du réseau.Dans le paragraphe préèdent, nous avons onsidéré la région du réseau dé�nie autour du pointBabai. Notre objetif était de onsidérer e point omme une première estimation de la solution,puis d'améliorer ette estimation en herhant le point le plus prohe du point reçu parmi lesvoisins du point Babai.Nous proposons ii un nouvel algorithme qui ombine la région de reherhe du déodeur parsphères (SD) et la stratégie de reherhe du Stak. Nous avons appelé et algorithme le SB-Stak(Spherial Bound-Stak). Pour ela, nous onsidérons une sphère de rayon �xé onstruite autourdu point reçu. Les points à onsidérer sont les points du réseau ontenus dans ette région. Lareherhe dans l'arbre sera don restreinte aux noeuds orrespondant à es points. On aura donun arbre �ni et l'algorithme Stak original peut s'appliquer.3.3.2 Déodage de réseaux de points par l'algorithme SB-StakLa solution est à herher à l'intérieur d'une sphère de rayon C. En faisant le même alul quedans le SD, nous dé�nissons les intervalles de reherhe pour les omposantes si donnés par :
binf,i =

⌈

−
√

Ti

qii
+ Si

⌉

≤ si ≤
⌊
√

Ti

qii
+ Si

⌋

= bsup,i (3.6)Nous rappelons que T et S sont donnés par les équations (2.31) omme suit :
Si = ρi +

n
∑

j=i+1

qijξj

Ti = C2 −
n
∑

l=i+1

qll(ξl +

n
∑

j=l+1

qljξj)
2 (3.7)

= Ti−1 + qii(Si − si)
2En partant du noeud raine, l'algorithme du SB-Stak ommene par aluler les bornes binf,net bsup,n selon l'équation (3.6). Tous les noeuds sn de l'arbre dé�nis à l'intérieur de et intervallesont alors générés. Chaque omposante sn est alulée ave son poids respetif et stokée dansla pile selon un ordre roissant en fontion des poids. Pour générer les noeuds �ls sn−1 du noeudse trouvant en tête de la pile, nous ommençons par aluler les bornes binf,n−1 et bsup,n−1. Leshemins orrespondants aux ouples (sn, sn−1) sont alors stokés dans la liste ave leurs poidsumulés respetifs. Ces opérations sont répétées jusqu'à obtenir un hemin omplet de longueur
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n en tête de la pile. La solution retournée est alors le veteur (sn, sn−1, . . . , s1).D'après l'équation (3.7), nous notons que les bornes à un niveau i dépendent des bornes duniveau préédent. Par onséquent, l'algorithme SB-Stak stoke, en plus des poids, les entités Tiet Si de haque noeud parent e qui permet un alul plus rapide des intervalles de reherhedans les prohaines itérations.Remarque1Lorsqu'à un niveau donné, l'algorithme ne trouve auun noeud valide si, 'est-à-dire que binf,i ≥
bsup,i, ei implique que le hemin dé�ni à e niveau par s(i) = (sn, sn−1, . . . , si+1, si) n'existepas dans l'arbre et que e noeud ne orrespond pas à un point dans la sphère. Dans e as,l'algorithme retire le noeud prédéesseur si+1 de la pile et l'algorithme est repris en onsidérantle nouveau noeud en tête de la pile.Remarque2Si la pile est vide, ei implique qu'auun hemin valide n'a été trouvé dans l'arbre. Autrement,auun point n'a été trouvé dans la sphère. Dans e as, le rayon de la sphère est augmenté et lareherhe est reommenée.Pour assurer la onvergene de l'algorithme, le rayon initial est hoisi selon la formule donnéedans (2.34). Ce rayon garantit d'avoir au moins un point dans la sphère.Remarque 3Contrairement au SD, le rayon de la sphère ne peut pas être ajusté au ours de la reherhe.Étant donné que le déodeur SB-Stak utilise la stratégie BeFS, l'algorithme peut retourneraux niveaux préédents dans l'arbre. Au ours de la reherhe, nous n'obtenons pas un heminomplet qui peut représenter une estimation de la solution retournée. De e fait, nous n'avonsauune information sur la distane de ette solution au point reçu, le rayon initial est donmaintenu jusqu'à la �n de l'algorithme. Par ontre, le SD applique la stratégie DFS qui herhed'abord à trouver un hemin omplet dans l'arbre, nous avons don un premier andidat dontnous évaluons la distane au point reçu. L'algorithme est don poursuivi en ne tenant ompte quedes points du réseau qui sont plus prohes de e premier andidat. Autrement dit, nous herhonsdes andidats éventuels dans une nouvelle sphère de rayon maximal ajusté à la distane de epoint au point reçu.3.3.3 Organigramme du SB-StakL'organigramme suivant résume l'algorithme du SB-Stak proposé plus haut.
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3.3.4 Déodage des onstellations par l'algorithme SB-StakDans l'algorithme SB-Stak ité plus haut, auune ontrainte n'est faite sur les symboles d'infor-mation s. Le déodeur SB-Stak peut don être appliqué pour le déodage des ensembles in�nis



60 3. Déodeur Stak modifiéomme pour le déodage des sous-parties �nies du réseau.Dans le as de onstellations �nies, les points s onsidérés par le déodeur sont dé�nis parles points du réseau qui appartiennent à l'intersetion de la sphère ave la onstellation hoisie.Pour ela, une ontrainte est ajoutée dans le alul des bornes de s. En tenant ompte de laonstellation et en onsidérant le hangement de variable dé�nie dans l'équation (2.35) pour si,les symboles à onsidérer dans l'arbre de reherhe sont alors dé�nis par :
binf,i = sup

(⌈

−
√

Ti

qii
+ Si

⌉

, cmin

)

≤ si ≤ inf

(⌊
√

Ti

qii
+ Si

⌋

, cmax

)

= bsup,i (3.8)où cmin et cmax représentent les bornes de la onstellation dé�nies dans (2.36).3.3.5 Paramétrisation du déodeur SB-StakTel que présenté plus haut, le déodeur SB-Stak proposé utilise la même stratégie de reherheque le Stak original. A l'instar de e dernier, une paramétrisation peut alors être appliquéeà l'algorithme SB-Stak a�n de réduire la omplexité. Cei se fait de la même manière qu'ensetion 2.7. en introduisant un biais dans le alul des métriques. Le alul des bornes inférieureset supérieures dans les équations (3.6) et (3.8) reste inhangé.Nous avons traé dans la �gure 3.6 les performanes et les omplexités du déodeur SB-Stakparamétré pour di�érentes valeurs du biais pour un système MIMO 2× 2 utilisant une onstel-lation 16-QAM et un multiplexage spatial.Lorsque la valeur du biais est égale à zéro, le déodeur SB-Stak proposé herhe le pointle plus prohe dans la sphère en minimisant la métrique ML. La solution retournée par l'algo-rithme est forément la solution ML et les performanes obtenues sont par la suite optimales. Ledéodeur SB-Stak est par onséquent équivalent au déodeur ML pour un biais nul.Lorsque la valeur du biais est très grande, le SB-Stak parourt l'arbre dans le sens de laprofondeur en passant du niveau i au niveau i− 1 jusqu'à atteindre la base. La solution trouvéeest don la solution ZF-DFE. Le SB-Stak orrespond dans e as au déodeur ZF-DFE.Pour des valeurs intermédiaires du bias, nous véri�ons une fois enore que plus b déroit,plus les performanes sont améliorées, au prix d'une plus grande omplexité. Une multitude deourbes ave un éart de 1dB peuvent être obtenues.La omplexité du SB-Stak paramétré est ependant plus faible que le Stak original grâe à ladélimitation de la région de reherhe à l'intérieur de la sphère.



3.3. Le déodeur SB-Stak 61

8 12 16 20 24 28 32
RSB (dB)

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

T
E

B

ZF-DFE
SB-Stack, b=10
SB-Stack, b=1
SB-Stack, b=0.5
SB-Stack, b=0.1
SB-Stack, b=0.05
SB-Stack, b=0.02
SB-Stack, b=0.01
SB-Stack, b=0 (ML)

(a)

8 12 16 20 24 28 32
RSB (dB)

205

210

215

220

225

230

C
om

pl
ex

ite

SB-Stack, b=10
SB-Stack, b=1
SB-Stack, b=0.5
SB-Stack, b=0.1
SB-Stack, b=0.05
SB-Stack, b=0.02
SB-Stack, b=0.01
SB-Stack, b=0 (ML)

(b)Figure 3.6 � Performanes et omplexités du déodeur SB-Stak en fontion du biais



62 3. Déodeur Stak modifié3.4 Comparaison du SB-Stak ave les déodeurs de réseaux depointsAprès avoir présenté l'algorithme SB-Stak, nous nous proposons dans la suite de le ompareraux déodeurs existants dans la littérature. Nous avons vu que et algorithme utilise la région dereherhe du SD tout en gardant la stratégie de reherhe du Stak original. Nous nous basonsalors dans notre étude sur es di�érents déodeurs.3.4.1 Comparaison du SB-Stak et du déodeur Stak originalComparaison en nombre de noeuds parourusLe prinipe du déodeur Stak original et le déodeur SB-Stak est de herher le point le plusprohe du point reçu. Comme nous l'avons vu préédemment, la stratégie de reherhe dansl'arbre reste la même. De point de vue performanes, tous les deux permettent de retrouver lasolution ML. Toutefois, la di�érene majeure entre es algorithmes est l'arbre onsidéré.En e�et, pour le déodeur Stak, l'arbre est onstitué par toutes les ombinaisons possiblesdes symboles d'informations s de la onstellation onsidérée. A haque niveau de l'arbre, lesomposantes du veteur sont dé�nis par :
cmin ≤ si ≤ cmax (3.9)La taille de l'arbre et par onséquent la omplexité de la phase de reherhe dépend de laonstellation hoisie. Par exemple, pour une onstellation q − QAM , haque noeud de l'arbregénère k = log2 (q) noeuds �ls. Par ontre, le déodeur SB-Stak permet de réduire la reherhedans une sphère au lieu de herher dans toute la onstellation. Les omposantes sont dé�niesdans e as dans l'intervalle (3.8). En tenant ompte de ette nouvelle ontrainte, l'arbre estuniquement onstitué des points les plus prohes du veteur reçu. L'algorithme SB-Stak permetd'éarter tous les points qui se trouvent à une distane supérieure au rayon de la sphère. Pourla même onstellation utilisée, l'arbre est ii moins dense et la reherhe est don moins omplexe.Dans la �gure 3.7, nous avons traé le nombre total de noeuds parourus par les deux algo-rithmes en fontion du rapport signal à bruit pour un système MIMO 4 × 4 utilisant le multi-plexage spatial et les onstellations 16 − QAM et 64 − QAM . Nous pouvons véri�er pour lesdeux as que le déodeur SB-Stak permet de parourir moins de noeuds que le Stak original. Legain en nombre de noeuds visités est en moyenne de l'ordre de 60% pour la 16-QAM. Pour une64-QAM, il est de l'ordre de 80%. On déduit don que plus la taille de la onstellation augmente,plus il est intéressant d'utiliser le déodeur SB-Stak.
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(b) 64-QAMFigure 3.7 � Comparaison du nombre de noeuds parourus par les déodeurs Stak et SB-Stak



64 3. Déodeur Stak modifiéComparaison en omplexité de alulEn ajoutant la ontrainte que les noeuds parourus doivent appartenir à la sphère, le déodeurSB-Stak doit aluler les bornes inférieures et supérieures de haque noeud généré. Le aluldu noeud dans l'algorithme SB-Stak néessite plus d'opérations que dans le déodeur Stak.En outre, es bornes sont stokées dans la pile pour aluler les intervalles de reherhe pourles niveaux suivants. Le déodeur SB-Stak stoke alors plus d'informations et requiert plus demémoire.Toutefois, la rédution importante du nombre de noeuds visités permet de ompenser ette om-plexité rajoutée.En onsidérant le même système que préédemment, nous avons représenté dans la �gure3.8, la omplexité dé�nie par le nombre d'opérations de multipliation néessairs dans les deuxalgorithmes.Nous notons que le gain en omplexité du SB-Stak par rapport au déodeur Stak est de 46%dans le as d'une onstellation 16−QAM et de 78% pour la onstellation 64−QAM .Ce pourentage est la moyenne des gains obtenus pour les di�érents RSB onsidérés. Nous no-tons qu'il est légèrement inférieur au gain alulé pour le nombre de noeuds parourus donnépréédemment.
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(b) 64-QAMFigure 3.8 � Comparaison des omplexités des déodeurs Stak et SB-Stak



66 3. Déodeur Stak modifié3.4.2 Comparaison du déodeur SB-Stak et du SDSimilairement au SD, l'algorithme SB-Stak réduit la reherhe du point le plus prohe à l'inté-rieur d'une sphère entrée sur le point reçu. Les deux algorithmes onsidèrent alors les mêmespoints du réseau. Toutefois, ils di�érent dans la stratégie de parours de es points.Stratégies de paroursPour haque omposante si du veteur s, le SB-Stak parourt l'intervalle Ii = [binf,i, bsup,i]de bout en bout. Le noeud dans la pile ave la plus faible métrique est séletionné et tous sesnoeuds �ls générés. Cette stratégie orrespond don à la stratégie de reherhe BeFS. Le noeudséletionné peut être à un niveau di�érent du niveau ourant i et l'algorithme peut retourner àun niveau supérieur dans l'arbre.Le SD parourt, pour haque omposante, le même intervalle Ii mais séletionne le premiernoeud valide si orrespondant à binf,i. Celui-i sera alors étendu à la prohaine itération ettous ses noeuds �ls alulés jusqu'à atteindre la base de l'arbre (niveau 1). Une fois un hemin
s(1) = (sn, sn−1, . . . , s1) est trouvé, l'algorithme met à jour le rayon de la sphère et l'algorithmeest repris en onsidérant une sphère plus petite. Cette stratégie orrespond à la stratégie DFS.L'ordre de parours n'est don pas le même pour les deux algorithmes.Comparaison des omplexitésLa méthode de reherhe BeFS étant plus optimale que la méthode DFS, nous pouvons noter quele déodeur SB-Stak permet, grâe à sa stratégie de reherhe, de parourir moins de noeudsque le SD. Bien que les deux déodeurs onsidèrent la même région de reherhe, le SB-Stakpermet d'avoir des omplexités inférieures à elles du SD.Dans la �gure 3.9, nous avons traé la omplexité en nombre de noeuds parourus pour unsystème MIMO utilisant une onstellation 64 − QAM en onsidérant di�érentes dimensions dusystème. Nous onstatons que le SB-Stak permet d'avoir un gain moyen minimal de 57% parrapport au SD. Nous notons que e gain est d'autant plus important que la dimension du systèmeaugmente. Il est égal à 57%, 63% et 70% respetivement pour les systèmes MIMO 2 × 2, 4 × 4et 6× 6.Ce gain est en partiulier observé à faibles RSB. En e�et, les noeuds ayant des poids trèsprohes, les deux algorithmes testent alors plus de noeuds. Par onséquent, le gain umulé estplus important.
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() 6x6Figure 3.9 � Comparaison du nombre de noeuds parourus par le SD et le SB-Stak pourdi�érentes dimensions du système MIMO
Cependant, pour un noeud généré, le déodeur SB-Stak e�etue plus d'opérations arithmé-tiques que le SD. Toutefois, la omplexité totale reste inférieure à elle du SD et ei grâe à larédution du nombre de noeuds parourus.Ce résultat est véri�é dans la �gure 3.10 où nous avons présenté la omplexité alulée ennombre d'opérations de multipliation. Le SB-Stak permet d'obtenir un gain moyen d'au moins30% par rapport au SD pour le as d'un système MIMO 2× 2. Nous véri�ons également que egain augmente ave la taille du réseau.
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() 6x6Figure 3.10 � Comparaison des omplexités des déodeurs SD et SB-Stak pour di�érentesdimensions du système MIMO
3.5 Appliation du déodeur SB-Stak au déodage à sorties souplesNous avons proposé préédemment un nouvel algorithme séquentiel pour le déodage des sys-tèmes MIMO. Par omparaison aux déodeurs existants, nous avons montré que et algorithmeprésente une omplexité plus réduite tout en gardant les performanes ML. Ce déodeur SB-Stak a été proposé dans le as d'un déodage à sorties dures (Hard deoding).Toutefois, pour un système utilisant un odage de anal, tels que les Turbo odes [45℄, lesodes LDPC [46℄ et les odes onvolutifs [47℄, le déodeur MIMO à sorties binaires (dures)est remplaé par un déodeur de odes orreteurs d'erreurs à sorties pondérées (souples) a�nd'augmenter le gain apporté par le odage. Le déodeur SB-Stak utilisé en amont doit danse as être adapté a�n de fournir des sorties souples. Nous nous proposons dans ette partie



3.5. Appliation du déodeur SB-Stak au déodage à sorties souples 69d'apporter les modi�ations néessaires au déodeur SB-Stak préédent pour satisfaire etteontrainte. Nous ommençons d'abord par donner le prinipe du déodage à sorties souples.3.5.1 Prinipe du déodage à sorties souplesLe déodage � hard � ou à sorties dures onsiste à retourner à la sortie du déodeur une valeurestimée du symbole transmis en utilisant un seuillage. Le déodage souple permet, quant à lui, deretourner une information sur la probabilité de réalisation de haque bit. En général, le déodagesouple peut être réalisé en utilisant la notion de probabilité aposteriori (APP : aposteriori pro-bability). Le prinipe onsiste à maximiser la probabilité d'un bit donné et le APP est souventexprimé en taux de vraisemblane logarithmique (LLR : Log-Likelihood-Rate). Par la suite, unseuillage est réalisé sur le signe du LLR alulé. Si le LLR est positif, le bit déodé bi est alorségal à 1, sinon le bit déodé est égal à 0.Le taux de vraisemblane logarithmique LLR d'un bit donné est dé�ni par :
LLR(bi) = log

Pr (bi = +1/y,M)

Pr (bi = 0/y,M)
(3.10)

y étant le veteur reçu et M la matrie du anal équivalente (équation 1.22).Le déodeur SB-Stak à sorties dures sera modi�é a�n de donner en sortie une liste de solutionsau lieu d'une seule solution.Dé�nissons par Di,+1 la liste des points trouvés tels que le ime bit vaut 1 et Di,0 la liste despoints trouvés tels que le ime bit vaut 0. Chaque point trouvé dans la liste est démodulé pourobtenir le veteur de bits b. En utilisant le théorème de Bayes et en assumant que les bits bi sontéquiprobables, l'expression préédente peut s'érire sous la forme :
LLR(bi) = log

∑

b∈Di,+1
Pr (y/b,M)

∑

b∈Di,0
Pr (y/b,M)

(3.11)En onsidérant un bruit blan de distribution Gaussienne, nous pouvons réérire l'équationpréédente en :
LLR(bi) = log

∑

b∈Di,+1
e−

1

σ2 ‖y−M ·s(b)‖2

∑

b∈Di,0
e−

1

σ2 ‖y−M ·s(b)‖2
(3.12)

s (b) est le veteur symbole d'information qui ontient 1 ou 0 à la omposante i. Étant donnéque w est un bruit blan Gaussien, nous pouvons appliquer l'approximation max-log [48℄ :
LLR(bi) ≈ max

b∈Di,+1

{

− 1

σ2
‖y −M · s (b)‖2

}

− max
b∈Di,0

{

− 1

σ2
‖y −M · s (b)‖2

} (3.13)
=

1

σ2

[

min
b∈Di,0

‖y −M · s (b)‖2 − min
b∈Di,+1

‖y −M · s (b)‖2
]En se basant sur la maximisation de (3.13), plusieurs algorithmes de déodage ont été pro-posés. Dans la suite, nous itons les algorithmes les plus utilisés.



70 3. Déodeur Stak modifié3.5.2 Prinipaux algorithmes de déodage à sorties souplesAlgorithme de SD à sorties souples (List Sphere Deoder - LSD)A l'instar du SD à sorties dures, le prinipe de et algorithme est de onsidérer les points duréseau à l'intérieur d'une sphère de rayon �xé C [49℄. Toutefois, le déodeur à sorties dures re-tourne une seule solution qui orrespond au point de la sphère le plus prohe du veteur reçu. Parontre, le déodeur LSD retourne une liste omprenant tous les points se trouvant à l'intérieurde la sphère. Cette sphère ontient néessairement la solution ML du déodeur Hard.Toutefois, la taille de la liste dépend de la valeur du rayon hoisi. Si le rayon est très petit,la liste est vide, si le rayon est grand la liste ontient tous les points à la distane C. La taille dela liste n'est don pas stable, e qui peut a�eter le alul des LLR.Dans [49℄, une solution a été introduite. Elle onsiste à �xer le nombre de points retournés, noté
Np. Le rayon qui permet de générer es Np points est donné par la formule :

C = 2σ2ζNp − y†
(

I −H
(

H†H
)−1

H†
)

y (3.14)tel que ζ > 1 est alulé par un intervalle de on�ane de façon à avoir le point orret dansla sphère de rayon C. La taille de la liste est don onstante à haque itération et elle ontientles Np points les plus prohes parmi tous les points de la sphère. Pour haque liste, l'algorithmealule le LLR orrespondant à haque bit selon (3.13).Algorithme modi�é du SD à sorties souples (Shifted SD - SSD)Cet algorithme ommene par herher la solution ML (elle-i peut être donnée par le SD àsorties dures) et retourne tous les points du réseau autour du point ML. Pratiquement, eionsiste à entrer la sphère autour du point ML au lieu du veteur reçu.
Sphère centrée sur le point ML

Point ML

Point reçu

Sphère centrée sur le point reçuFigure 3.11 � Sphères entrées sur le point reçu et sur le point MLEn général, le point reçu est en dehors de la onstellation. Le SD entré sur le point reçuparourt plusieurs points n'appartenant pas à la onstellation. En entrant la sphère sur le pointML, l'algorithme permet d'énumérer de meilleurs andidats et ainsi d'obtenir une meilleure es-timation du LLR.



3.5. Appliation du déodeur SB-Stak au déodage à sorties souples 71De la même manière que le LSD, un rayon est �xé a�n d'avoir une taille stable de la liste despoints trouvés. Ce rayon est donné par la formule [50℄ :
C ≈

(

Np × vol(Λ)

V

)
1

n (3.15)ave vol(Λ) = |det (M)|, M étant la matrie génératrie du réseau Λ et V = πn

n .Il est lair que le déodage à sorties souples néessite une omplexité nettement plus impor-tante et un temps de déodage plus grand. Dans la suite, nous proposons un algorithme basé surle SB-Stak o�rant un déodage à sorties souples sans pour autant ajouter une grande omplexitéau déodage par rapport au déodeur à sorties dures.3.5.3 Algorithme SB-Stak à sorties souplesCet algorithme est une extension de l'algorithme SB-Stak proposé dans la première partie. Nousavons vu que le prinipe des déodeurs à sorties souples onsiste à générer une liste de andidatspour pouvoir aluler les LLR.Le déodeur SB-Stak à sorties dures permet grâe à l'utilisation d'une pile, de stoker tous lespoints parourus dans l'arbre. En observant la pile, nous avons noté que l'algorithme a généré plu-sieurs andidats (un andidat est un hemin omplet de longueur n dans l'arbre s = (sn, . . . , s1))avant de retourner la solution ML orrespondant à la plus faible métrique.Il est alors judiieux d'exploiter tous es points. A haque fois qu'un andidat est trouvé, ilest stoké dans une deuxième pile. A la �n de l'algorithme, le point en tête de la deuxième pilereprésente alors le point ML et les points suivants sont suessivement les points les plus prohes.Nous obtenons ainsi une liste de andidats au lieu d'une seule solution sur lesquels nouspouvons aluler les LLR. Ainsi, l'algorithme à sorties dures peut failement être modi�é pourproduire des sorties souples par le simple ajout d'une deuxième pile.Nous proposons deux onditions d'arrêt pour l'algorithme SB-Stak :
• une ondition sur la taille de la liste retournée : dans e as, nous �xons un nombre Npde andidats souhaités. Np est hoisi au début de l'algorithme. A la sortie du déodeurSB-Stak à sorties dures, si la deuxième pile ontient Np points, l'algorithme prend �n.Sinon, l'algorithme SB-Stak est repris jusqu'à avoir Np andidats.
• une ondition sur le poids des andidats retournés : nous �xons une borne supérieure pourles poids des andidats retenus dans la liste : l'algorithme ne doit générer que les pointsayant des poids inférieurs à ette borne. Dans e as, l'algorithme s'arrête lorsque le poidsdu noeud en tête de la première pile est supérieur à ette borne. Il faut noter ependant queette deuxième méthode dépend de la ontrainte hoisie et ne retourne pas néessairementle même nombre de points à haque itération.Dans l'objetif d'avoir la omplexité la plus stable possible, nous allons utiliser la premièreméthode pour la onstrution de la liste des andidats.



72 3. Déodeur Stak modifié3.5.4 Comparaison du SB-Stak à sorties souples ave les déodeurs à sortiessouples existantsL'avantage du déodeur SB-Stak proposé est qu'il permet de générer la liste de points en onti-nuant l'exéution de l'algorithme à sorties dures, e qui permet de ne pas rajouter une grandeomplexité pour onstruire la liste. Par ontre, les déodeurs LSD et SSD sont reommenés àhaque fois pour former ette liste.En outre, nous pouvons noter que la liste retournée par l'algorithme SB-Stak ontient lesmeilleurs andidats puisque l'algorithme retourne une liste ordonnée. Les Np points générés sontsuessivement les points les plus prohes du point ML, e qui n'est pas le as pour les déodeursLSD et SSD. Ainsi, le SB-Stak permet d'obtenir les performanes les plus optimales parmi esdéodeurs.Pour illustrer ei, nous onsidérons un système 2× 2 utilisant un ode onvolutif de rende-ment R = 1
2 de polyn�me générateur (7,5) suivi d'un multiplexage spatial. Nous onsidérons unetrame formée par 200 bits modulés par une modulation 4-QAM. A la réeption, un déodage deViterbi est appliqué à la sortie du déodeur MIMO onsidéré. Les di�érents déodeurs MIMOque nous omparons sont le LSD, le SSD et le SB-Stak souple.Dans la �gure 3.12.a, nous traçons le taux d'erreur par bit en utilisant les di�érents déodeursà sorties souples ités plus haut. Nous onsidérons pour ei que es derniers génèrent une listede Np = 6 andidats. Nous pouvons noter que le déodeur SB-Stak permet d'avoir de meilleuresperformanes que les déodeurs SSD et LSD et un gain moyen de 1dB et 2dB respetivement. Lesperformanes que nous obtenons sont sous-optimales, pour avoir les performanes du déodeurexhaustif, il su�t de onsidérer une liste plus grande.Dans la �gure 3.12.b, nous traçons la omplexité des di�érents algorithmes en nombre d'opé-rations de multipliation. Nous observons que le déodeur SB-Stak permet d'avoir un gain enomplexité par rapport au déodeur SSD. Toutefois, le LSD présente la omplexité la plus faiblemais les performanes les moins bonnes. Cependant, il est à noter que le déodeur proposé pré-sente une omplexité quasi-onstante par rapport aux autres déodeurs e qui est intéressantd'un point de vue pratique a�n d'avoir un délai de déodage stable.
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(b)Figure 3.12 � Comparaison des performanes du SB-Stak et des prinipaux déodeurs à sortiessouples existants



74 3. Déodeur Stak modifié3.6 ConlusionDans e hapitre, nous avons proposé d'appliquer le déodage séquentiel utilisant l'algorithmeStak pour le déodage des réseaux de points. Nous avons ommené par donner une premièreapprohe en se basant sur le alul du point Babai. Nous avons vu que elle-i présente desomplexités d'autant plus importantes que les performanes sont meilleures. Nous avons alorsproposé un deuxième algorithme que nous avons appelé SB-Stak. Ce dernier permet de ombi-ner la région de reherhe du SD ave la stratégie de reherhe du déodeur Stak. Nous avonsmontré que le SB-Stak permet d'avoir une omplexité réduite tout en ayant les performanes ML.Par la suite, nous avons proposé une deuxième version du déodeur SB-Stak. Ce déodeurpermet grâe à la stratégie de reherhe du Stak de générer des sorties souples tout en gardantune omplexité raisonnable. De plus, nous avons montré que elui-i permet d'atteindre lesmeilleures performanes par rapport aux di�érents déodeurs à sorties souples existants.



75
Chapitre 4Déodage adaptatif pour les systèmesMIMO
4.1 IntrodutionComme présenté dans les hapitres préédents, plusieurs déodeurs ont été proposés pour le dé-odage des systèmes MIMO. Ces déodeurs peuvent être lassés en deux groupes : les déodeursoptimaux tels que le déodeur par sphères, la stratégie de Shnorr-Euhner, le déodeur Stak etle SB-Stak et les déodeurs sous-optimaux tels que le ZF, MMSE, DFE.La omplexité des algorithmes de déodage représente un ritère majeur quant à leur implé-mentation pratique. Un deuxième ritère est aussi important en pratique, à savoir la omplexitévariable en fontion du RSB et de la réalisation du anal. Nous nous proposons dans e hapitrede traiter e ritère. Pour ela, nous proposons un déodeur adaptatif.Dans la littérature, il existe plusieurs travaux utilisant l'idée de l'adaptation. Nous om-mençons alors par présenter di�érents shémas d'adaptation existants. Puis, nous dé�nissons ledéodeur adaptatif que nous proposons ainsi que les ritères de séletion onsidérés. Une implé-mentation pratique de e déodeur sera donnée par la suite et ses performanes étudiées.4.2 Prinipaux shémas d'adaptation existantsLes systèmes MIMO permettent théoriquement d'aroitre la apaité et le gain de diversité parrapport aux systèmes SISO [51℄, [52℄. Toutefois, les performanes des systèmes MIMO dépendentdes onditions du anal de transmission. Pour maintenir une qualité de servie (QoS), les para-mètres de transmission (tels que la puissane à l'émission, le débit binaire, la modulation, et)sont ajustés au as du anal le plus défavorable. Cependant, ei onduit à une sous-utilisationdes ressoures du anal dans les as de transmissions favorables.Pour palier à e problème, des tehniques d'adaptation ont été proposées dans la littérature.Les plus utilisées sont le ontr�le de puissane, la modulation et le odage adaptatifs ainsi quel'adaptation par séletion d'antennes.



76 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMO4.2.1 Contr�le de puissaneC'est l'une des tehniques majeures introduites dans le WCDMA [53℄. L'idée est d'augmenter lapuissane de transmission quand la qualité du signal reçu est faible et de diminuer la puissanede transmission quand la qualité en réeption atteint un seuil donné. Cei permet une ommuni-ation �able entre l'émetteur et le réepteur. Ainsi la tehnique de ontr�le de puissane réduitles interférenes ausées par une puissane trop importante et la apaité du système est ainsiaugmentée.4.2.2 Modulation et odage adaptatifs (AMC)Au lieu de garder une qualité de signal onstante au niveau du réepteur, on peut hanger lesparamètres du système (le type de modulation et le taux de odage) de telle façon que le plusd'informations soit transmis lorsque l'état du anal est bon et le moins possible lorsque le analest dégradé. Cette tehnique est appelée la modulation et odage adaptatifs. Elle est utiliséenotamment en WIMAX et en UMTS.Par exemple, dans le as des nouveaux terminaux mobiles supportant la tehnologie HSDPA[54℄, les modulations disponibles sont la QPSK et la 16-QAM. La modulation 16-QAM présente 4bits/symbole au lieu de 2 bits/symbole pour la modulation QPSK. Le débit est alors augmenté defaçon signi�ative. Toutefois, il faut noter que l'utilisation d'une modulation de grande taille estaompagnée d'une plus grande omplexité dans les terminaux, qui doivent estimer l'amplitudedes symboles reçus. Cette estimation d'amplitude est néessaire pour séparer tous les points de laonstellation. Étant donné que ette estimation devient plus di�ile lorsque la qualité du signalreçu est mauvaise, il est alors plus judiieux d'utiliser la modulation QPSK dont la onstellationest moins dense.La déision d'une transmission en 16-QAM ou en QPSK est faite dans le réseau en utilisantun indiateur de qualité de anal (CQI : Channel Quality Indiator) mesuré par le mobile ettransmis à la station de base. La séletion de l'une ou l'autre des modulations se fait en fontionde la valeur du CQI :
• Si le anal est marqué omme bon, on utilisera la modulation 16-QAM qui o�re un meilleurdébit mais plus de tolérane aux erreurs.
• Si le anal est dégradé, on utilisera la modulation QPSK, plus robuste ontre les erreurs.De plus, le terminal peut se voir attribuer un taux de odage de 1/4 à 3/4 selon le odeutilisé. En ombinant les di�érents types de modulation, le taux de odage, plusieurs ombinai-sons, appelées également shémas de modulation et de odage (Modulation and Coding Sheme- MCS) sont possibles.Par exemple, pour un utilisateur prohe de la station de base, les e�ets d'évanouissements dusau anal de transmission sont minimes. La station lui alloue alors la meilleure ombinaison, àsavoir, une modulation 16-QAM ave un taux de odage de 3/4. Dans e as, il béné�ie dudébit maximal de 10.7 Mbits/s. Cette ombinaison peut varier en fontion du signal reçu. Paronséquent, la station de base a la responsabilité de séletionner l'algorithme de modulation etde odage approprié.



4.2. Prinipaux shémas d'adaptation existants 77Le tableau (4.1) illustre di�érents MCS proposés par le 3GPP dans la Release 5 (UMTS)pour le lien desendant (station de base vers terminal mobile) utilisant la tehnologie HSDPA.
Modulation

Taux de
codage 10 codes 15 codes5 codes

MCS 

600 kbps

1.2 Mbps

1.8 Mbps 3.6 Mbps

2.4 Mbps

1.2 Mbps 1.8 Mbps

3.6 Mbps

5.4 Mbps

1/4

2/4

3/4

QPSK

1

2

3

4

5
16−QAM

2/4

3/4

2.4 Mbps

3.6 Mbps

4.8 Mbps

7.2 Mbps

7.2 Mbps

10.7 Mbps

Débit maximal

Table 4.1 � Shémas de modulation et de odage MCS pour le lien desendant dans la tehnologieHSDPA4.2.3 Séletion d'antennesL'utilisation de plusieurs antennes à l'émission et à la réeption implique une plus grande om-plexité au niveau du réepteur a�n de séparer les di�érents �ux issus des diverses antennes.La séletion d'antennes est une tehnique qui permet de réduire la omplexité et le oût des sys-tèmes MIMO tout en gardant le gain de diversité apporté par l'utilisation de toutes les antennes[55℄.Le prinipe de ette tehnique est de séletionner un ensemble d'antennes émettries et réep-tries parmi toutes les antennes disponibles. Seules es antennes sont ativées, les autres restentinatives. Pour un système à M antennes en émission et N antennes en réeption, notons respe-tivement par m et n le nombre d'antennes émettries et réeptries atives et p le nombre totald'antennes atives. Dans e as, la anal assoié est noté par Hp = H (1 : n,1 : m).
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Figure 4.1 � Tehnique de séletion d'antennes dans un système MIMOLa séletion peut se faire selon di�érents ritères en fontion de la qualité du anal de trans-mission.



78 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMOCritère de minimisation de la probabilité d'erreurPour haque ombinaison de p antennes, aluler la probabilité d'erreur assoiée et hoisir lameilleure ombinaison d'antennes qui minimise ette probabilité.Critère de maximisation du RSBDans [56℄, l'adaptation est appliquée en séletionnant l'ensemble d'antennes de transmission quimaximise le rapport signal à bruit. Ce shéma d'adaptation est proposé dans le as d'utilisationd'un déodeur linéaire (MMSE ou ZF). Le nombre d'antennes en réeption est onstant.Notons par G la matrie d'égalisation onsidérée. Elle est égale à la matrie du �ltre MMSEou ZF. Le RSB est alulé selon l'expression :
RSBk =

Es |g∗khk|
2

mN0 ‖gk‖2 + Es

∑

j 6=k

|g∗khj |2ave gk est la kme ligne de G et hk est la kme olonne de Hp, Es représente l'énergie totaletransmise et N0 est la variane du bruit.Pour tout ensemble d'antennes de transmission, l'algorithme d'adaptation alule la matrie
G et le RSB orrespondant et hoisit l'ensemble qui maximise le RSB minimal.Critère de la apaitéCe ritère tient ompte de la apaité instantanée du anal. Pour tout ensemble de p antennes,aluler la apaité instantanée donnée par [52℄ :

Cp
inst = log det

(

Im +
Es

mN0
H†

pHp

)Dans e as, le meilleur ensemble est elui qui donne la apaité la plus grande [56℄.Critère de minimisation de la distane eulidienneCe ritère a été présenté dans [57℄. Les auteurs ont onsidéré que la probabilité d'erreur dusystème MIMO utilisant une modulation q-QAM est bornée par :
Pe ≤

(

2nb − 1
)

Q

(

dcmin

2
√
N0

)où b = log2 (q) est le nombre de bits par symbole. Dans e as, le ritère vise à minimiser etteborne supérieure de la probabilité. Autrement, e ritère onsiste à hoisir l'ensemble d'antennesmaximisant la distane eulidienne de la onstellation, notée par dcmin. Cei implique de aluler
2n·b−1

(

2n·b − 1
) distanes. Les résultats de simulations montrent que e ritère permet d'avoirde meilleures performanes que le ritère préédent [57℄, toutefois, il présente une omplexité trèsélevée. Par exemple, pour un système MIMO à 2 antennes à l'émission utilisant une onstellation16-QAM, 65280 distanes doivent être alulées.



4.2. Prinipaux shémas d'adaptation existants 794.2.4 Déodage adaptatifDans la plupart des shémas existants, l'adaptation est appliquée au niveau de l'émetteur a�nd'augmenter l'e�aité spetrale et de garantir une ertaine qualité de servie (QoS). Danstous es shémas, le réepteur reste inhangé. Toutefois, le hoix du déodeur adéquat permetégalement d'optimiser les performanes globales du système.Réemment, deux réepteurs adaptatifs ont été proposés. Tous deux sont dé�nis dans le asd'une transmission multi-utilisateurs. Le premier est basé sur le alul du rapport signal plus in-terférenes sur bruit (SINR) et le deuxième est basé sur le alul du nombre de onditionnementde la matrie du anal hoisie.Déodage adaptatif selon le SINRCet algorithme est présenté dans [58℄, [59℄ dans le ontexte d'une transmission DS-CDMA pourle lien desendant. Il permet de basuler entre le déodeur RAKE et le déodeur LMMSE (LinearMMSE).L'algorithme permet de aluler le SINR orrespondant à l'utilisation de haque déodeur selonla formule donnée en [58℄. Les déodeurs dont le SINR est inférieur à une valeur seuil SINRtargetsont éartés. Le déodeur séletionné est le déodeur le moins omplexe parmi eux retenus.Ce déodeur est très intéressant puisqu'il permet à la fois de répondre à la QoS souhaitéeave la plus faible omplexité possible o�rant un ompromis performane-omplexité.Déodage adaptatif selon le nombre de onditionnementA�n de mesurer la qualité du anal de transmission, plusieurs ritères ont été proposés. Dans [58℄,ette mesure est donnée par l'estimation du rapport SINR. Réemment dans [60℄, les auteursont introduit une nouvelle mesure qui onsiste au nombre de onditionnement. Pour une matriedu anal H, le nombre de onditionnement est égal au rapport de la plus grande valeur propresur la plus petite valeur propre de la matrie :
δ (H) =

λmax

λmin
,Si δ est prohe de 1, on dit que la matrie de anal est bien-onditionnée. Par ontre, si

δ >> 1, on dit que la matrie de anal est mal onditionnée e qui orrespond à un anal trèsperturbé.Le nombre de onditionnement peut alors indiquer sur la �abilité de transmission sur un analdonné. Dans [60℄, les auteurs ont démontré que la minimisation du nombre de onditionnementest équivalente au ritère de minimisation de l'erreur quadratique moyenne. Toutefois, il estdi�ile de statuer sur la qualité du anal pour des valeurs intermédiaires de δ.Dans [61℄, un algorithme de déodage est basé sur la mesure du anal de transmission. Si leanal est perturbé, on utilise un déodeur puissant pour avoir les performanes souhaitées. si leanal est bon, un déodeur peu robuste est alors utilisé. Le but est de garder une QoS onstante.



80 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMO4.3 Déodage adaptatif proposé4.3.1 PrinipeNous proposons ii d'appliquer le même prinipe que les déodeurs adaptatifs. Disposant de plu-sieurs déodeurs dans le terminal réepteur, notre but est de séletionner le déodeur o�rant laQoS souhaitée ave le minimum de omplexité.Pour les systèmes pratiques, il est aussi important d'avoir une omplexité et un temps dedéodage onstants en partiulier pour les appliations temps réel telle que la TV numérique.Pour des as de mauvaises transmissions, le déodage néessite ependant un délai de déodagelong. L'idée ii est de déteter es as défavorables et appliquer le déodeur approprié permettantde réduire e délai.Contrairement aux déodeurs adaptatifs que nous avons ités préédemment où le but est degarder une QoS onstante, notre objetif est d'avoir une omplexité onstante.Pour appliquer le déodage adaptatif, nous avons d'abord besoin de dé�nir les ritères de séletionqui permettent de hoisir entre l'un ou l'autre des déodeurs disponibles. Dans la suite, nousproposons trois ritères de séletion.4.3.2 Critères de séletionA�n de séletionner le déodeur le plus adéquat, nous devons à la fois tenir ompte de la qualitédu anal de transmission et des performanes globales souhaitées. Dans la suite, le premier ritèreque nous proposons permet de répondre à la première exigene et le seond permet de garantirla QoS demandée. A�n d'améliorer la séletion, nous proposons de ombiner ensuite es deuxritères.Séletion selon la qualité du anal de transmissionEn onsidérant le déodage ML tels que le SD et le déodeur SB-Stak, nous avons remarqué quedans ertains as, la phase de reherhe néessite un temps très long pour onverger sans pourautant donner la bonne solution. Ces as orrespondent à de mauvaises réalisations du anal detransmission. Comme première approhe, on peut arrêter le déodage ML après un ertain délaiseuil �xé et le ompléter par une simple détetion ZF ou ZF-DFE. Cei engendre ependant demauvaises performanes.A�n d'éviter e problème, nous proposons dans es as d'utiliser le déodage sous-optimala�n d'éviter un temps de déodage long et par la suite une omplexité importante. Pour déteteres as défavorables de réalisations du anal, une mesure �able de la qualité de transmission peutêtre donnée par la apaité instantanée du anal. Celle-i orrespond à la quantité d'informationqui peut être transmise sur le anal H sans erreurs [62℄. Elle est dé�nie par :
C(H) = log2 det

(

In +
RSB

n
HHt

)Dans la �gure 4.2, nous avons traé la apaité instantanée du anal pour di�érents rapportssignal sur bruit.
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Figure 4.2 � Capaité d'un système MIMO utilisant une onstellation 4-QAMNous appelons probabilité de oupure du anal Pout la probabilité donnée par :
Pout(R) = Pr {C(H) < R}tel que R représente le rendement du système. Nous distinguons deux as :

• Si C(H) < R : le anal est dans la région de oupure. Dans e as, le anal est quali�é demauvais, il est don impossible de déoder le veteur transmis sans erreurs même en utilisantun déodeur ML. Pour avoir une omplexité faible, il est plus judiieux par onséquentd'utiliser un déodeur sous-optimal ayant une faible omplexité.
• Si C(H) ≥ R : le anal peut transmettre le signal sans erreurs. A�n d'augmenter lesperformanes du système, nous utilisons un déodeur plus robuste, dans e as le déodeurML.Par la suite, à haque transmission, le déodeur adaptatif alule la apaité instantanée

C(H) et séletionne le déodeur adéquat selon que l'on est ou pas dans la région de oupure.Dans la �gure 4.3.a, nous avons représenté respetivement les performanes du déodeuradaptatif (noté Seletion/Pout) appliqué au système MIMO 4 × 4 utilisant une onstellation16-QAM. Dans e as, le déodeur adaptatif basule entre le déodeur SB-Stak (qui représentedans e as le déodeur ML) et le déodeur sous-optimal ZF-DFE (équivalent au SB-Stak aveune grande valeur du biais, exemple b=10). Nous observons que le déodeur adaptatif permetd'avoir des performanes qui sont à 3dB au maximum de ML. Toutefois, à partir d'un RSB égalà 20dB, les performanes obtenues sont très prohes du ML et onvergent vers ML. En e�et, àpartir de ette valeur, le anal est rarement dans la région de oupure, le déodeur ML est donquasiment utilisé tout le temps.Cependant, nous observons à partir de la ourbe 4.3.b, que la omplexité obtenue par ledéodeur adaptatif est largement réduite par rapport au ML, en partiulier pour les RSB faibles(<10 dB) alors que les pertes en taux d'erreur par bit ne dépassent pas 2dB. De plus, etteomplexité est quasi-onstante. Cela signi�e que le déodage adaptatif proposé présente une



82 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMOaratéristique très intéressante de point de vue pratique ; il permet d'avoir quasiment le mêmedélai de déodage quelle que soit la valeur du RSB onsidérée.
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(b)Figure 4.3 � Performane et omplexité du déodeur adaptatif basé sur le ritère de la qualitédu anal de transmission pour un système MIMO 4× 4 utilisant une 16-QAM
Cei est véri�é par la �gure 4.4, où nous avons traé le temps de déodage pour le déodeurML et elui du déodeur adaptatif en fontion des réalisations du anal pour un RSB égal à12dB. Nous obtenons un délai de déodage quasi-onstant lorsqu'on applique l'adaptation alors



4.3. Déodage adaptatif proposé 83qu'il est très variable dans le as du ML. En e�et, e qui explique e délai onstant est que l'adap-tation permet d'éliminer tous les as de transmissions défavorables où C(H) < R. Toutefois, lesquelques pis qui persistent sont dus aux as limites où la valeur de C(H) est égale ou prohede R.
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Figure 4.4 � Temps de déodage pour di�érentes réalisations du anal (10000 itérations) pourun système MIMO 4× 4 utilisant une 16-QAM à RSB=12dBSéletion selon les spéi�ations systèmeA�n de garantir une bonne QoS omme dans les shémas adaptatifs existants, nous proposonsde séletionner le déodeur qui permet de répondre aux spéi�ations système souhaitées.Nous établissons pour ela une table de probabilité d'erreurs seuils pour haque plage deRSB. Dans le tableau i-dessous, nous illustrons un exemple de spéi�ations système qui orres-pondent à es probabilités d'erreurs souhaitées. Le déodeur séletionné est alors elui qui permetd'atteindre es performanes parmi tous les déodeurs disponibles. Si plusieurs déodeurs per-mettent d'atteindre le taux d'erreur demandé, le déodeur séletionné est elui qui o�re la plusfaible omplexité.Le but de e ritère est de garantir une qualité de servie seuil. Toutefois, e ritère d'adapta-tion ne permet pas de séletionner de manière instantanée le déodeur adéquat mais, globalementdans une plage donnée de RSB, le déodeur le plus onvenable.
RSB(dB) < 5dB < 10dB < 15dB < 20dB

Pe < 100 < 10−1 < 10−2 < 10−3Table 4.2 � Exemple de spéi�ations système



84 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMOSéletion ombinéeLe premier shéma d'adaptation proposé tient ompte de la qualité du anal et permet de sé-letionner le déodeur approprié à haque réalisation du anal. Le deuxième shéma permet degarantir une QoS souhaitée sans pour autant se souier de l'état ourant du anal.Pour pro�ter des avantages o�erts par les deux ritères de séletion, nous proposons un troi-sième ritère permettant de les ombiner. Dans e as, nous établissons la table des performanessouhaitées telles qu'illustrées dans le tableau 4.2. En utilisant le deuxième ritère, nous séletion-nons le déodeur qui permet d'atteindre la QoS requise dans haque plage de RSB. Par la suite,nous appliquons le premier ritère. Nous alulons la apaité instantanée C(H) dans haunede es plages. Si le anal est en oupure, nous appliquons le déodeur déjà séletionné par ledeuxième ritère, sinon nous appliquons le déodeur ML.Il est évident de voir qu'en ombinant les deux ritères, nous obtenons de meilleures perfor-manes. En e�et, ontrairement au premier ritère où le taux d'erreur n'est pas préditible, eshéma permet de répondre aux spéi�ations système en garantissant un taux d'erreur seuil. Etpar rapport au deuxième ritère, nous obtenons un gain en performane puisque le déodeur MLest plus souvent utilisé dans e as.Dans e qui suit, nous proposons un exemple pratique d'implémentation du déodeur adap-tatif.4.4 Exemple d'implémentation pratique du déodage adaptatifL'utilisation du déodage adaptatif sous-entend l'utilisation d'au moins deux déodeurs à la ré-eption. Toutefois, l'implémentation de plusieurs déodeurs ajoute une omplexité signi�ativeau réepteur, e qui va à l'enontre des exigenes atuelles où les systèmes doivent être de plusen plus simples et de moins en moins enombrants.Nous avons vu dans le paragraphe 3.3.5 du hapitre 3, que le déodeur SB-Stak permetd'avoir di�érentes performanes et omplexités selon la valeur du biais utilisé. Nous rappelonsque es performanes vont du ML au ZF-DFE ave des omplexités déroissantes. Ainsi, unemodi�ation de la valeur du biais est équivalente à basuler d'un déodeur à un autre.Nous proposons dans e as, d'utiliser le SB-Stak pour réaliser un déodage adaptatif. L'adap-tation se réduit ainsi à un simple ajustement du biais, l'utilisation du SB-Stak nous permetalors de gagner en omplexité d'implémentation.Par exemple, nous nous proposons d'appliquer le deuxième ritère de séletion en utilisant ledéodage par SB-Stak. Dans e as, il su�t de hoisir le biais qui répond à la spéi�ation dansle tableau 4.2. Les di�érents biais néessaires sont représentés dans le tableau 4.3.
RSB(dB) < 5dB < 10dB < 15dB < 20dB

Pe < 100 < 10−1 < 10−2 < 10−3

Biais 10 1 0.5 0.15Table 4.3 � Exemple de spéi�ations système dans le as d'un déodeur adaptatif utilisant leSB-Stak
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Dans la �gure 4.5, nous représentons les performanes orrespondantes. Nous observons quela ourbe obtenue est une ourbe en moreaux. En e�et, ei s'explique par le fait que la séletionest appliquée par intervalles de RSB et non pas de façon instantanée. La omplexité obtenue estquasi-onstante, ependant, il est possible d'avoir des pis de omplexité pour ertaines réalisa-tions du anal.
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(b)Figure 4.5 � Performane et omplexité du déodeur adaptatif basé sur le ritère de spéi�a-tions pour un système MIMO 4× 4 utilisant une 16-QAM



86 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMOEn appliquant le troisième ritère de séletion (noté Combined seletion) sur le même sys-tème, nous obtenons des performanes améliorées par rapport au as préédent en partiulierdans le as des forts RSB (�gure 4.6). Toutefois, la omplexité pour les trois ritères de séletionreste pratiquement inhangée et elle est peu variable en fontion du RSB. En e�et, pour lesfaibles RSB, l'adaptation permet de déteter toutes les mauvaises réalisations du anal et deremplaer dans e as le déodeur ML par un déodeur sous-optimal ayant une plus faible om-plexité. Pour les grands RSB, où les onditions de transmission sont plus souvent favorables, laomplexité des déodeurs optimaux et sous-optimaux se rejoignent et sont pratiquement égales,telles qu'illustrées dans la �gure 4.6. Par la suite, l'utilisation de déodeurs plus robustes (MLou prohes de ML), n'ajoute pas de omplexité supplémentaire au système.Le shéma de déodage adaptatif proposé peut être d'un grand intérêt dans les appliationspratiques, étant donné qu'il o�re une omplexité quasi-onstante. De plus, l'utilisation du SB-Stak paramétré permet de n'implémenter qu'un seul déodeur et par la suite de ne pas augmenterla omplexité lors de la mise en plae du réepteur.
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(b)Figure 4.6 � Performane et omplexité du déodeur adaptatif basé sur la séletion ombinéepour un système MIMO 4× 4 utilisant une 16-QAM



88 4. Déodage adaptatif pour les systèmes MIMO4.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons introduit la notion d'adaptation dans le déodage des systèmesMIMO. Le but est de hoisir, pour haque transmission, le déodeur le plus approprié. Nousavons don dé�ni trois ritères d'adaptation.Le premier ritère est basé sur la mesure de la qualité du anal et permet d'avoir une om-plexité onstante en fontion du RSB et la réalisation du anal. Le deuxième ritère permetde séletionner pour haque RSB donné le déodeur permettant d'atteindre la QoS souhaitée.Finalement, le troisième ritère est une ombinaison des deux ritères préédents et permet deregrouper es deux avantages.Pour appliquer ette méthode d'adaptation, il est néessaire de disposer de plusieurs déo-deurs implémentés au niveau du réepteur. Une solution pratique est de remplaer l'implémenta-tion de di�érents déodeurs par le seul déodeur SB-Stak paramétré proposé dans le troisièmehapitre puisque elui-i permet d'avoir des performanes et des omplexités variables allant duML au ZF-DFE par simple ajustement de la valeur du biais.



89
Chapitre 5Chaine omplète de déodage MIMO5.1 IntrodutionDans les hapitres préédents, nous avons étudié les déodeurs pour les systèmes MIMO. L'uti-lisation d'un déodage sous-optimal donne en général des performanes faibles et le déodageoptimal présente une omplexité de déodage élevée qui est d'autant plus omplexe que la di-mension du réseau augmente. Le but est d'avoir un déodeur o�rant des performanes aeptablesave des omplexités faibles. Dans les hapitres préédents, nous avons présenté des shémas dedéodage répondant à ette question. Toutefois, l'étude s'est restreinte à la phase de reherhedu signal émis. Nous allons à présent nous intéresser à la phase de pré-traitement a�n d'avoirune haine de déodage omplète.Il existe deux tehniques de pré-traitement : le pré-traitement à gauhe, MMSE-GDFE, quipermet d'avoir une matrie du anal mieux onditionnée et le pré-traitement à droite, qui onsisteen une rédution et permet d'avoir la matrie du anal la plus orthogonale possible.Ainsi, le pré-traitement suivi d'un déodage sous-optimal permettra d'avoir de meilleuresperformanes. Dans le as d'un déodage optimal, le pré-traitement permettra d'aélérer ledéodage. Nous présentons alors une haine omplète de déodage utilisant les tehniques depré-traitement assoiées à di�érents déodeurs pour un shéma de transmission MIMO.Dans la première partie de e hapitre, nous dé�nissons le MMSE-GDFE et nous montronsl'utilité de son appliation. Nous donnons une méthode simpli�ée de alul du MMSE-GDFEdans le as du Golden ode. Dans la deuxième partie, nous présentons les di�érents algorithmesde rédution qui existent dans la littérature, parmi lesquels, nous distinguons la rédution LLLet la rédution Seysen. Une étude omparative de es deux tehniques est ensuite présentée. Ladernière partie sera dédiée aux résultats de simulation de la haine de transmission MIMO aveun shéma de déodage omplet omportant le pré-traitement et le déodage.5.2 Pré-traitement à gauhe : MMSE-GDFE5.2.1 Dé�nitionReprenons le système MIMO dé�ni par :

y = H · s+w (5.1)



90 5. Chaine omplète de déodage MIMOaveH ∈ C
n×m est la matrie du anal. Une transformation linéaire du système préédent dé�niepar la matrie H† donne en sortie :

ymf = H†H · s+wmf (5.2)Le déodeur de réseaux de points peut être un déodeur sous-optimal tels que le ZF et leMMSE, ou optimal tels que le SD et le déodeur SB-Stak.Le MMSE-GDFE (Minimum Mean Square Error-Generalized Deision Feedbak Equalizer) estun déodeur à retour de déision qui permet de retrouver les symboles d'information sous laforme[63℄ :
z = Fmfymf − (Bmf − I)ŝ (5.3)où Fmf et Bmf ∈ C

m×m , et Bmf est triangulaire supérieure à éléments diagonaux tous égauxà l'unité. Fmf et Bmf sont respetivement les �ltres diret et de retour, dits également Forwardet Bakward, z est la sortie du déodeur MMSE-GDFE et le veteur ŝ représente l'estimationdu veteur transmis. Grâe à la struture triangulaire de la matrie Bmf − I, les symboles d'in-formation sont réursivement alulés en partant de la mme omposante.Contrairement aux autres as où le déodeur MMSE-GDFE est utilisé, nous l'utilisons uni-quement omme étape de pré-traitement du système initial (5.1). L'idée est don d'obtenir unsystème équivalent qui dépend des �ltres Fmf et Bmf , un déodeur de réseaux de points serapar la suite utilisé pour aluler ŝ.
Canal MIMO + MMSE−GDFE Décodeur de

RP

s estimés

w

yFigure 5.1 � Pré-traitement à gauhe suivi d'un déodeur de réseaux de pointsA partir de (5.3), Fmf et Bmf sont alulés de façon à réduire l'erreur quadratique moyenne
E
[

ee†
] tel que e = z − s. Cela se fait en deux étapes. La première onsiste à trouver le �ltre

Fmf en fontion de Bmf , e dernier sera onsidéré omme onstant. La deuxième étape onsisteà trouver le �ltre optimal Bmf en respetant la ontrainte de la forme ('est-à-dire que Bmfdoit être triangulaire supérieure ave bii = 1, i = 1, ...,m).En se basant sur le alul donné dans le hapitre 2, le �ltre diret est le �ltre MMSE égal à :
Fmf = Bmf ·

(

H†H +
1

ρ
I

)−1

= Bmf ·Σ−1 (5.4)ave ρ = Es

σ2

w′
est le rapport signal sur bruit et Σ = H†H + 1

ρI.



5.2. Pré-traitement à gauhe : MMSE-GDFE 91En remplaçant dans l'expression de e, l'erreur quadratique minimale est donnée en fontiondu �ltre retour omme suit :
emin,F = BmfΣ

−1ymf −Bmf · s (5.5)
= Bmf · doù d = Σ−1ymf − s. La matrie Bmf étant triangulaire supérieure, l'erreur quadratique peutêtre vue omme une erreur de prédition. Pour une omposante d'ordre k, l'erreur s'érit :
ek = dk +

m
∑

j=k+1

bk,jdj (5.6)Par onséquent, −∑m
j=k+1 bk,jdj est l'estimation de dk à partir des éhantillons dk+1, ..., dn. dn'est plus un bruit blan, sa matrie de ovariane est égale à E

[

dd†
]

= Σ−1. A�n de blanhirle bruit résultant, il faut hoisir le �ltre Bmf telle que E [ee†] est égale à une matrie diagonale.Si on érit la déomposition de Cholesky de Σ omme suit :
Σ = B†

mf∆Bmf (5.7)où ∆ est diagonale, on peut véri�er que le bruit obtenu est blan, ave :
E

[

ee†
]

= E

[

Bmfdd
†B†

mf

]

= ∆−1 (5.8)En remplaçant dans (5.4), le �ltre diret est don égal à :
Fmf = ∆−1B−†

mf (5.9)Les �ltres Fmf et Bmf du MMSE-GDFE ne sont pas uniques. Une multipliation par unematrie diagonale non singulière donne un égaliseur MMSE-GDFE équivalent. En partiulier, onmultiplie par ∆1/2 a�n d'obtenir en sortie une erreur d'estimation de la matrie de ovarianeégale à la matrie identité I. Le MMSE-GDFE appliqué à (5.3) donne :
z = Fy −Bŝ (5.10)ave B = ∆1/2Bmf et F = B−†H†.5.2.2 Calul simpli�é du MMSE-GDFELes �ltres forward et bakward du MMSE-GDFE peuvent être diretement obtenus en onsidé-rant la matrie de anal H̃ , tel que :
H̃ ,

[

H
1√
ρI

]La déomposition QR de H̃ donne :̃
H = Q̃ ·R =

[

Q1

Q2

]

·R



92 5. Chaine omplète de déodage MIMOave Q̃ ∈ C
(n+m)×m , R ∈ C

m×m, Q1 ∈ C
n×m représente la partie supérieure de Q̃.En prenant :
B = R

F = Q†
1 (5.11)Il est faile de véri�er que B†B = H̃†H̃ = H†H + 1

ρI = Σ et F = B−†H†. Le nouveausystème devient :
y′ = Fy

= FHs+ Fw

= FHs+ Fw+Bs−Bs (5.12)
= Bs+ Fw− (B− FH)s

= Bs+w′

= Rs+w′Il est à noter que le signal transformé y′ n'est pas équivalent au signal initial y. En général Q1n'est pas une matrie orthogonale, de plus le bruit résultant w′

= Fw−(B− FH) s = Q†
1w−

(

R−Q†
1H
)

s ontient des omposantes Gaussiennes données par Q†
1w et des omposantes nonGaussiennes données par −(R−Q†

1H
)

s et dépendantes du symbole d'information. Toutefois,
w

′ est un bruit blan, e qui n'a�ete pas les performanes du système [63℄.Preuve :
E
[

w′w′†
]

= (B− FH) (B− FH)† + FF †Calulons d'abord FH :
FH = Q†

1H
= B−†H†H
= B−†

(

H†H + I
)

−B−†

= B−B−†Et :
FF † = B−†H†HB−1Ainsi, la matrie de ovariane du bruit w′ est égale à :

E
[

w′w′†
]

= B−†B−1 +B−†H†HB−1

= B−†
(

H†H + I
)

B−1

= 1
ρ IA la sortie du MMSE-GDFE, le système à résoudre est y′ = Rs+w′. Le déodage se faitdon en fontion de la nouvelle matrie R qui est toujours de rang plein. De plus, R est mieux



5.2. Pré-traitement à gauhe : MMSE-GDFE 93onditionnée que la matrie originale H. En e�et puisque R†R = H†H + 1
ρI, nous pouvonsérire :

λi
R†R = λi

H†H +
1

ρ
(5.13)tels que λi

M représentent les valeurs propres de M . En onsidérant la première matrie H, lesvaleurs propres peuvent avoir des valeurs très di�érentes. La multipliation de la onstellationpar la matrie du anal H risque d'avoir un réseau qui est plus étiré le long de quelques axes qued'autres et de transformer la struture de la onstellation. Ainsi, il sera plus di�ile de déoderun point de la onstellation. Cependant, en onsidérant le nouveau système, le seond terme en
1
ρ permet de mieux équilibrer les valeurs propres de R et mieux onserver la forme initiale de laonstellation.Soit la déomposition SVD de la matrie initiale H :

y = H · s+w

= UDV † · s+wtelles que U et V sont unitaires ave des dimensions respetives n×n et m×m et D diagonale dedimension n×m. Les éléments deD représentent les valeurs singulières deH ou enore les rainesarrées des valeurs propres de H†H, √λi, i = 1, ..., p ave p = rang
(

H†H
)

≤ min(nr, nt). Unemultipliation par V appliquée au signal en émission permet d'érire :
U†y = U†(UDV †)V · s+U†wV

ỹ = D · s+ w̃Ou enore pour une omposante i :
ỹi =

√
λi ·si + w̃i (5.14)Le système MIMO peut être vu omme p sous-anaux parallèles tels que les valeurs propressont onsidérées omme les évanouissements. Les sous-anaux représentent le nombre de sym-boles qui peuvent être transmis simultanément. A partir de (5.14), une valeur propre nulle λiengendre une perte d'information du symbole orrespondant si et si la valeur propre est trèsfaible, le anal est très mauvais.En onsidérant le pré-traitement MMSE-GDFE, l'équation préédente devient :

ỹi =
√

λi
RTR
· si + w̃i (5.15)

R est de rang plein, de plus d'après (5.13), les λi
RTR

n'étant jamais nulles pour i = 1, ..., nt, auuneperte d'information n'est alors possible. De plus, pour une valeur propre initiale faible, la nouvellevaleur propre obtenue est néessairement plus grande, le anal est don mieux onditionné.5.2.3 MMSE-GDFE pour les odes ST algébriquesLe alul du MMSE-GDFE présenté dans le paragraphe préédent est valable aussi bien pourun système MIMO non odé que pour un système odé. Mais l'utilisation ou non de odes restetransparente et don inexploitée.Nous allons à présent onsidérer un système MIMO employant les odes ST algébriques telsque les odes parfaits [22℄. Ces odes sont aratérisés par une matrie génératrie unitaire. Nousallons exploiter ette propriété pour proposer un pré-traitement MMSE-GDFE moins omplexe.Nous allons illustrer le alul sur l'exemple du Golden ode [64℄.



94 5. Chaine omplète de déodage MIMOLe Golden ode (GC) :Le GC fait partie de la famille des odes parfaits [22℄. Ces odes représentent plusieurs avantagespar rapport aux odes onnus jusqu'à présent. Ils o�rent un rendement plein, une diversité maxi-male et des déterminaux minimaux ne s'évanouissant pas lorsque l'e�aité spetrale augmente.De plus, les odes parfaits présentent une bonne e�aité énergétique qui se traduit par unerépartition uniforme de l'énergie dans le mot de ode et des onstellations ne présentant auuneperte de forme par rapport à elles émises.Le GC est dé�ni pour les systèmes à 2 antennes en émission et 2 antennes en réeption, unmot de ode s'érit :
X2×2 =

1√
5

[

α(s1 + θs2) α(s3 + θs4)
iᾱ(s3 + θ̄s4) ᾱ(s1 + θ̄s2)

] (5.16)ave θ = 1+
√
5

2 est appelé le nombre d'or (Golden number) , θ̄ = 1−
√
5

2 , α = 1 + i − iθ et
ᾱ = 1 + i − iθ̄. On pose n = T = 2, T étant la longueur temporelle du ode. Le système odés'érit alors :

y2×2 = H2×2.X2×2 +w2×2 (5.17)A�n de déoder le signal reçu, on doit d'abord mettre le système sous la forme d'une repré-sentation en réseau de points telle que expliitée dans le paragraphe 6.2 du hapitre 1. Pour ela,on applique une vetorisation du GC omme suit [64℄ :
y =

1√
5

[

H2×2 0
0 H2×2

]









α αθ 0 0
0 0 iᾱ iᾱθ̄
0 0 α αθ
ᾱ ᾱθ̄ 0 0









.









s1
s2
s3
s4









+ w (5.18)
=

1√
5

[

H2×2 0
0 H2×2

] [

φ1 iφ2

φ2 φ1

]

+ w

= H1.φ.s+w

H1 est la matrie du anal équivalente et φ est la matrie de odage unitaire à éléments dans
C, tels que φ1 =

[

α αθ
0 0

] et φ2 =

[

0 0
ᾱ ᾱθ̄

]. La matrie génératrie du réseau de points estégale à M = H1.φ.Calul du MMSE-GDFE pour le GC :En partant de la formule (5.7), le �ltre B est alulé par la déomposition de Cholesky de
Σ = M†M + 1

ρI4. En expliitant ette formule, on obtient :
Σ = M†M +

1

ρ
I4

= (H1.φ)
†(H1.φ) +

1

ρ
I4

= φ†H†
1H1φ+

1

ρ
I4 (5.19)



5.2. Pré-traitement à gauhe : MMSE-GDFE 95La matrie φ étant unitaire, on peut érire φ†φ = I4. En remplaçant dans (5.19), on obtient :
Σ = φ†.

[

H†
2×2.H2×2 0

0 H†
2×2.H2×2

]

.φ+
1

ρ
φ†.

[

I2 0
0 I2

]

.φ (5.20)
= φ†.

[

H†
2×2.H2×2 +

1
ρI2 0

0 H†
2×2.H2×2 +

1
ρI2

]

.φLa déomposition de Cholesky de la sous-matrie H†
2×2H2×2 +

1
ρ
I2 donne :

H†
2×2H2×2 +

1

ρ
I2 = R†

2×2R2×2 (5.21)
R2×2 est une matrie triangulaire supérieure de dimension 2 × 2. La matrie Σ peut don semettre sous la forme suivante :

Σ = φ†
[

H†
2×2H2×2 +

1
ρI2 0

0 H†
2×2H2 +

1
ρI2

]

φ

= φ†
[

R†
2×2 0

0 R†
2×2

]

[

R2×2 0
0 R2×2

]

φ

=

[

φ1 iφ2

φ2 φ1

]†[
R†

2×2 0

0 R†
2×2

]

[

R2×2 0
0 R2×2

][

φ1 iφ2

φ2 φ1

] (5.22)
= φ†R†

4×4R4×4φ

= (R4×4φ)
†(R4×4φ)

=

[

R2×2φ1 iR2×2φ2

R2×2φ2 R2×2φ1

]†[
R2×2φ1 iR2×2φ2

R2×2φ2 R2×2φ1

]

= B†.BIl est à noter que le �ltreB obtenu n'est pas triangulaire supérieur à ause de la multipliationpar la matrie de odage. Le �ltre F est alulé par F = B−†M†. Alors, on déduit :
F = (R4×4φ)

−†(H1.φ)
†

= R−†
4×4H

†
1 (5.23)

=

[

R−†
2×2H

†
2×2 0

0 R−†
2×2H

†
2×2

]A partir des expressions de B et F trouvées, on peut voir que le alul de es deux �ltrespeut se réduire à un alul matriiel sur des matries de dimensions 2×2 au lieu de la dimension
4× 4 du système équivalent, e qui représente un gain important en omplexité.Calul des omplexités de la phase de pré-traitement pour le GC :Pour le GC, n=2. La omplexité de la phase de pré-traitement, dé�nie en nombre d'opérationsde multipliation, est alulée pour les trois méthodes présentées i-haut (respetivement dansles setions 5.2.1, 5.2.2 et 5.2.3) omme suit :



96 5. Chaine omplète de déodage MIMOMéthode direte
• Calul de Σ = M†M + 1

ρI : (2n)3 + (2n) opérations
• Déomposition de Cholesky de Σ, Σ = B†B : 1

6(2n)
3 + (2n) opérations

• Inversion de B : (2n)3 opérations
• Calul de F = B−†M† : (2n)3 opérationsMéthode simpli�ée
• Calul de la matrie étendue M̃ =

[

M
1√
ρI

] : (2n) opérations
• Déomposition QR de M̃ : 2

3(4n)
3 opérationsNouvelle méthode

• Calul de H†
2×2H2×2 +

1
ρ
I2 : n3 + n opérations

• Déomposition de Cholesky de H†
2×2H2×2 +

1
ρ
I2 : 1

6n
3 + n opérations

• Calul de R2×2φ1 et R2×2φ2 : n3 + n3 opérations
• Calul de R−†

2×2H
†
2×2 : n3 + n3 opérationsLes omplexités totales pour es trois méthodes sont respetivement égales à 76

3 n
3 + 4n,

128
3 n3 + 2n et 31

6 n
3 + 2n.Il est lair que la troisième méthode est la plus optimale en terme de omplexité de alul.La phase de pré-traitement pour les odes ST algébriques est largement réduite grâe à leurspropriétés de onstrution.5.3 Pré-traitement à droite : la rédution5.3.1 Dé�nitionSoit Λ un réseau de points de Rn. Un réseau de points possède une in�nité de bases, soit B1 unebase de Λ. B2 est une autre base du réseau si B2 = B1.U , ave U une matrie unitaire. Dansla �gure 5.2, B1 = (u1, u2) = ((3,2) , (2,1)) et B2 = (v1, v2) = ((1,0) , (0,1)) sont deuxbases de Z

2. La relation entre les deux bases est donnée par la transformation suivante :
B2 = B1.T (5.24)Ave :

T =

[

−1 2
2 −3

]
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Figure 5.2 � Exemples de bases dans Z2

B2 est une meilleure base que B1, on dit que B1 est réduite en B2. Une base est onsidéréeomme optimale si les veteurs qui la omposent sont les plus ourts et les plus orthogonauxpossibles. En général, la rédution de réseaux de points onsiste à hoisir la base optimale d'unréseau de points donné. La matrie T qui permet de trouver la base réduite est appelée matriede rédution.Le hoix de la base est très important pour le déodage. Dans les paragraphes 2.3.1 duhapitre 2, nous avons illustré le as d'une base orthogonale et d'une base non orthogonale avele déodeur ZF. Il est lair que pour le premier as le déodeur ZF est optimal. Plus la baseest orthogonale, meilleures sont les performanes du ZF. Cei est aussi vrai pour les autresdéodeurs. D'une manière générale, si la base est omposée de veteurs les plus ourts et les plusorthogonaux possibles, alors :
• le déodage sous-optimal présente de meilleures performanes
• le déodage optimal onverge plus rapidement.La rédution onsiste à transformer une matrie du anal H donnée en une matrie H̃ ayantdes veteurs plus ourts et plus orthogonaux.

H = H̃T−1 (5.25)Dans la littérature, plusieurs mesures d'orthogonalité ont été dé�nies. Nous présentons danse qui suit les plus utilisées parmi elles.5.3.2 Mesures d'orthogonalité�Orthogonality defet� :Soit une base B de réseaux de points de dimension n. L'inégalité de Hadamard donne :
|det (B)| ≤ ‖b1‖ . . . ‖bn‖tels que b1, ..., bn sont les veteurs olonnes de B. Le as d'égalité est obtenu si un des veteurs



98 5. Chaine omplète de déodage MIMOest nul ou enore si tous les veteurs de B sont orthogonaux. Ainsi, nous pouvons dé�nir lamesure d'orthogonalité (orthogonality defet) par la quantité :
δ(B) ,

‖b1‖2 . . . ‖bn‖2
|det (B†B)| (5.26)La matrie est d'autant plus orthogonale que ette mesure est petite.A partir de l'équation (5.24), le déterminant deB†B reste inhangé après rédution (det(T ) =

±1), δ(B) est alors proportionnel à la longueur des veteurs olonnes de la matrie. La reherhede la quantité δ(B) optimale, ou enore la reherhe de la base orthogonale, revient à la reherhedes veteurs les plus ourts possibles [28℄, [65℄.Mesure Seysen :Soit S(B) la quantité dé�nie dans [66℄ par :
S (B) ,

n
∑

i=1

‖bi‖2 ‖b⋆i ‖2 (5.27)
B⋆ est la base duale de B. S(B) = n si et seulement si B est formée de veteurs orthogo-naux, sinon S(B) > n. Une valeur petite de S(B) indique que B et B⋆ sont formées par desveteurs ourts. Cette mesure, appelée Seysen, permet à la fois de réduire la base B et sa baseduale.D'après [67℄, B⋆ est dé�nie tel que :

(

bi, b
⋆
j

)

= δij (5.28)ave δij = 1 si i = j et δij = 0 pour i 6= j. Il orrespond au produit salaire des veteurs bi et
b⋆j . Pour un i �xé, nous avons (bi, b⋆i ) = 1 ave :

‖bi‖ ‖b⋆i ‖ cos(α) = 1 (5.29)où α est l'angle entre bi et b⋆i . Soit Si l'hyperplan de dimension n − 1 formé par les veteurs
(b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bn). Par dé�nition, b⋆i est perpendiulaire à Si. Ainsi, l'angle géométriqueentre bi et b⋆i est égal à β = π

2 + α [67℄. La relation préédente devient :
‖bi‖ ‖b⋆i ‖ =

1

sin(α)
(5.30)Si un veteur bi est indépendant des autres veteurs de la base bj , j 6= i, l'angle entre bi etl'hyperplan Si est petit et la quantité 1

sin(α) est par onséquent grande. Autrement, β est prohede π
2 et ‖bi‖ ‖b⋆i ‖ ∼= 1.



5.4. Méthodes de rédution existantes 99Nombre de onditionnement :Nous rappelons la dé�nition du nombre de onditionnement :
κ(H) ,

λmax

λmin
(5.31)telles que λmax et λmin sont respetivement les valeurs propres maximale et minimale de H.Une matrie mal-onditionnée présente un nombre κ(H) très grand et une matrie bien-onditionnée a un nombre de onditionnement égal à 1.

κ(H) mesure l'impat de la matrie de anal sur la puissane du bruit dans le as de déodeurslinéaires. Si la matrie réduite H̃ est orthogonale, κ(H̃) = 1, par onséquent le bruit n'est plusampli�é. Ainsi, le déodage linéaire par rapport à la nouvelle matrie présente de meilleuresperformanes que le système initial.5.4 Méthodes de rédution existantesEn se basant sur les dé�nitions des di�érentes mesures d'orthogonalité présentées plus haut,plusieurs algorithmes de rédution ont été proposés. Dans la littérature, il existe prinipalementtrois méthodes de rédution : la rédution de Minkowski, la rédution Korkine-Zolotare� etla rédution Lenstra-Lenstra-Lovasz (LLL). Les deux premières permettent d'obtenir une baseréduite optimale, ependant leur omplexité est non-polynomiale e qui rend peu pratique leurutilisation. La rédution LLL produit une base de veteurs relativement ourts et raisonnablementorthogonaux ave une omplexité plus faible. Réemment, une nouvelle méthode de rédution aété proposée basée sur la minimisation de la mesure Seysen. Dans la suite, nous allons présenterle prinipe de haune de es tehniques.5.4.1 Rédution MinkowskiLe but de la rédution de Minkowski est de trouver une base de veteurs les plus ourts du réseaude points [68℄.Soient Λ un réseau de points et B sa base. Cette base est la base réduite si elle véri�e lesonditions suivantes :1. b1 est le veteur le plus ourt de Λ.2. Pour i = 1, ..., n, bi est le veteur le plus ourt dans Λ indépendant des veteurs b1, . . . , bi−1tel que l'ensemble (b1, . . . , bi−1, bi) représente des veteurs linéairement indépendants etpeut être omplété pour former une base du réseau.De e fait, la reherhe de la base optimale se fait de manière progressive en onsidérant toutes lesombinaisons linéaires possibles. Il est évident que la base trouvée ontient les veteurs les plusourts du réseau de points. Bien que la rédution de Minkowski a été intégrée dans des travauxsur la théorie des nombres, son appliation reste limitée à ause de sa grande omplexité.



100 5. Chaine omplète de déodage MIMO5.4.2 Rédution Korkine-Zolotare�La rédution KZ est une variante de la rédution de Minkowski. Elle permet de trouver lesveteurs les plus ourts des réseaux de points orthogonaux omplémentaires engendrés par lesveteurs de la base déjà trouvés [69℄, [70℄.La base réduite B véri�e :1. b1 est le veteur le plus ourt de Λ.2. Soit Λi le réseau de points obtenu par projetion de Λi−1 sur le sous-espae R
n−(i−1)perpendiulaire à bi−1. bi est le veteur le plus ourt de Λi.5.4.3 Rédution LLLLa rédution LLL est la rédution la plus lassique et la plus utilisée jusqu'à maintenant. Contrai-rement aux tehniques préédentes, elle ne produit pas la base optimale du réseau de points maisune base su�samment optimale ave une omplexité polynomiale [28℄, e qui lui a valu d'êtrelargement utilisée dans diverses appliations atuelles telles que la théorie des nombres et laryptographie.Dans [71℄ et [34℄, un algorithme pratique de la rédution LLL, basé sur la tehnique d'or-thogonalisation de Gram-Shmidt, a été proposé. Soit B⋆ = (b⋆1, . . . , b

⋆
n) une base orthogonaleobtenue par e proédé. Les veteurs b⋆1, . . . , b⋆n sont alulés par les formules suivantes :

b⋆i = bi −
i−1
∑

j=1

µijb
⋆
j (5.32)

µij =

〈

bi, b
⋆
j

〉

〈

b⋆j , b
⋆
j

〉 (5.33)La base B⋆ est orthogonale mais elle n'est pas orthonormale.Considérons par exemple un réseau de points de dimension 2. Sa base réduite est formée dedeux veteurs B = (b1, b2). A partir de (5.32) et (5.33), b1 = b⋆1 et b2 = µ21b
⋆
1 + b⋆2 véri�antles onditions suivantes :

〈b1, b2〉
‖b1‖2

≤ 1

2
(5.34)

‖b1‖2 ≤ ‖b2‖2 (5.35)A�n d'aélérer la reherhe de la base réduite, la deuxième inégalité est remplaée par uneontrainte plus séletive :
‖b1‖2 ≤

4

3
‖b2‖2 (5.36)



5.4. Méthodes de rédution existantes 101En général, pour un réseau de points Λ de dimension n, on dé�nit par Λi le réseau depoints engendré par les veteurs (bi, bi+1). Une projetion orthogonale de Λi sur l'hyperplan
(b1, ..., bi+1) donne un réseau de base (bi, bi+1) tels que :

bi (i) = b⋆i (5.37)
bi+1 (i) = b⋆i+1 + µi+1,ib

⋆
i (5.38)En appliquant les ontraintes (5.34) et (5.36) sur (bi, bi+1), la base réduite B doit véri�erles onditions suivantes :

|µi,j| ≤
1

2
, 1 ≤ i, j ≤ n (5.39)

∥

∥b⋆i+1

∥

∥

2 ≤ 4

3

∥

∥b⋆i+1 + µi+1,ib
⋆
i

∥

∥

2 (5.40)Ou enore :
∥

∥b⋆i+1

∥

∥

2 ≥
(

3

4
− µ2

i+1,i

)

‖b⋆i ‖2 (5.41)Nous notons que l'algorithme LLL applique le proédé d'orthogonalisation �loalement� enonsidérant à haque fois deux veteurs adjaents. Par onséquent, la base réduite est quasi-orthogonale mais les veteurs qui la onstituent sont orthogonaux deux par deux. Par ontre lesbases engendrées par les rédutions Minkowski et KZ sont parfaitement orthogonales ependantau prix d'une omplexité très élevée.En général, la rédution est appliquée sur la matrie de anal H omme dé�nie en (5.25).Réemment, il a été démontré dans [72℄ que la rédution appliquée à H−† présente de meilleuresperformanes omparées à la rédution LLL de H. A�n d'illustrer onrètement l'intérêt de ettedernière méthode, nous allons omparer la détetion ZF ave les deux types de rédution.LLL type IC'est la rédution LLL lassique appliquée sur la matrie du anal. La matrie réduite H̃ s'érit :
H̃ = HTLe système (5.1) devient alors :

y = H̃T−1 · s+w (5.42)La détetion ZF se fait en deux étapes. Nous alulons d'abord :
ρ̂ =

[

H̃−1y
] (5.43)où [x] est l'entier le plus prohe de x. T étant unimodulaire, T−1 est également unimodulaire àéléments dans Z. Le signal transmis est estimé par :

ŝ = T ρ̂ (5.44)Le bruit résultant est égal à :
w̃ = H̃−1w (5.45)En proédant par une déomposition SVD de la matrie H̃−1, le bruit est ampli�é par lesinverses des valeurs singulières de H̃ , λ−1

i .



102 5. Chaine omplète de déodage MIMOLLL type IIDans e as, la rédution est appliquée sur H−†. Soit B la matrie réduite, le système préédents'érit :
y = B−† T † · s+w (5.46)De la même façon, nous ommençons par aluler :

ρ̂ =
[

B†y
] (5.47)On en déduit par la suite :

ŝ = T−†ρ̂ (5.48)Par la suite, le bruit résultant est donné par :
w̃ = B†w (5.49)Le bruit est maintenant ampli�é par les valeurs singulières de la matrie réduite. La rédu-tion de H−† au lieu de H permet ainsi de réduire le bruit e�etif et par onséquent d'avoir demeilleures performanes. Nous allons donner dans la setion suivante des exemples de simulationsde es deux méthodes.Cependant il a été démontré dans [72℄ que les deux types de rédution LLL suivis par undéodage sous-optimal tel que ZF, permettent de réupérer la diversité en réeption. Pour unsystème MIMO odé, un tel déodage permettra ainsi de béné�ier de la diversité en réeptionmais malheureusement pas elle en émission.5.4.4 Rédution SeysenLa rédution Seysen a été proposée par Martin Seysen en 1993 [73℄. Contrairement au LLL quionsidère les veteurs de la base deux par deux, la rédution Seysen permet de réduire tous lesveteurs de la base simultanément. Toutefois, la rédution se fait par rapport à la mesure Seysendé�nie dans (5.27) et non plus à la mesure d'orthogonalité (5.26).Rappelons que la mesure Seysen tient ompte à la fois de la base du réseau et de sa base duale.L'algorithme Seysen onsiste ainsi à réduire simultanément es deux bases. Avant de présenterla rédution Seysen, nous introduisons quelques dé�nitions.Forme quadratique :Soit une base B d'un réseau de points dé�ni sur Rn. Nous appelons forme quadratique Aassoiée à la base B la forme qui à haque veteur x assoie :

xTAx = xTBTBx (5.50)
A = BTB est symétrique dé�nie positive, A−1 l'est également. Nous désignons par a∗ij laomposante de la matrie A−1 à la ligne i et la olonne j.Il est lair que aii = ‖bi‖2 et a∗ii = ‖b∗i ‖2 telle que B∗ représente la base duale de B dé�nie en(5.28).La transformation linéaire appliquée à la base du réseau B 7−→ B.T , T ∈ Z

n est équivalenteà la transformation assoiée à la forme quadratique suivante [67℄ :
A 7−→ T T .A.T (5.51)



5.4. Méthodes de rédution existantes 103Rédution Seysen :Pour toute forme quadratique A = (aij), nous dé�nissons la mesure Seysen par :
S (A) =

n
∑

i=1

aii.a
⋆
ii (5.52)La base B du réseau et sa forme quadratique assoiée sont le produit de la rédution Seysen(S-redued) si elles véri�ent la ondition suivante :

S (A) ≤ S(T T .A.T ) (5.53)pour toute matrie T ∈ Z
n .Cependant, il est di�ile de trouver la matrie de transformation optimale dans tout l'es-pae Z

n pour une base donnée. A�n de garantir une omplexité polynomiale de l'algorithme derédution, une ontrainte est imposée sur les matries de transformation [66℄. Les matries detransformation à onsidérer sont de la forme :
T λ
ij = In + λUij, avec i 6= j, λ ∈ Z (5.54)telles que In est la matrie identité de dimension n et Uij est la matrie dé�nie par :

Uij , [ukl] , ukl =

{

1 si k = i et l = j

0 si k 6= i et l 6= j
(5.55)Par onstrution, la T λ

ij a des éléments diagonaux égaux à 1 et un élément non nul en dehors dela diagonale. La multipliation à droite de B par la matrie de transformation ajoute simplement
λ fois la ime olonne de B à sa jme olonne. Soit B = (b1, . . . , bn), alors la base réduite s'érit :

BT λ
ij = B

′ (5.56)
= (b1, . . . , bj−1, bj + λbi, bj+1, . . . , bn) (5.57)Une itération de l'algorithme onsiste alors à aluler la matrie T λ

ij . On dit que la forme qua-dratique A est le produit de la rédution Seysen (S2-redued) si elle véri�e :
S (A) ≤ S(T λ

ji.A.T λ
ij), 1 ≤ i, j ≤ n, λ ∈ Z (5.58)Choix des veteurs (bi, bj) :A haque itération, un ouple de veteurs (bi, bj) doit être réduit. Il est néessaire de trouverune paire d'indies (i, j) pour lesquels il existe une matrie T λ

ij, λ 6= 0 répondant à la onditionpréédente.Dans [67℄, deux approhes ont été proposées a�n de hoisir le ouple de veteurs optimal à haqueitération :1. La première onsidère le premier ouple de veteurs disponibles (bi, bj) tel que λij 6= 0 estdonnée par :
λij =

⌈

1

2

(

a⋆ij
a⋆jj
− aij

aii

)⌉ (5.59)Une fois un ouple de veteurs est trouvé, la matrie de transformation T λ
ij est alulée etappliquée à la base du réseau selon la formule (5.57). L'algorithme reprend la reherhed'un nouveau ouple (bi, bj). Cette méthode s'appelle Lazy Seletion.



104 5. Chaine omplète de déodage MIMO2. Une autre méthode possible est de aluler pour haque (bi, bj) la quantité ∆(i, j, λ) dé�niepar :
∆(i, j, λ) = S

(

T λ
ji.A.T λ

ij

)

− S (A) (5.60)La matrie de transformation T λ
ij doit avoir ∆(i, j, λ) < 0. Le ouple de veteurs à hoisirest don elui qui minimise ∆(i, j, λ). Cette méthode s'appelle Greedy Seletion. Il est lairque la omplexité de la rédution dépend de la valeur de λ. Dans [67℄, il a été démontréque λ =

⌈

1
2

(

a⋆ij
a⋆jj
− aij

aii

)⌉ donne la rédution la plus optimale.Dans la suite, nous utilisons l'algorithme de rédution Seysen en utilisant la deuxième ap-prohe.5.4.5 Comparaison de la rédution LLL et de la rédution SeysenAprès avoir présenté les deux algorithmes de rédution LLL et Seysen, nous nous proposons deles omparer a�n de hoisir elui qui onvient le mieux à notre système de transmission.Il existe di�érents ritères de omparaison. Le but de la rédution est d'avoir la base la plusorthogonale possible. Nous nous intéressons alors à la omplexité de la rédution et de la qualitéde la base retournée.Nous avons alulé dans le tableau suivant la omplexité de haun des deux algorithmes.Ceux-i e�etuent essentiellement des opérations sur les olonnes de la base initiale, la omplexitéalule le nombre moyen d'opérations matriielles pour les di�érentes dimensions onsidérées dusystème MIMO. Système MIMO 4× 4 6× 6 8× 8LLL 13 28 43Seysen (Lazy) 21 44 69Seysen (Greedy) 12 24 36Table 5.1 � Complexité de la rédution LLL et de la rédution SeysenIl est lair que la deuxième approhe Seysen est moins omplexe que la première grâe àl'ajout de la ontrainte (5.60). Nous pouvons voir aussi que elle-i a une omplexité équivalente,voire légèrement inférieure à elle du LLL.De plus, la rédution Seysen engendre une base plus orthogonale que elle obtenue par larédution LLL. En e�et, ette dernière permet d'avoir une base ave des veteurs orthogonauxdeux par deux, alors que la rédution Seysen permet d'avoir une matrie 'globalement' orthogo-nale.L'utilisation de la rédution Seysen ave un déodeur sous-optimal donnera ainsi de meilleuresperformanes. Dans la setion suivante, nous nous proposons d'étudier les performanes d'unehaine de transmission MIMO intégrant toutes les tehniques de pré-traitement que nous avonsprésentées suivies de di�érents déodeurs optimaux et sous-optimaux.



5.5. Performanes du pré-traitement pour une transmission MIMO 1055.5 Performanes du pré-traitement pour une transmission MIMO5.5.1 Shéma de transmission ompletLe shéma de transmission que nous allons onsidérer est le système MIMO employant un multi-plexage spatial. A la réeption, la haine de déodage omporte un pré-traitement à gauhe suivid'un pré-traitement à droite et d'un déodeur de réseaux de points.
Canal MIMO + MMSE−GDFE

s

w

y
Réduction

s estiméDécodeur de

RP

H.sFigure 5.3 � Shéma de transmission MIMO ave une haine omplète de déodage5.5.2 Performanes du pré-traitement à gauhe : le MMSE-GDFENous ommençons par étudier l'apport du MMSE-GDFE ave un déodage sous-optimal et aveun déodage optimal.MMSE-GDFE + ZF-DFENous allons appliquer le déodeur ZF-DFE ave la matrie du anal équivalente obtenue à lasortie du MMSE-GDFE. Cei revient à appliquer le déodeur ZF-DFE sur le nouveau systèmeobtenu dans l'équation (5.12). Dans la �gure 5.4, nous avons traé le taux d'erreur par bit pour unsystème MIMO 4×4 utilisant une onstellation 4-QAM. Nous pouvons voir que les performanessont nettement améliorées en employant le pré-traitement à gauhe. Pour un taux d'erreur égalà 10−3, nous onstatons un gain de 4dB. Cependant, le MMSE-GDFE n'apporte pas de gain dediversité.MMSE-GDFE + MLLe MMSE-GDFE permet d'avoir une matrie équivalente mieux onditionnée. Cei permetd'améliorer les performanes du déodeur sous-optimal. Pour un déodeur optimal, la solutionML est systématiquement trouvée. Le r�le du MMSE-GDFE dans e as est d'aélérer la phasede reherhe de ette solution. A�n d'illustrer ette propriété, nous avons traé dans la �gure 5.5la omplexité de la phase de reherhe (alulée en nombre d'opérations de multipliations) pourun système 2 × 2 employant une 16-QAM déodé ave un déodeur ML (exemple le déodeurpar sphères).Grâe à une matrie mieux onditionnée, le MMSE-GDFE permet de réduire le nombre d'ité-rations néessaires de l'algorithme ML pour trouver la solution. Le gain est observé en partiulierpour les RSB faibles. Pour les RSB forts, la puissane du signal est su�samment grande quele bruit est négligé. Le déodage est aisément e�etué quelle que soit la matrie du anal, equi explique que les omplexités du déodage ave et sans pré-traitement se rejoignent. Le pré-traitement à gauhe est par onséquent utile en partiulier pour les RSB faibles.
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Figure 5.4 � Performanes du MMSE-GDFE appliqué à un déodeur sous-optimal
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Figure 5.5 � Complexité du MMSE-GDFE appliqué à un déodeur ML5.5.3 Performanes du pré-traitement à droite : la rédutionRédution LLL vs rédution SeysenNous nous proposons ii d'étudier les performanes de la rédution ave et sans pré-traitementMMSE-GDFE. Nous ommençons par omparer les rédutions LLL et Seysen.



5.5. Performanes du pré-traitement pour une transmission MIMO 107Dans la �gure 5.6, nous pouvons voir que la rédution Seysen est meilleure que LLL. Ce gainest du au fait que l'algorithme de rédution LLL donne une base ave des veteurs orthogonauxdeux par deux alors que l'algorithme Seysen permet de prourer une base globalement orthogo-nale. Ces rédutions o�rent toutes les deux la diversité en réeption qui est égale dans e as àla diversité maximale puisque nous onsidérons le as d'un système MIMO non odé.Cependant, il existe deux variantes de la rédution LLL. Nous évaluons dans e qui suit lesperformanes orrespondant aux deux types de rédutions LLL.
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Figure 5.6 � Performanes de la rédution LLL et la rédution Seysen pour un système MIMO
6× 6 employant un multiplexage spatial et une 4-QAM
Rédution LLL type I vs LLL type IIDans la �gure 5.7, nous préédons la rédution par le traitement MMSE-GDFE et nous traçonsle taux d'erreur par bit obtenu pour les deux types de rédution LLL appliqués à un déodageZF. Nous rappelons que la première rédution permet de réduire la matrie du anal alors quela deuxième rédution LLL est appliquée sur l'inverse transposée de la matrie du anal.A partir des simulations, nous véri�ons que la rédution LLL de type II est plus performanteque la rédution LLL de type I. En e�et, elle-i permet de réduire le bruit e�etif résultant(BHw) qui est plus faible dans e as que le bruit résultant de la rédution de la matrie duanal. Les deux méthodes présentent néanmoins le même ordre de diversité.
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MMSE−GDFE+LLL type II, 4−QAMFigure 5.7 � Performanes de la rédution LLL suivie d'un déodeur sous-optimal pour unsystème MIMO 6× 6 employant un multiplexage spatial5.5.4 Combinaison des deux tehniques de pré-traitementNous présentons dans la �gure 5.8 les résultats de simulation obtenus en onsidérant une haine detransmission omplète. Nous onsidérons ii un système MIMO 6×6 employant un multiplexagespatial. Les symboles d'informations sont modulés par la modulation 4-QAM. Nous appliquonsun pré-traitement à gauhe pour transformer le système initial en un système mieux onditionnéet un pré-traitement à droite pour obtenir une meilleure base onstruite de veteurs les plusorthogonaux possibles.En préédant la rédution par le pré-traitement MMSE-GDFE, les performanes sont amé-liorées de 2dB omparées à elles obtenues en utilisant uniquement la rédution. Grâe à l'appli-ation du MMSE-GDFE, la onstellation �nie va être vue omme un réseau in�ni, e qui permetde résoudre le problème de Shaping lorsqu'on utilise ensuite la rédution. En e�et, la rédutionmodi�e les bornes de la onstellation, le fait de la prééder par le MMSE-GDFE ramène le pro-blème à la résolution d'un réseau de points in�ni.Nous observons ependant, que lorsqu'on utilise le déodeur ZF-DFE, nous obtenons lesmêmes performanes en onsidérant une rédution LLL ou une rédution Seysen. Les résultatsobtenus montrent alors l'apport de la rédution Seysen par rapport à la rédution LLL partiu-lièrement dans le as de déodeurs linéaires. Ces performanes sont à 3dB du ML mais obtenuesave une plus faible omplexité. Toutefois, puisque l'algorithme Seysen est moins omplexe quel'algorithme de LLL, il est plus pratique d'utiliser ette première rédution.Les mêmes observations sont vraies dans le as de systèmes de plus grandes dimensions. Nousillustrons es résultats dans la �gure 5.9 par des simulations obtenues pour un système MIMOde dimension 8× 8.
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110 5. Chaine omplète de déodage MIMO5.5.5 Déodage adaptatif + pré-traitementL'objetif des shémas de déodage préédents est soit d'améliorer les performanes soit de ré-duire la omplexité. Le déodeur adaptatif tel que présenté dans le hapitre 4 permet de hoisirà haque transmission le déodeur le plus approprié parmi plusieurs. A�n d'avoir une om-plexité onstante tout en garantissant de bonnes performanes, nous proposons d'employer lepré-traitement ave le déodeur adaptatif.Le shéma de déodage adaptatif que nous onsidérons dans e as séletionne soit le MMSE-GDFE suivi du déteteur ZF soit le MMSE-GDFE suivi du déodeur ML (représenté ii par leSB-Stak). Le ritère de séletion que nous onsidérons est la probabilité de oupure du analprésentée dans la setion 4.3.2 du hapitre 4.Le pré-traitement permet d'avoir une meilleure matrie du anal. Ainsi, le anal se trouvemoins souvent dans la région de oupure e qui permet de séletionner plus souvent le déodeurML. Par onséquent, les performanes obtenues sont prohes des performanes optimales et ellessont à 0.5 dB seulement du ML (�gure 5.10.a).Le reours au déodeur ML risque d'augmenter la omplexité. Cependant, l'utilisation dupré-traitement à gauhe permet au déodeur de onverger plus rapidement vers la solution et dediminuer ainsi sa omplexité de déodage. Cei peut être vu à partir de la �gure 5.10.b où lepré-traitement appliqué au déodeur présente un gain de omplexité sans pour autant sari�erles performanes.De plus, l'utilisation du pré-traitement ave les tehniques d'adaptation du déodage permetde diminuer enore ette omplexité au prix d'une faible dégradation des performanes. Pourles grands RSB, les omplexités sont similaires. En e�et, les onditions de transmission sontbonnes, par onséquent la matrie du anal initiale est bien onditionnée, le système se omportepratiquement de la même façon que l'on applique ou pas un pré-traitement ou une adaptation.
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(b)Figure 5.10 � Combinaison des tehniques de pré-traitement et d'adaptation pour un systèmeMIMO 2× 2 employant un multiplexage spatial et une 16-QAM
5.6 ConlusionLe pré-traitement est un outil très performant qui permet de mieux onditionner la matrie duanal. Dans e hapitre, nous avons passé en revue les tehniques de pré-traitement qui existentdans la littérature. Nous avons distingué deux types de pré-traitement : le pré-traitement àgauhe qui onsiste à l'appliation du MMSE-GDFE et le pré-traitement à droite qui onsiste à



112 5. Chaine omplète de déodage MIMOla rédution de la matrie du anal.Nous avons proposé d'appliquer le pré-traitement aux systèmes de transmission MIMO em-ployant un odage espae-temps. En onsidérant les odes ST algébriques, nous avons proposéune méthode simpli�ée du alul du MMSE-GDFE en se basant sur la struture en blos qui a-ratérise es odes. Ensuite, nous avons étudié les algorithmes de rédution les plus utilisées. Nousavons onlu que la rédution Seysen présente une meilleure omplexité et o�re une meilleurequalité de rédution que la rédution LLL.L'intégration des tehniques de pré-traitement dans la haine de déodage o�re un gainsigni�atif en performanes et/ou en omplexité par rapport à une haine omportant uniquementun déodeur, quel que soit le déodeur optimal ou sous-optimal employé.
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Conlusions et perspetivesConlusionsDans e mémoire, nous avons étudié le déodage des systèmes MIMO utilisant un odage espae-temps à dispersion linéaire, dans le as d'une transmission ohérente et un anal quasi-statique.La représentation en réseaux de points de es odes permet de les déoder par les algorithmesde réseaux de points. Les plus onnus d'entre eux sont le déodeur par sphères (SD) et la straté-gie de Shnorr-Euhner (SE). Réemment, des déodeurs basés sur des algorithmes de reherheséquentiels dans un arbre ont été généralisés pour le déodage des systèmes MIMO, à savoir lesdéodeurs Fano et Stak. Ce dernier permet, grâe à l'utilisation d'une pile, de stoker tous lesnoeuds parourus dans l'arbre.Dans le as de réseaux de points, où les symboles appartiennent au réseau in�ni Z, ou biendans le as de onstellations de grandes tailles, l'appliation du déodeur Stak original et trèsomplexe voire impossible. Pour ela, nous avons proposé une première approhe ombinantles stratégies de reherhe du Stak et du SE, appelée M-Stak. Cet algorithme présente desperformanes sous-optimales. Nous avons alors proposé une deuxième approhe qui ombine lastratégie de reherhe du Stak et la région de reherhe du SD, que nous avons appelée SB-Stak(Spherial Bound-Stak deoder). Le déodeur proposé permet d'avoir les performanes ML aveune omplexité plus faible que les déodeurs originaux, présentant un gain moyen de 30% parrapport au SD et 70% par rapport au déodeur Stak.Par la suite, nous avons donné une version paramétrée du déodeur SB-Stak, qui onsiste àmodi�er la métrique ML umulée en fontion d'un biais, e qui permet d'o�rir une multitude deperformanes allant du ZF-DFE au ML ave des omplexités roissantes.Dans les shémas de transmission pratiques, le ode ST est généralement utilisé onjointe-ment ave un ode orreteur d'erreurs. Celui-i est déodé par les déodeurs à entrées et sortiessouples. Pour ela, nous avons modi�é le déodeur SB-Stak a�n de générer des sorties sousforme de taux de vraisemblane logarithmiques (LLR). Nous avons véri�é que e dernier o�re lesmeilleures performanes par rapport aux déodeurs à sorties souples existants, tels que le ShiftedSphere Deoder (SSD) ou le List Sphere Deoder (LSD). De plus, le déodeur proposé permet deontr�ler parfaitement la taille de la liste des solutions retournées.Nous avons onstaté que les déodeurs préédents présentent une omplexité très variable etdes temps de déodage très di�érents pour les faibles RSB et les forts RSB. Cependant, il estimportant en pratique d'avoir un temps de déodage onstant. Une solution simple est d'arrêter



114 Conlusions et perspetivesle système après un ertain délai �xé, ependant ette solution ne présente auune garantie surles performanes retournées.Pour pallier à e problème, nous avons proposé un déodeur adaptatif qui permet de séle-tionner le déodeur le plus adéquat à haque réalisation du anal et pour toute valeur du RSB.Le déodeur adaptatif permet d'obtenir les performanes souhaitées ave une omplexité quasi-onstante. Par la suite, nous avons présenté un shéma pratique d'implémentation du déodeuradaptatif utilisant le SB-Stak paramétré.Pour lore notre étude sur les déodeurs MIMO, nous nous sommes intéressés à la phase depré-traitement. A la sortie de ette phase, la matrie du anal équivalente est mieux onditionnéee qui permet de réduire la omplexité du déodeur optimal et améliorer les performanes dudéodeur sous-optimal. Nous avons présenté et étudié les performanes d'une haine omplètede déodage utilisant diverses tehniques de pré-traitement ombinées ave les déodeurs STproposés préédemment. Nous avons d'abord donné une nouvelle méthode de alul du MMSE-GDFE moins omplexe et adaptée à la struture spéi�que du Golden ode. Nous avons aussiappliqué le pré-traitement au déodeur adaptatif que nous avons proposé, e qui nous a permisd'améliorer les performanes et obtenir une omplexité quasi-onstante et enore plus faible.PerspetivesLe pré-traitement est un outil très e�ae pour améliorer les performanes des systèmes MIMOen gardant une omplexité raisonnable. Pour le MMSE-GDFE, nous avons proposé une méthodede alul simpli�ée pour les odes ST algébriques, en partiulier le Golden ode. Il serait éga-lement intéressant d'exploiter la struture spéi�que de es odes dans le but d'optimiser laomplexité d'implémentation du pré-traitement.Nous avons montré par les résultats de simulation que la rédution Seysen permet d'o�rir ladiversité en réeption. Nous nous proposons alors d'étudier de plus près la diversité de Seysendans le as des systèmes MIMO non odés et odés et d'apporter la preuve théorique sur l'ordrede diversité qu'elle o�re.Les déodeurs que nous avons proposés peuvent être appliqués à tout ode ST à dispersionlinéaire. Toutefois, nous nous proposons dans le futur d'exploiter les strutures de ertains odesST a�n de onevoir des déodeurs adaptés moins omplexes et plus performants. Une autre idéetoute aussi intéressante onsiste à proposer des odes ST plus failement déodables tels que lesodes Silver et ses variantes [74℄, [75℄, [76℄ et leurs déodeurs appropriés.
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Annexe A : Calul du �ltre MMSENous reprenons le système dé�ni dans le hapitre 2. Le prinipe du MMSE est de trouver le �ltreoptimal F qui réduit l'erreur quadratique moyenne donnée par :

Fopt = argmin
F

(

E
{

‖F · y − s‖2
}) (5.61)Notons par ε2 = E

{

‖F · y − s‖2
} l'erreur quadratique moyenne. En développant l'expressionde ε2, nous obtenons :

ε2 = E
{

‖F · y − s‖2
}

= E
{

‖F · (H · s+ w) − s‖2
}

= E
{

((F ·H − I) · s+ F · w) · ((F ·H − I) · s+ F · w)†
}

= E
{

(F ·H − I) · s · s† · (F ·H − I)†
}

+ E
{

F · w · w† · F †
}

= E
s
· (F ·H − I) · (F ·H − I)† + σ2

w
· F · F †

= E
s
· F · (H ·H† + σ2

w
· I) · F †(F ·H − I)† − Es · F ·H − Es · (F ·H)† + E

s
· IEn posant G = H ·H† +

(

σ2
w/Es

)

· I, l'erreur quadratique devient :
ε2

Es

=
(

F ·G−H†(G†)−1
)

·
(

F ·G−H†(G†)−1
)†

+ I −
(

G−1 ·H
)† (

G−1 ·H
) (5.62)Etant donné une matrie de anal onstante, la minimisation de l'erreur quadratique par rapportà F onduit à prendre

F = H† ·
(

H†H ·+
(

σ2
w/Es

)

· I
)−1 (5.63)
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Annexe B : Organigramme du SD
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Annexe C : Organigramme du SE
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Annexe D : Algorithme LLL
Algorithm 6 Algorithme de rédution LLLEntrée : B = (b1, ..., bn)1. b⋆1← b1, B1← 〈b

⋆
1, b

⋆
1〉2. Pour i = 1, ..., n2.1 b⋆i ← bi2.1 Pour j = 1, ..., i − 1 µi,j = 〈b

⋆
1, b

⋆
1〉/Bj, b⋆i ← b⋆i − µi,jb

⋆
j2.1 Bi← 〈b

⋆
i , b

⋆
i 〉3. k = 24. Exéuter proédure RED(k, k − 1)5. Si bk <

(

3
4 − µ2

k,k−1

)

bk−15.1 µ← µk,k−1, b← bk + µ2bk−1, µk,k−1 = µbk−1/b, bk ← bk−1bk/b, bk−1 ← b5.2 Éhanger bk et bk−15.3 Si k > 2Pour j = 1, ..., k − 2 Éhanger µk,j et µk−1,j5.4 Pour i = k + 1, ..., n
t← µi,k, µi,k ← µi,k−1 − µt et µi,k−1 ← t+ µk,k−1µi,k5.5 k ← max(2, k − 1)5.6 Aller à 4.SinonPour l = k − 2, k − 3, . . . , 1 RED(k, l)

k ← k + 16. Si k ≤ n Aller à 4.Sinon retourner (b1, b2, . . . , bn)Proédure RED(k, l) :Si |µk,l| > 1
21. r ← ⌊0.5 + µk,l⌋, bk ← bk − rbl2. Pour j = 1, ..., l − 1, µk,j ← µk,j − rµl,j3. µk,l ← µk,l − r
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Annexe E : Algorithme Seysen
Algorithm 7 Algorithme de rédution SeysenEntrée : B = (b1, ..., bn)1.B⋆ = B−T2. Pour i, j = 1, ..., n, aij = 〈bi, bj〉, a⋆ij = 〈b⋆i , b⋆j〉3. Pour i, j = 1, ..., n, λij =

⌈

1
2

(

a⋆ij
a⋆jj
− aij

aii

)⌉4. Tant que (S2 −Reduced(λ) 6= 1)4.1 Pour i = 1, ..., nPour j = 1, ..., nSi i 6= j et λij 6= 0 alors1. T λij

ij = Tij(i, j)2. bj ← bj + λijbi, b⋆i ← b⋆i − λijb
⋆
j3. A = T

λji

ji .A.T
λij

ij , A−1 =
(

T
λij

ij

)−1
.A−1.

(

T
λji

ji

)−14. T =
∏

T
λij

ij5. λpq =
⌈

1
2

(

a⋆pq
a⋆qq
− apq

app

)⌉, pour p, q = 1, ..., nFin (Si)Fin (Tant que)Proédure S2 −Reduced(λ) : λ est la matrie ayant pour omposantes λijPour i = 1, ..., nPour j = 1, ..., nSi i 6= j et λij 6= 0 alors
i = n, j = n. Retourner 0Sinon retourner 1Fin (Si)Proédure Tij(s, v) :1. V sv = Vij(s, v)2. T λij

ij = In + V svProédure Vij(s, v) :1. Pour i = 1, ..., nPour j = 1, ..., nSi i = s et j = v alors
V sv
ij = 1Sinon V sv

ij = 0Fin(Si)
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