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Upon theorical and numerical study of propagation of electromagnetic

waves in the presence of inhomogenous non periodic media.

SUMMARY :

The propagation of electromagnetic waves in the presence of a
locally deformed plane waveguide is considered. We look for a rigorous
solution of Maxwell's &quations, i.e, a solution in which the error depend
only on the numerical methods used for evaluation. We outline the mathematical
aspect of this rather formidable problem and emphasize the numerical difficulties

that we have to overcome.
L4

Many examples are given. Several approximate methods are tested by

comparison with -the rigorous méthod.
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CHAPRITRE |

Avant-propos






L'objet de cette thé@se est la recherche théorique et numérique de la
gsolution rigoureuse des &quations de Maxwell dans un guide diélectrique
localement déformé. A notre connaissance, aucune &tude semblable n'a jamais
été entreprise. Son intérét est pourtant &vident, ne serait-ce que pour tester
les méthodes approchées syst@matiquement utilisfes dans la littérature écientifique
(volr par exemple "light transmission optics'" de D. Marcuse). On peut aussi
espérer 8tre utile aux ingénieurs de conception en leur évitant, par utilisation

de notre programme, des tAtonnements expérimentaux fastidieux et cofiteux.

I1 nous a semblé inutile d'imposer au lecteur une narration_chronologique
de nos difficultés. Elles ont &té& les difficultés habituellement rencontrées en .
physique mathématique et en analyse numérique ; le volume important du programme

final (6000 cartes) contribuant & accroitre les sources d'erreurs de programmation.

On trouvera donc dans ce mémoire un exposé de synthése déjia rédigé a
1l'usage de la D.R.E.T. qui a bien voulu nous apporter son aide financiére (contrat

n® 78/1148).

Le premier chapitre devrait permettre au lecteur de se faire rapidement
une idée de 1'ensemble du travail sans se plonger dans le détail des congidérations
théoriques et numériques exposées aux chapitres II, III, IV et VI. On notera que le
chapitre V qui montre les possibilités du programme mis au point en exposant quelques

résultats, peut &tre compris sans avoir assimiié les chapitres précédents.



Figure 1

On peut avoirn plusieuns milieux d'indice néel sur un substrnat, une
déformation par dioptre, et meme des inclusdions de maténiaux abson-
bants (n' + in"). '

La déformation independante de z doit nestern a L'inténieurn d'un do-
ma_ineﬁ)doyu: Les dimensions sont de £'ondre de La Longueur d'cnde.

Rappelons que nous nous proposons de déterminer rigoureusement, en régime
harmonique et pour la structure schématisé&e sur la figure 1, le champ €lectromagné-

tique correspondant 3 divers excitations : .

a) excitation par une onde plane se propageant obliquement par rapport & Oz.

b) excitation par un ou plusieurs "modes entrants' associ&s au guide d'onde

constitué par l'empilement de lames minces en l'absence de toute déformation.

-

Dans le premier cas, on cherche notamment & déterminer le diagramme de
rayonnement (diffraction due 3 la déformation), ainsi que la fraction de 1'énergie
incidente transmise aux modes guidés sortants (couplage &tabli par la déformation
entre le "champ incident” et les modes guidés).

Dans le deuxiéme cas, outre les diagrammes'de rayonnement, on cherchera 3
obtenir les matrices de réflexion et de transmission caractérisant 1'action de la
déformation sur les modes guidés entrants (naissance de "modes sortants" réfléchis

ou transmis).



Pour faciliter la té&che du lecteur, ce.probléme est d'abord résolu
(éhapitre II) dans lé'cas particulier oli le champ électrique est paralldle 3 Oz.
On est alors ramené & un probléme scalaire quli permet d'exposer sur un cas simple,
le principe des méthodes utilisées dans le cas général. Ce dernier est traité au
chapitre III. On n'échappe pas alors aux difficultés liées au caractére vectoriel
de 1'onde &lectromagnétique. Aprés’des manipulations algébriques sans doute
pénibles 3 suivre dans le détail, on propose néanmoins une solution correspondant

aux excitations initialement fixées : onde plane d'incidence et de polarisation

quelconques, modes guidés se propageant obliquement par rapport d Oz (c'est-i-

dire par rapport d la direction de la déformation).

On notera bien que, selon les habitudes de notre petite équipe, le probléme

d'optique considéré est traité rigoureusement a partir des &quations de Maxwell.

Aucune hypothése n'esthfaite pour simplifier la forme des équations qui en découlent,
et les résultats fournis sont donc uniquement entidchés ses .erreurs d'arrondi et de
troncature inhérentes i toute méthode numérique. L'expérience numérique a montré Que
le programme mis au point est fiable tant que la déformation de chacun des dioptres
reste contenue 3 l'intérieur d'un rectangle dont les dimensions sont respectivement
voisines de 20 A selon Ox et X selon Oy. De telles valeurs seraient sans doute jugées
intéressantes en radio électricité. Ce n'est &videmment pas le cas en "optique
planaire" ol 1'on apprécierait plutdt des déformations au moins 1000 fois plus larges
(par exemple quelques milliers de sillons d'un réseau tracé sur un "Slab™). C'est
pour pallier cet inconvénient.que le chapitre VI propose des méthodes approchées

dont il faudrait maintenant vérifier la validité par des mesures expérimentales.

Nous avons tenté de nous atteler 3 cette tiche, mais tout au plus sommes—nous
arrivés 3 nous persuader de la difficulté de 1'entreprise. Des mesures de qualité
nécessiteraient un équipement important et une grande pratique de 1'Optique intégrée.
Une tentative a été faite au LETI i Grenoble (Groupe d'Optique intégrée), dans le

cadre du stage de Monsieur MORBIEU, sous la direction de Madame ERMOLIEFF,



H

I1 s'agissait de mesurer les coefficients de réflexion et de transmission
d'un mode guid&, sur une rayure tracée sur le guide. Malheureusement, 1'incertitude
sur les mesures et sur les paramétres du guide et de la déformation, n'ont méme pas
permis de départager les résultats obtenus par la méthode exacte, de ceux obtenus
par la méthode approchée la plus &lémentaire. Une vérification exp@rimentale dans
le domaine des micro—ondes, donnerait peut-é&tre des résultats plus intéressants,

mais 13 encore, nos premiers travaux ne poussent guére 3 l'optimisme.

En conclusion, nous pensons avoir effectué pour le guide diélectrique
localement déformé, un travail de pionnier semblable & celui qui avait été fait
il y a quelques années au Laboratoire d'Optique Electromagnétique, au sujet des

réseaux [1] .

Nous expérons qu'aprés diffusion de notre travail dans la communauté .
scientifique [2]., il finira par attirer l'attention des utilisateurs, ou méme
des constructeurs de céﬁposants passifs en optique planaire (comme c'est
actuellement le cas pour les réseaux). Les personnes intéressées pourront alors
nous contacter pour bénéficier de 1'expérience acquise ou méme pour tenter d'utiliser
systématiquement un programme qui, 3 vral dire, reste encore un instrument de
recherche qui peut &tre difficile a utiliser sans 1'intervention de la personne qui

' . .
1'a mis au point. . _ Y o

I1 va de soique cette &tude, comme toute &tude théorique, nous a amenés
plusieurs fois 8 réfléchir sur des problémes généréux 1iés 3 la propagation des
ondes électromagnétiques. Des considérations sur la possibilité de représenter les
champs par des combinaisons lindaires d'ondes planes ont fait 1'objet d'un article
au JOSA [i] . De nombreux calculs sur les modes d'un guide recouvert par un réseau
d'extension infinie, ont été effectués 3 Marseille dans le but de sélectionner
certains exemples d'applications décrits au chapitre V. Nous n'avons pas jugé utile
de faire figurer ici un compte tendu de ces recherches que 1l'on pourrait bien entendu

qualifier de recherches annexes.

" Références

1) R. Petit "Electromagnetic theory of grating'", R. Petit Ed.
(Springer-Verlag, Berlin, 1980).
2) J.P. Hugonin and R. Petit
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CHAPITRE I

ETUDE THEORIQUE
DE QUELQUES EXEMPLES
DANS LE CAS E []






Pour mieux compréndre le cas général qui fait appel & un formalisme
compliqué, il est utile de commencér par 1'étude du cas de polarisation E //
qui conduit & des calculs plus simples. Cette simplification est essentielle-
ment due au fait que 1é problémé vectoriel de la recherche du champ se raméne
alors & un probléme scalaire. Néanmoins, toutes les difficultés d'ordre
théorique se retrouvent dans le cas E //. Du reste, c'est sur ce cas que nous
avons commencé par tester la méthode avant de mettre au point le programme &:-

trés général dont nous parlerons par la suite. -

Nous allons montrer dans ce chapitre, par quelques exemples simples,
comment la méthode différentielle d'étude des réseaux a pu €tre adaptée &

1'étude du probléme -de 1'obstac1¢ non périodique.

1. METHODE DIFFERENTIELLE D'ETUDE DES RESEAUX

Nous avons cherché i généraliser les méthodes utilisées pour 1'@tude
des réseaux, et particuliérement les méthodes différentielles mises au point
au laboratoire ]_] . Rappelons donc tout d'abord en quoi elles consistent,

sur un exemple simple.

Comme comvenu, nous nous limitons au cas E // ol le champ &lectrique

est paralléle 3 1'axe Oz d'un repé&re orthonormé Oxyz.

Son amplitude E (x, y) vérifie 1'@quation de Helmoltz au sens des

distributions :
AE+ 1’ (x,9) E =0, (1)

‘ol n (x,y) est 1'indice optique.



IX.2

Soit £ (x) une fonction périodique de période d. La surface du
cylindre d'équation y = f (x) sépare 1l'espace libre (indice 1) d'un milieu
homogéne d'indice n, . Le réseau diélectrique ainsi défini est &clairé par une

onde plane venant du haut soit E (x,y) = e xp (-iy).

Y onde plane incidente

?

" Figure 1
- Posons
l1si y20 (2)
SN () =
n, siy<0,
et D (x,y) = n® (x,y) - N* (y). | (3)

On cherche l'amplitude des ordres diffractés au-dessus

(3'7 > Yy = max {_f(x)}) et au—des.sous (y < 0 = min {f (X)}) .



' __ II.3

a) La méthode différentielle consiste 3 &crire pour chaque valeur de y

E (x,y) et D (x,y) sous la forme d'une série de Fourier en x :

E (x,5) =), Em 69 exp (ig x) (4)
m=—00
Dy =Y D) ex Grx
m=-—0o
ol Cm = m _zdl-[' ’ -

et 3 reporter ces expressions dans 1'8quation de Helmoltz pour obtenir un
P A p q P _

systéme différentiel d'inconnues E (v)

& E_ (y) o . © . . (5)
—dyz— = |22 - E ‘(y) p—=§° E, (\y) Dpp )

b) Si y > ¥, ou ¥ < 0, D (x,y) = 0 et les solutions de 1'&quation (5)

s'écrivent sous la forme suivante :

B, (m exp (=ix, (m) y) + E.Dh (m) exp(ix, (m) y) siy 3y, (6a)

B (y) =

Ep, (m exp (-ix, (m) y) siy < 0 - (6b)

ol Xh (m) = Vi - C; s Xb (m) = vnﬁ - C;; la détermingtion

des racines carrées &tant telle que Xy OU Xp /i, Xp OU X / 1 soient

réels positifs.

Si on porte (6) dans (4), on voit que le champ s'exprime sous la forme
d'une somme d'ordres incidents et d'ordres diffractés et que EDb (m),

EIh (m), EDh~(m) sont les amplitudes complexes des ordres diffractés
(lettre D) ou incidents (lettreI) dans la région du haut (lettre h) ou du
bas (lettre b). Remarquons que (6b) exprime une condition d'ondes sortantes

vers le bas, .-
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c) Remarque fondamentale ' —_—

La donnée des coefficients EDb'(m) permet de calculer Em (y) pour
y < 0 gr3ce 3 la relation (6b). On en déduit alors les conditions aux limites

en y = 0 nécessaires & démarrer 1'intégration du systéme différentiel (5).

L'intégration de ce systéme de y = 0 4y = Yy perﬁet de calculer

A -y 'd Em . . . e .
Em (yh) et ra (yh). On obtient alors EIh (m) et E_, (m) par identification

Dh

avec (6a) :

1 . ~ : i .d.Em .
By @ = gexe [-ig @y ] B Gy - @ Ty O
1 . + 2 y i o o d E‘m e
By (@ = 5 exp [1 Xy (™ yh] E (y) + | '.'Xh.(m) 1 ‘y (Yh');‘ e

\
i

Malheureusement, on ne connalt pas EDB (m) mais'EIh (m), 1l'amplitude

de 1'onde plane incidente. Par exemple ici E (m) = ¢
Ih m, O
(symbole de Kronecker). C'est une situation générale en optique : on est amené
a4 résoudre une équation différentielle sur un certain segment avec des conditions

aux limites aux deux extrémités du segment.

C'est par exemple ce qui se produit quand on &étudie la diffraction d'une
onde plane par un systéme de couches : on cherche une fonction d'une variable,
solution d'une équation différentielle du second ordre. Pour intégrer cette
€quation sur la hauteur de la couche, il faudrait connaltre deux conditions
initiales (valeur de la fonction et de sa dérivée) & une extrémité de 1l'inter-
valle d'intégration, mais en fait, les conditions aux limites sont données aux
deux extré€mités : 1'une exprime le fait que le champ incident est connu au-dessus
du.systéme de couches (onde plane incidente) et l'autre exprime une condition

d'ondes sortantes dans le substrat.

On peut cependant tourner la difficulté en utilisant une "méthode de tir"

fondée sur la linéarité du probléme.
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] " P '1-.
Commengons d'abord par noter EDb etAEIh la série des EDb (m) et la
Série deS EIh (m) (m = e O s e ¢ 0’ ¢ 2 & 00 ). ,

On a vu que la donnée de.EDb permet de calculer EIh

tion du systéme différentiel (5), ce qui définit 1'opérateur linéaire 7T

grice d la résolu-

tel que :

EIh = 7'EEDb (8)

d'oti 1'on déduit : E.. = T E (9)

EDh est alors déterminé & 1'aide de la relation (7).

En pratique, on ne peut pas traiter numériquement des séries infinies

de coefficients et on est amené a tronquer i m E{; My,=°* 0, *°"* M}

EDB.et EIh sont représentés par des vecteurs de
dimension 2M + 1 et JT par une matrice (2M + 1) x (2M + 1).

Dans ces conditions,

L]
Pour déterminer JT , on peut résoudre (5) pour les valeurs suivantes

de EDb s

Db (10)
EDb = (0,1 «+--0)
By, = (0, 0-+,0, 1)

Il faut donc intégrer 2M + 1 fois le systéme (5) alors qu'une seule
intégration aurait suffi si les conditions aux limites avaient &té exprimées
au méme point. Il reste 3 inverser la matrice JT de dimension (2M + 1) x (2M + 1)

pour obtenir Enp griace a (9).
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2. EXEMPLE DE LA DIFFRACTION D'UNE QNDE PLANE
PAR UN DTIQPTRE PLAN LQCALEMENT DEFQRME

Considérons toujours le cas de polarisation E //. L'amplifude E(x,y)

de la composante du champ sur 1l'axe 0z vérifie donc 1'équation de Helmoltz :

AE + n? (x,y) E=0 : (11)

R(0) e iy

T

, -
=S

N\

TR T

faisceau
diffracté
dans le

e le N
peet ‘/ T(0)e MY x \i )

Figure 2

faisceau
diffracté
en haut

A 1'extérieur d'un rectangle 39 défini par 0 < y < Yh et |x| <L,

1'indice n (x,y) s'identifie & la fonction N (y) définie par :

1si y>0
N (y) = : : : . (12)
n, siy<oO '
Pdsons :
D (x,9) = n® (x,y) = N* (¥) (13)

et notons bien que D est nulle en dehors du rectangle 59 .
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a) Introduisons les transformées de Fourier :

8

E (x,5) E(Z,y) exp (izx)dz, (14)

-0

D (x,y) D(Z,y) exp (i Tx) d L.

=--C0

On voit apparaitre ici la premiére différence avec le cas du réseau :

les séries de Fourier sont remplac&es par des intégrales de Fourier. ~

Aprés avoir reporté@ (1l4) et (13) dans 1'équation de Helmoltz (11),

on obtient :

w2 S ~ ~ o
3__52252112. = [22 - (] EG@y - Dy * ECy), (15
y i

oli ¥ désigne le produit de convolution par rapport & la variable T :

D(Z,y) % E(C,y) = D(Z',y) E(X -C',y) dz'.

—C0

b) Siy > Y, o ¥ <0, D(x,y)=0 et les solutions de 1'&quation

(15) prennent la forme :

En () exp (-1 X, Y) + Epp (%) exp (i X y) si'y 2y, o (16a)
E(T,y) =

Ey, (0) exp (-i X, ¥) siy€o0. (16b)

o Xy () = V 1-2%, % @ = n; -, X ou /i,

Xy, ourxb/i réel positif.
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Dans (16) , EDb’ EIh’ EDh sont des fonctions complexes qui décrivent
le champ incident et le chawmp diffracté au-dessus ou au-dessous de 1'obstacle.

Remarquons que (16b) exprime la condition d'ondes sortantes au-dessous.

Définissons grdce 3 la relation (16a) l'opérateur't) qui 3 E(Z,y)
associe X, (%) Emn (@)

~

Viem =Few x| x @F@y +i 3w | an

On peut dire quez:S extrait le champ incident du champ total.

c) Remarque fondamentale

La donnée de la fonction EDb (z) permet de calculer E(Z,y) pour
y € O grace 3 la relation (16b) . On en d&duit les conditions aux limites en
y = O nécessaires au démarrage de 1'intégration de 1'&quation différentielle

(15).

L'intégration de cette &quation dey = 0 3 y = ¥y, permet de calculer
- 3 E . ' . @
E(Z, yh) et §_§7(C’yh)’ puis Ep. (T) et Eon (9]

par identification avec (16a)

By @ =5 e [-ix, @] [E@ ) - T o oy . (8
B @ =5 em[ix, @ w] B oy ¢ G °E @y

Jusqu'd présent, nous nous sommes contentés de reprendre la théorie des

réseaux en remplagant les séries de Fourier par des intégrales de Fourier.

o @)

pour que la solution correspondante des &quations de Maxwell (unique d'aprés

La poursuite de cette généralisation conduirait 3 chercher E

ce qui précéde), aboutisse i EIh () = 8§ (¢). Malheureusement, EIh’ et par
conséquent Ejp» ne sont pas des fonctions réguliéres mais des distributionsy

et un tel procédé n'est pas exploitable numériquement,



Pour remédier 3 celd, il convient d'utiliser le fait qué 1'obstacle
est en premiére approximation un dioptre plan dont les coefficients de
réflexion et de transmission R (Z) et T (L) sont donnés par les formules
de Fresnel : les distributions de Dirac qui interviennent plus haut sont dues
en effet 3 la reflexion et & la transmission de l'onde plane incidente par le

plan non déformé.

Revenons maintenant au probléme de la détermination du champ quand

EDh.(C) est connu. Si le dioptre plan n'était pas déformé, le champ serait
1 . R(Z) P N
Enp ‘5) T(D) °XP [ iy, @ Y] * Ty P [1 X, (8) Y] si y>0
EO(CQY) = R .

Epp (8) exp [-1i X (©) y] siygo

~ ~

On peut penser que Eo est déjd une bonne approximation de E et chercher

~

E.:sous la forme :

~

E(C,y) = E, (5, y) +e (T, y) , (19)

oti e (L, y) est la nouvelle fonction inconnue.

~

Portons (19) dans (15) et remarquons que Eo vérifie

= [;2 - N2 (y)] Eo 3 on voit que e (L, y) est la solution de

1'équation fonctionnelle intégro-différentielle :

3% e
] y2

(EZ - Nz) e + 5 (C,}’) X [ EO (C’ Y) + e (C,}’)] y (20) .-

qui est identiquement nulle pour y § O.
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En effet, pour y € 0, E (T,y) = E o €,y) = Epy (T) exp [—i-xb ©) YJ)

~ ~

Comme la transformée de Fourier en 7 de D'-#f‘(E0 + e) est nulle
~ ~
quand |x| > L (puisque D (x,y) est nul si x| > 1), D (E0 + e) est une

fonction de ¢ indéfiniment différentiable,

I1 est alors raisonnable d'admettre, aprés examen de (20), que

e (G,y) est une fonction réguliére.

La résolution de (20) =~ qui peut se faire grace aux méthodes classiques
d'intégration des &quations différentielles - permet de calculer e (Z,y) pour

toute valeur de y et en particulier pour y » Yh On peut alors en déduire :
i@ = Y e @y | (21)
ol :) est 1'opérateur'défini én (17)
Définissons alors 1l'opérateur linéaire 2? par :

iy = 3 Enb (22)

I1 est important de remarquer que 1l'action de Y sur une distribution

est une fonction régulidre qui est susceptible d'@tre calculée par 1l'ordinateur.

On obtient en faisant agir 1'opérateur Y sur les deux membres de (19):

X, © Ep @) =g @ E, @ +i @) (23)

ol on a posé :

(24)

g est une fonction continue de { qui ne s'annule pas.
\ .

d) Jusqu'a présent, nous avons exprimé uniquement la condition d'ondes

sortantes dans le substrat. Il reste & écrire que :

- EIh (®) =6 (¥), c'est-a-dire d'aprés (23) :



| - - I

g
Epp (8) = g (T)

§(2) = 4, (@ (25)

On obtient en reportant (25) dans (22) :

NGRS E {E—tc—) [6. @ - i (_c)]} : (26)

C'est une &quation fonctionnelle d'inconnue ih. Nous exposerons

plus loin les méthodes numériques qui permettent de résoudre cette &quation.

Lorsque i, est déterminé (par résolution de cette &quatien), on peut

h

calculer ED avec (25) et le champ est connu partout.

)b
- Remarquons que le champ §'exprime comme la superposition de la réponse
du dioptre non déformé 3 1'onde planz incidente, et d'un champ diffracté '

complémentaire qui loin de 1'obstacle peut &tre interprété comme un faisceau

diffracté venant de la déformation. 1

“'Figure 3
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3. EXEMPLE DE LA DIFFRACTION D'UN MQDE GUIDE
SE PROPAGEANT DANS UN GUIDE PLAN LOCALEMENT DEFORME

a) Guide non déformé :

SR

Figure 4

Considérons un guide diélectrique plan d'indice N (y).

Dans le cas représenté sur la figure 4, N (y) est une fonction
constante par morceaux, prenant 3 valeurs. Soit R () et T (g) les coefficients
de réflexion et de transmission d'une onde plane incidente du haut et dont la

composante sur x du vecteur d'onde est [ (nombre réel).

Comme dans le cas du dioptre plan, posons :

. Xn (@)
g () = Xl (27)

ol x (g) = 1 -z2, (X, Ou X /i positif).

On suppose que le guide admet un seul mode TE d'indice effectif
+
CG, donc que Ag (- ;G) = 0.
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b) Guide déformé :

faisceau diffracté

SNy

mode incident *r“-‘—

,_"-.: 4 y o
~::] h _ mode transmis

T \\\\\\\\\

//JL\\\Mmm@

vers le bas

mode reflechl

" "Figure 5
L'obstacle qui nous intéresse est obtenu en faisant subir au dioptre

supérieur de ce guide, une déformation locale contenue dans le rectangle

x| € L, 0<y<y,.

On a donc une "bosse" ( |x| € L) comprise entre un "demi-guide" de

gauche (x < - L) et un "demi-guide" de droite (x > L).

Quand un mode, porté par le demi-guide de gauche arrive sur la bosse,
il se réfléchit, donne une composante transmise (portée par le demi-guide de
droite) et engendre un faisceau diffracté vers le haut et un faisceau diffracté

vers le bas.

c) Rien d'important n'est 3 modifier dans les paragraphes 2a, b, c

sauf les points de d&tail suivants :

- dans (16a) la limite est y <'yb au lieu de y < 0



IT.14

~ on a maintenant EIh () = 0 au lieu de § (7).

o~

-~ la forme de E, (¢, y), réponse du guide non déformé a L, ¢9)
est plus compliquée que la formule (18). Il est inutile d'expliciter ces

expressions qui relévent de calculs simples.

- e (T, y) est identiquement nulle pour y § y, et non plus pour

b

d) le seul changement important apparait quand on veut exprimer

EDb (z) a partir de la relation -

0=g @ E, @ + i @. (28)

Un calcultrop rapide" donnerait en effet :
S

ce qui, reporté dans (29) conduit & 1'équation d'inconnue ih :

i= -G /9.

Malheureusement, cette &quation homogérie admet la solution triviale

ih = 0 et 1'on trouve finalement un champ &lectrique nul partout, ce qui est
contraire 3 1'intuition physique.

On a oublié en effet que g (& CG) = 0, et que le calcul de EDb 3
partir de la relation (28) nous confronte au probléme de la division en

théorie des distributions.

Rappelons que la recherche des distributions T (Z) telles que

z T(z) = 1 ne conduit pas a une solution unique mais & :

TV, (%)+a5(§)’

ou V (%) est la valeur principale de Cauchy et, a, une constante arbitraire.

On ne peut donc pas déduire de (28) EDb de maniére unique, mais

i (0

By (©) = =V < > ta, S(L-L) +a_ S(ry 29

g(t)
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oft a, et a; sont deux constantes arbitraires et Vp rappelle

que la diyision par g est prise au sens '"valeur principale de Cauchy" en

= +
E __C‘G'

On obtient cette fois en reportant (29) dans (22) :

: i, . (%) :
i @ =9 {~ A (’%ZT)* a, § @t +a 8@y} (30)

e) Supposons que l'on connaisse a, et a_:

o) La relation (30) est alors une &quation fonctionnelle d'inconnue

ih que nous pouvons résoudre numériquement.
|

Supposons que cette résolution numérique ait été faite :‘ih )

est donc une fonction connue.

On en déduit Eo grace d (29), puis pbur YEy ¢

E (Ly) = Ey (@) exp [-1ix, @ 7]

On obiient en développant la valeur principale de Cauchy contenue dans

1'expression (29)

By = [, v (G + eV, Copd va, @t *a szt |
exp (~ix, @gy) + Uy, (31)

ol U est une fonction régulié&re de T et e, e_ deux constantes faciles &

calculer lorsque 1l'on connait ih 6 CG).

B) L'intuition physique nous pérmet de penser que la contribution
des faisceaux diffractés s'atténue quand on s'éloigne de 1a déformation. Loin
de celle-ci, le champ s'écrit comme la superposition de deux modes : un mode
entrant et un mode sortant. Naturellement, les coefficients de cette combinai-
son linéaire de modes ne sont pas les m@mes 3 gauche qu'ad droite de la défor-

mation.
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‘Figure 6 -
On peut artificiellement prolonger le champ dii & ces modes aux

i

demi-plans x < O et x > 0. Ceci donne par exemple 1'expression du champ pour

y<Yb=

E (x,y) = exp [— i Xy (CG) y] {: [Ig exp (iCG x) + Dg exp (—iCG x)j’H(—x)

+-[Id exp (- iCG x) + Dd exp (iCG X)] H (X}} + ¥ x,y), (32)

-

~ .
oi E (x,y) est une fonction résiduelle qui décrit le faisceau diffracté vers le

bas. H (x) est la fonction d'Heaviside (H (x) =1 si x > 0 et Y si x < 0).

d
les amplitudes du mode incident de gauche et de

Dans la formule (32), Dg et D, sont les amplitudes du mode diffracté
d gauche et & droite et Ig’ Id

droite.

Y) Pour calculer la transformée de Fourier en x de E (x,y) donné
par l'expression (32), on utilise la forme connue de la transformée de Fourier
1 1 1 :
deH(x) .—Z-G(C)"'—z-ﬁ P(Z).
On obtient en identifiant les termes singuliers (9, VP) avec ceux de

1'expression (31)
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214 e, = -ng + Dd (33)
< 2ITi e. = Id - Dg

2 a, = Ig + Dd

2 a_ = id + Dg

Ig = a, -—ille (34)
Id = a_ +1ille_

D = a —-11e
g - -

Dd = a_+ i1l e,

\

Ceci montre que, quand on se donne a, et a_, on sait calculer Ig et Id' La

linéarité du probléme permet d'écrire :
) k(T | '
= R (35)

oii Jlest une matrice 2 x 2 que 1'on peut déterminer coloane par colonne en

exécutant les calculs précédents pour a,=1l,a_ =0 puis pour a_ = 0, a_ = 1.

e) Pour choisir les deux constantes a, et a_, il faudrait écrire

deux nouvelles conditions. Or, justement, nous n'avons pas encore exprimé les
données physiques sur les modes incidents : un mode d'amplitude unité vient

de la gauche, aucun mode n'est incident de-droite.
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Ceci s'écrit :

de la relation

et le probléme

" "Figure 7
Ig =1, Id = 0. On obtient alors a, et a_ par simple inversion.
(35)

est entiérement résolu.

La méthode que nous venons d'utiliser pour déterminer a, et a_ est a

nouveau une méthode de tir (voir le paragraphe 1)

calculs pour un choix arbitraire de a,

leur valeur par inversion d'un systéme linéaire.

Références ¢
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CHAPITRE i

Etude théorique du cas général

Incidence oblique






III.1

Dans le chapitre II , nous avons présenté le principe de notre méthode
sur quelques exemples simples et trés particuliers auxquels nous nous &tions
initialement limités. Aujourd'hui, nous disposons d'un programme capable de
traiter des cas beaucoup plus généraux, aussi bien en ce qui concerne l'obsta-
cle que le champ incident. Ce chapitre est consacré 3 1l'exposé des développe-

ments théoriques qui sont & la base de ce programme.

1) GENERALITES

a) Géométrie de l'obstacle

La figure 1 représente quelques uns des obstacles que nous avons été
amenés d considérer. Nous pouvons les décrire dans tous les cas comme un
systéme de couches planes ayant subi une déformation cylindrique locale. Plus
précisément, en dehors d'un domaine borné du plan x, y, l'obstacle s'identifie
4 un méme systéme de couches planes qui est nécessairement le méme & droite
qu'3 gauche de la déformation. Ceci exclut par exemple les jonctions entre
deux guides différents ou le probléme du réseau semi~infini (figure 2). Nous

verrons toutefois plus loin (chapitre VI) qu'il est possible d'extrapoler nos

résultats 3@ 1'étude de certains de ces derniers cas.
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Exemples d'obstacles que nous avons tudies
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Figure 2

Exemples d'obstacles que nous ne pouvons pablihaiten a L'alde
du programme déendit dans ce chapitre.



B) Guide non déformé

III.3

Le systéme de couches est décrit dans le repére Oxyz par son indice

Ay

T

Guide non degonme

On a un nombre quelconque de milieux diélectriques non absorbants dont

deux au moins sont différents. Pour unifier notre vocabulaire, nous convenons

d'appeler "guide" un tel systéme de couches méme si comme dans le cas du

dioptre plan, il n'existe pas de mode guidé. Au-dessus du guide ( y > 0) on a

le superstrat d'indice n et au-dessous du guide le substrat d'indice n .

Le guide défini ci~dessus est ensuite localement déformé (figure 4) et

1'indice n (x, y) de 1'obstacle finalement obtenu s'identifie & 1'indice N (y)

du guide non déformé 3 1'extérieur du domaine D dsfini par |x| € L et

Yo Y€y
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LY

Guide défonme constituant L'obstacle d'indice n{x,y) '
O notera La présence. possible d'un milieu absorbant d'indice n'+ in".

Cette déformation peut &tre trés générale : plusieurs dioptres peuvent
étre déformés, et il peut y avoir des inclusions de mat&riaux absorbants (bien
que les couches diélectriques constituant le guide ne le soient pas).

Soit Yh la plus petite ordonnée au-dessus de laquelle n (x, y) = n,
(indice du superstrat) et Yy la plus grande ordonnée au-dessous de laquelle
n (x, y) = n (indice du substrat).

‘nt o~ P < < < . L P o . e

D'une maniére générale, Yy €Y, ¥y $ Y L 'égalité entre Yy t Y,
ou entre y; et Yh peut se produire dans de nombreux cas. La figure 5 représente

les divers configurations possibles

_;° “* o \\\\\\\\\\\Y T

= = = < =
Yo <Y <Y1h Y VoY1 Yn Yo 1™n VA AS A

‘Figure 5
= Positions nespectives de yy, Yoy Uy oY),
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b) Equations de Maxwell dans le cas de la diffraction oblique
5>

-5
Les vecteurs complexes\éz et t&'f associés aux champs électriques

et magnétiques vérifient les équations de Maxwell au sens des distributions

[1] .

Pww Hf (1
-5

o e
| ot S0

4

-iwe, n? (x ne

a) Choisissons une constante réelle <Y, qui sera la constante fondamentale

du probléme, et cherchons des solutions de (1) sous la forme :

T
Ex, v, 2)

B,y e Giya) /e = e

&F(X, Y, 2) A (%, ¥) éxP 1y 2) /. w |

La division par VB_E;' et par wa_ﬁ: permet de simplifier les
notations. Physiquement Y est la constante de propagation du champ le long de
1'axe 0z. Elle est déterminée par le champ incident : tous les &léments
constituant ce champ incident (ondes planes, modes guidés, faisceaux) doivent
avoir obligatoirement la méme constante de propagation sur Oz et cette constan-

te est v.

Dans ces conditions les faisceaux diffractés dans le substrat et le
superstrat sont engendrés par des ondes planes dont les vecteurs d'onde sont

les génératrices de demi-c8nes d'axe Oz.

C'est 13 1'origine de 1'expression "diffraction conique" qui sert

parfois & désigner ce type de situation.
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La figure 6 donne une représentation schématique de ces faisceaux

diffractés dans le cas d'un mode guidé incident.

"~ Figure 6

Diggraction conique
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A 1
B) Reportons maintenant (2) dans (1) et prenons o . - conme

211 ® m

unité de longueur. On obtient aprés quelques calculs &lémentaires, en &liminant

Ey et Hy dans les &quations, puis en divisant par exp (i Yy z)

2
= i(@Q-Yyg 4+ Y Oz

2 X 9x

n n
-~ . 2 3_ . OEg ’ )
= in EZ + 9% ( 1 g{“— + Y EX ) (33)
= - 19 2 _ 2 [ aE_z
1 (n Y ) EX Y %

E =-L1 Sz _ ¥ 4 | (3b)

¢) Quelques notations

"0) Le champ électromagnétique est entiérement déterminé par le vecteur de

dimension 4, C (x, y) dont les composantes sont Ez, Hx’ Hz’ Ex :
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Les deux autres composantes Ey et Hy sont alors déterminées par (3b).

On appelera "champ caractéristique" le vecteur C (x,y).

B) Définissons les fonctions p* (x, y) et D (x, y) par :

2 y) = ¥ 3) + D (x,3) %)
1 = 214D ). -
n?(x,y) N2 (y)

+ - ‘ .
D et D sont deux fonctions connues nulles en dehors du rectangle D

et caractérisant la dé&formation.

Y) Introduisons les transformées de Fourier :

E (C’Y), ﬁ(c,y) N D+ (C,Y) > D (C,Y)

_I‘:Ef"('x,y_) = JE (C,y) exp (i 7 x) d T,
| e (5)
H (x,y) = —jﬁﬁ (C,y) exp (it 9 g,

p* (x,y) = f (z ,y) exp (ig x) dg .

+ §) Définissons enfin les fonctions suivantes de la variable de Fourier [ :

B = \z2 + y* (si Y= 0, on prend B =7 ) ' (6)

\’ n; - B*? (x,, ou X, /i réel positif) i (7a)

Xp () = \|ni - B®  (x, ou X, /i réel positif) (7b)

=
oy
~
Y
~
]
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d) Changement de repére

o) La décomposition en intégrale de Fourier est en fait une décomposition
du champ électromagnétique en une somme de contributions élémentaires dont la

constante de propagation suivant Ox est C.

Dans le substrat et le superstrat, cette contribution est représentée

par une onde plane dont le vecteur d'onde a pour composantes :

@ Ix @ ,v) siy>y, , et (& x @ ,v) siy < Ve

3

~ . » y
'\‘\~ . ny % Vecteur d'onde au-dessus
/ : (onde diffractée)

Vecteur d'onde au-dessous
(onde diffractée)

Figure 7
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Notons que, compte tenu de la détermination choisie pour Xy, et X
les ondes planes sortantes ou les ondes évanescentes qui s'atténuent quand on
s'€loigne du guide suivant 1'axe 0Y, correspondent & une dépendance en y en

exp (1 Xy, (T) y) pour y > ¥y, et exp (-1 Xy, (T) y) pour y < Y+

B) Ce qui précéde montre 1'intérét d'introduire pour chaque valeur de T
le repére orthonormé OXYZ que nous appeleronsSﬁ,(E), obtenu en faisant tourner
Oxyz autour de l'axe Oy jusqu'd ce qﬁe 0x corresponde au vecteur (Z,0,Y)
projection sur Oxy du vécteur d'onde. Les ondes planes définies plus haut se

propagent en effet dans le plan Z = O de ce repére. )

Figure 8

Soit Z (z) le vecteur unitaire de 1l'axe 0Z.

(Dans le cas particulier oli Y = O, nous prenons S (z) confondu avec le repére

Oxyz ce qui, pour § < O n'est pas la limite de'gi(C) quand Y tend vers 0).

¥) Le développement des équations portera essgntiellement sur le vecteur

F (T, y) constitué des 4 composantes suivantes de E et H dans le repére () :

Eys Uy, Hy , Ey .
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)

)

F (g, y) = X (8)

)

DR,

Notons bien que le changement de rep&re décrit plus haut dépend de T

et que, par conséquent EZ’ HX’ HZ, EX ne sont pas en géndral lés transformées

de Fourier de fonctions ayant une signification physique 'simple.

Le diagramme suivant résume le passage du champ physique au vecteur

F (g, y)
Variable x Variable de Fourier

AL A

Mx, v, z):

\ r

| %,

> \ > N -~
E(X, Y, z) e E (x, y) ] E (T,y) HX
; TF en x L fixé [ F (C; y) = -

b ‘ _:; - H

H (x, y) H (g,y) ) z

e ' (termes en elgx) Ex

)

(variation

physique on ein)

<]
N

. _. Hx
C (x, %) =
‘&
E
x
Champ caractéristique

2

~

v

Repére R(z) = OXYZ

Repére Oxyz

‘Figure 9
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e) Equation fondamentale

On obtient en portant (5) dans (3a) et en explicitant le changement

de repére décrit plus haut, 1'équation fondamentale vérifiée par F :

D _ @

kSYF —Sy

avec
A—CA.-
E= e K
~ oy -
=5 &*

et oli X désigne le

oF = \€§ 6 F + Sfb F
y

oy (9)
(10a)
0
L, S LY e D
_ (D % E) ~if (@ % E) , .(10b)
i 40" % E) - 1§ O*E

{8 (0 * (B H))

o=
)

WY
=)

produit de convolution par rapport & la variable Z.
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Pour B fixé,ﬂgs

1'intermédiaire de N (y), qui caractérise le guide non déformé. En effet, si

est un opérateur linéaire dépendant de y par

1'obstacle était réduit 3 ce systéme de couches diélectriques planes, 1'é&qua-

tion (9) deviehdrait :

S? est un opérateur de convolution en ¥ 1lié 3 la

-~

Pour y fixe,
perturbation du guide par l'intermédiaire des fonctions D' et D . Il est
important de remarquer que méme si F contient des termes distributifs comme
des distributions de Dirac ou des valeurs principales de Cauchy, Q?; F est

-une fonction de ¥ indéfiniment différentiable. Ceci est dii au caractére

regulateur de la convolutlon. En effet les transformées de Fourier de

~

p* ¥E_, D" -% E L5 et D ¥ (B HZ) sont des distributions & support borné

puisque D" (x,y) et D (x,y) sont nulles pour li >L.

Cette remarque joue un rdle fondamental dans 1'élaboration du procédé
numérique (ceci explique pourquoi notre programme ne s'applique qu'aux

obstacles localement déformés et pas aux obstacles de la figure II.2).
Quant Y = 0, le systéme intégro-différentiel (9) se sépare en deux

systémes indépendants d'inconnues Eé s %( et HZ’ EX associés respectivement

aux deux cas de polarisation rectiligne E // et H // :

/g_X.'= iH , cas E// : inconnues
dy X ~ .2
~ E et H
oH ' 2_ .2y 4 > = X X
B—X= i (W-¢*) E, +i D % E,
y ' : (11a)
aHz‘=_. 2A_, I 2
dy 1 N EX : _D * EX : cas H// : inconnues
%EX:_'i(l-_C_)H +1ig7 (D ¥ (CH) z X
\ oY N2 z Z - (11b)

£) Forme du champ dans le substrat et le superstrat

o) Quand y > Y, 00 Y < ¥y s D (x,y) = 0 et 1'équation (9) se raméne &
1'équation du guide non déformé ( § VgB F)

dont les solutions s'@crivent :
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siy > Yy
(@
F (z, Y). = Xh EDh (C) exp (iXhY),
Hyp @
nﬁ HDh ©
(12a)
siy < y,
(@
F@E, = f = Xp, g, (©
e (g y).
Hip (9
2 .
(12b)

EDb’ HDb’ EIb’ HIb’ EIh’ HIh’ EDh’ HDh sont des fonctions complexes de

représentant les amplitudes incidentes (I) ou diffractées (D), en haut (h) ou

en bas (b), pour la polarisation TE (E) ou TH (H).
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Erhe Hyp Eph> Hph .
Eih Dh
. D =¥
I, = Xy i h  “h B
Hry h
- £
e P e //, - - -
e o° : :. :.0.0. '. ..0.0.. 0.".. * e o ’00. o. .o
£
Tb o - ( Db
1 - b
Aoy 7 Hpp
Erpe Hpp Eppe Hpp

Figure 10

©

B) Le probléme de la séparation des composantes TE et TH est plus compli-

quée que dans le cas ofi ¥ = 0. Cette distinction ne peut d'ailleurs €tre faite

que dans les demi~espaces remplis d'un milieu homogéne (substrat ou superstrat)

oli le champ est une combinaison d'ondes planes.

Onde plane TE Onde plane TH

Figure 11
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On dira qu'une onde plane a la polarisation TE si Ey = 0 et la polari-

sation TH si Hy = 0,

Y) Comme indiqué sur la figure 10, nous regroupons les fonctions décrivant
le champ incident et le champ diffracté au-dessus et au~dessous de 1'obstacle,

en vecteurs de dimension 2 :

Incident : Diffracté
By (8 | B, (0
% L @) = %,(® D, (g) = Xh(C) |
- A\, @/ | Hy, (2)
By, (©) By (©)
§ L (©) = Dy () =
Iy, () Hy, ()

{13)

Notons bien que ces définitions ne sont pas exactement similaires au-
dessus et au—-dessous : le facteur X qui intervient dans le superstrat n'a pas

son équivalent dans le substrat,

8) Nous aurons encore besoin dans la suite des 3 opérateurslzr,*5,1$>

définis par :
Floy =3[ @ 0@ L | | (14)

% [F (, yh)] s

L ()

b, @ =D, W]
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L'Opérateur'37 calcule le champ en y = Yh a partir des composantes
incidentes et diffractées au-dessous Ib’ Db alors quefs et® calculent les
composantes incidentes et diffractées au-dessus de l'obstacle, & partir de la
donnée du champ F (T, yh). Ces opérateufs établissent la liaison entre F(Z,y)

et les composantes incidentes et diffractées.

L @

__._________'_’yh
T T ’/C/<>/;/:———-——”y'
RN I b,

Figure 12

F (g, yb) résultat de 1'action de l'opérateurig’ sur Ib et Db s'obtient gréce
d la formule (12b).

Ih et Dh’ résultat de l'action de %3 (3t1;) sur F (T, yh), se calculent en

inversant (12a) considér@e comme un systéme lin&aire d'inconnues EIh’ HIh’ EDh

HDh :
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% Pm T % K B, ©on) m R G W] e Gxn)

% Pm T 7 [ B (@) + 0l E (L Ayh)]' exp (L% ¥)
X Bon = 2 %, B, (5 v v E @, ] e (- iny )
X on = 7 [ B, ) - m B G oyp] e X ¥ -

(15)

Ces formules (15) montrent comment 1'introduction du facteur multiplica--

tif Xp dans la définition de Ih et Dh (13), permet d'assurer la continuité de

= + 2 N2 . ~ 1
?h et Dh en § = T Mnh Y, points ol Xy, S annule.

g) Considérations sur le guide non déformé

Dans ce paragraphe, ¥y, et Y restent les valeurs correspondant au guide
déformé (§ 1 a y) mais on suppose que 1l'obstacle est remplacé par le guide non

déformé (D7 =D = 0).

L* ..::.o..°.:.°: :o.o. .;,.:_____yb
¢ « o * o ° e *% o o e * % o

Figure 13



. T ITI. 19

o) La donnée de Db (%) permet de calculer F (¢, yb) =?;(O,Db ) ,
puis Fo (T, y) par intégration de”-gEQ = Lgﬁ Fo (calculs trigonométriques
classiques en théorique des ‘couches minces), et finalement L (%) =2H?O(C, yhﬂ

Ceci permet de définir 1'opérateur linéaire %3 qui transforme Db en Ih
(figure 14).

Figure 14
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B) La théorie des couches minces montre qu'une onde plane de polarisation

TE ou TH incidente sur le guide donne une onde transmise de méme polarisation.
La direction du vecteur d'onde d'une telle onde plane &tant déterminée dans
notre formalisme par la donnée de I, on définit TE () et TH (Z) les coeffi-

cients de transmission de Fresnel dans les deux cas de polarisation.

Figure 15

L'opérateur %5 définit ci-dessus s'exprime alors sous forme d'une
matrice 2 x 2 :
9o, @] = 1, @ = D, (©)
0 xh/TH (©)

(16)
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Y) Supposons que le guide admette m, modes TE correspondant aux valeurs
mE

positives de [ : Lpr -0+ Gp qui annulent'xh/TE, e; my modes TH
correspondant aux valeurs positives de [ : i, ... Cm qui annulent Xh/ql'
H H

by
W ()

carte du champ'
du mode

Figure 16

Ces modes sont des solutions telles que :

By =W o emeig o 2 ¢y, ;

]

1, ... m, ou
By =¥ o ewc¢idd v T ¢ 51,000, an

qui existent en absence de partie incidente,.Les fonctions w% et wi qui décri-

vent la carte du champ des modes sont normalisées par :

_gleJ > dy=1, .S]wﬂj (% /8% (y) dy = 1. (18)
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On peut poser pour condenser les notations ;

m =.mE + mH : nombre total de modes

j . b4
i CE s1 J € m,
% T .
CHJ_mE ‘si m, < j € m.

Soitqii (y) exp (i CGJ x) le champ caractéristique (c'est—=3-dire le
vecteur constitué par les composantes Ez’ Hx’ Hz, Ex du champ comme au § 1c Y)
associé au mode n°j se propageant vers la droite et %'i (y) exp (-1 CGJ x) le

champ caractéristique de ce méme mode se propageant vers la gauche.

h) Composantes incidentes et composantes diffractées sur les modes

o) Revénons maintenant au guide déformé&. L'intuition physique permet de
penser que, loin de la déformation, l'obstacle se comporte comme le guide non
déformé se comporterait sous l'action des ondes planes contenues dans le champ
incident, mais qu'en plus il transporte des modes guidés dus 3 la diffraction

par la déformation.

" ondes planes
incidentes

ondes planes
réfléchies

= ( | TS ”ﬁ.»._¥&., LA D = NRAY

L \\\\/ SN

modes f \ ondes Planes modes
transmises

faisceaux

Figure 17
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B) Au niveau du formalisme, ceci peut s'exprimer en décomposant le champ
caractéristique C (x,y) sous la forme d'une somme de deux termes :

- une combinaison linéaire C, de modes guidés, obtenue en prolongeant jusqu'a

G
1'origine les modes qui se propagent au loin. 24 droite et & gauche de la

déformation :

m

R . . T3 .
Ce (y) = Z [IJ «P (7) exp (i ¢ x) + DJ% (5) exp (- i ¢! x)] H(-x)

m N .
s 1] : . 1] .
+ jZ='1 I:Ig1 ?— (y) exp (—i;‘CJG x) + Dgl i[: (y) exp (i CJG .X):l | H(x)

(19)

(H (x) = 0 six < 6, 1 si x 2 0 est la fonction d'Heaviside).

) . a, . ol o .
- une fonction résiduelle C (x,y)s dont la transformée de Fourier en x est

féguliére au voisinage de$ modes (g = % Cé).

L. . .. ey s
En fait, C contient des termes dus aux ondes planes incidentes réfléchies et
transmises par le guide non déformé, qui contribuent & la transforméeecde
Fourier sous forme de distributions de Dirac. Cependant, ces distributions de

Dirac ne peuvent en aucun cas correspondre aux mémes valeurs de T que les

modes.
N .
C (x,y) = Ce (x,y) + C (x,y) (20)
: h]
1] _ I
1 m .1 m
I, = (Ig,..., Ig, Tys one Iy)

AAMANAN AL TVITRN AN

.. o..O...o... :.O.Q.. .:.: .: o:.
1 m .1 m
DG = (D g ey Dg, Dd, see Dd)

Figure 18
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Les constantes complexes Ié, Dé, Ié, Dé qui interviennent dans

1'expression de CG (x,y) représentent les amplitudes incidentes (I) et diffrac-

tées (D) des modes, & gauche.(g) et a droite (d) de la déformation.

Nous regrouperons en un vecteur I, de dimension 2 m les composantes

. . X . G
incidentes sur les modes (Ié, Ig) et en un vecteur DG’ les composantes diffrac—

tées (Dé, Dé) (figure 18).

Y) Les expressions (20) et (19) permettent de calculer F (L,y) selon ie

formalisme développé au paragraphe 1d.

En utilisant la forme connue de la transformée de Fourier de H (%)

%- § (g) + E%Ii' Vp (%), on obtient :
- Dg + Ij . D‘;il - Ij 1 S
F (T,y) = =+ s@-g)+——F Vp(T’] bl &
= 2 . 2111 -
J_.]_ 1 E CG
i, o P_oi -
I- + D . I, - D _ 3
+[_d_§ s(ewgd) + LB v (L .>] ¢ (y)] U (T,
2 2Tl P e
G .
oi U (L,y) est une fonction réguliére au voisinage de [ = i Cé .

L'examen de cette expression nous améne 3 la remarque suivante :

Proposition 1. :

La connaissance de F (L,y) comme fonction de  pour une valeur quelconque

de y, permet aprés identification des termes singuliers en § (cfcé), Vp( —3430
: +

de calculer les composantes incidentes et diffractées sur les modes, C-CG

c'est-d-dire les vecteurs de dimension 2 m & IG et DG.
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2).REMARQyES THEORTQUES FONDAMENTALES

a) Rappel sur le probléme physique étudié

A £ S& A D
AIMTNMAVWIATAENNY. 2~
. * : : ...o.‘....O...: o. :.‘ ..:.::o..t ...O..o::. :.: ?v
Dy, ?
[ Données physiques | ‘ | Quantités cherchées |
(champs incidents) (ghamps diffractés)

- Figure 19

Dans le cas pratique d'un probléme physique particulier, on se donne les
champs incidents (faisceaux ou ondes planes venant du haut ou du bas, modes
guidés) : Ih’ Ib’ IG et on cherche les champs diffractés : Dh’ Db’ DG' Disons
qu'il s'agit de trouver des champs diffractés correspondant 3 des. "conditions
d'iﬁcidence" données.

Pour atteindre ce résultat, nous serons amenés dans les intermédiaires de
calcul, 3 manipuler des champs ne vérifiant qu'une certaine partie des "condi-

tions incidentes" déterminant la solution unique du probléme de physique étudié.

Par souci de clarté, mais au prix d'un alourdissement des notations, nous
distinguerons donc le champ électromagnétique solution d'un probléme particulier,
du champ &lectromagnétique le plus général, en surmontant de trémas les diffé-

rents symboles utilisé&s pour le décrire.
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0

C'est un peu comme si 1l'on dé&signait par x lunique valeur de x solution
de 1'équation £ (x) = 0. Autrement dit, parmi 1'ensemble des solutions des
équations de Maxwell compa;iﬁles ;véq la structure &tudide et décrites par Ih’
DG’ nous devons rechercher celles qui satisfont 3 des

L, Igs Dy, Db', .
1

"conditions incidentes' imposées et decrltes par I Il faut ainsi

h’ b’ G’

résoudre :

Ih':Ih, (22a) -
e, om

I . =1 22c

= le (220

et nous admettrons, comme le suggére l'intuition physique, que ce probléme est

bien posé, c'est-d-dire qu'il posséde une et une seule solution. L'obtention
de cette solution passe par la résolution de trois problémes (I, II, III) que

nous allons décrire en détail dans la suite de ce chapitre.

b) Probléme n° TI.

Proposition_2 :

La donnée du couple de distributions (Ib, Db) détermine complétement le
champ. _

On appelle "probléme n° I" le probléme de la détermination du champ
F (¢,y) & partir de L (%) et D (). Naturellement, la connaissance de F.permet_
de calculer Ih; D grice aux opdrateurs’d et D (14).et IG, DG grice & la propo-
sition 1.

Ib (Z) et Db (z) étant deux distributions données, nous allons dans ce

paragraphe, exposer une méthode permettant de résoudre le probléme n°7I .

) l'exemple du cas E // (II.2 et.II.3) montre qu'il convient de commencer
par 1'étude du guide non déformé. Dans le cas du guide non déformé, lé probléme
I est trés facile 3 résoudre theorlquement et numerlquement : il suffit d'inté-
grer 1'équation différentielle .j; %3'8 F de Yy, a Y g partir de conditions

initiales en y = Yo (calculs trigonométriques &lémentaires).
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On calcule ainsi F » la réponse du guide non déformé a (0, D ) et F

la réponse a (Ib, 0) (ﬁlgure 20).

;L\\\\\\\ \K\\\\\\\XV ' \\\\\\\\\\\\_\\\\\\‘
0 D I, 0
Fo(T,y) . . : F, (T,y)

Figure 20

B) Cherchons F (I, y) sous la forme :

F (L,y) =F (T,y) +F (5,y) + f @,y (23)

Notre fonction inconnue est maintenant f (Z,y). Dans le domaine y < Yo»

1'équation (9) est 1identique 3 1'&quation du guide non déformé et, compte

tenu de la définition de Fo et F1

(§ ), £ (L,y) est nulle en ce domaine.

F = F0+F1+f

;\\\\\\\\\\\\ AANANANRAR

’ :::0.01.00 ':O...°°o:.
F=F +F O...:....°'.°'.o.o.'..o f=20

" Figure 21
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Y) On obtient en substituant (23) dans 1'Equation fondamentale (9), et en

dtilisant le fait que F et Fy vérifient 1'équation du guide non déformé :

g @ -

5 " Bf.+Sy(FO+F1+f) (24)
C'est une équation différentielle en y d'inconnue f, que 1l'on peut

intégrer de y = Y, ay-= Yh a partir de la condition initiale f (g, yo) = 0.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.

~ /) oy . - . s
On a remarqué au § le que S - (Fo + F1 + f) était une fonction régulié-—
re méme si F0 et F1 contenaient des termes distributifs comme des distributions
de Dirac ou des valeurs principales de Cauchy. Il est donc raisonnable d'admettre

que la sclution f de 1l'équation (24)est aussi une fonction réguliére.

§) Définitions dg_ih_gg_ge l'opérateurLS

On vient de voir que la donnée du couple (Ib, Db) permet de calculer

f (C,y). On peut en déduire la partie incidente associée a f :

i, @ =9 [£ @] (25)

© Ceci définit 1'opérateur &? qui, au couple (Ib, Db) associe la fonction ih :

i =8 (1, D) ._ (26)

La figure 22 schématise les calculs nécessaires 3 1'évaluation de

l'action de 1'opérateur %9 sur le couple (Ib, Db).
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résolution
de 24

Figure 22 _
Définition de L'optrateurn 8

I1 vient en appliquant 1'opératéur d'aux deux membres de la relation

F = Fo + F1 + £, en posant Ih =" F, Ih =tSF1, et en se souvenant que d'aprés
P B i
les deferltlons de ‘8 (§ 1gB) et de Fo (§a ), on a ':lFo —S[Db (C)]

1, @ =4 [p, @] + L @ + i (). | @)

Tout ceci est résumé schématiquement sur la figure 23.
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+

, -

; Equation

2 o différentielle24

: g . 0

. 5 \l\ B

: o

o "y, w

. g ' o

; o

i s §

| @ =

o ]

‘: \ g =
© =,

50

" ‘Figure 23
Caleul de 1, @ partin de Ty et D,

c) Probléme n° II

Proposition_3 :

l‘ La connaissance de Ib et Ih ne suffit pas d déterminer le champ. Il

faut se donner en plus 2m constantes arbitraires.

C'est d'ailleurs ce que nous dicte 1l'intuition physique : si le guide
admet des modes, pour définir 1'excitation, il ne suffit pas de se donner les
champs incidents au-dessus et au-dessous, mais il faut en plus connaltre les

amplitudes des modes incidents de gauche et de droite.
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\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\(A<§Qi\\\\\\\\\\\\XL\L\\\\X\\\

e & 4 o o ° L, & .,
e ® ° o e« o © -

TN

Figure 24

1
Nous appelerons "probléme n° II'1e probléme de la détermination de tous -
les champs F (Z,y) vérifiant les équations de Maxwell et correspondant i un

choix dorné de L et I.

On suppose donc dans ce paragraphe que Ih et Ib sont deux distributions .

données.

@) La _proposition 2 montre qué pour déterminer le champ, il suffirait de

connaltre en plus D_. On peut penser alors utiliser 1'@quation (27) pour calcu-

be
ler Db en fonction de Ih et Ib'

=90, + 1, +§ @0
f bt b !

connu ? connu puisque ?
Ib est connu

Ceci permettrait d'aboutir 3 une équation fonctionnelle d'inconnue D, .
Mais, Db

prendre pour inconnue la fonction réguliére ih. Pour celd, nous allons éliminer

Db entre (26) et (27) : la relation (27) donne une expression de D, fonction de

b
ih que 1'on reporte dans (26) pour obtenir 1l'équation d'inconnue ih s c'est ce

peut contenir des termes distributifs et il semble préférable de

que nous allons expliciter maintenant.
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B) Expression de'Db en fonction de ih

L'opérateur %3 , étant singulier pour les modes (T =tz é), 1'inversion
de la relation (27) nous confronte au probléme de la division en théorie des
distributions : on ne peut calculer Dy qu'aux résultats de 1'équation homogéne

D, = rés.
%bOP
Ces résultats forment un espace vectoriel de dimension 2 m.

Il vient plus précisément :

RECR (z;)> | <29

D, @ =V 9 B <Ih @ -1,

m

) [ai o3 @y +al 61 (c)] :
j=1 _

_.l .
ot VP rappelle que%& est 1l'opérateur inverse de \3 pris au sens 'valeur

ptrincipale de Cauchy" au voisinage des modes.

On a pos& pour &crire la relation (28) de fagon condensée :

<5(§I Cé)) si j < m, (modés TE) |
0 .
6 (@) = 0

S(tx Cé)> si m, < j°€ m (modes TH)

Les coefficients ai, ai qui interviennent dans 1'expression (28) sont
les 2 m constantes arbitraires dont parle la proposition 3. Regroupons les en

un vecteur A de dimension 2 m :

A= (a+,_°. a, , 8 ;... a_) ‘ (29)

Y¥) On obtient alors en reportant (28) dans (26), une &quation fonctionnelle

d'inconnue ih :

:»iih =i, | (30)

[
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i =Y <1h “?3(1,n Ih)+Z(a 63+a363)>',
~1
eedd i =1+ <o, v, (;h)> :

de maniére affine des 2m paramétres ai,.. aJ regroupes en un vecteur A. La

donnée de A permet de calculer 1h et (30) deviént une équation fonctionnelle
. . - . c - . . . -

d'inconnue i - La résolution de cette &quation (inversion de 1'operateuréﬁ,)

fournit ih et la relation (28) permet ensuite de calculer Db'

La proposition 2 montre que le probl&me du calcul du champ est alors

entiérement résolu.

d) Probléme n° III : solution du probl&me physique.

L'étude d'un cas pratique &tant posée, le probldme II permet de trouver

les solutions des &quations de Maxwell qui vérifient :

Ih = Ih s Ib = Ib' On a vu que ces solutions dépendaient de maniére affine de
2m paramétres. Il reste pour obtenir la solution. cherchée a écrire que IG = I.
Nous allons pour celd utiliser la linarité des équations de Maxwell,

Commencgons par résoudre 2m+l fois le probiéme ITI pour les valeurs suivantes de

Ib’ Ih et A :

L =1L, Ih-.Ih,A—(O ... 0)
I,=0, L =0 ,A=(l,...0)
.n..n.. - . . - *» © e 2m
L =0, L =0 ,A=(0, ... 1)

Chacun de ces calculs intermédiaires nécessite la résolution de
1'équation (30). Dans chaque cas on détermine le champ et en particulier IG.
Il suffit ensuite de chercher la combinaison linéaire de ces solutions qui

donne :

Tpo Ip = Lyps Ig = I -
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L1

Les.grandeurs'physiquement intéressantes (comme Dh’ Db’ DG) sont

obtenues & l'aide de la méme combinaison linéaire comme 1'indique la figure 25.

Iy | Tn A Dy Dp | D¢ e
I, I, |o. .. 0 o B * * .Ig x 1
1 .
0 0 1. . .0 H ol % * % I, x o+
® ® [ ] o L 3 © Y L ® & % [ ] [ ) L [ ] L [ [ ] [ L 3

[ |

m -

(@

ﬁ 2m
0 0 0 1 it % % * IG X 0y ¥
Ib Ih * * D.b Dh DG IG

" ‘Figure 25

Schéma du caleul de La solution finale

~

Les constantes Ops =eo o, sont déterminées par la résolution du systéme

linéaire de dimension 2m :
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.3) RELATIONS DE RECIPROCITE, EGALITE ENTRE L'ENERGIE INCIDENTE
ET L'ENERGIE DIFFRACTEE

Nous nous proposons dans ce paragraphe de généraliser les relations

de réciprocité déji connues dans le cas d'un réseau[iz]et d'un cylindre[}3].

On notera que les relations de réciprocité (valables méme quand
1'obstacle comporte des inclusions de matériaux absofbants) ainsi que 1la
propriété d'égalité entre l'énergie incidente et 1'énergie diffractée (valable
uniquement quand tous les indices sont réels), sont deux corollaires d'une

méme relation plus générale.

Dans le cas oii le champ incident contient des ondes planes,.il n'est pas possi-
ble d'écrire la relation d'égalité entre l'énergie incidente et 1'énergie
diffractée puisque 1'énergie incidente est infinie. Il faut dans ce cas faire
appel 3 un énoncé semblable au "théoréme optique" utilisé par exemple dans la
diffraction d'une onde plane par un obstacle cylindrique[ 3] .

Relation de réciprocité et "théoréme optique généralisé", nous permet-

tent en particulier de tester la fiabilité des calculs numériques.

Pour &viter les répé&titions nous allons exposer directement le forma-

lisme dans le cas général mais fastidieux de 1'incidence oblique.

a) Notations décrivant le champ incident et le champ diffracté

o) Le champ incident en haut (Z) est constitu@ dans le cas le plus
P

général par une somme de p ondes planes et d'un faisceau :

P . .
L @ =Zl', L, 3CTh+n,© | (31a)
J=
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Figure 26

I1 en est de méme pour le champ incident en bas, le champ diffracté en

haut et le champ diffracté en bas :

p .
nL@=2 15 sether, @, | (31b)
£ .
D, (¥) = i ol s @th e @, (3lc)
i1
S j |
D, (€)= 7, Dy, & @th v @, (314)
Co4=1

On définit aussi les composantes incidentes et diffractées 3 gauche et

= . R i j j

a.§r01te §ur 1es.modes ?E et sur les modes TH : E Tgm’ E Idm’® E Dem’ Ede,
B ,ud ,md ,ud .|
Igm’ = Idm’> * Dgm’ = Ddm

Le champ incident est finalement repré&sent& par le vecteur I suivant,

élément d'un produit hétéroclite d'espaces vectoriels :
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( EIhf (%)
. . (Z)

E_.. . (B)

\ bf

Hppe (B

ot
=
1

= { by | (32a)

=1,...p

o
i~
]
—
|

dm

= 1,...mH

—
r
—
[N
=]
a
|

Chaque accolade représente une factorisation dans le produit d'espaces
* vectoriels. On a séparé systématiquement dans les éléments qui servent &

décrire le champ, les composantes TE des composantes TH.

B) Le champ diffracté est de méme représenté par le vecteur D obtenu en

remplagant formellement la lettre I par la lettre D dans 1l'expression (32a).



hf

bf

hp

gm

dm

(@)

@)

@

(@

111.38

(32b)
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Y) Rappelons la signification des notations utilisées dans les

-définitions de I et D.

composante TE

composante TH

incident
diffracté

haut

bas

gauche

droite ‘ -

faisceau

onde plane

mode

lB"U'—hQ-OQU‘D“UH:ﬂtd

§) La relation entre I et D s'écrit sous la forme :

D = \3 (n,y) I ' (33)
ol tg (n,Y) est un opérateur lindaire dépendant de Yy et de 1'ipdice n (x,y) de
1l'obstacle. Le programme général que nous avons mis a@ point permet de

calculer 1'action de &8 sur un vecteur I quelconque.

b) Formule générale : principe de démonstration

incidents, pour deux valeurs opposées de Y et pour deux obstacles dbtenus

toutefois par déformation du méme guide, la déformation &tant dans les deux cas

contenue dans un méme domaine borné Q) .

Toutes les quantités relatives 3 ces deux solutions sont notées
respectivement par les indices 1 et 2. Les indices des obstacles sont noté&s par
exemple : n, (x,y) et n, (x,v) .

o 2 : ) S

Si El,ﬁﬁ et €2, "W sont les champs correspondant 3 ces solutions, une
manipulation élémentaire des Equations de Maxwell conduit 3 la relation :
aiv @ AW - B2 AND) = dwe (0? - o?) ELE ' o (38)

Comme EI,B\Y et ¥°, 3\? sont de la forme :
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o ' : (35a)

{gl ¥EI (x,y) exp (iyz) /Vweo
AH =8 Gy) exp Gvz) /Vwm

%’2 = ? (x,y) exp (-iyz)/V ox)E:.0
:rz > (35b)
2 -8 ) exp (miva)/Vom
(34) devient :
div (B! A2 -B2 AT =4 (n? - n?) A . (36)

&4

D
\X\\\\X\\\\\\\/ \\\\\\\\\ ESS; \\\\\\\\\\\\ \\\\\\\Yi
. - J * <

. ""c

" Figure 27
- Appliquons la formule de Stokes 3 la relation 36 et pour un contouri

entourant le dqmaine@ (figure 27).

On obtient en remarquant que n? - ni est nul en dehors du domaine @ :

j(ﬁ’l AR -E2ARY. mal=1 /g)nz - n?) E'. B2 ds 37)
~9
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relatlons, nous allons prendre pour contour Ji un rectangle entourantile domaine
D et faire tendre 1'aire de ce rectangle vers 1'infini dans certaires conditions

(figure 28).

Y- .00

. 7

'/ D A
o
AIAARRIAAVRRAMAUMR N VARG A

N4 £ N,

Figure 28

Dans le cas ol le champ incident comporte des ondes planes, le champ

total ne tend pas vers zéro quand on' s e101gne du guide.

Ceci pbse quelques problémes pour le passage 3 la limite, et il convient
pour surmonter cette difficulté d'isoler dans le champ total, la contribution

due 3 la réponse du guide non déformé aux ondes planes incidentes (notée par la

lettre p)
SRR+ § S N ) (382)
. ’ .
o= 3P 4 il -

> >t
[Ez - PP, P2

32 ;2P 52 (38b)
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La relation 37 est valable en particulier quand n, =n, = N(y) indice
du guide non déformé :
f .
jg('ﬁl? A RZP- B2P A Py LW al =0 (39)

!

On obtient alors en reportant 38 dans 37 :

-

> -, -y >0, - — e
j[(El Ar2’ - B2 A wY)) + P A w2 - B2 A E'D)
L

+(E1, A H2P - 2p A H1 ] . u dR/ = i &) —.ni)_ﬁl.ﬁz ds (40)

Sous cette forme, le passage 3 la limite est maintenant envisageable
>/ +1/ >5 >0

puisque E* , H® , E® , H® décroissent quand on s'éloigne d 1'infini dans une

direction non parallé&le i Ox.

Y) Une étude approfondie du passage 3 la limite conduit aprés des calculs
fastidieux 3 exprimer le premier membre de la relation 40 uniquement a 1'aide

des composantes des vecteurs I et D définis par les formules 32.

Ces calculs, que nous ne reproduirons pas ici, aboutissent a 1'expression

suivante que nous explicitons malgré son encombrement :

2-11[ xh<c)[(E1 (®) B () - B'(©) B:(-0)) - —2<H (©) H2(-5) - () H3(-0) ] a
Inf  Dhf ' Dhf  Ihf Ihf Dhf Dhf  Ihf
“Ch | | |
% ) |
ij(c)[(E (z) E2(-r)- E! (c) E?(-5)) - = (u' () ®? -0)- 1 (@) B (-D) } dg
Ibf  Dhf Dhf  Ibf "b\1bf Dbf Dbf  Ibf
O . o
P .
+ ¥ (%, @D [E” B? (¢ ) - Mg (¢ )) - —Z(H‘J 2 (-zdy - mtdn2 (g 9y
i=1 ! Ihp Dhf ! Dhp Thf “h Thp Dhf ! Dhp Ihf !

b i .
Ibp Dbf 1 Dbp Ibf Ibp Dbf ! Dbp Ibf 1

P, . . . . . o . . .
3%, @) [(El -z E?) - B! (-¢)) B¥ ) -5 (Hl (-gdy w2 - w(-¢d) u? )]
521 2 Thf 2 Dhp Dhf * TIhp h NTIhf * Dhp Dhf > Thp

Xy (8)) [(E‘ o th B - B ) B ) -L @ wlo-wied) w \] ]
2 Ibf 2 Dbp  Dbf “ TIbp ", Ibf 2 Dbp Dbf 2  Ibp/
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mg
Y 1] 2] 1] 2] 1) ped _ gl
+j£§ °E ﬁEIdm Ede EDdm EIdm) * (EIgm FDgn ng Igm)]
mH . * L3 . . . » .
j=1 Idm Ddm Ddm  Idm Igm Dgm Dgm Igm
_ i (2_ 2y 22002 '
= 3 (n1 :nz) E1. E2 ds. (41)

ol Ch =\jnh2— v2 est la plus grande valeur de [ pour laquelle Xy (Z) est réel.

De méme pour Cb =\, Y -

Les deux premiéres int&grales sont donc limitées aux ondes non

évanescentes.

Nous allons voir maintenant comment on peut tirer de cette.relation

compliquée des résultats plus simples et plus intéressants en pratique.

c¢) Relations de réciprocité

Un rapide examen du formalisme montre que, si (Ex’ Ey’ Ez’ Hx’ Hy’
H ) est une solution des &quations de Maxwell pour une valeur 7y, alors
(-E., -E_, E , H, Hy’ - Hz) est une solution pour la valeur - Y. On voit alors
que la transformation précédente permet d'associer a D ==E§ (n,Y) I, une autre
solution : B =§g(n, -Y) Y ol Y (resp B).est obtenu 3 partir de I (resp D) en
multipliant par -1 les composantes TE.

Etant donné un coupie de solutions : D? =8(n,y) 1! et D? = g(n,Y) 12,

on obtient en appliquant la relation (41) au couple de solutions :
N :
=Sy 1t, 1*=%@
une relation entre les composantes de Il, 12 s p? s p? .

Cette relation s'écrit sous la forme :

1o D2 = 120 D! (42)

oll le produit noté par o est défini par :
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Ty
! o D= 2 'n[ Xy, (©) [E’ @E (D +n B @B (D) |a
. . Thf  Dhf Y Dhf
h

%
+) ¥ @ [El @ E2(-0) v im B (D) B (-c)] a
o Tbf Dbf Ty Ibf Dbf
b

1 . . e . . °
+3 (% @& [E” B2 (gL owd o (-—aJ)J
i1 ! Thp Dhf 1" "M 1hp DKhf 1

+x, (2D [E” B2 (g« 5 ud m (- cJ);J

) 1 Ibp Dbf ' "b 1Ibp Dbf 1 |
P o -
. 2 . o 2. . .

+ 2 X @) [E‘ chel +L w (o)) w ]
i=1 2 Thf 2 Dhp "h Ihf 2 Dhp

vy, @) B oherd + L ow (d) wdd
b "7 Ibf 2 Dbp b Ibf 2  Dbp

m

E -, . . . .
+Z z g1d £2J + gld g2J
=1 E Idm Ddm Igm Dgm
H . . . . .
J= Idm Ddm Igm Dgn

B) La relation (42) est une forme tré&s générale des relations de
réciprocité. On peut obtenir des propriétés d'interprétation plus facile
en &8crivant cette relation dans le cas simple mais fréquent ot le champ incident

(1! et I?) est réduit soit i une onde plane, soit 3 un mode d'amplitude unité.

Les valeurs correspondantes de I oD2 et de Izo D1 sont données dans le
.1

tableau suivant :
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Seul terme Seul terme
non nul dans ' 0o D? non nul dans I% o D!
1 o %
gld =1 ZHXh(Ci)'EZ (~;i) E2 =1 210y, () ' (-gh
Thp . 1 Dhf . Thp 2 Dhf 2
Y =1 2T, (2]) B2 (=g B2y =1 2y, (¢ B (=t))
Ibp _ ' pbf 1 Ibp. . ... | ... ° 2 Dbf 2
B =1 2l &)/ ap) B (=g)) B2 =1 | 2l (x, @)/ nf ) B2
Thp - .. Dhf Thp o 2 Dhf 2
wl =1 2, @D/ np ) B (-T)) B =1 | 2y, @)/ ) ut (z))
Ibp Dbf Ibp > 2 Dbf 2 .
gld - Cj g2] o Cj Eij
Idm E  Dbdm Tdm B bam
213 j 23 2§ _ j 1]
E 1 t; E E =1 tz  E
Igm Dgm Igm Dgm
md - (g2l sz -1 Cj N
Idm H Ddnm Tdm L
1] _ h] 23 2] _ 3 1]
H 1 gy H i =1 ¢y H
Igm Dgm Tgm Dgm
Tableau 1

‘L'égalité 1'o D*= 1% D?

peut alors prendre 64 formes particuliéres

trés simples obtenues en combinant 2 3 2 les cas de figure représentés sur le

tableau 1.

Quelques unes de ces relations sont représentées schématiquement sur la

figure 29 .
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Solution n° 1

Solution n°® 2

relation de réciprocité

1

g} ' TH 7 - 1y 702y gl ol
| -\\£’k el TEqsg\fJ TH O, (€0 /) My (20D
TE ’ 2 ~ A4 .
- 2 (g}
AT 2 WD Fng 5D
1 w
o~ 5 Y~ O, (&) /) B (-20)

= y 1 2
G, (6 mEd g (-2

-zl N i
Cz N\ TH
N
1
C2 L

O (€)M By (-20)

=X, (€ )) Eppe(-TD)

1
Ti/’,ﬁf Z TE /
¥
Ck .Elk
TE (j) TE (k) TE(j) TE (k) E ; Ddg}
. k
TE(3) €= TEG) N\ - % gy
“(i(i(:zz§§§§§‘ i g2
<€~ TH(k) : o, TH(k) E Dgm
b4 1
1 1 2 _
5 *'1;1 c, Af”;;’ 2 Gy (2,0 /o) By (-2
; <§§<§§Q <§§:§§Q _ i g2
—> : €=y . =0 Eng
TE(§) 1 G ’

"Figure 29

Les flaches pleines représentent le champ incident d'amplitude unité.

Les flaches en pointillés représentent les amplitudes diffractées reliées par

la relation de réciproci

té.

Les flaches inclinées représentent les ondes planes, les fléches

horizontales,les modes guidés.
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Y) Nous_avons vérifié numériquement ces relations dans de nombreux cas.

A titre d'exemple, nous donnons ici les résultats obtenus pour les

obstacles représentés sur les figures 30a et b (tableaux 2a et b) dans un cas

d'incidence oblique (y = 1/ V2).

a>.
A
_ 211
_ Tt
’ ' TSNS
1 AN 2
\ , \ \
< > n_ =1
2 A ’
b)

N| >
=]

n

H

:.' ° * :.. :
c. ‘.. o o °.' =1,2 e,
¢ L) e o o °* * e - . °
v * .D ® .:c

't hd

Figure 30

Obstacles utilisés pour tester les relations de réciprocité.

a) Tous les indices sont réels. Le guide non déformé admet un mode TE et un mode

TH.
b) L'obstacle comporte une partie absorbante (indice

déformé admet un mode TE et pas de mode TH.

1+ i). Le guide non
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Pour obtenir une vérificatlion numérique des relations de réciprocité,
on calcule le champ diffracté lorsque l'obstacle est attaqué successivement par
diverses formes de champ incident { mode venant de droite ou de gauche, onde

plane venant du haut ou du bas sous divers incidences,

Le tableau 2 donne pour chaque type de champ incident, les valeurs
diffractées dans les directions opposées aux divers directions d'incidence, Les
deux nombres contenus dans chaque case sont le carré du module .et la phase (en
degrés) des expressions données dans le tableau 1. La réciprocité se traduit par
le fait que les tableaux 2a et 2b doivent &tre symétriques par rapport a la
diagonale principale. La derniére ligne de ces tableaux intitulée bilan d'énergie

ne concerne pas ce paragraphe.
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d) Théoréme optique généralisé

a) Forme générale

L] - ’ -)- » .).
On constate en prenant le complexe conjugué, que si les champs E et H
constituent une solution des &quations de Maxwell pour la valeur Y et 1'indice n,

> > « . 3 =
alors E et — 1 sont une autre solution pour la valeur =y et 1l'indice n .

" Un examen minutieux des équations, montre alors que cette transformation
permet d'associer 3 D = Eg(n,y) I une autre solution § I' =§8(E,—Y) D', oti I' et
D' sont obtenus 3 partir de I et D en remplagant les composantes TE par 1l'opposé
dg leur conjugué, les composantes TH par leur conjugué, et en changeanty en -,

CJ

en —gJ.

On obtient alors en appliquant la formule (41) au couple de solutions:

D =§8(n,y) I, 1' =§S(E; -Y) D', c'est 3 dire en prenant I1 =T, D1 ='D; I2 = D'
D, = 1' = :
@(I) - @(D) = iD‘:Sm(nZ) |E|2 das, (44)
ol
QPR =F 1y 4 (1 " ,
avec : Th
®f @ - zn[ X, (c)(IE @ + 3 H (c)lz)dc
Thf Th Thf
% ~oh |
| x (c)<:|E @2+ L] H (c)|2:> dg ] ,
Ibf b  Ibf
_Z;B
P . ’ . _ . < .
§F () =an] 3y, @) 2R, GJ E (h+Lw W (c3)>
. L Ihp  Thf h Thp TIhf
J=
+}E . @hR (&3 T hH+ L vl T &)
£ ®\ p 1bf "b  Ibp IbE
Tg
P w-y (s e m i
- Idm Igm
J=1‘
3o (W e ).
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On a des formules analogues pour(gb(D) en remplagant I par D.

. o f 2 - Y . P
Dans 1l'expression (44),S5 = représente 1'énergie incidente ou diffractée
. m ;4. . <
sous forme de faisceau et?? 1'énergie transportée par les modes. Par contre,
e - . A s < ..
SP est un terme complémentaire dii & la présence des ondes planes incidentes dont

1'énergie infinie ne peut intervenir directement dans un bilan d'énergie.

_ Pour un milieu absorbant, Im (n?) > 0 ; pour un milieu non absorbant,
5, @) =0;
" la relation (44) implique donc :

<

S ) | @)

(D) <

1'8galité n'ayant lieu que si tous les milieux sont non absorbants,

B) Théordme optique généralisé

Dans le cas de milieux non absorbants, on a donc une relation entre les
€léments incidents et les &l&ments diffractés :
S Q

o) = ‘S (46)

. oL . . . . P
On remarque que cette relation falit intervenilr le terme complementalreq?

Y) Relation entre énergie incidente et énergie diffractée

Dans le cas particulier oti le champ incident ne contient pas d'onde plane,

le terme complémentaire G?P est nul, et la relation (45) devient :
P @) +®" ) < (1) + P (» (47)

La relation 47 montre donc que 1'énergie diffractée (sous forme de
faisceau ou de mode) est au plus &gale d 1'énergie incidente, 1'€galité& n'ayant

lieu que si tous les milieux qui constituent 1'obstacle sont sans pertes.

§) Vérification numérique

Le théoréme optique a servi de test dans tous nos calculs (cf.IV 3ba).
3

Il est en général vérifié avec une précision meilleure que 2 10 ~. On

constate dans le cas ol 1'obstacle contient des milieux absorbants, que 1'inéga-

1ité 45 est bien vérifiée.
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)

A titre d'exemple, donnons encore les résultats pour les obstacles
représentés sur la figure 29. La derniére ligne des tableaux 2, intitulée

"bilan d'énergie" donne la valeur de l'expression suivante :

| @ - S
, -
D m + [PF @] P @ + D) 4| ]+ P" ()

On constate bien que cette quantité est voisine de O dans le cas d'un

obstacle non absorbant et reste positive dans le cas ol 1'obstacle contient des

milieux 3 pertes. : .

Références :

1) R. Petit "Electromagnetic Theory of Gratings", Petit, Ed.
(Springer-Verlag, Berlin, 1980).

2) P. Vincent and M. Nevi&re 'The reciprocity theorem for corrugated surfaces

used in conical diffraction mounting'" Th&se P. Vincent.

3) P. Vincent "Singularity expansions for cylindérs of limite conductivity"

Thése P. Vincent.






CHAPITRE IV

Aspect numérigue du probiéeme






Le chapitre III &tait consacré 3 1l'exposé du formalisme math@matique
de notre méthode. Ce formalise a bien siir &té construit dans 1'idée d'une
étude numérique ultérieure : notre but &tait d'écrire un programme capable de

traiter effectivement des exemples concrets.

Dans ce chapitre, nous allons entrer un peu dans le détail de 1'&labo-
ration de ce programme en donnant le principe des algorithmes numériques et

le schéma général du calcul.

Nous nous intéresserons ensuite 3 quelques questions d'aspect purement
informatique (temps de calcul, occupation en mémoire) avant d'aborder 1le

probléme de 1l'8valuation des capacit&s du programme.

1. ALCGORITHMES NUMERIQUES

a) Echantillonnage .

Nous avons 3 manipuler des fonctions de la variable T oili § varie de —
i +o(comme par exemple : ih @)).
Ces fonctions seront représentes dans l'ordinateur par leurs valeurs

en N points d'échantillonnage réguligrement espacés sur la droite réelle. Ceci

impose d&s le départ le choix de deux paramétres numériques dont dépendra la

précision des calculs : le nombre N de points et le pas d'&chantillonnage.

-=00 0 <00 C
T 1 T T ll T T 7 T >
1 2 3 . . . N
" Figure 1

Echantiflonnage en ¢



Pour des raisons pratiques (utilisation de 1l'algorithme FFT), N sera

une puissance de 2.

Nous allons voir maintenant que 1‘'on peut associer un algorithme numé-

rique 3 chacun des problémes I, II, III du paragraphe IV.2,

b) Résolution du probléme I : algorithme I

Rappelons que le probléme I consiste 3 déterminer le champ lorsque Ib

et Db sont connus. On se donne donc Ib et Db (par exemple en entrée d'un sous-
programme) . :

Ces quantités sont en fait des distributions, somme d'une fonction
réguliére (définie numériquement par le tableau de ses valeurs en N points), de
distributions de Diraec (déterminées par leur poids et leur support) et de

valeurs principales de Cauchy.

-~

La partie essentielle de 1'algorithme I consiste 3 résoudre 1'équation
ITT 24, et plus précisément 3 calculer f (g, yh) lorsque la fonction f est dé-

terminée par :

of _ R
W_?)Bf*-sy (FO+F1+f) o
f (Cs YO) =0

P

Runge~Kutta du 4&me ordre. La mise en oeuvre de cet algorithme impose le choix

d'un nouveau paramétre numérique : la hauteur h des pas d'intégration.
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Figure 2

Echantiflonnage en y.

L'algorithme de Runge-Kutta exige 1'utilisation d'un sous—programme
Q .
Sy (F, + ¥,

1'échantillonnage en [ lorsqu'on lui donne en entrée les valeurs de f (L) en ces

capable de calculer les valeurs de%ﬁs f+ + f) aux N points de
N points. Ce calcul doit pouvoir étre fait pour chaque valeur de 1'&chantillomia-

ge en y.

Il nous faut pour celid

nage en r. Ce calcul, qui se raméne 3 la manipulation de fonctions trigonométri-

ques simples ne pose pas de probléme numérique particulier.

minces.

8) Calculer 1'action deQPy sur une distribution.

@

La définition de (IITI 10 b) montre que ce calcul se raméne & celui de produits
. i T . .

de convolution en comme D % Ez. Pour calculer ces produits de convolution, on
passe par l'intermédiaire de la transformation de Fourier de fagon & se ramener

8 une simple multiplication comme 1'illustre la figure 3.



E D' % E
z z
TF
TFl
K o —d _
Figure 3

-~

Pour calculer la transformée de Fourier de distributions comme Ez, on
sépare la bartie;urement distributive (distributions de Dirac, valeurs princi-
pales de Cauchy) dont la transform@e de Fourier est connue, de la partie
réguliére. Le calcul numérique de la transformée de Fourier de cette partie
réguliére est réalisée 3 l'aide de 1'algorithme de la transformée de Fourier
rapide. .

Une fois f(C,yh) calculé, la détermination de ih =’3[f(C,yh)]ne demande
Plus que quelques calculs algébriques simples. On est donc en mesure, griace 3 ld
méthode exposée ci-dessus (algorithme I) de calculer 1l'action de g?sur tout

couple de distributions Iys Dy

i = 3 (I, D,)

La figure 4 schématise le fonctionnement de 1'algorithme I.
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Algorithme I

Calcul de F0 et F. (couches minceé)

1

soracion de L -9 . P
Intégration de -— = f + F + F
°& v J y o

| Méthode de Runge-Kutta | (calcul algébrique sur des tableaux
de 4N Eléments)- :

A chaque pas, le calcul de @y nécessite l'utilisation de la

pour calculer des produits de convolution.

i, =3 [, yh)j]

calculs algébriques sur des tableaux de 4N él&ments.

!

Figure 4

Schéma de 2'algornithme 1.
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c) Résolution du probléme II : algorithme II.

Donnons nous maintenant Ib, Ih (fonction réguliére &chantillonnée,
distributions de Dirac, valeurs principales de Cauchy) ainsi que la tableau A
de 2m constantes complexes, et proposons nous de déterminer le champ en résol-

vant le probléme II (III 2 c).

On a vu au chapitre III que ce probléme pouvait se ramener & la résolu-
tion de 1'équation fonctionnelle (IIT 30).
Li =1

h h

C -

Le second membre ih s'obtient en faisant agir l'opérateurtg sur des

, . C . o g e A s
grandeurs connues, opération que 1l'on sait réaliser numériquement grice &

1'algorithme I.

De méme, le calcul de 1'action de él sur une fonction queiconque ih se

raméne 3 l'utilisation de l'algorithme I.

o) Aprés échantillonnage en 7, 1'équation III 30 devient donc :

LX =B, . (2)

oli B et X sont des vecteurs colonne de dimension 2N constitué&s par les valeurs
de ih et ihc aux points de 1'échantillonnage, et L est une matrice 2N x 2N

approchant 1'opérateur él .

Dans 1'équation 2, B est un vecteur connu et X est inconnu. La matrice

L n'est pas connue par ses &léments, mais on sait calculer l'action de L sur

un vecteur quelconque.

B) La_premiére idée qui vient & 1'esprit pour résoudre 2 est de calculer

les é€léments de la matrice L en faisant agir cette matrice sur les 2N vecteurs

de la base canonique :
(1,0...0) voeve , (0, ...0,1) ,

puis d'inverser le syst&me linéaire 2N x 2N obtenu. Malheureusement, N est
souvent de 1'ordre d'une centaine, et cette méthode qui exige de mettre en

oeuvre 2N fois 1l'algorithme II conduit & des temps de calcul prohibitifs. e



‘ Pour cette raison, nous nous sommes tournés vers des méthodes itératives
qui exploitent le fait que l'obstacle &tant voisin du guide non déformé,

-

1'opérateur6£.est voisin de 1'identité.

Y) Premiére possibilité de méthode itérative

.En posant L = I + € oll € est supposé "petit", 1'équation 2 s'écrit :
X =38 - ¢eX _ (3)

On résoud 3 en construisant les approximations successives de X :

Xo = B,
X1=_B-_€XO’
X2 = B -~ €.XI,;
Xp =B - € Xp—l’

. 2N . . .
Si l'espace C ol on cherche la solution X est muni d'une norme notée

{1 11 , on voit que :

P
%, =% i< el Hx =%, 1l<lell 13l

ot ||e|| est la norme de 1'opérateur €.

Pour 8tre sfir que le processus itératif défini plus haut converge, il
faudrait, d'aprés le théoréme du point fixe [i] , que ||€|| < 1. Malheureusement.
1l'expérience numérique a montré que la convergence n'a lieu que si les dimen-
sions de l'obstacle sont trés faibles, ce qui restreint considérablement les

applications de notre programme.

-~

Pour celd, nous avons &té amené&s a remplacer cette méthode par une
méthode itérative plus compliquée mals plus performante. Cette nouvelle méthode
d'une part converge dans tous les cas (tout au moins en théorie), d'autre part

permet d'approcher plus rapidement la solution exacte.



§) Méthode itérative finalement adoptée

Toute méthode it&rative de résolution de 1'&quation 2 consiste en
pratique 3 calculer 1l'action de L sur divers vecteurs et 3 en déduire une
valeur approchée de la solution X. Dans le cas présent, compte tenu de la
complexité de 1'algorithme II, le calcul de l'action de L sur ces vecteurs

utilise la majeure partie du temps de calcul.

Lorsqu'au p1 me pas d 1terat10n on a calcule 1'action de L sur p

vecteurs X Xp (soit Y =L X gone Yp =L X ), la linéarité de L permet

) 1 1
de connaltre l'action de L sur toute combinaison 11nea1re de ces wvecteurs.

Pour réduire le temps de calcul, on est amené d chercher la meilleure approxi-

mation de X que 1l'on puisse déduire des calculs déja faits. Plus précisément,
. N . . - .

munissons 1'espace @ 2 oli on cherche la solution X de 1'équation 2, d'une

structure d'espace dé Hilbert (produit scalaire (,) norme || ||) On peut

m

formuler la recherche de la "meilleure approximation" de X au p 1éme pas de la

manidre suivante : quelle est la combinaison linéaire Xp de Xl’ .o Xp dont

1'image Yp par L soit le plus proche de B ? La théorie des espaces de Hilbert

nous apprend qu'il existe une solution unique & ce probléme : YP est la projec-

-~

tion orthogonale de B sur le sous espace engendré& par Yl’ .o YP et X 1la

-~ »~

combinaison linéaire de Xl’ cee XP obtenue avec les coefficients (B, Yl),...

~
(B, Y ). Il convient de remarquer que ce prccédé ne minore pas exactement

1'erreur sur X mais l‘'erreur sur LX.

»

>4

Figure 5
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Pour simplifier le calcul de la projection de B sur le sous espace

engendré par Yl’ cee Yp, on peut s'arranger au cours de la construction &tape
par étape du systéme Yl’ cee Yp , pour que ce syst@me soit un syst@me de

vecteurs orthonormés.

Supposons donc que l'on connaisse un systéme de p vecteurs orthonormés-

{Yl’ cee Yp‘] , image par L du syst&me

35

{Xl’ oo Xp‘} LX =Y).

P n n
La projection orthogonale de B sur le sous espace engendré parnﬁgp,
|
= 3 .
YP éZ; (B, Yn) Yn , est l'image par L de :
p AL A
X = Z (B, Yn) Xn
P n=1 \

X est la meilleure approximation & 1l'ordre p.

On pose R =B - YP. Si on connaissait un vecteur dont 1'image par L
soit R _, on en dé&dulrait la solution exacte en ajoutant ce vecteur 3 XP. On
voit donc, en tenant compte du fait que L est voisin de 1'identité, que 1l'on

peut espérer obtenir des résultats intéressants en calculant l'action de L sur

R .
p
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.- Initjialisation

On démarre la méthode itérative en prenant p = o,iXé =150 = ¢

(ensemble vide), X0 = 0, R0 = B.

Le p1em

Wp-17 Fp-12 Rp-r

Pour celd, on commence par calculer Y'p»= L R

e . - . .
pas consiste a constru1re'3:p,3$p, Xp, RP quand on connaltCX%_l,

o1 ¢ LeME ytilisation

" de 1'opérateur L), puis, & 1l'aide du procédé d'orthogonalisation de Schmidt,

on cherche Yp sous la forme :

p-1

C Y' «+ C . Y., de facon 3 ce que :
P PP P iz=1 p,i 1’ B 1

=
il

=3Y., «.. , Y s Y soit un systéme orthonormé.
1 p-1 P _

te

I1 reste alors & calculer :
p-1

X =¢C R+ cC_ . X.
P p,p " p-l Zl p,i "1°

P
uis R =B - Y etX = B, Y) X .
P p p p Z;l(, 2 X

1'avance. Cette tolérance est un nouveau paramétre numérique qui ré&gle le

fonctionnement du programme.

Tout ceci est illustré par la figure 6.
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donnée

METHODE ITERATIVE RESOLVANT LX = B

Initialisation
CCO =1j‘3 = ¢
X =0, R =8
o o
Pp=20
//"’? - = Action de L
p P > S sur un vecteur
/i - //
— .
- - (utilisation de
,ﬁ”‘\v/“” g L R & 1'algorithme I)
\pl/ P p-1
-~ 7 p_l -~
Y = C Y' + Cc . Y. t
o p\p P p,i ; el que
i=1

N -~ A}
ﬁh %{p = in, e Yp-l’ Yp soit orthonarmé

>
o
|
—
>

>
Il
>

non

solution finale

Figure 6
Onganigramme schimatisant Le gonctionnement de La méthode itérative.



€) Schéma général de 1'algorithme II

y

ALGORITHME II

1

Calcul de Ih (couches minces)

-1
I vp‘g a -1

m

Y+ 7, (a8l o+l )
&

V. 12

ALGORITHME I

Résolution de tfih

C

Action de 8

<

ih par la méthode itérative

\>

METHODE
ITERATIVE

Calculs algébriques sur des vecteurs de dimension 2N

Figure 7
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d) Résolution du probléme III. Algorithme III.

La mise en oeuvre de 1'algorithme associ& au probléme III est évidente
et nous nous contenterons d'en donner une représentation schématique

(figure 8).

I 1 I Entrée : champ incident

ALGORITHME III

-
—
2
=
T H
¥
o
O
e
<
: £ 3 =
Do | %= |* X [ ,ﬁ'z % —>f D, [
[SERY RN
.-H-Hr:-ji .
D | & [% X | -g‘g‘g —3 D,
SRR
D | = |* x . p—>> —> D,
X
1 oLl' oL2m
Bt o _ S E
recherche de Opseeely Ppar résolution d'un “h b G
. e . e . . om. -
systéme linéaire de dimenslon 2Zm sortie : champ diffrac

Figure 8

Schéma de L'atgonithme I11.
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Du point de vue de 1l'organisation générale du programme, 1'a1gorithme :

III joue le rdle d'un "pilote'" qui appelle les autres algorithmes mais n'utilise

pour sa part qu'un temps de calcul négligeable.

2. FONCTIONNEMENT GENERAL DU PROGRAMME

La figure 9 donne une description sommaire des opérations nécessaires

d la résolution d'un probléme physique donné.

DONNEES

description | description de | champ

Paramdtyes numériques

DEPART

) tolérance pas d'intégration
du guide la déformation | incident €chantillonnage
J{
Etude du gUide o | aoanny ¢ ALGORITHME I1I I-» Champ
modes, opérateur\g @ 'f‘ diffracté
|| s ALGORITEME II </

v 4

ALGORITHME I

Figure -9

On se donne d'abord les renseignements nécessaires 3@ la connaissance

précise du probléme physique.:

~ description du guide non déformé,

"= description de la déformation,

- champ incident,
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ainsi que les paramétres numériques qui contrdlent le déroulement des algorith-

mes ¢

- pas d'échantillonnage, nombre N de points,
~ pas d'intégration pour 1l'algorithme de Runge-Kutta

- tolérance pour la méthode itérative.

Le programme commence par 1'@tude du guide non déformé. Il s'agit d'une
utilisation simple de la théorie des couches minces oll on calcule le nombre de
modes, les indices effectifs de ces modes, et oll on proc&de & la tabulation de

1'opérateurg3 .

On commence ensuite & exécuter l'algorithme III. Celui-ci appelle
1l'algorithme IT, qui lui-méme appelle 1'algorithme I. L'algorithme III permet

finalement de calculer le champ diffracté, résultat de 1'&tude.

C'est en faif 1'algorithme I qui utilise la quasi totalité du temps de
calcul : il est appelé tré&s souvent, conduit 3 la manipulation de tableaux de
grande dimension et surtout a 1'8valuation de produits de convolution & 1l'aide
de deux transformations de Fourier. Malgré 1l'utilisation de l'algorithme de la
FFT, le calcul de ces transformées de Fourier représente la majeure partie du

temps de calcul consacré 3 une &tude donnée.

3. TEST DES CAPACITES DU PROGRAMME

Nous avons pris pour tester le fonctionnement de notre programme,

1'obstacle suivant :
| \ 30°
onde plane
incidente

N
SN -
AN \\\\\\

Figure 10

Obstacle servant de test.
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Un dioptre plan séparant un milieu d'indice 1,5 du vide comporte une
déformation rectangulaire de largeur 2L et de hauteur A. Cet obstacle est

éclairé par une onde plane.

On se propose de préciser, pour divers valeurs de L et A et dans les
différents cas de polarisation, les valeurs des paramétres qui conduisent & une

précision acceptable,

a) Principaux paramétres de calcul

Le déroulement du programme est subordonné au choix de paramétres dont

certainsont déja &té cités. Rappelons ici la signification de ces paramétres.

'

a) Paramétres 1iés 3 1'échantillonnage des fonctions de variable Z.

On représente numériquement les fonctions de la variable Z (ol T varie de
— © 3 «) par leurs valeurs en N points d'échantillonnage réguliérement espacés

entre les valeurs limites -~ L et z
ma max

X

A “Cnax . ' Cmax 4

Figure 11

P

B) L'intégration du systéme différentiel en y (1) est ré@alisée numériquement

4 1'aide d'un algorithme de Runge-Kutta d'ordre 4 apré&s subdivision de 1'inter-

valle Yo <y< y; en P pas.
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Paramétres définissant la'fonction apodisante"
Y P

A chaque pas de l'algorithme d'intégration, on est amend & calculer des
transformées de Fourier en utilisant la FFT. Pour &viter les phé&noménes
d'oscillations bien connus dus 3 une troncature brutale, on multiplie les

fonctions dont on désire prendre la TF, par une fonction apodisante

1 si |z <z,

- Py
A (D)= [1 - (J;—CJ_—EO')‘)I] siogy < lel<g, @

max ~o
0 si ICI 7 Chax”

Dans 1'expression (4), P., P, et Co sont des paramétres qui déterminent

1° ~2
la forme de la fonction apodisante (figure 12).

(Cmax’ valeur maximale des points d'é@chantillonnage a été définie au paragraphe o)
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FONCTION APODISANTE POUR DIVERS VALEURS DE P, et g

On a pris L, = 155 et Py = 2.

Z;max Z;max = 4,5
(o
0
o~
e I ] ]
-3 -1,5 1,5 3 ~4,5 -1,5 1,5 4,5
<
I . .
| ] { I ) T
o5 -3 -1,5 1,5 3 -4,5 -1,5 135 4,5
o
(o
i
o
| { l
-3 -1,5 1,5 3 -4,5 -1,5 1,5 4,gﬁ
8
it
N
o,
{ T ) T
-3 -1,5 1,5 3 -4,5 -1,5 1,5 4,5
Figure 12

max®
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On a donc finalement la liste des paramétres

b) Pour tester la précision des résultats d'une &tude donnée, nous nous sommes

basés sur les critéres suivants :

o) Bilan d'énergie. Ce critére, valable uniquement dans le cas ol 1'obstacle

ne contient pas de milieux absorbants, ne permet pas en principe de tester

1'influence du choix de N et P.

En effet, le calcul traite la diffraction par un obstacle légérement
différent de l'obstacle désiré. La précision avec laquelle 1l'obstacle réel est
 approché croit avec N et P, mais dans tous les cas l'obstacle traité donne des

résultats compatibles avec la conservation de 1l'énergie.

résultats sensés &tre plus précis.

On peut comparer des valeurs numériques caractéristiques (énergie
diffractée vers le haut, vers le bas, intensité& diffracté@e dans une direction

donnée) mais aussi des diagrammes de diffraction.

L'examen comparatif des diagrammes de diffraction consitue le test le
plus fiable puisqu'il permet une appréciation simultanée des valeurs en tous les

points des courbes.

Les figures 13 et 14 illustrent ce prdcédé. Les figures 13a et l4a
représentent les courbes de référence auxquelles on compare les courbes 13b et
14b. On remarque par exemple que la courbe 13b manque de points et que 1'&tude

correspondant 3 la courbe 14b fournit des résultats aberrants.
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)

128

)

" Figure 13
COMPARATISON DES DIAGRAMMES DE RAYONNEMENT

a)




b)

=128

c¢) Conclusion

Figure 14

COMPARATSON DES DIAGRAMMES DE RAYONNEMENT
L'=10, A =4, cas E //

N

P=©6
'Eo =;1,5
s ” ¢
P1 = 2
P, = 2
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La comparaison d'un grand nombre d'&tudes nous a amené aux conclusions

sulvantes :

0) Les dimensions de 1l'obstacle étant fixées, les valeurs des paramétres a

choisir sont pratiquement indépendantes du cas de polarisation étudié (E //,

H //, oblique).

B) Ces valeurs sont données pour diverses valeurs de L et A, par le tableau

sulvant :
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L A N P |cmax| P Pé I
1 1 | 64 3 3 2 2 3
0| 1 |128] 3 4,5 (2 | 2 6
25 | 1 | 256 | 3 4,5 | 2 | 2 7
50| 1 |512| 6 3 2 2 7
10 2 {128 3 4,5 | 2 | 2 |10
10| 4 | 128 | 6 4,5 e |
10-{ 6 | 256 | 6 46,5 [ | = |10
Tableau 1

LA DERNIERE COLONNE DONNE L'ORDRE DE GRANDEUR DU NOMBRE 1 DE PAS D'ITERATION

Bien entendu, il ne s'agit 13 que d'ordres de grandeurs représentant un
choix "raisonnable" des paramétres. On constate que le nombre N de points d'é-
chantillonnage nécessaires augmente avec la largeur de 1'obstacle, et que pour
des obstacles hauts il convient de prendre des fonctions d'apodisation qui

€liminent les valeurs de 7 élevées.

Y) les dimensions maximales de 1'obstacle que 1l'on puisse espérer traiter

sont une hauteur de 1l'ordre de A et une largeur de l'ordre de 20 A. Ces deux
valeurs limites ne peuvent d'ailleurs &tre obtenues simultanément : on sait
traiter des obstacles larges de faible hauteur et des obstacles hauts de faible
largeur. Au-deld de ces valeurs, la convergence de la méthode itérétive utilisée
par le programme devient trés lente. De plus, on est amené& pour ces obstacles,

a8 choisir des valeurs &levées de N et P, ce qui augmente dans des proportions
considérables 1'occupation mémoire et le temps de calcul nécessaire & chaque

pas de la méthode 1térative.
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4. ASPECT INFORMATIQUE

a) Ecriture du prégramme

Le programme a été mis au point en langage PL1 sur les ordinateurs

‘IBM 370 -168 du CIRCE 2 Orsay.

Afin de réduire 1'occupation en mémoire, nous avons partagé le
programme en 4 &tapes successives dialoguant entre elles par 1'intermédiaire

de fichiers sur disque (figure 15).

o) l'étape n® 1 réalise divers initialisations : remplissage de tableaux,
échantillonnage, calcul des coefficients de réflexion et de transmission du
guide, &tude du guide, recherche des modes.

1

B) 1'étape n° 2 procdde a la résolution du probléme proprement dit. Divers

tableaux de grande dimension sont stockés dans un fichier 3 acc@s direct ol on
les retrouve au moment voulu. C'est le cas par exemple du systéme orthonormé
utilis@ dans la méthode itérative. Ce procé&dé permet de limiter 1'occupation
en mémoire centrale. De.plus, un examen attentif de i'algorithme III montre
que paEmi les 2 m + 1 appels & 1'algorithme II, 2m appels ne dépendent pas de

I, et I

b (ceux pour lesquels on prend Ib =0, Ih = 0).

h
Dans le cas oli on veutAétﬁdier le comportement d'un méme obstacle soumis
a l'action de plusieurs champs incidents, il est inutile de recommencer 2

chaque fois ces 2m appels d l'algorithme II ; le programme comporte la possibi-

1ité de stocker les résultats de ces appels pour pouvoir les réutiliser.
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\ o | DONNEES

ETAPE n° 1 200 K —

Etude du guide

Initialisations diverses

Impressions de

OUTPUT contrdle
Fichier de
passage de la
lére a la 2e (Sequentiel)
Stockage des ctape '
vecteurs de la UPDATE ‘l | INPUT
base orthonor- < .
mee > 'ETAPE n° 2 156 K —>
(Reglonal 3) Résolution du probléme
OUTPUT| Ajgorithmes I, II, III -
—> . o
Stockage des ou INPUT @ OUTPUT Impressions décrivant
resuttats sur le déroulement technique

les modes du programme

Fichier de

(Sequentiel) passage de (Sequentiel)
la 2e a la
3e étape & INPUT
ETAPE n°® 3 90 K e

_Traitement des résultats

L

Impression des résultats

Conservation de 1l'énergie

Fichier de l OUTPUT
passage de

la 3e a la _
4e Btape (Sequentiel)
L INPUT
ETAPE n° 4 13 K —

Tracé des courbes

l Impressions de contrdle

Courbes sur une
imprimante &lectrostatique

Figure 15
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. ¥) l'étape n? 3 réalise divers traitements des résultats obtenus dans
1'étape n° 2. Le tableau des valeurs du champ diffracté est imprimé ainsi que
les résultats physiquement intéressants. C'est dans cette &tape que l'on teste

la conservation de 1l'énergie.

§) l'étape n® 4 est consacrée au tracé des diagrammes de rayonnement.

Au cours de chacune de ces étapes, l'ordinateur imprime divers indications
sur le déroulement du programme. En cas de déroulement anormal, il est possible

de reprendre le calcul & 1l'étape oli s'est produite l'erreur.

Nous donnons ci-dessous 3 titre d'exemple, les donn€es nécessaires a
1'exécution du programme dans un cas particulier (figure 16), ainsi que les
divers listings fournis par les 4 &étapes (figures 17, 18, 19, 20).

|790324 124426383 ETAPE 1:INITIALISATION
IMPJIC=Y0TH,
TEXTE(3I)=¢DEUX TRAITS L=0'NLIB _MIN=256,
TEXTE(2)=*CAS E//'+POLeSE='1'8,F0L.$H=0'8,
[APOD=4«BETAMAX=245E0..
SSYMO='1'B,MB=24NBOSSES=2yNINCL=2+ $CHANGE_GUIDE=*1'B, SCHANGE_PROFIL=*1'8;
ANT{O0)=1aEO0+ANI(1)=1e6ECIANI(2)m14SE01C(1)mOEQsC(2)m=A 14B0:C(IIm04EQ,C(4)u0eE0,
1010PR(1)=1,IDI0R(2)=1,I1PROF(1)==1,IPROF{2)==1 +HAUTEUR(]1)c2.EC HAUTEUR(2)=2.E0C,
QAINCL(1)=10E0«QAINCL(2)=1.0EQ, .
- ALG(1)=5=2eE01ALD(1)50.E01ALG(2)m0+E0ALD(2)=2,EQ]
SFIN='1'8B} -

Figure 16

Etape n° 1 : description du guiide, de £'obstacle, divens paramitres



DEUX TRALITS L=]

TU NUMERQ S 1
;DER?]FICATEUR:?QOBZQ 124442653

POLARISATION
FREE S R R R KKK

CAS Es/
~SYSTEME DE COUCHES

Y YY TRt IeIIT
INDICE: 1.00

e m———— 0.000E+00
INDICE: 1460

=4+400E+00

INDICE: 1.50

NOMBRE DE MODES (CAS E pPARALLELE): 1
FERXNKREERFRFREREERRRER SRR AT KK R0
MODE NUMERO 1 BETA=2%PI®GAMMA=1.541

L (UNITEILAMBDA/2PI)
ARERERRRRFRR KRR RSB &
PROFIL NUMERO: =1
ETENDU EN X SUR:
«~RROFIL' NUMERO: =1
ETENDU EN X SUR:

DESCRIPTION DU PRQOF
R R IR RS ER SR 22 2

I
¥
INCLUSION NUMERO: 1
INCLUSION NUMERO: 2

PARAMETRES DE CALCUL
AT ERRREKEEG R R R KRR TR

PAS EN ORDONNEE:IMPASY= 3

POINTS D*ECHANTILLONNAGE (NN=2%NO= 256 (NO=
PLUS GRANDE VALEUR DOE ZETAx2P!1: 4,T7T4E+00
PLUS GRANDE VALEUR DE . X: 8448E+01
APIDISATION FONCTION..NUMERO? 4 BETAMAX:
DESSIN DU PROFIL
X FELEREEE SRR 2 T
AR FEXRHEXXNK ¥ ¥
& % ¥
* ] &
* P ®
* * ¥
Y 5 ¥

e anr AR R AR RN ERP R RN A PR R R KRR RE RN R R

=2.5CCE+Q0

NOMaARE D'ENREGISTREMENTS PRECEDENTS: 74

PRy

5.00E~01 2.50E+00

e T 1Lt T T E TSR SR LS L

1v.26

INDICE COMPLEXE: 1.00E+00 +1% 0.,00E+00 ..
~2e50E+00-5400E~01 CENTRE EN Yi 0,00E+00 HAUTEUR: 2.00E+00
INDICE COMPLEXE: 1.00E+00 +1% 0.00E+00

CENTRE EN YI 0400E+00 HAUTEUR: 2,00E+00

128)

2.50E+00

ShEEmE KKK KK Y= 0.000E+00

%

& & # &

Y==4,400E+00

2¢500E+00

Figure 17
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MERO? 1
CATEUR: 790324 124442653
MESURE DE DIRAC SUR ZETA 1 S g//

CHAMP RAN§M = E Ei ) SA
P R I L I T TR T I R Y st T

15
FYXITIZEEZ A2 R4
TEFps- 30 Cs ’ E-4 E-3 E-2 E~1. ' E-0

NOUVELLE INTEGRATION: . B85 CS
ERREUR AU BOUT DE O ITERATION
TEMPS: 1 €8 - e
NOUVELLE INTEGRATIDN: . 98 CS
PROJECTION= 9,09E-01. .MAXCLEF=
PROJECTION= 2.85E~01 . .KAXCLEF=
ERREUR AU BOUT DE  1..ITERATION
JEMPS: 10 Cs o

1.00E+00 1

e f\) b

3.03E~-01 ' . *

. o e
CNOUVELLE INTEGRATION:I . 97 CS

PROJECTION= 1491E~01 -.MAXCLEF= 3
PROJECTION= 2,09E-01 - MAXCLEF= 4
ERREUR AU BOUT DE 2 -ITERATIONS: 1+08E~01 i . E
JEMPS: 15 Cs -

NOUVELLE INTEGRAYTIONZ ... 94 CS

PROJECTION= B8.86E-02 .MAXCLEF= §
PROJECTION= 5.93E-02 .MAXCLEF= &
ERREUR AU BOUT DE - 3 -ITERATIONS:
TEMPS: I9 €5 - .. . . :

1+84E~02 . *

NOUVELLE INTEGRATION: . 94 CS
PROJECTION= 6476E~03. .MAXCLEF= .
PROJECTION= - 1456E=-02 ..MAXCLEF= 8 o .

ERREUR AU BOUT DE - 4 ITERATIONS: 7.11E-03 ' ’ B
TEMPS: 24 Cs T co

NOUVELLE INTEGRATION: - 90 CS » . .
PROJECTION= 7,07E-03 -MAXCLEF= 9

PROJECTION= 6.49E~04 . MAXCLEF= 10 ' . ;
ERREUR AU BOUT DE S5 ITERATIONS: 3.85E-04 %

MAXCLEF POUR FPROV0O=..10

[
'

R T r L T Ll T R R T L T L T e L T T T T L 1 L LT T
AR RN KK Ak Rk R KR Ak kA KA AR K K KR A AR AOK K Rk ok ok kR Aok ok KR ok ok ok ok Kok ek ok ok ks ok ok ok K o ok ok b ko
Ak R kR R RSk R R R Rk R Rk kR kR R Rk kR Rk R kR A KR Aok R ek Aok KRRk Kk K KK et ok A Rk Rk Kk Aok b ok B b
AR R R R R R R R K AR K K KA K K R Ak KR AR KK A KK K Kk A KK K Aok sk kR R ok ko ak Ok ok Rk R R K R Rk Aok kb kA ko R kA
AR RE N RN RR KRR K o KK N AOK KK K AR A K K o KK b o okok o K K ok sk Ak K ok ook A K o ok ok ok ko Bk o ok ok s ok ok ok ok ok ko e
TEMPS: 47 CS R . Cix = ’
CALCULS DIVERS: 146 €CS. INTEGRATION: £58 CsS L‘, . T

Figure 18 ‘

Etape n° 2 : Convergence de La mithode {itZrative



UDE NUMERO: 1 .
. ?BENTIFICATEUR:790324 124442653
© CHAMP INCIDENT NUMERO: 1

CONSERVATION CE L *ENERGIE

2w ok kb kg Aok ok Rk

ENERGIE DIFFRACTEE AU .DESSUS E//: 3.682E-02
ENERGIE DIFFRACTEE AU DESSOUS E//: 4.4S50E-01 .
ENERGIE INCIDENTE SUR.LES MODES E//: 1.54JE+00
ENERGIE DIFFRACTEE SUR LES MODES E//: 1.060E+00

CONSERVATION CE {_*ENERGIE:—~S5.471E=04
JIDENTIFICATEUR DE LA COURBE:790324 124722889

.

| COMFOSANTES SUR LES MODES |

N ’ INC IDENT T | DIFFRACTE |
"] . = GAUCHE .- |’ " DROITE 1 _GAUCHE | DROITE l.
| BETA | FLUX | PHASE | FLUX ‘| PHASE | FLUX 7| PHASE ‘| FLUX | PHASE |}’

T 11E]. 14841E+00§ 1.000E+00] - 0u00}  0+000E+QO:

O.QQquiqus-oal =65.60] 6.843E-01] —-17.83}|

P L R T AR

Figure 19

Etape n® 3 : Impression des résultats, conservation de L'énengie
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ETUPE NUMERV:

IDENTIFI<KATEUR DE LA <VURBE: 77A3Z4 Z47LZXLF
BILAN D'ENERAIE:-5.471E-4

z

<HAMP  INKIDENT NUMERV: |
IDENTIF IKATEUR DE L/ETUDE: 774374 1Z444£453

» FLUX PEssUS

£.SAME+A

-

INDI<E EN HAUT:

I.804A

FLUX DESSVLIS £.SAME+A INDIKE EN BAS : |.S8A
MYPES [———— > | FLUX bESSUS £-SAAE+A MIES <—
IE 1.888E+a E IE A.88KE+a

L

-
MypES <1 MUIDES >
IE  3.432E-3 IE &£.X43E-1

FLUX DESSVUS &.SBAE+A

Figure 20

Etape n° 4 : Tracé des diagrammes de difgraction
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b) Occupation en mémoire

La quantité de mémoire centrale nécessaire a 1l'exécution du programme
dépend de la polarisation et du nombre N de points d'échantillonnage utilisés
péur décrire la partie continue du spectre. Cette place en mémoire utilisée
est occupée d'une part par le programme (load-modules) et d'autre part par les
tableaux. C'est cette derniére partie qﬁi dépend des paramétres de calcul. A
titre indicatif, nous donnons dans le tableau 2 1'encombrement total en mémoire

exprimée en K (=1024) octets.

E // H// OBLIQUE

N 64 | 128 | 256 512 | 64 128 | 256. | 512 64 128 | 256 o

1 280 | 290 | 320 370 | 280 300 | 330 | 3% |29 310 | 380 [

250 | 280 | 320 460 | 260 290 | 360 | 510 | 310 350 | 520

ETAPE
N

3 150 160 170 200 |150 160 170 | 200 |[150 170 200

Tableau n° 2

L'étape n® 4 utilise 120 K.

c) Temps de calcul

Ces temps de calcul sont tout 3 fait négligeables devant le temps demandé par

1'étape n° 2.

-~

B) 1'étape n° 2 consiste essentiellement 3 ex&cuter des pas de l'algorithme

de Runge-Kutta. Pour connaitre la durée de l'exécution de cette &tape, il suffit
donc de multiplier la durée du calcul d'un pas par le nombre total de pas a

exécuter. -

. Le temps t mis pour effectuer un pas de 1'algorithme de Runge—Kutta, dépend

du cas de polarisation et du nombre N de points d'échantillonnage. Ce temps,

exprimé en secondes est donné par le tableau 3.
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E// H// OBLIQUE
64 0,06 0,10 0,17
Nz, 128 0,13 0,22 0,36
256 0,29 0,45 0,94
" 'Tdbleau 3

Temps en secondes, pris par L'exeution
d'un pas de £'algorithme de Runge-Kutta

. L'alpgorithme de Runge-Kutta utilise un nombre p de pas. Il est lui-méme

-

appelé @ chaque pas de la méthode itérative.

Si cette méthode itérative fournit un résultat jugé correct au bout de

I pas, sa durée aura &té

L'étude réalisée

de t P I. C'est pratiquement la durée de 1'algorithme J[.

au paragraphe 3 nous permet d'avoir un ordre d'idée

de la valeur de P et I, tout au moins pour l'obstacle choisi. comme test

(figure 10).

On en déduit le temps de calcul demandé pour 1l'exécution de l'algorithme ]

. (tableau 4).
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Cag de polarisation
L A E// H// OBLIQUE
1 1 0,6 0,9 1,5
10 1 2,3 4 6,5
25 1 6 9,5 20
10 2 4 6,5 11
10 4 7,8 13 21,5
10 6 17 27 56

Tableau 4

Temps de caleul en secondes demand? pour exteuter L'algornithme 11
dans Le cas d'un obstacle symétrique comme celul de La figure 10

Dans le cas ol 1'obstacle est symétrique par rapport i l'axe Oy, on peut
faire correspondre 3 toute solution des &quations de Maxwell la solution obtenue
par symétrie. Cette remarque permet de réduire d'un facteur de l'ordre de 2 le

nombre de pas nécessaires 3@ la résolution de la méthode itérative.

Dans le cas de l'exemple test, cette propriété de symétrie a &té utilisée:
il convient donc, pour un obstacle non symétrique, de multiplier par 2 les temps

indiqués dans le tableau 4.

maintenant connaitre le nombre d'appels 3 l'algorithme II.

Prenons le cas général oll le guide admet m modes (E// et H//). Si on ne
s'intéresse d'abord qu'au cas oil 1'obstacle est attaqué par des modes incidents
de droite ou de gauche, c'est a dire s'il n'y a pas de champ venant du substrat
ou du superstrat, l'algorithme III (figure 8) appelle 2 m fois l'algorithme II

pour les valeurs suivantes du vecteur A : ( 1,...0), ..., (O,...1).
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Dans le cas oll 1'obstacle est symétrique par rapport a Oy, il n'est pas
nécessaire de faire le calcul pour ces 2m valeurs de A : il suffit de le faire
pour m valeurs et d'obtenir par symétrie les résultats correspondant aux autres

valeurs.

Si on veut maintenant, dans une &tude plus générale &tudier la réponse
de l'obstacle 3 n champs incidents, on voit que l'algorithme III dcit d'abord
commencer par appeler l'algorithme II pour A = (0,.. O) en donnant successive-
ment 3 Ib et Ih les n valeurs qui correspondent. i ces champs incidents. Ceci
ajoute n nouveaux appels d 1'algorithme II.

Y) En conclusion, dans le cas le plus général oll le guide non déformé admet

m modes et oll on calcule en une seule &tude la réponse 3 n excitations, la
durée totale de 1l'exécution du programme s'obtient en multipliant les temps

donnés par le tableau 4 par :

2 (2m + n) dans le cas d'un obstacle non symétrique
m + n dans le cas d'un obstacle symétrique par rapport a Oy.

L'expression de ces facteurs multiplicatifs reste valable sim = 0

oun = 0.

Références :

1) G. CHOQUET, cours d'Analyse Topologie

Masson et Cie Editeurs,1973.






CHAPITRE V

Exemples de résultats






Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter un certain nombre des
résultats de nos calculs. Le calcul permet de connafitre les composantes du
champ en tout point de 1l'espace mais il est souvent préféraBle de fournir des
résultats plus directement exploitables par 1'expérience comme par exemple
1'intensité et la phase de 1'onde diffractée dans une direction donnée. Pour
préciser celd, nous allons commencer par définir ces quantités physiquement

intéressantes avant de donner les résultats de nos calculs.

1. PRESENTATION DES RESULTATS

La figure 1 schématise une expérience d'optique oli on mesurerait :

- le champ diffracté d 1'infini en dehors de la direction de

réflexion spéculaire.

= 1'amplitude des modes diffractés (mesurée par exemple aprés

extraction par des prismes).

- 1'amplitude des ondes planes réfléchies et transmises par le

guide non déformé.



Champ incident .

A% 10 000 3 UL L LV ERRN A ARTR RN RN NN S :

TUUTE R

“Figure 1

On voit sur cet exemple, que l'on est amené 3 caractériser 3 sortes

d'ondes :

- les ondes planes.
— les modes

~ les ondes diffractées sous forme de falsceau.

En pratique, on s'intéressera presque exclusivement & 1'énergie
véhiculée par ces ondes sans nous préoccuper de la phase. On s'attachera &
donner des définitions indépendantes de la longueur d'onde de maniére & conser-—

ver la généralité du probléme ol 1'unité de longueur est A/2Il.



a) L'intensité des ondes planes est représentée par le flux du vecteur de

Poynting a travers un carré de c8t€ unité normal au vecteur de propagation de

1'onde (figure 2).

T,

N

Vecteur de Poynting

4%

onde plane

/\»

7

PN
1

Figure 2

b) L'intensité des modes sera représentée par le flux d'énergie qui traverse une

bande de largeur unité, de hauteur infinie, perpendiculaire & la direction de

propagation du mode (figure 3).

" Figure 3
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¢) Caract@risation du spectre continu

La partie du champ correspondant au faisceau continu diffracté par

1'obstacle est mesurée en général par des récepteurs placés loin de 1'obstacle.

Pour fixer les idées, supposons que l'on veuille mesurer le champ

diffracté au-dessus de 1'obstacle (figure 4).

Ay

S— c——

"~ Figure 4



Loin de 1'obstacle, dans la direction de composantes (g, Xh(c),Y), le
champ se comporte localement comme une onde cylindrique d'axe 0Z. Prolongeons
par la pensée cette onde & tout 1l'espace et convenons d'en représenter 1l'inten-
sité par le flux du vecteur de Poynting i travers une portion de hauteur unité
d'un cylindre circulaire d'axe 0Z. Ce flux est indépendant du rayon du cylindre

puisque 1l'on a & faire 3 une onde cylindrique.

Plus précisément, prenons une composante du champ C(x,y) et écrivons 13,

au—-dessus de 1'obstacle sous forme d'un développement en ondes planes :
. :

C (x,y) = 5(2;) exp [i(c X + xh(c)' y + ‘Yz)] dz . (1)

-— 00 .
Dans cette formule nous n'avons conservé que la contribution des ondes

planes sortantes.

Le récepteur est placé 3 une distance r de l'origine dans la direction

de composantes : (CO, Xh (CO), Y) donc au point de coordonnées :

g

EREEN

r
o ‘n;' i) Xh(CO)

Ay




On mesure donc 1l'amplitude complexe ¢

c, (x) =J; C(z) exp [i‘ E;- (T g, +x, @ x, )+ Yzﬂ dz.

La quantité g Ty * Xy () Xy, (§o> +-Y2 nfest autre que le produit
scalaire des vecteurs T, X (®), vy et Cos Xp (go), Y. Ce produit scalaire,
considéré comme fonction de I est stationnaire au voisinage de 7 = Eo' Un calcul
simple donne en effet le développement: ’

2 _ .2
) —.,Anh.._.y.

2 _ _ 2
Loy + X, @ ¥ () + ¥ =nl - T - )% +ueee.
22 ()

(o]

La méthode dé la phase stationnaire donne 1le comportement de C0 (r)

quand r tend vers 1'infini

c, (r) = a(go) exp (irnh) exp (-i %)-Xh (Eo) gggh_; (4)

Ve oy 2=y

C'est bien 1'amplitude complexe d'une onde cylindrique décroissant en
1 pour assurer la conservation de 1'énergie.
Vr

Le calcul du flux du vecteur de Poynting & travers la portion de cylindre
indiquéesur la figure 4 se raméne alors 3 de simples manipulations vectorielles

que nous ne développerons pas ici.

Naturellement, toutes les quantités caractéristiques du champ que 1l'on
vient de définir, dépendent de la polarisation : on définit 1'amplitude des ondes
planes, des modes,des falsceaux TE etl'amplitude des ondes planes, des modes,

des falsceaux TH.

Nous allons commencer par donner des exemples dans le cas de polarisation

E //. Dans ce cas, seules les composantes TE sont i prendre en compte.



2. QUELQUES RESULTATS DANS LE CAS DE POLARISATION E//

L'obstacle est attaqué par uné onde plane (représentée par une fl&che
noire sur les figures). On donne la représentation en coordonnées polaires du
rayonnement diffracté au-dessus et au~dessous de l'obstacle. Les figures 5,6,
7,8 illustrent quelques exemples de cas simples. Les nombres encerclés.repré-

sentent les indices des différents milieux.

W

\{ f\\<\>b\

}os

Figure 5 Figure 6
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Les figures 9 et 10 représentent la réponse d'un obstacle 3 une onde

plane incidente pour divers valeurs de l'angle d'incidence.
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’ i V. 11

L'obstacle &tudié sur la figure 11 est un morceau de réseau tracé sur un’-
dioptre plan. Cette &tude momtre que 1'on retrouve bien dans le diagramme de
rayonnement des fortes intensités dans les directions correspondant aux ordres du

réseau infini.

- PPN

\ ' E2

- — — e oo

-, .

|
-1) M

" Figure 11

b) Le guide non déformé comporte deux dioptres

Dans le cas oll le guide admet un mode TE unique, 1l'obstacle peut-é&tre
attaqué par le mode venant de la droite, le mode venant de la gauche, une

onde plane...

Dans les figures qui suivent, les fléches noires symbolisent les ondes
planes, les fléches blanches les modes. Les nombres qui figurent au voisinage
de ces fléches blanches représentent 1'intensité des modes (définie au paragraphe
1b). '

Commengons par donmer des résultats obtenus dans quelques cas simples

(figures 12,13,14,15,16,17,18).
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L'obstacle &tudié sur la figure 19 est 1'&quivalent bidimensionnel d'une
fibre optique brisée. On s'intéresse aux variations des coefficients de ré&flexion
et de transmission du mode en fonction de la largeur 2L de la cassure. On donne

aussi les diagrammes de rayonnement pour diverses valeurs de L.

La figure 20 donne un exemple d'étude applicable au probléme du coupleur
a réseau. L'obstacle est un guide plan recouvert de n traits d'un réseau. Dans
la flgure 20a, l'obstacle est attaqué par une onde plane dont 1'incidence est
telle qu'un des ordres du réseau corresponde au mode guidé. On voit que 1l'énergie
partant sur ce mode croit avec le nombre de traits du réseau. Dans la figure 20b,
1'obstacle est au contraire attaqué par un mode guidé venant de la gauche ; on
vérifie que le champ diffracté sous forme de spectre continu compérte’ﬁn maximum
dans la direction correspondant 3 1l'onde plane de la figure 20a. Ce maximum est’

d'autant plus marqué que le nombre de traits du réseau est grand.

Un autre exémple de réseau tracé sur un gulide est donné paf la figure 21.
Dans cette &tude, la longueur d'onde ou plus précisément k = 2II/A varie au voi-
sinage de la valeur k = 1 pour laquelle un mode guidé incident sur le réseau
revient sur lui-méme comme dans un montage de Littrow. On voit que le coefficient
de réflexion du mode passe bien par un maximum au voisinage de k = 1. Cette

étude sera complétée au § VI. 2 aB grice & l'utilisation d'une méthode approchée.
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COUPLEUR A RESEAU
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Figure 21



3. RESULTATS DANS LE CAS DE POLARISATION H //

a) L'ohstacle diffractant est obtenu par déformation d'un dioptre plan

Les figures 22, 23, 24 illustrent quelques exemples simples.

On pourra comparer aux résultats analogues dans le cas E // (figures 7,8,9).

Figure 22 Figure 23
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b) Le guide non déformé comporte deux dioptres

1500 - \ \\

. 23

On donne des résultats pour 1'exemple de la fibre cassée déja traité

dans le cas E // (figures 25 et 26).
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4. RESULTATS DANS LE CAS DE L'INCIDENCE OBLIQUE

Dans les courbes en coordonnées polaires, on distingue les polarisations
en notant par un trait plein la composante TE et par un trait pointillé la

composante TH.

La constante Y décrit 1'inclinaison des ondes incidentes et diffractées
par rapport a l'axe Oz, Il est toutefois plus parlant de représenter cette
inclinaison par le demi-angle d'ouverture  du céne de diffraction dans le milieu
supérieur (figure 27). Une onde plane incidente sera repérée par l'angle o

indiqué sur la figure 27.

onde plane
incidente

Figure 27



a) L'obstacle est obtenu par déformation d'un dioptre plan

Les figures 28 et 29 donnent deux exemples des résultats que l'on

obtient pour des obstacles déja étudiés dans les cas de polarisation E // et

H//.
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Figure 28



onde incidente TE

Figure 29

L'ONDE PLANE INCIDENTE EST SUCCESSIVEMENT
DE POLARISATION TE ET DE POLARISATION TH.

\
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. 27

onde incidente TH



b) Quelques exemples dans le cas oll le guide non déformé comporte deux dioptres

o) Les figures 30 a,b,c sont consacrées & 1l'étude d'un méme obstacle. Le guide

non déformé peut supporter un mode TE et un mode TH. Sur la figure 30a, on
Etudie la réponse d un mode incident (4 cas possibles). Dans la figure 30b,
1l'obstacle est attaqué par une onde plane de polarisation TE venant de dessus ou

~de dessous sous divers angles d'incidence.

La figure 30c traite le méme cas de champ incident que la figure 30b

mais pour une polarisation TH.

le guide admet un seul mode et ce mode est de polarisation TE. De plus, l'obsta-

cle comporte un milieu absorbant.

Ces deux EBtudes (figures 30 et 31) ont &té& utilisées pour vérifier les

relations de réciprocité (chap. III tableaux 2a et 2b).

¥) Les figures 32 et 33 traitent d'autres exemples d'obstacles. Le guide
admet un mode TE et un mode TH et on se limite au cas oll 1'obstacle est attaqué
par un mode. Compte tenu de la symétrie du probléme, il suffit de se limiter au

cas oli le mode incident arrive de gauche..
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Q = 45°

un seul mode (polarisation TE)
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c) Réflexion et transmission des modes

Nous nous sommes particuliérement intéressés & 1'étude des coefficients
de réflexion, de transmission et de couplage entre les modes dans le cas de

1'incidence oblique.

.Supposons, pour simplifier les notations, que le quide admette un mode

TE et un mode TH d'indices effectifs BE et BH.

Quand le mode TE d'intensité& unité&, attaque l'obstacle sous l'angle 0,

le phénoméne de diffraction permet d'observer (figure 34a) :

- un mode TE transmis (resp. réfléchi) d'intensité TEE (resp. REE);-et faisant

avec 0z l'angle 6 ;

- un mode TH transmis (resp. réfléchi) d'intensité (resp. REH) et faisant

_ , Ten
avec Oz un angle 0' déterminé par : BH cosf' = BE cos =y 3
- un spectre continu diffracté au-dessus (resp. au—dessous) sous forme d'ondes

planes dont la composante du vecteur d'onde selon 0z est Y.

a—t

N

Figure 34

Si Yy > max (nh, nb), le spectre continu est constitué d'ondes
8vanescentes et ne transporte aucune &nergie. Toute 1'€nergie incidente se re-

trouve sur les modes : TEE + TEH + REE + REH = 1.

On a des notations analogues dans le cas d'un mode TH incident

(figure 34 D).



Nous allons donner les résultats obtenus pour les diverses formes de rayures
tracées sur un guide, représent@es sur la figure 35 (rectangles ou trapézes plus

ou moins aplatis et plus ou moins larges).
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Figure 35

Un tel obstacle peut &tre utilisé comme un "diviseur de modes" dont il

s'agit de connaftre les performances. Les termes croisés Tene REH"THE’ Ry sont

négligeables, et nous ne nous intéresserons qg'aux variatiQns de REE’ RHH’ TEE’THH'



11 convient de remarquer que dans le cas d'un mode TE incident, Y = BE cos 9,

alors que dans le cas d'un mode TH, Y = B, cos 6., Il ne sera donc pas

H
indifférent de prendre pour variable Y ou © si on veut comparer l'effet de

1'obstacle dans les deux cas de polarisatiom.

a) L'énergie diffractée sous forme de modes, de méme polarisation que le
mode incident, est REE + TEE dans le cas d'un mode TE, et RHH + THH dans 1ekcas
d'un mode TH. La figure 36 représente les variations de ces quantit&s en fonction
de Y. On voit que pour Yy > 1,5 (indice du substrat), cette énergie est bien
voisine de l'@nergie incidente, alors que, d&s que Yy devient inférieur d 1'indi~-
ce du substrat, une partie appréciable est diffractée sous forme de faisceaux.

On remarque que ces pertes augmentent avec la taille de 1'obstacle et sont plus.
que ¢ g P

grandes pour un mode TH incident que pour un mode TE.

E
A EE E

===~ R * Ty

Figure 36
VARIATIONS DE Rpp + Tpp et Ry + T

Les lettres A;B,Dﬂcorrespondent aux obstacles représentés sur la figure 35.
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B8) Donnons d'abord une idée générale des variations des coefficients de
g

réflexion et de transmission en coordonndes polaires (figure 37).

L'obstacle est paralléle 3 Oz. Les courbes représentent le lieu de
1'extrémité d'un vecteur parélléle a la direction du mode et de longueur R ou T.
En—-dessous, on a représenté le cés TE et en-dessus, le cas TH (puisque, compte-
tenu de la symétrie du probléme, il suffit de tracer les courbes pour 8 variant

de 0 a 90°).

Figure 37

VARTATION DES COEFFICIENTS DE REFLEXION
~  ET DE TRANSMISSION EN COORDONNELS POLATRES



Y¥) Dans le cas des obstacles de grande largeur (C,D,E), il se produit une

variation brusque au voisinage d'un angle de l'ordre de 12°. Ces variations ne
peuvent €tre suivies que sur des courbes en coordonnées cartésiennes 3 une plus
grande échelle. Nous dnnons ces courbes en prenant comme variable Y (figure 38)

ou © (figure 39).

On constate que si 1'on prend comme variable 8, les courbes correspondant
aux deux polarisations se confondent, ce qui limite les applications pratiques

du dispositif comme polariseur.
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§) Donnons gigalement quelques exemples de diagrammes de diffraction (figures

40,41,42,43) .
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CHAPITRE * VI

Méthodes appmchées |






Nous avons vu (§ IV.3 c Y) que le programme présent& au chapitre IV
ne permet de traiter que des obstacles de dimension ré&duite (hauteur Ao’ ) -
largeur ZO.Ab). De tels obstacles sont en général difficilement utilisables
dans les applications pratiques et en particulier en optique intégrée. Cela

nous a incités 3 mettre au point des méthodes approch@es valables pour des

obstacles de plus grande dimension.

Ces méthodes approch@es sont testées par comparaison au programme
exact dans le domaine commun d'application. En cas de succés, on espére qu'elles
continuent de fournir des ré&sultats valables pour des obstacles de plus grande
dimension et peuvent tout au moins donner un ordre de grandeur dans le cas des

obstacles utilisés en optique intégrée. -

Nous pensons que de telles méthodes "approchées peuvenf étre des outils
précieux pour "dégrossir" les problémes expérimentaux et permettre d'orienter
grice a des calculs préliminaires des recherches plus précises utilisant la

méthode exacte.

Toutes les méthodes approéhées que nous avons expérimentdes s'appliquent
au cas ol le guide non déformé admet des modes et se limitent au calcul des
facteurs de réflexion, transmission, couplage entre ces modes. Le champ diffrac-
té sous forme de faisceau au—-dessus ou au—dessous de 1l‘'obstacle n'est jamais
calculé bien que le calcul puisse en tenir compte dans certains cas. Le champ

incident est toujours un mode venant de droite ou de gauche.

Le probléme est alors formellement beaucoup plus simple, puisque les
inconnues ne sont plus des fonctions mais un nombre restreint de scalaires

représentant les amplitudes sur les modes.

En conséquence, les temps de calcul sont considérablement plus courts
et on peut méme dire que ces temps de calcul sont négligeables devant ceux

nécessités par la méthode exacte.

Nous avons testé trois méthodes approchées.
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1. PREMIERE METHODE APPROCHEE ' ‘ h

Cette méthode approchée, trés rudimentaire, consiste 3 assocler 3

chaque valeur X de x le guide plan d'indice n (xo,y).

. On suppose que ce guide admet un seul mode TE d'indice effectif
Be (x)-
Comme le montre la figure la, le mode guidé attaque 1l'obstacle sous

1'angle 0.

La méthode approchée consiste 3 remplacer 1'obstacle par_un mbdéle
(figure 1b et 2) : un systéme de couches diélectriques d'indice BG (x)
Eclairé par une onde plane inclinée d'un angle O par rapport au plan des
couches. On suppose que les coefficients de réflexion et de transmission
R' et . T' donnés par des calculs €lémentaires, constituent une bonne approximation

de R et T.

NN

w
Q
\
™,
[}
0
[}

N

T

Figure 2



Figure 1

PRINCIPE DE LA PREMIERE METHODE APPROCHEE
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Le calcul de R' et T' est trés classique, mais on sait que le
résultat dépend de la polarisation. Ceci nous pose le probléme suivant :

quelle polarisation doit avoir 1'onde incidente dans le modéle de la figure 2 ?

Pour trancher cette difficulté&, nous avons fait le calcul dans les deux
‘cas usuels de polarisation rectiligne et dans le cas trés simple oli 1'obstacle
est un guide comportant un rétrécissement d'épaisseur constante sur une largeur h.

Dans ces conditions, BG (x) prend deux valeurs : B. en dehors de la déformation,

G
' B'G dans la déformation, et 1'obstacle mod&le est une couche diélectrique

d'épaisseur h, d'indice B'G plongée dans un milieu homogéne d'indice BG (figure 3).

AT

B' B

TR

B

G G

G

R'

‘Figire 3
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On obtient :

R' = Ruz - 1) sin x'th (1)
- K1+u2)sinx'h2]+[?u cos X'h]2 '
T' =1 - R'
ot x' —\[B'GZ - 8(2; cos“8
X:—.BG sin 6
XT- dans le cas TE
u={ X
B'
.X' 6—9)2 dans le cas TH
x' B
G L

La figure 4 permet de comparer les résultats donnés par la méthode
exacte 3 ceux fournis par la méthode approchée dans les deux cas de polarisation.
Dans les deux cas, on obtient une bonne approximation et il est difficile de
dire quelle est la polarisation qui conduit au meilleur résultat. Il est donc
indifférent d'utiliser un cas ou l'autre.

La formule 1 montre que R' s'annule pour sin ¥'h = 0 c'est-3a-dire pour
q P X

2

les angles 0 tels que Béz'— Bé cos® 0 =p (p entier).

7
Nous avons &galement fait le calcul général dans le cas d'autres obstacles

étudiés au chapitre V (figure V35). Les résultats obtenus sont représentés sur

les figures 5 et 6.
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29,78

1,49

NEANNIN \\\\\\\\\\\\\

> 6°

Figure 4
COMPARAISON DES RESULTATS DE LA METHODE EXACTE (CAS TE) A CEUX DE LA METHODE
APPROCHEE (CAS TE ET CAS TH]. ON A POUR L'OBSTACLE REPRESENTE CI-DESSUS :

Bg= 1,54059, B4 = 1,53048
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Nous nous sommes limités, pour présenter cette méthode approchée, au
cas oll 1'obstacle était attaqué par un mode TE. Pour traiter le cas d'un mode
‘ TH incident, il suffit de remplacer 1'indice effectif du mode local TE par celui

du mode TH.

Les. exemples traités montrent“qu'une telle m&thode approchéé donne une bonne

idée des phénoménes. Cependant, elle ne tient absolument pas compte des ondes
rayonnées sous forme de spectre continu et ne donne plus de résultats valables
quand ces ondes ¢orrespondent d une part importante de 1'énergie incidente.

De plus, elle ne permet pas de traiter un couplage TE-TH puisque chaque mode du
guide est traité indépendamment des autres. . -

2. SECONDE METHODE APPROCHEE : COUPLAGE DES MODES

La méthode que nous allons décrire dans -ce parégraphe permet de traiter
~ le couplage entre modes. Nous allons d'abord -la présenter dans le cas d'un

exemple simple.

a) Exemple du cas E // pour un guide monomode, forme simplifiée de la méthode approchéc

0.) Principe de la méthode

\\\\\\\ \\\\\\f \\\\\ , .\.\\\\\

] - a) b)

Figure7
a) Obstacle, b) guide non défonme
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Rappelons que l'obstacle est décrit par son indice n (x,y) (figure 7).
En dehors de la zone déformée, n (x,y) = N (¥y) indice du guide non dé&formé.
L'unité de longueur est Ao/ 2]l. Le champ €lectrique étant paralléle 3 l'axe des

z sera décrit par son unique composante E (x,y).

Le guide non déformé admet un seui mode TE d'indice effectif BG, dont
"la carte du champ §" est déterminée par 1°’équation :
42
¥, -6y v-o, | 2)
dy ‘

et la condition de normalisation 3
w .
v2 dy = 1. (3)

o 00

L'obstacle est attaqué par ce mode guid& venant de la gauche.

Posons ¢ o

c (x) = E(x,y) ¥ (y) dy. (4)

- CO

Un calcul &lémentaire montre que c vérifie 1°'équationm :

d?%c + B2 - 2 2 .
—.;- G c = (N - n ) E(“sy) ‘f)(}’) dY‘ (5)
dx

Comme & 1'extérieur de la partie déformée, n = N, 1'intégrale qui
figure au second membre de 1'équation (5) est nulle en dehors de 1l'intervalle

|x| € L. L'équation (5) prend alors la forme :

2
E_E_+ Bé c = 0. (6)

dx?

On a donc 1'expression de C en dehors de la partie déformée :

six<-~-L: c(x)=exp (i BG x) + r exp (-i BGX)~ n

si x> L : ¢ (x) t exp (i BG X),

ol r et t sont les coefficients de réflexion et de transmission du mode.
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Pour que 1'équation (5) permette de déterminer c, il faudrait connaftre
E(x,y). La méthode approchée consiste 3 supposer que, pour x fixé&, E(x,y) est

proportionnel 3 § (y) c'est-d—-dire que :

E (x,y) =c (x) ¥ (y) (8)
Dans ces conditions, 1l'équation (5) s'écrit :
2 ' .
Ly 42 ) e =0 O
dx? '
avec e
9% = 8% - 5 (v*-n®) ¥ (y) dy.

L'équation (9) est l'équation qui décrit le comportement du champ dans
une lame d'indice ¢ (x) lorsque cette lame est attaquée par une onde plane sous

incidence normale.

On voit plus précisément, compte tenu. de'1'expression de c en dehors de la
partie déformée (7), que r et t sont les coefficients de réflexion et de
transmission de cette onde plane. Ce probléme n'offre pas de difficultés numéri-

ques.
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B) Exemples de résultats

2y
b—— p traits

S B
ARRARRARY \'\"\\\L{Q‘\Wﬁ\\\\@

@REE ¢ ° °o,. ° . a.o o’o, oo.:

o 4 ° '°e°°°,' 5000 e * . ° o° - . > e ©¢ ..
A Ry 4\REE
1 - E ]_r—w
p=15 p = 100

k k
AAAI.NW | S

© 0,9 1 1,1 0,9 1 1,1

¢ o ® & o ¢ pEthode exacte

méthode approchée

‘Figure 8
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L'obstacle, constitué par p traits d'un réseau tracds sur un guide est
attaqué par un mode venant de la géuche_(figure 8). Le pas d du réseau est tel
que, pour la longueur d'ondeVAL, le mode réfléchi coincide avec 1l'ordre -1 du
réseau comme dans un montage de Littrow. Pour une longueur d'onde X°¥ AL’ ceci
n'est plus vrai : il y a 3 la fois variation de 1'indice effectif du mode et de
Xbld. Nous avons étudié les variations de R = |r|? en fonction de k = XL/XO
pour p = 15 traits, & la fois par la méthode exacte et par la méthode approchée.
La bonne concordance entre les deux séries de résultats permet de penser que la
méthode approchée continue de donner des ré&sultats valables pour des valeurs de

p plus &levées.

L'&tude du réseau infini (réalisée par P. Vincent) avait permis de

mettre en &vidence une bande interdite au voisinage de la longueur d'onde XL.

L'étude réalisée grice d la méthode approchée montre que, pour qu'un tel
phénoméne soit observé&, il faut un minimum d'une centaine de traits, ce qui

correspond 3 un obstacle de largeur 40 Ao’

b) Généralisation au cas de 1'incidence oblique

Nous nous proposons ici de généraliser la méthode approchée exposée
ci-dessus dans le cas E //, au cas de 1'incidence oblique, et d'en tester la

validité par quelques exemples numériques.
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De plus, au paragraplea, l'obstacle n (x,y) était comparé au guide
non déformé N (y). Plus précisément, le champ &tait décomposé pour chaque
valeur de x sur les modes du guide non déformé. Dans le cas d'un obstacle
comme celui de la figure 4, une telle méthode n'est certainement pas idéale,
car dans la partie centrale, le guide se transforme en un autre guide, et il
semble préférable de décomposer le champ sur les modes de ce nouveau guide.
Dans ce but, nous avons cherché a comparer 1'obstacle, non plus simplement au

.guide non déformé, mais 3 un "obstacle test" n (x,y) (figure 9).

Obstacle réel n (x,y) \\ \\‘]K \ \ XX \ Y&K Y\\

URPETEL L LLLLLALARRRRNS

reesete tert g e AN TN T

‘Figure 9

A chaque valeur X, de x, on associe le guide d'indice No (y) = no(xo,y)-,
et on suppose que ce guide admet le méme nombre m de modes que le guide non

déformé (figurelO).

n, (x,y) | I
N P o
T\K\«{\\\\\Y . OO de

Figure 10.
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Soient CJG (xo) les constantes de propagation de ces modes suivant

Ox (j =1,... 2m). On définit une famille de 2m fonctions :
—, oIl o (x) d .
gJ (X,y) = EJG (XQY) e t o CG X X e 1yz

X . (10)
1 -— 3 j Y .
G o
G
‘solutions, non des équationsode Maxwell, mais du systéme :
- - BEJGz -jx i '
) =4 ] - . -2I1 T~ (x) dx - iyz
(rotgc - 1&{) c A e s, G e ] L an
BEJ
< Gy
' ox
0
i i A .
krOttWé = (X:Y)EJ 3H o -2]'[le o (x) dx —elyz
J
aHGy -
ox

Dans le systéme différentiel (11), les termes complémentaires du
second membbe servent 3 annuler la contribution aux rotationnels des dérivées

en x de EJ et HJ.,

Dans ces conditions, pour x = X fixé, le champ :

( X ] .

- '—2]'[if'o CG (x) dx] —2H1 (x—x ) C (xo) T1yz

[Ed G oy) e ° e e (12)
{ o | |

- -2Ti f ;g; (x) dx] —oTi (x—x ) ;J (x,) —1yz

[Hé (xo,y) e o e

représente le champ d'un mode du guide d'indice n (xo,y).

Si get j-l?som: les solutions des &quations de Maxwell en présence du

guide déformé.

rotg= iﬂ .
rot:“—]-hp’= -1 ti2 8

(13)

N L



Un calcul élémentaire d'analyse vectorielle, montre que

aiv I -BIadf) -1 @2 - E.E]

0 °
: X .
/. : : . 3 .
L ey 3HJ — 3EJ - ZHJ CG (x) dx - iyz
- [go _ Gz + 3‘?' _ Gz e A e
9% oax T (14)
h] h}
BHGY BEGY

ox ox

Limitons-nous maintenant 3 des solutions correspondant au

cas de l'incidence oblique 3
—r>

€= E(x,y) e T2
- L. (15)
By= H(x,y) e 1Yz

On obtient en reportant (15) dans (14) et en intégrant en y de —

4 + o pour x fixé :

[+o] [» o]
El_ -» -.j’ _ - J' » ! . 2 _ 2 e -‘j
- (E A HG EG A H)x dy = i (no n’) E.EG dy
: 3] 3ul_ 3ED 3E3
e Lo .5y .oy 9y (16)
Yo z ox Yo Z ax

Le second membre est composé de deux intégrales ; la premidére est nulle

pour toute valeur de x oi n (x,¥) = n (x,y) (obstacle test confondu avec

16

1'obstacle réel), la seconde est nulle dans tout domaine ol l'obstacle test reste

constant (les dérivées par rapport 3 x sont nulles).

L'approximation consiste 3 chercher le champ sous la forme d'une

combinaison linéaire de modes

eonlees
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- “2m -,
EGr,y) = I Cy () E} (x,9) an
i=1 |
{
- 2m -»> .
HGGy) = I €y () HY (x,y)
N i=1

On obtient en écrivant 2m fois la relation (16) pour j = 1,... 2m,
un syst@me différentiel pour les 2m inconnues C, (x) :

“ “

d o . '

C2m C2m

oll M(x) est une matrice 2m x 2m nulle en dehors de la partie déformée (donc

3 droite et 3 gauche de 1'obstacle).

On se raméne-donc au probléme numériquement tr@&s simple de la ré&solution

de 1'équation (18) ol les Cj sont constantes de chaque c6té de 1l'obstacle.

Remarques :

s e s e 2 e e

Dans le cas oli M(x) est constante sur un certain domaine, 1le systéme
différentiel (18) s'intégre "i la main" sur ce domaine. De méme, si M(x) est
périodique sur un intervalle, i1 suffit d'intégrer numériquement (18) sur une
période et de compléter l'intégration & tout 1'intervalle par de simples

multiplications de matrices.

La méthode ne s'applique que si, pour toute valeur X de x, le guide

d'indice No(y) =n (xo,y) admet 2m modes d'indice effectif supérieur & Y.

Cette méthode permet de traiter le probléme d'une jonction entre deux

guides pourvu que le nombre de modes reste le méme des deux cdtés.

On pourrait croire que cette méthode généralise la premi&re méthode
approchée (paragraphe 1) puiéque, dans cette méthode, 1l'obstacle &tait remplacé
pour toute valeur de x par le guide local, mais un examen attentif du formalisme
montre que, méme dans le cas ol 1'obstacle test se confond avec 1l'obstacle réel

(no = n), les deux méthodes ne sont pas rigoureusement semblables.

-

i

Comparaison aux résultats de la méthode exacte : test de la méthode approchée.

Le formalisme de la méthode approchée peut s'appliquer 3 des obstacles

de trés grande dimension, mais, pour pouvoir comparer les résultats 3 ceux de

. la méthode exacte, nous devons nous limiter aux obstacles susceptible - d'étre

traités par les deux méthodes.
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Dans les exemples qui suivent, nous nous sommes limités 3 donner les

_ coefficients de réflexion REE (et RHH) d'un mode incident TE ou TH.

- Reprenons 1l'obstacle qui avait servi de test pour la premiére méthode
approchée (figure 11).

" 'Figure 11

La figure 12 permet de comparer les résultats des calculs obtenus par la
méthode exacte 3 ceux obtenus par la méthode approchée. On voit que si n = N(y)

‘indice du guide non déformé, l'accord est assez médiocre, -alors que avec un obstacle

test plus proche de 1'obstacle réel (no = nl), on obtient des résultats plus précis.

Ces résultats sont cependant moins précis que ceux obtenus par la premiére
méthode approchée (figure 4). ‘ g

R
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Obstacle réel 29,78 @
1,49

I\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\.ncxw

t

Obstacle test 29,78 f 2 "1 ( :)
., ] )

4,41\\\.\\-\ . 01 49. 0 . - A4 .\\\\\.‘ 3 nl (X’Y)
:‘..’. :. ': ’..‘ * 0. .: .0. : : : .: :. . % : b .o" ..q hd .:. ...: : o.:. :. .0 ’ @.

e MEthode "exacte"

————— Méthode approchie avec n (x,y) = N (y)

420 0 00 o Mé»th.Ode. app)LOChée. avee no (x,y)' = nl (XQY).

Figure 12 V Y AN
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. Obstacle obtenu par répétition d'un mBme motif

On. s'intéresse maintenant 8 1l'obstacle représenté sur la figure 13.

(::) A= 6328 A
v q \ j I\
L2AN . AN AN
o.."‘ ° ° 90 00 e.Q:O o.° e . o ..ooo.o 0°..oa
Figurel3

Le guide non déformé admet un mode TE et un mode TH. On se place dans
les conditions requises pour avoir couplage TE-TH ainsi que 1'a décrit
J. MARCOU [1] . Rappelons ces conditions : un mode TE arrivant sur 1'obstacle
sous incidence oblique se ré&fléchit en un mode TH, les deux modes doivent se

correspondre dans la loi ‘du r@seau et leurs directions doivent &tre orthogonales. .

N TH Y

TE

traits du réseau S

Figure 14
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d=3,401
.
.- ‘- ’ 1
\
0'0..‘.. ..o.'.'.:“..:...: :::::| ...0. '

° - 8@ o
o..
[
. o ®.

; W\\\W

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\_.\.\.\ 8

Méthode exacte

e e wme e = MEthode approchée avec n (x,y) = N(y)

*** 2 *° Methode approchEe obtenue en prenant pour obstacle test L'obstacle
de défonmation sinusoidale représenté ci-dessus (no =n x,)).

Figure 15 : Variation du coefficient de couplage Rey
qui cornespond au couplage théorique (y = 0,923).

au voisinage de La valeur de Y
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Nous avons fait le calcul par la méthode exacte puis par la méthode
. approchée en prenant successivement comme obstacle test, le guide non déformé
puis un obstacle oll 1la déformation en créneaux était remplacée par une

déformation sinusoidale (figure 14).

Dans les deux cas, la méthode approchée peut donner un ordre de grandeur
des résultats. Elle permet tout au moins de déterminer dans quel domaine 1l'obstacle

est susceptible d'avoir un comportement intéressant.

On peut donc penser que la méthode approchée continue de donner des
résultats valables pour un plus grand nombre de traits, comme le représente la

figure 16 (oll on a pris n (x,y) =N (y).

On voit bien apparaitre le phénomé&ne décrit par J. MARCOU : dans un
certain domaine angulaire, un mode TE incident se transforme par réflexion
presque exclusivement -en un mode TH alors que 1'amplitude réfléchie sur le mode
TE reste toujours faible. Par contre, un mode TH incident se réfl&chit en un mode

TH dans un domaine angulaire et en un mode TE dans un autre domaine.

coslens
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d=3,401

.. . | =

N \C\LR“T”*R“:R N \\\L&W\{\\\@ AN\

N TR KIS

]
L 4
O
=

TERT TR S W B S R B
- O ey
— g g e
=1
o

mode TE incident de gauche mode TH incident de gauche
Figure 16

Utilisation de la méthode approchée pour des réseaux de 8, 16, 32, 64
traits. REE et REH sont les amplitudes réfléchies sur les modes TE et TH quand
un mode TE est incident sur 1l'obstacle et BHE’ RHH les amplitudes réfléchies
sur les modes TE et TH quand un mode TH est incident sur l'obstacle.L'obstacle

test est le guide non déformé.

SR
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3. TROISIEME METHODE APPROCHEE : METHODE D'EXTRAPOLATION

Les deux wéthodes approch@es décrites plus haut permettaient d'obtenir
des résultats plus ou moins précis au moyen de calculs peu volumineux. La méthode
dont nous allons maintenant parler consiste 3 extrapoler & des obsfacles de
grande dimension, les résultats obtenus par la méthode exacte pour des obstacles
de dimension ré&duite. Elle s'applique plus précisément 3 des déformations obtenues
par répétition d'un méme motif et présente en outre l'avantage de pouvoir étre
généralisée au cas d'un réseau semi infini tracé sur un guide diélectrique plan

(figure 17).

Comme cette méthode nécessite l'utilisation du programme général, elle

reste lourde 3 manipuler.

.oo'...tl..o. ot L e, e o e ® ®* o 00.0.00'00.‘

co‘go:.'a: *. ‘.o AL o .o et o .....0' et 4, "

o ® o s s e G.“‘.co .‘oo.o.oo.. e 3 % o %, e
Figurelz

a) Principe de la méthode

rmpmp = eeadu bt

droite ou vers la gauche, le champ éleétromégnétique est la superposition d'un
champ qui tend vers zéro quand on s'€loigne de la déformation, et d'une combinai-

son linéaire de modes :
2m .
/. a5 G v (5 exp (iy2) ' (19)

i=1

ol les wj sont des vecteurs de dimension 6 décrivant la carte du champ des modes.
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Dans 1l'expression (19), les fonctions aj (x) sont le produit de 1'ampli-
tude complexe du mode et du terme exponentiel décrivant la propagation suivant
Ox, et ne dépendent donc pas du choix de 1l'origine sur l'axe des x (Notons que la

définition des aj est différente de celle des Cj (x) dans la formulel7 ).

Pour condenser les notations, nous regrouperons les fonctions aj (x) en un

vecteur A (x) de dimension 2m.

B) Si la déformation est localisée entre les points d'abscisses X, et xp, il

existe une relation lindaire entre A (xD) et A (xG) :
A G = Soa ), (20)

oii J"(; est une matrice 2m x 2m indépendante du choix de l'origine sur 1l'axe des

x (figure 18).

Lx\\\\\i\x\\‘ \\\\\\\\\\\

.'..A(XG)'. "..-° *te A(x) -ktn A(x) .... ° A (X) * .- S

Figure 18

Y) Intéressons-nous maintenant aux déformations dont une partie est obtenue
par répétition d'un méme motif. SoitJ{;n la matrice } associde & une structure

ol ce motif est répété n fois (figure 19).

Figure 19 .
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Les fonctions éj (x) n'ont de signification physique qu'ad 1l'extérieur
de la zone déformée, 13 ol les modes du ‘guide peuvent se propager. Si nous
admettons cependant que cette propagation continue d'avoir lieu dans la zone

déformée, nous pouvons décomposer la matricec)tn en un produit de 2 matrices :

c}cn =<”; ck; comme le montre la figure 20a.

" La matrice JG 0+l devient alors : L}Cn —c*n oyiﬂn (figure20b) oi la

matrice ok’permet de tenir compte du nouveau motif 1ntrodu1t dans l'obstacle.

Nous supposons qu'd partir d'une certaine valeur de n, l'influence des
motifs que l'om introduit dans 1'obstacle est décrite par la méme matrice 0”0’
c'est—a-dire (figure 20c) :

n+p

o, =N PN | (21)

ANAANNY! AT \\\\\\\

| TP |
o 6% & a . e ee et g0 o e I. AP e o o
A
- 1 2... = | an
AN \\\Ymm@\\\\\\\
|°. J{GI :anl by
! “Ad“n+1 | I
[ I >
1 2... b1 oo,
33j§§§?§§?§f??@\<?<VYY?<Y<¥T§§
i B v ...'.: o

| ) | (j"(: n+p

“Figure 20
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Dans 1l'expression 21, les deux matriceS(J[; etcﬁné essayent de prendre
en compte d'é&ventuels"effets de bord", tandis que le terme N°P rend compte de

1'équivalence des motifs situés suffisamment loin des extrémités de la déformation.

Le modéle (21) étant admis, quelques lignes de calcul matriciel suffisent

pour montrer que la connaissance de<)ﬁn et (supposées déterminées par la

n+l

méthode exacte) permet de ramener la détermination de

np a de simples produits

matriciels :

Jo =y Ny s S g =dlp G
b b :1 - OVJD ‘}fpdv)l—nl
(Jb n+ J{Jr—ll)p- F‘)(; JF ‘N)l_nl

Honsp = Gp ool

(22)

I1 peut &tre intéressant de regrouper les motifs r par r,.ce qul revient

a changer la définition du motif &lémentaire. Ceci conduit 3 la formule générale :

e (23
Mo (b, b P - (23)

n + rp

qui permet d'extrapoler 3 q = n + rp traits les résultats obtenus (par la
méthode exacte) pour n traits et n + r traits. En pratique, pour calculerc}bq,

on cherche 3 déterminer r et n de fagon optimale.

Théoriquement, on peut approcher le résultat exact d'aussi pré&s que 1l'on
veﬁt en prenant n assez grand. D'ailleurs, si p = o, la formule (23) donne la”
valeur de Jth obtenue par la méthode exacte. En pratique, il y a dégradation de
la précision quand n augmente. La mé&thode exacte ne donne en effet les matrices
H et dLn qu'avec une certaine précision. Ces matrices sont en général voi~-

n+r

sines et le calcul de<}bn+ gH;Ji donne un résultat voisin de 1'identité avec

et(}i) .
n

Par contre, le fait d'élever cette matrice & une puissance entigre -

r

une précision du méme ordre que celle que l'on peut avoir surc}&h+r

importante amplifie considérablement cette erreur. La recherche de formules

d'extrapolation plus performantes est actuellement en cours.
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b) Exemples d'utilisation

Afin de tester la précision des résultats que 1l'on peut obtenir par cette
méthode, nous avons fait les calculs pour 1l'obstacle représenté sur la figure 21

dans le cas de polarisation E //.

@ 2% <

N A \ 1,49¢ ;

\\fﬁ}\ﬁ

e o .,.'. S . T, ¢ 0.:
n@'° °o. 'oo.u ¢ . e % o o0 .t$r
e © ?_ ° L [} o e o °
¢ * ° . ° e . s @ ° ° o . *
(] ® [ ] @ ¢ 4 ©
Figure. 2l

Le guide admet un seul mode et le pas du réseau est choisi pour que le

réseau réfléchisse le mode sur lui-méme comme dans un montage de Littrow.

Pour 31mp11f1er nous ne nous intéresserons qu au coefficient de réflexion
en énergie du mode : |r| . Nous avons calculé 1a matrlcec}a pour n = 1,2...
29 traits en utilisant 29 fois le programme de la méthode exacte. Ces calculs nous
permettent d'une part d'avoir la valeur exacte de R pour un réseau de 29 traits
.d'autre part, d'obtenir la valeur extrapolée de R, pour ce méme réseau, 3 partir
des résultats pour n et n + 1 traits. Les valeurs de R ainsi obtenues sont repré-
sentées sur la figure 15, les chiffres 3 coté des points désignent les valeurs
de n choisies pour appliquer la formule 22. En particulier, le dernier point a

droite donne la valeur exacte de R.
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A .
R = |r|2
0,3 -
? 0
0,2 -
1
0, 145 + 0,005
= 4 - Y
~ i~
2 5
0,1
4
0

Figure 22

-On voit sur la figure 22 que le ré&sultat exact est obtenu avec une

précision de 3,5 Z au bout d'une dizaine de traits.

-

Par contre, si on cherche 3 obtenir par extrapolation le coefficient
de ré&flexion d'un réseau de 120 traits, les ré&sultats sont plus décevants comme

le montre la figure 23-.
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24

26

20
10 9

Figure23

EXTRAPOLATION A UN RESEAU DE 120 TRAITS

On a appliqué la formule 23 pour r = 1, 2, 3 et pour les valeurs de n

indiquées 3 cdté des points.
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c)- Pagsage 3 la limite, cas du réseau semi-infini

Limitons nous maintenant au cas oll 1'obstacle est uniquement attaqué

par des modes venant de la droite (figure 24).

1

-
\\\\\"\\W FAAARAN

- >lA(x[;|:f>D =1

. : ? A(XG) I

.......'-.-.-U%.'...'o. .

‘Figure 24

Ceci signifie, dans notre formalisme, que parmi les 2m composantes du
vecteur A(x ), les 2m composantes qui correspondent aux modes incidents sont
nulles. Autrement d1t, en termes d'espaces vectorlels, A(x ) appartient 3 un
sous espace ded: ™ de dimension m que nous noteronsfic. Par conséquent,

A(xD) appartient au sous espace de dimension m, image de fic par la matrice

. g}{; .

n

FiD,n'=<}Lh ‘EG

En pratique, il convient de diétinguer dans A(XD) les composantes inci-
dentes (modes dirigés vers la déformation) formant un vecteur I de dimension m
et les composantes diffractées formant un vecteur D de dimension m. Le fait que
A 3 -~ [P 3 :
(xD) appartienne 3 EED o S éerit

p=R 1

n

ol @R,n est une matrice m x m liée EEED 0’ qui décrit les phénoménes de
>

réflexion et de couplage entre modes. _ =

Quant n -+ w-fgtn tend vers@t°° . Cette matrice décrit la réflexion et le

couplage des modes dfis 3 un "réseau semi infini" (figure25).
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\\\\\\\\\

L T L e e,

Figure 25

RESEAU SEMI-INFINI

(§2w est déterminé par la limite de 1'espace$ED 0 On voit, compte tenu

de 1'8quation (23), que cette limite est en génédral le sous espace engendré par
éq g g -

les m vecteurs propres de la matrlcecyh+r

plus grand module. En particulier, si . m = 1 (par exemple dans le cas E// et

cﬁsn associés aux valeurs propres de

pour un guide admettant un seul mode), le coefficient de réflexion du réseau
semi infini est le rapport des deux composantes du vecteur propre associé 3 la

valeur propre de plus grand module.

En pratique, 1l n'est pas nécessaire de diagonaliser la matricegkh+roﬂp_1 :
n
il suffit de chercher par un procédé numérique, la limite deﬁ§h+rp
quand p =+ © en prenant pour p une puissance de 2.
Donnons comme exemple, les résultats obtenus dans le cas de polarisation

E// pour 1'obstacle représenté sur la figure 26.

4,08

- o | | - <:::> <<::::] 1

N (K&\\‘i\%\\ﬂ\\\\“ﬂ- \\\\

.... 00'. ..O-..°°. °
e o e & e T s e . . .'.o.
[ ]
Figure26

L'unique mode du guide se réfléchit sur le réseau en Littrow-2. Les
résultats de la méthode exacte pour 1,2,... 27 traits sont extrapolés au réseau

semi infini (figure 27).
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Figure 27

EXTRAPOLATION AU RESEAU SEMI-INFINT

Lla Formule 22 a te appliquie len faisant tendre p verd L'infind)

pour r = 1,2,3,4 et pourn Les valewrs de n qui figurent sur La

courbe @ cité des points.
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Considérons maintenant 1'obstacle diffractant déja traité au § 2bB
(figurel6). Rappelons que ce dispositif permet d'avoir un important couplage
TE-TH. Les courbes de la figure 28 illustrent les ré&sultats que nous avons
obtenus ﬁour différentes valeurs du nombre N de traits. Chaque courbe donne
en fonction de vy (-donc de l'incidence) les variations du taux de conversion
TE-TH. Les 3 premig&res courbes (N = 12,17,22) ont &t& obtenues par la méthode
exacte, les autres, par la méthode approchée. On constate qu'au deld d'une

centaine de traits, les résultats se stabilisent.

Remarque

La méthode que nous venons d'exposer consiste 3 supposer une relation

de recurrence du type @

(on vérifie alis@ment que cette relation est &quivalente & la formule 23).

=A‘M)
P P n

n +

Nous avons essayé d'utiliser des formules de recurrence plus élaborées
comme par exemple :

(M) =adh o+,
n+p p n p
mais les résultats obtenus ne sont pas plus précis. Au contraire, ces méthodes

ont tendance d devenir encore plus instables quand on augmente le nombre de

traits oll commence la recurrence.
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3,401 | _ :
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CONCLUSTON

Nous avons pu résoudre le probléme de la diffraction d'un champ &lectroma-
gnétique par un empilement de couches diélectriques planes localement déformé
(déformation cylindrique d'axe parall&le au plan des couches). Pour traiter un tel

probl&me nous disposons actuellement des outils numériques suivants :

a) un programme général qui fournit une solution rigoureuse (c'est & dire sans

< aucune approximation d'ordre th@orique). Ce programme tr&s volumineux est
malheureusemenf asééz lourd d'utilisation et ne permet de traiter que des cas
oli la partie déformée de 1'obstacle est de petite dimension (20X en largeur,
A en hauteur ce qui est insuffisant pour les applications courantes en optique
intégrée).

b) divers méthodes approchées d'utilisation plus souple mais donnant des résultats
moins précis. Ces méthodes ont &té testées par comparaison au programme général
(dans le domaine commun d'application) et on suppose qu'elles peuvent continuer
de fournir des résultats corrects dans le cas d'obstacles de plus grandé dimen-

sion.

Dans ce mémoire, nous avons exposé le détail de ces méthodes de calcul, et

nous avons donné un certain nombre de résultats obtenus dans des cas pratiques.

Bien que ces résultats aient systématiquement &té soumis aux critéres usuels
(convergence des approximations successives, conservation de 1'énergie, th&orémes
de ré&ciprocité), il est clair que quelques vérificationé expérimentales précises
seraient soubaitables. Elles apparaissent difficiles 2 mettre en oeuvre et ne peuvent

pas &tre envisag@es dans notre laboratoire.
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We present a rigorous numerical solution for the diffraction of a plance wave at a locally deformed flat boundary surface.
The method is expected to be gencralized to study mode coupling and mode conversion problems in diclectric waveguides

containing small deformations.

1. Introduction

The development of electronic calculation by com-
puters has radically modified the approach to the solu-
tion of diffraction problems in electromagnetic theory.
With modern computers, rigorous solutions (i.e. solu-
tions in which the errors depend only on the type of
the numerical method used for evaluation) have been
made possible for obstacles of any shape, when their
size is not larger than a few wavelengths. Thus a solution
to the important problem of diffraction by a grating,
whatever the profile, has been afforded [1]. On the
other hand, this approach does not appear to have been
very often applied to such apparently simple problems
as diffraction by a streak on a medium boundary. To
our knowledge, although many publications dealing
with the analytical aspect have appeared {2--10]
(especially “Full wave analysis™ by E. Bahar), numeri-
cally calculated results have rarely been presented.
This is rather regrettable since the solution of such
problems appears to have direct practical implications
in the field of integrated optics. Therefore, after
having made a theoretical and numerical study of the
problem of grating and grating couplers [11--14], we
are now studying electromagnetic wave propagation
in non-periodic media. We are especially concerned
with the electromagnetic propagation propertics of a

_junction between two wave guides, but as a preliminary

* For reprints, please write to Pr. Petit, Marscilles.
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study we have tried to solve the relatively simple problem
of diffraction at a local deformation on a plane boundary
surface. This article presents the firsi results obtained -
for a simple case of polarization.

2. Principle of the method

We consider a sinusoidal disturbance (angular fre-
quency w, wavelength in vacuum A) with a time depen-
dence of exp(—iwt?). Let e, €. e, be the unit vectors
of the rectangular-coordinate system Oxyz. Let the
electric vector be in the direction Oz: E = £(x, y)e,.
Then E(x, y) satisfies the wave equation as regards to

the distribution thecry of Schwartz:

AE +KX(x,y)E =0, ‘ (1)
where '
k(x,y) = Qa/\n, ify>fx),

=(2n/\)n,; ify <f(x).

The function f that describes the obstacle proﬁ]e
(fig. 1) is such that:

0<f(x)<4,
f(x)=0 iflxI> L. ()

Of course £(x, y) satisfies the outgoing wave condi-
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Fig. 1. Obstucle profile.

tion for y <0. In the simple case of a plane boundary
surface, k(x, ¥) is replaced by the function:

K(y) = 2ang I\ fory>0,
=2mn /A fory <0.

It is convenient to put: |

(x,0) = K20) + “;’—; Wl -rDPey).  O)
where - |

P(x,p)=1 if0< y <f(x),

=0 ify>f(x)ory <0,

is the characteristic function of the shaded area in fig. 1.
For constant y, let £(y, 8) and P(y, B) be the
Fourier transform in x of £(x, y) and P(x, y): ¥

E(x,y)= [ explifx] £(v.8)dp,

o)
P(x,y)= [ explifx] P(y,B)dB .
Eq. (1) implies t.hat:
2. -
2200 k20) - 471 B0, )
oy
| (6)

2 - . . .
+4 2 —nd) [ PO, EG. 8" 48" =0,

* In fact, the notation used here is not very adequate because
E and P contain purely distributive terms.
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which upon quantization of 8 leads us to a differential
coupled system. If y > 4 ory <0, the integral in eq.
(6) is zero, and taking into account the radiation con-
dition:

ify>A4:

] o ' (7a)
E(y, B) = E'(B) exp[—ixg(B)y] + £7(B) explixoB)y] »
if y <0:

E(y,8) = E'®) exp[~ix; B)y] , (7b)
with

Xo(®) = [4r?ng\? - 7)1 .
' (xg or xp/i positive) , (8a)

x1 ()= [4x°n} 22 - 7)'/2
(x; or x,/i positive) . (8b)

Our method consists of realizing that the knowledge
of E'(B) allows us, by integrating eq. (6) and taking
into account the continuity of £ and of aE/ay at points
y=0and y = 4, to calculate £(y, ) and consequently
Ei(B) and E7(B) from eq. (7a).

We write the linear operator which makes the trans-
formation from £1(B) to £i(8) in the form:

Eig)= [ E'G)G'6.6) 8", o)

where the kernel Gi(8, 8") contains in fact distributive
terms. Similary: '

E')= [ E'B)G 6.5 d8 . (0

Now, if the deformed boundary is considered as a
system that for an excitation £'(B) gives responses
Ei(B) and E'(B), the kernels G1(8, 8') and G'(8, §') are
responses to the excitation £1(8) = §(8 — §'). As these
kernels are supposed to be kmown and the incident
field is given, £t is the solution of the integral eq. (9).

3. The determination of the kernels
Let ¥(y, B) be the solution of e‘q" (6) when the plane

361
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boundary is not deformed and for EY(B) = 1. Fory >0,

0, 8) = 75, XPl-xo®) 7] + 1 explixg@)] .

(11)

where R(B) and T(B) are the reflection and transmission
coefficients of the boundary surface. 1{ one looks for
the field corresponding to the excitation 8(8 — #') in
the form:

Ey, ) =¥(»,8) 8@ - 6) +c(»,6), (12)

where e(y, 8) =0 for y <0, we get upon substltutmg
(12) into (6):

e, 4n
22+ [K20) - BPle+ 5o (] - D)
oy : p.\
4 (13)

( f Py, B —B")e(y, B")dﬂ"+\lf(y BYVP(y, B — ﬂ))

——00

As in eq. (6), the absence of purely distributive terms
on the right-hand side of the equation, assures the con-
tinuity of e and de/dy: in particular, e(0, g) =
- (9e/0y) gy = 0. Integration of (13) taking into con-
sideration these conditions, gives the value ofE(A B)
and (ab/ay) (4.5)» and consequently that of Gi(B, ﬂ )
and G*(8, 8'):

a1 i 9EUA,B) )
6i(p, ) =4 (£u, D ® o Jexpling(9)4]
= 75 56 - 8) + 6.6, (142)
cr i 2E(4,B)
6004 (A - s L)
X expl~ixg(3)4]
R8s~ 5)+8'6.0), (14)
with '
in L i de(4,8) .
g (ﬁy_ﬁ)"z( (A’ﬂ.)+Xo(ﬁ) 3y )exP[IXO(ﬁ)A] ,

_ (15a)

£'0.0)= 4 (et4.0) 5. s 2 Pexpl-ing 1],
' (15b)
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1t should be pointed out that in view ol these trans-

“formations, the integral eq. (9) relating in the gencral

case the transmitted and the incident fields is written
as

FQ)= gt'®)+ [ fBOEE W . 06)

Similarly:

D pgye [ g6 )@ 07

4. Example of application

We suppose that the incident field is a plane wave
incident at an angle 0 = arc sin(B;A/2m1), and we want
the solution of eq. (16) in the form:

E'B)=T®B;) 8B ~B;) +e'(B), (18)

where e!(g) is a function given by the solution of

. Fredholms’ integral equation of the second kind:

e [ £ 8 =T6)80.8).

(19)
The reflected field is then determined by:
E'(8) = R(8) (3 ~ 6) +¢'(5), (20)
with
O = [ 6.6 B)
+20) gy e 180 0,8, @1)

T(g)

5. Numerical treatment
5.1. Method
We could solve ¢q. (19) by transforming it, after

quantization of §, to an N X NV algebraic system. This
procedure, however, requires eq. (13) to be solved N
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" times for calcu]atinggi(ﬁ. B'). To restrict the amount

of calculations, we preferred to use a iteration method. |

The iterated solution at the pth iteration step, e, (B),
is deterntined by using the recurrence relations:

e, (8) = ~TB)T(8)g (8,8 , (22a)
e, (B)= T(B) {—T(ﬁi)g_im, B;)

”f gi(ﬁ’g')ep_](ﬁ')dﬁ']. ' (22b)

This iterative method leads to calculating the inte-
gral 2. £1(8,8) ep_1(B")dB". It will be observed that
this calculation can ' e reduced to the solution of a
differential system since an obvious generalization of
the formalism developed in section 3 shows that

3

[ £6.6) e, 1B) 4B

—oo

= (ewt.0+ o 2L ) expting 1), @30

where e(y, B) is the solution of the equation

a2 472
“2H [K20) ~ B+ (n] — md)
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n0:1
ngz1s -L o L X

- Fig. 2. Obstacle considered in the numerical example, 4 = L

=X 2m,ngy = 1,n,=1,5.

+ [ FO.B-)¥0, 6 e, (8 dﬁ") =0,
> : (23b)
zero for y <0.

5.2, Results

We have made the diffraction problem calculations
for the obstacle shown in fig. 2 on an 1BM 370—168
computer. The integration of the differential systems
was realized by the Runge—Kutta method of the 4th
order. The convolution integrals appearing in (23b)
were calculated using the Fast Fourier Transform
algorithm.-As an example we give here the variations
of the “reflected efficiency™,

1e'(B)1? X0 (B)/x B;) »

X ( [ HKp,B8-B"e(,6" dp"

as a function of 8 for various angles of incidence (fig. 3).

P Xo(p)
an2L? Xo(py)

0=_64

Fig. 3. “Reflected efficiency™
for various values of the
angle of incidence 6.

B

2nn,/ A
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5.3. Validity of the results

The numerical experiment shows that the iterative
method does not converge for 4 and L larger than
0.6\. We have verified the convergence of the success-
sive approximations (number of samples in §, number

- of points in the FFT and number of steps in the integra-

tion of the differential systems) as well as the classical
relations imposed by the conservation of energy and
the reciprocity theorem, i.e.

n021r/)\ n12n/)\
1@ @ s+ [ 1B xB)ds
~ng2n/\ =1, 2nfA -

(24a)
Xo(B1)€5(—61) = X0(B2) €1 (=B2), (24b)
where €] (8) and €% (p) are. the functions e (B) associated

with the incident plane wave §(8 — B;) and 8(8 — §,)-

6. Conclusion

Using a simple case of polarization for brevity, we
have shown that it is possible to solve numerically the
problem of diffraction of a plane wave by a locally
deformed boundary surface (at least in the case of a
two-dimensional problem). It is known that, theoreti-
cally speaking, this allows a solution for the general
case of any incident beam (or rather any incident

_sheet). This is a problem for which we have already

obtained numerical results that we cannot present in
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a short paper, our computer program seems to be good
since it verifics the law of conservation of encrgy up
to 10—4, :
Work is being conducted at present to solve the
problem upon substituting the boundary surface by a
diclectric waveguide. The final aim is to study the
coupling of an incident wave to the guided wave modes
and (or) mode conversion due to deformations.
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We present a rigorous solution for the problem of diffraction at a Jocally deformed plane wave-guide, This method can

be applicd to the study of mode coupling and mode conversion,

1. Introd uct‘ion

1

We presented in a previous paper [1] the computa-
tion of the diffraction of & plane wave at a locally de-
formed flat boundary surface. Here we generalize this
study to the case of a deformed plane wave-guide; we

also compute the reflection transmission and coupling
coefficients of the wave-guide modes. As for the plane

boundary surface, we shall deal with a simple case of
polarization and, for sake of simplicity, we shall pres-

ent the theory only in the case of a single mode wave-

guide. The generalization to multimodes structures is
obvious.

2. Principle of the'method

We consider a sinusoidal disturbance (time depen-
dence in exp (—iwr), wavelength in vacuum A, kg =

27/N). Lete,, €, be the unit vectors of the rec-

tangular coordinate system Oxyz. The obstacle shown

in fig. 1 is a plane dielectric waveguide one of the

boundary surfaces of which has been deformed over

the width defined by |x| < L (deformation indepen-
dent of z). Let n(x, y) be the index of a point of the
obstacle and N(y) the index of the non-deformed
waveguide. We suppose that E'= E(x, y) e,. Then
E(x, y) satisfies the wave equation as regards to the
distribution theory of Schwartz [2}:

* For reprints, write to Pr, PETIT, Marseille.

Fig. 1. Diffracting obstacle.

AE+k(2)n2(x,y)E=0..- M
It is convenient to put: o . ‘
n2(x,y) = N2 () + (03 - n}) PG, p), @
where P(x, y) is the characterisfic function of the de-

formed region MSN of fig. 1. )
- Introducing the Fourier transformis:

EGsy)= [ £(6.5) exp ()35,

— oo

Pey)= [Py epd, @)

we are led to:
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CL (B 00) - E
+I3 (13 — n) B(6.3) » E(BY) =0, @

where * denote a convolution in .
Above the perturbation (y > 4) and under the

-waveguide (y <B), the convolution product in eq. (4)
is zero, and taking into account the radiation condition:

ify>A:  E(By)=EB) exp[—ix;(B)y]

+ET(B) explix; (A »], (5a)
ify<B:  E(8y)=E'(f)exp[—ixz(B)y), (5b)
with: '

X;(B)= (kg n? — P12 (x; or x;fi positive).  (6)
Our method is based upon the fact that the knowl-
edge of £1(p) allows us to calculate £ (8 y) and con-
sequently Ei(g)and ET(B)from eq. (Sa) by integra-
tion of (4) and by taking into account the continuity
of E and of 3E [y at points y = B and y = A. In other
terms, as it has been already noted in our first paper
[1], there exists two linear operators which transform

EY(B) to E'(8) and E*():

Ep)= [ Gi(8,8)E'(S)dE, (72)
E'(B)= [ G (6.6 E'()p. (7)

The kernels Gi(8,8') and G*(B,8') which are the re-
sponses to an excitation Et(f) = § (—f') contain in
fact distributive terms. Assuming these kernels known
and the incident field given, E't is a solution of the
integral equation (7a).

Let ¥ (f, y) 5(8—f') be the solution of eq. (4)
when the guide is not deformed and for EY(B) =

§(B—F).
Fory >0,

V)= l,) exp [~ ix ()]

R(ﬁ') PPN .
+——="exp [ix; (6)y], @®
) )
where R(f') and T(8') are the Fresnel coefficients,
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For sake of simplicity, let us suppose that the

. guide can support a single mode associated with g = ﬂg

(ie. 1/T(B)=0for p=1p,).
As we have shown [1], the eqgs. (7a) and (7b) can
be written as:

Ei(ﬁ)*T(ﬁ)E(ﬁ)+ fg(ﬁﬁ)E(ﬁ)dﬁ. 92)
OREOAOR f AL GUANND

where gi(, 8') and g7(B, 8') are now “regular func-
tions”. They can be obtained after quantization in 8
(N values) by integration from y =0 to y = 4 of a dif-
ferential system of N equations. We shall try to avoid
the tabulation of g! and gf which would require solv-
ing NV times this differentialdystem.

3. On the determination of E*(f)

EY(B) is a solution of the integral equafion (%2).
If we look for E't() under the form:

EYB)=TB)E'(B)+ €'(B), (10)
we get by substitution in (92): '
T(m @+ fg’(ﬁ,ﬁ)é (8)4f

=— [£@.6) @) ). Q)

In order to transform (11) into a Fredholm’s integral
equation of second kind, let us put:

f(B)=7T@ ¢,

where f(f) is a “‘good” function which, we hope, no
longer contains distributive terms.

Taking into account the singularities of T in ﬁ=iﬁg,
and supposing f(f) given, eq. (12) implies:

12

C' (B =a’ 8(B—By) +a=5(B+B)+ef(B),  (13)
with:
A )+6(ﬁ) a4)
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where V,, denotes the Cauchy principal value distribu-
tion, anJ’ where €t is a regular function. We note that
specifying f(§) determines the constants 4* and 47,
while a* and ¢~ are two undetermined coefficients.

Reporting (12) into (11) and taking (13) into ac-
count, we get:

&+ [ FGENTEENGE = L),  (5)
with )
e@®=- [#@.6)TE)E )W

—a" g'(B,B) —a” £'(B ~By)- - (16)
The integral in (15) is taken in the sense of a Cauchy
principal value at th_e singularities § =% Be-

So, specifying E'(B) and the two constants a* and
a~ determines L2{f); f'is then obtained by solving
eq. (15) which is a Fredhelm’s integral equatijon of
second kind with singular kernel. It appears now that
it was reasonable to suppose f a function, which is the
unique solution of this equation. When fis known, re-
lations (12) and (10) allow us to compute 4™, 47, ¢t
and then EY(g).

It must be pointed out that the knowledge of Efis
not sufficient to determine Et: eq. (7a) has several
solutions depending linearly upon the two parameters
at and a—. This expresses the fact that the diffracted
field not only depends on Eibut also on a possible ex-
citation of the waveguide by modes diffracted by the
perturbation. Fortunately in a practical problem we

know not only Ei(B) but also the incident components .

upon the modes, and the two parametersa, and a_
can be determined by a “shooting method” that we
shall now describe.

4. Expressing limit conditions upon modes,
“shooting method™

~ Let E(x, y) be a solution corresponding to a given
Ei(B)and to an arbitrary choice of the parameters a*
and a—. We have supposed that the guide supports a
single mode associated with § =+ Bg. Let us put:
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Al e—

7//;'

Fig. 2. Mode components.

and let, for x fixed:

cw= [E@yap)dy, (18)

the field component upon the mode. -
One can show that for |x| > L, C(x) verifies:

%ffBﬁC:O- o a9y

| Therefore: . |

ifx>L: Cx)=4% exp(iByx) + Ak exp(—iByx),
(20a)

ifx<-L: Ckx)= AiL exp(ing) + Ag exp (—ifgx),
(20b)

see fig. 2.
Relations (18) and (20) show that the knowledge

of E(x, ) allows us to determine 4} and A}_ (the in-
cident components upon the mode coming from the
right and from the left). Thus for a given incident
field Ei(ﬁ), to each choice of the parameters a* and
a~ (which determines E (x, y)), we can associate values
for A} and A} . The transform 7 (2*,a7) > (4L, 41)
is an affine transform.

_When solving a given physical problem, we know
E'(B), AR and A} , and we look for £, ET, 4% and
Ag (the diffracted components upon the mode going
to the right and to the left). We have therefore to de-
termine a* and ¢~ which is done by inverting the trans-
form 9. This require the tedious computation of the
images of the points (0,0), (0,1), (1,0).

5. Some remarks on numerical treatment

To solve integral eq. (]5)'one can use the iterative
process given in the previous paper [1]:
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1B = L{B), (1a)

fp(B)= - fg'(B,B)[T(B M1 (B 26+ £(P)
: (21b)

This iterative method leads to ca!cu]atmg the in- -
tegral: £ g'(B,8)[T( M1 (8] dp'. From relation
(9a), it is sufficient for this to determine the function
EI(B) associated with £1(B) = T(B) S5 -1(B)- The field
corresponding to this excitation may be written in the
form:

E@BY)=TB) 1B ¥ (BY) +e(B ), (22)
where ¢ (f, y) is zero for y <0; we get by substitution
of (22)in (4):

2 £+ (k3 2 N2(y) — B )e+k0(n2—n1) ©3)

XP(By)*[e(BY)+ TS,1(B) ¥(B7)]=0.

Integration of (23) taking into account the continuity
conditions: e (B, B) = d/e (B, B)/ 0y =0, gives the value
of e(f, A) and of de(B, A)/3y and consequently:

ng(ﬁ, ﬁ')['r(ﬁ’)f;,_l(ﬁ' ) af

i oe(B A '
e e

Thus if convergence is observed after Q iteration
steps, we have only to solve Q differential systems. In
practice, if the characteristic dimensions of the defor-
mation are of the order of the wavelength, Q is less.
than ten and goes down to five with the more sophis-
ticated iterative process.which is in fact used in our
programs.

The method presented above allowed us to com- .
pute EY(B) for Ei(B), a* and a~ given. This process
must be performed for three sets of values of a* and
a~.In fact when Ei(§) = 0 (obstacle excited by the
mode alone), the solution associated to g* =0 and a~
=0 is £* =0 which reduces the length of calculation.

The integration of the differential system has been
obtained by a Runge Kutta method of the fourth or-
der. The convolution appearing in (23) was calculated
using the “fast Fourier transform” algorithm. To take
into account the singularities of 7°(f), we have used

=1 [e(ﬁ A)
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the known expression of the Fourier transform of

1
% (Biﬁg)’

ie.:imsgn(x)exp (+ iﬁgx).

6. Results

“The calculations have been performed on the IBM
370-168 computer for the obstacles shown in fig. 3.
The validity of the results has been tested with respect
to the energy balance.

As an example, we give a few results concerning
the obstacle of fig. 3d. This study can be considered
as a first approach to the problem of the broken opti-
cal fiber. The guide is supposed to be single mode By
= 1.131X 2a/}), the incident field Ei(B) is zero and
the obstacle is excited by an incident mode coming .
from the left (Al =1. A1 =0). Fig. 4 shows the re- -
flection an transmission coefﬁc1ents of this mode for

ez

. i .

. ny=t
c d 2C 3=

- Fig 3. Obstacle shape.

TRANSMISSION

REFLECTIO[N

o - A 22 3 L

Fig. 4. Intensity transmission and reflection coefficients of
the mode of guide fig. 3d as a function of the length 2L of
the gap.
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Fig. 5. Plane wave diffraction patterns of obstacle fig. 3d if
2L = 8 and when an incident mode is coming from the Jeft,
The unit of length is A /2n. The associated energy diffracted
above the guide is 17% of the incident energy.

various values of the length 2L of the gap (*he remain-
der of the energy is diffracied out of the gap). Fig.5
represents, as a function of g, the variations of:
|E*(B)I2 Xo(B) for 2L = 8 X \[27 (the energy diffract-

August 1977 "

ed above the guide is proportional to!

srmIs LB ()12 x0(8)d8).

7. Conclusion

Using a simple case of polarization for brevity, we
have shown that it is possible to solve numerically the
problem of diffraction of a plane wave or a beam, or a
surface mode by a locally deformed plane dielectric
waveguide, at least if the dimensions of the obstacle
do not exceed a few wavelengths,
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The propagation of electromagnetic waves in the presence of a locally two-dimensional deformed plane waveguide
is considered. We are concerned with the conversion of an incident beam into a guided beam as well as with the
interaction of a guided beam with a local deformation. We look for a rigorous solution of Maxwell’s equations, i.e.,
a solution in which the errors depend only on the numerical methods used for evaluation. We outline the mathe-
matical aspect of this rather formidable problem and emphasize the numerical difficulties that we have to over-
come. An example is presented to give an idea of the capabilities of our computer program.

1. INTRODUCTION

In two previous papers,!? we proposed a method for solving
the problem of diffraction by a locally deformed dielectric slab
waveguide. A rectangular Cartesian coordinate system Oxyz
was used; the slab interfaces were perpendicular to the y axis,
the deformation was a change in shape invariant with the z

axis, and the electric field E(x,y) was parallel to the z axis. In,

this paper we present a generalization of this method. The
optical index is still z independent, but we can take into ac-
count a much more intricate geometry. Moreover, we can
study a wider class of fields: those that are the product of
exp(i-vyz) with a vector function of the two variables x and y
(Fig. 1). The real constant v was equal to zero m our early
work.1:2

The method we use is essentlal]y the so-called differential
method, which is intensively used for gratings in our labora-
tory.3 However, here complications arise for two reasons:
first, Fourier series must be replaced by Fourier integrals;
second, we have to take the guided modes into account.
Consequently, both the theoretical aspects and the computer
programs are much more involved. Nevertheless, it is possible
to solve Maxwell’s equations rigorously, the only approxi-
mations being due to the use of numerical techniques.

Throughout the paper we consider a sinusoidal disturbance
[time dependence exp(—iwt), wavelength in vacuum A}, and
we denote by €g the permittivity of vacuum. We assume ug
everywhere and take Ao/2m = 1/w+\/egug as the unit of
length.

2. SOME PRELIMINARY EXAMPLES AND
COMMENTS

In order to facilitate the understanding of the general case
(Section 3), we start with the study of some simple but typical
examples in which the electric field E is parallel to the z axis.
Its amplitude E(x,y) satisfies Helmholt2’s equation in the
sense of distribution theory,4

0030-3941/81/060664-118$00.50

AE + n?x,y)E =0, 1)

where n(x,y) is the optical index.

2.1. Differential Formalism in Grating Theory
Let f(x) be a periodic function with period d. The grating
surface y = f(x) is the boundary between free space (index 1)
and a medium of index n; (Fig. 2). Itis convenient to intro-
duce two functions, N(y) and D(x,y), :

1 fy=20

NOY=1n ity <o’ @

© D(xy) = n2x,y) — N2(y). (3)
Let us suppose that the grating is illuminated from the top in

such a way that the total field is periodic with the same period
d. :

2.1.1. Principle of the Method
In the differential method, one first writes for each value of
¥, E(x,y) and D(x,y) in the form of a Fourier series in x:

Bay)= ¥ En()explins), (42)
DY) = ¥ Duexplisns), (4b)

where {, = m2x/d. If these expansions are used to write the
Helmholtz Eq. (1), one obtains a differential system for the
unknowns E,,,(y):

9 ©
d Em(y) = [g—mg _ N2U)]EMU) - Z EP(Y)Dm-—pb’)'

dy? I pe—=

(5)

2.1.2. Plane Wave Expansions
Ify >y, ory <0, then D(x,y) = 0, and, because all the D,
vanish, the solutions of Eq. (5) can he written as

© 1981 Optical Society of America



J. P. Hugonin and R. Petit-

Fig. 1. Some préctical problems that have suggested this theoretical
study.

o ne L
.

Fig. 2. The grating description. We denote by y, the ordinate as-
sociated with the top of the groove [y, = max f(x)].

Ep (m)exp[—ixu(m)y]
+ Epu(m)exp[ixu(m)y]
Epi(m)exp{—ix)(m)y]

with3 x,(m) = 1 = {35 xi(m)= vVmZ = {2 Substituting ’
_Eqs. (6) into Eq. (4a) allows us to express the field as a series
of incident and diffracted plane waves (propagating or evan-
escent). It must be noted that Epi(m), Eg.(m), and Ep,(m)
are the complex amplitudes of the diffracted (subscript D) or

Eny) = ify = yu, (6a)

ify<0 (6b)

Vol. 71, No. 6/June 1981/J. Opt. Soc. An. 665

incident (subscript I) waves in the upper (subscript 1) or lower
(subscript {) region. Ohviously Eq. (6b) takes into account
a downward outgoing wave condition.

2.1.3. Fundamental Remark _

From the mathematical point of view, it is worth noting that
knowledge of the amplitudes Ep;(m) allows us to determine
the field everywhere: from Eq. (6b) we find E,.(y) and
dE,./dy for y <0; when £,,(0) and (d£,,/dy)(0) are known,
the numerical integraticn of Eq. (5) leads to £,,(y,) and
(dE,./dy)(y.), and we get finally from Eq. (6a)

EDu (m) = ‘;exP[—iXu (’n)yu]

i . dE,.
Xu(m) dy (yu)] » (7a)

X [Em (}'u) -

En(m) = é explixu(m)yu]

x[Em(yuH ‘ dEy"‘(yu)]- (7b)

xu(m) d

2.1.4. Application to the Solution of Practical Problems
Unfortunately, in applied physics the goal is not to deduce
Ep.(m)and Ep, (m) from Ep;(m) but rather to compute the
amplitudes Ep, (m) and Ep;(m) when the incident amplitudes
Ep,(m) are known. [For example, Ej,(m) = 8,, 0 if the inci-
dent field Ei(x,y) = exp(—iy) is a plane wave with normal
incidence.] Such a problem can be solved numerically as
follows. We first replace the series (4a) and (4b) with a
truncated series (in which m is varied only from ~M to +M)
and define Epy, Epy, and Ej, as the vectors of dimensions 2M
+ 1, whose components are, respectively, Ep/(—M),
... .Epi(M); Ep.(-=M), .. Ep.(M); and Ep.(—M),
... .E(M). The finite differential system (5'), obtained from
Eq. (5) after truncation, allows us to define the linear rela-
tions :

" Ep =MEp, Ep, = NEpi, - (8)

where M and WV are (2M + 1) X (2M -+ 1) matrices; we can
determine them column by column by computing (as ex-
plained in the fundamental remark) Ej, successively for the
following values of Ep;:

E[)[ = (1,0...0)

Ep; = 0,1...0) 9)

Coming back to a practical problem (in which Ey, is known),
we obtain Ep; by a matrix inversion (Ep; = it ~1E,) and Ep,
from Ep, = N M ~\E,.

2.2. Differential Formalism Used for Aperiodic
Diflracting Structures

Figure 3 shows a locally deformed plane boundary surface
between vacuum and a medium with index n,. Outside a
rectangle D, defined by 0 < y <y, and |x}{ < L, the optical
index n(x,y) is described by the function N(y):
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Fig. 3. "The locally deformed plane éurface._

1 ify=0

N(y)=[n; ify<0"

and we can characterize the deformation by a functlon D(x,y)_

that vanishes outside D:

Dixy) = n¥z) = N, S av

2.2.1. Principle of the Method
We introduce Fourier transforms that are defined as in dis-
tribution theory® as

Bay = | E(c,y)expa;x)dr, (12)

D) = J‘ D(s*,y)exp(zs*x)ds*

By substltutmg Eqs (12) and (11) into Helmholtz s Eq. (1)
we get

2E(S.y)
a 2

where * denotes a convo]utlon in §'

=[¢2— N?@)]E(s*,y) D(§y) + E(cy) (13)

2.2.2.- Plane-Wave Expansions o
Ify > y, ory <0, then D(x,y) = 0, and the solutions o_f Eq.
(13) can be written in the well-known form

'Ezu(Oexr)(—ixuy).

CBGy) = 4+ Epu(Dexplixay)  ify>y.  (14a)
Epi(Dexp(—ixiy) ify<0 (14b)
where )-<u(§') =+/1- ¢{2and x;($) = Vni2— {2 Here Ep,

E},, and Ep, are complex functions (in general distributions)
that describe the incident and diffracted fields in the upper
and lower regions. Note that Eq. (14b) takes into account a
downward oulgoing wave condition. - Thanks to Eq. (14a), we
can determine Ey, () if E({,y) is known. This equation can
be regarded as a mapping that. assigns to a function £({,y) the
well-defined - function x, () E;. ($).
operator J; elementary manipulations show that

1 £ . _
IB(E) = 3 explixua) xu(§>E(§,yu)+i—‘:;(§,yu> .

(15)

2.2.3. Fundumental Remark

The knowledge of Ejy ({) allows us to determine successively
E(£,0) and (0F/ay)(£,0) [by using Eq. (14b)], E(¢y.) and
@E/ay)(y.) by numerical integration of the functional Eq.

(10)

We call this mapping -

; J. P. Hugonin and R. Petit

(13)}, and finally E,({) and Ep, ({) [by using Eq. (14a)]. The
analogy with Section 2.1.3 is striking; we have only replaced
Fourier series by Fourier integrals. Indeed, an important
difficulty arises because Ep;(¢) is not always a function? but
is more generally a distribution.

To cope with this difficulty, we use the fact that the dif-
fracting obstacle is close to a plane boundary surface. If this
plan€ boundary surface were not deformed the field would
be .

exx)[ ixu(5)y] + f,zgexp[ixumy]
ify>0 , (16a)
iry <0 (16b)

Ep(rm T(i’)

" Eo(ty) =

Em({)exp[—ixl(ny]

. Rand T bemg given by the well-known Fresnel formulas. It
seems reasonable to seek E({,y) in the form _

EGy) =Bty +eGy), (D)

where e({,y) is the new unknown function. By substituting
Eq. (17) into Eq. (13) and noticing that Eq satisfies

oL, '

. dy?

it appears that e({,y) is zero for y < 0 whatever {and satisfies
the following equation:

32
—"—({2 N?)e+D(§,y)*[Eo(s*,y)+e(§,y)] (19)

= [~ N2O))Bo, ()

We assume that these two conditions are sufficient to deter-
mine e({,y). Moreover, taking into account the regularity of
D » (Ey + ) [whose Fourier transform in x has a limited
support because D(x,y) is zero when |x| > L], it is reasonable
to assume also that e({,y) is a good function that does not
include singular distributions.

Solving Eq. (19) allows us to determine e({,y) and (3e/
ay)({,y) everywhere. If 7 is the operator defined in Eq. (15),
we can also tabulate a new function i, ({), defined by

i.($) = Je(S,y). . (20)
We call 7 the linear operator that determines i, from Ep,
iu = ‘TED(. : (21)

It is worth noting that when T acts on any distribution, it gives
a regular function that can be determined by using the com-
puter.

The fundamental relation that gives E;, ({) from Ep,({) is
obtained by applying the operator 7 to the two members of
Eq. (17). We get

Xu(OEn () = gQEp(§) + iu($), (22)
where we have put .
xu() 1
=St =y, () + . 23
F:{C9] 0 2[x () + xi(9] (23)

This function g is continuous and never vanishes.

2.24. Application to the Solution of Practical Problems
Let us now come back to the resolution of a practical diffrac-
tion problem, i.e., to find the diffmclved field when the incident

v e - - L ma—
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field is known. For example, let us suppose that Ei(x,y) =
exp(-iy). By writing that Ep,($) = 8(3) in Eq. (22), we get

. .
Ep($) =;(5 [6(;) — iy (D) (24)
and from Eq. (21)

xu(O T —_[5(0

© lu(o]] . (25)

This is a functional equation for the functlon i,; whichis the'

fundamental unknown.

When i, is known, Ep, is given by Eq. (24), and therefore
the field is known everywhere.
considered as the superposition of the response of the non-
deformed boundary and a diffracted field that, far from the
obstacle, looks like a diffracted beam coming from the de-
formed region.

2.3. Dilfraction by a Waveguide Deformation

Let us consider the locally deformed slab waveguide shown
in Fig. 4, supposing that the associated slab (a layer of index
ng on a substrate of index ny) can support a single mode of
effective index {g. We can repeat for this structure most of
the remarks we made in Section 2.2." Only minor changes have
to be made in paragraphs 2.2.1, 2.2.2, and 2.2.3: N(y) repre-
sents now the optical index of the stratified medium (the layer
on the substrate); Eq. (14b) is valid for y < y, instead of for
y < 0; the form of Eo({,y) is a little more complicated and
necessitates the use of three regions; and e(¢{,y) is zero for y
< y; instead of for y £ 0. However, and because the existence
of a guided mode implies the vanishing of g({) for { = +{¢,a
new difficulty appears when we try to deduce Eq. (24) from
Eq. (22). For example, if we suppose, as is often the case in
integrated optics, that.Ep, (§) = 0, we are led to

gEp(§) = —iu(5), (26)

and, because of the existence of zeros of g({), we are con-
fronted with the problem of division in distribution theory.8
It is well known that Eq. (26) infers .

lu(g-)
(3')

where a4 and a_ are two arbitrary constants and P denotes
a Cauchy principal-value distribution.?
- ‘Ca'rrying Eq. (27) into Eq. (21), we obtain

Ep() =-P +a4d({—{e) +a_v({+ {a), (27)

;;r

7///////////////

Fig. 4. The locally deformed slab wuvegunde

Let us note that it can be
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iu(o='r{— ["((g +a+6({ $g) +ad(¢+ o)

(28)

This functional equation, which plays the role of Eq. (25) in
the precceding section, can be numerically solved only ifay and
a_ are known.

When i, is known, EDI(() and E({,y) for y < y; are given
successively by Eq. (27) and Eq. (14b). Clearly, after some
algebraic manipulations, it turns out that for y <y, £({,y)
can be written as

B(ty) = [e+P(

)'l'e— )+a+5(§’"§’c)

1
{—fa {+ $e
+a-6(f+ s“a)]exp[~ix:(§ch] +U({y), (29)

where U is a regular function of {and e ;e are twoconstants
that are easy to compute.

On the other hand, and from a physical point of view, we
guess that far from the deformation, the field reduces to the
superposition of two modes propagating in opposite directions.
It seems therefore convenient to write that, for y <y,

E(x,y) = exp[—ixi(§{c)y)l[l1 exp(i{cx)
+ Dy exp(—if{gx)|H(—~x) + [I, exp(—ifgx)
' + D, exp(i{cx))H(x)) +.E“(x,y), (30)

where £(x,y), which tends to zero when |x| — =, describes
the diffracted field that is due to the deformation, and H(x)

is the Heaviside's step function. D and D, are the amplitudes

of the outgoing (or diffracted) modes. I; and I, are the am-
plitudes of the incoming (or incident) modes. * The letters {
(left) and r (right) refer to directions of propagation.

Keeping in mind all these generalities, we are now ready to
solve a practical problem: for example, what happens when
aguided mode coming from the left reaches the deformation?
Termed in mathematical words, is it possible to determine Dy,
D,, Epi({), and Ep, () when I; is fixed and knowing that /,,
En (), and Ej({) are zero? Here the key remark consists of
noticing that I, I, D;, and D, are linearly dependent onay,
a—,es,and e_. This can be proved by comparing the Fourier
transform!0 of E(x,y), as given by Eq. (30), with the expression
given in Eq. (29); comparison of singular term yields

wiey = —I + Dy,
- wie_ =1, — Dy,
- T 2a+ =11+ D,,
-=1IL+ D

(31

Consequently, since when a4+ and a - are fixed we can compute
e+ and e, there exist two 2 X 2 matrixes A and B, such as

[eaf) Bof) o

The elements of these matrixes can be determined by per-
forming twice the previous computation for particular values
ofay and a—. We can choose, for example, (a4 = 1,a_ = 0)
and (a; = 0,a- = 1). Assoon as A and A are known, the
solving of a given practical problem is a simple matter. If, for
example, [; = 1,and I, = 0, the values of the associated coef-
ficient a4 and a_, as well as D; and D,, are immediately ob-
tained:
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Fig.5. Examples of conﬁéurations studied.

sl o))

ey Blemaf) oo
2.4. Numerical Implementation
The numerical aspect, which has been somewhat neglected
in the previous sections, is briefly discussed below in dealing
with the general case. To give an idea of the possibilities of
the methods described in this section, we have schematized
in Fig. 5 some structures for which we already have numerical
results. Jtis perhaps worth saying that, because of numerical

limitations, the width of the deformation must be less than,
say, 20 Ag and its height less than Aq.

3. GENERALITIES ON THE LOCALLY
DEFORMED PLANE WAVEGUIDE

We are now sufficiently accustomed to differential formalism
techniques to face some theoretical problems frequently en-
countered in integrated optics when dealing with planar
guides (stacks of thin films lying on a substrate). Starting
from a stratified medium whose index is a piecewise constant
function N(y), we obtain a locally deformed plane waveguide
by modifying N(y) in some bounded region. Figure 6 shows
such a structure whose optical index is called n{x,y). The
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deformation is invariant with z, and the structure extends to
infinity in both horizontal directions. Inside the rectangle
D (i.e, foryg <y <y;and [x]| < L) both interface deforma-
tions and inclusions of materials (such as a rod with complex
Jndex n’ + in”) are accepted. It is only outside D that n is
equal to the index N(y). 1n the lower homogeneous region
(¥ € 1), n is constant and equal to the index n; of the sub-
strate (I-like lower). 1nthe same way, in the upper homoge-
neous region (y 2 y,), n is constant and equal to the index n,
of the superstrate.’ '

3.1. Maxwell’s Equations

The complex vectors E(x,y,z) and H(x,y,z) associated with
the electric and magnetic fields satisfy Maxwell’s equations
in the sense of distribution theory,’

curl B = iw.poH, 39
curl H = —iwegn?E,
and we seek solutions of the form1!
| E(x2) = E(x,y)explive)//wco, (35)

H(x,yz) = H(x,y)exp(ivz)/v/ wpo,

where 7y is a given real constant, which is a fundamental pa-
rameter of our problem.

By substituting Eq. (35) into Eq. (34) and takmg Ao/27 as
the unit of length, we get, by eliminating E, and H, and di--
viding by exp(iyz),

oE, ( 2
— =11 -
dy

2y 9H,

TH, +
)x n? ox

n?

Fig. 6. The locally deformed plane waveguide and the schematic
description of the associated fields. All the examples of Fig. 5 are
particular cases’of this configuration. Herey, = y,,butyo > yi. The
incident fields (1,,J;) and the diffracted fields (D, ,D;) are represented
by black arrows lying on a cone. Large and white arrows schematize

_ incident and diffracted modes (I1¢,1¢).
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oH,

'_=ln2Ez+i(iaEz+'yE,) ,
day dx | Ox
OH, .. ., JE,
972 o i(n? ~ y)E, — :
dy in* =% v ox
D Jd|1 H,
Ex o it - [— (L'ﬁ— + 7H,)]» (360)
dy dx |n%2\ Jx
| oH,
E, = ——‘53———7;11,
n .
e . (36b)
' .0k,
Hy =1 o + vE,;

3.2. Some Notations

In this formulation, the electromagnetic field is completely
characterized by the vector C(x,y) of dimension four!2 whose
components are E,, H,, H,,and E,. We call it the charac-
teristic field vector. The refractive-index variations are then
written as

n2(x,y) = N3(y) + D+§x,y),
) )
n2xy)  Ny)
where the two known funcfions D* and D—, which are zero
outside the rectangle D, characterize the deformation. Fi-

nally, we introduce® the Fourier transforms E({.y), H({.y),
DH@Ey), D= (§y):

(EGy) = [ B(yexpligx)ds,

(37)

+D“(x,y),.

Hzy) = [ B(Gyexplfxde, (38)

D¥(ry) = DH(Eylexplifn)ds,

and put

8= VITFP, xulD) = VAT B (D) = VAT P
(39)

3.3. Fundamental Equation -

In order to facilitate the expressioi. of the boundary condi-
tions, as well as the study of the nondeformed waveguide, it
is conven ient to associate each value of { with the rectangular
system OX YZ denoted R({), obtained from Oxyz by a rota-
tion of axis Oy that brings Ox upon the vector ({,0,y) (Fig. 7).
We eall e({) the unit vector of the axis OZ. A glance at Fig.
. 8shows the reasons why we use & rather than Oxyz: for ex-
ample, in the upper region, plane waves expli[yz + {x £
Xu{$)y]} propagate in the plane Z = 0.

We frequently use a vector F({,y) (F is the first letter of
field) made up from components of £ and IT in the rectangular
system 72({), namely, £z, x,H2,Ex. We have tostress the
point that these components are not generally the Fourier
transforms of functions having a physical meaning.

After substituting Eq. (38) into Eq. (36a) and using the
coordinate transformation, we obtain

oF
— = 9WsF + P,E, 40
P oF + P, (40)

where Wg and 2, are operators defined as
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Fig.7. The coordinate transformation. Do not confuse block cap-
itals XYZ and lower-case letters xyz. ’

"B, [ifx ]
Ax | | iNz—p2E;
CWeF =W | |= - W
A, —iN2Ex
o
g | (-2
B, [0 ]
Ax| | S0t
B "
~iZ (0%« £y
?yF:?y . = . (41b)
Az | | -igDYeE)

~i%(b¥ s By)

| Ex ) LiBID- = (BAZ)] |

w.ith . :
E, = {/BBx — v/BEZ,
E, = v/BEx + {/BEZ,

and where * denotes a convolution in {.

For a given value of 8, Wy is a linear operator depending on
y, which is associated with the nondeformed waveguide. As
for Py, it is, for a given y, a convolution operator (in {) that
is linked with the perturbation (the deformed region).

When v = 0, the integrodifferential system (40) splits into
two independent systems of unknowns £, Ax and Az,Ex,
which are associated, respectively, with the two cases of rec-
tilinear polarization (E or H parallel to Oz).

It is worth noting that 2, F is an infinitely differentiable
vector function of {. This is because D+ « £,, D+ » E,, and
D~ « (BA), are band limited, i.e., their Fourier transforms
have a limited support. For instance, the Fourier transform
of D* x £, is the product of E, with the function D*, which
is zero outside the interval (—L,L).
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3.4. Form of the Ficlds in the Upper and Lower Regions
Wheny 2 y, ory <y, then £, =0, and the solutions of Eq.
(40) can be written in the following form:

ify 2 yu:
Elu(g—)
g "‘XuElu(O R
F(I,y)j- Hu() exp(—ixwuy)
Xu/nu2H}u(O
EDU(O
+ x."ED“m exp(ix.y), (42a)
HDM(O
'—Xu/nMZHDu(.O
ify<ye
Epi(5)
~x1Epi($) :
F )’)= -1
F($.y M exp(~ixy)
xi/n2Hpi({)
En($)
En(9) .
+ :"(J;)D - exp(ixy). (?
—xi/ni?Hy(§)

EDI; HD[, En, H", Elu, H/u, EDu; and HDu are unknown
complex functions. The indices D, I, I, u refer to the words
diffracted, incident, lower, and upper, whereas E and H de-
note the two cases of rectilinear polarizations TE (or TH) in

which, by definition, E (or H) is perpendicular to Oy. For

example, if v = 0, and if the electric field is parallel to Oz, then
Hp=Hpy=Hy, =Hp, =0. '

In both the upper and lower regions, we regroup the func-
tions describing the incident or the diffracted fields. For this
purpose, we define the following two-dimensional vectors:

' Elu(n (EDu(()
u = Xu ’ D, = Xu s
2 x‘”(nlum CRPE]
Eun($) (Eul(f)
= ) D = . 43
1o (HH(D H8) Hpi($) 43)

It is also convenient for a concise formulation of the method
to introduce three new operators ¥,7,9D defined!3 as fol-
lows:

F(§o) = gl]l(ﬁ:bl(nly
lu(g-) = le(g-vyu)]»

D, () = D[F(yu)) (44)

F({,31) is obtained from I;({) and D;({) through Eq. (42b),
whereas I, (1) and D, ({) are deduced from F({,y,) by soiving
the linear systein (42a) taking Ej,., H., Epy, and Hp, as un-
knowns. The operator 7 gives the field for y = y; when the
incident and diffracted components are known, whereas J and
D calculate the incident and diffracted component amplitudes
ahove the obstacle wheii the field is known at y = y,,.
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3.5. Comments on the Nondelormed Waveguide N
In this case D* = D~ = 0, and therefore Eq. (40) reduces to

oF
= = WyF. . (45)
9y .

Giving D;($) allows us to compute F({,y;) = F[0,D:()],
then F({,y) by solution of Eq. (45) (elementary calculation
relevant to thin-film theory), and at last 1,($) = J[F({,yu)].
We call € the linear operator that transforms D; into I,,.

Let Tg({) [or Ty ()] be the Fresnel transmission coefficient
in amplitude of a plane wave incident upon the nondeformed
waveguide when the vector E (or H) is perpendicular to the
plane of incidence ({ and -y being the components of the wave
vector upon Ox and Oz). One can express & by using these
coefficients, which are easily obtained,

XII/TE(O 0

. D .
0 Xl T () 1(§). (46)

-¢[Di()] = L5 =

- Let us suppose that we have mg TE modes corresponding to

the positive values of : {g3,...,{g™E, for which x./Tg = 0;
and my TH modes corresponding to the positive values of {:
&y, .. ¢ ™, for which x, /Ty = 0. Those modes are so-

- lutions such that

E = ¢pi(y)exp(i{pix)e(£{g/), ~ j=1,..,mg,
H = ¢/ )exp(xifp/a)e(xinl), j=1....my, 47

which exist even when the incident part is missing. The
functions ¢r’/ and ¢y’ are assumed to be normalized such

.that '

f_: l¢s/)|%dy =1, j: |61i(y)|2/N2(y)dy = 1.

(48)

" To compress the notation, we put

. J if
$¢! = [ §E~ .
_ SwimmEif
Let ¥4/ (y)exp(i{e/x) [or y_/(y)exp(—i{g/x)] be the char-
acteristic field vector (as defined in paragraph 2.2.1) associated

with the mode nuinber j that propagates to the right (or to the
left). : :

j<mg

mE<j<m.

3.6. Comments on the Characteristic Field Vector

Let us return to the case of the deformed waveguide. The
characteristic field vector C(x,y) can be expressed as the sum
of a function € (x,y) (whose Fourier transform in x is regular
in the vicinity of { = +{/) and a piecewise linear combination
Cg of guided modes,

Colxy) = ;'fl i+ (y)expi {gix)
JI:
+ Dy i(y)exp(~i{gix)|H(—x)
"+ R0 exp(-ife)
J-

+ DYy (y)exp(ifeix)|H(x), (50)
where H(x) is the step function [H(x) = 1ifx >0, H(x) =0

“if x <0]. The capital letters I and D, used in the coefficients
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1, D/ and 1.7, D4, are the initials of the adjectives incident
and diffracted that we use here to designate the incoming and
outgoing guided modes. The subscripts I and r recall the
words left and right (referring to Fig. 6). Far from the de-
formation (i.e., for sufficiently large values of x), C¢(x,y) is
a good description of the guided field.

Hereafter, we call I the vector made of the 2m incident
components (;7,1,7) and D¢ the vector made of the 2m dif-
fracted ones (D;/,D,).

Keeping in mind that the Fourier transform of H(x) is
1/28($) + (1/2%i)P(1/$) [where P(1/{) is the principal value
distribution], classical but perhaps tedious considerations
about Fourier transforms show that F({,y), as defined in
Section 2.2.3, is necessarily of the form

Flty) = zl“D - W 56— i)
= .
DJ—1J . 1.7
- ;”i"’P(f_lf .]]¢+'(y)+ D ek gy
Ij— D[
+ [“ o ]be (y)]+U(§,y) (51)

where U({,y) isa regular function in the vicinity of { = {g/.
Even if the reader wishes to avoid cumbersome mathematical
details, it is essential to understand the importance of this
expansion, which focuses on some important singularities of
F. . .

4. THEORETICAL FUNDAMENTAL REMARKS

In order to describe the electromagnetic field, we introduced
in Section 3 several functions whose definition must be per-
fectly understood.

Solving a practical problem consists of finding D,,, Dy, and
D¢ when I, I, and Ig are known. We are confronted with
this task in Section 5, and the method we then use is based on
the following fundamental theoretical remarks, which, at first
glance, seem rather abstract.

4.1. KeyRemark1
From a mathematical point of view, the know]edge of the pair
[1($),Di(D)] defined in Eq. “13) allows us to determine
F(&y). ‘ '

4.1.1.

In the case of the nondeformed waveguide, this can be done
by solution of Eq. (45), taking into account the initial value
given by Eq. (42b) for y =y, Thus one can compute Fo({,y),
corresponding to [0,D;({)], and Fi({,y), corresponding to
{1:($),0], by means of elementary computations relevant to
thin-film theory. V

4.1.2. .
In the case of the deformed waveguide, we put

F($y) = Fo($y) + Fi(Ly) + f(5y), (52)

which defines the new unknown vector function f($y). It ~

follows from the definition of Fg and Fy, that f({,y) is zero for
Y € yo. On substituting Eq. (52) into Eq. (40) and noticing
- that Fg and F| satisfy Eq. (45), it appears that f({,y) is the
solution of the integrodifferential functional equation

Vol. 71, No. 6/June 1981/J. Opt. Soc. Am. 671

| % = Wif +y(Fot Fi+f) (53)
which satisfies the boundary condition ’
f(§:y0) = 0. (54)
The solution of this equation gives f({,y.), and then
L () = ISy, (55)

where J is an operator already defined [Eq. (44)]. Wecall'T
the operator that determines i,, from the pair [;({),D;({)] and
algorithm I the set of associate operations. By applying the
operator J to F({,y.), relation (52) yields

L.($) = S[Di(D] + L (D) + iu(D), (56)
where ) -

L= j[F(g-»yu)] ur(o = j[Fl(g-ryu)]

since, tal(mg into account the def"mtlon of Fg and Eq. (46),
we have

' J[Fo(f,yu)] = ¢[Di(D)].

4.1.3.

We also note that the knowledge of I;($) and of Dy($) allows
us [Eq. (42b)] to calculate F({,y1) = F[[1(),Di($)] and, after
identification with Eq. (51), the vector I¢ and Dg defined in
Section 3.8.

414

In short, we must remember for the following that, after so-
lution of Eq. (53) and some easy algebralc computanons we
are able to determine

Y] iu(_o = ‘T[II{D,DI(D],
(2) Du() =D[F({yu)],
(8) the vectors I¢ and Dg 57)

from the knowledge of I} and D; as soon as I;({) and Dz(D are
known. Taking into account the regularity of 2, (Fo + F| +
f) in Eq. (53) (see the remark at the end of Section 3.3), it is
reasonable to assume that f({,y), and consequently ¢, ({), is
a function [whereas D;({) and I;({) may be distributions].

4.2, Key Remark 2 :

When the guide can support modes (m # 0), it is not possible
to deduce D;($) from I, ({) and [;({). Physically, it is obvious
that knowledge of the field for ¥y < y,; requires not only
knowledge of the incident field but also information about
possible excitation by the modes. Mathematically speaking,
this means that, as in Section 2.3, we have to face the problem
of division in distribution theory. Relation (56) yields

Dl(o =P{9—1[1u(§7 ul(o lu(g‘)“

+ Z [a+16+1(§‘) +a-ib_ ’(D] (58)
Jj=1

where P denotes a Cauchy principal-value distribution,

8L = [z(rx fa’) if j € mg (TE modes),
; 0 . . .
8:9(0) = [5“_:': fGi)] if mg <j < m (TH modes),
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and ay/ and a_J area set of 2m arbitrary cocfficients that we
can regroup in a vector A.

Substituting Eq. (58) for D; in Eq. (57), we obtain the
functional equation for the unknown i,:

Liy = iver . (59)
with
iuc =T {Il(.O;P[g_l(Iu - Iu])]
+ Z [a47849(O) +a- ’5 ’(O]
. j=1
and
Liy =iy + T(OPE [ (D).

This shows clearly that the determination of i, [and

therefore of D; from Eq. (58)] not only requires the knowledge .

of I, and I; but also the knowledge of a vector A with 2m ar-
bitrary components (because of the existence of m modes).

4.3.

Therefore the two previous paragraphs (4.1 and 4.2) al]ow us
to define a new linear transformation (algorithm II}, which
atl I, (), I(), and A associates D, ({), Di({), I, and Dg.

5. PRINCIPLE OF THE RESOLUTION OF A
GIVEN PHYSICAL PROBLEM -

Solving a physical problem consists of findi.ng the values
(Dy,D;1,.Dg) of the diffracted field4 when the values of the

incident field (I,,I;,/¢) are known. All we can do, using al-.

gorithm I1, is to compute D,,, Di, Dg, and I whén 1,,, I;, and
A are given. In other words, the mathematical problem for
which a numerical algorithm is available does not corréspond
with the problem the physicist has to face. Once more we
have to use a method that takes into account the linearity of
the problem. For instance, we can first perform 2m + 1 times
algorithm II with the following values of I, I, and A:

u =Iurll =II)A = (0:"-10))
I,.=0,1;=0,A=(1,...,0),

Iu =0,I[=0,A =(01"'a1)'

Then we search for the linear combination of these test results
that matches the input of the physical problem, i.e.,

l=1,I=1,Ic =1

This requires simply the solution of a 2m X 2m linear system.
We have to point out that algorithm I (as defined in Section
4.1.2) is used by algorithm II. Inthe computer a subroutme
is called while performing algorithmII.

6. NUMERICAL ASPECTS

6.1. Performing Algorithm I{Operator T)

In order to solve Eq. (53) numerically, we represent f({,y) by
its values at N sampling points in {. Typically, to obtainre-
liable results requires a few hundreds of such points. Equa-
tion (53) can then be approximated by a first-order differential
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system in y of dimension 4N. We perform the integration of
this system, taking into account the initial value /({,y¢) = 0
from y = yg to y = y, by means of a four{h-order Runge-
Kutta algorithm that, at each step, computes Py (Fo + I} +
/) at.the N sampling pointsin {. Convolution products that
appear in the evaluation of 2, are computed numerically by
means of two successive fast Fourier transforms, after having
separated, if necessary, the contribution of purely distributive
terms contained in Fgand F;. (This method is known 1o be
more suitable than a direct computation of the convolution
integral for the N values of { by the usual methods of nu-
merical integration.) Once Eq. (53) is solved, the evaluation
of iy = T (I;,D;) requires only some easy algebraic calculations
(paragraph 4.1).

6.2. Solving Functional Eq. (58) When I, I, and A Are
Given {Algorithm I])

Computation of the second member i, ¢, as well as the action
of .£ upon any function i,,, can be reduced to the computation
of the action of T upon a distribution that has been described
in paragraph 6.1.

- After sampling in {, Eq. (59) takes on the form

LX =8, . ' 60)

where B and X are 2N component vectors made up of the
values of {, and i, at the sampling points and L is the nu-
merical approximation of .£. In other words, by means of
rather long calculations using algorithm I, we are able to de-
termine numerically LX from X. Performing these calcu-
lations 2N times would allow us to determine the matrix as-
sociated with L. One could then determine X by a matrix
inversion, but, because of the large matrix size, an iteration
scheme is performed instead (see the appendix).

7. EXAMPLE OF RESULTS

Although only one example is reported here, the computations
have been performed for a large number and variety of ob-
stacles (those are shown in Fig. 5) using an IBM 370-168
computer. The computation time is usually less than one
minute. The reliability and accuracy of the results have been

" tested with energy balance and reciprocity considerations.

Because of lack of space, we cannot give and justify the rather
cumbersome relations that can be derived from the famous
reciprocity theorem'5; an entire paper would be necessary, as
was recently done for gratings in oblique incidence.16

To demonstrate the capabilities of the method, let us sup-
pose that the diffracted energy is collected by a detector sit-
uated far from the obstacle in the directions defined, with
respect to Oxyz, by ({,X.,Y) in the upper region and ({,—x:,Y)
in the lower region (Fig. 8). It can be shown that the collected
energy is proportional to '

n2— lquuu(s")I?'

for the upward-diffracted TE component,

1 .
| xuH pu (§)]
2 2

ny

for the upward-diffracted TH component,

n?
| Em(D)]?
n,2—-'y2lx' m($)]



Fig.8. Physical meaning of the diffraction patterns. Rl and Rq are
detectors for the diffracted field.
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" Fig. 9. Schermatic representation of resuits obtained for vy = n,

sin(45°). The waveguide can support only one TE mode and one TH
mode. Actually these modes are propagating obliquely with respect
to Oz. The obstacle is illuminated by the TE mode coming from the
left. Theincident energy is taken as unity. The diffraction patterns
are drawn using a continuous line for TE polarization and a dashed
line for TH.

for the dow_nward-diffrr :ted TE component, and
: ___l____ | H (Dlz l
m? - y? Xio o
for the downward-diffracted TH compo’nenf. . .
If we plot these quantities as a function of the rotation anglé
about the z axis, we obtain the diffraction pattern. In Fig.9,
these patterns are plotted in polar coordinates: the variable

angle is 0, = arccos({/v/n, 2 — ¥?) for the upper region and
6, = —arccos({/v/n;? — y?) for the lower one (Fig. 8).

8. CONCLUSION

" We have shown that it is possible to solve numerically the

problem of diffraction by a locally deformed dielectric plane

waveguide, at least when the dimensions of the deformation

are less than a few wavelengths (height less than Ag, width
less than 20 Ag). We are fully aware that some tens of wave-
lengths is very small in visible optics. Itisclear that, for in-
tegrate optics purposes, it would be desirable to be able to deal
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with much wider deformations. Up to now, and to our
knowledge, this can be done only with approximate methods,
the validity of which need to be checked by comparison with
a rigorous method. We hope our work is useful from this
point of view.17

It would of course be desirable that a comparison be made
between our numerical results and measurements for a
structure whose geometry and indices have been carefully
checked. Unfortunately, our laboratory equipment does not
permit such a comparison. We hope that some experimenters
will fry to help us. Thanks are due to the Groupe d'Optique
Intégrée, Laboratoire d’Electronique et de Technologie de
PInformalique, Grenoble (France), which is already working
with us.

APPENDIX. ITERATIVE METHOD

Space @2N heing provided with a Hilbert space structure -
[scalar product (, ), norm || |, if one knows a set of p < 2N
orthonormal vectors ¥, = Y, .. ,Yp), images under L of %6,

= (X, ..,Xp), one can write _
B= £ (B9, +R,. (61)
n=1 :

The combmatlon 22_(B,¥,) ¥, is the element of the sub-
space spanned by ¥, that is the nearest to B (orthogonal
projection of B), and its image by L1,

= ¥ (B,92)%n, (62)
n=1 :
is called the approximation to the solution of order p.

In practice, L = I + ¢, where ¢ = 0 in the absence of the de-
formation. One can therefore assume that B is already a good -
approximation to the solution, at least when the obstacle is
a weakly deformed slab waveguide. In the same way, one will
choose, at each new step of the algorithm, to compute the ac-
tion of L upon thé remainder at the last step.18

In the classical iterative method, which is easy to set up, one
puts L = I + ¢; therefore X = B.— éX, and one builds succes-.
sive approximations by means of recurrence formulas X =.
B, X, = B - €Xp-1. But the convergence of such a process
is obtained only if thé operator ¢ is sufficiently small (nu-
merical experiments show that this imposes restrictive con-
ditions on the dimensions of the obstacle), and, even when
convergénce occurs, this convergence appears to be slow.

The iterative method we use starts with X6 = Y5 = ¢
(empty set), and therefore Xy = 0, Rg = B.

The pth step consists of constructing X, ¥, X, and R
when Xop-1, ¥Yp-1, Xp—1, and Rp_l are known. For this we
need to compute Y, = LR, Using Schmidt’s orthogo-
nalization process, we can define Yo =cpp¥p + 28, Vi
in order to make ¥, = (¥,,...,%, l,Y ) an orthonormal set.
We then directly get X, = L"‘Yp =cppRp-1 + 203 cp.iXi,

. and R, and X, are given by formulas (61) and (62)

One can easily see that ||[R, || decreases from || B|| to 0 when
the set ¥, increases from p = Oto p = 2N, but in practice, for
the obstacles already studied, we get a precision of 1073 in
fewer than 10 steps.

The authors are greatly indebted to M. Cadilhac for his
helpful advice in many mathematical aspects of this difficult
problem,
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