N

N

Couplage de méthodes d’échantillonnage et de méthodes
d’optimisation de formes pour des problemes de
diffraction inverse

Dimitri Nicolas

» To cite this version:

Dimitri Nicolas. Couplage de méthodes d’échantillonnage et de méthodes d’optimisation de formes
pour des problémes de diffraction inverse. Optimisation et controle [math.OC]. Ecole Polytechnique
X, 2012. Frangais. NNT: . pastel-00761675

HAL Id: pastel-00761675
https://pastel.hal.science/pastel-00761675

Submitted on 5 Dec 2012

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/pastel-00761675
https://hal.archives-ouvertes.fr

ECOLE
POLYTECHNIQUE

THESE
pour 'obtention du grade de

DOCTEUR DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE
Spécialité Mathématiques Appliquées
présenté par

Dimitri NICOLAS

Couplage de méthodes d’échantillonnage et de méthodes
d’optimisation de formes pour des problemes de diffraction
inverse

Soutenue publiquement le 28 novembre 2012 devant le jury composé de :

Dairecteur : Grégoire Allaire, Professeur, Ecole polytechnique
Co-Dsirecteur : Houssem Haddar, Directeur de recherche, Ecole Polytechnique
Examinateurs : Marc Bonnet, Directeur de recherche, Ensta Paris-Tech
Fioralba Cakoni, Professor, University of Delaware
Francgois Jouve, Professeur, Université Paris Diderot
Olivier Lafitte, Professeur, Université Paris 13
Rapporteurs : Héléne Barucq, Directeur de recherche, Inria Bordeaux Sud Ouest

Marc Dambrine, Professeur, Université de Pau et des Pays de I’Adour

Ecole polytechnique - CMAP






Table des matieres

I Présentation, rappels et motivations

1 Introduction générale

1.1 Introduction . . . . . . . . . . .
1.2 Communications . . . . . . . . . . . .,

2 Rappels et motivations

2.1 Motivations physiques autour de I’équation de Helmholtz . . . .
2.1.1 Acoustique . . . . .. ...
2.1.2  Electromagnétisme . . . . . . .. ... ...

2.2 Helmholtz avec conducteurs parfaits et diélectriques . . . . .
2.2.1 Le cas conducteur parfait . . . . .. ... ...

Expression du champ lointain v . . . . . . . . ... ... ..
L’opérateur Dirichlet-to-Neumann 7% . . . . . . . .. . . ...
Expression du probleme dans B . . . . . . . ... ... ...
2.2.2 Lecas diélectrique . . . . . . ... ... ... ... ..
Expression du champ lointain s, . . . . . . . . ...
Expression du probleme dans Bg . . . . . .. .. .. ... ..

2.3 Introduction a ’optimisation de forme . . . . .. ... ... ..
2.3.1 Introduction . . . . . . . .. ...
2.3.2 Généralités . . . . ...
2.3.3 Optimisation géométrique . . . . . . . . . . ... ... ...

Contre-exemple de non existence . . . . . .. ... ... ...
Un exemple de non régularité . . . . . .. .. ... ... ...
Existence sous condition de régularité . . . . . .. .. ... ..
2.3.4 Une notion de variation de domaine . . . . . . . . .. ... ..
Différentiation par rapport au domaine . . . . . . .. .. . ..
Dérivation rapide : méthode du Lagrangien . . . . . . . . . ..
2.3.5 La dérivée seconde de forme . . . . . . . ... ...
Définition de la dérivée seconde de forme . . . . . . . . . . ..
Différence entre (J') et J"” . . . . . ...
Le théoreme de structure . . . . . . . ... ... L

2.4 Introduction aux problémes inverses . . . ... ... ... ...
2.4.1 Introduction . . . . . . . ... ...
2.4.2 Généralités . . . . . ..

15

17
18
26



2.5

2.4.3 Les méthodes de régularisation . . . . . ... ... ... .. ...

Théorie . . . . . . . . e
La régularisation de Tikhonov . . . . . . . .. . ... .. .. ...
2.4.4 Le cas de la diffraction inverse . . . . . . . . . .. ... ... ...
L'unicité . . . . . . . .
L’existence . . . . . . . . . . o
La méthode Linear Sampling (LSM). . . . .. .. ... ... ....
2.5.1 Introduction . . . . . . . . . ...
2.5.2  Description de la méthode . . . . . . . ... ... ... ..

II Le cas du conducteur parfait

3 Calcul de la dérivée de forme

3.1

3.2

Mise en place du probleme . . . ... ... .. ... ... ...
3.1.1 Le probleme direct . . . . . . . .. ... ... .
3.1.2 Leprobleme inverse . . . . . . . .. . ...
Le probleme adjoint . . . . . ... ... 0L
Calcul de la dérivée de forme . . . . . . . .. .. ... ... ...
3.2.1 Une premier calcul via un adjoint . . . . . . ... ... ... ...
3.2.2 Méthode du Lagrangien . . . . . . . ... ... ... ... ...
Le probleme direct . . . . . . .. ..o
L’état adjoint . . . . . . ...
La dérivée de forme . . . . . . .. ..o

4 Couplage LSM-DG

4.1

4.2

La méthode de Descente de gradient (DG) . ... ... ... ...
4.1.1 Introduction . . . . . . . . .. ...
4.1.2 Algorithme . . . . . . . ...
Une structure Hilbertienne adéquate . . . . . . . ... ... ...
La question du pas de descente . . . . . . ... ... ... ....
Le critere d’arrét . . . . . .. ..o
L’algorithme détaillé . . . . . . ... ... ... L.
Une pénalisation sur le périmetre . . . . . . . .. ... ... ...
4.1.3 Implémentation . . . . . . .. ...
4.1.4 Résultats numériques . . . . . . . ..o
Une composante connexe . . . . . . . . . . . ...
Deux composantes connexes . . . . . . . . . ...
4.1.5 Observations . . . . . .. .. ...
Mise en oeuvre du couplage LSM-DG . . . . . ... ... ... ...
4.2.1 Algorithme . . . . . . . ..
4.2.2 Implémentation . . . . . . ... 0oL
4.2.3 Résultats numériques . . . . . . ..o
Castestdul . .. ... ... .. ..
Cas test de lellipse . . . . . . . . ... ... .. ...
4.2.4 Observations . . . . . . . . ...

63

65
66
66
67
68
69
70
72
73
74
75



5 Couplage LSM-DGLS 95

5.1 Le formalisme Level-Set (LS) . ... .. ... ... .......... 96
5.1.1 Définition . . . . . . . . .. 96
5.1.2  Algorithme . . . . . . . ... 97

Schémas de résolution de Hamilton-Jacobi . . . . .. .. .. ... 97
La réinitialisation . . . . . . . . .. ... Lo 100
L’algorithme de résolution de Hamilton-Jacobi . . . . . . . . . .. 101
5.1.3 Implémentation . . . . . . ... ... ... 101
Projection et extension de la vitesse . . . . . . . . .. ... ... 101
Régularisation de la vitesse . . . . . . . . ... 103
5.1.4 Observations . . . . . . . . . . . e 104

5.2 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS . . . ... ... ... ... 104
5.2.1 Algorithme . . . . . . . .. 104
5.2.2 Implémentation . . . . . . .. ... o 105
5.2.3 Résultats numériques . . . . . . . ... L 105

Casdedeux cercles . . . . . . ... .. ... ... 106

Sans pénalisation du périmetre . . . . . . ... ... ... ... 108

En ouverture limitée . . . . . . .. ... ..o 108

La régularisation . . . . . . . .. ... oL 109

5.2.4 Observations . . . . . . . . ... 109

6 Un calcul de dérivée seconde de forme 111

6.1 La dérivée seconde de forme . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 112
6.1.1 Calcul des dérivées des problemes directs et adjoints . . . . . . . . 113
6.1.2 Calcul effectif de la dérivée seconde . . . . . . . . ... ... ... 114

IIT Le cas d’inclusions diélectriques 117
7 Calcul de la dérivée de forme 119

7.1 Mise en place du probleme . . . .. ... ... ... . ........ 120
7.1.1 Le probleme direct . . . . . . . ... Lo 120
7.1.2 Le probleme inverse . . . . . . . .. ... 121

Le probleme adjoint . . . . . ... ... 122

7.2 Calcul de la dérivée de forme . . . . . . . . ... ... 123
7.2.1 Méthode par régularisation . . . . . . .. . ... 123
7.2.2 Méthode du Lagrangien . . . . .. ... ... ... ... .. .. 125

Le probleme direct . . . . . . ... 125
L’état adjoint . . . . . . . ..o 127
La dérivée de forme . . . . . . . . . ... 128
8 Couplage LSM-DGLS 131

8.1 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS . . . ... ... ..... . 132
8.1.1 Algorithme . . . . . . . . ... . ... 132
8.1.2 Implémentation . . . . . . ... ... ... ... ... 132
8.1.3 Résultats numériques . . . . . . . ... 132

Cas test sur un carré . . . . . . . .. ... 132



Castest surun L . . . . . . . . 134

8.1.4 Observations . . . . . . . . . . . e 135

9 Couplage LSM-DGLS-GT 137
9.1 Le Gradient Topologique (GT) . .. ... ... ... ... .. ... 138
9.1.1 Les problemes directs et adjoints perturbés . . . . . . . . ... .. 139
9.1.2 Calcul de la dérivée topologique . . . . . . . . ... ... ... 141
9.1.3 Algorithme . . . . . . . ... ... 150
9.1.4 Implémentation . . . . . . .. . .. ... ... . 150
9.1.5 Résultats numériques . . . . . . .. ... Lo 150
9.1.6 Observations . . . . . . . . . . e 152

9.2 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS-GT . ... ... ... .. 154
9.2.1 Algorithme . . . . . . . ... .. 154
9.2.2 Implémentation . . . . . . ... ... ... 154
9.2.3 Résultats numériques . . . . . . . ... Lo 154
Sans utilisation du Gradient Topologique . . . . . . . . . ... .. 154

Avec utilisation du Gradient Topologique . . . . . . . . . . .. .. 156

Cas test de repérage d’une composante connexe . . . . . . . ... 158

9.2.4 Observations . . . . . . . . . . . 159

10 Couplage LSM-DGLS2-GT avec seuillage robuste 161
10.1 Méthodes de seuillage pour la LSM . . . . ... . ... ... ... .. 162
10.1.1 Algorithme de dichotomie . . . . . ... ... ... .. .. .... 162
10.1.2 Algorithme de segmentation d’image . . . . . . ... ... .. .. 162
10.1.3 Implémentation . . . . . . . ... ... 164
10.1.4 Résultats numériques . . . . . . . . ..o 164
10.1.5 Observations . . . . . . . . . .. ... . 165

10.2 Optimisation avec une dérivée seconde de forme . . . . . . . . .. 165
10.2.1 Introduction . . . . . . . . . .. 165
10.2.2 La méthode BFGS . . . .. ... .. .. ... ... ... ... . 166
10.2.3 L'implémentation . . . . . . . . .. ..o 166

10.3 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS2-GT . ... .. ... .. 169
10.3.1 Algorithme . . . . . . . . ... 169
10.3.2 Implémentation . . . . . . . . ... 169
10.3.3 Résultats numériques . . . . . . . . ..o 169
Castestsurun L . . . . . . . ... . 169

Cas test sur un L avec projection selon la normale . . . . . . . .. 172
Comparaison de la direction de descente S;. a la direction normale 173

10.3.4 Observations . . . . . . . . . . ... 175

11 Un calcul de dérivée seconde de forme 177
11.1 La dérivée seconde de forme . . . . . . . . ... ... ... ... ... 178
11.1.1 Calcul des dérivées des problemes direct et adjoint . . . . . . . .. 179
11.1.2 Calcul effectif de la dérivée seconde . . . . . . . . . .. ... ... 180

6



12 Autres types de couplage

12.1 Optimisation sur forme et noyau de ’onde de Herglotz . . . . . .
12.1.1 Mise en place du probleme . . . . . . . . ... ...
12.1.2 Calcul de la dérivée par rapport au noyau g . . . . . . .. .. ..
12.1.3 Algorithme . . . . . . . . ...
12.1.4 L’implémentation . . . . . . . .. . ... ... ...
12.1.5 Résultats numériques . . . . . . . . . ..o
12.1.6 Observations . . . . . . . . . . ...

12.2 LSM itérative . . . . . . . . ..
12.2.1 Mise en place du probleme . . . . . . . ... .. ... ... ...
12.2.2 Algorithme . . . . . . . . . ...
12.2.3 Implémentation . . . . . . . ...
12.2.4 Résultats numériques . . . . . . . ..o
Deux carrés proches . . . . . ... ...

12.2.5 Observations . . . . . . . . . ...

Conclusions et perspectives

Annexes
12.3 Formulaire

Liste des Figures

Bibliographie

183
184
184
186
186
187
188
190
194
194
194
194
194
194
194

199

201
201

205

207






Lorsque le bonheur tombe dans ’anonymat, il se perd dans la foule de ses sosies, nommés
plaisir, divertissement, ivresse, volupté et autres mirages éphémeéres. [Matthieu Ricard]



10



Remerciements

Les travaux de cette these ont été effectués dans le laboratoire CMAP sous la direction de
Grégoire Allaire et de Houssem Haddar. J’ai été membre du groupe DEFI au CMAP, animé
par Houssem Haddar et membre du groupe d’optimisation de forme et de topologie du CMAP.

Mes remerciements vont tout d’abord a Grégoire Allaire. Tres disponible, de bonne humeur,
motivant et tres pédagogue. Il m’a fait découvrir le champ de 'optimisation de forme en stage
ingénieur et les problemes inverses dans cette theése. Je remercie également Houssem Haddar
pour son aide précieuse et sa disponibilité. Sa grande connaissance des problémes inverses et
des méthodes d’échantillonnage m’a été indispensable.

Merci également a Olivier Pantz pour son temps et ses conseils. Nous avons notamment tra-
vaillé ensemble sur des questions d’optimisation de forme et sur I'implémentation d’un utilitaire.

Merci a Jean-Francois Babadjian qui m’a permis de découvrir le CMAP lors de mon stage
ingénieur.

Merci & mes compagnons thésards avec qui j’ai pas mal discuté de tout et de rien, en particulier
Maxime, Jean-Baptiste, Olivier, Gilles, Trung lap, Harsha et tous ceux que j’oublie!

Merci aux membres de ’administration du CMAP, et plus particulierement a Nasséra Naar et
Wallis Filippi pour leur temps et leur bonne humeur.

Merci & Marc Dambrine et Hélene Barucq d’avoir bien voulu relire toutes ces pages en tant que
rapporteurs.

Enfin, merci a Marc Bonnet, Frangois Jouve, Fioralba Cakoni et Olivier Lafitte d’avoir bien
voulu faire partie du jury de soutenance.

At last but not least : merci a la famille et aux amis qui m’ont supporté durant ces trois années
(surtout la derniere :P).

11



12



Notations

Acronymes
LSM
LS
DG
DG2
DGLS
GT
LSM — DG
Parameétres
N
€vide

Huide

em

i
1"
o
L €vjde
L
’LLZ o Hvide
k= W+/€vide Hvide
k, = k\/ Er Ly
Uinc

mes
uOO

Qcible

Optimisation
D ou Dy
My
QcD
I'=00Q

3

H = div(n

~—

o2

==

[
259
SERPRPe e

ST

Méthode de Linear Sampling

Formalisme Level-Set

Méthode de Descente de Gradient d’ordre 1
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18 1.1. INTRODUCTION

1.1 Introduction

A T'orée des problemes inverses et de I'optimisation de forme, le probleme inverse qui consiste
a retrouver la forme d’un objet & partir de mesures d’ondes diffractées est un probleme classique.
Ci dessous, en Figure 1.1, on illustre le probleme de la recherche d’une forme par mesures
d’ondes planes diffractées.

Objet sondé

FiGURE 1.1 — Illustration du probleme inverse de détermination de la forme d’un ob-
jet par mesures d’ondes diffractées. Les sources (en orange) éclairent 1'objet sondé a
I’aide d’ondes planes, qui, apres diffraction par I'objet, seront mesurées par des capteurs
(en rouge). La connaissance de ces ondes diffractées permettra, via un algorithme, de
reconstruire 1'objet diffractant.

On le rencontre dans nombre d’applications pratiques et tres largement dans I'industrie. Par
exemple on 1'utilise dans le controle non destructif des structures pratiqué par I'industrie auto-
mobile, pétroliere, aéronautique ou encore par 'industrie spatiale. Il est aussi utilisé en imagerie
d’infrastructures souterraines ou encore en imagerie biomédicale par ultrason ou micro-ondes
(illustration en Figure 1.2).

FI1GURE 1.2 — A Gauche : Systeme de sondage du sol. A droite : un systeme ultrasonique
Pocket UT de controle non destructif de structures.

Ce type de probleme inverse s’avere difficile a résoudre de par sa non linéarité et sa nature for-
tement mal posée : I'unicité et la continuité par rapport aux données ne sont pas forcément au
rendez-vous. Il existe des méthodes largement utilisées basées sur la linéarisation du probleme
comme les méthodes se basant sur 'approximation de Kirchhoff ou celle de Born, permettant
la construction d’un probleme plus facile a résoudre. Mais ces méthodes ne sont pas justifiables
lorsque le probléme devient fortement non linéaire a mesure que la fréquence de 'onde émise
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s’approche de la plage de résonnance de 'objet sondé ou que le contraste entre I’objet sondé et
I'exterieur est grand. D’autres méthodes, dites d’échantillonage [21, 34, 42, 60], plus adaptées
a ce manque de linéarité souffrent quant a elles d’un manque de précision notamment lorsque
les phénomenes de multi-diffusion sont présents. En particulier la Linear Sampling Method
(LSM), introduite par Colton et Kirsch dans [46], est une méthode d’échantillonnage qui se
révele rapide (1 itération peu couteuse), n’ayant pas besoin d’information a priori sur 'objet
sondé mais peu précise dans les cas précités. Des méthodes itératives issues de 'optimisation de
forme [6, 7, 11, 12, 57, 85, 86, 98, 106] peuvent combler ce manque de précision mais souffrent
d’un cout de calcul élevé de par la résolution du probleme direct a chaque itération et ne per-
mettent qu’une optimisation tres locale. On peut aussi parler des méthodes d’optimisation de
forme d’ordre 2 pour améliorer d’avantage la convergence locale [1, 49, 50, 64, 91, 104, 105].
D’autres méthodes d’optimisation de forme telle que le Gradient Topologique (GT) [9, 13, 19,
21, 26, 27, 28, 36, 68, 79, 107] permettent par contre une optimisation globale mais sont aussi
pénalisées par leur cofit de calcul.

On dispose donc déja d’un arsenal de méthodes : des méthodes d’échantillonnages permet-
tant de retrouver la forme rapidement et sans information a priori sur I'objet sondé et des
méthodes d’optimisation de forme permettant d’atteindre une bonne précision et une certaine
robustesse de I'optimisation. Mais lorsque la fréquence de 'onde émise se trouve dans la plage
de résonnance de 'objet sondé, i.e. que la longueur d’onde A de 'onde qui éclaire est de I'ordre
de la taille de I'objet sondé ou que le contraste entre I’objet sondé et 'exterieur est élevé, et
que des phénomenes de multi-diffusion sont présents, on hérite alors d’'un manque de précision
et de la non linéarité du probléme inverse compliquant ainsi la tache.

C’est ce qui a motivé notre étude qui consiste a inventer des couplages de méthodes
d’échantillonnage et de méthodes d’optimisation de forme plus efficaces (rapport précision/cout
de calcul grand) et plus robustes que ceux qui existent actuellement. Ces couplages nous permet-
trons d’identifier, en deux dimensions, la forme d’un objet 2 ou d’identifier ses caractéristiques

physiques (permittivité e et perméabilité p) & partir de mesures d’ondes diffractées en champ

mes

mes). Cette forme est obtenue en minimisant une certaine fonction coit a

lointain (notées wu
partir de mesures d’ondes diffractées selon une certaine ouverture dans le cadre de 1’équation

de Helmholtz avec des conducteurs parfaits ou des inclusions diélectriques.
Plan de la these

La these se décompose en 3 parties. La premiére partie, apreés avoir donné quelques mo-
tivations relatives au sujet, introduit 'optimisation de forme et les problémes dit inverses. Elle
introduit ensuite les notions nécessaires a la compréhension du reste telles que la notion de
dérivée de forme et une méthode, la Linear Sampling Method (LSM), permettant de résoudre
des problemes inverses. La seconde partie se focalise sur I’équation de Helmholtz dans le
cas de conducteurs parfaits en deux dimensions et la construction de couplages efficaces pour
résoudre le probléme de diffraction inverse. La troisieme partie traite de ’équation de Helm-
holtz dans le cadre d’inclusions diélectriques en deux dimensions également et la construction de
couplages toujours plus efficaces. Regardons donc plus en détails ce que nous livre chaque partie.



20 1.1. INTRODUCTION

Partie I : On effectue en préambule (Ch. 2) quelques rappels et motivations autour de
I'équation de Helmholtz Au + k?>u = 0 qui peut se retrouver entre autres dans I'étude des
équations de Maxwell en életromagnétisme ou des équations de la propagation des ondes so-
nores.

On décrit ensuite le probleme direct de Helmholtz dans le cadre des conducteurs parfaits
en dimension N = 2 ou 3. Soit £ un ouvert borné régulier de RY, représentant le conducteur
parfait, plongé dans le vide RY \Q et k = W/ €videtvide € R le nombre d’onde dans le vide. Le
probleme direct consiste en la recherche du champ ug, dit diffracté, issu de la diffraction d’une
ikx.d (

onde plane u;,. = € éclairant dans la direction unitaire d) sur le bord I" = 9 (illustration

en Figure 1.3). Ainsi, chercher uy revient & chercher u = . + us tel que :

( 2 N\~
Au+k*u=0 dans RY\Q
U = Ujpe + Us dans RN\Q (1.1)
u=0 sur I' =00
lim |0pus — ikug|*ds = 0
R—o0 Sk

La derniere condition est une condition dite de radiation assurant I'unicité a ce probleme.

vide RM\Q

FIGURE 1.3 — Conducteur parfait { (objet impénétrable) plongé dans du vide R¥\Q

On décrit aussi le probleme direct de Helmholtz dans le cadre d’objets diélectriques en
dimension N = 2 ou 3. Soit ; un objet diélectrique ouvert borné régulier de R de perméabilité
p1 et de permittivité ¢; plongé dans Qy = RV\Q; de perméabilité et permittivité po = 1 et
€2 = 1. On note I' = 9 l'interface séparant les deux milieux diélectriques (illustration en
Figure 1.4). Le probléme direct consiste, de méme que dans le cadre des conducteurs parfaits,

en la recherche du champ wug, issu de la diffraction d’une onde plane u;,. = etk2z-d g1 1e bord
I'. Chercher ug revient a chercher u = u;y,. + us tel que :
\Y%
V(—u) +Kkeu=0 dans RN
I
U= U2 = Uipc + Us dans RN\Ql (1.2)
U=u; = U dans §
lim |Orus — ik2u5|2ds =0
\ R—o0 SR

avec des conditions de transmissions sur le bord I' = 9€2; assurant la continuité de la solution

u et de %% et k = ki dans Qq et k = k9 dans Q.
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RM\ Oy
€2, 2

['= 00,

FIGURE 1.4 — Objet diélectrique €2; de permittivité €; et perméabilité p; plongé dans le
vide RV\Q; de permittivité €5 et perméabilité s

On définit le champ lointain us(I") de 'onde diffractée sortante us via le développement
asymptotique suivant :

etklxl A 1
y(2) = ——5— (e () (@) + O())
Nl =1
avec & = Ii_l e SN~ SN—1 sphere unité en dimension N — 1. Ce champ lointain intervient

dans I’établissement de la fonction cout J par la suite.

Enfin, on introduit des généralités sur les problemes d’optimisation de forme, sur les problemes
inverses dont les problemes de diffraction inverse et sur le caracteére bien posé de tels problemes,
ainsi qu’une introduction & la méthode de Linear Sampling (LSM), une méthode d’échantillonage.
Pour cette derniere, on définit un opérateur de champ lointain F : L2(SN=1) — L2(SV~1) tel
que :

Fy(d) = /Sm usol(, d)g(d)ds(d), 2 € SN, ge (SN

L’idée de la méthode LSM est alors de résoudre ’équation intégrale du premier ordre suivante
appelée équation de champ lointain :

ng = (I)OO(.,Z)

pour tous les points z € R? en utilisant une stratégie de régularisation. La partie de droite
représente le champ lointain créé par un point source ®(.,z) sans objet diffractant. La LSM
énonce que la norme de la solution approchée g, de ’équation de champ lointain est un indi-
cateur pour reconnaitre ’objet éclairé.

Partie II : L’objectif a été, dans un premier temps (Ch. 3), apres rappel du probleme direct
de diffraction par un conducteur parfait via I’équation de Helmholtz, de définir le probleme

inverse comme la minimisation de la fonction cout J suivante :

JT) = % I ttoo (1) — ™ |2 (1.3)

ou ull®® désigne le champ lointain mesuré apres une diffraction sur l'objet sondé de bord
Ceivte = 0Qcipie €t uoo(I') le champ lointain engendré par la diffraction de 'onde incidente
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Uine par le bord T', variable de notre optimisation (illustration en Figure 1.5). Afin d’effec-
tuer la minimisation de J via une méthode de descente de gradient (aussi appelée méthode de
variation de frontiere), on a donc eu besoin de calculer la dérivée de forme de la fonction cout 7.

0®° o, 0®° LI
OO @ \mesures\ [sources \OO ..
OO oo < Uges (Fcible’
0) umc .‘ 0) Uinc 7 ..
S ﬁ/ I B L,
(@) 4 (@) (]
% ® % Ceibie ®
o) ‘Objet optimisé Q| : ) |Objet sondé Qipic | :
(@) .. @) ..

F1GURE 1.5 — Gauche : illustration de la diffraction par I' = 9€2 d’une onde plane .
issue d'une source (Orange). L’onde diffractée us, dont le comportement a Iinfini est
modélisé par u.(I'), est ensuite mesurée (Rouge). Droite : méme chose mais avec 'objet
sondé de référence Q... On veut donc, via la fonction cott 7, trouver le contour I' tel
que Ueo(I") soit proche de uZ* (T cipe)-

Pour calculer la dérivée de forme dans ce contexte, on a tout d’abord reformulé le probleme
(1.1) dans une boule Br de rayon R a l'aide d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann Tp. Le
probléeme dans Bpg, équivalent au probleme (1.1), s’écrit ainsi :

Aug + k*ug =0 dans Bpr\Q
Us = —Uine sur I' =09 (1.4)
TR(US) + 881:; =0 sur Sg

La dérivée de forme dans la direction 6 que ’on obtient via un Lagrangien ou via la construction
d’un adjoint p adéquat s’écrit alors :

J'(T)(6) :/th%n

ou v est une fonction définie sur I' et dépendant de u et de p, solution du probléme adjoint au
probleme direct (1.4).

La démarche a ensuite consisté (Ch. 4) a établir, implémenter et tester un premier couplage
entre une méthode de type échantillonnage, la LSM, et une méthode d’optimisation de forme de
Descente de Gradient d’ordre 1 (DG), simple & mettre en oeuvre, et plus efficace que 'utilisation
de la LSM seule. Ainsi, I'idée du couplage LSM-DG a été de profiter de la bonne initialisation
fournie par la LSM, et d’itérer ensuite avec la DG en utilisant la valeur de v calculée sur I' de
la fagon suivante :

Titlk = — hv(xk)n(wr,;)
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ou les z;; forment les k points du bord I'; a I'étape ¢, les x;41, les k points du bord I';11,
v(z,;) la vitesse en chaque point xy ;, n(zk,;) la normale vers I'extérieur en chaque point xy ;
et h le pas de descente choisi assez petit. On construit ainsi I';11 tel que J(T'i11) < J(T%).

Dans un second temps (Ch. 5) on a amélioré ce premier couplage par l'utilisation du for-
malisme Level-Set [11, 92, 94, 102]. L’utilité du couplage LSM-DGLS réside dans le formalisme
Level-Set (DGLS) permettant, comme les méthodes d’échantillonnage, de repérer la frontiere
I' grace a une fonction indicatrice ¢ calculée sur un maillage cartésien de ’espace sondé et
solution de I’équation d’advection suivante :

9¢
—+V|Veo|=0
LV V|
avec V = —w vitesse d’advection permettant d’établir la direction de la descente de gradient.

Cette méthode de Level-Set gere un certain type de changements topologiques (les créations
de trous) et évite ainsi les chevauchements de maillage inhérents & la méthode de descente de
gradient.

Le dernier chapitre (Ch. 6) de cette partie est consacré a un calcul théorique de la dérivée
seconde de forme. Cette derniére pourrait permettre une amélioration significative de la conver-
gence de notre algorithme d’optimisation de forme mais avec le risque d’un cotit de calcul un
peu plus élevé.

Partie III : Afin de généraliser notre étude, on a ensuite considéré (Ch. 7) le probleme de
la recherche d’une forme optimale dans le cadre d’objets diélectriques. On a effectué un rappel
du probleme direct (1.2) et défini son probleme adjoint pour la fonction cout J considérée. On
a ensuite calculé la dérivée de forme de J avec 'utilisation d’un Lagrangien ou, formellement, a
I’aide d’une méthode dite de régularisation qui consiste a supposer les parametres diélectriques
€ et u, dans un premier temps, réguliers et continus au passage de I'.

Ce calcul de dérivée de forme dans le contexte d’un objet diélectrique a alors permis (Ch.
8) d’établir, implémenter et tester le couplage LSM-DGLS, obtenu sur les objets conducteurs
parfaits, dans ce nouveau contexte diélectrique. Bien que fonctionnel et plus efficace que 1'uti-
lisation de la LSM seule, ce couplage reste d’optimisation locale et pas assez robuste.

L’étape d’apres (Ch. 9) a alors consisté a calculer une dérivée dite topologique pour pouvoir
utiliser la méthode du Gradient Topologique (GT). Pour ce faire, on reformule tout d’abord la
fonction cotit (1.3) sous une forme qui nous permettra un développement asymptotique de J
par I'ajout d’une boule w, de rayon p > 0 petit centrée au point xo € }RN\Ql. On pose ainsi :

1 2
T00) = 5 | o) = 02 2 g5 (1.5)
avec Uy = urx + ua(l — et ou x est la fonction caractéristique de € et la fonction
X X (1-x X q Xp

caractéristique de {3 Uw,. Similairement on note wu,, := u1x, +u2(1—x,). Ainsi, si la fonction
colit J évaluée en x, admet un développement asymptotique lorsque p — 07 de la forme
suivante :

T (Xp) = T (x) + p~ DJ(x0) + o(p™)
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alors le nombre DJ(x) est appelé dérivée topologique de J au point xy pour l'inclusion w,
boule unité centrée en 0 (illustration en Figure 1.6). La carte DJ ainsi obtenue est, de méme
que pour la méthode LSM, un indicateur pour reconnaitre l'objet sondé.

Qy
€2, U2

r

-

FIGURE 1.6 — Ajout d'une boule w, de rayon p au point z, a I'objet diélectrique €2; dans
le vide €2,. La dérivation topologique consiste a étudier le comportement de la fonction
cout lors de I'ajout de telles boules.

Cette dérivée a alors permis de construire, implémenter et tester un couplage LSM-DGLS-
GT permettant d’optimiser globalement et de fagon plus robuste que les précédents couplages.

Puis (Ch. 10), afin d’accélérer la convergence de notre algorithme et de le rendre plus robuste
encore, on a construit une méthode de seuillage, utilisable par la LSM et le GT, basée sur la
méthode de segmentation d’image qui consiste & minimiser la fonctionnelle de Mumford-Shah
[84] suivante :

E(I)=m /D(I — Ip)%dz + as /D\F \VI[*d + a3l(T) (1.6)

dans le but d’approcher une image Iy (la carte de la LSM ou du GT) avec une fonction continue
par morceau I : D C R? — R, dans le domaine de calcul D que I'on s’est fixé (illustration en
Figure 1.7). La fonctionnelle (1.6) sera ensuite relaxée [2, 29] pour étre minimisée en utilisant
un algorithme de type Primal-Dual [97]. On obtient ainsi une méthode de seuillage robuste
pour les cartes de la méthode LSM et du GT.

On a ensuite calculé une approximation de type BFGS de la hessienne de la fonction cout J
que l'on a utilisé avec une méthode de Quasi-Newton afin d’essayer de construire une méthode
de descente de gradient d’ordre 2 (DGLS2). Ce couplage LSM-DGLS2-GT, d’optimisation glo-
bale et robuste, a ainsi été implémenté et testé.

Puis (Ch. 11) on a effectué un calcul théorique de la dérivée seconde de forme de la fonction
colit toujours dans le but d’accélérer encore la convergence mais avec le risque d’un coit de
calcul élevé.

Pour finir (Ch. 12), les couplages obtenus montrant leurs limites, on a imaginé, implémenté
et testé de nouvelles méthodes avec de nouvelles fonctions cotits. En premier lieu, on étudie
I'optimisation sur la forme et sur le noyau g € L?(SV~!) d’une onde de Herglotz v;y,. prise
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FIGURE 1.7 — Approximation de la carte Iy avec une fonction continue par morceaux I
dans une boite D. I permet alors le recouvrement du bord I' d'une forme €2.

comme onde incidente et s’écrivant :

On définit alors une nouvelle fonction cout de la forme moindres carrés plus une composante
de contrainte :

1 mes
JT,g) = 5”%0(9) U (9)”%2(51\/71) + Oé(Hgﬂiz(sN—l) —1)?

ol Uso(g) est le champ lointain issu du champ diffracté créé par la diffraction d’une onde
incidente de Herglotz v;,. sur le bord I'. Cette fonction cout dépend donc de la forme de notre
objet et aussi du noyau de ’'onde de Herglotz qui éclaire cet objet. On effectue sur cette fonction
colt une double optimisation de la forme suivante :
minmax J(I', g)
r g

avec comme contrainte || gH%2 (sv-1) = L On maximise selon le noyau pour trouver le meilleur
éclairage donnant le plus fort contraste entre le milieu ; et le milieu Q2 = RV\Q; permettant
de trouver la forme la plus proche possible de I';;.. Cette méthode permet donc une optimisa-
tion rapide, car I’éclairage n’est composé que d’une seule onde de Herglotz, mais moins précise
que le couplage LSM-DGLS.

Ensuite, la méthode dite de LSM itérative, consiste quant a elle a seuiller & chaque itération
le critere suivant (inspiré du critere de la LSM) défini pour chaque point z du domaine de travail

b w0 = |

Teoz.d N ~ 12
[ / ey (d)ds(d)]dz
Qi SN71
ot 2; désigne la forme obtenue & litération précédente i, SV~1 la sphere unité, et g2 la solution
de :

(a+ F'F)g () = F'o(.,2) (1.7)

ol « est le parametre de la régularisation de Tikhonov que constitue I'équation (1.7) et F
lopérateur de champ lointain défini précédemment. Les simulations numériques ont montré la
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non convergence de cette méthode.

Annexe : On y trouvera un formulaire comprenant quelques formules qui ont été utilisées
dans cette these.

1.2 Communications

Les travaux de ce présent manuscrit ont fait I’objet de plusieurs communications dans les
congres ou séminaires qui suivent :

— 2012 : Présentation orale au CMAP lors de la journée du bilan de la chaire MMSN -
”Hybrid Methods For Inverse Scattering Problems”.

— 2011 : Présentation orale & Vancouver lors du congrés ICIAM dans le cadre de la
conférence satellite WAVES 2011 - ” Coupling Linear Sampling, Level-Set and Topological
Method For Inverse Scattering Problems”

— 2010 et 2011 : Présentation orale au CMAP lors du séminaire des doctorants - ”Hybrid
Methods For Inverse Scattering Problems”

— 2010 : Poster au Forum DIGITEO (premier prix remporté) - ” Coupling Linear Sampling,
Level-Set and Topological Method For Inverse Scattering Problems”

— 2010 : Poster Chaire MMSN : ”Coupling Level-set and Linear Sampling methods for
Inverse Scattering Problems”

Il a de plus été effectué plusieurs communications de vulgarisation :

— 2010 et 2011 : Présentation orale au CMAP a des lycéens - ” Optimisation de forme et

problémes inverses”
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2.1 Motivations physiques autour de I’équation de
Helmholtz

Dans cette these, une équation particuliere sera constamment utilisée, il s’agit de I’équation
de Helmholtz suivante :
Au+Ku=0

Elle peut, entre autres, se retrouver dans I’étude des équations de Maxwell en életromagnétisme
ou des équations de la propagation des ondes sonores. On décrit dans les deux paragraphes ci-
dessous l'obtention de ’équation de Helmholtz dans ces deux domaines (voir [42] pour plus de
détail).

2.1.1 Acoustique

Considérons I’étude de la propagation des ondes sonores de faible amplitude dans un milieu
de R? isotropique et homogene. Soit v = v(z,t) le champ de vitesse et p = p(z,t), p = p(z,1)
et S = S(x,t) respectivement la pression, la densité et I'entropie du fluide. Le mouvement du
fluide est alors régi par les équations suivantes d’Euler : '’équation de quantité de mouvement

ov

1
a1 + (v.V)v + ;Vp =0

I’équation de continuité ou conservation de la masse

9 + div(pv) =0

ot
I’équation d’état
p=f(p,5)
et '’hypothese adiabatique
aS
— VS5=0
ot ¥

ou f est une fonction dépendant de la nature du fluide. On suppose que v, p, p et .S sont des
perturbations petites de ’état statique vg = 0, pg constante, py constante et Sy constante. On
linéarise alors autour de ces états statiques pour obtenir les équations d’Euler linéarisées

v 1

Py Svp=0
5t+ﬂo b

I’équation de continuité linéarisée

ap . B
5 + podiv(v) =0

et ’équation d’état linéarisée
o0 0 o 0p
ot~ ap P

On obtient alors I’équation des ondes suivante & partir des deux premieres équations linéarisées

1 0% B
c? Ot?
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ou la vitesse du son ¢ est définie par

of
2
= S
¢ ap (o, So)
De I’équation d’Euler linéarisée, on tire qu’il existe un potentiel de la vitesse U = U(x,t) tel
que
1
v=—VU
Po
et
_ o
P=""

On constate que le potentiel de vitesse U vérifie aussi 'équation des ondes

1 9*U

—— =AU
2 Ot?

En prenant des ondes acoustiques harmoniques en temps de la forme suivante

Ulz,t) = R(u(x)e ")

avec une fréquence w > 0, on en déduit que u satisfait ’équation des ondes réduites (autrement
appelée équation de Helmholtz) suivante

Au+ k*u =0 (2.1)
olt le nombre d’onde k est donné par la constante positive k = %. Pour plus de détails sur les

ondes acoustiques linéaires on peut citer Morse et Ingard dans [82], Jones [67] et Werner [113].

2.1.2 Electromagnétisme

On peut exprimer les équations de Maxwell sous la forme suivante :

oD

rot(H) = J + ¥ (2.2)
rot(E) = —%—f (2.3)
div(B) =0 (2.4)
div(D) = pe (2.5)

avec pe la densité de charge électrique, D = eFE l'induction éléctrique, B = pH l'induction
magnétique, E le champ électrique et J = oF la densité de courant électrique. Les deux
premieres équations sont les équations de Maxwell Ampere et Faraday successivement. On sait
que l'on peut écrire n’importe quel champ A de la fagcon suivante :

A=V + roty)

et que 'on a toujours :
rot(V®) =0

div(rot(¥)) =0
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et
rot(rot(A)) = V(div(A)) — AA

On prend maintenant le rotationnel de I’équation d’Ampere ce qui donne apres calcul :

OH O*H

rot(rot(H)) = —OH s ey

le membre de gauche s’écrivant aussi :

rot(rot(H)) = V(div(H)) — AH — V(idiv(B)) _AH=—AH

Ainsi on obtient :

OH O0?H
AH =opge +enga

De la méme fagon on obtient cette équation sur F :

OF O*E
AE=ougr +engg

On suppose maintenant que les variations de E dans le temps s’écrivent :

OF _ 0’FE
o wWE e

Ainsi, avec cette écriture, I satisfait I'’équation suivante :

E = Ege ™! = —w’E
AE = —iwopE — w?epuF = —k*FE

avec k? = w?pe(1 + Zi). On note ici que le nombre d’onde k peut donc étre complexe.
Remarque : on peut effectuer les mémes calculs sur H.

Sil’on prend - tres grand devant 1 alors k? aura une partie imaginaire dominante et I’équation
de Helmholtz représentera alors une équation de diffusion. Si - est tres petit devant 1 alors
on sera en présence d’une équation des ondes.

De plus, si 0 >> we, on dit que l'on est en présence d’un conducteur parfait, et on impose
usuellement que la partie tangentielle de E soit nulle sur la frontiere du conducteur : £ xn = 0.
Une condition de radiation & I'infini existe, appelé condition de Silver Muller, assurant I'unicité
de la solution. En notant H® et E° les champs magnétique et électrique diffractés on a :

limn, (/i H* A T —rVeE®) =0
r—

Supposons ensuite que E et H ne dépendent pas de z. On pose Q2 = D x| — 0o, +oo[ pour un
ensemble quelconque D C R2. L’équation, dite de polarisation TM (Transverse Magnétique),
vérifiée par FE, s’écrit :
1 9
dzv(;VEz) +k%€E, =0 (2.6)

E.=0 sur 9D



32 2.2. HELMHOLTZ AVEC CONDUCTEURS PARFAITS ET DIELECTRIQUES

L’équation, dite de polarisation TE (Transverse Electrique), vérifiée par H, s’écrit :

1
div(=VH,) + k*uH, =0 (2.7)
€
OH, =0 sur 0D
on

Ainsi, I'équation de Helmholtz se retrouve donc aussi par une formulation des équations de
maxwell et certaines simplifications. Pour plus de détails on peut aussi se référer a Jones [67].

2.2 L’équation de Helmholtz avec conducteurs par-
faits et diélectriques

2.2.1 Le cas conducteur parfait

Soit © un ouvert borné régulier de RV, N = 2 ou 3. On étudie en particulier le cas N = 2
dans cette thése mais tous les résultats énoncés en dimension N resteront valables. Certaines
preuves seront effectuées en dimension N = 3. L’équation de Helmholtz (appelée probleme
direct lorsqu’on évoquera les problemes dits inverses) dans le cadre des conducteurs parfaits
s’exprime comme la recherche de u € H? (RM\Q) N HL (RVM\Q) tel que :

loc

( 2 N\
Au+k*u=0 dans RY\Q
U = Ujpe + Us dans RN\Q
u=0 sur I'= 09 (2.8)
lim |0pus — ikug|*ds = 0
R—o0 Sk

avec Ujne = €*%4 Ponde incidente acoustique plane éclairant dans la direction d € RY telle
que |d| = 1 et z € RM\Q, u, 'onde dite diffractée, et k = £ = w,/€yideflvide le nombre d’onde
si on place l'objet Q2 dans du vide (€yide €t fiyide désignant respectivement la perméabilité et
la permittivité du vide). Ce probleme traduit la recherche de I'onde diffractée us issue de la
propagation d’une onde incidente u;,. (connue) puis sa diffraction par I'objet impénétrable
Q placé dans du vide, et ce dans RY. La condition u = 0 sur le bord I' est la condition de
parfaite conduction de 'objet €2 et 'on note u la somme de ’onde incidente u;,. et de ’onde
diffractée us. La condition a l’infini est la condition dite de radiation sortante de Sommerfeld
qui permet de distinguer les champs diffractés ayant un comportement sortant de ceux ayant
un comportement entrant (voir [96]). Cette condition de radiations’écrit en dimension N ainsi :

Orus = ikug + o<|x|_¥), |x| = +o0 (2.9)
assurant 'unicité du probleme direct (2.8).

Théoréme 2.2.1. Le probléme direct de Helmholtz (2.8) est un probléme bien posé, i.e. il
admet une solution u € HE (RN\Q)N HL (RN\Q), celle-ci est unique et dépend continuement
des domnées uin. avec les estimations suivantes :

ull g2 xey < 1 (B)|[winel | gz ry VK compact de RM\Q (2.10)
ull g xey < c2(B)|[winel | gz ry VK compact de RN\Q (2.11)
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vide RM\Q

FIGURE 2.1 — Conducteur parfait  (objet impénétrable) plongé dans du vide RV\Q

avec ¢1(K),co(K) constantes strictement positives dépendant de K .

Preuve : voir section 2.5 du livre de Nédélec [88]. B

Expression du champ lointain .,

On considérera dans la suite des mesures effectuées loin des objets. Cela veut dire que
I'on s’intéresse au comportement asymptotique du champ diffracté us apres émission d’une
onde incidente u;p.. Ainsi, toute onde u vérifiant I’équation de Helmholtz homogene (2.1) et
la condition de radiation de Sommerfeld (2.9) posséde un comportement asymptotique qui est
analytique et ne dépend que de la direction d’observation & = ﬁ, x € RN (voir Colton et Kress
[42]). On définit ce comportement asymptotique via la définition 2.2.1 ci-dessous.

Définition 2.2.1. On désigne par champ lointain d’une fonction us solution de (2.1) et (2.9)
son comportement & Uinfini dans les directions portées par la sphére SN=1 c RN. On note ce
champ lointain us () et on le définit V& € SN=1 par :
etk R 1 N
s () = ﬁ(uoo(a;) + 0(—)) zeRY, |z| = +oo (2.12)
N |x| 2 ||

ou YN ne dépend que de la dimension N de l’espace : vyo = ;ff/rf et vy3 = 4.

Le champ lointain u, détermine de maniere unique le champ diffracté. On résume cela dans le
Lemme 2.2.1 suivant.

Lemme 2.2.1. Soit u € HE (RN\Q)N H} (RN\Q) solution de (2.8). Si le champ lointain ueo
de ug est nul, alors us =0 dans RN\Q.

Preuve : voir pages 31-33 du livre de Colton et Kress [42]. B

Cherchons donc ’expression du champ lointain us, ¢’est-a-dire le comportement de la solution
us du probleme tres loin de 'objet diffractant 2. On étudie ce comportement en champ lointain
lorsque le champ diffracté est issu d’une onde plane incidente wine = Uine(x) = Uine(z, d) = eF*4
dans la direction unitaire d € RY et au point z € RY. On notera ainsi, lorsque cela se
révelera utile, le champ diffracté us en fonction de cette direction d’éclairage d. On aura ainsi

us = us(x,d), le champ total se notera u = u(x, d) et le champ lointain e = Uso(Z) = Uso(, d).



34 2.2. HELMHOLTZ AVEC CONDUCTEURS PARFAITS ET DIELECTRIQUES

On désigne tout d’abord par ®(.,y) la fonction de Green solution de :

AD(.,y) + K ®(.,y) = -6, dans RN (2.13)
Ml/\&@@w—ﬂ@@mfﬁzo
R—o0 Sk

avec 0, le dirac au point y € RY. La fonction de Green s’écrit pour N = 3 :

giklz—y|

O(z,y) = TFy

dr|x —y|’

et N =2: .
7

(r,y) = [Hy (ke —y)), o #y

ol Hél) est la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0 (voir Colton et Kress [42]).

Théoréme 2.2.2. (Théoréme de représentation) Supposons que k? n'est pas une valeur
propre pour le probléme de Dirichlet (2.8) dans § et que ce dernier est régulier. La solution du

probléme (2.8) est donnée par la représentation suivante :

u(x) = Ujpc + Us = Uinc — / ‘I)(x,y)g—udS(y) T € RN\Q (2.14)
T n

avec N =2 ou 3.
Preuve : voir le livre de Colton et Kress [42]. B

Lemme 2.2.2. Soit u € H2 (RV\Q) N H}

loc

(RN\Q) solution du probléme de Helmholtz (2.8).
On peut alors exprimer le champ lointain us (&) de u issu de la diffraction d’une onde plane

incidente u;ne par objet Q0 conducteur parfait par

0 OU
Uoo(T) = — / e~ Ry ds(y), vi e SN-1
T on
Preuve : On dispose de l'expression du champ diffracté par I'objet 2 grace au Théoreme
2.2.2 précédent. Cherchons maintenant a obtenir ’expression du champ lointain u.,. On écrit
d’abord le développement asymptotique de ®, fonction de Green, solution de (2.13) :

ezkz\x\ 1

—ikZ.y
e + O0(—
( (le

O(z,y) = ) (2.15)

N1
N |z| 2
avec vy constante définie dans la définition 2.2.1, puis on définit le champ lointain de ug de la
méme fagon par le développement asymptotique suivant :
ezk|m| R 1
us(7) = ——5= (oo (&) + O(7—))
2|2 ]

et par identification on obtient

eld) = = [ VTR ) dsty)
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qui permet une écriture simple du champ lointain, avec un certain opérateur que l'on définit
ci-dessous, Vi € SV~ :
Uoo (2) = —H"(p)(2)

aveccp:%. ]

Définition 2.2.2. SoitT' = 9N le bord d’une forme Q, ouvert borné de RN . On note Uopérateur
sur le bord T' (ou opérateur de Herglotz) :

Hr : L2(SN7Y) — LA(D)
o — Hr(p)

défini Vi € L*(T') par

M) = [ M Tp@is(a) yer
SN—1
son adjoint s’écrit Hy,
Hi: L2(T) — L2(SV 7Y
¥ — Hr(y)
défini Vi € L*(T) par

Hi(0)(@) = [ s o e sV

L’opérateur Hr est ici défini sur le bord I'. On peut de la méme fagcon définir un opérateur Ho,
pour tout ouvert borné Oy C RN, On notera H = Hgn et H* = Hyn 5 Vopérateur de Herglotz
défini via ce qui précéde sur tout RN .

Théoréme 2.2.3. Le champ lointain us issu de la diffraction d’une onde plane incidente
Uine Sur un objet conducteur parfait (modélisé par ’équation de Helmholtz (2.8)) satisfait la

condition de réciprocité suivante :

Uoo (2, d) = too(—d, —&)  Vi,de SN! (2.16)

Preuve : voir le livre de Colton et Kress [42]. B

On introduit dans la section suivante quelques propriétés d’un opérateur Tg, dit ”Dirichlet-
to-Neumann”, qui nous servira dans toute la suite de cette these.

L’opérateur Dirichlet-to-Neumann Ty

Nous allons définir un opérateur Dirichlet-to-Neumann (ou opérateur de Poincaré-Steklov)
fort utile qui nous permettra d’écrire les problemes de Helmholtz du type (2.8) dans une boule
Bpg de rayon R. Pour plus de détails sur ce genre d’opérateur le lecteur pourra consulter [42]
entre autres ainsi que la littérature abondante sur le sujet.

Définition 2.2.3. Soit A € R et soit lopérateur TS, dit opérateur ”Dirichlet-to-Neumann”,
sutvant :
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TS - H2(Sp) — H2(Sg) (2.17)
ov

TA(p) = A=

¢ — Tr(p) n

avec v € HE (RN\Bg) solution du probléme suivant :

Av+ kv =0 dans RN\Bg
v= sur Sgr

lim / 10,0 — ikv|*ds = 0 (2.18)
R—oo Skr

Dans le cas d’objet conducteur parfait, on utilisera la notation Tg = T}z, prise avec A =1

On expose dans le Lemme 2.2.3 suivant quelques propriétés de Tr qui vont nous servir dans
toute la suite de la these.

Lemme 2.2.3. Soit Tg lopérateur Dirichlet-to-Neumann défini par (2.17) et (2.18). De plus,
soit S = OBRr une sphére de rayon R. On a alors les propriétés suivantes Vag, Br € H%(SR) :

/TR(aR)ﬁRZ/ Tr(BRr)oR (2.19)
Sk Sk
Tr(ar) = Tr(aR) (2.20)
Vf: LY(Sg, H2(SR))
Ta( [ (o)) = [ Te(r(e, )iz (2:21)
Sk Sk

avec Tr(f(z,.)) € Hfé(SR).Puis, vAieC:
Tr(Aag) = ATR(ar) (2:22)
Remarquons que toutes ces propriétés sont encore vraies pour l'opérateur plus général T}%\.

Preuve : Démontrons seulement la propriété (2.19), le reste étant évident. Si on pose pour
ag, Br € H: (Sg) fixés, les problemes (2.23) et (2.24) suivants résolus par «, 8 € HZ (RM\Bg)N

H},(RM\Bg) :
Aa+E*a=0 dans RM\Bp
a=ap sur Sp
lim |0y — ikal*ds =0 (2.23)
R—o00 SR
et
AB+ KB =0 dans }RN\B_R
B = Br sur Sg
lim 10,8 — ikB|?ds = 0 (2.24)

R—o0 Sk
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alors, avec R’ > R, une double intégration par parties sur Br/\Bg, et avec (2.23) et (2.24) on
a:

9  da, [ 08 da ,
/SR(an %6)—/}2,(% o~ 92%) VR >R

La seconde expression peut se réécrire :

[ Guem =], (5= [ (G —ikars (2.29)

On utilise ensuite l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les intégrales de droite de (2.25). Pour la
premiere intégrale on a :

|1, G ] < 1 — ]

(RM\Bg), on a a € L?(Sr/) YR’ fini tel que R’ > R. Et grace a la
condition de radiation de (2.23) on a :

L2(Sp) HL2(5R/)

Etant donné que a € H?

loc

]-' “ ‘
R || or L2(Sp) =0
Donc on a :
l. ‘ N k ‘
R/gnoo / R ! ﬁ

En effectuant le méme raisonnement sur la seconde intégrale du membre de droite de (2.25),
on obtient ainsi I’égalité suivante :

ap oo
et donc :
/ TR(aR)ﬁRZ/ Tr(Br)ar
SR Sr
|

Expression du probleme dans By

Nous allons réecrire le probleme direct (2.8) défini sur RY dans une boule By C R de
rayon R a l’aide de 'opérateur Dirichlet-to-Neumann T que I'on vient de définir. On résume
donc cette réécriture a travers le Lemme 2.2.4 suivant :

Lemme 2.2.4. Soit Bg C RY une boule de rayon R telle que Q@ C Br. Alors le probléme (2.8)
équivaut a chercher u € H?, (Bp\Q) N HL (Br\Q) tel que :

(Au+Eu=0 dans Bpr\Q
U = Uipe + Us dans Bgr\Q
u=20 sur I'=09Q (2.26)
Tr(u) + % =Sm sur Sp
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avec Sy, = Tr(tine) + Bzézw ou encore de la forme suivante en rappelant que u = Ujpe + Us -

Aug + Kus =0 dans Bgr\Q
Us = —Uine sur T'=00Q (2.27)
Oug
Tr(u =0 sur S
Preuve : La démonstration est directe d’apres la définition de 'opérateur Tr. En effet, il suffit
d’écrire la condition sur Sg, a savoir Tr(¢) = —% avec ¢ = u, sur Sg. Ainsi la partie sur

RN\ Bp est controlé via I'opérateur Tg et la condition au bord sur Sk est ainsi construite.
La partie sur Bg\Q reste celle énoncée en (2.27) de méme que la condition de Dirichlet sur
=001

2.2.2 Le cas diélectrique

m m
Notons une fois pour toute pu, = £ et €, = —-
Hvide €vide

lisées du milieu r avec pyide €t €yige les perméabilité et permittivité du vide et )" et € les

, les perméabilité et permittivité norma-

perméabilité et permittivité du milieu r. Ainsi 'on considerera toujours ces constantes relati-
vement aux constantes du vide, les laissant sans unité. On notera parfois i et € les constantes

diélectriques normalisées du milieu r de propagation lorsque celui-ci est évident.

Soit €21 un objet diélectrique ouvert borné régulier de RY (avec N = 2 ou 3) de perméabilité 1
et de permittivité e; plongé dans du vide Qy = RV\Q; de perméabilité et et de permittivité :

13"
#2 g = 1
Huide
m
€
€9 — 2 =1
Evide

Soit k € R le nombre d’onde dans le vide :

k= W/ €yideMvide

avec w pulsation dans le vide. On peut ainsi définir le nombre d’onde dans le milieu r par :

kr = k\/erpir = wy/piem

On a ainsi :

ky =k

On note I' = 91 I'interface séparant les deux milieux diélectriques 21 et {25 et n la normale a
I dirigée vers l'extérieur de €21. On résume tout cela en Figure 2.2. On note que I'on conservera
la notation us et eo dans ce qui suit car certains résultats sont valables méme lorsque uo # 1
et €2 # 1. On définit dans ce qui suit ce que 'on entend par saut a I'interface d’une fonction ¢
définie sur RY.

Définition 2.2.4. Soit ¢ une fonction définie sur RN . On désigne par ¢; la restriction de ¢
a €y et ce pour i =1 ou 2. On suppose 1 C Qy. On appelle saut a Uinterface I' la quantité
définie sur I' par la relation :

[qb]r = ¢2 - ¢)1
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€2, 2

r

FIGURE 2.2 — Objet diélectrique €2; plongé dans un milieu diélectrique €2,

Le probleme direct est alors de chercher uy,us € H'(Qy) x H. () tel que :

V (Vul) + k161u1 =0 dans
M1
V. (V 2) + k2equs = 0 dans Qo
2
U2 = Ujnc + Us dans € (2.28)
1 ou 1 Ju
1 2 1
Vul,.n=——7- — —— =
b I p2 Onp g1 On |
[ulr = W2 — Uy 0
lim |Orus — ik2u8\2d5 =0
R—o00 SR

avec Ujpe = €24 définie sur RY, onde incidente plane dans la direction d € RY telle que
|d| = 1, us 'onde diffractée par Q;, et u = u; = uy 'onde transmise dans 2.

On peut écrire le probleme direct (2.28) sous une forme condensée : on cherche alors u €
(RN) tel que :

loc

V(@) + kZeu = 0 dans RN
1
U= Uy = Ujpe + Us dans RN\ﬁl (2.29)
lim |Orus — ik2u5|2d8 =0
L R—o0 SR

On peut retrouver les conditions de transmission de (2.28) a partir de (2.29) en décomposant

selon le domaine §,, 7 = 1 ou 2. Pour ce faire, on multiplie (2.29) par v € C°(RY) N HL (RY)

et on integre par partie :

\Y4 \Y \Y \%
0= / V.(—u)v + / k2 euv = U — / (ﬂVv + keyugv) — Y2
Q1UQ; H Q10U r M H1 r M2

—/ (v 2Vv+k‘262u2v)
M2

Comme v € C°(RY) la somme des intégrales sur €2 et Qg est nulle. 11 reste alors :
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Vu1 VUQ
—. NV — —.N
r M1 r M2

v=20

ce qui donne la condition [1~!'Vu]..n = 0. De plus comme u € H.} (RY), alors sa trace sur T

loc
existe et donc nécessairement [u],. = 0.

On rappelle que le champ incident wj,e = e*2%¢ défini sur RV vérifie I'’équation de Helmholtz
suivante :

1
— Atjne + k*eattine = 0 dans RN (2.30)
12

On peut alors écrire le probleme (2.28) en un probléme équivalent de solution us = u — wjne €
Hl

L (RY) comme suit :

VUS Vumc

(
V.( )+ k%elus =-V.( ) — k%elumc dans
H1 M1
Vs 9
V( . )+ k“equs =0 dans Qo
2
1 1 ;
100 —[1] e o
@ on lp ulp On
[U‘S]F =0
lim |0rus — ikoug|?ds = 0
R—o0 Sk

On a le résultat suivant concernant le caracteére bien posé de (2.28).

Théoréme 2.2.4. Supposons que ji, €, € L pourr =1 ou 2 et que Sm(p,) > 0, Sm(e.) > 0,
?Re(ul—T) > C > 0. Le probléme direct de Helmholtz diélectrique (2.28) est un probléeme bien
posé, i.e. il admet une solution (ui,uz) € H' (1) x HL .(Q2), celle-ci est unique et dépend
continuement des données u;n. avec l'estimation suivante :

HU’lHHl(Ql) + HU’QHHI(K) < Cl(K)HuinCHHQ(Ql) VK compact de QQ (232)

avec ¢1(K) constante strictement positive.

Preuve : voir section 2.6 du livre de Nédélec [88]. B

Expression du champ lointain wu

De méme que dans le cas du conducteur parfait, on considérera dans la suite des mesures
effectuées loin des objets. Cela veut dire que 'on s’intéresse au comportement asymptotique du
champ diffracté us apres émission d’une onde incidente u;,.. Ce comportement asymptotique,

SN_l

caractérisé par un champ lointain défini sur une spheére unité , est défini a la définition

2.2.1 de la section 2.2.1.

On redéfinit ensuite le probleme de Green dans le contexte diélectrique. On désignera en
diélectrique par ®,(.,y) la fonction de Green solution, dans le milieu diélectrique r = 1 ou 2,
de :
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1
M—ACI)T(.,y) + k2, @, (. y) = —0y dans RN (2.33)

1ma/\a@4wyﬁmm@wﬂwzo
R—o0 SR

avec 0, la mesure de Dirac au point y € RY. Notons de plus que la fonction de Green dans ce
cadre diélectrique s’écrit pour N = 3 par exemple :

MTeikT‘x_y‘

&, (z,y) = 2.34
(z,y) ppp— T#y (2.34)

et le champ lointain ®o , = Poo (T, y) s'écrit Vi, y € SN=1 xRN .

(I)oo,r(jv y) = Hreiikri'y (2.35)
Pour N =2 o0n a:
7
(@) = po g H (ke =), @ #y (2.36)

avec Hél) la fonction de Hankel de premiere espece d’ordre 0 [42]. Son champ lointain ® , =

D (Z,y) s'écrit aussi grace a (2.35).

Théoréme 2.2.5. (Théoréme de représentation) Soit u € H- (RY) solution du probléme

loc
(2.28). On peut alors écrire les solutions us et u = u; dans Qo et Oy respectivement a [’aide
de potentiels de simple et double couche (voir [42] pour de plus amples informations sur ces

potentiels). On a ainsi :

u(z) = —/F [u(y)iaq)%(s,y) — iagg) <I>1(x,y)] ds(y) pour x € (2.37)
us(x) = /F [us(y)iw - iauasir(ly)(bg(x,y)] ds(y) pour x €y  (2.38)
= /1“ [u(y)iw - iag—g)ég(x,y)] ds(y) pour x €y  (2.39)

Preuve : voir Théoréme 3.1 et 3.3 de [43]. B

On peut donc en déduire la représentation du champ infini de ug grace a la définition 2.2.1 :

N 1 0Poo(z,y) 1 Ju(y) .~ QN-1
uoo(x)—/r[u(y)g o T m o O o(z,y)|ds(y) pour €8 (2.40)

Expression du probleme dans By

On montre ensuite (de la méme maniere qu’en section 2.2.1) que le probleme (2.28) est
équivalent au probléme suivant :
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BR:§21UQQ

F1GURE 2.3 — Reformulation du probleme diélectrique dans une boule By de rayon R

U2 = Uinc + Us
[ Vul.n =0
[u]r =0

1 0u

;% + TR(U) = S#{l

\

dans

dans 9

dans Qo (2.41)
sur Spg

avec S#l’l = %% + TR(uinc)a Uine = eik2m‘d7 Bpr boule de rayon R, Sg = O0BR, Qg = BR\Ql

1

(et non plus Qy = RN\Qy) et Tg := T}‘? , opérateur Dirichlet-to-Neumann T4 avec A = i
défini en section 2.2.1. On peut écrire le probleme (2.31) en un probleme équivalent (2.42) de

solution us = ©u — u;p. dans une boule Bp :

( .
V.(Vus) + keyu, = —V.(vumc
M1 H1
V.(Vus) + k’equs = 0
H2
[ e = ), D
won"t w' on
[us], =0
1 Oug
- Tr(ug) =
13 On +Tr(us) =0

2
) - kl €1Uinc

dans

dans g
(2.42)

sur Spg

2.3 Introduction a optimisation de forme

2.3.1 Introduction

L’optimisation de forme, également appelé conception optimale de structures, concerne la
recherche de la meilleure forme pour un probleme donné. Celle-ci est conditionnée en parti-
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culier par la donnée du critere que ’on souhaite suivre dans ’optimisation, et des contraintes
de poids, de volume, d’encombrement, ou encore de cott de réalisation. Cette optimisation
de forme requiert l'utilisation de méthodes mathématiques et d’algorithmes qui permettront
d’automatiser 'optimisation. En effet, on peut optimiser une forme, sans utiliser d’algorithme,
par des considerations qui relevent de l'intuition et de l'expérience : I'ingénieur est capable de
rechercher une forme optimale en procédant par essais-erreurs, en construisant des prototypes,

ce qui se révelera lent et couteux et ne permettra pas forcément de trouver la forme optimale.

Historiquement, I’optimisation de forme est apparue la premiere fois, d’apres la légende, en
814 av J.C. lorsque la reine Didon, fuyant les Assyriens, accosta sur les rives de 'actuelle Tu-
nisie. Souhaitant s’y installer et fonder une ville (la future Carthage), Didon demanda au chef
de la tribu qui occupait les lieux l'autorisation de disposer d’un territoire. Celui-ci lui tendit
alors une peau de boeuf en lui disant d’un air goguenard : Le territoire que vous arriverez a
couvrir avec cette peau est a vous! Didon découpa la peau en une tres fine laniere et se trouva
alors confrontée au probléme suivant : disposant d’une laniére de longueur donnée, comment
enclore un territoire de surface maximale ?

On peut décomposer les méthodes d’optimisation de forme en trois grandes classes : I'opti-
misation paramétrique, qui permet d’optimiser une forme a travers I’optimisation d’un nombre
limité de parametres, I'optimisation géométrique de forme (voir section 2.3.4) autorisant de
modifier la frontiere de la forme, et 'optimisation topologique (voir section 9.1) lorsque non
seulement la forme varie mais aussi sa topologie.

Il existe maintenant de nombreuses méthodes numériques pour résoudre un probleme d’op-
timisation de forme. On peut citer les premiers résultats en optimisation géométrique sur des
structures élastiques [86, 98, 105, 106] datant pour certains des années 80. Des méthodes d’op-
timisation topologique de forme sont venues s’ajouter a cet arsenal telle que la méthode d’ho-
mogénéisation et ses variantes dans [3, 4, 5, 22, 23, 24]. Une méthode plus récente d’optimisation
topologique appelée gradient topologique a fait son apparition plus récemment dans [13, 52, 54,
108]. N’oublions pas au passage les algorithmes évolutionnaires tels que I’algorithme génétique
que l'on peut aussi utiliser pour ce genre de problématique dans [69]. Plus récemment ’ap-
proche dite de level-set a été introduite par Osher et Sethian dans les années 90 dans [94, 102]
pour suivre numériquement la propagation de front et bords et a commencé a étre utilisé pour
des probléemes d’optimisation de forme dans le début des années 2000 dans [10, 11, 32, 93, 101,
103, 111, 112]. La méthode level-set est tres prisée car elle fait le lien entre le mouvement d’une
frontiere via 'optimisation géométrique et permet la supression de trous et de ce fait optimise
topologiquement la forme en partie (elle ne peut créer de nouveaux trous comme la méthode
de gradient topologique par exemple). Elle permet aussi de gérer autant de fonction cotts et
de modeles différents que I'optimisation géométrique le permettait dont des modeles trés non
linéaires. Son cout de calcul est modeste car il s’appuie sur la capture eulérienne d’une forme.
L’inconvénient majeur est le méme que pour les méthodes d’optimisation géométrique i.e. sa
tendance a converger vers des minima locaux selon le choix de la forme initiale contrairement
aux méthodes d’homogénéisation qui ne dépendent pas d’un choix de forme initiale.
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2.3.2 Généralités

Un probléeme d’optimisation de forme est défini par trois données :

— Un modéle i.e. une équation aux dérivées partielles munie de composantes physiques
permettant de correctement refléter le probleme.

— Un ou plusieurs critéres que 'on cherche & minimiser ou maximiser (par exemple on veut
souvent maximiser la rigidité d’une structure).

— Un ensemble admissible de variables d’optimisations tenant compte éventuellement de

contraintes imposées aux variables.
Différentes questions se posent alors, étant donné un probleme d’optimisation de forme :

— Euxistence et unicité d'une meilleure forme (dite forme optimale) ;

— Conditions d’optimalités (nécessaires et/ou suffisantes) qui caractérisent les solutions
optimales ;

— Calcul numérique de formes optimales approchées.

Un probleme d’optimisation de forme se composera donc : d'une EDP, d’une fonction cotut et
de contraintes (contraindre une forme & avoir un certain volume par exemple). Il sera par la
suite indispensable de maitriser la notion de différentiation par rapport au domaine, qui nous
permettra d’établir explicitement la dérivée de forme de la fonction cotit. Cette derniere per-
mettra de calculer le champ de vecteur nécessaire pour la modification de la forme dans une
direction donnée, & une itération donnée.

2.3.3 Optimisation géométrique

Posons tout d’abord un certain cadre théorique qui permettra d’utiliser la méthode d’Ha-
damard (voir la section 2.3.4). Nous suivons I’approche de F. Murat et J. Simon [85, 86]. On
peut aussi se référer a Sokolowski et Zolesio dans [106]. Ce cadre va nous permettre d’affirmer
I’existence d’une forme optimale au probleme que nous allons décrire sous une condition de
régularité.

On se donne un domaine de référence )y que I’on suppose étre un ouvert borné et de classe C*
de R™. On suppose que le bord 9 se divise en trois parties disjointes non vides

0N =Tul'yuUTIp

ou 'on note I'p le bord Dirichlet, I'y le bord Neumann et I' le bord libre de forces.

Choisissons un modele pour se fixer les idées, un modele de membrane explicité a travers la
Figure 2.4.

La condition de Dirichlet sur I'p traduira la fixation de la membrane sur cette partie du bord,
alors que la condition de Neumann sur I'y représentera la partie du contour de la membrane
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FIGURE 2.4 — Schéma d’une membrane avec trois bords différents : Dirichlet, Neumann
et libre

sur laquelle les forces surfaciques sont exercées. Enfin la partie libre I' sera exempte de toute
force. On suppose par ailleurs que la membrane est soumise a une force volumique f qui peut
représenter la force de gravité et le champ u qui représente le déplacement de la membrane en
chaque point. Ce méme probléeme peut aussi se décrire en conduction thermique ou la condi-
tion de Dirichlet représenterait la mise & une certaine température du bord, le condition de
Neumann le chauffage du bord (flux de chaleur traversant le bord), et la force volumique le
chauffage volumique. Le champ u représenterait alors la température en un point.

Regardons I'équation aux dérivées partielles qui caractérise ce probleme :

—Au=f dans
u=0 sur I'p (2.43)
g—z =g sur I'y
g—z =0 sur I

D’une fagon générale, les trois bords peuvent étre considérés comme variables, i.e. on les déplace
pour minimiser une fonction cotit. Mais de facon pratique, seule la partie I' sera variable, les
bords I'p et I'y n’ayant, dans la réalité des problemes que I'on se pose, aucune raison de varier.
(On fixe donc I'p et T'y).

Le probleme de 'existence d’une solution optimale se pose alors. Existe-il une forme optimale
dans tous les cas ? Quelles sont les conditions pour avoir 'existence ? Pouvons nous trouver un
contre exemple de non existence pour motiver la recherche de conditions d’existence ? Y a t-il
unicité 7 Quelle est la régularité d’une solution de I’équation d’état sur des formes spéciales 7
Toutes ces questions seront abordées dans ce qui suit . Voyons tout d’abord un contre-exemple
de non existence d’'un forme optimale, un probleme de régularité aux coins et ensuite une
condition pour avoir l'existence. La suite sera réservée au calcul de la dérivée de forme par
deux moyens différents.
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Contre-exemple de non existence

Expliquons formellement comment il peut ne pas y avoir de solution optimale a partir d’un
exemple tiré de [12] (page 107) que le lecteur ira consulter pour plus de détail.

En tirant uniformément sur les co6tés d’un domaine 2 rectangulaire (illustration en Figure 2.5),
les contraintes auront tendance a étre alignées horizontalement. Il sera donc préférable de faire
des trous qui seront allongés eux aussi horizontalement de maniere a ne pas trop perturber ce
champ de contraintes. Le probleme c’est qu’a volume constant, il est préférable d’avoir plusieurs
petits trous que quelques gros trous. Ainsi en réitérant a U'infini, on arrive a faire diminuer la
fonction cotit a chaque fois. Il n’y a donc pas de solution optimale. Remarquons que si 'on se
dote de suites minimisantes de la fonction cout, celles-ci peuvent alors former a la limite ce
qu’on appelle un matériau composite (voir page 150 de [12] notamment).

/\
— 0 — <—QC —— |—
<= == = =T [~

S E—

B — — R —
-  — — |
N & EFE T 7

— | = e e
R ] —
Ao F J=—rmo
7 — ] = —— —

FIGURE 2.5 — Plusieurs petits trous sont meilleurs que quelques gros trous a volume
constant. Gauche : 3 trous allongés le long de la direction de la contrainte. Droite : 6
trous plus petits allongés le long de la direction de contrainte.

Un exemple de non régularité

Nous allons expliquer formellement pourquoi il peut y avoir des problemes de régularité
de la solution de I’équation d’état a certains coins. Nous considérons le probleme aux limites
suivant

{—Au:f dans €
u=0 sur I'p=090 (2.44)

oi1 ) est un ouvert borné de RY et f un second membre appartenant & L?(f2). Enongons tout
d’abord un théoréme de régularité et son corollaire (que 'on retrouve dans [8] page 91) :

Théoreéme 2.3.1. Soit un entier m > 0. Soit Q un ouvert borné de RY de classe C"™12.
Soit f € H™(). Alors l'unique solution w € H}(Q) de (2.44) appartient & H™2(Q). De
plus, Uapplication f — u est linéraire continue de H™(Q)) dans H™2(Q), i.e. qu’il existe une
constante C > 0 telle que

[ull rmt2(q) < Cllfllam () (2.45)
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Corollaire 2.3.1. SiQ est un ouvert borné de RY de classe C™ 2, si f € H™(Q) et sim > &,
alors la solution variationnelle u € H&(Q) de (2.44) est une solution forte car elle appartient
a C%(Q). En particulier, si Q0 est un ouvert borné de RY de classe C*®, et si f € C(Q), alors
la solution u € HY(Q) de (2.44) est aussi dans C*(12).

Regardons maintenant un exemple de solution non réguliere issu de méme de [8]. On se
donne un ouvert non régulier pour lequel le théoreme de régularité 2.3.1 et son corollaire 2.3.1
sont faux. En particulier, bien qu’il existe des solutions faibles, i.e. dans H'(Q), il n’y a pas
de solution forte, i.e. deux fois dérivables pour ce probleme. Ainsi, on se place en dimension
N = 2 et considérons un secteur angulaire 2 défini en coordonnées radiales par

Q={(r,0) tel que 0<r<R et 0<6<0O}

avec 0 < R < oo et 0 < © < 27. On note I'y la partie du bord de Q2 ou r = R, I'; celle
ou @ = 0 et 'y celle on # = O. Cet ouvert 2 présente trois ”coins”, mais seule l'origine (le
coin entre les bords I'; et I'y) peut poser probléeme pour la régularité dans I’exemple ci-dessous.
Physiquement, le cas d’un angle © < 7 est représentatif d’un effet de pointe, tandis que le cas
© > 7 correspond & une encoche (ou méme a une fissure si © = 27). Pour un entier [ > 1 on
étudie le probleme aux limites suivant :

—Au=0 dans €
I
u= cos(g) sur T'g (2.46)
@ =0 sur 'y Ul
on

Lemme 2.3.1. I] existe une unique solution faible de (2./6) dans H'(Q2), donnée par la formule

T Il l7T19
u(r,0) = (=) e cos(—
(1,0) = () S cos( )
Si k=1 et m < O alors le gradient Vu n’est pas borné a lorigine, tandis que si k > 2 ounw > ©
alors le gradient Vu est continu a [’origine.

Ainsi dans le cas ou le gradient n’est pas borné, la solution de (2.46) ne peut pas étre réguliere
au sens du corollaire 2.3.1. Le lecteur pourra consulter la preuve de ce Lemme dans [8] page
92-93.

Remarque 2.3.1. Notons qu’un changement de conditions auz limites (une condition au limite
de Dirichlet a une condition au limite de type Neumann par exemple) peut aussi entrainer de
la non régularité pour la solution u de l’équation d’état.

Existence sous condition de régularité

L’idée de base de la condition de régularité qui nous permettra d’obtenir I'existence d’une
forme optimale est de définir un ensemble de formes admissibles U,; dont tous les éléments
s’obtiennent par application d’un difféomorphisme régulier au domaine de référence 2.
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Prenons 'espace de Banach des fonctions Lipschitziennes ¢ de R"™ dans R™ muni de la norme
1 ¢ llwroerny=sup(|¢(@)| + [V (z)])
€
On definit un espace de formes admissibles obtenues par déformation de €2 :

D(Q)={QCcRY, 3ITeT, Q=T(Q)} (2.47)

ou T est l'espace des difféomorphismes sur R defini par :
T={T:RY > RY, (T-1Id)eW"*®RNRY), (T'-1Id)eW"R"RY)} (2.48)

Chaque forme admissible est donc représentée par un difféomorphisme 7" € T (cette représentation
est non unique). Etant donné que les fonctions de W1h°(RN; RN ) sont continues, les applica-
tions de 7 sont aussi des homéomorphismes (bijections continues d’inverses continues) et ils
préservent donc la topologie des domaines auxquels ils s’appliquent. Par conséquent, toutes les
formes de D(£2p) auront la méme topologie que 2.

Introduisons une pseudo distance sur D(p) :

d(Q1,9) = inf T — Id ||yy1.00 + | 771 = Id ||ypie0 2.49
(Q1,) TGT\T(Ql):Qg(H 1,00 @ mvy + || i@y ryy)  (2.49)

On peut maintenant définir une condition de régularité des formes admissibles en se limitant
a des ouverts () proches de 2y au sens de cette pseudo-distance d. On se fixe une constance

C > 0 et on pose :

Upg = uad(c) = {Q € D(QO)v d(Qa QO) <C, ‘Q| = V} (250)

Un calcul bien connu est alors possible si la fonction cott est par exemple soit la compliance,
soit un critere de moindres carrés :

J(Q):/FNguds ou J(Q):/Q|u—u0|2

ot ug € HY(RY) et g est la trace sur I'y d'une fonction dans H'(RY) (Voir [85]).

Théoréme 2.3.2. On suppose que U,q est défini par (2.50). Pour les fonctions objectifs ci
dessus (compliance et critére moindres carrés), le probléme d’optimisation de forme

inf J(Q 2.51

ot () (2.51)

admet au moins une forme optimale.

Remarque 2.3.2. Le Théoréme 2.5.2 est aussi valable pour toute fonctionnelle J : Q — J(Q)
continue au sens ot le difféeomorphisme T — J(T'(2)) est continu.

Remarque 2.3.3. Le théoréme 2.5.2 donne un résultat intéressant du point de vue théorique
mais il est difficile de vérifier numériquement la contrainte de régularité que doivent satis-
faire les formes admissibles. Cependant l’idée de représenter les formes admissibles par des
difféomorphismes est utile pour définir une notion de dérivation par rapport au domaine.

On peut de méme prouver I'existence d’une forme optimale sous une condition géométrique (voir
[12] pour I'explication complete). On pourrait aussi utiliser une contrainte sur le périmetre (voir
[63] chapitre 4).
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2.3.4 Une notion de variation de domaine

Puisque 'on veut optimiser la forme d’un objet selon un certain critére, nous avons besoin
de définir une notion pour pouvoir faire varier la forme. Ici il s’agit d’une notion de variation de
frontiere. Pour ce faire nous consideérerons seulement les difféomorphismes proches de I'identité,
ie.:

T'=1d+46
avec § € WH°(RY RY) Ainsi, I'ensemble Q = (Id + 6)(£) est défini par :
Q={x+0(z)|x € Q}

On peut interpréter §(z) comme un champ de vecteur qui transporte le domaine de référence
Qp. Autrement dit, on représente chaque forme admissible par un champ de vecteurs 6(z) de
RY dans RV.

FIGURE 2.6 — Illustration de variation de €}y par application d’'un champ de vecteur 6.

On peut alors définir une notion de différentiabilité en €}y en utilisant la dérivation par rapport
a 6. Le lecteur pourra consulter [12] pour la preuve du Lemme qui assure que si 6 est assez
petit, alors T' = Id + 0 est bien un difféomorphisme et appartient a ’ensemble T .

Différentiation par rapport au domaine

Nous allons introduire maintenant une méthode de différentiation par rapport a la frontiére qui
remonte & Hadamard (1904) en se basant sur [85, 86] (voir également [98, 106]). Deés lors que 1'on
saura différencier par rapport au domaine, on pourra écrire des conditions d’optimalités pour
caractériser les formes optimales et calculer les gradients pour mettre en ceuvre une méthode
numérique.

Lemme 2.3.2. Soient Qo un ouvert de RV, T € T un difféomorphisme de RN et 1 < p < co.
Alors f € LP(T(Qp)) si et seulement si f o T € LP(§y), et on a alors :

/ f(@)da = / (f o T)(2)|det VT ()| dz (2.52)
T(90) Qo
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Lemme 2.3.3. Soient Qg un ouvert borné de classe C* de RN et T € T un C' difféomorphisme
de RN. Si f € LY(OT(Q)), alors foT € LY (0Q) et on a :

/ fds:/ (f o T)|detVT||(VT) 1) n|gnds (2.53)
AT (Qo) S

Définition 2.3.1. Soit J(Q) : D() — R. On dit que J est différentiable par rapport au
domaine en Qg si la fonction
0 — J((Id+0)(Q))

est différentiable en 0 dans WL (RN RY)

Notons que la différentiabilité au sens de Fréchet s’ecrit :

J((Id + 0)(Q)) = J(Q) + J'(2)(6) + o(6) (2.54)
|o(6)]

im ) =0
HGHWLOO(RN;RN)—M || 0 le,oo(RN;RN)
)

avec

ot J'(Q) est une forme linéaire continue sur W1 (RY; RV).

Un résultat classique sur la dérivée directionnelle affirme que J'(2) ne dépend que de la trace

normale 6.n sur le bord 0f). En effet,

Lemme 2.3.4. Soit Q un ouvert borné régulier et J(Q2) une fonction différentiable en . Alors :
J(Q)(07) = J(©)(62)

si 01,05 € WHR (RN, RN) sont tels que 61 — 0 € CLHRN;RYN) et 61.n = Oy.n sur 09Q.

Voici deux exemples de dérivées de forme qui se réveleront utiles par la suite (cf [12]).

Proposition 2.3.1. Soit Qg un ouvert borné de classe C* de RYN. Soit f € WHIL{(RN) et J
Uapplication de D(Qy) dans R définie par :

J(Q) = /Q F(2)da

Alors J est différentiable en Qg et on a :
J(Q0)(0) = / div(0(z) f(z))dx = / O(x).n(x)f(x)ds (2.55)
Qo 9

Proposition 2.3.2. Soit Qg un ouvert borné de classe C* de RYN. Soit f € W2 (RN) et J
Uapplication de D(y) dans R définie par :
J(Q) = fds
o0
Alors J est différentiable en Qg et on a :

J(Q)(0) = / (V£.0+ F(divd — Von.n))ds (2.56)
0Qo
pour tout § € WH(RN; RY). De plus si Qg est de classe C?, alors on a :
J(Q0)(0) = Hn(g + Hf)ds (2.57)
00 8n

ou H := div(n) est la courbure moyenne de 08y
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Cas particulier : On veut calculer la dérivée de forme d’une contrainte de volume V() =
fQ dx = C. En appliquant ce qui précede on a :

V(Q)(0) = - 0.nds

Dérivation rapide : méthode du Lagrangien

Cette méthode (appelée méthode de dérivation rapide, développée par Céa dans [35], ou
encore par Fletcher dans [53]) est une méthode formelle dont la justification reste sujette &
interprétation car les étapes intermédiaires peuvent étre mal justifiées. Nous allons donc uti-
liser cette méthode pour tous les calculs qui vont suivre en supposant que le Lagrangien est
différentiable par rapport a la forme. Elle impose donc d’écrire le Lagrangien du probleme que
I’on dérivera par rapport a toutes ses variables, qu’elles soient des parametres ou une forme.
En posant que toutes ses dérivées doivent étre nulles pour la stationnarité du Lagrangien, on
en déduira les différents éléments permettant d’obtenir '’équation d’état, I’équation adjointe et
la dérivée de forme.

Prenons un exemple concret pour bien comprendre. Soit u € H'(Q) solution du probleme

suivant :
—Autu=f dans (2.58)
g—z =g sur 09

qui, pour f € L2(RN) et ¢ € H'(RY), admet une unique solution u = u(Q) dans H'(Q).
Considérons ensuite une fonction cotit du type :

7(9) = /Q J(u(9))da

On introduit alors le Lagrangien comme la somme de la fonction cotiit et de la formulation
variationnelle de I’équation d’état (2.58) :

£(2,0,q) :/

jv)dx + / (Vo.Vq+vq— fq)dr — / gqds
Q Q o0

avec v,q € H*(Q2). On remarque que les trois variables €, v et ¢ sont alors bien indépendantes.
L’annulation de la dérivée du Lagrangien par rapport & ¢ dans la direction ¢ € H' (]RN ) s’écrit :

oL
< a—q(Q,v,q),gb >= /Q(VU.V¢+U¢—f¢>)d:L’— /8Qg¢ds =0

ce qui est la formulation variationnelle de '’équation d’état (2.58). De la méme facon, I’annu-
lation de la dérivée de £ par rapport & v dans la direction ¢ € H 1(RN ) donne la formulation
variationnelle de I’équation adjointe. Et la dérivée de £ par rapport au domaine dans la direc-
tion 6 s’écrit :
oL d(gq)
n

—(Q,v,q)(0) = 0.n(j(v) + Vo.Vg+vq — fq— ——= — Hgq)ds
of) 9% 0

En évaluant cette dérivée au point (Qg, u(€0), (o)) on obtient la dérivée de la fonction cott :

g—é(ﬂo,u(Qo),p(Qo)) = J'(20)(6)



52 2.3. INTRODUCTION A L’'OPTIMISATION DE FORME

La relation précédente n’est pas le fruit du hasard puisque en dérivant par rapport a € la
relation

et en utilisant la régle de dérivation composée (sous '’hypothese que Q — u(§2) soit dérivable)
il vient

TNQ0) = 95(0,u(0), ) (0)+ < To(,u(€2), 0), ' (Q)(6) >
et en évaluant au point (Qg, (), p(Qp)) on a :
, or oc ,
T (Q0)(0) = 5 ({0, u(€20),p(€20))(0)+ < (€0, u(€0), p(€0)), w (20)(0) > (2.59)
= 2 u(00).p(20)0) (2.60)

ou le second terme du membre de droite de (2.59) est nul puisque p est solution de 1’équation
adjointe donc 2—6(90, u(£20),p(20)) = 0. On obtient donc via ce Lagrangien un moyen rapide de
calculer la dérivée de forme et d’établir ’expression de 1’état adjoint si nécessaire. Cependant,
ce calcul reste formel tant que I'on ne connait pas la dérivabilité de u par rapport au domaine
variable et que 1’on ne sait donc pas si 'on peut appliquer la regle de dérivation composée.

Remarque : La méthode d’utilisation des dérivées eulerienne et Lagrangienne est une méthode
plus rigoureuse que la méthode du Lagrangien mais plus longue et difficile a mettre en oeuvre
selon le probléme : voir page 127 [12] pour quelques exemples de calculs de ce type.

2.3.5 La dérivée seconde de forme
Définition de la dérivée seconde de forme

On s’intéresse maintenant a la dérivée d’ordre 2 de la fonctionnelle J. Celle-ci pourrait
permettre de converger vers la forme recherchée plus précisement. Regardons tout d’abord une
définition de la dérivée seconde via le développement de Taylor de J en fonction de 6. Celui-ci
s’écrit au moins formellement :

J((Id+6)(Q)) = T(Q) + T ()(6) + %J"(Q)(& 0) +o(/101*)

Le premier probléme est de prouver que ce développement existe, le second est de calculer J”.
On se basera sur les travaux de Simon [104] dans ce qui va suivre.

Considérons une fonction cotlit du type :

meaéﬂmex

Pour décrire les variations de J par rapport & €2 on a d’abord besoin des variations de u.
Regardons la dérivée premiere de u :

uw((Id +0)(Q)) = uw(Q) + ' (2)(0) +o(||0]]), pour z €w firé

Le membre de droite vit dans 2 fixe alors que celui de gauche vit dans (Id + 6)(€2). Donc ce
développement ne peut étre vrai qu’a U'intérieur de €. Plus précisément, cette expression est
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vraie seulement localement, c’est-a-dire dans tout domaine w C Q et u/(€2)(6) est défini dans
tout 2 par sa restriction a tout domaine w. La dérivée u/({2) ainsi construite s’appelle la dérivée

premiere eulérienne.

On a de méme le développement de u a l'ordre 2 pour tout w C €2 :
1
u((Id +0)(Q) = w(Q) + ' ()(0) + Su"(2)(0,0) + o([10]]*)
De méme, la fonction u”(2)(6,0) est définie sur tout Q par sa restriction a tout w.

Remarque 2.3.4. La difficulté est de connaitre u'(Q) et u”(2)(0,0) sur le bord 9N, informa-
tions nécessaires 4 la minimisation de la fonctionnelle J.

On notera indifféremment v = v/(6) = v'(Q)(0) la dérivée de forme dans la direction 6 d’une
fonction v € HE (R*\Q). On utilisera plutot la notation I' plutot que © dans les écritures du
type v'(I')(0), considérant que la variation du bord I' est équivalente & la variation de tout 2.
On notera parfois, pour plus de simplicité dans I’écriture, Qy = (I + 6)(Q2).

Différence entre (J') et J”

Traditionnellement, la dérivée seconde peut se calculer en dérivant la dérivée premiere. Mais
cela ne fonctionne sans accroc que lorsque les variations sont des variations externes. Lorsqu’il
s’agit de variations dites internes, un petit raisonnement supplémentaire s’impose. Montrons
que

(I+0)(Q9) # (I+0+0)()

On a donc
T+ Q) =T+ o(T+0)(D)=T+0+00T+0)(Q) =0+ 0O+00(+6)(Q))

Donc une variation de 6 puis de 6 est différente d’une variation de 6 + 6. On obtient la relation
suivante entre (J') et J” (voir [104] page 367 pour une preuve) :

T"(Q)(6,0) = (T) (Q)(6,0) - T'(2)(6.V6) (2.61)

~ N ~ .. . . e
avec 6.V0 = > ." | 6,0;0. Ainsi, avec cette formule, on pourrait obtenir la dérivée seconde en
utilisant deux fois les dérivées premieres.

Le théoréme de structure

Une dérivée seconde peut s’avérer compliquée a calculer. On trouve dans [63] un théoréme
dit de structure établissant la forme générale d’une dérivée seconde de forme. On note £'(0)§ =
%| o€ (t§) avec £ € C1>°. Pour k > 1, on note O}, 'ensemble des ouverts de classe C* de RY
et les opérateurs tangentiels Dp := D — (D.n)'n et Vrh := Vh — (Vh.n)n avec h une extension
arbitraire réguliere de h € C?(T"). Le théoréme de structure s’énonce ainsi :

Théoreme 2.3.3. Soit k > 1 entier, J: Op, - R, Q € O, et

Vo e CF>® £(0) := J((I +6)(Q)).
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(i) Supposons Q € Oy et £ : O — R différentiable en 0. Alors il existe une forme linéaire Iy
continue sur C*(T) telle que :

VE e OF° £(0)€ = 11(E.n)

(ii) Supposons Q € Opio et £ : CF° — R deux fois différentiable en 0. Alors il existe une
forme bilinéaire symétrique et continue ly sur C*(T') x C*(I) telle que V€, ¢ € OF+12,

E"(0)(€,¢) = l2(€:n,¢n) + 1 (Z) (2.62)
avec Z = (Drn<F>"£F - VF (gn)CF - VF (Cn)§F

On remarque que si Q est une forme critique pour la fonctionnelle J, i.e. £(0) = 0 et donc
l1 = 0, alors la dérivée seconde £”(0)(&,() = I2(£.n,(.n) ne dépend que des composantes
normales des traces de &, (. Ainsi, le calcul de dérivée seconde est facilité par la prise en compte
de la formule (2.62) ou il suffit alors d’identifier les fonctions I; et lo. Pour ce faire, tous les
moyens sont bons et on peut alors choisir de dériver suivant des chemins préférentiels selon le
type de fonctionnelle que 1'on a & dériver. On peut aussi choisir les déplacements £ et . Ainsi,
pour connaitre [y il suffit de calculer la forme quadratique

&n € Ck(r) - g//(0><§nn7£nn)

qui est la dérivée seconde de t — E(t€) avec & = §,n. Le lecteur ira consulter [63] page 221-
228 pour des exemples de calculs sur des chemins adaptés et avec quelques fonctionnelles bien
choisies.

2.4 Introduction aux problemes inverses

2.4.1 Introduction

Tout d’abord posons nous la question de savoir ce qu’est un probléeme inverse. Par définition,
c’est un probleme dans lequel on cherche a déterminer les causes d’un phénomene a partir des
observations de ce méme phénomene. Par exemple, le simple fait de voir peut étre considéré
comme un probleme inverse : en effet, le cerveau, a travers les images que lui fournit I'appareil
occulaire, essaye de reconstituer la position, la forme et les couleurs de I’'objet observé. On peut
aussi évoquer le probleme inverse de détermination de 1’épicentre d’un tremblement de terre
a partir des mesures effectuées a différents endroits de la surface du globe. Ainsi, des sources
(naturelles ou non) créent des ondes mécaniques dans le sol et le signal propagé et diffracté
est mesuré grace a des capteurs. On peut ainsi chercher a retrouver la célérité des ondes ou
la position de I’épicentre du tremblement de terre [47]. Un autre grand champ d’application
est le domaine médical, en particulier 'imagerie médicale ou les ondes électromagnétiques sont
envoyées sur une partie du corps puis diffractées par celui-ci et enfin mesurées. Ces mesures
permettent alors de reconstituer par exemple soit la forme soit les caractéristiques spécifiques
du tissu sondé comme la densité. Les problemes inverses sont légion tout simplement parce que
des qu’il y a un probleme direct avec au moins un parametre, c’est que 'on peut considérer
le probleme inverse cherchant a déterminer ce parametre. Ils sont cibles de nombreux travaux
depuis plusieurs décennies surtout les deux dernieres avec la montée des capacités de calcul,
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une meilleure efficacité des algorithmes et I’'amélioration des détecteurs et capteurs. On citera
par exemple [14, 15, 33] (loin d’étre exhaustif).

De maniere générale, pour venir a bout d’un probleme inverse, I’étape de modélisation
du phénomene résultant des causes est inévitable. On écrit donc un modele du phénomene,
que l'on appelle probleme direct, et on essaye conjointement avec des observations physiques
ou numériques, de trouver les parametres/causes du phénomeéne observé, soit analytiquement
lorsque cela est possible, soit par simulation numérique (la plupart du temps dans 'industrie).

Pour comprendre simplement, regardons le probleme de régression linéaire multiple consis-
tant & comprendre le comportement linéaire d’une variable Y = (yi,...,y,) par rapport a p
variables X}, = (21, ...,Znp). On peut écrire que les données collectées suivent le modele
suivant, pour ¢t = 1,...,n :

Yi = B1xi1 + Bazio + ...+ Bpip + €

ou les x; j, pour j = 1,...,p, sont les valeurs réelles connues récoltées, les parametres 3; sont
les inconnues du modele traduisant la dépendance de Y a chaque variable X, et les ¢; sont
des variables aléatoires inconnues traduisant des mesures récoltées approximatives. Le modele
peut aussi s’écrire matriciellement :

Y =XB+¢

Ainsi, le vecteur Y est la somme d'un élément de Vect(Xy,...,X;) et d’un bruit de R™ qui
n’appartient pas forcément a Vect(Xy, ..., Xp). Ainsi, trouver /3 solution de

min =Y — Xp|?

min 7(8) = [[¥ - X5
revient a chercher un élement de Vect(Xy, ..., X)) proche de Y au sens de la norme euclidienne
classique. La solution de ce probléeme se trouve en cherchant § tel que

8‘.7 ~ * ) * _
%(5):2X XB-2X*Y =0

On est donc passé ici par la modélisation d’un probleme direct et la minimisation d’une fonc-
tionnelle pour résoudre le probleme inverse.

Entrons maintenant un peu plus dans le détail en donnant quelques généralités sur les
problemes inverses, en se focalisant ensuite sur les méthodes de régularisation, celle de Tikhonov
en particulier, et les problemes de diffraction inverse par la suite. Le lecteur pourra se référer
a [42] d’ou cette suite est tirée principalement.

2.4.2 Généralités

Les problemes inverses sont en général mal posés selon la définition d’Hadamard [58], c’est-
a~dire qu’ils n’admettent pas forcément de solution unique voir méme de solution ou que la
solution ne dépend pas contintiment des données. Il faudra donc soit simplifier le modele, soit
y ajouter des contraintes réduisant l’espace des solutions atteignables. Une facon de faire est
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d’utiliser des méthodes de régularisation afin d’approcher une solution stable.

Précisons donc un peu le concept de ”bien posé” d’Hadamard via un probleme en dimension
infinie.

Définition 2.4.1. Soit A: U C X — Y un opérateur d’un sous-espace U d’un espace normé
X dans un espace normé Y. L’équation :

Ap = f (2.63)

est dite bien posée si A: U — Y est bijectif et l'opérateur inverse A=Y : Y — U est continu.
Sinon Uéquation est dite mal posée.

Selon cette définition, on peut distinguer trois type de problémes mal posés. Si A n’est pas
surjectif alors I’équation n’est pas soluble pour chaque f € Y, i.e. il n’y a pas existence de
solution. Si A n’est pas injectif alors il peut y avoir plusieurs solutions, c’est la non unicité. Et
si A~! existe mais n’est pas continu alors la solution ¢ de I’équation ne dépend pas continiiment
de f. Le caractere bien posé, aussi appelé stabilité, du probleme (2.63) est une propriété de
lopérateur A et des espaces normés X et Y. Donc si une équation est mal posée on peut es-
sayer de restaurer la stabilité en changeant les espaces X et Y et leurs normes. Mais en général
cette approche est inadaptée puisque X et Y et leurs normes sont déterminés par des besoins
pratiques. En particulier, 'espace Y et sa norme doivent étre construits de maniere a pouvoir
décrire les données mesurées.

L’exemple typique d’'un probleme mal posé est le probleme ou 'on a A opérateur continu
et compact :

Théoréme 2.4.1. Soit A: U C X — X un opérateur continu et compact d’un sous-espace U
d’un espace normé X dans un espace normé Y. Alors l'équation A¢p = f est mal posée si U

n’est pas de dimension finie.

La nature mal posée d’un probleme a bien sur des répercussions numériques. On peut considérer
la solution numérique d’un certain probléme comme la solution de ce probléme approché, i.e.
avec des données perturbées. Ainsi, I’application directe des méthodes classiques pour appro-
cher la solution d’un probleme inverse n’a pas de sens numériquement. On utilisera alors des
méthodes spécifiquement concues pour les problemes inverses comme la régularisation de Ti-
khonov décrite ci-dessous.

2.4.3 Les méthodes de régularisation

La section entiére qui suit est tirée du livre de Colton et Kress [42]. Le lecteur ira le consulter
pour de plus amples détails.
Théorie

On appelle méthodes de régularisation des méthodes pour construire des solutions ap-
prochées stables d’un probléme inverse. On suppose que l'opérateur linéaire A : X — Y est
injectif. On peut faire ceci sans perte de généralité puisque 'unicité pour une équation linéaire
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peut toujours étre obtenu en modifiant I’espace de solution X. On veut donc approcher la solu-
tion ¢ de I’équation linéaire A¢ = f a partir de la connaissance d’un second membre perturbé
f9 avec une erreur de 'ordre de :

1= fll<é

Lorsque f est dans I'image de A alors il existe une unique solution ¢ de A¢ = f. Pour un
second membre f° perturbé en général, on ne peut étre sir que f0 € I m(A). Etant donné fo
on veut donc construire une approximation raisonnable ¢° de la solution exacte ¢ de I'équation
non perturbé A¢ = f. On veut aussi que cette approximation soit stable, i.e. que ¢° dépende
continuement des données f°. Donc on cherche une approximation de 'opérateur inverse non
borné A~!: Im(A) — X par un opérateur borné linéaire R:Y — X.

Définition 2.4.2. Soit X et Y des espaces normés et soit A : X — Y un opérateur linéaire
borné injectif. Alors une famille d’opérateurs linéaires bornés R, :' Y — X, a > 0, avec la
propriété de convergence point par point suivante :

lim RoAp = ¢ (2.64)

pour tout ¢ € X est appelée schéma de régularisation pour l'opérateur A. Le parameétre o est

appelé le parameétre de régularisation.

Notons que la convergence de (2.64) est équivalente a4 Rof — A~'f, a — 0, pour tout
f € Im(A). Le théoréeme suivant montre que le schéma de régularisation pour les opérateurs

compacts ne peut avoir une convergence uniforme.

Théoreme 2.4.2. Soit X et Y des espaces normés, soit A : X — Y un opérateur lincaire
compact, et supposons dim(X) = oo. Alors pour un schéma de régularisation, l'opérateur Ry
ne peut étre borné uniformément en fonction de « et les opérateurs R, A ne peuvent converger
en norme lorsque o — 0.

Le schéma de régularisation approche la solution ¢ de A¢p = f par la solution régularisée

suivante :
@0, 1= Rof° (2.65)

Ainsi lerreur d’approximation s’écrit :

¢ — ¢ = Raf’ = Raf + RaAd — ¢ (2.66)
et par I'inégalité triangulaire on obtient I'estimation d’erreur suivante :
165 = 6l < ][ Rall + ||RaAS - 4| (2.67)

Cette décomposition montre que l'erreur se constitue de deux parties. La premiere reflete
I'influence de I’erreur sur les données et la seconde est due a ’erreur d’approximation entre R,, et
A~ Sous les hypotheéses du Théoréme 2.4.2, le premier terme ne peut étre borné uniformément
en fonction de « et le second terme ne peut I’étre non plus en fonction de ¢. En fait, le premier
terme augmentera lorsque o — 0 a cause de la nature mal posée du probleme alors que le second
terme diminuera lorsque o« — 0 selon (2.4.2). Ainsi, chaque méthode de régularisation a besoin
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d’un choix concernant le parametre o qui dépendra de lerreur § et ce pour obtenir une erreur
totale acceptable pour la solution régularisée. Donc d’un coté la précision de 'approximation
requiert une petite erreur ||R,A¢ — ¢|| donc un petit parametre « et de autre coté la stabilité
nécessite une petite erreur ||R,|| donc un parametre a élevé. Un choix optimal de o peut étre
obtenu en minimisant le membre de droite de (2.67) obtenant ainsi un compromis. De plus, on
s’attend a ce que pour un schéma de régularisation pas trop mauvais, la solution régularisée
converge vers la solution exacte lorsque l'erreur § — 0. C’est ce qui est exprimé dans la définition
suivante.

Définition 2.4.3. On définit une stratégie de régularisation du schéma Ry par le choix du
parameétre de régularisation o = «(0) qui dépend de lerreur §. Celte stratégie est dite réguliére
si pour tout f € Im(A) et tout f €Y avec ||f° — f|| <6 on a :

Rosf° =AM, 60

Lors du choix du schéma de régularisation, le parametre de régularisation peut étre choisi a
priori ou a posteriori. Un choix a prior: serait basé sur la régularité de la solution exacte,
ce dont on ne dispose pas dans les cas pratiques. En conséquence, un choix a posteriori basé
sur l'erreur § a plus de sens. Une stratégie naturelle est donnée par le principe du résidu
introduit par Morozov [80, 81]. L’idée consiste & remarquer qu’en général, le résidu ||A¢ — f]|
ne devrait pas étre plus petit que la précision des mesures sur f, c’est-a-dire que le parametre
de régularisation devrait étre choisi tel que :

|ARGf° — 0] = 7o

avec v > 1 parametre fixe. Notons pour finir que souvent le choix du parameétre « se fera par
essais et erreurs.

La régularisation de Tikhonov

On introduit ici le principe de la régularisation de Tikhonov introduite dans [109, 110].

Théoréeme 2.4.3. Soit A: X — Y un opérateur linéaire compact. Alors pour chaque o > 0,
Vopérateur al + A*A : X — X est bijectif et a un inverse borné. De plus, si A est injectif alors

Ry = (al + A*A)~1A* (2.68)
décrit un schéma de régularisation avec ||Ry|| < ﬁ

Théoréeme 2.4.4. Soit A : X — Y un opérateur linéaire compact et soit o > 0. Alors pour
chaque f €Y il existe un unique ¢ € X tel que

|Ada = fII* + allgall® = ;gi{l\Aé — fIPP +allo]*} (2.69)
Le minimiseur ¢, est donné par l'unique solution de
gy + A*Apy = A* f (2.70)

et dépend continuement de f.
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On peut voir cette optimisation quadratique comme une méthode de pénalisation pour un des
problemes d’optimisation sous contrainte suivant :

1. Etant donné ¢ > 0, minimiser la norme [|¢|| sous la contrainte que l’erreur est bornée
par [|[A¢ — f|| <6

2. Etant donné p > 0, minimiser l'erreur ||A¢ — f|| sous la contrainte que la norme de ¢ est
bornée par ||| < p

La premiere interprétation meéne au ”discrepancy principle” et la seconde au concept de ”quasi-
solution”. Le lecteur pourra consulter [42] pour plus d’information sur les méthodes de régularisation
Tikhonov. Précison pour finir que si les opérateurs en jeu sont non linéaires alors le caractere
mal posé du probleme sera hérité de la linéarisation que 1’on fera sur ce probléme non linéaire.
Ceci impliquera d’utiliser une méthode de régularisation comme celle de Tikhonov par exemple.

2.4.4 Le cas de la diffraction inverse

Un exemple de probléme inverse en particulier est la détermination de la forme d’un ob-
jet 2d dans le cadre des équations de Helmholtz avec des conducteurs parfaits ou des objets
diélectriques a partir des mesures d’ondes diffractées que 'on note u.. Pour plus de détails
sur ce cas, le lecteur pourra consulter le chapitre 3 pour les conducteurs parfaits ou 7 pour la
version diélectrique. On expose dans ce qui suit quelques résultats sur 'unicité et des infor-
mations sur la question de l'existence d’une solution afin de légitimer notre envie de résoudre
ce probleme inverse numériquement. Le lecteur pourra consulter [42] pour plus de détails dont
cette suite est principalement extraite.

L’unicité

On étudie dans cette section selon quelles circonstances un objet conducteur parfait sera
déterminé de maniere unique par la donnée des champs lointains qu’il diffracte. Le lecteur ira
consulter la section 2.2.1 pour des détails sur le modele de diffraction sur un conducteur parfait.
On donne tout d’abord un résultat d’unicité basé sur l'idée de Schiffer [78].

Théoréme 2.4.5. Supposons que 2y et 9 sont deux objets conducteurs parfaits tels que leur
champ lointain coincide pour un nombre infini d’ondes planes incidentes avec des directions
d’éclairage différentes et une longueur d’onde A fixée. Alors Q1 = Q5.

Théoreme 2.4.6. Soit 1 et Qo deux objets diffractant contenus dans une boule de rayon R
et soit

N:= ) 2n+1, (2.71)
tn1<kR

avec k = ZT” le nombre d’onde et t,; les zéros positifs des fonctions de Bessel que I’on note
Jns €. Jn(tny) = 0 pour n,l = 0,1,.... Supposons de plus que les champs lointains coincident
pour N + 1 ondes planes incidentes avec des directions d’éclairage différentes et une longueur
d’onde firée (N fixée donc k fizé). Alors Q1 = Qo.

Corollaire 2.4.1. Soit Q1 et Qo deuxr objets diffractant contenus dans une boule de rayon
R telle que kR < m et supposons que les champs lointains coincident pour une onde plane
incidente avec une longueur d’onde A fixée. Alors 3 = .
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On peut montrer, avec les mémes arguments utilisés dans les preuves de ces théoremes (voir [42]
pour plus de détails), que 'objet diffractant est déterminé de fagon unique par la donnée d’un
nombre infini d’ondes planes incidentes de longueurs d’onde différentes (qui ne s’accumulent
pas a l'infini) et une direction d’éclairage. Il existe aussi un analogue du Théoréme 2.4.6 pour
un nombre fini de longueurs d’onde avec une seule direction d’éclairage. De savoir si la donnée
d’une seule onde plane incidente de longueur d’onde ) fixée dans une seule direction d’éclairage
détermine de fagon unique l'objet est un probleme encore ouvert. Pour les objets diélectriques
(voir section 7 pour une description plus compleéte) le probleme de l'unicité se complique un
peu. Des résultats ont été obtenu par Nachman [87], Novikov [90], Ramm [99] et par Isakov
dans [66].

L’existence

Ensuite, la question de savoir s’il existe bel et bien une solution au probleme de Helmholtz,
qu’il soit dans sa version conducteur parfait en section 2.8 ou sa version diélectrique en sec-
tion 2.29, se pose. Mais cette derniere n’est pas la bonne question. En effet, étant donné que
dans n’importe quelle situation réelle les données mesurées ne sont pas des données exactes,
une solution au probleme inverse de diffraction n’existe pas forcément. La bonne question a se
poser est de savoir comment stabiliser le probleme inverse (voir la section 2.4.3) et trouver des
solutions approchées a ce probleme stabilisé.

Les premiers essais dans cette direction consistaient a linéariser le probleme en le réduisant
a une équation intégrale linéaire du premier ordre. Mais par définition de la linéarisation, on
ne prend pas en compte le caractére non linéaire du probleme de diffraction inverse. Ainsi de
multiples diffractions par l'objet peuvent étre ignorées. On renvoie le lecteur a [25, 37, 51, 77|
pour plus de détails sur cette linéarisation.

Les essais suivants pour traiter le probleme de diffraction inverse sans linéarisation ont été
effectués par Imbriale et Mittra dans [65]. Puis dans les années 80, on commenga a traiter le
cOté non linéaire et la nature mal posée du probleme. En particulier, le probleme du conducteur
parfait que 1’on retrouve en chapitre 3 qui consiste a retrouver la forme I' & partir de us a été
étudié entre autres dans [16, 70, 76, 100]. Ces optimisations se faisaient alors de facon itérative.

D’autres méthodes permettant de résoudre le probléme inverse en le décomposant en une partie
linéaire mal posée et une partie non linéaire bien posée ont été étudiées par Colton dans [39, 40,
41] et par Kirsch et Kress dans [73, 74, 75]. Plus tard viendront des méthodes d’échantillonage
[21, 34, 42, 60] en particulier la Linear Sampling Method (LSM), introduite par Colton et
Kirsch dans [46], puis des méthodes itératives issues de I'optimisation de forme [6, 7, 11, 12,
85, 86, 98, 106] ou encore des méthodes d’optimisation de forme globales [21, 26, 36, 79, 107].

2.5 La méthode Linear Sampling (LSM)
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2.5.1 Introduction

La Linear Sampling Method (LSM) (soit méthode d’échantillonage linéaire), a été intro-
duite dans [46] par Colton et Kirsch en 1996 pour Iidentification (& une fréquence donnée) d’un
objet diffractant éclairé par des ondes planes provenant de toutes les directions a partir de la
mesure de son champ lointain. Elle s’est ensuite beaucoup popularisée (voir par exemple [42,
44, 45, 56, 60] et en particulier on fait référence a [31, 34, 38, 55, 61, 89] pour des applications).
A partir de la LSM, la méthode de factorisation de Kirsch [71] et [72] a vu le jour en 1998. Des
résultats de convergence théorique pour la LSM ont été obtenus assez tard en 2004 dans [18]
et en 2008 dans [62].

La méthode LSM differe des autres classiquement utilisées en ce qu’elle ne nécessite pas
d’hypotheses simplificatrices sur la solution du probleme direct. Elle évite en plus d’avoir re-
cours a la résolution du probleme direct ce qui peut étre utile si ’on traite un probleme 3D.
Cette méthode ne requiert pas non plus une connaissance préalable de la nature de I'objet
(réfléchissant, absorbant ou pénétrable). Il faut néanmoins montrer sa convergence au cas par
cas. Sa seule restriction est qu’elle ne permet de connaitre que le support de 'objet diffractant
(et non pas ses caractéristiques par exemple). Mais, dans nombre de probleémes ce support
constitue la seule information utile (comme pour les radars, 'imagerie médicale ou encore le
controle non destructif de structure).

2.5.2 Description de la méthode

Pour décrire la méthode LSM nous avons besoin de définir quelques points. Supposons connu
un champ lointain ux(Z,d) né de la diffraction d’ondes incidentes u;,. dans toutes les direc-

SNfl

tions d € SN~! et en mesurant selon toutes les directions & € sur un objet (pénétrable

ou impénétrable). Le lecteur pourra se référer a la section 2.2 pour plus d’information sur la
modélisation de cette diffraction dans le cas de conducteurs parfaits ou d’objets diélectriques.

On définit un opérateur de champ lointain F : L2(SV=1) — L2(SV~1) tel que :
Fola) = [ ulidg@as@,  aes¥, e 1Y
SN-1

L’idée de la méthode LSM est alors de résoudre 1’équation intégrale du premier ordre suivante
appelée équation de champ lointain :

Fg, =o(.,2) (2.72)

pour tous les points z € R? en utilisant une stratégie de régularisation de type Tikhonov. La par-
tie de droite représente le champ lointain créé par un point source ®(., z) sans objet diffractant.

Dans un milieu homogene normalisé, on définit une expression analytique du comportement
asymptotique de la fonction de Green :

Doo(2,2) = e k22 e gl
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avec k > 0 le nombre d’onde (voir la preuve du Lemme 2.2.2 pour plus de détail). Dans le cas
d’un obstacle on a le théoreme suivant :

Théoréme 2.5.1. Supposons que k* ne soit pas une valeur propre de dirichlet de 'opérateur
—A dans Q. On distingue alors deux cas. Si z € Q alors 3g, € L*>(SN 1) telle que :

|Fgn — Poo(.,2)|| — 0 lorsque n — oo
et telle que :
sup || Hgn || () < +o0
n
de plus
i g7 25y = +oc
ot Hg. est l'onde de Herglotz de noyau g,. Puis, si z ¢ Q, alors ¥Yg, € L2(SN~1) telles que :

|Fgn — Poo(.,2)|| — 0 lorsque n — 0o

on a
sup || Hgnllp1 () = +00
n

sup [|gp[| L2 (sv-1) = +00
n

La LSM énonce donc que, hormis un ensemble discret de nombres d’onde, la norme de la
solution approchée g, de I’équation de champ lointain est un indicateur pour reconnaitre 1’objet
éclairé. Dans la pratique, I’équation de champ lointain doit étre régularisée car elle ne possede
quasiment jamais de solution. On utilisera alors la méthode de régularisation de Tikhonov
(voir section 2.4.3 pour un peu plus de détails) afin de calculer une approximation reguliere de
F~1®., (%, z). Cette régularisation consiste en la recherche de g¢ solution, pour un paramétre
de régularisation o donné, de I’équation :

(a4 F*F)ge = F*® (., 2)

On utilisera alors plutot ||¢%|| 2 que ||Hg:|| ou ||g:|| comme critére indiquant si z € §2 ou pas.
Notons que pour choisir « on utilise le critere de Morozov. Numériquement, on obtient apres
calcul une carte g, pour tout z € D C R2. 1l suffit alors de distinguer les zones ot g, est le plus
élevé. Pour ce faire on utilise un cutoff ou bien une segmentation d’image comme en section
10.1.

Remarque 2.5.1. Pour la méthode de Factorisation, ’équation (2.72) est remplacée par :
1
(F*F)ig, = ®(., 2)
On peut écrire un théoreme :

Théoréme 2.5.2. Supposons que k> ne soit pas une valeur propre de Dirichlet de l'opérateur
—A dans . On a alors :

Qoo(.,2) € Sm (F*F)% si et seulement si z €}

Remarque 2.5.2. Dans la pratique, la reconstruction obtenue est quasiment la méme que
pour la méthode LSM. Notons que si l’on sort du cadre champ lointain et milieu de propagation
homogéne, le théoréme 2.5.2 n’est plus vrai.
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66 3.1. MISE EN PLACE DU PROBLEME

3.1 Mise en place du probleme

Le probleme qui nous intéresse est de retrouver le bord I' d’une forme Q C R? & partir
des mesures d’ondes que cette forme diffracte. On éclaire donc une forme €2 avec des ondes
planes dites incidentes u;,. qui se diffractent au contact de € et deviennent des ondes dites
diffractées us. La maniere dont elles se diffractent est régie par I’équation de Helmholtz dans le
cadre d’objets conducteurs parfaits dont on rappelle les notions décrites en section 2.2.1 dans
la section 3.1.1 suivante. La section 3.1.2 décrit ensuite le probléme inverse qui nous intéresse
via une fonction coit J de type moindres carrés.

3.1.1 Le probleme direct

On rappelle la formulation du probleme direct dans le cas d'un conducteur parfait énoncée
en section 2.2.1. Soit € ouvert borné régulier de RV, N = 2 ou 3. Notons que I'on prendra
N = 2 dans les applications numériques. Soit R > 0 tel que 2 C Bgr avec Bg boule de rayon R.
L’équation de Helmholtz dans le cadre des conducteurs parfaits s’exprime comme la recherche

de u, € HZ (RN\Q) N HE (RM\Q) tel que :
Aug + Kugs =0 dans Br\Q
Ug = —Uine sur I'=09 (3.1)
Tr(us) + %Q;S =0 sur Spg

avec Uine = €**4 Tonde incidente plane éclairant dans la direction d € RY telle que |d| = 1
et x € Br\Q, us l'onde dite diffractée, k = 2 = w\/€uideltvide le nombre d’onde si RM\Q
est le vide et Tgr I'opérateur Dirichlet-to-Neumann défini en section 2.2.1. On rappelle que ce
probleme traduit la recherche de ’onde diffractée ug issue de la propagation d’une onde plane
Uine (connue) puis sa diffraction par 1’objet impénétrable Q placé dans du vide, et ce dans RY.

vide RN\

FIGURE 3.1 — Conducteur parfait 2 (objet impénétrable) plongé dans du vide RV\Q

Cette formulation dans une boule Bgr va permettre un calcul plus aisé de la dérivée de forme
exprimée dans le Théoreme 3.2.1 de la section 3.2.
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3.1.2 Le probleme inverse

Nous considérons le probleme inverse qui consiste a déterminer I' = 92 minimum de la
fonctionnelle suivante : )
— 2
T(L) = 5lluoc(T) = use™[lz2(sn-1) (3.2)
ol ulk’® est le champ lointain mesuré correspondant a 1’éclairage de la forme 2., par une onde
incidente ;. éclairant dans la direction unitaire d, SV ! la sphére unité et uqo (') := ueo (T') (),
Vi € SN désigne le champ lointain issu de l'onde ug créé par la diffraction d’une onde
incidente ;. éclairant la forme  de bord I'.

Remarque 3.1.1. Si l'on souhaite résoudre ce probleme en considérant m ondes incidentes,
on doit minimiser la fonctionnelle suivante :

m

1
T = 5l (1) = a2 g (3.3)
=1

. lmes . . . \ . .
ol Ugdo est le champ lointain mesuré correspondant a l’éclairage de la forme Qe avec

U'onde incidente ul,, éclairant dans la direction unitaire d, SN=1 la sphére unité et ul (T) :=
ul (T)(2), V& € SN~ désigne le champ lointain issu de l'onde ul crée par la diffraction de

l'onde incidente u', . éclairant la forme Q de bord T'. (Illustration en Figure 5.2).

QOOOOOOOOO
Sourees] o @ %
Q .

©

S .l l:fr’ ®
;U ©

©

©

©
&

(on
RN

F1GURE 3.2 — Illustration du probleme inverse de détermination de la forme d’un objet

par mesures d’ondes diffractées. Les sources (en orange), réparties uniformément sur
!

inc

360°, éclairent I'objet sondé a 1’aide d’ondes planes u
1

inc

qui, apres diffraction par I'objet,
donnent u! = ul,, +ul et seront ensuite mesurées par des capteurs (en rouge aux mémes
emplacements que les sources) réparties uniformément sur 360° via u’_. La connaissance
de ces ondes diffractées lointaines permettra, via un algorithme, de reconstruire 'objet

diffractant.

Ce genre de probleme inverse est mal posé en général. On a esquissé quelques élements de
réponse quand au caractére mal posé de tels problemes et a la facon de faire pour rendre un
tel probleme bien posé via certaines régularisations dans les rappels en section 2.4.
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Le probleme adjoint

Posons le probleme adjoint au probleme direct (2.8) (équivalent au probléme (3.1)) pour
la fonction cott considérée (3.2) qui nous servira a établir une forme pratique de la dérivée de
forme en section 3.2.2.

Définition 3.1.1. On définit le probléme adjoint au probléme (2.8) pour la fonction cout (3.2)

comme étant le probléme suivant : chercher ps € HZ (RVN\Q) N HL (RNV\Q) tel que
Aps + k2ps =0 dans RN\Q
s = —H(tuoo — uns’®) sur T =0Q (3.4)
lim / |0,ps + ikps|?ds = 0
R—o0 Sk

avec Pine = H(uoo — ult®) et, on le rappelle (voir définition 2.2.2), Vy € T'

Moo = 2)0) = [ (e = 2) @)™

Remarque 3.1.2. Le probléme (3.}) a une condition entrante de radiation donc le conjugué
D, a une condition sortante de radiation. On peut écrire le probléme résolu par D, : chercher

P, € HE (RM\Q) N HE (RN\Q) tel que
AP, + k*p, = 0 dans RN\Q
Ds = —Dinc sur I'=0Q (35)

lim 10,5 — ikD,|*ds = 0
R

R—o S

La solution py du probléme (3.5) nous intéresse car c’est cette expression conjuguée qui inter-
viendra dans les calculs de la dérivée de forme en section 3.2.2.

Remarque 3.1.3. On peut retrouver ce probléme adjoint en utilisant un Lagrangien (voir la
section 3.2.2).

On réécrit le probleme adjoint (3.5) dans Bg a travers le Lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit B C RY une boule de rayon R > 0 tel que @ C Bgr. Alors le probléme
(3.5) équivaut @ chercher p = Py + Py € HE (Br\Q) N HL (Br\Q) tel que :

loc

AP+ kD=0 dans Bpr\Q
p=0 sur I'=0Q (3.6)
Tr(p) + 9 _ i7—[(u —ul) — Tr[H (Uoo + ult®)] sur S

R\P on = on 00 00 R 00 o) R

ou encore de la forme suivante en écrivant que p = Py + Dipe *

AP, + k*p, = 0 dans Bpr\Q
Ps = —H(uoo — uy™) sur T =09 (3.7)
Tr(ps) + %Ps _ 0 sur Sg

on
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ot l'on a Dipe = H(uoo — u®) (voir définition 2.2.3). On a que pine vérifie les équations

sutvantes :
Aﬁinc + k2]3inc =0 dans BR\ﬁ
Dine = ﬂ(uoo — ul®) sur Bgr\Q (3.8)
TrR(Dine) + % = gﬁ(u — uT) + Tr[H (oo — uT®)] sur S
R pznc an - an o o0 R o0 o0 R

Preuve : De méme que pour la reformulation du probleme direct en section 2.2.1, la démonstration
se fait entierement d’apres la définition de l'opérateur Tgr. En effet, il suffit d’écrire que
Tr(¢) = —% avec ¢ = pg sur Sg pour obtenir la condition sur Sg. Ainsi la partie sur

RN\ B est controlé par I'opérateur T et la condition au bord sur Sg est ainsi construite. B

Le Théoréme suivant énoncant le caractére bien posé du probleme adjoint (3.6) est identique
au Théoreme 2.2.1 pour le probléme direct (2.26). On le rappelle :

Théoréme 3.1.1. Le probléme adjoint (5.6) de Helmholtz (2.26) est un probléme bien posé, i.e.
(RM\Q)NH},

L (RN\Q), celle-ci est unique et dépend continuement

il admet une solutionp € HIQOC

des données p;,. avec les estimations suivantes :

1811112 (56) < x(E)[Binell 2y VK compact de RM\Q (3.9)
181151 () < 2()Binelloqry YK compact de RYM\Q (3.10)
avec ¢1(K),co(K) constantes strictement positives dépendant de K .

Preuve : voir section 2.5 du livre de Nédélec [88]. B

3.2 Calcul de la dérivée de forme

Cette section est dédiée au calcul de la dérivée de forme de la fonction cott (3.2) dans le
cas d’objets conducteurs parfaits. Cette dérivée de forme sera d’importance cruciale pour les
simulations numériques. Voici donc ’expression de la dérivée de forme via un théoreme :

Théoréme 3.2.1. Soit u € HZ (RN\Q) N HE (RV\Q) solution du probléme de Helmholtz
en conducteur parfait (2.8). Soit J(T) = 1|juc(T) — umesHL2 sN-1y la fonction coit. Soit
c H2 RM\Q)NHL (RN\Q) solution du probléme adjoint (3.4) (2.8) pour la fonction cott

loc loc
conszderee. Alors la dérivée de J par rapport a I' dans la direction 0, appelée dérivée de forme,

7w =-»{ [onG )1 (3.11)

Corollaire 3.2.1. Soit m le nombre d’ondes incidentes d’éclairage. Soit u' € HZ (RN\Q) N
Hlloc(]RN\Q) solution du probléme de Helmholtz en conducteur parfait (2.8) avec une onde
incidente umc = e’*vdi ¢clairant dans la direction d;, pour 1 < 1 < m. Soit J la fonction coit
(5.3). Soit p' € HE (RN\Q) N HL (RN\Q) solution du probléme adjoint (3.4) a (2.8) pour la
fonction cott considérée. Alors la dérivée de J par rapport a I' dans la direction 0, appelée

" 8u op'
Zére{/ o 8n)} (3.12)

=1

s’éerit :

dérivée de forme, s’écrit :
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Preuve du Théoréme 3.2.1 : On trouvera deux preuves du théoreme dans les deux sec-
tions suivantes. La premiere calcule la dérivée de forme en utilisant un adjoint que l'on fait
apparaitre. La seconde utilise un Lagrangien, procédé classique de calcul d’une dérivée de forme
en optimisation de forme. W

3.2.1 Une premier calcul via un adjoint

Un résultat classique (voir [105] pour les premiers calculs de ce type) est le calcul de la
différentielle de J appliquée a une direction 6. Il s’écrit :

TO)O) =R [ (uselD) — ul)olds (3.13)

SN—I

0

oo €st

ot v 1= u/_(T)(0) est la dérivée de us, par rapport a T’ dans la direction . On a que v
le champ lointain associé & v? solution du probleme suivant (voir [104], section 1.6 page 4) qui

consiste & chercher v € HZ (RM\Q) N HE (RM\Q) tel que :

A + k2 =0 dans RN\Q

0! = —(0.n)0,u sur I'=09Q (3.14)
lim / 18,00 — ikv?2ds =0

R—oo Sk

avec u solution de (2.8). En utilisant le méme raisonnement que pour le calcul de us dans la
section 2.2.1, on obtient pour z € RN\Q :

W(z) = —/F[anve(y)@(%y) — 0,@(x, )0’ (y)]ds(y) (3.15)

- / 00° (5) B (2, ) + (2, ) u(O.0)]ds(y) (3.16)

avec ®(.,y) fonction de Green solution de I’équation (2.13). On en déduit la représentation du
champ lointain grace & (2.15) établissant 1’expression asymptotique de la fonction de Green

o () =— e~k n)Opuds(y) — [ e *8Y9,0° s .
ol (@) /F O (&™) (0.1) 0 udls(y) /F 90,00 (y)ds (y) (3.17)

L’équation (3.17) constitue une premiere expression de la dérivée dans la direction . Par contre
si I’on souhaite connaitre cette dérivée dans plusieurs directions 6,,, il faudra alors résoudre
m problémes (3.14) puisque le terme 6,,.n apparait dans la formulation de ce probleme. Ceci
peut devenir tres vite peu pratique lorsque l'on souhaite la dérivée dans une multitude de
directions. On peut donc, pour pallier ce probléeme, introduire un état adjoint pour la fonction
cout considérée et ainsi obtenir 'expression de la dérivée en fonction de cet état adjoint. On
peut faire cela soit en s’aidant d’'un Lagrangien comme dans la section 3.2.2 soit directement
en multipliant (3.14) par une fonction test et en intégrant par parties.

Regardons donc cette fagon de faire. Soit p € HZ (RM\Q) N HE (RM\Q) solution de (3.6).
En multipliant ’équation (3.14) par p et en integrant sur B\ (2, il vient apres deux intégrations
par parties :
Wy [ B, [ 00

Av'p + K29p) = / Ap? + 200D + + —
/BR\E( ) BR\Q( ) r on Sp ON S On
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Comme 7 et v? sont solution respectivement de (3.6) et (3.14) il vient la relation :

op op o’
L= [ Ly [ Zp (3.18)
8n Sk an’ sp On
ce qui s’écrit encore d’apres la relation sur Sg dans (3.6) :
op o u/“ 0 o’ u/" o7 O
_ T _ _ [_ _,,mes T _,,mes
Bn . r(D)v 5, on D+ . v 8nH(u°° ul®) + Tr(H (oo — uet®))
D’apres la définition de 'opérateur Tk en section 2.2.1 on a :
_ _ o’ _
- [ Ten =~ [ Tathp= [ G-
Sr Sr Sgp on
On a donc : - 5
62 o? / v? [%H(uoo —ull®®) + Tr(H(uso — uges))] (3.19)

Or d’apres I’équation (3.8) on a sur Sp :

— a]_jznc _ mes 0 mes

donc I'équation (3.19) peut se réécrire, en utilisant notamment une nouvelle fois le fait que
fSR Tr (D)0’ = fSR Tr()ppe = fSR o pmc voir le Lemme 2.2.3) :

Sﬁ ’ /S o [T (Fine) + Zine]
= [, [t £ %]

_ /S ) [ Hagzjzc _pmc%%} (3.20)

On multiplie ensuite I’équation (3.8) par v% et on integre deux fois par parties sur Bg\Q. Cela

donne I’égalité suivante en remarquant que p,,,,. et v? sont solutions de 'équation de Helmholtz :

[ [
TuSgr 877’ e TuSg 8”

que 'on peut réécrire de la facon suivante :

0,09 6pznc 9 8U6 8pmc 0
i S 5. — 3.21
[, Gine = Ten) = [ (Gine — e (321)
donc en combinant les équations (3.20) et (3.21) on obtient la relation suivante :
8pmc 9 81}0— ap 9
inc) = 3.22
J e (3.22)

Regardons maintenant I'expression de la dérivée de forme J'(I")(#). Elle s’écrit en utilisant
(3.17)

J()(0) =R (uoo(T) — umes /8 e~ kY)Y (0.n)0u — /Fe iki.y v9>ds

SN-1

= (oo (T) — umes /8 (€YY (0.n)dpu —/ k2. ) v9>ds
r

SN-1
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puis, en intervertissant les intégrales sur SV~! et I' (possible puisque les champs sont réguliers
et SV~1 et ' sont compacts) on a :

J'(T)(0) = _§R/F [/SN_l(u"o(F) _ ugéeS)an(eiki.y)(e'n)m_i_/ (oo (T') — ug’é@&)eiki.ya_/v_e

SN-1 8Tl

que 'on peut réécrire en utilisant 'opérateur H :

00 =~ [ [0m)on T o) + e ) 5

ou encore avec D, = H (oo — u2¢®) défini sur B\ :

! _ 68]_%'716 = 8_’09
7)) =% [ [0 5G]

Avec I'équation (3.22) il vient donc :
Ip
/ 1—\ — 4 6
7'y =% [ 5L

ce qui s’écrit aussi :

Ou Op
") = —R /0. — 3.23
7m® =-»{ [ a0 (3.23)
et termine le calcul de la dérivée de forme.

En général I’état adjoint n’est pas si facilement identifiable et 'utilisation d’un Lagrangien
s’avere alors souvent nécessaire. On renvoit le lecteur au calcul de la dérivée de forme via ce
Lagrangien dans la section 3.2.2 suivante.

3.2.2 Méthode du Lagrangien

La méthode du Lagrangien est une méthode simple et rigoureuse des lors que I'on suppose
u et p dérivables par rapport a I'. Avec l'opérateur Tk défini en section 2.2.1 on a réussi
a se ramener a des problemes bornés que l'on trouvera en section 2.2.1. On définit alors le
Lagrangien suivant :

Définition 3.2.1. Soientt v,q € HZ (RN\Q)N H} (RV\Q) indépendants l'un de Uautre et de
I' = 09Q. Soit Br une boule de rayon R > 0 contenant Q) et Sg = OBRr. On suppose que v
satisfait une condition de radiation du type :

lim |0,v — ikv|*ds = 0 (3.24)

R—o0 Sk

ce qui permet d’utiliser le comportement asymptotique v de v défini en section 2.2.1. On
définit alors le Lagrangien suivant a partir du probléme direct (2.26) et de la fonction coit
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(3.2) :

~ 1
£<F7v7q7)\duud> ::§HUOO(U) - u’ggiSH%Q(SNfl) + §R /

VoVg — k? / Vg
Br\Q

Br\Q

(3.25)
- / (14T + Mav) + / Tr(v) - Sml7
I SR

Notons que, disposant d’une condition de Dirichlet sur T' pour le probléme direct (2.26), le La-
grangien doit s’écrire avec une condition sur I' permettant la prise en compte de cette condition
de Dirichlet. Dans notre cas, la condition de Dirichlet n’est pas prise en compte avec le Lagran-
gien naturel résultant de la seule somme de la fonction cout et de la formulation variationnelle
du probléme direct. On la prend donc en compte avec les paramétres Aq et pg contrélant respec-
tivement la condition de Dirichlet pour le probléme direct et pour le probléme adjoint. Une autre
écriture du Lagrangien est possible en prenant en compte les valeurs optimales des paramétres

Ad €t g a savoir A\g = I o 4= u  Te Lagrangien s’écrit alors de maniére simplifié :
12 on H on grang P

1 mes
L(T,v,q) ::§Hvoo(v) —ul H??(SN*) + R /

VoVg — k? / Vg
Br\Q

Br\Q

(3.26)

La dérivée nulle du Lagrangien £ par rapport a la variable ¢ pris au point (I', u, p) donne I’état
direct. Par rapport & v on obtient au méme point le probleme adjoint. Et par rapport a I' on
obtient la dérivée de forme. Le méme raisonnement s’applique pour le Lagrangien L avec en
supplément I’annulation de la dérivée de £ par rapport & Ay et 1g afin de trouver leurs valeurs
optimales.

Remarque 3.2.1. Notons que dans tous les calculs qui vont suivre, pour prouver qu’une quan-
tité est nulle il suffira de montrer que ses parties réelles et imaginaires sont nulles en prenant
¢, fonction test, réelle ou imaginaire pur.

Le probleme direct

On dérive donc le Lagrangien (3.26) par rapport a ¢ dans la direction ¢, pour tout ¢ €
C(RN)Y N HL (Bg) et on écrit que cette dérivée est nulle au point (I',u,p). On a donc :

oc o _ o 58 o
<a—q(F,u,p),¢5>—O—§R{/BR\QVuV¢ k/BR\Qw A<6n¢+6nu>+LR<TR<u> Sm>¢}
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ce qui donne apres une intégration par parties du premier terme :

0:%{/BR\QAu$+ 5 8n¢ kQ/BR\Q g — /a—nqu/SR(TR() sm)a} (3.27)

En prenant ¢ et % nulles sur les bords I" et Sg on obtient dans Br\2
Au+k*u=0

Puis, avec ¢ = 0 et g—i % 0 sur I' U Sg, on obtient les conditions sur les bords I' puis Sgr
suivantes :

u=0 sur T

g—u—i-TR() S,, sur Sg

On retrouve donc le probleme direct (2.26) équivalent au probleme (3.1).

L’état adjoint

On note tout d’abord J (v) = Voo (v) — umeSHLQ(SN_I) pour signifier explicitement que la
fonction cott dépend de la fonction v vérifiant une condition de radiation (3.24). Par définition,
on a que J(u) = J(I). Ainsi, cette notation via J va simplifier les calculs pour la suite. On
dérive alors le Lagrangien par rapport & v dans la direction ¢, pour tout ¢ € C§°(RV)NH. L (Br)
et on écrit que cette dérivée est nulle au point (I', u,p) ce qui donne :

< g_f(p,u,p),d) >=0=J'(v)(¢) + %{/BR\Q VoVp — k2 /BR\Q oD — /(gz_—i- —<b) /SR(TR(cb))ﬁ}

ce qui donne apres une intégration par parties du second terme :

g sn{- [ apoe [ Fooi [ - [ [ aaenn)

En prenant ¢ et nulles sur les bords I' et Sg on obtient dans Br\{2

AP+ Ep=0

Ensuite, tout comme pour I'établissement du probléeme direct, il ne reste que des termes sur
ces deux bords. Avec ¢ =0 et g—g = 0 on obtient la condition sur le bord I :

p=0 sur T

Ensuite, on sait écrire J'(v)(¢) comme une intégrale sur Si (voir Pétablissement de la formule
(9.30) en section (9.1.2)). Ainsi :

00 =~ [ [Tl — ) + Pl = )]

Ainsi, en utilisant la propriété de Tg suivante :

/S Ta(op = /S Ta(p)o
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et lécriture de J’ (v)(¢) on obtient, étant donné que 1'égalité est vraie V¢ € CC(RY), la
derniere condition sur le bord Sg :
op

On retrouve donc le probleme adjoint (3.6).

La dérivée de forme

On écrit tout d’abord d’une fagon légerement différente le Lagrangien (3.26) en intégrant
par parties le terme fBR\Q VuVgq :

1
LT, v,q) := §||voo(v) - ugéesH%Q(SN—l) + R _/B " Avg + : a—nﬁ - :ICQ/ vq
R R

(3.28)

/_”/SR Tr(v) — Swl

Remarque 3.2.2. Si on utilise le Lagrangien (3.26) pour le calcul de la dérivée de forme, on
obtient une dérivée tout aussi valable mais plus difficile a utiliser numériquement.

On dérive alors le Lagrangien (3.28) par rapport a I' dans la direction 6 au point (I', u, p) pour
obtenir notre dérivée de forme. Cette dérivation s’effectue par l'utilisation du difféomorphisme
6 comme décrit en section 2.3.4. On a aussi que la dérivée du Lagrangien (3.28) par rapport a
I" dans la direction 0 est exactement la dérivée de forme recherchée. Ainsi, on calcule la dérivée
de forme V0 € WhH (RN RY)

/ - oL _ — _ 8T1
T)(6) =< 5= (0 up),6 >= R {— /FUSR (0.0) Aup — k:2/ (0.n)up — /F(e ISt + HTI]}

TuSgr

avec 11 = giu et H = div(n) la courbure. La partie HT} est nulle sur I' puisque u = 0 sur T,
de méme que le terme contenant (Au+ k?u)p puisque p = 0 sur I' et Au+ k?u = 0 dans B\
donc a fortiori sur Sg. Ensuite, toujours avec u =0 sur [' on a :

Ty Ou op
On  Onon

ce qui nous donne la dérivée de forme suivante

B 8u8p

On retrouve bien la dérivée de forme énoncée dans le Théoréme 3.2.1.
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4.1 La méthode de Descente de gradient (DG)

4.1.1 Introduction

La méthode du gradient est un algorithme classique en optimisation que 1’on va appliquer
ici aux variations de formes, sujet notamment abordé dans [6].

Soit F' une fonction d’un espace de Hilbert H dans R dont on souhaite chercher un minimum.
La méthode du gradient consiste en la construction d’une suite (z;);>0 C H avec :

Ti41 = Ty — hisi (4.1)

ol h; est un réel positif petit et s; est la direction de descente définie par s; = F”(x;). Notons
que si s; # F'(x;) alors on parle seulement d’une méthode de descente et pas de descente de
gradient.

Si F'(x;) n’est pas nul, alors pour h; suffisamment petit on a F(z;4+1) < F(z;). En initialisant
lalgorithme avec n’importe quel élément xg € H, et si F' est fortement convexe, x; converge
vers la solution optimale x* du probleme :

in F
ey )

En optimisation de forme, la fonction cotut J prend le réle de F, §; (forme & itération )
prend le réle de x; et 'espace H n’est plus un espace de Hilbert mais un sous-ensemble des
ouverts de RY (avec habituellement N = 2 ou 3) et n’a pas de structure topologique pour la
différentiation. Néanmoins on va pouvoir appliquer la méthode de gradient a deux conditions :
définir ce qu’est la variation de forme (ce qui a été fait précédemment en section 2.3.4), et

munir ’espace ou s’effectuent les variations de forme d’une structure Hilbertienne.

Ainsi, pour appliquer la méthode de gradient, on a besoin d’associer a la dérivée de forme
J'(2) une direction de descente. On a vu dans la section 2.3.4 que cette direction de descente
que P'on note 6 est dans Wh*(Q,RY) ¢ H'(Q;RY). On munit donc l'espace des champs de
vecteurs de 2 dans R avec, par exemple, une structure hilbertienne H'(€2;R™). Dans ce cas,
une fagon de faire est de chercher une direction de descente s comme étant 'unique élément
s € H'(Q;RYN) tel que pour tout § € H'(Q; RY) l'on ait :

/Q(VS.VH—I—S.H)d:L’ = J(Q)() (4.2)

ou J'(Q)(0) est la dérivée de forme de J dans la direction 6 définie en section 2.3.4. Cette
formulation (4.2) sera ainsi simple & résoudre avec des éléments finis par exemple. On s’assure
alors qu’il existe une direction de descente qui nous convienne. En prenant § = —hs, on obtient
dans le développement limité de J avec Q = (Id + 6)$ :

J®) = T(Q)—hT'(Q)(s)+ O
= T(Q) =kl s 7 qpy) TOR?) (4.3)

assurant la diminution de la fonction cout pour h assez petit.
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4.1.2 Algorithme

On se place dans le cadre des conducteurs parfaits régi par les équations de la section
3.1.1. Pour rappel des sections 3.1.1 et 3.1.2, on cherche a retrouver une forme Q... Pour
ce faire, on éclaire cette forme Clble avec m ondes incidentes planes uinc, [ =1,....,m et on
mesure les données synthétiques ul_, I = 1,...,m ainsi obtenues. Cette mesure s’effectue avec
un bruit de 'ordre de 1%. On va donc construire une méthode d’optimisation itérative a ’aide
de l'algorithme de descente de gradient permettant de recouvrir ce bord I'ce en partant d’un
bord initial I'g = 9. Cette méthode se base sur la minimisation d’une fonctionnelle 7 :

1
JT) =3 5\\%0@) —us e Fagony (4.4)

=1

ott SV~1 est la sphere unité, u'_(T) est le champ lointain de 'onde diffractée correspondant &

! o ,
2'* est le champ lointain mesuré de ’onde

I’onde incidente numéro [ obtenu sur la forme I' et udo
diffractée correspondant a 1’onde incidente numéro [ obtenu sur la forme recherchée I' ;.. Pour
minimiser J a l’aide de notre algorithme de descente de gradient, on a besoin de rappeler

I’expression de la dérivée de forme calculée en section 3.2.2 :

m ul o
J()(0) = —§R{/ Ze.n(g—ng%)} (4.5)
[yt

avec respectivement u! et p! les solutions des problemes direct et adjoint pour une onde incidente
de direction [ définie dans les sections 3.1.1 et 3.1.2.

Une structure Hilbertienne adéquate

On munit espace des champs de vecteur de © dans RY d’une autre structure Hilbertienne
que celle décrite par la formulation (4.2). Notre dérivée de forme s’écrivant comme une intégrale
sur I' = 99, on va donc chercher s € H'(I', RY) tel que pour tout # € H'(I',RY) I'on ait :

Js 06 oul opt
. = E R 4.
a 87’87’ CYQ/FSQ /Fl 1 [8n 8n]0n ( 6)

ou 7 est la tangente a I' et oy et ag sont deux constantes strictement positives choisies a
posteriori (a1 = ag = 1 dans un premier temps) permettant un contréle plus fort de I'une ou
l'autre des intégrales. L’écriture (4.6) constitue une régularisation de la dérivée de forme (4.5)
au sens ou le champ de vecteur s est plus régulier que le champ de vecteur 6.

La question du pas de descente

Dans ’algorithme de descente de gradient, il est question d’un pas de descente. Celui-ci doit
étre assez petit pour permettre une diminution de la fonction cout. Ainsi, a chaque itération 4
de l'algorithme DG, il conviendra de construire un tel pas h;. Pour ce faire, il n’y a pas d’autre
moyen que de prendre dans un premier temps un pas h; que 'on suppose assez petit (pas de
la précédente itération par exemple), de regarder si avec ce pas la fonction cout a diminué, et
de réduire ce pas si ce n’est pas le cas (en le divisant par 2 par exemple). Il convient alors de
recommencer cette étape autant de fois que nécessaire afin de trouver un pas h; conduisant a
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une diminution de J. Dans le cas d’une minimisation sous contrainte ou la contrainte n’est pas
strictement vérifiée a chaque itération (ce qui est le cas ici avec la pénalisation sur le périmetre
qui va suivre), il est possible d’autoriser de légéres augmentations de la fonction coiit. Cette
tolérance de remontée peut permettre une optimisation plus globale de notre algorithme en

nous autorisant & sortir d’un minimum local.

Le critere d’arrét

Le critere d’arrét doit permettre un arrét de l’algorithme lorsque l'on est proche d’un
minimum. On pourrait arréter I'algorithme lorsque la fonction colit ne diminue plus assez ou
lorsque la dérivée de forme est suffisamment petite pour une certaine norme. Mais ce qui est
usuellement fait est 'arrét de l'algorithme au bout d’un certain nombre d’itérations, avec la
possibilité de reprendre ’algorithme plus tard a partir du dernier maillage si I’on juge que c’est
utile.

L’algorithme détaillé

On décrit ci-dessous la mise en place des données nécessaires a 1’algorithme d’optimisation
de forme par Descente de Gradient.

Mise en place des données initiales : déclarations

Construction forme/maillage de référence et initial
1 - Construction de I' ;. bord recherché : un carré de c6té de longueur 1
2 - Construction de I'y bord initial : un cercle de rayon 1 proche de I ;pe
Initialisations : j < 0
3 - Résolution du probleme direct (3.1) sur I';;pe pour des champs incidents
Uine(d), i € {1,...,m}, pour d € S maillé uniformément par m points.
4 - Cela permet le calcul des champs lointains u7°*(Z, d) pour la configuration

de référence I'.ipe pour 2,d € ST.

On décrit ensuite 'algorithme de descente de gradient pour I'optimisation de la forme d’un
objet conducteur parfait (voir section 2.2.1) a partir de mesures d’ondes diffractées.
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Algorithme d’optimisation de forme par Descente de Gradient
dans le cadre d’'un conducteur parfait

1 - Initialisation du pas de descente hy.
Boucle sur j : Tant que j < Nmax
2 - Résolution du probleme direct (3.1) et adjoint (3.6) sur I'; pour des
champs incidents winc(d) et pine(d), i € {1,...,m}, avec d € S maillé
uniformément par m points. On dispose alors de u! et p! pour € {1,...,m}.
3 - Calcul de la fonction cotut J(I';) via (4.4).
4 - Calcul du gradient de forme —> " %[%—% %—TT’LI].
5 - Régularisation du Gradient de forme en cherchant s; solution de (4.6).
6 - Calcul de la direction de descente 8; = —h;s;.
7 - Obtention de I'j;1 par déformation de I'; dans la direction 6.
8 - Résolution du probleme direct (3.1) sur I'j 44
9 - Calcul de la fonction cott J(I'j41) via (4.4).
10 - Comparaison des fonctions coiits. Si J(I'j41) > J(I';)
alors diminution du pas de descente h; et retour a I'étape - 7 -
11 - On incrémente : j < 5+ 1
Fin Tant que

Une pénalisation sur le périmetre

On effectuera sur certains cas test une pénalisation sur le périmetre de la forme qui per-
mettra d’augmenter la régularité et de "lisser” les bords I';. Autrement dit, cette pénalisation
est une facon de rendre le probleme bien posé en éliminant les hautes fréquences. En effet, on
constate sur les cas test de l’ellipse en Figure 4.7 et 4.8 I’apparition d’inclusions invisibles pour
les ondes lorsque l'initialisation de la forme est trop éloignée de celle recherchée. En pénalisant
le périmetre, nous allons donc faire en sorte que celui-ci soit minimum, ce qui a priori devrait
nous permettre de converger plus facilement vers la forme recherchée I' ..

On peut écrire le périmetre du bord I' d’une forme €2 de la facon suivante :

P(T) = /F 1ds

et la dérivée de forme du périmetre dans la direction 6 s’écrit :
P/(T)(0) = /F div(n)0.nds
La fonctionnelle avec pénalisation que 1’on souhaite minimiser est alors :
TyT) = IO+ P)— [ ay
cible

ol a; désigne le parametre de la pénalisation (o, >> 1).

On souhaite aussi avoir une pénalisation du périmetre qui s’adapte. Pour ce faire, on utilisera
un schéma d’Uzawa que I’on modifiera légérement. Ainsi, on se donne un périmetre Py proche
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a priori du périmetre de 'objet cible. On résout alors le probléme sous contrainte suivant :

min  J(T)
PI)<Peibic

et on introduit le Lagrangien du probleme sous contrainte :
‘CP = j(F) + ap(P(F) - 7Dcible)

ou le coefficient oy, sera mis a jour a chaque itération par 1’algorithme d’Uzawa modifié suivant :

04;)+1 = Pg+ (oz]ig + t[P(T") — Peipie]) = max(0, a; + t[P(T) — Peivie)) (4.7)
avec Pp+ la projection sur R™ et ¢t > 0 désigne le parametre de I’algorithme que ’on fixe dans un
premier temps a 0.2. On a ainsi une pénalisation automatique du périmetre. Cette pénalisation
est forte lorsque la différence P(I") —P,ipie st grande, et faible lorsqu’elle est petite. On indiquera
explicitement dans les cas test qui vont suivre si la pénalisation du périmetre est utilisée.

4.1.3 Implémentation

L’implémentation a été effectuée en FreeFem-++ pour ce qui est de la partie calcul (4.5)
et régularisation (4.6) du gradient et déformation du maillage via la méthode de Descente de
Gradient (4.1). Les maillages utilisés pour ses calculs sont creux (i.e. on ne maille que le bord du
domaine I" = 0Q2) et créés avec l'algorithme intégré de FreeFem++. On utilisera des éléments
finis P1 sur ces maillages lors de la régularisation. Notons que ce type de maillage ne permet
pas les changements de topologie et que les noeuds sont redistribués avec FreeFem+-+ a chaque
itération afin de toujours détenir une répartition homogene des points du bord.

On a utilisé le code Fortran ”sampling_ 2d” ' de H. Haddar pour la partie résolution des
problemes directs (3.1) et adjoints (3.6). Un couplage entre ce solveur et 1'algorithme d’opti-
misation en FreeFem++ a été nécessaire. Il consiste principalement en ’écriture formatée dans
des fichiers textes des informations dont a besoin le solveur ”sampling_2d”. La visualisation a
été effectuée avec I'utilitaire flash ”ff2swf”’ developpé avec O. Pantz permettant de créer une
animation flash de 'optimisation complete. La visualisation peut aussi s’effectuer par les rendus
graphiques de FreeFem++-.

4.1.4 Reésultats numériques

Tous les cas test suivants ont été effectués avec le modele du conducteur parfait, avec 20
observations et 20 ondes incidentes réparties uniformément sur 360 degrés, un bruit de 1% et
une longueur d’onde de A = 1 (sans unité, nous avons adimensionné toutes les variables). On
notera qu’un grand nombre d’observations et d’ondes incidentes est inutile : 20 observations et
20 ondes incidentes sont suffisantes. Il faut toutefois un nombre minimum d’ondes pour capter
un minimum d’information.

1. voir le site de H. Haddar : www.cmap.polytechnique.fr/~haddar/
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Une composante connexe

Ci dessous (Figures 4.1 et 4.2) le cas test d'un carré de coté 2. On a pris une longueur
d’onde de 1 qui permet de capter assez bien les détails du carré. Une longueur d’onde plus
grande que la taille du c6té du carré aurait donné des résultats moins satisfaisants au niveau
de la précision. On initialise donc 'algorithme d’optimisation avec un cercle non centré sur le
carré. Ce cercle n’étant pas trop éloigné, la convergence vers le carré au cours des itérations
est assez rapide. On constate aussi cette bonne convergence en représentant la fonction cout
(Figure 4.3) : elle est strictement décroissante.

Optimization - lter: 0 - Cost: 37.068600 Optimization - Iter: 3 - Cost : 14.303200

7

FI1GURE 4.1 — Cas test d’un carré simplement connexe. Gauche : initialisation avec un
cercle. Droite : 3eme itération en DG.
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Optimization - Iter: 6 - Cost : 4.606030 Optimization - lter: 40 - Cost: 0.035940

/ R

N :

FIGURE 4.2 — Cas test d’un carré simplement connexe. Gauche : 6eme itération en DG.
Droite : 40eme itération en DG.

40

‘ ”Fonctio‘nCout.gp"‘ e

35 | B

25 |- B

20 | B

Fonction cout

0 I I . I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Iterations

FIGURE 4.3 — Cas test d'un carré simplement connexe. Tracé de la fonction cott au cours
des itérations dans le cas d’une initialisation avec un cercle.
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Ci dessous (Figures 4.4 et 4.5) le cas test sur un carré de coté 2 mais avec une initialisation en
L. On constate au cours des itérations la formation d’un creux au centre du carré et la création
de deux bras tendant & se rejoindre mais n’y arrivant pas. L’algorithme s’arréte au bout d’un
moment, le maillage au niveau des bras créés se chevauchant. Cette obstruction géométrique
empéche donc la convergence vers le minimum global bien que la courbe de la fonction cotut
(Figure 4.6) soit décroissante. On remarque visuellement que I’algorithme a tendance a créer un
trou a l'intérieur du carré tout en essayant de fermer a ’aide des deux bras. Ainsi, méme sans
cette obstruction géométrique, il y a des chances pour que l'algorithme n’ait pas pu converger
vers le minimum global. L’initialisation avec la forme en L consitue alors une initialisation trop
éloignée de la forme cible T .

Optimization - Iter: 0 - Cost:16.993099 Optimization - Iter:12 - Cost: 6.110720

T

FIGURE 4.4 — Cas test d'un carré simplement connexe. Gauche : initialisation en L.
Droite : 12eme itération en DG
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Optimization - Iter : 30 - Cost: 1.655440 Optimization - Iter: 48 - Cost:0.784762

w7 ol

FIGURE 4.5 — Cas test d’un carré simplement connexe. Gauche : 30eme itération en DG.
Droite : 48eme itération en DG.

‘ ”Fonctio‘nCout.gp"‘ e

Fonction cout

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iterations

FIGURE 4.6 — Cas test d'un carré simplement connexe. Tracé de la fonction colt au cours
des itérations dans le cas d’une initialisation en L.
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Pour illustrer encore 'importance de 'initialisation pour cette algorithme, ci-dessous (Fi-
gure 4.7, 4.8 et 4.9) trois cas test sur une ellipse. Le premier et le deuxiéme cas test montrent
le résultat d’une initialisation trop lointaine : il y a décroissance de la fonction cott jusqu’a un
point ou I'optimisation ne permet plus I’amélioration de la forme dans un temps raisonnable.
L’algorithme a été arrété a l'itération 48 (voir la courbe de gauche de la Figure 4.10) : le pas
de descente devient trop petit a cause de la non régularité de la forme a l'itération 48 (voir
I'image de droite des Figures 4.7 et 4.8). En effet, la formule (4.5) de la dérivée de forme n’est
valable que pour les contours réguliers. L’ajout d’une pénalisation sur le périmetre (voir section
4.1.2), afin de régulariser un peu notre forme, n’a pas permis d’améliorer ces deux cas test.
L’initialisation est trop éloignée de la forme cible I' ;.. Le dernier cas test, initialisé avec une
forme assez proche de ' ., permet une convergence vers le minimum global. On peut voir les
tracés des fonctions cotits au cours des itérations en Figure 4.10.

Optimization - Iter: 0 - Cost:270.704987 Optimization - Iter: 48 - Cost: 136.677002

FIGURE 4.7 — Cas test 1 de l'ellipse. Gauche : initialisation extérieure avec une ellipse.
Droite : itération 48 en DG.
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Optimization - Iter: 0 - Cost: 273.743988 Optimization - Iter: 48 - Cost: 29.929800

Q @

FI1GURE 4.8 — Cas test 2 de l'ellipse. Gauche : initialisation intérieure avec une ellipse.
Droite : itération 48 en DG.

Optimization - Iter: 0 - Cost : 224.938004 Optimization - Iter: 22 - Cost : 0.029202

Q 9

FIGURE 4.9 — Cas test 3 de l'ellipse. Gauche : initialisation extérieure proche avec une
ellipse. Droite : itération 22 en DG.
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300

"“FonctionCout.gp" ——

250 -

200

150

Fonction cout

100

50 [

L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Iterations

50

Fonction cout

250

200

150

100 -

50

"FonctionCout.gp" ——

I
10

Iterations

L
15

L
20

FIGURE 4.10 — Tracé des fonctions cotits dans les cas test de 'ellipse. Gauche : allure de
la fonction cotit pour le cas test 2 (similaire pour le cas test 1). Droite : tracé pour le cas

test 3.
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Deux composantes connexes

On a ici essayé de retrouver la forme de deux disques connexes (Figure 4.11). On a aussi
modifié selon les cas test I’espacement entre les deux disques. Plus cet espacement est petit,
plus la méthode a du mal & retrouver la vrai forme I' ;.. De plus, étant donné que 'on se
trouve en optimisation géométrique, et que ’on initialise avec un objet simplement connexe, il
n’est pas possible de finir avec deux objets connexes, la méthode ne le permettant pas. Ajoutons
que pour obtenir le résultat ci-dessous, il a fallu utiliser une pénalisation du périmetre (avec un
schéma d’Uzawa pour le calcul du parametre «,,, voir section 4.1.2)) sinon optimisation aurait
convergé vers un minimum local encore plus éloigné. La fonction cout (Figure 4.12) montre la
convergence vers un minimum local. Les deux centres des cercles sont espacés d’une longueur
d’onde (valant 1), et les cercles sont de rayon 0.3. La distance entre les deux cercles est donc
de 0.4.

DO~

FI1GURE 4.11 — Cas test de deux cercles séparés avec pénalisation du périmetre. Gauche :
lere itération en DG apres initialisation rectangulaire. Droite : itération 49 en DG

60

‘ ”FonctioHCout.gp"‘ _—

50 |

40 |-

30 |

Fonction cout

20 |-

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
lterations

FIGURE 4.12 — Cas test de deux cercles séparés avec pénalisation du périmetre. Tracé de
la fonction cotit dans le cas d’une initialisation rectangulaire
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4.1.5 Observations

On vient de voir a travers les quelques cas test numériques de la section 4.1.4 la nécessité
d’initialiser ’algorithme d’optimisation le plus proche possible de I'ip. En effet, une initia-
lisation I'g trop éloignée de la forme recherchée I'.;. entraine soit une convergence vers un
minimum local assez lointain du minimum global soit une obstruction géométrique due a la
méthode de déplacement de maillage purement géométrique entrainant un arrét précoce de
l'algorithme (Figure 4.4, 4.5 et 4.6). De plus, pour certains cas test, il a fallu ajouter une
pénalisation sur le périmetre : c’est-a-dire chercher a obtenir la forme avec le périmetre le
plus petit possible, permettant ainsi de réduire les minima locaux. Ainsi, la pénalisation du
périmetre a été utilisée dans le cas test de deux cercles trés proches (Figure 4.11 et 4.12). Sans
cette pénalisation, ’algorithme aurait convergé vers un minimum local inintéressant, i.e. avec
une fonction cout élevée pour la forme finale ainsi construite. De plus, si les cercles sont trop
proches 'un de l'autre, la pénalisation du périmetre ne change rien a l’affaire. Cette pénalisation
n’est donc pas toujours productive.

Ce test a aussi permis de mettre en évidence 'importance du changement de topologie : il
ne peut y avoir de convergence globale sur le cas test de la Figure 4.11 du fait de la simple
connexité de I'g, de la double connexité de I' ;e €t, on le rappelle, de I'impossibilité de changer
de topologie avec la méthode géometrique de variation de frontieres. On observe de plus une
tendance sur certains cas test (Figures 4.4, 4.5 et 4.11) & créer un ou plusieurs trous a l'intérieur
de la forme qui évolue, donnant du crédit a la volonté d’optimiser aussi la topologie.

On va donc par la suite essayer d’initialiser correctement avec la Linear Sampling Method
(LSM) introduite dans la section 2.5 afin de démarrer avec une initialisation I'y la plus proche
possible de T'¢jpe.

4.2 Mise en oeuvre du couplage LSM-DG

4.2.1 Algorithme

Dans cette partie, l'algorithme consiste & utiliser la méthode LSM (introduite en section
2.5) pour initialiser avec une premiere forme I'g au lieu de la choisir. Nous verrons que la
LSM est sujette a paramétrisation a posteriori. La suite de 'optimisation sera effectuée avec la
méthode de variation de frontieres (optimisation géométrique) ou encore appelée Descente de
Gradient d’ordre 1 (DG) décrite dans la section précédente 4.1.

4.2.2 Implémentation

Comme précédemment, I'implémentation a été effectuée en FreeFem-++ pour ce qui est de
la partie calcul, régularisation du gradient et déformation du maillage, et avec le code Fortran
”sampling_2d” de H. Haddar pour la partie résolution des problemes directs et adjoints ainsi
que l'initialisation LSM. Un couplage entre ces deux solveurs a été nécessaire. La visualisation
a été effectuée avec 1'utilitaire flash ”ff2swf”’ developpé avec O. Pantz. On renvoie le lecteur a
la section 4.1.3 pour plus de détails sur cette implémentation.
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4.2.3 Reésultats numériques

Tous les cas test suivant ont été effectués (toujours sur le modele du conducteur parfait
de la section 3.1.1), avec 20 observations et 20 ondes incidentes réparties uniformément sur
360 degrés, un bruit de 1%, une longueur d’onde A = 1. On utilisera aussi la pénalisation du
périmetre décrite en section 4.1.2.

On décrit donc ci-dessous deux cas test ou l'on initialise avec la méthode LSM puis on
continue 'optimisation avec la méthode de Descente de Gradient d’ordre 1. Le premier est le

cas test d'un L (Figure 4.13) et le second celui d’une ellipse (Figure 4.14). Les courbes des
fonctions colt respectives sont disponibles en Figure 4.15.

Cas test du L

Optimization - Iter: 0 - Cost: 2.762070 Optimization - Iter: 29 - Cost: 0.002456

F1GURE 4.13 — Cas test du L. Gauche : initialisation LSM, la fonction cotit valant 2.7620.
Droite : itération 29, la fonction cout valant 0.0024
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Cas test de Dellipse

Optimization - Iter: 0 - Cost: 73.279800 Optimization - Iter: 9 - Cost: 0.027621

FI1GURE 4.14 — Cas test de 'ellipse. Gauche : initialisation LSM, la fonction cott valant
73.2798. Droite : itération 9 sur l'ellipse, la fonction cout valant 0.0276

Fonction Cout Fonction Cout

Cout
-
1

Cout
5
8

i

15 5
Iterations Iterations

FIGURE 4.15 — Tracé des fonctions cotlts. Gauche : sur le cas test du L (30 itérations).
Droite : sur le cas test de lellipse (10 itérations)
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4.2.4 Observations

Dans les deux cas test, le parametre cutoff de la LSM a été choisi a posteriori de telle sorte
que T'g soit assez proche de I'.ype afin que la convergence en variation de frontiere converge
vers le minimum global. Mais cette facon de faire n’est pas du tout robuste. Il faudra donc
établir une facon automatique et robuste de choisir ce cutoff, ce qui sera fait dans la section
10.1. Un nombre d’observations et d’ondes incidentes élevé est inutile et 'on obtient de bons
résultats avec (seulement) 20 ondes incidentes et 20 observations réparties uniformément sur
360 degrés. Ce qui détermine la convergence de ’algorithme est l'initialisation, un nombre
suffisant d’observations et d’onde incidentes (avec tres peu d’ondes incidentes et d’observations
il n’y a aucune convergence car trop peu d’information), et une longueur d’onde adéquate en
fonction des tailles caractéristiques de 1'objet. En effet, avec un éclairage de longueur d’onde A
on peut capter correctement un objet de taille 2\ maximum en pratique. C’est pourquoi dans
le cas du L (Figure 4.13), certains détails ne sont pas assez ressortis lors de l'optimisation du
fait de la trop grande longueur d’onde par rapport a la taille de ces ”défauts”. De plus, le creux
du L est peu visible par réflection des ondes dans ce coin. Notons aussi qu’'une forme irréguliere
de taille petite (typiquement un coin d’un carré), devient trés lumineuse dans le sens ou la
forme diffracte beaucoup les ondes incidentes : la méthode LSM les repeére en priorité lorsqu’on
utilise de petites longueurs d’ondes.

Remarque 4.2.1. Les itérations effectuées apres linitialisation LSM étant faites avec la
méthode DG de la section 4.1, il n’y a donc toujours pas d’optimisation de la topologie.

Nous allons donc maintenant, pour I'optimisation a proprement parler, utiliser une méthode
permettant le changement de topologie et évitant les problemes de croisement de maillage : le
formalisme Level-Set (ou Lignes de niveaux) dont une description peut étre trouvée a la section
5.1. Cette méthode repose sur le méme principe que la DG : faire varier la frontiere de la forme
en utilisant une direction de descente.
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5.1 Le formalisme Level-Set (LS)

On vient de voir dans le chapitre 4 précédent que 'optimisation de la forme 2 peut étre
implémentée dans un contexte Lagrangien, i.e. qu’il suffit de mailler le bord I' et de le déplacer
suivant une direction de descente que I’on a nommée 6. Mais cette fagon de faire engendre des
croisements de maillage et un arrét précoce de 'optimisation et ne permet donc pas d’optimi-
ser la topologie de la forme comme précisé en fin de chapitre précédent. C’est pourquoi ’on
s’intéresse a la méthode dite de Level-Set (ou ”Lignes de niveau”).

5.1.1 Définition

On introduit donc ici la méthode Level-Set due a Osher et Sethian [93, 101]. On reprend
les notations de la section 2.3 sur l'introduction de l'optimisation de forme. Soit un domaine
borné D C RY (avec N = 2 ou 3) dans lequel toutes les formes admissibles {2 sont incluses.
Pour fixer les idées, prenons D un rectangle en dimension N = 2 maillé uniformément par des
carrés une fois pour toutes. On cherche a suivre 1’évolution d’une courbe I' C D dans le temps
(temps qui sera ici fictif, seulement utile pour suivre la courbe). Pour ce faire, on paramétrise

I' par 'ensemble (¢,z(t)). On introduit une fonction ligne de niveau ¢(t,z) telle que :

o(t,x) =0z I'ND
o(t,x) <0<=z€Q
d(t,x) > 0«= x € D\Q

Autrement dit, on a x(t) € I si et seulement si :

o(t,z(t)) =0 (5.1)
En dérivant I’équation (5.1) par rapport a ¢ et il vient :
99 . 0¢ o
— H)WVo=—+VnVop=—+4+V =0
at—l—x()ng 6t+ n.Vo 8t+ | Vo |
avec n = % la normale a Q et la courbure H donnée par la divergence de n. Ces quan-

tités seront évaluées par des différences finies puisque 'on est sur un maillage uniforme carré.
L’équation suivante est 1’équation d’Hamilton-Jacobi et elle est bien posée dans D si V est
connu partout :

0¢

E—FV\V(M:O (5.2)
Remarque 5.1.1. Si on définit la ligne de niveau par ¢(t,z(t)) = C avec C' constante réelle
alors on obtient la méme équation d’Hamilton-Jacobi, valable de méme dans tout D si V est
connu partout.

L’équation d’Hamilton-Jacobi n’admet pas en général de solution réguliere (voir [94]). L’exis-
tence et I'unicité peuvent étre obtenues dans le contexte des solutions de viscosité. On calcule
numériquement de telles solutions de viscosité en utilisant un schéma upwind lorsqu’on utilise
un schéma explicite dans la section 5.1.2.

Remarque 5.1.2. Méme sin et H sont définies en théorie seulement sur I', la méthode de
Level-Set permet de définir facilement leur extension a tout le domaine D si nécessaire.
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5.1.2 Algorithme

Schémas de résolution de Hamilton-Jacobi

Nous allons maintenant expliciter quelques schémas de résolution de I’équation d’Hamilton-

9¢
ot

avec une vitesse 0 de la forme v = oV — fH, ou H = div(n) est la courbure moyenne et V' la

Jacobi suivante :

—0[Ve[=0

vitesse étendue et régularisée de v (voir la section 5.1.3 pour une telle régularisation) sur tout
le domaine et o, 3 € RT. En insérant cette vitesse © dans ’équation il vient :

0
%0 £ aV | V0| 8| V6 | divin) = 0
Or le terme de divergence peut se réecrire :
. . Vo 1 1 VVeo
div(n) = div = +V Vp=——A¢p— ——=V
()= () = T 0+ V()0 = g1~ g Ve

Donc on obtient finalement 1’équation de Hamilton-Jacobi suivante :

o9 Vo Vo
ot Ve || Ve

Un schéma explicite upwind sur une grille cartésienne peut étre trouvé dans [102]. II nécessite

TV [V | —B(A¢ - VVh =) =

une condition CFL pour converger ce qui limite le choix de At qui est alors de 1'ordre de (Az)2.
Avec aa =1 et 8 = 0 I’équation d’Hamilton-Jacobi s’écrit :

09

et dans une seule dimension de ’espace, le schéma explicite de cette équation s’écrit :

o —op

gy Tmn(Vi0)g” (D ¢, Dy ¢7') + max(V;",0)g" (D7 ¢}, Dy ¢') = 0 (5.3)

avec D;(ﬁ? = M D; ¢n _ % _AgiFl ot -

gt (dT,d™) = \/min(d+,0)2 + max(d—,0)2
g (d¥,d™) = \/maz(d+,0)2 + min(d—,0)2

On peut aussi écrire un premier schéma semi-implicite avec a, 8 € R™ :

¢n+1 ®n Vo Vo o
At +aV | Vo | _B(A¢n+1 - VV§Z71L—i-1| Von || Von |) =0 (5.4)
et un second :
stn—f—l (an V(an V% o
P aV | Vn | —B(Adns — YV, i rofi) =0 (5.5)

dans P’espoir d’avoir un pas de temps At de 'ordre de Az. La consistance et la stabilité de ces
schémas n’ont pas été étudiées. On note cependant que le terme en ﬁ dans les schémas (5.4)
et (5.5) va permettre une construction de matrices de différences finies inversibles.
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Remarque 5.1.3. Le nombre d’itérations que l’on utilise dans ces schémas peut étre interprété
comme le pas de descente de la méthode de gradient.

Regardons maintenant comment résoudre ces schémas semi-implicites (5.4) ou (5.5) sur un
maillage rectangulaire de pas Az et Ay et de taille N, x N,. Le terme Ag,, 1 peut se réécrire :

82 ¢n+1 + 82 ¢n+1

et étre approché par un schéma centré le long de I'axe & (méme démarche pour une approche
le long de l'axe y) :
+1 +1 +1
Pony1 Gith, — 2077 + i
Ox? Az?

(5.6)

Quant au terme VV(;SWA%.%, on peut ’écrire plus explicitement en écrivant la normale

n = @zz‘ = (nz,ny) et en prenant :
P¢ni1 Pdnia
VVoni1 = [a%fﬂ 6825331]
dzdy 92
At Vo Vo P bni1 P dni1 & dni1
VVonirg ¢>: X V¢Z\ = gy — 2 axg; nany + ayn; n

2
Le terme 2 g’;;l s’approche avec le schéma centré (5.6) et le terme 8¢”+1 peut s’approcher par
exemple par deux schémas d’ordres différents. Le premier est d’ordre 1 :

+1 +1 +1 +1
Ponpr _ Pirij — Pivry — i T 00
0zxdy AxAy

et le second est d’ordre 2 :

n+1 n+1 n+1 n+1
Pops1 _ Didige1 ~ Pitr—1 ~ Gilig T O
0xdy 4AxAy

L’écriture complete du schéma (5.5) s’écrit par exemple avec le schéma d’ordre 2 :

¢n+1 zT'Lj Qs?:llj . ¢n+l (b?——‘rll]
0= T +aVi;|Ve"|i; — B A2 (n )i
1 1 1 1
2¢?—:_1,j+1 — 1~ Gt ¢?+1,j—1( " (5.7)
B 4Az Ay Malty)isg ’
St =200 + ¢>?j11

Notons que Pécriture du schéma (5.4) s’effectue de la méme maniére. On peut donc maintenant
écrire le schéma (5.7) sous forme matricielle AX = b ou les inconnues X sont les QSZ;FI pour
tout ¢ € {1,..., N} et j € {1,..., Ny }. Le second membre b de taille N, N, regroupera tous les
termes d’indice n tels que les ;- Les coefficients de la matrice carré A de taille N, N, x N, N,
sont composés principalement des termes se trouvant devant les éléments d’indice n + 1, car
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il ne faut pas oublier la prise en compte des conditions aux limites. On définit les valeurs Cf, j
pour [ =1,...,4 et, en multipliant (5.7) par At, on a :

Cly =14+ 2 )iy + 2 2
CP; = —i—@;(ni)m

Cij = —i—j;(”z)m‘

Cgl’j - 225?21; (namy)is

Le schéma (5.5) s’écrit alors :
1 1 2 1 1 3 1 1
Cigij + Cig(95i 21+ dijha) + Cig (971, + ity )
4 1 1 1 1
+ O (@1 + S — $i00 g — O o) = —aVigAtVe"li; + 675 (5:8)

Ainsi, si X s’écrit (¢1,1,..., 1,8, -, ON, 15 -0, N, N, ) €t que 'on pose N, = N, = 5, alors la
matrice A s’écrit avec des conditions aux limites de type Neumann homogene (peu importe
les conditions aux limites car seule la solution prés du bord T' nous intéresse) sous la forme
tridiagonale par bloc suivante :

(A A,
A3 A2 A2
A= A} AT A
ALt A
Ay A

avec les matrices Ay, As, A" € M5(R) pour k, m entiers tels que k € {3,4,5} et m € {2,3,4} :
k

1 —1
1 () -1 (0)
Al = 1 , Ay = —1
(0) 1 (0) -1
L 1_ L _1_
(0) 1 1 -1 1
C%,m 022,m _Cé,m Cg,m 021,m _Og,m
3 = Csm C3n —Cip A = Cim  Csm O3
Cf,m Cz,m _C:Ll,m Cé:l)),m C41,m Cim
I (0) ] I 1 -1
[ (0) ]
- é,m 022,771 Cé,m
5= ~C5m  C3m Cim
_Ci,m Cz,m Cim
I (0) ]
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Le second membre b s’écrit quant a lui :

b= |b3| € Mas1(R)

avec by vecteur nul de taille N, =5 et pour m € {2,3,4} :

0
_a‘/Q,mAt’v¢n’i,m + ¢2m
5 = | —aVam AV i m + &7,
_a‘/él,mAt|v¢n|i,m + Qb:fm

0

Remarque 5.1.4. Dans le cas du schéma semi-implicite (5.4), la construction de la matrice
A et du vecteur b s’effectue de la méme maniére.

La réinitialisation
Introduisons tout d’abord la fonction distance signée sign.
Définition 5.1.1. Soit dy la fonction distance d’un ensemble A C R? définie par :
da(w) = inf Jy —z|
La fonction distance signée signg d’un ouvert borné Q0 C R? est définie par :
signo(z) = do(z) — dg2\o(2)

Avec I' = 090 on peut écrire que :

signg(x) = dr(x) pour z € R*\Q
signq(x) =0 pour x €T (5.9)
signq(z) = —dr(z) pour x € )

Lorsque ¢ évolue au cours des itérations de 'algorithme, elle ne reste généralement pas une
fonction distance signée. Ainsi on entend par réinitialisation de ¢ le fait de transformer ¢ de telle
maniére qu’elle conserve sa ligne de niveau zéro et qu’elle soit solution de I’équation |V¢| = 1.
On peut ainsi par exemple résoudre pour une petite plage de temps I’équation suivante :

ot + (Vo] — 1)sign gy (z)=0; = 0 dans Rt x D
#(0,2) = do() dans D

qui admet comme solution stationnaire la fonction distance signée a l'interface définie par
{¢o(x) = 0}. La réinitialisation est tres importante du point de vue numérique car si ¢ devient
trop plat cela engendre une mauvaise approximation de la normale n ou de la courbure H de
notre ligne de niveau zéro.
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L’algorithme de résolution de Hamilton-Jacobi

L’algorithme pour la résolution de Hamilton-jacobi par un des deux schémas semi-implicites
(5.4) ou (5.5), avec une vitesse d’advection de la forme o = aV — SH s’écrit comme suit :

Algorithme de résolution de Hamilton-Jacobi par schéma semi-implicite
avec advection v = aV — SH

¢ + Fonction («, 3, ¢, V, h, Niter, Rliter)
1 - Création de la matrice A = A(f) pour la résolution avec le schéma
semi-implicite
Boucle sur ¢ : Tant que ¢ < Niter
2 - Réinitialisation de ¢; toutes les Rliter itérations
3 - Calcul des dérivées premiere et seconde dans les directions N, S, E, O de ¢;
4 - Calcul de la normale extérieure n a la ligne de niveau zéro de ¢;
Pour ce faire, on calcule le gradient normalisé de la fonction indicatrice ¢;
5 - Création de b = b(a, V') pour la résolution par le schéma semi-implicite
6 - Calcul de la solution X de AX =b
7 - Construction de ¢; 11 sur le maillage a partir de X
On a alors ¢;11 fonction indicatrice de la ligne de niveau 0 déplacée
selon © d’un pas h
8-14+1+1
Fin Boucle sur ¢
9 - On retourne ¢n;ter
Fin fonction

L’algorithme du schéma explicite est direct a partir de la formule (5.3).

5.1.3 Implémentation

L’implémentation des schémas utilisés pour résoudre I’équation de Hamilton-Jacobi a été
faite en Scilab en utilisant les schémas explicite et semi-implicite (avec o = 8 = 1, Niter =
30, Rliter = 5) présentés en section 5.1.2. Cette utilisation de la méthode Level-Set nous a
contraint a étendre et régulariser la vitesse connue seulement sur I'. Cette extension et cette
régularisation sont décrites dans ce qui suit.

Projection et extension de la vitesse

Rappelons que I'on dispose d’une fonction cott s’écrivant :

J'(T)(h) = / vh.n
r
ou v dépend de u et p. Or cette vitesse v n’est connue que sur I' et pour la méthode Level-Set
il est indispensable de I’étendre dans une zone autour de I' sur le maillage uniformément maillé
que 'on s’est donné au départ et de la régulariser si nécessaire.
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Il a donc fallu tout d’abord étendre aux noeuds les plus proches du maillage les valeurs de v
connues seulement sur le bord I'. Notons que le bord I' est constitué d’un nombre m fini de
points {Px, ..., Py, }. Pour chaque point P, | € {1,...,m} du contour I', on regarde les noeuds
de la maille contenant ce point. On forme ainsi une liste (M;); de tous les noeuds dont les
mailles contiennent un ou plusieurs points de I'. L’idée de la projection est alors la suivante :
pour chaque point du maillage proche de I' (i.e. contenu dans la liste (M;);), on regarde les
deux points les plus proches situés sur I'. Par exemple, pour le point M; du maillage, notons
les deux points proches P; et P» situés sur I'. Notons Py la projection du point du maillage sur
la droite (P P»).

P,

FIGURE 5.1 — Projection du point M; sur le segment PP, en Py

On note v = I]zfgg donc 1 — v = gﬁg. On reporte ensuite les valeurs des points proches P;

et P, sur le point du maillage en question par interpolation linéaire des valeurs de ces points
proches. Siy € [0,1] et si sur le point P; il y a la valeur vy et sur le point P» la valeur vy, alors
on place sur le point du maillage M la valeur yvg + (1 —y)vy. Siy ¢ [0,1] (i.e. Py ¢ [P1, P»))
alors on place sur le point du maillage M; la valeur située sur le plus proche des deux points
entre P et P,. On affecte ainsi la valeur construite au point Py au point M; du maillage. On
illustre cette projection en Figure 5.1.

1]
L.

Ligne de niveau I'
. Points M; projetés a partir de I'

FIGURE 5.2 — Projection de tous les points de la courbe I' sur un ensemble de point du
maillage dit proche

On dispose ainsi de la vitesse sur un ensemble de point du maillage (illustration en Figure 5.2).
Nous allons ensuite étendre cette vitesse dans une bande proche (quelques Azx), le reste restant
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fixé a 0 car non utile pour ce que nous allons en faire.

oo

N1l M
° -

£

M;

1

Ax « Points M; de la grille dont la valeur est connue
® Points proches /V; de la grille allant recevoir une valeur

FIGURE 5.3 — Extension dans une bande proche des points projetés

L’idée de I'extension est la suivante : pour chaque point du maillage possédant une vitesse non
nulle (on dispose d’une liste (M;);) on regarde ses voisins nuls. On obtient ainsi une liste de
tous les voisins nuls, notée (N;);. On compte alors le nombre de voisins non nuls pour chaque
point de la liste (N;);. Connaissant ce nombre de voisins non nuls pour chaque point N;, on
peut alors aisément calculer en ces points les valeurs étendues des valeurs des M; : on prend
la moyenne des points Nord, Sud, Est et Ouest non nuls intervenant dans le calcul. Ainsi sur
Iexemple précédent la valeur au point Nj sera vy, = %, comme explicité en Figure 5.3.
On réitere ce raisonnement le nombre de fois que ’on souhaite étendre les valeurs de I" sur une

distance de Ax, i.e. on le réitere 3 fois si I'on souhaite étendre les valeurs de I' sur 3Azx.

Remarque 5.1.5. On peut aussi, a partir des points M; projetés sur le maillage, utiliser la
méthode de ”Régularisation de la vitesse” ci-dessous si l'on souhaite étendre et régulariser en
méme temps.

Régularisation de la vitesse

Nous allons chercher la vitesse V. dite ”étendue et régularisée” telle que :

—’* AV, + Ve = vip (5.10)

avec des conditions de Neumann homogenes par exemple (peu importe les conditions aux bords
étant donné que l'on n’est pas censé les atteindre). On prendra 7 de ordre de quelques Az,
permettant de diffuser v sur plusieurs mailles. Le terme en Dirac s’exprime a l'aide d’une
approximation. Si ¢ désigne la ligne de niveau qui vérifie ¢o(t,z(t)) = 0 pour tout z(t) € I’
alors on peut écrire pour € > 0 de 'ordre de Az (on prendra e = Az dans les tests numériques)
qu’une approximation de la fonction distance signée est donnée par :

S, = P
\/ qbg + €2
et comme :

\Y% [sign{¢0 (w):O}] = 2(5FT7,



104 5.2. MISE EN OEUVRE DU COUPLAGE LSM-DGLS

on peut alors écrire 'approximation suivante de la mesure de Dirac de I :
1
(SF ~ i\VSe\

d’ou la nécessité de connaitre la vitesse v sur un ensemble de noeuds du maillage.

Une question se pose alors : la vitesse V. est-elle une direction admissible dans le sens ou elle
fait diminuer la fonction coiit 7 En multipliant par V, et en intégrant par parties sur {2 on a :

/772\VVe!2+/Vf—/vVe——J’(F)(h)ZO
0 Q T

en choisissant h tel que h = —V,n. Ce choix de h correspond donc bien a une direction de
descente puisque J'(I')(h) < 0. On a donc construit un algorithme permettant d’étendre et de
régulariser sur plusieurs mailles les valeurs de la vitesse v connues seulement sur I'.

5.1.4 QObservations

Les schémas semi-implicites (5.4) et (5.5) et le schéma explicite (5.3) ont été testés. Les
schémas semi-implicites permettent de converger plus rapidement que le schéma explicite vers
la solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi et ce en un temps de calcul tres court. Mais la
précision atteinte par tous ces schémas est équivalente au regard du besoin que l'on en a
pour notre algorithme d’optimisation. En effet, on rappelle que la résolution de 1’équation
d’Hamilton-Jacobi ne constitue quune partie de I’algorithme d’optimisation total. L’équation
d’Hamilton-Jacobi permet seulement de déplacer le maillage dans une direction donnée par
la dérivée de forme J'(T'). De plus, I'utilisation de la courbure H = div(n) dans la vitesse ©
(voir section 5.1.2) permet une pénalisation du périmetre ”automatique”, i.e. sans avoir besoin
d’ajouter et de gérer une contrainte a la fonction cott J.

5.2 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS

5.2.1 Algorithme

Dans cette section, on décrit I'algorithme permettant la minimisation de la fonctionnelle par
initialisation LSM puis itérations de Descente de Gradient en utilisant le formalisme Level-Set
(voir section 5.1).

On rappelle que le probleme de minimisation est le suivant :

min J(T)

Ieldyq

et que 'on a calculé une dérivée de forme de la forme suivante :
J'(T)(0) = / vh.nds
r

ou l'on a v = v(u,p,n, H) avec u solution de (2.8), p solution de (3.6), n la normale sortante
al et H = div(n) la courbure a I'. Une direction de descente adéquate pour la minimisation
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de la fonction cott s’écrit alors § = —vn. La composante normale V' = —v est prise comme la
vitesse d’advection dans I’équation d’Hamilton-Jacobi (5.2) ce qui donne :

9¢

o, ~Uvel = o (5.11)

Il est équivalent de transporter ¢ de (5.11) ou de bouger la frontiere de Q (qui est la ligne de
niveau 0 de ¢) le long de la direction de descente du gradient —.J'(T")(6).

Ainsi, 'algorithme d’optimisation est le méme que celui de la section 4.1.2 sauf pour l'initia-
lisation et la fagon de déplacer le bord I'. L’initialisation s’effectue grace a la méthode LSM
(voir section 2.5) au lieu du choix d’une forme initiale et la frontiére I' est déplacée grace a la
résolution de ’équation d’Hamilton-Jacobi (5.11) au lieu d’une déformation géometrique point
par point de T'.

5.2.2 Implémentation

L’implémentation a été effectué en Scilab pour ce qui est de la partie calcul et régularisation
du gradient (voir section 5.1.3). La déformation du maillage & I’aide de la méthode Level-Set a
aussi été implémentée en Scilab (voir section 5.1.2). On a utilisé le code Fortran ”Sampling_2d”
de H. Haddar pour la résolution des problemes directs (2.8) et adjoints (3.6).

A chaque itération de 'algorithme, les points des lignes de niveau peuvent étre non uni-
formément répartis. Ceci peut poser probleme a terme pour le calcul correct de la vitesse
d’advection V. Afin d’améliorer la résolution des problemes direct et adjoint sur la forme issue
de la ligne de niveau 0 de ¢ a chaque itération, on a implémenté une méthode itérative pour
répartir ces points. Une premiere facon rapide de faire est de supprimer les points de I' trop
proches d’autres points. Une autre facon de faire, itérative, et qui tend vers une répartition
homogene est la suivante : supposons que le bord I' soit constitué de m points {Pi, ..., P}
rangés dans lordre et numérotés de fagon cyclique (i.e. P41 = Pi, P2 = Pa,...). Nous allons
parcourir la courbe I' un certain nombre de fois et y effectuer les opérations suivantes : pour
chaque triplet {P;, Pi11, P12}, i € {1,...,m} on remplace le point P;; par le point milieu
du segment [P;, Pi12]. L’inconvénient de cette méthode est le rétrécissement de la forme 2
(de bord I') si l'on effectue ces opérations un trop grand nombre de fois. Afin de limiter ce
rétrécissement on peut utiliser un critere autorisant le remplacement du point P;y; seulement
s’il est trop proche d'un de ces deux voisins. Ce cri?é;e peut étre de comparer la distance entre

Ir

ce point et ces deux voisins directs avec le nombre 4, qui est le quart du rapport du périmetre

de I' sur le nombre de points du contour I'.

Remarque 5.2.1. La fonction scilab contour2di permet d’obtenir, a partir d’une fonction
définie sur un maillage, une liste des points ordonnés des lignes de niveauxr demandées. Elle a
du étre adaptée car elle ne donnait pas exactement ce qui était voulu, i.e. la ligne de niveau O

5.2.3 Résultats numériques
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Cas de deux cercles

Dans ce cas test, la cible est constituée de deux cercles (deux composantes connexes) de
diametre 0.4 unité dont les centres sont distants d’une unité. Les deux cercles sont donc a 0.6
unité 'un de 'autre. La longueur d’onde utilisée est 1. On utilise 100 observations et 100 ondes
incidentes uniformément réparties pour une observation sur 360 degrés. On effectue dans ce
cas test une pénalisation sur le périmetre avec un parametre «, variant et initialisé a 0.2. Le
lecteur peut consulter la section 4.1.2 pour plus de détails sur la gestion de la contrainte du
périmetre.

FIGURE 5.4 — Cas test de deux cercles connexes. Gauche : initialisation LSM. Droite :
premiere itération Level-Set.

FIGURE 5.5 — Cas test de deux cercles connexes. Gauche : 3eme itération en DGLS.
Droite : 4éme itération en DGLS.
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Iteration

FIGURE 5.6 — Cas test de deux cercles connexes. Gauche : tracé de la fonction cott en
fonction des itérations. Droite : tracé du périmetre en fonction des itérations.
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On peut constater que, sur quelques itérations, le périmetre (Figure 5.6) diminue ce qui
correspond a la phase ou le bord I' que ’on optimise se rapproche de I' ;. mais est toujours
simplement connexe. Lorsque le périmetre de I' se révele trop petit par rapport a la contrainte
fixée, il augmente un peu a cause du parametre o, qui varie et est augmenté. La seconde chute
du périmetre est le passage de la forme simplement connexe & la forme doublement connexe (Fi-
gure 5.5), les deux composantes connexes approchant les deux cercles. La fonction coiit, quant
a elle, diminue tout le temps et surtout au passage en doublement connexe. Elle augmente a
nouveau tout de méme a partir de l'itération 7 car on pénalise le périmetre.

Notons que sur cet exemple, initialisation LSM a été prise proche (Figure 5.4), mais
simplement, connexe. Avec un cutoff plus élevé de la LSM on aurait facilement obtenu deux
composantes connexes des l'initialisation. Mais ici le but a été de démontrer que la méthode
Level-Set permet elle aussi de jouer avec plusieurs composantes connexes et qu’elle converge

au moins localement.

Sans pénalisation du périmetre

L’image suivante (Figure 5.7) est litération 40 du méme cas test précédent (Figure 5.4)
effectué sans utiliser de pénalisation sur le périmetre. On constate la convergence vers un
minimum local qui n’est pas le minimum global. La minimisation avec pénalisation du périmetre
permet donc d’élargir ’ensemble des minima locaux accessible, cet ensemble pouvant contenir

le minimum global.

FIGURE 5.7 — Cas test de deux cercles sans pénalisation du périmetre. Itération 40 en
DGLS

En ouverture limitée

L’image suivante (Figure 5.8), est la derniere itération du méme cas test que la Figure (5.4),
avec pénalisation du périmetre mais avec une ouverture d’éclairage et d’observation située entre
-90 degrés et +90 degrés (au lieu de 0 a 360 degrés). C’est donc un éclairage du coté droit
seulement avec observation du coté droit également. L’optimisation a permis de mieux capter
le cercle droit que le cercle gauche. Elle est tout de méme satisfaisante.
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FI1GURE 5.8 — Cas test de deux cercles en ouverture limitée a droite du plan. Itération
40 de DGLS

La régularisation

La vitesse V' de la section 5.1 doit étre étendue et peut alors étre régularisée (voir section
5.1.3). Les deux images suivantes montrent l'irrégularité du contour a chaque étape sans utili-
sation de cette régularisation. Cette régularisation a été utilisée sur tous les cas test utilisant
la méthode Level-Set, y compris ceux déja présentés dans ce qui précede.

FIGURE 5.9 — Cas test de deux cercles sans régularisation de la vitesse d’advection dans
Hamilton-Jacobi. Gauche : 13eme itération en DGLS. Droite : 14éme itération en DGLS.

5.2.4 Observations

On a donc construit un premier couplage LSM-DGLS efficace dans le cas d’un conducteur
parfait. Celui-ci permet, surtout avec une pénalisation sur le périmetre, une approximation
relativement précise de la forme recherchée I' ;.. La précision et la robustesse sont meilleures
que celles atteintes par la méthode LSM seule. Le cott de calcul est modéré : 1 min de calcul
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par itération avec 15 itérations en moyenne pour converger, sur un processeur 1.66 Ghz Core 2.
Cependant, I'initialisation I'g doit étre assez proche de la forme recherchée I' ;. et son choix

est encore fait a posteriori.

Il serait maintenant intéressant de savoir si une telle méthode peut étre mise en avant
dans un probléme un peu plus général avec objets diélectriques (voir le chapitre 7), tout en
essayant d’améliorer ou de trouver un meilleur couplage que celui que I'on vient de construire.
Avant cela, on présente dans le chapitre 6 qui suit un calcul de dérivée seconde de forme qui
permettrait une approche plus précise de la forme cible.
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6.1 La dérivée seconde de forme

Le lecteur peut consulter dans un premier lieu la partie d’introduction sur les dérivées se-
condes de forme dans la section 2.3.5 ainsi que les parties décrivant le probleme dans un cadre
d’un conducteur parfait en sections 2.2.1 et 3.

On cherche ici & trouver la dérivée seconde de la fonctionnelle suivante :
1
J(I) = §HUOO(F) - ugesuiz(szvq) (6.1)

toujours dans le cas d’'un conducteur parfait et dans les mémes conditions d’éclairage et de
dimension que précédemment, a savoir un éclairage avec ondes planes dans un espace & deux

dimensions. Les ondes satisfont 'équation de Helmholtz suivante : pour u € HZ (RV\Q) N
Hlloc(RN\Q)v
Au+k*u=0 dans R*\Q
U = Ujpe + Ug dans RQ\Q
u=0 sur I'=09Q (6.2)
lim |0rus — ikug|*ds =0
R—o0 Sk
qui peut se réécrire dans une boule Br avec 'opérateur T (défini en section 2.2.1) :
Aug + Kus =0 dans Bpr\Q
Ug = —Uine sur I'=00 (6.3)
0
Tr(us) + U5 sur Sg
on

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Lemme 6.1.1. La dérivée seconde de forme de (6.1) dans la direction 6 s’écrit :

J"(T)(0,6) =R /F (0.Vu')(Vp.n) + (0.Vu)(VF 1) + [%((9.%)(%.@) + H(0.Vu)(Vp.n)| (0.n)

- ((9.V0).Vu> (Vp.n)

avec v = u, solution de (6.4), p' = pl + pl, avec p), solution de (6.5), p, défini par (6.6) et
Vopérateur (0.V) défini par

N
ad
O.V)d=>" i~

i=1

Preuve : Les deux sections qui suivent constituent la preuve du Lemme 6.1.1. l
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6.1.1 Calcul des dérivées des problemes directs et adjoints

On rappelle que la dérivée de forme du premier ordre dans le cas d’un conducteur parfait
s’écrit (voir section 3.2) : -
/ u op
)0 =R (00) 55
On va calculer la dérivée seconde de forme a partir de la dérivée premiere en utilisant la relation
(2.61). Cette dérivée seconde dépendra de v’ = w/(T)(0) et p’ = p/(T")(0), les dérivées premieres
dans la direction 0 des états direct u et adjoint p solution respectivement de (6.2) et (3.6). Pour
ce faire, nous allons dans un premier temps avoir besoin d’établir les équations résolues par u’
et p’. Puis, nous pourrons alors dériver la fonction coiit une seconde fois.

On utilise un résultat établi dans [104] (section 1.6 page 4) qui nous permet d’établir I’expression
du probleme vérifié par v, € HE (RN\Q) N HL (RM\Q), dérivée de forme de u par rapport a
I’ dans la direction €. Ainsi on a v’ = u/, solution du probléme suivant :

Aul, + Kl = 0 dans R*\Q
, ou
Uy = —0n—=—-0.Vu sur I'= 09 (6.4)
on
lim |0yl — ikl |>ds = 0
R—oo Sk

Le méme type de calculs s’applique au probleme adjoint (3.4). On obtient alors le probleme
suivant qui consiste & chercher p, € HZ (RV\Q) N HE (RM\Q) tel que :

loc

Apl + K*pl, =0 dans R*\Q
9 4
P, = —ply — .2t Pinc) sur T =00 (6.5)
on
lim / |0, — ikpl|*ds = 0
R—oo Sk

avec Pine = H(Uoo — ulf®) sur I'. Donc, toujours en s’aidant de [104], on a sur I :

: ! mes) () ety 7)) = — i o _ . mes
ps_/sN_l((uoo) — um)(2)e*Yds(2) = 9.n8n(pmc H(too — uns?)) (6.6)

Regardons ce que vaut le terme (o) = (uoo(I')(£)) (T)(0), V& € SV 1. Pour cela, on remarque
que la dérivée du champ lointain vaut le champ lointain de la dérivée :

(oo (1) = (u5(T)) oo

ce qui permet d’établir 'expression de (us)’. En effet, on rappelle la définition du champ
lointain exprimée en section 2.2.1 en fonction de ug(T") :

Y2/ | 7]

(D) (6.7)

avec vy = % et & = Ii_l Etant donné que u/, est solution de (6.4) avec la méme condition de
radiation & l'infini que la solution us de (6.3), on définit alors de la méme maniere le champ
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lointain de la quantité u’,, que 'on note (u}(T"))oo, par

(U (T))oo (&) a0 21z 1)) (6.8)

S

Le membre de droite de (6.8) étant la dérivée de forme du membre de droite de (6.7), les
définitions sont donc consistantes et on peut écrire que :

(oo (1)) = (us(T))oo

6.1.2 Calcul effectif de la dérivée seconde

La dérivée premiere de la fonction cotit (6.1) peut se réécrire de la fagon suivante :

7'(T)(0) = R { /F (H.Vu)(Vﬁ.n)}

En effet, Vu = g—Zn sur I' puisque v = 0 sur I' entraine Vru = 0. Ainsi, cette écriture est
préférable puisque, allant faire varier I', nous allons donc faire varier tout ce qui en dépend, y

compris la normale n = n(T").

Calculons donc la dérivée premiere de la dérivée de la fonction coiit. Pour cela on fait varier I'
via le difféomorphisme Id + 6. Pour plus de commodité, on notera I'; := (Id + #)I'. Ainsi on
écrit :

T O =% [ (0.5urp) (Vo(Tp)n(ry) =% [ (0 (6.9)

On dérive (6.9) par rapport & 6 au point 0 :

0 ! 10D aj NN
SHTTO) =R [ (7@)0) + (5 + Hi) o)

R /F ((6.96)(Vp.n) + (0.9) (VP ) + (6.u)(Vp.n')
+ [a% <(0.Vu)(Vﬁn)) + H(e.vu)(w.n)] (a.n))
R /F ((6.9u)(Vpn) + (0.9) (VP )

+ [ (0.90)(Vn)) + HO.Tu)(T5n)] (0:0)) (6.10)

avec Vp.n' = 0 puisque n’ = —Vp(é.n) est selon la direction tangentielle et Vp est selon la
direction normale. On pose 6 = 6 et on rappelle 'écriture donnée en section 2.3.5 de la dérivée

seconde en fonction de la dérivée premiere :
J"()(6,0) = (J")(I')(0,0) — T'(I')(6.V0) (6.11)
ot1 'opérateur (6.V) est défini pour d € RY par

N
ad
O.V)d=>" i~

i=1
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Ainsi, on a avec (6.10) et (6.11) :
1 / — —/ 8 — —
J"(T)(8,0) =R /F (0.V4)(VP.n) + (6.Vu)(VP.-n) + [%<(9.VU)(V;D.TL)) + H(0.Vu)(VP.n)| (6.n)

- ((e.ve).w) (Vp.n)

ce qui prouve le Lemme 6.1.1. On peut aussi écrire la formule précédente sous une forme plus
symétrique en u et p en remarquant que Vu = (Vu.n)n et que donc en dérivant par rapport a
0 on a :

V' = (Vu' .n)n + (Vu.n)n + (Vu.n)n'
= (V' .n)n + (Vu.n)n'
ou’ ou ,
= %n + %n

ce qui amene la forme suivante pour la dérivée seconde :

(6.12)

ou’ p Ou op’

J"(T)(6,0) :%/F (Q.n)%an + (Qn)%% + (Q.n,) 8“@

on on

+ [3 ((9.n)6—“@) + H(G.n)g—zg—i] (0.n) = ((0.0).Vu) (V)
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120 7.1. MISE EN PLACE DU PROBLEME

7.1 Mise en place du probleme

Dans ce chapitre nous quittons le cadre des conducteurs parfaits et entrons dans le cadre plus
général des matériaux diélectriques. En effet, on peut simuler le comportement d’un matériau
conducteur parfait en prenant des matériaux diélectriques avec une partie imaginaire de la
permittivité du matériau tres grande.

Le probleme qui nous intéresse ici est le méme que dans le cadre des conducteurs parfaits,
A savoir retrouver en dimension N = 2 le bord Iy d'une forme Qe C R? & partir des
mesures d’ondes que cette forme diffracte en champ lointain. La recherche de I s’effectuera
itérativement avec I'aide de bords I'; C R? qui approcheront I';.. Rappelons donc Iexpression
du probleme direct dans la section 7.1.1 avant de décrire le probleme inverse de la recherche de
I'cipie dans la section 7.1.2.

7.1.1 Le probleme direct

Soit Q = Q; un objet diélectrique ouvert borné régulier de RV (avec N = 2 ou 3) de
perméabilité y; et de permittivité e; plongé dans du vide Qy = RV\Q de perméabilité pus = 1
et de permittivité e = 1. Notons que ’on prendra N = 2 dans les applications numériques. On
éclaire la forme €21 avec des ondes planes incidentes u;,. € RN \; qui se diffractent au contact
de Q; et deviennent les ondes diffractées u, dans RN\ et les ondes transmises u; dans €.
On notera u; = u; les ondes dans € et ug = ugs + ujne celles dans 5. La maniere dont elles se
diffractent est régie par '’équation de Helmholtz dans le cadre d’objets diélectriques (2.28).

Soit Br une boule de rayon R contenant € et soit Q9 = Br\Q. On rappelle ici 'expression
du probleme direct (2.41) dans sa formulation dans Bpr établie dans la section 2.2.2 : chercher
ur,uz € HY(Qq) x HE (Q2) tel que :

loc

V(m) + k%elul =0 dans Ql
M1
V(E) + k2equs =0 dans Qo
H2
U = U2 = Uipc + Us dans 9 (7.1)
(W 'Vau).n =0
[ul. =0
10
— 2y Tr(u) = St sur Sp
1 on

avec Skl — %%—FTR(uiTLC)? Uine = €727 by = k. /Eafiz = k, et on rappelle que Qs = Br\Qy,

1
Sr = OB, Tr := T}, défini en section 2.2.1 ainsi que [u]. = ug — u; le saut a l'interface I'

r
(voir la définition 2.2.4). Cette formulation dans une boule By (illustration en Figure 7.1) va

permettre un calcul plus aisé de la dérivée de forme exprimée dans le Théoreme 7.2.1.
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FIGURE 7.1 — Reformulation du probleme diélectrique dans une boule By de rayon R

7.1.2 Le probléeme inverse

Le probleme inverse qui nous intéresse est toujours le méme, a savoir déterminer I' minimum
de la fonctionnelle suivante :

1 mes
j(F) = QHUOO(F) — Uyo H%2(SN—1)

mes
oo

onde incidente ;. éclairant dans la direction unitaire d, SN~! la sphere unité et us(I'), défini

ou u est le champ lointain mesuré correspondant a 1’éclairage de la forme Q.. avec une

en section 2.2.1, désigne le champ lointain issu de l'onde ug créée par la diffraction d’une onde
incidente ;. éclairant la forme € de bord I'.

Remarque 7.1.1. De méme que dans le cas du conducteur parfait, si I’on souhaite résoudre
ce probléeme en considérant m ondes incidentes, on doit minimiser la fonctionnelle suivante :

JI):=>"
=1
l,mes

ol U est le champ lointain mesuré correspondant a l’éclairage de la forme Qpe avec

Huf)o(r) — ué’omeSH%Q(SN—l) (72)

N | =

londe incidente ul, . éclairant dans la direction unitaire d, SN=1 la sphére unité et ul (') :=
!

L (D)(#), Vi € SN=1 désigne le champ lointain issu de l'onde ul, créée par la diffraction de

U

Uonde incidente u., . éclairant la forme Q0 de bord T. (Illustration en Figure 3.2).

C

Comme on 'a dit en section 3.1.2, ce genre de probléme inverse est mal posé (voir la section
2.4).

Remarque 7.1.2. Le champ lointain us(I') est défini a la définition 2.2.1 en section 2.2.1
dans le cadre d’objets conducteurs parfaits. Dans le cas d’objets diélectriques, la formulation
du, comportement asymptotique de ug reste la méme a savoir :

ezk|:c|

s () = — S (tool) + O())
Y|z 72 |z

a ceci prés que ug est donné par u = Uipe + us solution du probléme direct diélectrique (2.41).
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Le probleme adjoint

Le probleme adjoint & (2.28) pour la fonction cotut considérée s’écrit quant a lui :

Vi,

[
Vp,

Ho
D2 = Dine + Ds dans RN\ (7.3)
[~ VBl =0
[Pl =0
lim 0,5 — ikps|*ds = 0

R—o0 Sk

V.(=2) + k¥ep, =0 dans

V.(=2) + k%&py = 0 dans RN\

avec P, une onde transmise & U'intérieur de 1, ;. = H (oo — ) (voir définition 2.2.3). La

formulation du probleme (7.3) dans la boule Bg s’énonce ainsi :

Vp,

V (=5 + k2ep, =0 dans
Hy
V.(v_p2) k*€py = 0 dans 9
Ha
P2 = Pine T Ps dans o (74)
[:U*_lvﬁ]r'n =0
[p]. =0
1 9p _
;% + Tr(p) = Sﬁf sur SR
avec Qy = B\ et S%?2 = Tr(Pin.) + ﬁagi? = Tr(H(uoo — ul)) + i%ﬁ (Uoo — uZf®). La

solution du probleme adjoint servira a expliciter la formule de la dérivée de forme de facon plus
pratique. Sa formulation a été trouvée en utilisant le Lagrangien (7.11). Remarquons que ce
Lagrangien permet de retrouver le probleme direct, le probleme adjoint de ce probléeme direct
pour la fonction cott considérée et la dérivée de forme de cette derniere.

Le Théoreme suivant énongant le caractere bien posé du probléme adjoint (7.4) est identique
au Théoreme 2.2.4 pour le probléeme direct (2.28). On le rappelle :

Théoréme 7.1.1. Supposons que pi, €, € L pourr =1 ou 2 et que Sm(p,) > 0, Sm(e,) > 0,
FRe(ul—T) > C > 0. Le probléeme adjoint (7.3) est un probleme bien posé, i.e. il admet une solution
(P1,P2) € H' () x H|,

L.(Q2), celle-ci est unique et dépend continiment des données Py, avec

l’estimation suivante :

P11 @) + [1P2llm ) < et (B)[Pinellbzry VK compact de Qg (7.5)
avec ¢1(K) constante strictement positive.

Preuve : voir section 2.6 du livre de Nédélec [88]. B

Regardons dans la section suivante le calcul de dérivée de forme.
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7.2 Calcul de la dérivée de forme

Cette section est dédiée au calcul de la dérivée de forme de la fonction colit dans le cas
d’objets diélectriques. Cette dérivée de forme sera de grande importance pour les simulations
numériques comme pour dans le cas du conducteur parfait. Voici donc I'expression de la dérivée
de forme via un théoreme :

Théoréme 7.2.1. Soit u € H} (RYN) solution du probléeme de Helmholtz diélectrique (2.28).
Soit J(T') := %Huoo(f‘)—ugesﬂig(sj\,_l) la fonction coit. Soitp € HL (RY) solution du probléme
adjoint (7.4) a (2.28) pour la fonction coit considérée. Alors la dérivée de J par rapport a T’

dans la direction 0, appelée dérivée de forme, s’écrit :
1 Ou Op 10ulop
(O =Rq[=] [ Sr5ten - /————9. - /kQ_G. 7.6
gOe) =[] [ SEEOm . [ L5~ 1, [ Kupem) [ (76)
Corollaire 7.2.1. Soit m le nombre d’ondes incidentes d’éclairage. Soit u' € Hlloc(RN) solution
du probléme de Helmholtz diélectrique (2.28) avec une onde incidente uénc = e*vdi gelairant
dans la direction dy, pour 1 <1 < m. Soit J la fonction coit (7.2). Soit p' € Hlloc(RN) solution
du probleme adjoint (7.4) a (2.28) pour la fonction cout considérée. Alors la dérivée de J par
rapport a I' dans la direction 6, appelée dérivée de forme, s’écrit :

/ e 1 [fodop , 1ou1op' , v 2,05 (0.1
“7(”(9)‘121%{[ML [ e G0~ [ 5 ) — [, [ B, >}

(7.7)

Preuve du Théoréme 7.2.1 : On trouvera dans les deux sous-sections suivantes deux preuves.
La premiere établie formellement et rapidement (méthode par régularisation en section 7.2.1),
et la seconde établie rigoureusement via 'utilisation d’un Lagrangien (méthode du Lagrangien
en section 7.2.2). W

7.2.1 Meéthode par régularisation

On se base sur le travail de O. Pantz [95]. Il y propose notamment une méthode pour
trouver formellement (on peut justifier rigoureusement la méthode formelle proposée) et surtout
rapidement la dérivée de forme en supposant tout d’abord que € et p sont réguliers puis en
passant a une certaine limite qui consiste & rendre € et D discontinues. Faisons donc cette
hypothése de régularité. On pose pour plus de simplicité dans 1’écriture D = 1. Une variation
de D ou e dans la direction 6 se notera Dy(z) = D(z+0(z)) et ep(x) = e(z+0(x)) Vo € RV. On
dira alors que l'on effectue des variations internes en comparaison des variations dites externes
de la forme D + AD. Les variations internes sont des variations couramment employées en
optimisation géométrique ce qui rend cohérent le calcul qui va suivre. On introduit alors un
Lagrangien dans la définition suivante.

Définition 7.2.1. Soit v,q € H. (RY) indépendants l'un de Uautre et de T = 0. Soit B
une boule de rayon R > 0 contenant 21 et Sg = OBRr. On suppose que v satisfait une condition

de radiation du type :
lim |0,v — ikv|*ds = 0 (7.8)

R—o0 Sk
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ce qui permet d’utiliser le comportement asymptotique voo de v défini en section 2.2.1. On
définit alors le Lagrangien suivant a partir du probléme direct (2./1) et de la fonction cott

(7.2) :

1
L(Dg,e9,v,q) = 3 | Voo (V) — HL2 gN-1y +R{ - DyVoVg + k? / €oUq
Br Br

- [ o) - spiha) (79)
Sgr

On vérifie bien que l'on retrouve les problemes adjoint et direct en écrivant que les dérivées
respectives par rapport a v et ¢ de £ sont nulles au point (Do, €o,u,p) := (Dg, €, U, p)|,_,- Pour
déterminer la dérivée de forme, on dérive le Lagrangien (7.9) par rapport & § au point 0 :

-, oL oL
FO0) =250 =< 0%,
ou l'on désigne par < aD,D’(O)(@) > (Do)
D'(0)(9) prise au point (Do, €9, u, p) (similairement pour le second terme mais par rapport a €
au lieu de D).

+ < %,e’(O)(G) >

D (0)(9) >\(D0,eo,u,p) Oe

‘(Do,eo,u,z?)

la dérivée de L par rapport a D dans la direction

On a donc le résultat suivant :

J'0)(6) = —éR[ VuVpD'(0)(0) — / k*upe’ (0)(6)
Br Br

On rappelle que dans 1’'équation ci-dessus, u et p dépendent de ¢ et D. A partir de cette

expression on ne pourrait pas passer a la limite (i.e. lorsque € et D convergent vers un champ

discontinu) car Vu et Vp ne sont pas régulier au passage de I'. On suppose donc qu'il existe un

champ (7,n) de vecteur orthonormaux tels que 7 et n soient des extensions du vecteur tangent

10u 10p Ou
et de la normale a l'interface I' et tels que Lo non or et

passage de I' lorsque € et D tendent vers un champ dlscontlnu. Sur la base (7,n) on a donc :

sment réguliers et continus au

Oudp  Oudp
VuVP= 557+ Gnn
T OT
et comme D' = (%)’ = —/}—2;/ alors on peut écrire :

goe=-2] [ ZIDOO- [ LS Troe - [ o)

On fait ensuite tendre D (similairement pour € et p) vers un champ discontinu par morceaux
formellement de la fagon suivante :

D'(0)(0) — —[D].or0.n
et le terme J convergeant formellement ainsi :
J'(0)(8) — T'(T)(6)
on peut alors écrire en passant a la limite :

7m0 = R[] [ 52520~ e [ 505 L0m) -l [ Kupon)

ce qui constitue un premier calcul formel de la dérivée de forme.
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7.2.2 Méthode du Lagrangien

On calcule ici la dérivée de forme en exprimant rigoureusement le Lagrangien en fonction de
w1, ug, p1 et po (ici pu et € valent p, et e, dans Q,) et en le dérivant tout aussi rigoureusement
des lors que I'on suppose les fonctions wuy, ug, p1 et po dérivables par rapport a I'. Le calcul est
bien sir plus long que la méthode précédente. On rappelle que Br = Q1 U Qs.

Définition 7.2.2. Soit vi,v2,q1,q2 € Hlloc( N) ndépendants 'un de autre et de I' = 0€;.
Soit Br une boule de rayon R > 0 contenant 2y et Sg = OBRr. On suppose que vy satisfait une
condition de radiation du type :

lim |0, v9 — ikva|?ds = 0 (7.10)

R—o00 Sk

ce qui permet d’utiliser le comportement asymptotique voo de vo défini en section 2.2.1. On
définit alors le Lagrangien suivant & partir du probléeme direct (2.41) et de la fonction cout

(7.2) :

1 1
‘C(F7U17U2>QI>q2) = 3 || UOO(UQ) - u ||L2(SN 1) +§R|: / —VU1VQ1 / —vvqu_g
Q Qo M2

1 1
—H’JQ/ 61U1q_1—|-k‘2/ 62’qu2—/ TR v2) Sﬁl’l]@ (7.11)
951
1 1 0q1 1 0qa 1 0vy 1 Oug
2/F<(u1 on o o On )2 o)+ (,u on T o On o) (@ Q1))]

La dérivée nulle de ce Lagrangien par rapport a vy et vg au point (I', uy, ua, p1, p2) donne I’état
adjoint. Par rapport a g1 et go au méme point, on obtient le probléme direct. Et en dérivant par
rapport a I' toujours au méme point on obtient la méme dérivée de forme que par la méthode
de régularisation précédente.

Remarque 7.2.1. Notons que dans tous les calculs qui vont sutvre, pour prouver d’une quantité
est nulle il suffira de montrer que ses parties réelles et imaginaires sont nulles en prenant ¢
réel ou imaginaire pur.
Le probleme direct

On dérive donc le Lagrangien (7.11) par rapport a g; pour obtenir le probleme direct dans 2y
et par rapport & go pour le probleme direct dans 5. On a V¢ € C°(RY) N Hlloc(}RN) :

oL 1 — _
< —(F7u17u27p17p2)7¢> - §R|:_/ —V’U,1v¢+k2/ 61'LL1¢
o M1 o

8(11
1 [ 10¢ 1 1 Ouy 1 Oug —
3 /F a2 T m) g /If;a—n + za—n”’]

= 0 (7.12)

Comme ¢ € Cg° (RN ), et en intégrant par parties le premier terme, on obtient :
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1 — — 1 — 1 0 —
—/ —VU1V¢+I€2/ 61ul¢ = / V(—Vul)qﬁ— U1¢+k2/ 61’U,1¢
Q; M1 of} of} K1 a0, M1 on Q
=0
Ce qui nous donne finalement :
1 2
V.(—Vuy) + kietu; =0 dans

M1

I1 ne reste de (7.12) que les termes sur le bord :

10ui— 1 [ 1389 1 [ 10u  10dup -
/rm@nd) 2/#187%(“ wtyg /r( - )$=0
avecEzOet%;éOilvient:
[U]FZO

puis enfin :

1 0u
[ﬁa—n]F =0

De la méme maniére on dérive par rapport a ¢ :

or 1 _ _ _
<30 (T, ui,u2,p1,p2), ¢ > = %[ - / —VuaVo + kQ/ eusd — [ (Tr(ug) — SEH)b
q2 Qo M2 Qo o0

1 8(b 1 8u1 1 8u2
3 e+ e+ 58] (1)

= 0

Comme ¢ € C°(RY), et en intégrant par parties le premier terme de (7.13), il vient :

1 — — 1 — 1 0 10
—/ —Vu2V¢+k2/ E2usp = V.(—Vug)d — a2y /_ﬂqb
Qo H2 Qs QM2 Sp M2 On p2 On
—|—]€2/ 62@(125 (7.14)
Qo
= 0

Ce qui nous donne finalement :

1
V.(—Vug) + klequs = 0 dans €9
2
Des termes sur le bord on déduit de la méme maniere que précédemment :

1 8’&2
E% + Tr(u2) = an’l sur Sgr

et
1 0u

e = 50l

r=0
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L’état adjoint

On note tout d’abord J (v) = Hvoo (v) — u@esHiQ(SN_l) pour signifier explicitement que la
fonction cout dépend de la fonction v vérifiant une condition de radiation (7.8). Par définition,

on a que J(u) = J(I).

On dérive le Lagrangien par rapport & vy puis ve. On a Vo € CgO(RN) N Hlloc(RN) :
oL 1 _ ) _
< _(F7u17u27plap2)7¢> = §R|:_ _v¢vpl +k €1¢p1 (715)
vy 0 M1 Q
1 1 Jp; 1 Op, 106,  _
5 G+ = T2(0) + 552 = 7))
=0
En faisant une intégration par parties du premier terme, on obtient :
1 _ _ 1 __ 1 0p
[ avevm k[ aom = [ V.Vpge- [ O
QM1 o o M a0, M1 On
+#2 [ aop, (7.16)
951
=0

et comme ¢ € C3°(RY), on a finalement :

1
V.(—Vp) + keipy =0 dans
H1
Des termes sur le bord on déduit de la méme maniere que précédemment :
10p
won

Pl =1

De la méme maniere, on dérive le Lagrangien par rapport a vs :

]F:

oL ~ 1
< o T 0> = F00) 8~ [ vevn ekt [ o [ Trop

Qo
1 1 0p; 1 0py 10p,_ _
= TPy T 1
- /F (o + = )0+ 2 5y = 7] (7.17)

=0
Le premier terme est une intégrale sur Sg. En prenant ¢ € C3° (RM), et en intégrant par parties
le produit scalaire des deux gradients du second terme, on a :
1 _ 2
V.(—VDy) + k“eaDy =0 dans g
2
et les conditions aux limites sont :

1o

[; 8n]r =0
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et comme on a (voir I’établissement de la formule (9.30) en section (9.1.2)) :

j/(UZ)(d’) = /S {TR(g(uoo —ul®®)) 4+ 1 oH

E%(um —Uue’) | @
alors :

L 0P,

ey ¢ LR
O Ta(p) = Ta(Fluse — ) + 50

(Uoo — u5s™)

sur Sg
La dérivée de forme

Calculons la dérivée de forme. On a V§ € WH(RY RY) :

oL

1 1
< o= (L ur,ug, pr,p2), 0 > = %[—/—Vulvl_h(@-n)"'/ —VU2V1_92(9-7L)+k2/61u11_91(9-n)
or r H1 ruSy M2 r
—k‘2/ 62’&2]_)2(9.71) (7.18)
T'uSg
1 oTy 0T,
—5 /F(Hn)[% + HT; + % + HTQ]:|
avec :

1 9p, | 1 0py
T = (— — _
' (Hl on " 2 On uz =)
1 Ou 1 ou
Ty =(——+——) By — P1)
w1 On  ug On

On prend 6.n = 0 sur Sy ce qui élimine les termes correspondants dans (7.18).

T

11 vient avec [u], = [p], =0:

/F H(T) + Ty)(0.n) = 0
et

on _ Lom | 1om,

)(6U2 8u1

on u1 On s On on %)
0Ty 1 Ouq 1 Ous 8]_92 8]_91
= Gaon Tmon ' on  on)
Pouri,7j=1o0ou2ona:

Vu;Vp; = — =2 - 7.19
UivVe; on on or Ot ( )
et en simplifiant un peu, on obtient, avec [%g—g]r [%g—Z]F =0, que :

oL 1 Qup 0p, 1 Ouy Op
< gpdhunuz,prpe),0 > = %[/[_ﬂﬂ _ 1 dmdp
I

o OT Oy OT OT (8:n)

L Ly (9P 0uz | Oy 0w
+2/F[,u]r(8n on on On )(0:n) (7.20)

[ dup0.0)]
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. D
Puisque [%]F =[52], =0ona:

1 Ous Oy 1 0w Opy _/ggy@
/F('u? or Ot Ot Ot )(0:n) = F[M]F or 87_(9-”)

et comme [i—]F = [ 52l =0 alors :

1/1 @%+%%)(9n) — 1/ [i] (i%i% 1 0py 1 Oup 6.n)
2 )rpu0n On  On On’t 2 FMlMQ p iy Onopy On o s On o pe On "
I A R U )
= 5 [ e T )
B 190p10u
= —/F[M]r;%;%(@-n)

La dérivée de forme complete s’écrit alors :

oL 1, udp 10u1dp , _
= - 1. 2P gm) — —ZE2 P gy — .
< 8F( 7u17u2,p17p2),9 > %[/F[,U']F or OT (9 n) /F[:U’]r'uan'u an(‘g n) k /F[E]Fup(e n)]

On retrouve bien la dérivée de forme obtenue par la méthode de régularisation en section 7.2.1.
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8.1 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS

8.1.1 Algorithme

L’algorithme est le méme que celui exposé en section 5.2 a la différence pres qu’il s’effectue
dans le contexte d’objets diélectriques (voir la section 7.1.1 pour plus de détails). On initialise
donc notre algorithme avec la méthode LSM (dont une description peut étre trouvée en section
2.5) afin d’obtenir une premieére approximation I'y de la forme recherchée T' .. A partir de
cette forme, on calcule la dérivée de forme via la formule (7.6) établie dans le Théoréme 7.2.1.
Cette dérivée de forme, connue sur tout le bord I' servira, avec une descente de gradient d’ordre
1 et la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi par méthode Level-Set, a déplacer le contour
I’y de telle sorte que la fonctionnelle J diminue. En itérant ainsi avec DGLS sur I';, contour
que I'on optimise a chaque itération 7, on convergera vers un minimum local de la fonction cotut

J.

8.1.2 Implémentation

L’implémentation utilise une nouvelle fois le code Fortran ”sampling_2d” de H. Haddar
pour la résolution de problemes directs (2.41) et adjoints (7.4). L’initialisation LSM est aussi
effectuée par ce code. Le code d’optimisation est quant a lui écrit en Scilab et interfacé avec ce
code Fortran. Il a fallu, de méme qu’en section 5.1.3, étendre et régulariser la dérivée de forme
connue seulement sur le bord I'; a chaque itération 3.

8.1.3 Résultats numériques

Dans le cadre du modele diélectrique (2.41) et en utilisant ’approche du formalisme Level-
Set décrit précédemment en 5.1 avec initialisation LSM, on effectue les cas test numériques
ci-dessous. Le premier cas test s’effectue sur un carré et le second sur un L. Ces deux cas
test seront effectués avec une pénalisation sur le périmetre intégrée a la vitesse d’advection de
I’équation d’Hamilton-Jacobi (voir la section 5.1.2 pour plus de détails).

Cas test sur un carré

Le premier cas test (Figures 8.1 et 8.2) s’effectue sur un carré de taille 0.5, avec 50 ondes inci-
dentes et 50 observations réparties uniformément sur 360 degrés et les parametres diélectriques
suivants : € = 1, 1 = 1.5, une longueur d’onde de 1 dans un domaine de taille 60 x 40 maillé
uniformément par des carrés.
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contour plot

FIGURE 8.1 — Cas test sur un carré. Gauche : initialisation LSM. Droite : 15eme itération
en DGLS.

Fcout history

.357

0.307]

Fcout function
o

0.257

0.207

Iteration

FIGURE 8.2 — Cas test sur un carré. Tracé de la fonction cotut en fonction des itérations
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Cas test sur un L

Le deuxieme cas test (Figures 8.3 et 8.4) s’effectue sur une forme en L, avec 50 ondes inci-

dentes et 50 observations réparties uniformément sur 360 degrés et les parametres diélectriques

suivants : €1 = 1.2, u; = 1, une longueur d’onde de 1 dans un domaine de taille 60 x 40 maillé

uniformément par des carrés.

FIGURE
DGLS.

-0.6q

8.3 — Cas test sur un L.

our plof

Gauche : initialisation LSM. Droite : 2nde itération en

FIGURE 8.4 — Cas test sur un L. Gauche : 10éme itération

la fonction cout en fonction des itérations.

en DGLS. Droite : Tracé de
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8.1.4 Observations

Dans ces deux cas test (Figures 8.1, 8.2, 8.3 et 8.4), 'initialisation LSM a été choisie par des
considérations a posteriori, i.e. apres avoir testé plusieurs parametres de cutoff afin d’obtenir
une initialisation assez proche de la forme recherchée T' ;.. Sur le premier cas test (Figures
8.1 et 8.2) on constate une bonne convergence de l’algorithme en 15 itérations et confirme le
calcul correct de la dérivée de forme (7.6) effectuée dans le chapitre 7. De méme, pour le second
cas test sur le L (Figures 8.3 et 8.4), on observe une convergence vers un minimum local en
10 itérations. Ces cas test donnent donc du crédit a ce premier couplage LSM-DGLS. On a
cependant aucune certitude que le minimum atteint soit global. De plus I'initialisation LSM a
été faite a posteriori. Notre couplage n’est donc pas tres robuste.

Nous allons étudier dans le chapitre 9 la méthode dite de Gradient Topologique (GT) avec
pour objectif de résoudre les problemes que nous venons de soulever a savoir I'atteinte d’un
minimum global et la non robustesse de ’optimisation.
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9.1 Le Gradient Topologique (GT)

Le but de cette section est d’établir la sensibilité de la fonction cout J & l'introduction
d’une petite inclusion de taille p que 'on notera w,. En théorie, la forme de la petite inclusion
ajoutée peut étre arbitraire. Mais pour pouvoir calculer facilement ce qui sera la dérivée to-
pologique (ou gradient topologique) et pour une utilisation numérique aisée on supposera que
cette inclusion est une boule dans RV, N = 2 ou 3. Notons que I'on prendra N = 2 dans les
applications numériques. Le lecteur pourra aller consulter entre autres [13] et [19] pour des
résultats similaires de Ammari H. et Masmoudi M.

Ainsi, toujours avec le probleme direct diélectrique (2.28), on cherche l’expression du gradient
topologique de la fonction cout J dont on rappelle I’écriture :

1
T(I) = 5 |luso(I) = use T2 sn-1y (9.1)
On rappelle tout d’abord quelques notations utilisées en section 7.1. Soit {2; un ouvert

borné de RN et 2y = RN \1. On maille le domaine de calcul rectangulaire Dy uniformément
par des carrés. On note ce maillage Mj.

Pour calculer ce gradient topologique, nous nous appuyons sur le travail fait en [9] sur la
notion de dérivée topologique et suivons les mémes étapes de raisonnement. On regarde s’il est
judicieux de créer un trou de taille infinitésimale en un point xg du domaine de calcul Dy. Pour
ce faire, on introduit deux problemes : le probleme non perturbé et le probleme perturbé par
I'ajout d'une boule w, de taille p en un point zg. Plus précisément, soit w un ouvert régulier
de RY (on prend méme w boule unité centrée en 0). Soit p > 0 un petit parametre qui a pour
seule fonction celle de tendre vers zéro. Pour un point xy de €22 on définit 'inclusion suivante :

Tr — X

w, = {z € RY, € w}

de sorte que pour p assez petit, w, soit disjoint de I' = 9€;.

Remarque 9.1.1. Le cas ou xo € 1y et ou l'inclusion w, C 1y est disjointe de I' se traite
similairement. On se focalise donc dans ce qui suit sur le cas ot xy € {s.

Notons x la fonction caractéristique de €21, x.,, la fonction caractéristique de w, et x, la fonction
caractéristique de 27 Uw,. Ainsi,

Xp = X T Xw,

On a donc bien que xxu, = 0. On résume cela dans la Figure 9.1.

On reformule la fonction cout (9.1) sous une forme qui nous permettra un développement
asymptotique de J par I'ajout de w, selon les notations utilisées :

1 2
T00 = 5 |l tooltn) = w2 [Bagsn 1) (9.2)
avec Uy = upx+uz(l—x). Similairement on note Uy, = UlXp+u2(1—Xp). Ces notations valent
aussi pour les variables py, Dy, Py, et Py, définies dans la section 9.1.1 qui suit. Définissons
alors ce que 'on entend par dérivée topologique :
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€2, 2

r

ra

FIGURE 9.1 — Objets diélectriques 2; et w, plongés dans un milieu diélectrique {2y

Définition 9.1.1. Si la fonction cout J (9.2) évaluée en x, admet un développement asymp-
totique lorsque p — 0T de la forme suivante :

T (xp) = T (x) + p" D (z0) + o(p™)
alors le nombre DJ(xg) est appelé dérivée topologique de J au point xg pour l'inclusion w.

Pour plus de simplicité on posera D = i dans certains calculs. Les constantes diélectriques
s’expriment de la fagon suivante : Dy, = Dix, + D2(1 — x,) et €, = e1Xx, + €2(1 — x,). On
mne .

notera de plus le champ incident w2 := (1 — x)uinc et uy'’ = (1= Xp)Uinc (de méme pour pie

inc)

et Py, )

9.1.1 Les problemes directs et adjoints perturbés

Soit Br une boule de rayon R > 0 de bord Si. On pose donc maintenant Qs = Br\;.
De la méme maniere qu’en section 7.2.1, nous établissons ’expression du probléme adjoint du
probleme (2.41) grace au Lagrangien suivant :

1 Lysvi t
,C(F, S,t) _ 5 H Soo(S) . ugnoes H%Q(SN—l) +R _/ —VsVt + k2/% est
R

Br M (9.3)

- / (Tr(s) — St
Skr

avec s vérifiant la condition de radiation (7.8), Shl — l% + Tr(uine) et ou Popérateur Tr

, 1
k274 onde plane incidente éclairant dans la direction unitaire

est défini en (2.17) avec Ui, = €
d dans €. Les probléemes adjoint et direct qui en découlent sont les mémes qu’en section 7.1.1
et 7.1.2 a quelques notations pres. Ce Lagrangien ne nous servira pas pour le calcul de la
dérivée topologique de la méme maniere que lors des calculs des dérivées de forme et ne sert
qu’a ’établissement des problemes direct et adjoint pour la fonction cotlit considérée. Ainsi, le

probléeme direct non perturbé s’écrit :
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Vuy
Hx
Uy = umc + uy,
1 aux

| 1 On

et le probleme direct perturbé s’écrit :

v.(

) + k2eyuy =0

+TR(UX) Su’

Vu
V.(—22) + k‘QEXpuXp =0
lu’Xp
oy =
1 Ouy 1
; 6np + TR(uXp) = Sﬁl’

\

ou l'on rappelle que l'on a pip. =

v
V( px)+k26XpX:0
Hx
Px =Dy + 1y
l_@px + Tr(py) = Tr(H (uoo (uy) — umt®)) + —
uf)n R\Px) = 1R oo Uy 00

dans

dans

sur

dans

dans

sur

10H
pon

7 (oo (uy) — uss™)

Br
Bgr

Sr

Br
Br

SR

(9.4)

Br
Br (9.6)

SR

M (Uoo (Uy) — ume?®). On définit aussi un probleme adjoint

perturbé "modifi¢” (variable notée p, ) qui nous servira lors du calcul de la dérivée topologique :

Vp _
V.(—22) + ke, Py, =0
M,
Px, = Dy + 15,
1 O0py
1% anp + Tr(Py,) = TR(H (oo (uy) — uge™

ol le second membre sur Sg dépend de x et non de x, (d’ou le terme "modifié”).

On pose ensuite v = uy,

(9.5) et la solution du probleme direct non perturbé (9.4). On pose de méme q = py,

mes

Dt 2 Gy sl —

)

Bgr
Br (9.7)

sur Spg

— uy la perturbation entre la solution du probleme direct perturbé

—py la

perturbation entre les solutions des problémes adjoints perturbé (9.7) et non perturbé (9.6). v

est alors solution du probleme suivant :

\

Vv 1

9.2+ o=t 2] )+ il
/’LXP KT

v = uXp - ’LL;

1 0v

2T —

o on +Tr(v) =0

dans

dans

sur

(9.8)

ou l'on rappelle que le saut s’écrit [€], = €2 — €1 (voir la définition 2.2.4). Similairement & (9.8)

on a ¢ solution du probléeme suivant :
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Vq 1
V.(—/)+ k:Qe‘qu = V.(Xw, [—} Vpy) + k‘z[e]wapr dans Bpg
'u’Xp mir
q =Py, — Py dans Bpr (9.9)
1
;%‘I‘TR(Q) =0 sur Sg

\

9.1.2 Calcul de la dérivée topologique

Voici le résultat principal de cette section, a savoir la dérivée topologique de la fonction
cotut J. On prendra dans ce qui suit des constantes diéléctriques réelles.

Théoreme 9.1.1. Soit u, € H}

loc

(RN solution du probléeme de Helmholtz diélectrique (9.4).
(RN)Y solution du

probléeme adjoint (9.6) a (9.4) pour la fonction coit considérée. Alors la dérivée topologique de

Soit T(x) = 3||luso(uy) — ugéesH;(S]\,,l) la fonction coit. Soit p, € H} .

J, lorsque l’on cherche a introduire un peu du milieuw 1 (u1,€1) dans le milieu 2 (ug, €2), s’écrit
au point xqg :

_ T [M]F V= T 26 TG T
Ditan) = - fon— Wm0} 010)

Remarquons que lorsqu’on souhaite introduire du milieuw 2 dans le milieu 1, il faut intervertir
les indices 1 et 2 et que, sauf indication contraire, le milieu 2 est le vide donc ps = €2 = 1 et
N = 2 dans nos simulations numériques des sections 9.1.5 et 9.2.

Précisons tout d’abord quelques éléments qui vont permettre de construire la preuve de ce
théoreme. On définit we de la fagon suivante pour tout vecteur £ € RN -

Définition 9.1.2. Soit wy : RN — R solution du probléme suivant
—V.(Dy,V(wg)) = —=V.(xw[D]§) dans RY (9.11)

pour tout we € W := {w € H}

loc

(RY;R), Vw € L2(RY;RN)} (espace de Beppo-Levi). we € W
implique des propriétés de décroissance a l'infini de we ce qui assure l'unicité de la solution du
probléme. Notons qu’ici, we ne satisfait pas de condition de radiation.

Voici alors un premier Lemme qui nous sera utile lors du calcul de la dérivée topologique, et
prolongeant les propriétés de décroissance a l'infini de wy :

Lemme 9.1.1. La solution we du probléme canonique (9.11) a un développement asymptotique
a Uinfini qui s’écrit comme suit pour y € RV :

we(y) = =MENVG(z,y) + Oyl ™) [y| = oo (9.12)
ot G(z,.) : RN — R est la fonction de Green associée au probléme (9.11) solution, pour
z €RN, de :

{ —V.(Dy,VG(x,.)) =6, dans RY (9.13)
G(z,y)| —0 [y — o0
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et M est la matrice, dite de polarisation [1}], fonction de linclusion w, indépendante de , et
définie par :
M = [D](N + |w|I)

avec N matrice définie par :

N¢ ::/V(wg)dV(y)

Preuve : La démonstration est similaire a celle de [9] au Lemme 4.1. Nous allons donc décrire
brievement les étapes du raisonnement. Ainsi, soit w I'inclusion définie précédemment. Soit U
un ouvert régulier contenant w strictement et ¢ € C°°(R"Y) une fonction cutoff telle que ¢ = 0
dans w, ¢ = 1 dans RV\U. On définit f = f(y) par :

f = =V.(Dy,V(pwe)) (9.14)

qui est & support compact dans U grace & (9.11) et le fait que ¢ = 1 dans RV\U. Puisque
¢ =0 dans w on a que pour ¢wg € W :

~V.(D1V(¢we)) = f dans RY (9.15)

On utilise alors le tenseur de Green G pour calculer la solution de (9.15) :

ouev) == [ Glw=mrnavin) (9.16)
Puis, sachant que f est de moyenne nulle et & support compact dans U et que ¢ = 1 sur RVN\U
on a:
N oG N
wels) = S 52) [ msmav o)+ 0l ™) (917)
i=1 7t

L’intégrale sur U peut se réécrire apres quelques calculs utilisant (9.14), la définition de ¢ et
des intégrations par parties :

/U mf )V () = (D] | (Ve + OV () = (M16);

w

ce qui donne (9.12). W

Remarque 9.1.2. Le Lemme 9.1.1 nous dit que, comme le membre de droite de (9.11) est de
moyenne nulle, we se comporte comme O(|y|~%) a Uinfini. Ainsi, en définissant & = Vuy(zo)
et &, = Vpy(zo) on peut prouver que l'on a dans un certain sens :

r — X
Uy, () = uy () + pwey( P )

T—x0
P

Ainsi, on définit wg’o () 1= pwg, ( ) solution du probléme

—V.(Dy, V(wg,)) = =V.(xw,[Dl&)

satisfaisant des conditions aux limites non-homogenes et petites lorsque p > 0 est petit. La

fonction wgo est le terme principal du développement asymptotique décrit dans le Lemme sui-

vant.
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Lemme 9.1.2. Soit 0. € C3°(BRr), une fonction cutoff telle que 8. = 1 dans un voisinage Vy,
de xg, alors il existe une constante C > 0 indépendante de p telle que :

v= Hngo +9 (9.18)

avec

N
101112 () < Cp2 ™ (9.19)
et
ngoHL2(BR) < Cp*\/logp si N =2 (9.20)
g, 2y < Cp2 ™ si N 23 (9.21)
N

IVwi ll2ry < Cp2 (9.22)

Preuve : Similaire a celle de [9]. B

Remarque 9.1.3. On définit de la méme maniére qu’au Lemme 9.1.2 les inégalités (9.19-9.22)
pour le développement asymptotique de q suivant

g = 0wl +30 (9.23)

Notons qu’au voisinage de w,, on a 6. = 1 deés que p est assez petit. Les équations (9.18) et
(9.23) peuvent alors se réecrire de la fagon suivante :

r — X

v(x) = pwey( ) +o(p) (9.24)

r — X
P

a(z) = pug (F—22) + o(p) (9.25)

formant ainsi un développement asymptotique de v et ¢ solutions respectives de (9.8) et (9.9).

On décrit maintenant a travers le Lemme suivant une expression particuliere du champ
lointain d’une solution de ’équation de Helmholtz diélectrique (2.28). Cette expression nous
servira dans le calcul de la dérivée topologique.

Lemme 9.1.3. Soit u solution du probléme de Helmholtz diélectrique (2.28). Alors le champ
lointain (voir la définition 2.2.1 d’un champ lointain) de us = u — Ujpe, Se note us (L) pour
tout & € SN et s’écrit :

1 (9(1)002 1 8’LL
5Y il Ly — — 9.26

too(4) /SR(M on " jon 2) (9:20)
avec g2 = oo 2(Z,.) champ lointain de la fonction de Green ®o solution de (2.33) définie
en section 2.2.2 par l’équation (2.35).

Preuve : Soit u solution du probleme de Helmholtz diélectrique (2.28). Soit Sgr le bord de
Bg, boule de rayon R contenant 21 strictement. On rappelle I'écriture du champ lointain de
Ug = U — Ujpe €tablie en section 2.2.2 :

o 1 0P 2(2,y) 1 Ou(y) . R _
uoo(w)—/r[E#u(y)—E o (1)0072(1',y)]d8(y) pour i€ SN (9.27)
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Puis, pour & € S¥~! on a :

1 1 1
/ [-A@OO,Q(:@ Y — — Do (2, .)Au} - / [—Acpoog(fc, )+ k2ea®oc o (4, .)]u
Bp\Q “H2 H2 Br\Q1 “H2

1
+ / —Au+ k:262u] Qoo 2(2,.)
Br\Q “H2

=0
puisque P 2(Z,.) et u vérifient I'équation de Helmholtz diélectrique (2.28). On a aussi apres

deux intégrations par parties sur chaque laplacien (ou bien directement avec la seconde formu-
lation de Green donnée en Annexe) :

1 1 1 0P o 1 du
—AD o (T, y)u(y) — —Pooo(Z,y)Au ds —/ — iy — ——®
[, o a0t - osamsuplast) = [ [0t S,

=0

On obtient ainsi le résultat voulu en prenant n normale dirigée vers l'extérieur de Br. B

Remarque 9.1.4. Soit u = U + us solution du probléeme de Helmholtz diélectrique suivant :

1
V.(M—Vu) + k?eu=0 dans RM\Bp (9.28)
2
lim / |Orus — ik2u8|2d5 =0
R—o0 Sk

alors on peut écrire directement grace au Théoreme de représentation 2.2.5 et en considérant
notre probléme sur RN\ Br que pour tout & € SN=1 :

L1288
uoo(i'):/ (1 0 2, _ 1 8U‘I)oo,2)
sp M2 On 2 On

en prenant n normale dirigée vers l'extérieur de Bg.

Preuve du Théoreme 9.1.1 : On regarde donc 'influence de I’ajout d’une boule w, de rayon
p a la fonction cout J (9.2) que 'on peut écrire :

o) = [ il )do

avec 1
3ux,) = 5 oo (uy, ) — ™ [?

Ensuite, en posant v = uy, — u,, le développement limité de j s’écrit :
Jluy,) = j(uy) + 5 (uy)v + O(v?)
Donc :

T(xe) = T(X) + / 7 (v + O@?)

gN-1

Déterminons I'expression de L(v) défini de la maniére suivante :

= [ Fne
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Tout d’abord, la dérivée de j dans la direction v s’écrit :
f@%ﬁn:%<<u&@%%v:%um@%)—ugéﬂ (9.29)

Cherchons donc 'expression de < ul,(uy),v >. En utilisant le Lemme 9.1.3 avec la notation
u = u, on obtient I'expression suivante de ., :

1 0%

B 1 Ouy
i) = = [ GG =0

)

1092
= T — SEN D o + Uy ———
/SR [( R(UX) Sm ) 2 uX,u on

en utilisant la condition sur Sg de (9.4). Grace a la propriété (2.19) du Lemme 2.2.3, on a
ainsi :

. 18(1)0072 u71
wolin) = [ [(Ta(@oc) + O~

On peut donc calculer la dérivée de us, par rapport a u, dans la direction v = u,, — u, :

1 0%y 2

/ — —_
< g (uy),v >= /SR(TR(@OQQ) + " on Jv

On continue alors le calcul de L(v) :

L) = R[ [ () =@ [ (To@aca) + 5 T @ p)ulads()ds(a)]

[ mes\ (4 el 1 8@ N R
= %_/SN—I(UOO(UX) — Uy )(QU) /SR(TR((I)OOQ) + ;8—,”2)($,y)v(y)d5(y)d5(x)}
1 0% 2

- -/SR E(y)[/le (oo (ux) — uee™™) (@) (TR(Poo,2) + ; on

)(@,y)ds(@)]ds(y)]

puis on peut écrire grace aux propriétés de T (voir la propriété (2.21) de la section 2.2.1) et
avec I'opérateur H défini Vi € L%(T') par

et :

On a donc pour l'instant :

20 = R{ [0 [TrPlnl) = w2 0) + 4 G (i) ~ 2N )ds()] (930
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On rappelle que 'on note D := i On multiplie alors le probleme adjoint perturbé modifié
(9.7) par T et on integre sur Bp :

0 = V.(Dy,Viy, )0 + k* / €x, Py, 0
Br Br
1. _ . _ -

= / —Vpxp.m;—/ DXprXp.Vv+k2/ €xpDxpV

Sk H2 Br Br
On obtient ici une expression pour l'intégrale de D, ,Vp,,.Vv sur Bp :
- _ 1. _ -
Dy, Vpy,-Vo _/ —V Py, N0+ k2/ €x,Px, U (9.31)
Br Sr H2 Br

On multiplie maintenant le probleme (9.8), vérifié par U, par p,, et on integre sur Bp :

V'(DXpVE)ﬁXp + kQ / 6XpEﬁXp

1 . .
V. (X [ ]p VT )Py, + B2 / el oo, BB,
Br Br Br M

Br

puis en intégrant par parties le premier terme du membre de gauche il vient :

_ . . 1 .
/ (Dy,VU.0)Py, —/ DXvaVpo+k2/ €x,UDx, = V. (Xw, =] Viy )by,
SR BR BR BR /.L

+ B[ dowmp,  032)
Br
Puis, sur équation (9.32), en intégrant par parties le premier terme du membre de droite, en

utilisant (9.31) pour le second terme du membre de gauche et en utilisant le support de x,,, on
a:

1 N - _ 1. . _
| oy, ~ (Vi) =~ [ LVa i+ [ R,
SR M2 o.)p:u Wp

Or sur Sk on a les relations suivantes d’apres (9.8) et (9.7) :

1 _
—Vun=-Tgr(v) sur Sg

H2

et

1 ~ ~ mes 1 87-[ mes

EVpo.n = —Tr(Dy,) + TrR(H (oo (uy) — uss™)) + E%(UM(UX) —ul®®) sur Sg
Donc on a I’égalité suivante :

m ~ ~ = = mes 1 OH mes

— [ Ty, + [ Tal o [ o[Ta(lus ) w2 + =S e () — )

SR Sr SR M2 On

1) o o~ _ .
=~ | LLVavi, + [ B, (9.33)
Wp Wp

Montrons que la somme des deux premiers termes du membre de gauche de (9.33) est nulle.

Le premier terme s’écrit :

—/SR Tr(v)py, = _/SR Tr(V)Py, = _/SR Tr(Dx, )0
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grace a la propriété (2.19) du Lemme 2.2.3. Donc :

- /S Ta)i, + | trtim=0

SR

On a ainsi I’égalité suivante :

[ [Tttt —uze) + =T ) —u2)] = [ vaThy, - [ BT,
(9.34)

On peut ainsi poursuivre le calcul de L(v) en (9.30) avec I'équation (9.34) :

i = ®[ [ 2Vavi, - [ Rla]

P

- 5}3[ [%]FVHX.(V;DX +Vq) —/w k(€] Ty (py +Q)]

Wp

puis en utilisant le développement asymptotique (9.25) de ¢ et avec une remise a ’échelle sur
w faisant apparaitre le terme p™ on obtient :

L) = R[pY [ V(00 (Vo (o0) + VgV ()
" | w0y o) + g + OV ()] + 0lp")
_ 8%[,oN|w\[%]FVHX(:L‘O).VpX(xO)+pN /w Vi (20)- Vg dV (1)
P €] T (w0)p (w0) | + o(p™)
= RV (00). Vs 0) — Kl o) o)

R [ Vi (eo)- Vugav ()] + o)

= wR[L1 0 — L T @)] + 0 R[E [ EVugdv )] + o)
(9.35)

avec, on le rappelle, {o = Vu, (o) et £ = Vpy(zo). On peut utiliser ici le Lemme 9.1.1 pour
écrire le dernier terme en fonction de la matrice NV :

NeoEy = [ & Vugdv ()
Dans notre cas, on va établir une expression plus simple de ce terme :
Néo.&o = / &o-Vwg dV (y) :Eo~/ Vwg dV (y)

sachant que we est solution du probleme (9.11) dans RV suivant :

V.(Dy, Y (we)) = —V- ([ D)
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pour tout we € W := {w € H. (RV;R),Vw € L*(R;RY)}.

On multiplie le probleéme (9.11) par une fonction test ¢ € C5°(RY) et on intégre par parties les

composantes sur w et sur RV\w :
/ DoNVweVp — / DoVwe.ngp + / D1VweV + / D1 Vwe.np
RN \w Ow w Ow

_/M[D]Fg.vcer/aw[D]pf-w

En prenant ¢ nulle sur le bord 0w on a :

/ DQV?UgV(,O—F/Dlvwgv‘P—/[D]Fg-VQO
RNM\w w

w

ce qui donne avec 1’égalité restante une condition sur le bord dw :

DiVuwg .n = DQV’LU;_.TZ + [D].€n sur Ow

Et en intégrant une seconde fois par parties I’équation (9.37) on obtient :

(D1Vwe — [D]).ng — /RN\ V.(D2Vwe)g

0 — _/wv.(Dwa — Dl +/a

(99)

-/, Do (Vwe.n)e

ce qui donne une équation sur w et une sur RV\w :

Awg:() dans w
Awgr:O dans RN \w

On cherche alors une expression simple de we de la forme suivante :

we (z) =v€x  dans w
w;(az) = (£x)g(r) dans RM\w
avec r = |z|. On impose la continuité de we au travers de dw ce qui s’écrit :
we = wg sur  Ow

Une illustration de la recherche de we peut étre trouvée en Figure 9.2.

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.42)

Remarquons que 'on a bien Awg = 0 dans w. En écrivant que 'on souhaite Awg’ = 0 dans

RN \w, on trouve que g résout ’équation différentielle suivante :
(N +1)g'(r) +rg"(r) =0
et donc s’écrit en dimension IV sous la forme suivante :

+ 8

(07

Q(T)Z—W



9.1. LE GRADIENT TOPOLOGIQUE (GT) 149

RN
wgr’ €2, D2

Oow

FIGURE 9.2 — Illustration de la recherche de we

On impose une condition de décroissance a l'infini afin que Vwg € L?(RY). En prenant wg — 0
en l'infini on a § = 0. La condition de saut (9.38) donne :

Diyén = Dy(€.x)(x.n)g (1) + Da(§m)g(1) + [D] &0
en simplifiant, avec x = n (car on est sur dw, le bord de la boule unité w centrée en 0) et avec
les valeurs de g, il vient :
o
Dyv&n = Dy(En)a — Dg(fn)ﬁ + [D].&n

donc on a la relation suivante qui doit étre vérifiée :

(6 _Dl(’}/—i-l)—DQ

== 9.43
N Dy(N — 1) (943)
La condition (9.42) donne :
s = - ()
~E. (&
ce qui s’écrit plus simplement puisque £.x # 0 :
o
=—— 44
7= (9.44)
Donc finalement avec les équations (9.43) et (9.44) on obtient les valeurs de « et vy suivantes :
D],
= -N
“ D1+ (N —1)Dy
= [Pl
D+ (N —1)D;
Donc dans w on a : D]
- _ I
Ye = DIy (N — 1D, &Y
Donc
z 3 (Dl 7 (1] z
N¢y.&y = Nweg dV (y) = Ly =— . 9.45
& = | BVugdVly) = r 5 Pt = T et (049)

On obtient ainsi 'expression finale de L(v) avec les équations (9.35) et (9.45). Et comme
L(v) = pNDJ(z¢), on obtient I'expression de D.J lorsque l'on cherche & introduire un peu de
milieu 1 (p1,€1) dans le milieu 2 (ug, €2) au point zg :

- _ T Ll £o.80 + k2 [€] Ty (x T
DJ(g) = —R[2m e E bl k] T () (0)|
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ce qui s’écrit dans la dimension N = 2 qui nous intéresse :

_ W 2 o _
DJ(zo) = *%[27Tmfofo + k(€] Ty (20)py (20)

ce qui termine le calcul du gradient topologique. B

9.1.3 Algorithme

L’algorithme qui s’ensuit est le suivant : pour chaque point o du maillage My du domaine
Dy (qui est uniformément maillé par des carrés), on calcule les solutions u et p des problemes
direct (9.4) et adjoint (9.6) avec une forme donnée 2; & une certaine étape ¢ de notre algo-
rithme d’optimisation général. Ce calcul, pour des raisons techniques, s’effectue tout d’abord
a Pextérieur de €2; puis a l'intérieur et ce, sur chaque ligne verticale et horizontale du maillage
Mj. On peut alors calculer le gradient topologique a proprement parler en chaque point xg via
la formule de la section 9.1.2 précédente. On se retrouve avec une carte Iy : Dy C R? — R que
'on seuillera avec le choix d’un cutoff (ou plus tard via une méthode décrite a la section 10.1)

permettant d’obtenir ainsi une nouvelle forme faisant diminuer la fonction cout 7.

9.1.4 Implémentation

Le gradient topologique a été implémenté en Scilab en utilisant le code Fortran ”Sam-
pling_2d” de H. Haddar pour le calcul des solutions u et p des problémes direct (9.4) et adjoint
(9.6). L’algorithme calcule pour chaque point zy du maillage My une valeur DJ(xg). Si cette
valeur est tres négative (un éclairage sur la notion de tres négatif est ici nécessaire, voir la partie
10.1) alors il sera judicieux de considérer de mettre de la matiere a cet endroit s’il y avait du
vide, et & en enlever si 'on n’était pas dans le vide. Le temps de calcul est assez long. Pour 10
ondes incidentes, 10 observations et un obstacle maillé par 50 points, I’algorithme met environ
8 min avec un processeur 1,66 Ghz Core 2, ce qui est environ 20 fois plus lent que le calcul
avec la méthode level-set de la section 8.1. En effet, on résout les problemes direct et adjoint
avec des équations intégrales sur le bord I'; via le code Fortran ”Sampling_2d” puis on étend
la solution sur tout le maillage par convolution avec un noyau de Green. On aurait pu utiliser,
par exemple, des éléments finis pour un calcul plus rapide, mais nous avons fait le choix d’une
implémentation simple via un code d’équations intégrales disponible afin de tester et utiliser la
méthode du GT.

9.1.5 Résultats numériques

Nous présentons ici deux cas test ayant pour but de définir la viabilité de 'implémentation
du code utilisant la méthode du gradient topologique et le calcul correct de la formule (9.10) du
gradient topologique. Le premier cas test concerne 'approche de deux cercles de méme rayon
0.2 avec une initialisation rectangulaire décalée (Figures 9.3 et 9.4). Le second test concerne
I'approche d’une forme en L avec initialisation carrée au centre (Figures 9.5 et 9.6). Les deux
cas test sont effectués avec 10 ondes incidentes et 10 observations réparties uniformément sur
360 degrés avec les parametres diéléctriques suivants : €; = 1.5, 3 = 1.3, et avec une longueur
d’onde de A = 1.
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W

L)
AN WL YRS
\\\\\ 9,

FIGURE 9.3 — Cas test de deux cercles disjoints. Gauche : Initialisation rectangulaire.
Droite : tracé de la carte du GT a l'extérieur de la forme précédente, a savoir le rectangle.

FIGURE 9.4 — Cas test de deux cercles disjoints. Tracé de la carte du GT a I'intérieur du
rectangle.

On constate sur les Figures 9.3 et 9.4 que le gradient topologique permet de distinguer les
zones ou placer une petite boule. A Pextérieur du rectangle (Figure 9.3), il préconise 1a ou les
valeurs sont négatives de placer un composant diélectrique. A l'intérieur du rectangle (Figure
9.4) il montre avec des valeurs positives que la partie inférieure gauche de ce rectangle doit étre
conservée telle quelle et que le reste devrait appartenir au vide.

De méme, le cas test des Figures 9.5 et 9.6 montre la tendance du gradient topologique
a vouloir mettre du matériau diélectrique sur tout le L & l'extérieur du carré (Figure 9.5) et
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ﬂ
.

FIGURE 9.5 — Cas test du L. Gauche : initialisation avec un carré. Droite : tracé de la
carte du GT a l'extérieur de la forme précédente, a savoir le carré, en vue de dessus

FIGURE 9.6 — Cas test du L. Tracé de la carte du GT a l'intérieur du carré.

a conserver la partie diélectrique & l'intérieur du carré (Figure 9.6) & lexception de la partie
inférieure droite.

9.1.6 Observations

Ces deux cas test permettent de constater 'implémentation correcte de 1’algorithme du
gradient topologique et du bon calcul de la dérivée topologique a la section 9.1.2. Cet algorithme
pourrait permettre ainsi de capter des composantes connexes manquées lors de l'initialisation,
de renforcer la robustesse d’un couplage par son utilisation ponctuelle ou encore d’accélérer la
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convergence d’'un couplage grace a son optimisation topologique sur tout le domaine de calcul
Dy.
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9.2 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS-GT

9.2.1 Algorithme

L’algorithme est similaire a celui de la section 8.1. La seule différence réside dans le fait
que l'on utilise en plus une méthode de Gradient Topologique (GT). Ainsi, on initialise avec
la méthode LSM afin d’obtenir une premiere approximation I'y de la forme recherchée I ;.
A partir de cette forme I'g, on calcule la dérivée de forme via la formule (7.6) établie dans
la section 7.2. Cette dérivée de forme connue sur tout le bord I'y servira, via une descente
de gradient d’ordre 1 et la résolution de I’équation de Hamilton-Jacobi (DGLS), a déplacer le
contour I'y de telle sorte que la fonctionnelle 7 diminue et crée ainsi le contour I'y suivant. En
itérant ainsi avec DGLS sur les contours I';, i = 1,..., Njpaz (Npae étant le nombre maximum
d’itération fixé a 'avance) on convergera vers un minimum local de la fonction cott J. Toutes
les Ngr = 5 ou 10 itérations on effectuera une itération de Gradient Topologique afin d’accélérer

la convergence ou de sortir d’un minimum local.

9.2.2 Implémentation

L’implémentation utilise le code Fortran ”Sampling_ 2d” de H. Haddar de résolution de
problemes direct (9.4) et adjoint (9.6). Le code d’optimisation est écrit en Scilab et interfacé
avec ce code Fortran. La calcul de DJ(xg) pour chaque point xy du maillage M est aussi écrit
en Scilab.

9.2.3 Résultats numériques

Tous les cas test de cette rubrique qui vont suivre seront effectués avec 10 ondes incidentes
et 10 observations sur 360 degrés, une longueur d’onde de 1 unité, un bruit de 1%, une grille
de 60x40 éléments, avec les constantes diéléctriques suivantes : celles du matériaux e€; = 1.5,
u1 = 1.3 et celles du vide valant e; = g = 1.

Sans utilisation du Gradient Topologique

On teste ici un couplage consistant en une initialisation LSM suivie d’itérations de descente
de gradient d’ordre 1 avec formalisme Level-Set (couplage DGLS étudié en chapitre 8). La forme
[ ipe est constituée de deux cercles proches (deux composantes connexes) de rayons 0.2 et dont
les centres sont distants de 0.6. L’écart entre les deux cercles est donc de 0.2. Notons que nous
avons choisi un cutoff volontairement bas pour la LSM afin de disposer d’une premiere large
approximation de la forme afin de tester certains aspects de notre algorithme d’optimisation
via le gradient topologique.
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FIGURE
éloignée

contour plot

9.7 — Cas test sur deux cercles disjoints proches. Gauche : initialisation LSM

de la forme recherchée. Droite : lere itération en DGLS.

contour plot

contour plot

FI1GURE 9.8 — Cas test sur deux cercles disjoints proches. Gauche : 3eme itération en

DGLS. Droite : 8éme itération en DGLS.

contour plot

Objective function

Convergence history

6 8 10 12 14 16 18 20
Iteration

FI1GURE 9.9 — Cas test sur deux cercles disjoints proches. Gauche : 20eéme itération en
DGLS. Droite : tracé de la fonction cott en fonction des itérations.
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Avec utilisation du Gradient Topologique

Dans ce cas test nous allons utiliser le Gradient Topologique dés les premieres itérations
(on se fixe la 3éme mais on aurait pu 'utiliser directement en deuxieéme itération). La forme
[cipie et linitialisation I'y sont les mémes que lors du test précédent effectué sans 'utilisation
du gradient topologique.

Remarque 9.2.1. On ne peut utiliser en initialisation car le Gradient Topologique codé ici
a besoin d’une forme précédente pour se calculer.

F1GURE 9.10 — Cas test sur deux cercles disjoints proches avec utilisation du GT. Gauche :
initialisation LSM éloignée. Droite : lere itération en DGLS.

FI1GURE 9.11 — Cas test sur deux cercles disjoints proches avec utilisation du GT. Gauche :
3eme itération avec le GT. Droite : 4eme itération en DGLS.

Le gradient topologique permet de séparer la forme en deux composantes connexes des la

3eme itération.
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contour plot Convergence history

ve function

Objecti

T T T T T T T T T T y T y
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iteration

FI1GURE 9.12 — Cas test sur deux cercles disjoints proches. Gauche : 20eme itération en
DGLS. Droite : tracé de la fonction cotit en fonction des itérations.

Convergence history

Sans Grad Topo)

Avec Grad Topo|

Chjective function
L

Lteration

F1GURE 9.13 — Comparaison des convergences pour les algorithmes avec et sans utilisation
du gradient topologique. Ligne bleue : tracé de la fonction cott sans utilisation du GT.
Ligne verte avec points : tracé de la fonction cotit avec utilisation du GT.
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Cas test de repérage d’'une composante connexe

Dans ce cas test nous allons étudier la capacité du gradient topologique a capter des compo-
santes connexes qui ne seraient pas repérées par la LSM ni par la descente de gradient d’ordre
1. L’initialisation I'g n’est pas issue de la LSM pour les besoins du test. On utilise une initia-
lisation avec un rectangle (voir le graphique gauche de la Figure 9.14). Le reste des itérations
s’effectue aveec la DGLS. On utilise le GT a l'itération 5 (voir la Figure 9.15).

FIGURE 9.14 — Cas test de repérage d’une composante connexe. Gauche : initialisation
rectangulaire. Droite : 4eme itération en DGLS.

FIGURE 9.15 — Cas test de repérage d'une composante connexe. Heme itération avec le
Gradient Topologique.

Le gradient topologique permet de repérer une composante connexe non repéré par les
autres algorithmes.
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9.2.4 Observations

Un premier désavantage observé lors des tests numériques du gradient topologique est qu’il
est moins précis lorsqu’il est évalué en un point proche de la frontiére de I'objet. Par contre il
permet de changer la topologie de notre forme en ajoutant une composante connexe éloignée
de la précédente ce que ne permettait pas la méthode de Level-Set, qui comme la méthode de
variation de frontiére, permettait une optimisation locale. Ainsi avec le gradient topologique
on dispose d’un outil permettant de trouver de la matiere a des endroits qu’on n’aurait pas pu
atteindre avec les précédentes méthodes. (Bien qu’en général l'initialisation LSM permette de
saisir toutes les composantes connexes des le depart si ’on choisit un bon cutoff, voir la section
10.1).

Le Gradient Topologique permet néanmoins d’accélerer la convergence si tant est qu’on 1'utilise
au bon moment (voir les Figures 9.7 & 9.12). Par exemple, dans le cas test ou la vraie forme est
un ensemble de deux disques tres proches, la LSM peut ne pas repérer la connexité des deux
composantes connexes que sont les deux disques et la méthode de Level-Set la reperera proba-
blement mais au bout d’un certain nombre d’itérations. D’un autre coté, I'utilisation du gradient
topologique juste apres l'initialisation de la LSM permet, en une itération, de différencier les
deux disques d’ou une accélération de la convergence. Mais encore fallait-il prévoir que son
utilisation juste apres la LSM allait étre fructueuse. Une possible facon de faire pourrait étre
de l'utiliser ponctuellement (toutes les 10 itérations par exemple)

Le gradient topologique peut aussi étre utilisé comme un test de convergence (voir les Figures
9.14 et 9.15). Lorsque I'optimisation semble s’essoufler et que la fonction cotit ne diminue plus
assez, une itération de gradient topologique permettrait de sortir d’un minimum local potentiel

ou de confirmer la convergence vers I ¢pie-
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10.1 Meéthodes de seuillage pour la LSM

En sortie de la LSM ou du gradient topologique, on a une carte Iy : Dy ¢ RV — R
(N = 2 dans notre cas) de valeurs positives (ou négatives) sur notre maillage. On impose
alors arbitrairement une valeur de seuil (ou ”cutoff”) pour prendre la ligne de niveau cutoff. En
théorie, plus une valeur sur la carte est élevée, plus elle a de chance d’étre a 'intérieur de 'objet
sondé. Ainsi un cutoff 7élevé” assure que la ligne de niveau obtenue est trés probablement &
I'intérieur de 'objet sondé et inversement, un cutoff faible nous donne une ligne de niveau a
I'extérieur de 'objet sondé. Cependant, lorsque le cutoff est trop élevé, la ligne de niveau n’est
que I'ensemble des points les plus lumineux et 1’on se retrouve éloigné de la forme recherchée.
De méme lorsque ce cutoff est trop bas, on se retrouve loin de la forme recherchée I' ;. La
question du choix du cutoff se pose alors.

10.1.1 Algorithme de dichotomie

Regardons tout d’abord un algorithme de dichotomie permettant une adaptation du cutoff.
Celui-ci requiererait a chaque étape le calcul de la valeur de la fonction cotit donc nécessiterait
la résolution des problemes direct (2.41) et adjoint (7.4). On se rapprocherait ainsi de la vrai
forme. Cet algorithme permettrait d’étre plus robuste face au choix a posteriori du cutoff.
Typiquement, le temps de calcul nécessaire serait un certain nombre de fois le temps de calcul
de résolution du probléme direct (2.41). Sachant que dans chaque itération de LSM-DGLS on
résout le probleme direct et adjoint, on peut considérer que le temps de calcul pour le réglage
du cutoff est du méme ordre qu’une itération de notre algorithme final d’optimisation. On
doublerait donc notre temps de calcul par itération ce qui n’est pas acceptable. Aucun test
numérique n’a été effectué pour cette méthode préférant un choix rapide et a posteriori de
notre initialisation LSM pour tous nos tests numériques dans un premier temps. L’algorithme

de segmentation d’image qui suit sera utilisé dans toutes les prochaines simulations numériques.

10.1.2 Algorithme de segmentation d’image

On souhaite ici obtenir, & partir d’une fonction Iy : Dy C R? — R, la ligne de niveau
de périmetre minimum passant par les pentes les plus élevées de la fonction en question. Une
facon classique de faire en segmentation d’image est d’utiliser la fonctionnelle de Mumford-Shah
introduite en 1989 dans [84] par :

B(I) = oy / (I = I)2dz + / VI12d + asl(T) (10.1)
Do Do\I'

ou Iy est une fonction continue par morceaux, I : Dy C R? — R est une fonction discontinue &
travers I', [(I") représente la longueur du contour I', et ol les constantes a, oy et a3 permettent
de donner plus de poids a I'un ou ’autre des criteres présents dans cette fonctionnelle. Ainsi,
la minimisation de la fonctionnelle (10.1) permet de trouver une approximation de Iy par une
fonction continue par morceaux I.

On s’inspire ensuite de [97] établissant une relaxation convexe de la fonctionnelle (10.1) que
I'on ne décrit pas ici. Le lecteur pourra aller consulter [2, 29] pour de plus amples informations
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FiGURE 10.1 — Approximation de la carte Iy par une fonction continue par morceaux [
dans un domaine Dg. I permet alors le recouvrement d’une forme €.

sur ce genre de relaxation. Ainsi, la fonctionnelle relaxée de (10.1) peut se minimiser en utilisant
un algorithme de type Primal-Dual décrit en [97] qui consiste & chercher u, & : Dy C R? — R

solution du probleme suivant :

min max < Au,& >+ < g,u > (10.2)
ueC (eK

ou C' et K sont des fermés convexes et A un opérateur linéaire continu de norme I définis par :
C={f:R*=>R,0<f<1}
K={f:R*=R|f| <3}

< Au, & > = Vu.Edx
Do
et ou ;
<g,u>:(b—a)/ (I — 20,
Do 2
_ €1
I =14 ooV

a = min(u)

b = max(u)
On maille Dy uniformément par des carrés. Sur ce maillage My de taille 60 x 40 ainsi construit
on note u’, & les versions discretes de u, & prises a 1’étape i sur le maillage My de ’algorithme qui
va suivre. On peut alors écrire un schéma de résolution de (10.2) : on choisit (u°,£%) € C x K,
on pose £ = ¢9 et pour n >0 on a :

ut = e (u — 7[—div(€") + (b— a)(I — = ; b)]) (10.3)
¢ =TIk (" +oVu™) (104)
£n+1 — gn—l—l + cgz(én+1 _ g'ﬂ) (10.5)

avec a = min(uo), b = max(uo), o >0,7>0et c,co et cg 3 constantes positives que 'on
choisira lors des tests numériques. On a alors le théoreéme suivant :
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Théoréme 10.1.1. Si on prend o et T tels que o7L? < 1 alors lorsque n — 0o on a (u™, ") —

(u*,&*) solution de (10.2).

Preuve : voir 'annexe A de [97]. B

Remarque 10.1.1. Dans notre cas, l'opérateur A a une norme L = /12 si on prend Ax =

Ay = 1.

Ainsi, 'algorithme de segmentation d’image issu du schéma (10.3)-(10.5) est le suivant :

Algorithme de segmentation d’image

Initialisations :
1-4% =1,

4 - Calcul de V1
5 - Calcul de g =

11-7+174+1

Fin Boucle

le contour souhaité
Fin fonction

I + Fonction (ly,T,0,c1,c2,c3, Niter)

2 - Calcul des bornes a et b
3-87=0,8=¢,i=0

c1
1+4¢2| Vo]
Boucle tant que i < Niter

6 - Calcul de div(£")

7 - Calcul de u**! via (10.3)

8 - Calcul de Vu't!

9 - Calcul de ¢ via (10.4)
10- 41 €41 4 ey(641 - )

12 - Calcul de u™Ner+1 via (10.3)
et remise & 1’échelle sur [—1, 1]

13 - On retourne I « y/Viter+1

dont la ligne de niveau 0 représente

10.1.3 Implémentation

L’implémentation a été effectuée en Scilab. Il a aussi fallu implémenter une fonction per-

mettant de supprimer les formes captées par la segmentation d’image qui se réveleraient trop

proche du bord du domaine de travail Dy.

10.1.4 Reésultats numériques

Voici en Figure 10.2 un test numérique de I'algorithme de segmentation d’image effectué sur

une forme un peu particuliere, deux cercles reliés par un tube, apres lancement de la LSM, sur

le maillage My de taille 60 x 40 avec 10 ondes incidentes et 10 observations, avec les parametres

diéléctriques €1 = 1.4 et p1 = 1.3, une longueur d’onde de 1 et les parametres de I'algorithme

de segmentation d’image suivant ¢; =2, co =1, ¢c3 = 0.5, 7 = 0 = 1/5 et Niter = 30.
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F1GURE 10.2 — Cas test du seuillage apres utilisation de la LSM sur deux cercles disjoints.
Gauche : un seuillage a I’aide d'un cutoff (seuil) choisi a posteriori. Droite : seuillage avec
utilisation de I’algorithme de segmentation d’image.

10.1.5 Observations

Le seuillage par segmentation d’image permet ’obtention rapide d’une forme I'g & partir de
la donnée d’une carte obtenue soit par LSM soit par GT et permettant une bonne initialisation
pour I'algorithme d’optimisation qui s’en suivra. Avec cette méthode, il ne s’agit plus de choisir
un cutoff a posteriori et ”a la main” mais plutot de choisir les parametres cq, co et ¢3. Ce choix
peut étre fait une fois pour toutes puisqu’il n’affecte en rien la capacité de la segmentation
d’image a obtenir une initialisation correcte. On a donc construit une méthode rapide, efficace
et robuste pour choisir la forme d’initialisation I'j.

10.2 Optimisation avec une dérivée seconde de forme

10.2.1 Introduction

On rappelle ici quelques élements concernant les dérivées secondes de forme déja introduit
précédemment dans la section 2.3.5 ou le lecteur pourra trouver plus de détails. On rappelle la
notation Qp = (Id + 0)Q. Soit u € H?

2 (RY). Le développement de u a l'ordre 2 s’écrit

u(29) = u(62) + 0(©,6) + Ju"(52,6,60) + o(| 6]
On a de plus la relation suivante entre (J') et J” :
J"()(0,0) = (7 (2,0,0) — J'(2,0.V0)
avec 0.V = Zfi 1 0;0;0. On introduit dans ce qui suit une méthode permettant d’approcher le

calcul de la hessienne de la fonction cout évitant ainsi le calcul direct de la dérivée seconde de
forme. Le lecteur pourra aller consulter le chapitre 11 pour un calcul de dérivée seconde.
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10.2.2 La méthode BFGS

Nous allons dans un premier temps nous affranchir du calcul de la dérivée seconde et utiliser
la méthode Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) permettant de résoudre des problemes
d’optimisation non linéaire en approchant itérativement la hessienne de la fonction a minimiser.
Concrétement, soit f : RY — R tel que f € C?(RY). Son développement de Taylor & I'ordre 2
s’écrit Vo € RV : 1

Fla+s) = f(@)+ VI (@)s + SH@)s.5+ of|sf?)
avec H matrice hessienne de f symétrique définie positive. Minimiser f revient a trouver la
direction de descente s; € RY tel que :

—Vf(xk) = Hpsg Vi € RN

ce qui s’écrit aussi :
-1
sy = —H, "V f(xy)

le tout en itérant de la facon suivante :

Tkl = Tk + ASk (106)

avec A € R pas de descente petit. La méthode BFGS permet de calculer itérativement la matrice
H ! par la formule suivante :
67

-1 _ Trr—1
Hi oy = ( —m> H (I

1,67
dTs,

50T
a7,

)+ (10.7)

avec dp, = Vf(xgy1) — V (k) et 6 = o1 — xk-

Remarque 10.2.1. On n’a pas parlé ici des conditions de Wolfe sur sp que l'on ne vérifiera
pas systématiquement.

10.2.3 L’implémentation

On décrit ici 'implémentation de la méthode BFGS introduite a la section (10.2.2) précédente
avec la fonction cout J défini par I’équation (7.2).

Ainsi, dans notre cas, le role de f est joué par J. On discrétise a chaque itération k le
bord 'y = 9Q par les X! = [zt ,yi] € R?, 1 < i < N]f, Ng étant le nombre de points de
discrétisation de I'y a ’étape k. On suppose dans un premier temps Ng = Np, i.e. le nombre
de points de discrétisation est le méme pour chaque bord I'y, £ € N. La variable d’optimisation

)

dans la descente de gradient (10.6) n’est plus "x;” mais les points X,i composant le bord T'.
On cherche ainsi a déplacer les points X,i, 1 <1i < N, afin de former le nouveau contour que
I'on notera I'y41. On pose ainsi d, = VI (Zpy1) — VI(Zy) € R?Ne, 6, = Zyoy — Zp, € R2NVr

avec Zj, € R?Ne défini par :
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et VJ(Zy,) € R?Nv défini par :

[0, T (X) ] VIXper ] [ —v(Xp)na(Xp) ]
0,T(X}) | | VI(XDes —o(X})ny (X))
VI(Zy) = = = .
Do, T(X1) VI (X7).e1 —u(X.7) g (X17)
0, T(X, ")) VTG el Lo(X7) iy (X))
ot (e1,e2) désigne la base canonique de R?, v(X}) = VJ(X}).n(X}) (on note que v(X}) est
I’amplitude de la direction de descente, de notation § = —wvn aux chapitres précédents, prise
au point X| de I'y), n(X}) est la normale extérieure & I'y prise au point Xi. La direction de
descente s’écrit alors Sy, = —H, 'V.J(Z),) € R?Ne avec H, ' € R2M»*2Ne donnée par :
-1 dkflég—l T rr—1 dk—l@f_l 516*151{—1
H'=(I d{,ﬁk_l) H (1 T o)t T o (10.8)

En notant S§ = [S(2i — 1); Sk(2i)] € R? on décrit le déplacement pour 1 < i < N,, de chaque
point X} du contour I'y, & litération k de la facon suivante :

Xip1 = Xi + AS;

avec A € R petit. La direction S; n’est alors plus forcément dans la direction normale! On
testera numériquement en section 10.3 s’il est préférable de projeter Sy selon la normale ou de
garder cette nouvelle direction telle quelle.

Soit k1, ko € N. Supposons maintenant que Nﬁl #* N;“? a priori pour chaque ky # k. Cela
signifie que le nombre de point discrétisant une courbe I'y, n’est pas forcément le méme que
celui discrétisant une courbe I',.

Remarque 10.2.2. La configuration ou Nﬁl #* N]f? a priori survient si le déplacement du
contour de l’étape k est effectuée via la méthode Level-Set décrite en section 5.1. En effet, le
contour de ’étape k + 1 est alors issu du seuillage d’une carte et posseéde donc un mombre de
point le discrétisant non défini a l’avance.

Cela pose donc probleme dans la formulation (10.8) ot 'on a H,~ ! matrice carré de taille
2N}£f et Hk__l1 matrice carré de taille ZN;f_l avec NI’f #* Ng_l a priori. On rappelle que la taille,
par exemple, de la matrice H k_—ll est 2N§_1 car I'on prend en compte dans cette matrice les
abscisses et les ordonnées de chaque point X,i_l, 1<i< Ng_l. A Tétape k donc, on connait
déja la matrice Hk__l1 de taille 2N;f_1, le contour I'j,_; discrétisé par Nz’f_l points et ’on vient
de construire le contour I'y discrétisé par N;f points. Une facon de faire pour rendre viable
P'utilisation de la formule (10.8) est de construire une matrice carré H k__ll de taille 2NZ‘;€ en
s’aidant de la matrice Hk__l1 et des points X,i, 1 << N;f composant le contour I'y. Pour
ce faire on projete chaque point composant I'y sur I'y_; et on construit une matrice H k__ll de
taille 2N1f3 en jouant sur les colonnes et sur les lignes de H k__ll de la facon suivante : on crée
1) ey de taille 2(NF + NE-1).
On supprimera a la fin du processus itératif les lignes et colonnes correspondantes aux points

tout d’abord de facon itérative une matrice carré temporaire H k__l

de I'r,_1 au nombre de N]f_l. Il ne restera alors plus que les lignes et colonnes correspondants
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aux points de I'y projetés sur le contour I'y_; au nombre de Nzlf' Ainsi, apres avoir initialisé

H,;ll temp a H,:l, pour chaque point projeté situé sur I'y_; on ajoute une colonne et une

ligne a la matrice H ,;1 de la fagon suivante. Soit Pﬁfl = Pk,l(Xli) le iéme point de T’y

1,temp ) )
projeté sur I'y_q. Supposons qu’il soit situé sur le segment [X,i_l,X,iﬂ] (points indexés de

k—1
facon cyclique tel que X,iv_pl o x ,lcfl Vi € N), on peut alors écrire que :

) . . .
P, = Xi;_l + m(Xiil - leq—1)

%
‘XJ+1Pi |

avec 1; = ——=k=L On illustre cela dans la Figure 10.3.

J+1 5

X521 X

X

J+1
X

FIGURE 10.3 - Illustration de la projection du point X} de ') sur le segment [X,ZJ_F}X,Z_J
de Fk,1
On ajoute ainsi a lEIk__1

Ltemp Une colonne (et une ligne de la méme fagon) entre les colonnes j

et 7+ 1. Cette colonne Cj 41 se calcule ainsi :
2
Ciyr = Cj+n0i(Ci1 = Cj)

Apres avoir ajouté la colonne et la ligne pour le point ¢ il reste a établir la valeur de 1’élément
d’indice (5 + %, i+ %) par le calcul suivant :

=~ 1 1 - - -
-1 . . 1 .o 1 . . -1 ..
Hk—l,temp(j + 5’«7 + 5) = Hk—l,temp(J’j) + i (Hk—l,temp(«] + 17] + 1) - Hk—l,temp(j’j))

Apres avoir ajouté les N;f colonnes et lignes a H k__l il ne reste plus qu’a supprimer les NZ’?_I

1,temp> i
lignes et colonnes issues de la matrice H k,__ll correspondants aux points X;_;, 1 <14 < Nz'f_l et
I’on se retrouvera avec une matrice H k,__ll «— H k__ll temp de taille 2N;f permettant ainsi le calcul
de la nouvelle inverse de la matrice hessienne pour l'itération suivante de I'algorithme via :

_ dk—15}§_1
d;{—l‘sk—l

dk—15}f_1 51«—15;{_1

H'=(I -
" ( dg—lék’—l d£—15k’—1

T 71
)y H -, (I

(10.9)

Remarque 10.2.3. L’utilisation de la Level-Set pour l’optimisation a nombre de point différent
se fait de maniére traditionnelle : on dispose de la valeur de la dérivée sur le bord en chaque
point et l'on déplace le contour de la méme maniere qu’en section 5.1. Notons que lorsqu’on a
affaire a un changement de topologie durant l’optimisation, la modification de la matrice Hk__l1
pour obtenir une matrice ﬁk__ll est plus ardue et n’a pas €té implémentée.
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10.3 Mise en oeuvre du couplage LSM-DGLS2-GT

10.3.1 Algorithme

Deux couplages ont été implémentés et testés. Un utilise la méthode Level-Set (établie en
section 5.1) pour le déplacement du contour I'y & chaque itération et autre déplage chaque
point du contour I'y selon la direction de descente Si. Dans les deux cas, on initialise 1’algo-
rithme d’optimisation avec la méthode LSM (décrite en section 2.5) afin d’obtenir une premiere
approximation I'g de la forme recherchée I' ;.. A partir de cette forme I'g, on calcule la dérivée
de forme via la formule (7.6) établie dans la section 7.2. Cette dérivée de forme connue sur tout
le bord I'y servira, via une descente de gradient d’ordre 1 (en utilisant la méthode Level-Set
ou en déplagant point par point le contour I'g), a déplacer le contour I'g de telle sorte que
la fonctionnelle J diminue et crée le contour I'y suivant. Il s’en suivra un nombre prédéfini
d’itérations de descente de gradient d’ordre 2 (étapes notées DG2 si 'on déplace le contour
point par point ou DGLS2 si 'on déplace le contour via la méthode Level-Set), i.e. utilisant
I’approximation de la Hessienne de J via l'algorithme BFGS construit en section 10.2.3. En
itérant ainsi sur les contours I';, i = 2, ..., Njpaz (Nimae étant le nombre d’itération maximum
fixé & 'avance) on converge vers un minimum local de la fonction cout 7. Toutes les Ngr = 5
ou 10 itérations, on effectue une itération de Gradient Topologique (décrit en section 9.1) afin
d’accélérer la convergence ou de sortir d’un minimum local. Les couplages ainsi crées sont notés

LSM-DG2-GT et LSM-DGLS2-GT.

10.3.2 Implémentation

L’initialisation LSM et la résolution des problemes direct (2.41) et adjoint (7.4) est géré
par le code Fortran ” Sampling 2d” de H. Haddar. Le code d’optimisation de forme, notamment
le calcul de l'approximation de la Hessienne et I’algorithme DGLS2 (ou DG2), sont écrits en
Scilab et sont couplés avec le code Fortran.

10.3.3 Reésultats numériques

On présente ici quelques tests sur la méthode BFGS implémentée. Ces tests sont effectués
sur une forme en L avec 30 ondes incidentes et d’observation réparties uniformément sur 360
degrés. Les parametres diéléctriques sont €; = 1.5 et py = 1.3, la longueur d’onde vaut A =1
et les calculs sont effectués sur un domaine Dy de taille 60 x 40 maillé uniformément avec des
carrés. On note My ce maillage. A partir de la 3eme itération, chaque forme obtenue possédera
le méme nombre de points sur son bord.

Cas test sur un L

Ce cas test compare la convergence du couplage LSM-DGLS2-GT (avec utilisation de la
méthode de Quasi-Newton avec approximation de la hessienne par BEGS) et du couplage LSM-
DGLS-GT (initialisation LSM puis itérations en DGLS et utilisation du GT ponctuellement
construit en section 9.2). Le premier couplage utilise donc la méthode BFGS (avec une des-
cente de gradient dans la direction Sy, donc pas forcement la direction normale) dés la 3eme
itération. La premiere itération étant l'initialisation LSM, la seconde étant une itération de
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DGLS (descente de gradient d’ordre 1). En effet, il y a besoin de deux itérations pour démarrer
les itérations de DGLS2 avec 'approximation BFGS utilisée. On compare ces méthodes dans
les Figures 10.4, 10.5 et 10.6.

contour plot

FIGURE 10.4 — Initialisation LSM commune aux deux couplages

contour plot contour plot

F1GURE 10.5 — Gauche : 15éme itération du couplage LSM-DGLS-GT. Droite : 15eme
itération du couplage LSM-DGLS2-GT
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Convergence history comparaisan

2.0

1.57]

Cost

1.0 .

0.5

T T A T Ll T v T T T L T L
a 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iterations

F1GURE 10.6 — Comparaison des fonctions couts. Ligne verte avec points : couplage
LSM-DGLS-GT. Ligne bleue : couplage LSM-DGLS2-GT
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Cas test sur un L avec projection selon la normale

Le second test est le méme que le précédent mais la direction de descente Sj apres ’ap-
proximation de la hessienne par la méthode BFGS est projetée selon la normale a la courbe en
chaque point de la courbe. De plus on prend l'initialisation LSM plus lointaine. On peut voir
I'influence de l'utilisation de la méthode BFGS dans l'utilisation d’une descente de gradient
d’ordre 2 aux Figures 10.7 et 10.8.

contour plot contour plot

°
o
I
°
°
1

F1GURE 10.7 — Gauche : initialisation lointaine avec LSM. Droite : 15éme itération du
couplage avec utilisation BFGS avec tracé des normales en chaque point permettant de
constater la bonne répartition des points sur le bord I'" apres 15 itérations

is |
3.0—:
2.0—:

1.5

F1GURE 10.8 — Comparaison des fonctions cotits. Ligne bleue : couplage LSM-DGLS-GT.
Ligne verte avec points : couplage LSM-DGLS2-GT
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Comparaison de la direction de descente S; a la direction normale

Ce troisiéme test utilise un couplage LSM-DGLS2-GT et compare 'influence des directions
de descente Si et (Sk.n)n (projection selon la normale en chaque point du contour) sur 25
itérations. On peut voir cette comparaison sur les Figures 10.9, 10.10 et 10.11.

contour plot

FIGURE 10.9 — Initialisation LSM commune au couplage LSM-DGLS2-GT (avec utili-
sation d'une descente de gradient d’ordre 2 avec méthode BFGS) et au couplage LSM-
DGLS-GT.

contour plot contour plot
P! pl

FIGURE 10.10 — Gauche : 16eme itération avec direction de descente Sj,. Droite : 25éme
itération avec direction de descente de gradient (Sy.n).n projetée selon la normale.
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comparaison dir sk (bleu) at normale (rouga)

2.0

1.57]

Frout

1.0

0.5

20 25
Iterations

F1GURE 10.11 — Comparaison des fonctions cotts. Ligne bleue : couplage LSM-DGLS2-
GT avec direction de descente Sj. Ligne rouge avec points : couplage LSM-DGLS2-GT
avec direction de descente (S.n)n
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10.3.4 Observations

Au travers de ces trois cas test (Figures 10.4 &4 10.11) on a pu mettre en évidence la conver-
gence légerement meilleure d’'un couplage utilisant une descente de gradient d’ordre 2 avec
approximation BFGS de la hessienne face au couplage usuel LSM-DGLS-GT du chapitre 9.
On a aussi mis en évidence que lors de cette utilisation de BFGS, il est préférable de pro-
jeter la direction de descente S obtenue selon la normale. On a donc construit un couplage
LSM-DGLS2-GT efficace et robuste, notamment plus efficace que la LSM, pour le probleme de
diffraction inverse en diélectrique (voir la section 7.1.2). Par ailleurs, on pourrait vraisembla-
blement faire mieux si 'on utilisait une direction de descente du gradient issue du calcul de la
vraie dérivée seconde au lieu de la seule approximation BFGS de la hessienne de la fonction
cout. La difficulté de ce calcul de vrai dérivée seconde sera mise en évidence dans le chapitre
11 suivant. On regardera ensuite dans le chapitre 12 si d’autres types de couplages peuvent
s’avérer efficaces, voire plus efficaces, que le couplage construit ici.
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Un calcul de dérivée seconde de forme
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11.1 La dérivée seconde de forme

Le lecteur ira tout d’abord consulter la section 2.3.5 introduisant la notion de dérivée se-
conde de forme introduite par Simon J. dans [104] et les parties introduisant le cadre des
inclusions diélectriques en sections 2.2.2 et 7.

On cherche ici a calculer la dérivée seconde de la fonctionnelle suivante :
1
j(F) = §HUOO(F) - ugeSHEQ(SN—U (111)

dans le cas d’une inclusion diélectrique et dans les mémes conditions que précédemment, i.e.
un éclairage avec ondes planes dans un espace & deux dimensions. On rappelle que 'on a
Qo = RV\Q;. Ainsi, I'onde u € H} (RY) satisfait I'’équation de Helmholtz suivante

Vu

V.(—)+keu=0 dans RY
1
U= U = Ujne + Us dans €9 (11.2)
U=u; = u dans (11.3)
lim |Orus — ikQuS\st =0
R—o0 Sk

qui peut se réécrire dans une boule Br avec 'opérateur Tg :

(_ Vu

V.(—) +keu=0 dans Bp

1
U= Uy = Ujpe + Us dans Bpr\ (11.4)
U =u] = U dans (11.5)
1
10u + Tr(u) = SH1 sur Sg
won

1
avec Skl = %% + Tr(uine), Br boule de rayon R, Sg = 0Br et Tr := T}, opérateur

Dirichlet-to-Neumann Tf% avec A = % défini en section 2.2.1.

Ainsi, de la méme facon que pour le calcul de la dérivée seconde de forme dans le cas du
conducteur parfait au chapitre 6, on se sert de la dérivée de forme du premier ordre dans le cas
d’une inclusion diélectrique établie dans le Théoreme 7.2.1. On rappelle son écriture :

7@® =2 {1, [ ST 0 - i [ L5200 - 14, [ Rumoa} (1o)
ou [¢]. = ¢2 — ¢1 désigne le saut d’une quantité ¢ a linterface I' séparant deux domaines 1
et 2 (voir section 2.2.2 pour plus de détails). Nous allons donc calculer la dérivée seconde de
forme & partir de la dérivée premiere. Cette dérivée seconde dépendra en plus de v’ = u/(0)
et p' = p'(0), les dérivées premieres par rapport a I' dans la direction 6 des états direct u et
adjoint p solutions respectives des problemes (11.4) (équivalent au probleme (2.28)) et (7.4).
Pour ce faire nous allons, dans un premier temps, établir les équations résolues par u’ et p'.
Nous pourrons alors dériver la fonction cout J une seconde fois afin de démontrer le Lemme
11.1.1 suivant :
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Lemme 11.1.1. La dérivée seconde de forme de (11.1) dans la direction 0 s’écrit :

J"([)(0,0) =R {[%]FI{(H)(O) — (1] 13(0)(0) — [E]FI§(9)(0)} —J'(1)(6.V0)
ou, on le rappelle, l'opérateur (0.V) est défini par

N
od
(6.V)d=> 6 o
i=1 v

ot u et p sont solutions respectives des problémes (11.4) et (7.4), u' solution du probléme (11.7),

p’ solution d’un probléme similaire a (11.7) que Uon n'explicitera pas ici et les I, i =1, 2 ou
3, sont explicités aur équations (11.8), (11.9) et (11.10).

Preuve : Les deux sections qui suivent constituent la preuve du Lemme 11.1.1.

11.1.1 Calcul des dérivées des problemes direct et adjoint

La dérivée par rapport a la forme I' dans la direction 6 de la solution u du probléme direct
(2.28) peut s'écrire comme la recherche de v’ € H} (RY) tel que

( /
V(MY 4 2t = 0 dans
251
/
V(2 4 k2epuy = 0 dans Qs
M2
U= UL = U dans O
U= U = Ujne + Us dans 9 (11.7)
10v 1 10u
[pa—n]r + [;VU’]F'TLI = —(H.n)V([ﬁa—n]F).n
ou
W, = (DY,
lim |Opul, — ikl |2ds = 0
R—o0 SR
10u

En effet, on a le saut | m gl = 0. On fait ensuite varier le bord I' selon la direction 6 et on
obtient avec la méthode explicité dans [104] :

i )

1 0u
won
ce qui donne un des sauts énoncés dans le systéeme d’équation (11.7). On fait de méme pour le

1 ;
e + [;Vu]r.n = —(H.n)V([pan

saut [u]. = 0 du probleme direct (2.28) et on obtient le saut :

u
W)y =~ o),
En ce qui concerne la condition de radiation, celle-ci est construite, avec le méme raisonnement
qu’en section 6.1.1, de maniere consistante avec la condition de radiation du probléeme direct
(2.28), assurant ainsi aussi 1'unicité de ce probleme de solution u'.

Le méme type de raisonnement permet de trouver I'expression du probléme résolu par p'(T),
non exprimé ici.
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11.1.2 Calcul effectif de la dérivée seconde

On calcule dans cette section la dérivée seconde de forme de la fonction cott J dans le cas

diélectrique. On écrit la dérivée premiere sur le bord T'; = (I + 6)(T) :

TTO) =2 Ll [ G 0~y [ G0~ (e [ Km0

— R %hh(é) [ (6) — (€], Is(0)

1) = [ ST ) 0n(rs)
B(0) = [ G ) ST 0n(Tp)

1(6) = /F K2 (T5)5 (T5)(0.0(T5))

6
La dérivée de I par rapport a 6 en 0 s’écrit :

"0 — 8u,1 Ip, / — ouy 8?’1
B@O = [ (FRG20n+ (Ture)(Tpr)on-+ G20

+ (Vuy.7)(Vp,.7)0.n + (Vul.T)(Vﬁl.T)H.n/>

0 8U1 6ﬁ1 8'&1 8]_91 ~
9GPy oy g g 2Py NG, 11,
+/F<an(af or 0+ HG 879”)9” (11.8)

ce qui peut se simplifier en prenant § = 0 et en prenant une autre écriture pour 7’ et n’. Ainsi,

avec 7' = (V(6.n).7).n et n' = —(V(6.n).7)T on a :

,_ 0(0.n) Ouy
Vi = or 0On

et
_ d(6.n) Op,

v r_
P17 or 0On

On calcule aussi les dérivées par rapport a Gen0delsyetIs:
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_ 1 0u, 1 9p 1 1 1 0u, 1 p,
,(6)(0 :/ — = - g+ (—Vurn')(—Vpn)n + ——— Lo p
20)0) = | (-G g b (V)T o= H
1 1 1 1
+ (—=Vu1.n)(—Vp,.n)0.n + (—Vur.n)(—Vp;.n)0.n'
(- Vurn) (V' )n + (-Vurn)( - Vpyn)on’)
0 1 au1 1 8]_)1 1 au1 1 8]_71 ~
— (== ——4. H————"—"0n)6. 11.
+/F(8n(,u,1 on py On n)+ u1 On py On n) " (11.9)
Ié(é)(O) :kz/ (u'@ﬂ.nﬂ—u@'ﬂ.n+u1ﬁ19.n'>
r
+k2/ (2(111}_0 0.n)+ Huip 9n>§n (11.10)
T 8n 1 1

et de la méme maniére qu’en (6.1.2), on écrit que la dérivée seconde peut s’écrire en fonction
de dérivée premiere de la fagon suivante :

J"([)(0.0) = (7 ()(6,0) — T (I)(6.V0)
Ainsi on a :

J"(T)(0,0) =R {[%]pfi (0)(0) = [u] - 15(6)(0) — [E]FIé(9)(0)} = J'(1)(0.V0)

ol, on le rappelle, 'opérateur (0.V) est défini par

N

6.V)d=> "6

=1

8.2?7;

ce qui prouve le Lemme 11.1.1.
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12.1 Optimisation sur la forme et sur le noyau de
I’onde de Herglotz

12.1.1 Mise en place du probleme

Jusqu’a présent, le probleme consistait a retrouver le bord I'.j. d'une forme Q.. en

ikz.d ot en mesurant les ondes

éclairant avec plusieurs ondes incidentes planes du type ujn. = €
diffractées a l'infini. On renvoit le lecteur aux sections 2.2.1 et 3.1.2 pour plus de détails
concernant le cas d’objets conducteurs parfaits et les sections 2.2.2 et 7.1.2 dans le cas d’ob-
jets diélectriques. Dans cette section, on se place dans le cadre des objets diélectriques et on
considere que I'onde incidente u;,. n’est plus une onde plane mais une onde de Herglotz (voir la

définition 12.1.1 ci-dessous). Le probléme reste le méme sous cet éclairage particulier, a savoir

mes

mes. Néanmoins, on utilisera

retrouver la forme I' ;. & partir des mesures d’ondes diffractées u
une fonction cout J dépendant du bord I', que ’on optimise, mais aussi du noyau de ’onde de
Herglotz que 'on utilise pour ’éclairage. Notons que 1’étude de cette méthode s’effectuera de

maniére formelle.

Rappelons le contexte diélectrique décrit en section 2.2.2. Soit 2; un objet diélectrique
ouvert borné régulier de RY de perméabilité p; et de permittivité e; plongé dans du vide
Qg = ]RN\Ql de perméabilité s = 1 et de permittivité eo = 1. Soit k = w,/€yidefivide € R le
nombre d’onde dans le vide. Le nombre d’onde dans le milieu r est alors donné par k, = k\/€fi;.
On note I' = 99 l'interface séparant les deux milieux diélectriques €1 et Q5. Donnons donc
maintenant une définition de ce que I'on appelle une onde de Herglotz, un noyau de cette onde
et quelques propriétés de ces ondes de Herglotz.

Définition 12.1.1. Une fonction ou onde de Herglotz est une fonction de la forme suivante :
v(x) :/ ek22dg(d)ds(d) Vr e R (12.1)
Sl

ot g € L?(S) et ky = k\/liaes est le nombre d’onde du milieu 2. La fonction g est appelée
noyau de 'onde de Herglotz v.

Lemme 12.1.1. Les ondes de Herglotz sont des solutions des équations de Helmholtz en

diélectrique :
v.(@) k2eqv = 0 dans RM\Q, (12.2)
H2
Notons que Uonde v vérifie Helmholtz en diélectrique dans tout RN . On restreint notre étude a

RN\Qy puisque l'onde de Herglotz n’éclaire que dans RV \€;.

Théoréme 12.1.1. Supposons que l’onde de Herglotz v de noyau g définie par (12.1) s’annule
sur R2. Alors g = 0.

Preuve : voir le livre Colton, Kress [42]. B

Définition 12.1.2. Soit J = J(I',g) la fonction coit suivante :

1 mes
T(T,9) = Sllusc2(g) — w2, )l Bagsn) (12.3)
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avec Uso 2 : L?(SY) — L?(S1) le champ lointain de l'onde diffractée de l'onde de Herglotz de
noyau g (12.1) défini pour 2,9 € S x L?(S') par :

t20)(@) = [ une(i. Dp(s(@
On rappelle que pour &,d € S', us(#,d) désigne le champ lointain de I'onde diffractée issue
de la diffraction d’une onde incidente plane wi,. sur la forme .

Remarque 12.1.1. La définition (12.1.2) s’explique de la facon suivante. Soit g € L*(S%).
Une solution au probléme direct diélectrique (2.28) pour l’onde incidente suivante :

vi(x) —/ ek2®dg(d)ds(d) Va € R?
Sl

est donnée par :
vs(x) = / ug(z,d)g(d)ds(d) Vz € R
S1

avec us solution de (2.27) et a pour champ lointain :

vnal9)(@) = [ unlidgldas(a)  Vies!
S1

Ainsi, le terme ux2(g) intervenant dans (12.3) n'est autre que le champ lointain de onde
diffractée issue de la diffraction de l’onde de Herglotz sur la forme §1.

La fonction cout (12.3) dépend donc du bord I' de la forme €2 de notre objet et aussi du noyau
g de 'onde de Herglotz qui éclaire cet objet. On effectue sur cette fonction cotit une double
optimisation. Le probleme est alors de trouver :

minmax J (T, g) (12.4)
T g

avec la contrainte HgH%Q(Sl) =1.

Remarque 12.1.2. On note que le maz et le min ne s’échangent pas, J étant convezxe en g
comme nous allons le voir en section 12.1.2.

Remarque 12.1.3. On mazximise selon le noyau g de l'onde de Herglotz qui éclaire afin de
trouver le meilleur éclairage donnant le plus fort contraste entre le milieu 1 et le milieu
Qo = RN\Qy permettant de trouver la forme la plus proche possible de Teipe. Dans lidée, si on
cherchait a minimiser sur le noyau, on trouverait un noyau qui fait disparaitre des informations
entrainant une moins bonne optimisation de la forme.

Remarque 12.1.4. En utilisant une onde de Herglotz du type (12.1) pour ’éclairage, on place

ih2-d pondérées par un

dans une seule onde linformation de multiples ondes planes du type e
noyau g. Alors que chaque onde nous aurait donné des informations aprés diffraction sur la
forme 1, nous n’en disposons plus que d’une, d’ou une perte d’information probable. Par
contre, l’onde d’éclairage n’étant constituée que d’une seule onde, celle de Herglotz, le calcul de

londe diffractée au contact de Q0 sera plus rapide.
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12.1.2 Calcul de la dérivée par rapport au noyau g

On peut écrire la fonctionnelle sous la forme suivante :
1
T =5 [ ([ dumli.drg(@asay?as (12.5)
st Jst
avec oo (a,b) = uso(a,b) — ume(a,b), Va,b € St x S1. On définit pour 2,9 € St x L2(S!)
Iapplication linéaire L : L?(S1) — L?(S1) suivante :
L(g)() = . oo (2, d)g(d)ds(d) (12.6)
Ainsi on peut écrire que :
1
T = Sl
Théoréme 12.1.2. La dérivée par rapport a la variable g de J(I',g) dans la direction h €
L2(SY) s’écrit :
0
SoT.g)0) =R < L'Lig) > (12.7)

Notons que la dérivée de forme de J, i.e. la dérivée de J par rapport a I' dans la direction 0

reste la méme que celle établie en section 7.2, a savoir :

S0 {1 [ SEE0n b, [ 55 2L0mn) ~ 1, [ Rupte)| (28)

pour u,p € HlOC(RN) solutions respectives du probléme direct (2.41) et du probléme adjoint
(7.4).

Preuve : Si 'on regarde la dérivée de la fonctionnelle 7 par rapport a la variable g dans la
direction h on a :

%—Z(F,g)(h) = R < L(g), L(h) >=R < L"L(g),h >

ce qui s’écrit aussi sans 'opérateur L :

%—Z(F,g)(h)Z% [|  Ouce(,d)g(d)ds(d)][ | Ouce(E, d)h(d)ds(d)]ds(Z)
Sl Sl Sl

12.1.3 Algorithme

La résolution du probléeme (12.4) dans les cas test en section 12.1.5 s’effectuera alternative-
ment par une maximisation selon le noyau g de 'onde de Herglotz via le schéma (12.9) et une
minimisation selon la forme I'. Donnons tout d’abord un Lemme sur la minimisation du noyau
de 'onde de Herglotz. La maximisation s’effectue de la méme facon mais suivant une direction
de descente de gradient prise dans la direction opposée.

Ainsi, a partir d’un noyau g, a l'itération n on construit le noyau g,,+1 suivant une descente
de gradient dans la direction %—Z(F, gn)- Le schéma s’écrit ainsi :

In+1 = gn — tnL"Lgn + Agn (12.9)

avec A tel que || gn+1\|?g1 =1 et t, le pas de la descente de gradient a l'itération n.
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Lemme 12.1.2. Soit I' = 0Qy fixé. La suite (T (T, gn))n, 0U gn est défini par lalgorithme
(12.9), est une suite décroissante minorée par 0 pour t, > 0 pris assez petit 4 chaque itération
n. Notons qu’étant donné écriture (12.5), $i Gmin constitue un minimum de J alors —@Gmin

aUSSt.

Preuve : On peut écrire g,41 de la facon suivante en posant ¢t = (1 + X)to, :
gnt1 = (1 + A)lgn — tonL* Lgn]

On aura bien ||gn+1|| = 1 en prenant
(1+ N7 = llgn — ton L Lgn||

Regardons ainsi si la fonction colit a diminué apres descente du gradient :

_ 1||L(gn — tonL*Lgn)||?
Ton1) = 5 g oL Lyall?

11|Lgnl[* = 2tom < Lgn, L(L*Lgy) > +o(13 )

Tn1) = 5 g T 2t0m < gn T Lgn > To(2,)
1 |1ga]? L Lonll®  Lgnll.
T(gna1) = = 1— 2t - +o(t
(1) = 5 g 1~ 2on g 1o~ e+ olon)]

Or on a que
| Lgnll> =< L*Lgn, gn >< [Ignl| ¥ [[L* Lgn||

Donc .
Lgnll _ L7 Lgnll

HgnH N Lgy,

Donc avec ||gn|| =1 on a

I (gn+1) < T (gn)

ce qui assure bien une diminution de la fonction cott pour un pas de descente t,, pris assez petit.
Ainsi la suite (J(gn))n est une suite décroissante pour t,, pris assez petit a chaque itération n.
De plus on a toujours J(gn) > 0. W

On effectura dans la suite une méthode de gradient avec un pas t,, = —t,, afin de maximiser
selon g.

12.1.4 L’implémentation

L’implémentation a été effectuée en Scilab pour ce qui est du calcul des dérivées de J par
rapport a la forme I' et au noyau g. L’algorithme d’optimisation de la forme I' par la résolution
a chaque itération du probleme (12.4) est également écrit en Scilab et est couplé avec le code
Fortran ”Sampling_2d” de H. Haddar permettant la résolution du probleme direct (2.28) et du
probleme adjoint (7.4). Le calcul est bien plus rapide que ceux effectués en parties IT et I11. On
rappelle que cette rapidité est due au fait que 'on éclaire I'objet €21 avec une seule onde de
Herglotz au lieu d’une multitude d’ondes incidentes planes permettant ainsi un calcul rapide
de la solution du probléme direct (2.28) et du probléme adjoint (7.4).
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12.1.5 Reésultats numériques

La résolution du probleme (12.4) par descente de gradient via le schéma (12.9) est ici testée
en utilisant une onde incidente de Herglotz et 20 observations uniformément réparties sur 360°.
Les parametres diéléctriques sont €; = 1.5 et p; = 1.3, la longueur d’onde vaut 1 et les calculs
sont effectués sur un domaine D de taille 60 x 40 maillé uniformément par des carrés. Tous
les tests effectués nécessitent une forme d’initialisation. La méthode LSM nous fournira cette
initialisation dans les cas test qui suivent. Lorsqu’il y a optimisation selon le noyau g, le noyau
initial gy sera pris constant.

Le premier test est une comparaison effectuée entre le couplage LSM-DGLS de type des-
cente de gradient du premier ordre avec déplacement du contour via la méthode Level-Set (voir
la section 5.1 pour plus de détails sur cette méthode) et la minimisation de la fonctionnelle
J(T,g), définie par (12.3), & onde de Herglotz de noyau g fixe sur une forme en L. La mi-
nimisation de J(I', gfize), qui ne dépend plus que de I, s’effectue aussi via une descente de
gradient du premier ordre avec la méthode Level-Set (DGLS). Sur la Figure 12.1 on constate
bien une convergence de la minimisation a g fixé mais moins bonne que le couplage LSM-DGLS

construit en section &8.1.

conv history btw the usual method and the modified with no kernel optim - using usuel cost
3.0

Cost functions

) T T T T T T T T T
0 2 4 S 3 10 1z 14 16 18 z0
Lterations

FIGURE 12.1 — Comparaison des courbes de convergence du couplage LSM-DGLS (Ligne
bleue) et de la minimisation de J (I, gize) (Ligne verte avec points)

Le second test est effectué sur une forme en L pour comparer deux minimisations de la
fonctionnelle J(I',g) : une avec I' variable et g fixe et l'autre avec I' et g variables (i.e. la
résolution du probléme (12.4) avec une minimisation sur I' et une maximisation sur g). Sur la
Figure 12.2 on constate que 'algorithme de résolution du probleme (12.4) permet une meilleure
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convergence que la minimisation de J (T, gfixe).

COOV COMPAralson
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FIGURE 12.2 — Comparaison des courbes de convergence pour ’algorithme de résolution
du probleme (12.4) (Ligne bleue) et la minimisation de J(I', gfize) (Ligne verte avec
points)

Le troisieme cas test compare le couplage LSM-DGLS avec I'algorithme de résolution du
probléeme (12.4) sur une forme en L. Sur les Figures 12.3, 12.4, 12.5 on constate une moins
bonne convergence de 1'algorithme de résolution du probleme (12.4) que notre couplage LSM-
DGLS. Les petites oscillations de 'algorithme de résolution du probleme (12.4) sont dues au
fait que 'on autorise la fonction colt a augmenter un peu dans 'algorithme afin d’optimiser
plus globalement. Les noyaux g, de 'onde de Herglotz a chaque itération n ne convergent pas
vers un certain type de noyau (Figure 12.4).

Le quatrieme cas test étudie si le noyau g,, converge vers un noyau spécifique dans plusieurs
cas. On regarde tout d’abord si le noyau g,, converge vers un noyau spécifique lors de la maxi-
misation selon g de J(I'y, g) avec la forme I'; fixe issue de l'initialisation LSM. On constate en
Figure 12.6 la convergence du noyau g, vers un noyau type pour la forme I'; fixé. On observe
en Figure 12.7 que cette convergence s’effectue de la méme maniere avec une autre initialisation
du noyau gg. On observe en Figure 12.8 une propriété évoquée au Lemme 12.1.2 disant que si
GJmaz constitue un maximum de J alors —gmqe. aussi. Numériquement on a donc que le noyau
converge vers deux types de noyau pour une forme donnée I' ;. : le noyau gynq, et son opposé
—Gmaz- La Figure 12.9 montre la non convergence du noyau g,, vers un noyau type lorsque la
forme I' évolue aussi, confirmant I’'observation faite dans le troisieme cas test en Figure 12.4.
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F1GURE 12.3 — Cas test de comparaison entre le couplage LSM-DGLS et ’algorithme
de résolution du probleme (12.4) sur J(I', g). Gauche : initialisation LSM commune aux
deux algorithmes. Droite : 15eme itération du couplage LSM-DGLS.

T T T T 1 3 T T T T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIGURE 12.4 — Cas test de comparaison entre le couplage LSM-DGLS et I'algorithme de
résolution du probleme (12.4) sur J(I', g). Gauche : 15¢eme itération de I'algorithme de
résolution du probleme (12.4). Droite : tracé des noyaux de 'onde de Herglotz obtenus
a chaque itération

Le cinquiéme cas test s’effectue entre 3 algorithmes, toujours sur une forme en L, afin de
pouvoir comparer visuellement leurs performances relatives. On observe donc sur la Figure 12.10
une meilleure convergence du couplage LSM-DGLS que n’importe quel autre algorithme testé.
Cependant, 'algorithme de résolution du probleme (12.4) permet d’approcher notre forme,
certes moins précisément, mais avec un cout de calcul (donc un temps de calcul) vraiment
faible du fait que I’on éclaire avec une seule onde de Herglotz.

12.1.6 Observations

On vient donc de voir a travers ces cas test la convergence rapide, mais moins précise que
les couplages précédemment construits, de I'algorithme avec optimisation selon la forme et le
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miomax et methode usuelle

Costs functions

0 2 4 % 3 10 1z 14 16 18 20
Iterations

FIGURE 12.5 — Tracé des fonctions cotits des deux algorithmes testés, a savoir le couplage
LSM-DGLS (Ligne bleue) et l'algorithme de résolution du probleme (12.4) (Ligne verte
avec points)

diffnoyau history Al the herglotz kernels

FIGURE 12.6 — Cas test étudiant la convergence du noyau g, vers un certain type de
noyau a I'y fixé et noyau initial g; constant égal a \/%. A gauche on observe la stricte
diminution de ||g, — gn41||z2(s1)- A droite on observe la convergence du noyau g, vers un

certain type de noyau.

noyau de ’onde de Herglotz I’éclairant. Cette rapiditié constitue en soit une particularité qui
peut se révéler utile. Par exemple, cela peut permettre, apres initialisation, d’approcher la forme
I'cipie rapidement mais peu précisement dans un premier temps. Cette approche rapide et peu
précise permet alors de continuer ’algorithme avec les méthodes construites aux chapitres 8, 9
et 10 afin d’espérer une meilleure convergence.
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diffnoyau history Al the herglotz kernels

FiGUurE 12.7 — Cas test étudiant la convergence du noyau g, vers un certain type de
noyau a [y fixé et avec un noyau initial g; défini par une droite d’équation y = \/QL_OI.
A gauche on observe la stricte diminution de ||gn, — gnt1l|z2(s1)- A droite on observe la
convergence du noyau g, vers le méme type de noyau qu’en Figure 12.6.

diffnoyau history Al the herglotz kernels

FIGURE 12.8 — Cas test étudiant la convergence du noyau g, vers un certain type de
noyau a I['; fixé et avec un noyau initial g; donné par une droite d’équation y = —ﬁx.
A gauche on observe la stricte diminution de ||gn, — gnt1||z2(s1)- A droite on observe la

convergence du noyau g, vers 'opposé du noyau type de la Figure 12.7.
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diffnoyau history Al the herglotz kernels

diffnoyau function
s
I

FiGURE 12.9 — Cas test étudiant la convergence du noyau g, vers un certain type de
noyau lorsque I' varie aussi et avec un noyau initial g; constant égal a ﬁ. A gauche on
observe la courbe d’évolution de ||gn, — gnt1/|r2(s1)- A droite on observe I’évolution des
noyaux gy,.

Cbhjective functions:without kernel, kernel optim,normal

Convergence history

T T T
0 z 4 6 8 10 1z 14 16 18 z0
Lteration

FIGURE 12.10 — Comparaison des courbes de convergence de 3 algorithmes. (Ligne rouge
avec carrés) I’algorithme de résolution du probleme (12.4) a noyau g fixe, (Ligne magenta)
I'algorithme de résolution du probleme (12.4) tel quel et (Ligne bleue avec croix) le
couplage LSM-DGLS de la section 8.1.
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12.2 LSM itérative

Etant donnée la non convergence de cette méthode, on I’étudiera de maniere formelle.

12.2.1 Mise en place du probleme

On a vu en section 2.5 que la méthode LSM calcule un certain critére sur un maillage
donné. On obtient alors une carte que 'on seuille afin d’en tirer la forme I' = 002 approchant
Icipie- On définit le critere suivant proche du critere utilisé pour la LSM pour chaque point z
du maillage My du domaine Dy :

. A .72
Hg' ' (2) = / [ / e~ F22dgz (d)ds(d)| dz (12.10)
Q; St
ott §); désigne la forme obtenue & I'itération précédente i, S* la sphere unité, et g2 solution de :

(a+ FIF)gi() = F71o(., 2) (12.11)

pour a > 0 parametre de la régularisation de Tikhonov que constitue I’équation (12.11) (voir le
Théoréme 2.4.3) et F opérateur de champ lointain défini en section 2.5. La résolution de (12.11)
constitue la méthode LSM ”standard” et la résolution de (12.10) la méthode LSM ”itérative”.

12.2.2 Algorithme

Le critere (12.10) permet, a partir d’une forme précédemment calculée, d’obtenir une carte
qui, apres seuillage, nous donnera la forme pour la prochaine itération. On réitere ce raisonne-
ment jusqu’a convergence ou atteinte du nombre maximum d’itérations N, fixé a I’avance.
On nomme cette méthode LSM itérative du fait de sa proximité avec la méthode LSM classique.

12.2.3 Implémentation

Des modifications du code Fortran ”Sampling 2d” de H. Haddar et un interfacage avec
Scilab pour les données ont été nécessaires pour implémenter cette méthode. On seuille avec
'algorithme de segmentation d’image de la section 10.1.2 les cartes Hg' obtenues & chaque
itération 1.

12.2.4 Reésultats numériques

Deux carrés proches

Le cas test de deux carrés proches (distance entre les deux carrés de lordre de 1—)6) est
effectué avec un matériau diéléctrique tel que €1 = 1.4 et uy; = 1.3, avec 10 ondes incidentes et
10 observations, une longueur d’onde de 1 sur un domaine de taille 60 x 40.

12.2.5 Observations

On observe sur la Figure 12.11 'apparition d’une séparation des deux carrés sur la carte lors
de la seconde itération effectuée avec le critere Hg, séparation que ’on aurait jamais pu espérer
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FIGURE 12.11 — Initialisation LSM (Haut gauche) puis 5 itérations de LSM itératif avec
le critere Hg

avec la LSM seule (la carte fournie par la LSM de la Figure 12.12 ne laissant apparaitre aucune
information sur la séparation des deux carrés). Mais, si on continue ’algorithme, on observe
sur la Figure 12.13 que les formes vont osciller et converger vers une forme assez éloignée de la

forme I',;. recherchée.

De méme, sur d’autre cas test que nous ne décrirons pas dans ce manuscrit, le critere Hg ne
s’est pas révélé satisfaisant, oscillant sur certains cas test et ne convergeant pas sur d’autres.
Il semble qu’il faille étre proche de la forme I';;;. recherchée pour que ce critére ne donne pas

de trop mauvaises informations.

Remarque 12.2.1. Sur tous nos cas test, on a observé que, si la forme d’initialisation I'g était
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FIGURE 12.12 — Tracé de la cartes LSM (Gauche) et seconde itération avec Hg (Droite)
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FIGURE 12.13 — Tracé de la fonction cout en fonction des itérations

la forme T gpe, alors la carte Hg de litération suivante était quasiment identique a la carte
que retourne la LSM sur le méme cas test. Une justification théorique pour cette observation
pourrait exister mais n’a pas été trouvée.
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Le but de cette these a été de développer des couplages de méthodes d’optimisation de
forme et de méthodes d’échantillonnage pour résoudre deux problemes de diffraction inverse
a partir de mesures d’ondes diffractées. Plus précisément on a cherché a retrouver la forme
d’un objet 2d éclairé par des ondes planes soit dans le cadre des conducteurs parfaits soit dans
celui des objets diélectriques. Différents couplages ont ainsi été imaginés, implémentés et testés.

On a implémenté et testé dans les chapitres 3, 4 et 5, sur un probléeme de conducteur parfait,
un premier couplage LSM-DGLS entre la Linear Sampling Method (LSM) et la Descente de
Gradient d’ordre 1 dans un contexte de Level-Set (DGLS) pour pouvoir gérer un certain type de
changement de topologie (suppression de trous), éviter les chevauchements de maillage et étre
en cohérence avec la fagon de gérer la LSM. L’initialisation LSM (globale, rapide et de précision
moyenne bien que dépendant du seuillage effectué) suivie d’itérations DGLS d’ordre 1 (locales,
relativement cotiteuses, mais de plus en plus précises) permet de retrouver la forme d’un objet
assez rapidement, avec un colt de calcul modéré au regard de la tres grande précision obtenue
par rapport a la seule initialisation LSM. Mais ce premier couplage n’est pas complétement
satisfaisant principalement a cause de son optimisation locale dépendant exclusivement d’une
bonne initialisation LSM et de la non robustesse du seuillage de la carte de la LSM.

Les chapitres 7, 8, 9 et 10 ont traité le cas d’objets diélectriques. On a tout d’abord étudié
et implémenté dans ce nouveau contexte la méthode LSM-DGLS construite dans le cas du
conducteur parfait. Ce couplage étant d’optimisation locale et non robuste, on a ensuite étudié
la méthode de Gradient Topologique (GT). Elle a permis soit d’accélérer la convergence si
utilisée a bon escient, soit de servir de test de convergence de par sa capacité a optimiser la
forme mais aussi la topologie. Le couplage LSM-DGLS-GT s’est donc révélé satisfaisant. Une
méthode de descente de gradient d’ordre 2 utilisant une méthode Quasi-Newton avec un algo-
rithme BFGS s’est trouvé étre de convergence plus rapide que la méthode d’ordre 1. Ce nouveau
couplage LSM-DGLS2-GT effectué en section 9.2 constitue en soit un meilleur couplage que
le précédent. Par contre il n’utilise pas la vraie dérivée seconde de forme mais seulement une
approximation de la hessienne de la fonction cout. Un autre type de méthode a été testé pour
essayer un couplage plus intrusif : Poptimisation sur la forme de 'objet et sur le noyau de
I’onde de Herglotz I’éclairant. Elle s’est révélée un peu moins précise que la DGLS d’ordre 1
mais fonctionnelle et tres peu gourmande en cotit de calcul en comparaison du couplage LSM-
DGLS2-GT ou les itérations de DG cottent relativement cher. La moins bonne précision est
due au fait que des informations disparaissent lorsque 1’on utilise une onde de Herglotz plutot
que chaque onde la composant. Une autre méthode basée sur la LSM a été testée sans succes
bien qu’encourageante au départ : la LSM itérative dont I'idée est de prendre un critére inspiré
de celui de la LSM ”classique” comme critere permettant de déterminer la forme I' et ce de
fagon itérative. Ces nouvelles approches sont décrites au chapitre 12. On a de plus effectué
quelques calculs théoriques dans les chapitres 6 (cas de conducteurs parfaits) et 11 (cas d’in-
clusions diélectriques) sur la dérivée seconde de forme complete, difficile & obtenir dans une
version pratique a implémenter et a utiliser.

Pour I'instant, le couplage le plus efficace est le couplage LSM-DGLS2-GT : une initialisation
LSM permettant d’obtenir une premiere approximation I'g proche de la forme recherchée I' ;.
Un seuillage efficace et robuste est utilisé via un algorithme de segmentation d’image décrit en
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section 10.1.2. L’itération suivante est une itération de DGLS d’ordre 1 fournissant alors une
seconde approche de la forme recherchée. Ces deux premieres approximations de la forme vont
permettre d’itérer & souhait en DGLS d’ordre 2 (besoin de deux itérations la précédent pour
étre utilisée). Toutes les 5 ou 10 itérations on pourra lancer un GT permettant d’accélérer la
convergence notamment en modifiant la topologie. La fin de ’optimisation sera atteinte lorsque
la fonction cout sera stagnante, que le nombre d’itérations maximum sera atteint ou qu’une
itération de GT en aura décidée. Ce couplage a donc le grand avantage de tirer le maximum
de chaque méthode utilisée au bon moment avec un cotiit de calcul acceptable. Si ce qui nous
intéresse est un compromis avantageant le cotit de calcul a la précision, alors un couplage de la
LSM (que l'on utiliserait pour initialiser I’algorithme d’optimisation) avec la méthode d’opti-
misation sur la forme de 'objet et sur le noyau de 'onde de Herglotz peut se révéler intéressant.

Il reste évidemment une multitude de couplages a expérimenter. Dans un premier temps je
dirais qu'une utilisation du couplage efficace 2d de cette these soit testée en 3d. La dimension
supplémentaire peut faire survenir de nouveaux problémes ou au contraire simplifier la chose
notamment en terme de topologie et de cout de calcul. On pourrait ensuite essayer d’optimiser
en 2d puis en 3d, la position, la forme mais aussi les parametres diéléctriques eux méme ou
bien encore les conditions aux limites dans le cas d’objets conducteurs parfaits (voir notamment,
[30]). Ensuite, étant donné que dans la pratique 'ouverture a 360° est plus qu'improbable sauf
peut-étre pour certains domaines tels que 'imagerie médicale, il serait judicieux d’expérimenter
des méthodes spécialisées dans de 'ouverture limitée. Il ne faut pas oublier que souvent, et
méme la plupart du temps, en industrie, les capteurs recevant ’onde diffractée ne regoivent en
fait que 'amplitude de 'onde et non 'onde entiere (voir entre autres [20] pour un travail sur
ce genre de mesures incompletes). De méme, les capteurs recoivent 'onde diffractée sur une
plage de fréquence et non a une fréquence fixe, d’ou la réception de moins d’information (ou
de trop d’information) et donc des calculs & effectuer qui doivent quelque peu différer pour une
utilisation possible et utile en industrie.



Annexes

12.3 Formulaire

On liste dans cette section quelques formules et opérateurs importants dans notre contexte.

Théoréme 12.3.1. (Formule de Green, cas H') Soit Q un ouvert borné conneze et de
frontiere T assez réguliére (C' par morceauz). Alors Vu,v € H(Q) et Vi € {1,..,N} :

ou ov n /
v=— [ u uvn;
o 0z; o Oz, Jp

avec n; la i — eme composante du vecteur de la normale extérieure a I.

Théoréme 12.3.2. (Formule de Green, cas H?) Soit Q un ouvert borné conneze de R
de frontiere T, C* par morceauz. Alors Yu € H*(Q), Yv € HY(Q), on a :

/QAuv: —/Q(Vu.VU)—I—/Fg—Z’U (12.12)

On a aussi pour u,v € H*(Q) le second théoréme de Green :

ou ov
/Q(UAU — ulv) = /@Q(va_n - ua—n) (12.13)

Définition 12.3.1. Soit un champ de vecteur V € C}(R?;R?) et un ouvert de classe C* de
frontiére T, on définit la divergence tangentielle de V' par :

divrV = (divV — Jac(V)n.n),. (12.14)

ot Jac(V') désigne la matrice jacobienne de V. Si V' n’est définie que sur T', on peut tou-
jours définir la divergence tangentielle de V- comme la divergence tangentielle d’une extension
arbitraire de V. La définition ne dépend alors pas de l’extension choisie.

Définition 12.3.2. Soit f € C*(I'). On définit le gradient tangentiel de f par :

Vrf =V - % (12.15)

ou f est une extension arbitraire de f. La définition ne dépend alors pas de l’extension choisie.
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Théoréme 12.3.3. (Théoréme de Green sur T') Soit T' un contour de classe C%, f € C*(T) et
V € C}(R%;R?) avec Vin =0 sur I'. Alors on a :

/fo.Vds: —/fdivdes (12.16)
r r

On peut aussi définir la méme formule pour les fonctions f € HY(T).
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Résumé : Couplage de méthodes d’échantillonnage et de méthodes d’optimisation de formes
pour des problemes de diffraction inverse.

On s’intéresse au probleme de retrouver la forme d’un objet 2d par la mesure des ondes qu’il
diffracte. On développe ainsi des couplages de méthodes issue des méthodes d’échantillonnage
et des méthodes d’optimisation de forme dans les cadres des conducteurs parfaits et des objets
diélectriques. Apres avoir calculé les dérivées de forme (du premier ou second ordre) et/ou
topologiques et avoir effectué des tests numériques en scilab/Fortran dans ces deux cadres,
cette these a permis de créer un couplage LSM-DGLS2-GT précis et robuste avec un cott de
calcul modéré. On y recherche aussi d’autres types de fonctionnelles & minimiser et cherchons a
calculer la dérivée seconde de forme difficile & obtenir dans une forme pratique a implémenter
afin d’accélerer la convergence du précédent couplage mis en place.

Abstract : Coupling sampling methods and shape optimization methods for inverse scattering
problems.

We consider the problem of determining the shape of a 2d object from measurements
of the electromagnetic far-field it scattered. We develop couplings by considering sampling
methods and shape optimization methods in the framework of perfect conductors and dielectric
objects. After finding the shape gradients (first or second order) and/or topological gradient
and performing scilab/Fortran numerical tests in both frameworks, this thesis allowed to build
an accurate and robust LSM-DGLS2-GT coupling with a moderate computational cost. We
also investigate other types of functionals to minimize and calculate the second shape gradient
(which is difficult to obtain in a convenient form for implementation) in order to get a better
convergence rate.
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