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Méthodes de Galerkin stochastiques adaptatives pour
la propagation d’incertitudes paramétriques dans les
systemes hyperboliques

Résumé

On considere des méthodes de Galerkin stochastiques pour des systémes hyper-
boliques faisant intervenir des données en entrée incertaines de lois de distribution
connues paramétrées par des variables aléatoires. On s’intéresse a des problemes
ou un choc apparalt presque siirement en temps fini. Dans ce cas, la solution peut
développer des discontinuités dans les domaines spatial et stochastique. On utilise
un schéma de Volumes Finis pour la discrétisation spatiale et une projection de
Galerkin basée sur une approximation polynomiale par morceaux pour la discréti-
sation stochastique. On propose un solveur de type Roe avec correcteur entropique
pour le systéeme de Galerkin, utilisant une technique originale pour approcher la
valeur absolue de la matrice de Roe et une adaptation du correcteur entropique de
Dubois et Mehlmann. La méthode proposée reste cofiteuse car une discrétisation
stochastique tres fine est nécessaire pour représenter la solution au voisinage des dis-
continuités. Il est donc nécessaire de faire appel a des stratégies adaptatives. Comme
les discontinuités sont localisées en espace et évoluent en temps, on propose des
représentations stochastiques dépendant de ’espace et du temps. On formule cette
méthodologie dans un contexte multi-résolution basé sur le concept d’arbres binaires
pour décrire la discrétisation stochastique. Les étapes d’enrichissement et d’élagage
adaptatifs sont réalisées en utilisant des criteres d’analyse multi-résolution. Dans le
cas multidimensionnel, une anisotropie de la procédure adaptative est proposée. La
méthodologie est évaluée sur le systeme des équations d’Euler dans un tube a choc
et sur I’équation de Burgers en une et deux dimensions stochastiques.

Mots clés

Quantification d’incertitudes, systemes hyperboliques, lois de conservation, méth-
odes spectrales stochastiques, projection de Galerkin, Volumes Finis, solveur de
Roe, correction entropique, analyse multi-résolution, multi-ondelettes, discrétisa-
tion stochastique adaptative, adaptation anisotrope






Adaptive stochastic Galerkin methods for parametric
uncertainty propagation in hyperbolic systems

Abstract

This work is concerned with stochastic Galerkin methods for hyperbolic systems
involving uncertain data with known distribution functions parametrized by ran-
dom variables. We are interested in problems where a shock appears almost surely
in finite time. In this case, the solution exhibits discontinuities in the spatial and in
the stochastic domains. A Finite Volume scheme is used for the spatial discretiza-
tion and a Galerkin projection based on piecewise poynomial approximation is used
for the stochastic discretization. A Roe-type solver with an entropy correction is
proposed for the Galerkin system, using an original technique to approximate the
absolute value of the Roe matrix and an adaptation of the Dubois and Mehlman
entropy corrector. Although this method deals with complex situations, it remains
costly because a very fine stochastic discretization is needed to represent the so-
lution in the vicinity of discontinuities. This fact calls for adaptive strategies. As
discontinuities are localized in space and time, stochastic representations depending
on space and time are proposed. This methodology is formulated in a multiresolu-
tion context based on the concept of binary trees for the stochastic discretization.
The adaptive enrichment and coarsening steps are based on multiresolution analysis
criteria. In the multidimensional case, an anisotropy of the adaptive procedure is
proposed. The method is tested on the Euler equations in a shock tube and on the
Burgers equation in one and two stochastic dimensions.

Key words

Uncertainty Quantification, hyperbolic systems, conservation laws, stochastic
spectral methods, Galerkin projection, Finite Volumes, Roe solver, entropy cor-
rection, multiresolution analysis, multiwavelets, adaptive stochastic discretization,
anisotropic adaptation
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CHAPITRE 1

Introduction

" If @ man will begin with certainties, he shall end in doubts; but if he will be
content to begin with doubts, he shall end in certainties. "
F. Bacon - 1605.

Sommaire
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1.2.2  Application a la propagation d’incertitudes . . . .. ... .. 13
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1.2.4 Méthodes de Galerkin (intrusives) . . . ... ... ... ... 20
1.3 Systémes hyperboliques. . . . ... ... ... ......... 22
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étatdelart . . . . . ..o 27
1.4 Descriptiondestravaux . . . . . . v v v v v v v v e e e e e . 29

De nos jours, la simulation numérique de systémes complexes est utilisée dans
de nombreux domaines de I'ingénierie. L’essor de la simulation numérique repose en
grande partie sur les progrés constants des techniques numériques et la puissance
croissante des calculateurs. La simulation numérique est un outil essentiel pour les
ingénieurs tout au long du processus de conception. Elle réduit le besoin en études
expérimentales qui sont souvent longues, cotiteuses et délicates a mettre en ceuvre.
Cependant, les simulations numériques doivent étre congues, réalisées et vérifiées
avec soin, afin de fournir des informations utiles et fiables sur le systeme a étudier.
De fait, la confiance que ’on peut avoir dans un calcul est un aspect clé de 'inter-
prétation et de I’analyse des résultats. Les simulations impliquent différents types
d’erreurs, dont la compréhension et la quantification est cruciale pour appréhender
les différences entre les prédictions numériques et le comportement réel du systeme.

Ce travail porte sur la propagation et la quantification des incertitudes sur
les données en entrée dans des modeles gouvernés par des systémes hyperboliques
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stochastiques. Apres une introduction générale sur le cadre probabiliste, on présente
une classe de méthodes appelées méthodes spectrales stochastiques qui permet de
propager les incertitudes sur les données dans un modele mathématique. En parti-
culier, on décrit les méthodes de Galerkin, qu’on appliquera aux systemes hyper-
boliques stochastiques. On rappelle ensuite quelques définitions et propriétés des
systéemes hyperboliques déterministes et on définit la notion de systémes hyper-
boliques stochastiques, pour lesquels on évoque les difficultés rencontrées lors de
I’application des méthodes spectrales stochastiques et 1’état de ’art correspondant.
Enfin, on présente les contributions développées dans ce manuscrit.

1.1 Propagation et quantification des incertitudes

Dans cette section, on passe d’abord en revue les différents types d’incertitudes
en simulation numérique. On se concentre ensuite sur les incertitudes sur les données
en adoptant une approche paramétrique pour les décrire. Enfin, on passe en revue
différentes méthodes pour propager les incertitudes paramétriques dans un modele
mathématique.

1.1.1 Les incertitudes en simulation numérique

Classiquement, les erreurs intervenant dans les simulations peuvent étre re-

groupées en trois grandes catégories (Soize [76]) :

— Les erreurs de modélisation : les simulations sont basées sur la résolution
de modeéles mathématiques censés restituer les caractéristiques essentielles
du systeme a étudier. Souvent, des simplifications physiques sont utilisées
pour faciliter la résolution du modele mathématique, basées sur 'analyse du
probleme ou sur certaines hypothéses. Le modele obtenu n’est par conséquent
pas capable de reproduire exactement le comportement du systeme réel.

— Les erreurs numériques : le modele mathématique sélectionné est résolu en
utilisant des techniques de discrétisation et des algorithmes appropriés. La
résolution numérique du modele fournit en général une approximation de la
solution exacte du modele et introduit donc une erreur numérique. Celle-ci
peut étre controlée et réduite a un niveau arbitrairement bas, au moins en
théorie, en utilisant des discrétisations plus fines ou des ressources de calcul
plus importantes.

— Les erreurs sur les données : le modele mathématique fait intervenir un
ensemble de données qui spécifient les caractéristiques du systeme simulé :
conditions aux limites, conditions initiales, constantes physiques, géométrie,
forcages extérieurs. Dans beaucoup de cas, les données ne peuvent pas étre
spécifiées avec une grande précision, soit pour des raisons expérimentales (er-
reurs de mesure), soit a cause de certaines limitations dans la connaissance
du systéme ou du fait d’une variabilité intrinseque irréductible.

On s’est intéressé dans ce travail a la derniere catégorie d’incertitudes. En partic-

ulier, on s’est attaché a développer des méthodes permettant de caractériser I'impact



1.1. Propagation et quantification des incertitudes 3

d’une connaissance imprécise des données en entrée sur la réponse du modele. Ainsi,
en notant les données par D, la réponse U du systéme est régie par un opérateur
M (le modele), que 'on peut écrire sous la forme abstraite

M(U, D) = 0. (1.1)

Par la suite, on fait toujours 'hypotheése de modeles bien posés, i.e., on suppose
que pour tout D fixé, il existe une et une seule solution U satisfaisant (1.1). Dans
le domaine de la simulation numérique, la prise en compte de ce type d’incertitudes
est un point clé, notamment en analyse de risque, en slireté et en conception. Les
objectifs sont, entre autres, de fournir des barres d’erreur numérique facilitant la
comparaison avec des observations expérimentales et ainsi de mieux juger de la
qualité des modeles physiques employés ; d’identifier les données incertaines ayant le
plus grand impact sur la simulation et devant donc étre mesurées ou controlées avec
le plus de précision ; de mener une analyse de sireté (probabilité de dépassement
de valeurs critiques) et de jauger le degré de confiance que 'on peut accorder aux
calculs, lors de la prise de décisions de conception par exemple.

1.1.2 Cadre probabiliste et paramétrisation

Pour atteindre les objectifs énoncés ci-dessus, un cadre probabiliste se révele
adapté : puisque les données d’entrée ne peuvent étre déterminées exactement, il ap-
parait naturel de les considérer comme des quantités aléatoires. Dans ce manuscrit,
on adopte la convention de notation suivante : les symboles en minuscules représen-
tent des quantités déterministes, tandis que les symboles en majuscule représentent
des quantités aléatoires.

On définit les données incertaines par le vecteur aléatoire D sur un espace de
probabilité P := (0,%,du), dont on suppose implicitement 1’existence, ou © est
I’ensemble des événements aléatoires, > la g-algebre associée, et du la mesure de
probabilité. On réécrit (1.1) sous la forme

M(U(),D(0)) =0, p.s.enb. (1.2)
L’opérateur d’espérance est défini par

E[U] ::/ U(0)du(8), VU intégrable sur P. (1.3)
S}

On se placera dans I'espace L?(©,du) engendré par les variables aléatoires du
second-ordre sur P. Cet espace est équipé du produit scalaire défini grace a l'opéra-
teur d’espérance E[-] et de la norme associée || - ||o :

E[UV] = /@ UO)V(0)du(0) YU,V € LX(©,dp), (1.4)
U € L*(©,du) — ||U||% = E[U?] < +oc. (1.5)
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On se place ici dans le cadre des méthodes paramétriques, qui sont conditionnées
par une paramétrisation des données incertaines a l'aide d’un ensemble fini de N
variables aléatoires (VAs) indépendantes définies sur P, parfois appelé germe, noté

£(0) = {&(0), ..., &x(0)}, (1.6)

de distribution connue p¢ et a valeurs dans un ensemble = C RN appelé domaine
stochastique. On note P := (Z, Bz, pedf) 'espace de probabilité image, ot B=
est I'ensemble de Borel de = et d¢ la mesure de Lebesgue dans RY. On réécrit (1.2)
sous la forme

MU(),D()) =0, p.s.ené&. (1.7)

On suppose que le modeéle (1.7) a une solution unique presque stirement et on appelle
U = U(¢) la solution stochastique du modeéle. On peut exprimer l’espérance de
U aussi bien dans ’espace de départ, que dans I’espace associé aux {fi}%\lzl,

BU] = [ UE@)au0) = [ U@pew)dy = ). (1.9

On utilisera les crochets () pour rendre clair le fait que I'espérance est mesurée par
rapport a la distribution de probabilité des variables aléatoires £&. On définit alors
I'espace des variables aléatoires du second-ordre sur P, noté L3(Z, Pe), équipé du
produit scalaire, noté également a l’aide de crochets sous la forme (-,-), et de la
norme associée || - ||z :

U.V)i= [[UQVEpl§)ds VUV € L. po) (1.9)

U € L*(E,pe) = ||U|% = (U,U) < +oc. (1.10)

Par la suite, les quantités aléatoires seront toutes supposées du second ordre, i.e.
dans L*(Z,p¢) (et donc également dans L*(©,du)).

Pour effectuer la paramétrisation de D, on dispose de plusieurs techniques
(Ditlevsen et al. [26]) : les décompositions de Karhunen-Loéve pour les proces-
sus stochastiques [56] ou, plus généralement, les décompositions en polynémes de
chaos (cf section 1.2). Le type d’information dont I'on dispose sur une quantité
aléatoire en entrée peut étre tres différent d’une application a une autre. Il peut
s’agir de sa loi de probabilité complete ou simplement d’un échantillon de réalisa-
tions. Généralement, pour construire la représentation probabiliste d’'une donnée
d’entrée, on peut considérer un probléme d’optimisation, dépendant de l'informa-
tion disponible. La question de la convergence de cette représentation peut s’avérer
délicate, particulierement lorsque I'on a seulement acces a un échantillon de réali-
sations; on a alors recours a des techniques d’optimisation particulieres basées par
exemple sur l'inférence Bayésienne ou sur des principes de maximum d’entropie
(Das et al. [15], Desceliers et al. [22, 23], Soize et Ghanem [77, 78]). Dans ce tra-
vail, on fait I’hypotheése que 1’on connait toujours la loi de probabilité des données
incertaines D et que celles-ci sont facilement paramétrisables par un vecteur & de
N variables aléatoires indépendantes.
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Données en entrée Solution stochastique

pdf
pdf

FIGURE 1.1 — Synoptique d’une propagation d’incertitudes : connaissant la loi de
probabilité des données incertaines D (a gauche), on réalise une paramétrisation a
partir d’un ensemble de VAs (le germe) suivant une loi de probabilité donnée ; I’étape
de propagation consiste ensuite a déterminer la loi de probabilité de la solution U
induite par le germe (& droite) au travers du modeéle mathématique M.

1.1.3 Propagation d’incertitudes

La figure 1.1 illustre la propagation d’incertitudes a travers le modele math-
ématique (1.7). Formellement, on cherche & déterminer la densité de probabilité
de la solution U du modele (1.7) induite par les données aléatoires paramétrées
D = D(£). Cela revient a chercher la dépendance fonctionnelle de U = U(&) vis-a-
vis des VAs paramétrant les données incertaines. Il existe plusieurs méthodes pour
la propagation d’incertitudes, dont on dresse ci-dessous un bref panorama.

1.1.3.1 Méthodes déterministes

Bien qu’on ne s’intéresse pas a cette classe de méthodes dans ce manuscrit, on
présente ici une courte revue de quelques techniques déterministes pour la propa-
gation d’incertitudes.

Méthodes de perturbation Les méthodes de perturbation, abondamment util-
isées dans de nombreux domaines de I'ingénierie (Kleiber et Hien [43]), sont basées
sur un développement tronqué des processus aléatoires via des séries de Taylor au-
tour de leur valeur moyenne. Typiquement, des développements du second ordre au
plus sont utilisés car le systéme d’équations résultant devient extrémement com-
plexe pour des degrés plus élevés. Une limitation inhérente a ces méthodes est que
I’ampleur des incertitudes, aussi bien en entrée qu’en sortie, ne peut étre trop large,
car autrement ces méthodes ne se comportent pas bien.

Méthode des moments Dans cette approche, on tente de calculer les moments
statistiques de la solution stochastique directement. Les inconnues sont les moments
statistiques de la solution, et leurs équations sont directement dérivées en intégrant
les équations du modele. Par exemple, 'espérance est déterminée en intégrant ces
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équations sur le domaine stochastique. La difficulté essentielle réside dans la ferme-
ture des termes couplant les équations sur les différents moments statistiques de la
solution.

Méthodes basées sur les opérateurs Ces méthodes sont basées sur la manip-
ulation des opérateurs stochastiques dans les équations du modele. Elles incluent le
développement de Neumann, qui exprime 'inverse de ’opérateur stochastique par
série de Neumann (Shinozuka et Deodatis [74], Yamazaki et al. [90]) et la méthode
d’intégration a poids (Deodatis et Shinozuka [20, 21]). De fagon similaire aux méth-
odes de perturbation, ces méthodes sont également limitées a des petites incerti-
tudes. Leur application est souvent fortement dépendante de ’opérateur sous-jacent
et est typiquement limitée aux problémes linéaires ou faiblement non-linéaires.

1.1.3.2 Meéthodes d’échantillonnage Monte Carlo

L’une des méthodes les plus communément utilisées pour la propagation d’in-
certitudes est la méthode d’échantillonnage Monte Carlo (MC) ou 'une de ses vari-
antes. L’idée fondamentale de cette méthode est de générer un ensemble de réali-
sations du vecteur aléatoire £ pour construire un ensemble de M réalisations des
données d’entrée { D', ..., DM} générées selon la loi de probabilité p¢. A chacune de
ces réalisations correspond une réalisation déterministe du probleme et une solution
unique, notée UY) = U(£1)), telle que

MUEDY, DEWVYY =0, je{l,...,M}. (1.11)

A partir de la collection des {U',..., UM} appelée échantillon de la solution, il est
possible d’estimer les statistiques de U, les corrélations entre les composantes de la
solution, des densités de probabilité, etc. Par exemple, ’espérance mathématique
de U peut étre estimée par

1 )
U) ~ g UV, 1.12
o) Mj:l ( )

L’avantage de la méthode MC est qu’elle est tres facilement implémentable
puisqu’elle nécessite uniquement ’exécution répétitive de simulations déterministes.
Cette méthode est d’autre part trés robuste. Néanmoins, 'une de ses principales
limitations concerne le faible taux de convergence des statistiques avec le nombre M
de réalisations. Par exemple, l'espérance converge typiquement en O(1/ VM ). De
nombreuses techniques ont été développées pour accélérer la convergence statistique
des estimateurs : Importance Sampling, Variance Reduction, Latin Hyper-Cube
(Grigoriu [35], Liu [54], McKay et al. [60]), Multi-Level MC (Barth et al. [7], Mishra
et Schwab [61]), ...

1.1.3.3 Meéthodes spectrales stochastiques

Les méthodes spectrales stochastiques sont basées sur une approche radicale-
ment différente qui consiste en la construction (ou la reconstruction) de la dépen-
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dance fonctionnelle de la solution par rapport au germe. Cette dépendance fonc-
tionnelle est typiquement exprimée par un développement en série du type

= Zuaq)oc(f)7 (1’13)

ou les &, sont des fonctionnelles des VAs, choisies de maniere adéquate, et les u,
sont les coefficients déterministes du développement spectral de la solution. Une
fois ce développement en série obtenu, celui-ci peut étre directement exploité pour
déterminer les statistiques de U, analytiquement ou via un échantillonnage de &.
Une description détaillée de ces méthodes peut étre trouvée, entre autres, dans les
livres de Ghanem et Spanos [32], Le Maitre et Knio [45] et Xiu [87]. Elles font l'objet
de la section suivante.

1.2 Méthodes spectrales stochastiques

Cette section décrit les différents outils nécessaires a une approche spectrale
stochastique : développements spectraux en polynémes de Chaos et Chaos général-
isé, calculs statistiques a partir de développements spectraux stochastiques, ainsi
que les différentes approches non-intrusives et intrusives pour le calcul des coeffi-
cients u, dans (1.13).

1.2.1 Chaos Polynomial de dimension finie

Le développement en Polynomes de Chaos (PC) est basé sur la théorie du Chaos
Homogene de Wiener [86] et sur les travaux de Cameron et Martin [10]. Soit {&},
un ensemble de N variables gaussiennes centrées, normalisées et mutuellement or-
thogonales (ce qui implique qu’elles sont aussi indépendantes), définies sur ’espace
de probabilité P. Pour tout entier No > 0, soit I'No I’espace de tous les polynémes
en {f%}z 1 de degre total au plus égal a No, et pour No > 1, I'no le supplémentaire
orthogonal de PNO 1 dans FNO, i.e.

I'No = I'No—1 ® 'Nos (1.14)

et Byo une base orthogonale de I'y,. Par densité dans L?(Z, Pe), on a

(2, pe) @FZ, (1.15)

avec la convention Iy = I'y. Le sous-espace I'no est appelé le No-ieme Chaos Ho-
mogene de dimension N et la base By, est appelée Chaos Polynomial d’ordre No.
Le sous-espace L'y, est constitué de tous les polynémes de degré égal a No, faisant
intervenir toutes les combinaisons possibles des variables aléatoires {&}X ;.
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Toute variable aléatoire U € L?(Z, p¢) admet une représentation en fonction des
chaos polynomiaux (Cameron et Martin [10]) :

N N 4
U) =uolo+ > ug Ti(&) + D> D uiinla(&iy &)
i1=1 i1=lio=1

i1 792

+ Z Z Z u111213 511’5127523)

11=112=113=1

i1 2 13

+ Z Z Z Z u11121314 5217£l27£13a524) ey (].].6)

11=112=113=114=1

ot I'no(€) s’entend comme un polynéme de la base By, chaque polynéme pouvant
changer pour chacun des termes des sommations multiples. Par exemple, pour un
développement bidimensionnel (N = 2), I’équation (1.16) devient

2 2 i
U(€) =uolo+ Y uinTi(€) + D D iinla(&iys i)
i1=1 11=1122=1

i1 2

+ Z Z Z u111213 gllaglgagm)

11=112=113=1

i1 2 i3

+ Z Z Z Z u11121324 Elugzmgzsvgu) (117)

11=112=113=114=1

ou encore

U(&) = uol'o +u1l'1 (&) + uol'1(§2) + vi1l2(&1, &) + uaila (€2, &1) + u2el'2(£2,62)
+ui11l'3(81, 61, &) + wo11l3(62, &1, &) + u221I'3(62, &2, 61)

+ u292I'3(&2, €2, &2) + urinila(&1, 61,61, &) +
(1.18)

Cette représentation est convergente au sens de la moyenne quadratique (théoréme
de Cameron-Martin) :

2

ZNo 1
Jim < uplo + -+ + Z Y Uiy TN (& -5 i) — U(€) > = 0.
0—r+0o i1=1 iNo=1
(1.19)

Par construction, les chaos polynomiaux d’ordre supérieur a 0 ont tous une es-
pérance nulle et les polynémes sont tous mutuellement orthogonaux vis a vis de la
mesure de probabilité gaussienne.

Pour faciliter la manipulation des développements en PC, on définit une relation
univoque entre les fonctionnelles T'() et de nouvelles fonctionnelles ®() dans le but
d’obtenir une expression plus compacte du développement de la variable aléatoire :

+o0
§) = Zua(ba(g)v §= {Ely--~7§N}7 (120)
a=1
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ou les coeflicients déterministes du développement u,, sont appelés modes stochas-
tiques. On adopte la convention ®; = 1 comme fonction de base de By et on suppose
de plus que les &, sont ordonnées par ordre polynomial croissant.

Remarque 1.1. Classiquement, la sommation commence a l’indice o = 0. Cepen-
dant on choisira de la commencer a o = 1 pour simplifier les notations dans les
chapitres suivants.

1.2.1.1 Base PC unidimensionnelle

Une fagon simple de construire les PC N-dimensionnels est de procéder par
tensorisation partielle de polynémes unidimensionnels. On s’intéresse donc dans un
premier temps aux polyndémes d’une unique variable aléatoire £. Ces polyndémes de
chaos sont orthogonaux et la densité de probabilité de £ est donnée par

pels) = = exp(—172). (1.21)

Soit @, () le polynéme de chaos unidimensionnel de degré «. Le polyndéme de degré
0 est ®; = 1. La condition d’orthogonalité s’exprime par

(@, ®;) = b5 (7). (1.22)

Conventionnellement, on adopte la normalisation (®2) = (a — 1)!. Les polynomes
unidimensionnels ainsi définis sont orthogonaux pour la mesure gaussienne et con-
stituent la famille bien connue des polynémes de Hermite (c¢f par exemple le livre
de Abramowitz et Stegun [2]). Dans la figure 1.2, les polynémes de Hermite ®(€)
sont tracés pour £ € [-3,3] et a € {1,...,5}.

4

& oF 1
-1+ N -
2k o=l ——
0=2 -------
8 o 1
=5 ——-—-
-4 L L L Il Il
2 -1 0 1 2
3
FIGURE 1.2 — Polynémes unidimensionnels de Hermite pour a € {1,...,5}.

1.2.1.2 Base PC multidimensionnelle

On procede maintenant au cas N-dimensionnel et on cherche a construire I'y, a
partir des polyndémes unidimensionnels de Hermite { H, }qen. Puisque les VAs sont
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indépendantes, la densité de probabilité de £ = {&1,...,&n} est donnée par

N
y) = ]:[psi(yi)y (1.23)

ol pg, (yi) est la densité de probabilité commune a tous les & donnée par (1.21).
Soit A(No) I'ensemble de multi-indices défini par

N
A(No) = {7:{'yl,...,’yN}ENN|Z%:No}. (1.24)

=1

Avec ces définitions, on construit le No-ieme Chaos Homogéne de dimension N selon

I'No = Span, ¢y (o) {H H,.(&) } : (1.25)

Ainsi, pour le cas 2D, le développement de Hermite a pour expression

U(§) = uoHo + ur Hi(&1) + u2 H1(&2)
+ w11 Ha(§1) + uo1 Hi(§2) H1(&1) + u2a Ha(&2)
+ w111 H3(&1) + ug11 H1(§2)Ha (&) + ugo1 Ha (§2)H1 (1)
+ u220H3(&2) + w1111 Ha(&1) + - .. (1.26)

L’expression ci-dessus est réécrite sous la forme plus compacte :

Z ua®a(81,82) (1.27)

Les premiers polyndémes de chaos bidimensionnels sont tracés dans la figure 1.3.

Remarque 1.2. L’ensemble de multi-indices (1.24) correspond d la tensorisation
partielle de la base PC unidimensionnelle, classiquement utilisée. Dans ce travail,
on aura également recours d la temsorisation complete de la base PC, pour laquelle
l’ensemble de multi-indices est

A(No) = {7 ={71,...,} € N¥|5; < No,Vi € {1,... ,N}} . (1.28)

1.2.1.3 Développement en PC tronqué

On adopte la notation condensée du développement en PC de la variable aléa-
toire U :

+oo
=Y a®al€). (1.29)
a=1

Il faut a présent tronquer le développement & un ordre polynomial No pour que le
développement soit fini. Le nombre total de termes dans la série, apres la troncature
du développement & 'ordre No, est donné par (Ghanem et Spanos [32])

(N + No)!

P=
NI!No!

(1.30)
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Le développement en PC tronqué peut par conséquent étre exprimé par

P
U(f) = Z ua(pa({) + 6No(§)7 (131)
a=1

ou l'erreur de troncature ex, dépend de No et est elle-méme une variable aléatoire.
De par (1.19), le développement tronqué converge au sens de la moyenne quadra-
tique pour No tendant vers l'infini :

lim () = 0. (1.32)

No—+o0

Compte tenu de la dépendance du nombre de termes P intervenant dans le
développement en PC de U avec N et No, la représentation PC sera efficace d’un
point de vue numérique si des valeurs modérées de No sont suffisantes pour ap-
procher précisément U avec un germe de taille N pas trop grande.

1.2.1.4 Chaos Polynomial généralisé (gPC)

On peut se demander s’il n’existe pas d’autres familles de polynémes orthogo-
naux conduisant & une erreur de représentation plus faible pour le méme nombre
de termes dans le développement en PC. On peut ainsi remarquer que si U est une
variable aléatoire gaussienne, alors la base PC de Hermite est optimale, puisque
le développement avec No = 1 fournit une représentation exacte. Cette remarque
peut étre généralisée : le développement polynomial optimal sera celui construit en
utilisant la mesure correspondant & la loi de probabilité de la variable aléatoire que
I’on cherche a représenter. Cependant, la loi de probabilité de U n’est généralement
pas connue a priori, c’est pourquoi on choisit classiquement de générer la base PC
a partir de la mesure associée aux données incertaines que ’on veut propager dans
le modele.

Suivant cette idée, si I'incertitude d’entrée correspond & une variable aléatoire
uniformément distribuée sur un intervalle fini donné, on choisira la base générée
par des variables aléatoires uniformément distribuées sur [0, 1], ce qui conduit aux
polyndémes de Legendre, définis par convention par rapport a 'intervalle de référence
[0,1] (¢f par exemple le livre de Abramowitz et Stegun [2]). Les cing premiers
polynomes de Legendre sont tracés sur la figure 1.4. Plus généralement, Xiu et Kar-
niadakis [89] ont montré que pour de nombreuses lois de probabilité, les familles
de polynomes correspondantes, appelées Chaos Polynomiaux généralisé (gPC), sont
déterminées par le schéma de Askey [5]. La correspondance entre les principales lois
de probabilité (mesure) et leur famille de polynémes orthogonaux est donnée dans le
Tableau 1.1. Dans le cas de mesures pour lesquelles on ne dispose pas d’une famille
orthogonale de polyndmes, il est en général possible de recourir a une construction
numérique de la base PC selon une procédure d’orthogonalisation de Gram—Schmidt
(¢f par exemple Stoer et Bulirsch [79]). Enfin, on notera que 'expression des PC
multidimensionnels en termes de produits de polynémes unidimensionnels présente
l'avantage de s’étendre naturellement au cas ou les variables aléatoires & sont in-
dépendantes et associées a des mesures différentes.
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=3 oo
o=4
a=5 ———-
3 I I I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
3
FIGURE 1.4 — Polynémes unidimensionnels de Legendre pour a € {1,...,5}.

Tableau 1.1 Familles de loi de probabilité et familles de polynémes orthogonaux
construits pour les mesures correspondantes.

Distribution Polynoémes Support
¢ Ba(6)
VA continue Gaussienne Hermite (—00, +00)
~y Laguerre [0, +00)
g Jacobi [a, b]
Uniforme Legendre [a, D]
VA discrete Poisson Charlier {0,1,2,...}
Binomiale Krawtchouk {0,1,2,...,n}
Binomiale négative Meixner {0,1,2,...}
Hypergéométrique Hahn {0,1,2,...,n}

Une remarque importante est que le développement en PC usuel (Hermite)
et le développement en PC généralisé sont basés sur des polynémes globaux. Or,
cette représentation polynomiale continue s’avere inappropriée dans certaines situ-
ations, notamment lorsque la variable aléatoire U ne dépend pas continiiment de &.
Pour surmonter cette difficulté, des méthodes utilisant des éléments finis stochas-
tiques (Deb et al. [16]), des multi-éléments gPC (Wan et Karniadakis [85]) et des
développements en Multi-Ondelettes (Le Maitre et al. [47, 48, 49]) peuvent étre util-
isées afin de rendre le développement spectral plus local grace a la décomposition
du domaine stochastique en différentes régions ou différentes échelles. On utilisera
ce type de représentation pour traiter les problémes hyperboliques stochastiques
des le chapitre 2.

1.2.2 Application a la propagation d’incertitudes

On revient a présent a la propagation via le modele mathématique des incer-
titudes sur les données d’entrée D, de loi de probabilité prescrite et supposées
paramétrées a l’aide d’'un nombre fini N de variables aléatoires indépendantes
£ = {&,...,&x} de loi de probabilité ps. On considere les polynomes @, N-
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dimensionnels orthogonaux pour p¢ et on cherche a déterminer le développement
de la solution stochastique induite par les données incertaines D sur le sous-espace

SP = Spanae{l,...,P}{(I)Oé} - L2(Evp§)7 (133)

appelé espace d’approximation stochastique, soit

P
U =U"(€) =Y ua®al(f). (1.34)
a=1

On choisit donc la méme base pour U que celle utilisée pour paramétrer D. Les
coefficients u, sont appelés les modes stochastiques de U. Lorsque U est con-
nue, un choix naturel est u, = (U, ®,) /(®2), si bien que UF est la projection
LQ(E,pg)-orthogonale de U sur l'espace d’approximation stochastique S¥. Le fac-
teur de normalisation (®2) dépend de la base utilisée et est connu analytiquement
pour les bases PC. Dans le cas général, on dispose de deux grandes classes de méth-
odes pour déterminer les modes stochastiques : les méthodes non-intrusives et les
méthodes de Galerkin, détaillées respectivement dans les sections 1.2.3 et 1.2.4.

Le développement spectral stochastique d’une quantité aléatoire fournit une
représentation pratique en vue de sa caractérisation par des quantités statistiques.
Ces informations peuvent étres obtenues avec un cotit de calcul faible pourvu que les
modes stochastiques u, de la quantité d’intérét soient connus. Quelques exemples
sont donnés ci-dessous.

1.2.2.1 Variables aléatoires

Soit U € L%(Z, pe) et

P
UP(&) = Z ua P (§), (1.35)
a=1
son approximation sur la base PC orthogonale tronquée {®1,...,®p} (on rappelle

que (®q, Pg) = 0,a # 3, et &1 = 1). L'espérance de UT est donnée par

<UP> = <<1>1, UP> = EP: Uo (D1, Dy) = w1, (1.36)
a=1

en raison de l'orthogonalité de la base. Le coefficient u; est par conséquent l'e-
spérance de la variable aléatoire UY. De plus, en utilisant la définition de la variance,
o2(U"), on obtient

A(UP) = (UP - <U” >)?) = <<§P: ua%) > (1.37)
P

P
= D uaup (Pa, ®p) = D ug <<I>§>. (1.38)

o,Bf=2 a=2
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Des expressions similaires peuvent étre obtenues pour les moments d’ordre plus
élevé de UF en fonction de ses modes stochastiques. De plus, les statistiques d’une
variable aléatoire peuvent étre estimées a partir de stratégies d’échantillonnage :
des réalisations UT (€) peuvent étre obtenues en échantillonnant ¢ suivant sa den-
sité pe et en évaluant le développement en PC aux points £ de I'échantillon. On
peut également estimer des densités de probabilité, des fonctions de répartition, des
probabilités d’événements, réaliser une analyse de sensitivité locale ou globale, etc...
Il est intéressant de remarquer que dans le contexte de I’analyse d’incertitudes, la
connaissance du développement en PC de la solution stochastique permet d’accéder
plus simplement et plus efficacement a des quantités statistiques que dans le cas
des méthodes MC.

1.2.2.2 Vecteurs aléatoires

Le développement en PC d’une variable aléatoire peut immédiatement étre
généralisé a la représentation de vecteurs aléatoires U du second ordre a valeurs
dans R™ (U : 2 — R™). Soit U; la i-éme composante d’un vecteur aléatoire. Le
développement tronqué en PC s’écrit sous la forme

P
UP(€) = Zl(ui)a%(g), Vie{l,...,m}, (1.39)
ou encore, sous forme Vectori;—le,
P
Ur () = Zlua%(f), (1.40)
ott le vecteur ug = ((U1)as - - - (Um)a)? € R™ est le a-éme mode stochastique de

N

UP. A nouveau, u; est 'espérance du vecteur aléatoire UF. De plus, les matrices
de corrélation et de covariance de UY ont pour expressions

rye = i Uqul <<I'i> , cyp = i Ugul <<I%> . (1.41)
a=1 a=2

1.2.2.3 Processus stochastiques

Le développement en PC peut immédiatement étre généralisé aux processus
stochastiques U : 2 x Z — R, ou (2 est un domaine de ’espace physique, en faisant
dépendre les modes stochastiques u, de I'indice x € 2. Ainsi,

P
UP(z,6) = Z_: Ua () Do (§). (1.42)

La fonction déterministe uq () est le a-éme mode stochastique du processus UY.
On a uj(z) = <UP(x, )> De plus, la fonction de corrélation de UY est donnée par

P
Ryr(z,2') = <UP(x)UP(:U')> =3 ta(@)ua(z) <<1>§>, (1.43)
a=1
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et la fonction de covariance est donnée de fagon similaire par
p
Cyr(z,a') = 3 a(@)ua(a’) (92). (1.44)
a=2

1.2.3 Meéthodes non-intrusives

On appelle méthodes non-intrusives les méthodes basées sur un ensemble de
résolutions du modele déterministe, correspondant a des réalisations de &, afin
d’approcher les modes stochastiques de la solution. Le code de calcul du modeéle
déterministe peut ainsi étre utilisé en boite noire, en associant a chaque réalisation
des parameétres la solution du modele correspondant. L’avantage principal de ces
méthodes est que les codes existants ne nécessitent aucune adaptation particuliere.
De plus, il est en général possible de planifier les simulations de modeles détermin-
istes, de sorte que ’exécution peut étre menée en parallele. Ces caractéristiques
rendent les méthodes non-intrusives tres attrayantes pour la propagation d’incer-
titudes paramétriques dans les modeles complexes, les applications industrielles et
les situations ou 1’on a uniquement acces a des codes déterministes.

Le colit numérique des méthodes non-intrusives est essentiellement proportion-
nel au nombre de résolutions du modele déterministe nécessaires pour construire
I’approximation. Ce nombre peut s’avérer treés important, en particulier lorsque le
nombre N de variables aléatoires dans la paramétrisation est grand (probléme de la
dimensionnalité). Ce probléme se pose aussi pour les méthodes de Galerkin (intru-
sives) décrites a la section 1.2.4. Par conséquent, de nombreux travaux de recherche
visent a réduire la complexité de ces méthodes. On dresse ci-apres un bref panorama
des différentes stratégies non-intrusives disponibles dans la littérature. Pour simpli-
fier, on se restreint au cas de variables aléatoires a valeurs scalaires; ’extension a
des cas plus généraux (vecteurs et processus) ne pose pas de difficultés.

1.2.3.1 Projection Spectrale Non-Intrusive

La projection spectrale non-intrusive (NISP, de I’anglais “Non Intrusive Spectral
Projection”) consiste & chercher UY comme la projection orthogonale de U sur S
et & calculer les modes stochastiques de UY par intégration numérique. Grace a
Iorthogonalité de la base PC, les modes stochastiques sont donnés par

uazw, Va e {1,...,P}. (1.45)
(®2)
Différentes techniques ont été proposées pour estimer numériquement l'intégrale
(U, ®,,), basées sur des stratégies d’échantillonnage pseudo-aléatoires ou des méth-
odes de cubature.

La méthode Monte Carlo (MC) est la technique de simulation la plus simple : un
échantillon de réalisations indépendantes de § est généré a partir de p¢ en utilisant
un générateur pseudo-aléatoire. Soit & le j-eme élément de 1’échantillon et UU) =
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U¢ ( )) la solution du modele correspondante. Le a-éme mode stochastique de UY
a pour expression

ZU NP, (£9)) + epr, (1.46)

ou M est la dimension de ’échantillon et ej; 'erreur d’échantillonnage. Cet esti-
mateur est non biaisé ({eps) = 0) et la variance de €y tend vers zéro asymptotique-
ment en O(1/v/M) pour M suffisamment grand. Ce faible taux de convergence,
bien qu’indépendant de N, reste la limitation principale de I'utilisation de MC pour
NISP. Des erreurs d’échantillonnage plus faibles, a M fixé, peuvent néanmoins étre
atteintes en utilisant des stratégies plus efficaces, comme 1’échantillonnage Latin
Hypercube (LHS) (McKay et al. [60]) ou Quasi Monte Carlo (QMC) (Morokoff et
Caflisch [62]). L’idée de base, dans le cas des mesures uniformes, est de forcer I’échan-
tillonneur & choisir des points qui couvrent le domaine stochastique de maniere plus
uniforme que pour MC standard.

Les méthodes de cubature constituent une alternative aux méthodes MC. La
définition des modes stochastiques (1.45) montre que leur évaluation équivaut au
calcul de l'intégrale multidimensionnelle de la fonction F,(§) = U(§)Pq (&) sur
Z c RN avec un poids non négatif pe¢ sous forme produit. En fait, on doit calculer
pour chaque « € {1,...,P} lintégrale

IMNF, = / Fo(y)pe (y)dy. (1.47)

Une cubature est une approximation de l'intégrale multidimensionnelle IMNE, en
une somme discrete,

Nq
INE, ~ QM E, =3 F(&0)u, (1.48)
j=1
on& €eZetw €R,je{l,... ,Nq}, sont respectivement les nceuds et les poids

de la cubature a Ng noeuds. Classiquement, les cubatures sont construites a partir
de formules de quadrature unidimensionnelles. Soient Z(W) F,, I'intégrale unidimen-
sionnelle et QW F,, son approximation par quadrature :

a—/ Fulyp(y)dy ~ QVE, = 3" Fa(&/)w (1.49)

7=1

ou les bornes de l'intégrale a et b peuvent étre infinies. Les formules de quadrature
de Gauss a n points offrent un degré d’exactitude optimal pour les intégrales unidi-
mensionnelles puisqu’elles intégrent exactement des fonctions polynomiales de degré
< 2n —1 (Stoer et Bulirsch [79]). Cependant, elles présentent 'inconvénient d’avoir
une distribution des noeuds qui dépend de n. De ce fait, si ’on souhaite augmenter
progressivement le nombre de nceuds, on adopte souvent des formules de quadrature
imbriquées, ou les nceuds d’une quadrature font partie des nceuds des formules d’or-
dres supérieurs. On peut citer les formules de quadrature de Newton—Cotes (Stoer
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et Bulirsch [79]), de Clenshaw—Curtis [11] et de Fejér (Waldvogel [84]). Les cu-
batures N-dimensionnelles peuvent étre construites par tensorisation de cubatures
unidimensionnelles. Par exemple, si les parametres aléatoires sont identiquement
distribués, de sorte que la méme formule de quadrature peut étre utilisée dans
toutes les directions, on obtient

INE ~ oNF, = (Q(l) R - ® Q(l)) E,. (1.50)

Le nombre total de points de cubature vaut alors Ng = nN et augmente de facon
exponentielle avec N. Ce probleme de la dimensionnalité peut étre tempéré par
I'usage de formules de quadrature partiellement tensorisées, qui permettent de ré-
duire considérablement le nombre de noeuds de cubature nécessaires pour un niveau
de précision donné. Ces formules de quadrature sont basées sur des méthodes de
tensorisation partielle, dont la premiere méthode de construction fut proposée par
Smolyak [75]. Elle consiste en un algorithme général basé sur la construction de
produits tensorisés creux. Son application a NISP permet une réduction consid-
érable des cotlits du calcul, en comparaison aux formules de cubature sous forme
produit (c¢f par exemple Keese et Matthies [41] et Reagan et al. [72]). Néanmoins,
cette approche reste encore trop cotiteuse pour les problemes stochastiques faisant
intervenir un grand nombre de variables aléatoires ; une piste actuellement explorée
est 'emploi de grilles creuses adaptatives (cf par exemple Gerstner et Griebel [31]
et Crestaux [14]).

1.2.3.2 Moindres carrés

L’estimation des coefficients du développement de la solution d’un modele peut
étre formulée alternativement par la résolution d’un probléeme de minimisation au
sens des moindres carrés. L’estimation au sens des moindres carrés est un outil
fréquemment utilisé en statistiques ou ’on cherche a déterminer les parametres d’un
modele & partir d’'un ensemble de mesures. La différence est que dans ce cas, les P
coefficients du développement sont déterminés a partir d’'un ensemble de mesures
(calculs ou observations). Soit {(£7,U7)};eq1, . N,,.} I'ensemble des observations, ot
U’ = U(&) est la solution du modele pour les parametres D(&7) donnés par &7.
Les modes stochastiques (uq)qe (1,...,p} beuvent étre approchés par la solution d’un
probléme d’optimisation pour la somme des carrés des résidus

Nobs Nobs
R((ta)aeqt,..py) = 3 (B = Y (U7~ UP())’, (151)
j=1 =1

ot les résidus R’ sont simplement les distances entre les observations et les prédic-
tions du modele de substitution donné par ’expression de UF. Les modes stochas-
tiques approchés u, sont obtenus par minimisation de la fonctionnelle R. Se pose
alors la question de la sélection des points de minimisation &. Dans cette op-
tique, les méthodes de plan d’expériences et de construction optimale sont des
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domaines de recherche qui se concentrent sur la construction d’échantillons four-
nissant des propriétés optimales pour les problémes aux moindres carrés (cf par
exemple Pukelsheim [71] et Berveiller et al. [9]).

1.2.3.3 Méthodes de collocation

Contrairement aux deux méthodes évoquées ci-dessus (projection et moindres
carrés), les méthodes de collocation sont basées sur 'interpolation de la solution
stochastique. En particulier, on cherche une approximation U(§) de U(&) telle que

UE)=u(¢), vje{l,...,Np}, (1.52)

pour un ensemble de N, points d’interpolation &¢7. Par définition, I’approximation
est exacte aux Ny, points de collocation. On peut alors construire une approxima-
tion de la solution stochastique dans un espace vectoriel SN2 de dimension N qui
satisfait les Nz, contraintes (1.52). Cette approximation peut se développer sur une
base {®;};cq1,. n,} sous la forme

U©) =>_u;9;(9), (1.53)

ou les coefficients du développement 4; sont déterminés pour satisfaire la con-
trainte (1.52). Usuellement, on utilise des fonctions de base qui vérifient

5 i’ 17 sig= ./7 ..
b(el) = = i, € {1,... N}, (1.54)
0, sinon,
de sorte que
’ﬂ,j :U(fj), Vj e {1,...,NL}. (155)

Le choix le plus courant consiste en l'interpolation polynomiale spectrale ou le sup-
port des fonctions <i>j est le domaine entier =. En une dimension stochastique, cela
revient a prendre pour fonctions de base les N7, polyndémes de Lagrange unidimen-
sionnel définis par

P S
Ej(g) - H §] _&-jm Vj e {17"'>NL}' (156)
J'=13 %

Le choix des points de collocation s’avéere tres important pour la qualité de ’approx-
imation et de ses propriétés de convergence lorsque N augmente (c¢f par exemple
Agarwal et Wong [3]). En particulier, 1'usage des points de Gauss et de Cheby-
chev est préféré a celui de points équidistants car il offre de meilleures propriétés
d’interpolation. Les points de Chebychev présentent également 'avantage d’étre
des ensembles imbriqués (en multipliant le nombre de points par un entier pour
passer d'un ensemble de points a l'autre), caractéristique intéressante pour l'in-
terpolation adaptative. L’extension des formules d’interpolation unidimensionnelles
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au cas N-dimensionnel est immédiate en utilisant les grilles tensorisées, de fagon
similaire aux formules d’intégration. Pour cette construction, la grille de points
d’interpolation et les polyndémes d’interpolation sont tous les deux des produits des
objets unidimensionnels associés. La complexité de ces méthodes, cofiteuse car pro-
portionnelle au nombre de points d’interpolation, peut a nouveau étre réduite en
utilisant des méthodes creuses. En fait, les techniques de grilles creuses, telles I'algo-
rithme de Smolyak, peuvent étre réutilisées pour construire des méthodes d’interpo-
lation creuse et également des schémas d’interpolation adaptatifs. Des exemples de
méthodes de collocation a grilles creuses pour les problemes stochastiques peuvent
étre trouvés dans les travaux de Mathelin et Hussaini [58], Xiu et Hesthaven [88],
Babuska et al. [6], Nobile et al. [68]. Des techniques adaptatives ont été récemment
considérées par Nobile et al. [67], Ganapathysubramanian et Zabaras [29] et Ma et
Zabaras [57].

1.2.4 Méthodes de Galerkin (intrusives)

Contrairement aux méthodes non-intrusives basées sur des réalisations individu-
elles pour déterminer la réponse du modele stochastique aux entrées aléatoires, les
méthodes de Galerkin sont basées sur un formalisme de résidus pour construire des
systemes d’équations gouvernant les modes stochastiques {Ua}ae{17_._7p}. De telles
méthodes sont dites intrusives puisqu’elles nécessitent dans une certaine mesure la
réecriture du code de calcul déterministe. La projection de Galerkin est un outil
classique pour la résolution des problémes spectraux et dans la formulation des
méthodes d’éléments finis (voir par exemple le livre de Ern et Guermond [28]).
Dans le contexte stochastique, elle fut proposée par Ghanem et Spanos [32] comme
méthode de calcul pour déterminer le développement en PC de la solution d’équa-
tions linéaires stochastiques.

On se place dans le cadre général d’'un probleme de propagation d’incertitudes
décrit par la relation (1.7). On rappelle qu’on a fait ’hypothese que ce probléme
est bien posé, en d’autres termes, que la loi de probabilité des données est telle
que le probléeme mathématique M(U (&), D(§)) = 0 a presque slirement une unique
solution dans un espace fonctionnel adéquat que 1’on note V', supposé indépendant
de I’événement aléatoire. En notant S = L(Z, pe) espace stochastique de second
ordre, ’espace fonctionnel dans lequel chercher la solution stochastique U de (1.7)
est alors I'espace produit V ® S.

La solution stochastique U est approchée dans un sous-espace V ® S sous forme
d’un développement stochastique en PC UF(¢) donné par (1.34). La projection de
Galerkin nécessite deux étapes : la premiere est l'introduction du développement
tronqué de la solution dans le probleme stochastique, la deuxieme est la projection
de ’équation stochastique ainsi obtenue sur la base du développement en PC afin
d’obtenir un ensemble d’équations que les modes stochastiques doivent satisfaire.
On appellera UY la solution de Galerkin du systéme couplant les modes stochas-
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tiques. Celle-ci est obtenue en introduisant (1.34) dans le probleme stochastique :

P
M <Z Uoc¢a(§): D(§)> = RP((ua)ae{l,...,P})' (1'57)
a=1

En général, le terme de droite de (1.57) ne vaut pas zéro, sauf si P — +oo. En
fait, pourvu que le résidu aléatoire RY soit une quantité aléatoire du second-ordre,
celui-ci peut étre développé formellement sous la forme

+oo
RY = E_:lra%(g). (1.58)

La formulation faible du probléme consiste a trouver les modes stochastiques u, €
V,ae{l,...,P}, tels que

P
<M > ug®s(€). D(€) ,‘I’a(ﬁ)>=07 Va e {1,...,P} (1.59)
B=1

La construction du probléme spectral (1.59) conduit & diverses difficultés que
I'on rencontre classiquement lorsque 'on applique la méthode de Galerkin a des
modeles mathématiques complexes. La premiere difficulté est relative a la dimension
du probleme spectral : la forme produit de ’espace de discrétisation de la solution
V @ S montre que, comparé au probléme déterministe, la taille de ’ensemble des
équations a résoudre va étre P fois plus grand que pour le probléme déterministe.
De plus, le probleme (1.59) peut exhiber une structure différente de son équiva-
lent déterministe, ce qui implique qu’on peut avoir besoin d’une nouvelle classe de
solveurs ou de codes numériques pour le discrétiser. Par conséquent, les bénéfices
de 'approche intrusive vont dépendre de compromis entre les cotits de calcul sup-
plémentaires associés a la résolution numérique de (1.59) et des gains en précision
dus a la convergence spectrale de la représentation en PC. Ainsi, le développement
de stratégies numériques efficaces est une préoccupation centrale des méthodes de
Galerkin. Différentes approches peuvent étre envisagées pour maintenir un cofit de
calcul aussi faible que possible. Certaines de ces approches sont développées par
exemple dans le livre de Le Maitre et Knio [45]. Une seconde difficulté résultant de
la méthode de Galerkin concerne le traitement des non-linéarités, difficulté que I’'on
rencontrera dans le cas des systemes hyperboliques et sur laquelle on reviendra.

Les méthodes de Galerkin appliquées aux problemes elliptiques et paraboliques
stochastiques sont relativement bien comprises. De telles méthodes ont été ap-
pliquées dans de nombreux domaines (c¢f Ghanem et Spanos [32] et ses références).
Concernant les modeles de fluides visqueux, les travaux antérieurs concernent en
particulier les équations de Navier—Stokes (Le Maitre et al. [46, 50]), les fluides a
bas nombre de Mach et les applications microfluides électrochimiques (Debusschere
et al. [17]). Des travaux récents sur les écoulements de fluide incertains peuvent étre
trouvés dans Knio et Le Maitre [44] et dans Najm et al. [64, 65]. L’application des
méthodes spectrales stochastiques (et en particulier les méthodes de Galerkin) aux
lois de conservation et aux systémes hyperboliques (en particulier les fluides non
visqueux) posent des problémes supplémentaires, qui sont décrits ci-apres.
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1.3 Systemes hyperboliques

On commence cette section par une bréve présentation sur les systemes hyper-
boliques de lois de conservation dans un cadre déterministe. Une description plus
détaillée de ces systemes et des schémas utilisés pour les approcher peut étre trou-
vée, entre autres, dans les livres de Godlewski et Raviart [33], de Toro [80] et de
Després [24]. On présente ensuite les difficultés rencontrées lors de I'application de
méthodes spectrales stochastiques aux systemes hyperboliques stochastiques ainsi
que I’état de I'art correspondant.

1.3.1 Systémes hyperboliques déterministes

Pour simplifier, on se limite ici au cas d’'une dimension d’espace. On considere
un systeme de lois de conservation sous la forme conservative

0 0
Sru(e )+ 5 () =0,

u(z,t = 0) = u’(x).

(1.60)

Le probléeme (1.60) est posé sur un intervalle @ C R et un intervalle de temps [0, .
On ne discutera pas ici de la question des conditions aux limites; on suppose par
exemple que u(z,t) est & support compact dans 2 pour tout ¢ € [0,7]. La fonction

u:(x,t) € A x[0,T] — u(x,t) € R™ (1.61)
est le vecteur d’état des variables conservatives, la fonction
frueR"— f(u) e R™ (1.62)

la fonction flux, et u° la condition initiale. Par ailleurs, la solution u est souvent &
valeurs dans un ensemble d’états admissibles A, C R™. Par exemple, pour 1’équa-
tion de Burgers, m = 1, u est la vitesse et on peut prendre A, = R, alors que
pour le systeme des équations d’Euler unidimensionnel, m = 3, les composantes
de u sont la densité, la quantité de mouvement (par unité de volume) et ’énergie
totale (par unité de volume) et A, correspond a l’ensemble des états pour lesquels
la densité et la pression sont positives. Enfin, une propriété importante de (1.60)
est que l'intégrale en espace de toutes les composantes de u est conservée au cours
du temps.

Pour une solution u suffisamment réguliére, le systéeme (1.60) peut également
s’écrire sous la forme non conservative

(2.1) + YVl (ula, ) 2

8xu(:v, t) =0,

9
at"
u(z,t = 0) = u’(z).

(1.63)

ou Vyuf:ue€ A, — Vyuf(u) € R™™ est la matrice Jacobienne de la fonction flux.
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Définition 1.1. Le systéme (1.60) est dit hyperbolique si et seulement si pour tout
u € Ay, la matrice Vo, f(u) est diagonalisable dans R. Le systéme est dit strictement
hyperbolique si toutes les valeurs propres de cette matrice sont distinctes.

On rappelle qu'une matrice A € R™"™ est diagonalisable dans R si il existe

1. m valeurs propres A',..., A\™ (comptées avec leur multiplicité),
2. une base de m vecteurs propres a droite r!, ..., r™,
3. une base de m vecteurs propres a gauche I!,... ™,
tels que pour tout k € {1,...,m},
Ark = Mkpk  ATIE — \kik <7“k, zk’>Rm = G- (1.64)
En posant
R= ( I L ) D = diag\)peqr.my et L= ( L )
(1.65)
les relations ci-dessus deviennent
A=RDLY, R'=1" (1.66)
On peut également écrire
m
A= Nk gk, (1.67)

k=1

1.3.1.1 Solutions faibles : la condition de Rankine-Hugoniot

Lorsque la fonction flux f est non linéaire, des discontinuités peuvent apparaitre
en temps fini, méme pour des données initiales tres régulieres. Il faut donc compren-
dre la solution de (1.60) dans un sens faible. On désigne par - le produit scalaire
dans R™.

Définition 1.2. Une fonction mesurable et localement bornée u : Q x [0,T] — A,
est solution faible de (1.60) si pour toute fonction v de classe C1 a support compact
dans Q x [0,T), a valeurs dans R™, on a

/Q/OT (u(sv,t) . %w(x,t) + f(u(z,t)) - 889511}(3:’750 dedt — —/Quo(m) (@, 0)dz.
(1.68)

Dans le cas ou la solution u est réguliere par morceaux, la relation de Rankine—
Hugoniot doit étre satisfaite le long des courbes ou u est discontinue. En particulier,
si on considére une solution faible de (1.60) qui a la structure suivante :

ur(x,t), =z <o(t),
u(z,t) = { r(x,?) (®) (1.69)

ugr(z,t), x> o(t),
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ou X = {(o(t),t)} est une courbe réguliere dans €2 x [0, T, alors les états gauche et
droit uy, et up satisfont localement (1.60) au sens fort en dehors de ¥ et la condition
de Rankine-Hugoniot stipule que, le long de 3,

flur) = flur) = o' (t)(ur — ur). (1.70)

1.3.1.2 Solutions entropiques

La classe des solutions faibles est trop large car on perd 'unicité de la solution.
Il faut donc introduire un critére afin de sélectionner parmi les solutions faibles de
(1.60) I'unique solution qui est physiquement admissible.

La solution d’un probléme hyperbolique peut étre obtenue comme la limite de
la solution visqueuse d’un probléme parabolique ou le terme de viscosité tend vers
ZEro avec € :

aatue(x, £ + aaxf(ue(x,t)) _ eaax <D88xu€) , (1.71)
ol D est une certaine matrice de diffusion. Le systéme (1.60) que 1’on consideére est
invariant par le changement de coordonnées espace-temps (f =—t,&=—x) : il est
dit réversible, alors que le systéme (1.71) lui ne l’est pas, les termes dissipatifs le
rendant irréversible. Il s’agit alors de garder la mémoire de l'irréversibilité dans le
passage a la limite € — 0. A cette fin, on introduit la notion d’entropie mathématique
et de solution entropique.

Définition 1.3. Une fonction s : u € A, — s(u) € R est une entropie du systéme
(1.60) si et seulement si s est convezxe et il existe une fonction g : u € A, — g(u) € R
dite flux d’entropie telle que

VufTVus = Vug. (1.72)

Définition 1.4. Une fonction mesurable et localement bornée u : Q x [0,T] — A,
est solution (faible) entropique de (1.60) si elle est solution faible et si pour toute
fonction v de classe C' a support compact dans Q x [0,T), d valeurs dans R, et
pour toute entropie s de flux d’entropie g, on a

/Q/OT (8(u)§t¢(x,t) +g(u)§x¢(x,t)) dxdt > —/Qs(uo(m))w(x,[))d;p' (1.73)

Dans le cas des lois de conservervation scalaires (m = 1), on a le théoréme
d’unicité suivant :

Théoréme 1.1. (Kruzhkov) On suppose f € CH(R) et ug € L®(R). Alors, le
probléme (1.60) admet une et une seule solution faible entropique bornée. De plus,
cette solution satisfait le principe du maximum suivant :

(Vo e Q a<up(z) <B)= (V(z,t) € 2 x[0,T),a < u(z,t) <pB). (1.74)
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1.3.1.3 Schémas numériques

Les schémas numériques utilisés pour la résolution des systemes hyperboliques
se doivent d’assurer la propriété de conservation des variables conservatives (les
composantes du vecteur u) au cours du temps, d’ou 'appellation de schémas con-
servatifs. Dans ce manuscrit, on se concentre sur les méthodes de Volumes Finis
(VF).

Les méthodes VF sont construites grace a des bilans de flux entre cellules. Elles
respectent les principales propriétés mathématiques du modele, capturent correcte-
ment les ondes se propageant dans le systéme en limitant (autant que possible) la
diffusion numérique et sont relativement précises et robustes méme en présence de
forts gradients. Par la suite, on utilise une discrétisation numérique de type Euler
explicite en temps et une discrétisation VF d’ordre un en espace. Soit un pas d’es-
pace Az (uniforme pour simplifier) et des temps discrets t" avec un pas de temps
At" ="+t — " On considére un schéma VF de la forme suivante

n

™ =t = 20 () — oy, ), (1.75)
ou u;' est une approximation de la valeur moyenne en espace de la solution u dans
la cellule de centre iAz au temps t" et (-, ) est un flux numérique a deux points.
En particulier, on s’intéresse au flux numérique de type Roe [73], qui assure une
faible diffusion numérique et propage les ondes a la bonne vitesse (sauf dans le cas
de points soniques sur lequel on reviendra). Enfin, du fait de la nature explicite
de (1.75), le pas de temps doit vérifier une condition CFL de la forme

At < g, (1.76)
Al
ou A est la vitesse maximale des ondes sur toutes les interfaces.
Des méthodes d’ordre plus élevé sont disponibles dans la littérature mais ne
seront pas utilisées dans ce manuscrit : on peut citer, entre autres, les méthodes
WENO introduites par Liu et al. [55], les méthodes de Galerkin discontinues, cf par

exemple les livres de Hesthaven et Warburton [39] et de Di Pietro et Ern [25], ...

1.3.2 Systemes hyperboliques stochastiques

On considére a présent des incertitudes sur les coefficients ou les conditions
initiales d’un systéme hyperbolique. Pour simplifier, on se place toujours dans le
cas de domaines spatiaux unidimensionnels. L’extension aux dimensions spatiales
supérieures est directe du point de vue stochastique. On cherche alors U(z,t,¢)
résolvant presque stirement en £ le systeme conservatif suivant :

0 0
SV 48+ 5 F(U(e,4,6:6) =0,

Uz, t =0, =U%=z,¢).

(1.77)

Le probleme (1.77) est posé sur un intervalle borné 2 C R (le domaine spatial).
On rappelle que ¢ € =, le domaine stochastique. L’ensemble {2 étant borné, le
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probléme (1.77) doit étre complété par des conditions aux bords. Celles-ci seront
spécifiées dans le chapitre 3 lorsque les cas tests seront présentés. Ainsi,

U:(x,t,8) e 2x[0,T] x 2 Ulx,t,&) € Ay (1.78)

est le vecteur d’état incertain des variables conservatives paramétré par &, appelé
solution stochastique du probleme (1.77), ou Ay C R™, m > 1, est 'ensemble
des états admissibles, que 1’on suppose indépendant de I’événement aléatoire. Par
ailleurs, U%(x, £) est une paramétrisation par ¢ de la condition initiale incertaine et

F:(U;¢) € Ay x 2+ F(U;€) € R™ (1.79)

est la fonction flux. La dépendance explicite de F' en £ indique que F' peut faire
intervenir des coefficients incertains, également paramétrés par &.

Pour une solution U suffisamment réguliere, le systeme (1.77) peut également
s’écrire sous la forme non conservative

9 0
5.V (@ 1,6) + VuF (U, 1,€):€) 5-U(x, 1,€) =0, (1.80)

Uz, t=0,£) =U%x,§).

On fait 'hypothese que ce systeme est presque stirement hyperbolique au sens ou
la matrice Jacobienne stochastique

VuF :(U;é) € Ay x 2+ VyF(U;¢) e R™™ (1.81)

est diagonalisable dans R presque stirement, ¢.e., pour presque tout & € =, il existe
1. m valeurs propres AN (U;¢),..., A™(U;€) (comptées avec leur multiplicité),
2. une base de m vecteurs propres & droite R (U;¢), ..., R™(U;¢),
3. une base de m vecteurs propres a gauche L'(U;¢€),..., L™ (U;¢),

tels que
VuF(U;€) = R(U; )D(U; ) L(U; )7, (1.82)
R(U;¢) = ( R\U3€) ... R™(U:&) ), D(Us€) = diag(A*(Us&)keqr, .m)

et L(U;€) = ( LYUs&) ... L™U;¢) )
(1.83)

Les matrices R(U;¢&), D(U;€&) et L(U;€) sont dans R™™. Pour alléger les notations,
la dépendance des valeurs propres et des vecteurs propres en U est omise par la suite.

Remarque 1.3. Mishra et Schwab ont récemment prouvé dans [61], sous des hy-
pothéses relativement générales, l’existence et 'unicité des solutions stochastiques
entropiques pour les lois de conservation scalaires stochastiques ou [l'incertitude
porte sur la condition initiale, ainsi que l’existence de moments statistiques d’ordre
quelconque pour ces solutions stochastiques entropiques.
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1.3.3 Meéthodes spectrales stochastiques : principales difficultés et
état de lart

L’objectif de cette section est de présenter les principales difficultés et 1’état de
I’art concernant l'application des méthodes spectrales stochastiques aux systéemes
hyperboliques stochastiques.

1.3.3.1 Principales difficultés

La principale difficulté est que les solutions de systémes hyperboliques stochas-
tiques peuvent présenter des discontinuités (dans le domaine spatial) en temps fini
dues au développement d’ondes de choc et de discontinuités de contact (dans les
variables spatiales). Bien que ces discontinuités concernent les variables spatiales,
leur vitesse de propagation peut étre affectée par les incertitudes, et ainsi engen-
drer des discontinuités de la solution par rapport aux variables stochastiques. Pour
illustrer cette difficulté, on représente sur la figure 1.5 la densité stochastique d’un
gaz parfait dans un tube a choc unidimensionnel avec une incertitude sur la vitesse
du son. La densité est représentée en fonction de x, la variable spatiale, et £, la vari-
able stochastique qui paramétrise ’aléa, a un temps fixé apres plusieurs réflexions
des ondes aux extrémités du tube. On observe que pour toute réalisation de &, la
solution présente une discontinuité dans le domaine spatial, et que pour certaines
positions dans le domaine spatial, la solution va également étre discontinue dans
le domaine stochastique. Par conséquent, des bases de polyndémes continus en £ ne
sont plus appropriées pour la mise en ceuvre des méthodes spectrales stochastiques,
en raison de phénomenes de type Gibbs (Le Maitre et al. [47]). Pour surmonter
cette difficulté, on utilisera des développements spectraux plus locaux, similaires a
ceux cités précédemment en fin de section 1.2.1.4.

FIGURE 1.5 — Densité stochastique dans un tube a choc avec vitesses des ondes
incertaines en fonction de z et £ a t fixé.

Une autre difficulté a pour origine les non-linéarités dans les flux physiques du
systeme hyperbolique stochastique soulevant le probleme du calcul de ces flux dans
le contexte des méthodes de Galerkin que 'on souhaite utiliser. En effet, toutes
les opérations mathématiques doivent étre appliquées aux développements stochas-
tiques qui représentent les variables. Une approche intéressante est d’utiliser les
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techniques pseudo-spectrales proposées par Debusschere et al. [18]. On y reviendra
dans le chapitre 2.

Enfin, une question importante concerne I’hyperbolicité du systeme de Galerkin
obtenu & partir du systéme (1.77), d’autant plus que l'on souhaite concevoir une
méthode VF pour le discrétiser en espace et en temps. En effet, la projection de
Galerkin de (1.77) fournit un systéme conservatif de lois de conservation couplant
les modes stochastiques de la solution. Il est donc légitime de se demander si ce
systéeme est hyperbolique, i.e., si la matrice Jacobienne associée a ce systeme est
diagonalisable dans R dans une base compléte de vecteurs propres de R™F. Ce point
sera traité dans le chapitre 2.

1.3.3.2 Etat de ’art

Concernant les approches non-intrusives, Mathelin et al. [59] ont appliqué les
méthodes de collocation polynomiales aux équations d’Euler dans le cas de solu-
tions continues (sans choc). Plus récemment, Abgrall [1] a proposé de décomposer le
domaine stochastique en sous-domaines et d’effectuer des reconstructions non oscil-
lantes basées sur des polynomes par morceaux de type ENO/WENO afin d’obtenir
les solutions stochastiques discontinues des équations de convection, de Burgers et
d’Euler. Barth [8] a ensuite considéré le cas ou la solution est cherchée dans un
espace produit composé de polynémes par morceaux en x et £ reconstruit par une
méthode de type WENO. Par ailleurs, Lin et al. [53] ont utilisé une approche basée
sur les méthodes de collocation probabiliste multi-éléments pour un écoulement de
fluide supersonique venant impacter un obstacle de rugosité aléatoire. Le domaine
stochastique est également découpé en sous-domaines et dans chacun d’eux, une
base de polynoémes orthogonaux est construite a partir de la fonction de densité
conditionnelle (au sens de se trouver ou non dans le sous-domaine), base sur laque-
lle le développement stochastique local de la solution est cherché.

A notre connaissance, trés peu de méthodes spectrales stochastiques intrusives
ont été développées pour les systémes hyperboliques stochastiques. L’équation des
ondes a été traitée dans le cas scalaire avec des méthodes gPC par Gottlieb et
Xiu [34]. Le cas de systémes hyperboliques non-linéaires est évidemment plus com-
pliqué. Dans le contexte des méthodes intrusives, une question cruciale est la con-
struction d’un schéma adéquat pour approcher en espace et en temps le probleme
d’évolution associé a la projection de Galerkin. Typiquement, on souhaite utiliser
un schéma VF avec un décentrement adéquat. Ge et al. [30] ont appliqué la méthode
gPC & des solutions continues (sans choc) des équations des eaux peu profondes en
utilisant un schéma de Godunov mais en calculant les flux du systeme de Galerkin
de maniére non-intrusive par des méthodes de quadrature.

Une méthode originale a été proposée récemment par Poette et al. [69, 70]
pour équation de Burgers et les équations d’Euler (avec une position d’interface
incertaine entre deux fluides). Une caractéristique intéressante de 1’approche est
que le développement polynomial porte sur des variables entropiques et non sur les
variables conservatives d’origine, de sorte qu’il peut étre prouvé que la projection de
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Galerkin conduit & un systeme hyperbolique. L’algorithme numérique nécessite une
procédure de minimisation pour retrouver le développement de la solution. Comme
dans [30], les flux numériques du schéma VF utilisés pour discrétiser le systéme de
Galerkin sont calculés par des formules de quadrature.

Enfin, dans le cas ou le décentrement du schéma VF est calculé de maniere
intrusive, des écoulements de fluides supersoniques contre un coin avec des fluc-
tuations en entrée aléatoires ou des oscillations aléatoires du coin autour de son
sommet ont été étudiés par Lin et al. [52] en utilisant des méthodes multi-éléments
gPC et en considérant un décentrement basé sur les valeurs moyennes (dans le do-
maine stochastique) des vecteurs propres de la matrice Jacobienne du systéme de
Galerkin. Comme mentionné dans [52], cette approche n’est justifiée que dans le cas
de fluctuations relativement petites des quantités aléatoires. Notre travail améliore
ce point aussi bien théoriquement que numériquement.

1.4 Description des travaux

L’objectif de ce travail est de concevoir, analyser et mettre en ceuvre des méth-
odes de Galerkin pour les systémes hyperboliques non linéaires stochastiques.

La premiere partie de ce mémoire consiste a construire et tester numérique-
ment un solveur de type Roe pour le systeme de Galerkin associé au probléme
stochastique d’origine, en utilisant une discrétisation VF dans ’espace physique et
une représentation polynomiale continue par morceaux dans le domaine stochas-
tique [16, 48, 85]. Un point saillant est le développement d’une méthode efficace
pour le calcul de la matrice de décentrement. Cette premiere partie du mémoire a
fait I'objet de deux publications en collaboration avec O. Le Maitre, M. Ndjinga
et A. Ern [82, 83]. Dans la premiére, la méthodologie est étudiée théoriquement
et numériquement. Dans la deuxiéme, un correcteur entropique est développé. Ce
correcteur est basé sur une adaptation au cas stochastique du correcteur de Dubois
et Mehlmann [27] proposé dans le contexte déterministe. Cette adaptation est loin
d’étre directe en raison de la possibilité d’apparition de valeurs propres multiples
dans la matrice Jacobienne du systeme de Galerkin. La description du solveur de
Roe avec correcteur entropique pour les systémes hyperboliques non linéaires fait
I’objet du chapitre 2. Son application a 1’équation de Burgers et aux équations
d’Euler est présentée au chapitre 3, dans le cas de deux dimensions stochastiques
et une dimension stochastique respectivement.

La méthode proposée, bien que capable de s’appliquer a des situations com-
plexes, reste cofiteuse car une discrétisation stochastique tres fine est nécessaire pour
représenter la solution au voisinage des discontinuités. Par conséquent, la deuxieme
partie de ce mémoire consiste a élaborer des stratégies adaptatives dans le domaine
stochastique. Puisque les discontinuités sont localisées en espace et évoluent en
temps, on propose des représentations stochastiques dépendant de 1’espace et du
temps. Ainsi, chaque cellule VF supporte sa propre discrétisation stochastique et
celle-ci évolue en temps. La discrétisation n’est donc plus basée sur une tensorisation
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des espaces d’approximation stochastique et déterministe, ce qui, & notre connais-
sance, constitue une contribution originale. Pour cela, on reformule la méthodolo-
gie dans un contexte multi-résolution basé sur le concept d’arbres binaires afin de
décrire la discrétisation du domaine stochastique, de facon similaire aux travaux
initiés par Harten dans le cas déterministe [38]. L’enrichissement et 1’élagage adap-
tatifs des arbres binaires définissant les espaces d’approximation stochastiques sont
alors réalisés en utilisant des criteres d’analyse multi-résolution. De plus, une adap-
tation anisotrope est proposée pour les domaines stochastiques multidimensionnels.
Le concept d’analyse multi-résolution et ses différents outils sont introduits dans le
chapitre 4 dans le cas unidimensionnel et testés sur des exemples simples. Dans le
chapitre 5, on utilise ces techniques pour construire un solveur de Roe adaptatif,
que 'on applique aux équations d’Euler dans le cas d’'une dimension stochastique.
Enfin, 'extension de cette méthode au cas multidimensionnel est développée dans
le chapitre 6 et son application a I’équation de Burgers est présentée dans le cas de
deux dimensions stochastiques. Cette partie a fait ’objet d’un proceeding [81] et
fait I’objet d’une publication actuellement en cours de rédaction.
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On s’intéresse a des systémes hyperboliques stochastiques non linéaires de la
forme (1.77). Les incertitudes peuvent résulter d’une variabilité sur la condition
initiale et/ou de coefficients dans le modele, et sont paramétrées par un ensemble

de N variables aléatoires indépendantes. On décrit dans ce chapitre une méthode
de Galerkin stochastique pour la propagation de ces incertitudes, basée sur la con-
struction d’un solveur de Roe stochastique pour le systeme de Galerkin régissant
I’évolution des modes stochastiques de la solution.

2.1 Projection de Galerkin

Apres un rappel du cadre probabiliste, on définit la discrétisation stochastique
utilisée. On applique ensuite une projection de Galerkin pour construire un systeme
déterministe couplant les modes stochastiques de la solution.
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2.1.1 Rappel du cadre probabiliste pour les incertitudes
paramétriques

On utilise un espace de probabilité abstrait P = (0,%,du), ou © est 'ensemble
des événements aléatoires, 3 la o-algebre associée et du la mesure de probabilité.
Pour toute variable aléatoire U () définie sur P, l'espérance de U est

E[U] = /@ U(6)du(9). (2.1)

Soit L?(©,du) 'espace des variables aléatoires du second ordre sur P. Par la suite,
les quantités aléatoires sont supposées du second ordre.

En vue de la discrétisation stochastique, on introduit un ensemble fini de N
variables aléatoires £(6) := {£1(0),...,&n(0)} définies sur P de distributions con-
nues. Ces variables aléatoires vont étre utilisées pour décrire des incertitudes sur les
coefficients ou les conditions initiales du systeme hyperbolique. Pour simplifier, les
variables aléatoires &;(6) sont supposées indépendantes identiquement distribuées a
valeurs dans R, de sorte que la fonction de densité jointe de £(6) se factorise sous

la forme
N

pe(y) =[] p(i). (2.2)
i=1

oit p(y;) est la fonction densité de probabilité de &;(6). De plus, on note = C RN
I’ensemble des valeurs prises par £, que ’on appelle domaine stochastique, et P
I'espace de probabilité image, Pe := (Z, Bz, ped§), ou Bz est 'ensemble de Borel
de = et d¢ la mesure de Lebesgue dans RN. Soit LZ(E,pg) I’espace des variables
aléatoires du second ordre sur Pg¢. L’opérateur espérance sur ’espace image P
relatif a I'espérance sur P, noté par des crochets, est obtenue par I'identité

BU) = [ U@)an(®) = [U@pe)dy = (V). (23)

2.1.2 Discrétisation stochastique

Pour approcher la solution U d’un systeme hyperbolique stochastique de la
forme (1.77) dans L2(Z, p¢), une discrétisation stochastique du probléme est néces-
saire. Celle-ci est obtenue en considérant une base Hilbertienne de fonctionnelles en
¢ engendrant L%(Z, pe),

L2(E,p§) = span{®1(§), P2(£),. ..},  (PaPp) = dap, (2.4)

ol d,p est le symbole de Kronecker.

La solution discréte est cherchée dans un espace de dimension finie ST, ap-
pelé espace d’approximation stochastique, construit par troncature de la base
Hilbertienne :

SP = span{® (), ®o(€),...,Pp(€)} C LQ(E,pg), dim(S?) =: P. (2.5)
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Pour simplifier, on suppose que & est un vecteur aléatoire uniforme sur = := [0, 1]N,
i.e. € ~ U([0,1]Y) (une transformation isoprobabiliste peut étre utilisée pour ef-
fectuer une projection des variables aléatoires indépendantes d’origine sur ce vecteur
aléatoire [48, 49]). L’espace de probabilité image est alors P¢ := ([0, 1]V, Bio, 1~ dE),
ot Byg v est I'ensemble de Borel de [0, 1]N et d¢ la mesure de Lebesgue dans RN,

Le domaine stochastique = est décomposé dyadiquement et la solution stochas-

tique est approchée par des fonctions polynomiales par morceaux. Outre le nombre
N de variables aléatoires &; dans la paramétrisation, cette approximation dépend

— du niveau de résolution Nr > 0, qui contrdle la taille minimale des éléments
stochastiques (en abrégé, SE pour “stochastic element”), i.e., les cellules de
discrétisation dans le domaine stochastique,

— de l'ordre polynomial No > 0 (qui controle le degré de 'approximation poly-
nomiale dans chaque SE). On se restreint ici & un ordre polynomial unique
dans tout le domaine stochastique.

Le cas Nr = 0 correspond a l’approximation continue classique (développement de
Wiener-Legendre), alors que le choix Nr > 0 et No = 0 conduit au développement

de Wiener-Haar (approximation constante par morceaux). Soit i = (i1,...,iN) €
{1,..., 2NN yn multi-indice et soit
K. — N . . —Nr/. . —Nr
i ={£€[0,1)7,Vje{l,....,N}L & e [2777(5; — 1),27 745} (2.6)

I’élément stochastique associé. La discrétisation stochastique de = est représentée
pour différents Nr dans le cas de deux dimensions stochastiques (N = 2) sur la
figure 2.1. L’espace d’approximation stochastique ST est alors défini comme I’espace
des fonctions polynomiales par morceaux

SP = GNON= {1 [0,1N —» R, Vi € {1,... .2V flk, € QR L]}, (2.7)

ou Qﬁo[ﬁ] est ’espace vectoriel des polynomes réels dans RN de degré < No en
chaque variable &;. Il est également possible de travailler avec des espaces d’ap-
proximation stochastique plus petits que ceux définis dans (2.7), par exemple des
espaces de polynomes de degré total < No obtenus en utilisant des tensorisations
polynomiales partielles a la place des tensorisations polynomiales complétes. En
outre, les espaces SNONT forment une famille hiérarchique d’espaces d’approxima-
tion stochastiques puisque SNONT GNo',Nr pour No < No et SNoNr GNo,Nr!
pour Nr < Nr’.

Deux bases différentes peuvent étre utilisées pour engendrer 'espace SN, La
premiere est le systéme hiérarchique de Multi-Ondelettes (MW) d’ordre No et de
niveau de résolution Nr introduit dans [48]. La deuxiéme est le systéme de bases
polynomiales de Legendre locales que ’on nommera base SE, ou chaque fonction de

SNo,Nr 2~ NNr g1 une base

est développée sur chaque élément stochastique de volume
locale complétement tensorisée de taille (No+1)N de polynémes de Legendre, définis
par convention par rapport a l'intervalle de référence [0,1]. En vue d’algorithmes
adaptatifs, la base MW fournit un cadre de travail naturel, comme on le verra

dans les chapitres 4 et 5. La base SE est plus pratique pour I'analyse théorique et
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Nr=1 Nr =2 Nr =3

0 3 1 0 3 1 0 3 1

FIGURE 2.1 — Discrétisation du domaine stochastique dans le cas de deux dimen-
sions stochastiques (N = 2) pour différents niveaux de résolution.

I'implémentation. Par conséquent, on utilisera dans les chapitres 2 et 3 la base SE,
que I'on notera {®4(§) }aeq1,...p}- En pratique, a est un double indice, a = (ay, ax),
le premier indice faisant référence a ’élément stochastique et le second a la fonction
polynomiale dans 1’élément stochastique. Par la suite, on pose P, := (No + 1)N,
P, := 2NN ot P := PPy, si bien que l'espace d’approximation stochastique S¥ :=

SNoNT ot de dimension P. Enfin, on définit les ensembles

Pri=1{1,....,P:}, Py:={1,...,P,} et P:={1,...,P). (2.8)

2.1.3 Le systeme de Galerkin

On approche la solution stochastique U par une fonction UY € SP, appelée
solution de Galerkin, sous la forme

Ulx,t,&) ~UY(z,t,6) = Z Ua (2, 1) D0 (). (2.9)
acP

Les champs déterministes uy(x,t) & valeurs dans R™ sont appelés les modes
stochastiques de la solution (dans ST). La connaissance des modes stochastiques
permet ensuite de calculer des quantités statistiques intéressantes sur la solution
UP, comme D’espérance, la variance, des moments d’ordre plus élevés, les fonctions
de densité, les matrices de corrélation, etc. .., a partir d’expressions analytiques ou
d’échantillonnages de Z (cf section 1.2.2).

Le calcul des modes stochastiques u,(z,t) est basé sur une interprétation faible,
ou projection de Galerkin, de (1.77), ou l'on injecte le développement (2.9) de
la solution. Apres projection de (1.77) sur la base de SP et prise en compte de
I'orthonormalité de la base, on obtient

0 0
aua(az,t) + 92 <<I>a, o (UP; >> =0, YaeP, (2.10)
ta (2, =0) = (00, 0°), Ya € P.

L’équation (2.10) montre que le a-éme mode stochastique de la solution de Galerkin
est régi par une équation qui, en général, couple tous les modes stochastiques au
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travers du terme <<I>a, F(UY; )> On définit les vecteurs des modes stochastiques et
le vecteur flux de Galerkin par

ui (z, 1) fi(u)
u(z,t) = : ;o flulz,t) = : 7 (2.11)
up(,t) fr(u)
Falu) == <<I>a,F (UP; )> aeP, et U” =3 ugds(€). (2.12)
BeEP

Le systéme de Galerkin déterministe se met alors simplement sous la forme

1)+ 2 flute, 1)) = 0

u(z,t = 0) = u’(x),

(2.13)

ot la condition initiale s’obtient par projection orthogonale de U sur ST en posant
u’ = ((94,U%)),cp- Ainsi, le probléme (2.13) a la méme forme que le probléme
stochastique d’origine (1.77), & ceci pres que le vecteur d’état est de taille mP. En
pratique, le vecteur v doit appartenir & ’ensemble admissible A, C R™F défini de
sorte que u € A, & UP (&) = Y cp ua®a(é) € Ay @ L2(Z,pe), ot Ay € R™ est
I’ensemble admissible associé au probleme stochastique d’origine (1.77).

2.1.4 Calcul des non-linéarités

On peut difficilement envisager des projections de Galerkin exactes des flux
stochastiques puisque celles-ci engendreraient des cofits tres importants. Une ap-
proche raisonnable est de considérer une approximation de la projection de Galerkin
du flux F(UY;¢) sur ST, Comme motivé par Debusschere et. al dans [18], des cal-
culs pseudo-spectraux permettent des gains de calcul significatifs, en introduisant
des erreurs numériques négligeables pourvu que la résolution stochastique soit suff-
isamment fine. Il est également possible de calculer le flux de Galerkin de fagon non
intrusive par des formules de quadrature, ¢f par exemple Ge et al. [30] et Poette et
al. [69, 70].

Des outils pour des évaluations précises de fonctions (polynomiales et non poly-
nomiales) des variables représentées par des développements stochastiques sont
décrits dans [18]. Soient a(§) = 3, dacpPa(f) € ST et b(€) = X sep bsPs(E) € ST
Le produit ab peut étre développé sous la forme

(ab)(§) = (Z aa<1>a(£)> (Z bﬁ%(é)) = Y aabp®a®s(é). (2.14)
aEP BEP a,BEP

En général, (ab) ¢ SP puisque cette fonction posseéde des termes de degré > No.
On appelle produit de Galerkin, et on note (a * b), la projection L2-orthogonale de
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(ab) sur ST. Ce produit est donné par

(axb):= Z (a*b)q®Pn, (a*xb)y = Z agbsMogs, (2.15)
a€eP B,0EP

ou on a introduit le tenseur de multiplication d’ordre trois
Mqgs = (9o PsPs) . (2.16)

Ce tenseur d’ordre trois dépend uniquement de la base stochastique, peut étre
calculé une fois pour toutes au début de la simulation et son caractere creux dans
I’espace stochastique peut étre exploité pour son stockage. Le produit de Galerkin
est I'opération de base intervenant dans 1’évaluation de la projection dans S* de non-

*

linéarités plus générales. Par exemple, I'inverse de Galerkin, noté a™*, et la racine

*/2

carré de Galerkin, notée a*/, sont définis respectivement par I'approximation de la

projection L?-orthogonale 1/a sur S* obtenue & partir de la résolution du systéme
linéaire a * a~* = 1, et 'approximation de la projection L2-orthogonale de \/a sur
SP obtenue & partir de la résolution (par une méthode de Newton) du systéme non

linéaire a*/2 * a*/? = a.

2.2 Hyperbolicité du systeme de Galerkin

Avant de détailler la construction de la méthode numérique pour approcher le
systeme de Galerkin (2.13), on étudie I’hyperbolicité de ce systéme. On introduit
la matrice Jacobienne de (Galerkin de dimension mP :

(Viuf (@) pep = (VoF(U3) a5 ) (2.17)

a,BGP’

et on cherche a savoir si cette matrice est diagonalisable dans R.

Il est intéressant de remarquer que les deux matrices Jacobiennes de Galerkin
utilisant une représentation sur la base MW et sur la base SE pour la discrétisation
stochastique sont équivalentes du point de vue de la diagonalisation dans R. En effet,
s0it { W, (&) }aep la base MW et soit B € RY'F la matrice de transition entre les deux
bases, telle que ¥, (&) = > oep Boy®,(€), pour tout a € P, i.e., Boy = (Vo®).
Soit V, fMW ¢ R™P.mP 15 représentation de la matrice Jacobienne de Galerkin dans
la base MW. Alors, pour tout «, 8 € P,

(V" )ag = (Vo F (U )Wa0s) = > (VoP(U”;)Bay®,Bgs®s)  (2.18)
v,06P

= D Bay(Vuf)rsBss = (BVufB")as. (2.19)
¥,0€P

De plus, B est orthogonale de par I'orthonormalité des deux bases, ce qui implique
que Vo, fMW et V, f sont semblables et prouve 'équivalence des deux représenta-
tions par rapport a la diagonalisation dans R.

L’avantage d’utiliser la base SE plutot que la base MW est que la matrice
Jacobienne de Galerkin V, f a une structure bloc diagonale grace au découplage du



2.2. Hyperbolicité du systéeme de Galerkin 39

probleme sur les différents éléments stochastiques. En effet, (V,f).s = 0 lorsque
supp(®,) N supp(Pg) est de mesure nulle. Pour un élément stochastique donné
a, € Py, le bloc diagonal correspondant de taille mP, x mP, est noté [V, f]*" et
a pour expression :

(Vul W) pgrep. = (VUFUT;)Pay 0,0, 5, ) (2.20)

ar,Br€Px '

Par conséquent, V, f est diagonalisable si et seulement si chaque bloc [V, f]*7 est
diagonalisable. Il suffit donc d’étudier la question de I’hyperbolicité du systeéme de
Galerkin pour le cas Nr = 0, i.e., on se limite a un élément stochastique et on
supprime l'indice «, dans cette étude.

2.2.1 Systemes hyperboliques stochastiques symétriques

Théoréme 2.1. On considére indifféremment une tensorisation polynomiale com-
pléte ou partielle pour Uespace d’approzimation stochastique S*. Si la matrice Ja-
cobienne stochastique VyF(;€) est symétrique, alors la matrice Jacobienne de
Galerkin V., f est diagonalisable dans R. En particulier, la projection de Galerkin
d’une loi de conservation scalaire conduit toujours a un systéme hyperbolique.

Démonstration. Si VyF(-;€) est symétrique, alors la matrice Jacobienne de
Galerkin V, f définie par (2.17) est également symétrique et par conséquent di-
agonalisable dans R. O

2.2.2 Vecteurs propres indépendants de I’incertitude

Théoréeme 2.2. On considére indifféremment une tensorisation polynomiale com-
pléte ou partielle pour Uespace d’approzimation stochastique SY. Si les vecteurs
propres de la matrice Jacobienne stochastique Vy F(-;€) sont indépendants de ’in-
certitude, alors la matrice Jacobienne de Galerkin Vf est diagonalisable dans R.

Démonstration. Si les vecteurs propres de Vi F(+;€) sont indépendants de &, alors
la décomposition spectrale (1.82) devient

VuF(5§) :poD(f)Pal, avec pg = ( ré ooy ),

ou r(l), ...,ry" sont des vecteurs de R™ indépendants de £. Un élément générique
dans V, f peut étre identifié pour le multi-indice («i, ) avec i,5 € {1,...,m} et
a, B € Pr, de sorte que
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(Vi ()55 = <(VUF<UP;->)M q)aq)ﬁ> >~ (o) A (o5 s Pas)
k
= > (p0)ix (A*®a®s) (05 )iy
k
=35 {0ay (p0)i Howw (AF0, 00} {6,5(05 e}

Bk

- Z Z awk vkﬁ’k’ () v'k\Bj T =(qd T)aiﬁj’

kK vy

ou d est la matrice bloc diagonale de taille mP, x mP, telle que

() = Okt <Ak<1>7<1>7/> )

et r et q sont des matrices mP, x mP, telles que

(r)ai,'yk: = dary (P0) . » (q)fyk,ﬁj = 576(1751)@"

Chaque bloc de la diagonale de d est symétrique et par conséquent diagonalisable
dans R de sorte que d est diagonalisable dans R. De plus,

(rq)ai,ﬁj = Z (T)ai,'yk (q>fyk,ﬁj = Z (Po) ik 5a75'yf3(p61)kj = 0a0ij,
’Yvk ’y,k}

ce qui signifie que ¢ = 7~!. Ceci conclut la preuve. 0

Remarque 2.1. Le théoréme 2.2 fournit une autre preuve de [’hyperbolicité du
systeme de Galerkin pour une loi de conservation scalaire. En effet, W(£) = 1 est
le vecteur propre de VyF € R. Une application (plus) intéressante du théoréme 2.2
est I’équation des ondes scalaires avec vitesse du son incertaine. Le théoréme 2.2
peut également étre appliqué aux systemes hyperboliques linéaires ou lincertitude
porte uniquement sur les conditions initiales ou les conditions aux limites.

2.2.3 Cas général

Dans le cas général, on ne peut pas établir que la matrice Jacobienne de Galerkin
est diagonalisable dans R. Cependant, on peut identifier une approximation de V,, f
qui soit diagonalisable dans R et pour laquelle les expressions des valeurs propres
et vecteurs propres sont explicitement connues. Ainsi, considérons la matrice V,, f,
également bloc diagonale, obtenue en approchant les coefficients de la matrice Ja-
cobienne de Galerkin V,, f par une quadrature de Gauss. Pour un élément stochas-
tique donne a, € Py, le bloc diagonal correspondant de taille mP,; x mP, est noté
[ u f} et a pour expression

Vo f(u) * § W’YVUF(UP(f'y) fv) aa,aw(f’y) amﬁw(g’y) )
aﬂ,,ﬁﬂ—epw
O, Br €Px

YEPx
(2.21)
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ou les {&}yep, sont les P, points de Gauss multidimensionnels dans 1'élément
stochastique a, et {w, },ep, les poids associés. Pour étudier la diagonalisation dans
R de V,f, on peut faire 'hypothese que Nr = 0 puisque I'extension a Nr > 1 est
directe grace a la structure bloc diagonale de la matrice Jacobienne. On commence
par traiter le cas d’une dimension stochastique (N = 1), ¢f remarque 2.2 pour le
cas multidimensionnel (N > 1). Soient {{,},ep, les P = P = (No + 1) points de
Gauss points dans [0,1], i.e., les P zéros du polynéme de Legendre de degré P,
et solent {w, },ep, les poids de quadrature associés.

Théoreme 2.3. On consideére le cas unidimensionnel N = 1. On suppose que la
matrice Jacobienne stochastique Vi F(-;€) est définie aur Pr = (No + 1) points

de Gauss dans E = [0,1]. On considére la matrice V, f obtenue en approchant les
coefficients de la matrice Jacobienne de Galerkin Vo, f par quadrature de Gauss,
sous la forme

’YE’PTA‘

(VTf(u))% sep. = (Z wvaF(UP(g);57)%(57)@5(57)) . (2:22)
a,fEP

Alors, V. f est diagonalisable dans R et ses valeurs propres et vecteurs propres a
droite et a gauche sont donnés, pour tout k € {1,...,m}, et tout n € Py, par

;my = AF (fn)a
(i) yop, = (@nB*ENR5(ED) - (2.23)

(thn) yep, = (@aL*€)P5(E0)

ot {A*(E) reqr, . mys {RM(E) reqr,.mys et {L5(E) ke, .m) sont respectivement les
valeurs propres et les vecteurs propres a droite et d gauche de la matrice Jacobienne

stochastique Vy F(UY (€);€) définis par (1.83).

Démonstration. On considére uniquement les vecteurs propres a droite; la preuve
pour les vecteurs propres a gauche est similaire. Soient k € {1,...,m} et n € Py .
Soit Viy(€) le polynéme de degré inférieur ou égal a No & valeurs dans R™ tel que
pour tout v € Py,

an (57) = 5?77Rk (fv) )

ou 9, est le symbole de Kronecker. En observant que la quadrature est exacte pour
les polynémes de degré inférieur ou égal & (2P, — 1), on obtient, pour tout 5 € Pr,

<‘I>67an> = Z w’yq)ﬁ(fv)vkn(éy) = wnq)ﬁ(gn)Rk(én) = (Tfm)ﬁ'
YEPx

Puisque la famille (®35)gep, est orthogonale dans L?(Z, p¢), on a pour tout & € E,

Vin(€) = > (rhn) 5 ®5(8)- (2.24)

BEPx
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Soit o € P,. On observe que

(W?‘Ln)a = Z (Z w’yvUF(UP(f’y);f'y)(l)a(f'y)@ﬂ(éy)) (T;m)ﬂ

BEPr \V€Px

=Y @, VuF(UP(&,);:6,)8a(&,) (Z (Tfm)ﬁ%(iv))

YEPx BEPx
= > @ VuF(UT(&):6)Pa(&)Vin (&),
YEPx

ol on a utilisé (2.24) en &,. Ainsi, puisque Vi, (&) = 04,R*(&,) et R¥(&,) est un
vecteur propre a droite de Vi F(UY(&,);&,), on en déduit

(Vi Thg)a = @y Vo F(UY (&): &) R" (&) ®a(&y)
= @y A" (&) RM(€)Pa (&) = Ny (Thp)ar-

Pour clore la preuve, il reste a vérifier que la famille (Tkn)kE{L m}mep, forme
une base de R™P~. Ainsi, soient mP, nombres réels (akn)ke{t,...mynep, tels que
Dy 2 oneP. a;mrkn = 0. On considere le vecteur stochastique

ST anrh)s®s(6)

k=1 nEPTr 667)‘”

En évaluant ce vecteur en &, pour chaque v € Py, on obtient

k=1n€Pr BEPR k=1n€Pr

- i Z Gkn (Z Tkn)ﬁq)ﬁ é-’y ) Z Z aankn f’y

grace a (2.24) de sorte que, par définition de V),

Z akv g’y

Puisque, par hypothese, le vecteur A(&,) vaut zéro et que les vecteurs
(Rk(gw))k€{17.,,’m} forment une base complete de R™, on obtient ay, = 0 pour tout
k€ {1,...,m}. Puisque ~ est arbitraire, cela compléte la preuve. O

La premiere application de ce résultat (cf section 2.3) sera d’utiliser le spectre
de V, f comme approximation du spectre de V,, f pour construire un fit polynomial
qui, appliqué a V, f, permettra d’approcher sa valeur absolue dans le contexte des
matrices de décentrement pour les solveurs de type Roe. Le calcul direct de la valeur
absolue de V,f par l'intermédiaire de la diagonalisation sera ainsi évité, méth-
ode qui pourrait s’avérer d’autant plus cotiteuse que la dimension stochastique est
grande. Ensuite, 1'utilisation des vecteurs propres de V,, f comme vecteurs approchés
de V., f permettra d’étendre le correcteur entropique de Dubois et Mehlmann au
solveur de Roe (cf section 2.4).
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Remarque 2.2. L’extension du théoréme 2.3 au cas multidimensionnel (N > 1) est
directe dans le cas d’une tensorisation polynomiale compléte grace a la structure ten-
sorisée de la base polynomiale, de sorte que les points de Gauss multidimensionnels
sont simplement obtenus par tensorisation des points de Gauss unidimensionnels.
Lorsque l'on travaille avec une tensorisation polynomiale partielle, le théoréme 2.3
peut néanmoins étre utilisé. Dans ce cas, les valeurs propres approchées servent
uniquement de données pour construire le fit polynomial en vue d’évaluer la matrice
de décentrement dans le solveur de type Roe. Ce point sera discuté plus loin dans
la section 2.3.3 et illustré numériquement dans la section 3.1.2.3.

2.3 Approximation en espace et en temps

Le systeme de Galerkin (2.13) est discrétisé en espace physique et en temps en
utilisant une méthode Volumes Finis (VF), c¢f par exemple les livres de Godlewski
et Raviart [33], de Toro [80] et de Després [24]. On considére un pas d’espace Az
(uniforme pour simplifier) et des temps discrets t” avec un pas de temps At" =
tntl — " vérifiant une condition CFL spécifiée plus bas. Le schéma VF est de la

forme
n

At
1

u?+ = u? - Az (‘P(ugbv u?—i—l) - @(u?—la u?)) ) (2'25)
ol u; est une approximation de la valeur moyenne en espace de la solution u dans
la cellule de centre iAx de taille Az au temps t" et ¢(-,-) est le flux numérique
de Galerkin. A une interface donnée LR séparant les états gauche et droit indexés

respectivement par L et R, le flux numérique est choisi de la forme

flur) + f(ur UR —ur
o(ur,uR) = (ur) 5 (ur) —a 5 (2.26)
ot 2(f(ur)+ f(ur)) est la partie centrée du flux et a € R™P™F est une matrice de
décentrement (non négative). Il s’agit donc d’un schéma du premier ordre pour la

discrétisation en espace.

On souhaite construire un solveur de type Roe pour le systeme de
Galerkin (2.13), qui sera appelé solveur de Roe stochastique. Comme dans
le cas déterministe, on consideére le solveur de Riemann approché ou le flux de
Galerkin f(u) est remplacé a chaque interface LR séparant les états gauche et droit
(ur,upr) par Papproximation linéaire

fR(ur, ug,u) = f(ug) +a™(ur, ug) - (u—ug), (2.27)

ot a®°¢(ur, ur) est une approximation de Roe linéarisée de la matrice Jacobienne de

Galerkin. Dans la section 2.3.1, on prouve qu’une telle matrice existe sous certaines

hypotheéses. Le flux numérique de Galerkin est alors choisi de la forme

flur) + f(ur) UR — ur,
2 2

Une méthode efficace pour approcher la valeur absolue d’une matrice quelconque

Roe(

o(ur,ur) = ¢ *°(ur,uR) := — [a®°°(up, ug)| (2.28)

est proposée en section 2.3.2 et la construction de la matrice de décentrement

Roe(

|a™°(ur, ur)| est détaillée dans la section 2.3.3.
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2.3.1 Matrice de Roe et état de Roe

On fait 'hypothese que le systéme hyperbolique stochastique de départ (1.77)
posséde une matrice de Roe AR°¢(Uy, Ug; €) € R™™ presque siirement. Rappelons
que ARC(Up, Ug; €) vérifie les propriétés suivantes :

— AReC(Up, Ug; €) est diagonalisable dans R, YUz, Ug € Ay ® L%(Z, pe).

— Consistance avec la matrice Jacobienne stochastique Vi F,

ARC(U, U €) = Vo F(U3€), VU € Ay ® L*(E, pe). (2:29)
— Conservativité au travers des chocs,

F(Ug; &)~ F(Up; &) = AR(UL,, Ur; €)(Ur—U1), VUL, Ug € Ap®@L?(Z,pe).

(2.30)

Le résultat suivant identifie une matrice qui joue le réle de matrice de Roe pour le
systeme de Galerkin.

Théoréme 2.4. On consideére indifféremment une tensorisation polynomiale com-
pléte ou partielle pour Uespace stochastique ST . Sous Uhypothése ci-dessus sur ’ex-
istence de la matrice ARC(-,-;€), la matrice a(ur,ur) € R™"™P définie pour tout
ur,ur € Ay par

a(uL, ’LLR) = (<AROG(UE, Ug; .)(I)a@6>)a,,8679 (2.31)

avec UE(&) = > qep(ur)a®Pa(§) et Ug(f) =3 aep(UR)a®a(§), vérifie les propriétés
sutvantes :

— Conststance avec la matrice Jacobienne de Galerkin V., f,
a(u,u) =Vyuf(u), YueA,. (2.32)
— Conservativité au travers des chocs,

flug) — f(ur) = a(ur,ur)(ur —ur), Vup,ur € A,. (2.33)

Démonstration. Pour prouver la consistance avec la matrice Jacobienne de
Galerkin, on observe que pour tout u € A,, en posant UF = >aep UaPa(§), il
vient

a(u, u) = (<AR°‘3(UP, U, -)<I>a<1>ﬂ>)aﬁep

= (<VUF(UP; ')(I)aq)’8>)a,ﬂe73 = Vuf(u).

Pour prouver la conservativité au travers des chocs, on observe que pour tout
ur,ug € Ay, et tout o € P, en posant Ui = > pep(ur)s®s(§) et Ur =
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> pep(ur)s®s(§), il vient

(f(ur) - o= ((FUE;) = F(UL; ) ®a)
= (AR (UL, URs ) (UR, = UF)®a)
- <AR°e(UE, Ui Y ((®UR ) - (@5U7)) <1>a<1>5>
BeP
= <AR°e(Uf7 Uk; ')‘1’a<1>ﬁ> (<%U5> - <‘1’5Uf>)
BeP
= Z uL,uR ((uR>ﬁ_(uL)5)‘
BeP
Ceci complete la preuve. ]

On suppose enfin que pour tout Up,Ur € Ay ® L*(Z ,De), il existe un état de
Roe URg® € Ay ® L*(Z,p¢) presque slirement tel que

ARC(U, Up; €) = Vu F(ULRS €). (2.34)

Dans ces conditions, pour tout UE,UE € Ay ® S¥, on considere Ur Roe € Ay ®
L2(Z,p¢) tel que ARC(UFP UE;€) = Vy F(URSS; €) et on définit

aR% = a(up,up) = (<VUF(ULR )Py (I)’8>>aﬂe7>' (2.35)

Alors, si arﬁ’f est diagonalisable dans R, cette matrice est une matrice linéarisée de

Roe pour le systeme de Galerkin (2.13).

2.3.2 Une méthode efficace pour approcher la valeur absolue d’une
matrice

La méthode décrite dans cette section a une portée plus large que ’approxima-
tion du systéme de Galerkin par un solveur de Roe. On la présente donc dans un
cadre général ; I’application au solveur de Roe est détaillée dans la section 2.3.3.
Soit A une matrice diagonalisable dans R de taille N4. Par définition, |A| est la
matrice co-diagonalisable avec A dont les valeurs propres sont les valeurs absolues
des valeurs propres de A,

A
Al = Z Aylry @ Ly, (2.36)

y=1
ott {\}yeq1,..,N,) sont les valeurs propres réelles de A, {l,},=1_. N, les vecteurs
propres a gauche, et {Tw}ve{l,--.,N 4} les vecteurs propres a droite. Il est possible de
diagonaliser A et de calculer |A| en utilisant (2.36), mais en pratique cette méthode

est extrémement cotiteuse lorsque N 4 est grand.

Une méthode intéressante, proposée par Ndjinga dans [66], consiste a calculer
une séquence d’itérations polynomiales basées sur la connaissance exacte des valeurs
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propres (ou au moins une borne explicite sur celles-ci) et convergeant vers la matrice
signe si les valeurs propres sont réelles. Cependant, cette méthode devient également
cotiteuse quand N 4 devient grand. Une autre méthode, proposée par Degond et. al
dans [19], est basée sur le calcul d'un polynéme qui interpole certaines valeurs
absolues des valeurs propres de A. On propose ici une nouvelle méthode basée sur
le calcul d’un unique polynéme de bas degré. Par rapport aux méthodes ci-dessus,
cette nouvelle méthode est & la fois moins cotliteuse et mieux adaptée aux situations
ou seulement des approximations des valeurs propres sont connues.

On note {\] },¢1,...n,} les valeurs propres approchées de A. La méthode con-
siste & trouver un polynéme g, vy de degré dgy (dg est fixé a priori) qui minimise
I’erreur au sens des moindres carrés entre ]/\fy\ et qag, ,\/}(/\fy), et ensuite & appliquer
ce polynéme & la matrice A pour approcher |A|. Soit Iy, 1'espace vectoriel des
polynomes sur R de degré < dgt. On cherche qqg, (ny € Ilgg, tel que

Na )
G, (v} = T8 Wi Y (IAQI - q(A;)) : (2.37)

‘IGHdﬁt ’7:1

En écrivant ¢(X) = Z;@O cj X7 € Iy, , ce probleme de minimisation est équivalent
a la résolution d’un systeme linéaire avec les coefficients polynomiaux (c;) 510, dgc}
comme inconnues. Ce systeme de taille (dgy + 1) X (dgg + 1) s’écrit

N 70 /0 N 10 \1d N 7 1v/0
Z'yil A ’yA ¥ tet Z»y;ql A ’y/\ fyﬁt €o Zyil |>"y‘)‘ ¥
: - : C = : - (2.38)
N d 0 N d d N 7 1yrd
SoNay w0 Ay iy | ey SNA X IV

La matrice du systéme (2.38) est symétrique et elle est définie positive dés que
d < Ny lorsque les valeurs propres approchées /\fy sont distinctes, ce qui garan-
tit I'existence d’une solution unique au systéme. Lorsque ce n’est pas le cas, on
utilise une méthode de décomposition en valeurs singuliéres (cf remarque 2.3 en
section 2.3.3 pour un exemple). La résolution du systéme linéaire (2.38) fournit les
coefficients (c;) je{0,- 4y qui définissent le polyndme g4, 1y On applique ensuite ce
polynoéme a la matrice A et on obtient une approximation de la matrice |A|. Pour
plus d’efficacité, la méthode de Hérner [79, p. 44] peut étre utilisée : g4, 1n1(A) est
réécrit sous la forme suivante

Qdge N3 (A) = col + (erd + (e2l + -+ + (cag,—11 + cag A) ... A)A). (2.39)

Le nombre de produits matrice-matrice est ainsi réduit a dgy au lieu de dg (dgy—1) /2
si toutes les puissances de la matrice étaient calculées séparément. En outre, on peut
encore réduire le coflit de calcul dans le cas du solveur de Roe puisqu’on cherche
uniquement & évaluer le produit de la matrice |A| par un vecteur z donné. En
calculant directement gg,, ¢y} (A)7, le cofit est réduit a dgy produits matrice-vecteur
au lieu de dg; produits matrice-matrice. Des exemples de polynémes obtenus par
la méthode ci-dessus sont présentés sur la figure 2.2 pour différents degrés dg; pour
des valeurs propres générés aléatoirement (et réparties dans deux sous-ensembles
distincts).
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FIGURE 2.2 — Exemples de polynomes gg,, ¢y pour différents degrés dgt.
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2.3.3 Le schéma de décentrement

On applique la méthode présentée dans la section précédente pour approcher
la valeur absolue de aR9¢ € R™P™P définie par (2.35) a chaque interface LR du
domaine spatial. On exploite la structure bloc diagonale de la matrice a%%e pour
évaluer un fit polynomial sur chaque élément stochastique a, € P, indépendam-
ment. L’avantage est qu’ainsi, le polynéme associé doit approcher moins de points,
de sorte que les calculs sont & la fois plus efficaces et plus précis. Par conséquent,
le flux numérique (2.28) est évalué séparément sur chaque élément stochastique
s € P, en utilisant un polyndéme spécifique noté qgﬁt’ oy En supposant que 1’'on
dispose bien des expressions explicites des valeurs propres Al(-;€),..., A™(-;€) de
la matrice Jacobienne stochastique Vi F' (c’est le cas pour les lois de conservation
scalaires et les équations d’Euler par exemple), on évalue ces valeurs propres en

UB%B(E) et aux points de Gauss de chaque élément stochastique. On obtient ainsi

Qo
les valeurs propres approchées {)\fy},\/e{17__.7mpﬂ_} de {a%ﬁ’ﬂ dans chaque élément

stochastique. En d’autres termes, on utilise les valeurs propres de la matrice V, f
définie au théoreme 2.3 (une remarque tres importante est que cette matrice n’est
jamais construite ou évaluée).

Dans le cas d’une tensorisation polynomiale complete, le nombre de valeurs pro-
pres approchées et exactes est le méme. Dans le cas d’une tensorisation polynomiale
partielle, il y a plus de valeurs propres approchées que de valeurs propres exactes. Il
est néanmoins raisonnable de penser que le fit polynomial obtenu approche relative-
ment bien les valeurs propres exactes (pourvu que la matrice Jacobienne de Galerkin
exacte soit diagonalisable dans R). En effet, grace a la localisation sur chaque élé-
ment stochastique, on s’attend a ce que les valeurs propres soient groupées autour
des valeurs propres de la matrice Jacobienne stochastique Vi F' dans chaque élément
stochastique. On renvoie & la fin de la section 3.1.2.3 pour un exemple. A Pinverse,
puisque I’évaluation du fit polynomial ne requiert que la connaissance de valeurs
propres approchées de la matrice Jacobienne de Galerkin, on pourrait utiliser les
valeurs propres de la matrice Jacobienne stochastique évaluées sur une grille creuse
ou sur un échantillon de réalisations du parametre aléatoire dans chaque élément
stochastique. Cela permettrait ainsi de réduire le coiit de 1’évaluation du spectre
approché pour le calcul du fit polynomial dans le cas de grande dimension stochas-
tique ; cette idée reste néanmoins a explorer.

Remarque 2.3. Le systéeme linéaire (2.38) peut étre singulier si le nombre de
valeurs propres approchées distinctes est plus petit que dgi. En particulier, cect a lieu
dans le cas ou l'interface LR n’a pas encore été atteinte par les ondes en provenance
des zones d’ou se propagent les incertitudes.

Le flux numérique dans le schéma de volumes finis (2.25) est donc approché par

flur) + f(ur) uR —uy
2 2 ’

On observera que (2.40) fournit bien un flux numérique (décentré) associé au sys-

teme de Galerkin (2.13). On utilise certes des données obtenues par collocation pour

Pt (ur, ug) ~ — diag, (47, 1y ([@%]7) (2.40)
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calculer les polynomes qgﬁt oo mais ces polyndémes sont appliqués aux matrices Ja-
Ay

cobiennes de Galerkin de Roe [QPL{%’} e

Le pas de temps At™ est sélectionné grace a une condition CFL basée sur la plus
grande vitesse caractéristique sur les cellules de discrétisation spatiales et stochas-
tiques. En pratique, At™ est calculé tel que

A" C
= CFL (2.41)

Az max IAL]7
LReZ,y=1,....mP

ou Z est I’ensemble des interfaces LR et {)\fy},ye{17_”7mp} sont les valeurs propres
approchées identifiées ci-dessus. En d’autres termes, le maximum des valeurs propres
sur tout le domaine stochastique est pris en compte pour déterminer le pas de temps
et ce maximum est évalué en considérant les valeurs propres aux points de Gauss
sur tous les éléments stochastiques. Par la suite, on fixe la constante Ccpr, a 0.95.

Remarque 2.4. On observe que la matrice g3 X}([a%}}e]") ne garantit pas le con-
trole des valeurs propres de la matrice Jacobienne de Galerkin. En effet, des valeurs
propres approchées ont été utilisées pour construire qgﬁh %) et, de plus, ce polynome
ne fournit qu’un fit au sens des moindres carrés des valeurs propres. Ce probléme
peut éventuellement étre résolu en augmentant la résolution stochastique ou en aug-
mentant le degré polynomial dgi. Ces aspects seront explorés numériquement dans
la section 3.1.2.3. De plus, il est également possible de diminuer la constante Copr,
pour se prémunir du cas ot les valeurs propres sont sous-estimées.

2.4 Correcteur entropique

Bien que stabilisant correctement la méthode numérique, le schéma de Roe est
connu dans le cas déterministe pour créer des solutions non physiques (violant la
condition d’entropie) en présence de points soniques. Cette situation se présente
lorsque certaines valeurs propres de la matrice Jacobienne du systéme changent de
signe a une interface. Dans une telle situation, un correcteur est nécessaire pour
construire des flux numériques en adéquation avec la physique. Comme dans le cas
déterministe, des chocs non physiques peuvent se produire dans le cas stochastique
au voisinage de points soniques dans les détentes. Ce point sera illustré dans la sec-
tion 3.1.3. Dans la littérature, différents correcteurs entropiques ont été proposés
pour le schéma de Roe. Les plus utilisés sont ceux de Harten [36] et Roe [73] et
consistent & ajouter un terme diffusif linéaire dans les situations ou le flux de Roe
linéarisé produit une solution qui viole la condition d’entropie. En fait, ces correc-
tions agissent comme des outils qui permettent “d’étaler” la solution approchée,
plutoét que comme un remeéde au fait que le flux approché est linéaire dans des sit-
uations ou une description non-linéaire du flux est nécessaire pour mieux respecter
la physique. Le correcteur de Dubois et Mehlman (DM) [27] est plus général car il
consiste en une modification non-linéaire du flux au voisinage des points soniques.
De plus, ce correcteur est non paramétrique. Dans cette section, on propose un
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correcteur entropique pour le solveur de Roe stochastique basé sur I'adaptation du
correcteur DM au contexte du systeme de Galerkin.

2.4.1 Principes généraux

Le correcteur DM s’applique aux systémes hyperboliques déterministes pour
lesquels un solveur de Roe peut étre utilisé. L’idée consiste a ajouter une correction
au flux numérique de Roe ¢Rroe(-, ) afin d’éviter les chocs non entropiques, la cor-
rection étant basée sur une modification non linéaire du flux numérique Yroe(, -) au
voisinage des points soniques. La détection et le traitement de tels chocs impliquent
trois étapes :

1. les valeurs propres correspondant a la matrice Jacobienne en ’état de Roe
a chaque interface physique séparant les états gauche et droit sont rangées
par ordre croissant, et les vecteurs propres correspondants sont ordonnés en
conséquence ;

2. les composantes des différences entre les états gauche et droit sur la base
des vecteurs propres sont déterminées et les états intermédiaires associés sont
calculés ;

3. une onde de détente sonique est détectée entre les (i — 1)-éme et i-eme états
intermédiaires si la i-éme valeur propre correspondant au (i — 1)-éme état
intermédiaire est négative alors que la i-eme valeur propre correspondant au
i-eme état intermédiaire est positive. Dans ce cas, on ajoute une modification
non linéaire au flux numérique R°°(-, ).

Un aspect important du correcteur DM est la correspondance entre les ensembles
de valeurs propres pour tous les états intermédiaires. Cela est reflété par le fait
que le correcteur DM a été appliqué a des systémes déterministes strictement hy-
perboliques ou la matrice Jacobienne a des valeurs propres réelles distinctes et un
ensemble complet de vecteurs propres indépendants. De plus, les états gauche et
droit & chaque interface sont supposés suffisament proches, cf [27, théoréme 6.1], de
sorte que la correspondance entre les valeurs propres peut étre obtenue par le biais
d’un état commun de référence.

2.4.2 Application directe au systéme de Galerkin

On présente tout d’abord une application directe du correcteur DM au schéma
numérique de la section 2.3 ; des adaptations seront introduites a la section suivante.
Comme précédemment, on travaille sur chaque élément stochastique indépendam-
ment. A chaque interface LR de 'espace physique avec des états gauche et droit
uy, et ug respectivement, on faital’hypothése pour l'instant que la matrice Jacobi-

Roe| 7

enne de Galerkin de Roe [aL R} associée a 1’élément stochastique a, € P, est
diagonalisable dans R avec des valeurs propres distinctes. Ensuite, on écrit

mPr

B )™ = 3 A i) () @ L (uhfe), (2.42)
y=1
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avec les valeurs propres (Ay),e(i,..mp,}, les vecteurs propres a droite
(T4)~e{1,..,mp,} et les vecteurs propres a gauche (I4)eq1,.. mp,} (I'indice supérieur
o, est omis pour simplifier). La détection des points soniques nécessite la construc-
tion des (mP; + 1) états intermédiaires (u,),eqo,...mp,} tels que

up = ur, (2.43)
Uy = U1 + Bryry (UF%), Vye{l,...,mP}, (2.44)
UR = UmP,» (245)

ott (By)yeq1,...,mp,} sont les composantes du vecteur ug—uy, dans la base des vecteurs

propres a droite,
mPr

UR — U, = Z Bvrw(ulz‘%e). (2.46)
y=1

Ensuite, I’ensemble des indices soniques est défini comme
S={ye{l,...,mP}, A\ (uy—1) <0 < Ay(uy)}, (2.47)

et une interface est dite sonique si S est non vide. On modifie le flux linéarisé de
Roe fR°°(up, up,u) aux interfaces soniques. Pour cela, on introduit la fonction de
flux modifiée suivante paramétrée par uy, et up :

mPr
FPM(ur,up,w) = flup) + Y gy (wy (u)rs (uff), (2.48)
y=1

ott (wy(u))ye(1,...mp,} sont les variables caractéristiques définies par

mPr
u—up = Z wey (w)rs (Ufe). (2.49)
y=1

Les fonctions (gfy)we{l,_._7mpw} sont paramétrées par les états intermédiaires
(Ur)yeq1,...,mp,} et sont définies de la fagon suivante :

SyES, o) = M, v, (2.50)
i _ pW(w) vwe(()?ﬁv)’
e g”(w)_{w%%e)w Y ¢ (0,5,), 250

ou p, est I'unique polynéme de Hermite de degré 3 défini par les conditions :

pW(O) =0, p'y(ﬂv) = Av(“%?%e)ﬁ'ya p{y(o) = )\W(uw,l), ply(ﬁfy) = )"y(u'y)- (2.52)

On vérifie que p,(w) = aw® + bw? + cw avec

Y Ay (uy) + M(Uvﬁ;) - 2)‘7(“%01%6)7 (2.53)
gl
B0 (uF5E) — 2 (1) — M)
5, ’

b:

c= Ay (uy—1). (2.54)
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FIGURE 2.3 — Interprétation géométrique de g,

Une interprétation géométrique du polynéme g, est illustrée sur la figure 2.3. En
I’absence de points soniques, le flux modifié fPM
Roe fR°¢, Finalement, le flux numérique de Galerkin modifi¢ "M (ur,ur) a pour

coincide avec le flux linéarisé de

expression
gy(w) gy (w})
"M (ur, up) = @ (ug, up) + Y max {ﬁ =g T ML) p B (W),
~eS Y Y
(2.55)
ol w} est la valeur pour laquelle g, atteint son unique extremum sur (0,8y). Un
calcul direct donne
—-A _
w? = 118y : (2.56)

Ay = Ay (uy—1) + \/()‘fy)Z — Ay (Uy—1) Ay (uy)

olt on a posé A% = Ay (ufy) — Ay(ty) — Ay (uy—1).

2.4.3 Adaptation au systeme de Galerkin

Un premier point important est que le systéeme de Galerkin n’est généralement
pas strictement hyperbolique, i.e., certaines valeurs propres sont multiples. De plus,
pour des raisons pratiques, on veut éviter la décomposition spectrale des blocs di-
agonaux de la matrice Jacobienne de Galerkin car la taille de ces blocs reste grande
méme si on travaille sur chaque élément stochastique indépendamment. Etant don-

nés les états gauche et droit (ur,ur) et la matrice Jacobienne de Galerkin de Roe

«
s 4 Roe| 7 EIN 4 /
associée [aL R} , on considere les valeurs propres approchées {A,Y},Ye{l,...,mpﬁ} et
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les vecteurs propres approchés {r] },cq1,.. mp,} définis par (2.23). On construit les
(mPr + 1) états intermédiaires approchés (u,)yeqo,...mp,} tels que

uy = ur, (2.57)
wh, =l g + ﬁ,’yT;(uE%e), Vye{l,...,mP}, (2.58)
UR = Up,p._, (2.59)

ou (ﬁ;)ve{l’...’mpﬂ_} sont les composantes du vecteur ug —uy, sur la base des vecteurs
propres approchés (T%(U%}O{e)),},e{lw.7mpﬁ}. Un ingrédient clé est que I’énumération
des valeurs et vecteurs propres approchés en ’état de Roe approché via les points de
Gauss permet de faire la correspondance entre les valeurs propres des différents états

intermédiaires, et par conséquent de déterminer I’ensemble des indices soniques
S'={ye{l,...,mPz}, N (u,_;) <0 <N (u))} (2.60)

de manieére cohérente. On peut ensuite modifier le flux numérique de Roe
eR°°(up, ugr) comme décrit a la section 2.3.3.

Le correcteur entropique ci-dessus requiert I’hypothése d’une base polynomiale
completement tensorisée pour chaque élément stochastique afin de construire un en-
semble de points et poids de Gauss correspondant aux valeurs et vecteurs propres
approchés. Pour des problémes faisant intervenir un grand nombre de variables aléa-
toires, des bases polynomiales creuses sont nécessaires pour réduire le probleme de la
dimensionnalité. De telles bases empéchent la construction immédiate de valeurs et
vecteurs propres approchés. En utilisant des bases stochastiques partiellement ten-
sorisées, on a proposé de calculer la matrice de décentrement avec I’ensemble des
points de Gauss complétement tensorisés (c¢f section 2.3.3). Une approche similaire
pourrait étre envisagée pour le correcteur entropique : a chaque fois qu'un point
sonique est détecté a une interface physique, les états gauche et droit de Galerkin
pourraient étre localement considérés dans ’espace d’approximation stochastique
complétement tensorisé (de dimension plus grande) sur lequel le flux correctionnel
pourrait étre déterminé grace a la méthode proposée ci-dessus, avant d’étre repro-
jeté sur I'espace stochastique creux d’origine. Cette méthode est intéressante lorsque
le nombre d’interfaces physiques et d’éléments stochastiques ol se trouve un point
sonique reste (tres) modéré.
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Dans ce chapitre, le solveur de Roe stochastique développé au chapitre précédent
est appliqué a cinq cas tests. Les trois premiers utilisent 1’équation de Burgers et
les deux derniers les équations d’Euler. Les deux premiers cas tests Burgers et le
premier cas test Euler ne présentent pas de points soniques, de sorte qu’il n’est
pas nécessaire d’utiliser le correcteur entropique de la section 2.4. L’efficacité du
correcteur entropique est étudiée dans les sections 3.1.3 et 3.2.2 respectivement pour
des cas tests Burgers et FKuler présentant des points soniques. Enfin, sauf mention
explicite, on utilise une tensorisation polynomiale complete pour engendrer 1’espace
d’approximation stochastique.

3.1 Burgers

Cette section présente les résultats numériques pour 1’équation de Burgers.

3.1.1 Cas test 1 : vitesses des ondes positives

Le but de ce premier cas test est de valider le solveur de Roe stochastique sur
une loi de conservation scalaire (1’équation de Burgers) de sorte que I’hyperbolicité
du systeme de Garlerkin est garantie d’apres les théorémes 2.1 ou 2.2. De plus, on
considere un systéme faisant intervenir uniquement des vitesses d’ondes positives
de sorte que le calcul de |a%§’§| est trivial. Enfin, le recours au correcteur entropique

de la section 2.4 est évité (pas de point sonique).
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3.1.1.1 Définition du probleme

On considére un domaine spatial unidimensionnel £ = [0, 1] avec des conditions
aux bords périodiques. L’équation qui gouverne le systeme est donnée sous forme
conservative par

oU  OF(U) _U?
ot =0 FU) == (3.1)

et on considére une condition initiale incertaine U°(z, &) composés de trois états
déterministes constants par morceaux en x. Plus précisément, les trois états sont
ut =1, u? = 1/2 et u® = 1/6, et la position de certaines interfaces entre ces états
est incertaine : I'interface entre les états T' et w2 est située & une position incertaine
X1 2 de distribution uniforme dans [0.1, 0.2] et I'interface entre les états u2 et u3 est
située a une position incertaine Xy 3 de distribution uniforme dans [0.3, 0.4]. Enfin,
I'interface entre les états @ et @' est située en x31 = 0.6. Les positions aléatoires
X1,2 et Xo 3 sont indépendantes et paramétrées en utilisant deux variables aléatoires
indépendantes & et &, de distribution uniforme dans [0, 1] :

XLQ =0.1+0.1&, X2’3 =0.34+0.1&, &1,& ~ U[O, 1]. (32)

Par conséquent, le probléme a deux dimensions stochastiques (N = 2 et = = [0, 1]?)
et la dimension de I'espace d’approximation stochastique d’ordre polynomial No et
de niveau de résolution Nr est

P = 22" (No + 1) = P, P,, (3.3)

avec P, = 22N et P = (No + 1)2.

La condition initiale est discrétisée en prenant comme valeurs initiales sa projec-
tion L?(Z, p¢)-orthogonale sur SP moyennée sur chaque cellule spatiale. Au niveau
stochastique, la discrétisation de la condition initiale utilise des approximations bil-
inéaires continues par morceaux sur les P, éléments stochastiques pour No > 1 ou
I’état moyen sur 1’élément stochastique pour No = 0. L’approximation bilinéaire
utilise une interpolation nodale aux sommets des éléments stochastiques, de sorte
que les états initiaux discrets sont continus dans le domaine stochastique. Cette
procédure évite la présence d’overshoots artificiels dans la donnée initiale. Cepen-
dant, aucun traitement particulier n’est appliqué pour forcer la continuité stochas-
tique ou éviter 'apparition d’overshoots durant 'intégration en temps. La Figure 3.1
donne une illustration de la condition initiale aléatoire pour une discrétisation spa-
tiale utilisant Nc¢ = 200 cellules uniformes dans I’espace physique. La figure montre
un échantillon de 20 réalisations de la condition initiale aléatoire U°(x, £), avec son
espérance et son écart type. On peut observer que les réalisations présentent des
chocs (tres) légérement inclinés ; cet effet est causé par la représentation par valeur
moyenne sur les cellules spatiales et peut étre réduit en utilisant un maillage spatial
plus fin.
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FIGURE 3.1 — Cas test 1 (Burgers) : Echantillon de 20 réalisations de la condition
initiale, espérance et écart type.

3.1.1.2 Intégration en temps

L’équation de Burgers stochastique est intégrée en temps en utilisant le solveur
de Roe sans correcteur entropique décrit dans la section 2.3.3. On rappelle que,
puisque U est a valeurs scalaires, le probleme de Galerkin est hyperbolique. L’é-
valuation du développement stochastique du flux non linéaire F'(U) est basé sur
une projection de Galerkin exact utilisant le tenseur de multiplication d’ordre trois
M ps défini par I’équation (2.16). De méme, la matrice Jacobienne de Galerkin est
exactement évaluée en utilisant (2.17), qui devient

(Vuf (W)aper = | Y usMags : (3.4)
seP ageP

Puisque la condition initiale est presque stirement positive pour tout z, la solu-
tion stochastique U est presque stirement positive pour tout (z,¢) d’apres le principe
du maximum. Par conséquent, on s’attend a ce que le spectre de la matrice Jaco-
bienne de Galerkin soit positif pour une discrétisation stochastique suffisante, de
sorte que la matrice de décentrement se réduit a la matrice Jacobienne de Galerkin
(la transformation polynomiale est en fait I'identité).

La Figure 3.2 montre la solution de Galerkin aux instants ¢ = 0.2, 0.4, 0.6 et
0.8. Le calcul utilise Nr = 3 et No = 3, la dimension de 1’espace d’approximation
stochastique est donc 4% x 82 = 1024. L’espérance de la solution de Galerkin et
I’écart type sont tracés ainsi qu’un échantillon de réalisations. Ces réalisations sont
reconstruites a partir du développement stochastique de la solution de Galerkin, en
utilisant un échantillon unique de réalisations aléatoires de ¢ € [0, 1]%.

On considére d’abord la solution de Galerkin. On observe que la méthode pro-
posée capture correctement la dynamique de I’équation de Burgers. Les chocs sont
transportés avec la bonne vitesse et les discontinuités restent raides avec le temps.
A Tinstant ¢ = 0.2, le premier choc qui a pour vitesse 0.75 n’a pas encore atteint le
second choc qui a pour vitesse 1/3. A Dinstant t = 0.4, une fraction des réalisations
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FIGURE 3.2 — Cas test 1 (Burgers) : Solution de Galerkin a différents instants.
L’espérance de la solution (en rouge) et I’écart type (en bleu) sont tracés en fonction
de x, ainsi qu’une reconstruction de 20 réalisations (en vert). Calculs avec Nr = 3
et No = 3.

correspond 4 la situation ot le premier et le second chocs ont fusionné. A I'instant
t = 0.6, les chocs ont fusionné pour presque toutes les réalisations, situation qui est
intégralement réalisée & l'instant ¢ = 0.8. On peut observer que les réalisations, bien
que correspondant au méme échantillon de £ dans toutes les figures, présentent une
distribution différente avant et apres que les chocs aient fusionné. En effet, puisque
la fusion a lieu a différents instants dépendant des positions initiales des deux chocs
et que les vitesses des chocs sont différentes avant et apres la fusion, on ne s’attend
pas a ce que la position du choc a des temps plus longs suive une loi uniforme.

La dynamique des chocs incertains peut également étre analysée a partir des
écarts type de la solution de Galerkin : I’écart type maximum est non seulement
plus grand & l'instant ¢ = 0.8, mais les profils sont également différents au fil du
temps. Les tracés de l’espérance <U P> confirment les observations précédentes.

Alors que Iincertitude dans la position du choc induit une évolution affine de <U P>

avec z lorsque les deux chocs sont distincts, on observe une pente variable de <U P>
avec x apres que les chocs ont fusionné : cela indique une distribution non uniforme
de la position du choc apres la fusion. De méme, la dynamique de ’onde de détente
(déterministe) est bien capturée.

En outre, la figure 3.2 montre que le solveur de Roe stochastique ne crée pas d’in-
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certitudes parasites dans la solution, dues par exemple & de la diffusion numérique.
Ce fait peut étre davantage apprécié sur la figure 3.3 ou les diagrammes espace-
temps de 'espérance de la solution et de son écart type sont tracés sur une large
période de temps ¢ € [0, 2]. Pour des temps ¢t > 0.7, dans un repére mobile attaché au
choc subsistant, 1’écart type atteint son maximum & ¢t ~ 1 avec o(U") ~ 0.42, puis
celui-ci décroit lentement. Cette décroissance n’est pas un artéfact numérique, mais
est induite par 'onde de détente déterministe qui s’étale progressivement jusqu’a
occuper le domaine en entier, comme on peut ’observer sur le tracé de 'espérance
ot le plateau UY =1 a disparu pour ¢ > 1.

Pour poursuive 'analyse des résultats, on définit un point d’observation mobile
Zo(t) = 0.25 + 0.5¢. Le point d’observation est initialement localisé entre les deux
chocs stochastiques. Puisque la vitesse de x, est plus petite que 0.75, x, va étre
rattrapé par le premier choc. De plus, puisque x, avance plus vite que le second
choc, il y a un intervalle de temps pour lequel la solution de Galerkin en z, cor-
respond & un ensemble d’événements £ avec différentes configurations des chocs.
Ceci peut étre observé sur la figure 3.4 ot la solution de Galerkin UY (w,(t),t, &) est
tracée en fonction de & = (£, &) pour différents instants ¢ € [0.2,0.7]. A Pinstant
t = 0.2, le point d’observation commence a étre affecté par certains événements cor-
respondant aux réalisations les plus grandes de X 2 : la solution est fonction de &;
uniquement. A I'instant ¢ = 0.3, pour une fraction plus large d’événements (environ
1/4), le premier choc a rattrapé le point d’observation et la solution de Galerkin
exhibe deux plateaux. A linstant ¢t = 0.4, le point d’observation commence & at-
teindre le deuxieme choc, introduisant une dépendance en &, alors qu’'une fraction
d’événements donne lieu a des chocs ayant déja fusionné. Cela crée une solution de
Galerkin avec trois plateaux distincts de valeurs respectives 1, 1/2 et 1/6, dont la
configuration évolue au cours du temps. A Dinstant t = 0.7, la solution au point
d’observation est essentiellement constante et égale a 1, avec seulement une petite
fraction d’événements pour lesquels elle vaut 1/6.

N\

time
time

FIGURE 3.3 — Cas test 1 (Burgers) : Diagrammes espace-temps de I’espérance (a
gauche) et de I’écart type (a droite) de la solution de Galerkin. Les contours sont
dans l'intervalle [0, 1] avec un pas constant de 0.05. Calculs avec Nr = 3 et No = 3.
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FIGURE 3.4 — Cas test 1 (Burgers) : Solution de Galerkin au point d’observation

Zo(t) en fonction de (&1,&2) et pour différents instants. Calculs avec No = 3 et
Nr = 3.

Ces résultats démontrent 'efficacité de la méthode proposée pour prendre en
compte la dynamique non linéaire et les interactions entre les chocs aléatoires dans
le cadre de I’équation de Burgers. Cependant, les courbes de la figure 3.4 méri-
tent quelques commentaires supplémentaires. Premierement, bien que le schéma
numérique autorise des discontinuités entre les éléments stochastiques, les solutions
présentées sur la figure 3.4 apparaissent essentiellement continues. La procédure
d’initialisation assure une continuité stochastique de la condition initiale, puis le
schéma numérique maintient de fagon satisfaisante cette propriété lorsque le temps
avance pourvu que la résolution soit suffisamment fine. Deuxiémement, les tran-
sitions entre les états sont régulieres. Cela est dii a la diffusion numérique de la
méthode de Roe qui est connue pour étaler les chocs sur quelques cellules spatiales.
La régularité de la solution de Galerkin en la variable stochastique reflete cette
diffusion numérique spatiale. Ce point sera confirmé ci-dessous en observant que les
transitions dans le domaine stochastique ont une largeur caractéristique indépen-
dante de la résolution stochastique. En outre, on peut observer que les transitions
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sont plus fines selon la deuxieme direction stochastique (£2) que selon la premiere
(&1). Cela est dt aux différentes vitesses des chocs (effets des différentes CFLs lo-

cales).

3.1.1.3 Analyse de convergence

On présente dans la figure 3.5 les solutions stochastiques au point d’observation
x = 0.5 et a l'instant ¢ = 0.5 pour différentes discrétisations stochastiques. Les
tracés de la premiere ligne illustrent la convergence de I’approximation avec I'ordre
polynomial No, alors que ceux de la seconde ligne mettent en évidence la convergence
avec le niveau de résolution Nr. On voit que lorsque la discrétisation stochastique est
trop grossiere, la solution exhibe des discontinuités significatives entre les éléments
stochastiques. De plus, comme mentionné ci-dessus, les largeurs des transitions entre
états dans le domaine stochastique deviennent indépendantes de No et Nr lorsque
ces parametres augmentent.

Nr=3,No=1 Nr=3,No =2 Nr=3,No=3
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FIGURE 3.5 — Cas test 1 (Burgers) : Solution de Galerkin en fonction de (£1,&2) en
x = 0.5 et a l'instant ¢ = 0.5 pour différents parametres de discrétisation stochas-
tique Nr et No.
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3.1.2 Cas test 2 : vitesses des ondes positives et négatives

Le but de ce cas test est de valider la méthode & nouveau sur 1’équation de
Burgers (de sorte que ’hyperbolicité du systéme de Galerkin est garantie), mais dans
une situation faisant intervenir des vitesses d’onde positives et négatives nécessitant
donc le calcul de [a}9¢| comme décrit dans les sections 2.3.2 and 2.3.3. On étudie
a nouveau un systéme sans point sonique, de sorte que l'utilisation du correcteur

entropique n’est pas nécessaire.

3.1.2.1 Définition du probleme

On considére a nouveau 1’'équation de Burgers mais avec une condition initiale
incertaine U°(x,¢) définie en utilisant deux états incertains, Ut (&1) et U~ (&), le
premier presque stirement positif et le second presque stirement négatif. On prend
pour z € [0, 1],

U*(&) x<1/3,
U%(x,€) = S U™ (&) x> 2/3, (3.5)
Ur(&)(2-32) + U (&)(Bz—1) 1/3<a<2/3,

de sorte que U°(x, ¢) est continue en 2 pour tout & € [0, 1]2. Les états stochastiques
sont définis par

Ut(&)=1-0.1(2¢ — 1), & ~U0,1] - U ~U[0.9,1.1], (3.6)

U (&) =—-1-0.05(2& — 1), & ~U[0,1] - U™ ~U[-1.05,—0.95], .
et on résout I’équation de Burgers stochastique avec des conditions aux bords de
Dirichlet, U = UT en x =0 et U = U~ en z = 1. La condition initiale est illustrée
sur la figure 3.6. On utilise Nc = 201 cellules pour la discrétisation spatiale.

1 ' SE realizations i
<U(x,t=0)>
S(Ux,t=0)) ——
05 i,
g
s Or 7
>
05 - i,
.1 -
1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

FIGURE 3.6 — Cas test 2 (Burgers) : Echantillon de 20 réalisations de la condition
initiale, espérance et écart type.
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3.1.2.2 Intégration en temps

Bien qu’initialement continue, la solution de Galerkin va développer en temps
fini une discontinuité avec un saut stochastique [UT — U~| et une vitesse de prop-
agation stochastique (U™ + U7)/2. Le caractére stochastique de 'amplitude du
choc et de la vitesse contraste avec le cas test précédent, ou les sauts et la vitesse
du choc étaient certains. Cela conduit & une situation plus complexe comme il-
lustré sur la figure 3.7 ou la solution de Galerkin est tracée a différents instants
pour les parametres de discrétisation stochastique No = 3 et Nr = 3 si bien que
dim SNoNT = 1024.

Sur les réalisations de la figure 3.7, on observe 'apparition d’overshoots relatifs
au phénomene de Gibbs. Pour vérifier la stabilité de la méthode, on compare dans la
figure 3.8 des réalisations de la solution obtenues par le solveur de Roe stochastique
(utilisant la projection de Galerkin) avec des réalisations obtenues par une méthode
spectrale de projection non intrusive (fournissant une solution approchée qu’on
appellera solution NISP). En particulier, on se base sur des quadratures tensorisées
avec Né points sur chaque élément stochastique pour calculer les modes de la
solution aux instants sélectionnés. En chaque point de quadrature, la solution NISP
est calculée en utilisant un code déterministe également basé sur un solveur de Roe.
Puisque la solution stochastique n’est pas un polyndéme en &, le nombre de points de
quadrature ne peut pas étre sélectionné a priori; pour tous les résultats présentés,
on utilise Ng = 16, une valeur pour laquelle les quadratures sont suffisamment
précises pour tous les ordres de développement No et niveaux de résolution Nr
utilisés. Le calcul de la solution NISP requiert la résolution d’un tres grand nombre
(162 x 2287 = 256 x 4N*) d’équations de Burgers déterministes indépendantes. Sur
la figure 3.8, on observe que les overshoots sont également présents sur la solution
NISP. De plus, pour les deux solutions (Galerkin et NISP), les overshoots peuvent
étre réduits en augmentant la résolution stochastique. En outre, on compare dans la
figure 3.9 la valeur maximale des solutions de Galerkin et NISP en fonction du temps
pour Nr = 4 et No = 3. On observe que les deux valeurs maximales augmentent
avec le temps jusqu’a atteindre un plateau vers l'instant ¢ ~ 2.35. Cela confirme le
fait que des instabilités ne se développent pas en temps. D’autres cas tests (omis
ici) montrent que la taille des overshoots peut étre réduite en augmentant Nr & No
fixé ou wice versa. On reviendra sur cette propriété lors des cas tests pour le solveur
de Roe adaptatif (en Nr a No fixé), développé dans les chapitres 5 et 6.

Finalement, on présente dans la figure 3.10 ’évolution de la solution de Galerkin
en un point d’observation fixe x = 0.5 et a différents instants. Les tracés montrent
I’évolution de la solution initialement continue en une solution comportant un choc
séparant les états U ou U~ selon le signe de 2(£; — 1/2) — (§&2 — 1/2). De plus, on
observe que les overshoots ont lieu seulement dans un voisinage de la discontinuité,
1.e. dans les éléments stochastiques au voisinage de la discontinuité qui se développe.
En utilisant une discrétisation stochastique plus fine (en augmentant Nr), on retarde
I’émergence des overshoots et on réduit la portion du domaine stochastique affectée
par ceux-ci.
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FIGURE 3.7 — Cas test 2 (Burgers) : Solution de Galerkin a différents instants.
L’espérance de la solution (en rouge) et I’écart type (en bleu) sont tracés en fonction
de z, ainsi qu'une reconstruction de 20 réalisations (en vert). Calculs avec Nr = 3
et No = 3.

3.1.2.3 Validation de la méthode utilisée pour évaluer la matrice de
décentrement

Une propriété intéressante du cas test 2 est que contrairement au précédent,

il existe des cellules spatiales ou la solution de Galerkin peut prendre des valeurs

positives et négatives en fonction de £. Par conséquent, les valeurs propres de alfj?f

ne sont plus strictement positives, et le polynome gq;, 1y} utilisé pour approcher la
valeur absolue de a%})%e n’est plus trivial comme dans le cas précédent. On analyse

maintenant 'impact du degré polynomial dg; sur la solution de Galerkin. Dans les
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No=1and Nr=2 (P =64)
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FIGURE 3.8 — Cas test 2 (Burgers) : Reconstruction de 20 réalisations de la solution
de Galerkin (& gauche) et de la solution NISP (a droite) a l'instant ¢t = 1.0. Calculs
avec différents Nr et No.
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FIGURE 3.9 — Cas test 2 (Burgers) : Valeur maximale des solutions de Galerkin et
NISP en fonction du temps pour Nr = 4 et No = 3.
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FIGURE 3.10 — Cas test 2 (Burgers) : Solution de Galerkin en fonction de (1,£2)
en x = 0.5 et a différents instants. Calculs avec Nr = 3 et No = 3.

calculs présentés ci-dessus, on a utilisé des polynomes de degré dg; = 3. Dans la fig-
ure 3.11, on reporte la solution de Galerkin en z = 0.5 et a I'instant ¢t = 0.5 calculée
en utilisant un degré polynomial dg; croissant. On voit que pour dgy = 1, la solution
exhibe des discontinuités parasites et des overshoots au travers des cellules de dis-
crétisation stochastique contenant le choc qui se développe (ou la solution change
de signe) ce qui signifie que les valeurs propres de la matrice de décentrement ne
sont pas approchées avec suffisamment de précision. Lorsque dg; = 2, les overshoots
et discontinuités sont largement réduits par rapport au cas dgt = 1. Augmenter
ensuite dg; n’apporte pas d’amélioration significative dans la solution. En fait, a ce
stade 'erreur dans la solution de Galerkin est essentiellement dominée par I’erreur
de discrétisation stochastique et spatiale, si bien que 'erreur d’approximation dans

R

le calcul de |a}%’| pour dg; > 3 devient négligeable.

Pour mesurer plus précisément I'erreur sur 'approximation de \a%j?{e , on calcule

lensemble des valeurs propres exactes {\,}acp de a%%e. On compare ensuite les

quantités [\,| avec leurs approximations polynomiales g, (y1(Aa). L'erreur est
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dﬁtzl dﬁt:2

FIGURE 3.11 — Cas test 2 (Burgers) : Solution de Galerkin en fonction de (1, &)
az =05 et t=0.5 pour différents degrés dgt du polyndme gq;, )y utilisé dans
I'approximation de la valeur absolue de a%%e. Calculs avec Nr = 3 et No = 3.

quantifiée en utilisant les mesures suivantes :

2
6% = % Z (P‘a’ - Qdﬁt,{Al}(Aa)) et €x = glg% ||)‘oz| - Qdﬁt,{)\/}()\a)|' (37)
acP

On rappelle que le fit polynomial gy, (y} est en fait différent sur chaque élément
stochastique. Dans la figure 3.12 on représente les mesures (3.7) & l'instant ¢t = 0.4
en fonction de z. On remarque tout d’abord que 'erreur se limite & la portion du
domaine spatial ou le choc stochastique peut étre présent, et elle diminue lorsque
dgs augmente. Ensuite, les deux mesures d’erreur stagnent lorsque dg; augmente
au-dessus de 5; ceci résulte du fait que les valeurs propres estimées aux points de
Gauss tensorisés et utilisées pour la détermination de gq, (y/) ne sont pas les réelles

valeurs propres exactes de aPL{%e.
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FIGURE 3.12 — Cas test 2 (Burgers) : Mesures ez (a4 gauche) et €5 (& droite) des
erreurs sur les valeurs propres de la valeur absolue de a%%e a linstant ¢ = 0.4 et
pour différents degrés dgt du polynome ggqg, (yy. Calculs avec Nr = 3 et No = 3.
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FIGURE 3.13 — Cas test 2 (Burgers) : Solution de Galerkin en fonction de (£, &2) en
z = 0.5 aux instants ¢ = 0.2 et ¢ = 0.6 dans le cas d’une tensorisation polynomiale
partielle. Calculs avec Nr = 4 et No = 2.

Finalement, on vérifie que la procédure utilisée pour calculer la matrice de décen-
trement approchée peut étre appliquée lorsque 'on travaille avec une tensorisation
polynomiale partielle. Pour cela, on proceéde comme décrit dans la section 2.3.3. La
solution de Galerkin est tracée en fonction de (§1,&2) dans la figure 3.13 en z = 0.5
aux instants ¢ = 0.2 et ¢t = 0.6 pour les parametres stochastiques Nr = 4 et No = 2.
On observe que les profils sont similaires a ceux de la figure 3.10, indiquant que
la matrice de décentrement approchée suffit & assurer la stabilité des calculs. On
observe cependant I'apparition d’overshoots a t = 0.6 au voisinage de la discontinu-
ité qui se forme. Cela s’explique par le fait que la dimension stochastique est plus
petite dans le cas de la base polynomiale partiellement tensorisée. En augmentant
la discrétisation stochastique, par exemple en augmentant Nr, on réussit & faire
disparaitre les overshoots, cf figure 3.14 ou on compare la solution de Galerkin en
fonction de (£1,&2) en x = 0.5 a l'instant ¢ = 0.5 pour No = 2 et Nr = 4 et pour
No = 2 et Nr = 5. On observe, comme attendu, que pour capturer les discontinuités,
on a besoin d’une résolution stochastique (un peu) plus fine pour la base polynomi-
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No=2et Nr=4 No=2et Nr=5

FIGURE 3.14 — Cas test 2 (Burgers) : Solution de Galerkin en fonction de (1,£2)
en x = 0.5 a 'instant ¢ = 0.5 dans le cas d’une tensorisation polynomiale partielle.
Calculs avec No = 2 et différents Nr.

ale partielle que pour la base polynomiale compléte. La base polynomiale partielle
peut présenter un intérét dans le cas d’une discrétisation stochastique adaptative,
cf chapitre 6, puisqu’elle permet de diminuer considérablement le nombre de degrés
de liberté dans les zones ol la solution est réguliere.

3.1.2.4 Convergence de ’erreur stochastique

La simplicité de ce cas test permet d’étudier la convergence de la solution de
Galerkin vers la solution stochastique. En effet, pour le probleme de Riemann,
on peut facilement construire la solution stochastique U(x,t,£) pour tout &, tant
que le choc n’a pas atteint une des frontieres du domaine. On utilise une stratégie
d’échantillonnage de Monte Carlo pour estimer les deux premiers moments de U.
On procede comme suit. Tout d’abord, un ensemble de M réalisations de & est
généré par échantillonnage uniforme de [0, 1]2. Puis, pour chaque élément ¢\
’échantillon, on définit U (x,t) := U(z,t,£9)) pour j € {1,..., M}. L’estimateur
Monte Carlo de ’espérance est

(U) (, %U(J x,t) =: Ey(U)(x,t), (3.8)

et I'estimateur Monte Carlo de I’écart type est

1 M 2
17 2 (U9 = E)) (@,1) = 2(U) (a,1). (3.9)

J=1

o*(U)(z,t

Pour s’affranchir de l'erreur d’échantillonnage dans [’estimateur empirique, on
utilise M = 100000.
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FIGURE 3.15 — Cas test 2 (Burgers) : Comparaison de l’espérance et de I’écart type
de la solution de Galerkin & I'instant ¢ = 0.6, calculée avec No = 2, Nr = 4 et
Nc = 201, avec les estimations MC correspondantes de l'espérance et de 'écart
type de la solution stochastique. Seule la portion du domaine de calcul la plus
intéressante est montrée.

Dans la figure 3.15, on compare I’espérance et ’écart type de la solution stochas-
tique et de la solution de Galerkin pour No = 2 et Nr = 4 a I'instant £ = 0.6 sur un
maillage de Nc = 201 cellules dans 1’espace physique. On observe que les espérances
de la solution de Galerkin et de la solution stochastique sont en excellent accord.
Pour les écarts type, 'accord est bon, bien que la solution de Galerkin sous-estime
légérement I’écart type avec toutefois moins de 5% d’erreur relative. Le graphe en
haut de la figure 3.16 présente la distribution spatiale de ’erreur sur ’écart type
pour différents niveaux de résolution de la grille spatiale et pour des parameétres
de discrétisation stochastique fixés a No = 2 et Nr = 4. On observe que raffiner
la grille spatiale améliore la précision. Le graphe du bas de la figure 3.16 présente,
pour No = 2 et différents Nr, 'erreur spatiale intégrée définie par

S2 .= % Az(o(U;) — o(UP))?, (3.10)
i=1

ou l'indice ¢ fait référence a la cellule de discrétisation spatiale. Les résultats mon-
trent qu’excepté pour le niveau de résolution stochastique le plus bas et la grille
spatiale la plus fine, I'erreur est dominée par I'erreur de discrétisation spatiale.

Pour analyser davantage la convergence stochastique de la méthode, on étudie
la convergence sur un maillage spatial fixé avec Nc = 201. On consideére la mesure
d’erreur

M Nc

E(t) = ﬁ SN Ax (UP(t€9) - Ukt D)), (3.11)

j=1li=1

o1, pour chaque élément £) dun échantillon, UF (t,£0)) et Ul (t,£0)) sont respec-
tivement évaluées a partir du développement stochastique de la solution de Galerkin
a la cellule 7 de ’espace physique et a partir de la solution du probléeme détermin-
iste de Burgers correspondant sur la cellule 7 de ’espace physique calculée avec le
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FIGURE 3.16 — Cas test 2 (Burgers) : Erreurs sur I’écart type a l'instant ¢ = 0.6
pour différents maillages spatiaux. En haut : Distribution de ’erreur sur le domaine
spatial pour No = 2 et Nr = 4. En bas : Erreur intégrée en espace pour No = 2 et
différents Nr.
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FIGURE 3.17 — Cas test 2 (Burgers) : Erreur stochastique €7 aux instants ¢ = 0.6 et
t = 1.8 en fonction du niveau de résolution Nr et pour différents ordres polynomiaux
No. Calculs avec Nc = 201.

solveur déterministe. On utilise un échantillon de taille M = 10000. La Figure 3.17
présente ’erreur stochastique 6}21 aux instants t = 0.6 et ¢ = 1.8, en fonction du
niveau de résolution Nr et pour les ordres polynomiaux No = 1, 2 et 3. Pour ces
simulations, 'approximation de la matrice de décentrement utilise un degré poly-
nomial défini par dg; = min(8, (No + 1)?). Pour les deux instants, on observe un
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ordre de décroissance similaire de ’erreur stochastique en fonction du niveau de
résolution. Les erreurs sont plus importantes pour des temps plus longs puisque les
chocs ont lieu sur une plus large portion du domaine spatial.

3.1.3 Cas test 3 : point sonique

Le but de ce cas test est de valider le correcteur entropique construit dans la
section 2.4 sur la loi de conservation scalaire de Burgers dans le cas ou un point
sonique est présent presque stirement.

3.1.3.1 Définition du probléme

On considére a nouveau 1’équation de Burgers avec une condition initiale in-
certaine U%(z, &) définie en utilisant deux états incertains, U (&) et U™ (&), le
premier presque stirement négatif et le second presque stirement positif. On prend

pour z € [0, 1],
0 _ U_(gl) xr < 1/27
U(x,8) = UHE) o> 1/2, (3.12)
avec
U™ (&) =—-140.05(26 —1), & ~U[0,1] = U~ ~U[-1.05,-0.95], (3.13)
Ut(&) =1+0.1(26 — 1), £ ~U0,1] = UT ~U[0.9,1.1], '

et on résout 1’équation de Burgers stochastique (N = 2) avec des conditions aux
bords de sortie libre en £ = 0 et en x = 1. La condition initiale est illustrée sur la
figure 3.18. L’équation de Burgers stochastique est intégrée en temps en utilisant
le solveur de Roe avec correcteur entropique. On utilise Nc¢ = 250 cellules pour
la discrétisation spatiale et les parameétres stochastiques sont No = 3 pour l'ordre
polynomial et Nr = 3 pour le niveau de résolution, si bien que la dimension de
'espace d’approximation stochastique est P = (No + 1)N2NNr — 1024,

Pour les conditions initiales spécifiées par (3.13) et en posant ts := m_tl/ 2
solution entropique stochastique de ’équation de Burgers consiste en une onde de
détente dont I’expression peut étre facilement calculée pour t > 0 et £ = (§1,&2) €
[0,1)% :

, la

U™ (&) ts<U (&),
U(.T,t, (61,62)) = qts U_(fl) <ts < U+(fg), (3.14)
Ut(&) ts>Ut(&).

Une remarque importante est que la solution est indépendante de 'incertitude pour
(z,t) tel que ts est dans U'intervalle

sup U™ (&) <ts < inf UT(&), (3.15)
£1€[0,1] £2€[0,1]
de sorte que I’écart type vaut zéro pour x € I(t) avec I(t) := [—0.95¢+0.5,0.9t+0.5].

De plus, on remarque que l'espérance et 1’écart type de la solution stochastique
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FIGURE 3.18 — Cas test 3 (Burgers) : Echantillon de 20 réalisations de la condition
initiale, espérance et écart type. Echelle a droite pour Décart type.

sont tous deux des fonctions affines par morceaux en la variable spatiale x a chaque
instant.

3.1.3.2 Résultats

On compare dans la figure 3.19 la solution de Galerkin a l'instant ¢t = 0.3
obtenue sans correcteur entropique (& gauche) et avec le correcteur entropique pro-
posé dans la section 2.4 (& droite). L’espérance de la solution de Galerkin et I’écart
type sont tracés ainsi qu’un échantillon de réalisations. Les réalisations sont, comme
précédemment, reconstruites a partir du développement stochastique de la solution
en utilisant un unique échantillon de réalisations de ¢ € [0, 1]?. Comme dans le cas
déterministe, on observe dans le graphe de gauche de la figure 3.19 que le solveur de
Roe stochastique sans correcteur entropique ne capture pas la solution entropique
du probleme. En fait, il capture un choc non entropique ainsi que des petites pertur-
bations dues au fait que les états initiaux gauche et droit sont presque siirement non
symétriques. Avec la correction entropique proposée dans la section 2.4, la solution
entropique est bien capturée, comme le montre le graphe de droite de la figure 3.19.
De plus, on a vérifié que les points soniques du systeme de Galerkin sont, comme
dans le cas déterministe, détectés seulement aux interfaces localisées en x = 0.5. En
fait, 'incertitude n’est pas vraiment importante pour ce cas test de sorte que les on-
des soniques ont presque slirement la méme localisation physique pour les instants
que 'on consideére. En outre, il s’avere que I'ensemble des indices soniques dans un
élément stochastique correspondant & x = 0.5 a pour cardinal (No + 1)2, indiquant
que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne de Galerkin changent de
signe a l'interface et par conséquent toutes les composantes du flux numérique de
Galerkin ont besoin d’étre complétées par une correction entropique.

Sur la figure 3.20, les deux premiers moments de la solution de Galerkin sont
comparés aux deux premiers moments de la solution stochastique pour deux choix
différents du parametre Copr,. On voit que I'espérance de la solution de Galerkin et
celle de la solution stochastique sont en accord dans les deux cas, méme si, comme
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FIGURE 3.19 — Cas test 3 (Burgers) : Solution de Galerkin & l'instant ¢ = 0.3 obtenue
sans (& gauche) et avec (a droite) correcteur entropique. L’espérance et 1’écart type
sont tracés en fonction de z, ainsi qu'une reconstruction de 20 réalisations. Echelle
a droite pour I’écart type.
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FIGURE 3.20 — Cas test 3 (Burgers) : Comparaison de ’espérance et de I’écart type
de la solution de Galerkin a 'instant ¢ = 0.3 avec ’espérance et 1’écart type de la
solution stochastique pour Ccrr, = 0.7 (& gauche) et Copr, = 0.99 (a droite). Echelle
a droite pour I’écart type.

dans le cas déterministe, un léger saut subsiste en x = 0.5 pour l'espérance de la
solution de Galerkin. L’écart type est correctement capturé par le solveur de Roe
stochastique : il vaut quasiment zéro sur un intervalle inclus dans I(t = 0.3) =
[0.215,0.77] (ou P’écart type exact vaut zéro). Cependant, des erreurs significatives
subsistent au voisinage de x = 0.2 et = 0.8 en particulier pour le cas Cgpr, = 0.7
car le solveur de Roe produit un étalement de la solution de Galerkin sur ’espace
physique. Ce probleme peut étre en partie résolu en augmentant le parametre CFL,
comme illustré dans le graphe de droite de la figure 3.20.

Une autre observation intéressante est que la solution de Galerkin dépend
presque stirement uniquement de £; pour x < 0.5 et uniquement de & pour = > 0.5,
comme c’est le cas pour la solution exacte. Cela est montré sur la figure 3.21 ou la
solution de Galerkin est tracée en fonction de § = (€1, &2) pour x = 0.2 (a gauche) et
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FIGURE 3.21 — Cas test 3 (Burgers) : Solution de Galerkin en fonction de (£1,&2) a
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FIGURE 3.22 — Cas test 3 (Burgers) : Solution de Galerkin & l'instant ¢ = 0.3 en
fonction de (z,&;) pour 0 < x < 0.25 (& gauche) et (x,&) pour 0.75 < z < 1 (&
droite).

x = 0.8 (& droite). Sur la figure 3.22, on présente la solution de Galerkin & I'instant
t = 0.3 en fonction de (z,&;) pour 0 < z < 0.25 (& gauche) et en fonction de (z, &)
pour 0.75 < x < 1 (a droite). Cette figure confirme la pertinence du développement
stochastique puisque la solution de Galerkin est continue comme on s’y attend.

Le léger saut qui subsiste au voisinage du point sonique en z = 0.5 n’est pas
surprenant. Comme dans le cas déterministe, il résulte de 'utilisation d’un solveur
numérique du premier ordre. Puisque I’écart type de la solution est presque stirement
nul au centre du domaine, le saut coincide presque stirement avec la valeur obtenue
dans le cas déterministe. Le saut peut par conséquent étre représenté dans le graphe
de gauche de la figure 3.23 en fonction du pas d’espace en prenant la différence entre
les valeurs des espérances de la solution calculée sur la cellule de droite et la cellule
de gauche sur l'interface localisée en x = 0.5. Il décroit linéairement avec le pas
d’espace; il s’agit du méme comportement que dans le cas déterministe.

Pour analyser davantage la convergence spatiale de la méthode, on considere la
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FIGURE 3.23 — Cas test 3 (Burgers) : A gauche : Amplitude du saut de la solution
de Galerkin en fonction du pas d’espace Ax. A droite : Erreur stochastique €2, en
fonction du pas d’espace Ax. Calculs & 'instant ¢ = 0.3.

mesure d’erreur

M Nc

e (t) = % ZZACE (Uip(t,f(j)) - Uex(xi7t7§(j)))

j=14i=1

2
, (3.16)

otl, pour chaque élément £ d’un échantillon, U})(t,é(j)) et U (z;,t,£9)) sont
respectivement évaluées a partir de la solution de Galerkin & la cellule 7 de ’espace
physique et a partir de la solution exacte du probleme déterministe correspondant
au centre de la cellule ¢ de ’espace physique. On utilise un échantillon de taille
M = 100000. Le graphe de droite de la figure 3.23 présente l'erreur €2, a I'instant
t = 0.3 en fonction du pas d’espace. On observe un taux de décroissance linéaire
de l'erreur car I'erreur spatiale domine largement dans ce cas test ou la solution est
réguliere aussi bien en espace physique que stochastique.

3.1.3.3 Comparaison de la méthode de Galerkin avec une méthode de
Monte Carlo

Finalement, on compare la solution de Galerkin avec une solution Monte Carlo
(MC) obtenue a partir de la résolution de 100000 problemes déterministes, chacun
de ces problemes correspondant & la réalisation de & dans un échantillon. Les deux
méthodologies donnent des résultats différents, comme on le voit sur la figure 3.24.
Dans le graphe de gauche, la valeur absolue de la différence entre 1’écart type de la
solution stochastique et celui de la solution de Galerkin est comparée avec la valeur
absolue de la différence entre ’écart type de la solution stochastique et celui de la
solution MC. On remarque que la méthode de Galerkin donne de meilleurs résultats
que la méthode MC au voisinage du point sonique en x = 0.5. En effet, ’écart type
ne vaut pas zéro dans le cas de la méthode MC car celle-ci considére un pas de
temps At spécifique pour chaque réalisation de &, ce qui crée une variabilité du saut
a x = 0.5. La méthode de Galerkin considére le méme pas de temps At pour tous
les éléments stochastiques (c¢f discussion ci-dessous) et par conséquent surmonte
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FIGURE 3.24 — Cas test 3 (Burgers) : A gauche : Différence entre I’écart type de la
solution stochastique et celui de la solution de Galerkin en z = 0.5 comparée avec la
différence entre 1’écart type de la solution stochastique et celui de la solution MC.
A droite : Erreur stochastique €2, en fonction du pas d’espace Az pour la solution

de Galerkin et la solution MC. Calculs a 'instant ¢t = 0.3.

ces difficultés en introduisant une certaine diffusion numérique. Cependant, cette
diffusion crée des erreurs numériques au voisinage de z = 0.2 et x = 0.8 qui sont
plus importantes que pour la méthode MC. Pour une comparaison plus précise, on
considere la mesure d’erreur

M Nc

2 volt) = — Z > Ax (UMO(1, D) — U (@i, 1,69))" . (3.17)

jl’Ll

otl, pour chaque élément £ d’un échantillon, UiMc(t,f(j)) et U (x,t,£9)) sont
respectivement évaluées a partir de la solution du probleme déterministe correspon-
dant sur la cellule ¢ de ’espace physique calculée avec le solveur déterministe et a
partir de la solution exacte du probleme déterministe correspondant au centre de la
cellule i de Pespace physique. A nouveau, un échantillon de taille A/ = 100000 est
utilisé. Dans le graphe de droite de la figure 3.24, on compare les quantités engMC
et €2, en fonction du pas d’espace. L’ordre de convergence observé est un, comme
attendu pour le schéma volumes finis de type Roe utilisé pour la discrétisation en
espace. L’erreur MC (donnée par ng,MC(t)) est légérement plus petite que l’erreur
de Galerkin (donnée par €2, (t)). Finalement, on remarque que si 'on prend un At
constant pour la méthode MC correspondant au At utilisé dans la méthode de

Galerkin, on obtient les mémes résultats avec la méthode MC et avec la méthode
de Galerkin.
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3.2 Euler

Cette section présente les résultats numériques pour les équations d’Euler.

3.2.1 Cas test 4 : tube a choc sans point sonique

Dans cette section, la méthode est testée sur les équations d’Euler sans point
sonique avec un parametre aléatoire. Le but de ce cas test est de valider dans un
premier temps le solveur de Roe stochastique sans correcteur entropique de la sec-
tion 2.3 sur un systeme hyperbolique non linéaire de lois de conservation, de sorte
que ’hyperbolicité du systéme de Galerkin n’est pas garantie. On consideére le prob-
léme du tube a choc de Sod unidimensionnel, ou ’écoulement d’un gaz parfait est
régi par les équations d’Euler. Pour les équations d’Euler, on adopte les conventions
de notation thermodynamique a la place de la convention majuscule/minuscule util-
isée jusqu’a présent. Les quantités conservées sont la densité du fluide p, la quantité
de mouvement g = pv (ol v est la vitesse) et I’énergie totale E = 1/2pv? + pe, ou
le premier terme est ’énergie cinétique et le second ’énergie interne (par unité de
volume). Le tube s’étend sur une unité de longueur et est fermé par deux extrémités
rigides en « = 0 et = 1. Les conditions aux limites sont ¢ = 0 et g—g = %—f =0 aux
extrémités du tube. On utilise Nc = 250 cellules pour la discrétisation du domaine
spatial.

3.2.1.1 Définition du probléme

On considére une incertitude sur le coeflicient adiabatique v paramétrée en util-
isant une unique variable aléatoire ¢ de distribution uniforme sur [0, 1]. On considére
une probabilité uniforme de v dans l'intervalle [1.4, 1.6], telle que la paramétrisation
est

v(§)=144+02¢ ¢&~UJ0,1]. (3.18)
Avec les notations introduites ci-dessus, on pose

U(:z:,t,§) = (p(a:,t,g),q(a;,t,f),E(x,t,{)) S AU7 (319)

o Ay C R? est 'ensemble d’états admissibles tels que la densité et la pression sont
positives, et

FU;¢) = (Fp(U§f)aFq(U§f)aFE(U;£))
2

= (g(6), (qp +p> (©). (Z(E +p>) ©) e R, (3.20)

avec la pression p donnée par la loi des gaz parfaits

2
p(p,q, E) = (v—1) (E - ;i) : (3.21)
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Les conditions initiales sont

o, J1 x € [0,1/2], () — 0(p) — 1 x €[0,1/2],
p(x)_{o.l% ze]1/2,1], (@)=0. £ )_{0.125 me]1/2,1].(3'22)

Le probléeme ainsi défini est adimensionné et toutes les composantes de la solution
prennent des valeurs au plus d’ordre un.

3.2.1.2 Solveur numérique

Les calculs ci-dessous sont en fait réalisés indépendamment sur chaque élément
stochastique a, € P,.

Calcul du flux de Galerkin f(u) € R3". On considére le vecteur des modes

stochastiques
U= (paa qa; Ea)aeP e R3F (3,23)

fournissant les développements

pP(g) = Z Pa®al(§), qP(g) = Z qaPa(§) et EP(&) = Z Eq®q(§). (3.24)

acP a€cP a€cP

Alors, le flux de Galerkin a pour composantes ( fya, foa, [Ea)acp telles que (foa)aep,
(fya)acr et (fEa)acp sont les modes stochastiques des composantes F,(UY;¢),
F,(UY;¢) et Fp(UP;¢) du flux F(UF;¢€) avec UY = (p¥, 47, EP).

Comme motivé dans la section 2.1.4, ot on a introduit le produit de Galerkin
(a xb) et 'inverse de Galerkin (a~*), on utilise une approche pseudo-spectrale [18]
pour calculer I'approximation du flux de Galerkin. En procédant étape par étape,
on obtient des quantités intermédiaires, telles que 1’énergie cinétique et la vitesse
du son, qui peuvent étre réutilisées a des étapes ultérieures du schéma numérique,
en particulier lors du calcul de I’état de Roe. On définit les composantes F; (UP;¢),
Fr(UY;€) et Fp(UY;€) du flux stochastique approché¢ F*(U';¢) comme suit :

xrrPoy = P *rrPoy — (P P Py—x *
Fp(Uv‘)_q’ Fq(Ua)_(q *q)*(p) +p,
FR(U";) = v (B” +p%), (3.25)

ot v* := g% x (pP) " et p* := (v — 1) % (E¥ — (¢¥ *¢¥) * (pF)7*/2). On observe que
F*(UP; €) est seulement une approximation de la projection de Galerkin de F(UY; ¢)
puisque la composition des opérations de Galerkin élémentaires (produit, inversion)
introduit une erreur d’approximation pseudo-spectrale. Le flux de Galerkin pseudo-
spectral est alors noté

f (w) = (fa(w))aer = (frar foar fEa)as (3.26)

ot (fra)aeP, (fa)acr et (fiq)acp sont les modes stochastiques de F*(UP;€). Au

total, le calcul du flux de Galerkin pseudo-spectral requiert quatre produits de
Galerkin et une inversion de Galerkin.
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Rappels dans le cas déterministe. En introduisant I’enthalpie H = (E+p)/p,
la matrice Jacobienne de la fonction flux est donnée par

0 1 0
Vauf(u) = 1/2(y = 3)v° —(y=3pv -1 |. (3.27)
1/2(y = D3 —vH H—(y—1)0v* o

De plus, I’état de Roe a une interface LR est donné par

PL% = \/PLPR, (3.28)
i = (VPLvr + v/PrRUR)/ (VPL + V/PR), (3.29)
HI'% = (VprHr + /prHR)/ (VL + \/PR)- (330)

Enfin, la vitesse du son pour I’état de Roe est
(c£3)? = (v = V(HLE — (vi)?/2). (3.31)

Calcul de la matrice Jacobienne de Galerkin. La matrice Jacobienne de
Galerkin pseudo-spectrale V, f*(u) € R3F3F est donnée par

Vauf*(u) = (Z(VUF*(UP; -))5/\4&55) . (3.32)
a,feP

6P
En introduisant I'enthalpie H* := (EY + p*) x p=*, Vi F*(UY; ) est définie par

0 1 0
VyF*(UY;) = 1/2(y — 3) x v** —(y—=3)*x0v* v—1 (3.33)
1/2(y = 1) % (v* xv™) —v*« H* H* — (y—1) %« v™ 7y x0*

En terme de cotits de calcul, cette approche requiert neuf produits de Galerkin
et une inversion de Galerkin, en particulier grace a la réutilisation du produit de
Galerkin v** = (v**v*). En outre, on a vérifié numériquement que V,, f*(u) € R3F3P
est diagonalisable dans R.

Calcul de a%‘}f et de sa valeur absolue. La densité de Roe, la vitesse, ’en-

thalpie et la vitesse du son sont approchées sur ’espace d’approximation stochas-
tique ST pour une interface donnée LR sous la forme

PRRT = (ph) % ()2, (3.34)
vER = (o) v + (p) 2  vi) = ((01)*/% + (PR) /)™, (3.35)
H5" = (7)1 % Hf + (o)™ = Hp) = ((07)* + (o)) ™%, (3.36)
(i ™) o= (v = 1) s (H " = (v 5" s v ™) /2). (3.37)
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On obtient ainsi I'état de Roe Upn™™ et la matrice de Roe pseudo-spectrale a}f o

est donnée par

Roe, Roe,
apg” = | 2 (VuF (ULg™:))sMaps : (3:38)
6P a,BEP
Finalement, la valeur absolue de a%%e’* est calculée comme décrit dans les sec-

Roe,*

tions 2.3.2 et 2.3.3, en utilisant les valeurs propres de Vy F* (U, " (§); €) aux points
de Gauss dans chaque élément stochastique. On rappelle que ces valeurs propres
sont données par

Roe,* Roe,* Roe,*
(vpp " Eern ) Ener, et Vg (&)nep,- (3.39)

3.2.1.3 Résultats

Dans cette section, on présente les résultats pour le probleme du tube a choc avec
une incertitude sur le coefficient adiabatique. On commence par une analyse générale
des résultats, en prenant No = 2 et Nr = 3 comme parametres de discrétisation
stochastique, de sorte que la dimension de I’espace d’approximation stochastique
est P = 24.

Dans le cas déterministe et pour la condition initiale (3.22) avec une certaine
réalisation de y(§), une onde de choc issue de la discontinuité initiale se propage
vers la droite, tandis qu’une onde de détente plus lente se propage vers la gauche
du domaine et une discontinuité de contact (également plus lente) se propage vers
la droite. Lorsque les ondes atteignent les parois du tube, elles sont réfléchies vers
I'intérieur et se propagent 1'une vers ’autre, se rencontrent et interagissent.

Ici, la vitesse du son incertaine va affecter la vitesse du choc, de la discontinu-
ité de contact et de I'onde de détente. Des solutions pour différentes réalisations
de (&) exhibent des comportements similaires & ceux du cas déterministe, mais
avec des pentes différentes pour le choc, la discontinuité de contact et 'onde de
détente dans le diagramme espace-temps. On peut observer ces comportements sur
la figure 3.25 ou sont tracées la densité dans le cas déterministe (avec un coefficient
adiabatique fixé a (y)) et 'espérance de la solution de Galerkin dans le cas stochas-
tique. L’étalement de la localisation du choc et de la discontinuité de contact avec
le temps est visible, alors que pour I'onde de détente, qui est déja continue dans le
cas déterministe, 'impact de la vitesse du son incertaine est moins prononcé.

L’impact de l'incertitude peut également étre apprécié sur les écarts type de
la densité, présentés sur la figure 3.26 pour des temps courts et plus longs. Les
valeurs les plus importantes de 1’écart type sont observées le long du chemin de
I’onde de choc, les valeurs maximales correspondant aux instants ot I’onde de choc
est réfléchie sur les parois du tube. Pour des temps courts (¢ < 0.25), l'incertitude
est présente uniquement dans les zones qui peuvent étre atteintes par 'onde de
choc ou de détente dans le temps imparti pour au moins une réalisation. Le premier
élément a ’origine de niveaux d’incertitude plus élevés est I'interaction du choc avec
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time

FIGURE 3.25 — Cas test 4 (Euler) : Diagramme espace-temps de la densité déter-
ministe (& gauche) et de l'espérance de la densité de Galerkin calculée avec les
parametres No = 2 et Nr = 3 (a droite).

25
15 time

time

05

X X

FIGURE 3.26 — Cas test 4 (Euler) : Diagramme espace-temps de 'écart type de
la densité de Galerkin pour des temps courts (a gauche) et plus longs (& droite)
calculés avec les parametres No = 2 et Nr = 3. Différentes échelles de couleur sont
utilisées.

la paroi puisque l'arrivée du choc sur la paroi cause une augmentation abrupte de
la densité sur une courte période de temps. L’incertitude dans 'instant d’arrivée
du choc induit par conséquent une large variabilité dans la solution. Le second
événement a l'origine de niveaux d’incertitude plus élevés est I'interaction entre le
choc incertain, la discontinuité de contact et I’onde de détente.

Pour vérifier la validité du développement stochastique, on montre dans la fig-
ure 3.27 une reconstruction de la densité de Galerkin p% & divers instants. La densité
est initialement discontinue dans la direction x. Lorsque le temps augmente, la den-
sité devient discontinue aussi bien dans la direction x que dans la direction &£ puisque
londe de choc se propage avec une vitesse incertaine. Dans le plan (z, ), la discon-
tinuité devient de plus en plus oblique, conséquence d’une dépendance monotone
de la vitesse du choc en . Pour les points (x,£) qui ne sont pas situés trop pres
de la discontinuité, la solution est réguliere et apparait approchée de facon précise
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FIGURE 3.27 — Cas test 4 (Euler) : Reconstruction de la densité de Galerkin p¥ &

des instants différents.

dans l’espace d’approximation stochastique. Dans le voisinage de la discontinuité,
la solution exhibe des petites oscillations non physiques qui sont déclenchées par
le phénomene de Gibbs, de sorte que la densité prend des valeurs légerement en
dehors des bornes fournies par la condition initiale. De telles oscillations sont en
fait causées par une résolution stochastique insuffisante et peuvent étre réduites

en augmentant le niveau de résolution et/ou l'ordre polynomial du développement
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FIGURE 3.28 — Cas test 4 (Euler) : Convergence de la densité de Galerkin p' avec
No. Nr =3, ¢t =6.5.

stochastique. Cela est illustré dans les Figures 3.28 et 3.29, qui montrent la con-

vergence de la densité de Galerkin lorsque les valeurs de No et Nr augmentent. Les

oscillations deviennent plus petites lorsque la résolution stochastique augmente.
On définit la mesure d’erreur sur la densité

LM , 1/2
en(ait) = | 22 (PP (€)= (€M) | (3.40)
j=1

otl, pour chaque élément £U) d’un échantillon, pf(t,f(j)) et p?(t,g(j)) sont respec-
tivement évaluées a partir du développement stochastique de la solution de Galerkin
de la cellule ¢ de ’espace physique et a partir de la solution du probleme déterministe
d’Euler correspondant sur la cellule ¢ de I’espace physique calculée avec le solveur
déterministe. On utilise un échantillon de taille M = 10000. La figure 3.30 présente
Perreur e (x;,t) pour des instants courts et plus longs en utilisant les parametres
Nc = 250, Nr = 3 et No = 2. Pour des temps courts, 'incertitude ne s’est pas
encore propagée sur tout le domaine spatial. On peut distinguer trois zones d’er-
reur correspondant aux voisinages des trois ondes. Comme attendu, ’erreur atteint
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FIGURE 3.29 — Cas test 4 (Euler) : Convergence de la densité de Galerkin p' avec
Nr. No=1,t=6.5.

son maximum au voisinage du choc. Lorsque le temps augmente, les incertitudes
se propagent dans tout le domaine. La zone d’erreur correspondant au choc s’étale
et la discontinuité dans le plan (z,&) devient plus oblique. De plus, apres plusieurs
réflexions des ondes sur les parois (t = 6.5), lerreur reste faible indiquant qu’au-
cune instabilité ne se développe pour des temps plus longs. Dans la figure 3.31, on
examine la convergence de l'erreur e, (x,t = 6.5) lorsque la valeur de No ou de Nr
augmente, confirmant que ces deux parametres peuvent étre utilisés pour améliorer
la résolution stochastique.

Pour compléter la discussion, on fournit une bréve estimation de l'efficacité de
la méthode numérique pour ce cas test. On montre dans le tableau 3.1 I’évolution
des temps de calcul pour différentes discrétisations stochastiques. Les temps CPU
(Tcpu) sont évalués pour une intégration des équations d’Euler jusqu’a l'instant
t = 3 sur une grille spatiale comprenant Nc = 250 cellules. Ces temps sont par
ailleurs normalisés par le temps de calcul utilisant No = Nr = 0, qui représente
le temps de calcul pour le probléeme déterministe. Puisque le pas de temps pour
Iintégration est basé sur une CFL fixée, celui-ci dépend également de la discréti-
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FIGURE 3.30 — Cas test 4 (Euler) : Erreur stochastique €5, (x;,t) a des instants courts
(& gauche) et plus longs (a droite). Calculs avec Nc = 250, Nr = 3 et No = 2.
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FIGURE 3.31 — Cas test 4 (Euler) : Erreur stochastique e, (x;,t = 6.5) pour différents
No et Nr. Calculs avec Nc = 250.

sation stochastique : les temps mesurés correspondent a ’exécution d’un nombre
d’itérations différents. Toutefois, on observe uniquement 0.5% de variabilité environ
dans le nombre d’itérations en temps entre les simulations utilisant une discrétisa-
tion stochastique plus ou moins fine. Les temps CPU peuvent donc étre interprétés
comme les temps d’exécution d’un nombre fixé d’itérations en temps.

Le tableau 3.1 montre un scaling linéaire avec le nombre 2N° d’éléments stochas-
tiques pour un ordre polynomial No fixé. Ce scaling était attendu et est obtenu grace
au découplage du probleme de Galerkin sur les éléments stochastiques grace a I'in-
troduction de la base SE. Ce scaling linéaire par rapport au nombre d’éléments
stochastiques est également attendu pour des problémes de dimension stochastique
plus grande (N > 1); cependant, le temps CPU global augmente significativement
avec N a cause de la croissance exponentielle de la base stochastique locale (sauf pour
No = 0). Pour un niveau de résolution Nr fixé, le scaling de Tcpy avec la dimension
de ST est approximativement linéaire au moins pour No < 4. I y a deux effets. Pre-
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Tableau 3.1 Cas test 4 (Euler) : Temps de calcul normalisés Tcpy pour différents
parametres de discrétisation stochastique Nr et No.

Nr=2 Nr=3 Nr=4
Tcpu P Tcpu P Tcpu P
No =0 10 (4 81 (8 161 (16)
No =1 6.9 (8) 13.9 (16) 27.8  (32)
No = 2 11.8 (12) 232 (24) 46.5 (48)
No=3 17.1 (16) 34.1 (32) 68.1 (64)
No = 4 24.8 (20) 493 (40) 98.0  (80)

miérement, 1’évaluation spectrale des non-linéarités dans le flux et dans les états de
Roe a une complexité (nombre d’opérations) qui est essentiellement proportionnelle
au nombre de termes non nuls dans le tenseur de multiplication du troisieme ordre
Mps, qui lui-méme augmente exponentiellement avec No. Deuxiemement, lorsque
No augmente, on doit utiliser un degré plus élevé dg; pour 'approximation polyno-
miale des matrices de décentrement, entrainant des cotits de calcul plus élevés. Le
deuxiéme effet peut étre tempéré, suite aux expériences numériques sur ’équation
de Burgers, en limitant dg; & une petite valeur ; les simulations présentées dans cette
section utilisent dgy + 1 = min(9, 3(No + 1)). Aucun effet significatif sur la solution
n’a été observé en prenant des degrés dg; plus élevés pour No > 3. Dans ’ensemble,
la complexité des calculs des non-linéarités apparait comme le facteur le plus limi-
tant de la méthode, et on s’attend a ce que la situation soit encore plus défavorable
pour des problémes a grande dimension stochastique N (¢f par exemple [51]) : cette
tendance plaide pour l'utilisation d’espaces d’approximation stochastique de degré
modéré pour les probléemes stochastiques non réguliers.

3.2.2 Cas test 5 : tube a choc avec point sonique

Dans cette section, la méthode est testée sur les équations stochastiques d’Euler
avec un parametre aléatoire en présence de points soniques. Le but de ce cas test
est de valider le solveur de Roe avec correcteur entropique de la section 2.4 sur un
systéeme hyperbolique non linéaire de lois de conservation, tel que ’ensemble des
vecteurs propres du systeme de Galerkin est plus complexe que dans le cas scalaire.
De plus, on propose un cas test ol des points soniques apparaissent juste dans une
portion du domaine stochastique. La configuration du probleme considéré est la
méme que précédemment, a savoir qu’on considere le probleme du tube a choc de
Sod avec les mémes conditions aux limites et on utilise les mémes conventions de
notation. On utilise & nouveau Nc = 250 cellules pour la discrétisation du domaine
spatial.
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3.2.2.1 Définition du probleme

On consideére a présent une incertitude sur le nombre de Mach initial paramétré
par une variable aléatoire unique ¢ de distribution uniforme dans [0, 1] :

Ma’(¢) = (3.41)

0.7+ 0.5¢ z € [0,1/4],
2.46 x (0.740.5¢) =z €]1/4,1].

On rappelle les vecteurs des variables conservatives

U(l‘,t,{) = (p(:c,t,{),q(w,t,&),E(w,t,ﬁ)) € Avu, (3'42)

et les fonctions flux

F(U;€) = (F(U;€), Fy(Us€), Fu(U;€))
= (a(&), (@*/p +p)(&), (v(E +p))(€)) € R?, (3.43)

ou p est la pression donnée par la loi des gaz parfaits (3.21) avec un coefficient
adiabatique v = 1.4. Les autres conditions initiales sont

o . Joos zefo.1/4], 0 J 14 w01/
p(x)_{o.oom x€)1/4,1], a )_{0.042 x€]1/4,1]. (3.44)

3.2.2.2 Solveur numérique

A chaque interface LR, le flux numérique oPM (uy, ur) défini par (2.55) doit étre
évalué. On approche les quantités stochastiques présentes dans le flux numérique
par leur projection dans S¥ que I'on calcule de maniére pseudo-spectrale comme
décrit ci-dessus. La premieére composante de oPM(urp,ur) est le flux numérique
de type Roe @fo¢(
On décrit ici I’évaluation de la partie de correction de pPM(uy,ug) pour le cas
des équations d’Euler. A cette fin, on a besoin des valeurs propres et des vecteurs
propres approchés de a%%e’*. On rappelle que la matrice Jacobienne de Galerkin
Vuf(u) € R33P est approchée par (3.32). Par conséquent, les valeurs propres
de a%%e’* peuvent étre approchées par I'approximation dans ST des valeurs pro-

pres stochastiques de Vi F' *(U]{D”]%e’*(f); ¢) aux points de Gauss dans chaque élément
stochastique, a savoir

Roe, Roe, Roe,
(UL?%B T+ CL;){B *)(En)ne’l?ﬁa et UL;){B *(fn)nepﬂa (3.45)
Roe Roe

ol v (€) et e % (&) sont respectivement le vitesse et la vitesse du son pour Iétat
Roe,* Roe,* ~ .

de Roe Uy . De plus, les vecteurs propres de a; " peuvent étre approchés par les

vecteurs (wan’*(gn)éﬁ)ﬁme'pﬂyke{lgg}, ol (Rk’*(g))ke{m,g,} sont les approximations

dans ST des vecteurs propres stochastiques de Vi F' *(UE%B’*(Q; €), données par

ur,ur) dont la construction a été détaillée en section 3.2.1.2.

1% _ Roe,* Roe,* Roe,* Roe,* Roe,x\T

R =(Lvpp ™ +epg S Hpp " +vpp *cpp” ) (3.46)
2% Roe,* Roe,* Roe,* Roe,* Roe,x\T

R™ =(Lvpg —cpgp  Hpp " —vpr *cpp’ ), (3.47)

R3’* _ (1’1}5%6,*71{52&* . (CgoRe,* » CIL{%e,*)/(,Y N 1))T’ (3.48)
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ou HRo®* est définie par (3.36). Ainsi, on a tous les outils nécessaires pour calculer
les états intermédiaires approchés {u) },e(1,.. .mp,} pour toutes les interfaces LR et
pour déterminer I’ensemble des indices soniques S’.

3.2.2.3 Résultats

Dans cette section, on présente les résultats pour le probléme du tube a choc
de Sod avec une incertitude sur le nombre de Mach initial. On commence par
une analyse générale des résultats, en prenant pour parametres de discrétisation
stochastique No = 2 et Nr = 3, si bien que la dimension de ’espace d’approximation
stochastique est P = 24.

Dans le cas déterministe et pour la condition initiale (3.44), on obtient le méme
comportement que pour le cas test précédent avec la génération d’une onde de choc,
d’une onde de détente et d’une discontinuité de contact. Ici, c¢’est le nombre de Mach
initial incertain qui va affecter la vitesse des ondes. De plus, 'incertitude dans le
nombre de Mach initial est telle que des points soniques sont générés uniquement
pour £ € [0,0.6]. Pour vérifier la validité du développement stochastique et 1'ef-
ficacité du correcteur entropique, on montre sur la figure 3.32 une reconstruction
de la densité de Galerkin p' & l'instant ¢+ = 1 obtenue sans (& gauche) et avec
(a droite) correcteur entropique. Sur le graphe de gauche, on observe qu'un choc
non entropique est généré au voisinage de x = 0.2 pour £ € [0,0.6], alors que
pour £ € [0.6,1] Ponde de détente est correctement capturée. Lorsque 1’on utilise
le correcteur entropique, comme dans le graphe de droite de la figure 3.32, 'onde
de détente sonique est correctement capturée pour £ € [0,1], méme si un léger
saut subsiste a cause du solveur numérique qui est du premier ordre. Comme pour
léquation de Burgers (cf le graphe de gauche de la figure 3.23), ce saut converge
vers zéro au premier ordre avec le pas d’espace Ax. On observe également que le
solveur capture correctement la discontinuité aussi bien dans I’espace physique que

FIGURE 3.32 — Cas test 5 (Euler) : Reconstruction de la densité de Galerkin p”
a 'instant ¢ = 1 obtenue sans (a gauche) et avec (& droite) correcteur entropique.
Calculs avec Nr = 3 et No = 2.



920 Chapitre 3. Résultats numériques

0.14
1.4 ‘ Corﬁputed ‘mean 6f p— 7 ‘Compﬁted stéi—dev éf p——
. MC mean of p I % MC std-dev of p
0.12 Y E
12+ E ‘ §
01 | 4
r N 8
0.08 { g
0.8 E ‘
0s | i 0.06 / M
LY | "’ Y
04 | i 0.04 ] 5 / L
/ T
02| - 0.02 |- / E # 1 .
/ % " |
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il U " Il Il Il Il Il Il Il Il |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 3.33 — Cas test 5 (Euler) : Comparaison a U'instant ¢ = 1 de 1’espérance et
de P'écart type de la densité de Galerkin (utilisant Nr = 3 et No = 2) et ceux par
une méthode de MC (utilisant un échantillon de taille 10000).

dans I'espace stochastique au voisinage de ’onde de choc; ce point a déja été étudié
dans le cas test précédent.

On compare dans la figure 3.33 a I'instant ¢ = 1 'espérance et ’écart type de la
densité de Galerkin avec ceux calculés par la méthode MC a partir de la résolution
de probléemes d’Euler déterministes (discrets) correspondant aux réalisations d’un
échantillon de taille 10000. Suivant les remarques de la section 3.1.3.3, on calcule
la solution pour les deux méthodes avec un pas de temps fixé At ; pour simplifier,
ce pas de temps est pris égal au minimum de tous les pas de temps obtenus avec le
solveur de Galerkin. On remarque que les espérances et écarts type sont en excellent
accord.

3.2.2.4 Amélioration des performances CPU

On décrit dans cette section une technique permettant de réduire les temps
de calcul lors de I'étape de détection des points soniques. Pour illustrer l'idée,
on présente a la figure 3.34 a linstant ¢ = 1 et pour des interfaces sélection-
nées a différentes positions dans I’espace physique, les valeurs propres approchées
(V2" %) (En)nep, €t Vo (&) )nep, - On évalue ces valeurs propres sur chaque
élément stochastique et on présente les fonctions de densité associées a ces valeurs
propres. Cette figure mérite différents commentaires. Tout d’abord, on remarque
que les fonctions de densité ont des comportements complétement différents pour
les différentes interfaces considérées. Pour x = 0.15, £ = 0.2 et x = 0.25, les ensem-
bles de valeurs propres correspondant & v — ¢, v et v + ¢ ont des supports distincts,
alors que les trois ensembles ont des supports qui se chevauchent pour x = 0.9
(et sont par conséquent représentés sur trois graphes différents au bas de la fig-
ure 3.34). Pour linterface située en z = 0.9, qui est affectée par 'onde de choc,
il est intéressant de remarquer que chaque ensemble de valeurs propres peut étre
séparé en deux sous-ensembles différents, excepté pour quelques valeurs propres qui
correspondent en fait & la discontinuité dans I’espace stochastique. A l'inverse, pour
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FIGURE 3.34 — Cas test 5 (Euler) : Valeurs propres approchées (v, p~ —
) Ener,  (rouge/gris), vy (&)nep, (vert/gris clair) et (vp +
crp ) (&)nep, (bleu/gris foncé) correspondant & chaque élément stochastique avec
leurs fonctions de densité pour x = 0.15, z = 0.2, z = 0.25 (en haut) et x = 0.9 (en

bas). Calculs & I'instant ¢ = 1 avec Nr = 3 et No = 2.

les trois graphes en haut de la figure 3.34, les valeurs propres de chaque élément
stochastique sont tres proches et les fonctions de densité atteignent leur valeur max-
imale lorsque les valeurs propres sont pratiquement égales, i.e., pour les éléments
stochastiques supportant une faible variabilité. Ce phénomeéne est particuliérement
visible en z = 0.2 et x = 0.25. En outre, les plateaux dans la fonction de densité
correspondent aux éléments stochastiques ou les valeurs propres ont localement des
distributions uniformes. Une autre remarque importante est que les trois premiers
graphes correspondent aux positions localisées au voisinage des points soniques, ou
seules les valeurs propres (v%%e’* - c%%e’*)(fn)nepﬁ prennent des valeurs négatives.

Sur la base de ces observations, I'idée clé pour réduire le temps CPU est de tester
la présence de points soniques uniquement sur les éléments stochastiques o, € P,
ou EY[v — ¢| change de signe a l'interface :

E%* (v} —c1)] — ctol x vpep < 0 < E*[(vp — cR)] + ctol * vrey, (3.49)

ou ctol est un parametre fixé et v,y est une vitesse de référence ici prise égale a un
conformément a la taille des valeurs propres présentées dans la figure 3.34.

On montre dans la figure 3.35 la portion du domaine (z,&) qui est sélectionnée
pour la correction entropique et le nombre de points soniques détectés (card S’)
pour deux valeurs différentes du paramétre ctol. Pour ctol = 1072 (& gauche),
on observe une portion rectangulaire du domaine sur la gauche qui est positive
au test (3.49) mais qui ne correspond pas en réalité a des points soniques. Les
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FIGURE 3.35 — Cas test 5 (Euler) : Portion du domaine (z,¢) sélectionnée pour
la correction entropique et card S’. Valeur=-1 si pas de correction. Valeur=0 si le
test (3.49) est positif sans détection de point sonique. Card S’ sinon. Calculs avec
ctol = 1072 (& gauche) et ctol = 107° (& droite).

interfaces marquées correspondent en fait a la portion du domaine ou la condition
initiale passe du cas sonique au cas subsonique. Pour ctol = 107 (& droite), la
portion du domaine positive au test (3.49) correspond bien aux points soniques.
Dans les deux cas, trois points soniques sont détectés dans les quatres éléments
stochastiques correspondant a £ € [0,0.5], et deux points soniques sont détectés
dans le cinquieme élément stochastique.

Pour compléter la discussion, on fournit une estimation des temps CPU dans le
tableau 3.2. Les temps CPU (T¢py) correspondent & une intégration des équations
d’Euler jusqu’a l'instant ¢ = 1 sur un maillage fixé de Nc¢ = 250 cellules, et sont
normalisés par le temps de calcul utilisant No = Nr = 0 et ctol = +o00, i.e. pour le
probléme déterministe pour lequel la correction entropique est testée partout. On
observe que les idées introduites ci-dessus permettent d’économiser un temps de
calcul considérable puisque les temps CPU peuvent étre divisés par un facteur deux
pour No et Nr fixés. En outre, on indique dans le tableau 3.2 la fraction d’éléments
stochastiques qui sont réellement testés pour la correction. Cette quantité ne change
pas significativement lorsque I'on augmente ctol au deld de 1072, Enfin, on définit
la mesure d’erreur sur la densité par

M Nc

A1) = 12 D0 A (pF(1,69) — pl(1,€9))

j=1i=1

2
, (3.50)

o1, pour chaque élément £€U) dans un échantillon, p! (t,£9)) et ph(t,£9)) sont re-
spectivement évaluées a partir de la solution de Galerkin sur la cellule 7 de ’espace
physique et a partir de la solution du probleme déterministe d’Euler correspondant
sur la cellule ¢ de ’espace physique calculée avec le solveur déterministe. On utilise
un échantillon de taille M = 100000. On a observé que la valeur de ctol n’affectait
pas lerreur €5, que ’'on indique dans la derniere ligne du tableau 3.2. Cela confirme
Pefficacité du critere (3.49) puisqu’il permet un gain en temps de calcul considérable
sans dégrader la précision.



3.2. Euler 93

Tableau 3.2 Cas test 5 (Euler) : Temps de calculs normalisés Tcpy, fraction
des cellules stochastiques réellement testées et mesure d’erreur €, pour différents
parametres de discrétisation stochastique Nr et No.

No=1,Nr=3 No=2,Nr=3 No=3,Nr=3
P 16 24 32
Tcpy fraction Tcpy fraction Tcpy fraction
ctol = 400 11.7 1.0e-0 16.1 1.0e-0 21.6 1.0e-0
ctol = 1071 8.2 3.7e-1 11.8 3.7e-1 16.4 3.7e-1
ctol = 1072 6.5 7.1e-2 9.8 7.1e-2 13.9 7.1e-2
ctol = 1073 6.1  2.8e-3 9.3  2.8e-3 135  2.8e-3
ctol =0 6 2.5e-3 9.2 2.5e-3 13.4 2.5e-3
€n 1.32e-3 7.17e-4 2.88e-4

Tableau 3.3 Cas test 5 (Euler) : Fraction du temps de calcul utilisé pour la cor-
rection entropique, Reo-(ctol), pour différentes valeurs de 1'ordre polynomial No et
du parametre ctol. Calculs avec Nr = 3.
No=1|No=2 | No=3
P 16 24 32
ctol = 400 0.49 0.42 0.38
ctol = 1071 0.19 0.16 0.14
ctol = 1072 0.04 0.03 0.02

On termine la discussion sur les temps CPU avec une breve estimation du cofit
de calcul général résultant de la correction entropique. A cette fin, on évalue les
temps CPU dédiés a la correction entropique en calculant le rapport

Tepu(ctol) — Tepy(ctol = 0)

Reor(ct l) =
(ctol) Tepu(ctol = +00)

(3.51)

Puisque pour ctol = 0 I’ensemble des interfaces ol la correction est testée est une
fraction négligeable de 1’ensemble total des interfaces, Tcpy(ctol = 0) est essen-
tiellement égal au temps CPU pour le solveur de Roe sans correction entropique.
A Tinverse, Tepy(ctol = +00) est le temps de calcul ou le correcteur entropique est
testé sur ensemble des points soniques. Par conséquent R (ctol) est la fraction
de temps CPU dédié a la correction entropique dans le calcul du flux. Les valeurs
de Reor(ctol) sont fournies dans le tableau 3.3 pour différentes valeurs de ctol, d’or-
dre polynomial No et pour un niveau de résolution fixé Nr = 3. La premiere ligne,
correspondant a ctol = +00, montre que la correction entropique génere un surplus
de calcul significatif lorsque celle-ci est testée partout. Chose intéressante, lorsque
Pordre polynomial No augmente, R, (ctol) diminue, indiquant que pour une inter-
face donnée, le calcul de la partie de Roe du flux devient relativement plus cotiteuse
que sa partie corrective. Cette tendance peut étre attribuée aux calculs pseudo-
spectraux, si bien que celle-ci dépend du systéme conservatif considéré, et plus
particulierement des non-linéarités présentes dans les fonctions de flux. En outre, le
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tableau 3.3 indique que diminuer ctol permet de réduire considérablement la part
de temps de calcul pour la correction entropique : pour ctol = 1072, seulement une
quantité marginale du temps CPU total est dédiée a la correction entropique.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, le solveur de Roe stochastique avec correcteur entropique a été
testé avec succes sur les équations de Burgers et d’Euler, respectivement en deux
et une dimensions stochastiques. Le solveur s’est avéré apte a capturer de maniére
précise et robuste la dynamique de ces équations, en particulier les discontinuités
pouvant émerger au cours du temps dans le domaine stochastique. On a étudié la
stabilité temporelle du schéma ainsi que la précision du développement stochastique
de la solution de Galerkin obtenue en utilisant des comparaisons avec des méthodes
NISP et Monte Carlo. De plus, les calculs de la matrice de décentrement par fit
polynomial et du correcteur entropique se sont avérés robustes et efficaces. Finale-
ment, en faisant varier les parametres Nr et No, on a montré qu’on pouvait contrdler
lerreur stochastique et les overshoots de la solution de Galerkin au voisinage des
discontinuités dans le domaine stochastique.

Néanmoins, cette approche reste cofiteuse si on veut une solution précise au
voisinage des chocs, puisqu’une discrétisation stochastique suffisamment fine est
nécessaire. On propose donc dans la partie suivante de construire un solveur de Roe
stochastique adaptatif, basé sur le concept d’analyse multi-résolution, ou le niveau
de résolution Nr de I’espace d’approximation stochastique est adapté a la régularité
stochastique locale de la solution. Compte tenu de la localisation des discontinuités
dans le domaine spatial, I’adaptation stochastique dépendra également de 1’espace
et du temps.

Le concept d’analyse multi-résolution dans L?(Z, pe) est présenté dans le
chapitre 4 dans le cas d'une dimension stochastique (N = 1) pour des variables aléa-
toires U(§) a valeurs dans R (m = 1). La construction du solveur de Roe stochas-
tique adaptatif, basé sur ce concept, est discuté dans le chapitre 5; on présente
ensuite 'application de ce solveur au cas test 4 des équations d’Euler. Enfin, une
extension du solveur de Roe stochastique adaptatif dans le cas multidimensionnel
est proposée au chapitre 6.
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Dans les chapitres précédents, on a considéré des solutions stochastiques U de
variance finie (U € L?(Z, p¢)), admettant donc un développement stochastique sur
la base SE. Typiquement, les degrés de liberté de la discrétisation stochastique
étaient les P modes stochastiques de la solution de Galerkin UY. On souhaiterait
maintenant conserver un certain niveau de précision tout en diminuant le nombre
de degrés de liberté P, en utilisant des éléments stochastiques de grande taille dans
les parties de = ou U est réguliere et des éléments stochastiques plus petits au voisi-
nage des discontinuités et des fortes variations de U ; on souhaiterait ainsi mettre en
ceuvre une “h-adaptation” de la discrétisation stochastique. On rappelle que la fonc-
tion U peut étre développée de facon équivalente sur la base MW (Multi-Ondelettes
de Alpert) [48]. On propose donc d’utiliser une analyse du comportement régulier
local de U gréace au concept d’Analyse Multi-Résolution Multi-Ondelettes, cf Kein-
ert [42], qu’on notera AMR-MW. Dans le contexte déterministe, Hovhannisyan et.
al ont récemment appliqué ce concept a des schémas de Galerkin Discontinu [40].
Dans ce chapitre, on se restreint pour simplifier a des variables aléatoires scalaires
U : 2 — R. L’extension aux vecteurs aléatoires et aux processus stochastiques est
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directe en travaillant composante par composante ou en se plagant a (x,t) fixés.
De plus, on se place dans le cas unidimensionnel (N = 1), de sorte que = = [0, 1].
L’extension au cas multidimensionnel est discutée dans le chapitre 6. Par la suite,
I'espace des variables aléatoires du second ordre définies sur P est noté L%(Z) pour
simplifier.

4.1 Analyse Multi-Résolution Multi-Ondelettes

L’AMR-MW est une généralisation a des fonctions de base de degré No > 0 de
PAMR proposée par Harten pour des moyennes de cellules [38], utilisée en partic-
ulier pour la construction de schémas Volumes Finis adaptatifs pour les systemes
hyperboliques déterministes, cf, entre autres, Miiller [63] et Cohen et. al [13].

4.1.1 Ingrédients de base

Les deux ingrédients essentiels d’'une AMR-MW sont les suivants :

— une hiérarchie d’espaces d’approximation construite a partir d’une hiérarchie
de grilles emboitées,

— une transformation multi-échelles, basée sur la notion de détails et utilisant
deux bases hilbertiennes de L?(Z) dont les éléments sont appelés fonctions
d’échelle et multi-ondelettes.

4.1.1.1 Hiérarchie d’espaces d’approximation

Le point de départ de la construction d’une AMR-MW est une séquence de grilles
emboitées. On considere un ensemble hiérarchique de partitions dyadiques uniformes
de = = [0,1], illustré a la figure 4.1. Soit G; = Ujez, {Kju}, Z; € {1,...,N;},
j € N, N; € Ny := N\ {0}, une séquence de grilles de résolution croissante. Ces
grilles sont composées d’éléments stochastiques (intervalles en 1D) K;; = [£;1-1, ;]
déterminés par les points de discrétisation &;; := I/N; avec | € {0,...,N;}. Le
centre des éléments stochastiques est donné par éjJ = (&1-1+&;1)/2. On suppose
que N; = O(27) et que la hiérarchie de grilles {G,},en est emboitée si bien que

Kji=Kjp2-1UKj12, VjeENITETL (4.1)
J =2
j=1: 1 i i i i i i i {
2A-1 2
j=0: | | | | |

FIGURE 4.1 — Séquence de grilles dyadiques emboitées.
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Remarque 4.1. La grille grossiére Gy se réduit a lintervalle = = [0,1] lorsque
Pon définit N; := 27, On adoptera ce choiz pour le systéme MW d’Alpert d la
section 4.1.2.

Sur la hiérarchie de grilles emboitées {G};jen, on introduit les espaces de fonc-
tions polynomiales par morceaux de degré plus petit ou égal & No :

SNe = {f e L*(2),Vl € I;, f|x,, € Ino[€]}, Vj €N, (4.2)

qui correspondent en fait aux espaces SNON' définis dans les chapitres précédents
avec un niveau de résolution Nr qui varie (on a simplement Nr = j lorsque N; = 27).
Ces espaces forment une famille hiérarchique d’espaces d’approximation stochas-
tique emboités,

Sp°Cc S C-cSecCc L), (4.3)
et on a
2= NOL2
L*@E@=J sk . (4.4)
jEN

4.1.1.2 Notion de détails

Une conséquence immédiate de (4.3) est qu'il existe des supplémentaires a S’;-\IO
dans S;Vfl, Vj € N, appelés espaces de détail et notés WJNO, tels que

S = Sie e Wi (4.5)

Cette somme n’est pas nécessairement orthogonale. On verra a la section 4.1.4 un
exemple de somme non orthogonale lorsque No = 0. Lorsque celle-ci est L?(Z)-
orthogonale, on parle I’AMR-MW orthogonale.

Par récurrence, on déduit de (4.5) que pour tout j € Ny,

j—1
SYo =Sy P wiie. (4.6)
3'=0

Les espaces SJNO et Y/VJNO sont engendrés par des fonctions de base appelées re-
spectivement fontions d’échelle et multi-ondelettes d’ordre No (ou plus simplement
ondelettes pour No = 0), notées

1@ 1atier;0er, e {Vj1atier; aeP, (4.7)

i.e. SJNO = spanjer; aep, A Pjlalt et W]NO = spanjer; aep,{ ¥jtal- On rappelle que
l'on a posé Pr ={1,...,P} avec P, = (No + 1) pour N = 1. On notera la double
indexation (I, «) des fonctions de base, qui provient du fait que sur chaque élément
stochastique, on construit P, fonctions de base.

Soit J € N un niveau de résolution fixé et soit U” & S}}IO. La fonction U’ peut
étre développée sur la base des fonctions d’échelle J sous la forme

U7 =Y > ugia®iiald) (4.8)

lEL; aEPxr
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ou, de fagon équivalente, sur la base des fonctions d’échelle grossiere et des multi-
ondelettes jusqu’au niveau de résolution (J — 1) :

J-1
U’(¢) = 3D w0060 F DD D dia¥alf): (4.9)

€Ty aEPR Jj=01€Z; acPxr

Pour simplifier, on réécrit (4.9) sous la forme

J-1
UJ(&): Z Z Z dj7l,a\Ijj,l,a(£)7 (4.10)

j=—11€Z; a€Px

ou on définit Z_1 := 1y, d_11,0 = Upta €t Y_154 := Poa, pour tout [ € Zy. Les
coefficients {u;; o} sont appelés les coefficients d’échelle et les coefficients {d;; o }
les coefficients multi-ondelettes ou détails.

4.1.2 Systeme orthogonal MW d’Alpert
4.1.2.1 Construction des fonctions de base

On pose N; := 27, i.e., on choisit comme grille grossiére Gy = =. Soit {®N°}4ep,
l’ensemble des polynémes de Legendre normalisés sur = = [0, 1]. Ces polynomes
forment une base de Ix,[€] = S et sont représentés sur la figure 4.2 pour No = 5.
Puis, pour tout j € Ny, ’espace S}\IO est engendré par les N; P fonctions d’échelle
obtenues par dilatation et translation des ®N° :

21/29No(2ie — [ 4+1), ¢e K,y
Djra= a2 ) 5_ Mvle T a e Py (4.11)
) sinon,

On rappelle que ces fonctions correspondent aux fonctions de base SE monodimen-
sionnelles pour un niveau de résolution Nr = j fixé et qu’elles forment un systéme
orthonormal, 7.e.

(Pj10, Pjrr,8) = dapdur (4.12)

[$ RN R
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FIGURE 4.2 — Polynémes de Legendre pour o € {1,...,5}.
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ESRES

PR R

FIGURE 4.3 — Multi-ondelettes mére de Le Maitre {¥TN°} pour No = 3.

Le choix d’Alpert est de considérer une complétion orthogonale pour (4.5). Les
fonctions {¥N°},ep. qui engendrent W¥° sont des polynomes de degré < No sur
[0,1/2] et [1/2,1]. Ces fonctions sont choisies orthonormales :

(W, WE®) = Gap. (4.13)
De plus, comme W(%\IO 1 S, les (No + 1) premiers moments des ¥Y° s’annulent :
(whe, 1) =0, Va,Be{l,...,No+1}. (4.14)

Les 2(No + 1) conditions (4.13) et (4.14) sont suffisantes pour construire une base
orthonormale de la complétion W', Les fonctions ainsi construites sont les multi-
ondelettes mere utilisées par Le Maitre et al. [48]. Elles sont représentées sur la
figure 4.3 pour No = 3. Enfin, pout tout j € Np, ’espace WJNO est engendré par les
N, P, fonctions obtenues par dilatation et translation des WY° :

21/2gNo(2ie —14+1), e Ky,
Ut = a2 oS KLy Zj,a € Pr. (4.15)
) SinOIl,

Ces fonctions forment un systéme orthonormal, i.e.
(Wjtar Vjrr,p) = Oapu- (4.16)
Lorsque No = 0, on obtient les ondelettes de Haar.

Remarque 4.2. Alpert a proposé une construction intéressante qui permet l'an-
nulation de moments additionnels pour certaines des fonctions de base [}]. La
méthodologie permet de construire (No+1) fonctions de base YN° de W°, a support
dans Uintervalle [0,1], qui ont les propriétés suivantes :

1. La restriction de YN° a l'intervalle [0,1/2] est un polynéme de degré No.

2. La fonction TN est étendue a lintervalle [1/2,1] comme fonction paire ou
impaire par rapport a & = 1/2 selon la parité de (o + No).



102 Chapitre 4. Outils d’Analyse Multi-Résolution 1D

3. Les fonctions TN° sont orthonormales, i.e., elles satisfont (4.13).

4. La fonction YY° a (a + No) moments qui s’annulent, i.e.
<T§°,§ﬁ*1> =0, VBe{l,...,a+No}.

La construction est la suivante. On définit {fg}ae{l’.._7N0+1} sur = =[0,1] par

£, si§>1/2,

Vae{l,...,No+1}. 4.17
_§a7 SZ§<1/27 { } ( )

£2(8) =

On remarque que les 2(No + 1) fonctions {1,5,...,fNO,f?,fg,...,fI%C)H} sont
linéairement indépendantes et qu’elles engendrent donc [’espace S%\IO.

1. Par le processus de Gram—Schmidt, on orthogonalise les {fao}ae{l,...,N0+1}
par rapport auz fonctions 1,&,...,EN°, pour obtenir des nouvelles fonctions
{fé}ae{l,...,NoH}- Cette orthogonalisation est préservée lors des étapes suiv-
antes, qui sont basées sur des combinaisons linéaires des {fé}ae{lw.’NQH}.

2. La séquence d’étapes suivantes fournit No fonctions orthogonales ¢ &Not1,

parmi lesquelles (No — 1) fonctions sont orthogonales d ENF2, et ainsi de
suite, jusqu’d ce qu’une fonction soit orthogonale a £2N°. En général, il existe
au moins une fonction parmi les fl qui n'est pas orthogonale a ¢N°*1. On
choisit (par exemple) la premiére qui se présente. (Si elles sont toutes orthog-
onales, on garde I’énumération telle quelle et on pourrait aller plus loin dans
Uannulation des moments.) On utilise une permutation entre cette fonction et
fi de sorte qu’elle apparaisse en premier. On définit ensuite f2 = fl—aqfi ot
aq est choisi de sorte que < §,§N°+1> =0 pour tout a € {2,...,No+ 1} réal-

ENotL . Cela conduit & une famille de

isant l'orthogonalité désirée par rapport a
fonctions {fc%}ae{27,,,7No+1}. De facon similaire, on orthogonalise par rapport a
gNot+2 - ¢2No G tour de réle, pour obtenir les fonctions fi, f2, f3,... ,fNNgﬂ
telles que <f§‘,£5_1> =0, Vpe{l,...,a+ No}.

3. Finalement, on procede da [orthogonalisation de Gram—-Schmidt de

fll\fgill, fNNg, ..., fi dans cet ordre, et on normalise pour obtenir les fonctions
T§8+1,T§8, ..., TN°. On wvérifie également que ces fonctions sont paire ou

impaire par rapport a & = 1/2 selon la parité de (o + No).

Les fonctions {YN°}cp_ construites ci-dessus sont appelées multi-ondelettes mére
d’Alpert et engendrent WN°. Elles sont représentées sur la figure 4.4 pour No = 3.
Ces multi-ondelettes sont intéressantes si l’on souhaite compresser des données, par
exemple pour représenter des opérateurs de fagon creuse (cf Alpert [4]). Cependant,
on souhaite ici adapter le maillage stochastique en fonction de développements lo-
caux sur les éléments stochastiques; on choisira donc par la suite de travailler avec
les muti-ondelettes utilisées par Le Maitre et al. [48].

4.1.2.2 Principales propriétés

Les fonctions d’échelle (SE) et les multi-ondelettes de Le Maitre (MW) vérifient
les propriétés suivantes :
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— elles ont un support local, i.e.,

supp(®;1.a) = supp(¥j1.a) = Kjy, (4.18)
— elles satisfont les propriétés d’orthogonalité suivantes
(P10 Pjrg) = 0apir (@yo base orthonormale de S;-\IO), (4.19)
(U0 @) =0 (W° L SF°), (4.20)
(Ujaar Uy p) =0 pour j # j° (WX L W5 pour j # j'). (4.21)
— les (No + 1) premiers moments des fonctions multi-ondelettes s’annulent, i.e.

<111j,lﬁa,§ﬁ—1> =0, VBe{l,...,No+1}. (4.22)

Soit J € N un niveau de résolution fixé et U’ € S§°. La fonction U’ peut étre

développée sur la base des fonctions d’échelle J, correspondant ici a la base SE de
S
U7(€) = Y uga®ra(é), (4.23)
ZGIJ OzG’Pﬂ—

ou, de facon équivalente, sur la base des fonctions d’échelle grossiére, correspondant
ici aux P, polynomes de Legendre sur [0,1], et des MW (multi-ondelettes de Le
Maitre) jusqu’au niveau de résolution (J — 1),

J-1
U7(€) = 3 u0a®a®€)+ DY D dita¥isal6)- (4.24)
a€Px j=01€T; a€Px
Les coefficients d’échelle J sont déterminés par
U la = <UJ, (I)J,l,a> : (4.25)
tandis que les coefficients d’échelle grossiere et les détails sont déterminés par

e = (U7, 08°) et djp:= (U7, 0500). (4.26)

(R
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o
o
o
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o
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o
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o
o
o
o
o
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o
o]
o
©

FIGURE 4.4 — Multi-ondelettes mére d’Alpert {¥N°} pour No = 3.
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Comme précédemment, on réécrit (4.24) sous la forme

J-1
U’(¢) = Z Z Z di1aVj1a(§), (4.27)

j=—11€Z; acPy

ou on définit 7_1 =7y = {1}, d_1,17a 1= U, et \11_171706 = @go.
On consideére & présent U € L?(Z). Pour tout j € N, la projection orthogonale
PynoU de U sur S}\IO est donnée par
J

PexaU(€) = U7 () = 3 > wjta®jialf), (4.28)

ZEI]' 0467377

7j—1
= >3 diia¥iial), (4.29)

j'=—11€T} a€Px
ou les coefficients d’échelle et les détails sont déterminés par
Wite = (U, ®j1q) et Vi e{-1,....5 -1}, djio:=UTy14). (4.30)

De plus, par densité, on a

+o00
U(f) = Z Z Z dj,l,oeq/j,l,a(g)a (4'31)

j=—11€T; a€Px

ou les détails sont déterminés par
djja = (U, ¥j1a) - (4.32)

La propriété d’annulation des moments (4.22) et la normalisation (4.16) impliquent
que les détails sont d’autant plus petits que le niveau de résolution est grand, pourvu
que la fonction considérée soit localement réguliere, i.e.,

d; < inf U—-PVY;
’ .]7l7a’ — PeglNo[E] ’ < ? ]7lva> ‘

—j(No+1
< C2 U ot e, - (4.33)
Plus précisément, les détails décroissent avec un facteur d’au moins 9~J(No+1)
pourvu que U ait une régularité suffisante sur le support de la multi-ondelette,
i.e. U appartient & I’espace de Sobolev HN°t1(K 1), équipé de sa norme canonique
|| [ vo+1k, ) En fait, plus No est grand, plus les détails sont a priori petits dans
les régions régulicres.

4.1.2.3 Transformation multi-échelles

Dans le but d’exploiter la propriété de décroissance (4.33), on souhaite trans-
former le vecteur des coeflicients d’échelle & niveau de résolution J fixé

wy = (ust)er, € RN gy = (ugre) 4ep, € R, (4.34)
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en un vecteur de coefficients d’échelle grossiere et de détails

digy = (dj);er 1,1y € RN/Pr, (4.35)

dj = (dja)yez, € RV, djp = (djga)ep, € R, (4.36)

qui représente les mises a jour successives de la solution d’une résolution grossiere a
une résolution plus fine. Pour déterminer facilement (4.35)-(4.36) a partir de (4.34),
on remarque tout d’abord que ’emboitement des espaces (4.3) et les conditions
d’orthogonalité (4.19), (4.20) et (4.21) assurent 'existence d’une décomposition a
deux échelles : pour tout j € N,

jja= > . mei®iioyes VIEIL,a€ Py (4.37)
BEPr se{—1,0}
Via= D > myy®iaies VIEIacP, (4.38)

,BEPTF 36{71,0}

ou les réels mi’ﬁs et mgﬁs sont appelés coefficients de filtre et sont déterminés pour
s € {—1,0} par

[} )
mys = (Pjra Pit12s8) s Map = (Yitar Pjt1,214s,5) - (4.39)

Par construction, ces coefficients sont invariants par rapport au niveau de résolution
Jj et al’élément K. En effet, en posant Z_1 := [0,1/2] et = := [1/2, 1], on obtient
pour s € {—1,0},

maj = /_ o (€)5°(2€ — 5 — 1)dg, (4.40)

may = / TNO(OBRO(2 — s — 1)dE, (4.41)

ou l'on a utilisé les supports des fonctions d’échelles et des multi-ondelettes ainsi
que leur dilatation et translation. On introduit les matrices des coefficients de filtre

—_ (1)7 Tyt T
M = (mal;)agen, € RP~Pr, (4.42)
Vs ._ (s Py Pr
M™% (maﬁ )a,BEPﬁ eR . (4.43)

Ces matrices sont triangulaires inférieures. En effet, si on considere par exemple la
. . 3,1 .
ligne de coefficients {m,’s }gep, pour a € Pr fixé, on a

1/2 No No ! Nog No .
| el = [ e¥@e©d =0, sip>a (4

puisque <I>§°(§) € I1,[¢] et que les polynémes de Legendre sont tels que @go 1 11, [¢]
pour B > «a. On montre de fagon similaire le résultat pour les autres coeflicients.
De plus, en utilisant les propriétés de symétrie des fonctions d’échelle de Legendre
et des multi-ondelettes, on obtient

3,0 &1 .0 P, W1
L] :(71)a+ﬂma5 y Meg :(*1)OA+B+ Mag - (445)
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Par la suite, on utilisera uniquement les matrices de coefficients de filtre données
par (4.42) et (4.43). Néanmoins, pour compléter la présentation, on décrit brieve-
ment la transformation multi-échelles permettant de passer de u; a d ).

Pour réécrire les relations d’échelles (4.37) et (4.38) sous forme matricielle, on
définit les vecteurs des fonctions d’échelle et des multi-ondelettes suivants :

OF = (Bia)iep, € (LPENVTT, ja = (Rjra)aep, € (L(E))T7,  (4:46)
V3= (a)ep, € (LPENYT, W= (Yjia)gep, € LXEDT,  (447)

ainsi que les matrices rectangulaires suivantes M%7, MYJ ¢ RNiPxNj1Pr
M®=L M®O 0p. Op, ...
AR B S R B0 T
Ve Oy (M MOl e
M® = | SR i :

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
U,y _ : . T :
M = : : : :
' L L .. i )

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

Op,, .

(4.49)
ot Op, désigne la matrice nulle de RP~. On peut alors réécrire (4.37)-(4.38) sous la
forme

N0 = M*IOTP et WO =MV (4.50)
Proposition 4.1. La matrice M7 définie par
. b5
M — (M]> c RNj+1PxNjt1Pr (4.51)
MY

est orthogonale.
Démonstration. Pour tout j € N et U € (L*(Z))NiF~, UUT désigne la matrice de

RN;PmN;Pr de coefficients

(UU") = (Uas Urar)-

lal’a!
En omettant provisoirement I’indice No, il vient
Ingp, = 9507 = M0 @7, (MP)T
Ingp, = W07 = MYI0;, @7, (MY)T,
On;p, = @507 = MPI0; 07, (MY7)T,
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ou In;p, et On;p, désignent respectivement la matrice identité et la matrice nulle
de RNsP~ En utilisant <I)j+1(1>?+1 = IN,,,P,, OD obtient
.5 AP\ T
M ’](M 7]) = INJ‘PW7
M‘I/,j(M\P,J')T = IN,P,
MCp’j (M‘I!’j)T = Oijﬂ.

Par conséquent,
A (Mj)T _ M@,j'(M@J:)T M‘P,ji(M‘lf,j')T _ INJ-PW ONJ-PW
MYI(MENT MY (MYI)T On,p,  INyP, ’

ce qui conclut la preuve. O

La proposition 4.1 signifie que les relations (4.50) réalisent un changement de
base d’inverse
N0, = (MPHToNo + (V)T o, (4.52)

Le changement de base fournit des relations a deux échelles pour les coefficients
d’échelle et les détails qui refletent le format de cascade typique d’une transforma-
tion en ondelettes

(dj) = MjUjJrl’ Uj41 = (Mj)T (d]> . (4'53)

Une application successive des relations (4.53) décompose le vecteur u; en co-
efficients d’échelle grossicre et en détails de résolution plus élevée d(j) définies
par (4.35). Cette transformation est communément appelée transformation multi-
échelles et est déterminée par Popérateur multi-échelles linéaire bijectif M7 :
RNsPx y RNJPx défini par

d(J) = MJUJ, M= M. .M‘Iil, (4.54)

- M
M = 0 , jefo,...,J -1}, (4.55)
0 I(NJ*NJH)PW

que 'on peut représenter par le schéma suivant :

M Uy — Uj—1 — ... —» Ul — U
' Nodyor N e Ny d1 N\ dp
et d’inverse
uy=(MNdy, (MHTP=MTT MO, (4.56)

. I, N 0 .
Mj — ( (N EJH)PW (Mj)T ) , JE€ {O,...,J — 1}. (4.57)



108 Chapitre 4. Outils d’Analyse Multi-Résolution 1D

4.1.3 Seuillage

On se donne un niveau de résolution maximale J et une fonction U € L?(Z).
On pose
Dy ={0,0):j={-10,....J =1}, l € T;}. (4.58)

La projection L?(Z)-orthogonale Uj; := PSI)IOU définie par (4.29) avec j = J se
réécrit sous la forme compacte

U= Y. > dia¥jiaé). (4.59)

(j,l)eDJ a€EPxr

Gréce a la propriété de décroissance (4.33), les détails sont susceptibles de devenir
suffisamment petits pour étre négligés lorsque la fonction U est localement réguliere.
Cela donne lieu a un seuillage caractérisé par I’ensemble d’indices

1/2
Dyy =14 1) € Dy |djlle = ( > |dj,l,a\2) >er(n) ¢, (4.60)

aEPn

ot 1 > 0 est le parameétre de seuillage et €;(n) est la valeur de seuillage déterminée
par un scaling de 1. On dit que Dy, est I'ensemble des détails significatifs. Par
convention, on suppose que les indices (—1,1) et (0,1) appartiennent a D;,. On
définit alors la projection seuillée U”" par le développement MW suivant

U’sne) = Z Zdj,z,a‘l’j,l,a(f)- (4.61)

(j,l)EDJ’n aep‘rr

Erreur d’approximation. On souhaite évaluer I'erreur d’approximation intro-
duite par le seuillage lorsque 1’on approche U par sa projection seuillée U”" plutot
que par sa projection orthogonale U”. On s’intéresse donc & la quantité U/ — U/,

Proposition 4.2. Soit n > 0 et €;(n) = 2=712. Alors, pour tout U e L3(Z), on a
U7 = U7|2z) <. (4.62)

Démonstration. On rappelle que [[¥;; 4|72z = 1. Les coefficients multi-échelles
non significatifs sont bornés par ||d;,||;2 < es(n) pour tout (j,1) & Dy, et il existe
au plus N; = 2J éléments stochastiques au niveau de résolution j pour lesquelles
(4,1) ¢ Dy, Par conséquent, erreur d’approximation est estimée en norme L? par

107 = ULy = Y D Mdjnall1Wiallzeg
(j?l)e,DJ,n aepﬂ'

J—1
D () (1 +> Qj) es(n)?.
=0

(jvl)ngJ,n

Puisque e; = 277//2p et 1 +Z}]:_ol 29 = 27 on obtient ||U7 — U’ |%2(E) < n?, ce qui
conclut la preuve. O
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Remarque 4.3. Pour simplifier la présentation, on a considéré que les bases
{®j1.atiez;aer, €t {¥j1a}icT; acp, sont orthonormales pour tout j € N. Dans
la pratique, ainsi que dans le cas des AMR et AMR-MW présentées dans la lit-
térature, les bases sont en fait orthogonales et les normes L? des fonctions de base
sont dépendantes du niveau de résolution (||®j1allr2z) = [Yjiallr2e@) = 2-1/2
pour tout | € Iy, o0 € Pr). On choisit alors des valeurs de seuillage dépendantes du
niveau de résolution, d savoir e;(n) = 20~7)/2y,

4.1.4 Complétion a la Harten

Si l'on considére PAMR(-MW) d’Alpert pour No = 0 (ondelettes de Haar), la
propriété d’annulation des moments (4.22) devient (1,W;;,) = 0, i.e les détails
s’annulent uniquement contre les constantes, ce qui n’est pas satisfaisant. L’idée de
Harten consiste a considérer une complétion différente (non orthogonale) pour (4.5)
dans le cas No = 0, cf, entre autres, le livre de Cohen [12]. La grille grossiere G
est choisie telle que Ny > 4. Pour éviter toute confusion, on note W]Q les nouveaux
supplémentaires a S;-) dans S;-) 1, Vj €N, tels que

Sy =S eWw). (4.63)

Ces espaces sont toujours appelés espaces de détail. Par récurrence, on déduit
de (4.63) que pour tout j € Ny,

7j—1
S9 =50 wy. (4.64)
i'=0

L’espace S? est toujours engendré par les fonctions {®;;}iez; (on omet I'indice
polynomial pour No = 0), appelées ici fonctions d’échelle de synthése, qui corre-
spondent en fait aux fonctions indicatrices des intervalles K, et on note {@j,l}lezj
les fonctions qui engendrent W]O, appelées ici ondelettes de synthese. Pour No = 0,
les relations de décomposition a deux échelles (4.37)-(4.38) deviennent pour tout
jeNetlel,

;1= Z M%Sq)j—l—lﬂl—&—s, vl € I, (4.65)
se{-1,0}

U= > MY ®; 41 014s, V€T, (4.66)
se{—1,0}

ot M{7* et M,"* sont des scalaires.

Pour obtenir une propriété d’annulation des moments de la forme <@ il &8 _1> =
0,8 € Pymo :={1,...,Mo}, avec Mo > 1 fixé, on modifie linéairement la relation de
décomposition a deux échelles (4.66) en ajoutant des combinaisons des fonctions ®;;.
On consideére pour tout j € N et [ € Z; un stencil £;; C Z; tel que card(L;;) = Mo
et un vecteur L7! € RM°. On cherche 'ondelette de synthese \i/jJ sous la forme

U =0,+ Y Li'®y, (4.67)
rel;,;
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et on détermine L7 de sorte que

3 / 7105 (€)dE = 0, VB € Puo. (4.68)
el;,
On obtient donc le vecteur L' en résolvant le systéme linéaire A;L7' = b;, ou

A; € RMoMo ot 1, ¢ RMO gont définis par

Al::</K

3

bl:_(_/K'

gl

S Y (&)d&) : (4.69)

56731\/[0,1'6[,]-,1

55_1‘1’]',1(6)015) : (4.70)

ﬂEPMo

On améliore ainsi la propriété d’annulation des moments en élargissant les supports
des fonctions de détails, plutét qu’en augmentant le degré des fonctions d’échelle.
Typiquement, dans le cas de ’AMR de Harten utilisée pour construire des schémas
VF adaptatifs (cf Miiller [63] et Cohen et. al [13]), Mo = 2t + 1, avec t € Ny et

L= {l—t+p),. .. l+t+ul)} (4.71)

ou u(1) permet d’effectuer un décentrement au bord. Par exemple, pour ¢t = 1, qui est
le cas le plus utilisé en pratique, pu(l) =0sil € {2,...,N; —1} (stencil symétrique),
tandis que p(1) =1 et u(N;) = —1. On considére par la suite pour simplifier que
t =1 (Mo = 3) et que u(l) prend ses valeurs dans ’ensemble {—1,0,1}.

On réécrit (4.67) sous la forme

‘i’j,l: Z E{/l‘l)j_;_u/, (4.72)
l’Eijyl

/j 1 C Zj41 est le stencil de niveau (j + 1) de cardinal 2Mo = 6 tel que
L
)+

Ul, g+1l’ = Ul’eL lK],l/. En posant npyin = 2(—1 + p(l)) et nmax = 2(1 +
wu(l) , on a
~ Mmax !
W= Z LZL+(2l 1)q)j+1,n+(2l*1)' (4.73)
N=Nmin

On observe que Nimax — Nmin = 9, ce qui donne 6 valeurs pour n. On introduit trois

. 7 l 6 . ,
vecteurs de coeflicients (Ln 21— 1)>n€{nmm, - € R® qui dépendent donc de la

valeur prise par u(l) € { 1,0,1}. On les note L* pour p € {—1,0,1}. On considére
ensuite les fonctions ®" définies sur R et & support égal a [—1 + y, 2 + p], solutions
de I’équation fonctionnelle

2(14p)+1
)= > (-D'LE 926 —n), (4.74)

=2(=1+nu)
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et les fonctions ¥" définies sur R et & support égal & [#, ?”LT“], vérifiant la relation

(&) = MPYD" (26) — MY TR (26 — 1). (4.75)

Les fonctions @' et U sont appelées respectivement fonction d’échelle mére d’anal-
yse et ondelette meére d’analyse. Ces fonctions ne sont pas connues explicitement
mais peuvent étre approchées par des algorithmes itératifs [12]. De plus, elles four-

nissent par dilatation et translation des fonctions d’échelle d’analyse @Z ; et des

ondelettes d’analyse W, qui vérifient les relations de biorthogonalité suivantes :

gl
<‘I’j,l=6j,l’> = o, <‘I’j,z,@j,z'> =0, (4.76)
<‘i’j,l>5j,l’> =0, <i’j,la$j,l’> = o (4.77)

L’intérét d’introduire les fonctions d’analyse et de synthése ci-dessus est le suiv-
ant. Soit J un niveau de résolution fixé et une fonction U € L?(Z). De facon similaire
a (4.8) pour No = 0, on pose

U7(€) = > un®u(8), (4.78)
leZy
ot, pour tout j € N, les coefficients d’échelle sont donnés par u; := (U, ® ;). On

vérifie que, de fagon similaire a (4.10) pour No =0, on a

J—1
U7 = > > dj0;,(6), (4.79)

Jj=—1 ZGI]'

ou les coefficients d’ondelettes (détails) sont donnés par d;; := <U, \ilj7l>. Il est

important de noter que U’ n’est plus la projection orthogonale de U sur 59. En
revanche, l'expression (4.79) permet d’exploiter la propriété de décroissance des
détails dans le contexte de schémas VF adaptatifs. Par la suite, on préferera utiliser
I’AMR-MW d’Alpert afin d’exploiter le moindre recouvrement du support des multi-
ondelettes & un niveau de résolution donné.

4.2 Arbres binaires

Les outils d’AMR présentés a la section 4.1 sont basés sur une grille uniforme
de E = [0, 1]. L’objectif est d’utiliser des grilles non-uniformes, celles-ci étant con-
struites de maniere adaptative. Une fagon commode de représenter des grilles non-
uniformes de = est de considérer des arbres binaires. Ce choix est guidé par la
structure dyadique de la hiérarchie de grilles et de détails. Il sera maintenu dans le
cas multidimensionnel au chapitre 6.

4.2.1 Principales définitions

Définition 4.1. Un arbre binaire T est un ensemble fini de neuds N(T) munis
d’une relation de filiation telle que
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— tout neeud a zéro ou deux enfants,
— tout neud, sauf un seul localisé au sommet de l’arbre, appelé racine et noté
ng, est fils d’un autre neud.

Les neeuds qui n’ont pas d’enfants sont appelés les feuilles et sont rassemblés dans
Uensemble L(T) C N(T). On définit

— le parent d’un neud n € N(T) \ {no} : p(n),

— les enfants “gauche” et “droit” d’un neud n € N'(T)\ L(T) : ¢~ (n) et ct(n).
Par la suite, on considere toujours des arbres binaires qui ne sont pas réduits au
neeud racine.

Pour un nceud n € N(T), sa profondeur |n| est définie relativement au nceud

racine ; le noeud racine ng a une profondeur |ng| = 0 et ses deux enfants ont une
profondeur |c™(ng)| = |cT(np)| = 1. De maniére générale, on a la relation
ln| = |p(n)| + 1. (4.80)

La profondeur d’un arbre est la profondeur maximale sur I’ensemble de ses nceuds.

On la note |T| et on a
IT| = max |n| = max [1]. (4.81)
neN(T) 1€L(T)

Définition 4.2. Un arbre binaire est dit complet si tout neud n de profondeur
In| < |T| a deux enfants.

On montre facilement que dans un arbre complet, il y a 27 nceuds ayant une
profondeur j < |T|. Les 2/™! nceuds de profondeur |T| n’ont pas d’enfants et sont donc
les feuilles de T. On notera par la suite Ty I'arbre binaire complet de profondeur J.

4.2.2 Grille associée a un arbre binaire

Soit T un arbre binaire. A chaque nceud n € N (T), on peut associer un support
S(n) C E défini récursivement. Tout d’abord, le support du nceud racine est S(ng) =
E. Soit maintenant S(n) = [£,, ] le support d’un neeud n, avec n ¢ £(T). Alors,
les supports de ses enfants gauche et droit sont respectivement

S(c™() =&, (& +&1)/2] et S(cT(m)=[(& +&)/2.61]. (4.82)

On définit ainsi la grille associée a ’arbre binaire T sous la forme

am = | s} (4.83)
)

1eL(T

On vérifie facilement que U ez(ry S(1) = = et que [S(1) NS(1')[ =0si 1 # 1.

L’arbre binaire complet T; et sa grille uniforme G(T;) sont représentés sur la
figure 4.5 pour J = 4. Un exemple d’arbre binaire (incomplet) T de profondeur 4 et
sa grille non uniforme G(T) sont représentés sur la figure 4.6.
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=4

FI1GURE 4.5 — Arbre binaire complet T; et sa grille uniforme pour J = 4.

FIGURE 4.6 — Exemple d’un arbre binaire (incomplet) T de profondeur 4 et sa grille
non uniforme G(T).

4.2.3 Espace d’approximation stochastique associé a un arbre bi-
naire

L’espace d’approximation stochastique associé a ’arbre binaire T est défini par
SNe(T) = {f € LX(2), Y1 € L(T). fls) € Mxole]}. (4.84)

Sa dimension vaut
dim(SN°(T)) = P, x card(£L(T)) =: P(T), (4.85)

ou P = (No + 1) = card(P,). Pour un arbre binaire complet T;, on observe que
SNo(T) = S, ot les espaces S}\IO sont ceux définis par (4.2).
Pour un arbre binaire T, on réécrit les développements SE et MW de la projection

—_
—

orthogonale d'une fonction U € L2(Z) sur SN°(T) sous la forme

PSNO(T)U(g) = UT(f) = Z Z ul,aq)l,a(f) (4.86)

IGE(T) a€Pr

- Z unOvaq)ané(g) + Z Z dn,aq/n,a<€)7 (487)

a€Px neN(T) a€Px
ng¢ L(T)
ou pour toute feuille 1 € L(T), {®1,4}acp, sont les fonctions de base SE sur S(1),
{®ny,atacp, estla base de Legendre sur [0,1] et pour tout nceud n € N (T) \ £(T),
{Us,0}tacp, sont les fonctions de base MW sur S(n). Afin d’écrire (4.87) sous forme
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plus compacte, on note nj un dédoublement de la racine de l’arbre et on pose
dus 0 = Ung,a €6 Unx o = Py q, si bien que (4.87) devient

UT(S) = Z Z dn,a\l’n,a(g)y (488)
neN*(T) a€Px

ol on a posé

N*(T) :=={ng} UN(T) \ L(T). (4.89)
Les coefficients d’échelle et les détails sont déterminés par
o = (U, P1a), dna:=(U¥pna). (4.90)
En utilisant un multi-indice k, on reformule simplement ces développements par

Ut€)= > w®(§)= Y d¥x(9), (4.91)

keSE(T) keMW(T)

ou SE(T) et MW(T) sont les ensembles de multi-indices (1,a) € L(T) x Py et
(n, ) € N*(T) x P, des développements SE et MW respectivement, tous deux de
cardinal P(T), car card(N*(T)) = card(N(T) \ £(T)) + 1 = card(L(T)), ce qu'on
peut vérifier par récurrence en ajoutant a chaque fois deux enfants a une feuille
d’un arbre.

4.2.4 Inclusion d’arbres
On définit la relation d’inclusion entre deux arbres T et T suivante :
TCT < N(T)CN(T). (4.92)

Il s’agit d’une relation d’ordre partiel sur les arbres binaires. On vérifie facilement
que
TCT = S(T) C S(T). (4.93)

4.3 Adaptation a une fonction connue

Soit .J un niveau de résolution maximale et soit une fonction U € L?(Z). On note
T, l'arbre binaire complet de profondeur J et U la projection L?(Z)-orthogonale
de U sur 'espace d’approximation stochastique S(T;). On souhaite construire un
arbre T, de profondeur |T;,| < J, qui contienne uniquement les nceuds de N*(T s)
dont les détails dp  sont significatifs.

4.3.1 Principe

On redéfinit I’ensemble des double-indices D, auparavant défini par (4.60),
comme un ensemble de nceuds

1/2
Dy = neN*(TJ>:|dn||p=(Z |dn,ar2) > es(n) y s (4.94)

OCEPW



4.3. Adaptation a une fonction connue 115

ott e7(n) =277 /2y. Par convention, ng et ng sont dans Dj,. En général, I'ensemble
D, n’engendre pas nécessairement une structure d’arbre binaire. Voici un exemple.
On représente au centre de la figure 4.7 un arbre binaire complet de profondeur 3.
Les carrés représentent les noeuds dans N*(T;) (le dédoublement de la racine est
omis) et les ronds (verts) les feuilles dans £(T;). Un nceud dans N*(T;) est coloré
en bleu si il appartient a D, ; sinon, il est laissé blanc. L’exemple d’arbre donné
ici posséde un noeud au niveau de résolution j = 1 dont les détails ne sont pas
significatifs alors que les détails de ses enfants le sont. L’ensemble D, n’a donc pas
une structure d’arbre binaire puisque I’élimination du noeud représenté par le carré
blanc laisse des orphelins.

On introduit par conséquent deux nouveaux ensembles de noeuds Dabfm et Dﬁjm
définis par

1/2
DYy = an € N*(Ty), V0 € Am) : [ldwlle = | Y ldwal®|  >es(n)p, (4.95)
Oé€7)7'r
1/2
DY, =4n €N (T;),In' €D() : [|dyll = | D ldwal>| >es(n)p, (4.96)
a€737r

ot A(n) et D(n) désignent respectivement les ancétres et les descendants d’un neceud :

A(n) := {0’ € N*(T;) : || < |n|,S(n)
D(n) := {n' € N*(Ty) : |n/| > |n|,S(n))

(n)}, (4.97)

o8
C S(n)} (4.98)

On note que n € A(n) et n € D(n) par définition. On vérifie facilement que be]’n et

Dﬁ{]?77 engendrent des arbres binaires que l'on note respectivement T?Ln et T?],n‘ De
plus, on a pour TAMR-MW d’Alpert

D, € Dyy C D, (4.99)

Les arbres T'f]n et T?, y sont illustrés respectivement a gauche et a droite sur la

b #
figure 4.7. Les projections seuillées U™7n et U'7n associées respectivement aux en-
sembles Dbj y €t Dgn sont définies par les développements MW suivants :

U@ = 3 Y dualualé), (4.100)

nEDbJ’n a€Pr

U@ = 3 Y daaWnal): (4.101)

HGD?JW a€EPr

Outre les développements MW (4.100) et (4.101), les projections seuillées U Tin et

4
U7 admettent des développements sur les bases SE locales associées aux feuilles
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FIGURE 4.7 — Exemple d’arbre binaire complet et son ensemble D, (au centre).
Les carrés représentent les noeuds dans N*(T;) (le dédoublement de la racine est
omis) et les ronds (verts) les feuilles dans £(T;). Un nceud dans N*(T) est coloré
en bleu si si il appartient a D, ; sinon, il est laissé blanc. Ensembles D?},n (& gauche)

et D?] , (& droite) correspondants.

des arbres T?]n et T{j]n sous la forme

UT{)]",] (5) - Z Z Ul,a¢l,a(f)7 (4102)

1eL(1?,) *€Px

U@ = 3 3 ua®ia(6). (4.103)

16['('1‘?]’7]) 0467%

On souhaite évaluer 'erreur d’approximation introduite par le seuillage lorsque

b :
'on approche UT7 par I'une ou lautre de ses projections seuillées U7 ou U o
Typiquement, on aimerait obtenir des propriétés d’approximation semblables a la
proposition 4.2. La projection seuillée U7 définie par (4.61) se rééerit sous la forme

UE) = 3 Y doalaalé). (4.104)

neDy , aEPr
Proposition 4.3. Soit n > 0 et €;(n) = 2=7/?n. Alors, pour tout U € L*(Z), on a

#
| ‘UTJ _ UTJJ] | ’L2 =) < 7. (4105)

Démonstration. Comme D, C D?,n, on a

T J
U — U 5| 2zy < U = U2z
On conclut grace a la proposition 4.2. O

b
Le cas de U™ est plus délicat puisque ’ensemble Dbj , beut étre plus petit
que Dj,. On prouve ici un résultat d’approximation par une classe raisonnable de
fonctions dont les détails ont une propriété de “non-croissance”.

Proposition 4.4. Soit p un réel strictement positif. Soit CE, la classe de fonctions
de L*(Z) telles que

dalli < plldlli2, ¥ € A (T,), 0 € A(m) t.q.f’] = [n] — 1. (4.106)
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Soitn > 0 et e5,(n) = (2max(1, p)2)~7/2. Alors, pour toute fonction U € C[b,, on a
U™ — U2y < 7. (4.107)

Démonstration. Soit U € CZ. Pour tout n ¢ D?Ln’ soit

n’ = arg min |n”|.

n”€A(n)

" b
n' §§DJ77]

On a ||dy |2 < €5,(n) et puisque U € CZ, il vient

[[dalliz < oI~ Ve (). < max(1, p) e, (n)

Par conséquent, ’erreur d’approximation est estimée en norme L? par

b
U7 = UM [Fgy = 3 (max(1, p)"ley,(n)?

b
ng'DJm

J-1

< (14D (2max(1,0)%) | (es,p(m)*,
=0

et on conclut comme précédemment. O

4.3.2 Aspects algorithmiques

Les deux ensembles de nceuds D'}m et D‘ﬁm fournissent deux stratégies différentes

pour construire un arbre des détails significatifs T?,n ou T(‘}n pour une fonction
U € L?*(Z). Dans cette section, on décrit les deux algorithmes permettant simul-

tanément la construction de T%Ln ou Tgn et la détermination des coeflicients d’échelle

(ulva)aem pour 1 € E(T'f]’n) oule€ ,C(Tfi]m).

4.3.2.1 Algorithme correspondant a D(b]’n

On construit itérativement Tlff,n et les coefficients d’échelle de U R en partant
de l'arbre Ty := {ng,c (ng),c"(ng)} et en recalculant les projections orthogonales
locales de U sur des espaces d’approximation stochastiques associés a de nouvelles
feuilles tant que les détails associés aux noeuds parents sont significatifs.

L’algorithme de construction est le suivant :

Algorithme 4.1.
% Initialisation :
TZ,H =Ty := {ng,c (ng),c"(ng)}
Faire Enrich(ng)
% Routine récursive Enrich(n)

Calculer les coefficients d’échelle uc+ ) = (Uci(nLQ) op (par quadrature)
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Calculer les détails dp = M‘I"_lucf(n) + M‘I”Ouc+(n)

stn=mng ou ||dn||;z > €5(n) alors
Créér des feuilles aux enfants de n : T?Ln “— Tbjﬂ7 U{ct(ct(n))}
Faire Enrich(c* (n))

sinon
Supprimer les enfants de n : TbJ’77 — T?Ln \ {ct(n)}

fin si

Il s’agit d’un algorithme d’enrichissement d’arbre. Il sera adapté dans la sec-

tion 5.1.4.1 au cas d’un arbre binaire T pour lequel on connait déja le développement
SE de U™.

4.3.2.2 Algorithme correspondant a D?Ln
i

On construit T T €t les coefficients d’échelle de U T en partant de I'arbre com-
plet T; et des coefficients d’échelle de U sur £(T;). On procede de fagon itérative
a un élagage de 'arbre ainsi qu’a un seuillage du développement SE de U™/ en
fonction de la taille de ses détails.

L’algorithme de construction est le suivant. On définit £~ (T) comme ’ensemble
des feuilles de gauche d’un arbre binaire T, i.e.

L7(T) = {1 € L(T),1=c (p(1)}, (4.108)

et pour toute feuille 1 € £(T), on introduit un indicateur verif(1) qui vaut true si la
feuille doit étre testée et false sinon. On introduit également un indicateur global
elag qui vaut true tant qu’il peut exister des feuilles a supprimer et false sinon.

Algorithme 4.2.

% Initialisation :
V1€ L(T;) : Calculer u1 = (u1,0) 4ep, - Verif(l) = true
T, =T,

elag = true
tant que elag = true faire
elag = false
pour toute feuille 1 € E_(T?]m) faire
Elag(1)
fin pour
fin tant que
%Routine Elag(1)
si verif (1) = true et le neud seur 1’ = ct(p(1)) est une feuille alors
Calculer les détails dy(1) = MYy + MY Ouy,
sin#ng et ||dyn|liz < es(n) alors
elag = true
Supprimer les feuilles (1,1) : T?Ln +— T?Ln \{1,1'}
Calculer les coefficients d’échelle uyn) = M® Ly + M2y,
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verif(p(1)) = true
sinon
Conserver 1 et 1/
verif(1) = false
fin st
fin si

Il s’agit d’un algorithme d’élagage d’arbre. Il sera utilisé tel quel dans la sec-
tion 5.1.4.1 dans le cas d’une application & un arbre binaire T (pas forcément com-
plet) pour lequel on connait déja le développement SE de UT.

L’opérateur multi-échelle M ; n’est pas utilisé pour le calcul des coeflicients
d’échelle et des détails. En fait, on calcule ces quantités localement en utilisant les
matrices des coefficients de filtre. Ceci est possible car, dans le cas de TAMR-MW
d’Alpert, les relations d’échelles (4.37) et (4.38) sont localisées sur les éléments
stochastiques.

4.3.3 Résultats

On teste dans cette section les algorithmes d’enrichissement 4.1 et d’élagage 4.2
sur trois fonctions de régularité différente :

FH(€) = exp(—200(¢ — 0.5)), (4.109)
-1, £<1/3,
FAE) =3302¢—-1) 1/3<¢<2/3, (4.110)
1, £ >2/3,
£3(€) = tanh(100(¢ — 0.4)). (4.111)
On fixe le niveau de résolution maximal a J = 10. En implémentant les algo-

rithmes 4.1 et 4.2 pour différents ordres polynomiaux No et parameétres de seuillage
7, on trouve les mémes arbres de détails significatifs, i.e. D%ﬂn =Dy, = DﬂJW. Dans
ces conditions, on pose T, = Tbjm = T?Ln et Gy, =G(Ty,).

Dans un premier temps, on fixe le parameétre de seuillage & n = 1073 et on
fait varier le degré polynomial No. On présente sur les deux premieres lignes des
figures 4.8, 4.9 et 4.10 pour chaque fonction f?,i € {1,2, 3}, sa projection seuillée sur
I'arbre des détails significatifs T/ pour No = 2, soit (f?)T/7, et les grilles adaptatives
G(Tj,) pour No € {0,1,2}. Les grilles sont représentées par une fonction constante
par morceaux égale au niveau de résolution utilisé localement. On observe que pour
la fonction f!, qui est infiniment dérivable, I'ordre polynomial No = 2 est intéressant
car on a besoin de moins d’éléments stochastiques. En particulier, dans la zone ou
la dérivée de f1 est forte (sur lintervalle [0.4,0.6]), un niveau de résolution 6 est
suffisant, alors que pour No = 0 on atteint le niveau de résolution maximal 10 et
pour No = 1 le niveau de résolution 8. Pour la fonction f2, continue mais dont
la dérivée en £ = 1/3 et & = 2/3 est discontinue, 'analyse des détails conduit a
les conserver jusqu’au niveau de résolution 10 pour No € {0,1} et 9 pour No = 2
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aux voisinages de £ = 1/3 et £ = 2/3. Pour No = 0, un niveau de résolution 2 est
suffisant pour ¢ < 1/3 et & > 2/3, puisque f? est constante dans ces zones. En
revanche, les détails jusqu’au niveau de résolution 10 sont conservés dans la zone ot
f? est affine. Pour No € {1,2}, les niveaux de résolution 2 et 3 sont suffisants loin
des singularités. Pour la fonction f2, qui est quasiment discontinue en ¢ = 0.4, on
utilise également des niveaux de résolution grands aux voisinages de la discontinuité
pour les différents No. En dehors de la zone de singularité, des niveaux de résolution
faibles sont suffisants puisque la fonction est constante.

Ensuite, on fait varier I'ordre polynomial et le parametre de seuillage et on
vérifie qu'on obtient une erreur d’approximation |[(f*)™ — (f*)"/n]|2(z) en O(n),
oit (fH)T7 est la projection de f? sur I’arbre complet T’. La convergence de l'erreur
d’approximation avec le parametre 1 est représentée pour les différentes fonctions
en bas & gauche sur les figures 4.8, 4.9 et 4.10 pour No € {0,1,2} et = 107%,
k € {0,...,10}. On observe bien le taux de décroissance de I'erreur en O(n). Pour la
fonction f2, Perreur est identiquement nulle pour les petites valeurs de seuillage. En
effet, pour 7 petit, les détails calculés sont significatifs dans les zones de singularité
et sont donc tous conservés. Dans les zones ol f2 est constante, la projection seuillée
obtenue est exacte pour le niveau de résolution 2 pour les différents No. Pour No > 0,
elle est également exacte dans la zone oti f2 est affine. Pour No = 0, les détails dans
cette zone sont toujours significatifs et sont donc toujours conservés.

Enfin, on représente en bas a droite sur les figures 4.8, 4.9 et 4.10 lerreur
d’approximation [|(f*)*7 — (f*)"™7||2(z) en fonction du nombre de degrés de liberté
obtenus en faisant varier 1. Le nombre de degrés de liberté est égal a la dimension
de l'espace d’approximation stochastique, i.e. P(T;,) = P x card(L(T,)). Pour
la fonction f', on observe que pour n > 107%, on a besoin de moins de degrés
de liberté avec No = 1 qu’avec No = 0 pour obtenir une erreur d’approximation
d’ordre 71; cependant la représentation de la solution avec No = 1 et n < 107
est moins intéressante puisqu’on a alors besoin de plus de degrés de liberté. La
représentation de la solution utilisant No = 2 est la plus intéressante pourvu que
n > 107%; au-dessous de cette valeur, le nombre de degrés de liberté devient plus
important que pour No = 0. Pour la fonction f2, le plus intéressant est d’utiliser le
degré No = 1; on pouvait s’y attendre puisque la fonction est linéaire par morceaux
et l'utilisation d’un espace d’approximation stochastique de polynémes de degré
> 2 n’est pas nécessaire. Néanmoins, la représentation utilisant No = 2 reste plus
intéressante que celle utilisant No = 0. Pour la fonction f3, les représentations
utilisent grossierement le méme nombre de degrés de liberté et atteignent une erreur
similaire pour n > 1073. Au dessous de cette valeur, la représentation avec No = 0
est la plus intéressante en termes de nombre de degrés de liberté. Cela est di au
fait que cette fonction est essentiellement constante par morceaux.

Les tests étudiés ci-dessus sont représentatifs de différents cas de figures que
I'on est susceptible de rencontrer dans les systemes hyperboliques stochastiques. La
premiere observation que 'on peut faire est que si I'on souhaite utiliser des degrés
No > 0, il convient de considérer des valeurs de n pas trop petites. Dans ce cas, il
est intéressant de prendre un degré polynomial No > 0 pour les fonctions a fortes
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(fHTm pour No = 2

Gy pour No = 0
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FIGURE 4.8 — Projection seuillée de f! et grilles adaptatives correspondantes pour
No € {1,2,3}. Calculs avec J = 10 et n = 1073, Ligne du bas : Erreur d’approxi-
mation |[(f1)™7 — (f1)"77]| 2z en fonction de 7 (& gauche) et du nombre de degrés

de liberté (& droite) pour No € {0, 1,2}.
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(2T pour No = 2 Gy pour No =0
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FIGURE 4.9 — Projection seuillée de f? et grilles adaptatives correspondantes pour
No € {1,2,3}. Calculs avec J = 10 et n = 1073, Ligne du bas : Erreur d’approxi-
mation |[(f?)"7 — (f?)"77]|2(z) en fonction de 7 (& gauche) et du nombre de degrés
de liberté (& droite) pour No € {0, 1,2}.




4.3. Adaptation a une fonction connue 123
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FIGURE 4.10 — Projection seuillée de f3 et grilles adaptatives correspondantes pour
No € {1,2,3}. Calculs avec J = 10 et n = 1073, Ligne du bas : Erreur d’approxi-

mation ||(f3)T”

— (f3)T| |z2(z) en fonction de 1 (& gauche) et du nombre de degrés
de liberté (& droite) pour No € {0, 1,2}.
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pentes et les “détentes” en termes de degrés de liberté. Pour les fonctions constantes
par morceaux, les différents ordres polynomiaux sont équivalents. Néanmoins, on
rappelle que le schéma de Roe diffuse la solution de Galerkin sur quelques cellules
stochastiques, de sorte que la solution obtenue ne sera jamais vraiment discontinue.
Ces observations plaident par conséquent pour l'utilisation d’un degré polynomial
No > 0 et des valeurs de 1 pas trop petites.

4.4 Synthese

L’AMR-MW d’Alpert présentée dans ce chapitre va servir de cadre pour la con-
struction du solveur de Roe stochastique adaptatif au chapitre suivant. On résume
ici les principaux outils dont on se servira par la suite.

1. Pour un niveau de résolution maximum J et U € L?(Z), la projection L?(Z)-
orthogonale de U sur S};IO, notée U7, admet deux développements stochas-
tiques équivalents : le premier est le développement SE, ¢f (4.28) avec j = J,
correspondant au développement de U” en coefficients d’échelle J sur les bases
de polynoémes de Legendre par morceaux sur les éléments stochastiques; le
second est le développement MW, ¢f (4.29) avec j = J, correspondant au
développement de U’ en coefficients d’échelle 0 sur la base de polynémes de
Legendre sur [0,1] et en coefficients de détails jusqu’au niveau J — 1 sur les
multi-ondelettes de Le Maitre. Ces développements sont représentés sur une
structure d’arbre binaire complet T; de profondeur J, chaque nceud de I'arbre
supportant les coefficients d’échelle et les détails.

2. Les multi-ondelettes ont leurs (No + 1) premiers moments qui s’annulent,
cf (4.22), ce qui implique une décroissance des détails avec le niveau de réso-
lution si la fonction U est réguliere. Pour un critere de seuillage fixé n > 0, la
projection seuillée U’ correspond au développement MW de U” pour lequel
on a gardé 'ensemble des détails significatifs appartenant a ’ensemble D .
L’erreur d’approximation commise par le seuillage est en O(n).

3. On souhaite représenter les détails significatifs de U” sur un arbre binaire
de profondeur < J. Pour cela, on a recours a I'un ou l'autre des algorithmes
présentés a la section 4.3.2. Dans le chapitre suivant, on pourra utiliser ces
algorithmes pour initialiser la solution. On utilisera également ce type d’al-
gorithmes pour seuiller et enrichir les arbres représentant sur chaque cellule
spatiale la solution au cours du temps.

4. Enfin, dans le cas de TAMR-MW d’Alpert, le calcul de la transformation
multi-échelles M j n’est pas nécessaire. Les coeflicients d’échelle et les détails

s’obtiennent localement en utilisant les matrices des coefficients de filtre (4.42)
et (4.43).
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On s’intéresse a des problemes ot un choc apparait presque siirement en temps
fini. Ce choc reste localisé aussi bien dans le domaine déterministe Q x [0, 7] pour
chaque réalisation des parameétres £ € E = [0, 1], que dans le domaine stochastique =
pour un point donné (x,t) € Q x [0, 7). En d’autres termes, la solution est réguliere
presque partout sur Q x [0,7] x Z. Cette observation plaide pour 'utilisation de
stratégies adaptatives ou 'effort de calcul est concentré au voisinage des chocs, alors
qu’une discrétisation plus grossiere est utilisée la ou la solution est continue. Dans ce
mémoire, on considere uniquement une adaptation de la discrétisation stochastique
en utilisant un maillage spatial fixé (le pas de temps satisfaisant une condition
CFL).

L’objectif de ce chapitre est d’étendre le solveur de Roe stochastique présenté
au chapitre 2. Le but est de développer un solveur de Roe adaptatif utilisant une
discrétisation stochastique adaptative qui dépend de la variable spatiale x et du
temps t. Grace aux outils d’AMR introduits au chapitre précédent, cela revient a
faire dépendre de (x,t) les arbres T définissant 1’espace stochastique d’approxima-
tion SN°(T). Dans le contexte d'une approximation VF, on note T? I’arbre asso-
cié a la cellule 7 du maillage spatial au temps discret t", de sorte que la solution
stochastique approchée (solution de Galerkin) en la cellule 7 et au temps t" a pour
développements SE et MW

UrE) = > (ul)y Px(€) (5.1)

KESE(T?)

= D (@) Vk(§) € ST, (5.2)

KeMW/(T?)

Pour alléger les notations, on supprime par la suite 'indice No de l'espace
stochastique d’approximation puisque l'ordre polynomial est fixé. On note donc
S(T) I'espace stochastique d’approximation associé & un arbre binaire général T.
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5.1 Aspects algorithmiques

Le solveur de Roe adaptatif est une extension du solveur de Roe stochastique
présenté au chapitre 2 a des solutions définies sur des espaces d’approximation
adaptés, i.e., 'intégration de la solution de Galerkin au cours du temps a lieu sur le
vecteur des coefficients d’échelle correspondant aux détails significatifs. Pour cela,
on a recours a trois ingrédients essentiels :

— un opérateur d’union d’arbres binaires pour le calcul du flux numérique de
Roe aux interfaces entre les couples d’états gauche et droit qui peuvent étre
définis sur des arbres binaires différents (et donc des espaces d’approximation
stochastique différents), ainsi que pour 'intégration en temps sur une cellule
de discrétisation spatiale ;

— un opérateur d’enrichissement, qui reprend l'idée de Harten [37] d’enrichir
I’arbre et donc I'espace d’approximation stochastique sur lequel on définit la
solution avant le calcul des flux pour l'intégration en temps. Ce choix est
motivé par le fait que de nouvelles structures (forte variation, singularité,
discontinuité,. ..) peuvent apparaitre dans la solution puisque les fonctions
de flux sont souvent non linéaires, de sorte que des espaces stochastiques
d’approximation plus grands que ceux utilisés pour la solution peuvent étre
nécessaires pour I’évaluation précise des flux;

— un opérateur d’élagage, basé sur 'opérateur de seuillage défini dans le chapitre
précédent, utilisé a la fin de chaque pas de temps pour éviter I'apparition
d’arbres trop riches la ou la solution est réguliere en £ et peut donc étre
approchée par un espace d’approximation stochastique de faible dimension.

Les procédures d’enrichissement et d’élagage vont nécessiter deux outils pour nav-
iguer entre des arbres binaires : un opérateur de restriction et un opérateur de
prédiction. L’opérateur de restriction consiste a restreindre une fonction UT € S(T)
sur un espace d’approximation stochastique plus petit S(T~) ou T~ C T. On note
Rrjr- cet opérateur. Par ailleurs, 'opérateur de prédiction consiste a étendre une
fonction UT € S(T) sur un espace d’approximation stochastique plus grand S(T™)
ott T C T*. On note Pryp+ cet opérateur.

5.1.1 Présentation générale du solveur de Roe adaptatif

Partant d’une donnée initiale consistant, pour chaque cellule spatiale, en un
arbre T de détails significatifs (construit par exemple en utilisant I'algorithme 4.1)
et 'approximation correspondante de la condition initiale UZ-0 es (T?), I’algorithme
est le suivant :

I) Boucles sur les interfaces : (calcul du flux)
1. Définir 1’arbre union de 1’interface : T?71/2 =T UT}
2. Définir 1’arbre enrichi de 1’interface : T/, =& (10, )

3. Prédire les états gauche et droit sur S(Tf_l/Q)
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PT?,lTTZ, U, et ,PT?TT:.: Ul

1/2 ¢ 1/2 ¢

4. Pour chaque feuille 1 € L( ;‘71/2)

(a) Calculer les flux locaux fi(u;—1) et fi(w;), ol w;i—; et wu;
sont les vecteurs des coefficients d’échelle des états

gauches et droits prédits sur S(T;“_l/Q), et calculer la

Roe ]1

matrice [a;°F;

(b) Déterminer le polynéme local Qdgy (N}

(c) Assembler la contribution de la feuille au flux

numérique de 1l’interface go?ff/z

II) Boucle sur les cellules spatiales : (intégration en temps)

1. Construire 1’arbre d’intégration de la cellule

T = T;'11/2 U T;+1/2

2. Prédire les flux gauche et droit et 1’état initial sur

n
(2

S(Ti) + Prr_ pmpicij2s Pro 1i0iaye et Prr:U,
3. Intégrer pour obtenir U € S(T7)
4. Elaguer 1l’arbre : T'"' =(C(T}) CT¢
5. Restreindre la solution : UinJrl :RT;M?“U?'

Comme dans la section 4.3, on fixe une profondeur d’arbre maximale, notée J, qui
est la méme pour tous les arbres du maillage spatial. Pour le calcul du flux de Roe,

on procede comme au Chapitre 2 en appliquant le solveur de Roe indépendamment

Roe

%
; i—1,3

i—1/2
d’ordre mP associée a la feuille 1 € L(T_, /2), on approche sa valeur absolue de la

sur chaque feuille 1 € £( ). Plus précisément, en notant [a;*°f ;]1 la sous-matrice

facon suivante :

1088 1| % a0y (025 1), (5:3)

Roe
i—1,i

< dgy, minimisant la fonctionnelle quadratique

> (!/\! - qdﬁt,{)\’l}()‘))Q' (5.4)

Ae{AL}

ot {A\1} est le spectre approché de [a;'F ;1 et qqq, ¢ Ay est le polynéme de degré

Comme dans la section 2.3.3, on utilise pour {\]} Pensemble des valeurs propres
de la matrice Jacobienne stochastique évaluée aux noeuds d’intégration de Gauss
sur la feuille 1. Au voisinage de points soniques, ce schéma de Roe nécessite une
correction entropique, cf section 2.4.

Enfin, pour assurer la stabilité de l'intégration en temps, le pas de temps At"”
doit étre sélectionné pour satisfaire une condition CFL de la forme (2.41). Dans le
contexte adaptatif, la vitesse caractéristique maximale est prise sur 'ensemble du
spectre approché (pour chaque feuille de chaque arbre union a chaque interface).
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5.1.2 TUnion d’arbres binaires

Pour deux arbres binaires T1 et T, on définit leur arbre-union Ty := T1 U Ty
comme 'unique arbre minimal (en terme du nombre de feuilles) tel que pour toute
feuille 1 € [,(Tlug),

11, € ,C(Tl), 1y € [,(TQ), S(l) = S(ll) N S(lg). (5.5)

I1 est clair que S(T1) C S(T1u2) et S(T2) C S(Tiu2). L'union de deux arbres binaires
est illustrée dans la Figure 5.1.

Ty To Tru2
| | 1 —+—
0 1
G(T1)
o e
0 1
G(T2)
I 1 I L e ——
0
G(Tiu2)

FIGURE 5.1 — Exemple de 'union de deux arbres binaires. Ligne du haut : T; (a
gauche), T (au centre), et Ty 2 (& droite). Lignes du bas : Partitions correspondantes
du domaine stochastique.

5.1.3 Opérateurs de restriction et de prédiction
5.1.3.1 Opérateur de restriction

Soient deux arbres binaires T~ C T (si bien que S(T™) C S(T)) et soit UT € S(T).
On définit la restriction Ryjp-UT de UT dans S(T~) comme la projection L?(Z)-
orthogonale de UT sur S(T7), i.e.,

((UT = Ryyz-UT), @) =0, V& e S(T). (5.6)

En termes de détails, I'opération de restriction est directe : les détails conservés
de Rpr-UT sont les mémes que ceux de UT correspondants. Ainsi, si UT =
TIT )
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I=p(I~)=p(I*)

FIGURE 5.2 — Opération de restriction : suppression de deux feuilles sceurs.

2oneN*(T) 2oaePy dna¥na, ON a simplement

Rer-U'= Y Y doa¥na (5.7)
neEN*(T~) a€Pr

Le calcul des coeflicients d’échelle de la restriction s’obtient récursivement. On
construit une séquence d’arbres binaires T(%) telle que

T:T(O)DT(I)D"-DT(i)D--':)T(l):T_, (58)

ou deux arbres consécutifs different seulement d’une génération, i.e., une feuille de
TO+D) est soit une feuille soit un nceud avec des enfants feuilles dans T(). Ainsi,
la transition de T() & TG+ consiste & supprimer un ensemble de paires de feuilles
sceurs pour réduire itérativement ’arbre. Le processus est illustré a la Figure 5.2
dans le cas de la suppression d’une seule paire de feuilles. Dans le cas de la sup-
pression d’une paire de feuilles sceurs (gauche et droite) {17,1%} € £(T®), les
coefficients d’échelle de U™ associés & la feuille 1 = p(17) = p(1+) € £(TOHD)
sont

uy = MO tuy— + MOy, (5.9)

avec les matrices des coefficients de filtre M®* s € {—1,0}, définies & la sec-
tion 4.1.2.3.

5.1.3.2 Opérateur de prédiction

Soient deux arbres binaires T C T™ (si bien que S(T) C S(T")) et soit UT € S(T).
On définit la prédiction Pryp+UT de UT dans S(TT) comme l'injection de UT dans
S(T*). Comme pour I'opérateur de restriction, les détails restent inchangés pour
les noeuds n € N*(T) et on met & zéro les détails des autres nceuds. Ainsi, si
Ut = ZnEN*(T) > acP, dn,a¥nqa, on a simplement

PropsUT = > > df Wng, (5.10)

neN*(Tt) a€Pxr
avec pour tout n € N*(T") et tout a € Py,

dna, sineN*(T),

+
dn,a - .
0, sinon.

(5.11)
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c( c'(n
FIGURE 5.3 — Opérateur de prédiction : création des enfants d’un noceud feuille.

Pour les coeflicients d’échelle de la prédiction, on peut a nouveau procéder itéra-
tivement en utilisant une série d’arbres intermédiaires de plus en plus grands, dif-
férant entre eux d’une seule génération. Cette fois, 'opération élémentaire consiste
a ajouter des enfants a certaines feuilles de I'arbre, comme illustré sur la Figure 5.3.
Les coefficients d’échelle associés aux feuilles sont

Ue— () = (MP N un, gt () = (MP0) iy, (5.12)

Finalement, pour deux arbres T C T, on observe que Rry+ 11 © Prpr+ = Ismys
ou [g(r) est l'opérateur identité dans S(T), alors qu’en général Pryr+ 0 Ryt |p #
Ig(r+). Une remarque intéressante est qu'on peut d’ailleurs utiliser 'opération
(I s(t1) — Protry © R, 11o) sur la grille G pour générer les multi-ondelettes meres de
Le Maitre {\Ilgo}aepﬁ. Il suffit pour cela d’appliquer cette opération a I’ensemble
des P, fonctions définies sur Z = [0, 1] pour « € P, par

dNo(2¢), si0<E<1/2,

0, sinon,

f& = (5.13)

puis d’orthonormaliser les fonctions obtenues.

5.1.4 FElagage et enrichissement d’arbres
5.1.4.1 Procédure d’élagage

La procédure d’élagage est appliquée apres I'intégration en temps (donc en ¢"+1),
lorsque la solution sur la cellule 7 est connue sur un arbre T;. L’objectif est de définir
le sous-arbre T?Jrl C T} associé aux détails significatifs de la solution au temps ¢"*+1.
On procede comme suit. On construit une séquence d’arbres imbriqués, obtenus par
la suppression de paires de feuilles sceurs d’un arbre & 'autre. On supprime un couple
de feuilles sceurs (17,1%) si leur parent p(17) € Dy, i.e. si le critére

1/2

ldpalle = | X (dpaya)® | < es(n) (5.14)
a€EP,

est satisfait. La procédure s’arréte lorsqu’on a supprimé tous les couples de sceurs
possibles. Cette procédure est similaire a l'algorithme 4.2 proposé dans le chapitre
précédent pour la construction de ’arbre Tgn.
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Si la taille m du systéme hyperbolique stochastique est supérieure a 1, dy o est
un vecteur de taille m, ie. dpq = (dlria)ke{l,...,m}, pour tout n € N*(T}) et pour
tout a € P. Le test d’élagage (5.14) est alors réalisé sous la forme suivante :

. 1/2
ldpallezym = (D0 D (dra—y )] <es(n). (5.15)

k=1 a€cP,

Par ailleurs, si le systeme n’est pas adimensionné, il convient de normaliser chaque
vecteur de détails k, k € {1,...,m}, par exemple par la norme L? de la k-éme
composante de la solution.

5.1.4.2 Procédure d’enrichissement

La procédure d’enrichissement est appliquée avant l'intégration en temps. Son
objectif est de construire un arbre capable de représenter la solution a la fin du pas
de temps. L’idée est de calculer le flux & l'interface dans un espace d’approximation
stochastique plus grand que S(T , /2). Cela revient & enrichir I’arbre union, en
divisant certaines de ses feuilles. L’idée intuitive introduite par Harten est que
I’ensemble des détails significatifs de la solution numérique évolue “lentement” d’un
pas de temps a l'autre, pourvu que le schéma numérique utilisé vérifie une CFL.
Plus précisément, soit T; I’arbre binaire complet de profondeur .J, et soient Tf}’77 et
T’}’H les arbres des détails significatifs de la solution aux temps t" et "+ (on omet
ici I'indice de la cellule spatiale). On peut résumer I'idée de Harten de la maniere
suivante :

Heuristique 5.1. (Harten) On peut agrandir l'arbre .y €n un arbre T, con-
tenant d la fois T}, et TZ};I de sorte que, si (U”“)T‘] = Eja: (UMY, avec Ejpy
Uopérateur d’intégration en temps sur l'arbre Ty, on a

Ts

* T
1O = (U |2y < On et [| (UT) 7 = (U™) 7 |l ia) < O, (5.16)

i.e. arbre j’n est adapté pour décrire la solution d la fois aux temps t™ et "1,

La stratégie d’enrichissement proposée par Harten consiste a faire grandir 1’ar-
bre en fonction de la taille de ses détails, en prenant en compte leur propriété
de décroissance [37]. La stratégie que I'on adopte s’en inspire. L’algorithme pour
trouver l'arbre enrichi T; /2 est le suivant :

Algorithme 5.1.
% Initialisation :
* =T
i—1/2 i—1/2
pour 1 € L(T;_, ,) faire
%ne pas tester les feuilles dont on a élagué les enfants
st feuille non issue d’un élagage au temps t™ alors
st ||dpyy|liz > 20T De ;s (n) alors
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Y%créér des feuilles
T 10 ¢ TiypU{c™(1),c (1)}
fin si
fin si
fin pour

L’idée intuitive est la suivante : on part de I'arbre des détails significatifs T} | /2
et on parcourt les feuilles 1 € L(T}_ /2). On rappelle que cet algorithme s’applique
immédiatement avec I’élagage de I’arbre a la fin du pas de temps précédent. Aussi,
si une feuille 1 est issue d’un élagage a ’étape d’élagage précédente, cela signifie que
les détails qui lui étaient associés n’étaient pas significatifs. Dans ce cas, ces feuilles
ne feront pas 'objet d’un enrichissement. Sinon, on cherche a estimer le détail
de ce nceud. S’inspirant de la décroissance des détails (4.33), on fait ’hypothese

No-+1)

qu’on peut estimer les détails dy  par dp(1),q X 2—( . Par conséquent, on choisit

d’enrichir une feuille 1 € L(T}_, /2) si le critere

1/2

Hdp(l)Hl2 = Z (dp(l),a)2 > 2(N0+1)€J(n) (517)
a€Pr

est satisfait.
De la méme facon que pour le critere d’élagage, si la taille du systeme stochas-
tique m est supérieur a 1, le test d’enrichissement (5.17) est choisi sous la forme

suivante :
1/2

dpyllgzym = (D2 D (d];(l),a)z > 2Nt e (), (5.18)
k=1a€cP,

et I'on normalise les k vecteurs de détails si le systeme n’est pas adimensionné.

5.2 Application aux équations d’Euler

Dans cette section, on teste le solveur de Roe adaptatif sur le cas test de la
section 3.2.1. On consideére donc le probleme du tube a choc de Sod unidimension-
nel, ou I’écoulement d’un gaz parfait est régi par les équations d’Euler sans point
sonique. L’incertitude porte sur le coefficient adiabatique, qui est paramétré par
une variable aléatoire uniforme sous la forme (3.18) et les conditions initiales sont
données par (3.22). On utilise Nc = 200 cellules pour la discrétisation du domaine
spatial, un ordre polynomial No = 2 et un degré dgi = 8 pour 'approximation
polynomiale des matrices de décentrement. Enfin, on contraint les arbres de sorte
que 1 < |T| < 10 et on utilise les tests d’élagage (5.15) et d’enrichissement (5.18).

Dans un premier temps, on fixe le parametre de seuillage n = 1072 et on calcule
la solution de Galerkin jusqu’a ¢t = 5. Pour vérifier la validité du développement
stochastique et lefficacité du solveur de Roe adaptatif, on montre dans la figure 5.4
une reconstruction de la densité de Galerkin & divers instants. Sur le plan (z,§),
on représente la profondeur des feuilles |1]. Ces graphes sont & comparer avec ceux
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de la figure 3.27, ou la solution de Galerkin était calculée avec une discrétisation
stochastique uniforme de niveau de résolution Nr = 3 et d’ordre polynomial No = 2.
On observe que les solutions sont similaires et que la méthode adaptative proposée
capture donc correctement la dynamique des équations d’Euler. De plus, la réso-
lution stochastique est adaptée en espace et en temps a la régularité locale de la
solution dans le domaine stochastique, de sorte qu’'une discrétisation plus fine est
observée au voisinage du choc. Cette adaptation permet ainsi de controler les os-
cillations non physiques déclenchées par le phénomeéne de Gibbs qui avaient été
observées dans le cas de la discrétisation uniforme avec Nr = 3. En revanche, pour
les points (x,£) pas trop pres de la discontinuité, une discrétisation grossiére de
I’espace stochastique est suffisante. La figure 5.5 présente la distribution du nombre
de feuilles en espace et en temps. On remarque que le nombre maximum de feuilles
est atteint le long du chemin de ’onde de choc, les valeurs maximales correspondant
aux instants ou 'onde de choc est réfléchie sur les parois du tube. En comparant la
figure 5.5 a la figure 3.26, on remarque que les deux tracés ont un comportement
identique, indiquant que le domaine stochastique est davantage raffiné aux endroits
ou la solution possede un écart type important, 7.e, lorsque la solution comporte de
fortes variations en €.

Pour observer le comportement de lerreur stochastique en fonction
de 7n, on définit la mesure d’erreur sur le vecteur d’état U(z,t,§) =

(p(x7t7§)7q(x7t7£)7E($7t7§)) par
1 M . .
(i t") = 37 IO (ED) = U (@it €D) I, (5.19)
j=1

ot (UM (W) et U (x4,t",£0)) sont évaluées pour ) appartenant & un échan-
tillon de réalisations respectivement & partir du développement stochastique de la
solution de Galerkin sur ’arbre correspondant a la cellule de centre x; et au temps
discret t"™ et en résolvant le probleme d’Euler déterministe discret. On utilise un
échantillon de taille M = 103.

Les graphes de la figure 5.6 présentent la distribution spatiale de 'erreur stochas-
tique €7 (z;,t") aux instants t" = 0.2 (& gauche) et " = 0.5 (& droite) pour la
solution de Galerkin adaptative pour différentes valeurs du parametre de seuillage
1 et pour la solution de Galerkin obtenue avec une discrétisation stochastique uni-
forme de niveau de résolution Nr = J et d’ordre polynomial No = 2. Pour cette
simulation, on calcule la solution pour les deux méthodes avec un pas de temps fixé
At ; pour simplifier, ce pas de temps est pris égal au minimum de tous les pas de
temps obtenus avec le solveur de Roe adaptatif. Le graphe de gauche correspondant
a linstant t" = 0.2 est a comparer avec le graphe de gauche de la figure 3.30, ou
la méme erreur était représentée pour une discrétisation stochastique uniforme de
niveau de résolution Nr = 3 et d’ordre polynomial No = 2. A cet instant, les on-
des ne se sont pas encore réfléchies sur les parois du tube et 'incertitude ne s’est
pas encore propagée sur tout le domaine spatial. On distingue trois zones d’erreur
correspondant aux voisinages des trois ondes, I'erreur atteignant son maximum au
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FIGURE 5.4 — Cas test Euler : Reconstruction de la densité de Galerkin a différents

instants.

de seuillage 7, 'erreur locale

it puis finit par stagner a une valeur proche de ’erreur obtenue pour la réso-

voisinage du choc. Lorsque l'on diminue le critere

décro

lution uniforme avec Nr = J, du fait du niveau de résolution maximal autorisé. Sur

le graphe de droite, 'erreur stochastique est présentée a l'instant t” = 0.5, pour

lequel 'onde de choc vient de se réfléchir sur la paroi droite du tube. On distingue

a nouveau différentes zones d’erreurs correspondant aux voisinages des trois ondes,
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FIGURE 5.5 — Cas test Euler : Distribution espace-temps du nombre de feuilles.
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FIGURE 5.6 — Cas test Euler : Erreur stochastique ey, (z;,t") pour n = 107%, &k €
{1,2,3,4,5} aux instants t" = 0.2 (& gauche) et t" = 0.5 (& droite).

I’erreur maximale étant a nouveau atteinte au voisinage du choc. Le comportement
de lerreur est similaire au temps précédent : celle-ci diminue avec le parametre de
seuillage 7 et finit par stagner a une valeur proche de I'erreur obtenue pour la réso-
lution uniforme avec Nr = J. Différentes contributions interviennent dans ’erreur
stochastique, d’une part le choix d’un niveau de résolution maximum J = 10, qui
conduit a négliger tous les détails de niveau de résolution supérieur ou égal a 10, et
d’autre part, les erreurs d’approximation pseudo-spectrales commises sur les flux.
L’étude détaillée de ces différentes contributions est en cours d’analyse.

Finalement, on considere I'erreur stochastique intégrée sur le domaine spatial

A Nc M . ) )
G = 57 SN ED) U, DB (5.20)

i=1j=1
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FIGURE 5.7 — Cas test Euler : A droite : Erreur stochastique €7 (") pour différents
n aux instants t” = 0.2 et t* = 0.5. A gauche : Erreur stochastique e2(t" =0.2) en
fonction du nombre de degrés de liberté pour différents n et Nr.

Cette mesure d’erreur est représentée dans la figure 5.7 sur le graphe de gauche aux
instants t™ = 0.2 et t™ = 0.5 pour la solution de Galerkin adaptative en fonction du
parametre de seuillage 7. Sur le graphe de droite, on compare la méthode adaptative
a la méthode non adaptative en représentant ez (t" = 0.2) en fonction du nombre
de degrés de liberté pour n = 107% &k € {1,2,3,4,5} & J = 10 fixé et pour Nr €
{4,5,6,8}. Puisque le nombre de degrés de liberté pour la méthode adaptative
dépend du temps, on utilise par convention le nombre moyen de degrés de liberté
sur 'intervalle de temps [0,0.2]. Sur le graphe de gauche, on observe que l'erreur
pour la méthode adaptative exhibe un taux de décroissance en fonction de n similaire
aux deux instants considérés : 'erreur stochastique converge en gros en O(,/n) pour
des valeurs de n pas trop petites. L’erreur a 'instant ¢ = 0.5 est plus importante
qu’a l'instant ¢ = 0.2, suite a 'accumulation des erreurs d’approximations pseudo-
spectrales, néanmoins elle reste du méme ordre de grandeur. Pour finir, les erreurs
pour les méthodes adaptative et non adaptative sur le graphe de gauche exhibent
un taux de décroissance similaire, mais la méthode adaptative réalise un niveau
d’erreur donné avec beaucoup moins de degrés de liberté, sauf quand »n devient tres
petit, ou le gain n’est alors plus significatif.
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On se place a présent dans le cas multidimensionnel N > 1, de sorte que
= = [0,1]N. Le but de ce chapitre est d’étendre les outils d’analyse multi-résolution
(AMR) 1D du chapitre 4 et le solveur de Roe adaptatif 1D du chapitre 5 au cas mul-
tidimensionnel (multiD). Le solveur de Roe adaptatif multiD est testé sur I’équation
de Burgers en deux dimensions stochastiques.

6.1 Arbres binaires multiD

Plusieurs possibilités peuvent étre envisagées pour construire une AMR dans
le cas multiD. Une possibilité, utilisée dans le cas déterministe, repose sur des
structures d’arbre ot chaque noeud possede 2N ou aucun enfant (Quad-arbre, Octo-
arbre,...). Le probleme de cette approche est sa limitation intrinseque & des petites
dimensions N. On choisit ici une approche différente conservant la structure d’arbre
binaire ou on ajoute un indicateur directionnel de partition.

6.1.1 Indicateur directionnel de partition

Tout d’abord, on garde la structure binaire de l’arbre (un nceud a aucun ou
deux enfants) et on introduit pour chaque nceud n € N(T) \ £(T) un indicateur,
noté d(n) € {1,...,N}, donnant la direction par rapport a laquelle la partition
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dyadique est appliquée pour construire ses deux enfants ¢~ (n) et ¢ (n). Pour une
feuille 1, on fixe la convention d(1) = 0. Un exemple d’arbre binaire multiD et de
la partition de = correspondante est donné sur la figure 6.1 pour N = 2.

FIGURE 6.1 — A gauche : Exemple d’arbre binaire multiD pour N = 2. Les segments
composés de tirets (respectivement d’un seul trait) représentent une partition par
rapport a la premiére (respectivement deuxiéme) direction. A droite : Partition
correspondante du domaine stochastique.

Ensuite, la base polynomiale d’échelle grossiére multidimensionnelle {®N°} ,ep_
est construite par tensorisation de la base d’échelle grossiere unidimensionnelle, a
savoir la base de Legendre sur [0, 1]. La tensorisation peut étre compléte ou partielle ;
dans tous les cas, on note Hﬁo [€] Pespace polynomial multidimensionnel correspon-
dant et on continue & noter P, sa dimension (si bien que P, = (No+1)N dans le cas
d’une tensorisation compleéte). L’espace d’approximation stochastique SNO(T) et sa
dimension P(T) sont toujours définis respectivement par (4.84) et (4.85). En outre,
les fonctions de base SE sont définies en utilisant des transformations de coordon-
nées par dimension, de la forme (4.11), menant a un développement SE formellement
similaire a (4.86). L’extension de la base MW est moins directe puisqu’il n’est pas
possible de procéder par tensorisation de la base unidimensionnelle de W' pour
obtenir un ensemble “universel” de fontions multi-ondelettes meres {UN°} ,ep, . Cela
est dii a la construction de ’arbre ot chaque nocud correspond a une partition par
rapport a une direction d(n) unique : la base de détail {¥, ,}aep, associée a un
neeud n € NV (T)\L(T) dépend de d(n). Cependant, il existe N ensembles de fonctions
de détail anisotropes {\Ilg}aepﬂ qui engendrent les espaces de détail supportant une
partition dans la direction d € {1,...,N}.

Ainsi, en utilisant la convention d’ensemble N*(T) définie par (4.89) pour inclure

les coefficients d’échelle grossiere, le développement MW multidimensionnel pour
une fonction U € L%(Z) s’écrit sous la forme

U(¢) ~ = Y Y daaTiW(e (6.1)

ne/\/*( ) a€Px

d(n)

ol Un o
n et le détail directionnel dy  est déterminé par dp o = <U \lld(n)>,

est une mise a 1’échelle de la fonction de détail anisotrope associée au nceud
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FIGURE 6.2 — Exemple pour N = 2 de deux arbres équivalents (en haut) donnant lieu
a la méme partition de Z (en bas). Les segments composés de tirets (respectivement
d’un seul trait) représentent une partition par rapport a la premiére (respectivement
deuxieéme) direction.

6.1.2 Arbres équivalents

Il existe une différence essentielle entre les arbres binaires 1D et multiD : pour
N > 1, il existe en général plus d’un arbre donnant lieu & la méme partition de Z.
Ce fait est illustré sur la Figure 6.2 pour N = 2. Cela conduit a introduire la notion
d’arbres équivalents.

Définition 6.1. Deux arbres binaires T et T sont dits équivalents si ils partagent
le méme ensemble de feuilles,

T=T < L(T) = £(T). (6.2)

Deux arbres binaires équivalents fournissent donc le méme espace d’approxima-
tion stochastique. On étend la relation d’inclusion (4.92) dans le cas multidimen-
sionnel de la fagon suivante :

TCT « 317" =T, N(T) c N(T). (6.3)

6.1.3 Union d’arbres binaires multiD

Pour deux arbres binaires T1 et T, on définit leur arbre-union Ty := T1 U Ty
dans le cas multiD comme 'un des arbres minimaux (en terme du nombre de feuilles)
tel que toute feuille 1 € £(Tju2) vérifie la propriété (5.5). En effet, ’arbre-union n’est
pas unique deés que N > 1, car différents arbres minimaux peuvent étre construits
pour satisfaire (5.5). Ces arbres-union sont tous équivalents et fournissent le méme
espace stochastique d’approximation S(Tjy2). L'union de deux arbres est illustrée
dans la Figure 6.3 pour N = 2.
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FIGURE 6.3 — Exemple pour N = 2 de 'union de deux arbres binaires. Ligne du
haut : T (& gauche), T2 (au centre), et Tiu2 (& droite). Les segments composés de
tirets (respectivement d’un seul trait) représentent une partition par rapport a la
premieére (respectivement deuxiéme) direction. Ligne du bas : Partitions correspon-
dantes du domaine stochastique.

6.1.4 Opérateurs de restriction et de prédiction

Soient trois arbres binaires T~ C T C TT et soit UT € S(T). La restric-
tion Ry r- UT de UT sur S(T™) est toujours définie comme la projection L?(Z)-
orthogonale de U™ sur S(T~) par I’équation (5.6). De méme, la prédiction Prir+U”
de UT sur S(TT) est toujours définie comme l'injection de UT dans S(TT).

Pour déterminer les coefficients d’échelle de la restriction de UT sur les feuilles
de 'arbre T~ et ceux de la prédiction de UT sur les feuilles de I’arbre TT, on procede
itérativement comme décrit dans la section 5.1.3, en utilisant cette fois deux familles
composées de N matrices {Mf’_l}de{l’_._’N} et {Mf’o}de{l,.,,,N}, chacune associée
a une direction d du domaine stochastique.

6.2 Elagage et enrichissement

En multiD, on définit les niveaux de résolution directionnels d’un nceud, noté
{Nr(n,d’ )}areqi,...,Ny, comme le nombre de fois que l'on a coupé dyadiquement
le domaine stochastique dans la direction d’ pour obtenir ce nceud. On impose
Nr(n,d") < J, pour tout nceud et pour tout d’ € {1,...,N}, de sorte que
In| = Xaeqr,...ny Nr(n,d’) < NJ. On définit donc un arbre binaire complet, tou-
jours noté Tj, de profondeur |T;| < NJ. On note que cet arbre complet ne sera
jamais construit par la suite.

Soient T'; un arbre binaire complet, une fonction U € L?(Z) et U7 sa projection
L?(Z)-orthogonale sur l'espace d’approximation stochastique S(T;). On souhaite
construire un arbre Tj,, de profondeur maximale |T;,| < NJ, qui représente les
nceuds dont les détails dy o sont significatifs. Le développement SE de la projection
seuillée UT7m := Ps(r,,)U sera alors déterminé sur les feuilles de I'arbre T,. Dans
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le cas multidimensionnel, I’ensemble des détails significatifs D, s’écrit

1/2

Dy =40 €N (T): |l = | Y ldual®| >es(n)p, (6.4)
a€P,

ot es(n) = 27N/2p,

Remarque 6.1. En pratique, les fonctions de base ne sont pas normalisées (cf re-
marque 4.3). La valeur de seuillage dépend alors du niveau de résolution directionnel

du neeud considéré, i.e. la valeur de seuillage vaut ey(n) = 2 =NJ)/2,,

6.2.1 Elagage anisotrope

Grace au choix de représentation par arbre binaire multiD, 'opérateur de seuil-
lage peut étre rendu anisotrope a condition d’y ajouter une procédure de généra-
tion d’arbres équivalents. En effet, cet opérateur dépend des directions de partitions
successives de = qui sont choisies pour générer la discrétisation stochastique et son
arbre binaire T correspondant. En d’autres termes, on pourra mettre a zéro unique-
ment les détails dp o générés par les directions d(n) imposées par la structure de
I’arbre que I'on consideére. Ceci est clairement insatisfaisant puisque, pour N > 1,
il existe plusieurs arbres équivalents et on souhaiterait que la procédure de seuil-
lage soit indépendante de tout choix particulier. Pour éviter tout arbitrage, I'arbre
correspondant a une séquence de détails est périodiquement remplacé par ses ar-
bres équivalents. Ces arbres équivalents sont construits en cherchant dans l'arbre
courant les nceuds n dont les enfants ¢ (n) et c*(n) sont partitionnés consécutive-
ment dans une méme direction qui est différente de la direction ayant conduit a ces
enfants : d(c™(n)) = d(c*(n)) # d(n). Quand un tel noeud est trouvé, les directions
de la partition sont échangées, d(n) «+» d(c™(n)) = d(c™(n)), et une permutation
des descendants des enfants est effectuée. Cette opération, illustrée dans la Fig-
ure 6.4, est appliquée périodiquement et aléatoirement tout au long de la procédure

de seuillage.
Jln n

7 ~
7 ~
c-myp” c+(n) c-(n) c+(n)
/ \ \
Ta Tb Te Td Ta Tc Tb Td

FIGURE 6.4 — Illustration de l'opération élémentaire pour générer des arbres bi-
naires équivalents. a gauche : un noeud avec ses deux enfants divisés selon la méme
direction. A droite : directions de partition échangées entre les deux générations et
permutation des sous-arbres (triangles) des petits enfants réalisée.
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6.2.2 Enrichissement isotrope

Le dernier outil nécessaire a l’extension du solveur de Roe adaptatif en mul-
tiD est la mise en place d'un opérateur d’enrichissement avant le calcul du flux
pour chaque interface. Dans les calculs présentés ci-dessous, on décide simplement
d’enrichir I'arbre union de linterface T} , /2 €n divisant toutes ses feuilles dans
chacune des N directions du domaine stochastique. En procédant ainsi, ’arbre en-
richi T;_; 5 = 5(T?_1/2) a 2Ncard(£(T;L_1/2)) feuilles au total, montrant qu’'un tel
enrichissement n’est possible en pratique que dans les situations ou N est petit.
Il est donc nécessaire de considérer des stratégies plus fines lorsque N est grand.
Des travaux visant a construire un critére d’enrichissement anisotrope basé sur des

détails directionnels unidimensionnels de la solution sont actuellement en cours.

6.3 Application a I’équation de Burgers

Le solveur de Roe stochastique adaptatif est testé sur les cas tests 1 et 2 du
chapitre 3. Il s’agit de I’équation de Burgers en deux dimensions stochastiques
avec conditions initiales incertaines sans point sonique. Les bases SE considérées
ici correspondent aux polyndémes de Legendre completement tensorisés de degré
partiel < No. Dans les exemples ci-dessous, on contraint les noeuds a un niveau de
résolution directionnel Nr(n,d’) < J pour tout d’ € {1,...,N} et une profondeur
|n| < J, de sorte que la profondeur maximale des arbres autorisée est J.

6.3.1 Cas test 1 : vitesse des ondes positives

On considére un domaine spatial unidimensionnel @ = [0,1] avec des condi-
tions aux bords périodiques. L’équation qui régit le systéme est donnée sous forme
conservative par

0£+8F(U) _E
Ot Oz 27

et on considére une condition initiale incertaine U%(z, &) composés de trois états

=0, F(U) (6.5)

déterministes constants par morceaux en x, définie par (3.2) et illustrée dans la
figure 3.1 pour Nc¢ = 200 cellules. Pour ce cas test, on contraint les arbres a une
profondeur 1 < |T| < 10 (J = 10) et on utilise un paramétre de seuillage n = 1074
L’ordre polynomial est No = 3.

Les réalisations de la solution de Galerkin reconstruites a partir de ses développe-
ments stochastiques a différents instants, ainsi que son espérance et son écart-type,
exhibent des profils similaires & ceux des figures 3.2 et 3.3. La méthode adaptative
proposée capture donc correctement la dynamique de ’équation de Burgers.

La résolution stochastique est adaptée en espace et en temps a la régularité
locale de la solution dans le domaine stochastique, de sorte que 'on s’attend & une
discrétisation plus fine le long des ondes de choc. Cette caractéristique est observée
dans la figure 6.5, ou la solution de Galerkin est tracée en fonction de (&1, &2) pour
différents instants ¢ € [0.2,0.6] & un point d’observation mobile z,(t) = 0.25 + 0.5¢
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initialement localisé entre les deux chocs stochastiques. Les profils de la solution
sont similaires a ceux de la figure 3.4 obtenus avec une discrétisation stochastique
uniforme. De plus, on obtient comme on le souhaitait une adaptation locale de la
discrétisation stochastique en fonction de la position spatiale et du temps. Ainsi, le
domaine stochastique est discrétisé de fagon fine au voisinage des discontinuités (en
fait dans les parties raides a cause de la diffusivité du schéma de Roe), alors qu’il
est grossierement maillé partout ailleurs.
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FIGURE 6.5 — Cas test 1 : Solution de Galerkin en fonction de (£1,&2) pour un point
mobile z,(t) = 0.25 + 0.5¢ et pour différents instants.

6.3.2 Cas test 2 : vitesses des ondes positives et négatives

N

On considére & nouveau 1’équation de Burgers mais avec une condition initiale
incertaine U®(z, £) définie en utilisant deux états incertains, UT(£1) et U~ (&), le
premier presque stirement positif et le second presque stirement négatif. On prend
pour z € [0, 1], une condition initiale similaire a (3.5) mais avec

S
+

™
|

=1-0.1(2& - 1), & ~U[0,1] = U ~U[0.9,1.1],
U (&) =—-1-0052& 1), & ~U[0,1] = U™ ~U[-1.05,-0.95].
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1.5 T T L
SE realizations
1 <U(x,t=0)> 7
05 | o(U(x,t=0)) —— |
g
3 0 7
>
-05 -
.l -
_15 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1
X

FIGURE 6.6 — Cas test 2 : Echantillon de 20 réalisations de la condition initiale,
espérance et écart type.

On résout I’équation de Burgers stochastique avec des conditions aux bords de
Dirichlet, U = Ut enx =0 et U = U~ en x = 1. La condition initiale est illustrée
sur la figure 6.6. On utilise Nc¢ = 201 cellules pour la discrétisation spatiale.

Bien qu’initialement continue, la solution de Galerkin va développer en temps
fini une discontinuité avec un saut stochastique |U" —U~| et une vitesse de propaga-
tion stochastique (Ut + U ™) /2. Pour illustrer la procédure adaptative, on présente
dans la figure 6.7 la partition du domaine stochastique = correspondant a trois

AN

2 4 6 8 10 12

FIGURE 6.7 — Cas test 2 : Partion du domaine stochastique = aux instants 0.2, 0.4
et 1.5 (de haut en bas) et aux positions spatiales x = 0.48, 0.5 et 0.52 (de gauche
a droite). L’échelle de couleurs donne la profondeur des feuilles.
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FIGURE 6.8 — Cas test 2 : Solution de Galerkin aux instants t = 0.2, 0.4 et 1.5 (de
haut en bas). Echantillon de 20 réalisations de la solution de Galerkin, espérance et
écart type. Seule la portion du domaine de calcul la plus intéressante est montrée.

positions spatiales différentes et aux instants ¢ = 0.2, 0.4 et 1.5. Pour cette expéri-
ence, on contraint les arbres de sorte que 2 < |T| < 12 et on utilise un parametre
de seuillage n = 107%. La solution de Galerkin est présentée dans la figure 6.8
aux mémes instants et sur une partie du domaine spatial z € [0.35,0.65], ou 'e-
spérance et ’écart-type de la solution sont tracés, ainsi qu'un ensemble de réalisa-
tions. Les lignes rouges verticales dans la figure 6.8 indiquent les positions spatiales
(x = 0.5 4 0.02) pour lesquelles la partition du domaine stochastique est montrée
dans la figure 6.7.

Les figures 6.7 et 6.8 méritent d’étre commentées. A ¢t = 0.2, les arbres en
x = 0.5 £ 0.02 sont tels que |T| = 2, la valeur minimale, puisque la solution est
toujours continue dans le domaine stochastique pour cet instant et ces positions
spatiales. Pour x = 0.5, des détails stochastiques sont nécessaires pour capturer le
choc qui s’est formé presque stirement et le niveau de résolution maximum J est
atteint pour les arbres a cet instant le long de deux lignes qui traversent =. Entre
ces deux lignes, on observe que la profondeur maximale J n’est pas atteinte. Cette
région correspond a la portion du domaine stochastique ou la solution est continue
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FIGURE 6.9 — Cas test 2 : Solution de Galerkin en fonction de (£1,&2) en z, = 0.5
et t = 0.2 (gauche) et t = 0.4 (droite).

a cause de la diffusivité du schéma de Roe. Ce fait est reflété par la solution de
Galerkin U(&1,&2) enz = 0.5 et &t = 0.2 dans le graphe de gauche de la figure 6.9, ou
on observe des états intermédiaires U~ < U(£) < U™T. Lorsque le temps augmente,
la distance entre ces deux lignes correspondant au raffinement maximum diminue,
reflétant une solution de Galerkin de plus en plus raide par rapport a & (cfles graphes
pourt = 0.4 et t = 1.5 de la figure 6.7 et le graphe de droite de la figure 6.9). A cause
de la vitesse du choc (U' 4+ U7)/2, le choc a atteint les positions x = 0.5 4= 0.02
avec une probabilité contenue dans ]0,1[, de sorte que des détails sont & présent
nécessaires sur une portion de = pour prendre en compte la discontinuité de la
solution ; en fait, les détails sont utiles uniquement sur exactement la moitié du
domaine stochastique a ces deux positions pour ¢t = 0.4. On observe un décalage
de la position du choc dans le domaine stochastique a x = 0.5 + 0.02 entre t = 0.4
et t = 1.5. Cela est dii au fait que la condition initiale est presque stirement non
symétrique, de sorte que certaines réalisations des chocs se propagent vers la gauche
du domaine et d’autres vers la droite. De plus, on s’attend a ce que pour un temps
suffisamment long, on ait en n’importe quelle position spatiale une partition du
domaine stochastique = similaire a la partition en x = 0.5 pour ¢ = 1.5, et une
solution de Galerkin avec un choc séparant deux états U™ ou U~ selon le signe de
2(&1 —1/2) + (&3 —1/2) puisque la vitesse du choc est (UT +U~)/2. Cela est reflété
dans la ligne du bas de la figure 6.7.

Une caractéristique importante de la stratégie adaptative est que le raffinement
permet de controler 'amplitude et la mesure de probabilité des overshoots créés
par les discontinuités dans la solution de Galerkin. Pour illustrer ce point, on répéete
I’expérience précédente en faisant varier la profondeur maximale autorisée des arbres
J et on compare les solutions a l'instant ¢ = 1.5. Dans la figure 6.10, on observe
ainsi une décroissance de la fréquence et de 'amplitude des overshoots lorsque
I’on augmente J. La figure 6.11 présente 1’évolution en temps du nombre total de
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FIGURE 6.10 — Cas test 2 : Echantillon de 30 réalisations de la solution de Galerkin
a t = 1.5, pour une profondeur d’arbres maximale égale a 8 (en haut a gauche),
10 (en haut a droite), 12 (en bas a gauche) et 14 (en bas a droite), et maillages
stochastiques correspondants en x = 0.5. L’échelle de couleurs donne la profondeur
des feuilles.
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FIGURE 6.11 — Cas test 2. En haut : Evolution avec le temps du nombre total de
feuilles pour les solutions de Galerkin utilisant une profondeur maximale égale a
8, 10, 12 et 14. En bas : Distribution espace-temps du nombre de feuilles pour la
solution de Galerkin utilisant une profondeur maximale égale a 14.

feuilles pour la solution discréte pour différents J, ainsi que la distribution des
feuilles en espace et en temps (on notera ’échelle logarithmique verticale) pour le
cas J = 14. Pour des temps courts ¢t < 0.15, le nombre de feuilles est essentiellement
indépendant de J, puisque le choc ne s’est pas encore formé de sorte que I’adaptation
est controlée par 7. Pour des temps plus longs, le nombre de feuilles augmente en
gros linéairement avec t, reflétant la dépendance linéaire en t de la portion du
domaine spatial 2 affecté par le choc stochastique comme observé sur le graphe du
bas de la figure 6.11. De maniere intéressante, si on augmente J de 2, le nombre de
feuilles est multiplié par moins de 4.

Pour analyser l'efficacité du solveur de Roe adaptatif multiD, on le compare
avec le solveur de Roe stochastique utilisant une discrétisation uniforme du domaine
stochastique, en utilisant un niveau de résolution Nr fixé (i.e. on utilise un arbre
binaire complet T avec J = Nr dans chaque cellule spatiale). La figure 6.12 présente
un échantillon de 30 réalisations de la solution de Galerkin & ¢ = 1.5 obtenu avec des
niveaux de résolution uniformes Nr = 3 et 4. Les niveaux de résolution Nr = 3 et 4
ont été choisis de sorte que le nombre total de degré de liberté pour le cas uniforme,
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FIGURE 6.12 — Cas test 2 : Echantillon de 30 réalisations de la solution de Galerkin
a t = 1.5, dans le cas d’une discrétisation uniforme du domaine stochastique pour
un niveau de résolution Nr égal a 3 et 4.

i.e, dof unit = 22N"(No+1)2 x Nc, est du méme ordre de grandeur que le nombre total
de degrés de liberté dans le cas adaptatif a t" = 1.5, i.e, dofyqap = Z%\I:Cl P(T!). Par
conséquent, ces résultats sont & comparer avec les graphes de la deuxiéme ligne de la
figure 6.10 pour une profondeur maximale des arbres J = 12 et 14. On observe que
la fréquence et 'amplitude des overshoots sont considérablement réduites lorsque
I'on utilise la méthode adaptative.

Pour évaluer plus quantitativement le controle des overshoots, on mesure ’am-
plitude des overshoots intégrés sur le domaine spatial de la fagon suivante :

Az Nc M ) )
Coverlt" = 1.5) = T2 373 ((UF(ED) = UF (€))L

i=1j=1

+ (U (ED) — U (D))2), (6.7)

ot UP (€U ) est la solution de Galerkin évaluée en £€U) pour un échantillon de réali-
sations, UT (¢ (j)) sont les bornes inférieure et supérieure de la solution stochastique
en §(j), et les indices 4+ sont les parties positive et négative d’un nombre réel. On
utilise un échantillon de dimension M = 10°. La figure 6.13 présente la quantité egyer
en fonction du nombre de degrés de liberté (on notera les échelles logarithmiques)
pour Nr = 1,2,3,4,5,6 et J = 4,6,8,10,12, 14. Puisque le nombre de degrés de
liberté pour la méthode adaptative dépend du temps, on utilise par convention le
nombre moyen de degrés de liberté sur l'intervalle de temps [0,¢"]. On observe que
€over décroit plus rapidement pour la méthode adaptative que pour la méthode non
adaptative. Par exemple, pour atteindre une valeur de 1072 pour €gyer, le nombre
de degrés de liberté nécessaires pour la méthode adaptative est de deux ordres de
grandeur moindre que pour la méthode non adaptative. Ces économies en terme de
degrés de liberté réalisent des économies en temps de calcul considérables.

Finalement, on compare la méthode adaptative a la méthode non adaptative
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FIGURE 6.13 — Cas test 2 : Mesure eqye (¢ = 1.5) pour différents Nr et .J en fonction
du nombre de degrés de liberté.
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FIGURE 6.14 — Cas test 2 : Erreurs €qx et €, a t" = 1.5 pour différents Nr et J en
fonction du nombre de degrés de liberté.

grace aux mesures d’erreur suivantes :

) Az Nec M ) ) 2
cox(t" = 1.5) = = ¢ SN (Uf(g(])) _ UeX(xijtnjg(J))) 7 (6.8)

i=1j=1

Agp Ne M . AN 2
Gt =15) =233 (Ur(€D) = UMz, 17, €9)) ", (6.9)
i=1j=1
ol UZ-”(f(j)), U (x5, 1", 69), et UMy, 1", D)) sont évaluées pour £U) appartenant
a un échantillon de réalisations respectivement a partir du développement stochas-
tique de la solution de Galerkin, de la solution exacte du probleme de Burgers déter-
ministe dans la cellule de centre x; et au temps discret t", et en résolvant le probléme
de Burgers déterministe discret. On utilise un échantillon de taille M = 10°. Ces
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deux mesures d’erreur sont représentées dans la figure 6.13 en fonction du nombre
de degrés de liberté pour Nr € {1,2,3,4,5,6} et J € {4,6,8,10,12,14}. Les erreurs
pour les méthodes adaptative et non adaptative exhibent un taux de décroissance
similaire, mais la méthode adaptative réalise un niveau d’erreur donné avec beau-
coup moins de degrés de liberté. On remarque également que la mesure d’erreur
€ex Stagne au-dela d’'un certain nombre de degrés de liberté car 'erreur est alors
dominée par ’erreur de discrétisation spatiale.






CHAPITRE 7

Conclusion et perspectives

Dans ce manuscrit, on a proposé et étudié théoriquement et numériquement
une méthode de Galerkin stochastique adaptative pour les systemes hyperboliques
stochastiques de lois de conservation, présentant des discontinuités dans les do-
maines spatial et stochastique. La discrétisation stochastique est effectuée par la
méthode de Galerkin en utilisant un espace de polyndémes par morceaux. Dans un
premier temps, on a analysé 'hyperbolicité du systeme de Galerkin stochastique.
Puis, on a construit un solveur de Roe avec des matrices de décentrement calculées
de maniere efficace. On a également proposé une extension du correcteur entropique
de Dubois et Mehlman au probleme de Galerkin stochastique. Des tests numériques
ont été présentés sur les équations de Burgers et d’Euler en deux et une dimensions
stochastiques respectivement, sans et avec point sonique, montrant la précision et
la robustesse de la méthode.

Enfin, on a proposé une stratégie adaptative innovante basée sur des outils
d’analyse multi-résolution afin de construire des espaces d’approximation stochas-
tiques localement raffinés dépendant de I'espace et du temps. Le solveur de Roe
adaptatif a été testé sur les équations de Burgers et d’Euler en deux et une dimen-
sions stochastiques respectivement. Les résultats illustrent la capacité de la méthode
a traiter les systemes hyperboliques non linéaires présentant des chocs, tout en réal-
isant des gains en calculs significatifs grace a la discrétisation stochastique adaptée.
A notre connaissance, il s’agit de la premiere méthode de Galerkin stochastique
adaptative proposant une adaptation de la discrétisation stochastique localisée en
espace et en temps, basée de surcroit sur un cadre mathématique (analyse multi-
résolution) rigoureux.

La méthode présentée dans ce manuscrit recéle diverses pistes en vue de son
amélioration. Tout d’abord, le solveur de Roe stochastique suppose d’avoir a dispo-
sition I’expression explicite des valeurs propres et des vecteurs propres du systéme
hyperbolique stochastique. Ce n’est pas une limitation pour les équations de Burg-
ers et d’Euler. Cependant, pour des systemes de lois de conservation généraux, la
connaissance a priori des caractéristiques de la solution peut ne pas étre possi-
ble. Des stratégies alternatives pour traiter de tels problemes restent une question
ouverte.

De plus, le solveur utilisé en espace, bien que contrdlant de maniere relative-
ment satisfaisante la diffusion numérique, est seulement d’ordre un, ce qui conduit
rapidement & une domination de ’erreur de discrétisation du schéma par ’erreur de
discrétisation spatiale lorsque 1’espace d’approximation stochastique est suffisam-
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ment riche. Il serait donc intéressant de construire un solveur d’ordre supérieur en
espace, en utilisant par exemple des techniques de type WENO ou DG (assorties
de limiteurs adéquats). Une alternative serait de controler la discrétisation spatiale
en utilisant également une méthode adaptative.

Ensuite, des techniques d’enrichissement plus avancées ont besoin d’étre dévelop-
pées pour traiter le cas de plus grandes dimensions stochastiques. Elles font ’objet
de travaux en cours. Une analyse des temps de calcul est également a prévoir dans
le cas de grandes dimensions stochastiques.

Enfin, il serait souhaitable de comparer notre méthode avec les autres méthodes
existantes pour propager les incertitudes dans les systemes hyperboliques stochas-
tiques, par exemple avec celles de Abgrall [1], Poette et al. [69, 70] et Mishra et
Schwab [61]. Dans cet objectif, un benchmark pourrait étre proposé.
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