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Introduction générale

Contexte

La recherche en robotique humanoïde ne cesse d'évoluer ces dernières années.
De nombreux prototypes sont réalisés de par le monde et les tâches e�ectuées par
ceux-ci sont de plus en plus complexes. Concernant la marche en robotique, les
dernières études se concentrent sur la commande et la stabilisation des robots, la
gestion de l'économie d'énergie et l'innovation conceptuelle des corps de ces pro-
totypes. Un seul but ressort de toutes ces études, tenter de reproduire la marche
humaine le plus �dèlement. L'enjeu est de réaliser un robot pouvant marcher dans
des environnements les plus basiques aux plus chaotiques possibles. Les chercheurs
tentent donc de reproduire le plus précisément possible l'homme sous forme de robot.

Les premières études biomécaniques représentaient l'homme sous forme d'une
masse et de deux jambes raides [3]. Puis les modèles se sont améliorés intégrant une
masse avec des jambes pouvant se plier grâce à des genoux. Ces premiers modèles
donnent une idée de la consommation énergétique de l'humain et permettent de la
comparer à celle d'animaux. De nos jours, le modèle de simulateur de l'homme a été
décompose le corps en plusieurs sections [6] et analyse la cinématique de l'ensemble
et le même nombre de degrés de liberté. L'ajout supplémentaire de degrés de liberté
augmente la complexité pour résoudre analytiquement les modèles de simulation du
corps humain. La complexité se retrouve lorsqu'on désire simuler un modèle de ro-
bots. De plus, le nombre important d'actionneurs nécessaires pour faire marcher un
robot augmente considérablement le poids du robot. Un compromis doit donc être
mis en place pour tenter de reproduire l'être humain en restant dans un domaine de
complexité acceptable. D'autre part, les études biomécaniques [57] démontrent que
certaines articulations chez l'homme e�ectuent des mouvements composés. C'est le
cas du genou qui e�ectue un mouvement de roulement et de glissement. Les princi-
paux robots marcheurs n'intègrent pas pour l'instant, d'articulations autres qu'une
liaison rotoïde. Le mouvement généré de �exion/extension ne tient donc pas compte
d'un mouvement couplé de translation.

La marche est dé�nie comme un mouvement acquis, permettant le déplacement
du corps dans une direction déterminée. Chez l'homme, la marche est acquise vers
l'âge de deux ans. Pour les robots bipèdes, la marche n'étant pas innée, les cher-
cheurs ont développé des méthodes pour les faire évoluer sur leurs deux pieds. Des
méthodes basées sur la paramétrisation des trajectoires articulaires permettent de
faire évoluer le robot. Les trajectoires sont dé�nies dans le temps et par modélisa-
tion dynamique inverse, permettent de connaître les couples articulaires pour faire
marcher le robot. D'autres méthodes font intervenir l'analyse de l'humain. L'une
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d'entre elles consiste à établir un catalogue de données constitué à partir de mesures
(anthropométrie, signaux, vidéos) e�ectuées sur la marche humaine. Ces données
sont alors transmises au robot qui e�ectue le mouvement de marche. Cette méthode
est basée sur l'imitation.

L'économie d'énergie est un thème important en robotique car les robots sont
munis de leur propre source d'énergie. Le robot a la possibilité d'e�ectuer de mul-
tiples tâches. La marche étant l'une de ces tâches ne doit pas être énergivore. Cette
nécessité introduit donc l'optimisation énergétique. Plusieurs critères sont évoqués
pour minimiser l'énergie consommée pendant la marche, tels que le critère sthénique
qui contrôle le carré de couples d'actionnement ou le critère énergétique qui déter-
mine l'énergie consommée par l'ensemble des actionneurs.

Le cadre de cette thèse s'inscrit dans le projet R2A2 du programme ARPEGE de
l'Agence Nationale de la Recherche. Ce projet a pour ambition de d'explorer di�é-
rentes façons d'économiser de l'énergie en robotique humanoïde. Le projet s'appuie
sur le prototype de robot HYDROÏD conçu au Laboratoire d'Ingénierie des Systèmes
de Versailles [6]. La �gure 1 présente l'appareil locomoteur du robot HYDROïD [6].

Figure 1 � Robot Hydroid

Trois voies sont analysées pendant ce projet :
� l'analyse de la conception de nouvelles articulations pour le genou,
� l'optimisation des allures de mouvements et la stratégie de la commande,
� une diminution de la masse du robot.

L'objectif de la thèse est d'étudier une cinématique de genoux à contacts roulants
se rapprochant du genou humain et de la solution du contact entre le fémur et le
tibia. Cette structure est modélisée sur un robot bipède composé de sept corps et six
actionneurs. Deux types d'allures de marche sont développés et ces phases de marche
sont approximées par di�érents types de fonctions mathématiques. La minimisation
de l'énergie consommée au cours de la marche est e�ectuée par optimisation para-
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métrique des trajectoires en utilisant deux critères. Le contrôle de la stabilité et de
la faisabilité des mouvements de marche sont assurées par des contraintes associées
à l'optimisation. L'analyse de l'in�uence de ce genou est e�ectuée par comparaison
au fonctionnement d'un robot à genoux à liaison rotoïde au cours des mouvements
de marche obtenus après optimisation.

Présentation de notre approche

Notre approche se concentre sur la modélisation d'un robot bipède avec une struc-
ture à contact roulant pour articulation des genoux. Nous cherchons à savoir quelle
est l'énergie utilisée par notre robot à genoux roulants. Consomme-t-il moins d'éner-
gie qu'un robot à genoux rotoïdes ? Nous avons décidé de comparer deux robots, un
composé de genoux à liaison rotoïde et un avec une structure de genoux roulants,
ayant les mêmes caractéristiques (mêmes masses, mêmes longueurs et mêmes iner-
ties).

Le chapitre 2 introduira les notations et les propriétés géométriques du genou
roulant. Les modèles géométriques et cinématiques du robot à genoux à contacts
roulants seront présentés. Le chapitre 3 poursuit avec la modélisation dynamique
du robot à contacts roulants. Les di�érences entre les modèles dynamiques des deux
robots sont posées. Les résolutions des modèles dynamiques, suivant les di�érents
contacts des pieds au sol, sont établies. Le modèle d'impact est discuté et résolu.
En�n, une modélisation d'un robot à ressorts est e�ectuée.

Pour comparer les deux robots, nous avons choisis deux critères. Un premier
critère sthénique qui nous permet de connaître les grandeurs des couples nécessaires
aux robots pour e�ectuer un mouvement. Ce critère facilite la sélection des action-
neurs. Un second critère énergétique qui, en fonction des actionneurs choisis, nous
donne une idée de l'énergie consommée.

La marche permettant d'activer tous les actionneurs sur notre robot, nous avons
choisi de paramétrer ce mouvement suivant deux allures. Une première allure com-
posée de phases de simple support suivi d'un impact. Une seconde allure avec l'in-
troduction d'une phase de double support avec rotation sur les orteils. La recherche
du minimum d'énergie permet d'introduire le problème d'optimisation. La résolu-
tion de ce problème est e�ectuée en le transformant en problème d'optimisation
paramétrique. Les contraintes associées à la marche sont dé�nies. L'utilisation de
l'algorithme du Simplex modi�e les critères évoqués précédemment. Toute cette par-
tie est détaillée dans le chapitre 4.

Le chapitre 5 présente les résultats obtenus avec les allures de simple support.
Les performances des robots seront comparées suivant di�érentes fonctions de pa-
ramétrisation de l'allure de simple support. Le chapitre complète l'étude par des
comparaisons entre les robots utilisant des allures en double support. Nous compa-
rons également nos deux structures de robot en fonction des rayons de la courbure
de surfaces à contacts roulants.
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Chapitre 1

Allures de marche dans le contexte

de la robotique

1.1 Introduction

L'étude et la recherche des performances de plateformes de robots bipèdes et
humanoïdes sont particulièrement intéressantes pour notre travail. L'articulation du
genou est le principal sujet de notre étude. Nous donnerons donc des résultats de
projets comportant de nouvelles cinématiques de genoux. La présentation de tra-
vaux autres que ceux concernant les genoux est utile dans le sens où ils stimulent
l'innovation.

L'étude de la marche humaine et plus généralement les modèles représentatifs
des mouvements du corps humain sont pour nous une grande source d'inspiration.
Nous résumerons quelques résultats typiques issus de ces travaux.

La recherche de trajectoires optimales de marche est entreprise sous l'angle de
l'économie d'énergie pour les humanoïdes. Les méthodes de résolution de ces pro-
blèmes seront détaillées. En�n, nous présenterons l'approche de notre étude sur
l'articulation du genou et nous exposerons le problème de recherche des trajectoires
optimales.

1.2 Le mouvement de marche en robotique

Depuis une trentaine d'années, les chercheurs tentent de réaliser des robots pou-
vant se mouvoir sur tous types de terrains. Les robots à roues ou à chenilles ont été
élaborés mais lorsque le terrain devient trop complexe, accidenté par exemple avec
des trous à franchir, les robots à pattes deviennent de meilleures solutions. En se
concentrant sur les robots bipèdes, les travaux antérieurs font apparaitre deux types
de marche : la marche statique et la marche dynamique. La marche statique permet
de faire évoluer le robot en s'assurant qu'à tout instant, le robot est stable et ne peut
tomber. Il faut donc faire en sorte que la projection du centre de masse du robot soit
à l'intérieur de la zone de sustentation. Cette marche reste très lente car il faut que
les forces soient très faibles pour que le robot soit stable à tout instant. La marche
dynamique est une marche qui permet d'avoir des phases de déséquilibre pendant le
simple support et de retrouver l'équilibre lorsque l'on revient à une phase de contact
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avec le sol. Il n'y a pas de contrôle sur le centre de masse pendant le mouvement de
marche et ce qui en fait une marche rapide. L'homme utilise ce type de marche avec
des mouvements très �uides ce qui représente un challenge pour les chercheurs en
robotique. De plus, on peut distinguer deux classes de robots marcheurs : les robots
passifs et les robots actifs. Les robots passifs ne disposent pas de source d'énergie,
ni d'actionneurs pour se déplacer sur sol incliné. C'est l'action de la gravité qui per-
met au robot d'avancer. Les travaux de McGeer [47] concernent un robot compas
capable de marcher sur un plan incliné. Les travaux de Wisse et al. [85] ont per-
mis la construction d'un robot bipède plan autonome pouvant marcher. Ce robot
possède des caractéristiques énergétiques similaires à un être humain. Collins et al.
[18] ont construit un robot passif en 3-dimensions ayant une démarche et une e�-
cience énergétique identique à celle de l'homme. La �gure 1.1 présente ce robot. Les
auteurs dé�nissent deux coûts a�n de comparer les robots entre eux et aux perfor-
mances de l'humain : le coût d'énergie mécanique cmt et le coût estimé spéci�que de
transport cet. Les di�érents robots passifs permettent d'étudier les propriétés de la
marche telles que la stabilité, les cycles limites. Pour la catégorie des robots actifs,
les articulations ont des actionneurs et le robot est muni d'une source d'énergie pour
avancer sur tous types de sol. Les travaux sur cette catégorie de robots concernent
en particulier la commande de la marche.

Figure 1.1 � Présentation du robot construit par Collins et Ruina. citeRuina2005

Dans le monde, beaucoup de robots marcheurs actifs ont été développés et on
peut les détailler en balayant les travaux des chercheurs sur trois continents [15],
[1] :

� En Asie : les projets des robots marcheurs ont commencé dans les années 60
avec l'apparition du robot WL-1 au Japon. Ce robot était capable de marcher
et de s'asseoir. S'en suivi une série de robots composés uniquement de pieds,
de jambes et d'un tronc (WL-3,. . .WL-16). En 1995, une nouvelle série de
robot apparait appelé WABIAN (pour WAseda Bipedal humANoid). L'objectif
de cette série de robots est de pouvoir interagir avec l'homme. Ces robots
comportent en plus d'un moyen locomoteur, un tronc muni de bras et au
niveau de la tête se trouve un système de vision. L'évolution de la conception
de ces robots a permis de faire diminuer leur masse totale et ainsi d'augmenter
leurs capacités d'autonomie. L'évolution de ces robots a permis de diminuer la
taille en passant de 1m66 pour un poids de 107 kg à un robot de 1m47 pour
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a) b)
b) c)

c)

d) e) f)

Figure 1.2 � Robot Asiatique : a) WL-1, b) WABIAN-2R, c) Asimo, d) HRP-2, e)
HRP-3, f) Hubo.

une masse totale de 67.5 kg. L'entreprise Honda a aussi développé des robots
marcheurs, le premier se nommant E0. Depuis, Asimo a fait son apparition.
Celui-ci peut marcher, courir et sauter à cloche pied. HRP pour Humanoid
Robot Project est une série de robots développée par Kawada Industries. Par
exemple, HRP-2 est un robot ayant environ 30 degrés de liberté (ddl) capable
de marcher, de porter des objets en aidant une personne. La version HRP-
3 apporte une innovation au niveau des mains et passe de 30 ddl à 42 ddl
pour le même poids que HRP-2 [43]. La �gure 1.2 présente di�érentes plates-
formes conçues au Japon. En Corée, une série de robot a été mise au point
par l'Institut de Sciences et Technologies Avancées Coréen nommé KHR. Des
stratégies de marche basées sur le ZMP développées KHR-2 utilisée sur le
robot par Park et al. [54] ont été intégrées au robot KHR-3 renommé Hubo.

� Aux États-Unis : on recense plusieurs projets de robotique humanoïde dont
des robots planaires. Au MIT, Pratt et son équipe [59] ont développé un robot
bipède planaire appelé Spring Flamingo. Ce robot est composé de sept corps
et sa démarche se rapproche du pas des oiseaux avec les genoux pliés vers
l'arrière. Grizzle et son équipe [28] ont réalisé un robot à cinq corps capable
d'avancer avec une démarche humaine. Ce robot est conçu avec des liaisons
séries compliantes ce qui lui permet d'absorber les chocs lorsque le pied entre en
contact avec le sol. Les expériences faites en 2009 montrent qu'il peut marcher
à une vitesse de 1.5 m/s.

� En Europe : beaucoup de projets ont été réalisés. En Allemagne, Pfei�er et son
équipe ont conçu le robot Johnnie [56] qui mesure 1m80 pour un poids de 40
kg. Une extension de ce robot a été réalisée par Ulbrich et al. et s'appelle LOLA
[78]. Ces deux plates-formes ont été conçues pour réaliser une marche rapide et
ressemblante à celle de l'homme. Sur le robot LOLA, des actionneurs linéaires
ont été utilisés pour les genoux ce qui a permis une meilleure répartition des
masses du robot. En France, le robot plan nommé Rabbit [14] a été réalisé
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a) b)

Figure 1.3 � Robot Américain : a) Spring Flamingo, b) MABEL.

pour étudier la marche et la course en partant du principe que la marche
est une succession de phases de déséquilibre. Le robot BIP [21] a été conçu
pour reproduire di�érentes allures de marche avec des solutions innovantes
d'actionnements. Une de ces solutions sera détaillée dans la section 1.3.2. Le
robot ROBIAN a été développé [71] pour étudier le système locomoteur de
l'être humain. Les hanches et les chevilles sont réalisées avec des systèmes
de liaisons parallèles ce qui a permis d'augmenter la rigidité et d'économiser
de l'énergie. Au Pays-Bas, l'Université de Twente présente un robot passif
nommé Dribbel [79] avec une stratégie de commande du genou permettant
de le bloquer pendant la marche. Cette innovation montre que le robot a
une marche dynamique stable. En Belgique, Lucy est un robot marcheur 3
dimensions évoluant dans le plan sagittal. La particularité de ce robot est qu'il
est actionné par des actionneurs pneumatiques. Ces actionneurs permettent de
diminuer le poids du robot et de réduire la consommation énergétique. Leur
raideur peut être contrôlée en fonction des angles pendant la marche [80].

L'évolution des prototypes montrent une augmentation du nombre de degrés de
liberté et une diminution de la masse totale du robot. La cinématique des robots reste
tout de même simple avec des chaines cinématiques simples en arborescence compo-
sées d'un corps et d'une articulation. Toutefois, nous allons voir dans le paragraphe
suivant que d'autres cinématiques ont été étudiées pour améliorer les articulations
d'un robot bipède et ainsi tenter de reproduire aux mieux les capacités d'endurance
et de �uidité de mouvement de l'homme.

1.3 Quelques exemples de cinématiques des articu-

lations

Dans notre étude, l'articulation du genou est le principal sujet d'intérêt. Nous
allons détailler dans ce paragraphe les di�érentes cinématiques qui ont été étudiées
pour améliorer cette liaison. Nous analysons la particularité du genou humain puis
les di�érentes solutions abordées par les chercheurs en robotique. Nous ferons aussi
un point sur di�érentes cinématiques intéressantes qui se situent sur d'autres arti-
culations locomotrices.

1.3.1 Cinématique du genou en robotique humanoïde

La cinématique du genou humain doit d'abord être présentée a�n de comprendre
le mouvement que l'on cherche à reproduire en robotique. Le genou humain n'est pas
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a) b) c)

d) e) f)

Figure 1.4 � Robot Européen : a) LOLA, b) Rabbit, c) BIP 2000, d) ROBIAN, e)
Dribbel, f) Lucy.

une simple liaison rotoïde. Le principal mouvement qu'e�ectue le genou est dans le
plan sagittal. Ce mouvement est une combinaison de mouvements de roulement et de
glissement simultanés. La �gure 1.5 présente le mouvement de roulement-glissement
du fémur sur le tibia. Les distances de roulement du fémur (lF ) et du tibia (lT ) ne
sont pas identiques. En tridimensionnel, le genou e�ectue aussi de faible rotations et
translations dans le plan frontal et le plan transversal qui permettent de verrouiller
le genou en �n de �exion. Ces rotations sont limitées par les ligaments du genou
[57].

Figure 1.5 � Mouvement de roulement combiné avec du glissement du fémur sur
le tibia. [57]
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a) b)

Figure 1.6 � Présentation de la cinématique du genou de Dribbel. a) Ancien genou
avec électroaimant b) Nouveau mécanisme de genou verrouillant.

Dans la littérature, on retrouve plusieurs cinématiques conduisant à une nou-
velle approche du genou en robotique. Van Oort et al. [79] ont repris les travaux
e�ectués sur le robot passif Dribbel. Ce robot est composé de genoux qui se ver-
rouillent lorsqu'ils sont tendus grâce à un système à électroaimant. Ce système pose
quelques problèmes lorsque la jambe mobile revient trop rapidement car il existe des
décollements de l'aimant dès que la jambe arrive en position tendue. Cette équipe
a proposé un nouveau système appelé "Beugel". Ce système est composé de quatre
barres et la singularité de celui-ci permet de verrouiller le genou automatiquement
lorsque la jambe est tendue. La �gure 1.6 montre les deux systèmes utilisés sur le
robot Dribbel. Ce système ne coûte pas d'énergie car il utilise sa propre énergie
cinétique pour se fermer. La vitesse moyenne de marche obtenue avec ce robot est
de 0.29 m/s.

Le projet suivant concerne la conception d'un robot humanoïde, basé sur l'an-
thropomimétique soit l'imitation de l'homme [37]. Ce robot est composé de 206
corps et d'actionneurs munis de liaisons �laires et de liaisons élastiques représentant
les muscles. Les os sont modelés à la main avec un polymère appelé polymorphe
thermoplastique composé de polycaprolactone (PCL) ayant la particularité d'être
très léger. Le robot nommé ECCEROBOT est présenté sur la �gure 1.7. Pour l'ins-
tant, la partie supérieure du robot est la plus étudiée avec des stratégies de contrôle
des bras pour la manipulation [58]. Les auteurs proposent pour la partie inférieure
une structure locomotrice toujours basée sur l'imitation des os de l'homme (�gure
1.8 a). Le genou (�gure 1.8 b) réalisé sur cette structure permet se rapprocher du
mouvement humain car le phénomène de roulement et glissement est respecté. Pour
l'instant, il n'y a pas d'études e�ectuées de mouvement de marche sur ce robot
mais l'approche de cette nouvelle structure reste très intéressante pour l'étude du
roulement-glissement pendant la marche.

Dans le cadre du projet LARP, l'équipe de Scarfogliero [67], [68] a conçu un
robot de 90 cm pour 5 kg dont la démarche se rapproche au mieux du modèle
locomoteur humain. Ce robot a été réalisé en polycarbonate ce qui le rend très
léger. La cinématique du genou, étudiée par Gini et al. [24], [25], se rapproche de
celle des prothèses de genou. La principale caractéristique de ces mécanismes est que
le centre de rotation instantané n'est pas �xe comme avec une liaison rotoïde, mais
varie pendant le mouvement suivant une trajectoire qui dépend du mécanisme de la
structure. Le choix de ces chercheurs est de réaliser un genou avec un contact roulant
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Figure 1.7 � Présentation du robot ECCEROBOT

a) b)

Figure 1.8 � Présentation la partie locomotrice du robot ECCEROBOT

entre le fémur et le tibia. Le centre de rotation instantanée évolue donc au point de
contact des surfaces de deux cercles. Les deux corps sont maintenus en contact à
l'aide de deux ressorts de traction, puis pour éviter les rotations internes, de trois
ressorts. Une butée est ajoutée sur la surface supérieure au milieu (visible sur la �gure
1.9), ce qui fait en sorte que le genou ne se plie pas dans l'autre sens. Les résultats
pour ce robot montrent que l'énergie globale utilisée pour un pas de marche statique
est équivalente à 6 Joules. Par contre, on ne trouve pas d'informations permettant
de conclure si ce genou roulant avantage le mouvement ou l'économie d'énergie.

En�n, une autre structure de genou a été étudiée par Hamon et al. [32], [31] . Ce
système est un mécanisme de 4-barres croisées reliant le fémur au tibia. Ce type de
structure parallèle fermée présente des phénomènes de singularités. L'étude montre
que la position du centre de rotation instantané se rapproche de celui de l'homme
pendant le mouvement de �exion. La �gure 1.10 présente la structure de genou 4-
barres croisées ainsi que le modèle CAO de ce type de cinématique. Dans la thèse
de Hamon [31], le comparatif entre un robot possédant une structure de genoux
de type rotoïde et un robot muni de cette cinématique a été e�ectué en utilisant
un critère énergétique. L'étude montre que pour di�érentes allures de marche, la
structure croisée permet d'économiser de l'énergie.
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Figure 1.9 � Présentation du robot conçu par Gini et al. puis de la cinématique du
genou. [24]

Figure 1.10 � Cinématique du genou développé par Hamon et al. [34].

1.3.2 Autres cinématiques intéressantes

D'autres articulations ont été étudiées et les choix technologiques sont très per-
tinents. Prenons la cinématique de l'articulation de la cheville du robot BIP. Dé-
veloppée par Sardain et al. [66], l'articulation de la cheville propose un mouve-
ment de �exion-extension et un mouvement d'abduction-adduction (frontal latérale
gauche/droite). La �gure 1.11 présente l'articulation en détail. Technologiquement,
l'articulation reliant le pied et le tibia est donc réalisée comme un joint de cardan à
l'aide d'actionneurs linéaires parallèles. Les deux actionneurs sont placés sur le tibia
permettant une meilleure répartition massique. Le robot humanoïde LOLA reprend
la même idée pour l'articulation de la cheville. Pour une réduction et une meilleure
répartition des masses, l'actionneur de la cheville a été élevé et se retrouve derrière
la cuisse [11].

La cinématique de la hanche humaine est di�cile à reproduire. Di�érentes stra-
tégies ont été adopté pour reproduire la liaison rotule en mettant en série trois
liaisons pivot de tel sorte à obtenir les trois rotations suivant les trois axes ortho-
gonaux comme sur Hubo [54] ou sur Johnnie [56]. D'autres projets ont incliné la



1.3. QUELQUES EXEMPLES DE CINÉMATIQUES DES ARTICULATIONS 27

Figure 1.11 � Cinématique des chevilles du robot BIP [66].
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Figure 1.12 � Cinématique des chevilles du robot LOLA [11].

liaison pivot sur l'axe de "Lacet" comme sur le robot Nao où l'axe est incliné à 45�.
Zorjan et al. [87] font l'étude de di�érentes rotations de l'inclinaison de la hanche
d'un robot 3D. Les inclinaisons des hanches observées sont suivant les axes x⃗ ou z⃗ et
d'angles 15�ou 30�. Ils observent l'in�uence de ces rotations sur la puissance consom-
mée lors de mouvement de �exion/extension des genoux du robot. Ils en concluent
qu'il n'y a pas d'in�uence sur la puissance consommée pour de faibles amplitudes
de �exion. Si les amplitudes d'inclinaison augmentent, la consommation augmente
proportionnellement.

L'équipe de Sellaouti [71] a conçu une hanche sur un mécanisme parallèle com-
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posé de liaison rotoïde et prismatique. La hanche est représentée sur la �gure 1.13.
Cette nouvelle cinématique a deux avantages qui sont une meilleure rigidité de la
structure comparée aux hanches composées de liaison série et une économie d'énergie
pendant la marche.

Figure 1.13 � Cinématique des hanches du robot ROBIAN [71].

1.4 Le mouvement de marche chez l'homme

Les études de la marche humaine sont nombreuses et importantes. Les auteurs
comme Alexander [2],[3],[5],[4], Minetti [48] présentent di�érentes approches pour
modéliser l'humain d'un point de vue biomécanique. Le modèle humain décrit par
Alexander [3] montre que l'humain est une masse se déplaçant avec deux jambes
télescopiques dont la raideur est due aux muscles. Ce modèle est utilisé pour prédire
les trajectoires optimales pour les humains et autres bipèdes. Minetti [48] a établi
un autre modèle de bipède. Ce modèle comprend toujours une masse qui se déplace
mais les jambes ont maintenant des genoux avec liaison rotoïde et des ressorts de
torsion entre le fémur et le tibia. Ce modèle est utilisé pour calculer le coût méta-
bolique en fonction de la vitesse de marche, de la longueur du pas et de di�érents
facteurs en relation avec les forces d'appui des pieds sur le sol. Les deux modèles
représentés sur la �gure 1.14 permettent d'avoir une estimation rapide de la consom-
mation énergétique de l'humain pendant la marche et la course.

Dans [4], Alexander compare la marche de l'homme à celle des animaux. Il cal-
cule le coût métabolique de transport et montre que l'homme consomme le moins
d'énergie. Il démontre aussi que l'homme est le seul à marcher le tronc bien droit et
à avoir le genou tendu au milieu du pas.

D'autres modèles présentent la marche modélisée par un système de pendule in-
versé [46]. A partir de mesures de forces e�ectuées par un humain en marche, les
projections du centre de masse du l'humain sont comparés au modèle de pendule
inverse e�ectuant une rotation sur la jambe de support. Cette étude met en évidence
que l'angle de la jambe de support ainsi que la compression de cette jambe ont un
rôle important que la détermination de la trajectoire du centre de masse pendant
la marche. Minetti et al. décrivent dans [49], les projections en trois dimensions du
centre de masse chez l'humain. Le centre de masse est représenté suivant les trois
axes (x⃗, y⃗, z⃗) par des séries de Fourier jusqu'à l'harmonique 6. A partir de don-
nées prises sur des personnes marchant à di�érentes vitesses de marche, le calcul du
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Figure 1.14 � A gauche, le modèle développé par Alexander [2] et à droite, le
modèle conçu par Minetti et al. [48].

centre de masse est e�ectué et les résultats sont présentés dans la �gure 1.15. Cette
approche est développée pour aider les travaux en biomécanique, en physiologie et
pour détecter les pathologies de la marche.

Figure 1.15 � Résultat présentant la trajectoire tri-dimensionnelle du centre de
masse à la vitesse de 5 km/h. [49].

Une autre approche a été développée par Nicolas et al. [52] pour simuler la
marche des hommes préhistoriques en fonction de données anatomiques et de cer-
taines hypothèses. Une version 3D du modèle géométrique a été développée pour
la partie locomotrice. Les auteurs ont ensuite capturé des mesures des points des
chevilles, des genoux et des hanches pendant la marche sur dix patients à des vitesse
de marche comprise entre 0.77 m/s à 1.42 m/s. Ces mesures ont été utilisées pour
recréer la marche par modèle cinématique inverse. Les résultats sont présentés sur la
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�gure 1.16. Ces modèles sont ensuite utilisés pour comparer la marche de l'homme
actuel à celle de l'homme préhistorique.

Figure 1.16 � Résultats présentant les variables angulaires de l'appareil locomoteur
chez l'humain. [52].

1.5 L'optimisation énergétique

Nous savons d'après Alexander [4] que l'homme est capable de marcher avec la
plus faible énergie possible. Chez les robots bipèdes, l'énergie disponible est limitée
dans le temps. Plusieurs stratégies sont alors mises en oeuvre pour faire en sorte que
le robot marche le plus longtemps possible en économisant son énergie :

� la recherche de trajectoires optimales [81],[77],
� la recherche de couples articulaires optimaux [61]
� l'innovation cinématique du robot combinée à la recherche de trajectoires op-
timales [32], [36]

Nous allons détailler di�érentes trajectoires qui sont utilisées pour optimiser
l'énergie. Nous ferons ensuite un point sur les méthodes algorithmiques utilisées.

1.5.1 Utilisation de trajectoires de référence

La marche est décrite par une succession de contact entre les pieds et le sol. La
chose importante à assurer est de garder l'équilibre pour que le robot ne tombe pas
pendant sa progression. Plusieurs stratégies de contrôle ont besoin de trajectoires
de référence pour assurer la marche du robot. [16], [29], [83] présentent la stabilité
de la marche en étudiant les dynamiques de zéro. Le robot utilise des trajectoires
de référence et contrôle une variable monotone non-actionnée qui dépend de l'état
articulaire du robot. Cette variable est utilisée pour remplacer le temps réduit du-
rant le mouvement du robot. Le problème devient un problème d'optimisation non
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linéaire sous contraintes où les paramètres des trajectoires désirées sont trouvés par
minimisation d'un critère sthénique.

Une autre méthode proposée par Kajita [42] utilise des trajectoires de références
du Zero Moment Point (ZMP) pour contrôler la stabilité du robot durant la marche.
La méthode dé�nit un contrôle prédictif des trajectoires désirées du centre de masse
et du ZMP. Wieber [84] propose une loi de commande basée sur la viabilité et un
jeu paramétré de trajectoires qd(t, p) dépendant de la longueur, la vitesse et la hau-
teur du pas. Lorsque le robot semble tomber, l'erreur de stabilisation entre l'état du
robot q et l'état désiré qd apparait. L'idée est de sélectionner les paramètres p pour
compenser la contrainte dynamique et stabiliser le robot. Le contrôle n'est pas sur
les trajectoires mais sur la dynamique du robot pour éviter l'instabilité. Une autre
approche est d'utiliser l'exemple des animaux et le biomimétisme. Central pattern
generators, décrit par Ijspeert [41], utilise la génération et la synchronisation de dif-
férents signaux pour permettre l'avance du robot. Le terme central indique le retour
par capteurs. La trajectoire peut aussi être dé�nie par l'évolution du centre de masse
du robot [62] en utilisant des (walking patterns), [73] ou basée sur des trajectoires
de marche stables [27] (Stable gait primitives).

En résumé, toutes ses méthodes utilisent des trajectoires de référence. Ces trajec-
toires de référence peuvent être approximées par des fonctions mathématiques. On
recense de nombreuses fonctions mathématiques pour approximer l'évolution angu-
laire des articulations. Cabodevila [13] utilise dans ses travaux des séries de Fourier
à l'ordre 5. Tlalolini [76] utilise des fonctions polynomiales avec des ordres di�é-
rents suivant les allures de marche recherchées. Les fonctions splines cubiques sont
elles aussi très utilisées pour approximer les variables angulaires [32], [8]. D'autres
chercheurs utilisent des fonctions de Bézier d'ordre 3 ou 5 [69], [30], [83]. Toutes ses
approches nécessitent de paramétrer les trajectoires et de faire varier des paramètres
pour obtenir la marche la plus �uide possible.

1.5.2 Méthodes de résolution

Le problème d'optimisation de la dynamique d'un système non linéaire hybride
est très complexe. On distingue plusieurs méthodes de résolution du problème par la
commande optimale : les méthodes directes et les méthodes indirectes. Les méthodes
directes consistent à discrétiser l'état et le contrôle, et réduisent le problème à un
problème d'optimisation non linéaire. Les méthodes indirectes consistent à résoudre
numériquement, par une méthode de tir ("shooting method"), un problème aux va-
leurs limites obtenu par application du principe du maximum. Cette méthode a été
utilisée par Mombaur dans [51] pour faire marcher un robot bipède en commande
optimale. Les entrées du modèle sont les couples nécessaires pour trouver les trajec-
toires optimales de marche stable.

La plupart des travaux antérieurs essaie de simpli�er l'approche en rendant le
problème SQP, c'est à dire utiliser la méthode directe. Les trajectoires de marche
sont exprimées en fonction d'un vecteur de paramètres dont on cherche la solution
optimale [86], [50], [75].
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La méthode de programmation quadratique séquentielle (SQP) nécessite ensuite
de trouver un algorithme de minimisation satisfaisant les équations dynamiques
non linéaire hybride et les contraintes de fonctionnement du robot. Les contraintes
qu'il est absolument nécessaire de satisfaire pour les robots bipèdes sont la non
pénétration du pied mobile dans le sol, les conditions physiques de contact unilatéral
du pied �xe, les hypothèses cohérentes de l'impact du pied mobile et la stabilité du
robot dé�nie par la position du ZMP. Nous ajoutons à ces contraintes une condition
de non passage de la trajectoire par les points singuliers du modèle cinématique. La
résolution du problème de minimisation peut s'e�ectuer de plusieurs manières. Si
l'on dispose des expressions explicites du gradient et du Hessien du critère, on peut
utiliser un algorithme très simple comme la méthode du gradient ou de Newton-
Euler [75]. Lorsque la dimension de l'espace de paramètres est grande, les méthodes
de type Nelder and Mead [36], recuit simulé ou les algorithmes génétiques [12] sont
plus e�caces.

1.5.3 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, nous avons les structures et les performances de di�é-
rents prototypes de robot humanoïde de par le monde. Ces robots ne cesse d'évoluer
et de proposer de nouveaux challenges conceptuels tant au niveau de la cinématique
qu'au niveau des stratégies de commande. La recherche de nouvelles cinématiques
du genou pour les robots bipèdes a été présentée. Chaque exemple a été analysé
pour comprendre l'apport du nouveau mécanisme sur le fonctionnement du robot.
L'évolution de structure de jambe a également été faite par l'analyse de la cinéma-
tique de la cheville et de la hanche.

Les modèles représentatifs de l'homme ont été établit par les chercheurs en biomé-
canique. Ils con�rment que l'homme est le bipède qui consomme le moins d'énergie
pendant la marche. La connaissance des données sur les trajectoires des articula-
tions, des centres de masse de l'humain est un apport essentiel à la recherche dans
le monde de la robotique.

Les trajectoires de référence sont indispensables pour contrôler la marche d'un
robot. Di�érentes stratégies de contrôle ont été présentées montrant l'utilité de ces
trajectoires. La génération de trajectoires est e�ectuée par projection dans des sous-
espaces de fonctions mathématiques. Plusieurs fonctions mathématiques ont été évo-
quées.

Dans ce manuscrit, nous allons tout d'abord présenter le robot muni d'une arti-
culation de genoux à contacts roulants. Les modèles géométriques et cinématiques
vont être développés avec cette cinématique roulante. Nous détaillerons ensuite les
di�érences entre le robot à genoux roulants et un robot muni de genoux rotoïdes.



Chapitre 2

Modélisation du robot dans son

environnement

2.1 Introduction

Ce chapitre présente la modélisation géométrique et cinématique d'un robot à
genoux roulants dans le plan sagittal. Ces modèles seront utilisés pour les résolutions
du modèle dynamique du robot en contact avec le sol dans le chapitre 3 puis dans
la recherche de trajectoires optimales dans le chapitre 4.

Miossec [50], Bessonnet [9], Saidouni [64], Rostami [60] , Roussel [61] et Azevedo
[7] ont travaillé sur les modélisations géométriques et cinématiques des robots bi-
pèdes à genoux rotoïdes. Ces travaux ont permis de modéliser un robot bipède dans
l'espace. Le robot Rabbit dans Miossec [50] composé de 5 corps et le robot BIP com-
posé de 7 corps dans [7] sont tous les deux utilisés dans le plan sagittal. Les modèles
géométriques et cinématiques ont été développés sur le principe de robot à structure
arborescente composée de corps rigides suivi d'une articulation. Ces modèles sont
directement utilisés pour modéliser le robot 7 corps à structure de genoux à liaison
pivot dé�ni en annexe A.

Peu d'études ont été réalisées sur des articulations de bipèdes basées sur deux
corps roulants l'un sur l'autre. Une étude sur la modélisation de doigts avec contact
roulant entre les phalanges a été faite par Collins [17] . Cet article examine la ciné-
matique de ce contact et donne un exemple de réalisation d'un prototype de doigt.
Une équipe du département d'électronique et d'informatique de l'Université Poly-
technique de Milan, dans le cadre du projet LARP, a réalisé un prototype de robot
bipède avec des caractéristiques anthropomorphes [24], [25]. Le genou de ce robot
est constitué par un contact roulant entre le fémur et le tibia. Cette étude ne donne
pas d'informations sur la modélisation géométrique et cinématique de ce robot.

L'objectif de ce travail est d'apporter les éléments de modélisation d'un robot
ayant une structure de genoux à contact roulant. Les modèles géométriques seront
utilisés pour connaitre l'état du robot dans l'espace sans liaison avec le sol. La mo-
délisation cinématique permet de retrouver l'évolution de la vitesse des corps du
robot et de déterminer les singularités.

Une première partie détaillera les notations utilisées pour modéliser un robot
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bipède avec une cinématique de genoux à contacts roulants (paragraphe 2.2). Les
paragraphes 2.3 et 2.4 présenteront les modèles géométriques direct et inverse de ce
robot. Ensuite le paragraphe 2.5 donnera les éléments concernant la modélisation
cinématique directe et inverse de cette structure à contacts roulants.

2.2 Notations et modèles

Figure 2.1 � Représentation �laire d'un robot bipède avec des genoux à contacts
roulants.

La �gure 2.1 indique les points remarquables du robot étudié. L'intersection
entre l'axe de l'articulation de la cheville �xe avec le plan sagittal est le point C ′

1.
Il est nommé cheville �xe dans l'étude. Respectivement pour l'intersection entre
l'axe de la cheville mobile avec le plan sagittal, le point C ′

2 est nommé cheville
mobile . L'intersection entre l'axe de l'articulation de la hanche et le plan sagit-
tal est le point H ′, est nommé hanche. Nous avons choisi pour le paramétrage du
robot un modèle explicite en coordonnées absolues. Le robot est considéré comme
un système libre, sans contact avec son environnement. Ce choix est nécessaire car
cela permet de pouvoir faire une modélisation du robot dans toutes les con�gura-
tions possibles et de l'adapter plus facilement à la commande. L'orientation des sept
corps est repérée par rapport à la verticale. Ainsi q0 et q5 donnent l'orientation des
pieds gauche et droit, q1 et q4 donnent l'orientation des tibias gauche et droit et
q2 et q3 donnent celle des cuisses gauche et droite. L'inclinaison du tronc est repé-
rée par l'angle q6. L'ensemble de ces angles constituent les coordonnées du vecteur
q = [q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6]

T . La hanche est choisie comme référence et on note les
positions cartésiennes de la hanche (xH′ , zH′). On dé�nit le vecteur des coordonnées
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généralisées du robot bipède X ′ = [qT , xH′ , zH′ ]T . La �gure 2.2 présente le zoom du
genou à contacts roulants représenté sur la première �gure ainsi que les notations
des points remarquables décrits dans le paragraphe 2.3.1.

Les longueurs des tibias représentées par la distance entre les points C ′
1 et B1

pour la jambe de support et la distance entre les points C ′
2 et B

′
1 pour la jambe de

mobile sont notées l1. Les longueurs des cuisses (d(B2, H
′)) et (d(B′

2, H
′)) sont notées

l2. La longueur du tronc est notée l3 (distance d(H ′, T ′)) . Les longueurs des pieds
sont représentées sur la �gure 2.3. Lp représente la longueur de la voute plantaire
d(O′

1, T
′
1). lp représente la longueur entre le talon et la projection de la cheville sur

la voute plantaire d(T ′
1, F

′
1)). La hauteur du pied hp est la distance d(C ′

1, F
′
1)).

Figure 2.2 � Description du genou roulant pour la jambe de support,(zoom de la
partie A sur la �gure 2.1)

Figure 2.3 � Description du pied gauche du robot.

Le robot est motorisé par six actionneurs pour chacune des con�gurations. Le
détail des notations sur les actionneurs sera donné dans le paragraphe 3.2. La modé-
lisation d'un robot avec une liaison rotoïde aux genoux est explicitée dans l'annexe
A.
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2.3 Modèle géométrique direct

Dans cette partie, le modèle géométrique direct (MGD) du robot à genoux rou-
lants est établi. Ce modèle permet de connaitre les positions cartésiennes absolues
des di�érents corps du bipède en fonction des variables angulaires et des coordonnées
cartésiennes de la hanche. Tout d'abord, intéressons-nous à la structure de genou et
aux propriétés géométriques de celle-ci.

2.3.1 Propriétés géométriques du genou roulant

La �gure 2.2 présente une vue détaillée de la cinématique du genou roulant.
La liaison entre le tibia et le fémur est assurée par deux surfaces cylindriques en
contact l'une avec l'autre. Le mouvement se fait dans le plan (x, z) avec l'hypothèse
de roulement sans glissement entre les deux corps. On dé�nit les points d'intérêt du
genou roulant par :

� K est le point de contact entre les deux corps représentant aussi le centre
instantané de rotation,

� A1 représente le centre du cylindre du tibia,
� A2 représente le centre du cylindre du fémur,
� B1 représente la projection de l'axe du tibia sur le cylindre,
� B2 représente la projection de l'axe du fémur sur le cylindre.

Pour éviter les mouvements de translation et rotation dans les autres plans (x, y) et
(y, z), les deux cylindres sont maintenus en contact entre les points A1 et A2 par un
élément de liaison. Le décollement entre les deux surfaces n'est pas envisagé.

Posons les distances d(A1, K) = r1 et d(A2, K) = r2. Le roulement sans glisse-
ment à partir d'une position initiale où les points B1 et B2 coïncident conduit à
l'égalité des arcs ùB1K et ùB2K :

ùB1K = ùB2K (2.1)

Ce qui donne :
r1(q1 − γ1) = r2(γ1 − q2) (2.2)

Cette cinématique introduit un angle de couplage issu des angles de la cuisse q2
et du tibia q1. Cette égalité des angles permet de calculer l'angle de couplage γ1 pour
la jambe de support donné par l'équation (2.3). La même résolution est faite pour
la jambe mobile où l'angle de couplage γ2 est issu des angles q3 et q4, est exprimé
par l'équation (2.4).

γ1 =
r1q1 + r2q2
r1 + r2

(2.3)

γ2 =
r1q4 + r2q3
r1 + r2

(2.4)

Les solutions technologiques pour le maintien en contact du tibia et du fémur
roulant l'un sur l'autre sont représentées sur la �gure 2.4. La première solution
consiste à relier les deux corps avec de simples barres rigides (�g. 2.4 a). La connexion
se fait des points A1 à A2. La deuxième solution utilise des ressorts de traction
connectés aux mêmes points A1 et A2. Les ressorts ont une raideur importante pour
éviter le décollement (�g. 2.4 b). La dernière solution est un système de poulie-
courroie (�g. 2.4 c). Dans notre étude, des barres rigides sont considérées comme
éléments de liaison. Pour éviter le non-glissement entre les corps, des solutions de
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tendons croisés sont considérés et montrés sur la �gure (2.5 a.) La solution de deux
engrenages en contact peut aussi être considérée pour le non-glissement (�g. 2.5 b).

a)

Fémur

Tibia

b) c)

Figure 2.4 � Solutions technologiques pour le maintien en contact des deux corps.

a) b)

Figure 2.5 � Solutions technologiques pour le non-glissement des deux corps. a)
Solution avec des tendons. b) Solution avec des engrenages

2.3.2 Modèle géométrique du robot avec genoux roulants

Nous pouvons maintenant établir les coordonnées cartésiennes des points remar-
quables du robot à partir des coordonnées cartésiennes des hanches et des angles
absolus dé�nis précédemment :
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Position du centre de la surface de contact du fémur de support A2 :

xA2 = xH′ + l′2 sin q2 (2.5)

zA2 = zH′ − l′2 cos q2 (2.6)

Position du centre de la surface de contact du fémur mobile A′
2 :

xA′
2

= xH′ + l′2 sin q3 (2.7)

zA′
2

= zH′ − l′2 cos q3 (2.8)

Position du centre de la surface de contact du tibia de support A1 :

xA1 = xH′ + l′2 sin q2 + (r1 + r2) sin γ1 (2.9)

zA1 = zH′ − l′2 cos q2 − (r1 + r2) cos γ1 (2.10)

Position du centre de la surface de contact du fémur mobile A′
1 :

xA′
1

= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ2 (2.11)

zA′
1

= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ2 (2.12)

Position de la cheville de support C ′
1 :

xC′
1

= xH′ + l′2 sin q2 + (r1 + r2) sin γ1 + l′1 sin q1 (2.13)

zC′
1

= zH′ − l′2 cos q2 − (r1 + r2) cos γ1 − l′1 cos q1 (2.14)

Position de la cheville mobile C ′
2 :

xC′
2
= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ2 + l′1 sin q4 (2.15)

zC′
2
= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ2 − l′1 cos q4 (2.16)

Position des orteils de support O′
1 :

xO′
1
= xH′ + l′2 sin q2 + (r1 + r2) sin γ1 + l′1 sin q1 − (lp − Lp) cos q0

+hp sin q0 (2.17)

zO′
1
= zH′ − l′2 cos q2 − (r1 + r2) cos γ1 − l′1 cos q1 − (lp − Lp) sin q0

−hp cos q0 (2.18)

Position du talon de support T ′
1 :

xT ′
1

= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ1 + l′1 sin q4 − lp cos q0

+hp sin q0 (2.19)

zT ′
1

= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ1 − l′1 cos q4 − lp sin q0

−hp cos q0 (2.20)

Position des orteils mobile O′
2 :

xO′
2

= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ2 + l′1 sin q4 − (lp − Lp) cos q5

+hp sin q5 (2.21)

zO′
2

= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ2 − l′1 cos q4 − (lp − Lp) sin q5

−hp cos q5 (2.22)



2.4. MODÈLE GÉOMÉTRIQUE INVERSE 39

Position du talon mobile T ′
2 :

xT ′
2

= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ2 + l′1 sin q4 − lp cos q5

+hp sin q5 (2.23)

zT ′
2

= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ2 − l′1 cos q4 − lp sin q5

−hp cos q5 (2.24)

Position du haut du tronc T ′ :

xT ′ = xH′ − l3 sin q6 (2.25)

zT ′ = zH′ + l3 cos q6 (2.26)

avec l′2 = l2 − r2 et l′1 = l1 − r1 ceci a�n de pouvoir comparer le robot à genoux
à contacts roulants au robot à genoux rotoïdes (voir A).

2.3.3 Résolution du MGD du robot à genoux à contacts rou-

lants

Dans le cas particulier où le robot à les pieds au sol, les angles q0 et q5 sont nuls.
La résolution du MGD de la position du pied de support est :

C ′1 =

�
0
hp

�
(2.27)

O′1 =

�
Lp − lp

0

�
(2.28)

T ′1 =

�
−lp
0

�
(2.29)

Le MGD du pied mobile est le suivant :

C ′2 =

�
−d

2

hp

�
(2.30)

O′2 =

�
−d

2
+ Lp − lp
0

�
(2.31)

T ′2 =

�
−d

2
− lp
0

�
(2.32)

2.4 Modèle géométrique inverse

2.4.1 Recherche du Modèle géométrique inverse

La recherche du modèle géométrique inverse (MGI) permet de retrouver les po-
sitions angulaires des corps en fonction des positions cartésiennes. C'est une phase
délicate car les singularités peuvent entrainer soit un nombre �ni de solutions, soit
une in�nité de solutions ou au contraire, pas de solution. Pour notre robot, di�érents
cas sont donc à traiter :
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� Aucune solution : ce cas apparait lorsque les positions cartésiennes sont trop
éloignées dans les conditions de contact avec le sol envisagé,

� Une seule solution : ce cas n'existe que lorsque la jambe est tendue, (détermi-
nant du Jacobian cinématique nul),

� Deux solutions : la jambe du robot a le genou �échi soit vers l'avant, soit vers
l'arrière.

Dans le cas de deux solutions, nous devons imposer l'une des deux. Dans notre étude,
le choix est de garder le genou plié vers l'avant et donc d'imposer que l'angle q2− q1
(ou q3 − q4) reste positif ou égal à zéro.

Plusieurs méthodes sont proposées dans la littérature et résumées dans Khalil
[44] , Spong [72]. Une étude sur des doigts ayant le même type de cinématique
entre les corps est faite dans les travaux de Collins [17]. La �gure 2.6 présente
le prototype réalisé. Une méthode est proposée pour résoudre le MGI en faisant
des changements de variables, à partir de la position du bout du doigt jusqu'à la
première phalange. Dans notre cas, cette méthode conduit à un polynôme d'ordre
4. La résolution analytique est compliquée à résoudre. Nous avons fait le choix de
proposer une autre méthode plus rapide pour résoudre ce problème numériquement.

Figure 2.6 � Présentation du prototype de doigt réalisé par Collins [17].

Notre méthode de résolution du modèle géométrique est détaillée dans le sous-
paragraphe suivant.

2.4.2 Résolution numérique du modèle géométrique inverse

pour le genou roulant

L'expression du MGI étant di�cile à obtenir en symbolique de manière analy-
tique, nous avons fait le choix de le résoudre numériquement. Tout d'abord, nous
avons choisi de résoudre le MGI de la jambe de support ayant le pied en contact
avec le sol. La �gure 2.7 présente ce cas. Notons L0 la longueur de la jambe virtuelle
de support, distance entre la hanche et la cheville L0 = d(H ′, C ′

1) et α l'angle de
cette jambe virtuelle par rapport à la verticale. Le pied �xe est à plat sur le sol, la
position de la cheville �xe revient à écrire :

C ′
1(X) =

�
0
hp

�
(2.33)
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Figure 2.7 � Représentation de la jambe de support avec les notations des variables
virtuelles

On a donc :

x′
H = −L0 sinα (2.34)

z′H = L0 cosα+ hp (2.35)

où L0 =
È
(x′

H)
2 + (z′H − hp)2 et α = tan−1

�
x′
H

z′H−hp

�
Le calcul des angles q1 et q2 est fait grâce aux équations (2.13), (2.14) et (2.33)

à (2.35). Le système d'équation revient à :¨
−l′2 sin q2 − (r1 + r2) sin γ1 − l′1 sin q1 + L0 sinα = 0
l′2 cos q2 + (r1 + r2) cos γ1 + l′1 cos q1 − L0 cosα = 0

(2.36)

avec γ1 =
r1q1+r2q2
r1+r2

La résolution de ce système d'équations par substitution n'est pas réalisable car
les angles q1 et q2 ne sont pas dissociables de l'angle de couplage γ1. Nous avons utilisé
la méthode de Newton pour résoudre ce cas numériquement avec des conditions
initiales q10 et q20 . Le calcul du gradient permet de comprendre la recherche de
solution et nous allons tenter d'éviter les minimums locaux. La résolution procède
suivant l'algorithme suivant :

f(x+ h) = f(x) +
∂f

∂x
∆x (2.37)

x = x0 +
∂f

∂x
h (2.38)

∆x =
∂f

∂x
h (2.39)

avec f le système d'équations, ∂f
∂x

représentant la matrice jacobienne et x = [q1, q2]
T .

h est le coe�cient de variation à chaque itération. x0 = [q10 , q20 ]
T est la condition
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initiale. Dans cette résolution, f représente la fonction xH′ − xC′
1
et zH′ − zC′

1
, ∂f

∂x

représente donc :

∆x =

�
−(l′2 cos q2 + (r1 + r2) cos γ1 + l′1 cos q1)h1

−(l′2 sin q2 + (r1 + r2) sin γ1 + l′1 sin q1)h2

�
=

�
−zH′h1

xH′h2

�
(2.40)

Par hypothèse, on considère la variation de h1 et h2 égale à une variation constante
h0. L'évolution de zH′ est di�érente de 0 donc la résolution de l'équation (2.40)
élimine les minimums locaux et permet donc de résoudre l'équation (2.36) égale à
zéro. L'évolution de xH′ passe par zéro. Le choix des conditions initiales est donc
crucial pour trouver une solution rapidement et ne pas rester bloqué sur une valeur
en zéro. Le signe de l'angle α permet de choisir la valeur des conditions initiales. On
pose alors :

α > 0 −→
¨

q10 > 0
q20 = 0

α < 0 −→
¨

q10 < 0
q20 = 0

Figure 2.8 � Représentation �laire d'un robot bipède avec des genoux roulants avec
les jambes virtuelles.

Dans le cas général, le robot est sans liaison cinématique avec le sol (�g. 2.8), nous
avons besoin de connaître les positions cartésiennes de la hanche et de la cheville
�xe. Nous connaissons les équations de la cheville �xe par rapport à la position
cartésienne des hanches donnée dans les équations (2.13) et (2.14). La longueur et
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l'angle de la jambe virtuelle deviennent :

L01 =
q
((xH′ − xC′

1
)2 + (zH′ − zC′

1
)2) (2.41)

α1 = tan−1

 
xH′ − xC′

1

zH′ − zC′
1

!
(2.42)

On obtient un système d'équations de deux équations à deux inconnues avec :

−l′2 sin q2 − (r1 + r2) sin γ1 − l′1 sin q1 = −L01 sinα1 (2.43)

l′2 cos q2 + (r1 + r2) cos γ1 + l′1 cos q1 = L01 cosα1 (2.44)

De même que pour le cas précédent, la résolution s'est faite avec la méthode de
Newton et en imposant des conditions initiales q10 et q20 .

Dans le cas où L0 = l′1 + r1 + r2 + l′2 alors q1 est égal à q2, et les équations de la
cheville �xe deviennent :

xC′
1
= xH′ − (l′2 + (r1 + r2) + l′1) sin q1 (2.45)

zC′
1
= zH′ + (l′2 + (r1 + r2) + l′1) cos q1 (2.46)

En prenant l'équation (2.45), nous obtenons :

q1 = sin−1

�
xH′ − xC′

1

(l′2 + (r1 + r2) + l′1)

�
(2.47)

Ce cas représente la singularité du système lorsque la jambe est tendue.
La résolution du MGI de la jambe mobile, la position de la cheville mobile est

nécessaire pour établir les équations de la jambe virtuelle. Nous avons donc :

L02 =
q
((x′

H − xC′
2
)2 + (zH′ − zC′

2
)2) (2.48)

α2 = tan−1

 
xH′ − xC′

2

zH′ − zC′
2

!
(2.49)

La résolution de ce cas est e�ectuée à partir des équations (2.15) et (2.16).
On obtient un système de deux équations à deux inconnues avec :

−l′2 sin q3 − (r1 + r2) sin γ2 − l′1 sin q4 = −L02 sinα2 (2.50)

l′2 cos q3 + (r1 + r2) cos γ2 + l′1 cos q4 = L02 cosα2 (2.51)

La résolution numérique est faite, comme pour le cas de la jambe de support,
avec la méthode de Newton et en imposant des conditions initiales q30 et q40 .

2.4.3 Validation numérique du modèle géométrique inverse

pour le genou roulant

La validation du calcul du MGI s'est faite en cherchant les solutions q1 et q2 dans
un espace de position cartésienne dans le plan (x⃗, z⃗). Chaque position de la hanche
est dé�nie par (xd, zd) . La �gure 2.9 présente l'espace de test de solutions. Pour
connaître l'écart entre la valeur désirée de position de hanche et la solution donnée
par le MGD, nous e�ectuons la procédure suivante :
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� Calcul des angles q1 et q2 avec le programme MGI à partir des valeurs désirées
xd et zd.

� Calcul des positions xH′ et zH′ avec le programme MGD à partir des solutions
calculées à l'étape précédente.

� Calcul de l'erreur ϵ, équation (2.52), di�érence entre les valeurs désirées et les
solutions calculées par le MGD

La �gure 2.10 montre les solutions calculées par le MGD. La �gure 2.11 présente
les erreurs ϵ calculées grâce à l'équation (2.52). Les di�érents pics que l'on aperçoit
sont dûs au rapprochement du robot de la position singulière.

−0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

espace de test des 

positions (xd,zd) 

Figure 2.9 � Présentation de la jambe de support et de l'espace de test

ϵ =
È
((xd − xH′)2 + (zd − zH′)2) (2.52)

avec xd et zd les positions cartésiennes de l'espace de test.
Dans tous les cas, si la con�guration cartésienne ne permet pas de trouver la

solution avec le programme de MGI, par exemple lorsque L0 ≥ l1+ l2, le programme
fournit un message d'erreur.

2.5 Modèle cinématique

L'utilisation des modèles cinématiques est nécessaire pour connaitre les vitesses
des points remarquables du robot ou bien les vitesses angulaires pendant les phases
de mouvement. Les modèles cinématiques direct et inverse vont être détaillés dans
ce paragraphe.
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Figure 2.10 � Espace atteint par la hanche dans l'espace de recherche. Chaque
croix correspond à une position de la hanche.
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Figure 2.11 � Erreur obtenue entre l'espace de recherche et les solutions calculées
du MGD

2.5.1 Modèle cinématique direct

Le modèle cinématique a pour but de connaitre les vitesses d'un point d'un corps
en fonction des positions et vitesses angulaires. Ce modèle permet de connaître les
vitesses des genoux à contacts roulants et voir leur in�uence entre les deux structures.
Il permet aussi de connaître les vitesses pour calculer les énergies cinétiques. Le
modèle cinématique direct s'obtient en dérivant les positions du modèle géométrique
direct par rapport au temps. Le modèle cinématique s'écrit sous la forme suivante :

Ẋ =
∂X

∂q
q̇ (2.53)
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L'intérêt de la matrice jacobienne est de pouvoir déterminer les singularités du
robot, ainsi que de connaître les e�orts sur les organes terminaux, c'est à dire les
pieds dans notre cas.

Vitesse de la hanche H ′ :

ẋH′ = −(l′1 cos q1 + r1 cos γ1)q̇1 − (r2 cos γ1 + l′2 cos q2)q̇2 (2.54)

żH′ = −(l′1 sin q1 + r1 sin γ1)q̇1 − (r2 sin γ1 + l′2 sin q2)q̇2 (2.55)

Vitesse du point A2 du fémur de support :

ẋA2 = ẋH′ + l′2q̇2 cos q2 (2.56)

żA2 = żH′ + l′2q̇2 sin q2 (2.57)

Vitesse du point A′
2 du fémur mobile :

ẋA′
2

= ẋH′ + l′2q̇3 cos q3 (2.58)

żA′
2

= żH′ + l′2q̇3 sin q3 (2.59)

Vitesse du point A1 du tibia de support :

ẋA1 = ẋH′ + l′2q̇2 cos q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) cos γ1 (2.60)

żA1 = żH′ + l′2q̇2 sin q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) sin γ1 (2.61)

Vitesse du point A′
1 du fémur mobile :

ẋA′
1

= ẋH′ + l′2q̇3 cos q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) cos γ2 (2.62)

żA′
1

= żH′ + l′2q̇3 sin q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) sin γ2 (2.63)

Vitesse de la cheville de support C ′
1 :

ẋC′
1

= ẋH′ + l′2q̇2 cos q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) cos γ1 + l′1q̇1 cos q1 (2.64)

żC′
1

= żH′ + l′2q̇2 sin q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) sin γ1 + l′1q̇1 sin q1 (2.65)

Vitesse de la cheville mobile C ′
2 :

ẋC′
2

= ẋH′ + l′2q̇3 cos q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) cos γ2 + l′1q̇4 cos q4 (2.66)

żC′
2

= żH′ + l′2q̇3 sin q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) sin γ2 + l′1q̇4 sin q4 (2.67)

Vitesse des orteils de support O′
1 :

ẋO′
1

= ẋH′ + l′2q̇2 cos q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) cos γ1 + l′1q̇1 cos q1

+ ((lp − Lp) sin(q0) + hp cos(q0))q̇0 (2.68)

żO′
1

= żH′ + l′2q̇2 sin q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) sin γ1 + l′1q̇1 sin q1

+ ((−lp + Lp) cos(q0) + hp sin(q0))q̇0 (2.69)

Vitesse du talon de support T ′
1 :

ẋT ′
1

= ẋH′ + l′2q̇2 cos q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) cos γ1

+ l′1q̇1 cos q1 + (lp sin q0 + hp cos q0)q̇0 (2.70)

żT ′
1

= żH′ + l′2q̇2 sin q2 + (r1q̇1 + r2q̇2) sin γ1

+ l′1q̇1 sin q1 + (−lp sin q0 + hp cos q0)q̇0 (2.71)



2.5. MODÈLE CINÉMATIQUE 47

Vitesse des orteils mobile O′
2 :

ẋO′
2

= ẋH′ + l′2q̇3 cos q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) cos γ2 + l′1q̇4 cos q4

+ ((lp − Lp) sin(q5) + hp cos(q5))q̇5 (2.72)

żO′
2

= żH′ + l′2q̇3 sin q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) sin γ2 + l′1q̇4 sin q4

+ ((−lp + Lp) cos(q5) + hp sin(q5))q̇5 (2.73)

Vitesse du talon mobile T ′
2 :

ẋT ′
2

= ẋH′ + l′2q̇3 cos q3 + (r1q̇4 + r2q̇3) cos γ2

+ l′1q̇4 cos q4 + (lp sin q5 + hp cos q5)q̇5 (2.74)

żT ′
2

= żH′ + l′2q̇3 sin q3 + (r1q̇4 + r2q̇4) sin γ2

+ l′1q̇4 sin q14 + (−lp sin q5 + hp cos q5)q̇5 (2.75)

Vitesse aux épaules T ′ :

ẋT ′ = ẋH′ − l3q̇6 cos q6 (2.76)

żT ′ = żH′ − l3q̇6 sin q6 (2.77)

2.5.2 Modèle cinématique inverse

Le modèle cinématique inverse (MCI) permet de trouver les solutions des vi-
tesses angulaires à partir des vitesses cartésiennes et de la position angulaire. On le
représente par :

q̇ =
∂X

∂q

−1

Ẋ (2.78)

Ce modèle sert d'une part pour initialiser certaines variables au départ des si-
mulations, d'autre part a�n de calculer les vitesses articulaires lorsqu'on impose une
trajectoire cartésienne.

Dans notre étude, la recherche du MCI est nécessaire pour calculer les vitesses
angulaires des jambes dans le cas où le pied est en contact avec le sol. Les vitesses
angulaires qui nous intéressent sont les vitesses angulaires des jambes �xe et mobile.

Plusieurs cas sont recensés selon la jambe considérée du robot. Pour déterminer
les vitesses angulaires de la jambe de support q̇1 et q̇2, les équations (2.64) et (2.65)
permettent de regrouper les termes des vitesses angulaires ce qui donne :�

q̇1
q̇2

�
= J−1

1

�
ẋH′

żH′

�
(2.79)

avec J1 =

�
−(l′1 cos q1 + r1 cos γ1) −(r2 cos γ1 + l′2 cos q2)
−(l′1 sin q1 + r1 sin γ1) −(r2 sin γ1 + l′2 sin q2)

�

De même, la connaissance de la vitesse cartésienne de la cheville mobile est
nécessaire pour déterminer les vitesses absolues de la jambe mobile, soit q̇3 et q̇4 à
partir des positions angulaires q3 et q4 et de la vitesse cartésienne de la hanche. Avec
les équations (2.66) et (2.67), on obtient :�

q̇3
q̇4

�
= J−1

2

�
ẋH′

żH′

�
(2.80)

avec J2 =

�
(−r2 cos γ2 − l′2 cos q3) (−l′1 cos q4 − r1 cos γ2)
(−r2 sin γ2 − l′2 sin q3) (−l′1 sin q4 − r1 sin γ2)

�
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, l'objectif était de présenter le robot bipède avec un genou
possédant une cinématique de contacts roulants entre le fémur et le tibia et de
présenter les propriétés géométriques de cette structure. Ensuite, nous avons déter-
miné les modèles géométriques et cinématiques du robot bipède pour cette structure.

Les modèles géométriques direct et inverse ont été développés pour représenter
le robot dans l'espace articulaire et cartésien en utilisant un paramétrage explicite.
Une validation du modèle géométrique inverse a été e�ectuée pour donner une idée
du domaine d'accessibilité de la hanche dans l'espace cartésien. Le modèle géomé-
trique inverse ainsi développé permet d'éliminer les cas où les contraintes ne sont
pas satisfaites comme le genou plié vers l'arrière ou l'impossibilité d'atteindre un
point hors du champ d'action de la jambe.

Le modèle cinématique direct a été établi a�n de connaître les vitesses carté-
siennes des points du robot en fonction des vitesses angulaires et de la position
angulaire du robot. La modèle cinématique inverse permet de calculer les vitesses
angulaires des jambes en tenant compte de la position des chevilles et de la hanche
quelles que soient les vitesses cartésiennes des hanches.

Les modèles développés seront utilisés pour simuler le robot pendant la marche.
Dans le chapitre suivant, nous allons développer le modèle dynamique de robot avec
le genou à contacts roulants. Ce modèle permettra de connaître l'énergie nécessaire
au robot pendant la marche.



Chapitre 3

Le modèle dynamique d'un robot

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons développer le modèle dynamique inverse (MDyI)
d'un robot avec la structure de genoux roulants pour les di�érentes phases de mou-
vement. Nous entendons par di�érentes phases de mouvement, les phases de simple
support (cas d'un pied en contact avec le sol) et les phases de double support avec les
deux pieds en appui sur le sol. Nous rappelons que nous nous intéressons avant tout
à la marche des robots bipèdes. Ce modèle permet de connaître les couples durant le
mouvement de marche et les forces exercées sur le robot lorsqu'il y a contact entre
les pieds et le sol. Il permet donc de déterminer le comportement du robot durant
la marche.

Les modèles dynamiques de la structure de genoux à liaison rotoïde ont été
largement étudiés dans les travaux de Miossec [50], Wieber [84], Bessonnet [15] et
ne sont pas repris ici. Cependant, ces travaux nous servent à établir la méthodologie.
Le modèle correspondant est détaillé en annexe B.

La phase de contact entre les pieds du robot et le sol est très importante. Cette
phase d'impact modélise le comportement du corps venant en contact avec le sol à
des vitesses non-nulles.

L'objectif de ce chapitre est d'établir le modèle dynamique du robot avec la
cinématique de genoux à contacts roulants.

3.2 Modélisation dynamique du robot

3.2.1 Méthodes d'obtention du MDyI

Il existe plusieurs formalismes pour calculer le modèle dynamique inverse d'un
robot dont le formalisme d'Euler-Lagrange, le principe des travaux virtuels et la
méthode de Newton-Euler. Le choix du formalisme de Euler-Lagrange simpli�e le
nombre de calculs du MDyI en symbolique [44].

Les équations de mouvement sont détaillées en termes de travail et d'énergie du
système. Lorsque l'e�ort sur l'organe terminal est nul, les équations de Lagrange
sont les suivantes :

Ξi =
d

dt

∂L

∂Ẋi

− ∂L

∂Xi

i = 1, . . . , nX (3.1)
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avec L = E − U le Lagrangien du système, E étant l'énergie cinétique totale du
système et U représentant l'énergie potentielle totale du système. nX le nombre de
variable du vecteur de position en absolu. On suppose ici que les corps ne possèdent
pas d'énergie interne variable (pas d'éléments compliants). Ξi correspond à la force
ou au couple résultant de la dynamique des corps Ci.

La �gure 3.1 présente les notations pour les couples articulaires et les centres de
gravité des corps composants le robot à genoux roulants. A�n de simpli�er l'écriture
du modèle dynamique, nous considérons les corps du robot modélisés par des masses
ponctuelles placées au centre de gravité positionné sur l'axe de symétrie du corps
considéré. Cette hypothèse réduit le nombre de paramètres dé�nissant le modèle de
chaque corps. On appelle donc m0 la masse des pieds, m1 celle des tibias, m2 celle
des cuisses et m3 la masse du tronc. Les positions des centres de gravité des tibias
sont repérées par s1 = d(G′

1Cg1) = d(G′
2Cg4), s2 = d(H ′Cg2) = d(H ′Cg3) pour les

cuisses, et s3 = d(H ′Cg6) pour le tronc. Pour les pieds, nous avons sx = d(F ′
1Cg0) =

d(F ′
2Cg5) et sz = d(C ′

1Cg0) = d(C ′
2Cg5) comme détaillé sur la �gure 3.2. De plus,

nous tenons compte du moment d'inertie de chaque corps autour de l'axe y⃗ calculé
au centre de gravité. On note ces moments d'inertie I0 pour les pieds, I1 pour les
tibias, I2 pour les cuisses et I3 pour le tronc.

Figure 3.1 � Représentation dynamique du robot bipède avec les genoux roulants.

Toutes les positions des centres de gravité sont calculées à partir de la position
de la hanche. Les coordonnées des centres de gravité de chaque corps repéré sur la
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�gure 3.1 dans le repère �xe sont données par :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xC′
G0

= xH′ + l′2 sin q2 + (r1 + r2) sin γ1 + l′1 sin q1 + sz sin q0 + sx cos q0

zC′
G0

= zH′ − l′2 cos q2 − (r1 + r2) cos γ1 − l′1 cos q1 − sz cos q0 + sx sin q0

xC′
G1

= xH′ + l′2 sin q2 + (r1 + r2) sin γ1 + (s1 − r1) sin(q1)

zC′
G1

= zH′ − l′2 cos q2 − (r1 + r2) cos γ1 − (s1 − r1) cos(q1)

xC′
G2

= xH′ + s2 sin q2

zC′
G2

= zH′ − s2 cos q2

xC′
G3

= xH′ + s2 sin q3

zC′
G3

= zH′ − s2 cos q3

xC′
G4

= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ2 + (s1 − r1) sin q4

zC′
G4

= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ2 − (s1 − r1) cos q4

xC′
G5

= xH′ + l′2 sin q3 + (r1 + r2) sin γ2 + l′1 sin q4 + sz sin q5 + sx cos q5

zC′
G5

= zH′ − l′2 cos q3 − (r1 + r2) cos γ2 − l′1 cos q4 − sz cos q5 + sx sin q5

xC′
G6

= xH′ − s3 sin q6

zC′
G6

= zH′ + s3 cos q6

(3.2)

Figure 3.2 � Description du pied pour la jambe de support avec le centre de masse.

Avec les simpli�cations des modèles des corps explicités précédemment, nous pou-
vons exprimer les énergies cinétique et potentielle de l'ensemble du robot. L'énergie
cinétique totale E du système est calculée à partir de l'expression suivante :

E =
1

2

nc−1X
i=0

�
(Iiq̇i

2) + (mi(ẋ
2
C′

Gi

+ ż2C′
Gi

))
�

(3.3)

avec nc le nombre de corps, Ii le moment d'inertie du corps i autour de l'axe y⃗
calculé au point C ′

Gi
, ẋC′

Gi
et żC′

Gi
les coordonnées du vecteur vitesse du centre de

gravité C ′
Gi

du corps i.
L'énergie potentielle totale U du système est calculée à partir de l'expression

suivante :

U =
nc−1X
i=0

�
migzC′

Gi

�
(3.4)

avec mi la masse du corps Ci, g l'accélération de la pesanteur et zC′
Gi

la position en

z du centre de gravité du corps Ci dé�nie par l'équation (B.1).
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Γ1 et Γ6 sont les couples articulaires exercés par les pieds (de support et mobile)
sur les tibias (de support et mobile) suivant l'axe des chevilles en C1 et C2 ou C ′

1 et
C ′

2 selon la con�guration du robot. Γ3 et Γ4 sont les couples articulaires exercés par
les cuisses sur le tronc suivant l'axe de la hanche en H ou H ′. Pour la con�guration
à genoux roulants, les couples virtuels Γ2 et Γ5 sont les couples autour de l'axe y⃗
exercés par les tibias sur les cuisses au point de contact. Nous discuterons dans le
paragraphe 3.4 d'une autre possibilité de placement des actionneurs sur les genoux
et détaillerons les modi�cations que cela entraine sur le modèle dynamique. Le choix
de Γ2 et Γ5 est fait pour comparer les couples du robot à genoux roulants au robot
à genoux rotoïdes. Le vecteur des couples est noté Γ = [Γ1,Γ2,Γ3,Γ4,Γ5,Γ6]

T .
La position du centre de gravité total du robot souvent appelé centre de masse

est dé�nie par :

xC′
G
=

1

m

nc−1X
i=0

xC′
Gi

(3.5)

zC′
G
=

1

m

nc−1X
i=0

zC′
Gi

(3.6)

La vitesse du centre de masse du robot est calculée par dérivation de la position
du centre de masse. L'observation du centre de masse du robot sera e�ectuée dans le
chapitre 6. La comparaison avec le robot à genoux rotoïdes permettra de découvrir
l'in�uence de la nouvelle cinématique.

Le robot est composé de 6 actionneurs placés aux articulations.
Le calcul de la matrice d'actionnement B de dimension (9×6), est e�ectué suivant

le principe des travaux virtuels. On pose θ = [θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6]
T , les variables

articulaires relatives actionnées pour le mouvement du robot :

8>>>>>><>>>>>>:

θ1 = q1 − q0
θ2 = q2 − q1
θ3 = q6 − q2
θ4 = q6 − q3
θ5 = q3 − q4
θ6 = q4 − q5

(3.7)

La �gure 3.3 présente les angles relatifs du robot avec genoux à contact roulant.
Il su�t de dériver la variable θ en fonction du vecteur d'état X pour trouver la

matrice d'actionnement B.

B =

�
∂θ

∂X

�T

(3.8)
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Figure 3.3 � Représentation des angles relatifs du robot bipède avec les genoux
roulants.

B =

2666666666666666666666664

−1 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

0 0 0 −1 1 0

0 0 0 0 −1 1

0 0 0 0 0 −1

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

3777777777777777777777775

(3.9)

Les vitesses articulaires θ̇i sont obtenues par dérivation des variables articulaires
θ et s'écrivent sous la forme suivante :

θ̇1 = q̇1 − q̇0 (3.10)

θ̇2 = q̇2 − q̇1 (3.11)

θ̇3 = q̇6 − q̇2 (3.12)

θ̇4 = q̇6 − q̇3 (3.13)

θ̇5 = q̇3 − q̇4 (3.14)

θ̇6 = q̇4 − q̇5 (3.15)
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3.2.2 Calcul des matrices du MDyI

Avec la méthode détaillée auparavant et l'équation de Lagrange (3.1), le modèle
dynamique peut se mettre sous la forme :

D(X)Ẍ +H(X, Ẋ) +Q(X) = Ξ (3.16)

où D(X) est la matrice d'inertie de dimension (9×9), H(X, Ẋ) représente le vecteur
des e�ets centrifuges et de Coriolis de dimension (9 × 1), Q(X) est le vecteur des
e�ets de la gravité de dimension (9× 1).

Notre modèle est complet si on fait interagir les pieds du robot sur le sol. Nous
devons considérer les forces générées sur les deux pieds par le sol. Le modèle dyna-
mique devient donc :

D(X)Ẍ +H(X, Ẋ) +Q(X) = BΓ(q, q̇, q̈) + Ac1(X)TF1 + Ac2(X)TF2 (3.17)

avec B représente la matrice d'actionnement de dimension (9× 6). Γ(q, q̇, q̈) corres-
pondant aux couples d'actionnement. Ac1(X) et Ac2(X) représentant les matrices
jacobiennes de contact sur les pied 1 et 2. F1 et F2 représente les torseurs d'in-
teraction du sol sur chacun des pieds du robot. Suivant les phases de mouvement
(simple support, double support, double support avec rotation sur l'arête d'un pied),
la représentation des torseurs n'est pas la même. Le calcul des matrices jacobiennes
intervenant suivant les phases de marche est détaillé dans les paragraphes 3.5 et 3.6.

Le calcul des matrices D(X), H(X, Ẋ), Q(X) s'e�ectue à partir des équations
suivantes : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

D(X) = ∂2E
∂Ẋ28<: Hij =
Pn

k=1 ci,jkẊk

ci,jk =
1
2
(∂Dij

∂Xk
+ ∂Dik

∂Xj
+

∂Djk

∂Xi
)

Q = ∂U
∂X

(3.18)

Le calcul des matrices jacobiennes Ac1(X) et Ac2(X) est obtenu par dérivation
du travail virtuel par les forces extérieures exercées sur les pieds du robot.

Ac1(X) =
∂Ξ

∂F1

(3.19)

Ac2(X) =
∂Ξ

∂F2

(3.20)

Les dimensions des matrices Ac1(X) etAc2(X) dépendent du type de contact entre
les pieds et le sol durant la marche.

3.3 Etude du modèle dynamique

Notre étude basée sur le modèle de la structure à genoux roulants apporte des
modi�cations dans les matrices du modèle dynamique calculé précédemment. L'ob-
jectif de ce paragraphe est de montrer les di�érences entre le modèle dynamique d'un
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robot à genoux rotoïdes et celui dé�ni précédemment. L'annexe B donne le détail du
modèle dynamique d'un robot bipède à structure de genoux rotoïdes. Ce modèle est
dé�ni par la matrice d'inertie notée Dc, le vecteur de centrifuges et Coriolis notée
Hc et le vecteur de gravité notée Qc. Nous allons d'abord détailler les di�érences
entre les vecteurs de gravité des deux modèles de robots.

Q1 = Qc1

Q2 = Qc2 − gr1((m1 +m0)(sin q1 − sin γ1))

Q3 = Qc3 − gr2((m1 +m0)(sin q2 − sin γ1))

Q4 = Qc4 − gr2((m1 +m0)(sin q3 − sin γ2))

Q5 = Qc5 − gr1((m1 +m0)(sin q4 − sin γ2))

Q6 = Qc6

Q7 = Qc7

Q8 = Qc8

Q9 = Qc9

On peut voir que les coe�cients du vecteur Qi sont égaux à ceux du vecteur
Qci pour i = [1, 6, 7, 8, 9] malgré l'ajout du contact roulant aux genoux. L'in�uence
de ces coe�cients n'est pas changée entre les deux structures. Regardons alors les
coe�cients Q2, Q3, Q4 et Q5. Pour analyser ces coe�cients, posons que les rayons
r1 et r2 sont égaux. Pour chaque coe�cient, on peut écrire :

Q2 = Qc2 − gr1((m1 +m0)
�
2 cos

�
3q1 + q2

4

�
sin

�
q1 − q2

4

��
Q3 = Qc3 − gr2((m1 +m0)

�
2 cos

�
3q2 + q1

4

�
sin

�
q2 − q1

4

��
Q4 = Qc4 − gr2((m1 +m0)

�
2 cos

�
3q3 + q4

4

�
sin

�
q3 − q4

4

��
Q5 = Qc5 − gr1((m1 +m0)

�
2 cos

�
3q4 + q3

4

�
sin

�
q4 − q3

4

��
Pour les trajectoires de marche recherchées, les termes en cosinus sont proches de
1 et on peut approximer les termes en sinus à l'ordre 1. Les coe�cients Qcj pour
j = [2, 3, 4, 5] peuvent alors s'écrire :

Q2 ≃ g
�
q1(m0l1 +m1s1)− r1((m1 +m0)

�
q1 − q2

2

��
Q3 ≃ g

�
q2((m0 +m1)l2 +m2s2)− r2((m1 +m0)

�
q2 − q1

2

��
Q4 ≃ g

�
q3((m0 +m1)l2 +m2s2)− r2((m1 +m0)

�
q3 − q4

2

��
Q5 ≃ g

�
q4(m0l1 +m1s1)− r1((m1 +m0)

�
q4 − q3

2

��
Pendant la marche, la jambe de support est la plus raide possible, (q2 − q1) est

alors proche de zéro. La jambe mobile a besoin de se plier pour passer le pied au-
dessus du sol, alors (q3−q4) est supérieur à zéro. L'in�uence majeure se trouve sur la
jambe mobile où l'on observe une élévation virtuelle du centre de gravité. Le robot
à genoux roulants modi�e le centre de masse virtuel.
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Pour l'étude de la matrice d'inertie, on constate que les deux matrices D(X) et
Dc(X) sont toutes les deux de dimension (9× 9) et ont la même forme, c'est à dire
les mêmes éléments nuls. La matrice D est présenté dans l'équation (3.21).

D =

26666666666666664

D11 D12 D13 0 0 0 0 D18 D19

D21 D22 D23 0 0 0 0 D28 D29

D31 D32 D33 0 0 0 0 D38 D39

0 0 0 D44 D45 D46 0 D48 D49

0 0 0 D54 D55 D56 0 D58 D59

0 0 0 D64 D65 D66 0 D68 D69

0 0 0 0 0 0 D77 D78 D79

D81 D82 D83 D84 D85 D86 D87 D88 0
D91 D92 D93 D94 D95 D96 D97 0 D99

37777777777777775
(3.21)

Par contre, les termes non-nuls de la matrice D peuvent être obtenus à partir
de ceux de la matrice Dc en ajoutant des termes supplémentaires précisés dans les
équations suivantes :

D11 = D66 = Dc11

D12 = D21 = Dc12 +m0r1(sz(cosα1 − cos θ1) + sx(sinα1 − sin θ1))

D13 = D31 = Dc13 +m0r2(sz(cosα1 − cos(q2 − q0)) + sx(sinα1 − sin(q2 − q0)))

D22 = Dc22 + 2r1((m1(r1 − s1)−m0l
′
1) + (m1(s1 − r1) +m0l

′
1) cos(α3)

D23 = D32 = Dc23 + (m1l
′
2 +m0l

′
2)r1 cosα2 + (m0l

′
1 +m1(s1 − r1))r2 cosα3

− ((m1 +m0)r1l
′
2 +m0(l1 + s1)r2) cos(q1 − q2) + (m1 +m0)r1r2

D33 = Dc33 + 2r2((m1 +m0)l
′
2 cos(α2)− l′2)

D44 = Dc44 + 2r2((m1 +m0)l
′
2 cos(α5)− l′2)

D45 = D54 = Dc54 + (m1r2(s1 − r1) +m0r2l
′
1) cosα4 + (m0 +m1)l

′
2r1 cosα5

+ (m0(−l2r1 − l′1r2) +m1(−r2s1 − l′2r1)) cos(−q3 + q4) + (m1 +m0)r1r2

D46 = D64 = Dc64 −m0r2(sz(cos(q3 − q5)− cosα6) + sx(sin(q3 − q5)− sinα6)

D55 = Dc55 + 2r1((m1(r1 − s1)−m0l
′
1) + (m1(s1 − r1) +m0l

′
1) cos(α4)

D56 = D65 = Dc56 +m0r1(sx(sinα6 − sin θ6) + sz(cosα6 − cos θ6)

D18 = D81 = Dc18

D19 = D91 = Dc19

D28 = D82 = Dc28 − r1(m0(cos q1 − cos γ1) +m1(cos q1 − cos γ1))

D29 = D92 = Dc29 + r1(m1(sin γ1 − sin q1) +m0(sin γ1 − sin q1))

D38 = D83 = Dc38 + r2(m1(cos γ1 − cos q2) +m0(cos γ1 − cos q2))

D39 = D93 = Dc39 − r2(m1(sin q2 − sinγ1) +m0(sin q2 − sin γ1))

D48 = D84 = Dc48 − r2(m0(cos q3 − cos γ2) +m1(cos q3 − cos γ2))
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D49 = D94 = Dc49 − r2(m1(sin q3 − sin γ2) +m0(sin q3 − sin γ2))

D58 = D85 = Dc58 + r1(m0(cos γ2 − cos q4) +m1(cos γ2 − cos q4))

D59 = D95 = Dc59 + r1(m0(sin γ2 − sin q4) +m1(sin γ2 − sin q4))

D68 = D86 = Dc68

D69 = D96 = Dc69

D77 = Dc77

D78 = D87 = Dc78

D79 = D97 = Dc79

D88 = D99 = Dc88

avec :

α1 = (−q0r1 − q0r2 + r1q1 + r2q2)/(r1 + r2)

α2 = r1(q1 − q2)/(r1 + r2)

α3 = r2(q1 − q2)/(r1 + r2)

α4 = r2(−q3 + q4)/(r1 + r2)

α5 = r1(−q3 + q4)/(r1 + r2)

α6 = (r1q4 + r2q3 − q5r1 − q5r2)/(r1 + r2)

La même comparaison que précédemment est e�ectuée à l'aide des mêmes hypo-
thèses. Les termes Dj8 et Dj9 j = [2, 3, 4, 5] ont les mêmes caractéristiques que pour
la matrice Q. On peut donc conclure dans ce cas que le genou roulant augmente le
couplage inertielle entre le tibia et la cuisse car les termes ajoutés du genou roulant
sont positifs. Pour les termes d'inertie des pieds et du tronc, le genou à contact
roulant n'in�uence pas ces termes. Pour les termes D23 et D45, le couplage inertiel
est augmentée respectivement pour la jambe �xe et pour la jambe mobile. Pour les
derniers termes D12, D13, D46 et D56, l'analyse ne peut se faire qu'avec l'étude des
trajectoires.

3.4 Placement des actionneurs et modi�cation du

MDyI

Pour cette étude, le placement des moteurs des genoux est envisagé sur l'axe
du cylindre de contact du fémur. Les couples Γ2 et Γ5 sont exercés suivant l'axe du
centre du cercle de rayon r2 au point A2 sur la �gure 3.4. L'actionnement de cette
articulation s'e�ectue au point A2. La liaison rotoïde en A1 est passive ce qui a pour
e�et de n'avoir qu'un actionneur pour cette articulation. La masse du robot reste
inchangée. La �gure 3.4 montre le couple d'actionnement au point d'application A2.

Les variables θ et B sont modi�ées. Pour comparer nos structures, nous posons
θΓ et BΓ : 8>>>>>><>>>>>>:

θΓ1 = q1 − q0
θΓ2 = q2 − γ1
θΓ3 = q6 − q2
θΓ4 = q6 − q3
θΓ5 = q3 − γ2
θΓ6 = q4 − q5

(3.22)
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Figure 3.4 � Description de l'actionnement au niveau du genou roulant pour la
jambe de support.

Les �gures 3.5 et 3.6 présente les angles relatifs du robot avec genoux à contact
roulant et barre d'actionnement.

Figure 3.5 � Représentation des angles relatifs du robot bipède avec les genoux
roulants.

Il su�t de dériver la variable θΓ en fonction du vecteur d'état X pour trouver la
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b)

Figure 3.6 � Représentation de l'angle relatif θ2 sur la jambe de support.

matrice d'actionnement BΓ.

BΓ =

26666666666666666666666664

−1 0 0 0 0 0

1 − r1
r1+r2

0 0 0 0

0 r1
r1+r2

−1 0 0 0

0 0 0 −1 r1
r1+r2

0

0 0 0 0 − r1
r1+r2

1

0 0 0 0 0 −1

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

37777777777777777777777775

(3.23)

Les rayons de la structure du genou interviennent directement dans l'actionnement
des genoux. Le déport de l'actionneur au point A2 ou A′

2 apporte un couplage naturel
dû aux rayons des cylindres en contact. Nous verrons dans le chapitre 6, l'in�uence
qu'il peut y avoir entre la cinématique dues aux rayons et la consommation énergé-
tique du robot.

Les vitesses articulaires θ̇Γ sont obtenues par dérivation des variables articulaires
θΓ et s'écrivent sous la forme suivante :

θ̇Γ1 = q̇1 − q̇0 (3.24)

θ̇Γ2 = r1(q̇2 − q̇1)/(r1 + r2) (3.25)

θ̇Γ3 = q̇6 − q̇2 (3.26)

θ̇Γ4 = q̇6 − q̇3 (3.27)

θ̇Γ5 = r1(q̇3 − q̇4)/(r1 + r2) (3.28)

θ̇Γ6 = q̇4 − q̇5 (3.29)
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3.5 Le modèle dynamique inverse en simple support

Une phase de simple support est dé�nie par un pied en contact avec le sol et
l'autre pied en mouvement donc libre. La �gure 3.7 montre le mouvement e�ectué
par les pieds pendant la phase de marche. Le pied �xe arrive en impact à plat, puis le
pied mobile décolle instantanément. Pendant que le pied mobile est en mouvement,
le robot est en phase de simple support (SS).

Figure 3.7 � Représentation des pieds pendant le mouvement de marche avec la
phase de simple support.

Durant la phase de simple support, la force sur le pied mobile est nulle. L'équation
(3.17) se simpli�e et devient :

D(X)Ẍ + C(X, Ẋ) +Q(X) = BΓ(q, q̇, q̈) + Ac1(X)TF1 (3.30)

Pendant la phase de simple support, le torseur des forces extérieures F1 exercée
sur le pied par le sol est non-nulle et égale à :

F1 =

264F1x

F1z

Cy

375 (3.31)

Le torseur F1 est appliqué au Zero Moment Point (ZMP). Dans le cas du simple
appui, le centre de pression et le ZMP sont confondus [26] [82]. Le moment Cy est
le couple nécessaire pour que le pied reste en contact avec le sol. La connaissance
de la position du ZMP est essentielle pour savoir si le robot ne tombe pas pendant
la marche. Lorsque le ZMP est dans la polygone de sustentation, le robot est en
position stable sur son pied d'appui, si la position du ZMP est en dehors de cette
surface, le robot est en déséquilibre. En phase de simple support, le calcul du ZMP
est le suivant :

xZMP =
Cy + sxm0g − hpF1x

F1z

(3.32)

Cette relation est calculée à partir des forces et moment exercés sur le pied �xe pour
que ce pied reste à l'équilibre en rotation autour de la cheville et donc que le pied
�xe ne décolle pas du sol :

−Γ1 +

264xZMP

0
−hp

375 ∧
264F1x

0
F1z

375+m0

264xC′
G

0
zC′

G

375 ∧
264 0
0
−g

375 = 0 (3.33)

où m0 est la masse du pied. Ici, Cy est égal à −Γ1.
Le modèle dynamique inverse est obtenu par dérivation des contraintes de liaisons

[15]. Cette méthode permet de connaître les dérivées secondes des contraintes de
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liaison et aide à la résolution du système (3.30) en faisant apparaître les accélérations.
Dans le cas du simple support, le pied est en contact au point O′

1. L'angle q0 est
égal à zéro. Pour que le pied reste en contact avec le sol, nous projettons les forces
d'application sur la cheville munie de son actionneur.

Pour satisfaire les contraintes sur le pied du robot, on pose :

C ′
1(X) =

264xC′
1

zC′
1

q0

375 (3.34)

La dérivation de cette équation permet d'obtenir les contraintes aux niveaux des
vitesses (3.35) et des accélérations (3.36).

Ac1(X)Ẋ = 0 (3.35)

Ac1(X)Ẍ +Hc1(X, Ẋ) = 0 (3.36)

avec Ac1 tel que :

Ac1 =

2640 r1 cos(γ1) + l′1 cos(q1) r2 cos(γ1) + l′2 cos(q2) 0 0 0 0 1 0
0 r1 sin(γ1) + l′1 sin(q1) r2 sin(γ1) + l′2 sin(q2) 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0

375 (3.37)
avec Hc1 tel que :

Hc1(X, Ẋ) = Ȧc1Ẋ (3.38)

On peut trouver des explications plus détaillées dans [44].
Les angles dans ces équations sont connus grâce à la position cartésienne de la

hanche et le contact du pied au sol. La résolution du MGD donne les angles des q1
et q2 et les angles q3 et q4. Les contraintes en accélération permettent de déterminer
les accélérations de la hanche et de résoudre le modèle dynamique.

Nous aborderons la résolution de ce système dans le paragraphe 3.7.

3.6 Le modèle dynamique inverse en double support

avec rotation du pied sur l'arête des orteils

La �gure 3.8 montre le mouvement de marche e�ectué par les pieds pendant un
cycle détaillant une phase de double support (DS). Le pied 1 arrive en impact à plat.
Le pied 2 e�ectue une rotation sur les orteils en O′

2, le talon T ′
2 décolle. Cette phase

s'e�ectue durant un temps de double support TDS. Le pied 2 décolle et le robot est
en phase de simple support durant un temps de simple support TSS puis arrive en
impact.

Pour e�ectuer la rotation autour des orteils, posons les équations de contraintes
géométriques :

C ′
1(X) =

264xC′
1

zC′
1

q0

375 (3.39)

O′
2(X) =

�
xO′

2

zO′
2

�
(3.40)
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Figure 3.8 � Représentation des pieds pendant le mouvement de marche avec la
phase de double support avec rotation sur les orteils.

Les contraintes de contact cinématique et dynamique sont obtenues de la même
façon que dans le paragraphe 3.5 en dérivant les équations de contraintes deux fois
successivement permettant de trouver les accélérations.

Ac1(X)Ẋ = 0 (3.41)

Ac2(X)Ẋ = 0 (3.42)

Ac1(X)Ẍ +Hc1(X, Ẋ) = 0 (3.43)

Ac2(X)Ẍ +Hc2(X, Ẋ) = 0 (3.44)

avec :

Ac2 =

�
0 0 0 r2 cos(γ2) + l′2 cos(q3) r1 cos(γ2) + l′1 cos(q4) 0 0 1 0
0 0 0 r2 sin(γ2) + l′2 sin(q3) r1 sin(γ2) + l′1 sin(q4) 0 0 0 1

�
(3.45)

Ac1 a la même expression qu'en (3.37).

3.7 Résolution du modèle dynamique

La résolution du modèle dynamique suivant les phases de mouvement de marche
nécessite de bien connaître les contraintes et les degrés de liberté du robot. Lorsque le
pied de support est au sol, les équations de contraintes en vitesses (3.35) permettent
de connaître les vitesses de la hanche, soit ẋH et żH . Les équation de contraintes en
accélération (3.36) permettent de calculer ẍH et z̈H . La connaissance des trajectoires
q(t) permet de déterminer entièrement les vecteurs Ẋ et Ẍ.
Les calculs de ẋH , żH , ẍH et z̈H sont les suivants :�

ẋH

żH

�
=

�
−(r1 cos γ1 + l′1 cos q1)q̇1 − (l′2 cos q2 + r2 cos γ1)q̇2
−(r1 sin γ1 + l′1 sin q1)q̇1 − (l′2 sin q2 + r2 sin γ1)q̇2

�
(3.46)

et

�
ẍH

z̈H

�
=

�
−(l′1 cos q1 + r1 cos γ1),−(r2 cos γ1 + l′2 cos q2)
−(l′1 sin q1 + r1 sin γ1),−(r2 sin γ1 + l′2 sin q2)

� �
q̈1
q̈2

�
+

�
Hc1

Hc2

�
(3.47)

Pour la phase de simple support, le nombre d'inconnues est 9 en dénombrant 6
variables de couples et 3 variables de forces et de moment dues aux contraintes sur le
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pied �xe. Ici, le nombre d'équations étant égal au nombre d'inconnues, la résolution
est directement possible et se met sous la forme :�

Γ(q, q̇, q̈)
F1

�
=
�
BAc1(X)T

�−1 �
D(X)Ẍ + C(X, Ẋ) +Q(X)

�
(3.48)

Pour la phase de double support avec rotation du pied 2, le nombre d'inconnues
est supérieur au nombre d'équations. Nous considérons que les deux pieds sont en
contact avec le sol. Nous avons besoin de connaître les vitesses et les accélérations
de la hanche pour résoudre le modèle dynamique. Les équations (3.42) et (3.44)
permettent de calculer ẋH , żH , ẍH et z̈H . Les vecteurs Ẋ et Ẍ sont des vecteurs de
dimension (9 × 1). Le calcul des vitesses et accélérations de la hanche et le calcul
des vitesses et accélérations de la cheville mobile permettent de calculer les vitesses
et accélérations angulaires de la jambe mobile pendant la rotation sur les orteils
grâce aux contraintes en vitesses et accélérations énoncées par les équations (3.42)
et (3.44). Nous déterminons les angles q3 et q4 grâce au MGI de la jambe mobile à
partir des positions cartésiennes de la hanche (xH′ , zH′) et de la position de la cheville
mobile (xO′

2
, zO′

2
). Ensuite, comme nous connaissons les vitesses et accélérations de

la hanche calculées par les équations (3.46) et (3.47), nous pouvons déterminer les
vitesses angulaires q̇3 et q̇4 et les accélérations angulaires q̈3 et q̈4. Les équations des
vitesses angulaires sont les suivantes :

Ac2(X)Ẋ = 0 (3.49)

donne : �
q̈3
q̈4

�
= W−1

2 W1 (3.50)

avec :

W1 =

�
−((sz cos q5 − sx sin q5)q̇5 + ẋH)
−((sz sin q5 + sx cos q5)q̇5 + żH)

�
(3.51)

W2 =

�
(l′2 cos q3 + r2 cos γ2) (r1 cos γ2 + l′1 cos q4)
(l′2 sin q3 + r2 sin γ2) (l′1 sin q4 + r1 sin γ2)

�
(3.52)

Les équations des accélérations angulaires sont les suivantes :

Ac2(X)Ẍ +Hc2(X, Ẋ) = 0 (3.53)

(3.53) donne :

(l′2 cos q3 + r2 cos γ2)q̈3 + (r1 cos γ2 + l′1 cos q4)q̈4 + ẍH

−W4q̇
2
3 −W5q̇4q̇3 −W6q̇

2
4 = 0 (3.54)

(l′2sin(q3) + r2 sin γ2)q̈3 + (r1 sin γ2 + l′1 sin q4)q̈4 + z̈H

+W7q̇
2
3 +W8q̇4q̇3 +W9q̇

2
4 = 0 (3.55)
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W4 = l′2 sin(q3) + r22 sin(γ2)/(r1 + r2) (3.56)

W5 =
2r2r1 sin(γ2)

(r1 + r2)
(3.57)

W6 = l′1 sin(q4) + r21 sin(γ2)/(r1 + r2) (3.58)

W7 = l′2 cos(q3) + r22cos(γ2)/(r1 + r2) (3.59)

W8 =
2r2r1 cos(γ2)

(r1 + r2)
(3.60)

W9 = l′1 sin(q4) + r21 cos(γ2)/(r1 + r2) (3.61)

Par substitution, les accélérations q̈3 et q̈4 sont déterminées. Le calcul étant long,
il n'est pas détaillé dans ce mémoire.

Maintenant que nous connaissons les vecteurs X, Ẋ et Ẍ, deux solutions sont
donc envisageables pour résoudre le modèle dynamique :

� Le paramétrage des forces sur le pied mobile par des fonctions mathématiques
[75],

� la résolution en interne de ces forces par une résolution de commande optimale
[65], mais dans le cas d'un mouvement di�érent des pieds par rapport à celui
que nous envisageons.

3.7.1 Résolution du MDyI avec paramétrisation des forces

La première solution nécessite d'exprimer sous forme explicite du temps les forces
s'exerçant sur un des pieds. Nous avons choisi de pied 2. Les forces F2 = [F2xF2z]

T

sur les orteils s'expriment donc sous la forme :

F2x =
mxX
j=0

axjt
j (3.62)

F2z =
mzX
j=0

azjt
j (3.63)

avec mx et mz les ordres de la fonction linéaire choisie.
Ensuite, la résolution revient à :�

Γ(q, q̇, q̈)
F1

�
= A−1

sol

�
D(X)Ẍ + C(X, Ẋ) +Q(X)− Ac2(X)TF2

�
(3.64)

avec Asol =
�
B Ac1(X)T

�
. La matrice Asol est une matrice carrée de taille (9 × 9)

inversible.

3.7.2 Résolution du MDyI sans paramétrisation des forces

Cette méthode est nouvelle à notre connaissance. Nous n'avons pas trouvé de
travaux à ce sujet. La solution proposée est développée avec une phase de double
support avec rotation sur les orteils du pied mobile lorsque le pied de support est
à plat. Le but est d'exprimer le problème sous forme de commande optimale des

forces. La matrice A−1
sol de l'équation (3.64) peut s'écrire sous la forme

�
As1

As2

�
avec
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As1 une matrice de dimension (6 × 9) et As2 une matrice de dimension (3 × 9). Le
vecteur de couple Γ de l'équation (3.64) s'écrit alors :

Γ = As1

�
DẌ +H +Q

�
− As1A

T
c2F2 (3.65)

ce qui peut s'écrire sous la forme :

Γ = Mopt −Kopt

�
F2x

F2z

�
(3.66)

avec Kopt = As1A
T
c2, Mopt = As1

�
DẌ +H +Q

�
.

La solution F2opt qui minimise le carré des couples est donnée par :

ΓT ∂Γ

∂F2

= 0 (3.67)

En remplaçant Γ par l'équation (3.66), les forces F2opt sont calculées par la rela-
tion :

F2opt = (KT
optKopt)

−1(KT
optMopt) (3.68)

Ensuite, il nous su�t d'injecter les forces optimales obtenues dans l'équation
(3.64) pour calculer les couples nécessaires aux mouvements du robot et les forces
du pied de support sur le sol ce qui devient :�

Γ(q, q̇, q̈)
F1

�
= A−1

sol

�
D(X)Ẍ + C(X, Ẋ) +Q(X)− Ac2(X)TF2opt

�
(3.69)

3.8 Le modèle d'impact

3.8.1 L'impact

L'impact est un phénomène où le pied mobile arrive en contact avec le sol à
une vitesse non-nulle. Le choc entre deux corps supposés rigides, le pied et le sol,
entraine des discontinuités de vitesse des corps en mouvement. Pour que le pied qui
arrive en impact au sol ne décolle pas, nous posons l'hypothèse que le coe�cient de
restitution du contact est égal à zéro. Une fois que le pied est au sol, l'intégration
du modèle dynamique entre le temps avant impact T = 0− et le temps après impact
T = 0+ donne les vitesses des corps avant et après impact. Plusieurs cas sont à
considérer concernant la situation des autres corps après impact :

� soit l'impact provoque le décollement du pied mobile. Ce cas conduit à une
succession de phase de simple support suivi d'un impact (voir �gure 3.7). La
force F1 est donc positive et la force sur le pied mobile F2 devient nulle. La
résolution du modèle d'impact doit satisfaire les contraintes de contact du pied
de support au sol à l'impact.

� soit le pied mobile reste au sol. Ce cas est une phase de simple support suivi
d'un impact et d'une phase de double support (voir �gure 3.8). Ici les forces
F1 et F2 sont non-nulles. La résolution du modèle d'impact doit satisfaire les
contraintes de contact des deux pieds sur le sol.
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Pour les deux cas, nous devons poser les équations de contraintes pour le pied ar-
rivant en impact. Ensuite, suivant l'allure de marche choisie (SS suivi d'impact ou
SS+impact+DS), soit le pied 2 décolle, soit, il reste en contact et nous véri�ons des
conditions de contact supplémentaires. Le choc du pied sur le sol peut se faire de
plusieurs manières. Le pied arrive à plat sur le sol. La �gure (3.9 a) présente ce cas.
D'autres cas peuvent être envisagés comme l'arrivée du pied en impact sur le talon
(�g. (3.9 b)) ou cas du pied arrivant en impact sur les orteils (�g. (3.9 c)). Notre cas
d'étude s'est porté uniquement sur l'impact pied à plat.

a) b)

c)

Figure 3.9 � Cas d'impact avec di�érentes positions du pied.

Il existe di�érentes manières de calculer le modèle d'impact, impact impulsionnel
ou impact di�érentiel. On recense aussi l'impact ponctuel ou le multi-impact. [50],
[39] [10], [74], [55]. Le choix du paramétrage explicite pour modéliser le robot est
nécessaire pour calculer le modèle d'impact car nous avons un changement de jambe
de support durant cette phase instantanée. Les conditions de contact seront véri�ées
à cet instant pour connaître l'état du robot au moment de l'impact.

3.8.2 Le modèle d'impact

Nous avons choisi de considérer des impacts impulsionnels qui permettent de
résoudre plus facilement le contact entre le sol et le pied. Connaissant l'état du
robot avant la phase d'impact, l'écriture du modèle d'impact ne dépend que de la
phase de mouvement que l'on veut reproduire ensuite. C'est-à-dire soit avoir une
phase de simple support, soit une phase de double support. Le modèle d'impact
général est calculé en intégrant le modèle dynamique complet (3.16) entre le temps
avant et après impact. Le détail du modèle est le suivant :

D(X)(Ẋ+ − Ẋ−) = Ac1(X)T I1 + Ac2(X)T I2 (3.70)

Ac1(X)Ẋ+ = 0 (3.71)

Ac2(X)Ẋ+ = 0 (3.72)
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avec
� Ẋ− la vitesse avant impact,
� Ẋ+ la vitesse après impact,
� I1 et I2 les forces d'impact sur le pied 1 et le pied 2.

Ce modèle (3.70) est utilisé pour toutes les phases de contact entre les pieds et
le sol suivant l'impact. Si le pied du robot impacte sur le sol et que s'en suit une
phase de simple support, les forces d'impact du pied 2 seront nulles et le système se
réduit à :

D(X)(Ẋ+ − Ẋ−) = AT
c1I1 (3.73)

Ac1(X)Ẋ+ = 0 (3.74)

Pour résoudre ces systèmes, nous devons satisfaire les conditions d'Amontons-
Coulomb à l'impact ainsi que les contraintes de non-décollement et de glissement.
On pose alors :

I1z > 0 (3.75)

I2z > 0 (3.76)

−µI1z ≤ I1x ≤ µI1z (3.77)

−µI2z ≤ I2x ≤ µI2z (3.78)

3.8.3 Résolution du modèle d'impact

La résolution du modèle d'impact doit nous permettre de calculer la vitesse après
impact en ayant la connaissance de la position du robot avant impact et la vitesse
avant l'impact. Ce même modèle permettra de connaître les forces d'impact au
niveau de la cheville de support en cas de simple suppport. En cas de double support,
la force d'impact au niveau des orteils sera connue. Dans le cas d'un impact suivi
d'une phase de double support, on utilise l'équation 3.79. En cas de simple support,
l'équation 3.80 su�ra.

264Ẋ
+

I1
I2

375 =

264 D −AT
c1 −AT

c2

Ac1

Ac2
05×5

375 (3.79)

�
Ẋ+

I1

�
=

�
D −AT

c1

Ac1 03×3

�
(3.80)

Ce vecteur nous permettra d'interpréter les variations de vitesse de chaque corps
au moment de l'impact.

On dé�nit le vecteur ∆, vecteur des di�érences entre la vitesse après impact et
la vitesse avant impact par :

∆ = Ẋe
+ − Ẋe

−
= −D(Xe)

−1AT
c1IR (3.81)

Les sept premières composantes ∆i, i ∈ [0 · · · 6] seront utilisées pour initialiser les
fonctions paramétriques utilisées lors de la résolution du problème d'optimisation
des trajectoires du robot.
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3.9 Modélisation du système avec des ressorts

L'ajout de système de ressorts est envisagé dans plusieurs articles pour réduire
la consommation énergétique [73], [69], [35] ou pour rendre la trajectoire du centre
de masse plus �uide et réduire les impacts [62]. Ces stratégies ont été utilisées pour
économiser de l'énergie grâce au stockage de celle-ci dans des systèmes à ressorts.
Ces ressorts peuvent être placés suivant plusieurs stratégies : entre le pied et le tibia
[69], le tibia et le fémur [31], le pied et le fémur [70] [40], le tronc et le tibia [40].
L'ajout de systèmes mécaniques de types ressort doit avoir pour avantage de réduire
l'énergie.

Plusieurs systèmes peuvent être utilisées comme des ressorts de torsion (�g.
3.10 a,b ) , des ressorts de traction ou de compression (�g. 3.10 c). Des associations
de ressorts permettent d'obtenir des raideurs variables (�g. 3.10 d). Le principe du
dernier système est d'avoir l'association de deux ressorts pendant une première phase
de mouvement et lorsque le mécanisme intermédiaire arrive en butée, un des ressorts
n'agit plus et la raideur globale est ainsi modi�ée. On obtient avec ce dispositif une
raideur variable pendant le mouvement de marche. Ce choix est intéressant car des
études montrent que chez l'homme, les muscles ont une raideur variable en fonction
de la vitesse d'avance du marcheur [45].
Ce type de système mécanisme de ressort à raideur variable est compliqué à réaliser
mais pas impossible. L'important dans ces systèmes, c'est qu'ils ne coûtent pas plus
d'énergie et que leur masse reste la plus faible possible. La solution de la �gure (3.11)
présente un actionneur irréversible qui positionne la butée en fonction de la vitesse
de marche.

a) b) c) d)

Figure 3.10 � Solutions de di�érents systèmes ressorts entre deux corps.

Le choix du placement des ressorts ne peut être envisagé qu'à partir de la connais-
sance des couples des articulations et de la position articulaire où on veut les placer.
L'introduction des ressorts dans la modélisation est faite de tel sorte que :

D(X)Ẍ +C(X, Ẋ) +Q(X) = B(Γ(q, q̇, q̈)−KX) + J1(X)TF1 + J2(X)TF2 (3.82)

avec K la matrice des coe�cients de raideur des ressorts. Cette matrice agit direc-
tement avec les couples d'actionnement.

La matrice K (6 × 9) est composée des coe�cients de raideurs des ressorts que
l'on veut utiliser. Par exemple, si l'on désire ajouter un système de ressort de torsion,
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Figure 3.11 � Système de raideur variable commandé.

de raideur k, entre le tronc et la cuisse �xe et le tronc et la cuisse mobile. La matrice
K devient :

K =

26664
02×9

0 0 −k 0 0 0 k 0 0
0 0 0 −k 0 0 k 0 0

02×9

37775 (3.83)

Dans notre étude, le plan de phase entre les couples et les positions angulaires
respectives sera observé pour permettre le calcul des coe�cients de raideur. Nous
déterminerons le coe�cient optimal de raideur à utiliser pour économiser de l'énergie.
L'étude est réalisée pour des ressorts reliés du corps i au corps i+1. Le but étant de
trouver un coe�cient de raideur négatif ce qui permettra d'économiser de l'énergie
pendant le mouvement de marche. On peut poser :

Γ = kθ + a (3.84)

avec k le coe�cient de raideur et a une valeur constante de couple.
La détermination du coe�cient se fait par régression linéaire. On obtient alors :�

k
a

�
=
�
MTM

�−1
MTΓ (3.85)

avec M = [θ 1]T .

3.10 Conclusion

Ce chapitre établit le modèle dynamique d'un robot bipède à genoux à contacts
roulants. La comparaison entre ce modèle et le modèle dynamique d'un robot bipède
à genoux rotoïdes est e�ectuée. L'analyse des matrices de gravité et d'inertie pour
le robot à genoux roulants est e�ectuée et l'apport de cette structure est mis en
lumière. Nous avons montré que selon le placement de l'actionneur sur le genou rou-
lant, la matrice B d'actionnement n'est pas la même et fait intervenir des éléments
de la cinématique du contact.
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La résolution du modèle dynamique est e�ectuée pour deux types di�érents d'al-
lures de marche. Une première résolution est faite pour une allure de marche en
phase de simple support. Cette résolution nous permet de connaître les couples des
actionneurs et les forces qui agissent sur le pied de support du robot. Pour la seconde
allure de marche, deux méthodes de résolution ont été développées. Une méthode
avec la paramétrisation des forces sur le pied mobile. Une autre méthode, nouvelle,
qui permet de résoudre le modèle dynamique d'un pied en support pendant que le
pied mobile e�ectue une rotation autour de ces orteils. Les forces sont déterminées
avec une résolution de commande optimale.

Le modèle d'impact constitue une phase critique pendant la marche pour les
robots. La satisfaction des contraintes durant un temps in�nitésimal est une tâche
délicate de la marche.

L'intégration de ressorts dans l'étude du robot est une solution envisagée pour
économiser de l'énergie pendant la marche. Les raideurs des jambes chez l'homme
étant variables en fonction de la vitesse de marche, les ressorts recherchés devront
disposer d'une caractéristique analogue. il est nécessaire de faire un compromis entre
la masse du dispositif à ressort et sa capacité à économiser de l'énergie.

La paramétrisation et la recherche des trajectoires optimales de marche consti-
tuent des outils a�n d'obtenir une démarche �uide des mouvements du robot. C'est
ce que nous allons détailler dans le prochain chapitre. Les modèles dé�nis précédem-
ment seront utilisés a�n de comparer les deux structures cinématiques de genoux.



Chapitre 4

Les trajectoires optimales

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons le problème d'optimisation de la marche d'un
robot bipède et dé�nissons le critère d'optimisation utilisé pour résoudre le problème.
Des contraintes multiples (contact, collision, non-glissement, stabilité,...) sont asso-
ciées à chaque allure de marche et doivent être satisfaites. Nous dé�nissons ensuite
les allures de marche étudiées et la génération de trajectoires associées. Les gé-
nérations de trajectoires nous permettent de comparer les performances des deux
structures de genou envisagées. Le paramétrage des trajectoires est nécessaire a�n
de se ramener à un problème d'optimisation séquentiel.

4.2 Le problème d'optimisation

Dans ce paragraphe, nous présentons le problème d'optimisation permettant de
trouver des solutions de marche optimale. Le problème considéré peut se mettre
généralement sous la forme suivante :

min f(t) (4.1)

Ψ(t) ≥ 0, i = [1, 2, . . . nΨ] (4.2)

avec f(t) la fonction coût à minimiser.
La résolution d'un problème d'optimisation peut être faite avec plusieurs mé-

thodes décrites au paragraphe 1.5.2. Notre choix s'est porté sur la résolution du
système en transformant le problème d'optimisation de fonctionnelles en un pro-
blème d'optimisation paramétrique. Le problème devient :

min
p

C(p) (4.3)

Ψi(p) ≥ 0, i = [1, 2, . . . nΨ] (4.4)

avec C(p) représentant un critère à minimiser, p les paramètres d'optimisation,
Ψi(p) ≥ 0 sont les contraintes à satisfaire et nΨ le nombre de contraintes. Cette
approche fournit une ou des solutions sous-optimales qui permettent d'approcher la
solution globale si le vecteur de paramètres est bien choisi. Nous nous intéressons
donc à la détermination de la fonction optimale des variables angulaires des articula-
tions des robots. Nous devons d'abord dé�nir le critère à utiliser. Le paragraphe 4.2.1

71
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introduit le critère permettant de comparer di�érentes structures. Les contraintes
soumises à notre problème d'optimisation sont énoncées dans le paragraphe 4.2.2.
Deux types d'allures de marche sont étudiés. Nous proposons de tester plusieurs
fonctions mathématiques candidates pour paramétrer les trajectoires articulaires.
Un élément d'appréciation du résultat est de déterminer laquelle des fonctions, per-
met d'obtenir un critère minimal.

4.2.1 Choix du critère

Le choix du critère dépend de ce que l'on recherche exactement : économiser
de l'énergie, diminuer la masse totale du robot ou obtenir la trajectoire angulaire
la plus précise possible. Dans notre cas, nous cherchons à comparer des structures
cinématiques de robot. L'objectif est de comparer les structures pour di�érents types
de marche et à des vitesses moyennes d'avance également di�érentes. De ce fait, nous
avons choisi un critère sthénique (équation 4.5). Ce critère est l'intégrale d'une forme
quadratique des couples articulaires divisée par la distance parcourue par le robot.
Ce critère est souvent utilisé pour la commande des robots mobiles portants leur
propre source d'énergie [61]. Une minimisation de ce critère permet de minimiser
les pertes par e�et joule dans les actionneurs électriques, ce qui a pour conséquence
de minimiser le courant et donc diminuer les e�ets thermiques dans les moteurs. Ce
critère permet également d'augmenter la durée de vie des actionneurs.

CΓ =
2

d

Z T

0
ΓTPΓ dt (4.5)

avec d la distance parcourue par le pied mobile, T la période du pas, Γ les couples
associés aux actionneurs. Ce critère s'exprime en N2ms.

La matrice de pondération P est une matrice qui permet de privilégier un ac-
tionneur par rapport à l'autre. Dans notre cas, la matrice P est une matrice identité.
Si l'on considère le placement de l'actionneur du genou au point A2 (voir �gure 3.4)
sur la structure à genoux roulants, le couplage cinématique par rapport à l'axe de
rotation instantané du genou nécessite de changer cette matrice P . Posons alors :

P =

266666666666664

1 0 0 0 0 0

0 ( r1
r1+r2

)2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 ( r1
r1+r2

)2 0

0 0 0 0 0 1

377777777777775
(4.6)

Dans le cas de la structure cinématique de l'annexe A, la matrice P est la matrice
identité.

Pour chaque vitesse de marche constante et dé�nie par avance, l'on cherche à
minimiser le critère sthénique. Nous pourrons ainsi déterminer quelle cinématique
permet de minimiser au mieux le critère pendant la marche et pour quelle vitesse.

Cette stratégie nous permet aussi de connaître les couples nécessaires à la marche
du robot. Ce critère facilitant la sélection des actionneurs, une étude a été réalisée
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et le choix des actionneurs e�ectué. Une fois ce choix e�ectué, un second critère,
appelée critère énergétique, permet de connaître l'état de dépenses énergétiques des
actionneurs durant la marche. Le critère énergétique dépend des pertes par e�et
Joule, des frottements visqueux et des frottements secs. Ce critère s'écrit sous la
forme suivante :

CE =
2

d

Z T

0
kJΓ

T
mΓm + Cs

���θ̇���+ Fvθ̇
2dt (4.7)

avec kJ représentant la matrice des facteurs de qualité par pertes Joule et
���θ̇��� = h���θ̇i���i

pour i = {1 . . . 6}. Γ vecteur de couples articulaires comprend les couples moteurs
ainsi que les frottements internes calculés par :

Γm = Γ + Fvθ̇ + Cs sign(θ̇) (4.8)

avec Γm le vecteur des couples moteurs, Fv la matrice diagonale des coe�cients de
frottements visqueux et Cs la matrice diagonale des couples de frottements secs. Le
critère CE s'exprime en J/m.

Ce nouveau critère introduit l'énergie nécessaire au robot à une vitesse donnée.
De plus, grâce à l'équation du coût de transport établi par Collins [19] discuté dans
le chapitre 1, nous pourrons ainsi comparer le robot se déplaçant avec les trajectoires
optimisées à d'autres prototypes construits dans d'autres laboratoires.

4.2.2 Contraintes associées à la marche

Pour e�ectuer un pas de marche, le robot est soumis à des contraintes physiques.
Certaines contraintes sont liées à la dynamique et d'autres à un choix technologique.

� Contraintes géométriques et dynamiques à satisfaire obligatoirement :
Les contraintes dynamiques portent en particulier sur les contacts entre les
pieds et le sol. Dans le cas du double support, nous devons nous assurer que
les forces normales F1z et F2z restent positives pour éviter le décollement du
pied (contact unilatéral du pied). En simple support, seule la composante F1z

doit être positive.

L'évolution du pied mobile pendant le mouvement doit être connue a�n d'évi-
ter qu'il ne percute le sol. Ceci se traduit par la position suivant l'axe z⃗ des
orteils et du talon doivent être au-dessus au sol. Les coordonnées zO′

2
et zT ′

2
,

respectivement zO2 et zT2 , devront donc être supérieures à zéro.

Nous véri�ons aussi que la vitesse suivant l'axe z⃗ du pied mobile après impact
soit positive pour con�rmer le décollement du pied. Cette condition peut être
véri�ée en calculant la vitesse des orteils du pied mobile après impact.

Pour assurer la stabilité du robot, nous devons véri�er que la position du
ZMP reste dans le polygone de sustentation. Dans le cas du double support,
le polygone est dé�ni de l'arête des orteils du pied mobile jusqu'à l'arête des
orteils du pied de support. Pour le simple support, la surface du pied de support
dé�nit la zone de sustentation. A l'impact, la contrainte de la position du ZMP
s'écrit selon l'équation (4.9). En double support à l'impact, les deux pieds sont



74 CHAPITRE 4. LES TRAJECTOIRES OPTIMALES

au sol, le polygone est dé�ni du talon du pied mobile aux orteils du pied �xe.

xZMPimpact =
−hpI1x
I1z

(4.9)

Nous avons fait le choix que pendant le pas de marche, la démarche du robot
se rapproche de celle de l'homme. Ainsi les genoux se plient vers l'avant. Nous
posons donc les deux équations suivantes :

q2 − q1 ≥ 0 (4.10)

q3 − q4 ≥ 0 (4.11)

� Contraintes véri�ées a postériori
Les contraintes de non-glissement peuvent être véri�ées après optimisation. Ne
connaissant pas la nature du contact entre le sol et le matériau des pieds, nous
dé�nissons un coe�cient de frottement moyen équivalent µ et nous véri�ons
l'équation (4.12) :

−µF1z ≤ F1x ≤ µF1z (4.12)

De même, nous véri�ons que le robot ne glisse pas à l'impact :

−µI1z ≤ I1x ≤ µI1z (4.13)

En résumé, on dé�nit les contraintes suivant le type d'allure étudiée. Comme
nous le verrons dans le paragraphe suivant, deux types d'allure sont proposés, une
avec phase de simple support et une seconde avec un double support. Nous pouvons
donc dé�nir Ψssi et Ψdsi , les vecteurs de contraintes. Dans notre cas, on veut que les
contraintes soient dé�nies positives, c'est à dire Ψ(t) ≥ 0.

Ψssi = [Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4,Ψ5,Ψ6,Ψ7,Ψ8,Ψ9,Ψ10,Ψ11]
T (4.14)

avec :
� Ψ1 = F1z,
� Ψ2 = zO′

2
, respectivement Ψ2 = zO2 pour le robot à genoux à liaison rotoïde,

� Ψ3 = zT ′
2
, respectivement Ψ3 = zT2 pour le robot à genoux à liaison rotoïde,

� Ψ4 = xZMP + lp,
� Ψ5 = −xZMP + Lp − lp,
� Ψ6 = q2 − q1,
� Ψ7 = q3 − q4,
� Ψ8 = vzO′

2

, respectivement Ψ8 = vzO2
le robot à genoux à liaison rotoïde,

� Ψ9 = I1z,
� Ψ10 = xZMPimpact + lp,
� Ψ11 = −xZMPimpact + Lp − lp,

Pour l'allure avec le double support, nous posons :

Ψdsi = [Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ5,Ψ6,Ψ7,Ψ9,Ψ11,Ψ12,Ψ13,Ψ14,Ψ15,Ψ16]
T (4.15)

avec :
� Ψ12 = F2z,
� Ψ13 = xZMP − xO′

2
, respectivement Ψ13 = xZMP − xO2 pour le robot à genoux

à liaison rotoïde,
� Ψ14 = xZMPimpact−xO′

2
, respectivement Ψ14 = xZMPimpact−xO2 pour le robot

à genoux à liaison rotoïde,
� Ψ15 = vO′

2
, respectivement Ψ16 = vO2 pour le robot à genoux à liaison rotoïde,

� Ψ16 = I2z,
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4.3 Allures de marche étudiées

Le but étant de comparer deux structures de robot selon le type de mouvements,
nous avons choisi deux types d'allures de marche qui se rapprochent de celle de
l'homme. La première allure est une marche composée d'une succession de phases
de simple support suivie d'un impact. Cette marche est simple et permet une compa-
raison rapide entre les deux structures cinématique du genou. La �gure 4.1 présente
l'allure de marche décrite. La seconde allure introduit une phase de double support
avec rotation du pied mobile autour de l'arête de ses orteils entre la phase d'impact
et la phase en simple support. Ce type de marche se rapproche de la marche humaine
avec un déroulé du pied après l'impact. La �gure 4.2 montre les di�érentes phases
de l'allure de marche avec double support.

Figure 4.1 � Représentation de l'allure de marche simple support suivi de l'impact.

Ces allures vont être générées par des trajectoires utilisant des fonctions para-
métriques. La paramétrisation des trajectoires est une composante majeure de la
résolution du problème. Elle di�ère selon le type d'allure choisie. Nous avons choisi
de paramétrer la phase de simple support avec plusieurs fonctions mathématiques
qui sont les fonctions de Bézier d'ordre 3, les fonctions polynomiales d'ordre 4 et les
fonctions splines cubique. Elles seront décrites dans la suite.

Pour la génération de trajectoires de l'allure avec double support, le choix s'est
porté sur des trajectoires polynomiales d'ordre 3 pour la phase de double support
et des polynômes d'ordre 5 pour la phase de simple support. Les raisons de ce choix
seront détaillées dans la suite.

4.4 Génération de trajectoires en simple support

Nous proposons d'utiliser trois types de fonctions mathématiques (fonctionnelles)
pour faire évoluer les angles articulaires pendant la phase de simple support. Ces
fonctions ont déjà été utilisées par [63], [15], [75]. Notre choix s'est porté sur des
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Figure 4.2 � Représentation de l'allure de marche simple support suivi de l'impact.

fonctions de Bézier d'ordre 3, sur des fonctions polynomiales d'ordre 4 et sur des
fonctions splines cubiques. Le nombre de paramètres est di�érent pour chaque fonc-
tionnelle. Les sous-paragraphes suivants présentent les dé�nitions des fonctions et
les conditions de cyclicité à respecter pour obtenir un pas de marche. Dans cette
allure de marche, le pied de support est �xe au sol, l'angle q0 est nul tout au long du
pas. Les angles qi pour i = [1 . . . 6] seront les angles paramétrés pendant la marche.
Pour simpli�er les calculs, le temps t est normalisé et décrit par tn = t/T . T étant
la période du pas. A tn = 0, le pied gauche est support et le pied droit est derrière
le tronc. A tn = 1, le pied droit a avancé d'une distance d et est devant le tronc.

4.4.1 Fonctions de Bézier d'ordre 3

Dans ce cas, les angles articulaires sont dé�nis par des fonctions de Bézier d'ordre
3. Ces fonctions paramétriques sont construites d'un point A initial à un point B
�nal par deux points de contrôle. La construction du barycentre entre les points de
contrôle et les positions initiale et �nale permet de lisser la trajectoire. L'équation
s'exprime sous la forme ci-dessous.

Bqi(tn) =
3X

j=0

3!

j!(3− j)!
cij t

j
n(1− tn)

(3−j) (4.16)

Nous avons six angles articulaires à déterminer donc vingt-quatre paramètres
pour décrire l'évolution du robot. Les paramètres ci0 et ci3 dé�nissent les positions
initiales et �nales. Les paramètres ci1 sont obtenus à partir des conditions d'impact.
Il reste à déterminer les paramètres ci2 qui seront trouvés par optimisation. La
réduction du nombre de paramètres avec les conditions de cyclicité donne :

� Pour le tronc : c60 = c63
� Pour le pied mobile : c50 = c53
� Pour les cuisses : cij = ci(3−j), i = [2, 3], j = [0, 3]
� Pour les tibias : cij = ci(3−j), i = [1, 4], j = [0, 3]
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L'impact impose des conditions sur les vitesses initiales des corps du robot. Nous
avons donc :

� Pour le tronc : c61 = 3(c60 − c62) + ∆6,
� Pour le pied mobile : c51 = −3c52 +∆5

� Pour les cuisses : c21 = 3(c20 − c32) + ∆2, c31 = 3(c30 − c22) + ∆3

� Pour les tibias :c11 = 3(c10 − c42) + ∆1, c41 = 3(c40 − c12) + ∆4

∆i est toujours calculé grâce à l'équation (3.81). Nous obtenons �nalement onze
paramètres pour dé�nir l'évolution d'un pas de marche. Ces paramètres sont les
positions initiales des tibias, des cuisses, du tronc et les points de contrôle ci2 des
positions 2 pour chaque corps mobile.

4.4.2 Fonctions polynomiales d'ordre 4

Les fonctions polynomiales sont clairement les fonctions les plus souvent utilisées
pour la plani�cation de trajectoires [50], [7]. Une seule fonction polynomiale d'ordre
4 est utilisée pour dé�nir les angles des tibias, des cuisses, et du pied mobile. L'angle
du tronc est calculé à l'aide d'un polynôme d'ordre 3 ce qui permet de réduire
le nombre de paramètres et évite des phénomènes d'oscillations, dues à la masse
importante placée sur le tronc, qui perturbent la convergence de l'algorithme. Les
fonctions utilisées sont :

fqi(tn) =
4X

j=0

pij t
j
n (4.17)

pour i = [1, 2, 3, 4, 5] et pour le tronc

fq6(tn) =
3X

j=0

p6j t
j
n (4.18)

Les conditions de cyclicité de ces fonctions sont les suivantes :

� Pour le tronc : fq6(0) = fq6(1) d'où p60 =
3P

j=0
p6j

� Pour le pied mobile : fq5(0) = fq5(1) d'où p50 =
4P

j=0
p5j

� Pour les cuisses : fq2(0) = fq3(1) , fq3(0) = fq2(1)

d'où p20 =
4P

j=0
p3j , p30 =

4P
j=0

p2j ,

� Pour les tibias : fq1(0) = fq4(1) , fq4(0) = fq1(1)

d'où p10 =
4P

j=0
p4j , p40 =

4P
j=0

p1j .

L'impact impose des conditions sur les vitesses initiales des corps du robot. Nous
avons donc :

� Pour le tronc : ḟq6(0) = ḟq6(1) + ∆6,
� Pour le pied mobile : ḟq5(0) = ḟq5(1) + ∆5

� Pour les cuisses : p21 =
3P

j=1
jp3j −∆1, ḟq2(0) = ḟq2(1)+∆2 , ḟq3(0) = ḟq3(1)+∆3

� Pour les tibias :ḟq1(0) = ḟq1(1) + ∆1 , ḟq4(0) = ḟq4(1) + ∆4

Les valeurs ∆i sont toujours calculées grâce à l'équation 3.81. La dé�nition des
fonctions impose vingt-neuf paramètres pour dé�nir les trajectoires d'évolution du
robot. Avec les conditions de cyclicité et d'impact, seize paramètres permettent de
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décrire un mouvement de pas cyclique. Ces paramètres sont les positions angulaires
initiales (tibias, cuisses et tronc), les vitesses �nales de chaque corps et les accéléra-
tions initiales correspondantes aux positions initiales.

4.4.3 Fonctions splines cubiques

Les fonctions splines cubiques sont des fonctions composées de morceaux de
plusieurs fonctions polynomiales d'ordre 3. Ce type de fonction a été utilisé dans
les travaux de [63] , [33]. Notre stratégie a été de dé�nir les fonctions splines sur
deux demi-périodes. Dans l'étude, la continuité des positions, des vitesses et des
accélérations angulaires entre les deux fonctions polynomiales d'ordre 3 est imposée.
Les fonctions splines cubiques sont dé�nies par les équations suivantes :

0 ≤ tn ≤ 1

2
→ fqi(tn) =

3X
j=0

aij t
j
n (4.19)

1

2
≤ tn ≤ 1 → f ′

qi
(tn) =

3X
j=0

bij(1− tn)
j (4.20)

aj et bj pour j = [0 . . . 3] représentent les coe�cients nécessaires pour paramétrer
chaque trajectoire angulaire.

Les conditions de continuité entre les deux fonctions polynomiales sont détaillées
ci-dessous :

� Pour le tronc : a60 = b60 , a62 = b62 , a63 = b63 = −4
3
a62

� Pour le pied mobile : a50 = b50 = 0, a52 = b52 , a53 = b53 = −4
3
a52

� Pour les cuisses : a20 = b30 , a22 = b32 = a32 + 6(a30 − a20), b23 = −6((a20 −
a30) +

4
3
(a21 − a22)),

a30 = b20 , a32 = b22 = a22 + 6(a20 − a30), b33 = −6((a30 − a20) +
4
3
(a31 − a32))

� Pour les tibias : a10 = b40 , a12 = b42 = a42 +6(a40 −a10), b13 = −6((a10 −a40)+
4
3
(a11 − a12)),

a40 = b10 , a42 = b12 = a12 + 6(a10 − a40), b43 = −6((a40 − a10) +
4
3
(a41 − a42))

L'impact impose des conditions sur les vitesses initiales des corps du robot. Nous
avons donc :

� Pour le tronc : a61 = b61 +∆6,
� Pour le pied mobile : a51 = b51 +∆5

� Pour les cuisses : a21 = b31 +∆2, a31 = b21 +∆3

� Pour les tibias :a11 = b41 +∆1, a41 = b11 +∆4

Pour dé�nir l'évolution du robot, nous avons initialement besoin de quarante-
huit paramètres. Avec toutes les conditions de cyclicité, le nombre des paramètres
nécessaire se réduit à dix-sept. Les paramètres sont les positions angulaires initiales
des tibias, des cuisses et du tronc, les vitesses �nales de chaque corps et les accélé-
rations initiales de chaque corps.

En résumé, le tableau 4.4.3 donne les paramètres et leur nombre pour chaque
type de trajectoires.
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Types de trajectoires Nombres de paramètres Vecteurs de paramètres p

Fonction de Bézier d'ordre 3 11 ci0 for i = {1, 2, 3, 4, 6},
cj2 for j = {1 . . . 6}

pi0 pour i = {1, 2, 3, 4, 6},
Fonction polynomiale d'ordre 4 16 pj1 pour j = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

pk2 pour k = {1, 2, 3, 4, 5}

Fonction spline cubique 17 ai0 pour i = {1, 2, 3, 4, 6},
bj1 et aj2 pour j = {1 . . . 6}

Table 4.1 � Résumé des vecteurs des paramètres en fonction du type de trajectoires

4.5 Génération de trajectoires en double support

Nous allons développer les générations des trajectoires utilisées pour l'intégration
de la phase de double support avec rotation autour de l'arête des orteils. Le pied de
support est toujours à plat au sol pendant le mouvement de marche. Nous posons
donc q0(t) = 0. Suivant les contraintes imposées par le double appui, les trajectoires
de la jambe mobile seront imposées par les trajectoires de la jambe �xe et de la
trajectoire du pied mobile servant à e�ectuer la rotation autour de l'arête des orteils.
Durant cette phase de double support, il reste donc trois angles des jambes ainsi
que l'angle du tronc à dé�nir pour faire évoluer le robot. Ces quatre angles sont
dé�nis par des polynômes d'ordre 3. La trajectoire est paramétrée de 0 à Tds, Tds

étant la durée du double support. Nous dé�nissons qds = [q1, q2, q5, q6]
T , le vecteur

des trajectoires durant le double support. Les trajectoires s'écrivent :

fqdsi(ten) =
3X

j=0

eij te
j
n (4.21)

pour i = [1, 2, 5, 6]. ten = t/Tds correspondant au temps normalisé pour la phase
de double support. A ten(0), le robot a les deux pieds à plat sur le sol. A ten(Tds),
le robot a le pied de support à plat et le pied mobile fait une rotation d'un angle
q5(Tds) sur l'arête des orteils.

A partir de la connaissance des trajectoires du tibia �xe et de la cuisse �xe, nous
calculons la position de la hanche avec le MGD. La trajectoire du pied mobile permet
de calculer la position de la cheville mobile. Nous pouvons désormais calculer le MGI
de la jambe mobile et ainsi déterminer la trajectoire de q3(t) et q4(t). Pour connaître
les vitesses q̇3 et q̇4, nous savons que pendant le mouvement du pied mobile sur les
orteils, les vitesses ẋO′

2
et żO′

2
sont nulles. Nous pouvons alors déterminer le MCI

de la jambe mobile et calculer les vitesses angulaires q̇3(t) et q̇4(t) . Ces expressions
sont détaillées dans le paragraphe 3.7. Le calcul pour déterminer l'accélération de la
jambe mobile est basé sur la même résolution. Nous calculons l'accélération carté-
sienne de la hanche à partir des angles, des vitesses et des accélérations angulaires de
la jambe �xe. Sachant que l'accélération au point O′

2 est nulle pendant le la phase de
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double appui, les accélérations q̈3 et q̈4 peuvent être calculées pendant le mouvement.

Pour la phase de simple support, on note qss = [q1, q2, q3, q4, q5, q6]
T le vecteur des

variables articulaires. En simple appui, une fonction polynomiale d'ordre 5 dé�nit
l'évolution de chaque coordonnée de qss. La durée de simple support est notée tfn =
(t− Tds/T − Tds) est le temps normalisé pour la phase de simple appui. A tf(Tds),
le robot est en appui sur le pied de support et le pied mobile sur l'arête des orteils.
A tf(T ), le robot a e�ectué un pas de marche.

fqssi(tfn) =
5X

j=0

fij tf
j
n (4.22)

pour i = [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Entre les deux phases, les positions angulaires et les vitesses angulaires doivent
être continues. Les conditions de continuité pour le pied mobile et le tronc sont les
suivantes :

� Pour le tronc : e60 =
5P

j=0
f6j , f60 =

3P
j=0

e6j

� Pour le pied mobile : e50 =
5P

j=0
f5j = 0 , f50 =

3P
j=0

e5j

Pour les cuisses et les tibias, le paramétrage et l'échange des jambes à la phase
d'impact est une partie délicate. La continuité des variables de la jambe �xe entre
les deux phases impose le paramétrage suivant :

� Pour les cuisses : f20 =
3P

j=0
e2j , f30 = qds3(Tds)

� Pour les tibias : f10 =
3P

j=0
e1j , f40 = qds4(Tds)

L'impact impose aussi des conditions de cyclicité car la position et la vitesse �nale
de simple support déterminent la vitesse après impact.

� Pour le tronc : e61 = qss6(T ) + ∆6,
� Pour le pied mobile : e51 = qss5(T ) + ∆5

� Pour les cuisses : e21 = qss3(T ) + ∆2, e31 = qss2(T ) + ∆3

� Pour les tibias :e11 = qss4(T ) + ∆1, e41 = qss1(T ) + ∆4

Le nombre total de paramètres avant d'imposer les conditions de continuité et
de cyclicité est de 52. La réduction permet d'atteindre un nombre de 34 paramètres
qui sont les positions angulaires initiales et �nales des cuisses, des tibias et du tronc,
les positions angulaires intermédiaires et les vitesses angulaires intermédiaires de la
jambe �xe, du pied mobile et du tronc, les vitesses �nales de la phase de SS de
chaque corps, les accélérations initiales et �nales de chaque corps pour la phase de
simple support.

4.6 Paramétrage �nal pour l'optimisation

Dans les paragraphes 4.4 et 4.5, nous avons établi le paramétrage dé�nissant
l'évolution des mouvements de marche. Nous pouvons encore réduire le nombre
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de paramètres de chaque fonction en faisant intervenir les conditions initiales de
contact des pieds avec le sol. Ces conditions nous permettent de faire intervenir
la position cartésienne de la hanche et de retrouver ainsi les positions articulaires
initiales des deux jambes. Le nombre total de paramètres est ainsi réduit de deux.
Nous posons donc xH(0) et zH(0) les positions cartésiennes initiales des hanches.
Dans notre étude, la variable temporelle, c'est à dire la durée d'un pas est une
valeur inconnue. Nous proposons donc de l'ajouter au vecteur de paramètres. Dans
le cas de la génération de trajectoires pour le double support, nous avons une position
intermédiaire qui peut être aussi modélisée avec le modèle géométrique inverse. La
durée de double support Tds est ajoutée au vecteur de paramètres. Le tableau 4.6
donne un aperçu du vecteur de paramètres utilisées pour l'optimisation dans chaque
cas.

Types de trajectoires Nombres de paramètres Vecteurs de paramètres p

Fonction de Bézier d'ordre 3 10 xH(0), zH(0), c60 , T

cj2 for j = {1 . . . 6}

xH(0), zH(0), p60 , T

Fonction polynomiale d'ordre 4 15 pj1 pour j = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
pk2 pour k = {1, 2, 3, 4, 5}

Fonction spline cubique 16 xH(0), zH(0), a60 , T

bj1 et aj2 pour j = {1 . . . 6}

Ensemble des fonctions 31 xH(0), zH(0), e60 ,f50 ,f60 ,

pour le double support xH(Tds), zH(Tds), Tds,T
ej1 et fj2 pour j = {1 . . . 6}

Table 4.2 � Résumé des vecteurs �naux des paramètres en fonction du type de
trajectoires

4.7 Modi�cation du critère d'optimisation

Pour résoudre le problème d'optimisation, nous avons fait le choix d'utiliser l'al-
gorithme de Nelder-Mead appelé aussi algorithme du Simplex. Le choix de ce type
d'algorithme impose de modi�er le critère (4.5) en ajoutant les contraintes sous
forme de pénalités de Lagrange. Le nouveau critère utilisé pour déterminer l'allure
de marche avec simple support s'écrit donc sous la forme :

Cp =
2

d

Z T

0

�
Γ(p)TPΓ(p) + k

nΨX
i=1

(e(|Ψssi (p)|−Ψssi (p)) − 1) + errorMGI

�
dτ (4.23)

avec :
� k un multiplicateur de Lagrange,
� Ψi les contraintes associées aux robots
� errorMGI l'erreur du MGI (voir paragraphe 2.4.2)
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� nc le nombre de contraintes à satisfaire.
Le choix du coe�cient k doit être assez élevé pour éviter que le robot n'e�ectue pas
un mouvement non réalisable. Il ne doit pas être trop élevé pour ne pas augmenter
de manière exagérée le temps de convergence de l'algorithme. Dans ces travaux, le
coe�cient k est égal à 106.

L'allure de marche avec double support impose de dé�nir deux expressions in-
termédiaires de critère. On pose :

Cdsp =
Z Tds

0

�
Γds(p)

TPΓds(p) + k
nΨX
i=1

(e(|Ψdsi
(p)|−Ψdsi

(p)) − 1) + errorMGI

�
dτ (4.24)

pour la phase de double support et :

Cssp =
Z T

Tds

�
Γss(p)

TPΓss(p) + k
nΨX
i=1

(e(|Ψssi (p)|−Ψssi (p)) − 1) + errorMGI

�
dτ (4.25)

pour la phase de simple support.
Le critère �nalement utilisé pour l'allure en double support s'écrit :

Cp =
2

d
(Cdsp + Cssp) (4.26)

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le problème d'optimisation en le modi�ant
en un problème d'optimisation paramétrique. Deux critères ont été utilisés pour ré-
soudre le problème d'optimisation. Un critère sthénique qui permet de connaître
les couples articulaires nécessaires pour générer le mouvement du robot bipède. Ce
critère permet de comparer les deux structures cinématiques de robots. Il facilite
la sélection des actionneurs. Une fois que les moteurs ont été choisis, un critère
énergétique est utilisé pour estimer la consommation énergétique réelle du robot en
fonction des frottements dus aux motoréducteurs. Ce critère permet de comparer
les performances des robots en fonction des prototypes utilisés dans di�érents labo-
ratoires et en fonction de l'humain.

La génération de trajectoires a été développé pour deux types d'allures de marche
qui sont des marches avec phase de simple support suivi d'impact et des marches
composées de phases de double support avec rotation du pied mobile suivi d'une
phase de simple support et d'un impact pied à plat. Les contraintes du problème
d'optimisation ont été posées pour que le robot fasse un pas de marche convenable.

Pour la génération des premières allures de marche, trois types de fonctions ma-
thématiques qui sont des fonctions de Bézier d'ordre 3, des fonctions polynomiales
d'ordre 4 et des fonctions splines cubiques ont été étudiés. Pour la génération de la
seconde allure, des fonctions polynomiales d'ordre 3 et d'ordre 5 ont été utilisées.

L'algorithme du Simplex est choisi pour résoudre le problème d'optimisation.
Les critères ont donc été modi�és pour que les contraintes soient prises en compte
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durant la phase d'optimisation. Les contraintes ont été gérées par des fonctions de
pénalités de Lagrange et ajoutées au critère.

Nous allons maintenant e�ectuer les séries d'optimisation en utilisant tout d'abord
l'allure de simple support suivi de l'impact. La comparaison des deux structures sera
e�ectuée en fonction des di�érentes fonctions de trajectoires et du critère sthénique
ainsi que le critère énergétique dans le chapitre 5. Les structures de robots seront
comparées avec l'utilisation de la phase de double support avec rotation sur les
orteils.
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�
����� ��  � ������ H >

xH = −l2 sin q2 − l1 sin q1 H#��?

zH = l2 cos q2 + l1 cos q1 + hp H#��?


�
����� �� !���� �� 
������ G1 >

xG1 = xH + l2 sin q2 H#��?

zG1 = zH − l2 cos q2 H#�%?


�
����� �� !���� ���� � G2 >

xG2 = xH + l2 sin q3 H#�	?

zG2 = zH − l2 cos q3 H#�$?


�
����� ��  � �����  � �� 
������ C1 >

xC1 = xH + l2 sin q2 + l1 sin q1 H#��?

zC1 = zH − l2 cos q2 − l1 cos q1 H#�(?


�
����� ��  � �����  � ���� � C2 >

xC2 = xH + l2 sin q3 + l1 sin q4 H#��?

zC2 = zH − l2 cos q3 − l1 cos q4 H#��)?


�
����� ��
 ����� 
 �� 
������ O1 >

xO1 = xH + l2 sin q2 + l1 sin q1 − (lp − Lp) cos q0 + hp sin q0 H#���?

zO1 = zH − l2 cos q2 − l1 cos q1 − (lp − Lp) sin q0 − hp cos q0 H#���?


�
����� �� �� �� �� 
������ T1 >

xT1 = xH + l2 sin q3 + l1 sin q4 − lp cos q0 + hp sin q0 H#���?

zT1 = zH − l2 cos q3 − l1 cos q4 − lp sin q0 − hp cos q0 H#��%?


�
����� ��
 ����� 
 ���� � O2 >

xO2 = xH + l2 sin q3 + l1 sin q4 − (lp − Lp) cos q5 + hp sin q5 H#��	?

zO2 = zH − l2 cos q3 − l1 cos q4 − (lp − Lp) sin q5 − hp cos q5 H#��$?


�
����� �� �� �� ���� � T2 >

xT2 = xH + l2 sin q3 + l1 sin q4 − lp cos q5 + hp sin q5 H#���?

zT2 = zH − l2 cos q3 − l1 cos q4 − lp sin q5 − hp cos q5 H#��(?


�
����� �� ����� T

xT = xH − l3 sin q6 H#���?

zT = zH + l3 cos q6 H#��)?
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−l2 sin q2 − l1 sin q1 = −L01 sinα1 H#���?

l2 cos q2 + l1 cos q1 = L01 cosα1 H#���?

���� L01 =
�
((xH − xC1)

2 + (zH − zC1)
2) �� α1 = tan−1

�
(xH−xC1

)

(zH−zC1
)

�
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β = cos−1

�
l21 + l22 − L2

01

2l1l2

�
H#���?
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B1 = l2 sin β H#��%?

A1 =
(l21 − l22 + L2

01
)

2l1
H#��	?

φ1 = − tan−1
�
B1

A1

�
H#��$?
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q1 = α1 + φ1; H#���?

�� �� �� ��  '��! � ��
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q2 = π + q1 − β H#��(?
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−l2 sin q3 − l1 sin q4 = −L02 sinα2 H#���?

l2 cos q3 + l1 cos q4 = L02 cosα2 H#��)?

���� L02 =
�
((xH − xC2)

2 + (zH − zC2)
2) �� α2 = tan−1

�
(xH−xC2

)

(zH−zC2
)
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xCG0
= xH + l2 sin q2 + l1 sin q1 + sz sin q0 + sx cos q0

zCG0
= zH − l2 cos q2 − l1 cos q1 − sz cos q0 + sx sin q0

xCG1
= xH + l2 sin q2 + s1 sin q1

zCG1
= zH − l2 cos q2 − s1 cos q1

xCG2
= xH + s2 sin q2

zCG2
= zH − s2 cos q2

xCG3
= xH + s2 sin q3

zCG3
= zH − s2 cos q3

xCG4
= xH + l2 sin q3 + s1 sin q4

zCG4
= zH − l2 cos q3 − s1 cos q4

xCG5
= xH + l2 sin q3 + l1 sin q4 + sz sin q5 + sx cos q5

zCG5
= zH − l2 cos q3 − l1 cos q4 − sz cos q5 + sx sin q5

xCG6
= xH − s3 sin q6

zCG6
= zH + s3 cos q6

H:��?

�� ����� ��  � ������� �'������� Dc �
�  � 
������ >

Dc11 = Dc66 = s2zm0 + s2xm0 + I0

Dc12 = Dc21 = m0l1(sx sin(θ1)− sz cos(θ1))

Dc13 = Dc31 = −m0l2(sx sin(q0 − q2)− sz cos(q0 − q2))

Dc22 = Dc55 = I1 +m0l
2
1 +m1s

2
1

Dc23 = Dc32 = l2 cos(−θ2)(m0l1 +m1s1)

Dc33 = Dc44 = m0l
2
2 + I2 +m1l

2
2 +m2s

2
2

Dc45 = Dc54 = l2 cos(θ5)(m0l1 +m1s1)

Dc46 = Dc64 = m0l2(cos(q3 − q0)sz + sx sin(q3 − q0))

Dc56 = Dc65 = m0l1(sx sin(θ6) + sz cos(θ6))

Dc18 = Dc81 = −m0(sx sin(q0)− sz cos(q0))

Dc19 = Dc91 = m0(sz sin(q0) + sx cos(q0))

Dc28 = Dc82 = (m0l1 +m1s1) cos(q1)

Dc29 = Dc92 = (m0l1 +m1s1) sin(q1)

Dc38 = Dc83 = (m0l2 +m1l2 +m2s2) cos(q2)

Dc39 = Dc93 = (m0l2 +m1l2 +m2s2) sin(q2)

Dc48 = Dc84 = (m0l2 +m1l2 +m2s2) cos(q3)

Dc49 = Dc94 = (m0l2 +m1l2 +m2s2) sin(q3)

Dc58 = Dc85 = (m0l1 +m1s1) cos(q4)

Dc59 = Dc95 = (m0l1 +m1s1) sin(q4))

Dc68 = Dc86 = −m0(− cos(q5)sz + sx sin(q5))

Dc69 = Dc96 = m0(sx cos(q5) + sz sin(q5))

Dc77 = I3 +m3s
2
3

Dc78 = Dc87 = −m3s3 cos(q6)

Dc79 = Dc97 = −m3s3 sin(q6)

Dc88 = Dc99 = 2m0 + 2m1 + 2m2 +m3
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Qc1 = m0g(sz sin(q0) + sx cos(q0))

Qc2 = g sin(q1)(m0l1 +m1s1)

Qc3 = g sin(q2)(m0l2 +m1l2 +m2s2)

Qc4 = g sin(q3)(m0l2 +m1l2 +m2s2)

Qc5 = g sin(q4)(m0l1 +m1s1)

Qc6 = m0g(sx cos(q5) + sz sin(q5))

Qc7 = −m3s3g sin(q6)

Qc8 = 0

Qc9 = g(2m1 + 2m2 +m3 + 2m0)
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MODELISATION ET OPTIMISATION DE LA MARCHE D’UN ROBO T BIPEDE 
AVEC GENOUX ANTHROPOMORPHIQUES 

RESUME : La conception des robots humanoïdes est un défi depuis plusieurs années. Les 
articulations de l’être humain de par leur complexité cinématique créent des mouvements 
difficilement reproductibles par un mécanisme. Le genou humain permet des mouvements 
composés de roulement et de glissement. La conception de nouvelles articulations bio-inspirées 
est un enjeu pour recréer avec un robot une marche anthropomorphe. Une analyse de la 
cinématique des genoux a été effectuée et nous proposons une solution mécanique pour 
reproduire cette cinématique de genoux. L’idée est de recréer un genou avec un contact roulant 
entre le fémur et le tibia. Les modèles géométriques, cinématiques et dynamiques et un modèle 
d’impact sont développés pour un robot bipède muni de ce genou à contacts roulants. L’allure 
de marche est étudiée sous forme d’un problème d’optimisation paramétrique sous contraintes. 
Les trajectoires de marche sont approximées par des fonctions mathématiques pour deux 
allures de marche : une allure de simple support avec impacts et une allure de double support 
suivi d’un simple support puis d’un impact. Des critères énergétiques permettent de comparer le 
robot muni du mécanisme de genoux roulants à un robot muni de genoux à liaison rotoïde. Les 
résultats des optimisations montrent que le genou roulant apporte une diminution du critère 
sthénique. L’optimisation énergétique montre que les couples articulaires sont plus faibles sur 
les hanches ce qui engendre une diminution de la masse des actionneurs du robot. Enfin, un 
gain d’énergie est possible en associant des systèmes à ressorts en parallèle sur les 
articulations du robot. 

Mots clés : Robot bipède, marche bipède, allure de marche, trajectoires optimales, 
modélisation géométrique et dynamique, optimisation paramétrique, genou à contact roulant. 

 

 

MODELING AND OPTIMIZATION OF THE GAIT OF A BIPED RO BOT WITH 
ANTHROPOMORPHIC KNEES 

ABSTRACT : The design of humanoids robot has been a tricky challenge for several years. Due 
to the kinematic complexity of human joints, their movements are notoriously difficult to be 
reproduced by a mechanism. The human knees allow movements including rolling and sliding, 
and therefore the design of new bio-inspired robots is of utmost importance for the reproduction 
of anthropomorphic walking in a robot. In this thesis, the kinematic characteristics of knees were 
analyzed and a mechanical solution reproducing them is proposed. The geometrical, kinematic 
and dynamic models are created together with an impact model for a piped robot with the knees 
proposed. The walking is studied as of a problem of parametric optimization under constraints. 
The trajectories of walking are simulated approximately by mathematical functions for two gaits: 
one of a single support with impacts and one of double supports followed by a simple support 
and then an impact. Energy criteria allow comparing the robot provided with the mechanism of 
rolling knees and a robot provided with revolute knees connection. The results of the 
optimizations show that the rolling knee brings a decrease of the sthenic criterion. The energy 
optimization shows that the articular couples are weaker on hips what engenders a decrease of 
the mass of the actuators of the robot. Finally, energy gains are possible by associating spring 
systems.  

Keywords : biped robot, gait, dynamic model, optimal trajectory, rolling contact knees. 
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