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RESUME

Cette thèse, essentiellement théorique, traite de la commande des systèmes non-linéaires dans lesquels

certains paramètres, Intervenant linéairement. sont Inconnus, L'objectif est la stabilisation asymptotique d'un point

d'équilibre, et l'on se pose la question suivante: Supposons que l'on connaisse, pour chaque valeur possible des

paramètres, une 101 qui stabiliserait le système correspondant: comment déduire de cette famille de lois une 101

(adaptative) qui stabilise sans utiliser la valeur des paramètres?

On propose une démarche générale fondée sur l'estimation linéaire, et qui permet d'une part de classifier les

algorithmes existant dans la littérature et d'autre part d'en écrire de nouveaux, On les compare suivant le critère de

"performances" suivant: si chaque 101 de commande de la famille donnée au départ donnait la stabilité

asymptotique globale, cette globalité est-elle conservée par la 101 adaptative?

Lesavancées par rapport à la littérature existante viennent de ce que d'une part on ne se restreint plus à de la

commande de type linéarisation par feedback et difféomorphisme et d'autre part certains contrôleurs trouvés ont de

meilleures performances (au sens ci-dessus) que ceux existants. Des Idées nouvelles sont introduites comme

l'estimation fondée sur une équation de Lyapunov ou une norma-lisation "réglable" en fonction de la croissance des

incertitudes paramétriques,

L'étude de la possibilité de compenser. par un terme de commande, les effets de l'adaptation amènent par

ailleurs à établir des conditions générales d'équivalence par feedback et/ou difféomorphisme des systèmes d'une

famille paramétrée,

ABSTRACT

This dissertation is concerned with the control of nonlinear linearly parametrlzed systems, with unknown

pcrorneters, The control objective Is asymptotic stability of an equilibrlum point. The problem Is : suppose vou know.

for each possible value of the parameters. a stabilizing control law: how to construct. trom thls family of lows. an

(adap-tlve) stabilizing controllaw which does not need the exact value of the parameters?

We give a general method, based on linear estimation, which results in a c1as-sification of the existing

algorithrns and the design of new ones, We compare them from the followlng criterium: supposing each control law

above makes the equilibrium point globally asymptotically stable. does thls globalness still hold for the adaptive

Compared with the existing Iiterature. we do batter in two senses: we do not suppose that the known stabilizing

laws are obtained via feedback linarization plus linear control. and we find some controllers giving global stability in

cases when we cannot prove that the exlsting ones do so, We Introduce new Ideas as estimation based on a the

evolution of a Lyapunov function, or tunlng the normalization from the growth of parametrlc uncertainties,

Besldes, studying the posslbillty to cancel bad effects of adaptation via an a modification of the control law

leads us to establlsh general conditions for feedback and/or dlffeomorphlsm equivalence of the systems of a

parametrlzed family,
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Chapitre 0

Introduction et Résumé

Commande adaptative boite noire

La commande adaptative est née dans les années 50 de l'insuffisance des commandes clas­
siques, par exemple de type P.I.D. : aucune combinaison des gains de commande ne pouvant
permettre de stabiliser certains systèmes, on a eu l'idée d"'adapter" ces gains, c'est-à-dire
de les faire varier de façon à optimiser à chaque instant certains critères. Cette idée a, par
exemple, conduit à la fameuse méthode connue sous le nom de "MIT rule"

On obtient ainsi un contrôleur, dynamique et non-linéaire, qui n'est sans doute pas
aussi universel que l'on pourrait le rêver mais qui convient à une large classe de systèmes.
La simplicité de la méthode a mené dès les années 60 à des expérimentations industrielles
suffisamment concluantes pour conduire à la commercialisation de tels contrôleurs adaptatifs,
destinés à être "branchés" sur un peu n'importe quel procédé. Les succès ont été, et sont
encore, réels. Selon Astrôrn [4], il y avait, en mai 1988, à peu près 70000 tels contrôleurs
adaptatifs en service dans le monde.

Ces contrôleurs ne contenant aucune information a priori sur le système, il n'est pas plus
déraisonnable théoriquement de les appliquer à un système non-linéaire qu'à un système
linéaire; on ne se prive d'ailleurs pas en pratique de les appliquer à des systèmes non­
linéaires, les systèmes que nous propose la nature étant rarement linéaires.

Si la mise en oeuvre de tels contrôleurs est simple, l'étude théorique des performances
qu'ils confèrent à la boucle fermée, c'est-à-dire, par exemple, l'étude de la stabilité des
solutions du système en boucle fermée obtenu en les appliquant à un système "quelconque",
est loin d'être simple. Même si les systèmes auxquels on les applique sont linéaires, on
voit apparaître des dynamiques parfois très complexes (chaos, multiples orbites périodiques,
phénomène de "bursting" ... ).

Commande adaptative utilisant de la connaissance a priori

Parallèllement se sont développées des méthodes de commande plus sophistiquées (repré­
sentation d'état, synthèse observateur-contrôleur, commande optimale, commande non-
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linéaire... ), faisant appel à une modélisation beaucoup plus précise du système. Ces
méthodes se sont imposées dans des domaines où cette modèlisation précise est accessible
et où l'on est exigeant sur les performances.

Tirant partie de ces avancées, une autre branche de la commande adaptative a émergé,
où l'on suppose que le système à commander est connu à un nombre fini de paramètres
(constants) près. Il s'agit alors de compléter les susdites "méthodes modernes" pour leur
permettre d'atteindre l'objectif fixé malgré l'ignorance de ces paramètres. Cette approche
demande beaucoup moins à l'adaptation en tant que telle puisque l'on a déjà incorporé
beaucoup de connaissance sur le système et de savoir-faire pour la commande.

Dire que le système dépend d'un nombre fini de paramètres équivaut à dire qu'il appar­
tient à une famille de systèmes parfaitement décrite et paramétrée par un nombre fini de
paramètres réels. On définit alors une famille de contrôleurs, telle que pour tout système
de la famille, l'un au moins de cas contrôleurs convienne et satisfasse à l'objectif fixé. On
appelle parfois cette propriété hypothèse de modélisation exacte. Le but est alors de
bâtir, à partir de cette famille de contrôleurs, un contrôleur dynamique, obtenu en prenant un
contrôleur "variable dans la famille décrite ci-dessus", qui satisfasse à l'objectif en question
sans demander la connaissance des paramètres. Dans ce cadre, et dans le cas où le système à
commander (c'est-à-dire tous les systèmes de la famille) est linéaire, la famille de contrôleur
étant de type placement de pôle, ou LQ ou Modèle de référence, ou ... , il existe de nombreux
algorithmes qui donnent satisfaction (cf. Goodwin et Sin [23], Landau [31], Gawthorp [21],
Asrrôrn [4], Sastry et Bodson [48]). On les range en général en deux catégories: lorsque
la famille de contrôleurs est obtenue en concevant exactement un contrôleur pour chaque
système et que la philosophie de l'adaptation est une "identification" des paramètres réels
du système, on dit que l'algorithme est indirect; lorsqu'il n'y a pas de correspondance claire
entre les contrôleurs et les systèmes (par exemple, plus de contrôleurs que de systèmes) et
(ou) que le processus d'adaptation n'est pas du tout fondé sur de l'identification mais, par
exemple, sur un critère de performance on dit que l'algorithme est direct

Commande adaptative non-linéaire

On appelle en général "commande non-linéaire adaptative" le type de commande décrite
ci-dessus quand le système à commander n'est pas supposé linéaire. La littérature sur le
sujet est déjà assez riche, couvrant essentiellement les cas où les sytèmes sont linéarisables
par bouclage d'état et difféormorphisme (entrée/sortie ou entrée/état); l'objectif est alors le
suivi de trajectoire ou la stabilisation d'un point d'équilibre.

Apports de cette thèse

Dans cette thèse, on évite sciemment l'étape de conception des lois de commandes à para­
mètres connus, et on les suppose données, satisfaisant notre objectif: stabilisation (locale
ou globale) d'un point d'équilibre noté O. Leur conception est loin d'être un problème
simple, nous ne l'ignorons pas, mais là n'est pas notre souci. Le sujet de la thèse peut en
fait être compris comme: Comment rendre adapatatives des lois de commandes



stabilisantes? Les algorithmes obtenus ne sont donc pas sensibles à la forme des lois de
commande",

En plus de ce caractère de généralité, voici les points qui démarquent les travaux présentés
ici:

• Nous proposons une méthode de synthèse de contrôleurs adaptatifs, c'est-à-dire une
stratégie pour "rendre adaptative" une loi de commande. De cette démarche systéma­
tique découlent:

- Une classification des algorithmes existants dans la littérature, et une approche
unifiée pour les obtenir,

- Une vaste famille de contrôleurs adaptatifs,

- Une manière de synthétiser par notre philosophie "estimation", des algorithmes
considérés jusque là comme "directs", c'est-à-dire synthétisés en assignant une
fonction de Lyapunov au système bouclé: système + commande + adaptation
(Celui décrit par Taylor [58] notament). On retrouve là le lien entre les méthodes
"Lyapunov" et les méthodes "hyperstabilité", évoqué en adaptatif linéaire par
Narendra et Valavani [38].

• Certains de ces contrôleurs reposent sur des idées nouvelles dans ce contexte: nor­
malisation (dynamique ou statique) de l'erreur, utilisation du concept de passivité,
estimation à partir d'une équation de Lyapunov.

• Dans l'analyse des propriétés de nos algorithmes adaptatifs, nous mettons l'accent
notarnent sur le caractère global ou local de la stabilité obtenue pour le système adap­
tatif. Notre objectif est d'évaluer la qualité des algorithmes d'adaptation plutôt que
celle des lois de commande à paramètres connus. On juge les algorithmes sur leur
capacité à conserver la stabilité globale si celle-ci était assurée à paramètres connus
par les lois de commande initiales. L'idée de ce critère étant de distinguer, quand la
stabilité n'est que locale, si cette localité est imposée par les lois de commandes ou par

l'adaptation.

• On fait ressortir, à l'occasion de cette recherche de la stabilité globale, l'importance
de certaines conditions, qui assurent de pouvoir toujours conserver la globalité. Dans
le cas de commande par linéarisation par feedback, ces conditions se ramènent aux
"(extended) matching assumptions" de Kanellakopoulos, Kokotovic et Marino [28].
On caractérise ces conditions explicitement en terme des champs et de leur dépendance
en le paramètre p, ce qui revient à caractériser l'équivalence des systèmes d'une famille
par feedback et difféomorphisme avec une condition restrictive sur le difféomorphisme;
on donne également une caractérisation, moins explicite, de l'équivalence par feedback
et difféomorphisme en général.

• La possibilité d'exploiter ces hypothèses est de plus améliorée. Elles permettent
d'introduire un terme correctif de commande destiné à annuler les effets néfastes de

'Enparticulier, ils n'utilisent pas la forme des lois de type linéarisation par feed back.
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l'adaptation. Nous étendons ici une idée de introduite par Middleton et Goodwin [35],
et reprise par [28], puis par Bastin et Cempioti dans le cas de la linéarisation par
feedhack. Cela est ici généralisé aux stabilisations autres que celles résultant de la
linéarisation, et on lève un problème d'équations implicites mis en évidenve dans [28].

Résumé chapitre par chapitre

Le chapitre 1 est une description de la famille de systèmes considérés à savoir une famille
linéairement paramétrée (implicitement ou explicitement), de systèmes tous stahilisables par
une loi de commande dépendant des paramètres. On introduit également la possibilité que
ces systèmes soient équivalents par feedback et/ou diffeomorphisme.

Le chapitre 2 donne des conditions pour que les systèmes d'une famille soient équivalents
par feedback (FE), feedback et difféomorphisme (FDE) ou feedhack et difféomorphisme avec
une condition restrictive sur ce dernier (FDEM). Les propriétés locales ou globales sont
étudiées. Les résultats de ce chapitre ont un intérêt par eux-mêmes, mais ils sont aussi
fortement reliés à la suite car les conditions FE et FDEM permettent de rejeter exactement
certains effets dûs à l'adaptation. Dans le cas d'une famille de systèmes tous linéarisahles
par feedback et difféormorphisme, FE est équivalente à la condition dite de "matching"
et FDEM à la condition dite d"'extended mat ching" (voir Taylor, Kokotovic, Marino et
Kanellakopoulos [59] et [28]).

La partie II (chapitres 3,4, et 5) est consacrée aux méthodes d'estimation linéaires, qui
seront utilisées dans la partie III. Beaucoup d'algorithmes introduits ici sont très classiques
ainsi que leurs propriétés; certains sont cependant plus ou moins nouveaux, et l'accent est
mis sur les propriétés réellement nécessaires à la commande adaptative et sur le statut de
l'estimation en commande adaptative.

Au chapitre 3, on détermine les objectifs assignés à des méthodes d'estimation en
commande adaptative, cette estimation (d'un vecteur p.) reposant sur une régression, ou
"équation d'observation" de type

z••(t) = Z••(t)p·

Au chapitre 4, on étudie des algorithmes qui supposent que zeq et Z eq sont entièrement
mesurés. Au chapitre 5, on étudie deux méthodes valables dans le cas où seulement des
"intégrales" de z•• et Z eq sont connues. L'une de ces méthodes consiste à faire passer ze q et
Z•• à travers un filtre linéaire strictement causal; la seconde, valable si Z eq est mesuré, utilise
la théorie de la passivité (introduite en commande adaptative linéaire par Landau [31]) et
ouvre la porte à toute une famille d'algorithmes, sans doute beaucoup plus nombreux que
ceux explicitement mentionnés dans ce chapitre.

La partie III (chapitres 6, 7 et 8) est consacrée à la commande adaptative proprement
dite.

Le chapitre 6, après avoir rappelé les objectifs (paragraphe 6.1), présente (paragraphe
6.2) une analyse des différentes méthodes utilisées dans la littérature en les classant suivant



trois critères qui nous ont semblé plus pertinents que la traditionnelle distinction direct­
indirect. On décrit ensuite en détail (paragraphe 6.3) l'approche adoptée ici. Elle consiste à
analyser le comportement du système adaptatif comme une perturbation d'un comportement
idéal par des quantités que les méthodes d'estimation introduites dans la partie III sont
susceptibles de rendre petites. La mesure de x rendrait cela très aisé, mais on n'en dispose
pas en général et c'est en fait la façon de s'en passer qui fait l'essentiel de la différence
entre les algorithmes adaptatifs présentés ensuite. Les chapitres 7 et 8 enfin présentent
nos différents algorithmes de commande adaptative: des méthodes valables pour le cas
d'un paramétrage linéaire implicite (ou aussi explicite) au chapitre 7, puis des méthodes
spécifiques au cas d'un paramétrage linéaire explicite au chapitre 8, qui est beaucoup plus
développé. Dans ces chapitres, les contrôleurs diffèrent par:

le choix du type d'estimateur: gradient, moindres carrés;

- une normalisation appropriée, statique ou dynamique;

- la manière de "filtrer" pour ne pas avoir à utiliser x. Dans les algorithmes du chapitre
8, on a beaucoup de lattitude sur le choix de ces filtres, et l'on retrouve même, grâce
à certains choix, des algorithmes jusqu'ici considérés comme directs (voir plus haut).

Le choix d'un éventuel terme correctif de commande destiné à annuler une partie des
effets néfastes de l'adaptation.

On donne pour chaque algorithme des résultats de stabilité locale ou globale, la stabilité
globale étant souvent obtenue au prix d'hypothèses sur la croissance des champs à l'infini.
Certains algorithmes y sont plus sensibles que d'autres.
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Chapitre 1

Paramétrage

1.1 Paramétrage en boucle ouverte

En commande adaptative linéaire, supposant le système à commander linéaire stationnaire
et d'ordre majoré par N, on se donne naturellement une famille de systèmes dépendant
linéairement d'un nombre fini de paramètres réels et à laquelle le système à commander
appartient. Cette famille est celle des systèmes linéaires d'ordre inférieur à N, et l'on
peut par exemple prendre pour paramètres les coefficients des différents polynômes qui
interviennent dans sa fonction de transfert, et dont le degré est majoré. L'équivalent en
non-linéaire consiste à se donner a priori une famille de systèmes si l'on veut avoir affaire
à un nombre fini de paramètres", On va préciser ici comment on décrit cette famille et les
différentes hypothèses que l'on fait.

Dans tout ce travail, on considère une famille de systèmes (SP)PEP' indexée par p, un
paramètre appartenant à P, ouvert convexe de RI L'ensemble P n'est pas RI tout entier
car il se peut que les systèmes soient mal définis pour certaines valeurs des paramètres (par
exemple matrice d'inertie non positive, ou non inversible pour des systèmes mécaniquesjê

Les Sp sont des systèmes sur une variété Mn de dimension n décrits par:

Sp: ± = f(p,x) + L~=lukgk(p,X) (1.1)

x E Mn, Uk ER, pEP, (1.2)

où f et les gk sont des champs de vecteurs réguliers dépendant régulièrement du paramètre
p. Si Mn est une variété abstraite, une bonne façon de définir de définir un "champ de
vecteurs réguliers dépendant de façon régulière d'un paramètre PEP" est de dire que c'est
un champ de vecteurs régulier sur la variété produit P X Mn qui a en tout point (p, x)
une composante nulle sur TpP et induit donc, pour tout p, un champ sur la sous-variété
{p} X Mn, isomorphe à Mn; ce dernier champ est notre f(p, .).

10npourraitpenserprendrepourespacedesparamètresl'''espacedessystèmesnon-linéaires",c'estàdire,
par exemple, l'espace des fetgdel'équationd'état!. ..

2Parlasuite (voir aussi le paragraphe précédent la condition 5 F page 13), nous serons amenés à restreindre
cet ensemble, et àne considérer que les valeurs du paramètre app artenant àune partie fermée convexe deP,

que l'on notera II.



10

On abrège souvent (1.1) en
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Sp: :i: = f(p,x) + g(p,x) u ; (1.3)

x E Mn, U E Rm
, pEP, (1.4)

où, pour être très précis, g(p, x) est l'application linéaire de Am dans T.,Mn donnée par:

(1.5)

1.2 Description et propriétés des systèmes considérés.

1.2.1 Paramétrage linéaire

Nous serons amenés, sauf au chapitre 2, à faire l'hypothèse que le paramétrage de notre
famille est linéaire, c'est à dire que les champs f et 9 de l'équation (1.1) ont une dépendance
linéaire en p, ou, pour élargir le champ d'application de notre étude, que (1.1) peut être
réécrite sous une forme implicite linéaire en p:

Définition 1.1 (Condition PLE) On dit que le paramétrage de la famille de JYJtèmeJ
(Sp) est linéaire explicite Ji les champs de vecieurJ l(p,.) et gk(p,.) présents dans les
équations (1.1) vérifient, pour tout x dans Mn et tout p = (Pl, ...,pd dans P:

f(p,x)

ou encore g(p, x)

9 étant défini par (1.5).

aO(x) + EPiai(X)

bJ:(x) + EPib~(X)

bO(x) + Epibi(X)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

Exemple 1.1 La famille de systèmes

satisfait la condition PLE.

(1.9)

Exemple 1.2 De nombreux systèmes physiques faisant intervenir des paramètres se mettent
sous cette forme. •
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Définition 1.2 (Condition PLI) On dit que le paramétrage de la famille de systèmes (Sp)
est linéaire implicite si l'équation (1.1) peut se réécrire comme:

c'est-à-dire si

(1.10)

f(p,x)

gk(P,X)

J(p,xt1a(p,x)

J(p, x)-lbk(p,x)

(1.11)

(1.12)

• pour tout p dans P, a(p,.) et bk(p,.) sont des champs de vecteurs sur Mn et J(p,.) un
champ d'applications linéaires tel que J(p,x) est inversible pour tout (p,x) .

• a, b, et J dépendent linéairement de p:

a(p,x) aO(x) + tPiai(X) aO(x) + AP(x)p (1.13)

bk(p,x) bk(x) + EPibÜX) bl:(x) + Br(x)p (1.14)

ou encore b(p, x) bO(x) + Epibi(X) bO(x) + BP(x)p (1.15)

J(p,x) ]O(x) + Epj(X) = ]O(x) + JP(x)p (1.16)

Notons qu'avec les notations introduites en (1.8) (1.15) et (1.16), le terme de commande
dépendant de p :

[BP(x).p] u

et le terme
[JP(x).p] :i:

sont linéaires à la fois en p et en u ou x. Pour éviter toute confusion, on définit les notations
BP(x) 0 u et JP(x) 0 x par

[BP(x) 0 u] P ~ [BP(x).p] u

[JP(x) 0 x] p ~ [JP(x).p] x
(1.17)

(1.18)

Exemple 1.3 Pour une large classe de systèmes mécaniques, on peut choisir comme
paramètres des fonctions des paramètres naturels (masses, inerties, longueurs ... ) de telle
façon que l'équation implicite dépende linéairement de ces paramètres. Par exemple, la
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famille des bras de robots rigides à un nombre fixé d'articulations satisfait la condition PLI,
après reparamétrage (voir par exemple [12], ou la version préliminaire de [35]). •

Exemple 1.4 La famille de systèmes dans R (mais P E R2
)

(1.19)

satisfait la condition PLI avec P E]O, +oo[ (c'est-à-dire que P =]0, +oo[).

Remarque 1.1 Le mot "implicite" ne doit pas faire penser que l'on s'intéresse à des
8Y8tème8 réellement implicites. Dans l'écriture (1.10), J(p,z) est partout inversible et l'on
peut obtenir une forme explicite (1.1) équivalente (voir (1.11) et (1.12)). On n'écrit les
systèmes Sp sous cette forme implicite que pour caractériser une classe de paraméiraqes plus
large que celle où / et 9 sont linéaires en p. •

Remarque 1.2 La notion de dépendance linéaire en des paramètres est intrinsèque: les
ai, b~ ou Ji des formules (1.6) à (1.8) et (1.13) à (1.16) sont des champs de vecteurs ou de
tenseurs définis sur Mn et non pas des objets attachés à un système de coordonnées sur Mn.
Les Pi étant des réels et les ai des champs de vecteurs, l'expression (par exemple)

a un sens indépendament du système de coordonnées que l'on a pu choisir sur Mn.

Remarque 1.3 Il est possible d'avoir naturellement un paramétrage non-linéaire, mais
d'obtenir un paramétrage linéaire après un changement de paramètres. C'est ce que l'on
fait dans le cas de la robotique par exemple (cf. exemple 1.3 page 11), où il y a une
correspondance bijective entre les nouveaux paramètres et les anciens; on peut aussi parfois
faire un reparamétrage redondant, comme dans [49], où l'on considère par exemple Pl, P2 et
PIP2 comme trois paramètres indépendants, si bien que l'on introduit en fait une nouvelle
famille, contenant la première et paramétrée linéairement.

Nous prenons ici le paramétrage linéaire comme hypothèse, mais l'on peut tout de même
faire le raisonnement suivant. Dans l'espace vectoriel (de dimension infinie) des (/,91> ..., 9m)
(auxquels il faut ajouter J dans le cas PLI), la famille (Sp) décrit une sous-variété paramétrée
par RI, a priori de dimension l si il n'y a pas de singularités. Si le paramétrage est linéaire,
cette variété est un sous-espace affine de dimension finie, et réciproquement, si cette sous­
variété est un sous-espace affine de dimension finie, alors, par le choix d'une base sur ce
sous espace, on obtient naturellement un paramétrage linéaire (avec eventuellement moins
de paramètres qu'au début). De même, si l'on peut opérer un re-paramétrage redondant
linéaire, alors la sous-variété décrite par les Sp est incluse dans un sous-espace affine de
dimension finie, et la réciproque suit comme ci-dessus. •

1.2.2 Stabilisabilité

Comme annoncé dans l'introduction, nous supposons que tous les systèmes de la famille con­
sidérée sont stabilisables par feedback d'état régulier, en général dépendant des paramètres.
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On entend par là que ce feedback, noté UST(p,:c), fait du point 0 de Mn (le même point 0
pour tous les systèmes) un point d'équilibre asymptotiquement stable du système dynamique
en boucle fermée

x = so(p,:c) ~ f(p,:c) + g(p,:c) UST(p,:c) (1.20)

D'après les théorèmes inverses de Lyapunov (voir par exemple [62]), on sait que l'on ne
perd rien en caractérisant la stabilité par une fonction de Lyapunov V(p,:c) ((1.21) et (1.22)
précisent ce que l'on entend exactement par "fonction de Lyapunov"). Cette fonction de
Lyapunov dépend a priori de p, et sans plus d'analyse des systèmes considérés, il est impos­
sible de connaitre cette dépendance. Nous prendrons comme hypothè3e que d'une part la loi
de feedback et d'autre part la fonction de Lyapunov sont des fonctions suffisament régulières
de pet x.

Il existe généralement des valeurs des paramètres pour lesquelles cela n'est pas possible'':
on supposera donc seulement que sont stabilisables les systèmes correspondant aux valeurs
des paramètres contenus dans un domaine II convexe fermée d'intérieur non vide de l'espace
des paramètres. II est a priori plus petit que P introduit en (1.2), et fermé alors que Pétait
ouvert. Il n'y aura cependant pas d'équivoque: au chapitre 2, on a besoin de P qui est une
sous-variété de RI, et l'on ne se soucie pas de lois de commande ni de stabilité, alors que
dans toute la suite, c'est-à-dire les parties estimation et commande, on utilisera II, la partie
convexe fermé d'intérieur non vide de RI dont nous parlons ici.

Voici l'hypothèse minimum que l'on fera sur la stabilisabilité des systèmes de la famille
considérée:

Définition 1.3 (condition SF) On dit que la famille (Sp) satisjaii la condition SF {sta­
bilisabilii« par feedback) si il eeisie des [onctions réçulières de II X Mn dans Hm et dans R,
UST(P,:C) et V(p,x) tel que:

1- V(p,:c) est positif ou nul, nul si et seulement si :c = O. (1.21)

2- Pour tout m réel positif, l'ensemble

((p,x) / V(p,:c) < m, p E II et Ipl ::; m} est borné. (1.22)
3- Le champ 3 étant donné par (1.20),

~(p,:c),so(p,:c) ::; - c V(p,x) (1.23)

c étant une constante strictement positive indépendante de p et x.

On dit que la famille (Sp) saiisjaii localement la condition SF si et 3eulement si il
existe un uoisinaqe ouvert n de 0, indépendant de p, tel que les points 1, 2 et 3 soient
saiisfait» pour z dans n et p dans II

3La dépendance linéaire des champs en les paramètres rend cela presque automatique: un vecteur
dépendant linéairement de p s'annule génériquement pour au moins une valeur de p si la dimension de p
est supérieure au nombre de directions possibles pour ce vecteur
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Dans certains cas, nous serons amenés à introduire un difféomorphisme <p(p,.) dépendant
du paramètre p. L'image de (1.20) par ce difféomorphisme s'écrit alors sous la forme:

è = s(p,ç) ~ ~(p,x).[f(p,x) + g(p,x) UST(p, x)] (1.24)

ç = <p(p,x) , (1.25)

La stabilité est évidemment conservée (tout ceci s'entend à p constant), et l'on note U la
fonction de Lyapunov après difféomorphisme:

Ainsi, (1.23) s'écrit:

U(p,<p(p,x)) a V(p,x)

~(p,ç).s(p,ç) :S - c U(p,Ç)

(1.26)

(1.27)

Exemple 1.5 On considère la famille de systèmes dans R2
, paramétrée par le paramètre

réel p:

S : {~1 = X2 + pB(X1)
p X2 = pu

Définissant, pour tout p, le difféomorphisme <p(p,.) par

(1.28)

on peut transformer (1.28) en

6
P B'(X1)[X2 + pB(xdJ + pu

On prend alors (pour p:l 0)

où B' désigne la dérivée de B, fonction réelle d'une variable réelle:

(1.30)

(1.31)

(1.32)

et l'on réalise ainsi la linéarisation par feedback et difféomorphisme de Sp, c'est-à-dire que
(1.30) donne:

{
~l = 6
6 = v

Il reste alors à stabiliser ce système linéaire: on prend, par exemple,

(1.33)

(1.34)
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OÙ Wl et W2 sont deux réels strictement positifs, ce qui revient à définir UST(p, x), pour P non
nul, par

(1.35)

et l'on obtient
ë = s(O ~ Aç (1.36)

(1.37)

(1.38)t (ATQ + QA) = -r',

avec Q symétrique définie posistive, et définir U par:

matrice dont les valeurs propres sont à partie réelle strictement négatives. 0 est donc un point
d'équilibre globalement assymptotiquement stable de cette équation différentielle ordinaire
linéaire et l'on peut résoudre, pour toute matrice r symétrique définie positive, l'équation
de Lyapunov

U(ç) = HTQç = ~QllÇ12 + Q126ç2 + ~Q22Çi (1.39)

On a alors, d'après (1.38),

CrÇ ~ -c U(ç) , (1.40)

pour un certain c positif puisque Q est définie positive; (1.27) est donc vérifié.

Revenant aux coordonnées initiales, le système en boucle fermée s'écrit:

et 0 est un point d'équilibre globalement assymptotiquement stable de cette équation diffé­
rentielle ordinaire, qui n'est que la transformée de (1.36). V est définie par

V(p,x) = U(<p(p,x)) = ~QllX; + Q12xdx2 +PO(Xl)) + tQ22(X2+PO(Xl))2 (1.42)

et l'on peut retrouver directement que

(1.43)

En conclusion, on vient de montrer qu'en prenant par exemple P = (0, +00), la famille
(Sp) donnée par (1.28) satisfait la condition SF

Le difféomorphisme <p a évidemment été introduit pour linéariser le système, ce qui a
permis, ensuite, de placer les pôles du système linéaire obtenu; notons de plus que, par
l'action de ce difféomorphisme et du feedback (1.31), tous deux dépendants de p, on a
transformé le système Sp en un système (1.33) indépendant de p. Voici deux bonnes raisons
pour introduire ce difféomorphisme, qui ne joue pourtant aucun rôle dans la stabilité du
système bouclé, puisque l'on peut écrire U ST' So et V sans l'utiliser (voir (1.35), (1.41), (1.42)
et (1.43)), et considérer ip seulement comme un "guide" pour construire une loi stabilisante.

•
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1.2.3 Equivalence par feedhack et difféomorphisme

Il est bien clair et intuitif que plus les systèmes de la famille se "ressemblent", plus on a
d'information sur le système à commander en sachant qu'il est dans cette famille, et plus on a
de chances de pouvoir, dans de bonnes conditions, trouver notre loi de commande adaptative,
valable pour tout système de la famille. Il est donc naturel d'étudier de façon privilégiée le
cas où, par exemple, tous les systèmes de la famille sont équivalents, par feedback seulement,
ou par feedback et difféomorphisme, ce qui justifie les définitions suivantes. Des conditions
sur f(p, x) et g(p, x) pour qu'elles soient satisfaites seront données au chapitre 2.

Equivalence par feedhack seulement

Un système non-linéaire affine en la commande

S: x = f(x) + ÈU/eg/e(x) = f(x) + g(x).u (1.44)

étant défini par la donnée de m + 1 champs de vecteurs ou plutôt, de façon équivalente, par
la donnée d'un champ de vecteurs (J), et d'une application linéaire de Rm dans l'espace des
champs de vecteurs (g), voir (1.5) page 10), on définit un feedback d'état non-singulier par
la donnée de deux application

a : Mn Rm

;3 : Mn ---> GLm(R) (1.45)

où GLm(R) est le groupe linéaire de Rm, ensemble des applications linéaires bijectives de
H'" On définit le transformé S' par le feedback (a,;3) de ce système S par la donnée du
champ de vecteur l' et du champ d'applications linéaires g' de Rm dans l'espace des champs
de vecteurs:

c'est-à-dire que le système

J'(x)
g'(x)

f(x) + g(x) a(x)
g(x) ;3(x)

(1.46)

(1.47)

S': x = J'(x) + L;:lV/eg~(X) = J'(x) + g(x)'.v (1.48)

est obtenu en substituant
U = a(x) + ;3(x).v (1.49)

dans le système S donné par (1.44).

On dit que deux systèmes (J,g) et (J',9') sur Mn sont équivalents par feedback non­
singulier si il existe un feedback non-singulier qui transforme (/,9) en (/',g'). En fait, on
peut munir l'ensemble des feedback non-singuliers d'une structure de groupe, son action sur
les systèmes sur Mn étant définie par ce qui précède. Cela est bien connu et parfaitement
classique.
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Pour nous, c'est-à-dire dans le cas d'une famille (Sp) de systèmes (définie page 9) on
cherche à caractériser une propriété qui exige non seulement que tous les systèmes Sp soient
équivalents par feedhack deux à deux, mais aussi que l'équivalence puisse être réalisée par
une famille de feedhack dépendant continument des systèmes, ce que l'on précise dans la
définition suivante:

Définition 1.4 (condition FE) On dit que la famille de systèmes (Sp) satisfait la condi­
tion FE (feedback-équivalence) si il existe un système S (indépendant de v) sur Mn et un
feedback dépendant de façon régulière du paramètre p, c'est-à-dire deux fonctions régulières

a : Px Mn~Affi

{3 : P x Mn ~ GL(Rffi) (1.50)

telles que, pour tout p, le feedback (a(p, .),{3(p, .)) transforme le système Sp en le système S,
ce qui s'écrit:

f(p,x) + g(p,x) a(p,x) = /(x)

g(p, x) {3(p,x) = g(x)

On peut alors prendre pour S un Spo' Po étant choisi dans P.

(1.51)

(1.52)

Exemple 1.6 Soit une famille de systèmes monodimensionnels (dans A) donnés par

Une telle famille satisfait clairement FE : en prenant

a(p, Xl) - Ii». xd
{3(p, Xl) == 1 ,

c'est-à-dire
-f(p,xd + v ,

on transforme le système Sp en le système S donné par

S: il = v

(1.53)

(1.54)

Retnarque 1.4 En fait, la condition FE demande l'équivalence de tous les systèmes à un
système choisi indépendant de p, ce qui est équivalent à demander l'équivalence des systèmes
deux à deux: si la condition FE est satisfaite, deux systèmes SpI et Sri' de la famille sont
équivalents par le feedback (a"" {3",) donné par

a",(x) a(p',x) - {3(p',x){3(p',x)-la(p',x)

{3",(X) = {3(p', x){3(p',X)-l

(1.55)

(1.56)
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Ceci démontre la propriété contenue dans la dernière ligne de la définition 1.4.

Reprenant l'exemple précédent, on peut transformer tous les Sp en Spa' po étant choisi
quelconque dans l'espace des paramètres, en prenant, lieu de (1.54),

a(p, xd = - f(p, Xl) + f(po, Xl)
(3(p,xd == 1 ,

et l'on peut tranformer Sri en Sp' grâce à :

a",( x) - f(p', xd + f(p', xd

(3(P,Xl) == 1

Remarque 1.5 Supposons que la condition FE soit satisfaite et que l'un des systèmes de
la famille, Spa' soit stabilisable. On note u(x) la loi de commande stabilisante, alors

x = 8,;(x) (1.57)

a 0 pour point d'équilibre assymptotiquement stable, si bien qu'il existe une fonction positive
V(x) telle que (voir par exemple [62])

~.8,; :s: -cV (1.58)

Mais alors, utilisant a et (3 donnés par la condition FE, on peut définir pour un système Sp

quelconque de la famille

UST(p,x) = a(p,x) + (3(p,x).u(x)

et l'on a
f(p,x) + g(p,x)UST(p,x) = 8,;(x)

si bien que le système bouclé obtenu en appliquant le feedback UST(p, x) à Sp est

x = 8,;(x)

(1.59)

(1.60)

En conclusion, pour que la condition SF soit satisfaite avec V et So indépendants de p, il
suffit que l'un quelconque des systèmes soit stabilisable, et que FE soit vraie. A forciori, il
suffit que SF et FE soient satisfaites. •

Equivalence par feedhack et difféomorphisme

On définit le transformé S' d'un système S ( (1.44) ) par un difféomorphisme cpsur Mn par
la donnée des champs l' et gZ, transportés de f et gk par cp:

(1.61)
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(voir une définition des "étoiles en bas" dans [56] ou en annexe, page 139); le système S'
s'écrit alors

S': i: = f'(x) + L~=lVkgZ(X) ~ f"(X) + g'(x).v (1.62)

On est alors en mesure de définir les transformations par feedback (non singulier) et
difféomorphisme (a,{3,cp) en faisant d'abord une transformation par feedback (a,{3) puis
une transformation par difféomorphisme (cp) (ou le contraire, mais alors il faut remplacer a
et {3par a 0 cp-l et (3o cp-l), c'est -à-dire que l'on définit la transformation (a, (3, cp) par

A nouveau, on va définir, pour le cas d'une famille de systèmes (Sp) (définie page 9) une
propriété qui exige non seulement que tous les systèmes Sp soient équivalents deux à deux
par feedback et difféomorphisme, mais aussi que l'équivalence puisse être réalisée par une
famille de feedback et de difféomorphismes dépendant continument des systèmes, ce que l'on
précise dans la définition suivante:

Définition 1.5 (Condition FDE) On dit que les systèmes (Sp) sont équivalents par
feedback et difféomorphisme, ou que la famille des (Sp) satisfait la condition FDE,
si il existe un système S sur Mn, ainsi qu'un feedback et un difféomorphisme dépendant
régulièrement du paramètre p, soit

P x Mn -----+ Rm

(3 : P x Mn -----+ GLm(R)
cp : pxMn-----+Mn

(1.64)

tels que la transformation par feedback et difféomorphisme (a(p, .),{3(p, .),cp(p, .)) trans­
forme, pour tout p, le système Sp en le système S, ce qui s'écrit:

J = cp(p,·).[f(p,·) + g(p,.).a(p,.)]

9 = cp(p, .).g(p, .).{3(p,.)

(1.65)

(1.66)

On peut alors prendre pour S un Spa' Po étant choisi dans P.

(Condition FDE locale) On dit que la famille (Sp) satisfait localement la condi­
tion FDE si, pour tout :if dans Mn et tout p dans P, il existe un voisinage V de (p,:if)
dans Mn X P, un feedback (a, (3) défini pour (p, x) dans V, et une application cp de V dans
Mn X P telle que, pour tout p, cp(p,.) soit un difféomorphisme de {p} X Mn dans cp(V), et
que (1.65) et (1.66) soient vérifiés pour tout (p,x) dans V

Exemple 1. 7 Considérons la famille de systèmes dans R3
:

{

Xl - X2 + px~

Sp: ~2: X3

X3 = U

(1.67)
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Elle sa t isfait la condit ion F DE ca r chacun de ces systèmes est globalemen t linéa risa ble pa r
feed back et difféom orphisme : d éfinissa nt 'fi par

et le (t't'd back par

c'est-à -d ire

"
Z l + p;J;~

Zs + 2pZl (%2+ pz D

o(p , z) - 2p [z \ z s + (Z2+ 3pzn (Z2+PZnJ
P(p,. ) 1 ,

(1.68)

(1.6' )

u = - 2p [ZIZ) + (:1:2+ 3p z O (.t:2 +pzOJ+ v • (1.70)

ce feedb aek et ce difféomorphi sme transforment , pour t out P, le syst ème Sp en S d on n é par

c' est -à -di re qu e

(1.71)

On p eut not er que S n'n t au t re que 50 (Sp pour p = 0).

Re marque 1. 6 La re mar que 1.4 est éga lement valab le pou r la condit ion F D E : FDE
de mande J'équivalence de tou s les systè mes il un syst ème choisi ind épend ant de p, ce qui
est équiva lent ft dema nder l' éq uivalence des syst èmes deux ft deux: si la co ndition FDE est
sa t isfait e, deu x sys tè rues Sri et S ", de la famille sont équ ivalent s pa r la t ransfor mat ion :

(o(p', .),P(p·, .), ,(p', .Jr ' 0 (o(p' , .1 ,P(p', .),, (p', .1)

Ccci d émontre la derniè re ligne de la définit ion 1.5.

E q u iva le n ce p a f Iee d bac k et difféomorphism e a ve c m at ching

Nous allons enfin defin ir un.. conditi on, q ue nous a ppeleron s "éq ul velenee par Ieedbe ek
et difféomorphisme av ..c ma tch ing" et qui d emand e Ill. condition FDE plus la prop riété
u sez rest ric ti ve (1.72) de " rna tching" su r les difféomorp hismes op(p, .). Cet te pro pri ét é peu t
paraî tre un p eu anecdotique; d ie sera en fait t rès im porteute po ur la suite : elle permet , si
elle est satisfaite, de eornpens...r exact ement les effets néfaste s de l' ad apta t ion .
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D éfin iti on 1.6 ( C ondition FD EM) On dit que leI Iyst emes (5",) l ant équiva le n ts pa r
feed h ack et d ifféomorphisme ave c " m a tc h in g" , ou que la famille du (5",) l at i' fait la
cond ition FDEM, l i la cond ition PD E elt latilfait e, et que, de pltu , les diDio morph iu nes
ip(p, .) vérifient la condition de "matching" luivante : pour tou t p dllnl P et tout z daru M ",

~(p, z ) E Span{ 9l(ip(p,z)) , ..,9...(ip(P,z))} i ee L, ...1 (1.72 )

oti le lystemeS l'écrit :

i - lco + "{I·· ~ lCO + È·,9,(Z) (1.13)

(C ond it io n FDEM lo ca le ) On dit que la fam ille (Sp) la tilfait loca lem e n t la can di.
tian F DEM .i et . eulem en' li elfe lotis/ait focalemen t fa condition FD E, ip étan t de plus
tel que M condition de "matching" (1.7! ) ' oit vérifiée.

Exe m p le 1.8 DILns l'exemp le 1.7, le difféomorphisme <p(p, .) qui est do nné ne sa tis fai t pas
III cond ition de me tehing (1.12) puisque

Cec i ne prouve pes que la famill e (5p ) do nnée par (1.61) ne satisfasse pas la condition
F DE M (il pourra.it exis ter un autr e difféom orp hisme, qui vérifie, lu i, la co ndit ion de matchin g
(1.72)). O n ver ra que' Ill.cond ition nécessaire donnée par la propositi on 2.10 montre que cet te
fami lle' ne sa tisfai t pllS F DE M.

En reva nche , lli l'on considhe, a u lieu de' (1.6 1), la famille don née par (1.28 ) dans
l'exemple 1.5, le difféomorphi~lIIe ip donné par (1.29) et le Ieedbeek do nné par (1. 31), c 'est ­
à-dire par

cr(p,:I:) = - 2p [ZIZ3 + (:1:2 + 3P:l:O(Z2+P:l:n]
P(p, z) " l ,

o (p,z)

P(p,z)

- 9'(z d [X2 + p 9(z d J
1

p

t ransforment bien 1f'S ayat èm...a e' 1I un systèm e (1.33) ind épend an t de p, et de plus ip satisfa.it
la condi ti on de mateh ing (1.12), puisqu e'



Chapitre 2

Conditions d'équivalence par feedhack

d'état et/ou d iff'é o m o r p h i s m e des

systèmes d'une famille

2.1 Introduction. Position du problème

A propos de la famille de systèmes (Sp), on se pose la question suivante:

A quelles conditions, sur les champs i, 9k et sur leur dépendance
en p est-ce que les différents systèmes (Sp) sont équivalents par
feedback d'état et/ou difféomorphisme?

Notons que l'on ne fait dans ce chapitre aucune hypothèu de linéarité des champs par
rapport au paramètre p, mais que l'on supposera toujours l'absence de chutes de rang
de l'espace engendré par le champs de cornrnande :

Définition 2.1 (Condition RC (rang constant maximal] On dit que la famille (Sp)
satisfait la condition Re, si les vecteurs 91(P,X), ... ,9m(P,x) sont libres en tout point:

rg {91(P,X), ... ,9m(P,X)} = m V(p,x) E P x Mn (2.1)

2.2 Equivalence par feedback (sans difféomorphisme)

On s'intéresse à trouver une caractérisation de la condion FE définie page 17 Ce qui
suit est une condition nécessaire et suffisante (CNS) très simple pourvu que la distribution
engendrée par les champs de commande soit de rang constant maximal. Elle demande, en
gros, que toutes les incertitudes soient dans les directions sur lesquelles la commande influe
directement:

22
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Théor è m e 2.2 Si Y ~d d~ rang constan t maûmal (condition R e, défini/ iOlI 2.1), alor~ la
condit ion FR (définiti on 1.0 e.lt é'l llil)a l~nt~ à:

Span] gJ(p,x), ... , y",(p, x ) } n e dépend pus de p (2.2)

• U;(p,X ) E Span { gl(p , X), ... , y",(p, x) } i = 1, .. ,1 (2.3)

P r o p o si t io n 2.3 Si Y ed de rang condanl mazi mal (con di ti on Re, difi ni tion t. i], lu detu:
propr iété . Jlliva ntu ~on l éqllittl!len tn erdre elle~ el iq llitla len te~ à (t .t) :

~(p, l') E Spa n{ !h(p,z) , ... , g",(p,z) }
i = 1, ,1
k = 1, ,n1 (2.4 )

DI«P',Z ) - y. (p·,z) e Spa n{ DI(P',Z) , ... , y",(p' ,z )}

D émonstra t ion s : do nnée s en ann exe A, page 112 et sui vante s.

k = 1, ... , rIl

p', p' E 'P (2.' )

Re maeque 2.1 Dans [591, Tay lor , Kokol ovic, Marin o ..1 Klmd/akopoulos inl rod uisl"nt ,
pour une fami lle de systè mes pa ram étrée explicitement liné airement (notre condi ti on l' LE ),
et su pposés tOIlS 1inéari~ables par feedba ek et difféomo rph ism e, l'hypothèse suiva nt e, reprise
dans [28) 50115 le nom de (J tr itt) ma lchin g auumplion :

!J« p', z ) - fl«p ', x ) e Spa n{ D.(PI , x ), , g",(PI' Z) }
gl«p', x ) - g. (p' ,z) E Spall{ 9l (PlIx ), , g",(PloX) } {

k = 1, ..., ' "
p',p ' E P

Cl'Ul" co nditi on est éq ulvelente à (2.2)-(2.3), dès que y est de rang cons tant maximal (ce qui
est I\ussi au p p os è dans (59]), puisqu e 111. seconde condi tio n n'est aut re que (2.5) , et qu 'u ne
fois ét a bli que le Span de 9 Ile d épend pas de P, il es t évide nt que la première es t éq uivalen te
à (2. 3) . Da ns [59J, lei a uteur s p rouvent [pr oposjf ion S) qu e ces hypothèses impliqu e que l'on
peut cho isir le d ifféomorp hisme lin éari san t ind épendant de p. Le systè me linéa ire ét an t de
plus ind épendant de p (fo rme Cemp e nion], cela impliqu e que la famille sat isfait la condition
FE (I\'fflnt clifféom orph isme, 1.. sys t ème n'es t P""S linéaire, ma is d éja indép endant de p).

Cette proposition S de [S91 dé mont re donc la condit ion suffisante du thé orèm e 2.2
dan s le cas de sys tème s linéarisables linéai re ment par amèrrés. Notre théorème en est une
génfralisat ion et apporte de plus la condition nécessaire. •

E xe m p le 2 .1 On a montré, voir l' exem ple 1.6 , que les syst èmes int rodui ts en (1.53) sati sfont
la cond itio n F E : il n'est pas diffici le de vérifier qu'il sat isfont éga le m ent (2.2) et (2 .3) puis que
tout se passe da ns R et que 9 ne s' annule jama is.

O n peu t u ti liser la condition n éeessaire de ce théorè me pou r mont re r qu e les systèmes Sp
intro du its en (1.2 8), à l 'exem ple 1.5, ou en (1.67) , à l'ex emple 1.7, ne sont pas équivalen ts par
feedback seulement , puisque ~ n'est pas dans J'espace engendré par g. Les di fféomo rp hism es
sont donc nécessaires da ns ces cu pou r rendr e les syst èmes identiques. •
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2. 3 Equiv a lence par feedback e t difféomorphisme

Nous allo ns do n ner une CNS abst rai te d' équiva lence par feed beck et di fféo morphisme. Afin
de l'écrire conunodémen t , nous allons util iser la llari iU produit P x M " , sur laq uelle nous
définisso ns les objets suiva nb:

Les champs G. et F sur P x Al .... de com posante nulle sur T"l' liant défi n.isà pa rtir des
cham ps g.( p,.) et f(p ,.) sur M n d épenda nts d u par am ètre p de la façon suiva nte' :

F(p, z ) g ( 0 , f(p , z) ) ,

G. (p,x) ~ ( O. glo(p,x) )

(2 .6)

(2 .7)

La dis t ribution 0 aur l' x M n es t donnée par:

a ~ Spa n{ G l , . ..• G", } (2 .8)

On définit par ailleurs . pour to ut P, la d ist rib utio n 0" su r Mn . don née pa f :

OP ~ Splln{ gl( P,.), ... • g",(p, . ) } (2.9)

si bien q ue l'o n a pour tout (p, ;1:).

(2.10)

(2.11)~(P. z) ss (Ci. 0)

Lt'8 cham ps -/;: pour i = l, .. ,1 sont as sociés aux coo rdo nnée s natu relles Ph . .•PI sur

p ,

où { Cl, •.• c,} est la ba lle can oni que de H'

E nfin , vu qu e l'on va s'interesser à d ee propr iétés global es, une no tion im portante est
celle dt' cham p de vecteur compld. c'ea t à dire dont le flot n 'a pas d 'explosions en temps finis
ou , en d'aut res ter mes. est défini par to ut P OlU to ut te mps. Ici, p ou r des champs défin is sur
P x AIn , on définit la notion de cham p dont le flot ne peut exploser que " par sa com posante
en pn:

D éfin iti on 2.4 On di t qu 'un champ de ved eur, Y , ur P x Al " est x-comple t si son flot

( t,P. z ) .......... 4>~ (p,z ) = ('7r(t, P.z), .W , p, z »

est tel que pour tout (p,x ) et li < 0 < t l telJ que Iti • t / [ soit l'int~ rvalle mazimal de définition
(pour t) de "'H p,or), soit t i {reep, tl ) est:égal à - 00 (resp. + 00), soit 1r(t ,p,z ) a un e limite
quand t trnd vt rs t i (rcJ p. il ) et cet te limit e ut su r la front i~re de P.

IO n &ur"; l pu cl"" le dep&rt definir non pu d". "ch&mps d" vttleun Mpe nd&nt d 'un par&mèt ru~ mu.du
chlUIlp. d" vttt"uu JU' P x M - , voir p&'..gr&ph" I .I.
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R e m a rque 2.2 Si P = H' . les not ions de x-com plet et de co mpl et lie confondent .

La condit ion nêeêssai re et 5uffi, a nt e aDnonc« nt cont enue da ns le thffi~me sui vant:

T héorè me 2. 5 Si g u I de "'n, condont ma,rima l (tl ll'ldition Re, ( t . l))•

• Une CNS pour qut la famille (S,.) IGtu/au t loc al e m en t la tondition FO E. c 'ut-a_
dire pou r que tolU lu (S,. ) .oitnt lot:alt mt n t équivalent, par f tcdbocl et diff i omorphi, mt .
ed qUt pour tout (P.t ). il czidt un t'Ou inagt oulttrt U de (p,i) da,.. P x J./ " el du champ,
X I>.... X , .ur U td , que l 'on Gd, .ur U,

X ;(P. z )

( -/; + X; . ~ +XJ l

I F , ,& + X; I

1c , ,& + X ; 1

E {O} x T.U" i = 1• ...•1 . (P. z) E UM"

o i,i = 1•.. ,1

c li i = 1• ..• 1

c li i =l . __. 1

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

On peut ca1culer le diffi omorphi, ,"e qui raménc lou, le. _"Ume, de la famille aS ,. par

J L .}. +x.If'(P. z) = 0

l lf'(p.z) = z
(2.16)

qui a une ,o lution 'ur un voiJinage de (p.f).

• Unc eNS pour que la famille (S,) ,alilflUle g lob al e m ent la ccmd it ion FDE ul qu 'il
ezû tt 1 claamp, dt t>eeltur, X l ' ...• X, dl fillÛ ,ur P x .Ar'" toate entiére "irifiant lu co nd it ion"
(t. l t ) a ( f . lS) IU r tout P x AI ", aù ui /[tu :

lt. champ, de l'eeleur, .;;. + X i . i = 1• ..., ' . on t z -complet.s (2.17)

On peut alor, caltukr, pour tout p don, P le diffl omorphi, me qui ram ene fou, le, " , Um u
de la fam ille a S ,. par (f. 16), qui a une ,o lulio n .ur P x AI" .

R emarque 2.3 Si l'on d éfinit la distri bution 1l sur U (ou sur P x AI" ) par

1l ~ Span {~ + Xl . .. . , .;; +X, } (2.18)

ln.co nd it ion (2.13) es t équiv alen te à l'involut ivité de 1f..

D~lIlon.'lt r4tion de ce t te a ffirm ation : Il est clai r que (2.13) im plique ce t t e l'involut iv i t ~ .

R~iproquement . Ii 1f. est involutive. ...lore pou r tout i e t i . le eharnp

l .;p.+ x; .~ + Xi l
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est d ans 'H, mai s de plu s ce cha mp Vllu t

champ dont la eompcsen te l Ut TP ra t nul le [i.e . sa valeur en (p ,x ) es t dans {O} X T.M " ),
or les t: éta nt lin éairem ent Ind êpendan r, Je seul cha mp dan s 1{ qui vérifie ceci es t le cha mp
~. .

La d ém onstatio n nt lUIsez complexe ct figure cn annexe A, pAge 143 . La peemiere
remarque à fai re est cependant simpl e, et consi ste fi remarque r que l'on peut to ujo urs
fai re le difféomorphi sme Cil premier dan s la t ra nsformat ion par Ieedbaek et difféomorphisme
(voir for mule (1.63)), si bien qll 'al' r~ "lI.voir Cll.it , il ne res te phu; qu'un feedbeek à faiN'
l'our se ra mene r à un syst èo me indé pe ndant d u pa ram ètre , ce qui implique que la fami lle
de syst êmes transformbi par d ilfio morphi. me seulement u tit;{ait la cond ition FE d u para.
gra phe précédent (définit ion 1.4); II\.réciproq ue Hl\.nt éviden te. nous aVOIlS ét abli le lemm e
suivant , su r lequ el se fonde la d émonst retlon d u th éorème 2.5, el qui isole en quelqu e sorte
la difficult é :

Lemme 2.6 Si 9 t'd de rang t'on,l«nt m«zima l ( t'ondilion Re, (2.1»), alor,

• La famille (5,,) ,ati'f«it la t'oAditio n F D E ,i d ,ruleme nt ,i il u i, te un diffeomor­
phi,~ dépendant du p4F'lJmi trr p, ("'ed· ci-dirr une applieation Cl . 'P, de 'P x ,U " dan' At ..
lelle fu e pour loul p, ip(P• .) , oi t un diffi omorpAi,mt dt Af " - trarufoNlUJrd le ' !l, li me S,

'n'

"p, z )

Î (P.O + j( p, {) u = Î( p,O + ~ u.g .(z) (2.20)

Oq Î e' 9 ,a lüfon'. pour /out (P. { ) Jan, 'P x M" ft i = 1• .. .,':

~(p,O E SpllO{ 91(P.{ ), ... • 9:" (P, {)}

ai",(p,O E Span! ' ,(p, I ), ... , ' . (p,O )

(2.21)

(2 .22)

• La famifle (5,) .ati'fail lo cal ement la condil ion F D E ,i d uulemen l ,; un Id lp

uÎ, le localt men l daRI 'P x M" ( '(loir la fOMnulalion pri ci, e dan, la défini lion 1.5) .

(2.19)
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2 .4 Equivalence par feedha ck et difféomorphisme a ve c
m atching

2.4 .1 Con d it io n néce ss aire et s u ffisa n te a bs t rait e

On d onne une CNS p our que les sys tèmes de III. famille soie nt êqulvaleuts par Ieed bae k
avec la prop riété de matching (1.72) su r le difféom orp hism e (condition FDEM , pa ge 21).
La diff é ren ce en tre F DE et F DEM est que l' on exige ici qu e le fami lle de difféo morphisme
:;( p, .) satisf&liseIII co nd it ion de ma t chin g ( 1.72) ; la diffé rence en t re la CNS donnée ici pour
FD EM et celle donnée plu s haut po ur FDE est qu e J'on demande ici aux cham ps X i soient
da.ns!l , di st ribu tion de com ma nde dan s la variét é produit 'P x M "

Propo s iti on 2. 7 Si 9 e6i de rang constant mazimal (condition RC, ( t . l)),

• Unc CNS p"ur que 1<l famille (S I') 6ati6fau e local emen t la condition F DEM, c 'cst ­
à-dire pour que tou, le6 (SI') soient IMa1ement Iquiv alcnh par f eedback et diff l nr1lorphüme
c uec /a condit jo ll de m a lc hillg ( J.7!) 4u r le diff l om orph i6me, e6t que pour tou t (p, i), i/
ezi6 le UII 1IOi6Ùltlge OU1ll"rt U de (p,i) dan, 'P x !t, ,, el des cham p6 X i 6u r U - lel6 qUI" l 'on
tlit , 4ur U,

X, E a i = 1, ...,1 (2 .23)

[ -/p,+X, , -/p;+X j ] - a i ,j = l, ..., l (2.2 4)

[ F , ~+X;J E i = l , ..,1 (2 .25)

[ Ç , ~+ X, I c i = l , .., 1 (2 .26)
api

On peul cakuler le difflomorphi6me qui ramène tOU4 lu 61t6lè mu de la f<lm ille à S~ par

J L~+x.:; (p,z) = 0

l <p(p,z) = z
(2.27)

qui a une .JO/tit ioli 6ur un voi6inage de ( p, i l.
• Une CN S pour que la famill e (S I') Jatù f a66e globalem tlit la condition FD E M e4t qu 'il

eû6te 1 cham ps de vecteur6 Xt, ooo,XI défin iJ Jur 'P X M n (de com poumte null e 6ur 'l~P)

tel6 que /e6 cOlldition6 (z.zs) à ( t.t6) 60i tli t 6atiJfaîtu air u i que:

lu champ& de vuteurJ ~+ X ; ,i = 1, 0.,1 son t z -com pl eb (2.28)

On peul alors ctllculer, pour tou l p d<ln, P le difféomorphi6me qui ramène lou6 lu 4Y6lème,
de la fami lle à S, par ( t.%7), qui a une 60lulio n Jur P x AIn

R e marq ue 2.4 La rema rque 2.3 est encore valable : la con diti on (2.25) est équ ivale nte il.
J'involut ivité de la dist ribut ion 1l d éfinie pa r (2. 18) . •
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La d érnonstea tlon de ce tt e pro posit ion 2.7 est donnée l"11 IlIlIl C X t'. On va toutefois
donne r ici un lemme su r leq uel elle se fonde, simila ire au lem me 2.6 e t tout aussi (!leiJe à
démont rer. Il ne sera pas d émontrer (voir pa ge 26) :

Lemme 2 .8 Si 9 eJt de rang CO ll ' tan t maûmal (condition /l U, (t .l )), alors la proprii li
FDEM u t équivalente à l' exi, tenc e de <p, applicat ion Cl de op x AI" dan, Al" te lle que:

(i) Pour tou t p, ",(p,.) est un difJiomorphi,me de M " ,

(ii) POUf tout (p, z ) dan, P x M n et i = 1, .. ., 1,

~(p'2:)-l.~(p,Z) E Span { 91(P, Z), ... , g...(p,z ) } (2.29)

(iii) Le ,y , Ume (1.' ) c, t équiv alent à

( ~ ~(p,z)

i ~ j (p,() + ' (p,().

où i et 9 , ali , jont , pour i = 1•...1 :

~(p, {) E Spen] .Mp, Ü•... , g:"(p, {) }

a'!L(p,( ) E Sp• • { ' , (p,O , ... , '.(p, O }
p;

2. 4 .2 Con di t io ns suffisantes explici tes

(2.30 )

(2.31)

(2 .32)

O n peut . IOII IIC f la condition eufflsante sui vante pour la propriét é locale, ex plicit e en les
champs f ct g., pour la cond it ion locale :

Thé o r ème 2 .9 Si 9 (,J ! de rang com !ant ma zim al (condit ion Re, (t. l )) , un e condition
JUffiM n te pour que fa famille (S,) JatiJfaJu localement la condi tion FD Er.1 eJi :

ç' eJ t une di.~ tribu tion in volu tive S UT A!" pOUT tout p, (2.33 )

U: E Spnn{ gl, ···,g", , {j ,g.], .·, [f ,g ",1 } i = 1, ..., 1 (2.34 )

ç" CJt indépen dan t de p ( 2.35)

et 1' 011 fi. III. prul' osi t i"ll suiva nt e, qui di t plus ou mo ins dan s quelle mes ure (2.3 4) et (2.35)
sont néce ssaires:

P r o p o s i ti o n 2. 10 Si
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9 eAt de rang conAtan t maximal (condition R G, (2.1 )),

la did ribution 0" ~d involuti ve, potlr tout p,

. la famille Aatil fait lorolement III condition FDEM ,

alors f et s» Aa/ilfon t (t. 33) , (!U4J d (t. 35).

R e m a r q ue 2.5 Si les sys tèmes sontéquiva lent s, eele revient RU même d e dire que 0" est
invol uti ve p ou r tout p ou pour au moin s un e valeur de p. •

On peu t do nn er une con dition plus exp licit e pour que Ill. condi t ion FDE~1 soit vra ie
globa le ment:

T h r orè m e 2.11 Si 9 u t de 1'4n9 con dant maximal (condition Re, (t .1)) , cl Û, en plUA
dei condition, du théor;me t. 9 , on a:

ra ng{ 910... , 9... . [f .9d•...,[f, 9...]} = 2m • (2.36)

alor" il n ide (glob<1lemen!) une un iqu e famille (X1, •.., X ,) de champ, de vect eur" " ur ,\[nx 'P
vérifiant (t.U) d ( t. t5):

Xi E 0 i = 1• ..., 1 ,

( F , -/p; + Xi 1 E 0 i = 1, ...•1

Cu cham p, véril ent a/orl auui ( t .t./) et (t.26). Si de plu'! les cham pI !,;; + X I' ... , 1;; +X I
a inû obtenu, , ont x .completA, alors la famille (S,,) ,ati,fait globalem tn t la condition FDEM,
'P étant , olution de :

pétant fiû , qut1conq ue, danl 'P.

{
L~+ x,'P( p, x ) = 0

<p(p, z ) = z
(2.37)

Co ro lla ire 2.1 2 Si 9 tl t de ra'lg constant ma xim al (condition R G, (t .l)), et Ji f el 9k
véri fient I~I condi tionl du th ior ;m e t . g, ainl i que (2.36), et que de l urera it AI n el t compacte,
alors la fam ille (S,) l alil/ait /a condit ion FDEM.

R emarque 2.6 Dan s le p roblème de la lin iarüa tion globale par Ieedbae k et dl fféomo r­
phism e (voir par exe mple Dllya wllnsll. Boo tbby et Ell jou [151. ou Ronlh by {9]). o n rencont re
deux obs l...dcli (pour obtenir une linéa risat ion glob ale) : " un est de Tla t ur.. t op ologiqu e, ..t
vient en fait de Cf" q ue \'on vt:ut construire un difféomorphisme de la vari é té su r laquelle vit
le sys t ème vers nni l'autre, de nat ure un pe u diffé ren te. dem ande . com me id . que cer tai ns
cha mps soient complets afin q ue le difféomorp hisme que l' on est en t ra in de con st ru ire
"n'explose pa s" . ce qui perm et d e le con st ruir e par to ut. lei. le premier ob sta cle Ile se
pr ése nte pas ca r on n.. eherehe ~ co ns tr uire de difféomorph ism e qu e de M n vers elle- mê me,

•
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Chapitre 3

P rélim inaires

3.1 L'équation d'observation

Nous aurons à commander l'un des systèmes de la famille (Sp). Appelons p' une valeur du
paramètre qui lui correspond; nous avons donc affaire au système Sp" Cette valeur p' est
inconnue.

Si les hypothèses PLE ou PLI du chapitre 1 sont vérifiées, l'équation (1.10) du système
est linéaire en p', et peut donc s'écrire à chaque instant sous la forme

Z,q(t) = Z,q(t) p' (3.1)

Ceci est une équation d'observation linéaire du vecteur constant p' On peut d'ailleurs
obtenir d'autre équations de la même forme par des transformations sur (1.10) qui en
préservent la linéarité par rapport à p'. Ainsi l'objet de cette partie est l'estimation linéaire
fondée sur une équation d'observation de cette forme.

La toute première difficulté pour exploiter une telle équation vient en fait de ce que Z,q(t)
et Z,q(t) font intervenir explicitement x qui n'est pas mesuré. Nous appeleons tout de même
(3.1) équation d'observation, malgré l'impossobilité d'''observer'' ses éléments.

Oubliant pour un moment cette difficulté, le chapitre 4 étudie le problème général de
l'estimation à partir d'une équation du type

z(t) = Z(t) p' (3.2)

où z est un vecteur de dimension n, et Z est une matrice n x q, que l'on utilise tous les deux
sans se préoccuper de la façon de la manière dont ils peuvent être obtenus. Notons toutefois
que (3.2) est a priori disticte de (3.1) puisque Z,q et Z,q ne sont pas utilisables; on change
de notation pour éviter toute confusion. Il est possible que l'équation (3.2) soit "bruitée",
devenant alors

z(t) = Z(t) p' + w(t) (3.3)

où west un vecteur de "bruit", de dimension n, que l'on ne mesure pas et sur lequel on
va être amené à faire différentes hypothèses (borné, exponentiellement décroissant, petit en
moyenne... ); ce cas est étudié à la section 4.3, pour un bruit exponentiellement décroissant.
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Le chapit re 5, lui, t rait e spécifiquement le cas où l' on dis pose d 'une équa t ion d'observat ion
de type (3.1) où z•• et Z.o ne sont pas mesurés; on y donn e d iverses m ani ères d'uti liser
des sig naux t ransformes de z•• et Z.O' qu' il est plus ra isonnable de su p poser mes u rés , ou
calc ula bles il.pa r t ir de sig naux mesu rés; on ét end ainsi les résulta ts du chap it re 4.

N o t a t io ns

Pour tou te la suit e, nous allons définir les q uan tité s sui vantes: p ét ant lI11e estimée d u
pa ramètre p' , on défirût l' er re ur d'équation comme:

(3.4 )

ou , a vec les signau x d its "b ruts"

On note

e•• ~ Z ...P- z•• (3.5)

(3.6)

l' erre ur de P'lramètre , et l'o n Il. alors la rda tion suiv an te, en l' a bsence de bruît «3.2) véri fiée):

e = Zp

ou , en pr esence d 'un bruit ((3. 3) vérifiée ):

Zp - w

et,deméme,
C., = Z...P

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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3 .2 L'estimation à l'usage de la commande a d a p tat ive .

Nous d égageon s ici les ob j eet ifa que l'on doit ass igner à l' es t ima t ion en comm and e adap tat ive.
Ils sont t rès sensibleme nt différ ents de ceu x que l' on se fixe lorsqu e l'on veut iden t ifier un
3yst ème.

3.2 .1 Estimation ex act e

Ce pa ragr ap he n' a d 'aut re bu t qu e de mo ntr er ce qu ' il ne fa ut pal> fa i ~ , il.sa voir che rcher à
to ut p rix à " t rouver" la valeu r ex ac te de p'

Sup posons, pour nou s mett re dans un cas idéal , qu e le bru it w soit nul ct qu e z•• et Z••
soient mesur és. Il existe alor s un vecte ur de paramètres p' , con st an t, te l qu 'à tout inst an t,
z... e t Z•• sont reli és par (3.1). Dan s ces conditi ons, déte rmin er p' d 'après les mesures
de z et Z•• est rien moins qu'en fantin: 3i 1' 011 écrit (3.1) il. un cer tai n nom bre d 'i nst ants
'1' t., on obvient u n sys ttome de kn éq ua t ions linéai res en les composant" de r. qu i a
forc émen t au m oins un e solu t ion , pui sq ue l'on 3UPPOSC q u' il csiste p' vérifia nt (3.1) à to ut
inst ant . La propositio n suiv ante donne une con dition pour pouv oir résoud re ces équa t ions;
c'es t u ne versi on ru di mentaire de résult a b gén éraux su r l'o bser va bilit é dC3 ayatè mes linéai res
non-st a t ion naires (voir par ex em ple Ka üa lh [28] et la rema rque 3.2 ).

Prop ositi on 3.1 Z...(t ) étant une ma tr ict n x q jonc tion cont inu e du ttrnp &et Tl tt 12 de&
rétl& poû tij&(TI < T2), le&propriété&&uivontel son t équiva!ente&:

(i) Il ut po&&ibie de trouver de&in&to nl&t l ,. . . h E [Th Ti] telJ que le JYJtè me d'équationJ
algébriqueJ linia ire&Cil le&coordonn ée, de p' obtenu en écrivant (3.1) pour cu valt url
de 1 a it une unique JOlution.

(i i ) h~' Z••TZ •• e, t inver li 1Jle.

Db non, tratÎon : Si (i) es t sa tis fait, alors 1('11 lignes de Z••(td, .., Z ...( t .) engend rent R', si
hie n q ue

est symétrique dé finie posit ive; co mme Z,. es t un e Ion et ion con tin ue du t em ps, 0 11 peu t
tro uver k pet it s sous- inte rvalles d isjoi nts de [TI ,Tz), de long ueur e, not ès 1" tels que, po ur t
d an s 1J, on ait Z••T(t )Z••( t ) > ~Z••T(t j )Z••(t j) , e t a lors , Z••TZ•• restant symétrique posit ive,

j,T· Z••T Z•• > i Z./Z•• > :'tZ••T(tJ)Z••(t j)
T, - u:~ , IJ 2 1

est d éfinie pcslt lve, donc inversible. Réciproquement , si cett e inté gral e n'es t pa s d éfinie
posi tiv e, les [ignes des matrices Z••(t) po ur t E [Th Ti ] n'e nge ndrent pas R' , si bien qu' il est
èvidemm eut Imposs ible d 'en extrai re un nom br e fiui dent lee lignes engend rent R' 'V 'il 'il
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R e m a rqu e 3. 1 La condition (i ) est évid emment nécessaire pou r que la d onnée de Z.~ et z••
pendant l'i nte rvalle de temps [TI ' T2J puisse p ermet tr e de determin er p' , La co ndit ion (ii ),
sous une Corme en général plu s for te es t bien connu e: par exemp le, J'algorit hme des moindres
ca rrés converge si la plus petite valeu r propre de J~ Z••T Z•• ten d vers l'i nfini quand t te nd
vers l' infin i; la prop riété de "balayage persistant" (p er sis tant spe nui ng] , ou d' ''e xcita tion
pers istant e" (persis tan t excitati on) demande que pour u n certain œ > 0, et un cer tain T > a
(" pério de" de balayage persis tant , ou d 'excit at ion pe rsistente), 0 11 ai t:

v r s o , J.HT Z••TZ•• > 0 /

et il est encore une fois bien connu que cette propriété est nécessaire et suffisante pour qu e
l'o n pui sse assig ner une conv ergence expo nentielle arbitrairement rapide à la plupa rt des
algo rithmes d 'esti ma tion connus (v oir IIreda, Maeda et Kodamll [261). •

R e m arq u e 3.2 On peut égaleme nt voir le prob lème de la d étermina tion de p' comme u n
prob lèm e d 'observation de l'état p' du syst ème liné aire s tat ionnai re

p' = 0

par la sortie non st at ionnai re
z,~ Z.~(t)p·

(i i ) ap pa rai t alo rs comme u ne co nd it ion necessaire d'observabilit é , la quantité / ZT Z étant

le grammitn J'Q1JJervabililê [27J. •

La co ndition (i i) est trè s di fficille à vérifier directement VII que Z,~ est en géné ra l un
signal proàuit par un système et foncti on d 'entrées et de cond it ions ini tia les. C'es t là l' un
des problèmes de l' ident ificat ion: comment exciter le ayat ème pour pou voir l' ide n tifier dans
d e bonne-s co nditio n? Sous cer taines co nditio ns, des propriétrs d'~ exo:: i tation suffisa nte",
ou d e "richesse su ffisa nte" su r les ent rées en trainent le balay age pers istent (l'e xcitation per ­
sista nte ). Cependa nt ces conditions sont difficiles a vérifie r, ct, sur tout, il est en géné ral
im pmûble qu'elles soient lIatisfaites sur w utes les tr aject oires . Consid érons pa r exemple le
syst ème suiva nt sur R :

où p' et 9 une four-tien rre lle d e z , r éd . (3. 10) est sous la forme (3.1) avec

z = i
Z = ", (.)u

(3.10)

(3.11)

Supposons alors que z (O) = O. Une exce llent e commande si 1'011 veut rfoguler z à zéro ,
con sist e a lon à choi sir u :;: 0 (sur cette traject oire] , Dans ee cas , z (I) , :-,~ ( I ) et Z••( t)
sont nuls, ce qu i viole clairem en t la cond ition (H) et rend tout au ssi clairemen t im possible
l' identificat ion de a- et b' le long de cette t rajec toi re .

L' idée intui tive qu r. 1'0 11 II. d 'u n bon al gori thme d'estimation est qu'il doit fourn ir une
estimée fi qui co nverge, pour toute condition initiale, vers la vraie valeur p' . Ceci impliq ue
clairement qu e la con dit ion (i) doit êt re sat isfaite (la seu le infor ma tion fournie a l 'a lgorithme
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d'es ti mati on est la condit ion init ial e et les mesur es de z•• et Z .. , et la non -sa tis fae t io n de (i)
implique q ue ces mesures ne contiennent pas assez d 'info rmat ion pour d éter miner p"}. Vu
qlle (i) es t équivalente ù.(ii) et que l' on vient de voir que ( i i) ne po uvai t en géné ral êt re
sa t isfa ite sur tou te t rajectoire, la con verge nce d e p vers p. ne pourra non plu s , en général,
êt ee lIa t îsfai te sur tou te trajectoire .

3 .2.2 Obj ect ifs de l' e stima ti on e n com m a n de adap t a ti ve .

Il resso rt de la sect ion précéd ente qu e la convergence de l'estim ée p vers la véri tab le vale ur
p. d u pa ra m èt re est soumise à d es condit ions n éceu a iru dont la sat is fact ion d épend de la
traject oire suiv ie. Il est donc abs urde de fixer com me obj ect if à. un es timateur d 'assurer
ce tt e con ver gence, d 'au tant plus que rien ne l 'exige, sinon peu t -êt re not re "envie" de voir
p converger, ce qui permett rai t de do nne r à cette étude, et à la commande adapt ati ve en
géné ra l, une philosophie "synthèse obs ervateu r-contrôleur" Une fois élimi né cet obj ect if
irr éal is te , il reste à.fixcr les véritables obj ectis de l' estimation en com ma nde ad apt a t ive. O n
verra (par agraphe 6.3.2) que si U n est cel ui défi ni par les hy po th èses SF , par agr a phe 1.2.2,
alors le comportement de z dans le sys tè me b oud é

S "
Il = IIn (P, Z)
p ca lcul é par une mét hode qu elconq ue ,

peut êt re a nal ys é comme un comportement " nominal" répon dan t e ux obj ect jfa de com ma nde
fixés, per turbé pa r e.,(t) et ,(1). O n aime ra it don c dema nd er il.no tr e es timateur de faire en
sorte qu e e••(!) et fi<t) soien t pe t i ts . De plu s, il est né crssaire, pour d ' évident es ra ison s de
calc ul , qu e P( I) soit borné. On peut donc se fixer l'

(3 .12)

Il s 'av~re en fait que l'on ne pourra sa t is fai re un object if de ce type qu'avec des esti ma ­
te urs utilisan t explicitement Z., e t z•• (cha pit re 4), les es tima teu rs plus réali s tes d u chapit re
5 ne fou rn issant que la " pe t it l"Sse" de signaux transformés d e e. , . " Pe t itesse" sig nflem en
général existence d 'un e nor me L k finie pour un cert ain k > 1.



Chapitre 4

A Ig o r i t h m es d 'estim ation avec

information idéale.

Ce chapitre présente différents estimateurs conçus à partir d'une équation d'observation
(3.2)1:

z(t) = Z(t) p. (4.1)

et utilisant directement la valeur de z et Z, et présente leurs principales propriétés. La section
4.1 présente la forme générale des estimateurs utilisés. La section 4.2 introduit une méthode
pour contenir l'estimée dans une région donnée de l'espace des paramètres, les propriétés des
estimateurs ainsi décrits étant données sous l'hypothèse que p' satisfait l'équation exacte
(4.1). La robustesse de ces propriétés à la présence d'un bruit dans l'équation d'observation
est étudiée à la section 4.3. Enfin, à la section 4.4, on déduit de cette étude générale toute
une famille d'algorithmes plus particuliers que l'on utilisera par la suite.

4.1 Algorithme "général", propriétés.

On se place donc dans le cas où l'on dispose d'une équation d'observation (4.1) et de la
mesure de z, Z et donc de l'erreur d'équation e (voir (3.4)). On va tout d'abord étudier les
propriétés des estimateurs tels que la mise à jour de ~ est donnée par:

~ = -TPZe (4.2)

où T est un réel positif, en général une fonction statique ou dynamique de Z et z, Pest
une matrice carrée symétrique réelle dépendant de façon dynamique de Z et z (en général,
P est une fonction de Z et z). La matrice P est en général définie positive; elle peut être
constante, dans le cas des algorithmes que nous appelerons "de type gradient" Le gain T

semble redondant - on pourrait noter P au lieu de TP - mais en général T et P seront

1(4.1) est une recopie de (3.2)
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défini sé pa réme nt et de ma nièr e a ssez différent e, ce qu i j us t ifie de les différent ier. Il se t ro uve
que Ill.plu part des algori thmes con nus a'écri veut 80US la forme (4.2).

R ema rque 4 .1 Normali~a / io71 de l 'équation d 'ob$crvatio n

Si on multiplie (3.3) à d roite et à gau ch e par .;r, on ob tie nt

' . ... (1) = Z •••• (,)p· + ,;;:(i)W( I)

où les qu ent it ès "nor malisées" Z••,.. et z. .... son t définies pa.r:

z..... .;rz
Z..... = .;rZ

pdonn é pa r (4.2) pe ut alors s' écrire:

= - P Z-:.•• e. ....

(4.3)

(4.4)

(4.5)

e•••• .;re = Z•••• fi - l' • • ,.. (4.6)

C'r:st il dir e que la pr ésence du gain r dan s (4.2) tradui t tout simplement une normalisation
(par v'r) dc l'éq uat ion d'obs ervation. •

Voyons tout d 'abord des pro priétés générales que l'on peut t irer de la forme (4.2), Cil

l'absence d e bruit :

Théo r è me 4.1 Quellu que $oient le ~ lois de comm ande uLili.,ü ." dé~ qlle l 'c. LÎmateur est
de la form e (i .t ) où la ma tric e P e$t $ymé trÎque e t vérifie (au $en ., dei formt" qUflr1ratiqufl ):

ft ;:: - k r PZTZ P k < 2

P > 0

P ...:; ki l k] > 0 ,

(4.7)

(4.8)

(4.9)

1/ on a ICI propriété~ , uivantel pourvu que Z eLz $oien t défini.. .,ur l 'in/ervalle (D,T ) (fe rmé
agauche el ouverLadroit e):

• r lIel12 E LI(O,T) , avec

f '11 ' 11' s 2~' (P(O) _p· )Tp - ' (O) (P(O) - P' ) (4.10)

IIP(I)- p'lI' $ ~(P(O) _p' ) T p_' (O ) (P(O)- p') (4.11)

fi Si, de plul , la m atrice P CIl dic roi' $anie a vec

(4 .12)
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al or &

C ha p. 4. A lgorith m es d ' es t im at ion avec in formation id éa le .

',T I I ~ II s 1 t , p rO) J p(O)TP - ' (O) plO)
J. ~ ,,(2 - ')

(4.13)

(4.1 4)

D émon st r ation en ann exe A, page 151.

4 .2 E stimation avec co n t rain te su r l' es ti m é, projec­
tian.

En command e adapta tive, l'est imée p es t utilisée il.chaque inst ant pou r calcul er la COIIl­

mand e. Au chapit re l, nou s avons vu qu 'il est en géné ra l im possib le de pou voir co mm ander
les sys tèmes de la Camille cor res pond ant à to ut es les valeu rs possible. de p da ns R' Nou s
avons dû rest reind re la validi té de nos hyp othèses , q ui permet t ent de calculer la commande ,
à un domai ne con vexe fermé II. Il est donc souhaitab le de disp osee de méthodes d 'esti mation
qui maintienne nt l' estimée dan s la dom aine n.

4.2 .1 Mise e n o e uv r e d e la p r ojection

P r oj ection n on-continu e

La méthode dé crit e ici consis te à utiliser un al gori thme de la forme (4.2) tan t que p est à
l'in té rieur de II et, lorsque JIarrive sur la fronti èr e, à p roj et er le ~ issu de (4.2) sur une
di rection non sor ta nte de II pa rll èlement à un e dir ection bien choisie . P récisons tou t cela
dans le cas régu lier où la front ièr e de II admet justeme nt un hyperplan t ang en t en to ut
point : on d éfinit 1fp,P comme étant l'identi té si p est à l'i ntérieur de il et la pro ject ion sur
l'hyperplan ta ngent il. la frontièr e de n (not ée 8 11) pa ra llèlem ent iL Pn o ù n fOs t le lIee/e ur
norm al un itaire sor lant à an et P es l le m ême que dan s (4 .2):

{

, si P E IÏ
1fp,p( s ) = , T si pea n et sTn(p) ::=: O

s - ,,<pj!t),:(p/ 'n si PE8IT et , Tn(P) > a

la mise il. jour d u param ètr e est alun donn ée pa r:

uù Je gai n r es t pr is sous la forme suivante:

r = p(Z ) ,,"(el

(4.1' )

(4.16)

(4.17)
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Remar q ue 4 .2 Da ns le cu où la fron ti ère Je Il n 'est pee régulière, ce qu i es t pa r exem pl e le
CM si Il es t do n né pa r un cert a in nombre d 'inégali tés , on peut év ideme nt ch oisir un doma ine
plus p eti t q ui soit régu lier . •

Ce tte mod ifica tion sou lève une q uest ion th éoriq ue: ~ n'étant plus un e fon ct ion conti nu e
de l'état (a u sens le plus la rge po ssib le), a -t -on toujo ur s ex istence et unici t é d es s olu­
tions du syst èm e bouclé obtenu en utilisant un con trôleur contenant de tels algorithm es
d'estimation ? Ce n'e st pas là seulement un "pro bl ème de math" : si il n'y a plus ex iste nce
et unici té de s solutions de s équations d 'évoluti on d' un système, c 'est qu'elle s ne sont plus
pcrtinc ntes pou r décrire un comportement physique.

E xploitant la convexit é de II , on peu t montrer to utefois l'e xis tenc e et l 'un icit é de s so­
lut ions , sous réserve que la seul e non-continui té soit in tro du it e par ce tt e pr oj ect ion (et
mê m e q ue t ou s les autres te rme s soien t Lipschi tzie ns), gr âce au théorème suivant, déduit du
théorème 3.12 de [101, la dernière ligne é tant une consé quence de la pro posi tio n 3.3 p. 68 de
ce mê me ou vr ag e.

T hé orème 4.2 ( [10 ]) Soit C une parti e con eeee de RN, et l e ea fonction indicatrice CO Il ­

l'eU donn ée par .-
f 0 si X E C

Ic(X ) = l +00 si X fi- C , (4.18)

dont la &ou.,. difJérenticlie ale vaut:

alc(X ) = { v E R9 / \fy E C, (v ly - z)::; 0 } (4.19)

SOÎt ausû f un e jonction globalement lipuhitzienne . Il ezi&/e alor&, pour tout X " dans C,
un e uniq ue jonction X (t ) ab&olume nt con tinue (donc dérivable pre&que partout ) t elle que

J ',t(.) - j (X(' )) E - a l <lX (' ))
l X(O ) ~ X.

(4.20)

En outre, X(t) e&t])dr/Qut dérivable à droite, et &a dérivée à dro it e t'aut j (X (t ») en tout point
intérieu r aC, et, si la fronti ère de C e&t régulière, cette dérivée à dro ite en un point X (t )
&ur la f ront ière est ezaci em ent t (X( t)) si celui-ci est rerltrant , ou &a poject ion orth ogonale
sur l'hyperplan tangent 8i i l e&t sortent.

Sup p osons t out d' abord que P == L, La propriété d 'existence étant loca le, on peut
con sid érer qu e l' on est bien dans AN, avec N = N1 + l , l' ét a t com plet d u sys tème bouclé
ét an t X = (X j ,p) où XI>de dimension Nl> con tient tou s les états autres qu e p, c 'est -à-dire
au moi ns ;r, voir (1. 1) . Pour la mê me raison, on peut supposer ici que les champs sont
globalement lipsc hit ziens. Le con vexe C est a lor s

(4.21)

Si fi est régu lier, ale (X ), défi ni en (4 .19 ), est
rédui t à a si X est à l' in t érieur de C, c' es t-à-dire si pest à l' intérieur d e n, et
la de mi-droite no rm ale so rtan te à. la fro nti ère de C, qui est en fait la d emi -d roite nor male
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sortante il. la front ièr e de n (composant e null e sur les X d . si X es t su r la frontière de C,
c' est -à-dire si pest su r la frontière de n .{ / L'équat ion m ultivoque (4.20) est alors exacte me nt
" équation d u sYlit ~me bou clé avec no tr e algor ith me avec pro j ectio n (si P :=:1), sauf qu e l 'on
n 'a pas fixé la coefficient de n dans (4.15 ), et que l'on autorise n 'im por te qu el nomb re positi f
là où (4.15) imposai t la valeu r

Le t héorème nou s don ne alors l'exiatenee et l' un icit é des soiut ions , et nous dit de plu s que
le SCIÙ choix po ssible pour assur er l'e xist ence ét a it , la où (4.20) est mult ivoque , celu i donné
par notre projec t ion.

Ce raisonn ement ét ait val able p our P constant égal à l'i dentit é. Si P est constant mais
aut re , on pe ut se ramener, pa r un sim ple cha ngement d e base su r l'eapece des pa ram èt res au
cas où elle est égal e à l' ident it é. Qua nd P vari e, les chos es sont un peu plus compliquées:
on indut P da ns X l, et J'on doit bâtit un difféomorphi sm e de RN, x fi qu i Ile cha nge pas la
fronti èr e, mais qui change P n en n , Si de plus des disccntlnult ês apparai ssen t a illeu rs que
da ns p,ce qui sera le cas quand on écrir a un terme de com mande dépe nd ant j ust ement de
p, qui est discontin u, ces rai son neme nt tombe nt à l'e au (ce qui ne pro uve a bsolume nt pas
qu'i l n 'y ait pas existence et un icit é des solutt cna !). C'es t po ur toutes ces ra isons que no us
allons régu laris er no tr e projec t ion de la manière suiv an te.

Pro j ection con ti n ue

Po ur éviter t ous les problèmes évoq ués ci-dessu s, on peut remplacer la proj ection non­
conti nue (4 .15) par une p roj ect ion régulièr e, qu e l' on commence iL fai re agi r un pe u avant
d 'arri ver au bu rd de n.

Pour préciser cela, on suppose que le convex e régulier fi es t do nn é par

n = { p / 0 (p) $ 0 }

où El e.st une fonct ion réguli è re (par exemple Cl ) ct que de plus tous les ensembles

II ~ ~ {p 1 0 (p) s - >' ) 0 $ À:S; 1

(4.22 )

(4.23)

Sa lit convexes (et d 'intérieur non vide). On défi nit alors 1f non plu s par (4.15) mai s pa r

(4.24)

où n est donné pa r
80

n = n(il ) = op(P) , (4.25)

c 'est -à-di re qu e c'est un ttedeur norm al sor tant il. III front ière du Ih sur leq uel p se t rouve
(d . (4.2:1)) .
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Il n'est pa s difficile alors de vérifier q ue 1l"p,p(.'l)est une fonct ion loca llement lipschit zienne
de p . pet J . Cela nous ôte t out souci quant il. l'exist ence et à l'uni eit è des sol utions du
sys t ème boudé.

Proprié t és d e l'algorit h me a vec p r oj e ction

Pour s 'affranchir des pr oblè mes d'exi st ence et d'unicité des solu ti ons, nous choisissons mai n­
tenant la projection "continue" do nnée par (4.24). Nous établissons ici les propr-iétés des
estimat eurs ai nsi obt enus. 1111 'est pa s d iffid le de compr endre que ces est lme teur s seront tels
qu e p reste d ans II . La véritable propriété da ns le théorème suiva nt est que l' on n 'alt ère
pa s les proprié tés t rouvées pour les algorithmes sans p roj ections, sous réserv e que p' soit
st rict ement à. l'i ntérieur de II I> c'es t il. dir e du domaine où la project ion n'agit pas. Ce
résultat n'est en fait pas trè s surprena nt, ca r Ill.p roject ion ne fait que rajouter il PU II te rme
qu i fait diminuer III dista nce de p à p' où que soit p' st rict ement à l'intérieur d.. Il l ; c'est là
d 'ailleurs l'ess en tiel de Ill.d émonst rati on, sauf pour le point (4.34 ), qui est plus dé licat .

T h éorème 4.3 Si l 'on uti liJe l 'eJl imateur (.1.16)) . où :

• la m atrice P ut .'Il/mét rique et v/ rifle (au JWJ deJ jorm cs quad rat iques) :

ft ~ - k T P Z TZ P k < 2

P > 0

P $ kI l k l > 0 ,

(4.26)

(4.27 )

(4.28)

• le con eeze II JaUJfail (1. 22). (./.%3) et la project ion 'lrf>,P eJI donnée par (.(.%4),

• p. eJ I JIr idement à l 'intérieur de II I (voir (.I.U),

on obti ent les propriétéJ Juivant eJ2 , pourvu que Z et Z Joi ent défin iJ Ju r l 'Intervalle [0, 1' )
(fer m é à gauch e el ouoer t à droit e) :

0/ Si P(O) eJi à l 'int érieur de II , p(t) reste li ('inté rieur de n:

,>(0) E TI = [ p(' ) E TI , ' E [0,T ) (4.29)

J/
r lIell2 E L1(0, 1') , avec

loT r llell2 S 2 ~k (P( O) _ p· )Tp-l(O) (P(O) - p· ) (4.30)

P u t born é, et pluJ précÎJ tmc.nt ,

1(4.26) et (4.28) ne se nt p.... néce. u .ires pour le po int 0/

11 P(t) - p, l' ~ ~(P(o) - p. )T p _' (O) (,>(0) - p') (4 .31)

-,.,=--c=~---c----c.,..-,-_
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il Si, de pIllA, la matrice P ed décroiuante avec

(4.32)

(4.33)

[ lIftll ~ k:;:>~o:) VP(O)T p_,(O)P(O) + 1I~~:"p( O) Tp- '(O) P(O) (4.34)

disl{ p' , an, }

D é m on st rati o n : en annexe A, page 153.

D" > 0 (4.35)

R e m arqu e 4.3 O n utilise ra do rénavant toujours l'algorithme avee pro jecti on , l' al gorit h me
sans projection en éta nt u n cas part iculier( 1I = RI, la project ion ~t toujours J'identi té). •

4. 3 R obu st esse à un bruit exponentiellement d é cr oi s­
sa nt

Nous n'ét ud ieron s ici que le cas de brui ts ex ponenti ellement d écroissa nts . Il es t immédiat
d'étendre ces résult a ts à des hru it s Lit, d pas t rès difficile de les ét endre à. des bruits petits
en moy en ne.

Le con texte exact est le suivant :

• p' sa t isfai t il.chaqu e instant l'équat ion

: (1) "" Z (t ) p' + w ,

• z et Z sont disponibles pour l'es t ima tion .

• Le b ruit w est ex pon ent ieltement décroissant :

IIw(t)1I s k. IIw(O)1I ,- ",

(4.36)

(4.37)

O n va. ~OUlJ ce s co nd itiona, concl u re à la robus tesse des proprié t és des algorith mes Il;'crit s
aux sections 4.1 et 4.2 sous certa ines con ditions sur la "normalisation" T. Le t héorème
sui vant préc ise en quoi les conclusions des théorèmes 4.1 ou 4.3 sont ro bu st es à la pré sence
d u brui t w:

Thé or è m e 4.4 Si
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• p' Jatùjai t li chaque inJlant " équation (.1.36), W JaliJjaiJant l'iniyuliU (.1.37),

• p' u! Jtr ictemlm! à l 'l'inté rieur de ni (voir (.1.13)) ,

• le yain r eJt donné par :

p(Z)*)
p(Z ) $ 1

u(e ) Ilell''''-I , m l 2:l

45

(4.38)

(4.39)
(4.40)

alorJ, pourvu que Z et Z Joi ent dlfiniJ su r- l 'in!ervalle [0,T ), l' utima!eur avec projection
(i .16)-{4.t6 )-(l .! 8J Tlérifie :

01 Si f.>( 0) u t li l'intérieur de n, p(t) reJt e li l 'in téri eur de II.

JI ft u t born é et r lIeliz E LI(O,T) . Plu, prù ù ément , il ez i.tte des ( onJtan tu pOJitit'eJ
KI et K z ne dépendant qu e de .1: , k .... 1'... et m .. telleJ que

101' rllel12 :5 KI (P(O) - p. )TP - I(O) (P(O) - p') + s , Ilw(O)II""+! (4.41 )

Il,( 1) - ,11' s ~("O) -p')'P- ' ( O ) ("O)- p' ) + K , lIw(O)II" ' +' (4.42)

l i Si, de pluJ, la dérivù de la ma trice P eJt bornie . upi rieureme nt par (i .n), on a

(4.43)

t IIftll $ ,:(;~O: ) ,jK, (PlO) - p")'p ·,(O) (p(O)- p' ) t K, llw(0) 11"'+'(4.44)

+ ";~! " PlO)' p·'( O) PlO) + K , IIw(O)II" '+'

D' = dist { »' . an) } > 0 (4.45)

4 .4 Panorama d'algor ithmes p lus o u moins cl a ssiques

4 .4 .1 Les a lgo r i t h mes d e t ype gradie nt

On regro upe 1i0UIi ce nom tOIlS les agori t hm es où la ma t rice d éfinie pceit.ive P <'!llt cons tan te.
Ces algo ri thmes s 'écrivent :

JOn utillse do r" n..Y..ntto~oun l·slgotit hrne .."eeprojeet ion (4.16)-(4 .26)-(4.2 8) , I'&1gorithme ' lI.n. projce­

ti on en H..ni un eu pll.ti ieuli H , pv ur n=n' (&1011 la ~proj~dion li" est part out l'identi t~)
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li = - T1I"M ( PZTe )

P constant e défini e posi tive

(4.46 )

(4.47)

où r est réel pos it if et 1fj>,P est la. proj ection définie en (4.24).

O n p eut immédiat emen t écrir e :

Lemme 4.5 Dè~ que fi elt donn é par (.I . 4 6)· (~ ./ 7), et que p' vérifie l 'équation ( J.!) POUT

lout temp~, on a:

re 2 E L IIOtT )
(fi - p. )TP(p - pO) ed décroiu ant (donc borné)

1 ~ E LJ[O,T)
J' (I + IIZ' ZIIl

P
(4.46)

D émon s t ration ; Conséq uence immédiate d u t héo rè me 4.3, vu que, d 'après (4 .46) , on a

IIPII ~ (1"')' Il' . p( pz' <) Il' s ~:;:;( pn)' II Z ' ZIIII<II' (4.49)

'V 'V'V

Pour no tre étude ul tér ieur e, nous allon s d éfinir un e fam.ille (g"' ,..... ) d 'algorit hmes de
typ e gradient en chois issant ;

u« )
P(Z )

u (e)p(Z)
11<llm.-.

(1 + trZ TZ )",./2
(1.50)

si bien qu e l'e stimateu r 9'..."m, s'écri t, avec projedion :

On Il. It'8 résult at s pr écis suivants

(4.51)

Le mme 4 .0 Si p' eJt d rict eme nt à l'inté rieur de 0 1 et vi rifie l' i qutltioll uacte ('. ! ) pour
toul tem ps et &i: et Z sont difini",u~r [0, T ), l'ulimtdeurYml .m2 a lu propriétéJ Ju ivanlu:

( l +trZTZ)~ e E

1 ._-. fi E
(l + trZT Z )Y

dé.:ro i.u an t (don.: bor né) (1.52)

(4.53)

(4.54)
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avec le, born e, :

47

l (1 + t r~ TZ)~ lIell''''+i (T)dT ::; l ll P(O) - p"11
2

(4.55)

l (1 + t rZTZ)~( I + ~) I Ij. 1 1 1+~( T)dT :5 K IIp(O) - P*W (4.56 )

où K elt un e constante dépendan t un iquem ent de P .

Preuve du lemme 4.6 : Appliq uant le th éorème génér a14 .3 a u cas:

(1 + tr Z TZ )".. /2

P = 1 (donc k = O),

on obtient di rectement (4.52). De plus ,

llellm'-tl E LIIO,T ) ,
(1 + t rZ TZ ).....12

d 'où (4.53), et finalemen t (4.5 1) imp lique

d'où (4.54). 'V'V'V

Lemme 4 .7 Si p" vérifie maintmant l' i quation bruitil (1 .36) et e, t ,tricteme nt à l 'inll·
rie ur de il l , le brui t w étan t borné par (4.37 )

IIw(I)1I ~ k. llw(O)1I , - !.; , (4.57)

l 'edimat ...ur Gm l 'm 2 (défini en (1.50)-(1.5 1)) vérifie toujour, lu poinh (I .5!), (1.53) ft
(I.5n du lemme /. 6, (u bormu tla nt , culement mod ifiù, dc la façon ,uivant e:

Pour certain, ri el, po,itif, K 1 > 0 et K 2 > 0 ne dépendant que de k.. , T"" ml et P , dè',
que z et Z sont défini, l ur [0,T),

IIM') - p' ll' ~ IIMO) - p' ll' + K,lIw(O)llm,+> (4.58)

l ( 1 + tr~TZ )-T lIellm' +I(r )dr s K I IIP(O) - p*112 + K 2I1 w(O)1I....d \ 4.59)

l (1 + t rZT Z)~{H~) II j.ll l t ~(T)dT :5 K I IIp(O) - P*U2 + K2I1 w(O)l!"" +\ 4.60)

R emarque 4.4 On peut également multi plier tout cela pa r un fonc t ion de e et obte ni r
ainsi tonte un e vari ét é d 'a lgori th mes pins ou moins con nus (zon e mor te ... ):
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4.4 .2 L es a lg or ithm es d e type m oindres ca r rés

L'algorith me original d es moind res carrés est le suivant :

(4.61 )

ainsi no mm é parce que, à tou t instant , p(t) mi nimi se le crit ère quadrat iqu e :

Nou s app elerons est ima teu rs de type moind res carr és t ous les est ima teurs de la forme:

1
b ~ - p(Z).(,) P Z T,
P ~ - p(Z)o(,) rzrz»

PlO) > 0
(4.62 )

Leu rs prop ri èt éa se déduisent aisément des théorème s des tr ois sect ion précéd entes .

Co mme pou r les est ima teurs de type grad ient, 11011.'1 a llo ns d éfinir un e famill e ( CS m ) .

d 'est ima te urs de type mo ind re ca rrés, en choisissant : 1

T = u( e)p{ Z )

0«) ~ Il'11 - '-'
p(Z ) ~ 1

si bien que l 'est ima teur CS "' l s 'éu it , av ec projection :

(4.63)

_ Il' 11 - '- ' '" ( P Z T , )

- 11('11" " - 1 PZ TZ p
[

(4.64)

On a le lemm e sui vant:

Le m m e 4.8 S i p' CJI Jtrictemcnt à l 'in térieur de II I et Ji il vérifie l 'équation exacte (s.e]
IlO1I. r tout tem ps, et Ji z et Z son t défin iJ Jur !O,T) , l 'eJtim ateur C.S m l a leJ propnt léJ
Juiva n leJ:

P(t ) res t e défi ni.. posi ti ve

P CJt born é et re J te dan J Tl
L"' , H [O, T )

IIbll [.' IO. T ) .

Des b orn es pr écises se ront donné es sur les algorit hm es plus r éali st es du ch a pit re 5.

( 4. 6 .'»

(4 .66 )

(4.67)

(4.68)
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P r euve d u le mme (4 .8 ) : Le premi er point est sim ple: Preste clairement symé tri que, et
pour tout t dans [0,T), la matrice

es t bien dé finie , et il n'est pas difficile de vérifier que c'es t l'i nverse d e P( I ), ce qu i impli que
que P(t ) rest e in versible, et donc positive ca r P(O) l'est , Le reste est une consé que nce
imm édiat e d u théorème gén éral 4.3. 'V 'V 'V

Lemme 4.9 Si p. ed .slridemenl li l'in U rieur de TIl d véri fie main lenant l 'équat ion bruitée
(4 .36), le br-uil ID étan t boNll par (4.51), l 'ulima teur (.cS m 1 ) vErifie encore lu propr ilU.s
du lemme -j.8 a vec le, bornes , ui tlan lu :

Pour cer lairu ritls po,i lif .s K : > 0 d K~ > 0 ne d épendant qu e de k"" 1"", et m l, Ofl a,
dès que z d Z , ont dlfinü ,ur [0, T ),

(ft(.) - p' ); P- ' (O)(p(t) - p )

fo1
11t1Im ' +1(1")d 1"

j,' lIftll(; )d;

11p(0) - p' lI' + K,llw(O)llm , ,, (4.60)
K , IIKO) - p'l l' + K,lIw(O)lIm,+, (4.70)

(v'ï + 2~ ') JK. IIKO) - p' ll' + K,lIw(O)lIm , ,,

+ ~;I II KO ) - p'U' (4.71)

P r euve d u le mme 4.9 1 Le p remier point se démont re comme pour le lemm e 4.8, et le
reste es t un e conséq uence d u th éorème 4.4. 'V 'V 'V



Chapitre 5

Algorithmes d'estimation avec

inform ation réaliste.

5.1 Introduction

Il a jusqu'ici été supposé que l'on dispose de l'équation d'observation (3.2), éventuellement
bruitée (3.3) au paragraphe 4.3, et des valeurs des Z et Z qui y apparaissent. Comme évoqué
p.33 au début de cette partie, il est rare qu'une telle équation avec Z et Z mesurés soit donnée
d'entrée par le problème.

On suppose ici qu'une équation du type (3.1):

Z,q(t) = Z,q(t) p'

est vérifiée par p', mais où Z,q et Z,q ne sont pas mesurés. e.q est défini (3.5) par

e,q ~ Z,qP-z.q

(5.1)

(5.2)

Z,q n'est pas non plus mesuré ou calculable à partir de grandeurs mesurées.

Evidemment, si ces grandeurs ne sont reliées à rien de connu, on a bien peu de chance
de pouvoir faire quoi que ce soit. Dans le cas par exemple du système (1.10), que l'on peut
réécrire sous la forme (5.1), le seul obstacle à la connaissance de Z,q et Z,q est la présence de
X, x étant mesuré mais pas X, on peut donc espérer avoir accès à des quantités qui soient en
quelque sorte Z.q et Z,q "intégrés" une fois; on dira dans ce cas la que l'on a des information
réalistes sur Z,q et Z,q'

On va ici définir précisement ce que l'on entend par disposer d'informations réalistes,
puis donner des estimateurs permettant de les exploiter, étendant les résultats du chapitre
précédent. La possibilité de disposer effectivement de telles "informations réalistes" sera
étudiée plus loin lorsque l'on cherchera à mettre en oeuvre ces estimateurs.

Définition 5.1 On dira que l'on dispose d'inforrrmtions réalistes sur Z,q et Z,q [res p. sur
e,q) si il ezisie des quantité Z et Z [resp, e ) qui d'une part soient calculable(s) à partir de
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grandeur~ m esur ées, et d 'autre part ~ atiJfaHe une relatio n dynamiq ue de t ype ( 5.3) [ rcsp ,

(S.iJ).

Q(f.) U:: )
3 () + '..
T()

(5.3)

(M)

ou P et Q Jont des dell po{ynômell, di ed la dérivation par rapport au tempJ , ::::un champ
de tlt'-Cteurll et T une application .

R emarque 5 .1 Une écri ture de type (5.3) linéaire n' a de sens que da ns Rn; en revanche
(5.4) p eut avoi r un sens sur un e va riété,:::: étant un champ de vecte ur. •

5 .2 "Fil t rage" d e l' équ ation d'observation

Da ns cet te sect ion, on dévelop pe une méthode valable da ns le cas olt l'on dispose d'I nfor­
mat ions réalistes sur z'o et Z.o' c'est-à-dire de z et Z vérifia nt (5.3).

Il est alors rad ie de dédu ire de (5.1) l' équa tion "filtr ée" :

z( t) == Z(t) p' + w( t )
Q( 1; ) w == 0

(5.5)

Si le poly nôm.. Q ~t Hurw itz (pa rt ies réelles de ses racines strictement néga tives), w at
es ponenfi ellement décroissa nt, et on peut considérer (5.5) comme un e nouvelle équ ation
d 'obSl"rvation, brui tée, qui relève de l' ét ude de la section 4.3. On a alors le résult at suiva nt,

T hé orè m e 5. 2 Si

• il eû d e p' , iI/r Îct eent li l 'Întérieur de III (voir (J.U)) el JC!l iJfaiJant (3.1) li tout
in J/an t,

• Z et z lIont reliiJ à Z.Oet z•• par (5 .3), oieGut une fo ndion de traru fer! [scalaire]

.t able et Jtr idement propre,

• Ib timaleur donnant fi u t du type (.(.l fJ),(J. t6) . (.I.28) avec

P{Z ) dl ' )

P{Z) " 1
O"(e) l1elj"'·-I, ml 2':1

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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on a alQr~ , quelle& que Joi en! le&loi, de comma nde utiliu!u, po urt·u que la &olulion "uivi e
J O il difinie . ur l 'intervalle [0, T ):

0/ Si P(O) t ilt à / 'inU rieur de Il , p(t) reste à l 'inlir-ieur de II .

1/ P ed born e d r lI el1 2 E LI (O, T ). Plu, prltiJb ncnl, il n i,l e du ('olu /an te" po, itivu
K I et K J td/t'J que

faT rllell' :'5 K I (P(O)_ p")Tp - l (O) (P(O)-p') + K 2 1Iw(O)II""+1 (5 .9)

Il;;(' ) - p' lI' ~ ~(;;(O) - p' )TP - ' (O) (;;(0) - p' ) + K , IIw(O)lIm.. ' (5.10)

tl Si, de plu" la di rivie de la ma trice P u t bornée Jupérieuremen t par (1 .3!l) , on a

[ libii s '.1' (0) J ;;(O)TP- ' (O) ;;(0)
k, (2 - k)

+ II ~~! " (;;(O)TP- '(O) ;;(0) + K , IIw(O)llm.. ' )

di~t{ p' , DIT } = D " > 0

(5 .11)

(5.12)

(5 .13)

5 .3 "Filtrage" d e l' erreur d'équation.

Au pa ragrap he p r&:Ment, on 8. donné d es estimateurs ne n éces sitent ni Z.~ ni z•• ex plicite­
ment mai s seulement des "informat ions réalis tes" su r ces gra nde urs. Dans le cas où Z••
est mesuré, et où l' on dispose d 'Inforrnafions réalistes su r l'., (où sur z." ce qui revient au
même) , on va développe r ici des es timat eurs utili sant la vale ur exac te de Z., mais une valeur
"filt rée" de l' • • (5.4). Voyons rapid ement le fil diree te ur d e III. eo nat rucfion d e ces estimateurs,
a fin d e moti ve r l' étude qu i suit.

Reco nsld èrons l'estimate ur (4.16),( 4.26)-( 4.28), ap pliqué iL l' équa tion exact e. La mise iL
jo ur de fi d on née par (4.16) :

(5.14)

u tilise la valeur d e l' • • supposée non ex ploita ble. On a envie, tout sim plement d 'u tiliser au tre
chose iL la place de l'.,. c'est iLdire de définir l' est ima teu r pa r:

~ == 7rM'( PZ.:'1 ) (5. 15)
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où TI doit 0.la {ois èt re calc ulable à part ir dl': grandeu rs mesurées et êt re tel que l'e st imat eur
ai nsi fai t a it de bonn es proprié tés.

Sui vant une idée introd uite pa r Landau 131], on décom pose alo rs l' est ima teur idéal (5.14 )
en deux pa rt if'B formant un système en bo ucle ferm ée . Le sys t ème e u action, qui est en
quelque sorte le cœur de l'est im at eur, et qu e l'o n eppelere pr ot o. u tim l1/l':ur est:

(5 .16)

" bloc" d'entée q et de sort ie y; le sys tème en con tre réaction est sim plement u n gain s t a t ique:

'1 = - y (5.17)

C'est 1.. fa it d'i mp oser cette éga lit é qu i ren d l' es timateur " ir réali st e" pui sq ue 1/ in tervi ent
da ns la mise à jour dl' p et Y demande l' • • (ou z••). T oute l'i dée est de rem placer ce feedback
par un syst ème entr ée sor t ie comme (5.4) entre y et 1/ (y n' es t aut re qu e .;Te•• ) tel qu e
d 'un e pa rt 1/ soit une quantité calculable ft par t ir de gr andeurs mesu rées (d. dé finit ion
5.1)1, et d' a utre pa r t J'esti mat eur ains i obtenu conserve des pr opri ét és simila ires à celles de
l'est imat eur "id éaliste" (5.14).

Pour guide r noir e ehoia , étu dions tout d' abor d le " p roto-esf imateur" (5.16 ) il l'a ide de
la théo rie de la passivit é.

5 .3 . 1 T h éorie d es systèmes p a ss ifs

Nous n' introduisons ici qu e des choses tou t à {ait éléme ntai res, qui servir on t a vant tout à
guider notre int uit ion . Les dé fini tions que nous do nnons de la " pass ivité" n'engagent que
nou s; elles ditrerent plus ou mo ins de celles que l'o n peu t trouver da ns la littéra t ure, qu i
sont d 'a illeurs elles-m ême plu s ou moins d jffè rentes les une s de s 8I1tr"8. Voir pa r exem ple
les ouv rag es [46], [31], [18].

D éfinit ion d es sy s tè mes p n ssifs

On va d éfini r ici les notions de sys tè me pass if el s tr ict emen t passif:

D éfinition 5 .3 On dit que le ,y ,l èm e:

il = fl(r " ud
YI = h l(z" I~d

(5.18)

u t p a ss if refati vemenl à la fonction V1 si et ,el.lIemelit Û V I ut une Jond ion po, it ive de
l'it al et , i pour tou t u, Z, y , o/u/io n, du ' lId ème et pour J l':UiC indanl, ql.lelconql.lel 'l el t2

(avec 'I< '2) , on a:

I Danl l~ CM qu i nous in tu~•• ~, et o ù l' ob ot..cl~ pou r cakul ~I ~ ... u t 1.. pr ~l~nc" de z , non mesu. é, on v"
en [ai l c lte rf,h ~ r un syst ème en contre ,tact ion otridement ClI.usai au lieu de 1.. han.mission dire ct e d e "il. Il
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(5. 101

D é fl lli t io n 5.4 On dit que le , ydeme :

(5.20)

n ! s t r ic te m en t p assif relativeme nt auz jond ion, V2{J:) et W2(2: ,U) Ai et Aeulem ent Ji V2
et W 2 Aont deA [onct ion» poli tiveJ de l' état et li pour tout !.l , or, y Jo/utionJ du AyAtem e,
i l ceis te une cOlld ant , pOAi/ive d 2 telle que, pour delU: ùu tantA qudconqueJ I I et l 2 (av l!(
i l < ' 2), on ail :

Exemples d e syst èmes pw;sifs

Exe m p le 5 .1 Le syst ème
y = ku ,k > 0

d 'entr ée Il et de sor t ie y (êlat 01' de di mension 0) est strictem ent pa ssif rela t ivem ent à

Exemp le 5.2 Soit un système dynamique (sans en tr ée)

x = P(X )

tel q u' il exi ste une fon ct ion p08iti ve U( X) vérifia nt pour tout X

~(X).F(X) 5 - 0 U(X )

(5.22)

(5.23)

(5.24)

pou r un cer tain a st rict emen t pos it if Ce sys tè me peut avo ir l 'o rigine pour poin t <l'équi libre
globalem ent IlJlsymptot iquem ent stable si li es t une foncti on "définie pos it ive" de X , mai s
il est po ssib le que cela ne soi t l'as vérifié, si par exem ple U ne por te que su r u ne par ti e de
J'ét a t X (vo ir application page 116). O n d é finit a lo rs le sy tème ee rrëe-soeue

où

{
X = F(X ) + u
y = VU( X )

8U T

VU = 'liX

(5.25)

(5.26 )
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fi ~t natu rellement st ridement pan iC relativemeut à la Ic uetion pos itive U ( X ) (ou pour
rep rend re 1" notalions de la dHini tio n 5.4, rdativ~~nt aUlI: Cond ion. pos itives V = U t't
W = U ), puisque

f ,Tu f ~(X).X - f ~(X).F(X)

~ U (t , ) - U(t , ) + ai." U ( X) (5.27)

E xe mple 5.3 O n pe ut re prend re l' exemple précédent , mai. en supposa nt que U ne dée rolt
qu e dans ('t'rtaines d irect ions. Prf.<:lsfoment, Iii

on Jl~ut éerire (5.23) sous la form e

1 X, =
l x, =

PdX1> X, )
' ; (X"X, )

' 'iX)
F,(X )

(r,.28)

et U ne . a t isfa it pas (5 .24) mai. seuleme nt

:~I ( X). FI(X) s - a U(X )

et l'o n eo as ld ère I~ système entrfo~-lOrtie

{
,t , = F,(X )
XI = F1(X ) + u

Y" = V xP ( X )

où V x. d èslgn e 1~ gradi~nt pa rtid per rap port à X , :

V x,U (X ) = ~X)T

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Alon ,
Si U ne dépend plU de X h le s)'lit t-me (5.30) est strictement pu.iC quel 'lue , oit F I relative­
ment eux fondions positiv~s V =U et W =U ), comme dans 10= u s pr ';cb:lent j les calcul.
(5.27) étant tou jou rs vala bles puis que ~ est ident jquement nul.
Si U d~pc'Id de Xl> (5.2 7) devient

J.," yTu ~ U(tl ) - U(tl ) + a J.,'·U(X ) - J.," :':1(X ).F1( X ) (5.32)

si bien que l'on ue peu t as sure e Ill.pas sivité qu e si

:':I·F. :5 aU

et la s t riC'te passivité . i pour un c . t rictenlt'n t positif et pou r to ut X

::\.FI :5 (a-c) U (5.33)
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Pro priété d es sys t èmes pa ssifs

La pro prié té essent ielle des opé ra teu r prése nta nt de s caract éris t iques de p osit ivité conc er ne
la "st ahi lité" des systè mes bond és de la forme présentée 11. 10.figure 5.1:

Fig. 5.1 : Sh ima.bloc du ,,,& t~me du théor-èm e 5.5

P lus pr èeis émen t , on peut énoncer le résult a i suiva nt :

T héorè m e 5.5 On luppo~e que fU lys lt mu (E d et (E 2), donnél par (5. 18) el (S.fO), sont
rel peetiv n nen t &tric/ l'ment pauib et pau if, relativ emen t aux fonctioR s positives VI et V2.

Alors, &i (u l ,Y1>;r:d et (U2> Yz, Z2) ' ont deI l olutiol'u de (Ed et P::d d~fin ie ' ,ur l 'inter.
valle de tem ps [D,T ) et vérifian t

(5 .34)

rdles vérifien t a uui:

loT VI (z l(r)) dT < +OCI

VI (.1: I( t)) et Vz (:C2(t)) sont bo rnés

(5.35)

(5.36)

PI1l3 préc i3ém cnt, on a la majoratiQn 3uivant e, pour tout t dan~ l 'inte rvalle [0, T) :

Si de plu3 lell [onct ions V1 d V2 sont proprell [i .e, l 'im age rieiprO<[ue d 'un com pact u t
com pacte ), alors tu étah , ont bornb , ur [0, T ).

D émon stration du théorème 5.5 : Un sim ple calcul donne (5 .37), d'o ù to ut déc ou le.
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5. 3.2 Les es ti mate u rs "i déaux" v us comme d es sys tè mes p ass ifs

Cons idé rons ft.nou vea u I~ est imat eurs introduits aux secti ons 4.1 el 4.2, mals vus co mme
formé s d e deux bloes en boue!.. f..rm ée, et pr écisons ce qui a été dit en introdu cti o n de cett e
sect ion, pa ge 52 . Définisso ns le "proto -est ima teu r" , sys tème d 'ent rée 11et de sor t ie y:

{

p = "jp(Z.. )u(,l , p,;( PZ ,:" )
E P f ond ion dynam ique de Z'H 11

y ~ ,ft, ~ "j p( Z.. )u(, )Z.. (p - p' ) ,
(5.38)

qui do nne, si l'on prend y = - 7], l'..s timn reu r avec proj ect ion (4 .16),(4. 26) -(4 .28) appliqu é ft.
l'equation d'observation exac te , c 'est à d ire:

(5.39)

On peu t doue représente r l'est imateur avec pro jecf ion (4.1 6),(4.26)-(4.28) par le schema- bloc
sui va nt ;

Pro to-es fimate ue

p ~ "jP(Z.. )u( ,) ' P.,(pz.:,l
p Iet , dy n. de Z.. , 7]

y ~ "j P(Z••)u( , ) Z..(p - p')

Fig. 5.2: une façon de voir " e"tima leur "idéal" (5.39) {ou (4.16 )) .

Vu le t héorème 5.5, et vu que le ga in unité mis en rétroac t ion est évidemm ent stricteme nt
pasaif (cf. exem ple page 54), la posi tivit é d u "proto-..stimateur" per mettrait de retrouver l..s
pr op riét és éta blies à la secti on 4; de plus, si ce "pro to-es timateur" est effect ivement pa ssif,
on po urra remp lacer le gain uni t é en r étroact ion pa r n'importe quel système str ictement
pll.l\sif et conser ver des pro priètès similaires; c'es t là le but de Ill,prése nte étud e.

C as d es p ro to -e st imat e u n d e t y p e grndi ent

On consi d ère do nc ici le sys tème entré e-sortie (( 5.38) avec P eonst ant ]:

{
p ~ "jP(Z .. )u('l ~.. ( p~.:, )
y ~ "jP(Z .. )u(")Z.. (p - p )

(5.40)

Il est tr ios facile de vérifie r que

L 'r
l, Y TI 1," ..;pii(p _ po)T Z.:TI

2': 1," (p - pO)T P_1p
~ 1 1 P( ! 2 ) - pO Il ~- , - Hf.'{ld - p'l l ~ - .
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Cec i nt t rad uit pa r 1. propcelt ic n auivante :

P r o p osi t ion 5 .6 L~ proto- tJ tim at tu,. dt j y~ gradit nt (J. JO) u t un " a me t rllrie-,o rlit
J'Gu i! rda1Îlltmen i li la fonct ion po, iti rt

Cas de l' algorithme g én éral:

Dan s le cas d e l'al gori thme plu. ~~nhal (5.38), où Pest prM nt , le ealeul préc éd ent dev ien t,
, i P sa tis rait l'in égalit é (5.42):

1." yTtI 2: 1 ,1' ..[(id (p -p. )T p _l p

!1Ip(1,) - pïl~~ 1 - tII pOd - pïl~- , - ~ i," (p - p· f p"-l (p _ p. )

;:: t llP{ t,) - p"ll~-I - 1IIP(t1 ) - 1'"11;-. - ~J.:' l!yllJ •

ce qui l ign ifie qu e:

Proposition 5. 7 Si P O ) "érifit l 'A, ,.,tht, t du lAi ori me ./. 1, que l 'on rfl.~l1e :

ft _l: r P ZTZ P 1:< 2

P > 0 ,

P S ki f 1:1 > 0 •

= - VpIZ"lnl. ) ' P., ( I·Z~I. + IZ..lp- p' )) )
l ondioR dYrulmiq uc dt Z.. , '1

= V P{Z.. ).(.) z.. (p' - p) •

(5.42)

(5.43)

l '· ")

1'-" )

obtt n u en pl.uant le gain pm i/if ~ en rétroaction (négative) l ur (5 ,311) fi t pauif rdativem en t

ci fa fonction:
V,••(p, P ) = ~ (p _p. )T p - I (p _p')

R e maeq ue 5.2 Ce tt e proprio~t~ est clai reme nt mo ins fort e qu e le rai t d'être pas sif

La propriété 5.7 peu t être tra.dui te pa r le sc:hillla.bloc suiva nt :

( t>.46)
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k

2

Fig. 5.3:

O n peu t enco re int erp réte r la prop osit ion 5.7 comm e le fait que le proto-est imateur est
composé de la façon suivant e:

PASSIF

" 1 Syst ème (5.45) ~..L..
1 1

k

U

Re mar q u e 5.3 Le cas particulier des pro to-estimat eu rs de ty pe grad il"nt, et de la prop o­
siti on 5.6 est ob tenu en faisan t k = o. •
Rem arque 5.4 O n peu t re trou ver grâce à Ill. pro pri été 5.7 toutes If' S prn prièt és énoncées
au x sections 4.1 et 4.2 puisque l' est imat eur idéal (4.16) (représent é figu re 5.2 avec z = z••
et Z = Z••) peut se .lécompœ er d e la façon suivante
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Proto -estimateur (5.38)1--- ----- - - --- ----- - ---1
i 1 PASSI F ~i

@-"--f.±.'<:!"'THI S,, " me (5.45) J 1 t
1 [JCJ 1

Fig. 5.5 :

PASSI F

Systè me (5.45)

Fi g. 5.6 :

où si k est in férie ur à 2, le gain 1 - } est un syst ème et r lc tem ent passif relat ivl"'ffit'nt au x

(onctions positives V = 0 et W = yI .

5 .4 Une nouvelle fa mille d ' estimateurs r éalis t es

5.4.1 Etu d e générale

Nou s supposons mai ntenant que la seule informat ion di sponible sur c•• est la connaissan ce
de e rd ;'; à t' •• par un système ent rée-sor t ie de la for me (5 .4) . O n cherche de s eon di ti ons sur
ce filt re pour pou voir t out simpl emen t remplaçer c•• pa r e d an s l'est ima teur-,

Si l' on re mp lll.ce le gain uni t é de l'es timateur idéa l (figu re 5.5) pa r un système S ,
l'est imateu r obt enu est alors représenté par le schéma-bloc de la figure 1"••7, au lie u de 5.6.
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PASSIF

Système (5.4 5)

61

D'après la prop osition 5.7 et Je t héorème 5.5, on retr ouvera des prop riétés intéressan tes
si le sys t ème entrée/ sort ie entouré de pointillés est stri cte me nt passi f. D' un autre côté ,
l' esti ma teur se ra "implémen ta ble" si la sor tie de S se tr ouve être calcula ble à parti r de
gran d eurs mesur ées.

Vue la form e de (5.45) , le systèm e S do it avoir pour ent rée ..;rc•• et pou r so rti e .;re.
Pour pouvoir ut iliser no tre hypothèse d' ''information réaliste" su r e•• (voi r (5.4)), on prendra

r = 1 (5.17 )

pou r to ute la suite (pa r exem pl e ml = m2 = 0 dans (5.2) ou (4.04)) . L' hyp ot hèse t"st en l'lfl't
que l' on pe u t calc uler la sort ie d' un cert ai n sys tè me dont l' entrée est c... ct no n pltS .;re.•
où r varie . On verra pa r la suite (cha pitre 8) qu e c'es t bien ce tte cond ition qu i es t rfoalis"e.
L'effet " nor malisa tion" qu'apportai t le ga in r pourr a êt re reporté d ans le sys t èm.. 8, qui
sera à pri ori très peu cont ra int, ct en tou t cas certainement pas co ntra in t d 'êt re linéaire,

Le sys t ème S Ile confond , qua nd r = L, avec (5.4) si h ien que le systbn., ento uré de
pointillés su r la. figure 5. 7 e'éerit

' () +' ..
" = T((.) - ~'"

(5.48)

Comm e ann oncé plus ha ut, toutes nos es pé re.uc es sont t o u rn ées vers la passivité de ce
sys te me. Hélas, il n'elit pas difficile de voir que le term e de tr enamisaion directe néga tive,
Il'il est non nul, met irrcméd iablcment fin à tou t espoj r de peasi vit è 2; On va donc prendre
ici k = 0, c 'es t à di re ne 5'intforesser q U ' A U X pro to- eati mateurs de type graà ien t e t de gain r

unit é :

JC 'n t lin .. con'~qQ ..nee du l..mm.. pooi tir . é..l; voir pu ..u mp l.. [18].
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p = - ""p,p (PZ~e)

li = c., = Z••(p - p' )

Pr écis on s tout cela pa r la. propr iét é suiva nte:

(5.49)

P ropositio n 5 .8 Si:

• n ezi.Jte p' , "ridement li J'intirieur de II I (voir (/ .t3)), , ati6faiMmt li tout iTutant
l 'I galiti (j ,I) :

:/:•• = z.•p' ,

• La grandeu r Z.. u l mesu r ée ou calculable ci partir de grandeur, meluréeJ,

• il ee ùte une grandeur e, mesurée ou calculable à partir de grandeur, meJurél"J , et qui
u t de pluiJ la l ortie du '!I, tè me d 'en tri e t' •• :

( ~ ô (( ) + e.,
e ~ T()

(5.50)

pou r u rtain, 'I tl =: teil que ce Iy,Ume (5.50) ,oi t de plu, ,Iridement pa.uij rdalj_
vemwl li du jondiQIII pcJ,itivtl V et W de l' it at C.

• La mis e à jo ur de fi Cl t donnée 1'4r :

P = - 11.",p ( PZ~e) (5.51)

aloT." on a leI proprii tb ".ivan /tl, pour toute , a/ution définie IUT l 'inl t:rvallt: dt: tem ps
[O,T ),

1
M') ~' hom' aue [0, T ) ,
V( (t )) est born é sur 10, Tl ,
W( ( lll E L' ([O, Tl)

ré&umù~ t:t pré(i~ ù~ par l 'inégtl/iU :

(5.52)

111;;(1) - p' I I ~ - , + V« (l ll + d /. ' W(( Tl)dT $ lIIpt O) - p'I I~_, + V((O)) ,(5 .53)

Eu prenant

ô ()

T()

_ 11 ( 11 " '-' (1 + ',Z.. T Z.. )"' !> (

(

(5.54 )

(5.55)



5.4 . Une nou vell e Iamflle d 'estima te u rs r éal ist es

m l 2: 1 ; ffll 2: 0 ,

On obtie nt la fa miUe d 'algorit hmes

{
e - IJeIl"'·-l (1 + trZ~TZ•• )",, /2 e + C.,

Q:Frn1·tI,z p = _ 1I' P. ~ ( PZ~ e)
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(5.56)

(5.57)

(5.58)

où la matrice P, consta nte, symétri que d éfinie posis five rep résen te un gain d' ada pt at ion .

Il est tr ès facile de mo nt r er q ue le syst ème cntré e/s ortie

d 'entr ée c., et de sortie e est st rict ent pass if rela t lvement a ux fonctions pos iti ves

O n a les propriétés suivantes:

Prop osit ion 5. 9 Si fi ut mis li jour par (9':Frn1.mz) . alorl, dèll que z•• et Z•• 1I0nt définü
lIur tout l 'intervalle de tem pll [0, T) ,

• p(t ) ed borni II UT [O,T ),

• e( i) u t borné ' UT [o,T ).

• ( ';1 + t rZ••TZ.,);;i7ïllell cd danll [,"" '!-I( [O ,T )),

tout ceci étant traduit par l'inég alité lIuivante, vérifi ée pour tout in danl t dan, [0,T ):

tllfi(t) - pï I2 + t lle(tl ll2 + i \l + trZ••TZ. , )"'·/l ilell""+i(r) dT

s t llp(O) - pOli' + ~ lIe(O) 1I 2 (5.59)

5.4 .3 A lgori t h mes p articu lie rs a vec filtra g e no n-li né aire d e l' er­
r eur

Reprenant ici lee syst èmes passifs de l'ex em ple 5.2 page 51, on définit II' pa r :

{
X ~ F(X ) + e..

e = V V(X )
(5.60)
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où V véri fie

et l'on pos e

!if(X ).F(X ) $ - aV (X ) (5.61)

(5.62)

D ü Ie. ma t rice P , const ante, sy mé t rique d éfinie posist ive repr ésente un gai n d 'ad aptation .

Propos ition ILI O Si il ezÎJle un p' "' n c/emen t à l' in té rùur de II I (coir U .!3)), qui vérifie
a tout in, ta nt ('. 1), " esl imaleur (5.60)-(5.6t), a lu propr-iité, u .lùlal'llu :

• p(t ) l'Il born ( ",cr [O,T ),

• V(X (t )) u t borné l ur [O,T) ,

• V(X (t )) u t dans L1([o,T )) .

Tout ceci n l lrddu it par l 'inégalité l uit 'l'm le, vérifiée pour tout indant t dam [O, T ):

lIlPl ')- p"lI' + V(X ('ll + /. ' V( X ( T) dT $ illp(O) - p"ll' + V(X(O») (5.63)
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Chapitre 6

Commande - Introduction

6.1 Objectifs

Rappelons que nous nous sommes donnés une famille de systèmes Sp :

x = f(p,x) + g(p,x)u

sur laquelle on va faire dorénavant essentiellement deux hypothèses:

(6.1)

• Stabilisabilité (condition SF, voir page 13) : On connait pour chaque système Sp un
feedback "stabilisant" UST(p, x), dépendant de p.

• Paramétrage linéaire explicite (condition PLE, page 10) si les champs f et 9 dans (6.1)
dépendent linéairement du paramètre p, ou implicite (condition PLI, page 11), si (6.1)
peut se mettre sous la forme

J(p,x)x = a(p,x) + b(p,x)u

où J, a et b dépendent linéairement du paramètre p.

(6.2)

Ayant fait ces hypothèses sur la famille (Sp), on particularise maintenant l'un des
systèmes de la famille, Sp" que l'on veut commander; on appelera p' la "vraie" valeur
du paramètre. On ne suppose pas p' connu, et l'on cherche un contrôleur qui assure un
comportement en x qualitativement similaire à celui que l'on aurait en utilisant la loi de
commande UST(P·'.) si p' était connu". Par exemple, si la famille satisfait la condition SF,
x(t) devra tendre vers O.

Si p' était connu, on emploierait bien sûr le contrôleur (statique)

U = UST(P',x) (6.3)

lNotons que, nos hypothèses ne privilégiant aucune valeur à l'intérieur de II, p' peut être quelconque dans
II. Chercher un contrôleur pour le système Sp" p' étant inconnu mais dans II, est donc équivalent à chercher
un contrôleur valable pour tous les systèmes de la famille (SP)PEII
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p' étant inconnu, on utilis e cc uremen t à. la. plac e de (6.3) :

f u = u1T(p,r) + v
l ft = une fonct ion dynamique de z (6.4)

où p est en géné ral interp rété comm e un e estim ée2 d u paramètre p' , uST(p,x ) éta nt donné
par l'hypothèse SF . Le t enne uST(J:î,x ) est souvent ap pelé par la suite comm ande ccrtainly
equ iv a len ce. v est u n te rme co rr edif 5up p iémenta ire q ue l 'o n n'utilise ra. qu e d uns cer ta ins

11 est important de noter qu'au contraire de (6.3), ce con trôl eur est u n con trô leur dy ­
na miqu e, dont l'é ta t contien t au moins p. Ainsi, pour par ler de sta bilité, on dev ra aussi
se préo ccuper des dyna miques auxiliaires de ce cont rôleur, i.e. d u comporteme nt de fi et
d'éventuelles au tres varia bles dy nami ques . L' objectif de commande est donc :
Co mpor-t e men t d e x : te nd vers 0,
Compor t e me nt d e s a u t r es variables d y namiques : bornées.

Dans to ut e la su ite de cett e th èse, on utilise les abb rév ietf ons suivant es:

f' f (p' , , ) 9 ' g(p· , x ) 9, 9k(p·,X)

Î f(p,, ) ii ~ g{P,·) 9i ~ 9k(p,X )
J' J(p' , , )

(6.5)J J(p,, )
a' a(p·,x ) b' b(p',,) bl bk(p',x)

~ a(p,' ) b b(p, , ) b; bk(p,x)

6 ,2 Etat de l'art

La lit té rature sur le su je t est déja as sez riche et , pour mie ux la situe r, nous nous proposons
d 'en prés enter une classificat ion selo n t rois critè res:

M éthode Lyap u n ov contr e M ét ho d e es t imat io n

Il Y a de ux mét hodes pour concevoir une mise il jou r de fi et éventuellemen t un te rme 11

sat isfa isa nt : l'une que l' on peut a ppeler "méthode Lyapunov" et l'autre "mét hod e estima­
ti on"

La prerniere , sans cloute la plus na turelle, consis te il choisir une fonct ion pos itive de l'é tat
complet d u système (can didat à êt re une (onct ion de Lyap unov), puis il t rou ver la fonct ion
dynamiqu", in voq uée en (6.4 ) et évent uellem ent le terme v qu i pui ssent Ill,{aire décroître.
Cette mé th ode a été propos ée et utilisée

• en linéa ire par Parks [45J

~ ~ n (ait cer tains olgori lhmu (cf. Sast ry el Isidor i[49J) u l ilis~ Dt une r~p..ra méb isa tion redo nde nee si bien
que p ~sl de d imcnsîon plus grande que p'
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• dans le cas de robots rigid e par Campio n el ll astinll1 ], et Siolme el Lii53]
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• d ans le cas d 'Une famill e de systèmes à param étrage linéa ire explic it e, supp osés tous
lin éarisab les par feedbaeket di fféomo rphisme, et sous cert ai nes hypothèses d e " matc h­
ing" par Tayl or, Kanellakopoulos, Kokol ovic et Marino[59] puis [281.

Cette mé thode li. l' a van tage apprécia ble de fourn ir un e fonction de Lyapunov p our le système
ad a pta t if complet , mais on ne sait l'appliquer auj ourd' hui que d ans des CILS asse z partic uliers.

La seco nde method e (adoptée ici) consiste à sé par er la par t ie "systè me" (1') de la par ­
tie "a da pta t ion" (p et autres variables d 'Hat éventuelles). L'ad apt a t ion est obtenue par
un e m éthod e d 'es t ima tion qui (cf. chapitres 3, 4 et 5) rend certa in es qua ntites " pet it es"
L'é volu tion (le z est ensuite a na lys ée comme une évolut ion "idéale" pertubée pr écis émen t
par ces q ua nti tés que l'es t ima tion ren d peti tes.

Ce tte m éth ode a ete utili see

• t r io-s so uve nt en Iin êaire (voir Goodwin el Sin [23])

• da na le eu de robo ts r igid es par Middldon et Goodwin [35]

• d ans le cas de syst èmes à pa ram étrag e lin éai re explic ite compl ètement linéarisa bles
pa r feedhack d 'ét a t pa r Nam et Arapos ta tis (37Jet Dasti n el Campion [6]

• d en a le cas de systè mes à par am étrage lin éa ire ex plicite , liné arisables ent rée-sor t ie par
Sastryel Isidori [491

• dans le Cllll d 'u ne fa mille de syst èmes s tab ilisablea à pa ram êt rage lin éair e implic it e
d ans Pomd et Pr aly (421.

Ana lyse "e r re u r d e co m man de " co n t re a naly se " erreur su r le systè me"

Pour étudier le comportem en t de IlLcomposante z de l'état complet (poi nt 1 du problème
posé ci-d essu s au paragraphe 6.1), et ceci ind ép endament de la st ratégie de com ma nde
choisie, on doit êrud tee l'équll.tion

(6.6)

dans laquelle, pour simplifier la présente discussion , on va pre ndr e v == O. (6.6) est ob tenu
en a ppliquant ail syst ème Sp. la eo nunende \lST(P,')' co nçue l'o ur le sysû me Si>' Il Y IL d eux
ap proc hes po ur analyse r ce tt e in adéq ua tion. La pr emière con siste Il. consi dérer que 1'01\ fait
une erreur sur la commande, la seconde une erreur sur le systiomt" :

erreur de co mmande : Se ra t tachant au fait qu e l'hypot hiosc SF lion ne If' r orn port ement
de Sp' b oucl é par uST(p· , z ), on consi dè re que l'on fait une err eur sur la commende
en app liq uant u.T(p,x) au lieu de U'T(p·,X) qui con viendrait . On r;';' crit ll.lol'li ( r..6 )
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sous la for me d' un syst ème nomi nal cons t it ué de SI" boudé par ulT(p' , ::), perturbé­
par l' err eur d e co mmand e :

- ••(p ', ., )

d ans le cas d' un paramétrage linéair e explicite. ou

J (p' ,z)z = a(p· , .t:) + b(p· , z ).un (P· , z ) + b(p· ,z ). [u l1.(p,z ) - Un(P',Z)] (6.8)

_ J (p' ,.. j •• (p', ., )

dan s le cas d' Un param étra ge linéaire implici te. Le problèm e de cette analyse es t qu'en
p;éné ra !, elle perd la pr opriét é d e linéar ité par ra ppo rt aux pll. ramètr~ : il n 'y Il a ucune
raison p ou r que Un soit linéai re par ra pp or t Il.U X paramètres si les champ" le so nt , et
même si c'était le ees, le terme b(P' , Z)U,T(P' , z ) ne sera it pas en général linéa ire en p'

Un e manièr e d 'analyser la sta bilité es t d 'ét udier la varia tion de V "(t ) = V (p' , z ( l))
où V est la fonction positive do nnée par la propriét é 5 F (dé fini tion1.3 ). P a r ~)( ~ lIIpl ..,
dans le cas d 'un paramét rag e linéa ire implic i te , on a l ' Inéq uefio u sui vante, donné.. pa r
(1.23 ) ,

v- :.0::: - cV · + a;:·J • • l b ( p· , ~ )fU'T (P, Z ) - UIT(p· , z )j (6.9)

que l' on aim era it t ra ite r comme u ne pert urba t ion de V' ::; - cV "; ceci est en général
ren d u difficil e pa r le peu d 'i nformation di sponible su r le te rme d'e rreur . Cependant ,
da ns le ca s où ~J' -l b( p· ,z) [ulT(p,z ) - It IT(p· , z )] n t linéa ire en p. - P, on peut
co ntourner ce tt e difficult é ; Slo l iJl~ e t Li [531, grâce il. un choix ju di cieu x de s lois J e
commande U' T(P,') ' se sont rll.men és .ÎL ce CM po ur un robot rigide.

e r re u r s u r le système 1 Ici, se rattachant a u fait que l'hypot hèse 5 F donne le comport e­
m ent de Si>bou clé par UIT(p, ,) il. P const ant, on cons idè re qu e l'on se "t ro mpe " de
systè me puisque l' on " en face de soi no n pas le système S" a uq uel un (p, .) est adap té,
m ais le syst ème S, •• On écrit al ors com me sys tè me no minal Si>boud é par " ' T(P, .), la
pertur bation étant "s" - S ,," :

x = f ( p, z) + g(ji, z ).ulT(,î , z ) (6.10)

+ f( p' , x) -f(p, z ) + [g ( p' , r ) - g( p,Z ) ],U I T(P,~)

dans II!'ca s d 'un paramèt rege linéaire ex plicit e, ou

= J (~,, ) ••(~ ,,)

J(p, ~ ) x = a(p, z) +b( p, Z),U' T(P, Z) (6.11)
+ a(p' , z ) - a(p, z ) + [b(p' , z) - b(p, z )].un (p, z )

- [J( p·, x ) - J (p,zl ji

da ns le cas d'un param étr age linéaire implici te. Ce t te méthod e ù. l' a va nt age de pré ­
aerve r la linéari té des éq uat ion par ra pport à p. , ce qui au tori se de s m éthod ..s plu s
sy sté ma t iques . EUe est ut ilisée d an s [35], [7], [37], [42J et [59].
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Difféomorphisme estimé contre di fféomo r plJi sm e " étoile "

7I

Dan s certains CIlS, il est intéressant de transformer (6.1) pa r un d ifféomorphisme, par ex ­
em ple, pou r se placer dans des coo rdonnées où le syst ème es t linéaire (l iné ar isation par
feffiback), ou pou r ren dr e les champs ap rès d ifféomo rphisme ind épende nt a c! CK pnr amè tres
(équi valence par Ieed back et difféomor phism e), si cela es t possible, évidemment. Cet te
opé ra t ion est réalis ée su r le syst ème Sp en ap pliquant un difféomorp hism e <.p(p, x ) qu i d épend
en gé néral d u par amètr e p. On a alors le cho ix ent re é tud ier l'évolut ion de C = Ip(p' , z ),
donnée pa r

( ' = ;;(p*,:t} ..r

ou l'évolut ion de { = <.p(p,z), don née pa r:

{ = ~(p, :t) ..r + ~(p, :t).P

(6.12)

(6.13)

En général, l'utilisat ion de C conv ient à un e an alyse de ty pe "erre ur de com ma nd e" et CfOUt'

de { à une an al yse de type "erreur sur le système" . L' incon vénien t de (6 .12) es t la per t..
de linéa rit é en p' , propriét é que l' on peut "récupé rer" dans certains. cas par ~panl.m"t rag"

redo nd ant (cf . [49]); l 'incon vén ient de (6 .13) cst l 'appa ri tion de p qu i rend le p roblèm e
explicite mf'nt d épen dant de l'ad apt a t ion. Le difféomorphi sme "ét oile" a "\,, utili sé es sen­
ti ellement par SlISi ry ei [sidon (49J et le d ifféomorphisme <.p(p, z) pa r Nam el Ar ap ost a t is
137), Bestin et Campio n [7J et par Kllnellakopoulos, Kokotovic et Ma rino [281.

Exemp le 6. 1 Po ur illustrer les deux dernièrs cri t ères ci-des sus (err eur d e eommende /e rre ur
sur le système, difféomorp hism e étoile /difféomorphisme estimé), on consi dèr e la famill e d e
systèmes da m Rt déj a introduit da ns l'e xemple 1.5 (1.28) :

S,: ( ~l = :J:t + pO(:J: t ) (6.14)
:t t = p u

où 0 es t un e fonct ion ( réelle) de <lt . Le système à comm a nd er est :

5, .
(

~I "" :J:? + p' O(:J:d
Z't = p u

(6.15)

'fiest une est im ée de p'

D ans l 'ex emple 1.5, Olt a défini en (1.29) le difféomorphisme linéar isa nt <.p(p, .) il.a pp lique r
à 51" et en (1.3!.) le feffiback un(P,' ) qui achève la linéa risa ti on , et st ab ilise l' o rigine (en
plaçant les pôles d u syst ème liné aire ob tenu]. On pr en d

U = 'Un (p,:J:) ,

et l'on définit , comme en (6.12) e t (6. 13), {' et f par

,. _ (' ) _ ( Ii ) _ ( z, )
.. - 'P p , :t - \. { ; - z2 +p'O(zd

• ( . ( l, ) ( z, ){ = <.p p,z) = ft = Xt + p8(z d

(6.16)

(6.17)
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L'évolu tion de {" est donnée par :
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f à = :t' 2 + p"O(zd = ei
l i; = p. 6 '( Z'd[z ~ + p"S(z d J + p' ulT(p,r )

(où8 es t la d éri vée de 8) et celle de t par :

(6.18)

f [1 = %2 + p'O(zd = 6 + 9(::d (p' - p)
\ t ~ p" (x , )[z, + p'O(x ') l + fio(x,) + p' u•• (p,x) (6 .19)

On vérifi e bien que :
l' r qua t ion de C a l'inconvéni ent de n' èt re pas linéaire par rapport It.la valeur inc onnue du

pa ram èt re p', et de faire int erveni r j ustement C.• qui n'est pa s calculacle pui squ ' il d épe nd
de IJ' , mais l 'avant age de ne pas fai re int erv enir p,

l'équation de [II. l'in conv énient de fai re inter venir explicit ement P, mais l'av ant age d' êtr e
linéaire par ra p port à la valeur in conn ue du paramèt re P' . et I'evantage lI. u ~ si que [ soit
eale ulebl e puisqu'il n'est fonction que de z , mesuré, et de P,di sponible puisque calculé par
le cout ôleur.

Difféomo rphi sme "é toile" + "err eur de commande" : Une a nalyse "erre ur de co mma nde"
sur (6 .18) consiste à écrire (voi r les calculs dans l'exemp le 1.5) :

On eonsld ère alors II" terme

com me une pert urbation, le res te donna nt un système sta ble; le prob lème est qu e cett e
"erreur" n'e s t pas d u tout reliée simplement à l'err eur de paramètr e p. - p.

Difféomo rphi sm e "étoile" + "e rreur su r le système" : Une analyse "e rreu r sur le sys tè me"
tel le q ue d écrit e plus haut appl iquée à (6.18) consiste exactement à écrire:

f {; = z~ + pt}(z t} + (p. - P)8(:l:l )
l à = p' O'(zd[Z~ +PO(Z l)] + pu .T(p,z) + (p· - p)[p ·8(:Ct)8'(z d + u ....{p,:c)]

Ceci n'a que peu d'int êret , le te rme d " 'err eu r" n' ét ant pas mieu x relié il.l'erreur de paramètre
que précédemm ent, et le reste R f' fournissant de surcroît pas en évid ence un 6 YSt~rne &table
(en pa rti cul ier, il semb le UII peu d ommage de ne pas écri re Ü = ç;).

D ans [49), Sul ry et L~jdorj3 uti lisen t UII mélange de ces deux dernières analyses: à savoir
que da ns (6.18), ils uti lisent l' ''crr eur de commande " pour la premi ère com posa nte (en fai t

~Cd .."emple rentr e 'o ut·ir,·fait da n. le cad re de [491. av« un e d y"a miqu e du .éros nulle. La -:;ort ie" ... 1
alou(l = 2 • • indépendantede5 p"""mè lr u .
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toutes celles ne faisa nt pas intervenir la commande), el l' "erreur sur le syst ème", ma is en
repa ramêrrant, sur la dern ière com posante. Cela consiste il. écrire:

et à uti liser le fait que ç lui-même dépend linéairement d e p, ce qu i don ne:

(i = ç;
Ù = - w\çj - Wt(i + (p' - p)[w28(rd + un (p, r ) + r t8' (a:dl + (p . t - p2)8(zIl8'(z d

(6.22)
On fa it alors une reparamét risation : con siderant en qu elqu e sorte p ct p! comme ind épen,
dan te, on utilise un pa ra mètre de dimension 2 :

dont la "v raie" valeu r est

q ~ (::)

q' (:", )

On utilise alo rs dans [191des mét hodes d 'es tima tion de q. fond ées , pou r reprend re le vocabu ­
laire d es chapitres 3, 4 et 5, sur l'équati on d'observati on (6.22), une difficult é su pplém entaire
provenant de ce q ue (; et (; ne sont pas mesurés. Il est mont ré dan s [49] que ce reparamétrage
linéa ir e en dea mon ômes des pa ramètres de d épart es t u n fail généra l da ns le cas Ile la
lini-Il.tisati on pourv u que les "sort ies" (ici (d ne dé pendent pas des paramètres.

Diffi-omo rp hism e estimé + "erreur de conunande" : Une an alyse "erreu r de commande" sur
Je systè me tr ansformé par le diffé omorphisme estimé (6. 19) n'a aucun intêret .

Difféo mor phisme est imé + "erreur sur le système" : Les ca lculs étant faits dan s l' exemple
1.5 , on obtien t :

Cette écriture est de la for me

_ .,(() + z., (p'- p)+ ~ j; (6.24)

et donn e ê comm e solu tio n d' une éq uat ion. différent ielle ayan t 0 comme point d ' équilibre
assym pt otiquement stable, pert urb ée par un terme lin éaire en p. - p et en ft. C'est eett ..
méth ode qui est utili lll\.. el pou rsu ivie dans cette thèse, tou t au moins dans l'es prit, e t nou s
reprend rons cet ex..mple pour l'illustrer. •
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6 03 M éthodes communes aux cha p it r es suivants

P our em ployer Ill. terminologie d e Ill. "cl ll.Ssifica tio n" d u paragraphe pr écéd ent , nous allon s
em ployer to ut au long de cett e t hèse , une app roche d e type "est imation" , "e rreu r sur le
sys tèm e", "di fféomorphi sme est imé"

6.3 .1 Estimation

C hoix de l' équ a ti o n d ' ob ser va t ion.

Les algorithmes d 'est imat ion développés aux chapit res 4 et 5 se fondent sur u ne "éq uat ion
d'o bservation" (3.1 ) linéaire en pO, (voir par agraphe 3.1 );

(6.25)

Ici, co mpt e tenu des hypothèses de linéa rité PL I ou PL E , plu sieurs choix d'équation d 'ob­
servat ion s' offrent à nous qui conduisent à des ex pressions différent es de z•• et Zo,'

• L' équation du systè me (6. 1) ou (6 .2) - que l'on multipliera en g(on(oral pa r î (p,;l:)- l
d enele cas linéaire im plicite - est lin èair e en pOet fou rnit il prio ri une éq uat ion d 'o bserv ation
(6.25). Les exp ressions de zo, et Z .. co rrespondantes se déduisent facilement de (6 .1) ou (6.2 )
et de l'h y pot hèse P LE ou P LI. Dan s ce ees , l'erreu r d 'équat ion " bru ie" défi nie en (3.5) pag e
34 s' écrit

e., = - i: + I(p,z ) + g(p,x )u (6.26)

• Ut ilisant un difféomorp hisme cp(p,x) dépendant d e p, on peu t éga1r'mell t considérer
l'éq uat ion transformée par di fféo mor phisme, e'eat -à-dir e l' équa tion de

(6.27)

q ui s'fuit, da ns le cas d'un p erem èt rage linéaire explicite",

(6.28 )

o u zes t donné par (6.1 ); cett e équ at ion four nit une nouvelle éq uation d 'obse rvat ion possible,
et donc une nouvelle expression d e z., et Z.,. L'e rreur d' éq ua tion vaut dan s ce cas-ci ;

e., = - ( + ~(p,x ) (/ (,;,x) + g(p,x) u] + ~(p,x )p (6.29)

• Posant , compte tenu des hyp othèses SF ,

V (t ) = V (P(t ),,(t ll
~~~~-,,-~--

(6.30)
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on peu t égalemen t obtenir une équ ation [eee lair e ] lin éair e en p. , q ui s'écrit d ans le cas d 'u n
pa ramétrage lin éaire explieite",

v = ~(p, x)z + ~(p, xh~ (6.3 1)

où x est donné par (6.1), on ob t ient ai nsi un e tro isième pOllsibilité d' éq ua tion d'observation,
et donc d'e xp ression de Zo. et x,•. L'erreur d'é quatio n pren d la valeur :

Co, = - V + ~(p,x ) [j(p,x) + g(p,z ) u] + ~(p,z)p (6 .32)

E st imate ur

Qud que soit le choix fait ci-d essus pour l'équation d 'observation , on peut remarquer q ue :

Dan s le cas d 'u n pa ramétrage linéair e im plicite, zo, ..t Zo. so nt foncti on de i: et ne peuvent
donc IIi l' un ni l'a utre êtr e uti lisés explicite ment, mais sous certaines cond it ions, les gra ndeu rs
"Hlt rées" obt en ues en "intégr an t un fois" z•• et Zo. peu vent être calcu lées sans ut ilil>er i . La
seu il" méthode d' esti mat ion "réal iste" pa rmi celles présentées a u chap it re 5 qui puisse être
utilisé da ns le cas d' un par amé trage linéa ire implicite es t celle de la secti on 5.2 qui consi ste
il.filt re r l' équation d 'observation (6. 25) par un filt re de fonction de tr ansfert scal ai re.

Da ns le cas d'un par amétr age lin éa.ire explici te, en eeva nehe, on consta te que Zo. ne dép end
pas d e z et peut do nc être considé ré comme mesuré, O n pcut alors ap pliq uer soi t co mme
el-d essus la méth ode où l'o n filtr e à la fois z,. et Z••, scl r la mét hode de la secti on 5.3 où
seule l'erre ur d 'équation est fllt rée.

6 ,3 .2 A n al yse " e rre u r su r le sy stème" d e la b ou cl e fe rmée

P oursuiva nt j' ét ude de la section (6.2) dans le cas où v == 0 (pour simplifier cet te di scussion ),
et où l' éq ua t ion d'o bservation choisie est l 'équa tion du sys tè me " C il x " [p re mier choix page
74) , on ét udie le comportement de la com posant e x de l' é tat com plet de la boucl e ferm ée en
réé cr ivant

J (pO,x)i = a(p' , x) + b(p· , Z)UiT(P, X)

sous la for me "er reu r S11r le systè me" gr âce à (6.26) et à (6.10) ou (6.11)

(6.33)

(6.34)

où e•• es t une fonc tion d e x, p, p. (et i d ans le cas d'u n pa ramétrage linéaire implicite ),
affine en p' Si Pei e.. sont nuls , Pes t cons tant et l'équation (6 .34) devie nt :

(6.35)

i "l~m~ "'mllfqu~ qu 'à la lIol~ .. p-«~ H
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équation différ en ti elle or din aire, para métr ée pa r pconstant et do nt les propriétés d e stabilité
sont données par les hypothèses SF : assymp totiq ue stabilité d 'un unique p oint d'équilibre
par exemple. On peut d onc cons ld èrer Iû.S é] co mme une perturbat ion de (6.35) par le terme
addi tif C. q et le fai t que fi varie. Cela est encore plus clair si l' on eonsld ëre la fonction positi ve
introduit e d ans les hypothèses SF : en pos ant

V(' ) ~ V(P(t),x(' )) ,

(6 .34 ) con d uit il.l'inégali té suiva nte sur V, da ns le domaine de validité de SF,

li" :-; - cV - ~Ül,z )e•• + ~(p,x)p

(6.36)

(6.37)

et nou s allons tra ite r ceci comm e un e perturbatio n de V :0; -cV par les termes e." et p.
Il ps t inuti le d' insist er sur le fait que, pour que les p ropriétés à e•• = 0 et fi const ant se

t ransportent, on aura besoin d'hypothèses su r

la " force" de ces propri étés, c'es t- à.-dir e par exem ple de l'att rac ti vité d u point 0 pou r
cha que fi fixé.

la "petit esse" de e•• et p,

Il est bien conn u, par exe mple, que si 0 est un poi nt d 'équi libre a.ssymp tot iq uem ent
stable po ur le syst ème non pe rt urbé, pour to ut p, cela est en général faux sans hypothèse
sur pp our (6.34) (systèmes linéaires non stat ionnaires, voir par exem ple [19]).

lei, on obti en t , pa r exem ple SOl\~ l'h ypothèse SF, la propri été de " robus tess e" suivante
qu i est une con séquence immé diate du lemm e 3 da ns [42] (reproduit page 165), et qui se
t ro uve aussi dan s i62J

P ropositio n 6 .1 Si la famille (Sp) ut paramét rée linéairemen t (hy potheu PLI) et &i tou l
Sp ed $tabili8é par le feedback UST(p,.) (hypothe8e SF), avec , de plu$, k1 et k2 étant deuz
nombres pO$it if&et k(p) un e fonction pO$itive continue de p,

p born é

Il;;11 L"

Il' ,,11 L~

11 <91' 11 ~ k Sup{ l, IVll

II ~II ~ k Sup{1, IVI)
8p

alor& 0 eû un point d'équilibre a&&ympt otiquement stable de l 'équation diffé rent ielle non ­
&tationnaire

z = f(P('),x ) + g(P('),x)U,.(p(t),x )
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Cette pro p osit ion a pour d' inté rêt d e préciser en quel liens les per t urba t ions pet e.,
devra ient êtr e pet lt es, c'es t -à-dire au eeus de cert aines norme s L·

Les mét hod es d u cha pitr e 4 fourn issent de tel les pro priét és, en u tilisant par exe mp le un
esti rnat eur d u t yp '" (4.2) -(4 .7)-(4.8) -(4.9). Biles de man dent cepe ndant Ill.mesu re de i: que
l'on suppos e ici in accessible. Dans le CIlS où l'on a seule ment accès à l' état Z 0 11 doit faire
appel au x méth odes d'esti mati on n' utilisa nt pas expli cit ement Z., et Z., [e ueo re qu e l'o n
puisse uti lise r Z., d ans le cas d 'un paramét rage linéaire exp licite) introduit e au cha pitr e 5.
Le problè me est que ces es ti mateu rs ne re ndent pas e., pet it , mais une gra ndeur " filt rée" qu i
lui es t relié e ains i qu'à z., et Z••, si bien que l'o n devr a mod ifier le prob lème de pert urb ation
et utiliser des propri étés plus sophist iquées que la proposit ion 6.1.



Chapitre 7

Commande des systèmes à

parametrage linéaire implicite

Dans ce chapitre, on suppose que la famille (Sp) satisfait la condition PLI (paramétrage
linéaire implicite, voir définition page 11). De plus, on suppose dans tout ce chapitre que
les systèmes Sp vivent dans Rn (c'est-à-dire Mn = Rn), ou que l'on travaille en coordonnées
locales, toutes les méthodes présentées ici dépendant des coordonnées choisies.

Les deux premières sections de ca chapitre sont en quelque sorte une version étoffée
et plus générale de [42], qui est reproduit en annexe B. Nous montrons ici que l'on peut
aussi bien utiliser des algorithmes à gains décroissants que les moindres carrés utilisés dans
[42], et les hypothéses sont clarifiées. La section 7.3 systématise la méthode introduite dans
[43]. La section 7.4 traite de l'application des méthodes introduites au cas particulier où le
paramétrage linéaire implicite est en fait explicite.

7.1 Le contrôleur

7.1.1 Ecriture du contrôleur

Selon la terminologie du chapitre 6, nous suivons ici une approche de type "estimation",
l'équation d'observation choisie étant l'équation "en x" Les autres équations d'observation
possibles (équation transformée par difféomorphisme ou équation de Lyapunov) amènent à
des expressions plus complexes et ne sont pas développées dans ce chapitre, mais seulement
au chapitre 8.

Equation d'observation

L'équation du système

J(p',x)x a(p',x) + b(p',x)u

78

(7.1)
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peu t aisemment s'é crire , en multipliant pa r j - i, 60 U6 la forme

79

(7.2)

Filtrage

z.,
'.,

j- I ( -JP 0 i + AI" + B" 0u)

1-1 (J" i - aQ
- b"u)

(7.3)

(7.4)

Cette équation ne peut êt re ut ilisée tel le quelle pour l'f's ti mat ion puisque z•• et Z•• eonrien­
nent tou s les les deux i via les te rmes J( p,.t:t I J "(.t:)i et J (p, .t:)- lJP(.t:) 0 i . La mé thode
util isée est alors celle prése ntée au pa ragraph e 5.2 et qui consist e il. "intég rer un e fois"
l 'éq uat ion (7 .2) via une fonctio n de t ransfe rt sca la ire , c 'es t-à-dire que l'o n dédui t de (7.2)
l'équa tion " filtrée "

en d éfinisse nt, comme en (5. 3 et, (5.5) ,

Z

D( fr)w

Z po + w

H(!c):••
J1(!; )Zo.
o

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

où H f'st une Condion de t rans fert ra tionelle scalai re sta ble et s tri ete men t propr e el D est
son d énomi na teu r. Notons que cet te écriture n'a de sens que dan s R", ce qu i j ustifie d éja
qu e 1'011 se so it res tre in t aux syst èmes dans R" (cf. lignes d ' int rod uc tion du chapitre). On
définit également

e = Zp - z (7.9)

Noto ns que (7.6 ) et (7.7) qui définü&enl z et Z , ne peuv ent évide mm ent pu êt re utili sés
telles quelle s pour I ~s calcul er (zo. et Zo. ne sont pas mesur és puisq u' ils dé pendent de x).
Ti ra nt parti e de la st ricte cau sali té de H , nous don nero ns au para graphe 7.1.2 des co nd it ions,
et des mét hodes pour calculer z et Z définis par (7 .6 ) et (7.7) .

Es t im ntion proprem ent dite

Supposant ce pro blème réso lu, nous pou vons utili ser tou s les eatimate urs dévf'.Iop~ au
cha pit re <1 sur l' équati on (7 .9); nous choisissons ici les est ima te urs de typ e gra die nt Çmt.m 2
(vo ir (4.5 1» ou de typf' moindr e ca rrés CSm l (voir (4.64). Leur em ploi sur (7 .9) d onne :

J ' = 1I _lI m , - , ({t+lziir m
,

\ P constante

(7.10)

(7.11)
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da ns le ees Oml ,m :z, et

(7.12)

dans le cas .cs"'
l

Dam le premier cas, on a ura les propri ét és suiva nt es de e et p, d 'après
le lemm e 4.7 ;

(Fizi'r.;'lT r<1E [,",H

(v'I+iZj2)"',-IIPI E [,H*.-

Dans le second cas, d 'a près le lem me 4.9, on auru les propriétés suivantes :

lei E L""' u
Ipl E L1

L oi d e c o m m a n de

O n p rend ra

(7.13)

(7.14)

(7.15)

o ù UfT f"-s t issu de l'hypot hèse SF et v est nul dans le cas de la commande "certa inty
equiva lence" (cf. par agra phe 7.2) ou calcu lé pou r perm ett re d' obte ni r le plus gra nd bassin
d 'att raction p ossib le, dans certains cas (cf. par agraphe 1.3),

Conc lu s io n

La co mm a nde acIaptati ve va donc se décomposer en tr ois ph ases, qu i ind uisent au tant de
parties du co ntrô leur :

O btenti o n d e Z e t z : Ils sont don nés, à pa rtir des grandeurs co nnues, pa r les èq ua tlons
à intégrer (7.26) et (7,27) ou (7.31) et (7.32 ) du para graph e 7.1.2. Les varia bles d 'é tat
de cett e par tie du contrôleur sont w et n.

E s ti m a t io n : On utilise un est imateur de ty pe Om l ,rn 2 ou CS m 1 , c' es t à d ire: Lf's variables
d' état de cette par tie du cont rôleur sont p,et P si l' on est d ans le ces CS rn 1

C o mma n d e ; 11.est do nn é par (7.15).

7 .1. 2 F iltr ag e , p r ob lè m es de ca lcu labilité

Pour ut iliser ces algori t hm es, les qu antit és filtr ées Z et z d oivent êt re ca lcula bles à par tir des
qu antit és mesur éee, c'es t-à -d ire ;z: et 11.; c'est là l'hypot h èse di te "d' informa tions réalistes"
sur Z.~ fOt z•• (voir définiti on 5.1). Ce pa ra graphe donne des cond itions pou r que Z et z:
do nnés pAf (7.6) et (7.7) soie-nt effective ment calcu lables sans utiliser è .
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Il n' es t pas difficile de se rend re com pte que le seul pro blème po ur sat isfaire ce tt e cond i­
t ion , c'est -à -dir e p our calcule r Z et z est de pouvoir calcu le r les gran deurs y" ct YI' obte n ues
en int ég ran t un e fois la part ie de Z•• et z•• qui con tien t i , c'est-à-d ire d éfini es pa r

Ma is on peut écri re

y" J( p,z )- t JO(z )i

Y" = J (p,zr 1J" (z ) 0 i

(7.16)

(7.17)

J(p,z ) t J "(z )z

- J (p,z )- IJ (P, z)J(p, z r t J" (z )z

- J (p, Z)- I:ratrTz (7.18)

e t la même chose pour Y". O n peu t donc calculer y" (ou Y, ) par u ne réali sation du typ e:

à la c~ndi tion que la d êrlv ée de J Ile soit pas incer taine, c' est à dire q ue Ica quan t ités~

et J "(z ) ne soien t en fait pAS fonct ion de p. via :i:. Cela j us t ifie la form e de l' hypot hèse C IL

D éfi n ition 7.1 ( C on d it io n C il ) On dira que la famille (SI') Jati&fait la condi tio n C il Ji
t lle u t paramélr ée implici tem ent finélùrt men l (condition P LI ) d.li J e plu. ,

81"
- (z ).J (p, z r 1 [a(p,z ) + b(p, z )ula,

et ~(z ) 0 (J(p, z )- l [a(p,z ) + b(p,z)uJ)

ne dépend ent paJ de p, c 'eJl·à ·d irc .Ion ! deJ fonct ion de z et u " culemen t. On note alorJ

j ,,(z , u)

j l'(z , u )

J (p,p , z, u)

aJ'
fu"(z ).J (p, z )-I [a(p,z ) +b(p, z )uJ

~:(,) 0 (J (p" r '[ a(p, , ) + ' (p, , ).1)

sr-
a;-(z ).J (p,z )- I[a(p, z ) + b(p, r)uJ

+ ~(,) 0 (J(p,' )- ' [a(p,, ) + '(p,, ). 1)P

(7.20)

(7.21)

(7.22)

E xe m p le 7.1 Dans le cas de rob otes rigide, cet te hypo t hèse est vérifiée, et cda a été
rem a rq ué et ut ilisé par Alidd1eton et Goodwin (351et Camp ion et Badin [Il]. C 'es t l"' in­
t ègra t ion par pa rt ie" d u te rme K ( p,6 ).ë (o ù [( est la ma tr ice d 'in er t ie) , possibl e car K ne
dé pend pas d e 0, et que la d ér ivée de 8 est 0, mesuré. Dans cet ex emp le, z = (8,0) et

J(p, , ) = ( ; K(;,,))
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Cet te con dit ion est su ffisant e pour pouvoir calcule r z et Z sans la mesu re de z queUe
que soit il ra tioneiJe st ric tement cec sale . Dans le Cll.ll par ticulie r où

s i bien q ue (7.6) et (7.7) s'hrivent

ce calcul s' ecrit expliei tement r

lI(.)
1

;.;+t ,

'.,
z..

(7.23)

(7.24)

(7.2ô)

{: - J(iv : t ' î (p, p,x , u) J( p, x )- l J"(r )z - J (p, r )- ' j "(x , u) x
- J(p,xt 1[a"(z ) + b"(z )uJ
w + ~ J( p , zt l J"(Z )Z

(7.26)

{

Ii = - J (p,Z)-1 J (p, p, z, u) J (p, z t 'JP(z ) 0 r - J(iv t ' j p(z ,u) 0 x
- J (p, z)- I [AP(r ) + /JP(z ) 0 u]

Z = fi + ~ J( p,zt I JP(Z) 0 z
(7.27)

D éfi n ition 7 .2 (Conditio n en) 0 1'1 dira que la fam ille (Sp) lJatilJfai t la. conditioli C I 2 lJi
d Ie "" t pammé tr ée implicit emtl'l t linéai rem ent (conditi on PLI) e t lJi de pItH, il ez illte delJ
[onclions Cl de p et de x , h"(p, z) et hP(p,z) tel1elJ que, po ur tout r dan~ R" et tout p, q
dan~ Il ,

[ ).,(r(.)) ( '1;"(p" ) )1 8 ( ).' [ ( ) ( ).J )1J (p, z jP( z) - ~(p, z ) oqJ q,z l'l ,X +t' p, Z y\q ,z = 0 (7.28 )

E xe m p le 7.2 Da ns le cas de systèmes de d imens ion l , eeei es t to ujours v~ri fié en prenant:

1." J (p, ( r ' r «( ) d(

1." J (p,W 'J"«() d(

(7.29)

(7.30)

car alor s le premi er fac teu r en tre crochet s dan s (7.28 ) est iden tiq uement nu l.

Co mme pour la condi t ion C I2, cett e condi t ion est sufUsante po ur pou voir calculer z et
Z sa ns la mesur e de :i: quelle que soit If ra fio nelle s t ricte ment ca us ale, e t dans le cas ail lf
es t d onné par (7.23), ce calc ul pr end la forme suivante :
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et

- ~ hP(p,z) - ~(p, z)p

+ [J (p,Z)- I JP(Z) - ~(p, z»)J ( p,z)-I (a(p, z ) + v(p,z)b(p, z))
+ J(p,zt' (A P(z ) + v(p, z) BP(z))
~ hP(p, z) + n

(7.32)

7 .2 C ommande "cer tain ty eq u ivale n ce". Com por te­
m en t

La loi de commande utilis ée ici es t la plus simpl e à imaginer iLpartir des lois p-dép en dant es
donn ées par l 'hypotl lt-se SF pu isque l 'on choi sit :

(7.33)

p Hant d onné par un est ima te ur. On n'exploite pas Ill. poss ibilité de mo d ifie r les lois de
com mande pa r le te rme v, q ue l'on prend donc nul.

O n obtient le eontr ôleur adap tatif suivant :

IO.. t rôleur ~".,;,,, "

P, P

n, z.•
w, ,

U'T(P,Z)

donnés par(4.51 ) (0'" I .m2)

ou par (4.64) ( CS "' I)

donnés par (7.27) ou (7.32 )

donnés par (7.26 ) ou (7.:11)

(7.34)

( 7.35)

(7.36)

( 7.37)

7.2 .1 A n a lyse d e com p or tem e n t , problè m e de p erturba ti on s

Rev,,"o ns ;" l'éq uation d u syst " me houcl é (6.3 4) sous forme "e rre ur l ur le sys tt,me"

1: = ..,,(p,z ) + e••

C'..st na t urdlement un e pertuhation de (6.35):

J ~ = .,, (p,z )
l p = 0 ,

(7.38)
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par p(qui sera do nné par un est imat eur) et e••. Hélas , les estimateurs " réa.list es" u tilisant
non pas L • • et Z•• mais L et Z ne rendent pas e.. peti t , mais seulement e donné pa r

e = L - Zp , (7.39 )

et il es t faux que si e ~t petit en un certain sens, alor s e•• le soit . O n va d onc essay ee de
r&;cri.re le système boud é de mani ère il.ce que les p er turba ti ons soient non pas pet e •• mai s
bien pet e,

Po ur cel a , on se rest rein t il. la forme particulièr e de Il ;

H (. ) ~ _ 1_ ,
p& + l

(7.40)

d éja utilisée p our écrire le calcu l de Z et L, qu i véri fient da ns ce cas ·là (7.24) et (7.25); e
vér ifie a lo r s

pt.+ e = l' •• + p Zp (7.41)

Ce tt e id entité est simple il. obtenir. Elle est a ussi la eon séqu en se du cas par ticul ier p our une
fonction de t ransfert de la forme (7.40) de ce que l 'on appelle parfois le "s we pping lemma"
(voir par exemple [48]) et qui ex pr ime , si H es t une fonction de trans fert quelconque (scalaire)
la d iffér ence

Il(&). Yt Y2 - [ll (&).Yd Y2

en tre // (s) appliq ué au prod uit Y1Yt et le p rod uit de Yt et de ll (8) appliqué il. YlI YI rot Yz
ét an t des fonc t ions d u temps, évent uellem ent mat ricielles (ici , YI =Z et Yt = P= p. - p).
P our des Ïonct.ions de transfert ayan t un dé nominate ur de degré supé rie ur 11. 2 , cette difffren('e
a une expre ssion assez compliquée qui fait in ter venir l'é t at d 'u ne réa1isll.tion mini ma le de Il,
alo rs qu 'ici elle se réd uit ail t erme l' Z p, ce qui va nous permet tre rie poursuivre. C'est Ill.
rai son essent ielle pou r laquelle nous nous sommes rest reints à une fonction de tr a nsfert du
type (7.40).

L'i ntérêt de (7 .41) est de nous permett re de réécri re (6.34) sous une forme où les pertu r­
bat ions sont bien e et p. En effet, (7.41) ct (6.34) entra înent;

Z = &p(p,z ) + lJe + e + JlZp (7.42)

(7.43)
",o(p,Y + lJe) + e + JlZ p
y + p e

- JlZ + Z••

que l'o n peut réécri re, avee le ch angement de var iab le y = ;r - p e, et en rajout ant le com ­
port eme n t de Z,

O n pose alors
V (') ~ V(P(I), y(' )) (7.44)

et l'on a

v = ~,,,(p,y)

+~ [&,,(p,J/+Jle) - ,,,(p,y) + e + l' Z p] (7.45)

+ ~j.



7.2. Commande "certa in t y equiva le nce " . Comportement 8.'';

d 'où, dès que y est da ns un domaine où (1.23) (co nditio ns SF) sont vérlflés,

V :5 - cV + 1 ~[so(Ji, y+ w)-,,, ( p, y)]1 (7.46 )

+ '~el + ~ I~Z~' + l~pl
oit, en explicit ant la dernière ligne de (7 .43),

z = -~Z + J(p, y+~e) -lJP( y+~e) 0 [J(p" y+~erl ( a (p ' , y+jJe ) + b(p' , y+ /Je )u ) ]
+ J(p,x)- l [AP(x ) + BP(x) 0 u]

(7.47)

7.2 .2 R ésultat lo cal

Théorème 7.3 Si la jamille de '~s temu sat isja it le, cQndi!iQtu PLI et Cl/ ou Cl! el

sat i, jait lou.lemen t la rondition SP et si de plus on choisît Z(O) et z(O) de nor me injirieut"e
à un e u rtaine con,tante, alofs il e:rü te un vOÎ&inage de 0 tel que pour toute condition
initia le telle que z(O) , oit dans ce voisi nage et que P(O) , oit asuz proche de p' , la ,olution
correspo n dan te n'a pa' d' cxplosion en temps fini, elt bornée sur [0, +(0), et sa com posante
r(t) rtl te da'" le voi.i nage de 0 où les condi tion. SF . on t vérifié tll; de plus, z tend vers o.

NOIHI don nons dll.ns 142] un rêsultat local sensible ment diffèren t. Voir rem ar qu e 7.2.

7.2 .3 R ésult at global

On suppos e ma intenan t que les condit ions SF sont sat isfaites globalement . Pour ét a.hl ir
u ne converge nce d u sys tè me ada pt ati f, nous int roduis ons des hy poth èses suiva nte s sur la
"cr oissa nce à l'in fini" <les cha mps, de V et cl",J :

D léOn it ion 7.4 (Cond iti on DCI) On dit que fa jamille (S ,) .ati,jait la condition B el , i
l 'an a les est imées ,uivantu . ur la croiuance à l 'infin i de V , J , a et b, in trodu its en ( i .st ),
(1.J3), (1. 15) et (1.16) :

n l'z ilt e tlne fonct ion continue po, itive k du paramitre et du con, tante' posit ives d, 0:,

{J, rt, fi telle. que, pour tout (p , z ) dan, fi x W' ,

11 ~ I P, z ) 1 1 s k{p) Sup { l , V(p ,x )" } (7.48)

' 1 ~ (p, z) 11 ,; klp ) Sup ( l , V(p,z)' } (7.49)

lIa"(z)11 k(p ) Sup { 1 , V ( p, x f' } (7.50)

lIA'(z)11 k(p ) Sup { l , V ( p, z f' } (7.51)

lIb"(z) .... (p,z)11 k(p) Sup { 1 , V (p, x )'" } (7.52)

IIB'(z)0 ....Ip,z)1I k(p) Sup { l , V(p, z )'" } (7.53)
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IJ (p, ' )- ' J ' (' )1 s k(p) (1 .54 )

n••(p, .) - ,~p, v) :1 ~ k(p) Sup { l , V(p,. )' } (1+Il' - vi') Il' - vii (1.55)

Ces conditi ons p~rm~tt~nt de majorer toue les te rmes de (7.46) en fonttion de puissanc5
de V et des " pertu rh!t.tiool p et e : rappelons que l'on définit

V(I) = V(V(, ), ,,,» , (7.56)

y éta nt donn é par (1.43 )-(7 .46) ent raîn e alors l'i négalit é suivante où k(p ) n'a pas forcément la
même valeur que el-dessus, ma is est une Ioa ctiou de cc dernier ct des différent es constantes :

li :s: - eV + k(p ) Sup {I , V "· ' } (1 +polllitllol)llitli (1.51)

+ k(p) Sup{l, V· } Il'11
+ k(p) Supt l , V·) IIZII Il);11
+ k(p) Supj l , V'} Il);11

et pa r aiUeun (calcu l un peu moins imm édia t préci sé en (B.63)-( B.54) da ns (42], reprod uit
pagc 165),

T,{IIZn ~ - pllZg + k(p) Sup{ I , V ' } (1.58)

+ k(p) Sup {l, V· '} (11' 11 ' + I!' II~ )

et finalemen t le th éo r èm e sui vant

Théo rème 7.5 Sou, lu hypolh t . u . uivanlu :

lu cond ition , PLl el CU ou Cl! l ord , at i' /l!i tu ,

SP t d I4t~/ail t globalt mtnl ,

_ lc, con di lion , dt t roi"a nct li l 'infini BCI . onl , a li./aiICl, a~c :

{

Q < 1
0: +7 ~ 1
o:+ li s 1

{j :S: 1

(1.59 )

On uliliu lt tonlrôlt ur d i cri l t'i- dtuu.l e eee un tJ timat~ur de t ype Cm l ,m:z ou CS m1,
lc, nornbru m l ct ml l tan t choi.j. I t u qu I'

ml 2:: 0 + t (1.60)

ml 2:: SUP {I,d ''1-t ' l : n -t ' l ':2Q} (1.61)

dar" Ir ea, ou l 'on tl til~c Cm l ,mJ ct p4r

ml 2:: Sup { l , d, '1 - 1 • 1 ~ Q - 1}

dao, le ta, ou l 'on ulilüt CS PAI •

(1.62)
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on Il fe&concl u,sion&3uivante3 3ur le comportemen t du "y&tème bouclé : toute solut ion " .\t

définie et bornée 3ur [0, + 00), et z tend ver&O.

D émonstr a ti on: Elle est donnée dan s [42], repro d uite page 163, mais IIOUS la résumo ns
ici rap idement . O n cons truit un e fonct ion quad ratique de finie po sit ive de V (TV1 da ns [42])
ct IIZII (W2 dans [42]), donné e pa r (B.59), e t que l' on appelle TV (Udnns [42]). Le ca lcul de
TV, il, partir de V et 1ïIIZII do nn és pa r (7.57) et (7.58) et des ma jor at io ns données pa r la
conditi on BC I perm et d' a rr iver iL

TV ::; - c TV + k (p )Sup { l , TV } f(t) (7.63)

où f(t) est une somm e de fonctions Liepo ur d ifférente !':valeurs de k . O n con cl ut alor s grâce
au lemme 3 da ns [42] (reprod uit pa ge 165) ou a u lemm e 8.5 (page 108) après avoir re m plac é

Sup{l , W } pa r 1 + TV \J 'V 'V

R emarque 7.1 Si la fonctio n de Lyapunov V ne dépend pas de p , ce qui est le cas

par exe mple si les systèmes de la fami lle sont équivalents pa r feed bac k (co nd it ion FE , voir
théorème 2.2), l' hypo thèse {3 ::; 1 es t évidemment véri fiée, mais il n'y a pas d ' aut re ga in
spec tac ulai re par ra ppo rt au cas "gé néral" En revanche, sous une hy pot hèse un p eu plu s
for te qu e celle qui est do nnée com me CNS po ur l 'équ ivalence par feed beck ( théo rè me 2.2), e t
en m odifi an t les lois de commandes, on va pouvoir amé liorer net teme nt les résult at s obten us
ici. •

Rema rque 7.2 Dan s [42], nOl1Sdonnons un résulta t loca l de na t ure différente d u t h éorème
7.3 (vo ir t héorème 1 de [42], repro duit page 160) : nou s su ppos ons en fait les hypothès es du
th éo rèm e 7.5 sa t isfa it es (en par t iculie r les systèmes sont supposés globalement st abilisll.hlt>s)
sauf les ma jorat ion s (7 .59) sur les indices a, /3,,. (0 do it tout d e mêm e êt re stric te me nt
in férieur à. 1). On défin it l' in dice

111 = Su p { 0 + "f , 0 +.s , {3} ,

et lors que 111 est su péri eur il, 1, on n'a plus le résult at global én on cé ici, ma is l'o n p eut do nne r
une est im ée d u do main e de st abilit é en fonct ion de 1J1-l (e t de cons ta ntes difficiles à évalue r

!) . •

7 .3 Modification des lo is "certainty equiva lence"

E n pr enant la comman de non plus sous la forme cer ta int y eq uivalence, ma is so us la forme :

u = u, ...(p,z) + v , (7.64)

0011S nou s don no ns un d egré de liberté suppléme nta ire.

Cet te idée a ét é exploit ée en premie r pa r Mi dd le/on et Goo dwin [351 da ns le cas de la
com m and e de ro bot s (vo ir remar que 7.3 page 90) .
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L'éq ua t ion (7.45) devien t a lors

V :5 - l' V + ~ [""(p'Y+lte) -,, ,,(p, y ) + e + Zj; + j- lgv]

+ ~P (7.65 )

On pe ut espé rer , grâce à un choix appro prié de v , sup pr ime r un e par t ie des termes qui
suivent - l'V d q ui ét a ient ju squ e là int er pr étés comme des p ert urbs.tion s. L' id éal serail
qu 'i l existe v(x , p,e ,p ) tel que

Sauf simplificat ion miraculeuse, u n tel v(x , p,e,p)se d écom poserait en

un terme an nu la nt r r",,(p,y + p.e) - ",,(p,y) ],
un terme annula nt ~e,
un terme annulan t ~Zp,

e t UII te rm e annulant *,P.
Malheureusement , ] - l/)V ne peut atteindre que l'espace eng end ré pa r les vec teu rs ] -1;;;;,
c'e st-à -dire par les vect eu rs d e comm and e ~ (vo ir (1.12)). Ainsi, il l'st pM exemple né.
cee sai re! qu e le term e Zr soit pr éciséme nt da ns l'espace engendré pa r les g;. Il es t hélas
d ifficile de ca ract ériser la dieect ton de Z , qu i est donné dynamiqueme nt par (7.25). Une
condit ion suffisante explici te IJU I' l'on pe ut do nne r pou r assurer, à un terme ex pon entiel le.
IIH"nt décroissant près , qu e Zp "a res ter dans l' image de la commande est l'e xis te nce d'un
aoua-eapece lin éai re c:onstllnt C de R", tel que :

JP(x )6p E G
AP(x )fil' E G
Br (:r)6p E G k=l, ...,Tn

(7.67)

(7.68)

Sous cet te con ditio n, et d 'après (7.4), il est clair qu e Z.,P rest e da ns G, ce qu i im plique,
d' lI.pr rs (7.25) , que Z y rest e .il. un terme ex ponentiellement d écroissant pr ès. Sou s réser ve
que 9 soit de rang con s tan t m axi ma l (condition Re), on écri t a lors un pu udo.i nveru g' de
9 (voir pro posit ion A.l page 137 ), ct 1'011pren d :

v = - 1J. g' Z p (7 .69)

Par ailleurs, ces conditions très fortes im pliquent, au vu de (1.11), (1.12), (1. 13), (1.14)
et ( 1.16), que

(7.70)

I En {-.il , eele n' u t plIAn~~~8Sail~ pOUl qu~ I ~ I ~rln~ ~î- Ig.v(;r,p, e,p) puis"" an nu l~ . l e t~rme ~Zp,

mais pour que le t~rm~ j- I g.,, ( z,p, ~,p) pui$$~ IUlRuln I~ t~rme Zp, Cf: qui esi ll. priori plus exigea nt. Nous
n~ sommu p.... en Ir llÎn <J ~ p rOUV~l qu~ noo ~olld i liono oont ,, ~~u$llir ~., m"; . ...nl em~nt d ·~xp.iqun ~n qu oi e~

sont ln moin s ~xi s~an t" pa rmi (dIes qui 'Ollt simple. !
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et ceci impl iq ue, d'après le th éorè me 2.2 , que la fam ille sa t isfait la cond itio n FE : tou s les
sys tèmes SI>sont éq uivale nts par feedhack, sa ns difféomorphisme. Moyenn ant un a nt re choix
de U ST' on peut alors faire en sort e que V ne d épende P IUI de p (cf. remarq ue 1.5 ). Ceci
sup prime le ter me %;p. Q uant a ux deux pr emiers terme s, il est difficile de ca ra ct éri ser les
cas où l 'on saurait agir sur eux via la commend e, VII qu e e est obtenu dy nami que ment , e t
qu e l'on ne peut tou t de même pas demander ILtou s les cha m ps d' êt re const ant s, et que de
plus le te rme .t.,(p, y + pe) - ",.,(p,y ) est une diff~rence ent re les vale ur s d ' Un cha mp en deux
points.

On se plae e donc da ns le cas où ( 7.67) et (7. 68) sont sll.t isfnits , et l' on mod ifie II en :

Co n trôle u r adaptat if Il bis :

U1T(P,Z) + v

- "yI (zb)
p don né par G......... ou l S ...,

Z don né par (7.27) ou (7.32)

don né par (1.26) ou (7.31)

(7.71)

(7.72)

(7.73)

(7.74)

( 7.75)

o ù r et P son t dea fond ions de a, Z, et pdonnées par (1.11) ou (1.12) suiva nt q ue l'es ti mateu r
ut ilis é est d u ty pe G",•.m. ou l S ...,

Le résultat ('st le sui vant :

Théorè m e 7.6 Si not re famille de .ty, U me, , at i'lait le, cond itio n.t PLI (paramé trage li­
néaire implici le), S F (.tlabili.tabiliU), et C/1 ou OH (con dition.t d'in UgrabiliU). et .ti dr.
plu, il eû'/e G .tou.t-upace constan t:de Il'' , vérifiant ( 7.67 ) et ( 7.68), a/or, on peut choi, ir
U ' T et V tels que ni '0 ni V ne dépenden t de p. Si l'on a de plu.t, a , ,.. et d étant de~

con starüe po~ it ive' et k une fon ction continue posi tive de p,

i l ~ (Z ) 1 1 s k(p ) Sup { 1 , V rp)" } (7.76)

Il',(z) - ' ,(y)11 ~ k(p) Sup{ 1 , V(p, z) ' } (1+[e - . 11 ' ) IIz - yll (7.77)

a + 6 :S l , (7.78)

a1or.t, .ti l 'on uti li~ e le CQnlrQI~ur ( 7.71)-(7.75), où m , el m~ .tati.tfont

J m) ;;:: a + 1

\ m. ;:: Su p { l , d , ~}

dan , le ca.t ou l 'on ut ili, e GU'I .n'J ' ou

m, ;:: Su p { l , d}

dan , le ca, ou l 'oTiuti li, e CS rnl , on a la propr iité ' uivante :
lout e "olution est défini e et bornie "u r [0,+0;»), et z tend ver" O.

(7.79)

(7.80)
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D érnona rrntion : Elle est très similair e à la précédente, mai s beau coup plus sim ple car il
n'y a plus "co uplage" entre J'équa tion en V et celle en IIZ II, pui sque le Ierrn e Zr, Il di spa ru .
Dt' plus , le t erm e 'V n'ajoute pas de com plexite, car il n'appa rait pas d ans Z•• , et d onc
pas dan.'! Z, mais seulement dans z••, et donc dans a, et do nc dans l', mais l'a lgorit hm e
d 'estimation majore a priori e. 'ï] 'ï] 'ï]

R e m a rqu e 7.3 Dan s [35J, le p rocé dé emp loyé pu Midd Jeton et Goodwin est identiq ue
à celui-ci (d ans le cas d 'un robot rigid e, nos hy poth èses son t vérifiées, G étant l'espace
d es vit esses an gula ires); cependa nt, l'équati on d 'obse rva tion chois ie dans [35] es t (7. 1), non
multipliée pa r J-I , si bien qu e les valeur s de Z•• et zeqq (7.3) -(7.4) sont mod ifiées ( pas de
(Rct eu r j - I ) i il en result e un tenue supplémentaire dans ( 7.65) , que l'on peut éga lt'mf'n t
an nuler so us les m êmes cond itions. •

7.4 Cas p art iculier d es systèmes à p aramé tra ge liné­
a ir e ex p licite

Da ns ce paragraphe, 1I0US allons seulement d étailler l' a pplication des méthodes d écri tes
plus hau t dan s le cu de fa milles de systè mes à parerné trege linéaire implicite au cas bien
particulier où el.' paramét rage est en (ait linéa ire apliti te . Cela simplifie ccnaidéra.blernent
l' ét ude précéde nte, et notam ment

_ l'obtention des qua nt ités filt rées z et Z (pa ragra phe 7.1. 2), ne pose plus aucun pro blè­
me, Ill. " réaliution" étant imm édiat e car JP ':Ë 0,

les co ndit ions dt' "c roissa nce il.l' infini" BCI sont tr f-s simplifi ées, voir n C2

Notons que l'on présentera au chapi tr e 8 des méthodes spécifiques au cas linéaire exp licite
et q ui peuvent donner de bien meilleurs résultats.

7.4. 1 Le co n t rô le ur

O bte ntio n d e z et Z

vu que JV ':Ë 0 et JO =: J, les condi to ns CIl et 0 12 sont t rivialement satisfaites. O n peut
d 'ai lleu rs calculer z pa r

J IJ.W + "" = - !;:r: - (10 - b"u

l z = ;:r: + w
(7.81)

et Z dir ect emen t par
(7.82)

Z.One dépe nd an t plus de Z.
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E st hnatio n et co m m a nd e

Il n'y Il, ici aucun chang emen t par rapport au Ca5 o h J d épend effecti vement de p.

7.4 .2 C omp ortemen t

D é fin ition T. T ( Co nd it ion BC 2 ) On dit que la famill e (S ,,) l atil fai t la condition n C2 l i
l 'on a leI eJtimiu " ,ivant el lu r la croi"ance ci l 'irlfini de V , J, a et h, introduilJ ell ( 1. ~1),

(1.13), (I .15) d (1.16) ;

n exil le un e fond ion poJiliv c k du param ètre et du constantes pOl iti vel d, li, {J, Î, Fi

Id lel que

et, pour tout ( p, x ) da," n x R",

a < 1 (7.83)

~ ~(p, x )11 s k(p) SUl' { l , \' (p, x )'" } (7 .84)

1 1 ~ (p, r) 1 1 S k(p) S" P { l , V( p, r )' } (7.85)

IIA' (' )II S k(p) Sup ( l , V( p,r)" } (7.86)

IIB' (. ) 0 " ..(p") 11 S k(p) S"P ( l , V ( p, r )" } (7.87)

II-.(p,. ) - -,(p,y)11 S k (p) S"p{ l , V (p, . )' } (1 +Il' - YII' ) Il' - yll (7.88)

Le résu lt at local n t le même que dans le cas linéai re impli cite ( t héorème 7.3), et on
Il le rés ult at global suivant , où BCI ~t remplacé par nC2 , et où J'on ne dem ande pl us de
conditi on d 'int égr abilité (Cn ou CI2) puisque le pa ram ét rage linéa.ire f"xplicite les imp liq ue :

Thé or ème T.8 Sou, le, hypoth èu, It.livan!e' :

. la cond ition PL E el t l alil/aile,

SFut,ali4aileglobair menl ,

le, condit ion, de croÎuance ci l' infin i Be t son t ,alis/ail el , avec:

(7.89)
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On utilù~ fe rontTôf~ur décrit rj .de uu, a eee un u timateur d~ typ e Yn>t.n>2 ou .cSn>l '
le, nomb ru m l tt m2 étant rhoi, ù tel.l que

m 2 2: Cf + 1 (7.90)

m l 2: Sup { 1 , d , 'Y - 1 , 1 : Cf - 1 , l ':2,J (7.91)

ml 2: Sup { 1 , d , .., - t , 1 2Cf - 1} (7.92)

On li le ~ ronriw ion, , u il'a n t ~, ,ur 1~ comport~m~nt du ,y,tèm~ boucli : toule ,olution ut
difini~ ~ t bornée 'ur [0, +00) , et e t~nd v~r, O.

D ém onst r a ti on : elle est la m ême que pour le t héo rème 7.5 . Les conditions (7. 50 ) et (7.52)
ne so nt plu s nécessaires car les termes qui les exigeaient sont mutlpliès par 1 ", qui est ici
identiquement nul. V V 'ï]

R e m a r q u e 7.4 Dans le cas d 'une fami lle de systèmes linéair es, c 'es t -à -dir e si J est une
mat rice d épendant uniquemen t de p (lin éaireme nt ) et a(p, .) et b. (p, .) sont, pou r tout p des
champs linéaires en e , et si la command e u ... est un Ieed back linéai re, t out es les fypo t hèses
sont v érifiées, evec :

Q"" i , /3 = 1 , ' = i , 6 = 0, d =O

On retrouve ainsi If" résulta t clas siq ue de commande adapt ati ve linéaire avec modé lisat ion
exac te (voir [23]). Il a pparait ainsi qu e ce résutll.t en linéai re est touj ours vrai no n par
en ra ison de pro prié tés s tr uct urelles des syst èmes linéai res, ma is seuleme nt pa rce que la
croissance à l' infini des incer tit udes n'es t pas plus que linéaire. •

R e m a r q u e 7.5 Dans le mê me eas linéai re explici te , et avec les mêmes méthod es, ma is dan s
le ..as de sys tèmes lin éarisables par feedback et diff éomorphisme, Nam e-t A rapostati s [371
ont ob t enu des rés ultats tr ès sem bla bles, avec des cond ition s parafique ment équivalentes,
da ns re t' ILS , à nos conditions BeZ. •



Chapitre 8

Commande des systèmes à

param étrage linéaire explicite

Les méthodes présentées dans ce chapitre sont spécifiques au cas d'un paramétrage linéaire
explicite. Elles peuvent être considérées comme supérieurs à celles décrites au chapitre
précédent pour plusieurs raisons:

• Les contrôleurs obtenus sont de plus petite taille car on exploite le fait que le régrcsseur
Z,q ne dépende pas de X, ce qui permet de l'utiliser explicitement au cours de l'estima­
tion et évite le recours à un grand nombre de variables dynamiques supplémentaires.

• On obtient une beaucoup plus large classe de contrôleurs, ce qui permet de tenir
compte éventuellement de la strucure de la famille de systèmes (sections 8.2.3 et 8.3).

• Contrairement à ceux du chapitre précédent, certains des algorithmes présentés ici
(contrôleurs E3 et E4) ne dépendent pas des coordonnées et sont valables intrinsèque­
ment sur la variété où vivent les systèmes.

La section 8.1.1 trace rapidement la démarche générale de ce chapitre. La section 8.2 re­
groupe tous les contrôleurs utilisant la commande "certainty equivalence" où l'on ne modifie
pas les lois de commande connues dépendant du paramètre; on y présente (8.2.1 et 8.2.2) des
algorithmes fondés sur les estimateurs "standard" du chapitre 5, puis (8.2.3) un algorithme
reposant sur un estimateur utilisant le système lui-même, et qui ne fonctionne que sous des
conditions restrictives. A la section 8.3, on donne des méthodes pour modifier les lois de
commande en tenant compte de l'adaptation, ce qui est possible sous certaines conditions
restrictives et améliore beaucoup le comportement des contrôleurs construits précédemment.
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8 .1 M éthod e

8.1.1 C hoix d e l' équa ti on d 'observation

Nous p réci son s id It'S tr ois choix p ossibles de l' équa tion d 'observation introd uits au para ­
gra phe 6 .3.1, en donn a nt en pe rt ieu ller la form ule explicit e des termes z•• ct Z .o.

E q uat ion du systèrne " e n z "

L'éq uat ion du syst ème
z = f(p' , z ) + g(p' , z )"

est lin éai re en p' , et fourn it à p riori une équat ion d'obs ervat ion de type (6.25):

z•• = Z•• p·

(8.1)

(8.2)

z..
'..

a l' + /l' 0 u

% - a" - b"u

(8.3)

(8.4)

Equat io n t r a n s formée p a r d iff éomo r p hi sme

L'éq uat ion du syst ème transformée par dlfféomo rphi srne dé pendan t de p s'écri t, avec

(8.5)

sous la forme

€ = ~(p, z )[f(p· , z ) + g(p· ,z ).uJ + ~(P' Z )fl , (8.6)

ce qui fournit une autre équat ion d'observat ion (8.2 ) avec

'..
z..

Equa tio n d e Ly a p u no v

€ - ~(p, z) la" + b"uJ - *(p,z)p

~(p,z ) [a" + V 0n)
Oz

(8.7)

(8 .8)

F.nfin une t roisiè me possib ilité se prése nte : utiliser com me équat ion d 'ob servation I'é qua tion
"de Lya p unov" , e'est à d ire, l' équati on d ifféren t ielle sAt i ~ fll. i te par

V( ' ) ~ V rP(' ), z (' )) , (8.9)



qui s'écri t

8 .1. M ét ho de

li = ~(p,z) [/(p"z) + g(p· ,z).u) + ~(p,z)p

Cee i fourn it une a utre équation d' obse rvat ion (s calair(") de type (8.2), avec

95

(8.10 )

'..
z.•

li - ~(p,;r: ) [a" + b'"uJ - ~(p,z)p

~(p,z)[aP + if 0 u]

(8.11)

(8.12)

8.1.2 C hoix d e l' estim a t e u r

Q uel que soi r le choix fait el-des sus , Z,• es t une fonct ion seulem ent de e , u, ct eventuellemen t
pet peu t donc être considéré com me mesu ré, ta ndis que z•• es t égal ement fonct ion de z ou
( ou V et n'e st d onc pas disponible.

On est donc dans le cas envisaKé à la section 5.4 de ln pa rt ie estimation, et l'on va ut iliser
Ies méthodes que l'on y a introdui tes , c 'est B. dire qu e l' est imateur sera de la for me

(8.13)

où 'KP,p est la pro ject ion dé finie page 42 (4.24 ), et destinée à contenir l'est imée p d ans If"
d omai ne TI où les hyp ot hèses restent valid es, P est la mat rice cons tante (ca rr ée symét riq ue
d éfinie pos itive) d M! "ga ins d 'adap tati on" , et e est la sortie d' un systè me d'entrée

cc sys t ème d evan t

e•• = Z" p - z., , (8.14)

1· êt re t el qu e e soit calcula ble à partir des mesu res fai tes (c'est à d lre il. pa rtir de la
mes ure de z , et non d e celle de z) ;

2 . êt re st rictement passif (cf. d éfini t ion 5.4) .

Pou r sat isfai re la pre mière exig ea nce, on va choi sir ce syst ème Jtridcmen t cauJ ul, afin que e
soit obtenu en "intégran t 11.11 moins une fois" e... et pl us pa rt iculièr ement le te rme en i: (ou
( ou V ) q ui em pêche e" d'ê tre mesur ab le. Pour t out e Ill.suite, on va choisir ce syst ème de
la forme suivante:

< = 3 (( , ,;,z) + ".,
e = T ((, p,z )

(8.15)

o ù ( ellt l' éta t , de même taille que e., et e ,

Ceci d éfinit e ma is ne peut êt re utili sé pou r le calc uler pui sq ue c., co ntien t z 0 11 i ou
V (cf. (6.26), (6.29) , O ll (6.32)). Il exis te cependant toujours une meni ëre de calculer e
Ha n!! utiliser ex plicite ment ces dérivées, c'e st -à-dir e que l' on n'a pas besoi n d'i ntroduire de
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con dit ion s supplé me nta ire du type de CIl ou CI2 (c ha pit re 7) ;
- Da ns le cas où l'~quation d 'observa tion est (8.1), e•• a l' ex pres sion suivante (6.26) :

e.. = - ;Ï: + f (p, a: ) + g(p ,a:)u ,

si bien qu 'en pOllanl

'1 = z +( ,

on p eut r éécri re (8.15) sous la forme :

Tj :: ~(11 - z, P , Z) + f ( p,z) + g(p,z )u
e :: 1 (11 - a:, p,z)

Dans le cas où l' équa tion d 'obser vat ion est (8. 6), e•• II. l'ex pr ession suivante (6.29) :

(8.16)

(8 .17)

(8.18 )

e•• = - { + ~(p, z ) [J( p, a:) + g(p ,:lJ) u] -+ ~(p, Z ) f; , (8.19)

si bie n qu'e n p osa nt

'1 :: { + ( ,

on p eut réécrire (8.15) sou s la for me :

" ~ ~(. - (,p, z ) + ~(p,z )[f(p,z) + g(P,z )u) - ~(P,z)zP,. (PZ~ ,)
e = T( 'I - ~ , p, z)

(8 .20)

(8.21)

Da ns le ca s où l' équation d 'observat ion est (8.10), e•• II. l' ex pression suiv ant e (6.32) :

C., = - V + ~(p,;t ) [f (p,z ) + g(p, z ) u] + %;(p,r)f; , (8.22)

s i hien qu 'en p osant

11 = V +( ,

011 peut r éécri re (8.15) so us \11. fo rmc :

il :: ~( 11 - V, P, Z ) + ~(p,z ) [f(p,z ) + g(p, x)u J - ~(p, z )1f P.p ( PZ.:e)
e :: T ('I - V,p , z )

(8.23 )

(8.24)

d ans le CILli où l' éq uat ion d 'ob servat ion est (8.10) . (8 .18), (8.21), ou (8.24) peu vent êt re
uti lisés pour le ca lcul de e pui sq ue seules des variables mesurées int ervienn ent !

Q UDl1t à 1" deuxi ème e xigence , la. s tr ict e pa ssivit é (par ra pp or t il. deux fOlldioORp ositi ves
V et W d e (, pet :1" ) du sys tèm e entrée-sor t ie (8.15) , elle es t d éfinie pag e 54 et d'après la

IL". ~r i t u r"s (B.18) et (B.21) n'ont de seu que si l'on u l da ns R n , ou da M un syotèm e de eoordonn~es

(p r~senc e pu u: empl e de ~ - '1 ou e- '1 q ui n'a a ucun u ns i n tri ns~que) ; cette · r~al isat io n · n'u t do nc ~a1able

quelou lemen l. Eo tcvan che, (B.Z4) ne M l"' nd pas d e coo rdo nnées. On vell a p!IlSl oin (pa ra g.a phe B.Z.3)des
cas ou l'on pe ut oe pti5<'r du réali la t iollS (B.l B), (S.ZI) 01l(8 .24) elobte nirede ma nihe plus dir ecte el celte
fois indépendant edu oyslème d"eoordonn én .
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pr opos ition 5.8, elle ent ruine qu e sur toute tr aj ect oire d u système bouclé, q uelles que soient
les command es, V(t ) el W (t ) sont "pe ti tes" (cf. (5.52)) en un sens pr écisé pa t l 'i négalité :

l llP(t) - p"ll' + V( X( t )) + dJ,' W (X( T))dT S 11l ';(0) - p' l\' + V( X (O)) , (8.25 )

où X = «'P ,z ).
Rema rq ue 8 .1 Dan ...le CaJ; cie la linéari sa t ion pa r feedbae k et di fféom orphism e, '" éta nt le
d ifféo morphism e Iin éariaant., Ras tÎn d Cam pion (1) abo ut issent iLun e conat ruction ident ique
à (8 .21), av ec :

E(( ,p,z) ~ n ( (8.26)

où 0 est une ma trice strictemen t ex ponent iellement sta bl e. Cependant, nous avo ns introd uit
Tfcomme un e vari ab le d'état pen natt ant de calcu le r e défini par (8.15), alor s que dan s [7J,la
première éq uati on de (8 .21 ) est int ro duite comme un oburavateur adaptatif de { (voi r au ssi
Ba s tin et Gevers [8]), Tf (n ot é i dans [7]) ét ant en quelque sorte un e edimée de { (z d ans
[7]). Les aut eurs sont en suite condu its il.u ti liser dans leur es t im ateu r l'''erreu r''

P (z - i )

où P, gai n d' ad a pt ati on, est la solut ion, définie posi ti ve, de l'équation de Lyapunov

OTP + PO = - Q , (8.27)

Q étanl définie p osit ive q uelcon que. Ce P n'a pas le mêm e sen s qu e not re gai n P , qui peut
ê t re choisi quelconque: inte rp rét é dans not re formalisme, la sor t ie du sys t ème (8.15) serait

t = Y( , p,z ) = P( = P (z - i ) ,

P devant sa t isfai re (8.27 ) pour que (8.15) soit une systè me st r ict ement pas sif (pa r ra pp ort
à V = C P( el W = ( TQ(). •

8 .1.3 Lo i d e co mmande

011 pe ut touj ours écrire la loi de commende

(8.28)

ou v ~st nul da ns le cas de la com ma nde "c~rtainty equ ivalence" On va étudier ce pr emie r
cas à la sect ion 8.2 puis , .il. III section 8.3, des méthodes pour étendre, grâce au terme v , les
eas o ù l'on obtient la propri ét é glob ale.

8 .2 Commande certainty e q u iva len ce

AYllnt chois i la loi de commande (8.2R) avec e es u et l' ad ap ta t ion (8.13), il nous reste
.il. déter mine r le sys tè me pas sif (8. 15) pour ob teni r une de scri pt ion compl è te d u con tr ôleu r
adaptatif.
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8 .2 .1 Con t rô le ur avec es ti m a teur (Q' :FtI'\l,tI'\1 )

Ecriture d u co ntrôle u r

L'esti mat eur O.rml ,tn2 ' int rod uit à la sec tio n 5.4, est du type décrit au par agra ph e 8.1.2
a vec le choix suiva nt de E et T :

~( . P . z ) ~ -11(11- '- ' (1 + " Z.. ' Z.. )-.1' (
T(, p. z) ~ (

c'es t -à-d ire qu'en défini ssant T par

e est do nné par

è + r e = l'.,

(8.29)

(8.30)

(8.31)

Maint enan t , selo n le choix de l'é quat ion d 'obser vation, r-t d onc de Z., et de l' •., on obti en t
di fférents contrôleur s.

Eeümst ion sur l' éqUllt iOlI "en z"

Le contrôleur est do nné par u = UsT(i>,Z), (8.13) , (8.3) et (8 .18), dans lequel E et T sont
don nés pa r (8.29), c'est-à-d ire qu 'i l s'écrit:

Contrôleur ada pta ti f El :

u,,(P. z )

fi - tr P.P (PZ~ e)

Z., AP(z ) + BP(z ) 0 u'T(P,Z)

" - z
i, = - r l'1 - e] + ~,,(p, z)

Il'1 - 'cll",, -l(l + trZ.,TZ., )"'lll

Rappelons que

f (p, z ) + g(P, Z)UST(P,Z )

(cf. conditions SF d éfinit ions 1.3).

(8.32)

(8.33)

(8.34)

(8.35)
(8.36)

(8.37)

(8.38)

Eslimat ion sur l' équa tion tran~formée p ar difféomorp rusme

L èq ua.tio n d 'ob serv ation choisie est ici (8.2), équa t ion du sys tèm e ap rès difféomorphis me.

Le cont rôleur es t d onné par U= U'T(p,Z), (8.13), (8.8) et (8.21), da na lequel E et T sont
do nnés par (8.29), c 'est -à -diu , qu' il s 'écrit :
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Contrôleur adaptatif E2 :

", .(P,z ) (8.39)

p = - lI"P.i> (PZ.:e) (8.40)

Z.. ~(p, ;r )[A"(z) + B P(x ) 0 uST(p,z) ] (8.41 )

TI - Y"( p, x ) (8 .42)

- r [1) - op(p,x) ] + s( p,op(p,x)) - ~(p,x )7rP.J't (pz: e ) (8.43)

11 1/ - op(p,x)llml - 1(1 + t rZ••TZ•• )ml /2 (8.44)

Ra ppel ons q ue

s( p,op( p, z » = ~(p, z )[f(p, ;r) + g(p,z)Us,,(p,x ») (8.45)

(d. co ndi t ions sr défi nit ions 1.3).

Est imlltion sur J'équa tion de Lyapunov

Le con t rôleu r est donné par u = u,,,(p,x), (8.13) o ù Z•• est donné par (8 .12) et e ..s t
d onné pa r (8.24 ) d ans leq uel E:et T sont d onnés pa r (8.29), c 'es t-à-dire qu 'il s 'éc rit :

Co ntrô le ur ad ap ta t if E3 1

U.T(p, z) (8.46)

P = - 7rP. p (PZ~e) (8.47)

Z.. ~(p,z ) [A P + B P 0 u'T(P, Z)] (8.48)

" - v( P,z ) (8 .49)

1, = - r [11 - V(p,z )] + ~(P'X )"o(P' X)

- ~(P, X )lI"P.P (PZ:e) (8.50)

Il'1 - V(p,z)II",, -I (l + t rZ••TZ•• )"'. /2 (8.51)

(8.52)SI' : f ~l = .1:2 + pO(zd
l Z 2 = p u

On Il. vu Cil (1.29), (1.3:\) et (1.36), q u'en choisissant

Ra ppelo ns que "'0t'lit donn é par (8.38).

Exemple 8.1 Reprenons la fa mille de syst ème s dan s R2 introduit e à l 'exemp le 1.5, ct
repri se à l'e xemp le t:1.I :
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le sys t ème en boucle fermée obte nu en command ant S, par tL' T(P, .) s'écrit, av ec

l ,(p,r )

i ~ «o ~ (0 1 )1- ""1 -w~

(8. 54)

(8.55)

(8.56)

Comm e on l'a rema rqué à l'exemple 6. 1, le eh em p .. ne dépend pa s de p. O n peut alors
pr endr e pour U un e fonct ion quadr a tiq ue de e:

où la matrice sYllmé trique définie po siti ve Q est solu t ion de (1.38). San s changement de
coo rdon n ées, le champ t'Il benele fermée et la foncti on de Lya punov s'é criv en t :

(
r, + p'(r,) )

3o(p, X) _ p8'(x d [x, + p 8(xd l _ Wl~1 _ W, [Z2 + p8(~I )] (8.58)

V( p, z) U( tp(p,z )) = tQnz ; + Q12Z I (Z l + p8 (z d) + tQn (z , +p8(z d )'S.59)

La command e Un l'St d éfinie uniqueme nt si p est non nul. O n suppose don c, par exemple
que l'on sai t q ue p. t'Jit po siti f, et même strictement supé rieur à 1. On peut alor s cho isir
fi = [t , + oo) et TIl = [1, + 00) (voi r (4.22)-(4.23)). La projec tio n 1rf>,P est simplement. une
m ult iplica t ion par une fonc tio n scala ire , q ui em pêche fi de sor tir de li. + 00) :

\

l si P ;:: 1
1r j},p( s) = p(p,J) s, avec p(fi,s) = 1 . i t ::s: fi :::; 1 et J 2: 0

2(fi - H . i r ::s: p .$ 1 et J .$ 0
(8. 60)

La matrice P est ici seu leme nt un nombre po sit if (ca r p est de dim ension 1), ce qui explique
qu e 1rj;.P ne dépend e pas de P. On va cboisir, pour s implifie r, et parce que ce ga in réel
n 'apporte pas grand ehose,

P = 1 (8 .61)

O n peut alors écrire dans ce cu -là les contrôleu rs El , E2, et E3. Da ns chacun d 'e ux , I/l.
commande est donnée pa r

cl l'e stimateur s 'écrit de 111. façon suivante :

Co nt rôleu r El : Le régre sseur de l'équation d u syst èm e "en e " s 'écri t :

(8.63)
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si bien que I'es tjmate ur proprement dit est:

{

P = - P [9(zd (111 - zd + UST(p, z )( t/2 - Z2)}
ili = - r ['11 ~ zd + Z2 + p8(z Jl
in = - r ['72 ~ Z2] - ji8'(ZJl[Z2 + p9(Zl)] - ( W1 Z 1 + WZ [Z2 + p9(zdD
r = Il'1 - z ll',.. - I (1+ 9(zd2+ un(p,r)Z)"'s/2
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(8.64)
On Il. écrit p lUI lieu de

(8.65)

où p est Ill. fonct ion à valeu r dan s [0, 1] d écrite en (8.60).

Contrôleu r E2 : Le r égeesseu e de l'équat ion d u sys t ème tr a nsform ée pa r ",(p, .) s' écrit (voir
(6.23)) ,

si hi en que l'esti ma teur prop remen t dit est , en pos ant

- ( î, ) .t = [z = ",(p, z )

{

p = - p [' (z,)(", - î:l + (u,,(p,z ) + P8(z,)O'(z .)) (", - [,)1
111 = - r ['I l - 6 ] + 6
in = - r [l'/'l - .f2] - Wtfl - w2 f 2 + 8(ZI)P
r = Ill'} - ( 11'",- 1 ( 1 + 8(r d 2 + (UfT(p,z) +p8(zd9'(z.W )""/ 2

avec Ill.mêm e rem arqu e sur p qu 'en (8.65).

Contrillrn r F:3 : Le r égreseeur (scala ire) de l' équ ation "de Lyapunov" s' écrit:

(8.60)

(8.67)

(8.68)

si bien que l'estimateur pro prement di t CIIt ('1 est sca laire) :

(8.70)

où (est tou jo urs donn é par (8.6 7), r es t le ter me de d roit e de l'équatio n de Lyepun ov (1.38)
dont Q ('st solution, et. p est toujou rs do nné en (8 .65) .

Nous reprendr ons cd exemple, pour discu ter, suiva nt la forme de hl. fon ct ion (J, des
perfor ma nces d e ces contrôleu rs, c'est-À-d ire de leur ca pacité il.don ne r le rés ult a t globa l. •
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C o m p o r t em en t

T hé o r è m e 8.1 (Résu lt Rt lo cal ) Si la fam ilie de sJlsUmu (Sp ) satisfait les condi tions
l' LE d satisl ait localement la condition SF, et que l'on utilise un contrôleur adaptatif de
tllpe El , Ef , ou Ei , ou. ml et m 2 sont choisis tels que' :

m 2 > 0 (8.71)

alorl il ee ù te un voisinage'de'( p. , 0,0) t t! que pour toute f:ondi tion initiale Jan s ce eoisinaqe,
la solution corn spondanle n'a pas d'ezplosion en temps fin i, est bornée sur [D, -l-oo }, et sa
composa nte z( t) reste dans le voisinage' de 0 où le" wndition.• S F son t vir ifiéu ; de plus, x
tend vers O.

La d é m o n st r at io n est d onnée pag e 112. '1'1'1

(8.72)

(8 .73)

R e m a rque 8.2 Un réllulla t local semb la ble il celu i-ci est obte nu dans le cu d e la linéa ri­
sati on par Ieedbec k et difféomor phi sme, par Bastin el Campjon dans {71. •

Nou s allon s mainte nan t donner po ur ehaeun des eon t rèle urs El , E 2 ou Ba des cond it ions
pour que la st bilis abili t é globa le à paramèt res co nnus entraîne que le do ma ine de sta bilit é
du t héorème ci-dessus ne soit limité.

T h éo rème 8 .2 (C o n t r ô leur E l ) SUPpolo ru lu ÀJlpolhèl u ,uit/ an tel "atisl ait el :

• Le con trôleur el t El ,

· Les cham p" f d g dépendent lin i ai T'f: ment du paramètre (w ndition PLE)

SF ut satisfa ite globalemen t ,

· lu conditionl de croiuance Q l'infini I llivantu sorlt l atil la ilel : n eûst e un e fonction
contin ue positive k du paramètre et du cons tantu positi vu d, a , 13, 1' , lJ /t,Ile" que,
polir tout. (p, :r) dan" fi x Rn,

1 1 ~(p, z ) 11 S k(p) Sup ( 1 , V(p, z )" }

1I * (p, z )1 S k(p) Sup ( 1 , V(p, z )" }

IIA' (z)1I S k(p) Sup ( 1 , V(p, z )' ) (8.74)
IIW( z)0 uoT(p,:r )11 S k(p) Sup { l , V (p,:r)""} (8.75)

Il' .(p,z) - '.( p,y)1I S k(p) Sup{ 1 , V(p, z )' } (1+Ilz - YII') Il' - yll (8.78)

Q < 1 ; ,8 :S 1
Q + lJ :S 1
Q + fJ + l' :S 2

(8.77 )
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On peut alorJ choi,jr ml et mJ leu que

m l ~ Su p{l , d, ~ = ~ }
O ~ m2 :5 ml + l ,

a + ~1' :5 1 ,
m l + 1

(3 + (1 - m~; 1h :5 1
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(8 .78)

(8.79 )

(8. 80 )

(8.81)

et, si l 'on fa it un tel choir , tolite .w lution t if défini t el borné e Jur 10,+00), et z tend lIerJ
O.

La d é m o n strati on est do nnée page 112.

T h é or è m e 8.3 ( C on trôleur E2) Sup poJonJ ItJ hypothèJeJ Juill a nteJ JatiJ/aite J :

Le contrôleu r elf Et ,

• Lu cham p, j et 9 dépe nden t linéairement du p4ramitre (condition PL E)

SF tJ I Ja tiJj ai l t glo/'aleme nt,

_ lu conditionJ dt croiuBfue à l'infini Jui llan lfl ,o nl Jalil/ait tJ : n ez iJte un e fonct ion
continu e poJiti ve k du paramitre et dfl conJ tant eJ p<1Jitivu d, 0 , {JI, /3:,v, é telleJ
que, pour tout (p, z ) dafu II x Rn,

1I ~(p, O! ~ k(p) Sup { l , U(p,O" }

1 1~(p' OII s k(p) Sup { l , U(p,O~ }
1I~(p, ' )11 ~ k(p) Sup { l , U(p , ~(p, ' ))'" }

(8.82 )

(8.83)

(8.84)

11~(p,, ) A'(,) II ~ k(p) Sup { l , U(p, , )' } (8.85)

1I~( p, z ) B P(r) 0 un (p, z )11 :$ k (p) Sup { r , U( p,zP} (S.SO)

Il' (p, (, ) - .(p,/,)II k(p) Sup { l , U(p,O " } (1 + 11(, - 611' ) 11 (, - 611 (8.",)

" œ < 1 ; .0 ~ 1
œ + 6 :;; 1
0 + .0 +""( :$ 2

.0 ::= Sup{ PI , 0 + fl2 }

(8.88)

(8.89)
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On peut alors choisir ml et m2 tels que

ml ~ Sup{ 1 , d, ~ =~} ,
o < m2 < ml+1 ,

a + m~~l' :s: 1 ,

(3 + (1 - m~~ 1h :s: 1 ,

(8.90)

(8.91)

(8.92)

(8.93)

et, si l'on fait un tel choie, alors toute solution est définie sur [0,+(0), et de plus toutes les
variables d'état sont bornées et x tend vers O.

La démonstration est donnée page 108.

Remarque 8.3 Les indices a, (3, " 5 et d ne sont pas les mêmes dans ce théorèmes que
dans le théorème 8.2. •

Théorème 8.4 (Contrôleur E3) Supposons les hypothèses suivantes satisfaites:

Le contrôleur est ES,

- Les champs f et 9 dépendent linéairement du paramètre (condition PLE)

SF est satisfaite globalement,

les conditions de croissance à l'infini suivantes sont satisfaites: ll ezis ie une fonction
continue positive k du paramètre et des constantes positives d, a, /3,, telles que, pour
tout (p, x) dans II x Rn,

11~(p,x). AP(x)11 <

1I~(p,x). BP(x) 0 usT(p,x)11 <

1I~(p,x)11

k(p) Sup { 1 , V(p,x)"+'Y }

k(p) Sup { l , V(p,x)"h }

k(p) Sup { l , V(p,x).B }

(8.94)

(8.95)

(8.96)

(8.97)

/3 < 1

On peut alors choisir ml et m2 tels que

(8.98)

2 1

o :s: m2 < ml+1

m~~ 1 (a + ,) :s: 1

(3 + (1- m~~l)(a+,) :s: 1

(8.99)

(8.100)

(8.101)

(8.102)
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et, û l'on f4 it un td choiz , alor, tout t ,a lution u t difinit d born t t , ur lO,+ 00), tt x ttnd
vtr, O.

Le d émons tra t io n est don née pag e 110. 'l'IV

R e marque 8 .4 Les ind ices Q , (3, l' de ce t héorème sont les mêmes qu e ceu x du théorème
8.2 (et donc ne sont pas les mê mes que ceux du t héo rème 8.3 , voir remarque 8.4). Cepend ant
les indic es Q et l' sont "agrégés, et seule la som me a +l' compte ici. •

R e m arq u e 8 .5 Les conditions de ces t héorè mes so nt satisfaits da ns le cas de la commande
adapt ati ve linéa ire. Voir a ussi rema rque 7.4 page 92.

Les cond iti ons de croiss a nce sur V , U, 9 et f ne sont pas t rès facile il.in terpréter. Nous
allo ns mont rer sur un exemple (exemple 8.2), mais cela est ass ez général , que, si l'on fait de la
linéarisa t ion par feedback f't de la command e linéai re ensuite pour stabiliser, les con dit ions
données pour avoir une con vergence global e d eman d ent aux incertit udes sur les champs
d' être au plu s linéaires à l'i nfin i. Si l'on ne se restreint pas à la commande lin éaire pour
stabiliser, on peut tolér er des in certi tu d es pl us qu e linéaires à l' infini, not arnen t en ut ilisan t
un con t rôleur d e type E3. Un exem ple de ceci est donné dans [441.

Exem p le 8 . 2 Repr enons encor e une fois la fami lle (Sp) do nn ée pa r (1.28), et rep rise il.
l 'exem ple 8.1 de ce chepltre ( page 99) :

Sp: { ~I = Z2 + p8 (z I) (8. 103)
Z2 = p u

D'après le théor ème S.I , le résul tat local tie nt que lle qu e soit la fonctio n réelle O. En revanche,
pour savoi r si le résultat global tient ( ici, il Y a bleu stabilit é globale IL p connu), on doit,
d'après les t héorèmes 8.2, 8.3 et 8,4, calcul er lee indices 0, {3, 1', fJ et d.

Rappelons que 1'011 a :

' .(P. ' )

V(p, x )

<p(p,:r)

et donc

~(p,z )

( ' (0" ) ) (8. 104)

( 0, ) (8. 105)

- 6'(z . )[z2 + pO(z tl l - ~('"-'I Z l + '"-'2[Z2 + p 8(z JlD (8.106)

( " + p Ol',) )
- p6'(Zd [Z2 + p8 (zl )] - '""IZI + ,",,2[Z 2 + pO(z d l (8.107)

~ 011Z12 + Oaz i (Z2+ p O(z d ) + ~ 022 (Z2+pO( z d ) 2 (8.108)

( Z 2 +X~O(Zl) ) (8. 109)

( _~, _~, ) (i:) (8.110)
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~(p,~)

~(p,~)

~(p,~)

0,
8P(p,~)

(QII~ I + Q 22 [:lz + p8(~tJ]) O(zd

( pIi'!z,) : )

( ,(~, ) )

(8.112)

(8.113)

(8.114)

(8.115)

Contrôlel~ Si 8 et (J' sont des fonc tions globalement Lipschi t ziennes,

1' (z')l :S ' (1 + Iz,l) ; l"(z,)I:S ' ; 1, '(z, )I :S ' (8.116)

et l'on a :

1~(p , z ) 1 s k (1 + lzll + lz21) :$ k ( I+~) (8.117)

1%;(p,z )1 :$ k (1 + IZ11+ !Z21){l + lz11) :$ k (1 + F (p, z ») (8.118)

II A' (z)1I :S '(I + lz,1) :S '(1+~) (6. 119)

II B' (z) 0 un (p,z)1I :S ' (1+ lz>l+ lz,1) :S ' (I +~) (8 .120)

II -,( p,z) - _,(p,y )1I :S '(1 + Iz, + pIi(z')l) Ilz - vl (8.121)

:S '(1+~) Ilz - yli

Il est do nc liuflù a nt que (J el (J' soient des Conctions globalement lip~h i t z i en ll es pour que les
cond itio ns d u théorème soient sati sfaites avec

ct :$ } j 13 :$ 1 ; .., ~ } ; 6 ::.s } ; d = 0 (8.122)

Il es t par ailleurs né cessaire que 8 soit sou s-linèn ire CRr s' il ne l'est pe e, c'es t-à -dir e si

es t non bor né, alors il est im pos sib le que (8.77) soit ~Iltis fai t, car en prenant Z2 = - 9(ZI)'

V (Zi>- p9(z d , p)

I* (p, zr, - pli(z,))1

(8.123)

(8.124)

donc, en faisant tendre Z l ve rs l'i nfini, on vo it que fJes t st r ictement supérieur à 1 si (1 n 'es t
pa s so us-linéaire.
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11 n'est pas suffisant que seulement 8 soit globalem en t Lip schi rsi enne : cela permet de
sa ~ isfll.i re (8. 72), (8 .73 ), (8.74) et (8. 75) avec a $. h (J $. 1, et 'Y:S: h mais pour véri fier (8.76),
c 'es t -.Îl.-d ire majorer Il'',,(p, z) ~ "..(p, y)1Ien fonction de IIz - yU, on a beso in de qu elq uee hose
com me u ne con stant e de Lip schi tz de 8' Pa r exemple, si

(8.125)

8 est globalem ent Lipschitzienn e, m ais il n'est pas possible de t rouver ~ fini s lLtisfaisant
(8 .76 ). En effe ~ , si l'o n co nsid ère la su ite de e et de y:

(8.126)

z( = Log(y + 2jll' ) ; z~ = I - p8(zO
y: = Log(i +2j ll') ; lA = 1 - pB(yO

et qu e l'o n fixe p, alors III.p remi ère composan te de " ..(p , e ) - " ..(p , y) est nulle e t la seconde
vaut:

qui tend vers 2p quand j ten d vers +00 et devrait êt re ma jor é JllLr(voir (8. 76))

qui tend vers 0 quand i te nd vers +00 quel s que soien t k , [j et d fini s.

En résumé, il est n écessaire , pour que (Sp) donn é par (8 .2) vérifie les hypo th èses du
théorème 8.2, qu e 8 soit sous-Iinèaire ; il est suffisant q ue () e t 8' soient globaleme nt Llps­
chitziens, e t non suffisant q ue 8 soit seul ement globaleme nt Lipschit zien , comme le mon t re
la. fonct ion 6 donnée pa r (8 .125), q ui est Lip schitzienne, ma is p our laqu elle la fami lle Sp ne
sati s fa it plus les hypothè ses .

Cont rô leur r;2 : lei , il est facile de se rend re com pte q ue

Q = ~; 11. = 0 ; ~ = o

(e n fait , on pourrait dire qu e tJl vau t - 00). Vu qu e

d = 0 (8.127)

(8.128)

et que Q = h il MIt nécessaire que () lIoit sous -linéaire pour que tJ= tJl + Q soit infér ieur ou
éga l à 1. Si 8 est Sa lis-linéai re e t de plus globalement Lipschi tz ien ne (6' b orn ée), on peu t
vérifie r que d e plu s 'Y :S: h ce qui permet de conclure que les hypo th èses du th éorème 8.3
son t sa t isfa ites.

En rèaum é, il es t nécessair e, pour qu e (Sp) don né pa r (8 .2) véri fie les hypot hèses d u
t héo rè me 8.2, qu e () soi t sous- linéai re ; il es t suffisa nt q ue 8 soit globalem en t Lipschitaien.
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P ar exem ple, si 0 e5t donn é par (8 .125) , alors, le théo rèm e 8.2 mon tre qu'en util isant le
contrôleu r E2, 011ob ti ent un eys t ème gloha lement stable, alors que le th éor ème 8.3 ne donne
pas la s ta bilité globale si 1'011utili se le cont rôleu r El.

Contrôleu r E3 : On ret rouve les mêmes condit ions que pour F.2. En (Il it, le gain entre les
hypot hèses des t héor;"mes 8.3 et 8.4 vient surt out de ce que le théo rème 8.4 ne dem an de rien
sur le champ s, qui , da ns ce t exe m ple , est de toute faç ou linéa ire, do nc Lipschitzi en . •

D émon st rations

Nous allons ut iliser , pou r l O U M ces th éor èmes, le lemme suiva nt , qui t'st une con séquence
imm éd iat e du lem me de Gronwall :

(8.129)Ù(t) s - b Urt) + (1+ U(t ))[ L f;(t ) 1

Lemme 8.5 Soi! U(t) un e fond ion r éelle du temps définie sur f'in tervulle J e temps [O, T )
et vérifian t

où b et ( sont des réels positif s et ( f . ) est une famille (fini e) de fon dions posit ives véri fiant:

(8.1 30)

alors

• U(t ) e&l borné s up érieu~men!, et l 'on a un e majo ration de la born e en fonction des
condi tions initiales et des S i :

U(t ) U(O):F(5 ) + 9(5 ) (8. 131 )

s = sup s t (8.132 )

ou F et ç sont des jondions continues croissan tes d e A+- dans At

• Si de plus T = +00, alors lir:'~";.lp U(t) :S; 0

D émon st r a ti on d e ce lemm e ; Cons éque nce imm éd ia te d u lemme d t' G ronwall . '7 \l 'il

D émonstration du théorème 8 .2 : Co nsidéron s un e solut ion (z , j>,( ) d u sys tè me en
boucl e fermée . J usqu'à (8.138), on va conse rver les notations ::: et Y, sa ns te nir compte
d u choi x (8.29); 011 n'e xplicit era qu 'ensuite les conséquences de ce choix. E n p art icu lier , on
not e ju squ e là ' et non pas e. O n a, d' après (6.34) et (8. 15),

x = .!I,,( j>,;c) - ( + 2("j>, ~) (8.1 33)

Si l' on eonsl d ère alun à nouvea u 'h d éja d éfini en (8.17 ) com me l' éta t d u syst ème p er mett ant
le calcul de e, par

11 = z + ( , (8.134 )
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on peut r éécrire (8. 133) sous la forme suivante (q ui est aussi une co nséq uence de (S.18)) :

Ceci apparai t comme une pertu rbation de

,.(p,q)
q
eoru/an !

par ( et ~. O n peut enco re préciser cela en posent

qui entraîne, l'e xpression d e pétant don née par (8.13) et (8.15 ),

(8 .136)

(8.137)

Vp s - c v, + ~(p''1)[&p(p,'1 +() - "p(p,'1) + 2«( ,p,x)] (8.138)

- %;(p,q)_", (PZ~T( , p,z»)

Il s 'agit alors J e préciser en q uoi le$ te rmes suivant - c Vp so nt "petits" Si l' on e xplicite
maintenant ::: et 1 don nés pa r (8.29), (8.138 ) peut l'leréécri re sous la forme su ivan te , puisque
e ee T = ( :

V. $ - <V. + 11~(P, q) 1I [1I,.(p,q+ <)-,.(p,' )11+ (JI + "Z.: z..)m' II<lIm'j
+ 1I %;(P,' )III1-" (PZ.:<) Il (8.139)

Soit alors T la b orne supé rieure d e l'intervalle de définition ma ximal de la solution suivie.
D'après la proposition 5.9 , P{~) et e(l ) sont bornés sur l' int ervalle 10,T ), d

« 1) ~ (J I + ' ,Z..(I )' Z..(I))"'" <(1) • (8.140 )

est dan s L"'d1([O,T)), des born es pour e, p,et pour cette norm e [,", , +1([0, T )) ét ant don nées
en (5.59). p ét ant born é, on not era k un ma jo ra nt de k(p) sur la trajecto ire suivie, ainsi
d'ai lle urs que toute co nstan te (ne dépendant que des condit ion s init iales) int er vena nt pa r la
su ite.

On va ma jorer tous les ter mes qui suivent -: « Vo en fonct ion de t et de Vo' P our cela , on
re ma rqu e que :

P our une consta nte k > °dép endant de la ma tri ce 1' , et pou r to ut X dans R\

II-• • (X)Il s kliXII ;
D'après (8.3), (8.34), (8.74)-(8 .75) on a :

VI + t rZ••T Z •• :::; k Su p { l , V ( p, x )"l }

(8. 141)

(8.142)
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que l'on p eut réexpri mer en font ion de V. ::: V(p, l'j) et non de V(p, ~ ) grâce RU lemme 4 de
[421, repr od uit page 168 (que l' on utilise avec q ::: 2-; ), et à l'i négRlit é (B. 57) , O ' qui condu it

•
JI + t rZ••TZ.. :'5 Sup{l , V,,"} + k Sup{ l , V,,"''T"} ( lei" + l e l~ )

:5 Slip {l, V,,"} + k Sup{ l, V,,"' 'T} (I ~ r'T + l e l~ ) (8.143)

Utilisa nt ces deux remarques ainsi que (8.72), (8.76) et (8.73), on ré« rit (8. 139) en :

v. S - < V. + k Sup { l , V. · .. } (1 + Il' 11' ) Il'11 (8.144)

+ k SuP { I ,V,,"+~" } lI e l l ""

+ k Sup { 1 , V: ' -"h"· ' }III'II"" -"h"' +l!' Ilm" -"h"""1

+ k Su p { l , V/+( I -~h } Ileli

+ k SUP{ l , V/+( I -~)Q'T } [lIeIl1+(1- ;mh + IItlllt( I-~)6 1

qui don ne final ement , d'a près (8.80) et (8.81), et en remplaça nt Sup{l , V,,} pM (1 + V,,), qui
le maj ore ,

(8.145)

où PUI' l!) est u ne somme de pu issanc es de lIe ll, dont les ex posan ts sont:

l , d+l, 711
1 ,

711
1 + 711~~ 1'" 711

1 + 711::1 1 ~ a ' 1+ (1- m~~ l b , 1+ (1- m~: 1)1: a '
tous inférieurs ou égaux il.m l + 1 d'après (8.78). (8.81).

O n conclut alors du lem me 8.5 q ue V,,(t ) est borné su r [0, T ), et donc que 'l l'<:"st , si bien
que la solut ion (::,p,C) elle-même l'e st. Ceci implique que T = +00. Alors le lemm e 8.5
implique, puisqu e V,,(t ) est posi ti f, qu e V,,(t ), et donc l'j(! ) tende nt vers 0; de plus, vu (8 .30),
(8.31) et (6.26) , i: est bor n é, ce qui entraîn e, vu q ue e est de p uissance m l + I j~m. som me ble,
que e t end vers 0, ce qui pe rme t d e conclure que z tend vers 0 'V 'il 'V

D éln (mstration du t hé o rème 8.3

Cette pr euv e est trè s si mi l ll. i r~ 8 111. pr éc éde nte. Nous n' éc rivons que ce q ui les différencie .
Poson s

(8 .146)

De la même faç on qu'e n (6 .33)-(6.34) , on peut écrire :

{ = s(p,e) - e•• + ~(p,z)fi , (8.147)

(8. 148)i = .(p,0 - ( + 3 ( , p,z ) + ~(p,z)~

où t •• est do nné par (6.29) et J par (1.24). Cette dern ière éq ua tion se rééc rit , e étant donn é
par (8. 15),
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O n ana lyse cela en posa nt , de Ill. mê me man ièr e qu'en (8.1 34),

" = ( + ( , (8."9)

ce q ui pe rmet de t ransforme r (8.148) en

{
;, = I (P.I'/) + [1(p,I'/ +() - .t(p, I'/)] + ::::( Ç.p,r) - ~(p,r) 1rjl,p (P Z.:i( , p,z ))

( = " - ( ,

où l 'expression de pest don née pa r (8. 13) d (8.15). O n pose alors
(8.150)

V,(' ) = U(P(t)", (t )) , (8.151)

ce qui ent rain e

VI :;; - c V] + ~(P'I'/ ) [ J (p, I'/ + ( ) - . ( p, I'/) + ::::« ,p ,r ) ) (8.152)

(
au(_ ) aU t o )a_(. ) ( T .)- apP,IJ + fi{ P, I'/ 8P p,r) 1(jl,P PZ•• i « , p,.z)

(8 .153)

'V 'V 'Ve t ]' 0 11con cl ut comme plu s ha ut.

D émo nstra ti on d u t h éorè me 8.4

dont on déd uit , com me dans la pr euv e pr êeèd ente, que VI sa tis fa it une inéqu at ion s imi laire
à (8.1 45)

On pos e main tenant
v = UIP,() (8. 154)

et l'on IL, par défin ition de c•• (6.32) :

(8 .155)

avec I~ do nné par (1.20). On en déd uit

li = ~(p, r )I~(p,r ) - , + E«, p,z) + ~(p, z )p (8.156)

où ( es t une solut ion de (8.15). En posant

(8.157)

on t ra nsfonne (8.15 5) en

;-, ~(p, Z)I~(p, r) + E(Ç.p, r ) - ~(p,z )7rjl,P (PZ.: T( , p,r ))
l-' = 1'/ + (

(8. 158)
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L'analogue de (8.137) ou de (8.151) est alors de définir

(8.159)

Notons que V.., a u con traire de V" et v;, n'est pas forcém ent positi f. (8.158) d onne :

\il. $ - c V.. - c( + 1=«, p,:r)1+ 1 ~(P' z ) 1Tp.p (PZ~T« , p,z)) 1 (8.160)

et en explicitant =: et T , donnés par (8 .29),

v.. .::; - c V.. - c( + (JI + t r Z••TZ••)"" lel"" (8.161)

+ I* IP,' )II ' . ' (PZ~,) 1

Z •• étant do nn é par (8.48), et en definissen t to ujo urs e par (8 .140), les in égal it és (8 .94)
(8.102) nous d onnent

v.. $ - c V.. - c ( + k Sup{l , V.. - ( } llel'" + Irll (8.162)

1(1 = lei étant bo rné et plus petit qu e Ici, 011 obtient finaleme nt ,

V.. s - c V.. + k ( l +V..) P ( [el) (8. 163)

oit P( k l ) est une somme d e puis sanc es de lei, do nt les exposa nts so nt 1 et 1111' O n con clut
alors d u lem me 8.5 que Vl.(t) est borné supé rieu remen t; com me il est par aill eurs bo rné
infé rieu rem ent CIU' , est borné (voir (8.159) et (8.157)), on en dédu it qu' il est bor né , et,
tout es les a ut res var iab les l'é tant aus si, les solutions sont définies su r [0, +00). Alor s on
déduit de (8.30), (8.31) et (6.32), et du fai t qu e .:r, pet TJ son t borné s, que è est borné, ce
qu i ent raine , vu que e est de puissance ml + l i~m. eommeble, que e ten d vers 0; mai s alors,
li~--ts;p Vl.(t ) est n égati ve d 'après le lemme et pOHilive d'apr ès (8.159) et (8.157), si bien que

V.. tend ve rs o. Cela permet d e conclure. 'il 'il 'il

D ém ons tra t ion d u théorème 8 .1 : Con sidérons une solut ion (z(t),P(t) ,l'j( t)) , de cœndi­
tien initiale tel le que z(O) soit dans n, le domai ne cie st abilit i! donné par la cond it ion SF
locale (d éfini t ion 1.3, page 13). Tant que x(t ) rest e dans n, on peu t repre nd re le d ébut des
p reuv es pr éc éde ntes, et les inégalités (8.139) ou (8.152) ou (8.161) sont vraies .

Soie nt alors 1-11 et lJt tels qu e

V (p, .:r) '::;Ill ) Il
IIp· - pli 5 ""2 ==} .:rE

O n d éfinit a lors un voisinage com pact K de (O,p·, O) dana l'espace des (z ,p,l'/) par

{

v (p, .:r) '::;III
lC : V (P, TJ ) '::;1l1

IIp' - pli ~ ",

(8.164)

(8.165)
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d ans le cas de l'al gorit hme l'i l , 0 11 par

{

V(p ,z) ~ U(p,O s p,
K. : U (p,1j) ~ P l

II p' - p lI ~ p,

(8.166)

da ns le ca s de l' algori th me E2, ou enco re par

{

V(p,z ) s Pl
K. : 1j :$ PI

IIp' - pli ~ p,

(8.167)

(8.168)i> s - , V + ' (11' 11 + Il'II m, )

dans le cas de l' algori th me E3. Ce do maine K. ét a nt comp ac t , en utili san t les cons ta ntes
d e Lipschitz su r K.des diverses foncrlous inter venan t dans (8.139) ou (8.152) O ll (8.161), on
d éduit d e ces inégalités, que, pour un cer tain k ::::0 et tan t que la solution suivie rest e dans
K ,

{

V" dan .. le cee de l'algor ithme E l
V = VI daru le ca .. de l'algorithme E 2

V" dan s le ca.. de l'al gorith m e E 3

Il t'lit aisé: de vé rifier que ta nt qu e V vérifie (8.168), 0 11 a la ma jor at ion suivan te:

(8.169)

(8.170)

or 1: lIell",,-tJ est majo rée par (5.59), ce qui pro uve que pour un cer tain 1'3 > 0,

Il;.(0) - p"l l' + Il, (0)11 ' s p, = [Vi t) $ VIOl + ~p, ] (8.J7l)

On choisit a lors des condi tions ini t iales te lles que

!
V( ;.(O), z(O)) $ lp,
IIp(O) - p"ll' + Il, (0) 11 ' < 1>,

J II;'(O) p' ll' + Il, (0) 11 ' $ Inf h l: p" p,}
(8.172)

(où 1" ("S t la cons tan te de Lipsch itz pa r rapport ft.z d e V (p,z» d ans le cas de l' algorit hme
E l, ou t elles que

{

V(;.(O),z(O)) s lp,
Il;.(0) - p' U' + Il, (0) 11 ' < p,

J U;,(O) p' ll' + Il, (0)11' $ Inf{<l:p" p, }
(8.173)

(où 11 est la co nstante de Lipschi tz pa r rapport il. z de U(p,z )) da ns le cas de l'algorit hme
E2, ou enco re tellea que

!V(;.(O),z (O)) $ lp,
IIp(O) - p' II2 + lIe(O)1I 2 < IuC{P3' JI, }
J II;'(O}- p' ll' + Il, (0)11' $ \p,

(8.174)
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da ns le Ca» de l'algorith me E3. De telles conditions initi ll.let u tu ren t que la sol uti on suivie
ne to rt ira. pu du domaine K:. :

A 19orithme El :

VIOl ~ V("O),z (O) + .(0)) " V("O),z(O )) + 1. 1«0)1 " lp,
si bien que (8.171) implique que

V(,;{I), ,,(')) ~ V(' ) s ~P'

et finll.lement
V(,;{I), z(/)) " V(I ) + 1. 1.(1)1 " Po

(8.175 )

(8. " 6)

(Ill. maj ora tion de le(f)1 iiant obtenue d'après (5.59 ), prop osition 5.9). De plus, d ' ap rt-.
(5.59), IIpO(t) - P( I)II relit ", inft"rieu r à J' ,i ceci, joint à (8 .175) et (8 .176) pro uve bie n que
(z( t ), P(t ), '7(t )) rest e dans K:. .

Algor ithme ":2 ..

VIOl = U(,;{O),I(O)+ . (0)) " U(,;{O), I (O)) + 1, 1«0 )1 " l",
si bien que (8. 171) implique que

(8 .171)

et finll.1emen t
<' (" I),z(' » ~ U(" I), I(I )) " V(I) + ' , 1. (1)1 s Po (8.178)

(l a. majora.tien de 1e(t)1 Hant obtenue d 'a près (5.59), prop osit ion 5.9). De plus, d 'aprn
(5.59) , IIpO(t ) - P(t)11 rest e infé rieur à J'Ji ceci, join t à (8. 177) et (8. 118) prou ve bien que
(z (t ),P(t )" 7(1H reste dan s K:. .

Algorithme E3 :

IV(O)I ~ IV(';{O), z(O)) +« 0)1 s V(" O), z(O)) + 1· (0)1 s lp,
t i bien que (8.111 ) implique que

ct finl\l("mcnt

1' (' )1 = IV( ' )I s ~P' (8.179)

VIi" ), z (' ») " IV(I)I + 1'(')1 " p , (8.180)
(Ill. majora tio n de Ic(t)1 é'tll.llt obt en ue d 'a près (5 .59), pro poairicn 5.9) . De plus, d'apeêe
(5.59), IIpO(t ) - P(t) 11 reste inférieur il l'J ; ceci, join t à (8 .119) et (8 .180) prouve bien q ue
(z( t ), P(t ), '7(t» rate dll.ns K..

La solution suivie est donc d éfinie pour tmlt temps positi f et vérifi era (8.16 8) po ur to u t
temp s pOllitif, ee qui entre.in e que e tend vers 0 ca r il es t L ", ,+I de dérivée bo rn ée, ct donc
que V tend vers 0, et donc 'Iut' z tend vers O. 'il 'il 'il
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8.2 .2 C a s où V ne dépend pas de p

Dans les thé or èm es que nous venons de d on ner, la dépendance en p de V joue un rôle tr ios
important ; c 'es t not ament elle qui demande le te rme de morm alisa t ion [Iac teur d'exposant
m l - 1 dan s les contr ôleurs E l, E2 et E3). Ceci j us tifie l'é tude de ce cas pa rt iculier, d u res te
t ra it é de faço n pri vilégiée dans la li t t érat ure [591. Nous donnons donc ici les résult a ts des
alg ori t hm es d onnés plu, haut , mais sans noemell setl on (ml - 1 =0) da ns le cas pa rtic uli er
où V ne d épe nd pas de p. Ils pou rr aient plus ou m oins a re obt enu en pr ena nt (3 = -e oo
da ns les rés ult ah prûédents.

Théorè m e 8.6 SUPPOIO'U que

Lu champ I f t t 9 dépendent linéairement du param tt re (condi/ion PLE)

SF elt , atil/aite globalem ent, cuec une fonct ion V(z ) ' le dl ptn dant pal de p.

On a alorl It A réAultlltA Auil>/1ntJ Aur leI contrôleur, El , El , et e, :

1 1~ (z)! s k(p) Sup { 1 , V(z )" } (8. 181)

II-.(p,z) - _.(p,y)1I ~ k(p) Sup{ 1 , V(p,z) ' } (1 + Ilz - YII' ) IIz- yll (8. 182)

SI il aÎl /e de, conAtanteAJ'O,itivu o , 1Jet d et une fondion conti nue po,j tive de k (p ), tdlu
que :

a < 1 et œ + é :5: 1 , (8.18 3)

et que l'on u/ili, e Ic contrôleur El avec

ml ::::- Sup {d,l }
m2 = 0

(8.184)

ou 51 n i U ni'P ne dépt ndcnt de p, ri il aille du ('onltantu poli ti vu a , 1Jet d et un e
fon d ion ('ont inue pOl iti ve de k(p), telleA que :

Iw({)11s k(p) Sup { 1 , U(( )" } (8.185)

Il' (p, (, ) - .(p, (,) 11 ~ k(p) Sup { 1 , U(() ' } (1 + II(. - M') II(. - (,11 (8.186)

a < 1 et a + 1J :5: l , (8.187)

et que l'on u /i1i1e le contrôleur E! avec

m l ::::- Sup {d,l}
111.2 = 0

(8 .188)
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OU S I l'on utili u le contr ôleur EJ e eee

(8. 189)

ALORS tou le ~oIution u l défin ie .fur 10, +00), el de plu~ loutu le~ variab1e~ d 'état ~on !

born i e.f et z lend trer. O.

D é m onstr ation du théor ème 8. 6 1 Il suffit de rep rendre les démon str at ion s de s t héorê mea
8.2, 8.3 ou 8.4 sans les te rmes en ~ 'V 'V 'V

R e m arque 8. 6 Ces résulta ts sont it. com pa rer avec cel ui obte nu par Tayl or, Ko kn jovic ,
Ma rino e t Kanellakopoulos dan s le cas de la "s t rict ma tchi ng Assumption " qui j ustemf'nt
im plique que l'on peut choisi r une Ioneüou de Lyapunov ind épen d an t e d u pa ram ètre. •

8 .2.3 Un autre ch oix de B e t T

Int ro dut ion

Tous les esti mateurs envisa gés dans ce eha pit re sont du type (8.15)-(8 .13) o ù'=: e t T sont à
det erminer avec p our se ule exi geance, pour pouvoir a ppliquer les resu ltats de la section SA,
que le syst èm e (8.15) reliant e à. 1:" soi t " ridem ent pauiJ.

Cel a ouvre énormément de poss ibili tés. O n a vu Il.U paragraphe préc édent une po ssibilité
d e choix, assez sys tématique et qui mar che dans tou s les cas.

On va ici suivre l' id ée des exemple s 5.2 et 5.3, page 55, qui do nne nt un moye n p our
cons t ruire syst éma tiquement un système st rictement pa ssif à partir d'un champ d e vect eurs
e t d ' une foncti on pos iti ve d écroi ssante le long de ce champ.

Les propriétés SF don nen t une fonction pos it ive V d écroissa nte le lon g du ch am p so(p,.)
à p fixé, ce qui suggè re reprend re l'exemple 5.3, pa ge 55, avee X l = (p,z), X 2 = ( et V = V ,
c'est -à -di re de " te nte r" le système ent rée- sort ie sui vant:

{
i ~ _, (p,() + u

y ~ V .V(p, ()

oii Va V est le grad ient part iel de V par rapport à z , d éfini par

[av ]'V "V ( p,z ) = a;-(p, z )

c'est-à -dire de p rend re

(8. 190)

(8. 191)

3(,p,.)
T( ,p, . )

',(CP)
V .V(p, ( )

(8 .192)

(8 .193)
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D' ap rès ce qu i est da duns cet exem ple, ce syst ème est passif s i V Ile d épend pas de p , ou
si, pour un cert ain a > 0,

(8.194)

ce qui est en g énéral imposs ible à ass urer si ~ n'est pas iden ti q uement nul .

Nou s a llo ns d on c fa ir e l'hy p o th èse, d ans tout e la su ite d e ce p a r Rp;raphe, q ue
l-' (p, x ) ne d ép e n d p as d e p.

Le co n trôleu r

S0118 cett e hy pothèse, voyon s ce qu e devient not re ca lcul de e ; on d éfinit e conune la sort ie
de (8. 190) lorsqu e l 'en tré e est e••, soit :

1 i ~ <.(p,( ) + e..
\ ' ~ "V()

Si l' on Il choisi de filtrer l'équation d u sys tè me lui -mêm e. ou II. :

c.. = Z - J,,(P.x).

si bien que

( (1) = -.(t )

(8.195)

(8.196)

(8 .197)

est une solution de (8.196 ), celle de condition initial e ( 0) = z (O). Ou peut chois ir cett e
solu tion, ce q ui veu t dire que l' on prend e = 'V"V (z ). et 1I0 U5 couduit au contr-ôleur sui van t :

Con t r ô le u r ad a p t a ti f E 4 (valable si V n e d ép en d p as d e p) :

ft
Z••

Un (p,x)

1I"~p ( PZ.:V V(z»)

AI' + 8 1'0 U' T(P, X)

(8 .198)

(8. 199)

(8.200)

Ce cont rô leur a. deux avant ages sur tou s ceux vus p récédemm ent :

• L ' é tat de cc t cs limtl.te u r "s t s im p leme n t p, c· ... t , ...-dire qu e- l'o n p cu t " v ite-r l' '' t a p .. d ",
"filt rage" de c." puisque la sort ie du filt re es t une fonct ion sta tique de }' '' tat .

• Alors que les "ré alis ations " du filt rage de l'erreur d e type (8.21) demandent de s'~ t r"

placé dan s un syst ème d e coordonnèca, ou d 'êtr e dan s R" , ce co ntrô leu r adap tatif a un
s..ns ind épendamment du sys tème de coordo nnées.
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Comportement

D'a près la propo sit ion 5.10, sur tou te t rajecloire défini e sur [0, T ), on a , pou r tout t dans
[O, T ),

1v t t ) + IIIPl t)- p' lI ' s V(O) + IIiPlO) - p' ll'
l foT V (:e(t ))dl :5 V (O) + HIP(O) _ pO'I} (8 .201)

L'a nal yse de ty pe "'perturba tion" menée pa r exempl e da ns les d émo nst ra tion s d u pa ra­
graphe 8.2, consiste à int erp réte r ces ma jorat ions comme des ma jora tions de l'erreur , q ui ag it
com me une pertur ba tion, ma is elle Il. ici peu d 'in tê ret pu isqu e ce tte er reur es t p réci sément
l' état qui 1I0US int er èsse, et l' on peut (&.i re une anal yse d irecte: d 'après la pr em ièr e inég alité
de (8 .201) , p et z sont borné s. Ceci plus la de rn ièr e équ ati on impli que q ue z tend vers o.
De plus , dans le cas ou I...s hypo th èses ne sont sa tisfaites que localement , on peut prédsl"r
u n b assin d 'attract ion grâce à l'i négalité Ile la p roposit ion 5.10.

O n Il. le résult at suivant :

Théorème 8 .1 Si l 'on uWil e un contrôleur adaptatif E./, le pa rn ml lrage de la famille (S,, )
étan t linéaire e~plic it e (condition PLE), a/or. (O,p·) ed lm équilibre d able (n on aAympto_
/iquemen t d able en génl ral) du Iydème bouclé, et

Si SF est satis fait e globale ment, toute trajectoire u t telle que z et fi son t born 's d que
z tend vers 0,

_ Si sr est sati sfaite seule ment locale ment , alors l 'affi rma tion pric l dent e l'At valable
u uleme nt pour lu trajedoires dont Ica conditi on, in it iale' sont tell e, que

V(z(O)) + ~ lI po _ p lI ~ 5c V" (8.202)

où V" est le plUJ grand td que {V (z ) 5c Vol , oil conte nu dans le dom aille de validite
de SF

D éulous tration : Elle 8. pra tiqu ement ete: faite aVAnt de donner le t héorème; on peu t a ussi
donner un e démonst ra ti on plus dir ect e qui consiste à pren dre

(8.203)

comm e fon ct ion de Lyapunov de l' ensemble d u syst ème boucl é, à réécrire l' inégali lé (5 .63)
de la proposition 5.10 page 64 sous la forme

(8.204)

(t et te inégalit é est du reste facile il.re trouv er di rectemen t en dérivant (8 .203» , pui s à appl i­
que r un théorème de LaSalle, comm e cela e6t fait dan s [59) pour le cas de sy at ème s lin éa ri s és
par Ieed bae k avec difféomorph isme (indép endant d u para mètre). 'V 'V 'V
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Où l' on retrouve d u algorit h m e s a dap t a t ifs " d ire ct s .....

119

En fait , dan s le ces de la linéarisation par feed bs ek, r et algo rit hme E4 se co nfond exac te ment
avec celui do nné par Taylor , Ko! otovic , Ma rino el Kand llllcopoulos dan s [591. Se plaça nt
dans un cas où tous les suat èm ee sont linéarisables, par un d ifféom orp hisme indé pend ant de
p, on écrit dan s [59J une loi linéa risan te et s te.bil isante 1~IT(p, ~) telle que, en posa n t

le système en boucle fermée , 'écrit

( ~ ~(r ), (8.205)

(8.206)

où A est u ne matrice exponentie lle ment s table, ce aui pe rmet (le pren dr e p our fonct ion V

(8. 207)

où Q est la mat rice symét riq ue d èfluie positive solut ion de l'é quation de Lyepunov

(8.208)

(où r est u ne matri ce dè finie pos itive ar bit rai re) et l'al gor it hme E4 s'écrit dans ces con diti ons

(8.209)

qu i est exac tement l'algorit hme d onn é d ans [591, la mé t hode (1,. synt hèl'e Ayant été da ns
(',. papie r non pas not re a pproche "passivité", mai s l' approche "Lya pnnov" consistant il.
cherch er à fai re décroît re la fonctio n de Lyap unov (8.203).

On ret rou ve ici le lien , en commende ad aptative , entr e l' approche "passivité" t elle qu'elle
a Hé introdu ite par Lan da u [3IJ et J'a pp roche "Lyapunov" int rod uite pa r Parles [451. Ce
ph énomène a également ét é décr it pa r N arelldca. el Vala.vani [38J.

U ne co n d iti o n suffisa nt e pou r p o uvoir a p p liq u e r cet a lg o ri t h me

L'algorith me E4 n'est vala ble que si il existe une fonct ion de Lyapunov ind épen dan te de p

qui convienne à tous les sys tè mes.

Conune on l'a vu à 111. remarque 1.5 il suffit qu e t 0 11S les systèmes soient équivalents par
feedhaek (SAns d ifféomorphisme) pour (lue cela soit p ossible ; On fait d'abord I ~ Ieed baek
qui les rqm êne à u n sys tè me fixé, pu is l' on sta hilise celui-ci . Nous avons donn é une CN5
pour que les syst èmes soient équiva lents par Ieedbaek. On II.don c III.pro position suivante ;

P ro po sition 8 .8 Si la famille (Sp) Jatüfai ! SF et PLE , et que de prl~

rang {b~(z) , .. ., b:'(z )} = m (8.210)
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bl( z) E Span{br(z) , , b:'( z )}

oi(z ) E Span {br(z), , b:'( z )}
z EM n i = l , , 1 k =l , ... , m (8.211)

z E Mn i = 1, , 1 (8.212)

(8.213)

alors on peut con struire U . T de telle façon que V ne dépende pal de p, et l 'algorithme E,f
vérifie le th iorime 8.7.

Démonst r a ti on 1 Cela 1\ été démontré il.la rem arqu e 1.5 page 18 et dan s les lign es qui
pr écède nt I'enno nc é. 'V 'V 'V

8 .3 M o d ification d es loi s " ce r t a in t y e q u ivale nce"

On a vu aux sec t ions peèe édentes que , lorsq ue le paramétrage est linéai re explicit e, un cas
extrêmement favora ble est celui où tous les syst èm es d e la fami lle sont stabilisablcs a vec une
fonction de Lyap unov ind épend ante du param èt re p : on peut alors to ujours sta bilise r le
sy~tème sans la connaissance d u param èt re p. , et ceci en ut ilisan t un e commande certai nty
equivale nc e, c'est il. dir e te = U' T(P,Z ). Nous allons ici chercher il. rajoute r un t er me d e
com mande v:

te = U' T(P,Z ) + v

en calculant v de telle manièr e qu ' il compense l'effet de la d ép en dance en p de V

Au par agra ph e 8. 3.1, on donne, sous deux eonditlous MOou M2 , qui t ra d uisent explicite­
me nt la pssibili té de compenser, par v , to tale ment (pour M l) ou " par t iellement" ( pour 1\12)
la dépend ance de V en p, deux mé thodes (une pour le cas ~1O , une po ur le ca s M2 ) pour
mod ifier les al gorithmes E:l ou E 4 en y incluant ce tte mod ification (on obt ient les algo­
ri thmes Eâbis et Edbl a], Au pa rag ra phe 8.3.2, se plaça nt d ans le CRS où les sys tèmes sont
équi valents par feed beck et d ifféom or phism e, on do nne, gr âee II.UX r ésult a ts d u chapit re 2,
de s co ndi tions suffiSAntes explicites pou r que les con ùitions MOou M2 soient sat isfaite s, et ,
dans ce cas, une construction expli cite du terme v . Dan s ce cas, on pe ut aus si obt en ir U II

a lgorit hm e Eâbis, modifi é de E2.

8. 3. 1 D iscu ssion gé n éra le

L'a nalyse de III. st abilité d u systè me boudé ob te nu avec les algori t hmes E3 et E4 es t fond ée
sur l'é volut ion de

donn ée pe r

V('i ~ V(p(' ),x(. )) (8. 214)

(8.21' )

Si le te rme ~p est absent , Ies alp;orithmes E3 et E4 donn ent un résu ltat de st abilité glob ale
dès q ue l' hyp othèse SF de ste bilise bil it é à para mèt res con nus at globale. On cherche ici à
écrire le term e v de (8.214) d ... telle façon qu 'il ann ule ~p d an s (8.215) (où v a l présent
d ans x).
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Il est difficile d'appliqu er ce q ue l' on va fai re ici a ux algori thmes BI et E2, qui ne
s 'a nalysent pas pa r (8.163) mais par les èquations (8.138) ou (8 .152).

P OSOII S

(8 .216)

L'éq uat ion du sy stè me bou el è obte nu en com mandant Sp' par (8.213) peu t s' êcri re:

(8. 217)

et l'é q uation de la vari at ion de la fonct ion V = V(p(t) , z(! ))

v =' ~(p,z).J ,,( p,;J;) + ~(p,Z ) .Z"'''(p· - p) + ~(p,z).g · v + ~(p,;J; ) .P (8.218)

l'i déal serait , po ur sc ramener co mplè tement au cas où V(p,z ) ne dé pend pa il de p, d 'être
cap ab le de ca lculer v tel que:

~(P,Z)'9(P· ,2: )V + ~(p,;J;),p '" 0 (8.219)

Cel a dema nde d' une par t que cette éq uat ion ait une solu tion en v, e t d 'a ut re par t qu 'o n
pui sse la cho isir indépe nd an te d e p' On a ain si un e premi ère condition qui permet à cou p
sûr de sa tis faire la con diti on MO:

D éfinitio n 8 .9 ( C ondition M O) On dit que la famill e (Sp) l a!il / ait la condi/ ion MO Ji
d Ie JatiJfait SF et li de pluJ 14 fonction de Lyapul'lov eAI lelle q1l'il eeiste une fonction
réguliere v,,(p, lip,x) telle que pour tout p, q danJ P, toul ép daru RI et tout x danA Al" , on
ai! ;

~(P,Z )9(q,Z ) ii,,(P'6p,Z ) + ;;(p,Z)'-'P = 0

Il suffit en effet , si cette cond iti on est sa t isfa it e, de prend re

(8. 220)

(8 .221)

En fait, cette hy pothèse, qu i fai t inte rvenir de ux valeurs d u paramèt res est di fficile à
vécificr. Une hypothèse plus nat urelle serai l (le ne de ma nde r à fi" d' être solu t ion de (8.220)
qu e si p = q. Ce tte hypothèse-là est bien une hypo th èse su r chaeun des systè mes :

D é fin ition 8 .10 (C o ndition M l ) On dit que la famill~ (SI') 3alil !a il la condition Ml 3i
elle , alüfait SF et l i de plU3 la fonction de Lya punov el t t~lIe qu 'il tz ü le une fonct ion
régulièrY Vl (p, Erp, r ) telle que pour fout p dan3 P, tout f>p da nJ RI el tout e dam A[" , on ait :

~(P,Z)9( P,Z )fil (P,lip,;J;) + ~(p, r )ép = 0 (8.222)



(8.223)
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Il es t bien clair q ue , si 9 ne dépe nd pas de p, elors Ml implique MO. On a donc :

P ro position 8 .11 Si lafamil/e (SI') sati sfait PLE et SF, et de plus MO, alors les cont rôleurs
adapta tifs ES ou K( modifiés en rem plaçant la loi de commande certainty equivalen ce (8.19 8)
ou (8'16) par :

où l'e zpr ess ion de~, donnée par (8.199) ou (8../7) u t une fonction de l'état du contrôleur
seul em ent, donn e les mê mes résultats e;ractement que ES ou E4 dan s le cas où V ne
dépenda it pas de p.
La cond it ion MO est sat isfait e si Mt (.St satiJfaite et que 9 ne dépend pa.s de p, c'e st· a.dire

b~(;r) = 0 x E M n i = 1, .. ., 1 k = l , .. ., m (8.224)

D émons t r a t ion : découle de ce qui préc ède .

Si cependa nt la condit ion Ml es t satisfaite, et que 9 dépend b el et bien de p, alors le v
donné pa r la cond iti on Ml n' est pas solu tion de (8.219) mais de

~(p,x).g(p, x )v + ~(p, Z ).P = 0 , (8.225)

ce qui do nne, au lieu de (8.219 ),

~(p,x ).g(p·, X) .vl(p,;r,j.) + %;(p,x)'P = ~(p,;r) Z~.(p· - P) (8.226)

z~ = G"(;r) 0 i\ (p,X,p) (8.227)

Si l'on définit alors u par
u = uST(p,x) + v-, (p,x,p) (8.228)

on peut réécrire (8 .217) sous la forme:

i = so(p,x) + g(p,x) v + [z c.. t + z v] (p. - Pl (8.229)

Suiva nt une démarche semblable à. celle qui a conduit au x algor ithmes E3 ou E4, on
abo utit alors aux algori thmes mod ifiés suivan ts:

E3bis :

E4 bis :
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Le prob lème est qu'alors, vu que Z" d épend de VI qui dépend lui méme de ~, ces i-qua t ions,
tant dans le cas de E3 que da ns celui de E4 , se nt im plicit es. Ce tte difficulté a ét é rencontr ée
da ns le cas de la linéarisa t ion ada pt at ive par Kam'1Jakopoulos, Kokolovjc et Marinod an s 128),
où est donné un exem ple da ns le.q uel. Cf'll équations n'on t pas de solu tion 2 (voi r exemp le 8.3) .
Ici, nous allon s faire d isparaitre le car actère im plicit e des équ ations par un "dédoubleme nt "
de l 'es timation.

Le caractère imp licite des équ at ions (8 .230) est t radui te pa r le schém a (sta tique) su ivant,
où les flèches signifient ..... est utili sé pou r ealeulee ..... (Ce schéma représente l' obtent ion d e
p et r, (et Il) pour l'algorithme E3bis de (8 .230); pou r E4bis, il fau t supprimer tout ce qu i
concerne Tf)

POlir rompre cette boucl e, on ut ilise une nou velle est imée il de p' , seulement pou r le
ca lcu l de v. Pr écisémen t , on considère le système sous (a forme

X := f (p',z ) + g(p',z)ulT + g(q' ,z )v (8.23 1)

et il est alor s une esti mée de q' , qu i est bien en te nd u égal à p' On cherche ma inte na nt 1-'

solution non plus d e (8.219) ni de (8.225), mai s de

~(P,X)'9( q,Z) V + %;(P,X)'P := 0 , (8. 232)

Cette soluti on existe si la condit ion M2 est vérifiée:

(8.233)

D é fin i t ion 8 .12 (Cond it io n M 2) On dit que la fam ille (S,,) AatiAfai! la conditi on Mt Ji
elle JaliJfait 5F d li de pl uJ la fon ction de L yapunov eJi tell e qu' il n ide un e fon cti on
rigulii re fiJ(p,q, ép,z ) !dle que }Wur tovt p, q daru P, tou! hp dan, RI el !out z da •.., /1./ ..,

on ait :

l D ....t pon iblf qUf l'f i.. "" p<lSf' au cun probl~me : ..cS ~qu"t îon- . ont implidt mAi~ peuy ..n' tout -à ·fait
..voir un .. ",lul io" ! n est m~m.. ........ clAir que , localement c 'eol en gin~n~reJ le e Ce pend..nt , il ...mbl e
n..tu rel de prH en drf qU'f n générAi, il nîotf un e" sembl e de ..odirn enoîon 1 où l'on ne pc"l pu. ~ r ésoudre~

~(p,x)g(q'X) Ï':I (p,q,6p,x) + ~(p,z )6p := 0

----.-~--c;.,--------,-----
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R e m arque 8. T La condit ion MO im plique la condi tion 112, avec V2iDdepend a nt de q. •

Sous cette condit ion M2, on peut sa tis faire (8.232) en prena nt v = ~(p, q,p, ~). L'équa,
ti on du syllt~me bou d e s'écrit alor~ , au lieu de (8 .226) ,

• = , , (p,x ) + g(q,x). + (Z"" , z, ) ( ::=~) (8.234)

et la "double es tlmar ion" s' écrit, au lieu de (8. 230) ,

(z·.. , z·)

- V~V( p, ~ ) = - [~( p, zW

E3 ter :

E4 teT :

= - rp. l ~ ) (PZ.:e)

~(p,x) ( Z~" , Z')
1/ - V(p, z)
- ' i " - V(p, x) ) + ~(p, ~ ) .!l( p , z )

- ~(p,~)7rp,( ~) (PZ.:e)
(8.235)

On a alor s bien brisé la boud e dans le schéma précédent, qui devie nt :

On ale résultat suivant :

P r oposition 8 .13 Si la fam ille (Sp) ~ atilfa i l PL E et S F, et dt phu M! , alor~ leI COlltrô(eur ,
adapta tib ESter ou Elter mod ifié. de EJ et E-I obtellul en prenant

(8.2 36)

pet 4 étant donné, par (8. U5), donnent (u mimel rélu ltall eza ctemen t que E3 o u E~ danl
le cal où 1/ ne dépenda it pail de p, en remplaça nt p p«r (t) el p' par (::).
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Sous rése rve que 9 soit de rang constant ma~imaf (eon dilion R e, pag ( 11), la eonditioll
lvf2 eJt sat isfa it e drs 91'( Ml ut satisfaite et que Spa n {gtt ". ,9", } ne dipwd pas de p,
c'est -à·d ire

b~ ( ;r) E S pa ll{ bf( ;r), . .. , b::'( ~ )} x E M " i =1, ... ,1 k =l , ... , m (8 .137)

R emarqu e 8 .8 L' hyp ot hèse d ' ''e xtended me tching assumption" pour une famille de SYll ­

t ernes linéa r isab les paf feedbec k et diff éomorp hisme, donn ée d ans [28J impliqu e a ussi M2
puisqu e

Elle im plique M l (d émons t ra ti on dans [28]) ,
_ Ell e im plique que l'image de g(p,;r) ne dép end pas de p (voir proposit ion 2.3)

D émonstration d e la p r opos ition 8.13 : sem blab le iLcellt' II dt'S thé orèm es 8.6 et 8.7,
en rempla çan t p pa r ct) e t p. par ~:) . On peu t donner da ns le cas de E4t er un e preuve

"directe" , semblable iLcelle donn ée dans [28), toujours en remplaçant p pa r (~) et 1'. par (: :) .

La d ern ière ass e rt ion (M I +( 8. 237)==>M2) est sim ple à pro uver : Ml four ni ssa n t la
fon ct ion Vi(P,X,6p), on dé finit

(8.238)

où 9 i es t un pse udo-inverse fourni pa r la proposition A.l ; ce li-, sa t isfa it (8. 233) car tous les
gt.(p, ;r) son t da ns l' image de g(q, ~ ). \1 \1 \1.

8.3 .2 Cas d e sys t èmes éq u iva le n t s p a r feedback et di fféo morphisme

O n s uppose ici que les sys tèmes sont équi va len ts par Ieed beek et difféomor phis me. On Il.

do nn é au cha pit re 2 de condi t ions pour cela. Notons que dans le cas, souvent traité, ou tous
Ir a syst èmes de la fami lle son t lin éa risables pa r Ieedbac k et diff éomo rp hisme, ils sont bien
équiva lents de ux à. deux. Soi t alors, pa r exemple, <p(p,.), 0 (1', .), f3(p, .) le di fféomorp hisme
..t le feedback qui t ransfor me nt SI' en S,., fixé (v oir défin iti on 1.5 , page 19). Si l 'on dé finit it
alo rs UIT(p, ,) à. pa rtir de U'T(P, ') pa r

(8.239)

a lo rs A:, ehamp bo uclé transfo rm é pa r <p (vo ir (1.24)) est ind épendant de p, c'e s t -à -d ire que
pour to u t p, le s ys tè me SI' bou clé pa r UIT(P, ' ) peut s' éc rire

{ ~ . (() ~ !(p, () + g(p,( )U,.( p,()
( ~ ~( p, z)

On pe ut donc pre ndre U i ndé pen dant d t' p :

U(p,() = U( p,() ~ U(()

Ceci implique que V (p, :e) pe ut s'écrire (voir ( 1.26» :

V (p, z ) = U(~(p, z )) ,

(8. 240)

(8.241)

(8.242)
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et do nc av auaep
n; szs:

Da ns ces conditions, (fl.220) se r t écrit

av 8U a'oP
ap = &oP (8.243)

au [8'P IJ.." ]B;(p ,z ) a;(p, z)g( q, z) v..(p, hP,z ) + a;(p, z)Sp

(8.22 2) se r éécri t

au [a.." l)<p ]B;(p, :r:) a;(p, :r:)g(p,Z)ii,(P,Sp,z) + ap(p ,z )6p

et (8. 233) se f ttcrit

o ,

o ,

(8. 244)

(8. 245)

au [a<p _ 8<P]a;-(p,z) a;(p, z )g(q, x )v2(p, q, Op, z ) + ap(p,z )Sp = 0 (8 .248)

JI est a lors suffisan t , pou r sa tis fAire ces èqu at lons d'annuler le crochet en facteu r de ~.

La poss ibili té d'annuler eela est tr ès proch e de la condi tion F DEM (d.!-finition 1.6 pagt' 21).
Ceci f'st préc is'; par le lemme suivant :

Lemme 8.14 Si la jamille (S,) satis fai t la condi tion R e (9 de rang conda nt mazima f), la
condition FD EM (é ql.litlolence par feedoocl.: et difféomorphisme avec une conditi on de ma tch·
ing), d la condit ion SF (&labilisabiliti pdr feedback), où l'on choJ,i t lu lois de commande
un(p, .) tell.., que le champ s (cham p en boucle f erm ée tran40rmé paT le difféomorphism e
donn é par FDEM, voir (8.1JO) ) soit indé pendan t de p, ainsi que la fonct ion po.!itive U (voir
(8.1Jl)), alorl

• fi exid e une jonction Vj(p,.5p,x) , lin éail'f' en .5pcl ayanl par rapport li (p,z ) la m ême
régularité que les cham ps j et g, telle que, pour tout p dan.! TI, tout z Jans Ar el tout
/rpdan s RI, on ail

~(p, z )g(P , z )VI ( p, .5p, Z ) + ~(p,z).5p = 0 (8. 2017)

En particu lier, (S , ) so.ti4ait la condition M l •

• S i, d e p lu s , l' im a ge de g(p,z) ne d épend p a s d e p, ((l.f), (1../), ou ( t .5) ), alors
il ez i&le une fonct ion Vz( p, q,ép,z), linéaire en 6p el ayafl t par rapport à ( p,q,:r:) la
m ime régulanU que les champI j et g, telle q'U, puur tuul p el q dan s n, toul z dafl ~

M n ..t tout t;Jdans R/

~(p,z )g(q,z )~(p,q,ép, z ) + ~(p, z )ÔP = 0 (8.248 )

En par ticul ier, (S ,) ~ al i4a i l la cundition M~.
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• S i, d e p lus , g(p, ~ ) ne d ép end p a s d e p, alor s il ui!J te une fonction Vl( P,ép,X ),
lin taire en Epet ayant paT rappor!.1 (p,x) la même T,Igull!Tité que les chl!mp !Jf fi g ,
telle que, pour- tou/ p et q dan!JIl , tou t x dan!J M " et tout ép dan, H/, on ait

~(p,r )g(q , r)ii..(p,ép,X ) + %;(p, x )ép = 0 (8.249)

En par-t iculier, (S,.) JatiJfai t la condition MO.

D é m on st r a ti on d u le m m e 8. 1 4 : On d éfinit VI (P,~ , 6p) pa r

(8.250)

où g l est le pre udo-inve rse de 9 co nst ru it à la proposition A.l , qui a la même régula ri té pa r
rapport à ~ et p que les gk ca r 9 est de rang co nsta nt ma ximal. Un tel ch oix sa ti sfa it bien
(8. 247) p uisque d 'ap rès FDEM ,

~(p,~rl~(p , X)ép

reste dans l 'im age de g(p ,x ).

Pour le deu xième po int , comm e en (8. 238), da ns la preu ve de la proposit ion 8. 13, il suffit
d e prend re

(8.251)

qui sa tisfait bie n (8.248) puisq ue

%;(p,~rl~(p, ~ )hp

res te dan s l' image de g(q, x ) vu qu'Il res te dans l' ima ge de g(p, r ) d 'ap rès FDEM, et que
cette im age ne dé pe nd P II,S de p rot f'lIt do nc confond ue a vec l'i ma ge de g(q, ~ ) .

P our le t ro isiè me point, on d éfin it fj~ (p, x, Ep)comme V2(P,q, X, Sr)Cil (8.2 51) : cc d erni er
Ile dépend pas ici de q puisqu e g(q , r) n'cil dé pend pas. V V V

On peut pre nd re ce lemme co mme l 'énnoncé de con di tion s suffisa nt es pou r MO, ~'11, ou
~12, ma is on pe ut auss i exploiter le ra it qu'elles permett en t d 'annuler le te rme en ~ " plus
en a mont", c 'es t -à-d ire a van t mu lt iplica t ion pa r ~; cela pe rmet d'étendre les modifica t ions
fait es sur les eonrrêleurs E3 ml E4, qu i t ravaillent "a près ap plica t ion de la fon cti on d e Lye­
l'tIllO V'' a u COJltrôJ~ ll r E2 , qui travaill e M eu l ~mell t " après fl.ppli.....ti on d u d i ff"omorph;~m.."

NOIl~ al lons e nnonce r une résult at I1.SSI'!Z général ut ilisan t la condition suffisaute trè s
simple p our FDEM donnée au th éor ème 2.9.

On rap pel le qu e la d is tribut ion (j P es t la dist ri bution de commande du système Sp :

(jP(~) = Spll.n{ gl(p,r ) , ... , g...(p,r) } (8 .252)
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T héorè me 8.15 Supp osons que la famille (SI') sa tisf ait la con diti on PLE (pa ramé trage
linéaire e~p licî te), et la con dition SF (stabilisabi/ilé par feedback) , et que de plu s

• La dÎ&tribut ion (JI' tli rifie. :

- (JI' t'd ind il'f"nda nte. de p,

- (JI' ed intlolutitle (peur tou t pl ,

~ ran g {P' = m (condit ion R e ),

- rang Span {{;P , (J (p, .), QPI} = 2m

• Le cham p ! ell tel que

(8.253)

(8.254)

(8 .255)

(8.256)

U: E Spll.Jl{ QI' , [! (p, . ),QP] ) i = 1•. .. , 1 (8.257)

A lor" il a id e (globalemen t) une unique famille ( X I1 .. • , X,) de champI de vedeurs "ur ,U "'x P
vérifiant (!.! 3) et (!.U) :

X ; E Q i= 1, .•, 1

[ F , -/p; + Xi ] E ç i = 1, ..,1

Si de plu" :

• Ir" cham pI 1;; + Xl> ..,~ +X , aiusi obteuu" sont ;e.comp ld",

alor" on peu l con stru ire globalem ent op"o iution de (! .:l7)

{
L * +x .'P( p, z ) = 0

ip(p, x) = x ,
(8.258)

p 'talll fiz i, quelcon que , dans P . (8.!jU) don, 1t alor" " IT tel que le eliamp s ne dipende pa$
de. p, et (B.!S!), une fonct ion ~(p, q , z, <'ip), ayant par rappo rt à p et z la m êm e régular ité
que les cham p" ! el g . Les contr ôleur" E f ler, ESter, ou E~ l t' r défill Î& p«r

(8.259)
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avec le "do uble" e&tim a!eur
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(0 ~ - 1I"1';( f ) (PZ.:e)

Z.. ~(p, z ) ( Z.. .. , Z' )

E2 teT : 71 - r.p(p,:l )

- ' [ " - ~( p, z ) 1 + ~( p,z).'I( p, z)

- %;( p, z ) 1I"p,( ~) (PZ.:e)
(8. 2GO)

Z•• ~(p,z ) ( Z··' , Z' )

E3 ter : '1 - V(p,z)
- r 1'1 - V(p, z ) ] + ~(p, z).'l( p, z)

- ~(p,z) 1I" p, (t ) (PZ.:e)

{ Z.;
(Z"" , Z' )

E4 ter ,
- 'VzV(p ,z ) = - [~(p, zW

donnent alors le. m êmu rbuito.tJ ezadement que Et , EJ ou El rupedivement dan. Ir ca.
où V ne Jéprndait pa. de p, en rrm plaçullt p par (~ ) el p' par (;: ).

Démonstration : LII.const ruction dt' 'P d écoule du th éor ème 2.11. S' ét ant fixé P, Ill.
construction de un(P,z).iL partir de U1'f(p, z) es t don née en (8.2 39); en fll.it , III.condition SF
donne II.p riori des lois un( p,z ), qu i ne rendent pas forcéme nt Il ind épendant de p. (8.239)
est un m oyen d r les r éécri re, en n'utilisant 'UoT(P,e} do nné pa r sr seu leme n t pour p = p. La
const ruction d e U est immédiate, puisque le champ .'1 ne d épen d pas de p . La con s truc tion
de ~ est don née pa r le lem me 8.14 (de uxi èm e point). L'a nalyse de st ll.bilité es t semblable
iL celle de la p ropo sitio n 8.13 , ou des théorèm es 8.6 et 8.7, c'es t-à -dire qu e l 'on s' est repl açé
dans un cas formellement identique .il celui o ù V Ile dé pe nd ait pas de p, mais que pest
pe mplacé par (~) et p' par (;:) . '7 'il 'il

R emarque 8 .9 En fai t , (8. 253), (8.254 ), (8.255) e t (8 .257) assu ren t que l' on peu t d éfinir
locale ment les cha mps X i (t héor ème 2.9). La con dit io n (8.2 56) n'es t là qu e pour assure r qu e
III.construct ion du t héorèm e 2.9 peut s'ét endre. Si po ur d 'autres rai son s, cette con st ruct ion
s 'éte nd, et que les champs k + X i sont se-co mple ts , alo rs les concl usions du th éorème sont
sa t isfa it es. •

Rema rque 8.10 Si, ail lieu de (8.2 53), on d ispose de l'hypoth èse qu e 9(P,;C) ne d ép end
pILS de p (p lus fort e) , le trois ième po int du lemme 8. 14 permet de co nst ruire 11o, qui répon d
aux mê mes exig eanc es qu e Vi, ma is ne d épend pa s de q, c.est- ê-dire qu e MO est vér ifiée; la
proposi t ion 8. 11 a'appliq ue don c aux con t rôleur s E3b i.. et E4bis, (mém<'$ propriétés que Es
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ou E4 si V ne d épe nda it pas de p) mals l'on ale mêm e résultat POlit le co nt rôle ur E2b is :

p -= - lI' P.t> ( PZ:e)

{

z.. = ~(p,z) [Z ··' + Z·]
E2 biil e -= l] - r,>l(p,:r)

il -= - r Il] - ip(p ,:r)1 + ~(p,:r ),(p, :r ) - ~(P, :r)1I'P.,.(pz.:e)
(8. 261)

pui sq ue so us nos hypot hèses , plus fortes que MO, le v" donné par Je lem me 8.14 pe rmet de
suppri mer le te rme ~(p,:r ) fi dam (8.147).

Dan s le cas de la linè aris a tio n par feedbe ek et difféomorphism e, KanellhkopouJos, Mar ino ,
ei Kokot ovjc donn ent da ns [281exa ct emen t ce rés ulta t pou r un algo rithme qui eoi ncide avec
notre ~;4 bi s (sa ns dou ble estimée), ma is qu'il s ont ob te nu pa r un e appro che "d irec te" , ou
"Lyapu nov" , voi r pa ragraphe 8.2.3, en supposant qu e 9 est in dépendan t J e p, après avoi r
donné le résu lt a t plus géné ral qui consist e à d ire que s' il n 'a rrive aucun pr obl ème p our la
d èflnitiousimultenée de pet v da ns les équations (8.230), ce qui est tou t à fll.it pos sible (voir
Ilote 2 pag e 123) , alor s on pe ut uti lise r cet alg orit hme (qui ellt en qu elque sorte notre E4ter
où l'on impose il = p) el l'on obt ient il.nouvea u les m êmes pro priétés qu e si V ne d épen dai t
pas de p ; l'h ypo th èse selon laquelle 9 ne dé pend pas de p est donnée co mme co ndi t ion
suffisante pour qu e les susd its problèm es ne se pose nt pas .

Da ns [7), toujours dan s le cas de linéarisa t ion par Ieedbeck, Bas /in et Cnmpion intro­
dui sent u n algo rit hme voisin de E2bis, I ~ renne v éta nt con struit grâce à un e h ypoth èse qui
serai t par ex em ple im pliquée pa r celle d u premier point du lemme 8.1 4, a vec l' hypothèse
suppl émentaire qu e les équ at ion s imp licite s (8.2 30) -(8.225) peuvent êt re rés olu "'" en v ct ~ ,

mais qui est il.la fois plus générale e t plu s im plicit e. •

Exem p le 8 .3 Reprenons III. famill e d e sys tèmes dam R2 in trodui te à l'ex empl e 1.5 donn ée
par (1.28) , et repri se da ns ce chap itr e a ux ex em ples 8.1 et 8. 2 :

Sp:
{

~1 = ~2 + p O(:rd
:r2 = pu

(8. 262)

On II. vu , à l 'exemple 8.2, qu e let; contr ôleurs BI, E2 ou E3 ne don ne de con vergence globa le
que si fJ est a u moin s sous -Iln êaire ; q uan d au cont rôleu r E4, il ne peu t êt re mis en oe uv re
pui sq u' il es t ici impossib le d'ée ri re une fonerlcn de Lyapuno v ind épenda nt e de p. O n bâ tit
ici su r cet exemple les eom rôlenrs E2te r, E3t er et E4 te r mod ifiés de B2 , E3, B4 qui, eux,
as surent la conve rgen ce globa le qu el que soit 8.

n est cla i r que les hyp ot ht.sea d u t héorè me S.Hi sont 5a t isfa il ell pour lou t p non nul .,mais
que 9 n'est pas indépenda nt de p.

On a al ors (If' est d on né par (8. 109), (8 .114) e t (8. 115)) :

i;(p, z) = ( O(~d ) ; ~(P' ~ )9( q , :r) (8.263)



8 .3 . M o d lû ce t lo u de s lui s " ce r h l ill ty equjva lence'

el il suffit alor s de prendre, pour to ut q non nul,

v,(p,q,~ ,p) <1. - ~9(~dp

pour rés oudre (8 .248) :
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(8.264)

(8.26;"; )

Ceci es t d'ailleurs donn é par le lem me 8.14 et la for m ule (8.251) . La loi de commande est
d onc donnée ici par :

UST (P,~ ) + ïi:l(p,q,~,p) (8.266)

= - 9'(~1) [~' + p8(zd l - ~(Wl~l + w, [z , + p9( ~d]) - ~8(Xl)

O n a alors :

où

Z'''' ~ ( '(x.. ) ) ; Z . ~ ( 0 )
u,,(p,x ) .,(p,j,x ,P)

et la do u ble estimation s'é cr it de la fa.çon suiv an te:

!
~ ~ -P; .[,(~.)(.\ - [.) +, (u,,(p,x ) + p8(x,)"(x,)) (ry, - [, ))
q = - Pqv,(p, q,~,p)(1/2 - el )

ih = - r [111 - fil + 6
in = - r [1], - [, ) - W:\ ê"l - w,[z
r 11 1] - êllm,-l (1 + 8(xd' + ( usT ( p, x ) + PB( xd9 ' (x d ) ' rn , /~

(8.2 67)

(8.268)

(8 .269 )

et Pi>et ('q dési gnent :

Pi> = p( è , 9(xd(T/I - zd + uST(P,Z)( l'/1 - Xl)
('q = p( q, Vl(P, q,X,P)(1]2- (2» ,

p étant la fonction à valeur da ns [0, 1] décrit e en (8 .60).

Con t rôleur ES: On note, po ur a brég er, la fonction scal aire (c'est ~Z«'l) :

(8. 270)

Z(p,x) = (Ql1[1 + QU(2) 8(zd + (Ql2fl + Q22(2 ) (uST(p, z ) + P8(xd9 '(x t)) (8.271)

et l'es tima teur s ' écri t (1]est scalai re ] :

- p; Z (p, x ) [ry - î'QÎI
- Pil V2(p,q,X,p) (Qufl + Q22(1) (1] - fd
- • Iry - l'QÎI - î'r[
Il. - î'QÎlI- '" (1+ Z;. )-·I'

(8 .272)
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où (, Pp et Pi! sont tou jours do nnés par (8.269 ) et (8.270), el r e~ t le terme de droite de
l' éq ua t ion de Lya pu nov (1.3 8) dont Q est solut ion.

Co nt rôle u r E4te r : La fonction réelle Z ét ant toujo urs donn ée pa r (8. 271), l'es t imateur s 'ecr it

(8 .273)

TIn' y a donc ici a ucun problème d'équation implici te. Si l 'on n'a vai t pas u t ilise de d oubl e
est imée, l' éq uat ion en pserai t, consuppos ant que p = 1 po u r sim plifier:

P = (QII(I + Q12(2)8(rd (8.2 74)

+ (Qnil + Q22(2) (unüi,Z) + p6(r l)8'(zd - ~8( xdp)

(le terme en ~8(xdp est VI(P,Z, P) = V2(P, P, X,p )). Ceci ne définit p,c'es t-il-d ire n ' Il. une

so lut ion en ftqu e s i

1 + Qu8(zdJ + ~(Q12Z) + Q22Z28(XI)) of 0
p

Ceci est fa ux sur une su rface de I'espace d es (p, :!:), X2), et il n 'e st pM possibl e d e s'e n te nir
éloign é seule ment en eontreig ne nt Pil res ter d ans un certa in domaine ( ind épend ant de x) .
1
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C ONCLUSI ON d e la p a r ti e C OMMANDE

App or t s

Nous avons développé dans ce n e par t ie :
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• d 'une part des co nt rôleu rs ad aptati fs "généraux" n'utilisa nt pll.Sde connaiasance sur
la structure de la famille (5, ) a utre q ue la d èpenda nee linéaire en les param ètr es.
Dan s le cas d'un paramétrag e lin éaire imp lici te comme explicite, nou s avons obten u
un résult at local de stabilit é, assez classiq ue. Pour ob tenir un résuf ta t. glob al (sous
r éser ve de stabilisabilité glob ale de chacun des sys tè mes Sp), nou s avons eu recou rs à
des hypot hèses sur la croi ssa nce 11. l' infini des incerti t udes. Dan s le chapit re 8, no us
avo ns d ét ai llés les choix p ossibl es de l 'équat ion d' ob serv at ion et les ré pe rcu ssio ns de
<'ech oix sur les exigeances requises pour la stabilite. glo bale. La mét ho de qui consist e
à pren d re l' évolu t ion de la foncti on de Lyapu nov V (t ) = V (p, .t:) comme éq ua tion
d 'observati on es t la mo ins exig ean te. Ell e n'es t notament pa s sen sib le à 111. form e du
champ boudé ù.pa ramèt res conn us (~" ou ., ) . Elle est , à notre connaissanc e, nou velle.

• d 'a utr e part, des contrôleurs adaptatifs ut ilisant (les s t ru ct ures pa rt iculièr es d e la
fam ille (Sp). Ob tenus soit en l'Ijoutl'lllt des t erm es df' com mande dest inés à co mpenser
les effets néfastes de l'ada pt a t ion [sectjon 8.3 et 7.3), soi t pa r un choix part iculier dans
l'est imat ion (section 8.2 .3) , ils nf' s'a llpliquent qu 'à des clas ses rest reintes d e fami lles
de systèmcs ma is ne requi èren t que peu ou pas d 'hypoth èses pOlir étendre le doma ine
de stabilité dans le cas d 'une fa mille de sys tèmes tous globalemmen t stabilisab les.

P e rsp ectives

Cela ouvre deux voies pour améliorer les m éthodes de co mm a nde ada ptative ses syst èmes
non -liné aires d 'une part a mé liore r le fonct ionnem ent des contrôleurs "gé néra ux" , no tament
au niveau de l' es t imation, pour q u'i ls tolèrent un e form e plus gé né ral e des in cer ti tudes ;
d 'au t re part éte nd re les classes de famil les a uxquelles peuv ent s'a ppliquer d es con tr ôle urs
ten a nt plus compte de la s tructure d e la famille, el qui do n" ellt d'e xceUen b r êeul ta ts.

E nfin , l'hypoth èse de linéa ri té pa r rap p or t aux paramèt res est res tr ic t ive, e t il ser ait
souh aitable de pouvoir s'e n affra nchir. L' idée de ec nsldê re r ici un param étrage "im plicit e­
men t linéaire" é ta it un e faço n de l' étendre , mais la s t ruct ure linéaire pa r rap port a ux
para mè tres res te primordi al e da ns la partie esti m atio n. La thé orie d es ob ervateurs no n­
linéa ire , pourrait ici san s doute êtr e emp loy ée avec pro fit .
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Annexe A

Lelllllles et d é m o n s t r a t i o n s divers.

A.t Pseudo-inverses

Le résultat donné ici dans le cas où 9 est de rang constant quelconque n'est utilisé que dans des cas
où 9 est en fait de rang constant maximal. On donne toutefois ce résultat un peu plus général, et
dont nous n'avons pas trouvé de preuve dans la littérature.

On a souvent besoin de résoudre, en u,

g(p,x).u = X(p,x) (A.1)

où X est un champ de vecteur régulier, par un u dépendant continûment de p et x, sous
l'hypothèse, clairement nécessaire, que X(p, x) reste dans l'image de g(p, x). Rappelons que
9 est le champ d'applications linéaires (ayant pour espace de départ film,fixé) défini en (1.5)
à partir des champs gl(P, .), ... ,gm(P,.) par

1

"lm -----> T",Mn
g(p,x) : m

U = (Ull""U m) f----> g(p,x)u = Eukgk(p,X)

Si de plus le rang de 9 est constant, le problème est résolu en prenant

u = gt(p,x)X(p,x)

(A.2)

gt(p,x) étant le pseudo-inverse de g(p, x) défini en (A.5) grâce à la proposition ci-dessous.
Notons que la construction de gt nécessite la présence d'une métrique riemannienne sur
Mn (et qu'une métrique différente entraine un 9 t différent). Ceci n'est pas restrictif, toute
variété pouvant être (globalement) munie d'une métrique (cf. par exemple Spivak [56]).

Proposition A.l Si gl(P, .), ... ,gm(P,') sont m champs de vecteurs cr sur Mn, variété riem­
manienne c= (ou CW), dont la métrique est notée ,(x)(.,.), et tels que, pour tout (p,x), le
rang de la famille de vecteurs s.i».x), ... , gm(P, x) soit égal à in. :Sm, alors il existe m formes
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difJi ren tieliu g1(p, .), ...• 9!,.(P,. ) de mêm e régulariti que 1eJ champ, 91(P,')' ..,g...(p, . ), tt
!eliu que pour tout (p, r), f'endom orphüme de TzAf" défini par

x ...... to < ol( p,z) • X > g...(p,:t)

Joit er acleme nl la projection orthogo nale J UI"

Span {YI(p,Z ), .., g",(p , r )}

rt/atj"tmen t 4 1'(Z)(.,.) .

(A.3)

(A.4)

9 ~tlI.n t défini à partir dea g. par (A.2), l 'image de Y, not ée l m 9, est (A.4). On d éfinit
a lo rs y' p ar

(

< . l(p, r) , X > l
g'( p,z ).X ~ :

< g!..(p, z) , X >

si bien qu e (A.3) n'est aut re que g(p,z ).g'(p, z), et q ue l'o n a , pou r tou t (p,z) ,

(A.5)

g(p , r ).g' (p, z) = PTojedion "( 1:)(_, . )-or thogonale .'lu r lm g( p, e ) ( A.6)

D ém o n et.retion d e ln p ro p os iti on A.l :
~ Grâc e à la mé t rique 1'. 0 11 peut définir m formes di fférentielles (l -formes)
g'J(p, .), ..., 9~(P,') il. pa rt ir des chAmps 91(p, .}, "', 9...(P,. ) par la co nst ruction clasaiq ue d' i­
den tificBt ion d 'un eepece il. Ho n dual , ou de TM " à.T OM " :

< g~ (p, l:) , X > = -Y(l:)(g.( p, l:), X) k = l , ...,m (A.7)

On d ,;finit A(p,l: ) comme ètant III.mat rice de Gr am de III.fami lle de vec te urs 91(P,l:), ...,
g",(p ,z ), c'est-à-di re par

A(p, r ) ~ [ A,.;(p, r ) 1 = [ , (r )(. ,(p, r ), . , (p, r ») 1 (A.8)

c'est une matrice carrée m x m sy mét rique posit ive de ra.nF; mj si 1'011 défmit alors , pour
tout e ma t rice sy métrique A ,

comme la projectio n sur 1~ noyau de A (KerA) parallèlement à l' image de A (TmA), il est
clair que

A + lI"(A)

est inver sible. Ceci nous perm et de définir gl et les 9lpar

(
< .:(p,r) , X > l « '''P,x ) , X > l

.q'( p, z). X g : ~ [ A + lI"(A) ri : (A .V)
< 9~(P, X ) , X > < 9J.(P,x ) , X >
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il est alors aisé de vérifie r que
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si ..,.( z )(g. (p, z ). X)= O k=l , ...•m
siX = E;'=oU. gk(P.Z) pour un cert ain (UI' •., um)E Rm

Régularité .. A et les gJ ont la même régularité que les gl.; cela est évident pour A, au vu
de (A.8), et assez classique pour les gr (voi r pa r exemple [56]). De plus, g éta nt d e rang
co nstant, 7r( A) a également la même régularité en tou t point . car si p est le modnl.. rl.. la
valeur propre non nulle de A(p, xl de plus pe ti t module. il existe un voisina ge U de (p, x ) sur
lequel A a 0 pour seule valeur pro pre de module inférieur ou égal à i , si bien que 'II"(A ) est
do nn é sur U pa r la form ule suivante, qui est assez facile à vé rifier ici, en dime nsio n finie avec
A di agonal isable, et qui est do nnée da ns un contexte bea ucoup plus génér a! d ans Dunford
et Schw art z [17, chap itre 71

'II" (A) = :b f" (~e i6I -Arl d8 (A .IO)

Cec i est u ne foncti on analytiqu e dan s le domaine des A do nt le module de la valeur pro pre
de plus pet it module est sup érieu r à i, ce qui achève la démonst ration. \J \J \J

A.2 Annexe a u chapit re 2

A .2.1 Tra ns format ion d e champs de vecteurs par un difféomor ­
p h is me d ép endant d e p a r a m èt res

Le but de ce paragraph e est d 'étud ier la façon do nt l'action d'un difféomorphisme d épendant
d 'un paramètre su r un champ de vecteur dépend ant d 'un paramètre altère la d épendance
de ce cha mps en le paramètre.

O n cons idère deux variétb Cl de dimensio n n : M et N . et un e fami lle de difféQmo r.
phi~me~ Cl de lvf vers N, dépendan t régulièrement d'un paramèt re p de A' : le difféomor­
phisme d 'ind ice p est donné pa r:

(A.Il )

où.'P est une ap plica tion Cl de RI x V vers N . On considère également une famille de champ s
de vedeur.t sur V , dép endant régul ièr emen t du mêm e paramètre p; le cha mp d 'i nd ice pest

c(p,.); :c >-------> c(p,:c) E 1~M (A .12)

On rappelle qu 'il est t rès façi le de définir alors ~(p,z ) comm e la différen tiell e en p de

l' application de RI da ns M qui à. 'II" dans P associe c('II",x) dans T~Mn

On ra p clle les formules de transp or t d 'un champ de vecteur f par un difféomor phi sme

(A.l')

' Po ur une définit ion d étaill ée de~ ~Hoiles en hll.S"el de. ~étoi les en hllut» , voir pllr ex emp le [56)
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ct 'P. = (",. t t ,c 'est -à -di re:

A nnexe A . Lenunes et démonstrations di ve rs

(A.14)

On d éfinit alors la famille de cham ps de vecteurs è(p, .) "t rans por t ée" de c(p, .) par <p(p, .)
d e M sur N par:

i(p , .) = , (p, .), ,( p, .)

ë(p,..,(p, x» = ~(p,x ) . c(p, x )

(A.15)

(A .16)

Notre but est d e comprendre comment la dé pendance de i; en le per amèt re est reliée"
celle de c et de 'P, c'es t -à -dire le lien entre ~(p,x) et ~(P.z).

Pour se pla cer dans un cad re plus comm od e, on défini t alors les variét és éla rp;ics "p hase -}
pa ra mètres" R' x AI et R' x N, et les familles définies ci-dess us ind uisent to ut naturell eme nt:

Un difféo morphisme <lide RI x M dans R' x N qui laisse inchan gée la composante SI U

RI:
4>(p, z ) = ( p , ",( p,x) ) (A.17)

Deux champs de vecteurs C et ë resp ect ivement sur R' x AI et sur R' X N don t la
composante sur T R' est nulle:

C(p,x) = ( 0 , ,(p, x))
ë(p,x ) = ( 0 , i(p,x))

(A .19)

(A.19)

Le lem me suivan t dit tou t simplemen t q ue, com me esp éré, le cha mp è est le transpo rté
de C par le difféomorphisme 'f':

Le m m e A . 2 e et è étant définis par (A. 1B) et (A . t 9), on a:

c = 4>, e (A .20)

La. base can onique de RI étant {e l • ... , cm}, on définit les champs fr;sur RI x At ct RI x N
que l' on note (pas trop l] a busivement de la même façon :

et l' on a:

t1;.(p, x) ~ ( Ci , 0 ) (A .21)

Le m m e A.3 Cel 6 étant d ifinis par (A .l B) et (A .l9), ct lcs champ" Ai et Ai, res pect i oe­
ment "ur R' x At el "ur R' x N par

A;(p, ;r) ( 0 , ~(p,xrl;;(p,;r ))

( 0 , ~(p,x))

(A.22)

(A .23)
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on a les for mules suivant es:
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~' I a';;; , à 1
~. [ a';;; ,Cl

Ker rp'

On a d'aill eur" : Â;

la';;; ,Ci - l A" Cl

1a';;; , ë l + [ Â" ë l

Span { ~ - AI , .•., .;;, - A, }

4> . A;

(A.24)

( A.25)

(A.2.)

(A.21)

D émonstration du lem m e A .3 : Vu le lemm e A.2, on peut ecrire

Il s 'ag it donc de calcule r II!" champ 4> . -k. (A.17) condui t ft.I'expression suiv ante de la diCfé­

rent ielle de 4> au point (p,x ), et de son in verse: pour tout (6p,6 z) dam T (p,..)(R' x AI) ou
(6p,6!) d ans T(p,<p(p...))(R' x N ) :

(A.")

(A.'. )

et do nc

et fina lemen t
<I> .~

Op;
~ - A;,

p,
(A." )

d'où (A.24) et de la même man ière (A.25). (A.27) Meoule diree tement du lem me A.2. (A.26)
est vé rifié car :

, [. ] Ocp FJ,p /Jcp _18 '11'f"( p,x). -.(p, x) - Ai(p, x ) = -8 (p, x) - -8 (p, x) -.(p,x ) -8 (p, x ) = 0
Pi Pi r r p;

d 'après ( A.22) si bien que Ker cp' con t ient les k (p, z) - Ai(p, z ), l'égali té venant de ce que ,
cp(p,. ) étant un difféomorphis me pour tout p, cp' f"lIt d l!" rllng n , 'V 'V V

On pe ut tr ad uire ce lemme en te s-mes de s Iemilles d e c ha m ps de vect eurs de dép ar t:

P ropositio n A .4

;;(p,x)- t~(p,cp(p, x ») :;;(P,x) - 1;;-I.~(p,.), c(p, .) ](x ) (A.33)
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A.2.2 Démonstrations relatives à la section 2.2

Démonstration de la proposition 2.3 : Dans cette proposition, on peut considérer que
x est fixé, et l'on s'occupe de la dépendance en P de vecteurs de T",Mn.

(2.2)===?(2.5) : Cela est évident puisque (2.2) implique que 9k(p',X) et 9k(P',X) sont tous les
deux dans Span{gj(p', x), ''',9m(P', x)}.

(2.5)===?(2.4) : obtenu en appliquant (2.5) avec

p' = P ; p" = P + )..-1;;

et en faisant tendre le réel Xvers 0 puisque

agk a. 1 [a ]-a(p,x) = hm"\ 9k(P+ )..-a,x) - gk(P,X)
Pi ,\~O A Pi

(A.34)

(2.4)===?(2.2) : Span{gj(p, x), ..., s-s». x)} étant de rang constant égal à m, (2.4) permet,
à l'aide du pseudo-inverse bati à la proposition A.I, d'écrire une matrice carrée m x m,
inversible, A(p,x) telle que

~(p,x) = g(p,x)A(p,x). (A.35)

On fixe alors x et toutes les coordonnées de P sauf une, et (A.35) donne une équation
différentielle linéaire non-stationnaire dont la solution est de la forme

g(p, x) = g(po,x) f(po, P,x) (A.36)

où f(po, P, x) est la matrice de transition de cette équation différentielle linéaire non-station­
naire. I' est inversible. Cela prouve que l'image de 9 est constante quand on fait varier une
(quelconque) des coordonnées de p. Cela prouve (2.2). \l \l \l

Démonstration du théorème 2.2 :

Condition nécessaire:

Si FE est satisfaite, (1.52) entraine que le span de 91(P,x), ... , gm(P,x), c'est-à-dire l'image
de l'application linéaire 9(P, x) est égal, puisque j3 est inversible, à l'image de l'application
linéaire 9(X), qui, clairement, ne dépend pas de p, d'où (2.2). Alors, pour p et p' dans P,
(1.51) entraîne:

f(p',x) - f(p,x) = g(p',x).a(p',x) - g(p,x).a(p,x) (A.37)

d'où
f(p',x) - f(p,x) E Span{ 9j(P,X) , '" , 9m(P,X)} (A.38)

puisque ce Span ne dépend pas de p. On obtient (2.3) en faisant tendre p' vers p.

Condition suffisante:
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Sup posa nt (2.3) et (2.2) vérifiées pour t out p, on se fixe p" da ns P, et on définit œ ct!3
pa r:

a(p,z) ~ g(p,z) ' IJ(P. , z) - f (p, z )1
!3(p,J:) = g(p,x )lg(po, x )

(A.3')

(A .40)

o ù g(p , x )' es t un p, eudo.in ver, e de g(p, x ), que l'o n peu t d éfinir de façon régul ière d'après la
proposit ion A.l page 137 en ann exe , puisque g(p, x) est de ran g consta nt maximal (condit ion
Re ). {J(p, x ) défini par (A.40) est de plus inversible puisque

g(p, x )!3(p, x) = g(po, x)

est de fang m .

D'apr ès (2 .2), on a:

Jmg(p, x ) = Jmg(p", x ) ,

et don c ( A.40) implique (1.52) avec g{J:) ~ g(p",z); de même, en int égra nt (2 .3) sur le
segment [p",p] deus P (Span{gl (., J:), ... , g...(., z)} es t const an t sur ce chemin ), o n a :

I ( p" , x ) - I (p, x) E Spa n{g,( p,:l:), ...,g ...(p,z)} = lmg(p, :l:) ,

et donc (A .39) impliq ue (1.52) avec I (x ) ~ f ( p" , :l:).

A .2.3 D émons tra tions r elatives à le sec t io n 2 .3

D émons t r a t ion du t h éo r è m e 2.5 :

Propriété locale : D'après le lemme 2.6 , il su ffit de montr er qu e, pour toul ( p, i) dan s
P x .M " , l'e xist enc e de che mpa Xi sur un voisinage de (p, i ) sa t isfaisan t (2.12)-(2.13)-( 2.14)­
(2.15) pour to ut ( p, z ) da ns ce voisinage est une CNS pour qu' il exis te un voisin age V de
(p,i) , et If, "d ifféomorphis me défi ni sur V dé penda nt d u par amètre p'" tel q ue les cham ps
j(p, .) et 9k(p,,) sur ",(V) définis, pour tout p, par :

j (p, .) ~ . (p, ·). f (p , ·) ; '.( p, .) ~ . (P.. ). g.( p,.) (A .4l)

vé rifient pou r tou t (l', e) dan s V et i = l , ..., 1:

~(p,z ) E Spa n{ 9'\(p,J:), , g:,,(p,z )}

_B
8i

( p, x ) E Spll,n{ O\( p,:r.), , O",( p,z) }
p,

(A .42)

(A.43)

' Défillitio n pfécis~: pOUf to ut p, ...(", .) u t UB difféomorphi sme d~ ({p} )<M " )nV ~ Ilr ",,(V) . C..l.. d~m.... d..
il. V d' av oir un e (ofm~ lin peu plLl tie ulih~: tou s lu ({p} )< M " ) n V sont difféomorph es il ...(V ).
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Conditio n n ic euaire : Si il existe un tel "difféomorp hism e défini sur V dépenda nt du
par a mèt re p" ",(p , .), on pe ut dé finir d 'll.prf.s lui (vo ir (A.17) lemm e A.3 page 140 ) un di f.
féomo rphi sme 4>de V d ans n x ",,(V), où n est la "project ion'" de V sur P par

<l'(p,:!:) = (P . rp(p,Z'» ,

et les eha mpa Ah .. , A, su r V par (A .22). POIlons:

X i ~ - Ai

O n peu l, comme en (2 .18)), d éfinir 'H par

'H ~ Spa n{ a';; + X I 1 "" ;p,+ Xj}

O'llprès ( A.26), les "iliO-!;''', e' est -k-d ire les sous -varié tés de la forme

(A.44)

(A .4' )

(A A6)

(AA 7)

(oz:" fixé) son t d es sous-varié tés int"grall"S.Ie 'H. Cel le qu i passe par un point (p", 2: 0 ) est

(AAS)

elle peu t êtr e con sid érée comme le graphe d e l'a pplica tion

(A.4')

qu i à p associe le po int de Af " qui a, pa f !p(p,.) , la même image que e ; par ",( Po, ' )'

Montrons ma in te na nt que les cham ps Xi défi nis par ( A.45) sa t isfont les co nd itio ns d u
t héorème pou r (p,z ) dans V :

• Ils vérifient (2.12) par définition (vo ir (A .22)).

• (A A8) donne les sous -va riétés int égrales de 1l défini par (AA6) (ou (2. 18)) , ce qui
implique que 11. est involuti ve et donc (2. 13) es t vérifié (voi r remar que 2.3 ).

• E n a ppliqua nt (A.24 ) a u champ F sur V , on a:

~ï /p; ,F 1 ~ [/p; + X , , F J (A.' .)

mais d 'après (A.43) et le fai t que lik,F ](p,z ) = (0, lk(p,~)) , le cham p d e v..("teuJII

I!r;,F J(p, z ] est da ns {O} x Sp an{9l (p, z ), ... ,g,.,.(p,z)}, qu i n'est autr e q ue <1> .0 , d 'où

(2.14).

n = { p / ({p} x M") nV f 0 }
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• O n proc édé de la même façon po ur démontrer (2 .15), en remplaçant F par G•.
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Condit ion $u1fùan te: On se donne ma jntena nt (p ,J! ) da ns P x Af " et on suppose qu' il existe
un voisinage U de (p,2') el des cha mps Xi sur U sa tisfaisant (2 .12)-(2.13) -(2.1 4) -(2 .15) pou r
tou t (p,x ) da ns U

L'idée de la constructio n de 'P est alors Ill.suiva nte. On peu t, 8.partir des champs I;;;+Xi ,

d éfinir la dist ri bu t ion 1l par (2 .18); d 'a prè s (2,13) , et elle est involutive. On va alors définir
'P de t elle man ière que ces sous-variétés soien t les sous-va riétés d e niveau de rp; pré cisément ,
s 'étant fixé p, on pre nd pour rp(p,x) III. composan te aur M" de l 'un ique point (de P x 1'.1" )
de la sous-v a riét é int égrale de 1l passa nt pa r (IJ,x) dont Ill.co mpos ant e sm P soit p. Le
difféomorphisme vérifie alor s en èvid cnc c Ill."conclitiOIl aux limi tes" de (2.16) : rp(p,x) == x .

On éerit tout cela commodément grâce Il.U X flots

(t, p,z) ~ ' :(p, z ) (A.51)

d~ cham ps!,;; +Xi. Ce qu i suit t raduit exactement l'explicati on intu it ive qui p récède dans

III.mesur e où les cham ps 1;;; + Xi engend rent u ne di stri b ution invol uti ve, ce qui est le cas
puisque leurs flots commutent même d 'après (2.1 3). Si ct' n'é ta it pas le C8..'i, le procédé de
relèv ement qui suit ga rde rait un sens, mai s n 'au rai t pas l' interprét ation simple ci-dessus.

Les flots 4>; (qui laissent évidemmen t invarian te s 11"5 sous-va riétés int égr ales d e 1l ) per­
met ten t d'écrire l' unique point (de P x M " ) de la sc us- varié tè in tégrale de 1l passant par
(p, x ) dont la composante su r P soit p comme

q uan d cett e expr ession II. un sens. La com posa nte selon p d u flot 4>i éta nt un e t ra nsla tion
selon 71;;, il est clai r à III. fois qu e la composante selon P de f I' point es t p et que c'es t le seul
à avoir cette p ropr iété sur III. sous-variété inté grale de 1l passa nt par t»,x ). Nou s difiniHon$
don c rp par:

(A.52 )

Notons que, lell flots 4>i commutant deu x à deux, (A.52) est éq uiva len t à

(A.53)

L'équatio n (A.52) définit rp(p, ;r)dès qu ele menbre de d roit e a un sen a, le fait que Ill.premiè re
com posa nte soit fi H a nt, comme rem arqu é plus haut, un tautologi e. De plu s, il exi ste un
voisinage V' de (1',2') sur lequ('1 III. membre de droit e en question est bien d éfini4

~ en efl"el, ai 1'011p o... t - 1> p, uUecxpr c» i,," a·ô'o"1

dontl 'cn~mblededHinilionen(j . p, :r )eotollvcllet contÎen l (O,p,z) {lhÔ'ol(,rncde con linlla lionul.le.f1oh) ;

de pllls.l'application
(p, :r) (1)- ,,,,,, :1)

est eonlinlle dellvoie (p,z) l u. (O". ~).
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On con sidè re alors un voisinage u" de x da ns P, d 'ad hérence compa cte incl use da ns
{x 1 (p ,x ) E lj ' }i il e xiste alo rs n, voisina ge de fi dans 'P tel que po ur to ut p da ns n et
to ut x da ns u' , on ait Xl\"(P) E u · O n choisit a lors V de la faç on suivan te:

v ~ { X" ,,(p) / p En, x E u· }

et l'on a, d'ap rès l'écriture de V et (A .53)

({pl x M ") n V ~ { x, Ap) 1 xe u ' }

Ip(V ) C u'

<p( p,.) est donc bien pour t ou t p un difféomor p hism e de ({ p} x Al " ) n V da ns :p(V) .

If' ét ant ma intenant construi t, montrons qu'i l conv ien t , c' est i\ dire qu 'i l t ra ns form e f et 9

en i et 11 véri fiant (A.43) et (A.42). En effet, si l' on définit à par tir de 'fi le difféomo rphisme
<flde V dans n x u' com me en (A .17), et les cha mps F , F, CI< et ait à par tir de I , i , 91< et
91< com me C et ê ft partir de c et ë en (A. 19) et (A.18), alo rs , d 'ap rès ( A.26), les cha mps
Ai d éfinis par (A.22) vérifien t

Ai = - Xi,

d' où, d 'après le lemme A.3,

(0 , '!l ) ~ [ ~ , F I
api api

( 0 , ~) = [ .;;, GK ]

".[;k+x" F J

4>.[;; +Xi, GK ]

(A.54)

(A.55)

mais d' après (2. 14) e t (2.1 5), 4>, [ 1;; + Xi' F l et 4>. [ if;: +Xi, GK ] sont d ans 4>, 9 , c' es t ­
à-dir e da ns la dist ribu tio n eng endrée par les (0, 91e), ce qui , au regar d de ( A.54) et (A.55)
donn e (A.4 3) et (A.42).

Propriété globale: To ujo urs d 'ap rès le lemme 2.6 , il su ffit d e mont rer que l'exi stenc e (globale)
des champs"'X:(ï.12)-( 2.13)-(2. 14)-( 2. 15)-( 2. 17) es t une CNS pour (2.19) -(2.21) -(2.22 ), c 'est
à d ire pour qu' il ex iste 'fi, "d ifféom orp hism e dép end ant du pa ra m èt re p" tel que les champs
j(p, .) et 91e (P,.) su r M n dé finis, pou r tou t p, p ar (A.41 ) vé rifient pou r tout (p, x) da ns
P x Mn et i = 1, ...,1, les éga lités (A.42) et (A .43).

Cond iti on néce.u aire: On reprend exactement la preuv e pr écéd ente (cas local) en remp laç ant
V (et f! x 'P(V)) par P X M n, et 1'011montre qu e si F DE est satisfai te, il exist e des champs
X i d éfinis su r P x Ar, vérifian t (2. 12) à (2.15). Res te il.montre r (2.1 7) c'est à di re qu e les
ch amps /p; + Xi sont x-complets.

Soient .p;(.) les flots de c..s cha m ps a%; + Xi . O n d éfini t la p roj ..cfio n ca no nique

P xMn _ 'P

et l'o n con sidè re sa res t rict ion à Vp., ~" (vo ir (AAS)). Cette rest riction est biject ive (car
ip(p,. ) l 'es t po ur tout p) e t c' est un difféomorphisme local car 'Ir'(p, x) envoie!;; + X i sur fp; ,
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et donc (d'ap rès (A.26)) TCP, 2)V"",... sur R/; cet te rest rict ion a t donc un di fféomorp hisme de
V"..... da ns P . DI' plus, si l'on défin it X, .,''. pa r

(A.56)

• 1I"(XP. ,2.(P») = p (d' a près (A.53)) , et
• XP.,..~ (p) E Vpo," .

Xp. ,.,. peut donc être défini sur P tout entie r comme la réciproq ue de la rest ricti on de 11" il.
Vp . ... . . Cela im pliq ue que .p:(p1, ..., p' , x ) est défini dès qu e (pl, .. , p; + t , .., p' ) est dUII; P ,
et don c que , si .p:(pl , ... ,pl,x) est défini sur lt;, t/ !, t; (re sp tf ) êtant fini , III limite de la
composant e en p de .pJ(pl, ... , p' , x) qu and t ten d vers t ; ( resp. t /) est (pl, .. , p; + t;, ..,p ' )
( resp (pl , .., p; + il , .., p/) , qui est sur la front ière de P ca r si il était il. l ' in tér ieur de P , le
flot sera it défini pour t = ti [ resp . t = t/ ); on vient de démontrer que IN! cha mps if;; + X i
sont x -com plets .

Condition Juffi Jante : On reprend encore la preuv e du cas local, mais elle es t beaucoup
pl us sim ple ici, l 'ouvert U étant rem placé pa r P x M" , ainsi qu e U' grice il. l 'hyp ot hèse
d 'x -complétude des champs k + X ;. On peu t alo rs se fixer fi quelconqu e, la co nst ruc tion
de u ' n'a pas lieu d 'êt re [i.e. u ' = ;lr), et (A.52) définit opsur tou t 'P x M "

:p étant maintena nt const ruit, on montre qu' il con vient de la même faç on que da ns la
d émons t ra tion de la prop riété locale , les cond iti ons (A.43) et (A ,42) éta lLtd e t out e façon
locale. 'V \,J 'V

A .2. 4 D émonstra ti on s r ela t ives à la sec t io n 2 .4

D é m o n!it r a t ion d e la p r o p r iét é 2. 7 : Cette d émonst ra t ion sera calquée su r celle d u
th éorèm e 2.5 . Comm e dans cett e preuve, d d'après le lemme 2.8, il suffit de mo nt rer qu e
(2.23)- (2.24 )-( 2.25H2.26) est une C~S pou r l'exista nce d 'un "di fféomorphisme d ép endant
d u pa ramètre p" tel que les cham ps f( p•• ) el §. (p, .) d éfinis, pour tout p, par:

Î( p, .) = ~( p,· ) , f(p,· ) ; 9.(P,·) ~ ~(p,. ) ,g.(p,.) ( A.57)

vérifi ent (A,43) et (A.42). rp devant de plus vérifier (1.72) .

Cond ition né u JJaicr : Supposons qu 'u n tel "d ifféomorp hism e d épendant du pa ramè t re p"
rp(p, .) exis te. On dispos e d' hypo t hèsf'S plus fort es qu e da ns le t héorème 2.5 on p eu t d OlIC

rep rendre sa démonstr a tion sam y rien cha nger pou r obt enir (2.24), (2.25) et (2.26). Rest e
À véri fier (2. 23J, qui, avec les no ta tions d.. la démons tr ation d u théorèm e 2.5 , décou le di ­
rectement d e (1.72) et de ( A,oI5).

Condi tion ,uffiJanl~ : Supposons q ue (2.23), (2.24), (2 .25) et (2.26 ) l'oint vé rifiées . Com me
pou r la preuve de la con di tion nécessaire , on peu t rep re ndr e III. p reuve du t héorème 2.5 pour
constr ui re op.,t montrer qu' il sa tisfait il. ( A.57), (A.43) et (A,42), et il ne reste p lus qu'a
montrer que opsa tisfait la condition de ma tcrung (1.72) , ce qu i n 'est pas difficile: ut ilisant
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(AA5), (A.26), on a5

~(p, x).~(p, x) + ;;(p,z).X;(p,z) = lp'( p,z ). (k+Xi) = 0

d' où

< ~(p,xtl~(p,X), -i;: > E Span{ gdp, x ), ...,g...(p, z ) } (A.58 )

ca r X ,(p,z) est pr écisé ment da ns Sp an{ 91(P,Z ), " , 9m(P, X) }. 9 V v
D èmonstrat ion du thé or è m e 2 .9 : On définit III. di stribution 'Dl sur P x M n par

'D l = Span{ Gl >• •" Cm.';;,..,~}
qui est involut ive d'a pr ès (2.33) et (2 .35), et qui contient 9 en évid ence.

O n dé finit TLz pa r :

'Dl = {Y /Y E'Dj et [Y,Fj EV1 }

(A .'")

(A.'O)

C'e s t une sous-dist ribution involut ive de V I ' Sous-dis t ribut ion ca r si Y E Vz et Z E 'Dl .
o X + (3Z est dans VI et

[c y + ~Z, F] ~ o[Y,FI + ptZ, F] - (LFo )Y - (LF~)Z

au ssi (car [Y, F I sont dan s g et [Z, F ] et Yet Z dans Vd, do nc aX + f3Z est bien dans 'V2 •

Involutive car si Y et Z son t dans Dl. [Y, ZI est dan s VI (ca r VI est in volu tive) et

[[Y, Z],FI ~ - [[F,YI, Z] - [[Z,FI,Y]

est da ns g , donc dans VI'

On d éfinit en fin Vs pa r :
Vs = V 2 n Q

Il est bien clair que c'e s t une sous-dis t ridu tion involut ive de V 2 •

O n not e

(A .61)

1r la proje cti on mnon ique de T(P x Ar) su r TP (A.52 )

L' idée qu i sous-tend la suit e de cette construction est tr ès simpl e: Si la fa mi lle sa t isfait
FD E!l.l , la distr ib ut ion 1i d on né e par la par t ie condition su ffisa nt e du th éorème 2 .7 (voi r
rem ar qu e 2.4) est une sous dist ribut ion involu ti ve de V 2 , telle que Ill.restrict ion d e Jr il. 1i
soit bijective, p uisq ue 1i a la p ropriété q ue, pour tou t i , il exist e dan s 1i un et un seul champ
de vecteur de la fonne ~ + Xi où X soit da ns Q. De plus, si l' on p eut constr uire une telle

sous -distribution in volu ti ve de V 2 , alors les un iques i/!;; + X i con viennen t. Dét aillons ceci .

" avec un peti l "bus de notati on : on êcrit X ;(p, ..) pou r d êsigner 1" co mpo san te de X ;( p, ,,) s ur T" ll.[ ft
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• To ut d 'a bo rd , la rest r ict ion de 11"iL'Dz est su rjec t ive, puisque, au moins localement , (2.3 4)
implique l'e xistence de fonct ion O i.k et fJ"k teUes que:

(A .63)

qui pe ut se rééc ri re

(A.64)

si bien que Vl co nt ien t les ch am ps

• Le noyau de la rest ict ion de 11"à Vl est en évid ence V 3 (q ui es t l' en semble des vect eurs de
'Dl de composante null e sur TP).

On co list rui t mai ntenant (localement) 'H. Soit (p,i) dans P x M n; V 3 ét ant une 501.15­

d istri bution in voluti ve de 'Dz, elle-m ême involut ive, il exi s te u n voisinage U de (p, i) dan s
P x At .. et un systè me de coordonnées ql ,...,ql,el ,...•e.. sur V tel que

'Dl span{k, ··,i;,k,···,k}
V 3 = s pan {k· ··,k}

(A. 65)

(A. 66)

(r est un enfier co mp ris entre 0 et ml. O n d éfinît alors , su r V, la dist rib ut ion

'H ~ Span {-k•.. , :;} (A.67)

11.est cla irement involutive, et la rest rict ion de 11" à. 'H est un isomorphisme pu isque 11.n
Ker w e 0

Les vecteurs -/;;:+ X i recherch éa sont alors les imag es r écip roq ues des k par la n' st ric t ion
de 11"' à 11.. Ils con vien ne nt ca r :

• Les X i sont da ns O. par d éfinit ion de V I '

• Les k + X i sat isfont de pl us (2.24 ) d 'après l'i nvolut ivit é de 'H et le raisonnem ent de
la remarqu e 2.3.

• Ils sa t isfon t (2.26) car X ; E O. 0 est involu t ive. et de plus 1i;:.9']C 0 d'a pr ès (2.35).

• Il s ( 2 .25) car , ét a nt de ne V 2 , ils v èeifle nt

[ F, ~ + Xi] E VI ,

ma is il es t de plu s cai r q ue ce croc het a un e composan te null e su r TF (car le co efficie nt
de !;; (c 'est 1) ne dépend pas de se et a donc une dé riv ée null e selon P) , si bien qu' il
est en fait dans y.
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D é m on stration d u t héorè me 2.1 1 : Tous les raisonnements de la d êmonetr ation du
t h éorème 2.9 sont ici valides, ma is la condition sup plé mentai re (2.36) imp liqu e que la dis­
t ribu tion Vs est nulle car

ran g{ 91,. .., 9"" [f ,gd, ··.,(j ,g..,J} = 2 rangO - rangVs (A.58 )

On p eu t do nc choisir 1l = v,. et pour tk+ Xi l' image réci proq ue de k pa r la res triction

de 'Ir' à V 2• On Il. ain si d éfini les vecte urs -k + X i globa lem en t, et il es t clair qu ' ils vérifient
les condi tions (2.23) à (2. 26) d u thé orèm e 2.7; si d e plus on ("it l'hy pot hèse q u'ils sont e ­
complets, (2.28) est satisfai te, et le théo rème 2.7 nou s d it que la fa mille sat isfai t la condition
FDEM. \l \J'V

D émonstrnti on d u eo rr o la ir e 2 .12 : La co mpac it é de AI" ass ure que le 80t d e tfi;: + X i
est x -complet. V 'V 'V

A .3 D émonstrations concernant la p artie ESTIMA­
T ION .

A .3.! D eux le m m es techniques

Le m m e A .5 Si P ed une fondion du tem ps à valeur dans l'u pace de., matrice ., .,ym i triqIU·.J
di finie., positive.JlIi riJùml :

(A.69 )

on a la maj oration .Juill a n te :

D ém o n stra ti on d u lemme A. 5 : Il es t clai r que:

IlrPZTell r~
s rvllel12 t r(Z PPZT)

d 'où , e vec l' inég alit é de Schwart z,

(A.10)

(A.lI )

(A. 12)

maisç vu (A.6D),

T tr(ZPP ZT) = tr( r ZTPP Z ) ~ - ~ tr P ( A. 13)
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Cela ent raî ne , avec (A.72),
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et fina leme nt (A.10) puisque P est une ma trice définie positive déc roissa nte . 'V 'V 'V

Le m m e A .6 Soient trois riels a, b, c, et un en lier m, avec a > 0 et m > 2. n eziJl e alors
deuz riels a ct 6, avec 0 > 0 tels que:

'VT > 0 , aTm - bTm
-

1 - CT", -2 :?: OT'" - .5 (A.75)

D émon s t ration du lemm e A .6 : On cho isit Q quelconque tel que

o < 0 < a ( A.76)

et il s'agi t de dét ermi ner 6 tel que

V T > 0 , T "' - J [ (a _ a ) T 2 - br - c ] + 6 :?: 0 (A.77)

D êflniseons

T" =

h2 + 4c( << - .. )

Hv'K
2(a - a )

(A.78)

Si 1'011 pre nd 6 > 0, l'expression dans (A.77) se ra. p ositive dès qu e le trinôme ent re cro chet
est p Ollit if; \8,o ù il cst négatif, T est plus p et it que T", et l 'exp ression est donc mi nore e par

T;:- 2 [ (a _ al T 2 - br - c ] + li :?: 0

Il suffit d onc de prend re .stel qu e

ce q ui s'é crit
li > T;;-J.â.

1 (a - a )
(A. 79)

vvv

A.3.2 D é monstrat ions d es thé or ème s du ch apitre 4

D émon s t r a t ion d es ëh éor êmes 4 .1 e t 4 .3

Le th éorè me 4.1 est un e eons équenee du th éorème 1.3 a vec TI = R9 : on peu t alors pre ndre
[J . = +00, et la "projection" 11" est tou jo nrs éga le ft.l' id enti té. Nous ne d émontrerons donc



152 Annexe A. Lemmes et démonstrations divers

que le théorème 4.3; on peut toutefois obtenir la démonstration (moins touffue) du théorème
4.1 en considérant que le terme" X " est toujours nul dans tout ce qui suit (cela équivaut à
dire que la projection est toujours égale à l'identité); les références sont celles du théorème
4.3; on donne celles du théorème 4.1 en bas de page.

Point a du théorème 4.3:

Vus (4.16) et (4.24), en tout point p de la frontière de II, fi est soit tangent à cette
frontière soit dirigé strictement vers l'intérieur de II; il est donc impossible que p sorte de
II, cela démontre le point 0

Point 1:

On considère la fonction:
VI

Un calcul simple donne, vu (4.16)6,

(A.80)

(A.85)

'-\ = -reTZp - ~pTp-lpp-lp (A.81)

_ r pTp-l ( "lrp,p(PzT e) - PZTe) ,

mais, d'après (4.26r et (3.7),

_ re T Zp _ ~pTp-l pp-lp < _ 2; k r IIel12 , (A.82)

et d'autre part, d'après la définition de la projection "lrp,P (4.24), on peut écrire

où X(t) est dans [0,1], non nul si et seulement si p est sur la frontière d'un II), (voir (4.23)) et
nT p zT e est négatif. Lorsque X(i) est non nul, les facteurs au numérateur sont l'un négatif
et l'autre positif: le premier est négatif par définition de X(t) et le second positif parce que
n est la normale sortante au point pà la frontière de II),, convexe, et que p= fi - v', p' étant
à l'intérieur de II),; on peut donc écrire

De plus, (4.35) et la convexité de II impliquent, p' étant à l'intérieur de II,

nTp = nT(p - pO) ::::: D'

et finalement, d'après (A.81), (A.82) et (A.84),

Vi(T) _ Vi(O) < - 2; k l T

rllel1 2
_ D'lT

xln:~:~el (A.86)

6 o u (4.2).
7 0 u (4.7).



(A.B1)

( A.88)

(A.B9)

(A.'I )

A.3. D ém on strat ion s co nce rna nt la partie ESTIMATIO N .

x ét ant da ns (0, 11, d' où l'on déd uit facilement le poi nt 1 et les in égalit és (4.30) et (4.31)8
C"Ar (A.86) imp lique (VI (0) restant positi f):

loTrllel12 :0::; 2 ~ kVI(O)

et VI(T ) :0::; VI(O)

P o in t 2 : (4.16) et ( 4.24)~ impl ique cla ireme nt

IIpll s r llPZTeli + X( t )ln:~:~eI Il Pn ll
où X est d éfini plu s hau t . D'aut re part, d 'après le lem me A.5,

l TlIrPZTeli :0::; ~ IoT rllell2

En fin , d'apri-s (A.86) et le fai t que P soit une matric e symé tri que d éfinie posit ive di-cro issa nte
(p uisq ue (4.32)10 elll véri fi~ ) , on a:

[ x l~:;~:~ l llPn ll s I IPJ~)II ( V,( O) - V,(T )) s I I ~;~) II V,(O) (UO)

d 'où l'on d édui t le point 2 d u théorème.

D émonstr a t ion du théo r èm e 4 .4

Nous allons reprendr e III.démonstra tion c" i·d t's.~lIl1 (t h;'ort-mMi 4.1 et 4.3), le cha nge ment
essentiel éta nt q ue l'on a mai ntenant (3.8) : e = Zp- w au lieu de e = Zp.
P oi nt 0 : La d émons trat ion est la même que pour te t héo r ème 4.3.

P o in t 1 : O n consid ère b . même fonct ion VI qu' en ( A. BO):

VI = t pT p - I P

L'In égali t é (A.BI) , t ir ée de (4 .16) , qui rest e vrai , est enco re vérifiée. Eu re vanch e, III.
présence d u b ruit w ne pe rmet pas d 'ob tenir (A.82), mais plutôt , d 'après (5.42 )11, (3.8) , d

(4.11)-(4.39).( 4.40),

_T eTZjJ _ tpTp-l pp ~ ljJ :O::; - T [ eTZ p _ ~jJT ZT Zp ]

_ !j.!pllellmd l + (1 - k )p Ilellm. - 1eTw (A .92 )

+ ~pll ' II- ' - ' l l w l l '

8ou (4..1G) d (4.11).
Gou (4..2) ~ule llle n ~.

IOou (4..12).
Ilo U (4..7).
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d 'ail , d 'a.près le lem me technique A .6 page 151, (p est seuleme nt en fact eur de l'e nsemble et
!"st posit if )

_ reTZ p _ ~pTp - lpp-l p ~ _ >'lplie ll"" +1 + À,pllwll",,+l, (A.93)

ou >'1et >'2so nt des cons ta ntes pcsifives d épe nd ent uniq uem en t de k et m •.

D'autre part , la partie (A.83) à (A .86) de la dém onst rat ion d u t héorèm e 4.3 n'u til isant
pu la rela tion (3.7), ( A.B6) es t encore vérifié. Final ement , d 'apr ès (A.sI ), ( A .92) et ( A.B6) ,
on Il. la majoration suivante:

V1(T) - Vi(O) ~ ->'l!oTpliell"" +1 + ..\, 10+- 1'11 1011 ...· +1 - volTx(t) l n:~:~ el(t) dl

(A.s4)
X(t), défini en (A.83) ét ant toujou rs da ns 10, IJ. De plus, (4. 37) et (4.39) impliquent

10+<» pllwll"'d ' s l +a> lI w ll",,+1 s k",..... .\ mIT: 1 IIw(O)II""+1 • ( A .95)

et l'on Il. finalemen t :

loT rlle ll2 foTpllell"', +1 .:5 ~Vl(O) + ~k","' 1+1 mIT: 1 Ilw(O)ll"'d l (A .HU)

et V1(T) .:5 V1(O) + .\2k...",, +1 m iT: 1 IIw(O)II.... d 1 (A.97)

d 'où l' on déduit facilem ent le poi nt 1.

P oi n t 2 : Les raiso nnements de la dé mOll6t ra tio n du point 2 pour le théorèm e 4.3 pe uven t
ê t re repris, e t vu que (4. 30) es t rem pla çè par (4.41), don nent (4.44) et doue le poin t 2
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1. INTRODUCTION

We consider a family of non-linear systems with state a: in Rn and input u, indexed by
the parameter vector p:

J(p,x) x = f(p,a:) + u g(p, e ) (B.1)

The maps involved in this equation are smooth with respect to a: and linear with respect to
p. More precisely (with looseness in the notations):

J(p,x) J,(a:) + Jp(a:).p
f(p,a:) = f,(a:) + fp(x).p , f(p,O) = °
g(p,a:) = g,(a:) + gp(a:).p

(B.2)

The parameter vector p lies in II, a smooth closed convex subset of Rq with a non-empty
interior such that:

J(p, x) is invertible for all (p, x) in II x Rn,
For each system (B.1), i.e, each p in II, there exists a smooth state feedback controllaw

u = v(p, a:) making the origin a global attraetor.

The functions J, t. g, v and the set II being known, our problem is to design a controller
which guarentees state regulation and solution boundedness wh en placed in feedback with
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one of th e systems (B .I) cor-resp onding to sorne paramet er vect or denoted p', p. b eing
unknown.

Us ual edaptive controllers have the follow ing fer mi

u = v(p,:r:) + w (B.3)

p being an updated paramete r vecto r, v(p,z) th e so -calle d "c ertainty equivalence" control
law, and w an addi tional cor rect ive term event ual ly add ed to v .

T his hus been succesfully pe rformed in t he ca se of a robot arrn wit h as many mo tors as
axis. Tw o rat her d ifferent met ho ds have bee n use d , For exa mpl e:

[Mi-G ol proposes an adaptive cont rolle r where th e estimatio n of p' is perfo rmed wit ho ut
taking into ac count the cont rol law to he used , th e cer-tainty equiv alen ce law is feedbac k
linearisa t ion , and sorne additi ve te rm e are edd ed to cornpe nsat e for the effec.t of up da ting
p. Thi s is an estimation -based approach.

[SI-Li] pro pose s to update p to m ake a global posi ti ve fu nct ion decrease. The cer t ein ty
equivalence con t rol lew is not feedback linearization there.

In [T a-Ko-Ma-KaJ, an adeptive con troller is de signed for a fami ly of syst ems of the type
(B.I ), specified by the fac t that J is the ident ity matrix and there exist a Hurwit z ma trix
A and a di ffeomorphism <l'(x) such tha t :

~(x(lA<I'(X) - f(p,~ ) E rangeg(p, ~) V(p, ~ ) , (BA )

which méans th a t 11,11 the systems (D.I) ar e lineari aable via feed bac k a nd diffeomo rphism
and all the dynemic un certainti es (I.e. the part of the fields act ually depending on p) ar e
eont ai ne d in the subs pace sp anned by the input fields . A globa l Lyap unov funct ion is use d
to obt ai n the update law of p.

In t his pa per, we pro pose an es tim ation -b ased adaptive control1er, usi ng th e cert a lnty
equivalence feedbeck law. \Ve derive its equations in sect ion 2. \Ve esta bl ish bo und edness
of the solut ions a nd convergence of x to zero in sec tion 3. The assu mp tion s we require,
collected below , are discussed in section 4. Note that in [Po-P r,88], we prop ose an algor it h m
with co rrec tive t er ras , whic h wor ks on a mo re particular cla ss of systems, but req u ire s far
less res trictive assumption s on th e growth of the fields at infin ity (se e assum ption A2 be low ],

A S S UMPTIO N S :

Assumpt ion AD (inverti bility): J (p, x ) is unifor m1y inver t.ible for (p, x ) in II x W' :

Il J(p " r ' Il s k (B.' )

A ssumptioll Al ("satis factory" co n t r ol law for ail p) : 'I' here exist Cl funct ions
V( p, ~) and v (p, x ) defined on II x R" , auch that:

1- V(p, l') is non nega tive and ls zero if and only if x = O.
2- For any pos it ive M, the set (( p,x) 1 V (p, x ) < M , P E II and Ipl ~ M } is
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bounded.
3- Let the map F he defined by:

157

F (p , z ) = J (p, Z)- i [ f (p, z ) + v(p,z) g(p, z ) 1 (B.6)

T here exist s a, a stric lly posi tive real number, su eh t hat , for an y (p,x) in n x W',

~(p, z ) F (p, z ) ~ - a V( p, x ) (B.7)

A ssumpti on A2 (grow t h at in fln it y) : 'There exist a posit ive continuo us function k an d
p osit ive cons t ants d. a, (3, Î'. fi auch t hat, for al! (p, z) in Il x Rn:

a < 1 (B .B)

1 ~(p, X ) 1 s k(p) Sup { l, V ( p,x )" } (B.9)

1~(p, X ) 1 ~ k(p ) Sup { l , V (p, x )' } (B.I0)

{

Il .(x)l s k(p) Sup [ i , V (p, x )' }

i :(~: ~) ;,(:~i')~su:(pj ~~pV!p;:)~tp,x)'} (0. 11)

Iv(p, x) gp(x )1 :5 k(p) Sup { l , V(p,x)7 }

IJ (p, x )- ' J , (x )1 ~ k( p) (B.12)

lF (p, x) - F (p, y)1 ~ k(p) Sup { l , V (p, x )' } (1+lx- YI') lx - yi (B.13)

Assumpti o n A 3 ( r ea liz a b ility ): 'I' here exiat smcoth fuuct ion s h.(p, z) and hp(p.x ) such
that, for x in Rn an d P. q in n,

A ss umption A 4 : TI is closed , co nvex, and has a non -emp ty interi or , p' is an inte rior
point of Il ; i.e .

dist ( p' • bound o.r y of Il ) ~ D' > 0

2. T HE A D A PTI VE CONT R OLLE R

(B.15)

As mentio ncd above, our cont roller is based on cer ta inty equivale nce pri ncip le . Nemely,
"U is give n by

u = v(p,x) ( B. 16 )

where p is an esti ma te of p' . Ta achieve t his es ti mation, wc rcma rk t hat, rega.rdless of the
con trol ia w nctun.lly used , (B. I ) ca n b e eeen as a line ar obser vat ion equation for th e actuai
pa rame ter vect or p' :

J ,( z(t ))z(t ) - I . ( x (t ) - u(t) g.( x( t ))
~ I- J, (x (t ))z ( t ) + f , (x (t )) +u(t)g , (x (t» lp'

(B.17)
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Henc e, we cen think of using Il. linear est imation algo ri t hm. Unfor tunll.tely,;i: ls in volved in
this equ o.t ion a nd is no t m easu red. To overeome t his difficulty, we integrate (B.17). More
pr ed sel y, with f II. positive constan t, we define t he "filt ered" quantâties z a nd Z , as is usual ly
don e in the linear cas e:

.t('H Z« ) ~ J (P{' ),z( ' W ' [- J, (z(' )) ' (' ) + J, (z (l) + u(t )g, (z« ))] (B.18)

"('i +«1) ~ J( P{t), z(t W ' [J. (z (' ))' (t ) - J. (z (' » - u(' )g.(z( t)) 1 (B.19)

This definit ion cannet he used per se to obt ain Z and z since i is st ill ex plie it ely needed .
Bu t, if ASlIum ption A3 holda and the cont rollaw tl. is v(p,z ), (B.18) end (B.19) ma y h e
rea lized in:

fW+W = - ~ h.(p,.r ) - ~(p,z)p

+ [J (p,z r I J.(z ) - ~(P,z)JJ(p,zr IU(p, z ) + v(p,z)g(p, z)) (R.20)

+ J(p,z '- ' U. (z ) + ,( p,z) g.(z ))
~ h.(p,z) + W

dl + Il - ; h,.(p,z) - ~(P,z )p

+ [J(p,z r 1Jp(z ) - ~(p, z )JJ (p,z rl(J(p,z) + v(p, z )g(p,z )) (8. 21)

+ J (p, zt l(Jp(z ) + v( iv :)gp(z»

Z = ~hpÜ"z) +n

As seen lat er , an interesfing eh olee for t he init ia l condit ions may b e

w(O) + ~ h,( P(O) , z (O» = z~O) , 0 (0) + ; h,( P(O) 1 z(O» = 0 (D.22)

T his ia al ways po ssible stne e h. an d h" only eo ns t rai ued by (8.14), ar e defined up to (at
lees t] a cons t an t .

Now, eomparing (B.18) and (R. 19) , we ob tain:

: (t) = Z(t)p· + [ : (0) - Z( O)p· 1e- I/ '

which gives, in th e cas e wh en the ini t ial conditions are given by (8.22) ,

z(t) = Z (t) p· + z~O) e-I/-

(B .23)

(B .24)

'Wit hou t the expon ential\y deeaying term , th is would be aguin a lin ear observation eq ua t ion
of p' . But now z an d Z ea n he compu te d . Th e est imation algorit h m wC" shal l use ill Hu'
following gelleralization of least square algor it hm : p b ein g t he es timate of p.:

e = : - Zp (B.25)
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~ = kl "'- l 1I"p( PZ T l") i j.>(0) E II
P = - k l",- t p ZTZ p ; P (O) = l

15.

(B.26)

where r

11", is th e id en ti ty ma p if pl ies inside II and the P - ' -ort hogooaJ projec tion onto th e boundary
of n if p is on this boundary; nemel y, in this leue r case, with n(p) the inwar d uni t nor mal
vec to r to a il at p, Cor Jin R' ,

(B.27)

m, Iar ger or l'qua i tc l, is a deg ree of Ireedom of th e algo rit hm.

Our com plete adaptive eonrrolle r is (8 .16),( 8 .20),(8 .21),( 0 .25) ,(0 .26) .

3. BEH AVIOU R OF T H E CLOSED· LOOP SYSTEI\I

T he eloeed -Ioop system is made of t he ede p rive co nt roUer in Ieed beek wit h:

z = J (p' , zr 1If (p' , z ) + u g(p' , z) J (B.28)

Its atate is (z , p,P,w,O). 'Tbe right -ha ud aide of thi s oon -linear au tonomous differ en tie!
equation is no t continuous ( b~ause o f t he projl:'ct ioll in (n.26)), but, the nka to n 's convex­
ity, exist ence, uniq ueness and co ntinui ty of solu tions hold for such a system (sel' [Ur] prop
3.12 ).

3. 1 A pro p e rt y of the es t im a tion a lgo r it h m

As more or lesa well known in t he case m = 1, rt'ga rdless of the cont rol la w t'fft':d ively
used , as long as the solution exish, t he est ima tion algo rith m (8. 26 )-(8.25) has t he followin g
property, established in Appendlx A:

Lemma 1: Unde r ass um pt ions AO, A3, A4 only, regaedle ss or t he control law ec tually used ,
i.e . regardl ess of the funct ion u(t), a ny solu tio n of th e closed -loop system which il! deflned
on the time interval [ 0 , tJ ) (maybe tJ = 00 ) has the !ollowing pr oper ties:

P(t ) is sym met ric posi tive deflnit e for an y f in [O, tJ) and l' (t ) :5 P(O). (1l.29)

• j.>( 1)is bound ed a ndf{ t) E L'(O,IJ ) [hence l te ndsto tJ!OrS olllctJ) (A.30 )

• e( ~ ) E L""+I(O, IJ) (B.SI)

a nd we hav e th e Iollowing bounds (W( O) is deflned in (ll .34) and q is th e dimen sion of the
pararneter p ):

pet) E n and Ip' - p( tW :$ 2 W (O) Vt E [O, t l ) ( U.32)

{
f~1 1~ldt :5 (m + 1) W (O)
J;' [_I- Hd. ~ ..;. (m + 1) W (O) + "",,, W( O) (R.33)

where W( O) ~ ~ Ip' _ P(0)12 + l'lz(O) (~ :~~~P' I "" + ' ) (8 .34)
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3 .2 Boun d e d ness and convergence

Lem rna 1 giv es us infor matio ns only on t he (p,P )-comp onent s of solu t ions of t he closed -loop
syst em and on e, T he complete behaviour is precised in:

'Phec rern 1: Let t he Collowin g inde x he defin ed {rom assu mp t ion A2:

111 = Sup{a + / ,a +o . fJ } (B.35)

Suppose t ha t assump tlo ns AO, Al , A2, A3, A4 are met an d , in th e ada ptation la w (B.26 ),
m ls chosen such th at:

m +l ~ Sup { 2, d +l . 1' . l~a }

Unde r the se conditions, the elosed luup syste m safisfi es:

(B.36)

• if '11 S 1, ,,11 its solut ions a re deflned an d bounded on [0 , co ), and x , as weil as e
an d p, tend to eero.

if 'h > l, th e above conclus ion holds loeally. P recisely, if -..(0) and n (O) are choscn
to mu t ( B.22) , it hoIds for solutions such thal :

~l p· - j>(O ) I ~ + l~ < C
2 and P (O) = 1 ; p(Or E TI

whe re C is 110constant on ly dependi ng on the cons tants of the problem .

A com plet e p roof of t his t heorem is in ap pendix B. Let us give a sketch of i l.

With (B .25) ,(B.18),(D.19) d~fin i ng 1':, % and Z, we hever

(B.37)

Hence, leH ing:

Û + e fi + z - [ â + Z Jp - { Z jJ

i - F(P(t),z (1)) - {Zft

y = z - t e ,

(B.38)

(B.3' )

t his eq uation and (B.18) aUow us to write:

il = F( p, y ) + (F( p , y +U~ ) - F( p , s )! + {Z ft + e (BA O)

â = - Z + J (p,zt 1[- Jp(z ) i + fp(z) + v(p ,z ) 9p(Z)]

Con sid erin g j, and e as funetious of time, (DAO) may be seen as a perturbation of the
tri aog ular syst em obtaincd for ~ = 0, e = O. With out t he terms involving ~ a nd
e , b oun dedness of y would be guare nte ed by assumpfion (0 .7) and bcundedness of Z by
the " growt h estimates" of assurn ptio n A2. Houndeducs s of (y, Z) .so lu t ion of th e actua.lly
perturb ed sys tem (B AO) is to be obtained via a robuat ness a rgumen t using th e faet thll.t,
e and pare known to be Lit-fuRet ions [Lemme, 1). Ali the concl usion s of T hcor elil 1 fotlow
from t his poi nt.
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4 D ISC U SSIO N OF T HE ASSUM P T IO N S

We ha ve prop osed an ada ptive regulator bese d on esti mati on allà certain ty equi valence
principle. ft guare ntees solu ti on boundednesa an d aaymptofic regula ti on when placed in
Ieedbeek wit h an dement of a linea rly parameterieed family of non-lineaj- syste ms 1I1l. t isfying
assumpti ons AO to A3. Let us discuss thèse ess umptions.

4 .1 L inea r p aramet er izati on a nd in ver t ib ili t y (A O)

Linear paremeterizafion ca n be considered II.S a restrictive cons t raint. To enla rge th e field
of application, this ass ump tion is in voked for an im plicit fonn . Thi s allows rob ot a rros for
example, or ex plicit homographie par amet rization. Th e d rawbac k of allowing a n imp licit
form is that we hav e to intr od uee an essum pt lc n (J 's invertibility ) to make sure t hat ail
eaplieit (nonlinearly pararueterieed] fonn ean be ob ta.ined . Aga.in, to relax this asaumption,
we as k for it to he sat isfied not for all pe rem eter vect or p but for thos e ec nte lned in ft known
co nvex set n.
4 .2 S a t isfactory c on t r o l la w fo r a il p ( A l)

\Vould p be fixed , t he possih ili ty of meet ing t itis condi tion is a non -ad aptive co nt rol problem.
An important aspect is t ha t a global eont rol Iew is required . Gi ven t he funct ion V( p,z ),
as su m pt ion (n.7 ) is md if th e contr ol u satisfles (in the single input cee e , to simp lify th e
not a tion) :

li ~(p,z)g(P. z) :S: -aV(p,z) - ~(p, z)J(P.Z ) (DA I)

C lea rly, thi s is possib le for ail z sueh th at Ç;(p,z)g(p,z) is invertible. Adually. the as­
sum pt ion meen s that we ca n find, for eaeh p, Il. proper funct ion V(p,.) such tha t , whenever
~(p, z )g(p,.T) is elngule r, aV (p,z) + ~(p, z)J(p, z) is non-positive and the controllaw
(BA I ) can be regul eriaed in the neighborhoud of thèse singula rit ies.

Th e par amet rie asp ect enters in the faet that that this holds for all p and V depends smoo thly
on p.

4 .2 R ea liz a bilit y ( A3 )

\Ve have me nt ioned tha l the pa re.met er vectcr observa tion equation naturally given by t he
syst em equat ion involve a the spced of z . To overco mc the difficuit y, we introd uce Il. first
ord er filte r. Asaumptlon A3 is one of t he p ossible sufficient condition allowing us to obtain
Il. realizaticu.

We observe that, for second order systems (similar to robot a rms ) such as

J(p,xH = J(p, X,X ) + ug(p,X ,X) (the stateis: z = (~)

A3 is alway s sa tisfied with :
h(p, X, Xl = J(p , x)X (B.")

4 .4 G r owt h Dt in fin it y ( A 2)

T'hes e Il.Ssu mptiou.'l as k, mor e or lees, for t he posaibifity of hou nding ail t he functions given
by th e prob lem by ft powe r of the func t ion V They seem to he inherent with the Iaet tha t
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the ad apta t ion irrtrod uces in th e closed -Ioop system tbe per t urbin g terme e a nd ~ not te ken
in acco unt in the desig n. Th ey ace j ust hop ed to he he ndled hy the cont roller on il s own via
Ieed beek. O ur asa umpfio ns limi ts t he st rengt h of thei r affecti ng the elose d -loo p syst em. Ta
ob tain glo bal conv ergence, we ha ve to bound the val ues of the exponenh Q , (J, 1'. 6; this is
rest rierive slnee, for ins tan ce, 0 +l' ~ 1 more or lees asks th e open loo p fld ds to he glob ell y
liJ>!lchi h al infi nit y. ln [Po-P r,88]. we mend th e presen t algori t hm, add ing ft te r m to the
eont rcl Ia w as in (8 .3). Thi s gives globa l conv ergen ce u nd er far lese rest ric t ive conditions
on t he gr owt h al in finity of th e ope n-loop fields , bu t und er sorn e st ruct ur al as surnptions not
needed he re.

[Br] H. BR E ZIS , Opérateur&mazimaux mon% nu No rth bolla nd , 1973.

[Mi-GoJ R. H. MIDD LETO N 1G.C. G OODW IN , Adaptîv e eom put ed lorque con trol for rîgid
linb manipulator & Sys tems & Contr ol Let tees, voUo No 1, pp . 9-16, 1988

[Po-P r,SS] J .-B . PO~ŒT 1 L. PRALY , E&tima tion-baud Non .linear Adapt ive Control
CDC pro ceedin gs, Austin , 1988.

[SI-Li,86] J .-J . E. SLOn NE 1W. LI , On the adapt îve con trol ofrobol man ipulator& ~LI.T .,

1986 .

[SI-Li,87] J .-J . E. SLOTINE 1 W . LI , Theoretical issues in adaptive manipulal or control
M.LT. , 1987

[T a-Ko- Ma -Ka] D. G. T AYLOR 1 P. V. KOKOTOVIC I lL MARI NO 1 J. KANE LLAKO ­
PO ULO S, Adaptive regulalion of noniinea r &y&teml with un tTlCJdeled dynam ic& Proceed. of
Am erlcen Control Conference, Ju ne 1988.

APP E NDIX A : Proof of lem m a 1

Pt t ) clea.rly remains symm et ric. In add ition , it remains invertible beceuse t he ma trix 1 +
f~ le( r )lm- l ZT(T)Z (r)dT is weil deûned for any t in [0, 1,) and it is not difficul t to check
(fro m (B.26)) that it ls the inverse of p (I). T his Provee (B.29).

Now, let (note that W(O) deûned in ( B.34) is the same es t he ebove W (t) for t = 0)

W (t ) = ~ (p' _ pl p_ l (p. _ p) + t 1:(0) - Z(O)p· I"'+l e-~ (13.43)
2 (m + l )2

From (D.23), (B.25 ),(B.26) , we get the fol1owing incq uality in which. X(t) is 1 if p is on th e
bound a ry of II a nd PZTe point s ou twerd n, 0 in t he ot her cases:

lV( t) s _ ~ le( t ) I "' t1 + X( I) ( nTl' Z T~;;:(p. - p)) (8 .44)

+ ~ le( I ) I...- ll : (O) _ Z( O)pï2e- ~ _ 1: (0) _:~O~p'I "'+ 1 e-~

sinee for any positive E and Y , - ~E'"+t + l y JE"' - 1 :::;; - ~E"'+l + ~y"'+ I, and
(from assum pfio n A4) 7l T(p. - Ji) :::;; D· , a nd nTP ZTe S 0 when X is uou-zero,

(B.45)
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T heref oee W (t) is positive deeeeasin g, T his, toge the r with (BA3) an d (B.29), yi eld s:

(R'6)

(B.48)

On t he other hand , p rem ains in II beeeuse ppoints inwa rd TI ail along its bo u nd ary; this
gives (R.32).

We shall new establish (B.3 0), (B.31), (B.33). (B.43) and (BA5) yield, for any T in
[0, 1, ),

fo~ le l"' +l ::5 (m + 1) [W (O) - W( T) J ::5 (m + 1) W (O) (BA7)

Thi s gives ( n .31) and t he second part of (B.33) . Now, from (B.26), with th e sarne d efinit ion
of X as in (BA5),

J; lpl ::5 f; lelm -
1IPZ T el + f; x le lm- l l "T~1~~IP"1

::5 (J;lelm +l) ~ Uo'"Ielm-seTZPPZTe)t + ]o'"x lel"'-l !":r::'!
(we use Shwar ta iuequal ity and t he fac t t ha t P ::5 J . Ou t

Theil, sinee le l"'+ 1 ::5 - (m + l )W a nd~ ::5 - :b~V , (B.48) im plies the second part
of (0 .33).

A P PENDIX B : ProoC of theo rem 1

Let [0, II ) be a maxi ma l iute rval of definitio n of a solut ion of t he elœed-loop system . From
(B.32) in lemme 3, we ma y us e th e ineq uai it ies in essurnptlon A2 eeplecing k(j>(t)) with

K( W(O) ~ Sup ( k(p) I[p' - pl' ~ 2W (0)} (1l.49)

1((.) is a pos it ive ine reesing fune tion. Fo r the sake of simplieity , in the following , 1(will st a nd
(or any positive eontinuous inc reas ing Iuuctic n of W(O) [ usually t he original " mi xed with
sorn e con stants independ ant of t a nd of th e solut ion we ecn sid e r},

Xow, conslder ing (B .40 ) and assumption Al , V is c1early a go<xl cen d it at e as " eomm­
pa rison fun ct ion for y. Hence, let :

W, (I ) ~ V(P( I ),y (1)) , (1l.50)

Along (BAD), we hav e:

"'1 = ~(P,y) .F(P,y) +~(p, Y) [F( P' y + U~ ) - F (p, y) + âp + e] +~(p, y)P (B.51)

whlch gives, considerlng (B.1),(B.9), (B. IO) end (B.13),

IV
1

::5 - II W 1 + /t Sup { l , W i +' } (1 + fltlejlt) lei
+ K Su p { 1 , W,· }( ' IZ II~I + 1, 1) (B.5 2)

+ x Sup { l , wt }I ~[
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and final1y

W1 :S - a W1 + ILSup { 1 , w;up
{c<H,,6} } (Ifil + le1(1 + lel d) )

+ ILSup {l, Wt} IZIIfil
(B.53)

Similarly, the autonomous part of the Z-equation in (BAD) being linear, we consider the
following comparison funetion:

(Bo54)

Along (BAD), we have:

W2 = 2EZ T Z = -21Z1 2 + 2Z T J(p,xt 1 [-Jp(x):i: + fp(x) + v(p,x)gp(x)] (B.55)

From (Bo28) and inequalities (Bol) in assumption Al and (BoIl) to (Bo12) in assumption
A2, one gets:

IJ(p,xt1 [-Jp(x)x + fp(x) + v(p,x)gp(x)11 :S xSup j l , V(p,x)'Y} (B.56)

:S ILSup{l, V(p,y)'Y} + ILSup{l, V(p,y)C<'Y} (Iel'Y + lel 2a )

where the last inequality is obtained from (Bo9) in assumption A2, lemma 4 (given in ap­
pendix D), and the faet that, for sorne positive constant k,

\1 a,b ~ D (Bo57)

(Bo56) and (B.55) yield:

W2 :S - ~W2 + 2-:J;JW; Sup {l, W?} (Bo58)

+ 2*.;w; Sup {l, wt'Y} (Iel'Y + lel 2a )

To study, the "triangular system" (BAD), let us consider the fol1owing comparison funetion:

where rand sare two real positive numbers, We have the following majorations:

W1:S Ut:.
W2 :S -!oU

, VW2Sup{1, W?}:S~
, W? Sup{ 1 , W1'Y} :S Sup{ 1 , U }

(Bo60)

(B.Bl)

and the following equality (where no problem arises when W 2 vanishes, see (B.58) ) :

ù = 2,Wl'Y~\W? + rvw;) W1
+ ( r:lf + 8

2 )W2

with (B.53), (Bo58) and (BoBO),this yields :

Ù :S -2a,W{'Y - 2r(a, + ~)W?JW; - ~S2W2 (B.62)

+2*(r + 8)Sup{1, U} + xSupj l , U'} [Ifil + P(lel)]
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P(x) = x + X
d+1 + x'Y + x2<>-

where : ( = Sup{1 + '112~1 , ~}

Notice that, since Ci is smaller than 1,

(:::; 1

165

(B.63)

(B.64)

Let us tune the positive numbers rand s so that U is a good comparison function for the
behaviour of (y, Z) along (BAD):

Lemma 2 : Let e, d, K be three strictly positive real numbers. There exists a positive
number >.. such that, th and ch denoting the usual hyperbollic functions,

(1+ th>") Min {e,d}

then if we define r, s, b by:

~[ e + d - le - dlch>" ] (B.65)

s = ~M~~d} , r = sth>" , b = ~[e + d - le - dlch>"] , (B.66)

then b is stricly positive and:

X2 + 2rXY + s2 y 2is positive definite. (B.67)

2[eX 2+r(c+d)XY+s2dy2] 2> (b + 2KY'd(r+s)) (X2+2rXY+s2y2) (B.68)

This lemma is not difficult to prove. Using it with e = a" d = ~, K = «; (B.62) yields:

If U(t) 2> 1, then U:::; -bU + '" u' (ipi + P(Iel)) (B.69)

with b a strictly positive real number. Our conclusion will follow from the following lemma,
established in Appendix C:

Lemma 3: Let U( t) be a positive function defined on the time interval [0, tf ) and such that

If U(t) 2> 1, th en U(t) :::; -b U(t) + [I:.f;(t)] U(t)' (B.70)

where band ( are real positive numbers and ( 1; ) is a (finite) family of real positive funtions
such that:

Then,

• If ( :::; 1, U is bounded on [0, t f ) no matter the value of the S;'s and the initial value.

• If ( > 1, U is bounded on [0, tf) under the following condition:

[(( -1) Si P/k. 1 1 1
~ (bki)l/k. < Tnf { 1 , U(O)C-l} with k; + r: = 1 (B.72)
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Ta use t his lemm a , let us first check that t he need ed hypo t h èses arc met in ou r case :
(B.70) is t he sa me as (8. 69), and (B.11) follows (ro m lemrna l , with :

~.J. ~ . 1P(I- Il + I ~II
kl =m +l ; k2 = 7;+ i k3=~; k4 = (m +l)~; k~ =l (8 .13)

Si :::: x:~. J:/1e1"'+1 i :::: 1,2 , 3,4 ; 5 . :::: le f:J Ipl
Let us co me to ( B.72). From (B.73) , wc have:

(B.74)

On the et he r he nd , if the init ial conditi ons orthe Ii.lters are ehos en according to (B.22), with
as su mprio n Al , U(O) is zero. ft Iollcws t hat (B.72) i. setlsfled i f:

• 1 [ l" ]" " r.. 1
~ (6 ;)1'" « - 1) Jo lei"'+! + (C - 1) Jo lfil :5 -;; (B .75)

Silice Ct il' sma ller then l , ( - 1 is equal to (111 - 1)/2 '1. b, ( and the k;'s do Ilo t d epend
on th e ini tial con d ition s, but" doc>s[see (B.4 9)) ; es ex plained al the very beglnning of thi s
prou f, il is a eon tinu ous fu netio n of 1V(O). O n t he et her hend , from (D.33 ), the integrals
in (8. 75) a re upperbo unded by a eont lnuo us funettc n of W(O) whle h tends to zero when
W(O) do es. ft follows t ha t, if e is chosen smell enough, (8 .37) im plies (D.7S) which irnplies
(B.72).

Now, wc may a pply t hi ~ lemm e, to our eys te m, which gives t he bou ndcdn eea of U(1), no
ma tter the value of the initia l co ndi tions if " l ::; l , a nd und er co nd it ion (B. 37) if " l > 1.

Si nee U is a posit ive definitc funct ion of ( w;r , v'W; ), Mal compa ring (B.SO), ( 8 .54)
and assumpt ion Al , t he bound ed ness of U(I ) imp lies t his of y(t) and Z( t). It follow s that e

is bou nd ed bec auae fi is bou ndeJ (SC., (R .32)), an d (R.23) and (R.25) yield:

,(1) ~ Z( t)1p. - pl + 1,(0) - Z(O)p· 1, - i

With (ll .39) , z is bounded too. P and pare bound ed (sec ( D.2f1),(B.29). T he atat e of th e
filtcrs a re bo unded because th ey are st ates of st ric tly st abl e lineer sy~tem~ wlr h bounded
in puts [see ( B .20) and (B.21)) .

We have proved [un der co nd it ion (B.37) if '11 is ler ger thau 1) thd the soluti on of th e
elose d-loop system we ar e following is boun ded on [O,tf ) , whie h is it s maximal defini t ion
in ter val. T his implies that tf = 00 . T his would he very c1ass icll.1 if the o.d .e. (B .26)
were srnoo t h; in spite of t he di scontinui ty intr od uced by th e proj ecti on in th e estimation
algorithm, t his follows from th e elaaeical proc ess of con ti nuati on thenks to t he existence
resul t of [Rr] pro p 3.12 and the fact th at the right hend side of ( B.26) is boun ded by Il­

cont inuous func tio n.

We now che ck that ",(t) tend s to zero :
;t(t ), given by (8.1 ), is bou nded . Hence, con side ring (B.38), e(t ) is bounded ; t his implies
th at l' ten ds to zer o becau se 1'", + 1 belongs to L I . ft follows th at (D.52) may be writt en

( B.76)
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where )" bel onp;8 t o Ll and Il tend s to zero. Convergence to zero for TV! follows . \Vit h t he
property of V giveu by ussu m pt.ion Al , the seme holds for y an d t herefor e a , 0

A PPEND1X C l P r o of of lemm e 3

i) Cnse ( no la r ge r thon 1: Let [tl , t~ l be a maximum int erval on which U remain s larger
than 1. Tt is clear th ll.t eit her t1 = 0 or U(ttl = 1, and t hat, for auy t in [11, tl ] , we have

v (t) ~ [ - b + L /;(l i 1Ur t) (B. 77)

(8 .78)U(t) :$ U(td e -b(I-t, l + L i,: Mt)

b ut U( t Jl :5 Sup{ l , U(O) }, an d, wit h Holder inequ ality,

- b(t - IJl + l1{f;(t) :0; - b (t - td + l1s:'k.(t-td!/(' (8. 79)

T ilt t 'Ii being smaller t hen 1, th e righ t han d aide of (8. 79) is bounded by Il. cons ta nt S,
depen ding only on b, t he kj 's and the 5;'s. 'Ve have proved t hat , for any t in [O,t , ),

50 that

U(' ) ~ Sup { 1 • " • U(O) ,'}

ii) C ase ( st r ic l1y large r t h on 1: Let À h e defln ed by

U(t ) = - bU( t ) - (~ 1 >'(t) ),,(t )- t--r e-II(I-I, )

F inally, (B.70) may he rewriu en as follows when U ;::: 1:

À(t) ~ - «( - 1) [ L /;(l ) l , -", -' '''- '01

(B.80)

( B.81)

( B.B2)

(n .83)

( B.84)

henee
(B.85)

Lut

( -1 )1:!lr")e- b(( - I)(f"-I ,)dT :5 « - 1) 5:'.' (bk;(: _1))1/(, (B.86)

1(( - 1)S,I' /"

~



168 A n ne xe B . R epr od uct ion d e (42)

(B.8 7)

New, i t is cas)' to eonelude r
A(t d is equal to U(t1t ( -Il , which is eit he r 1 (i f f ) f-0) or U(ot ( -1),50 th at , if (R72) is
met , we get

U( t )< 1 :5 1 ( S .S8)
Inf{ l , U(O)-« _1) - L i [(\~!)I~'t ·· }

AP P ENDIX D: Techn ica l lemma.

Leuuu e 4 : Let V he ft smooth l'ca l posi ti ve funcfion sueh that, for any X,

l
av 1 { .- ,8;(z ) :$ k SUl' l , V ez ) . }

t hen , t her e existe two posi ti ve l'cal numbers ). And JJ such that , for any posi tive t ,

(B.89)

1V ez ) - V ey ) 1 .:5 ). Slip { l , V( Z)I -~ } Iz - Yi + Illz - yj9 (A.90)

Rem ark: T his teeh nieal result is used in the pro of of rheorem 1 wit h 1 - ~ = Q .

Proo/ : Let 1V = Sup [ l , V ~ } . Wit h (D.89), wc ha ve, al ail poin ts where V is ler ger than

1 . 1~1 :5 ; ; so tha t, forall .:l,y:

1 W(z ) - W (y) 1

lt is no t d ifficult to see th a t ( 8. 91) yleld s:

.$ ~ Iz - Yi
q

(B.01)

[Sup] l , V (a:) } - Sup { l , V (y) l i .$. ( W (a:) + ; la: - Yi )q - W (a:)q ( H.92)

Now, wit h L and Al auch that, for any posit ive a and b, ( a + b )q .$. aq + L aq- 1b+ M bq,
we have

T he lemm e follo ws. 0
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