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RESUME
Cette these, essentiellement théorique, fraite de la commande des systémes non-linéaires dans lesquels
cerfains paramétres, intervenant linéairement, sont inconnus.  L'objectf est la stabilisation asymptotique d'un point

d'équilibre. et 'on se pose la question sulvante: Supposons que I'on connalsse, pour chaque valeur possible des

une lof qui it le systéme t: comment déduire de cette famille de lois une loi
(adaptative) qui stabilise sans utiiser la valeur des paramatres ?

On propose une démarche générale fondée sur l'estimation linéalre, et qui permet d'une part de classifier les
algorithmes existant dans la  littérature et d'aufre part d'en écrire de nouveaux. On les compare suivant le critére de

“performances’ suivant: si chague lol de commande de la famille donnée au départ donnait la stabilité

globale, globalité est-elle parla lol ?

Le rapport & la s viennent de ce que d'une part on ne se restreint plus & de la

commande de type linéarisation par feedback et difféomorphisme et d'autre part certains contraleurs trouvés ont de
meilleures performances (au sens ci-dessus) que ceux existants. Des idées nouvelles sont introduites comme
Testimation fondée sur une équation de Lyapunov ou une nomarlisation “réglable” en fonction de la croissance des
incertitudes paramétriques.

L'étude de la possibiiité de compenser, par un ferme de commande, les effets de Iadaptation aménent par
ailleurs & établir des condifions générales d'équivalence par feedback et/ou difféomorphisme des systémes d'une
famille paramétrée.

ABSTRACT

This dissertation s concerned with the control of noniinear linearly parametrized systems, with unknown
parameters. The control objective Is asymptotic stability of an equilbrium point. The problem is : suppose you know,
for each possible value of the parameters, a stabilizing control law: how to construct, from this famiy of laws, an
(adap-tive) stablizng control law which does not need the exact value of the parameters ?

We give a general method, based on linear estimation, which results in @ clas-sification of the existing
algoiithms and the design of new ones. We compare them from the following criterium: supposing each control law
above makes the equilibrium point globally asymptotically stable, does this globalness still hold for the adaptive
controller ?

Compared with the existing literature, we do better in two senses : we do not suppose that the known stabllizing
laws are obtained via feedback linarization plus linear control, and we find some controllers giving global stability in
cases when we cannot prove that the existing ones do so. We Introduce new Ideas as  estimation based on a the
evolution of a Lyapunov function, of funing the normaiization from the growth of parametric uncertainties.

Besides. studying the possibility to cancel bad effects of adaptation via an a modification of the control law
leads us to establish general conditions for feedback and/or diffeomorphism equivalence of the systems of a

parametrized family.
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Chapitre 0

Introduction et Résumé

Commande adaptative boite noire

La commande adaptative est née dans les années 50 de Pinsuffisance des commandes clas-
siques, par exemple de type P.LD. : aucune combinaison des gains de commande ne pouvant
permettre de stabiliser certains systémes, on a eu Iidée d’“adapter” ces gains, c'est-a-dire
de les faire varier de fagon & optimiser & chaque instant certains critéres. Cette idée a, par
exemple, conduit & la fameuse méthode connue sous le nom de “MIT rule”

On obtient ainsi un et non-linéaire, qui n'est sans doute pas
aussi universel que I'on pourrait le réver mais qui convient & une large classe de systemes.
La simplicité de la méthode a mené dés les années 60 & des expérimentations industriclles
suffisamment concluantes pour conduire & la jalisation de tels contrd i
destinés & étre “branchés” sur un peu n’importe quel procédé. Les succés ont été, et sont
encore, réels. Selon Astrom [4], il y avait, en mai 1988, & peu prés 70000 tels controleurs
adaptatifs en service dans le monde.

Ces controleurs ne aucune i ion a priori sur le systéme, il n’est pas plus
déraisonnable théori de les appliquer & un systéme non-linéaire qu’a un systéme
linéaire; on ne se prive dailleurs pas en pratique de les appliquer & des systemes non-
linéaires, les systémes que nous propose la nature étant rarement linéaires.

Si la mise en oeuvre de tels controleurs est simple, I'étude théorique des performances
quils conferent & la boucle fermée, clst-i-dire, par exemple, Iétude de la stabilité des
solutions du systéme en boucle fermée obtenu en les appli & un systéme
est loin d’étre simple. Méme si les systémes auxquels on les applique sont linéaires, on
voit des dynamiques parfois trés complexes (chaos, multiples orbites périodiques,
phénomene de “bursting”

C d i ili de la i a priori

Paralléllement se sont développées des méthodes de commnde plus sop}ushquees (repré-
sentation d’état, synthése obser; oleur, de non-




2 Chap. 0. Introduction et Résumé

linéaire... ), faisant appel & une modélisation beaucoup plus précise du systéme. Ces
méthodes se sont imposées dans des domaines ot cette modélisation précise est bl
et oit 'on est exigeant sur les performances.

Tirant partie de ces avancées, une autre branche de la commande adaptative a émergé,
o 'on suppose que le systéme & commander est connu & un nombre fini de paramétres
(constants) pres. 1l s'agit alors de compléter les susdites “méthodes modernes” pour leur
permetire datteindre Iobjectif fixé malgré L de ces dtres. Cette h
moins & Padaptation en tant que telle puisque I'on a déja incorporé
beaucoup de connaissance sur le systéme et de savoir-faire pour la commande.

Dire que le systéme dépend d’un nombre fini de paramétres équivaut & dire qu'il appar-
tient & une famille de systémes parfai décrite et étrée par un nombre fini de
paramétres réels. On définit alors une famille de controleurs, telle que pour tout systéme
de la famille, 'un au moins de cas controleurs convienne et satisfasse & Pobjectif fixé. On
appelle parfois cette propriété hypothase de modélisation exacte. Le but est alors de

batir, & partir de cette famille de contréleurs, un contrdl ique, obtenu en prenant un
controleur “variable dans la famille décrite ci-dessus”, qui satisfasse & Pobjectif en question
sans demander la i des etres. Dans ce cadre, et dans le cas ol le systeme &

commander (c’est-a-dire tous les systémes de la famille) est linéaire, la famille de controleur
étant de type placement de pole, ou LQ ou Modele de référence, ou..., il existe de nombreux
algorithmes qui donnent satisfaction (cf. Goodwin et Sin (23], Landau [31], Gawthorp [21],
Astrom [4], Sastry et Bodson [48]). On les range en général en deux catégories : lorsque
la famille de contrdleurs est obtenue en un dleur pour chaque
systeme et que la philosophie de I'adaptation est une “identification” des btres réels
du systéme, on dit que I'algorithme est indirect; lorsquil 'y a pas de correspondance claire
entre les controleurs et les systémes (par exemple, plus de controleurs que de systemes) et
(ou) que le processus d’adaptation n’est pas du tout fondé sur de l'identification mais, par
1o on dit que Ialgorithme est direct

exemple, sur un critére de

c e ad . ling

d linéaire ad d

On appelle en général ? le type de décrite
ci-dessus quand le systéme & commander n'est pas supposé linéaire. La littérature sur le
sujet est déja assez riche, couvrant essentiellement les cas ot les sytémes sont linéarisables
par bouclage d’état et difféormorphisme (entrée/sortie ou entrée/état); l'objectif est alors le
suivi de trajectoire ou la stabilisation d’un point d’équilibre.

Apports de cette thése

Dans cette thése, on évite sci Pétape de ion des lois de des & para-
métres connus, et on les suppose données, satisfaisant notre objectif : stabilisation (locale
ou globale) d’un point d’équilibre noté O. Leur conception est loin d’étre un probleme
simple, nous ne I'ignorons pas, mais la nest pas notre souci. Le sujet de la thése peut en
fait étre compris comme : C rendre ives des lois de




stabilisantes ? Les algorithmes obtenus ne sont donc pas sensibles a la forme des lois de
commande’.

En plus de ce caractére de généralité, voici les points qui démarquent les travaux présentés
ici ¢

o Nous proposons une méthode de synthése de contréleurs adaptatifs, c’est-a-dire une

stratégie pour “rendre adaptative” une loi de de. De cette démarche systéma-
tique découlent :
— Une classification des algorith istants dans la littérature, et une approche

unifiée pour les obtenir,

~ Une vaste famille de contréleurs adaptatifs,

— Une maniére de par notre philosophie “estimation”, des al
considérés jusque la comme “directs”, cest-a-dire synthétisés en assignant une
fonction de Lyapunov au systeme bouclé : systéme + commande + adaptation
(Celui décrit par Taylor [58] notament). On retrouve la le lien entre les méthodes
“Lyapunov” et les méthodes “hyperstabilité”, évoqué en adaptatif linéaire par
Narendra et Valavani [38].

o Certains de ces controleurs reposent sur des idées nouvelles dans ce contexte : nor-
malisation (dynamique ou statique) de l'erreur, utilisation du concept de passivité,
estimation & partir d’une équation de Lyapunov.

ith d i

o Dans Panalyse des iétés de nos nous mettons l'accent
notament sur le caractére global ou local de la stabilité obtenue pour le systéme adap-
tatif. Notre objectif est d’évaluer la qualité des algorithmes d’adaptation plutot que
celle des lois de commande & paramétres connus. On juge les algorithmes sur leur
capacité & conserver la stabilité globale si celle-ci était assurée & paramétres connus
par les lois de commande initiales. L'idée de ce critére étant de distinguer, quand la
stabilité nest que locale, si cette localité est imposée par les lois de commandes ou par
P’adaptation.

« On fait ressortir, & Poccasion de cette recherche de la stabilité globale, I'importance
de certaines conditions, qui assurent de pouvoir toujours conserver la globalité. Dans
le cas de par linéarisati pur feedback, ces conditions se raménent aux
“(extended) hi ions” de Kanellakopoulos, Kokotovie et Marino [28).
On caractérise ces conditions explicitement en terme des champs et de leur dépendance
en le paramétre p, ce qui revient & caractériser Péquivalence des systémes dune famille
par feedback et diffé hisme avec une condi ictive sur le diffé
on donne également une caractérisation, moins explicite, de ’équivalence par feedback
et difféomorphisme en général.

e La possibilité d’exploiter ces hypothéses est de plus améliorée. Elles permettent
d’introduire un terme correctif de commande destiné & annuler les effets néfastes de

TEn particulier, ils n’utilisent pas la forme des lois de type linéarisation par feedback.



4 Chap. 0. Introduction et Résumé

Padaptation. Nous étendons ici une idée de introduite par Middleton et Goodwin [35],
et reprise par [28], puis par Bastin et Campion dans le cas de la linéarisation par
feedback. Cela est ici généralisé aux stabilisations autres que celles résultant de la
liné et on léve un probleme d’équations implicites mis en évidenve dans [28].

Résumé chapitre par chapitre

Le chapitre 1 est une description de la famille de systémes considérés & savoir une famille

implici ou explici ), de systémes tous stabilisables par
une loi de de dépendant des ttres. On introduit égal la é que
ces systémes soient équivalents par feedback et/ou diffcomorphisme.

Le chapitre 2 donne des conditions pour que les systémes d’une famille soient équivalents
par feedback (FE), feedback et difféomorphisme (FDE) ou feedback et difféomorphisme avec
une condition restrictive sur ce dernier (FDEM). Les propriétés locales ou globales sont
étudides. Les résultats de ce chapitre ont un intérét par eux-mémes, mais ils sont aussi
fortement reliés & la suite car les conditions FE et FDEM permettent de rejeter exactement
certains effets dis & Padaptation. Dans le cas d’une famille de systémes tous linéarisables
par feedback et diffé hisme, FE est équivalente & la condition dite de “matchi

¢t FDEM 4 la condition dite d’“extended matching” (voir Taylor, Kokotovic, Marino et
Kanellakopoulos [59] et [28]).

La partie II (chapitres 3,4, et 5) est ée aux méthodes d’estimation linéaires, qui
seront utilisées dans la partie ITI. Beaucoup d’algorithmes introduits ici sont trés classiques
ainsi que leurs étés; certains sont dant plus ou moins , et Paccent est
mis sur les propriétés récll écessaires & la de adaptative et sur le statut de
I en dap

Au chapitre 3, on détermine les objectifs assignés & des méthodes destimation en
, cette estimation (d’un vecteur p*) reposant sur une régression, ou
“quation d'observation” de type

2q(t) = Zu()p

Au chapitre 4, on étudie des algorithmes qui supposent que z., et Z., sont entiérement
mesurés. Au chapitre 5, on étudie deux méthodes valables dans le cas ol seulement des
“intégrales” de z,, et Z,, sont connues. L’une de ces méthodes consiste & faire passer z,, et
7., & travers un filtre linéaire strictement causal; la seconde, valable si Z,, est mesuré, utilise
la théorie de la passivité (introduite en commande adaptative linéaire par Landau [31]) et

ouvre la porte & toute une famille d’algorithmes, sans doute b plus nombreux que
ceux explicitement mentionnés dans ce chapitre.
La partie III (chapitres 6, 7 et 8) est éedla de adap

dite.

Le chapitre 6, aprés avoir rappelé les objectifs (paragraphe 6.1), présente (paragraphe
6.2) une analyse des différentes méthodes utilisées dans la littérature en les classant suivant



trois critéres qui nous ont semblé plus pertinents que la traditionnelle distinction direct-
indirect. On décrit ensuite en détail (paragraphe 6.3) Iapproche adoptée ici. Elle consiste &
analyser le comportement du systéme adaptatif comme une perturbation d’un comportement
idéal par des que les méthodes d" introduites dans la partie 111 sont
susceptibles de rendre petites. La mesure de ¢ rendrait cela trés aisé, mais on n’en dispose
pas en général et c'est en fait la fagon de s’en passer qui fait I'essentiel de la différence
entre les algorithmes adaptatifs présentés ensulte Les chapitres 7 et 8 enfin présentent
nos différents algorithmes de d des méthodes valables pour le cas
d’un paramétrage linéaire implicite (ou aussi expli te) au chapitre 7, puis des méthodes
spécifiques au cas d'un paramétrage linéaire explicite au chapitre 8, qui est beaucoup plus
Dans ces chapitres, les controleurs different par :

le choix du type d’estimateur : gradient, moindres carrés;

- une lisati iée, statique ou d

- la maniére de “filtrer” pour ne pas avoir & utiliser z. Dans les algorithmes du chapitre
8, on a beaucoup de lattitude sur le choix de ces filtres, et 'on retrouve méme, grace
& certains choix, des algorithmes jusqu'ici considérés comme directs (voir plus haut).

Le choix d’un éventuel terme correctif de commande destiné & annuler une partie des
effets néfastes de I'adaptation.

On donne pour chaque algorithme des résultats de stabilité locale ou globale, la stabilité
globale étant souvent obtenue au prix d’hypothéses sur la croissance des champs & Dinfini.
Certains algorithmes y sont plus sensibles que d’autres.
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PARAMETRAGE
FAMILLE DE SYSTEMES






Chapitre 1

Paramétrage

1.1 Paramétrage en boucle ouverte

En de adaptative linéaire, le systéme & commander linéaire stationnaire
et d’ordre majoré par N, on se donne naturellement une famille de systémes dépendant
linéairement d’un nombre fini de paramétres réels et & laquelle le systéme & commander
eppartient. Cette famille est celle des systémes linéaires d'ordre inférieur & N, et Fon
peut par exemple prendre pour les des diffé lynomes qui
interviennent dans sa fonction de transfert, et dont le degré est majoré. L'equ)valent en
non-linéaire consiste & se donner a priori une famille de systémes si ’on veut avoir affaire
4 un nombre fini de paramétres'. On va préciser ici comment on décrit cette famille et les
différentes hypothéses que 'on fait.

Dans tout ce travail, on considére une famille de systémes (S,),cp, indexée par p, un
paramétre appartenant & P, ouvert convexe de R' L’ensemble P n’est pas R' tout entier
car il se peut que les systémes soient mal définis pour certaines valeurs des parametres (par
exemple matrice dinertie non positive, ou non inversible pour des systémes mécaniques)?
Les S, sont des systémes sur une variété M™ de dimension n décrits par:

S 1 & o= f(pe) + Y, uwan(pa) (1.1)
z e M, wmwe€R, pe?P, (1.2)
ot f et les g sont des champs de vecteurs réguliers dépendant régulié du :

p. Si M™ est une variété abstraite, une bonne fagon de définir de définir un “champ de
vecteurs réguliers dépendant de fagon réguliere d’un parametre p € P” est de dire que c'est
un champ de vecteurs régulier sur la variété produit P x M" qui a en tout point (p,z)
une composante nulle sur T, et induit donc, pour tout p, un champ sur la sous-variété
{p} x M", isomorphe & M™; ce dernier champ est notre £(p,.).

TOn pourrail penser prendre pour espace des paramétres I'“espace des systémes non-linéaires”, c’est a dire,
par exemple, Iespace des f et g de I'équation d’état ...

*Par la suite (voir aussi le paragraphe précédent la condition SF page 13), nous serons amenés & restreindre
cet ensemble, et & ne considérer que les valeurs du paramétre appartenant & une partie fermée convexe de P,
que I'on notera II.
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On abrége souvent (1.1) en

S ¢ & = f(pe) + g(pe)u; (1.3)
z €M, weR", pe?P, (1.4)
ott, pour étre trés précis, g(p,z) est I'application linéaire de R™ dans T.M" donnée par:
R™ — TM"

9(p2) U= (Unyeny U) y(rw)“=iuky&(?,r) 1)
k=1

1.2 Description et propriétés des systémes considérés.

1.2.1 Paramétrage linéaire

Nous serons amenés, sauf au chapitre 2, & faire I'hypothése que le paramétrage de notre
famille est linéaire, c’est & dire que les champs f et g de équation (1.1) ont une dépendance
linéaire en p, ou, pour élargir le champ d’application de notre étude, que (1.1) peut étre
réécrite sous une forme implicite linéaire en p:

Définition 1.1 (Condition PLE) On dit que le paramétrage de la famille de systémes
(S,) est linéaire explicite si les champs de vecteurs f(p,.) et gu(p,.) présents dans les
équations (1.1) vérifient, pour tout & dans M™ et tout p = (py,..,pr) dans P:

]

f(pz) = a°(z) + ;p‘a“(z] = a’(z) + AP(z)p (1.6)
1]

a(pz) = bi(z) + Z;MW) = bi(z) + Bi(z)p (17

ou encore g(p,z) = b%(z) + ler;b’(r) = b(z) + B(z)p (1.8)
=

g étant défini par (1.5).

Exemple 1.1 La famille de systémes

{ G o= ot (1.9)
d o= u
satisfait la condition PLE.
'
le 1.2 De nombreux systémes physiques faisant intervenir des btres se mettent

sous cette forme. [ ]
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Définition 1.2 (Condition PLI) On dit que le paramétrage de la famille de systémes (S,)
est linéaire implicite si équation (1.1) peut se réécrire comme:

(Sp) = J(p2)E = a(pz) + imbk(p,zJ (1.10)
k=1
Clest-d-dire si
f(p,2) = J(pz)"a(p,z) (1.11)
a(pz) = J(p2) " bi(p,2) (1.12)

o pour tout p dans P, a(p,.) et bu(p,.) sont des champs de vecteurs sur M™ et J(p,.) un
champ d’applications linéaires tel que J(p,) est inversible pour tout (p,z).

o a, b, et J dépendent linéairement de p:
1

a(pz) = o) + Lpiai(z) = a’z) + A=)p  (113)
=

'
b(p,z) = Bi=z) + EP‘ Kz) = b(=) + Bi=)p  (114)

ouencore bpz) = () + Ypb) = ¥G) + Bp  (119)

v
J(pz) = J() + ng"(zJ = J%2) + J(z)p  (1.16)

Notons qu’avec les notations introduites en (1.8) (1.15) et (1.16), le terme de commande
dépendant de p :

[B?(z)-p] v
et le terme

[7%(=z)-p]
sont linéaires & la fois en p et en u ou &. Pour éviter toute confusion, on définit les notations
B?(z) © u et J*(2) © & par

[B*@)0up £ [B*(2).p]u (1.17)
J=)0dlp & (7). & (118)
Exemple 1.3 Pour une large classe de systémes mécaniques, on peut choisir comme

des fonctions des btres naturels (masses, inerties, longueurs... ) de telle
fagon que I'équation implicite dépende linéairement de ces paramétres. Par exemple, la
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famille des bras de robots rigides & un nombre fixé d’articul satisfait la condition PLI,

aprés reparamétrage (voir par exemple [12], ou la version préliminaire de [35]). [

Exemple 1.4 La famille de systemes dans R (mais p € R?)

z + pu
= T i me (1.19)
satisfait la condition PLI avec p €]0, +oo (¢’est-a-dire que P =]0, +o00[). .

Remarque 1.1 Le mot “implicite” ne doit pas faire penser que l'on s'intéresse & des
systémes réellement implicites. Dans Pécriture (1.10), J(p,) est partout inversible et I'on
peut obtenir une forme explicite (1.1) équivalente (voir (1.11) et (1.12)). On n’écrit les
systemes S, sous cette forme implicite que pour caractériser une classe de paramétrages plus
large que celle ot f et g sont linéaires en p. '

Remarque 1.2 La notion de dépendance linéaire en des paramétres est intrinséque: les
@', b ou J* des formules (1.6) & (1.8) et (1.13) & (1.16) sont des champs de vecteurs ou de
tenseurs définis sur M™ et non pas des objets attachés & un systéme de coordonnées sur M™.
Les p; étant des réels et les o' des champs de vecteurs, lexpression (par exemple)

e

a un sens indépendament du systéme de coordonnées que I'on a pu choisir sur M™. |

Remarque 1.3 1l est possible d’avoir 1l un é linéaire, mais

d’obtenir un paramétrage linéaire aprés un changement de paramétres. Clest ce que I'on
fait dans le cas de la robotique par exemple (cf. exemple 1.3 page 11), ot il y a une
correspondance bijective entre les nouveaux paramétres et les anciens ; on peut aussi patfois
faire un reparamétrage redondant, comme dans [49], ol1 I'on considére par exemple py, p; et
P1p2 comme trois paramétres indépendants, si bien que 'on introduit en fait une nouvelle
famille, la premiére et

Nous prenons ici le paramétrage linéaire comme hypothése, mais Pon peut tout de méme
faire le raisonnement suivant. Dans I'espace vectoriel (de dimension infinie) des (£, g1, ..., g)
(suxquels il faut ajouter J dans le cas PLI), la famille (S,) déerit une sous-variété paramtrée
par R', a priori de dimension [ si il 'y a pas de singularités. Si le paramétrage est linaire,
cette variété est un pace affine de di ion finie, et ré si cette sous-
variété est un sous-espace affine de dimension finie, alors, par le choix d'une base sur ce
sous espace, on obtient naturellement un paramétrage linéaire (avec eventuellement moins
de paramétres qu'au début). De méme, si 'on peut opérer un re-paramétrage redondant
linéaire, alors la sous-variété décrite par les S, est incluse dans un sous-espace affine de
dimension finie, et la réciproque suit comme ci-dessus. .

1.2.2 Stabilisabilité

Comme annoncé dans I'i duction, nous que tous les de la famille con-

sidérée sont stabilisables par feedback d’état régulier, en général dépendant des paramétres.
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On entend par 1 que ce feedback, noté us(p,), fait du point 0 de M™ (le méme point 0
pour tous les systemes) un point d’équilibre asymptotiquement stable du systéme dynamique
en boucle fermée

i = spz) 2 f(n2) + 6(p,2) uen(py2) (1.20)

D’aprés les théorémes inverses de Lyapunov (voir par exemple [62]), on sait que I’on ne
perd rien en caractérisant la stabilité par une fonction de Lyapunov V(p,z) ((1.21) et (1.22)
précisent ce que l'on entend exactement par “fonction de Lyapunov®). Cette fonction de
Lyapunov dépend a priori de p, et sans plus d’analyse des systémes considérés, il est impos-
sible de itre cette dépend Nous prendrons comme hypothése que d’une part la loi
de feedback et d’autre part la fonction de Lyapunov sont des fonctions suffisament régulires
depetaz.

1l existe généralement des valeurs des paramétres pour lesquelles cela nest pas possible’;
on donc seul que sont stabilisables les dant aux valeurs
des paramétres contenus dans un domaine II convexe fermée d’intérieur non vide de I'espace
des paramétres. Tl est a priori plus petit que P introduit en (1.2), et fermé alors que P était
ouvert. Il n’y aura cependant pas d’équivoque : au chapitre 2, on a besoin de P qui est une
sous-variété de R, et I'on ne se soucie pas de lois de commande ni de stabilité, alors que
dans toute la suite, c’est-a-dire les pathes i et de, on utilisera II, la partie

convexe fermé d’intérieur non vide de R' dont nous parlons ici.

Voici ’hypothése minimum que I'on fera sur la stabilisabilité des systemes de la famille
considérée:

Définition 1.3 (condition SF) On dit que la famille (S,) satisfait la condition SF (sta-
bilisabilité par feedback) si il eziste des fonctions réguliéres de T x M™ dans R™ et dans R,
usx(p,2) et V(p,z) tel que :

1— V(p,z) est positif ou nul, nul si et seulement si z = 0. (1.21)
2—  Pour tout m réel positif, l'ensemble

{(p,z) / V(pyz)<m, p € Met|p| <m} estborné. (1.22)
3— Le champ s étant donné par (1.20),

av

2 Pro)so(pi2) < = e V(pz) (1.23)

¢ étant une constante strictement positive indépendante de p et .
On dit que la famille (S,) satisfait local la condition SF si et seul sivil

eziste un voisinage ouvert 0 de 0, indépendant de p, tel que les points 1, 2 et 3 soient
satisfaits pour z dans Q et p dans 11

3La dépendance linéaire des champs en. les paramétres rend cela presque automatique : un vecteur

dépendant linéai de p Sannule pour au moins une valeur de p si la dimension de p
est supérieure au nombre de directions possibles pour ce vecteur
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Dans certains cas, nous serons amenés & i un isme (p,.) dé
du paramétre p. L'image de (1.20) par ce difiéomorphisme s’écrit alors sous la forme :

€= 00 2 ool + o) e (120)

avee € = ¢(p,2) , (1.25)

La stabilité est évidemment conservée (tout ceci s’entend & p constant), et Ion note U la
fonction de Lyapunov aprés difféomorphisme :

Up,e(p2) £ V(p2) (1.26)
Ainsi, (1.23) s'écrit :
au
5(?:5)-5(1’,6) < —cU(pE) (1.27)
Exemple 1.5 On considére la famille de systemes dans R?, paramétrée par le parametre
réel p:
EN z3 + pb(z1)
S, { Py pu (1.28)
Définissant, pour tout p, le difféomorphisme ¢(p,.) par
o) 26 = (&) = o (1.29)
’ & z + pb(z1) ) .
on peut transformer (1.28) en
b =&
3 1.30
{ & = P0Gl + 20 + pu (30
On prend alors (pour p # 0)
. 1
u = = 0(z)z2 + ph(z)] + P (1.31)
ol 0" désigne la dérivée de 6, fonction réelle d’une variable réelle :
a6
0(z) = —(z1) , (1.32)
E2Y
et 'on réalise ainsi la linéarisation par feedback et difféomorphisme de S, c’est-a-dire que
(1.30) donne
b =&
3 1.33
{ &= (.33)

11 reste alors & stabiliser ce systéme linéaire : on prend, par exemple,

v o= —wh - wb (1.34)
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ot wy et w; sont deux réels strictement positifs, ce qui revient & définir uen(p, z), pour p non
nul, par

wrpz) = = Ol + P - S+ wales b p0E)) L (195)
et 'on obtient .
£ = s(6) & a4t (1.36)
)
42 (w, fu,) . (an)

matrice dont les valeurs propres sont & partie réelle strictement négatives. 0 est donc un point
d’équilibre globalement assymptotiquement stable de cette équation différentielle ordinaire
linéaire et ’on peut résoudre, pour toute matrice I' symétrique définie positive, I’équation
de Lyapunov

1(47Q + Q4) = -T, (1.38)
avec Q symétrique définie posistive, et définir U par :
U®E) = 3€7Q¢ = tou&l + aubibs + Fonk] (1.39)
On a alors, d’aprés (1.38),
au
E(f)J(f) = QA = —¢T¢ < —cU®E) , (1.40)

pour un certain ¢ positif puisque Q est définie positive; (1.27) est donc vérifié.
Revenant aux coordonnées initiales, le systéme en boucle fermée s’écrit :

. 22 + pi(z1)
& = slpz) = (_a'(z,)[:, + b)) — s + wales + pe(z;)])) (141)

et 0 est un point d’équilibre globalement assymptotiquement stable de cette équation diffé-
rentielle ordinaire, qui n’est que la transformée de (1.36). V est définie par

V(pz) = Ulp(pz) = youz{ + auai(z2+p6(21)) + }an (22 +pb(z1)” (1.42)

et I'on peut retrouver directement que
v
Fo2)sa(pz) = = (2 + (2 +p0(=))) (1.43)

En conclusion, on vient de montrer qu’en prenant par exemple P = (0, +00), la famille
(5,) donnée par (1.28) satisfait la condition SF

Le difféomorphisme ¢ a évidemment été introduit pour linéariser le systeme, ce qui a
permis, ensuite, de placer les poles du systéme linéaire obtenu; notons de plus que, par
Paction de ce difféomorphisme et du feedback (1.31), tous deux dépendants de p, on a
transformé le systéme S, en un systéme (1.33) indépendant de p. Voici deux bonnes raisons
pour introduire ce difféomorphisme, qui ne joue pourtant aucun role dans la stabilité du
systeme bouclé, puisque I'on peut écrire uss, s, et V sans Putiliser (voir (1.35), (1.41), (1.42)
et (1.43)), et considérer ¢ seulement comme un “guide” pour construire une loi stabilisante.
.
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1.2.3 Equivalence par feedback et difféomorphisme

1L est bien clair et intuitif que plus les systémes de la famille se “ressemblent”, plus on a
dinformation sur le systeme & commander en sachant qu'il est dans cette famille, et plus on a
de chances de pouvoir, dans de bonnes conditions, trouver notre loi de commande adaptative,
valable pour tout systéme de la famille. 1l est donc naturel d’étudier de fagon privilégiée le
cas ol par exemple, tous les systémes de la famille sont équivalents, par feedback seulement,
ou par feedback et difféomorphisme, ce qui justifie les définiti Des conditi
sur f(p,z) et g(p,z) pour quelles soient satisfaites seront données au chapitre 2.

Un systeme non-linéaire affine en la commande
S & = f(2) + L) = f(2) + g(=)u (1.44)
pet

étant défini par la donnée de m +1 champs de vecteurs ou plutdt, de fagon équivalente, par
la donnée d’un champ de vecteurs (f), et d’une application linéaire de R™ dans Pespace des
champs de vecteurs (g), voir (1.5) page 10), on définit un feedback d’état non-singulier par
la donnée de deux application

a i MP—R"
B i M"— GLn(R) (1.45)
ot GL(R) est le groupe linéaire de R™, ensemble des applications linéaires bijectives de
R™ On définit le transformé &' par le feedback (a,8) de ce systéme § par la donnée du
champ de vecteur f' et du champ d’applications linéaires g’ de R™ dans Iespace des champs
de vecteurs:

fl2) = f(z) + g(z) a(z) (1.46)
g'(z) = g(z) Bz) (1.47)
Cest-a-dire que le systeme
S b o= f=) + X v = f@) + g@)e (1.48)
est obtenu en substituant
v = az) + B(z)v (1.49)
dans le systéme S donné par (1.44).

On dit que deux systemes (f,g) et (f,g') sur M" sont équivalents par feedback non-
singulier si il existe un feedback non-singulier qui transforme (f, g) en (f',g'). En fait, on
peut munir Pensemble des feedback non-singuliers d’une structure de groupe, son action sur
les systémes sur M™ étant définie par ce qui précéde. Cela est bien connu et parfaitement
classique.
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Pour nous, cest-a-dire dans le cas d’une famille (S,) de systemes (définie page 9) on
cherche & caractériser une propriété qui exige non seulement que tous les systémes S, soient
équivalents par feedback deux & deux, mais aussi que Péquivalence puisse étre réalisée par

une famille de feedback dépend des ce que l'on précise dans la
définition suivante:

Définition 1.4 (condition FE) On dit que la famille de systémes (S,) satisfait la condi-
tion FE (feedback-équivalence) si il eziste un systéme & (indépendant de p) sur M™ et un
feedback dépendant de fagon réguliére du paramé tions régulié

P, clest-d-dire deus fo guliéres

a : PxM"—R™

B : PxM"— GLR™) (1.50)

telles que, pour tout p, le feedback (a(p,.), B(p,.)) transforme le systéme S, en le systéme &,
ce qui s%écrit:

f(p,2) + g(p,2) a(pz) = f(=) (1.51)
9(p,) B(p,2) = 4(z) (1.52)

On peut alors prendre pour S un S,,, p, étant choisi dans P.

Exemple 1.6 Soit une famille de systémes monodimensionnels (dans R) donnés par
4 o= f(po) +u (1.53)

Une telle famille satisfait clairement FE : en prenant

a(p,1) f(p,z1)
1.54
Blpe) = 1, (1.54)
Cest-a-dire
v = —f(pz) + v,
on transforme le systéme S, en le systéme & donné par
$: & o=
]
Remarque 1.4 En fait, la dition FE d de ’équival de tous les & aun
systeme choisi indépendant de p, ce qui est équivalent & demander 'équivalence des systé

deux & deux: si la condition FE est sutlsfmte, deux systémes Sy et Sy de la famille sont
équivalents par le feedback (as, ) donné par
auz) = ap,z) — B, 2)B(p'2) a(p’2) (1.55)
Buulz) = B(,z)B(p", ) (1.56)
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Ceci démontre la propriété contenue dans la derniére ligne de la définition 1.4.

R écéd

t Pexemple on peut tous les S, en S, p, étant choisi
quelconque dans I'espace des parametres, en prenant, lieu de (1.54),

apz) = —flp,1) + f(porz1)
Blpz) = 1,
et I'on peut tranformer Sy en Sy grace & :
an(z) = —f(P\=) + f(p'21)
Bpzi) = 1
]
R que 1.5 S ue la condition FE soit satisfaite et que Pun des systémes de
la famille, S,,, soit stabilisable. On note @(z) la loi de commande stabilisante, alors
& = 5@) = f(Pnz) + g(per)i(z) (1.57)

a0 pour point d’équilibre assymptotiquement stable, si bien qu'il existe une fonction positive
V(z) telle que (voir par exemple [62])

(1.58)

Mais alors, utilisant « et § donnés par la condition FE, on peut définir pour un systeme S,
quelconque de la famille

usx(p,z) = o(pz) + Blp,z)u(x) (1.59)
etTona
f(p2) + g(p,2)usz(pyz) = () (1.60)
si bien que le systéme bouclé obtenu en appliquant le feedback usx(p,z) & S, est
i = 5iz)
En conclusion, pour que la condition SF soit satisfaite avec V et s, indépendants de p, il

suffit que I'un quelconque des systemes soit stabilisable, et que FE soit vraie. A forciori, il
suffit que SF et FE soient satisfaites.

qui par feedback et diffé p

On définit le transformé S* d’un systeme S ( (1.44) ) par un difféomorphisme ¢ sur M" par
la donnée des champs f” et gf, transportés de f et gy par p:

' = e f

G = PGk (61
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(voir une définition des “étoiles en bas” dans [56] ou en annexe, page 139); le systeme S*
écrit alors

$': & o= fl2) + Yo u(z) & fe) + ) (1.62)

On est alors en mesure de définir les transformations par feedback (non singulier) et
difféomorphisme (a, 8,) en faisant d’abord une transformation par feedback () puis

une transformation par diffé ) (ou le ire, mais alors il faut remplacer o
et § par a0 g et Bo 1), c'est -a-dire que I'on définit la transformation (a, 8, ) par
(,B,9) = (p) o (0,B) = (a0p™,B0p™") o (p) (1.63)

A nouveau, on va définir, pour le cas d’une famille de systémes (S,) (définie page 9) une
propriété qui exige non seulement que tous les systémes S, soient équivalents deux & deux
par feedback et difféomorphisme, mais aussi que I eqmvnlence puisse étre réalisée par une
famille de feedback et de diff des systémes, ce que I'on
précise dans la définition suivante:

Définition 1.5 (Condition FDE) On dit que les systémes (S,) sont équivalents par
feedback et difféomorphisme, ou que la famille des (S,) satisfait la condition FDE,
si il eziste un systéme & sur M, ainsi qu'un feedback et un difféomorphisme dépendant
réguliérement du paramétre p, soit

a : PxM"—R™

B : PxM"— GLn(R) (1.64)

¢t PxM"— M"
tels que la transformation par feedback et difféomorphisme ((p,.), B(p,.),(p,.)) trans-
forme, pour tout p, le systéme S, en le systéme 8, ce qui s’écrit:

F= e, )lf(p,) + g(p)alp,)] (1.65)
3 = o(p)eg(p,.)-B(p,.) (1.66)
On peut alors prendre pour 8 un S,,, p, étant choisi dans P.

(Condition FDE locale) On dit que la famille (S,) satisfait localement la condi-
tion FDE si, pour tout & dans M™ et tout 5 dans P, il eziste un voisinage V de (p,7)
dans M™ x P, un feedback (a, B) défini pour (p,z) dans V, et une application ¢ de V dans
M" x P telle que, pour tout p, p(p,.) soit un difféomorphisme de {p} x M" dans @(V), et
que (1.65) et (1.66) soient vérifiés pour tout (p,=) dans V'

le 1.7 Considé: la famille de & dans R :

& = =z, + pa}
Syt @ = =z (1.67)
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Elle satisfait la condition FDE car chacun de ces systémes est globalement linéarisable par
feedback et difféomorphisme : définissant ¢ par

e(penenes) = (6,6,6) (1.68)
avec

H = o

& = =z + pai (1.69)

& = 23 + 2pz1 (22 + pa})
et le feedback par
a(pz) = —2p[eizs + (22 + 3p2l) (22 +p2l)]
Blpz) = 1

1]

»

c’est-a-dire

u = —2p[mzs + (22 + 3pal) (w2t ped)] + v, (1.70)

ce feedback et ce difféomorphisme transforment, pour tout p, le systeme S, en & donné par

L =&
L =&
b o= v,

Cest-a-dire que

ono

01
fe) = (0 0
00

0
)E i) = (0) (1.71)
1

On peut noter que & n'est autre que So (S, pour p = 0). X
R que 1.8 La que 1.4 est égal valable pour la condition FDE : FDE
demande P’équivalence de tous les systémes & un systeme choisi indépendant de p, ce qui
est équivalent & demander Péquivalence des systémes deux & deux: si la condition FDE est

satisfaite, deux systémes S et S, de la famille sont équivalents par la transformation:

(a(p', 1 B(0" ), 02", )) " 0 (al#',), B, ), 0(#,)

Ceci démontre la dernitre ligne de la définition 1.5. .
Bquivalence par feedback et difféomorphisme avec b

Nous allons enfin definir une condition, que nous appel “équivalence par feedback
et diffé hisme avec hing” et qui demande la condition FDE plus la propriété

assez restrictive (1.72) de ” sur les difféomorphismes ((p, .). Cette é peut
paraitre un peu anecdotique; elle sera en fait trés importante pour la suite: elle permet, si
elle est satisfaite, de t les effets néfastes de I'adaptation.
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Définition 1.6 (Condition FDEM) On dil gue les systémes (S,) sont équivalents par
feedback et phisme avec hing”, ou que la famille des (S,) satisfait la
condition FDEM, si la condition FDE est satisfaite, et que, de plus, les difféomorphismes
¢(p,.) vérifient la condition de “matching” suivante: pour tout p dans P et tout z dans M",
on a:

Pl
() € Spanl e bn(o(p2) } i l (1.72)
ot le systéme & s%écrit :
&) + 3590 = fO + Yude) , (1.73)
(Condition FDEM locale) On dit que la famille (S ) .satufmt localement la condi-

tion FDEM si et scul si elle satisfait local ion FDE, ¢ étant de plus
tel que la condition de “matching” (1.72) soit vérifice.

Exemple 1.8 Dans Pexemple 1.7, le difféomorphisme ¢(p, ) qui est donné ne satisfait pas
la condition de matching (1.72) puisque

a—‘“(pz):( 7 ) ; W(w)):(gJ
o 21|(zzi2pz§) ' ' 1

Ceci ne prouve pas que la famille (S,) donnée par (1.67) ne satisfasse pas la condition
FDEM (il pourrait exister un autre difféomorphisme, qui vérifie, lui, la condition de matching
(1.72)). On verra que la condition nécessaire donnée par la proposition 2.10 montre que cette
famille ne satisfait pas FDEM.

En revanche, si I'on considére, au lieu de (1.67), la famille donnée par (1.28) dans
Pexemple 1.5, le difféomorphisme ¢ donné par (1.29) et le feedback donné par (1.31), c'est-
a-dire par

a(pz) = —2p[ezs + (v2 + 3pad) (22 +pai)]
Blpz) = 1,
a(p,z) = —0(z)[z2 + pO(z1)]
1
B(p,z) = P

transforment bien les systémes en un systeme (1.33) indépendant de p, et de plus ¢ satisfait
la condition de matching (1.72), puisque

66_;(17,1) == (0(21)) i He(pe) = (‘1))



Chapitre 2

Conditions d’équivalence par feedback
d’état et/ou difféomorphisme des
systémes d’une famille

2.1 Introduction. Position du probléme
A propos de la famille de systémes (S,), on se pose la question suivante :

A quelles conditions, sur les champs £, g et sur leur dépendance
en p est-ce que les différents systémes (S,) sont équivalents par
feedback d’état et/ou difféomorphisme ?

Notons que 'on ne fait dans ce chapitre aucune hypothése de linéarité des champs par
rapport au paramétre p, mais que Pon supposera toujours I'absence de chutes de rang
de Pespace engendré par le champs de commande :

Définition 2.1 (Condition RC (rang imal)) On dit que la famille (S,)
satisfait la condition RC, si les vecteurs gi(p,z),... ,gm(p,z) sont libres en tout point :

g {91(p,2), s Im(p,2)} = m  ¥(pz) € PxM" (2.1)

2.2 Equivalence par feedback (sans difféomorphisme)

On s'intéresse & trouver une caractérisation de la condion FE définie page 17 Ce qui
suit est une condition nécessaire et suffisante (CNS) trés simple pourvu que la distribution
engendrée par les champs de commande soit de rang constant maximal. Elle demande, en
gros, que toutes les incertitudes soient dans les directions sur lesquelles la de influe

directement :
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Theoreme 2.2 Sig est de rang constant mazimal (condition RC, définition 2.1), alors la
dition FE (définition 1.4) est équivalente a:

Span{ g1(p,), -, gm(p,2) } ne dépend pas de p (2.2)

g—;(zw) € Span{ gi(p,z), ., gm(p,2) } i=1,.1 (2.3)

Proposition 2.3 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, définition 2.1), les deus

prop sont équivalentes entre elles et équivalentes G (2.2)

Agk i=

5y (7)€ Span{ ai(p,2), gm(m2)} (2.4)

'Pi
a(the) - 0phe) € Spn{a,2), -, gim)} LILT ()
, \ 12), s G Wttt :

Démonstrations : données en annexe A, page 142 et suivantes. vvY
Remarque 2.1 Dans [59], Taylor, Kokotovic, Marino et Kanellakopoulos introdui
pour une famille de systémes paramétrée explicitement linéairement (notre condition PLE),
et tous linéarisables par feedback et diffé -phisme, Phypotheése suivante, reprise

dans [28] sous le nom de (strict) matching assumption :

fu(p'yz) = fu(p'=) € Span{ gi(p1, ), -, gm(p1,) } { k=1,.,m
gu(p'sz) — gu(p"2) € Span{ ai(p1,2), .., gm(pr,2) } P € P

Cette condition est équivalente & (2.2)-(2.3), dés que g est de rang constant maximal (ce qui
est aussi supposé dans [59]), puisque la seconde condition n’est autre que (2.5), et qu’une
fois établi que le Span de g ne dépend pas de p, il est évident que la premiére est équivalente
(2.3). Dans [59], les auteurs prouvent (proposition 5) que ces hypothéses implique que Ion
peut choisir le difiéomorphisme li dant de p. Le systéme linéaire étant de
plus indépendant de p (forme C ion), cela implique que la famille satisfait la condition
FE (avant difféomorphisme, le systéme n’est pas linéaire, mais déja indépendant de p).

Cette proposition S de [59] dé donc la diti ffi du théoréme 2.2
dans le cas de systémes linéarisables linéairement paramétrés. Notre théoréme en est une
généralisation et apporte de plus la condition nécessaire. [}

Exemple 2.1 On a montré, voir Pexemple 1.6, que les systémes introduits en (1.53) satisfont
Ia condition FE : il n’est pas difficile de vérifier qu’il satisfont également (2.2) et (2.3) puisque
tout se passe dans R et que g ne s’annule jamais.

On peut utiliser la de ce théoreme pour montrer que les systémes S,
introduits en (1.28), & I'exemple 1.5, ou en (1.67), & exemple 1.7, ne sont pas équivalents par
feedback seulement, puisque 92 n’est pas dans I'espace dré par g. Les difféomorphisme:
sont donc nécessaires dans ces cas pour rendre les systémes identiques. X
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2.3 Equivalence par feedback et difféomorphisme

Nous allons donner une CNS abstraite d’équivalence par feedback et difféomorphisme. Afin
de DPécrire commodément, nous allons utiliser la variété produit P x M™, sur laquelle nous
définissons les objets suivants:

Les champs Gy, et F sur P x M, de composante nulle sur 7, sont définis & partir des
champs gi(p,-) et f(p,.) sur M" dépendants du paramétre p de la fagon suivante! :

Flpz) & (0, f(p2)) , (2.6)
Gup,e) £ (0, alpz)) (2.7)

La distribution  sur P x M" est donnée par:
G & Span{Gi, .., Gn} (28)

On définit par ailleurs, pour tout p, la distribution G? sur M", donnée par :

6" 2 Span{ @i(p,.), ) gm(p) } (2.9)
si bien que I'on a pour tout (p,z),
G(p,z) = {0} x G%(z) (2.10)

a . - .
Les champs 7 pour i = 1,.., ] sont associés aux coordonnées naturelles pi, . i sur
P

9
a—m(nz) = (e, 0) (2.11)
ot { €1,y € } est la base canonique de R

Enfin, vu que I'on va sinterésser & des propriétés globales, une notion importante est
celle de champ de vecteur complet, c’est & dire dont le flot n’a pas d’explosions en temps finis
ou, en d’autres termes, est défini partout pour tout temps. Ici, pour des champs définis sur
P x M, on définit la notion de champ dont le flot ne peut exploser que “par sa composante
en p”:

Définition 2.4 On dit qu’un champ de vecteurs Y sur P x M™ est z-complet si son flot
(Lpz) — dy(pz) = (v(tp,2),&(tp,))
est tel que pour tout (p,z) et t; < 0 < iy tels que |t;, 1] soit Vintervalle mazimal de définition

(pour t) de g (p, ), soit t; (resp. ;) est égal & —co (resp. +00), soit w(t, p,x) a une limite
quand 1 tend vers 1; (resp. ;) el cette limite est sur la frontiére de P.

TOn aurait pu des le départ définir non pas des “champs de vecteurs dépendant d’un paramétres” mais des
champs de vecteurs sur P x M", voir paragraphe 1.1.
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Remarque 2.2 Si P = R, les notions de x-complet et de complet se confondent. [

est 1t dans le théore suivant :

La diti et

Théoréme 2.5 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)),

o Une CNS pour que la famille (S,) satisf local la dition FDE, c’est-d-
dire pour que tous les (S,) soient localement équivalents par feedback et difféomorphisme,
est que pour tout (p,), il eziste un voisinage ouvert U de (p,z) dans P x M™ et des champs
Xy, .00y Xy sur U tels que Uon ait, sur U,

Xi(p,z) € {0} xT.M" i=1,.,1, (pz) e UM" , (212)

9 .
[a—p‘ Xi,s a +X;] =0 gi=1,.,1 (2.13)
(F, 81, +Xi] € G =1, (2.14)
g, —+x‘] C G i=1,.1 (2.15)

On peut calculer le difféomorphisme qui raméne tous les systémes de la famille & S; par

Loix® (pz) = 0
{dsm e

qui a une solution sur un voisinage de (p,%).

o Une CNS pour que la famille (S,) satisfasse global la condition FDE est qu’il
eziste | champs de vecteurs Xy,..., X; définis sur Px M™ toute entiére vérifiant les conditions
(2.12) & (2.15) sur tout P x M, ainsi que :

.1 sont z—complets (2.17)

2
les champs de vecteurs -+ Xi i

On peut alors calculer, pour tout p dans P le difféomorphisme qui raméne tous les systémes
de la famille & S, par (2.16), qui a une solution sur P x M™.

Remarque 2.3 Sil'on définit la distribution H sur U (ou sur P x M™) par

2 f)
= —+ X1, —+ X N 2.
H Spnn{apl+ T 1} (2.18)
la condition (2.13) est équivalente & I' ivité de .
Dé jon de cette affirmation : Tl est clair que (2.13) implique cette Pinvolutivité.
Réciproquement, si M est involutive, alors pour tout i et j, le champ
a a
—+ X, —+ X,
(gt %0 gy t 51
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est dans 7, mais de plus ce champ vaut
d a
X = [ X o X;
(g X = g X+ 1X0X]

champ dont la composante sur TP est nulle (i.c. sa valeur en (p.x) est dans {0} x T.M"),
or les ;2 étant linéairement indépendant, le seul champ dans H qui vérifie ceci est le champ
nul

La dé fon est assez lexe et figure en annexe A, page 143. La premitre

remarque & faire est cependant simple, et consiste & remarquer que I'on peut toujours
faire le difféomorphisme en premier dans la transformation par feedback et difféomorphisme
(voir formule (1.63)), si bien quaprés Iavoir fait, il ne reste plus qu'un feedback & faire
pour se ramener & un systéme indépendant du paramétre, ce qui implique que la fanille
de ar difféomorphisme seul satisfait la condition FE du para-
graphe précédent (définition 1.4); la réci étant évidente, nous avons établi le lemme
suivant, sur lequel se fonde la démonstration du théoreme 2.5, et qui isole en quelque sorte
la difficulté :

Lemme 2.6 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)), alors

o La famille (8,) satisfait la condition FDE si et seulement si il eziste un diffeomor-
phisme dépendant du paramétre p, c’est-d-dire une application C, p, de P x M" dans M"
telle que pour tout p “o(p,.) soit un difféomorphisme de M"~ transformant le systéme S,
en?

~

= o(p,z)
= fp&) + ipOu = f(né + kzmk(z) , (2.20)

-~

ot f et § satisfont, pour tout (p,€) dans P x M™ et i =1,..,1:
a3 _ _
a—i"(nf) € Span{ 5:(p,€), -, Gunlp,€) } (2.21)

%(Pxf) € Span{ &i(p,€), - s Gm(p,€) } (2.22)

o La famille (S,) satisfait localement la condition FDE si et seulement si un tel
eziste localement dans P x M™ (voir la formulation précise dans la définition 1.5).

20est-a-dire que les champs f(p,.) et Gi(p,-) sont donnés pour tout p par:

) = e@)ef() 5 Glp) = ep)ean(p) (2.19)
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2.4 Equivalence par feedback et difféomorphisme avec
matching

2.4.1 Condition nécessaire et suffisante abstraite

On donne une CNS pour que les systémes de la famille soient équivalents par feedback
avec la iété de matching (1.72) sur le diffé hisme (condition FDEM, page 21).
La différence entre FDE et FDEM est que l'on exige ici que le famille de difiéomorphisme
(p,.) satisfasse la condition de matching (1.72) ; la différence entre la CNS donnée ici pour
FDEM et celle donnée plus haut pour FDE est que I'on demande ici aux champs X; soient
dans G, distribution de commande dans la variété produit P x M™

Proposition 2.7 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)),

 Une CNS pour que la famille (S,) satisfasse locall la condition FDEM, c’est-
d-dire pour que tous les (S,) soient localement équivalents par feedback et difféomorphisme
avec la condition de matching (1.72) sur le difféomorphisme, est que pour tout (p,z), il
eziste un voisinage owvert U de (p,z) dans P x M™ et des champs X; sur U~ tels que Pon
ait, sur U,

Xi € ¢ s (2.23)
L} d
9 ix, ZLix =
[ . +Xi, E +X; ] 0 (2.24)
d
[F,a—p‘_+X|] €g (2:25)
8
[t},b—m+x.] cg (2.26)
On peut caleuler le difféomorphisme qui raméne tous les systémes de la famille & S, par
{ Lgixp(mz) = 0 (@2.27)
e(pz) = =

qui a une solution sur un voisinage de (p,Z).

 Une CNS pour que la famille (S,) satisfasse globalement la condition FDEM est qu’il
eziste | champs de vecteurs Xi,..., X; définis sur P x M" (de composante nulle sur T,P)
tels que les conditions (2.23) & (2.26) soient satisfaites ainsi que:

9
les champs de vecteurs ——+ Xi yi =1,..,1 sont a—complets (2.28)

Opi

On peut alors calculer, pour tout p dans P le difféomorphisme qui raméne tous les systémes
de la famille & Sy par (2.27), qui a une solution sur P x M™

Remarque 2.4 La remarque 2.3 est encore valable : la condition (2.25) est équivalente &
Pinvolutivité de la distribution M définie par (2.18).
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La dé de cette ition 2.7 est donnée en annexe. On va toutefois
donner ici un lemme sur lequel elle se fonde, similaire au lemme 2.6 et tout aussi facile &
démontrer. Il ne sera pas démontrer (voir page 26) :

Lemme 2.8 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)), alors la propriété
FDEM est équivalente & Uesistence de p, application C' de P x M" dans M™ telle que:

(i) Pour tout p, ¢(p,.) est un difféomorphisme de M™,

(ii) Pour tout (p,z) dans P x M™ et i =1,..,1,

Z{(w)"-g—;(w) € Span { ai(p,2), s gm(psz) } (2.29)

(iii) Le systéme (1.8) est équivalent d

£ = ¢lpe)
&= f(n& + dp&)u (2.30)
ot f et § satisfont, pouri=1,..1 :
D) € Soun{ B(RE, - 0O} (21)
Line) € Soanl 500, 2 3n(2.0)} (22)

2.4.2 Conditions suffisantes explicites

On peut donner la condition suffisante suivante pour la propriété locale, explicite en les
champs f et gy, pour la condition locale :

Théoréme 2.9 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)), une condition
suffisante pour que la famille (S,) satisfasse localement la condition FDEM est :

G? est une distribution involutive sur M™ pour tout p, (2.33)
d,

a—;‘: € Span{ g1,.y9m > [Fr91)s00s [fr.9m) } (2:34)
G est indépendant de p (2.35)

et 'on a la proposition suivante, qui dit plus ou moins dans quelle mesure (2.34) et (2.35)
sont nécessaires:

Proposition 2.10 Si
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g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)),
la distribution G? est involutive, pour tout p,

- la famille satisfait localement la condition FDEM,
alors f et gy satisfont (2.33), (2.94) et (2.95).
Remarque 2.5 Si les systémes sontéquivalents, cela revient au méme de dire que G” est
involutive pour tout p ou pour au moins une valeur de p.

On peut donner une condition plus explicite pour que la condition FDEM soit vraie
globalement:
Théoréme 2.11 Si g est de rang constant mazimal (condition RC, (2.1)), et si, en plus

des conditions du théoréme 2.9 , on a:

rang{ g1, 9m 5 [f,01) 00 [fr9m] } = 2m (2.36)

alors il eziste (globalement) une unique famille Xy,
vérifiant (2.23) et (2.25) :

Xi) de champs de vecteurs sur M"x P

X e¢
F}
[P gntXil € i=tul

Ces champs vérifent alors aussi (2.24) et (2.26). Si de plus les champs 5+ X1, ..., 2o+ X
ainsi obtenus sont z-complets, alors la famille (S,) satisfait globalement la condition FDEM,
¢ étant solution de :
L ,z) = 0
{ Lix (pa) 287
opz) = =,

 étant fizé, quelconque, dans P.

Corollaire 2.12 Si g est de rang constant magimal (condition RC, (2.1)), et si f et g,
vérifient les conditions du théoréme 2.9, ainsi que (2.36), et que de surcroit M™ est compacte,
alors la famille (S,) satisfait la condition FDEM.

Remarque 2.6 Dans le probleme de la linéarisation globale par feedback et difféomor-
phisme (voir par exemple Dayawansa, Boothby et Elliott [15], ou Boothby [9]), on rencontre
deux obstacles (pour obtenir une linéarisation globale) : I’un est de nature topologique, et
vient en fait de ce que I’on veut construire un difféomorphisme de la variété sur laquelle vit
le systéme vers R™; l'autre, de nature un  peu différente, demande, comme ici, que certains

champs soient complets afin que le di hisme que l'on est en train de construire
n

explose pas”, ce qui permet de le construire partout. Ici, le premier obstacle ne se
présente pas car on ne cherche & construire de difféomorphisme que de M™ vers elle-méme.
.
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ESTIMATION






Chapitre 3

Préliminaires

3.1 L’équation d’observation

Nous aurons & commander I'un des systémes de la famille (,). Appelons p* une valeur du
paramétre qui lui correspond; nous avons donc affaire au systéme Sye. Cette valeur p* est
inconnue.

Si les hypotheses PLE ou PLI du chapitre 1 sont vérifiées, 'équation (1.10) du systéme
est linéaire en p*, et peut donc s’écrire & chaque instant sous la forme
za(t) = Z(t) P (3.1)
Ceci est une équation d’observation linéaire du vecteur constant p* On peut d’ailleurs
obtenir d’autre équations de la méme forme par des transformations sur (1.10) qui en
préservent la linéarité par rapport & p*. Ainsi Pobjet de cette partie est Pestimation linéaire
fondée sur une équation d’observation de cette forme.

La toute premiére difficulté pour exploiter une telle équation vient en fait de ce que Z,()
et z,,(t) font intervenir explicitement # qui n’est pas mesuré. Nous appeleons tout de méme
(3.1) équation d’observation, malgré 'impossobilité d’“observer” ses éléments.

Oubliant pour un moment cette difficulté, le chapitre 4 étudie le probleme général de
Pestimation & partir d’une équation du type
2(t) = (1) p (3.2)
ot z est un vecteur de dimension n, et Z est une matrice n X ¢, que Ion utilise tous les deux
sans se préoccuper de la fagon de la maniére dont ils peuvent étre obtenus. Notons toutefois
que (3.2) est a priori disticte de (3.1) puisque Z,, et z,, ne sont pas utilisables ; on change
de notation pour éviter toute confusion. Il est possible que I'équation (3.2) soit “bruitée”,
devenant alors

(t) = Z(t)p" + w(t) (3.3)
oit w est un vecteur de “bruit”, de dimension n, que Pon ne mesure pas et sur lequel on
va étre amené & faire diffé héses (borné, décroi petit en

moyenne...); ce cas est étudié & Ia section 4.3, pour un bruit exponentiellement décroissant.

33
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Le chapitre 5, lui, traite spécifiquement le cas ot I'on dispose d’une équation d’observation
de type (3.1) ot z, et Z., ne sont pas mesurés; on y donne diverses maniéres d’utiliser
des signaux transformés de z,, et Z.,, quil est plus raisonnable de supposer mesurés, ou
caleulables & partir de signaux mesurés; on étend ainsi les résultats du chapitre 4.

Notations

Pour toute la suite, nous allons définir les quantités suivantes: p étant une estimée du
paramétre p*, on définit Perreur d’équation comme:

e & Zp-z (3.4)
ou, avec les signaux dits “bruts”
e, 2 (3.5)
On note .
P = p-p (3.6)

Derreur de paramétre, et Pon a alors la relation suivante, en 'absence de bruit ((3.2) vérifie):
e = Zp (3.7)

ou, en présence d’un bruit ((3.3) vérifiée):
e = Zp - w (3.8)

et, de méme,

e = Zub (3.9)
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3.2 L’estimation a I’'usage de la commande adaptative.

Nous dégageons ici les objectifs que I'on doit assigner & Iestimation en commande adaptative.
Tis sont trés sensiblement différents de ceux que I'on se fixe lorsque P'on veut identifier un
systeme.

3.2.1 Estimation exacte

Ce paragraphe n’a d’autre but que de montrer ce qu'il ne faut pas faire, & savoir chercher &
tout prix & “trouver” la valeur exacte de p*

Supposons, pour nous mettre dans un cas idéal, que le bruit w soit nul et que z,, et Z,,
soient mesurés. Il existe alors un vecteur de paramétres p*, constant, tel qu’a tout instant,
2. et Z., sont reliés par (3.1). Dans ces conditions, déterminer p* d’aprés les mesures
de z,, et Z,, est rien moins qu'enfantin: si Pon écrit (3.1) & un certain nombre d’instants
ty, ... Lk, on obtient un systéme de kn équations linéaires en les composantes de p*, qui a
forcément au moins une solution, puisque l'on suppose qu'il esiste p* vérifiant (3.1) & tout
instant. La proposition suivante donne une condition pour pouvoir résoudre ces équations;
Cest une version rudimentaire de résultats généraux sur Pobservabilité des systémes linéaires
non-stationnaires (voir par exemple Kailath [28] et la remarque 3.2).

Proposition 3.1 Z,(t) étant une matnce n X q fonction cantmu: du temps et Ty et Ty des
réels positifs (Ty < Ty), les propriété: tes sont équi

(i) I est possible de trouver des instants b, ty € [13,T5) tels que le systéme d’équations
éhriques linéaires en les coord de p* obtenu en écrivant (3.1) pour ces valeurs
de t ait une unique solution.

5
(ii) /T * 2., 2.y est inversible.

Démonstration : Si (i) est satisfait, alors les lignes de Z.y(t1), ..., Z.,(t) engendrent R, si

bien que

k.
; 2.7 (4)Z.4(t5)

est symétrique définie positive; comme Z,, est une fonction continue du temps, on peut
trouver k petits sous-intervalles disjoints de (T3, T3], de longueur ¢, notés Ij, tels que, pour ¢
dans I, on ait Z.," (£)Z.,(t) > 12.," (t;)Z.(t;), et alors, Z.," Z., restant symétrique positive,

£ 1
L2020 > [, 22750 > 322724
s Sards T

est définie positive, donc inversible. Réciproquement, si cette intégrale n'est pas définie
positive, les lignes des matrices Z,,(t) pour t € [T1,T;] n’engendrent pas R', si bien qu'il est
évidemment impossible d’en extraire un nombre fini dont les lignes engendrent R! ¢ v v
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R 3.1 La condition (i) est évid écessaire pour que la donnée de Z,, et z,
pendant Pintervalle de temps [T, T3] puisse permettre de determiner p*. La condition (i),
sous une forme en général plus forte cst bien connue: per exemple, Palgorithme des moindres
carrés converge si la plus petite valeur propre de f} Z,,” Z., tend vers linfini quand ¢ tend
vers lmﬁm, la propriété de balaya.ge persistant” (pers;scam spanning), ou d’“excitation

de que pour un certain @ > 0, et un certain T > 0
(“période” de' balayage persistant, ou d’excitation persistente), on ait:

4T T
Viso, / 2.2, > oI
,

et il est encore une fois bien connu que cette ptopnete est nécessaire et suffisante pour que
I’on puisse assigner une ex; lle arbitrai rapide & la plupart des

algorithmes d’estimation connus (voir Ikeda, Macda et Kodama [26]).

Remarque 3.2 On peut égal voir le probléme de la détermination de p* comme un

probleme d’observation de I’état p* du systéme linéaire stationnaire

par la sortie non stationnaire
Za = Zo(Op

(i) apparait alors comme une condition necessaire d’observabilité , la quantité / 277 étant

le grammien d’observabilité [27). N

La condition (ii) est trés difficille & vérifier directement vu que Z,
signal produit par un systéme et fonction d’entrées et de conditions i

est en général un
ales. C’est la I'un

des probléemes de Didenti exciter le systeme pour pouvoir Pidentifier dans
de bonnes condition ? Sous certaines conditions, des propriétés d'“excitation suffisante”,
ou de “richesse suffisante” sur les entrées entrainent le balayage persistent (I'excitation per-

sistante). Cependant ces conditions sont difficiles & vérifier, et, surtout, il est en général
impossible quelles soient satisfaites sur toutes les trajectoires. Considérons par exemple le
systeme suivant sur R :

i = pa(e)u (3.10)

ot p° et g une fonction réelle de z, réel. (3.10) est sous la forme (3.1) avec

z = &

3.1
Z = g(z)u (3.11)
Supposons alors que z(0) = 0. Une excellente commande si I'on veut réguler z & zéro,
consiste alors & choisir = 0 (sur cette trajectoire). Dans ce cas, z(2), 2.,(t) et Z,(t)
sont nuls, ce qui viole clairement la condition (ii) et rend tout aussi clairement impossible
Pidentification de a* et b* le long de cette trajectoire.

L’idée intuitive que I'on a d’un bon algorithme d’estimation est qu’il doit fournir une

estimée  qui converge, pour toute condition initiale, vers la vraie valeur . Geci implique
que la condition (i) doit étre satisfaite (la seule i ion fournie & l'algorith
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estimation est la condition initiale et les mesures de z,, et Z,,, et la non-satisfaction de (i)
implique que ces mesures ne conti pas assez d’i fon pour déterminer p*). Vu
que (i) est équivalente & (ii) et que 'on vient de voir que (ii) ne pouvait en général tre
satisfaite sur toute trajectoire, la convergence de p vers p* ne pourra non plus, en général,
etre satisfaite sur toute trajectoire.

3.2.2 Objectifs de I’estimation en commande adaptative.

1L ressort de la section précédente que la convergence de Pestimée  vers la véritable valeur
p* du paramétre est soumise & des condi écessaires dont la satisfaction dépend de la
trajectoire suivie. 1l est donc absurde de fixer comme objectif & un estimateur d’assurer
cette convergence, d’autant plus que rien ne Pexige, sinon peut-étre notre “envie” de voir
p converger, ce qui permettrait de donner & cette étude, et & la commande adaptative en
général, une philosophie “synthése obser dleur”  Une fois éliminé cet objectif
irréaliste, il reste & fixer les véritables objectis de 'estimation en de ad . On
verra (paragraphe 6.3.2) que si usy st celui défini par les hypothéses SF, paragraphe 1.2.2,
alors le comportement de z dans le systéme bouclé

S,

u = us(p,z)
 calculé par une méthode quelconque

épond

peut étre analysé comme un comportement “nominal” aux objectifs de commande
fixés, perturbé par e,,(t) et (). On aimerait donc demander & notre estimateur de faire en
sorte que e,o(t) et p(t) soient petits. De plus, il est nécessaire, pour d’évidentes raisons de
calcul, que () soit borné. On peut donc se fixer I’

borné ,
OBJECTIF IDEAL : P “petit” (3.12)
e, “petit”

1l s'avére en fait que Pon ne pourra satisfaire un objectif de ce type qu'avec des estima-
teurs utilisant explicitement Z,, et z,, (chapitre 4), les estimateurs plus réalistes du chapitre
5 ne fournissant que la “petitesse” de signaux transformés de e,,. “Petitesse” signfiera en
général existence d'une norme L* finie pour un certain k > 1.



Chapitre 4

Algorithmes d’estimation avec

information idéale.

Ce chapitre présente différents estimateurs congus & partir d’une équation d’observation
(3:2) %

1) = 2() 9 (41)

et utilisant directement la valeur de z et Z, et présente leurs principales propriétés. La section
4.1 présente la forme générale des estimateurs utilisés. La section 4.2 introduit une méthode
pour contenir Pestimée dans une région donnée de Pespace des paramétres, les propriétés des
estimateurs ainsi décrits étant données sous Ihypothése que p* satisfait I'équation exacte
(4.1). La robustesse de ces propriétés & la présence d’un bruit dans Iéquation d’observation
est étudiée i la section 4.3. Enfin, & la section 4.4, on déduit de cette étude générale toute
une famille ’algorithmes plus particuliers que Pon utilisera par la suite.

4.1 Algorithme “général”, propriétés.

On se place donc dans le cas ot 'on dispose d’une équation d’observation (4.1) et de la
mesure de z, Z et donc de Ierreur d’équation e (voir (3.4)). On va tout d’abord étudier les
propriétés des estimateurs tels que la mise & jour de p est donnée par:

p = —rPZe (42)

ol 7 est un réel positif, en général une fonction statique ou dynamique de Z et z, P est
une matrice carrée réelle dépendant de fagon dynamique de Z et z (en général,
P est une fonction de Z et z). La matrice P est en général définie positive; elle peut &tre
constante, dans le cas des algorithmes que nous appelerons “de type gradient” Le gain r
semble redondant — on pourrait noter P au lieu de 7P — mais en général r et P seront

1(4.1) est une recopie de (3.2)

38
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défini séparément et de maniére assez différente, ce qui justifie de les différentier. Tl se trouve
que la plupart des algorithmes connus s’écrivent sous la forme (4.2).

Remarque 4.1 Normalisation de I’équation d’observation

Si on multiplie (3.3) & droite et & gauche par v/7, on obtient

Zaom(t) = Zuam(t)p' + \/r(t)u(t) (4.3)
ot les quantités “normalisées” Zyum €t Zuurm sont définies par:
Zum = VT2
Taw = V2 (4

 donné par (4.2) peut alors s’ écrire:

b = —PZl erm (4.5)

avec
m = Ve = Zimb ~ Zium (4.6)
Clest & dire que la présence du gain  dans (4.2) traduit tout simplement une normalisation
(par /7) de Péquation d’observation. '

Voyons tout d’abord des propriétés générales que lon peut tirer de la forme (4.2), en
Pabsence de bruit:

Théoréme 4.1 Quelles que soient les lois de commande ulilisées, dés que Vestimateur est
de la forme (4.2) o la matrice P est symétrique et vérifie (au sens des formes quadratiques ):

P > —krPZ7ZP k<2 (47)
P >0 (4.8)
P < kI k>0 (4.9)

1/ on a les proprités suivantes pourvu que Z et z soient définis sur Vintervalle [0,T) (fermé
i gauche et ouvert & droite):

o rlel? € IN0,T), avec

[ rlel s 5 G0 - #) P (30— #) (410)
o p est borné, et plus précisément,

15071 < -0~ 5) PO (50) - ) (1)

2/ Si, de plus, la matrice P est décroissante avec

P < —kyrPZ"ZP k>0 (4.12)
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alors )
p € L'o,T) (4.13)
avee _
T 5 P(0) \/—
< :
AL Jm () P(0) #(0) (419)
Démonstration en annexe A, page 151. vvYy

4.2 Estimation avec contrainte sur l’estimé, projec-
tion.

En commande adaptative, lestimée p est utilisée & chaque instant pour calculer la com-
mande. Au chapitre 1, nous avons vu qu'il est en général impossible de pouvoir commander
les systémes de la famille correspondant & toutes les valeurs possibles de p dans R! Nous
avons di restreindre la validité de nos hypothéses, qui p de calculer la |
& un domaine convexe fermé II. Tl est donc souhaitable de disposer de méthodes d’estimation
qui maintiennent Pestimée dans la domaine IT.

4.2.1 Mise en oeuvre de la projection
Projection non-continue

La méthode décrite ici consiste & utiliser un algorithme de la forme (4.2) tant que f est &
Vintérieur de I et, lorsque j arrive sur la frontiére, & projeter le p issu de (4.2) sur une
direction non sortante de II parlléelement & une direction bien choisie. Précisons tout cela
dans le cas régulier ol la frontiére de II admet justement un hyperplan tangent en tout
point: on définit 7, comme étant lidentité si p est & Pintérieur de II et la projection sur
Phyperplan tangent 4 la frontiére de II (notée 9II) parallelement & Pn ol n est le vecteur
normal unitaire sortant a 811 et P est le méme que dans (4.2):

s siopefi
i pedNl et s'n(p)>0 (4.15)
HED et sTn(p)>0

la mise & jour du paramétre est alors donnée par:
b o= —rmp(P2Te) (4.16)
ot le gain 7 est pris sous la forme suivante :

o= p(2)o(e) (4.17)
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Remarque 4.2 Dans le cas ot la frontiére de I n’est pas régulitre, ce qui est par exemple le
cas si IT est donné par un certain nombre d’inégalités, on peut évidement choisir un domaine
plus petit qui soit régulier. M

Cette modification souleve une question théorique: p n'étant plus une fonction continue
de Pétat (au sens le plus large possible), a-t-on toujours existence et unicité des solu-
tions du systéme bouclé obtenu en utilisant un de tels algorith
destimation ? Ce nest pas la seulement un “probleme de math”: si il n’y a plus existence
et unicité des solutions des équations d’évolution d’un systéme, c’est qulelles ne sont plus
pertinentes pour décrire un comportement physique.

Exploitant la convexité de TI, on peut montrer toutefois lexistence et I'unicité des so-
lutions, sous réserve que la seule non-continuité soit introduite par cette projection (et
méme que tous les autres termes soient Lipschitziens), grace au théoréme suivant, déduit du
théoréme 3.12 de [10], la derniére ligne étant une conséquence de la proposition 3.3 p.68 de
ce méme ouvrage.

Théoréme 4.2 ([10]) Soit C une partie conveze de R™, et 1¢ sa fonction indicatrice con-
veze donnée par :

fo sixec
1e(X) = { 4o siXgC, (418)
dont la sous-différentielle d1¢ vaut :

816(X) = {vERI/WycC, (vly—2)<0} (4.19)

Soit aussi f une fonction globalement lipschitzienne. Il eziste alors, pour tout X, dans C,
une unique fonction X(t) absolument continue (donc dérivable presque partout) telle que

{ ?((Dt)) - !(XX,U)) € —014(X(1) (420)

En outre, X(t) est partout dérivable & droite, et sa dérivée & droite vaut f(X (1)) en tout point
intérieur & C, et, si la frontiére de C est réguliére, cette dérivée @ droite en un point X(t)
sur la frontiére est ezactement f(X (1)) si celui-ci est rentrant, ou sa pojection orthogonale
sur Uhyperplan tangent si il est sortant.

Supposons tout d’abord que P = I. La propriété d’existence étant locale, on peut
considérer que I'on est bien dans RY, avec N = Ny + I, 'état complet du systeme bouclé
étant X = (X, ) ol Xi, de dimension Ny, contient tous les états autres que p, c’est-a-dire
au moins «, voir (1.1). Pour la méme raison, on peut supposer ici que les champs sont
globalement lipschitziens. Le convexe C est alors

¢ = RMxI (4.21)

Si IT est régulier, 91¢(X), défini en (4.19), est
réduit & 0 si X est & Vintérieur de C, Cest-a-dire si p est & Vintérieur de I, et
la demi-droite normale sortante & la frontiére de C, qui est en fait la demi-droite normale
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sortante & la frontitre de 11 (composante nulle sur les X;), si X est sur la frontitre de C,
Cest-a-dire si p est sur la frontiere de I1.// L'équation multi (4.20) est alors

Péquation du systéme bouclé avec notre algorithme avec projection (si P = I), sauf que I'on
na pas fixé la coefficient de n dans (4.15), et que I'on autorise n’importe quel nombre positif
12 ot (4.15) imposait la valeur

n(p)"s
n(p)" n(p)
Le théoréme nous donne alors Dexistence et 'unicité des solutions, et nous dit de plus que
le seul choix possible pour assurer I'existence était, la ot (4.20) est multivoque, celui donné
par notre projection.

Ce raisonnement était valable pour P constant égal & D'identité. Si P est constant mais
autre, on peut se ramener, par un simple changement de base sur lespace des paramétres au
cas ot elle est égale & Iidentité. Quand P varie, les choses sont un peu plus compliquées :
on inclut P dans X3, et I'on doit btir un difféomorphisme de R™ x II qui ne change pas la
frontiére, mais qui change Pn en n. Si de plus des discontinuités apparaissent ailleurs que
dans , ce qui sera le cas quand on écrira un terme de commande dépendant justement de
, qui est discontinu, ces raisonnement tombent & I'eau (ce qui ne prouve absolument pas
quil n’y ait pas existence et unicité des solutions !). Clest pour toutes ces raisons que nous
allons régulariser notre projection de la maniére suivante.

Projection continue

Pour éviter tous les problemes évoqués ci-dessus, on peut remplacer la projection non-
continue (4.15) par une projection régulitre, que 'on & faire agir un peu avant
darriver au bord de II.

Pour préciser cela, on suppose que le convexe régulier II est donné par
o= {p/0(p=0} (4.22)
ol1 © est une fonction régulitre (par exemple C?) et que de plus tous les ensembles
L 2 {p/O(p)<-A} 0<A<I (4.23)
sont convexes (et d'intérieur non vide). On définit alors 7 non plus par (4.15) mais par

s si O(p) € (—oo0, —¢]
s . si O(p) € [~¢,0 et sTn(p) 20 (4.24)
s — (14 0(0) g emPn i O(F) € [—¢,0] et sTn(5) <0

m5,p(s)

ol n est donné par
n o= n(p) = 5-(h) (4.25)
P 3, P) > 8

Cest-i-dire que c'est un vecteur normal sortant & la frontitre du Il sur lequel § se trouve
(cf. (4.23)).
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Tl st pas difficile alors de vérifier que 4 p(s) est une fonction locallement lipschitzienne
de P, p et s. Cela nous bte tout souci quant & Dexistence et & Punicité des solutions du
systeme bouclé.

Propriétés de I’algorithme avec projection

Pour s’affranchir des problémes d’existence et d’unicité des solutions, nous choisissons main-
tenant la projection “continue” donnée par (4.24). Nous établissons ici les propriétés des
estimateurs ainsi obtenus. Il n’est pas difficile de comprendre que ces estimateurs seront tels
que p reste dans II. La véritable propriété dans le théoréme suivant est que lon n’altére
pas les propriétés trouvées pour les algorithmes sans projections, sous réserve que p* soit
strictement & D'intérieur de II;, c’est & dire du domaine ot la projection n'agit pas. Ce
résultat n’est en fait pas trés surprenant, car la projection ne fait que rajouter & p un terme
qui fait diminuer la distance de $ & p* ol que soit p* strictement & Pintérieur de II; c’est la.
dailleurs Pessentiel de la démonstration, sauf pour le point (4.34), qui est plus délicat.

Théoréme 4.3 Si Uon utilise Vestimateur (4.16)), oi :

o la matrice P est symétrigue et vérific (au sens des formes quadratiques) :

P > —krPZTZP k<2 (4.26)
P >0 (4.27)
P < kI k>0 (4.28)

o le conveze 1 satisfait (4.22)-(4.23) et la projection mp est donnée par (§.24),
o p* est strictement a Uintérieur de 11, (voir (4.23),

on obtient les proprictés suivantes?, pourvu que Z et z soient définis sur Uintervalle [0, T)
(fermé & gauche et ouvert & droite) :

0/ $i $(0) est & Vintérieur de L, p(t) reste @ Vintérieur de T1:

pO) ed = [p(t) el ,te(0,T) ] (4.29)
1/
o rlel? € LY0,T), avec
/DT lel® < 5= (#(0) — p*)"P7}(0) (#(0) ~ p*) (4.30)
o est borné, et plus précisément,
I3 -p'I" < ,:—](ﬁ(o)—P')TP"(O) ((0) = 7") (431)

2(4.26) et (4.28) ne sont pas nécessaires pour le point 0/
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2/ 8i, de plus, la matrice P est décroissante avec
P < —kyrPZTZP k>0 (4.32)

alors

b € L'0,T) (4.33)

avec

[b < | gy Vo @ w0 + Lo p 0 w0 sy

dist{ p, 8.} = D* > 0 (4.35)

Démonstration : en annexe A, page 153. B AvAv,

Remarque 4.3 On utilisera dorénavant toujours Ialgorithme avec projection, l'algorithme
sans projection en étant un cas particulier(Il = R', la projection est toujours l'identité). N

4.3 Robustesse a un bruit exponentiellement décrois-
sant

Nous n’étudierons ici que le cas de bruits el décroi 11 est immédi
d’étendre ces résultats a des bruits L*, et pas trés difficile de les étendre & des bruits petits

en moyenne.
Le contexte exact est le suivant:
o p* satisfait & chaque instant I'équation
At) = ZOp + v, (4.36)
o z et Z sont disponibles pour estimation,
o Le bruit w est exponentiellement décroissant:
lw@l < kw [w(0)] e (4.37)

On va, sous ces conclure & la rob des iétés des algorithmes décrits
aux sections 4.1 et 4.2 sous certaines conditions sur la “normalisation” r. Le théoreme
suivant précise en quoi les conclusions des théorémes 4.1 ou 4.3 sont robustes & la présence
du bruit w:

Théoréme 4.4 Si
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o p* satisfait  chaque instant Véquation (§.36), w satisfaisant Vinégalité (4.37),
o p* est strictement d Plintérieur de 11 (voir (4.23)),

o le gain 7 est donné par :

r o= p(Z) ole) (4.38)
pz) <1 (4.39)
ole) = fe|™ ,mi=1 (4.40)

alors, pourvu que Z et z soient définis sur Vintervalle [0,T), Uestimateur avee projection
(4.16)-(4.26)-(4.28)° vérific :
0/ 8i $(0) est @ Vintérieur de 1L, j(t) reste & Vintérieur de 11.

1/ pestborné et 7 ||| € LM0,T). Plus précisément, il existe des constantes positives
K, et Ky ne dépendant que de k, ky, 7, et my, telles que

[Tl < K GO~ BP0 (0) ~ ) + K @)™ (141)
150 =P < 60) =) PO (O) =) + K W@ (442)

2/ Si, de plus, la dérivée de la matrice P est bornée supérieurement par (4.32), on a
b e IM0,T) (4.43)

avec

LT 160 < || gy VRGO = 7 PO GO )+ Kl a0

HP(O I

+ e 5(0) PH0) 5(0) + K [w(0)]™ "

ot

Dt = dist{p", 9, } > 0 (4.45)

4.4 Panorama d’algorithmes plus ou moins classiques

4.4.1 Les algorithmes de type gradient

On regroupe sous ce nom tous les agorithmes ot la matrice définie positive P est constante.
Ces algorithmes s’écrivent :

30n utilise dorénavant toujours l'algorithme avec projection (4.16)-(4.26)-(4.28), I'algorithme sans projec-
tion en étant un cas particulier, pour Il = R’ (alors la “projection = est partout Iidentité).
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b = —rmp(PZ7e) (4.46)
P constante définie positive (4.47)
oit 7 est réel positif et 7 est la projection définie en (4.24).

On peut immédiatement écrire :

Lemme 4.5 Dés que p est donné par (4.46)-(4.47), et que p* vérifie Véquation (3.2) pour
tout temps, on a:
reé* € L'[0,T)

p — p)TP(p — p) est décroissant (done borné
(b= P)E(p = §) est décroissant (donc borné) (148)

p € L*0,T)
r(1+]272|)
Dé fon : Consé immédiate du théoreme 4.3, vu que, d’aprés (4.46), on a
: AmazP
I3 = (o) lImar (PZTe ) I? < T2=5(00)I27 2] || (4.49)

AAY
Pour notre étude ultérieure, nous allons définir une famille (G, m,) d’algorithmes de
type gradient en choisissant :
ro= a(e)n(2)
a(e) = [le™? (4.50)
p2) = (1 + txZ27Z )™

si bien que Iestimateur G, m, ’écrit, avec projection :

. e
Gmma B =~ agrgyn e (P27) (1.51)

On a les résultats précis suivants
Lemme 4.8 Si p* est strictement & Uintérieur de 11y et vérifie I’équation ezacte (3.2) pour
tout temps, et si z et Z sont définis sur [0,T), Pestimateur G, m, a les propriétés suivantes :

||p — p'lI* est décroissant (donc borné) (4.52)

- e L™*o,T 4.53
(1+ trZ7Z)Tmm ¢ 1) (4.53)

1 P .
Tzt VTR (4.59)
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avec les bornes:

t 1 1 1115 .
k araays e < 460 - e (4:55)
faruziz) BT () < KI#0) - P (4.56)

ot K est une constante dépendant uniquement de P.

Preuve du lemme 4.6 : Appliquant le théoréme général 4.3 au cas:
llefl™~*

T+ «zz )

P = I (donck=0),

»

on obtient directement (4.52). De plus,

R o P
A+ wz7 2y 2T
Qo (4.53), et finalement (4.51) implique
I < x—1ed™
1+ uz7z)
don (4.54). vvv

Lemme 4.7 Si p* vérific maintenant Péquation bruitée (4.36) et est strictement & Vinté-
rieur de 11y, le bruit w étant borné par (4.97)

o)l < ko 0@ e (4.57)
Vestimateur Gy m, (défini en (4.50)-(4. 51)) venﬁe toujours les points (4 52), (4.59) et
(4.54) du lemme 4.6, les bormes étant ifiées de la fagon

Pour certains réels positifs Ky > 0 et K3 > 0 ne dépendant que de ky, 7y, my et P, dés
que z et Z sont définis sur [0,T),

168) = 2"l < 113(0) = #'II* + Kalw(0)|™*  (4.58)

1 _ Lo (0™
/W\’ﬂ\\ F(r)dr < Ky [[5(0) — Pl + Kallw(0)|™¥{4.59)

iy 0 .

[0+ ez OB R < K 50) - 21+ Kallw(0)™ Has0)
Remarque 4.4 On peut également multiplier tout cela par un fonction de e et obtenir
ainsi toute une variété d’algorithmes plus ou moins connus (zone morte...):

o= —w@lle|™ (1 + 272 )" myp(PZTe)
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4.4.2 Les algorithmes de type moindres carrés
L’algorithme original des moindres carrés est le suivant:
5= - PgTe
{P = - Pz7zP (61)
ainsi nommé parce que, & tout instant, $(t) minimise le critére quadratique :
.
%/n 1P (:() = 2(m)IPdr + (p~5(0)"P(0) " (p— #(0))
Nous appel i de type moindres carrés tous les esti de la forme:
P = = p(Z)(e) PZTe
P = — p(Z)o(e) PZTZP (4.62)
P(0) > 0
Leurs iétés se déduisent aisément des théorémes des trois section précédentes.

Comme pour les estimateurs de type gradient, nous allons définir une famille (Esm,)
d’estimateurs de type moindre carrés, en choisissant :

N

= o(e)p(2)
gell’""‘ (4.63)

o(e)
oZ)

si bien que Destimateur £Sm, sécrit, avec projection :

(']

i” = —lel™ mpp (PZTe)
LSmy : P = —|e|™ PZTZP (4.64)
PO) = I

On a le lemme suivant:

Lemme 4.8 Si p* est strictement & Vintérieur de Il; et si il vérifie Véquation ezacte (3.2)
pour tout temps, et si z et Z sont définis sur [0,T), Vestimateur LSm, a les propriétés

suivantes :

P(t) reste définie positive (4.65)
b est borné et reste dans 11 (4.66)
e € L™*,T) (4.67)
I# e L',1) (4.68)

Des bornes précises seront données sur les algorithmes plus réalistes du chapitre 5.
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Preuve du lemme (4.8) : Le premier point est simple: P reste clairement symétrique, et
pour tout ¢ dans [0,T), la matrice

PO+ [ o207 2()ar

est bien définie, et il n’est pas difficile de vérifier que c’est inverse de P(t), ce qui implique
que P(2) reste inversible, et donc positive car P(0) l'est. Le reste est une conséquence
immédiate du théoréme général 4.3. TVY

Lemme 4.9 Sip* est strictement  Vintérieur de Il et vérifie maintenant Uéquation bruitée
(4.36), le bruit w étant borné par (4.57), Vestimateur (LSm, ) vérifie encore les propriétés
du lemme 4.8 avec les bornes suivantes:

Pour certains réels positifs K! > 0 et K} > 0 ne dépendant que de ku, 7, et my, on a,
dés que z et Z sont définis sur [0,T),

@0 ~ P)POGO ~ ) < 1H0) - P+ Kalu() (169)
,

Jlelmoeir < K lio) = 21 + Kallu()™ (470)

/o'uisu(v)dr < W+ ) VE 0 - #IF + Kl

+ 2 l50) - 1 (a11)

Preuve du lemme 4.9 : Le premier point se démontre comme pour le lemme 4.8, et le
reste est une conséquence du théoréme 4.4. B avad



Chapitre 5

Algorithmes d’estimation avec

information réaliste.

5.1 Introduction

1l a jusqu'ici été supposé que l'on dispose de I'équation d’observation (3.2), éventuellement
bruitée (3.3) au paragraphe 4.3, et des valeurs des z et Z qui y apparaissent. Comme évoqué
p.33 au début de cette partie, il est rare qu’une telle équation avec z et Z mesurés soit donnée
dentrée par le probléme.

On suppose ici qu'une équation du type (3.1):
2q(t) = Z1) P (5.1)
est vérifiée par p*, mais ol z,, et Z,, ne sont pas mesurés. ¢,, est défini (3.5) par
e & Zp—z. (5:2)
2., West pas non plus mesuré ou calculable & partir de grandeurs mesurées.

Evidemment, si ces grandeurs ne sont relies & rien de connu, on a bien peu de chance
de pouvoir faire quoi que ce soit. Dans le cas par exemple du systéme (1.10), que on peut
réécrire sous la forme (5.1), le seul obstacle & la connaissance de z, et Z., st la présence de
i, o étant mesuré mais pas &, on peut donc espérer avoir accés i des quantités qui soient en
quelque sorte z,, et Z,, “intégrés” une fois; on dira dans ce cas la que I'on a des information
réalistes sur z,, et Z.,.

On va ici définir précisement ce que I'on entend par disposer d’informations réalistes,
puis donner des estimateurs permettant de les exploiter, étendant les résultats du chapitre

écé La possibilité de disposer effecti de telles “i ions réalistes” sera
étudiée plus loin lorsque l'on cherchera & mettre en oeuvre ces estimateurs.

Définition 5.1 On dira que Uon dispose d’informations réalistes sur z,, et Z., (resp. sur
e.,) si il existe des quantité z et Z (resp. e) qui d’une part soient caleulable(s) & partir de

50
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grandeurs mesurées, et d’autre part satisfasse une relation dynamique de type (5.3) (resp.

(5:4))-

r(5) - e () @)
i i ;((4;)) + e (5.4)

oi P et Q sont des des polynomes, & est la dérivation par rapport au temps, = un champ
de vecteurs et Y une application.

Remarque 5.1 Une écriture de type (5.3) linéaire n'a de sens que dans R"; en revanche
(5.4) peut avoir un sens sur une variété, E étant un champ de vecteur. 1

5.2 “Filtrage” de I’équation d’observation

Dans cette section, on développe une méthode valable dans le cas ot I'on dispose d’infor-
mations réalistes sur z, et Z.,, c'est-a-dire de z et Z vérifiant (5.3).

1l est alors facile de déduire de (5.1) Péquation “fltrée”:
A1) = Z() p* + w(1)
QAz) w=0
Si le polynome @ est Hurwits (parties réclles de ses racines strictement négatives), w est

et on peut idérer (5.5) comme une nouvelle équation
d’observation, bruitée, qui reléve de Pétude de la section 4.3. On a alors le résultat suivant,

(5.5)

Théoréme 5.2 Si

o il eziste p*, stricteent & lintérieur de 1Ly (voir (4.28)) et satisfaisant (3.1) & tout
instant,
o . P . .
* 7 etz sont reliés i Z., etz par (5.3), ot o est une fonction de transfert (scalaire)

stable et strictement propre,
o Vestimateur donnant p est du type (4.16),(4.26)-(4.28) avec
r o= p(Z)o(e) (5.6)

»(2) (5.7)
a(e) = fel™ ,m>1 (5.8)

IA
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on a alors, quelles que soient les lois de commande utilisées, pourvu que la solution suivie
soit définie sur Vintervalle [0,T):

0/ Si $(0) est & Vintérieur de I, j(t) reste & Vintérieur de 1I.

1/ p est borné et 7 |le|* € L'(0,T). Plus précisément, il eziste des constantes positives
K et K, telles que

LAl < K (50) - 2P (H0) - ) + K [w@)™ (59)
IO~ < EGO-F) PO GO -F) + Ka @™ (510)

2/ Si, de plus, la dérivée de la matrice P est bornée supérieurement par (4.32), on a

p € LY0,T) (5.11)
T
[l < m_ \/m) P(0) #0) (512)
+ W2OU 0y p2(0) 560) + K Ju(o)™*)
o dist{ p’, 81} = D* > 0 (5.13)

5.3 “Filtrage” de ’erreur d’équation.

Au paragraphe précédent, on a donné des estimateurs ne nécessitant ni Z., ni z,, explicite-
ment mais seulement des “informations réalistes” sur ces grandeurs. Dans le cas ol Z.,
est mesuré, et ot I'on dispose dinformations réalistes sur e,, (i1 sur z,,, ce qui revient au
méme), on va développer ici des estimateurs utilisant la valeur exacte de Z,, mais une valeur
“fltrée” de e,, (5.4). Voyons rapidement le fil directeur de la construction de ces estimateurs,
afin de motiver Iétude qui suit.

Reconsidérons estimateur (4.16),(4.26)-(4.28), appliqué & I'équation exacte. La mise &
jour de p donnée par (4.16) :

b o= —rmpp(PZles) (5.14)

utilise la valeur de e,, supposée non exploitable. On a envie, tout simplement d’utiliser autre
chose & la place de e,q, c’est & dire de définir Pestimateur par:

b = me(PZIn) (5.15)
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Teulabl

ol 77 doit & la fois étre & partir de
ainsi fait ait de bonnes propriétés.

et étre tel que estimateur

Suivant une idée introduite par Landau [31], on décompose alors Iestimateur idéal (5.14)
en deux parties formant un systéme en boucle fermée. Le systéme en action, qui est en
quelque sorte le ceeur de Pestimateur, et que I'on appelera proto-estimateur est :

{13 Vi msp(PZIn)
¥ = V2L -v)

“bloc” d’entée 7 et de sortie y; le systéme en contre réaction est simplement un gain statique :

(5.16)

n o= -y (5.17)

Cest le fait d’imposer cette égalité qui rend Pestimateur "irréaliste” puisque 7 intervient
dans la mise & jour de j et y demande e,q (ou z,,). Toute I'idée est de remplacer ce feedback
par un systéme entrée sortie comme (5.4) entre y et 7 (y n'est autre que y/7e,,) tel que
d’une part 7 soit une quantité calculable & partir de grandeurs mesurées (cf. définition
5.1)!, et d’autre part Uestimateur ainsi obtenu conserve des propriétés similaires & celles de
Pestimateur “idéaliste” (5.14).

Pour guider notre choix, étudions tout d’abord le ”proto-estimateur” (5.16) & Iaide de
la théorie de la passivité.

5.3.1 Théorie des systémes passifs

Nous n'introduisons ici que des choses tout & fait élémentaires, qui serviront avant tout &
guider notre intuition. Les définitions que nous donnons de la “passivité” n’engagent que
nous; elles different plus ou moins de celles que I'on peut trouver dans la littérature, qui
sont d’ailleurs elles-méme plus ou moins différentes les unes des autres. Voir par exemple
les ouvrages [46], [31], [18].

Définition des systémes passifs

On va définir ici les notions de systéme passif et strictement passif:

Définition 5.3 On dit que le systéme:

= fi(z,m)
! 5.18
() v o= ha(z,w) ©18)
est passif relativement @ la fonction V; si et seulement i V; est une fonction positive de
Vétat et si pour tout u, z, y solutions du systéme et pour deuz instants quelconques 1, et t,

(avec ty; < ty), on a:

TDans le cas qui nous interesse, t ot Pobstacle pour calculer e,, est la présence de #, non mesuré, on va
en fait chercher un systéme en contre réaction strictement causal au lieu de la transmission directe de 7 & y
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[ru@ nar 2 wan) - ) (519)

Définition 5.4 On dit que le systéme:

(22) ;; - ,{ig:}m (5.20)

est passif auz fonctions Va(z) et Wy(z,u) si et seulement si V,
et W, sont des fonctions positives de Uétat et si pour tout u, z, y solutions du systéme,
il eaiste une constante positive d; telle que, pour deus instants quelconques &y et 1, (avee

t < tz), on ait:

[ ) > Ve®) - Vi) + b W) a (52)

Exemples de systémes passifs

Exemple 5.1 Le systéme

y = ku k>0 (5.22)
d’entrée u et de sortie y (état « de dimension 0) est strictement passif relativement &
Vo(z) = 0 Walz,u) = |luf?
]
Exemple 5.2 Soit un systéme dynamique (sans entrée)
X = F(X) (5.23)
tel qu’il existe une fonction positive U(X) vérifiant pour tout X
au
Hx. < -
axFX) < —al(X) (5.24)

pour un certain a strictement positif. Ce systeme peut avoir Uorigine pour point d’équilibre
globalement assymptotiquement stable si ¢ est une fonction “définie positive” de X, mais
il est possible que cela ne soit pas vérifié, si par exemple U ne porte que sur une partie de
Pétat X (voir application page 116). On définit alors le sytéme entrée-sortie

X = F(X) +
{ Y - Vgl&) u (5.25)
vu = A7 (5.26)

X
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10 est 11
d

i passif & la fonction positive %(X) (ou pour
les fons de la définition 5.4, relati aux fonctions positives V = U et
W = U), puisque

Oy /] . [mou
/z. yu = /L Sx(0X [ S FX)
o
> Ut - Ut) + a/: ux) (5.27)
\
.
Exemple 5.3 On peut dre Pexemple précédent, mais en supposant que 2/ ne décroit

que dans certaines directions. Précisément, si
X = (X, X)),
on peut écrire (5.23) sous la forme
{X = R(Xy,X;) = Fi(X) (5.28)
X: = P(X1,X:) = Fy(X) b

et U ne satisfait pas (5.24) mais sculement

au
T){,(X}‘F’(X) < —alU(X) (5.29)
et on considére le systéme entrée-sortie
X = R(X)
X, = BX) +u (5.30)
v = VxUX)

ot V, désigne le gradient partiel par rapport & X, :
U, .
VU (X) = e (X) (5.31)

Alors,

SiU ne dépend pas de X, le systeme (5.30) est strictement passif quel que soit F; relative-
ment aux fonctions positives V = U et W = U), comme dans le cas précédent; les calculs
(5.27) étant toujours valables puisque 2% est identiquement nul.

Si U dépend de X, (5.27) devient

L ta 2 QU
[ = utw) - uw) + oo fCux) - [TIEOR®  (532)
z| 0 n 0Xy
si bien que l'on ne peut assurer la passivité que si
au
v <
e F < ald
et la stricte passivité si pour un c strictement positif et pour tout X
ou
Py < —qgu X
xS @-9 (5.33)
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Propriété des systémes passifs

La iété ielle des opé é des téristi de positivité concerne
la “stabilité” des systémes bouclés de la forme présentée & la figure 5.1:

PASSIF

Fig. 5.1 : Shéma-bloc du systéme du théoréme 5.5
Plus précisément, on peut énoncer le résultat suivant:

Théoréme 5.5 On suppose que les systémes (1) et (E2), donnés par (5.18) et (5.20), sont
respectivement strictement passifs et passifs relativement auz fonctions positives V; et Vy.

Alors, i (uy,y1,21) et (uz, ya, @) sont des solutions de (£,) et (8,) définies sur Uinter-
valle de temps [0,T) et vérifiant

U =Y
u =y (5.34)
elles vérifient aussi:
T
/u Vi(zy(r))dr < +oo (5.35)
Vi (21(t)) et Vs (22(t)) sont bornés (5.36)

Plus précisément, on a la majoration suivante, pour tout ¢ dans Uintervalle [0,T) :

Vi(z1(2) + Vaz2(t)) + dz'/:WZ(Zﬂ(T),Mz(T)) dr < Vi(21(0)) + Va(z2(0)) (5.37)

Si de plus les fonctions Vy et Vy sont propres (i.c. limage réciprogue d’un compact est
compacte), alors les états sont bornés sur [0,T).

Démonstration du théoréme 5.5 : Un simple calcul donne (5.37), d’ot tout découle.
\VAVAY
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5.3.2 Les estimateurs “idéaux” vus comme des systémes passifs

Considérons & nouveau les estimateurs introduits aux sections 4.1 et 4.2, mais vus comme
formés de deux blocs en boucle fermée, et précisons ce qui a été dit en introduction de cette
section, page 52. Définissons le “proto-estimateur”, systéme d’entrée n et de sortie y:

b = \Ve(Z)o(n) mes (P20 )

2 { P fonction dynamique de Z.,, n (5.38)

y = Vre = \Jo(Z)o(n)Z(b-P") ,
qui donne, si I'on prend y = —7, Vestimateur avec projection (4.16),(4.26)-(4.28) appliqué &
PPequation d’observation exacte, c’est & dire:
—ra(PZlen) (5.39)
On peut donc repré Pesti avec projection (4.16),(4.26)-(4.28) par le schema-bloc

suivant:

Proto-estimateur

Fig. 5.2 : une facon de voir Vestimateur “idéal” (5.39) (ou (4.16)).

Vu le théoréme 5.5, et vu que le gain unité mis en rétroaction est évidemment strictement
passif (cf. exemple page 54), la positivité du “proto-estimateur” permettrait de retrouver les
propriétés établies a la section 4; de plus, si ce “proto-estimateur” est effectivement passif,
on pourra remplacer le gain unité en rétroaction par n’importe quel systéme strictement
passif et conserver des propri¢tés similaires; c’est 1a le but de la présente étude.

Cas des prot i de type g

On considere donc ici le systeme entrée-sortie ((5.38) avec P constant):

{ia = Vo(Z.)o(m) w50 (PZIn) (5.0)
y = o(Z)o()Z(p—p") ’

1l est trés facile de vérifier que
/:iyrn = /:\/ﬁ(ﬁ*z")Y Zin
> [fo-mT P
= 3lBt) = p'llE- — FlBh) = p'llE-
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Ceci est traduit par la proposition suivante :

P 5.6 Le proto-esti de type gradient (5.40) est un sytéme entrée-sortic
passif relativement d la fonction positive

P

Ve = Hllp=plps = (-9)"P - p) (5.41)

Cas de P'algorithme général:
Dans le cas de Palgorithme plus général (5.38), ot P est présent, le calcul précédent devient,
si P satisfait Dinégalité (5.42):
4T " 5 o\ T p-13
/L y'n > /L Ve (p—p")" P7'p
s 3
o .
= GlB(t) = p'llp = FlA8) =~ 2'llp — ‘;/: (32" P(p—p")
3
115 ,2 1|5 .2 kot 2
> lla(t) = e = HiBk) =2l — th lyl*
ce qui signifie que:

Proposition 5.7 §i P(t) vérifie Uhypothése du théoréme 4.1, que on rapelle:

P > —krPZ"ZP k<2 (5.42)
P >0, (5.43)
P < kI k>0 (5.44)

alors le systéme

b= = \e(Zo) mes ( PZL(n + 5245 p"))

P fonction dynamique de Z.,, 1 (5.45)

y = \e(Za)o(n) Z. (»* = D) »

R— I
obtenu en placant le gain positif - en rétroaction (négative) sur (5.38) est passif relativement
i la fonction:
Veal$,P) = 3 (-2)" P (5-p) (5.46)

R 5.2 Cette iété est clai moins forte que le fait d’étre passif. ]

La propriété 5.7 peut étre traduite par le schéma-bloc suivant:
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PASSIF

w3 L@ protoestimaten” (5.38) |
k
LA

Fig. 5.3 :

On peut encore interpréter la proposition 5.7 comme le fait que le proto-estimateur est
composé de la fagon suivante:

Proto-estimateur (5.38)
PASSIF

Systeme (5.45)

Fig. 5.4

Remarque 5.3 Le cas particulier des proto-cstimateurs de type gradient, et de la propo-
sition 5.6 est obtenu en faisant k = 0.

Remarque 5.4 On peut retrouver grace & la propriété 5.7 toutes les propriétés enoncées
aux sections 4.1 et 4.2 puisque U'estimateur idéal (4.16) (représenté figure 5.2 avec z = z,,
et Z = Z.,) peut se décomposer de la fagon suivante
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Proto-estimateur (5.38)
PASSIF

Systeme (5.45)

ou encore:

PASSIF

Systeme (5.45)

Fig. 5.6 :

k
ol si k est inféricur & 2, le gain 1 — 7 est un systeme strictement passif relativement aux

fonctions positives V = 0 et W = y?. 1

5.4 TUne nouvelle famille d’estimateurs réalistes

5.4.1 Etude générale

£ ion di ibl

Nous i que la seule i sur e,, est la
de e relié & e,, par un systeme entrée-sortie de la forme (5.4). On cherche des conditions sur
ce filtre pour pouvoir tout simplement remplager e,, par e dans l'estimateur.

Si Ton remplace le gain unité de Pestimateur idéal (figure 5.5) par un systeme S.
D'estimateur obtenu est alors représenté par le schéma-bloc de la figure 5.7, au lieu de 5.6.
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PASSIF

Systeme (5.45)

STRICTEMENT PASSIF ?...

Fig. 5.7

D’aprés la proposition 5.7 et le théoréme 5.5, on retrouvera des propriétés intéressantes
si le systeme entrée/sortie entouré de pointillés est strictement passif. D’un autre coté,
Pestimateur sera “implémentable” si la sortie de S se trouve étre calculable & partir de
grandeurs mesurées.

Vue la forme de (5.45), le systéme S doit avoir pour entrée y/7e,, et pour sortie v/7e.
Pour pouvoir utiliser notre hypothése d’“information réaliste” sur e, (voir (5.4)), on prendra

ro=1 (5.47)

pour toute la suite (par exemple m; = m, = 0 dans (5.2) ou (4.64)). L’hypothése est en effet
que Pon peut calculer la sortie d’un certain systéme dont Ientrée est e,q, et non pas v/7e,,
ol 7 varie. On verra par la suite (chapitre 8) que c'est bien cette condition qui est réalisée.
Leffet “normalisation” qu’apportait le gain r pourra étre reporté dans le systéme S, qui
sera & priori trés peu contraint, et en tout cas certainement pas contraint d’étre linéaire.

Le systeme S se confond, quand r = 1, avec (5.4) si bien que le systéme entouré de
pointillés sur la figure 5.7 s'écrit

(= E(Q) +ewn (5.48)
n o= Y() - g‘.

Comme annoncé plus haut, toutes nos espérances sont tournées vers la passivité de ce
systeme. Hélas, il n’est pas difficile de voir que le terme de transmission directe négative,
s'il est non nul, met irremédiablement fin & tout espoir de passivité ?; On va donc prendre
ici k = 0, cest a dire ne ’inté qu'aux proto-esti de type gradient et de gain r
unité

3Clest une conséquence du lemme positif réel; voir par exemple [18].
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b= »(P2e) (5.49)
Y = e = Z(p-7")

Précisons tout cela par la propriété suivante:

Proposition 5.8 Si:

o Il eziste p*, strictement & Vintérieur de 11, (voir (4.23)), satisfaisant & tout instant
Uégalité (3.1):
Zg = ZaP
o La grandeur Z., est mesurée ou calculable i partir de grandeurs mesurées,

lewlabl d

o il eziste une grandeur ¢, mesurée ou & partir de g

est de plus la sortie du systéme d’entrée e,

urées, et qui

¢ = E() + e (5.50)
e = T()

pour certains T et E tels que ce systéme (5.50) soit de plus strictement passif relati-
vement d des fonctions positives V et W de Uétat C.

o La mise & jour de j est donnée par :

— map (PZ_:e) (5.51)

alors, on a les propriétés suivantes, pour toute solution définie sur Vintervalle de temps
[0,7),

V((() est borné sur [0,T) (5:52)
W) € LX([0,7))

résumées et précisées par Uinégalité:

{ﬁ(i) est borné sur [0,T) ,

HIB() =l + V() + d/:W(((T))h < FIB0) = pMllEa + V(L) (5.53)

5.4.2 Famille d’algorithmes (g}-mpmz)-
En prenant

BQ) =~ M w22 ) (:59)
10 = ¢ (5.55)
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avec
m21 5 m20, (5.56)
On obtient la famille d’algorithmes
e = ™tz e e,
GFmym, { 5= - m-,,;(PZI‘ 6) (5.57)
avec
m>1 5 m>0, (5.58)

oit la matrice P, constante, symétrique définie posistive représente un gain d’adaptation.

Il est trés facile de montrer que le systéme entrée/sortie

et fle™t (1 + 12,72, )™ = e,
d‘entrée e,, et de sortie e est strictent passif relativement aux fonctions positives
Vo= el et W o= o™ (1 4 02,72, )™ le]?

On a les propriétés suivantes:
Proposition 5.9 i j est mis & jour par (GFmy.m, ), alors, dés que z, et Z., sont définis
sur tout Vintervalle de temps [0,T),

o B() est borné sur [0,T),

o e(t) est borné sur [0,T),

o (VI + 62,7 2)7 5 e]| est dans L™((0,7)),

o (VI + 02,7 Z)RT ] est dans Im3((0,T)),

tout ceci étant traduit par Vinégalité suivante, vérifiée pour tout instant ¢ dans [0, T):

¢
B =2l + Hle®I* + /0(1 + 402, 2, ) e (r) dr
< 3B =217 + Fle(o))? (5.59)
5.4.3 Algorithmes particuliers avec filtrage non-linéaire de l’er-
reur

Reprenant ici les systémes passifs de I'exemple 5.2 page 54, on définit e par :

{ X = F(X) + e,
e = VV(X)

(5.60)
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ol V vérifie

ay
X KIFX) < —av(X) (5.61)

et 'on pose )
p = mps(P2le) (5.62)

Ot la matrice P, constante, symétrique définie posistive représente un gain d’adaptation.

Proposition 5.10 Si il eziste un p* strictement a Vintérieur de Tl (voir (4.23)), qui vérifie
i tout instant (3.1), Vestimateur (5.60)-(5.62), a les propriétés suivantes:

o (1) est borné sur [0,T),
o V(X(t)) est borné sur [0,T),
o V(X(t)) est dans L'((0,T)).

Tout ceci est traduit par Vinégalité suivante, vérifiée pour tout instant t dans [0,T):

A0 - P + V@) + [V < HEHO I+ VKE)  (5.69)
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Chapitre 6

Commande - Introduction

6.1 Objectifs

Rappelons que nous nous sommes donnés une famille de systémes S, :

@ = f(pz) + g(p,z)u (6.1)

doré sell. e

sur laquelle on va faire deux hy

» Stabilisabilité (condition SF, voir page 13) : On connait pour chaque systéme S, un
feedback “stabilisant” usx(p,z), dépendant de p.

+ Paramétrage linéaire caplicite (condition PLE, page 10) s les champs / ct g dans (6.1)
du ttre p, ou implicite (condition PLI, page 11), si (6.1)
peut se mettre sous la forme

J(pe)e = a(pz) + b(p,z)u (6.2)

ou J, a et b dépendent linéai du etre p.

Ayant fait ces hypothéses sur la famille (S,), on particularise maintenant I'un des
systemes de la famille, Sy, que I'on veut commander; on appelera p* la “vraie” valeur
du paramétre. On ne suppose pas p* connu, et 'on cherche un contréleur qui assure un
comportement en @ qualitativement similaire & celui que I'on aurait en utilisant la loi de
commande usz(p",.) si p* était connul. Par exemple, si la famille satisfait la condition SF,
2(t) devra tendre vers 0.

Si p* était connu, on emploierait bien siir le contréleur (statique)

w o= u(p,z) (6.3)

Notons que, nos hypotheses ne privilégiant aucune valeur & Pintérieur de II, p* peut étre quelconque dans
11 Chercher un controleur pour le systéme Spe, p* étant inconnu mais dans II, est done équivalent & chercher
un controleur valable pour tous les systémes de la famille (S,), ¢

67
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p* étant inconnu, on utilise courament i la place de (6.3) :

u = ug(pz) + v 8.4

5 = une fonction dynamique de (6.4)
ol p est en général interprété comme une estimée’ du parametre p*, usz(p,z) étant donné
par ’hypothese SF. Le terme usx(p,z) est souvent appelé par la suite commande certainty
equivalence. v est un terme correctif supplémentaire que ’on n’utilisera que dans certains
cas.

1l est important de noter quau contraire de (6.3), ce controleur est un controleur dy-
namique, dont Iétat contient au moins 5. Ainsi, pour parler de stabilité, on devra aussi
se p des d ires de ce dleur, i.e. du comportement de p et
d’éventuelles autres variables dynamiques. L'objectif de de est donc
Comportement de z : tend vers 0,
Comportement des autres variables dynamiques : bornées.

Dans toute la suite de cette these, on utilise les abbréviations suivantes:

o= 1) g = g(r'z) g = o(p",2)

)J‘ = .;((i’.t)) g = g(pe) G = o(pz)

§ e

7= G) (65)
@t = ap',z) b= b(ptz) b, = b(p'z)

@ = a(pz) b = b(h2) b = bu(p,z)

6.2 Etat de l'art

La littérature sur le sujet est déja asses riche et, pour mieux la situer, nous nous proposons
den présenter une classification selon trois critéres :

Méthode Lyapunov contre Méthode estimation

1l'y a deux méthodes pour concevoir une mise & jour de p et éventuellement un terme v
satisfaisant : Pune que I'on peut appeler “méthode Lyapunov” et lautre “méthode estima-
tion”

La premitre, sans doute la plus naturelle, consiste a choisir une fonction positive de I'état
complet du systeme (candidat & étre une fonction de Lyapunov), puis & trouver la fonction
dynamique invoquée en (6.4) et éventuellement le terme v qui puissent la faire décroitre.
Cette méthode a été proposée et utilisée

o en linéaire par Parks [45]

Zen fait certains algorithmes (cf. Sastry et Isidori[49]) utilisent une reparamétrisation redondante si bien
que p est de dimension plus grande que p*
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o dans le cas de robots rigide par Campion et Bastin[11], et Slotine et Li[53]

o dans le cas d’une famille de systémes & paramétrage linéaire explicite, supposés tous
linéarisables par feedback et difféomorphisme, et sous certaines hypothéses de “match-
ing” par Taylor, Kanellakopoulos, Kokotovic et Marino[59] puis [28].

Cette méthode a avantage appréciable de fournir une fonction de Lyapunov pour le systéme
adaptatif complet, mais on ne sait appliquer aujourd’hui que dans des cas assez particuliers.

La seconde méthode (adoptée ici) consiste & séparer la partie “systeme” (z) de la par-
tie “adaptation” ( et autres variables d’état éventuelles). L’adaptation est obtenue par
une méthode d’estimation qui (cf. chapitres 3, 4 et 5) rend certaines quantités “petites”
L’évolution de @ est ensuite analysée comme une évolution “idéale” pertubée précisément
par ces quantités que Iestimation rend petites.

Cette méthode a été utilisée
o trés souvent en linéaire (voir Goodwin et Sin [23])

o dans le cas de robots rigides par Middleton et Goodwin [35]

o dans le cas de systémes & paramétrage linéaire explicite compldtement linéarisables
par feedback d’état par Nam et Arapostatis [37] et Bastin et Campion (6]

o dans le cas de systémes & paramétrage linéaire explicite, linéarisables entrée-sortie par
Sastry et Isidori [49]

o dans le cas d’une famille de systémes stabilisables & paramétrage linéaire implicite
dans Pomet et Praly [42].

Analyse “erreur de commande” contre analyse “erreur sur le systéme”
Pour étudier le comportement de la composante @ de Iétat complet (point 1 du probleme

posé ci-d au he 6.1), et ceci indé de la stratégie de commande
choisie, on doit étudier Péquation

& = f(p'2) + g(p"2)[usa(Br2) + 0] (6.6)

dans laquelle, pour simplifier la présente discussion, on va prendre v = 0. (6.6) est obtenu
en appliquant au systéme S,- la commande usz(p, ), congue pour le systéme S. 1l y a deux
approches pour analyser cette inadéquation. La premiére consiste & considérer que l'on fait
une erreur sur la commande, la seconde une erreur sur le systeme :

erreur de commande : Se rattachant au fait que Phypothése SF donne le comportement
de S, bouclé par usx(p*, ), on considére que I'on fait une erreur sur la commande
en appliquant us:(p,z) au lieu de usz(p*, ) qui conviendrait. On rééerit alors (6.6)
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sous la forme d’un systéme nominal constitué de Sy bouclé par usx(p*,z), perturbé
par erreur de commande :

@z = f(#2) +9(p',2)-usx(p’,2) + 9(p",2): [usa(prz) — uea(p®,2)] (6.7)
= 20(p%2)

dans le cas d’un paramétrage linéaire explicite, ou

J(@h2)E = a(p’,z) +b(p's2) use(p',2) + b(p', 7). [usa(prz) — uen(p”,2)] (6.8)
Ap,2) AP, o) Uerlp ,2)
= " 2eolr",2)

dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite. Le probléeme de cette analyse est qu'en
général, elle perd la propriété de linéarité par rapport aux parameétres : il n’y a aucune
raison pour que ugy soit linéaire par rapport aux paramétres si les champs le sont, et
méme si ¢’était le cas, le terme b(p*, )uss(p*, ) ne serait pas en général linéaire en p*
Une maniére d’analyser la stabilité est d’étudier la variation de V*() = V(p*, z(1))
ot V est la fonction positive donnée par la propriété SF (définition1.3). Par exemple,
dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite, on a 'inéquation suivante, donnée par
(1.23) :

Ve e 4 S ) (pye) el ) ©9)

que l'on aimerait traiter comme une perturbation de V* < —cV*; ceci est en général
rendu difficile par le peu d’information disponible sur le terme d’erreur. Cependant,
dans le cas ol 22 J*7b(p", ) usa(p, z) — usa(p*,)] est linéaire en p* — p, on peut
contourner cette difficulté ; Slotine et Li [53], grace & un choix judicieux des lois de
commande usx(p, ), se sont ramenés & ce cas pour un robot rigide.

erreur sur le systéme : Ici, se rattachant au fait que Phypothése SF donne le comporte-
ment de S; bouclé par usz(p,.) & p constant, on considére que I'on se “trompe” de
systéme puisque I'on a en face de soi non pas le systéme Sp, auquel ug(p,.) est adapté,
mais le systéme Sye. On écrit alors comme systeme nominal S bouclé par uss(p, ), la
perturbation étant “S. — S5

—_
& = f(p2)+ 9(b,z)usx(h,) (6.10)
+ £(p"2) = f(Br2) + (98" 2) = 9y 2)]usn(Br )

dans le cas d’un paramétrage linéaire explicite, ou

(boa)oo(s)
—_—
J(p,2)e = a(pz)+b(h,z)-use(p,z) (6.11)
+ a(p',2) — a(b,2) + [b(p*,2) = b(B, @) usa(P, x)
- () ~ J(he)lé
dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite. Cette méthode & l'avantage de pré-
server la linéarité des équation par rapport & p', ce qui autorise des méthodes plus
systématiques. Elle est utilisée dans [35], [7], [37), [42] et [59].
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Difféomorphisme estimé contre difféomorphisme “étoile”

Dans certains cas, il est inté de transf (6.1) par un difféomorphisme, par ex-
emple, pour se placer dans des coordonnées ol le systéme est linéaire (lmeansahon par
feedback), ou pour rendre les champs aprés diffé lants des

(équivalence par feedback et difféomorphisme), si cela est possible, évidemment. Cette
opération est réalisée sur le systéme S, en appliquant un difféomorphisme p(p, z) qui dépend
en général du paramétre p. On a alors le choix entre étudier Pévolution de & = @ (p", ),
donnée par

&= 20 (6.12)

ou Iévolution de ¢ = ¢(p,z), donnée par:
o Op dp .
¢ = (b + a(p.z)y (6.13)

En général, Putilisation de ¢* convient & une analyse de type “erreur de commande” et celle
de ¢ & une analyse de type “erreur sur le systéme”. L'inconvénient de (6.12) est la perte
de linéarité en p', propriété que 'on peut “récupérer” dans certains cas par reparamétrage
redondant (cf. [49]); Vinconvénient de (6.13) est Lapparition de 5 qui rend le probléme

Le difféomorphisme “étoile” a été utilisé essen-
tiellement par Sastry et Isidori [49] et le difféomorphisme ¢(p,z) par Nam et Arapostatis
[37], Bastin et Campion [7) et par Kanellakopoulos, Kokotovic et Marino [28].

Exemple 6.1 Pourillustrer les deux derniérs critéres ci-dessus (erreur de commande/erreur
sur le systeme, difféomorphisme étoile/difféomorphisme estimé), on considére la famille de
systemes dans R? déja introduit dans Iexemple 1.5 (1.28) :

s, : { Go= @+ ph@) (6.14)
& = pu
ol 0 est une fonction (réelle) de z,. Le systéme & commander est :
St {’.‘ =zt (@) (6.15)
g
$ est une estimée de p*
Dans Pexemple 1.5, on a défini en (1.29) le difféomorphisme linéarisant o(p, ) & appli

45, et en (1.35) le feedback usx(p,-) qui achéve la linéarisation, et stabilise Porigine (en
plagant les poles du systeme linéaire obtenu). On prend

u = uu(pz) , (6.16)
et Pon définit, comme en (6.12) et (6.13), £* et & par
. v [ € _ z
e=vtrin = (§) = (1 e ) o

£ = p(pz) = (g‘z = (22 +z}3€(zl)
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L'évolution de £* est donnée par :

& = o+ po(z) = &
{E; = P 0@ + 2 0] + P unlhe) (618)
(olf est la dérivée de 8) et celle de € par :
{ §, = o+ PO(z) = & + 0()(p" - p) 619)
& = p0)lz + PO + BO(z:) + P uea(fy2) ’

On vérifie bien que :
Péquation de €* a linconvénient de n’étre pas linéaire par rapport a la valeur inconnue du
paramétre p°, et de faire intervenir justement £°, qui nest pas calculacle puisqu’il dépend
de p*, mais I'avantage de ne pas faire intervenir p,
I'équation de £ a I'i énient de faire intervenir $, mais I’ ge d’étre
linéaire par rapport & la valeur inconnue du paramétre p*, et lavantage aussi que £ soit
calculable puisqu’il n’est fonction que de z, mesuré, et de p, disponible puisque calculé par

le contoleur.

“

Difféomorphisme “étoile” + “erreur de commande” : Une analyse “erreur de commande”

Sur (6.18) consiste & écrire (voir les calculs dans Pexemple 1.5) :

§ =6

{ & = b —wlh + P lun(hy2) — vealp',2)] (6:20)
On considére alors le terme

P (5, 2) — (s, 2] = = BE0(a2) 257 = s + wnm) £ G- ) (621)

comme une perturbation, le reste donnant un systeme stable; le probleme est que cette
“erreur” n’est pas du tout reli¢e simplement a I'erreur de paramétre p* — p.
Difféomorphisme “étoile” 4 “erreur sur le systéme” : Une analyse “erreur sur le systéme”
telle que décrite plus haut appliquée & (6.18) consiste exactement & écrire :

{ & = =z + ) +(p - $)6(z)
& = pO(@)ler+p0(x)] + pusa(Bre) + (0 = ) [P0(21)0'(21) + usn(py2)]
Ceci n’a que peu d'intéret, le terme d’“erreur” n'étant pas mieux relié & Perreur de paramétre
que précédemment, et le reste ne fournissant de surcroit pas en évidence un systome stable
(en particulier, il semble un peu dommage de ne pas écrire £ = £3).

Dans [49], Sastry et Isidori® utilisent un mélange de ces deux derniéres analyses : & savoir
que dans (6.18), ils utilisent I'“erreur de commande” pour la premitre composante (en fait

3Cet exemple rentre tout-a-fait dans le cadre de [49), avec une dynamique des zéros nulle. La “sortie” st
alors & = 21, indépendante des paramétres.
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toutes celles ne faisant pas intervenir la commande), et I'“erreur sur le systéme”, mais en
sur la derniére Cela consiste & écrire :

& =8
{é; = Dok b + (" = ) [usa(By2) + 220'(21)] + (57 — §)0(21)0'(21) ,

et & utiliser le fait que ¢ lui-méme dépend linéairement de p, ce qui donne :

R
& = Zongim s + (0 — Dwnble) + uenl2) +2atl(a)] + 7 P
6.22)

On fait alors une reparamétrisation : considérant en quelque sorte p et p* comme indépen-
dants, on utilise un paramétre de dimension 2 :

= (3)
= ()

On utilise alors dans [49] des méthodes d’estimation de g* fondées, pour reprendre le vocabu-
laire des chapitres 3, 4 et 5, sur I"équation d’observation (6.22), une difficulté supplémentaire
provenant de ce que ] eté; ne sont pas mesurés. Il est montré dans [49] que ce reparamétrage
linéaire en des monomes des paramétres de départ est un fait général dans le cas de la
linéarisation pourvu que les “sorties” (ici &) ne dépendent pas des paramétres.

dont la “vraie” valeur est

Difféomorphisme estimé +“erreur de de” : Une analyse “erreur de commande” sur
Je systeme transformé par le dificomorphisme estimé (6.19) n’a aucun intéret.

Difféomorphisme estimé + “erreur sur le systeéme” : Les calculs étant faits dans I'exemple
1.5, on obtient :

{ E=8&  +0@@-D e
& = —wb —wbh + [(e)0(21) + usx(p2)(p°—B) + 0(z1)p
Cette écriture est de la forme
E = s(d) + 2.0 —p) + a—:i (6.24)
avec
a = (9 )¢

et donne £ comme solution d’une équation différentielle ayant 0 comme point d’équilibre
assymptotiquement stable, perturbée par un terme linéaire en p* — p et en p. Clest cette
méthode qui est utilisée et poursuivie dans cette these, tout au moins dans Desprit, et nous
reprendrons cet exemple pour Dillustrer. ]
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6.3 Méthodes communes aux chapitres suivants

Pour employer la terminologie de la “classification” du he précédent, nous allons
employer tout au long de cette thise, une approche de type “estimation”, “erreur sur le

systeme”, “difféomorphisme estimé”

6.3.1 Estimation

Choix de I’équation d’observation.

Les algorithmes d’estimation développés aux ch 4 et 5 se fondent sur une “équation

dobservation” (3.1) linéaire en p°, (voir paragraphe 3.1) :

Zy = Z.p° (6.25)

Lei, compte tenu des hypothéses de linéarité PLI ou PLE, plusicurs choix d’équation d’ob-
servation s’offrent & nous qui d a des diffé de z,, et Z,,.

o L’équation du systéme (6.1) ou (6.2) — que Pon multipliera en général par J(p,z)"!
dans le cas linéaire implicite — est linéaire en p* et fournit & priori une équation d’observation
(6.25). Les expressions de z, et Z., cor dantes se déduisent facil de (6.1) ou (6.2)
et de ’hypothése PLE ou PLL Dans ce cas, erreur d’équation “brute” définie en (3.5) page
34 gécrit

= —% + f(hz) + g(hx)u (6.26)

o Utilisant un difféomorphisme ¢(p,z) dépendant de p, on peut également considérer
Péquation ée par diffé hisme, Cest-i-dire I'équation de

¢ = o(pz), (6.27)

qui s’écrit, dans le cas d’un paramétrage linéaire explicite?,
: 8p . .. B, .
€ = Fbok + b (6.28)

ol & est donné par (6.1); cette équation fournit une nouvelle équation d’observation possible,
et donc une nouvelle expression de z,, et Z.,. L’erreur d’équation vaut dans ce cas-ci :

e = —b+ 00 fGn) + lpn) ] + Lo (629)

o Posant, compte tenu des hypothéses SF,

V() = V(#(1),=(t) (6.30)

* Le cas linéaire implicite n'est pas considéré; on peut cependant presque aussi facilement obtenir une
équation linéaire en p* : remplacer & par (6.28) dans (6.11) multiplié par J=
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on peut également obtenir une équation (scalaire) linéaire en p*, qui s'écrit dans le cas d’un
paramétrage linéaire explicite®,

y v, oV, .
Vo= b+ E(P:’)P (6.31)

ott & est donné par (6.1), on obtient ainsi une troisic ibilité d’équation d’ob fon,
et donc d’expression de Z,, et z,,. L'erreur d’équation prend la valeur :

o = <V GG UG + b el + G (6)

Estimateur

Quel que soit le choix fait ci-dessus pour I'équation d’observation, on peut remarquer que :

Dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite, z., et Z., sont fonction de & et ne peuvent
donc ni Pun ni Iautre étre utilisés explicitement, mais sous certaines conditions, les grandeurs
“filtrées” obtenues en “intégrant un fois” z,, et Z., peuvent étre calculées sans utiliser #. La
seule méthode d’estimation “réaliste” parmi celles présentées au chapitre 5 qui puisse étre
utilisé dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite est celle de la section 5.2 qui consiste
& filtrer 'équation d’observation (6.25) par un filtre de fonction de transfert scalaire.

Dans le cas d’un paramétrage linéaire explicite, en revanche, on constate que Z,, ne dépend
pas de @ et peut donc étre considéré comme mesuré. On peut alors appliquer soit comme
ci-dessus la méthode ot Ion filtre & la fois z,, et Z, soit la méthode de la section 5.3 ol
seule Perreur d’équation est filtrée.

6.3.2 Analyse “erreur sur le systéme” de la boucle fermée

Poursuivant Pétude de la section (6.2) dans le cas ott v = 0 (pour simplifier cette discussion),
et ot Péquation d’observation choisie est Péquation du systéme “en o” (premier choix page
74), on étudie le comportement de la composante z de I'état complet de la boucle fermée en
rééerivant

J(phe)E = a(p',z) + b(p',2)usx(py ) (6.33)

sous la forme “erreur sur le systéme” grace & (6.26) et & (6.10) ou (6.11)
& = s(hyz) — e (6.34)

oil e., est une fonction de , , p* (et & dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite),
affine en p* Si p et e,, sont nuls, p est constant et I'équation (6.34) devient:

i = sipy) (6.35)

“Méme remarque qu’a la note 4 page 74.
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lifférentielle ord;

équation par j constant et dont les iétés de stabilité
sont données par les hypothéses SF : assymptotique stabilité d’un unique point d’équilibre
par exemple. On peut done considérer (6.34) comme une perturbation de (6.35) par le terme
additif e, et le fait que § varie. Cela est encore plus clair si 'on considére la fonction positive
introduite dans les hypothéses SF : en posant

V() = V(p(t),z(1) , (6.36)

(6.34) conduit & linégalité suivante sur V/, dans le domaine de validité de SF,
. v . v ..
VoS =V = Gobe)en + g(z’»Z)p (6.37)

et nous allons traiter ceci comme une perturbation de V < —cV par les termes ., et p.

1l est inutile d’insister sur le fait que, pour que les propriétés a e,, = 0 et p constant se
transportent, on aura besoin d’hypothéses sur

la “force” de ces propriétés, c’est-a-dire par exemple de l'attractivité du point O pour
chaque p fixé.
la “petitesse” de e.q et P,

1l est bien connu, par exemple, que si O est un point d’équilibre assymptotiquement

stable pour le systeme non perturbé, pour tout 7, cela est en général faux sans hypothise
sur p pour (6.34) (systemes linéaires non voir par exemple [19]).

Ici, on obtient, par exemple sous Phypothése SF, la propriété de “robustesse” suivante
qui est une conséquence immédiate du lemme 3 dans [42] (reproduit page 165), et qui se
trouve aussi dans [62]

Proposition 6.1 Si la famille (S,) est paramétrée liné (hypothése PLI) et si tout
S, est stabilisé par le feedback usx(p,.) (hypothése SF), avee, de plus, ky et k, étant deuz
nombres posilifs et k(p) une fonction positive continue de p,

P borné
lp| € L*
llell € L+
< k Sup{L|V[}

"g—f/“
—| < kS 1,V

551 < kst vl)

alors O est un point d’équilibre assymptotiquement stable de I’équation différentielle non-
stationnaire

& = f(p(t)2) + 9(B(t),z)us(B(1),)



6.3. Méthodes communes aux chapitres suivants I

Cette proposition a pour d’intérét de préciser en quel sens les perturbations p et e,
devraient &tre petites, c’est-a-dire au sens de certaines normes L*

Les méthodes du chapitre 4 fournissent de telles propriétés, en utilisant par exemple un
estimateur du type (4.2)-(4.7)-(4.8)-(4.9). Elles demandent cependant la mesure de # que
Pon suppose ici inaccessible. Dans le cas o I'on a seulement accés & 'état = on doit faire
appel anx méthodes d’estimation n’utilisant pas explicitement z,, et Z,, (encore que I'on
puisse utiliser Z., dans le cas d’un paramétrage linéaire explicite) introduite au chapitre 5.
Le probleme est que ces estimateurs ne rendent pas e,, petit, mais une grandeur “fltrée” qui
lui est reliée ainsi qua z,, et Z.,, si bien que 'on devra modifier le probleme de perturbation
et utiliser des propriétés plus sophistiquées que la proposition 6.1.




Chapitre 7

Commande des systémes a

parametrage linéaire implicite

Dans ce chapitre, on suppose que la famille (S,) satisfait la condition PLI (paramétrage
linéaire implicite, voir définition page 11). De plus, on suppose dans tout ce chapitre que
les systémes S, vivent dans R” (c’est-i-dire M = R"), ou que 'on travaille en coordonnées
éthod ici d des coordonnées choisies.

locales , toutes les

Les deux premires sections de ca chapitre sont en quelque sorte une version étoffée
et plus générale de [42], qui est reproduit en annexe B. Nous montrons ici que I'on peut
aussi bien utiliser des algorithmes & gains décroi que les dres carrés utilisés dans
[42], et les hypothéses sont clarifiées. La section 7.3 systématise la méthode introduite dans
[43]. La section 7.4 traite de I'application des méthodes introduites au cas particulier ot le
paramétrage linéaire implicite est en fait explicite.

7.1 Le contréleur

7.1.1 Ecriture du contréleur

Selon la terminologie du chapitre 6, nous suivons ici une approche de type “estimation”,
I’équation d’observation choisie étant ’équation “en ” Les autres équations d’observation
possibles (équation transformée par difféomorphisme ou équation de Lyapunov) aménent &
des expressions plus complexes et ne sont pas développées dans ce chapitre, mais seulement
au chapitre 8.

Equation d’observation

L’équation du systéme
J(phz)E = a(p’,z) + b(pz)u (7.1)

78
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peut aisemment s’écrire, en multipliant par J=!, sous la forme

Zq = b, (7.2)
avec
Z, = J'(-JP0& + A” + B*Ou) (7.3)
zy = TN — a® — b°u) (7.4)
Filtrage

Cette équation ne peut étre utilisée telle quelle pour Pestimation puisque z,, et Z,, contien-
nent tous les les deux & via les termes J(p,z)"1J°(2)3 et J(p,2) 1 J7(z) © . La méthode
utilisée est alors celle présentée au paragraphe 5.2 et qui consiste & “intégrer une fois”
Péquation (7.2) via une fonction de transfert scalaire, c’est-a-dire que I'on déduit de (7.2)
Péquation “filtrée”

2 = Zp +w (7.5)
en définissant, comme en (5.3 et, (5.5),
z = H(§)7 (7.6)
Z = H(3)Z. (17
D(&w = 0 (7.8)

olt H est une fonction de transfert rationelle scalaire stable et strictement propre et D est
son dénominateur. Notons que cette écriture n’a de sens que dans R", ce qui justifie déja
que on se soit restreint aux systémes dans R™ (cf. lignes d’introduction du chapitre). On
définit également

e = Zp -z (7.9)

Notons que (7.6) et (7.7) qui définissent z et Z, ne peuvent évidemment pas étre utilisés
telles quelles pour les calculer (z,, et Z,, ne sont pas mesurés puisqu’ils dépendent de ).
Tirant partie de la stricte causalité de H, nous d au he 7.1.2 des conditi
et des méthodes pour caleuler z et Z définis par (7.6) et (7.7).

Estimation proprement dite
Supposant ce probléme résolu, nous pouvons utiliser tous les estimateurs développés au
chapitre 4 sur Péquation (7.9); nous choisissons ici les estimateurs de type gradient oy m,

(voir (4.51)) ou de type moindre carrés LSm, (voir (4.64)). Leur emploi sur (7.9) donne :
p = —mns(PZ7e) (7.10)
-

{ v o= el (YIE12F) (r.11)

P

avec

constante
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dans le cas Gy mg, et

o= e™t
P = —rPZZ7P (1)

dans le cas £Sm, Dans le premier cas, on aura les propriétés suivantes de e et p, daprés

(Jr=Tzr)

le lemme 4.7 :

e| € Lmt

a1 ) (113
(Vi+TZB)™ 7 lil e !
Dans le second cas, d’aprés le lemme 4.9, on aura les propriétés suivantes :
lel € Lm+
il e o 1
Loi de commande
On prendra
v = un(pz) + v (7.15)

ol ugr est issu de Ihypothése SF et v est nul dans le cas de la commande “certainty
equivalence” (cf. paragraphe 7.2) ou calculé pour permettre d’obtenir le plus grand bassin
dattraction possible, dans certains cas (cf. paragraphe 7.3).

Conclusion

La de adaptative va donc se dé en trois phases, qui induisent autant de

parties du controleur :

Obtention de Z et = : Ils sont donnés, & partir des grandeurs connues, par les équations
& intégrer (7.26) et (7.27) ou (7.31) et (7.32) du paragraphe 7.1.2. Les variables d’état
de cette partie du contrdleur sont w et Q.

Estimation : On utilise un estimateur de type Gm,,m, 0u £Sm,, c’est & dire: Les variables
@état de cette partie du controleur sont p, et P si 'on est dans le cas £Sm,

Commande : u est donné par (7.15).

7.1.2 Filtrage, problémes de calculabilité

Pour utiliser ces algorithmes, les quantités filtrées Z et z doivent étre calculables & partir des
quantités mesurées, c’est-a-dire z et u; c’est la Phypothése dite “d’informations réalistes”
sur Z., et z, (voir définition 5.1). Ce he donne des conditions pour que Z et z
donnés par (7.6) et (7.7) soient effectivement calculables sans utiliser .
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1l est pas difficile de se rendre compte que le seul probleme pour satisfaire cette condi-
tion, c’est-a-dire pour calculer Z et z est de pouvoir calculer les grandeurs y, et ¥, obtenues
en intégrant une fois la partie de Z,, et z, qui contient &, c'est-a-dire définies par

b = J(pa) ) (7.16)
Y, = J(ha) Tz)0% (7.17)

Mais on peut écrire
I(pe) (@) = T(he) (e
— (5,2 TGr2) (,2) (2
— J(pyz) 1 T(2)z (7.18)

et la méme chose pour ¥;. On peut donc calculer y, (ou ¥;) par une réalisation du type:

{uu, = J(b2) T 2) I (,2) T (2)e + I(5,2)7T (1.19)

v = i) (@) — v

& 1a condition que la dérivée de J ne soit pas incertaine, c’est & dire que les quantités 7(,z)

et 7%(z) ne soient en fait pas fonction de p* via &. Cela justific la forme de 'hypothése CI1.

Définition 7.1 (Condition CT1) On dira que la famille (S,) satisfat la condition CT1 si
elle est p (condition PLI) et si de plus,

O (@).9(r, ) alp,2) + blp, 2]
et 220 (4(,2) la(p,2) + om0

ne dépendent pas de p, c’est-d-dire sont des fonction de @ et u seulement. On note alors

Jetaw) = SZa)0( ) ape) + blpy 2 (r20)
e = 5@ (1(p,) M alp2) + blp,2)u) (72
Hppm) = 2 ()I(0,2) lalpr) + a2l (r22)

+ %(z)@ (J(p,z)~l[a(p,z) +b(p’,)u]) Fl

Exemple 7.1 Dans le cas de robotes rigide, cette hypothése est vérifiée, et cela a été
remarqué et utilisé par Middleton et Goodwin [35) et Campion et Bastin [11]. Clest "“in-
tégration par partie” du terme K(p,6).6 (ot K est la matrice d’inertie), possible car K ne
dépend pas de 6, et que la dérivée de 8 est 6, mesuré. Dans cet exemple, z = (6, ) et

J(pz) = (é K(g,w))
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Cette condition est suffisante pour pouvoir calculer z et Z sans la mesure de & quelle
que soit H rationelle strictement causale. Dans le cas particulier ot

1
H(s) = prEs it (7.23)
si bien que (7.6) et (7.7) s’écrivent
witz = 2, (7.24)
wZ+72 = Z, , (7.25)
ce calcul s’écrit explicitement :
o = = I(ha) Tp e, u) J(wﬂ) Ho(2)e — J(pyz) M o(z,u) 2
= J(by2) [a%(z) + b(2)u] (7.26)
2= w+ L(pa)o(2)z
et
Q@ = = I(p2)? T(b,byzw) J(p,2) " 07(2) 0z — I(pe) Ir(z,w) 00
— J(p,2)"[47(z) + B?(z)@u] (7.27)

Z = Q+ L(pa) M (z) 0

Définition 7.2 (Condition CI2) On dira que la famille (S,) satisfait la condition CI2 si
elle est paramétrée i (condition PLI) et si de plus, il eziste des
fonctions C* de p et de z, h°(p,z) et h?(p,z) telles que, pour tout = dans R™ et toul p, q
dans 11,

oo (3 ) - (BEZ )1 2900 @) +otpdtam =0 (19

Exemple 7.2 Dans le cas de systemes de dimension 1, ceci est toujours vérifié en prenant :

Wpz) = [ Ik (7:29)

W) = [ Ie7 ) d (730)

car alors le premier facteur entre crochets dans (7.28) est identiquement nul. [
Comme pour la condition CI2, cette condition est suffi pour pouvoir calculer z et

7 sans la mesure de & quelle que soit H rationelle strictement causale, et dans le cas ol H
est donné par (7.23), ce calcul prend la forme suivante :



7.2. C de “certainty equival », Comportement 83
no+w = =Lh(pe) - F(p,2)p
1G]~ 825, 2)10 (5, 2) a5, 2) + v(y 2, 2)) -
+ J(h,2) (a(z) + 0 2)b°(2) ()
z = Lh(he) + w
et
HEQ = L RG) — Flhs

)
¥ (9(m) 7z B (3,2 (5, 2) 7 (a(p,2) + v(p,2)b(, 2))
F I HAr(z) + v(P,r)B’( z))
LR(bz) + Q

(7.32)
z

7.2 Commande “certainty equivalence”. Comporte-
ment
La loi de commande utilisée ici est la plus simple & imaginer & partir des lois p-dépendantes
données par I'hypothese SF puisque I'on choisit :
u = us(pyz) (7.33)

 étant donné par un estimateur. On n’exploite pas la possibilité de modifier les lois de
commande par le terme v, que I'on prend donc nul.

On obtient le contrdleur adaptatif suivant :

Contréleur adaptatif 11

u = us(pz) (7.34)

P, 5 donnés par(4.51) (Gmy.m,)
ou par (4.64) (LSm,) (7.35)
Q, Z., donnés par (7.27) ou (7.32) (7.36)
&,z donnés par (7.26) ou (7.31) (7.37)

7.2.1 Analyse de comportement, probléme de perturbations
Revenons & I'équation du systéme bouclé (6.34) sous forme “erreur sur le systéme”

2 = so(byw) + ew (7.38)
Cest naturellement une pertubation de (6.35):

{# - ;o(ﬁxt)

RS
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par 7 (qui sera donné par un estimateur) et e.,. Hélas, les estimateurs “réalistes” utilisant
non pas z., et Z., mais z et Z ne rendent pas e,, petit, mais seulement ¢ donné par

e=z-2Zp, (7.39)
et il est faux que si e est petit en un certain sens, alors e,, le soit. On va donc essayer de
rééerire le systéme bouclé de manitre & ce que les perturbations soient non pas p et e,, mais
bien et e.

Pour cela, on se restreint & la forme particulizre de H:

H(s) , (7.40)

ps+1
déja utilisée pour écrire le calcul de Z et z, qui vérifient dans ce cas-la (7.24) et (7.25); e
vérifie alors )

pete = eq + plp (7.41)
Cette identité est simple & obtenir. Elle est aussi la conséquense du cas particulier pour une
fonction de transfert de la forme (7.40) de ce que I'on appelle parfois le “swapping lemma”
(voir par exemple [48]) et qui exprime, si H est une fonction de transfert quelconque (scalaire)
la différence

H(s). 1Y, — [H(s)V)] Y2
entre H(s) appliqué au produit ;% et le produit de ¥; et de H(s) appliqué & Y3, Yi et Y;
&tant des du temps, é icielles (ici, Y, = Z et Y, = = p* — ).
Pour des fonctions de transfert ayant un dénomi de degré supérieur & 2, cette diffé
a une expression assez compliquée qui fait intervenir I'état d'une réalisation minimale de H,
alors qu'ici elle se réduit au terme pZp, ce qui va nous permettre de poursuivre. Cest la
raison essentielle pour laquelle nous nous sommes restreints & une fonction de transfert du
type (7.40).

L'intérét de (7.41) est de nous permettre de réécrire (6.34) sous une forme oil les pertur-

bations sont bien e et p. En effet, (7.41) et (6.34) entrainent :

& = so(pye) + pé + e + pip (7.42)
que P'on peut réécrire, avec le changement de variable y = z — ue, et en rajoutant le com-
portement de Z,

i = sby+ue) + e+ uZp
o =y + pe (7.43)
4 = -uZ + 2.,
On pose alors
V() = V(1)) (7.44)

et Pon a
Y
Vv = 3—zsa(p.y)
4 R A
Tz sy +00) = 3uy) + e + 73] (7.45)
av .

+ 5y
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d’ott, dés que y est dans un domaine ot (1.23) (conditions SF) sont vérifiés,

Vo [yt - i (149)
B e - 124
5z (e )
oi, en explicitant la dernire ligne de (7.43),
Z = —pZ + J(by+pe) " TP(y+ue) © [J(p*,yt+nue) " (alp, y+ue) + b(p, y+pe)u))

+ J(p2) 7 [4%(z) + B*(z) © u]
(7.47)

7.2.2 Résultat local

Théoréme 7.3 Si la famille de systémes satisfait les conditions PLI et CII ou CI2 et
satisfait localement la condition SF et si de plus on choisit Z(0) et 2(0) de norme inféricure
i une certaine constante, alors il eziste un voisinage de 0 tel que pour toute condition
initiale telle que 2(0) soit dans ce voisinage et que p(0) soit assez proche de p*, la solution
correspondante n’a pas d’ezplosion en temps fini, est bornée sur [0, +00), et sa composante
(1) reste dans le voisinage de 0 o les conditions SF sont vérifiées; de plus, z tend vers 0.

Nous donnons dans [42] un résultat local sensiblement différent. Voir remarque 7.2.

7.2.3 Résultat global

Pour établir
s suivantes sur la

On suppose mai que les ditions SF sont
une du systeme adaptatif, nous introdui:
“croissance & l'infini” des champs, de V et de J :

Définition 7.4 (Condition BC1) On dit que la famille (S,) satisfait la condition BC1 si
on a les estimées suivantes sur la croissance a linfini de V, J, a et b, introduits en (1.21),
(1.13), (1.15) et (1.16) :

1l eziste une fonction continue positive k du paramétre et des constantes positives d, a,
B, 7, 6 telles que, pour tout (p,z) dans Il x R",

ma)| < Kp Sw {1, V(pe)) (749)
HZ_‘;(P’Z) < k(p) s {1, V(p2)} (7.49)
lla()]| < k(p) Sup {1, V(p,2)" } (7.50)

[l147(z)]| < k() Sup {1, V(p,z)"} (7.51)

[16%(z) usa(p2)ll < k(p) Sup {1, V(p,2)" } (7.52)
|B?(2) ® usz(p,2)l| < k(p) Sup {1, V(p,2)" } (7.53)
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[7,2)7 (@) < k(e) (7.54)
Iso(pz) = solpv)l < k(@) Sup{ 1, V(p,2)* } (14 o—y|?) [z -y  (7.55)

Ces conditions permettent de majorer tous les termes de (7.46) en fonction de puissances
de Vet des “perturbations p et e : rappelons que I'on définit
V() = V(u(),i1), (7.56)
y étant donné par (7.43)-(7.46) entraine alors Pinégalité suivante oti k(p) n’a pas forcément la
méme valeur que ci-dessus, mais est une fonction de ce dernier et des différentes constantes :
Vo< eV + k() Sup{l, V=Y (1+ pde]l?)e] (7.57)
+ k(p) Sup{1,V} [el|
+ k(p) Sup{1,V°} 2] [ip]|
+ k(p) Sup{1,V*} [3]
et par ailleurs (calcul un peu moins immédiat précisé en (B.63)-(B.54) dans [42], reproduit
page 165),
d
21} < —ulZll + k() Sup{L,V7} (7.58)

+ K(p) Sup{1, V} ([lel|” + [le]|

et finalement le théoréme suivant
Théoréme 7.5 Sous les hypothéses suivantes:
les conditions PLI et CIf ou CI2 sont satisfaites,
SF est satisfaite globalement,

- les conditions de croissance a Uinfini BC1 sont satisfaites, avec :

« <1

aty <1

atb < 1 (7.59)
B <1

On utilise le controleur décrit ci-dessus avec un estimateur de type Guny my 0U LSm;,
les nombres m et my étant choisis tels que

m > o+ 1 (7.60)
m > Sup{l,d,'y—l, (7.61)

dans le cas ou Uon utilise Guny my €t par
m > Sup{lyd,“r*l, (7.62)

dans le cas ou Uon utilise LSmy
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on a les sur le compo t du systéme bouclé : toute solution est
définie et bornée sur [0,+00), et @ tend vers 0.

Démonstration : Elle est donnée dans [42], reproduite page 163, mais nous la résumons
ici rapidement. On construit une fonction quadratique definie positive de V (W, dans [42])
et [|Z]| (W, dans [42]), donnée par (B.59), et que Pon appelle W (Udans [42]). Le caleul de
W, & partir de V et £||Z|| donnés par (7.57) et (7.58) et des majorations données par la
condition BC1 permet d’arriver &

W < —cW + k(p)Sup {1, W} f(t) (7.63)

ot f(t) est une somme de fonctions L* pour différentes valeurs de k. On conclut alors grice
au lemme 3 dans [42] (reproduit page 165) ou au lemme 8.5 (page 108) aprés avoir remplacé
Sup{1,W} par 1+ W N AvAv:
Remarque 7.1 Si la fonction de Lyapunov V ne dépend pas de p, ce qui est le cas
par exemple si les systémes de la famille sont équivalents par feedback (condition FE, voir
théoréme 2.2), ’hypothése B < 1 est évidemment vérifiée, mais il n’y a pas d’autre gain
spectaculaire par rapport au cas “général” En revanche, sous une hypothése un peu plus
forte que celle qui est donnée comme CNS pour 'équivalence par feedback (théoreme 2.2), et
en modifiant les lois de commandes, on va pouvoir améliorer nettement les résultats obtenus
ici. | |
Remarque 7.2 Dans [42], nous donnons un résultat local de nature différente du théoreme
7.3 (voir théoreme 1 de [42], reproduit page 160) : nous supposons en fait les hypothéses du
théoréme 7.5 satisfaites (en particulier les systémes sont supposés globalement stabilisables)
sauf les majorations (7.59) sur les indices @, 8, 7 (« doit tout de méme &tre strictement
inférieur & 1). On définit I'indice

m = Suwp {a+y,a+d,B},
et lorsque 7; est supérieur & 1, on n’a plus le résultat global énoncé ici, mais 'on peut donner

une estimée du domaine de stabilité en fonction de 1, —1 (et de constantes difficiles & évaluer
). [

7.3 Modification des lois “certainty equivalence”

En prenant la commande non plus sous la forme certainty equivalence, mais sous la forme :
v = ug(pz) + v, (7.64)

nous nous donnons un degré de liberté supplémentaire.

Cette idée a été exploitée en premier par Middleton et Goodwin [35] dans le cas de la
commande de robots (voir remarque 7.3 page 90).
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L'équation (7.45) devient alors
. v R .
VoS eV 4 e [albytpe) —slbyy) + e + Zh + TG

(7.65)

On peut espérer, grice & un choix approprié de v, supprimer une partie des termes qui

suivent —cV’ et qui étaient jusque la interprétés comme des perturbations. L'idéal serait

quil existe v(z, p, e, p) tel que
v

. ;. ;. v
B (Bt pO) —silby) + ¢ + Zp + Tgaeped)] + 5o

= 0  (7.66)

Sauf simplification miraculeuse, un tel v(z, p,e, p) se décomposerait en

un terme annulant 2%(so(p,y + pe) — so(B, )],

un terme annulant 57,

un terme annulant 922,

et un terme annulant 9%p.

Malheureusement, J~'bv ne peut atteindre que I'espace engendré par les vecteurs J~'5;,
Clest-a-dire par les vecteurs de commande G (voir (1.12)). Ainsi, il est par exemple né-
cessaire! que le terme Zp soit précisément dans Pespace engendré par les . 1l est hélas
difficile de caractériser la direction de Z, qui est donné dynamiquement par (7.25). Une
condition suffisante explicite que 'on peut donner pour assurer, & un terme exponentielle-
ment décroissant prés, que Zp va rester dans Iimage de la commande est Uexistence d’un
sous-espace linéaire constant G de R™, tel que :

G C Span{g, ..., gm} (7.67)
J(z)fp € G
Vép € RY, A(z)p € G (7.68)

Ble)fp € G k=1,.,m
Sous cette condition, et d’aprés (7.4), il est clair que Z.. reste dans @, ce qui implique,
Qaprés (7.25), que Z y reste & un terme exponentiellement décroissant prés. Sous réserve
que g soit de rang constant maximal (condition RC), on écrit alors un pseudo-inverse 3! de
3 (voir proposition A.1 page 137), et I'on prend:

v = —ug'Zp (7.69)

Par ailleurs, ces conditions trés fortes impliquent, au vu de (1.11), (1.12), (1.13), (1.14)
et (1.16), que

{ % ¢ Span {gy,.., g2} (7.10)

% ¢ Span {gi,., 92}

1En fait, cela nest pas nécessaire pour que le terme $X.71g.0(z, f,e, p) puisse annuler le terme 9%Zp,
mais pour que le terme J-13.v(z, f,¢, ) puisse annuler le terme Z, ce qui est a priori plus exigeant. Nous
ne sommes pas en train de prouver que nos conditions sont nécessaires, mais seulement d’expliquer en quoi ce

sont les moins exigeantes parmi celles qui sont simples !
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et ceci implique, d’aprés le théoreme 2.2, que la famille satisfait la condition FE : tous les
systemes S, sont équivalents par feedback, sans difféomorphisme. Moyennant un autre choix
de gz, on peut alors faire en sorte que V ne dépende pas de p (cf. remarque 1.5). Ceci
supprime le terme 2. Quant aux deux premiers termes, il est difficile de caractériser les
cas oit 'on saurait agir sur eux via la commande, vu que ¢ est obtenu dynamiquement, et
que l'on ne peut tout de méme pas demander & tous les champs d’étre constants, et que de
plus le terme s,(p,y + pe) — s,(p,y) est une différence entre les valeurs d’un champ en deux
points.

On se place donc dans le cas ot (7.67) et (7.68) sont satisfaits, et I'on modifie Il en :

Contréleur adaptatif I1bis :
u = ualbyz) + v (7.71)
v = -3 (2p) (7.72)
P donné par Gum,m; 0w LS m, (7.73)
Z  donné par (7.27) ou (7.32) (7.74)
z  donné par (7.26) ou (7.31) (7.75)

ot et P sont des fonctions de z, Z, et p données par (7.11) ou (7.12) suivant que Pestimateur
utilisé st du type Gomymy O LEm,

Le résultat est le suivant :

Théoréme 7.8 Si notre famille de systémes satisfait les conditions PLI (paramétrage li-
néaire implicite), SF (stabilisabilité), et CII ou CI2 (conditions d’intégrabilité), et si de
plus il eziste G sous-espace constant de R", vérifiant (7.67) et (7.68), alors on peut choisir
Ugp et V tels que ni s, ni V ne dépendent de p. Si lon a de plus, @, v et d étant des
constantes positives et k une fonction continue positive de p,

W) < mmsw (1, v0r) (1.76)
Isa(@) — o)l < k(p) Sup{ 1, V(p,2)* } (1+1le —9I¥) Iz~ vl (1.77)
e a+8 <1, (7.78)

alors, si Von utilise le contréleur (7.71)-(1.75), ot my et my satisfont

me 2 a + 1
{ m > Sup {1,d, =} (7.79)
dans le cas ou Pon utilise Gung mg, ot
m > Sup {1, d} (7.80)

dans le cas ou Uon utilise LSm, , on a la propriété suivante :
toute solution est définie et bornée sur [0,+00), et @ tend vers 0.
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Démonstration : Elle est trés similaire & la précédente, mais beaucoup plus simple car il
'y a plus “couplage” entre Péquation en V' et celle en [|Z||, puisque le terme Zp a disparu.
De plus, le terme v n'ajoute pas de complexite, car il n'apparait pas dans Z.,, et donc
pas dans Z, mais seulement dans z.,, et donc dans z, et donc dans e, mais Ialgorithme
destimation majore a priori e. vvY

Remarque 7.3 Dans [35], le procédé employé par Middleton et Goodwin est identique
& celui-ci (dans le cas d’un robot rigide, nos hypothéses sont vérifiées, G étant Pespace
des vitesses angulaires); cependant, Iéquation d’observation choisie dans [35] est (7.1), non
multipliée par J7, si bien que les valeurs de Z., et zeqq (7.3)-(7.4) sont modifiées (pas de
facteur J1); il en résulte un terme supplémentaire dans (7.65), que l'on peut également
annuler sous les mémes conditions. [

7.4 Cas particulier des systémes a paramétrage liné-
aire explicite

Dans ce paragraphe, nous allons seul détailler Papplication des méthodes décrites
plus haut dans le cas de familles de systémes & paramétrage linéaire implicite au cas bien
particulier ol ce paramétrage est en fait linéaire ezplicite. Cela simplifie considérablement
Pétude précédente, et notamment

- Tobtention des quantités filtrées z et Z (paragraphe 7.1.2), ne pose plus aucun problé-
me, la “réalisation” étant immédiate car J? = 0,

les conditions de “croissance a 'infini” BC1 sont trés simplifiées, voir BC2
Notons que ’on présentera au chapitre 8 des méthodes spécifiques au cas linéaire explicite
et qui peuvent donner de bien meilleurs résultats.
7.4.1 Le contrdleur
Obtention de z et Z

vu que J? = 0 et J° = I, les conditons CIL et CI2 sont trivialement satisfaites. On peut
d’ailleurs calculer z par

wo + w = —lz — e - bu
{ e - et w (7.81)
¥
et Z directement par )
Wi+ 2 = 7., (7.82)

7., ne dépendant plus de &.
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Estimation et commande

1l n'y a ici aucun changement par rapport au cas ol J dépend effectivement de p.

7.4.2 Comportement

Définition 7.7 (Condition BC2) On dit que la famille (S,) satisfait la condition BC2 si
Pon a les estimées suivantes sur la croissance & Vinfini de V, J, a et b, introduits en (1.21),
(1.18), (1.15) et (1.16) :

11 existe une fonction positive k du paramétre et des constantes positives d, o, f, v, &
telles que

a < 1 (7.83)
et, pour tout (p,z) dans Il x R™,
[ ma] < ko) suw (1, Vi) 2N
|50 < twrsw (1, viner ) (7.85)
[|4%()ll < k(p) Sup {1, V(p,2)" } (7.86)
[|B?(2) © usx(p,2)| < k(p) Sup {1, V(p,2)" } (7.87)
lso(pi2) = so(mw)| < k(@) Sup{ 1, V(p2)* } (14 e =y|*)llz—y|  (7.89)

Le résultat local est le méme que dans le cas linéaire implicite (théoreme 7.3), et on
a le résultat global suivant, ot BC1 est remplacé par BC2, et oit Ion ne demande plus de
condition d’intégrabilité (CI1 ou CI2) puisque le paramétrage linéaire explicite les implique :

Théoréme 7.8 Sous les hypothéses suivantes:

- la condition PLE est satisfaite,
SF est satisfaite globalement,

les conditions de croissance & Uinfini BC2 sont satisfailes, avec :

at+y <1
atd <1 (7.89)
B <1
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On utilise le contréleur décrit ci-dessus avee un estimateur de type Gumy my 0u LSm,,
les nombres my et my étant choisis tels que
my 2 a+ 1 (7.90)
m >Sup{1,d,7fl,1+—1, "‘2} (1.91)

dans le cas ou Uon utilise Gony m, et par

mo> Sup {1,d,7-1, 2 (7.92)
dans le cas ou Pon utilise L8m,
On a les conclusions suivanies sur le comportement du systéme bouclé : toute solution est

définie et bornée sur [0,400), et z tend vers 0.

Démonstration : elle est la méme que pour le théoréme 7.5. Les conditions (7.50) et (7.52)
ne sont plus nécessaires car les termes qui les exigeaient sont mutipliés par J?, qui est ici
identiquement nul. A\vAvavi

Remarque 7.4 Dans le cas d’une famille de systemes linéaires, c’est-a-dire si J est une
matrice dépend: de p (linéai ) et a(p,.) et b(p,.) sont, pour tout p des
champs linéaires en z, et si la commande usy est un feedback linéaire, toutes les fypothéses
sont vérifies, avec :

On retrouve ainsi le résultat classique de

exacte (voir [23]). Il apparait ainsi que ce résutat en linéaire est toujours vrai non par
en raison de propriétés structurelles des systémes linéaires, mais seulement parce que la
croissance & Dinfini des incertitudes n’est pas plus que linéaire. ]

linéaire avec modéli

Remarque 7.5 Dans le méme cas linéaire explicite, et avec les mémes méthodes, mais dans
le cas de systémes linéarisables par feedback et diftéomorphisme, Nam et Arapostatis [37)
ont obtenu des résultats trés blabl avec des di parati q! N
dans ce cas, & nos conditions BC2. ¥




Chapitre 8

Commande des systémes a

paramétrage linéaire explicite

Les méthodes présentées dans ce chapitre sont spécifiques au cas d’un paramétrage linéaire
explicite. Elles peuvent étre considérées comme supérieurs & celles décrites au chapitre
précédent pour plusieurs raisons :

o Les contrdleurs obtenus sont de plus petite taille car on exploite le fait que le régresseur
Z., ne dépende pas de &, ce qui permet de Iutiliser explicitement au cours de ’estima-
tion et évite le recours & un grand nombre de variables dynamiques supplémentaires.

o On obtient une beaucoup plus large classe de contrdleurs, ce qui permet de tenir
compte éventuellement de la strucure de la famille de systemes (sections 8.2.3 et 8.3).

o Contrairement & ceux du chapitre précédent, certains des algorith ésentés ici
dleurs E3 et B4) ne dé pas des coordonnées et sont valables intrinséque-

ment sur la variété ot vivent les systémes.

La section 8.1.1 trace rapidement la démarche générale de ce chapitre. La section 8.2 re-
groupe tous les controleurs utilisant la commande “certainty equivalence” ot Ion ne modifie
pas les lois de de connues dépendant du ttre; on y présente (8.2.1 et 8.2.2) des
algorithmes fondés sur les estimateurs “standard” du chapitre 5, puis (8.2.3) un algorithme
reposant sur un estimateur utilisant le systéme lui-méme, et qui ne fonctionne que sous des
conditions restrictives. A la section 8.3, on donne des méthodes pour modifier les lois de
commande en tenant compte de Padaptation, ce qui est possible sous certaines conditions

ictives et améliore b le comportement des control nstruits pi

93
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8.1 Méthode

8.1.1 Choix de ’équation d’observation

Nous précisons ici les trois choix possibles de 'équation d’observation introduits au para-
graphe 6.3.1, en donnant en particulier la formule explicite des termes z, et Z.,.
Equation du systéme ‘“en z”

Léquation du systéme
@ = f(p"2) + 9(p',2)u (8.1)

est linéaire en p*, et fournit & priori une équation d’observation de type (6.25) :

Zy = Zgp (8.2)
avec
Zo = @ + POu (8.3)
Ze = & — a® - bu (8.4)
. ée par difféomorphi
L’équation du systéme transformée par diffé hisme dépendant de p s'écrit, avec
€= o(p,z) (8.5)
sous la forme 0 s
; o, . N . TP
& = o (BRNI(Pe) + g(phe)u] + 3—p(r,r)r y (8.6)
ce qui fournit une autre équation d’observation (8.2) avec
: Oy B, . -
= ¢ - Ppa)la® + bu] — 22
s = €= o + Bul - o 1)
2. = X0 + pou )

Equation de Lyapunov

Enfin une troisiéme possibilité se présente : utiliser comme équation d’observation I'équation
“de Lyapunov”, c'est & dire, équation différentielle satisfaite par

V() = V(@(1),2(1) » (8.9)
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qui s'écrit

N v . . . LA PPN
Vo= 02)lf(=) + g(pe)u] + g(p,z)p (8.10)
Ceci fournit une autre équation d’observation (scalaire) de type (8.2), avec
eV, L9V
= Vo= bRl + Bl - S )h (8.11)
v,
Z, = E(p,z)[a" + P Oul (8.12)

8.1.2 Choix de ’estimateur

Quel que soit le choix fait ci-dessus, Z., est une fonction dez,u, et
$ et peut done étre considéré comme mesuré, tandis que z,, est également fonction de # ou
£ ou V et west donc pas disponible.

On est donc dans le cas envisagé & la section 5.4 de la partie estimation, et 'on va utiliser
les méthodes que P’on y a introduites, c’est & dire que I'estimateur sera de la forme

p = — s (P2le) (8.13)
ot p est la projection définie page 42 (4.24), et destinée & contenir Pestimée p dans le
domaine II oi1 les hypotheses restent valides, P est la matrice constante (carrée symétrique
définie positive) des “gains d’adaptation”, et e est la sortie d’un systeme d’entrée

bw = Db = Fu s (8.14)

ce systeme devant

-

étre tel que e soit calculable & partir des mesures faites (C’est & dire & partir de la
mesure de z, et non de celle de &);

2- étre strictement passif (cf. définition 5.4).

Pour satisfaire la premiére exigeance, on va choisir ce systéme strictement causal, afin que e
soit obtenu en “intégrant au moins une fois” e,,, et plus particuliérement le terme en & (ou
£ ou V) qui empéche e,, d’étre mesurable. Pour toute la suite, on va choisir ce systéme de
la forme suivante :

¢ = E(Ghz) + e
e = Y((hz)

ol { est I’état, de méme taille que e,, et e.

(8.15)

Ceci définit e mais ne peut étre utilisé pour le calculer puisque e,, contient & ou ¢ ou
V (cf. (6.26), (6.29), ou (6.32)). Il existe cependant toujours une maniére de calculer ¢
sans utiliser explicitement ces dérivées, c’est-a-dire que I'on n’a pas besoin d’introduire de
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conditions supplémentaire du type de CIL ou CI2 (chapitre 7) :
- Dans le cas oli équation d’observation est (8.1), e,, a Pexpression suivante (6.26) :

ew = —& + f(B2) + g(be)u , (8.16)

si bien qu’en posant
n = z+(, (8.17)

on peut réécrire (8.15) sous la forme :

j = ?((Zizz,’x;;)) + f(B2) + g(p,z)u (8.18)

Dans le cas ol 'équation d’observation est (8.6), e,, a I'expression suivante (6.29) :
;. o, N . B .
ew = €+ 5H3,2) [f(he) + o) Wl + GHB) (819)

si bien qu'en posant
n o= £+¢, (8.20)

on peut réécrire (8.15) sous la forme :

7= E-bp2) + EHalfBe) + o) - S (PIL) gy,
e = T(n-&h7)

Dans le cas ot Iéquation d’observation est (8.10), ., a I'expression suivante (6.32) :
ooV N N v ...
ew = —V + Go(b2) [f(B2) + g(pye) ul + 5(1’11)1’ , (8.22)

si bien qu'en posant
n o= V+(, (8.23)

on peut réécrire (8.15) sous la forme :

i = E-Vihz) + Ep2)f(Be) + glp2)e] — Ge(be)mes (PZLe)

Y(1-V,ir2) @29

dans le cas o Péquation d’observation est (8.10). (8.18), (8.21), ou (8.24) peuvent &tre
utilisés pour le calcul de e puisque seules des variables mesurées interviennent!

Quant & la deuxiéme exigence, la stricte passivité (par rapport & deux fonctions positives
Vet W de ¢, p et @) du systéme entrée-sortie (8.15), elle est définic page 54 et d’aprés la

Les écritures (8.18) et ) nont de sens que si I'on est dans R”, ou dans un systéme de coordonnées
(présence par exemple de 2 — 7 ou £ — 7 qui W’ aucun sens intrinséque); cette “réalisation” n’est donc valable
que localement. En revanche, (8.24) ne dépend pas de coordonnées. On verra plus loin (paragraphe 8.2.3) des
cas ol 'on peut se passer des réalisations (8.18), (8.21) ou (8.24) et obtenir e de maniére plus directe et cette
fois indé du systeme de é
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proposition 5.8, elle entraine que sur toute trajectoire du systéme bouclé, quelles que soient
les commandes, V(t) et W(t) sont “petites” (cf. (5.52)) en un sens précisé par Pinégalité :

@ =l + VX)) + d/:W(X(f))dT < 5B = pIP + V(X(0) , (8:25)

o X = ((,p,2)-
Remarque 8.1 Dans le cas de la linéarisation par feedback et difféomorphisme, ¢ étantlo
difféomorphisme linéarisant, Bastin et Campion [7] aboutissent & une construction
& (8.21), avec :
E(Gpz) = 2 (8426)
ol est une matrice stri iell stable. Cependant, nous avons introd

7 comme une variable d’état perma.ttlmt de calculer e défini par (8.15), alors que dans [7], la
premiére équation de (8.21) est introduite comme un obseravateur adaptatif de £ (voir aussi
Bastin et Gevers [8]), 0 (noté % dans [7]) étant en quelque sorte une estimée de £ (= dans
[7]). Les auteurs sont ensuite conduits & utiliser dans leur estimateur I"“erreur”

P(z-3)
ol P, gain d’adaptation, est la solution, définie positive, de I'équation de Lyapunov

QP+ PQ = -Q, (8.27)

Q étant définie posxtwc quelconque. Ce P wa pas le méme sens que notre gain P, qui peut

étre choisi quel é dans notre 1i la sortie du systéme (8. 15) serait

e = T(hz) = PC = P(2-3),

P devant satisfaire (8.27) pour que (8.15) soit une systéme strictement passif (par rapport
[

=(TPCet W=(TQ().

8.1.3 Loi de commande

On peut toujours écrire la loi de commande
u = ua(pe) + v (8.28)

ou v est nul dans le cas de la commande “certainty equivalence” On va étudier ce premier
cas & la section 8.2 puis, & la section 8.3, des méthodes pour étendre, grace au terme v, les
cas o1 I'on obtient la propriété globale.

8.2 Commande certainty equivalence

Ayant choisi Ia loi de commande (8.28) avec v = 0 et Padaptation (8.13), il nous reste
& déterminer le systeme passif (8.15) pour obtenir une descri du
adaptatif.
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8.2.1 Contréleur avec estimateur (GFn, m,)
Ecriture du contréleur

Llestimateur GFmy,m,, introduit & la section 5.4, est du type décrit au paragraphe 8.1.2
avec le choix suivant de E et T:

=5 et Ty ymaf2
Heba) = I e A 29)
Clest-a-dire quen définissant r par
o= fel™T (1 2,2, ), (8.30)
¢ est donné par
Etre = e (8.31)

Maintenant, selon le choix de I'équation d’observation, et donc de Z., et de e.,, on obtient
différents contrdleurs.

Estimation sur I'équation “en z”

Le controleur est donné par u = ux(p,z), (8.13), (8.3) et (8.18), dans lequel Z et T sont
donnés par (8.29), Cest-a-dire quil s'écrit :

Controleur adaptatif E1 :

u = us(p,z) (8.32)

=~y (P2Le) (8.33)

AP(z) + BP(z)© usx(p, ) (8.34)

n-z (8.35)

—rn - z] + si(bz) (8.36)

lln = 2™ + 2. 2., )™ (8.37)

Rappelons que

soprz) = f(bz) + 9(Pr2)use(hr) (8.38)

(cf. conditions SF définitions 1.3).

Estimation sur I’équation transformée par difféomorphisme
Léquation d’observation choisie est ici (8.2), équation du systéme apres difféomorphisme.

Le controleur est donné par u = usx(p,2), (8.13), (8.8) et (8.21), dans lequel et T sont
donnés par (8.29), ’est-a-dire qu'il $'éerit :
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Contréleur adaptatif E2 :
u = us(p,z) (8.39)
p = —”m(PZ.T.e) (8.40)
7y = P(,0)0a0) 1 B @ uanlie)] (8.41)
e = 1 — (hz) (8.42)
i - el + shelpe) - G (PZL) (549
P = = BTt 2,2, ) (8.49)

Rappelons que

A 9 . . N N
(b)) = Fo(B,2)I(Bw) + 9(b2)usa(pz)] (8.45)
(cf. conditions SF définitions 1.3).
Estimation sur I'équation de Lyapunov

Le controleur est donné par u = uss(p,z), (8.13) ot Z., est donné par (8.12) et e est
donné par (8.24) dans lequel E et T sont donnés par (8.29), c’est-a-dire qu'il s’écrit :

Contréleur adaptatif E3 :

u = us(p,z) (8.46)
b = —mps(P2le) (8.47)
v . N
Za = 77 (B2)47 + BPOus(p,z)] (8.48)
e = n - V(pe) (8.49)
Bo= mrl - V) 4 S e)she)
v, -
- Gyb)es (PzTe) (8.50)
avec v = |n — V(pz)|™ 1 + 2, 2., )" (8.51)

Rappelons que s, est donné par (8.38).

Exemple 8.1 Reprenons la famille de systemes dans R? introduite & lexemple 1.5, et
reprise & I'exemple 6.1 :

z2 + pO(z1)
pu

On a vu en (1.29), (1.35) et (1.36), qu'en choisissant

(8.52)

walpz) = = Oleder + pBa)] ~ (ot wales + p0E)]) L (559)
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o(pz) = (“ f;,o(z‘)) ) (8.54)

le systéme en boucle fermée obtenu en commandant S, par ue(p,.) s'écrit, avec

¢ = olpe) , (8.55)
£ = 58 = (_‘L‘ “U,)g (8.56)

Comme on I'a remarqué & Pexemple 6.1, le champ s ne dépend pas de p. On peut alors
prendre pour U une fonction quadratique de ¢ :

Ug) = 17Q¢ = loan& + enbile + lomt? (8.57)

oii la matrice sysmétrique définie positive @ est solution de (1.38). Sans changement de
coordonnées, le champ en boucle fermée et la fonction de Lyapunov s’écrivent :

z2 + pO(z1)
solpz) = (»pe'(m[zz b o] — e — wales + pm,n) (8:58)
V(p,z) = Ulp(p,2)) = jonz! + @uai(z2+p6(21)) + }on(e: + pb(2:)){8.59)

La de ugy est définie uni si p est non nul. On suppose donc, par exemple
que D'on sait que p* est positif, et méme strictement supérieur & 1. On peut alors choisir
Tl = [},+00) et I = [1,+00) (voir (4.22)-(4.23)). La projection msp est simplement une
multiplication par une fonction scalaire, qui empéche § de sortir de [1, +00) :

1 sip>1
w5p(s) = p(pys)s, avec p(p,s) = 1 si}— < p<lets >0 (8.60)
2(p-3) si; < p < lets <0

La matrice P est ici seulement un nombre positif (car p est de dimension 1), ce qui explique
que 75,p ne dépende pas de P. On va choisir, pour simplifier, et parce que ce gain réel
apporte pas grand chose,

P =1 (8.61)

On peut alors écrire dans ce cas-la les contréleurs E1, E2, et E3. Dans chacun d’eux, la
commande est donnée par

. . 1 -
u = () = = 0@l + pO@)] — F(@m + wle + p6)))  (8.62)
et Pestimateur s’écrit de la fagon suivante :
Contréleur E1 : Le régresseur de Péquation du systéme “en z” s'écrit :

B = ("si((zi"’)z)) (8.63)
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si bien que l'estimateur proprement dit est :
p o= —pBz)(m — 21) + us(py2)(m — )]
o= —rlm - @]+ o+ pl(a
n r[m = @] = p0(z)[z2 + pO(21)] = (wiz1 + wolzz + p(21)])
o= HW — &Mt (14 6(21)? + usa(py)?) ™2
(8.64)
On a éerit p au lieu de
p( D5 0(z1) (m = 21) + usa(p, ) (12 — 22) ) (8.65)

ol p est la fonction & valeur dans [0,1] décrite en (8.60).

Controleur E2 : Le régresseur de I'équation du systéme transformée par ¢(p,.) s’écrit (voir
(6.23)) =
0(z,)
Z., " Py .
- ( Uer(y2) + $02)0(e) (8.66)

si bien que Pestimateur proprement dit est, en posant
P & _ N
E=13) = w(hz) (8.67)

b= —p [fe)(m — &) + (ualpiz) + $()0(@) (2 — &)
o= —rim - &1+ &
T

8.68
= —rlm - &l - wh — wh 0D (5.08)
=l = @™ (14 621 + (us(hy2) + 50(21)6'(21))?)"/?
avec la méme remarque sur p quen (8.65).
Controleur E3 : Le régresseur (scalaire) de I’équation “de Lyapunov” s’écrit :
Z, = (enb + 026) 0(21) + (0ndi + o) (usn(pyz) + $0(21)0'(z1))  (8.69)

si bien que Pestimateur proprement dit est (7 est scalaire) :

- 02, [n - £Qi
= —rln — EQE — &TE + [owes + eub(21) (w2 + p8(21))] (8.70)
= n - ?Qﬂ\"“ SR AEE

ERCN

ot € est toujours donné par (8.67), T est le terme de droite de Iéquation de Lyapunov (1.38)
dont Q est solution, et p est toujours donné en (8.65).

Nous reprendrons cet exemple, pour discuter, suivant la forme de la fonction 6, des
performances de ces contréleurs, c’est-a-dire de leur capacité & donner le résultat global. N
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Comportement

Théoréme 8.1 (Résultat local) Si la famille de systémes (S,) satisfait les conditions
PLE et satisfait localement la condition SF, et que Uon ulilise un contréleur adaptatif de
type B1, B2, ou B3, ot my et my sont choisis tels que :

m 21 5 m >0 (8.71)

alors il eziste un voisinage de (p*,0,0) tel que pour toute condition initiale dans ce voisinage,
la solution correspondante n’a pas dezplosion en temps fini, est bornée sur [0,+00), et sa
composante z(t) reste dans le voisinage de 0 ot les conditions SF sont vérifices; de plus, z
tend vers 0.

La démonstration est donnée page 112 vy

Remarque 8.2 Un résultat local semblable & celui-ci est obtenu dans le cas de la linéari-
sation par feedback et difféomorphisme, par Bastin et Campion dans [7].

Nous allons maintenant donner pour chacun des controleurs E1, B2 ou E3 des conditions
pour que la stbilisabilité globale & paramétres connus entraine que le domaine de stabilité
du théoréme ci-dessus ne soit limité.

Théoréme 8.2 (Contréleur E1) Supp les hypothé i

- Le controleur est E1,

- Les champs f et g dépendent linéai du paramétre (condition PLE)

SF est satisfaite globalement,

- les conditions de croi a Pinfini suivantes sont satisfaites : 1l existe une fonction
continue positive k du paramétre et des constantes positives d, a, B, 7, § telles que,
pour tout (p, ) dans I x R",

|Swn)] < ks (1, V) ®72)

|| < ko) sw {1, Vioer ) (13)

[47(@)l| < k(p) Sup { 1, V(p,2)" } (8.74)

1B7(2) © wea(p,2)l| < k(p) Sup {1, V(p,2)" } (8.75)

5o(2,2) — so(m )| < k(p) Sup{ 1, V(p,z) } (1+[le—vl*) ||zl (8.76)
@ <1 ; B <1

a + 1 (8.77)

5 <
at+ Bty <2



8.2. C de certainty equi 103
On peut alors choisir my et my tels que
mo> Sup{lyd,%} , (8.78)
0 < m < mi+1, (8.79)
o+ "‘ily <1, (8.80)
Bt (- Ty <1, (8.81)

et, si l'on fait un tel choiz, toute solution est définie et bornée sur [0,+00), et @ tend vers

La démonstration est donnée page 112. vvY

Thé

8.3 (Contréleur E2) Supp les

Le contrileur est E2,

Les champs f et g dépendent linéai du paramétre (condition PLE)

SF est satisfaite globalement,

les conditions de croi i Vinfini suivantes sont : Il eziste une fonction
continue positive k du paramétre et des constantes positives d, o, B1, B, v, § telles
que, pour tout (p,z) dans I x R™,

|%we] < tosw (1, U607 (s52)
|5w0| < ksw {1, vmer ) (889)
ﬂf,{(p,z) < k(@) Suwp { 1, Ulpp(p2))® } (8:84)
12(0,2) 4@ < k(o) Sup (1, U(p,z) ) (3:89)
122(p,2) B7(2) 0 wunlp,2)] < K(p) Sup {1, Vo) } (8.80)
ls(p:&) — s(m&)l < k() Sup{ 1, U(p,° } (14 & - &ll) & — & (8:87)
o a <1 ; B <1
at s <1 (8.88)
a+ B+ <2

avec

B = Sup{pr, atfe} (8.89)
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On peut alors choisir my et my tels que

1-

m 2 sw(,d, =0y (8.90)

0 < m < m+1, (8.91)

2y < 8.92

Tl S (8:92)
™y

B+ (A-—=n <1, (8.93)

™+ 1
et, si Pon fait un tel choiz, alors toute solution est définie sur [0,+00), et de plus toutes les
variables d’état sont bornées et z tend vers 0.

La démonstration est donnée page 108. vvY

Remarque 8.3 Les indices a, 8, 7, § et d ne sont pas les mémes dans ce théoremes que

dans le théoréme 8.2. M
Théoréme 8.4 (Contréleur E3) Supp les hypoths i isfai

Le contréleur est E3,

end Tomdnd

- Les champs f et g dé t du paramétre (condition PLE)

SF est satisfaite globalement,

les conditions de croi G Vinfini suivantes sont : Il eaiste une fonction
continue positive k du paramétre et des constantes positives d, a, B, 7 telles que, pour

tout (p,z) dans I x R™,

av
55 @e) @) < kp)Sup {1, V)7 ) (894)
v
I35 #.2). BY@) O wa(pa)l < k(p) Sup {1, V(@,2)™*7 }  (8.95)
v
HTP(PJ) < k(p) Sup {1, V(p,2)* } (8.96)
(8.97)
B <1 5 a+pf+y < 2 (8.98)
On peut alors choisir my et m, tels que
m > 1 (8.99)
0 < m < m+1 (8.100)
ma
m,+1(°‘+") <1, (8.101)
™ma
Bt -ty <1, (8.102)
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et, si Pon fait un tel choiz, alors toute solution est définie et bornée sur [0,+00), et  tend

vers 0.
La démonstration est donnée page 110. Vv
Remarque 8.4 Les indices , 3, v de ce théoréme sont les mémes que ceux du théoréme
8.2 (et donc ne sont pas les mémes que ceux du théoréme 8.3, voir 8.4). Cepend

les indices a et v sont “agrégés, et seule la somme a +  compte ici. n
R 8.5 Les conditions de ces théorémes sont satisfaits dans le cas de la commande
adaptative linéaire. Voir aussi remarque 7.4 page 92. '

Les conditions de croissance sur V, U, g et f ne sont pas trés facile & interpréter. Nous
allons montrer sur un exemple (exemple 8.2), mais cela est assez général, que, si lon fait de la
linéarisation par fecdback et de la commande linéaire ensuite pour stabiliser, les conditions
données pour avoir une gence globale demandent aux itudes sur les champs
détre au plus linéaires & linfini. Si I'on ne se restreint pas & la commande linéaire pour
stabiliser, on peut tolérer des incertitudes plus que linéaires & Pinfini, notament en utilisant
un controleur de type E3. Un exemple de ceci est donné dans [44].

Exemple 8.2 Reprenons encore une fois la famille (S,) donnée par (1.28), ct reprise &
Dexemple 8.1 de ce chapitre (page 99) :
S, { &= 2t pla) (8.103)
Z, = pu
D’aprésle théoréme 8.1, le résultat local tient quelle que soit la fonction réelle 6. En revanche,
pour savoir si le résultat global tient (ici, il y a bien stabilité globale & p connu), on doit,
d’aprés les théorémes 8.2, 8.3 et 8.4, calculer les indices o, §, 7, 6 et d.

Rappelons que l'on a :

A(z) = (9(3‘)) (8.104)
BY(z) = (‘1’) (8.105)
wr(pe) = = Oelas + 0] = e + wiler + POz (8106)
_ 0(z1)

solpe) = (— p0eles + 0] — wnms + wnles + p6(e)] ) (8:107)
V(p,z) = reuel + Quei (o2 +p0(e1) + Lan(z+pb(z:)) (8.108)
o(pz) = (13 +2;,g(z,) (8.109)
o6 = ( f’wl _L’ ) (2 ) (8.110)

et donc

pe) = aums + pewloa+p(e)] + (e + Qs + pAan)) FmX811)
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g—;(p,z) = Quz + Qnlzz + ()] (8.112)
%(P:Z) = (Quz1 + Qu[z2 + pB(z1)]) O(z1) (8.113)
9 10

%(P,z] = (N’(rn) 1) (8.114)
2 0

%(p,z) = (,,(z‘)) (8.115)

Controleur E1 : Si 6 et 6’ sont des fonctions globalement Lipschitziennes,

[(z)] < k(@+]zl) 5 0'(@)] <k 5 |0%=)] < k (8.116)
et 'ona:

v
‘g(?ﬂ) < R+l tla) < b (1+V(o) (s.117)
S < k() () < kO4V(Re) G18)
1@ < kel <k (1+7(e) (8.119)
1B=) @ uap,a)l| < k (1l +laal) <k (14V(p2) (8.120)
llso(p,2) = so(p, W)l <k (14 |22 + pB(21)]) ||z — ]| (8.121)

< k(147 ) oyl

11 est donc suffisant que 8 et &' soient des pour que les
ot ;

du théoréme soient satisfz avec

a< ;3 B<1;9<3;6<);5d=0 (8.122)

1l est par ailleurs nécessaire que 8 soit sous-linéaire car s'il ne Uest pas, ¢’est-a-dire si

18(z1)|
1+ |ea|
est non borné, alors il est impossible que (8.77) soit satisfait, car en prenant z; = —f(z1),
ona:
V(z1,—pf(z1),p) = joulzl (8.123)
v
ﬁ(p,%—w(zn)) = anlz|0(z1)! , (8.124)

donc, en faisant tendre z; vers I'infini, on voit que /3 est strictement supérieur & 1 si 6 n’est
pas sous-linéaire.
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1l nest pas suffisant que seul 8 soit global Lipschitzienne : cela permet de
satisfaire (8.72), (8.73), (8.74) et (8.75) avec a < }, B < 1, et v < }, mais pour vérifier (8.76),
Cest-a-dire majorer [[5,(p, ) — 5.(p,y)|| en fonction de ||z —y|, on a besoin de quelquechose
comme une constante de Lipschitz de 8 Par exemple, si

oz) = /o'sin(e*)dr, (8.125)

6 est globalement Lipschitzienne, mais il n'est pas possible de trouver § fini satisfaisant
(8.76). En effet, si 'on considére la suite de 2 et de y :

@ = (ad,2d) 5 ¥ = (vhu) (8.126)
avec )
o] = Log($+2m) ; zf = 1-p(z])
ui = Log(3+2jm) ; v = 1-p6(y])
et que Pon fixe p, alors la premitre composante de s,(p,a) — s,(p,y) est nulle et la seconde

vaut :
j+3

L
og rri
qui tend vers 2p quand j tend vers +0o et devrait étre majoré par (voir (8.76))

—p(sine™ —sine®)) — wy(z] —¥l) = 2p — w

J+1) Log

3 . 3 . 2
kSup(1, (Bousbog?(SE + 2jm) + oLon(SE +2jm) + Jam) } (1+LogZ"L B

qui tend vers 0 quand j tend vers +oco quels que soient k, § et d finis.

En résumé, il est nécessaire, pour que (S,) donné par (8.2) vérifie les hypothéses du
théoréme 8.2, que 0 soit sous-linéaire ; il est suffisant que 0 et @' soient globalement Lips-
chitziens, et non suffisant que 8 soit seul lobalement L ien, comme le montre
la fonction 8 donnée par (8.125), qui est Lipschitzienne, mais pour laquelle la famille S, ne
satisfait plus les hypothéses.

Contréleur E2 : Ici, il est facile de se rendre compte que
a=%1 ;3 =05 §=0; d=0 (8.127)

(en fait, on pourrait dire que f; vaut —oo). Vu que

dp

g(ﬂ-z) = [6(=))] (8.128)
et que a = 4 il est nécessaire que 8 soit sous-linéaire pour que f§ = fy + a soit inférieur ou
égal & 1. Si 0 est linéaire et de plus global Li (8" bornée), on peut

vérifier que de plus v < 1, ce qui permet de conclure que les hypothéses du théoréme 8.3
sont satisfaites.

En résumé, il est nécessaire, pour que (S,) donné par (8.2) vérifie les hypothéses du
théoréme 8.2, que 0 soit sous-linéaire ; il est suffisant que 6 soit globalement Lipschitzien.
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Par exemple, si @ est donné par (8.125), alors, le théortme 8.2 montre qu'en utilisant le
contréleur B2, on obtient un systéme globalement stable, alors que le théoréme 8.3 ne donne
pas la stabilité globale si I'on utilise le contréleur E1.

Controleur E3 : On retrouve les mémes conditions que pour E2. En fait, le gain entre les
hypotheses des théoremes 8.3 et 8.4 vient surtout de ce que le théoréme 8.4 ne demande rien
sur le champ s, qui, dans cet exemple, est de toute fagon linéaire, donc Lipschitzien. N

Démonstrations

Nous allons utiliser, pour tous ces théoremes, le lemme suivant, qui est une conséquence
immeédiate du lemme de Gronwall :

Lemme 8.5 Soit U(t) une fonction réelle du temps définie sur Uintervalle de temps [0,T)
et vérifiant

U(t) < b U + Q+U@) L f(1)] (8.129)
oib et  sont des réels positifs et ( f; ) est une famille (ﬁ.m’e; de fonctions positives vérifiant :

/;T[ filr)rdr = S < 0 5 k21 (8.130)
alors

o U(t) est borné supéricurement, et Lon a une majoration de la borne en fonction des
conditions initiales et des S :
Ut) < U)F(S) + G6(S) (8.131)

avec .
S = supS (8.132)

ou F et G sont des fonctions continues croissantes de R* dans R*

o Si de plus T = +oo, alors limsupU(t) < 0
ot

Démonstration de ce lemme : Conséquence immédiate du lemme de Gronwall. 7 v 77

Dé ion du théoreme 8.2 : Considérons une solution (z,5,¢) du systeme en
boucle fermée. Jusqu’a (8.138), on va conserver les notations et T, sans tenir compte
du choix (8.20); on n'explicitera qu’ensuite les conséquences de ce choix. En particulier, on
note jusque la ¢ et non pas e. On a, d’aprés (6.34) et (8.15),

i = spz) — ( + E(Ghz) (8.133)
Si I’on considere alors & nouveau 7, déja défini en (8.17) comme I’état du systéme permettant

le calcul de ¢, par
n==z+, (8.134)
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on peut réécrire (8.133) sous la forme suivante (qui est aussi une conséquence de (8.18)) :

0= a(pm) + [so(Bs2) = so(Bym)] + E((B,2) (8.135)
e = n— .
Ceci apparait comme une perturbation de
= so(fyn)
z =7 (8.136)
p  constant

par ¢ et p. On peut encore préciser cela en posant
Vo(t) = V(p(®),n(1) , (8.137)
qui entraine, Iexpression de p étant donnée par (8.13) et (8.15),
; v, . ) .
Vo £ —eVo + Zo(Bm)[so(Byn+C) = solBrm) + E(C,Br2)] (8.138)
B
- Gy e (P212(¢,5,2))

11 agit alors de préciser en quoi les termes suivant —c V, sont “petits” Si I'on explicite
maintenant Z et T donnés par (8.29), (8.138) peut se réécrire sous la forme suivante, puisque
e=T=¢:

. v N . T yma of|m

Vo < —eVo + lig-(l [lsol@sn+e) = solmyn)ll + (VI + 27 20" e]™
v, .
||8—(P,TI)H I73,p (PZ.T.e) I (8.139)

Soit alors T la borne de l'intervalle de définition maximal de la solution suivie.

D’aprés la proposition 5.9, p(t) et e(t) sont bornés sur lintervalle [0,T), et

() = 1+ WO et) (8.140)

est dans L™ +1([0,T)), des bornes pour ¢ , 3, et pour cette norme L™ +1([0, T')) étant données
en (5.59). p étant borné, on notera k un majorant de k(p) sur la trajectoire suivie, ainsi
dailleurs que toute (ne dépendant que des conditions initiales) intervenant par la

suite.

On va majorer tous les termes qui suivent —c V, en fonction de < et de V,. Pour cela, on
remarque que :
Pour une constante k > 0 dépendant de la matrice P, et pour tout X dans R',

llmsp(X) I < RIX|| 5 (8.141)
Daprés (8.3), (8.34), (8.74)-(8.75) on a :

Vit w277, < kSuwp {1, V(pz)} (8.142)
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que I'on peut réexprimer en fontion de V, = V(p, 7) et non de V(p,z) grice au lemme 4 de
[42], reproduit page 168 (que I'on utilise avec g = i), et & Pinégalité (B.57), ce qui conduit
a

V1 o+ 02,72, < Sup{L,Ve"} + k Sup {1, V,""} (|e|” + e %)
< Sup{1,V,"} +k Sup{1,V,*"}([e|" + || =) (8.143)

Utilisant ces deux remarques ainsi que (8.72), (8.76) et (8.73), on réécrit (8.139) en
Vo < —eVo + kSup{1, Vet (14 le]) el (8.144)
+ k Sup{ v, }Ilell"“
whsup{ 1, VoS Y S g o )
+ ksup{ 1, VA g
+k Sup{ 1, VAR }[HSHH(‘ T 4 o] O

qui donne finalement, d’aprés (8.80) et (8.81), et en remplacant Sup{1,V,} par (1+ V,), qui
le majore, )
V, < —cVo + k(14 Vi) P([e]) (8.145)

olt P(||e||) est une somme de puissances de ||s||, dont les exposants sont :

v, Mt — — 11—

1, d+1, my, m+ m+“

my my
1+(1-
77 1 o

ma
m 1
tous inférieurs ou égaux & m; + 1 d’aprés (8.78)-(8.81).

On conclut alors du lemme 8.5 que V(%) est borné sur [0,T), et donc que 7 Vest, si bien
que la solution (z,7,() elle-méme Dest. Ceci implique que T' = +oo. Alors le lemme 8.5
implique, puisque V,(t) est positif, que V,(t), et donc n(t) tendent vers 0; de plus, vu (8.30),
(8.31) et (6.26), & est borné, ce qui entraine, vu que e est de puissance m; 4 1¥™¢ sommable,
que ¢ tend vers 0, ce qui permet de conclure que z tend vers 0 vV Vv
Démonstration du théoréme 8.3

Cette preuve est trés similaire & la précédente. Nous n’écrivons que ce qui les différencie.
Posons
¢ = o(bz) (8.146)
De la méme fagon qu’en (6.33)-(6.34), on peut écrire :

€= S0 — e+ G (5.147)

ol €., est donné par (6.29) et s par (1.24). Cette derniére équation se rééerit, e étant donné
par (8.15),

E = s(p6) - ¢+ B + g—:(ﬁ,z); (8.148)
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On analyse cela en posant, de la méme manitre qu’en (8.134),
n=£&+(, (8.149)
ce qui permet de transformer (8.148) en

{ﬁ = s(pyn) + [s(hyn+C) = s(bym)) + E(¢py2) ~ (B2) mop (PZIY(C, 5,2))
& =n-¢,

. (8.150)
ot ’expression de p est donnée par (8.13) et (8.15). On pose alors
Vi) = U((),n(1) » (8.151)
ce qui entraine
, v, . ) o
Vi £ eV o+ g(zz,n) [s(Byn+¢) = s(Bym) + E(¢,hy2) | (8.152)

U . au,. 8o, . T N
- (E(P»Tl) + ﬁ(?ﬂ?)a—y(l’,l)) w0 (PZLY(C,2))
dont on déduit, comme dans la preuve précédente, que V; satisfait une inéquation similaire
& (8.145) )
Vi £ —eVi + K1+ V1) P(|le])) (8.153)
et Pon conclut comme plus haut. vvy
Démonstration du théoréme 8.4

On pose maintenant
Vo= U8 = Vibe) (8.154)
et I'on a, par définition de ¢,, (6.32) :
. v, . v .
vV = g(pﬂ)ao(p,z) — e + 7 (8.155)
avec 5, donné par (1.20). On en déduit

Vo= Spadie) - &+ Sh) + Gaob (8.156)

oi1 ¢ est une solution de (8.15). En posant

7 =V+(, (8.157)
on transforme (8.155) en
i = Fbe)sine) + BGhz) — G@)mr (PG 5e) (8.158)
Vo=mn+¢ :
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L’analogue de (8.137) ou de (8.151) est alors de définir
Vu(t) = n(t) (8.159)

Notons que V;, au contraire de V, et V; n’est pas forcément positif. (8.158) donne :

7 =0/ 4 v, . .

Vo £ —eVo = o6+ (8GR + 15, (h2) mar (PZITC 50)) (8.160)
et en explicitant = et T, donnés par (8.29),

Vi € —eVi — o + (V1 + 2,72 |e™ (8.161)

v .
+ 15y (o) Imar (PZLe)

2., étant donné par (8.48), et en definissant toujours ¢ par (8.140), les inégalités (8.94)
(8.102) nous donnent

V, € —cVy —cC + kSup{l, Vu=C}[lel™ + [e]] (8.162)
[¢| = || étant borné et plus petit que |¢], on obtient finalement,
Vo £ —eVi+ K1+ W) P(e]) (8.163)

ot P([e]) est une somme de puissances de |¢|, dont les exposants sont 1 et m;. On conclut
alors du lemme 8.5 que V() est borné supérieurement; comme il est par ailleurs borné
inférieurement car ¢ est borné (voir (8.159) et (8.157)), on en déduit qu'il est borné, et,
toutes les autres variables I'étant aussi, les solutions sont définies sur [0,+00). Alors on
déduit de (8.30), (8.31) et (6.32), et du fait que z, p et 7 sont bornés, que é est borné, ce
qui entraine, vu que e est de puissance m; + 1¥™ sommable, que e tend vers 0; mais alors,
limsup V,() est négative d’aprés le lemme et positive d’aprés (8.159) et (8.157), si bien que

T
V, tend vers 0. Cela permet de conclure. vvY

Dé ion du thé 8.1 : Considérons une solution (x(t), 5(£),n(1)), de condi-
tion initiale telle que (0) soit dans Q, le domaine de stabilité donné par la condition SF
locale (définition 1.3, page 13). Tant que (1) reste dans €, on peut reprendre le début des
preuves précédentes, et les inégalités (8.139) ou (8.152) ou (8.161) sont vraies.

Soient alors p, et p, tels que

Vipz)<m }
a = Q 8.164)
lip* = 2l < 2 =€ ( )

On définit alors un voisinage compact K de (0,p*,0) dans Iespace des (z,p,n) par

{ V(p,z) < m
K V(p,n) < m (8.165)
lp* = Bl < 2
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dans le cas de Palgorithme E1, ou par

V(p,2) =U(p€) <
K U(p,n) < m (8.166)
lp* = 8l < 2
dans le cas de 'algorithme E2, ou encore par
V(pye) < m
K : 7< m (8.167)
llp* = Bll < a
dans le cas de Dalgorithme E3. Ce domaine K étant compact, en utilisant les constantes
de Lipschitz sur K des diverses fonctions intervenant dans (8.139) ou (8.152) ou (8.161), on
déduit de ces inégalités, que, pour un certain k > 0 et tant que la solution suivie reste dans
K

Vo< —eV o+ kel + llel™) (8.168)
avec

V = { Vi dans le cas de Ualgorithme E2 (8.169)

V, dans le cas de lalgorithme E1
V, dans le cas de l'algorithme E3

11 est aisé de vérifier que tant que V vérifie (8.168), on a la majoration suivante :

J R By L P I Tom_ ot 1
Vo) < YO + k(DFTL I+ Q[ =) (sam0)
or f¢||e|™*" est majorée par (5.59), ce qui prouve que pour un certain uig > 0,
& 0 1
150 - P17 + 1O < ws = [0 < VO) + ju] (8171)
On choisit alors des conditions initiales telles que
V(§(0),2(0)) < tm
150) = I + (Ol < ms (8.172)
150) =17 + Ne(O)F < Inf {5, pa}

(ol I, est la constante de Lipschitz par rapport & & de V(p,)) dans le cas de Palgorithme
E1, ou telles que
V(#(0),2(0)) < fm
15(0) = 21+ [1e(O)I* < (8.173)
12(0) =21 + lle(0)]* < Inf{grm, pa}
(ot Iy est la constante de Lipschitz par rapport & z de U(p, z)) dans le cas de Palgorithme
E2, ou encore telles que
V((0),2(0)) <
ll2(0) — #*II* + IIe(U)II’ < Inf{us, pa} (8.174)

VIBE) =22 + e(Ol? < fm
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dans le cas de Palgorithme E3. De telles conditions initiales assurent que la solution suivie
ne sortira pas du domaine K :

Algorithme E1 :
V(0) = V(#(0),2(0) +¢(0)) < V($(0),2(0)) + Le(0)| < L

si bien que (8.171) implique que

VGO,0) = VO < S (8.175)
et finalement
V(p(t),2(t) < V() + Lle®)] < m (8.176)
(la majoration de |e()| étant obtenue d’aprés (5.59), proposition 5.9). De plus, d’aprés
(5.59), [19°() — (D) reste inférieur & pz; ceci, joint & (8.175) et (8.176) prouve bien que
(2(t), 5(£), 1(t)) reste dans K.

Algorithme E2 :
V(0) = U(#(0),£(0) + €(0)) < U(p(0),£(0)) + hLle(0)] < ju

si bien que (8.171) implique que

_ 3
U@®n()) = V(1) < gm (8.177)
et finalement
V(B(t),2(t)) = U(B(2),&(t) < V(&) + hle(®)] < m (8.178)
(la majoration de |e(t)| étant obtenue d’aprés (5.59), proposition 5.9). De plus, d’aprés

(5.59), [1p"(£) — #()|| reste inférieur & pa; ceci, joint & (8.177) et (8.178) prouve bien que
(2(2), B(t), (1)) reste dans K.

Algorithme E3 :

V) = [V(#(0),2(0)) +e(0)] < V(#(0),2(0) + [e(0) < Fm

si bien que (8.171) implique que

ol = MOl < 3n (8.179)

et finalement

V(p(t),2(t)) < PO + le()] < m (8.180)
(la majoration de |e(t)| étant obtenue d’aprés (5.59), proposition 5.9). De plus, d’aprés
(5.59), [|p*(£) — p(¢)|| reste inféricur & pa; ceci, joint & (8.179) et (8.180) prouve bien que
(2(t), p(#), n(2)) reste dans K.
La solution suivie est donc définie pour tout temps positif et vérifiera (8.168) pour tout
temps positif, ce qui entraine que e tend vers 0 car il est L™+ de dérivée bornée, et donc
que V tend vers 0, et donc que @ tend vers 0. Vv
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8.2.2 Cas o1 V ne dépend pas de p

Dans les théorémes que nous venons de donner, la dépendance en p de V joue un role trés
important ; c’est notament elle qui demande le terme de mormalisation (facteur d’exposant
my —1 dans les controleurs E1, E2 et E3). Ceci justifie I'étude de ce cas particulier, du reste
traité de fagon privilégiée dans la littérature [59]. Nous donnons donc ici les résultats des
algorithmes donnés plus haut, mais sans normalisation (m; — 1 = 0) dans le cas particulier
ot V ne dépend pas de p. Ils pourraient plus ou moins étre obtenu en prenant 8 = —oo
dans les résultats précédents.

Théoréme 8.6 Supposons que

Les champs f et g dépendent linéai du paramétre (condition PLE)
SF est satisfaite globalement, avec une fonction V(=) ne dépendant pas de p.
On a alors les résultats suivants sur les controleurs E1, B2, et B3 :

ST il eziste des constantes positives a, § et d et une fonction continue positive de k(p), telles
que
v
||g(’f)
so(pr2) — so(mw)ll < k(p) Sup{ 1, V(p,2)* } (1+ |z %) = —y| (8.182)

sont satisfaits avec

< Kkp)Sup {1, V()" } (8.181)

a < 1 et a+d <1, (8.183)
et que Pon utilise le controleur E1 avec

m;

> Sup {d,1}
—Z (8.184)

OU SI ni U ni ¢ ne dépendent de p, et il eziste des constantes positives a, & et d et une
fonction continue positive de k(p), telles que :

%@ < smsw (1, 00 (8.185)

ls(p,&) — s(m&)l < k@) Sup{ 1, U©° } (1+ & — &ll) & ~ & (3.186)

avee
a < 1 et a+b < 1, (8.187)

et que Uon utilise le contréleur E2 avec

m > Sup {d,1}
my = 0

(8.188)
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OU SI Uon utilise le contréleur ES avec

™
my

v
-

(8.189)

ALORS toute solution est définie sur [0,+00), et de plus toutes les variables d’état sont
bornées et = tend vers 0.

Démonstration du théoréme 8.6 : Il suffit de dreles dé ions des théore

8.2, 8.3 ou 8.4 sans les termes en % [

Remarque 8.6 Ces résultats sont & comparer avee celui obtenu par Taylor, Kokotovie,
Marino et Kanellakopoulos dans le cas de la “strict matching A jon” qui j
implique que 'on peut choisir une fonction de Lyapunov indépendante du paramétre.

8.2.3 Un autre choixde Zet T
Introdution

Tous les estimateurs envisagés dans ce chapitre sont du type (8.15)-(8.13) ot = et T sont &
determiner avec pour seule exigeance, pour pouvoir appliquer les resultats de la section 5.4,
que le systéme (8.15) reliant e & e, soit strictement passif.

Cela ouvre énormément de possibilités. On a vu au édent une
de choix, assez systématique et qui marche dans tous les cas.

On va ici suivre Pidée des exemples 5.2 et 5.3, page 55, qui donnent un moyen pour
nstruir un systéme stri passif & partir d’un champ de vecteurs
et d’une fonction positive décroissante le long de ce champ.

Les propriétés SF donnent une fonction positive V décroissante le long du champ s,(p,.)
4 p fixé, ce qui suggére reprendre I'exemple 5.3, page 55, avec X1 = (p,z), Xa = et V =V,
Clest-a-dire de “tenter” le systéme entrée-sortie suivant:

(5= 425"

olt V.V est le gradient partiel de V par rapport & z, défini par

~

av T
VV(pz) = [g(r,x)] (8.191)
Cest-a-dire de prendre

() = sol(sP) (8.192)
Y(¢ha) = VaV(5,0) (8.193)
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D’aprés ce qui est dit dans cet exemple, ce systeme est passif si V ne dépend pas de p, ou
si, pour un certain a > 0,

ov )

B (PZIX(¢h12)) 2 (a— o)V (8.194)
ce qui est en général impossible & assurer si 37 n’est pas identiquement nul.

Nous allons donc faire Phypothése, dans toute la suite de ce paragraphe, que
V(p,z) ne dépend pas de p.
Le contréleur

Sous cette hypothése, voyons ce que devient notre caleul de ¢; on définit e comme la sortie
de (8.190) lorsque P'entrée est e,q, soit :

{ez g e
Si I'on a choisi de filtrer I'équation du systéme lui-méme, on a :
e, = & — s(Bz), (8.196)
si bien que
) = —z(t) (8.197)

est une solution de (8.196), celle de condition initiale ¢(0) = 2(0). On peut choisir cette
solution, ce qui veut dire que Pon prend e = V.V (z), et nous conduit au contréleur suivant :

Controleur adaptatif E4 (valable si V ne dépend pas de p) :

u = us(pya) (8.198)
P = mp(PZLVV(2)) (8.199)
Zo = AP + B*Ousn(h,2) (8.200)

Ce controleur a deux avantages sur tous ceux vus précédemment :

o Létat de cet esti est simpl B, c’est-a-dire que P'on peut éviter I'étape de
“filtrage” de e,,, puisque la sortie du filtre est une fonction statique de I’état.

o Alors que les “réalisations” du filtrage de lerreur de type (8.21) demandent de s’étre
placé dans un systeme de coordonnées, ou d’étre dans R™, ce contréleur adaptatif a un
sens indépend du systeme de
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Comportement

D’apres la ition 5.10, sur toute trajectoire définie sur [0,T), on a, pour tout ¢ dans
[0,T),

2

{V(t) +HAO -7 < VO + 0 -
[ v < vo) + 50 - i (8.201)

L'analyse de type “perturbation” menée par exemple dans les démonstrations du para-
graphe 8.2, consiste & interpréter ces majorations comme des majorations de 'erreur, qui agit
comme une perturbation, mais elle a ici peu d’intéret puisque cette erreur est précisément
Pétat qui nous interésse, et Pon peut faire une analyse directe: d’aprés la premitre inégalité
de (8.201), et = sont bornés. Ceci plus la dernicre équation implique que z tend vers 0.
De plus, dans le cas ou les hypothéses ne sont satisfaites que localement, on peut préciser
un bassin d’attraction grice & Pinégalité de la proposition 5.10.

On a le résultat suivant :

Théoréme 8.7 Si lon utilise un contréleur adaptatif E4, le paramétrage de la famille (S,)
étant linéaire ezplicite (condition PLE), alors (0,p*) est un équilibre stable (non asympto-
tiquement stable en général) du systéme bouclé, et

Si SF est satisfaite globall toute trajectoire est telle que = et p sont bornés et que
z tend vers 0,

- Si SF est satisfaite seul local alors Paffirmation précédente est valable
I pour les trajectoires dont les conditions initiales sont telles que

V((0)) + 3llp* <V (8.202)

o0 V, est le plus grand tel que {V(z) < V,} soit contenu dans le domaine de validite
de SF

Dé ion : Elle a prati été faite avant de donner le théoréme; on peut aussi
donner une démonstration plus directe qui consiste & prendre

V(z) + il - 8l (8.203)

comme fonction de Lyapunov de I'ensemble du systéme bouclé, & réécrire linégalité (5.63)
de la proposition 5.10 page 64 sous la forme

%(V(z) + Ur - 7)) < —eV(@) (8.201)

(cette inégalité est du reste facile & retrouver directement en dérivant (8.203)), puis & appli-
quer un théoréme de LaSalle, comme cela est fait dans [59] pour le cas de systemes linéarisés

par feedback avec di (i du vV
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O 'on des algori ifs “directs”...

En fait, dans le cas de la linéarisation par feedback, cet algorithme E4 se confond exactement
avec celui donné par Taylor, Kokotovic, Marino et Kanellakopoulos dans [59]. Se plagant
dans un cas oti tous les sustémes sont linéarisables, par un difféomorphisme indépendant de
P, on écrit dans [59] une loi linéarisante et stabilisante ugs(p,) telle que, en posant

& = ¢(=), (8.205)
le systéme en boucle fermée s'écrit
£ = s(6) = 4¢ (8.208)
olt A est une matrice exponentiellement stable, ce aui permet de prendre pour fonction V
V(z) = Ulp(z) = ¢(=) Qp() (8.207)
oi1 Q est la matrice symétrique définie positive solution de I"équation de Lyapunoy
ATQ + QA = -T (8.208)

(ot T est une matrice définie positive arbitraire) et Palgorithme Ed s’écrit dans ces conditions
; 9
P o= —mp P25 (2) Qe(z) (8.209)

qui est exactement Ialgorithme donné dans [59], la méthode de synthése ayant été dans
ce papier non pas notre approche “passivité”, mais lapproche “Lyapunov” consistant
chercher & faire décroitre la fonction de Lyapunov (8.203).

de ad

On retrouve ici le lien, en , entre I’ he “passivité” telle qu'elle
a été introduite par Landau [31] ot Papproche “Lyapunov” introduite par Parks [45]. Ce
phénoméne a également été décrit par Narendra et Valavani [38].

Une condi pour pouvoir appliquer cet

Lalgorithme E4 n’est valable que si il existe une fonction de Lyapunov indépendante de p
qui convienne & tous les systemes.

Comme on I'a vu & la remarque 1.5 il suffit que tous les systémes soient équivalents par
feedback (sans diffeomorphisme) pour que cela soit possible : On fait d’abord le feedback
qui les rqméne & un systeme fixé, puis I'on stabilise celui-ci. Nous avons donné une CNS
pour que les systémes soient équivalents par feedback. On a donc la proposition suivante :

Proposition 8.8 Si la famille (S,) satisfait SF et PLE, et que de plus

rang {8(2), - b5(2)} = m (8.210)
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bi(z) € Span{bi(),..,b%(z)} @€ M"
al(z) € Span{bi(z),...b%(z)} =zeM"

. (8.211)
wnl (8.212)

alors on peut construire usy de telle fagon que V ne dépende pas de p, et Valgorithme Ff
vérifie le théoréme 8.7.

Dé fon : Cela a été dé ala 1.5 page 18 et dans les lignes qui
précedent Iennoncé. (i

8.3 Modification des lois “certainty equivalence”

On a vu aux sections précédentes que, lorsque le paramétrage est linéaire explicite, un cas
extrémement favorable est celui ol tous les systémes de la famille sont stabilisables avec une
fonction de Lyapunov indépendante du paramétre p : on peut alors toujours stabiliser le
systeme sans la connaissance du paramétre p*, et ceci en utilisant une commande certainty
equivalence, cest & dire u = ugz(p,2). Nous allons ici chercher & rajouter un terme de
commande v :

o= ua(pz)+v (8.213)
en calculant v de telle maniére qu'il compense Peffet de la dépendance en p de V

Au paragraphe 8.3.1, on donne, sous deux conditions M0 ou M2, qui traduisent explicite-
ment la pssibilité de par v, total (pour M1) ou “partiellement” (pour M2)
la dépendance de V' en p, deux méthodes (une pour le cas MO, une pour le cas M2) pour
modifier les algorithmes E3 ou E4 en y incluant cette modification (on obtient les algo-
rithmes E3bis et E4bis). Au paragraphe 8.3.2, se plagant dans le cas ol les systemes sont
équivalents par feedback et difféomorphisme, on donne, grice aux résultats du chapitre 2,
des conditions suffisantes explicites pour que les conditions MO ou M2 soient satisfaites, et,
dans ce cas, une construction explicite du terme v. Dans ce cas, on peut aussi obtenir un
algorithme E2bis, modifié de E2.

8.3.1 Discussion générale

L’analyse de la stabilité du systéme bouclé obtenu avec les algorithmes E3 et E4 est fondée
sur Iévolution de

V(t) = V(#t),2(t) , (8.214)
donnée par . o
Vo= gt Ep (8.215)

i le terme 2 est absent, les algorithmes E3 et E4 donnent un résultat de stabilité globale
des que Phypothese SF de stabilisabilité & étres connus est globale. On cherche ici
écrire le terme v de (8.214) de telle fagon qu'il annule 355 dans (8.215) (oit v est présent
dans &).
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1l est difficile d’appliquer ce que Pon va faire ici aux algorithmes E1 et E2, qui ne
s'analysent pas par (8.163) mais par les équations (8.138) ou (8.152).

Posons
2 = A%(z) + B¥(2) O uea(p,z) (8.216)

Léquation du systéme bouclé obtenu en commandant S,» par (8.213) peut s’écrire:
@ = s(pz) + Z(p"—p) + g'v (8.217)

et I'équation de la variation de la fonction V = V((1), (1))
. v, . OV o o OV AV
vV = g(?,z)do(rﬂ) + a 32270 = 8) + Fo(he)g’y + 6—p(11,z).p (8.218)

Pidéal serait, pour se ramener complétement au cas ot V(p,) ne dépend pas de p, d’étre
capable de calculer v tel que :

v v .
52 (Br2)9(p"2)0 + a—p(ﬁ,z)»i» =0 (8.219)

Cela demande d’une part que cette équation ait une solution en v, et d’autre part qu'on
puisse la choisir indépendante de p* On a ainsi une premiére condition qui permet & coup
sir de satisfaire la condition MO :

Définition 8.9 (Condition MO0) On dit que la famille (S,) satisfait la condition MO si
elle satisfait SF et si de plus la fonction de Lyapunov est telle qu’il eziste une fonction
réguliére o,(p,6p,z) telle que pour tout p, q dans P, tout &p dans R' et tout = dans M™, on
ait :

rpo)la,pi2) + G p)p = 0 (8:220)

1l suffit en effet, si cette condition est satisfaite, de prendre
v = B(ppz) (8.221)
En fait, cette hypothése, qui fait intervenir deux valeurs du parametres est difficile &

vérifier. Une hypothése plus naturelle serait de ne demander & 3, d’étre solution de (8.220)
que si p = g. Cette hypothése-la est bien une hypothése sur chacun des systémes :

Définition 8.10 (Condition M1) On dit que la famille (S,) satisfait la condition M1 si
elle satisfait SF et si de plus la fonction de Lyapunov est telle qu'il eziste une fonction
réguliére v,(p, 6p,z) telle que pour tout p dans P, tout & dans R' et tout @ dans M™, on ait :

e, (nbne) + Gna = 0 (8.222)
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1l est bien clair que, si g ne dépend pas de p, alors M1 implique M0. On a donc :

Proposition 8.11 Si la famille (S,) satisfait PLE et SF, et de plus M0, alors les contréleurs
adaptatifs ES ou Ef modifiés en remplagant la loi de de certainty equivalence (8.198)
ou (8.46) par :

u = ualpz) + heD) (8.223)
oit Pezpression de p, donnée par (8.199) ou (8.47) est une fonction de Uétat du contréleur
seulement, donne les mémes résultats ezactement que E3 ou Ef dans le cas ou V ne
dépendait pas de p.

La condition MO est satisfaite si M1 est satisfaite et que g ne dépend pas de p, c’est-a-dire

Wz) = 0 zeM" i=1,.,01 k=1,.,m (8.224)
Démonstration : découle de ce qui précéde. vvY
si dant la condition M1 est satisfaite, et que g dépend bel et bien de p, alors le v
donné par la condition M1 n’est pas solution de (8.219) mais de
v, . . v, oo
Bz (B2)e(hrz)y + 5(1’»1)-10 =0, (8.225)
ce qui donne, au lieu de (8.219),
v . a8V WV, . .
5z (Br®)-9(F",2) 2a(Br2, ) + E(p,z)m = 35 (B2) 27" = 7) (8.226)
avec .
2" = Gz)©u(hz,p) (8.227)
Si 'on définit alors u par )
u = usn(pe) + upe,p) (8.228)
on peut réécrire (8.217) sous la forme :
i o= slpz) + o(pE + (277 + 2] (0 - ) (8.229)

Suivant une démarche semblable & celle qui a conduit aux algorithmes E3 ou E4, on
aboutit alors aux algorithmes modifiés suivants :

— wps (PZLe)
v . rcert v
= oz + 2]
E3 bis =1 - V(pe) ov ov
= —rl - V) + g Be)slhe) - G (be)mes (P2Le
o gen 4 g0
E4 bis v
—VV(he) = —lg (e

(8.230)
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Le probléme est qu’alors, vu que Z,, dépend de & qui dépend lui méme de , ces équations,

tant dans le cas de 3 que dans celui de B4, sont implicites. Cette diffienlté a été rencontrée
dans le cas dela liné par Kanellakopoulos, Kokotovic et Marino dans (28],
ot est donné un exemple dans lesquels ces équations n'ont. pas de solution? (voir excrnple 5. 3).

Ici, nous allons faire disparaitre le caractére implicite des équations par un “dédoublement”
de Pestimation.

Le caractére implicite des équations (8.230) est traduite par le schéma (statique) suivant,
oit les flaches signifient “... est utilisé pour caleuler ...” (Ce schéma représente Pobtention de
et i (et u) pour Ialgorithme E3bis de (8.230); pour Edbis, il faut supprimer tout ce qui
concerne 7)

Pour rompre cette boucle, on utilise une nouvelle estimée § de p*, seulement pour le
calcul de v. Précisément, on considére le systeme sous la forme

z = f(p"2) + 9(p"2)usr + 9(q",2)v (8.231)

et § est alors une estimée de ¢°, qui est bien entendu égal & p* On cherche maintenant v
solution non plus de (8.219) ni de (8.225), mais de

v, N v .o
——(p2).9(2)v + —~(hz)p = 0, (8.232)
oz )

Cette solution existe si la condition M2 est vérifiée :

Définition 8.12 (Condition M2) On dit que la famille (S,) satisfait la condition M2 si
elle satisfait SF et si de plus la fonction de Lyapunov est telle qu’il eziste une fonction
réguliére By(p,q,ép,a) telle que pour tout p, q dans P, tout & dans R' et tout = dans M™,
on ait :

%(p,z)y(q,z)v’)z(m,&p,z) + %(p.z)ﬁp =0 (8.233)

11 est possible que cela ne pose aucun probléme : ces équations sont implicites mais peuvent tout-a-fait
avoir une solution ! Il est méme assez clair que, localement c’est en génénéral le cas. Cependant, il semble
naturel de prétendre qu’en général, il existe un ensemble de codimension 1 ol 'on ne peut pas “résoudre”
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Y

Remarque 8.7 La condition M0 implique la condition M2, avec o, indépendant de g. I
Sous cette condition M2, on peut satisfaire (8.232) en prenant v = o (p, 4, p,z). L'équa-

tion du systéme bouclé s'écrit alors, au lieu de (8.226),
i o= slb) + g(dap + (22, 2°) ( ;‘_ - ;’ ) (8.234)

et I “double estimation” ’écrit, au lieu de (8.230),

(2) = -mp oz

2. ‘;—:(ﬁ;()_( & z)
. e = n— V(ipe
BRlers ) o —aln - Vha)) o+ o)) (8:235)

o s
- g(ﬁ)z)"mg) (PZ];:)

e~ (2 2
Bt ter { ¢ = VG = ~ 13 G

On a alors bien brisé la boucle dans le schéma précédent, qui devient :

71— — e ——\

On a le résultat suivant :

Proposition 8.13 Si la famille (S,) satisfait PLE et SF, et de plus M2, alors les contréleurs
adaptatifs E3ter ou Efter modifiés de E3 et Ef obtenus en prenant
u = us(pz) + %(bde,p) (8.236)

et § étant donnés par (8.235), donnent les mémes résultats ezactement que E3 ou Ef dans
le cas o V ne dépendait pas de p, en remplagant p par (2) et p* par (21).



8.3. Modification des lois * inty eq 1 % 125

Sous réserve que g soit de rang constant mazimal (condition RC, page 22), la condition
M2 est satisfaite dés que M1 est satisfaite et que Span{gy,...,gm} ne dépend pas de p,
cest-a-dire

bi(e) € Span{bi(a),.bo(2)} T EM" =1,y k=1,.,m (8.237)

R 8.8 L’hypothese d’“extended matchi ion” pour une famille de sys-
temes linéarisables par feedback et difféomorphisme, donnée dans [28] implique aussi M2
puisque

Elle implique M1 (démonstration dans [28]),
- Blle implique que l‘imnge de g(p, ) ne dépend pas de p (voir proposition 2.3) ]
Dé jon de ition 8.13 : semblable & celles des théorémes 8.6 et 8.7,

en remplagant j par (P) et p* per (). On peut donner dans le cas de Edter une preuve
“directe”, semblable & celle donnée dans [28], toujours en remplagant j par (2) et p* par (%).

La derniére assertion (M1--(8.237)=>M2) est simple & prouver : M1 fournissant la
fonction % (p, v, #p), on définit

%(p,q,2,8) = 9(4,2)'9(h,2)0:(,z,6p) (8.238)
ot gt est un pseudo-i fourni par la ition A.1; ce 7, satisfait (8.233) car tous les
gi(p,) sont dans Pimage de g(,2). VY.

8.3.2 Cas de systémes équivalents par feedback et difféomorphisme

On suppose ici que les systémes sont équivalents par feedback et difféomorphisme. On a
donné au chapitre 2 de conditions pour cela. Notons que dans le cas, souvent traité, ou tous
les systémes de la famille sont linéarisables par feedback et difféomorphisme, ils sont bien
équivalents deux & deux. Soit alors, par exemple, ¢(p,.), a(p,.), A(p, ) le difféomorphisme
et le feedback qui transforment S, en Sj, fixé (voir définition 1.5, page 19). Si I'on définitit
alors ugx(p, ) & partir de ugs(p,.) par

ua(pz) = a(pe) + Bp,z)use(Bre(pw)) » (8.239)

alors s, champ bouclé transformé par ¢ (voir (1.24)) est indépendant de p, ¢’est-a-dire que
pour tout p, le systéme S, bouclé par usx(p,.) peut s’écrire

&= s(&) = f(P&) + 9(BOusa(p,€)
£ = o(pz) (8:240)

On peut donc prendre U indépendant de p :
Up,§) = Um:E) = U©) (8.241)
Ceci implique que V(p, ) peut s'écrire (voir (1.26)) :

Vip,z) = Ule(pz)) , (8.242)
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et donc

V _ U OV Uy
% ~ 9cdc ' op 9 dp (8.243)
Dans ces conditions, (8.220) se rééerit
U 3 3
52 (P2) [%(Pvt)y(q,z)ﬁa(p,byz) + 8—;(1’,2)6;:] =0, (8.244)
(8.222) se rééerit
au 8, 8
32 P%) [ﬁ(r,z)g(nr)%(zz,&p,ﬂ + a—i(z’m)&p] =0, (8.245)
et (8.233) se rééerit
U 2l By
32 P [%(P,l)g(q,r)ﬁz(p,qyﬁp.r) + a—:(nm)«‘rpl =0 (8.246)

1l est alors suffisant, pour satisfaire ces équations d’annuler le crochet en facteur de 2.
La possibilité d’annuler cela est trés proche de la condition FDEM (définition 1.6 page 21).
Ceci est précisé par le lemme suivant :

Lemme 8.14 Si la famille (S,) satisfait la condition RC (g de rang constant mazimal), la
condition FDEM (éguivalence par feedback et diffé hisme avec une condition de match-
ing), et la condition SF (stabilisabilité par feedback), oit on choisit les lois de commande
uea(p,.) telles que le champ s (champ en boucle fermée transformé par le difféomorphisme
donné par FDEM, voir (8.240)) soit indépendant de p, ainsi que la fonction positive U (voir
(8.241)), alors

o Il existe une fonction %,(p,8p, ), linéaire en & et ayant par rapport i (p,z) la méme
régularité que les champs f et g, telle que, pour tout p dans 11, tout = dans M™ et tout
p dans R', on ait

¢

55 (Pr2)9(p 2)0(p, bpy2) + g—‘;(p,z)&p =0 (8.247)

En particulier, (S,) satisfait la condition M1.

Si, de plus, Pimage de g(p,z) ne dépend pas de p, ((2.2), (2.4), ou (2.5)), alors
il eziste une fonction ©y(p,q,8p,), linéaire en &p et ayant par rapport & (p,q,z) la
méme régularité que les champs f et g, telle que, pour tout p et g dans I, tout = dans
M™ et tout & dans R'

g—:(l’,z)y(qsz)ﬁz(p,qyﬁp,x) + Z—:(p,z)f'r' =0 (8.248)

En particulier, (S,) satisfait la condition M?2.
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o Si, de plus, g(p,z) ne dépend pas de p, alors il eziste une fonction v(p, 6, z),
linéaire en 8p et ayant par rapport i (p,z) la méme régularité que les champs f et g,
telle que, pour tout p et g dans 11, tout @ dans M™ et tout 8p dans R', on ait

a a
%(p,z)y(q,z)ﬁo(p, &) + i(P,r)GP =0 (8.249)
En particulier, (S,) satisfait la condition Mo.
Démonstration du lemme 8.14 : On définit % (p, z, &) par
w(pz,) = — g(p,z)' 5o(pe)? “(w)sy (8.250)
oit g' est le preudo-inverse de g construit & la proposition A.1, qui a la méme régularité par
rapport & @ et p que les g, car g est de rang constant maximal. Un tel choix satisfait bien
(8.247) puisque d’aprés FDEM,
9 109
) )

reste dans I'image de g(p,z).

Pour le deuxiéme point, comme en (8.238), dans la preuve de la proposition 8.13, il suffit
de prendre

_ ¢ _19p
w(pao5) = —902) 5p2) ‘6—p(pyz)6p ) (8.251)
qui satisfait bien (8.248) puisque

Ll l
PRGOSOl

reste dans limage de g(q,z) vu qu'il reste dans Pimage de g(p,) d’aprés FDEM, et que
cette image ne dépend pas de p et est donc confondue avec limage de g(g, ).

Pour le troisieme point, on définit 7,(p, , 6p) comme o(p, q,z, &p) en (8.251) : ce dernier
ne dépend pas ici de g puisque g(g,z) n’en dépend pas. vy

On peut prendre ce lemme comme Pénnoncé de conditions suffisantes pour M0, M1, ou
M2, mais on peut aussi exploiter le fait qu'elles permettent d’annuler le terme en p “plus
en amont”, c’est-a-dire avant multiplication par 2%; cela permet d’étendre les modifications
faites sur les controleurs E3 ou E4, qui travaillent “aprés application de In fonction de Lya-

« L du diffé »

punov” au contréleur E2, qui travaille aprés u phism

Nous allons ennoncer une résultat assez général utilisant la condition suffisante trés
simple pour FDEM donnée au théoréme 2.9.

On rappelle que la distribution G? est la distribution de de du systeme S, :

G¥(z) = Span{ gi(p,z), -, gm(p2) } (8.252)
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o

Théoréme 8.15 Supposons que la famille (S,) satisfait la condition PLE (paramétrage
linéaire explicite), et la condition SF (stabilisabilité par feedback), et que de plus

o La distribution GP vérifie :

— GP est indépendante de p, (8.253)
— GP est involutive (pour tout p), (8.254)
—rangG® = m (condition RC), (8.255)
— rang Span{G?, [f(p,.),G?]} = 2m (8.256)

o Le champ f est tel que

38_; € Span{ G?, [f(p,.),G"] } i=1,.,1 (8.257)

Alors il eziste (globalement) une unigue famille (X1, ..., X;) de champs de vecteurs sur M»x P
vérifiant (2.23) et (2.25) :
X; €6

d
[F,a—p‘JrX.-] €¢

Si de plus :

o les champs o+ Xy, ..., g + Xy ainsi obtenus sont z-complets,

alors on peut construire globalement o solution de (2.37)

L z) = 0

{ %u{,v(z’ ) (8.258)
e(pz) = @,

P étant fizé, quelconque, dans P. (8.239) donne alors usy tel que le champ s ne dépende pas

de p, et (8.251), une fonction (p,q,, &), ayant par rapport & p el & la méme régularité

que les champs f et g. Les contrleurs B2ter, E3ter, ou Bfter définis par

w = us(p,z) + vz, h) (8.:259)
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avec le “double” estimateur

o (PzZe)
90, et v
eline) (27, 2°)
E2 ter : ” ;[:(}izzo(,;,z) 1+ Fhe)s(hya)
- GBI, 5 (Pzle
e
o . . 8.260
Zy = Gee (27, 2) o
=1 - V(pz)
E3 ter : e 5 py2)s(p,
er W= —rln - V()] + Z(h)s(hz)
= S0, ) (P2Le)
=z v
Edter : X '» W o)
e = ~ViV(ha) = 5 (pe)]

donnent alors les mémes résultats ezactement que E2, E3 ou Ef respectivement dans le cas
0il V ne dépendait pas de p, en remplagant p par (2) et p* par (%).

Dé jon : La ion de ¢ découle du théoreme 2.11. S'étant fixé p, la
construction de usz(p, @) & partir de uss(p,) est donnée en (8.239); en fait, la condition SF
donne a priori des lois usz(p, z), qui ne rendent pas forcément s indépendant de p. (8.239)
est un moyen de les réécrire, en n’utilisant usx(p, z) donné par SF seulement pour p = p. La
construction de U est immédiate, puisque le champ s ne dépend pas de p. La construction
de T, est donnée par le lemme 8.14 (deuxiéme point). L'analyse de stabilité est semblable
& celle de la proposition 8.13, ou des théorémes 8.6 et 8.7, c’est-a-dire que I'on s'est replacé
dans un cas formellement identique & celui ot V ne dépendait pas de p, mais que p est
pemplacé par (2) et p* par (2). vV
Remarque 8.9 En fait, (8.253), (8.254), (8.255) et (8.257) assurent que I'on peut définir
localement les champs X; (théoréme 2.9). La condition (8.256) n’est la que pour assurer que
la construction du thcoreme 2.9 peut s'étendre. Si pour d’autres raisons, cette construction
%étend, et que les champs 22 + X; sont lets, alors les concl du théoreme sont
satisfaites. ]

Remarque 8.10 Si, au licu de (8.253), on dispose de Phypothése que g(p,z) ne dépend
pas de p (plus forte), le troisieme point du lemme 8.14 permet de construire 7,, qui répond
aux mémes exigeances que v, mais ne dépend pas de g, c,est-a-dire que MO est vérifiée ; la
proposition 8.11 s’applique donc aux contréleurs E3bis et E4bis, (mémes propriétés que E3
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ou E4 si V ne dépendait pas de p) mais 'on a le méme résultat pour le controleur E2bis :

b = -y (P2le)
LI cer v
Z = E(p,z)[z A
E2 bis : e = n — ¢(hz) B 5
L R A G L (20

(8.261)
puisque sous nos hypothéses, plus fortes que M0, le & donné par le lemme 8.14 permet de
supprimer le terme 22(5,2)p dans (8.147).

Dans le cas de la linéarisation par feedback et difféomorphisme, Kanellakopoulos, Marino,
et Kokotovic donnent dans [28] exactement ce résultat pour un algorithme qui coincide avec
notre Edbis (sans double estimée), mais qu'ils ont obtenu par une approche “directe”, ou
“Lyapunov”, voir he 8.2.3, en que g est indépendant de p, aprés avoir
donné le résultat plus général qui consiste & dire que s'il n’arrive aucun probléme pour la
définition simultanée de et v dans les équations (8.230), ce qui est tout & fait possible (voir
note 2 page 123), alors on peut utiliser cet algorithme (qui est en quelque sorte notre Edter
ot I'on impose § = p) et 'on obtient & nouveau les mémes propriétés que si V ne dépendait
pas de p ; Phypothése selon laquelle g ne dépend pas de p est donnée comme condition
suffisante pour que les susdits problemes ne se posent pas.

Dans [7], toujours dans le cas de linéarisation par feedback, Bastin et Campion intro-
duisent un algorithme voisin de E2bis, le terme v étant construit grace a une hypothése qui
serait par exemple impliquée par celle du premier point du lemme 814, avee Ihypothise

que les & implicites (8.230)-(8.225) peuvent étre résolues en v et j,
mais qui est & la fos plus générale et plus implicite. ]
R la famille de systémes dans R? introduite & lexemple 1.5 donnée

par (1.28), et reprise dans ce chapitre aux exemples 8.1 et 8.2 :

(8.262)

&
I

= 23 + pb(z)
. v

On a vu, & Pexemple 8.2, que les contréleurs E1, E2 ou E3 ne donne de convergence globale
que si 0 est au moins sous-linéaire ; quand au controleur B4, il ne peut étre mis en oeuvre
puisqu'il est ici impossible d’écrire une fonction de Lyapunov indépendante de p. On batit
ici sur cet exemple les contréleurs E2ter, E3ter et B4 ter modifiés de E2, B3, B4 qui, eux,
assurent la convergence globale quel que soit 6.

1 est clair que les hypothéses du théoréme 8.15 sont satisfaites pour tout p non nul, mais
que g nest pas indépendant de p.

On a alors (p est donné par (8.109), (8.114) et (8.115)) :

%(p,z) = (0(2‘)) ; g—f(nz)g(q,z) = (0) ) (8.263)

q
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et il suffit alors de prendre, pour tout g non nul,
P 1 5
w(b,d2,0) _59(11)1’ (8.264)
pour résoudre (8.248) :
Xl = Fele ) nlhried) 8205
2pP2P = 5 (3:2)o(8,2) 0a(h 2, (8.265)

Ceci est d’ailleurs donné par le lemme 8.14 et la formule (8.251). La loi de commande est
donc donnée ici par :

u = usa(Byz) + 0 d2,5) (8.266)
= e ¢ )] - Fm + el + ) - ()
On a alors :
oo _ 0@ ) o o
2= (i) 7 = (oginin) 200

et la double estimation s’écrit de la fagon suivante :

-

b=~ [Be)n — &) + (ush2) + $(@)8) (1 — &)]
g = = p%(ha,z,0) (e — &)
n —rlm - &+ & - (8.268)
o= —rln - &) - @b - @b
o= = 8™ (1 + 8(=1)? + (usa(y o) + 0(21)0'(20))2 )™
ot ~

£ = (2) = ¢(hz) (8.269)
et pp et p; désignent :
pp = A B, 8(z1) (m — 21) + tsx(Byz) (M2 = 22) )
pi = (4, Bbd:2,P)(m—&) ),

p étant la fonction & valeur dans [0,1] décrite en (8.60).

(8.270)

Contraleur E3 : On note, pour abréger, la fonction scalaire (c’est 222°) :

Z(pyz) = (onb + &) 8(z1) + (0ub + o) (usn(pyz) + p0(z:)8'(21)) (8.271)
et Pestimateur s’écrit (7 est scalaire) :
= 2B - EQE -
=~ n(h i) (enh + enb) (0 - &)
= —rln - &QF - &r¢
= o — EQ&M™™ (1+ 22y

(8.272)

ERCrer
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ot & pj et pg sont toujours donnés par (8.269) et (8.270), et T' est le terme de droite de
P’équation de Lyapunov (1.38) dont Q est solution.

Contréleur Edter : La fonction réelle Z étant toujours donnée par (8.271), ’estimateur s’écrit

{

1l 0’y a donc ici aucun probléme d’équation implicite. Si Pon n’avait pas utilisé de double
estimée, 'équation en p serait, en supposant que p = 1 pour simplifier :

b= (ené + ou&)8(a1) (8.274)

+ (ot + o) (wni) + M@0 er) — So(e)

= = p3 2(h,z)

= = i 0a(b,d2,5) (9nsfs + noba) (8.273)

e

(le terme en 10(z1)p est 51(p,=,p) = %a(p,b,2,5)). Ceci ne définit p, c’est-a-dire n’a une
solution en p que si .
1+ (0h + anby) @) # 0
ou encore L
1+ 0xb(z:) + ;(a;m + aneaf(zy)) # O

Ceci est faux sur une surface de Pespace des (p,;,25), et il n’est pas possible de s’en tenir
éloigné seulement en contreignant & rester dans un certain domaine (indépendant de z).
L ]
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CONCLUSION de la partie COMMANDE

Apports
Nous avons developpé dans cette partic :

o d'une part des controleurs adaptatifs “généraux” n’utilisant pas de connaissance sur
la structure de la famille (S,) autre que la dé linéaire en les
Dans le cas d’un paramétrage linéaire implicite comme explicite, nous avons obtenu
un résultat local de stabilité, assez classique. Pour obtenir un résultat global (sous
réserve de stabilisabilité globale de chacun des systémes S,), nous avons eu recours &
des hypothéses sur la croissance & linfini des incertitudes. Dans le chapitre 8, nous
avons détaillés les choix possibles de Péquation d’observation et les répercussions de
ce choix sur les exigeances requises pour la stabilité globale. La méthode qui consiste
& prendre P'évolution de la fonction de Lyapunov V(¢) = V(p,) comme équation
dobservation est la moins exigeante. Elle n'est notament pas sensible & la forme du
champ bouclé & paramétres connus (s, ou s). Elle est, & notre connaissance, nouvelle.

d’autre part, des controleurs adaptatifs utilisant des structures particulires de la
famille (S,). Obtenus soit en ajoutant des termes de commande destinés & compenser
les effets néfastes de I'adaptation (section 8.3 et 7.3), soit par un choix particulier dans
Pestimation (section 8.2.3), ils ne s'appliquent qu’a des classes restreintes de familles
de systemes mais ne requierent que peu ou pas d’hypothéses pour étendre le domaine

de stabilité dans le cas d’une famille de systeé tous global, bilisabl
Perspectives
Cela ouvre deux voies pour éli les méthodes de de ad ive ses &
d’une part éli le fo des ol “géné "

au niveau de lestimation, pour quils tolérent une forme plus générale des incertitudes ;
d’autre part étendre les classes de familles auxquelles peuvent s’appliquer des controleurs
tenant plus compte de la structure de la famille, et qui donnent d’excellents résultats.

Enfin, I'hypothése de linéarité par rapport aux paramétres est resmcuve, et il serait
souhaitable de pouvoir s’en affy Lidée de considérer ici un “implicit
ment linéaire” était une fagon de Détendre, mais la structure linéaire par rapport aux
paramétres reste primordiale dans la partie estimation. La théorie des obervateurs non-
linéaire, pourrait ici sans doute étre employée avec profit.
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Annexe A

Lemmes et démonstrations divers.

A.1 Pseudo-inverses

Le résultat donné ici dans le cas oi g est de rang constant quelconque nest utilisé que dans des cas
oit g est en fait de rang constant maximal. On donne toutefois ce résultat un peu plus général, et
dont nous n’avons pas trouvé de preuve dans la littérature.

On a souvent besoin de résoudre, en u,
gpe)u = X(pz) (A1)

ot X est un champ de vecteur régulier, par un u dépendant continiiment de p et z, sous
Ihypothése, clairement nécessaire, que X(p, ) reste dans image de g(p, z). Rappelons que
g est le champ d’applications linéaires (ayant pour espace de départ R™, fixé) défini en (1.5)
& partir des champs gy(p, -), -, Gm(p;-) par

R™ — T,M"

9P = (g, i) g(pr2)u = f:"‘k.ﬂ(?rz) A2
k=1

Si de plus le rang de g est constant, le probléme est résolu en prenant
v = g'(p,2)X(p,2)

g'(p,z) étant le pseudo-inverse de g(p,z) défini en (A.5) grice & la proposition ci-dessous.
Notons que la construction de g' nécessite la présence d’une métrique riemannienne sur
M™ (et qu'une métrique différente entraine un g' différent). Ceci n’est pas restrictif, toute
variété pouvant étre (globalement) munie d’une métrique (cf. par exemple Spivak [56]).

Proposition A.1 Si g,(p,.), - gm(ps-) sont m champs de vecteurs C* sur M™, variété riem-
manienne C= (ou C*), dont la métrique est notée Y(z)(-,.), et tels que, pour tout (p,z), le
rang de la famille de vecteurs gy(p, ), .., gm(p, ) s0it égal i < m, alors il eziste m formes

137
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différenticlles g}(p,.),..., 94(p,-) de méme régularité que les champs gy(p,.), s gu(p,.), et
telles que pour tout (p,z), Vendomorphisme de T.M" défini par

X = Y < dma), X > alpe) (A3)
=
soit t la projection le sur
Span {g:(p, ), -, gm(p, 2)} (A.4)

relativement d y(z)(.,-)-

g étant défini & partir des g par (A.2), limage de g, notée Im g, est (A.4). On définit
alors g' par
< dpe), X >
g(p,2)X £ : (A.5)
< gh(pz), X >

si bien que (A.3) n’est autre que g(p,z).¢'(p,z), et que I'on a, pour tout (p,z),
9(pz).g'(p,z) = projection y(z)(.,.)~orthogonale sur Im g(p,z) (A.8)
Dé ion de la proposition A.1 :

Construction : Grice & la mé 7, on peut définir m formes différentielles (1-formes)
97 (P, -)s - 9 (py-) & partir des champs g:(p, ), --s Gm(p,-) par la construction classique d’i-

dentification d’un espace & son dual, ou de TM™ a T*M™ :

< gi(pz), X > = A=) op2),X) k=1,.,m (A.T)

On définit A(p,z) comme étant la matrice de Gram de la famille de vecteurs g,(p,z), ...,
Gm(p, z), Cest-a-dire par

Alpe) = [Aype)] = [1(=2)(9:(p,2),9i(p:2)) ] (A.8)

Clest une matrice carrée m X m symétrique positive de rang 7m; si lon définit alors, pour
toute matrice symétrique 4,
=(4)
comme la projection sur le noyau de A (KerA) parallélement & 'image de 4 (ImA), il est
clair que
A+ w(4)
est inversible. Ceci nous permet de définir g' et les g} par

< gl(pe), X >
£ [A+m(a))? i

< dipa), X >
< gh(pz), X > < gn(pz), X >

¢pe)X 2 (A.9)
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il est alors aisé de vérifier que

_ [0 siv@)(ope), X) =0 k=1,.,m
9(p,2) g'(p2) X = { X siX X z;:;‘,)u.‘ g),.(p,z) pour un certain (u1, ... um) € R™
Régularité : A et les g] ont la méme régularité que les gi; cela est évident pour A, au vu
de (A.8), et assez classique pour les g (voir par exemple [56]). De plus, g étant de rang
tant, w(4) a égal la méme régularité en tout point, car si p est le module de la
valeur propre non nulle de A(p, z) de plus petit module, il existe un voisinage U de (p, ) sur
lequel 4 a 0 pour seule valeur propre de module inférieur ou égal & 2, si bien que () est
donné sur U par la formule suivante, qui est assez facile & vérifier ici, en dimension finie avec
A diagonalisable, et qui est donnée dans un contexte beaucoup plus général dans Dunford
et Schwartz (17, chapitre 7]

_ (e )“

") = o f (22 1-4) (A.10)
Ceci est une fonction analytique dans le domaine des A dont le module de la valeur propre
de plus petit module est supérieur & £, ce qui achive Ia démonstration. ol

A.2 Annexe au chapitre 2

A.2.1 Transformation de champs de vecteurs par un difféomor-
phisme dépendant de paramétres

Le but de ce paragraphe est d’étudier la fagon dont Paction d’un difféomorphisme dépendant

d’un paramétre sur un champ de vecteur dun altere la dé
de ce champs en le parametre.

On considére deuz variétés C' de dimension n: M et N, et une famille de difféomor-
phismes C' de M vers N, dépendant régulié d’un p de R le difféomor-

phisme d’indice p est donné par:

— N

@ — p(pe) (A1)

w(p,) =
ot  est une application C' de R’ x V vers N. On considére également une famille de champs
de vecteurs sur V, dépend du méme dtre p: le champ d'indice p est

(p,.) : & — pz) € T.M (A12)
On rappelle qu'il est trés fagile de définir alors 25(p,z) comme la différentielle en p de
I'application de R dans M qui & 7 dans P associe ¢(r,z) dans T.M"

On rapelle les formules de transport d’un champ de vecteur f par un difféomorphisme
.
] ,
o.f (o(2) = ¢(2).f(z) (A.13)

1Pour une définition détaillée des “étoiles en bas” et des “étoiles en haut”, voir par exemple [56].
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et * = ()7, Cest-d-dire:
') = @) g(e(2) (A14)

On définit alors la famille de champs de vecteurs &(p,.) “transportée” de c(p,.) par ¢(p,.)
de M sur N par:

i) = ¢(po)e c(pr2) (A.15)
ou
. _ o
ipe(pe) = Zo(pe)e(p,z) (A.16)
Notre but est de d la dépendance de & en le etre est reliée &

celle de ¢ et de p, c'est-i-dire le lien entre 2(p,z) et 2(p,z).

Pour se placer dans un cadre plus commode, on définit alors les variétés élargies “phase-+
parametres” R'x M et R'x NV, et les familles définies ci-dessus induisent tout naturellement:

Un difféomorphisme & de R' x M dans R! x N qui laisse inchangée la composante sur
.

o(p,z) = (P, ¢(p2)) (A7)

Deux champs de vecteurs C et C' respectivement sur R' x M et sur R* x N dont la
composante sur TR' est nulle:

C(pe) = (0, cp2)) (A.18)
C(pz) = (0, &pe)) (A.19)

Le lemme suivant dit tout simplement que, comme espéré, le champ C est le transporté
de C par le difféomorphisme ¢:

Lemme A.2 C et C étant définis par (A.18) et (A.19), on a:
¢ = 8,0 (A.20)

La base canonique de R' étant {ei, .., en}, on définit les champs g sur R'x M et R' x N
que P'on note (pas trop!) abusivement de la méme fagon:

El
a—A(P,Z) 2 (e,0) (A.21)
et T'on a:

Lemme A.3 C et C étant définis par (A.18) et (A.19), et les champs A; et A;, respective-
ment sur R' x M et sur R' x N par

A7) = (0, oo 52 2)) (a22)

i) = (0, FEms)) (a23)
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on a les formules suivantes:

=[0%_,C]—[A‘,C] (A.24)

- [ai G+ A, ¢ (A.25)

Kery' = Span{ ——A,, ai”") (A.26)

On a dailleurs : A; = ®.A; (A27)

Démonstration du lemme A.3 : Vule lemme A.2, on peut écrire

@'[a%,é] -1l ea) = [@'8%,0] (A.28)

.9
api”
11 9agit done de caleuler le champ ®* ;2. (A.17) conduit & Pexpression suivante de la diffé-

rentielle de & au point (p, z), et de son inverse : pour tout (8p,8z) dans Tipq)(R' x M) ou
(6p,6€) dans T p(pay(R' x N)

F(p,2)(0p,62) = (, B—”(m)sp + X n) (A29)
Foo n00) = (0, 2 (e - 2 f;w) &) (As0)
et donc
2 p2) = ¥02) () = (s 3 S2na))  (ASD)
et finalement 9
= g A (A.32)

ot (A.24) et de la méme maniére (A.25). (A.27) découle directement du lemme A.2. (A.26)
est vérifié car :

8 B
¢n,2): |5-(pe) = Alpe)| = ) - (w) C(,)" “’(P,:) =0
dapres (A.22) si bien que Ker ¢’ contient les 22-(p,2) — Ai(p,z), Pégalité venant de ce que,
&(p,.) étant un difiéomorphisme pour tout p, ¢’ est de rang n. VvV
On peut traduire ce lemme en termes des familles de champs de vecteurs de départ:

Proposition A.4

) perelna) = ge(pe) — (55 gE), )@ (A33)
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A.2.2 Démonstrations relatives a la section 2.2

Dé ion de la 2.3 : Dans cette proposition, on peut considérer que
2 est fixé, et Pon s'occupe de la dépendance en p de vecteurs de T,M™.

(2.2)=>(2.5) : Cela est évident puisque (2.2) implique que gu(p',) et gu(p", z) sont tous les
deux dans Span{g,(¢',z), ..., gm(P', 2)}-
(2.5)==(2.4) : obtenu en appliquant (2.5) avec
P VAl
PEros = et
et en faisant tendre le réel Avers 0 puisque

2 1 o
e 2 Im s et Age) -~ aune) (A31)

(24)=(22): span(g,(p,z), . gm(;;,z)} étant de rang constant égal & m, (2.4) permet,
& Paide du pseud A.1, décrire une matrice carrée m x m,
inversible, A(p,z) telle que

%;(P") = 9(p,z) A(p,2)- (A.35)

On fixe alors z et toutes les coordonnées de p sauf une, et (A.35) donne une équation
différentielle linéaire non-stationnaire dont la solution est de la forme

9(p,2) = 9(Prz) I(Por P, 2) (A.36)

ot (o, p, @) est la matrice de transition de cette équation différentielle linéaire non-station-
naire. I est inversible. Cela prouve que limage de g est constante quand on fait varier une
(quelconque) des coordonnées de p. Cela prouve (2.2). VYV

Démonstration du théoréme 2.2 :

Condition nécessaire :

Si FE est satisfaite, (1.52) entraine que le span de g,(p, @), ..., gm(p, z), Cest-a-dire I'image
de P'application linéaire g(p,) est égal, puisque 3 est inversible, & 'image de I'application
linéaire g(z), qui, clairement, ne dépend pas de p, d’ott (2.2). Alors, pour p et p' dans P,
(1.51) entraine :

f(#y2) — f(pe) = g(p,2).a(p,z) — 9(p,2).a(p,z) (A.37)
d'ott

f(@'2) - f(p,z) € Span{ ¢s(p2), ) gm(pr2) } (A.38)
puisque ce Span ne dépend pas de p. On obtient (2.3) en faisant tendre p' vers p.

Condition suffisante :



A.2. Annexe au chapitre 2 143

Supposant (2.3) et (2.2) vérifiées pour tout p, on se fixe p, dans P, et on définit a et 8
par:

a(pz) = g(p,2) [f(pr2) — f(p,2)] (A.39)
B(p,z) = 9(p,)'9(psrz) (A.40)
ot1 g(p,z)! est un pseudo-inverse de g(p, ), que Pon peut définir de fagon régulire d’aprés la

proposition A.1 page 137 en annexe, puisque g(p, ) est de rang constant maximal (condition
RC). A(p, z) défini par (A.40) est de plus inversible puisque

9(p,2)B(p,2) = 9(por)

est de rang m.
D’aprés (2.2), on a:

Img(p,z) = Img(po,2) ,
et donc (A.40) implique (1.52) avee g(z) £ g(p,,2); de méme, en intégrant (2.3) sur le

segment, [p, p] dans P (Span{gi(-,2), -, gm(-,2)} est constant sur ce chemin), on a :

f(perz) — f(p,z) € Span{ai(p,z

»9m(p,2)} = Img(p,z) ,

et donc (A.39) implique (1.52) avec f(z) £ f(po,z). VAvAYS

A.2.3 Démonstrations relatives a le section 2.3

Démonstration du théoréme 2.5 :

Propriété locale : D’aprés le lemme 2.6, il suffit de montrer que, pour tout (5,) dans
P x M, Pexistence de champs X; sur un voisinage de (p, z) satisfaisant (2.12)-(2.13)-(2.14)-
(2.15) pour tout (p,) dans ce voisinage est une ONS pour quil existe un voisinage V. de

(p,2), et p, “difféomorphisme défini sur V' dé du etre p"? tel que les champs
f(p,-) et Gi(p, ) sur (V) définis, pour tout p, par:
f(p,) = @) f () 5 Glp,) = 9(p,)agu(ps) (A1)

vérifient pour tout (p,z) dans V et i = I

B35k - -

a_p‘("”) € Span{ 5i(p,2), - s Gm(py@) } (A.42)

of - -

Ao \PT GP, )y ey Gm(Pr T o

o ?®) € Span{ §i(p;<) (pe) } (A.43)

ZDéfinition précise: pour tout p, ¢(p, ) est un difféomorphisme de ({p} x M")NV sur (V). Cela demande
&V d’avoir une forme un peu particuliére: tous les ({p} x M™) NV sont difféomorphes & (V).
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Condition nécessaire : Si il existe un tel “difféomorphisme défini sur V dépendant du
paramétre p” ¢(p,.), on peut définir d’aprés lui (voir (A.17) lemme A.3 page 140) un dif-
féomorphisme @ de V dans Q x o(V), ot © est la “projection” de V sur P par

®(p,z) = (p,e(p2)) , (A.44)

et les champs Ay, ..., A; sur V par (A.22). Posons:
X & -a (A.45)
On peut, comme en (2.18)), définir H par

"2 Span{ 5 - +x,, +Xi} (A.46)

N 6
D’aprés (A.26), les “iso-g”, c’est-a-dire les sous-variétés de la forme
{(p2) / ¢(p2) = =} (A.47)
(2, fixé) sont des sous-variétés intégrales de H. Celle qui passe par un point (p, z,) est
Vouzo = {(p,2) | ¢(p12) = 0(por70) } 5 (A.48)
elle peut &tre considérée comme le graphe de Papplication
P lo(p, )] ((por20)) (A.49)
qui & p associe le point de M” qui a, par ¢(p,.), la méme image que z, par p(po,-).
Montrons maintenant que les champs X; définis par (A.45) satisfont les conditions du
théoréme pour (p,z) dans V
o 1ls vérifient (2.12) par définition (voir (A.22)).

o (A.48) donne les sous-variétés intégrales de H défini par (A.46) (ou (2.18)), ce qui
implique que 7 est involutive et donc (2.13) est vérifié (voir remarque 2.3).

o En appliquant (A.24) au champ F sur V, on a:
- il

‘I’[aT,‘-’F] = [a—p‘JrX‘,F] (A.50)

mais d’aprés (A.43) et le fait que [2, Fl(p,z) = (0,2 21 (p,2)), le champ de vecteurs

[, Fi(p, ) est dans {0} x Span{§(p, ), --» Gm(p,2)}, qui w'est autre que B.G, d’ois
(2.14).

2 = {p/{xM)nV £ 0}
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o On procéde de la méme fagon pour démontrer (2.15), en remplagant ' par Gy.

Condition suffisante : On se donne maintenant (p,z) dans P x M™ et on suppose qu'il existe
un voisinage U de (5,2) et des champs X; sur U satisfaisant (2.12)-(2.13)-(2.14)-(2.15) pour
tout (p, ) dans U

L’idée de la construction de p est alors la suivante. On peut, & partir des champs z2-+ X;,
définir la distribution 7 par (2.18); d’aprés (2.13), et elle est involutive. On va alors définir
¢ de telle manire que ces sous-variétés soient les sous-variétés de niveau de g; précisément,
s%étant fixé p, on prend pour (p,z) la composante sur M™ de I'unique point (de P x M™)
de la sous-variété intégrale de H passant par (p,z) dont la composante sur P soit p. Le
difféomorphisme vérifie alors en évidence la “condition aux limites” de (2.16) : ¢(p,z) = =.

On écrit tout cela commodément grace aux flots
(tpz) — ¢ilp,2) (A.51)

des champs 52 + X;. Ce qui suit traduit exactement I'explication intuitive qui précéde dans
la mesure ot les champs z2- + X; engendrent une distribution involutive, ce qui est le cas
puisque leurs flots commutent méme d’aprés (2.13). Si ce n’était pas le cas, le procédé de
relevement qui suit garderait un sens, mais n’aurait pas Iinterprétation simple ci-dessus.

Les flots ¢; (qui laissent évid, i i les iétés intégrales de H) per-
mettent d’écrire 'unique point (de P x M") de la sous-variété intégrale de M passant par
(p,) dont la composante sur P soit p comme

(g g
6006 ip,2)

quand cette expression a un sens. La composante selon p du flot ¢; étant une translation
selon %, il est clair & la fois que la composante selon P de ce point est p et que c’est le seul
4 avoir cette propriété sur la sous-variété intégrale de H passant par (p,z). Nous définissons
donc ¢ par:

(Peme) = 617 o 0g?(p,a) (A.52)
Notons que, les flots ¢; commutant deux & deux, (A.52) est équivalent &
(me) = o0l P (polpe)) (A.53)

L’équation (A.52) définit ¢(p, z) dés que le menbre de droite a un sens, le fait que la premiere
composante soit  étant, comme remarqué plus haut, un tautologie. De plus, il existe un
voisinage U’ de (7, &) sur lequel la membre de droite en question est bien définit

“4en effet, si ’on pose t = p— p, cette expression s’écrit
et !
# oo di(me)

dont I'ensemble de définition en (1, p, #) est ouvert et contient (0, 5, £) (théoreme de continuation sur les flots) ;
de plus, Papplication
z) ~— (P-pp2)

est continue et envoie (p, 2) sur (0,7, 2).
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On consideére alors un voisinage u’ de Z dans P, d’adhérence compacte incluse dans
{z / (p,z) € U'}; il existe alors Q, voisinage de p dans P tel que pour tout p dans Q et
tout = dans u’, on ait x.(p) € ' On choisit alors V de la fagon suivante:

VE{xplp) / PEQzEU} ,
et Ion a, d’aprés Décriture de V et (A.53)

{p}x MOV = {xpe(p) /z € "}
e(V) C o'

&(p,.) est donc bien pour tout p un difiéomorphisme de ({p} x M) NV dans o(V).

¢ étant maintenant construit, montrons qu’il convient, c’est & dire qu'il transforme f et g
en f et § vérifint (A.43) et (A.42). En cffet si Pon définit & partr de i e difféomorphisme
& de V dans 9 x u’ comme en (A.17), et les champs F, F, Gy et Gy, & partir de £, f, g, et
v comme C et C & partir de c et  en (A.19) et (A.18), alors, d’aprés (A.26), les champs
A; définis par (A.22) vérifient

A= - X,

d’ol, d’aprés le lemme A.3,

9
[ sz‘-*X' , F (A.54)
9
= &, s +Xi, Gk | (A.55)

mais d’aprés (2.14) et (2.15), &.[ &+ X;, F | et &.[ &+ X; , Gx ] sont dans 8,0, cest-
a-dire dans la distribution engendrée par les (0,3), ce qui, au regard de (A.54) et (A.55)
donne (A.43) et (A.42).

Propriété globale : Toujours d’aprés le lemme 2.6, il suffit de montrer que Iexistence (globale)
des champs X; (212)-(2.13)-(2.14)-(2.15)-(2.17) est une CNS pour (2.19)-(2.21)-(2.22), c'est
& dire pour qu'il existe ¢, “diffé du ttre p” tel que les champs
F(p,) et Gulp,- ) sur M™ définis, pour tout p, par (A.41) vérifient pour tout (p,z) dans
P x M™ et i = 1,...,1, les égalités (A.42) et (A.43).

Condition nécessaire : On reprend la preuve précédente (cas local) en rempl

V (et 2 x (V) par P x M™, et 'on montre que si FDE est satisfaite, il existe des champs
X, définis sur P x M", vérifient (2.12) & (215). Reste & montrer (217) c'est & dire que les
champs 2 + X; sont z-complets.

Soient ¢;(.) les flots de ces champs 2 + X;. On définit la projection canonique
T PxM" — P

et T'on considére sa restriction & Vj,., (voir (A.48)). Cette restriction est bijective (car
#(p,) Vest pour tout p) et c’est un difiéomorphisme local car 7'(p, z) envoie -+ X; sur =
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et donc (d’aprés (A.26)) Tipe)Vpoe, sur RY cette restriction est donc un difféomorphisme de
Vpoe. dans P. De plus, si Pon définit xp,e, par

Xo(p) = 67 00 gf (02 (A.56)

ona
© T(Xpozo(P)) = p (d'aprés (A.53)), et

® Xporzo(P) € Vporzo

Xposes Peut donc étre défini sur P tout entier comme la réciproque de la restriction de &
Vpoeo Cela implique que ¢(p',...,p',z) est défini dés que (p',..,p' + ,..,p') est dans P,
et donc que, si GY(p', ..., plyz) est défini sur Jti, [, t; (resp t;) étant fini, la limite de la
composante en p de ¢i(p',...,p', o) quand ¢ tend vers t; (resp. 1y) est (pl,..,p" + t;,..,p!)
(resp (py- P + tg,,7'), qui est sur la frontitre de P car si il était & Vintérieur de P, le
flot serait défini pour ¢ = & (resp. ¢ = t;); on vient de démontrer que les champs 2+ X;
sont z-complets.

Condition suffisante : On reprend encore la preuve du cas local, mais elle est beaucoup

plus simple ici, Pouvert U étant remplacé par P x M™, ainsi que U’ grace & hypothese

d’z-complétude des champs 22 + X;. On peut alors se fixer p quelconque, la construction
de u” n'a pas lieu d’étre (i.e. u = M™), et (A.52) définit ¢ sur tout P x M"

p étant maintenant construit, on montre quil convient de la méme fagon que duns la

tion de la iété locale, les conditions (A.43) et (A.42) étant de toute fagon

locale. vVY

A.2.4 Démonstrations relatives a la section 2.4

Démonstration de la propriété 2.7 : Cette démonstration sera calquée sur celle du
théoréme 2.5. Comme dans cette preuve, et daprs le lemme 2.8, il suffit de montrer que
(2:23)-(2.24)-(2.25)-(2.26) est une CNS pour L'exi d’un “diffé i

du paramétre p” tel que les champs f(p,.) et Gi(p,.) définis, pour tout p, par:

f(2) = @) f(2,) 5 Glp,) = ol )egu(ps-) (A.57)
vérifient (A.43) et (A 42), ¢ devant de plus vérifier (1. 72)

Condition qu'un tel “diffé t dépendant du etre p”
#(p,-) existe. On dlspose d’hypothéses plus fortes que dans le théoreme 2.5 on peut donc
reprendre sa démonstration sans y rien changer pour obtenir (2.24), (2.25) et (2.26). Reste
& vérifier (2.23), qui, avec les de la dé du théoreme 2.5, découle di-
rectement de (1.72) et de (A.45).

Condition suffisante : Supposons que (2.23), (2.24), (2.25) et (2.26) soint vérifies. Comme
pour I preuve de la condition nécessaire, on peut reprendre la preuve du théoreme 2.5 pour
construire ¢ et montrer qu'il satisfait & (A.57), (A.43) et (A.42), et il ne reste plus qu’a
montrer que ¢ satisfait la condition de matching (1.72), ce qui n’est pas difficile: utilisant
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(A.45), (A.26), on o
g—:(zzvz)-a%(p,r) + Z—Z(P,IJ-X"(P»I) = ¢(p2). (—+X) =0
ot B, o, E)
< %(p,Z)"a—S;(P‘Z)Y o > € Seanl{ @) gn(pie) } (A.58)

car X(p,z) est précisément dans Span{ g1(p,2), ..., gm(p,z) }. VAvAY]
Démonstration du théoréme 2.9 : On définit la distribution D; sur P x M™ par
a

Dy = Span{ Gyeo Gy a%,’ . (A.59)
qui est involutive d’aprés (2.33) et (2.35), et qui contient G en évidence.
On définit D, par ¢
Dy = {Y/YeD ellY,FleD} (A80)
Crest une sous-distribution involutive de Dy. Sous-distribution car si ¥ € Dy et Z € Dy,

aX + BZ est dans D et
laY +BZ,F] = olV,F] + B[2,F] - (Lra)Y — (Lef)Z
aussi (car [Y, F] sont dans G et [Z, F] et ¥ et Z dans D;), donc aX + B2 est bien dans D,.
Involutive car si ¥ et Z sont dans Dy, [Y, Z] est dans D, (car D; est involutive) et
[Iv,2,F] = -lFY),2] - [[Z,F),Y]

est dans G, donc dans ;.

On définit enfin Dy par :
Dy = DNG (A.61)

11 est bien clair que c’est une sous-distridution involutive de D;.

On note
7 la projection canonique de T (P x M™) sur TP (A.62)

L’idée qui sous-tend la suite de cette construction est trés simple: Si la famille satisfait
FDEM, la distribution H donnée par la partie condition suffisante du théoréme 2.7 (voir
remarque 2.4) est une sous distribution involutive de D, telle que la restriction de 7 & H
soit bijective, puisque H a la propriété que, pour tout i, il existe dans M un et un seul champ
de vecteur de la forme ;2 + X; ol X soit dans G. De plus, si l'on peut construire une telle
sous-distribution involutive de Dy, alors les uniques ;2 + X; conviennent. Détaillons ceci.

Savec un petit abus de notation: on écrit Xi(p, z) pour désigner la composante de X;(p, 2) sur T M™
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o Tout d’abord, la restriction de = & D, est surjective, puisque, au moins localement, (2.34)
implique Dexistance de fonction a et i telles que:

3 m m
81{ La‘,m + Zﬂ,.k [frge) = Y(ain— LiBin)or + [f,Z/i‘.hgk] (A.63)
; = p= Pt
qui peut se réécrire
P m
[ 55+ 2 BusGios F1 = =Y (i — LyBin) G (A.64)
Pi =1 k=1
si bien que D; contient les champs

s =
2 S G i=1,u1
api+‘§5.k e i

o Le noyau de la restiction de 7 & D, est en évidence D (qui est 'ensemble des vecteurs de
D, de composante nulle sur TP).

On construit maintenant (localement) . Soit (p,%) dans P x M"; Dy étant une sous-

distribution involutive de Dy, ell ive, il existe un voisinage U de (p,Z) dans
P x M et un systéme de coordonnées gs, ..., qi, &1, . &n sur U tel que
8 8 8
D, = Span: ey Ty Ty e T A.65
» = S {641 0 96" 96 (A.05)
a
D, = Span{%, 3} (A.66)
(r est un entier compris entre 0 et m). On définit alors, sur U, la distribution
a
H = _— A.67
% (A7)
H est clai i lutive, et la iction de 7 & H est un isomorphisme puisque H N

Kerm =0
Les vecteurs 22+ X; recherchés sont alors les images réciproques des 22 par la restriction
de ' & H. Tls conviennent car :
o Les X; sont dans G, par définition de D;.

o Les si + X; satisfont de plus (2.24) d’aprés linvolutivité de H et le raisonnement de

la remarque 2.3.

o Ils satisfont (2.26) car X; € G, G est involutive, et de plus [2,G] C § d’aprés (2.35).
o Ils (2.25) car, étant dans D, ils vérifient
X;! D,
(7, 3 +X] € Dy,
mais il est de plus cair que ce crochet a une composante nulle sur TP (car le coefficient
de % (c’est 1) ne dépend pas de z et a donc une dérivée nulle selon F), si bien qu'il

est en fait dans G.



150 Annexe A. Lemmes et démonstrations divers

vvv
Démonstration du théoréme 2.11 : Tous les rai de la dé ation du
théoréme 2.9 sont ici valides, mais la condition supplémentaire (2.36) implique que la dis-
tribution Dj est nulle car

rang{ g1,y 9m 5 (f191)s-s[f,9m] } = 2rangG — rangDs (A.68)

On peut donc choisir H = D,, et pour ﬁ;:_ + X; l'image réciproque de b% par la restriction
de 7' & D,. On a ainsi défini les vecteurs Si. + X; globalement, et il est clair qu'ils vérifient

les conditions (2.28) & (2.26) du théoréme 2.7; si de plus on fait Phypothése qu'ils sont z-

lets, (2.28) est satisfaite, et le théoréme 2.7 nous dit que la famille satisfait la condition
FDEM. vvv
Déi ion du laire 2.12 : La ité de M assure que le flot de 2 + X;
est z-complet. NAAY

A.3 Démonstrations concernant la partie ESTIMA-
TION.

A.3.1 Deux lemmes techniques

Lemme A.5 Si P est une fonction du temps i valeur dans Uespace des matrices symétriques
définies positives vérifiant :
P < —kyrPZ'ZP k>0 (A.69)

on a la majoration suivante:

[rezrer < RO [T (a10)

Démonstration du lemme A.5 : Il est clair que:

|IrPZTe| = rVeTZPPZTe
< r/ilel? «(zPPZT) (am)
doh, avec linégalité de Schwartz,
T T 2 < T 2 T T
(/ﬂ IrPZ7e|l) < /;rHe” /Ortr(ZPPZ) , (AT2)
mais, vu (A.69),
1
rt(ZPPZ") = t(r Z7PPZ ) < —— trP (A.73)

k2
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Cela entraine, avec (A.72),
T - 2 T
([wrzral) < Goro) - wray [Trerr (a74)
et finalement (A.70) puisque P est une matrice définie positive décroissante. vvv

Lemme A.6 Soient trois récls a, b, c, et un entier m, avec a > 0 et m > 2. Il eziste alors
deuz réels o et §, avec a > 0 tels que:

V>0 ,  ar™ - bl - o™ > ot - 6 (A.75)

Démonstration du lemme A.6 : On choisit « quelconque tel que

0 < a < a (A.76)

et il s'agit de déterminer § tel que

Vr>0 , ™2 [(a-a)r —br—c] +6 > 0 (A7)
Définissons
A = B+ de(a-a)
b+ VA

R ] (A.78)

Si Pon prend 6 > 0, Pexpression dans (A.77) sera positive dés que le trinome entre crochet
est positif; 1a ol il est négatif, 7 est plus petit que 7, et Pexpression est donc minorée par

w7t [a—a) —br—c]+6 > 0
11 suffit done de prendre § tel que
(br=?)" = 4 (77 %a =) (5 - 7%)

ce qui s’écrit

A
& e p—— A
> Tosa (A.79)
vvv
A.3.2 Dé trations des théoré du chapitre 4
Démonstration des théorémes 4.1 et 4.3
Le théoreme 4.1 est une consé du théoreme 4.3 avec Il = R? : on peut alors prendre

D* = 400, et la “projection” m est toujours égale & lidentité. Nous ne démontrerons donc
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que le théoréme 4.3; on peut toutefois obtenir la démonstration (moins touffue) du théoréme
4.1 en considérant que le terme “ x ” est toujours nul dans tout ce qui suit (cela équivaut &
dire que la projection est toujours égale & I'identité); les références sont celles du théoreme
4.3; on donne celles du théoréme 4.1 en bas de page.

Point 0 du théoréme 4.3:

Vus (4.16) et (4.24), en tout point p de la frontiere de II, p est soit tangent a cette
frontiére soit dirigé strictement vers Pintérieur de II; il est donc impossible que p sorte de
1, cela démontre le point 0

Point 1 :

On considére la fonction:
Vi = 3P p (A.80)

Un caleul simple donne, vu (4.16)°,

Vi = —re'Zp — 15 PT'PPTH (A.81)
—r 5P (mp(PZTe) — PZTe)
mais, d’aprés (4.26)7 et (3.7),

—k
2

. 2
—re'Zp — LpTPTIPPp < — el , (A.82)

et d’autre part, d’aprés la définition de la projection my,p (4.24), on peut écrire
0T PZTe)(n"p
r 5 P (mpp(PZTe) — PZTe) = - x(z)% (A.83)

oi1 x(t) est dans [0, 1], non nul si et seulement si p est sur la frontiére d’un II (voir (4.23)) et
nTPZ e est négatif. Lorsque x(t) est non nul, les facteurs au numérateur sont 'un négatif
et Pautre positif: le premier est négatif par définition de x(1) et le second positif parce que
n est la normale sortante au point p & la frontiére de IT, convexe, et que 5 = p—p*, p* étant
a Vintérieur de II,; on peut donc écrire

TpyT, T

sp(paT SN L) ZAC L
15 P (PZTe — mup(PZTe)) = x(1) = (A.84)

De plus, (4.35) et la convexité de Il impliquent, p* étant a lintérieur de II,
W o= G- ) 2 D (A.85)

et finalement, d’aprés (A.81), (A.82) et (A.84),
2k (T T |nTPZ7e|

V(@) - W) < 5= el [t (aso)

Sou (4.2).
Tou (4.7).
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x étant dans [0,1], d’ot Pon déduit facilement le point 1 et les inégalités (4.30) et (4.31)
car (A.86) implique (V;(0) restant positif):

[Foelr < s2mo ()
et Vi(T) < Vi(0) (A.88)

Point 2 : (4.16) et (4.24)° implique clairement

. TPZ7e|
51 < #|P2T Nakeal|
2l < rlPZTell + x5
ol x est défini plus haut. D’autre part, d’aprés le lemme A.5,

7 wP(0) [[T
ol < .
[wrpzme < (EER [l

Enfin, d’aprés (A.86) et le fait que P soit une matrice symétrique définie positive décroissante
(puisque (4.32)!° est vérifié), on a :

[1Pn| (A.89)

Pz" P(0 P(0
/ [P PZ7el P2Tel oy < I ()H W) - )y < 1POI ()H Vi(0) (A.90)
[n Pn|
d’ott I'on déduit le point 2 du théoréme. vvV

Démonstration du théoréme 4.4

d

Nous allons la dé fon ci-dessus (théoremes 4.1 et 4.3), le
essentiel étant que I'on a maintenant (3.8) : ¢ = Zp—w aulieude e = Zp.

Point 0 : La démonstration est la méme que pour le théoreme 4.3.
Point 1 : On considere la méme fonction V; qu'en (A.80):

Vi = 1" P75 (A91)

L'inégalité (A.81), tirée de (4.16), qui reste vrai, est encore vérifiée. En revanche, la

présence du bruit w ne permet pas d’obtenir (A.82), mais plutdt, d’aprés (5.42)', (3.8), et
(4.17)-(4.39)-(4.40),

) k
—re'Zp — L PTPPTS —r €725 - 352775
= Ee™T 4 (R e T (A02)

k —
+ gollel™ 7wl

Sou (4.10) et (4.11).
ou (4.2) seulement.
100u (4.12).

Mou (4.7).
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d’ott, d’apres le lemme technique A.6 page 151, (p est seulement en facteur de Iensemble et
est positif)
—reTZp = }PTPPTH < = Mplle™T + Mol ™, (A.93)

ou ), et A, sont des positives

de k et my.

D’autre part, la partie (A.83) & (A.86) de la démonstration du théoréme 4.3 nutilisant
pas la relation (3.7), (A.86) est encore vérifié. Finalement, d’aprés (A.81), (A.92) et (A.86),
on a la majoration suivante:

T oo T [nTPZ7e|
e mit _ pe
W) = WO < [l [ plel ™ = 0t [M ™ a

A.94)
X(1), défini en (A.83) étant toujours dans [0,1]. De plus, (4.37) et (4.39) impliquent
8 .
A A e
o 0

et Pon a finalement:

g @, (a9)

T T 1 Y T
2 _ mar o L A Tw mi+1
Lottt = o™ < $(0) + S T (o)™ (A.96)
™y Tw m;
et W(T) £ O0) + Mk, T o) (A7)

d’ol1 Pon déduit facilement le point 1.

Point 2 : Les raisonnements de la démonstration du point 2 pour le théoreme 4.3 peuvent
atre repris, et vu que (4.30) est remplagé par (4.41), donnent (4.44) et done le point 2
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ADAPTIVE NONLINEAR CONTROL
an estimation-based algorithm
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(Année “non-linéaire” du C.N.R.S.)
Lecture Notes in Control and Information Sciences, & paraitre

1. INTRODUCTION

We consider a family of non-linear systems with state @ in R* and input u, indexed by
the parameter vector p:

J(pe) e = f(pz) + wg(pz) (B.1)
The maps involved in this equation are smooth with respect to = and linear with respect to
p. More precisely (with looseness in the notations):

J(p,z) = Ji(z) + Jp(z)-p
f(p,z) fuz) + folz)p  f(p,0) =0 (B.2)
9(p,z) 9:(z) + g5(2)-p

The parameter vector p lies in II, a smooth closed convex subset of R? with a non-empty
interior such that:

J(p,z) is invertible for all (p,z) in II x R",

For each system (B.1), i.e. each p in II, there exists a smooth state feedback control law
u = v(p,z) making the origin a global attractor.

The functions J, f, g, v and the set Il being known, our problem is to design a controller
which guarentees state regulation and solution boundedness when placed in feedback with

155
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one of the systems (B.1) corresponding to some parameter vector denoted p*, p* being
unknown.

Usual adaptive controllers have the following form:
u = v(pz) + w (B.3)

 being an updated parameter vector, (p,2) the so-called "certainty equivalence” control
law, and w an additi term eventually added to v.

This has been succesfully performed in the case of a robot arm with as many motors as
axis. Two rather different methods have been used. For example:

[Mi-Go] proposes an adaptive controller where the estimation of p* is performed without
taking into account the control law to be used, the certainty equivalence law is feedback
linearisation, and some additive terms are added to compensate for the effect of updating
p. This is an estimation-based approach.

[SI-Li] proposes to update j to make a global positive function decrease. The certainty
equivalence control law is not feedback linearization there.

In [Ta-Ko-Ma-Ka], an adaptive controller is designed for a family of systems of the type
(B.1), specified by the fact that J is the identity matrix and there exist a Hurwitz matrix
A and a diffeomorphism ®(z) such that:

Byt a0(e) — f(p2) € rangea(ps) Vinr) (B4)

which means that all the systems (B.1) are linearizable via feedback and diffeomorphism
and all the dynamic uncertainties (i.e. the part of the fields actually depending on p) are
contained in the subspace spanned by the input fields. A global Lyapunov function is used
to obtain the update law of p.

b 1

In this paper, we propose an d adaptive using the certainty
equivalence feedback law. We derive its equations in section 2. We establish boundedness
of the solutions and convergence of z to zero in section 3. The assumptions we require,
collected below, are discussed in section 4. Note that in [Po-Pr,88], we propose an algorithm
with corrective terms, which works on a more particular class of systems, but requires far
less restrictive assumptions on the growth of the fields at infinity (see assumption A2 below).

ASSUMPTIONS:
Assumption A0 (invertibility): J(p,z) is uniformly invertible for (p,z) in IT x R™:

[ J@2)? |l < & (B.5)

A1 ( ¥” control law for all p): There exist C' functions
V(p.z) and v(p, z) defined on I x R™, such that:

1- V(p, ) is non negative and is zero if and only if z = 0.
2- For any positive M, the set {(p,z) / V(p,z) < M , p € I and |p| < M}
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bounded.
3- Let the map F be defined by:

F(p,z) = J(p,2)™" [ f(p,2) + v(p,2) 9(py2) | (B.6)
There exists a, a strictly positive real number, such that, for any (p,z) in I x R",

W e) Fine) < —aVine) ®.1)

Assumption A2 (growth at infinity): There exist a positive continuous function k and
positive constants d, «, B, 7, § such that, for all (p,=) in I x R™

a < 1 (B.8)
W (pe)| < k) Sup {1, V(p2)" ) )
|%(p.2) < k(p)Sup {1, V(p,2)" } (B.10)
|fi()l < k(p)Sup {1, V(p,2)" }
[7o(2)| < k() Sup {1, V(p,2)" } (B11)
[o(p,z) g:()| < k(p) Sup {1, V(p,2)" } '
[o(p,2) 9(2)] < k(p) Sup {1, V(p,2)" }
[7(2) 1 002)] < k(o) (B.12)
[F(p,z) = Fp,y)l < k(p) Sup{ 1, V(p,2)* } (1+e—yl)fe -yl (B.13)

Assumption A3 (realizability): There exist smooth functions h,(p,) and hy(p,z) such
that, for @ in R" and p, ¢ in I,

(@Y (B0 Y 2 a5 s s e
o0 (1) - (B2 ) mrwn e +omadani =0 @10

Assumption A4 : II is closed, convex, and has a non-empty interior. p* is an interior
point of I i.e.

dist( p", boundary of ) > D* > 0 (B.15)
2. THE ADAPTIVE CONTROLLER

As mentioned above, our controller is based on certainty equivalence principle. Namely,
wis given by

u = v(pz) (B.16)

where p is an estimate of p*. To achieve this estimation, we remark that, regardless of the

control law actually used, (B.1) can be seen as a linear observation equation for the actual
parameter vector p':

Ji(@(0)(t) ~ fu(=(1)) — u(t)g,(=(1)) (Ba7)

= [=Tp(z())(t) + fi((8)) + u(t)gp(())]p*
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Hence, we can think of using a linear estimation algorithm. Unfortunately,  is involved in
this equation and is not measured. To overcome this difficulty, we integrate (B.17). More
precisely, with € a positive constant, we define the "filtered” quantities z and Z, as is usually
done in the linear case:

4(t)+2(t) = J((0,2(0) 7 [=I(2()i(1) + fil=()) + u(g,(2(1)]  (B.18)
ex(t) +2(1) = J(0(1),2(0)7 Wa(@()a(t) ~ fi(z(1) — u(t)gi(=(1))] (B.19)

This definition cannot be used per se to obtain Z and z since & is still explicitely needed.
But, if Assumption A3 holds and the control law u is v(p,z), (B.18) and (B.19) may be
realized in:

wiro = ~thipe) - Fpop
+ 70,21 (o) — T (5,20 (5,2) (15, 2) + (5, 2)a(5,2)) (B.20)

+ J(B,2) 7 (ful=) + v(B,2)gs(2))
= Lh(pe) +

@ia = L) - B2
) 0w) ~ 25,205, 2) (5, 2) + ol ) 2) (B21)

+ J(B,2) " (f(2) + v(h,2)g5(2))
Z = Lhfpe) + Q

As seen later, an interesting choice for the initial conditions may be
1 N z(0 1 N
o) + L0, 20) = %D 0@ + La(#0),20) =0 (B2

This is always possible since h, and h,, only constrained by (B.14), are defined up to (at
least) a constant.
Now, comparing (B.18) and (B.19), we obtain:
(1) = Z(W)p° + [2(0) — Z(0)p" ] e7* (B.23)

which gives, in the case when the initial conditions are given by (B.22),
z(0’
(0 = 2 + D e (B.24)
Without the exponentially decaying term, this would be again a linear observation equation

of p*. But now z and Z can be computed. The estimation algorithm we shall use is the
following generalization of least square algorithm: p being the estimate of p*:

e=z— Zp (B.25)
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b= lel™t m(P2Te) 5 p(0) € T
P = —|e/"'PZTZP ; P(0) =

(B.26)

where:

5 is the identity map if p lies inside IT and the P~1-orthogonal projection onto the boundary
of IL if § is on this boundary; namely, in this latter case, with n(5) the inward unit normal
vector to 91T at p, for s in RY,

= if n(p)Ts > 0
m(s) = mp,,m i n(p)Ts <0 ; (B.27)

m, larger or equal to 1, is a degree of freedom of the algorithm.

Our complete adaptive controller is (B.16),(B.20),(B.21),(B.25),(B.26).
3. BEHAVIOUR OF THE CLOSED-LOOP SYSTEM
The closed-loop system is made of the adaptive controller in feedback with:
& = J(phe) [f(5,2) + ug(p',w)] (B.28)

Its state is (2,5, P,,). The right-hand side of this non-linear autonomous differential
equation is not continuous (because of the projection in (B.26)), but, thanks to IT ’s convex-
ity, exi and continuity of solutions hold for such a system (see [Br] prop
3.12).

3.1 A property of the estimation algorithm

As more or less well known in the case m = 1, regardless of the control law effectively
used, as long as the solution exists, the estimation algorithm (B.26)-(B.25) has the following
property, established in Appendix A:
Lemma 1: Under assumptions A0, A3, A4 only, regardless of the control law actually used,
i.e. regardless of the function u(t), any solution of the closed-loop system which is defined
on the time interval [ 0 , ¢, ) (maybe ¢; = oo ) has the following properties:
o P(t) is symmetric positive definite for any ¢ in [0,¢;) and P(t) < P(0).(B.29)
o #(t) is bounded and 7(t) € LY(0,1;) [hence t tends to ; for some ¢;] (B.30)
o e(t) € L™(0,2) (B.31)
and we have the following bounds (W/(0) is defined in (B.34) and g is the dimension of the
parameter p):

#(t) € T and [p*— p(t))* < 2 W(0) Vt e [0,t5) (B.32)

B bl < (m+1) W(0) (B3
Jledt < \fg (m+ 1) W(0) + %W(0) :
dz(0) ~ 2™

) B3

where  W(0) 2 %‘p‘—ﬁ(o)‘z +
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3.2 Boundedness and convergence

Lemma 1 gives us informations only on the (, P)-components of solutions of the closed-loop
system and on e. The complete behaviour is precised in:

Theorem 1: Let the following index be defined from assumption A2:
m = Sup {at+y,a+é,8} (B.35)

Suppose that assumptions A0, A1, A2, A3, A4 are met and, in the adaptation law (B.26),
m is chosen such that:

mi1 2 sw {2, d+1,7, 2=} (B36)

l-a
Under these conditions, the closed loop system satisfies:
-if < 1, all its solutions are defined and bounded on [0,00), and z, as well as
and p, tend to zero.

if g, > 1, the above conclusion holds locally. Precisely, if w(0) and ©(0) are chosen
to meet (B.22), it holds for solutions such that:

=2 5 —5(0) F + HAZE < ¢

and P(0) = I; p(0) € T (B:37)
where C is a constant only depending on the constants of the problem.
A complete proof of this theorem is in appendix B. Let us give a sketch of it.
With (B.25),(B.18),(B.19) defining e, z and Z, we have:
€ +e=¢c+z— e+ Zp— eZp (B.38)
= & = F(p(t),2(t)) — Zp
Hence, letting:
y==ge-ce , (B.39)

this equation and (B.18) allow us to write:

g = F(p,y) + [F(p,y+ee)=—F(p,y) + eZp+ e  (B.40)

2 = —Z + (o) () & + folz) + v(Br2) 94(x)]
Considering $ and e as functions of time, (B.40) may be seen as a perturbation of the
triangular system obtained for p = 0, e = 0. Without the terms involving p and
e, boundedness of y would be d by ption (B.7) and boundedness of Z by
the "growth esti ? of ion A2. Bounded of (y, Z)-solution of the actually

perturbed system (B.40) is to be obtained via a robustness argument using the fact that,
e and p are known to be L*-functions (Lemma 1). All the conclusions of Theorem 1 follow
from this point.
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4 DISCUSSION OF THE ASSUMPTIONS

We have proposed an adaptive regulator based on estimation and certainty equivalence
1.

It solution boundedness and asymp lation when placed in
feedback with an element of a linearly ized family of non-linear systems satisfying
assumptions A0 to A3. Let us discuss these assumptions.

4.1 Linear ization and i ibility (A0)
Linear ization can be considered as a restricti int. To enlarge the field

of application, this assumption is invoked for an implicit form. This allows robot arms for
example, or explicit homographic parametrization. The drawback of allowing an implicit
form is that we have to introduce an assumption (J’s invertibility ) to make sure that an
explicit (nonlinearly parameterized) form can be obtained. Again, o relax this assumption,
we ask for it to be satisfied not for all parameter vector p but for those contained in a known
convex set TI.

4.2 Satisfactory control law for all p (A1)

Would p be fixed, the possibility of meeting this condition is a non-adaptive control problem.
An important aspect is that a global control law is required. Given the function V(p,z)
assumption (B.7) is met if the control u satisfies (in the single input case, to simplify the
notation):
v v

v 5y (P2)9(p ) < —aV(p2) — Z-(p,2)f(p,2) (B.41)
Clearly, this is possible for all z such that §%(p,z)g(p,) is invertible. Actually, the as-
sumption means that we can find, for each p, a proper function V/(p,.) such that, whenever

% (p,z)g(p,z) is singular, aV(p,z) + (P,x) (p,) is non-positive and the control law
(B.41) can be regularized in the orhoud of these singul

The parametric aspect enters in the fact that that this holds for all p and V' depends smoothly
on p.

4.2 Realizability (A3)

We have mentioned that the parameter vector observation equation naturally given by the
system equation involves the speed of 2. To overcome the difficulty, we introduce a first
order filter. Assumption A3 is one of the possible sufficient condition allowing us to obtain
a realization.

We observe that, for second order systems (similar to robot arms) such as

IR = fpoX) + uglpo%)  (thestateis: = = (’;) )
A3 is always satisfied with:
h(p,x,X) = J(p,x)x (B.42)

4.4 Growth at infinity (A2)

These assumptions ask, more or less, for the ibility of b ding all the
by the problem by a power of the function V' They seem to be inherent with the fuct that
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the adaptation introduces in the closed-loop system the perturbing terms e and j not taken
in account in the design. They are just hoped to be handled by the controller on its own via
feedback. Our assumptions limits the strength of their affecting the closed-loop system. To
obtain global convergence, we have to bound the values of the exponents a, §, 7, 6 this is
restrictive since, for instance, a +7 < 1 more or less asks the open loop fields to be globally
lipschitz at infinity. In [Po-Pr,88], we mend the present algorithm, adding a term to the
control law as in (B.3). This gives global convergence under far less restrictive conditions
on the growth at infinity of the open-loop fields, but under some structural assumptions not
needed here.

[Br] H. BREZIS , Opérateurs mazimauz monotones North holland , 1973.

[Mi-Go] R.H. MIDDLETON / G.C. GOODWIN , Adaptive computed torque control for rigid
links manipulators ~Systems & Control Letters, vol.10 No 1, pp. 9-16, 1988

[Po-Pr,88] J.-B. POMET / L. PRALY , Estimation-based Non-lincar Adaptive Control
CDC proceedings, Austin, 1988.

[S1-Li,86] J.-J. E. SLOTINE / W. LI, On the adaptive control of robot manipulators M.LT.,
1986.

[S1-Li,87] J.-J. E. SLOTINE / W. LI, Theoretical issues in adaptive manipulator control
M.LT., 1987

[Ta-Ko-Ma-Ka] D. G. TAYLOR / P. V. KOKOTOVIC / R. MARINO / I. KANELLAKO-
POULOS, Adaptive regulation of nonlinear systems with ics Proceed. of
American Control Conference, June 1988.

APPENDIX A: Proof of lemma 1

P(t) clearly remains symmetric. In addition, it remains invertible because the matrix I +
SEle(r)[™ Z7(7)Z(7)dr is well defined for any ¢ in [0,t;) and it is not difficult to check
(from (B.26)) that it is the inverse of P(t). This proves (B.29).

Now, let (note that W(0) defined in (B.34) is the same as the above W(t) for ¢ = 0)

12(0) = Z(0)p* ™ _cmene
(m

e (B.3)

W) = Lo AT ) + e

From (B.23),(B.25),(B.26), we get the following inequality in which x(t) is 1 if  is on the
boundary of IT and PZ7e points outward II, 0 in the other cases:

. . nTPZTe)(n?(p" — p
W < e + (oL D) (B4g)
m— e 12(0) = Z(0)p ™ gmense
O :(0) - 2@ e ¥ — EOLZ IO e
since for any positive E and Y, — lE’"“ + ;YZE"‘ < - fE"‘“ + fy"‘”,snd
(from assumption Ad) nT(p* — §) < D*, and n"PZTe < 0 when X is non-zero,
- . InTPZTe|
W) < - e - o o222 (B.43)
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Therefore W(t) is positive decreasing. This, together with (B.43) and (B.29), yields:
[p* = B()]* < 2W(t) < 2W(0) Vte [0,t) (B.46)
On the other hand, p remains in II because p points inward II all along its boundary; this
gives (B.32).
We shall now establish (B.30), (B.31), (B.33). (B.43) and (B.45) yield, for any 7 in
[0,24): .
[l < m 1) W(O) = W(n) ] < (mo+1) W(0) (B.47)
This gives (B.31) and the second part of (B.33). Now, from (B.26), with the same definition
of x as in (B.45),
. T m— T m—1|nTPZT e[| Pn|
17131 S UL PZTe] + J7 xle| i
Ul (55 lelm=2eTZPPZTe)" + 7 xle|m Ep2
(we use Shwartz inequality and the fact that P < I. But

(B.48)

T m=3 T T T T m-1 _ [T P
0< /; |e[™=3 TZPPZTe < /0 t(PZTZP) |e|™" = /ﬂtr(P) <gq

Then, since [e[™*! < —(m + 1)IV and ZEZd < —
of (B.33).

APPENDIX B: Proof of theorem 1

W, (B.48) implies the second part

Let [0,4;) be a maximal interval of definition of a solution of the closed-loop system. From
(B.32) in lemma 3, we may use the inequalities in assumption A2 replacing k(p(t)) with

K(W(0)) 2 sup { k(p)|Ip" —pP < 2W(0)} (B.49)

x(.) is a positive increasing function. For the sake of simplicity, in the following,  will stand
for any positive continuous increasing function of W(0) (usually the original x mixed with
some constants independant of ¢ and of the solution we consider).

Now, considering (B.40) and assumption A1, V is clearly a good canditate as a comm-
parison function for y. Hence, let:

wi(t) = V(a(t),u(1) (B.50)
Along (B.40), we have:
Wy = i—:(ﬁ»y)-F(i»,y) + Z—Z(ﬁ,y)[ﬂﬁ,y +ee) = F(p,y) + eZp+e] + %(f,,y);, (B.51)

which gives, considering (B.7),(B.9), (B.10) and (B.13),
. —aWy + wSup {1, Wt }(1 + edlel) |e]
W, < N
ve +mSup {1, Wt (elZ1hl + lel) (B.52)
+nsup {1, WP}l
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and finally
Wi < —aWi + wSup {1, WP (5] 4 fel(1+ |el)) (B3
+xSup {1, W bzl

Similarly, the part of the Z-equation in (B.40) being linear, we consider the

following comparison function:
Wi(t) = dlz (1) (B.54)

Along (B.40), we have:

W = 2e272 = <2|2[* + 227 (,2) " [~ Jp(2)& + fy(z) + v(h,2)gp(z)] (B.55)

From (B.28) and inequalities (B.1) in assumption A1 and (B.11) to (B.12) in assumption
A2, one gets:

[7(5,2)7 [~ Tp(2)a + fo(@) + v(B,2)gp(@)]| < KSup{L,V(B,2)"}  (B.56)
< wSup {1, V(p,9)"} + KSup {1, V($,4)*"} (le|" + [¢| =)

where the last inequality is obtained from (B.9) in assumption A2, lemma 4 (given in ap-
pendix D), and the fact that, for some positive constant k,

@+ Sk@ +8)  Vab>0 (B57)
(B56) and (B.55) yield:

W < = 2w+ 2/ sw (1w} (B.58)

+25:/W; Sup {1, W) (Jel” + |ef™)

To study, the "triangular system” (B.40), let us consider the following comparison function:

U(t) = Wi(t)™ + 2 7Wy(t)"\/Wa(t) + s* Wy(t) (B.59)
where r and s are two real positive numbers. We have the following majorations:

W, < U5,  VWySup{1, Wy} < Se(1.U}

W, < 5U . Wisw{l, W} < Sup{1,V} (B.60)

and the following equality (where no problem arises when W, vanishes, see (B.58) ) :

U = 24W7 (W + w/W) Wy

+ (o + )W (B.61)
with (B.53), (B.58) and (B.60), this yields :
U < —2ayW} = 2r(ay + HW] W, — 2°W, (B.62)

+22:(r + 9)Sup{1,U} + xSup{1, U} (|| + P(jel)]
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Pz) = = + o' 4+ &7 4 2%
where : N . B.63
¢ = swp{l+ 3, ey (56
Notice that, since a is smaller than 1,
(<1 &= m<1 (B.64)

Let us tune the positive numbers 7 and s so that U is a good comparison function for the
behaviour of (y,2) along (B.40):

Lemma 2 : Let ¢, d, K be three strictly positive real numbers. There exists a positive
number A such that, th and ch denoting the usual hyperbollic functions,

(L4 03) Min {e,d) = 2letd—fe—dieha ] (B.65)

then if we define 7, s, b by:

1 Min{c,d 1
s = E% sr = st b= fletd—fe—deh)] (B.66)

then b is stricly positive and:
X? + 2rXY + s* Yis positive definite. (B.67)

2(eX? +r(e+ XY +2dY?) > (b + 2KVd(r +5)) (X +2rXY +5°Y?)  (B.68)
This lemma is not difficult to prove. Using it with ¢ = ay, d = L, K = &, (B.62) yields:

If U() 2 1, then U< b0 + s U (|| + P(le])) (B.69)

with b a strictly positive real number. Our conclusion will follow from the following lemma,
established in Appendix C:

Lemma 3: Let U(t) be a positive function defined on the time interval [0, ¢,) and such that

If U(t) > 1, then U(t) < —bU(t) + [Zf,(t)]l/(t)‘ (B.70)

where b and ¢ are real positive numbers and ( f; ) is a (finite) family of real positive funtions
such that: "
/ [fir) Jodr = 8 < 00 ; ki>1 (B.71)
o

Then,
«1f¢ < 1,U is bounded on [0, /) no matter the value of the S’s and the initial value.

e If¢ >1,U is bounded on [0, ) under the following condition:

_ 1/ks
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To use this lemma, let us first check that the needed hypotheses are met in our case:
(B.70) is the same as (B.69), and (B.71) follows from lemma 1, with:
Sifi = Al P(\ \) + \pH

m+1; k=25 k mA 1) k=1 (B.73)
= KR e L2345 =k R
Let us come to (B.72). From (B.73), we have:

> [((SROEA A

7 (b];_)llz.

> (blé,l)'/‘- [“ - 1)/:1 W’“] e -1) /: B (B.74)

On the other hand, if the initial conditions of the filters are chosen according to (B.22), with
assumption A1, U(0) is zero. It follows that (B.72) is satisfied if:

Sagle - [’

Since  is smaller than 1, ¢ — 1 is equal to (m —1)/27. b, ¢ and the k;’s do not depend
on the initial conditions, but x does (see (B.49)); as explained at the very beginning of this
proof, it is a continuous function of W(0). On the other hand, from (B.33), the integrals
in (B.75) are upperbounded by a continuous function of W(0) which tends to zero when
W (0) does. Tt follows that, if C is chosen small enough, (B.37) implies (B.75) which implies
(B.72).

1/ki 4
P -y [T < L e

Now, we may apply this lemma to our system, which gives the boundedness of U(t), no
matter the value of the initial conditions if 7y < 1, and under condition (B.37) if n, > 1.

Since U is a positive definite function of ( Wy, /W; ), and comparing (B.50), (B.54)
and assumption A1, the boundedness of U(t) implies this of y(t) and Z(t). It follows that e
is bounded because p is bounded (see (B.32)), and (B.23) and (B.25) yield:

e(t) = 2" — 8] + |2(0) — Z(O)p*| ™ ¥

With (B.39), z is bounded too. P and p are bounded (see (B.26),(B.29). The state of the
filters are bounded because they are states of strictly stable linear systems with bounded
inputs (see (B.20) and (B.21)).

We have proved (under condition (B.37) if ny is larger than 1) that the solution of the
closed-loop system we are following is bounded on [0,£;), which is its maximal definition
interval. This implies that ¢; = oo. This would be very classical if the o.d.e. (B.26)
were smooth; in spite of the discontinuity introduced by the projection in the estimation
algorithm, this follows from the classical process of continuation thanks to the existence
result of [Br] prop 3.12 and the fact that the right hand side of (B.26) is bounded by a
continuous function.

We now check that z(t) tends to zero:
#(t), given by (B.1), is bounded. Hence, considering (B.38), é({) is bounded; this implies
that ¢ tends to zero because e™*! belongs to L. It follows that (B.52) may be written

Wi(t) < —aWi(t) + A(t) + p(t) (B.76)
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where A belongs to L! and u tends to zero. Convergence to zero for W, follows. With the
property of V given by assumption A1, the same holds for y and therefore z. O

APPENDIX C: Proof of lemma 3

i) Case ¢ no larger than 1: Let [t, ] be a maximum interval on which U remains larger
than 1. It is clear that either i = 0 or U(#) = 1, and that, for any ¢ in [t1,1,], we have

U(t) < [=b+ S A0]U@) (B.77)
hence, for any t in [ty 1],
) < Un) S RS0 (B.78)

but U(t;) < Sup{1, U(0) }, and, with Holder inequality,

Sy + X[ A0 € -b-n) + D8 by (B.19)

The &'s being smaller than 1, the right hand side of (B.79) is bounded by a constant 3,
depending only on b, the ks and the S;’s. We have proved that, for any t in [0, /),

U(t) < sup {1, ¢, U(0) ¢’} (B.80)
ii) Case ( strictly larger than 1: Let ) be defined by

Ut) = A1) T e (B.81)
so that 1
U(t) = —bU() — (j)}(t) A(t)" T emHen) (B.82)
Finally, (B.70) may be rewritten as follows when U > 1:
- SO e < (S e (B59)
. At 2 = (¢ -1 [ X fi(r) ] e e (B.84)
hence .
MO 2 M) = (¢ = 1) [T Al s (B.55)
but

< 1\
€0 [ i < ¢ s () (B.56)

(¢ — DS
(ok:) 7

]
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—1) 5]

and, finally, A() > A(t) — Z[(C T (B.87)

Now, it is easy to conclude:
A(t) is equal to U(t)~(¢ =1, which is either 1 (if &, # 0) or U(0)~¢ =V, so that, if (B.72) is
met, we get

1
U@t o< B.88
© Inf{ 1, V()¢ - LD (9
APPENDIX D: Technical lemma.
Lemma 4: Let V be a smooth real positive function such that, for any =,
4 1
‘—(z] < kSup {1, V(z)"7 (B.89)
9z
then, there exists two positive real numbers A and 4 such that, for any positive ¢,
[V(z) = V()| < ASup {1, V(e) ¢} |e—yl + ule—yl* (B-90)

Remark: This technical result is used in the proof of theorem 1 with 1 — % = a.

Proof: Let W = Sup{ 1, V}. With (B.89), we have, at all points where V is larger than
1L, |9 < 5 ; so that, for all z,y:

W) - W)| < Sl (B.o1)
It is not difficult to see that (B.91) yields:
[Sup{1, V(z) } = Sup{1, V() }| < (W(2) + %lz—y\ ) — W(e)* (B.92)

Now, with L and M such that, for any positiveaand b, (a +b)? < a? + La? b+ M b%,
we have

ISup{1,V(2)} — Sup{T, V(w)} < LSup(1,V(e)' }kle |+ M(Hz —y)*  (B.03)

The lemma follows. O
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