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RESUME

Cette thése est consacrée a 'étude de la trajectographie du point de vue de la théorie
des observateurs.

On présente d'abord le probleme de trajectographie et les modéles des systemes utilisés
pour la poursuite active et passive. On étudie ensuite 'observabilité de ces systemes apres
avoir rappelé les critéres d'observabilité pour les systemes linéaires et non linéaires. On
présente également les principaux résultats de la théorie de I'observateur et des méthodes
de construction d’observateurs dans les cas lin¢aire stationnaire, instationnaire et non

linéaire.

On se concentre ensuite sur le probleme de construction d'observateur pour les systemes
linéaires instationnaires avec singularité polynémiale a I'infini. On introduit les notions
originales d'observabilité asymptotique et d’observateur & gain asymptotique. De tels ob-
servateurs dont la construction est basée sur la théorie des formes normales de Poincaré-
Dulac sont particulicrement faciles & mettre en ceuvre, puisque le gain est constant
dans I'échelle de temps la plus rapide. On donne des conditions suffisantes de
gence d'observateur construit a partir de la forme canonique observateur d’un systéme a
coéfficients dans un corps de Hardy. Ces résultats sont appliqués 4 la poursuite en ligne
droite.

Comme la trajectographie est un | intrinse non linéaire, diverses con-
tructions d’observateurs non linéaires sont étudiées. Apres avoir rappelé des résultats
négatifs : non existence d'observateur par les méthodes d'immersion et de linéarisation
de I’équation d’erreur par injection de sortie dans le cas passif. nous analysons les condi-
tions de convergence d'un observateur par immersion approchée. Une autre approche est
aussi proposée, basée sur la transformation sous forme canonique observateur du linéarisé
tangent du systeme. On montre dans des cas de trajectographie la convergence locale de
cet observateur. simulations numériques sont présentées pour chaque méthode.

conver-

Mots-clefs :

Trajectographie active et passive. Systémes de poursuite. Observabilité, Observateurs,
Equivalence de Poincaré-Dulac. Corps de Hardy.







ABSTRACT

In this thesis, the tracking problem is studied by means of Observer Theory.

Firstly we present the active and passive tracking problems and the associated models.
The observability of these systems is studied after recalling observability criteria for linear
and nonlinear systems. We outline the main results of observer theory and propose several
approaches to construct an observer in the linear stationary and time-varying case and in
the nonlinear case.

We then focus on the problem of cons time-
varying systems with polynomial singularity at infinity. The original concepts of asymp-
totic observability and observers with asymptotic gain are introduced. Such observers,
whose construction is based on the Poincaré-Dulac theory of nomal forms, are particu-
larly easy to implement since the gain can be chosen constant with respect to the fastest
time-scale. We present also sufficient conditions for the convergence of observers using
the observer canonical form for linear systems with coefficients in a Hardy field. These
approaches are applied to the one dimensional tracking problem.

Tracking problems being intrinsically nonlinear, the problem of nonlinear observers
is studied. We first present two negative resul
immersion and linearization by output injection for passno tracking. We then analyze
the convergence of observers obtained by approxi fon. Another approach is
also proposed, based on transforming the tangent linearization of the system into observer
canonical form. We show the convergence of this observer in several tracking examples.
Numerical simulations are presented for every methods.

rvers for a class of lin

ruction of ob:

nonexistence of observers by means of

Key word:

Active and passive tracking, Tracking systems. Observability, Observers, Poincaré-Dulac
equivalence, Hardy fields.
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Chapitre 1
Introduction

Le probléme de rajectographic a été étudié depuis longtemps. Beaucoup d'algorithmes
sont. proposés sur ce probleme. les techniques les plus classiques étant par exemple la
régression des données, les moindres carrés. etc. La plupart des travaux dans ce domaine
sont étroitement liés & la théorie des systémes. et par conséquent leur développement est

une des sources des progres réalisés sur ce sujet.

Nous nous intéressons dans ce travail aux méthodes permettant de traiter en temps
réel les signaux donnant des indications sur I'état d'un ou plusieurs mobiles regus par
un capteur. par exemple un radar, un sonar. un instrument optique ou laser. etc. Ce
probléme est connu sous le nom plus populaire de poursuite.

La poursuite contient en effet deux catégories de problemes. Le premier consiste a
garder matériellement dans le champ du capteur la cible. L autre type de probleme con-
siste plus simplement a surveiller les cibles. la poursuite étant effectuée par un programme
numérique. Le but est ainsi d’arriver a tracer la “trajectoire” de la cible, indépendem-
ment du fonctionnement de I'antenne. C’est le cas que nous allons étudier. La poursuite
est formulée comme un systéme dynamique représentant la cible mobile dont le capteur
peut observer les caractéristiques. Lorsqu'on considére le fait que le systeme dynamique
et I'observation sont perturbés par des signaux inconnus, on pose le probleme en termes
de systemes stochastiques et la technique la plus souvent utilisée dans cette approche est

le filtrage.

Les premiéres tentatives relatives a I'application de la technique du filtrage au probleme
de trajectographie remontent aux travaux de Wiener [90] qui portent sur le traitement des
données issu d’un radar. La technique de Wiener a apporté une amélioration considérable
sur les performances des systemes traditionnels.

Depuis le début des années 60. la naissance de la théorie du filtrage de Kalman-Bucy
(une généralisation du filtrage de Wiener) [18. 46. 48] a donné une impulsion considérable
aux études dans ce domaine. Grace a une structure récurrente. les algorithmes de pour-
suite basés sur le filtrage de Kalman sont faciles & mettre en ceuvre sur ordinateur. Il y a
une abondante littérature sur les applications de cette technique au probleme de trajec-
tographie. Citons. par exemple. les livies de Bar-Shalom et Fortmann [4] et de Jazwinski
[46]. et I'article de Chang et Tabaczynski

Le probleme de trajectographie est nw(lehse la plupart du temps par un systéme non
linéaire. En ce qui concerne les algorithmes mis en ceuvre sur les systémes actuels, ils sont
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basés sur une forme modifiée du filtrage de Kalman appelée filtrage de Kalman étendu.
Bien que ces algorithmes aient été appliqués avec succés (on citera le célebre plan “Apollo”™
aux Etats-Unis). la convergence est trés difficile & vérifier. Pour un probléme pratique, la
convergence du filtrage est déterminée souvent de maniére empirique. par exemple par la
simulation dans les conditions prévues sous lesquelles fonctionnera le systeme. Méme si
cette approche est peu convaincante, elle peut donner en pratique de bons résultats.

La méthode du filtrage non linéaire qui consiste & rechercher une loi conditionnelle
de I'état sachant toute I'histoire de I'observation est rarement utilisable dans le prob-
leme de trajectographie (voir par exemple [69]). En effet, le calcul de la densité d'une
loi conditionnelle se raméne & une équation aux dérivées partielles stochastique appelée
équation de Zakai, et par suite est un probleme de dimension infinie. Bien que des méth-
odes aprochées ou numériques aient été proposées pour résoudre 'équation de Zakai, leur
complexité rend la mise en ceuvre tres difficile.

Le cas ou la solution d'une équation de Zakai s'exprime & l'aide d'un systeme de
dimension finie. cas appelé filtre de dimension finie. bien que favorable au calcul, s’avére
rare en pratique : la condition garantissant l'existence d’un tel filtre est rarement
vérifiée (voir par exemple [53. 69]). Tout cela explique pourquoi le filtrage exact est si
peu utilisé. et le filtrage de Kalman étendu si populaire.

Dans ce travail. nous étudions le probleme de trajectographie du point de vue de
la théorie de l'observateur. On adopte une démarche déterministe, en ce sens qu'on ne
considere que des systémes non perturbés. Cela nous permet d'utiliser les progrés récents
de la théorie des systemes non linéaires. Un observateur est un systéme dynamique servant
4 reproduire correctement I'état du systéme ori |gmd| a partir de la sortie de ce dcrmer,
La vérification de la convergence d observateur est indi le. et une étude i
est largement insuffisante. En revanche, I'analyse de la convergence de I'algorithme nous

permet de garantir les performances du systeme.

Bien que les systemes déterministes soient des modéles idéaux en pratique, les études
basées sur de tels systémes nous permettent de micux comprendre les phénomenes qui
apparaissent dans le probleme de trajectographie.

Une contribution principale de ce travail concerne la construction d’observateur pour
les systemes linéaires instationnaires. Dans le cas ot les coefficients du systeme dépendent
du temps de maniére continue et bornée, une des méthodes les plus souvent utilisées est
basée sur le filtrage de Kalman. En outre, pour éviter de recalculer le gain du filtre ou
de Pobservateur a tout instant. une méthode classique consiste a utiliser & la place du
gain variable sa limite lorsque le temps tend vers 'infini [4]. Cette méthode induit des
simplifications de mise en ceuvre notoires. On sait qu'une telle limite existe sous certaines
hypothes rictives et il nous a semblé important de déterminer jusqu’oli cette méthode
pouvait étre étendue. Plus exactement. si 'on considéere un systeme linéaire instationnaire
i coefficients polynomiaux en temps au voisinage de 1'infini, on montre qu'un observateur
peut étre synthétisé avec un gain constant, si I'on se place dans 1'échelle de temps la plus
rapide. si le systéme est asymptotiquement observable. Lorsque cette derniére propriété
west pas vérifiée. on montre qu'il n'existe pas en général d’observateur a gain constant
au sens ci-dessus et que I'on est obligé de choisir un gain instationnaire. La croissance
en temps d'un tel gain peut étre alors caractérisée dans le cas des systemes a coefficients
dans un corps de Hardy. En effet. on montre que le gain peut étre choisi dans la plus




grande classe de comparabilité du corps si le systeme est H-observable (voir la définition
dans le chapitre 5). Une construction explicite de I'observateur est ainsi proposée. Ces
méthodes peuvent étre étendues au cas non linéaire par linéarisé tangent.

Nous remarquons par ailleurs que dans beaucoup d’applications, les observateurs
congus par la méthode du filtrage de Kalman convergent en horizon fini, mais explosent
au bout d'un certain moment. La notion d’observabilité asymptotique peut donner une
explication & ce phénoméne. On montre en effet sur un exemple de trajectographie,
I ibilité de construire un observateur & gain constant exponentiellement stable, alors
que le systéme admet un observateur & gain constant dont I'erreur d'estimation est expo-
nentiellement décroissante sur tout horizon fini mais ayant une singularité a I'infini, ce qui
provoque la divergence. L'utilisation des observateurs a gain instationnaire synthétisés
par la méthode des corps de Hardy permet ainsi déviter ce type de phémonéne. Notons
que la convergence de I'observateur se fait au prix d'une croissance du gain au moins
aussi rapide que les fonctions du temps les plus rapides engendrées par les coefficients du
systeme.

La formulation du probleme de trajectographie est présentée au chapitre 2. Nous divi-
ce probleme en plusicurs catégories selon la dimension de I'espace dans lequel évoluent
les trajectoires. ou selon la disponibilité de certaines observations. Nous présentons les
modeles les plus souvents utilisés.

Au chapitre 3 nous parlons de 'observabilité. un concept fondamental en théorie

sons

des systemes ainsi que pour la construction d'observateur. Nous rappelons des critéres
dobservabilité pour les systemes linéaires et non linéaites. Ensuite. nous appliquons ces

o
chapitr
linéaire i

iteres a 'analyse de I'observabilité des différents modeéles de trajectographie. Dans ce
nous rappelons également une méthode systématique pour ramener un systéme
sous forme ique. une forme ble pour concevoir un ob-

servateur.

Le chapitre 4 donne une présentation générale de la théorie de I'observateur. Nous
rappelons d’abord la définition des observateurs. puis présentons des méthodes de con-
struction d’observateurs dans le cas linéaire stationnaire. instationnaire et non linéaire.
Nous nous intéressons plus particuliérement aux algorithmes susceptibles de s’appliquer
au probleme de trajectographie.

Dans le chaptire 5 nous nous intéressons a une classe particuliere de systémes linéaires
instationnaires : les systemes avec singularité polynémiale a I'infini. Nous introduisons
les notions originales d'observabilité asy ique et d'observateur & gain ptotique.
On montre que ces observateurs existent sous la comlmon d’observabilité asymptotique,
et leur construction est basée sur la théorie des formes normales de Poincaré-Dulac. Nous
étudions également les systémes linéaires instationnaires a coefficients dans un corps de
Hardy. On propose une construction de I'observateur & partir de la forme canonique et
donne des diti ffi de convergence de cette derniere méthode. Ces résultats

sont appliqués a la poursuite en ligne droite.

Au chapitre 6. nous considérons le probléme de poursuite dans le plan et dans I'espace.
Comme les systemes correspondant & ce cas sont a priori non linéaires, le probleme de
contruction de l'observateur non linéaire est étudié. Aprés avoir rappelé des résultats
négatifs dans le cas passif non existence d'observateur par les méthodes d’immersion et
de linéarisation de I'équation d'erreur par injection de sortie. nous analysons les condi
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tions de convergence d'un observateur par i Une autre app est
aussi proposée, basée sur la transformation sous forme ique observateur du linéarisé
tangent du systéme. On montre dans des cas de trajectographie la convergence locale de
cet observateur. Des simulations numériques sont présentées pour chague méthode.

A l'annexe A. nous résumons la théorie des formes normales qui constitue la base
mathématique pour 'étude de I'observateur & gain asymptotique.

Finalement, quelques éléments essentiels de la théorie des corps de Hardy sont rappelés
dans Iannexe B.




Chapitre 2

Présentation du probléme de
trajectographie

2.1 Introduction

Le probléme de trajectographie se divise : en trois catégories poursuite en
ligne droite, poursuite dans le plan et poursuite dans l'espace. Les deux derniers sont
présentés dans les figures 2.1 et 2.2 respectivement. Dans ces figures, le captenr (antenne,
radar, systeme optique, laser, etc.) se trouve a l'origine, et M représente la position de

la cible.

Figure 2.1: Probleme de poursuite dans le plan.

Le probléme de trajectographie est modélisé en général comme un systéme non linéaire:

& = f(z)+g(a)u
{y = hiz) @1
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Figure 2.2: Probleme de poursuite dans I'espace.

oit @ est le vecteur d'état, u est une entrée connue représentant les manoeuvres du por-
teur du capteur, et y est Iobservation dont les composantes sont (r,a,7) représentant la
distance, 'angle de site et de gisement ou azimut respectivement pour les capteurs & trois
dimensions, et (r,7) pour les capteurs & deux dimensions. Les champs de vecteurs f(x)
et g(z) et la fonction vectorielle A(z) décrivent 'évolution de la cible dans le repére (fixe
ou non) du capteur. lls sont généralement exprimés dans divers systemes de coordonnées,
plus ou moins commodes. méme s'ils nen dépendent pas. Les représentations les plus
naturelles et les plus couramment utilisées sont sans doute les coordonnées cartésiennes,
polaires, et leurs formes modifiées.

Nous disti particulié deux cas - la trajectographie active et la trajec-
tographie passive - qui different uniquement par la disponibilité de I'observation sur la
distance. Si l'observation concernant la distance entre le capteur et la cible est disponible,
il S'agit du probleme de traj hic active, et de trajectographie passive sinon.

La poursuite passive désigne la situation oli ne sont utilisés que des capteurs passifs,
par exemple le sonar, le suivi optique et le radar passif. 1l se peut quil y ait dans
ce cas deux catégories d'objectifs. Le premier bul est de poursuivre la cible dans le
domaine angulaire et de se contenter de n'acquétir que des informations partielles. Dans
ce cas, nous considérons un systéme en jon réduite qui est observable en un sens
convenable. Le deuxiéme but est de reconstruire I'état entier a partir de l'observation
passive. Cette tache n’est pas toujours possible, parce que le probleme de trajectographie
passive conduit souvent & un systeme inobservable. Par exemple, le systéme correspondant
au cas ol le porteur est immobile et ou la cible est a vitesse constante est toujours
inobservable, ce qui est intuitif du point de vue physique. Une solution géométrique est
de localiser le mobile par un réseau contenant plusieurs capteurs passifs. Cependant, si
I’on veut résoudre ce probléme avec un seul capteur, il faut que le porteur de ce capteur




2.2. Poursuite en ligne droite 7

fasse une manocuvre (accélération relative non nulle). Tout cela signifie que I'analyse de
Pobservabilité joue un role important pour le probléeme de la trajectographie passive.
Dans les sections suivantes, nous allons présenter les modéles les plus souvent utilisés
dans les systémes de poursuite. Parmi eux, il y a des modéles qui sont mathématiquement
équivalents, donc leurs propriétés fondamentales (par exemple I'observabilité) ne dépen
dent pas des coordonnées choisies, mais les performances des observateurs cor
peuvent en dépendre. Clest ce qui nous a amené & rappeler les représentations des modeles
en dimensions 2 et 3, dans les cas actif et passif, dans les différentes coordonnées.

2.2 Poursuite en ligne droite

Le probléme de poursuite en ligne droite est formulé en général par [4] -

()
o 0 >1 2.2
{yx = I "= 22)

oit z, représente Ja position de la cible. L'évolution de 7, est donc polynémiale en fonction
du temps
(23)

1
2= @ + dol + iint’ 4

ol (o0, Fo, 20""V) est un vecteur constant représentant I’état initial. En prenant
== (20, do, Foy 2{"™)T comme vecteur d’état, et en posant

i=0
{y = C(1): 24

Ti est clair que le probléeme de poursuite dans I'espace ou dans le plan peut se réduire
a celui en ligne droile si dans certaines coordonnées le systéme se divise en des chaines
indépendantes. Cest précisément ce qui se passe dans les systemes classiques de poursuite.

2.3 Modéle de trajectographie en coordonnées
cartésiennes

Pour modéliser la dynamique de la cible. il nous faut aquérir une information compléte sur
les caractéristiques de la trajectoire de la cible, ce qui est généralement impossible. Il est
alors nécessaire d’ajouter des contraintes sur la manceuvrabilité de la cible. Ici nous nous
bleme de ite d"une cible se dépl & vitesse constante. Sous

restreignons au p



s Chap. 2. Présentation du probleme de trajectographie

cette contrainte, 'évolution du mobile dans I’espace est donnée, en coordonées cartési
ennes, par

(2.5)

it s, ay et a, sont les composantes de accélération du porteur du capteur dans la

direction des trois axes. Si le capteur est immobile, P'évolution de ce p peut
Sécrire, de maniére équivalente, par

= wvcosBcos[

@
9 = vcosTsinT
i = vsin®
P (2.6)
T =0
B 0
oit (ve.vy.v.) et (v, 5, 1) sont liés par
v o= \Jultelt
" \
£ = ar
2 = arsin (%) o
I = arctan (’ﬁ)
Vg

L’observation est donnée physiquement en coordonnées polaires. Elle s'exprime en
fonction de I'état en coordonnées cartésiennes :

ro= ValEyit

o = won (i) -

—
:

Un mobile & vitesse non constante peut se représenter par un systéme dynamique de
dimension plus élevée. Par exemple. dans le cas d’une cible se déplagant a accélération
constante, on obtient un modele d'état en dimension 9.

Pour la poursuite dans le plan. le systéme (2.5) se réduit a

2

= (2.9)
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et I'observation est donnée par

ro= Vati gyt
2.10
7 = aecan (¥) (2.10)
z

L'avantage des coordonnées cartésiennes est la simplicité de la représentation d’état
~ (2.5) est un systéme linéaire stationnaire. Elle nous permet de plus d'écrire I'équation
dynamique de maniére analogue dans le cas général. Quant au systeme équivalent (2.6),
nous verrons plus loin qu'une forme modifiée convient a la poursuite passive.

2.4 Modele de trajectographie en coordonnées po-
laires

L'évolution d’un mobile a vitesse constante se présente en coordonnées polaires par

(62 + 4% cos? 0) + (u, cos 7 cos 7 + w, COS 0 8in Y + s sin o)

1

i

il "
P U UP . _—
G = —256 - 33%sin2y + ——(~w cososingcosy — u, cososinsiny + =

Tay

5 = =255 4265 tan7 — -(uycos o cosy — u, cos o siny)
B 2,
(2.11)
VAT est la projection de la distance r dans le plan (0,z,y). On se raméne
eme dynamique de dimension 6.
Le systéme (2.11) se réduit dans le plan &

747 + (uy siny + ug cosy)
(2.12)

. il .
3 = =2-%+ —(uycosy — u, sin7y)
v

Dans ces coordonnées, I'observation est linéaire. Ce systeme est utilisé par certains
auteurs pour obtenir une estimation d'état plus précise [71] Mais la pnse en compte de
la dynamique de la cible est beaucoup plus liquée quen coord: cartésiennes,

sauf dans des cas particuliers.

2.5 Modele de trajectographie en coordonnées po-
laires modifiées

Les coordonnées polaires modifiées (en abrégé CPM) sont introduites par [1]. Dans ces
coordonnées, la linéarité de I'observation est conservée et, lorsque le systeme n’est pas
rvable, les comy observables et inobservales sont découplées,

donnant lieu ainsi & un observateur tolérant aux pannes [1, 56]. Ces coordonnées soni
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utiles dans le probleme de trajectographie passive pour récupérer I'information concernant
la distance.
Pour la poursuite dans le plan, on introduit la transformation suivante :

N 7 1
Tpmd = Yo Tpm2 =0 Tpma = Do Tpma = T

Zymis Tpmay Tpma, Tpma Gtant les variables en coordonnées polaires modifiées. Le systéme
(2.12) devient :

Tpm2
7221,,,.;1{,,.3 + Tpmaluy €08 Tpmy — Uz Sin Tym1)
T2 = Thns + Cpma(Uy SID Tpmy + Uy COS Tpm1)

—Tpm3Tpma

= fzpm) + gl@pm)u

Tpm

Yy = Zpm

(2.13)
Le passage de la représentation en coordonées cartésiennes a celle en CPM s'effectue par
le difféomorphisme local suivant

cosz
-
2y = arctan (¥ v =
I Tpma

oy = IUE ¢ = Zem3COSTym = TymaSi0 Zym

» = 328 = .

o 24 y? Tpma -
. _xityy y = Snem (214)
mt = ==

! @t y? Zyma
N 1 § = TmacosTim 2 SN Tyt
Tt = ey = TemaCOSTymt = Tpma S0 Tyt

Vit Tpma

Donc. (2.13) est équivalent au modele en coordonnées cartésiennes (2.9) avec observation
passive.

Pour la poursuite dans 'espace, le vecteur d'état est de dimension 8, donné par

Tpm1
_ | tem2 |
Tpm = Zpm3
Tpma
ol . .
Yy Y
r NeETET (215)
z z
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est le vecteur unitaire le long de la direction de la ligne de visée (LDV).
En dérivant ry,, par rapport au temps, nous obtenons I'évolution de la dynamique

38. 39]

m2 O3x3

P e ot Tz tomz | | Tpmall = Tpma])
e —Thu3 LpmaTpm1
pm3Tpma O
= S(@pm) + g(wpmu (2.16)

ot u = (us uy.u.)T est Paccélération du porteur dans la direction des trois axes.
Choisissons le vecteur d'observation obtenu & partir de (o, 7.r) par :

s = cosocosy
v = cososing (2.17)
ys = sing

Papplication de sortie est alors linéaire:

y=Crpm (2.18)
avec
10000000
C=[01000000
00100000

La relation entre les variables en coordonnées cartésiennes . et celles en CPM p,,
est donnée par:
Lymt

o= ( " ) - ot (2.19)

i Tpm3 1
TP ot + ——Tpmz
Lyt Tpni

Notons que le systéme (2.16) n'est pas équivalent au systeme (2.5) en coordonnées
cartésiennes car la transformation (2.15) est une injection locale et (2.19) une surjection
locale.

Dans le cas oit I'accélération du capteur est nulle, les systemes (2.13) et (2.16) se
réduisent a

pm2Epm3 (2.20)
2

2 -
Lpm2 = Fpm3

Epm =

et
dpm2
20 pm3 = Ty L paTpm2 (2:21)

respectivement.
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Chapitre 3

Rappels sur ’observabilité

3.1 Présentation générale

Considérons le systeme

& fla,u)

ol z € R" et u € R™ sont I'état et 'entrée du systéme dynamique respectivement, et
y € R” est I'observation d’état. Nous supposons en général que f * R" x R™ — R™ et
h R" — R? sont des applications de classe '™ Pour toute entrée constante, f(z.-) est
un champ de vecteurs de classe C° sur R".

La dynamique du systéeme (3.1) peut éure définie plus abstraitement sur une variété
Xi i de d ion n, et |'observation sur une variété Y infiniment
différentiable de dimension p. Alors & et y sont des coordonnées locales de X et de Y
respectivement, et (3.1) est une expression du systéme dans ces coordonnées locales.

On considere souvent le cas particulier des systemes affines. qui s’expriment en coor-
données locales sous la forme

@ o= fla)+ ) wal(x)
,; (3.2)
y = h(z)
ol fet g5, g sont des champs de vecteurs sur une variété X de classe C* et
h(-) X Y est une application de classe C"*

3.2 Observabilité des systémes non linéaires

Pour les systemes non linéaires, diverses notions d’observabilité peuvent étre définies et
étudiées (voir (26, 33, 44, 43, 79, 91]), suivant qu'on s'intéresse au problemes de la réalisa-
tion minimale ou de la construction d'un observateur. Nous résumons ici les principales
approches.

Définition 3.1 [80] Considérons le systéme (3.1). Deur états z1,2; € X sont indistin-
guables si, pour toute entrée adnussible u € U. U un sous ensemble de RP les trajectoires

13
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du systéme & parter des états mitiauz 21(to) = 21 el T3(lo) = £, donnent la méme sortic
y(1) pour tout L > to. L'ensemble des points indistinguables d’un zo de X est noté 1D(zo).

Définition 3.2 Le systéme (3.1) est observable en xo st 1D(wo) est réduit i wo lui méme,
soit

ID(xo) = {0}
Le systéme (3.1) est observable si, pour tout x € X, ID(z) = {x}

Soit (o, u(t)) la courbe intégrale du systéme passant. par z pour entrée admissible
u(t). Soit U un sous ensemble de X Deux points 1,2 € U sont U-indistinguables, si
pour tout T > 0 et toute entrée admissible u telle que les trajectoires z(t) dans I'intervalle
[0.7] restent dans U

z(ry,u(t)) € U 1=1,2. telo,T]

les sorties y({) sont identiques. L'ensemble des points U-indistinguables de zo est noté
par [ Dy (o).

Définition 3.3 Soit o € X un poin de I'espace d'état. On dil que le systéme (3.1)
est localement observable en xo s'il existe un voisinage ouvert U de ao tel que pour tout
vorsnage V de 2o contenu dans U. IDy(z0) = {xo} On dit qu’un systéme est localement
observable, s, pour tout z € X le systéme est localement observable en .

La propriété d’observabilité locale que 'on a défini plus haut est souvent appelée
observabilité faible par comparaison a I'observabilité dite [orte [44] qui ne sera pas utilisée
ici. Nous omettons donc dans la suite le qualificatif “faible™

Notons V(X) I'ensemble des champs de vecteurs de X' Soit

FO2{f(w.u) | u = const}

On note F l'algébre de Lie drée par F°, c'est-a-dire la plus petite Igebre de
V(X) contenant F° F est appelée I'algebre de Lie de commandabilité. En tout point,
z € X les éléments de F(r) sont des combinaisons linéaires finies des crochets de Lie
itérés ! des éléments de F° soit

(Pher 63
.
= (Tl £l NIneR: feF =1 ;821 121}
=

I

Fz)
Soit, M le plus petit sous-espace linéaire de C**(X) contenant les fonctions hy(z),
hy(x). qui est fermé par rapport a la dérivée de Lie par rapport aux éléments de F°
:
H={1 NLyly Ly (h) | NeR f, L fieFs2LI>1L1<j<p} (34)
=

'Sur les notations du crochet de Lie et de la dénvée de Lie, nous nous référons par exemple a [45, 68].
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‘H est appelé I'espace d’observation.

On définit la codistribution d¥ associée & H, appelée codistribution d’obscrvabilité,
comme I'application qui a tout point @ € X fail correspondre le sous-espace vectoriel
dM(z) = {dh(z) | h € H} de Despace cotangent T5X

Théoréme 3.1 (condition suffisante) [41] Si

dim{dH(z0)} =n (3.5)

alors le systéme (3.1) est localement observable en zo. De plus, si (3.5) est vérifié en tout
point @ € X alors le systéme est localement observable.

Théoréme 3.2 (Condition nécessaire) [44] Si le systéme (3.1) est localement obsero-
able. alors il eziste un ouvert dense D C X tel que la condstion (3.5) soit vérifiée pour
tout 2o dans D.

Théoreme 3.3 [44] Si (.1) est un systéme analytigue el vérifie
dim{F}, =n. VeeX

alors (3.5) est une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme soit localement
observable.

Pour le probleme d’observateur, les entrées du systéme sont généralement des fonctions
du temps. Ce qui nous intéresse dans ce cas est de pouvoir distinguer des trajectoires
engendrées par chaque entrée u donnée, dépendant du temps, alors que dans les définitions
précédentes, on se contente de distinguer les trajectoires pour au moins une entrée. Clest
pourquoi la notion d’entrée universelle est introduite.

Définition 3.4 Une entrée u  [to,T] — U est dite universelle si pour tout couple d’états
21 el 2z, on a h(zu(l.7:)) # h(2y(t,22)) pour au mowms un L € [ty, T)

Lexistence de telles entrées a été étudiée par Grasseli et Isidori [36] pour les sys-
temes bilinéaires, par Sontag [78] pour les systémes échantillonnés décrits par des relations
polynémiales entrée-état-sortie, et par Sussmann [31] pour les systémes en temps continu.
Un des principaux résultats est que I'ensemble de ces entrées est dense dans I'espace des
entrées admissibles pour une topologie convenable.

Lorsqu’on analyse I'observabilité pour une entrée u(1), il nous faut adapter la définition
de la dérivée de Lie. En prenant t comme une variable supplémentaire, la dynamique du
systéme (3.1) peut se réécrire de maniére équivalente sous forme autonome :

dr (3.6)
— = flaou(l)
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Nous donc pouvons définir un champ de vecteurs associé & (3.6) par
a 0
fu=fawgo+ 5
et la dérivée de Lie de h par rapport au champ de vecteurs f, est donnée par
dh Oh
Lyh=f+%
b= el g
Introduisons la définition de la codistribution d'observabilité [45., 68] par la récurrence
suivante
§°=sp{dh,, .dh,}, S'=sp{S"" L5}, i>]
En notant les dimensions de S par n,, nous pouvons définir pour tout i, 7o = no, 7, =
n, — n,—;  On montre facilement que la suite {go, ,7.,...} est non croissante. Nous
pouvons donc définir:
ko= card{s, >1,j =0} 1>
qui vérifient ky > > ky.et 0y k < n. Les k, sont appelés indices d’observabilité.
Nous pouvons maintenant donner la définition d'uniforme observabilité.
Définition 3.5 On dit que le systéme (3.1) est uniformément localement observable en
« pour D'entrée réguliére w [to,T] ~— U. sl existe des entiers ky > ky > >k, >0
vérfiant Y7, k, = n et un voisinage U de x lel que
dim{L (dh.) | i=1,
pour toul x € U et pour tout t € [to, T]
De plus, on dit que le systéme (3.1) est complé uniformément local 0b-
servable en @ si (3.7) est vénfiée pour une famulle d'entrées admussibles.

pii =0, —~1)(a)=n 37

Un critére pour vérifier I'uniforme observabilité, introduit par Williamson [91] pour
les systemes bilinéaires et généralisée par Gauthier et Bornard [33] pour les systémes non
linéaires, correspond & Iexistence de coordonnées dans lesquelles le systeme s’exprime sous
une forme dite canonique, pour laquelle la construction d'observateur est considérablement,
simplifiée. Notamment, dans le cas mono-sortie, les champs de vecteurs de la forme
canonique d’observabilité associée au systéme (3.2) sont triangulaires et affines en I’entrée
u.

Théoréme 3.4 [33,35] Le systéme mono-sortie (3.2) est difféomorphe i un systéme de
la forme:

z2 bea(ar)

P o= + t
I, ; Yona(Tn, 220 L 2am1) ¢ (3.8)
#le) binlX1. 22, L 2n)

y = n
st et seulement si (3.2) est unformément obscrvable pour toute entrée.

Dans le probléme de trajectographie, le porteur peut manceuvrer dans la limite des
contraintes d’accélération imposées par la nature du porteur (bateau trainant une an-
tenne, radar embarqué sur un avion, etc.), ce qui permet d'utiliser sur des durées, bien
que relativement courtes en général. des entrées universelles. C'est pourquoi nous nous
intéressons particulizrement & la notion d'uniforme observabilité.
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3.3 Observabilité des systémes linéaires instation-
naires

3.3.1 Observabilité des systémes lindaires A temps variable non
singuliers
Considérons un systéme linéaire & temps variable non singulier

i o= At)
{y = Cl)e (3.9

ol v € R" y € R” et A € R xRet C € R™" xR sont des matrices dont tous
les éléments sont des fonctions réelles bornées pour t € I C R. La définition classique
d’observabilité pour un tel systéme est qu’on est capable de déterminer de maniére unique
I’état initial zo = (o) 4 partir d’observations dans un intervalle fini y,, t € I C R, I un
intervalle de temps contenant to. Si cette condition n’est pas vérifiée, le systeme est dit
inobservable.

Nous pouvons écrire explicitement la sortie du systéme (3.9)

ye = C(t)®(1.t0)z0, t>to (3.10)

i1 B(1,to) est la matrice de transition liée & A(f). A l'aide de la notion de Grammien
d'observabilité défini par [47)

.
Goltuto) = (/ ‘P(T.tn)TC(T)TC(T)Q(T.Lo)d‘r) (3.11)
o
ce qui donne, si ce dernier est inversible pour ¢ €
.
ro= G;'(fg,t]/ O(r.10)7C(r) y(r)dr (312)
o
Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme (3.9) soit observable est donc
que le Grammien d’observabilité soit inversible pour tout € I
Clairement, les notions d’observabilité introduites dans le paragraphe précédent en

non linéaire coincident dans le cas linéaire ol 'observabilité est indépendante des entrées.
En effet, la sortie d’un systéme commandé

i = A(t)x+ B(t)u
y = C()

est donnée par
.

(1) = C(10 (L to)zo + r'(t)/x ®(r, Lo) B(r)u(r)dr
.

donc .
o = 02 = G5t 1) || #(r.t0)TC) (11(7) = a())dr
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D’ou notre remarque.

On conclut que pour étudier Iobservabilité d'un systéme linéaire, il suffit de considérer
le cas sans commande (3.9).

Un autre critére classique pour Pobservabilité de systemes linéaires non singuliers est
donné par le théoreme suivant

Théoréme 3.5 (47, 76] Introduisons l'opérateur suivant
AXC(t) = C(t)
d
1 = —-C q
AC() = ZC1)+CA() (3.13)
Akct) = %Aﬁ-'cm +(AEICM))AL). k=2
Alors le systéme (3.9) est observable a l'instanl initial to st et seulement si

dim{AEC(Lo) | k= 0} =n (3.14)

Définition 3.6 Le systéme (3.9) est dit totalement observable si et seulement si la con-
dition de rang (3.14) est vérfiée pour presque tout ¢ € [

ILse peut que la condition de rang d'observabilité soit vérifiée pour un I > n, autrement
dit qu'il faut plus de n dérivations des sorties par rapport au temps pour obtenir toute
Pinformation sur I'état, phénoméne qui n'existe pas dans le cas linéaire stationnaire. En
particulier Pidentification de I'état initial peut étre réalisée par un systeme de dimension
plus élevée que celle du systeme initial. Dans le cas [ = n, la relation entre la condition
de rang et le Grammien d’observabilité est établie par le théoreme suivant

Théoreme 3.6 [16, 76]
() St dim{ALC(t) | k = 0,1 n—1} = n pourunt € [ alors le Grammien
d’observabiité Gy(t,1o) est une matrice non singuliére.
() dim{AEC(t) | k = 0,1, .n~1} =n pour presque toul t € I, si et seulement si
Go(t.1g) est non singuliére pour toul intervalle (t,3) C 1
Dans le cas stationnaire, I'observabilité définie par la condition de rang de Kalman et
par le Grammien d’observabilité sont évidemment équivalentes.

Rappelons aussi que le critere d’observabilité des systemes linéaires instationnaires est

un cas particulier de la condition de rang d’observabilité locale des systémes non linéaires.
En effet. en écrivant (3.9) de maniére équivalente sous forme autonome

dx (3.15)

«
I
2
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et en écrivant )
N J
flta) =z + Az 5o
le champ de vecteurs associé & (3.15). et

hite)=cte, =1 ,p

les appli de sortie, la condition de rang d’observabilité locale que nous avons présen-
tée plus haut est équivalente &
dim{dLih,(1,2) | j =1 ,pi k20)=n V(tz)elxX (3.16)

Par un calcul direct, nous pouvons vérifier
Abe,(t) = dLjh(ta), j=1, p k=0

la codistribution d'observabilité donnée par (3.16) étant indépendante de a.

3.3.2 Observabilité du linéarisé tangent des systémes non
linéaires
Dans ce paragraphe, nous étudions L'observabilité d'un type particulier de systémes
linéaires instationnaires obtenus par linéarisation tangente de systemes non linéaires de
la forme (3.1).
Soit #(1) une trajectoire nominale a partir de 'état initial #(to) et de Pentrée @(t). En

notant

zs=a -,

Yo =y =i

le linéarisé tangent de (3.1) le long de la trajectoire Z(-) est donné par

{J':.s = feuts (3.17)

ys = hzus

o 3, oh
=Lz, 1=t

sont les Jacobiens de f(z.u) et de h(x) par rapport & z.
Puisque (3.17) est un systéme linéaire instationnaire, les critéres d’observabilité que
nous avons présentés dans le paragraphe précédent s’appliquent.

Proposition 3.7 Si (3.1) est localement uniformément observable, et que la trajectoire
nominale reste toujours dans le domaine observable a partir de I'état initial et Uentrée u de
classe C™ dans [to, T), alors le linéarisé tangent le long de cette trajectoire est observable
dans Uintervalle [to, T] avee les mémes indices d’observabilité.
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Preuve Montrons que la codistribution d"uniforme observabilité du systeme original est.
identique a celle du linéarisé tangent dans un domaine convenable.
La codistribution d’observabilité uniforme est définie par

O={Ljdh |i=1. ,p;j=0.....k-1}

avec

h dh
Loh=tp
L T
Si u est de classe C™ définissons
u
i i
a=

w1

les dérivées L)' dh, s’expriment explicitement comme
oh,
ox

Ohaf 0 (9h\T
Lydh, = Z25m4 [T\ 52

19.dh, =

9z 0x £
0(Ly,dh,)df 0 (9(Lydh)\"
o o dx

., = Lpdh)0F
(0 (0(Lan)\T)"
T\ o

(L5 'dn) oy 9 (a(U 'dh))

e o SRR e

NT
(o B(Lj;‘d/z,) B o
il (% (751 v=1, \p k=12,

D'autre part, en substituant f/8x & A(t) et 9h,/Bx & ¢,(t). nous obtenons

h,

L"dh-A‘( ) i=1. g k>0

d'oit le résultat. .

Remarque 3.1 L ’inverse de celte proposition est vrai en un certain sens (voir [79, 26]).
Précisement, si le linéamsé tangent d’un systéme non linéaire le long de la trajectoire x,
est totalement observable dans Uintervalle du temps [to, T), alors le systéme original (non
linéaire) est localement observable en z,.
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3.3.3 Formes canoniques

Comme dans le cas stationnaire (linéaire ou non linéaire). on peut définir des formes dites
canoniques par abus de langage, en vue d'étendre les techniques linéaires associées a de
telles formes. Notamment. ces formes jouent un réle important dans I'étude des systemes
instationnaires et dans la construction des observateurs. Nous présenterons d’abord les
formes canoniques pour les systémes mono-sortie [9, 75. 76], et nous étendrons ensuite ces
résultats au cas multivariable. présenté dans le cas stationnaire par exemple par Kailath
[47). Nous donnerons un procédé récurrent pour déterminer le changement de coordonnées
permettant de transformer le systéme sous forme désirée qui sera trés utile pour concevoir
les observateurs.

Un systeme mono-sortie:

(3.18)

—
<
I

>
O

[ ] 0
1
A= 0
0 0 1
a(t) - (1) an(t)
Co= (1 - 00)

et sous forme canonique observateur si

0 0 )

1

A= g
0 apei(l)
0 0 1 at)

C=(0 - 01)

ol a,(1). 1 =1,....n sont localement des fonctions analytiques.
Rappelons que la matrice d'observabilité du systéme (3.9) est définie par :

A
Q= 1>n

Alie

Sous forme canonique observateur. nous pouvons déduire par un caleul direct que la
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matrice d'observabilité est de la forme suivante [75]

0 0 0 1
0 0 1 [{8]
Qn =
01 gz gea (3.19)
L gnanr o Guerz g
ArC = (qn,n Grn-1 Gz Gr )
ol
1=k41 k.
ok = Gnoypl t Ay Gkt + oy ki l<k<i1<n
ok 1 ; sotont + T deosiorn .20)

G = @ 1<i1<n

La matrice d’observabilité de la forme canonique d’observabilité est donc tout simple-
ment la matrice identité.

Théoréme 3.8 [9,75] Le systéme (3.9) dans le cas mono-sortie admet la forme canonique
observateur s el seulement s
rangQa(1) = n
pour tout L € [to, T).
Preuve: Nécessité. Supposons que le systéme (3.9) admette la forme canonique observa-
teur. Alors il existe une transformation inversible z = H(f)z. les éléments de la matrice
inversible H(1) étant de classe C'* dans [to. 7], de sorte que (3.9) est mis sous forme
canonique observateur (3.18) avec
A(t) = HIOAH (&) + H(1)H (1)
C(t) = C()H\(t)
Etant donné que
|det Qal =1
et que
~ dea A
AC = EC+C1!

d _ B
G (CH + CHT (HAH™ + HH™)

_ (4 ) g (321)
= (d-tC+CA)H

= ACH
AKC = AFCHTY k>
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il vient

Qult) = Q.H(L) Ve [to.T]
Puisque Q,, et H(t) sont inversibles pour t € [to, T]. @y l'est.
La dé ion de la partie suffi est faite de maniére constructive. Si
(3.9) est totalement observable pour ¢ € [to, T, et que Qy est la matrice d’observabilité
de (3.18), la matrice définie par

H(t) = Q7' Qn (3.22)

est inversible pour t € [fg, T'] et n’est rien d’autre que la transformation recherchée. Pour
prouver que I'observabilité est une condition suffisante, il suffit de vérifier qu’il existe un
ensemble unique de coéfficients a, vérifiant

A=HAH' + HH™' (3.23)

et

C=CH™' (3.24)
L unicité de (3.24) est évidente. En posant W(t) = H~\(t), (3.23) devient

WA =W+ AW (3.25)
Soient W, la 1™ colonne de W et a = (a1, ,a,)T (3.25) peut se réécrire comme
(W, Wi W, Wa) = (=W, -W, ~Wasy —Wa)
(AW, AW, AW,_y AW, )

En comparant les deux membres de 'équation ci-dessus. nous obtenons
Wi = -Wi + AW, k=1, n—1 (3.26)
et .
a(t) = W (=W, + AW,) (3.27)
La premiére colonne de W est donnée par
W, = Q70 o Nt (3.28)
puisque ~
W= Qr'@n
= (@0 ontw o ow)

Alors. W se détermine par récurrence par (3.26) & partir du vecteur W; donné par (3.28),
et les coefficients a, sont déterminés uniquement par (3.27).

Finalement, on peut vérifier directement que les éléments de Q;(), et donc de W/(t),
ainsi que son inverse H(t), sont bien définis localement. =
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Passons maintenant au cas multi-sorties. Un systeme (3.18) est dit sous forme canon
ique d’observabilité si A est une matrice triangulaire et C' diagonale

0 1 0 0
1
o
0 0
ai(t) ap () _ai, (1)
A= .
0 T 0 0
o : 1 :
0
0 0 L
aj(t) af, (1) a1 -0} ani(t) ag(t)
=%
g o
=y : a=(1 00 ) i=1 .p
A
et sous forme canonique observateur si
0 0 a(l) ai(t)
o
0
0 af (1) @, ()
0 0 1 at ap ()
A=
@ty (1) 0 0 @)
o 0
a4 (1) 0 afL(t)
al(t) 0 0 1 at)
Co= (0 0 ) i=1 .p
ou Yiy k= n. et aj(t). N AR .n, sont des éléments éventuellement non

nuls.

Notons tout d’abord que dans le cas multi-sorties une difficulté supplémentaire est due

au fait qu'une transformation non singuliére
mettre le systéme sous forme canonique déf

de sorties est généralement nécessaire afin de
nie par (3.18). On indique comment calculer

cette transformation a la fin de cette section.
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Dans le cas multi-sorties. si le systeme est observable, nous avons rangQ, = n.
Ii se peut alors qu'il existe plusieurs sous-matrices de rang plein. Donc la matrice
d'observabilité ne peut pas déterminer une forme canonique observateur de maniére
unique. Pour trouver la condition d’existence d’une telle forme canonique observateur
ainsi que la tranformation de coordonnées, nous devons ajouter des contraintes supplé-
mentaires & la condition d’observabilité. 1l est évident que I'observabilité est une condition
nécessaire pour qu'une forme canonique existe. Reste donc & trouver le changement de
coordonnées.

Supposons qu'il existe une suite d'entiers {ky, .k,} satisfaisant 37, k, = n telle
que la sous-matrice d’observabilité

Agey

ket
Ab-ic,

soit de rang plein
rang Q, = n (3.20)
Supposons que ky > k; > > k, > 0, et définissons:

mo=Yk  me=0 my=n =1
i

La matrice dobservabilité du systeme sous forme canonique observateur s’écrit

Q.=

00 1 0 0 0
0 0 T2.my ‘ ‘ Q2,my
0 [—
[ Gy =1.my Byt 1y 41
L Gmy2 Gmymy . Gmy,m,
0 0 ' 0 0 I
0 0 [ 0 0 Imi+2,m,
Gmpoy+3.m1 :
0 1 Gmp-1.mp
0 g by ~hp 41 i [E— mpmp
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ot les g,, é des éléments é 11 non nuls. Alors @, est de rang plein,
quelles que soient les valeurs de ..

Parmi tous les choix qui restent & notre disposition pour obtenir une forme canon-
ique, nous allons présenter deux schémas pour déterminer la sous-matrice d’observabilité
a P'aide d’un tableau appelé diagramme d'Young quon utilise pour les systemes station-
naites [47). Ce tableau est composé par p colonnes représentant les lignes de la matrice
de sortie C(t) et n lignes représentant les opérateurs A% que nous avons définis au début
de ce chapitre. La (i, j)ieme cellule représente donc 'opération A% c,.

Schéma 1. Le premier schéma choisit les lignes de la sous-matrice d’observabilité par
la construction du tableau suivant. Nous commengons par A%; = ¢, et Iindiquons en
mettant une croix dans la cellule (1.1). Ensuite. si A,c; est linéairement indépendant de
¢1, nous mettons une croix dans cette cellule, et nous continuons ce processus jusqu’au
moment oit nous trouvons un Akic; qui est linéairement dépendant des lignes que nous
avons déja remplies. Dans ce cas, on met un 0 dans la cellule (k. 1). Si ky < n. nous con-
tinuons le méme procédé pour la deuxiéme colonne et nous arrétons au moment ot nous
trouvons Y-, k, = n lignes indépendantes. Ce procédé est présenté dans la figure 3.1.

oo G

x | x x| 0|1

x | x x A,

| “ A
| 0 Al

x | x Akt
x |0 Ak

x Abt
0 Al

Figure 3.1: Diagramme d'Young du schéma I.

Dans ce schéma, la sélection des lignes indépendantes est effectuée de haut en bas sur
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la matrice

Schéma IL Ce schéma sélectionne les vecteurs par ligne, c’est-a-dire que nous gardons
les p premieres lignes de la matrice d’observabilité et mettons un 0 dans la cellule cor-
respondant & la ligne qui dépend linéairement des lignes précédentes. Nous cherchons
ensuite les nouvelles lignes indépendantes jusqu'au moment ot nous trouvons Y%, = n
lignes indépendantes. Ce procédé est présenté dans la figure 3.2.

C, Cy - G,

x | x x |01

x| % x A,

x | x x Akt
x |0 x Al

x x Akt
x 0 Ak

x Ak
0 Ak

Figure 3.2: Diagramme d'Young du schéma II.

Dans ce second schéma, la sélection des lignes indépendantes est effectuée dans 'ordre

de haut en bas sur la matrice -

AC
Q=1 aic

Dans le cas on ky = k. les deux schémas précédents se raménent & la méme

sous-matrice d’observabilité
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Comme dans le cas mono-sortie, la transformation de coordonnées est donnée par

ou W=0Q;'Q.,

et

WA= -W 4 AW

Alors, si nous notons W, la j™¢ colonne de W, nous avons

Wi, ittt = =Won v, + AW, (3.30)
ai(t)

=W (W, + AWL) =1 (3.31)
ai(t)

1 nous reste & choisir les vecteurs initiaux Wy, ¢ = 0, p - 1, pour achever le calcul.

Comme W est déterminé uniquement par A. nous pouvons en particulier choisir A de
telle sorte que la matrice d'observabilité vérifie

Qe = em,

oir ¢, représente le vecteur unité avec | dans la position j La m,-i-eme colonne de la
matrice d'observabilité est donc un vecteur unité avec 1 dans la position m,. Les éléments
restants de cette colonne ainsi que ceux correspondant & A sont nuls. L'initialisation de
I'algorithme (3.30) est donc donnée par

W1 =Qlem,  1=1 ,p (3.32)

Notons que dans le cas multi-sorties, la matrice de sortie ¢ = C'W n’est pas forcément
sous forme définie dans (3.18). Cependant, par un choix convenable de base, on peut
toujours mettre la matrice de sortie dans les nouvelles coordonnées sous forme suivante
[47]

0 01
2 0 01 o
c= s
0 0 cup 0 0 cip 0 01

Faisons un changement de sortie

i=Gy
alors, comme C est triangulaire supérieure, on peut trouver une matrice G inversible telle
que, dans les nouvelles coordonnées, la matrice de sortie

¢=GC

est sous forme souhaitée.
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3.4 Analyse de ’observabilité des problemes de tra-
jectographie

3.4.1 Trajectographie en repére fixe

3.4.1.1 Cas actif

Considérons d’abord le systéme composé de (2.5) et (2.8).
Pour vérifier 'observabilité (uniforme) d'un tel systeme nous déterminons la dimension
de la codistribution

O =sp{dLiyh(x) 120, j=1, .p)

Par un calcul direct nous obtenons

y z
dh 0, =0, 0
(@) ( Iz+y Fa RN/ E R T )
dL b vy’ + v,, — zyv, — @z E: v,2% + v,2% = yav, — yzv,
s Sty VErris Jarrp ey
voad + vyt — 220, — 2y, z
‘/IZer2 +27 \/(_,z+,/z+:2)3 TVttt e
2 —yz VaTfy
dha(x .0, 0, =550
o) = (G e T e )
dLho(z) = ve(222* + 2a%® — 2y* — 2%y%) + v, (3zy2® + 322y’ + 2y2®)
fhelr) =
S e
Luelade o ayte - 2atyt - ey —zz

(@ 4yr+ ) Jlei et @)V
v:(3y22® + Bzay® + 1y2®) + vy (— 22t + 2a?y? 4 229
NI s
valya®s + %% —yat - 2%y — ) —yz
(22 + y2 + 22)? /L?+y)3 @Ayt ) VRt R
vo(2® + 2y? — 22%) + v, (ya? +y° —y2?) + 2202 + 7)) VaT Ty
(22 +y2 + 22)? \/(xz_'_yz)s T2yt 422

N - ¥y
ahts) = (i e 000)

(v @yt 2age  —y —vilat—yd) - 2eyw,
dLshs(a) = ( P e S ey ey e S AL

Clairement, (dh,dL;h) est de rang plein alors que I'accélération a apparait une dériva-
tion plus tard. La commande ne peut donc pas faire chuter le rang, c'est-a-dire que



30 Chap. 3. Rappels sur I’observabilité

I'observabilité de ce systeme ne dépend pas de Ientrée. 1l en résulte que le systéme (2.5)
est localement uniformément observable ainsi que localement complétement uniformé-
ment observable, avec les indices d'observabilité ky = k, = ks = 2, sous I'observation
(2.8), partout a l'exception de Paxe des = en entier, y compris I'origine oli la matrice
d'observabilité n'est pas définie.

Lobservabilité de (2.5) peut étre vérifiée directement par le fait qu’il existe un difféo-
morphisme local

& = rcosocosy
y = rcososiny
: = rsing

. L . . (3.33)
v, = fcosocosy - résing cosy — rycososing
v, = Fcososing - rdsinosing + 1 coso cos
v, = Fsino+rocoso

permettant de reconstruire I'état & partix des observations (r.7. o) et leurs dérivées de Lie
par rapport aux champs de vecteurs définis par (2.5) [57).

3.4.1.2 Cas passif

Considérons le systéme (2.6). Si ((-),y(-). (). 5().T(), v1 et ne conrbe intégralede
(26), on vérifie aisément que pour tout s (A2()- M (). Az(), 20, (), Av )
Pest aussi et Pobservation des angles (5,7) ne change pas quel que soit \. Ceci implique
que la droite
T = {(A2(-) Ay(-) Az(). 2C).T() () | A € RY (3.34)
est contenue dans une sous-variété inobservable passant par (z.y, z, £, T, v). L'ensemble
1 peut aussi s’exprimer
I={(17—EF)\v)|A€R} (3.35)
vy

On montre en fait que la droite I est égale a la sous-variété inobservable grace au fait que
Ty

i),

Zy, r) peut dtre reconstruit par (a,&, 5,7,
\v v

Théoréme 3.9 [57] Notons

& = al¥,0,0)cos0cosy
& = a(3.0,6)cososing
& = a(3,0,6)sin0
.. . . . (3.36)
& = a(3,0,6)(b(7,4.5,0.6,5) cos 7 cosy — &sin o cosy — § cos 7 siny)
& = a(3.0,6)(b(1 ,6.5)cos o cosy — Gsinosing + 7 cos o cos )
fs = al3.0,5)(b(1,4.5.0.6,5)sino + & cos )
avee
a(3.0.5) [ R
T e (3.37)

—2a%(3,0.0)(¥3 cos? & — 426 cos o sin @ + 65)

[,
(7.9, 0.6 3
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alors nous avons

T & (3.38)

v g8+

¥ &

AR S (3.39

v Veé+e+e )
—5 (3.40)

v

g+e+a

s = arcsm( o ) (3.41)
Ve +e+8

[ = actan (i’) (3.42)
o

et la sous-variété nobservable passant par tout pownt est donnée par (3.34).

Notons: N " .
G=> G=> G=> (=% (=T

et rappelons que comme v est constante, nous déduisons de (2.6)

G = cos(ycos(s

(& = cosCsins

G o= sinGs (3.43)
Go=0

G =0

et I'observation s’exprime en fonction des nouvelles variables

. G
VG + G+ (3.44)

.
(:)

= arctan | —

K (L.

D'aprés le théoreme 3.9, le systéme (3.43) est localement observable a partir de
Pobservation (3.44) sauf aux points correspondant & I'axe des z.

Nous remarquons finalement que comme I'observablilité ne dépend pas des coordon
nées, la propriété d'observabilité ne change pas pour les autres modeles qui sont localement
difféomorphes & celui exprimé en coordonnées cartésiennes.

3.4.2 Trajectographie passive en repére mobile

Nous considérons le cas oit le capteur passif est trainé par (ou embarqué sur) un porteur
mobile. Nous faisons en plus les hypothéses suivantes
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o L'ensemble “capteur plus porteur” est un objet rigide dont le centre de gravité est
soumis & une accélération connue.

o Le porteur est capable de faire des manceuvres arbitraires.
Notons qu'en pratique la seconde hypothese n’est vérifiée que pendant des durées lim-
itées pour des raisons énergétiques évidentes. L’analyse qui suit sera donc naturellement

restreinte aux intervalles de temps correspondants.
Nous étudions le systeme en coordonnées polaires modifiées.

3.4.2.1 Poursuite dans le plan

Un critére algébrique pour Pobservabilité du systeme de poursuite en dimension 2 est
donné dans le théoréme suivant

Théoréme 3.10 (1, 58] Le systéme de poursuite passwe en dimension 2 (2.13) est uni-
formément observable pour la commande u  [to.t1] — R? st el seulement si

257 — 352 + 452 £ 0 V1 € [to,ta] (3.45)
ot y est lobscrvation de azimaut.
Corollaire 3.11 Les condtions suivantes sont équiwalentes
(1) 299 =35 +45* = 0
(1i) L’étal et les entrées du systéme vérfient
3(uzy — uy)? + 2ay — i)ty — dy0) + 6(ay — yi)(ued —uy@) =0, (3.46)
ou de maniére équivalente en coordonnées polaires modifiées

622,151z €OS Zyma + y SN Lpma) + 62prn2Tpma(thz SN Tomy = Uy €OS Tpmy )
+32pmal iz SN Tpm = Uy €08 Typm1)? + 2 pma (e SN Tpmy — thy COS Tym1) =

(347)

3.4.2.2 Poursuite dans I'espace

Pour vérifier la propriété d'observabilité correspondant au probléme de poursuite passive
dans I'espace, nous présentons les principales propriétés du vecteur unité de LDV

Lemme 3.12 [39] Le vecteur umité de LDV 7 vérifie les relations suivantes

Fyr = 7 (348)
=7y =0 (3.19)
#r o= = <ri> = 0 (3.50)
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Remarque 3.2 (3.50) implique que le vecteur i est toujours orthogonal & 7. Nous en
dédwisons immédiatement

(G

(3.51)
(1 ="y

(3.52)

Remarque 3.3 La matrice 77! projette tous les vecteurs sur la droite LDV, par contre
la matrice (I — 777) projette tous les vecteurs sur Uespace orthogonal & la droite LDV

Llaction de 777 et (I — ##T) sur un vecteur v est représentée sur la figure 3.3

Figure 3.3: Interprétation géométrique de 777 et de (I — riT).
La matrice d’observabilité Q, associée au systeme (2.16)

F(apmu) = f(2pm) + g(Tpm)u

avec I'observation (2.17) est donnée par:

o = U(Zpm) + Qzpm, u) (3.53)
ol
Iixs Oaxa Oax1 Oz
W(zpm) = | Osxs faxa Oaxa Oz
Vs U Was O3
avec
Vg = —(@],tpm)laxs
Usr = —2wpmalax = 20pm1 T
L E5 —22pm2
et

O35 Osxs Ona Ot
Qzpmov) = | Opa Oses Oaar Ont
Q1 Ons Ona Qe
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avec

T N
= Tpma(@pmtlaxs + Tpmitt’ )

Qs = ~(1 = gzl Ju

Proposition 3.13 Considérons le sytéme (2.16) avec observation passive, alors
(i) ce systéme est inobservable siu=0, ou st u est dans la direction de LDV

(i) siw # 0, ce systéme est localement uniformément observable si Uaccélération du
porteur n'esl pas dans le plan engendré par les vecteurs 7 et 7.

Preuve: (i) Le systéme est clairement inobservable pour u = 0, puisqu’alors (z, u) est
nulle, et la matrice d'observabilité définie par (3.53) ne peut donc pas étre de rang plein.
D’autre part, si u est dans la direction de LDV, alors (1 — 77 )u = 0, done Qa4 = 0. De
plus. 7 = 0, Cest-i-dire Tz = 0, d’olt Way = 0, Wag = 0, Wsp = —22, sl et Q, n’est pas
de plein rang.

(ii) Si u nest pas dans le plan engendré par par les vecteurs 7 et 7, alors 7 et (I — 777 )u
ne sont pas paralléles et la sous-matrice (W33.€34) est de rang plein ainsi que Q.. [ ]

Imissibl

D’aprés ce qui précéde, les du porteur consi pour ne pas
détruire I'observabilité, a ne jamais maintenir la trajectoire du porteur dans la direction
de la ligne de visée.

3.4.2.3 Cas dégénérés
Lorsque P'accélération du porteur est nulle, c'est-a-dire u = 0, le systéme (2.16 peut étre
réduit en éliminant la variable z,,.,
Tpm2
Gpm = | —2%pmsTpm2 — Tpm1TomaTpmz | = f(Zpm) (3.54)
TymaTomz ~ Tyma

Proposition 3.14 Le systéme (3.54) avec observation passwe est localement observable
st el seulement st Tpmy # 0.

Preuve: Par un calcul direct nous obtenons la matrice d’observabilité:

Isxs O3x3 O3y
Qo= | Oaxs Jaxz O3

Qan Qun Qun
avec
Qun = —(a)tm)axs
Qs = 2ol — 2zl

Q= —2aym
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Alors Zymz # 0 est une condition suffisante pour que Q, soit de rang plein. Dans ce cas, la
liste des indices d'observabilité est (3, 2, 2). Sinon, si £ymz = 0, le systeme (3.54) dégénére
en

1 =0 (3.55)

donc la condition est nécessaire. [ ]

Remarque 3.4 Compte-tenu du fail que dans le systéme (2.16) la composante Tyms
wintervien! pas dans les équations des autres varables, il 'y a pas licu de distinguer,
lorsque u = 0, entre le cas ot le capteur se déplace i vitesse constante et celui ot le cap-
teur est immobile. Notons ausst que Tpmz # 0 imphque que la droite joignant le porteur
et la cible ne passe pas par lorigine.
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Chapitre 4

Rappels sur les observateurs

4.1 Observateurs asymptotiques

Un observateur du systeme (3.1) est un systeme dynamique qui sert & reconstituer Pétat
2(t) étant données les observations y(s). s < L. Précisement

Définition 4.1 (Observateur asymptotique) Le systéme dynamique
&= (Euy) (.1)

avec & € R et : " x R™ x R” = R" de classe C™  est appelé observateur asymptotigue
local, si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) si pour un to, &(te) = a(to). alors &(1) = &(t) pour tou t > Lo et u admissible -
(i1) sl caiste un voisinage owvert de 'orgine U C R" tel que pour Uerreur initiale z,, —
By €U on ait =i €U V2 to, et Jim | = i = 0.
23
Le systéme (4.1) est un observateur asymptotique global. si dans la condition (i) on
remplace U par R"

Des définitions d’observateurs plus générales ont été introduites, en particulier, dans
le cas oit 'estimée n'est pas directement I'état du systeme (4.1) mais une sortie d'un
systeme dynamique comparable a (4.1). La définition 4.1 est suffisamment générale pour
nos besoins.

Pour préciser la vitesse de convergence d’un observateur. nous introduisons la définition
suivante

Définition 4.2 Le systéme (4.1) est appelé un observateur exponentiel local si la conds-
tion (1) est vénfice. et
(iii) s'il existe des constantes positives M el a telles que
fle = 3]l < M exp(~at)
pour x4, — &, € U, U un voisimage ouverl de l'origine.

37
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Lobservateur exponentiel global est défini de méme fagon en remplacant U par Vespace
entier.

Nous pouvons apporter quelques précisions & la structure générale d’un observateur
non linéaire, en particulier a partir de la condition (i).

Théoréme 4.1 [50, 92] Supposons que (4.1) est un observateur du systéme (3.1), U
Pensemble des entrées admissibles. Alors la condition (i) est vérifice si et seulement si
vérifie

W@, u,y) = f(&u) + h(E,y.u) (4.2)

ok R™ x R™ x R? — R de classe C* est tel que
(&, h(3),u) =0 VieR® Vuel (4.3)

Le théoreme 4.1 nous permet de décrire la forme générale de 'observateur non linéaire :

b= f(Eo) + k(R h(z)  E(te) = do (4.4)

Une expression approximative de k(& u, y) s'écrit localement k(#,u)(y — h(2)). Dans
ce cas, on appelle k(#,u) le gain de I'observateur et (y — h(#)) Iinnovation.

On appelle erreur d'estimation la différence entre I'état et son estimation donnée par
un observateur e =z — & En appliquant (3.1) et (4.4), nous avons

é=f(&+eu)— [(@u) = k(@ uy) (4.5)

Nous appelons (4.5) la dynamique d’erreur. La condition de convergence asymptotique de
I'observateur implique donc limy—. e, = 0. L'existence d’un observateur est donc équiva-
lente & la stabilisabilité de la dynamique d’erreur par retour de sortie, et la construction
de I'observateur revient & calculer le bouclage de sortie stabilisant k(2. u,y). On mesure
ainsi la difficulé du probléme puisqu’il n'existe pas actuellement de condition générale
dlexi dune telle de stabil

4.2 Observateurs linéaires

4.2.1 Observateur de Luenberger

Le probleme de construction d'un observateur pour le systeme linéaire stationnaire

{0

est complétement résolu par Luenberger [32, 47, 61, 62, 63]. L'observateur de Luenberger
est donné par

Ar + Bu

Ce (4.6)

&= Ai+ Bu+ K(y—-C#) 4.7

d'ott la dynamique d’erreur
é= (A= KC)e (4.8)
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La construction d’un observateur revient donc a trouver un gain K tel que (A — K C) soit
une matrice stable. Une condition nécessaire el suffisante pour qu'un tel gain existe est
que le systéme (4.6) soit complétement observable.

Dans la méthode de Luenberger, le placement des poles de 'équation est, en génénal,
arbitraire. Mais en pratique, leur choix correspond souvent a des considérations physiques
ou expérimentales ou & défaut a I'utilisation d’une méthode standard telle que les méth-
odes LQ ou par analogie avec le filtre de Kalman.

Exemple 4.1 [32] Considérons le systéme
i = Az
{ v~ Cr (4.9)

avec

CH) e e

pour le cas de dimension 3.

L'observateur de (4.9) est de la forme de (4.7). Déterminous le gain de I'observateur par
la technique du filtrage de Kalman stationnaire, réputé produire un observateur “optimal”
robuste aux perturbations sur la dynamique et I'observation. En posant G = (0 1)7 la
solution de I'équation de Riccati algébrique

AP+ PAT — PCTVICP + GWGT =0 (4.10)
est donnée par

po (o) _ WAV By
A\ pn v )T Bwenyie sy

olt W et V sont des c ri positives représentant les variances des bruits
blancs i i ires dans la dy ique el 'observation. Le gain de 'observateur

est donc donné par

K= PCTY = ( fa ) - ( ‘/’5(”’/‘/)'“)

ks (W/v )2
n posant © = (W/V)1/4 alors les poles de I'équation d’erreur se trouvent &
L
A= 7ﬁn(| +1)
Avec ce choix de valeurs propres correspondant au rapport signal/bruit, la dynamique
d’erreur est toujours exponentiellement stable.
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Pour le systéme (4.9) de dimension 3, la solution de (4.10) est donnée par

2AWBYUZ JWrzyI2 QWByAs
W2Y12 Q233 opys/ey1/e

P=|pn p2 p2

P P Pla)
P31 P32 P33

(2{,]/1/6\/5/5 QWY 2y

et le gain de I'observateur est donné par

k AW/ VY6
K=k | =] 2w/v)r
ks (wyv)e

En posant © = (W/V)1/% les péles de I'équation derreur associée se trouvent &

M= Aa= -0 \[)

I

On arrive donc & la méme que dans le cas |
Les dynamiques d'erreur associées au Altre de degré 2 et 3 dont la répartition des poles
est représentée sur la figure 4.1 correspondent A des polynémes de Butterworth [32].

jw2'" Ao
Q Q
X =
3 6
|, 02" o
1 Q 1 Q
(a) Polynome de Butterworth de degré 2. (b) Polynéme de Butierworth de degré 3.

Figure 4.1: Péles des dynamiques d’erreur associées aux filtres de degré 2 et 3.

Dans le cas général, nous ne pouvons pas toujours trouver une solution explicite de
(4.10). Mais, grice & la propriété d'observabilité de la paire (A.C') et de commandabil
ité de la paire (A,G), existence d'une solution définie positive de (4.10) est garantie.
Nous pouvons donc construire un observateur en calculant numériquement la solution de
I’équation de Riccatti. |
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4.2.2 Observateurs de systémes a temps variable non singuliers

L'approche de Luenberger ne peut pas s'appliquer directement aux systemes linéaires
instationnaires, parce que la notion de péle d'un systéme instationnaire n’est plus sim-
plement reliée & sa stabilité (voir par ex. [54]). On peut alors avoir recours au filtrage
de Kalman dont la stabilité en instationnaire n'est garantie que pour des cas particuliers
[24, 27, 46).

Nous allons présenter la méthode utilisant des formes canoniques, proposée par
Williamson [91], et Bestle et Zeitz [9], permettant de se ramener & I'observateur de
Luenberger. Ceite approche s'applique également & certains cas non linéaires, par ex-
emple bilinéaires.

Nous nous restreignons aux systémes sans commande (3.9) sans nuire a la généralité,
et considérons d’abord le cas mono-sortie.

Si le systeme (3.9) est totalement observable dans un intervalle I C (0,00), en vertu
du théoreme 3.8 nous pouvons le mettre, par un changement de coordonnées z = H(t)x,
sous forme canonique observateur

(i o
ol
0 0 ay(t)
A=l
0 ani(t)
0 0 an(t)

c = (0 01 )]
et les paires (A, C) et (A4,C) sont lies par
A(t) = Ht) At H™ (1) + () HT (1) C(t)=C(t)H(t) (4.12)
Introduisons I'opérateur
Lq(t) = =(t) + Alt)(t)  Lrqtt) = £(L5q(1)) (413)
alors d’aprés le chapitre précédent, le changement de coordonnées est donné par
H7(8) = (£%£, L") q(t) (4.14)
avec g(t) la derniére colonne de l'inverse de la matrice d'observabilité du systéme (3.9) .
q(t) = Q7 (ex
Dans les coordonnées canoniques, observateur est donc de la forme

At): + K(1)(y - C2) (4.15)
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En choisissant le gain ~
K(t)=alt)+a

a(t) = (a{t), au(0))"

et
a=(agar  ana)"

un vecteur constant, la dynamique d'erreur se raméne a

é=(E.—aC)e (1.16)
ot
0 0
1
En=10
0 010

Donc (E, — a(') est une matrice stable si et seulement si a est tel que le polynéme
st 4 e, 8" 4+ 4 s + ag est Hurwitzien.
Dans les coordonnées originales, I'observateur est de la forme

Alt)r + K(t)y - C) (4.17)
Le gain est donné par
K(1) = H@)™'K(1)
= H(t)a+a(t))
= (aotail+ +awal™M L) (), (4.18)
la dynamique d’erreur est donnée par
é = (A(l) = K(t)C(t))e. (4.19)

Le comportement asymptotique de I'observateur n'est déterminé par la dynamique de
l'erreur dans les coordonnées canoniques que sous des hypothéses supplémentaires sur le
changement de coordonnées. En effet,

e(t) = H(t)e(l) (4.20)

et si H(t) est une matrice dont tous les éléments sont continus et bornés dans un voisinage
de 1 = 400, £(t) et e(t) sont localement équivalentes ce qui prouve notre assertion.
Notons ainsi que la condition dobservabilité n’est plus suffisante dans le cas instation
naire pour assurer I'existence d’un observateur a cause de la dépendance par rapport au
temps du changement de coordonnées.
Nous donnerons plus loin une condition suffisante pour déterminer le comportement
asymptotique de I'observateur (4.17) & partir des coefficients du systéme original (3.9).
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La construction de I'observateur pour les systémes multi-sorties se déduit directement
de ce qui précéde grace a la forme canonique observateur. Dans les coordonnées canon-
iques, la dynamique d’erreur est donnée par

&= (A(t) - KWG)C(t))e (4.21)

ol A(t) et C'(L) sont données par (4.12) et G(1) représente le changement inversible de
sorties. En choisissant .

K =a()+a =1, ,p
ol

a'=(af, o))" i=1 .p
sont des vecteurs constants, et a'(!) est la m,-eme colonne de A(t), la dynamique de
Perreur est donnée par le systéme stationnaire

0 0 —af —af
1 [¢]
0
0 —aj, —af,
0 0 1 -af —af
3
—O‘Lkou 0 0 _D‘:\»k,ﬂ
o 0
—a_ 0 -y
—al 0 [ ——
Un choix possible de o' est donc
o =0 J<me_y j>m, =1 N3
et
(o, can) =L .p
sont les coefficients de polyndmes Hurwitziens. La d ique de ¢ est alors découplé
et I'étude de la stabilité de ¢ est ramenée & P’étude de la stabilité de p sous-systemes
mono-sortie indépend Dans les lonnées originales, I'observateur est de la forme

(4.17), le gain étant donné par

K(t) = [(ed+ail+  +ab L0774 LW,
(0fsyir + 0o+ Q2L LWIGT (), (422)

les vecteurs W, étant choisis comme au chapitre 3 (3.32)

W, =Q len, =1 .p
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4.3 Observateurs non linéaires

L'étude des observateurs non linéaires a é par le travail de Thau [82] au déput
des années 70. 1l existe une abondante littérature sur ce sujet (voir la bibliographie). Les

ées sont i divisées en deux grandes classes : la méthodes de
Lyapunov et la méthode de lincarisation.

La méthode de Lyapunov est une idée intuitive. Son principe repose sur la construction
d’une fonction injective dont la dérivée le long de la dynamique d’erreur est strictement
négative au voisinage de 0, ou, ce qui revient au méme. qui décroit le long des trajectoires
de Derreur. Une telle fonction de Lyapounov permet donc de conclure a la stabilité
de la dynamique d’erreur. L’application des méthodes de Lyapunov 4 la construction
d’observateurs semble étre un probleme tres compliqué, en particulier parce que I’état de
systeme apparait dans la dynamique d’erreur. Jusqu'a présent, seuls des cas particuliers
ont été résolus sous des conditions peu explicites et difficiles & vérifier [43, 50, 82, 84, 85].

La méthode de linéarisation est un prolongement de I'idée de Luenberger. Cette
méthode est basée sur la notion d’équivalence & une équation d’erreur linéaire. Peu de
classes de systemes admettent cependant une équation d’erreur équivalente a un systeme
linéaire par immersion ou par difféomorphisme d’état et injection de sortie [9, 11, 49, 51,
52, 55, 64, 65. 91, 93, 94]. Dans le méme ordre d'idées, d’autres auteurs ont proposé
des observateurs réduits permeitant de ne linéariser qu’un sous-sysieme tout en rejetant
I'autre partic comme s'il s"agissait de perturbations ([5, 6, 7. 25]).

On cherche souvent des solutions approchées ou qui mélangent les deux idées ci-dessus
la méthode des observateurs a grand gain [35, 83]. la technique de SSV (systéme  structure
variable) [77, 88, 89], la linéarisation tangente en un point d'équilibre [8, 11, 19, 87, 92].
La construction de I'observateur basée sur la linéarisation tangente le long de I’état estimé
reste toujours ouverte. C’est un de nos principaux sujets d’étude dans la suite.

Nous allons rappeler d’abord deux approches concernant la linéarisation exacte de
I’équation d’erreur. que l'on tentera d'appliquer au ble de traj au
chapitre 6, et quelques éléments de I'approche Lyapounov.

4.3.1 Linéarisation exacte de la dynamique d’erreur

Considérons le probleme de construire un observateur pour le systéme (3.1). Supposons
que I'entrée u est de classe C" et notons

w1
Alors, s’il existe un difféomorphisme d’état.

&= W(x, @), (ouxr=W(Eq)
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et une injection non linéaire de sortie a(y,u) tels que nous pouvons mettre le systeme
(3.1) sous forme canonique observateur avec injection de sortie

£ = Af+aly.a)
{ - ot (4.23)
V'observateur dans les nouvelles coordonnnées est donné par
£= Aé+aly,a) + K(y - CE) (4.24)

La dynamique d’erreur (4.8) lui est associée. comme dans le cas linéaire.
Le difféomorphisme et 'injection de sortie qui transforment le systéme (3.1) en sa forme
canonique observateur sont les solutions des équations aux dérivées partielles suivantes :

w— o aw!

= saa=1 o pg=1 .
e R e (428)
Wt e WL
o ee.  “Trag, (TR (4.26)
-
L’,“(dlu)‘aL =bubu wl=1 pj=1 .k (4.21)
- 0ia

ad’;, g est définie, en coordonnées locales, par
af g 7 9g
! "o o
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il exisie un observateur sous forme

canonique observateur avec injection de sortie, autrement dit obtenu a partir de la solution
de (4.25), (4.26) et (4.27), est la suivante.

ad_sg9= g€ V(X xR)

Théoreme 4.2 (51, 52] Une condition nécessaire pour que le probléme de linéarisation
ezacte de la dynamique d’erreur admette des solutions est que le systéme (3.1) soit uni-
formément observable.

Supposons que le systeme (3.1) admet. par un difiéomorphisme 2 = x(z), la forme
canonique d’observabilité

in 12
212 213
T TERD) n = m
(4.28)
1 Y =
Zp3
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avec I(z,@) = L& hy i =1, ,poet ki, .k, les indices d'observabilité. On note P(z)
I'anneau des polynémes en z & coefficients C en la sortie et les dérivées de u  Le degré
de z,, est défini par j — 1 et le degré d’un mondme z,,,, -z, est défini par la somme des
degrés de ses facteurs, (jy — 1)+ +(j. — 1). P¥(z) désigne donc les polynomes de degré
inférieur ou égal & k. Enfin, P#(z) désigne les polynémes de P*(z) qui sont engendrés par
iléments de P*71(z). Par convention, k1) est dans P*(z). mais pas dans PE(z).

Définition 4.3 Le systéme (3.1) admet une représentation sous forme observable spéciale
st la forme canomique (4.28) associée vérifie I(z,7@) € Ph(z) pour1=1, ,p.

Proposition 4.3 Une conditi pour qu'il existe un changement de sorties
tel que dans les novelles coordonnées la représentation d'observabilité soit sous forme
observable spéciale est quen coordonnée originale de sorties le systéme admette la forme
observable spéciale.

Preuve Sopposons qu'il existe un changement de sorties y = 1(j) el une transformation
détat z = (C) tels que dans les nouvelles coordonnées (¢, ) le systeme (4.28) est mis
sous forme observable spéciale

o=
G = G
G = hiG@) o=

(4.29)
o= G i =
Cp2 ()
Gy = BlCW)

avec 1,((,d) € PR G@pouri=1 .p 1l est facile de vérifier que Ly, P¥-1(¢) C
L, PHC) et L, P5T(C) € Ly Py(¢) pour k21

Notons que le ch de tr P°(z) en P°((). Cest-a-dire que
P(z) = PYp(Q)) et POC) = P(471(2)). De plus Pi(z) = P(2) et PY(C) = PO((),
donc Py(z) est transformé en PJ(().

Nous allons démontrer par Vinducation que P¥(z) est transformé en P¥() et P4*'(z)
est transformé en P4 (¢) pour tout k. Si k, > 2. alors

nous avons donc
(4.30)

avec
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On a vérifié la relation pour k = 1.
Supposons que cela est vrai pour k — | et que (4.30) existe, Cest-a-dire que si k, > k,

nous avons o
2w = x,zzk %, G+ Pu(€) (4.31)
avec Pi(C) € PE(C). Sik >k +1, alors

s
3Gtk + Pasn(0) (432)

Zgan = Loz = Y

k41

N . o,
Paesn(€) = L PulO) + 32 Ly, (—a. G
45k 5,
done Pip(C) € PEC). Tl résulte de (4.32) que la récurrence est vraie pour tout k. B

Théoréme 4.4 [52] Une condition nécessaire pour que le probléme de inéarisation ezacte
de la dynamique d'erreur ait une solution est que le systéme (3.1) admette une représen-
tation sous forme observable spéciale.

Théoréme 4.5 [94] Supposons que le systéme (3.1) est localement uniformément ob-
servable. Alors le probléme de hinéarisation exacte de la dynamique d’erreur admet une
solution sl existe des champs de vecteurs g', ,¢” vérifiant

LpL7 (hy) =60y baye 1=10 kiij=1. ,p (4.33)

tel que
[adt g ad' '] =0 (4.34)

pourij=1, ,pik=0. . koarl=0. k-1

La résolution de (4.25), (4.26) et (4.27) est particulicrement difficile dans le cas général.
Phelps [71] a développé un algorithme simplifié qui permet le recours au calcul formel.
Ding. Frank et Guo ont étendu ces conditions en ajoutant comme contraintes le rejet
de certaines nonlinéarités [25]. Hammouri, Gauthier et Morales [41, 42] ont par ailleurs
étudié le probleme de transformer un systéme non linéaire en un systéme bilinéaire par
injection de sortie, se ramenant ainsi a la construction d’un observateur pour un systeme
bilinéaire.

4.3.2 Immersion

Lévine et Marino [55] ont présenté une méthode de construction d’observateur & I’aide de
la notion d’immersion. Ils ont démontré que si un systéme non linéaire observable peut
s’immerger dans un systeme linéaire observable de dimension N (N > n), alors il admet
un observateur asymptotique.
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Considérons un systéme affine analytique
{ o= f(l')+§g.(a:)u. (4.35)
y = hz)

o, € R,y € R”, u R* — R™ une application Lebesgue mesurable, f, g1, ..., gm €
C“(R",R"), et h € C¥(R",R?).

Définition 4.4 Soit Uy un voisinage d’un point xo € R* On dit que le systéme (4.35)
est immergeable, dans Uy, dans un systéme hnéaire

n
i = Fi+Y Gu,
%1 (4.36)
y = Hi
oid € RN N >n, F Gui=1. .m, et H sont des matrices constantes de tailles

respectives (N x N), (1 x N) et (px N), sl exsste une application de classe C* 0 Uy —
8(Us) < RN telle que pour tout x(to) et ltout ¥(to) tels que

0(x(to)) = &(1o) (4.37)

(x(to),u)) = HE(¥(to),u) (4.38)

ol z(x(to)su) est la courbe wmtégrale de (4.35) @ partir de x(to pour entrée u et de méme
pour #(to),u) solution de (4.36).

Les conditions d’immersion dans un systéme linéaire sont énoncées par le théoréme
suivant
Théoréme 4.6 (23, 31, 55] Le systéme (4.95) est immergeable dans (§.36) dans Uy si et
seulement si dans Uy
(i) Ho=sp{Lsh|L <i < p.k >0} est un espace vectoriel réel de dimension finie.
(i) L;A = constante pour tout A € Hy et toul j =1, ,m.
Lemme 4.7 [55] S le systéme (4.35) est localy bservable en o et les
(1) et (1i) de théoréme 4.6 sont vérifiées, alovs 1l emste deur swites d’entiers (ky, ky)
et (K7 kL)) vénfiant

s

B> 2k K> 2 ED k<K

tels que

M=

»
ko=n, ZU’) R — dim(Ho)
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*_ k = n implique que. aprés avoir réordonné les sorties si nécessaire, la codistri-
bution suivante

sp{dhy, d(L§ T hy)odhy,  d(LPThy), dhy, L d(LYTVRy))
est de dimention n dans Us. En particulier,
00 = {hi, L5 'hihe, LS T'he,  hp (LYT'hy)

est un difféomorphisme d'état local. D'autre part, $7_, k¥ = R — dim(Ho) implique,

0=, L T hehe  LF e by )

est une base de Pespace Ho, et que le systeme original s'immerge par 6 dans un systéme
observable dont 'état est de dimension égale a celle de Ho. L 'immersion & = f(z) contient
donc 6, et 0: R — R™ est une injection, son inverse #~' : RY — R" une surjection. Ceci
nous donne

Théoréme 4.8 [55] i le systéme (4.35) est localement obscruable en o et qu'il est im-
mergeable dans un systéme (4.96) de dimension fine dans Uy, alors il enste un observa-
teur exponentiel pour toute condatron mutiale £(to) lel que x(t) € Uy pour tout t > to.

En effet I'observateur associé au systeme (4.36) est donné par

€ = e+ K(y-HE+3 G,

= (4.39)
6:(¢)
La dynamique d’erreur est linéaire stationnaire
=(F=KH)e (4.40)

Considérons un systeme dont la dynamique est linéaire et I'observation un polynome
de degré
= Fa

= hot Yhua+ + Y hnty (441)
= 0.5

Par un calcul direct, nous obtenons

Lih =Y A+ + L A”, PEE S
=

. € R” pour tout 2, .4y, 2, Ainsi Ho est engendré par les
linéaires a coéffici constants des o de degré inférieur ou égal a
r, et est donc de dimension finie. En conclusion, on a

avee AL,
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Théoreme 4.9 [57) St le systéme (4.41) est localement observable, il admet un observa-
teur par immersion.

Remarque 4.1 En termes d'algébre différentielle, Fliess [28] a donné une condition
nécessaire el suffisante similaire @ celles du théoréme 4.6, pour que le systéme (4.35)
puisse s’immerger dans un systéme bilinéaire. La construction d’un l'observateur non
linéaire se réduit alors d la construction d'un observateur pour le systéme bilinéaire asso-
cle,

Si le systeme n'est pas immergeable dans un systeme linéaire, le théoreme précé-
dent nous permet de trouver un observateur approché en approximant la sortie par un
développement polynémial de degré souhaité.

4.3.3 Meéthodes du type de Lyapunov

Dans cette section, nous rappelons rapidement comment construire des observateurs non
linéaires par la méthode de Lyapunov.

La premiére méthode de construction d'un observateur a été proposée par Thau [82).
Considérons le systéme suivant

v o Cr (4.42)

{ i = Ar+plz)+ Bu
ol A, B et C sont des matrices contantes de tailles appropriées et (A, C) est une paire
complétement observable. Si la fonction non linéaire ¢ est localement Lipschitzienne, on
peut construire un observateur asymptotique a gain constant.

Kou, Elliott et Tarn [50] ont généralisé cetle technique et montré les liens entre
I'existence d’une fonction de Lyapunov et d'un observateur exponentiel. La principale
contrainte sur la nonlinéarité de la dynamique est qulelle soit globalement Lipschitzienne.

Une autre méthode a été proposée par Tsinias 84, 84] ot I'on travaille sur le linéarisé
tangent plutél que sur le systéme lui-méme.

L'approche de Thau a été largement modifiée récemment par Tornambe [83] et Gau
thier et ses collegues [34. 35, 24] pour les systémes mono-entrée et mono-sortie de la forme
suivante

@y T2 dilr1)
R | o * Ynorlar, o) | ol
@n »lz) Pular, .zn)

(4.43)
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Si les composantes non linéaires (-), ¥1(-). . ¥a(-) sont globalement Lipschiziennes, un
observateur asymptotique & grand gain est construit par des techniques de perturbations
singulieres. Cette approche s’applique bien entendu aux systémes équivalents a (4.43) par
difféomorphisme.

Ces résultats ont éf
et multi-sorties.

tendus par Bornard et Hammouri [12] dans le cas multi-entrées

La technique des Systémes & Structure Variable (SSV) a été introduite par Slotine,
Hedrick et Misawa [77) et Walcott et Zak [89] en ce qui concerne les observateurs. Les non
linéarités et les perturbations du systéme sont supposées bornées. L'observateur obtenu
est & structure variable.
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Chapitre 5

Aspects asymptotiques
d’observabilité et des observateurs
pour les systémes linéaires
instationnaires

5.1 Observabilité asymptotique

Considérons dans cette section I’observabilité de systémes linéaires instationnaires de la
forme

@ Al

y = C(t)z
avec une singularité polynémiale en ¢ = co. Précisement il existe des entiers y > 0 et
v >0 tels que

(5.1)

A(l) '
im A4 i SO,

ol Ag et (g sont des matrices constantes non nulles. Autrement dit, t=#A(t) et t=*C(t)
peuvent étre représentées par des séries convergentes en t = 400

ALY = A(t) = imr‘
=

et = Clt) = i‘c./"
=

Notons que # = 0 est un point stationnaire de (5.1) pour tout t. Lorsque t = oo, le
second membre de (5.1) n’est pas défini, ou plus précisément admet une singularité, ce
qui justifie la terminologie.

Le systeme (3.9) se réécrit

i o= At
{l’”y = C(t)r (5:2)
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ou de maniére équivalente sous forme autonome

a - _

ar

e e (5:3)
o = Awpe

vy = Clt)e

Les critéres d’observabilité dans le chapitre 3 s’appliquent également au cas singulier.
En effet, en faisant un changement d’échelle de temps :

t=((u+ 1)r)

9
I'image du champ de vecteurs f(t.z) = %Jr Alt)z - par lapplication 0(t,z) = (1(r),2)
est donnée par h

0.f(t,2) = r“% FIPA

90 D
g =t + Al

En définissant .
hyitz) =tk (Le) =&z j=1, .p

la codistribution d’observabilité associée 4 (5.3) est donnée par
O =sp{dLi jh, ) =1. .p k>0}
Dans les nouvelles coordonnées. I'opérateur défini par (3.13), appliqué a la sortie, devient
A%(1) = &)

Aggy(t) = t‘“%b,(t)+c’1(t)/{(t)

v
o

Akg(t) = r“%Aﬁf"c‘](r) +ARG (A k

pour ) = L, .p, et nous pouvons vérifier par un caleul direct
ALy phy = Ak (0. g =10 k20
Corollaire 5.1 Le systéme (5.2) est observable pour un t € I € (0,00) si et seulement si
dimO(t) = n (5.4)

Corollaire 5.2 Le systéme (5.2) est tolalement observable dans un intervalle I si et
seulement si la condition de rang (5.4) est vérifiée pour presque tout t € I

Pour caractériser I'observabilité du systeme (5.2) a Iinfini, c’est-a-dire au point sin
gulier, nous introduisons la définition suivante.
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Définition 5.1 Soit
w, = ‘n_TodL',_,h,. 120 j=1, ,p

et
O =spfw, [020; j=1, p}

la codistribution engendrée par w,, Alors le systéme (5.2) est dit asymptotiqguement ob-

servable si
dimO, = n

Proposition 5.3 Les codistributions O et O, satisfont la relation suivante

dimO > dimO,
dans un voisinage de t = co.

Preuve Nous écrivons

dhy = 3 eut™

ey
R e o
Logdhy = 3 e Agt™%9) = 30 vy, 17y
im0 i
L gdhy, = 3 e ApAgtTURE) ST (2 4 dy)e,, ATl
412,33=0 112=0

®
+ 30l p eyt 04

J=1

Lorsque ¢ — 00, nous obtenons

wy = oAyt 120 5=

Nous pouvons écrire alors dLj_h, sous la forme

wy Wl i205=1 p

ol w/, sont des ¢ lépendant de ! satisfaisant

limw, =0, i20 ;=1 .p

Supposons d’abord que
dim0, = n

[l existe alors une suite d’entiers ky. k2, ,k, vérifiant ky > kp >

éventuelle permutation des sorties, avec 377, =n telle que

k-1
(c10, €1.040, 104G €20, €2040. ol

> ky, aprés une

)
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est une base de 0,. Comme

1o dhy
1040 Lo, ydhy
aodg ™ | _ L dhy
det P = ‘hjg det dhs #0
2040 L, gha
oAy L dh,

s0it
dimsp{dhy, Ly dhy,dhy,  LE7dRa,  dh,, Ly;'dhy}=n
dans un voisinage de I'infini.
Considérons ensuite le cas
dimQ, =m <n
Pour la méme raison. il existe une suite d'entier ky, ky, &, vérifiant ky > ky > > ky,
a une permutation prés sur les indices des sorties, avec 5, &, = m telle que

dimsp{dhy, L7 'dhy,dho  LE[ dhy, dhy, dh)
= dim sp{ci, ~c|_oA"’ L e20. .Cz.oA" Y g -fpqu "}
- m

dans un voisinage de linfini. Comme par ailleurs
O 2sp{dhy,  (LEVdhy dho. LTy, dhy,  Ly7dR,)
donc
dim© > dimsp{dh,, L§}'dhy.dhy  LE7dha. odhy,, LY 'dhy)
= dimO,
au voisinage de Dinfini. »
Proposition 5.4 Le systéme (5.2) est asymptotiquement observable si el seulement si
Co

CoAo
rang =n

CoAy™?

Preuve D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, la condition de rang d'observabilité
est équivalente a
Co
CoAo
rangOQ, = rang | CoAj

Cody™
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d’on le résultat cherché. ']

Liobservabilité asymptotique est déterminée par Ag et Co. les premiers termes de A(t)
et de C(t) respectivement. Nous pouvons donc définir de maniére équivalente un systeme
(5.2) observable au premier ordre si (Ao, Co) est une paire observable. Nous remarquons
de plus que cette notion d'observabilité asymptotique ne s’applique pas aux systémes dont
les limites de A(t) et/ou C(t) n'existent pas, notamment les systemes périodiques.

5.2 Observateurs a gain asymptotique

Sans nuire a la généralité, nous considérons le systeme sans commande (5.1).

Définition 5.2 Le systeme dynamique

& _

:[ (5.5)
oA+ Kty - C0i)

ar

est appelé un observateur @ gan asymptolique de (5.3) st le gamn K est une matrice
constante, et (5.5) est un observateur asymplotique d partw d’un 1o suffisamment grand.

Théoréme 5.5 St le systéme (5.1) est asymplotiquement observable, ¢’est-d-dire ( Ao, Co)
est une paire complétement observable, alors il existe une matrice constante K telle que
la matrice constante Ag — K Co est stable et non résonnante (a toutes ses valeurs propres
distinctes, voir annexe A), autrement dit telle que (5.5) est un observateur asymptotique.

Preuve En posant e(t) = x(t) — i() Perreur d’estimation de Uobservateur (5.5), alors
la dynamique d’erreur est donnée par

a o,
.
o= (Al - KCn)e

ou de maniére équivalente par
é=t"(A(t) = KC(1))e (5.7)

Si le spectre de Ao — K{Cy n’a pas de résonance, il existe une transformation ¢ = H(t)e

avec H(t) donnée par une série gente, qui met la dynamique d’erreur (5.7) sous

forme normale
= (Aot A A G e (5.8)

olt A1 =0, g, etG sont des matrices constantes diagonales, Ao étant en particulier la
forme de Jordan de la matrice Ag— K Co. Pour la stabilité du systeme sous forme normale.
il suffit que le spectre de Ag soit a partie réelle négative et la stabilité de 'observateur en
coordonnées originales se déduit du fait que H(t) est bornée a I'infini (voir Annexe A).
Rappelons que I'observabilité de (Ag, Co) implique I'existence d’un K tel que toutes les
valeurs propres de (Aq — K Co) sont distinctes et a partie réelle strictement négative, d’olt
le résultat. L
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Remarque 5.1 Le comporte de la d derreur sous forme
normale est dominé par le terme t*Ao @ partir d’un to suffisamment grand. Alors, si
Pobservateur donné par (5.5) n’a pas explosé jusqu’a ce moment, le théoréme 5.5 garantit
Uezistence d’un observateur asymptotique. De plus le gain de cet observateur est constant
par rapport au temps le plus rapide *  C'est pourquot nous Uappelons observateur ¢ gain
asymptotique [59].

Remarque 5.2 Cette approche est robuste au sens oii le fait de négliger la dynamique
du second ordre par rapport i Uéchelle de temps la plus élevée rend le comportement
u ble i des perturbations sur ces dynamigques.

Les systemes linéaires stationnaires correspondent au cas ofi g = v = 0, g = A
et Co = C. Dans ce cas, notre approche utilisant la forme normale redonne celle de
Luenberger. En effet, du point de vue de la forme normale, le systéme linéaire stationnaire
posséde un point singulier non Fuchsien de degré 2 & Uinfini (voir annexe A). Puisque la
dynamique derreur d’un systeme linéaire stationaire est automatiquement sous forme
normale, la condition de non ré n'est pas i

5.3 Observateurs dans le cas non asymptotiquement
observable

Supposons que le systéme n’est pas asymptotiquement observable, c'est-a-dire

Co
CoAg
rang =m<n
CoAg™"
alors il y existe un s pace ptoti nent inobservable de di ion 7 —m. Nous

pouvons donc décomposer Ag et Cy comme suit
A0
w=(2h ) a-(ao)

de telle sorte que (A}, C3) soit une paire observable de rang d’observabilité égal & m. On
notera de méme la décomposition des matrices A, et C, pour 1 > | dans la méme base.
Faisons le choix de gain suivant

. . Je)
umv v (g
K(t)=t""Ko =t (1\3)

la dynamique d’erreur est alors donnée par

é ) _ " A= K3C) 0 4t AP - K3CY AR - K3CP e
6 )= AR - K2C) A2 an - el An-zer )t &
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avec e; € R™ et ep € R™™7
La matrice cor | a t” est clai tri inférieure. Comme le bloc
diagonal inféricur AZ? n'est pas modifié par le gain K, on ne pourra stabiliser que la
composante observable e; de I'erreur. Il en résulte que le systeme n’admet un observateur
asymptotique que si A3 a toutes ses valeurs propres & partie réelle négative ou nulle. En
particulier, si A2 a au moins une valeur propre & partie réelle positive, il n’existe pas
d'observateur & gain asymptotique.
Le seul cas non trivial est celui ol A2? a des valeurs propres & partie réelle nulle. Sans perte
de généralité, on peut supposer que toutes les valeurs propres de AZ? sont & partie réelle
nulle (on peut toujours se ramener & ce cas en décomposant A3 en sous-espaces stable et
centre, sachant que I'on n’a pas & modifier la partie stable) et nous ne considererons plus
désormais que cette situation.

Remarque 5.3 Pour stabiliser la partie mobservable  Uinfini, il faut que Uordre u de la
singularité soit positif ou nul. Si =0, le changement d’échelle de temps est sans objet
puisque le systéme est alors naturellement ezprimé dans I'échelle de temps adaptée et les
résultats se transposent de maniére évidente. La vénfication en est lawssée au lecteur (voir
aussi le traitement de l'ezemple 5.1).

Le systéme autonome associé & (5.9) est donné par

dt

B

& = !

B0 = A - e + N AY — K+ 17 (A — KCTes + 0017

% = (A = K3Cher + ABes + £ (AT — KGCYer + 17 (AT — KZCR)ey + O(t72)
.

(5.10)
Puisque (A}'.C}) est observable. €, est localement stabilisable. La stabilité de e est
déterminée par celle du sous systéme central. Pour cela, nous cherchons la sous-variété
centrale
e = olext™)

qui est la solution de I'équation différentielle

g—::[e;, (AR~ KECA)6 + Aleq + 17 (AP — KZCHo + 171 (AP — K2C})es + O(t72))
(A = K3C)o + A = K§C)é +t7H (A} = K§CP)ea +0(17%)) = 0
(5.11)
avec comme conditions #(0) = 0 et %‘Zm) = 0. Une solution approchée de (5.11) est
donnée par

dleal™) = Dt ey + Ofeq, 17%)
ce qui implique

(DA, = (AN — KAC)Des + 17 (A = KICP)e,
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et done que D est la solution de I'équation algébrique
DA — (A — KJC)D = Al — KiC? (5.12)

Le sous-systeme central est alors donné par

—
’
B = AP+ (AFD + AP) — KYCID +Cea + O(7?)

La stabilité de (5.10) est donc déterminée par le systeme réduit (5.13).
Nous allons approfondir cette étude dans le cas particulier ol le sous-espace inobser-
vable est de dimension 1, soit A2 = 0. La solution de (5.12) est alors donnée par
D = —(A) = KO AP - KyCY)

Lexistence de (ALl — KLC1)™" est garantie par I'observabilité partielle. Le sous systeme
central s'écrit ici

dt
@,
o =
5.14
oA AR - RICH A - KICH (10
~R3(CE = CY(AY ~ KCH A = KYC)ea + ()
Supposons que
CRAY ~ KB (AT - KA - CF #0
alors e, est stable asymptotiquement si
AT = AR (A KYCY) (A o

KZ > o

AN = RO (AT

1

Par contre, si
CHAY = K§Co) AL = K3CH - CT =0

alors e, est asymptotiquement stable si K peut étre choisi tel que
A AT(AY  KICT (AR — KO <0
si par contre
AT ABAY — KO AY - KACH) > 0
alors e, est instable.
Si enfin
A - A (AY — KUY A - KYCD =0
on est dans un cas critique et nous devons étudier les termes d’ordre supérieur en répétant
le méme raisonnement.
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Cette idée peut bien sir étre étendue au cas ot Aj? quelle que soit la dimension
de A% Le sous-systéme central s'exprime alors de maniére analogue & (5.14), et nous
obtenons immeédiatement qu'une condition suffisante pour que le systéme central soit
stabilisable est que la paire

(AP = ABN(AS = Ko C) ™M (AT = K3CT), CF = C(AY = KGC3) T (AP = K3 C))

soit observable. Evidemment cette propriété n’est pas une propriété naturelle du systeme
original, mais elle doit étre comprise comme une contrainte supplémentaire sur le choix
de K{, qui s'interpréte comme le fait que le gain K¢ ne doit pas rendre inobservable les
dynamiques correspondant aux échelles de temps plus lentes.

Exemple 5.1 (poursuite en ligne droite) Considérons le probleme de ite en
ligne droite. Supposons
ot e )
o+ dot + =+ “n! (5.16)
En posant R
s=(20 o F0 )
et |
i) = (170 gont -
Ct) = ( o )

ce probleme admet la représentation suivante

z =0

La matrice d’observabilité par rapport au temps le plus rapide est donnée par

1 1 1 1
" = e
n 1
T T “mone
(D' (2n-2) (=DMa-1) (2a-3) (G
P et presy

Il en résulte que systeme (5.17) n'est pas asymptotiquement observable puisque le sous-
espace asymptotiquement observable est de dimension 1 (correspondant & la derniere
colonne de @,), et le sous-espace asymptotiquement inobservable est de dimension n.
L'observateur & gain constant powr (5.17) est de la forme
I
i= (t™"y — C(1)2) (5.18)
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et la dynamique d’erreur est donnée par

) 1 !
& = —k(tTe 4" e+ = 1),t"e,. + 567.“)
1
b= k(e e b e+ ) (519)
: —n, —— 1 -1 !
eyt = —kn(tTa +tT e+ + mt e+ ojens1)
En réécrivant (5.18) comme
& 0 0k 0 koo
_ L ! T
€n ntlo 0 ky (n=1'0 ka0
Enst 0 0 kg 0 kg 0
0 ke 0 koo 0 &
(—n+1 4+t :
+ 0k 0 ko0 0 e
0 kost 0 kgt O 0 Entt

et en choisissant kq4y > 0. €,y est rendu exponentiellement stable et (eq,. ,en) corre-
spond & un sous-systéme central. On est ici dans le cas st = 0, un changement d’échelle de
temps n’est donc pas nécessaire (voir remarque 5.3). Cependant, pour ramener le point
d’équilibre a Porigine, on pose § = 1/t et le systéme devient

do

(5.20)

Alors (8 = 0. ¢; =0, €ns1 = 0) est un point d'équilibre de (5.20). La sous-variété
centrale est donnée par

ent1 = gler.  eq,0) (5.21)
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ot ¢ vérifie ’équation différentielle

b

o 1
Dé(er, ven,0) (Z —rem + (e, ,emﬁ))
N <7 !

o

avec les conditions 6(0) = 0 et D(0) = 0. ot 'on a noté De(ey, ..., en, 6) le Jacobien de
b(er,  .cn,0) par rapport au vecteur (1, ,en).
Une solution explicite de (5.22) s'obtient immédiatement

n=1 gm
(Z 7|£J+|)
5= 1

(5.22)

|
e+ e, vemﬂ)) 0

dler,  .en )=

Le sous-systéme central est donc donné par

o
d

de,
ar

de,
dt

Nous en déduisons donc la stabilité sans convergence asymptotique pour ey, ..., e, quels
que soient les gains ki, ko. Autrement dit, il n’existe pas d"observateur & gain asymp-
totique pour le systeme (5.17).

Montrons que ce phénomeéne est intrinséque en ce sens quil existe indépendem-
ment du choix d’un observateur. Dans ce but, remarquons tout d'abord que la matrice
d’observabilité par rapport au temps original

° ~
Lo a
p
01t —
Q= (n-1!
t
0 0o

est de rang plein pour tout t € R. mais n'est pas bornée lorsque t — co. Ceci implique
qu'il existe un changement de coordonnées sur un intervalle de temps fini

= H(t)
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oit H(1) est donné par le procédé présenté en 4.2.2
(Cipee (capea

l 3] =
(it (- pyeignee .
H(t) = (n=1)! (n—2)! (5.23)
—t -1 0
1 0 0
0 0 1
0 -1 -t
H'(t) = 0 (=1)r=ln=2 (=it (5.24)
(n—2)! n—1)
e (=1t ~L)
=1 -1 !
tel que dans les nouvelles coordonnées, le systéme est sous forme canonique observateur
(= Eu
" .25
{y = Com (529)
avec
0 00
0
Ewi=10 0
00
0 010

Puisque (5.25) est un systéme linéaire stationnaire qui est complétement observable, il
admet un observateur exponentiel

EnrC+ K(y — G (5.26)
le gain K étant choisi de sorte que I'erreur d’estimation ¢ = ¢ — ( converge exponen-
tiellement vite vers 0. Il en résulte que 'observateur (5.26) défini pour un horizon fini a
un comportement qualitativement différent de l'observateur (5.18) lorsque ¢ — co. Plus
précisément, si I'on veut que l'observateur (5.18) soit équivalent & (5.26), on doit avoir
¢ = H(t)% ce qui implique que H(1)KI™" = K On vérifie facilement que H(t)K¢™" n’est
une matrice constante pour aucun choix de K et Iégalité ne peut donc pas avoir lieu, ce
qui achéve de prouver la non équivalence. N

5.4 Systémes a coefficients dans un corps de Hardy

Dans cette section, nous allons étendre la construction d’un observateur en utilisant la
forme canonique observateur au cas ot le cl de coordonnées n’est pas né

ment borné. Cette étude est basée sur la notion de corps de Hardy dont nous présentons
des éléments nécessaires dans I'annexe B.
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Considérons le systeme suivant

{2

Supposons que tous les coefficients de A(t) et de C(t) apparticnnent & un corps de Hardy,
et notons Ky le plus petit corps cont R et ces coefficients. Rappelons que la matrice
d'observabilité du systeme (5.27) est définie par :

(5.27)

AC
Q=1 A (5.28)

ol, 'opérateur A, est défini au paragraphe 4.2.

Lemme 5.6 Si tous les coefficients de A(t) et de C(t) appartiennent i un corps de Hardy,
alors il eziste un to € R tel que le rang de la matrice d'observabilité Q, reste constant
pour tout t > to.

Preuve Les coefficients de (5.27) appartiennent & K. ainsi que tous les déterminants
déduits de (5.28). En vertu de la propriété de corps de Hardy, il existe un to € R tel que
tous les déterminants obtenus sont bien définis et prennent une valeur soit nulle soit non
nulle pour tout ¢ > to. Donc le rang de @, reste constant pour tout { > to. ]

Le lemme 5.6 est un résultat dual de celui présenté dans [30] sur la commandabilité
de systemes linéaires instationnaires.

Définition 5.3 Le systéme (5.:27) e.:{ dit observable au sens de Hardy ou H-observable
sl eniste une swite d'entiers ki, .k, satisfaisant S7_y k, = n et un to € R tels que la

sous-matrice d’observabilité
B}
Ager

Ali=le

Cp
Doty

kp1
Agrle

est de rang plein pour tout L > to.

Proposition 5.7 que tous les du systéme (5.27) sont dans un
corps de Hardy contenant les polyndmes en temps et les exponentielles. Alors le probléme
de l'observateur asymptotique admet une solution st ce systéme est H-observable.
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Preuve Supposons que Je systeme (5.27) est H-observable et que

i= At)d + Kty - C(1)3) (5.29)
est candidat & étre un observateur asymptotique. Tl existe un ct de coordonné
2= H{l)r

qui met le systéme (5.27) sous forme canonique observateur
i o= A@t)z
y = C(t)z
Or, par construction, tous les éléments de H(l) ainsi que ceux de H~'({) et de A(t)
appartiennent & Kp. En coordonnées canoniques, l'observateur est de la forme
E=A(): + R()G(t)(y - C(1)z)

avec (J(t) une matrice inversible représentant le changement de sorties, qui conduit a
Péquation d’erreur

=(A-KGt)C()e (5.30)

En qu'en o I'équation d'erreur est sous forme dé-
couplée par un choix convenable du gain K (t) et du changement de sorties G(2), il suffit
de considérer le cas mono-sortie. Dans ce cas, 'équation d’erreur se réécrit comme :

& = filt)en
& = a+tBat)en
(5.31)
= &n-2+ Baoi(l)en
= &n1 + Balt)en
ot By(t). . Ba(t) sont des fonctions arbitraires cor dant a un choix ble de
gain K(t). On obtient done une I'équation différentielle de degré n pour e,
e = g()el ) = = (s = M =0 (5.32)
avec R
nit) = Y84V
= (5.33)

8+ Z LB8()

=541

(1)

olil, i =j+1, ,nsontdes entiers positifs. Montrons que la solution générale de (5.32)
est donnée par

.
co=leratt  tantNen([oir)  wa aaeR (531
e
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avec (t) < 0 pour tout ¢ > fo. limy—se p(() = —co. un élément dans la plus grande
classe de comparabilité, notée par . En effet par le calcul direct, on peut vérifier

al(t) = dale(t)
Fa-1(l) = Faoa(e(t), (1))
(5.35)
Bt = Flehet). eI,
Nt = Ale®).gt).  emI(), oM (1)

Ve Y, Yot -+ -+ 71 sont des fonctions polyndmiales de tous leurs arguments. En remar-
quant particulicrement que
Ba(t) = Fn((1))
Bua(t),  .fr(t) peuvent étre déterminés de maniére récurrente par (5.33). Clairement,
By(t),  ,Balt) sont dans
La solution de (5.31) est donnée par

enk =€) -

o)y k=1 n-1 (5.36)

ol

oult) = Lﬁ" S0

(537)
oull) = Byt 3 LB ok
=141
avecl,, 1=j+1. ,n sont des entiers positifs.

Comme tous les &) sont domlnés par exp(f. (r)d). on a limy—yeoc? = 0, pour
j=0.1, ,n-1 Commeexp(fy,p(r)dr) est dans une classe de comparab]htesupeneure
a p, ceci impllque que lim;_ 408, = U r=1,  ,n, et lim_ o (x(t) — (1)) = 0. L]
Corollaire 5.8 que les conditions dans la g 5.7 sont vérifices et que

Pexponentielle ¢ est la plus grande classe de comparabilité de Ky Alors (5.29) est un
observateur asymptotique st K(t) est choist de telle sorte qu'en coordonnées canoniques
la dynamgue d’erreur (5.30) sotl un systéme stationnare exponentiellement stable.

Preuve  Soit H() la tranformation de coordonnées metiant le systéme sous forme
canonique observateur, alors I'erreur d'estination en coordonnées originales e et celle en
coordonnées canoniques ¢ sont reliées par

e=H ' (t)e
Le fait que 'exponentielle est la plus grande classe de comparabilité dans Ky garantit

que, par un choix judicieux de (), on peut régler la vitesse de convergence de & pour
que ¢ tende bien vers zéro lorsque [ — oco. Ceci implique que (5.29) est un observateur
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asymptotique du systeme (5.27). -

Exemple 5.1 (suite) Nous revenons au probleme de poursuite en ligne droite. Dans
ce systeme, tous les éléments de C(t) sont des polyndmes de degré inférieur ou égal & n
a coefficients réels. Ils appartiennent donc évidemment & un corps de Hardy, et tous les
polynémes de degré inférieur ou égal & n appartiennent a la méme classe de comparabilité.
En ajoutant 'exponentielle e! & ce corps, nous obtenons un corps de Hardy Ky = R(t,e')
de rang 2 avec L, ' pour classes de comparabilité. Puisque I’hypothése d’H-observabilité
est, vérifiée et que I'exponentielle est la plus grande classe de comparabilité, le probleme
de I'observateur asymptotique admet une solution. En effet, 'erreur d’estimation en
coordonnées € = z — & est donnée par

e=H(t)e

ot H™1(1) est défini par (5.24). T est clair que e est asymptotiquement stable si ¢ I'est.
Par exemple, pour le probleme de I'estimation des coefficients d’un polynéme de degré
3, nous avons

00 | -l
Hit)y=|01 1« H'(t)y=| =t 1 0
Lot L 00
et le gain d’observateur est donné par
joot? —art + o
K(1) = —aol + a3
ao
oll ap. @y, oy sont les coefficients du polynéme Hurwitzien
5% 4 azs® + ars + a0 =
TLes résultats de simulation pour ce probleme sont présentés figure 5.1 pour

P'observateur a gain asymptotique et figure 5.2 pour 'observateur utilisant la forme canon-
ique et les corps de Hardy. Les paramétres initiaux de la cible sont . @o = 21000(m).
o = —200(m/s), do = L(m/s?).

Avec la premiére méthode, I'observateur & gain asymptotique produit des estimées
biaisées de la position et de la vitesse, comme annoncé au paragraphe précédent, seule
Perreur d'accélération converge. Notons que le comportement de I'observateur en présence
d’un bruit blanc Gaussien de covariance o = 10(m) sur I'observation, est peu perturbé
(voir la figure 5.3).

Le second observateur & gain instationnaire converge de maniére satisfaisante dans le
cas non perturbé. Cependant. cet observateur est sensible aux perturbations. Ceci est dit
au fait que la croissance du gain est au moins aussi rapide que les fonctions du temps les
plus rapides engendrées par les coefficients du systeme. Les résultats de simulation pour le
cas avec observation perturbée sont donnés & la figure 5.4. La perturbation d’observation
est supposée étre le bruit blanc Gaussien & covariance o = 10(m) n
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(a) Erreur d’estimation de la position.
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(¢) Erreur d’estimation de I’accélération.

100.00
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Figure 5.1: Erreurs d'estimation de I'observateur & gain
o = —200(m/s), &0 = |(m/s?).

o = 21000(m),
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|  t(seconde)
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(a) Erreur d’estimation de la position.
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(c) Erreur d’estimation de I"accélération.

Figure 5.2: Brreurs d'estimation de l'observateur utilisant la forme canonique.

2o = 21000(m), do = —200(m/s), Fo = L(m/s?).
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(a) Erreur d’estimation de la position.
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(c) Ereur d’estimation de I’accélération.

Figure 5.3: Erreurs d’estimation de I'observateur a gain asymptotique, le cas avec pertur-
bation. 2o = 21000(m), &0 = —200(m/s), £ = 1(m/s?), & = 10(m).
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Figure 5.4: Erreurs d’estimation de I'observateur utilisant la forme canonique, le cas avec
perturbation. zo = 21000(m), o = —200(m/s), & = 1(m/s?), & = 10(m).




Chapitre 6

Observateurs non linéaires pour le
probléme de trajectographie

Ce chapitre concerne la construction d’observateurs pour la trajectographie dans le plan
et dans I'espace. Les systemes correspondants sont généralement non linéaires et nous
sommes donc confrontés au probleme de la construction d’observateurs non linéaires.
Dans un premier temps, nous allons montrer que, malheureusement, dans le cas passif,
les systemes de poursuite ne peuvent pas étre tranformés sous forme canonique observa-
teur ni simmerger dans un systéme linéaire de dimension fini. les cas idéaux, & partir
d’observations physiques. Nous cherchons donc des solutions approchées, par exemple
Uimmersion approchée el 'approximation linéaire tangente, et étudions les conditions de
convergence de ces approches. Les mémes études sont envisageables pour I'approche par
filtrage de Kalman étendu

6.1 Résultats négatifs

Considérons le probleme de la construction d’un observateur pour le systeme (2.5) :

Po= v
Vr = dr
o=
¥, = aq
io= v,
v: = a;
avec Pobservation (2.8)
ro= ValiyTr e

o = arcsin 72‘
(\/11 +y°+ zf)

= arctan (5>
B

3

2
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A cette fin, nous désirons d’abord savoir si les techniques d’immersion et dinjection de
sortie permettent de transformer ce systéme en un systéme observable admettant un
observateur avec une dynamique d'erreur linéarisable. Les réponses sont les suivantes.

Théoréme 6.1 [57) Le systéme (2.5) avec observation (2.8) n'est pas immergeable dans
un systéme linéaire de dimension finte.

La démonstration de ce théoreme consiste & prouver que espace d’observation de ce
probleme n’est pas de dimension finie et, partant, que la condition du théoréme 4.9 n’est
pas vérifiée. Pour plus de détails, nous renvoyons a [57].

Proposition 6.2 Considérons le systéme (2.5) avec observation passive (2.8). Sa partie
observable, donnée par (3.43), (3.44). nest pas hnéarisable par mjection de sortic.

Preuve La démonstration, relativement calculatoire, est rejetée en annexe. L |
Compte-tenu de ces résultats négatifs, nous allons nous intéresser dans la suite de ce
chapitre aux méthodes de construction d'observateurs

6.2 Immersion approchée

Puisque le systéme (2.5) avec observation donnée par (2.8) ne peut pas s'immerger dans
un systéme linéaire de dimension finie, nous allons introduire la notion d’immersion ap-
prochée. Soit, par exemple. R,s.g des approximations d'ordre 2 du dévoloppement de
Taylor de r,0.7 en un point quelconque

Ro= Ro+ R0y 2)+(2,y,2)R

s = sots(z oy +(2.y.2)s2 (6.1)

~ _nwow

g = gota( v )4y

N on o R

En appliquant le théoreme 4.9, le systeme (2.5) avec observation (6.1) peut s’immerger, par

le changement de variables 0(X) = (R.L;R. L}Rs, Lys, L}s,q.L;g, L}g), en le systeme
linéaire

0 = A9

{ v = Co (6.2)



6.2. Immersion approchée 75

avec
010000000
001000000
000000000
000010000

A= [000001000 (6.3)
000000000
000000010
000000001
000000000
100000000

¢ =]000100000 (6.4)
000000100

D’autre part. en prenant § = (r, Lyr, L3r,0, L;0.L30,7, L;v, L37)T nous pouvons trans-
former le systeme (2.5) et (2.8) dans le systeme suivant

CB

{/? = AB+e(lp) (65)
y ‘ :

ot A et C sont données par (6.3) et (6.1) respectivement, et
"
w(t,p) = ( 00 @ltp) 0 0 wlt,p) 0 0 p(t,p) )
avec ,(t,p) = L3r =1 oo (t,p) = Lo = 0@, et ¢,(t,p) = L3y = 7). et p étant un
vecteur de paramétres inconnus. Dans le cas & vitesse constante. Je vecteur de parametres

P = (20, o, Yos oy 20 7o) est Pétat initial.
Nous construisons un observateur pour le systéme linéaire (6.2)

0= Ab+ K(y—9) (6.6)
Alors, en posant e = 8 — 6, la dynamique d'erreur est donnée par
é=(A=KCe+plt,p) (6.7)

Proposition 6.3 Soit P l'ensemble des paramétres pour lesquels les trajectoires corre-
spondantes de la cible ne passent pas par 'aze des =

P = {{wo. %0, yo. 0. z0. 20) | zotio — Fovo # 0} (6.8)
Alors il existe un gain K qui stabilise la dynamique d’erveur (6.7) pour tout p € P
Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin du résultat suivant :
Lemme 6.4 [40] Considérons le systéme

i=Fr+o(tp). xlto) =10 (6.9)
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avec F une matrice de talle n xn ayant toutes ses valeurs propres a partic réelle négative.
Supposons en outre que (t,p) est pour toul p € P une fonction vectorielle bornée sur
[to, +00), et que pour tout p € P

xlirﬁnonp(f. p)=0
Alors pour toul p € P (6.9) est asymptotiquement stable.

Preuve de la Proposition 6.3 Ecrivons les observations en fonction du temps et de
Pétat initial

r = \/(ro+ti-n)2+(yo+wo)’+(10+tz‘o)’

. ( 20 + Lo )
o = acsin S
Vi + t20)? + (o + t0)? + (z0 + t20)?
4 = arctan (ﬁi)
o + tio.
Les dérivées de r, o et g sont données par

iF+ 53 + 28

P
B = T T (ot 130 + (ot Go)
__(woto + td3 + yoyo + tyg + zo%0 + t33)*
(@0 + t20)? + (yo + ti0)? + (20 + t20)?)F
Lo = ——— —Zo(23 + Y5) + (20— lfo)(T?I'o + yoo) + 23 + y'g)‘
(2o + 20)? + (Yo + 50)% + (20 + 120)%) (0 + (20)? + (vo + t50)?) /2
Ly o toyo

(@0 + a0} + (uo + o)
On peut alors vérifier que

limr® =0 Vn2>2

‘lima"“ =0 Vn>1 Vpe P, (6.10)
l]im'y("’ =0 VYn>1

donc (t, p) est uniformément bornée pour tout ¢ > 0, et lim—co (t,p) = 0 pour tout
p € P De plus. (A.C) est une paire complétement observable, donc il existe un gain
K tel que la matrice (A — K C) soit stable. Alors le lemme 6.4 implique que (6.7) est
asymptotiquement stable. [ ]

Remarque 6.1 (6.10) donne un critére de taille mmmale de Uimmersion approchée
permettant d'assurer la convergence d’un observateur. Cependant, pour suivre précisément
la trajectoire d’un mobile, notamment quand il s’approche du capteur, une immersion de
degré élevé est souvent nécessaire.

Ce résultat peut étre étendu au cas général. c’est-a-dire lorsque la cible est sujette &
des accélérations. C'est I'objet du corollaire ci-dessous.
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Corollaire 6.5 Supposons qu'il ewste des entiers positifs v, j et k Lels que ['état initial
de la trajectoire d'un mobile satisfait

I
+1

o =

Z1ak+|) =0

hée si la tra-

Alors on peut construire un observateur ique par »
Jectowre considérée a partir de Uétat itial (ro, 2o w20 4 2) ne passe
pas par laze des z.

Remarque 6.2 La notion d’immersion approchée permet d’expliquer la convergence et la
robustesse de l'observateur & gain constant (appelé souvent filtre o — 3, ou filtre o — 3 —7,
ect.) par rapport aux conditions initiales.

Remarque 6.3 L'immersion approchée conduit a un observateur dont les chaines
dintég d partir des observations sont découplées, de sorte qu'une panne au niveau
d’une chaine n'empéche pas les autres de fonctionner. Un tel observateur est dit tolérant
aua pannes [56].

Comme I'immersion permet de se ramener & un systéme linéaire stationnaire,
Jobservateur de Luenberger s’applique. On peut aussi utiliser 'analogie avec le filtre
de Kalman stationnaire que nous avons présentée dans la Section 4.2.1 pour calculer les

gains des observateurs.

Nous allons présenter des résultats de pour la ite d'une
cible se déplacant & vitesse constante. Nous prenons , = 3.25, Q,, = 4.89 pour
I'observateur de dimension 2, et Q, = 1.8, Q,., = 2.6 pour I'observateur de dimension 3.
La condition de convergence de la dynamique d'erreur est donc bien vérifiée dans les deux

cas

Dans la premiére simulation, les paramétres de la cible sont  zo = 2500(m), yo =
2500(1m), 20 = 2000(m), do = —240(m/s), jo = —200(m/s), Zo = —50(m/s). La distance
minimale (ou distance nodale) 7., = 1536.74(m) est atteinte a ¢ = 10.4(secondes). Les
figures 6.1-6.4 présentent les erreurs d’estimation de la position et de la vitesse dans les
coordonnées polaires et cartésiennes respectivement pour l'observateur de dimension 2 et
celui de dimension 3. Des biais d’estimation apparaissent quand la cible s’approche de la
position du capteur (origine).

Dans le deuxiéme cas, la position initiale de la cible est identique & celle du premier
cas, mais o = 240(m/s), §io = 200(m/s), Zo = 50(m/s), autrement dit, la cible s’éloigne
de la position d’observation. Dans ce cas. il n’y a pas de biais d’estimation (voir les
figure 6.5 et 6.6).

Pour le premier cas de poursuite, les perturbations sur la dynamique et sur
P'observation sont également considérées. On suppose que les perturbations sont des
bruits blancs Gaussiens. Pour étudier I'influence de la perturbation sur lob«ervatem on
fait des simulations cor lant a trois situations le cas avec d; que perturbée, le
cas avec observation perturbée et le cas avec dynamique et observation perturbées. Dans
le premier cas, les covariances d’accélérations sont 0,, = 0a, = 0a, = 9.8(m/s?). Dans le
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second cas, les covariances de bruits d’observation sont @, = 30(m), o, = ¢, = 1(dcg). Les
résultats de simulation pour un observateur de dimension 3 sont présentés aux figure 6.7
- figure 6.15.

On voit clairement que les estimations d’accélérations subissent I'influence la plus forte
de la perturbation de la dynamique. Par exemple, I'écart moyen de lerreur d’estimation
de D'accélération de distance est environ 20(m/s?) (voir figure 6.9-a). Par contre, méme
si les estimées sur 1accélération sont de qualité médiocre, les estimées sur la position et
la vitesse sont bien meilleures. Ce qui montre en particulier la robustesse de I'estimée de
la position par rapport aux perturbations.

On indique que dans ce scénario de ite, c'est la d ique de la
du systeme qui apporte du retard a I’état estimé.

6.3 Approximation linéaire

6.3.1 Approche de I’approximation linéaire

Dans ce paragraphe, nous allons étendre a certains systémes non linéaires la méthode
de construction d’observateurs sous forme canonique présentée au chapitre 3 pour les
systemes linéaires instationnaires. Considérons le systéme non lindaire suivant :

Rt o
Un observateur peut étre choisi de la forme
B = flEou) + k(& u)(y — h(#)) (6.12)
et la dynamique d’erreur est alors donnée par
¢= f(x.u) = f(z.u) = k(& @) (y — h(Z)) (6.13)

En développant (6.13) autour du point d’équilibre e = 0, nous obtenons

20) - kziumg-ﬁu-)) e+ 0(flel) (6.14)

La partie linéaire de la dynamique d'erreur est donc un systeme linéaire instationnaire.
En posant le changement de variable

6= Ha e
olt @ représente le vecteur engendré par u et ses dérivées jusqu' un ordre approprié.
H(%,u) transforme (6.14) en

. _ar,. o ok N )
¢ () GE 6w + (5 0) — (K0 5@ ) B, 0+ O(lelP)
x dx
. _Of,. OH oH . OH . N
- (H(m,u)a{(z,un {E } + {a@ m,u)} + {6—1 K&, )y — h(2)

AH(i.ﬁ)k(i.ﬁ)%(EO HY(&, @)+ O(||e]1?)
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Figute 6.1: Errewss d'estimation de la position en coordonnée polaire. ler cas
20 = 2500(m), yo = 2500(m), z0 = 1000(m), i = —240(m/s), jo = —200(m/s),
o= —50(m/s).
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Figure 6.2 Erreurs d'estimation de la vitesse en coordonnées polaires. ler cas
To = 2500(m), yo = 2500(m), zo = L000(m), o = —240(m/s), jo = —200(m/s),
—50(m/s).

Zo
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Figure 6.3: Erreurs d’estimation de la position en coordonnées cartésiennes. ler cas
70 = 2500(m), yo = 2500(m), zo = 1000(m). o = —240(m/s), jo = —200(m/s),
2 = —50(m/s).
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Figure 6.4: Erreurs d’estimation de la vitesse en coordonnées cartésiennes. ler cas :
2o = 2500(m), yo = 2500(m), zo = 1000(m), do = —240(m/s). jo = —200(m/s),

—50(m/s).
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Figure 6.5: Erreurs d’estimation de la position en coordonnées polaires. Second cas

2o = 2500(m), yo = 2500(m), 2 =
o = 50(m/s).
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Figure 6.6: Erreurs d’estimation de la position en coordonnées cartésiennes. Second
cas o = 2500(m), yo = 2500(m), 20 = 1000(m), &0 = 240(m/s), jo = 200(m/s),
0= 50(m/s).
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(a) La cas avec dynamique perturbée.
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Figure 6.7: Errewrs d'estimation de r 2o = 2500(m), yo = 2500(m), z = 1000(m),
io = —240(m/s), jo = —200(m/s), jo = —50(m/s), ou, = 0u, = 0u, = 9.8(m/s?),
o, = 30(m). 7, = 7, = L(deg).
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(c) Le cas avec dynamique et observation perturbées.
Figure 6.8: Erreurs d'estimation de # 70 = 2500(m), yo = 2500(m), zo = 1000(m),

io = —240(m/s), jo = —200(m/s), 3o = —50(m/s), Ou, = 0u, = 0a, = 9.8(m/s?).
o, = 30(m), 0, = 0, = 1(deg)
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Figure 6.9: Erreurs d’estimation de # o = 2500(m), yo = 2500(m), 2o = 1000(m),
i 240(m/s), jo = —200(m/s), io = —50(m[s), Gu, = 0u, = 0a, = 9.8(m/s?),
1(deg).
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Figure 6.10: Erreurs d'estimation de o
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(b) Le cas avec observation perturbée.
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(c) Le cas avec dynamique et observation perturbées.

Figure 6.11: Erreurs d’estimation de & 2o = 2500(m), yo = 2500(m), 1000(m),
io = —240(m/s), jo = —200(m/s), Zo = —50(m/s), Gu, = Cu, = Ga, = 9.8(m/s?),
o, = 30(m), 0, = 0, = L(deg).
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(a) Le cas avec dynamique perturbée.
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(c) Le cas avec dynamique et observation perturbées.

Figure 6.12: Erreurs d'estimation de & 2o = 2500(m), yo = 2500(m), 2o = 1000(m),
—240(m/s), Yo = —200(m/s), i = —50(m/s), Gu, = Oa, = 0a, = 9.8(m/s?),
=30(m), 0, = 0, = 1(deg).
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(c) Le cas avec dynamique et observation perturbées.
Figure 6.13: Erreurs d’estimation de 7 zo = 2500(m), yo = 2500(m), zo = 1000(m),

Fo = —240(m/s). jo = —200(m/s), Zo = —50(m[s), 0a, = 0a, = 0a, = 9.8(m/s?),
o, =30(m), 0, = o, = |(deg).
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(¢) Le cas avec dynamique et observation perturbées.
Figure 6.14: Erreurs d’estimation de 4 2o = 2500(m), yo = 2500(m), zo = 1000(m),

o = —240(m/s). jo = —200(m/s), Zo = —50(m[s), Cu, = 0ay = Ta, = 9.8(m/s?),
0, = 30(m), 0, = 0, = 1(deg).
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(b) Le cas avec dynamique et observation perturbées.
Figure 6.15: Erreurs d'estimation de § a0 = 2500(m). yo = 2500(m), zo = 1000(m).

io = —240(m/s), jo = —200(m/s). —50(m/s), 0o, = 0a, = 0a, = 9.8(m/s?),
0, = 30(m), 7, = 0, = L(deg).
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ot [ﬁ : v] dénote la matrice

oz

Remarquons que

é = (A(@,u) — k@, @)C(&a))e + O(|le]|*) (6.15)

avec

Si maintenant nous choisissons une trajectoire arbitraire du systeme (6.11), il est
facile de remarquer que la transformation qui met le linéarisé tangent & cette trajectoire
sous forme canonique observateur est formellement la méme que celle servant a construire
I'observateur correspondant, mis & part le fait que le point de fonctionnement est différent.
On se propose donc d'utiliser cette remarque pour concevoir un observateur mettant le
systeme tangent sous forme observateur en chaque point. le gain étant choisi comme au
chapitre 4 dans le cas linéaire instationnaire. Nous présentons ici I'idée de la méthode de
maniére formelle et des résultats de convergence seront présentés dans la suite sur des cas
particuliers.

Choisissons donc une trajectoire nominale observable arbitraire #, correspondant &
Pentrée u et notons

- (%m. w%rm)

le linéarisé tangent correspondant. Comme dans le cas linéaire instationnaire, sous des
conditions d’observabilité, il existe des changements de coordonnées H(Z,u) et de sorties
G(z.1) permettant de mettre le systéme T sous forme canonique observateur étendue
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0 al(za) ‘ af(z,a)
1 o
0
0 apy(2@) a,-1(%, 1)
0 0 1  a}(%,3) aj (z,a)
A = : : ,
@y (3,8) 0 - - 0 d (@)
' .
o 0
al_,(&.u) 0 ah_(z,1)
al(3.u) 0 0 1 a(a,u)
e
¢ = GC = . CG=(0 0 D,
o

ot la suite d’indices d’observabilité {ky.  .k,} vérifie T2, k, = n. Le passage de £ a 5
est donné par

= H(J:‘iz)%(iu)ﬂ"(i,u)+ ([

L) H Nz a) + A(e,u)H (2,0)
oH
oz

A(z,a) = H(z.a)

/(z.u)] + [Z—g:'i]) H'\(#,) ,

~_ 0Oh,

C = —(z)H '(z,a)

Le changement de coordonnées est ainsi déterminé explicitement par
H M (@a) = (C°,£,  LR7YWAEa), (L4, LY )W(E,u) ,

ot Wi(Z.u), ,W,(z,a) sont des colonnes spécifiques de linverse de la matrice
d'observabilité (voir la section 3.3.3), et Popérateur £ est définie par

LW(a,a) = ~W,(z,8)+ gl(i,u)vv.(m)
-
_of,, oW, oW _
= WG e =L (6.16)
Dans le cas non commandé, cet opérateur est réduit a
LW, (Eu) = ad. Wiz.a), 1=1 .pj20 (6.17)

1l suffit alors de remplacer la trajectoire arbitraire
et de calculer le gain k(@) comme dans le cas li

Z,4) par la trajectoire estimée (&, u)
aire instationnaire, de sorte que la
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dynamique d’erreur dans les coordonnées transformées, soit linéaire stationnaire stable.
Un tel choix de gain est donné explicitement par

k&a) = [(a} +alf+ +ahL97+ LW,
(h gy + Vhpyaal + +aZLH T 4 LW)G (3, 0)

avec (a}, ,ahy)yi=1. ,pdes vecteurs Hurwitziens.
Clairement, I'observabilité est une condition nécessaire pour effectuer la transforma-
tion ci-dessus, mais elle n’est pas suffisante pour garantir la convergence de l'observateur
obtenu, pour la méme raison que dans le cas linéaire instationnaire. En effet, dans le cas
non linéaire, il sera plus difficile d’évaluer en général le comportement de la transforma-
tion ainsi que celui du gain de I'observateur. Cependant, grice & l'expression explicite
du changement de coordonnées el du gain de Iobservateur, étude de la convergence est
rendue possible pour des systemes spécifiques. Cest ce que nous allons faire dans les
paragraphes suivants.
Remarque 6.4 La méthode de la forme canonigue observateur étendu s’apparente  celle
de Zeitz [95] dans le cas mono-sortie et de Birk e Zeitz [11] dans le cas multi-sortic. Dans
les travauz de Zeitz et Birk, le systéme st supposé linéarisable par injection non linaire
de sortie. Mais les contraintes principales de notre approche résident dans Uobservabilité
d’une part et dans la difficulté de garantir des transformations bornées dans le cas général.

6.3.2 Poursuite en coordonnées cartésiennes

6.3.2.1 Le cas actif

En empl la technique de I’ imation linéaire, nous pouvons concevoir un ob-
servateur ique. Considérons le probléme de ite d’une cible se déplaant
& vitesse constante. En posant € = (z, vs, y, v, z, v;)7 Pétat du systeme, alors
I'observateur asymptotique s'exprime comme

§= AL+ KO - h), Et) =& (6.18)
ou
010000
0000O0O0
000100
A=loooo00o0
0000O0CTI
00000O0TO0
o< | v (e

7
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En utilisant le schéma 1, Je gain est donné par

k(€)= ((a} + @)L + L1)WA, (a} + afL + L7)Wa, (of + 3L + L2)Ws)

(). () (a)

avec

des vecteurs Hurwitziens et

. owe=| 0
i
IR 0
0
e o
Pour étudier la de I rvateur obtenu nous d’abord que le

champ de vecteurs associé & ce systéme est complet, et que pour I'approximation linéaire
Perreur d'estimation de I'état est supposée bornée. Par une inspection directe, nous véri-
fions immédiatement que le seul point singulier de la transformation de coordonnées est
précisément le point inobservable. Comme la trajectoire d’une cible se déplagant a vitesse
constante franchit au plus une fois le point inobservable, il existe donc un fo & partir
duquel la transformation de coordonnées est bien définie. Par suite I'observateur sous
forme canonique observateur étendue converge asymptotiquement.

Les résultats de simulation pour le méme scénario de poursuite que dans le premier
cas de la section précédente sont présentés dans la figure 6.16.

Une autre méthode de conception d’observateur pour le méme systéme consiste a in
verser |'observation en coordonnées polaires pour obtenir 'observation dans les coordon
nées cartésiennes. En conséquence, le systéme de poursuite se réduit & trois sous-systemes
linéaires découplés. Nous retrouvons ainsi le cas de la poursuite en ligne droite que nous
avons étudiée au chapitre 5.

6.3.2.2 Le cas passif
Dans le cas passif, nous travaillons sur le systéme (3.43) avec observation passive (3.44).

L’observateur associé est de la forme

E= FO+HROW R L) =G (6.19)
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Figure 6.16: Erreurs d'estimation, poursuite active dans l'espace. zo = 2500(m),

Yo = 2500(m), z0 = 1000(m). o = —240(m/s), o = —200(m/s), Zo = —50(m/s).
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En choisissant une matrice dobservabilité correspondant & la suite d’indices
d’observabilité (2,3), le gain de I'observateur est donné par

K(E) = ((of + 3L + LYW, (o} + a2l + a2L? + L2)Wy)
avec (a}, }) et (a}. a}. a?) des vecteurs Hurwitziens, et

_(@+8+hsing
VG + G
G+ (z + (3)62
3
G+ g% + G)@ sin G
Vi +&
G+ G+ENG+23G + ) cosls
G+
Wa = (G (G6Gsin Gacos? Gy + s (FsinGysin® {5 — (o (f cos Gusin s = (F cos Gy cos s
4(1 cos Cysin s — & F cos Cycos s + (sG sm{« sin® (s + (3 (Fsin, cos Cs))/ﬂ
W = (&(GE sm(wos (s +& (2 sm(a sin® s — (2(. cos{asm (s ~ (P eosy 605(5
—(cos (« sin (s (| (3 cosCycos s + (o (F sin Gy sin’ Cs + 4: {Fsiny cos (s))/ﬂ
Wy = (& sinasin (s ~GacosGysins — 1 cos locosGs+ G Sl"(q cos” Cs)('a (G +E)/8.
—((€acos Gy cos? s + Gy cos Cusin® s + (g sin asin (s +41 sma cos(s)((, + c;))/ﬁ
B = 260544((1 sin wusgssm (5+Cz cos(scos (4sm L5—g,co§ {5 cos? (45mg5
+6; cos® gs cos? (4 — 41 sin® G cos? &y — ¢ sin? (ysin® & + & sin? Gy cos® Gs
—¢, sin? g., sin (5 cos? 45)

Wiy

Wi

51

Wi =

=
It

Par inspection directe on vérifie que la seule singularité de la transformation de co-
= 4, T I o
ordonnées est & 4, =& =0eté =2 & =G =0estle point inobservable dans ce

problcme b= E correspond ega]emem 4 un cas inobservable, le cas oi la cible se déplace
2

er ¢ v= 11 faut donc changer de stratégie pour éviter
cette situation. En remarquant que le champ de vecteur associé au systéme dynamique
dans ce probleme est complet, il suffit d'éviter les points inobservables pour assurer la
convergence de I'observateur donné par (6.19) pour une initialisation convenable.

Les résultats de simulation numérique dans le cas sans perturbations et le cas avec
perturbations pour le scénario de ite identique & celui présentés dans le cas actif
sont donnés & la figure 6.17. Dans le second cas, les perturbations sur la dynamique et sur
P'observation sont supposées étre des bruits blancs Gaussiens & covariances a,, = 0,, =
00, = 9.8(m/s?), 0, = 30(m). 0, = 0, = I(deg). Les résultats de simulation montrent

que cet observateur est robuste par rapport aux perturbations.
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Figure 6.17: Erreurs d’estimation, poursuite passive dans Despace. zo = 2500(m),

Yo = 2500(m), zo = 1000(m), o = —240(m/s), jo = —200(m/s), Z = —50(m/s),
Ga, = 0u, = 0a, = 9.8(m/s?), 0, = 30(m), 0, = o, = 1(deg).
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6.3.3 Poursuite passive en coordonnées polaires modifiées

6.3.3.1 Le cas sans commande

Nous présentons la construction d'un observateur pour le probléme de trajectographie pas-
sive dans le plan. Supposons que le porteur est immobile, alors le systeme correspondant

est donné par (voir la Sec.2.5)

Tpm2
T = —2Tpm2Tpm3
2
Tpm2 = Tpm3
¥y = ITpm

La matrice d’observabilité associée a ce systéme est

Donc (6.20) est localement observable si #,.2 # 0. L'inverse de Q est

10 0

0 1 0

= Zym3 1
Tpmz  2Tpm2

Si nous prenons la derniére colonne de Q= comme le vecteur initial
W= ( 00

nous avons

[W:(U

1'7 r
LW = (1 ~62pmy —6-2"2 )

Tpm2

Alors dans les coordonnées originales, le gain d'observateur est donné par :

0 0 1 633

63 32 3

ki) = 0 taa L tas Gipms |, | 625my + 182
9Tem3 Ly lziims

22 pm2 Epmz Zpm2 Zpma2

ol (a1. @z, @) est un vecteur Hurwitzien.

(6.20)

2
pm3

On vérifie immédiatement que l'observateur obtenu est convergent sur un horizon fini
Si Epmz # 0. Clest une contrainte naturelle, puisque &,mz = 0 est le scul cas inobservable.
Mais. lorsque £ — 00, T,m; s'annule, ce qui produit la divergence de 'observateur pour
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une erreur d’estimation arbitraire. Donc le modéle en CPM en repére fixe ne s’applique
pas & la poursuite de longue durée.

Les résultats de si érique sont présentés dans la figure 6.18. Les
paramétres de la cible sont 2o = 5000(m), yo = 5000(m), v, = —4(m/s) et
v, = —3(m/s). et les paramétres de Iobservateur sont : ay = 3.5, ay = T, a3 = 5.5.

Nous présentons ensuite 'observateur pour la poursuite en trois dimensions.
Supposons que T,mz # 0. On peut alors construire un observateur sous forme canon-
ique étendue suivant le schéma 1T présenté dans la Sec. 4.5 en écrivant explicitemant .

Tym = (21, T2, T3, T4, T5, Ter 77)7

Nous obtenons la sous matrice d’observabilité

1 00 0 0 0 0
00 1 0 0 0
@+ a2+2d) 0 0 —2Axr+riz) —2mzs 209z —224
Q= 10 0
0 00 0 1 0 0
0 01 0 0 0 0
0 00 0 0 1 0

Ici nous utilisons le fait que x4 # 0. Si ce n’est pas le cas, il suffit de choisir la sous-matrice
dobservabilité correspondant aux cas z5 # 0 ou xg # 0.
L’observateur asymptotique est donné par
Epm = [(Epm) + K(Epm)(y = Cdom)  Epm(to) = &pmo (6.21)
avec un gain de la forme
K(&pm) = ((a] + 3L + a3 L + LYWA, (af + 3L + L2)Wa, (of + 03L + L7)Wa)

avec (al, al, al), (af af) et (a} a3) des vecteurs Hurwitziens, et

Wy =

0
0
0
0
1
0

coococoo

£2Y

0
0
0
0
0
K

E

3
4

L’analyse de la convergence de I'observateur (6.21) est identique a celle de la poursuite
dans le plan, puisque z, = 0 est a la fois le point inobservable et le point singulier de la
transformation de coordonnées.

Les résultats de simulation sont présentés dans la figure 6.19 pour la poursuite de la
méme trajectoire qu'au cas précédent.
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6.3.3.2 Le cas avec commande

Lifi ‘e blo

Pour le de poursuite passive en dimension 2 corres-
pondant au systeme (2.13). L’observateur pour ce systeme est de la forme

Fom = f(Epmy u) + B(Epms 0)(Y = Epm1) 5 Fpm(to) = Epmo (6.22)

En empl la technique de la forme ique étendue, le gain de lobservateur est
donné par :
k(dpm, @) = (a1 + 2L + aaL? + 0L’ + LYW

ot (a1, az ,as, ay) est un vecteur Hurwitzien, et

(oo in 3y — U, COSdymy T
Bl pm, ) Bl@pm, @)
avec
Blipm, @) = 622tz €OS Epm1 + tty I Epmr) + 62 pmapms(ttr SID Epmr — Uy €OS Eprmy)

43 pma(Uz SIN Epmy — Uy €OS Epm1)” + 23 pma (e SN Epmy — 1y €OS Tpmy)

La figure 6.20 présente un scénario de poursuite d'un mobile. La position initiale de
la cible est  .(0) = 1000(m). y.(0) = 1000(m), avec vitesse constante  &.(0) =
3(m/s), 4e(0) = d4(m/s). Le porteur démarre de Torigine avec la vitesse initiale
i, = 2(m/s), o = 0(m/s). 1l fait une a D u, =
0.35(m/s?), u, = 0.6(m/s?). Dans cet exemple, la transformation de coordonnées est
bornée pour I'entrée choisie si I'état estimé ne vérifie par A(dym, @) = 0, C’est-a-dire le cas
inobservable. A cause de la contrainte d’énergie, le porteur ne peut pas garder la méme
accélération trop 1 donc la. de (6.22) a lieu pendant la méme durée
que la manceuvre. Pour assurer une convergence de I'observateur & long terme, il faut que
le porteur fasse unc manceuvre aussi longue que possible. Les résultats de la simulation
numérique sont présentés dans la figure 6.21.

On remarque finalement que pour la poursuite en coordonnées polaires modifiées, si la
vitesse d’angle de la cible est faible, les points d’opération des systémes sont trés proches
des points inobservables. Par conséquent, les observateurs sont trés sensibles aux bruits
d’observation dans cette situation.
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Figure 6.18: Erreurs destimation, poursuite passive dans le plan. 2o = 5000(m),
Yo = 5000(m), ve = ~4(m/s). v, = ~3(m/s).
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Figure 6.19: Erreurs d'estimation, poursuite passive dans I'espace. zo = 2500(m),
Yo = 2500(m), zo = 1000(m), do = —240(m/s), jo = —200(m/s), Zo = —50(m/s).
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Figure 6.21: Erreurs d'estimation, poursuite passive dans le plan. z.(0) = 1000(m),
(0) = 1000(m), &.(0) = 3(m/s), 7(0) = 0(m/s). u, = 0.35(m/s2). u, = 0.6(m/s?).
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6.4 Annexe : Preuve de la proposition 6.2

En dérivant les sorties par rapport au temps, par exemple v, nous obtenons

o

(3)

(208 Ca(((63 = 3¢6a) cos? Gs + (267 = 661G3) sin s cos Gs
+ (3¢7G — ¢3) sin® Gs) cos Gs = ((3G:1€F — ¢7) cos® s + (263 — 6¢FCa) sin (s cos Cs
+(6 = 3G sin ) sinGs) /(¢ + )2
2(6+ 66 (86 - 3686 +3688 — 86 + 26066 — 66 666)
€@ +e)’e ey
2(6+6)" (36 €6 - e + 88 —36 88 — 66668 +266:6) &
@+e e+ e’

N6 62, 64,65, 60)
Di(r, &2, 60065:86)
N
Dty

,0.5.7,%,7) est définie par (3.36). Nous pouvons décrire

—(44° cos® 0 + 46 sin? 0 + 2 cos® 7 cos? 1775 & sin o + cos® 0724?

+2 cos! o cos? 17§66 + 4 cos® o cos? 47§ 6* sin o + cos* o cos? y7%6% sin’ &
+2 cos® 7 cos® v4%67 sin 06 + 4 cos’ o cos’ 4726 sin® o + cos® o cos® 75252
+4 cos cos?76'G sin o + 8" cos’ o sin? 62 + 442 cos? o sin® yo*
+2 cos® osin?44%5 6 sino + 2 cos' osin? 456 6 + 4 cos® osin? 475
+cos* o'sin? v7'6%sin’ o + 2 cos® o sin® v1%6% sin 06 + 4 cos® osin’ y7%6 sin’ o
+cos’ asin? 76767 + 4 cos osin® 16'6 sin o + 85" cos’ & cos? 4%

+4 4% cos? 7 cos? 164)¥/3(726 cos 7 sin’ o —sin a7 cos? o — sin oG & + 26 cos® o4

5% sin o

+26° cos 0)(12 cos? 7 sin 47° cos? 96° sin® ¢ — 4 sin®76° cos’ &

—3 sin®7 cos® v cos? 06767 + 12 sin? 5 cos® vy cos? 56°5 7 — 12 siny cos” 47* cos? 56
+24 sin®y cos® 467 sin 04 cos o + 12 sin? 7y cos® v cos* 0479 67

+12 sin® y cos® 7 cos® 03°G sin o — 12 sin® 5 cos” 76° sin® & — 12 siny cos” 75° cos® o
—3 sin® v cos? 5 cos® 04242 — 6 sin®y cos? y cos® 03%5 & sino

+12 sin® 7y cos® 4 cos® 09*% + 36 sin® 7 cos®  cos® 07°6° sin o

—12 sin®y cos? v cos? 04%6" sin? o — 6 sin® v cos® y cos® 0% sin oG

—12 sin®y cos?  cos 0675 sin o — 12 sin®y cos? y cos® 07 7 6* sin o

—24 siny cos* 77" cos! 032 — 12 cos ysin® 5 cos® 0675 5% — 12 cos ysin® y cos? 066G
+12 cosysin®y cos® 04 4 sin o6 & — 12 cosysin® 4 cos® 075 &

+12 cos ysin® 464 sin? 06 + 6 cos ysin® y cos® 0425 sin o

—12 cos sin® 7 cos® 04"6% sin & — 36 cos ysin® 5 cos® 0776 sin &

2sino

—6 cosysin® y cos® 05%6% sin’ & + 6 cos ysin® 5 cos 06
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2 06%singd + 4 sin® y cos 06 sing

—12 cos® vsin® 442 cos
—4 sin' y cos® 0 cos 746 sino — 12 sin® 5 cos® 7 cos 17°6° sin &

—4 sin v cos' 0 cos 76 6 4 + 4 sin® 5 cos? 0476 sin® ¢ — 4 sin* 5y cos® 7 cos y7 1
—4 sin® y cos? 7 cos 76°6 7 — 8 cos' 14° cos® o' + sin® y cos® 7416? sin? &
+4 s5in® 472 cos? o cos? 76" + 4 sin® 14° cos® & cos? v + sin® y cos® 77242

+2 sin®y cos® 07°9 ¢ sin o + 8 sin® 77" cos® & cos? y2 + 2 sin® y cos* 07§ 6 &

+4 sin® v cos® 07§ 6% sin o 4 12 sin?y cos® v cos® 06 6 7° — 4 cos® y6* sin® 7 sin v6

—4 cos® 467 sin o siny7 % cos’ o + 4 cos” y cos’ 7 sin 7525
—4 cos® 5 cos® orsin i 7 sin 06 & + 4 cos® 5y cos® o siny7%5 &

—2 cos®y cos® o sin 7724 sin o + 4 cos® 4" sin” o sinv4? cos &

+8 cos®46%sin o'sin cos o + 4 cos’ y7* cos® o sin o — 4 cos* 4% cos? 55 sin® o
—16 cos® y4° cos* 06® + 4 cos® v4? cos® 0 sin oy — 4 cos' v4° cos® 0% sin? o

+4 cos* v cos 6% sin 06 — 8 sin® 7% sin o cos 1§ cos 7 + 2 sin® 4 cos® 0476 sin o6
+sin® y cos? 66262 + 12 siny cos? v726* cos® o sin® o

—12 siny cos® v 5in 03% cos® 06 — 12 siny cos 4 sin 06 coso
—12 sinycos® ysin o 7 cos® 06° — 12 siny cos? 4 sin 066 cos® o4*
o — 6 siny cos® 5 sin® 3% cos® o6

+3 siny cos? v sin? 04742

+3 siny cos?17'6% cos? o sin' & — 6 siny cos? y726% cos o sin® 0

+12 sin~y cos? 73%6% cos* o'sin? o — 12 cos? ysin® ¥4 cos 06 sin o6

—12 cosysin® v sin® 4% cos & — 12 cos? v sin® 44 cos® o sin 0§

+12 cos? 4 sin’ y7° cos* 06 sin® o + 12 cos ysin® 4% sin? 074 cos’ o

~12 cos’ ‘ysinz 73? cos® o sin 06 6 + 24 cos? ysin 47° cos® o6

+12 cos®y cos® o sin ‘17 Gisino — 2 cos® 7cos osinyedsine

+4 cos®y cos? osin y616 + 4 cos' 4% cos® o sin o6 ¢ — 8 cos* 4 cos? 76

+2 cos® 4 cos® osin 77 6? sin® o + 4 cos® v cos* o sinv4 5 6°

+4 cos®ycos® o sin y7'6% sin o — 8 sin® 76" cos’ 4% — sin® 17'6% cos? o sin’ &

+4 sin®ysin 0% cos® 06 + 4 sin® v sin 077 cos® 56° — 4 sin® 14767 cos? o sin® &
3

—4 sin®y3%6" cos? o'sin’ o + 4 sin® ysin 0676 cos o — 2 sianm2 94 cos? 06 &

+4 sin® 7smuuacos m — 4 sin®76% cos® o5 — 6 sin® 7ws yeos' i o ¢

—3 sin® cos’ 7 cos” 75*6” sin” 0+3sm‘7€bs wsm o6

+24 sin~y cos? 764 cos? 042 + 12 siny cos? 16° cos? & + 2 sin® y426% cos o sin® 06

+24 cos?ysin® v7 cos?06° + 4 sin® 6% sin? o — 24 cos ysin® 468 sin o cos

+48 cos? ysin? 77‘“ cos* 96° — sin® y sin® a"}zi’ cos' o +2 sin® ysin® 05%5 cos® o6
—sin ~,sm’aa 52 + 12 sinq cos® y67 cos® 0% + 6 siny cos? ysin? 07 cos? 06 &
—4 sin’y cos® 7 cos 7725 %)

—(14° cos® 7 +46%sin® & + 2 cos® 7 cos? 1577 6 sin & + cos® 7557

sino + cos' o cos? y446%sin’ o

+2 cos? o cos?y7 66 + 4 cos® o cos? 47§
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4 devient une fonction algébrique, ce qui nous permet de supprimer tous les facteurs
tre le numé N et le dénomi D. On transforme ensuite Iexpression

simplifiée en fonction des arguments originaux par le changement de variables :

_ sin(e/2) _ sin(v/2)
Y (o) YT wst2)
W= 9 PR A
1+ coso 1+ cosy
. %sin(o/2) + & cos(0/2) _ 4tsin(v/2) + §cos(/2)
YT Ts(@/ 0 Feosa) T U T T cos(v/2)(1 + cosy)

Par le calcul direct, nous pouvons vérifier que, par exemple, (42 cos? o + 62) n’est pas un
facteur commun entre N et D (le caleul étant trop lourd & la main, il peut étre effectué
avec un logiciel symbolique, par exemple MAPLE), 4(*) n’est donc pas polynémiale en
(¢,%). On peut en déduire immédiatement que § n'est pas polynémiale en (5,4). En
remarquant que les indices d observabilité du systéme sont ky = 3, ky = 2, le résultat est
donc déduit de la proposition 4.3 et du théoreme 4.4.



Chapitre 7

Conclusion

Le travail de cette thése consiste en I'étude des observateurs et leurs applications au
probleme de trajectographie.

Nous nous intéressons d’abord a la construction d’observateurs instationnaires. Des
conditions suffisantes permettant de vérifier la d’observateurs sont p é
moyennant la théorie des formes normales et des corps de Hardy. A l'aide d'une notion
asymptotique, pour certains systemes linéaires instationnaires, on peut se ramenex aun

observateur simple dit observateur & gain as ique. Nous des
idées permettant d'étendre la technique de la forme canonique observateur au cas non
linéaire. Toutefois, dans ce dernier cas, la convergence d’observateur ne peut étre vérifiée,
pour 'instant, que pour des cas particuliers.

Nous appliquons ensuite ces méthodes au probléme de trajectographie ot 'on peut se
ramener & un systéme linéaire ou non linéaire. Les résultats de notre étude confirment
P'importance de la théorie de de I'observateur pour les systemes de poursuite.

En définitive, nous remarquons qu’en ce qui concerne les systémes linéaires instation-
naires perturbés par des bruits, nous pouvons étendre 'analyse asymptotique et concevoir
un filtre & gain asymptotique [60]. Cependant, dans le cas général. la construction de filtre
pour le probleme de trajectographie est loin d’étre complétement résolu.

u7
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Annexe A

Rappels sur la théorie de formes
normales

A.1 Formes normales des systémes non linéaires

Considérons un systeme

i

flz) (A1)

sur une variété analytique X de dimension n. f étant un champ de vecteurs analytiques.
Supposons que, sans nuire a la généralité, f(0) = 0, autrement dit origine est le point
singulier (appelé autrement point d’équilibre) de (A.1). Notons

i=Az
la forme de Jordan du linéarisé tangent de (A.1) avec

a

Lo)p

2

o P est la matrice de changement de coordonnées associée a la forme de Jordan. On

cherche & quelle condition le flol associé au champ f est I'image par difféomorphisme h

associé & Az dans un voisinage convenable de lorigine. Autrement dit, on cherche un

difféomorphisme local h défini dans un voisinage de 0 tel que Xi(z) = h(eMz) pour tous

z, z vérifiant = = h(z). Puisque le systéme et son linéarisé tangent coincident en 0, on
) i

peut choisir h tel que I'origine est son point fixe h(0) = 0 et Toh = 2=(0) = Idg,x sans

9z

A=P

restreindre la généralité [54].
Considérons les développements de Taylor de f et h jusqu'a Uordre 7, notés f(r) et
R

) = Ao+ L) hOE) = 5+ )
& &

oit f' et k' sont des polynomes homogénes de degré i pour i =2, 7. Alors. R (z) =
flz) = f(x) et RY(2) = h(z) — h")(z) sont les restes d’ordre supérieur ou égal & r.
Notons X" le flot associé au champ f(*) approché d’ordre 7.

119
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Définition A.1 On dit que le champ f est formellement équivalent i Az Jusqu's Uordre
r ou r-équwalent @ Az, st X\ = hU)(eMz) pour tous x, = tels que ¢ = z dans un
voisinage de Uorigine.

Définition A.2 On dit aussi que le champ [ est formellement r-équivalent au champ g,
si X = WO (Z,(z)) pour tous a, = tels que = = h(x), ot Z(z) est le flol local engendré
parg.

Le théoréme de Poincaré affirme que dans la classe des séries entieres formelles un

champ de vecteurs peut se ramener & son linéarisé tangent en un point singulier par
un difféomorphisme formel si la condition de non résonance est vérifiée. Enongons cette

condition.

Définition A.3 On dit que la matrice A est résonnante sl existe une suite {ky, ky)
dentiers, avee ky+  + ky 2 2, telle que l'une au moins des valeurs propres A, de A

(A.2)

Dans le cas contraire, A est dite non résonnante. Si (A.2) a liev avee Yy kA, =7 la
résonance est dite d’ordre

Théoréme A.1 (Poincaré) St A n'a pas de résonance d’ordre inféricur ou égal i r
le champ [ est r-équwalent i son hnéarsé langent Az En particulier, si A est non
résonnante, f est équivalent  Az.

La démonstration du théoréme de Poincaré est basée sur un procédé d’élimination
successive des termes d’ordre supérieur a r. Pour les détails, nous nous téférons a, par
exemple, [3, 10, 54].

Dans le cas oit A est résonnante, nous pouvons décrire trés précisément le type de
champ polynémial auquel / est difféomorphe. 1 nous faut pour cela introduire la notion
de monéme résonnant. Si A admet une résonance d'ordre kA, = S kA, nous
appelons monéme résonnant le champ de vecteurs monéme

Théoréme A.2 (Poincaré-Dulac) Le champ [ ayan! un pownt singulier en 0 ct dont
la matrice A est ré: te est au champ pol.

Az+ Xuk‘,:*; (A.3)
k. o

ot la sommation est effectuée sur toutes les pawres (k,)) telles que X, = S0, k), avec
k=Y, k> 2, les coefficients ay,, pouvant étre complexes.

Définition A.4 Le champ de vecteurs polynomiaux (resp. le systéme) obtenu par le
théoréme de Poincaré-Dulac est dil sous forme normale.
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11 nous faut évidemment vérifier la convergence de séries formelles qui raménent le
champ f & la forme normale donnée par le théoreme de Poincaré-Dulac. Un résultat sur
la convergence de séries formelles dépend de la disposition des valeurs propres de A dans
le plan complexe.

Définition A.5 On dit qu'une collection de valeurs propres \ appartient au domaine de
Poincare, si Uenveloppe conveze des n points (M, 4\n) du plan compleze ne contient
pas Vorigine.

Théoréme A.3 [3] Si les valeurs propres de A d’un champ f ayant un point singulier en
0 appartiennent au domaine de Poincaré, alors [ est, au voisinage de 0, analytiquement
équivalent au champ sous forme normale définie par (A.3).

Autrement dit. les séries formelles convergent si les valeurs propres du linéarisé tangent,
sont situées dans le domaine de Poincaré méme dans le cas résonnant. Dans le cas non
résonnant, le champ est équivalent a son linéarisé tangent si la disposition des valeurs
propres vérifie la condition précédente.

Par la définition du domaine de Poincaré, il existe dans le plan complexe une droite
réelle qui sépare la collection des valeurs propres de I'origine. Alors pour les systemes
téels. le domaine de Poincaré est le demi-plan des variables complexes (droit ou gauche)
ne contenant pas l'axe imaginé. Un contre-exemple du domaine de Poincaré est le cas
oit le champ posséde une sous-variété centrale. Le probléme de la convergence des séries
formelles admet une réponse générale lorsque les valeurs propres du linéarisé tangent ne
sont pas trop proches de la vésonance [17]. On dit dans ce cas qu'il n’y a pas de petits
dwiseurs.

Nous remarquons que bien que la convergence des séries formelles ne puisse pas étre
toujours vérifiée, par une substitution convergente nous pouvons repérer les termes réson-
nants d’ordre peu élevé et reculer la perturbation & des termes d’un certain ordre fini,
c’est-a-dire ramener le champ a la forme

+olll=[") (A4)

Az 4 Y ap,2
i

en un point singulier par un changement de coordonnées non plus formel mais véritable
(au besoin polynémial). Ce fait va faciliter I'application du théoreme de Poincaré-Dulac
aux problemes pratiques.

A.2 Formes normales des systémes linéaires insta-
tionnaires

Dans cette section, nous allons envisager la famille d'équations linéaires instationnaires
suivantes :

i=F(te (A5)
Ce type de systemes peut étre le linéarisé tangent d’un champ général f(t, ) au voisinage
d’un point singulier. Le cas oii le champ n’est pas équivalent a son linéarisé tangent est
compliqué, et ceci outrepasse ce qui nous intéresse.
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On remarque que bien que les études du systéme (A.5) soient effectuées en général
sur le domaine complexe € x C, nous restreignons aux systémes définis dans le domaine
réel R" x R. Dans ce cas, il suffit de considérer le systeme comme une restriction dans le
domaine réel d’un systéme défini dans le domaine complexe.

A.2.1 Points singuliers, équivalences formelles et formes nor-
males

Si F(t) d’un systeme (A.5) possede un péle en un point fo € R, to est appelé le point
singulier. Nous considérons d’abord le cas ol la singularité de F(t) se trouve a l'origine.
Supposons que F(1) admet le comportement asymptotique suivant :

lim t“P(t) = Ao (A.6)

avec p € Z et Ag matrice constante finie. Alors le systéme (A.5) peut s’écrire comme
i = Alt)r (A7)

ol1 A(t) est analytique dans un voisinage de 0, donc
All) =3 A
=0

est une série convergente en L = 0. Si = 1, nous dirons que la singularité est Fuchsienne,
si non non-Fuchsicnne,
Nous caractérisons ensuite la régularité d'un point singulier.

Définition A.6 Le point singulier 0 du systéme (A.7) est réqulier s'il existe un entier x
non-négatif tel que toutes les solutions de ce systéme dans un voisinage de 0 ne croissent
pas plus rapidement que t* Pour le cas contraire, la singularité est irréquliére.

La régularité et lirrégularité d’un point singulier pour I'équation différentielle d’ordre n
()Y 4pa(t)z =0 po=1 (A8)
sont définies de la méme facon. En effet, par la transformation de variables

PR

nous pouvons transformer (A.8) en un systéme sous forme de (A.5) dont les éléments de
la matrice F() sont donnés par

fan =1
fa=0 2+ ot
Jag = =Pa-yrll) =12 .

Théoréme A.4 [3] Le point singulier Fuchsien du systéme (A.7) (i = 1) est régulier.
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Linverse du théoreme A.4 est faux. En effet le point singulier d’ordre 4 du systeme
(A.7) est régulier si on peut donner & ce systéme la forme (A.8), et s'il vérifie la condition
Fuchsienne ci-dessous
Théoreme A.5 [3,22] Un point singulier 0 de (A.8) est régulier si el seulement st toutes
les fonctions U'p,(t) sont analytiques dans un voisinage de 0.

Définition A.7 Soit V un voisinage de 0. Les deuz systémes suivants

i=At) = B(t)z (A.9)
sont équualents, s'il existe une applicati Iytique I : V v GL(n,R)
(appelée Uapplication conjuguce) telle que la substitution (t,z) = (t, H(t)z) transforme
un systéme en lautre.

Si les deux systemes dans (A.9) sont conjugués par Papplication H(t), la relation suivante
B(1) = H{)AWH(t) + H(t)H (1) (A.10)
existe dans un voisinage de 0.

Définition A.8 On dil que les deua systémes dans (A.9) sont formellement équivalents,
st H(t) est une séme formelle de Taylor par rapport d U a cocfficients dans G'L(n,R)
vérifiant formellement la relation (A.10).

En remarquant que le systeme (A.7) peut s'écrire de maniére équivalente comme un
systéme de dimension n + 1, appelé le systéme sous forme autonome

% = Al

o (A1)
o,

dr

nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoréme de Poincaré-Dulac au systéme
(A.11) pour obtenir la forme normale associée. Nous distinguons le cas Fuchsien et celui
non-Fuchsien.

Définition A.9 Le spectre A= (A, . \a) de Ao d’un systéme avec singularité Fuchsi-
enne (i =1) est dil résonnant s'il eaiste au moins une paire A, et A, telle que

A=A +k
ot k est un entier strictement positaf.
Théoréme A.6 [3] Le systéme (A.7) ayani un pownt smguher Fuchsien et vérifiant

lim A(t) = Ao

avec Ag # 0, est f e éq lent, et alors au systéme

suwant
2= Aoz (A.12)

st le spectre de Ao n'a pas de résonance.
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Le systéme avec un points singulier Fuchsien peut s'écrire comme

(17" A0 + P(1))x

ol P(t) est donnée par des séries convergentes dans un voisinage de 0. Nous déduisons
facilement la solution fondamentale du systéme sous forme normale (A.12)

(t) =t
En définissant 14 = exp( Ao log t), nous réécrivons
®(t) = exp(Aologt)
En appliquant le théoréme A.6 au systéme ayant une perturbation de séries conver-
gentes, nous avons
Corollaire A.7 Soit V un voisinage de 0. Sous les conditions du théoréme A.6, la
solution fondamentale du systéme (A.7) (j = 1) est donnée par
P(t) = H(t)exp(Alogt)
oi H(t) V — GL(n,R) est une matrice dont tous les éléments sont des séries conver-
gentes dans un voismage de 0.
Nous passons maintenant au cas non-Fuchsien.
Définition A.10 Le spectre X = (A, ,\,) de Ao = limy—o A(t) d’un systéme (A.7)
avec singularité non-Fuchsienne (i > 1) est résonnant sl eziste au moins une paire telle
que =ML i# ]

Théoreme A.8 [3] Si le systéme (A.7) avec Ay # 0 admet 0 pour un point singulier
non-Fuchsien d’ordre i et que le spectre de la matrice Ao est non résonnant, alors il est
Jormellement, équwalent au systéme

2 = B(t)z (A.13)

o B(t) est une matrice diagonale polynémuale en forme de
B(t)= Bo+ Bil+  + B,ot* 2 4 Ot (A.14)
avec By, . B,_2.C' des matrices di les el particuliérement By = A la

Jorme de Jordan de Ag.

Si dans I'équation originale Ao est a priori sous forme diagonale, B, coincident avec
les éléments diagonaux de A, ¢t = 1, ,p— 2, cest-d-dire B, = diag(aly. ,at,) [22].
Ceci indique le procédé pour déterminer la forme normale si elle existe.

Le systeme sous forme normale (A.13) est sous forme découplée, ceci nous permet
d’obtenir la solution fondamentale par intégration directe

B(t) = 162

oit G est une matrice constante diagonale, et Q(1~1) une matrice diagonale polynémiale:
1

I W S S S |
QY =~ B g Bu2
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Corollaire A.9 [3] Sous les conditions du théoréme A.8, la solution fondamentale
formelle du systéme (A.7) est de la forme de

B(t) = H(1)1Ce™ (A15)
ot H(t) est une matrice dont les éléments sont des séries formelles.

édant une singularité polynémial

Considé i les systemes ent =
Supposons que F(t) ne croit pas plus rapide que ¢* a I'infini, ce systeme peut alors s’écrire
en forme -

i = At (A.16)
En faisant un changement de ’échelle de temps 8 = 1/t, le systeme (A.5) se réécrit comme

dx

b —07 A0 )2 (A.1T)

Alors la singularité de ce systéme est définie par la valeur de . Insistons sur le fait que
la singularité d’un systéme est toujours définie a Iorigine, donc pour le systéme (A.16) le
cas i = —1 est le cas Fuchsien, et y > —1 le cas non-Fuchsien.

En appliquant le théoreme A.8 & (A.17), si le spectre de Ao = limy—o0 A(t) est non
résonnant, la forme normale de (A.16) est donnée par

i=B(t): (A.18)
oit B(1) est une matrice diagonale sous forme
Bit)=t"Bo+ "' Bi+  + Bn+t7'C (A.19)
avec By = A la forme de Jordan de Ao. Et la solution fondamentale est donnée par
O(t) = H(t)1%e (A.20)

oit H(1) est une matrice dont les éléments sont des séries formelles, G une matrice diago-
nale constante, et Q(t) une matrice diagonale polynémiale de la forme suivante .

gt 1
Q1) = Bu+;B|+ +1tB,

A.2.2 Convergences de séries formelles

Comme dans le cas non linéaire, il nous reste & vérifier la convergence de changement de
variables pour ramener I'équivalence formelle  celle actuelle. En effet, la convergence de
la substitution H(t) dépend du caractére de la singularité.

Théoréme A.10 [3] St le point singulicr de deur systémes formellement équivalents est
réguler, alors ['application conjuguée cst donnée par des sémes convergentes dans un
vowsinage du point singubier.



A.3. Stabilité de systeé i i ires au point

En vertu du théoréme A.4, dans le cas Fuchsien. les éléments de la substitution H(t)
sont Loujours convergents, le corollaire A.7 donne donc une solution fondamentale actuelle.
Par contre, dans le cas non-Fuchsien, nous n'avons trouvé qu’une solution formelle, i la
condition Fuchsienne n'est pas vérifiée. Dans ce dernier cas, nous utilisons une notion de
convergence plus faible.

Définition A.11 Soit f une fonction analytique dans un voisinage de t = co. On dit
que la série formelle

p=Ypt”
=
est une série asymptotique de f si
" k.

i i - - = >

Jim e | f gp,t 0 Vk>0
uniformément pour tout { dans un vorsmage de 'infin.
Théoréme A.11 [22] Si le spectre de Ay d'un systéme non-Fuchsien (A.16) (u > —1)

est non résonnant, la solution fondamentale formelle donnée par (A.20) est une série
de la solution fond le actuelle.

11 est équivalent de dire que les séries formelles dans H(t) de (A.20) sont convergentes
pour ¢ suffisament grand, si la non résonance est vérifiée.

A.3 Stabilité de systémes instationnaires au point
singulier

L'étude sur le comportement asymptotique d’un systéme instationnaire au point singulier
est effectuée, comme dans le cas régulier, sur la stabilité de la solution fondamentale.

Lemme A.12 [86] Sout to un pomnt singulier de systéme (A.5). Les conditions suivantes
sont équivalentes

(i) Le pomt d'équilibre x = 0 est aymplotiquement stable lorsque t = co.

(i) limy_o [|(1)]| =

Remarque A.1 La stabilté asymptotique annoncée ci-dessus est une propriété globale
par rapport & D'état et locale par rapport au lemps.

Proposition A.13 Le systéme (A.5) avec pount singulier Fuchsien a 0 est asymptotique-
ment stable lorsque t — 0. st le spectre de Ag = limy_.o A(t) n’a pas de résonance et toutes
les valeurs propres de Ao sont @ partie réelle strictement positive.
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Preuve: Soit A la forme de Jordan de Ao, alors A = diag(Ai, ), parce que le
spectre de Ag n’a pas de résonance. En vertu du théoreme de Poincaré-Dulac, ce systeme
est analytiquement équivalent &

ti=Az

dont la solution fondamentale est donnée par

th o
b(t) =t =
o A
qui est stable si et seulement si Re{\,} > 0, pour tout i = I.....n. L'application con-
jugée H(t) est analytique dans un voisinage de 0 dans le cas non résonnant, d'out la
proposition. []

En analysant la solution fondamentale des sys-
15), il est, clair que si toutes les valeurs propres
A =m

Le cas non Fuchsien est plus comple
temes avec point singulier non Fuchsien (/
de Ay sont a partie réelle non nulle. c'est le terme eiT
asymptotique du systeme.

qui maitrise le comportement

Proposition A.14 Si le systéme (A.5) admet un point singuber d’ordre p ¢ 0 el les
conditions du théoréme A.8 sont vémfices, alors

(i) si pu est impaire et loutes les valeurs propres de Ag sont @ partie réelle strictement
positive, le systéme est stable dans un voisinage de 0 -

(ii) si p est paire et le systéme est stable @ 0* le systéme sera instable 4 0 et vice
versa.

Preuve: Si le systéme est sous forme normale, ce qui est annoncé dans la proposition est
vrai. D’autre part, si la non résonance de Ag est vérifiée, d’apreés le théoreme A.11, la
substitution qui met le systeme sous forme normale est convergente dans un voisinage de
0, donc la stabilité de solution fondamentale est déterminée par la disposition des valeurs
propres de Ao. =

Remarque A.2 Tous les résultats pewvent étre étendus directement aur cas ot la singu-
larité se trouve i |to] < co.

Le cas ot le systeme admet une singulaxité & Uinfini est plus intéressant. Pour ce cas,
nous avons

Corollaire A.15 Si le systéme (A.5) admet un pownt singuher d’ordre p a Vinfini et les
conditions du théoréme A.8 sont vérifies. alors ce systéme est asymptotiquement stable
lorsque 1 — +oo si loutes les valeurs propres de Ay sont & partie réelle strictement
négative.

Dans des cas particuliers. la condition de stabilité annoncée ci-dessus est aussi néces-

saire. Par exemple le systeme
Az (A21)
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avec > 0, A une matrice constante. Puisque (A.21) est a priori sous forme normale (en
négligeant une transformation linéaire inversible du temps indépendent), nous pouvons
décrire sa solution fondamentale

o= ()

La condition nécessaire et suffisante pour que (A.21) soit stable lorsque ¢ — +o00 est que
toutes les valeurs propres de A soient a partie réelle strictement négative. Surtout dans
le cas ot 1 = 0, nous revenons au cas linéaire stationnaire. A ce sens, nous avons obtenu
des résultats plus généraux.



Annexe B

Rappels sur les corps de Hardy

Nous rappelons quelques éléments concernant les corps de Hardy, pour le contenu détaillé
nous nous référons A [13, 14, 15, 72, 73].

Un corps de Hardy est un ensemble de fonctions & valeur réclle définies dans un
voisinage de t = +oo en R ( ou, de maniére équivalente, en demi-ligne positive en R) qui est
fermé par rapport  la différentielle et forme un corps pour I'addition et la multiplication
ordinaires. Des exemples de corps de Hardy sont

o Tous les sous-corps de R.
o Le corps R(t) des [onctions rationnelles a coefficients réels de la variable t.

o Tous les L-corps de Hardy (L signifie logarithmico-czponentiel), un L-corps étant
un corps de germes de fonctions obtenues par R(t) en répétant les adjonctions
de fonctions algébriques & valeur réelle, de logarithmes de fonctions positives, et

dexponentiels de fonctions (e.g., le corps R(t, IogZ. ¢!, exp /(12 — 1) log 1)).

Le premier exemple signifie que notre étude contient le cas de systemes linéaires sta-
tionnaires.

Si K est un corps de Hardy et que f un élément non nul de K, alors K contient
un élément 1/f. ceci implique que f(i) # 0 si ¢ € R est suffisament grand. Puisque
f' € K, f est dérivable pour ¢ € R suffisament grand, par conséquent f est continu et soit
toujours positif ou soit toujours négatif pour ¢ suffisament grand. Donc chaque f € K
est asymptotiquement zéro, ou toujours positif, ou toujours négatif, c’est-a-dire que le
signe de f est asymptotiquement invariable. Ce fait est également vrai pour f € K, donc
chaque f € K est asymptotiquement monotone. En particulier, pour chaque f € K,
limy_q, f(t) existe comme un élément de R U {—c0, +00}. Ce sont les propriétés les plus
fondamentales des corps de Hardy. Nous remarquons que la caractérisation du corps de
Hardy exclut les comportements oscillatoires a +oo. par exemple ce qui est présenté par
sin(t).

Si f, g € K croissent infiniment lorsque ¢ — co, alors a partir d’un ¢ suffisament grand
nous avons f > gou g > [ On dit que [ et g sont comparables si et seulement s’il existe
des entiers N, M > 0 et des constantes réelles a, 3 > 0 tels que, pour { suffisament grand,

f) < agh(), g(t) < BM(0).

129
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Si f(t) ou g(t) — —co, remplagons-les par — f ou —g. Si f(¢) ou g(t) — 0, remplagons-les
par +1/f ou 1/g. On dit que la classe de comparabilité de f est plus grande que celle de
g, si, f, g croissant infiniment, f > gV quel que soit N. Le terme de “comparabilité” ne
s'applique qu'aux éléments non nuls de K dont les limites sont 0 ou %00 lorsque ¢ — co.
Clest facile de vérifier que la comparabilité est une relation d’équivalence.

Le rang d’un corps de Hardy K est défini par le nombre de la classe de comparabilité
de I Par exemple, le corps de Hardy R{t.logt,e'} est de rang 3, avec ¢, logt et ¢!
représentant ses classes de comparabilité. Un corps de Hardy K est de rang 0, si et
seulement si K C R.
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