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Résumé

Nous étudions le probleme de la robustesse de la bornitude et de la stabilité pour les systemes
non-linéaires.

La premiere partie est consacrée a 1’énoncé des conditions suffisantes garantissant que les
propriétés de bornitude ou de stabilité pour le systeme réel peuvent se déduire de celles du
modele.

La premiére condition que nous proposons est fondée sur la technique de fonctions de gain.
Elle repose sur la notion SpES qui est une généralisation naturelle de la stabilité entrée-a-état
(ISS) introduite par E.D. Sontag. Pour un systéme décomposé en sous systeémes interconnectés,
la notion SpES permet d’énoncer un Théoreme du petit gain généralisé dont la conclusion porte
sur la stabilité entrée-sortie et sur la stabilité au sens de Lyapunov des variables internes. Ce
théoreme généralise le théoreme du petit gain monotone donné récemment par Mareels-Hill. La
seconde condition repose sur la technique de Lyapunov. Cette condition dite GUEC quantifie
une sorte de distance et nous permet de prendre en compte potentiellement une large classe
de perturbations. Cette partie est terminée par une comparaison des caractérisations nouvelles
proposées avec trois caractérisations plus classiques : stabilité totale, perturbations singulieres
et perturbations régulieres.

La seconde partie s’intéresse a la synthése de commande pour satisfaire les conditions énon-
cées dans la premiere partie.

Nous montrons d’abord que pour une certaine classe de systemes non-linéaires, nous pouvons
élaborer des lois de commande pour satisfaire les conditions du théoréme du petit gain généralisé.
En particulier, des problemes de stabilisation globale par retour d’état partiel et par retour de
sortie sont résolus. Nous donnons ensuite une application du théoreme du petit gain a une
classe de systemes soumis a des perturbations paramétriques et dynamiques et concevons des
controleurs adaptatifs assurant la bornitude des solutions. Enfin, pour examiner ’aspect de
convergence asymptotique des solutions, nous introduisons un signal de normalisation dynamique
qui informe de la “taille” des effets non-modélisés.

Mots-clefs :

Systeme non-linéaire, Bornitude, Stabilité, Stabilité entrée-a-sortie, Petit-gain, Robustesse, Re-
tour de sortie, Retour d’état-partiel, Commande adaptative.






Abstract

We study the problem of robustness of the boundedness and the stability properties for
nonlinear systems.

The first part is devoted to the formulation of sufficient conditions guaranteeing that the
properties of boundedness or stability of the actual system can be obtained from those of the
model.

The first condition we propose is based on the technique of gain functions. It is related to the
notion SpES which is a natural generalization of the input-to-state stability (ISS) introduced by
E.D. Sontag. For a system composed of interconnected subsystems, the notion SpES allows us
to state a generalized small-gain theorem which contains a result on input-ouput stability and
another one on stability in the Lyapunov sense of the internal variables. This theorem generalizes
the small monotone gain theorem recently found by Mareels-Hill. The second condition is built
on Lyapunov techniques. This condition called GUEC quantifies a kind of distance and permits
us to take into account potentially a large class of perturbations. This part is closed by a
comparison of these two new characterizations with three more classic characterizations : total
stability, singular perturbations and regular perturbations.

The second part is concerned with the control design to satisfy the conditions stated in the
first part.

We start by showing that, for a class of nonlinear systems, we can elaborate control laws
to fulfill the conditions of the generalized small-gain theorem. In particular, some problems
of global stabilization by output feedback and by partial-state feedback are solved. Then we
give an application of the small-gain theorem to a class of systems subject to parametric and
dynamic uncertainties. We design adaptive controllers which guarantee the boundedness of
the solutions. Finally, for the purpose of getting asymptotic convergence of the solutions, we
introduce a dynamic normalizing signal which informs about the size of the unmodelled effects.

Keywords :

Nonlinear system, Boundedness, Stability, Input-to-output stability, Small-gain, Robustness,
Output feedback, Partial-state feedback, Adaptive control.
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Introduction

L’objet de ce mémoire est la synthese de loi de commande en vue de stabiliser un équilibre ou
de réguler une sortie. Pour établir ces propriétés nous cherchons a nous placer dans un con-
texte aussi réaliste que possible. Nous appelons processus de simulation une idéalisation du
processus réel telle qu’on puisse le décrire comme le systeme dynamique instationnaire suivant :

X = F(X,t,u), Xe€Q, ucR™ (0.1)

ol X est I'état, u est 'entrée et F est le champ de vecteurs défini sur Q x Ry x R™, Q étant un
ouvert de RY. La description parfaite d’un systeme réel par un tel processus de simulation est
irréaliste ou méme impossible. Mais n’ayant, d’un point de vue théorique, acces a aucune autre
donnée, ce processus de simulation est considéré comme décrivant la réalité. Le prix que nous
devons payer pour le réalisme de ce systéme (0.1) est sa complexité. Celle-ci est en général telle
qu’on ne peut pas utiliser le processus de simulation pour la conception de lois de commande.
Nous devons alors introduire un processus de syntheése simplifié, i.e. le systeme dynamique
stationnaire suivant :

z = f(z,u), zeR" (0.2)

ou x est ’état du modele dont la dimension n est bien str en général (beaucoup) plus petite que
N.

Comment synthétiser une loi de commande qui “tolere” les erreurs de modélisation entre (0.1)
et (0.2) et plus précisément telle qu’on puisse garantir de bonnes propriétés pour le processus
réel & partir de celles obtenues pour le processus de simulation (0.1) ou pour le processus de
synthese (0.2) est le probleme de base en automatique. La littérature est extrémement riche
méme dans le contexte de processus nonlinéaires (voir, par exemple, [20], [40], [43], [75]). Dans
cette these, nous proposons des techniques nouvelles pour la synthese de telles commandes.

Notre étude commence par des caractérisations des effets non-modélisés pour lesquelles les
propriétés de bornitude et/ou stabilité des solutions d’'un modele sont robustes. En second
lieu, nous montrons pour quelques systemes particuliers comment obtenir des lois de commande
telles que ces caractérisations soient satisfaites.

Au Chapitre 1, on se pose le probleme de caractérisation des effets non-modélisés par le
systeme dynamique décrivant le processus de synthese. Apres un bref rappel de trois car-
actérisations classiques : stabilité totale, perturbations singulieres et perturbations régulieres,
nous présentons deux caractérisations plus nouvelles appelées ici SpES et GUEC. La premiere
consiste a décomposer un systeme en deux sous-systemes. Ceci se traduit par une considération
tres classique d’un systeme de simulation comme un systeme interconnecté composé d’un modele
et d'une dynamique incertaine. Cette facon de caractériser les effets non-modélisés motive un
théoreme du petit gain généralisé qui permettra de décrire le comportement entrée-sortie du
systeme de simulation; de plus, la stabilité des variables internes pourra aussi étre obtenue. La
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seconde caractérisation GUEC nécessite la connaissance d’'une fonction de Lyapunov du modele
de synthese choisi. En introduisant un signal de comparaison qui mémorise les états passés du
modele, on cherche a recouvrir une classe d’effets non-modélisés la plus large possible.

Les Chapitres 2 et 3 étudient les possibilités que nous avons pour satisfaire les hypotheses
posées dans le Chapitre 1 avec un choix approprié d'une loi de commande. Dans le Chapitre
2, nous étudions le probleme de stabilisation globale par retour d’état partiel et par retour
de sortie d'une classe de systémes rétroactifs récurrents perturbés. L’objectif est d’établir des
ingrédients de synthese a I’aide du théoreme du petit gain, puis de montrer comment les utiliser
de fagon systématique pour la construction d’'une commande robuste.

La commande adaptative est une approche particuliere dans le domaine de la commande
robuste. Dans ce cas la forme du modele de synthese (0.2) est complétement connue, mais a
des parametres inconnus pres. La Section 2.4 et le Chapitre 3 sont dédiés a cette approche.
La Section 2.4 est une premiere tentative d’utilisation du théoreme du petit gain pour 1’étude
d’un systeme nonlinéaire soumis a des incertitudes dynamiques et paramétriques. Elle nous
permettra d’établir un résultat de bornitude des solutions.

Pour examiner les aspects de convergence asymptotique, dans le Chapitre 3, nous proposons
I'utilisation d’un signal de comparaison dynamique dans la commande. Un tel signal
permet de prendre en compte des informations sur la “taille” des effets non-modélisés. L’idée
d’utiliser un tel signal de normalisation dynamique dans la commande adaptative linéaire est
due a L. Praly [61, 62]. Son intérét est justifié par les trés nombreuses publications sur le sujet.

Tout au long de ce mémoire, nous utilisons les mots “local” et “global” dans les sens suivants :

Local = “... Etant donné un systeme ... il existe un voisinage ouvert ... ”

Global = “.. Etant donné un voisinage ouvert difféomorphe a R" ... il existe ...”

Plus précisément, quand nous parlons du cas global, il est sous-entendu que, un ouvert
difféomorphe a R" étant fixé a priori, nous voulons que tous nos résultats soient valables pour
toute solution démarrant dans cet ouvert. Pour le cas local au contraire, les résultats obtenus
ne sont valables que dans une région, en général plus petite que la région prescrite.

L’exemple simple suivant, di a mon collegue F. Mazenc, illustre cette différence.

Exemple : Considérons le systeme d’ordre 2 :

. 3 .
r1 = X7 + sinxe
! (0.3)
i‘g = Uu.
Nous cherchons a stabiliser asymptotiquement la solution (z1,x2) = (0,0), globalement sur

louvert (—1,1) x (—m/2,7/2), difféfomorphe & R?. Ceci signifie que nous cherchons un controleur
Y(x1, x2) qui rende l'ouvert (—1,1) x (=7 /2,7/2) un sous ensemble du bassin d’attraction de
Iéquilibre (z1, z2) = (0, 0). Pour obtenir cette commande, faisons le changement de coordonnées
suivant :

Z1
(1—af)!/? (0.4)
Yo = tanxs .

Y1 =
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L'ouvert (—1,1) x (=7 /2, m/2) est bien transformé en R? et le systeme (0.3) est transformé en :

Ys

Y — 3 2\3/2
o U 05)

pour lequel un contréleur globalement et asymptotiquement stabilisant est :

Y -t
u = [(1+y22) <1+ (1+Y12)1/;(12+Y22)1/2>] x (0.6)

1+ Y2)3/2 1 Y; Vi(1+ Y32
YA+ ye)E . Y34 (14 v2)32 22 i 1(1+Y5)
(1+ Y2)1/2 1+Y; 1+Y5 (14 Y2)/2
Il est associé a la fonction de Lyapunov suivante :
1 1 vi 2
VY, Y) = Y2 4+ 2 (Yot ——rns (1 4+ YH)Y2) . 0.7
i) = 3% + 5 (Ve gy + 1) (07

Il est intéressant de noter que sinx est une fonction bijective de (—7/2,7/2) sur (—1, 1), ainsi
la méthode, maintenant classique, d’ajout d’un intégrateur [76, 7|, aurait pu étre appliquée
directement au systeéme (0.3) apres avoir fait le changement de coordonnées suivant :

a=om (0.8)
Zy = sinzs .

Dans ce cas, ouvert (—1,1) x (—m/2,7/2) est transformé en (—1,1) x (=1, 1) et le systeme (0.3)
est transformé en :

21 = 78+ Z
) L (0.9)
Zy = (1-2Z)HY%u .

La version la plus simple de cette méthode d’ajout d’un intégrateur donne la fonction U suivante
comme fonction de Lyapunov assignable :

1 1
U(Zy,Zs) = 5212 + 5(Z+ 2 + 73)% . (0.10)
Le controleur u associé est :
w=—1-=22"Y22Z + W 4+32)Z} + Z2) + (Zo+ Z1 + Z3)] . (0.11)

Malheureusement pour que cette commande puisse étre appliquée au systeme (0.3), il faut
garantir que la composante Z, des solutions reste tout le temps dans 'ouvert (—1,1). Donc une
estimée du bassin d’attraction est :

S = {(21,25) | U(Z1, Z3) < ¢}
ou c est le plus grand des nombres réels positifs tels que

{(Zl,ZQ) ‘ U(Zl,ZQ) < C} C (—1, 1) X (—1, 1) .
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S est donc strictement inclus dans (—1,1) x (=1, 1) dans le nouveau systéme de coordonnées, en
d’autres termes, strictement inclus (—1,1) x (=7 /2, 7/2) dans ’ancien systéme de coordonnées
(1, 22).

Nous voyons ainsi qu’en spécifiant a I’avance le domaine de stabilisation désiré de sorte qu'un
changement de coordonnées le transforme en I’espace tout entier, nous avons pu obtenir une loi
de commande stabilisant globalement sur l'ouvert (—1,1) x (—m/2, 7/2) et non pas uniquement
localement comme le donne cette application trop hative de la technique d’ajout d’un intégrateur.

Dans tout ce qui suit, pour simplifier la présentation, chaque fois que nous parlons d’“un
signal f(t) défini sur [0,7T) avec T' > 0", ceci signifie souvent, sauf que nous le précisions, que
f(t) est défini sur un intervalle semi-ouvert fini ou infini.
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Liste des principales abréviations !

Les données originales sont manquantes

! Les abréviations d’expressions anglaises sont notées d’une étoile *.
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Chapitre 1

Caractérisation des Effets Non
Modélisés et Théoremes
Correspondants

1.0 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons et comparons rapidement diverses caractérisations des effets
non modélisés des systemes dynamiques non commandés proposées dans la littérature. La
motivation de notre étude vient du fait qu’en Automatique, la syntheése de loi de commande a
toujours pour but de prendre en compte des incertitudes qui se présentent dans les systemes
réels. Typiquement on distingue 3 types de processus :

1 — le processus réel auquel la commande doit garantir de bonnes propriétés.

2 — le modele de simulation, qui étant déja un modele, est une idéalisation de la réalité bien
qu’on le veuille d’habitude le plus réaliste possible.

3 — le modele de synthese qui est un modele simplifié pour permettre sa manipulation dans la
conception de la commande.

La description complete du processus réel étant impossible, on espere la modélisation suff-
isamment bien faite pour qu’il puisse étre considéré comme une (petite) perturbation du modele
de simulation. L’objectif de commande est atteint si les propriétés garanties pour le modele de
simulation ou de synthese par la conception de la commande sont préservées en présence de ces
(petites) perturbations. Dans ce cas, on dit que ces propriétés sont robustes par rapport aux
incertitudes, ou plus précisément, que ces propriétés sont ouvertes pour la “topologie” définie
souvent tres implicitement par la caractérisation choisie pour les incertitudes. Dans ce chapitre,
on se place a commande fixée et nous étudions d’abord les systéemes dynamiques non commandés.
Dans les chapitres suivants, on passe aux systemes dynamiques commandés.

Comme nous le verrons en deuxieme partie (constituée des chapitres 2 et 3), les résultats
principaux du Chapitre 1 peuvent étre utilisés pour définir des objectifs de synthese pour la
détermination des commandes pour les systemes commandés. On cherche alors a synthétiser
des controleurs assurant une certaine robustesse des propriétés correspondantes et en particulier
de celle de la bornitude des solutions.

La seconde méthode de Lyapunov est une des méthodes favorites des automaticiens pour
I’étude de la stabilité. Non seulement elle représente un outil efficace pour 1’étude de la sta-
bilité, mais aussi elle permet d’exhiber des propriétés qualitatives des solutions de systemes

7



8 Chap.1. Caractérisation et Théorémes

dynamiques. Cette méthode consiste a ramener I’étude de la stabilité a celle de I'existence d’une
fonction “énergie”, nommée fonction de Lyapunov pour laquelle ’équilibre est un minimum.
Malgré I'importance évidente de cette idée, I'existence d’une telle fonction de Lyapunov pour
une équation différentielle n’est pas toujours facile a prouver. D’ou la nécessité de combiner la
méthode de Lyapunov avec d’autres techniques afin de développer une méthode plus utile et
directe.

Nous avons indiqué qu’un processus réel n’est jamais parfaitement décrit, mais on peut
espérer obtenir une bonne représentation en prenant un modele de simulation sous forme décrite
par les équations différentielles :

(1.1)

&t = flz,t) + w(x,2,1)
z = h(z, z1t),

ce systeme différentiel étant souvent trop complexe, on cherche a étudier ses propriétés a partir

d’un modele de synthese simplifié et décrit par :

& = f(x,t). (1.2)

Puisque la réalité n’est pas accessible et que 1’on postule que (1.1) en est une bonne description,
nous identifions processus réel et modele de simulation et nous appellerons (1.2) modéle de (1.1).
Dans ce cas, le terme w dépendant de z, z et de ¢ sera appelé perturbation de (1.2) par rapport
a (1.1). Le probleme qui nous intéresse est de savoir quelles propriétés de stabilité possedent les
solutions de (1.1) quand (1.2) a des solutions uniformément stables ou uniformément asympto-
tiquement stables (deux notions a préciser ci-dessous). Pour répondre a cette question, I’avantage
de combiner la seconde méthode de Lyapunov avec d’autres techniques est évident surtout quand
la taille du modele (i.e. dim(x)) est strictement inférieure a celle du processus réel (i.e. le cas
ou dim(z) > 0).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : on commence par un bref rappel de quelques
caractérisations classiques en présentant des résultats connus liés a ces caractérisations. Deux
caractérisations plus récentes (SpES et GUEC pour le cas global, ou LISS et LUEC pour le cas
local) sont proposées avec pour but de contenir une classe d’incertitudes la plus large possible.
Une breve comparaison avec les approches classiques est donnée a la fin du chapitre. Nous avons
fait un certain nombre de notes bibliographiques pour permettre au lecteur de situer nos rappels
ou nos contributions.

1.1 Caractérisations classiques

Dans cette section, en introduisant certaines restrictions sur les fonctions w et A du systeme
(1.1), nous prendrons en compte des caractérisations de perturbations qui appartiennent en gros
aux trois théories de stabilité suivantes :

e La théorie de la stabilité totale.
e La théorie des perturbations singulieres.
e La théorie des perturbations régulieres.

Afin de les comparer, nous allons, sans entrer dans les détails techniques, rappeler certains
points importants de ces trois théories. Mais tout d’abord, nous allons rappeler quelques notions
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fondamentales de la stabilité au sens de Lyapunov dans le cas ou dans (1.2) le champ de vecteurs
f est régulier sur R™ x Ry et = 0 est un point d’équilibre ou tout simplement équilibre, i.e. :

F0,8) =0, t>1>0. (1.3)

Définition 1.1 L’équilibre x = 0 de ’équation différentielle (1.2) est stable au sens de Lya-

punov si pour chaque € > 0, il existe un nombre réel 6(e,ty) > 0 tel que pour toute condition

initiale xo satisfaisant |zo| < 0, la solution associée x(t) avec x(ty) = xo, définie sur [ty, +00),
satisfait

lz(t)| < e V>t . (1.4)

Si, en plus, § ne dépend que de €, on dit que x = 0 est uniformément stable au sens de Lyapunov.

Dans le cas ou la propriété (1.4) n’est pas satisfaite, on dit que ’équilibre x = 0 est instable.

Définition 1.2 L’équilibre x = 0 de l’équation différentielle (1.2) est asymptotiquement stable
au sens de Lyapunov s’il est stable et attractif, attractif ayant le sens suivant : pour une certaine
constante p > 0, quels que soient n > 0 et tg > 0, il existe une constante T(n, zo,t9) > 0 tel
que :

ol < p = |z(t)| <n Vt>to+T. (1.5)

Si, en plus, T ne dépend pas de to mais dépend seulement de (n, zg) et si x = 0 est uniformément
stable, alors on dit que x = 0 est uniformément asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

Remarque 1.1 L’uniformité dans les deux définitions précédentes est vérifiée par les systemes
périodiques et surtout les systemes autonomes. O

Définition 1.3 L’équilibre x = 0 de ’équation différentielle (1.2) est globalement stable si
pour chaque € > 0, il existe un (e, ty) > 0 tel que lim._,o (e, tg) = 0o et pour toute condition
initiale xo satisfaisant |xo| < 9, la solution x(t) avec x(ty) = o, définie sur [to, +00), satisfait :

lz(t)] < e Vt>t .

L’équilibre x = 0 est globalement asymptotiquement stable (GAS). s’il est globalement stable et
globalement attractif, i.e. : pour toute valeur de p > 0, quels que soient n > 0 et tg > 0, il existe
une constante T (n, zo,tg) > 0 tel que :

[zol < p = fz®)] <n Vixto+T.

Si, de plus, 0 et T ne dépendent pas de ty, x = 0 est [’équilibre uniformément globalement
asymptotiquement stable (UGAS).

Deux autres définitions équivalentes de UGAS sont dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.1 Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) L’équilibre x = 0 de (1.2) est UGAS.

(i) Il existe une fonction réguliére V(x,t), et trois fonctions définies positives a1, ag, ag telles
que o est propre et :

aj(z) < V(z,t) < as(x), VeeR", t>0 (1.6)
V‘(1.2) < —ag(z), VaxeR™. (1.7)

(iii) Il existe une fonction B de classe KL telle que, pour toute condition initiale o, la solution
associée x(t) de (1.2) satisfait :

[z < Blol,t) , VE=0. (1.8)
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Preuve : L’équivalence entre (i) et (ii) est donnée par Kurzweil [42, Theorems 1 & 7]. L’équivalence
avec (i) et (iii) est donnée par Hahn [20, Theorems 35.1 & 35.2]. ]

Notes bibliographiques. Les définitions 1.1 et 1.2 de stabilité au sens de Lyapunov peuvent
étre trouvées dans la plupart de livres pédagogiques en automatique, par exemple, [4, 20, 37, 77].
La définition de stabilité (asymptotique) globale (uniforme) se trouve par exemple dans Hahn
[20] ou Narendra-Annaswamy [55].

Maintenant on rappelle trois caractérisations classiques de perturbations.

1.1.1 Théorie de la stabilité totale

Considérons le cas ou nous avons, dans (1.1), w := w(z,t) et dim(z) = 0, c’est-a-dire le cas ou
aucune dynamique n’est rajoutée par la perturbation w. Si w(0,t) = 0, la stabilité de Lyapunov
garde son sens. Par contre, des que w(0,t) # 0, il nous faut introduire une nouvelle notion de
stabilité, la stabilité totale.

Définition 1.4 L’équilibre x =0 de (1.2) est totalement stable si pour chaque £ > 0, il existe
deux nombres réels positifs d1(g) et da(e) tels que |xo| < 61 et |w(x,t)| < do impliquent que la
solution x(t) de (1.1), avec x(tg) = xo, satisfait |x(t)| < e.

La relation entre la stabilité totale et la stabilité asymptotique au sens de Lyapunov est illustrée
par le théoreme suivant dont la réciproque est fausse méme si w(0,t) = 0.

Théoréme 1.2 Si [’'équilibre x = 0 de (1.2) est uniformément asymptotiquement stable, alors
il est totalement stable.

Preuve : voir Appendice A. O

Remarque 1.2 La réciproque du théoréme 1.2 est fausse. Voici un contre-exemple :
1\ 2
T = —x(sin—) , zeR.
x

L’obstacle a la stabilité asymptotique de ce systeme en x = 0 est qu’il posséde une infinité de
points d’équilibre autour de x = 0. Par contre, il est connu [4, Theorem A.12] que, s'il existe un
voisinage de ’origine qui ne contient aucun ensemble invariant sauf ’origine, alors la réciproque
du théoreme 1.2 est vraie, i.e. la stabilité totale implique la stabilité asymptotique. O

Remarque 1.3 La version globale du Théoreme 1.2 est fausse de méme que sa réciproque, en
d’autres termes, la GAS uniforme de 1’équilibre n’implique pas la stabilité totale globale i.e. la
satisfaction de lim._,o, 01(¢) = 0o dans la Définition 1.4. Voici un exemple simple :

flz,t) = -z, w(z,t) = \a?
oll A est un nombre réel strictement positif quelconque. Donc la notion de stabilité totale n’a
en général qu'un intéret local. O

Pour mieux apprécier la notion de stabilité totale, il est utile d’observer qu’un grand nombre
de systemes ont cette propriété, une sous classe ayant été identifiée par le Théoreme 1.2.

Théoréme 1.3 S’il existe une fonction définie positive V(x,t) dont les dérivées partielles OV /0x;
sont bornées dans une région G, x Ry, G, un voisinage de x = 0, et dont la dérivée le long des
solutions de (1.2) est définie négative, alors l’équilibre de (1.2) est totalement stable.
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Notes bibliographiques. La notion de stabilité totale est tres répandue dans la littérature
sur la stabilité du mouvement. Une bonne référence est le livre [20] de Hahn. Le contenu de ce
paragraphe est tiré principalement de ce livre. Les théoremes 1.2 et 1.3 sont respectivement [20,
Theorem 56.4] et [20, Theorem 56.3]. Le contre-exemple donné dans la Remarque 1.2 est dua &
Bacciotti [4, p. 165]. La preuve du théoreme 1.2 a été prise de Narendra et Annaswamy [55].
Le théoreme 1.2 sera utilisé pour nos analyses de comparaison.

1.1.2 Théorie des perturbations singuliéres

Considérons un cas particulier du systeme (1.1) :

{ z = f(z,z,¢) (19)

Z = h(z,z¢e)

ou (z,z) est un vecteur d’état défini sur un ensemble ouvert U de R™ x R", ¢ est un petit
parametre réel positif, et f et h sont deux fonctions régulieres définies sur U x (—¢gg, g9) pour
gg > 0. Un systeme de ce type est appelé un systéme singulierement perturbé. La théorie
des perturbations singulieres consiste & étudier le comportement des solutions de (1.9) pour e
suffisamment petit mais non nul, et au mieux, de déduire les propriétés asymptotiques de (1.9)
a partir du comportement asymptotique de son systeme dégénéré :

&t = f(x,2,0)
{0 = h(z,2,0). (1-10)

Le mot “dégénéré” vient du fait que le systéme (1.10), étant obtenu de (1.9) avec ¢ = 0, est
d’ordre inférieur a celui de (1.9). Remarquons qu’a cause de la nonlinéarité, la seconde équation
de (1.10) peut avoir plusieurs solutions. Pour bien situer notre probléme, on suppose que toutes
les solutions z = (x) de la seconde équation de (1.10) sont isolées et de composantes réelles.
Choisissons une solution z = ¢(z). (La fagon de la choisir est telle que les hypotheses du
théoreme 1.4 ci-dessous soient satisfaites.) Dans ce cas, le systeme (1.10) se réécrit comme :

& = f(z,¢(x),0). (1.11)

Ce systeme est appelé systéme réduit ou modéle d’ordre réduit.
Définissons une nouvelle variable Z := z — ¢(x). Dans le nouveau systeme de coordonnées
(z,%), le systeme (1.9) est représenté par le systeme :

I

z = flz,z+p(x),e) = folz,Z,€)

ez = h(z,z+¢(x),€) — eg—if(x,i—i—ap(x),e) = ho(z,Z,¢€) . (1.12)
La transformation réalisée entre (1.9) et (1.12) a conduit a :
ho(z,0,0) = 0,
si bien que le systeme réduit devient :
i = folz,0,0). (1.13)

Aussi, introduisons un nouveau changement de variables sur ’axe du temps :
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Puisque € est un petit parametre, cette nouvelle variable 7 est souvent appelée temps rapide,
tandis que t est appelée temps lent. En utilisant le symbole “/” pour représenter la dérivation
par rapport a 7, vu (1.12), on obtient un autre systeme “limite” de (1.9) en plus du systéme
“limite” (1.13) :

7 = ho(x,%,0) (1.14)

ou x pourrait étre regardé comme un parametre constant (son évolution en temps est lente).
Le théoreme suivant nous permet de relier la stabilité asymptotique de deux systemes “lim-
ites” (1.11) et (1.14) & la stabilité asymptotique du systeme original (1.9).

Théoréme 1.4 [17] Supposons que les champs de vecteurs fy et hy dans (1.12) sont tels que
les matrices jocobiennes suivantes :
8f0(x 0 0) 8h0(0 Z. 0)
My = ——222(0) et M, = ———=(0
o= A0220) et My, == (0)
sont strictement Hurwitz i.e. les parties réelles de leurs valeurs propres sont strictement négatives.
Alors il existe un nombre réel positif € € (0,g¢) tel que, pour chaque 0 < & < &* le systéme
original (1.9) posséde un équilibre (xc, z¢) prés de 0, avec les propriétés suivantes :
1- (xe, 2z2) est le seul équilibre de (1.9) contenu dans un voisinage approprié de 0,
2— (x., zc) est (localement) exponentiellement asymptotiquement stable.

La preuve du théoréme précédent est basée sur la Théorie de Variété Centre (voir, par exemple,
[11]). I est intéressant de noter un cas particulier de (1.9) ou l'utilisation de la technique de
la variété centre n’est pas utile, mais ol la premiere méthode de Lyapunov est tout simplement
appliquée.

Corollaire 1.5 Sous les hypothéses du Théoreme 1.4, supposons que
©(0) =0, f(0,0,e) = h(0,0,e) =0 Vee (—eo,e0),

alors il existe un nombre réel positif £ € (0,g9) tel que, pour tous les € € (0,e*), I’équilibre
(z,2) = (0,0) de (1.9) est exponentiellement asymptotiquement stable.

Preuve : Sous les hypotheses de ce corollaire, le linéarisé du systeme (1.12) autour de (0,0)

s’écrit comme :
&t = (Mg + Ao(e))zr + Ai(e)z

L + B + B e

z =
ou Ay, A1, By et By sont quatre matrices de dimensions appropriées et dépendent de fagon
continue en ¢, avec Ag(0) = 0 et By(0) = 0. D’apres [44, Theorem 24.1] sur les conditions de
stabilité fournies par la premiére approximation et la technique de lieu des poles [16], il existe
un nombre réel positif e* < g tel que pour € € (0,e*) I’équilibre (z,%) = (0,0) de (1.12) et donc
(z,2z) = (0,0) de (1.9) est exponentiellement asymptotiquement stable. O

L’exemple suivant montre que, bien que tres restrictives, les hypotheses dans le théoreme 1.4
ou dans le corollaire 1.5 ne peuvent étre supprimées.

Exemple 1.1 : On considere le systéme singulierement perturbé :

Lo b 2
x z’ + wle)z (1.16)
gf = —z + ex?
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ou w(+) est une fonction définie sur R, continue telle que :

w(e) >0, Ve >0. (1.17)
Pour cet exemple, le systeme réduit :
est asymptotiquement (mais non exponentiellement) stable en son équilibre x = 0. Notons
donc que les hypotheses du corollaire 1.5 ne sont pas satisfaites. On va montrer que 1’équilibre

(z,2z) = (0,0) de (1.16) est instable. Pour ce faire, on réécrit (1.16) dans le systéeme du temps
rapide i.e. 7 =1t/g, avec " désignant la dérivation par rapport & 7 :

{ x e(—2° + w(e)z?)

Zz = —z+€m2.

(1.18)

D’apres la Théorie de Variéte Centre [11], une variété centre en (0,0) de (1.16) est une fonction
z = 7(x) satisfaisant :

om

%(x)e(—x‘r’—i—w(e)w(x)% = —m(z) + ex? . (1.19)

Une solution possible de (1.19) est de type :
m(z) = ex? + Rs(x)

ou R5(z) est un reste d’ordre 5. Le flot sur la variété centre z = w(z) est donné par :

¥ = e(w(e)es — 2°) + Ry(x)
avec Ry (x) un reste d’ordre 7, et donc est instable en = 0 pour n’importe quel e > 0. Donc, vu
le Principe de Réduction dans la Théorie de Variété Centre [11, Theorem 2, pp.21], on conclut
que 1’équilibre (z, z) = (0,0) de (1.16) est instable.
On reviendra sur cet exemple dans la Section 1.4 ou une autre explication de I'instabilité en
(0,0) va étre donnée. |

Remarquons que le corollaire 1.5 a été prouvé par Kokotovié, Khalil et O'Reilly [40, Corol-
lary 2.3, pp.297] avec une approche de type Lyapunov, c’est-a-dire que, au lieu de supposer
directement la stabilité asymptotique de (1.11) et de (1.14), les auteurs demandent ’existence
de fonctions de Lyapunov appropriées pour le systeme réduit (1.11) et pour le systeme rapide
(1.14). Aussi certaines conditions de croissance sur les champs de vecteurs f et g du systeme
original (1.9) exprimées par ces fonctions de Lyapunov sont demandées. L’intérét de cette
derniere approche par rapport a celle présentée ci-dessus est que, d'une part, le probleme global
et le probleme local peuvent étre traités en méme temps, d’autre part, la généralisation du cas
autonome au cas non-autonome est simple.

Plus précisément, considérons un systeme nonlinéaire singulierement perturbé :

z = flz,z), zeR",

1.20
ez = g(z,2), zeR" (1.20)

qui admet un équilibre isolé a l'origine (z, z) = (0,0). Supposons que f et g sont suffisamment
réguliéres pour que, les conditions initiales étant spécifiées, (1.20) ait une solution unique.
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Soient B, C R"™ et B, C R" deux ensembles ouverts. Pour étudier la stabilité du systeme
(1.20) dans le domaine B, x B,, nous faisons les hypotheses suivantes :

Hypothese 1 :

L’origine est un équilibre isolé de (1.20) dans B, x B,, et z = h(z) est une racine isolée de
0=g(z,z).

Hypothese 2 :

Il existe une fonction W de classe C! telle que pour tous les (x,2) € By X B,

(i) Wi(x,z) >0Vz#h(x) et Wz, h(x))=0.
(ii) %—Z/g(x,z) < —c?(z—h(x)), c2>0 (1.21)
(iii) IV f(x,2) < k¢*(z—h(z)) + doo(x)p(z — h(z)), k>0, dy>0 (1.22)

ou () et ¢(+) sont deux fonctions scalaires qui s’annulent seulement en leurs origines respectives.

Hypothese 3 :
Il existe une fonction de Lyapunov V(z) pour le systeme réduit de (1.20) :

& = f(x,h(x)) (1.23)
telle que pour tous les (z,2) € B, X B,
W fah@) < —era) . >0, (1:24)
° v
B (@:2) = [z, h@))] = did(z)d(z— h(z)), di>0. (1.25)

Nous avons :

Théoréme 1.6 [40] Sous les hypothéses 1-3, l'origine est un équilibre asymptotiquement stable
du systéme singuliérement perturbé (1.20) pour tous les € € (0,e*), ot * > 0 est donnée par :
* C1C2

- - 1.26
c c1k + dids ( )

Corollaire 1.7 [40] Supposons que les hypothéses du théoréme 1.6 sont vérifiées pour tous les
(z,2) € R" xR" et que les fonctions V et W sont propres (i.e. W(x,z) — 400 si |z — h(x)| —

+o00). Alors, l’équilibre (x,z) = (0,0) est globalement asymptotiquement stable pour tous les e
dans (0,e*).

Notes bibliographiques. La plupart de résultats du paragraphe se trouvent dans Fenichel [17]
et Kokotovi¢, Khalil et O'Reilly [40]. L’exemple 1.1 vient de Isidori [26]; nous avons introduit le
coefficient w(e) pour permettre une meilleure illustration. Le théoréme 1.4, qui est une version
en temps infini du Théoreme de Tikhonov [75], est di & Fenichel [17]. Le cas particulier ot un
systeme singulierement perturbé admet un équilibre isolé et constant pour les parametres de
perturbation proches du zéro a été résumé par Kokotovié¢, Khalil et O’Reilly [40]. Le théoréme
1.6 et le corollaire 1.7 sont dans [40, pp.297]. Pour plus de clarté et faciliter nos comparaisons
de la Section 1.4, nous nous sommes limités au cas stationnaire. Les lecteurs intéressés sont
invités a consulter Kokotovi¢, Khalil et O’Reilly [40, Chap.7] pour une version instationnaire de
ces théoremes.
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1.1.3 Théorie des perturbations régulieres

La théorie des perturbations régulieres [75] a pour objet d’étudier le systéme nonlinéaire suivant :
X = F(X,t,e), XeRV (1.27)

ol € est un petit parametre et le second membre de (1.27) dépend de & d’une fagon réguliére.
Ceci implique en particulier que la dimension de ’espace dans lequel vit le systéme ne change
pas lorsque ¢ reste dans un voisinage de 0. (1.27) peut étre vue comme une sous-classe des
systemes représentés par (1.1), le modele (1.2) s’obtient en faisant ¢ = 0 dans (1.27). (Dans ce
cas, l'ordre de z peut étre supérieur ou égal & 0.)

Nous rappelons ici des résultats concernant le cas ot (1.27) se décompose de la fagon suivante :

- f(y7 Z? t? 8) ) y e Rnl (1'28)
z = h(y,zte), zeR™ (1.29)
ou les champs de vecteurs f et h sont définis sur U x Ry X (—gg, &), € est un parametre qui

se trouve dans (—gg, gg) avec 0 < g9 < +00, et U un voisinage ouvert de (0,0) dans R™ x R"2,
Supposons que f et h sont localement lipschitziens et satisfont :

£(0,0,t,e) = 0, h(0,0,t,e) = 0 Vt>0, e € (—ep,e0) -

L’avantage de la décomposition de (1.27) en deux sous systemes est qu’au lieu d’étudier le
systeme de départ (1.27) dont la dimension est souvent treés grande, on étudie les deux “petits”
sous-systemes indépendamment 'un a I’autre en considérant les termes d’interconnexion comme
des perturbations. Par exemple, le systéme (1.28)-(1.29) peut se réécrire sous la forme :

y = f(y7 07 t? 0) + [f(y7 27 t7 8) - f(y7 07 t7 0)]
z2 = h(0,2,t,0) + [h(y, 2, t,e) — h(0,2,t,0)] .

(1.30)

Ainsi, le systéme suivant :
y = f(y7 07 t? 0)
z = h(0,2,t0)

(1.31)

est considéré comme le modele de synthese pour (1.28)-(1.29), et les termes de perturbations
sont f(y,z,t,e)— f(y,0,t,0) et h(y, z,t,&) — h(0, z,t,0).

Pour présenter un résultat sur ce probleme, nous devons d’abord rappeler une définition de
stabilité, la quasi stabilité.
Considérons un systeme instationnaire :

= f(z,u,t), xz€R", weR™. (1.32)

Dénotons par B,(r) la boule ouverte de rayon r > 0, centrée en x = 0 et par R le nombre réel
positif fini ou infini. Aussi, dénotons par |- |max la norme maximum i.e. |z|pax := max{|z;|} pour
x = (z1,...,2,) € R™ Supposons que le champ de vecteurs f est défini sur B, (R) x B, (R) xR,
localement lipschitzien et satisfait :

£(0,0,8) =0 Vt>0.
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Définition 1.5 L’origine x = 0 est K-quasiment stable pour (1.32) lorsqu’il existe un nombre
réel strictement positif K tel que, quels que soient 0 < n < R et tg > 0 il existe un nombre
réel 0 < §(n,to) < n tel que, pour n’importe quelle fonction continue du temps u(t) définie pour
tous les t > 0, si |u(to)|max < 9, alors toute solution x(t) de (1.32) avec u remplacé par u(t)
et |x(to)|max < 0 admet la propriété que dans n’importe quel intervalle to < t < t; dans lequel
[u(t)|max < 1 nous avons |z(t)|max < K.

Dans le cas ot R = +00 et lim,_, 1 (1, tg) = +00, on appellera la K -quasi stabilité globale.

Remarque 1.4 La K-quasi stabilité de x = 0 pour & = f(x, u,t) implique la stabilité (au sens
de Lyapunov) de ’équilibre z = 0 du systeme & = f(x,0,t). O

Retournons maintenant au systeme (1.28)-(1.29). Supposons sans nuire a la généralité que
les champs de vecteurs f et h sont définis sur By(R) x B;(R) x Ry x (—eq,€0), i.e. U =
By(R) x B;(R).

Nous avons :

Théoréme 1.8 [43, pp.124] Si Uorigine y = 0 est (globalement) Ki-quasiment stable pour
(1.28) et z =0 est (globalement) Ko-quasiment stable pour (1.29) respectivement, avec K1 > 0
et Ko > 0 tels que K1Ky < 1, alors l’équilibre (y,z) = (0,0) est (globalement) stable pour
(1.28)-(1.29).

Preuve : Etant donnés n > 0 et ty > 0, il existe deux nombres réels positifs correspondants
91(n,to) et da(n,tp) de la Kj-quasi stabilité de (1.28) et de la Ko-quasi stabilité de (1.29).
Supposons sans nuire a la généralité que K1 < 1. Soit § un nombre réel strictement positif défini
par :

5(17,t0) = min{él(n,to) N (52(K117,t0)} . (1.33)

Considérons une solution maximale (y(t), z(t)) de (1.28)-(1.29) sur [ty, T') telle que |y(to)|max < 9
et |2(t0)|max < 0. Supposons 0 < t; < T le premier instant tel que |z(¢1)|max = 1. Donc,
|2(t)|max < 1 pour tg <t < t1. Puisque y = 0 est Kj-quasiment stable pour (1.28), |y(¢)|max <
Kin pour tp <t < t;. Ceci implique, avec la Ks-quasi stabilité de (1.29), que z(t) < KoKin
sur [tg,t1]. Comme K1K9 < 1, on obtient que z(t) < n sur [to,t1]. Ceci contredit I’hypothese
que |z(t1)| = n, et donc t; = T. En d’autres termes, |z(t)| < n pour tout t € [tg,T). On en
déduit tout de suite que |y(t)| < n pour tout ¢ € [ty, T). D’apres le théoreme de continuation
des solutions, on montre par contradiction que 7" = +oc. Finalement, on obtient que z(t) < n
et |y(t)| < n pour tout t € [ty, +00). Ceci dit, (y,z) = (0,0) est stable pour (1.28)-(1.29).

Remarquons que si d1(n, t) et d2(n, tg) tendent vers U'infini lorsque 1 tend vers l'infini, (1.33)
implique :

lim &(n,ty) = 400 .
n—-+00

|

Il est important de noter la similarité du théoreme 1.8 avec le théoreme du petit gain linéaire.
Pour illustrer le théoreme 1.8, considérons le systeme linéaire suivant :

{ vy = vt ar (1.34)
Z = —Z 4+ &y .

Comme on peut le vérifier directement, le sous systeme y de (1.34) est (|e1]|+0)-quasiment stable
avec § > 0 arbitraire. De méme, le sous systeme z de (1.34) est (|e2| 4+ §)-quasiment stable avec
d > 0 arbitraire. Dans le cas ou |e1e2]| < 1, et nous choisissons d > 0 comme suit :

—(le1l +le2]) + /4 + (Jea] — [e2])?
2 )

0 <6<
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nous avons :
(le1] +6)(Jea] +6) < 1.

Donc le théoréme (1.8) s’applique a (1.34) et on obtient la stabilité de (1.34) lorsque |e1e2| < 1.
En effet, le systeme (1.34) est globalement exponentiellement stable lorsque e169 < 1.
Une autre illustration est donnée par le systeme nonlinéaire suivant :

y = -y +eaxn
2 o= —2(23 + 22 —e2y?) — = (1.35)
Zy = —22(2% + z% —e9y?) + 21 .

Comme indiqué précédemment, le sous systéme y est (|e1| + 0)-quasiment stable avec § > 0
arbitraire. D’autre part, en considérant la fonction candidate de Lyapunov V = z% + z% pour
le sous systéme (z1, z2) de (1.35), nous pouvons démontrer que ce sous systéme avec y comme
entrée est \/@—quasiment stable. D’ou la stabilité de (1.35) est impliquée par le théoreme 1.8

lorsque |e1]+/]e2| < 1.

Notes bibliographiques. Il n’y a pas une définition unanime pour la “perturbation réguliere”.
Nous empruntons cette terminologie de 1'ouvrage [75] de Tikhonov, Vasileva et Sveshnikov. Le
théoreme principal dans [75, Chap. 7] est relatif au comportement asymptotique des solutions
de (1.27) en temps fini lorsque e tend vers zéro. La décomposition d’un systéeme dynamique
(1.27) sous forme de systemes interconnectés (1.28) et (1.29) est tres classique, méme dans le
contexte linéaire (voir, par exemple, Desoer-Vidyasagar [15]).

Le probleme de la stabilité de (1.28)-(1.29) a été étudié par de nombreux chercheurs. La
référence [43] de Lefschetz pour I’étude de stabilité d’un systeme interconnecté (1.28)-(1.29) est
la seule bonne référence que nous avons pu trouvé dans la littérature. Selon le théoreme 1.8 de
Persidskii, le systeme (1.28)-(1.29) est stable si le sous systeme z (resp. z) est K; (resp. Kj)-
quasi stable avec K1 K9 < 1. La contribution de ce théoreme est que la stabilité d’un systeme de
départ, qui est souvent complexe, peut étre obtenue a travers I’étude de “petits” sous systemes.
Ainsi on réduit énormément la complexité du probleme. Le théoréme original de Persidskii [43,
pp.124] traite le cas ou K1 = Ko = 1 et s’étend facilement au cas global.

Une autre fagon d’énoncer la définition de K-quasi stabilité est dire que le systeme (1.32) est
localement un opérateur de gain fini K pour la norme L*°. La condition KKy < 1 s’interpréte
alors comme la condition du théoreme du petit gain (voir Desoer-Vidyasagar [15, Chap. 3]).
En fait, c¢’est grace a cette interprétation du théoreme 1.8 de Persidskii que nous allons obtenir
dans les sections suivantes une généralisation.

1.2 Caractérisations plus récentes: cas global

Dans la section 1.1, nous avons révisé trois caractérisations classiques des effets non-modélisés :
la théorie de la stabilité totale, la théorie des perturbations singulieres et la théorie des per-
turbations régulieres. Nous avons pu constater que la notion de K-quasi stabilité est tres utile
pour I'étude de la stabilité d’'un systeme décomposé en deux sous systemes. Nous continuons
a travailler le long de cette ligne dans cette section. Le premier objectif ici est de présenter
le concept de SpES (stabilité pratique entrée-a-sortie) qui généralise la notion de K-quasi sta-
bilité et permet d’établir un théoreme assez général pour la stabilité du systeme interconnecté
(1.28)-(1.29). Le second objectif est d’essayer d’établir une nouvelle caractérisation de type Lya-
punov qui s’appellera GUEC. 1l s’agit d’étudier la stabilité d’un systéme a partir d’un modele de
synthese et, d’une hypothese sur 'erreur de modélisation exprimée par une borne fonctionnelle
d’une fonction de Lyapunov du modele.
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1.2.1 SpES et le théoreme du petit-gain généralisé

L’objectif du paragraphe est d’étudier le systéme interconnecté suivant :

i1 = filzr,y2,u1), y1o = ha(2r,y2,u) (1.36)
oy = fo(xo,y1,u2), Yo = ha(w2,y1,u2) (1.37)

ol, pour ¢ = 1,2, xz; € R™ et u; € R™ représentent 1’état et ’entrée du systeme, y; € RP!
représente la sortie du sous systeme x;. Les fonctions f1, fa, hi et ho sont régulieres.

Nous introduisons d’abord quelques notions de stabilité liées a un systeme ayant x comme
état, u comme entrée et y comme sortie :

{g‘c = flz,u), z€R", ueR™ (1.38)

y = h(z,u), yeRP.

Définition 1.6 On dit que le systéme (1.38) admet la propriété de :

1. Observabilité de la Non Bornitude (ONB) si, pour chaque entrée continue u(t) définie sur
[0,T) avec 0 < T < +00, la solution mazimale associée x(t) de (1.38) définie sur [0,T") (T" < T)
satisfait la propriété suivante :

1) Si T' est strictement inférieur o T, alors y(t) est non bornée sur [0,T").

2) Si TV =T et |z(t)| tend vers linfini lorsque t tend vers T, alors

lim (Ju(®)] + [y(®)]) = +oo.

2. Observabilité Forte de la Non Bornitude (OFNB) si, de plus, il existe une fonction (3 de
classe KL et une fonction ~ de classe K telles que :

[z(t)] < B(x(0)[,8) + ( sup \(U(T)vy(T))TO vte[0,T7) . (1.39)

T7€[0,¢]

Notons que la définition OFNB est un peu différente & celle de Sontag [70, eq. (38)] car le terme
[ dépendant de la condition initiale z(0) est introduit dans (1.39).

Définition 1.7 Le systéme (1.38) admet la propriété de Stabilité pratique Entrée-a-Sortie
(SpES) s’il existe une fonction [ de classe KL, une fonction ~ de classe K et une constante
positive d telles que, quelles que soient la condition initiale x(0), et trois fonctions continues
x(t), u(t) et y(t) définies sur [0,T) qui satisfont le systéme (1.38), nous avons la propriété
suivante :

(@) < B(lz(0)],2) + v ( sup \U(T)\> +d Vtel0,T). (1.40)

T7€[0,¢]

Dans le cas ot (1.40) est vérifiée avec d = 0, le systéme (1.38) est dit admettre la propriété de
Stabilité Entrée-a-Sortie (SES).

La fonction « dans (1.40) sera appelée gain (nonlinéaire) de 'opérateur entrée-sortie.
Avec ces notions en mains, nous énongons le théoreme principal de cette section.
Théoréme 1.9 (Bornitude et Stabilité)

1. Supposons que (1.36) (resp. (1.37)) admet la propriété SpES avec (y2,u1) (resp. (yi,u2))
comme entrée, y; (resp. yz) comme sortie, et le triplet (G1,71,d1) (resp. (B2, v2,d2)) satisfaisant
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(1.40), et que (1.36) et (1.37) satisfont la propriété ONB. S’il existe deux fonctions p1 et pa de
classe Ko et un nombre réel non-négatif ds satisfaisant :

v2 o (Id+ p1)oyi(s) < (Id — p2)(s) + ds Vs>0, (1.41)

alors, quelles que soient les fonctions continues ui(t) et ua(t) définies et bornées sur [0,+00),
toutes les solutions (x1(t), zo(t)) de (1.36)-(1.37) sont définies sur [0, +00), uniques et bornées.
De plus, st uy =0, us =0 et dy = dy = d3s =0, nous avons :

Jim (g (0] + () = 0. (1.42)

2. Dans le cas ou w1 = 0, ug = 0, et les hypothéses du point 1 sont vérifiées avec dy = dy =
ds =0, si (1.36) et (1.37) satisfont la propriété OFNB, alors ’équilibre (z1,x2) = 0 du systéme
(1.36)-(1.37) est GAS.

Remarque 1.5 Certaines conditions suffisantes garantissant (1.41) ont été données dans [47].
Aussi, la propriété (1.41) est équivalente a sa propriété symétrique: il existe deux fonctions
pi(i =1,2), de classe K, et un nombre réel non-négatif dj tels que :

mo(d+p)ora(s) < (Id=ph)(s) +dy  Vs=0. (1.43)

|

Remarque 1.6 Or la conclusion du théoreme 1.9 est fondée sur la manipulation des deux
inégalités (1.40) de SpES ainsi que la condition du petit gain (1.41), ce théoréme peut étre utilisé
dans un contexte ou soit le systéme considéré n’a pas explicitement une expression (1.36)-(1.37),
soit il est instationnaire. Ceci sera le cas pour la Proposition 1.1 (voir les analyses de (1.70) a
(1.78)) et pour le théoreme 2.3 (bis). O

Nous appellerons le théoreme 1.9 théoréme du petit gain généralisé.

Il est intéressant de remarquer un cas particulier ot y = x dans (1.38). Dans ce cas, les
propriétés ONB et OFNB sont toujours satisfaites par (1.38) et la notion SES est la stabilité
entrée-a-état (ISS), mais restreinte aux entrées continues. La notion SpES devient la stabilité
pratique entrée-a-état (ISpS), i.e. :

Définition 1.8 Le systéme & = f(x,u) est entrée-a-état pratiquement stable (ISpS) avec u
comme entrée s’il existe une fonction 3 de classe KL, une fonction v de classe K et un nombre
réel positif d tels que pour chaque entrée u(-) mesurable, essentiellement bornée et définie sur
Vintervalle semi-ouvert [0, +00), et pour chaque condition initiale x(0), la solution z(t) existe
pour tous les t > 0 et satisfait!

lz@®)] < B(lz(0)],t) + v (lwll) + d. (1.44)
Si d=0 dans (1.44), ISpS devient ISS.

Définition 1.9 Le systéme & = f(x) est globalement pratiquement stable (GpS) s’il existe une
fonction (B de classe KL, un nombre réel positif d tels que les solutions x(t) avec la condition
initiale x(0) sont définies sur [0,400) et satisfont :

[z < B(z(0)[,1) + d . (1.45)
Si d =0 dans (1.45), GpS est clairement GAS.

|| - || signifie la norme L*°. Mais dans la suite, nous nous restreignons souvent aux signaux continus.
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Nous avons pour cette notion ISpS un résultat un peu plus fort que le théoreme 1.9, ceci non
pas pour des raisons techniques mais simplement parce que c’est le premier résultat que nous
avons obtenu. Plus précisément, considérons le systéme nonlinéaire (Figure 1.1) :

Uy

2y

Figure 1.1: Systeme par bouclage

Xp o & = f(z,z,m) (1.46)

X9 1 2 = g(z,z,u9)
ou (u1,ug) est entrée, f et g sont deux fonctions régulieres. Nous supposons que :

(H1) le systeme ¢ est ISpS avec (z,u1) considérée comme entrée et (31,71, d1) comme triplet
satisfaisant (1.44).

(H2) le systeme ¥, est ISpS avec (x, uz) considérée comme entrée et (32, y2, d2) comme triplet
satisfaisant (1.44).

Théoréme 1.10 Si les hypotheéses (H1) et (H2) sont satisfaites avec v1 et ~yo telles qu’il existe
deux fonctions p1 et po de classe Ko, et un nombre réel non-négatif ds satisfaisant :

v2 o (Id+ p1)oyi(s) < (Id — p2)(s) + ds Vs>0, (1.47)

alors, le systéme (1.46) est ISpS avec (uy,us) considérée comme entrée. De plus, si (H1) et
(H2) existent avec di = 0 et do = 0, et si (1.47) est satisfaite avec ds = 0, alors le systéme
(1.46) est 1SS avec (u1,usz) considérée comme entrée.

Preuve : voir Appendice B. O

Remarque 1.7 Quand les entrées uq et us sont identiquement nulles, et di = do = d3 = 0, le
systeme (1.46) est en fait GAS. O

Pour illustrer le théoreme 1.10, considérons le systeme suivant :

T = Az + w(z,2) (1.48)
Z = h(z,z) (1.49)
ou A est une matrice strictement Hurwitz, et h et w sont deux champs de vecteurs réguliers tels

que :
h(0,0) = 0, w(0,0) = 0.
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Soit P une matrice symmétrique définie positive satisfaisant :
ATP + PA = —I.
Nous avons :

Corollaire 1.11 Sile systéme 2 = h(x, z) est ISS avec x comme entrée, et s’il existe un nombre
réel k dans (2,+00) tel que :

kx'Pw(z,z) < z'z Vo ,Vz, (1.50)
alors 'équilibre (z, z) = (0,0) de (1.48)-(1.49) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : Nous allons démontrer que le sous systeme z (1.48) est ISS avec z comme entrée et un
gain 7, = 0. Pour ce faire, considérons une fonction quelconque z(t) continue,? bornée et définie
sur [0, +00). Soit z(t) la solution maximale définie sur [0, 7).

Considérons la fonction :

V(z) = ' Pz .
Sa dérivée temporelle le long des solutions de (1.48) est :
V = —z'z + 22" Pw(z, 2) .

A Daide de (1.50), nous avons :

: 2
vV < —(1—E>x% Vte[0,T).

Selon Sontag [70, Lemma 6.1], ceci implique 7' = 400 et I'existence d’une fonction 3, de classe
KL telle que :

z(t)Tz(t) < Bo(x(0)"2(0),1) Vt>0.

On en conclut immédiatement que le sous systeme (1.48) est ISS avec z comme entrée et un
gain 7, = 0. Le théoreme 1.10 permet de conclure. O

Notes bibliographiques. Dans le contexte classique de la stabilité entrée-sortie (I0S) (voir,
par exemple, [15]), le role des conditions initiales n’a pas été rendu explicite. Le théoreme du
petit gain linéaire? peut étre trouvé dans Desoer et Vidyasagar [15]. Une généralisation récente
du théoreme du petit gain linéaire au cas de gains nonlinéaires est due a Hill [23] et Mareels et
Hill [47]. La premiere partie du théoréme 1.9 n’est rien d’autre que le théoreme de Mareels et
Hill [47, Theorem 2], relatif & ’approche entrée-sortie. La seconde partie du théoréme 1.9 est un
résultat de stabilité relatif & 'approche de Lyapunov. La notion SES est fortement liée & celle
(I0S) proposée par Lin [45, Definition 4.2.1]. La notion ISS est due a Sontag [70, 71].

Le Corollaire 1.11 est une généralisation de [26, Lemma p.442] du cas local au global (voir
aussi le Corollaire 1.15 du paragraphe 1.3.1).

2Comme z est ici une composante des solutions C' du systeme (1.48)-(1.49), il suffit de considérer les entrées
continues.
3Le mot “lindaire” ici signifie que les gains des sous-systemes (pouvant étre nonlinéaires) sont linéaires.
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1.2.2 GUEC

L’objectif de ce paragraphe est de développer une nouvelle caractérisation de type Lyapunov
dans le but de capturer une classe d’effets non modélisés la plus large possible. Pour ’approche
SpES introduite dans le paragraphe précédent, nous avons étudié la stabilité d’un systeme en le
décomposant convenablement en deux sous systemes. Ici, nous nous contentons d’observer que
les solutions du systeme ne satisfont pas 1I’équation différentielle du modele que nous proposons.
Dans ce contexte, le probleme est d’essayer de proposer des bornes sur cette erreur d’équation
qui soient a la fois utilisables et significatives. Ceci va étre développé avec I'aide d’une fonction
de Lyapunov du modele et d'un signal de comparaison. Le prix de cette généralité est que nous
ne pourrons donner qu’un résultat de valeur qualitative et non quantitative.
Plus précisément, considérons le systeme de simulation suivant :*

X = F(X,t), XeQ
r = H(X,t), zeR"

(1.51)

ou X est I’état, x est une variable observée, I est le champ de vecteurs et H est une application
d’observation, et € est un voisinage ouvert de lorigine dans RY. En général, = n’est pas
l’observation directe notée y du systeme (1.51), elle est souvent la sortie d’un filtre ayant y
comme entrée. Nous supposons que F, X ainsi que sa dimension N sont inconnus, mais que F
et H sont régulieres sur 2 x R et telles que :

H(Q,0) = R (1.52)

L’interprétation de la contrainte (1.52) est que nous cherchons des résultats qui sont globaux
dans l’espace de I'observation = du systeme (1.51). Le cas local sera traité dans la Section 1.3.
Notons que le systéme (1.51) a une forme plus générale que (1.1). Comme modele pour
I’évolution de la variable mesurée x = H(X,t) de (1.51), nous prenons le systéme dynamique

suivant :
&t = f(z), zeR". (1.53)

L’objectif est de :

trouver des conditions suffisantes sous lesquelles la bornitude globale des solutions de (1.53)
impliquerait la bornitude globale des solutions de (1.51).

Pour cela, nous supposons dans un premier temps que le systeme de simulation (1.51) admet
la propriété suivante ou 02 représente la frontiere de €2 :

Hypothése OE (Observabilité de I’Evasion de (2) (1.54)
Pour toute condition initiale X (0) dans Q, soit X (t) la solution mazimale sur Q associée de
(1.51). Si X(t) est définie mazimalement sur [0,T), alors :

(X(t) - 90Q sit—T) = limsup|H(X(t),t)| = 400 .
t—T

L’hypothese OE (1.54) signifie que, pour savoir que la trajectoire { X (t) };c(o,1) est bornée, il suffit
d’observer que la trajectoire {H (X (t),?)};c(o,7) est bornée. En d’autres termes, I'état X (¢) du
systeme (1.51) ne peut pas tendre vers la frontiere de son domaine “global” €2 dans (1.52) sans

4Notons que notre probléme n’a de sens que si n < N.
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que 'observation z(¢) ne tende vers l'infini. Néanmoins, nous remarquons que ’observation de
I’évasion n’est pas impliquée par la notion usuelle d’observabilité. Voici un exemple tres simple.

Exemple 1.2 : Considérons le systeme d’ordre 2 :
. 3
T =z

1.55

{ y = T. ( )

Pour ce systeme, nous posons X = (av,y)—r et I'application d’observation est donnée par la
matrice H = (0,1). Pour chaque zp # 0 et chaque yy dans R, la solution de (1.55) avec la
condition initiale (zq,yo) est définie sur [0, 51) et s’écrit explicitement comme :

(v S 2(0) (1.56)
T = x94| ———, x(0) = x¢, .
N1= 2ta’ 0
1 1 — 2tz}
y(t) = o+ — - —2, y(0) = o - (1.57)

Zo Zo

Donc pour tout ¢ dans [0, 21?), xo peut étre obtenu a partir de y(t). Ceci démontre ’obser-
0
vabilité. En effet, y(t) — yo est une fonction continue et croissante de z. Mais y(t) est bornée
sur [0, ﬁ), alors que x(t) ne 'est pas. |
0

Aussi, supposons que le modele (1.53) satisfait :

Hypothése GB (Bornitude Globale) (1.58)
Il existe une fonction C'V positive et propre telle que :

aa_Z(x) f(z) def W) <0 VxeR". (1.59)

Cette hypothese implique que toutes les solutions du modele (1.53) sont bornées.

L’origine de notre caractérisation GUEC est que, quand (1.53) est considéré comme notre
modele pour le systeme (1.51), il est supposé que le champ de vecteurs f du modele (1.53)
satisfait :

OH oOH
a—X(X,t)F(X,t) + E(X,t) = f(H(X,t)) V(X,t)e QxR . (1.60)
Malheureusement, a cause d’approximation, incertitudes, ..., (1.60) n’est typiquement pas satis-

faite. C’est pourquoi nous devons quantifier I’écart de (1.60) ou en d’autres termes, caractériser
la distance entre notre modele (1.53) et le systeme actuel (1.51).

Pour atteindre notre objectif, nous introduisons une nouvelle fonction et deux suites de
nombres positifs de la fagon suivante :

(H) 1l existe une fonction réelle positive continue Y définie sur R", avec T(0) = 0, qui satisfait
la propriété suivante :
il existe deux suites croissantes de nombres réels positifs {u; };>0 et {v;}i>o telles que :

0 <wup <wvy < oo < U <V < U] < oeey U; — F00 (1.61)
et :

W(z) > seué) T(y) Va: V()€ u;,v (1.62)
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oun B, :={yeR": V(y) <V(x)}.

Cette hypothese technique traduit la propriété que W doit dominer T sur certains ensembles
de niveau de V. Elle est verifiée par exemple dans les deux cas suivants :
1- il existe une fonction positive et continue «, avec a(0) = 0, qui est croissante sur [vg, +00) C
R, et satisfait : pour tous les x € R",

a(V(z)) < W(z) et Y(z):= a(V(x)).

2- pour tous les (z,y) € R?", Y(y) < W(x) si V(y) < V().
Avec les fonctions V', W et T satisfaisant (1.59)-(1.62), nous avons maintenant ce qu’il nous

faut pour proposer une caractérisation des effets non modélisés.

Hypothése GUEC (Caractérisation Globale des Effets Non-modélisés) (1.63)
1l existe deux nombres réels positifs w1, ps tels que, quel que soit Xo € 2, pour chaque solution
mazimale de (1.51) X : [0,T) — RY avec la condition initiale X (0) = Xq et lintervalle semi-
owvert mazximal a droite [0,T), il existe un nombre réel positif D satisfaisant : ¥t € [0,T),

T @) 6(0) = Fe(®)]] £ W l0) + 2 swp Ta(s) +D (164

ot x(t) = H(X(t),1t).
On appellera dorénavant signal de comparaison le signal défini par :

ro= OiligtT(x(T)) . (1.65)

Il est important de noter les deux propriétés intrinseques de cette caractérisation :

(P1) Invariance par difféomorphisme : 1'équation (1.64) est indépendante du systeme de co-
ordonnées du modele. Précisément, pour chaque difféomorphisme global ¢, (1.64) est satisfaite
avec la nouvelle variable du modele x = ¢(z).

(P2) Invariance sous les transformations convexes : Dans le cas ou il existe une fonction a de
classe K, telle que

T(z) < a(V(x)) < W(z),

pour chaque fonction 1 convexe, définie positive et de classe C*, Hypothese GUEC est satisfaite
avec la nouvelle fonction de Lyapunov (V).

En effet, dans le nouveau systeme de coordonnées xy = ¢(x), le modele (1.53) est transformé
en :

X = e 0™ 00) = 0 (1.66)
avec ¢’ représente ici la dérivée de ¢. Donc GB (1.58) est satisfaite par (1.66) avec :

Vi) = V'), W) = W '),

en d’autres termes, nous avons :
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Finalement,
S [ = T | = [ G0 - ¢ o 00t~ ]|
= |2 o) o) — S0
< m W 0)®) + p2 sup T(x(s)) + D (1.67)

0<s<t
ce qui démontre (P1) avecz(x) = T(¢'(x)). De plus, il est direct de vérifier que ce nouveau

triplet de fonctions (V, T, W) vérifie encore la propriété (H).
En ce qui concerne (P2), (1.53) satisfait GB (1.58) avec V' et W remplacées par :

Vo(z) = v(V(x)), Wolz) = &'(V(z))W(x) .
Puisque nous avons ici I’'inégalité suivante :
T(z) < a(V(z) < W(x),
pour chaque D > 0 et € > 0, il existe un nombre réel positif Dy tel que :
Dy'(V(z)) < ep'(V(2))W(z) + Do .

Par conséquent, nous avons succesivement :

%(w(t)) [(t) — f(w(t))]‘ = w’(V(w(t)))g—Z(w(t)) [E(t) = f(x(®)]]
< mWola(t) + met(V(2(1))) sup T(x(s)) + Dy'(V(x))
< (p+e)Wo(x(t)) + o Oillgt{w’(v(w@)))T(w(é’))} + Do
< (1 4 e)Wo(x(t)) + peo o;<1i_1<)t Yo(z(s)) + Do (1.68)

ce qui démontre la propriété (P2) avec :
Yo(z) = ¢'(V(2))Y(x) .

De plus, il est direct de vérifier que ce nouveau triplet de fonctions (Vp, Yo, Wp) vérifie encore
la propriété (H).

En introduisant le signal de comparaison 7, nous cherchons a autoriser des dynamiques non
modélisées en plus d’incertitudes statiques. Remarquons que si r n’était pas présent, il serait
suffisant comme d’habitude de vérifier (1.64) seulement point par point dans l'espace d’états
étendus (X, t). Mais, di a la présence de r, (1.64) devient une hypothese & vérifier solution par
solution, et donc la vérification de (1.64) est souvent une tache difficile. Par contre, (1.64) peut
étre vérifiée en ligne dans le cas ol & est mesuré. Si & n’est pas mesuré, on peut remplacer (1.64)
par sa version intégrale suivante : V0 < s <t <T

V) - V) — [ S @) )i (1.69)

S
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< /t W(x(r))dr + 2 /t sup Y(z(r'))dr + D(t —s) .

0<r'<r

Ceci nous permet de nous passer de la mesure de X. Notons finalement que, a 1'aide des
propriétés des systemes considérés, il est souvent possible de la vérifier sans la connaissance
explicite des solutions (voir le paragraphe 1.1.3).

Le signal r peut étre vu comme la norme L d’'un “opérateur” mais avec une entrée spécifique
T liée a la “marge de stabilité” du modele et d’une sortie plus spécifique (multiplication par
‘?9—‘;). Pour aller plus loin, nous allons comparer I’hypothese GUEC (1.63) avec ’approche SpES
en supposant que (1 est dans (0, 1) et nous sommes dans le cas particulier suivant de I’hypothese
(H) : il existe une fonction « de classe K telle que

T(x) < a(V(z)) < W(x) YzeR". (1.70)
Dans ce cas, GUEC (1.63) et GB (1.58) donnent :

V < (1= p)W(x(t) + po sg[lopt]{r(x(T))} + D. (1.71)

Soit p un nombre réel arbitraire dans (0,1 — pg). Vu (1.70), (1.71) se réécrit comme :

V < —pa(V(z(t) — [(1 — 1 — p)a(V(z(t)) — pe sel[lopt]{T(w(T))} - D] (1.72)

A partir de (1.72), nous allons démontrer que 1'“opérateur” ° entrée sortie ¥ — (V') ayant =

comme état est SpES avec le gain 7, défini dans (1.75). Notons d’abord que cet “opérateur”
vérifie la propriété ONB puisque « et V' sont propres. Puis, en appliquant I’algorithme de Sontag
[70, Proof of Theorem 1] & (1.72), nous obtenons :

a(V(z@) < Sila(V(2(0))),t) + n ( sup {T(w(T))}> + Dy Vte[0,T) (1.73)

T7€[0,¢]

ou 1, v1 et D1 sont définies par :

S
d
n(s) := —/ T Vs >0,
1 pe(T)
0 si s=0
A pu— > 1.
B(s,t) 0 si s> 0ett+n(s) > 8_1)I51+n(s)
n~Ht+n(s) si o s>0ett+n(s) < lir&n(s)
S—>
Bils.t) = aBas)0) + oy V(st) ERy xRy (1.74)
et, pour tout s > 0,
M2
s) = — M 1.75
ne) = (1.7
D
Dy = —— (1.76)
L= —p

SFaute de mieux, cette terminologie est utilisée par abus. Néanmoins, ceci ne géne pas d’établir les deux
équations essentielles (1.73) et (1.77) auxquelles le théoréme 1.9 s’applique pour obtenir notre résultat.
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D’autre part, il est clair que a(V) — T satisfait ONB et vérifie la propriété SES avec le gain
linéaire v, :=1d, i.e. :

Y((®) < suw {a(Viz(r)} . (1.77)

On s’apercoit que le gain v; dans (1.75) et le gain v9 = Id satisfont la condition du petit gain
(1.41) dans le théoreme 1.9, pourvu que :

12

— < 1. 1.78
L= —p (1.78)

Puisque p est arbitraire dans (0,1 — p;), la condition (1.78) est équivalente a :
I — 1 —p2 > 0. (1.79)
Donc en appliquant le théoreme 1.9 avec (voir la Remarque 1.6) :
z=w, y=alV(), z=z, y="T,
nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.1 Sous les hypothéses OF (1.54) , GB (1.58) et GUEC (1.63) , si pour une
certaine fonction « de classe Koo, nous avons :

1 — g — po2 > 0, (1.80)
T(z) < a(V(z)) < W(x) YzeR", (1.81)

alors chaque solution X (t) de (1.51) avec la condition initiale X (0) € Q est bien définie sur
[0, +00), unique et bornée. De plus, s’il existe un nombre réel positif t. tel que, quels que soit
te < tg < t, nous avons :

g—‘;(w(t)) [E(t) = f(@(@®)]] < mW(z(t)) + p2 sup {T(x(s))} , (1.82)

to<s<t
alors la fonction V(x(t)) converge vers zéro quand t tend vers +oo.

Preuve : voir Appendice B. O

Pour le cas moins restrictif ou, au lieu de (1.81), nous avons I’hypothese (H), nous avons le
résultat suivant :

Proposition 1.2 (Bornitude Globale) : Supposons que OF (1.54) et GB (1.58) sont vérifiées.
Si, pour une certaine fonction Y satisfaisant I’hypothése (H), l'hypothése GUEC (1.63) est sat-
isfaite avec 1, po satisfaisant :

1 — g — po > 0 (1.83)

alors chaque solution X (t) de (1.51) avec la condition initiale X (0) € €, dont le nombre réel
positif associé D dans GUEC (1.63) satisfait :

D < (1 — pp — p2) liminf W(x) , (1.84)
|| —+o0
est bien définie sur [0,400), unique et bornée. De plus, s’il existe une fonction o de classe K

telle que
T(z) < a(V(z)) < W(z) VzeR", (1.85)
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alors pour chaque solution, satisfaisant pour tous les ty > 0,

maX{Ov g—‘;(w(t))[i(t)—f(w(t))] — mW(x(t)) — p2 sup {T(w(é’))}} — 0 (1.86)

to<s<t
quand t — ty tend vers 400, la fonction V(x(t)) converge vers 0 quand t tend vers +oo.

Preuve : voir Appendice B. O

Nous remarquons que D peut dépendre de la solution et donc des conditions initiales. Ceci
va causer une difficulté pour l’analyse globale. Cependant, quand W est propre, (1.84) est
trivialement satisfaite. Dans ce cas, il n’y a pas de contrainte sur la condition initiale X (0)
donnée implicitement par D. La satisfaction de (1.86) impliquera 'existence d’une fonction
positive D(to,t) qui satisfait une équation similaire & (1.64) et la convergence vers 0 quand
t— to — OQ.

Pour terminer ce paragraphe, nous signalons les points suivants qui rendent la Proposition
1.2 plus générale que la Proposition 1.1 :

1. Pour conclure la bornitude globale des solutions, on n’exige que la propriété (H) entre le
triplet de fonctions (V, W, Y) dans la Proposition 1.2, a savoir que (1.81) dans la Proposi-
tion 1.1 implique automatiquement (H).

2. Pour obtenir la convergence asymptotique de V' (z(t)), on a besoin de I'uniformité de GUEC
(1.63) par rapport a l'instant initial ¢y avec D = 0 dans la Proposition 1.1. Mais dans la
Proposition 1.2, on n’a besoin de I'uniformité de GUEC (1.63) qu’avec le fait que D(to,t)
tend vers 0 quand ¢ — ¢y tend vers +oo. Aussi, (1.85) est satisfaite seulement avec une
fonction o de classe K (non Ku!).

Par contre, le prix de ces généralisations de la Proposition 1.2 par rapport a la Proposition 1.1
est que, aucun résultat de stabilité (au sens de Lyapunov) a été obtenu dans la Proposition 1.2.
En revanche, la possibilité d’avoir un résultat de stabilité existe dans la Proposition 1.1 puisque
la derniére est une conséquence du théoréeme du petit gain 1.9 (voir Exemple 1.3).

Notes bibliographiques. La synthese de commande robuste dépend de la caractérisation
des effets non modélisés choisie. La caractérisation GUEC généralise des récentes approches
dans la littérature (voir par exemple [5], [12], [19]) au sens suivant : (1) permettre de capturer
des dynamiques incertaines en introduisant le signal de comparaison 7; (2) avoir une généralité
académique a travers l'introduction des ensembles de niveau d’une fonction de Lyapunov du
modele dans (H).

1.2.3 Exemples illustratifs

Dans ce paragraphe, a ’aide de trois exemples, nous illustrons les hypotheses et les résultats qui
ont été présentés dans les paragraphes précédents.

Exemple 1.3 : Considérons le systeme nonlinéaire :

z = f(z) + w(z,2)
{2 = h(z,x) (1.87)

ouxz €€ R™ zeR™, f hetwsonttrois fonctions régulieres telles que :

£(0) =0, w(0,0) =0, h(0,0) =0.
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Nous faisons les hypotheses suivantes sur le systeme (1.87) :
(A1) Le sous-systéeme Z = h(z, x) est ISS avec z comme entrée et une paire de fonctions (3, 7).

(A2) 1l existe une fonction C' V' : R™ — R, trois fonctions a1, az, az de classe Ko telles
que, pour chaque z dans R™

ar(lz]) < V(z) < a(lz])

et
aa_‘;(x) flz) = —W(z) < —a3(V(x)) .

Ceci signifie que 1'origine est une solution globalement asymptotiquement stable de @ = f(z).

(A3) Le terme couplé w(x,y) est restreint de la facon suivante :
il existe trois fonctions réelles positives 71, 79, 3 et trois nombres réels positifs €1, €9, €3
satisfaisant que 3 est non décroissante et :

€1 +e0+e3 < 1 (1.88)
v302v(a) < asoaj(a) Va>0 (1.89)
w(z,2)] < n(zl) + (=) V(z,z2) e RM™ (1.90)
ov
%(x) n(lz)) < eeW(z) VeeR™ (1.91)
oV ni+nsg
%(x) y2(lz]) < eW(x) + esys(lz]) V(z,2)eR . (1.92)

Notons que les équations (1.91) et (1.92) peuvent étre en général obtenues par 'inégalité de
Young (voir [22]), comme dans I'exemple 1.4.

Nous voulons montrer :

d’une part que, sous ces hypotheses (A1) & (A3), en trouvant des sorties convenables pour
les deux sous systemes de (1.87), chaque sous systéme est SES et une condition du petit gain
est vérifiée. Donc le théoréme 1.9 s’applique & (1.87).

D’autre part, ces hypotheses (A1)-(A3) impliquent la satisfaction des propriétés OE (1.54) ,
GB (1.58) et GUEC (1.63) et donc la proposition 1.2 s’applique a ce systeme. Avec cet exem-
ple, nous montrons aussi l'utilisation de la condition du petit gain et/ou de I’hypothese GUEC
(1.63) dans le probleme de stabilisation globale d’une classe de systémes nonlinéaires intercon-
nectés.

Selon I'hypothese (A2), vu les équations (1.90), (1.91) et (1.92), la dérivée de la fonction V'
donnée par (A2), le long des solutions de (1.87), vérifie :

V < —(1—e; —e)W(x) + e373(]2|) (1.93)
ou les g; (1 <i < 3) sont donnés par (A3). Puisque V et W satisfont :
ar(lz]) < V(z) < ao(lz]) et az(V(z)) < W(z),

en appliquant 1’algorithme de Sontag [70, Proof of Theorem 1] & (1.93), nous obtenons une
fonction 3, de classe KL et une fonction 7, de classe K satisfaisant 1’équation suivante :

az(V(z(t)) < Be(as(V(2(0))),1) + 7 ( sup {73(\2(7)\)}> : (1.94)

T7€[0,¢]
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(B ne jouant aucun role dans la suite, nous donnons uniquement ’expression de ~,, :

Yu(s) = %33 Vs>0 (1.95)

ou ¢ est un nombre réel quelconque dans (0,1 — €1 — e2) (voir (1.88)). Le sous systéme x peut
étre vu comme un systeme SES avec v3(|z|) comme entrée et a3(V(z)) comme sortie. Grace a
I’hypothese (A1), nous avons :

sall2(0) < 202805001, 0) + 2. ( s oa(V(a(s)) ) (1.96)
ou l'on a utilisé [70, eq. (12)] et ., de classe K, est définie par :
v.(s) = y302y0a;  caz'(s) Vs>0. (1.97)

D’apres (1.89), nous avons : v,(s) < sVs > 0. La condition (1.41) du théoreme 1.9 donne donc,
pour € > 0, v, 0 (1 4+¢€)vy, <1—¢, soit ici e3(1 +¢)/0 <1 — ¢, ce qui donne :

ez(l—¢e) < (1—¢e)(1—e1 —e9)

qui n’est rien d’autre que (1.88). Donc, en utilisant le théoreme du petit gain 1.9, nous concluons
que 1’équilibre (z, z) = (0,0) de (1.87) est globalement asymptotiquement stable (GAS).
En résumé, nous avons montré le résultat suivant.

Proposition 1.3 Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3), l’équilibre (x,z) = (0,0) de (1.87)
est GAS.

Démontrons maintenant que les hypotheses OE (1.54) , GB (1.58) et GUEC (1.63) sont
vérifiées. Remarquons d’abord que dans (1.87), N = ny 4+ ng, n = ny et

X - (xuz)—rv H - (In1><n1 I Onlxng) I Q - Rn1+n2 I

et (1.52) est trivialement satisfaite.
En prenant le systeme

= f(x) (1.98)
pour le modele du systeme (1.87), nous avons :

Lemme 1.12 : Sous les hypotheses A1, A2, A3, les hypothéses OF, GB et GUEC sont satis-
faites.

Preuve : Remarquons premiérement qu’en raison de I’hypothese (A2), le modele (1.98) satisfait
la propriété GB. Ensuite, OE est une conséquence directe de (Al). Enfin, soit (x(t), z(¢)) une
solution de (1.87) définie maximalement sur son intervalle semi-ouvert [0, 7"). D’apres (A1)-(A3),
nous obtenons, pour tous les t € [0,7) (vu [70, eq. (12)]) :

G (@ (1) w(x(t), 2(1))]
(€1 + e2)W(z(t)) + ezys(|=(D)])

(61 +¢e2) W(x(t)) + e3a3 <Os<1;1<)t V(m(s))) + e373(26(]2(0)], 1)) .

<
<

Ceci implique GUEC (1.63) pour le systeme (1.87). O

La proposition suivante est la conséquence directe du Lemme 1.12 et de la Proposition 1.2.
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Proposition 1.4 Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3), toutes les solutions (x(t), z(t)) de
(1.87) sont bien définies sur [0,400), bornées, et satisfont :

Jim (ja(t)] + 2(2)]) = 0.

Exemple 1.4 (Systémes presque homogénes) :

Les hypotheses (A1), (A2) et (A3) sont vérifiées par les systémes presque homogenes d’ordre
A > 1 (voir, par exemple, [3], [4], [14]), & condition que :
(1) f et h soient deux champs de vecteurs réguliers, homogenes d’ordre A > 1, i.e. :

flex) = Mf(x), h(ex,cz) = A h(x,2), YeeR. (1.99)

(2) L’équilibre © = 0 de & = f(x) et I’équilibre z = 0 de 2 = h(z,0) soient globalement
asymptotiquement stables;

(3) w(z, 2)| < e1|z|* + e]z]*, pour deux nombres réels e; > 0 et o > 0. Notons que w peut
contenir des nonlinéarités non-homogenes telles w(z, y) = 2y~ sin(2?).

En effet, d’apres [20, Theorem 57.4], il existe une fonction de Lyapunov Vi(z) homogene
d’ordre p; pour le systéeme homogene stationnaire 2 = h(z, 0) telle que, pour trois nombres réels
c1>0,c5>0et c3 >0,

calzlft < Vi(z) < eglz| (1.100)
et : oV
a—l(z)h(z,O) < —cgla ALy (1.101)
z
Notons que :
o %(z) est homogene d’ordre p; — 1.

En effet, puisque Vi(z) est homogene d’ordre py, nous avons :
Vi(ez) = ¢MVi(z), VeeR.

En dérivant par rapport a z, nous obtenons :
o (cz) = c’“_l—av1 (2) .
0z 0z

° w est homogene d’ordre A\ — 1, puisque h est homogene d’ordre A.

e puisque %(z) est bornée sur la sphere unité {z | |z| = 1}, il existe un nombre réel stricte-
ment positif dy tel que :

oV oV
5, () = [T (e l2]) < difeli T Vs (1.102)
e puisque w est bornée sur la sphere {(z,2) | |z|*~! + |z|*~! = 1}, il existe un
nombre réel strictement positif ds tel que :
(o) ()
pp L 7 <d4y Vaz,z2 (1.103)

X

p
ot pi= (g 1+ |z YO D si x> 1 et p:=1si A= 1.
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Alors, (1.101), (1.102) et (1.103) donnent :

Vi o Vi
=5, Bz 2) = —=(2)h(2,0) + —=(2) [h(z,2) = h(z,0)]
< —eslzATE b dydala|(|2 T+ |22 2L (1.104)

Avec l'inégalité de Young (voir Section B.0), (1.104) implique I’existence de deux nombres réels
positifs ¢4 et c5 tels que :

A4}

0z
Selon I'algorithme présenté dans [70, Proof of Theorem 1], vu (1.100), (1.105) implique I’existence
d’une fonction 3 de classe KL et une constante positive k telle que

120 < B(12(0)[,1) + ks[élg{\w(é’)\} (1.106)

(2)h(z,z) < —|z[M eal2]d = eslz)?) . (1.105)

i.e. 'hypothese (A1) est satisfaite pour la fonction - définie par vy(s) = ks.
D’autre part, il existe une fonction de Lyapunov V(x) homogene d’ordre p pour le systéme
homogene stationnaire & = f(x) telle que pour une certaine constante ¢ > 0,

ov

o (@)f(@) < —c x|t (1.107)
Donc il existe trois constantes positives [; (i = 1,2, 3) telles que I’hypothese (A2) soit satisfaite
avec :
ar(|z]) = Llzlt,  as(lz]) = o]zt as(v) = lgv% . (1.108)
Finalement, I'hypothese (A3) est vérifiée avec :
ki(p—1) B kA (2k)rHA—T

€1 = kier, e =

€2, €2
c(p+A-1) (4 A — DlgltA=/m

A— — _
71(s) = €157, Y2(s) = 25", Y3(s) = l3l§M+ 1)/“(2’“)1 oA A
ou k1 > 0 ne dépend que de V.
En conclusion, d’apres la Proposition 1.3, la solution nulle du systeéme (1.87) est GAS. B

Exemple 1.5 : Considérons le systeme nonlinéaire commandé mais singulierement perturbé :

i o= xet+a?—y
Ty = U
2 ol (1.109)
3
pi = -
(1+y?)2
ou u € R est la commande, z := (z1,22) € R? est une partie mesurée de 'état, y € R est la

composante non mesurée de I’état et p est un nombre réel positif arbitraire inconnu.
Comme nous le verrons dans la Section 3.1.2 (voir aussi [30]), la caractérisation GUEC
(1.63) va va conduire pour proposer la commande :

. 2 O 2 3
u(xzy,x2) = —x1 — (1 + 221 — 327 + 8_:;11(%1)) (w2 + 2y — a7) (1.110)

— (@2 + 21+ 21 —af +vi(21)) — va(w1, 72)
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oll v; et v, de classe C', sont données par :

vi(z1) = e,
vo(21,22) = (w2+a1 +af -2+ vl(xl))g (1422 — 3(1 —cp)ad)? (1.111)

+ec1(re + 21 + 22 — 23 +v1(21))3

ol ¢ est un parametre a choisir plus grand que 4. Nous allons d’abord étudier ce systeme bouclé
(1.109) au point de vue de la caractérisation GUEC, puis au point de vue de la caractérisation
SpES.

e avec la caractérisation GUEC

Nous allons montrer que les hypotheses OE (1.54) , GB (1.58) , (H) et GUEC (1.63) sont
vérifiées pour ce systeme (1.109), et donc la Proposition 1.2 s’applique pour conclure la bornitude
globale des solutions.

Remarquons que le systeme (1.109) vérifie (1.51) en prenant N =3, n =2 et

1 00

Bien que la solution ordinaire y = 0 du sous systeme y de (1.109) avec 1 = 0 admette une
attraction plus faible qu’exponentielle a 'infini et pres de l'origine, 'hypothese OE (1.54) est
vérifiée.
Nous choisissons le systeme différentiel ordinaire suivant comme modele pour le systeme
(1.109) :
{ B o= wo+af—a (1.112)
i‘g = u(xl,wg) .

Comme il peut étre directement vérifié, GB (1.58) est satisfaite par (1.112) avec les fonctions V'
et W définies par :

1 1
V(zy,z0) = §x% + §(x2—|—x1 + 22 — 23 + vy (z1))? (1.113)
W(zy,z2) = 2V(ry,z2) + ziv1(zy) + [T2 4+ 21 4 27 — 23 + vi(21)] v (1.114)

1l est assez facile de voir que si 'on prend Y(z) = 2¢1V (x)?, alors I'hypothese (H) est vérifiée
avec up = 0 et vg = 400 dans (1.61).

Il reste maintenant a vérifier I'hypothese GUEC (1.63) pour (1.109). L’erreur de modélisation
entre le modele (1.112) et (1.109) est égale & o3 —y. Notons que vq(x1) et vo(z1, 22) dans (1.111)
satisfont les propriétés suivantes :

1‘1’[)1(1‘1)20 Ve eR , ’1)1(0)20,
(w2 +x1 + 2] — 2} +oi(21)) va(w1,22) 20 V(21,22) €R? (1.115)

vo(z1,22) = 0 V (21, 22) € {(21,72) : @9+ 11 + 27 — 23 +v1(21) =0} .

Aussi, on peut montrer directement que (voir [29, eq. (18)]) :

oV 1 3
%(1‘1,1'2) (3 — )| < §W(x1,x2) + §y4/3 V (x1,z0,y) € R3 . (1.116)
1
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Soit (z1(t), z2(t),y(t)) une solution maximale définie sur [0,7) du systeme (1.109). Apres de
longs calculs, nous obtenons, pour tous les ¢ € [0,7),

g—;(m(t),xz(t)) (@7 (t) — y(t))l < m W(z(t) + po OillgtT(w(s)) + D(t) (1.117)
ott 1, iz et D(t) sont donnés par -
= % 1y — Zg‘f T(@) = 20 V()2 < W(a) (1.118)
et )
D(t) = Bo(y(0)3,1) + 48021812% {(1 iZ)g (1 - %3)2} (1.119)

avec (Jo(s,t) définie sur Ry x Ry comme :

0 sit> 8u31/2

oLt +¢(s))  sit<8ust/? (1.120)

Bo(s,t) = {
ou ¢(s) = —8u (s% —1).
En conclusion, toutes les hypotheses de la proposition 1.2 sont remplies. Donc, en choisissant

dans la commande ¢ plus grand que 152, d’apres la Proposition 1.2, pour tout nombre réel positif
i, nous avons la bornitude (globale) de toutes les solutions du systeme (1.109).

Il faut remarquer qu’avec la méme analyse, nous pouvons montrer que la Proposition 1.2
s’applique au systéeme nonlinéaire régulierement perturbé :

i1 = z3 + 2] — 2} + py
i‘g = u(xl,xg) (1.121)
y = —y + (1 —|—u(x1,w2)2)0 -1

avec 0 > 0 et u(xy,xe) définie dans (1.110). En effet, si 'on prend le méme systéme (1.112)
pour modele de (1.121), la seule difficulté est de vérifier GUEC (1.63) pour ce systéme. Nous
pouvons montrer (voir la Section 3.1.2) qu’une inégalité similaire & (1.117) est satisfaite par le
systeme avec perturbation réguliere (1.121), a condition que o < 13—1

e avec la caractérisation SpES

En regardant (1.109) comme une interconnexion de deux sous systemes (z1,x2) et y, nous
montrons que la caractérisation SpES s’applique a (1.109).
Considérons d’abord le sous systeéme (z1, z2) de (1.109) :

L= wtal—y (1.122)
oy = u(wy,xa)

avec entrée y et sortie 77 /2. Avec les mémes fonctions V et W définies dans (1.113) et (1.114),
la dérivée temporelle de V' le long des solutions de (1.122) s’écrit comme :

. ov
V < —W(zy,22) + 8—m(x1,x2) (3 — ). (1.123)
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Vu (1.116) et (1.118), (1.123) implique :
. 3
V < —aV(zg,2)® + §y4/3. (1.124)

En utilisant 'algorithme de Sontag relatif a la stabilité ISS & (1.124), nous montrons que pour
chaque y(t) définie pour ¢ > 0 et essentiellement borné, la solution (z1(t), z2(t)) de (1.122) est
définie sur [0, +00) et bornée. De plus, en dénotant par ; et y; respectivement la fonction de
classe KL et la fonctioin de classe K comme suit :

S 3\ 2/3
t) i = ——— = | — 1.125
B = pasg e )= (2] 28, (1.12)
da a la stationnarité, la solution (x1(t), z2(t)) satisfait que, pour 0 < ¢y <t < +o0,
V(@i(t), w2(t)) < Bi(V(z1(to), w2(to)), t —to) + 71( sup \y(T)\) : (1.126)
to<7t<t

Puisque, par ailleurs, #2/2 < V(z1,x3), nous avons établi que le sous systeme (1.122) d’état
(71, 22), entrée y, sortie 22 /2 est SES avec le gain 71 (s) défini dans (1.125).
Ensuite, considérons le sous-systéme y de (1.109), i.e. :

1
3
py = — YW (1.127)
(1+y?)2
avec entrée z7/2 et sortie y. Nous avons :
—_— 1 4 2/3 9yy|1/3 4/3
SE R N lyly n lyl'2 oy ol (1.128)
2 3(1+y?)t/2 3 (1+yH)Y

Puisque la fonction x/(1 + x) est continue et strictement croissante en x > 0, les fonctions

suivantes
1 Alyly*/3 y/3

X et —————+
2M 3(1 +y2)1/2 (1 +y2)1/2
sont deux fonctions de classe K en |y|. Dénotons par 7 la fonction de classe K :

$4/3

En utilisant l’algorithme de Sontag relatif a la stabilité ISS & (1.128), on peut montrer ’existence
d’une fonction [ de classe KL telle que, pour chaque signal x(t) défini sur [0,00) et essen-
tiellement borné, la solution y(¢) de (1.127) est définie sur [0, co) et satisfait :

. 32 (22D
(@) < Ba(ly(0)], 1) + v S 42 5 Vt>0. (1.130)

Donc, le sous systeme (1.127) d’état y, entrée x2/2, sortie y est SES avec le gain

Ya(s) = 5 (25) . (1.131)
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Quand s est assez grand, vy, définie dans (1.129), est équivalente a s1/3, 4 un facteur multiplicatif

pres. Plus précisément, il existe deux constantes positives k1 > 0 et ko > k1 telles que :
k1s'? < qga(s) < kos'?, Vs>0. (1.132)
Donc il existe une constante k > 0 telle que - satisfait :
Ya(s) < ks*?, Vs>0. (1.133)
Par conséquent, vu (1.133), (1.125), nous avons :

k23/2 % 33/4
Yo 0271(3) < 37/43 , Vs>0. (1.134)
€

Dong, lorsque ¢; est assez grand, il existe deux nombres réels positifs A < 1 et d tels que :
v20271(s) < As+d, Vs>0. (1.135)

C’est-a-dire que la condition du petit-gain entre ; et 7o est vérifiée. Ainsi le théoreme du petit
gain généralisé 1.9 nous permet de conclure que toutes les solutions (z1(t), z2(t), y(t)) de (1.109)
sont définies sur [0, +00) et bornées.

Remarquons que, bien que les sous systemes (x1, x2) et y de (1.109) soient ISS par rapport
a leur entrée y et (1, x2) respectivement, on n’a pas pu conclure la stabilité asymptotique. La
raison est qu’il est impossible d’obtenir (1.135) avec d = 0 pour le systéme (1.109). En effet,
lorsque s est suffisamment petit, yo(s) est équivalente a s%/3 3 un facteur multiplicatif pres.
Donc il existe un nombre réel positif ks tel que o définie dans (1.131) satisfait :

Yo(s) > k3s¥® | VYs~0. (1.136)
Ceci implique immédiatement que, pour s assez petit mais positif,

fon 33/16
Yy 0y1(s) > 33731/4, Vs~0. (1.137)
¢

Si bien que la propriété (1.135) ne peut pas étre vérifiée avec d = 0. |

A travers ces exemples, nous avons pu constater que, le théoreme du petit gain généralisé 1.9
est un outil important pour 1’étude de stabilité d’'un systeme interconnecté, et repose sur une
condition du petit gain qui relie les gains ~; des deux sous systemes. Donc nous avons besoin de
connaitre explicitement les ; dont les calculs sont par contre souvent tres délicats.

1.3 Caractérisations plus récentes: cas local

L’objectif de cette section est d’étudier les versions locales des deux caractérisations globales
(i.e. ISpS et GUEC) introduites dans la Section 1.2. A cause de la similarité avec la version
globale, notre présentation sera tres concise. Pour des raisons du temps nous n’avons pas pu
développer la contrepartie du théoreme 1.9 et nous ne développons ici que celle du théoreme
1.10.
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1.3.1 LISS et le théoreme du petit gain local

Considérons un systéme nonlinéaire :
t = f(z,u), zeR", uweR™ (1.138)
avec f une fonction réguliere.

Définition 1.10 Le systéeme (1.138) ayant u comme entrée est dit d’étre localement entrée-a-

état stable (LISS), s’il existe une constante uS,,. > 0, un voisinage ouvert U, de 0, une fonction

B de classe KL, une fonction vy de classe K, telles qu’a chaque entrée mesurable u(-) satisfaisant

lul| < ud.., et a chaque condition initiale x(0) dans U, est associée une solution x(t), définie

pour tout t > 0, satisfaisant :
lz(@)] < B(lz(0)],1) + 7( sup {\U(T)\}> , Viz0. (1.139)
0<T<t
La propriété LISS n’est pas une restriction forte pour un systéme commandé. En effet, nous

avons :

Théoréme 1.13 Le systéeme © = f(x,u) ayant u pour entrée et x pour état est localement
entrée-a-état stable si l’équilibre x = 0 du systéme & = f(x,0) est localement asymptotiquement
stable.

C’est en fait un résultat de stabilité totale.

Avec cette notion LISS, nous pouvons étudier la stabilité du systeme interconnecté :

zZ = h(z,z2).
Nous avons le théoreme du petit gain local suivant :

Théoréme 1.14 Supposons que le sous systéme x de (1.140) est LISS avec un couple de fonc-
tions (By,ve) satisfaisant (1.139), et le sous systéme z de (1.140) est LISS avec (B.,7.) satis-
faisant (1.139), et si les fonctions v, et v, satisfont la condition suivante :

vz o (Id+ p1) ov.(s) < (Id— p2)(s) Vse€]0,s"] (1.141)

ot p; (i = 1,2) sont deuzx fonctions de classe K, et s* est une constante positive, alors l’équilibre
(z,2) = (0,0) de (1.139) est asymptotiquement stable.

Preuve : voir Appendice B. O

Pour voir l'intérét du théoreme du petit gain local 1.14, étudions le systeme suivant :
r = f(z) + w(x,2) (1.142)
zZ = h(z,z) (1.143)
ou f, w et h sont trois champs de vecteurs réguliers tels que :
f(0) =0, w(0,00 =0, h(0,0=0.

Nous avons le résultat suivant sur la stabilité asymptotique de (1.142)-(1.143).
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Corollaire 1.15 Supposons que [ est homogéne de degré X tel que x = 0 de & = f(x) est
asymptotiquement stable, et que l’équilibre z = 0 de z = h(0, z) est asymptotiquement stable.
S’il existe deux fonctions aq, ao de classe K, deux voisinages ouverts V, de x = 0 et V, de
z =0 tels que :

w(z, 2)| < |zMaa(lal) + az(l2))  V(z,2) € Vax V2, (1.144)
alors 'équilibre (z, z) = (0,0) de (1.142)-(1.143) est asymptotiquement stable.

Remarque 1.8 Ce corollaire généralise le Lemme [26, pp. 442] démontré par Isidori via la
théorie de variété centre pour le cas ou f(x) = Ax. ]

Preuve : Comme ’équilibre z = 0 de 2 = h(0, z) est asymptotiquement stable, selon le théoréeme
1.13, le systéme Z = h(z, z) est LISS avec x comme entrée et un certain v,. Il suffit donc de
démontrer que le sous systeme (1.142) est LISS avec z comme entrée et un gain nul, i.e. v, = 0.

En effet, puisque # = f(x) est un systeme homogene aymptotiquement stable, d’apres Hahn
[20, Theorem 57.4], il existe une fonction de Lyapunov homogene de degré 11 et quatres constantes
positives ¢; (1 <1 < 4) telles que :

alzlt < V(z) < clal®, g—v(x) < eglalmt, (1.145)
x
ov .
5 (@f(2) = —eq|x M (1.146)
La dérivée temporelle de V' le long des solutions de (1.142) est :
. ov ov
V= 5-@)f(2) + 5-(@)w(z, 2) .
A Taide de (1.145), (1.146) et (1.144), nous avons :
V < —eglaxPPL 4 egla) M ag (|2]) + ax(|z]) Yz, 2) € Ve x V. (1.147)

Comme V. et V, sont ouverts, et vu le fait que a; et ao sont de classe K, on peut choisir r¢ un
nombre réel strictement positif tel que :

{(z,2) : |z|<ro, |zl <ro} C Vex V.,

Cq

5 V(z,z): |z| <o, |2| <70 -

cz(an(|z]) + az(lz])) <

(1.147) entraine :

vV < —%\x\’\ﬂ‘_l V(z,z): |z| <o, |2| <m0 - (1.148)

Afin de démontrer la propriété LISS du sous systeme (1.142) avec z comme entrée, considérons
une fonction quelconque z(t) continue,® bornée et définie sur [0, +o00). Soit z(t) la solution
maximale de [0,7) dans {x : |z| < ro}. Lorsque ||z]| < r¢ et |z(0)] < ro, d’apres (1.148), nous
avons :

V< —62—4@\”“—1 Vte[0,T). (1.149)

6Comme z est ici une composante des solutions C' du systeme (1.142)-(1.143), il sera suffisant de considérer
seulement les entrées continues.
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On en déduit que T' = +o0 et, selon (1.145) et Sontag [70, Lemma 6.1], il existe une fonction 3,
de classe KL telle que :
lz@)] < Ba(lx(0)], 1)  VE=0.

Ceci implique immédiatement que le sous systeme (1.142) est LISS avec z comme entrée et un
gain 7, = 0. Ce qui permet de conclure. O

Notes bibliographiques. La notion LISS est provenue de Sontag [71]. Le théoréme 1.13 a
été d’abord signalé par Sontag [71, Theorem 2] et puis raffiné par Teel et Praly [74, Fact 1.1,
Remark 1.2]. Le théoréme 1.14 a été démontré par Teel et Praly [74] dans le cas ou p; et po
sont des nombres réels. Le corollaire 1.15 est une généralisation de Bacciotti [4, Lemma 15.4] et
Isidori [26, Lemma, p.442]. Dans ce dernier une preuve fondée sur la théorie de variété centre a
été donnée.

1.3.2 LUEC

Pour étre concis, nous donnons simplement les versions locales des hypotheses principales i.e.
OE (1.54) , GB (1.58) et GUEC (1.63) .

L’égalité (1.52) est remplacée par :
H(0,0)=0 (1.150)
et OE (1.54) , GB (1.58) et GUEC (1.63) deviennent :

il existe deur ensembles ouverts Qg C Q1 C Q, deux ensembles compacts I C R"™, dont l’intérieur
est non vide, et I' C €y, tous contenant leurs origines respectives, et trois nombres réels positifs
w1, pa, D tels que :

Hypothése OEV (Observabilité de I’Evasion d’un Voisinage) (1.151)
Pour toute condition initiale X (0) dans Qq, soit X (t) la solution correspondante de (1.51) et
soit [0, T) son intervalle mazimal de définition pour X (t) € Q, alors :

3t0€[07T) : X(t0)¢F = 37516[0,750) : H(X(tl),tl)QZIC .

Hypothése LAS (Stabilité Asymptotique Locale) (1.152)
Il existe une fonction C* 'V qui est définie positive et propre, une fonction o de classe K et un
voisinage owvert B de O € R™ tels que :

ov def
@) f@) & - )

IN

—a(V(x)) YxeU. (1.153)

Contrairement au cas global, nous supposons ici que V' et W sont définies positives. Ceci
nous permet de définir Ax, un nombre réel strictement positif tel que :

V(i) < Ak = =z € K. (1.154)
Hypothése LUEC (Caractérisation Locale des Effets Non-modélisés) (1.155)
Chaque solution mazimale de (1.51) X : [0,T) — Qq satisfait pour tout t € [0,T) :
ov ,
gz ) [E(0) = fl2(O)]] < i W) + p2 sup T(w(s)) + D (1.156)
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ou x(t) = H(X(t),t) et T(z) = a(V(z)).
Nous avons :

Proposition 1.5 (Bornitude Locale) : Supposons que les hypothéses (1.150), OEV (1.151) et
LAS (1.152) sont vérifiées avec :

U2 HQLRY K (1.157)

et que, pour certains nombres réels positifs 1, pa, D satisfaisant :

1

— — D<A 1.158
L= —pg (Ax) (1.158)

Uhypothese LUEC (1.155) est satisfaite. Alors il existe un voisinage ouvert Qo C Qg de l'origine
tel que chaque solution de (1.51), avec X (0) € Qo est bien définie sur [0,+00), unique et dans
I". De plus, pour chaque telle solution, satisfaisant pour tous les tg > 0,

maX{O,

quand t — ty tend vers l'infini, nous avons x(t) tend vers 0 quand t tend vers +oo.

T @) 0~ f@(O)] = @Wa(0) - 2 sup (T} =0 (1159

to<s<t

Preuve : voir Appendice B. O

1.3.3 Exemple

Exemple 1.6 : Considérons le systeme nonlinéaire singulierement perturbé suivant :

T = x99+ x% -y
i‘g = u(xl,wg) (1.160)
py = —@B-xy+a

ott # = (x1,79) € R?, X = (z,y) € R? est 1'état, et u est un nombre réel positif. Bt u(xy, z2)
est la fonction définie dans (1.110).

e avec la caractérisation LUEC

Pour ce systeme (1.160), la fonction H définie par H (X, t) = x satisfait I’hypothese (1.150).
Définissons deux ensembles ouverts g, €; dans R3, deux ensembles compacts K € R?, I' €
par :

Qo = (—v2,V?2) XRXIS—i,a) Q= (-V2,V2) xR?, Q= R?, (1.161)

K = [-1,1] x [~b,b], [~1,1] x [, ] X [~a,a], U = (—v2,v2) xR

oua > % et b sont deux nombres réels positifs arbitraires. Notons que ces ensembles contiennent
Porigine de leurs espaces respectifs. Pour ces ensembles, I'hypothése OEV (1.151) est satisfaite
puisque nous avons : '
o 2 6
ny Y-+ (1.162)

pour toutes les fonctions du temps (z1(t), z2(t), y(t)) € Q4.
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Reste a vérifier I'hypothese LUEC (1.155) pour (1.160). Prenons le systeme (1.112) pour

modele de synthese pour le systeme (1.160) et suivont les notations de I'exemple 1.5. L’erreur

de modélisation (23 — y) satisfait 1'inégalité suivante :

2—;<x1<t>,m<t>> (23 (t) — y(1))| < pa W (a1 (1), 22(t)) + po sup Tla() + D) (1163)

pour (x1(t), zo(t),y(t)) € Q1. Dans I’équation (1.163), W (x1, z2) est définie par (1.113), T est
définie comme dans (1.118), et p1, ug et D(t) sont donnés par :

4
=z -2, D=2 5. 1.164
M1 2 3 H2 c1 ) (t) 26 K y(0)3 ( 6 )
Si bien que I'hypothese LUEC (1.155) est vérifiée par (1.160).

En appliquant la Proposition 1.5 au systéme (autonome) singulierement perturbé (1.160) avec
u(x1, x2) définie dans (1.110)-(1.111), lorsque ¢; est choisi plus grand que 2, pour les conditions
initiales (x1(0), z2(0), y(0)) dans un voisinage de l’origine (voir (B.135)), quelle que soit la valeur
positive de p, les solutions du systeme restent dans [—1, 1] x [—b, b] X [—a, a| et tendent vers 0.

e avec la caractérisation LISS

Avec nos calculs (1.122) a (1.126), nous avons montré que, pour chaque y(t) définie sur
[0, 00), mesurable et essentiellement bornée, les solutions (x1(t), z2(t)) du systéme

T = xz—f—x%—y

T u(z, z2)

sont définies sur [0, +00) et satisfont que, pour 0 <ty <t < 400,

Vi(@i(t), z2(t) < Br(V(zi(to), x2(to)), t —to) + 71( sup MT)\) (1.165)
to<t<t
ou (31, de classe KL, et 1, de classe K, sont définies dans (1.125) :
S 3\ 2/3
t = = —_ . 1.166
Bilot) = g = (2) s (1.160)
Pour le sous systeme y de (1.160) :

py = —B—ay + o, (1.167)

pour chaque fonction z(t) définie sur [0, +-00) et bornée avec la norme ||| < v/2, toute solution
maximale y(¢) : [0,7) — R de (1.166) satisfait (voir (1.162)) :
~

py* < —y* + af. (1.168)

A T’aide de I'inégalité de Gronwall, quelque soit une paire de temps 0 < tg <t < T, nous avons :

_t=tg
n y(t0)2 + sup x1(7)6
to<t<t

y(t)? < e (1.169)
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ou encore,

_t—to
ly()] < e 2 fy(to)| + sup [z1(7) . (1.170)
to<t<t

Comme x? < 2V(x1,22) pour tout (w1,z2) dans R? (1.170) implique directement que, pour
n’importe quel signal zo(t) défini sur [0, +00),

(@B < Ba(ly(to)l t — to) +—72< sup {VTwlﬁﬁvwzﬁﬂ)}> (1.171)
to<T<t
ou [, de classe KL, et 9, de classe K, sont données par :
Ba(s,t) = se_ﬁ, Ya(s) = 23/2 g3/2 (1.172)
Dans ce cas, nous avons :
Y20 271(s) = 8X37i/))43/43 (1.173)
¢

En conséquence, la condition du petit gain (1.141) entre ; et 7, est satisfaite avec n’importe
quel s* > 0 lorsque ¢y est choisi suffisamment grand, par exemple tel que,

8 x 33/4
c§/4

Finalement, en appliquant le théoréme 1.14 & (1.165)-(1.171), vu le fait que V dans (1.113)
est définie positive et propre, on conclut que 1’équilibre (z1,z9,y) = (0,0,0) de (1.160) est
asymptotiquement stable.

1.4 Discussions de nos hypotheses de caractérisation

Le but de cette section est de comparer les deux caractérisations plus récentes (ISS et GUEC ou
LUEC) avec les trois caractérisations plus classiques présentées dans la Section 1.1. Nous nous
sommes limités au cas stationnaire.

1.4.1 Comparaison avec la stabilité totale

Considérons un systéme dynamique perturbé :
&t = f(z) + w(z,t), xzeR" (1.174)

ou f est réguliere telle que f(0) = 0.

Le théoreme 1.2 montre que si le systéme & = f(z) est asymptotiquement stable, alors
I’équilibre x = 0 de ce systeme est totalement stable. Sous la méme hypothése, nous avons
énoncé dans la Section 1.3.1 un résultat intéressant (voir le théoreme 1.13) : si & = f(z,0)
est asymptotiquement stable, alors & = f(x,u) est LISS avec u considérée comme entrée. Une
fagon de le voir comme un résultat de stabilité totale est de poser w = f(z,u) — f(z,0) dans
(1.174).

Dans la suite, nous nous proposons de montrer que sous la méme hypothese que & = f(x,0)
est asymptotiquement stable en x = 0, £ = f(x,u) avec u considérée comme entrée satisfait
I'hypothese LUEC (1.155) .
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En effet, d’apres le théoréme inverse de Lyapunov [20, Theorem 49.4], il existe une fonction
C' de Lyapunov V(z) pour & = f(z,0), c’est-a-dire que, on peut trouver trois fonctions oy, as,
a3 de classe K telles que, pour z € B, (r) = {z | |z| < r} avec r > 0,

ai([z]) < V(z) < az(||) (1.175)
ot ov
Y () 1(2.0) < —aslel) (1176

Comme B,(r) est un ensemble borné, il existe un nombre réel positif ko tel que pour tout
1<1<n,
oV

T
8wi( )

< ko VzeB(r). (1.177)

Soit u(t) une fonction définie sur [0, 4+00), mesurable et essentiellement bornée par |ju| < puo.
Considérons une solution maximale z(t) : [0,7) — Bg(r) du systeme :

& = f(z,u(t)) .

Puisque f(x,u) est réguliere, il existe une fonction continue f telle que :

f(zu) — f(2,0) = u' f(z,u). (1.178)

Alors, il existe un nombre réel positif k1 tel que :

[f(z,u)| < k1, VY(z,u)€ By(r) x By(r) . (1.179)
Vu (1.178), (1.179), si ug < r, nous avons :

ov

B COf (), u®) = f(z(t),0)]| < kokipo - (1.180)

Ceci démontre ’hypothése LUEC (1.155) . Finalement, nous avons démontré :

Proposition 1.6 Si @ = f(x,0) est asymptotiquement stable, alors LUEC (1.155) est vérifiée
par le systéme & = f(x,u). Plus précisément, il existe quatres nombres réels positifs r, ko, ki
et pg tels que po < r, et pour chaque fonction u(t) définie pour tous les t > 0, mesurable et
essentiellement bornée avec la norme ||ul| < ug, toute solution mazimale x(t) : [0,T) — By(r)
du systéme & = f(x,u(t)) satisfait :

oV i
5 EO)E) = f(2(8),0]] < pokokr . (1.181)
1.4.2 Comparaison avec les perturbations régulieres

Nous établissons d’abord un résultat trivial : chaque systeme commandé qui est ISS avec un gain
localement linéairement borné est K-quasiment stable pour un certain K > 0. Plus précisément,
pour le systeme commandé

t = f(z,u), weR™, zeR", (1.182)

nous avons :
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Proposition 1.7 Si (1.182) est LISS, c’est-a-dire qu’il existe deuxr nombres réels 20, > 0,
ud .. >0, et une fonction 3 de classe KL et une fonction v de classe K tels que pour |z(0)] <

max

20 et |lul| < ud

[z < B(z(0)],8) + ~ <Os<1igt{\U(T)\}> , V=0, (1.183)

De plus, st v est localement linéairement borné, i.e. : d¢; > 0, s1 > 0 tels que
V(s) < as, Vse0,s1], (1.184)

alors lorigine © = 0 est K-quasiment stable pour (1.182) pour un certain K > 0.
En particulier, si (1.182) est ISS avec une fonction ~y globalement linéairement bornée, alors
Dorigine x = 0 est globalement K -quasiment stable pour (1.182).

Preuve : Nos hypotheses entrainent immeédiatement 1’inégalité suivante :

[z < B(=(0)],0) + cilfull (1.185)

0

maxt- Dénotons [Gy(s) := ((s,0) et faisons la convention

pour |z(0)] < 29, et [[ul| < min{s;,u

—_ max
suivante :

Byt <limsupﬁ0(s)> = +oo.

§—+400

Donc en dénotant :
. : 0 0
R := min{z, ., S1, Upat > 0,

quel que soit 0 < 7 < R, il existe un nombre réel positif d;(n) défini par :

d1(n) = min {n, Byt (min{n, limsupﬁo(é’)}>} <7

§—+400

tel que chaque fois que [1(0)|max < 01, [2(0)|max < 91 et [u(t)|max < 7 pour t € [0,¢1], alors la
solution associée z(t) vérifie |2(t)|max < (1+¢1)n pour t € [0, ¢1]. Ceci dit, di & la stationnarité,
Porigine z = 0 est (14c1)-quasiment stable pour le systeéme (1.182) dans la région B, (R) x B, (R).

Dans le cas ou (1.183) et (1.184) sont globalement satisfaites, on obtient que R = 400 et
lim sup,,_, ;o 01(n) = +00 . Donc, le résultat global découle immédiatement. O

Avec cette proposition, on s’apercoit que le théoreme 1.8 peut aussi étre aussi utile pour
I’étude de la stabilité (resp. globale) du systeme (1.87) :

{ r = f(z) + w(z,2)
z = h(z,2),

dans le cas ol les sous systemes z et z sont LISS (resp. ISS) stables avec deux gains 7, et 7,
localement (resp. globalement) linéairement bornés.
Le fait que les gains v, et 7, sont localement linéairement bornés est parfois nécessaire.

Exemple 1.1 (suite) : Reprenons le systéme (1.16) dont 1’équilibre (z,z) = (0,0) a été
démontré d’étre instable pour n’importe quel € > 0 :

i = —2° + w(e)2?
5

) (1.186)

z = —z 4+ ex
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En effet, nous pouvons montrer que le sous systéme x n’est pas K-quasiment stable pour
n’importe quel K > 0. Sinon, il existe un nombre réel positif K > 0 tel que 'origine x = 0 est
K-quasiment stable pour le systeme

&= —1° + w(e)2?, (1.187)

c’est-a-dire, quel que soit > 0, il existe un 0 < 7 tel que si |z(to)| < 9, |z(to)] < d et |z(t)| <n
pour ¢ dans [tg, t1], alors |x(t)| < Kn. Choissons un 7 > 0 tel que :

K < w(e)/2

et une fonction continue non décroissante z(t), définie sur [0, +00) telle que 0 < z(0) < d(n) et
z(t) = n pour tout ¢ dans [1,+00). A chaque condition initiale z(0) telle que 0 < z(0) < d(n),
la solution associée z(t) satisfait que 0 < z(t) < Kn pout tout ¢ > 0. Donc, pour tout ¢ dans
[1,+00), nous avons :

i(t) > —K°n° + w(e)n® > w(e)n?/2

Ceci n’est pas possible.

Remarquons aussi que, bien que les sous systemes z et z sont ISS; la condition du petit
gain (1.47) n’est pas satisfaite avec d = 0 autour de zéro, le théoreme 1.10 nous permet donc
de conclure la bornitude des solutions pas la convergence. Plus précisément, la formule de la
variation des constantes donne :

2(D)] < e F12(0)] + 7 (Sup\w(T)\> vt=0

()

oil ,(s) := es? qui est localement linéairement borné. D’apres I’algorithme de Sontag [70, Proof
of Theorem 1], nous avons :

[z@)] < Be(lz(0)], 1) + 72 (S[élg{\Z(T)\}> vt>0

ou f,, de classe KL, et v,, de classe K, sont données par :

3 x 6%/3" v 1/5.2/5
Bals:t) = | 5oy Cve(s) = CQw(e)VPs?, Vs>0,t>0.

Finalement,
Vz© Vo = 5(2w(5))2/534/5 )

c’est-a-dire, la propriété (1.47) ne peut pas étre vérifiée avec d = 0.

Grace a cet exemple, nous avons :
Remarque 1.9 Le systeme & = f(x,u) n’est pas forcément K-quasiment stable lorsque
I’équilibre x = 0 de son systeme avec une entrée nulle est localement asymptotiquement stable.
Mais sous la méme hypothese, le systeme & = f(x, u) est LISS par rapport a u. O
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1.4.3 Comparaison avec les perturbations singulieres

Nous nous proposons de montrer qu’en renforcant leurs conditions, les résultats du théoreme 1.6
et du corollaire 1.7 sur les perturbations singulieres peuvent aussi étre obtenus par le théoreme
du petit gain 1.10 ou 1.14.

Nous supposons que la fonction W et les fonctions de comparaison ¢ et ¥ du théoreme 1.6
ou du corollaire 1.7 satisfont :

(S) 1 existe une fonction définie positive Wy de classe C*!, deux fonctions ¢g, 1 de classe Ko
telles que :

W(xz,z) = Wy(z—h(x)) (1.188)
¢(z) = do(Wo(2)) (1.189)
P(x) = ho(V(x)) . (1.190)

La propriété que ¢q et 1y sont de classe K, est utile seulement pour le cas global.

Sous la condition (S), on montre maintenant que les hypotheses 1-3 du théoreme 1.6 ou 1.7
impliquent les hypotheses du théoreme 1.10 ou 1.14.

Examinons en premier lieu I’hypothese 3. Considérons le sous systéme x de (1.20) qui s’écrit
comme :

& = f(z, h(z)) + [f(z,2) = fz,h(z))]. (1.191)
Dénotons z := z — h(z). Vu (1.24), (1.25) et (S), nous avons :
< —av¥(z) + div(2)g(z — h(z)) (1.192)

(1.191)
< —(1=d1)ero(V(2)® = srerbo(V(2)? + ditbo(V(2))do(Wo(2))

ou 61 € (0,1) est arbitraire. En appliquant lalgorithme de Sontag relatif & la stabilité ISS
a Iéquation (1.192) (voir Appendice A), nous obtenons une fonction 3; de classe KL et une
fonction vy de classe K telles que

Po(V(2(1) < Br(vo(V(2(0))),t) + < Sel[lopt]{%(Wo(?(T)))}) (1.193)

ou I’expression explicite de ~; est donnée par :
7(s) == —s Vs>0. (1.194)

Puisque g est de classe Ko et V est positive définie et propre, il existe une fonction 3; de
classe KL telle que :

Bi(o(V(2(0))),t) < Bi(|lz(0)],¢) Vx(0) € R™ .

Ensuite, nous examinons 1’hypothese 2. En transformant le sous systéeme z de (1.20) en
systeme 7 :
Oh

s ég(m, h(r)+7) — 5 (@) f(, h(x) +7) (1.195)



1.4. Discussions de nos hypothéses de caractérisation 47

avec (1.188), la dérivée de Wy(Z) le long des solutions de (1.195) est :

0 (1.105) = %8;‘;0(?)9(& h(z)+ %) — 8;;/0 (E)%(m)f(x, h(z) + %), (1.196)
= éaa—v:(xvz)g(xuz) + aa—vr(w,z)f(x,z) . (1_197)

Vu (1.21), (1.22) et (S), nous obtenons :

c _ _
0 rm < (T = ) olWo(2)? + dado(Wo(=)) oV () (1.198)
En utilisant encore I’algorithme de Sontag & (1.198), il existe une fonction [ de classe KL et
une fonction -5 de classe K telles que

do(Wo(Z(1))) < Ba(do(Wo(2(0))),t) + 72 ( sup {wo(V(x(r)))}> (1.199)

7€[0,t]
ou l’expression explicite de 9 est la suivante :

d
p(s) = =25 ¥s>0 (1.200)
5262
avec 02 € (0,1) satisfaisant que ¢ < (1 — d2)ag/vy. A partir de (1.193) et (1.199), avec les
fonctions 71 et 7 définies respectivement par (1.194) et (1.200), la condition du petit gain
(1.41) est vérifiée avec dsg = 0 pour ¢ suffisamment petit, plus précisément,

1-9 016
0 < & < e(d1,y) = min{ L2022 qdaca] (1.201)
k dids
Remarquons que la plus grande valeur de €(d1, d2) est :
C1C9
e := sup {e(dy,0 = — 1.202
5ie(£1){ (01, 02)} c1k + dids ( )

qui est identique a la valeur de £* obtenue dans (1.26) par le théoreme 1.6.

En conclusion, en regardant ¢o(Wy(Z)) (resp. vo(V(x))) comme entrée et 1o(V (x)) (resp.
¢0(Wy(Z))) comme sortie du sous systeme z (resp. z) de (1.20), le théoreme du petit gain
généralisé 1.9 ou 1.14 a (1.193)-(1.199) donne les mémes résultats que ceux du théoréeme 1.6 et
du corollaire 1.7 lorsque les hypotheses sont renforcées en I’hypothese (S).

Exemple 1.7 : Etudions le systeme singulierement perturbé suivant :
P =z -2+ 2z = f(z,2) (1.203)
ez = —x —z = g(z,2) (1.204)

qui est considéré dans [40, Example 2.1, pp.299]. Pour ce systéeme qui n’a un seul équilibre a
Porigine, les hypotheses 1, 2 et 3 du théoréme 1.6 sont vérifiées pour :

1 , (1.205)
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De plus, ces hypotheses sont globalement satisfaites, donc d’apres le corollaire 1.7, le systeme
(1.203)-(1.204) est globalement asymptotiquement stable pour tous les & dans (0, 0.5).

Avant de présenter étape-par-étape notre procédure pour appliquer le théoreme du petit
gain, remarquons que la condition (S) est vérifiée par :

1
Wo(z) = 522 . do(s) == s, tols) =433 VzeR, seR, .
FEtape 1 : Puisque h(z) = —z et donc Z = x + 2, le systeme (1.203) s’écrit comme :
b= -2 4+ 7. (1.206)

(1.206) implique :
Vo< —8(1—5)V2 — 5,2° + [27||7] (1.207)

ou 7 € (0,1). En utilisant I’algorithme de Sontag relatif a la stabilité & (1.207), nous obtenons :

2@ < B2, 0) + 5 sw {F)]} (1.205)
1 7€[0,t]

ou [ est une fonction de classe KL donnée par :

S

t) = Vs>0,t>0.
fils 1) (1+2(1 —os2/3y3r =000 =
FEtape 2 : A partir du systéme (1.204), nous avons :
; 1 =2 3=
W=—-(--1)z—-2%. (1.209)
€
De la méme maniere que dans I’étape 1, nous obtenons :
_ _ €
=01 < A0 + sw { S} (1.210)
T7€[0,¢] 2

ou Jy € (0,1) est tel que e < (1 —33). Avec (1.208) et (1.210), la condition du petit gain donne :
e < min{(51(52, (1 — 52)} = 6(51, (52) .

Il en résulte que :
e = sup {e(d1,02)} =0.5.
3;€(0,1)
Finalement, d’apres le théoreme 1.10, nous pouvons en conclure que pour tous les 0 < ¢ < e* =
0.5, le systeme (1.203)-(1.204) est globalement asymptotiquement stable. |

1.5 Résumé

Nous avons donné diverses réponses au probleme de robustesse de la bornitude et/ou de la
stabilité asymptotique des solutions des systemes dynamiques sans commande. Deux car-
actérisations plus récentes des effets non modélisés ont été proposées. La premiere caractérisation
appelée SpES généralise la notion ISS due & Sontag [70, 71]. Grace a cette notion, nous avons
complété un théoreme du petit gain nonlinéaire établi récemment par Mareels et Hill [47] avec
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un résultat de stabilité de Lyapunov, c’est-a-dire que 1’équilibre d’un systeme composé de deux
systemes SES est GAS si la composition de deux gains nonlinéaires est strictement inférieure a
la fonction identité. La seconde caractérisation des effets non modélisés appelée GUEC est de
type Lyapunov. Il s’agit d’étudier la stabilité d’un systeme a partir d’'un modele de synthese
et d’utiliser une borne significative dépendant d’une fonction de Lyapunov du modele. Au
moyen d’exemples, nous montrons que cette caractérisation a le potentiel de contenir beaucoup
d’incertitudes usuelles mais plus structurées. Nous avons, aussi a l'aide des exemples, comparé
ces caractérisations récentes avec des caractérisations plus classiques : la théorie de la stabilité
totale, la théorie des perturbations singulieres et la théorie des perturbations régulieres. L’aspect
local a aussi été considéré.
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Chapitre 2

Application du Théoreme du Petit
Gain (énéralisé

2.0 Introduction

Nous considérons désormais les systemes dynamiques commandés. L’objectif des Chapitres 2
et 3 est 'étude de la synthese d’un controleur robuste. Plus précisément, nous nous fixons
comme objectif le fait de satisfaire les hypotheses des théoréemes principaux du Chapitre 1. Ce
chapitre concerne 1’application du théoreme du petit gain généralisé 1.9 ou 1.10 du chapitre 1
au probleme de stabilisation globale des systemes nonlinéaires. Le chapitre suivant discutera
comment satisfaire la caractérisation GUEC (1.63) pour résoudre le probleme de stabilisation
robuste des systemes nonlinéaires soumis a des incertitudes dynamiques et paramétriques.

Le probleme de stabilisation globale des systemes nonlinéaires a attiré I'attention de beau-
coup de chercheurs durant la derniére décennie. La difficulté du probleme vient d’abord du
fait que les systemes nonlinéaires ne possedent pas une structure universelle, a la la grande
différence des systemes linéaires. De plus en raison des limites des connaissances actuelles en
non-linéaire, la construction de contréleurs qui stabilisent globalement un systeme nonlinéaire
est tres difficile, sans parler du fait que la preuve de 'existence d’un tel controleur est loin d’étre
un probleme simple. C’est pourquoi 1’étude de classes particulieres de systémes nonlinéaires
mais toutefois assez générales est une étape préliminaire et nécessaire a la mise en place d’une
théorie systématique des systemes nonlinéaires.

Notre point de départ est la classe des systemes triangulaires suivante :

T = a9 + fi(z1)
(2.1)
Tp-1 = oTp + fn—l(xlv---axn—l)
i'n - U + fn—l(xlv"'uxn)
ou u € R est lentrée, v = (x1,...,2,) € R" est le vecteur d’état du systeme (2.1). Un

systeme sous la forme (2.1) est appelé systéme rétroactif récurrent. En effet, il est constitué
d’une chaine d’intégrateurs dont les états agissent de facon rétroactive sur les intégrateurs les
précédant dans la chaine. Des conditions nécessaires et suffisantes sous lesquelles il existe un
systeme de coordonnées permettant d’écrire un systéme nonlinéaire général & = f(z) + g(z)u
sous la forme (2.1) sont données dans Nam et Arapostathis [54]. Remarquons que ce type de

51



52 Chap. 2. Application du Théoréeme du Petit Gain Généralisé

systemes a été largement étudié dans la littérature, et les outils pour construire la commande
stabilisante, appelés souvent ajout d’un intégrateur, se trouvent dans [41], [76], [7], [68], [71] et
les références qui se trouvent dans les précédentes.

Comme nous 'avons signalé, nous nous intéressons particulierement au probléme de robus-
tesse : nous étudions le probleme de stabilisation globale de systemes nonlinéaires proches du
systeme (2.1). Il est important de noter que, bien que (2.1) soit globalement linéarisable par
bouclage et difféomorphisme (voir [26]), les systémes de la classe que I'on va définir sont loins
d’étre tous globalement linéarisables.

L’importance du théoreme du petit gain 1.10 est qu’il nous permet d’établir un théoreme
sur la propagation d’ISpS par I'ajout d’un intégrateur. Nous rassemblons dans la Section 2.1
tous les outils nécessaires pour résoudre nos problemes. Puis dans la Section 2.2, on montre
comment utiliser ces outils, en conjonction avec le théoreme du petit-gain 1.10 ou 1.9, pour
synthétiser un controleur par retour d’état partiel qui stabilise d’une maniere globale une classe
de systémes autour de (2.1). Le probleme de stabilisation globale par retour de sortie est traité
dans la Section 2.3. Finalement, nous donnons une autre application du théoreme du petit gain
a une classe de systémes adaptatifs.

2.1 Les outils

Le but de cette section est de donner deux outils fondamentaux, 'un a propos de ’assignation
de gain a un intégrateur, 'autre concernant 1’assignation de gain a n intégrateurs. Nous allons
voir que la plupart des résultats principaux du Chapitre 2 sont une application plus ou moins
directe de ces résultats et du théoreme du petit gain généralisé 1.9.

Nous avons :

Proposition 2.1 (Assignation de gain a un intégrateur) Considérons le systéme :
T =w+wu, uvueckR,zeckR (2.2)

ot u est Uentrée, x est l’élat, et w et wy sont des perturbations. Supposons l’existence d’un
nombre réel strictement positif § connu tel que :

wy > 0. (2.3)

Pour toute fonction ~y de classe K, il existe une loi de commande réguliére ¥(z), avec 9(0) = 0,
qui rende le systéme bouclé (2.2) ISpS avec w comme entrée et ~y comme gain, ceci uniformément
en wo vérifiant (2.3).

De plus, si linverse v~ de v est localement linéairement bornée, i.e. : il existe deux nombres
réels positifs ¢ et x tels que :

vHs) S es Vse0,x], (2.4)
alors le systéeme bouclé (2.2) devient ISS.

Preuve : voir Appendice C. O

Remarque 2.1 La condition que 7 est de classe K, est cruciale dans la Proposition 2.1. Dans
le fait, cette proposition devient fausse si 'on demande seulement v de classe K. Par exemple,
considérons le cas ot wy = 1 dans (2.2) et un gain ~y défini par :

v(s) == . (2.5)
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Clairement, cette fonction  est de classe K et vérifie :
0 < ~H(s) <1 Vs>0. (2.6)
Supposons qu'il existe une fonction réguliere ¥(x), qui est zéro en zéro telle que le systeme :
T = —dx) +w (2.7)

est ISpS avec w comme entrée et v dans (2.5) comme gain. C’est-a-dire, il existe une fonction 3
de classe KL, une constante positive d telles que les solutions z(¢) de (2.7) définies pour ¢ > 0

vérifient :
[z < B(z(0)],8) + y(wll) + d ¥YE=0. (2.8)
En particulier, en prenant z(0) = 0, (2.8) et (2.6) donnent :
lz(t) <1 +d Vt>0, (2.9)

ceci dit, toutes les solutions x(t) de (2.7), avec x(0) = 0, sont bornées par 1 + d, une constante
indépendante de w. C’est impossible, puisque pour (2.7) on peut toujours choisir un nombre réel
w tel que soit la solution avec la condition initiale nulle explose avec le temps, soit I’équilibre de
(2.7) est autant éloigné de l'origine que possible. O

Avec la Proposition 2.1, nous savons que nous pouvons assigner un gain quelconque a un
intégrateur perturbé. Ce résultat se généralise au cas de n intégrateurs de la fagon suivante :

Proposition 2.2 (Assignation de gain a n intégrateurs) Considérons le systéme :

s o= &+ w

S = &+ wo (2.10)

én = U+ wyn

avec u comme entrée, (&1, .. .,&,) comme état, (w1, ...w,) comme perturbation, & comme sortie.
Pour toute fonction v de classe K, il existe une loi de commande Ly (&1, ..., &), avec Ly, (0) =
0, qui rende :

1. le systéme bouclé (2.10) ISS avec (wi,...,wy,) comme entrée.

2. le systéme bouclé (2.10) SpES avec (w1, ...,w,) comme entrée et vy comme gain.

De plus, si Uinverse v~1 de ~ est localement linéairement bornée, i.e. : Ix >0, et C > 0 tels
que
7l(s) < Cs Vsel0,x], (2.11)

alors le systéeme bouclé (2.10) est rendu SES.
Preuve : voir Appendice C. O

Remarque 2.2 1l est important de noter que pour ce résultat la sortie doit étre le dernier
étage de la chaine d’intégration. O

Remarque 2.3 Gréace au premier point de la Proposition 2.2, le systéme bouclé (2.10) avec
(w1, ...,w,) comme entrée et £; comme sortie vérifie la propriété OFNB. O
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2.2 Stabilisation globale par retour d’état partiel

L’objectif de la section est d’étudier la stabilisation globale de certaines classes de systémes non-
linéaires. On montre comment 1’utilisation des outils établis dans la Section 2.1 pour construire
un controleur permet de satisfaire les hypotheéses du théoréeme du petit gain et de ce fait de
stabiliser par retour d’état partiel.

2.2.1 Ajout d’une dynamique ISS

Nous considérons ici le cas ou les perturbations w et wy ou wi,...,w, des Propositions 2.1 et
2.2 sont augmentées par un systeme ISS ou ISpS.

Pour motiver nos résultats, considérons le systeme nonlinéaire composé d’un systeme ISS et
d’un intégrateur :

z h(z,z)

(2.12)
i o= f(za) + g(za)u
ou u € R est 'entrée, z € RP et © € R constituent 1’état, et h est une fonction réguliere telle
que Z = h(z,z) est ISS avec x comme entrée, et g satisfait pour une constante positive connue
0 I'inégalité suivante :
g(z,x) > ¢ V(z,z) € RPTL . (2.13)
Suivant les arguments de [71] (aussi de [45]), nous obtenons un feedback d’état

—x — f(z,)
9(z,x)

qui rend le systeme (2.12) GAS. En fait on vérifie facilement qu’avec la commande

—x — f(z,2)+w
9(z, )
le sous systeme x de (2.12) devient ISS avec v comme entrée, donc le systeme entier est ISS avec
v comme entrée (voir aussi Proposition 2.4). Notons que cette loi de commande dépend de z.
Et malheureusement on ne sait pas aujourd’hui s’il est possible de rendre (2.12) GAS ou ISS
avec une commande ne dépendant que de z, i.e. : u = J(z) ou u = ¥(x) + v. Par contre, ce
probléeme est soluble si GAS est remplacée par la bornitude de solutions, ou ISS est remplacée
par ISpS.
En effet, une application directe de la Proposition 2.1 et du théoréme du petit gain généralisé
1.9 donne :

)

Proposition 2.3 Si dans (2.12) le sous systéme z est ISpS avec x comme entrée, alors on peut
trouver un contréleur régulier par retour d’état partiel 9(x), avec ¥(0) = 0, tel que toutes les
solutions du systéme (2.12) en boucle fermée avec uw = ¥(x) sont bornées.

De plus, si f(0,0) = 0 et le sous systéme z est 1SS avec un gain 7., et s’il exriste deux
fonctions v1, v2 de classe K telles que :

[f(za)l < mlzl) + n(z))  VeeR, zeR (2.14)

et que la fonction vy1 + v o 27, est localement linéairement bornée, i.e. : 3C > 0, x > 0
satisfaisant
11(8) + 12027.(s) < Cs Vsel0,x], (2.15)

alors 9 peut étre choisie telle que ’équilibre (x,z) = 0 du systéme (2.12) bouclé avec u = V(x)
est GAS.
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Preuve : voir Appendice C. O

Remarque 2.4 La condition (2.14) n’est pas une hypothese. En effet, puisque f est réguliere,
on peut toujours prendre localement deux fonctions 71 f, 72,7, qui sont zéro en zéro, continues
et non-décroissantes, comme suit :

s, y20(s) == sup [f(2,0)].
{z:]2l<s}

_(va)

1,£(s) = sup o

{(z,2):]2|<s, [z[<s}
Ces deux fonctions vérifient (2.14). De plus, elles sont au moins susceptible d’étre garanties
localement linéairement bornées. Ainsi c’est essentiellement (2.15) qui introduit la restriction
que nous demandons pour obtenir la stabilité asymptotique. L’hypothese (2.15) est vérifiée par
exemple lorsque 7y, est dominée par une fonction linéaire pres de 0. O

Dans l'intention d’établir un résultat général avec I’ajout d’une dynamique “multi-ISpS” dans
le paragraphe suivant, on veut qu’il existe une loi de commande () telle que le changement de
loi de commande suivant :

u = 9x) + v

rende le systéme (2.12) non seulement GpS avec v = 0 comme ci-dessus mais aussi ISpS avec
v comme nouvelle entrée. C’est-a-dire, la propriété ISpS peut étre propagée par ’ajout d'un
intégrateur perturbé. Plus précisément, nous avons (Figure 2.1) :

Systeme ISpS

Intégrateur u o~ t v

Figure 2.1: Ajout d’une dynamique ISpS

Théoréme 2.1 Si dans (2.12) le sous systeme z est ISpS avec x comme entrée, alors on peut
trouver une loi de commande réguliére par retour d’état partiel ¥(x), avec ¥(0) = 0, telle qu’avec
u = 9(x) 4+ v le systéme (2.12) est ISpS avec v comme entrée. En particulier, si f(0,0) = 0,
et si le sous systeme z est 1SS avec la fonction associée 7y, de classe K telle qu’il existe une
fonction réguliére o de classe K qui domine f(z,0) i.e. :

[f(z,0)] < af(lzl)  VzeRP, (2.16)
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et nous avons :
ar(29:(s)) < ks Vs e[0,1n] (2.17)

oun >0 et k>0 sont deur constantes connues, alors le systéme (2.12) avec u = ¥(x) + v
devient 1SS avec v comme entrée. De plus, si la matrice %(0, 0) est strictement Hurwitz, alors
Y peut étre choisie telle que (2.17) est vérifiée et le contrileur régulier par retour d’état partiel
Y(x) en boucle fermée avec (2.12) donne les propriétés GAS et LES (stabilité exponentielle
locale).

Preuve : voir Appendice C. O

Remarque 2.5 Comme ci-dessus le fait que f(0,0) = 0 et la régularité de f impliquent que
ay est localement linéairement borné. Donc la encore, c’est (2.17) qui introduit la restriction
que nous demandons pour obtenir la propriété ISS. (voir aussi Remarque 2.4) O

Pour des raisons de temps, nous n’avons pas pu compléter le théoreme du petit gain 1.9
par un résultat sur la propogation de la propriété SpES. Donc, la preuve du théoreme 2.1 sera
fondée sur la version “état” du théoreme du petit gain 1.9, i.e. le théoreme 1.10.

L’intéret du théoreme 2.1 est la généralisation, au cas de bouclage d’état partiel ou au cas
de dynamiques incertaines, la technique d’ajout d’un intégrateur (comparer a [76, Theorem 4]).
Comme nous allons le voir dans le paragraphe 2.2.2, en ajoutant des intégrateurs dynamiquement
perturbés au systéme (2.12), un résultat similaire au Théoréme 2.1 existe pour un systéme
nonlinéaire général qui ne satisfait plus la condition de matching (i.e. les incertitudes sont dans
I’espace vectoriel engendré par les entrées). Pour établir ce résultat, nous aurons besoin de deux
autres propriétés relatives a la notion ISpS :

Etant donné un systeme nonlinéaire :

z = flz,z,u) (2.18)
2 = g(z,u), (2.19)

nous avons :

Proposition 2.4 Si le systéme (2.18) est ISpS (resp. ISS) avec (z,u) comme entrée et le
systeme (2.19) est ISpS (resp. 1SS) avec w comme entrée, alors le systéme entier (2.18)-(2.19)
est ISpS (resp. 1SS) avec u comme entrée. De plus, supposons que (z,z) = (0,0) est un équilibre
du systéme (2.18)-(2.19) avec uw = 0, si l’équilibre x = 0 de & = f(x,0,0) et I"équilibre z = 0
de 2 = g(z,0) sont LES, alors l’équilibre (z,z) = (0,0) de (2.18)-(2.19) avec uw = 0 est GAS et
LES.

La preuve de la Proposition 2.4 est dans ’annexe C.

Fait 2.1 : Soient une application continue ¢ : R"™ — R™ avec ¢(0) = 0, et un systeéme
nonlinéaire :
& = f(z,v), veR™ (2.20)

ISpS par rapport a v. Le systeme (2.20) est aussi ISpS par rapport & u quand v = p(u).
En effet, si (8,7, d) sont données par ’hypothese ISpS pour (2.20), alors le systeme

& = f(z,p(u))
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est ISpS avec u comme entrée et (3, o 7, d) satisfaisant (1.44) ou 7y, de classe K, est définie
par :

Yo(s) = |81|1<p{\<ﬁ(u)\} +s Vs>0.

Notons par contre que ce fait n’est pas significatif pour I’approche entrée-sortie classique (voir
[15]). En effet, ceci était une motivation pour le papier [47] de Mareels-Hill. Prenons comme
exemple le systeme suivant qui est entrée-sortie stable :

(i-:—x—f—u,y:x.

Il est stable a gain L fini, au sens que 3¢; > 0(i = 1,2) tels que pour chaque u € LS et
chaque T' > 0 (fini), nous avons :

lyrll < ellur] + c2 .
Mais en prenant ¢(u) = u?, le systéme résultant :

i =z +ud, y==x
n’est pas stable a gain L fini.

Maintenant, & la place de (2.12), on considere le cas ou les perturbations wy,...w, de la

Proposition 2.2 sont augmentées par un systeme SpES avec (wy, ..., w,) comme sortie, i.e. :
z = h(zv 51)
&1 = &+ w
2 = &+ w (2.21)
én = U+ wy
ott les w; (1 < i < n) sont des fonctions de z et de &;.!

Nous nous proposons de trouver une loi de commande ne dépendant que de §; (i =1,...,n)
qui rend les solutions du systeme bouclé (2.21) bornées et, si possible, ’équilibre (z, &1, ..., &,) =
0 globalement asymptotiquement stable.

L’idée est la suivante : Si le sous systéme z de (2.21) ayant £; comme entrée et (w1, ..., wy)

comme sortie est SpES avec un gain 7, et possede la propriété ONB et/ou OFNB, nous choi-
sissons une fonction v de classe K, telle que la condition du petit gain (1.41) soit vérifiée entre
~v et v,. On applique alors la Proposition 2.2 d’assignation de gain v au systéme composé de n
intégrateurs perturbés :

51 = & + wi

2 = Lt (2.22)

én = U+ wp .

On obtient ainsi une loi de commande L, telle que, d’apres le théoreme 1.9 et la Remarque 2.3,
avec

u = Ly(&,. &)

'Sous cette condition, si le systeme z de (2.21) est ISS, il a les propriétés SES et OFNB.
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le systeme bouclé (2.21) a les propriétés voulues.

Précisément, nous avons le théoreme suivant qui résout notre probleme.

Théoréme 2.2 Si le sous systéeme z de (2.21) ayant & comme entrée et (wi,...,wy) comme
sortie est SpES avec le triplet (B, Yuw, dw) et posséde la propriété ONB, alors il existe une loi de
commande Ly, (&1, ...,&,) telle que toutes les solutions du systéme bouclé (2.21) sont bornées.
En particulier, si d, = 0 et il existe deux nombres réels x > 0 et C > 0 tels que :

Tw(s) < Cs, Vsel0,x], (2.23)

alors &1(t) — 0 lorsque t — +00.
De plus, si la propriété ONB est remplacée par OFNB, alors L, peut étre choisie telle que
Uéquilibre (&1, ...,&n, 2) = 0 du systéme bouclé (2.21) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : En appliquant la Proposition 2.2 au sous systéme (&1, ...,&,) de (2.21) avec :
1 _
7= @) (2.24)

et un 7 > 0 quelconque, on obtient une loi de commande L, qui rend le sous systeme (2.22)
ayant (wi,...,w,) comme entrée et £; comme sortie est SpES avec gain 7; SpES devient SES si
de plus (2.23) est vérifiée.

Grace au choix de v dans (2.24), la condition du petit gain (1.41) du théoréeme 1.9 est
automatiquement satisfaite entre v et . Notons que, grace a la Remarque 2.3, les sous systemes
zet (&1,...,&,) de (2.21) possedent clairement les propriétés ONB et /ou OFNB. Finalement, le
théoreme du petit gain 1.9 permet de conclure. O

Notes bibliographiques. La technique d’ajout d’un intégrateur est une grande contribution
pour la théorie nonlinéaire. On peut classer les résultats existant dans la littérature dans les
quatre sortes suivantes : la premiere est fondée sur une synthése de Lyapunov, voir, par exemple,
Tsinias [76]; la seconde sur un changement de variable, voir, par exemple, Byrnes-Isidori [7]; la
troisieme utilise les arguments de variétés centres, voir, Aeyels [2], Bacciotti [4]; la quatrieme
généralise la premiere en utilisant la théorie de passivité, voir, par exemple, Lozano, Brogliato
et Landau [46] et les références qui s’y trouvent. Le théoréme 2.1 est une généralisation de cette
technique au cas de retour d’état partiel ou au cas de dynamique incertaine. La proposition 2.4
est inspirée d’un résultat de Sontag [70, Prop.7.2] qui dit que la composition en cascade de deux
systémes entrée-sortie stables (IOS) est encore 10S.

2.2.2 Ajout d’une multidynamique ISS

Nous allons considérer une classe de systemes “proches” de (2.1) :

2 = h(z,z1,...,20)
T o= xzip + filz, 1), 1<i<n-—1 (2:25)
Tn = u+ folz,21,...,20)
ou u € R est 'entrée, (x1, ...,x,) € R™ sont des composantes mesurées de I’état du systeme,

z € R™ est la partie non-mesurée de 1’état, h et f; (1 < i <n) sont des fonctions régulieres.
Pour faciliter notre présentation, dénotons :



2.2. Stabilisation globale par retour d’état partiel 59

Nous supposons que h possede la structure triangulaire suivante : soit z;41 un vecteur contenant
toutes les composantes de z; (1 < i < n — 1) et z, le vecteur égal & z, nous supposons que Z;
vérifie :

zi = hZ(ZZ,XZ) , 2 € R , 1<i<n. (2.26)

Le systéme (2.25) a une forme plus générale que les systémes (2.12) et (2.21). Il est en fait
composé du systéme rétroactif récurrent (2.1) augmenté par une dynamique z ayant elle-méme
une structure récurrente. En général, les hypotheses des théoremes 2.1 et 2.2 ne sont plus
vérifiées par (2.25).

Notre premier objectif est de trouver un contréleur u, dépendant seulement de (x1, ..., ),
qui rend chaque trajectoire du systéeme (2.25) globalement bornée.

Notre deuxieme objectif est, dans le cas ou le systéme (2.25) admet un équilibre, de rendre
I’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Pour gagner notre premier objectif, nous faisons les hypotheses suivantes sur le systeme
2.25) :
H1) Pour chaque 1 <i<n, fi(z, X;) = fi(z, X;).
H2) Pour chaque 1 < i < n, Z; = hi(z;, X;) (1 < i < n) est ISpS avec X; comme entrée, et
Bi, Vi, d;) satisfaisant (1.44). Lorsque d; = 0 pour tous les 1 < i < n, les dynamiques z; générées
par (2.26) sont appelées dynamiques inverses de type ISS (voir [26]).

(
(
(
(

Pour atteindre notre deuxieme objectif, nous aurons besoin d’une hypothese plus forte que
(H2) :
(H3) Pour chaque 1 < i <mn, f;(0) =0 et 2; = h;j(z;, X;) est ISS avec X; comme entrée, et la

matrice g];? (0,0) est strictement Hurwitz.

Pour résoudre notre probleme, ’idée est d’utiliser récursivement le Théoreme 2.1, la Propo-
sition 2.4 et le Fait 2.1 établis au paragraphe 2.2.1 comme trois outils de base.

FEtape 1 : Considérons d’abord le sous-systeme de (2.25) :

21 = hi(z1,21) (2.27)

1 = x2 + f1(21,x1) .

En appliquant le Théoreme 2.1 au systéme (2.27), on obtient une fonction réguliere ¥4 (z1) qui
est zéro en zéro et telle que, avec :

xo = Vi(x1) + 25,
le systeme (2.27) est ISpS avec z3 comme entrée. Dénotons :

*
Ty =21, Zl =z, H1 ::hl.

Etape 2 : Considérons la nouvelle variable :
1‘5 = X9 — 191(1‘1)

et définissons :
Zy = (22, (21,2])")7 .
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On peut récrire le systeme :

Zo = ha(z2, 21, 22)
2 = hi(z, 1) (2.28)
1 = x2 + fi(z1,21)

comme :
ha(z2, 21, V1(27) + 23)

h . * IO B L LR LI R SRR SR
ZQ = HQ(ZQ,{L‘Q) = < hl(Zl,.’L"f) ) . (229)
x5+ V1(27) + fi(z1, 27)
Puisque le systeme :
Zp = ha(22,71,72)

est ISpS avec (21, x2) comme entrée, et application qui transforme (z1,x2) en (27, 2%) est un
difféomorphisme global conservant ’origine, alors une application directe du Fait 2.1 montre que
le systeme :

g = ha(ze, 27, V1(a]) + 23)

est ISpS avec (z7, z5) comme entrée. Donc a partir de la proposition 2.4 et ’étape 1, le systéme
(2.29) est ISpS avec 23 comme entrée. De plus, si 'hypothese (H3) est satisfaite, ce systéme est
aussi ISS avec x5 comme entrée et LES quand 27 est zéro.

D’autre part, notre changement de variables donne :

¥y = w3 + fo(z2, 21, 22) — VOi(21)(22 + fi1(21,21))
ou V) représente le gradient de 91, ou, dans une forme compatible avec le théoreme 2.1,
iy = x5 + fo(Zo,a3) (2.30)

avec fo donné par

f2(Za,23) = fa(zo, 27, V1(2]) +23) — VI1(27)(1(2]) + x5 + fi(z1,27)) -

Maintenant, en utilisant le Théoréme 2.1 au systeme (2.30)-(2.29), nous obtenons une fonction
réguliere ¥4 (%) qui est zéro en zéro et telle que, avec :

xr3 = 192(‘7:5) +fI,'§ )

le systeme (2.30)-(2.29) est ISpS avec x5 comme entrée. Aussi, les propriétés ISS et LES sont
vérfiées si (H3) est satisfaite.

FEtape i (3 <1i <mn) : Supposons que nous avons synthétisé une fonction 1J;_; réguliére telle que
le systeme :

Ziw = Hiy(Zi1,xr ) (2.31)
T = x + fiii(Zic, ) )
est ISpS avec x] comme entrée si :
x: = X; — 191‘_1(1‘:_1) . (2'32)

Ici, par induction, (27, ..., 27 o) sont des composantes de Z;_.
) ) 1 y g—2
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Considérons la nouvelle variable :

et définissons :
T \T\T
Zi = (2, (271, Z20) ) -

On peut récrire le systeme :
Z = hi(Zi-1,71,...,7)
Zi—l = Hi—l(Zi—17 {L‘;_l) (233)

v = x4+ firr(Zica, i)

comime :

S . 2.34
z; +Vi(2iy) + fim1(Zioa, 27y) ) (239
Hi 1(Zi—1,x7_4)

Puisque le systéeme z; de (2.25) est ISpS avec (z1,...,x;) comme entrée, et lapplication qui
transforme (z1,...,2;) en (zf,...,2}) est un difféomorphisme global préservant 1'origine, une
application directe du Fait 2.1 montre que le systeme :

zi = hi(zi, .’L‘){, 191(1‘){) + 1‘5, ceey 191‘_1(1‘:_1) + x:)

est ISpS avec (x7, ..., z¥) comme entrée. Donc, en appliquant la Proposition 2.4, on voit que le
1 %

systeme (2.34) est ISpS avec xj,; comme entrée. Il est aussi ISS et LES si (H3) est vérifiée.

D’autre part, notre changement de variables donne :
¥ o=z + filz Xi) = V(@)@ + fi(Zion, 7))
que nous réécrivons dans une forme compatible avec le Théoreme 2.1 comme :
@ = i + fi(Zi, o)) (2.35)

ou f; est donné par

FilZisal) = filzi, ol 00(af) + 25, o Oima(ziy) + 2f) — Vi (@) (@f + fior(Zica,70)).

En appliquant maintenant le Théoreme 2.1 au systeme (2.35), nous obtenons une fonction
réguliere ¥;(x}) qui est zéro en zéro et telle que, avec :

ripr = O5(xf) + w7y,

le systeme (2.35)-(2.34) est ISpS avec xj,; comme entrée. Il est aussi ISS et LES si (H3) est
vérifiée.

FEtape n : Comme précédemment, nous obtenons une loi de commande ,,(z}) telle que :

u = Up(x)) + v (2.36)

n
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rend le systeme, dérivé des n — 1 étapes précédentes :

Z. = H, (Z, 1
{ " n(Zny ) X (2.37)
T o= u 4+ fu(Zn,x})

est ISpS stable avec v comme entrée. En conséquence, les solutions (Z,(t), z}(t)) de (2.37) avec :

u = Up(a))

n
sont bornées. Et puisque 'application
Rrtmit+mn R Rrtmite+mn

(x;7Zn) — (xnvznv'-'uxlvzl)

est un difféomorphisme global qui préserve 'origine, ceci implique que pour chaque condition
initiale, les solutions (z,x) du systéme bouclé (2.25) sont bornées. La borne ultime pour les
coordonnées transformées (2}, Z,,) dépend principalement des constantes d; (1 < i < n) associées
aux sous systemes z;. Mais pour les coordonnées originales (x,, zp, . . ., 1, 21), leur borne ultime
dépend aussi, et de plus d’une facon tres compliquée, du contréleur. Nous avons méme la
possibilité que, en essayant de forcer la borne ultime pour (z}, Z,) a tendre vers zéro, la borne
ultime pour (2, zn,...,21,21) tende vers l'infini. Ceci est le phénomene de “peaking”. Par
contre, si (H3) est vérifiée, le systeme (2.37) avec :

u = Up(x)) + v (2.38)

est ISS avec v comme entrée et LES lorsque v est zéro.
En résumé, nous avons obtenu le résultat suivant :

Proposition 2.5 Sous les hypothéses (H1) et (H2), nous pouvons trouver un controleur régulier
d’état partiel u(xy, ..., z,) tel que toutes les trajectoires du systeme (2.25) en boucle fermée avec :

u = u(zy, ..., )

sont bornées. De plus, si l’hypothése (H3) est vérifiée, nous pouvons synthétiser un controleur
globalement asymptotiquement stabilisant d’état partiel u(zxy, ..., xy,) pour le systéeme (2.25).

Remarque 2.6 Remarquons que nos trois mémes outils — Théoreme 2.1, Proposition 2.4 et
le Fait 2.1 — peuvent étre appliqués de facon analogue & une classe de systémes nonlinéaires
légerement plus large que (2.25) :

Z = h(z,x1, ..., xp)
{1",'1‘ = g’i(zvxlv"'uxn)xi-f-l + f’i(zvxlv"'axn) ) 1<i<n-—1 (239)
Tn = gn(z,21, 0y Zp)u + fro(z, 21, ..., 2p)

ou les fonctions f;’s, g; (1 < i <n) et h satisfont :

1. Le sous z-systeme dans (2.39) possede la structure triangulaire définie par exemple dans
(2.26).

2. Pour chaque i, la fonction f; est majorée en norme par une fonction ne dépendant que de
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3. Pour chaque i, la fonction g; est de signe constante, disons positif et on aurait une borne
inférieure strictement positive.

|

Notes bibliographiques. Pour les systémes incertains satisfaisant une condition de rétroaction
récurrente, les résultats existant dans la littérature appartiennent aux deux catégories : com-
mande adaptative et commande non adaptative. Pour la version adaptative, consulter Kanel-
lakopoulos, Kokotovié et Morse [34], Marino-Tomei [50] et les références qui s’y trouvent. Pour
la version non adaptative, consulter Marino-Tomei [50], Freeman-Kokotovi¢ [19] et les références
qui s’y trouvent. Les résultats rapportés dans ce paragraphe étendent ces résultats au cas ou
des incertitudes dynamiques caractérisées ici par z sont présentes. Le phénomene de “peaking”
a été étudié tres spéeialement par Sussmann et Kokotovié [72].

2.3 Stabilisation globale par retour de sortie

2.3.1 Résultat principal: stabilisation globale

Nous venons de traiter un probléme de stabilisation avec information incomplete de I’état. Cette
restriction sur 'information résulte de dynamiques non modélisées. Nous considérons maintenant
le cas ou seule la sortie du systeme est disponible. Nous montrons ’application de la Proposition
2.2 et du Théoreme 2.2 & une sous-classe de (2.25) ou les fonctions f; (1 < ¢ < n) dépendent
uniquement de la sortie y et des dynamiques incertaines z.

Plus précisément, notre probleme est de construire un controleur dynamique par retour de
sortie stabilisant le systeme nonlinéaire suivant :

Z = h(zvy)
T = w1 + filzyy), 1<i<n-—1 (2.40)
Tn = u+ fu(z,y)
y =
ou les fonctions f; (1 < i < n) et h sont régulieres avec :
£i(0,0) = 0, h(0,0) = 0. (2.41)
On va résoudre ce probléme en introduisant un “observateur” des composantes (z1, ..., Z,)

et une commande de sorte que le systéeme bouclé puisse étre représenté par I'interconnexion (ol
Z signifie erreur de I'observation) :

(2,7)

8)
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a laquelle on applique le théoreme du petit gain, ou plus précisément notre outil “Théoreme

2.2”. En effet, en prenant pour “observateur” de (x1, ..., z,) le systéme suivant :2
T, = T + kily—71), 1<i<n-—1
o w1+ iy =2 (2.42)
o= u oty — 1)

ou k; (1 < i < n) sont des gains de Hurwitz, nous obtenons un systéme d’erreur étendu défini
par :

T o= AT — (fiz0),- - falz )T

avec T = ¥ — x et A strictement Hurwitz. Donc le systéme bouclé est constitué du systeme
d’erreur étendu (2.43) et d’un observateur commandé (2.42) récrit comme :

(2.43)

y = /x\2 + wl(?i’./uzuy)
i‘\g = T3 + wo(7, 2,
(& 29) (2.44)
i'\n = u+ wn(?fa 2 y)
ou les w; sont donnés par :
wi(T,z,y) = z2 — T2+ fi(z,y), wi(@,z,y) = ki(ly—21), 2<i<n. (2.45)

Remarquons que le systéme (2.43)-(2.44) est sous la forme de (2.21). Nous allons montrer que
les hypotheses du théoreme 2.2 sont satisfaites par (2.43)-(2.44).

Nous démontrons en premier lieu que le systeme d’erreur étendu (2.43) ayant y comme
entrée et (wi,...,wy,) comme sortie est SES si le systeme Z = h(z,y) avec y comme entrée et
(f1(2,9),..., fu(z,y)) comme sortie est SES. En effet, quelles que soient les conditions initiales
(20, Zo) et une fonction y(t) : Ry — R continue et bornée (pour simplifier les notations, on
ne considere pas le cas ol y(t) est mesurable et essentiellement bornée), il existe une solution
unique (z(t),z(t)) de (2.43), définie maximalement sur [0,7") et satisfaisant, pour tout ¢ dans
[0,7) :

A 50, fal2@,yONT] < Bll20],8) + 72 (suprepo{ly(r)})  (246)

F()] < KM Fo| + Ko [y e (B.(1z0],7) + (lly- ) dr (2.47)

ou ko, K1 et Ky sont trois réels positifs. (2.46) et (2.47) fournissent une fonction (3, de classe

KL telle que :
ol <o ([(2)] ) + 32 (é?&,’ﬂ”y“)‘}) (2.49

ou l’expression explicite de 3, est donnée par :

—kot Ko ! —ko(t—
Ba(s,t) = e <K13+—ﬁz(s,0)> + Kg/ e =13 (s 7)dr . (2.49)
ko 0

20n considere ici un observateur d’ordre plein. Pour obtenir un observateur d’ordre réduit, il suffit de suivre
la procédure dans [49, 36].
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Puisque (2.43) est un systeme stationnaire, (2.46) et (2.48) sont aussi vérifiées pour n’importe
quelle condition initiale en n’importe quel instant initial. On en déduit que les incertitudes w;,
définies par (2.45), satisfont, pour 0 < tq < ¢,

\mww¢mmﬁst(mﬂﬂﬁ—m)+%<mmmmg (2.50)

z(to) T€[to,t]
ou les fonctions 3, de classe KL et 7, de classe K sont définies par :
Ky K.
m@w:Kﬁmw+m@m/M®:(zf+Q%@ (2.51)

ou K3 = max{l,ko,...,k,}. En conséquence, (2.43) ayant y comme entrée et (wi,...,w,)
comme sortie est SES.
Finalement, vu (2.51), si 7y, est localement linéairement borné, (2.23) est vérifiée.

En conclusion, nous avons établi avec le théoreme 2.2 le résultat suivant :

Théoréme 2.3 Supposons que le sous systeme z de (2.40) ayanty comme entrée et (fi,..., fn)
comme sortie est SES avec un couple de fonctions (3,,7.) et posséde la propriété ONB. En outre
st 7y, est localement linéairement borné, on peut trouver un contréleur dynamique par retour de
sortie qui rende les solutions de (2.40) en boucle fermée bornées et la sortie y(t) convergant vers
0.

De plus, si la propriété OFNB est vérifiée, [’équilibre (z,x1,...,x,) =0 de (2.40) peut étre
rendu GAS.

Notes bibliographiques. La stabilisation par retour de sortie est un probleme important pour
la pratique. La classe de systémes nonlinéaires ayant une forme normale dont les nonlinéarités ne
dépendent que de la sortie a été la premiere considérée par Krener-Isidori [39]. Marino-Tomei
[48] ont donné les conditions nécessaires et suffisantes qui ramenent globalement un systéme
nonlinéaire mono-entrée mono-sortie a un systeme linéaire, observable et & déphasage minimale.
Khalil-Saberi [38] ont proposé un contréleur dynamique & grand gain par retour de sortie qui
stabilise globalement un systeme multi-entrée multi-sortie lorsque les champs de vecteurs du
systeme sont globalement Lipschitz et les dynamiques des zéros sont globalement exponentielle-
ment stables. Dans le cas ou le systeme (2.40) a la forme particuliére suivante :

Mzy) == Hz + Gly) ,  filz,y) == fily), A<i<n), fulzy) = Fz+ fuly),

des solutions récentes au probleme de stabilisation globale par retour de sortie ont été obtenues
par Marino-Tomei [48, 49], Kanellakopoulos-Kokotovié-Morse [36]. Notre résultat est une ex-
tension de ces résultats.

2.3.2 Exemple

Considérons le systeme nonlinéaire suivant :

i = =23 + a3
: L4
T = X2 TRl
15 (2.52)
i‘g = Uu
y = X1 .

3Pour simplifier les notations, dénotons w;(t) := w;(Z(t), z(t),y(t)) pour tout 1 < i < n.
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D’apres l'algorithme de Sontag relatif a la propriété ISS (voir Appendice A), nous constatons
que le systeme
5= -2 + o}

est ISS par rapport a x1 avec :

32
B(s,t) = T2 Y(s) = 2

Notons que ~ est linéaire. On conclut que toutes les hypotheses du théoréme 2.3 sont satis-
faites. Ainsi il existe un controleur dynamique régulier par retour de sortie qui rend 1’équilibre
(21,29, 2) = (0,0,0) globalement asymptotiquement stable.

Nous fournissons un tel controleur au moyen de la Proposition 2.2 et du théoreme 2.2. Pour
cela, considérons ’observateur suivant :

W=

S .

x| = /1'\2—1—3(2/—@\1)
To = u+ 2y—171) .

Le systeéme bouclé venant de (2.52) est constitué du systéme d’erreur étendu suivant :

i = =22 498
~ - . 1
T = =3T) + Ty — —z2y (2.53)
15
Ty = —2I7.
et du systeme commandé suivant :
. ~ 5 4+ 1
Yy = T2 — X2 ——RrY
' 15 (2.54)
i‘\g = u — 2%1 .
Dans ce cas, nous avons :
~ 1 ~
wy = X9 — T + ey, w2 = 2y —171) ,

et donc (2.50) est satisfaite avec :
ko =1, Ko=7, Ki3=2.

Notons que le systeme (2.53) ayant y comme entrée et (w;,ws) comme sortie est SES avec gain
v, défini par :

u(s) = 2 (1 +22/3) s? .

Puis, pour assigner le gain 3(27,)~! au systeme (2.54), nous suivons la procédure de synthese

dans la preuve de la Proposition 2.2 (voir Appendice C). Remarquons qu’en choisissant :

2 2 4 1
Viy) = 887 (14+2%) o', wo(y) = —7v,
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I'inégalité (C.62) est satisfaite avec v = 2(27,)~ ! et 7 = 0. Donc en utilisant la procédure
systématique dans la preuve de la Proposition 2.2, nous avons :

1 2\ 2
un(y) = gy, wa(y) = unly) - 887 (1+28) 52,
o~ L 2 2 ou N
un(yB2) = 5@ —wnn(y)) — 3548 (1425) "y + S 2(y)7

2
- 1@l (F20)
u92(y, Ta) = u21(y, 7o) — 3(9?2 —u12(y)) -

Par conséquent, le controleur dynamique par retour de sortie suivant :

T1 = T9 + 3(y — i‘\l)
i‘\g = u + 2(y — i‘\l)
u = un(y, )

stabilise globalement et asymptotiquement (2.52).

Commentaires. Puisque (2.53)-(2.54) est dans une forme par bouclage d’état partiel (2.25)
et que le sous systeme (2.53) est ISS avec y comme entrée (voir (2.46)-(2.48)), la procédure
de synthese établie a la Section 2.2.2 peut étre aussi appliquée au systeme (2.53)-(2.54). Mal-
heureusement, puisque ’hypothese (H3) de la section 2.2 n’est pas vérifiée par (2.53), la procédure
du paragraphe 2.2.2 donne un contréleur dynamique par retour de sortie qui ne garantit pas
forcément la convergence asymptotique, mais garantit seulement la bornitude des solutions du
systeme bouclé (2.52). Aussi, nous constatons que la procédure du paragraphe 2.2.2 donne des
calculs plus compliqués que celle dans la section 2.3.

2.3.3 Quelques généralisations

Ce paragraphe a pour but de généraliser les résultats du paragraphe 2.3.1 aux trois cas suivants :
le cas instationnaire, le cas de la poursuite et le cas multi-sorties.

1. Le cas instationnaire

La méthode présentée dans la section 2.3 peut s’étendre facilement au cas instationnaire. A
la place de (2.40), nous considérons le systeme nonlinéaire instationnaire suivant :

2 = h(zuy,t)

i = @i + filzyt), 1<i<n—1

7 i+1 fz( Y ) (2'55)
i'n = u+ fn(zvyvt)

Yy = X1 .

Pour stabiliser globalement ce systeme par retour de sortie, nous suivons pas a pas les mémes
étapes exposées dans le paragraphe 2.3.1. Nous pouvons rétablir sans aucune difficulté le
théoreme 2.3 pour (2.55) aux conditions suivantes :
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(C1) Le sous systeme z de (2.55) ayant y comme entrée et (f1,..., f,) comme sortie est SES,
c’est-a-dire qu’il existe une fonction (3, de classe KL et une fonction 7, de classe K telles
que pour chaque instant initial ¢, chaque condition initiale zy et chaque entrée y mesurable,
essentiellement bornée et définie sur [tg, +00), la solution associée z(t) existe pour tous les t > ¢
et satisfait : Vip < s <t < oo,

(1) fa) T < Ball2(8)] = 5) + 7 ( sup \y(T)\> (2.56)

TE[s,]

ou fi(t) := fi(z(t),y(t),t) pour tout 1 <i < mn.
(C2) Ce systeme z a la propriété OFNB et le gain +, est localement linéairement borné.
Nous avons (voir la Remarque 1.6) :

Théoréme 2.3 (bis) Supposons que les hypothéses (C1) et (C2) sont satisfaites, nous pouvons
trouver un contréleur dynamique par retour de sortie qui rende l’origine du systéme bouclé (2.55)
globalement asymptotiquement stable.

Notes bibliographiques. La notion ISS pour les systémes instationnaires a été donnée dans
Lin [45, Section 5.1.2]. La notion de SES pour les systeémes instationnaires peut étre présentée
comme dans (C1).

2. Le cas de la poursuite

Nos analyses établies au paragraphe 2.3.1 peuvent s’étendre au probleme de poursuite en sup-
posant que h dans (2.40) satisfait la propriété suivante :

(P1) h(0) = 0 et quels que soient deux signaux z,(t), y,(t) définis sur [0, 4+00), continus et
bornés, le systeme suivant :

Z = h(Z+z,y +v) — h(z,yr) (2.57)

est ISS avec v € R comme entrée.

Notons que (P1) implique en particulier que 2 = h(z,v) est ISS avec v comme entrée.

Le probleme de poursuite est le suivant : trouver un controleur par retour de sortie de maniere
a forcer la sortie y de (2.40) a poursuivre un signal de référence y,-(t) dont les n premieres dérivées
yﬁi) (0 < i < n) sont bornées sur [0, c0) et yﬁn) est continue par morceau.

Considérons un tel signal de référence y,(t). Introduisons un signal z, engendré par y, :

Z = h(zr,yr), 2(0) = 0. (2.58)

Puisque y, est borné et que (2.58) est ISS par rapport & y,., le signal connu z,(t) est défini sur
[0, +00) et borné. Dénotons :

Zi=2—2z, T1i=Y—Y. (2.59)

On observe que Z satisfait :

Z = hE+ 2z + T1) — hzemy) € R(ETLL) (2.60)

Selon I’hypothese (P1), ce systéme est ISS avec T; comme entrée. Soit vz la fonction de gain
associée a la propriété ISS.
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Vu (2.40)-(2.59), nous avons :
T =23 — O + [i(Z+2,y) (2.61)

Définissant Ty et f, par :

_ . def .
Ty = X2 — Yp + fl(ZT’vyT) = €ro — @1(yr7yr) )
Tl(zflvt) = fl(g"f'zrvfl +yr) - fl(vayT) )

I’équation (2.61) se réécrit comme :
T = Ty + [1(Z,71,1) . (2.62)

Notons que ?1(0, 0) = 0. Supposons que, pour 1 < i < n — 1, nous ayons établi les variables Z;
(2 <j <i+1), les fonctions f; et p; (1 < j <) telles que :

Tjr1 1= Tjqy1 — (Pj(yrv---ayT(’j))v fi(0,0) =0 V1<j<i

et pour chaque 1 < j <4, _
T = T + [;(E57) . (2.63)

La dérivée de T;1 le long des solutions de (2.40) est :

i

Tit1 = Tiy2 + fiy1(z,y) — —(j) y (2.64)
=0 ayr

ol par convention x,1 = w. Définissant T; 2 et f,, | par :

_ i 095 (g1 def ;
Tivo = @itz + fir1 (2 0r) — 25 a—(jj) yI Lz — i (e oyl
Yr
fin1(Z Tt = fin(GE+ 2z, T+ y) — firi(z,4r)
avec f;,1(0,0,%) = 0, nous réécrivons (2.64) comme :
Tit1 = Tip2 + fi31(ZT1,1) (2.65)
Par récurrence, vu (2.60), (2.62), (2.63) et (2.65), nous avons obtenu le systéme :
Z = h(z,71,t)
f = T+ fiEZT,t), 1<i<n-—1 (2.66)
fn = v+ fn(gvflvt)
Yy = T
ouv=Tpt1:=U—@n(Yr, ..., yﬁn)). Notons que le sous systeme Z est ISS avec 1 comme entrée

et le gain vz donné par la propriété ISS.
Maintenant, le systeme (2.66) est dans une forme compatible avec (2.55). Pour pouvoir
utiliser le théoreme 2.3 (bis) a (2.66), en plus de (P1), nous avons besoin de :
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(P2) 1l existe deux fonctions 71 ¢, 72, ¢ de classe K telles que :

|iZ+ 2z, 01 +yr) — filze, ye)| < mp(1Z1]) + v2,0(12) s Vi, VZ, T (2.67)

ou z, est défini par (2.58). Aussi, la fonction

Y1,£(8) + Y2,7(272(s))

est linéairement bornée sur un voisinage de 0.

D’apres les définitions précédentes de ﬁ, cette propriété (P2) implique immédiatement que les
hypotheses du théoreme 2.3 (bis) sont vérifiées par (2.66). Le théoreme 2.3 (bis) nous donne
un controleur dynamique par retour de sortie qui rend ’équilibre (71, . .., Ty, Z) = 0 du systéme
bouclé (2.66) GAS. Ceci implique que toutes les solutions (z1(t), ..., z,(t),2(t)) du systéme
original bouclé (2.40) sont bornées, et l'erreur de sortie y(t) — y,.(¢) converge vers zéro lorsque ¢
tend vers +o00.

Enfin, il faudrait mieux écrire explicitement le controleur pour qu’on se rende compte de ce
que 'on a utilisé. En particulier, puisque ;1 = y — ¥,-, on peut l’écrire :

A~

T, = %H—l + kz‘(fl — %1) , 1<i1<n—1 (2_68)

Typ = U+ kn(fl — /1‘_\1)

ou ki(1 < i < n) sont des gains de Hurwitz. On n’aurait besoin que de y, mais en fait pour
obtenir la vraie commande w il faut faire le changement :

u = v + ‘Pn(yrv---uyrn)) .

Notes bibliographiques. Le probleme de poursuite a été traité aussi par Marino et Tomei
[48, 51, 52], Kanellakopoulos, Kokotovi¢ et Morse [36] dans le cas ou h de (2.40) est linéaire en
z, i.e. :

hz,y) = Hz + G(y) (2.69)

avec H strictement Hurwitz. Dans ces cas, un controleur par retour d’état complet dans (2.66)
est utilisé, a savoir que Z est remplacé par une estimée. Marino et Tomei aussi donne une
autre méthode dans [52] qui, comme ici, au lieu d’observer ’état Z, donne un contréleur robuste
rejetant cette perturbation dynamique. Dans leur cas, la nonlinéarité G de (2.69) peut aussi
contenir des incertitudes paramétriques.

Lorsque (2.69) est vérifiée, les signaux z, et Z peuvent étre définis par :

Z = Hz + G(y), 2(0)=0, (2.70)
Z = Hz 4+ G@ +y) — Gly), 2(0)=20), (2.71)
et nous avons :
2 =Z + 2z .

Si H est strictement Hurwitz, le systéme (2.71) est ISS avec Z; comme entrée et une fonction de
gain vz localement linéairement bornée. D’ou les propriétés (P1) et (P2) sont remplies en cas
de (2.69).

3. Le cas multi-sorties
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On considere ici, a la place de (2.40) mono-entrée mono-sortie, un systéme mono-entrée multi-
sorties. Pour simplifier la présentation, nous nous limitons au cas de deux sorties. Mais le cas
général est identique. Le systéme que nous allons étudier est dans une forme globale suivante :

21 = hl(zl,wl)
1 = x2 + fi(z1,71)
i'n1 = Tpy+1 + fn1 (zlvxl)
22 = hQ(ZQ,{L‘l, ...,$n1+1) (2.72)
i'n1+1 = Tn;+42 + fn1+1(227x17 ---uxn17$n1+1)
Tny = U+ fny(22,T1, o0y Tnyy Tnyt1)
Yy = (1‘1,$n1+1)—r, ye R?

ot z; € R (1 < i < my) et z; € RPi (i = 1,2) constituent I'état, u € R est entrée, et y € R?
représente la sortie qui est la seule variable disponible pour la commande. Remarquons que ce
systeme (2.72) satisfait la condition de rétroaction récurrente (voir [35]), mais nous autorisons
les fonctions f; & dépendre des états non-mesurables x;.

Notre objectif est de synthétiser un contréleur dynamique par retour de sortie qui rend
Péquilibre (x1, ..., Zp,, 21, 22) = 0 du systeéme (2.72) en boucle fermée GAS.

Nous faisons les hypotheses suivantes sur le systeme (2.72) :
(D1) 21 = hi(z1, 1) est ISS avec x1 comme entrée, et la matrice Ohy/021(0,0) est strictement
Hurwitz.

(D2) 29 = ho(z2, 21, ..., Tny41) est ISS avec (x1, ..., 2y, 4+1) comme entrée, et Oha/022(0,0) est
une matrice strictement Hurwitz.

Dans la suite, nous présentons notre procédure “étape par étape” :

FEtape I: Considérons d’abord le sous systeme de (2.72) ayant x,,+; comme entrée et z; comme
sortie :

2 = hi(z, 1)
1 = z2+ filz1, 71
( ) (2.73)
i'n1 - xn1+1 + fn1(217x1) .

Pour ce systeme avec une simple sortie, on applique la méthode du paragraphe 2.3.1. On
décompose le systeme (2.73) en un systeme d’erreur étendu :

21 = hi(z1,21)

2.74
T = AT — (filz1,21),- -, foy (21, 21)) 7 ()
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et un observateur commandé dont 1’état est connu :

1 = Ta — To + fi(z1,21)
To9 = T3 — kol

(2.75)
‘71’.\711 = Tpy4+1 — knlj’fl

ouz; = z;—x; (1 <i<mny),lesk;sont des gains de Hurwitz et A est une matrice strictement Hur-
witz. Comme nous l’avons observé dans le paragraphe 2.3.2, avec la condition (D1), le systéme
(2.74) est ISS avec z; comme entrée. Aussi le systeme (2.74)-(2.75) est sous forme de bouclage
d’état partiel (2.25). Maintenant, en appliquant au systeéme (2.74)-(2.75) la synthése présentée
dans la Section 2.2, nous obtenons une fonction réguliere ¥,,, dépendant de (z1,Z2, ..., Ty, ), qui
est zéro en zéro, telle qu’avec :

L ~ ~ *
Tni4+1 = 'Lgnl(fI,'l,fI,'Q, .- '7‘7:711) + Tpi+1 s

le systeme (2.74)-(2.75) est ISS avec z}; ,; comme entrée.
En résumé, en dénotant :
Zl = (zlv?iu xlv/x\Qv .. '7/‘7:\711) 5

*

sous la condition (D1), nous obtenons le systeme ISS avec 7

| comme entrée :
Zy = Hi(Z1,2},41) (2.76)

ou la fonction Hj est implicitement définie par (2.74)-(2.75).

Etape I1 : Considérons la nouvelle variable :

xzﬁl = Tng41 — 19n1 (1‘1, /1‘\2, Ceey Efnl)
et définissons :
ZQ = (ZQ,Z;—)T .
Vu (2.76) et (2.72), nous obtenons :

h2(227 Llyee ey xnpﬁnl (fI,'l, ?I?Q, cty /x\nl) + ‘T’.Zl—f—l)

ZQ = H2(ZQ,$;1+1) = .
Hi(Zy, 2, 14)

(2.77)

D’apres la condition (D2), le Fait 2.1 et la Proposition 2.4 du paragraphe 2.2.1, le systeme (2.77)
est ISS avec x}, ,; comme entrée.
D’autre part, la dérivée temporelle de z7 ,; s’exprime comme :

. 00, . -
Ipo1 = Tpgge + fag2(22, T Ty, Tnyg) — 8;11 (T2 — T2 + fi(z1,21))
ni
09 N PN -
- Z axn‘l (1’1,1’2, o '7xn)(xj+1 - ijl)
=2 "

= Tng42 + f;1+2(Z27x;1+1) . (278)
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D’une facon similaire, les sous z;-systemes de (2.72) (n1 +2 < j < ng) peuvent étre transformés
sous la forme suivante :

i'n1+2 = Tp43 + fﬁl+2(Z2v$21+1)

j’.ng = u+ f;2(227x21+1) .

Enfin, nous obtenons le systeme transformé ayant 4 comme entrée et x}, ,; comme sortie :

ZZ = h;(ZQ,.’L'* )

ni+1
Ty = Tpggo + Sy 0 (Ze, 1 )
Tpyyz = Tnyg3 + o io(Zo, a5 1) (2.79)
Tp, = u+ fﬁg(Z27$;1+1) .

Pour ce systeme (2.79), il est assez facile de vérifier que les conditions (D1) et (D2) sont vérifiées.
En répétant le cheminement dans I’étape I, nous obtenons un controleur dynamique par retour
de sortie qui stabilise globalement asymptotiquement le systeme (2.79). Finalement, puisque le
systeme (2.74)-(2.75) est ISS par rapport a o3 (selon I'étape I), ce méme controleur stabilise
globalement asymptotiquement le systéme de départ (2.72).

En conclusion, nous avons démontré le théoreme suivant :

Théoréme 2.3 (ter). Sous les hypothéses (D1) et (D2), nous pouvons trouver un contréleur
dynamique par retour de sortie u(y,x), avec x = k(x,y), tel que origine du systéme (2.72)
est un équilibre globalement et asymptotiquement stable.

Notes bibliographiques. La classe de systémes nonlinéaires (2.72) satisfait la condition de
rétroaction récurrente posée par Kanellakopoulos, Kokotovié¢ et Morse [35]. Leurs résultats
dépendent implicitement des hypotheses suivantes :

e Les dynamiques des zéros sont linéaires et asymptotiquement stables quand les états du
systeme des dynamiques des zéros ne sont pas connus, ou nonlinéaire quand ces états sont
utilisables.

e Les nonlinéarités dépendent seulement de la sortie (mesurable) y = (21, p,+1), pas les
composantes d’état non-mesurables (zg, ..., zp,).

Ces hypotheses sont relachées ici.

2.4 Stabilisation adaptative de systémes nonlinéaires avec dyna-
miques incertaines

L’application du théoreme du petit gain en conjonction avec le théoreme d’assignation de gain
nous a permis de synthétiser des controleurs donnant des bornitudes ou des stabilités robustes
a certains types de perturbations dynamiques. Nous allons traiter maintenant le cas ou nous
avons en plus des incertitudes paramétriques.
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2.4.1 Description de systémes

Considérons un systéme nonlinéaire décrit par les équations différentielles suivantes :

i = a@u) + Alz,upt + wz,p, 2) (2.80)
z = h(z,p",2) (2.81)
ou u € R™ est I'entrée, x € R™ est une composante mesurable de 1’état, z € R" est une
composante inconnue. Aussi, p* € R’ est un parametre inconnu qui est a priori dans un ensemble

compact, convexe et connu noté II ¢ R'. On suppose que les fonctions a, A, w et h sont
suffisamment régulieres.

Notre probléme est : trouver un contréleur dynamique u := u(x, p), p= x(x,p) tel que toutes
les solutions du systéeme (2.80)-(2.81) en boucle fermée sont bornées.

Pour cela, nous avons besoin des hypotheses suivantes :

(S1) Tl existe une fonction C! positive V (x, p), une fonction C° positive W (z, p), trois fonctions
(a1, as, a3) de classe Ko, (indépendantes de p), et une fonction C* uy(z, p) telles que pour tous
les x dans R™ et tous les p dans II, nous avons :

ar(lz]) < V(z,p) < ao(lz]) et as(lz]) < W(z,p), (2.82)

et :
(1) [o(, () + Al (e, p)p] < ~W(ap) <0 (28)

Cette hypothese signifie que pour chaque modele de synthése, i.e. pour chaque p € II :
& = a(z,u) + A(z,u)p, (2.84)

un(z, p) est une commande stabilisante (voir Pomet [57] ou S (3.12)).

(S2) 1l existe une constante p; dans (0, 1), et une fonction « de classe K telles que :

ov

oy Pz pl2)| < mW(e,p) + a(lz)) Vp,p €Il (2.85)

(S3) Le systéeme z = h(x,p,z) est BIBS uniformément en p € II avec x considérée comme
entrée, en ce sens qu’il existe une fonction v, de classe K, telle qu’a chaque condition initiale
20, et chaque entrée x(t) dans L*°([0,7);R"), est associée une solution z(¢) définie sur [0,T).
De plus, z(t) satisfait :

lz(t)] < dy + 72 (&2&{@(7)\}) VO<t<T (2.86)

ou d, est un nombre réel positif indépendant de x(¢).

Remarque 2.7 Notons que la commande nominale u,(x,p) dans (S1) est supposée réguliere
en p. Cette hypothése implique que les problémes de singularité des lois de commande lorsque
p varie ne sont pas abordés. O

Remarque 2.8 L’hypothése (S2) n’est pas tres restrictive. En effet, puisque I est compact, il
existe toujours deux fonctions (s, p), (s, p), positives et continues pour tout (s, p) dans R x



2.4. Stabilisation adaptative de systémes nonlinéaires 75

I1, telles que pour chaque p fixé, les fonctions résultantes o, (+, p), a. (-, p) sont non décroissantes

et que :
oV

%((I),p)W((I),p/, 2,’) < O‘m(‘x‘vp) + az(‘z‘,p) vpv p/ ell.

Par exemple, pour chaque p dans II, on peut prendre

oV

az(s,p) = sup  sup 8—(x,p)w(x,p',z) ,
p'ENO(|2|)<|z|<s | OT
oV

a(s,p) = sup sup 8—(x,p)w(x,p',z)
Pl =1 (Ja) <2/ <s | OF

ou # est une fonction de classe K. Aussi on peut toujours prendre une fonction « de classe K

satisfaisant :
a(s) > supa,(s,p) .
pell

Si bien que I'hypothese (S2) ou (2.85) porte surtout sur :

a(|z),p) < mW(z,p) Va,p.

Notons qu’avec la méme hypothese on peut garantir la bornitude globale des solutions du systeme
suivant :
& = a(z,un(z,p)) + Az, ua(z,p))p + w(z,p',2)

en regardant p comme un parametre constant et z et p’ deux fonctions bornées du temps. O

Notes bibliographiques. Le probleme relatif a la stabilité de familles paramétrées de systemes
a été aussi étudié dans la these [45] de Lin. Suivant la terminologie de Lin [45, p.103], (S1) est
équivalente a dire que la fonction V' (z, p) est une fonction de Lyapunov réguliére pour la famille
de systémes suivante :

T = a(xv un(x,p)) + A(xv un(w‘,p))p .

Une condition suffisante et nécessaire pour 'existence d’une telle fonction V' (z,p) a été donnée
dans Lin [45, Theorem 12]. Aussi, si nous empruntons la terminologie de [45, Def.5.2.6], sous
(S1) et (S2), V(x,p) est une fonction 1SS de Lyapunov pour le systéme avec z comme entrée :

i = a(z,un(z,p)) + Az, un(z,p))p + w(z,p,2)

et pour p € II uniformément en p’ € II.
Si uy (z, p) dans (S1) est indépendant de p, selon [45, p.106], le systeme (2.84) est dit régulie-
rement stabilisable de facon robuste par rapport a tout p € II.

2.4.2 Solutions bornées: résultat global

Avant d’énoncer notre résultat, rappelons une technique de projection tres utile dans la com-
mande adaptative. Avec des restrictions faibles sur I'ensemble II (voir Praly et al. [64, As-
sumption ICS (94)]), on peut définir une application Proj de TI x R! dans R’ qui est localement
lipschitzienne (voir [64, eq. (104)] pour une définition précise). D’apres [64, Lemma (105)], une
propriété importante de la fonction Proj est que la solution p de I’équation :

p(t) = Proj(p(t), y(1))
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reste toujours dans le compact I pour y(-) € C! et p(0) adéquate.

Sous les hypotheses (S1)—(S3), nous essayons de résoudre notre probleme. Observons que,
d’une part, puisque p* est inconnu, le contréleur stabilisant nominal u,(x,p*) dans (S1) ne
peut pas s’appliquer au systéme (2.80)-(2.81); d’autre part, puisque z n’est pas mesurée, on
ne voit pas comment appliquer directement une synthese de Lyapunov a (2.80)-(2.81). L’idée
ici est d’utiliser le théoreme du petit-gain 1.10. Plus précisément, pour le modele de synthese
4 parametre inconnu (2.84), nous allons trouver une loi d’adaptation p = x(x,p) qui donne
une estimée p de p* telle qu'avec uy,(x,p), les solutions du systéme étendu composé de (2.84)
et p = Xx(z,p) sont bornées; de plus la composante x(t) tend vers zéro. En outre, ce méme
controleur adaptatif rend le systeme (2.80) BIBO et admet un certain gain nonlinéaire ~,. Si la
composition de v, avec le gain nonlinéaire 7y, du second systeme (2.81) est strictement inférieure
a la fonction identité, alors selon le théoreme du petit-gain 1.10 ou [47, Theorem 2], toutes les

solutions (x(t), z(t)) de (2.80)-(2.81) sont bornées sur [0, +00).

Considérons pour le premier systeme (2.80) la fonction de Lyapunov augmentée d’un terme
d’erreur d’estimation du parametre :

UG.5) = LV(D) + 55— (2.87)

oll L est une fonction C' de classe K. La dérivée temporelle de U, le long des solutions de
(2.80) avec n’importe quel signal z(-) continu et borné sur [0, +00), est :

ov

Ulesoy = L'(V) 5 (&P a(@, un(z, ) + Az, ua(z, p))P)

-~

o v
+ %(x,p)w(x,p 72) + a—p(xup)p

oV ~ ~ PR =T,
+ L'(V) o (@, D) A, un(2, D) (0" = D) + P (P—p") - (2.88)
Notons que cette égalité est vraie en tout instant ¢ > 0 ot z(t) est définie. Le deuxiéme terme
dans les crochets n’est pas génant, puisque d’apres les hypotheses (S2) et (S1) il est dominé par
le premier terme dans les crochets. La somme des deux derniers termes est négative a condition
que I’on choisisse la loi d’adaptation :

5 = Proj (ﬁ, L’<v<x,ﬁ>>A<x,un<x,ﬁ>>T2—Z<x,ﬁ>T) | (2.89)

Dans ce cas, il n’y a que le troisieme terme %—‘;(x, 1/5)1/5 qui crée une difficulté. Une fagon possible

de réduire l'effet de cet erreur est de “minimiser” & priori le terme %—Z(m,ﬁ)ﬁ une fois que 13\ est
choisie par (2.89). Ceci revient & choisir une fonction L propre dont la dérivée L'(V') est assez
petite lorsque V' est grand.

Dans la suite, nous allons considérer d’abord le cas ou V(z,p) est indépendante de p, puis
le cas ou V(z,p) est dépendante de p.

Cas 1: V(z,p) est indépendante de p

Dans ce cas, %—V(x, p)p = 0. Nous pouvons prendre L = %Id, avec A un nombre réel strictement
P

positif, et nous avons :
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Proposition 2.6 Sous les hypothéses (S1), (S2) et (S3), si de plus V(z,p) = V(x)Vp €11, et
il existe une constante uy dans (0,1), et deuzx fonctions pi, pa de classe Ko telles que :

1 1
<a1_1 o M—Oég cazlo - a) o(Id+ p1) ov:(s) < (Id—p2)(s) Vs>0, (2.90)
2 —

alors toutes les solutions du systéme composé de (2.80), (2.81) et (2.89) avec L = 11d, bouclé
avec uy(x,p), sont bien définies sur [0, +00), uniques et bornées.

Preuve : En premier lieu, nous démontrons que, pour le systeme (2.80)-(2.89), il existe une
fonction v, de classe K et une constante d, > 0 (peut-étre dépendante de x(0)) telles que
pour toute fonction z(t) dans L>([0, +00); R"), (2.80)-(2.89) a une solution unique z(t) définie
sur [0, 400) et vérifiant :

[z(t)] < do + %(lz]) VEe[0,+00) (2.91)

En effet, le second membre étant localement lipschitzien pour toute telle fonction z(t), il existe
une unique solution z(t) définie maximalement sur [0,7"). Alors avec p donnée par (2.89), vu
(S1) et (S2), I’équation (2.88) implique :

1

Ulsoy < =5 [(1=m)azoay (V) + allz])] - (2.92)

Introduisons le nombre réel positif V* :

V* = max{V(x(O)) ,agoagto N —llﬂ a(”z”)} . (2.93)

Sans nuire a la généralité, supposons que V* est strictement positif.
Considérons I’ensemble :

© = {tel0,T)|V(x(t) > V*}.

Si cet ensemble est vide, alors par contradiction 7' = +oo et (2.91) est satisfaite. Précisément,
en utilisant I'inégalité faible de triangularité (B.3) avec p = M%Id, nous avons :

- V(%@))) 4 oas 41
dm:al , +(8) = a] o—oaq, o a(s).
1<1—M2 Va(8) 1 P 1—M1()

Si cet ensemble © n’est pas vide, il a une borne inférieure notée ty et par continuité :
V(z(tg)) = V*.
De plus, il existe un instant ¢t; > tg tel que :
V(z(t)) > V* Yte (to,t1) .

Alors, nous avons : '
U(t) <0 Vte [to,tl)

ce qui implique :

@) +

1, . 1 1, .
- B — PP < $V(alto)) + 5lB(to) — P V€ [to,t) (2.94)

2
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En dénotant :

diam(IT) :=  sup {|p1 —p2|} < +o0,
(p1.,p2) €112
(2.94) implique :
Vi) < V* 4+ %diam(l’[)2 Vi€ [tot1) . (2.95)

En répétant cet argument sur tout intervalle semi-ouvert du type [to, ¢1), nous concluons que
(2.95) est vérifiée pour tout ¢ € [0,7), i.e. :

A
V(z(t) < V* + §diam(H)2 Vtel0,T). (2.96)
Finalement, avec la définition de V* dans (2.93), nous obtenons pour tout ¢ de [0,7) :
1
V(z(t)) < V(x(0)) + %diam(l’[)2 + agoagz’ <1 - a(HzH)) . (2.97)
— 1

La fonction V' étant propre, ceci implique par contradiction que 7' = +oo. De plus, avec (2.82),
en appliquant I'inégalité faible de triangularité (B.3) avec v = ay' et p = Ml—gld a (2.97), nous
obtenons ’équation (2.91) avec (dy,7,) définies par :

dy = al_l<1_1M2(%diam(ﬂ)2+V(x(0)))> (2.98)

1
I—m

1
Ya(s) = a7'o—asoaz'o
H2

a(s), s>0. (2.99)
Revenons maintenant au systeme bouclé (2.80), (2.81), (2.89). Pour chaque condition initiale
(2(0), 2(0)) et p(0) a l'intérieur de II, il existe une et une seule solution (z(t), z(t), p(t)) définie
sur l'intervalle maximal & droite [0, T"). Par causalité, (S3) et (2.91)-(2.99) impliquent :

=
—~
=

A

dy + Vo (Oiggt{\z(f)\o vte[o,T), (2.100)

12()] < de + 7 (02%{\95(7)\}) Vtel[0,T). (2.101)

Sous la condition (2.90), d’apres le théoreme du petit gain [47, Theorem 2] ou le Théoréme 1.10
et la compacité de II, z(t), z(t) et p(t) sont bornées sur [0,7). On en déduit par contradiction
que T = +o0. O

Remarque 2.9 1l est démontré dans Lin [45, Lemma 5.2.7] que si le systeme & = f(x,u,p)
admet une fonction ISS de Lyapunov pour p € I, alors ce systeme est 1SS de fagon robuste pour
tout p € II. La différence avec Lin [45] est que dans notre cas adaptatif la fonction U, définie
dans (2.87), n’est pas la fonction pour avoir une fonction ISS de Lyapunov pour le systéme
(2.80)-(2.89) avec u = uy(x,p) et z comme entrée, i.e. :

b= a(e (D) + Al D+ wle2)
-  ~ . TV
b = Proj (5. LV A wlw ) G D))

ou encore que p est non constant. La conséquence est que la borne asymptotique de d,, défini
dans (2.98), est dépendante de la condition initiale 2(0). Donc d, dans (2.100) ne peut pas étre
la somme d’une fonction de classe KL et une constante positive (indépendante de x(0)). 0
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Cas 2 : V(z,p) est dépendante de p

Lorsque V(x,p) dépend de p, il est intéressant de prendre une fonction L propre dont la dérivée
est la plus petite possible. Ceci nous suggere de choisir L comme :

1 |4
L(V) = 5 log (1 +/O agoagl(s)ds> YV >0 (2.102)

ol A > 0 et la fonction az o ay ' est donnée par (S1) telle que :

ov

(1)l ) + AG ual )] < —ag0 03 (V(w,p) V.
Nous avons donc : )
L'(V) = SR V) , (2.103)
A1+ [y agoay’(s)ds)
et, vu (2.89),
-1 ~
PN S~ agoay (V(z,p)) TV
p = Proj|p, - A(z,un(z,p)) -—(x,p) | - (2.104)
( A1+ [V a0 0y (s)ds) Oz

Remarque 2.10 Cette loi d’adaptation ne fait intervenir que des données sur le modele. En
effet, ag et ag ne dépendent que de a, A, u, et V. O

Notre résultat principal est :

Proposition 2.7 Supposons que les hypotheses (S1), (S2) et (S3) sont satisfaites et qu’il existe
une constante connue k > 0 telle que, pour tous les (z,p) € R™ x II,

ov ov V(z.p)
(@ p)| |57 (@ p) Az, un(z,p))| < k|1 +/ azoay(s)ds | . (2.105)
op ox 0

Dans ce cas nous choisissons le paramétre d’adaptation X\ > k. Dans ces conditions, si :

p < A;—k (2.106)

et il existe une constante ps dans (0,1), et deux fonctions p1, pa de classe K telles que, pour
tout s > 0,

< —1_exp(do) 1 1

o] o Q2 00y O

1o ma> o (Id+ p1) ov:(s) < (Id— p2)(s) (2.107)

ou dg est défini par :

do = %diam(l‘[), (2.108)

alors toutes les solutions du systéme composé de (2.80), (2.81) et (2.104) bouclé avec uy(x,p)
sont bien définies sur [0, 4+00), uniques et bornées.
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Remarque 2.11 La condition (2.105), appelée condition de croissance, généralise celle de
Pomet et Praly [59] :

ov

<w,p>|-|—<w,p>A<w,un<w,p>>| < k(14 V(p)?) .

o
ox

dp

Remarque 2.12 Lorsque p* est connu, 'application du théoréeme du petit gain 1.10 dans les
meémes conditions donne la contrainte suivante :

1 1
<a1_1 o —agoaz'o a) o (Id+ p1) o v:(s) < (Id — p2)(s) . (2.109)
2 I—m

En comparant (2.109) et (2.107), on voit que le controleur adaptatif assure la robustesse par
rapport aux incertitudes paramétriques mais sa robustesse aux incertitudes dynamiques semble
moins grande. L’augmentation de cette robustesse peut se faire en se rapprochant du cas p*
connu soit adaptation lente avec A grand, réduction de 'incertitude paramétrique avec diamlIl
petit. On voit ainsi apparaitre le compromis “adaptation rapide / robustesse”. O

Preuve de Proposition 2.7 :

Grace aux hypotheses (S1)-(S2) et a [64, Lemma (105)], et vus (2.88), (2.103) et (2.104), la
dérivée temporelle de U définie par (2.87), (2.102) satisfait :

' agoo@_l(V) —(1-— aao sl ., D oflz
o < Sp e |~ (- eseas'Ved) ol @)
a_vx ~E agoa;' (V(z,p)) rou (2B Ta_vx/\'l'
+ |5 e e A ) G ) ]
Avec (2.105), (2.110) implique :
-1
0500 V) 11—y — kMoo (Vo) + ale)] - (2111)

T A1+ ) azoayt(s)ds)

A partir de cette inégalité la preuve est complétée en suivant les mémes arguments que pour la
Proposition 2.6 & partir de (2.92). Ainsi, en définissant :

V, = max {V(m(()),/p\(())) , (g 0 a3_1 o m(xwz”)} , (2.112)

nous obtenons & la place de (2.97) :
A
L(V(z(t),p(t)) < L(Vi) + §diam(H)2 Vte[0,T). (2.113)
En appliquant le Lemme C.4 & (2.113) avec :

v = azoa,’ et & = d := Adiam(I)%/2 , (2.114)
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nous obtenons un nombre réel 4; > 0 qui ne dépend que de ¢ dans (2.114) tel que :
V(z(t),pt)) < eV, + 6, Vtel0,T). (2.115)

Ceci implique que T' = +00 et, avec la définition de V, dans (2.112),

V((t), (1) < €V(@(0),5(0) + &1 + ePagoa;’ (ﬁa(!lz!l)) (2.116)

valable pour tous les ¢ > 0. Nous concluons avec les mémes arguments apres (2.97) dans la
preuve de la Proposition 2.6. O

Commentaires. Nous venons d’obtenir un résultat de bornitude robuste aux incertitudes
dynamiques et paramétriques. Malheureusement, le probleme de convergence asymptotique est
encore ouvert. La difficulté vient de I’adaptatif. Plus précisément, supposons que, pour chaque
p*, le sous systéme z de (2.80) est ISS avec z comme entrée. Pour pouvoir utiliser le théoréme
du petit gain au systeéme (2.80)-(2.81), nous devons démontrer que le sous systeme x de (2.80)
est ISS avec z comme entrée (pour chaque p*). Mais, dans notre cas adaptatif, nous ne voyons
pas comment obtenir cette propriété ISS & partir de (2.92) et (2.87) avec L = 11d, ou de (2.111),
(2.87) et (2.102).

Le probleme de convergence asymptotique va étre traité dans le chapitre suivant en utilisant
une forme spécifique de la caractérisation GUEC (1.63) et en introduisant une technique de
normalisation dynamique dans le cas nonlinéaire.

2.5 Résumé

Nous avons donné deux applications du théoreme du petit-gain 1.9 ou 1.10 au probleme de la
synthese de commande donnant une bornitude et si possible une convergence robuste pour des
des systemes nonlinéaires incertains. La premiere est relative a la stabilisation globale par retour
d’état partiel ou par retour de sortie pour deux classes de systémes nonlinéaires qui ont une forme
globale spéciale. Cette application a motivé 'introduction d’outils de synthese de commande
robuste dont 1'usage n’est pas limité aux systemes triangulaires traités dans ce chapitre.

La seconde application concerne la stabilisation robuste de systemes nonlinéaires avec des in-
certitudes dynamiques et paramétriques. Notre conclusion est que si les incertitudes dynamiques
interviennent d’une fagon spécifique et satisfont une condition du petit gain, alors il existe un
controleur adaptatif qui rend toutes les solutions du systeme bouclé bornées. A travers ces deux
applications, on voit que I'intérét du théoreme du petit gain généralisé 1.9 ou 1.10 est de perme-
ttre d’établir des outils importants pour la synthese de commande, et de procurer un point de
vue intéressant pour la compréhension du mécanisme de stabilité de systemes interconnectés.



82

Chap. 2. Application du Théoréme du Petit Gain Généralisé




Chapitre 3

Application de la Caractérisation des
Effets Non Modélisés GUEC

3.0 Généralités

La stabilisation globale d’un systeme interconnecté soumis a des incertitudes paramétriques et

dynamiques a été étudiée dans la Section 2.4. Les résultats ont été obtenus grace au théoreme

du petit gain 1.10 ou [47, Theorem 2]. Dans ce chapitre, nous continuons a étudier ce probleme

mais dans un contexte un peu plus général avec un systeme n’ayant pas forcément une structure

d’interconnexion. Aussi, au lieu d’utiliser la caractérisation SpES et le théoreme du petit gain,

nous allons utiliser la caractérisation GUEC (1.63) et des théoremes de stabilité de Lyapunov.
Notre probleme se formule de la fagon suivante :

Etant donnée une famille de modeles (X,),e1r, indexée par p, un parametre dans un convexe
compact connu II de R :
X, & = a(z,u) + A(z,u)p (3.1)

ou x € R" et u € R™ dénotent respectivement 1’état et I’entrée, a et A sont des champs de
vecteurs connus réguliers. Supposons que, pour chaque p fixé, il existe un controleur w,(-, p)
régulier, dépendant régulierement du parametre p, qui stabilise le systeme (3.1) avec une fonction
de Lyapunov réguliere V' de R"™ x II dans R .

A toute fonction du temps p*(t) et tous signaux (z(t),u(t)) donnés par un systeéme réel nous
pouvons associer une erreur de modélisation :

w(t) = @(t) — a(z,u(t)) — A(x,u(t))p” . (3.2)

Nous cherchons des conditions suffisantes sur w(t) et p*(¢) permettant de garantir la bornitude
des solutions du systéme réel en utilisant une commande u(z,p) avec p & définir. Nous nous
intéresserons aussi au cas de la convergence vers 0 des solutions.

Pour ce qui concerne la bornitude des solutions une premiere réponse a été obtenue dans la
Section 2.4 pour le cas ot le systeme réel a la structure interconnectée définie par (2.80), (2.81).
Par contre, méme dans ce cas, la question de convergence n’a pas pu étre résolue lorsque p* est
inconnu. Ici nous nous replacons dans le contexte plus général de la Section 1.2.2. Précisément
nous supposons que, lorsque la commande est wu,(x,p) ou p est une fonction C' du temps, la
“distance” entre modele et systeme réel est caractérisée par (voir (1.64)) :

oV

B (&P & = a2, un(2, D)) = Az, un(2,P)) p]| < i W(a(t),p(1)) + p2r(t) + D (3.3)
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ol p* est un parametre constant inconnu, et le signal de comparaison r est défini par :

() = sup (T(V(a(r).5(r))} (34)

avec W et T deux fonctions liées a la stabilité du modele (voir (3.13), (3.15)). Pour le cas ou
p* est inconnu, cas dit adaptatif, une méthode classique de synthese de loi de commande est la
synthese de Lyapunov. Malheureusement, dans le cas de I’hypothese (3.3) nous ne connaissons
pas de preuve de bornitude par la méthode de Lyapunov (voir la preuve de la Proposition
1.2). Pour permettre une telle technique de preuve dans intention d’obtenir la propriété de
convergence des solutions, nous restreignons la définition de r en remplagant ’opérateur sup par
I'opérateur donné par un systéme du premier ordre. On finit par avoir une fonction de Lyapunov
globale (voir (3.76), (3.80), (3.90)), a la place de la fonction de Lyapunov partielle V' (z,p) du
modele. Plus précisément, ayant choisi deux nombres réels a > 0, rg > 0, une fonction ¥ de
R, dans R, convexe, de classe C', nous supposons I'existence de sy, ug tels que pour toute
solution il existe D satisfaisant :

T @D ol (D) - A (D)) < @ W@ + p ar) + D (@5)

ou r est maintenant défini par :
7= —ar + V(Y(V(z,p)), r0) =rg (3.6)

et p* est une fonction C' du temps dont la dérivée est bornée. Le signal de comparaison r est
ainsi défini par une équation différentielle (3.6). Il est clair que (3.5)-(3.6) implique (3.3)-(3.4)
(voir la Remarque 3.1).

3.1 Effets non-modélisés

3.1.1 Hypotheses

Considérons un systeme commandé qui admet une représentation d’état dans RY et dont la
dynamique peut étre augmentées de filtres sur I’entrée et la sortie, sont décrites globalement
par :

X = F(X,t,u), XeQ
x = H(X,t), zeR"

(3.7)

ol le vecteur X est I’état dans RN qui n’est pas completement mesuré et dont la dimension N
est inconnue, u est l'entrée dans R™, = est une sortie mesurée dans R™ et, ) est un voisinage
ouvert de l'origine de R™. Supposons que F et H sont définies respectivement sur Q x R, x R™
et 2 x Ry, et telles que :

H(Q,0) = R" (3.8)

et que :

Hypothése R (Régularité) (3.9)
F et H sont de classe C' telles que pour chaque (X,u), (‘g—)h(r(X7 9, %—IZ(X, ) et F(X,-,u) sont
bornées.

La condition H(£2,0) = R™ signifie que 'on cherche des résultats globaux dans I’espace de la
sortie x.
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Supposons aussi :

Hypotheése OE (Observabilité de 1’Evasion) (3.10)
Pour tout T > 0 fini ou infini et toute solution X (t) de (3.7) mazimalement définie sur [0,T),
nous avons :

(X(t) — 0Q sit—T) = limsup(|H(X(t),t)]+ |u(t)]) = +oo .

t—

C’est-a-~dire, aucune solution du systéme (3.7) ne peut atteindre la frontiere du domaine “global”
Q) sans que 'entrée u ou la sortie x n’explose en méme temps.

Notre probleme est : trouver un controleur tel que les solutions X (t) de (3.7) soient bornées
et limy o H(X(t),t) =&, une consigne désirée pour la mesure x.

Le systéme de simulation (3.7) n’étant que partiellement connu, nous allons travailler avec
un modele de synthese dont 1’état est x. C’est pourquoi il peut étre intéressant d’augmenter la
dynamique du systeme a commander par des filtres (voir [64, Example (24)]). La dynamique de
ce modele est choisie parmi une famille de modeles indexée par un parametre (vectoriel) p :

& = a(z,u) + A(xz,u)p (3.11)

ot les fonctions a et A sont connues et de classe C, et p est un parametre dans un sous ensemble
convexe, compact et connu Il C R!.
Notre modele de synthese est supposé étre stabilisable pour tous les p :

Hypothése S (Stabilisabilité) (3.12)

1l existe trois fonctions connues uy, W et V telles que :

1 uy : R xII — R™ est de classe C,

2 — W est positive, continue, W(x,p) =0 ssi z = €&,

3~V est de classe C?, positive, V(z,p) = 0 ssi x = & et, pour chaque nombre réel positif K,,
Densemble : {z |V (z,p) < K,, p € II} est un sous-ensemble compact de R",

4 — pour chaque (x,p) dans R™ x II, nous avons :

O (1) lola, () + Al p)) ) < W) (313)

Ceci implique en particulier que, pour chaque p dans II, le point £, qui peut dépendre de p, est
un équilibre GAS du systeme :

& = a(z,un(z,p)) + Az, un(z,p))p (3.14)

et que V est une fonction de Lyapunov correspondante pour ce modele en boucle fermée dont
la dérivée est plus petite que —W.

Le fait que la fonction uy,(x,p) est réguliere en p nous permet de sauter les problemes de
singularités des lois de commande lorsque p varie dans un ouvert.

Sachant que le modele peut étre stabilisé pour n’importe quel parametre dans I, nous avons
maintenant besoin de caractériser la distance entre le modele (3.11) et le systeme de simulation
(3.7). Pour ce faire, nous devons choisir deux nombres réels strictement positifs «, 79, une
fonction C' strictement croissante et convexe ¥ : R, — R, avec ¥(0) = 0, et une fonction
réelle positive T : R, — R, de classe C', satisfaisant :

Y(V(z,p) <W(x,p) , V(x,p)eR"xII
T(w)=0 ssi v=0 , liminf Y(v)>0.

V—+400

(3.15)
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Alors, nous supposons :

Hypothése UEC(«, o, ¥, T) (Caractérisation des Effets Non-modélisés) (3.16)
Il existe une fonction réelle positive D(QY) et trois nombres réels positifs uy, us et p tels que,
pour chaque fonction C' p : Ry — 1II et chaque solution mazimale X (t) de :

X=F(X,t,un(z,p) , v =H(X,t), X(0)€Q (3.17)

définie sur [0,T), il existe une fonction C* p* : [0,T) — II, avec ’ '*’ < p, et une fonction
continue du temps D : [0,T) — [0,D(Q)] satisfaisant pour tout t € [0,T) :
ov

B (&P & = a(z, un(z, D)) — Az, un(z, p)) p7]| < pn W(2,D) + 12 U ar) +D(t)  (3.18)

ou r, appelé le signal de comparaison, est défini par :
= —ar+¥YV(z,p)), r0) = r. (3.19)

Notons que p* peut dépendre du temps et de p, et que r est un signal défini maintenant par une
équation différentielle.

Avant de démontrer que UEC(«, ro, ¥, T) (3.16) implique GUEC (1.63) (voir plus loin la Re-
marque 3.1), nous faisons quelques commentaires sur ’actuelle caractérisation UEC(«, o, ¥, T)
(3.16) .

La caractérisation (3.18)-(3.19) est en certain sens en boucle fermée. Au lieu de demander
que l'inégalité (3.18) soit satisfaite pour toutes les entrées u, on a besoin seulement qu’elle soit
vérifiée pour la classe particuliere d’entrées uy,(-,p). Par contre, un aspect de boucle ouverte
reste, puisque la fonction p du temps n’étant pas a priori fixée, on demande que (3.18) soit
satisfaite pour toutes les fonctions possibles p du temps. D’autre part, la fonction de Lyapunov
V' du modele bouclé est impliquée dans 'inégalité (3.18). Ainsi la loi de commande u,, devra
étre synthétisée de maniere telle que la fonction correspondante V' satisfasse (3.18), i.e. les effets
non-modélisés devront étre pris en compte dans la synthése de commande. Cet aspect sera
illustré dans le paragraphe 3.1.2 quand nous avons choisi vy, v9 et j.

Le nombre réel positif o dans (3.19) peut étre considéré comme un pdle. Il devrait étre choisi
dépendant des constantes de temps négligées. Ceci implique certaines connaissances sur ces
constantes du temps. Néanmoins, comme nous allons le vois dans I'exemple du paragraphe 3.1.2
(voir (3.68)), en introduisant la fonction ¥, il est possible de rendre cette dépendance tres faible.
Aussi, dans le cas de systemes linéaires, cette dépendance peut étre surmontée par le filtrage
d’entrée comme l’ont montré Ioannou et Tsakalis [25]. Une autre motivation pour 'introduction
d’un intégrateur est d’éviter que ’entrée ait une action directe sur les dynamiques non-modélisées
(voir [24, 25]). Dans le contexte de la commande adaptative [10, 32, 73], le probleme venant
d’une telle action directe a été résolu pour une analyse de stabilité locale. Par contre, il est
encore ouvert pour une analyse globale. En effet, I’ajout d’intégrateurs peut étre facilement
fait dans le cas non-adaptatif (voir [76, Theorem 3.c] ou [13]). Mais, dans le contexte de la
commande adaptative, 'ajout d’intégrateurs entraine des difficultés, la dépendance paramétrique
du systéeme bouclé devant étre renforcée (voir les discussions sur la condition de matching dans
Praly et al. [64]). En particulier, pour le cas de bras de robot comme considéré par Reed et
Ioannou [67] et Campion et Bastin [10], nous ne voyons pas comment ajouter des intégrateurs
dans le cas adaptatif di au fait que le modele est implicitement linéairement paramétré.

Pour voir comment choisir la constante « et la fonction W qui sont impliquées dans I’hypothese
UEC(a, 19, ¥, T) (3.16) et vont étre explicitement utilisées dans le controleur que nous allons
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proposer dans la Section 3.2.3, nous proposons un lemme technique dont la preuve est une
application directe des arguments de [22, Chapter 3] :

Lemme 3.1 : Soit v(t) une fonction C' définie sur [0,T). Nous avons les propriétés suiv-
antes :

1 - Si U est une fonction convexe, avec ¥(0) = 0, et strictement croissante de Ry sur Ry,
alors V(z)/z (resp. V~Y(x)/xz) est non-décroissante (resp. mon-croissante) en x > 0 et, pour
chaque x>0,y >0 et k> 1,

k) < kUL
(k) < (=) (3.20)
Uz ty) < UT(z) + UTy) .
2 — Soient ry et ro deux fonctions réelles positives telles que :
7 < —aqry + Vi (v) To = —agry + Vs (v) (3.21)

ou aq > ag > 0 sont des nombres réels et Wi, Wy sont des fonctions strictement croissantes de
R, sur Ry avec U (0) = Uy(0) = 0 et Uy et WoUy! sont convexes. Pour chaque t € [0,T),
nous avons :

U o (t) < Z—;w;l(am(t)) (3.22)

+ Uy (max {0, UaW; (a1 71(0)) ™! — ayro(0) e—2t}) .
8 — Soient rg et ry deux fonctions réelles positives telles que :
73 < —ars+ fP(v) +, 74 =—arg+¥(v) (3.23)

ot > 0,3 > 0 et~y >0 sont des nombres réels et ¥ est une fonction convezxe, avec ¥ (0) = 0,
et strictement croissante de Ry sur Ry. Pour chaque t € [0,T'), nous avons :

U (ars(t)) < max{l,B} ¥ Haryt)) (3.24)
+ U (max {0, v+ (ar3(0) — v — aBra(0)) e *}) .

Preuve : Le point 1 est direct. En effet, quel que soit un couple de nombres réels (z,y) tel que
0 <2<y <400, nous avons :

e =2L"25x0+ Zxy. (3.25)
Y Y
Comme W est convexe, U(0) =0 et ©2= + % =1, (3.25) implique :
T
U(z) < =¥(y) . (3.26)
Y

Ceci démontre que ¥(x)/x est non-décroissante en = > 0.

On se propose de démontrer que W1 est bien définie sur R,. Pour ce faire, puisque ¥ est
strictement croissante de Ry sur R, et ¥(0) = 0, il suffit de montrer que ¥(z) tend vers +oo
si  tend vers 4+00. Supposons que [ := limsup, ,, . ¥(z) < +00. Comme V(0) =0 et ¥ est
convexe, nOUS avons :

U(Az) < A¥(z) Vz>0,V0o<A<1. (3.27)
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En faisant x dans (3.27) tendre vers 400, on obtient que I < Al et ceci est impossible. Ensuite,
la non-croissance de ¥~ (x)/x vient de la non-décroissance de ¥(x)/x et du fait suivant :

U1(2) 1
PR
1)

Finalement, (3.20) est une conséquence directe de la non-croissance de ¥~!(z)/x. La premiere
équation s’en résulte puisque :

UL (k) - UL(x)
kx - T

Vr>0,Vk>1.

La seconde équation s’en suit puisque :

T U e+y) <), 2

U e+ < 01y .
pry Ty (x+y) < ()

Pour le point 2, selon I'inégalité de Jensen avec \112\111_1 convexe, nous avons :

U egr) < 0t <a16_0‘1tr1(0) + o /Ot e~ =T gy (u(1)) dT) (3.28)
< Uyl (a) (3.29)
ou a est défini par :
a = e WU (ayr(0) + oy /Ot e T Wy (u(7)) dr . (3.30)
Avec le point 1, nous obtenons :
U arr) < 2! (0@6—&2%(0) +ag [l 2= Wy (u(r)) dT) (3.31)
+ U5 (Max {0, UaW; (g 71(0)) et — ayra(0) e 2t} )

Ceci implique immédiatement le point 2.
Il reste a démontrer le point 3. D’apres la définition de r3g, nous avons :

v Hary) <w! <ae_o‘tr3(0) + af /Ot e =W (p(s))ds + y(1 — e_o‘t)> (3.32)

Avec le point 1, la conclusion se déduit comme dans la preuve du point 2. O

Remarque 3.1 Gréace au Lemme 3.1, il est facile de démontrer que (3.18), (3.19) impliquent :

WV (0.5 [ — ala, un(er ) — Al ual, ) ')

(3.33)

< mW(wp) + p2 sw {TV(7)} + D(t)

oi1, pour simplifier, V (¢) représente V (x(t), p(t)) et D(t) est définie par :

D(t) = D(t) + V" (arge™) .
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En effet, il suffit de montrer la propriété suivante :

T Har(t)) < oiligt{T(v(T))} + U (arge™) . (3.34)

D’apres la définition de r dans (3.19), nous avons :

U ar(t) = vt (aroe—“ + / t e_a(t_T)\I/(T(V(T)))dT> .

0

Selon le point 1 du Lemme 3.1, nous obtenons :

T Har(t) < U (arge ) + 0! <a /0 te_a(t_T)\I/(T(V(T)))dT>

ce qui implique (3.34).
Notons finalement que (3.33) n’est rien d’autre que la caractérisation GUEC (1.63) pour le

systeme de simulation (3.7) et le modele (3.11) en boucle fermée avec u = uy(z, D), p étant une
fonction C' du temps. O

Notes bibliographiques. Le fait que la caractérisation UEC(a, 19, ¥, T) (3.16) permet de
capturer presque tous les effets non-modélisés linéaire a été indiqué par Praly [62, 63]. Il est
établi dans [63, Property 5] un résultat qualitatif qui dit que la stabilité de Lagrange est une
propriété ouverte par rapport a la topologie du Graphe introduite par Vidyasagar [78].

3.1.2 Exemple illustratif

Considérons la famille de modeles indexée par un parametre p € R :

& = o+ pr?— a3
' 2T (3.35)

i‘gzu

oil (x1,22) dans R? est I’état mesuré et u dans R est la commande. Choisir un élément dans
cette famille peut étre une facon adéquate pour obtenir un modele pour un systeme dont les
dynamiques sont en fait décrites par les équations différentielles suivantes :

i = xo+pat—y
by = u (3.36)
py = —y+ai

ou y n’est pas mesuré et p, un petit parametre de perturbation, et p* € [—pPmax, +Pmax] sont
inconnus mais ppax > 0 est connu. Le modele (3.35) peut aussi étre approprié pour un systéme
décrit par :

i1 = @+ praf — af + py + d(t)
iy = u (3.37)
g o= —y+ (1+u?)” -1

avec d une fonction continue du temps bornée mais non-mesurée, et ¢ un nombre réel positif.
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Précisément lorsque 1 est petit, (3.35) est le modele d’ordre réduit du systéme singulierement
perturbé (3.36) et du systeme régulierement perturbé (3.37).

Le probleme que nous voulons résoudre est de synthétiser un régulateur adaptatif pour le
modele (3.35) garantissant la bornitude des solutions en boucle fermée ainsi que la régulation,
ie. :

lim (21(t),22(t)) = 0. (3.38)

t—+o00

Nous espérons aussi que ce méme régulateur donne au moins la bornitude des solutions quand il
est en boucle fermée avec des systémes “proches” du modele (3.35) tels que les systémes (3.36)
et (3.37) lorsque p est assez petit.

Remarquons que les systémes (3.36) et (3.37) vérifient (3.7) en prenant N =3, n =2 et :

1 0 0
X:($17x27y)T7 H:<010>7 Q:Rg

Dans ce cas, ’hypothese R (3.9) est clairement remplie. Pour vérifier I'hypothese OE (3.10) , il
suffit de noter que la composante supplémentaire y d’une solution dans les deux systemes (3.36)
et (3.37) est bornée des que les autres composantes x1(t) et z5(t) de cette solution sont bornées
ainsi que le controle u(t) en boucle ouverte.

Dans la suite, nous allons tout d’abord trouver les trois fonctions adéquates u,, V et W
qui satisfont I’hypothese S (3.12). Ensuite, nous démontrons qu’avec ces fonctions, I’hypothese
UEC(«, ro, ¥, T) (3.16) est vérifiée pour les deux systemes (3.36) et (3.37).

Vérification de I’hypothése S (3.12)

En appliquant la technique d’ajout d’un intégrateur (voir [76] ou [13]), nous synthétisons un
contrdleur stabilisant pour le modele (3.35) en deux étapes :

Etape 1 : Commencons par la stabilisation du systéme suivant :
L 2 3
1 =uy + px] — a7 . (3.39)

Dénotons par u;(x1,p) et Vi les fonctions suivantes :
ui(z1,p) = —w1 —paf + i o), Vi(e) = %x% (3.40)
ou v est une fonction introduite comme degré de liberté et satisfaisant :
zivi(x) <0 Vap v1(0) =0 (3.41)
En appliquant u; au systeme (3.39) et calculant la dérivée temporelle de V7, on obtient :

Vl = —2V1(1‘1) + 21 ’1)1(1‘1) = —Wl(xl) . (3.42)

Etape 2 : Ajoutons un intégrateur au systéme (3.39), i.e. considérons (3.35). Définissons :

1 . 1
V(z1,x2,p) = 2 (2Vi(z1)) + §X% (3.43)
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ou j est un entier strictement positif considéré comme nouveau degré de liberté et ys, introduit
pour simplifier les notations, est défini par :

X2 = w2 —ui(x1,p) = T2+ 11 —|—px% — x% —wvy1(z1) . (3.44)

Notons que y2 est une fonction de (z1, 22, p). Le long des solutions du systeme (3.35), la dérivée
temporelle de V(z1, z9, p) satisfait :

Vo= —(2Vi(z1)) T Wiay) (3.45)
+X2 [961 @Vi(z)) ™ +u+ (1 + 2pry — 3a7 — %(%)) (22 + p — x%)} :

Donc nous pouvons obtenir :

Vo= =2 V(x1,22,p) +z1vi1(z1) (2Vi(21))
+ (962 + x1 4 pat — af — 01(351)) v (21, T2, p) (3.46)
= '—LV($1,$2,p)

en prenant la commande comme suit :

u = up(r1,x2,p)
= = Vi) = (14 2pe - 303 — §(21)) (w2 + pad — o) (3.47)

— jx2 + va(x1, 2, )

ou vy, un troisieme degré de liberté, est une fonction satisfaisant :

(z2 + 21 + pr? — 23 —v1(21)) vo(z1,22,p) <O V(z1,29,p) ER® |

va (21, 22,p) = 0 V (1, 22,p) € {(1,22,p) : T2 + 21 +paf —af —vi(z1) =0} .
Avec (3.46), nous avons établi que le contréleur par retour d’état u, défini dans (3.47) garan-
tit la stabilité globale asymptotique des solutions du modele (3.35). D’ou la satisfaction de
I’hypothese S (3.12) avec uy,, W et V' définies respectivement par (3.47), (3.46) et (3.43).

Vérification de I’hypothése UEC(a, 1o, ¥, T) (3.16)

Commencons par le systeme (3.36). Pour toute fonction C* p : R, — II, nous avons :

@) — alw (e P) ~ A (D) = g (@l -y) (349

Notre objectif est de spécifier la loi de commande u, en choisissant j, v; et vy indépendants de
(1, y) afin d’établir la relation (3.18) entre les effets g—;/l(ﬁ —y) et V ou W. Mais si dans le
Chapitre 1, nous avions une attitude passive en espérant le modele était suffisamment bon pour
que cette caractérisation soit satisfaite, ici grace a la commande nous pouvons avoir une approche
plus active en choisissant la commande de telle sorte que la caractérisation soit satisfaite. Nous

avons :

oV 3 2i—1 ~ ovy
_ < J 149 _ 32 2 3 _ 3.49
e (7} y)‘ < T Fxe (14 2pxy — 37 - (z1) )| |27 — | (3.49)
2 — 1 o 3
. — 2j+2 R U1 2j—1 2j+2
< 2PT2 L YT T 1 4 2pw — 322 — P (x +——ys
< 1 ]+1\X2\ pTy 1 8x1(1) ]+1y
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ou nous avons utilisé I'inégalité de Young [22] (voir aussi la Section B.0). Donc, si nous choisis-
sons vy et vy tels que W définie dans (3.46) satisfait :

2742
; 27— 1 2542 0vq -1 1
20%%2 4 2T 2150 |1+ 2pay — 322 — 22 <-W 3.50
zry T+ Tl X[ +2pry 1 axl(wl) =35 (w1, 22,p) , ( )
alors, (3.49) et (3.50) impliquent :

oV 3 1 3 2j+2
-~ _ < W D —y 3 . 3.51
9, & D) (1 y)‘ < 5 Wiwr,22,p) + Y (3.51)

Les expressions suivantes pour vy et vy satisfont la contrainte (3.50) que nous avons proposée :

v(z1) = —c a3
A AL
vo(21,22,p) = —c2 (z2+ a1+ prd — a2} —vi(21)) 5T |1 +2px; — 3(1+ cl)x1| -1 (3.52)
it it2

—c1j 7 (z2+ x4 pat — af —vi(a1)) 7

avec : .
> 4 s 42 (3.53)
cp > —— . .
az4 225
Notons que le dernier terme dans la définition de vy n’est pas motivé par (3.50) mais par
I'inégalité (3.57) a venir. Ceci donne en particulier :

; 1
22012 < . Wy, x0,p) VY (21,20,p) € R . (3.54)
1
Soient u(t) une fonction continue arbitraire définie sur [0, +00) et (z1(t), z2(t), y(t)) une solution
maximale définie sur [0,7) du systeme (3.36) avec u(t) comme entrée. Avec l'inégalité de Young
(B.1), 'équation de ¢ de (3.36) entraine :

py s < -yt 4 a2t (3.55)
ou encore,
2j42 t 2j+2 1 t t—s 2542
y 3 (t)<exp|——)y 3 (0)+; exp | — - x " (s)ds Yte|0,T). (3.56)
K 0

Mais, avec (3.54) et (3.43), on s’apercoit qu’on peut trouver une fonction Y telle que :

C .
577 @ TV (@nan,p) S Wanenp) V(e anp) € R, (3.57)
En effet, on peut choisir :
C1 cx o AL
T(V) = 5375 (25V)5 (3.58)

Notons que la valeur de p dans (3.57) est arbitraire, (3.57) et (3.56) impliquent pour tous les
te[0,7T):

Y5 (1) < exp (—%) Y5 (0) + % OteXp (—t - 3) Y(V (21(s), wa(s), Bs)))ds .
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Maintenant, a I’aide de I'inégalité de Holder [22], pour chaque entier fini ¢ > p, nous avons :

/Otexp (—ff) e <%>_ (/ote’q’(—(t —5)) T(v@))%)é

~,

ou, pour simplifier les notations, V(s) signifie V(x1(s), z2(s),p(s)). Finalement observons que
I'intégrale & droite de I'inégalité précédente peut étre obtenue de la facon suivante :
Etant donné un nombre réel positif rg, définissons ce qu’on appelle le signal de comparaison

T par :
= —r+X(VEN , r(0)=rg. (3.59)

Nous avons :

Q=

</Otexp(_(t ~)) T(V(s))qu) < 277 i — exp (— 5) r§ : (3.60)

En conséquence, nous avons obtenu :

B . g=1 1 g—1
2j+2 2j+2 1/ —1 = 1/5 — 1
y 3 (t) <exp (—ﬁ) y 3 (0)— _261; (ng_u)> “ exp (— %) rd + 2cmf (2;1(1(3“1)) Tor(t)a .
Avec (3.51) et (3.59), nous avons ainsi établi I’hypotheése UEC(a, 79, ¥, T) (3.16) avec o = 1

et U(x) = x%. Précisément, nous avons pour ¢t € [0,7) :

v
81‘1

(21 (t), z2(t), B()) (27(t) y(t))‘ < i W (a1 (1), z2(t), (1) + pa 7 (1) + D(t)  (3.61)

ou les constantes p1 et o sont données par :

g—1

1 3x2Y7 (2u(g—1)\ @

I ( AU )> (3.62)
2 ap(i+1) \ q—p
et la fonction du temps D est définie par :
. —1
3 t 2j+2 3x 2V (g —1) T t\ ¢

D(t) = —— exp <——) y 3 (0)— - < exp <— —) ri . 3.63
0 j+1 [ © cap(+1)\ g—p q) "’ (3.63)

Rappelons que 'inégalité (3.61) est vérifiée pour n’importe quelle entrée u(t) et n’importe quelle
fonction p(t) du temps. Notons aussi que, puisque ¢ > p, D(t) est négative pour tous les
t suffisamment grand. Néanmoins, le fait que sup, D(t) dépend des conditions initiales est la
raison d’un résultat non global en général. Pour souligner cet aspect, il est convenable de définir,
pour chaque nombre réel strictement positif 1, ’ensemble ouvert suivant :

Qﬂ = {(mlvw%y) € Rg ‘ ‘y‘ < 77} (364)

et la fonction D :

3 3 x 21/i N
D(n,ro) =  sup D(t)=max{0,.—n%— - (“(q )>q ré v . (3.65)

teR, [y(0)|<n J+1 cp(j+1)\ q—p

Cette fonction est croissante en 7 mais décroissante en rg. Tant que rq est libre nous pouvons
toujours le choisir pour que D(n,rg) soit nulle. Mais si le signal de comparaison r intervient
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explicitement dans le controleur, alors rg, condition initiale de r(t), est fixé. Alors, si pour
obtenir la bornitude ou la convergence nous avons besoin que sup, D(t) soit suffisamment petit,
disons inférieur a A, notre résultat sera satisfait uniquement pour certaines conditions initiales
définies comme suit : Soit n* > 0 défini par

D(n*,r0) = A, (3.66)

la contrainte sur sup, D(t) est satisfaite si les conditions initiales (x1(0), z2(0), y(0)) restent dans
I’ensemble €2,+.

Comme nous le verrons dans la section suivante, la bornitude des solutions est garantie si
(voir la preuve de la Proposition 3.1) :

g—1
1 1 _1 6 2(¢—1)\ @
0 < 1—p1—20 = =——27 q - < . 3.67
e R T AN (367
Ceci signifie que la bornitude peut étre établie sans exiger une borne sur sup, D(t) (voir les
discussions ci-dessus) mais a condition que, pour certain nombre réel c3 dans (0, 1),

12 ’ 2(¢—1) o c
(2‘?c1<j+1>> ((1—c3)q) DR (368)

Ceci impose une restriction sur p. Remarquons cependant que si, dans le controleur uy, ¢ est
choisi tel que :

24

_1 .
27+ 1 —es)
alors en choisissant ¢ suffisamment grand dans la définition de r, le domaine des valeurs admis-
sibles de i peut étre rendu aussi grand que 1’on veut.

<cr, (3.69)

Retournons maintenant au systeme (3.37). Notons que dans ce cas, I’équation (3.48) devient :

ov . ov

5 (@ D) [ —alz, un(z, D)) — Az, un(z,p)) p"] = 5~ (2,5) (ny +d(1)) - (3.70)
T Tl

Soit p(t) une fonction C' bornée arbitraire, définie sur [0, +00). Soit (x1(t),z2(t), y(t)) une
solution maximale définie sur [0,7") du systeme (3.37) avec

u = up(x1,22,p(t))

considérée comme entrée. Notons que u n’est plus arbitraire comme c’était le cas précédemment.
Notre but est de vérifier si une inégalité sous la forme (3.61) est satisfaite, avec la méme
définition (3.59) pour le signal de comparaison r. Comme dans le cas précédent avec (3.57), une
telle inégalité existe si nous pouvons trouver des constantes d; et Dp telles que, pour tous les
t € [0,T), nous avons :
2j+2
[(1 + ui(ml(t), xg(t),ﬁ(t)))g — 1] 5 <0 Y (V(xq(t), z2(t), p(t)) + Dy . (3.71)
Apres de longs calculs et I'utilisation de I'inégalité de Young, on peut montrer que ces constantes
existent a condition que :

Si 7 3+ 8o Sj33+20-
10 6 — 140 4o
Ces contraintes illustrent la difficulté qui peut étre produite par ’action directe de la commande
sur les dynamiques non-modélisées. Notamment en augmentant la valeur de j qui peut étre
interprétée comme une augmentation du gain du controéleur (voir (3.47)) on risque d’exciter ces
dynamiques non-modélisées de maniere telle que la stabilité n’est plus garantie en certain point.

(3.72)

g
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3.2 Bornitude robuste

L’objectif de cette section est d’examiner si R (3.9) , OE (3.10) , S (3.12) et UEC(«, 7o, ¥, T)
(3.16) sont les hypotheses suffisantes pour garantir l’existence d’un controéleur résolvant notre
probleme. Notre étude se déroule suivant ’ordre croissant de difficultés.

3.2.1 p* donné et constant

Pour le cas p* donné et constant, puisque la commande est donnée, on est dans le cas sans
commande. Due a la Remarque 3.1, ce cas a donc déja été traité avec GUEC (1.63) . Comme
un corollaire de la Proposition 1.2 avec :

D = D(t) + puoU! (arge )

et la loi de commande suivante :
u = uy(z,p), (3.73)

nous avons :

Corollaire 3.2 : Sous les hypothéses OF (3.10) et S (3.12) , si, pour certains «, 1o, ¥, T,
Uhypothese UEC(a, 1o, ¥, T) (3.16) est vérifiée avec p* connu et constant, i.e. p =0, et :

D(Q2 |\
|~y — iy — limsup 2E)H 2P (aro)
V——+00 T('U)

> 0 (3.74)

alors toutes les solutions de (3.7)-(3.73) avec X (0) € Q sont bien définies sur [0, +00), uniques
et bornées. De plus, si, pour un certain instant Ty >0, D(t) =0 VYVt > Ty dans (3.18), alors :

lim z(t) = £. (3.75)

t——+o00

Mais on peut ajouter que, dans le cas UEC(a, rg, ¥, T) (3.16) , une autre preuve (voir la Section
D.1) est possible avec la fonction de Lyapunov suivante :

V(z,r) = I(V(z,p")) + %1"2 (3.76)

avec € un nombre réel strictement positif et 1(V) la fonction définie par :

Vv v 2
) :/O %dv. (3.77)

Dans ce cas, nous avons besoin de 'hypothese R (3.9) et de remplacer (3.74) par :

1 2 s — Timsup 20D g (3.78)
— — — limsu . .

H1 H2 v_)+oop T(v)
Ce qui serait intéressant d’ajouter c’est la robustesse de la bornitude globale par rapport a Ap
si, au lieu de p*, on utilise p* + Ap, i.e. u = uy(x,p), p = p* + Ap (voir Pomet-Praly [59]).
Pour cela, on a stirement besoin d’une hypothese sur %—‘;. On reviendra sur ce point dans les
paragraphes suivants.

Remarquons que si liminf, 1+ T(v) = +oo, il n’y a aucune contrainte sur D(€2) et que
(3.74) est moins restrictive que (3.78). Il en résulte que notre résultat tient globalement, i.e.
pour chaque condition initiale X (0). En outre, a, rg, ¥, T sont encore & notre disposition
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puisqu’ils ne sont pas utilisés dans notre contréleur. En particulier, o peut étre choisi dépendant
du parametre de perturbation singuliere si nécessaire (voir les discussions apres (3.69)). Nous
pouvons aussi choisir rg dépendant de la valeur initiale X (0) de facon que D(t) puisse satisfaire
I’hypothese D(t) = 0Vt > T, pour un certain instant Ty (voir (3.65) pour une illustration).

Remarque 3.2 Dans ce cas particulier, le signal de comparaison r, défini par 1’équation
différentielle (3.19), n’est pas utile pour la bornitude des solutions ni pour la convergence. O

3.2.2 p* inconnu et dépend du temps, V ne dépend pas de p

Quand le vecteur p* est inconnu et varie avec le temps, la loi de commande (3.73) ne peut pas
étre mise en pratique. A la place de uy,(x,p*), on utilise un contréleur dynamique dont ’état
est p: '

qui peut étre obtenu en appliquant la syntheése de Lyapunov traditionnelle (voir [56] par exem-
ple). On vient de mentionner que V définie dans (3.76) est une fonction de Lyapunov adéquate
pour le cas ol la vraie valeur de p* est connue. Puisque 1’équation du modele est linéaire en le
parameétre vectoriel, nous pouvons essayer la fonction de Lyapunov de controle suivante :

~ ~ € A
Uz,r.p) = I(V(@.0) + 57 + Sp—pT (3.80)
ou A est un nombre réel strictement positif. En d’autres termes, on va trouver la fonction F
dans (3.79) telle que la dérivée temporelle de U le long des solutions du modele bouclé (3.11)-
(3.19)-(3.79) — qui n’est pas (3.7)-(3.79) — est négative en supposant (mais pour la syntheése
seulement) que p* est constante. Si de telles solutions existent, on obtient avec (3.13) dans
I’hypothese S (3.12) et (3.15) :
=T \112 oV \112 oV BR

T < —0? — car? v 2 A p- + =L5. 81
U < ear® + er —i—()\p T 92 )(p ) + T@pp (3.81)

Par conséquent, dans le cas ou V' ne dépend pas de p, ceci nous suggere la solution suivante :

1 Y(r(V(x))?
A Y(V(z))

TV

F(z,p) = 5

Notons que, en conséquence de notre analyse, les valeurs de € et rg ne sont pas utilisées dans
le controleur. De plus, on sait que p* reste dans un convexe compact connu II. Nous utilisons
cette connaissance préalable en projectant F sur la frontiere de IT chaque fois que p est sur cette
frontiere et F se dirige vers 'extérieur de II. Le controleur suivant s’ensuit :

PR A~ W(T(V 2 AN\T OV /AT

p = Proj <p, 7&1.((‘/((?)))) Az, un(z, D)) %(x) )
(3.83)
u = un(z,p)

[}
avec p(0) un point intérieur de II, i.e. p(0) € II et, avec quelques restrictions supplémentaires
mais faibles sur I’ensemble II (voir Praly et al. [64, Assumption ICS (94)]), la fonction Proj
peut étre rendue localement lipschitzienne.
Il reste a étudier les propriétés que ce controleur procure au systéme actuel (3.7)-(3.83).
Nous avons :
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Proposition 3.1 Sous les hypothéses R (3.9) , OF (3.10) et S (3.12) , si la fonction V est
indépendante de p, si, de plus pour certains o, ro, ¥, Y, UEC(c, r9, ¥, T) (3.16) est satisfaite
avec :

D(Q
1 — pp — 2p0 — limsupL > 0 (3.84)
V——+00 T('U)
et |p*| < p, st X est choisi assez petit pour que :
Ap  sup  |p1—po| < <1 — 11 — 2 pig — limsup %ﬁ}?) liminf U(Y(v))?, (3.85)
(p1,p2) €112 v—+00 v—+400

alors, toutes les solutions de (3.7)-(3.83) avec X (0) € Q sont bien définies sur [0, +00), uniques
et bornées. De plus, si p = 0 et, pour un certain instant Ty > 0, D(t) =0 V ¢t > Ty dans
(3.18), alors :

lim z(t) = £ . (3.86)

t——+o00

Preuve : voir Chapitre D. O

Remarquons que :
1 — L’inégalité (3.85) indique que plus la vitesse p du vecteur inconnu p* est grande ou plus les
incertitudes paramétriques sup, 1p2)€lI2 |p1 — p2| sont larges, plus I'adaptation doit étre rapide.
2 — La Proposition 3.1 confirme une des conclusions qui peuvent étre tirées des travaux de Reed
et Toannou [67] et Campion et Bastin [10] pour les bras de robot. Dans le cas ol on peut choisir
V indépendante du parametre estimé p, la seule modification nécessaire, par rapport au cas ol
le parametre est connu, est de garantir la bornitude du parametre estimé p. A la place de la
projection utilisée ici et dans [10], Reed et Ioannou ont proposé la technique de o-modification.
3 — Le signal de comparaison r n’est pas explicitement utilisé par le controleur (3.83). Il en
résulte que «, rg sont encore libres (voir les commentaires apres la Proposition 3.2).
4 — Dans le cas ol des perturbations singulieres sont présentes, seulement un résultat local est
obtenu dans [10] et [67]. Ceci est di au fait que, dans ces deux cas, la commande apparait
dans le sous-systeme rapide. Dans notre contexte, ceci signifie que nous ne connaissons pas le
quadruplet (a, 79, ¥, T) tel que UEC(«, 79, ¥, Y) (3.16) est satisfaite.
5 — La robustesse de la stabilité de Lagrange a été aussi établie localement par Taylor et al. [73]
pour des modeles linéarisables par bouclage avec un difféomorphisme indépendant du parametre
inconnu. Cette indépendance implique notre hypothese que V est indépendante de p. Il y a
cependant une possibilité d’étendre ces résultats au cas ou V dépend du parametre estimé si
une condition de matching est satisfaite (voir [32, 64]). En effet si cette condition est valable, il
est possible d’augmenter le controéle en :

uw = uy(z,p) + v(z,p,D) (3.87)
ol v est choisi pour supprimer le terme ‘I’TQ%—‘;ﬁ dans (3.81). Malheureusement dans ce cas
I’hypothese UEC(ay, 79, ¥, T) (3.16) n’est pas suffisante car u n’est plus dans la classe uy (-, D).
On doit rendre UEC(«, rg, ¥, ) (3.16) plus restrictive :
pour chaque fonction C' du temps p : Ry — II et chaque solution X(t) de :

X = F(X,t,u(H(X,t),p), X(0)eQ, (3.88)

par :
pour chaque fonction C' du temps p : Ry — Il et u : Ry — R™ et chaque solution X(t) de :

X = F(X,t,ut), X(0)eQ. (3.89)
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3.2.3 p* inconnu mais constant, VV dépend de p

Lorsque V' dépend de p nous avons le terme supplémentaire ‘I’TQ%—‘; 1/5 dans (3.81). Si un tel terme
ne peut pas étre annulé pas le controle (cas de la condition de matching), on est obligé de le
considérer comme une perturbation et de synthétiser un controleur garantissant la robustesse
de la bornitude des solutions par rapport a cette perturbation. Pour atteindre cet objectif, on
propose de remplacer la fonction de Lyapunov de contréle U dans (3.80) par :

~ B € A
Ule,r,p) =L [I(V(@,D) + 5] + Slo-pP (3.90)
ou la fonction L reste a étre choisie. Pour cette nouvelle fonction U, la méme synthese de
Lyapunov que dans le paragraphe 3.2.2 — sans la projection — entraine l'inégalité suivante,
remplacant (3.81) :

U<— L (3.91)

! (@_2)28_VAT8_VT :
A

U2 4 car? —car¥ — = T ap o

ou L' est la dérivée de L. On s’apercoit que, pour rendre le dernier terme dans les crochets
petit, la dérivée L' devrait étre positive mais aussi petite que possible pour que L reste définie
positive et propre. Ceci nous suggere le choix de L(z) = log(1 + z) et de proposer le controleur
suivant :

r=—ar+¥(YV(x,p)), r0) = ro

YOV (2.5)))? SNT AV (o T
ﬁ\:Proj 5 vy~ Aun(zp) T G (2,p)
’ (1+1(V(2,p))+572)A

(3.92)

u="1uy(z,Dp)

o
avec p(0) € II et I définie dans (3.77). Notons que «, ro, ¥, YT sont utilisés dans ce controleur.
Dans ce cas, nous avons :

Proposition 3.2 : En plus des hypothéses R (3.9) , OE (3.10) et S (3.12) , supposons que,
pour tous les (z,p) € R™ x I, on ait :

oV oV V(z.p)
a—p(x,p)' . '%(x,p)/l(x,un(x,p))' < d (1 +/O T(v)dv> (3.93)

ou d est un nombre réel positif. Dans le contréleur, choisissons «, ro, V, T, € et X\ tels que :

(14J (t)dr)"

est une fonction non-décroissante pour
14 [v Xa)2 4 f p

1 — Pour un certain nombre réel positif k,

0 T ()
v >0,
dk
2 - £ < 2« (1—7) . (3.94)

Sous ces conditions si UEC(a, mo, ¥, T ) (3.16) est satisfaite avec av,ro, ¥, Y définié précédemment
et en outre py, p2, D(), p satisfont p =0 et :

dk D(Q
(e + apz)? < 2ae <1 2 liriligop T((v))> (3.95)
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alors, toutes les solutions de (3.7)-(3.92) avec X (0) € Q sont bien définies sur [0, +00), uniques
et bornées. De plus, si, pour un certain instant Ty >0, D(t) =0 VYVt > Ty dans (3.18), alors :

lim z(t) = & (3.96)

t——+o0
Preuve : voir Chapitre D. O

Remarque 3.3 L’inégalité (3.93) généralise la condition de croissance introduite dans [59] pour
le cas T(v) =wv :

a—V(av,p)A(av,un(av,p)) < d(l + V(x,p)Q) )

o
ox

o (w,p)‘ :

Remarque 3.4 Le controleur adaptatif (3.92) exige un signal de normalisation dynamique qui
n’était pas présent dans le controleur adaptatif (2.104) établi dans la Section 2.4. Par ailleurs,
dans la Section 2.4, le théoréeme du petit gain était utilisé et on n’avait pas besoin de fonctions
de Lyapunov pour les deux sous systemes (voir (2.100), (2.101)). Le prix de cette généralité est
que malheureusement, aucun résultat de convergence n’était dégagé dans la Section 2.4. O

Egalement, nous remarquons que :
1 — Le signal de comparaison r étant explicitement utilisé dans le controleur, «, rg, ¥, T ne sont
plus des parametres libres, on doit les adjuster tels que I'hypothése UEC(«, o, ¥, T) (3.16) est
satisfaite. Ce cas est opposé a celui de Proposition 3.1 (voir la Remarque 3 apres la Proposition
3.1).

(1 T()de)"
) 2
» ST
U et T. Par exemple, elle est satisfaite par :

2 — La condition monotonie de est une condition technique faible sur les fonctions

2m —1 1
T(v) = 0" | U(v) = o™ | E > (2m—2)n+%
ou par :
v
T — j — m k>22m+1'
@ = 2r . W =, k2

3 — Par contraste avec la Remarque 1 apres la Proposition 3.1, ici A devait étre suffisamment
grand de maniere que (3.94) soit satisfaite. C’est le fameux compromis entre la robustesse et
l'adaptation rapide.

4 — Toutes nos hypotheses sont satisfaites si le systéme devant étre controlé est linéaire, V' est
quadratique en z, u, est linéaire en xz, ¥(T) = T et Y(v) = cv. Dans ce cas (3.92) est un
nouveau — autant qu’on le sache — controleur adaptatif linéaire qui n’a besoin d’aucune erreur
augmentée.

Exemple (suite) :

Durant les discussions et les analyses dans la Section 3.1.2, nous avons vu que les hypothéses R
(3.9), OE (3.10) , S (3.12) et UEC(«, 79, ¥, YT) (3.16) sont satisfaites pour les deux systemes
(3.36) et (3.37) dont les modeles de synthese sont (3.35). Maintenant nous voulons montrer que
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la condition de croissance (3.93) est satisfaite par V' et YT, définies respectivement par (3.43) et
(3.58). En effet, nous avons :

oV L
anean)| = hastl < VRIS (3.97)
et :
oV 2 227y (14 2pas — 3(1 + ¢1)a?) ) (3.98)
8{1,‘1 fI,'l = fI,'l XQ pPI1 C1 fI,'l fI,'l .

2j+1 1 1 1
< (@) + V)V (14 2max(2V) + 31+ 1) (25V)7)
Dong, il existe deux nombres réels positifs ¢4 et cs5 tels que :

‘%—V oV 2 <aVEy 4o, (3.99)
p

I
81‘1 1

Mais vu le fait que d’apres (3.58) nous avons 1’égalité :

J+1
J 2j+1

/VT(v)dv = MV 7
0

3.100
27 +1 ’ ( )

(3.93) s’ensuit.

Due a la remarque 3 suivant la Proposition 3.2, en utilisant cette proposition, notre nouveau
régulateur adaptatif appliqué a (3.36) et (3.37) garantit la robustesse de la bornitude globale
des solutions (z1, x2).

3.3 Discussions

Comme nous 'avons dit dans la Section 3.0, c’est dans le but d’exhiber des propriétés de con-
vergence pour le cas adaptatif que nous introduisons ici une forme plus spécifique que la car-
actérisation GUEC (1.63) du Chapitre 1. En effet, avec les hypotheses OE (3.10) et S (3.12) ,
GUEC (1.63) ou précisément (3.3) et (3.4) impliquent la propriété de bornitude des solutions
du systeme bouclé. Nous avons :

Proposition 3.3 Supposons que les hypothéses OF (3.10) et S (3.12) sont satisfaites avec l'exis-
tence d’une constante positive d et d’une fonction T de classe K telles que :

W(xz,p) > Y(V(z,p)) V(x,p)eR"xII,
et que, pour tout (x,p) € R™ x II,

oV oV Viwp)
a—p(m,p)l . Ig(x,p)A(x,un(x,p))l < d <1 + /0 T(v)dv) . (3.101)

Awvec la caractérisation GUEC (1.63) du Chapitre 1, i.e. (voir (3.3) et (3.4)) :

|5y (,D) [& — alz, un(z, D)) — Az, un(2,9) p*)| < W(a(t), B(t)) + p2 (1) + D (3.102)
r(t) = supg<;<{ T(V(2(7), (7))} (3.103)
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ou p* est un paramétre constant inconnu, si :
1 — g — e > 0, (3.104)
nous pouvons concevoir un controleur adaptatif

u = un(z,0), P = x(x,p) (3.105)

qui rende les solutions de (3.7)-(3.105) avec X (0) € Q bien définies sur [0,+00), uniques et
bornées.

Remarque 3.5 Nous avons indiqué que UEC(a, o, ¥, T) (3.16) entraine GUEC (1.63) (voir la
Remarque 3.1). Ceci se traduit, dans le cas de la commande adaptative, par le fait que GUEC
(1.63) permet de contenir plus d’incertitudes que UEC(«, ro, ¥, Y) (3.16) (comparer (3.104)
avec (3.84) et (3.95)). Malheureusement, on n’a pu établir qu'un résultat de bornitude dans la
Proposition 3.3, a savoir que la propriété de bornitude des solutions n’est pas satisfaisante pour
aborder des applications. O

Dans la suite, on résume 1’idée de démonstration de la Proposition 3.3.
Comme dans la Section 2.4, considérons la fonction suivante (voir (2.87)) :

e e 1

ot L est une fonction C! de classe Koo. Avec un choix approprié de p et de L (voir (2.89),
(2.102)), selon (3.102), (3.103), la dérivée temporelle de U satisfait (voir (2.92), (2.111)) :

U < @o(V) [=(1 = 1 = o) Y(V) + oo swp {T(V(7)} + D (3.106)

ou pp est un réel dans [0,1 — 1 — p2), o est une fonction continue positive.

Au moyen de la technique de projection utilisée ici et dans la Section 2.4, on peut garantir
que p reste dans IT. En suivant les mémes arguments que dans la preuve de la Proposition 1.2,
nous pouvons conclure la bornitude des solutions du systeme bouclé.

3.4 Résumé

L’intérét de considérer un signal de normalisation dans 1’étude de la robustesse de la stabilité
de Lagrange des systemes linéaires est maintenant bien connu. En particulier, il est montré
dans [63] que cette technique permet de capturer toutes les dynamiques non-modélisées linéaires
possibles. La généralisation de cette notion au cas nonlinéaire est ’idée principale rapportée dans
ce chapitre. En combinant cette technique avec une synthese de Lyapunov et une condition de
croissance nous avons pu établir des résultats nouveaux de stabilité de Lagrange ainsi que de
convergence asymptotique des solutions pour des systemes nonlinéaires avec des incertitudes
a la fois paramétriques et dynamiques. Néanmoins dans la premiere étape, nous n’avons que
traité la cas global et le cas local est encore ouvert. Finalement on signale que, a cause de
I'introduction du signal de normalisation (dynamique), la dynamique du contréleur adaptatif ici
est de dimension plus grande que celle du parametre. Par contre dans la Section 2.4 nous avons
présenté une autre approche fondée sur le théoreme du petit-gain pour un systeme interconnecté
et la dimension du contréleur obtenu est égale exactement a celle du parametre.
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Conclusions

Ce travail a permis de montrer les possibilités de combiner la seconde méthode de Lyapunov
avec d’autres techniques pour apporter des solutions nouvelles au probleme de stabilisation
robuste des systemes nonlinéaires. La méthodologie adoptée ici était 1'utilisation d’un modele
de synthése simplifié mais complété par des informations sur les effets négligés existant dans
le systeme réel. Pour savoir quels types d’informations pourraient étre utiles, nous avons tout
d’abord étudié et proposé des caractérisations des effets non-modélisés de sorte que bornitude
des solutions ou méme convergence puissent étre prouvées.

Nous avons vu au Chapitre 1 que l'introduction de la notion SpES a motivé un théoréme
du petit gain généralisé contenant un résultat du genre entrée-sortie et un résultat du genre
Lyapunov. Ceci est un point important a souligner dans la décomposition d’un systeme. En effet,
par rapport a I’approche entrée-sortie classique, cette caractérisation SpES a permis d’étudier
le comportement des variables internes du systeme en plus de celui d’entrée-sortie. Nous avons
également présenté une autre caractérisation GUEC qui differe un peu de SpES et ne repose
que sur la méthode de Lyapunov. Au cours de I’étude, un signal de comparaison (utilisable) a
été introduit dans le but d’informer sur la “taille” des effets non-modélisés (non disponibles).

Le Chapitre 2, consacré a la stabilisation d’une classe de systémes rétroactifs récurrents
incertains, a fourni des résultats tres probants concernant ’application du théoreme du petit
gain a la commande. Malheureusement, le théoreme du petit gain appliqué a une classe de
systemes adaptatifs ne nous a permis que d’établir la propriété de bornitude des solutions et
non leur convergence.

Pour traiter les aspects de convergence asymptotique des systemes adaptatifs nonlinéaires,
nous avons introduit au Chapitre 3 une technique de normalisation dynamique. Nous avons
pu constater que cette idée, dont I'importance était bien connue dans la commande adaptative
linéaire, était aussi prometteuse dans la commande adaptative nonlinéaire.

Dans cette étude, nous nous sommes contentés d’établir des résultats qualitatifs. Il reste
a vérifier 'applicabilité a des systemes pratiques et a quantifier ’aspect “robustesse” de nos
algorithmes.
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Annexe A

Notions et Théoremes de Stabilité

Nous révisons ici quelques notions particulieres de stabilité.

Tout d’abord, nous donnons certaines terminologies standards dans la théorie de stabilité
(voir [20]). Durant tout ce mémoire, nous utilisons | - | pour signifier la norme Euclidienne d’un
vecteur et || - || pour signifier la norme supérieure d’une fonction mono-variable (par exemple,
pour n’importe quelle fonction mesurable u : Ry — R™, ||u|| = ess.sup.{|u(t)|, t > 0}).

Définition A.1

(1) Une fonction V' : R™ — R est dite définie positive si pour tout x # 0, V(z) > 0 et V(0) = 0.
(2) Une fonction V : R™ — R est dite définie négative si —V est définie positive.

(3) Une fonction V' : R™ — R est dite propre si V(z) — oo quand |x| — co.

(4) Une fonction v : Ry — Ry est dite de classe K si elle est continue, strictement croissante
et satisfait y(0) = 0. Elle est de classe Ko, si en plus elle est propre.

(5) Une fonction § : Ry x Ry — Ry est dite de classe KL si, pour chaque t fizé, la fonction
B(-,t) est de classe K et, pour chaque s fizé, la fonction ((s,-) est décroissante et [((s,t) — 0
quand t — oo.

(6) Etant donnée une fonction u : Ry — R, pour chaque couple de nombres positifs 0 < s <
t < 400, la fonction tronquée de u sur [s, t], notée Uls,4), est définie par :

| u(r) si 7€ [s, ]
Ulst] = { 0 sinon .

En particulier, uj g est équivalente a la fonction tronquée standard de u en t i.e. uy.

Considérons maintenant le modele et le systeme de simulation introduits dans la Section 1.1
ou le terme de perturbations w n’est dépendant que de (x,t) :

modele & = f(x,t), (A.1)
systeme de simulation & = flz,t) + w(z,t) . (A.2)

Définition A.2 Dans le cas ou [ est indépendant de t, I’équilibre x = 0 de (A.1) est stable au
sens fort de Lagrange s’il existe une fonction positive et propre V(z) telle que pour x dans un
voisinage de l’origine, nous avons :

@) <o (A.3)

Si, de plus, (A.3) est satisfaite pour tous les x, alors on dit que ’équilibre est globalement stable
au sens fort de Lagrange.
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Remarque A.1 D’aprés un théoréme inverse de Lyapunov (voir [20, Theorem 48.1]), la stabilité
asymptotique au sens de Lyapunov implique la stabilité forte de Lagrange, mais pas réciproque-
ment. O

Définition A.3 L’équilibre x = 0 de (A.1) est totalement stable si pour chaque £ > 0, il existe
deux nombres réels positifs d1(g) et da(e) tels que |xo| < 61 et |w(x,t)| < do impliquent que la
solution x(t) de (A.2), avec z(ty) = wo, satisfait |z(t)] < e.

Le théoreme suivant montre la relation de la stabilité totale avec la stabilité asymptotique dans
le sens de Lyapunov.

Théoréme A.1 (20, Theorem 56.4]) Si l’équilibre x = 0 de (1.2) est uniformément asympto-
tiquement stable, alors il est totalement stable.

Preuve : D’apresle Théoréeme Inverse de Lyapunov [20, Theorem 49.3], la stabilité aymptotique
uniforme de z = 0 de & = f(z,t) implique 'existence d’une fonction de Lyapunov V(z,t), et de
trois fonctions définies positives «; (1 < i < 3) telles que pour tout  dans B, = {z||z| < r}
avec r > 0,

ar(jz]) < V(zt) < as(|2])
/ <

Via,t) < —az(|z])

Puisque B, est un ensemble borné, il existe un nombre réel positif ry tel que pour tout 1 <i <
n = dim(z),

%(m,t)‘ <ry VeeB,, Vt>ty. (A.4)

La dérivée de V le long des solutions de (A.2), notée par V( A.2), 8’écrit comme :

ov

oz (A.5)

Vaz) = Vay + 3w

ol w; est la i-eme compasante de w. Etant donné n’importe quel 0 < ¢ < r, il existe d1 et do
tels que

aj(e) > az(01), |w(z,t)] < do VzeB,. (A.6)
Dénotons
= inf .
1 élglﬁge{as(\w\)}

Pour toutes les solutions z(t) avec |z(tp)| < 01 qui entrent dans la région §; < |z| < € & un
instant ¢; > tg, vu (A.4), (A.5) et (A.6), nous obtenons :

Viag) < —r1 + nrody

Si l'on choisit d9 dans (0,r1/(nrg)), alors V' est strictement décroissante apres l'instant 1, ce
qui implique |z(t)| < e. D’ou la stabilité totale de 1’équilibre. [

Puis, nous introduisons une autre notion importante de stabilité en présence d’incertitudes
non évanescentes (par exemple, dans (A.2), w(0,-) #Z 0). Dans ce cas, l'origine z = 0, qui est un
équilibre de (A.1), peut ne pas étre un équilibre du systéme de simulation (A.2). Comme dans
le cas de la stabilité totale, la convergence des solutions vers l'origine, lorsque ¢ tend vers +oc,
est pratiquement impossible. C’est pourquoi nous cherchons une propriété moins forte que la
convergence — la bornitude ultime. Cette notion caractérise le fait que si w est petite en un sens,
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les solutions du systeme perturbé sont petites apres une tres longue durée. Par opposition a la
stabilité totale, 'aspect global de la bornitude ultime est aussi intéressant que son aspect local.
La définition précise est :

Définition A.4 (/37]) Les solutions de & = f(x,t) sont uniformément ultimement bornées s’il
existe deux constantes positives b et c telles qu’a chaque « € (0,c¢), est associée une constante
positive T = T'(«) satisfaisant :

2(t))] < a = |z(t)] < b, Vt>to+T. (A7)

FElles sont globalement uniformément ultimement bornées si (A.7) existe pour n’importe quelle
valeur de .

Nous appellerons la constante b la borne ultime. Un critere tres utile pour la bornitude ultime
uniforme est Khalil [37, Theorem 4.10, pp. 202] :

Théoréme A.2 [37] Soient B, = {x € R"| |z| < r} avec r > 0 et f: B, x Ry — R" une
fonction continue par morceau en t et localement lipschitzienne en x. Supposons qu’il existe

une constante p, trois fonctions o; (1 < i < 3) de classe K, définies sur [0,r), et une fonction
V : B, x Ry — R de classe C" telles que :

0 < p < agi(a(r)) (A.8)
ar(lz]) < Vi(x,t) < ao(|z]), Vae B, (A.9)
D+ %) < —osllel), Vial<nu. (A.10)

Alors, il existe une fonction 3 de classe KL et un instant fini ti, dépendant de x(to) et u, telle
que, pour toute solution x(t) de & = f(xz,t), nous avons :

lz(t)] < B(|lz(to)l,t —to), Vio<t<t

. V |z (to)| < @y (an(r)) (A11)
[z(t)] < o7 (a2(p), V=t

De plus, si toutes les hypotheses sont vérifiées avec r = +00, i.e. B, =R", et ay est de classe

K, alors léquation (A.11) est vérifiée pour toutes les conditions initiales x(to). En particulier,

st ai(s) = kis®, pour ki >0 et ¢ >0, alors B(s,t) = ksexp(—~t) avec :

ko \M° k
kl kQC
Aussi, le lecteur intéressé est invité a consulter Khalil [37, Section 4.5] pour le cas ou la conver-

gence asymptotique, plutét que la bornitude ultime, est possible en présence d’incertitudes non
évanescentes adéquates.

Les deux dernieres notions de stabilité que nous allons présenter sont relatives a un systeme
dynamique commandé. Elles décrivent le phénomene de bornitude de la sortie d’'un systeme
dynamique commandé chaque fois que I'entrée est bornée. 1l est bien connu que ce phénomene
est toujours garanti pour tous les systemes linéaires autonomes ou non-autonomes quand on
possede la stabilité asymptotique globale uniforme (UGAS, abréviation en anglais), par contre,
ceci ne l'est pas pour les systemes nonlinéaires (voir [15] et [70, 71] pour des contre-exemples).
Plus précisément, nous avons :
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Définition A.5 Le systéme nonlinéaire commandé & = f(x,u) avec la sortie y = h(x) est
appelé Entrée-Bornée Sortie-Bornée (BIBO, abréviation en anglais) si pour chaque entrée u(t)
définie pour t > 0 telle que ||u|| < 61 et pour chaque condition initiale |xo| < d2 ot 0; (i = 1,2)
sont deux nombres réels positifs, la solution associée z(t) du systéme :

o(t) = fz(t),u()), =(to) =0
satisfait la propriété, i.e. : 30(d1,02) € (0, 400),
|h(z(t))] < §(61,02) ViE>to . (A.12)

Siles §; (i = 1,2) tels que (A.12) est satisfaite ne sont pas arbitraires, alors le systéme considéré
est appelé localement BIBO.

Remarquons que, dans le cas ot h(z) = z, BIBO est aussi appelé Entrée-Bornée Etat-Borné
(BIBS, en anglais). Cette notion a été généralisée par Sontag [70, 71] ou la bornitude ”ultime”
des solutions n’est plus dépendante des conditions initiales. Plus précisément, nous avons :

Définition A.6 [71] Le systéme & = f(x,u) est appelé entrée-a-état stable (ISS) s’il existe une
fonction B de classe KL et une fonction v de classe K telles que pour chaque condition initiale
x(0) et chaque entrée mesurable et essentiellement bornée w(t) définie sur [0, +00), la solution
associée x(t) existe pout tout t > 0 et satisfait

[z < B(z0)], ) + v([lull) - (A.13)

Il est intéressant de noter que la propriété ISS du systeme & = f(x,u) avec u considérée comme
entrée implique la propriété GAS du systéme & = f(x,0). Bien que la réciproque soit fausse,
Sontag [71] a démontré que la GAS implique la propriété ISS apres un changement approprié
de feedback. Plus précisément, considérons le systéme nonlinéaire :

&t = flz,u), zeR" ueR™ (A.14)

ou z et u représentent respectivement I’état et I'entrée du systeme. S’il existe une matrice K (x)
telle que le systéeme (A.14) en boucle fermée avec u = K (z) est GAS, alors nous avons :

Théoréme A.3 [71, Theorem 1] Il existe une matrice carrée G(x) de classe C, inversible pour
tout x € R", telle que le nouveau systéme obtenu de (A.14) avec uw = K(x) + G(z)v est 1SS
quand on considére v comme l’entrée.

Comme référence, nous présentons ici un algorithme pour vérifier si un systéme est ISS qui a été
proposé par Sontag [70, Proof of Theorem 1] et qui semble étre la seule méthode systématique
disponible jusqu’a présent (voir aussi [45]).

L’algorithme de Sontag relatif a la stabilité ISS :

Cet algorithme, qui existe implicitement dans [70, Proof of Theorem 1] mais explicitement dans
Lin [45], consiste & trouver les fonctions 3 de classe K L, et v de classe K satisfaisant la propriété
ISS (A.13) pour les systemes nonlinéaires ISS stables. 11 est fortement dépendant de I’expression
explicite d’une fonction de Lyapunov, et donc non completement constructif. Par contre, il y a
beaucoup de systemes ISS pour lesquels cet algorithme est susceptible de donner des expressions
des deux fonctions (3, 7).

Etant donné un systéme ISS stable :

&t = flz,u), zeR", ueR™. (A.15)
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En particulier, le systéme résultant © = f(x,0) est GAS.

Etape 1 : Trouver une fonction de Lyapunov V' et trois fonctions de classe K, telles que

ar(lz]) < V(z) < ao(Jz]) Yo eR"” (A.16)
et
aa—‘;(x)f(x,()) < —ay(lz]) VzeR". (A.17)

Etape 2 : Trouver deux fonctions x et g de classe K, telles que
2| > x(ul) = Vaus (@) < —ao(V(2)) . (A.18)

FEtape 3 : Pour chaque s > 0, dénotons par 7(s) I'intégrale suivante :

1 = - [ o

Puis pour tous les (s,t) € Ry x Ry, définissons

R 0 si s =20
Bo(s,t) := < 0 si t + n(s) > limg_o4n(s)ets >0
Nt +n(s)  sit+ n(s) < limg_orn(s)ets > 0
et R s
t) = t .
Bols:t) = Bols:t) + 1

FEtape 4 : Finalement, les expressions des fonctions (3,7) dans (A.13) peuvent étre choisies
comme :

B(s,t) = afl(ﬂo(ag(s),t)) (A.19)
v(s) == ap(aa(x())) - (A.20)

Commentaires :

1- Dans le cas ou V(z) = a(|z|) avec o une fonction de classe K, ’expression de v dans (A.20)
se simplifie en :

A(s) = x(s) - (A.21)
2— Les fonctions (3, ) ne sont pas uniques du au fait que la fonction de Lyapunov V' dans 1’étape
1 ainsi que les fonctions y et ap dans 1’étape 2 ne sont pas uniques. Leur choix dépend souvent
du besoin de notre probleme (voir [45, Example 3.6.1]).
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Annexe B

Démonstrations liées au Chapitre 1

B.0 Deux inégalités utiles

Dans cette section, nous démontrons deux inégalités qui vont étre utilisées a maintes reprises.

1. Une inégalité de Young : [22]

Quels que soient deux vecteurs a et b dans R™, et deux nombres réels ¢ > 0 et p > 1, nous
avons :

p
P _ —
o < P = DETT
peP p

Dans le cas ou p = 2, (B.1) est appelée inégalité quadratique de Young.

(B.1)

Preuve : L’inégalité (B.1) est une conséquence directe de la concavité du logarithme, ou plus
précisément, du fait suivant :

p—1

1 1 -1
—logx + logy < log <1—9x + pTy> YV (z,y) € Ri ) (B.2)
p

2. Une inégalité faible de triangularité :

Quelles que soient une fonction v de classe K et une fonction p de classe Ko, telle que
p—1d est de classe K, et quels que soient deux nombres réels positifs a et b, nous avons :

v(a+b) < v(pla)) + v(po (p—1d)" (b)) . (B.3)

Preuve : 1l suffit de considérer respectivement deux cas suivants :

b < (p—1Id)(a) et a < (p—1d)74b).

Remarquons que I'inégalité (B.3) généralise [70, eq. (12)].
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B.1 Démonstration du théoréme 1.9

Nous avons besoin du lemme technique suivant.

Lemme B.1 Soient 3 une fonction de classe KL et p une fonction de classe K telles que
Id — p est de classe K. Soit z(t) une fonction réelle positive, définie sur [0,T) avec T un réel
strictement positif ou infini. Si, pour un nombre réel positif so et une constante o dans (0, 1],
le signal z(t) satisfait :

z(t) < B(so.t) + p( sup {Z(T)}> vtel[0,T), (B.4)
TE|at,t]
alors il existe une fonction B de classe KL telle que :
(1) < Blso,t)  Vte[0,T). (B.5)

Preuve : On peut supposer que p est de classe K. Sinon, considérons p = (Id + p)/2. Aussi,
on peut supposer que 7' = +oo. Sinon, on prolonge z(¢) par 0 sur [T, 4+o00). Définissons £(s)
par :

€(s) = B(s,0) + pl€(s) ¥520. (B.6)
Par hypothese, £ est bien définie sur [0, +00). Pour chaque (s,¢) € R%, définissons zo(s,¢) un
nombre réel positif par :

20(s,t) == &(s) = (Id—p)~*(B(s,0)) Vs>0,t>0. (B.7)
Remarquons que (B.4) implique :
sup {z(7)} < B(s0,t) + p( sup {Z(T)}>
T€[0,t] TE|at,t]

et donc z(t) < zp(sp,t). Alors pour chaque (s,¢) dans R?, nous définissons une suite de nombres
réels positifs, notée {z;(s, t) }i>0, selon la récurrence suivante :

ziv1(s,t) = B(s,t) + p(zi(s,at)) Yi>0. (B.8)

Supposons par induction que :

B(s,t) + p(zi(s,at)) < z(s,t)
i(s1,t) < zi(so,t) V0L <
zlsnt) < zist) TS yis0, >0, (B.9)
zi(s,t1) < zi(s,ta) Vit >t >0
z(t) < zi(so,t)

Avec (B.8), nous obtenons :

zip1(s,t) < zi(s,t)
B(s,1) + plaisa(s,at)) < B(s1) + plails, o)) = 7 (s,0)
Zi+1(81,t) < ZZ‘_H(SQ,t) V0§81<82 VSZO, tZO.
ziv1(s,t1) < zip1(s,t2) Vi >t >0
z(t) < B(so,t) + p < S}lp ]{ZZ‘(SQ,T)}> = 2i+1(s0, 1)
TE|at,t

(B.10)
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(B.10) implique immédiatement que (B.9) est aussi satisfaite par z;11. Puisque, vu la définition
de zp dans (B.7)-(B.6), 2z satisfait (B.9), (B.9) est valide pour tous les i > 0. Par conséquent,
pour chaque (s,t) dans R2, la suite {z;(s,t)};>0 des nombres réels positifs est décroissante et
donc converge vers un nombre réel fini. Dénotons cette limite par z(s, t) :

Z(s,t) = lim z(s,t) . (B.11)

i——400

En plus de la propriété (B.9) satisfaite par la suite {z;(s, t) };>0, notons d’autres propriétés pour
cette suite : pour touslesi >0,s>0et t >0,

%(0,8) = 0 (B.12)
tlg—noo zi(s,t) = p <t££100 zi—1(s, t)) = plo(Id—p)~topB(s,0) (B.13)
zi(s,t) < (Id—p)~'op(s,0). (B.14)

Si bien que, la fonction Z possede les propriétés suivantes :

(P1) pour chaque t > 0 fixé, la fonction Z(s, t) est croissante en s, et pour chaque s > 0 fixé, la
fonction Z(s, t) est décroissante en t.
(P2) Pour tout ¢t > 0, Z(0,¢) = 0, et pour chaque s > 0,

lim z(s,t) = 0. (B.15)

t——+o00

(P3) z(s,0) est continue en s.

(B.15) vient du fait que, pour tout s > 0, p(s) tend vers zéro lorsque i tend vers -+oc.
Pour démontrer ce dernier, p et Id — p étant de classe Ko, la suite {p’(s)}i>0 est positive et
strictement décroissante. Soit I la limite associée & s > 0. Comme p'T1(s) = p(p(s)), en faisant
i tendre vers +oo, on obtient que l; = p(ls), ce qui entraine que [y = 0Vs > 0. Pour démontrer
(P3), il suffit de remarquer & partir de (B.7) et (B.8) que :

Z(5,0) = lim z(s,0) = (Id— p)~*(B(s,0)) . (B.16)
1—+00
Si, de plus, pour chaque t fixé, la fonction Z(s,t) était strictement croissante et continue en s,
alors Z(s,t) serait de classe KL. Mais il est difficile de montrer directement la continuité de
Z(+,t). Pour contourner cette difficulté, nous allons construire une fonction 3 de classe KL telle
que : R
B(s,t) > Z(s,t) Vs>0,t>0. (B.17)
A partir de nos analyses précédentes, cette fonction B est une solution pour (B.5).
Pour chaque A > 0 fixé, définissons une fonction 7 par : Vs >0, t > 0,

By(s.t) = min{zZ(\,t) , Z(s,0)} S? s €0, 7] (B.15)
Z(s,t) si se (N oo).

Comme il peut étre directement vérifié, 31 satisfait :

(C1) Pour tous les s > 0 et t > 0, B1(s,t) > Z(s,1).

(C2) Pour tous les t > 0, 51(0,t) = 0.

(C3) Pour chaque s > 0 fixé, (51(s, t) est décroissante en ¢ et tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo.
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(C4) Pour chaque t > 0 fixé, 31(s,t) est croissante en s.
(C5) Pour chaque t > 0 fixé, 51(s,t) est continue sur [0, \].

En effet, pour (C1), (P1) implique que pour s € [0, ], Z(s,t) < Z(s,0) et Z(s,t) < Z(A, t).
Pour (C2), s = 0 entraine que s € [0, \] et, d’apres (P2), Z(0,0) = 0. Pour (C3) et (C4), si
s> A, ona (Pl) et (P2);sis e (0,)\], il existe un ¢tg > 0 tel que f1(s,t) = Z(s,0) pour ¢ < tg,
et B1(s,t) = Z(\, t) pour ¢t > ty. La propriété (C5) est entrainée par la propriété (P3), puisque
B1(s,0) =Z(X,0). R

Maintenant, nous sommes préts a construire la fonction . Introduisons d’abord une nouvelle
fonction By : Vs >0,t >0,

Bi(s, 1) si se[0,\/2]
Ba(s,t) = q k(s,t) si s € [\/2, )] (B.19)
f88+1 Bi(r, t)dr si s €[N +00)

ou k(s,t) est défini sur [A\/2, A\] x Ry :

A+1

2s A+l
—< ﬁl(’i‘,t)d’i' — ﬁﬂ)\/?,i)) + 2ﬁ1()\/2,t) — ﬁl(’i‘,t)d’i' .
A A

K(s,t) = 3

Ceci implique en particulier que 31 (-, t) est linéaire sur 'intervalle [A/2, A].

D’apres sa définition dans (B.19), la fonction Sy domine 31 définie dans (B.18). Notamment,
a l'aide de (C1)-(C5), f2 possede aussi les propriétés (C1)-(C4) et :

(C6) Pour chaque t > 0 fixé, la fonction fa(-,t) est continue sur [0, +00).

En effet, vus (B.19) et (C5), fa(-, t) est continue sur [0, A]. Sis > A, fa(s,t) = f88+1 Bi(r, t)dr
et donc il reste a démontrer la continuité de f88+1 B1(7,t)dT en s. Pour ce faire, considérons une
suite arbitraire {s,},>0 de nombres réels positifs telle que s, tend vers s lorsque n tend vers
400. Notons que :

sn+1 [e'e) s+1 [e'e)
/Sn Bi(r, t)dr = /0 B1(7, )Xot (1) / By (r, t)dr = /0 B1 (7, )Xo ()T

Ol X[sp,sn+1] (T€SP. X[s,s41)) est la fonction caractéristique sur [s,, s, + 1] (vesp. [s,s + 1]).
Comme S31(7,t)X]s,,s,+1](7) converge vers B1(7,t)X[ss11](T) Presque partout en 7 € Ry. Le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure.

Finalement, la fonction B, de classe KL, est donnée par :

Bs,t) = Bals,t) + 1_3“5 .

(B.20)

OJ
Remarque B.1 1l est important de noter que, bien que B(s,t) ne soit pas disponible dans
la pratique, la fonction (s, 0) est complétement connue. En effet, vus (B.18) et (B.16), nous
avons :

ﬁl(S,O) = (Id—p)_l(ﬁ(S,O)) : (B21)

En conséquence, avec (B.21), (B.19) et (B.20), nous obtenons une expression ezplicite pour

ﬁ(S,O). O
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Remarque B.2 A partir du Lemme B.1, nous pouvons facilement obtenir la généralisation
suivante :
Si, au lieu de (B.4), nous avons :

z(t) < B(so,t) + p( sup {z(7)}> +d Vtel0,T) (B.22)

T€at,t]

ou d est un nombre réel strictement positif, alors pour chaque k > 1, il existe une fonction B de
classe KL telle que :

2(t) < B(so,t) + (Id—p)~ ' (kd) Vte[0,T). (B.23)
En effet, comme la-dessus, on peut supposer que 7" = 400. Puisque d > 0 et § est une fonction

de classe KL, si (3(sg,0) < (k—1)d, B(so,t) < (k—1)d pour tout ¢ > 0 et (B.22) donne :

z(t) < p( sup {z(7)}> + kd Vt>0. (B.24)

TEat,t]
Avec (B.24), nous obtenons :
2(t) < (Id—p)~Y(kd) Yt>0. (B.25)

Si B(sp,0) > (k — 1)d, il existe un instant ¢* dans (0, +o00) tel que ((sg,t) > (k — 1)d pour
t €[0,t%), et B(s0,t) < (k—1)d pour t € [t*, +00). Dans ce cas, (B.22) entraine :

A1) < k—flﬁ(so,t) + p< sm]{zm}> Wt e [0, (B.26)
et :
2(t) < p( st ]{2(7)}> + kd  Vtetr,4o00). (B.27)

En appliquant le Lemme B.1 & (B.26), nous trouvons une fonction B de classe KL telle que :

~

z(t) < B(so,t) Vte[0,t) . (B.28)

D’autre part, (B.27) implique :
2(t) < (Id—p)~Ykd)  Vtetr, +o0) . (B.29)
Vus (B.25), (B.28) et (B.29), nous concluons (B.23). O

Preuve du théoréeme 1.9 :

Selon [47, Fact 2 (N1)], nous pouvons supposer que la fonction ps de classe K, dans (1.41)
est telle que Id — po est aussi de classe K.
1. Bornitude des solutions. Quelles que soient ui(t) et uy(t) deux fonctions continues et
bornées sur [0, +00), par hypothese de régularité, pour chaque condition initiale (z1(0), z2(0)),
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il existe une seule solution (z1(t), x2(t)) de (1.36)-(1.37) maximalement définie sur [0,7) avec
T > 0. Puisque (1.36) et (1.37) admettent la propriété SpES, cette solution satisfait :

@ < Bullz(0),8) + n ( iT&}\(Ul(T)vyz(T))T\) +di vtel0,T)  (B.30)
l2()] < Ba(lz2(0)[, 1) + 72 ( Sel[lopt]\(U2(T)7y1(T))T\> +dy VE€[0,T) (B.31)

Choisissons un Ty quelconque dans [0,7) et rappelons que y;7, représente la fonction tronquée
de y; (i =1,2) a l'instant Ty. Nous avons :

lnnll < m(lwll + llyeroll) + Bi(lz1(0)1,0) + du (B.32)
el < v2 ([luzll + llnzll) + B2(lz2(0)],0) + d - (B.33)

Notons que les équations (B.32) et (B.33) ne sont rien d’autre que [47, egs. (15a)-(15b)]. D’apres
Mareels et Hill [47, Proof of Theorem 2|, vu (1.41), il existe une fonction ~ de classe K telle
que :

gl + llyzryll < A(1([21(0)], |22(0)], [[uall, luzll, v, da, ds) ) - (B.34)

Puisque Tj est arbitraire et le membre de droite de (B.34) est indépendant de T, (B.34) implique
la bornitude de y;(t) et ya(t) sur [0,7), i.e. :

@) + [y2(0] < A(1(|21(0)], [22(0)], lluall, [luzll, di, d2, d3) T]) Yt €[0,T). (B.35)

Vu le fait que les sous systemes x; et xo satisfont la propriété ONB, nous concluons que z1(t)
et x2(t) sont bornées sur [0,7"). On en déduit que T" = +o0o et que les solutions sont bornées sur
[0, +00).

2. Convergence des sorties. Nous considérons maintenant le cas ou u; = 0, ug = 0 et
dy = dy = d3 = 0. Comme nous l'avons démontré précédemment, z1(t) et x2(t) sont bornées
sur [0, +00). D’apres la premiere partie de la preuve, soit sy un nombre réel strictement positif
tel que :

‘1‘1(75)‘ S S0 , ‘1‘2(75)‘ S S0 Vi Z 0. (B.36)

Dans la suite, nous nous proposons de trouver une fonction Gy de classe KL telle que :
@] + [y2(t)] < Bo(so,t) VE>0. (B.37)

Puisque le systeme (1.36)-(1.37) avec (u1,uz) = 0 est autonome, la propriété (B.30)-(B.31) est
vérifiée pour n’importe quel instant initial ¢y > 0, i.e. :

lyi(t)] < Bi(lwi(to)], t —to) + 1 ( Sl[lp ] \yz(T)\> Vig <t (B.38)
TE(to,t

ly2(t)] < Ba(|za(to)], t —to) + 72 ( Sl[lp]\yl(T)\> Vit <t. (B.39)
TE|to,t

Pour chaque quadruplet de temps (s1, s2, 7, t) tels que :

0 <51 <859 <7<t < 400,
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en substituant (B.38) avec (to,t) = (s1,7) dans (B.39) avec (to,t) = (s2,t), et puis en mettant
s1 =t/4, sy = t/2, il résulte que, pour chaque t > 0 :

ly2 ()] < Ballza(t/2)],4/2) + 72 (w ( ES[?/IZ t}\w(ﬂ\) + ﬂl(\wl(t/4)\7t/4)> (B.40)

Puis, une application directe de 'inégalité triangulaire faible (B.3) avec p = Id + p; au dernier
terme de (B.40) donne :

72 (71 (sUPreprran (D)) + Ballas(t/4)],1/4)) (B.41)
< ypo(Id+p1)om <T:ﬁ1ﬁ,t} \w(ﬂ\) + 72 0 (Id + pr ) (Bi(lza(t/4)],/4)) -
Dii & (1.41), (B.41) et (B.40) impliquent :
()] < (14— p2) (iﬁl}iﬂ \yw)\) (B.42)
+ Ballwa(t/2)],£/2) + 120 (M + pr ) (Brllaa(t/4)],¢/4) V> 0.

Vus (B.36) et (B.42), nous avons :

12(0)] < (1d = pa) (5uDrefeyag 12(7)] ) (B.43)
+ [Ba(s0,t/2) + 720 (Id + p7 ") (B1(s0, 1/4))] Vt>0.

Notons que les termes dans le crochet de (B.43) sont deux fonctions de classe K L par rapport a
(s0,t). En appliquant le Lemme B.1 & (B.43) avec a = 1/4 et p = (Id — p2), nous trouvons une
fonction Gy de classe KL telle que :

v2(t)] < Bo(so.t) Yt>0. (B.44)

En substituant (B.44) dans (B.38) avec to = t/2, nous démontrons que y;(t) satisfait une
équation similaire & (B.44). Finalement, (B.37) est démontré.

3. Stabilité. Dans ce cas, nous avons di = do = d3 = 0 et la propriété OFNB pour les sous
systemes z1 et zo de (1.36)-(1.37) avec (u1,us) = 0. C’est-a-dire, il existe deux fonctions 3,
Bz, de classe KL et deux fonctions 7;,, 7., de classe K telles que la solution (z1(t), z2(t)) de
(1.36)-(1.37) satisfait :

[z1(0)] < By (l22(0)], 1) + 7z (S;{lg)ﬂ\(yz(T)’yl(T))O Vt>0 (B.45)
[22(t)] < By (l22(0)],1) + Y ( S;{lg)ﬂ\(yl(T)vyz(T))O Vt>0. (B.46)

Notons que (B.35) implique :

O] + [y2()] < A(I(j21(0)], |z2(0)) ') ¥t >0. (B.47)
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En substituant (B.47) dans (B.45) et (B.46), (B.36) est satisfaite avec sy défini par :

so = 70(|(|z1(0)], |2(0)]) ) (B.48)

ol 7y, de classe K, est donnée par :

70(3) - ﬁm (370) + ﬂm(S,O) T Vo (7(3)) + sz(V(s)) :

Selon (B.37) avec so remplacé par (B.48), nous en déduisons une fonction 3, de classe KL telle
que :
(O] + ly2(®)] < Bo(l(l21(0)], [z2(0))) T, 8) V=0 (B.49)
Nous sommes préts a démontrer la propriété GAS. D1 a la stationnarité de (1.36)-(1.37) avec
(u1,uz) = 0, la propriété (B.45)-(B.46) est vérifiée pour n’importe quel instant initial ¢y > 0,
ie. : VO <ty <t <400,

[z1(@)] < By (lzato)], ¢ = to) + vay ( zl[jfpt]‘(y2(7)7y1(7))‘> ) (B.50)
[z2()] < Bay(|22(to)], t = t0) + Yas ( zzpt]‘(y1(7)7y2(7))‘> : (B.51)

En substituant |(y2(7), y1(7))| dans (B.50) avec tg = t/2 par la borne de (B.49), et |x;(t/2)] (i =
1,2) par leur borne supérieure sy définie dans (B.48), nous avons :

lz1(t)] < Bey(50:t/2) + Yay (Bo(s0,t/2)) Vt>0. (B.52)
D’apres la définition de sy dans (B.48), il en résulte une fonction Bxl de classe K L définie par :

Bor(5,8) = Buy(10(5),t) + Yoy (Bo(s,1)) Vs >0, >0

telle que : R
z21(t)] < Bay (I(l21(0)], [2(0)) 7], 1) VE=>0. (B.53)

De la méme maniere, il existe une fonction Bm de classe KL telle que :
w2 ()] < Buy(|(|21(0)], [22(0)) T, 8) V>0 (B.54)

En additionnant (B.53), (B.54), nous avons :

I( %8 )I < (Ber + Bas) (I( %28; >|t> Vi>0. (B.55)

La propriété GAS est finalement démontrée.
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B.2 Démonstration du théoréme 1.10

Lemme B.2 Soit p une fonction de classe Ko telle que Id — p est de classe K. Alors :
1- il existe deux fonctions py et po de classe K telles que Id — p1 et Id — po sont de classe
Ky et:

p(s) = p1opa(s) Vs>0. (B.56)

2- p~let p7! —1Id sont de classe K.

Preuve : Définissons deux fonctions p; et ps par :

Id+p\ " Id +
p1 = po <Tp> o= —L (B.57)

Puisque p est de classe K, p1 et po sont bien définies et sont de classe K. De plus, comme
Id — p est de classe K, nous avons :

Id — Id+p\ " Id —
Id—p1:<Tp>o<Tp> L dd - pp = — P

On en déduit donc que Id — p; (i = 1,2) sont de classe K.
Le point 2 du lemme B.2 est direct en remarquant que

pt—Id = (Id—p)opt.

Preuve du théoréeme 1.10 :

1. Bornitude des solutions. Soient u(+) et us(-) deux signaux mesurables et essentiellement
bornés sur [0, +00). Par hypothese de régularité, pour chaque condition initiale (2(0), z(0)),
il existe une solution unique (x(t), 2(t)) du systeme (1.46) définie sur l'intervalle maximal de
temps positif, noté [0,7) avec T' dans (0, +o00]. Choisissons un 7" arbitraire dans (0, 7). Par la
propriété d’ISpS, pour chaque couple de temps (s, ) tels que :

0<s<t<T, (B.58)

nous avons :
2] < Bilas))t—s) + 9 (e ) ) + (B.59)
(0] < Ballz6)]t—5) + 2 (g, van)Tl) + da (B.60)

En principe, a partir de (B.59) et (B.60), la bornitude vient directement du théoreme 1.9 avec
y1 = x et yo = z. Mais afin de donner des bornes explicites pour x(t) et z(t) et faciliter la preuve
de la propriété d’ISpS, nous allons présenter dans la suite une démonstration qui est différente
de celle de Mareels-Hill [47].

En substituant (B.59) dans (B.60) avec s = 0, nous obtenons, pour chaque 0 <t < T"

[2(0)] < Ba(|2(0)], 8) + 72 (Br(|2(0)], 0) + 1 ([lzell + [[wall) + dv + [luell) +d2 . (B.61)
En particulier, il implique :

[zl < B2(12(0)1,0) + da + 72 (Br(Jz(0)[, 0) + v (2]l + luall) + du + [luzll) - (B.62)
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D’apres le Lemme B.2, il existe pa 1 et p2 o de classe K4, telles que Id — pa 1 et Id — po 2 sont de
classe K, et :

Id — p2 = p210op22. (B.63)
En utilisant (B.3) d’abord avec :
p = Py (B.64)
et puis avec :
p = Id+p1, (B.65)
on en déduit que :
7 (lzell + unll) < 10 paa (ll2ell) + 710 (1d = pa2) ™ (Jua]) (B.66)

et, pour deux nombres réels positifs arbitraires k et a,
o (71 o pyp(a) + k) < ypo (Id+p1)oyiopyg(a) + y20 (Id+p)opr (k). (B.67)
En définissant kg par :
ko == B1(|x(0)],0) + di + [luz]| + 710 (1d = p22) () (B.68)

a partir de (B.66), (B.67), (1.47) et (B.63), on obtient la borne suivante pour le troisieme terme
dans le coté droit de (B.62) :

Y2 (B1(|2(0)],0) + 71 (N2l + llwall) + di + Jluzl) (B.69)
< pai(llzll) + v20 (Id+ p1) opy (ko) + ds .

En substituant (B.69) dans (B.62), nous concluons que, pour chaque ¢ dans [0, 7], nous avons :

zel| < (1d = pa1) ™" (Ba(|2(0)],0) + da + 72 © (Id + p1) © py ' (ko) + d3) (B.70)

Puisque la borne supérieure de (B.70) dépend seulement de |z(0)|, |2(0)|, |Ju1]| et de ||uz||, et
puique T” est arbitraire, on finit par démontrer que z(-) est bornée sur [0, 7).
Introduisons les notations compactes suivantes, pour tous les (s1, 2, d1, do, d3) € Ri,

Xa(s1,82) = (Id—p21)~" (262(s52,0) + 2720 (Id+ p1) 0 p; " (261(s1,0)))
ka(s1, 89, d1,d2,d3) = (Id — po1) " [2d2 + 2d3 + 2720 (Id + p1) 0 py
(2dy + 255 + 2710 (Id — p22) " '(s1))] ,
wa(s1, $2,d1,da,ds) = ka(s1,s2,d1,da,ds) — ka(0,0,d1,da, ds)
Dy(dy,da,ds) = ko(0,0,dy,do,ds) .

Notons que pour chaque (dy,ds,ds) dans Ri, X2(8, 8), wa(s,s,dy,da, ds) et Da(s,s,s) sont de
classe K. Alors, a I’aide de (B.3) avec p = 2Id, (B.70) se récrit comme :

[2(0] < x2([z(0)], [2(0)]) + wa(lluall; [uzll, 1, da, d3) + Da(dy, da, d3) - (B.71)

Rappelons que dj, dy et ds dans (B.71) sont données par les hypotheses de notre théoreme 1.10.
Dans le but d’établir la propriété ISpS, introduisons quelques autres notations compactes :
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V (s1, 82, d1, d2, d3) € RY,

x1(s1,82) = Pi(s1,0) + 1(2x2(s1, 52)) (B.72)
ki(s1,82,d1,da,ds) = ~1(2ko(s1, S2,d1,d2,ds) + 2s1) + dy (B.73)
wi(s1, S2,d1,do,ds) = ki(s1,S2,d1,da,ds) — k1(0,0,dy, do, ds) (B.74)
Di(di,ds,ds) = ki(0,0,ds,ds, ds) - (B.75)

Notons que pour chaque (dy,ds,ds) dans Ri, X1(8,8), wi(s,s,dy,da, ds) et Di(s,s,s) sont de
classe K. En substituant (B.71) dans (B.59) avec s = 0, on obtient, pour tous les ¢ € [0, T"],

lz()] < x1(|z(0)],[2(0)]) + wil[wall, [[uzll, d1, d2, d3) + Di(d,ds, ds) (B.76)

ou dy, do et ds sont données par hypothese. Parce que la borne supérieure de (B.76) dépend
seulement de (|z(0)], |2(0)|, [|u1]|, ||u2]|), et que T” est arbitraire, on a montré que z(-) est bornée
sur [0, 7). Par contradiction, on peut démontrer que 7' ne peut pas étre fini. En conséquence,
(B.71) et (B.76) existent pour tous les ¢ > 0.

2. La propriété ISpS. Nous devons démontrer I'existence d’'une fonction § de classe K L, une
fonction v de classe K, et une constante positive d telles que :

)< (0 =~ (1)

Pour chaque quadruplet de temps (s1, s2, 7, t) tels que :

) +d Vt>0. (B.77)

0<s <s <7<t <400, (B.78)

en substituant (B.59) avec (s,t) = (s1,7) dans (B.60) avec (s,t) = (s2,t), on obtient :

l2(t)| < Balz(s2)],t — s2) + do (B.79)

+ 72

[uall + di + Bi(Jz(s1)], 52 = s1) + 7 (HulH + sup {\2(7)\}>] :

TE[s1,t]
Remarquons qu’en particulier, (B.78) existe avec :

S1 — S9 = (B.SO)

t t
4’ 2

Alors pour tous les £ > 0, nous avons :

[2(0)] < Ba(|2(t/2)],2/2) + do (B.81)

+ 72
TE[t/4,t]

[uall + di + Bu(lz(t/4)],t/4) + m (HU1H + sup {\2(7)\}>] :

Selon les mémes arguments dans les étapes de (B.62) a (B.70), (B.81) implique, pour tous les
t >0,

28] = pax (suprepaqll=(})

< Bo(|2(t/2)],t/2) + 20 (Id + p1) o p7 H(261(|z(t/4)|, t/4)) (B.82)
+dy + d3 + 720 (Id+ p1) o pr (2d + 2l|uzl| + 271 0 (Id = p22) 7 ([fur]))) -
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Définissons sy et By par :
5|
2
Bo(s,t) = Palxa(s,s) + wals,s,di,ds,ds) + Da(s,s,s),t/2)

+ y9 0 (Id + p1) o py (281 (x1 (5, 8) + wi (s, 8, d1, da, d3) + Di(s, s, 5),t/4){B.84)

(12 (0)1, 12(0)1, l[uall, lluall, dr, d2, ds) T (B.83)

A Daide de (B.71) et (B.76), nous avons, pour tous les ¢t > 0,

Ba|2(t/2)],£/2) + 720 (Id + p1) 0 py (261(|2(t/4)],1/4)) < Ba(s0,1) - (B.85)

Alors, en appliquant le Lemme B.1, ou précisément la Remarque B.2 avec k = 2 a (B.85), on
obtient une fonction (s de classe KL et une fonction positive ko telles que :

12(8)] < Balso,t) + ka(llurll, |Jusll, dy,da,ds) Vt>0. (B.86)
Comme référence, ko est définie par :
Ko(s1, s2,d1, da, ds) = (Id — pa1) L [2dy + 2ds (B.87)
+ 290 (Id + p1) o p* (2d1 + 289 + 271 0 (Id — p22) " (s1))]

ou (81, So,d1, do, dg) S Ri.
Introduisons les notations suivantes, V (s1, s2, d1, d2, d3) € R%.,

)

ka(s1, 59, d1, do,d3) = Ba(|(s1, 50, d1,da,d3) | |,0) + ka(s1, 2, d1, da, d3) (B.88)
w51, 82, d1, da,d3) = ka(s1, s9,dy, da, d3) — ka(0,0,dy, do, d3) (B.89)
Do(dy, da,ds) = k2(0,0,dy, da, ds) . (B.90)

Notons que pour chaque (d, ds, ds) dans Ri, wa(s, s,di, ds, ds3) et ﬁg(s, s, s) sont de classe K.
Donc, di a (B.3) avec p = 2Id, (B.83) et (B.86) impliquent, pour tous les ¢t > 0,

28] < B ('( jgg; )'t) + wollfwrll, [usll, du, do, ds) + Da(dy, da, ds) (B.91)

ou di, do et d3 sont données par hypothese.
Puisque f; est de classe KL, vus (B.76) et (B.3) avec p = 2Id, nous avons :

Bu(lz(t/2)],/2) < Br(2xa(lz(0)], [2(0)]), ¢/2) (B.92)
+ ﬁ1(2w1(H’UJ1H, H'UQH, dl, dg, dg) + 2D1(d1, dg, dg), 0) .

Aussi avec (B.91), nous avons :

s (=) < o (|(20) )] 5) + Bl fualan ). (B

TE[t/2,t] "2

Définissons, pour tous les (s, t,dy,da, ds) € Ri,

~

Buls,t) = Bi2x(s,9),1/2) + n (25a(5,1/2)) (B.94)



B.2. Démonstration du théoréme 1.10 123

~

ki(s,t,dy,da,ds) = B1(2wi(s,t,dy,ds,ds) + 2D;(dy,ds,ds3),0) + dy
+ 7 (s + Fo(s, £, dy, do, dg)) (B.95)
wi(s,t,dy,do,d3) = ki(s,t,d1,da,ds) — k1(0,0,dy, do, ds) (B.96)
Dy(dy,da,ds) = k1(0,0,dy, do, ds) . (B.97)

Notons que Bl est de classe KL et, pour chaque (di,ds,d3) dans R, wi(s,s,d1,ds,ds) et
D (s, s,s) sont de classe K.

Si bien qu’en substituant (B.91) dans (B.59) avec (s,t) = (t/2,t), nous obtenons, pour tous
lest > 0,

()] < B ('( ”18; )'t) + wy([[wll, [usll, di, do, ds) + D1(dy, da, ds) (B.98)

ou di, do et d3 sont données par hypothese.
Finalement, vus (B.91) et (B.98), par causalité, (B.77) existe avec :

B(s,t) = Bi(s,t) + Pals, 1) (B.99)
’y(s) = wl(s,s,dl,dg,dg) + WQ(S,S,dl,dg,dg) (B.lOO)
d = ﬁl(dl,dg,dg) + ﬁg(dl,dg,dg) . (B.l()l)

Comme il peut étre immédiatement vérifié, la fonction 3, définie par (B.99), est de classe KL
et la fonction 7, définie par (B.100), est de classe K. Aussi, d, définie par (B.101), est égale a
zéro lorsque di = do = d3 = 0. Le dernier point du théoreme 1.10 est donc démontré.

Notons que, di a la Remarque B.1, la fonction v définie dans (B.100) est complétement
connue. O
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B.3 Démonstration du théoréeme 1.14

Pour prouver ce théoreme du petit gain local, nous reprenons la méme idée dans la preuve du
théoreme 1.10. Dénotons par B,(n) (resp. B.(n)) une boule ouverte dans R™ (resp. R"), de
rayon 7, centrée en x = 0 (resp. z = 0), i.e. :

By(n) = {z eR"[[z] <n}, B.(n) = {zeR"||z] <n}.

Pour chaque condition initiale (2(0), z(0)) satisfaisant :

2(0) € Us(\B=(n), 2(0) € U.[)B:(n)

ol 0 < n < s* est & choisir ci-apres, par régularité, il existe une seule solution maximale de
(1.28) de [0,T) dans B,(s*) x B.(s*), notée (x(t),2(t)) pour 0 < ¢t < T (ici, T' > 0 peut étre
infini). Selon les hypotheses de LISS, pour chaque couple de temps (s, t) tels que :

0<s<t<T, (B.102)

nous avons :
lz(t)] < Be(lz(s),t—5) + 72 ([|zs9]l) (B.103)
l2@)] < Ba(lz(s)it—s) + 7= (lzsgll) - (B.104)

Notons que (B.103) et (B.104) est une forme particuliere de (B.59)-(B.60). Reprenant la méme
idée que dans la preuve du théoreme 1.10 sauf qu’on n’a plus besoin d’utiliser le Lemme B.2, on
finit par montrer que :

lz@)] < xa(|z(0),[2(0)]) Vi e[0,T) (B.105)
ol x1, définie sur Ry x R, est donnée par :
x1(s1,52) = p3" {Ba(51,0) + Yoo (Id + p1) 0 p7 ' [B:(s2,0)]} -

Notons que la fonction x1(s, s) est de classe K en s. En substituant la borne de (B.105) dans
(B.104), nous obtenons :

[2(0)] < x2(|2(0)],[2(0)]) V¢ €[0,T) (B.106)
ol x2 est définie sur Ry x Ry par :

x2(s1,82) = B2(52,0) + v2(x1(s1,52)) -

Notons que la fonction xa(s, s) est de classe K en s. Maintenant, choisissons 7 dans (0, s*]
suffisamment petit tel que :

max{x1(n,7), x2(n,m)} < s*. (B.107)

Avec un tel choix pour la condition initiale (z(0), z(0)), et (B.105) et (B.106), nous obtenons
que T = +4o00. En effet, sinon, par le théoreme de continuation des solutions d’une équation
différentielle [21], on aurait la convergence de (z(t), z(t)) vers O(B(s*) x B,(s*)), la frontiere de
I'ensemble B, (s*) x B,(s*), lorsque ¢ tend vers 7. Mais ceci est en contradiction avec (B.105)-
(B.106), puisqu’avec (B.107), ces inégalités impliquent :

sup {[z(t)|} < s*, sup {]z()[} < s*.
0<t<T 0<t<T
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Par conséquent, T' = +o00. D’aprés Hahn [20, Theorem 35.1], & partir de (B.105) et (B.106),
nous avons effectivement démontré la stabilité de 1’équilibre (z, z) = (0, 0).

Reste a montrer la stabilité asymptotique de 1’équilibre (z,z) = (0,0) du systéme (1.28).
Reprenant 'idée dans I’étape 2 de la preuve du théoreme 1.10, toujours a l'aide du lemme B.1,
nous arrivons & montrer ’existence d’une fonction de classe K L, notée (3, telle que :

(<) =8 (|(Z9)]) vezo. 1o

D’apres Hahn [20, Theorem 35.1, Theorem 35.2], vu (B.108), on conclut que (x, z) = (0,0) est
aymptotiquement stable. O
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B.4 Démonstration de la proposition 1.1

Puisque la fonction F' est réguliere sur €2, pour chaque condition initiale X (0) € €, il existe
une seule solution de (1.51) X : [0,T) — Q, de classe C!, définie maximalement sur I'intervalle
semi-ouvert [0, 7).

Pour une telle solution X (¢), considérons z(t) = H(X (t), t) et la fonction du temps V(z(t)).
Selon (1.73) et (1.77), en prenant p = (1 — py — p2)/2, nous avons :

a(V(z@) < Ai(a(V(2(0))),t) + n ( Sel[lgﬂ{T(w(T))}> + D (B.109)
T(x(t) < Oiggt{a(v(w(ﬂ))} vte[0,T) (B.110)

ou (31, 71 et Dy sont définies dans (1.74), (1.75) et (1.76) respectivement. Reprenons les ar-
guments de la preuve du théoreme 1.9. En remplagant Y (z(7)) dans (B.109) par la borne de
(B.110), nous obtenons, pour tout ¢ dans [0,7),

1 — g+ peo
a(V(a(®) < T—E2[81(a(V(2(0))), 0) + Dyl - (B.111)
2 Sl )
Comme « est de classe K, et V est propre, x(t) est bornée sur [0, 7). Puis, grace a ’hypotheése
OE (1.54) , on en déduit qu’il existe un compact K C € ou X () reste pour tout ¢t € [0,7T), et
donc par contradiction que T" = +o0.

Il reste a montrer la convergence. Le cas ici est plus simple que celui du théoreme 1.9. D’apres
I’hypothese (1.82), nous avons, pour chaque couple de temps (o, t) tels que t, <ty <t < 400,

AWV £ AEVEOD) ) + M s T, B2
Ta) < sup {a(Via(r) (B.113)

En substituant (B.113) dans (B.112), nous avons :

a(V(z(t)) < Br(a(V(x(to)).t —to) + %“p (W@} (B1)

Notons que 2u9/(1 — uy + p2) < 1. Ensuite, en mettant to = ¢/2 dans (B.114) et en utilisant le
fait que a(V (z(t))) est bornée sur [0, +00), nous concluons avec le Lemme B.1 que a(V (z(t)))
et donc V(z(t)) convergent vers zéro quand ¢ tend vers +oo.
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B.5 Démonstration de la proposition 1.2

1. Existence et unicité. Puisque la fonction F' est réguliere sur 2, pour chaque condition
initiale X (0) € €, il existe une seule solution de (1.51) X : [0,7) — €, de classe C!, ou [0,T)
est son intervalle semi-ouvert maximal & droite. Alors considérons x(t) = H (X (¢),t) comme la
trajectoire observée de X (¢) et étudions la fonction du temps V' (z(t)).

2. Bornitude. D’apres les hypotheses (1.59), GUEC (1.63) et (H), la dérivée temporelle de V'
le long de cette solution satisfait :

VE®) < (1 —m) W(a(t) + p Oiugt{T(w(S))} +D Viel,T). (B.115)

Soit V* le nombre réel positif défini par :
. . D
V* = max{ V(z(0)), supq V(z) |z € R" et W(x) < — . (B.116)
— M1 = 2

Vu (1.84), V* est bien défini. Avec {v;}/=7> la suite donnée dans (H), soit i I'entier le plus
petit tel que V* < v; et S un ensemble défini par :
S ={zeR"|V(r) < max{V*, u;}}. (B.117)

Notons que u; dépend de x(0) et ne peut pas étre infini. Parce que V est propre et z(0) € S, S
est donc un ensemble compact et non vide. Nous allons démontrer que z(t) € S pour tous les
tel0,7).

En effet, si ceci est faux, il existe € € (0,v; — max{V™*, u;}) tel que I'ensemble

{t€[0,T)|V(x(t)) >max{V*, u;} +¢}
est non vide. Posons :
t3 = inf{t € [0,7) |V (z(t)) > max{V*, u;} +¢} . (B.118)
Par continuité, nous avons :

V((ts)) = sup {V(x(s))} € [usvi] - (B.119)

0<s<ts
Notons que, du a (1.62) et (B.119), nous avons :

S ]{T(w(é’))} — Wi(xz(ts)) < 0. (B.120)

Soit § un nombre réel défini par :

D

2% = Wialts)) ~ 7

(B.121)
Puisque z(t3) n’appartient pas a S, J est strictement positif. Alors si nous choisissons n €
(0, w), la continuité de Y(x(t)) et W(z(t)) implique l'existence de deux instants t; <

M2
ts < ty dans [0,T) tels que pour tous les t € [t1, t2],

OS;I;{T(%(S))} - W(x(t) <n, W)= T, 0. (B.122)
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Donc, pour tous les t € [t, t2], nous avons :

V() < =(1 = pm) W(z@)) + p2W (2(t)) + pan + D < 0. (B.123)
On en déduit que V(z(t1)) > V(z(t3)). Ceci contredit (B.119) puisque ¢; < t3. On en conclut
que z(t) € S pour tous les ¢t € [0,T"). Avec I'hypothese OE (1.54) , ceci implique la bornitude de
la solution X (¢) sur [0, T"). D’apres le Théoreéme sur la continuation des solutions d’une équation
différentielle (voir [21]), il en résulte que T' = +oo et que X (t) est bornée sur [0, +00).

3. Convergence. Maintenant, nous considérons le cas ou (1.85) et (1.86) existent. Dans ce
cas, a la place de (B.115), nous avons :

Viz(t) < —(1—p)W(z) + pe tsgsgt{a(v(w(S)))} + D(t, 1) (B.124)

avec 0 < D(t,tg) < D et D(t,tg) tend vers 0 lorsque ¢ — ¢y tend vers +o0o. Nous voulons établir
que V(z(t)) tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0o. Posons Ty = 0. Puisque, a partir de nos analyses
précédentes, z(t) € S, et V est continue, il existe une constante positive Vj telle que :

a(V(z(t)) < a(V), V't e [Ty, +o0) . (B.125)

Par hypothese D(¢,0) tend vers 0, et donc pour certain p dans (0,1 — p3 — pe9), il existe un
instant 71 > 0 tel que :

D(t, 0) S pO&(Vb) s Vi Z TO,l . (B126)
Donc, vus (1.85), (B.115) et (B.125), nous obtenons :
Viz(t) < —(1—m)a(V(z®)) + pza(Vo) + pa(Vo), Vte€ [Toa, +o0). (B.127)
Comme dans [70, Proof of Theorem 1], ceci implique 'existence de 77 > Ty ; tel que :
o(Via) < FLa(v). viz T (B.128)
—
Puisque « est une fonction de classe K, en posant :
o) = 222wy, (B.129)
I —m
nous avons établi :
a(V(z(t)) < a(Vi), Vtel[Ti,+o0). (B.130)

En répétant le méme raisonnement sur 'intervalle [T}, +00) au lieu de [Ty, +00), nous obtenons
deux instants Ty > T o > T7 tels que

D(t,Th) < pa(Vi), Yt>Tpe (B.131)
et
oV (z(t) < ’1“_*”’1) Vi), Vi>Ty. (B.132)
Donc, nous avons : ,
aViat) = (B5L) o), Yoz, (B.133)

Continuant ce processus, nous trouvons une suite non-décroissante de nombres réels positifs 7T},
telle que, pour chaque n,

o) = (1252) av), vizT, . (B.134)

Puisque « est de classe K et avec (B.134), nous concluons que V(z(t)) tend vers 0 lorsque
t — +00.
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B.6 Démonstration de la proposition 1.5

Comme la preuve de la Proposition 1.5 est similaire a celle de la Proposition 1.2 (cf. Section
B.5), nous ne donnons qu’une esquisse de sa preuve.

Due a I’hypothese (1.150), nous définissons un voisinage ouvert de ’origine 2y par :
Qy = {X € RY | V(H(X,0)) < Ac} () Q0 C Q1. (B.135)

D’apres notre hypothese de régularité, pour chaque X (0) € €y, il existe une seule solution
X :[0,T) — Qp avec [0,T) comme son intervalle semi-ouvert maximal & droite. Soit z(t) =
H(X(t),t) la sortie de cette solution. Elle est une fonction de classe C! dont les valeurs sont
dans U. Alors, d’apres les hypotheses (1.153) et LUEC (1.155) , le long de cette solution, la
dérivée temporelle de V' satisfait :

V) < —(1—m) W(z(t) + pa sup Y((s)) +D Vte[0,7). (B.136)

Puisque Y(z) = a(V(z)) < W(z) et « est croissante, il n’est pas difficile de vérifier que (1.62) est
satisfaite par cette fonction T, avec ug = 0 et vy = sup,5 V(). Considérons donc I’ensemble
S comme défini dans (B.117). Notons que, puisque X (0) € Qq, V(2(0)) < Ax. D’autre part,
vus (1.153) et (1.158), pour tous les x satisfaisant :

D

W) < ——m8——
(=) < 1= — po

< a(Ax),

nous avons :

Il s’en suit que S est contenu dans le compact K qui est un sous-ensemble de U. Donc en répétant
les mémes arguments que ceux suivant I’équation (B.117), nous pouvons démontrer que z(t) € K
pour tous les t € [0,7"). Finalement, avec I’hypothese OEV (1.151) , X (¢) appartient au sous-
ensemble compact I" de 1 pour tous les ¢ € [0,T). Le Théoreme sur la continuation des solutions
d’une équation différentielle implique 7' = +oc. Puisque V est définie positive, le dernier point
de la Proposition 1.5 est démontré comme dans la preuve de la Proposition 1.2 (voir Section
B.5).
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Annexe C

Démonstrations liées au Chapitre 2

C.0 Quatres lemmes techniques

Le premier lemme, di au Prof. Jean-Michel Coron, est un résultat technique d’existence. Il sera
utilisé dans la section C.2.

Lemme C.1 [66] Etant donnée une fonction continue k : [0,4+00) — R. Si, pour un nombre
réel strictement positif 1, nous avons :

E(x) <0 Vaelo,n], (C.1)

alors il existe une fonction W : [0,400) — [0,+00) qui est propre, strictement croissante et
réquliere, et un nombre réel positif u tels que :

1
1. W(z) = =a? Va e |0,y

2
2. W) > k() Va>0 (C.2)
3. W/(z) >0 Vo >0.

Preuve : Pour chaque entier i, dénotons par S; I’ensemble ouvert suivant :
S; = {reR|27t <z <2tt)

Nous avons :

Usi = (0,+00) .

€L
Alors soit {a;}iez la partition de I'unité associée a ce recouvrement ouvert [6, Theorem V.4.4].
Définissons :

¢ = sup{{k(x)\xesi}U{O}} > 0.

La fonction W, définie par :
Wi(z) = Zciai(x) )
1€ZL
est réguliere et satisfait :
1(x) =0 Vo e [0, p]
k(x) Vx>0

(C.3)

—
—~
E
v

131
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ou p1 est un nombre réel strictement positif. Suivant le méme cheminement mais avec k rem-

, =/ LT . R
placée par —W, nous obtenons une autre fonction Ws. Finalement la preuve est complete en
prenant :

W) = 3o* + /OIWQ(S)ds + W) . (C.4)
Od

Le lemme suivant sera utilisé dans la preuve de la proposition 2.1 (voir Section C.1). Sa
preuve se déduit directement du Lemme C.1.

Lemme C.2 Pour chaque fonction continue k : [0,4+00) — R telle que, pour une constante
strictement positive 1,
k(z) < 0 Vael0n],

il existe une fonction réguliere W de classe K telle que :
W(z) > k(z) Yz>0, WO0) =0 Vi>1. (C.5)

Notons que la fonction W déduite par le Lemme C.2 n’admet pas le comportement localement
quadratique, a la grande différence avec la fonction W définie dans (C.2).

Preuve : Selon la partition de I'unité [6, Theorem V.4.4], choisissons une fonction réguliere Wy
de classe K, telle que :

0 si =0
Wo(z) = { e/ si 2 e (0,7 (C.6)
x/n si x € [2n,+00) .

Puis, faisant exactement les mémes raisonnements dans la preuve du Lemme C.1 et remplacant
seulement le terme %x2 dans (C.4) par Wy, nous obtenons la fonction W qui satisfait (C.5). O

Notre troisieme lemme montre que n’importe quelle fonction de classe K L peut étre bornée
par une fonction continue de classe K L. Plus précisément, nous avons :

Lemme C.3 Pour chaque fonction § de classe KL, il existe une fonction B* de classe KL
qui est continue de Ri dans R et, pour chaque nombre réel strictement positif s, la fonction
B*(s, ) est strictement décroissante et satisfait :

B(s,t) < [B*(s,t) , V(s,t) e Ry xRy . (C.7)
Preuve : On prolonge d’abord la fonction § a I'espace Ry x R de la fagon suivante :

B(s,t) = B(s,0) si t<0.

Il est évident que pour chaque s fixé, la nouvelle fonction (8 est non-croissante sur R.
Puis, définissons une nouvelle fonction, notée 3, par :
t
B(s,t) = B(s,T)dr V (s, t) e Ry x Ry . (C.8)
t—1
On montre que B est continue. Pour ce faire, considérons deux nombres réels positifs arbitraires
s et t, et deux suites quelconques de nombres réels positifs, notées {s,}>2, et {t,}r2,, qui
convergent respectivement vers s et . Remarquons que :

~ +oo

ﬁ(snvtn) = ﬁ(san)X[tn—l,tn](T)dT
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ol X[t,—1,,] est la fonction caractéristique sur [tn, — 1,t,]. On observe que, pour presque tout
7 dans R, la suite 3(sn, 7)X[t,—1,,)(T) converge vers 3(s, 7)X[¢—1,(7). D’apres le théoreme de
la convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que B (s,t) est continue en (s,t). Puisque /3
est de classe KL, la fonction B, définie par (C.8), est de classe K L. La preuve est complete en
introduisant la fonction 5* comme :

B (s,t) = B(s,t) + 1_3“5.

(C.9)

|

Ce dernier lemme est utilisé dans la preuve de la Proposition 2.7 du Chapitre 2.

Lemme C.4 FEtant donnés un nombre réel positif § et une fonction v de classe K, il existe un
nombre réel positif 01 tel que, pour tous les V > 0 et V, > 0 satisfaisant :

log (1 + /vay(s)ds> < log (1 + /Ov*fy(s)ds> 'y (C.10)

V < Vi + 6 (C.11)

on a :

Preuve : Avec ’égalité suivante :

Vi Vi
log <1 + / ’y(s)ds) + 0 = log <e‘5 + 66/ ’y(s)ds) ,
0 0

v Vi
/ y(s)ds < € — 1 + e‘s/ v(s)ds . (C.12)
0 0

Puisque v est de classe K, il existe un réel positif 01, dépendant de § et de ~, tel que :

e —1 = /0617<:—6> ds . (C.13)

Et puisque Vj est positif, nous obtenons successivement :

1 s
e — 1 < / 7<V*+—6>ds
0 e

/ee‘sV*-Hh 0 (:—6> ds . (C.14)

5V*

(C.10) donne :

IN

D’autre part, nous avons :

o /OV* (s)ds = /Oeév*y<e%) ds . (C.15)

Ainsi, de (C.14), (C.15) et (C.12), nous déduisons :

v Vit6,
/ v(s)ds < / v(s/€%)ds
0 0

66V*+(51
< / v(s)ds . (C.16)
0

L’inégalité (C.11) est alors obtenue en utilisant le fait que «y est positive. O
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C.1 Démonstration de la proposition 2.1
Nous avons besoin du lemme suivant pour démontrer la Proposition 2.1.

Lemme C.5 Pour chaque fonction v de classe K et pour chaque nombre réel strictement positif
A, il existe deux nombres réels strictement positifs C et n1 et une fonction réguliere vy de classe
K tels que :

v(z) < Cylz + N) Va>0 (C.17)
Yo(z) = %ﬁ Vael0,m]. (C.18)

De plus, s’il existe deux nombres réels strictement positifs C' et ny tels que :
y(z) < C' P Vazelln), (C.19)

alors (C.17) et (C.18) sont satisfaites avec :

1
A=0 y C = 20/ y m = 5172. (C.QO)

Preuve : Puisque v est continue, pour chaque A > 0 et chaque n > 0, il existe un nombre réel
strictement positif C'(A,n) tel que :

v(z)
C(A\n) = sup ——— .
Ao = S0 N2

En d’autres termes, nous avons :
vy(z) < =(z+N)? Vaoel0,n]. (C.21)

Alors k, défini par :

k(z) = ~v(x) — %(m+)\)2, (C.22)

est une fonction continue de [0, 00) dans R telle que k(x) < 0 pour tous les 0 < x < 5. Utilisant
le Lemme C.2 avec cette fonction k, nous obtenons une fonction réguliere 7 de classe K
satisfaisant :

F(z) > k(z) , Yz >0 et 3D0)=0,VieN.

Etendons la fonction 5 pour qu’elle soit définie sur R :
¥(z) =0 Vo <0.

Comme il peut étre directement vérifié, la fonction =y, définie par :

T0(z) = 32 + ZAE -, (C23)

est de classe Ko, et satisfait le premier point du Lemme C.5 avec n; := min{n, A}.
Le dernier point de notre lemme est une conséquence directe du Lemme C.2 en considérant :

k(z) = v(x+n2/2) — C'(z +n2/2)* .
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Remarquons que k est non-positive sur 'intervalle [0, n2/2]. Soit 7 la fonction dominante donnée
par le Lemme C.2, qui est réguliére sur R en posant y(z) = 0Vz < 0. Alors (C.23) devient :

1, 1.
Yo(z) = 2T T 2—6,,7(35—772/2)
qui satisfait (C.17) et (C.18) avec A =0, C' = 2C" et m1 = 12/2. 0
Preuve de la Proposition 2.1 :
Considérons la fonction : )
V(z) = —a?. (C.24)

2

Sa dérivée de Lie le long du champ de vecteurs donné par (2.2) vérifie :
vV = TWou + TW

1
< zwou + ZxQ + w?. (C.25)

Soit v une fonction quelconque de classe K. En appliquant le Lemme C.5 avec (y~1)2 et un
A > 0 arbitraire, il existe deux réels positifs C' et 1 et une fonction réguliere vy de classe Ko
tels que :

(VH()? < Cwls+A)  Vs>0, (C.26)
Yo(s) = %s2 Vs e [0,n] (C.27)

ou A =0 et C = 2csi de plus (2.4) est vérifiée.
Définissons une fonction paire u; par :

ui(xz) = ui(—z) = y(lz]) VzeR. (C.28)
Elle est bien définie sur R et, vu (C.27), est réguliere. Notons que :

1
u(z) = 52* Vo el-n).

Dongc, en définissant une loi de commande v réguliére comme :

5 kuy (z)

Ix) = “u S

(C.29)

ou k > 0 est a choisir, et en remplacant u dans (C.25) par cette loi de commande J(z), nous
obtenons :
V < 2 — ku(z) + o?. (C.30)

D’apres la définition (C.24) de V et l'algorithme de Sontag relatif & la propriété ISS (voir
Appendice A), (C.30) implique que, pour toute fonction w du temps continue et bornée, toutes
les solutions x(t) de (2.2) sont définies sur [0, +00) et satisfont :

2(®)] < (0] + 5" (%HW) Vi 0. (C.31)
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Comme (C.26) donne :
Y5 (s) < v <(C$)%> + X Vs>0, (C.32)

on peut réécrire (C.31) en :

1/2
lz(t)] < e tx(0)| + v <<%) Hth> + A Vt>0 (C.33)

ou A =0 si (2.4) est vérifié. Finalement, le choix de k dans [C, +00) permet de conclure.
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C.2 Démonstration de la proposition 2.2

On démontre d’abord trois lemmes techniques dont on a besoin.

Lemme C.6 Pour chaque fonction v de classe K et chaque nombre réel strictement positif n,
il existe une fonction Vi(y) positive définie, propre et régquliére, et une fonction wuy réguliere
telles que up(0) = 0 et telle que, pour tous les y € R, nous avons :

~VVi()uo(y) > Vily) > v(|y))> — n - (C.34)
De plus, s’il existe deux constantes positives x et C telles que :
v(s) < Cs Vsel0,x], (C.35)

alors le méme résultat est vérifié avec n = 0.

Preuve : Le résultat est une conséquence directe de ’application du Lemme C.1. En effet, soit
W la fonction donnée par le Lemme C.1 avec :

k(z) = y(x)? — 7.
Nos fonctions V7 et ug peuvent étre choisies comme :
Vily) = Vi(—y) = W(y) Vy=0, (C.36)

et :
up(y) = —Vi(y)/Vi(y) VyeR. (C.37)

Dans le cas ou (C.35) est vérifiée, en utilisant le Lemme C.1 maintenant avec :
k(z) = y(2)* - C%a®
nous obtenons une fonction adéquate W, et finalement la fonction V7 est donnée par :
Vily) = Vil-y) = W(y) + C*%*  Vy>0, (C.38)
et la fonction ug est définie comme dans (C.37). O
Lemme C.7 (Ajout d’une perturbation) Supposons que pour le systéme nonlinéaire :
&t = f(x) + Q + gu, (C.39)

il existe un controleur ¥ de classe C' et une fonction V de classe O+, tels que 9(0) = 0,
LyV(0) = 01 et pour chaque solution z(t) de (C.39) avec u = 9(x), nous avons :

V < V() + a (C.40)
ou « est une fonction du temps. Considérons le systéme :
T = flx) + Q@+ glu+w). (C.41)

Alors, il existe un contréleur de classe C :

I(z) = I(z) — 1LaV (@)

~

tel que le long des solutions de (C.41) avec u = ¥(x), nous avons :

V < V() +a+ o, (C.42)

L L,V signifie la dérivée de Lie de V' le long de g : g—‘;g.
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Preuve : Pour simplifier, on omettra les arguments. La dérivée temporelle de V' le long des
solutions de (C.41) avec u = v + J(x) se réécrit comme :

V< -V 4+a+ LVwtw).

En utilisant I'inégalité quadratique de Young [22], nous avons :
1
LV(v+w) < LyV <v - ZLgv> + w?.

Ce qui permet de conclure. O
Lemme C.8 (Ajout d’un intégrateur) Supposons que pour le systéme nonlinéaire :
& = f(z) + Q + gu (C.43)

avec f(0) = 0, il existe un contréleur ¥ de classe C'F' et une fonction V. de classe C1 tels
que ¥(0) =0, et LyV(0) =0 et, pour chaque solution x(t) obtenue avec u = Y(x), nous avons :

V< -V(z) + a.

Alors, pour le systéme :

z = f(x) + Q+ gy (C.44)
y = u,
il eziste une loi de commande de classe C :
~ 1 ov 1 09, 09, +
= ——(y — - L — — —(y— —(z) —
Bay) = =5y —0@) = LV(@) + 5o @) +99) = 50— 9@) 5o (@) 5 (@)
avec 9(0,0) = 0, et une fonction de classe C1
1
Uwy) = V() + 5ly—9())
telles que le long des solutions de (C.44) bouclé, nous avons :
U< ~U(z,y) +a+Q'Q. (C.45)

Remarquons qu’'un degré de régularité peut étre perdu en passant de ¥ et V' a 9 (i.e. apres avoir
ajouté un intégrateur).

Preuve : A T’aide de la loi de commande suivante :

W= v (=@~ LV + D (fa)+ )

la dérivée temporelle de U le long des solutions de (C.44) vérifie :
. o0
U< - U+a+y=9)|v--92). (C.46)

Mais en utilisant I'inégalité quadratique de Young, nous avons :

-
(y — ) <v— gﬁ) < (y—19) <v + (y—ﬁ)%% > + ',
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d’ou le résultat. O

Preuve de la proposition 2.2 :

La preuve est basée sur une application récursive des Lemmes C.7 et C.8 au systeme (2.10),
ie. :

L o= &+ w

S = &+ wo (C.47)

én = u-+ wy.

Etape 0 : Choisissons une fonction V; définie positive, propre et réguliere, et une fonction ug
réguliere telles que up(0) =0 et :

Vvl(fl)UQ(fl) < —Vl(fl) , Vfl cR. (C.48)

L’existence de ces deux fonctions est assurée par exemple par le Lemme C.6. Notons qu’elles ne
sont pas uniques.

Etape 1.1 : Grace a I'étape 0, le systeme :

& = un (C.49)
est stabilisable par u11(€1) = up(&1) et le long des solutions de (C.49), nous avons :

Vi < -1, (C.50)

Ensuite, nous considérons le systeme :

& = up + wr . (C.51)
Les hypotheses du lemme C.7 sont vérifiées avec :

V=V, a=0.

Donc une application directe du lemme C.7 nous donne une loi de commande u2(&1) et une
fonction de Lyapunov Vi pour le systeme (C.51) telles que les hypotheses du lemme C.8 sont
satisfaites avec :

u12(§1) = wi1(§1) — ivvl('fl)

et
szl, V:V1, a:w%, u12(0):0, VVl(O):O.

Etape 1.2 : Considérons le systeme :

: C.52
& = wug . ( )

{51 = & + wr
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En appliquant le lemme C.8 & (C.52), nous obtenons un contréleur régulier ug;(£1,&2) et une
fonction de Lyapunov réguliere V5 tels que les hypotheses du lemme C.7 sont satisfaites pour le
systeme (C.52) avec :

Ou1a 1 Ouia

ug(&1,&) = —%(552 —u12(&1)) — VVi(&) + 8—5152 = 7 (& —u2(&)) (a—&(€1)>

Vo(&1,62) = Vi(&) + %(52 —u12(61))?%

et
Q= (w,0)', w=w, a=2", un(,0=0, VV,(0,00=0.

Etape i.1(2<¢<n—1) : Supposons qu’a l’étape (i — 1).2, nous avons établi un controleur
régulier u;1(&1,...,&), une fonction de Lyapunov réguliere Vi(1,...,&;) et une fonction du
temps «; pour le systeme suivant :

& o= &+ w
f = & + wo

(C.53)
§ic1 = &+ win
& = ua
tels que les hypotheses du lemme C.7 sont satisfaites pour (C.53) i.e. :
Vi < Vi + o
et
Q:(wl,...,wi_l,O)T, w = Ww;, uil(O,...,O):O, VV;‘(O,...,O)ZO.
En appliquant le lemme C.7 au systéme suivant :
§ = &+ w
o = &+ w
: (C.54)
§ic1 = &+ win
& = uip + wi,

nous obtenons un contréleur régulier u;y et une fonction de Lyapunov réguliere V; pour (C.54)
tels que les hypotheses du lemme C.8 sont satisfaites pour le systéme (C.54) avec :

10V,
uip (€1, 62, -, &) = w61, e, &) — Za—é

V(glvé.?v"'uf’i) = Vti(&lvf?v"'ufi) )

(517 527 SRR §Z)

et
Q:(wl,...,wi)—r, a:ai—i—w?, 'U,Z‘Q(O):O, VV(O)ZO

ou, pour simplifier, on note par 0 les vecteurs nuls quels que soient leurs ordres.
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Etape .2 : Considérons le systeme résultant de (C.54) augmenté d’un intégrateur :

& o= &+ w
f2 = & + wo
(C.55)

& = &+ wi

'fz‘+1 = UG41)1 -

En appliquant le lemme C.8 & (C.55), nous obtenons une fonction du temps «;1, un controleur
régulier u(; ;1)1 et une fonction de Lyapunov réguliere Vi, définis par :

—%(&H —ui2(81, 82, -, &) — VVil€1, &2, -, &)
+ Vi (&1, €, -, &) (& oo &) T
- i(fz‘—f—l —uin (€1, €o, -, &) [ Vui(6r, o, -, &)
Vier(§1, &2, - &Giv1) = Vi€, &5, &) + %(fz‘—l—l —uia(&1, 6, .., &)

2 i 2
iyl = o +wp + Zj:l wj

u(’i-l—l)l(é.lv 527 sy f’H—l)

tels que les hypotheses du lemme C.7 sont satisfaites pour le systéme (C.55) avec :

Vier < =Vipr + aipa

et
Q= (wlv .- '7w’i70)—|— y W= Wit , u(i—l—l)l(o) =0 ) v‘/;-f-l(o) =0.

Etape n.1 : Considérons maintenant le systeme original (2.44) :

L o= &+ w

S = &+ wo (C.56)

én = U+ wy

En faisant un raisonnement par récurrence, nous obtenons finalement des fonctions régulieres

wi2(€1,€2,...,&) (1 <i<n—1), un contrdleur régulier :
u = up2(&1,&2, - &n) = Lu(&, 8., 6n) (C.57)
et une fonction de Lyapunov réguliere V,,(&1, 8o, ..., &) pour le systeme (C.56) tels que pour

chaque 1 <i < n, u;2(0) =0 et V,, satisfait

n—1

Vi, 62,00 &) = Vi(&) + %Z(fi—kl — uig(€1, &2, -+, &i))? (C.58)

i=1



142 Chap. C. Démonstrations liées au Chapitre 2

et le long des solutions (&1 (t), {a(2), - . ., &n(t)) de (C.56)-(C.57) dont I'intervalle maximal & droite
est [0,7),

. n(n+1
Valt) < —Val@a(®). 800, .. &) + " ap oy (C.59)
ie{1,...,n}
Une application directe du lemme de Gronwall [21] donne :
) 2
Vo) < ) + "D enll] vee o (C.60)
2 ie{1,..n}

D’apres la construction systématique, la fonction V,, est définie positive, propre en (&1, &a, .. ., &n).
Donc il existe deux fonctions v, 1, yp,2 de classe K telle que [53, Theorem 7.13] :

Yo, 1 ([(§15 - - ufn)—r‘) < V&, &n) < w2l afn)—r‘) . (C.61)

De (C.60), on déduit que les solutions (&1, &, . .., &,) sont bornées sur [0,7) et donc T = +o0.
Finalement, on conclut que (2.10) bouclé avec u = L, (&1,&s, ..., &,) dans (C.57) est ISS avec
(w1, ...,w,) comme entrée.

Il reste a démontrer les propriétés SpES et SES. Pour toute fonction v de classe K, choi-
sissons V7 et ug dans I’étape 0 comme les fonctions résultant du Lemme C.6 avec :

v = (@n(n+1)2y"
et un n > 0 quelconque, i.e. :
~VVi(y)uo(y) > Va(y) > 2n(n+ 1)y '(|ly))* = n (C.62)

oun=0si(2.11) est vérifiée.
D’autre part, (C.58) implique :

Vi(&) < V&, &o, o 6n) V(€160 6n) €R™.

Avec (C.62) et (C.60), nous obtenons :

AV,,(0)!/2e1/2 | /2
Q= ”(W Tty ) G

ou l'inéqualité faible de triangularité (B.3) a été utilisée. Selon (C.61), le premier terme a droite
de I'inégalité précédente peut étre bornée par 3(|(£1(0), ..., &,(0)) 7|, 1) olt B est une fonction de
classe K L. Le troiseme terme est égal & zéro si (2.11) est vérifié. Ainsi, nous avons démontré la
proposition 2.2.
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C.3 Démonstration de la proposition 2.3

En considérant f(z,x) comme sortie du sous systeme z de (2.12) et  comme entrée, le sous
systeme z est SpES. En effet, soit (/.,7.,d,) un triplet de fonctions données par la propriété
ISpS du sous systeme z, i.e. :

2O < B:(12(0),8) + 7= (z:ll) + d- . (C.63)

Supposons sans nuire a la généralité que 7, est de classe K. Définissons v ¢ et o 5 par :

Vl,f(s) = 5+ sup ‘f(zv .’L‘) - f(ov 0)‘
{(z,2):|z|<|z|<s} (064)
72,f(3) = 5+ sup \f(z,x)—f(0,0)\ :

{(z2):|z|<|z|<s}
Notons que les fonctions 1 ¢ et v ¢ définies dans (C.64) sont de classe K et satisfont :
[f(z @) < mplzl) + 925020 + [£(0,0)] VzeR, zeR”. (C.65)

Donc, pour démontrer la propriété SpES du sous systeme z avec f comme sortie, considérons
une fonction z(t) quelconque, continue et bornée sur [0, +00). Soit z(¢) la solution maximale
associée définie sur [0, +00). Vu (C.63), (C.65), nous avons :

[f(z(@), 2@ < 72,5(48:(12(0)]8)) + (v1,r + 72,7 © 272)([|2e]])
+ 72,f(4dz) + ‘f(ov 0)‘ vt >0 (0'66)

Ceci signifie que, le sous systéme z est SpES avec la fonction de classe K

Yz = Mf + 2,£027:

comme gain. En appliquant la Proposition 2.1 au sous systeme x de (2.12) avec :

w = f(z,x), wo = g(z,x),

et

T\
7= 5(272) b= Yo s (C.67)

nous obtenons une loi de commande ¥(x) réguliere, qui est zéro en zéro, telle que le sous systéeme
x de (2.12) est SpES avec f(z, z) comme entrée, x comme sortie et 7, dans (C.67) comme gain.
De plus, la condition du petit gain (1.41) entre 7, et ~, est automatiquement satisfaite avec
p1 =1d, po = %Id et d3 = 0. Finalement, du au fait que la propriété OFNB est vérifiée par
les deux sous systemes z et z, le premier point de la Proposition 2.3 est démontré a I’aide du
théoreme du petit gain généralisé 1.9.

Quant au second point de la Proposition 2.3, supposons sans nuire a la généralité que v et
v2 dans (2.14) sont de classe K. Notons que, d’une part, le sous systéme z est maintenant
SES avec gain 7, = 71 + 72 © 27,. D’autre part, d’apres la Proposition 2.1, (2.14) et (2.15)
impliquent en particulier que ¥(z) peut étre choisie telle que le sous systeme x est SES avec gain
Yz = 2(29.)71. On conclut finalement avec le théoréme 1.9.
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C.4 Démonstration du théoreme 2.1
Avant de démontrer le théoréeme 2.1, nous introduisons un lemme technique.

Lemme C.9 FEtant donnée une fonction G de classe KL satisfaisant que, pour chaque nombre
réel strictement positif s, la fonction ((s,-) est strictement décroissante. Pour chaque fonction
continue k1 : (0,+00) — [sg, +00), avec sg un nombre réel strictement positif, et pour chaque
fonction continue ko : (0,400) — (0,400) telle que :

kao(s) < B(ki(s), 0) Vs>0, (C.68)

l’égalité :
B(ki(s), k(s)) = ka(s) Vs>0 (C.69)

entraine une fonction rk bien définie sur (0,+00), continue et positive.

Preuve : Puisque pour chaque nombre réel strictement positif s la fonction ((s,-) est con-
tinue et strictement décroissante, d’apres (C.68), la fonction k(s) est bien définie sur (0, +00).
Choisissons maintenant un nombre réel strictement positif arbitraire s. Soit {s,},>0 une suite
quelconque de nombres réels strictement positifs convergant vers s. On se propose de démontrer
que k(s,) converge vers k(s). Remarquons d’abord que la suite {£(s,)}n>0 est bornée. En effet,
la continuité de k1 et ko implique :

so < supki(sp) < +oo inf Ko(sp) > 0. (C.70)
n>0 n20

Puis, comme la fonction 3 est de classe KL et continue, nous avons :
0 < k(sp) <1< 400 Vn>0 (C.71)
ou [* est la minimale des valeurs de [ telles que :

B(sup £1(sn), 1) < inf ka(sy) . (C.72)
n>0 n=0

Supposons que £(sy,) ne converge pas vers £(s) si n tend vers +oo. Alors, il existe un nombre
réel strictement positif € tel que pour chaque entier i, il existe un entier positif n; plus grand
que 7 et tel que :

|k(sn,) — Kk(s)] > €. (C.73)

Puisque {£(s,)}n>0 est une suite bornée, il existe une sous-suite convergente {r(sn,;)} >0 de
{K(sn,)}i>0. Dénotons par x*(s) la limite. D’apres la continuité des fonctions 3, k1 et ko et
(C.69), on en déduit que :

Blri(s), £7(s)) = rals) - (C.74)

Mais (C.73) implique :
|k*(s) — K(s)] > €. (C.75)
Ceci contredit (C.69) et complete la preuve du lemme. O

Le lemme technique suivant est démontré par Vidyasagar et Vannelli [79] et Sontag [70].
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Lemme C.10 Soit z = h(z,u) un systéme ISS avec u comme entrée. Si la matrice Oh/0z(0,0)
est strictement Hurwitz, alors il existe une fonction (8 de classe KL, une fonction v de classe
K et deux nombres réels strictement positifs n et k tels que :

v(s) < ks Vs e [0,n] (C.76)
et, pour chaque entrée u mesurable et essentiellement bornée, nous avons :

2@ < B(20)],8) + v([[ull) - (C.77)

Preuve : La différence principale avec [79], est qu’ici les conditions initiales ne sont pas nulles.
Nous suivons les idées dans [79, Proof of Theorem 1] et [70, Proof of Lemma 6.1].

Puisque h est réguliere, elle satisfait localement la condition de Lipschitz en x = 0, u = 0,
en d’autres termes, il existe des constantes positives L et ¢ telles que, pour tous les |z;| < ¢ et
lu;| <e(i=1,2),

\h(zl,ul) — h(ZQ,’UJQ)‘ S L(‘Zl — 22‘ + "U,l — ’U,QD . (C.78)
A T’aide d’un théoréme inverse de Lyapunov [20, Theorem 56.1], d’apres nos hypotheses, il existe

une fonction de Lyapunov V : R" — R, de classe C', et des constantes positives I; (1<i<3)
et 0 telles que :

BleP < V(2) < B2
V() <~ V]2 <6 (C.79)
VV()] < e

ot V signifie la dérivée de V le long des trajectoires de = h(z,0).

Considérons d’abord le cas ou u(+) est un controle mesurable et essentiellement borné satis-
faisant ||u|| < e. Maintenant, le long des trajectoires de 2 = h(z, u(t)) avec la condition initiale
z(0) qui satisfait

|2(0)] < & := (11/(2l2)) min{d, e} , (C.80)

la dérivée temporelle de V' s’écrit :
V(t) = VV(2(t))h(2(t),0) + VV(2(t))[h(2(t), u(t)) — h(2(t),0)] YVt>0. (C.81)
Comme |z(0)| < min{d, e}, il existe un instant 7" > 0 tel que :
|z(t)] < min{d,e}  Vte[0,T].
Vau (C.78), (C.79) et (C.81), on obtient :

V(t) <~z + LLI(0)] lu]

1 2Lz
< —2—l2V(z(t)) + =g llwl® Vi e (o, T]. (C.82)
2
(C.82) donne :
V(z(t)) < e /DY (2(0)) + BIEL|w|?> Vte[0,T]. (C.83)
Avec (C.79), (C.83) implique :
l2 —t/(412) l2l3L
2] < e 0] + ==l Vte[0,T]. (C.84)
1 1
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Nous voyons donc avec (C.80) que nécessairement T' = +00 si :

lglgL

1
§min{(5, e} + |lug|| < min{é, e}, V>0

et de plus,

l1 .
< i _— =
[2(0)] < &, Jull < mln{ ST Lmln{é, 5}}

impliquent :
lglgL

l
2] < Fe VOB z(0)] +
1
Nous somme maintenant préts a construire les fonctions ﬁ et 7 telles que (C.76) et (C.77) sont
satisfaites. Comme Z = h(z,u) est ISS, il existe une fonction 3y de classe KL et une fonction
o de classe K telles que :

| - (C.85)

1201 < Bo(12(0)],8) + vo(lluell) - (C.86)

D au Lemme C.3, nous pouvons supposer que 3y est continue et que, pour chaque nombre réel
strictement positif s, la fonction Fy(s, ) est strictement décroissante. Sans nuire a la généralité,
on suppose que g est de classe Ko

Définissons €* > 0 par :

= supl€ > 0] £ <22, 10(6) < £0/2) (C.87)
et t*(s) par : t*(s) = 0si [o(s,0) < &/2; Bol(s, t*(s)) = &o/2 si Bo(s,0) > &/2.

D’apres le Lemme C.9, avec les propriétés de 3y, nous démontrons que ¢*(s) est une fonction
continue, croissante sur l'intervalle [0, +00). D’apres les définitions de ¢* et de €*, lorsque
|2(0)] > & et |Ju|| < e*, (C.86) entraine :

2@ (2O < &, llwl) < Bo(lz(0),1) VO<t <",

En appliquant (C.85) avec le nouvel instant de départ t*, nous obtenons :

2(0)] < l2l'50 ~t/(413) t* (2(0))/(413) 5253L,,ut” . (C88)
1 1

Donc, dans le cas ou |z(0)] > &y et ||u|| < &*, nous avons, pour tous les t > 0,
l250 — 2 *(| 2 lglgL
2] < 26o(2(O)], 1) + ) M EONER) g 22 | (C.89)
Définissons (31 par :
Bi(s, t) := ;—26_t/(4l§) s + 20p(s,t) + ZQZE et/ UB) " G)/MUE) | ys>0,VE>0. (C.90)
1 1

Si t*(s) était strictement croissante, 3 serait de classe K L. Par contre, la fonction 3 suivante
est de classe KL :
B(s,t) = Po(s,t) + Pi(s,t) ¥Vs>0,¥Vt>0. (C.91)

Définissons la fonction v par :

Llal g 4 ~o(e*) 2 si sel0,e*
y(s) = liL (SRE 0-€7] (C.92)
2 t2t3 b

s + vo(s) si s e (ef,+00) .
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Comme il peut étre directement vérifié, v définie dans (C.92) est de classe K et satisfait (C.76).
Pour conclure, il suffit de démontrer que ces fonctions 5 et v vérifient (C.77). En effet, con-
sidérons

e le cas ou [2(0)] < & et |Jul| < . Comme * < &, d’apres (C.91) et (C.92), (C.85) entraine
directement (C.77).
e le cas ou |2(0)] > & et ||ul]| < e*. (C.89) donne (C.77).

e le cas ou ||ul| > *. Selon les définitions de [ et ~y, B(s,t) > Bo(s,t) et v(s) > vo(s) pour tout
(s,t) dans R2. Donc (C.86) implique immédiatement (C.77).
g
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Preuve du théoréeme 2.1 :

Considérons la fonction :

Viz) = %gﬂ . (C.93)

Sa dérivée de Lie le long du champ de vecteurs donné par (2.12) est :
V = zg(z,x)u + zf(z ) . (C.94)

Puisque f(z, z) est une fonction réguliére, quels que soient les nombres réels strictement positifs
a et €, nous pouvons trouver trois fonctions positives et régulieres v, g et ag, qui sont définies
sur R et strictement croissantes sur 'intervalle [0, +00), telles qu’avec (B.1) et (2.16), nous
avons :

[z [f(z )] < [z[[f(z2) = f(z 0] + [«][f(z0)],

2 /01 of

==(z, \x)
< 2 (ar(@) +aa(l2]) + lzlp(lel)

IN

L eoa) | ax + Jal ()

< o (a1<w>+a+%<1+x2>) + Sl (A as(l=) - (C95)

En effet, les fonctions 7y et ag étant régulieres, positives et strictement croissantes, pour chaque
a > 0, il existe une fonction réguliere, positive et strictement croissante ag satisfaisant (voir
Lemme C.1) :

max {as(s) —a, 0}°

< as(s Vs € Ry . C.96
o = : (0:56)

Alors, soit k la fonction définie par :
k(s) =65 + ¢ [’yf(s)2 (14 as(s)) — fyf(0)2 (1+ 043(0))} . (C.97)

Elle est de classe K.,. Aussi, soit v, la fonction de classe K donnée par la propriété ISpS du
sous systéme z dans (2.12) et d3 un nombre réel strictement positif. En appliquant le Lemme
C.5 avec :

v(x) = Ko2y,(2z) A=ds, (C.98)

nous obtenons une fonction réguliére vy de classe K, satisfaisant :
K 027,(2s) < ~vo(s+ds) Vs e Ry . (C.99)
Notons que, la fonction a3 étant réguliere, si v, satisfait (2.17), I'inégalité (C.99) est satisfaite

avec dg égal & 0. Ayant obtenu -y, on peut définir la loi de commande ¥(x) comme :

Iz) = L [—x <a1(x) tast 21—6(1+x2) 14 g) - @] (C.100)

ou uj est la fonction paire donnée par :
ui(z) = ui(—x) = yo(|z|) VaeR. (C.101)

Remarquons que :

1
ui(x) = §x2 Vo € [—m,m] (C.102)
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ou 77 est un nombre réel strictement positif procuré par le Lemme C.5. Puis, car g est bornée
inférieurement par le nombre réel strictement positif J, en substituant « dans (C.94) par :

u = 9x) + v, (C.103)
nous obtenons, avec (C.95),
v os = T b SRt anleD) + o) (w0 507
< —a® — L Prolle]) - < (D2 + anlz]) — 77(0)(1 + 5(0)))]
— Lol — 002 2 4S5 02 (14 as0)) (101

On en déduit, avec l’algorithme de Sontag relatif a ISS, que le sous systéme x de (2.12) est ISpS
avec (z,v) comme entrée et un triplet de (S, Vs, d;), satisfaisant (1.44), définies comme :

Ba(s,t) = s exp(—2t) (C.105)

Yz(8) = fyo_l o K(s) (C.106)

dy = */;yf(o)\/uag(o). (C.107)

Avec (C.101), (C.99), (C.106) et (C.97), nous concluons que :

Yz ©27.(s) < %s + ds Vs>0 (C.108)
ou dz est nul quand (2.17) est satisfaite. Il résulte que les deux premiers points du théoréme
sont démontrés au moyen du Théoreme 1.10.

Il reste a démontrer le dernier point. Observons que, quand nous considérons x comme
la sortie du systéme (2.12), (2.12) est hyperboliquement & déphasage minimal avec degré re-
latif 1 (voir [8]). D’apres [44, Theorem 24.1] sur les conditions pour la stabilité procurée par
Papproximation d’ordre 1 et la technique du lieu de poles dans [16], il existe un nombre réel
strictement positif £* tel que pour tous les € dans (0, £*], le controleur d’état partiel ¥(x), définie
par (C.100), rende la solution nulle de (2.12) bouclé GAS et LES. A 'aide du Lemme C.10, le
dernier point est démontré.
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C.5 Démonstration de la proposition 2.4

Soit u(-) une fonction arbitraire de [0, +00) dans R qui est mesurable et essentiellement bornée.
Pour chaque condition initiale (x(0), z(0)), dénotons par (z(t), z(t)) la solution correspondante
du systeme (2.18)-(2.19) définie sur 'intervalle maximal & droite [0, ") avec 0 < T < +00. Soient
(Bas Yas dz) (resp. (82,72, d,)) trois fonctions associées données par la propriété du sous systeme
x (2.18) (resp. du sous systéme z (2.19)). Choisissons chaque 7" dans [0, 7).

D’apres la propriété d’ISpS, (2.18) avec (z,u) comme entrée et (2.19) avec u comme entrée en-
trainent que pour chaque 0 < s <t < T”, et utilisant le fait que ces systemes sont stationnaires :

=
—~
=
IN

Bu(|z(s)],t =) + Yo (1 (25,5 uis)) + da (C.109)
2] < Ba(l2(s)lst =) + 72 (lugsgll) + da (C.110)

avec u[sy défini en Appendice A. En particulier, (C.109) et (C.110) sont satisfaites pour s = 0.
Comme 3, est de classe KL, nous avons, pour tous les 0 < ¢ <T",

[z (8)] = |2(8)] < B:(12(0)],0) + vz (Jull) + dz := 4. (C.111)

Alors, en substituant (C.111) dans (C.109), nous obtenons immédiatement que pour tous les
0<t<T,

[z()] < Be(2(0)],0) + vz (l[ull +6) + da - (C.112)

Les bornes obtenues pour |z(t)| et |z(¢)| dans (C.111) et (C.112) ne dépendent pas de T”. Aussi,
puisque 7" est arbitraire, |x(¢)| et |z(¢)| sont bornés sur leur intervalle maximal & droite [0, 7).
On en déduit par contradiction que T' = +o00.

Maintenant (C.109) et (C.110) sont satisfaites pour tous les 0 < s < ¢ < +oo. Nous allons
montrer qu’il existe une fonction § de classe K L, une fonction v de classe K et une constante
positive d telles que, pour tous les t > 0,

()

En utilisant (C.109) avec (s,t) = (t/2,t) et (C.110) avec (s,t) = (0, 7), nous avons :

< g (I( jgg; )I ,t) + () + d - (C.113)

[z(t)] < Be(lz(t/2)],t/2) + do (C.114)

+ Yz ( sup {B3:([2(0)], 7) + v=(llurll) + dz + HUTH}> :

TE[t/2,t]

Utilisant l'inégalité (B.3) avec p = 2Id, le troisieme terme dans le membre droit de (C.114) est
borné par :

Vo ( sup {B:(|2(0)], 7) + vz(llurll) + d= + HUTH}> (C.115)

TE[t/2,t]
< Y2(28:(12(0)] , £/2)) + vz 0 4(v2 + 1d) (JJuel]) + ~2(4ds) -

En appliquant (C.109) et (C.110) au premier terme du membre droit de (C.114), utilisant encore
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une fois 'inégalité (B.3) avec p = 2Id, nous obtenons successivement, :

Ba(lz(t/2)], /2)
(Ba(|z(0)[, £/2) + 72l (zty2: w2)|) + do s £/2)
(282(|z(0)], t/2) , t/2) + Bo(4dy, t/2)
+ B (47 (B=(12(0)], 0) +ve(lfugyall) + dz + [Jugyall) , t/2)
< Be (26:(12(0)], £/2) , £/2) + B2(872(28:(]2(0)],0)) , t/2)
+ 8o (167 0 4(v: +1d) (luesall)  £/2) + Bu(dde, t/2) + Bo(167(4d.) , t/2) .

< B
< Bs (C.116)

Vu (C.115), (C.116), (C.114) et (C.110), nous concluons que (C.113) est vérifiée avec (3, v et d
définies ci-dessous :
B(s,t) = Be(26:(s,1/2),t/2) + B2(872(28:(5,0)),1/2) + 72(28:(5,1/2)) + B=(s,1)
7(3) - 7m(472(3) +43) + ﬁm(167m(472(3) +43)70) + 72(3) )
d = dy + 72(4ds) + Bu(4dy, 0) + Bu(167,(4ds) , 0) + ds .
Le premier point de la Proposition 2.4 est donc démontré. En ce qui concerne le second point,

nous remarquons que le linéarisé du systeéme (2.18)-(2.19) avec u = 0 est stable, i.e. que toutes
les valeurs propres de la matrice suivante

of of
%(07070) 5(07070)
Jg
0 52(0,0)

se trouvent dans le demi-plan gauche ouvert des complexes.
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Annexe D

Démonstrations liées au Chapitre 3

D.1 Démonstration du corollaire 3.2

On donne ici une démontration du corollaire 3.2 fondée sur une fonction de Lyapunov globale.
Puisque F', H et u, sont localement Lipschitz, pour chaque condition initiale X (0) € €, il

existe une solution unique X (¢) de (3.7)-(3.73) définie maximalement a droite : [0,7) — Q.
Pour étudier les propriétés de cette solution, introduisons une fonction I : Ry — R, par :

Vv v 2
) :/O %dv (D.1)

I est bien définie. En effet, a partir des propriétés de ¥ et le point 1 du Lemme 3.1, la fonction
U(z)/x peut étre définie par extension continue comme une fonction continue de R dans R;.

La fonction YT étant aussi continue, q](g((;})))g est continue de Ry dans Ry . De plus, ¥ étant

strictement croissante et T satisfaisant (3.15), pour chaque nombre réel positif 7, il existe un
nombre réel positif v tel que :

I(v) <i = V <w. (D.2)
Soit V(z, r) une fonction définie par :
€
V((I,',’I“) = I(V((I),p*)) + 5?"2 (D?))
avec € un nombre réel strictement positif qui sera précisé par la suite. Les arguments précédents
montrent que V est une fonction C', définie positive et propre de (V,r). Dénotons par w les
effets non-modélisés associés a la solution X (%) :
w =1t — a(z,u) — A(z,u)p*. (D.4)

Avec (3.13) dans ’hypothese S (3.12) et (3.18)-(3.19) dans I'hypothese UEC(«, ro, ¥, T) (3.16) et
selon les propriété (3.15) de T, la dérivée de V le long de cette solution satisfait :

vV = (,'rr) 88‘;[ +Ap 4+ w] — er(ar—Y(Y)) (D.5)
< < 1——3;) U2 — car? + ugw + er?¥ (D.6)

153
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Remarquons que nous avons :

U lar) <Y = — = < ()2 (D.7)
et, comme %m) est non décroissante,
U ar) > T = w < ar¥(Y). (D.8)
On en déduit :
Y < —<1—M1—M2—%>‘I’2 —car? + (pa+e)rv. (D.9)

Maintenant, nous allons démontrer I'existence de nombres positifs v*, r* et n* > 0 tels qu’en
chaque instant ¢ ou, soit V' (t) > v*, soit r(t) > r* nous avons :

y n
Vi) < -5 (T(Y(V(H)*+7r()?) . (D.10)
En effet, par hypothese, nous avons :
D(©Y)
= i 1 — - 2 D.11
14 Imsup ey < p 142 (D.11)

Définissons ¢’ par :

1—p1 —2p— 4

ro._
0 =10+ 2

S (5, 1—M1—2M2) (D.12)

et choisissons :
e = a(2—2m —3pu—20) . (D.13)

Nous avons obtenu qu’en chaque instant ¢ ol % < ¢’ nous avons :

V() < - [V ()2 +r(t)?] (D.14)
ol n* est la racine la plus petite de :
n? = (142021 =y — pg = 0') — paa®) 1 (D.15)
+Oé2(1—u1—Mg—gl)(l—ul—ng—gl):0.

Cette racine est strictement positive d’apres (3.78). Par ailleurs, & partir des définitions de /¢ et
¢, il existe un nombre réel positif v* tel que :

D(Q) ) «
> < . D.16
Tw) = 14 — v <w ( )
Il en résulte que, a chaque instant t ou % > (', nous avons :
V() < —(1—m—p—UV)? - car(t)

ot OBV + (qpoos - ) WIVO)F  (©a1)

*

S O + ] + L - 0?) (D.15)

IN
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Y(Y(v))?

ou, di a la continuité de la fonction ) le nombre réel positif r* est défini par :
2D(Q) U(Y(v))?
2= sup {7 ) D.19
7 o<v<or T(v) ( )
Supposons que 1" soit fini, alors :
X(t) — 09 si t—T. (D.20)

Mais comme V(x, r) est propre, V satisfait le point 3 dans I’hypothese S (3.12) et, d’apres (D.10),
V est strictement négative quand V ou r est large, il existe alors un ensemble compact K, dans
R"™ tel que :

z(t) € K, ¥Yte|[0,T). (D.21)

Avec I'hypothese OE (3.10) et (D.20), on en déduit que la commande u(t) = uy,(z(t), p*) est non
bornée sur [0,7"). Mais ceci est impossible puisque uy, est continue et x(¢) vérifie (D.21). Donc
T = +o0 et, selon OE (3.10) , la solution X (¢) est bornée.

Finalement, considérons le cas ou D(t) = 0 V ¢ > Tp. On sait a partir des analyses
précédentes que toutes les solutions avec X (0) € Q sont bien définies et bornées sur [0, +00)
donc notamment sur [0,7p). Si bien qu’on peut reproduire cette analyse mais avec le nouvel
instant initial T et donc avec D(2) remplacée par 0. Dans ce cas v* et 7* sont nuls. Donc pour
chaque t > Tp, nous avons :

V() < —n* (T(Y(V (1)) +7r(t)?) (D.22)

A partir de 'hypothese R (3.9) et du lemme de Barbalat [60, p.211], U(Y(V (z(t),p*))) tend
vers 0 lorsque t tend vers 4+o00. Selon les propriétés de ¥ et les points 2 et 3 de ’hypothése S
(3.12) , nous concluons :

Dt)=0 Yt>T, = lim z(t) = & . (D.23)

t—+o00
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D.2 Démonstration de la proposition 3.1

Puisque les champs de vecteurs de (3.7)-(3.83) sont localement Lipschitz, pour chaque condition
[¢]

initiale p(0) € Il et X (0) € Q, il existe une seule solution (X (¢),p(t)) de (3.7)-(3.83) définie
maximalement & droite : [0,7) —  x RP. Rappelons que, selon Praly et al. [64, lemma (105)],
la fonction Proj possede les propriétés suivantes :

(p—p")" Proj(p,y) < 0—p") "y, [Proj(p,y) < |yl (D.24)

pour tous les (p, p*,y) dans R x II x R, Le long de cette solution, nous avons, avec (D.24) :
Y

] () 2 2
0 < —(1-p -2V g2 20,
= ( ! T(V)) car T

U(1)20 Har)

T +erW—Ap—p")' pr. (D.25)

Mais, du & Proj, p reste dans le compact II. Puisque, par hypothese, il en de méme pour p* et
que nous avons :

| < p,
il existe un nombre réel positif k, dépendant seulement de II, tel que :
: D(Q U(r)2wt
US—<1—u1—%—%>\112—5041"2—1—/@%—1—57"\1/. (D.26)

Vue 'analogie avec (D.6), nous poursuivons comme dans la preuve de Proposition 3.2. Nous
montrons l’existence de nombres réels positifs v*, r* et n* > 0 tels qu’a chaque instant ¢ ou
V(t) > v* ou r(t) > r* nous avons :

U(t) < - (\I/(T(V(t)))2 + r(t)2) . (D.27)
Supposons alors que T soit fini. Puisque p(t) reste dans I’ensemble compact I1, ceci implique :

X(t) — 09 si t—T. (D.28)

Mais puisque U(x, r, p) est propre, p reste dans 1’ensemble compact II, V' satisfait le point 3 dans
I’hypothese S (3.12) et U est strictement négative quand V ou r est large, il existe un ensemble
compact K, dans R" tel que :

z(t) € K, ¥Yte|[0,T). (D.29)

Avec I'hypothese OE (3.10) , (D.28) et la continuité de u,, ceci est comme dans la preuve de
la Proposition 3.2 en contradiction avec (D.28). Il en résulte que T' = +o00 et que la solution
X (t) est bornée. Finalement, observons que si p=0et D(t) =0 Vt > Ty, alors nous pouvons
choisir v* = r* = 0 pour ¢t > Tj. Par conséquent,

U < - (0% +1r?) . (D.30)

A T’aide de I'hypothese R (3.9) et le lemme de Barbalat [60, p.211], on en déduit que la fonction
U(Y(V(xz(t)))) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0o. A partir des propriétés de ¥ et les points 2
et 3 de I'hypothese S (3.12) , nous concluons :
p=0 et D({t)=0 Vt>T = tliin z(t) = £. (D.31)
— 100
Remarquons que si D(Q2) = p = 0, le fait que II soit compact n’est pas nécessaire puisque
dans ce cas (D.27) implique la bornitude de U et donc de p — p*.
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D.3 Démonstration de la proposition 3.2

Comme les champs de vecteurs de (3.7)-(3.92) sont localement Lipschitz, pour chaque condition

initiale p(0) € II, 7(0) > 0 et X (0) € Q, il existe une seule solution (X (¢),p(t),r(t)) de (3.7)-
(3.92) définie maximalement & droite : [0,7) — Q x RP x R. Le long de cette solution, nous
avons, avec (D.24) et U définie dans (3.90) :

: 1 D) 5 ) U(1)20(ar) V2oV .
< (1= - 22 -~ —J - 2 Ut —
U < A[ < 1 T(V))qj cear’ + po T +er +T 8pp
ou : . ,
v (T(v)) € 2
A =1 —_— —-re. D.32
—i—/o T(w) dv + 5" ( )

(14Jy (t)dr)"
V(T (1))2
o -t

avons en prenant sa dérivée logarithmique,

Pour aller plus loin, nous observons que, étant une fonction non décroissante, nous

T(Y(v)? 1+ [ T(t)dt
e e on

1+, T dt

Puis avec (D.24), (3.92) et (3.93), nous avons :
V2oV . 1 vt|ov oV

— P < ——|=—(x,D)| A, un(z,p) " =—(x,p)" D.34
T < SnyE || Al e ) S (D.34)
< qﬂ%. (D.35)

En retournant a (D.32) et en poursuivant les mémes étapes que celles suivant (D.6), nous
obtenons :

. 1 dk  D(Q) 9 9
< —<—(1—-pup—pg————— ) 0" — vs . D.
U < A { <1 o= 2 = ¥ ) ear® + (e + aug)r (D.36)
Définissons :
. D(Q) / 1—M1—M2—dk/)\—€
=1 = D.37
14 zl;rilii;p Tw) 14 0+ 5 >/ ( )
A chaque instant ¢ ou % < /', nous avons :
. 1 1 dk
U < K{_i(l_ul — g — 7—6)\1/2—(5@7"2—1—(5—1—@@)1“\1/} (D.38)
< T (¥% + r?) (D.39)
- A
ou n* est la racine la plus petite de :
dn? — 21 — g — pg — dk/ X — £+ 2ea)n + (D.40)

+ {2048(1—#1—Mg—dk/)\—g)—(é“-f—()éug)Q} =0.
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Elle est strictement positive du a (3.95). Par ailleurs, il existe un nombre réel positif v* tel que

>/ < v*. D.41
T >/ — v<v ( )

Finalement, a chaque instant ¢ ou % > /', nous avons :

. 1 1 dk
< (= — e — — P2 — 2
U < { 2(1 1 — 2 0) sar

A
o))
< %{—n*(\IJQ + 7?) +0§S11;1§pv* —D(Q)’\rllé’)r)( ) } ) (D.42)

La preuve se complete avec les mémes arguments que dans la preuve de la Proposition 3.1.
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