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Résumé

L’objectif initial de la thése était de proposer une nouvelle modélisation simplifiée du
laminage permettant un calcul rapide, si possible en temps réel, afin que le modele soit
éventuellement intégré a un outil de pilotage des machines de production.

Ce modéle ne doit pas négliger les déformations élastiques afin de pouvoir étre
éventuellement appliqué a I’étude de phénomeénes associés a la variation de largeur de la

bande ou a des phénomenes de planéité. Il doit par ailleurs étre assez ouvert pour que 1’on

puisse y intégrer éventuellement une description de la microstructure du matériau
polycristallin et prendre en compte la déformation des cylindres de laminage.

Pour atteindre cet objectif, nous avons proposé de tenter de construire un modele simplifié
semi-analytique du laminage. Dans ce type de modele, le gradient de la transformation
globaleizGrad(CI_D) peut alors étre décomposé multiplicativement en un produit d’une

premiére transformation locale « plastiqu€ , qui transforme le voisinage local initial ge
dans la configuration relachee, par une seconde transformation locale « elagfiqgei
transforme la configuration relachée dans la configuration actuelle E.P. Cette
décomposition est a la base de I’analyse thermodynamique de I’évolution mécanique lorsque

le matériau subit de grandes transformations élastoplastiques, laquelle analyse fournit les
concepts d’efforts intérieurs et de variables d’état nécessaires a 1’€criture de ce comportement.

Nous avons montré deux approches permettant le calcul analytique de ces champs lorsque
I’histoire de F est connue au voisinage d’une particule X .

Nous avons ensuite proposé I’étude d’une classe particulieére d’évolutions élastoplastiques que

nous avons appelées « simples radiales » et nous avons montré que les évolutions bbéissaien
a un principe de minimum énergétique. Nous avons enfin conjecturé que ce principe pouvait
étre étendu en régime permanant pour permettre de construire une modélisation simplifiée des
processus de laminage.

Mots clés: modélisation simplifiée, déformation plastique, processus de laminage, évolution
élastoplastique, principe de minimum






Abstract

The initial aim of the thesis was to propose a new simplified model for rolling allowing a
rapid calculation, if possible, in real time, so that the model would eventually integrate into a
management tool production machines.

This model should not neglect the elastic deformations in order to be applied to the study of
phenomena associated with the change in bandwidth or flathess phenomena. It must also be
open enough that we can integrate the description of microstructure of polycrystalline
material and possibly take into account the deformation of rolling rolls.

To achieve this goal, we proposed to build a simplified semi-analytical model of rolling. In
this type of model, the gradient of global transformati@:%j(d_)) can be

multiplicatively decomposed of the first local transformation "plas®c'which transforms

the initial local neighborhood ofX in the relaxed configuration, and the second local

transformation “elastic’E which transforms the relaxed configuration in the current

configurationk = E.P. This decomposition is the basis of thermodynamic analysis of the

mechanical evolution when the material undergoes large elastoplastic transformations, which
provides the concepts of internal forces and necessary variable state to write this behavior.

We showed two approaches to the analytical calculation of the mechanical fields when the
history of F was known in the neighborhood of particie.

We then proposed to study a particular class of elastoplastic evolution that we called "simple
radial" and we showed that the evolutions followed the principle of minimum energy. Finally,
we conjectured that this principle can be extended in steady state, which allowed to build a
simplified model of the rolling process.

Keywords: simplified model, plastic deformation, rolling process, elastoplastic evolution,
principle of minimum
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Introduction

L’industrie métallurgique est actuellement, engagée dans une course a la productivité et a la

qualité. Les producteurs cherchent sans cesse des méthodes pour améliorer les procédés de
laminage. Le contréle et I’estimation du couple de forces appliqué sur deux cylindres sont, par
exemple, de plus en plus nécessaires. Des processus de pilotage de la production, utilisant
dans la boucle de contrble des réglages des outillages, des modeles thermomécaniques de ces
processus sont envisagés. Pour cela il est nécessaire de disposer de modéles simplifiés
permettant un calcul en temps réel des champs dans la bande en cours de laminage. En effet
les modéles thermo-élasto-plastiques par éléments finis de type LAM3 (Hacquin A., 1996)
sont trop lourds pour pouvoir mener les calculs aussi rapidement.

Le premier chapitre de ce rapport a pour objectif principal d'introduire les notations de base
des processus de laminages principaux parametres du processus sont identifiés et leur
influence est discutée.

Le deuxieme chapitre présente des modéles simplifiés classiques qui se basent sur la méthode
des tranches et la Méthode des Bornes Supérieures (MBS).

Pour la méthode des tranchesyt d’abord, on divise la bande de laminage en tranches et
ensuite on établit desjuations d’équilibre mécanique pour ces tranches (Montmitonnet P.,
1991). On obtient facilement la solution de ces équations.

Pour la méthode des « bornes supérieures » (Prager W. and Hodge P. G., 1951), on peut
trouver une théorisation sous les termes d’« approche par I’extérieur en Calcul a la Rupture »
(Salencon J. , 2002). Elle est trés connue et donne satisfaction dans les situations
suffisamment simples pour lesquelles il n’est pas nécessaire de prendre en compte les
déformations ¢lastiques, les déformations thermiques, ou 1’évolution de la microstructure.

Pour powoir élargir le domaine d’application des modeles simplifi€s, il est nécessaire mieux

de prendre en compte la partie élastique du comportement élastoplastgueotamment le

cas lorsque le retour élastique aprés déformation plastique est un probléme important. Il en est
souvent ainsi dans les processus de mise en forme des métaux (Da Silva Botelho T.,
Bayraktar E. and Inglebert G., 2007).

Ainsi, dans ¢ troisieme chapitre, on aborde le comportement élastoplastique en grandes
transformations. Nous utilisons pour cette présentation le concept de configuration "relachée"
(Green A.E. and Naghdi P.M., 1965), (Perzyna P. and Wojno W., 1968), (Mandel J., 1971),
dont nous savons depuis la fin des années 1960 que c'est le procéde le plus satisfaisant pour
définir I'état thermodynamique d'un volume élémentaire d'un matériau devant subir de
grandes transformations élastoplastiques.

Nous montrons que la connaissance du gradient de la transformation et son taux de variation
permet la détermination simple et analytique de tous les champs.

Dans le quatrieme chapitre, nous reprenons 1’étude de la détermination des chams mécaniques
lorsque I’on connait le gradient de transformation et son taux de variation, avec une autre
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approche qui permet de vérifigar construction le critére de plasticité dans la zone en cours
d’évolution plastique.

La partie la plus originale de cette these en est le chapitre 5, dans lequel le nous proposons un
principe de minimum sur les champs cinématiques qui permet une approximation souvent
acceptable des évolutions élastoplastiques dans le cas de chargements "monotones”, ce qui est
le cas dans la phase d'écrasement de la matiére sous le cylindre. Nous entrons alors dans le
cadre d'une "théorie de matériaux a dissipation simple" (Ehrlacher A. and Fedelich B. , 1988),
(Ehrlacher A. et Fedelich B. , 1989), dont nous savons qu'elle permet de construire avec
élégance et une facilité relative des modéles simplifiés a l'instar de ce qui peut étre fait en
élasticité.

Nous montrons que ce principe de minimum est équivalent a 1’approche classique de
I’évolution élastoplastique pour des familles d’évolutions particuliéres que nous nommons
évolutions simples radiales, par référence au trajet des élongations plastiques principales.

Dans le dernier chapitre, nous tentons de revenir au probléme de 1’évolution élastoplastique
dans un processus de laminage en régime permanent.

Nous proposons un « principe de minimum en régime perman®ius n’avons pas pu

prouver I’équivalence avec une approche classique de 1’évolution, mais nous avons montré

que ce principe de minimum est une généralisation de la Méthode des Bornes Supérieures
prenant en compte les déformations élastiques et I’écrouissage.

Ce principe est un outil bien adapté pour construire dans 1’avenir des modeles simplifiés des
processus de laminage.

L’intérét principal de notre approche est que nous proposons de travailler dans la
configuration de référence qui a le double avantage d’étre connue et simple (parallélépipede).

Les approches classiques de I’étude d’évolutions €lastoplastiques se font généralement dans la
configuration actuelle qui est le plus souvent inconnue, ce qui nécessite du point de vue des
calculs pour éléments finis une réactualisation de la géométrie.

Dans notre probleme, compte tenu de la grande simplicité de la géométrie de référence, on
peut imaginer une modélisation simplifiée considérant la bande comme un multicouche a

’instar de ce qui se fait pour étudier le roulement des pneumatiques sur une chaussée (Chabot
A., Hun M., Hammoum F., 2013).
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Chapitre 1: Les notions de base des processus de laminage

Dans ce chapitre nous allons tenter de présenter les principales notions de base des processus
de laminage et nous étudierons les évolutions élastoplastiques de la bande lors du laminage en
fonction des principaux parameétres adimensionnels définissant ce processus. Ce travail nous
servira de guide pour les choix des méthodes de modélisations simplifiées qui feront I’objet

des prochains chapitres.

Dans le premier paragraphe nous préciserons les différentes hypothéses sous lesquelles nous
avons mené les calculs afin de simplifier le probléme et faciliter cette présentation. En
particulier, comme dans ce travail nous nous intéressons principalement a ce qui se passe dans
la partie centrale de la bande, nous travaillerons en déformations planes.

Dans le second paragraphe nous présenterons brievement les principales caractéristiques du
logiciel LAM3 qui nous a permis de mener ces calculs.

Dans le troisieme paragraphe nous analyserons les différents parametres permettant de définir
un processus de laminage. Ensuite nous essaierons de déterminer, a priori, les principaux
parameétres adimensionnels influencant les processus de déformation.

Dans le quatrieme paragraphe nous présenterons les différentes sorties utiles d’une simulation
numérigue de laminage avec LAM3 et nous présenterons avec certains détails ces différente
sorties sur un cas de laminage typique.

L’influence des principaux parametres de laminage sera présentée dans le cinquieme
paragraphe.

1.1.Hypothéses retenues pour les simulations de laminage

De nombreuses questions relatives au laminage sont clairement des questions qui font appel &
une modélisation thermomécanique tridimensionnelle. C’est notamment le cas si l’on
s’intéresse a la variation de largeur des bandes ou aux contraintes résiduelles présentes dans la

bande, aprés Ipassage dans les cages des laminoirs. Cependant si 1’on veut avoir une

premiere idée simple des mécanismes de déformation en jeu dans la partie centrale des
bandes, il est possible de faire I’hypothése que 1’évolution est en déformations planes, les
frottements paralléles a I’axe des cylindres de laminage étant, en général, suffisants pour

limiter trés fortement les déplacements de la matiere suivant cet axe dans une tres large partie
centrale.

Nous nous placerons donc dans les hypothéses de déformations planes pour les
modélisations ci-dessous.

L’entrée et la sortie d’une bande dans une cage est un processus transitoire, donc fonction du

temps, cependant il est généralement admis que le régime permanent s’établi tres rapidement,

la bande défilant & une vitesse quasiment constante et les lignes de courant de la matiére en
déplacement se stabilisant trés rapidement.
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Les calculs cidessous seront donc menés dans I’hypothése d’un régime permanent
établi.

Les aciers ont un comportement élastoplastique avec le plus souvent un écrouissage isotrope
et cinématique. Cependant dans les cas les plus courants, la prise en compte de cette loi
d’écrouissage dans les calculs ne modifie pas qualitativement les mécanismes de
déformations a I’ceuvre lors du laminage par rapport a une modélisation élastique
parfaitement plastique.

Par ailleurs, la comparaison de simulations sans écrouissage est plus facile a développer.

Nous retiendrons donc, ci-dessous, un comportement élastique parfaitement plastique de
Von Mises pour modéliser les aciers.

La loi de frottement entre le cylindre et la bande est complexe pour les lamirglgeDa@s

les modélisations il est généralement choisi une loi de Tresca, de Coulomb ou de Norton.
Dans un objectif de comparaison des mécanismes de déformation en fonction de parameétres
adimensionnels, il est plus simple de retenir la loi de frottement de Tresca, car la composante
tangentielle de la force surfacique de contact entre le cylindre et la bande peut étreedonnée
proportion du seuil de Von Mises 1’acier, lorsqu’il y a glissement.

Nous modéliserons donc le contact bande-cylindre avec une loi de Tresca.

Lors du passage de la bande sous le laminoir les efforts mutuels exercés sont importants et la
cage du laminoir se déforme, ainsi que le cylindre. Ce phénomene a plus ou moins
d’importance suivant les conditions de laminage. Les calculs couplant les déformations
élastoplastiques de la bande et les déformations, généralement élastiques, de laesage et d
cylindres sont assez complexes et en tosttieg lourds pour 1’objectif modeste que nous

nous sommes donne ici.

Nous ferons donc I’hypothése que les cylindres et les cages sont rigides et ne se
déforment pas lors de ’opération de laminage.

1.2.Présentation de LAM3

Actuellement les chercheurs d’ArcelorMittal, utilisent fréquemment le logiciel LAM3 pour
simuler les opérations de laminage. Ce logiciel a été développé au milieu des années 90 par le
CEMEF en commun avec Alcan et Arcelor pour la modélisation du laminage de produits plats
(Hacquin A., 1996). En fait, LAM3 est un outil de calculs thermomécaniques par Eléments
Finis avec formulation lagrangienne réactualisée ou eulérienne stationnaire. La rhéologie est
définie aux points d’intégration. Il est possible de coupler le calcul des déformations dans la
bande avec un calcul Thermo-Elastique dans la cage de cylindres.

La formulation lagrangienne réactualisée est destinée a simuler les procédés non stationnaires
(forgeage, bpoingonnement, laminage a pas de pélerin,...).

La formulation eulérienne stationnaire est utilisée pour simuler les régimes permanents, le
gain en précision ou temps de calcul est alors tres significatif (de 1 a 2 ordres de grandeur).
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La Figure 1-1 résumBalgorithme de calcul de LAM3.

Initialisation du champ de vitesses, du contact et
des variables d'état

v

Calcul du champ de vitesses dans la téle
et des contraintes de contact

F Y

v
Calcul du champ de déplacement élastique des
cylindres

¥
Actualisation de la surface du C}I'HI"IUFE

Actualisation des lignes de courant
Ajustement du contact téle-cylindre

T
Test de convergence (force, géométrie) —

Figure 1-1 : Algorithme utilisSéf[AM3, Manuel de ['utilisateur, 96]

L’inconvénient de LAM3 est le colt de stockage élevé pour la résolution et le temps de calcul

pour des maillages fins en 3D. Cela limite sévérement 1’utilisation de LAM3 dans certaines
questions industrielles plus complexes.

Le Tableau 1-1 résume les principales caractéristiques du modele actuel :

FONCTION METHODE NUMERIQUE

Déformation élastique de cage

Semi-analytique
duo, quarto, sexto yia

Thermique Cylindre de Travail Eléments Finis (EF) 2D Streamline
stationnaire/instationnaire Upwind Petrov Galerkin (SUPG)
Plan de simulations thermomécaniques Boucle sur le cédage et/ou la
de cage thermique découplée de Forge3

Thermique piéce stationnaire/instationnal] EF 3D SUPG/ EF 3D Galerkin en
hexaédres linéaires

Mécanique piece multimatériaux EF 3D en hexaedres avec pénalisat
stationnaire/instationnaire de I’incompressibilité (toutes
rhéologies)
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avec rhéologies Lagrangienne Réactualisée/Eulérier

Visco-Plastique (VP) anisotro

Elasto-Visco-Plastique Lagrangienne Réactualigée
Eulérienne Lagrangienne a pas de

(EVP) anisotrope o
tempsAt Hétérogene (ELDTH)

et frottement : Coulomb anisotrop

Norton anisotrope

Tresca isotrope

Bay-Wanheim anisc

Tableau 1-1 Caractéristiques actuelles de LAM3 (Transvalor, 1996)

Dans les calculs ci-dessous nous utiliserons la version eulérienne stationnaire du logiciel
LAM3. Ce modele servira de modele de référence tout au long de ce travail, mais les temps de
calculs assez longs justifient 1’objectif de recherche de modeles simplifiés pour un certain

nombre d’applications courantes.

LAMS sait faire beaucoup de choses, nous n’en utilisons qu’une petite partie.

1.3.Parametres permettant de définir un processus de laminage

Sous les hypotheses du paragraphe 1.1 les parameétres permettant de définir un cas de
laminage sont peu nombreux. Nous les introduisons ci-dessous.

A/ Paramétres géométriques.

Dans un probléeme en déformation plane et en régime permanent, le seul parametre de la
géométrie initiale est 1’épaisseur. Le probléme étant symétrique par rapport au plan médian

horizontal, nous noterons, la demi-épaisseur initial
de la bande (odemi-épaisseur en entrée

L’objectif de réduction de 1’épaisseur de la bande dans
I’opération de laminage conduit a définir 1’épaisseur
de sortie de la bande apres passage dans la cage.
noteronsh, la demi-épaisseur de la bande en sortie

Les cylindres étant rigides, et leur axe ne se dépla
pas (rigidit¢ de la cage), d’un point de vue kel
géometrique, il suffit de connaitre le@yon R. Sl SS I

Demi<paisseur de la bande en entrée et sortie de I’emprise h,, h
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Rayon de cylindreR

B/ Parameétres Matériaux.

Le comportement du matériau de la bande est supposé élastique parfaitement plastique de
Von Mises. L’¢lasticité étant supposée isotrope, elle fait appel a deux parametres
caractéristiques du comportementmiedule d’Young E et lecoefficient de poisson.

Il faut aussi définir |dimite d’élasticité o, de ce matériau.

Enfin le frottement retenu est de type Tresca avec une limite de frottemenko, / \E ou
k est unparametre adimensionnel de frottement

Ainsi les parametres matériaux sont :

Module d’Young et coefficient de Poisson du matériau de la bande E, v

Limite d’élasticité du matériau de la bande o, (Von Mises sans écrouissage)

Parameétre adimensionnel de frottemler(i’effort surfacique de frottement est 7 =+Kko, / J3
lorsqu’il y a glissement)

C/ Paramétres de chargement.

Le chargement est donné d’une part par la vitesse de rotationw des cylindres. (La vitesse des
particules sur la frontiére des cylindres ¥st Rw )

D’autre part, en général on exerce umentrainte de traction o, sur la bande du c6té de

I’entrée et unecontrainte de traction o, sur la bande du cété de la sortie
Ainsi les paramétres de chargement sont :

Vitesse du cylindrd/, = Rw
Contraintes a I’entrée et a la sortie 0,0

Il y a ainsi une dizaine de paramétres pour définir les cas de laminage sous les hypotheses du
paragraphe 1.1.

Parmi ces parametres, nous n’évoquerons plus le module d’Young et le coefficient de Poisson
qui n’ont pas de raisons de varier beaucoup d’un cas a I’autre et qui, de toute fagon, jouent un
role secondaire.

Nous retiendrons pour les calcis- 210000 MP¢, v =0.3.

Les 8 autres parameétres sont dimensionnés. Il est possible de dégager les principaux
parametres adimensionnels associés a ces 8 parametres.

A’/ Parameétres adimensionnels géométriques.

Les trois parameétres géométriques dont la dimension est une longueur conduisent a deux
paramétres adimensionnels.
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h,

Le premier que nous nommerongéauction verticale 1 =— s’impose.

Pour avoir un second paramétre pertinent il est nécessaire de développer un peu les aspects
géomeétriques du contact. Pour cela nous commencgons par défmiongueur de contact

comme la longueuie la projection sur 1’axe horizontal de la zone de contact entre la bande et

le cylindre. La détermination dé est un petit travail géométrique élémentaire utilisant la
rigidité de la cage, des cylindres et le théoreme de Pythagore. Apres calculs on trouve

L=R—(R+ h-h) .

Du point de vue le plus sommaire, I’opération de laminage peut étre vu comme 1’écrasement
d’une bande de largeur L et de hauteur initial@h, .

Un deuxieme parametre géométrique adimensionnel impc&‘talﬁ?_@ semble alors apparaitre.

h,

Nous I’appellerons par abus de langage 1’élancemente = T

B’/ Parametres adimensionnels mateériaux.

Nous avons déja introduit arametre adimensionnel de frottementk

Si nous acceptons ’idée que 1’on peut négliger les phénomenes liés a I’¢lasticité dans 1’étude
de 'influence des parameétres de laminage, il n’y aura pas d’autres parametres adimensionnels
maériaux. En particulier la limite d’¢lasticité o, n’interviendra pas dans cette analyse. Bien

slr o, sera alors a peu de choses prés (élasticité négligée) en facteur des différentes sorties en
efforts ou en contraintes des simulations.

C’/ Parametres adimensionnels de chargement.

La vitesse de rotationmn des cylindres est le seul parametre faisant intervenir de maniére
explicite le temps. Il n’y a donc pas de paramétre adimensionnel qui lui Soit associé.

Pour les autres paramétres de chargement, nous retiendrons

N . . . P O
le parametre adimensionnel de traction en entrée, = —=
Oo

N . . . . O,
et le parametre adimensionnel de traction en sorti¢, = —
Oo

On voit que, dans ldimite ou 1’élasticité peut étre négligée et sous les hypothéses du
paragraphe 1.1, nous avons a travailler avec une famille de 5 parametres adimensionnels.

C’est encore beaucoup et il semble nécessaire de mener un raisonnement qualitatif pour
identifier les plus importants d’entre eux.

L’abondante littérature scientifique sur le sujet et la longue expérience des industriels guide
heureusement pour le choix des paramétres principaux (Montmitonnet P., 2002).
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Finalement les deux parametres qui seront principalement étudiés sont la réduction verticale

Y )

et I’élancement e= f .

Sauf indications contraireg, sera choisi égal a 0.4, gt=t; = 0.25. La réduction verticale

A= Evariera dans les calculs qui suivent entre 0.5 et 0.9

Enfin c’est surtout en faisant varier ez% entre 0.08 et 0.18 que nous essaierons de mettre en

évidence un changement de mécanisme de déformation sous 1’emprise.

A titre d’exemple donnons ici les paramétres adimensionnels et dimensionnés du cas de
laminage N°1 étudié plus loin

Cas 1:

Parametres adimensionnels

1=07,e=0.08 k=04t,=t,=0.25
Parametres dimensionnés :

Nous retenons les valeurs suivantes :

0y = 600 MPa, R = 250 mm, V. = 1000 mm/s
Ce qui donne :

_ 2R(1-M)e?
A2 4 e2(1—1)2
hg = Ah, = 1.370 mm

h, = 1957 mm

(he, hg : demihauteur d’entrée et de sortie de la bande)
0, = 150 MPa, g, = 150 MPa

C’est un cas typique de laminage a froid.
1.4.Les sorties utiles d’un calcul avec LAM3

LAM3 permet d’obtenir une quantité considérable d’informations sur les opérations de

laminage simulées. Nous allons ici lister les principales d’entre elles et la maniére dont nous

allons les utiliser. Nous verrons successivement des informations globales toforoe et

le couple de laminage, la puissance de laminage et le glissement. Ensuite nous verrons les
informations sur les vitesses, les contraintes, les déformations et la variation du volume.

A/ Les sorties globales

Avec LAMS3, on peut avoir des sorties globales comme la fetée couple de laminage, la
puissance de laminage et le glissement.
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o La force de laminage, exprimée en N/m est la force verticale exercée par les
cylindressur une largeur de 1m de la bande. Cette force n’apporte pas de puissance
mécanique a la bande

o Le couple de laminage, exprimé en N.m/m est le couple exercé sur chacun des
cylindres par métre de largeur de la bande pour créer la rotation de cella-ci
vitesse angulaire. La puissance apportée par chaque cylindre a une unité de la
largeur de la bande eGtw

o La puissance de laminage est la somme de la puissance dissipée par la déformation
de la bande et la puissance dissipée par frottement entre la bande et les cylindre. Elle
est égale a la somme de la puissance fournie par chacun des cyihdies
puissances fournies par les tractions en entrée et en sortie de la bande. Nous
conviendrons de notd?, la moitié de cette puissance par unité de largueur de la
bande :

P=C.w— ag,h.V, + o5hiV;
Ou:
V, estla vitesse d’entrée de la bande
V, est la vitesse de sortie de la bande

o Le glissement, exprimé en % est une grandeur qui est associée au glissement entre la
bande et le cylindre & la sortie du cylindre

V.-V
G=-"—""-<%100

=

B/ Les sorties en vitesse

Nous choisissons un repere orthono('mégx,g/) tel que O soit sur I’axe de symétrie du

probléeme sous le point bas du cylindre hagyt, le vecteur unitaire dans la direction de

laminage ete, le vecteur unitaire directement orthogonal.

LAM3 donne les champs de vitesse en régime permanent.

Nous nous intéressons tout d’abord a Vx(x, y) la premiére composante du champ de vitesse

des particules de la bande dans la direction de laminage. La question principale concerne la
non uniformité éventuelle de ce champ dans 1’épaisseur dans la zone d’emprise. Pour étudier

cela, les calculs LAM3 sont menés avec un maillage comprenant Ssndailkel’épaisseur

Soit, 6 «lignes de nceuds ».

Il est facile de déterminer un champ de vitesse de réfésensées hypothéses d’uniformité
parfaite decette composantedans 1’épaisseur et de conservation du volume. On trouve

v, (x;>y) = \4% ou nous rappelons g€ est la witesse d’entrée » de la bande avant la

zone d’emprise (vitesse des particules de la bande prur—L) et h(x) est la demi-hauteur
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de la bande sous I’hypothése de cylindres et cages indéformablesi(x) = h, avecx < —L,
h(x) = R + hy — VRZ —x2 avecxe[-L,0] et h(x) = hy avecx > 0).

La présentation des résultats LAM3 qui nous a paru la plus pertinente pour répondre a la
guestion de la non uniformité éventuelle ldecomposante horizontale dans 1’épaisseur est

V(% y)]_

7 . H A x
une presentation « normalisée » dans un r%plfire—v ref( )
X
X

Dans cette présentation chaque cas de laminage est représenté par 6 courbes (chacune d’entre

elle correspond a une ligne de nceuds). L’écart entre ces courbes permet de juger de la non
uniformité de cette composanigécart par rapport a une courbe uniforme de valeur 1 permet
de juger de I’importance de la variation de volume dans la bande.

Nous nous intéressons ensuit\dyix, y) la deuxieme composante du champ de vitesse

Le champ de vitesse de référence sous les hypothéses d’uniformité parfaite de la composante
horizontale dans I’épaisseur et de conservation du volume donne pour la composante verticale

de la vitess&/," (x, y) =\, Q:zLX) (Intégration de I’équation div(\_/mf ) =0).

(%)
La présentation des résultats des simulations LAM3 sera faite sous forme « normalisée » dans

le repér%f M]

! ref
L V,” (X V)
Pour finir sur la comparaison des champs de vitesse pour les différents cas de laminage
étudiés, nous nous intéresseronsvitiasse de glissement a I’interface bande-cylindre.

Sous les hypothéses du paragraphe 1.1 la vitesse des particules du ayindveface du
cylindre est uniforme égale\d = Ro. LAM3 donne les deux composantes de la vitesse pour

les particules sur la ligne de nceud du contact (ligne 6). Nous tracerons donc pour chaque cas

de laminage la grandeur adimensionné{lk/f(x h( %))+ V(% 3))/ V-1 en fonction de

X . o .
T Nous la nommerons « Vitesse normalisée de glissement ». La valeur globsida

valeur de cette vitesse normalisée de glissement en x=0.

Dans la partie de la courbe ou cette valeur est négative, les particules de la bande vont moins
vite que celles du cylindre et le frottement est « moteur ». Dans la partie de laabgdite

valeur est positive, les particules de la bande vont plus vite que celles du cylindre et le
frottement est « résistant ».

Les points ou zones ou la valeur est nulle sont des points ou zones neutres.

C/ Les sorties en contrainte

LAM3 donne le champ de contraintes dans la bande de laminage. Nous présentons les
courbes de contraintes « normadisé o,/ 0y, 0,/ 0y €t 0,/ 0y

Avec LAM3, on peut également sortir la contrainte de Von mises « normalisée » :
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Ou: o4 estla contrainte Von Mises « normalisée »
0, est laimite d’¢élasticité de la matiére
s est la partie déviatorique de

Dans toutes les zones « plastiques » sous le cylindre, on doitayoir 1

D/ Les sorties en variation du volume et déformation

Nous ne présentons que peu des nombreuses sorties possibles en déformation. Nous nous

contenerons de présenter la variation de volume d’origine purement €lastique qui peut étre
déterminée a partir de la trace du tenseur de contrainte par la formule :

3= tr(g)+1

3k,
Ou k, est le module d’incompressibilité de la matiere, k, =1/3x E/(1-v)

Nous présenterons aussi la courbe de la déformation plastique cumulée. Par définition, la

t
. , , . , . 2
déformation plastiqgue cumulée entre les instgnest t est le scalairg,,,, = j,/ggp :gpdt
to

ou d” est le tenseur taux de déformation plastique.

Dans le cas du régime permat)é’intégrale sur le temps est transformée en une intégrale sur
I’espace et la déformation plastique cumulée est donnée par LAM3 pour chaque ligne
d’éléments.

Donnons en détail ci-dessous ces sorties dans un cas patrticulier.
Application numérique pour un cas de laminage (Cas 1) :

Pour certaine comparaisons, nous ferons appel a d’autres jeux de parametres. Ces jeux de
parametres seront alors précisés.

Rappelons les paramétres de ce cas 1.
Parametres adimensionnels :
1=07,e=0.08 k=04t,=t;,=0.25
Parametres dimensionnés :

Nous avons retenu les valeurs dimensionnées de base suivantes :
0o = 600 MPa, R = 250 mm, V. = 1000 mm/s, (a) = VC/R = 4rad/s>

Ce qui donne :
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_ 2R(1 - A)e?
2+ e?2(A1-1)2

hs = Ah, = 1.370 mm
o, = 150 MPa, o, = 150 MPa

A/ Les sorties globales

h, = 1957 mm

LAMS3 donne les sorties globales suivantes :

La force de laminage par unité de largeur de la baride 18.94 x 10° N/m

Le couple de laminage par unité de largeur la bande sur chaque cylindre
C=1.44x10°>N.m/m

La puissance de laminage par unité de largeur de la bande (pour une demie bande)
P = 6.07 X 10> N.m/ms

Le glissement en sortieG = 6.20% (Ce qui corresponde a une vitesse de sortie sous le
cylindre Vg = V.(1+0.01 X G) = 1062 mm/s. Sous une hypothése de conservation de
débit, cela donnerait une vitesse d’entrée V, = AV; = 743.4 mm/s).

Remarque :
Nous avons vu qué = C.w — d,h,V, + a;hV;

Bien sdr si le débit volumigue de matiere est cons@ty®, = h,V;) , une différence entre
ces valeurs en régime permaneie peut étre associé qu’a une compression élastique
résiduelle en sortie du laminoir.

ICi 0, = 0, donc dans ’hypothése de débit consenté= C.w. Mais on constate que ce n’est
pas exactement le cas dans nos résultats numériues= 5.76 kN.m/ms au lieu de
6.07 x 10> N.m/ms. Il y a un écart numérique.

Cet écart ne peut pas étre associé a une différence ide déumique entre [’entrée et la

sortie du cylindre. En effet, mémesilébit volumique entre [’entrée et la sortie des cylindres

n’est pas conservéce phénomene est due a la forte compression isotrope de la bande en
sortie de cylindre qui « emportedonc une certaine quantité d’énergie élastique (oshgVy —

o.h.V, par unité de largeur de la bande). La correction uw introduit par la prise en
compte de ce phénomene de compression isotrope n’a donc pas le signe souhaité. L écart est

donc probablement dau cumul d’erreurs numériques dans le calcul de la puissance de
laminage. Cet écart est suffisamment faible pour qu’il ne soit pas nécessaire de s’inquiéter.

Pour confirmer ce que nous venons de dire, nous réalisons une simulation de laminage avec
la traction en entrée et en sortie nuligs, = o, = 0) et nous obtenons :

La force de laminage par unité de largeur de la bande= 22.10 x 10 N/m

Le couple de laminage par unité de largeur la bande sur chaque cylindre

C =1.43x 105 N.m/m

La puissance de laminage par unité de largeur de la bande (pour une demi-bande) :
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P =6.06 X 10> N.m/ms
Le glissement en sortiez = 6.17%

Nous voyons que les forces sur la bande en entrée et sortie du laminoir ont surtout une
influence sur la force de laminage qui ne travaille pas.

B/ Les sorties en vitesse

Commencons par dessiner les sorties en vitesse non « normalisée » :

La premiére constatation que I’on peut faire sur cette courbe est que la vitesse horizontale est
sensiblement identique pour toutes les particules a la méme abscisse (courbe 1 & 6 a peu prés
confondues).

Vitesse horizontale (lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25)
116580 —
' ——1
1020 ——2 -
3
7 41—
- \ |-
w -
E —a—FG
H "’
Ed Q4n
= 1056 mm/s
SO0
-20 15 -10 5 0 5
X (mm)

Figure 1-3 : Vitesse horizontale dans la bande de laminage

La deuxieme constatation est quei@sse maximale n’est pas atteinte directement a la sortie

de la cage (x=0) mais un peu plus loin. Ce phénoméne est vraisemblablement due a la
relaxation de la contrainte élastique dont la partie isotrope reste sensiblement négative en x=0
et diminue ensuite, entrainant une augmentation élastique de volume.

La dernicre constatation immédiate est que la vitesse d’entrée des particules de la bande (en

x=-17.2 mm) est de 742.6 mm/s. Cette valeur est un peu différente avec la valeurd¢rouvée
dessus (743.4 mm/s avec hypothése de conservation du débit). De plus, la vitesse en x=0 est
de 1056 mm/s. Cette valeur est un peu inférieure a la vitesse de\sorti062 mm/s.

Ainsi on constate quk,V, est en fait difféerent déiyV;. Le débit volumique est donc différent
entre lentrée et la sortie sous cylindre. Nous retrouvons ici le phénoméne de forte
compression élastique sous cylindre qui est ensuite relaxee.

Concernant la vitesse verticale (Figure)leénstatons d’abord qu’elle est de deux ordres de
grandeur inférieure a la vitesse horizontale. La premiere ligne de nceuds correspondant a I’axe
de symétrie a bien sOr une vitesse verticale nulle. La sixieme ligne suit la géométrie du
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cylindre et le rapport entrg, etV est donc impos¢. Pour les autres lignes de nceuds, on

constate une oscillation. Les creux sur la Figure 1-4 correspondent & des sortes « de dents » de
matiére presque rigide s’enfongcant depuis le cylindre en rotation, les bosses correspondent a
des dents presque rigidé&®rientation inverse générégsur I’axe de symétrie.

Vitesse verticale (lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25)

-2

D§
_E+
ml .
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..F +
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[ B4
H +
| | E 2
+
+*
| .

\y (mm/s)

e
\E{L |

\"\
]

un
=]

X {mm}

Figure 1-4 : Vitesse verticale dans la bande de laminage

Examinons maintenant les courbes « normaliséeldexqu’elles sont définies plus haut.

Nous constatons que la vitesse horizontale « normalisée » (Figure 1-5) ne vaut pas exactement
1 pour toutes les abscisses. Ceci confirme que le débit volumigstepas exactement

uniforme. Comme la partie plastique de la déformation estvaaasion de volume, 1’écart a

1 de ces courbes résulte de la compression élastique de la matiére.

lamda=0.7, e=0.08, {_e=t_s=0.25

——1

——2

Vaix )/ Varef

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 . 0 0z
/L

Figure 1-5 : Vitesse horizontale « normalisée » dans la bande de lgenina
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Pour confirmer ce que nous venons de dire sur la compression élastique dans la bande, nous

réalisons une simulation de laminage avec un Module d’Young multiplié par 103 de facon a
étre trés proche de la description d’un matériau rigide plastique.

lamda=0.7, e=0.12, t_e=t_s=0.25

Vi (x,y)Vxref

x/L

Figure 1-6 : Vitesse horizontale « normalisée » dans la bande de laminage @maigide plastique)

Sur la Figue 1-6 donnant la vitesse horizontale « normalisée » correspondante, on constate
que les courbes sont beaucoup plus proches de 1 (et la moyenne de ces courbes encore plus
proche de 1). Ce qui implique que le débit volumique est uniforme. Cela confirme notre
analysesur I’influence de la compression élastique dans la variation de débit volumique.

Vérifions que 1’écrouissage n’est pas déterminant dans le processus de laminage en montrant
ci-dessous la courbd/, « normalisée » dans un cas qui correspond a peu prés a un
écrouissage isotrope avec une limite d’élasticité o, = 0(1 + a X peym) (0N choisita = 0.1)

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0

1

Vx(x, )\ xref

x/L

Figure 1-7 : Vitesse horizontale « normalisééans la bande de laminage (1’écrouissage)
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En comparant cette courbe a celle du cas 1 de référence. On voit que lesce$fgrantres

faibles Cela justifie de ne pas faire entrer les paramétres d’écrouissage dans les paramétres
dont I’influence est primordiale.

Notons que I’écart a 1 sur la Figure 1-5 reste faible (<3%) pour toutes les abscisses, ce qui
justifie que certains modéles simplifiés négligent cette compression. La vitesse de référence
dans la direction longitudinale de la bande de laminagé (x;>y): \é% est souvent

X

une bonne approximation.

Examinons maintenant la vitesse « normalisée » verticale (Figure 1-8). On constate que la

. ik . h'(x - N
vitesse de référence VerUc&V@“’f (x, y) =\.h hz(( )) est une assez mediocre approximation,
X

particuliérement en sortie de I’emprise (Figure 1-9).

Notons qu’en sortie d’emprise VyrEf (X, y) tend vers 0, ainsi la vitesse verticale normalisée n’a

plus de sens. Il ne donc pas trop s’inquiéter de cette brusque montée sur la courbe de la Figure
1-8. Nous redessinons la courbe sur la Figureeil-€hangeant d’échelle. Les courbes de la
vitesse verticale normalisée oscillent. La psepéadode d’oscillation de ces courbes (de
I’ordre de 2 X e) semble fixée mais I’amplitude est variable.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

Wyl i Vyref

x/L

Figure 1-8 : Vitesse verticale « normalisée » dans la bande de lamigesgelé échelle)

Examinons maintenant la vitesse normaliééglissement a I’interface bande-cylindre Dans

la partie de la courbe ou cette valeur est négative (partie a gauche de la zone neutre, Figure
1-10), les particules de la bande vont moins vite que celles du cylindre et le frottement est
« moteur ». Dans la partie de la courbe ou cette valeur est positive (partie adglechene

neutre, Figure 1-10), les particules de la bande vont plus vite que celles du cylindre et le
frottement est « résistant ».
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lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

| —m—2

H—=%—5
—a—G

Vy(x, ) Vyref

[ax)
[ 5]

x/L

Figure 1-9 : Vitesse verticale « normalisée » dans la bande de lamipatie €chelle)

La zone (indiquée dans la Figure 1}dQ la valeur de la vitesse de glissement est nulle est la
zone neutre.

Rappelons qué = 6.20% est égale au maximum de cette courbe. Ce maximum est atteint un
peu apres la sortie de I’emprise.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25
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Figure 110 : Vitesse normaliséde glissement a l’interface bande-cylindre
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C/ Les sorties en contrainte

Les contraintes « normaliséo,,/ o, et g,/ o, sont présentées dans Figure 1-11 et Figure

1-12 Nous constatons que dans notre cas (I’élancement e est petit), ces contraintes sont
presque identiques pour les éléments qui ont la méme abscisse. De plus, elles sont a peu prés
linéaires par morceaux (2 morceaux ici) et I’intersection entre les deux morceaux Se situe au

niveau de la zone neutre.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

S 8
E 0.2 gﬁ 0,2
=2 6-2
0
: G_.i
z
.E’ ; )*\)I.u'
K-8
T
W
ol 4 s
4
x/L
Figure 1411 : Courbe de la contrainter, /o,
lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25
-4
g
-1.2 0.8 0.6 -0i4 -0.2 0.2
-4
——1 3-8

sigmayy/sigma0

xiL

Figure 1-12: Courbe de la contraint(e)'yy/O'0

Concernant le cisaillement « normalisé », on constat# ept plus élevé dans les éléments
qui sont plus proches du cylindre et qu’ils sont nulles au point neutre. Dans la partie en amont
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(2 gauche du point neutre), la valeur de cisaillement est positive (Figure 1-13). Cela
s’explique par le fait que les particules de la bande vont moins vite que celles du cylindre.
Dans la partie en aval (a droit du point neutre), la valeur de cisaillement est négative. Cela
s’explique par le fait que les particules de la bande vont plus vite que celles du cylindre.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25
M"X %_) e 0o
S
|"’ ."'. H%M el | K\
= e [ ¥ = 8-
f | | = \
E / | &
g - .
z 06 0.4 s = ad 0}2
L] - a
5 e T
; \
A wﬁ%’ﬂw
[ 0.4
%L
Figure 113 : Courbe de la contraintefxy/ao
Contrainte de Von Mises "normalisée"
1_".!
f na ——11 N
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Xu'lf 04 —#—5| |

*%

1.2 -1 -0.8 0.6 0.4 -0.2 0 0.2
x/L

Figure 1414 : Courbe de la contrainte Von Mises « normalisé »

Nous vérifions que la courbe de la contrainte Von Mises «normalisée » vaut bien
uniformément 1 dans la zone plastiqedadbande de laminage.
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D/ Les sorties en variation du volume et déformation

Comme les contraintes,,, o,,, 0,, SOnt a peu pres linéaires par morceaux, la variation du
volume (associé &r( o)) est aussi a peu préiséaire par morceaux. L’intersection entre les

deux morceaux se situe au point neutre.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

—
) 10484
M 3 1
-
-&ﬂ;ﬂ‘x % 0604
\ —%—5

VYariation du Yolume
i
;gf“

e

12 -1 08 06 04 02 - 0 02
x/L

Figure 1415 : Courbe de la variation du volume

La déformation plastique cumulée dans la bande de laminage dans ce cas-la est presque
uniformedans 1’épaisseur :

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25
n_::
——1
—2 0-5
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n_1
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Figure 116 : Déformation plastique cumulée dans la bande de laminage
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1.5.Influence des principaux parameétres du laminage

Nous avons vu plus haut que nous avons 5 parametres adimensionnels définissant les cas de
laminage sous les hypotheses du paragraphe 1.1.

L’expérience des industriels nous a conduit a privilégier 2 de ces parametres dont nous allons
étudier I’influence

h,

- la réduction verticalel = E

h

- I’élancement e= e

Rappelons que les autres parametres ont été fixés :

- le parametre adimensionnel de frottement k=0.4

N . . . . O,
- le parametre adimensionnel de traction en ertfrée—= = 0.25
Oo

- le parametre adimensionnel de traction en sdl;t'teg =0.25

Op
Pour étudier ’influence de ces deux parameétres adimensionnels importants, nous avons fait
des calculs LAM3 avec 3 valeurs paur0.5; 0.7 ; 0.9) et 6 valeurs poer(0.08 ; 0.10;
0.12;0.14;0.16 ; 0.18). Cela donne 18 cas « de base » :

02 7 T T T T T s
018 + ----------------------------- k|
016 | + ----------------------------- e I S
0.14 + ----------------------------- |

g 012 f———— + ----------------------------- e I S

T T B .
R I
0.06 | | | !

0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.9 1

Figure 1417 : Les valeurs des deux parameétres adimensionnels importants

Nous avons ajouté a ces 18 cas, 6peas 1’étude de I’influence des tractions d’entrée et de
sortie, 6 cas pour I’étude de I’influence de 1’écrouissage et 6 cas pour 1’étude de 1’influence de
la prise en compte de déformation élastique. Nous ne reviendrons pas sur ces 18 autres cas.

Les résultats complets correspondent a ces 36 cas ne sont pas présentés dans ce meémoire de
thése. Dans ce paragraphe, nous ne présentons que les résultats qui nous paraissent
nécessaires podiscuter I’influence des principaux paramétres.
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Commencons par nous intéresser aux valeurs globales. Nous définissions la force normalisée
(adimensionnel) de laminage par unité de longueur de bande par :

= F
ey
Ou - F est la force de laminage par unité de largeur de bande

- 0, est la limite d’¢lasticité
- L est la longueur de contact entre le cylindre et la bande

Les 3 courbes de la figure ci-dessous donnent la force normalisée de laminagiépde
largeur de bandE en fonction de 1’élancement e pour les 3 valeurs de la réduction verticale

Force normalisée de laminage

e N B | T B 1

| | | | =#=lamda=0.5 |
IS SEREERERRRS hzeeemmeees dromomeeeeees bomnemeenas drmmmmeeeeees fomnnmnaa fommaoeeenooos |
== amda=0.7 |

Nl R s R SR

0.05 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
e

Figure 1418 : La force normalisée de laminage

Nous constatons que pour les réductions forﬂ&s% = 0.5) ou moyennesﬂ(=%: 0.7), la
force de laminage est de 1’ordre de grandeura,L quel que soit’élancement e:% . Pour les
cas de réduction faible/”t(=%: 0.9), la force normalisée de laminage est beaucoup plus

h,

grande, en particulier lorsque 1’élancement e=T est faible. Rappelons que la force de
laminage est sensible aux tractions d’entrée et de sortie des bandes que nous ne faisons pas
varier. Nous n’étudierons pas plus ce phénomene ici.

Définissons maintenant le couple normalisé (adimensionnel) de laminage par unité de
longueur par :
¢ C
ool

Ou C est le couple de laminage par unité de largeur de bande.
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Couple normalisé de laminage

006 7———— pr———— I — E—— | :
=4=lamdz=0.5 | | | | [ [

005 == |zmdz=0.7 | | ; ; . :
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002 4 N R L """ S | |
001 7=~ T T | y=qos22x+00004 |
0 ! i i i i i i
0.06 0.08 0.1 012 014 0.16 018 0.2

e

Figure 1419: Le couple normalisé de laminage

Nous constatons que les couples normalisés de laminage varient de facon a peu pres linéaire
en fonction dee quel que soitd. Plus la réduction verticale est forté \) plus le couple
normalisé est éleve.

La courbe ci-dessous donne le glissement en sortie G en foncegodeles 3 valeurs de:

Glissement
12 I 1 [ | == lzmdz=0.5| §
[ [ [ | ol lEmda=0.7| |
10 fe — — S— SN ey S— |
[ [ [ | m====linear(lamda=0.5)
| =====linear (lamda=0.7)

S R ——_ T . [T====linear (lamd==0.9] |

i; 6 : B2y = - 143%+ 69586
4 T T VIO BN I0R2E |~ e §
S S :-.::::::::::::i::::::‘:::.‘:z.—nnn—--- ............

'y = -5.7143x + 3.0895

0 i i a a a i |
0.06 0.08 01 012 014 016 0.18 0.2
e

Figure 120: Le glissement en sortie

Nous constatons que pour les fortes réductions fovt&s%: 0.5), le glissement en sortie

h,

dépend fortement de 1’¢lancement e= T
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Figure 121 : Vitesse longitudinale normalisée dans la bande des 18 cas « de base »
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Nous constatons que la vitesse de référence reste une approximation acceptable dans la
plupart des cas (I’écart maximal de 17% en entrée sous le cylindre pour le cas le plus
défavorable de forte réductign = 0.5) et de grand élancememt= 0.18).

Plus la réduction est faible, plus 1’hypothése d’uniformité de la vitesse horizontale dans
I’épaisseur est vérifice.

Pour les réductions plus fortes, la vitesse horizontale normalisée « oscille » en fonction de
X/L, les particules les plus rapides étant alternativement au centre de la bande ou sur les
surfaces de contact des cylindres.

On compte de 4 a 7 « demi-oscillations », la diminutioe dmtrainant une augmentation du
nombre des oscillations.

Enfin, I’amplitude de « I’oscillation » est plus forteen entrée qu’en sortie et d’autant plus
forte que la réduction est importarife\) ou 1’élancement est grand (e /)

Présentons maintenant 18 courbes donnant la vitesse verticale de la bande (Figure 1-22). Cela
n’aurait pas de sens ici de représenter les résultats a la méme échelle avant
adimensionalisation. La constatation principale sur cet ensemble de figures est

« I’oscillation » de la vitesse verticale qui fait écho a 1’oscillation constatée sur les vitesses
horizontales.

Notons cependant que ces oscillations apparaissent mémes pour de faibles réductions
(A =0.9) alors que les oscillations correspondantes sur les vitesses horizontales étaient
presque imperceptibles. Cela est bien sdr due au fait que la vitesse verticale est de 2 ordres de
grandeuws inférieure a la vitesse horizontale. Les petites variations de 1’une entrainent de

fortes variations de 1’autre.

42



£ $aneei
0 4 \ -\‘i .’_i" '.__ .“--.-'jintl.jg.&i :% 20 .-%-'ﬂs i-:lé?'-..--‘z%#"g :; | P A FH__.,i,.“,1., 3
- sl s i 4 - L1 = z i —
0.08 | ¢ \L Vo Wr o |z L ' Wfiﬁ;&w e |z w@www =
: Nt SR i N
L aal o - .
e X (mm) X (mm) =]
0 LY P anmg - E.-m ——1 B Sk y.l ;\. Lo '[I—.’—I"'._VE_HJ.J['\‘I«I:'".
. F n of " =2 EL W% o L A T { e
\ .’- -] - ﬁ’ 3 B o -: X w 4 )/V(
T -\“' - £ B T = /»)',4‘" T . *
o10 i [ — = | ] iy : s
) > ' £ X \‘*’;:c"” E ﬂr' ——1
2 o 2> X | e . 2 f P =2
e L _ - 3
l x j ";“M £ *)_{r"‘ il 0 *;
W X(mm) 120 X fmem) . X (pm) § (=5

0.12

iy (mmis)
Vy (mmis)

—e—6

y

X (mm) 150 X (mm) * (mm)

rd Cur

‘_'?.._
i
$1
% !
it
t4]
o
{.
:
I
|3

£t anags
T A |

s I =iwaroe | L I | =l e tal b
0.14 | J T ™ =l | e =] e :
\* % = i);(;”' :‘ \ )/4' ——§

* (mm)

100 ﬁﬁ l.- 0 ’-._Iisi. A0 ,V;’Jﬁ% :% Aﬁ%j 0 a5 .'%F..'ﬂé.'.-'m.' K:;)‘@’}f; 10 . 3 -\, ./4-.%..' -/;4.1"-;“/." iﬁ _
o Pﬁ g ;M ol | | \\;i e’ T Pad Sl g \i i P __.%4’ i
0.16 | Vs = 1 " A1 N, o
g 1A e g \ \ ,i/:""""‘ | | ¥ i/ V‘,r"“ 2=
o \ e
B Ho 0 ..-iﬁ-....“,ﬂ..- % :; B ry J‘Ei erreer _i?}ni. + * U...-V ¥ -:"
I LWRF. /ﬁ : L ™ 107 ot [ IR L GO Y 90 MO 2
. L™ Y - H Moo 1 .x"}‘ A1 = \ XK s s P - e
018 | ¥ || il = ET vl B | 7 z
e LN B T e
\‘ﬁ X (mm) \’y x (mm)| ) M‘" X (mm)

Figure 122 : Vitesse verticale dans la bande des 18 cas « de base »

Une autre fagcon de présenter ces résultats est de considérer les courbes donnant la vitesse

V, (% Y)

verticale normalisee=—— dans la bande (Figure 132®u la vitesse verticale de

Vyref ( X, y)

référence est définie par la formuje (x y) =\, Q:z((x))
X
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Figure 123 Vitesse verticale normalisée dans la bande des 18 cas « de base »

Les courbes peuvent étre ici présentées avec la méme échelle. On constate que la vitesse
verticale de référence est une assez médiocre approximation de la vitesse verticale. C’est
particulierement le cas en sortie de la bande mais ceci est due au fait que la vitesse verticale
de référence tend vers 0 en sortie de cylindre. Il ne faut donc pas attacher trop d’importance a

cette partie des courbes. Pour le reste, on constate a nouveau le phénomene d’oscillation.
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Présentons les courbes donnant les vitessashigées de glissement a 1’interface bande —

cylindre qui sont définies par la forml(dvf(x, h( %))+ V(% ))))/ V-1:
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Figure 124 : Vitesse normalisée déigement a l’interface bande - cylindre des 18 cas « de base »
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Pour les faibles réductiorigd = 0.9), les vitesses normalisées de glissement restent faibles.
Le point neutre (ou la zone neutre) correspondant au point (ou a la portion de courbe) ou le
glissement est nul est treés proche de la sortie.

Lorsque la réduction est plus importante, la courbe a une allure de « fonction en escalier »,
impliquant I’existence de bloc en rotation autour de 1’axe du cylindre pour lesquelles la
vitesse de glissement est assez uniforme.

On constate surtout que la zone neutre est d’autant plus importante que la réduction est faible
(A = 0.7) et I’élancement est grand (e /).
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Présentons les courbes donnant les contraintes normalisées
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Figure 125 Contrainte normalisées,, /o, dans la bande des 18 cas « de base »
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Nous présentons tout d’abord les courbes o,,/0, sur une large plage de valeur dgL
(x/L € [—2; 2]). Nous faisons cela principalement pour observer les valeurs en entrée et
sortie de la bande.

Nous constatons qu’en x/L de I’ordre de -2 (en entrée), toutes les courbes ont la valeur
déterminée par la condition limife, = 0.25). Par contre, on constate qug, /o, S écarte de
t. bien avant I’entrée de la bande sous le cylindre (bien avant x/L = —1)

La constatation en sortie est encore plus intéressante, car méme loin du cylindke=eB,

on constate que généralement le champ/ o, n’est pas uniformément égale a t; = 0.25. En
fait seulela valeur moyenne sur 1’épaisseur vaut 0.25. Il y a donc généralement un champ de
contrainte résiduel dans 1’épaisseur de la bande en sortie du laminoir. Cette contrainte
résiduelle est d’autant plus importante que 1’écrasement est fort @ petit) et 1’élancement
important € grand).

Etudions maintenant le reste de la courbe dans la partie sous le cylindre. Pour cela, nous
présentons un zoom des courbes polir € [—1.2; 0.2] (voir Figure 1-28.

On constate que la courbe,, /g, initialement positive poux/L = —1, décroit et devient
rapidement fortement négative a cause de la compression volumique élastique.

Une approximation de ces courbes par des courbes affines par morceau peut étre envisagée
pour de faible écrasemenmt @rand) et de faible élancemerd [fetit). Tout se ase en
premiere approximation comme si le frottement moteur en avant, entre la bande et le cylindre,
comprimait la bande, puis le frottement en sortie la décomprimait. Cette approximatien est d
plus en plus médiocre si I’on s’¢éloigne de cette zone des parametres et on observe I’apparition

croissante d’oscillations qui font écho aux oscillations constatées sur les courbes en vitesse.

Il semble par ailleurs clair que le contact entre la bande et le cylindre est prolongé au-dela du
point bas £/L = 0) jusqu’a un point x/L > 0 a partir duquel les valeurs dg, n’évoluent
plus.
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Figure 126 : Contrainte normaliséer,, /o, dans la bande des 18 cas « de base »
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Présentons les courbes donnant les contraintes normadigges,
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Figure 127 : Contrainte normaliséez)'yy/O'0 dans la bande des 18 cas « de base »

Ces courbes ne présentent pas un intérét majeur aussi nous ne les donnons que pour
x/L € [—1.2;0.2]. On constate 1’augmentation progressive de la compression de la bande et

50



surtout qu’au-dela dex/L = 0, gy, est non nul ce qui implique bien que le contact bande
cylindre se prolongaudela du point bas du cylindre.

Présentons les courbes donnant les contraintes normatigges
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Figure 128 : Contrainte normalisée)'xy/a0 dans la bande des 18 cas « de base »
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La contrainte normalisée,, /g, est d’un ordre de grandeur inférieur a 0,,/0,. Le signe
change au passage de la zone neutre, comme attendu.

La zone d’entrée de la bande sous le cylindre est soumise a un cisaillement o, beaucoup
plus intense. Pour les faibles valeurs d’écrasement (A grand), il est raisonnable de considérer
que la composante,,, /g, est linéaire el dans 1’épaisseur et quasi uniforme par morceau en

X. Enfin dans le cas de plus fort écrasemgénfaible) et de grand élancemeertgrand). On
observe de fortes oscillations dlg, /g, généralement sans changement signe en amont.

Présentons les courbes donnant la variation de volume (Figure 1-29) qui est déterminée a
partir de la trace du tenseur de contrainte par la formule :

1
J=£tr(g)+1

Ou k; est le module d’incompressibilité de la matiére, k, =1/3x E/(1-v)

Nous constatons que la variation de volume peut paraitre faible, mais la raideur du matériau
étant importante. Elle permet d’expliquer le niveau de contrainte oy,/0, €t gy, /0, observé

plus haut.

Notons qu’une approximation affine par morceau de part et d’autre du point ou de la zone
neutre peut étre acceptable généralement.
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Présentons les courbes donnant la déformation plastigue cumulée. Rappelons que par
définition, la déformation plastique cumulée entre les instdptet t est le scalaire

t
12 N . : .
Peum =j ZdP®:d"dt oud’ estle tenseur le taux de déformation plastique. Dans le cas du
3= = =
to

régime permanent, I’intégrale sur le temps est transformée en une intégrale sur 1’espace.
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Figure 130 : Déformation plasitque cumulée dans la bande des 18 cas « de base »
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En observant les courbes pour un fort écrasenmkeptt{t), on observe qu’en entrée de la

bande sous le cylindre, la zone plastique délwteisinage du cylindre et que le cceur de la

bande ne se plastifie que plus loin. Il y a ainsi une sorte de « coin élastique » sous le cylindre
en entrée de la band€e phénomeéne est d’autant plus important que 1’élancement e est
important.

Ensuite la déformation plastique cumulée téddvenir uniforme dans 1’épaisseur.
1.6.Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons voulu nous forger une certaine compréhension du processus de

laminage et de I’influence des principaux parametres que sont la réduction veri;Fs;aIE et

h,

I’élancement e=r sur ces processus. Pour cela, nous avons mené des calculs avec le

logiciel LAM3 en déformation plane et régime permanent dans 18 « cas de basels=avec
0.5;0.7;0.9e=0.08;0.10;0.12;0.14; 0.16 ; 0.18.

L’examen des différentes courbes indique une évolution continue des mécanismes avec ces
paraméres plutot que 1I’apparition d’une variation brutale de mécanismes.

Parmi les principales conclusions, retentmsfluence de la variation de volume d’origine
élastique sous les cylindres entrainant, entre autre, le fait que le contact bande cylindre
continue au-dela du point bas du cylindre, a cause du retour élastique.

Retenons aussi I’existence de contraintes résiduelles dans 1’épaisseur d’autant plus

h,

importantes que la réductioh=— est faible (fort écrasement) et 1’élancement e:%
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En tout point de 1’écoulement, ou ces équations sont vérifiées, il existe quatre directions
remarquables orthogonales deux a deux (Figure 2-1) :

o Les deux normales aux facettes sur lesquels s’exercent les contraintes principales
0,,0, classées par conventiow, >o,. Le critere de plasticit¢ devient
o, R
o, —0, =2—=. Notons@ I’angle entre la normale a la facettar laquelle s’exerce
V3
o, et’axe OX

o Les facettesar, 5 sonta 45° des précédentes (Figure 2-1). Notons classiquement

tr (o)

p:_T' Compte tenu du fait querzz=%(axx+ayy) pour un comportement

O-XX

. . . . +o .
rigide plastique en déformation plane, onpa:—Tyy ou ce quirevient au

o, +

méme pz—TU”. Il est possible de tracer le cercle de Mohr de ce(n{rp: O)

(Figure 2-1b). Cela montre que les facetieset g subissent le cisaillement

R lo

extrémer =+—%

J3

Ainsi I’état de contrainte en un point donné est caractérisé par les valeurs de @ etp, le rayon

du cercle de Mohr étant fixé%.

Les lignes de glissement sont par définition, constituées du double réseau de courbes
orthogonales 2 a 2 et tangentes en tout point aux directioas g définies précédemment.

L’écriture des équations d’équilibre dans le repére local mobile «,f montre que les
variations de la pressiop sont liées aux variations de leur directiéne long de ces lignes :

p+ 2%9 =cte lelong des lignes
- (2.2)
p-2—>0=cte lelong des lignes

B

En termes mathématiquds systéme d’équation (2.1) est hyperbolique et les ligneset g

sont ses caractéristiques. L’angle de rotation d’une ligne a par exemple entre deux points
d’intersection avec deux courbes f fixées est le méme pour toutes le courbeqFigure

2-1c). Nous choisissons un pofdta Forigine du réseau des courbes o et g. On peut alors
paramétrer la position d’un point P par le couple de nombrféa,ﬂ) . Le nombrea (respp)

est la valeurs dé au pointA (respB) ou la ligneg (resp.« ) coupe la lignex, (resp.f,)
(Figure 2-I). Par construction,ona é”n: 8d=a+pf
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Notons R,, R; les rayons des courbures des ligeest g passant paP . lls verifient par

définition :
1 _a0
Reoo% 2.3
1_ &
R, 0s

Avec s, ets; sont abscisses curvilignes le long des lignest g passant paP

On démontre aisément que

a
R, (2.4)
—L =R,
op
Donc, R, et Rj vérifient I’équation différentielle linéaire du second ordre et homogene de
Klein-Gordon :
2
T f-0 (2.5)
oaop

2.1.2.Champ de vitesses et hodographe

En écrivant la loi d’écoulement, on voit aisément que les lignes de glissement sont les lignes
de vitesse d’extension nulles &, =¢£,, =0. On déduit que les variations, le long des lignes de
glissement, des composantéset v, du champ de vitesse dans le rep@weﬂ) vérifient les

relations suivantes (Geiringer, 1930) :

dv. — v, @ =0 le long des ligheg
{ « 7 J J (2.6)

dv, +v,d=0 le long des ligneg

On voit queV, et v,sont aussi des solutions de I’équation différentielle de Klein-Gordon.

Donc, le champ des lignes de glissement construit a partir des conditions aux limites en
contraintes permet de construire un champ de vitesse qui vérifie les conditions aux limites sur
les vitesses et les relations (2.6) le long des lignes de glissement.

Cette méthode des lignes de glissement est une méthode analytique qui donne des solutions
exactes. Mais, elle est trés lourde et nous ne présentons pas des résultats de cette méthode
dans ce rapport.

Nous allonsci-dessous présentdes approches simplifiées, tout d’abord en contrainte
(méthode des tranches) puis en vitesse (Méthode des Bornes Supérieures).
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2.2.Méthode des tranches

Nous allons présenter ici tout d’abord la méthode des tranches dans sa globalité avec la prise
en compte d’un frottement Tresca ou d’un frottement de Coulomb a I’interface entre la bande

et le cylindre, puis nous verrons une simplification permettant 1’obtention de solutions
analytiques explicites, le modele de Bland et Ford.

Pour compléter, nous présenterons aussi le modele de Sims qui abandonne I’hypothése des
cages rigides et la remplace par une approche simplifiée utilisant un « rayon défppeé» a
rayon d’Hitchcock (Hitchcock, J.H. , 1935).

Enfin, nous appliquons aux deux cas de laminage présentés ci-dessus.
2.2.1.Méthode des tranches

L’objectif de cette méthode est de prévoir la force de laminage exercée verticalement sur la
bande comprise entre les deux cylindres principe consiste a discrétiser ’emprise de
laminage en tranches verticales et a établir les équati@uglilibre statique de chacune
d’elles.

Figure 2-2: Processus de laminage

Dans la zone de contact bandeylindre, I’abscisse xe[—L,0] (x=-L a I’entrée, x=0 &

la sortie). Comme indiqué sur Figure 2H2peut étre commode de remplacer ’abscisse X par
I’angle ¢ du point de contact sur le cylindre. Notoms>0, I’angle total de contact

0e[-a,0] (0=-a si x=—L et@=0 si x=0).

Avec ces signes de et 4, la changement de variabd&crit x= Rsind ou R est encore
rayon du cylindre.

La méthode des tranches utilise les hypotheses simplificatrices suivantes :

o La déformation est plane
o Le comportement est rigide plastique de Von Mises
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o La composantes,, est negligeable. Les ax€x , Oy et Oz sont les directions

principales du tenseur des contraintes. Donc, dans le r€pgme le tenseur des
contraintes s’écrit :

o, 0 O
o= 0 Oy 0
0 0 o

zz

1 . Loz
avec GZZZE(GXX+GW) comme nous venons de le voir au paragraphe précedent

pour un comportement rigide plastique.
Donc, il nous reste deux contraintes inconnagset o, . En notant ques,, <o,,,

le critére de Von Mises s’écrit :

Y 2.7)

G f—
XX vy \/5
L’¢tude du chapitre précédent a permis de montrer que o, est d’un ordre inférieur a

o, €t o, . L’hypothese ci-dessus §,, =0) est forte mais acceptable en premiére

approximation.
o Les déformations et les contraintes sont homogenes dans une tranche. C'est-a-dire

que o,, et o, ne dépendent que déxe[-L,0] ou § [-,0]).

L’étude du chapitre précédent a souligné que cette hypothése peut étre fausse,
surtout en sortie du cylindre pour certain cas de laminage.

~
~

o T<0
>\
[~
S

Gﬂ<0 ~ Y

2h(x) 2hfx+dx)
x x+dx

-~
&
>/
L

Figure 2-3 : Bilan des forces appliquées sur les faces apres le point neutre

Remarque 1 est possible d’alléger sensiblement ces hypothéses, tout en obtenant les mémes
eéquations que celles écrits ci-dessous.

Nous allons écrire 1’équilibre d’une « tranche » comprise entre les sectianst x+ dx
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Rappelons que la hauteur sous cylindre a la sortiéhs{st). Les efforts extérieurs s’exercant

sur cette tranche suivagf sont :

- le contact avec I’amont —2h( X) o, ( X)

- le contact avec I’aval +2h( x+ dX) o, ( %+ dy

- le contact entre la bande et le cylindre

Notons o, (o, <0) Ieffort normal de contact entre la bande et le cylindre, et 7 ’effort de

cisaillement parallelement a la surface de contact entre la bande et le cytinddeagant le
point neutre etr <0 apres le point neutre).

Le contact entre la tranchgx, x+dx) et le cylindre s’exerce sur une zone de longueur

Rd¢9=ﬂ. La composante suivarg, du vecteur contrainte de contact de la tranche

cosd
(x,x+ dx) avec les cylindres haut et bas est donc :

2(-o,sind+7 0039)(:(;—;

(0,<0 et €<0, le premier terme de cette somme est une composante de freinage donc

négative. En amont du point neutre- 0, donc 2z cos9 est une composante motive. En aval
du point neutrer <0, donc, 2z co¥y est une composante de freinage).

La Figure 2-3 représente les différentes forces agissant sur une tranche apres le point neutre.

L’équilibre de la tranchefx, x+ dXen projection suivant I’axe Oxnous donne :

2h(x+ dX)o ( x+ dY—2 1 Yo ( ¥+ 2(~o,Sinf+ 7 co@)a‘j—;= (
Soit :
d(ho)=[o,sin6-7 coszé’]cg—)s(g:[an sif—7 co8|RdY (2.8)

Etudions maintenant 1’équilibre de la demi-tranche[x,x+dx, y>0 en projection suivant
laxe €, .
Cette demi-tranche est soumise aux efforts de contact suivant :

- le contact avec la demi-tranche symétrique sur le plan de symetrjelx (cette

composante est positive caf, est négative)

- la composante verticale du contact de la tranche avec le cylindre supérieur
. dx
(an cosf+r Slrﬂ)—
cosd

(le premier terme est négatif, le deuxieme terme est du signe oppose de
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Il n’a pas d’effort vertical sur les sections X et X+ dx, car nous avons fait I’hypothése que le
cisaillemento,, est négligeable.
L’équilibre vertical de la demi-tranche conduit donc, a 1’équation :

. dx
o.dXx=(o.cosf+71 Sind)——
W (e, )0030

Ou encore :
o, =0o,+rtand (2.9)
En tenant compte du critere de Von Mim—awz%, on en déduit :
C,=0,— 290 _ 7 tang (2.10)
J3

En reportant cette expression @ dans 1’équation (2.8) et en remarquant ql%eb =tané, on
X

obtient :

do,, __ 9%

dx J3

h

tand—z| 1+ tafid | (2.11)

En faisant le changement de variabte- Rsind (dx= Rcosd @), on obtient 1’équation
différentielle :

, do 1 O,
h(R 0 XX =—2"0 targ—-7(0)| I t ﬁ@
(RSiN0)~ 35" Reoss ~ 25 20 ~# () ¥ tafe]
Ou encore :
h(Rsing) do,,, __, 0, iy 7(6) (2.12)
R a0 J3 cosd

Pour les cylindres rigided)( Rsind) = h+ R 1~ co®)), donc I’équation (2.12) devient :
0
49 _| 59 ging-L0) R (2.13)
do V3 cosd | h+ R( - co®)

La suite de 1’analyse simplifiée peut étre menée aussi bien avec un frottement de Tresca (voir
2.21.1) qu’avec un frottement de Coulomb (voir 2.2.1.2)

2.2.1.1.Frottement de Tresca

La contrainte tangentielle est géfépar frottement, elle s’oppose donc au mouvement relatif
de la bande par rapport au cylindre or nous avons général@menbR < V;. Il existe au
moins un point de la bande (pour laquélle wR). Au-dela, le frottement change de sens.
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Dans le cas de frottement de Tresca, par hypothese, la contrainte tangentielle dans la zone ou
il y a glissement entre la bande et le cylindéerit :

ko, ko,
V3 V3

Ouk est un coefficient compris entfeet 1

T= >0 avant le point neutre et=— <0 apreés le point neutre

En reportant ’expression de 7 dans 1’équation (2.13), nous obtenons :

Avant le point neutre :

_dO'XX :ﬁ[_sing_ j| R (2.14)
do 3 2co¥ | h+ R( L cof)
Aprés le point neutre
Ao, =ﬁ{—sin9+ } R (2.15)
do 3 2cos |h+ R( L co¥)

Il est possible d’intégrer 1’équation (2.14) a partir de I’entrée et de la condition limite en
0=—«, UXX(—CZ) =0,. Il est aussi possible d’intégrer I’équation (2.15) & partir de la sortie et

de la condition limite er9 =0, o,,(0)=0,. L’intersection de ces deux courbes donne la
position du point neutre.

La composante JXX(H) étant maintenant comme analytiguement, on en déduit:
7 (0)=0,(6)-2F.
Enfin, on peut calculer la force de laminage qui vaut :

F=-[ o,(6)Rdo>0 (2.16)

2.2.1.2 Frottement de Coulomb

Sous hypotbse d’un frottement de Coulomb, la contrainte tangentiell€écrit 7 =—uo, >0

dans la partie amont et= 1o, <0 dans la partie avale, qu est un coefficient entre 0 &t

Comme nous avons montre que= axx—z%—r tand, on en deduit :
Dans la partie amont :
O
7(0)|1-utand|=-u| o (0)— 2% 2.17
Dans la partie avale :
(o
7(0)|1+ ptanf|=u| o, (0)— 2=% 2.18
(@) wtard] s o, (0)- 2% | @19
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En reportant les expressions deci-dessusdans I’équation (2.13), nous obtenons des
équations différentielles suivantes.

Avant le point neutre :

do o, . u lo R
X —| 2-L2sinf+—>—— 0)- 22 2.19
do { J3 cosd — u sirﬁ(aXX( ) ﬁﬂ h+R(+ cod) (219)
Apres le point neutre :
do o, . y7i lo R
x —| 2-%sinf——————— 0)- =2 2.20
do { J3 cOSO + 1 sirﬂ[gxx( ) \/f_sﬂ h+R( t co8) (2.20)

Il convient d’ajouter a ces équations les conditions aux limites, = o, (pour 1’équation
(2.19) a I’entrée et o,, = 0 (pour I’équation(2.20)) a la sortie de I’emprise.
A partir de ces deux équations différentiellas ntégrant en amont a partir de ’entrée puis

en aval a partir de la sortie, on obtient on obtiept puis o, et enfin la force de laminage
de la méme maniére que pour le frottement de Tresca.

2.2.2.Modéle Bland & Ford

Le modéle Bland & Ford se base sur la méthode des tranches avec 1’hypothése que 1’angle
d’attaque « (I’angle sur cylindre pour le point de contact d’entrée (Figure 2-2)) est assez

petit, c’est toujours le cas en laminage a froid et c¢’est moins vrai dans le cas du laminage a

chaud mais cette hypothése est souvent faite car elle va nous donner rapidement de
solutions analytiques

Commea est petit e{f| <« donc:

tand~ sink~0< 0
cost~ 1 (2.21)

1-cosf ~ 267
2
Alors, la hauteur de la bande= h + R(1-cosd) devient :

h~ rU% Ro? (2.22)

et
dx= Rcosf W~ R (2.23)

Etudions le cas du frottement Coulomb=—-uo, >0 avant le point neutrer = uo,, <0
apres le point neutre).

En reportant’expression de 7 dans les équation (2.8) et (2.9), nous obtenons (avant le point
neutre):
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d(ho,,)=o,[tand + u] dx
o, =0, [1—,u tanH]

h
En remarquant que,, =o,, +2—= % d

\/§dx

hdayy _, fanf+u
dx Y1- utand

l:hs 1 } 0+ u
0 f—
R 2 | d Y10

ot 2&} tan@

NE

En utilisant les approximations (2.21), (2.22) et (2.23),0n a :

Oyy

12%

Bl

d o o O+ u
Ou encore{hs += 6’2} [ 2] J 4]
200/\/5 O/\/?’)l—,ue

De plus, commex est petit, nous pouvons considérer%

Donc, nous obtenons les équations différentielles :

Avant le point neutre :

O-o/\/_

d o,
dG(ZO'O/\E] 2R(0+ )

Oy 2h, + R9?

200/\/§

De la méme maniere, nous obtenons apres le point neutre :

d o,
dG(ZO'O/\E] 2R(6— 1)

Oy 2hs + RY?

200/\/§

En intégrant ces équations différentielles, nous obtenons:

Avant le point neutre :

Apres le point neutre :

3

Ou B, et B, sont constantes d’intégration

(2.24)
(2.25)

et — =tand, I’équation (2.24) devient :

(2.26)

il zfo/”fs”}e

ue—+1}0z0 etl-u0=1

(2.27)

(2.28)

Oy 2h(6) R R
T B exp{Zu ’E atarE@ /Z_QH (2.29)
% _pg h(g)exp —2u R atane |-R (2.30)
20, R 2h 2h |

67



I convient d’ajouter a ces équations les conditions aux limites :

Oy =0~ 200/\/5= O~ 200/\/I_S (pour I’équation (2.29)) a I’entrée de I’emprise.

Oy =0~ 20, / J3= o~ 20, / J3 (pour I’équation (2.30) a la sortie de I’emprise.

Enfin, nous déduisons :

Avant le point neutre :

ny:_%% — 2? exp{ Zu\/zE[ ataEH\/;} at{m\/%}ﬂ (2.31)

B

=y

Apres le point neutre :

2001 _ O, B i _R
ny__%hs 2\7_0 exp{ Zu\/;ataEe Z*LH (2.32)

3

L’intersection de ces deux courbes de o, donne la position du point neutre.
La composanteayy(e) étant maintenant connue analytiguement, donc, on en déduit :

0. (0)=0,,(0)+2°2

NE

En remplacant’expression o, dans I’équation (2.16), nous obtenons la force de laminage.

2.2.3.Modéle de Sims

Le modele de Sims se base sur la méthode des tranches avec 1’hypothese des petits angles, et
la prise en compte des déformations élastiques de cylindres

On abandonne I’hypothése des cages rigides et on fait I’hypothése que le cylindre déformé
peut étre localement assimilé & un cylindre de ra/os R. Le rayon déforméR’ est appelé
le rayond’Hitchcock et calculé par la formule (Hitchcock, J.H. , 1935) :

R':R{1+16(1_V2) F } (2.33)
MhE 2h-2h

ou E : module d’Young

F : Force de laminage
b,: Largueur de la bande

A partir de I’hypothése que le processus de laminage peut étre comparé au processus de
déformation entre des plaques inclinées, Orowan a démontré que (Orowan E., 1943):
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ho, = h[a —fﬁ} (2.34)

Placons-nous dans le cas de frottement Treseagant le point neutre. L’équation (2.14) se
réécrit avec les cylindres déformés

d 7 20, 20'0{ : k } R
— —sing — 2.35
d@{ n 4f} J3 2co9 |h+ R( + co8) (2.35)
Tenant compte (2.21), nous déduisons :
0+ K
d 7 20, 20, 0, 2
—|o,———= [=— 2R 2.36
de(a” 4 Jéj B 2+ RO (2.36)

Cette équation différentielle donne la solution :

7[2(70_ 0
K

Ou B, est constanté’intégration

De la méme maniere, nous obtenbiguation différentielle aprés le point neutre :

)k
d 7 20, 20, = 2

Lo - Z2% |- Poop 2.38
de(g“ 4 «/3j B 2+ RO (2.38)

Cette équation différentielle donne la solution

o - 22\7_0 \/50 f {FJ (2.39)

Ou B, estconstante d’intégration

Il convient d’ajouter a ces équations les conditions aux limites :

c =0+ 29, _ % (pour I’équation (2.37)) a I’entrée de I’emprise.

n xx 4\/_ e 4\/:_3

o,=0, +Zﬁ =0 +Zﬂ (pour I’équation (2.39) a la sortie de I’emprise.

NN
Donc, on déduit :

Avant le point neutre :

7r20'0 20'0 h 20'
0,=0,+ 4\f \F3 he \F {atar{ Fj+ ata& fﬂ (2.40)

Aprés le point neutre :
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T 20, 0
o,=0,+ 4«/_ Jé fatar{ f] (2.41)

L’intersection de ces deux courbes de o, donne la position du point qui est déterminé gar
tel que :

0,=— 2 ian| Z Z—hsln(ﬂsj— 2hoso, 1 ata{ ﬂa} (2.42)
R 18K\ R | h 2h

La composante o,(0) étant maintenant connue analytiquement, on en déduit:

Op

0)= 9——— uis 0)= 0)-2—=
GXX() O-n() 4\/‘ P O-yy() GXX() \/§
La force de laminage est calculée par la formule :
0
F z—j_ GwR’d@ (2.43)
2.2.4.Applications numériques

Les applications numériques sont faites pour deux cas de laminage
(1) A =0.7,e = 0.08 (que nous avons nommeé le cas de laminage a froid)
(2) A =0.7,e = 0.18 (que nous avons nomme le cas de laminage a chaud)

Nous allons successivement comparer les prévisions de la méthode des tranches (avec un
critere de frottement de Tresca), du modéle Bland & Ford (avec un critére de frottement
Coulomb) et du modéle de Sims (avec un critére de frottement de Tresca) avec les prévisions
de LAMS.

A/ Méthode des tranches
Cas1l:

Rappelons les paramétresaecas de laminage « a froid »
Paramétres adimensionnels

A=0.7,e =0.08, k = 0.4 (Frottement de Tresca), t, = t; = 0.25
Paramétres dimensionnés :

Rappelons que nous avons retenu les valeurs dimensionnées de base suivantes :
0y = 600 MPa, R = 250 mm, V. = 1000 mm/s, (w = VC/R = 4rad/s)

Ce qui donne :
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_ 2R(1- Ne?
A2 +e?2(1—-1)2

hs = Ah, = 1.370 mm

0, = 150 MPa, g, = 150 MPa

L=1712mm

h, = 1957 mm

LAM3 - Compte tenu de l’'uniformité du champ de contrainte dans 1’épaisseur, il suffit
d’utiliser un éément dans la demi-épaisseur.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

B
[

sigmaxx (MPa)

—a— Methode destranches
—m—LAM3

% (mm)

Figure 2-4: Comparaison des contraintes,,

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

sigmayy (MPa)

—e—Methode des tranches

—m—LAM3 1500

X (mm)

Figure 2-5: Comparaison des contraintes,

Dans le cas 1 (laminage a froi@= 0.08), nous trouvons que les champs approchés calculés
par la méthode des tranches approchent bien les champs de contrgintgs calculés par

LAM3 pour la partie avant le point neutre dans I’emprise. L’écart entre la prévision de la
méthode des tranches et LAM3 dans la partie avale est essentiellement lié au retour élastique
de la bande fortement comprimée qui entraine un contact frottant de freinage au-dela de la
section x=0. Si on reconstruit la solution de la méthode des tranches a partir du point ou la
bande quitte le cylindre (envirox=3 mm ici), I’approximation est bien meilleure.
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Notons que ce défaut entraine aussi un défaut de prévision de la position du point neutre.
Nous voyons la un encouragement a rechercher des modéles simplifiés prenant en compte la
partie élastique de la transformation.

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

P

sigmaxy (MPa)

—+— Methode destranches
—m— LAM3

x (mm)

Figure 2-6: Comparaison des contraintes,,
Le cisaillement dans la bande n’est pas égale de 0 contrairement d’hypothése faite dans la
méthode des tranches.
Cas 2:
Rappelons les paramétresairas de laminage « a chaud »
Parametres adimensionnels
A=0.7,e =0.18, k = 0.4 (Frottement de Tresca) , t, =t = 0.25
Parametres dimensionnés
oo = 600 MPa ,R = 250.00 mm
V. = 1000 mm/s, E = 210000 MPa
Ce qui donne :

L RA-NE
T Rere2-1z ooomm

hg = Ah, = 6.902 mm
0. = 05 = 150 MPa
L =38.34mm

LAM3 — Cette fois, les champs ne sont plus uniformes dans 1’épaisseur. Nous utilisons donc 5
éléments dans la demi-épaisseur de la bande.

L’élément 1 est au milieu de la bande

L’¢élément 5 est au contact avec le cylindre

72



580 —a— Methode desiranches
—— | AM3-lément 1
AL LAM3-élément 3
Bas LAM3-Elément 5
=
=5
=
= ’
m IR e B
£ rhrrenrnraley oy
(=]
w
-70 -q0 -5 0 30 40
200
* (mm)
Figure 2-7: Comparaison des contraintes,
lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
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Figure 2-8: Comparaison des contraintes,
lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
00
= —e—Methode desfranches
arn —m— LAM3-élément 1
rod LA 3-élément 3
o 160 LAM3-élément 5
—— 5
=
o "
P s b‘ VL Wb o e P Y T
=-10 -6 1 /-3 - -10 10 20 30 40
= ' —50-
E ] A0
om 1ot
w
+450
2
IEN
300
* (mm)

lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25

Figure 2-9: Comparaison des contraintes,,
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Nous trouvons que les champs approchés calculés par la méthode des trapgreshent
pas bien les champs de contraintes calculé par LAM3 dans déétagement important (e =
0.18) car les champs de contraintes ne ghistuniformes dans 1’épaisseur.

D’ailleurs notons que la composante o,, commence a devenir importante.

B/ Modéle Bland & Ford
Casl:

Etudions le cas du laminage «a froide £ 0.08). Ici, nous remplagons le critére de
frottement de Tresc& £0.4) par le critére de frottement de Coulognb= 0.2).

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

A00
4

| 2040

sigmaxx (MPa)

—s—Bland & Ford
—m—LAM3

X (mm)

Figure 210: Comparaison des contraintes,,

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25
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Figure 211: Comparaison des contraintes,

Dans le cas 1 (laminage a froi@< 0.08), nous trouvons que les champs approchés calculés
par le modele Bland et Ford approchent bien les champs de contrgipigs, calculés par
LAM3 pour la partie avant le point neutre dans I’emprise. L’écart entre la prévision de la
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méthode des tranches et LAM3 dans la partie avale est essentiellement lié au retour élastique
de la bande fortement comprimée qui entraine un contact frottant de freinage au-dela de la
section x=0. Si on reconstruit la solution du modele Band et Ford a partir du point ou la
bande quitte le cylindre (envirox=2.75 mm ici), I’approximation est bien meilleure.

Notons que ce défaut entraine aussi un défaut de prévision de la position du point neutre.
lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25

20

400
T

400
o

'
%]

sigmaxy (MPa)

|l
I
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—m—LAM3

FEMN
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Figure 212: Comparaison des contraintes,
Le cisaillement dans la bande n’est pas égale de O contrairement a I’hypothese faite dans le
modéle Bland et Ford.
Cas 2:

Etudions maintenant le cas de laminage « a chaed=>0(18). Nous remplacons a nouveau
ici, le critere de frottement de Tresda £ 0.4) par le critere de frottement de Coulomb

(u=10.2).

lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
A

0
Ak

(o]

sigmaxx (MPa)
“*
i
/“

]
[25]
=
i
Fars]
o]
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—m— | AN 3-element 1
LAM3-&lément 3
LANM3-glement 5 Ann

x (mm)

Figure 213 : Comparaison des contraintes,,
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lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
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Figure 214 Comparaison des contraintes, .

lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
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Figure 215: Comparaison des contraintez&:Xy
Nous trouvons que les champs approchés calculés par le modéle Bland €tpjotathent

pas bien les champs de contraintes calculé par LAM3 dans le cas d’¢lancement important (e =
0.18) car les champs de contraintes ne sont plus uniformes dans 1’épaisseur.

Drailleurs notons que la composante o,, commence a devenir importante.

C/ Modele de Sims
Casl:

Etudions le cas de laminage « a froide>=(.08).
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Figure 216 : Comparaison des contraintes,

lamda=0.7, e=0.08, t_e=t_s=0.25
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Figure 2417 : Comparaison des contrr:xintet&:yy
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Figure 218: Comparaison des contraintes,
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Contrairement aux apparences des figuiiedessus (Figure 2-16 et Figure 2-17), on peut
considérer que le modéle de SIMS donne (a une translation @mes) une meilleure
approximation de la contraint€eci est principalement di au fait que la prise en compte d’un

pseudo rayon déform& allonge la zone de contact entre la bande et le cylindre et permet
ainsi de compenser la sous-estimation de cette longueur de contact dans les autres modeles,
liée a la non prise en compte du retour élastique en sortie de cylindre. Il nous semble toutefois
que ceci est assez artificiel et nous restans stade, convaincus de I’intérét d’un modéle

simplifié prenant en compte la déformation élastique.

Cas 2:
Etudions le cas de laminagé&chaud » €= 0.18).

lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
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Figure 219 : Comparaison des contraintes,,

lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
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Figure 220: Comparaison des contraintersyy

A nouveau, nous trouvons que les champs approchés calculés par le modéle de SIMS
n’approchent pas bien les champs de contraintes calculés par LAM3 dans le cas de laminage
« a chaud »g= 0.18) car les champs de contraintes ne sont plus uniformes dans 1’épaisseur.

Drailleurs notons que la composante ,, commence a devenir importante.
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lamda=0.7, e=0.18, t_e=t_s=0.25
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Figure 221: Comparaison des contraintes,

En conclusion de ce paragraphe, nous pouvons dire que la méthode des tranches et ses
variantes Bland & Ford et Simgrmettent d’approcher assez correctement les principales

composantes du champ de contrainte lorsque 1’élancement (e:%) est faibleet que ce n’est

pas le cas lorsque I’¢lancement devient trop grand (ici e = 0.18).

En complément de ces approches « en contrainte », présentons maintenant des approches en
vitesse.

2.3.La méthode des bornes supérieures (MBS)

On fait le plus souvent remonter la méthode des bornes supérieures aux travaux de W. Prager
et P.G. Hodge qui ont proposé une théorie des solides rigides parfaitement plastiques en 1951
(Prager W. and Hodge P. G., 1951). Ces travaux ont été repris, pour la mise en forme des
métaux par B. Avitzur en 1968 (Avitzur B., 1968). On peut aussi y associer les travaux sur la
théorie du Calcul a la Rupture présentée par J. Salengon (par exemple (Salengon J. , 2002)

La méthode des bornes supérieures s’appuie sur le théoréme de la borne supérieure. Celui-Ci

s’énonce ainsi :

« Parmi tous les champs de vitesse cinématiqguement admissibles dans la structure, la solution
(si elle existe) du probléme de 1’évolution rigide plastique est le champ qui minimise la

fonctionnellel™, différence entre la puissance qui serait dissipée plastiquement dans le champ
de vitesse et la puissance des efforts extérieurs imposés a la stsucture

Les champs de vitesse cinématiquement admissibles sont les champs continlment dérivables
par morceaux dans la structure et vérifiant les conditions aux limites en vitesses imposées sur
la frontiére du solide.

Considérons un solid® :

o sans force de volume,
o avec un comportement rigide plastique de Von Mises de valeurssguil
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o soumis au vecteur contrainte impasgsur une partieS, de la frontiére,

o en contact sur une parliele sa frontiére avec un « outil » exercant un frottement
de contrainte de cisaillememnt

o avec une vitess¢ imposée sur une parti® de sa frontiere.

NotonsV " un champ de vitesse cinématiquement admissible (donc véhjﬁam\_/ surS,)

Supposons qu¥ admette une discontinuﬂg*]] tangentielle a une surfa dansQ .

La fonctionnelle & minimiser s’écrit alors :

J*(g*):jﬁao,/g* d da+ [22]v s+ [e]v [os- [T,y ds
Q 3 - S*\/é P S
oud =sy grad(\[))

La solutionV (si elle existe) du probléme rigide plastigue minimise la fonctionnb*l(g*)
parmi tous les champg cinématiquement admissibles.
La méthode approchée de la borne supérieure consiste a choisir une famille de champs de

vitesse cinématiqguement admissibles, définis par quelques paramétres (un sous ensemble de
I’ensemble des champs cinématiquement admissibles) et a déterminer le jeu de paramétres qui

va permettre de minimisel*(y*) dans cette famille. Le champ de vitesse ainsi déterminé est
la meilleure approximation de la solution dans la famille considérée.

Etudions maintenant les familles de champs de vitesse les plus classiquement utilisés pour
I’étude des problémes de laminage.

Dans les paragraphes suivants, on change la convention enxwfant entrée et Xx=L a la
sortie de la bande pour faciliter les calculs.
2.3.1.MBS avec champs de vitesse « Uniformes »

2.3.1.1.Choix du champ vitesse

Pour la premiere famille de champs de vitesse « classiques » en déformations planes, nous
choisissons des champs tels que la composante « horizontale » de la vitesse (la composante
suivant la direction de laminage) est uniforme dans 1’épaisseur (il s’agit du champ qui a été

appelé la vitesse de référence au chapitr@dliy abréger 1’expression, nous dirons « champs

de vitesse Uniformes », bien que ce ne soit évidemment pas le cas au sens strict, la

composante horizonta}éx(x) variant avecx et la composante verticalg (x, y) variant avec
xety.

Le débit linéique en entrée de bande ¥(0). Dans la sectiorx le débit linéique est

V, ( X) h( X) . la conservation du débit liée a I’incompressibilité plastique d’un matériau rigide
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plastique de Von Mises permet de déterminer la vitesse horizontale forétio seul
parametreV,

!
Vitesse horizontale V,(x) = hEO; V, i
L’incompressibilité¢ du matériau s’écrit :
oV,
N, VXY _ g
oX oy
he, Ve

Ainsi, la vitesse verticale est affine en y.
Vy(x y)=a® y+ 1§ X

La condition de matériau incompressible Figure 222 : Champs de vitessaiformes dans [’épaisseur

N,(¥ | oV, (X Y)
OX oy

=0 implique :

Au centre de la plaque, la vitesse verticale est égale :
V,(x,0) =0 =b(x)=0

!

h(0) _h(¥
h( )V et Vy(xiy)_ h X)2

Avec: (h(X)-R- ) +( % I) R si le cylindre est considéré comme rigide (cercle de

Donc: V,(X) =

hO)\, y

rayon R dont le centre est éh,R+ h)
Ou L est la « longueur de contact » (longueur de la projectio@sgude la zone de contact)
L=R~(R+ h- h’

Comme on peut le voir la famille de champs « Uniformes » est une famille & un pafgmetre

Nous allonsi-dessous calculer les différents termes de la fonctionnelle
V)= I\an,/g* d da+ [22]v s+ [e]v [os- [T,y ds
Q 3 - s \/§ = S

Puis nous déterminerons plus loin la valeur du paramétre qui minimisera la fonctionnelle dans
les deux applications choisies, laminage a froid et laminage a chaud.

2.3.1.2.Puissance dissipée par le taux de déformation

Le taux de déformation dans I’emprise est :

81



ox  h(x?
N,(XY)  h(X
d h(O)\, = —
"y Y 0) %

g M) M) 1 2
d,=d,= 2( oy o J— yr(o)\é(h(x)z “)93j

La puissance dissipée par le taux de déformation est:

Rjef_j.aow/zg dd = Icro\/ d,’+d,’+2d, )dQ

berh(y  [202ONZ| ., 2h' (x)
_H I J3 2h4()[4h(x) (H(x) h()j f}dxdyd

L o, h(O)V,h,
=| = e=2C,(x)d
o3 hgy G 9
Oou:
b, est la largeur de la bande
1 20 (X
G(x 4K (%* (H(% J y dy
{(9=F0 ) \/ (¥
Changeons la variable en posayl*t=i, on a:
h(x)

X)=[[AHO? +(H( H3-2 1 X) § dy

On utilise la formule d’intégration suivante :

9= JNFREOI T - [Jx— LLELITE

aveca(x)=2[H(X| b(x)=|H(}H3-2 K ¥|
En posantl,(x)=va>+ b’ et I,(x)=b(x),ona:

1 a1 (X)+1,(%)
=3 w0 T G
Donc
L o, h(0)V.h, . 4h'(X)2n|1(X)+|2(X) dx
Pier = IJ§ h(X) Cﬂ() 2\/5 KO)\/Q.[( |1(X)I 2|H(X)| Jr()g
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2.3.1.3.Puissance dissipée par la discontinuité de vitesse :

Le champ de vitesse que nous avons choisi présente une discontinuité dans lasextion

h'(0
h((;() h(0)\, y doncV, (0,y)= h((O))Vey' Cette composante est non nulle
et représente la limite a droite lorsque—>0. La limite a gauche (avant 1’emprise) est
évidemment nulle.

En effet,V, (xy)=

On applique la formule :

w =L, V] as

Sur la surface d’entrée : [[\_/]] = ‘Vy( x=0, y)‘

RIIES @Ih(O’j%|E((g))| yd = o) NO)|H(O)

2.3.1.4.Puissance dissipée par le frottement

Sur la surface de contact, la différence entre la vitesse du cylindre et celle de la plague est :

(V] =]V~ V2= O+ (x  0)= hr(]c())\)éx/]* i )%‘
__ 80 _h(0)
Moy Ve (1O e 12(>>‘ ‘ s WL T ‘
On en déduit la puissance dissipée par le frottement :
jk%[ v]]ds-|" pk% %wl r(>8‘41+ MR C

2.3.1.5.Contribution & J° due aux forces extérieures

Les efforts extérieurs sont les tractions amont (con&aip) et aval (contrairgt 6,) dont la

contribution aJ” est donnée patP,

trac -

Rrac=—jseaeu(0)ds+j§ost( ) dS: (0 -0 bb)
2.3.1.6.Détermination de J°

La fonctionnelled” (fonction du parametrg, ) est la combinaison des termes précédents :

I (V)= Paa (Vo) + Py (Vo) = RraeVe ) + P (Ve
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Les trois premier termes du membre de droit de cette équation sont linéaives(@os
précisément positivement homogéne de degré 1, mais nous pinefy. Le denier terme

ne I’est pas car il dépend du point neutre qui est une fonction complexe de.
L’application aux deux cas de laminage sera faite plus loin.

Nous allonsvoir qu’il existe une valeur du parametré, qui minimise la fonctionnell@".

2.3.2.MBS avec champs de vitesse par Blocs.
2.3.2.1.Choix du champ vitesse

Présentons maintenant la deuxieme famille « classigiegechamps de vitesse pour I’analyse
des problemes de laminage par la méthode

des bornes supérieures (Avitzur B., 1986). o\

Nous allons partitionner la bande en \
« blocs » et proposer une famille de chamr
de vitesse rigidifiant chacun des blocs.

Notons qu’il est possible de partitionner en
un nombre de blocs plus important, mais ,
nous voulons principalement présenter
méthode et nous nous limiterons a 3 blocs. i

Le premier bloc est le bloc d’entrée. Le NG ¥ VP
champ de vitessey est uniforme en '

translation horizontale a la vitessé. La : T ¢ Ve V&

: ] 4 \ o = \ R -y —
vitesse d’entrée V, est donc un parameétre d — A, WV

ce champ de vitesse. ve Bl
Le bloc de sortie est lui aussi en translati

horizontale a la vitessé,. Compte tenu de le

. . h(L )
conservation du debiv/, =V, %O)) Figure 223 : Champs de vitesse par blocs
Le champ de vitesse dans le bloc central est celui d’un mouvement rigidifiant de rotation
autour du centre du cylindre de laminage et a la méme vitesse de rotation (Le cylindre et le
bloc de laminage constituent ensemble un solide rigide, il n’y a pas de puissance dissipée dans
le frottement).

Le bloc d’entrée et le bloc central sont séparés par une frontiére. De méme le bloc central et le
bloc de sortie sont séparés par une frontiere.

La discontinuité de vitesse sur ces frontieres devant étre tangente, on démontre (Avitzur B.,
1986), que ces frontieres sont des arcs de cercle dont les centres se trouvent sur la normale a

la direction de laminage passant par le cefredu cylindre de laminage.
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Ainsi le bloc central en rotation est limité par le cylindre de laminage de rayon R et deux
cercles de rayorR,, R. (R, rayon @ I’arc de cercle de centreO, frontiére entre le bloc
central et le bloc de sortid}, rayon del’arc de cercle de centreO, frontiére entre le bloc
d’entrée et le bloc central) (Figure 2-23).

Notons A le point d’intersection sur 1’axe de symétrie de ces deux cercles et L—a 1’abscisse

de ce point sur cet axe de symétrie. Le centre du cercle associé a la froni@ie bloc

central et le bloc de sortie est & une ordonnée négative et est tangent au cylireré en
Nous avons donc

(R-ny+d- = R-Tat

NotonsB le premier point de contact de la bande avec le cylirﬂrfe(O, h(O)). On établit

facilement I’équation du cercle passant p@ et B dont le centre se trouve sur la normale a
la direction de laminage passant pé&), (x= L). Aprés calculs on en déduit

R= G+ )

2
o : c=2R+ zq—@—ﬁ—a—

La continuité de la vitesse normale a la traversée des frontiéres des blocs donne aprés calculs

une relation entre le paramétre vitesse d’entrée V, (vitesse horizontale du bloc d’entrée), le
parametre a (relié au choix de la position du p@ihtet la donnée vitesse du cylindve.

V, _2hR+ i+ af:_rg[lJr Q+ a’ ]

V. 2RI h{”™ 2R 2Rp

Ainsi le choix du parametre a est relié a celuVgeNous avons donc construit une famille de
champs de vitesse a 1 parametre.

Notons que si nous n’exigeons pas que le bloc central tourne a la méme vitesse que le
cylindre, nous avons, de fait, construit une famille de champ a 2 paraMgea. Biensir

le prix a payer, du point de vue de I’énergie dissipée, du glissement entre le cylindre et le bloc
central sera le plus souvent trop €levé et conduira vraisemblablement a choisir la valeur de
tirée de 1’équation ci-dessus pour minimiser 1’énergie dissipée.

Nous allongi-dessous calculer les différents termes de la fonctionnelle :
J*(\[):jﬁam/g* d'da+ [22]v s+ [e]v [os- [T,y ds
Q 3 - s \/§ z S

Puis nous déterminerons plus loin la valeur du parameétre qui minimise la fonctionnelle dans
les deux applications choisies, laminage a chaud et laminage a froid.

85



2.3.2.2.Puissance dissipée par le taux de déformation
Elle est bien évidemment nulle par construction.
2.3.2.3.Puissance dissipée par la discontinuité de vitesse :

On applique la formule :

P = [ (Y] ]dSI Al ]dS+I 2[[M] a

Sdls

Sur la suface de I’entrée (§)) la discontinuité de vitesse tangentielle est uniforme

[[\_/]] =Vas

V2 =V2 1 V2 2V V,c0S(V, V. =V, \/V5+V§—2vcveR+ E_ h
La puissance dissipée s8r est:

O,
f [V]]ds—f bVe AB=\/— bV R, OU o, = AO,B

Sur la surface de la sorti§&() la discontinuité de vitesse tangentielle est uniforme

h
[[V]]=Ven= vh—e— v,

La puissance dissipée s8y est :

sz%ﬂ\lﬂdS— B\ CAF\E bV, R, ol a,=A0,B
Donc :
.[ [[V]ds_% Q( Vs Ba+ yA@‘)

Sjls

2.3.2.4.Puissance dissipée par le frottement
Elle est bien évidemment nulle par construction.

2.3.2.5.Contribution & J° due aux forces extérieures

Les efforts extérieurs sont les tractions amont (contray)tet aval (contrainte,) dont la

contribution aJ”est donnée patP,

trac

Prec =], 0U(0)dSH] o ( ) dS-(0.~0) bb)
2.3.2.6.Détermination de J°

La fonctionnelled™ (fonction du parametr¥,) est la combinaison des termes précédents :
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I (Vo) =Py (V)= PreclVe)

P=PR, + aaf% R (Vas B+ \p B2,)- (05— )NDY,

La dépendance eévj est complexe car la position du point A dépen¥de

L’application aux deux cas de laminage sera faite plus loin.

2.3.3.MBS avec champs de vitesse « mb combinant les champs Uniformes et les
champs par Blocs

La premiere idée qui vient a ’esprit est de faire une combinaison convexe des 2 champs
(champ de vitesse uniformé et champ de vitesse par blo¢g tous deux fonctions du seul

parametreV,

Vxy)=a\(x Y+(-a)¥(xy  a<[0]

Cette famille de champa deux parametres/, et «. Il est facile de montrer que la

fonctionnelle J* associée est la combinaison convexe des fonctionnelles assojésts/a

En effet, le point neutre n’est pas modifié et les contributions a J° pour chaque morceau de
V correspondent a des zones différentes.

Ainsi, pour toutes les valeurs de, la courbeJ («,V,) d’abscisse V, est la combinaison

convexe des 2 courbes correspondant au cas a vitesse uniforme ou a vitesse par blocs. Le
minimum de cette combinaison convexe) («,V,) est toujours supérieura

Inf (J*l(ve),J*z(Ve)). Ainsi, le minimum sur cette courbe est supérieur ou €gal au plus petit

des minimums d&", (V,), J°,(\V.)

Il faut donc penser a une autre idée pour combiner les 2 familles de champs de vitesse. Nous
en proposons une ci-dessous.

Nous proposons une approche « mixte » dans laquelle, on a une zone (au contact avec le
cylindre) avec les champs de vitesse par blocs et une zone (au centre de lavsnbEs) a
champs de vitesse uniformes (Le Dang H., 2008)

2.3.3.1.Champs de vitesse

Notons a= BC, la hauteur d’entrée de la couche 1 ou les champs de vitesse sont uniformes.

La couche 2 ou les champs de vitesse sont par blocs sont limités par 4(@eR{I)es
(0,,R), (05, R) et (O,R) (Figure 2-24). Nous proposons ainsi une famille de champ de
vitesse a deux parameétréset a.

Poura=0, nous retrouvons la MBS avec champs de vitesse par blocs
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Poura=h,, nous retrouvons la MBS avec champs de vitesse uniformes

o Pour la premiére couche :

r.ﬁ,z(aﬂ)\/: a
h,() © h(® °

Ou h ,(x) est la hauteur des points sur le ce(@aR

hl',Z(X)Z avy
hy (%)
)

Va(¥) = Va(xy)=

o Pour la deuxieme couche :
C’est un bloc rigidifiant qui a la méme vitesse de rotation que cylindre.

Par construction (Figure 2-24), nous avo~"

les relations suivantes: Q
V,, = \/vf sv2ooyyRrh-h
R
VEF:Vs_Vc:\%_Vc h
_ L &
sin(e, + &)
A Ve @
. V2 V2 _V2 Tﬁj
a1:<Ve,Vc>= aco MJ !
2\/e\/c WeE hix)
N Wi
o Ve
. VZ VZ _V2 - @ F EF
a, = <VAB1VC> = aco wj hE Ve | hyas) Ve W
NeVag I e B KPRl —— =
] & D \ o
2 a a2
Xo:s:L y03:m+xl|:§_|— . ’?‘«"\
2 2
(x— L) +(y— ) = F avec \Oz
y=BC=a= CG= a= L—\/ Fs%—( & a/3)2 Figure 224: Champs de vitesse mixtes

R=y(L-a)*+(Rr h- 3*={ B—( & y>+( R h )3

V,a ha 2
b=—2"=3" DH=a, = —(R+ h-
v 2, =R (R h- b
V, — = V2 +V2_V52
\/1 = RLE ﬂl :<VEF1V1> = aco W}
R, a &

T cos@w 12-5,) sinG,
(h()-R-h)’+(x )°= R
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2
(ho(9-R-h) +( % 1’ = &
2.3.3.2.Puissance dissipée par le taux de déformation

o Pour la premiére couche :
g M (9
SR Wt
a, = S P) By g,
oy h (X
g - dile(anl(X) N 5Vy1(><)]=g a\é[ A0 2H x);j
2L oy o h. O h.(%

La puissance dissipée par le taux de déformation est:

PL, = j "OW do = \/ A2+ di2+2dL2) o0

_J-L aZJ-beJ-hLZ(X) \/; 2;:\2 - [ hLZ(X)ZﬁL(Wz(X)_ E E ; J f] dxdyd

_ L-a2 oy a_Vbe 1 h1,2(x) b 5 , _Zhl’,Z(X)Z] v
| Bk \/h”(x) {”'Z(X) 0y ) Y

L-a2 g, av.h,
@ JBh,(0

h1,2(x 2n, 22
oo = A 1 o 0T

C, (X dx

= A, 007 + (L9 L9210 ¥)' ¥ dy (avecy = ; Y )

On utilise la formule d’intégrale mathématique suivante :

SRCEIERES N aTa p e I

Avec p(X)=2[H, (X, a(x)=|H(I hL3-2h( ¥|

En posantl, (x)=/p®(x)+ &f (X et I,(x)=q(x),ona:

1 4,007 13 (x)+15(x)
Cl(x)zi{'Z(x) o) 2|, (%)

Donc:
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L-a2 4hl (X) L(x)+1,(x) ] dx

B L-a2 o, aVQ
Per = f \/§Q(x)cl X) dx= 2\/5 \«!pj 1,(x) z\hl (x)\ (%

o Pour la deuxieme couche :
PZ. =0 par construction

La puissance totale dissipée par le taux de déformatioRgst: P, + P2

2.3.3.3.Puissance dissipée par la discontinuité de vitesse :

Py = I NAIICS

[+ [ %[V as- [ (1] o5 [ S0 o8] STV

J'i
FANE]
Sur la surface AB[{V]] =V,

I [V]]ds= Q\F Vo( QAQB= p72 b Yo B aveca= (0,AQB)

Sur la surface BC[[V]] =V, (x= a,)

I “2lv]as=bf; “°h2(a1)‘\4yd»t ba’rl 4

a

yqz(x)“f“ h( X -
SNEE

Sur la surface BE[[\_/]] =‘\/fo(x)+ Vi(xy=h(¥-

[ VTlas= b5 [ " v T i hOF - B

Sur la surface ED/[V]] :‘Vyl(x: L-a, )

a2

b oy hlz( az) Oy |+ \
J. [ :'dS QJ. | b2 |a\(ydyt paéﬁ‘ 19( t za* €

Sur la surface EF[[V]] =V

[ GlVIJas= 05 w(QE 0= b7 % B avecr=(O,E OF)

2.3.3.4.Puissance dissipée par le frottement

P, =0 par construction

%
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2.3.3.5.Contribution & J* due aux forces extérieures

Les efforts extérieurs sont les tractions amont (contrajjtet aval (contrainte,) dont la

contribution aJ" est donnée patP,..:

trac *

Rac = =] oU0)dSH| o U ) dS- (0.~ ) hb)

L’application aux deux cas de laminage sera faite dans la partie suivante
2.3.4.Applications numériques

Cas1l:

Commencons par étudier le casel=(0.08). Pour la comparaison avec LAMS3, on utilise un
maillage avec 5 éléments dans la demi-épaisseur de la bande.

Nous avons pris la précaution d’utiliser un module d’Young trés élevé pour nous approcher
d’un cas de calcul rigide plastique et nous obtenons la vitesse d’entrée de la bande V, =0.74%

m/set la puissance de laminaBe= 5.74 x 10° N.m

a1 T T T T | T T

|
|
J MBS svec champs uniformes |__
T T T
I

T2 0.73 0.74 0.75 0.78 077 078 0.7 08
Ve (mis)

Figure 225: MBS avec champs de vitesse uniforme

La MBS avec champs de vitesse Uniformes (champs de vitesse mixtesiavgr nous

donne la vitesse d’entrée optimale V™ =0.753n/< et la puissance optimalgJ*= 5.93 x

10° N.m. Cette valeur est plus grande que celle obtenue par LAM3. La famille a un
parametreV, est probablement trop limitée dans notre approche MBS
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I 3 T I

Figure 226 : MBS avec champs de vitesse par blocs

La MBS avec champs de vitesse par blocs (champs de vitesse mixtes=edaous donne
la vitesse d’entrée optimale V™ =0.782m /s et la puissance optimalé= 10.30 x 10° N.m.

Nous pouvongompléter I’analyse pour différentes valeurs du parameéagour les champs
de vitesse « mixtes » et optiraisurV, pour chaque valeur e

La Figure 2-27 donne la courbe de la puissance optimale en fonctidn de

e

11

10 \

\'1"--—_;

x 100000

4

0 0.2 04 06 08 1
a/he

Figure 227 : Puissance optimale en fonction dgh, — Laminage a froid

On constate qu’on obtient la valeur minimale de la puissance optimale avec la MBS avec
champs de vitesse uniforma£ h, ).

Dans le cas de laminage a froel=0.08), la MBS avec champs de vitesse uniformes donne
les meilleurs résultats.
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Cas?2:
Etudions maintenant 1€*2°cas de laminage & chaue«0.18).

Avec LAM3 (5 éléments dans la demi-épaisgeunous obtenons la vitesse d’entrée de la
bandeV, = 0.75Z m/s et la puissance de lamindye: 23.01 X 10> N.m

L %10
[ [ [

1 1 1 I
: : | | w—ES zvec champs unifbrmes

e

JE (N

Figure 228: MBS avec champs de vitesse uniforme

La MBS avec champs de vitesse Uniformes (champs de vitesse mixtesaVvec nous
donne la vitesse d’entrée optimale V.” =0.75m/s et la puissance optimalé= 30.10 x

105 N.m. Cette valeur est nettement plus grande que celle obtenue par. LAM3

amt
I
= T T T T
1 1 1 1

Figure 229: MBS avec champs de vitesse par blocs

93



La MBS avec champs de vitesse par blocs (champs de vitesse mixtes=adgoous donne
la vitesse d’entrée optimale V™ =0.783n /< et la puissance optimalké= 27.80 x 10° N.m.
Cette valeur est aussi nettement plus grande que celle obtenue par LAM3

Comme pour le cas précédent, étudions la vitéssptimale pour différente valeur de

La Figure 2-30 donne la courbe de la puissance optimale en foncti?n de

e

32

a1 TN
29 /

28

x 100000

J*(N.m)

27

26

25

24

0 02 04 06 08 1
a/he

Figure 2-30: Puissance optimale en fonction d’éh? — Laminage a chaud

On constate qu’on obtient la valeur minimale de la puissance optimale avec la MBS avec
champs de vitesse par bloas=0).

pY

Dans le cas de laminage a chaud, la MBS avec champs de vitesse par blocs donne de
meilleurs résultats mais ceux-ci ne sont toutefois pas trés satisfaisants dans une comparaison
avec des calculs LAM3.

Pour les deux cas que nous avons étuttiésphistication introduite par la proposition d’une

famille de champ de vitesse a 2 parameétres est inutile. Ceperidbsit;vhtion des Figure

2-27 et Figure 2-30 laisse penser que cetteclagion n’a peut-étre pas un caractére
complétement général. Il existe peut-étre des jeux des parameétres pour lesquelles, les valeurs

optimales def% s’éloigne des bornes 0 et 1.

Nous n’avons pas cependant pris le tempsd’approfondir cette question car quel qusat

I’intérét de ces méthodes simplifiées, elles ne semblent pas donner de résultats suffisamment
satisfaisants dans les caseprend des valeurs important€m aurait pu imaginer d’autres
associations que celle présentée des 2 familles de base (par exemple une association en série
au lieu d’une association en parallele). On aurait aussi pu étudier des champs de vitesse
paraboliques dans I’épaisseur de la bande ... Cependant aucune sophistication de ces champs

ne permettent de prendre en compte les déformations élastiques dans le modele simplifié.
Comme il s’agit 1a d’un objectif important de travail, nous n’approfondissons pas plus les

pistes évoquées ici.
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2.4.Conclusion

Les modeles simplifiés classiques fonctionnent & peu pres bien dans les cas de laminage a
froid ou les champs (de vitesse et de contraintes) sont a peu prés unifammispaisseur.

Mais dans le cas de laminage a chaud ou les champs ne sont plus urdferm&paisseur.

Ces modeles donnent alors de mauvais résultats. Une des raisons de ces problémes est liee a
I’approximation rigide plastique de ces modeles simplifiés. Lorsgdevient importantes, la

partie isotrope du tenseur de contrainte devient importante et il est alors nécessaire de prendre
en compte la variation de volume d’origine élastique pour espérer avoir une description

simplifiée acceptable du processus de laminage.

Dans les chapitres suivants, nous alldosc, aborder la description d’un comportement
élastoplastique dans un formalisme de grande transformation qui nous semble bien adapté aux
objectifs de notre travail.
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Chapitre 3: Un comportement élastoplastique en grandes
transformations

La construction d’un mode¢le simplifié¢ du laminage peut étre facilitée par un choix judicieux
de la formulation du comportement élastoplastique du métal.

L’objectif de ce chapitre est de construire dans un cadre treés général une telle formulation en
nous appuyant sur les outils de base de la thermodynamique des milieux continus.

Nous commengons au premier paragraphe, comme cela est classiquigcpar le
mouvementau voisinage d’une particule dans un solide élastoplastique. Ceci nous conduit a
faire au deuxieme paragraphe droix des variables d’état pertinentes pour décrire le
processus d’évolution élastoplastique. A 1’aide de ces variables d’état nous proposons au
troisieme paragraphe urmeriture du comportement élastoplastique sous une forme assez
générale pour englober la plupart des modéles habituellement utilisés, puis nous nous
restreignons au cas d’un écrouissage isotrope.

Dans le quatrieme paragraphe nous montrond’@uelution élastoplastiquelocale, dans le
cas de I’écrouissage isotrope, est entiérement déterminée explicitement a partir de la donnée

de E(X,t,)=Grad(®(X t)).

Dans le dernier paragraphe, nous allons domurer illustration dans le cas dedeux
exemples tres simples d’histoires de transformation homogene Dans le premier exemple que

nous nommerons abusivement « traction », le gradient de transformation est choisi diagonal et
il n’y a pas de rotation de la maticre.

(La simulation d’une vraie expérience de traction simple avec le méme matériau est donnée
au chapitre 5)

Dans le second exemple que nous nommerons « cisaillement », nous choisissons une
évolution du gradient de la transformation faisant intervenir une rotation de la matiére.

3.1.Description du mouvement

On sait depuis la fin des années 1960 que le procédé le plus satisfaisant pour définir 1’état
thermodynamique d’un volume élémentaire d’un matériau devant subir de grandes
transformations élastoplastiques consiste a introduire_une configuration « relachée » (Green
A.E. and Naghdi P.M., 1965), (Perzyna P. and Wojno W., 1968), (Mandel J., 1971)).

Soiert ), la configuration initiale dans son état naturel (contrainte nulle), a la tempéFature
et Q, la configuration actuelle. Considérons un voisinage de la parKculeest transporté
dans le mouvement des particules en un voisinag_m:d@(ﬁ,t). Les champs de contrainte

de Cauchyg(x,t) et de températur@(x,t) sont a peu prés uniformes dans le voisinage.de
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La configuration relachée est obtenue par une décharge instantanée du voisinage de la
particule et un retour instantané de la température a la tempéfatuBette configuration
relachée est définie a une rotation pres.

Le gradient de la transformatida = Grad(d_D) peut alors étre décomposé multiplicativement
en un produit d’une premicre transformation locale « plastique »P, qui transforme le

voisinage local initial deX dans la configuration relachée, par une seconde transformation
locale « elastique E qui transforme la configuration relachée dans la configuration actuelle

E:

Irm

-£ (3.1)

Soulignons que cette décompositionFde Grad(®) est locale. Le chanm®(X,t), défini

dans la configuration de référence, n’est pas compatible en général. (Ce n’est pas le gradient
d’une transformation).

Dans les métaux, on peut généralement faire I’hypothése que la déformation plastique est
isochore.

Ceci implique que det@):l, La variation de volume est alors uniquement d’origine
élastique et] = detE)= deILE).

La décharge étant définie a une rotation prés, en général pour les métaux polycristallins on
choisit cette rotation locale pour g soit untenseur d’ordre 2 symétrique.

Cette décomposition est a la base de 1’analyse thermodynamique de I’évolution mécanique

qui suit, lorsque le matériau subit de grandes transformations élastoplastiques, laquelle
analyse fournit les concepts d’efforts intérieurs et de variables d’état nécessaires a 1’écriture

de ce comportement.

*Décharge élastique locale

[EX.O

Figure 3-1: Décomposition du gradient de transformation
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3.2.Choix des variables d’état

Rappelons que 1’analyse thermodynamique d’un processus de déformation (bilan d’énergie
interne et bilan d’entropie) se résume localement a 1’écriture de 1’équation des bilans dans la
configuration actuelle.

o(x1):d(x)—p(x 9y (x Y+ T(x #x)] g—)gf x9) Txt g xec (3.2)

(x,t) est le tenseur de contrainte de Cauchy

19

[f=3

(x 1) estle taux de déformation i x, t) =%[ grady(_x §+' grady_x ﬂ
Xt

est le champ de vitesse

<
A

p(xt) estla masse volumique
v (x,t) estla densité massique d’énergie libre et y(x, t)=€( x ) - T( % ) §_x}
e(x t) est la densité massigd&nergie interne
s(x 1) est la densité massiqd&ntropie
Ps ( X, ) est la production volumique d’entropie dans la configuration actuelle

t
t) est la température absolue

T(x%
9( t) est le flux de chaleur par unité de surface de la configuration actuelle
v (x) =22 (x)+ grad(y) (X §.( x )
orT
T(x ) =5 (x O+ grad( () x)

En vertu du second principe de la thermodynamique, nous ayanz0.

Pour simplifier cette présentation nous nous plagcons dans une approximation isotherme.
L’équation des bilans s’écrit alors :

o(xt):d(xY

~[y+D](x,t)=0 (3.3)

ou DzT—IOS est la puissance massique dissipée par les phénomenes plastiques dans le
o

matériau.

Comme le tenseur de contrainte de Caug(y,t) est symétrique il est possible dans la

relation ci-dessus de rempladg(x, t) = [ﬂ(_\(_x ﬁ)Lm par grad(Mx.t)).

Or grad( V(% t)):£.=I:1= E =E1+=E'P. P1.=E1.
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Notons quetr(d)=tr E.ﬁ‘l)ﬂr E.E‘l) si defP)=1 car, alorsyr (PP*)=0
et donctr (EP.P*.E")=0 (ir(AB)=tr(B.A)).

Le premier terme de 1’équation des bilans s’écrit alors :

x

g(l(’t)_ g(_,t)_ g(z(,t)_ 1 1 U(X,)
p(x,t)-g(lﬂﬁp(y)-ﬂ'(_\(_x ‘))=p(2(,t).(=E_E)+ (E_P_P._E) (34)

En notant quer (AB)=tr(B.A)= A: Bet A(BC)=( AB.C=_ABC, le premier terme du

membre de droite de cette équation devient :
g(zct):LE_ El):t{g(x,t)_g El)} :t{gl_g(&t)_g} _
plxt) == pxt) == = pxt)=

Introduisons la déformation de Green Lagrange entre la configuration relachée et la

—t
=

{El_g(zﬁt)_t oy

configuration actuelle,_, = %(‘E.E—L).

Le taux de déformation lagrangien entre la configuration relachée et la configuration actuelle

este = l(t EE+ EE).
4 2
En utilisant le tenseur de contrainte de Piola Kirchhoff dans la configuration relachée

% :|:E_1 g(l(lt)tE—l
PRrel - p(z(,t) -

] on peut réécrire :

=Y, (&

1)

IS
I

T
E)=="g, (3.5)

III'I'I

Rel

p(z(,t) Pre
Considérons maintenant le second terme du membre de G(i’:):(g.g P gl)
PX,
t . t . .
alx ):(E.E.E‘l.g‘l):t{—g(l(’ ).E.E.E‘l.g‘l)} :tr{glg(x’t)g.g El}
pxt) = == = 0 T [pxt) = S s oAkt T

~—~t
~—

o
o

)

Im

(xt

N—"

hs)

_ { e a(x

. . . y 4 alxt
Introduisons_le tenseur de « contrainte plasth',a%»I tel que =R =E 1.=E— t)
=re Pra )

E, défini

N—"

)
Ix

dans la configuration relachée. Ce tenseur peut étre non symétrique.

V., olxt)
(Notons que siE et o commutent=—= = .
pReI p(X t)
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La partie symétrique;/; Ide Vo est associée & la partie symétriglieleP . P, Le tenseur
—Rel —Rel = = =

symétriquegp est appelé le taux de déformation plastique, défini dans la configuration
relachée.

La partie antisymétrique/‘; | de y_ est associée a la partie anti symétriglede P.P.
=—=Rel —Rel E— = =
Le tenseur antisymétriqugzp est le taux de rotation plastique défini dans la configuration

relachée.

Nous appelons taux de déformation plastique cumulée le scalaire :
X 2
Peum = _gp:gp (36)
3
et déformation plastique cumulée entre les instgms, le scalaire :

pcum=j —=d°: d"dt (3.7)

Notons quep,, = /%gp :d” estun scalaire positif.

Les modeles les plus simples d’élastoplasticité isotherme font le choix des trois variables

d’état suivantes E, P, P.,pm-
La variable d’état p,,,est généralement associée a un écrouissage isotrope du matériau.
La variable d’état P est généralement associée a un écrouissage cinématique du matériau.

L’¢énergie libre massique du matériau est le plus souvent une fonction des variables d’état E

etP.

Dans la plupart des modeles classiques on admet un « décougtalénergie libre en deux
parties, la premiere, fonction uniqguementEdedonnant I’énergie récupérable lors de la

décharge, la seconde fonction uniquemer déonnant la part d’énergie libre « bloguee » au

hY

niveau de la microstructure du matériau a cause du chimapocontrainte (2 moyenne
macroscopique nulle) qui subsiste a cette échelle.

Ce sont ces champs d’autocontrainte microscopique et donc 1’énergie libre bloquée a I’échelle
macroscopique qui sont généralement considérés comme étant a 1’origine de 1’évolution
dissymétrique du domaine d’¢€lasticité macroscopique, modélis€ par un écrouissage
cinématique.

La prise en compte de cet écrouissage cinématique a surtout de I’importance dans le cas de
plasticité cycligue. Dans un probléme de laminage nous ne sommes pas dans cette situation et,
comme nous cherchongeur I’instant, a retenir le modéle le plus simple possiloleys ne

retiendrons finalement comme variable d’état que E et P, et I’énergie libre massique
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du matériau sera considérée comme n’étant fonction que de la variable d’état

1

e.. :E(EE—L), ou, plus simplement et de maniére équivalente, fonction du tenseur de

dilatation de Cauchy entre la configuration relachée et la configuration acttgege Cela

ne pose pas de problémes majeurs de prendre en compte un écrouissage cinématique, si ce
n’est la lourdeur un peu plus grande des calculs.

3.3.Ecriture du comportement
3.3.1.Comportement isotrope

Les déformations élastiques dans les métaux sont, le plus souvent, petites. Ainsi le tenseur
symétrique E est voisn del . L’hypothése d’une décharge €lastique correspondant a une
petite perturbation par rapport a la configuration actuelle simplifie grandement le formalisme,

mais cela est source de confusion. Nous préférons donc dans la suite garder un formalisme en
grandes transformations y compris pour la partie élastique de celles-ci.

Nous choisissons donc un_modéle néo-hookéen isotrope compressible pour écrire la partie
élastique du comportement. Ceci revient a choisir un modéle linéaire pour cette partie
élastique du comportement.

Rappelons que la variation de volume est entiérement d’origine élastique J = det(i) = del(E)

1
Le tenseurE est factorisé en une partie isotrope (volumiqué) et une partie isochore

= J_ég avec det(E) =1.

Imi

Dans un modéle nélmokéen isotrope compressible, 1’énergie libre est la somme de deux
. . . . .t — t——
termes. Le premier est une fonction du premier invariankde, I, =tr( g.g), le second est

fonction de la variation de volume :

lII(SRel):\P(I_l"])z L (QO(Tl_S)"'El(J—l)Z] (3.8)

Rel 1

Les constantes caractéristiques du maté€sjget D, sont respectivement associées au module

de cisaillementy, et au module d’incompressibilité Ky, 4, = 2C,y, k, = Di .
1

On sait quedd—‘t] = Jtr(g): Jtr@.g‘l).

On montre facilement qugdl% = Z(E.E): [evEE?

Ou DéV...] désigne la partie déviatorique du tenseur entre crochets.
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Ainsi :

V)_ZTYz(E E) [ D&y EEY)]+ g? I EE) (3.9)

Supposons maintenant qL[ezT—ps, la puissance massique dissipée par les phénoménes
Yo

plastiques dans le matériau, est indépendante du taux de variation de la transformation

éIastiqueE. Cela revient a dire, compte tenu de notre choix pour les variables d’état,

D= M aveck(pcum,g) scalaire positif.
PRel B

Nous supposerons dans la suite di[(lpcum,E) ne dépend pas de.

L’¢équation des bilans |sothermae% [ + D](x,t) = 0 s’écrit alors :
plX
(g g Lre(popt) o Lo (EH{ pef EE) |- SO ¢ gg) M) Bn_ g (3.10)

P Prel Pre Pre

Cette égalité doit étre vérifiée pour toute évolution possible.

Prel

Il est toujours possiblé’ envisager une évolution telle que E =0.
Alors Py, =0

Sous cette premiére hypothése, considérons une évolution teIIB@E‘l)zo (évolution
purement volumique).

Ecrivons la contrainte de Cauchy a 1’aide de sa partie isotrope et de sa partie déviatorique :

@UE (3.11)

L’équation des bilans s’écrit alors 3trL)) L_ ) (J 1J trLE ) 0, équation qui
o(x =

doit étre vérifiée pour toute valeur deE.E )

Rel

On en déduit, en notant que = pg, :

trie 0
(3—> = Pra 6—J"’=kO(J—1) (3.12)

De méme, en choisissant une valeur quelconque[pm@.gl) (toujours sous 1’hypothése

P =0). On déduit :
s=2p Dé\{(g—‘f):Et:E} - % Dé :é:% (3.13)
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Nous pouvons récrire :
tr(E.'E
s=22 pef E' H=L0 _E_-ﬁ_l (3.14)
B ER | U
Ainsi :
tr(E.'E
0 =2E'E+| k(I-)-5 (‘3 9, (3.15)
J3 J3
Y 4 olxt _ -
Rappelons get =R¢- = E™. olx ).E, soit encoray = JE '.o(x,t).E
Pra P =R - -
Ainsi :
tr('E.E
Voo = 3 EEH K J—l)—”—S—(:) 1=% (3.16)
—Rel — — 3
3 JS
Nous constatons quey est symétrique (résultat qui est conservé pour un auti
comportement élastique isotrope).

3.3.2.Critére de plasticité et taux de déformation plastique

L’équation des bilans s’écrit maintenant :

” .
Eea (p p )_Mzo (3.17)
Pre N Pre

Cette égalité doit, encore une fois, étre vérifiée pour toute évolution possible.

o

Comme p,,., = /%gp:gp et que g" est la partie symétrique Qegl, on voit que

I’expression ci-dessus est une expression scalaire positivement homogene de degré 1 par
N -1
rapportaP.P .

Ainsi, 1’équation ci-dessus défini un domaine convexe de [’espace des contraintes
« plastiques v .
—Rel

tr@
Décomposonsgy , enses parties, isotrope et déviatoriqu% = —TRG'I +y
=R =R =

——Rel

Décomposons=5 . E‘l en ses parties symeétrique et antisymétrgug‘l =d P+QP.
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Comme yw Iest symétrique etP.P™" est déviatorique, ’équation des bilans s’écrit
—Rel = =

maintenant :

=0 (3.18)

0l p,,, = [2d” "

d

v i .
Pour chaque valeur dd”, im:gp_wnzo est I’équation du plan tangent au
o Pra Pre

domaine dans I’espace des ¢ .
——Rel
Siw?  se trouve strictement a I’intérieur de ce domaine, la seule facon possible de vérifier
——Rel
I’équation est d’avoir d” =0 (pas d’écoulement plastique).
Lorsquey®  se trouve sur la frontiére de ce domaine, un écoulement plastfjued est

possible, perpendiculairement a la frontiére du domaine. Il s’agit donc d’une loi d’écoulement
associé (matériaux standard).

Avec les choix faits, le domaine correspond a une généralisation du critére de Von Mig
le tenseur symétrique .
—Rael

dp
La dérivée dep,,, = 1/éd P.dP par rapport &” est§_=—.
- - - pCUm

o d® . ; : :
On déduity®  —k( pcum)§,=—=o, c'est-a-dire que le taux de déformation plastidlieestf
——Re€l p =

cum

proportionnel a la partie déviatorique du tenseur :

—Rael

3 P
dP:_ cum d
da 2k(pcum)W=Rd (3.19)

En reportant dans 1’équation des bilans, on en déduit le critére qui porte sur | :
— R

2
‘ :V/d _§k2( pcum):0 (320)

'S

Dans le cas ou les déformations élastiques sont petites, on peuEéctires , avec les
composantes du tenseur symetriquepetites par rapport a 1. On peut alors approcher au

premier ordreE 'par E™ =1 —¢ ety ~o symétrique.

—Rel
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On retrouve alors les approches classiques pour la plasticité des métaux.
3.4.Evolution élastoplastique

Considérons un solid€, et supposons qu’a I'instant t, nous connaissons sa transformation
x=P(X, 1), X €Q, et son état donné par les changisX, ) et p(X,§), X €.

Nous pouvons en déduire les champs :

F(X)=Grad(@(X 1))

J =det(F) (avec la relationJ = def{F )= de{E) supposée vérifiée)

P(X.t)=E"(Xt).F(Xt)

5
J3 J3
tr('E.E
FoEE+ kI(I-1)-£2 (EE) 1= J
Re 2 == 27 g = =
J3 J3
tr(E.'E
B= %EE k J( 3—1)—ﬂ (=3 =) F

Ou B est le tenseur de contrainte de Boussinesq (ou Piola-Kirchhoff 1) pas necessairement
symétrique.

Rappelons que la définition &eest donnée par 1’égalité des vecteurs forces élémentaires,

o.da=B.dA ol dAest le vecteur normal a la surface élémentaire de la configuration de

référence de norme associé a la mesure de cette surface élémdatasele vecteur normal
a la surface élémentaire constituée des mémes particules dans la configuration actuelle.

Remarque :

Si nous préférons retenir la définition suivante pour le tenseur de Piola-Kirchhoff 1
dac=dAB, alorsB ='B

En I’absence de force de volume et en quasi statique, nous devons bien siir avoir

_B

D_i\/(z)—yg =Y
I

w

Supposons qu’une évolution du chargement entraine une évolution de la transformation
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B(X,4)= 22 (X.1)-

Montrons que les évolutions de tous les champs ci-dessus peuvent étre détermirdées
Iaide de F(X,t,)= Grad(d( X, 1))

Tout d’abord déterminons J

Le taux de variation de volundd™ = tr(=|i.51), ce qui permet la détermination dle

J=Ju(EE") (3.21)

Déterminons le taux de rotation plasticgé’

Revenons a la décomposition du gradient de la transfornfatide.P. En dérivant en
fonction du temps, onfa=E.P+ E.P. Donc, la dérivée de la transformation élastique peut
étre exprimée sous la forne= F.p™" - EP.P"

Le terme|=5.=P‘1 peut étre décomposé en ses parties symétrique et antisymétrique

P.P'=d"+Q".

(Si I’évolution est élastique, d” =0, mais pas forcémer®®, donc=I5 peut étre non nul dans

une évolution élastique)

Comme=E est un tenseur symétrique cette équation détermine le tenseur antisym@ttique

en fonction deF (et deF etE).

En effet, notong, =e,®e,-6® g =@ ¢ e® g |= ® o O

0 -0, Q
Q°=Q, 0 - =0 +Q, +QJ (3.22)
Q, O 0

La condition de symétrie dE nous donng' : l: =0 (i=1, 2,3 .

[EP*-E(d+@%)]:1 =0

Il est toujours possible d’écrire gp=gk(p°um )1//d ., avec éventuellement,,,=0 si
- pcum =R

I’évolution est localement élastique.
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tr(‘EE)

v _“_g EE+| kJ( 3‘1)‘—3 3 ir doncE.d” est symétrique e(tg.gp):li* =0
J3 J3
(EQ’):1 Q
Un calcul simple permet de montrer QL(__g_zp) I =(E—tF(E)l)- Q:
(EQ°):1, o

~—+
=
o

E)4)

Notons E;, E,, E; les trois valeurs principales dg. Elles sont toutes strictement positives.

(On vérifie facilement quég.li*):gj —E -

ij

det(E tr(E)1 ) ~(E,+E)(E+ E)(E+ E)=0 donc(g—tr(g)l) est inversible.

Ainsi :

Q, (EP7):1,
Q, |=(E-u(E)1) | (ERY):L, (3.23)
= (ER*):L

Déterminons maintenafit,.

Tout d’abord si W=dRe| :z//=“Ret <§k2( P..m) NOUS avons bien s, =

Plagons nous maintenant dans le caaxéu Ly =§k2( Pum)

Deux types d’évolutions sont possibles

Considérons d’abord les évolutions de « décharge », telles qu,e W L < 0
—R

Dans ce caf),,,=0

Considérons maintenant les évolutions de « charge » tellegquey® >0
——Rel ——Ré

Nous savons qu’alors P, >0 etd” = % pcuml//_ .
cum

d d

: . - Ho wtr('
Calculons v LY a partir de y . =S0EE+H k()-8 —==
3 =R =z ==
J3 J3

tr('E.E :
e &{‘E,E_ ( ==)_|], déduisons :
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d 2 t 2 tl’( EE) 2 [ t 2 t t
W |=—§yOJJ E EE+ 3/10 JJ3f_I+ J Syo( EE EHB-=- Xy, tr EE EE
=Re = == == = ==J=
2 1 d t - t . 1 **2 t - t .
233y +J3,u0( E.E+ EE)—— I3, t( EE E& |
3 —Rel == == 3 == ===
Commey* | est symétrique et déviatorique,
——Rel
w oyt =_EJJ’11//" e +2J§,u(tEE) e
ZRel =Ré 3 ZRe = Re N ==/"L ge
Rappelons qu& = F.P 1—=E(Qp +s=)p)
Notons que
t p d _ t p. d _ d _ d t p_
(EEQ)w, ~w(EEQY" )=tly’ EEQ’)=(y’ EH Q-
car (1// t_g) est symétrique eR2” antisymétrique.
—Rel — —
Ainsi
¢yt =—EJJ’11,//d w' +2J 2y(‘E(FFfl— dp)) w (3.24)
—Rel —=Ré — Rk = Re o\ =\== == —Rel

) - . - 2
’ 4 _ 1 d .od _ “ 2
Que l’on peut écrire, en utilisant J= J.tr(F.F ), p' vl 3k (pcum) et les

commutations possibles dans les traces de produits de tenseurs

_eI—

{—gkz(pmm) F'+2J 3%( Py’ E)} i F<0
(Cette condition ne porte que sgr)

En situation de chargd”®

Py
@
Pyl
e
00

3 ) d -d . d 2 1
=— t : Zk K
2k( p ) pcuml// Rel € "4 "4 ( pcum) ( pcum) pcun ou

cum

K'( Pum) est la dérivée de la fonctida( p,,,) par rapport 8.

L’équation y): oy __2 JIty? iyt +2J_§,uo( t=E(=f:.=P1—==dp)) w® peut se réécrire :

—Rel —Ré 3 —= R = Re —Rel

2k( pcum) =_—Rd L

Zk( K P — 4 IR 2 Puy| " _EP- SPam e |10 (3.25)
3 pcum) (pcum) pcum_ 9 ( pcur)—’_ /uO — E/ 4 " '

On en déduit I’expression dep,,,, dans les situations de « charsge
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2

. B _ﬂ_' ” _2 t . o d g SJ_guo t d . d
pcum{ 53K Run) +2 334 (*_EFP) 'ZRJ 3 K Bn) K Eam)+k(pwm)( =E=5’=Rd)-z

En utilisant le fait qué :J.tr(E.g‘l)et les commutations possibles dans les traces de

produits de tenseurs, cette équation peut se récrire :

2 -1

. |2 3J 2, o a4 4 Lol ¢ oyl
pcum - § k( pcum) I(( pcun—)+ k( pcum) tr(=E‘V=ReI -ZRQ- =$ |:_§ R( &m)=F + 2 JS,UO (=F)1 l/=/Rel . =¢:| =F

On peut regrouper les situations de « charge » et celles de « décharge », lorsque éstcritere
atteint en écrivant :

Frrral

. . 2
pcum = 2 l//=dRel . l//=dRé _5 k2( pcum)j (326)

2 d d t
gk( pCUm) k’( pcum)+ k( cum) tr(=El//=R9| z R =E)

. Osi A<O 0si A<O
Ou le symbolg( A) = Asi As oStH (A)= 1si A> 0O

Déterminons maintenaht

A partir de la connaissance (g, on détermined” =§@wd :
- 2 k( pcum) ——Rel

A partir de celles del® et Q" on détermineli'.:P*1 =d’+Q°

On peut alors en déduire :

Im
I
T
Il'q
|

PP (3.27)

Résumé

Considérons une particulX €, et supposons connus, a I’instantt,, le gradient de I3
transformation F(X,t,) et I’état donné par E(X,t) et p,,(X,).Nous pouvons e
déduire

J =det( F) (On doit avoir la relatiod = def(F )= de{E) )

P(X.t)=E"(Xt).F(Xt)
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(Sans force de volumé& et E sont reliés par la relatioDiv(B)=0)

Supposonsonnue I’évolution du gradient de la transformatibr{ X, t, ) . Alors,

4 , -1 *g 1 d t i
<{—k (Pan) B 2051, P2 E)} F

_ 9 = —> 2
Poum = - H(!//" y ——kz(pcum)j

, a3 2 —Re =—R¢ 3
2 My d d t
3 K( Poum) K ( Pou) + tr(=El//=Rel Ve =E)

k( pcum)
t

gp:§ pcum l//d :§ pcum 'u—g IE__E_tr( EE)_'

B 2 k( pcum) =Rd 2 k( pcum) Jg - 3 -
-1 *
0 Q QO Q, ) EB )L
Q=0 0 0, =01+, + Q1 aveq) @ |=(E-t(E)L) | (ERT)L,
0 o (ER7):L;

Oul =e,®e-6®g =R ¢ ® gl ® £ O

Il est possible de calculéd en fonction deF et F doit vérifier Div(B)=0
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L>état de la particule a I’instantt, +dt, peut, dans un calcul de type explicite, étre approché
par :

E(X,p+d)=E(X )+ H X d
Pam( X, b+ dt) = P X b)+ Pun( X §) d

On peut itérer alors le calcul pour le pas de temps suivant.

Cependant, en cas d’évolution élastoplastique, la valeur approchée de | donnée par (3.16)
—Rel

ne respectera pas rigoureusement le critere de plasticité. Dans les exemples que nous avons
étudiés, ce probléme est parfgénant car I’on viole de plus en plus le critere a chaque pas de
temps de calcul.

Nous proposons ci-dessous une éventuelle « correction »E@X, t,+ dt)= E( X §)

+E( X, l‘o) dt de fagon que le critére soit vérifié a chaque pas de temps. 1l s’agit d’une forme

de projection que nous décrivons ci-dessous.

Au chapitre 4, nous proposons une autre déterminatio=E(cD_é, t)dans la zone plastique de
la structure de facon a ce que le critere soit toujours vérifié dans cette zone.

Correction de E( X, t)_pour vérifier le critére de plasticité

Rappelons I’expression de la contrainte plastique

tr('E.E
ﬂ—StE-E+ KJJ( J_l)_’u_gﬁ 1= J
J3 o J3 3 B N

W =

—Rel

tr('
Sa partie déviatorique esf® =2 tE_E_(_
——Rel ==

_ 1 2 tr('E. _
En introduisantE=J *E et| D=7 3 ‘E.E—%J la partie déviatorique dteg.g,

la partie déviatorique de la contrainte plastique s’écrit (1//“ = Uy D)

——Rel =

Ainsi le criterey? 1y —gkz( p.,m) =0 Vérifiée dans la zone plastique peut étre récrite

L_Rd I—Re

surD :

2 K2 ( Puum)
<2 (Mum) _
3 o (3.28)

[5
Io
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Le tenseurE, symétrique peut étre diagonalisé dans une base orthonormale, ditesftatl

existe un tenseur orthogor@l et trois valeur{ a,,a,,a;) | a,x o ;=1 tels que

. |l 0 0
E=J0/0 a, 0.0
0 0 a

Nous pouvons alors écrire

_éalz —%(azz +a32) 0 0
D=0 0 %a; - (& +ay) 0 '0
0 0 %a; —%)(azz +a12)

2 2 2
D:D= (%af —é(azz +a32)] +(—§a22——;(a22+a12)j +(—:2%a32——ga 22+a12)j
Lorsque le critére est violé, notons :
2 k?
5?( pcum)
0

2

= 2 2
(20{12—;(0{22+a32)J +(§a22—;(a22+a12)j +(§a32—:1;(a22+a12)]

(Le critere est exactement vérifieasi=1 et lorsque le critéere est vioke<1)

2

Corrigé

Nous allons cherche sous la forme

N 1 a° 0 0
ECorrlge — Jgg. 0 azc O .t=o
0 0 of

Avec o fa,a) =1

%alcz—%(a2°2+a3°2):a —galz——;)(a22+a32)
%azcz—é(al°2+a3°2):a —gazz——i’(alanagz)
%a;z __;(azcz +a1C2) —a §a32——:];(a22+a12)

C

Si af, a,°, a° vérifient ces équations, la valeur correspondanteEGE™ permet de

vérifier rigoureusement le critere de plasticité.
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Les trois derniéres équations sont liées.

Ce systéme se réécrit :

a®” =a” + a(Ocl2 - a32)
a,” =a” + a(a22 - a32)
(a3°2 + a(ocl2 - a32))(a3°2 + a(a22 - a32))a J2=1

La derniére équation est un polyndme du troisitme degréx&n dont on démontre

facilement qu’il n’a qu’une seule racine positive si &, est la plus petite des valeurs propres de

lrm|

La démarche incrémentale consiste alors & calcBIgK, t, + dt)= E( X t)+ H X §) d
puis a le corriger suivant la procédure ci-dessus lorsque le critére est violé.

Il est souvent non nécessadréntroduire cette correction.

3.5.lllustration dans le cas de transformations homogess

Pour illustrer 1lalgorithme ci-dessus, nous allons étudier deux exemples tres simples
d’histoires de transformation homogéne sur un matériau de type acier, avec un module de

cisaillemenfu, =80.8*10 ( P4, un module d’incompressibilité k, =175*1F Pe, (ce qui
implique un coefficient de Poisson de @f3un module d’Young E=210*1C P¢), une
limite initiale de plasticité o,=5*10° P& et un écrouissage isotrope donné par
K( Pm) = 00 (1+ @ (€XP( Por)— )) avec @ =0.01. (Ce choix est prochd’un écrouissage

isotrope linéaire mais permet de simplifier certaines expressions comme nous le verrons par la
suite).

Dans le premier exemple que nous nommerons abusivement « traction », le gradient de
transformation est choisi diagonal et il n’y a pas de rotation de la matiére.

(La simulation d’une vraie expérience de traction simple avec le méme matériau est donnée
au chapitre 5).

Dans le second exemple que nous nommerons « cisaillement », nous choisissons une
évolution du gradient de la transformation faisant intervenir une rotation de la matiére.

3.5.1.Exemple en « traction »

Considérons un repére orthonorr(gé,_ez,_es) et supposons que la « traction » est effectuée

suivant, .

Le gradient de la transformation est diagonal dans la base choisie et les composantes 22 et 33
sont identiques par raison de symétrie dans la base choisie.

114



1+ ot 0 0
F=| 0 1l+at 0 |aveca,=0.15"a,=-0.03"
0 0 I+ayt

Notons que le temps qui intervientdzissus, n’est pas forcément le temps physique. Il s’agit
d’un temps chronologique dont la seule fonction est de classer les événements dans leur ordre
d’apparition. L’unité de temps, notées, est cette unité de temps chronologique et ne
correspond pas forcémenta valeur d’une seconde.

La valeur deca, =—0.03 est choisie pour avoier, =-0.3x, de fagon a étre effectivement en

traction simple pendant la phase de comportement élastigue §,,=0)

A linstant initial F(0)=E(0)=P(0)=1, p,,=0.

Il est alors facile de montrer que les tenseltrset P restent diagonaux dans la base
(@1@2@3) (pas de rotation de la matiere), et les composantes 22 et 33 restent identiques.

Par ailleurs comrmket@)=1, on peut les exprimer sous la forme suivante :

EE 0 0 p 0 0
E=|0 E, 0|,P=|0 p2 O
- - -1
0 0 E o 0 o
P o o
Y . _
Remarquons quéP ™ =| 0 —%% 0 |.Ainsip,,, = %gp:g”=£,etpcumzln(p),
T . p
0 _1p
L 2p,

(p=1lorsqu’il n’y a pas de déformations plastiques, p,,,est alors égale dg.0
Ainsi,
K( Poum) = G0 (1+ a ( eXp( Poyr) — ZI)) =o,( Ha(p-2), K'( Poum) = 06 €XP( Peur) = T2 B

Nous pouvons exprimed , E et «//d

—Rel

en fonction de etp.

J=det(F)=(1ayt)( B at)’

E 0 O (I+et)/p 0 0
E=|0 E O|=FP's| 0 (Lrat)p 0
0 0 E 0 0 (+at)p
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Im
SN—

% 0O O

_ BoT@rat)/p'~(1rat) p] 0 = 0
(L+at)? (L+ at)? 3

1

0O O -3

En reportant tout ceci dans 1’équation (3.26) du résumé précédent :

4, -1 *g 1 d t L
<[—k (Pum) E1+23 ,uo(=F7 ye E)} F

. 9 =Rd = => 2
Pom = - H(V/“ iy ——kz(pcum)J

2y () K( P+ 220 (0 0 'g e
3 ( pcum) ( pcum) k( pcum) (= l//=ReI Z Re =

Nous établissons une équation différentielle du premier ordre de la |t01frrfe§ p, t), avec la

condition initiale p(0) =1 dont la solution numérique est facile.

La connaissance dp(t) permet de déterminer toutes les autres grandeurs.
Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus avec un algorithme explicite tres simple,
sans la correction suggérée a la fin du résumé précédent.
Nous commencgons par présenter, dans la Figure 3-2, la courbe donnant la « fonction de
charge» %(V/—dRel :y/_de—gzkz(pwm)jen fonction du temps. Cette fonction doit étre

2\ =re =

négative, tant que 1’évolution est élastique et doit s’annuler lorsque I’évolution est plastique.

On constate que compte tenu du fait que 1’algorithme utilisé ne projette pas la contrainte sur la
frontiére du critere de plasticité, celui-ci est Iégerement violé (fonction de charge pas tout a
fait nulle apres la premiere phase de comportement €lastique), ainsi qu’il était attendu.
L’erreur est cependant suffisamment faible pour que 1’on puisse considérer que la
modification deE suggérée plus haut pour corriger cette erreur est une sophistication un peu

inutile ici.
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Fonction de charge

-0.7
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

t(s)
Figure 3-2 : Courbe donnant la fonction de charge en fonction du tergasAt =103s

Présentons maintenant, dans la Figure 3-3, la courbe donnant la contrainte de draetion

fonction de la déformation Iogarithmiqln‘e( Fll). On constate que, comme annoncé, la forme

retenueour définir I’écrouissage isotrope s’éloigne peu d’un écrouissage linéaire.

18

16

14

12

10

sigmall (Pa)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

log(F11) X 10-3

Figure 3-3 : Courbe donnant la contraintg, avecAt =10"°s

Montrons pour finir, dans la Figure 3-4, la courbe donnapt en fonction de,,. On
constate, comme attendu, qug, =0 pendant toute la phase de comportement élastique car

nous avons choisi, =—0.3x, avec le coefficient de Poisson du matériau égal a 0.3.
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18

16

14
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10

sigmall (Pa)

-2 0 2 4 6 8 10 12

sigma22 (Pa) x 10°

Figure 3-4 : Courbe donnant la contraintg, en fonction des,, avecAt =10"°s

Cette situation cesse dés que le comportement devient plastique et comme la partie plastique
de la transformation conserve le volume, il est nécessaire de «tirer sur le matériau

(0'22 >0) pour limiter a 0.3 la contraction latérale. Notre simulation n’est donc pas celle

d’une traction simple aussitot que la phase de comportement plastique commence. (Voir le

chapitre Spour une vraie modélisation de I’essai de traction simple avec 0,, =0 dans toutes

les phases de comportement).

L’information principale a tirer de ce petit exemple est que 1’on obtient, avec 1’algorithme

simple proposé des résultats satisfaisants avec un incrément de déformation a chaque pas de
I’ordre de oAt =10"*. On peut aussi avoir des pas sensiblement plus grands si on accepte une

précision inférieure a celle qu’exhibent ces résultats.
3.5.2.Exemple en cisaillement

Dans I’exemple ci-dessus, il n’y avait pas de rotation de la matieére. Etudions maintenant un
autre exemple simple, dans lequel celle-ci joue un réle important.

Considérons une transformation dont le gradient unifokieeprime dans le repére
orthonormé(g,§2,§3) avec les composantes suivantes :

1 2t O
E(X,Y,Z,t): O 1+pBt O (Pour les applications numérigues nous prenons
O 0 1

y=0.15" f=-0.05")

Il s’agit en quelque sorte d’un « glissement » parallélement au F(Igmgz), accompagneé

d’une contraction suivante,. Nous sommes en déformations planes suieant
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A Pinstant initial F(0)=E(0)=P(0)=1, Pyn=0.

Ell E12 0 pll p12 0
ParlasuitetE=| E, E, O P=lp, p, O avecdet((P): 1
0 0 E33 O O p33

Il est inutile de développer ici les calculs élémentaires. Le seul point notable est que la seule
composante non nulle du taux de rotatiorfdgst

Nous avons utilisé le méme algorithme explicite simple que dans 1I’exemple précédent.

La premiére courbe présentée ci-dessous (Figure 3-5) est celle donnant la « fonction de
charge» z//=“'ReI :1//=de —%kz( P.m) €n fonction du temps. Nous constatons que dés, le début

de la phase plastique, notre approximation donne une fonction de charge trés proche de zéro,
sans que nous ayons eu besoin de coriig@our que le critere soit veérifié.

0.1

0
]
-0.2
-0.3 /
|
-0.5
-0.6 /

-0.7

Fonction de charge

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Figure 3-5 : Courbe donnant la fonction de charge en fonction du texgasAt =107°s

La deuxieme courbe (Figure 3-6) donne le taux de rotation de la m&ligren fonction du
temps.

On constate que cell8-tourne dans le sens des aiguilles d’une montre (Q3 <O), ce qui est

attendu avec la transformation proposée pour la matiére. On constate aussi que cette rotation
«s’accélére » |égerement.
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Figure 3-6 : Courbe donnant le taux de rotatignen fonction du temps aveg =10°s

La troisieme courbe (Figure 3-7) présente la composaptelu tenseur de contrainte.

On constate que malgré 1’écrouissage cette composante est stabilisée des le début de la
plastification.

sigmal2 (Pa)

1/
i

0 0.01 0.02 003 004 0.05 0.6 0.07 008 009 0.1
t(s)

Figure 3-7 : Courbe donnant la contraintg;, en fonction du temps avext =10°s

Nous pouvons aussi présenter d’autres composantes du champ de contrainte. Limitons nous a
présenter ici (Figure 3-8) la composamig fortement négative en raison de 1’écrasement de
la matiere liée a la transformation choisie.
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sigmall (Pa)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Figure 3-8 : Courbe donnant la contraintg, en fonction du temps avext =10°s

3.6.Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un comportement élastoplastique en grande
transformation bien adapté pour une écriture des champs dans la configuration de référence.
Cela peut étre utile pour une simulation du processus de laminage car la configuration de
référence a une géométrie trés simple. Nous avons en particulier montré que 1’ensemble des
champs lors d’une évolution peut étre déterminé assez simplement a 1’aide du seul champ

F(X.,t). Cette approche privilégie donc la transformatidr(X,t) comme inconnue

principale du probléeme.

Nous avons donc, I'idée d’étudier des familles de transformation pour déterminer la
transformation la plus proche de 1’évolution réelle dans cette famille. Les outils dans ce

chapitre sont insuffisants pour cela puisque nous nous y sommes intéressés a la solution
exacte en vitesse.

Pour pouvoir parler de solution approchée, il serait utile d’avoir une formulation du probléme
d’¢lastoplasticité avec un principe de minimum. La transformation réalisant le minimum dans

une sous famille de transformation cinématiquement admissibles peut étre une approximation
de la transformation réelle. C’est ce que nous nous tenterons de faire au chapitre 5. Mais
auparavant au chapitre 4, nous proposons une autre formulation du probléme permettant de
déterminer une solution qui vérifi@r_construction le critére de plasticité a chaque instant.
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Chapitre 4: Formulation du probléme de I’évolution élasto-
plastique verifiant par construction le critere a chaque instant

Dans le premier paragraphe, nous allons proposer une nouvelle écriture de la transformation
¢lastique dans la zone en cours d’évolution plastique. Cette écriture fait intervenir un champ

d’angle 9 et le champ de la déformation plastique cumugge.
Remarque La notation de I’angle 6 dans les chapitres 4, 5 et 6 n’est pas [’angle d’attaque
6 que nous avons utilisé dans le chapitre 2.

Dans le deuxiéme paragrapheys allons établir les équations d’évolution de ces 2 champs si
I’évolution de la transformation est connue

Dans le troisieme paragraphe, nous allons illustrer cette démarche sur un essai non trivial dit
essai de compression plane ou Chanel Die. C’est 1’essai a déformation uniforme qui se
rapproche le plus du processus de laminage.

4.1.Nouvelle écriture de la transformation élastique dans la zone en cours
d’évolution plastique

Rappelons la factorisation die(ﬁ,t)

Wl

F =JEP avecJ =det(F), E symétriquedet(E) = de(P)= -

)

lm

2 tr( E.
Nous avons introduit au chapitre 8,= J 3 {‘E,_E_ ( ;

_|] la partie déviatorique deE.E

lirmi

NotonsT =

lirm!

:TI+D).

La partie déviatorique de la contrainte plastique s’écrit ¢ = 1, D et le critére de plasticité
——Rel -

2kz(pcum) . < e s,
—5—220 en tous les points ou la plasticité évolue

Ho

I}

peut donc se réécrirf2:

(Equation (3.28)).
Le tenseurE, symétrique peut étre diagonalisé dans une base orthonormée,ditesfrad

existe un tenseur orthogon@ et trois valeur:{al,az,a:g) lao.p,=1tels que

. |l 0 0
E=J0/0 a, 0.0
0 0 a
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Nous pouvons alors écrire :

2 1 |
§a12 —§(a22+a32) 0 0
2 1
D=0. 0 50522 —§(a12+a32) 0 ‘o
2 2 2 2
0 0 50(3 ——(a2 +a, )J
p 0 0
Que nous réécrivon®=0./ 0 B, 0.0
0 0 g
. 2 k2( pcum) . . )
Commetr (Q) =0etD:D-= -— =0 dans la zone plastique, nous avons les relations :
o o Ho
B+ P+ ;=0

k? 4.1
g =2 2 “

0

Dans cette situation, si lef sont rangés dans I’ordre décroissant, il existe un paramétre

ZAS {O,z} tel que :
3

2 k( Poum)
=———"coq 60
e
2 K( Pum) { 277}
=———"cog O -—
B 3 3 (4.2)
k
Bs= Z_( pc”m) 00{6’+£j
3 3
Nous noterons ces fonction (6, P, )
,81(19, pcum)+T 0 0
Comme EE=TI+D=0. 0 By (0, Rum)+ T 0 o
0 0 ﬂs(eipcum)_l_-r
t—— . .
et det( EE) =1, T vérifie ’équation :
f(T)=(B+T)(B,+T)(B:+T)=1 (4.3)

Or, a partir de 1’équation (4.2), on peut calculer trois termes suivants :
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B+ B+ 5;=0
(ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3)2_(1812+1822+1832) __Ekz( pcum)

BB+ B+ b= 2 - 3 2 (4.4)
Ho
1( 2K(Pam) |’

BB:Ps= Z[g%] COS( 39)

Donc, on peut réécrire le trinbme en T :
1 k cum i 1 k cum, ’
F(T)=(A+T)(By+ T) (St T)-1= 1‘3—37(5)@} +2[—M} cof 8)- . (4.5)
Ho 3 M
K
f (T) est un polyndme de degré 3 dont la dérivée adn%etM comme racine.
Ho

Or, (S, +T) est une valeur propre EEE donc(B;+T)>0.

k k
C(:)I'T']I’Tleﬂ3 _—%(L”m)1 T> 1— ( pcum) .

Hy 3 Ky

LRI

k
PourT > EM f (T) est croissante ét[——
Ho 3 K

k
Le polynéme f (T) n’admet donc qu’une racine pourT > %M :
Ho

La valeur deT est donc la plus grande racine ﬂéT). Elle est donnée analytiquement par
les formules de Cardan.

Nous la noteron (6, p,,) -

Ainsi dans la zonen cours d’évolution plastique il existe, en chaque point, un tenseur

orthogonalQ, une valeur dé e {O%} et une valeur dg,,, tels que

(ﬂl(e’ pcum)+T(9’ pcum))E o o
E = ;Q 0 (ﬂz(e’ Qum)+ T(H’ Qum))% 0 t=c
O O (ﬂ3(9, pcum)+T(9! pcum))5
Avec
J =det(F)
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,Uo
k
ﬁ (0 pcum) 2 (p0um) CO{@—E)
3 i 3
2 K( Peum 2
P50, Poy) = 5%“’{9 + gj

et T(6, p,m) la plus grande des racines de :

3
-I-3 BT( k( pcum)j +2(1‘ k( pcum)J COS( @)_ | (4.6)
3 U 3
Comme (pcum) est petit, cette racine est proche de 1 et vaut au troisiéme ordre en
Ho
lk( pcum)
3 U
T 1 ( (pcum)] 1_ ( ( pcum)] Oi @)
3 U 33
Donc, T ~1 au premier ordre epr 1 K(Pun) :
Ho

Pour ces valeurs dg la contrainte plastique est sur la frontiere du domaine de plagpite,

construction.

1

Dans la suite nous noteroms(6, Py, ) = (/8 (6, Paum) + T(0: Peun))?
(71(9' pcum)yZ(H' pcum)73(€’ pCU”) = 1)
1K( Poum)

Ho

Au premier ordre er+ ona:

k pcum
7/1(01 pcum) = 3 (ﬂ ) Coie)
0

k
72 (6, P ) = 1+ %M co{& — %)

Ho

k
73(0, Pum) =1+ %M co{e + %j

Ho
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4.2.Détermination des grandeursé et p,, Si la transformation est connue

Nous supposons donc ici que la transforma@(@ ,t) dans le voisinage d’une particule X

en cours d’évolution plastique est connue.

Le gradient de la transformatiér{ X, t), ainsi queF (X,t) et J(X,t) = det(ﬁ(l( t)) sont

donc, aussi connus.

Nous savons alors qu’il existe en chaque poinX un tenseur orthogondD, une valeur de

0 e {0%} une valeur dgd,,,, et un tenseuP tels que :

N (01 pcum
0

0

1
J§

F

e}

)

0 0
7/2(0’ pcum) 0 tQ=FJ (47)
O yB(e’pcum)

Nous souhaitons détermin€r, 6, p,,, et P.

Pour cela donnons une expressionkle ™ en utilisant une décomposition daP™ en sa

partie antisymétriqu&2® et sa partie symétriqug’

7/1(0! pcum) 0 0
71(9’ pcum)
ert-2di 60700 0 72(0. Pon) 0 ‘0
== 3‘]= == - 7/2(9’pcum) =
o 0 7/3 (0' pcum)
L 7/3 (9’ pcum)_
_}/l (0’ pcum) 0 0 7171 (6’ pcum) 0 0
+2' 0 72 (61 pcum) o t(=)=o O 7/2_1(0 ’ Qum) o t'(=)
L 0 0 73(9’pcum)_ O 0 7/3_1(0 ’pcum)
_71(0’ pcum) 0 O | 7/1_1(0’pcum) O O
O 0 7,(0,Pum) 0 |/0Q°0 0 72 (6 Rum) o |'C
0 0 V3 (H’pcum)_ 0 0 }/371(9 ’pcum)
_}/1 (9’ pcum) o O | 7171 (0 ! pcum) o O
+2' 0 72 (9’ pcum) 0 'tggpg 0 72_1(0 ’ Qum) 0 t_c=)
L O 0 73(0’pcum)_ O O 7/3_1(8 ’pcum)

Ainsi F.F™* comprend 6 termes dans 1’expression ci-dessus.

., . \d
Nous allons nous mteresser(E.F 1)
== sym

verrons plus loin pourquoi.

év, la partie symétrique déviatorique cL'egl. Nous
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Le premier est un tenseur isotrope. Le second est un tenseur antisymétrique. Comme
7 (6’, pcum) ~1, les quatrieme et cinquiéme termes sont approximativement antisymétriques
au premier ordre.

dév

Seuls les troisiéme et sixieme termest donc participer a I’expression de (E.E‘l)

sym
La loi d’écoulement plastique s’écrit :
161 (H' pcum) 0 0

pcum k(luo )Q O 182(‘9’ Qum) O 't=C (48)
pcum 0 0 ﬂg (H, pcum)

Ho
k ( pcum)

p:

pcum

[foX
N w
lo
N w

k
Ce qui se réécrit en tenant compte du fait g, p.,,) = ZMcos(&)

3
cos(0) 0 0
d’=p,,0f O co{@—z—ﬂj 0 0 (4.9)
0 0 co{9+2—”J
- 3 -
7. (0, 75 (0, Peum)  73(0, Py
Notonsqueyl( pcum)+7/2( pcu)+73( p n):O
7/1(9’ pcum) 7/2 (9’ pcum) 7/3(9' pcun)
Ainsi la partie symétrique déviatorique geF ! §’écrit au premier ordre :
_71 ; ]
2+ P,mc00) 0 0
71
(EEY) =0, 0 T2y p co{@—z—ﬂj 0 0 (4.10)
== Jom = 2 3 =
0 0 AN co{0+2—”j
L V3 3 |

. . . . _q\dév . .
La diagonalisation C(EE F 1) va nous donner I’information que nous recherchons.

sym
Tout d’abord, elle permet de déterminer le tenseur orthogonal O.

dév
permettent d’établir deux €quations linéaires portant
sym

Ensuite les valeurs propres (B.F )

sur @ et p,,, conduisant & une expression analytiqueddet p,,, en fonction ded, p,,, et

. 1 dév
des valeurs propres c(g.g )

sym '
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Il est ainsi possible de faire une intégration semi analytique pour détemnétegp,,,.

Ceci détermine :

(A0, Pun) +T(0. P 0 0
E=3'0 0 (5,00, )+ T(0, R 0
0 0 (B(0.Pn) + T(0, Pu))?
doncP= El.=F .

Etablissons les équations analytiques que doivent végifirp,,.

. dév
Notons 4, 4,, 4, les trois valeurs propres (ég.gl)

sym

Seules deux équations sont indépendanteé)r;atrﬂu2 + A= O)

A= n + PoumCOS(0)

1
A, = T2y Peum cos(@ —2—7[]
, 3

1

Rappelons que’i (9’ pcum) = (ﬂ| (0, pcum)+ T(@, pcum))i’ donC:

7 _1B.(0. Poum) + T(6, Peur)

yi Zﬁi(eipcum)+T(01 pcum)

Oou:

L’équation

t

I~

(4.11)

(4.12)

(4.13)

permet de déterminer :
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4.3.Application de la nouvelle écriture dans le cas de compression plane
Channel Die

La compression plane Channel Die ressemble beaumoppocessus de laminage. Pour les
deux processusn compresse le matériau dans une direction et on le laisse s’écouler dans une

autre direction. Donc, dans ce paragraphe, nous étudions le test Channel Die dans une
évolution élastoplastique (avec écrouissage) avec la nouvelle écriture du champ de
transformation.

Généralement le modele de comportement adopté pour étudier ce probleme est un modéle
rigide plastique. Or le poinke plus intéressant dans cet exercice est 1’élargissement de
I’éprouvette apreés relachement de la contrainte. C’est en effet une manicre simplifiée

d’étudier la variation de largeur d’une bande en sortie de la cage de laminage. Pour cette

étude, il est n&ssaire de tenir compte de 1’élasticité dans le modéle élastoplastique. C’est ce

gue nous allons faire ici pour améliorer les approches habituelles.

4.3.1. Description du test Channel Die

Figure 4-1: Test Channel Die

Considérons un repére orthonornfé ,e,,e,) et supposons que la « compression » est
effectuée suivane, sur une plaque rigide (en noir) dessus de 1’échantillon. La direction
suivante, est libre et la direction suivamt est fixée par deux cloisons rigides. Les contacts

entre 1’échantillon et les cloisons, sont des contacts sans frottement. Donc, dans ce cas, nous
pouvons exprimer le champ de transformation sous la forme :

F(t) 0 O
F=| 0 1 0
0 0 FKt)

Avec F;(t) connu dans la directi@. De plus, le champ de contraimiet s’écrire :

O 0 O
c=|0 o, O
0 0 o
L’objectif de cette étude est de tracer les contraintes en fonction de
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Ou encore :

2E? +(—E32) = J‘g - 3% J(I-9 (4.18)

1 o 2
De plus, E,E, = J® ou encore2E?(-E;?) =—-2J°
Donc, 2E?,—E,? sont les deux solutions de 1’équation trinomiale dont on connait la somme et

le produit :

yz—(Ji—sﬁ J(J—l)J y—25§= 0 (4.19)
Ho

Comme 2E? positif et —E,*> négatif, on peut déduire facilement ces valeurs et ensuite les

valeurs dé,, E, comme ci-dessous :

2 2 2 2
E:l J 3—35J(J—1)+ (J s_3% X J—])] +8F
2 Hy Hy
(4.20)
2 K 22 2 k,
(J 3—3J(J—1)j +83-J3+3% ¥ 1)
E3 _ ILlO /LlO
2
A P’aide E (J), E;(J), nous pouvons aussi exprimer les autres paramétres en fonction de
Par exemple :
2k S )
J3-303(J-1)| +8F-J3-32 )}
}_ 7} /Llo ILIO
F,=J%E,=J3
2
2 1-, 1-
—fol __f _CEP_CE2|+k(J-1
727 [3E12E32 3 3E3J k(3-1) (4.21)
2 = 1 1=
tr(‘EE)
d _ t = —_ ==
| BB
Donc,on peut tracer en fonction die( F,) aI’aide de ces expressions paramétrées par

décroissant a partir de 1, pendant cette phase élastique.
4.3.3.La fin de la premiere phase élastique

Le tenseur de contraintg®  est un tenseur fonction de . On appellg la premiére

=R

valeur deJ qui permet de vériér le critére d’élasticité
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d . d 2
: -—o0, =0
—Rel ——Ré¢ 3

<

Pour J décroissant a partir d& , on entre dans la phase plastique.

4.3.4.Dans la phase plastique

Dans cette phase, nous avons toujours le tenseur de transformation totale et le tenseur de
contrainte sous forme

F(t) 0 0 00 0
F=l 0 1 0 |,g=|0 o, O
0 0 Rt 0 0 o

IS}

Notons le tenseur de transformation élastique et le tenseur de transformation plastique comme
ci-dessous

Comme dans le chapitre précédant, avec la nouvelle écriture du champ de transformation, on

peut exprimer le tensel en fonction deJ, g, p,,,, avec0< 4 s%

7000 O 0
E:‘]s 0 72(6’ p;um) 0
O 0 73(9’pcum)

k
01 71(0,pu) =12 <) o)

Ho
k
72(6, Poum) = 1+ LK(Pan) 00{9 _2)
3 4 3
k
73(0, Poum) = 1+ }M co'{e + zj
3 4 3

Donc, on réécrit explicitement :

1

E, (0, Py I) = F {ul—k( Pl) 005(9)}

3 i

3l 1k Peum 2r |

E2(91 Peums J) =J _1+§% CO{@-EJ_ (422)
L 1K( P) { 27rj

0, J)= B 1+ =—— 0+—
E; (0, P J) T s
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De plus, a partir de la relatioh = EP, on déduitp, :Ei' P, :%, prenons le logarithme
2
et ensuite dérivons, on a:

p_B b R E

rp & P Kk E

En remplagant I’expression de E dans le comportement Néo-Hookien

o ﬂgﬁg{%( J—l)—&—tr (E'E)J |

. N
On obtient :
7/12 (0’ pcum) O 0
g:/vlo*T1 0 722(9’ pcum) 0
0 0 7:2(6, Peum) (4.23)

+|:k0(‘]_1)_:_]3-:uo‘]_1(712(9’ Rum)+72° (64 Pum) +75°(6 pcurJ)}J
Commeo,, =0, on peut déduire :
13720, P+ 13- =316 T (72(0, Rn) +72(0. Rur) +7£(01 Ru)= O
Ou encore :
N —1&(%2(9, Ram) *+ 75° (6 Pru) = 2/2°(0, Poun)) (4.24)

La variation de volumel est une valeur positive et proche de 1, dahgeut étre exprimé
en fonction deg, p,,, :

4
1+ \/1+3/L|:§(722 (0’ pcum)+732(0 1 pcum)_ 21/12(0 ’pcun))
J (6, Poum) = > (4.25)
Avec cette expression, nous pouvons calculer la dérivée de la variation de vlugne
fonction de temps

j _ a‘] (0’ pcum) 9’+ a‘](01 pcum) P

00 op, Peum

cum

07, 075 oy
2 4 7_2 /3
[72 20 V3 00 7186’

ou: D0 Pum) 24

00 3 4
ko \/1+3ltkl§(7/22(0’ pcum)+7/32(0’ pcum)_ 2712(0 ! pcurr))
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872 0Y4 o
-2
03 (0. Pum) _ 2 1y (y 2 0P 0P,

A \/1+3k0(72 (. Paum) +75°(0. Paa) = 271°(0. P

A I"aide des expressions ci-dessus, on peut réécrité | Ps en fonction de( &, Poum)
, P

B, __E__1(0E, 0B, 0F
p, Pen) =g = Ez( "0 o, p“"“j

B0, - 0 5000 )
P, F, & F El31° 00  op,
De plus, comme dans le paragraphe précédent (équation (4.8)), le taux de déformation

plastique s’écrit :

cos(8) 0 0
d’=p,.| O {9—2—”j 0
= 3
0 0 {6’+2—”j
Ou encore
0 ; _ -
= 0 O
P, cos(0) 0 0
o 2 ol=p.| o0 co{@—zlj 0
P, 3
[oX 2
0O 0 = 0 0 0+—
L Ps 3]

Avec ces deux expressions ee.% &, on en déduit les équations:

E2 .

P, P

1(o o
.
E,| 8J

R_1

(6E
3

F, E

2]

00
ok, 0

0

um

0J

Ou encore :

00

um

6E2 pcumj = pcumco{e_zj
o} 3
OF, . 2n
= cos 0+—
+ apc pcum] Peum S( + 3 )
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pufcof -2 ) LI B, L OB, 108, 082D,
3) E,8Jop, Eop,,) E\00 o300

o co{e+2_ﬂj+i8_%ﬂ+_la_% +_1(6_E3+6_E@j9: F
E, dJ op,, Epum E\o0 0J06 B

3
Enfin, on peut exprimer les parameétrps,.et  en fonction dg p,,,,0) :

pcum( pcum' 0)

>
|

-1
| _i[@+@a_~1)(co{ z}_l@a_u_l aEzj
F, 1(6E2 6E283j E;\ 00 0J 00 3) B 3JORm BORM

00 8 90
+i(aE2+aE26Jj Co{mzﬂ}r 10E, ) , 1 0E
E,\ 060 08J o6 3) EoJop, EOR, (4.26)

“RE
O Peums9)
| A(@+@6_Jj[co{g_zj+_1@ a3 1 aEzj
=5(co{9_2_”j+i@ 83 +_16E2] E;\ o0 03 00 3) EdJ0Rm EdRm

Fs 3) B, 0J 0Rum B ORum _i(@+@0_3j CO{H_g}_l@ o) , 10§
E,\ 00 0 00 3) E 0J0Rm 5 Oy

En résumé dans la phase plastique, on commence avec
Pam(t=1")=0
23 [2 1 1
0 t=te| =aco Jel 32 Mo < el__ el__j
R CRRSIE L
Les formules p,.( pcumH),é( P.mf) ci-dessus nous permettent de détermiper,0 en

fonction du temps.
Donc, on peut calculer tous les autres parameétres grgg @ en utilisant les formules

J(0, Pum)+ E (3.0, pyn) . @ (0, Poym) Ci-dessus (équation (4.20), (4.21) et (4)23)

4.3.5.Application numérique

Pour I’application numérique, on utilise Matlab avec les données ci-dessous

F(t) 0 O
F=| 0 1 0 |avec FR(t)=1+a,*t, a,=-0.01
0 0 Ft)

o, =600 MPa, k= 175000 MPa&,= 80769 V

K( Poar) = (14 (€1, K( Ry) =0t &7 , @=0.1
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Les résultats numériques nous donndftt=0.998324¢ et —log(F;")=0.0012%. On voit

bien que la composantg, =0 dans Figure 4-2

x 10 Channel Die Compression plane
: |
4 \‘w
: HH
| |
1 1
2
| |
Gl
=3
Jo
© I
5 1
2, |
L LA
3
-4
5
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-log(F3)

Figure 4-2: La composante de contraintg,

La composantes,, (Figure 4-3) est «linéaire » dans la phase élastique et « parabolique »
dans la phase plastique, elle a tendance a se stabiliser vers la valeur 350 MPa.

Channel Die Compression plane
0

-50 \
-100 \
150

-200 \\
-250

-300

sigma22 (MPa)

i
-350
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-log(F3)

Figure 4-3: La composante de contraints,,

ldentiquement, la composanie,, (Figure 4-4) est «linéaire » dans la phase élastique et
« parabolique » dans la phase plastique, elle a tendance a se stabiliser vers la valeur 700 MPa.
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Channel Die Compression plane

-100

-200 \
-300 \
-400 \
-500 \
-600 \

-700

sigma33 (MPa)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-log(F3)

Figure 4-4: La composante de contrainte,,

On dessine aussi les autres grandeurs coﬂogl(dzl) (Figure 4-5) et la variation de volume
J (Figure 4-6) en fonction delog(F,)

Channel Die Compression plane
0.012

0.01

0.008

0.006

log(F1)

0.004

0.002

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-log(F3)

Figure 4-5: Logarithme deF,
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Channel Die Compression plane

1.0005

0.9995

0.999

Variation de volume

0.9985

\

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-log(F3)

0.998
0

Figure 4-6: La variation de volume

Nous allons présenter maintenant la composantki tenseulP dans la Figure 4-7

Channel Die Compression plane

ﬁ

1.0007
1.0006

1.0005 /
1.0004 /
1.0003

1.0002 /
1.0001 //

1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
-log(F3)

p2

Figure 4-7: La composante,

Cette grandeur est la plus intéressante pour la simulation extrémement simplifice d
processus de laminage a 1’aide de cet essai uniforme car elle donne 1’¢longation dans la

direction 2 de I’éprouvette une fois que les contraintes ont été relaxées. Cela correspond a la

partie retour élastique faisant varier la largeur de la bande dans le processus de laminage.
L’exercice ci-dessus permet donc une détermination quasi analytique de cette approximation.
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4.3.6.Résultat avec Abaqus :

Afin de vérifier les résultats numériques déterminés avec Matlab dans la partie précédente, on
utilise Abaqus pour modéliser le test de Channel Die et dessiner les courbes de contrainte en

fonction de—log(F;)

Avec Abaqus, on utilise un échantillon qui a une hauteur de 50 unités et une largeur de 10
unités (I’unité est bien sir quelconque) dans le cas de déformation plane. Deux plaques
rigides sontppliquées sans frottement aux deux extrémités de 1’échantillon. Enfin, on fixe la

plague en bas, et on appliqgue un champ de vitesse v=0.01 unité/s sur la plaque en haut (voir la
Figure 4-8)

Figure 4-8: Modéle Abaqus
Avec ce modele, on retrouve des courbes de contraintes en fonctidog(é~;)
o
50 T
100 |
-150 A

-200 -

sigma22 (MPa)

-250 A

-300 -

-350 7

T T T T T |
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014
-log(F3)

Figure 4-9: La composante de contraints,,
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*******************************************

Méthode analytique |

sigma33 (MPa)

________________________________________________

-800
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014
-log(F3)

Figure 4-10: La composante de contraintg,

Nous constatons que la nouvelle écriture du champ de transformation donne les résultats
exactement identiqgues a ceux obtenus par Abaqus. Donc, dans le cas de compression plane
Channel Die, nous pouvons obtenir une solution quasi analytique avec la nouvelle écriture du
champ de transformation.

4.4.Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formulé une autre approche diénprode 1’é¢tude de
I’évolution élastoplastique d’une structure a I’aide de champs auxiliaires qui permettent de
reconstruire des champs physiques dont les contraintes vérifient par construction le critere de
plasticité. L’application de cette approche a ’essai de compression plane qui est proche d’un
processus de laminage peut nous encourager a chercher des fonctions approchées pour un
processus de laminage.

Cependant en conclusion du chapitre précédent, nous avons ressenti le besoin de tenter
d’écrire un principe de minimum qui permet une détermination plus commode de solutions
approchée C’est ce que nous allons entreprendre au chapitre suivant.
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Chapitre 5: Un principe de minimum pour I’élasto-plasticité

Dansce chapitre nous proposons une approche alterndtiié&lastoplasticité basée sur un
principe de minimisation de la somme de 1’énergie élastique et de 1’énergie dissipée, c'est-a-
dire un_modele a dissipation simple (Ehrlacher et Fedelich, 1988, 1989, 1997).

Pour commencer, nous donnons dans le premier paragrapbkitian du probleme de la
traction simple monotone avec une approche classique

Dans le deuxiéeme paragraphe, nous donnossligion du probleme de la traction simple
monotone en postulant un principe de minimum sur &’énergie totale », somme de
I’énergie élastique et de 1’énergie dissipée. Avec cette deuxieme approche, nous retrouvons,
de maniére directe et trés économe en calculs, la solution obtenue avec I’approche classique.

Bien évidemment, ¢& approche par minimisation d’une fonctionnelle ne peut pas étre
généralisée a tous types de chargement, mais nous définissons une classe particuliére
d’évolutions élastoplastiques, que nous appellerons les €volutions simples radiales, pour
lesquelles il est possible de démontrer I’équivalence entre les équations classiques de
comportement et d’équilibre et celles obtenues a 1’aide d’un principe de minimum sur
«I’énergie totale » pour les évolutions « simples radiales xque nous formulerons plus
completement dans le troisieme paragraphe.

Dans le quatrieme paragraphe, pour illustrer la démarche de minimum, nous allons mpplique
ce principe de minimum au premier exemple simple du chapitre 3.

5.1.Solution du probleme de la traction simple monotone avec une
approche classique

Nous allons dans ce paragraphe présenter 1’analyse exacte d’un essai en traction simple. La
différence principale par rapport aux exemples du chapitre 3 tient au fait que, dans une
expérience de traction simple I’histoire de la transformation n’est pas imposée, mais
seulement 1’¢longation principale dans la direction de traction. En revanche le vecteur
contrainteest imposé nul sur les faces latérales de I’éprouvette.

Considérons un repére orthonorr(g,gz,§3) et supposons que la traction est effectuée
suivante,.

Le gradient de la transformation est alors diagonal dans la base choisie et les composantes 22
et 33 sont identiques par raison de symeétrie.

FF 0 0
F=|0 F, 0
0 0 F,

Les tenseurE et P seront eux aussi diagonaux dans la méme base.
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Par ailleurs comm(daet@)zl, on peut les exprimer sous la forme suivante :

EE 0 O p 0 0
E=|0 E, 0|,P=|0 p2 O
o - -1
0 0 E 0 0 p?
P9 0
p .
Remarquons quep'—| g _1P o |. Ainsip,. =L, etp,.=In(p)
== 2p P
0 _1p
L 2p]

(p=1lorsqu’il n’y a pas de déformations plastiques).

-1

Avec F=EP onaF, =Ep etF,=E,p?
Par ailleurs) = det(F )= F,F,” = E,E,’ (p:& :@)_

-1

2
e o o
E, 2
2 N a2 = [E )
-l o E )3 0 dont le déterminant est égal & 1. Nous noteps | —
=" E2 E2
;1
oo [g]
EZ

4
De plusl, =tr (t EE): (EE]S + 2(%] * | soit |, =E’+2E"

2 2

La traction simple implique que le champ de contrainte de Cauchy est uniforme et uni axial.

c 00
o= 0O 0 0|donc:
000
2 5 9
3
s=lo0 -2 o (5.1)
= 3
o o -Z
L 3
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7[ X’t _ l// _
On en déduiEre :El.g( ).tE et =ReL_E 1.2(5’0@
Pre p(l(’t) N Prea p(l(,t)_
Tra 0 0 Wea 0 O £?
Zog=| 0 0 0Ly = 0 0 0 avecry, :0?2 etyq, =0 EE,’
0O 0O 0O 0O '
La partie €lastique du comportement avee L|= +s implique
t i
r(—) k,(J-1) e tg:%Dé\{E.tE], soit :
o =3k, (J-1) (5.2)
et
_ . > -
3 3
2[(EV_(E 0 0
3lE,) |E
4 -2
3 3
s=—to_ 0 1 (5} —(5} 0 (5.3)
= EE, 3)lg) (B
4 =2
3 3
I
31{E,) |E
4 -2
3 3
En utilisant (5.1) , on EZLZ EP_[E ou encore :
El 2 E2 E2
o =%[Eﬁ -E7] (5.4)

Ces deux expressions (5.2) et (5.4)alepeuvent étre regroupées pour donner une relation

3k,J(J-1)= yO[EZ — E_lj, ou encore :

_ E )3
entreJ = EE,% et E, = (—1]
E2

2

J(E'ﬁjzh\/ [El - (5.5)

Ho

Commeo = 3K,(J —1), on en déduit :
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&8

—1+\/1
G(Ev ko’;uo) =3k,

3K
5 (5.6)
Ces expressions de et o dépendent de la seule inconrigeet du rapporfi.
Ho
On peut récrird’équation (5.6) er, sous la forme d’un polynéme du troisiéme degré :
% =|(20 .Y
= = o
E’-—2F (—+1J ~1|-1=0 5.7
4, X, &7

Expression vérifiée aussi bien pendant la phase élastigue que la phase élastoplastique du
comportement.

Cette équation peut étre résolue analytiquement pour oBtémilk, 4, ).

Notre objectif étant de tracer la « courbe de traction », c'est-asdiea fonction dén(F,),

cette résolution n’est pas trés utile et il est plus efficace de chercher a exprimer F, en fonction
de El pour pouvoir tracetr en fonction deln(Fl) a I’aide des deux expressions paramétrées

par E, croissant & partir de 1.

Pour exprimerF, en fonction dé&,, nous devons distinguer les deux phases de I’essai, la

premiére phase dans laquelle le comportement en traction est purement élastique et la seconde
phase dans laquelle le comportement en traction est élastoplastique

La premiere phase du comportement en traction est purement élastiqueloncgzl= et

p=1.

e =3 _ L
Dans ce cag, = F,, ce qui s’écrit encore] JE,” = "}, ce qui se récrit :

(5.8)

Cette expression dE, dépend de la seule inconnﬁg et du rapporfi.
Ho

Il est donc possible de tracer en fonction deln(F,) a l'aide des deux expressions

paramétrees palfl croissant a partir de 1, pendant cette phase élastique.

Toutes les autres inconnues du probleme s’expriment simplement a I’aide de E(Fl, —OJ .
Ho
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Par exemple,

La seconde phase du comportement en traction est élastoplastique

Pendant cette phase les relations suivantes sont conservées

. 2

dugl=2 =2

1+ 1+ —2|E - F,

J[_ ko]: \/ 3k0[1 ]
Ho

1 \/1+ Yol ]
G(El, ko,,uo)= 3k, 0

2

. § o =3 _r3 3
Par contre, maintenaR = F,p ™, ce qui s’écrit encore [ JE,” = F'p

(5.9)

Nous avons donc les mémes équations que précédemment a condition de reRptecer

Fp*.

. _ , , = k
Ainsi F,p™" peut étre exprimé & I’aide de E, et =% :

Ho

_O||_-

Ho Ho

(e e

Nous conservons donc dans cette phase I’expression de E, .

_1+ \/1+ 2’;’0 [Elz - Ell]_

_ _ 1
E{El,ﬁj —E 2 0
Ho 2

(5.10)

Rappelons 1’équation des bilans que nous avons obtenue apres avoir écrit la partie élastique

du comportement.
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. k i
—Red ( E-E_l )_ (pcum) pcum:0
Pra Pre
P o o0
p o
Dans notre exemple de traction uniaxizai’eli‘1 =10 —%g 0
0 _1p
L 2p|
l//ReI 0 0
ety = 0 O O] avecygy =0J
B 0 00
_ k f
L’équation des bilans s’écrit alors =R :( P.P ! )—M'z 0 ou encore :
Pra Pre
‘] k cum s
{G _k(n )}p=0 (5.11)
PPra PORre

On voit quesi [ o J < K( p,,) |, cela impliquep =0

Ainsi pendant la phase plastique, compne0, cela imposer = % K( Poum)

1

La fin de la premiere phase élastiquest donc obtenue lorsa me=3k(0) .

Comme a:&[ﬁf—ﬁl’l], la valeur correspondante du paraméﬁrlé' est donnée par

I°équation | 4o [( _el)2 —( _el)_l} = k(0)| qui admet une solution analytique simple.

Au =y =
. 1+\/1+3f<‘°[E12—E11]
En remplacantd, o et p,,, dans I’équation (5.11) parJ(El,—OJ= 02 ,
Ho

-1+ \/1+ Ay [Elz -~ El‘l]
_ 3k,
O-(El' kouuo): 3K, >

p et El pendant la phase élastoplastique :

, etPym = In(p), on trouve une équation reliant

#o EZ-E"]=K(In(p) (5.12)
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Pour des expressions simples k(én( p)) il est possible d’expliciter pen fonction deEl et

ainsi F,en fonction dé&,.

Il est alors possible de tracer en fonction deln(F,) a I’aide des deux expressions

paramétrées pdt, croissant, pendant cette phase élastoplastique.

Choisissons par exemple(In( p)) = o, (1+a( p-1))

Nous avons alorstolﬁf —~ E[ljz o,(L+a(p-1)) dont on tirep=1+ [& [Elz ~-E* —1}1
o (94

0

Ainsi pendant la phase plastique, :

Wl

Fl(Evkouuo’o-o’a)z El{le[&[_z_El}_ (5.13)

La courbeo(In(F,)) est alors donnée sous forme paramétrique avec le paraéreissant
a partir de 1.

Nous obtenons la Figure 5-1 (ﬁfl =1.00206270 :
o ——

400

300+

sigma (WMPa)

0 0.05 0.1 015 0.2
In{F 1)

Figure 5-1: Courbe donnant la contraintg,

Nous constatons une forte difféerence entre les courbes des Figure 3-3 et Figorettauit,
en évidence I’influence des conditions aux limites latérales dans la réponse du matériau.

Le probléme de la traction simple donne donc lieu a une solution analytique exacte
(paramétrée paiE, ), mais les calculs sont un peu longs et complexesitts qu’une
approche par le principe de minimum est plus compacte.
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5.2.Solution du probléme de la traction simple en postulant un principe de
minimum sur « I’énergie totale »

L’exemple pourtant trés simple de la traction uniaxiale a permis de montrer que les calculs en
grandes transformations, pour un comportement élastoplastique, sont complexes.

Cela rend ardue la tache de proposition d’une modélisation simplifiée des processus de
laminage.

Nous allons dans ce paragraphe postuler un principe de minimum d’énergie dont nous allons
montrer qu’il donne des résultats cohérents avec 1’approche ci-dessus dans le cas de la
traction uniaxiale monotone. Ce postulat de minimum d’énergie n’est pas équivalent au
comportement élastoplastique décrit plus haut, mais il donne une bonne approximation des
champs lorsque le chargement est « monotpreque 1’on peut donner un certain sens au

concept de « croissansede la déformation plastique. C’est ce qui sera fait au paragraphe

suivant. Le modele élastoplastique du comportement est alors remplacé par un modele a
« dissipation simple (Ehrlacher A. and Fedelich B. , 1988), (Ehrlacher A. et Fedelich B. ,
1989), (Ehrlacher A. and Fedelich B. , 199dpnt on sait qu’il permet 1’élaboration
commode de modeles simplifiés.

Dans les modéles a « dissipation simpl&énergie dissipée (intégrale dans le temps de la
puissance dissipée) peut étre exprimée a 1’aide des variables d’état. Ce n’est pas le cas en
général en plasticité, mais lorsque le trajet de chargement est suffisamment « monotone », il
est possible d’approcher cette énergie dissipée par une fonction des variables d’état.

Remarque Lorsque [’évolution n’est pas « monotone » mais peut étre approchée par une
succession de phases «
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Cette équation est identique &équation (5.10) trouvée dans 1’étude du probleme
d’¢élastoplasticité ci-dessus.

Dérivée partielle par rappon :

of(Enp) 1 _6|<0M 3 ]3_1]{ F, jg L1 (In(p))= 0 (5.19)

op _ZpReI _p E pT_:1 Pre AR

En utilisant la relation encadrée (5.8dessus, cette deuxiéme équation se réécrit :

dK

1| E7 - El]=ﬁ('“( p) (5.20)

cum

Elle est & comparer [&quation (5.12) ﬂo[Ef - E[IJ = k(In( p)| qui a été obtenue lors de

I’¢tude du probléme d’élastoplasticité.

Notre principe de minimum correspond donc auedalé—(pcum)z K(Pem)-

cum

Sous cette hypothese et dans le cas de chargement uniaxial monotone, les deux approches
(calcul élastoplastique et principe de minimum) donnent les mémes résultats.

I1 est clair que 1’on ne peut pas généraliser a tous les chargements, cependant lorsque 1’on
constate la grande briéveté des calculs pour obtenir la solution a I’aide du principe de
minimum, on comprend que cette approche a 1’aide d’un mod¢le a dissipation simple est plus
commode pour construire un modele simplifié.

5.3.Principe de minimum pour les évolutions « simples radiales »

Nous commencerons par définir ce que nous appelons ici les évolutions « simples » a partir
d’un état E, , et les évolutions « simples radiales » puis nous formulerons un principe de

minimum et nous démontrerons que ce principe permet d’écrire des équations équivalentes a
celles du comportement élastoplastique et d’équilibre dans le cas des évolutions « simples
radiales».

5.3.1.Définitions des évolutions « simples » et « simples radiales »

Dans le cadre des matériaux qui nous intéressent, 1’état isotherme d’une structure a I’instant t
9

est donné par la transformatiog (I_)(ﬁ,t), X eQ,, le champ des transformations élastiques
E(x,t) ou, ce qui revient au méme, le champs des transformations plastiques

P(X,t)=E*(X, ). F( X 9 (avec E:Grad(cl_))) et enfin le champ des déformations

plastiques cumuléep,,( X, t).

NommonsE, I’état de la structure a I’instant t, aprés une certaine évolution élastoplastique.

Nous nous intéressons ici aux évolutions a partit, det > t,)
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L’état « zéro» de la structure est donc caractérisé par la transformation a l’instant t,
x=0°(X)=®( X,t), X €, le champ de transformation élastigi&( X)= E( X, t) ou
le champ de transformation p|aStiQLﬁ§O(Z()= P( X 5) et le champs de déformation

plastique cumulépy,,( X) = Pl X t)-
Nous noterons en outie’ (X )= F(X,t,) et J°(X)=J( X, t)

E’(X)=F’(X) P *( X) doit &tre symétrique

®(X,1,) doit étre cinématiquement admissible, ¢c’est-a-dire vérifier les conditions aux limites

en position a I’instant {; .

E°(X) (ou P°(X)) doit étre tel quedet(go()_()) = 1 et le champs de contrainte

tr (Eo.tgo)

B (X)=| PL BN B+ k P(F-1)-2

Jo3 Jos

! B soit admissible, c’est-a-dire

vérifier D_iv(EO(Z()) = F, (X t) etles conditions aux limites en vecteur contrainte

EO()_()._N(Q():E(_X, §) ou Fy(X,t) est I’effort volumique extérieur dans le domair@,
et T_d(X,'fo) est I’effort surfacique extérieur sur la partiéX),; de la frontiere sur laquelle il
est impos¢ a I’instant t;

Remarque :

Les efforts extérieurs sont bien sOr appliqués dans la configuration actuelle, cependant il est
souvent préférable de les transporter dans la configuration de référence ou ils sont le plus
souvent plus clairement définis. Considérons en effet par exemple une force massique. La
force volumiqueF, n’est alors connue que dans la configuration de référence car la masse
volumiquep, y est connu, ce qui n’est pas le cas de p dans la configuration actuelle. Autre

exemple, les efforts sur les structures sont le plus souvent connus via la résultante des forces
surfaciques sur une portion de la surface (pensez a un essai de traction). Le vecteur de
contrainte correspondant n’est vraiment connu que dans la configuration de référence ou la
mesure de la surface est connue.

Enfin, si I’état initial de la structure était naturel (E( X,0)=1,P(X,0)=1, p,,,(X,0)=0), il

est nécessaire qu@,,,(X) soit «assez grand » pour étre cohérent ag%(:g(). Cette

condition n’est pas triviale mais nous la supposons Vérifiée.

Nous nous intéressons dissous a 1’évolution entre t, et t . En particulier, 1’évolution

plastique entrd, ett est caractériseée par le champ de tenggux, t).P°’1( X).
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Le tenseurP( X, t).P"*( X) peut toujours étre factorisé sous la forme :

p.(X,1) 0 0
P(X )P (X)=RXx}¥| 0 p(X}y o [@xx (521
0 0 (X, 1)

ol R(X,t)et O(X,t)sont des tenseurs orthogonaux pf, p,, p, sont appelées les

élongations plastiques principales dans 1’évolution a partir de 1’état E,

Notons quedet(g0 ( )_()) = let det(P) = 1implique p,p, p, =1

Nous pouvons exprimeP( X, t).P™ (X, )= d,( X §+2 (X} (E.Elzgfl.(f. P

B9 o
b b0 0 Bt 0 0
PP'-RR'+R 0 2 0| R+ RO p 0/.00 0 B of_% (522
o 0 0 p, 0 0 p’
o o B
L Ps |

Les évolutions « simplesa partir de 1’état Ejsont, par définition, les évolutions telles que

O(ﬁ, t) ne dépend pas de(le troisieme terme du membre de droite ci-dessus est donc nul).

On peut dire de maniére un peu schématique que daphaseel’évolution « simple, c’est

le méme mécanisme plastique qui est a ’ouvrage a 1’échelle microscopique du poly cristal.

On a ainsi I’espoir que 1’étude particuliére de cette famille d’évolutions présente un intérét, e

que beaucoup d’évolutions réelles peuvent étre assez bien approchées par une succession de
phased’évolutions « simples » par morceaux.

Elles présentent en effet des caractéristiques particuliéres déduites de 1’équation ci-dessus qui
en facilite grandement 1’analyse.

On voit ainsi clairement que pour ces évolutions simples.

La partie antisymétrique de.P™ est Q (X,t)= R(X 1).R'(_X )

Bog o
Py
La partie symétrique de.P™" est d,=R| 0 Pog R (5‘1 - ‘=)
= P, -
o o B
L Ps
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I est alors commode d’introduire les variables ¢, =In(p,), @, =In(p,),q=In(p,) que

nous appellerons les déformations plastiques logarithmigpeesir de 1’état E,.

(On a bien sty + G, + G, =0 et, de plusg, =, = ;=0 si P(X,t).P""( X) est un tenseur

orthogonal).

L histoire de 1’évolution de la transformation plastiqu( X, t) I=3H( X) a partir de I’état E,

peut alors étre représentée par un trajet(qieoa,qg) dans le plan du déviateur des
déformations plastiques logarithmiques.

Pour ces évolutions simples,

P = [28" 8" = [ + 7+ ) 523
Ainsi, si I’on considére une phase d’évolution simple, représentée par un traje(t{eqz, 03)
dans le plan du déviateur des déformations plastiques logarithmiquesir de 1’état Ej,
commencant a ¢ =0,=0=0, la variation de déformation plastique cumulée

APy = Paul 1)~ Pal b) €4 la longueur de la courbe décrite (e q,, ¢) dans ce plan,

. 2
multipliee par\/g.

Lesphases d’évolutions « simples radiales » sont, par définition, les évolutions simples telles

gue le trajet de(oa,qz,q;)soit un_segment de droite dans le plan du déviateur des

déformations plastigues logarithmigues (commeng¢aptag, = ¢, =0 au début de la phase

Pour les évolutions simples radiales, on voit que :

Pean(1) - pwm(to)=prm=\/§(q2+ §+ qf)=\/§[(ln( R)"+(n( )" +(n( B)°|| 5.2

En particulier dans une expérience de traction sirophemencant a partir de 1’état naturel

1 1
=P, P,=—=, P;=—=. Onretrouve bierp_,, =|In :
P > \/B 3 \/B o ‘ (p)‘

Les évolutions composées de phases d’évolutions « simples radiales » sont probablement

rares dans les processus de mise en forme des matériaux métalliques, mais elles peuvent étre
de bonnes approximations des évolutions réelles. bipdsons qu’il en est ainsi pour ce qui

est du processus de laminage.

5.3.2.Principe de minimum

La formulation d’un principe de minimum pour la détermination de I’état d’une structure
déformée par un chargement, suppose de commencer par définir un ensemble fonctionnel
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dont les éléments pourraient chacun décrire un état possible de cette structure, puis
d’introduire une fonctionnelle, a valeur réelle, définie sur cet ensemble fonctionnel, dont la

valeur prise pour 1’état actuel de la structure sera le minimum de I’ensemble des valeurs de la
fonctionnelle prise sur I’ensemble considéré.

C’est ce que nous allons tenter de faire maintenant.

Nous nous intéressons aux évolutions a partir de I’état E, caractérisé pa®°(X) et EO (X)

Notons CA( t) (Cinématiquement dmissible a D’instant t) I’ensemble des couples de champs

(@* (X),P (l()) X eQ, tels qued’ (X) vérifie les données en déplacement du probléme

a I’instant t, det(g (1))= 1et Grad(CI_D*)(l().=F3’l (_X)symétrique.

Il est toujours possible de factoriser (X).P™( X) :

P, (X) 0 0
P(X)PH(X)=R(X| 0 pg(Xx o0 |0 (5.25)
0 0  p(X)

ol R (X)et O (X)sont des tenseurs orthogonaux @ ,p,,p, sont tels que
det(g*): PR R =1

Il est toujours possible de trouver une évolution simple radiale quirctede 1’état E; et qui
s’achéve a I'instant t en P ( X).

Nous noterons :

Bl X)= 2] (0 (29))"+(n( 8 ()] +(n( 8 ()] ]+ Bunl 3 529

Il s’agit du champ de déformation plastique cumulée dans la structure si I’évolution a partir de

1’état « zEroy jusqu’a 1’état (@* (X).P (l()) était simple et radiale.

Envisageons une petite variati()ﬁ@* (X),0P (l()) au voisinage dé@* (X),P (l()) .

La conditiondet( P (X)+8 P ( X)) = 1imposdtr (6P (X).P ™ (X))=0| au premier ordre.
(P (X)+5P (X))

Etudions maintenant les conséquences de la conc(iiiad(CI_)* +6D )(l()(;D +5=I5)71(_X)

symétrique.

Notons " (X) = Grad(® )(X), E =F.P*, 6E'(X)=Grad(s®' )(X)

Nous avons(g +5P )71 = [( )

II—
+
S

o

* * % -1
P* )f} ou encore :
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(E* +6P )_1 = p* (=I +5P . P* ) 1z=ﬁ (=I -5P.P ) au premier ordre ediP’

I-o.

Nous déduisorE” +5F' ).

I
—_—
IO
S,
v
—
Q
7.
g

(S
+
S,
I
II-Q

~F.P 5P.P aupremier ordre.

De plus,F".P™ étant symétrique, la condltlaBrad(cD +6 (=P +6 I5)71( X)

symétrique implique donc au premier ordr

@ )(X
E E =P 5£ f symeétrique.
Rappelons qug =E ,E*
Introduisons comme au chapitre 3 les te””:e;&%@_%—_%@_g,:’iz=_q®_@__§®_ﬁ
L;:§2®9_§®_%

La conditionSE' P " —F P* 5P .P* symétrique implique quéP" doit &tre choisi pour

vérifier les équations suivantes :

e(13 (E'6P P*) i =(sE P*) i (5.27)

DécomposonsiP ( X).P™ (X) en ses parties antisymétrique et symétrique.
0 -X, &,
SP(X)PH(X)=| &, 0 -&),|+3" (5" symétrique)
—XY, X, 0
Ou encoresP (X).P ™ (X) =&y . [ +&%,.0 +&,.0 +5°
Par exemple, étudions les petites variations particulieres teli_*qgg soit symétrique.

Alors, les équations (87) impliquent comme au chapitre 3 :

X, [PEET):L
', |=(E-u(E)L) |(oF )L, (5.28)
s (68 B):1,

Ainsi, si 55* (X) est tel queg .g” symeétrique, il est astreint (au premier ordre) a rester dans
un espace vectoriel de dimension 5 car les 4 équations enceddé&ssus sont linéaires en
5P (X).

Pour étre plus concis, la partie antisymétriquesdeX ).P ™ ( X) est entiérement déterminée

par SF" etla trace de sa partie symétrigii€ est nule.
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Nous allons maintenant définir sur 1’ensemble CA( t) une fonctionnelle que nous appellerons

« Energie totale ».

Notons J° :det(g): de(g)

1
=J 3

etl, :tr(tg.

m|
lm,
Im|

)

W(@*,E :J(%(Tl (l()—3)+k—2°( \T(l()—l)zj d) représente 1’énergie élastique qui

S —

serait stockée dans la structure si la transformation éaifx) et le champ des
transformations plastiqugé (X).

Notons D(P*)zj K( P om(X)) A 0U P, est donné par I'équation(5.26). La grandeur

Qo

D(E)—I K( pocum(l()) dQ représente 1’énergie qui serait dissipée dans la structure dans

Q

une évolution «simple radiale depuis I’état E;, jusqu’au champ des transformations

plastiqueg’ (X). (Rappelons que™ —(pe,,) = k()

cum

Y(@*): ji(l,t)@* (X)d+ I T.(X 9@ (X) de est le potentiel des efforts extérieurs
Q

X oT

a l'instant t dans la transformationF, (X,t)est I'effort volumique extérieur dans(}, et
T, (X, t) Peffort surfacique extérieur sur la partie &) de la frontiere sur laquelle il est

imposé a I’instant t).

La fonctionnelle « Energie totale » est :
(02 )-W(e.2)+ o(p)-v(@) (529
Notons que la seul référence a 1’état de départ E, dans cette fonctionnelle se trouve dans

D(g) via la définition de p,,, (équation(5.26)) qui fait référence a la factorisation de

P'(X).P™(X) (équation (5.25)

Supposons que cette fonctionnelle admette @m(t) un minimum pour un élément
particulier noté(d_)(l),g(l()) (Par la suite toutes les notations sans * se référent a ce
couple de champs).
La factorisation deP(X).P"*( X) permet de déterminer les tenseurs orthogor@(ix ),
B( l() et les élongations plastiques principales dans 1’évolution depuis 1’état « z&ro» pl( ﬁ) ,
P (X), Py(X) (P(X)-B(X)-R(X=1) :
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P(X) P (X)=RX| 0 p(¥ 0 [ QY (5.30)

Intéressons-nous aux équations vérifiéeg X ), P( X))
Comme (@(5),5(1())est un minimum dE(@*,g) sur CA(t), la variation au premier
ordre est nulle au voisinage Q@(g),g(l()).

3(@+5Q,P+5P )=W(Q+0® , P+5 P)+ O P-5_P)-Y(2+5D ) (5.31)

CalculonsXz (@ +6D, P+ 55 ) au premier ordre en utilisant I’équivalence de 1’équation (3.9)

adaptée a notre cas :

w(@+5@*,£+5f)=vv(@,=F)+j(ﬂo _E‘:E): Defo_E_E)+ k(I 99 (t5=*E=E)) al (5.32)

-2 ere-3r(E )1 |:(oF £~ £0F P E)
JS
[51_ “g (EE—%U(E;E)JJ] SF —[= 1.—g(=t=E—é tr(=Et=E)=I] 4 (62.F)
NE J3
Si nous notong" :%[E;E—% tr(=Et§)=lj ‘Flet =1Re| ZJ—E(EE‘%”(EJJJ

Le premier terme sous ’intégrale s’€crit :

u(E'E): Defs E.E')=" B F-y/

=Rel

:(5 P, F%) (5.33)
Considérons maintengale deuxiéme terme sous 1’intégrale :

k,J(JI-1) tr(5|=5* .=El)= kY I t|(5=|f F' - B P.P .=|é)

Si nous notong’® =k, J( J-1)' F" et Z; =k, J(J-1) I

Le deuxieme terme sous I’intégrale s’écrit :
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kI(I-Dtr(6E.E')="B 6 F -y’ (6 P.F) (5.34)
Rassemblons ces termes et not@itX) = B(X)+ B(X) ety (X)=y' (X)+y" (X)
Donc, nous avons :
B(X)-“4(EE-S{E QI E Ky 2y F
(x)J_sﬂ(‘EE—Etr(‘E )Ij+ k J( I-1) I %
S N

Ainsi, au premier ordre :

W(@+50", P+5P)= W, F)+j( R0 F(A-v (K (SR X_P(_Y) @ (530

—Rel
En intégrant par partie le premier terme sous 1’intégrale, on trouve au premier ordre :

W(@+50", P+5P )= W@, B+ j( Dives® -y :(5_P_P)) ﬂz+j _BNo® d (5.37)

—Rel

Calculons maintenariD(£+5g*) au premier ordre :

D(P+5F )= D(B)+ [ K Run( )9 P X @ 5.39)
Q
CaIcqunsY(@+5@*) au premier ordre :

Y(@+5c_p*):Y(@)+ji(g,t).@*(g)dcn j T(X 95D (X) ds (5.39)

Aoy

La variation au premier ordre ﬁ@w@*,gmg) est nuIIeV&@*,ég admissible :

—=Rael

(6P P*)+ K Run) ﬁcum) @+ [ (BN )o@ ds I (5.40)

j(—(Div§+5)§@*—t//
Qo

Choisissons tout d’abord une variation (5@* (5),5=P* (l()) telle que ép*, la partie
symétrique desP (X).P*(X), soit nulle (ce que I'on pourrait appeler une variation

« élastique »).

Dans ce ca® P om( X) :(5=P* fl) =0 ety (55* .=P‘l)= 0 (cary  symétrique)

sym —=Rel

La nullité de la variation au premier ordveS®  implique alors :

DivB+F, =0

BN-T (5.41)
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Ces équations s’identifient aux équations d’équilibre de la configuration de référence.

Ainsi, B s’identifie bien au tenseur de contrainte de Boussinesq dans la configuration de
réference (ce que la notationadéivanticipée) et I’expression de B est identique a celle
démontéeau chapitre 3.

En utilisantl’équation (5.41), nous obtenons la variation au premier ordre de la fonctionnelle
« Energie totale » :

—Rel

2(0+60 ,P+8P )-X(®,P)= [ (-y_ (6P P )+ K Bu)d Pun) @ (5.42)

Considérons une variatic(m‘)‘@*,ég )

La factorisation de(5(1)+6f (l()).f‘l(_x) permet la détermination de 2 tenseurs
orthogonauxR (X), O (X) et les 3 élongations plastiques principalgg X), p,(X),

P (X) (P (X)-R(X) R(X)=1):

pi (1) 0 0
(P(X)+6P (X)) PH(X=R(R{ 0 p¥ 0 |_O_X (5.43)
0 0 p(X)

Considérons des variationsP ( X) particulieres telles qu® (X)= O( X) (prolongement
de I’évolution simple). Donc, 1’équation (5.43) devient :

pb 0 O
(L+0P (X) P (X)) A X) P (XN=R(X¥ 0 p 0| QX (5.44)
0 0 p

En utilisant I’expression de P( 1).5)‘1( X) (équation (5.30)), nous obtenons :

E 0 0
Py
1+6P (X).P*(X)=R(X{ 0 = O|'RY (5.45)
2
o o B
L P |

5P (X) étantpetit, il est possible d’écrire :
R (X)~ R X)+6_R(_X avecsR ( X).R'(_X) antisymétrique

etp~p+op
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En remplagant ces expressions dans 1’équation (5.45), on obtient au premier ordre :

_5_DI 0 0
P
5P (X).P*(X) =5 R( X R4+ RN O % 0 |'_R X (5.46)
0o o P
L P; |

Au premier ordre, le premier terme du membre de droite est antisymétrique et le second est
symetrique.

Nous avons au premier ordre :

« \ 2 +« \2 « \2
sp = |2 (5'01} +[5p2] +(5p3] (5.47)
3Lk P, o8

Si (®(X),P(X)) réalise un minimum de la fonctionnelle « Energie totalf ®,P), la

variation au premier ordre d€(9+5@*,5+5£) doit étre positive pourVﬁ@*ﬁE

admissibleC’est a dire :
[ (—w (6P P+ K( Run) ﬁcum) >0  Vs_P admissibl (5.48)

—Rel
0

. 2,

Nous allons en déduire par I’absurde que y vérifie le criterey® LY k*( Pum) <O

=—Ré 3

ol ¢ | est la partie déviatorique de |
——Rel —=Re
Supposons le contraire et choisissafB” = ﬂy/’d P (4> 0)
= Y e =

(Ce choix est acceptable cm(ég* .E‘l): 0 et SP.P" étant symétrique, il suffit de choisir

5® =0 par exemplp

. * * 2
Avec ce choix deSP’', nous avonss p,,,,, = g\/_(y,d Ly ) .

3 —Rd —R

En reportant cette expression dg,,, dans I’équation (5.48), nous obtenons :

[ (—ZRel:(5g*.g‘l)+k( Qum)l\/g(y/d ! )jcrzzo V5P admissibl (5.49)

Qo
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Siy® iy

——Rel —R¢é

>:—23k2( pcum) (hypothese déa démonstration par 1’absurde). Cela implique

que la variation au premier ordre @(@+5@*,£+5E) est négative ce qui est en

contradiction avec le fait qugd(X ), P( X)) réalise un minimum.

La grandeurny I(notée ainsi par anticipation du résultat démontré ici) joue donc bien le réle
—Rel

de la contrainte plastique définie au chapitre 3 et son expression donnée a 1’équation (5.35) est
identique a celle donnée a 1’équation (3.16) Au minimum s’il existe, la contrainte plastique
vérifie le critere.

L’ensemble des équations du probleme d’¢lastoplastique sont ainsi vérifiée lorsque le
minimum de notre fonctionnelle écrite dans une évolution simple radiale.

Soulignons la limite principale de cette approcheud\ivons fait I’hypothése qu’il existe un
couple (@(1),5(1())qui est un minimum dﬁ(@*,g) sur CA(t). Nous n’avons pas
prouvé que celui-ci existe.

A titre d’illustration, nous allons appliquer cette démarche a ’exemple de « tractiom du
chapitre 3.

5.3.3.Exemple en « traction »

Revenons a I’exemple en « traction » du chapitre 3 avec le tenseur de transformation wtotal
ci-dessous :

1+ ot 0 0
F=| 0 l+at 0 |aveca,=0.15"a,=-0.03"
0 0 I+ayt

A Pinstant initial (t, =0) F(0)=E(0)=P(0)=1, P,,=0.

. 0 0
E 0 0 S
ParlasuiteE ={ 0 E, 0 P=l0 p? 0
0 0 E =
0 0 p>

*

La relationF = E .P nous donneE; = Lrot E, =(1+a,t){p
- P

Nous avons la variation du volunte= (1+ a;t) (1+ a,t)’

1
La relationE =J 3=E* permet de déterminer les grandektset E:
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2 1

E* (1+ ot )5 E* 3 (1+ ot )5 \/F

1=——— 3 E2= 1

p (1+a,t)3 (1+ayt)3

En utilisant I’équation (5.24), nous avong;,, =In(p )

L’¢énergie ¢€lastique qui serait stockée dans la structure :
“B)= &( "(X)— ) L _1)?
W(d ,P )= L (X)-3 J(X)-1) | d2

Ou:
U, est le module de cisaillemerq, est le modul@’incompressibilité

2
— 3

i, =tr(E.

4
) (1+ )3 2p (I+at) 3
4 2

P?(l+at)e  (1+a,t)3

IIITIL

J=(1+ot)(L+ayt)

L’énergie qui serait dissipée dans la structure dans une évolution « simple radiale » :

D(E)= [ K(Funl X)) €2 @vee 2 pin) = { Bur))

Q cum

Rappelonsk( pl,,) = o, [1+ t(eXp( Pu) - ])} aveca =0.01

Nous déduisons :

K (Do) = 0 (1~ @) P+ aao[exp( Bou) 1]: oo(Fa) I p)+ac,(p-3
Il n"y a pas de potentiel des efforts extérieurs, donc :

T(@)= [ R (X,0)@ (X)do+ [ T(X )2 (X) dS-0

ot

Enfin, la fonctionnelle « Energie totale » est :

(o B)-w(s P)s o) 1(a ) [o( §) @ 650
Ou: 0
o(p)=

t (1+a1t)g 2p(1+a1)§ +opt)(+a oy (La )+ao,(p -
2 p*2(1+a2t)4 (Lt ayt) s 2((1 0)(tras) =g l+or(ta) W(p)+aoy(F -3
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Nous allons donc chercher la valeur gequi minimise sans contrainte la fonctim( p*)ci-

dessus. Dans ce clgd’énergie totale 2(@*,5*) réalisera un minimum.

A titre dillustration, nous présentons ci-dessous la fonctio®(p’), p" >0 pour 2 instants.
Pour le premier instant, le chargement est encore ds##z pour qu’il n’y ait pas de
déformation plastique.

Sur la courbe ci-dessous, on constate que le minimum de la courbe a une valeur inférieure a
p=1.

45 [

1=0.001 s

3.5

teta
N

5
0.98 0.985 0.99 0.995 1 1.005 1.01 1.015
p*

Figure 5-2: Courbe donnant la fonctiog(p') dans une phase élastique

La valeur initiale dep estl et p doit étre croissant. Le minimum @( p*), p >1 est donc

obtenu enp =1, nous sommes dans une phase élastique.

Dessinons maintenant la foncti@t( p*) a un instant ultérieur suffisant grand pour que la

plasticité se produise.

x 10

5
t=1.00 s

Figure 5-3: Courbe donnant la fonctiog(p*) dans une phase plastique

165



Nous constatons qu’il existe une valeur de p>1 qui minimise@( p )
Démontrons tout ceci.

La valeur dep qui minimise®( p’), donc, vérific I’équation suivante :

4
8@)( S\ _ Ho —2(1+ayt)3 N 2+ at) 3 +60(1—0£)

A p 4 2 " + OCO'O = 0
P02 PPt (Lragt) P
Ou encore :
2 4
~ 5 00 [ l+at) s . . 1+ at)s
®(p): p° 8_(p): ﬂo%"‘ago p3+00(1—a) pz—ﬂo%=0 (5.51)
P (T+at) (I+at)s
2
NotonsC(t)zw, évidemmentC(t)>1 Vt, I’équation (5.51) devient :
(1+a,t)3
@( p*): {C/zot) +a0'0} P’ +0,(1-a) p* —1,C (=0 (5.52)

C:)( p*) est un polyndme de degré 3 dont la dérivée est positive avep tou@ car o =0.01

(L1+at)s

Donc, pourp’ >0, la fonction®( p") est croissante &(0) = —x,C* (t) = — 4, <0

4
(1+ azt)S
cara, =0.15", o, =-0.0F™".

Le pOIynGmeé( p*) n’admet donc qu’une racine pour p >0.
La valeur de racine dé)( p*) est donnée analytiguement par les formules de Cardan.

Deux cas se présentent alors.

Premier cas, la racine dé( p*) est inférieure & 1 et la valeur ¢e a retenir est 1. On est

dans une phase élastique.

Deuxieme cas, la racine (ﬁ( p*) est supérieure a 1 et ’on retient pour la valeur de p cette

racine. On est dans une phase plastique.

Déterminons I’instant de la fin de la phase élastique

Rappelons qug =1 pendant la phase élastique.

Notonst, I'instant de fin de la phase €lastique. Donc, t, vérifie I’équation:
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0]

a—p(p=1)={AJraao}rao(l—a)—,uoCz(tO)=O

C(t)

On voit queC(t,) est la racine du polynérr(:é(C):

@u

(C)=Cc'-22C-1= 0‘ (5.53)
Ho

Le polynéme(f)(c) n’admet donc qu’une racine pour C>1 :

3 3
coat A% 41 1] 4%
2 2\ 27\ 4, 2 27,

2
Donc, C(to)zw: C, soit :

2
(1+ a2t0)5

t, = 3 (5.54)

Pour toutt <t,, la phase est élastiguedonc

v
I

IN—
@
~—+

©
I
=

Le tenseur de transformaticgl :

1+t 0 0
E=FP'=| 0 1ltat O
0 0 ltot

Nous déduisons le tenseur de contrainte Cauchy :

o= EE+ k(I-)-F2 ==
J3 J

Pourt >t,, nous entrons danme phase plastiquest p croit a partir del.

Rappelons que
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0 0
ltat 0 0 E 0 0 P .
F=| 0 1+t O E=|0 E O P=/0 p2 0
0 0 Iéayt 0 0 E 2

Dans cette phase, nous déterminons analytiquement la valguédiaide de 1’équation :

@)(p)={ o +a00} P’ +o,(1-a) pPP— 1, C (=0 (5.55)

Nous avons alorsg, = Lrot E, =(1+ast)yp
p

Nous allons démontrer que, dans la phase plastique, 1’équation (5.55) va impliquer le critere
de plasticité (équation (3.20)

1
En utilisant I’équation (3.16) et la relatiorE = J ° E, nous obtenons :

L 2(E-E) o 0 |
t—— tr( EE) H, —2 =2
v o= EE-—5—1=3 0 E:-BE O
0 0 E-E
I 1
ol E (l+al) : =C(t) 1+a2 \/—: P
p(1+ a, )5 P (1+ a, )
Donc
¢ .4 2. :uo —2_—22 —2 —2\* (=2 —2\%| 2
LA 3k (pcum) 9 ( Ez) +(E2 E) +( & E) 3 K( Qm)

Rappelons qudx( pcum) =0, [1+a(exp( pcum)— ])} =0, Ta( p-1]

Utilisons I"expression de K( p,y,), Nous avons :

S

4y _3k2(pcum)=2uo(a+ E-2B Ez)—%[ao(ha( p-1)] (5.56)

R ——Ré¢ 3

Ou encore :

d :V/d _gk2(pcum) Zﬂo[c (t)+ p2 _ZC(t)J_%o—;(l-i-a(p—l))z

'S

Rd =——Ré 3

Cette équation se réécrit encore :
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(5.57)

- _to p°—2u2C(1) P+ u2CH () -0 d(1-a)’ p'- 2 (l-a) p-of *p'
Examinons le quatrieme terme du membre a droite :
—o? (1—05)2 p* =—25§(1—05)2 p*+og( l—a)2 p*

De plus,’équation (5.55) nous donne :

o,(1-a) pzz,uoCz(t)—( Fo +0(O'0J p’

C(t)

Le quatrieme terme du membre a droite devient :

—ag(l—a)z p*=-20,(1-a) p{,uOCZ( t)—[ Ho +aaoj p3:l+002(1—a)2 p*

(1)

Ou encore :

~o¢(1-a)’ p*=—20,(1-a) uC*(1) p +2{ o +a0'0j0'0(1 a) P+o(ta) g (5.58)

C(t)
Identiguement avec le cinquieéme et sixieme terme du membre a droite :
—20¢a(1-a) p°-osa’p’=-20. p3[0'0(1—a) p*+o p3]+a(%( “pf
De plus, I’équation (5.55) nous donne :

Hy 3

oo (1-a) p* +ao,p’ = p,C*( 1) - 30 P

Donc, le cinquieme et sixieme terme du membre a droite devient :

2050 (1-a) p°—osa’p’= 250ap3{yocz(t)—clz°t) p3}+aoﬁ2p'

Ou encore :

p+o @ %p (5.59)

—20¢a(1-a) p°—oia?p®= -2 au,C*( 1) p°

()

En reportant des expressions (5.58) et (54389 1’équation (5.57), nous obtenons :

3 4

{L“Re, T pcumﬂi p {(Cﬁ)mo] (i) o 9]2

Utilisons 1’équation (5.55), nous retrouvons le critére de plasticité :

169



2

. 42 :2 a4l | Mo _ _ —_ol
2 )= 20| | L | B o) -S4 < g0

Pour les résultats numériques, nous retrouvons exactement la composante de cenjrainte
calculée par la méthode analytique au chapitre 3.

x 10°
18

Méthode analytique

Principe de minimum
16 /

/

14 P

. pdd
/

\

sigmall (Pa)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
log(F11)

Figure 5-4: Comparaison de contrainte, ;

x 10
18

Méthode analytique

. Principe de minimum /
14 //
12 //
10 /

sigmall (Pa)

-2 0 2 4 6 8 10 12

sigma22 (Pa) X 108

Figure 5-5: Comparaison de contrainte,; en fonction deo,,

Nous tracons maintenant la « fonction de charge ». Rappelons que la « fonctiongde»cha
1 d . d

2 A C )y . s .
?(Vf LA —gkz( pcum)j doit étre négative, tant que 1’évolution est élastique et doit
2\ =re =
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s’annuler lorsque 1’évolution est plastique. Nous constatons dans la Figure 5-6 que, avec le
principe de minimum, le critére de plasticité est bien satigfacux satisfait qu’au chapitre 3
qui introduisait une Iégere erreur numérique due a une intégration explicite dans le temps de

pcum)'

0.1

-0.1
-0.2

-0.3

Fonction de charge

0.4

-0.5

-0.6

-0.7
0

5.4.Conclusion

Méthode analytique
Principe de minimum

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
t(s)

0.12

0.14

0.16 0.18

Figure 5-6 : Comparaison de la fonction de charge

0.2

Dans ce chapitre, aprés avoir montré la lourdeur de la démarche pour obtenir la solution d’un

essaide traction simple, nous avons montré qu’un principe de minimum portant sur 1’énergie
totale, somme de I’ énergie élastique et de 1’énergie dissipée moins le potentiel des efforts
extérieurs permet de résoudre le méme probleme avec beaucoup plus de Iégéreté.

Comme il est évident que le comportement élastoplastique ne peut pas en général étre ramené
a ce principe de minimumous avons essayé de trouver certaines familles d’évolutions
élastoplastiquepour lesquelles, 1’application de ce principe serait équivalente a 1’écriture du
comportement élastoplastique pendant 1’évolution. Nous avons appelé ces évolutions, les

« évolutions simples radiales » par référence au trajet des valeurs de logarithme des
élongations plastigues dans leur « plan déviatorique ws NM@ns démontré ensuite a I’aide

d’une approche variationnelle 1’équivalence entre le comportement élastoplastique et le

principe de minimum pour cette famille particuliére d’évolutions.

171



172



Chapitre 6: Retour sur le processus de laminage en régime
permanent

Aprés avoir développé les outils pour un calcul simplifié d’une évolution élastoplastique aux
chapitres 3, 4 et 5, nous revenons dans ce chapipimbléeme de 1’évolution élastoplastique

lors d’un processus de laminage. Ce dernier chapitre de cette thése présente un travail
inachevé faute de temps mais nous espérons pouvoir donner avec clarté la démarche que nous
proposons et les comrj@res qui restent a prouver afin qu’un éventuel successeur de ce travail

puisse mener celuia terme.

Dans la premiére partie du chapitre, nous présentons les conséquences sur la transformation
de I’hypotheése de régime permanent. Cela conduit a introduire le concept de vitesse de
défilement du processus dans la configon de référence, qu’en toute rigueur, nous devons
distinguer de la vitesse d’entrée de la bande dans la cage de laminage lorsque la bande subit

une traction en entrée.

Dans la deuxieme partie du chapitre, nous montrons comment la connaissance de la
transformation permet la détermination de tous les champs mécaniques dans la bande. Méme
Si cette proposition peut sembler naturedhedémonstration est loin d’étre évidente.

Dans la troisiéme partie du chapitre, nous montrons comment le principe de minimum établi
au chapitre 5 permet de conjecturer un principe de minimum sur la transformation en régime
permanent. Nous verrons que principe peut étre vu comme une généralisation de la
Méthode des Bornes Supérieures. Nous n’avons pas eu le temps de faire la démonstration de
cette conjecture ni une véritable application de ce principe de minimum mais dans la derniére
partie du chapitre, nous proposons une famille de transformation a peu de paramétres inspiré
des simulations de LAM3.

Le travail de programmatiorste malheureusement a faire car faute du temps, nous n’avons
pas pu I’entreprendre avec une généralité suffisante.

6.1.La transformation en régime permanente

Nous supposons ici que la transformatigh( X,t) satisfait a I’hypothése du régime
permanent, avec une vitesse de défilement dans la configuration de référence du processus de
laminage égale ¥ .

Contrairement a ce que pourrait laisser penser une analyse sommaire, la Vithsse
défilement du processus dans la configuration de référence n’est pas forcément la vitesse

d’entrée V, de la bande dans la cage. En effet, si la partie amont de la bande est en traction,

celle<i est allongée (élastiquement) avant son entrée dans la cage et la vitesse d’entrée est
supérieure a la vitesse de défilement du processus dans la configuration de réigrevige

Examinons maintenant les principales conséquences de 1’hypothése de régime permanent.
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A Tlinstant t postérieur at,, passe au poin@(ﬁ,to) la particule en amont dX d’une

distanceV (t-1,).
Ainsi ®(X -V(t-1) g, Y =D(X ), VX, L
On en déduit qu’il existe une fonction Ci)(ﬁ) telle qued(X,t) = @(1 + Vtg).

2

. 0P
En notantX = X Y Ze, on voit gue—( X,t)=V
X=Xg+ Yo+ Zg que—~(X.t)=V=

(X+Vtg)= ( Grad@)). ¢

0 0
Cette propriété est vraie pour tous les champs et on%(%u)rtzv(Grad(o)).g = Vg

En régime permanent, en toute rigueur la configuration de référenc€,desst un

parallépipéde infiniX e |-oo,+o0[ , Y e[-Hy,+H,], Z €[y, +,]

Al Etudions®(X) en amont de la cage

Loin en amont de la cage, la vitesse des particules est uniforme &gale Eeci s’écrit :

i | 0P (XY, z):\é; od,( XY, z):O; od,( XY T, 6.1)
x>0 oX Vv oX OX

Ceci s’implique en :

d,(X,Y, z)z\é X+G(Y 2 X—> 0

,(X,Y,2)~ G(Y, 2 X> o

,(X,Y,2)~ G(Y,2) X> o0

Ou les fonctions d’entrée » C7(Y, Z), C;(Y, Z), C;(Y, Z) sont des données du probleme,

décrivant la situation en amont de la cage. De m&nest reliée aV par cette méme
situation en amont de la cage.

Par exemple, considérons une bande qui arrive sur le site de laminage dans son état naturel et
qui est soumise a la traction de vecteur contrait en amont de la cage. Alors :

Ve o im [acbl(x,v, z)j
X

v ¢égale a I’¢longation due a la traction
X—>—0

C; (Y, 2) estune constante dépendanterdet Z
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C;(Y,Z)=aY et C;(Y,Z)=aZ ou a<1 estlié a la contraction dans les directign et
. . . V

e, due a ’effet Poisson lors de la traction simple dans la band?/ﬂ( et ¢ peuvent en

premiére approximation étre écrit sous la forines, avece! dépendant linéairement abg)

B/ Etudions@(l) en aval de la cage

Loin en aval de la cage, la vitesse des particules est uniforme égae Geci s’écrit :

jm [ XY D) M 0B(X VDo 3 XN E o] g
X—>+00 8)( V ax ax

Ceci s’implique en :

d)l(x,y,z)z\é X+G(Y 2 X— +o0

®,(X,Y,2)~ G(Y, 2 X +o0

®,(X.,Y,2)~ G(Y.2) % +00

C (Y, Z) joue un role essentiel pour déterminer 1’état de contrainte interne dans la bande

apres le laminage. Ceci est en relation avec ce qui est appelé la « planéigébanéel en
sortie de cage. La détermination @&(Y, Z) est un des objectifs majeurs de la simulation du

processus de laminage.

C5(Y,Z) et C;(Y,Z) sont a mettre en relation avec les variation d’épaisseur et de largeur de

la bande en sortie de cage, a condition de tenir codefdteffacement de 1’effet Poisson due
a la traction de la bande par le vecteur contraine, en aval de la cage.

C/ Etudions®(X) dans la cage

La zone de contact entre la bande et le cylindre supérieur dans la configuratitéreteceé
est une portion de surface de pMr H, en translation a la vitess&/ e, .

Nous supposons que le contact a lieu sur toute la largliefil,, +]

La zone de contact supérieud® (t) est donc définie a 1’aide de deux fonctions auxiliaires

X%(Z), X*(2), Ze[-lp,+,] :

C()_{(X.Y. 2/ Xe[ X(2- e X( 3- W}, ¥ H Z[- k) (6.3)
Nous supposons que la surface de contact avec le cylindre inférieur est symétrique :
C () {(X.Y. 2/ Xe[ X(2- VtR( 3- V|, ¥— H Z[- k] (6.4)
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La condition de contact impose au déplacement des particulés diétre sur la frontiére du
cylindre supérieur.

Si nous supposons les cylindres rigides de raywn de centre(O,a) et les cages

indéformables. Cela s’écrit :
®2(X,Hp Z)+(®,( X, Hp2) - = R vXe[ X( 2, R( 2|V Z[-,l+4 (65
De fagon générale, on doit avoir :
®2 (X, Hp, Z)+(D,( X, Hpy 2)— @) 2 RV Xe]oo oo ¥ Ze[- § o+ ] (6.6)
(Les conditions sur la face inférieure sont symétriques)
La vitesse des particules de la bande sur la surface de contact supérieur est donnée par :
v oD, (X,Y, 2)

oX
v 02 (X.Y, 2)

oX

0d,(X,Y, 2)
oX

\Y

Dans le repére local associé a la surface du cylindre, cette vitesse peut étre décemposée
une vitesse tangente au cylindre, orthogonale a son axe et une vitesse tangente au cylindre,
paralléle a son axe.

" ob? od?2
La premiére a par normé L2
oX oX
Si on notew est la vitesse de rotation du cylindre, la vitesse de glissement bande cylindre
- : . od? od2 _
orthogonale a 1’axe de rotation du cylindre vaut V X +8_X_ Rw . Si cette valeur est

négative, le frottement du cylindre sur la bande est moteur. Si cette valeur est positive, le
frottement est résistant.

Les lignes neutres (ou les zones neutres) sont constituées des particules telles que la vitesse de
glissement orthogonale a 1’axe du cylindre est nulle.

Notons que ceci est indépendant de la vitesse de glissennatitlp a I’axe qui vaut
v 0d,(X,Y, 2)

oX
Dans la suite, nous nous intéressons a 1I’ensemble des transformations @ (X) associées a des

vitesses de défilemeM , vérifiant les conditions de passage sous le cylindre (équation (6.5))
les conditions amont (équation (6.1)) et aval (équation (6.2)).
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Nous noterons CA (pour cinématiquement admissible cet ensemble de couples

(transformation, vitesse de défileme(@* (X) ,V*) :

6.2.Détermination de tous les champs a I’aide de i)( X)

Nous allons ici proposer une démarche constructive de ces champs, en paRiceligy,,,.

Nous nous appuierons pour cela sur I’approximation du chapitre 4 qui permet de simplifier les
calculs.

Rappelons que cette approximation est excellente lors que les déformations élastiques sont
petites.

Si nous supposons connue la solutiib(]ﬁ) de la transformation en régime permanent de la
bande pour certaines conditions de laminage, tous les champs peuvent étre déterminés.

Nous allons travailler par « fils » ou ligne de courant dans la configuration de référence. C'est-
a-dire queY et Z sont fixéset X va croitre depuis une valeur initialX, telle que

(XO,Y, Z) soit situé dans la zone élastique en amont de la cage de laminage.

Dans un premier domain%Xo,Xl] le comportement est élastique sans déformations

plastiques.

Comme nous connaissofs( X ) il est possible de calculr= Grad(@).
Ce tenseulE (X)) peut étre factorisé en une partie symétrique et une partie orthogonale.
Le tenseurg( 1) est la partie symétrique de cette factorisation.

Le tenseurP( X) est la partie orthogonale de cette factorisation.

Bien évidemment dans ce premier domajng,, nul en X, reste nul.

E)

2
Ayant déterminéE, il est possible de calculeD =J tE.=E (—=I la partie

w IIrn

déviatorique deE.

irmi
IIrl'II

k (pcum)
/Uo

Tant que nous sommes dans ce domaine de comportement elm;t@}e5 <0.

k ( pcum)
2

Ho

La valeur deX, est la premiere valeur d¥ telle queD:D —5 =0
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Pour X > X, nous entrons dans une zone d’évolution élastoplastique.
Rappelons tout d’abord les principaux résultats du chapitre 4 concernant la zone plastique.
Si nous supposons les champ$ X, t) et F(X,t) connus, nous nous intéressons a la partie

symétrique déviatorique dg'gl gue nous diagonalisons. Cette diagonalisation nous fournit

un champ de tenseur orthogori@let trois champs de valeurs proprgsi,, 4,

dév

sym

10
o O~
o O
Q})

(6.7)

o o
@]

(EE)

L’ensemble des champs mécaniques dans la zone plastique vont étre déterminés a I’aide de
deux champs scalaires.

Le premierd(X,t) estun champ d’angle.
Le secondp,,,(X,t) est la déformation plastique cumulée.

Ces deux champs vérifient les systémes d’équation aux dérivées partielles (4.14) que nous

rappelons ici :
sin(e)} 0+ {ﬂ

a cum
P (6.8)

Siﬂ(@—%j}g—klz 2;/22] Co{@—%j} Peum = 22]/22

Si 0(X.,t) et p,,.(X,t) sont connus, on peut déterminer le champ auxiligii, p,,,) qui

0T _ 2K(Pum)
100 3 u,

T 2K( Pum)
100 3 i,

2 K( Rum)

{_

2 0) | Paum= 271
3 4 + 4 j Coi )} Poum = 211
oT

+[ 2K( ) ,
apcum 3 /UO

est la plus grande racine de 1’équation :

Tg_gT@Mjlz(zwf cof B)- +

Ho 3

2
(Rappelons que ~1+ [}M] 1__2£_1MJ cog ®)| au troisieme ordren 1X( pcum))
3 33 4y 3 i
Le champE est alors donné par :
_ , }
2
(chos(e)ﬂJ 0 0
3
1
1 2 6.9
E-J°0 0 (Ewco{e-ﬁ)ﬂ]z 0 o 69
= = 3 Lo 3 =
1
0 0 [Z—k( Pa) CO{@+£J+T]2
3 i 3
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et finalementP = EE
Placons-nous maintenant en régime permanent.

Les champs dé(X) etV sont connus.

oF

On en déduiﬂ;(g) et 5(5):\/6_;

En diagonalisant la partie symétrique déviatoriquei;icie’1 , on déduit tenseur orthogon@l

et trois champs de valeurs proprési,, 4,
Le systéme d’équation (6.8)s’écrit alors :

2 K( Rum)

ﬁ_gk(Lc”m)sm(g) %4_ ﬂ+ —_ amz 27/2
ae 3 fuo ax apcum 3 /uO
g_gk(pcum)sm(g_zj 00 | o7 [ 2K(Ru)
20 3 u 3 )X | opy, \ 3 4

+ 2722J co{e—

oX

3 j coi&):l% = —%ylz

\%

3

27) apcum _ 2ﬂ‘27/22
oX

(6.10)

\%

Si 6 et p,, sont connus dans une section amont de la bafdet p,, peuvent étre

déterminés partout par intégration (numérique) de ces deux équations.

La valeur dep,,,, dans une section amont de la bande est clairement une donnée du probleme

(par exemplep,,,=0si la bande n’a pas encore subit de laminage ou p,,, donné par la

simulation du passage dans la cage amont a celle que ’on étudie si la bande a déja subi un

passage dans une autre gage

La détermination de¥ en amont est plus complexe car elle est déterminée par la phase
élastique qui précéde la phase plastique sous les cylindres.

Pour un fil (Y, Z) donné, nous avons vu ci-dessous que la zone plastique commeXge en

telle que :
k2
D: D—g—( p;”m) =0
=T 3 K
Ce tenseuD en X, peut étre écrit sous la forme :
2k
2K(Pum) cos(6,) 0 0
3 iy
k
D=0. 0 2 K( P cos{@l—zJ 0
- = 3 i 3
k
0 0 2 (Peam) cos{
L 3 K

(Voir équation (4.2)) avee, e {0%}

o

(6.11)

(6.12)
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Nous avons donc pour chaque fil la valeXiy d’entrée dans la zone plastique et la valeur
initiale =6, en X =X pour tout(Y, Z).

Nous pouvons intégrer les équations (6.10) dans la zone pIaﬁqu&% >0

.0 . . ,
Si %<O nous quittons la zone plastique pour entrer dans une zone de décharge en

évolution élastique. Nous noto@b. la derniere valeur d€ calculée dans la zone plastique
et considéronsE(X+dX).£O‘l. Ce tenseur peut étre factorisé en une partie symétrique

E(X+ dX) et un tenseur orthogon&l( X + dX).

P(X+dX)= R X+ dX._P.

2| tr(‘EE)
Bien sdr on calcule aussiD=J 3 E-E‘%J et on itere tant que
k2
p:p-2K(Puw) o
= = 3 ﬂo
. 2 k2( pcum) \ . 5 :
SiD:D 3,2 =0, on entre a nouveau dans une zone plastique et I’on applique la
o Hy

procédure de calcul plus haut.

A la fin de cette procédure, on connéitet p,,,, en chaque point de la ligne et Z fixes.

On fait ensuite varie¥ et Z pour connaitreE et p,,, partout.

Avec cette démarche applicable a tous les cha@ﬁ(%)eCA et toutes les vitesseg ,
toutes les grandeurs mécaniques, y compris les grandeurs énergétiques sont des fonctionnelles

de (@ (X) ,V*) définis sur I’ensemble des champs CA.

6.3.Un « principe de minimum en régime permanend sur I’ensemble de

~*

) (X)ECA

Nous allons nous appuyer sur les résultats du chapitre 5 pour tenter de conjecturer un
« principe de minimum en régime permanent ».

Pour étre plus précis, nous cherchons une fonctionﬁél@ ,V*) a valeur scalaire définie

sur I’ensemble des couples (@ ,V*)eCA et telle que la solution du probleme en régime

permanent rend minimum cette fonctionnelle &&. Si nous y parvenons, la démarche de
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modélisation simplifiée consistera a déterminer le champ de transformation minimisant la
fonctionnelle dans un sous ensembledfe défini a 1’aide de peu de paramétres.

Intéressons-nous a une longue portion de la beﬁmjexl] avec X, appartenant a la zone
amont telle que les particules sont en translations a la vieeseet X, appartient a la zone

aval telle que les particules sont en translations a la vitesse

Prenons comme état « zéxad’état de cette portionde la bande a I’instant t, et considérons

I’état de la portion a I’instant {,+At avec At petit par rapport a\% ou L est une longueur

caractéristique de la zone de contact.

Intéressonsous a la variation de 1’énergie stockée dans cette portion de bande entre les

instantt, ett,+At et supposons une vitesse de défilemént

A linstant t,+At la portion comprise entreX, et X,—V At est dans un état équivalent a
celui de la pOI‘tion[X0 +V AL, Xl] a l’instant t; a cause de I’hypothése de régime
permanent.

La varation de 1’énergie élastique est donc égale a 1’énergie élastique dans la petite portion
[Xl—V*At, XJ a linstant t;+At moins [’énergie ¢élastique dans la petite bande
[Xo, XO+\fAt] a I’instant ;.

Dans ces deux petites portions, la densité volumique d’énergie élastique ¥ ne dépend qu¥

et Z au premier ordre (indépendant par rappaet X ).

La variation de I’énergie ¢lastique est donc €égale au premier ordre a :
AW :V*At( [ wdvdz-[_w dez) (6.13)
S S

Ou S, § sont respectivement les sections de sortid’@&ttrée dans la configuration de
référence.

Un raisonnement identique permet de calculer 1’augmentation d’énergie dissipée dans la
potion de bande entre les instahset t, + At :

AK :V*At( L KdYdz- j . Kdez} (6.14)

Le travail des efforts extérieurs exercés par les tractions amont et aval sur les sections d’entrée
et de sortie de la portion de bande s’écrit :

o,
oX

, oD,
(X, +V'tY, VAt =

AY =T, (%+ViyzWa (6.15)

Ou T, et T, sont respectivement les efforts de traction de sortie et d’entrée.
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o,

Notons que au voisinage d&, (resp. X,) x est uniforme et indépendant tau premier

ordre.
Il reste a déterminer le travail des efforts de contact entre le cylindre et la bande.
Dans le cas de cylindres et de cages rigides, seuls les efforts de cisaillement travaillent.

Nous avons vu que la composante tangentielle au cylindr¢éhegonale a 1’axe de la vitesse

des particules et vaut :
o0, Y (od,)
Vin =V L+ =2 (6.16)
oX oX

Si cette vitesse est inférieureRa , le frottement est moteur, sinon le frottement est résistant.

Pour simplifier, placons nous dans le cas d’un frottement de Tresca de module 7 .

Le travail fournit a la portion de la bande par ces frottements peldi@int de temps
[to.to+At] est:

~%\2 ~x \2 ~x \ 2 ~ 2
PfrotzAtrIsign Ro—V [ 22| [Pz |y [ 2P [Pz e (6.17)
g oX oX oX oX

Ou S, est la surface de contact entre le cylindre et la bande.

Comme dans le cas de I’approche par la Méthode des Bornes Supérieures, la dépendance en
V' est complexe a cause du signe de la vitesse de glissement.

La variation d’énergie totale dans la portion de la ban{lX,, X,| pendant l’intervalle de

temps|[t,,t, +At] moins le travail des efforts extérieurs pendant le méme instant de temps, si

le processus en régime permanent était donné par le {@*mg),v*) serait :

jss(qur K)dez—jse(qw K) dYdz
a"'*

@, oD,
X (%+Viv g Iox

~ % \2 ~% \2 ~% \ 2 ~% 2
+r.|.sign Ro-V' || 2P| 4] 2P2 0D, | [ 9P yg
5 oX oX oX oX

En restant dans I’esprit que nous avons fait au chapitre 5, il semble naturel de conjecturer le
principe de minimum suivant :

z(@ﬂv*)m:v*m T (%+ Viy X (6.18)
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« Le couple (@,V) qui minimise la fonctionnelle Z(@*,V*) ci-dessus parmi tous les

couples de I’ensemble CA est la solution du probleme de 1I’évolution élastoplastique en
régime permanent ».

La détermination de cette conjectuse une tache difficile que nous n’avons pas su mener a
son terme. Nous nous contentons ici de commenter un peu la proposition de fagcon a
augmenter le niveau de confiance en cette conjecture.

Tout d’abord, on peut étre surpris de ne voir apparaitre les énergies élastique et dissipée
qu’aux sections d’extrémités de la portion de bande étudiée.

Pour mieux comprendre, placons-nous dans le cas ou la bande est initialement dans son état
naturel (dans ce cad =0 sur la section d’entrée) et les énergies élastiques négligeables.
On voit alors apparaitre dans la fonctionnelle uniquement 1’intégrale sur la section de sortie de

1’énergie dissipée dans cette section pendant le processus de laminage multipliéevpat .

K (Peum)
aF)CUm

¢énergie dissipée dans la section de sortie est égale a I’intégrale sur I’ensemble de la portion de
bande de la puissance dissipée multipliéesia

En notant que pcum:%v*, D=K(Pym) et =Kk( p,m), ON Vvoit que cette

Notre approche apparait alors comme une généralisation de la Méthode des Bornes
Supérieures (MBS). Notre généralisation est forte car elle permet de prendma@e tes
déformations élastique et I’écrouissage ce que ne permet pas la MBS.

6.4.Proposition d’une famille de transformations simples

Bien que nous n’ayons pas eu le temps de développer une application du principe de
minimum ci-dessus, il nous a semblé utile pour les éventuels travaux ultérieurs de proposer
une famille de transformations définies a I’aide de peu de paramétres et indéfinis des champs

que nous pouvons déterminer a I’aide de LAM3.

On utilise deux systemes de coordonnées : dans la configuration initiale, non déformée, un
point M, de la matiére est représenté par le cofpleY). Dans la configuration actuelle,
déformée, ses coordonnées sdM(x, y). L ¢criture de la transformation, ¢’est trouver les
relations entre les coordonnées (X,y) en fonction de (X,Y) ou I’inverse.

Nous faisons 1’hypothése simplificatrice que dans la zone de contact bardeylindre,
I’abscisse Xe[-L,0] (Xx=—L al’entrée, X=0 a la sortie). Comme indique sur Figure 6-1

il peut étre commode de remplacer I’abscisse X par I’angle & du point de contact sur le
cylindre. Notonsa >0, I’angle total de contact 6 €[-a,0] (0=-a si x=—L et0=0 s;i

x=0).
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Configuration d e Référence

Q, B+ MmED

Transformation &

-

Fliny I

.Q.,. Configuration actuelle
Figure 6-1 : Processus de laminage

A priori, la transformation s’écrit sous la forme :

x=0,(X,Y, Z 1
y==o,(X,Y, 29 (6.19)
z=D,(X,Y, Z Y

Dans le cas de déformation plane, avec 1’hypothése que la section reste droite le systeme
d’équation (6.19) devient

X=0(X)
y= Y‘P( X) (6.20)
z=27
Le tenseur de transformation totalécrit alors :
0} (X) 0 0
E(X,Y)z Y‘P( X) \P( X) 0 (6.21)
0 0 1

Notonsh( x) la hauteur de I’emprise a I’abscisse X, hous obtenons :

h(x)=h-vR- % ouh=R+h

Déduisons la relation entre fonctio‘m’(X) eth(x) :

\P(x):é h( ) (6.22)
La variation du volume est exprimée sous la forme :
)= (X)¥(X) =0 (X =g (X o })  ©29)
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Notons J( X) la primitive deJ( X) :

I(X)=3(X)ax= [0 (X oY) o[ o %) @
:%Ih(X)dXz—éj(Q—\/ R- >%) dx

Changeons la variable par= Rsing, donc, nous avons :
dx= Rcost ¥

h —vVR - ¥ = h — Rosd

En reportant ces expressions dans 1I’équation (6.24), nous obtenons :

j(x):%j(a—\/ﬁ— %)d#ij( h- Rost) Ro¥ @

(6.24)

Ou encore j(x):%j(ht Reost— R co$6) @

1+ cos
En remarquant queo§ 0= +Tﬂ , hous obtenons

@ (6.25)

3 :—J’(QRcose R31+00329j

Nous en déduisons :
2
J(X)= h Rsme—ie—E sin® (6.26)
h, 2h,  4h,

L’expression de J( X) dans la configuration actuelle :

J(X):%X—S—heasmﬁ—— — (6.27)

Ou encore dans la configuration de référence :

< 2 D(X) D(X

3(%)= o (x)- K asin®X)_2X) [574 %P (6.28)
2h, R 2h,

Nous allons maintenant faitéhypothese que la variation du volume est une fonction affine
de X par morceau (2 morceaux voir la Figure 1-29

La variation de volume s’écrit alors dans la configuration de référence:

J(X)_{Hax si 0< X< X (6.29)

C|bX+c siX,< X< |
Ou: a,b,c sont des constantes
Xoy €st la position du point neutre dans la configuration de référence
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L, est la longueur de I’emprise dans la configuration de référence
La continuité de la variation de volundg X) au point neutreX,, nous donne la relation :

1+aX,, = bX, + C (6.30)
Ou encore :

c-1

a=b+ (6.31)

PN

En intégrant I’équation (6.29), nous obtenons la deuxiéme expressiorﬁ@le():

(%) I - %aX2+X+q si K X< X%,
J(X)=[I( X)dx= (6.32)
%bX2+cX+g Si X< X< |

L’équation (6.28) et 1’équation (6.32) sont les deux expressions dTE(X) dans la

configuration de référence. Nous déduisons :

"e g (x)- R asin2(X)_2(X) R -o( X)’
h,

%aXZJr X+ ¢ si K X< X%, (6.33)

%bx2+cx+g Si Xy < X< |
Les conditions aux limites et la condition de continuitéjc(e)() au point X, nous donnent
le systéme d’équations :

(D(X 0)=—L
(X =L,)=0 (6.34)
j(XPNi): j( XPN+)

Ou X, et X, représentent respectivemdribscisse de la limite & gauche et a droite du

point neutre.

Ce systéme d’équation se réécrit alors :

_EL_K i i‘ _L R? - |2
h 2heasln = +2h:/ =
%bL§+cLo+g:0 (6.35)

%aXPNZ Xent+ G :_; bXPN2 +CXpyt G
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Ou encore :

2 R
Cl:—EL—iasin—L TR
h,  2h R 2h
cz=—%bL%—cLo
1 1 1 R L L 5
EbLé+d‘0+(_2@(PN2 +XPN__2 D(PNZ— C)(PNJ—E L—Z aSIH§+2—h} F\')’_ Ej:

Avec I’hypothése que la variation de volume J est connue (o, b, ¢, X, connus), les trois
derniéres équations ci-dessus nous permettent de déteniogl, (ou j( X)). Ensuite on

déduit @(X) a partir de 1’équation :

5(X)=%CD(X)—RE2aS|n®( )_q)(hEX) R-o( X’
Rappelons queP (X)=— h(CD( X)) et®d' (X)= ;((i))

Nous déduisons :

v CdP(X) 1dh(@(X) 1
(X)= dX h dX h

H(®( X))o’ ( X) (6.36)

Donc, avec I’hypothése que la variation de volume J est connue, on peut déterminer
totalement le teneur de transformation totaleE(X,Y) :

A partir de ce tenseur, on utilise le modele analytique développé dans le chapitre 5 pour

obtenir le champ de contraintéss I’emprise.

Nous trouvons que la variation de volurdeest liée a la partie d’énergie élastiqu&”’ dans la
bande. En minimisant I’énergie dans la band& ci-dessus, on obtient la variation de volume
J mais ce travail s’est avéré lourd et compliqué. Donc, pour simplifier la présentation des

exemples ci-dessous, on détermine la valeurdde en se basant sur la trace du tenseur de

contrainte obtenue par LAM3.
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Exemple 1 :
Choisissons & données d’entrée d’un cas de « laminage a froio:

h, =5.00mm h, =3.50mm b, =50.00mm

k =0.4 (frottement de Tresca) V, =1000.00nm /¢

K( Puum) = 00 (1+ (X Poyr) — 3) aveca =0

o, =600MPa R= 250.00mm o, =0,=150 MP¢

On utilise le modele LAM3 avec 5 fils dans la demi-épaisseur, premier fil est au milieu de la
bande.

La trace du tenseur de contrainte dans I’emprise permet une détermination appelée de J sous
la forme d’une fonction affine par morceaux.

Trace des contraintes pricincipales

Trace(sigma) (MPa)

w
[
= =ZUUU
——FIT-LAT3 /V‘

A
—a—Fil3-LAN3 e
—&—Fil 5-LAN3

—s— Il éthode analytique:

% (mm)

Figure 6-2: Trace du tenseur de contrainte dans l’emprise

L’utilisation de cette approximation de J permet une détermination analytique des
composantes du tenseur de contrainte que nous comparons aux calculs LAM3.

Comparaison -Fil 1 au milieu de la bande

404

h

A\ N
N 100 %
N b A

ra
o
Ba
=

sigmaxx (MPa)

/ / 4nn
——Lan3 I V/‘/ 5048

—a—MN ethudeanalytique|

% (mm)

Figure 6-3: La composanter,, au milieu de la bande
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Comparaison - Fil 5

%-25 -20 \/ -_5 -10 . *0/;'0)
v _ry

——LAN3
—s— Methode analytique 2110

x (mm)
Figure 6-4 : La composante,, au contact avec le cylindre

Comparaison - Fil 1 au milieu de la bande

-25 -30 -15 -10

sigmayy (MPa)
hd

——LANM3
—=— [l éthode analytique 1400

x (mm}

Figure 6-5 : La composante,,  au milieu de la bande

Comparaison - Fil 5

-25 -20 -15 -10 B

L4
| A
W\b\ i

VN

sigmayy (MPa)

X

—+—LAM3
—s— |l éthode analytigue

x(mm)

Figure 6-6 : La composante,, au contact avec le cylindre

Nous constatons que dahnsxemple « laminage a froid ple choix adapté d& sous la forme

d’une fonction affine par morceaux donne une bonne approche des contraintes pour les
eléments au milieu de la bande (cette approximation est moins bonne pour les éléments loin
du centre de la bande).
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Exemple 2 :
Choisissons & données d’entrée d’un cas de « laminage a chaust

h, =37.00nm h, =22.00mm b, =100.00mm

k =0.4 (frottement de Tresca) V, =800.0anm /¢

K( Pam) = T (1+ a(exp( Py - ])) aveca =0
o, =144MPa R=350.00nm  o,=0,=0 MPa

On utilise le modele LAM3 avec 6 fils dans la demi-épaisseur, premier fil est au milieu de la
bande.

La trace du tenseur de contrainte dans I’emprise permet une détermination appelée de J sous
la forme d’une fonction affine par morceaux.

Comparaison - Trace de sigma

-
[ae]
@

@
@

e N

Trace(sigma) (MPa)

—+—LAM3 -Fil 1
—a—LAM3-Fi3
—&—LAM3 -Fi 6
—=— W odéle anahtigue

% (mm)

Figure 6-7: Trace du tenseur de contrainte dans ['emprise

L’utilisation de cette approximation de J permet une détermination analytique des
composantes du tenseur de contrainte que nous comparons aux calculs LAM3.

£ A

Fil 1 au milieu de la bande

e [*2]

o D

E—'O -50 k -50 -40 -30 -20 -1 */:: il
= / -
% - 45
= L]
: FA
p= f/ o
@
S8
3 *f‘/
Ny & +68
'ﬁ /
! 7 190
—+—LAN3 eV
—=— I odéle analyti 4an
X (mm)

Figure 6-8 : La composante,, au milieu de la bande
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sigmaxx (MPa)

sigmayy (MPa)

sigmayy (MPa)

4n
20
[l
10 -30 -20 A0 g
m
e’ o1\
1605
1'7n
\ 140
—m— LAM3 120
—=— |odéle anahtique 100
X (mm) '
Figure 6-9 : La composante,, dans le troisieme élément
Compraison - Fil 1 au milieu de la bande
8
-40 -10 -0 -80 -40 -30 -20 -10
e
K‘\: 100/
200
+ / 256
——LAN3 o
=—m= | 0déle anahtique .
X (mmy}
Figure 610: La composanter,, au milieu de la bande
Comparaison - Fil 3
-1po -80 -60 -40 -20 ;f.
—m—LAN3
—s— W odéle anahtique san

Comparaison - Fil 3

% (mm)

Figure 6-11: La composanter,, dans le troisieme €lément
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Comparaison - Fil 6 au contact avec cylindre

ETa)
T

[ax]
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[13]
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[ax]

x (mm)

Figure 6412: La composanter,, au contact avec le cylindre

Danscet exemple, I’hypothése d’homogénéité des champs sur 1’épaisseur est bien slr trop

forte et la famille de transformations devait étre élargie. Cependant, pour une premiere
approximation brutale, cette approche ne donne pas des résultats si mauvais, tout du méme du
centre de la bande. Celst encourageant et I’approche mérite d’étre développée.

6.5.Conclusion

Dans ce chapitre, nous sommes revenus au probléme de 1’évolution ¢€lastoplastique lors d’un
processus de laminage.

Nous avons tout d’abord présenté les principales conséquences de I’hypothése d’évolution en
régime permanent et nous avons montré que la connaissance de la transformation permet la
détermination de tous les champs mécaniques et des grandeurs énergétiques.

En nous inspirant du « principe de minimum » établi au chapitre 4 pour les évolutions simples
radiales, nous avons conjecturé un « principe de minimum en régime permanent » pour les
transformations en régime permanent. Nous n’avons pas su démontrer 1’équivalence de ce

principe de minimum avec les équations de 1’évolution élastoplastique, mais nous avons
montré qu’il s’agit d’une généralisation de la Méthode des Bornes Supérieures permettant la
prise en compte des déformations élastiques et de 1’écrouissage.

Nous avons terminé ce chapitre en présentant une famille de transformations simples
construites a I’aide d’une hypothése sur la variation de volume élastique qui nous semble
présenter un intérét pour des travaux ultérieurs. Beaucoup de travail reste encorpcaurfaire
aller au bout de ces idées.
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Conclusion génerale

Les travaux présentés dans ce mémoire portent essentiellemeéamsiibration des modeles
simplifiés classiques du laminage. Pour cet objectif, nous avons construit des modeles
simplifiés semi-analytiques qui prennent en compte les déformations élastoplastiques.

Tout d’abord, dans le premier chapitre, nous avons introduit les notations de base des
processus de laminage. Les principaux parametres du processus sont identifiés et leur
influence est discutée.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté des modeéles simplifiés classiques qui
se basent sur la méthode des tranches et la Méthode des Bornes Supérieures (MBS).
L’application de ces méthodes dans le processus de laminage est présentée et comparée avec

LAMS3. Avec cette comparaison, nous avons vu que les méthodes classiques qui négligent les
déformations élastiques ne donnent pas une bonne approche dans le cas lgsinlgésage
déformations élastiques sont importnt

Ainsi, dans le troisieme chapitre, nous avons abordé le comportement élastoplastique en
grandes transformations. Nous avons utilisé le concept de configuration "relachée" pour
définir I'état thermodynamique d'un volume élémentaire d'un matériau devant subir de
grandes transformations élastoplastiques. Nous avons montré aussi que la connaissance du
gradient de la transformation et son taux de variation permet la détermination simple et
analytique de tous les champs mécaniques. Nous avons aussi donné une illustration dans le
cas dedeux exemples trés simples d’histoires de transformation homogeéene (traction et
cisaillement).

Apres, dans le quatrieme chapitre, nous avons reptigle de la détermination des champs
mécaniques lorsque 1’on connait le gradient de transformation et son taux de variation, avec

une autre approche qui permet de vérifier par construlioritére de plasticité dans la zone

en cours d’évolution plastique. Nous avons fait une application numérique dans le cas de
compression plane Channel Die qui ressemble beaucoup au processus de laminage. Car pour
les deux processus, on compresse le matériau dans une direction et on le laisse s’écouler dans

une autre direction. Les résultats analytiques sont identiques aux résultats obtenus par Abaqus
(éléments finis).

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons proposé une approche altetadtdlastoplasticité
basée sur un principe de minimisation de la somme de 1’énergie élastique et de I’énergie
dissipée, c'est-a-dire un_modele a dissipation simple. Nous avons montré que ce principe de
minimum est équivalent a D’approche classique de I’évolution ¢lastoplastique pour des
familles d’évolutions particulieres que nous nommons évolutions simples radiales, par
référence au trajet des élongations plastiques principhlepplication numérique de ce
principe de minimum est réalisée dans le cas de traction simple et nous avons retrouvé des

champs mécaniques obtenus par le modele semi-analytique au chapitre 3.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous sommes revemusprobléeme de I’évolution
élastoplastique dans un processus de laminage en régime permanent. Nous avons proposé un
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« principe de minimum en régime permanent seudNn’avons pas réussi a prousr
I’équivalence avec une apgche classique de 1’évolution, mais NoUsS avons montré que ce
principe de minimum est une généralisation de la Méthode des Bornes Supérieures prenant en
compte les déformations élastiques et I’écrouissage. Ce principe est un outil bien adapté pour
construire dans 1’avenir des modéles simplifiés des processus de laminage. Enfin, nous avons
proposé une famille de transformation a peu de parametres inspirée des simulations de LAM3.

En ce qui concerne les orientations futures, un certain nombre de perspectives se.dégagent
Tout d’abord, le travail de programmation reste malheureusement a faire car faute du temps,

nous n’avons pas pu I’entreprendre avec une généralité suffisante. Enfin, pour 1’application du

principe de minimum au processus de laminage, surtout au laminage a chaud, nous pourrions
choisir une famille de transformations plus large pour améliorer les résultats.
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